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Анотацiя
Карпенко В.О. Фазовi переходи у щiльних системах взаємодiючих

бозе-частинок. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

– Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за

спецiальнiстю 104 Фiзика та астрономiя — Київський нацiональний

унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, 2020-2024. — Iнститут

теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України, Київ, 2025.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню фазових переходiв

i термодинамiчних властивостей систем взаємодiючих бозонiв, що

складаються з частинок i античастинок за ненульових iзоспiнових густин.

У центрi уваги – 𝜋-мезоннi системи, якi виступають природною моделлю

для вивчення сильно взаємодiючої матерiї при високих густинах i

температурах, характерних для процесiв у ранньому Всесвiтi, нейтронних

зiрках i релятивiстських зiткненнях важких iонiв.

Актуальнiсть теми зумовлена потребою у глибшому розумiннi фазової

структури адронної матерiї, зокрема поведiнки мезонних систем при

скiнченних температурах та iзоспiнових густинах. Пiони, як найлегшi

адрони з ненульовим iзотопiчним зарядом, є iдеальними об’єктами

для вивчення явищ бозе-айнштайнiвської конденсацiї в умовах сильної

взаємодiї. Теоретичнi та експериментальнi дослiдження вказують, що за

певних умов 𝜋-мезони можуть формувати бозе-конденсат, який потенцiйно

впливає на еволюцiю густої адронної матерiї.

Метою роботи є побудова узгодженої термодинамiчної моделi, здатної

описати поведiнку багатокомпонентної системи бозонiв у широкому

дiапазонi температур i густин, з урахуванням вiдштовхувальних i

притягальних взаємодiй мiж частинками. Для досягнення цiєї мети

розв’язано такi завдання:

2



• встановлено умови утворення бозе-конденсату у системi частинок i

античастинок при збереженнi iзоспiнової густини;

• дослiджено характер фазових переходiв i вплив спiввiдношення мiж

силами притягання та вiдштовхування;

• порiвняно ефективнiсть канонiчного та великого канонiчного

ансамблiв у описi систем iз конденсатом;

• побудовано фазовi дiаграми типу «рiдина–газ» для взаємодiючих

бозонних систем;

• оцiнено внесок електричної взаємодiї в енергетичний баланс системи.

Методологiчно робота спирається на термодинамiчну модель середнього

поля, параметризовану по типу моделi Скiрма, де середнє поле має вигляд

𝑈(𝑛) = −𝐴𝑛 + 𝐵𝑛2, а параметри 𝐴 i 𝐵 вiдповiдають силам притягання

та вiдштовхування. Для числових розрахункiв використовувались системи

рiвнянь, отриманi з умов термодинамiчної самозгодженостi, а також

методи чисельного iнтегрування нелiнiйних рiвнянь стану.

У першому роздiлi розроблено аналiтичний формалiзм моделi

середнього поля для системи частинок i античастинок iз фiксованою

iзоспiновою густиною. Визначено вирази для тиску, хiмiчного потенцiалу,

густини енергiї та вiльної енергiї через iнтеграли вiд функцiй розподiлу

Бозе–Айнштайна.

Розглянуто умову Бозе-конденсацiї за скiнченних температур, коли

густина домiнуючої зарядової компоненти досягає критичного значення.

Показано, що при “слабкому” притяганнi або його вiдсутностi система

утворює конденсат лише для зарядово-домiнуючої компоненти (наприклад,

𝜋−-мезонiв).
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Числовi розрахунки продемонстрували залежностi густини частинок,

енергiї та теплоємностi вiд температури такого виду, що пiдтверджують

iснування фазового переходу другого роду. Виявлено також, що в певних

дiапазонах коефiцiєнта притягання фазовий перехiд може вiдбуватись

кiлька разiв послiдовно, що свiдчить про складну структуру рiвноважних

станiв системи.

Одним з найважливiших промiжних результатiв наведених у першому

роздiлi є те, що для частинок компоненти високої густини система утворює

конденсат незалежно вiд параметрiв середнього поля.

Другий роздiл присвячено дослiдженню фазових переходiв за рiзної

iнтенсивностi взаємодiй. Обговорюється два пiдходи: опис через канонiчний

ансамбль (з фiксованим числом частинок) та великий канонiчний ансамбль

(з фiксованим хiмiчним потенцiалом). Крiм того, порiвнюються результати

отриманi в рамках напiвкласичної термодинамiчної моделi середнього поля

з моделлю скалярного самодiючого поля.

Показано, що у випадку слабкої взаємодiї система має фазовий перехiд

другого роду, пов’язаний з утворенням конденсату зарядової компоненти.

При цьому iндикатором таких фазових переходiв є перетин кривих густини

частинок з критичною кривою

У режимi “сильного” притягання з’являється фазовий перехiд

першого роду, коли конденсацiю одночасно зазнають частинки й

античастинки. Такий подвiйний конденсат характеризується нульовим

хiмiчним потенцiалом навiть за ненульової iзоспiнової густини. Такий

ефект не може бути описаний великим канонiчним ансамблем, позаяк

рiзним станам системи (рiзним густинам, тискам) може вiдповiдати єдине

постiне значення хiмiчного потенцiалу. Це доводить, що лише канонiчний

ансамбль здатен коректно описати цi стани, оскiльки великий канонiчний

ансамбль призводить до термодинамiчної невизначеностi.
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Також виявлено “вiртуальний” фазовий перехiд другого роду — перехiд

мiж фазами без утворення конденсату, який iснує лише при певному

спiввiдношеннi мiж параметрами взаємодiї.

У третьому роздiлi побудовано узагальнення правил Максвелла для

систем, що складаються з частинок i античастинок, i дослiджено фазовi

переходи типу “рiдина–газ”. Розглянуто систему, коли природнiм вiльним

параметром системи є густина заряду 𝑛𝐼 .

На основi отриманих рiвнянь стану побудовано фазовi дiаграми в

координатах (𝑛𝐼 , 𝑃 ) та (1/𝑛𝐼 , 𝑃 ), якi демонструють наявнiсть критичної

точки i областi спiвiснування фаз. У межах фазового переходу “рiдина–газ”

визначено об’ємний модуль стискання та показано, що взаємодiя частинок

i античастинок впливає на наявнiсть областi метастабiльностi.

Важливим результатом цьго роздiлу є виявлення спiльного опису бозе-

конденсацiї та переходiв “рiдина–газ” у єдинiй моделi середнього поля.

Четвертий роздiл розширює модель, враховуючи внесок електричної

взаємодiї. Визначено поправки до хiмiчного потенцiалу, тиску та енергiї

внаслiдок кулонiвського вiдштовхування мiж зарядженими 𝜋-мезонами.

Обгрунтовано можливу оцiнку енергiї кулонiвського внеску при

фiксованiй густинi заряду. Стверджується, що цей ефект може змiщати

фазову дiаграму.

Пiдсумовуючи, основними результатами роботи є наступнi:

• Розроблено самозгоджену термодинамiчну модель середнього поля

для системи взаємодiючих 𝜋-мезонiв з урахуванням вiдштовхування

та притягання, придатну для опису як бозе-конденсацiї, так i фазових

переходiв типу “рiдина–газ”.

• Роздiлено режими “слабкого” i “сильного” притягання мiж пiонами,

якi визначають тип наявних фазових переходiв: другий рiд при
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слабкiй взаємодiї i перший рiд при сильнiй.

• Показано наявнiсть в модельнiй системi з комбiнацiї рiзного виду

пiонiв наявнiсть фазових переходiв, якi можуть зачiпати лише одну

з компонент.

• Описано “вiртуальний” фазовий перехiд другого роду без утворення

параметра порядку.

• Показано можливiсть утворення подвiйного конденсату, i що

подвiйний конденсат частинок та античастинок iснує за нульового

хiмiчного потенцiалу.

• Побудовано узагальненi правила Максвелла i фазовi дiаграми

системи, якi враховують наявнiсть конденсату та фазового переходу

типу “рiдина-газ”.

• Обговорено межi застосовностi канонiчного i великого канонiчного

ансамблiв, показано, що останнiй некоректний у фазi конденсату.

• Запропоновано модифiкацiю моделi через додавання електричної

взаємодiї, оцiнено вплив електричної взаємодiї на термодинамiчнi

характеристики системи.

Хоча дослiдження має теоретичний характер, його результати можуть

бути застосованi для:

• моделювання гарячої та густої адронної матерiї у зiткненнях важких

iонiв (LHC, RHIC);

• аналiзу станiв речовини в нейтронних зорях;

• побудови космологiчних моделей раннього Всесвiту;
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• подальшого розвитку ефективних теорiй сильної взаємодiї (QCD) на

низьких енергiях.

Робота сформувала послiдовну теоретичну картину фазових переходiв

у системах взаємодiючих бозонiв при ненульових iзоспiнових густинах.

Виявленi ефекти (подвiйний конденсат, вiртуальний перехiд i специфiка

поведiнки ансамблiв) становлять важливий внесок у статистичну фiзику

та теорiю сильно взаємодiючої матерiї.

Розроблена модель може слугувати базою для подальших дослiджень

багатокомпонентних бозонних систем та їх застосувань у фiзицi високих

енергiй i астрофiзицi.

Ключовi слова: конденсат Бозе-Айнштайна, модель середнього поля,

газ мезонiв, релятивiстськi частинки, скалярнi поля, фазовий перехiд,

фазовi дiаграми, статистична фiзика
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Abstract
Karpenko V.O. Phase transitions in dense systems of interacting

Bose particles — Qualifying scientific work on manuscript rights

– Dissertation for the Doctor of Philosophy degree in specialty 104 Physics

and Astronomy — Taras Shevchenko Kyiv National University, Kyiv, 2024 –

Bogolyubov Institute for Theoretical Physics of the NAS of Ukraine, Kyiv,

2025.

The dissertation is devoted to the study of phase transitions and

thermodynamic properties of interacting boson systems consisting of particles

and antiparticles at nonzero isospin densities. The focus is on 𝜋-meson systems,

which serve as a natural model for studying strongly interacting matter at high

densities and temperatures characteristic of processes in the early universe,

neutron stars, and relativistic heavy ion collisions.

The relevance of the topic is determined by the need for a deeper

understanding of the phase structure of hadronic matter, in particular the

behavior of meson systems at finite temperatures and isospin densities. Pions, as

the lightest hadrons with nonzero isotopic charge, are ideal objects for studying

Bose-Einstein condensation phenomena under conditions of strong interaction.

Theoretical and experimental studies indicate that under certain conditions,

𝜋-mesons can form a Bose condensate, which potentially affects the evolution

of dense hadronic matter.

The aim of this work is to construct a consistent thermodynamic model

capable of describing the behavior of a multicomponent boson system over a

wide range of temperatures and densities, taking into account repulsive and

attractive interactions between particles. To achieve this goal, the following

tasks were solved:
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• the conditions for the formation of a Bose condensate in a system

of particles and antiparticles with conservation of isospin density were

established;

• the nature of phase transitions and the influence of the ratio between

attractive and repulsive forces were investigated;

• the effectiveness of canonical and grand canonical ensembles in describing

systems with condensate was compared;

• liquid-gas phase diagrams were constructed for interacting boson systems;

• the contribution of electrical interaction to the energy balance of the

system was estimated.

Methodologically, the work is based on a thermodynamic model of the mean

field, parameterized according to the Skirma model, where the mean field has

the form 𝑈(𝑛) = −𝐴𝑛 + 𝐵𝑛2, and the parameters 𝐴 and 𝐵 correspond to

the forces of attraction and repulsion. For numerical calculations, systems of

equations obtained from the conditions of thermodynamic self-consistency were

used, as well as methods of numerical integration of nonlinear equations of state.

In the first section, we develop an analytical formalism of the mean-field

model for a system of particles and antiparticles with a fixed isospin density.

We determine expressions for pressure, chemical potential, energy density, and

free energy through integrals of Bose–Einstein distribution functions.

The condition for Bose condensation at finite temperatures is considered,

when the density of the dominant charge component reaches a critical value.

It is shown that with “weak” attraction or its absence, the system forms a

condensate only for the charge-dominant component (for example, 𝜋− mesons).

Numerical calculations have demonstrated the dependence of particle

density, energy, and heat capacity on temperature in such a way that confirms
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the existence of a second-order phase transition. It has also been found that in

certain ranges of the attraction coefficient, the phase transition can occur several

times in succession, which indicates the complex structure of the equilibrium

states of the system.

One of the most important intermediate results presented in the first chapter

is that for particles of high density, the system forms a condensate regardless

of the parameters of the mean field.

The second section is devoted to the study of phase transitions at different

interaction intensities. Two approaches are discussed: description through a

canonical ensemble (with a fixed number of particles) and a large canonical

ensemble (with a fixed chemical potential). In addition, the results obtained

within the framework of the semi-classical thermodynamic model of the mean

field are compared with the model of the scalar self-acting field.

It is shown that in the case of weak interaction, the system undergoes

a second-order phase transition associated with the formation of a charge

condensate. In this case, the indicator of such phase transitions is the

intersection of particle density curves with the critical curve.

In the “strong” attraction mode, a first-order phase transition occurs when

particles and antiparticles undergo condensation simultaneously. Such a double

condensate is characterized by zero chemical potential even at non-zero isospin

density. This effect cannot be described by a large canonical ensemble, since

different states of the system (different densities, pressures) can correspond to

a single constant value of chemical potential. This proves that only a canonical

ensemble can correctly describe these states, since a large canonical ensemble

leads to thermodynamic uncertainty.

A “virtual” second-order phase transition has also been discovered — a

transition between phases without the formation of a condensate, which exists

only at a certain ratio between the interaction parameters.
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The third section generalizes Maxwell’s rules for systems consisting of

particles and antiparticles and investigates liquid-gas phase transitions. We

consider a system where the natural free parameter of the system is the charge

density 𝑛𝐼 .

Based on the obtained equations of state, phase diagrams are constructed

in the coordinates (𝑛𝐼 , 𝑃 ) and (1/𝑛𝐼 , 𝑃 ), which demonstrate the presence

of a critical point and a region of phase coexistence. Within the framework of

the liquid-gas phase transition, the bulk compressibility modulus is determined

and it is shown that the interaction of particles and antiparticles affects the

presence of a metastable region.

An important result of this section is the discovery of a common description

of Bose condensation and liquid-gas transitions in a single mean-field model.

The fourth section extends the model by taking into account the

contribution of electrical interaction. Corrections to the chemical potential,

pressure, and energy due to Coulomb repulsion between charged 𝜋-mesons are

determined.

A possible estimate of the Coulomb contribution energy at a fixed charge

density is justified. It is claimed that this effect can shift the phase diagram.

In summary, the main results of the work are as follows:

• A self-consistent thermodynamic model of the mean field for a system of

interacting 𝜋-mesons has been developed, taking into account repulsion

and attraction, suitable for describing both Bose condensation and liquid-

gas phase transitions.

• The modes of “weak” and “strong” attraction between pions, which

determine the type of phase transitions present, have been separated:

second order for weak interaction and first order for strong interaction.

• The presence of phase transitions in a model system consisting of a
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combination of different types of pions, which can affect only one of the

components, is shown.

• A “virtual” second-order phase transition without the formation of an

order parameter is described.

• The possibility of double condensate formation is shown, and that the

double condensate of particles and antiparticles exists at zero chemical

potential.

• Generalized Maxwell rules and phase diagrams of the system are

constructed, which take into account the presence of condensate and a

“liquid-gas” phase transition.

• The limits of applicability of the canonical and grand canonical ensembles

are discussed, and it is shown that the latter is incorrect in the condensate

phase.

• A modification of the model by adding electrical interaction is proposed,

and the influence of electrical interaction on the thermodynamic

characteristics of the system is evaluated.

Although the research is theoretical in nature, its results can be applied to:

• modeling hot and dense hadronic matter in heavy ion collisions (LHC,

RHIC);

• analyzing the states of matter in neutron stars;

• constructing cosmological models of the early universe;

• further developing effective theories of strong interaction (QCD) at low

energies.
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The work has formed a consistent theoretical picture of phase transitions in

systems of interacting bosons at nonzero isospin densities. The effects identified

(double condensate, virtual transition, and specific behavior of ensembles)

constitute an important contribution to statistical physics and the theory of

strongly interacting matter.

The developed model can serve as a basis for further research on

multicomponent boson systems and their applications in high-energy physics

and astrophysics.

Key words: Bose-Einstein condensate, mean field model, meson gas,

relativistic particles, scalar fields, phase transition, phase diagrams, statistical

physics
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Вступ

Актуальнiсть теми.

Знання фазової структури систем мезонiв при скiнченних температурах

та скiнченних iзоспiнових густинах вiдiграє вирiшальне значення

для розумiння широкого кола явищ у фiзицi гарячої та густої

адронної матерiї, якi мають мiсце в процесi ядер-ядерних зiткнень, в

гiпотетичних нейтронних зiрках та в деяких iнших космологiчних моделях.

Результати дослiдження систем адронiв або барiонiв методами квантової

хромодинамiки демонструють фазову структуру матерiї за скiнченних

температур та густин, та пояснюють перехiд вiд адронного газу до кварк-

глюонної плазми, порушення хiральної симетрiї [1].

Дослiдження фундаментальних фiзичних властивостей матерiї в

експериментах на сучасних прискорювачах частинок i атомних ядер та

у програмах з дослiдження матерiї, що iснувала у ранньому Всесвiтi,

є зараз одним iз основних напрямiв у сучаснiй свiтовiй науцi. Густини

енергiї та густини частинок, що виникають на прискорювачах у “малих

вибухах”, порiвняльнi з тими, що iснували в першi мiкросекунди пiсля

космологiчного Великого Вибуху. При цьому в процесi еволюцiї матерiя

зазнає фазових переходiв мiж її рiзними станами, такими як кварк-глюонна

плазма, адронна матерiя, тощо.

Водночас дослiдження мезонних систем мають свою специфiку,

зумовлену можливiстю бозе-айнштайнiвської конденсацiї взаємодiючих

частинок. Це явище в бозоннiх системах має тривалу iсторiю дослiджень,
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починаючи з робiт Н.Н. Боголюбова [2], де такi системи вдалось звести

до системи невзаємодiючих квазiчастинок. Як було показано в роботах [2,

3, 4], для достатньо слабких взаємодiй можна в якостi хвильової функцiї

конденсату брати безпосередньо середнє поле. Таку iдею висловив ще

Дiрак [5], а Н.Н. Боголюбов розвинув її для опису надплинностi та

конденсацiї Бозе-Айншттайна. Але подiбнi наближення не застосовнi у

випадку щiльних систем зважаючи, щонайменше, на двi причини. Перша

- високi густини кiлькостi частинок означають i високi температури,

де тепловi частинки бiльше не можна розглядати як малу флуктуацiю

порiвняно з густиною частинок конденсованих. Друга причина полягає

в тому, що насправдi ми маємо справу не стiльки зi збереженням числа

частинок, скiльки зi збереженням рiзниць мiж кiлькостями частинок

та античастинок [6], через що ми обов’язково мусимо враховувати в

розрахунках i античастинки.

Бозе-айнштайнiвську конденсацiю в системi 𝜋-мезонiв було теоретично

дослiджено в робiтах А.Б. Мiгдала (див. [7]). Пiзнiше це явище активно

дослiджувалось багатьма авторами з використанням рiзних моделей та

методiв. Формування класичних пiонних полiв у зiткненнях важких

iонiв обговорювалося в статтях [8, 9, 10, 11], а системи пiонiв та K-

мезонiв зi скiнченним iзоспiновим хiмiчним потенцiалом були розглянутi

в бiльш пiзнiх роботах [12, 13, 14, 15, 16, 17]. Низку нових результатiв,

що стосуються щiльних пiонних систем, було нещодавно отримано за

допомогою ґраткових методiв (lattice methods) [18, 19, 20], якi вважаються

найбiльш коректними для дослiдження подiбних систем при ненульових

температурах. Тому важливо дослiдити феномен Бозе-Айнштайнiвської

конденсацiї у системах iз сильною взаємодiєю, якi описуються квантовою

хромодинамiкою (КХД). Ефективними низькоенергетичними ступенями

вiльнотi в КХД є пi-мезони, тобто три псевдо-голдстоунiвських бозона у

19



фазi конфайнменту. Пi-мезони пiдкоряються статистицi Бозе-Айнштайна,

тому поява бозе-конденсату пi-мезонiв можлива i передбачається при

великих значеннях iзоспiнового хiмiчного потенцiалу, як в ефективних

КХД-теорiях, так i у моделюваннi КХД з перших принципiв, наприклад

у розрахунках на гратцi. У природi пi-мезонний бозе-конденсат може

виникати пiд час охолодження раннього Всесвiту, у гравiтацiйно зв’язаних

пi-мезонних зiрках або як нерiвноважне явище при зiткненнях важких

iонiв. Гiпотетичнi бозоннi зiрки можуть iснувати i бути кандидатами на

роль темної матерiї у Всесвiтi. При всiх процесах у перерахованих об’єктах

виникає висока iзоспiнова асиметрiя, яка визначається зарядженими пi-

мезонними ступенями вiльностi. Саме тому i виникає iдея дослiдження

фазової дiаграми на всiй площинi iзоспiнового хiмiчного потенцiалу i

температури. Бiльшiсть макроскопiчних системи, в яких мiж частинками

iснує вiдштовхувальна i притягальна взаємодiї, демонструють фазовий

перехiд рiдина-газ першого роду, який закiнчується критичною точкою.

Отже, цi явища можна очiкувати i для взаємодiючих пi-мезонiв на додаток

до виникнення бозе-конденсату. Природа надає нам системи з ненульовим

iзотопiчним хiмпотенцiалом у виглядi iзоспiн-асиметричної речовини. Такi

системи завжди мiстять як iзоспiнову, так i барiонну щiльнiсть. Однак

в цiй роботi розглянуто iдеалiзацiю, в якiй iзотопiчний хiмпотенцiал

вiдмiнний вiд нуля, а барiонний нульовий. Така система є нестiйкою щодо

слабких розпадiв, якi не зберiгають iзоспiн. Однак, оскiльки нас цiкавить

лише динамiка сильної взаємодiї, можна прийняти, що всi вiдносно

повiльнi електрослабкi ефекти вимкненi. У цьому наближеннi наша система

пiддається аналiтичному i чисельному дослiдженню при рiзних цiкавих

умовах.

Мета i задачi дослiдження.

В роботi дослiджується система бозе-частинок, яка складається з 𝜋+
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та 𝜋−-мезонiв що взаємодiють. Метою роботи є дослiдження властивостей

такої системи в залежностi вiд спiввiдношення мiж притяганням та

вiдштовхуванням мiж частинками.

Для її досягнення було поставлено наступнi задачi:

• знайти залежностi густини кiлькостi частинок, хiмiчного потенцiалу,

енергiї та теплоємностi вiд температури в системi за умови

збереження iзотопiчного заряду для рiзний спiввiдношень мiж

коефiцiєнтами притягання та вiдштовхування мiж частинками;

• дослiдити умови виникнення бозе-конденсату в системi взаємодiючих

частинок та античастинок в залежностi вiд величини iзотопiчного

заряду та спiввiдношення мiж коефiцiєнтами притягання та

вiдштовхування мiж частинками;

• класифiкувати фазовi переходи, якi вiдбуваються в системi

взаємодiючих бозе-частинок та античастинок;

• дослiдити переходи типу рiдина-газ в подiбних системах в

залежностi вiд величини iзотопiчного заряду та сили притягання мiж

частинками, побудувати фазовi дiаграми для таких переходiв;

Об’єктом дослiдження є система взаємодiючих 𝜋+ та 𝜋−-мезонiв, в якiй

зберiгається iзотопiчний заряд.

Об’єктом дослiдження є властивостi термодинамiчних величин таких

систем, умови виникнення бозе-конденсату, фазовi переходи та переходи

типу рiдина-газ в системах взаємодiючих бозе-частинок.

Методи дослiдження.

Дослiдження властивостей системи бозе-частинок що взаємодiють

проведено за допомогою термодинамiчної моделi середнього поля Скiрма.

Таке поле залежить тiльки вiд повної густини частинок i враховує двi
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компоненти - квадратичне вiдштовхування та лiнiйне по густинi частинок

притягання. Числовими методами розв’язується рiвняння залежностi

термодинамiчних величин вiд температури.

Наукова новизна одержаних результатiв.

В дисертацiйнiй роботi отримано наступнi оригiнальнi результати:

1. Показано, що в системi яка складається з бозе-частинок та

античастинок, i в якiй iзоспiнова густина 𝑛𝐼 не дорiвню нулю за умови

“слабкого” притягання завжди iснує бозе-айнштайнiвський конденсат

в температурному iнтервалi 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇c, який є результатом фазового

переходу другого роду в системi, що вiдбувається при температурi 𝑇c,

а густина конденсату є параметром порядку.

2. Показано, що в бозе-системi може виникнути фазовий перехiд

першого роду для достатньо сильного притягання мiж частинками,

утворюючи бозе-конденсат.

3. Показано, що за наявностi конденсату великий канонiчний ансамбль

не описує системи бозе-частинок i античастинок адекватно.

Коректний опис таких систем можна провести в рамках канонiчного

ансамблю, в якому хiмiчний потенцiал є термодинамiчною

величиною, що залежить вiд вiдповiдних канонiчних змiнних.

Особистий внесок здобувача.

В роботах [1, 3, 4] в рамках моделi середнього поля

розрахованi термодинамiчнi величини системи взаємодiючих бозе-частинок

та античастинок, такi як хiмiчний потенцiал, енергiя та теплоємнiсть,

дослiджено властивостi фазових переходiв в таких системах. В роботi [2]

побудовано фазовi дiаграми для бозе-систем без взаємодiї та iз взаємодiю.
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В роботi [5] показано, що великий канонiчний ансамбль не дає адекватного

опису систем бозе-частинок за наявностi конденсату.

Практичне значення отриманих результатiв.

Робота має теоретичних характер та орiєнтована на фундаментальнi

дослiдження, а отриманi результати не передбачають комерцiйного

використання. Однак цi результати можуть виявитися важливими i для

iнших аспектiв життя у близькому майбутньому. Системи та методи

їхнього дослiдження широко використовуються при розв’язуваннi задач

теоретичної фiзики, а отриманнi результати, ймовiрно, будуть використанi

як новi принципи завдяки глибоким аналогiям мiж розглянутими

системами та об’єктами, якi виникають в задачах квантової фiзики при

екстремальних умовах.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Результати освiтленi у дисертацiї доповiдалися на семiнарах Iнституту

теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова Нацiональної академiї наук

України, а також мiжнародних конференцiях, що проводились у Будапештi

та Києвi.

Публiкацiї.

Результати дисертацiйної роботи представлено у 5 журнальних

публiкацiях [1–5].

Структура дисертацiї та об’єм дисертацiї.

Дисертацiйна робота складається iз вступу, чотирьох (4) роздiлiв,

висновкiв та бiблiографiї, яка мiстить п’ятдесят (50) посилань. Дисертацiя

включає двадцять вiсiм (28) рисункiв. Загальний обсяг роботи становить

сто сорок три (143) сторiнки друкованого тексту.
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Роздiл 1. Мультикомпонентна система

взаємодiючих бозонiв

1.1 Вступ

В цьому роздiлi розглянуто систему взаємодiючих бозе-частинок та

античастинок (пiонiв) при сталiй iзоспiновiй густинi 𝑛𝐼 та скiнченних

температурах. Такий вибiр зумовлений тим, що зарядженi 𝜋-мезони

є найлегшими адронами з iзотопiчним зарядом (iзоспiновим хiмiчним

потенцiалом) та, з iншого боку, є найлегшими ядерними бозонами, а

дослiдження “температурного народження” пар частинка-античастинка

є актуальною проблемою, що ґрунтується на квантово-статистичному

пiдходi.

Щоб врахувати взаємодiю мiж бозонами, введемо феноменологiчне

Скiрма-подiбне середнє поле 𝑈(𝑛), яке залежить лише вiд повної

густини мезонiв 𝑛. Це середнє поле радше вiдображає присутнiсть у

системi iнших сильно взаємодiючих частинок, наприклад 𝜌-мезонiв та

нуклон-антинуклонних пар при низьких температурах або глюонiв i

кварк-антикваркових пар при високих температурах, 𝑇 > 𝑇qgp ≈

160 МеВ. Розрахунки для невзаємодiючого адронного резонансного газу

показують, що густина частинок може досягати значень (0.1 − 0.2) fm−3

при температурах 100 − 160 МеВ, якi є нижчими за температуру

деконфайнмента фазового переходу, див. напр. [21, 22].
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В основi даної роботи лежать методи та пiдходи, запропонованi в

статтi [7], в якiй було дослiджено систему взаємодiючих бозе-частинок

та античастинок з нульовим iзотопiчним хiмiчним потенцiалом, тобто з

нульовою густиною iзотопiчного заряду. Ми дослiдили термодинамiчнi

властивостi системи мезонiв за допомогою канонiчного ансамбля, в якому

канонiчними змiнними є температура 𝑇 та iзоспiнова густина 𝑛𝐼 ( 𝑛𝐼 =

𝑛
(−)
𝜋 −𝑛

(+)
𝜋 > 0, де 𝑛(∓)

𝜋 - густина числа частинок 𝜋∓ мезонiв, вiдповiдно), а

також конденсацiю Бозе-Айнштайна та фазовi переходи в такiй системi у

широкому дiапазонi температур i густин.

У секцiї 1.2 розвинуто формалiзм термодинамiчної моделi середнього

поля [23] для опису бозонної системи частинок i античастинок, який буде

використано в наведених розрахунках. У секцiї 1.3 описана Скiрма-подiбна

параметризацiя середнього поля. У секцiї 1.4 дослiджена Бозе-конденсацiя

та фазовi переходи в системi за умови “слабкого” притягання. Висновки

роздiлу пiдсумовано в секцiї 1.5.

1.2 Модель середнього поля для системи

взаємодiючих бозе-частинок

В цiй частинi дослiджено термодинамiчнi властивостi системи

взаємодiючих частинок та античастинок при скiнченних температурах

в рамках термодинамiчної моделi середнього поля, яка була введена в

роботах [24, 25] та розвинута в роботi [23]. Вважається, що в системi

зберiгається iзотопiчний заряд i при фiксованiй температурi частинки

та античастинки перебувають у динамiчнiй рiвновазi вiдносно теплового

народження та анiгiляцiї пар.

Розглянемо систему, що складається з двох типiв частинок. Для такої
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системи вiльну енергiю та її диференцiал можна записати як

𝐹 (𝑁1, 𝑁2, 𝑇, 𝑉 ) = 𝜇1𝑁1 + 𝜇2𝑁2 − 𝑝𝑉 , (1.1)

𝑑𝐹 = 𝜇1𝑑𝑁1 + 𝜇2𝑑𝑁2 − 𝑆𝑑𝑇 − 𝑝𝑑𝑉 , (1.2)

де 𝑁1,2 кiлькiсть частинок першого та другого типiв, 𝜇1,2 їхнi хiмiчнi

потенцiали, 𝑝 – тиск, 𝑆 та 𝑉 – ентропiя та об’єм системи. Диференцiал

густини вiльної енергiї (ГВЕ), яка у випадку однорiдних систем

визначається як Φ = 𝐹/𝑉 , має вигляд

𝑑Φ (𝑛1, 𝑛2, 𝑇 ) = 𝜇1𝑑𝑛1 + 𝜇2𝑑𝑛2 − 𝑠𝑑𝑇 , (1.3)

де 𝑠 = 𝑆/𝑉 , 𝑛1,2 = 𝑁1,2/𝑉 густина ентропiї та кiлькостi частинок в системi.

Хiмiчний потенцiал частинок кожного типу визначається як

𝜇1 =

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑛1

)︂
𝑇

, (1.4)

𝜇2 =

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑛2

)︂
𝑇

. (1.5)

Припустимо, що густину вiльної енергiї системи взаємодiючих частинок

можна представити у виглядi суми ГВЕ системи без взаємодiї Φ(0)
1 + Φ

(0)
2

та доданку Φint, який описує взаємодiю мiж частинками та залежить лише

вiд повної густини частинок в системi 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2,

Φ (𝑛1, 𝑛2, 𝑇 ) = Φ
(0)
1 (𝑛1, 𝑇 ) + Φ

(0)
2 (𝑛2, 𝑇 ) + Φint (𝑛1 + 𝑛2, 𝑇 ) . (1.6)

У вiдповiдностi до рiвнянь (1.4) та (1.5), вирази для хiмiчних потенцiалiв
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частинок обох типiв можна записати у виглядi

𝜇1 =
𝜕Φ

(0)
1

𝜕𝑛1
+
𝜕Φint

𝜕𝑛
= 𝜇

(0)
1 +

𝜕Φint

𝜕𝑛
, (1.7)

𝜇2 =
𝜕Φ

(0)
2

𝜕𝑛2
+
𝜕Φint

𝜕𝑛
= 𝜇

(0)
2 +

𝜕Φint

𝜕𝑛
. (1.8)

Тиск в системi складається з тиску за вiдсутностi взаємодiї (двi першi

дужки) та тиску, який виникає внаслiдок взаємодiї мiж частинками (третя

дужка)

𝑝 (𝑛1, 𝑛2, 𝑇 ) = 𝜇1𝑛1 + 𝜇2𝑛2 − Φ (𝑛1, 𝑛2, 𝑇 )

=
{︁
𝜇
(0)
1 𝑛1 − Φ

(0)
1

}︁
+
{︁
𝜇
(0)
2 𝑛2 − Φ

(0)
2

}︁
+

{︂
𝑛
𝜕Φint

𝜕𝑛
− Φint

}︂
.(1.9)

Введемо середнє поле та надлишковий тиск в системi у виглядi

наступних спiввiдношень:

𝑈 (𝑛, 𝑇 ) =

[︂
𝜕Φint (𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛

]︂
𝑇

, (1.10)

𝑃 (𝑛, 𝑇 ) = 𝑛

[︂
𝜕Φint (𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛

]︂
𝑇

− Φint (𝑛, 𝑇 ) . (1.11)

З цих виозначень маємо диференцiальне спiввiдношення, що

𝑛
𝜕𝑈 (𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛
=

𝜕𝑃 (𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛
. (1.12)

В рiвняннi (1.9) ми використали вирази для тиску одночастинкового

идеального газу:

𝑝
(0)
1 = 𝜇

(0)
1 𝑛1 − Φ

(0)
1 =

𝑔

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

𝜔𝑘
𝑓(𝜔𝑘;𝜇

(0)
1 ), (1.13)

𝑝
(0)
2 = 𝜇

(0)
2 𝑛2 − Φ

(0)
2 =

𝑔

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

𝜔𝑘
𝑓(𝜔𝑘;𝜇

0)
2 ) , (1.14)
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де 𝑓(𝜔𝑘;𝜇
(0)) – функцiя розподiлу Бозе-Айнштайна для iдеального газу

𝑓
(︁
𝜔𝑘;𝜇

(0)
)︁

=

{︂
exp

[︂
𝜔𝑘 − 𝜇(0)

𝑇

]︂
− 1

}︂−1

, 𝜔𝑘 =
√︀
𝑚2 + 𝑘2 . (1.15)

Записавши спiввiдношення (1.7) та (1.8) у виглядi

𝜇
(0)
1 = 𝜇1 − 𝑈 (𝑛) , (1.16)

𝜇
(0)
2 = 𝜇2 − 𝑈 (𝑛) , (1.17)

та пiдставивши їх у вирази (1.13) та (1.14), отримуємо для повного тиску

у системi формулу

𝑝(𝑇, 𝑛1, 𝑛2) =
𝑔

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

𝜔𝑘

[︀
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛);𝜇1

)︀
+ 𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛);𝜇2

)︀]︀
+

+ 𝑃 (𝑇, 𝑛) ,

(1.18)

в якiй 𝑔 – ступiнь виродження, 𝐸(𝑘, 𝑛) =
√
𝑚2 + 𝑘2 + 𝑈(𝑇, 𝑛) –

ефективна енергiя частинки, а 𝑃 (𝑇, 𝑛) – надлишковий тиск. Щоб отримати

самоузгоджене рiвняння для повної густини частинок 𝑛 в системi, зручно

перейти вiд змiнних (𝑇, 𝑛1, 𝑛2) до змiнних (𝑇, 𝜇1, 𝜇2). В такому випадку

повна густина кiлькiстi частинок 𝑛 також стає функцiєю нових змiнних

(𝑇, 𝜇1, 𝜇2). Тодi для 𝑛 отримуємо

𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2 =

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜇1

)︂
𝑇

+

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜇2

)︂
𝑇

= 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛);𝜇1

)︀
+ 𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛);𝜇2

)︀]︀
. (1.19)
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Для густини вiльної енергiї (див. рiвняння (1.1)) маємо вираз:

Φ = 𝜇1𝑛1 + 𝜇2𝑛2 − 𝑝 . (1.20)

Система частинок та античастинок

Хiмiчний потенцiал 𝜇 включає в себе доданки, пов’язанi з рiзними

квантовими числами

𝜇 = 𝐵𝜇𝐵 + 𝑆𝜇𝑆 +𝑄𝜇𝑄 + 𝐼𝜇𝐼 + . . . , (1.21)

де 𝐵, 𝑆, 𝑄 and 𝐼 вiдповiдають барiонному квантовому числу, дивностi,

електричному заряду та iзоспiну. Розглядаючи в якостi бозе-частинок та

античастинок 𝜋− та 𝜋+-мезони, беремо їхнi хiмiчнi потенцiали 𝜇1 та 𝜇2 з

протилежними знаками [23]

𝜇1 = −𝜇2 ≡ 𝜇𝐼 . (1.22)

Зауважимо, що в даному випадку iзотопiчний заряд та електричний

можна ототожнити в виду очевидної їх пропорцiйностi. Вимагаючи

збереження iзотопiчного спiну (заряду) 𝑛𝐼 в системi, отримуємо наступнi

самоузгодженi рiвняння:

𝑛 = 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛);𝜇𝐼

)︀
+ 𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛);−𝜇𝐼

)︀]︀
, (1.23)

𝑛𝐼 = 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛);𝜇𝐼

)︀
− 𝑓

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛);−𝜇𝐼

)︀]︀
, (1.24)
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в яких функцiя розподiлу Бозе-Айнштайна має вигляд

𝑓 (𝐸(𝑘, 𝑛);𝜇𝐼) =

{︃
exp

[︃√
𝑚2 + 𝑘2 + 𝑈(𝑇, 𝑛)− 𝜇𝐼

𝑇

]︃
− 1

}︃−1

. (1.25)

Систему утворену з рiвнянь (1.23) та (1.24) можна розв’язати вiдносно

термодинамiчних величин 𝑛 та 𝜇𝐼 для фiксованих значень канонiчних

змiнних 𝑇 та 𝑛𝐼 . В результатi будемо мати залежностi

𝑛 = 𝑛 (𝑇, 𝑛𝐼) , 𝜇𝐼 = 𝜇𝐼 (𝑇, 𝑛𝐼) . (1.26)

В данiй роботi взаємодiя мiж частинками описується за допомогою

середнього поля Скiрма

𝑈(𝑛) = −𝐴𝑛 + 𝐵𝑛2 , (1.27)

яке залежить тiльки вiд повної густини частинок 𝑛 в системi.

Використовуючи самоузгодженi розв’язки 𝑛(𝑇, 𝑛𝐼) та 𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼) системи

рiвнянь (1.23) та (1.24), отримуємо вирази для повного тиску та густини

вiльної енергiї системи взаємодiючих бозе-частинок

𝑝 =
𝑔

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

𝜔𝑘

[︀
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛);𝜇𝐼

)︀
+ 𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛);−𝜇𝐼

)︀]︀
+ 𝑃 (𝑛),(1.28)

Φ = 𝑛𝐼𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼)− 𝑝(𝑇, 𝑛𝐼) , (1.29)

де 𝐸(𝑘, 𝑛) =
√
𝑚2 + 𝑘2 + 𝑈(𝑛). Маючи густину вiльної енергiї, легко

обчислити теплоємнiсть 𝑐𝑉

𝑐𝑉 = −𝑇 𝜕
2Φ

𝜕𝑇 2
. (1.30)

Спiввiдношення Ейлера включатиме лише iзоспiнову густину 𝑛𝐼 =
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𝑛(−) − 𝑛(+)таким чином

𝜀 + 𝑝 = 𝑇 𝑠 + 𝜇𝐼 𝑛𝐼 , (1.31)

де 𝑛(−) - густина кiлькостi частинок, а 𝑛(+) - густина кiлькостi

античастинок. Надалi ми розглядатимемо систему зi сталою густиною

iзоспiну 𝑛𝐼 , тодi як повна густина кiлькостi частинок 𝑛 = 𝑛(−) + 𝑛(+)

є термодинамiчною величиною, що залежить вiд 𝑇 та 𝑛𝐼 . (Динамiчне

збереження загальної кiлькостi пiонiв у насиченiй пiонами системi, що

утворюється на промiжнiй стадiї зiткнення важких iонiв, розглянуто в

посиланнях [26, 27, 28])

У такому пiдходi хiмiчний потенцiал контролює рiзницю кiлькостi

частинок та античастинок 𝜇𝐼 → (𝑁 (−) −𝑁 (+)), тодi як загальна кiлькiсть

частинок контролюється температурою 𝑇 → (𝑁 = 𝑁 (−) + 𝑁 (+)). Дiйсно,

якщо було утворено деяку додаткову кiлькiсть пар частинка-античастинка

рiвну 𝑀 до вже iснуючих частинок 𝑁 (−) i 𝑁 (+) у замкненiй системi, то та

сама величина 𝜇𝐼 знаходиться у вiдповiдностi 𝜇𝐼 → [(𝑁 (−) +𝑀)− (𝑁 (+) +

𝑀)], але 𝑇 ′ → (𝑁 (−) +𝑀 + 𝑁 (+) +𝑀), де 𝑇 ′ > 𝑇 . Це якiсне мiркування

вказує на iснування однозначної вiдповiдностi незалежних пар змiнних

(𝑇, 𝜇𝐼) ⇔ (𝑁, 𝑁𝐼). Неважко показати, що останнє твердження справедливе

в iдеальному квантовому газi частинок та античастинок. Строге доведення

незалежностi термодинамiчних змiнних 𝑛 i 𝑛𝐼 у бiльш загальному випадку,

коли середнi поля, якi залежать вiд цих змiнних, присутнi в системi (див.

[29]), не є простим.

У загальному випадку середнє поле 𝑈 залежить вiд обох незалежних

змiнних 𝑛, 𝑛𝐼 , тобто 𝑈(𝑛, 𝑛𝐼). Як було доведено в [29], середнє поле 𝑈(𝑛, 𝑛𝐼)

можна роздiлити на 𝑛-залежнi та 𝑛𝐼-залежнi частини для частинок та
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античастинок, причому

𝑈 (−)
(︀
𝑛, 𝑛𝐼

)︀
= 𝑈(𝑛)− 𝑈𝐼

(︀
𝑛𝐼
)︀
, (1.32)

𝑈 (+)
(︀
𝑛, 𝑛𝐼

)︀
= 𝑈(𝑛) + 𝑈𝐼

(︀
𝑛𝐼
)︀
. (1.33)

Знаки в рiвняннях (1.32) i (1.33) зумовленi тим, що 𝑈𝐼

(︀
𝑛𝐼
)︀

мусить бути

непарною функцiєю вiд iзоспiнового числа 𝑛𝐼 .

В данiй роботi було знехтувано тiєю частиною середнього поля,

яка залежить вiд густини iзоспiну, тобто покладено 𝑈𝐼(𝑛𝐼) = 0. За

таких умов надлишковий тиск 𝑃 (𝑛) також залежить тiльки вiд повної

густини частинок 𝑛. Окремо зауважимо, що в термодинамiчнiй моделi

середнього поля ми не враховували можливу залежнiсть середнього поля

вiд температури, як у випадку наближення Гартрi (Hartree).

айншта

1.3 Скiрма-подiбна параметризацiя

середнього поля

Термодинамiчна модель середнього поля була застосована для кiлькох

фiзично цiкавих систем, а саме, адронно-резонансного газу [23] та пiонного

газу [30] у випадку вiдсутностi iзотопiчного заряду в системи, тобто при

𝜇𝐼 = 0. Було показано, що в подiбних системах може утворюватись бозе-

конденсат [7, 31].

У цiй роботi дослiджуються системи бозе-частинок (𝜋− та 𝜋+-мезонiв)

за умови збереження iзоспiнової густина заряду 𝑛𝐼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Як зазначалося

в попереднiй секцiї, середнє поле може бути розбите на двi частини, одна з

яких залежить вiд загальної густини частинок 𝑛, а друга - вiд iзоспiнової

густини 𝑛𝐼 (див. (1.32) та (1.33)). На першому етапi нашого дослiдження ми
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припускаємо, що взаємодiя мiж частинками описується Скiрма-подiбним

середнiм полем, яке залежить тiльки вiд повної густини числа частинок

𝑛. Умовно кажучи, ми беремо до уваги лише сильну взаємодiю. Отже,

вважатимемо, що середнє поле має вигляд

𝑈(𝑛) = −𝐴𝑛 + 𝐵 𝑛2 , (1.34)

де 𝐴 i 𝐵 - параметри моделi, якi необхiдно задати. Деякий додатковий

внесок у притягальне середнє поле при високих температурах, (𝑇 ∝

100 − 160 MeV), можуть давати iншi адрони, присутнi у системi, такi як

𝜌-мезони [32] або барiон-антибарiоннi пари [33]. Як було зазначено у вступi,

дослiдження властивостей густого i гарячого пiонного газу є актуальним

внаслiдок утворення середовища з низькими барiонними числами середньої

рапiдностi (midrapidity), що було пiдтверджено в експериментах на RHIC

та LHC [34, 35].

Тому при веденнi розрахункiв ми розглядаємо загальний випадок 𝐴 >

0, щоб дослiдити бозонну систему з притягальним i вiдштовхувальним

внесками в середнє поле (1.34). Для коефiцiєнта вiдштовхування 𝐵

ми використовуємо фiксоване значення, отримане з оцiнки на основi

вiрiального розкладу [36], 𝐵 = 10𝑚𝑣20 при 𝑣0, що дорiвнює чотирикратному

власному об’єму частинки, тобто 𝑣0 = 16𝜋𝑟30/3. У наших чисельних

розрахунках ми беремо 𝑣0 = 0.45 fm3, що вiдповiдає “радiусу частинк”

𝑟0 ≈ 0.3 fm. Чисельнi розрахунки будуть продовидись для бозонiв з

масою 𝑚 = 139 МеВ, якi ми умовно називаємо “пiонами”. У цьому

випадку коефiцiєнт вiдштовхування дорiвнює 𝐵/𝑚 = 2.025 fm6, i вiн

залишається постiйним у всiх наведених розрахунках. (Наприклад, у

роботi [37] автори використовують значення 𝐵/𝑚 = 21.6 fm6). Водночас

коефiцiєнт 𝐴, який визначає величину притягання середнього поля (1.34),
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змiнюватиметься. Доцiльно параметризувати коефiцiєнт 𝐴. Ми виконаємо

параметризацiю, скориставшись розв’язками рiвняння 𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0,

подiбно до параметризацiї, прийнятої в [7, 31]. Для заданого середнього

поля (1.34) iснує два коренi цього рiвняння рiвняння:

𝑛1,2 = (𝐴∓
√︀
𝐴2 − 4𝑚𝐵)/2𝐵, (1.35)

або:

𝑛1 =

√︂
𝑚

𝐵

(︁
𝜅−

√︀
𝜅2 − 1

)︁
, 𝑛2 =

√︂
𝑚

𝐵

(︁
𝜅+

√︀
𝜅2 − 1

)︁
, (1.36)

де

𝜅 ≡ 𝐴

2
√
𝑚𝐵

. (1.37)

Тодi можна параметризувати коефiцiєнт притягання як 𝐴 = 𝜅𝐴c де 𝐴c =

2
√
𝑚𝐵. Як ми покажемо нижче, безрозмiрний параметр 𝜅 є параметром

масштабу моделi. Коли ми задаємо конкретне значення iзоспiнової густини,

параметр 𝜅 визначає фазову структуру системи.

Як видно з рiвняння (1.36) для значень параметра 𝜅 < 1 дiйсних

коренiв не iснує. Критичне значення 𝐴c маємо тодi, коли обидва коренi

збiгаються, тобто коли 𝜅 = 𝜅c = 1, то 𝐴 = 𝐴c = 2
√
𝑚𝐵. У загальному

випадку можна видiлити два iнтервали параметра 𝜅:

1. Перший iнтервал вiдповiдає 𝜅 ≤ 1, тут немає дiйсних коренiв

рiвняння 𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0. Ми пов’язуємо цi значення 𝜅 iз “слабкою”

притягальною взаємодiєю, i в цiй частинi роботи ми розглядаємо

варiацiї коефiцiєнта притягання 𝐴 для значень 𝜅 лише з цього

iнтервалу.

2. Другий iнтервал вiдповiдає 𝜅 > 1, тут iснують два дiйснi коренi
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рiвняння 𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0. Цей iнтервал ми пов’язуємо з “сильною”

притягальною взаємодiєю. Цей випадок буде розглянуто нижче.

Якщо припустити можливiсть бозе-айнштайнiвської конденсацiї у

двокомпонентнiй системi, то корисно класифiкувати фазову структуру

системи за двома основними комбiнацiями, якi визначають для “слабкого”

притягання рiзнi термодинамiчнi стани:

1. Обидвi компоненти, або бозоннi частинки та бозоннi античастинки,

тобто 𝜋− i 𝜋+-мезони, перебувають у тепловiй (кiнетичнiй) фазi;

2. Частинки (𝜋−-мезони) перебувають у конденсатнiй фазi, а

античастинки (𝜋+-мезони) перебувають у тепловiй (кiнетичнiй) фазi

- таку комбiнацiю можна можна назвати “перехресним” станом.

Слiд зазначити, що вираз “частинки перебувають у конденсатнiй фазi”

є умовним. Тому що, по сутi, це фаза сумiшi, де при фiксованiй температурi

частина 𝜋−-мезонiв перебуває в теплових станах з iмпульсом |𝑘| > 0,

а iнша частина цiєї 𝜋−-компоненти належить до бозе-айнштайнiвського

конденсату, де всi 𝜋−-мезони мають нульовий iмпульс, 𝑘 = 0.

Розглянемо цi основнi термодинамiчнi стани системи послуговуючись

моделлю середнього поля (1.34).

1.4 Термодинамiчнi властивостi системи бозе-

частинок i античастинок у випадку

“слабкого” притягання

У наближеннi середнього поля поведiнка системи в тепловiй

(кiнетичнiй) фазi визначається сукупнiстю двох трансцендентних рiвнянь
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(зберiгаємо 𝑛𝐼 = const)

𝑛 =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
+ 𝑓

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
, (1.38)

𝑛𝐼 =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
− 𝑓

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
, (1.39)

де функцiя розподiлу Бозе-Айнштайна 𝑓
(︀
𝐸, 𝜇𝐼

)︀
визначена в (1.25) i

𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(𝑛). Систему рiвнянь (1.38)-(1.39) слiд розв’язувати

вiдносно вiдносно 𝑛 та 𝜇𝐼 для заданої температури 𝑇 з урахуванням

𝑛𝐼 = const. Наразi ми розглядаємо систему бозонiв у канонiчному

ансамблi, де незалежними канонiчними змiнними є 𝑇 i 𝑛𝐼 , а спiн частинок

дорiвнює нулю. У цьому пiдходi хiмiчний потенцiал 𝜇𝐼 є термодинамiчною

величиною, яка залежить вiд канонiчних змiнних, тобто 𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼).

У випадку перехресного стану, коли частинки, тобто 𝜋−-мезони,

перебувають у конденсатнiй фазi, а античастинки все ще в тепловiй

(кiнетичнiй) фазi, рiвняння (1.38) та (1.39) мусять бути адаптованi, щоб

включити конденсатну складову 𝑛
(−)
cond. Крiм того, слiд врахувати, що

частинки (𝜋− або компонента високої густини) можуть перебувати в

конденсованому станi лише за необхiдної умови:

𝑈(𝑛) − 𝜇𝐼 = −𝑚. (1.40)

Зi зменшенням температури вiд великих значень, коли i 𝜋−, i 𝜋+

перебувають у тепловiй фазi, густина 𝜋−-компоненти, а саме 𝑛(−)(𝑇, 𝜇𝐼),

перетинає критичну криву при температурi 𝑇 (−)
c , де виконується умова

(1.40). Останнє означає, що крива 𝑛(id)lim (𝑇 ), яка визначається як

𝑛
(id)
lim (𝑇 ) =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
(︀
𝜔𝑘, 𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑚

, (1.41)
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це критична крива для 𝜋−-мезонiв (або компоненти високої густини).

Тут 𝑓(𝜔𝑘, 𝜇𝐼) – функцiя розподiлу Бозе-Айнштайна, визначена у (1.25).

Як бачимо, функцiя (1.41) представляє максимальну густину теплових

(кiнетичних) бозонних частинок iдеального газу при температурi 𝑇 , коли

𝜇𝐼 = 𝑚. Звiдси випливає, що критична крива в наближеннi середнього

поля, яку ми розглядаємо, для бозонних частинок збiгається з критичною

кривою для iдеального газу.

З урахуванням рiвнянь (1.40) i (1.41) запишемо узагальнення системи

рiвнянь (1.38), (1.39)

𝑛 = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛

(id)
lim (𝑇 ) +

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀
, (1.42)

𝑛𝐼 = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛

(id)
lim (𝑇 )−

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀
. (1.43)

Тим часом, використовуючи спiввiдношення (1.40) мiж середнiм полем

i хiмiчним потенцiалом, дану систему рiвнянь можна звести до одного

рiвняння для 𝑛(+):

𝑛(+) =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑈(𝑛)+𝑚

, (1.44)

де 𝑈(𝑛) = 𝑈
(︀
2𝑛(+) + 𝑛𝐼

)︀
i 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘+𝑈

(︀
2𝑛(+) + 𝑛𝐼

)︀
. Розв’язок рiвняння

(1.44) для температур 𝑇 з iнтервалу 𝑇 < 𝑇
(−)
c дає густину 𝑛(+)(𝑇 ) 𝜋+-

мезонiв. З рiвнянь (1.42) та (1.43) видно, що густина частинок 𝑛(+)

зумовлена лише тепловими 𝜋+-мезонами. Тодi як густина 𝑛(−) формується

двома складовими: конденсованi частинки (𝜋−-мезони при 𝑘 = 0) з

густиною частинок 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) та тепловi 𝜋−-мезони при |𝑘| > 0 з густиною

частинок 𝑛(id)lim (𝑇 ). Правило суми густин частинок для цiєї фази 𝜋−-мезонiв
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в iнтервалi 𝑇 < 𝑇
(−)
c має вигляд

𝑛(−) = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛

(id)
lim (𝑇 ) . (1.45)

1.4.1 Числовi результати

При високих температурах, тобто 𝑇 ≥ 𝑇
(−)
c , обидвi компоненти

системи перебувають у тепловiй фазi, i термодинамiчнi властивостi системи

визначаються системою рiвнянь (1.38) та (1.39). Розв’язуючи цю систему

для заданих значень 𝑇 i 𝑛𝐼 , отримаємо функцiї 𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼) i 𝑛(𝑇, 𝑛𝐼), а потiм

iншi термодинамiчнi величини.

При зменшеннi температури, пiсля переходу через значення 𝑇 = 𝑇
(−)
c

частинки, якi належать до компоненти високої густини (або 𝜋−-мезони),

починають “падати вниз” у стан конденсату, який характеризується

значенням iмпульсу 𝑘 = 0. У граничному випадку, коли 𝑇 = 0, всi

частинки компоненти високої густини, тобто 𝜋−-мезони, перебувають у

конденсованому станi i 𝑛(−) = 𝑛𝐼 . У той же час частинки компоненти

низької густини, або 𝜋+-мезони що перебувають у тепловiй фазi, втрачають

густину 𝑛(+) зi зменшенням температури, i вона стає строго нульовою

при 𝑇 = 0. Для iнтервалу температур 𝑇 < 𝑇
(−)
c рiвняння (1.38), (1.39)

слiд узагальнити i тепер термодинамiчнi властивостi системи визначаються

(1.44), де враховано, що 𝜇𝐼 = −𝑈(𝑛) + 𝑚 для всiх температур цього

iнтервалу, якщо тiльки компонента високої густини 𝑛(−) не перебуває в

конденсованому станi. В iншому випадку необхiдно розв’язати систему

рiвнянь (3.150) та (3.151) для областi, де 𝑛(−) знову з’являється в тепловiй

(кiнетичнiй) фазi.

Для параметрiв 𝑛𝐼 = 0.1 fm−3, 𝜅 = 0.5 i 𝜅 = 1.0 розв’язуємо

систему рiвнянь (1.38), (1.39) для теплової фази та рiвняння (1.44) для
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Рис. 1.1: Лiва панель: Густини числа частинок 𝑛(+), 𝑛(−) та 𝑛tot = 𝑛(+) + 𝑛(−) вiд
температури для взаємодiючих 𝜋+-𝜋− пiонних газiв у моделi середнього поля. Повна
iзоспiнова густина залишається сталою, 𝑛𝐼 = 0.1 fm−3, а параметр притягання дорiвнює
𝜅 = 0.5. Максимальна густина 𝑛

(id)
lim iдеального газу теплових пiонiв при 𝜇𝐼 = 𝑚𝜋

показана червоною пунктирною лiнiєю. Заштрихована область показує можливi стани
конденсованих частинок. Бозе-Айнштайнiвська конденсацiя 𝜋−-мезонiв вiдбувається
при температурi 𝑇c = 𝑇

(−)
c .

Права панель: Те саме, що й на лiвiй панелi, але з параметром 𝜅 = 𝜅c = 1 . Тут
𝑛1 = 𝑛2 ≡ 𝑛𝜅c (див. рiвняння (1.36)), 𝑛(−)

𝜅c = (𝑛tot + 𝑛𝐼) /2, 𝑛
(+)
𝜅c = (𝑛tot − 𝑛𝐼) /2 та

𝑇𝜅c - температура, при якiй крива 𝑛(+)(𝑇 ) торкається критичної кривої 𝑛(id)
lim .

“крос-” термодинамiчного стану. Поведiнка густини 𝑛(+) 𝜋+-мезонiв та

густини 𝑛(−) 𝜋−-мезонiв зображено рис. 1.1. На цьому рисунку ми також

зобразили поведiнку повної густини мезонiв 𝑛 = 𝑛(+) + 𝑛(−) в залежностi

вiд температури (на графiку, цю густину позначено як 𝑛tot).

Аналiзуючи поведiнку утворення конденсату (див. рис. 1.1), необхiдно

зазначити, компонента високої густини 𝑛(−) газу частинок i античастинок

зазнає фазового переходу в конденсат Бозе-Айнштайна. Якщо застосувати

нашi мiркування до пiонного газу з 𝑛𝐼 = 𝑛
(−)
𝜋 − 𝑛

(+)
𝜋 > 0 це означає, що

𝜋−-компонента зазнає фазового переходу до конденсату Бозе-Айнштайна,

а компонента низької густини або 𝜋+-мезони можуть iснувати лише у

тепловiй фазi для всього дiапазону температур. Отже, у ґраткових (lattice)

розрахунках та в експериментi, наприклад, у зiткненнях важких iонiв, iснує

сенс розглядати 𝑇c = 𝑇
(−)
c для конденсату Бозе-Айнштайна лише з 𝜋−-
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мезонiв .

Водночас температурна поведiнка густини числа частинок 𝑛(+) (див.

Рис. 1.1) дуже подiбна до поведiнки густини пiонiв 𝑛(𝑇 ) для 𝜅 ≤ 1,

отриманої в роботi [7], де пiонна система при 𝜇𝐼 = 0. Зауважимо, що в

цiй роботi ми розглядаємо систему пiонiв лише для “слабкого” притягання,

тобто при 𝜅 ≤ 1. Як було показано в роботi [7], поведiнка системи при 𝜅 > 1

кардинально змiнюється. У цьому випадку зi збiльшенням температури при

𝑇 = 𝑇cd < 𝑇c, система зазнає фазового переходу першого роду.

Критична температура

Рiвняння (1.42) можна використати для визначення критичної

температури 𝑇
(−)
c . Дiйсно, вiзьмемо до уваги, що в точцi перетину

з критичною кривою густина конденсату поки що дорiвнює нулю,

𝑛
(−)
cond

(︀
𝑇

(−)
c

)︀
= 0, i густина теплових 𝜋− частинок стає рiвною 𝑛(−)

(︀
𝑇

(−)
c

)︀
=

𝑛
(id)
lim

(︀
𝑇

(−)
c

)︀
. Тодi, при цiй температурi 𝑇 = 𝑇

(−)
c з лiвого боку рiвняння (1.42)

маємо 𝑛 = 2𝑛
(id)
lim

(︀
𝑇

(−)
c

)︀
−𝑛𝐼 , i тепер у цiй температурнiй точцi на критичнiй

кривiй рiвняння. (1.42) вiдносно 𝑇 має вигляд:

𝑛
(id)
lim (𝑇 )− 𝑛𝐼 =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑈(𝑛)+𝑚

(1.46)

Розв’язавши рiвняння (1.46) при 𝑛𝐼 = 0.1 fm−3, для 𝜅 = 0.5 i 𝜅 = 𝜅c = 1

та 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈
(︁
2𝑛

(id)
lim − 𝑛𝐼

)︁
отримаємо 𝑇

(−)
c = 129 MeV та

𝑇
(−)
c1 = 251 MeV, вiдповiдно. Цi результати зображено на рис. 1.1 лiворуч

та праворуч, вiдповiдно.

Виявляється, що 𝑇
(−)
c є критичною температурою, яка визначає

фазовий перехiд з утворенням БЕК для всiєї пiонної системи, оскiльки

античастинки або 𝜋+-мезони, якi представляють компоненту низької

густини 𝑛(+)(𝑇 ), повнiстю перебувають у тепловому станi для всiх
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Рис. 1.2: Лiва панель: Залежнiсть густини конденсату вiд температури в системi
системi частинок та античастинок, що взаємодiють мiж собою, для трьох значень
iзоспiнової густини, 𝑛𝐼 = 0.04, 0.07, 0.1 fm−3.
Права панель: Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд температури при значеннях
параметра притягання 𝜅 = 0, 0.1, 0.5, 1.0 та густини iзоспiну 𝑛𝐼 = 0.1 fm−3. Позначенi
точки на кривих вiдповiдають критичнiй температурi 𝑇 (−)

c . На обох графiках задано
𝑇c =

⟨
𝑇

(−)
c

⟩
.

температур.

Густини конденсату як функцiї температури, отриманi в рамках нашої

моделi для трьох значень параметра притягання, 𝜅 = 0, 0.5, 1.0 i для

трьох значень iзоспiнової густини, 𝑛𝐼 = 0.04, 0.07, 0.1 fm−3, зображено

на Рис. 1.2, лiва панель. Зафiксовано мiнiмальну вiдмiннiсть критичної

температури 𝑇 (−)
c при змiнi параметра притягання 𝜅, рiзниця не перевищує

4 МеВ при 𝑛𝐼 = 0.1 fm−3. Ця рiзниця значно менша, як ми бачимо на

Рис. 1.2 для менших густин iзоспiнiв. Тодi було б корисно визначити лише

одне середнє значення 𝑇 (−)
c як

𝑇c =
⟨
𝑇 (−)
c

⟩
. (1.47)

Наприклад, для 𝑛𝐼 = 0.1 fm−3 середнє значення дає 𝑇c ≈ 129 MeV.

Температура 𝑇c “сигналiзує” про утворення конденсату коли температура

зменшується i перетинає це значення. Зауважимо, що критична

41



температура 𝑇c практично не залежить вiд параметра притягання 𝐴

середнього поля (1.34). Iншими словами, притягання мiж частинками в

системi має слабкий вплив на критичну температуру.

Залежнiсть хiмiчного потенцiялу вiд температури зображено на

Рис. 1.2 на правiй панелi за трьох значень параметра притягання, 𝜅 =

0, 0.1, 0.5, 1.0. Насамперед зауважимо, що хiмiчний потенцiал майже не

залежить вiд температури, коли в системi iснує конденсат, тобто в iнтервалi

0 < 𝑇 ≤ 𝑇c. Величина 𝜇𝐼 змiнюється вiд 1.02𝑚𝜋 при вiдсутностi

притягання, 𝜅 = 0, до 𝜇𝐼 = 0.74𝑚𝜋 для критичного параметра притягання

𝜅 = 1.0. Отже, для 0 ≤ 𝜅 ≤ 1 хiмiчний потенцiал лежить у дiапазонi

103 ≤ 𝜇𝐼 ≤ 142 МеВ. Принагiдно зазначимо, що вже першi спроби

пiдiгнати спектри 𝑝T 𝜋−-мезонiв у зiткненнях O+Au при 200 AgeV/нуклон

(при мiдрапiдностi) за розподiлом Бозе-Айнштайна для iдеального газу

дають значення 𝜇 ≈ 126 MeV, 𝑇 ≈ 167 MeV а в S+S зiткненнях

при 200 AgeV/нуклон дає значення 𝜇 ≈ 118 MeV, 𝑇 ≈ 164 MeV [38].

Отже, для узгодження даних потрiбен хiмiчний потенцiал пiона в дiапазонi

𝜇 ≈ 115 − 130 МеВ, що ми можемо формально порiвняти зi значеннями

хiмiчного потенцiалу отриманими в нашiй моделi.

Теплоємнiсть системи

Похiдна хiмiчного потенцiалу вiд температури має стрибок в точках

позначених на кривих маленькими чорними кружечками (див. Рис. 1.2,

права панель). Цi точки на кривих 𝜇𝐼(𝑇 ) вiдповiдають 𝑇
(−)
c , значення

яких вiдрiзняються одне вiд одного не бiльше, нiж на Δ𝑇 = 4 MeV.

Як ми зробили висновок ранiше, це температура фазового переходу

(див. (1.47)), яка практично не залежить вiд величини притягання. Щоб

довести, що це справдi фазовий перехiд другого роду, спочатку обчислимо

теплоємнiсть 𝑐v як (Насправдi, тут ми обчислюємо об’ємну теплоємнiсть,
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тобто теплоємнiсть 𝐶V системи, подiлену на об’єм 𝑉 , тобто 𝑐v = 𝐶V/𝑉 .)

𝑐v = −𝑇 𝜕2Φ

𝜕𝑇 2
, (1.48)

де Φ(𝑇, 𝑛𝐼) = −𝑝(𝑇, 𝑛𝐼) + 𝑛𝐼𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼) – густина вiльної енергiї. Ми

обчислимо Φ(𝑇, 𝑛𝐼) для двох термодинамiчних сценарiїв, коли 𝑇 ≥ 𝑇c i

коли 𝑇 < 𝑇c.

Розв’язавши рiвняння (1.38), (1.39), можна обчислити тиск для

випадку, коли частинки й античастинки перебувають у тепловiй фазi, тобто

𝑇 ≥ 𝑇c. У цьому випадку густина вiльної енергiї має вигляд

Φ = 𝑛𝐼 𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼)−

− 1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
k2

𝜔𝑘

[︀
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
+ 𝑓

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
+

+ 𝑃 (𝑛) ,

(1.49)

де вiдомi функцiї 𝑛(𝑇, 𝑛𝐼) та 𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼). Надлишковий тиск 𝑃 (𝑛) знаходимо

iнтегруванням рiвняння (1.12) для Скiрма-подiбної параметризацiї

середнього поля (1.34):

𝑃 (𝑛) = −𝐴
2
𝑛2 +

2𝐵

3
𝑛3 , (1.50)

де використано очевидну умову 𝑃 (𝑛 = 0) = 0.

Для температур менших за 𝑇c, коли компонента високої густини

пiонного газу (𝜋−-мезони) перебуває у фазi конденсату, а компонента

низької густини пiонного газу (𝜋−-мезонiв) перебуває в конденсатнiй фазi,

а компонентна низької густинну (𝜋+-мезонiв) – у тепловiй фазi, густина
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Рис. 1.3: Лiва панель: Теплоємнiсть, нормована на 𝑇 3, як функцiя температури в
системи мезонiв 𝜋− − 𝜋+, що взаємодiють мiж собою. Iзоспiнову густину покладено
сталою, 𝑛𝐼 = 0.1 fm−3. Кривi вiдмiченi параметром притягання 𝜅. Права панель:
Залежнiсть густини енергiї вiд температури для тiєї самої мезонної системи i тих самих
умов, що й на лiвiй панелi. Залежнiсть густини ентропiї вiд температури в околi 𝑇c
показано в маленькому вiкнi для параметрiв притягання 𝜅 = 0, 0.5, 1.0. Поставимо
𝑇c =

⟨
𝑇

(−)
c

⟩
.

вiльної енергiї має вигляд

Φ = 𝑛𝐼 [𝑈(𝑛) +𝑚]−

− 1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
k2

𝜔𝑘
𝑓
(︀
𝜔𝑘, 𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑚

−

− 1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
k2

𝜔𝑘
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑈(𝑛)+𝑚

−

− 𝑃 (𝑛).

(1.51)

Тут повна густина пiонiв 𝑛 = 2𝑛(+)+𝑛𝐼 , 𝜇 = 𝑈(𝑛)+𝑚, як у рiвняннi (1.44),

𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(𝑛) i 𝑛(+)(𝑇, 𝑛𝐼) є розвязком рiвняння (1.44).

Використовуючи густину вiльної енергiї (1.49) праворуч вiд 𝑇c i (1.51)

лiворуч вiд 𝑇c, вiдповiдно, ми обчислюємо теплоємнiсть, нормовану на

𝑇 3, як функцiю температури при 𝑛𝐼 = 0.1 fm−3 для трьох значень

параметра притягання 𝜅 = 0, 0.5, 1.0. Цi залежностi зображено на Рис. 1.3

на лiвiй панелi. Температурна залежнiсть теплоємностi є неперервною

функцiєю. Однак, похiдна цiєї функцiї має скiнченний розрив, що свiдчить

44



про фазовий перехiд другого роду, де густина конденсату є параметром

порядку (строго кажучи, це фазовий перехiд третього роду). Щоб

переконатися, що це дiйсно фазовий перехiд другого роду без видiлення

прихованої теплоти при температурi 𝑇c, обчислимо густину енергiї 𝜀 для

того самого набору параметрiв 𝜅, функцiї 𝜀(𝑇 ) показано на Рис. 1.3

на правiй панелi. Щоб переконатися, що перша похiдна вiльної енергiї

є гладкою функцiєю, обчислимо густину ентропiї 𝑠 = −𝜕Φ(𝑇, 𝑛𝐼)/𝜕𝑇 ,

її залежнiсть вiд температури в околi 𝑇c показано у маленькому вiкнi

на Рис. 1.3 на правiй панелi для трьох значень параметра притягання

𝜅 = 0, 0.5, 1.0. Справдi, можна бачити, що температурнi залежностi

густини енергiї та густини ентропiї неперервнi та гладкi при 𝑇 = 𝑇c, що

доводить, що при цiй температурi в системi вiдбувається фазовий перехiд

другого роду. Цiкаво також вiдзначити, що густина енергiї в iнтервалi

температур 0 < 𝑇 ≤ 𝑇c практично не залежить вiд сили притягання (в

дiаразонi 0 ≤ 𝜅 ≤ 1) мiж частинками.

Вiдзначимо тепер деяку подiбнiсть мiж картиною, отриманою вище

для взаємодiючої двокомпонентної системи частинок та античастинок,

коли 𝑛𝐼 = const та однокомпонентним iдеальним газом, де ми залишаємо

незмiнною густину кiлькостi частинок 𝑛. По-перше, поведiнка компоненти

з високою густиною в “конденсатному” температурному iнтервалi 𝑇 ≤ 𝑇c у

системi зi взаємодiєю подiбна до поведiнки однокомпонентного iдеального

газу (𝑚 = 𝑚𝜋) коли 𝑛𝐼 = 𝑛 = const. Справдi, це видно, якщо порiвняти

залежнiсть 𝑛 = 𝑛(−)(𝑇 ) на Рис. 1.1 i залежнiсть 𝑛 = const на Рис. 1.4

на лiвiй панелi. Далi ми порiвняємо теплоємностi в цих двох бозонних

системах,

Особливий iнтерес викликає поведiнка теплоємностi при критичнiй

температурi. Для iдеального газу природно розглядати задачу в

канонiчному ансамблi, де вiльними канонiчними змiнними є 𝑇 i 𝑛.
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Критична температура 𝑇c є початковою точкою для початку конденсацiї

при зниженнi температури. Для заданої густини 𝑛 критичну температуру

можна визначити як розв’язок трансцендентного рiвняння 𝑛 = 𝑛
(id)
lim (𝑇c), де

𝑛
(id)
lim (𝑇 ) визначено у (1.41).

Густина енергiї в конденсатнiй фазi складається з двох доданкiв i для

iдеального газу вона має вигляд

𝜀 = 𝑚𝑛cond(𝑇 ) +

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝜔𝑘 𝑓

(︀
𝜔𝑘, 𝜇

)︀⃒⃒⃒
𝜇=𝑚

, (1.52)

де 𝑛cond(𝑇 ) = 𝑛 − 𝑛
(id)
lim (𝑇 ). Обчислення теплоємнiстi 𝑐v = 𝜕𝜀(𝑇, 𝑛)/𝜕𝑇 в

фазi конденсату дає наступний вираз

𝑐(cond)v =
1

4𝑇 2

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3

[︂
𝐸kin

sinh (𝐸kin/𝑇 )

]︂2
, (1.53)

де 𝐸kin = 𝜔𝑘−𝑚 - одночастинкова кiнетична енергiя. Видно, що залежнiсть

теплоємностi 𝑐(cond)v (𝑇 ) у фазi конденсату має унiверсальний характер. У

цiй фазi теплоємнiсть iдеального газу не залежить вiд густини частинок

𝑛. Для кожного конкретного значення 𝑛 крива 𝑐
(cond)
v (𝑇 ), описана у

виглядi (1.53), обмежена на правому кiнцi значенням 𝑇c, яке, у свою

чергу, залежить вiд заданої густини частинок 𝑛. Цю особливiсть видно

на рис. 1.4 на центральнiй панелi, де ми розглядаємо два випадки густини

𝑛 = 0.1, 0.2 fm−3. Очевидно, що похiдна теплоємностi має скiнченний

розрив, що може свiдчити про фазовий перехiд третього роду. Щоб

переконатися в цьому, обчислимо густину енергiї для тих самих вибiрок

густини кiлькостi частинок, функцiї 𝜀(𝑇 ) показано на рис. 1.4 на правiй

панелi. Ми бачимо, що цi функцiї є неперервними i гладкими при 𝑇 =

𝑇c, i це доводить вiдсутнiсть видiлення прихованої теплоти за критичної

температури.
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cvc(cond)
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(id)

(0.1)Tc
(0.2)Tc

Рис. 1.4: Лiва панель: Залежнiсть густини частинок вiд температури в iдеальному
однокомпонентному газi. Горизонтальнi лiнiї представляють два приклади з постiйною
густиною кiлькостi частинок 𝑛 = 0.1, 0.2 fm−3, що вiдповiдають критичним
температурам 𝑇

(0.1)
c i 𝑇 (0.2)

c , вiдповiдно.
Средняя панель: Теплоємнiсть, нормована на 𝑇 3 як функцiя температури в iдеальному
однокомпонентному газi, де густина кiлькостi частинок залишається сталою.
Права панель: Залежнiсть густини енергiї вiд температури для тiєї самої системи та
умов, що й на лiвiй панелi. Червона пунктирна лiнiя, позначена як 𝜖(id)lim , показує густину
енергiї таких станiв, якi належать до критичної кривої 𝑛(id)

lim зображенiй на лiвiй панелi.

Коротко пiдсумуємо результати, отриманi для взаємодiючої бозонної

системи частинка-античастинка, в якiй густина iзоспiну (заряду) 𝑛𝐼

зберiгається, та для однокомпонентного iдеального газу, де густина

кiлькостi частинок 𝑛 залишається сталою. Перш за все ми стверджуємо,

що вони обидвi мають однакову критичну криву 𝑛
(id)
lim (𝑇 ). Крiм того,

коли 𝑛(−)(𝑇 ), отримана для взаємодiючої системи, i 𝑛(𝑇 ), отримана для

iдеального газу, перетинає критичну криву 𝑛
(id)
lim (𝑇 ), вiдповiдно, обидвi

системи зазнають фазового переходу другого роду або, за класифiкацiєю

Еренфеста, третього роду.

Давно вiдомо, див. посилання [39], що конденсацiя Бозе-Айнштайна

дiйсно є фазовим переходом третього роду згiдно з першою загальною

класифiкацiєю типiв переходiв мiж фазами матерiї, запровадженою Полом

Еренфестом у 1933 роцi [40, 41]. Вiдтак за сучасною термiнологiєю,

отримана температура 𝑇c насправдi є температурою фазового переходу

другого роду, а густина конденсату 𝑛cond = 𝑛
(−)
cond, яку забезпечують 𝜋−

мезонiв виступає в ролi параметру порядку.
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1.5 Промiжнi висновки

У цьому роздiлi ми представили термодинамiчно узгоджений метод

для опису бозонної системи, яка складається з взаємодiючих частинок

та античастинок з фiксованою iзоспiновою густиною 𝑛𝐼 . при скiнченних

температурах.

Введена безрозмiрна величина 𝜅 = 𝐴/2
√
𝑚𝐵, яка сама є комбiнацiєю

параметрiв середнього поля 𝐴, 𝐵 i значення маси частинки, є масштабним

параметром моделi. Крiм того, вiн визначає рiзнi можливi фазовi сценарiї,

якi вiдбуваються в бозоннiй системi частинка-античастинка. Коефiцiєнт

притягання𝐴 = 𝜅𝐴c, де𝐴c ≡ 2
√
𝑚𝐵, було параметризовано через 𝜅 з 𝜅 = 1

- критичним значенням, що вiдокремлює режим “слабкого притягання”

(𝜅 ≤ 1), який було розглянуто в даному роздiлi, вiд режиму “сильного

притягання” (𝜅 > 1).

Показано, що в системi частинка-античастинка, в якiй iзоспiнова

густина 𝑛𝐼 зберiгається, в температурному iнтервалi 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇c iснує

бозе-айнштайнiвський конденсат, що є результатом фазового переходу

другого роду в системi, який вiдбувається при температурi 𝑇c. При

тому густина конденсату є параметром порядку. (Зауважимо, хiральна

теорiя збурень передбачає, що перехiд мiж вакуумом та БЕК має другий

клас унiверсальностi 𝑂(2) [12].) Це твердження суперечить висновку,

наведеному в [7, 31, 37, 42], де дослiджено систему з нульовим хiмiчним

потенцiалом, 𝜇𝐼 = 0. Дiйсно, в тих роботах було показано, що у випадку

достатньо сильного середнього притягального поля (𝜅 > 1) система

допускає фазовий перехiд першого роду, що приводить до утворнггя бозе-

конденсату, починаючи з певної температури.

Ми отримали, що конденсат Бозе лише для частинок компоненти

високої густини система утворює незалежно вiд параметрiв середнього
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поля. Це означає, що в пiонному газi, де 𝑛𝐼 = 𝑛
(−)
𝜋 − 𝑛

(+)
𝜋 > 0, лише мезони

𝜋− зазнають фазового переходу до конденсату Бозе-Айнштайнаайншта.

Водночас мезони 𝜋+ iснують лише в тепловiй фазi для всього дiапазону

температур. Тодi для експериментальних дослiджень є сенс шукати бозе-

айнштайнiвський конденсат, який утворюють саме 𝜋−-мезони.

Для опису термодинамiчних властивостей системи використано

канонiчний ансамбль, в якому хiмiчний потенцiал 𝜇𝐼 є термодинамiчною

величиною, що залежить вiд канонiчних змiнних (𝑇, 𝑛𝐼). Ми розрахували

залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд температури для рiзних параметрiв

притягання 𝜅, якi показують, що 𝜇𝐼 ≈ const в “конденсатному” iнтервалi

температур 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇c, де цi константи залежать вiд величини притягання.

Мiж тим, температура 𝑇
(−)
c фазового переходу до бозе-

айнштайнiвського конденсату для 𝜋− мезонiв (компонент високої густини)

виявляє слабку залежнiсть вiд величини 𝜅 - параметру притягання, як

видно з лiвої панелi на Рис. 1.2. Так для всiх значень 0 ≤ 𝜅 ≤ 1, якi

ми розглядали, цi критичнi температури вiдрiзняються одна вiд одної не

бiльше, нiж на 4 МеВ, що дає можливiсть ввести деяке середнє значення

𝑇c =
⟨
𝑇

(−)
c

⟩
фазового переходу в Бозе-Айнштайнiвський конденсат.

Отриманi результати узгоджуються з вiдомою особливiстю iдеального

бозе-газу: згiдно з класифiкацiєю фазових переходiв Еренфеста, конденсат

Бозе-Айнштайна являє собою фазовий перехiд третього роду (розрив

похiдної вiд теплоємностi) [39]. В рамках представленої моделi ми

отримали, що похiдна теплоємностi зазнає розриву при температурi 𝑇c,

як це видно на лiвiй панелi на Рис. 1.3. Гладкi залежностi густини енергiї

та густини ентропiї вiд температури i вiдсутнiсть прихованої теплоти при

𝑇c зображенi на правiй панелi Рис. 1.3. Це доводить, що система насправдi

зазнає фазового переходу другого роду за цiєї температури.

Врахування наявностi нейтральних пiонiв, а також середнього поля,
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яке може залежати вiд густини iзотопiчного заряду 𝑛𝐼 , на термодинамiчнi

властивостi системи планується розглянути в наступних роботах.
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Роздiл 2. Фазовi переходи у взаємодiючих

релятивiстських бозонних системах

2.1 Вступ

Розумiння фазової структури мезонних систем у режимi скiнченних

температур та iзоспiнових густин має важливе значення для розумiння

широкого спектру явищ, вiд ядро-ядерних зiткнень до нейтронних зiрок, а

також космологiї. Ця галузь є важливою частиною дослiджень гарячої та

щiльної адронної матерiї. Водночас, вивчення мезонних систем має свою

специфiку через можливiсть бозе-айнштайнiвської конденсацiї бозонних

частинок. Метою цiєї глави є дослiдження термодинамiчних властивостей

багаточастинкової бозонної системи, зокрема характеру фазових переходiв

пiд час бозе-айнштайнiвської конденсацiї бозонних частинок за високих

густин. Така умова означає, що взаємодiя в бозоннiй системi вiдiграє

суттєву роль.

Проблема конденсацiї Бозе-Айнштайна в системах де частинки

взаємодiють, вивчалася й ранiше, починаючи з пiонерських робiт

Н.Н. Боголюбова [2], де вiн дослiджував неiдеальний газ бозонiв i описував

системи взаємодiючих бозонiв у термiнах невзаємодiючих квазiчастинок.

Починаючи з цього пiдходу, дослiдження взаємодiючих бозонiв при

температурах близьких до нуля отримало потужний iмпульс з боку пiдходу

середнього поля. Справдi, якщо взаємодiї в розрiджених атомних газах
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достатньо слабкi, можна стверджувати, що середнє поле саме собою може

бути хвильовою функцiєю конденсату, як це було показано в [2, 3, 4].Ця

iдея сягає своїм корiнням роботи [5], де у роздiлi 63 монографiї Дiрак

проаналiзував систему багатьох тiл у рамках вторинного квантування.

Боголюбов розвинув iдею Дiрака для вивчення бозе-конденсацiї та

надплинностi. Тодi, нехтуючи флуктуацiями, можна вивести рiвняння

руху для хвильової функцiї середнього поля, тобто для хвильової функцiї

конденсату. Це приводить до нелiнiйного рiвняння Шредiнґера, або

рiвняння Ґросса-Пiтаєвського [43, 44]. Згодом цi пiдходи були доповненi

низкою плiдних узагальнень.

Однак цi методи i пiдходи не є придатними для дослiдження конденсацiї

Бозе-Айнштайна за високих густин. На те є двi важливi причини.

По-перше, високi густини означають, що можливi стани конденсату

знаходяться в областi високих температур, де густина теплових частинок

бiльше не може розглядатися як мала флуктуацiя порiвняно з густиною

конденсату. По-друге, як зазначав Керсон Хуанг у своєму пiдручнику

[6], справжнiй закон збереження має справу зi збереженям числа, що

є рiзницею мiж кiлькiстю частинок i античастинок. Ось чому будь-яке

дослiдження конденсацiї Бозе-Айштайна у релятивiстському бозе-газi має

враховувати античастинки. Вперше це було обговорено в роботi [45].

Бiльше того, як показано в [46] у випадку “слабкого” притягання в

системi та заряду що зберiгається лише частинки набувають конденсатних

станiв, а античастинки перебувають у тепловому станi у всьому дiапазонi

температур, починаючи вiд нуля.

У цьому дослiдженнi ми зосереджуємося насамперед на мезонних

системах. Знання фазової структури мезонних систем у режимi скiнченних

температур та iзотопiчних спiнових (iзоспiнових) густин має вирiшальне

значення для розумiння широкого кола явищ, починаючи вiд ядро-ядерних
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зiткнень до нейтронних зiрок i космологiї. Ця галузь є важливою частиною

дослiджень гарячої та густої адронної матерiї, яка є об’єктом активних

дослiджень [1]. Специфiка дослiджень мезонних систем зумовлена

можливiстю бозе-айнштайнiвської конденсацiї взаємодiючих бозонних

частинок. У нашiй роботi ми називаємо бозоннi частинки “пiонами” лише

умовно. Перевагу надано саме цим частинкам по тiй причинi, що зарядженi

𝜋-мезони є найлегшими адронами якi описуються iзоспiновим хiмiчним

потенцiалом. Водночас пiони є найлегшими частинками серед ядерних

бозонiв, а отже, пояснення “температурного народження” пар частинка-

античастинка є актуальною задачею квантової статистики, яка широко

використовується в цiй роботi. Проблема бозе-айнштайнiвської конденсацiї

пi-мезонiв вивчалася ранiше, починаючи з пiонерських робiт А.Б. Мiгдала

та його колег (див. [7] для посилань). Формування класичних пiонних полiв

у зiткненнях важких iонiв обговорювалося в [8, 9, 10, 11], а системи пiонiв та

K-мезонiв зi скiнченним iзоспiновим хiмiчним потенцiалом були розглянутi

в бiльш пiзнiх роботах [12, 13, 14, 15, 16]. Першопринциповi ґратковi

розрахунки забезпечують ґрунтовну основу для наших знань про режим

скiнченних температур. Цiкавi новi результати, що стосуються густих

пiонних систем [18, 19], були отриманi нещодавно за допомогою ґраткових

методiв. Фактично, ефективна динамiка заряджених пiонiв описується

хiральною теорiєю збурень [12].

Представлене дослiдження пов’язане з пiдходом, запропонованим в

роботi [46], де розглянуто систему бозонiв, коли взаємодiя притягання мiж

частинками є “слабкою”.

Тут ми переходимо до дослiдження термодинамiчних властивостей

взаємодiї частинка-античастинка-мезон за умов збереження iзоспiнової

густини в рамках канонiчного ансамблю, використовуючи модель

середнього поля. У цiй главi ми вивчаємо також бозоннi системи, в
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яких притягальна взаємодiя мiж частинками є “сильною”. (Безпосереднi

означення “слабкої” та “сильної” притягальної взаємодiї будуть наведенi

далi). Ми розглядаємо дослiджувану самовзаємодiючу багаточастинкову

систему як iграшкову модель, яка може допомогти нам зрозумiти

конденсацiю Бозе-Ейштайна та фазовi переходи в широкому дiапазонi

температур i густин.

Глава органiзована наступним чином. У частинi 2.2 коротко описано

термодинамiчнi властивостi та конденсацiю в iдеальному бозонному газi

при збереженнi числа частинок. У частинi 2.3 ми вводимо скалярну

модель середнього поля, яку потiм використано для дослiдження утворення

конденсату в бозоннiй системi частинок та античастинок. Аналогiчний опис

бозонної системи частинок i античастинок, але в рамках термодинамiчної

моделi середнього поля, наведено в частинi роздiлу 2.4. У частинi 2.5

порiвнюються результати, отриманi в перших двох пiдходах для опису

бозонної системи та утворення конденсату при нульовому повному зарядi.

в секцiї 2.6 вивчено фазовi переходи в системi частинка-античастинка з

фiксованою iзоспiновою (зарядовою) густиною. Секцiя 2.7 є заключною,

де порiвнюється опис бозонних систем у присутностi конденсату в рамках

Канонiчного ансамблю та Великого канонiчного ансамблю.

2.2 Канонiчний ансамбль: конденсацiя в

iдеальному бозонному газi

Для довiдки нагадаємо основнi властивостi бозе-конденсацiї в

однокомпонентному iдеальному газi зi сталою густиною числа частинок

𝑛. Цей процес зображено на рис. 2.5, де наведено два приклади

густини частинок 𝑛 = 0.1, 0.2 fm−3. Червона пунктирна лiнiя -
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критична крива 𝑛
(id)
lim , яка визначає критичну температуру 𝑇c. Критична

крива - це залежнiсть густини теплових частинок вiд температури

при максимальному значеннi хiмiчного потенцiалу, який дорiвнює масi

частинки, 𝜇 = 𝑚 (У нерелятивiстському випадку, де 𝜇nonrel = 𝜇 −

𝑚, максимальне значення густини теплових частинок досягається при

нульовому хiмiчному потенцiалi). Таким чином, формула, що визначає

критичну криву, має вигляд

𝑛
(id)
lim = 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
BE
(𝐸, 𝜇)

⃒⃒
𝜇=𝑚

, (2.54)

де 𝐸 = 𝜔𝑘 =
√
𝑚2 + 𝑘2 та

𝑓
BE
(𝐸, 𝜇) =

1

𝑒(𝐸−𝜇)/𝑇 − 1
. (2.55)

На рис. 2.5 i далi в текстi залежнiсть 𝑛(𝑇 ), задана у рiвняннi

(2.54), записується як 𝑛 = 𝑛
(id)
lim (𝑇 ). Розв’язок рiвняння (2.54)

вiдносно температури для заданої густини частинок 𝑛 визначає критичну

температуру 𝑇c(𝑛).

У фазi конденсату узагальнення рiвняння (2.54) має вигляд

𝑛 = 𝑛cond(𝑇 ) + 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
BE
(𝐸, 𝜇)

⃒⃒
𝜇=𝑚

, (2.56)

Результати розрахунку густини енергiї та теплоємностi, представленi на

рис. 2.6, наочно показують, що в точцi перетину кривої густини частинок

з критичною кривою вiдбувається фазовий перехiд другого роду. Дiйсно,

спостерiгається скiнченний розрив похiдної теплоємностi в точках 𝑇c i

плавна поведiнка залежностi густини енергiї в цих точках, тобто не

вiдбувається вивiльнення прихованої теплоти.

Коротко обговоримо результати, отриманi для однокомпонентного
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c
(0.1)T c

(0.2)T

n = 0.2

n = 0.1
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(id)n

T1

T2

n1 n2

~

~
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Рис. 2.5: Лiва панель: Залежнiсть густини частинок вiд температури в iдеальному
однокомпонентному газi. Горизонтальнi лiнiї представляють два приклади постiйної
густини частинок, 𝑛 = 0.1, 0.2 fm−3, якi вiдповiдають критичним температурам 𝑇

(0.1)
c i

𝑇
(0.2)
c , вiдповiдно. Тут критична крива 𝑛(id)

lim (𝑇 ) визначається так (2.54).
Права панель: Нормована критична температура 𝑇 = 𝑇/𝑚 в залежностi вiд нормованої
густини частинок 𝑛̃ = 𝑛/𝑚3 в iдеальному однокомпонентному газi.

n = 0.1

lim
(id)

(0.1)Tc
(0.2)Tc

n = 0.2

(0.1)Tc
(0.2)Tc

n = 0.2
n = 0.1

vc(cond)

Рис. 2.6: Лiва панель: Густина енергiї вiд температури для тiєї самої системи i умов, що
й на Рис. 2.5. Червона пунктирна лiнiя, позначена як 𝜀

(id)
lim представляє густину енергiї

станiв, якi належать до критичної кривої 𝑛(id)
lim .

Права панель: Теплоємнiсть, нормована до 𝑇 3, як функцiя температури в iдеальному
однокомпонентному газi, який має фiксовану густину частинок.
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iдеального газу, де густина числа частинок 𝑛 залишається сталою.

Перш за все, зафiксуємо, що коли пряма 𝑛(𝑇 ) = const перетинає

критичну криву 𝑛
(id)
lim (𝑇 ), системи проходять фазовий перехiд другого

роду або, за класифiкацiєю Еренфеста, третього роду. Давно вiдомо,

див. посилання [39], що конденсацiя Бозе-Айнштайна справдi є фазовим

переходом третього роду згiдно з першою загальною класифiкацiєю типiв

переходiв мiж фазами матерiї, введеною Полом Еренфестом у 1933

роцi [40, 41]. Так отримана температура 𝑇c насправдi є температурою

фазового переходу другого роду (за сучасною термiнологiєю), а густина

конденсату 𝑛cond є параметром порядку. Далi ми покажемо, що така сама

поведiнка характерна i для випадку взаємодiючої двокомпонентної системи

з накладеною умовою збереження густини заряду.

2.3 Самодiюче скалярне поле

Почнемо наш розгляд iз густини Лагранжiану самовзаємодiючого

дiйсного скалярного поля

ℒ(𝑥) =
1

2

[︁
𝜕𝜇𝜑(𝑥)𝜕

𝜇𝜑(𝑥)−𝑚2 𝜑2(𝑥)
]︁
+ ℒint[𝜑

2(𝑥)] (2.57)

де 𝑥 = (𝑡, 𝑟). Використаємо позначення:

𝜑(𝑟) = 𝜑cond + 𝜓(𝑟) , where
⟨
𝜓(𝑟)

⟩
= 0 . (2.58)

Тут ми використовуємо вiдомий розклад Боголюбова для оператора поля

на два внески [2, 3, 4]:

𝜑(𝑟) =
1√
𝑉
𝑎0 +

1√
𝑉

∑︁
𝑘 ̸=0

𝑎𝑘𝑒
𝑖𝑘·𝑟/ℏ . (2.59)
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Врахувавши, що при 𝑇 → 0 у неiдеальному бозе-газi кiлькiсть частинок в

основному станi 𝑁0 приблизно дорiвнює загальнiй кiлькiсть частинок 𝑁 ,

𝑁0 = ⟨𝑎+0 𝑎0⟩ ≈ 𝑁 , (2.60)

величини 𝑎0 i 𝑎+0 можна розглядати як класичнi значення.

Представлення Гейзенберга:

𝜑(𝑥) = 𝑒𝑖𝐻𝑡𝜑(𝑟)𝑒−𝑖𝐻𝑡 = 𝜑cond + 𝜓(𝑥) with ⟨𝜓(𝑥)⟩ = 0 , (2.61)[︃
𝜓(𝑡, 𝑟),

𝜕𝜓(𝑡, 𝑟′)

𝜕𝑡

]︃
=

[︃
𝜑(𝑡, 𝑟),

𝜕𝜑(𝑡, 𝑟′)

𝜕𝑡

]︃
= 𝑖𝛿3(𝑟 − 𝑟′) . (2.62)

Отже, квантовi флуктуацiї поля 𝜓(𝑥) мають такi самi комутацiйнi

спiввiдношення як i повне поле 𝜑(𝑥). Розклад по розв’язках рiвняння

Клейна-Гордона виглядає так:

𝜓(𝑥) =

∫︁
|𝑝|̸=0

𝑑3𝑝

(2𝜋)32𝜔𝑝

(︀
𝑎𝑝 𝑒

−𝑖𝑝·𝑥 + 𝑎+𝑝 𝑒
𝑖𝑝·𝑥)︀ ⃒⃒

𝑝0=𝜔𝑝
, (2.63)

де

[𝑎𝑘, 𝑎
+
𝑝 ] = (2𝜋)32𝜔𝑝 𝛿

3(𝑘 − 𝑝) , [𝑎𝑘, 𝑎𝑝] = 0 . (2.64)

Для дисперсiї поля ми отримуємо наступний розклад:

⟨
𝜑2(𝑥)

⟩
=
⟨
𝜑2cond + 2𝜑cond𝜓 + 𝜓2

⟩
= 𝜑2cond +

⟨
𝜓2
⟩
. (2.65)

Можна бачити, що дисперсiя поля також може бути розкладена на

класичну i квантову частини.
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2.3.1 Ефективний Лагранжiан у наближеннi

середнього поля

Ми збираємося розглянути Бозе-Айнштайнiвську конденсацiю

скалярного поля (детальнiше див. [42])

ℒ(𝑥) =
1

2

[︁
𝜕𝜇𝜑(𝑥) 𝜕

𝜇𝜑(𝑥)−𝑚2 𝜎̂(𝑥)
]︁
+ ℒint (𝜎̂) , (2.66)

де введено позначення

𝜎̂(𝑥) = 𝜑2(𝑥) . (2.67)

Використаємо квантово статистичне усереднення для оператора 𝐴:

⟨
𝐴
⟩
=

1

𝑍
Tr
[︁
𝑒−𝛽(𝐻̂−𝜇𝑁̂)𝐴

]︁
, 𝑍 = Tr

[︁
𝑒−𝛽(𝐻̂−𝜇𝑁̂)

]︁
(2.68)

Далi можна ввести середнє значення 𝜎 оператору 𝜎̂

𝜎 = ⟨𝜎̂⟩ , 𝛿𝜎̂ = 𝜎̂ − 𝜎 . (2.69)

Тут 𝛿𝜎̂ - вiдхилення оператора 𝜎̂ вiд його середнього значення. Таким

чином Лагранжiан (2.66) може бути розкладений в ряд по змiннiй 𝜎̂

навколо значення 𝜎:

ℒint(𝜎̂) ≃ ℒint(𝜎) + 𝛿𝜎̂ℒ′
int (𝜎) = ℒint(𝜎) + 𝜎̂ℒ′

int (𝜎) − 𝜎ℒ′
int (𝜎) , (2.70)

де штрих означає похiдну вiдносно 𝜎. Так ми приходимо до ефективного

Лагранжiана в наближеннi середнього поля:

ℒ(𝑥) ≃ 1

2

[︁
𝜕𝜇𝜑(𝑥) 𝜕

𝜇𝜑(𝑥)−𝑀 2(𝜎)𝜑2(𝑥)
]︁
+ 𝑃ex(𝜎) , (2.71)
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де було введено наступнi позначення:

𝑃ex(𝜎) ≡ ℒint(𝜎)− 𝜎
𝜕ℒint(𝜎)

𝜕𝜎
, 𝑀̂ 2(𝜎) = 𝑚2 + 2𝑈(𝜎) , (2.72)

та:

𝑈(𝜎) ≡ − 𝜕ℒint(𝜎)

𝜕𝜎
. (2.73)

З вищезгаданих визначень випливає диференцiальне спiввiдношення мiж

надлишковим тиском 𝑃ex(𝜎) i середнiм полем 𝑈(𝜎)

𝜎
𝜕𝑈(𝜎)

𝜕𝜎
=

𝜕𝑃ex(𝜎)

𝜕𝜎
. (2.74)

2.3.2 Густина Гамiльтонiана в наближеннi середнього

поля

Оператор iмпульсу 𝜋̂ задовольняє рiвночасовi комутацiйнi

спiввiдношення

𝜋̂(𝑥) = 𝜕𝑡 𝜑(𝑥) ,
[︁
𝜑(𝑡, 𝑟), 𝜋̂(𝑡, 𝑟′)

]︁
= 𝑖𝛿3(𝑟 − 𝑟′) (2.75)

Густина Гамiльтона ℋ̂ = 𝜋̂ 𝜕𝑡𝜑− ℒ має наступний вигляд

ℋ̂ ≃ 1

2

[︁
𝜋̂2(𝑥) +∇𝜑(𝑥) ·∇𝜑(𝑥) + 𝑀 2(𝜎)𝜑2(𝑥)

]︁
− 𝑃ex(𝜎) . (2.76)

Використавши розв’язки рiвняння Клейна-Гордона

𝜕 𝜇𝜕𝜇 𝜑 + 𝑀 2(𝜎)𝜑 = 0 , (2.77)
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можна представити скалярне поле 𝜑(𝑥) як

𝜑(𝑥) = 𝑔

∫︁
𝑑 3𝑘

(2𝜋)3
√
2𝜔𝑘

[︀
𝑎𝑘𝑒

−𝑖𝑘·𝑥 + 𝑎+𝑘 𝑒
𝑖𝑘·𝑥]︀ , (2.78)

де 𝑘0 = 𝜔𝑘 =
√︀

𝑘2 +𝑀 2(𝜎) i оператори народження та знищення

задовольняють стандартнi комутацiйнi спiввiдношення

[︀
𝑎𝑘, 𝑎

+
𝑘′

]︀
= (2𝜋)3𝛿(𝑘 − 𝑘′), [𝑎𝑘, 𝑎𝑘′] =

[︀
𝑎+𝑘 , 𝑎

+
𝑘′

]︀
= 0 . (2.79)

Як перший крок буде розглянуто бозонну систему з нульовою густиною

iзоспiну (заряду) 𝑛𝐼 = 0, тобто кiлькiсть частинок i античастинок рiвнi

мiж собою. У цьому випадку Гамiльтонiан в рамках наближення середнього

поля (MF) запишеться як

𝐻̂ =

∫︁
𝑑 3𝑥 ℋ̂ = 𝑉

[︂
𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝜔𝑘 𝑎

+
𝑘 𝑎𝑘 − 𝑃ex(𝜎)

]︂
. (2.80)

У наближеннi середнього поля рiвноважний розподiл iмпульсу збiгається з

розподiлом iдеального газу бозонiв що мають ефективну масу 𝑀(𝜎)

𝑛𝑘(𝜎) ≡ ⟨𝑎+𝑘 𝑎𝑘⟩ = (𝑒𝛽 𝜔𝑘 − 1)−1 , 𝛽 = 1/𝑇 , 𝑘
B
= 1 , 𝜇𝐼 = 0 , (2.81)

де 𝜔𝑘 =
√︀
𝑀 2(𝜎) + 𝑘2 з 𝑀 2(𝜎) = 𝑚2 + 2𝑈(𝜎).

Термодинамiчний опис системи може бути отриманий з розв’язку

самоузгоджених рiвнянь для термiчної фази та фази конденсату вiдносно

скалярної густини 𝜎 = ⟨𝜑2⟩. (Слiд зауважити, що «фазою конденсату»

в даному випадку називається термодинамiчний стан системи, коли та

мiстить тепловi й зконденсованi частинки одночасно.) У тепловiй фазi дане
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рiвняння виглядає наступним чином

𝜎 = 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑛𝑘(𝜎)

𝜔𝑘
. (2.82)

У конденсатнiй фазi слiд враховувати необхiдну умову утворення

конденсату 𝑀 2(𝜎) = 0 i включити її в рiвняння вiдносно густини

скалярного конденсату. Таким чином самоузгоджене рiвняння має вигляд

𝜎 = 𝜎cond + 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑛𝑘(𝜎)

𝜔𝑘

⃒⃒⃒
𝑀2(𝜎)=0

, (2.83)

де у випадку 𝜇𝐼 = 0 (або 𝑛𝐼 = 0) залишається лише одна канонiчна змiнна

𝑇 . Останнє рiвняння вiдповiдає спiввiдношенню

⟨
𝜑2
⟩

= 𝜑2cond +
⟨
𝜓2
⟩
, (2.84)

яке було отримано в результатi розкладання оператора поля (2.58) та

особливостей квантових флуктуацiй, див. рiвняння (2.65).

Iншi термодинамiчнi величини, що характеризують

систему квазiчастинкових бозонiв можна отримати звичайним способом в

рамках квантової статистики. Тиск запишеться як

𝑝 = 𝑝kin(𝑇, 𝜎) + 𝑃ex(𝜎) , (2.85)

де кiнетичний тиск у тепловiй фазi

𝑝kin(𝑇, 𝜎) =
𝑔

3

∫︁
𝑑 3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

𝜔𝑘
𝑛𝑘(𝜎) . (2.86)
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У свою чергу, кiнетичний тиск у фазi конденсату запишеться як

𝑝kin(𝑇, 𝜎) =
𝑔

3

∫︁
𝑑 3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

𝜔𝑘
𝑛𝑘(𝜎)

⃒⃒⃒
𝑀2(𝜎)=0

. (2.87)

Густина енергiї та густина ентропiї 𝑠 = (𝜀+𝑝)/𝑇 у тепловiй фазi має вигляд

𝜀 = 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝜔𝑘 𝑛𝑘(𝜎) − 𝑃ex(𝜎) , (2.88)

𝑠 =
𝑔

𝑇

∫︁
𝑑 3𝑘

(2𝜋)3

(︂
𝜔𝑘 +

𝑘2

3𝜔𝑘

)︂
𝑛𝑘(𝜎) . (2.89)

Густина енергiї та густина ентропiї у фазi конденсату:

𝜀 = 𝜀cond + 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝜔𝑘 𝑛𝑘(𝜎)

⃒⃒⃒
𝑀2(𝜎)=0

− 𝑃ex(𝜎) , (2.90)

𝑠 = 𝑠cond +
𝑔

𝑇

∫︁
𝑑 3𝑘

(2𝜋)3

(︂
𝜔𝑘 +

𝑘2

3𝜔𝑘

)︂
𝑛𝑘(𝜎)

⃒⃒⃒
𝑀2(𝜎)=0

. (2.91)

2.3.3 Бозонна система з 𝜙4 + 𝜙6 самовзаємодiєю

Для чисельних розрахункiв введемо наступну параметризацiю частини

Лагранжiана, яка вiдповiдає за взаємодiю

ℒint

(︁
𝜑2(𝑥)

)︁
=

𝑎

4
𝜑4(𝑥) − 𝑏

6
𝜑6(𝑥) . (2.92)

У такому випадку середнє поле i надлишковий тиск запишуться як

𝑈(𝜎) = −1

2
𝑎 𝜎 +

1

2
𝑏 𝜎2, 𝑃ex(𝜎) = −𝑎

4
𝜎2 +

𝑏

3
𝜎3 , (2.93)

Такий вигляд середнього поля значить, що в дослiджуванiй системi бозонiв

одночасно присутнi притягання та вiдштовхування мiж частинками.

Функцiя розподiлу 𝑛𝑘 =
[︀
exp (

√
𝑘2 +𝑀 2/𝑇 )− 1

]︀−1
має сенс, коли
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аргумент є додатньою величиною, тобто

𝑀 2(𝜎) = 𝑚2 + 2𝑈(𝜎) = 𝑚2 − 𝑎𝜎 + 𝑏 𝜎2 ⩾ 0 . (2.94)

Граничним випадком у цьому спiввiдношеннi є умова початку виникнення

скалярного конденсату:

𝑀 2(𝜎) = 𝑚2 − 𝑎𝜎 + 𝑏 𝜎2 = 0 . (2.95)

Розв’язками цього рiвняння є

𝜎1,2 =
𝑚√
𝑏

(︁
𝜅∓

√︀
𝜅2 − 1

)︁
, (2.96)

де введено безрозмiрний параметр 𝜅:

𝜅 =
𝑎

2𝑚
√
𝑏
, → 𝑎 = 𝜅 𝑎c , 𝑎c = 2𝑚

√
𝑏 . (2.97)

Таким чином, приходимо до висновку, що при 𝜅 > 1 ефективна маса

квазiчастинки стає уявною (𝑀 2 < 0), а система стає нестiйкою. Стiйкiсть

вiдновлюється шляхом утворення бозе-конденсату.

2.4 Взаємодiюча система бозонiв в

термодинамiчнiй моделi середнього поля

Розглянемо бозонну системи при великих густинах в рамках квантово-

статистичного пiдходу i порiвняємо його з теоретико-польовим, який було

розглянуто вище. Для початку припустимо, що вiльна енергiя системи

взаємодiючих бозонiв 𝐹 (𝑇,𝑁, 𝑉 ) може бути записана у виглядi “вiльної”

64



частини та частини, що вiдповiдає за взаємодiю

𝐹 (𝑇,𝑁, 𝑉 ) = 𝐹0 + 𝐹int . (2.98)

Або для величини густини вiльної енергiї Φ(𝑇, 𝑛) = Φ0 + Φint, де

Φ(𝑇, 𝑛) = 𝐹 (𝑇,𝑁, 𝑉 )/𝑉 . Далi можна ввести наступнi важливi позначення

(детальнiше див. [23]):

𝑈(𝑛, 𝑇 ) =

[︂
𝜕Φint(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛

]︂
𝑇

, (2.99)

𝑃ex(𝑛, 𝑇 ) = 𝑛

[︂
𝜕Φint(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛

]︂
𝑇

− Φint(𝑛, 𝑇 ) . (2.100)

Цi величини пов’язанi мiж собою диференцiйним спiввiдношеням

𝑛
𝜕𝑈(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛
=

𝜕𝑃ex(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛
. (2.101)

У даних позначеннях тиск у системi можна записати як

𝑝(𝑇, 𝜇𝐼) =
𝑔

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

√
𝑚2 + 𝑘2

𝑓
BE

(︀
𝐸𝑘(𝑛), 𝜇𝐼

)︀
+ 𝑃ex(𝑛) , (2.102)

де 𝑔 — коефiцiєнт виродження, 𝐸𝑘(𝑛) =
√
𝑚2 + 𝑘2 + 𝑈(𝑛) — ефективна

енергiя однiєї частинки, 𝜇𝐼 — хiмiчний iзоспiновий потенцiал, а 𝑓
BE

—

функцiя розподiлу Бозе-Айнштайна

𝑓
BE

(︀
𝐸, 𝜇

)︀
=

{︂
exp

[︂
𝐸 − 𝜇

𝑇

]︂
− 1

}︂−1

. (2.103)

Для системи частинок-античастинок спiввiдношення Ейлера запишеться

як 𝜀+𝑝 = 𝑇𝑠+𝜇𝐼𝑛𝐼 , де 𝑛𝐼 - густина iзоспiну (заряду). Розглянемо спочатку

випадок нульової густини заряду, тобто 𝑛𝐼 = 0, що вiдповiдає 𝜇𝐼 = 0 у

великому канонiчному ансамблi.
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Модель середнього поля передбачає термодинамiчний опис системи,

який отримано за допомогою самоузгодженого пiдходу. В даному випадку

це досягається за допомогою самоузгоджених рiвнянь для повної густини

частинок 𝑛, якi слiд роз’язувати окремо в термiчнiй i конденсатнiй фазах.

У тепловiй фазi це рiвняння має вигляд 𝑛 = 𝑛th(𝑇, 𝑛). Воно має бути

розв’язано вiдносно повної густини частинок 𝑛 для кожного фiксованого

значення 𝑇 ,

𝑛 = 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
BE
(𝐸𝑘(𝑛)) , (2.104)

де 𝑓
BE
(𝐸) = [exp (𝐸/𝑇 )−1]−1. Розв’язавши рiвняння (2.104) у тепловiй фазi

можна отримати явну залежнiсть 𝑛 = 𝑛(𝑇 ), яка в загальному випадку

вiдрiзняється вiд такої ж залежностi в iдеальному газi, 𝑛0(𝑇 ). Функцiя

𝑛(𝑇 ) дає можливiсть отримати рiвняння стану шляхом прямого розрахунку

iнших термодинамiчних величин таких як тиск, густина енергiї, густина

ентропiї тощо.

У конденсатнiй фазi слiд враховувати умову конденсацiї при 𝜇𝐼 = 0,

𝑈(𝑛)+𝑚 = 0, що призводить до виникнення певної “критичної” густини 𝑛c,

яка є дiйсним коренем цього рiвняння. Розв’язок цього рiвняння має таку

структуру, що 𝑛c = 𝑛cond(𝑇 ) + 𝑛th(𝑇 ), де густина конденсатної компоненти

𝑛cond являє собою новий ступiнь свободи. Таким чином, у фазi конденсату

самоузгоджене рiвняння для 𝑛cond може бути записане як

𝑛c = 𝑛cond + 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
BE
(𝐸kin) , (2.105)

де 𝐸kin =
√
𝑚2 + 𝑘2 −𝑚.
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2.4.1 Параметризацiя взаємодiї

Для того, аби мати зможу порiвняти метод середнього поля iз

теоретико-польовим пiдходом, використаємо наступне спiввiдношення мiж

скалярною густиною ⟨𝜑2⟩ i густиною числа частинок 𝑛, якi збiгаються

мiж собою в нерелятивiстськiй межi. Далi, використовуючи вiдповiднiсть

𝜙4 → 𝑛2 i 𝜙6 → 𝑛3, запишемо надлишковий тиск i вiдповiдне йому середнє

поле (див. диференцiйне спiввiдношення (2.101)) як

𝑃ex(𝑛) = − 1

2
𝐴𝑛2 +

2

3
𝐵 𝑛3 , → 𝑈(𝑛) = −𝐴𝑛 + 𝐵 𝑛2 , (2.106)

де додатньо визначений параметр 𝐴, що множиться на густину частинок,

вiдповiдає за притягання мiж частинками, а додатньо визначений параметр

𝐵, що множиться на квадрат густини, вiдповiдає за вiдштовхування в

системi бозоннiв (докладнiше див. [7]). В даному дослiдженнi параметр

𝐴 буде варiюватись, тодi як параметр 𝐵, який пов’язаний з жорстким

вiдштовхування (модель жорстких сфер), буде вважатись сталим. Зручно

параметризувати 𝐴 наступним способом: використавши розв’язки рiвняння

𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0, що визначає умову утворення конденсату (аналогiчно до

того, як це було зроблено у частинi 2.3.3 цього тексту та в роботах [7, 31]).

Для заданого середнього поля (2.106) є два коренi цього рiвняння

𝑛1 =

√︂
𝑚

𝐵

(︁
𝜅−

√︀
𝜅2 − 1

)︁
, 𝑛2 =

√︂
𝑚

𝐵

(︁
𝜅+

√︀
𝜅2 − 1

)︁
, (2.107)

де введено безрозмiрний параметр 𝜅:

𝜅 ≡ 𝐴

2
√
𝑚𝐵

. (2.108)

67



Тодi коефiцiєнт притягання можна параметризувати як 𝐴 = 𝜅𝐴c з 𝐴c =

2
√
𝑚𝐵. Як буде видно, параметр 𝜅 є параметром масштабу, що визначає

фазову структуру системи. Розглянемо два iнтервали параметра 𝜅:

1. “слабке” притягання, що вiдповiдає 𝜅 < 1, тобто 𝑛1,2 не є дiйсними

коренями,

2. “сильне” притягання, що вiдповiдає 𝜅 > 1, тобто 𝑛1,2 — дiйснi коренi.

Критичне значення 𝐴c отримується з умови, коли обидва коренi збiгаються,

тобто коли 𝜅 = 1, тодi 𝐴 = 𝐴c = 2
√
𝑚𝐵.

2.5 Конденсацiя взаємодiючих бозонiв за

скiнченних температур

У цiй секцiї ми порiвнюємо чисельнi результати, отриманi в

рамках двох пiдходiв: польово-теоретичного, який базується на моделi

скалярного середнього поля, та квантово-статистичного, який базується

на моделi термодинамiчного середнього поля. Тут наша мета - дослiдити

вплив притягання i вiдштовхування мiж частинками на термодинамiчнi

властивостi бозонної системи, особливо за присутностi конденсату.

В обох випадках ми залишимо постiйним член вiдштовхування, а

притягальну взаємодiю будемо варiювати змiнюючи параметр 𝜅. Крiм

того, буде наведено розв’язки самоузгоджених рiвнянь для рiзних значень

коефiцiєнта притягання 𝑎 у моделi скалярного середнього поля, за умови

фiксованого значення коефiцiєнту вiдштовхування 𝑏 = 25𝑚−2
𝜋 . Те саме

робиться для моделi термодинамiчного середнього поля, де ми варiюємо

коефiцiєнт притягання 𝐴, а коефiцiєнт вiдштовхування фiксуємо як

𝐵/𝑚𝜋 = 10𝑣20. Слiд зазначити, що цi варiацiї коефiцiєнтiв притягання
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здiйснюються однаково в обох пiдходах за допомогою безрозмiрного

параметра 𝜅: у моделi скалярного середнього поля як 𝑎 = 𝜅𝑎c, де 𝑎c =

2𝑚
√
𝑏, а в моделi термодинамiчного середнього поля як 𝐴 = 𝜅𝐴c, де

𝐴c = 2
√
𝑚𝐵. Назвемо бозоннi частинки “пiонами” i вiзьмемо за їхню масу

𝑚 = 𝑚𝜋 = 139 MeV, для фактора виродження 𝑔 = 3. У моделi скалярного

середнього поля критична крива отримується при 𝑀 2 = 𝑚2 + 2𝑈(𝑛) = 0 i

має вигляд

𝜎lim = 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3

(︁
𝑒𝑘/𝑇 − 1

)︁−1

=
𝑔

12
𝑇 2 . (2.109)

У випадку моделi термодинамiчного середнього поля iснує аналогiчна

умова для визначення критичної кривої, 𝑚 + 𝑈(𝑛) = 0, що виглядає як

наявнiсть ефективного хiмiчного потенцiалу 𝜇 = 𝑚. Так критична крива

у випадку термодинамiчної моделi середнього поля виглядає наступним

чином

𝑛lim = 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3

{︃
exp

[︃√
𝑚2 + 𝑘2 −𝑚

𝑇

]︃
− 1

}︃−1

. (2.110)

Результати чисельних розрахункiв залежностi густини частинок вiд

температури для моделей скалярного середнього поля i термодинамiчного

середнього поля представленi на рис. 2.7 на лiвiй та правiй панелях,

вiдповiдно. Розрахунки виконано для рiзних значень коефiцiєнтiв

притягання 𝑎 i 𝐴, якi в обох моделях параметризуються параметром 𝜅. Ми

називаємо 𝜅 < 1 “слабким” притяганням, а 𝜅 > 1 - “сильним” притяганням.

Видно, що для “слабкого” притягання скалярнi густини та густини чисел

частинок знаходяться в тепловiй фазi. При 𝜅 = 𝜅c = 1 кривi густин мають

одну спiльну точку з критичною кривою. Сама критична крива 𝜎lim(𝑇 )

зображена червоною штрих-пунктирною лiнiєю на лiвiй панелi рис. 2.7, а

критична крива 𝑛lim(𝑇 ) зображена червоною пунктирною лiнiєю на правiй
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Рис. 2.7: Лiва панель: Залежнiсть скалярної густини вiд температури, 𝑏 = 25𝑚−2
𝜋 ,

𝑎 = 𝜅 𝑎c , 𝑎c = 2𝑚
√
𝑏.

Права панель: PЗалежнiсть густини числа частинок вiд температури, 𝐵 = 10𝑚𝜋𝑣
2
0,

𝐴 = 𝜅𝐴c , 𝐴c = 2
√
𝑚𝐵.

На обидвох графiках затiнений регiон позначає наявнiсть конденсату Бозе-Айнштайна.

панелi рис. 2.7. В обох пiдходах при “сильному” притяганнi, 𝜅 > 1, iснує

фазовий перехiд першого роду при 𝑇 = 𝑇c з утворенням конденсату. Це

результат конкуренцiї тискiв, що вiдповiдають двом рiзним розв’язкам

самоузгодженого рiвняння в тепловiй та конденсатнiй фазах.

У моделi скалярного середнього поля ми розв’язуємо рiвняння (2.82)

для отримання скалярної густини 𝜎 = 𝜎therm(𝑇 ) у тепловiй (“рiдинно-

газовiй”) фазi та вiдповiдного їй тиску 𝑝lg(𝑇 ). З iншого боку, рiвняння

(2.83) для конденсату (сумiшi) фази (насправдi, назва “конденсатна

фаза” є умовною, оскiльки ця фаза є сумiшшю теплових (кiнетичних)

частинок та частинок, що конденсуються) характеризується двома

сталими розв’язками 𝜎 = 𝜎1 та 𝜎 = 𝜎2, див. рис. 2.7, лiва панель. Далi

порiвнюємо вiдповiднi до 𝜎1 i 𝜎1 залежностi тиску 𝑝
(1)
mix(𝑇 ) i 𝑝(2)mix(𝑇 ) мiж

собою i з 𝑝lg(𝑇 ). Результат цього порiвняння зображено на рис. 2.8 на лiвiй

панелi суцiльною синьою лiнiєю. Видно, що при 𝑇 = 𝑇c тиск 𝑝
(2)
mix(𝑇 ) стає

переважаючим, що i визначає фазовий перехiд першого роду з утворенням

скалярного конденсату (детальнiше див. [42]).
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Такий самий аналiз зроблено i для термодинамiчної моделi середнього

поля. Розв’яжемо рiвняння (2.104), щоб отримати залежнiсть густини

частинок 𝑛 = 𝑛therm(𝑇 ) та вiдповiдний тиск 𝑝lg(𝑇 ) у тепловiй (рiдина-газ)

фазi. Рiвняння (2.105) має два дiйснi коренi 𝑛c1 i 𝑛c2 та два вiдповiднi тиски.

Результат цього порiвняння зображено на правiй панелi Рис. 2.8 суцiльною

синьою лiнiєю.
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Рис. 2.8: На обох панелях: Залежнiсть тиску вiд температури для надкритичного
притягання, 𝜅 = 1.1. Суцiльна синя лiнiя, яка складається з двох вiдрiзкiв, 𝑝lg i 𝑝(2)mix, є
остаточним рiвнянням стану, 𝑇c - критична температура, яка вказує на фазовий перехiд
першого роду.
Лiва панель: Модель скалярного середнього поля. Тиск 𝑝

(1)
mix вiдповiдає скалярнiй

густинi 𝜎1.
Права панель: Термодинамiчна модель середнього поля. Тиск 𝑝

(1)
mix вiдповiдає густинi

числа частинок 𝑛1.

З порiвняння результатiв, зображених Рис. 2.7 та на Рис. 2.8

видно, що обидвi моделi демонструють дуже схожу поведiнку. Тому

надалi ми розглядатимемо лише термодинамiчну модель середнього поля,

припускаючи, що її використання забезпечує коректний опис бозонної

системи за високих густин.
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2.6 Система частинок та античастинок зi

збереженням густини iзоспiну (заряду)

2.6.1 Отримання основних рiвнянь

Розглянемо однорiдну систему зi збереженим зарядом (iзоспiном). Опис

такої системи можна зробити в рамках канонiчного ансамблю з вiльними

канонiчними змiнними (𝑇, 𝑛𝐼). Тут 𝑛𝐼 = 𝑛(−)−𝑛(+) - рiзниця мiж густинами

𝜋− та 𝜋+ мезонiв. Зауважимо, що тепер ми використовуємо термодинамiчну

модель середнього поля (TMF) для багатокомпонентної бозонної системи.

Спершу розглянемо “слабке” притягання мiж частинками, тобто 𝜅 ≤ 1.

У такому випадку маємо двi пари самоузгоджених рiвнянь, перша пара

рiвнянь описує систему, коли обидвi компоненти, тобто i 𝜋− i 𝜋+ мезони,

перебувають у тепловiй фазi (високi температури). Друга група рiвнянь

описує систему за низьких температур, коли мезони 𝜋− перебувають у

конденсатнiй фазi, а мезони 𝜋+ - у тепловiй (кiнетичнiй) фазi (докладнiше

див. за посиланням [46]).

Для високих температур маємо пару рiвнянь наступного виду:

𝑛 =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
+ 𝑓

BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
, (2.111)

𝑛𝐼 =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
− 𝑓

BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
, (2.112)

де функцiя розподiлу Бозе-Айнштайна 𝑓
BE

(︀
𝐸, 𝜇

)︀
означена у (2.55) i

𝐸(𝑘, 𝑛) =
√
𝑚2 + 𝑘2 + 𝑈(𝑛). Цi рiвняння слiд розв’язувати вiдносно

густини частинок 𝑛 та хiмiчного потенцiалу 𝜇𝐼 . Далi використовуємо ту

саму параметризацiю, що й у випадку нульової густини заряду (див.

секцiю 2.4.1), середнє поле залежить вiд повної густини числа частинок

𝑛: 𝑃ex(𝑛) = −(1/2)𝐴𝑛2+ (2/3)𝐵𝑛3 → 𝑈(𝑛) = −𝐴𝑛+𝐵𝑛2 . Власне, така
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параметризацiя взаємодiї є аналогiєю до польово-теоретичного пiдходу з

вiдповiднiстю ⟨𝜙+𝜙⟩ ↔ 𝑛, таким же чином можна писати: 𝜙4 → 𝑛 2 та

𝜙6 → 𝑛 3.

Однiєю з основних цiлей цього дослiдження є вивчення впливу

притягання i вiдштовхування мiж частинками на термодинамiчнi

властивостi бозонної системи, особливо в присутностi конденсату. У цiй

роботi ми задаємо однаковою вiдштовхувальну взаємодiю в системi,

але варiюємо величину притягання мiж частинками. Як i у випадку

нульової iзоспiнової густини [7], ми використовуємо таку ж параметризацiю

коефiцiєнта притягання 𝐴, послуговуючись розв’язками (2.107) рiвняння

𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0. Потiм, тим самим спсобом, ми вводимо безрозмiрний

коефiцiєнт 𝜅 ≡ 𝐴/(2
√
𝑚𝐵), який параметризує величину𝐴 як𝐴 = 𝜅𝐴c при

𝐴c = 2
√
𝑚𝐵. Нижче ми використаємо параметр 𝜅 для змiни притягання

мiж частинками.

Якщо одна з компонент системи частинок та античастинок знаходиться

в конденсатнiй фазi (для нашого вибору повного заряду системи це 𝜋−

мезони), тодi самоузгодженi рiвняння, якi визначають термодинамiчну

структуру системи за низьких температур мають вигляд:

𝑛 = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛lim(𝑇 ) +

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑚+𝑈(𝑛)

(2.113)

𝑛𝐼 = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛lim(𝑇 )−

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑚+𝑈(𝑛)

(2.114)

де припускається, що конденсований стан 𝜋− мезонiв утворюється за

(необхiдної) умови:

𝑚 + 𝑈(𝑛) − 𝜇𝐼 = 0 . (2.115)

Для густини теплових частинок на початку конденсацiї ми
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Рис. 2.9: Лiва панель: Густина числа частинок 𝑛(−) мезонiв 𝜋− вiд температури
для системи взаємодiючих 𝜋+ - 𝜋− мезонiв при фiксованiй iзоспiновiй густинi 𝑛I =
0.1 fm−3 та наборi “слабких” параметрiв притягання 𝜅 = 0, 0.6, 0.85, 0.96, 1. Червона
пунктирна крива 𝑛lim вiдображає максимальну густину теплових 𝜋− мезонiв (або 𝜋+

мезонiв) в iдеальному газi 𝜋+ - 𝜋−. Затiненою зоною позначено фазу з конденсованими
частинками. Порожнi зiрочки показують початок фазового переходу другого роду для
мезонiв 𝜋−.
Права панель: Густини числа частинок 𝑛(+) 𝜋+-мезонiв у залежностi вiд температури
при тому самому наборi параметрiв, що й на лiвiй панелi. “Темна” зiрка, що вiдповiдає
температурi 𝑇*, вказує на “вiртуальний” фазовий перехiд другого роду компоненти 𝜋+

що вiдбувається без утворення конденсату.

використовуємо спiввiдношення:

𝑛lim(𝑇 ) =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
BE

(︀
𝜔𝑘, 𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑚

, (2.116)

що задає критичну криву.

2.6.2 Числовi результати: фазовий перехiд другого

роду утворений частинками носiями

домiнуючого заряду

Розв’язки рiвнянь (2.111), (2.112) та (2.113), (2.114) зображено на

Рис. 2.9 як залежнiсть густини частинок 𝜋− мезонiв (лiва панель) та 𝜋+

мезонiв (права панель) за фiксованої iзоспiнової густини 𝑛I = 0.1 fm−3

та для набору параметрiв притягання 𝜅 = 0, 0.6, 0.85, 0.96, 1. Червонi
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Рис. 2.10: Лiва панель: Залежнiсть густини енергiї вiд температури у взаємодiючiй
системi пiонiв при 𝜅 = 0, 0, 6, 0, 85, 0, 96, 1. Густина iзоспiну (заряду) залишається
сталою, 𝑛I = 0.1 fm−3. Точки фазового переходу другого роду позначено вiдповiдними
температурами 𝑇 (−)

c1 , 𝑇
(−)
c2 , 𝑇*, 𝑇

(−)
c .

Права панель: Теплоємнiсть як функцiя температури для тiєї ж системи та умов, що i
на лiвiй панелi.

пунктирнi лiнiї на обох панелях - це критичнi кривi 𝑛lim, якi вiдображають

максимальну густину теплових 𝜋− пiонiв (лiва панель) або 𝜋+ пiонiв

(права панель). Затiненою областю позначено фазу з конденсованими

частинками. Порожнi зiрочки на лiвiй панелi вказують на бозе-конденсацiю

як фазовий перехiд другого роду в 𝜋− компонентi, де 𝑇 (−)
c - температура

бозе-конденсацiї 𝜋−-мезонiв. “Темна” зiрка на правiй панелi вказує на

вiртуально-подiбний фазовий перехiд другого роду, створений мезонною

пiдсистемою 𝜋+ за значення параметра притягання 𝜅 = 1. Кожна “зiрочка”

на графiках вiдповiдає фазовому переходу другого роду. Грубо кажучи,

кожен перетин кривої густини частинок з критичною кривою вiдповiдає

фазовому переходу другого роду.

Виявляється, що фазову структуру 𝜋− мезонiв (частинок з домiнуючим

зарядом) можна роздiлити на два типи: (а) крива 𝑛 = 𝑛(−)(𝑇 ) має один

перетин з критичною кривою 𝑛lim(𝑇 ), i (б) крива 𝑛 = 𝑛(−)(𝑇 ) має три

перетини з критичною кривою. Звичайна поведiнка або тип (a) має мiсце,

коли параметр 𝜅 лежить у дiапазонi низьких значень 0 ≤ 𝜅 < 𝜅s, де
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𝜅s ≈ 0.93. У цьому випадку 𝜋− мезони для 𝑇 < 𝑇
(−)
c1 перебувають у

конденсатнiй фазi, а в iнтервалi температур 𝑇 > 𝑇
(−)
c1 вони перебувають

у тепловiй фазi, див. рис. 2.9, лiва панель.

Отже, для 𝜅 типу (a) температура фазового переходу 𝑇c у всiй системi

визначається як 𝑇c = 𝑇
(−)
c1 , iншими словами, це звичайний фазовий

перехiд другого роду. Дiйсно, на рис. 2.10 можна явно бачити скiнченний

розрив похiдної вiд теплоємностi (лiва панель) i вiдсутнiсть видiлення або

поглинання прихованої теплоти (права панель) при температурi 𝑇c.

Так, у випадку (а) залежнiсть 𝑛(−)(𝑇 ), яка вiдображає поведiнку

густини 𝜋− мезонiв (рис. 2.9, лiва панель), виглядає дуже подiбно

до поведiнки за сталої густини частинок в однокомпонентнiй системi,

принаймнi в конденсатнiй фазi, тобто для температур 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇c, див.

рис. 2.5 в роздiлi 2.2. З iншого боку, залежнiсть 𝑛(+)(𝑇 ) (рис. 2.9, права

панель), яка вiдображає поведiнку густини частинок 𝜋+, виглядає дуже

схожою на залежнiсть густини частинок при 𝑛𝐼 = 0 i 𝜅 < 1, показану на

рис. 2.7 в правiй панелi. Обидвi цi особливостi можна пояснити подiбними

початковими умовами при 𝑇 = 0 i повiльним процесом утворення теплових

пiонних пар за низьких температур.

Коли параметр притягання 𝜅 збiльшується i стає (б) типу, тобто

𝜅s < 𝜅 ≤ 1, фазова структура домiнуючої за зарядом

компоненти (𝜋− мезонiв) є складнiшою. У цьому випадку крива 𝑛(−)(𝑇 )

послiдовно перетинає критичну криву 𝑛lim(𝑇 ) тричi при температурах

𝑇
(−)
c1 < 𝑇

(−)
c2 < 𝑇c, див. рис. 2.9, лiва панель. Очевидно, що це явище

пояснюється збереженням заряду. Дiйсно, для достатньо великих значень

𝜅, скажiмо, 𝜅 > 𝜅s, густина 𝜋+ наближається до критичної кривої (див.

рис. 2.9, права панель) i просто “витискає” на iнший бiк критичної кривої

густину 𝜋−, оскiльки її значення мають бути бiльшими на 𝑛𝐼 за 𝜋+-густину.

Тобто, 𝜋− мезони повторно “переходять” у конденсатну фазу. Як видно

76



з Рис. 2.10, кожен перетин кривої 𝑛(−)(𝑇 ) з критичною кривою 𝑛lim(𝑇 )

вiдповiдає фазовому переходу другого роду, позаяк на правiй панелi можна

побачити скiнченний розрив похiдної вiд теплоємностi за температур

𝑇
(−)
c1 , 𝑇 (−)

c2 , 𝑇* i 𝑇c. Водночас, на лiвiй панелi Рис. 2.10 ми не бачимо

стрибкiв, що вiдповiдали б прихованiй теплотi за цих температур. Отже,

можна зробити висновок, що через збереження заряду поряд з регулярним

фазовим переходом другого роду, в системi частинок i античастинок

можуть вiдбуватися також повторнi “слабкi” фазовi переходи.

У той же час, античастинки або 𝜋+ мезони перебувають у тепловiй фазi

для всього дiапазону температур, див. Рис. 2.9, права панель. Лише при

критичному значеннi 𝜅 = 𝜅c = 1 густина 𝑛(+)(𝑇 ) торкається критичної

кривої 𝑛lim(𝑇 ) за температури 𝑇 = 𝑇*. Для цього окремого випадку 𝜅 = 1

ми обчислили теплоємнiсть та її похiдну, див. Рис. 2.11. Можна бачити,

що теплоємнiсть (лiва панель) має яскраво виражений пiк при вiдносно

високiй температурi ∼ 190 МеВ.

Слiд зазначити, що теплоємнiсть i густина енергiї це фiзичнi величини,

якi вiдображають iнтегральну поведiнку повної системи частинок та

античастинок. Тому кривi 𝑐v(𝑇 ) i 𝜀(𝑇 ) є носiями специфiчних особливостей,

якi зумовленi сукупною поведiнкою частинок та античастинок. Це добре

видно на Рис. 2.11, для 𝜅 = 1. Справдi, ми бачимо три фазовi переходи

другого роду при 𝑇 = 𝑇c1, 𝑇c2, 𝑇c, якi зумовленi поведiнкою 𝜋− мезонiв

при 𝜅 = 1. Тим часом для 𝜋+-мезонної пiдсистеми при 𝜅 = 1 можна

побачити вiртуальний фазовий перехiд другого роду при 𝑇 = 𝑇*,

позначений заповненою зiркою на критичнiй кривiй на Рис. 2.9, права

панель. Це специфiчний фазовий перехiд другого роду, оскiльки в ньому не

вiдбувається утворення конденсату в обох напрямках в околi температури

𝑇*. Через що ми назвали його вiртуальним фазовим переходом другого

роду. Характер цього фазового переходу добре видно на Рис. 2.11, у
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Рис. 2.11: Лiва панель: Теплоємнiсть, нормована на 𝑇 3, як функцiя температури у
взаємодiючiй системi частинок та античастинок при 𝜅 = 1 (чорна суцiльна крива).
Густина iзоспiну (заряду) залишається сталою, 𝑛I = 0.1 fm−3. Похiдна теплоємностi
показана у маленькому вiконцi.
Права панель: Залежнiсть густини енергiї, нормованої на 𝑇 4, вiд температури для
тiєї самої системи та умов, що й на лiвiй панелi (чорна суцiльна крива). Збiльшена
центральна область графiка показана в маленькому вiкнi.

маленькому вiкнi на лiвiй панелi, як розрив похiдної теплоємностi при

𝑇 = 𝑇*. У той же час ми бачимо плавну поведiнку густини енергiї при

цiй температурi, див. маленьке вiкно на правiй панелi Рис. 2.11.

Так маємо, що всi перетини залежностей 𝑛(−)(𝑇 ) i 𝑛(+)(𝑇 ) з критичною

кривою 𝑛lim(𝑇 ) проявляються, зокрема, як скiнченний розрив похiдних

вiд теплоємностi 𝑐v(𝑇 ) при температурах 𝑇 = 𝑇c1, 𝑇c2, 𝑇*, 𝑇c, див. лiву

панель на Рис. 2.11. На правiй панелi цього рисунку зображено густину

енергiї. Можна стверджувати, що в цих чотирьох температурних точках

вiдбуваються фазовi переходи саме другого роду, оскiльки залежнiсть

густини енергiї, 𝜀(𝑇 ), є дiйсно неперервною i без видiлення прихованої

теплоти.

Отже, для термодинамiчної поведiнки бозонної системи з частинок

та античастинок при “слабкому” притяганнi (𝜅 ≤ 1) ми виявили фазовi

переходи другого роду в кожнiй точцi перетину густини частинок 𝑛(−)(𝑇 ) з

критичною кривою 𝑛lim(𝑇 ), визначеною в рiвняннi (2.116). Для параметра

78



𝜅 в iнтервалi 0 ≤ 𝜅 < 𝜅s зафiксовано початок конденсацiї при температурi

𝑇 = 𝑇
(−)
c , що вiдповiдає фазовому переходу другого роду. Але для значень

параметра 𝜅 в iнтервалi 𝜅s < 𝜅 ≤ 1, знаходимо виникнення конденсацiї

за трьох температур 𝑇
(−)
c1 , 𝑇 (−)

c2 i 𝑇c завдяки осцилюючiй поведiнцi кривої

𝑛(−)(𝑇 ) вздовж лiнiї 𝑛lim(𝑇 ). Таку поведiнку при 𝜅 = 1 можна побачити

на Рис. 2.14 на лiвiй панелi, де показано густину конденсату (синя

заштрихована область). На цiй панелi ми бачимо, що бозе-конденсат дiйсно

утворюється у двох рiзних температурних дiапазонах винятково завдяки

принципу збереження заряду.

Залежнiсть густини 𝑛(+)(𝑇 ) мезонiв 𝜋+ при 𝜅 = 1 має помiтнуу

особливiсть, яку ми вже вiдзначали вище. Як видно на Рис. 2.9 на

правiй панелi, при температурi 𝑇* = 202 МеВ крива 𝑛(+)(𝑇 ), обчислена

при 𝜅 = 1, торкається критичної кривої 𝑛lim(𝑇 ), але не перетинає її.

Розглянемо це детальнiше. Для значення 𝜅 = 1 коренi (2.107) рiвняння

𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0 збiгаються: 𝑛1 = 𝑛2 ≡ 𝑛*, де 𝑛* =
√︀
𝑚/𝐵. За цiєї

густини, оскiльки виконується 𝑈(𝑛*) + 𝑚 = 0, умова (2.115) утворення

конденсату призводить до нульового значення хiмiчного потенцiалу, тобто

𝜇𝐼 = 0, але 𝑈(𝑛*) = −𝑚. Тому для стану з густиною кiлькостi частинок

𝑛 = 𝑛* аргументи у функцiях розподiлу Бозе-Айнштайна 𝑛(+) та 𝑛lim

збiгаються i набувають значення (𝜔𝑘 − 𝑚)/𝑇 . Отже, можна обчислити

температуру, яка вiдповiдає повнiй густинi частинок 𝑛*, розв’язавши

рiвняння: 𝑛lim(𝑇*) = (𝑛* − 𝑛𝐼)/2. Поведiнку хiмiчного потенцiалу в

залежностi вiд температури при 𝜅 = 1 можна побачити на Рис. 2.14 на лiвiй

панелi у виглядi синьої суцiльної кривої (вiсь, що вказує значення хiмiчного

потенцiалу, знаходиться праворуч вiд графiка). Хiмiчний потенцiал падає

до нуля в однiй точцi 𝑇 = 𝑇*, де густина мезонiв 𝜋+ торкається

критичної кривої, див. Рис. 2.9, права панель. Як видно з рис. 2.11

на лiвiй панелi, спiльної точки лiнiї 𝑛(+)(𝑇 ) з лiнiєю 𝑛lim(𝑇 ) достатньо,

79



щоб створити скiнченний розрив похiдної теплоємностi з неперервною

поведiнкою густини енергiї, тобто призвести до фазового переходу другого

порядку за температури 𝑇*. Як вже було зазначено вище, ми називаємо

це явище вiртуальним фазовим переходом другого роду, оскiльки воно

не призводить до утворення конденсату, який мав би вiдiгравати роль

параметра порядку.

Завершуючи цю секцiю, ми можемо сформулювати теорему: Кожен

перетин кривої густини частинок 𝑛(±)(𝑇 ) з критичною кривою 𝑛lim(𝑇 )

(або навiть дотик до критичної кривої) призводить до фазового переходу

другого роду при температурi, яка вiдповiдає точцi цього перетину. При

температурi 𝑇*, що вiдповiдає точцi дотику, вiдбувається вiртуальний

фазовий перехiд другого роду без утворення конденсату, тобто без

утворення параметру порядку.

2.7 Порiвняння канонiчного ансаблю i

великого канонiчного ансамблю,

опис систем бозонiв за умови наявностi

конденсату

2.7.1 Збереження числа частинок в iдеальнiй

однокомпонентнiй бозоннiй системi

Припустимо, що у випадку зi збереженням заряду ми хочемо описати

бозонну систему в рамках великого канонiчного ансамблю, де вiльнi

канонiчнi змiннi наступнi: (𝑇, 𝜇). Для початку розглянемо iзольований

iдеальний однокомпонентний бозонний газ зi сталим числом частинок.

(Далi в рамках великого канонiчного ансамблю буде розглянуто бозонну
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систему “частинка-античастинка” зi сталою густиною заряду).

Виявляється, що навiть у цьому випадку загальна процедура не

є однозначною. Перш за все, слiд скоригувати хiмiчний потенцiал

при високих температурах 𝑇 , де в системi вiдсутнiй конденсат, при

заданiй густинi частинок 𝑛, яку слiд розглядати як середнє значення. У

канонiчному ансамблi, де вiльною змiнною є густина частинок 𝑛, хiмiчний

потенцiал знаходиться з рiвняння

𝑛 = 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
BE
(𝜔𝑘, 𝜇) . (2.117)

З iншого боку, це можна iнтерпритувати навпаки: при деякiй заданiй

температурi 𝑇 ′ i хiмiчному потенцiалi 𝜇′, використовуючи рiвняння (2.117),

можна обчислити середнє значення 𝑛̄, яке буде прийнято як густина

чисел частинок у канонiчному ансамблi, яка зберiгається. Але далi, для

iнших температур, вiдмiнних вiд 𝑇 ′, треба знати хiмiчний потенцiал, який

узгоджується з тiєю самою густиною частинок 𝑛. I знову маємо необхiднiсть

розв’язати рiвняння (2.117) вiдносно хiмiчного потенцiалу, щоб отримати

залежнiсть 𝜇(𝑇, 𝑛). Розв’язок рiвняння (2.117) зображено на рис. 2.12 у

лiвiй частинi. Цi розв’язки отриманi для двох густин 𝑛 = 0.1 fm−3 i 𝑛 =

0.2 fm−3, де критична крива це 𝑛(id)lim . Слiд зазначити, що в конденсованiй

фазi 𝑇 < 𝑇c хiмiчний потенцiал дорiвнює максимальному значенню, i

що ним є маса частинок 𝜇 = 𝑚. Тодi в конденсатнiй фазi змiннi (𝑇, 𝜇)

визначають лише густину теплових частинок у цьому iнтервалi температур,

див. два приклади кривих на Рис. 2.12 на правiй панелi. Окремо слiд

зазначити, що позаяк хiмiчний потенцiал бере участь в умовi утворення

конденсату, тобто 𝜇 = 𝑚, то з формальної точки зору вiн не може бути

вiльною змiнною в конденсатнiй фазi.

Тому, якщо ми продовжуємо дослiджувати збереження числа частинок
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Рис. 2.12: Лiва панель: Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд температури в iдеальному
однокомпонентному бозонному газi при сталому середньому значеннi густини числа
частинок для двох значень: 𝑛 = 0.1 fm−3 з 𝑇 (0.1)

c (чорна суцiльна лiнiя) та 𝑛 = 0.2 fm−3

при 𝑇 (0.2)
c (чорна пунктирна лiнiя). Вiдрiзок 𝜇 = 𝑚 належить конденсатнiй фазi.

Права панель: Залежнiсть густини теплових частинок вiд температури в iдеальному
однокомпонентному бозонному газi. Критична крива 𝑛(id)

lim визначена в (2.54). (Тi самi
позначення, що й на лiвiй панелi).

в однокомпонентному iдеальному газi в широкому дiапазонi температур,

мизобов’язанi використовувати профiль хiмiчного потенцiалу, зображений

на лiвiй панелi Рис. 2.12. Тодi, справдi, якщо ми використаємо цю функцiю

𝜇(𝑇, 𝑛) в рiвняннi (2.117) для обчислення густини частинок, то отримана

залежнiсть 𝑛(𝑇 ) фактично залишається сталою, 𝑛(𝑇 ) = 𝑛̄ = const.

Але, по сутi, це не використання великого канонiчного ансамблю, де двi

вiльнi змiннi (𝑇, 𝜇) повиннi визначати термодинамiчний стан системи,

ми бачимо, що профiль хiмiчного потенцiалу обчислюється за допомогою

деякого значення 𝑛. Особливо це стосується конденсатної фази, де хiмiчний

потенцiал обмежений умовою утворення конденсату, тобто 𝜇 = 𝑚.

Отримана картина стає ще бiльш разючою, коли ми вивчаємо

збереження заряду в релятивiстському iдеальному бозонному газi частинок

i античастинок при 𝑛𝐼 ̸= 0. Справдi, якщо припустити, що частинки

й античастинки одночасно перебувають у фазi конденсату, то одночасно

мають виконуватися двi умови: 𝑚−𝜇𝐼 = 0 i 𝑚+𝜇𝐼 = 0, де 𝜇𝐼 - iзоспiновий

хiмiчний потенцiал, який вiдповiдає 𝑛𝐼 . Це приpводить до двох рiвностей:
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𝑚 = 0 i 𝜇𝐼 = 0. Як бачимо, перше рiвняння неможливе або нефiзичне.

Тобто, може виконуватись лише одна умова, наприклад, 𝑚 − 𝜇𝐼 = 0.

Отже, ми можемо сформулювати теорему: в релятивiстському бозонному

iдеальному газi з частинок та античастинок i за умови збереженя

заряду 𝑛𝐼 ̸= 0, лише один компонент системи може утворювати

конденсатну фазу. Знак надлишкового заряду, модуль якого дорiвнює 𝑛𝐼 ,

визначає вiдповiдь, який компонент системи, частинки чи античастинки,

може перебувати в конденсатi.

2.7.2 Збереження заряду у бозоннiй системi частинок

та античастинок що взаємодiє

Аналогiчна парадоксальна картина виникає при розглядi бозонної

системи взаємодiючих частинок та античастинок за скiнченної густини

iзоспiну (заряду) 𝑛𝐼 ∋ 0 в межах великого канонiчного ансамблю.

Як ми бачили у попереднiй секцiї 2.6.1, зi “слабким” притяганням,

бозонна система має рiзну фазову структуру в рiзних температурних

iнтервалах. При “сильнiй” взаємодiї виникає додатковий термодинамiчний

стан, коли обидвi компоненти, тобто частинки i античастинки, можуть

одночасно перебувати у конденсатнiй фазi. Тому, якщо 𝜅 > 1, необхiдно

послiдовно розв’язати три набори рiвнянь, кожне з яких вiдповiдає певнiй

термодинамiчнiй фазi:

(a) за низьких температур, коли домiнує зарядовий компонент система

частинок i античастинок перебуває у фазi конденсату (Для нашого вибору

повного заряду системи це 𝜋− мезони) а компонент низької густини

перебуває лише в тепловiй фазi, то це сукупнiсть рiвнянь (2.113), (2.114);

(b) коли обидвi компоненти, тобто мезони 𝜋− i 𝜋+, перебувають у

конденсатнiй фазi фазi, необхiдно модифiкувати набiр (a), див. нижче;
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(c) при високих температурах - це сукупнiсть рiвнянь (2.111), (2.112),

якi визначають стан, коли обидва компоненти системи, тобто частинки i

античастинки, перебувають лише у тепловiй фазi.

Iснує делiкатне питання, коли i частинки, i античастинки пiддаються

конденсацiї Бозе-Айнштайна одночасно. У цьому випадку, на додаток до

умови конденсату (2.115) для 𝜋− мезонiв, аргумент функцiї розподiлу

для 𝜋+ мезонiв має задовольняти аналогiчну умову, щоб гарантувати

перебування цього компонента системи в конденсатi за тiєї самої

температурi 𝑇 i при хiмiчному потенцiалi 𝜇. Отже, коли частинки

та античастинки перебувають у конденсатi, ми отримуємо двi умови

одночасно: {︃
𝑈(𝑛) − 𝜇𝐼 + 𝑚 = 0 ,

𝑈(𝑛) + 𝜇𝐼 + 𝑚 = 0 .

(2.118)

(2.119)

Тодi рiвняння (2.113), (2.114) слiд модифiкувати, щоб врахувати цi умови.

Треба включити конденсатну компоненту 𝑛(+)
cond з 𝜋+ мезонiв, враховуючи,

що густина теплових 𝜋+ мезонiв тепер дорiвнює 𝑛lim(𝑇 ), так само як i

густина теплових 𝜋− мезонiв. Отже, коли в конденсатi присутнi обидва

компоненти, система самоузгоджених рiвнянь має вигляд (випадок (b))

𝑛 = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛

(+)
cond(𝑇 ) + 2𝑛lim(𝑇 ) , (2.120)

𝑛𝐼 = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) − 𝑛

(+)
cond(𝑇 ) . (2.121)

Виявляється, що розв’язки варiантiв (a) та (b) iснують в одному i

тому ж температурному iнтервалi. Дiйсно, крiм самоузгоджених розв’язкiв

рiвнянь (a), iснують ще двi гiлки розв’язкiв: (𝑛(−)
1 = const, 𝑛

(+)
1 = const) та

(𝑛
(−)
2 = const, 𝑛

(+)
2 = const), якi задовольняють рiвняння (2.120), (2.121).

Можна показати, що гiлка (𝑛
(−)
2 = (𝑛2 + 𝑛𝐼)/2, 𝑛

(+)
2 = (𝑛2 − 𝑛𝐼)/2, де 𝑛2

є коренем (2.107) рiвняння 𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0, та реалiзується через бiльший

84



тиск, що вiдповiдає цим станам.

Конкуренцiя мiж гiлками (a) i (b) вирiшується стандартним чином

за критерiєм Гiббса: в термодинамiчнiй реалiзацiї перевага надається

стану, що вiдповiдає найбiльшому тиску. Використовуючи це правило,

знаходимо температуру 𝑇cd з рiвняння 𝑝(𝑎)(𝑇, 𝑛𝐼) = 𝑝(𝑏)(𝑇, 𝑛𝐼), де

тиск 𝑝(𝑎)(𝑇, 𝑛𝐼) вiдповiдає розв’язкам системи рiвнянь (a), а 𝑝(𝑏)(𝑇, 𝑛𝐼)

вiдповiдає розв’язкам системи рiвнянь (b). Для температур вище 𝑇cd

домiнує тиск, який вiдповiдає станам, що визначаються множиною (b),

тобто 𝑝(𝑏)(𝑇, 𝑛𝐼) > 𝑝(𝑎)(𝑇, 𝑛𝐼). Це призводить до переходу вiд гiлки (a) до

гiлки (b) самоузгоджених розв’язкiв, що призводить до фазового переходу

першого роду при температурi 𝑇 = 𝑇cd.

Множину рiвнянь (2.118) та (2.119) можна переписати у виглядi

{︃
𝜇𝐼 = 0 ,

𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0 .

(2.122)

(2.123)

Зауважимо, що в роботi [7] система пiонiв дослiджувалась у Великому

канонiчному ансамблi при 𝜇𝐼 = 0 у наближеннi середнього поля i

умова настання конденсатної фази приводить до того самого рiвняння

𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0.

Результати чисельного розв’язування систем рiвнянь (a), (b) та (c) для

густини частинок при 𝜅 = 1.1 показано на Рис. 2.13 на лiвiй панелi.

Густина 𝑛(−)(𝑇 ) мезонiв 𝜋− представлена суцiльною синьою кривою яка

складається з кiлькох горизонтальних вiдрiзкiв i одного вертикального,

що вiдображає фазовий перехiд першого роду. Густина 𝑛(+)(𝑇 ) мезонiв

𝜋+ зображена штриховою блакитною кривою, яка також складається

з кiлькох горизонтальних вiдрiзкiв i одного вертикального, який так

само вiдображає фазовий перехiд першого роду. З рисунка видно, що
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Рис. 2.13: Взаємодiюча бозонна система частинок та античастинок в термодинамiчнiй
моделi середнього поля.
Лiва панель: Залежнiсть густини частинок вiд температури при збереженнi густини
iзоспiну (заряду) 𝑛I = 0.1 fm−3 у виглядi суцiльної синьої лiнiї, що складається з кiлькох
вiдрiзкiв (𝜋− мезони) та пунктирною блакитною лiнiєю, що складається з кiлькох
вiдрiзкiв (𝜋+ мезони). Вертикальний вiдрiзок на обох залежностях вказує на фазовий
перехiд першого роду з утворенням конденсату. У фазi конденсату 𝜇𝐼 = 0. Пунктирна
червона лiнiя - критична крива 𝑛lim(𝑇 ), див. рiвняння (2.116).
Права панель: Залежнiсть густини частинок вiд температури при 𝑛I = 0 (або при
𝜇𝐼 = 0): 1) випадок з надкритичним притяганням 𝜅 = 1.1 показано суцiльною синьою
лiнiєю, що складається з кiлькох вiдрiзкiв; вертикальний вiдрiзок (суцiльна синя лiнiя)
вказує на фазовий перехiд першого роду з утворенням конденсату; 2) густини частинок
при “слабкому” притяганнi 𝜅 ≤ 1 показанi суцiльними чорними лiнiями в тепловiй фазi.
Пунктирна червона лiнiя - критична крива.

густина iзоспiну (заряду) в системi бозонiв, що розглядається, залишається

сталою. Справдi, для кожної температурної точки на графiку видно,

що 𝑛(−)(𝑇 ) − 𝑛(+)(𝑇 ) = 0.1 fm−3. Для наочного порiвняння на правiй

панелi на рис. 2.13 зображено праву панель рис. 2.7 ще раз. Хочемо

пiдкреслити, що у фазi конденсату обидвi системи характеризуються

нульовим хiмiчним потенцiалом незалежно вiд того, чи має система

частинок та античастинок, описана на лiвiй панелi, скiнченну густину

заряду, тобто 𝑛𝐼 = 0.1 fm−3, тодi як система частинка-античастинка,

описана на правiй панелi, характеризується нульовою густиною заряду,

тобто 𝑛𝐼 = 0. Отже, якщо ми хочемо вивчати обидвi системи, одну систему

зi скiнченною густиною заряду а iншу з нульовою густиною заряду в межах

великого канонiчного ансамблю, то вiльнi канонiчнi змiннi мають бути
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(𝑇, 𝜇𝐼 = 0) при описi конденсатної фази в обох системах.

Здається, ми приходимо до своєрiдного протирiччя, оскiльки в

пiдручниках сказано, що хiмiчний потенцiал має вiдображати збереження

заряду або числа густини частинок, як ми бачили у попереднiй секцiї. 2.7.1.

Розв’язання цiєї суперечностi вiдбувається у вiдповiдностi до твердження,

що великий канонiчний ансамбль з канонiчними змiнними (𝑇, 𝜇) є

придатним для опису лише теплової фази або для опису частинок

якi перебувають у кiнетичних станах, але не у конденсованих. Ми

переконалися, що це справедливо для випадку збереження числа частинок

iдеального газу бозонiв, де з канонiчними змiнними (𝑇, 𝜇) у конденсатнiй

фазi ми змогли описати лише кiнетичнi частинки, див. роздiл 2.7.1.

Аналогiчне також має мiсце i в нашому розглядi релятивiстської

системи бозонiв частинок та античастинок зi збереженим iзоспiновим

зарядом 𝑛𝐼 . Справдi, можна бачити (на Рис. 2.13 на лiвiй панелi в

температурному iнтервалi, що вiдповiдає конденсатнiй фазi, тобто мiж

точками 2 i 3 на графiку), що для кожної температури з конденсатного

iнтервалу теплова густина 𝜋− мезонiв дорiвнює тепловiй густинi мезонiв

𝜋+, оскiльки цi двi густини дорiвнюють 𝑛lim(𝑇 ). Iншими словами, цi

кiнетичнi густини дорiвнюють густинi критичної кривої. Отже, густина

заряду, яка визначається тiльки тепловими частинками i античастинками,

дорiвнює нулю. Вiдповiдно, хiмiчний потенцiал, який вiдповiдає тому

заряду системи, що визначається тiльки тепловими частинками, також

дорiвнює нулю. I ми бачимо, що хiмiчний потенцiал 𝜇𝐼 дiйсно корисний

для опису тiльки теплових або кiнетичних частинок. Власне, це можна було

зрозумiти з самого початку, бо хiмiчний потенцiал “працює” в iнтегралi (у

функцiї розподiлу), який визначає тiльки густину кiнетичних частинок.

Результати розв’язання самоузгоджених рiвнянь для 𝜅 = 1.1 показано

на Рис. 2.14 на правiй панелi (вiсь що вiдповiдає за значення хiмiчного
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Рис. 2.14: Лiва панель: Густина конденсату 𝜋−-мезонiв як функцiя температури у
взаємодiючому газi частинок та античастинок при 𝜅 = 1. Густина iзоспiну (заряду)
залишається сталою, 𝑛I = 0.1 fm−3. Синя суцiльна лiнiя показує поведiнку хiмiчного
потенцiалу. Червона область вказує на можливе утворення кварк-глюонної плазми при
𝑇 > 160 МеВ.
Права панель: Те саме, що й на лiвiй панелi, але для 𝜅 = 1.1. Вiтрилоподiбна
заштрихована область вказує на конденсатнi стани, створенi 𝜋−-мезонами та 𝜋+-
мезонами одночасно. Розрив хiмiчного потенцiалу при 𝑇 = 𝑇cd вiдображає фазовий
перехiд першого роду, який приводить до утворення конденсату мезонiв 𝜋− i 𝜋+.

потенцiалу знаходиться з правого боку графiка). Можна побачити

поведiнку хiмiчного потенцiалу, значення якого тотожно дорiвнює нулю

у фазi, що в нiй частинки i античастинки перебувають у конденсованому

станi. Бачимо, що хiмiчний потенцiал падає до нуля при температурi 𝑇cd,

що вказує на фазовий перехiд першого роду. На Рис. 2.14 на правiй панелi

ми також маємо змогу бачити, як конденсат утворюється в двох рiзних

температурних iнтервалах, за низьких температур наявнiсть конденсату

зумовлена виключно збереженням заряду, але при вищих температурах

утворення конденсату спричинене надкритичним (𝜅 > 1) притяганням мiж

частинками.

2.8 Iншi приклади

Розглянемо термодинамiчну модель середнього поля, де середнє поле

також залежить вiд густини iзоспiну. Як показано в роботi [35], оскiльки

88



𝑛 i 𝑛𝐼 є незалежними термодинамiчними змiнними, потенцiал цього

середнього поля має наступний вигляд: 𝑈 (∓) (𝑛, 𝑛𝐼) = 𝑈(𝑛) ∓ 𝑈𝐼 (𝑛𝐼),

де 𝑈𝐼 (𝑛𝐼) — непарна функцiя, наприклад 𝑈𝐼 (𝑛𝐼) ∝ 𝑛𝐼 , поле 𝑈 (−)дiє на

𝜋−мезони, а 𝑈 (+)дiє на 𝜋+мезони. Тодi, якщо 𝜋−i 𝜋+мезони знаходяться

у фазi конденсату, повиннi виконуватись двi необхiднi умови, перша:

𝑚 + 𝑈(𝑛) − 𝑈𝐼 (𝑛𝐼) − 𝜇𝐼 = 0, i друга: 𝑚 + 𝑈(𝑛)+ 𝑈𝐼 (𝑛𝐼) + 𝜇𝐼 = 0. Звiдки

можна отримати еквiвалентнi рiвняння: 𝑚 + 𝑈(𝑛) = 0 i 𝜇𝐼 = −𝑈𝐼 (𝑛𝐼).

Отже, хiмiчний потенцiал фiксується умовою утворення конденсату i

визначається густиною iзоспiну, яка залишається сталою. Отже, коли

середнє поле в системi залежить вiд густини iзоспiну (заряду), отримуємо

аналогiчний результат, що 𝜇𝐼 не може бути вiльною змiнною за наявностi

конденсату, а отже, великий канонiчний ансамбль незастосовний у фазi

конденсату.

При описi взаємодiючої бозонної системи частинка-античастинка зi

скiнченною густиною iзоспiну (заряду) 𝑛𝐼 ̸= 0 у теоретико-польовому

пiдходi, сформульованому в частинi 2.3 цiєї роботи, ми стикаємося з тим

самим парадоксом. Дiйсно, для утворення конденсату як частинками так i

античастинками, необхiдно виконати двi умови: 𝑀 2−𝜇𝐼 = 0 i 𝑀 2+𝜇𝐼 = 0,

де 𝑀 — ефективна маса квазiчастинки. За повною аналогiєю з випадком,

розглянутим у попередньому абзацi, цi умови призводять до двох рiвнянь:

𝑀 2 = 0 i 𝜇𝐼 = 0. Отже, виходить, що система зi скiнченною густиною

заряду 𝑛𝐼 ̸= 0 характеризується нульовим значенням хiмiчного потенцiалу.

З iншого боку, легко бачити, що за наявностi конденсату густина теплових

частинок однакова в негативно та позитивно заряджених компонентах

системи, тобто 𝑛(−)
th (𝑇 ) = 𝑛

(+)
th (𝑇 ). Отже, проблему можна вирiшити, якщо

прийняти той факт, що хiмiчний потенцiал вiдповiдає лише за тепловi

(кiнетичнi) частинки.
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2.9 Промiжнi висновки

Отже, у цiй главi ми дослiджували релятивiстську взаємодiю системи

бозе-частинок та античастинок, якi ми умовно назвали “пiонами”

через нульовий спiн i масу 𝑚 = 139 МеВ/c2. Вiдштовхування мiж

частинками було фiксованим (жорстке вiдштовхування), але притягання

мiж частинками, яке параметризувалося безрозмiрним параметром 𝜅,

змiнюється вiд нуля (𝜅 = 0) до деякого надкритичного значення (𝜅 > 1).

Ми довели, i тим самим пiдтвердили висновок, отриманий в [46],

що при “cлабкому” притяганнi (𝜅 ≤ 1) лише 𝜋− компонент системи

може утворювати конденсат Бозе-Айнштайна, а 𝜋+ компонент перебуває

в тепловiй фазi для всiх температур. Ми показали, що для 0.93 ≤ 𝜅 ≤ 1 у

доповнення до конденсацiї мезонiв 𝜋− за низьких температур, може бути

повторна конденсацiя в деякому iнтервалi за вищих температур. Крiм того:

• Точки перетину кривих густини частинок з критичною кривою

вказують на фазовi переходи другого роду в системi.

• У точцi, де густина частинок 𝜋+ мезонiв торкається критичної

кривої, з’являється вiртуальний фазовий перехiд другого роду, тобто

фазовий перехiд без утворення параметру порядку.

• У мезоннiй системi вiдбувається фазовий перехiд першого роду

для достатньо сильних притягальних взаємодiй, утворюючи бозе-

конденсат i вивiльняючи таким чином приховану теплоту. Модель

передбачає, що конденсована фаза характеризується постiйною

повною густиною частинок.

• Великий канонiчний ансамбль не може бути застосований для опису

стану конденсату, оскiльки хiмiчний потенцiал 𝜇𝐼 суттєво залежить
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вiд умов утворення конденсату, тож його не можна використовувати

як вiльну змiнну, якщо система перебуває в конденсованiй фазi.

Саме тому великий канонiчний ансамбль є непридатним для опису

багатокомпонентної системи у фазi конденсату, навiть якщо тiльки

один з компонентiв перебуває в конденсатi.

91



Роздiл 3. Фазовi дiаграми системи бозонiв

частинок i античастинок

3.1 Вступ

Загальновизнано, що КХД демонструє багату фазову структуру при

скiнченних температурах та густинах барiонiв, наприклад, перехiд вiд

адронного газу до кварк-глюонної плазми, перехiд вiд стану порушення

хiральної симетрiї до стану її вiдновлення [1]. Останнiм часом дослiдження

фазової структури КХД поширено на скiнченну iзоспiнову густину [12, 13,

14, 15, 16, 17]. Фiзична мотивацiя вивчення КХД за скiнченної iзоспiнової

густини вiдповiдної пiонної системи пов’язана з дослiдженням компактних

зiрок, iзоспiново-асиметричної ядерної матерiї та зiткнень важких iонiв.

У раннiх дослiдженнях щiльної ядерної матерiї та компактних зiрок

було припущено, що зарядженi пiони i навiть каони конденсуються при

досить високих густинах. Цiкавi новi результати, що стосуються щiльних

пiонних систем, були отриманi нещодавно за допомогою ґраткових методiв

[18, 19, 20]. Отже, знання фазової структури мезонних систем у режимi

скiнченних температур та iзоспiнових густин має вирiшальне значення для

розумiння широкого кола явищ вiд ядер-ядерних зiткнень до утворення

бозонних або нейтронних зiрок.

Ця галузь є важливою частиною дослiджень гарячої та щiльної

адронної адронної матерiї, яка є предметом активних дослiджень. Водночас

92



дослiдження мезонних систем має свою специфiку, зумовлену можливiстю

бозе-айнштайнiвської конденсацiї (БЕК) взаємодiючих бозонних частинок.

У цiй главi розглядається взаємодiюча система частинок

i античастинок, бозонна система зi змiнною iзоспiновою (зарядовою)

густиною 𝑛𝐼 i скiнченною температурою 𝑇 . Ми умовно називаємо бозоннi

частинки “пiонами”. Перевагу цим частинкам надано тому, що зарядженi

𝜋-мезони є найлегшими серед адронiв якi описуються iзоспiновим хiмiчним

потенцiалом. З iншого боку, пiони є найлегшими частинками серед ядерних

бозонiв, а отже, пояснення “температурного народження” пар частинка-

античастинка є актуальною проблемою з точки зору квантової статистики.

Щоб врахувати взаємодiю мiж бозонами, введемо феноменологiчне

Скiрма-подiбне середнє поле 𝑈(𝑛), яке залежить лише вiд повної

густини мезонiв 𝑛. Ми розглядаємо таку багаточастинкову систему, що

самовзаємодiє, як iграшкову модель, що може допомогти нам зрозумiти

механiзм утворення БЕК (Бозе-Айнштайнiвський конденсат) i фазовi

переходи в широкому дiапазонi температур i густин. Середнє поле 𝑈(𝑛)

радше вiдображає присутнiсть iнших сильно взаємодiючих частинок у

системi, наприклад 𝜌-мезонiв i нуклон-антинуклонних пар при низьких

температурах або глюонiв i кварк-антикваркових пар при високих

температурах 𝑇 > 𝑇qgp ≈ 160 МеВ.

Представлена робота є продовженням циклу робiт, розпочатого

дослiдженням взаємодiючої бозонної системи частинок i fнтичастинок

при нульовiй iзоспiновiй густинi [7, 42, 31, 37]. Розвиток теми було

подано в роботах [47, 48], де ту саму систему бозонiв розглянуто

в рамках канонiчного ансамблю з канонiчними змiнними 𝑇, 𝑛𝐼 , тобто

температурою та iзоспiновою густиною. В цих роботах було розраховано

температурнi характеристики неiдеального гарячого “пiонного” газу з

фiксованою iзоспiновою густиною 𝑛𝐼 = 𝑛(−) − 𝑛(+) > 0, де 𝑛(∓) - густина
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числа частинок 𝜋− та 𝜋+ мезонiв, вiдповiдно.

У цьому дослiдженнi ми продовжимо використовувати канонiчний

ансамбль, але тепер ми зосереджуємося на iзоспiн-густинних залежностях

термодинамiчних величин при фiксованiй температурi.

3.2 Фазовий перехiд рiдина-газ: правила

Максвелла в системi iз збереженням

заряду

Щоб визначити точки 𝑣 = 1/𝑛𝐼 , якi задовольняють правила Максвелла,

потрiбно розв’язати систему двох рiвнянь вiдносно точки 𝑣𝑥1 = 1/𝑛𝐼2 i

𝑣𝑥2 = 1/𝑛𝐼1 (варто зауважити, що тиск розглядається як функцiя 𝑛𝐼 , тобто

𝑝(𝑛𝐼)). У випадку однорiдної системи для iзотермiчного процесу 𝑇 = const

маємо

𝑑𝑝 = 𝑠𝑑𝑇 + 𝑛𝐼𝑑𝜇𝐼 → 𝑑𝑝 = 𝑛𝐼𝑑𝜇𝐼 . (3.124)

Тодi (1):

𝑑𝜇𝐼 = 0 → 𝑑𝑝 = 0 →
∫︁ 2

1

𝑑𝑝 = 0 → 𝑝1 = 𝑝2 . (3.125)

Тодi (2):

1

𝑛𝐼
𝑑𝑝 = 𝑑𝜇𝐼 , 𝑑𝜇𝐼 = 0 →

∫︁ 2

1

1

𝑛𝐼
𝑑𝑝 = 0 . (3.126)

Запишемо цi два рiвняння (3.125), (3.126) як систему вiдносно 𝑣1 i 𝑣2,

𝑝(1/𝑣1) = 𝑝(1/𝑣2) , (3.127)∫︁ 𝑣2

𝑣1

𝑑𝑣 𝑝(1/𝑣) = (𝑣2 − 𝑣1) 𝑝(1/𝑣1) , (3.128)
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де останнє рiвняння можна записати у виглядi

∫︁ 𝑣2

𝑣1

𝑑𝑣
[︀
𝑝(1/𝑣)− 𝑝(1/𝑣1)

]︀
= 0 . (3.129)

Тодi, отримавши розв’язок, можна визначити значення 𝑛𝐼1 = 1/𝑣2 i 𝑛𝐼2 =

1/𝑣1.

Графiчнi приклади застосування цього алгоритму зображенi на

Рис. 3.15-3.18 для набору температур 𝑇 = 40, 80, 100 MeV i двох значень

параметра 𝜅 = 0, 1 i 𝜅 = 0, 2.
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Рис. 3.15: Залежнiсть тиску вiд оберненої iзоспiнової густини 1/𝑛𝐼 у взаємодiючiй 𝜋+-
𝜋− пiоннiй системi в рамках моделi середнього поля при 𝜅 = 0, 1. Початок фазового
переходу рiдина-газ визначається за правилом Максвелла.

На графiках залежностi тиску вiд оберненої iзоспiнової густини 1/𝑛𝐼

(Рис. 3.15-Рис. 3.16) горе(!)зонтальна пунктирна лiнiя вiповiдає тиску,

розрахованому за правилом Максвелла. Зрозумiло, що зi бiльшенням

температури область аномальної поведiнки тиску звужується, як i

амплiтуда коливань тиску вiдносно пуктирної лiнiї. Злiва вiд червоної

пунктирної лiнiї знаходиться область значень оберненої iзоспiнової густини,

за яких в системi частинок та античастинок утворюється бозе-конденсат.

Залежностi повного тиску в системi вiд величини iзоспiнової 𝑛𝐼

iлюструють Рис. 3.17 та Рис. 3.18. При малих значення iзоспiнової густини
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T = 40 MeV

Condenced phase
(v<vc)

v2v1 vc

T = 100 MeV

v2v1 vc
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Рис. 3.16: Залежнiсть тиску вiд оберненої iзоспiнової густини 1/𝑛𝐼 у взаємодiючiй 𝜋+-
𝜋− пiоннiй системi в рамках моделi середнього поля для 𝜅 = 0, 2. Початок фазового
переходу рiдина-газ визначається за правилом Максвелла.

в системi, якi знаходяться лiвiше вiд чарвоної пунктирної лiнiї, бозе-

конденсат вiдсутнiй. Справа вiд цiєї лiнiї знаходиться область значень 𝑛𝐼 ,

за яких в системi завжди є бозе-конденсат.

Методи розрахунку критичного значення iзоспiнової густини 𝑛𝐼 при

заданому спiввiдношеннi мiж притяганням та вiдштовхуванням в системi

𝜅 та заданiй температурi 𝑇 , за якого в системi починає утворюватись

конденсат, детально розглянуто у наступнiй частинi роботи.
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Рис. 3.17: Залежнiсть тиску вiд iзоспiнової густини 𝑛𝐼 у взаємодiючiй 𝜋+-𝜋− пiоннiй
системi в рамках моделi середнього поля при при 𝜅 = 0, 1.

96



T = 40 MeV T = 100 MeV

Рис. 3.18: Залежнiсть тиску вiд iзоспiнової густини 𝑛𝐼 у взаємодiючiй 𝜋+-𝜋− пiоннiй
системi в рамках моделi середнього поля при 𝜅 = 0, 2.

3.2.1 Фазовий перехiд рiдина-газ у фазi Бозе-

конденсату, узагальнення правил Максвелла

Запишемо вираз для внутрiшньої енергiї зi спiввiдношення Ейлера та

перший закон термодинамiки:

𝐸 = 𝑇𝑆 − 𝑝𝑉 + 𝜇𝐼𝑁𝐼 , (3.130)

𝑑𝐸 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑝𝑑𝑉 + 𝜇𝐼𝑑𝑁
(−) − 𝜇𝐼𝑑𝑁

(+) . (3.131)

Якщо взяти диференцiал у першому рiвняннi, можна отримати

𝑑𝐸 = 𝑇𝑑𝑆 + 𝑆𝑑𝑇 − 𝑉 𝑑𝑝− 𝑝𝑑𝑉 + 𝜇𝐼𝑑𝑁𝐼 +𝑁𝐼𝑑𝜇𝐼 , (3.132)

𝑑𝐸 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑝𝑑𝑉 + 𝜇𝐼𝑑𝑁𝐼 . (3.133)

Вiднявши друге рiвняння вiд першого, отримуємо

𝑉 𝑑𝑝 = 𝑆𝑑𝑇 +𝑁𝐼𝑑𝜇𝐼 . (3.134)
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У випадку однорiдної системи можна переписати рiвняння (3.134) як

𝑑𝑝 = 𝑠𝑑𝑇 + 𝑛𝐼𝑑𝜇𝐼 . (3.135)

Коли ми розглядаємо iзотермiчний процес 𝑇 = const, це призводить до

𝑑𝑝 = 𝑛𝐼𝑑𝜇𝐼 . (3.136)

Якщо розглянути всi вищезгаданi термодинамiчнi рiвностi за наявностi

фази конденсату, то вiдповiдно до рiвняння (3.152) справедливi наступнi

спiввiдношення

𝜇𝐼 = 𝑚 + 𝑈(𝑛) , → 𝑑𝜇𝐼 = 𝑑𝑈 . (3.137)

Отже, за наявностi в системi бозе-айнштайнiвського конденсату отримуємо

наступну умову

𝑑𝑝 = 𝑛𝐼𝑑𝑈 . (3.138)

Доведемо, що в рамках моделi середнього поля ця рiвнiсть виконується.

Для цього скористаємося виразами зi статистичної механiки для кожної

фiзичної величини (тиск, середнє поле). Спочатку запишемо формулу для

тиску:

𝑝 =
1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
k2

𝜔𝑘

[︂
𝑓
BE

(︀
𝜔𝑘,𝑚𝜋

)︀
+ 𝑓

BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑈(𝑛)+𝑚

]︂
+

+ 𝑃 (𝑛) ,

(3.139)
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тодi:

𝑑𝑝 =
1

3
𝑑

[︂∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
k2

𝜔𝑘
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑈(𝑛)+𝑚

]︂
+ 𝑑𝑃 (𝑛)

= 𝑑𝑝(+) + 𝑑𝑃 (𝑛) ,

(3.140)

де введено позначення

𝑝(+) =
1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
k2

𝜔𝑘
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑈(𝑛)+𝑚

. (3.141)

Загальна густина частинок i античастинок має вигляд

𝑛 = 𝑛𝐼 + 2𝑛(+)(𝑛𝐼) . (3.142)

Пiдставивши рiвняння (3.140) i (3.142) в рiвняння (3.138) можна отримати

𝑑𝑝(+) + 𝑑𝑃 (𝑛) =
(︁
𝑛 − 2𝑛(+)

)︁
𝑑𝑈 . (3.143)

Тепер використаємо рiвняння (1.12):

𝑛
𝑑𝑈(𝑛)

𝑑𝑛
=

𝑑𝑃 (𝑛)

𝑑𝑛
→ 𝑛 𝑑𝑈(𝑛) = 𝑑𝑃 (𝑛) . (3.144)

З урахуванням цiєї рiвностi можна переписати рiвняння (3.143) як

𝑑𝑝(+) = − 2𝑛(+) 𝑑𝑈 . (3.145)

Цей результат був отриманий з використанням двох наступних умов: умова

Хiббса-Гюгеля, що реалiзується за наявностi конденсату, див. рiвняння

(3.138) i умову термодинамiчної узгодженостi (1.12) в рамках теорiї

середнього поля. Далi, використовуючи пiдхiд середнього поля, перевiримо

рiвняння (3.145).
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Якщо температура стала, можна переписати вираз (3.145) янаступним

чином:

𝜕𝑝(+)

𝜕𝑛
𝑑𝑛 = −2𝑛(+)𝜕𝑈

𝜕𝑛
𝑑𝑛. (3.146)

Вiдповiдно до рiвнянь (1.28) та (3.139) парцiальний тиск 𝑝(+) запишеться

як

𝑝(+)(𝑇, 𝑛) = −𝑇
∫︁

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
ln

[︃
1− exp

(︃
−
√
𝑚2 + k2 + 2𝑈(𝑛) +𝑚

𝑇

)︃]︃
(3.147)

Тодi похiдна вiд парцiального тиску 𝑝(+) по змiннiй 𝑛 запишеться як

𝑑𝑝(+)(𝑛)

𝑑𝑛
= − 2

𝑑𝑈(𝑛)

𝑑𝑛

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3

[︃
exp

(︃√
𝑚2 + k2 + 2𝑈(𝑛) +𝑚

𝑇

)︃
− 1

]︃−1

.(3.148)

I нарештi отримуємо

𝑑𝑝(+)(𝑛)

𝑑𝑛
= − 2𝑛(+) 𝑑𝑈(𝑛)

𝑑𝑛
. (3.149)

Так, для iзотерми 𝑇 = const при

𝑑𝑛 =
𝜕𝑛(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼
𝑑𝑛𝐼 ,

з рiвностi похiдних (3.149) випливає вираз (3.145). Дiйсно, це доводить,

що рiвнiсть (3.145) справедлива для станiв системи з конденсатом.

Отже, в рамках моделi середнього поля, яка використовується в даному

пiдходi було показано, що рiвнiсть (3.138) справедлива, i може бути

використана як узагальненi правила Максвелла.
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3.3 Тиск у системi частинок та античастинок

У термодинамiчнiй моделi середнього поля поведiнка бозонної системи

частинка-античастинка, коли обидва компоненти знаходяться в тепловiй

(кiнетичнiй) фазi, визначається набором двох рiвнянь

𝑛 =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
+ 𝑓

BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
, (3.150)

𝑛𝐼 =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
− 𝑓

BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
, (3.151)

де функцiя розподiлу Бозе-Айнштайна 𝑓
BE

(︀
𝐸, 𝜇𝐼

)︀
була означена ранiше

спiввiдношенням (2.103), 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(𝑛), 𝑃 (𝑇, 𝑛) – надлишковий

тиск у системi. Ступiнь виродження беремо 𝑔 = 1. Хiмiчний потенцiал

𝜇𝐼 є термодинамiчною величиною, що залежить вiд канонiчних змiнних

температири 𝑇 та густини iзотопiчного заряду 𝑛𝐼 , тобто 𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼).

У випадку, коли античастинки (𝜋+-мезони) перебувають у кiнетичнiй

фазi, а частина 𝜋−-мезонiв перейшла у конденсат, в рiвняння (3.150), (3.151)

необхiдно додати густину 𝑛
(−)
cond конденсованих частинок. Умова переходу

𝜋−-мезонiв у конденсат має вигляд

𝑈(𝑛) − 𝜇𝐼 = −𝑚. (3.152)

При зниженнi температури вiд високих значень, коли 𝜋− i 𝜋+ знаходяться

в термiчнiй фазi, густина 𝜋−-компоненти 𝑛(−)(𝑇, 𝑛𝐼) спочатку досягає

критичної кривої при температурi 𝑇cd, де в точцi перетину виконується

умова (3.152), але густина конденсату в цiй точцi дорiвнює нулю 𝑛cond = 0.

Це означає, що крива 𝑛lim(𝑇 )

𝑛lim(𝑇 ) =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
BE

(︀
𝜔𝑘, 𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑚

, (3.153)
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є критичною кривою для частинок (𝜋−-мезонiв). Крiм того, функцiя задана

виразом (3.153) визначає максимальну густину теплових (кiнетичних) бозе-

частинок iдеального газу при температурах 𝑇 ≤ 𝑇cd, оскiльки хiмiчний

потенцiал має максимальне дозволене значення 𝜇𝐼 = 𝑚. Звiдси маємо, що

розрахована в пiдходi середнього поля критична крива системи частинок

та античастинок спiвпадає з критичною кривою для iдеального газу.

Врахуваши наявнiсть конденсату та вирази (3.152), (3.153) система

рiвнянь (3.150), (3.151) переписується у виглядi

𝑛 = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛lim(𝑇 ) +

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀
, (3.154)

𝑛𝐼 = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛lim(𝑇 )−

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀
. (3.155)

З рiвнянь (3.154), (3.155) можна побачити, що густина частинок 𝑛(+)

визначається лише тепловими 𝜋+-мезонами, тодi як в 𝑛(−) входить густина

𝜋−-мезонiв, якi перебувають в конденсованому станi (при 𝑘 = 0) 𝑛(−)
cond(𝑇 ) i

теплових 𝜋− мезонiв при |𝑘| > 0 iз густиною числа частинок 𝑛lim(𝑇 ). Отже,

правило суми густини частинок для фази 𝜋−-мезонiв в iнтервалi 𝑇 < 𝑇cd

має вигляд

𝑛(−) = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛lim(𝑇 ). (3.156)

Слiд повторно зазначити, що вираз “частинки знаходяться у фазi

конденсату” є умовним, оскiльки це фаза сумiшi, де при фiксованiй

температурi деяка частка частинок, тобто 𝜋−-мезонiв, належить до

теплової фази з iмпульсом |𝑘| > 0, а iнша частка 𝜋−-мезонiв належить

до бозе-айнштайнiвського конденсату, де всi 𝜋−-мезони мають нульовий

iмпульс 𝑘 = 0.

Для побудови фазових дiаграм необхiдно знати тиск в системi.

Спочатку запишемо вираз для повного тиску, коли 𝜋− та 𝜋+-мезони
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знаходяться в тепловiй фазi

𝑝 =
1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
k2

𝜔𝑘

[︀
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
+ 𝑓

BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
+ 𝑃ex(𝑛) , (3.157)

де 𝑛(𝑇, 𝑛𝐼) є розв’язком системи (3.150), (3.151).

У випадку, коли 𝜋− знаходяться в конденсатi, а 𝜋+-мезони в тепловiй

фазi, з урахуванням спiввiдношень (3.152) та (3.153), вираз для тиску в

системi має вигляд

𝑝 =
1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
k2

𝜔𝑘

[︀
𝑓
BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
+ 𝑓

BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
𝜇𝐼=𝑈(𝑛)+𝑚

+

+ 𝑃ex(𝑛),

(3.158)

де 𝜇𝐼 = 𝑈(𝑛) +𝑚, i при такому значеннi хiмiчного потенцiалу отримуємо

𝐸(𝑘, 𝑛) − 𝜇𝐼 =
√
𝑚2 + 𝑘2 − 𝑚. Також беремо до уваги, що загальна

густина частинок 𝑛 складається з трьох компонент, 𝑛 = 𝑛
(−)
cond+𝑛

(−)
th +𝑛(+).

Оскiльки у фазi конденсату 𝑛(−)
th = 𝑛lim, густину конденсату розраховуємо

за допомогою виразу 𝑛(−)
cond = 𝑛(−) − 𝑛lim . Тодi вираз для повного тиску в

системi можно записати у виглядi

𝑝 =
1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
k2

𝜔𝑘

[︀
𝑓
BE

(︀
𝜔𝑘,𝑚

)︀
+ 𝑓

BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
+ 𝑃ex(𝑛) , (3.159)

де 𝜇𝐼 = 𝑈(𝑛) +𝑚.

3.3.1 Термодинамiчнi величини

Далi ми задаємо фiксоване значення коефiцiєнта вiдштовхування 𝐵

середнього поля (1.34). Змiнюватись буде коефiцiєнт 𝐴, який визначає

iнтенсивнiсть притягання середнього поля (1.34). Коефiцiєнт 𝐵 отримано

з оцiнки на основi вiрiального розкладу [36], 𝐵 = 10𝑚𝑣20, де 𝑣0 рiвне
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Рис. 3.19: Температурна залежнiсть густини 𝜋−-мезонiв, 𝑛(−) (синi суцiльнi лiнiї), i
𝜋+-мезонiв, 𝑛(+) (блакитнi пунктирнi лiнiї), для взаємодiючого 𝜋+-𝜋− пiонного газу
при 𝜅 = 0.1 i 𝑛𝐼 = 0.041, 0.065, 0.1 fm−3. Червона пунктирна лiнiя – це критична
крива, яка фiксує густину частинок однокомпонентного iдеального газу при 𝜇 = 𝑚𝜋.
Затiнена частина рисунку, позначена “BEC”, вiдповiдає областi, де частина 𝜋−-мезонiв
утворюють конденсат Бозе-Айнштайна.

чотирикратному власному об’єму частинки, тобто 𝑣0 = 16𝜋𝑟30/3. Ми беремо

𝑣0 = 0.45 fm3, що вiдповiдає “радiусу частинки” 𝑟0 ≈ 0.3 fm. Чисельнi

розрахунки будуть проведенi для бозонiв з масою 𝑚 = 139 MeV, якi

ми називаємо “пiонами”. У цьому випадку коефiцiєнт вiдштовхування

становить 𝐵/𝑚 = 2.025 fm6 i вiн залишається постiйним у всiх

розрахунках.

При високих температурах, тобто 𝑇 ≥ 𝑇cd, обидвi компоненти

бозонної системи частинка-античастинка знаходяться в тепловiй фазi, а

термодинамiчнi властивостi системи визначаються набором рiвнянь (3.150)

i (3.151). Розв’язуючи цю систему для заданих значень 𝑇 i 𝑛𝐼 , ми отримуємо

залежностi 𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼) i 𝑛(𝑇, 𝑛𝐼) вiд температури та iзоспiнової густини, а

потiм iншi термодинамiчнi величини, такi як тиск та модуль всебiчного

стиску.

Зi зниженням температури густина частинок 𝑛(−)(𝑇 ) перетинає

критичну криву в точцi, що вiдповiдає значенню 𝑇 = 𝑇cd, див.
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Рис. 3.19. Залежнiсть густини 𝜋−-мезонiв вiд температури зображено

синьою суцiльною лiнiєю, залежнiсть густини 𝜋+-мезонiв — блакитною

пунктирною лiнiєю, а повна густина 𝑛 = 𝑛tot у виглядi чорної суцiльної

лiнiї.

При подальшому зниженнi температури в iнтервалi 𝑇 < 𝑇cd 𝜋−-

мезони починають “опускатися” в стан конденсату, який характеризується

значенням iмпульсу 𝑘 = 0. (Ми застосовуємо нашi мiркування до пiонного

газу з 𝑛𝐼 = 𝑛(−) − 𝑛(+) > 0.) В границi, коли 𝑇 = 0, усi частинки

високощiльної складової, тобто 𝜋−-мезони, будуть у фазi конденсату.

У той же час густина компоненти низької густини або 𝜋+-мезонiв, якi

знаходяться в тепловiй фазi, зменшується зi зниженням температури i

дорiвнює нулю при 𝑇 = 0. Для температур менших за критичну, тобто 𝑇 <

𝑇cd, термодинамiчнi властивостi системи визначаються рiвняннями (3.154)

та (3.155), де враховано, що 𝜇𝐼 = −𝑈(𝑛) + 𝑚 для всiх температур

цього iнтервалу, якщо компонент високої щiльностi 𝑛(−) знаходиться в

конденсованому станi.

Рiвняння (3.155) можна використовувати для визначення критичної

температури 𝑇cd. Дiйсно, вiзьмемо до уваги, що в точцi перетину з

критичною кривою густина конденсату поки дорiвнює нулю, 𝑛(−)
cond

(︀
𝑇cd
)︀
= 0,

а густина теплових 𝜋−-мезонiв стає рiвною 𝑛(−)
(︀
𝑇cd
)︀

= 𝑛lim
(︀
𝑇cd
)︀
. Тодi

при цiй температурi 𝑇 = 𝑇cd у правiй частинi рiвняння (3.155) ми маємо

𝑛 = 2𝑛lim
(︀
𝑇cd
)︀
− 𝑛𝐼 , зважаючи на що маємо вираз

𝑛lim(𝑇 )− 𝑛𝐼 =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑈(𝑛)+𝑚

(3.160)

де 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(2𝑛lim − 𝑛𝐼). Розв’язавши рiвняння (3.160) при 𝑛𝐼 =

0.1 fm−3 для 𝜅 = 0.5 та 𝜅 = 1.0 отримуємо 𝑇cd = 128.8 MeV та 𝑇cd =

251 MeV, вiдповiдно. Температура 𝑇cd визначає фазовий перехiд до БЕК
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для всiєї системи пiонiв. Античастинки (𝜋+-мезони) знаходяться повнiстю

в тепловому станi в усьому диапазонi температур, а конденсат створюють

лише частинки компоненти високої щiльностi 𝑛(−)(𝑇 ). Тодi повна густина

конденсату в двокомпонентнiй системi пiонiв при “слабкому” притяганнi,

тобто при 𝜅 ≤ 1, твориться лише 𝜋−-мезонами 𝑛cond = 𝑛
(−)
cond, i ця густина

числа частинок вiдiграє роль параметра порядку.

3.4 Густина частинок i середнє поле

Дослiдимо фазову структуру система частинка-античастинка вiдносно

канонiчної змiнної 𝑛𝐼 . Як перший крок доцiльно отримати залежностi

густин 𝑛(−), 𝑛(+) i середнього поля 𝑈 вiдносно 𝑛𝐼 , коли фiксуємо

температуру 𝑇 . Кожна iзотерма перетинає двi рiзнi фази, тому для кожної

конкретної фази ми повиннi розв’язати вiдповiдну окрему систему рiвнянь:

1. коли обидвi компоненти пiонного газу знаходяться в теплових

(кiнетичних) станах, необхiдно розв’язати рiвняння (3.150), (3.151);

2. коли 𝜋−-компонента газу мiстить внесок конденсату, рiвняння (3.154),

(3.155).

Для обраної iзотерми 𝑇 точка 𝑛𝐼 = 𝑛Ic дiлить вiсь 𝑛𝐼 на двi частини.

Коли 𝑛𝐼 ≤ 𝑛Ic, 𝜋−- i 𝜋+-мезони знаходяться в тепловiй фазi. У той час як

для 𝑛𝐼 > 𝑛Ic, 𝜋−-мезони мають внесок конденсату, а 𝜋+-мезони повнiстю

знаходяться в тепловiй фазi.

Залежнiсть середнього поля вiд 𝑛𝐼 для трьох значень температури,

𝑇 = 40, 80, 100 MeV, показано на Рис. 3.20 на лiвiй панелi. Видно, що

рiзниця у кривих, пов’язаних з рiзними температурами, дуже слабка пiсля

мiнiмуму функцiї 𝑈
(︀
𝑛(𝑇, 𝑛𝐼)

)︀
. У точцi 𝑛𝐼 = 𝑛I0, де 𝑈(𝑛I0) = 0, середнє
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Рис. 3.20: На обох панелях затiнена область, позначена як “BEC”, представляє стани
з наявнiстю конденсату взаємодiючого 𝜋+-𝜋− пiонного газу в моделi середнього поля.
Лiва панель: Залежнiсть середнього поля 𝑈(𝑛) вiд iзоспiнової густини 𝑛𝐼 при 𝜅 = 0.1
та 𝑇 = 80, 101.7, 127 MeV.
Права панель: Залежностi густини кiлькостi частинок 𝑛(+), 𝑛(−) та 𝑛tot = 𝑛(+) +𝑛(−) вiд
iзоспiнової густини 𝑛𝐼 при 𝑇 = 80 MeV та 𝜅 = 0.1. Тут 𝑛(−)

th та 𝑛(−)
cond - густина кiлькостi

𝜋−-мезонiв у тепловiй фазi та в конденсатi.

поле змiнює знак i стає повнiстю вiдштовхуючим, при 𝜅 = 0.1 ми отримали

𝑛I0 ≈ 0, 14 fm−3.

Результати розрахунку густини кiлькостi частинок 𝑛(−), 𝑛(+) i

𝑛 ≡ 𝑛tot = 𝑛(−) + 𝑛(+) як функцiї iзоспiнової густини 𝑛𝐼 за

температури 𝑇 = 101, 7 MeV, 𝜅 = 0, 1 зображенi на правiй панелi Рис. 3.20.

Видно, що густина 𝜋+-мезонiв зменшується зi збiльшенням 𝑛𝐼 , а потiм стає

приблизно постiйною. Насправдi, ця поведiнка цiлком зрозумiла. Дiйсно,

вiдповiдно до системи рiвнянь (3.150) i (3.151) або системи (3.154) i (3.155)

(безвiдносно яку пару рiвнянь ми вiзьмемо) 𝑛(+) = (𝑛− 𝑛𝐼)/2. Але, як ми

бачимо, зростання загальної густини частинок 𝑛 на початку значно менша

нiж 𝑛𝐼 , тому зi збiльшенням 𝑛𝐼 густина частинок 𝜋+-мезонiв спочатку

зменшується, а потiм стає приблизно постiйною.
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3.5 Фазовi дiаграми мультикомпонентної

бозонної системи
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Рис. 3.21: Фазовi дiаграми в iдеальному газi 𝜋−-𝜋+. Залежнiсть тиску вiд оберненої
густини iзоспiну 𝑣 = 1/𝑛𝐼 (лiва панель) i вiд густини iзоспiну 𝑛𝐼 (права панель). Iзотерма
𝑇 = 160 MeV є межею фази кварк-глюонної фази (QGP). Червона пунктирна крива 𝑝lim
вказує на тиск iдеального газу при 𝜇𝐼 = 𝑚 i вiдокремлює чисто термiчну фазу вiд фази
з наявнiстю БЕК.

Для аналiзу фазової структури системи частинка-античастинка будемо

шукати залежнiсть тиску 𝑝(𝑇, 𝑛𝐼) вiд iзоспiнової густини 𝑛𝐼 при фiксованiй

температурi 𝑇 , тобто дослiджуємо поведiнка тиску на iзотермi.

На початку, як перший крок, ми перевiряємо iдеальний газ мезонiв 𝜋−-

𝜋+ як точку вiдлiку. Фазова структура системи в цьому випадку зображена

на Рис. 3.21 для залежностей 𝑝 = 𝑝(𝑣𝐼) i 𝑝 = 𝑝(𝑛𝐼), де 𝑣𝐼 = 1/𝑛𝐼 . На цьому

малюнку iзотерма 𝑇qgp = 160 МеВ роздiляє стани кварк-глюонної плазми

(QGP), а затiнена синiм дiлянка, позначена “BEC”, представляє стани Бозе-

Айнштайнiвського конденсату. Ми бачимо, що жодного фазового переходу

рiдина-газ тут нема, а тиск iдеального газу природним чином зростає зi

збiльшенням 𝑛𝐼 у тепловiй фазi, але стає постiйним у конденсованiй фазi.

Цей ефект виникає тому, що в багаточастинковiй системi без взаємодiї тиск

iснує лише за рахунок кiнетичного руху теплових частинок з ненульовим

iмпульсом 𝑘 ̸= 0. Коли ми збiльшуємо густину частинок вiд нуля та йдемо
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уздовж певної iзотерми 𝑇 , ми приходимо до точки 𝑛cd на критичнiй кривiй.

Так ми досягаємо максимальної щiльностi теплових частинок. Подальше

збiльшення щiльностi частинок вiдбувається лише за рахунок збiльшення

щiльностi частинок конденсату, якi характеризуються постiйною щiльнiстю

кожної компоненти при фiксованiй температурi. Так зi збiльшенням 𝑛𝐼

загальна густина частинок у системi зростає лише за рахунок збiльшення

густини конденсованих частинок iз 𝑘 = 0, що не змiнює тиск. (Значення

𝑇cd i 𝑛cd вiдповiдають однiй точцi на критичнiй кривiй 𝑛lim(𝑇 ). Позначення

𝑇c зарезервовано для критичної iзотерми в описi фазового переходу рiдина-

газ.)
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Рис. 3.22: Фазовi дiаграми системи 𝜋−-𝜋+ лише з вiдштовхуванням мiж частинками,
тобто при 𝜅 = 0 (тi самi позначення, що й на попередньому Рис. 3.21).

На наступному кроцi розглядалася система лише з вiдштовхуванням

мiж частинками, тобто 𝜅 = 0. Фазова структура системи в цьому випадку

зображена на рис. 3.22 для залежностей 𝑝 = 𝑝(𝑣𝐼) та 𝑝 = 𝑝(𝑛𝐼), де

𝑣𝐼 = 1/𝑛𝐼 . На кожнiй панелi ми бачимо три рiзнi фази: (1) “Теплова

фаза” - як частинки, так i античастинки знаходяться в теплових станах; (2)

“BEC” - пiдсистема частинок має внесок бозе-айнштайнiвського конденсату

та пiдсистема античастинки, 𝜋+-мезони, знаходиться в тепловiй фазi; (3)

“QGP” - фаза, де виникає кварк-глюонна плазма. Ця фаза роздiлена

109



Thermal phase

GAS + LIQ + BEC

BEC

GAS
LIQ + BEC

100 MeV

40 MeV

120 MeV

160 MeV

139.5  MeV

QGP

Plim

1/nI [fm
3]

P
 [

M
eV

/f
m

3
]

100 MeV

40 MeV

120 MeV

160 MeV

139.5  MeV

Thermal phase

LIQ + BEC

Plim

QGP

nI [1/fm3]

P
 [

M
eV

/f
m

3
]

GAS
GAS + LIQ + BEC

BEC

Рис. 3.23: Фазовi дiаграми: залежнiсть тиску вiд оберненої густини iзоспiну 𝑣 = 1/𝑛𝐼

(лiва панель) та вiд густини iзоспiну 𝑛𝐼 (права панель) у взаємодiючiй системi 𝜋−-𝜋+

при 𝜅 = 0.2. Iзотерма 𝑇qgp = 160 МеВ роздiляє фазу QGP. Червона пунктирна крива
𝑝lim вказує на тиск iдеального газу при 𝜇 = 𝑚 i вiдокремлює теплову фазу вiд фази
BEC. Сiрий пунктирний “трикутник” представляє змiшану фазу газу та рiдини, яка
майже знаходиться в 𝜋−-мезонному конденсатi.

iзотермою 𝑇 = 𝑇qgp = 160 МеВ (ми припускаємо плавлення всiх пiонних

станiв при температурах 𝑇 > 𝑇qgp).

Лiнiя 𝑝lim — тиск 𝜋− мезонiв на критичнiй кривiй 𝑛lim. Як наочно

видно в областi “конденсату” поведiнка iзотерм, якi перетинають

криву 𝑝lim, вiдрiзняється вiд iзотерм в iдеальному газi: тиск зростає

зi збiльшенням густини iзоспiну. Цей ефект зумовлений наявнiстю

позитивного надлишкового тиску 𝑃ex(𝑛) як додаткового внеску поряд iз

кiнетичним тиском у системi.

Якщо мiж частинками iснує притягання, то iзотерми для температур

з iнтервалу 𝑇 < 𝑇c показують “синусоїдальну” поведiнку в кiнцевому

iнтервалi 𝑛𝐼 . Вiдповiдно до стандартного термодинамiчного пiдходу, цю

специфiчну поведiнку iзотерми можна розглядати як фазовий перехiд

рiдина-газ. Щоб розв’язати проблему, ми застосовуємо узагальненi правила

Максвелла, якi, на вiдмiну вiд пiдручника, стосуються iзоспiнової

(зарядової) густини, а не повної густини частинок. Як випливає з

узагальнених правил Максвелла, тиск, пов’язаний iз iзотермами, якi
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Рис. 3.24: Фазовi дiаграми: залежнiсть тиску вiд iзоспiнової густини у взаємодiючiй
системi 𝜋−-𝜋+ при 𝜅 = 0.1. Нижче критичної iзотерми 𝑇c вiдбувається фазовий перехiд
рiдина-газ (𝑇c = 101.7 МеВ). Iзотерма 𝑇 = 160 МеВ є межею фази КГП. Червона
пунктирна крива 𝑝lim вiддiляє теплову фазу вiд фази BEC. На правiй панелi при
𝜅 = 0.3 вiртуальна критична iзотерма 𝑇c = 163 МеВ лежить у фазi QGP, яка обмежена
iзотермою 𝑇c = 160 МеВ.

перетинають змiшану рiдинно-газову фазу, має постiйне значення, як i

хiмiчний потенцiал. В результатi отримуємо бiнодаль, яка визначає область

фазового переходу рiдина-газ подiбно до того, як це було зроблено в

роботах [49, 50]. Отримана фазова дiаграма показана на рис. 3.23 як двi

панелi, якi вiдрiзняються одна вiд одної лише масштабом. Змiшана рiдинно-

газова фаза (заштрихована сiра зона) з’являється майже повнiстю у фазi

конденсату (позначена GAS+RIQ+BEC на правiй панелi). Нагадаємо, що

густина конденсату в двокомпонентнiй системi пiонiв створюється лише

𝜋− мезонами, тобто 𝑛cond = 𝑛
(−)
cond. Це означає, що певна частина 𝜋− мезонiв

складається з частинок з 𝑘 = 0. При цьому тепловi 𝜋−-мезони разом iз

𝜋+-мезонами створюють сумiш газу та рiдини.
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3.5.1 Особливостi фазового переходу рiдина-газ в

багатокомпонентнiй системi бозонiв

Якщо при розглядi фазового переходу рiдина-газ враховувати квантову

статистику, то через появу конденсату ситуацiя стає iншою, нiж у випадку

статистики Больцмана. Виявляється, наявнiсть конденсату сильно впливає

на положення локального максимуму тиску. Дiйсно, цей максимум зараз

локалiзований на кривiй 𝑝lim(𝑛𝐼), яка представляє тиск у системi, який

визначається станами, що належать критичнiй кривiй 𝑛lim(𝑇 ) пiдсистеми

𝜋−-мезонiв. Нагадуємо, що тiльки ця пiдсистема мезонiв розвиває бозе-

конденсат у разi слабкого притягання з 𝑛(−)
⃒⃒
crit.curve

= 𝑛lim(𝑇 ). Стани

(𝑇, 𝑛lim(𝑇 )) визначають загальну густину частинок 𝑛 = 2𝑛lim(𝑇 ) − 𝑛𝐼 при

температурi 𝑇 . Таким чином, загальний тиск у цих станах стає

𝑝lim(𝑛𝐼) = 𝑝kin(𝑇, 𝑛𝐼) + 𝑃ex(𝑛) , (3.161)

де кiнетичний тиск у станах (𝑇, 𝑛lim(𝑇 )) має вигляд

𝑝kin =
1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
k2

𝜔𝑘

[︀
𝑓
BE

(︀
𝜔𝑘,𝑚

)︀
+ 𝑓

BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
(3.162)

з 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(𝑛) i 𝜇𝐼 = 𝑈(𝑛) +𝑚. Крива 𝑝lim(𝑛𝐼) вiдокремлює тиск,

який вiдповiдає станам конденсату (заштрихована область, позначена як

BEC), вiд тиску, який вiдповiдає тепловим станам бозонної системи, див.

Рис. 3.22-3.24.

Далi ми збираємося довести двi особливостi, властивi поведiнцi тиску

у фазi конденсату. Перша особливiсть: кiнетичний тиск уздовж кожної

iзотерми у фазi конденсату приблизно постiйний

𝑝kin(𝑇, 𝑛𝐼)
⃒⃒
𝑇=const

≈ const . (3.163)
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Рис. 3.25: Залежнiсть тиску вiд густини iзоспiну у взаємодiючiй системi 𝜋−-𝜋+

мезонiв при 𝑇 = 80 МеВ i 𝜅 = 0.1. У маленькому вiкнi показано локальний
максимум на краю областi конденсату та локальний мiнiмум, який зумовлений
сегментами метастабiльного та нефiзичного тиску. Затiнена область вказує на стани
Бозе-Айнштайнового конденсату (БЕК).

a) Це буде точна рiвнiсть за вiдсутностi взаємодiї мiж частинками, коли

рiвняння 𝑝 = 𝑝kin +𝑃ex зводиться до 𝑝 = 𝑝kin(𝑇, 𝑛𝐼). Тиск двокомпонентного

iдеального газу зображено на рис. 3.21. Ми бачимо постiйний тиск у

фазi конденсату (заштрихована синя область). Ефект, який вказано в

рiв. (3.163), тобто 𝑝kin(𝑇, 𝑛𝐼) = const 𝑇 = const, виникає через те, що

зростання величини 𝑛𝐼 у фазi конденсату може вiдбуватися лише за

рахунок збiльшення конденсованих частинок, тодi як щiльнiсть теплових

частинок залишається постiйною вздовж iзотерми (в областi конденсату).

Але збiльшення кiлькостi частинок у системi з нульовим iмпульсом 𝑘 = 0

не робить внеску в кiнетичний тиск. Тут ми обговорювали тиск 𝜋−-мезонiв,

якi утворюють конденсатнi стани при 𝑇 < 𝑇c. Парцiальний тиск 𝜋+ мезонiв

на тiй самiй iзотермi 𝑇 розраховується для 𝜇 = 𝑚 i створюється лише

тепловими частинками, густина яких також постiйна у фазi конденсату.

Цим ми доводимо строгу справедливiсть рiв. (3.163) в iдеальнiй мезоннiй
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системi 𝜋− - 𝜋+.

б) У системi з взаємодiєю наближено справедлива рiвнiсть (3.163).

Кiнетичний парцiальний тиск 𝜋+ мезонiв, якi знаходяться в тепловiй

фазi, пригнiчується, оскiльки функцiя розподiлу має вигляд 𝑓
BE

=

1/{exp [𝜔𝑘 + 2𝑈(𝑛) +𝑚] − 1} а внесок 𝜋+ мезонiв у кiнетичний тиск не

бiльше 2%. Отже, ми можемо прийняти, що у фазi конденсату кiнетичний

тиск у 𝜋− - 𝜋+ мезоннiй системi постiйний з хорошою точнiстю, а тому

рiв. (3.163) теж з хорошою точнiстю наближено справедливе.

Друга особливiсть: у взаємодiючiй системi твердження рiвняння (3.163)

все ще є дiйсним. Надлишковий тиск 𝑃ex, див. рiв. (2.106), що є другим

внеском у загальний тиск у системi, є негативним, як це видно на рис. 3.17

(𝑈(𝑛) i 𝑃ex мають однаковий знак). Завдяки цьому зi збiльшенням 𝑛𝐼

тиск на кожнiй iзотермi 𝑇 < 𝑇c починає знижуватися у фазi конденсату

пiсля перетину лiнiї 𝑝lim(𝑛𝐼). Це зниження тиску вiдбувається до точки

деякого локального мiнiмуму. На цьому рисунку представлено результати

розрахунку кiнетичного тиску 𝑝
(−)
kin мезонiв 𝜋(−), 𝑝

(+)
kin мезонiв 𝜋(+) i

надлишковий тиск 𝑃ex.

Фазовий перехiд рiдина-газ вiдбувається, коли тиск у системi має

спочатку локальний максимум, а потiм локальний мiнiмум, коли густина

iзоспiну 𝑛𝐼 , зростає. Розглянемо структуру тиску в областi конденсату. Для

похiдної повного тиску пiсля деякої алгебри ми отримуємо

𝜕𝑝(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼
=

(︂
1− 2𝑛(+)

𝑛

)︂
𝜕𝑃ex(𝑛)

𝜕𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑛𝐼
= 0 . (3.164)

Тут ми використовуємо що

𝜕𝑝
(−)
kin (𝑇, 𝑛𝐼)/𝜕𝑛𝐼 = 0 .
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Для додатного значення дужки (1 − 2𝑛(+)/𝑛) > 0, де 𝑛 = 2𝑛(+) + 𝑛𝐼 , тож

вираз (3.164) дає наступне

𝜕𝑃ex(𝑛)

𝜕𝑛
= 0 → 𝑛(−𝐴 + 2𝐵 𝑛) = 0 , (3.165)

де для другого рiвняння ми використовуємо явну форму 𝑃ex, наведену

ранiше в (1.50). Отже, мiнiмум тиску знаходиться в точцi

𝑛(min) =
𝐴

2𝐵
= 𝜅

√︂
𝑚

𝐵
, (3.166)

де 𝐴 = 2𝜅
√
𝑚𝐵. Дiйсно, це мiнiмум, оскiльки знак другої похiдної

в цiй точцi додатний, 𝜕2𝑃ex(𝑛)
𝜕𝑛2 = 𝐴 > 0. Для температури 𝑇 = 𝑇c,

тобто на критичнiй iзотермi, ця повна густина частинок, отримана з

рiвняння. (3.166), або точка
(︀
𝑇c, 𝑛

(min)
)︀
, визначає критичну точку. Можна

виконати перетворення:

(︁
𝑇c, 𝑛

(min)
)︁
→
(︁
𝑇c, 𝑛

(min)
𝐼

)︁
,

i таким чином буде визначена критична точка в (𝑇, 𝑛𝐼)-площинi.

Критичну температуру можна знайти як розв’язок рiвняння, коли 𝑝max

збiгається з 𝑝min

𝑝max(𝑇c) = 𝑝min(𝑇c) . (3.167)

Однак у разi присутностi конденсату неможливо визначити максимальний

тиск за допомогою рiвнянь
[︁
𝜕𝑝(𝑇,𝑛)

𝜕𝑛

]︁
𝑇

= 0 та
[︁
𝜕2𝑝(𝑇,𝑛)

𝜕𝑛2

]︁
𝑇

= 0, оскiльки

iзотерма не є гладкою функцiєю на краю конденсату. Дотримуючись

процедури наведеної у пiдручнику з математичного аналiзу, щоб знайти

максимум i мiнiмум гладкої функцiї в областi з границями, потрiбно

порiвняти значення тиску, заданi розв’язками рiвняння (3.164) iз
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Рис. 3.26: Лiва панель: Залежнiсть критична температура 𝑇c фазового переходу
рiдина-газ вiд параметра притягання 𝜅. Права панель: Критична температура 𝑇c
фазового переходу рiдина-газ вiд iзоспiнової критичної густини 𝑛Ic.

значеннями тиску на краях областi. Як ми стверджували вище, рiвняння

(3.164) визначає лише локальний мiнiмум тиску, тодi як локальний

максимум знаходиться на краю областi конденсату, яка знаходиться

лiворуч вiд локального мiнiмуму, дивiться рис. 3.20, лiва панель. На

графiках фазових дiаграм, див. рис. 3.24, межа мiж термiчною фазою

та фазою конденсату позначена як тиск 𝑝lim(𝑛𝐼), що вiдповiдає станам

(𝑇, 𝑛lim(𝑇 )) на критичнiй кривiй 𝑛lim(𝑇 ) (дивiться червону пунктирну лiнiю

на рис. 1.1, 2.9, 2.13). Отже, локальний максимум кожної iзотерми 𝑇 ≤ 𝑇c

належить кривiй 𝑝lim(𝑛𝐼).

Зараз ми обговоримо алгоритм розрахунку критичної температури 𝑇c.

Повна густина частинок у бозоннiй системi, яка складається з частинок i

античастинок має вигляд

𝑛(𝑇 ) = 𝑛(−)(𝑇 ) + 𝑛(+)(𝑇 ) . (3.168)

Для станiв на критичнiй кривiй, де конденсат зникає, для будь-якої

температури маємо 𝑛(−)(𝑇 ) = 𝑛lim(𝑇 ). Оскiльки густина 𝜋(−) мезонiв

при критичнiй температурi 𝑇c також належить до критичної кривої, де
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конденсат зникає, ми отримуємо у цiй точцi

𝑛(−)(𝑇c) = 𝑛lim(𝑇c) .

Отже, при критичнiй температурi можна переписати рiвняння (3.168) як

𝑛(𝑇c) = 𝑛lim(𝑇c) + 𝑛
(+)
th (𝑇c) , (3.169)

де 𝑛(+)
th – густина теплових 𝜋+ мезонiв. Нагадаємо, що у фазi конденсату

𝑛lim(𝑇 ) + 𝑛cond(𝑇 ) = 𝑛(−)(𝑇 ) = 𝑛𝐼 + 𝑛
(+)
th (𝑇 ) ,

але в точцi 𝑇 = 𝑇c густина конденсату дорiвнює нулю. Як ми

стверджували, густина 𝑛(𝑇c), визначена у рiв. (3.169), вiдповiдає

локальному максимуму тиску iзотерми. З подальшим збiльшенням 𝑛𝐼 ми

переходимо до фази конденсату, де тиск зменшується, оскiльки 𝑝kin = const

i 𝑃ex < 0. При фазовому переходi рiдина-газ критична iзотерма перетинає

точку, де локальний максимум збiгається з локальним мiнiмумом тиску,

тобто температура iзотерми дорiвнює критичнiй температурi 𝑇c. Таким

чином, якщо замiсть 𝑛(𝑇c) у рiвняннi (3.169) поставити густину 𝑛(min) з

рiв. (3.166), ми приходимо до рiвняння, яке визначає 𝑇c:

𝑛lim(𝑇c) + 𝑛
(+)
th (𝑇c) = 𝑛(min) (3.170)

де ми використовували для станiв на критичнiй кривiй:

𝑛lim(𝑇 ) = 𝑛(−)(𝑇 ) = 𝑛𝐼 + 𝑛
(+)
th (𝑇 ) ,
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коли 𝑛cond(𝑇 ) = 0. Або в бiльш детально

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
1

exp [(𝜔𝑘 −𝑚)/𝑇c]− 1

+

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
1

exp
{︁[︀
𝜔𝑘 + 2𝑈

(︁
𝑛(min)

)︁
+𝑚

]︀
/𝑇c

}︁
− 1

= 𝑛(min) ,(3.171)

де 𝑛(min) = 𝐴/2𝐵 = 𝜅
√︀
𝑚/𝐵, i ми використовуємо визначення 𝑛lim,

наведене в рiв. (3.153). Розв’язок цього рiвняння визначає криву 𝑇c(𝜅), яка

зображена на рис. 3.26 на правiй панелi суцiльною лiнiєю. Якщо врахувати,

що другий iнтеграл у правiй частинi рiв. (3.171), який представляє 𝑛(+)
th ,

є малим у порiвняннi з першим членом i тому ми можемо знехтувати

ним, тодi можна отримати наближене рiшення. Ця приблизна залежнiсть

зображена на тiй же панелi чорним пунктиром. Бачимо, що в iнтервалi

параметра притягання 0 ≤ 𝜅 ≤ 1, 5 впливом 𝜋+ мезонiв на критичну

температуру можна знехтувати.

3.5.2 Об’ємний модуль стискання

Об’ємний модуль 𝐾 речовини характеризує, як змiнюється тиск пiд час

стиснення при постiйнiй температурi або вiн визначає мiру того, наскiльки

ця речовина стiйка до стиснення. Тобто, модуль можна означити як

вiдношення нескiнченно малого збiльшення тиску до вiдносного зменшення

об’єму системи, i в канонiчному ансамблi це має вигляд

𝐾 ≡ −𝑉

[︂
𝜕𝑝(𝑇,𝑁𝐼 , 𝑉 )

𝜕𝑉

]︂
𝑇

. (3.172)
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Оскiльки об’єм обернено пропорцiйний загальнiй густинi числа частинок 𝑛,

можна переписати вираз (3.172) у термiнах повної густини числа частинок

𝐾 = 𝑛

[︂
𝜕𝑝(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛

]︂
𝑇

= 𝑛(𝑇, 𝑛𝐼)

[︂
𝜕𝑝(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼

]︂
𝑇[︂

𝜕𝑛(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼

]︂
𝑇

. (3.173)

У той же час, ми можемо означити модуль стиснення вiдносно iзоспiнової

або зарядової густини, яка зберiгається,

𝐾𝐼 = 𝑛𝐼

[︂
𝜕𝑝(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼

]︂
𝑇

. (3.174)
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Рис. 3.27: Пiонний газ iз вiдштовхуванням мiж частинками, 𝜅 = 0 (без притягання).
Лiва панель: Залежнiсть об’ємного модуля вiд повної густини частинок 𝑛tot = 𝑛, див.
першу частину рiвняння (3.173).
Права панель: Залежнiсть об’ємного модуля вiд iзоспiнової густини 𝑛𝐼 , див. другу
частину рiв. (3.173).

Якщо загальна густина частинок залежить вiд просторових змiнних, то

об’ємний модуль також залежить вiд просторових змiнних i, таким чином,

вiдображає просторовi властивостi багаточастинкової системи. Результати

розрахунку модуля об’ємної пружностi згiдно зi спiввiдношенням (3.173)

при 𝜅 = 0 для рiзних температур зображено на Pис. 3.27. Як видно,

коли 𝜅 = 0 об’ємний модуль вiдчуває розрив у точцi переходу BEC. Коли
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Рис. 3.28: Пiонний газ iз вiдштовхуванням i притяганням мiж частинками, 𝜅 = 0, 1.
Лiва панель: Залежнiсть об’ємного модуля вiд загальної густини числа частинок при
𝑇 = 80, 100 МеВ, 𝜅 = 0, 1 (див. рiв. (3.173)).
Права панель: Залежнiсть об’ємного модуля вiд iзоспiнової густини при 𝑇 = 100 МеВ,
𝜅 = 0, 1 (див. рiвняння (3.174)). Фаза Рiдина+Газ+БЕК знаходиться мiж червоними
пунктирними вертикальними лiнiями, де тиск постiйний, тому 𝐾 = 0.

ми “вмикаємо” притягання в системi, об’ємний модуль дорiвнює нулю в

областi, де вiдбувається фазовий перехiд рiдина-газ, тобто для iзотерм

𝑇 < 𝑇c. Цей ефект зображено на двох панелях Рис. 3.28. Айнштайна

3.6 Промiжнi висновки

У цiй главi представлено термодинамiчно узгоджений метод опису

щiльної бозонної системи взаємодiючих 𝜋−-мезонiв та 𝜋+-мезонiв.

Розглянуто систему мезонних частинок з 𝑚 = 𝑚𝜋 i нульовим спiном,

бо зарядженi 𝜋-мезони є найлегшими ядерними частинками i найлегшими

адронами, що мають стосунок до iзоспiнового числа.

Опис термодинамiчних властивостей системи виконано в рамках

канонiчного ансамблю, де хiмiчний потенцiал 𝜇 є термодинамiчною

величиною, що залежить вiд канонiчних змiнних (𝑇, 𝑛𝐼). Для отримання

фазових дiаграм розраховано залежнiсть тиску вiд iзоспiнової густини для

рiзних значень 𝑇 .
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Показано, що залежностi 𝑛(−)(𝑛𝐼) i 𝑛𝑡𝑜𝑡(𝑛𝐼) вiд вiд 𝑛𝐼 майже лiнiйнi i

близькi одна до другої при 𝑛𝐼 > 𝑛𝐼𝑐 оскiльки для кожного фiксованого 𝑇

значення густини теплових частинок 𝑛(−)
th не змiнюється [48] i значення 𝑛(+)

є приблизно сталим (див. рис. 3.20). Оскiльки лише 𝜋− мезони зазнають

фазового переходу до конденсату Бозе-Айнштайна, зростання густин 𝑛(−)

i 𝑛𝑡𝑜𝑡 для 𝑛𝐼 > 𝑛𝐼𝑐 зумовлене зростанням густини конденсату.

Фазовi дiаграми представлено на рис. 3.21, 3.22, 3.23 та 3.24.

Масштабний параметр моделi 𝜅 = 𝐴/(2
√
𝑚𝐵), який сам по собi є

комбiнацiєю параметрiв середнього поля 𝐴 i 𝐵 (𝑈(𝑛) = −𝐴𝑛 + 𝐵𝑛2) та

маси частинки, визначає рiзнi можливi фазовi сценарiї, що вiдбуваються

в бозоннiй системi частинок i античастинок. Коли коефiцiєнт притягання

𝐴 = 𝜅𝐴𝑐, де 𝐴𝑐 ≡ 2
√
𝑚𝐵, дорiвнює нулю (тобто 𝜅 = 0), система може

перебувати лише в тепловiй фазi або у фазi конденсату. У випадку 𝜅 > 0 в

системi вiдбувається фазовий перехiд рiдина-газ, i перехiд з теплової фази

в конденсатну можливий як шляхом переходу рiдина-газ, за умови, що

𝑇 < 𝑇c, так i без нього, коли 𝑇 ≥ 𝑇c. Iншими словами, на фазовiй дiаграмi

iснує область, де БЕК i змiшана газорiдинна фаза iснують одночасно (сiра

область внизу на на рис. 3.23, 3.24). Подiбна ситуацiя описана в [50],

де було дослiджено бозе-айнштайнiвську конденсацiю та рiдинно-газовий

фазовий перехiд у 𝛼-речовинi. Область над iзотермою 𝑇 = 𝑇qgp = 160 MeV

(QGP) є фазою, де виникає кварк-глюонна плазма. Ми вважаємо це одним

з ключових обмежень нашої моделi, оскiльки за температур вищих 𝑇qgp

вiдбувається руйнування всiх пiонiв.

У частинi 3.5.2 ми описали обчислення модуля всебiчного тиску (bulk

modulus) системи взаємодiючих пiонiв. Як видно з рис. 3.28 при 𝜅 = 0

модуль всебiчного тиску зазнає розриву в точцi переходу БЕК. Як тiльки

ми “вмикаємо” притягання (𝜅 > 0) i вiдбувається перехiд рiдина-газ,

модуль всебiчного тиску в цiй областi дорiвнює нулю. Причиною цього є
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постiйнiсть тиску згiдно з правилами Максвелла. У першому випадку (𝜅 =

0), особлива поведiнка модуля всебiчного тиску може бути використана для

визначення BEC переходу в системi з вiдштовхуванням мiж частинками. У

другому випадку (𝜅 > 0) падiння модуля всебiчного тиску до нуля свiдчить

про наявнiсть фазового переходу рiдина-газ у бозоннiй системi.
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Роздiл 4. Електрична взаємодiя в системi

частинки-античастинки

4.1 Вступ

У цiй роботi розглянуто взаємодiю мiж частинками-пiонами. Вона

описується у виглядi Скiрма-подiбної моделi, що включає двi складовi:

вiдштовхування та притягання. Обидвi цi складовi явно залежать

вiд густини частинок i можуть iнтерпретуватися як ефективний опис

сильної взаємодiї. Водночас модельнi частинки пiони та антипiони мають

електричний заряд, тож коректне моделювання повинно враховувати

електромагнiтну взаємодiю.

Для подальшого аналiзу ми будемо ототожнювати електричний заряд

системи з густиною iзотопiчного спiну, оскiльки у нашому випадку

взаємозв’язком мiж цими величинами є пряма пропорцiйнiсть. Тож нахай

тепер густина вiльної енергiї має наступний розширений вид:

Φ = Φ
(0)
1 (𝑛1) + Φ

(0)
2 (𝑛2) + Φ𝑛(𝑛) + Φ𝑞(𝑛𝑞) (4.175)

4.2 Хiмiчний потенцiал

У наведеному спiввiдношеннi (4.175), Φ(0)
1,2 - це складова вiльної енергiї

яка не залежить вiд взаємодiї, густина вiльної енергiї iдеалiзованої системи;
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Φ𝑛(𝑛) - це складова вiльної енергiї яка залежить вiд густини частинок

безвiдносно їх сорту, пов’язана з сильною (ядерною) взаємодiєю; Φ𝑞(𝑛𝑞)

- складова вiльної енергiї пов’язана з наявнiстю електричного заряду в

системi. Очевидно, для двокомпонентної системи рiзнойменно заряджених

частинок 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2 та 𝑛𝑞 = 𝑛1 − 𝑛2.

Користуючись 𝜇 =
(︀
𝜕Φ
𝜕𝑛

)︀
𝑇

маємо:

𝜇1 =
𝜕Φ

(0)
1

𝜕𝑛1
+
𝜕Φ𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑛1
+
𝜕Φ𝑞

𝜕𝑛𝑞

𝜕𝑛𝑞
𝜕𝑛1

(4.176)

𝜇2 =
𝜕Φ

(0)
2

𝜕𝑛2
+
𝜕Φ𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑛2
+
𝜕Φ𝑞

𝜕𝑛𝑞

𝜕𝑛𝑞
𝜕𝑛2

(4.177)

Або, зважаючи на спiввiдношення мiж 𝑛, 𝑛𝑞, 𝑛1 та 𝑛2:

𝜇1 =
𝜕Φ

(0)
1

𝜕𝑛1
+
𝜕Φ𝑛

𝜕𝑛
+
𝜕Φ𝑞

𝜕𝑛𝑞
(4.178)

𝜇2 =
𝜕Φ

(0)
2

𝜕𝑛2
+
𝜕Φ𝑛

𝜕𝑛
− 𝜕Φ𝑞

𝜕𝑛𝑞
(4.179)

Де 𝜕Φ
(0)
1

𝜕𝑛1
та 𝜕Φ

(0)
2

𝜕𝑛2
- iдеалiзованi хiмiчнi потенцiали. Вводимо наступнi

позначення:

𝑈𝑛(𝑛) =
𝜕Φ𝑛

𝜕𝑛
(𝑛) (4.180)

𝑈𝑞(𝑛𝑞) =
𝜕Φ𝑞

𝜕𝑛𝑞
(𝑛𝑞) (4.181)

Так маємо вирази:

𝜇1 = 𝜇
(0)
1 + 𝑈𝑛(𝑛) + 𝑈𝑞(𝑛𝑞) (4.182)
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𝜇2 = 𝜇
(0)
2 + 𝑈𝑛(𝑛)− 𝑈𝑞(𝑛𝑞) (4.183)

4.3 Функцiя розподiлу

Наступним кроком використаємо отриманi вирази для перетворення

рiвноважної функцiї розподiлу частинок iдеального бозе-газу на таку, яка

буде враховувати взаємодiю:

𝑓 =

[︂
𝑒𝑥𝑝

(︂
𝜔𝑘 − 𝜇(0)

𝑇

)︂
− 1

]︂−1

(4.184)

Для частинок першого i другого сорту:

𝑓1 =

[︂
𝑒𝑥𝑝

(︂
𝜔𝑘 − (𝜇1 − 𝑈𝑛(𝑛)− 𝑈𝑞(𝑛𝑞))

𝑇

)︂
− 1

]︂−1

(4.185)

𝑓2 =

[︂
𝑒𝑥𝑝

(︂
𝜔𝑘 − (𝜇2 − 𝑈𝑛(𝑛) + 𝑈𝑞(𝑛𝑞))

𝑇

)︂
− 1

]︂−1

(4.186)

Перегруповуємо доданки в чисельнику показника експоненти аби

отримати 𝐸1 = 𝜔𝑘 + 𝑈𝑛 + 𝑈𝑞 та 𝐸2 = 𝜔𝑘 + 𝑈𝑛 − 𝑈𝑞 i отримуємо

модифiковану версiю функцiї розподiлу, яка враховує внески потенцiальної

енергiї пов’язаної з сильною взаємодiєю та взаємодiєю електричною:

𝑓1 =

[︂
𝑒𝑥𝑝

(︂
𝐸1 − 𝜇1

𝑇

)︂
− 1

]︂−1

(4.187)

𝑓2 =

[︂
𝑒𝑥𝑝

(︂
𝐸2 − 𝜇2

𝑇

)︂
− 1

]︂−1

(4.188)
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4.4 Тиск

Ще однiєю важливою величиною, вираз для якої необхiдно отримати,

є тиск. Скористаємось опiввiдношенням Ейлера та означенням густини

вiльної енергiї:

𝜖 = 𝑇𝑠+ 𝜇𝑛− 𝑝 (4.189)

Φ = 𝜖− 𝑇𝑠 (4.190)

Так отримуємо наступне спiввiдношення:

𝑝 = 𝜇1𝑛1 + 𝜇2𝑛2 − Φ (4.191)

Далi використовуємо отриманi вище формули для хiмiчних потенцiалiв:

𝑝 = 𝜇
(0)
1 𝑛1 + 𝑈𝑛𝑛1 + 𝑈𝑞𝑛1+

𝜇
(0)
2 𝑛2 + 𝑈𝑛𝑛2 − 𝑈𝑞𝑛2−

−Φ
(0)
1 − Φ

(0)
2 − Φ𝑛 − Φ𝑞

(4.192)

Враховуючи 𝑛1 + 𝑛2 = 𝑛 та 𝑛1 − 𝑛2 = 𝑛𝑞, перегруповуємо доданки:

𝑝 = (𝜇
(0)
1 𝑛1 − Φ

(0)
1 ) + (𝜇

(0)
2 𝑛2 − Φ

(0)
2 )+

+(𝑈𝑛𝑛− Φ𝑛) + (𝑈𝑞𝑛𝑞 − Φ𝑞)
(4.193)

Бачимо, що пiсля перестановок i злиття можна утворити два доданки,

якi вiдповiдають парцiальним тискам та ще два - якi вiдповiдають

додатковому (надлишковому або надмiрному) тиску, пов’язаному з
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наявнiстю взаємодiї в системi.

𝑝 = 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝𝑒𝑥𝑛 + 𝑝𝑒𝑥𝑞 (4.194)

4.5 Середнє поле

Нарештi, нам потрiбно конкретизувати вигляд 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑛) та 𝑈𝑞 =

𝑈𝑞(𝑛𝑞). В отриманих рiвняннях ця величина має сенс енергiї частинки,

пов’язаної з середнiм полем. Цю величину ми не задаєм безпосередньо,

а отримуємо як наслiдок заданої вiдповiдної компоненти вiльної енергiї.

Очевидно, вiдносно 𝑛𝑞 густина вiльної енергiї Φ мусить бути парною

функцiєю позаяк система мусить бути симетричною стосовно перетворення

яке змiнює знаки зарядiв на протилежний. З iншого боку, 𝑈𝑞 мусить бути

непарним, зважаючи на те, що при змiнi заряду середовища окрема взята

частинка матиме протилежну за знаком потенцiальну енергiю пов’язану

з електричною взаємодiєю. Так найбiльш простою опцiєю буде степенева

залежнiсть виду:

Φ𝑞(𝑛𝑞) =
𝑐

2
𝑛2𝑞 (4.195)

Вiдповiдно, для енергiї частинки в середньому полi буде:

𝑈𝑞(𝑛𝑞) = 𝑐𝑛𝑞 (4.196)

Окремо можна вiдмiтити, що наявнiсть такої компоненти взаємодiї

значить наявнiсть додаткових сил вiдштовхування в модельнiй системi та,

за заданої густини частинок, призводить до збiльшення густини вiльної

енергiї i збiльшення тиску. Тиск збiльшується на величину:
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𝑝𝑒𝑥𝑞 = 𝑈𝑞𝑛𝑞 − Φ𝑞 =
𝑐

2
𝑛2𝑞 (4.197)

4.6 Оцiнка енергiї електричної взаємодiї

Найбiльш примiтивною опцiєю є розглянути енергiю взаємодiї

точкового заряду з зарядом розподiленим по середовищу:

𝑈 =
𝑞

4𝜋

∫︁∫︁∫︁
𝑉

𝑛𝑞(𝑟)

𝑟
𝑑𝑉 (4.198)

В нашому випадку з фiксованою густиною заряду:

𝑈 =

⎛⎝ 𝑞

4𝜋

∫︁∫︁∫︁
𝑉

1

𝑟
𝑑𝑉

⎞⎠𝑛𝑞 (4.199)

де множник з iнтегралом є коефiцiєнтом 𝑐 з формули (4.195). Очевидно,

що такий iнтеграл для нескiнченного середовища має нескiнченно велике

значення:

𝑐 =
𝑞

4𝜋

∫︁∫︁∫︁
𝑉

1

𝑟
𝑑𝑉 =

=
𝑞

4𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜑

𝜋∫︁
0

sin(𝜃)𝑑𝜃

𝑅∫︁
0

𝑟𝑑𝑟 =

=
𝑞

2
𝑅2

(4.200)

Але зрозумiло, що в дiйсностi ми нiколи не маємо справи з дiйсно

нескiнченними системами, особливо в контекстi ядерно-ядерних зiткнень.

Так ми можемо ввести модельне обмеження на розмiри, беручи за точку

вiдлiку розмiри фаєрболу або якiсь iншi характернi для подальшої еволюцiї
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розмiри. Варто також зазначити, що тут у нас є двi опцiї для iнтерпретацiї

цього коефiцiєнту: перший - самодiя дослiджуваної системи, друга -

електрична дiя окремої пiдсистеми, вплив якої пов’язаний з наявнiстю

заряджених частинок третього сорту, але для яких ми з певних причин

нехтуємо сильною ядерною взаємодiєю.

4.7 Вплив наявностi електричної взаємодiї за

умови фiксованої густини заряду

Розглянемо функцiї розподiлу (4.185) та (4.186) за умови що ми

вважаємо температуру 𝑇 та густину заряду 𝑛𝑞 певними параметрами,

якi задаються наперед. Крiм того, накладається ще одна умова - умова

реакцiї типу анiгiляцiї мiж частинками першого i другого сорту. Якщо ми

вважаємо що продукт реакцiї надзвичайно швидко покидає систему або

з якихось iнших мiркувань не вносить суттєвого вкладу в стан системи,

маємо:

𝜇2 = −𝜇1 (4.201)

Зважаючи на наведенi мiркування, перепишемо функцiї розподiлу

наступним чином:

𝑓1 =

[︂
𝑒𝑥𝑝

(︂
𝜔𝑘 + 𝑈𝑛(𝑛)− (𝜇1 − 𝑈𝑞(𝑛𝑞))

𝑇

)︂
− 1

]︂−1

(4.202)

𝑓2 =

[︂
𝑒𝑥𝑝

(︂
𝜔𝑘 + 𝑈𝑛(𝑛) + (𝜇1 − 𝑈𝑞(𝑛𝑞))

𝑇

)︂
− 1

]︂−1

(4.203)

Якщо 𝑛𝑞 - фiксована величина, то i 𝑈𝑞(𝑛𝑞) теж костанта, а отже

ми можемо переозначити хiмiчний потенцiал з врахуванням зсуву на цю
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величину 𝜇 = 𝜇1 − 𝑈𝑞(𝑛𝑞). В пiдсумку маємо:

𝑓1 =

[︂
𝑒𝑥𝑝

(︂
𝜔𝑘 + 𝑈𝑛(𝑛)− 𝜇

𝑇

)︂
− 1

]︂−1

(4.204)

𝑓2 =

[︂
𝑒𝑥𝑝

(︂
𝜔𝑘 + 𝑈𝑛(𝑛) + 𝜇

𝑇

)︂
− 1

]︂−1

(4.205)

Отриманi спiввiдношення iдентичнi тим, якi ми мали без жодної

електричної взаємодiї. Це означає, що рiвняння на їх основi можуть бути

розв’язанi в точностi так само як це було зроблено ранiше. Щоправда,

для отриманого розв’язку потрiбно буде виконати обернене перетворення

хiмiчного потенцiалу 𝜇1 = 𝜇 + 𝑈𝑞(𝑛𝑞). В пiдсумку маємо, що залежностi

густини частинок вiд температури, за заданого фiксованого значення, є

однаковими як у випадку наявностi елетричної взаємодiї, так i коли її нема.

Натомiсть, хiмiчний потенцiал буде паралельно зсунутий.

Крiм того, паралельного зсуву зазнають густина вiльної енергiя Φ та

тиск 𝑝 на величини Φ𝑞(𝑛𝑞) та 𝑝𝑒𝑥𝑞 (𝑛𝑞) вiдповiдно. Цiкаво, що за таких

умов, усi величини, якi можуть бути вираженi через лiнiйнi комбiнацiї

похiдних по температурi вiд вiльної енергiї, хiмiчного потенцiалу та тиску,

залишаться такими ж як i у випадку без електричної взаємодiї.

4.8 Промiжнi висновки

У цьому роздiлi було розширеко Скiрма-подiбну модель, якою

описувалась взаємодiя пiонiв, шляхом включення до загальної густини

вiльної енергiї компоненти вiдповiдальної за електричну взаємодiю. Нова

складова залежить вiд густини заряду в системi, i, в загальному випадку,

мусить бути парною функцiєю вiдносно величини густини заряду, а її

похiдна - непарною. Ми обрали квадратичну залежнiсть.
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Описана модифiкацiя, зокрема, призводить до змiн у хiмiчному

потенцiалi, у функцiї розподiлу та в тиску. Вирази для хiмiчних потенцiалiв

частинок 𝜇1 та античастинок 𝑚𝑢2 отримують додатковi доданки, якi

враховують внесок електричної складової середнього поля. Функцiї

розподiлу 𝑓1 та 𝑓2 тепер мiсять нову компоненту в тiй частинi, яка

вiдповiдає за енергiю частинки в середньому полi. Тиск отримав нову

поправку у виглядi ще одного доданку до виразу надлишкового тиску 𝑝𝑒𝑥.

Показано, що за умови фiксованої густини заряду, електрична взаємодiя

призводить тiльки до паралельного зсуву хiмiчного потенцiалу, вiльної

енергiї та тиску. З iншого боку, залежностi густини частинок вiд заряду

лишаються такими ж, як i в системi без електричної взаємодiї.

Запропоновано вводити обмеження на фiзичний розмiр системи в

частинi пов’язанiй з електричною взаємодiєю.
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Висновки

В роботi представлено термодинамiчно узгоджений пiдхiд до опису

щiльних бозонних систем за скiнченних температур та за заданої густини

заряду (iзоспiнового заряду) 𝑛𝐼 . Дослiджувався вплив притягання i

вiдштовхування мiж частинками на термодинамiчнi властивостi системи.

Було введено параметр 𝜅 = 𝐴/2
√
𝑚𝐵, який характеризує iнтенсивнiсть

притягання мiж частинками i є загалом визначальним для фазової

структури системи.

В роботi показано, що в системi частинок i античастинок з фiксованою

iзоспiновою густиною iснує конденсат Бозе-Айнштайна в дiапазонi

температур вiд нуля до деякого критичного 𝑇c значення. Доведено,

що при цiй температурi, має мiсце фазовий перехiд другого роду

(неперервний фазовий перехiд), в якому параметром порядку виступає

густина конденсату. Були обчисленi залежностi густини енергiї, тиску,

густини ентропiї та теплоємностi (рис. 1.3) вiд температури, якi наочно

доводять наявнiсть фазового переходу другого роду.

Показано, що незалежно вiд параметрiв середнього поля мультибозонна

система утворює конденсат Бозе-Айнштайна для компоненти системи, яка

має бiльшу густину (в нашому випадку 𝜋− мезони). За малих значень

притягання 𝜅 < 1 частинки компоненти, яка має меншу густину (𝜋+

мезони), перебувають виключно в тепловiй фазi для всього дiапазону

температур. Отже, фазовий перехiд другого роду (при температурi 𝑇𝑐)

визначається тiльки 𝜋−-мезонною пiдсистемою та слабко залежить вiд
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параметрiв середнього поля.

Отримано, що для значень параметру притягання в околi 1 (𝜅 ≲ 1) 𝜋−

мезони мають два iнтервали конденсацiї. Так при збiльшеннi температури

вiдбувається спочатку вихiд системи зi стану конденсату з повторним

утворенням конденсату при подальшому збiльшеннi температури. В той

же час, 𝜋+ мезони перебувають в тепловiй фазi.

Показано, що точки перетину залежностi густини частинок (𝜋− мезонiв)

вiд температури з критичною кривою завжди вiдповiдають фазовим

переходам другого роду i задають температуру 𝑇𝑐, яка була обрахована

в роботi (формально, це фазовий перехiд третього роду)

Показано наявнiсть вiртуального (або точкового) фазового переходу

при 𝜅 = 1, коли залежнiсть густини античастинок (𝜋+ мезонiв)

“торкається” критичної кривої, але не перетинає її. Отримано, що це також

фазовий перехiд другого роду (третього роду - якщо судити за розривом

третьої похiдної вiд вiльної енергiї), але при ньому не вiдбувається

утворення параметру порядку, тобто при цьому фазовому переходi не

утворюється конденсат.

Показано, що при збiльшеннi iнтенсивностi притягання мiж частинками

в системi, коли 𝜅 > 1, вiдбувається фазовий перехiд першого роду,

при якому обидвi компоненти системи утворюють конденсат. При цьому

стрибком змiнюється внутрiшня енергiя i вiдбуваються вивiльнення (або

поглинання) прихованої теплоти. Зроблено висновок, що у випадку, коли

обидвi компоненти системи знаходяться в конденсатi, великий канонiчний

ансамбль не є адекватним для термодинамiчного опису системи. Це

випливає з того факту, що хiмiчний потенцiал задiяний в умовi утворення

конденсату обох компонент, тим самим його значення фiксоване, через

що вiн не може слугувати вiльною змiнною за наявностi конденсату.

Так фiксованому значенню хiмiчного потенцiалу може вiдповiдати цiлий
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дiапазон значень густин заряду (iзоспiну), що не дає однозначного

термодинамiчного опису станiв системи. Тому зроблено висновок, що

адекватний опис системи за умови наявностi конденсату можливий в

рамках канонiчного ансамблю але неможливий при використаннi великого

канонiчного ансамблю.

В системi з збереженням iзоспiнового (електричного) заряду в рамках

запропонованої моделi отримано залежнiсть повної густини частинок

вiд величини заряду при фiксованiй температурi 𝑛(𝑇, 𝑛𝐼)|𝑇=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, якi

виглядають як лiнiйнi в широкому дiапазонi температур (рис. 3.20).

Зроблено узагальнення правил Максвела фазових переходiв рiдина-

газ для релятивiстської системи частинок та античастинок в термiнах

залежностей вiд густини заряду 𝑛𝐼 , обраховано фазовi дiаграми (рис. 3.21,

3.22, 3.23, 3.24) за рiзних значень параметра 𝜅. Отримано, що при

наявностi притягання в системi (𝜅 > 0) вiдбувається фазовий перехiд

рiдина-газ. На отриманих дiаграмах представлено результати розрахунку

розподiлу фаз газу, рiдини та змiшаної, та як цей розподiл накладається

на фазу конденсату Бозе-Айнштайна. Як окремий результат, важливо

вiдмiтити зону накладання рiдинної та змiшаної фаз на фазу конденсату.

При цьому, межа роздiлення мiж змiшаною i газовою фазами проходить

дуже близько до критичної кривої Бозе-конденсацiї. Зона iснування

рiдинної фази тяжiє бути в зонi конденсату Бозе-Айнштайна.

Встановлено, що обчислений в роботi модуль всебiчного тиску (bulk

modulus) системи частинок i античастинок показує наявнiсть вiдповiдних

фазових переходiв (рис. 3.28). Показано, що за вiдсутностi притягання в

системi (𝜅 = 0) модуль всебiчного тиску зазнає розриву в точцi утворення

конденсату Бозе-Айнштайна. Коли в системi присутнє притягання мiж

частинками (𝜅 > 0) показано що величина модулю всебiчного тиску падає

до нуля, чим засвiдчує наявнiсть фазового переходу рiдина-газ.
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Продемонстровано можливiсть розширення моделi середнього поля

шляхом включення електричної взаємодiї. Удосконалена модель враховує

додаткову складову вiльної енергiї, яка залежить вiд густини електричного

заряду та забезпечує парнiсть функцiї вiльної енергiї вiдносно змiни

знаку заряду. Введена квадратична залежнiсть електричного внеску

призводить до корекцiй у хiмiчному потенцiалi, функцiях розподiлу та

тиску, зберiгаючи при цьому саму структуру термодинамiчних рiвнянь.

Аналiз показує, що при фiксованiй густинi заряду електрична взаємодiя

викликає лише паралельний зсув термодинамiчних потенцiалiв без суттєвої

змiни густин частинок та античастинок. Це означає, що кулонiвський

внесок не впливає на характер фазових переходiв. Запропоновано також

фiзичне обмеження на розмiри системи, що враховує довжину дiї

електричної взаємодiї, — воно необхiдне для коректного опису 𝜋-мезонної

матерiї в умовах наявнiстю розподiленого середовищем заряду.
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