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АНОТАЦIЯ

Клюшнiченко О.В. Iндукована дисипативна взаємодiя та ко-

лективне розсiяння в Ленґмюровому ґратковому газi. — Квалiфi-

кацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.04.02 – теоретична фiзика. — Iн-

ститут фiзики НАН України. — Iнститут теоретичної фiзики iм. М. М. Бо-

голюбова НАН України, Київ, 2019.

В дисертацiйнiй роботi, в рамках моделi ґраткового газу, продемонстро-

вано та вивчено ряд ефектiв, що виникають при розсiяннi потоку газу вза-

ємодiючих частинок на домiшках, зокрема, в режимi блокади в газi. Пока-

зано ефекти iнверсiї слiду, перемикання знаку дисипативної взаємодiї мiж

домiшками та її асимптотичної поведiнки, ефекти пiдсилення та зупинки

ударної хвилi, пiдсилення колективного розсiяння, а також ефекти вiд’єм-

них кореляцiй, вiд’ємного масоперенесення i стрибкоподiбного характеру

субдифузiї в неоднорiдних середовищах.

Проходження частинок-домiшок через середовище породжує довготри-

валi збурення-слiди, так само як розсiяння потоку частинок середовища на

«важких» домiшках супроводжується збуреннями асоцiйованого з середо-

вищем поля. Значна просторова протяжнiсть таких збурень-слiдiв обумов-

лює далекосяжнi нерiвноважнi кореляцiї чи ефективну взаємодiю мiж до-

мiшками, що призводить до їх колективної поведiнки, зокрема, органiзацiї

нерiвноважних (дисипативних) структур. Характеристики самих збурень

i властивостi породженої ними ефективної нерiвноважної взаємодiї визна-

чаються механiзмом енерговтрат в системi домiшка-середовище та власти-
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востями самого середовища: його нелiнiйнiстю (наприклад, ефект блока-

ди в газi), типом мiжчастинкової взаємодiї, наявнiстю дисипацiї. Однiєю

з особливостей iндукованої нерiвноважної взаємодiї є її неньютонiвський

характер зумовлений дисипативними властивостями середовища, як, на-

приклад, в суто дифузiйних системах. Цi властивостi роблять такi системи

цiкавими як з точки зору наукових дослiджень так i в планi їх практичних

застосувань.

Одна з основних цiлей роботи — вивчити роль короткосяжної мiжча-

стинкової взаємодiї в газi та її вплив, зокрема через ефект блокади, на

поведiнку далекосяжних нерiвноважних сил та кореляцiй мiж домiшками,

а також на властивостi нерiвноважних структур i колективного розсiяння.

У зв’язку з цим, в якостi основної моделi середовища, в данiй роботi

використовується найпростiша модель багатокомпонентного Ленґмюрово-

го ґраткового газу, який, з одного боку, являє собою суто дисипативну

систему i, в той же час, враховує сильне короткосяжне мiжчастинкове вiд-

штовхування, що може проявлятись як ефект блокади. Ця модель перед-

бачає активацiйний (стрибковий) механiзм транспорту i широко викори-

стовується для опису поверхневої мiграцiї адсорбованих атомiв, динамiки

суперйонних провiдникiв чи дифузiї в об’ємi твердого тiла.

В першому роздiлi показано ефект iнверсiї слiду вiд включення в по-

тоцi газу з короткосяжним мiжчастинковим вiдштовхуванням: при збiль-

шеннi концентрацiї частинок газу нелiнiйний ефект блокади призводить

до перемикання структури слiду, яка при цьому набуває нетипової фор-

ми з iнвертованим профiлем розподiлу густини. Iнверсiя слiду, отримана

чисельно для ґраткового газу в наближеннi локальної рiвноваги, характе-

ризується перемиканням режимiв асимптотичної поведiнки профiлю слiду

далеко вiд включення. Останнє було продемонстровано, використовуючи

довгохвильове наближення та наближення лiнiйного потоку. Крiм цього,

метод потенцiалу простого шару, або метод вторинних джерел на поверх-



5

нi включення, дозволив послiдовно ввести аналог поняття «поляризацiї»

для включення, тобто iндукованого «заряду» на його поверхнi, сумарна

величина якого є вiдмiнною вiд нуля.

Поведiнка iндукованої нерiвноважної взаємодiї мiж домiшками є чутли-

вою до структури збурення газу або слiду навколо них. Зокрема, в роботi

показано, що ця взаємодiя значно пiдсилюється у випадку коли навколо

домiшок завдяки ефекту блокади утворюється спiльна нелiнiйна «шуба»

збурення типу страту, з характерним профiлем типу доменної стiнки, що

може призводити до ефекту дисипативного спарювання. Це вiдповiдає ви-

падку колективного розсiяння потоку на домiшках, яке виникає при певних

значеннях зовнiшнього поля, концентрацiї газу та вiдстанi мiж домiшками.

При збiльшеннi концентрацiї газу iнверсiя слiду призводить до змiни знаку

ефективної взаємодiї.

Для ансамблю малих i далеко рознесених включень показано, що диси-

пативна взаємодiя мiж ними, опосередкована слiдами, належить до типу

iндукованої диполь-дипольної (мультипольної) взаємодiї, яка асоцiйована

з несиметричним анiзотропним екранованим кулонiвським «потенцiалом».

Розвинений аналiтичний пiдхiд дозволяє також описати ефект змiни знаку

iндукованої дисипативної взаємодiї в залежностi вiд концентрацiї газу i вiд

взаємного розташування включень-домiшок у просторi.

В роботi продемонстровано ряд ефектiв колективного розсiяння для

хмари домiшок в потоцi газу, зокрема, в третьому роздiлi розглядається

формування спiльного збурення густини та ударних хвиль, якi породженi

колективно системою розсiювачiв при раптовому «ввiмкненнi» зовнiшнього

поля (яке створює потiк). Отриманi результати показують, що (i) розсiяння

потоку газу може значно пiдсилюватися, за рахунок нелiнiйних колектив-

них ефектiв, при гетерогеннiй фрагментацiї цiлого включення на кластер

домiшок; (ii) кластер з випадково неоднорiдним розподiлом домiшок може

створювати суттєво сильнiше розсiяння супроводжуване пiдсиленням та
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прискоренням ударної хвилi, порiвняно з регулярно впорядкованим кла-

стером. Також показано, що стацiонарний розподiл густини формується

як залишкове збурення, що залишається пiсля проходження ударної хвилi.

Зокрема, формування стацiонарного розподiлу з профiлем виду доменної

стiнки може бути спричинене ефектом зупинки ударної хвилi. Показана

можливiсть генерацiї солiтоноподiбних структур, що нагадують солiтони-

передвiсники або лавини.

Полiкомпонентнiсть ґраткового газу обумовлює наявнiсть додаткових

мiжчастинкових кореляцiй, якi проявляються найбiльш виражено у випад-

ку значної рiзницi рухливостей компонент. В четвертому роздiлi розгля-

даються iндукованi кореляцiї в повiльнiй пiдсистемi, зумовленi i опосеред-

кованi швидкою пiдсистемою. У квазiодновимiрному випадку та в рамках

адiабатного наближення продемонстровано, що в повiльнiй пiдсистемi ви-

никають iндукованi вiд’ємнi довгочаснi кореляцiї, подiбнi до гiдродинамi-

чних кореляцiй мiж колоїдними частинками в одновимiрному каналi.

Iнший граничний випадок двокомпонентного ґраткового газу, коли одна

з компонент є нерухомою i вiдiграє роль середовища, дозволяє змоделюва-

ти дифузiйний транспорт в неоднорiдному середовищi. На основi такого

пiдходу вдалося показати, що релаксацiя густини в сильнонеоднорiдному

середовищi може супроводжуватись вiд’ємним масоперенесенням. Проде-

монстровано стрибкоподiбний рух положення фронту пакета з проходже-

нням через областi присутностi iншої компоненти, що призводить до фра-

гментацiї i сповiльнення розпливання пакета. Показано, що поведiнка се-

редньоквадратичного вiдхилення, на вiдмiну вiд руху фронту, вiдображає

лише усереднену динамiку i задовольняє режиму субдифузiї.

Результати роботи можуть мати важливе значення при формуваннi ди-

сипативних структур в ансамблi домiшок в сильнонерiвноважних конденсо-

ваних середовищах. Якiсне узгодження властивостей нерiвноважних стру-

ктур, отриманих в роботi, зi структурами, що спостерiгаються в запороше-
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нiй плазмi та колоїдних суспензiях, дозволяє використовувати розвиненi

пiдходи та моделi для наближеного опису таких систем.

Ключовi слова: модель ґраткового газу, ефект блокади, iндукована ди-

сипативна взаємодiя, ударна хвиля, колективне розсiяння, iндукованi дов-

гочасовi вiд’ємнi кореляцiї, субдифузiя.
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ABSTRACT

Kliushnichenko O.V. Induced dissipative interaction and collective

scattering in Langmuir lattice gas. — Manuscript.

Thesis for the Candidate of Science in Physics and Mathematics degree

in speciality 01.04.02 — “theoretical physics”. — Institute of Physics of the

National Academy of Sciences of Ukraine. — Bogolyubov Institute for Theo-

retical Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kiev, 2019.

In this thesis an array of effects arising under interacting gas stream

scattering on impurities, in particular, in the blockade regime in a gas, are

demonstrated and studied within the lattice gas model. The effects of wake

inversion, sign change of the dissipative interaction between impurities and

switching of its asymptotic behavior, the shock wave enhancement and stop-

ping effects, collective scattering enhancement, and also effects of negative

correlations, negative mass-transfer and hopping-like sub-diffusion in inho-

mogeneous media.

Passage of impurities through a medium generates a long-living per-

turbations (wakes), as well as the scattering of the flow of medium parti-

cles on “heavy” impurities is accompanied by the perturbations of medium-

associated field. The large spatial extent of wakes entails the long-range non-

equilibrium correlations or effective interaction between impurities, that leads

to their collective behavior, in particular, to the formation of non-equilibrium

(dissipative) structures. The properties of the perturbations themselves and

of the effective non-equilibrium interaction they cause are determined by the

mechanism of energy loss in the system “medium-impurity” and by the prop-

erties of medium itself: its non-linearity (e.g., the blockade effect in a gas),

interparticle interaction type, the presence of dissipation. One of the pe-

culiarities of the induced non-equilibrium interaction is its non-Newtonian

character entailed by the dissipative properties of a medium, as, e.g., in
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purely diffusive systems. These properties make such systems interesting for

scientific research as well as practical applications.

One of the main aims of the work is to study the role of short-range in-

terparticle interaction in gas and its influence, in particular, via the blockade

effect, on the behavior of long-range non-equilibrium forces and correlations

between impurities, and also on the properties of non-equilibrium structures

and collective scattering.

For this reason, as a basic model of a medium, this work uses the simplest

multi-component Langmuir lattice gas model which, on the one hand, is a

purely dissipative system and, at the same time, accounts for strong short-

range repulsion that cam manifest itself as the blockade effect. This model

implies the hopping transport mechanism with activated jumps and is widely

used for the description of surface migration of adsorbed atoms, dynamics of

super-ionic conductors or diffusion in the bulk of solids.

In the first chapter, the effect of inversion of wake of an impurity em-

bedded into the gas flow with short-range inter-particle repulsion is shown:

increasing of the gas particle concentration leads, via the blockade effect, to

the switching of wake structure which takes atypical form with inverted den-

sity distribution profile. The wake inversion, obtained numerically for the

lattice gas in the local equilibrium approximation, is characterized by the

switching of regimes of asymptotic behavior of the wake profile far from an

inclusion. The latter was demonstrated by using the long-wavelength and

linear flow approximations. In addition, the method of simple layer poten-

tial, or the approach of secondary surface sources at the inclusion surface,

allowed to introduce consistently the analog of the “polarization” notion for

an inclusion, i.e., the induced “charge” at its surface, whose total value is

different from zero.

The behavior of induced non-equilibrium interaction between impurities

is sensitive to the structure of gas perturbation or wake around them. In par-



11

ticular, it is shown in the work that this interaction is considerably enhanced

in case the common non-linear striation-like perturbation “coat” with char-

acteristic domain wall type profile is formed around impurities due to the

blockade effect, that can lead to the dissipative pairing effect. These cor-

responds to the case of collective scattering of a flow on impurities, which

appears at certain values of external field, gas concentration and distance

between impurities. At increasing gas concentration the wake inversion leads

to sign change of effective interaction.

It is shown that for an ensemble of small and widely separated obsta-

cles the dissipative wake-mediated interaction between them belongs to the

type of induced dipole-dipole (multi-pole) interaction associated with non-

symmetric anisotropic screened Coulomb-like potential. The developed an-

alytical approach allows also to describe the effect of sign change of the

induced dissipative interaction depending on gas concentration and mutual

spatial alignment of inclusions.

A number of effects of collective scattering for a cloud of impurities ex-

posed to a gas stream are demonstrated in the work, in particular, in the

third chapter, formation is considered of a common density perturbation and

shock waves, both generated collectively by a system of scatterers at sudden

application of the stream-inducing external field. Obtained results demon-

strate that (i) the scattering of gas stream can be essentially amplified, due

to non-linear collective effects, upon fragmentation of a solid obstacle into a

cluster of impurities; (ii) a cluster of disordered impurities can produce con-

siderably stronger scattering accompanied by enhanced and accelerated shock

wave, as compared to a regularly ordered cluster. It is also shown that the fi-

nal steady-state density distribution is formed as a residual perturbation left

after the shock front passage. In particular, a kink-like steady distribution

profile can be formed as a result of shock front stopping effect. The possi-

bility of the onset of solitary structures, reminiscent of precursor-solitons or
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avalanches, is shown.

Multi-component character of lattice gas entails the presence of additional

inter-particle correlations which are manifested most pronouncedly in the case

of significant difference in mobilities of components. In the fourth chapter,

the induced correlations in slow subsystem, caused and mediated by the

fast one, are considered. In the quasi-one-dimensional case and within the

adiabatic approximation it is shown, that in the slow subsystem the induced

negative long-time correlations appear which are similar to hydrodynamic

ones between colloidal particles in the one-dimensional channel.

Another limiting case of the two-component lattice gas, when one of the

components is fixed (immobile) and plays the role of the medium, allows to

model the diffusive transport in inhomogeneous medium. Based on such ap-

proach it was possible to show that density relaxation in strongly inhomoge-

neous medium can be accompanied by negative mass-transfer. It is demon-

strated that front of a package exhibits hopping-like motion while passing

through the regions where immobile component is present, that causes frag-

mentation and smearing slow-down of the package. It is shown that behavior

of mean-square displacement reflects only the averaged dynamics of the front

motion and corresponds to sub-diffusion regime.

The results of the work can be important when considering forma-

tion of dissipative structures in the impurity ensemble in strongly non-

equilibrium condensed matter. Qualitative correspondence of the properties

of non-equilibrium structures, obtained in the work, with that observed in

dusty/complex plasmas and colloidal suspensions, allows to exploit developed

approaches and models for rough description of such systems.

Key words : lattice gas model, blockade effect, induced dissipative inter-

action, shock wave, collective scattering, induced long-time negative correla-

tions, sub-diffusion.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Рух частинок-домiшок через середовище (рiди-

на, газ, тверде тiло чи iн.) призводить до його збурення, наприклад, збуре-

ння його густини, що може проявлятися у виглядi слiдiв (wake), залишених

домiшками. Аналогiчно, розсiяння потоку частинок середовища або пучка

на включеннях («важких» домiшках) супроводжується збуреннями поля,

яким описується середовище. В свою чергу, такi збурення-слiди, впливають

на iншi домiшки, iндукуючи нерiвноважнi кореляцiї чи ефективну взаємо-

дiю мiж ними (wake-mediated interaction) i, як наслiдок, призводять до їх

колективної поведiнки та органiзацiї нерiвноважних, зокрема, дисипатив-

них структур. В рiзних фiзичних системах збурення може проявлятися як

черенковське випромiнювання, утворення турбулентного слiду, вихорiв, ло-

кальних фазових перетворень, та є властивим як для класичних середовищ,

наприклад, в гiдродинамiцi [1–4], оптицi [5], твердому тiлi [6], феромагнi-

тних системах [7], рiдких кристалах, (запорошенiй) плазмi [8–10], колоїдних

суспензiях (активна/пасивна мiкро-реологiя [11, 12]), так i для квантових,

наприклад, для бозе-конденсату [13–16] чи квантової рiдини [17]. Характе-

ристики збурень, так само як i властивостi породженої ними ефективної

нерiвноважної взаємодiї, визначаються механiзмом енерговтрат в системi

домiшка-середовище та властивостями самого середовища: його нелiнiйнi-

стю (наприклад, ефект блокади в газi), типом мiжчастинкової взаємодiї,

наявнiстю дисипацiї.

Поведiнка ефективної нерiвноважної взаємодiї визначається, головним

чином, властивостями та структурою слiду i є чутливою до змiн його

форми, зокрема, до формування спiльного слiду двох домiшок та до не-

лiнiйних ефектiв у газi, таких як ефект блокади (локальне екранування
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потоку газу). Ключова властивiсть збурень-слiдiв — це їх велика протя-

жнiсть [7,17–24]: як в просторовому масштабi, так i довготривалiсть у часi,

що свiдчить про наявнiсть довгочасних кореляцiй в системi i характери-

зує пам’ять середовища про проходження домiшки. Це властиво, зокрема,

для дифузiйних слiдiв в середовищах з дисипацiєю. Довготривалi слiди

окремих домiшок зумовлюють, вiдповiдно, далекосяжну iндуковану диси-

пативну взаємодiю мiж домiшками. У випадку броунiвського середовища

такi сили мiж домiшками часто називають нерiвноважними силами збiдне-

ння (depletion force) чи ентропiйними силами [25–29]. Дiйсно, в рiвновазi

сили збiднення мають короткосяжний характер: їх характерний масштаб

вiдповiдає типовому радiусу мiжчастинкової взаємодiї в середовищi [30–33].

В протилежнiсть, для нерiвноважних сил збiднення, як просторовий мас-

штаб так i величина цих сил можуть суттєво зростати порiвняно з рiв-

новажною [32, 33] або пружною взаємодiєю через поле середовища. Друга

важлива властивiсть таких сил — це їх неньютонiв характер (формально,

порушення третього закону Ньютона) [8, 9, 25, 28, 34–38]. Останнє, як пра-

вило, зумовлено дисипативними властивостями середовища, наприклад, в

суто дисипативних (дифузiйних) системах, або ж просто пояснюється не-

симетричним характером слiдiв. Всi цi властивостi роблять такi системи

цiкавими як з точки зору наукових дослiджень так i в планi їх практи-

чних застосувань, нарiвнi з iншими вiдомими прикладами нерiвноважних

ефективних взаємодiй, такими як гiдродинамiчнi взаємодiї [39–41], нерiв-

новажнi флуктуацiйно iндукованi (Casimir-like) сили [42–44], нерiвноважнi

взаємодiї мiж домiшками в рiдких кристалах, iн.

Формування нерiвноважних структур та поведiнка опосередкованих ни-

ми ефективних взаємодiй є актуальною проблемою фiзики конденсованих

середовищ. Зокрема, в роботах кiлькох останнiх рокiв [8, 9, 34, 35, 37] було

передбачено, що така iндукована дисипативна взаємодiя може призводити

до органiзацiї нерiвноважних структур з ближнiм чи дальнiм порядком в
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ансамблях домiшок та до ефекту дисипативного спарювання мiж домiшка-

ми [45,46], обумовленого дифузiйними слiдами. Причому, саме неньютонiв

характер взаємодiї вiдповiдає за т. зв. дисипативний спiнодальний розпад

в бiнарних системах [34, 35] та обумовлює органiзацiю нових екзотичних

фаз, коли система домiшок починає поводити себе як активний плин [8].

В переважнiй бiльшостi робiт, якi прямо чи опосередковано стосуються

властивостей iндукованої дисипативної взаємодiї, розгляд обмежується або

наближенням лiнiйного вiдгуку, яке не дає коректного опису несиметричної

структури слiду, i як наслiдок нерiвноважної взаємодiї, або наближеннями

малої густини частинок середовища, коли можна знехтувати нелiнiйними

ефектами середовища (напр., мiжчастинкова взаємодiя в газi), чи малої

концентрацiї домiшок [47, 48], коли характер їх розподiлу в просторi (не-

регулярний/впорядкований) не проявляється. Однак, вiдомо, що наявнiсть

навiть найпростiшої короткосяжної мiжчастинкової взаємодiї типу жорс-

тких корiв призводить до цiлого ряду кiнетичних ефектiв [23, 24, 49–52],

зокрема, до ефектiв блокади, якi вiдповiдають, наприклад, за формування

дрейфiвних просторових структур [50], нерiвноважних структур [53,54] або

страт [55–57] в (запорошенiй) плазмi.

При розглядi як пружних так i нерiвноважних взаємодiй, iндукованих

збуреннями середовища, зазвичай, обмежуються розглядом двох частинок

або домiшок, наприклад, ефект дисипативного спарювання мiж трейсера-

ми в газi [45] або мiж колоїдними частинками в суспензiї [11, 12]. В той

же час, як добре вiдомо [58, 59], в ансамблi домiшок неможливо видiлити

взаємодiю мiж двома окремими домiшками без наявностi впливу iнших. Це

пов’язано з ефектом колективного розсiяння пучка або ансамблю, яке мо-

же значно перевищувати звичайний адитивний вклад в розсiяння окремих

домiшок, що в свою чергу може призводити до значного пiдсилення або

пригнiчення як амплiтуди розсiяння, загальної сили опору, так i до гiгант-

ських флуктуацiй локальної iндукованої нерiвноважної взаємодiї мiж сами-
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ми домiшками всерединi пучка, або їх ансамблю. Як приклад, це взаємодiя

пучка iонiв з мiшенню [60], колективне черенковське випромiнювання, ко-

лективне радiацiйне тертя, iнше. З цього приводу, значний iнтерес викликає

проблема пiдсилення колективного розсiяння в умовах сильної нелiнiйно-

стi мiшенi або середовища, коли колективне розсiяння визначається саме

наявнiстю нелiнiйностi середовища. Наприклад, коли ефект блокади при-

зводить до формування в газi поблизу кластера або пучка структур, якi

починають виконувати роль додаткових розсiювачiв.

Нелiнiйнi ефекти середовища, зокрема газу, такi як ефекти блокади

чи локалiзацiї частинок потоку (напр. дрейфiвнi просторовi структури

[50, 51, 61, 62] i т. п.), як вiдомо [63], слабо залежать вiд характеру мiж-

частинкового вiдштовхування i, як правило, спостерiгаються навiть в най-

простiшому наближеннi «твердих сфер». В той же час, властивостi довго-

тривалої пам’ятi та далекосяжної нерiвноважної взаємодiї мiж домiшками

характернi i для простих дифузiйних систем, особливо, неньютонiв хара-

ктер сил ефективної взаємодiї, який є притаманним саме дисипативним

(дифузiйним) системам [25, 28, 38].

Одна з основних цiлей роботи — вивчити роль короткосяжної мiжча-

стинкової взаємодiї в газi та її вплив, зокрема через ефект блокади, на

поведiнку далекосяжних нерiвноважних сил та кореляцiй мiж домiшками,

а також на властивостi нерiвноважних структур — довготривалих слiдiв i

колективного розсiяння.

У зв’язку з цим, в якостi основної моделi середовища, в данiй роботi

використовується найпростiша модель багатокомпонентного Ленґмюрового

ґраткового газу, який, з одного боку, являє собою суто дисипативну систе-

му i, в той же час, враховує сильне короткосяжне мiжчастинкове вiдштов-

хування, що може проявлятись як ефект блокади. Ця модель передбачає

активацiйний (стрибковий) механiзм транспорту i широко використовує-

ться для опису поверхневої мiграцiї адсорбованих атомiв [64,65], динамiки
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суперйонних провiдникiв [50] чи дифузiї в об’ємi твердого тiла [66].

В дисертацiйнiй роботi, в рамках даної моделi були продемонстрованi та

вивченi ряд ефектiв, що виникають при розсiяннi потоку газу на ансамблi

домiшок, обумовлених ефектом блокади. Зокрема, ефекти iнверсiї слiду,

перемикання знаку дисипативної взаємодiї мiж домiшками, її асимптоти-

чна поведiнка, ефекти пiдсилення та зупинки ударної хвилi, пiдсилення

колективного розсiяння, а також ефекти вiд’ємних кореляцiй, вiд’ємного

масоперенесення i стрибкоподiбного характеру субдифузiї в неоднорiдних

середовищах.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконувалась у вiддiлi теоретичної фiзики Iнституту фiзики НАН

України. Дослiдження, що складають змiст дисертацiї виконувались у рам-

ках наступних бюджетних тем. У 2010–2011 рр.: 1.4.1. ВЦ/138 «Нанофiзика

квантоворозмiрних та низьковимiрних структур, у тому числi на поверхнi

твердого тiла, в металоорганiчних, полiмерних та рiдкокристалiчних систе-

мах, молекулярна наноелектронiка» (№ держ. реєст. 0107U002165), 1.4.1.

В/133 «Оптичнi та транспортнi властивостi нелiнiйних i просторово обме-

жених систем» (№держ. реєст. 0107U002349); у 2012–2016 рр.: 1.4. В/161

«Явища переносу i дисипацiї в нелiнiйних та обмежених середовищах»

(№ держ. реєст. 0112U003150), 1.4. ВЦ/156 «Дослiдження конденсованих

систем на нанометровому рiвнi з метою з’ясування розмiрних фiзичних

ефектiв, розроблення фiзичних основ нових електронних i iонних техноло-

гiй» (№ держ. реєст. 0112U002509); у 2017–2018 рр.: 1.4. В/183 «Релакса-

цiйнi та розмiрнi явища в лiнiйних та нелiнiйних середовищах» (№ держ.

реєст. 0117U002613), 1.4. ВЦ/188 «Фундаментальнi процеси, що визнача-

ють властивостi новiтнiх фiзичних об’єктiв та матерiалiв для електронiки,

оптоелектронiки, фотонiки та спiнтронiки» (№ держ. реєст. 0117U002612).
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Мета i завдання дослiдження. Метою роботи було вивчити як

короткосяжне вiдштовхування мiж частинками броунiвського газу може

впливати на форму, структуру слiдiв та на характер iндукованої дисипа-

тивної взаємодiї, опосередкованої ними, зокрема, через ефекти типу блока-

ди. Завдання полягало в проведеннi аналiтичних та числових розрахункiв

у широкому дiапазонi значень параметрiв системи, виявленнi нових осо-

бливостей поведiнки, аномальних ефектiв, та встановлення їх механiзму.

Об’єктами дослiдження є нерiвноважнi структури (дифузiйнi слiди) в

газоподiбних середовищах, процес їх формування, iндукована дисипатив-

на взаємодiя, явище колективного розсiяння газу на випадково неоднорi-

дних структурах, ефект блокади, ударнi хвилi, система з термоактивова-

ним стрибковим транспортом.

Предметом дослiдження є: просторово-часовi характеристики та стру-

ктурнi особливостi дифузiйних слiдiв, вплив короткосяжної мiжчастинко-

вої взаємодiї (потенцiал з жорстким кором) на властивостi дифузiйних слi-

дiв та iндукованi дисипативнi сили мiж включеннями, роль нелiнiйних ефе-

ктiв в колективному розсiяннi потоку газу на неоднорiдностях та вплив

ступеню невпорядкованостi просторового розподiлу розсiювачiв на хара-

ктеристики процесу розсiяння.

Методи дослiдження. В роботi застосовувались як аналiтичнi ме-

тоди, так i методи числового моделювання. Для того, щоб показати прин-

ципову можливiсть ряду кiнетичних ефектiв, було використано класичну

модель Ленґмюрового ґраткового газу для двокомпонентної системи та її

граничний випадок — Лоренцiв газ. Для отримання характерних асимпто-

тик використовувався метод потенцiалу простого шару (метод вторинних

поверхневих джерел), iнтегральнi рiвняння, спецiальнi функцiї. Для чи-

слових розрахункiв в рамках наближення локальної рiвноваги використа-

но аналог методу скiнченних рiзниць. Для отримання часозалежної коре-
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ляцiйної функцiї швидкостей використовувались наближення однорiдного

кластера, адiабатне наближення (виключення швидкої змiнної), метод мо-

ментiв, теорiя збурень. При дослiдженнi ефектiв вiд’ємного масоперенесен-

ня використовувався числовий метод сiток для дифузiйних рiвнянь. Також

використовувались методи згладжування для нерегулярних залежностей,

генератор псевдовипадкових чисел, стандартнi базовi обчислювальнi про-

цедури.

Наукова новизна отриманих результатiв. В дисертацiйнiй роботi

отримано наступнi результати:

1. Продемонстровано ефект iнверсiї слiду вiд включення в потоцi газу з

короткосяжним мiжчастинковим вiдштовхуванням. На прикладi моделi

ґраткового Ленґмюрового газу показано, що при збiльшеннi концентра-

цiї частинок газу нелiнiйний ефект блокади призводить до перемикання

структури слiду, яка при цьому набуває нетипової форми з iнвертованим

профiлем розподiлу густини.

2. Показано безпосереднiй вплив блокади частинок газу на змiну знаку

ефективної взаємодiї мiж домiшками, яка iндукована розсiянням потоку

газу, в залежностi вiд концентрацiї газу.

3. Показано, що у випадку ансамблю малих, далеко рознесених включень,

дисипативна взаємодiя має форму iндукованої диполь-дипольної взає-

модiї, що описується анiзотропним екранованим потенцiалом типу ку-

лонiвського. Отриманi аналiтичнi вирази якiсно описують ефективну

взаємодiю мiж включеннями та пояснюють ефект її перемикання як

результат змiни напрямку анiзотропiї.

4. Показано, що нелiнiйний ефект блокади проявляється значно сильнi-

ше бiля близько розташованих включень, про що свiдчить додаткове

екранування потоку газу та формування вираженого кiнкового профi-

лю розподiлу густини.
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5. Встановлено, що поведiнка величини ефективної дисипативної взаємо-

дiї, в загальному випадку, не є монотонною в залежностi як вiд кон-

центрацiї газу так i вiд величини зовнiшнього поля. Показано, що цi

залежностi мають характернi пiки взаємодiї, якi вiдповiдають режи-

мам найбiльш ефективного формування спiльного збурення навколо пар

включень.

6. Показано ряд особливостей колективного розсiяння при наявностi нелi-

нiйного екранування потоку газу, зокрема ефекту блокади:

• розсiяння потоку газу суттєво пiдсилюється при гетерогеннiй фра-

гментацiї суцiльного включення на кластер домiшок;

• амплiтуда розсiяння на кластерi з випадково неоднорiдним розподi-

лом домiшок є значно бiльшою, порiвняно з впорядкованим розпо-

дiлом домiшок; при цьому також спостерiгається ефект пiдсилення

i прискорення ударної хвилi;

• в неадiабатному режимi, показано, що формування збурення газу з

профiлем типу доменної стiнки зумовлено ефектом зупинки ударної

хвилi;

• також показана наявнiсть генерацiї кластером солiтоноподiбних

структур типу лавин або передвiсника.

7. Продемонстровано наявнiсть iндукованих вiд’ємних довгочасових коре-

ляцiй мiж частинками повiльної пiдсистеми двокомпонентного ґратко-

вого газу.

8. Показано, що релаксацiя густини в сильнонеоднорiдному середовищi мо-

же супроводжуватись вiд’ємним масоперенесенням. При дифузiйному

розпливаннi пакета рух положення його фронту має стрибкоподiбний

характер, який описує стадiйне проходження через областi неоднорi-

дностi. Показано, що середньоквадратичне вiдхилення вiдображає лише

усереднену динамiку руху фронту i задовольняє режиму субдифузiї.
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Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теоре-

тичний характер. Ефекти iнверсiї слiду, перемикання дисипативної взає-

модiї та дисипативного спарювання, виявленi в роботi, можуть бути ви-

значальним фактором при формуваннi дисипативних структур в ансамблi

домiшок в сильнонерiвноважних конденсованих середовищах. Врахування

отриманих результатiв може сприяти виявленню нових важливих аспектiв

в задачах мiкро- та макрореологiї. Якiсне узгодження властивостей нерiв-

новажних структур, отриманих в роботi, зi структурами, що спостерiгаю-

ться в запорошенiй плазмi та колоїдних суспензiях, дозволяє використо-

вувати розвиненi пiдходи та моделi для наближеного опису таких систем.

Прямим застосуванням використаної моделi традицiйно є опис направленої

мiґрацiї адсорбованих атомiв по поверхнi твердого тiла (електромiґрацiя)

та нерiвноважної поведiнки суперйонних провiдникiв, тому цiкавим є пи-

тання можливостi експериментального спостереження виявлених ефектiв

в цих системах.

Особистий внесок здобувача. Результати, включенi до дисертацiй-

ної роботи, опублiкованi в рядi наукових робiт у спiвавторствi. В усiх робо-

тах дисертант приймав безпосередню участь в постановцi задачi, розробцi

методiв її розв’язку, обговореннi, проведеннi розрахункiв, їх iнтерпретацiї,

формулюваннi результатiв та написаннi статей. Всi результати чисельних

розрахункiв були отриманi автором.

При виконаннi роботи [49], здобувач звернув увагу на можливiсть ефе-

кту локального «вiд’ємного» масоперенесення, що супроводжує дифузiй-

ний транспорт в сильнонеоднорiдному середовищi, та виконав вiдповiднi

чисельнi розрахунки.

В роботi [67] здобувач виконав аналiтичнi розрахунки та отримав вираз

для кореляцiйної функцiї швидкостей.

В роботi [68] автору належать числовi розрахунки розподiлiв густини,
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на основi яких продемонстровано ефект iнверсiї слiду та перемикання його

асимптотик, а також порiвняння аналiтичних асимптотик з чисельними.

В роботi [69] здобувач, на основi числового моделювання динамi-

ки середнiх чисел заповнення, встановив можливiсть ефекту перемикан-

ня «притягання-вiдштовхування» iндукованої дисипативної взаємодiї мiж

двома включеннями, як результат iнверсiї слiдiв включень. Автором бу-

ло показано немонотонний характер дисипативної взаємодiї в залежностi

вiд рiвноважної концентрацiї газу i величини зовнiшнього поля, а також

запропоновано пояснення, що характернi пiки цих залежностей пов’язанi

з формуванням спiльного (колективного) збурення густини навколо пари

включень. Також автор отримав аналiтичнi вирази для збурення густини

та iндукованої дисипативної сили методом вторинних поверхневих джерел.

В роботi [70] ефект посиленого розсiяння на просторово обмежених,

випадково неоднорiдних кластерах домiшок було виявлено здобувачем на

основi власних чисельних розрахункiв. Можливiсть генерацiї кластером до-

мiшок одиноких солiтоноподiбних структур типу лавини також була пока-

зана автором.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Матерiали роботи було пред-

ставлено на наукових семiнарах вiддiлу теоретичної фiзики Iнституту фi-

зики НАН України, вiддiлiв синергетики та теорiї квантових процесiв у на-

носистемах Iнституту теоретичної фiзики iм. М. М. Боголюбова НАН Укра-

їни, 42-й пiдсумковiй науковiй конференцiї Iнституту фiзики НАН України

(2017 р.); окремi результати доповiдалися на мiжнародних конференцiях та

симпозiумах:

• 3rd International Conference on Quantum Electrodynamics and Sta-

tistical Physics (QEDSP2011), 29 August – 2 September 2011,

Kharkov, Ukraine

• 4th Conference on Statistical Physics: Modern Trends and Applica-
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tions, 3–6 July 2012, Lviv, Ukraine

• Bogolyubov Conference Problems of Theoretical Physics, 24–26 May

2016, BITP, Kyiv, Ukraine

• 30th Marian Smoluchowski Symposium on Statistical Physics, 3–8

September 2017, Kraków, Poland

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається iз анота-

цiї, вступу, чотирьох роздiлiв основної частини з 29 рисунками, виснов-

кiв, перелiку посилань зi 128 найменувань та двох додаткiв. Кожен роздiл

основної частини закiнчується висновками, у яких сформульованi основ-

нi результати, отриманi в роздiлi. Повний об’єм дисертацiї становить 154

сторiнки, перелiк посилань займає 14 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1

КОНЦЕНТРАЦIЙНА IНВЕРСIЯ СЛIДУ — «ХВIСТ ВПЕРЕД»

ТА РОЛЬ ЕФЕКТУ БЛОКАДИ В ГАЗI

1.1 Вступ

Коли швидкiсть пробної частинки мала, наприклад, менша швидкостi

звуку, i можна знехтувати гiдродинамiчними ефектами, слiд описується в

дифузiйному наближеннi [71]. Тут ми будемо цiкавитися дифузiйним слi-

дом вiд включення в броунiвському газi частинок за наявностi короткося-

жного вiдштовхування мiж ними.

Особливiстю дифузiйного слiду є його велика просторова i часова про-

тяжнiсть, яка характеризує пам’ять середовища про проходження включе-

ння [7,17–24]. Зазвичай, просторово-часове загасання збурення середовища

позаду включення чи пробної частинки має степеневий характер, що є ти-

повим для багатьох систем [4, 17, 24].

Збурення густини газу (слiд) визначає силу тертя або дисипативну силу,

що дiє на включення. У випадку двох i бiльше включень наявнiсть довгоча-

сного слiду, який вони залишають при русi, призводить до довгочасних ко-

реляцiй [39–41,67] та далекосяжної дисипативної взаємодiї мiж ними, котру

iнодi також називають нерiвноважною силою збiднення [11,12,25,29,45,72].

В свою чергу, ця взаємодiя вiдiграє ключову роль при формуваннi дисипа-

тивних структур.

Наявнiсть кореляцiй чи взаємодiї мiж частинками газу призводить до

цiлого ряду незвичних кiнетичних ефектiв, наприклад, дрейфiвнi просто-

ровi структури [50,51], вiд’ємна дифузiя [49,73,74], довгочаснi вiд’ємнi ко-

реляцiї [39, 41, 67]. Навiть за наявностi короткосяжних кореляцiй мiж ча-
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стинками, як наприклад в ґратковому газi, коли кожен вузол може бути

окупований лише одною частинкою, стохастична динамiка пробної частин-

ки демонструє просторово-часовий ефект пам’ятi [52], а за наявностi зов-

нiшнього поля вiдповiдає супердифузiйному режиму [23, 24].

В цьому роздiлi основну увагу буде придiлено особливостям структури

слiду, який виникає за розсiяння потоку газу на окремiй домiшцi та при на-

явностi короткосяжного вiдштовхування мiж частинками газу. Ми розгля-

немо формування компактних структур щiльного газу поблизу домiшки,

якi виникають за рахунок ефекту блокади i подiбнi до страт, що утворю-

ються поблизу войду в запорошенiй плазмi. Будуть розглянутi характернi

асимптотики слiду (загасання збурення густини в просторi), якi вдається

отримати в лiнiйному наближеннi. Також буде показано, використовуючи

метод вторинних поверхневих джерел, що можливо ввести поняття поля-

ризацiї домiшки або її iндукованого дипольного моменту, асоцiйованого з

несиметричним екранованим кулонiвським «потенцiалом», який взагалi є

непарною Ґрiновою функцiєю. Також ми покажемо можливiсть концентра-

цiйних перетворень слiду — його iнверсiї. Забiгаючи наперед, зазначимо, що

саме структура збурення густини (слiду) при розсiяннi буде визначати осо-

бливостi iндукованої потоком нерiвноважної взаємодiї мiж домiшками.

Для того щоб продемонструвати цi властивостi, обумовленi ефектом

блокади, скористаємось найпростiшою моделлю ґраткового газу з умовою

виключеного об’єму, коли вузол може бути окупований лише одною частин-

кою i, для простоти, розглянемо макроскопiчне включення (в загальному

випадку, проникне), розмiри якого набагато бiльшi сталої ґратки. Щоб опи-

сати нерухоме включення, що знаходиться в потоцi ґраткового газу (зумов-

леному дiєю зовнiшнього постiйного поля G) та послiдовно ввести «взає-

модiю» мiж ним та частинками газу, ми звернемось до моделi двокомпо-

нентного ґраткового газу. В граничному випадку, коли рухливiсть части-

нок одної з компонент спрямована до нуля i її можна вважати статичною,
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кiнетика швидкої компоненти описує дифузiю частинок в неоднорiдному

середовищi. Неоднорiднiсть визначається розподiлом статичної компонен-

ти, а характер взаємодiї частинок швидкої компоненти з неоднорiднiстю

описується редукованим змiшувальним потоком, див. [49] та пункт 4.2. В

такому наближеннi включення задається як локалiзований кластер стати-

чної компоненти.

Кiнетика ґраткового газу визначається випадковими стрибками части-

нок на сусiднi вiльнi вузли прямокутної ґратки. Змiна заселеностi i-го вузла

частинками сорту α за час ∆t, τ0 ≪ ∆t ≪ τl (τ0 — тривалiсть стрибка на

сусiднiй вузол, τl — час життя частинки на вузлi), описується стандартним

рiвнянням неперервностi (див., наприклад, [52, 64, 75]):

nαi (t+ ∆t)− nαi (t) =
∑

j

(
Jα
ji − Jα

ij

)
+ δJα

i . (1.1)

Тут nαi = 0, 1 — локальнi числа заповнення i-го вузла частинками сорту α,

Jα
ij = ναijn

α
i

(
1−

∑
β n

β
j

)
∆t— середня кiлькiсть стрибкiв частинок α з i-го

на сусiднiй j-й вузол за час ∆t, β(α) = 1, 2 — сорт частинок, а ναij = να є се-

редньою частотою цих стрибкiв. Доданок δJα
i =

∑
j(δJ

α
ji− δJα

ij) є ланжеве-

нiвським джерелом, що визначається флуктуацiями δJα
ji кiлькостi стрибкiв

мiж вузлами j та i за час ∆t [64, 75]. Цi флуктуацiї зумовленi швидкими,

порiвняно з часами ∆t, процесами, якими для простоти ми будемо нехту-

вати.

Якщо частота стрибкiв частинок одного сорту (n1) мала, ν1ij → 0, то

вiдповiдну компоненту газу (далi, n1 ≡ u) можна вважати статичною, а

її розподiл буде задавати неоднорiдностi середовища (домiшки, включен-

ня) для мобiльних частинок iншої компоненти (далi, n2 ≡ n). Для регу-

лярної ґратки за вiдсутностi зовнiшнiх полiв νji = ν = const. Наявнiсть

зовнiшнього рушiйного поля призводить до асиметрiї стрибкiв частинок.

Вважаючи механiзм стрибкiв активацiйним, а поле G— малим, частоту
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стрибкiв можна представити у виглядi νji ≈ ν[1 + (G, ri − rj)/(2kT )], або

ν± ≈ ν±δν, де ν+ позначає частоту стрибкiв вздовж поля, ν−— проти поля,

δν = νℓ|G|/(2kT ) (ℓ— стала ґратки) i припускається, що ℓ|G|/(2kT ) < 1.

Ми будемо використовувати наближення локальної рiвноваги [64,75,76],

яке в нашому випадку формально спiвпадає з наближенням середнього

поля [77]. Ввiвши часову похiдну [78], можна перейти вiд рiвняння (1.1) до

рiвняння на середнi числа заповнення вузлiв

∂t〈ni〉 =
∑

j

(〈Jji〉 − 〈Jij〉), 〈Jji〉 = νji〈nj〉(1− 〈nj〉 − ui), (1.2)

де 〈ni〉 = 〈n(ri)〉 ∈ [0, 1] описує середнi числа заповнення на вузлах ri, а

n0 ≡ n(|r| → ∞) — рiвноважна концентрацiя газу. Данi рiвняння ми будемо

використовувати для чисельних розрахункiв.

Для аналiтичних оцiнок ми будемо користуватися довгохвильовим на-

ближенням (див. [49–51, 61, 62]). В континуальному лiмiтi макроскопiчна

кiнетика мобiльної компоненти n описується рiвнянням1

ṅ = ∇2n−∇(u∇n− n∇u)− (g ·∇)[n(1− u− n)], (1.3)

де n(r, τ) та u(r) — середнi числа заповнення в точцi r, якi можуть набу-

вати значень в iнтервалi [0, 1], а g = ℓG/(2kT ). Тут введенi безрозмiрнi

координата r/ℓ→ r та час τ = νt.

Якщо друга компонента теж мобiльна, u = u(r, t), рiвняння на неї має

вигляд аналогiчний (1.3). В такому випадку доданок ∇(u∇n− n∇u) вiд-

повiдає за змiшування двох компонент газу, тобто за ефекти захоплення

(потоком одної компоненти iншої) та вiд’ємного масоперенесення. Нелiнiй-

ний дрейфовий доданок (g ·∇)[n(1− u− n)] вiдповiдає за ефект блокади.

1Зазначимо, що рiвняння виду (1.3), в тому числi їх узагальнення на дво- i багатокомпонентнi
системи, також виникають в задачах нелiнiйної крос-дифузiї [79], дифузiї реагентiв в моношарах на
поверхнi каталiзатора [80], а також слугують моделлю швидких йонних провiдникiв [50].
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Перевагою використання двокомпонентної моделi та її граничного ви-

падку з одною статичною компонентою є також те, що при описi включен-

ня/домiшки u(r) з рiзкою межею (та розмiру значно бiльшого сталої ґратки

ℓ), рiвняння (1.3) дозволяє адекватно ввести умови зшивки. При цьому, як

ми побачимо далi, на межi домiшки розриву зазнає не лише нормальна по-

хiдна густини газу, але й саме поле густини n(r). Крiм того, використання

двокомпонентної моделi дає змогу ввести середню (ефективну) проникнiсть

домiшки u(r) ∈ [0, 1] для частинок газу.

Однак, використовуванi наближення мають i ряд недолiкiв, так як во-

ни є досить грубими i не дозволяють врахувати цiлий ряд важливих аспе-

ктiв. Зокрема, нехтуючи флуктуацiями в газi, тобто доданком δJα
i в рiв-

няннi (1.1), ми не враховуємо флуктуацiйно iндукованi (Casimir-like) си-

ли [42, 44, 81–85], якi можуть бути суттєвими для ефекту спарювання при

малих вiдстанях мiж домiшками. При використаннi наближення локальної

рiвноваги втрачається iнформацiя про короткосяжнi кореляцiї в газi, такi

як «зворотнi кореляцiї» (див., наприклад, [45, 52]), якi повиннi виникати

бiля поверхонь включень (тобто поблизу iншої компоненти газу).

1.2 «Перемикання» форми профiлю (iнверсiя слiду)

Ми почнемо розгляд з досить неочiкуваного на наш погляд ефекту —

концентрацiйної iнверсiї форми слiду. Звично, слiд чи профiль збурення

концентрацiї газу при русi включення має характерну структуру — зi щiль-

ною локалiзованою областю газу перед включенням та протяжним збiдне-

ним хвостом позаду нього, що загасає згiдно степеневого закону. В ґратко-

вому газi слiд вiд пробної частинки загасає як |r|−2 ln |r| в тривимiрному

або як |r|−3/2 в двовимiрному випадку [18–22]. В наступному пунктi роздi-

лу буде показано, що слiд, породжений включенням в потоцi того ж ґра-

ткового газу, може бути розташований не як звично позаду включення, а
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перед ним. Точнiше, структура збурення може мати вигляд, що характери-

зується щiльною протяжною областю перед включенням та локалiзованою

областю збiднення позаду нього. Причому, поява такої iнверсної структури

«хвiст вперед» стає можливою коли рiвноважна концентрацiя газу стає ви-

щою критичної (1/2), тобто має мiсце концентрацiйне «перемикання» слiду.

Така незвична форма профiлю зумовлена ефектом блокади частинок ґра-

ткового газу перед включенням, що є можливим за наявностi потоку та

високої концентрацiї.

Розглянемо двовимiрний ґратковий газ зi статичним круглим (радiус

R ≫ ℓ) включенням, яке задане розподiлом «важкої» компоненти u(r),

Рис. 1.1. Стацiонарний розподiл концентрацiї мобiльних частинок ґратко-

Рис. 1.1. Приведенi двовимiрнi стацiонарнi розподiли концентрацiї (сере-
днiх чисел заповнення) частинок газу 〈n(xi, yi)〉 демонструють iнверсiю
структури слiду при збiльшеннi рiвноважної концентрацiї частинок газу
n0. Зовнiшнє поле |g| = 0.5 направлене вздовж OX, кругле непроникне
(ū = 1) включення з радiусом R = 7ℓ розташовано в центрi.
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вого газу при обтiканнi включення для рiзних значень рiвноважної концен-

трацiї n0 приведено на Рис. 1.1 та 1.2. Данi розподiли отриманi чисельно

для середнiх чисел заповнення вузлiв квадратної ґратки на основi рiвня-

ння (1.2). За низьких концентрацiй (n0 < 1/2) профiль має типову стру-

ктуру [24, 25] та характеризується наявнiстю протяжної збiдненої областi

за включенням (слiд) i локалiзованої щiльної областi перед ним, Рис. 1.1а.

У випадку високих концентрацiй (n0 > 1/2), профiль набуває нестандар-

тного вигляду зi щiльною протяжною областю газу перед включенням та

локалiзованою областю збiднення позаду нього, Рис. 1.2в.

Така поведiнка пов’язана з ефектом блокади частинок ґраткового га-

зу. Умова, що на вузлi може знаходитись лише одна частинка, еквiвален-

тна безмежно сильному вiдштовхуванню мiж частинками на одному вузлi.

Формування щiльної областi перед включенням пов’язане з гальмуванням

частинок. Мiжчастинкове вiдштовхування призводить до режиму блокади,

газ стає нестисним перед включенням, що фактично означає ефективне

зростання розмiрiв включення. При достатньо високiй концентрацiї газу,

частинки не будуть встигати виходити з зони блокади за рахунок лате-

ральної дифузiї i, як результат, ефективний розмiр включення зростатиме.

Iншими словами, буде зростати щiльна область перед включенням.

При рiвноважнiй концентрацiї газу n0 = 0.5 система демонструє си-

метричнi вiдносно включення протяжнi областi високої та низької густи-

ни частинок ґраткового газу, Рис. 1.1в та Рис. 1.2б. Як легко помiтити з

Рис. 1.1, при малих (n0 < 0.5) та при великих (n0 > 0.5) значеннях рiв-

новажної концентрацiї, областi блокади i розрiдження поблизу включення

зеркально симетричнi. Наявнiсть такої симетрiї (iнверсiї) легко показати,

використовуючи рiвняння (1.3), переписавши його у виглядi

ṅ = ∇ · (h∇n− n∇h− gnh), (1.4)
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Рис. 1.2. Стацiонарний розподiл концентрацiї (середнiх чисел заповнення)
частинок газу 〈n(xi, yi)〉 при рiзних значеннях рiвноважної концентрацiї
n0: (а) n0 = 0.2, (б ) n0 = 0.5, (в) n0 = 0.8. Зовнiшнє поле |g| = 0.5
направлене вздовж OX, непроникне включення (ū = 1) з радiусом R = 7
сталих ґратки розташовано в центрi. На всiх рисунках сiрий колiр фону
вiдповiдає рiвноважнiй концентрацiї газу n0.
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де h = 1−n−u описує концентрацiю вакансiй, тобто пустих вузлiв. Рiвня-

ння (1.4) є iнварiантним вiдносно замiни n ↔ h, g ↔ −g. Це означає, що

(1.4) можна записати як

ḣ = ∇ · (n∇h− h∇n+ gnh). (1.5)

Рiвняння (1.4) описує кiнетику частинок ґраткового газу з рiвноважною

концентрацiєю n0 за наявностi зовнiшнього поля g, в той час як рiвняння

(1.5) вiдповiдає кiнетицi вакансiй з рiвноважною концентрацiєю h0 = 1−n0
в протилежно направленому рушiйному полi −g. Якщо слiд вiд включен-

ня в потоцi частинок газу характеризується областю розрiдження позаду

нього, то слiд в потоцi вакансiй характеризується областю розрiдження ва-

кансiй, тобто щiльною областю частинок газу позаду включення (вiдносно

напрямку потоку вакансiй).

Таке концентрацiйне «обернення» слiду має мiсце для довiльного роз-

подiлу домiшок. В нашому випадку центрально симетричного включення,

збуренню густини газу δn(x, y;n0), що виникає при значеннi концентра-

цiї n0, завжди вiдповiдає iнверсний профiль збурення δn(x, y; 1 − n0) при

значеннi 1− n0:
δn(x, y; 1− n0) = −δn(−x, y;n0). (1.6)

Тут поле g направлене вздовж вiсi OX. В окремому випадку, при n0 = 1/2,

профiль збурення густини має симетричний вигляд, як на Рис. 1.2(б).

Для розподiлу u(r) iз зеркальною симетрiєю вздовж напрямку поля

r‖ ‖ g, тобто u(r‖) = u(−r‖), кожен профiль розподiлу густини δn(r, n0) =

n(r, n0)−n0 при заданiй концентрацiї n0 можна отримати шляхом перетво-

рення iнверсiї профiлю δn(r, 1−n0) при концентрацiї 1−n0, що виражається

спiввiдношенням

δn(r‖ + r⊥; 1− n0) = −δn(−r‖ + r⊥;n0), (1.7)
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r‖ та r⊥— це поздовжня та поперечна компоненти r, по вiдношенню до

зовнiшнього поля g.

Iншими словами, при збiльшеннi концентрацiї вiдбувається iнверсiя слi-

ду вiд розрiдженого довгого хвоста позаду включення (за малої концен-

трацiї газу), до «щiльного довгого хвоста» перед включенням (при великiй

концентрацiї частинок газу (малiй концентрацiї вакансiй).

1.3 Метод вторинних поверхневих джерел: «поляризацiя»

домiшки, асоцiйована з несиметричним (анiзотропним)

екранованим кулонiвським «потенцiалом»

Симетрiя рiвняння (1.3) дозволила нам якiсно пояснити iнверсiю слi-

ду, отриману чисельно для ґраткового газу в наближеннi середнього поля,

Рис. 1.2. Тут ми розглянемо асимптотичну поведiнку збурення густини га-

зу на великiй вiдстанi вiд включення, використовуючи лiнiйне наближення

для дрейфового потоку в рiвняннi (1.3). Дане наближення дозволяє, хоч

i досить грубо, пояснити концентрацiйне перемикання слiду як неперерв-

ний перехiд мiж рiзними асимптотичними режимами. Скорочення областi

збiднення позаду частинки при збiльшеннi концентрацiї n0 вiдповiдає пере-

ходу вiд степеневої асимптотичної поведiнки, яка описує протяжний слiд,

Рис. 1.2а, до експоненцiйної, що характеризує локалiзацiю областi розрi-

дження, Рис. 1.2в. В той же час, асимптотика поведiнки областi пiдвищеної

густини перед включенням зазнає переходу вiд експоненцiйного до степе-

невого режиму.

Щоб це показати, скористаємось довгохвильовим наближенням (1.3) i

розглянемо стацiонарну задачу:

∇[(1− u)∇n+ n∇u]− (g ·∇)[n(1− u− n)] = 0, (1.8)
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де розподiл u(r) задає включення, а n(r) описує розподiл густини газу.

Далi нам буде зручно перейти до нової функцiї

ψ(r) =
n(r)

1− u(r)
, (1.9)

рiвняння для якої має вигляд:

∇ · {ε [∇ψ − ψ (1− ψ) g]} = 0, (1.10)

де ε = ε(r) = [1− u(r)]2 i вважається, що u(r) 6= 1.

Звернемо увагу на деякi особливостi рiвняння (1.10) порiвняно з рiвня-

нням (1.8). По-перше, за вiдсутностi зовнiшнього поля, рiвноважний розпо-

дiл ψ є однорiдним та спiвпадає з рiвноважною концентрацiєю газу, ψ(r) =

ψ0 = n0 = const, в той час як рiвноважний розподiл n(r) = n0[1−u(r)]. По-

друге, при розглядi включення з рiзкою межею, рiвняння (1.10) допускає

розв’язок у класi неперервних функцiй, в той час як для рiвняння (1.8) як

розподiл n(r) так i його нормальна похiдна зазнає стрибка на межi вклю-

чення. Ми будемо розглядати включення у виглядi обмеженого у просторi,

однорiдного, в загальному випадку проникного, кластера з середньою кон-

центрацiєю u0:

u = u(r) =




ū, |r| 6 R,

0, |r| > R,
(1.11)

де R— радiус включення.

Нелiнiйний доданок в (1.10) описує дрейфовий потiк, що вiдповiдає за

режим блокади частинок газу. Цей нелiнiйний ефект є суттєвим поблизу

включення. На великих вiдстанях вiд включення розподiл ψ(r) повинен

мало вiдрiзнятись вiд рiвноважного ψ0 = n0. Останнє дозволяє представи-

ти розв’язок ψ(r) ≈ ψ0 + δψ(r) як мале вiдхилення δψ(r) вiд рiвноважного

розподiлу ψ0. Тут ми скористаємося цим наближенням, щоб якiсно описа-
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ти асимптотичну поведiнку розподiлу густини газу далеко вiд включення,

розумiючи, що наближення лiнiйного дрейфового потоку призводить до

невiрних результатiв поблизу самого включення. Зазначимо, що це лiнiйне

наближення працює тим краще, чим менший розмiр включення. При збiль-

шеннi розмiру включення посилюється накопичення частинок газу перед

ним, тобто посилюється ефект блокади.

Лiнеаризуючи рiвняння (1.10), нехтуючи доданком з δψ2, приходимо до

рiвняння

∇ ·
[
∇δψ±(r)− 2qδψ±(r)−Q

]
= 0. (1.12)

Тут Q = n0(1 − n0)g i q = (1/2 − n0)g, а саме рiвняння описує збурення

густини газу всерединi (δψ−) та ззовнi включення (δψ+) вiдносно його ста-

цiонарного розподiлу ψ0. Рiвняння (1.12) доповненi умовами зшивки для

δψ± на межi включення S:

δψ+ = δψ−, ε+
[(

∂(δψ)

∂n

)+
(r)− 2qnδψ

+(r)−Qn

]
=

= ε−
[(

∂(δψ)

∂n

)−
(r)− 2qnδψ

−(r)−Qn

]
, (1.13)

де ε+ = 1, ε− = (1− ū)2, Qn = Q · nr, qn = q · nr, а nr позначає зовнiшню

нормаль в точцi r ∈ S. Зазначимо, що зовнi включення ψ+(r) ≡ n(r) i

ψ+(r →∞)→ n0.

Розпочнемо з розгляду окремого випадку половинного заповнення

(n0 = 1/2), для якого вдається виписати розв’язок (1.12) в явному ви-

глядi. В цьому випадку другий доданок в (1.12) зникає (q = 0), а задача

формально зводиться до стандартної електростатичної задачi про дiеле-

ктричну частинку в постiйному полi Q = g/4:

∇ ·
[
∇δψ±(r)−Q

]
= 0. (1.14)
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Розподiл густини δψ(r) є аналогiчним до розподiлу електростатичного по-

тенцiалу, що характеризує розсiяне поле, i в двовимiрному випадку має

вигляд:

ψ±(r, ϑ) =
1

2
− λ|g|

4

(
R

r

)±1
cosϑ, (1.15)

де функцiя

λ(ū) =
1− (1− ū)2

1 + (1− ū)2
(1.16)

враховує залежнiсть амплiтуди збурення вiд «прозоростi» включення (06

λ61), а ϑ— кут мiж векторами g та r.

Як видно з (1.15), при рiвноважнiй концентрацiї газу n0 = 1/2 фор-

ма слiду вiдрiзняється вiд звичної. Область пiдвищеної густини газу перед

включенням i область розрiдження позаду нього симетричнi, а їх профiль

має степеневу асимптотику: δψ(r, 0) = −δψ(r, π) ∼ r−1. Даний резуль-

тат узгоджується з чисельними результатами, отриманими для ґраткового

газу в наближеннi середнього поля (локальної рiвноваги на вузлi), див.

Рис. 1.2б, i пояснює як протяжний характер так i симетрiю хвоста «впе-

ред/назад» у випадку напiвзаповненого середовища.

В загальному випадку, коли n0 6= 1/2, наближення лiнiйного дрейфо-

вого потоку, рiвняння (1.12), дозволяє якiсно описати концентрацiйне пе-

ремикання асимптотик, а також асиметрiю збурення густини газу перед та

за включенням, Рис. 1.2а та 1.2в. Рiвняння (1.12) можна спростити, пред-

ставивши розв’язок у виглядi

δψ(r) = ϕ(r)eq·r, (1.17)

де функцiя ϕ(r) всерединi та зовнi включення задовольняє рiвняння Гельм-

гольца

(∇2 − q2)ϕ±(r) = 0 (1.18)
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та умови зшивки на поверхнi включення S:

ϕ+ = ϕ−, ε+

[(
∂ϕ

∂n

)+

(r)− qnϕ+(r)

]
− (1.19)

− ε−
[(

∂ϕ

∂n

)−
(r)− qnϕ−(r)

]
= Qn(ε+ − ε−)e−qr.

Далi зручно перейти вiд рiвнянь (1.18) та (1.19) до iнтегрального рiвняння,

користуючись методом вторинних поверхневих джерел [86–88]. Для цього

представимо розв’язок рiвняння (1.18) у виглядi потенцiалу простого шару:

ϕ(r) =

∫

S

G0(|r− r′|)µ(r′)dr′, (1.20)

де G0(|r − r′|) — функцiя Грiна для (1.18), яка визначається екранованим

кулонiвським потенцiалом

G0 =
e−q|r|

|r| , або K0(q|r|) (1.21)

у три- та двовимiрному випадках, вiдповiдно, а µ(r′) — це iндукована густи-

на на поверхнi включення S, iнтегральне рiвняння для якої визначається

умовами зшивки (1.19) i в компактному виглядi може бути записане як

(λ− 1)µ(r) + 2λ

[(
∂ϕ

∂n

)+

(r)− qn(r)ϕ(r)

]
= 2λQn(r)e−q·r, (1.22)

де r ∈ S, ϕ(r) визначається виразом (1.35), а λ— виразом (1.16). При ви-

веденнi (1.22) ми скористались теоремою про стрибок нормальної похiдної

потенцiалу простого шару [86]:

(
∂ϕ

∂n

)±
(r) = ∓1

2
µ(r) +

∂ϕ

∂n
(r). (1.23)
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Представлення розв’язку ϕ(r) у виглядi (1.35) дозволяє робити якiснi су-

дження про асимптотичну поведiнку розподiлу ψ(r) на вiддалi вiд вклю-

чення. Обмежившись розглядом двовимiрного випадку та кругової форми

включення з радiусом R, розподiл ψ(r) = n0 + δψ(r) з врахуванням (1.17)

та (1.35) можна записати як

ψ(r) = n0 +
1

2π
eq·r

∫

S

K0(q|r− r′|)µ(r′)dr′. (1.24)

Тут 1
2πK0(q|r − r′|) — модифiкована функцiя Бесселя, яка є двовимiрною

функцiєю Грiна рiвняння (1.18). В полярнiй системi координат, врахову-

ючи симетрiю задачi, поверхневу густину можна представити у виглядi

розкладу

µ(ϑ) =

∞∑

n=0

Cn cosnϑ, (1.25)

де ϑ— кут мiж r та напрямком зовнiшнього поля g, а Cn — константи роз-

кладу.

Коефiцiєнти Cn або αn = In(z)Cn визначаються з iнтегрального рiвнян-

ня (1.22). В полярнiй системi координат, пов’язанiй з центром включення,

воно має вигляд

(λ− 1)µ(ϑ) +
λR

π

[
∂

∂r

∣∣∣∣
r→R+0

− qβ cosϑ

] π∫

−π

K0(qr, qR, ϑ− ϑ′)µ(ϑ′)dϑ′ =

= 2λ|Q| cosϑe−βqR cosϑ. (1.26)

Розв’язок µ(ϑ) рiвняння (1.26) представимо у виглядi (1.25), а для ядра рiв-

няння скористаємось теоремою додавання для функцiй Бесселя [89], пред-

ставивши його у виглядi:

K0

(√
(qR)2 + (qr)2 − 2Rrq2 cos(ϑ− ϑ′)

)
=
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=

∞∑

n=0

(2− δn,0)In(qR)Kn(qr) cosn(ϑ− ϑ′) (1.27)

при r > R (з наступним взяттям лiмiту r → R + 0. В правiй частинi

використовується розклад [89]:

e−βqR cosϑ =

∞∑

n=0

(−β)n (2− δn,0)In(qR) cosnϑ. (1.28)

Виховуючи матричнi елементи, з рiвняння (1.26) отримаємо систему лiнiй-

них рiвнянь

(1 + δn,0)
[
(λ− 1)I−1n (z) + 2λzK ′n(z)

]
αn − λβz[(1 + δn,0)Kn+1(z)αn+1 +

+(1− δn,0 + δn,1)Kn−1(z)αn−1] = 4|Q|λ(−β)n−1I ′n(z), (1.29)

де z = qR, αn = In(z)Cn, In(z) и Kn(z) — модифiкованi функцiї Бесселя, а

штрих позначає похiдну за аргументом z. Параметр β = (1/2− n0)/|1/2−
n0| набуває значень +1 та −1 при рiвноважних концентрацiях n0 < 1/2 та

n0 > 1/2, вiдповiдно.

Використовуючи розклад (1.25) i теорему додавання для функцiй Бессе-

ля [89], розподiл концентрацiї (1.24) зовнi включення, ψ+(r) ≡ n(r), можна

представити у виглядi

n(r, ϑ) = n0 + eβqr cosϑR

∞∑

n=0

αnKn(qr) cosnϑ. (1.30)

На вiддалi вiд включення, коли qr ≫ 1, можна скористатись асимпто-

тичним розкладом для функцiй Бесселя [89]

Kn(qr) ≃
√

π

2qr
e−qr

(
1 +

4n2 − 1

8qr
+ · · ·

)
, (1.31)



44

з врахуванням якого, вираз (1.30) набуде вигляду

n(r, ϑ) ≃ n0+e
−qr(1−β cosϑ)

√
π

2
R
∑

n=0

αn

[
(qr)−

1

2 +
4n2 − 1

8
(qr)−

3

2 + · · ·
]

cosnϑ.

(1.32)

З виразу (1.32) безпосередньо випливає, що за перемикання асимптотик

при змiнi рiвноважної концентрацiї n0 вiдповiдає експоненцiйний множник.

При значеннi n0 < 1/2 (β = 1), позаду включення (ϑ = 0) показник експо-

ненти занулюється i характерна поведiнка визначається степеневою асим-

птотикою, в той час як перед включенням (ϑ = π) поведiнка буде експонен-

цiйною, тобто при низькiй рiвноважнiй концентрацiї газу форма профiлю

вiдповiдає стандартнiй. Якщо ж n0 > 1/2 (β = −1), профiль збурення

буде характеризуватиcь експоненцiйно коротким «хвостом» позаду вклю-

чення i протяжним «хвостом вперед» перед включенням з характерною

степеневою асимптотикою. Таким чином, iнверсiя хвоста «вперед/назад»,

яка була проiлюстрована чисельно, Рис. 1.2, супроводжується «перемика-

нням» асимптотичних режимiв: при збiльшеннi рiвноважної густини сере-

довища характерна асимптотична поведiнка профiлю позаду включення

перемикається неперервним чином зi степеневої на експоненцiйну, а перед

включенням — у зворотному порядку. Амплiтуда профiлю збурення в (1.32)

задовольняє очевидним вимогам n(r, ϑ = 0) < n0 та n(r, ϑ = π) > n0, що

вiдображає наявнiсть розрiдженої областi за включенням i вiдносно бiльш

щiльної перед ним, у вiдповiдностi до напрямку поля. За змiну знаку дру-

гого доданку в (1.32) вiдповiдає множник cosnϑ.

У тривимiрному випадку, розподiл n(r) = n0 + δn(r) для одинокого

включення можна представити у виглядi

n(r) = n0 + eqr
∫

S

e−q|r−r
′|

4π|r− r′|µ(r′) dr′. (1.33)
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На далеких вiдстанях вiд включення, коли |r| ≫ R, можна легко видiлити

головну асимптотику збурення густини газу δn, iндукованого зовнiшнiм

полем q = (1/2− n0)g:

δn(r) ≈ eqr−q|r|

|r| Ĩ(r, µ), (1.34)

Ĩ(r, µ) вiдповiдає за залежнiсть знаку δn вiд напрямку r та мiстить степе-

неву залежнiсть вiд |r|.
Таким чином, адаптуючи метод вторинних поверхневих джерел до даної

задачi, тобто використовуючи представлення виду

δn(r) =

∫

S

G(r− r′)µ(r′)dr′, (1.35)

де

G(r− r′) =
e−q|r−r

′|+q·(r−r′)

4π|r− r′| (1.36)

у тривимiрному випадку та

G(r− r′) =
1

2π
eq·(r−r

′)K0(q|r− r′|) (1.37)

у двовимiрному, вдається врахувати наступнi важливi моменти:

• функцiя Ґрiна G є несиметричним, екранованим, кулонiвським по-

тенцiалом, що дозволяє правильно описати несиметричну форму

збурення (слiд);

• це також дозволяє аналiтично пояснити iнверсiю слiду, при збiль-

шеннi рiвноважної концентрацiї n0;

• метод потенцiалу простого шару (метод вторинних джерел на по-

верхнi включення) дозволяє ввести поняття поляризацiї включення,

тобто iндукованого «заряду» на його поверхнi, сумарна величина

якого є вiдмiнною вiд нуля.
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Дiйсно, можна отримати простий аналiтичний вираз для збурення гу-

стини на великих вiдстанях вiд малої домiшки, використовуючи якiсний

пiдхiд, описаний в Додатку А. Збурення вiд точкового включення

δn(r) ∼
(
Ω · ∇r

)
G(r) (1.38)

має дипольний характер з несиметричним «потенцiалом»

G(r) =
1

4π

e−q|r|+qr

|r| , або G(r) =
1

2π
eqrK0(q|r|) (1.39)

у три- та двовимiрному випадках, вiдповiдно, а Ω формально вiдiграє роль

iндукованого (потоком) дипольного моменту частинки з тiєю особливiстю,

що повний iндукований «заряд» є вiдмiнним вiд нуля. Сам Ω, в нашо-

му випадку, асоцiйований не зi звичайним кулонiвським потенцiалом, а з

несиметричною функцiєю Ґрiна (1.39) — «несиметричним екранованим ку-

лонiвським потенцiалом». Назва «потенцiал» стосовно (1.39) є не зовсiм

коректною в силу його несиметричностi, але ми будемо використовувати

цей термiн в загальному розумiннi теорiї потенцiалу простого шару. Також

слiд зауважити, що анiзотропний потенцiал взаємодiї вводився формально

для опису неньютонiвського характеру сил при наявностi потоку в запоро-

шенiй плазмi, див. наприклад [90], в той час як в нашому випадку такий

потенцiал послiдовно отримано.

Для того щоб показати наскiльки добре працює лiнiйне наближення,

порiвняємо аналiтичнi асимптотики з результатом чисельних розрахун-

кiв для середнiх чисел заповнення на вузлах з урахуванням нелiнiйностi.

Обмежимось простим граничним випадком λ → 1 (що вiдповiдає майже

непроникному включенню з u0 → 1) та двома членами розкладу (1.25),

ρ(ϑ) ≈ C0 +C1 cosϑ. В цьому випадку система (1.29) суттєво спрощується i

вирахування коефiцiєнтiв α0 та α1 теж. В цих наближеннях профiль перед



47

Рис. 1.3. Поведiнка профiлю δn(x; y = 0). Суцiльна лiнiя вiдповiдає чи-
сельному розв’язку (наближення середнього поля), а штрихова́ — асимпто-
тичному розв’язку (довгохвильове наближення) при n0 = 0.1, |g| = 0.5
та R = 0.5; нахил прямих на внутрiшньому графiку вiдповiдає показнику
асимптотики −3/2 при x≫ 1.

(ϑ = π) i за включенням (ϑ = 0), наприклад, для випадку n0 < 1/2 (β = 1),

можна записати у виглядi

n(r, ϑ = 0) ≃ n0 − A
{
K1(z)I2(z)(qr)

− 1

2 +

[
1

2z
+

3

8
K1(z)I2(z)

]
(qr)−

3

2

}
,

(1.40)

n(r, ϑ = π) ≃ n0 + Ae−2qr
{[

2

z
+K1(z)I2(z)

]
(qr)−

1

2 +

+

[
1

4z
+

3

8
K1(z)I2(z)

]
(qr)−

3

2

}
, A =

√
2πn0(1− n0)|g|R
zK1(z)K2(z)

. (1.41)

З (1.40) та (1.41) безпосередньо випливає, що змiна знаку амплiтуди збу-

рення густини δn вiдповiдає напрямку зовнiшньої сили, тобто область збi-

днення виникає позаду включення, див. Рис. 1.3. В граничному випадку

малого радiусу включення, z ≪ 1, асимптотика збiдненої областi позаду
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нього (слiду) поводить себе як2 ∼ −√πn0(1−n0)|g|qR2(2qr)−3/2 i непогано

узгоджується з чисельними результатами для домiшки з характерним роз-

мiром порядку сталої ґратки ℓ (див. Рис. 1.3). Зазначимо, що цi асимптоти-

ки мають сенс лише на великих вiдстанях вiд домiшки. Водночас, близько

до поверхнi домiшки домiнують нелiнiйнi ефекти i лiнiйне наближення вже

погано узгоджується поблизу навiть малої частинки, див. Рис. 1.3. Цi нелi-

нiйнi ефекти, типу ефекту блокади, будуть розглянутi в наступному пунктi

на основi чисельних розрахункiв для середнiх чисел заповнення вузлiв ґра-

тки.

1.4 Нелiнiйний ефект блокади поблизу поверхнi великого

включення

Тут буде коротко обговорено нелiнiйнi ефекти, зумовленi блокадою

частинок газу, на основi числових стацiонарних розв’язкiв двовимiрного

рiвняння (1.2) (наближення локальної рiвноваги). Для вiдносно великого

включення з розмiром значно бiльшим сталої ґратки, екранування пото-

ку газу поблизу поверхнi включення призводить до росту його ефективної

поверхнi. Як результат, перед включенням формується компактна щiльна

область, Рис. 1.4а, 1.4б, та 1.4в. На Рис. 1.4а показано, що поведiнка δn

поблизу поверхнi включення має вигляд сходинки при n0 < 1/2. Така по-

ведiнка збурення густини δn є досить очiкуваною, оскiльки загальний тип

рiвняння (3.1) допускає розв’язки типу доменної стiнки (кiнка), наприклад,

для однокомпонентного ґраткового газу, u ≡ 0. При наближеннi концен-

трацiї газу n0 до значення 1/2, компактна щiльна область росте (одночасно,

її границя дещо розмивається), див. Рис. 1.4в, доти поки не сформується

однорiдно загасаючий розподiл. Далi, при n0 > 1/2, перед включенням

2Зауважимо, що отримана нами асимптотика, ∼ r−3/2, також спiвпадає з асимптотикою загасання
слiду далеко позаду домiшки яка рухається в ґратковому газi, що була представлена в роботi [19].
Однак, в останньому випадку концентрацiйного перемикання слiду не спостерiгається [19, 24].
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Рис. 1.4. Стацiонарнi слiди (чисельний розрахунок) з кiнковими профi-
лями δn(x, y = 0), якi описують каверни а) перед та б ) позаду вклю-
чення; n0 = 0.3 для а) та n0 = 0.7 для б ). в) Профiлi концентрацiї
n(x, y = 0;n0) для декiлькох значень n0: область блокади перед включен-
ням росте, коли n0 прямує до 1/2; коли ж значення n0 перевищує половин-
не заповнення, профiль слiду стає iнвертованим. г) Розподiл концентрацiї
δn(x, y) = n(x, y) − n0 при n0 = 0.38. Тут, |g| = 0.5, ū = 1, a = 7 (в
одиницях ℓ), i просторовi координати також приведенi в одиницях ℓ.
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Рис. 1.5. Адаптовано з роботи [55]. Спостереження формування компа-
ктних структур в запорошенiй плазмi в умовах мiкро-гравiтацiї [53, 55]
при iнжекцiї пилинок меншого розмiру в напрямку областi розташування
войду, вже сформованого пилинками бiльшого розмiру. Формування ком-
пактної щiльної структури поблизу межi войду показано на стадiї майже
стацiонарного режиму [54], пор. з Рис. 1.4г.

Рис. 1.6. Адаптовано з робiт (a) [91] та (b) [92]. (a) Спостереження
формування компактних структур в запорошенiй плазмi в умовах мiкро-
гравiтацiї. (b) Формування компактної щiльної структури поблизу вклю-
чення в потоцi частинок запорошеної плазми.

профiль трансформується в iнвертований дифузiйний слiд у виглядi про-

тяжної щiльної областi, Рис. 1.4в, в той час як позаду включення формує-

ться локалiзована збiднена область (типу каверни) з iнвертованим кiнковим

профiлем, Рис. 1.4б.

Зазначимо, що аналогiчнi компактнi структури виникають в запоро-

шенiй плазмi [53–55]. Вони формуються потоком менших порошинок перед

войдом, сформованим великими порошинами, Рис. 1.5(див. також Рис. 1.6a

та b). Крiм того, ця щiльна область може набувати впорядкованої стру-

ктури типу кристалу, що обумовлено мiжчастинковою взаємодiєю пилинок
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Рис. 1.7. Кiнковий концентрацiйний профiль n(xi, yi), що сформувався пе-
ред двома близько розташованими включеннями при n0 = 0.3. Вiдстань
мiж центрами включень становить 4ℓ, решта параметрiв системи — такi ж
як на Рис. 1.4.

через потенцiал Юкави [53, 55]. В нашiй моделi розглядалось мiнiмальне

мiжчастинкове вiдштовхування типу жорстких корiв, що не дає можливо-

стi отримати подiбнi впорядкованi структури, проте їх формування є очiку-

ваним, якщо врахувати взаємодiю принаймнi на сусiднiх вузлах, оскiльки

в рiвноважному випадку (принаймнi в двовимiрному) такi структури ти-

пу рiдини чи кристалу є вiдомими, наприклад, впорядкований c(2×2) стан

частинок ґраткового газу з сильним вiдштовхуванням мiж найближчими

сусiдами [93]. Також, отриманi в цьому пунктi структури з характерною

рiзкою границею (кiнк) якiсно узгоджуються с формуванням страт в пла-

змi [56, 57] та запорошенiй плазмi [55]. Зауважимо, що для запорошеної

плазми характернi ефекти прояву обмеженої стисностi (finite compressibi-

lity) потоку, див. [10], яка врахована в нашiй моделi ґраткового газу за

рахунок обмеження виключеного об’єму.

Додамо, що подiбний нелiнiйний ефект (формування компактної обла-

стi з рiзкою границею, «страт») виникає також для близько розташованих



52

включень, коли їхнi iндивiдуальнi «шуби» збурення густини перекриваю-

ться. Перекриття призводить до додаткового екранування потоку газу i до

формування спiльної нелiнiйної «шуби» збурення навколо них з кiнковим

профiлем збурення густини, Рис. 1.7, принаймнi у двовимiрному випадку.

Зазначимо, що формування спiльної «шуби» може свiдчити про ефективне

спарювання мiж включеннями (при n0 > 1/2), тобто формування стабiль-

ного зв’язаного дублету [45].

1.5 Висновки

Використовуючи модель ґраткового газу, в даному роздiлi показано,

що за наявностi короткосяжних мiжчастинкових кореляцiй в газi дифузiй-

ний слiд (збурення густини), породжений рухомим включенням, i слiд, що

виникає при обтiканнi нерухомого включення потоком газу, можуть прин-

ципово вiдрiзнятися.

В першому випадку, коли включення або трейсер рухається в газi пiд

дiєю зовнiшнього рушiйного поля, слiд має звичну, типову структуру (див.

[11, 29, 45]): локалiзована область пiдвищеної густини газу перед включен-

ням та протяжний збiднений частинками хвiст позаду нього. Така структу-

ра слiду слабо залежить вiд рiвноважної концентрацiї газу [19, 24] i збуре-

ння середовища, що характеризує довготривалу пам’ять про проходження

включення, направлене назад, у виглядi хвоста збiднення.

В другому випадку, коли «важке» включення знаходиться в потоцi га-

зу (зумовленому зовнiшнiм рушiйним полем), в системi спостерiгається

концентрацiйне перемикання. За низьких рiвноважних концентрацiй га-

зу (n0 < 0.5) слiд має звичну структуру, з протяжним хвостом збiднення

позаду включення. За високих концентрацiй (n0 > 0.5) вiдбувається iн-

версiя слiду, який тепер характеризується протяжною областю пiдвищеної

густини газу перед включенням i локалiзованою областю збiднення позаду
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нього. Iншими словами, основне збурення середовища направлене вперед.

Таке перемикання зумовлене ефектом блокади потоку частинок газу, що

пов’язаний з короткосяжним вiдштовхуванням (на одному вузлi) мiж ча-

стинками.

Перемикання слiду, отримане чисельно для ґраткового газу в набли-

женнi середнього поля (пункт 1.2) характеризується перемиканням режи-

мiв асимптотичної поведiнки профiлю далеко вiд включення. Останнє бу-

ло продемонстровано, використовуючи довгохвильове наближення (1.10) та

наближення лiнiйного потоку (1.12). Данi наближення дозволяють якiсно

описати перемикання як неперервний перехiд вiд степеневого характеру за-

гасання збурення густини газу, що характеризує протяжну частину слiду,

до експоненцiйного, що характеризує локалiзовану область, «скорочення»

слiду при змiнi концентрацiї. Крiм цього, метод потенцiалу простого ша-

ру, або метод вторинних джерел на поверхнi включення, дозволяє ввести

поняття «поляризацiї» включення, повний iндукований «заряд» якого не

зберiгається.

Лiнiйне наближення добре описує асимптотичну поведiнку слiду у ви-

падку малих розмiрiв включення i непогано узгоджується з чисельними

розрахунками, Рис. 1.3, а також спiвпадає з результатами, отриманими

для асимптотики слiду, створюваного трейсером, що рухається в ґратково-

му газi [19]. У випадку великого розмiру включення, лiнiйне наближення

дає лише якiсне узгодження i є незастосовним поблизу самого включення.

Останнє пов’язано з посиленням режиму блокади частинок газу i домiну-

ванням нелiнiйного доданку в рiвняннi (1.10).

Основнi результати роздiлу опублiкованi в працi [68].
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РОЗДIЛ 2

IНДУКОВАНА ДИСИПАТИВНА ВЗАЄМОДIЯ

2.1 Вступ

В цьому роздiлi ми розглянемо поведiнку дисипативної взаємодiї мiж

включеннями iндуковану їх слiдами (wake-mediated interaction) в нелiнiй-

ному середовищi — в броунiвському газi з короткосяжним мiжчастинковим

вiдштовхуванням. В цьому випадку, дисипативну взаємодiю мiж включе-

ннями також часто називають нерiвноважною взаємодiєю збiднення (non-

equilibrium depletion interaction) або ентропiйною взаємодiєю [25, 28, 29]).

В рiвновазi, сили збiднення мають короткосяжний характер: характер-

ний масштаб сил вiдповiдає характерному радiусу взаємодiї мiж частин-

ками середовища [30, 31]. Цi сили виникають мiж близько розташованими

включеннями (в нашому випадку, на вiддалi порядку сталої ґратки), коли

концентрацiя частинок газу мiж включеннями стає меншою нiж навколо

них, внаслiдок скiнченного радiусу взаємодiї для частинок газу. Як ре-

зультат, тиск частинок середовища на поверхнi включень зовнi буде силь-

нiшим нiж в областi мiж включеннями, звiдки частинки газу витiсняються

(напр., неоднорiдний осмотичний тиск колоїдної суспензiї на пару вклю-

чень, див. [94]). Зауважимо, що рiвноважнi сили збiднення визначаються

тим же корелятором, що i флуктуацiйно iндукованi (казимироподiбнi) си-

ли [84, 85], i пов’язанi з формфактором газу, який визначає ближнiй поря-

док.

У протилежнiсть, нерiвноважнi сили мiж домiшками можуть демон-

струвати далекосяжну поведiнку, обумовлену тривалими дифузiйними слi-

дами породженими рухом домiшок [25, 27]. Крiм того, як ми бачили в по-
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передньому роздiлi, в нерiвноважному випадку може виникати екрануван-

ня потоку газу мiж включеннями — запирання потоку (clogging) зумовлене

ефектом блокади, що може призводити до суттєвого пiдсилення ефективної

взаємодiї мiж ними, порiвняно з рiвноважним випадком.

Слiд вiдзначити, що така ефективна взаємодiя часто має незвичнi

властивостi, наприклад, вона може порушувати третiй закон Ньютона

[9,25,28,38]. Неньютонiвський характер нерiвноважних сил збiднення було

показано для випадку низьких концентрацiй газу [25], коли мiжчастинко-

вою взаємодiєю можна знехтувати.

В загальному, iндукована дисипативна взаємодiя визначається, голов-

ним чином, структурою слiдiв домiшок i повинна бути чутливою до змiн

форми слiдiв, зокрема, до формування спiльного слiду пари домiшок та до

нелiнiйних ефектiв в газi, таких як ефект блокади — локальне екранування

потоку газу. Збiльшення концентрацiї газу призводить до посилення ролi

взаємодiї мiж частинками газу. Як було показано в попередньому роздiлi,

це призводить до iстотних змiн форми слiду вiд домiшки в потоцi — iнверсiї

слiду.

Далi ми проаналiзуємо поведiнку дисипативних сил, що дiють мiж

включеннями в залежностi вiд вiдстанi мiж ними, їх взаємної просторо-

вої орiєнтацiї, величини зовнiшнього поля, яке iндукує потiк, та вiд рiвно-

важної концентрацiї газу. Ми покажемо що для далеко рознесених малих

домiшок, коли нелiнiйнi ефекти менш суттєвi, дисипативнi сили мiж ними

вiдносяться до типу iндукованої диполь-дипольної (в загальному випадку,

мультипольної) взаємодiї, що асоцiйована з анiзотропним несиметричним

кулонiвським потенцiалом. На вiдмiну вiд звичайної диполь-дипольної вза-

ємодiї, дана описує взаємодiю мiж iндукованими несиметричними «диполь-

ними моментами» домiшок, тобто мiж «диполями» з вiдмiнним вiд ну-

ля повним iндукованим «зарядом». Ми також покажемо, що формування

спiльного чи колективного слiду вiд включень пiдсилює ефективну диси-
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пативну взаємодiю мiж ними i суттєво залежить вiд величини зовнiшнього

поля, концентрацiї газу та взаємного розташування включень. На основi

залежностей дисипативних сил вiд рiвноважної концентрацiї буде пока-

зано ефект перемикання (змiни знаку) ефективної взаємодiї, зумовлений

iнверсiєю слiду, розглянутою в попередньому роздiлi.

Слiд зазначити, що в рамках використовуваної моделi iснує проблема

введення сили, це питання буде обговорено в наступному пунктi.

2.2 Зауваження щодо введення сили в нерiвноважному

стацiонарному станi

Спочатку розглянемо точкове включення (домiшку) — нерухому ча-

стинку, що заселяє вузол ґратки Rj i має заданий потенцiал взаємодiї

U(ri − Rj) з частинками ґраткового газу на вузлах ri. Тодi гамiльтонi-

ан ґраткового газу при наявностi домiшок (Лоренцiв газ) запишеться як

H = H0 + Hint, де H0 — гамiльтонiан вiльного ґраткового газу (без домi-

шок), а Hint =
∑

ij niU(ri −Rj) описує взаємодiю мiж частинками газу та

домiшками, ni = 0, 1 — числа заповнення вузла ri.

В рiвновазi, повна сила, що дiє на j-у домiшку може бути записана як

(див. [28])

f
eq

j =

〈
− δ

δRj
Hint

〉
=
∑

{n}

(
− δ

δRj
Hint

)
ρ({n}) (2.1)

=
∑

i

〈ni〉
δ

δri
U(ri −Rj), (2.2)

де ρ({n}) — рiвноважна функцiя розподiлу (або статистичний оператор в

матричному представленнi [64]) реалiзацiї заданої конфiгурацiї {n} чисел

заповнення

ρ({n}, 0) = Z−1 exp(−H{n}/kT ). (2.3)
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Z =
∑
{n} exp(−H{n}/kT ), 〈ni〉— середнi числа заповнення вузлiв ri, якi

описують рiвноважний розподiл частинок газу.

Силу f
eq

j , вирази (2.1) або (2.2), можна виразити в термiнах вiльної

енергiї F = −kT lnZ як

f
eq

j = − δ

δRj
F. (2.4)

Дане спiввiдношення часто використовується для означення рiвноважних

сил збiднення (depletion force) [32, 33].

В нерiвноважному випадку, iснують рiзнi пiдходи до введення дисипа-

тивної сили або взаємодiї мiж включеннями (домiшками) через середовище,

представлене броунiвським газом. Взагалi кажучи, цi пiдходи не еквiвален-

тнi один одному i можуть давати рiзнi результати, див. [28].

В данiй роботi, будемо використовувати пiдхiд, що базується на вира-

зi (2.1) з нерiвноважним статистичним оператором ρt({n}) (див. [28])

f
neq

j =
∑

{n}

(
−δHint

δRj

)
ρt({n}) =

∑

i

〈ni〉t
δ

δri
U(ri −Rj), (2.5)

де ρt({n}) задовольняє основне рiвняння для стрибкового процесу, див. [42],

а 〈ni〉t =
∑
{n} niρt({n}) — концентрацiя нерiвноважного газу. Також iснує

iнший пiдхiд, який полягає в узагальненнi (2.4) на нерiвноважний випадок

шляхом введення ефективного нерiвноважного потенцiалу або нерiвнова-

жної вiльної енергiї газу [28, 42, 50, 95, 96]. Як було показано в роботi [28],

цi два означення нерiвноважної сили не є еквiвалентними. Представлення

(2.5) для сили, яка дiє на включення з боку частинок газу, є подiбним до

гiдродинамiчного означення сили, яке використовувалось, зокрема, в ро-

ботi [25] для опису нерiвноважних сил збiднення мiж включеннями в газi

без мiжчастинкової взаємодiї. Далi, будемо використовувати представлен-

ня (2.5) для опису нерiвноважних сил збiднення, що дiють мiж включен-

нями i опосередкованi збуреннями газу.
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В континуальнiй границi i в наближеннi середнього поля, fneq

j набуває

вигляду

f
neq

j = −
∫
U(r−Rj)∇rn(r, t) dr, (2.6)

де n(r, t) = 〈n(r)〉t.
Якщо включення є кластером, сформованим частинками iншої (важкої)

компоненти, потенцiал U(r) описує розподiл концентрацiї цiєї компоненти i

n(r, t) задовольняє рiвняння (1.3), отримане в довгохвильовому наближен-

нi.

В подальшому, щоб видiлити внесок збурення δn(r, t), iндукованого по-

током газу (або зовнiшнiм полем g), з повної сили (2.6), ми розглянемо

величину

fj = −
∫
U(r−Rj)∇rδn(r, t) dr, (2.7)

де δn(r, t) = n(r, t)− n0(r), а n0(r) — рiвноважна (середня в системi) кон-

центрацiя газу.

У випадку включення з рiзкою межею, fj набуває звичного вигляду

fj = −
∫

Sj

n(r)δn(r) dr, (2.8)

де Sj — це поверхня j-го включення, а n(r) — зовнiшня нормаль до неї в

точцi r.

Далi, нас будуть цiкавити сили в нерiвноважному стацiонарному ста-

нi, тобто в границi t → ∞. В наступних роздiлах буде використовуватись

лiнеаризоване рiвняння (1.3), з метою описати асимптотичну поведiнку не-

рiвноважних сил збiднення та ефект перемикання взаємодiї для вiддалених

включень.
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2.3 Змiна знаку дисипативної взаємодiї при iнверсiї слiду

Покажемо, що перемикання знаку дисипативної взаємодiї мiж вклю-

ченнями при зростаннi концентрацiї газу n0 є прямим наслiдком симетрiї

рiвняння (1.3). Щоб продемонструвати цю властивiсть, розглянемо конкре-

тний випадок двох включень, розташованих перпендикулярно до потоку

газу, див. Рис. 2.1.

Для простоти, два включення з центрами в точках R1 = (0, y0) i R2 =

(0,−y0) представленi гладкими розподiлами з компактним носiєм uj(r) =

u(r − Rj). В цьому випадку сила, яку чинить збурення газу δn(r) на j-

те включення, записується як fj =
∫
δn∇ujdr. Щоб показати можливiсть

змiни знаку сили, достатньо розглядати лише y-компоненту сили f y
j (n0),

що дiє на включення при концентрацiї газу n0. Враховуючи спiввiдношення

(1.7), можна отримати

f y
j (n0) =

∫
δn(r;n0)∂yuj(r) dr = −f y

j (1− n0). (2.9)

В окремому випадку напiвзаповненого середовища (n0 = 1/2) маємо

f y
j (1/2) = −f y

j (1/2) ≡ 0, тобто ефективна взаємодiя мiж включеннями

зникає.

2.4 Iндукована дисипативна взаємодiя мiж двома

середньовiддаленими великими включеннями

В цьому пунктi ми розглянемо як взаємодiя мiж частинками газу i не-

лiнiйне екранування потоку впливає на поведiнку дисипативних сил, якi

дiють мiж включеннями. Для вiдносно великих включень i достатньо вели-

кої концентрацiї n0, потiк газу генерує щiльну область перед включенням,

так як частинки газу не встигають залишати цю зону за рахунок латераль-

ної дифузiї. Така сильне нагромадження частинок газу локально посилює
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роль їх взаємодiї, тому щiльна область перед включенням повинна рости.

Аналогiчна поведiнки виникає для близько розташованих включень, коли

їх iндивiдуальнi «шуби» збурення густини перекриваються, що призводить

до формування спiльної «шуби» навколо них та до додаткового екранува-

ння потоку газу. Останнє означає, що властивостi дисипативної взаємодiї

мiж близько розташованими включеннями визначаються нелiнiйним ефе-

ктом блокади, за яких вiдповiдає доданок ∼ n2 в рiвняннi (3.1). Цi нелiнiй-

нi ефекти будуть розглянутi чисельно на основi рiвняння (1.2), нехтуючи

флуктуацiями в газi.

Далi, на основi числових розрахункiв, розглянемо iндукованi дисипа-

тивнi сили мiж двома включеннями для двох випадкiв їх взаємного розта-

шування — вздовж потоку газу i перпендикулярно до нього. Будемо вико-

ристовувати рiвняння (1.2) (наближення локальної рiвноваги на вузлi), яке

враховує нелiнiйний ефект блокади для частинок газу. Повна сила, що дiє

на задане включення, складається з частини, яка пов’язана з «iндивiдуаль-

ною» силою тертя на одиноке включення, i частини, пов’язаної з впливом

iншого включення. Щоб видiлити вклад взаємного впливу включень з пов-

ної дисипативної сили, ми розглянемо величину [25]

fij = fi − f 0
i =

∫
[δn(r,Ri,Rj)− δn(r,Ri)]∇ui(r) dr, (2.10)

де fi — повна сила, що дiє на i-те включення при наявностi j-го, f 0
i — iнди-

вiдуальна сила тертя.

Випадок перпендикулярного розташування пари включень. На Рис. 2.1

приведено розподiли концентрацiї газу, якi iлюструють iнверсiю колектив-

ного слiду: перехiд вiд типової структури слiду (а) при n0 < 0.5 (компактна

щiльна область перед включеннями i довгий хвiст, збiднений частинками

газу, позаду) до нестандартної структури (в) при n0 > 0.5 (протяжна щiль-

на область перед включенням та локалiзована збiднена область позаду).
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В попередньому роздiлi було показано, що iз симетрiї вакансiя-

частинка випливає, що дисипативнi сили, якi дiють мiж включеннями,

мають бути парними функцiями вiд 1/2−n0, тобто f y
12(n0) = −f y

21(1−n0).
Це означає, що при збiльшеннi концентрацiї газу iнверсiя слiду повинна

спричинити перемикання ефективної дисипативної взаємодiї з ефективно-

Рис. 2.1. Поперечна орiєнтацiя включень. Стацiонарний розподiл концен-
трацiї (середнiх чисел заповнення) частинок газу 〈n(xi, yi)〉 навколо вклю-
чень, отриманий методом числового розрахунку для середнiх чисел запов-
нення (1.2), двовимiрний випадок. Приведенi розподiли вiдповiдають таким
значенням рiвноважної концентрацiї газу: n0 = 0.2 (а), 0.5 (б ), and 0.8 (в).
Данi розподiли iлюструють три рiзнi режими дисипативної взаємодiї: а —
ефективне вiдштовхування (f y

12 > 0, f y
21 < 0, |f y

21| = |f y
12|), б — взаємодiя

вiдсутня (f y
21 = f y

12 = 0), в — ефективне притягання (f y
21 > f y

12). Зовнiшнє
поле g (|g| = 0.5) направлене вздовж OX; непроникнi (ū = 1) круглi вклю-
чення мають радiус a = 7 (в одиницях ℓ); вiдстань мiж центрами включень
дорiвнює 4a. Сiрий колiр тла на поданих розподiлах вiдповiдає рiвноважнiй
концентрацiї газу n0, згiдно колiрної смуги над кожним рисунком. Просто-
ровi координати наведенi в одиницях ℓ.
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Рис. 2.2. Перпендикулярне розташування. Залежностi y-компонент диси-
пативних сил f12 та f21 вiд рiвноважної концентрацiї газу n0. Для порiв-
няння, приведено декiлька залежностей для рiзних значень зовнiшнього
рушiйного поля |g| = 0.3; 0.4; 0.5. Решта параметрiв системи такi ж як на-
веденi в пiдписi до Рис. 2.1, сили приведенi в одиницях kT/ℓ (ℓ— стала
ґратки).

го вiдштовхування на притягання (або навпаки), Рис. 2.1. Така властивiсть

дiйсно пiдтверджується чисельними розрахунками, Рис. 2.2. Крiм того, ди-

сипативнi сили мiж включеннями демонструють немонотонну залежнiсть

вiд n0 з двома виразними пiками, при n0 < 1/2 та n0 > 1/2. Цi пiковi пiдси-

лення дисипативної взаємодiї пов’язанi з формуванням спiльного збурення

(колективного слiду) навколо двох включень. Iз симетрiї даної просторової

конфiгурацiї випливає, що y-компоненти сил з якими два включення дiють

одне на iнше є рiвними i протилежними, f y
12 = −f y

21. При малих значен-

нях рiвноважної концентрацiї (n0 < 1/2), Рис. 2.1а, дисипативна взаємодiя

має характер вiдштовхування мiж включеннями, f y
21 < 0 i f y

12 > 0, див.

Рис. 2.2. Якiсно, це ефективне вiдштовхування просто пояснюється пере-

криттям iндивiдуальних збурень густини двох включень, яке призводить
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до формування мiж включеннями щiльної областi газу, що вiдiграє роль

вiдштовхувального бар’єру, див. Рис. 2.1а. У протилежнiсть, при n0 > 1/2,

перекриття iндивiдуальних збурень густини навколо включень призводить

до формування перед включеннями протяжної щiльної зони, яка блокує

потiк газу, так що область мiж включеннями стає збiдненою. Як видно з

Рис. 2.2, такий колективний ефект блокади частинок газу на двох включе-

ннях призводить до ефективного притягання мiж ними при великiй кон-

центрацiї газу, f y
21 > 0 i f y

12 < 0. Зауважимо, з Рис. 2.2 також видно, що

ефективна взаємодiя мiж включеннями (f y
ij) є ньютонiвською i може бути

описана за допомогою ефективного потенцiалу.

У випадку n0 = 1/2 ефективна взаємодiя мiж включеннями зникає,

f y
12 = f y

21 = 0, незалежно вiд вiдстанi мiж ними. Дисипативна взаємодiя

також природно зникає в границi «пустого» середовища n0 → 0 i у випадку

середовища повнiстю заповненого частинками n0 → 1.

Поздовжня конфiгурацiя. (Рис. 2.3). При малiй концентрацiї (n0 < 1/2),

має мiсце типова для броунiвських систем ситуацiя: включення, потра-

пляючи в слiд, створений iншим включенням, ефективно притягується до

нього, оскiльки сила тертя в збiдненiй частинками газу областi є мен-

шою [25, 29]. Такий випадок ефективної взаємодiї часто називають wake-

mediated [8,72]. Як видно з Рис. 2.4б, друге включення практично не впли-

ває на перше, fx
12 ≈ 0. В протилежнiсть цьому, при великих концентрацiях

(n0 > 1/2), друге включення не вiдчуває впливу першого, fx
21 ≈ 0, в той час

як перше потрапляє пiд дiю щiльної областi газу, що утворилась перед дру-

гим включенням як результат ефекту блокади. У випадку n0 = 1/2, ефе-

ктивна взаємодiя мiж включеннями набуває строго анти-ньютонового хара-

ктеру, fx
12 = fx

21 6= 0, див. Рис. 2.4б. В режимi блокади, при високiй концен-

трацiї газу (n0 > 0.5), друге включення «штовхає» перше назустрiч потоку,

тим самим зменшуючи величину повної сили тертя fx
1 , яка дiє на перше

включення, Рис. 2.4а. Зауважимо, що в протилежнiсть до просторової кон-
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фiгурацiї з поперечним розташуванням включень, сила на i-те включення,

яку чинить k-те, не є непарною функцiєю вiд 1/2−n0, fx
ij(n0) 6= −fx

ij(1−n0),
тобто ефективна взаємодiя мiж включеннями має явно виражений ненью-

тонiвський характер (Рис. 2.4б ) i, як наслiдок, не може бути представ-

лена через ефективний потенцiал (парну функцiю). Однак, перемикання

Рис. 2.3. Поздовжня орiєнтацiя. Стацiонарний розподiл концентрацiї (се-
реднi числа заповнення) 〈n(xi, yi)〉 частинок газу навколо включень, роз-
рахованi чисельно на основi рiвняння (1.2), для значень рiвноважної кон-
центрацiї n0 = 0.2 (а), 0.5 (б ) i 0.8 (в). Приведенi розподiли iлюструють
три рiзних режими дисипативної взаємодiї, див. Рис. 2.4: (а) ефективне
притягання (|fx

21| > |fx
12|), (б ) анти-ньютонiвська взаємодiя (fx

21 = fx
12), (в)

ефективне вiдштовхування (|fx
21| < |fx

12|). Зовнiшнє поле g (|g| = 0.5) на-
правлене вздовж OX; непроникнi (ū = 1) круглi включення мають радiуси
a = 7 (в одиницях ℓ), їх положення позначенi чорними кiльцями; вiдстань
мiж центрами включень становить 10a. Сiрий колiр тла вiдповiдає рiвно-
важнiй концентрацiї газу n0 (для кожного розподiлу) згiдно колiрної смуги
вгорi; просторовi координати наведено в одиницях ℓ.
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Рис. 2.4. Поздовжнє розташування включень. Концентрацiйна залежнiсть
повних сил fx

1 (n0) i fx
2 (n0), якi дiють на кожне включення (а), та сил fx

12(n0)
i fx

21(n0), якi дiють мiж включеннями (б ), для трьох значень зовнiшнього
поля |g| = 0.3, 0.4, 0.5. Решта параметрiв системи такi ж як на Рис. 2.3;
сили приведенi в одиницях kT/ℓ.

ефективної дисипативної взаємодiї мiж включеннями з притягання на вiд-

штовхування вiдбувається: fx
12(n0)− fx

21(n0) = −[fx
12(1− n0)− fx

21(1− n0)].
Останнiй вираз дає бiльш загальний вигляд умови перемикання взаємодiї

при iнверсiї слiду.

Описану вище поведiнку сил (Рис. 2.4) можна якiсно пояснити викори-

стовуючи результати наближення лiнiйного потоку. Наприклад, для точко-

вих включень при n0 < 1/2, сили fx
12 та fx

21, див. вираз (2.15), визначаються
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потенцiалами ∝ exp(−2qr12)/
√
r12 та ∝ 1/

√
r21, вiдповiдно (див. асимпто-

тичний вираз (А.15) в Додатку А], вiдтак |fx
12| ≪ |fx

21|. Крiм цього, метод

потенцiалу простого шару дає вiрнi головнi асимптотики fx
12 ∼ |r12|−3/2 при

великих значеннях |r12|, якi добре узгоджуються з результатами числових

розрахункiв для загальної нелiнiйної задачi (1.2), див. пункт 2.5.

Слiд зауважити, що для достатньо близько розташованих включень не-

лiнiйне притягання мiж ними може бути визначальним фактором дисипа-

тивного спарювання, коли навколо пари включень формується спiльне збу-

рення (на кшталт спiльної нелiнiйної «поляризацiйної шуби» густини [53]).

Подiбний за своєю природою ефект було отримано ранiше в роботi [24] для

випадку двох iндикаторних частинок (tracers), що рухаються направлено

пiд дiєю зовнiшнього рушiйного поля. Дiйсно, при великiй концентрацiї

газу (n0 > 1/2) збiдненi на частинки каверни, якi формуються навколо

кожного включення (див. Рис. 2.1в чи 2.3в), можуть обумовлювати специ-

фiчну поведiнку дисипативних сил в залежностi вiд вiдстанi мiж включе-

ннями. Зокрема, асимптотична поведiнка ефективної взаємодiї мiж двома

включеннями в безпосереднiй близькостi зазнає рiзкої змiни, як це показано

в пунктi 2.5 (див. рисунки), що може бути ознакою ефекту дисипативного

спарювання.

Залежнiсть величини дисипативної взаємодiї мiж включеннями вiд

величини зовнiшнього рушiйного поля g виявляється не монотонною,

Рис. 2.5. Характерний пiк взаємодiї вiдповiдає тим значенням величини

зовнiшнього поля при яких найбiльш виражене формування спiльного збу-

рення навколо пари включень. Таку поведiнку можна якiсно пояснити змi-

нами форми збурень густини, наприклад, для випадку малої концентрацiї

газу, 0 < n0 < 1/2 (Рис. 2.5а). В цьому випадку ефективне вiдштовхуван-

ня мiж включеннями зникає в границi слабкого зовнiшнього поля, оскiльки

«повiльний» потiк збiдненого газу не створює суттєвих збурень густини i,

вiдповiдно, не спричиняє wake-mediated взаємодiї. Характерний пiк вза-
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ємодiї вiдповiдає величинi зовнiшнього поля за якої формується спiльне

(колективне) збурення густини (див. схематичнi iлюстрацiї на Рис. 2.5а):

в цьому режимi профiль розподiлу густини забезпечує найбiльш проду-

ктивний взаємний вплив мiж включеннями через їх ефективну дисипатив-

Рис. 2.5. Дисипативнi сили (а) f y
12 (для поперечної конфiгурацiї) та (б ) fx

21

(для поздовжньої) як функцiї величини зовнiшнього поля g для кiлькох
значень концентрацiї газу: n0 = 0.1; 0.2; 0.3. Розмiри включень та вiдстанi
мiж ними вiдповiдають тим, якi приведенi на Рис. 2.1 та 2.3; значення сил
приведенi в одиницях kT/ℓ. Для поперечної конфiгурацiї наведено схемати-
чнi iлюстрацiї того як трансформується спiльне збурення густини навколо
пари включень.
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ну взаємодiю. Сильне зовнiшнє поле зменшує латеральний розмiр збурень

навколо кожного включення, але збiльшує їх поздовжню протяжнiсть, так

що в цiлому збурення витягуються вздовж напрямку потоку. В результатi,

перекриття iндивiдуальних збурень вiд кожного з включень зменшується i

їх взаємний вплив зникає. Iншими словами, достатньо сильний дрейфовий

потiк редукує спiльне (колективне) збурення. Аналогiчне якiсне обґрун-

тування є справедливим i для випадку ефективного притягання при по-

здовжнiй орiєнтацiї включень. Зауважимо також, що положення пiкiв змi-

щуються (а їх амплiтуда зростає) в сторону сильнiшого зовнiшнього поля

при зменшеннi концентрацiї газу для випадку поздовжнього розташування

включень (Рис. 2.5б ), в той час як для поперечного розташування ситуацiя

прямо протилежна (Рис. 2.5а). Таким чином, найбiльш вигiднi умови для

органiзацiї спiльного збурення визначаються як концентрацiєю частинок

газу n0 так i величиною зовнiшнього поля g.

Величину розрахованих сил можна легко оцiнити, наприклад, для ви-

падку атомiв, адсорбованих на поверхнi твердого тiла. Вiзьмемо сталу ґра-

тки ℓ = 3 Å, тодi при кiмнатнiй температурi отримаємо характерну величи-

ну дисипативної сили близько 5–10 пН (див. Рис. 2.4б ), а повна сили тертя

має величину приблизно на порядок бiльшу (див. Рис. 2.4а). Зауважимо,

що вiдношення мiж характерними значеннями сили тертя i дисипативної

сили має таку ж величину як i у випадку пробних колоїдних частинок, що

рухаються через колоїдну суспензiю в тривимiрному випадку [11,12]. Крiм

цього, як видно з Рис. 2.4а, при концентрацiях близьких до n0 = 1/2 сили,

що дiють на кожне включення, практично рiвнi за величиною, тобто диси-

пативна взаємодiя мiж включеннями набуває анти-ньютонового характеру,

fx
12 = fx

21, див. Рис. 2.4б. Слiд зазначити, що аналогiчна поведiнка виникає

для двох пробних частинок, що рухаються по прямiй одна за одною че-

рез колоїдну суспензiю: на обидвi пробнi частинки можуть дiяти однаковi

за величиною сили, як це спостерiгалося в недавньому експериментi [12]
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при ефективнiй концентрацiї суспензiї 0.41. Однак, в останньому випад-

ку ефект був зумовлений гiдродинамiчними взаємодiями мiж частинками

середовища.

В окремому випадку вiдносно малих i досить далеко рознесених вклю-

чень взаємодiю мiж частинками газу можна врахувати в лiнiйному набли-

женнi (пункт 1.3). Це наближення дозволяє отримати аналiтичнi вирази

для асимптотичної поведiнки як збурень густини на великих вiдстанях вiд

включень, так i дисипативної взаємодiї мiж ними. Цей випадок розглянуто

в наступному пiдпунктi.

2.5 Мультипольний характер дисипативної взаємодiї,

асоцiйований з несиметричним екранованим

«потенцiалом»

Тут нас буде цiкавити асимптотична поведiка iндукованої дисипативної

взаємодiї мiж далеко рознесеними домiшками, коли можна знехтувати не-

лiнiйними ефектами. Як i в пунктi 1.3, будемо розглядати нерiвноважний

стацiонарний стан, поклавши ∂τn = 0 у рiвняннi (3.1):

∇2n− U∇2n+ n∇2U − (g ·∇)n(1− n− U) = 0, (2.11)

де включення заданi розподiлом U «важкої» компоненти газу. На великiй

вiдстанi вiд включення (розмiр якого порiвнянний зi сталою ґратки) збу-

рення густини n = n0 + δn слабо вiдхиляється вiд рiвноважного значення

n0. В цьому випадку, взаємодiя мiж частинками газу менш iстотна i дрей-

фовий доданок в рiвняннi (3.1) можна записати в лiнiйному наближеннi

n2 ≈ n20 + 2n0δn.

Простi аналiтичнi вирази для збурення густини i дисипативних сил в

ансамблi далеко рознесених малих включень можна отримати використо-
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вуючи якiсний пiдхiд описаний в Додатку А. Цей пiдхiд подiбний до то-

го, який базується на методi молекулярного поля i був використаний для

опису пружних взаємодiй мiж колоїдними частинками в рiдкому кристалi,

див. [58, 97, 98]. Зокрема, збурення густини газу на великих вiдстанях вiд

iзольованого включення можна записати як

δn(r) ∼
(
Ω,∇r

)
G(r), (2.12)

де G(r) — анiзотропний екранований потенцiал кулонiвського типу, який

має вигляд

G(r) =
1

4π

e−q|r|+qr

|r| (2.13)

у тривимiрному випадку та

G(r) =
1

2π
eqrK0(q|r|) (2.14)

у двовимiрному. Тут, K0 — модифiкована функцiя Бесселя, вектор q =

(1/2−n0)g визначає видiлений напрямок екранування i залежить вiд зовнi-

шнього поля g («швидкостi» потоку газу) та вiд рiвноважної концентрацiї

газу n0. Ω вiдiграє роль ефективного iндукованого дипольного моменту

включення, див. Додаток А.

При малих концентрацiя газу (n0 < 1/2), щiльна область газу перед

включенням описується експоненцiйною асимптотикою, в той час як асим-

птотика збiдненої областi позаду включення — степенева. Коли концентра-

цiя газу зростає i n0 стає бiльшою 1/2, вектор анiзотропiї q = (1/2− n0)g
змiнює свiй напрямок на протилежний. Це означає, що перемикання на-

правленостi слiду, iнверсiя слiду, виникає одночасно з вiдповiдним переми-

канням мiж експоненцiйною та степеневою асимптотиками. Розподiл δn(r),

пов’язаний з анiзотропним екранованим кулонiвським потенцiалом, фор-

мально описує «поляризацiю середовища» навколо включення, iндуковану
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асиметричним «диполем» (див., наприклад, Рис. 2.1).

У випадку ансамбля рознесених включень, сила на k-те включення з

боку i-го може бути грубо оцiнена як (див. Додаток А)

fki ∼ −∇Rk

(
Ωi,∇Rk

)
G(Rk −Ri), (2.15)

де Rk — центр k-го включення. Анiзотропний екранований кулонiвський

потенцiал G, який дає асиметричну форму слiду включення (2.12), при-

родним чином визначає неньютонiв характер дисипативних сил, що дiють

мiж включеннями, fki 6= −fik. Як видно з виразiв (2.12) та (2.15), асимпто-

тична поведiнка збурення густини та дисипативних сил мiж далеко розне-

сеними малими включеннями визначається моментами екранованого анi-

зотропного кулонiвського потенцiалу. Локальне збурення густини навколо

включення формується ефективним потоком Ωi, який визначається зовнi-

шнiм потоком та потоками, iндукованими збуреннями густини газу вiд усiх

решти включень. Останнє означає, що взаємодiя мiж двома включеннями

не може бути вiддiлена вiд впливу всiх iнших включень. Це є загальною

властивiстю нелiнiйного вiдгуку або нелiнiйних систем, див. [58]. Формаль-

но, вираз (2.15) описує iндуковану диполь-дипольну взаємодiю мiж асиме-

тричними точковими диполями в нерiвноважному стацiонарному станi, де

ефективний iндукований дипольний момент i-го включення Ωi має вiдмiн-

ний вiд нуля повний «заряд». Основний внесок в цю взаємодiю дає вплив

i-го диполя на «нескомпенсований iндукований заряд» k-го асиметричного

диполя. Зауважимо, що форма δn та fkj, яка вiдповiдає нелiнiйному вiд-

гуку, подiбна до форми лiнiйного вiдгуку для рухомих пробних частинок

(див. [69]), лише з тою рiзницею, що поведiнка асимптотик визначається

анiзотропним екранованим кулонiвським потенцiалом замiсть звичайного

кулонiвського |r|−1, а замiсть швидкостi пробної частинки фiгурує сере-

днiй потiк газу (середнє поле) поблизу включення. Однак, вирази (2.12)
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та (2.15) отриманi в рамках досить грубого пiдходу i дають лише якiсну

картину дисипативної взаємодiї для точкових включень.

Метод вторинних поверхневих джерел (потенцiал простого шару).

Бiльш точнi результати стосовно поведiнки слiдiв та дисипативних сил мо-

жна отримати користуючись методом потенцiалу простого шару для вклю-

чень скiнченного розмiру i з рiзкою межею. Знову, будемо вiдштовхуватись

вiд рiвняння (2.11). Зручно перейти до функцiї ψ(r) = n(r)/[1− u(r)], що

задовольняє рiвняння

∇ · {ε [∇ψ − ψ (1− ψ) g]} = 0, (2.16)

де ε = ε(r) = [1− u(r)]2 i вважається, що u(r) 6= 1. Представимо розв’язок

ψ(r) ≈ ψ0+δψ(r) як невелике вiдхилення δψ(r) вiд рiвноважного розподiлу

ψ0 ≡ n0, i лiнеаризуємо рiвняння (2.16):

∇ · [ε (∇δψ − 2qδψ −Q)] = 0, (2.17)

де Q = n0(1−n0)g i q = (1/2−n0)g. Це лiнiйне рiвняння враховує взаємо-

дiю мiж частинками газу в першому порядку теорiї збурень. В цьому сенсi,

(2.17) є узагальненням рiвняння Смолуховського, яке використовувалось

в [25] для невзаємодiючого газу при малiй його концентрацiї.

Включення представленi розподiлами «важкої» компоненти газу

uj(r) = u(r−Rj), зцентрованими в точках Rj, з однорiдною концентрацiєю

uj(r) = ūj = const всерединi включень та uj(r) ≡ 0 зовнi. Зауважимо, що

у випадку включень з рiзкою межею рiвняння (2.16) допускає розв’язки

в класi неперервних функцiй, в той час як функцiя n(r), що задовольняє

рiвняння (А.1), i похiдна по нормалi вiд неї мають скачок на межi вклю-

чення. Збурення густини всерединi (δψ−) та зовнi (δψ+ ≡ δn) включень
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задовольняють рiвняння

∇
(
∇δψ± − 2qδψ± −Q

)
= 0. (2.18)

Рiвняння (2.18) доповнюють умови зшивки для δψ± на поверхнi i-го вклю-

чення Si:

δψ+(r) = δψ−(r), ε+
[
∇+

nδψ
+(r)− 2qnδψ

+(r)−Qn

]
=

=ε−i
[
∇−nδψ−(r)− 2qnδψ

−(r)−Qn

]
, (2.19)

де Qn = (Q,nr), qn = (q,nr), nr — зовнiшня нормаль в точцi r ∈ Si, ε+ = 1

зовнi i ε−i = (1 − ūi)
2 всерединi i-го включення; використано позначення

∇±n (. . .) ≡ lim|r̃−Ri|→|r−Ri|±0
(
∂(...)
∂n

)
(r̃).

Розв’язок (2.18)–(2.19) можна представити у формi потенцiалу простого

шару, так само як це було зроблено у роздiлi 1.3 для одинокого включення,

δψ(r) =
∑

i

∫

Si

G(r− r′)µi(r
′) dr′, (2.20)

де G(r − r′) — Ґрiнова функцiя (вираз (2.13) для тривимiрного, або (2.14)

для двовимiрного випадку), яка формально вiдповiдає анiзотропному не-

симетричному екранованому кулонiвському «потенцiалу». Величина µi(r′)

вiдiграє роль густини «заряду», iндукованої зовнiшнiм полем g на поверх-

нi Si включення [87]. Вона задовольняє наступне iнтегральне рiвняння, яке

дають умови зшивки (2.19):

2λi
[
∇+

n − 2qn(ri)
]∑

j

∫

Sj

G(ri − rj)µj(rj) drj + (λi − 1)µi(ri) = 2λiQn(ri),

(2.21)

де ri ∈ Si, а λi = λ(ūi) = (ε+ − ε−i )/(ε+ + ε−i ). Рiвняння (2.21) отримано з
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використанням теореми про стрибок нормальної похiдної потенцiалу про-

стого шару на поверхнi включення [86], ∇±nδψ±(r) = ∓µ(r)/2 + ∇nδψ(r).

Представлення (2.20) та (2.21) описують загальний розв’язок для включень

з довiльною геометрiєю поверхонь (поверхня Ляпунова [86]).

Пам’ятаючи, що δψ+(r) ≡ δn(r), i використовуючи (2.8), можемо запи-

сати остаточний вираз для збурення густини навколо включень та сили на

включення (i те й iнше iндуковане зовнiшнiм полем g, яке створює потiк

частинок газу):

δn(r) =
∑

j

∫

Sj

G(r− rj)µj(rj) drj, (2.22)

fk = −
∑

j

∫

Sk

∫

Sj

n(rk)G(rk − rj)µj(rj) drkdrj. (2.23)

Таке представлення розв’язку має пряму аналогiю з iндукованою взаємодi-

єю мiж дiелектричними частинками в стацiонарному електричному полi Q:

зовнiшнє електричне поле iндукує заряд µ на поверхнi частинки, так що во-

на поляризується, наприклад, iндукуючи дипольний момент для сферичної

частинки [6]. Це, в свою чергу, призводить до мультипольної (наприклад,

диполь-дипольної) взаємодiї мiж частинками. Однак, в нашому випадку,

на вiдмiну вiд електростатичної задачi, густина µk iндукована зовнiшнiм

полем (потоком) на поверхнях включень i мультипольну взаємодiю мiж

ними визначає не кулонiвський потенцiал |r|−1 а анiзотропний екранова-

ний кулоноподiбний «потенцiал» |r|−1 exp(qr − q|r|) (в тривимiрному ви-

падку). Така форма «потенцiалу» призводить, зокрема, до незбереження

iндукованої поверхневої густини,
∫
µ dS 6= 0, та до асиметричного розпо-

дiлу «iндукованого потенцiалу» δn поблизу включення. Останнiй описує

асиметричний слiд вiд включення, наприклад, слiд з компактною областю

щiльного газу перед включенням та протяжним збiдненим хвостом з про-

тилежної сторони (див., наприклад, Рис. 2.1а).
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В окремому випадку напiвзаповненої системи (n0 = 1/2), другий до-

данок в рiвняннi (2.17) зникає (q ≡ 0) i задача формально зводиться до

стандартної електростатичної задачi ∇ [ε(∇δψ −Q)] = 0 для дiелектри-

чної частинки в однорiдному електричному полi Q = g/4. В цьому випадку

розподiл густини δψ(r) близький до розподiлу електростатичного потенцiа-

лу, який характеризує розсiяне поле. Це означає, що iндукована взаємодiя

мiж включеннями опосередкована їх спiльним оточенням (збуренням гу-

стини) поводить себе подiбно до електростатичної диполь-дипольної (в за-

гальному, мультипольної) взаємодiї. Для одинокого включення з радiусом a

збурення густини δn = δψ+ навколо включення при n0 = 1/2 можна отри-

мати в явнiй формi: δn = λa2(Q,∇r) ln a|r|−1 для двовимiрного випадку i

δn = λa2(Q,∇r)|r|−1 для тривимiрного. Цi вирази пояснюють як степеневу

асимптотичну поведiнку збурення газу так i симетрiю направленостi хвоста

слiду «вперед-назад», див. роздiл 1.2. Цей окремий випадок (n0 = 1/2) вiд-

повiдає лiнiйному вiдгуку δn на зовнiшнє поле g, див. [69]. Зазначимо, що

симетричнiсть слiду (профiлю збурення), породженого в середовищi рухо-

мою пробною частинкою, є загальним результатом для систем описуваних

в наближеннi лiнiйного вiдгуку (див., наприклад, [17]).

Для далеко рознесених включень, коли вiдстань мiж їх центрами |rkj| =
|Rk −Rj| є набагато бiльшою нiж їх характернi розмiри aj, |rkj| = |Rk −
Rj| ≫ ak(aj), можна використати мультипольний розклад потенцiалу G:

G(rk − rj) ≈ G(rkj) +
(
xkj · ∇rkj

)
G(rkj) + · · · , (2.24)

де xkj = xk−xi i xk = rk−Rk. Далi розглянемо окремий тривимiрний випа-

док зi сферичними включеннями радiусу ak. Для включень розташованих

далеко одне вiд одного, |rki| ≫ |xki|, можна використати мультипольний

розклад (2.24) для ядра iнтегрального оператора в (2.21). В дипольному на-

ближеннi iнтегральне рiвняння для iндукованої поверхневої густини µk(xk)
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на поверхнi k-го включення набуває вигляду

Λ̂xk
µk(xk) + xk

(
∇+

xk
− 2q

)∑

i 6=k

e−q|rki|+qrki

4π|rki|

∫

Si

(1 + xkiuki)µi(xi) dxi = xkQ,

(2.25)

де

uki(rki) = q− q rki
|rki|
− rki
|rki|2

, (2.26)

a Λ̂xk
позначає iнтегральний оператор для одинокого включення

Λ̂xk
µk(xk) = ak

λk − 1

2λk
µk(xk) + xk

(
∇+

xk
− 2q

) ∫

Sk

e−q|xkk|+qxkk

4π|xkk|
µk(x

′
k) dx′k.

(2.27)

Рiвняння (2.25) для µk має малий параметр exp (−q|rki|+ qrki)/4π|rki| ≪
1, що дозволяє розглянути вплив усiх iнших включень на задане як невели-

ке збурення µ1k розв’язку µ0k = µ0 для одинокого включення, µk ≈ µ0k + µ1k.

В такому наближеннi рiвняння на µ0k = µ0 i µ1k набувають вигляду

Λ̂xk
µ0k(xk) = xkQ, (2.28)

Λ̂µ1k(xk) = −xk (∇xk
− 2q)

∑

i 6=k

e−q|rki|+qrki

4π|rki|

∫

Si

(1 + xkiuki)µ
0
i (xi) dxi. (2.29)

Формальний розв’язок останнього рiвняння можна записати як

µ1k(xk) =
∑

i 6=k

e−q|rki|+qrki

4π|rki|
Λ̂−1xk

∫

Si

W (xk,xi, rki)µ
0
i (xi) dxi, (2.30)

де

W (xk,xi, rki) = 2(q · xk)(1 + xki · uki)− xk · uki. (2.31)

Дисипативну силу, що дiє на включення, визначає збурення густини

газу δn(r) на поверхнi включення, вираз (2.8). В такому випадку можемо
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покласти δn ≈ δψ(r), де r ≈ Rk +xk i |xk| = ak — радiус k-го включення. В

дипольному наближеннi, рiвняння (2.24), (2.28) i (2.29), збурення густини

навколо k-го включення можна записати у виглядi

δnk ≈ δn0k +

∫

Sk

G(xkk)µ
1
k(x

′
k) dx′k+

+
∑

i 6=k

∫

Si

[G(rki) + (xki · ∇rki)G(rki)]µ
0
i (x
′
k) dx′k. (2.32)

Права частина виразу (2.32), яка мiстить суму по всiх включеннях i 6=
k, описує їх прямий вплив на дане k-те включення. Перший доданок в

рiвняннi (2.32)

δn0k =

∫

Sk

G(xkk)µ
0
k(xk) dx′k (2.33)

дає вклад в збурення газу навколо k-го включення, породжений самим k-

им включенням.

Використовуючи рiвностi (2.30) та (2.32), внесок в збурення густини

δnk навколо k-го включення зумовлений рештою включень у тривимiрному

випадку можна записати як

δnk − δn0k ≈
∑

i 6=k

δnki, (2.34)

де

δnki ∼
e−q|rki|+qrki

4π|rki|
I (rki,q,xk) (2.35)

— це внесок i-го включення в збурення густини бiля поверхнi k-го включе-

ння,

I (rki,q,xk) =

∫

Si

[
(1 + xkiuki)µ

0
i (x
′
i)+



78

+

∫

Sk

e−q|xkk|+qxkk

4π|xkk|
Λ̂−1
x′

k
W (x′k,x

′
i, rki)µ

0
i (x
′
i)dx

′
k

]
dx′i. (2.36)

Як видно з виразу (2.36), I (rki,q,xk) має степеневу залежнiсть вiд rki

i у випадку ai ≪ rik залежить лише вiд взаємної орiєнтацiї включень по

вiдношенню до зовнiшнього поля g, тобто вiд θki — кута мiж rki i g.

Використовуючи вираз (2.35) для збурення густини δnk, можемо пред-

ставити силу на k-те включення з боку i-го у формi, подiбнiй до (А.13):

fki ≈ −
∫

Sk

n(xk)δnki(xk) dxk

= −e
−q(1−β cos θki)|rki|

4π|rki|

∫

Sk

n(xk)I (rki,q,xk) dxk. (2.37)

Вирази (2.35)–(2.37) отриманi в дипольному наближеннi i наближено опи-

сують асимптотичну поведiнку iндукованих нерiвноважних кореляцiї та

дисипативних сил мiж двома включеннями, розташованими далеко одне

вiд одного, в залежностi вiд вiдстанi мiж ними |rik| та їх взаємної про-

сторової орiєнтацiї θik по вiдношенню до зовнiшнього поля g. З виразiв

(2.35)–(2.37) зрозумiло, що вплив i-го включення на k-те не є еквiвален-

тним до впливу k-го включення на i-те (θki = π − θik), тобто цi кореляцiї

невзаємнi (nonreciprocal), δnki 6= δnik, а сили — неньютоновi, fki 6= −fik.

Як видно з (2.37), дисипативнi сили, що дiють мiж включеннями, ви-

ражаються (в дипольному наближеннi) в термiнах iндукованої густини µ0

iзольованого включення. Розподiл n0(r) = n0 +δn0(r) для одинокого вклю-

чення в тривимiрному випадку має вигляд

n0(r) = n0 +

∫

S

eq(r−r
′)−q|r−r′|

4π|r− r′| µ0(r′) dr′. (2.38)

На великiй вiдстанi вiд включення, коли |r| ≫ a (a— характерний роз-
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мiр включення), можемо легко виокремити головну асимптотику збурення

густини газу δn, iндукованого полем q = (1/2− n0)g:

δn(r) ≈ eqr−q|r|

|r| Ĩ(r,q), (2.39)

пор. з (А.6). Ĩ(r,q) вiдповiдає за змiну знаку δn в залежностi вiд направ-

леностi r i, в свою чергу, залежить вiд |r| згiдно степеневого закону.

Поведiнка Ĩ(r,q) у випадку сферичного включення визначається асим-

птотикою функцiї Бесселя Km+ 1

2

(qr) [89]:

δn0 ≈
√

2πa2
e−qr(1−β cos θ)

r
Ĩ(r,q), (2.40)

Ĩ ≈
∑

m=0

αm

(
1 +

m2 +m

2qr
+ · · ·

)
Im+ 1

2

(qa)
√
qa

Pm(cos θ), (2.41)

де αm = αm(qa) залежить лише вiд радiусу включення ak = a i вiд

зовнiшнього поля q. αm — коефiцiєнти розкладу за полiномами Лежандра

µ0(θ) = eβqa cos θ
∑∞

n=0 αnPn(cos θ) на поверхнi включення i їх можна отрима-

ти як розв’язок рiвняння (2.21), θ— кут мiж r i g, β = (1/2−n0)/|1/2−n0| =
±1. Розподiл δn0(r) для iзольованого круглого включення у двовимiрному

випадку приведено в пунктi 1.3 Роздiлу 1. В окремому випадку n0 < 1/2,

дипольне наближення дає наступнi розподiли збурення газу: пред включе-

нням, qr = −qr,

δn(r) ≈ be−2qr
{

[3c+ 1] (qr)−
1

2 +
3

8
[c+ 1] (qr)−

3

2

}
, (2.42)

i позаду включення, qr = qr,

δn(r) ≈ −b
{

(qr)−
1

2 +
3

8
[2c+ 1] (qr)−

3

2

}
. (2.43)
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Тут, константи

c = 2 [3(qa)K1(qa)I2(qa)]−1 i b =
√

8πn0(1− n0)|1− 2n0|−1I2(qa)K−12 (qa)

виражаються через модифiкованi функцiї Бесселя In та Kn; a— радiус не-

проникного включення (λ → 1). У випадку точкового включення, qa ∼
qℓ ≪ 1, цей метод дає δn ∼ e−2qrr−1/2 для областi перед включенням та

δn ∼ −r−3/2 для асимптотики хвоста. Цей результат якiсно узгоджується з

чисельним i спiвпадає з асимптотичною поведiнкою релаксацiї слiду вiд ру-

хомого трейсера [19]. Загальний вигляд дисипативної сили у двовимiрному

випадку аналогiчний (2.37):

fki ∝ −
e−q|rki|+qrki

|rki|1/2
∫

Sk

n(xk)I(rki,q,xk) dxk. (2.44)

Можна легко показати, що для поздовжнього розташування включень

u12(r12) = −r12/|r12|2, а головна асимптотика поводить себе як fx
12 ≈

A|rki|−3/2, що також узгоджується з чисельно розрахованим результатом

для нелiнiйної задачi (1.2), див. Рис. 2.6а, коли вiдстань мiж включен-

нями |rki| набагато бiльша нiж їх радiуси ai. Формфактор A залежить

лише вiд зовнiшнього поля g i радiусу включення a. Для поперечного

розташування, головна асимптотика сили поводить себе експоненцiйно,

ln f y
12 ∝ −q|r12| + · · · , що також знаходиться в якiсному узгодженнi з чи-

сельними результатами, див. Рис. 2.6б.

Основним результатом цього пiдпункту є те, що ефективна дисипа-

тивна взаємодiя мiж малими i вiддаленими включеннями, виражена у

формi (2.15) або (2.37), належить до взаємодiї типу iндукованої диполь-

дипольної (взагалi, мультипольної) в нерiвноважному стацiонарному станi.

На вiдмiну вiд звичайної електростатичної взаємодiї мiж поляризовними

частинками в електричному полi, вирази (2.15) та (2.37) описують взає-
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( )a ( )б

Рис. 2.6. Асимптотична поведiнка дисипативних сил (а) fx
12 (поздовжнє

розташування) та (б ) f y
12 (поперечне розташування) у випадку, коли вклю-

чення рознесенi на велику вiдстань r12. Штрихова лiнiя на (а) вiдповiдає
асимптотицi fx

12 ∼ r
−3/2
12 . Концентрацiя газу n0 = 0.8, зовнiшнє поле g

(|g| = 0.5) направлене вздовж OX, непроникнi круглi включення обидва
мають радiус a = 7 (в одиницях ℓ), сили приведенi в одиницях kT/ℓ.

модiю мiж iндукованими «асиметричними» диполями (з ненульовим пов-

ним iндукованим «зарядом»), яка асоцiйована з анiзотропним екранованим

кулонiвським потенцiалом з видiленим напрямком анiзотропiї q. Зазначи-

мо, що наближення лiнiйного потоку також дозволяє описати розглянутий

в пунктi 2.3 ефект концентрацiйного перемикання дисипативної взаємодiї

мiж включеннями. Це наближення придатне для малих i далеко рознесе-

них включень та не дозволяє описати нелiнiйнi ефекти, якi є суттєвими для

близько розташованих включень або поблизу поверхнi включень великих

розмiрiв.

2.6 Висновки

Стисло пiдсумуємо основнi результати цього роздiлу, якi стосуються

дисипативної взаємодiї мiж включеннями в потоцi газу з урахуванням ко-

роткосяжного вiдштовхування мiж частинками газу.

• Показано, що пiдвищення концентрацiї газу посилює роль мiжча-

стинкової взаємодiї i може призводити до змiни знаку ефективної

взаємодiї мiж включеннями, тобто до «перемикання» з ефективно-
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го притягання на вiдштовхування чи навпаки. Такий ефект концен-

трацiйного перемикання сил пов’язаний з трансформацiєю слiдiв

включень — їх iнверсiєю.

• Показано, що для малих i далеко рознесених включень дисипативна

(wake-mediated) взаємодiя мiж ними належить до типу iндукованої

диполь-дипольної (в загальному випадку, мультипольної) взаємо-

дiї, асоцiйованої з анiзотропним екранованим кулонiвським потен-

цiалом. З цiєю метою було запропоновано представлення збурення

густини газу у виглядi потенцiалу простого шару. Формально, йо-

го можна розглядати як узагальнення методу потенцiалу простого

шару для електростатичної взаємодiї мiж поляризовними частин-

ками в стацiонарному зовнiшньому полi. Запропонований пiдхiд є

застосовним до нерiвноважних стацiонарних станiв (систем), коли

взаємодiя мiж включеннями породжується потоком газу. Отриманi

аналiтичнi вирази дають якiсне пояснення асиметрiї слiду включен-

ня, далекосяжного характеру дисипативної взаємодiї, її неньютоно-

вого характеру та ефекту перемикання, як слiду так i дисипативної

сили.

• Дисипативна взаємодiя проявляється сильнiше тодi, коли формує-

ться колективний слiд (спiльне збурення густини). Сила залежить

немонотонним чином вiд концентрацiї газу, величини зовнiшнього

рушiйного поля («швидкостi» потоку) та взаємного розташування

включень. Зокрема, при низьких концентрацiях два включення ефе-

ктивно притягаються у випадку їх поздовжнього розташування, але

вiдштовхуються у випадку поперечного. При великих же концен-

трацiях ситуацiя прямо протилежна.

• Нелiнiйний ефект блокади частинок газу є iстотним поблизу по-

верхонь вiдносно великих включень та/або близько розташованих

включень. В цьому випадку, як було показано, мiжчастинкове вiд-
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штовхування призводить до екранування потоку газу бiля вклю-

чень i до формування навколо них спiльного збурення густини з

вираженим кiнковим профiлем. Такий характер спiльного збурення

може обумовлювати нелiнiйний механiзм дисипативного спарюван-

ня включень (див. [45]).

Основнi результати роздiлу опублiкованi в працi [69].
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РОЗДIЛ 3

ЕФЕКТИ КОЛЕКТИВНОГО РОЗСIЯННЯ ПОТОКУ ГАЗУ

НА СУКУПНОСТI ДОМIШОК

3.1 Вступ

В попереднiх роздiлах, ми розглядали властивостi слiду при розсiян-

нi потоку частинок на однiй домiшцi та поведiнку iндукованої дисипатив-

ної взаємодiї мiж двома домiшками, чим зазвичай i обмежуються в подi-

бних розглядах [45]. Проте, як вiдомо, наприклад, в оптицi, при розсiяннi

електромагнiтного поля на сукупностi розсiювачiв можуть виникати коле-

ктивнi ефекти, такi як колективне радiацiйне тертя чи ефект Дiкке, коли

розсiяне поле визначається не аддитивною сумою розсiювачiв, а пропорцiй-

на їх квадрату. Крiм того, розсiяння визначається квадратом флуктуацiї

кiлькостi частинок в кореляцiйному об’ємi, так що для регулярного розпо-

дiлу розсiювачiв колективний ефект i саме розсiяння пригнiчується, див.

наприклад [99,100]. Ще однiєю властивiстю розсiяння на неоднорiдних роз-

подiлах розсiювачiв є гiгантськi флуктуацiї локального електромагнiтного

поля, як це спостерiгається для фрактальных кластерiв наночастинок [101].

Тут ми покажемо, що аналогiчний колективний ефект може виникати

при розсiяннi потоку газу на кластерi домiшок, причому цей колективний

ефект виникає не за рахунок синхронiзацiї фаз, як для розсiювачiв в опти-

цi, а за рахунок колективного нелiнiйного ефекту блокади. З iншого боку,

розсiяння в нашому випадку також визначається квадратом флуктуацiї

кiлькостi частинок у вибраному елементi об’єму, в той час як для однорi-

дного розподiлу розсiювачiв колективний ефект не проявляється.

Зокрема, в цьому роздiлi буде показано, що при наявностi нелiнiйних
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колективних ефектiв, типу ефекту блокади, розсiяння потоку газу 1) сут-

тєво пiдсилюється при гетерогеннiй фрагментацiї цiльного включення на

кластер домiшок; 2) амплiтуда розсiяння, а також пiдсилення i прискоре-

ння ударної хвилi, на кластерi з випадково неоднорiдним розподiлом до-

мiшок є значно бiльшою, порiвняно з впорядкованим розподiлом домiшок;

3) наявнiсть великих флуктуацiй розсiяного поля густини газу всерединi

нерегулярних кластерiв домiшок; 4) в неадiабатичному режимi, показано,

що формування збурення газу з профiлем типу доменної стiнки зумовлено

ефектом зупинки ударної хвилi; також показано наявнiсть генерацiї кла-

стером солiтоноподiбних структур типу лавин або передвiсника.

3.2 Пiдсилення розсiяння при нерегулярному розподiлi

домiшок в кластерi

В цьому пiдроздiлi ми стисло, тезисно сформулюємо основнi отриманi

результати для колективного розсiяння потоку газу системою домiшок, а в

наступних пiдроздiлах дамо їх кiлькiсну характеристику. Ключовi резуль-

тати наочно представленi на Рис. 3.1. Рисунки а–д демонструють нерiв-

новажнi стацiонарнi1 розподiли 〈n(ri)〉, сформованi при розсiяннi потоку

частинок газу на сукупностях точкових домiшок, органiзованих в просто-

рово обмеженi (круглi) «кластери» рiзного типу: а — компактний кластер

(суцiльне непроникне безструктурне включення), б та в — невпорядкова-

нi кластери (неоднорiдно фрагментованi включення) рiзної щiльностi, г —

регулярний кластер (впорядкований розподiл домiшок в кластерi). Всi пе-

релiченi кластери складаються з однакової кiлькостi частинок N . Крiм та-

ких «дискретних» кластерiв, для порiвняння приведено ще один випадок

д — «однорiдний» кластер, коли замiсть точкових домiшок, кластер описує

1В числових розрахунках вважалось, що стацiонарний стан встановився, якщо змiни розподiлу се-
редньої концентрацiї n(r, t) за одиницю часу ставали нехтовно малими при t→∞.
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Рис. 3.1. Стацiонарнi розподiли середнiх чисел заповнення 〈n(xi, yi)〉. Вго-
рi приведено збiльшенi зображення внутрiшньої структури для кожного
кластера: (а) суцiльний (непроникний) кластер, (б) та (в) невпорядкованi
кластери, (г) регулярний (впорядкований) кластер, (д) однорiдний кластер.
R = 10.8ℓ для (а), R = 20ℓ для (б), R = 40ℓ для (в)–(д). Для всiх при-
ведених розподiлiв: кiлькiсть домiшок, що формують кластер, однакова —
N = 362, n0 = 0.37, |g| = 0.5 (потiк направлено вздовж OX).

однорiдний розподiл 〈u(ri)〉 = ū = const, де середня (ефективна) щiльнiсть

кластера ū задана рiвною щiльностi φ кластерiв в та г. Загальна картина

розсiяного поля δn(ri) = 〈n(ri)〉−n0 в кожному з цих випадкiв демонструє
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Рис. 3.2. Профiлi 〈n(xi, yi)〉|yi=0 розподiлу концентрацiї газу (середнiх чи-
сел заповнення) вздовж OX для вiдповiдних двовимiрних розподiлiв, пред-
ставлених на Рис. 3.1.

суттєвi вiдмiнностi вже на якiсному рiвнi. Це дозволяє сформулювати на-

ступнi ключовi властивостi.

1) Фрагментацiя2 суцiльного включення на сукупнiсть окремих домi-

шок (кластер) може значно пiдсилювати розсiяння потоку газу. Як видно з

Рис. 3.1б, для кластера з концентрацiєю домiшок φ = N/(πR2) < 1 область

блокади суттєво бiльша нiж для компактного (φ = 1) кластера на Рис. 3.1а

(див. вiдповiднi профiлi 〈n(xi, yi)〉|yi=0 на Рис. 3.2). Цей ефект є наслiдком

колективного ефекту блокади (Роздiл 2), який зумовлює екранування по-

току газу мiж домiшками. На перший погляд, цей ефект можна було б

також пояснити i тим, що фрагментований кластер має бiльшу ефективну

площу нiж компактний i, вiдповiдно, дає бiльш iнтенсивне розсiяння. Таке

пояснення дiйсно має сенс для кластерiв з високою щiльнiстю, φ→ 1, тоб-

то в границi слабо фрагментованого кластера. Проте, як видно з Рис. 3.1в,

неоднорiдний кластер вдвiчi бiльшого радiусу нiж на Рис. 3.1б дає значно

слабше розсiяння, хоч i має бiльший ефективний розмiр.

2) Суттєве пiдсилення розсiяння може бути зумовлене неоднорiдностя-

2Сама динамiка процесу фрагментацiї включення тут не розглядається, натомiсть використовується
попередньо заданий випадковий розподiл домiшок в кластерi, що «iмiтує» фрагментоване включення.
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Рис. 3.3. Сильнi локальнi флуктуацiї розсiяного поля δn(r) всерединi ви-
падково неоднорiдного кластера домiшок. Кластер складають N = 362 до-
мiшок, випадково розподiлених в межах круга з радiусомR = 45ℓ (вiдносна
концентрацiя φ = 0.0569); при цьому виникають локальнi скупчення рiзно-
го розмiру та форми. Зовнiшнє поле g направлене вздовж OX, |g| = 0.5,
n0 = 0.2.

ми в просторовому розподiлi домiшок всерединi кластера, Рис. 3.1в–3.1г

та 3.2. Цей ефект є аналогiчним до розсiяння свiтла на неоднорiдностях

в розподiлi атомiв (дипольних моментiв). Як вiдомо, властивостi такого

розсiяння визначаються флуктуацiями кiлькостi атомiв у визначеному об’-

ємi або двоточковою кореляцiйною функцiєю [99,100,102–104]. Як видно з

Рис. 3.1в–д, регулярно впорядкований кластер дає iстотно слабше розсiян-

ня.

Зазначимо, що всерединi випадково неоднорiдного кластера можуть

виникати сильнi флуктуацiї розсiяного поля δn(r), див. Рис. 3.3, тобто

δn2(ri) > n20. Це означає, що розсiяння потоку газу на такого типу стру-

ктурах неможливо адекватно описати шляхом введення ефективного ко-
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Рис. 3.4. Залежнiсть дисперсiї ε вiд кiлькостi домiшок N в кластерi. Штри-
хова лiнiя вiдповiдає системi N домiшок, рознесених у просторi на нескiн-
ченнiсть. Суцiльна червона лiнiя — регулярно впорядкований кластер, в
якому вiдстань s мiж найближчими домiшками утримується рiвною s = 4ℓ.
Суцiльна синя лiнiя — випадково неоднорiдний кластер, для якого середнє
по кластеру значення s також рiвне s̄ = 4ℓ. Зовнiшнє поле g направлене
вздовж OX, |g| = 0.5, n0 = 0.2.

ефiцiєнта дифузiї для кластера чи параметра глибини проникнення, див.

Рис. 3.1в–д. Окрiм цього, наявнiсть таких флуктуацiй (великих градiєн-

тiв густини) може зумовити сильнi локальнi флуктуацiї сил iндукованої

дисипативної взаємодiї мiж домiшками.

Аналогiчний ефект сильних локальних флуктуацiй розсiяного поля ви-

никає при розсiяннi електромагнiтного поля на фрактальних кластерах на-

ночастинок (так званi «hot spots», див. [101, 105, 106]).

Для того, щоб кiлькiсно охарактеризувати загальну «амплiтуду» розсi-

яного поля δn(r), ми скористаємось величиною на кшталт повної дисперсiї

збурення густини газу ε ≡ δn2 ∝
∫
δn2(r) dr. Для кластера з N нескiнченно

вiддалених (незалежних) домiшок, тобто коли середнiй iнтервал мiж ними

s̄ → ∞, дисперсiя є просто ε ≈
∑N

i=1 δn
2
i ≈ Nδn2∗ ∝ N , де δn2∗— дисперсiя

одинокої домiшки. Як показано на Рис. 3.4, залежнiсть ε(N) для кластера

може бути степеневою i, зокрема, для випадково неоднорiдного кластера
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поводить себе як ∝ N2, а отже, ефект носить явно колективний характер.

Рис. 3.5. (а) Залежнiсть повної сили тертя f ≡ |f | (в одиницях kT/ℓ) вiд
щiльностi кластера φ. (б) Залежнiсть кореня дисперсiї збурення

√
ε вiд

щiльностi кластера φ; R ∈ (∞ 10.8ℓ], N = 362, |g| = 0.5, n0 = 0.2.

Повна сила тертя3, що дiє на кластер домiшок теж суттєво залежить як

вiд його щiльностi φ, так i вiд внутрiшньої структури (впорядкування). Як

видно з Рис. 3.5б, поведiнка залежностей для регулярно i нерегулярно впо-

рядкованого кластерiв принципово вiдрiзняється. В границi нескiнченно

вiддалених домiшок, s̄ → ∞ (φ → 0), їх впорядкування нiяк не проявля-

ється i величина сили прямує до спiльного для обох кластерiв значення

f(φ = 0). Проте, вже на початковiй стадiї об’єднання4 домiшок в кластер,

тобто при φ . 0.1, починає проявлятися колективна поведiнка, зумовле-

на далекосяжною iндукованою взаємодiєю мiж домiшками та формуван-

ням колективного збурення газу. Для регулярно впорядкованого кластера

спостерiгається тенденцiя до зменшення повної сили на домiшки з боку

частинок газу (потоку), Рис. 3.5б. Навпаки, для випадково неоднорiдного

3Тут використовується означення сили f = −
∫
S
n(r)δn(r) dr, де S — поверхня включення i n(r)—

зовнiшня нормаль до неї в точцi r, див. [25, 28, 69]. Для точкових включень (один окупований вузол)
використовується дискретизована версiя цього виразу, як в роботi [45].

4Тут мається на увазi, що (при N = const) змiну аргументу φ в залежностях на Рис. 3.5 можна
iнтерпретувати або як (адiабатичну) фрагментацiю включення (якщо «читати» графiки справа-налiво:
вiд φ = 1 до φ = 0), або як злиття незалежних домiшок в компактно упакований кластер (злiва-
направо).
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кластера спостерiгається зростання сили, яке припиняється з формуванням

перед хмарою домiшок спiльної областi блокади. Остання екранує кластер

домiшок як цiле вiд потоку газу тим самим зменшуючи повну силу f . Iнши-

ми словами, характерний пiк функцiї f(φ) вiдображає перехiд вiд режиму,

коли потiк газу «взаємодiє» з хмарою домiшок як з цiлим (що супрово-

джується формуванням спiльної областi блокади), до iншого режиму, коли

потiк «розрiзняє» в хмарi домiшок дискретнi центри розсiювання. Також

зауважимо, що для неоднорiдно впорядкованого кластера, в усьому iнтер-

валi значень [0 1) його вiдносної концентрацiї φ, величина сили є бiльшою

нiж її значення f(φ = 1) в границi щiльноупакованого кластера.

Пiсля пiкового значення сили, при подальшому ущiльненнi кластера,

спостерiгається її монотонне спадання до значення f(φ = 1). Цей процес

можна пояснити, по-перше, зменшенням ефективного розмiру кластера,

по-друге, ослабленням флуктуацiй в розподiлi домiшок при їх зближеннi

i остаточному формуваннi компактного кластера. Попри це, одночасно зi

зменшенням сили, залежнiсть величини
√
ε вiд φ демонструє характерний

пiк, який вiдсутнiй для регулярно впорядкованого кластера, що показано

на Рис. 3.5а. Це посилення дисперсiї свiдчить про рiст областi блокади,

однак на такiй величинi як сила f це суттєво не вiдображається. Пiк дис-

персiї вiдповiдає тим значенням щiльностi кластера при яких найбiльш ви-

ражено проявляється колективне формування спiльного збурення (областi

блокади та слiду розрiдження).

Таким чином, колективне розсiяння газу доповнене нелiнiйним ефектом

блокади демонструє якiсно вiдмiнну поведiнку, що iстотно залежить вiд

характеру просторового розподiлу домiшок в кластерi.
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Рис. 3.6. Профiлi збурення 〈n(xi, yi)〉|yi=0 навколо суцiльного непроникного
круглого включення з радiусом R = 10.8ℓ в послiдовнi моменти часу t1 <
t2 < t3 < t4 при вiдноснiй концентрацiї газу n0 = 0.5 та |g| = 0.5. Профiль
при νt∞ = 5× 104 вiдповiдає стацiонарному розподiлу, що встановився на
великих часах.

3.3 Ефекти зупинки та пiдсилення ударної хвилi

Нерiвноважний стацiонарний розподiл густини газу, який формується

при розсiяннi потоку на домiшках, можна розглядати як залишкове збуре-

ння густини, що встановилось пiсля тривалої еволюцiї системи в часi. Про-

те властивостi системи та її поведiнка протягом переходу в стацiонарний

стан може iстотно вiдрiзнятися вiд того, що спостерiгається в самому ста-

цiонарному станi. Наприклад, при рiзкiй активацiй потоку рiдини (чи ра-

птовому змiщеннi домiшки), формування збурення навколо домiшок може

супроводжуватися утворенням i поширенням ударних хвиль, змiною знаку

кореляцiйної функцiї чи дисипативної сили мiж домiшками [39–41, 67].

Розглянемо динамiку системи в часi, що передує формуванню стацiо-

нарного розподiлу. При раптовому «ввiмкненнi» зовнiшнього поля, яке

створює потiк, може вiдбуватись формування i поширення одразу двох

протилежно направлених (за потоком i проти) ударних хвиль з кiнковим

профiлем. Для випадку суцiльного включення (компактний кластер) ево-

люцiя таких ударних хвиль показана на Рис. 3.6 i 3.7. Аналогiчна пове-
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дiнка характерна також i для кластерiв (наприклад, тих, що зображенi на

Рис. 3.1а–д ), звичайно, якщо вони досить великi (R≫ ℓ) i достатньо щiль-

нi для того, щоб викликати колективне формування нелiнiйного збурення.

Останнє, в свою чергу, можливе при достатньо сильному зовнiшньому полi

g (iншими словами, коли потiк достатньо «швидкий») i при достатнiй кон-

центрацiї газу n0 (зрозумiло, що при n0 → 0 або n0 → 1 ударнi хвилi зни-

катимуть). Ударна хвиля типу хвилi стискання, що рухається назустрiч

потоку, вiдображає динамiку росту щiльної областi, прилеглої до поверхнi

включення (або ефективної поверхнi кластера). Ударна хвиля в напрямку

за потоком (типу хвилi розрiджування) вiдповiдає за формування хвоста

розрiдження чи каверни (iншими словами, область локалiзацiї вакансiй).

Таким чином, рельєф стацiонарного розподiлу густини можна розглядати

як залишкове збурення пiсля розсiяння потоку на домiшках (режим ста-

цiонарного розсiяння при t → ∞), а точнiше, пiсля проходження ударних

хвиль. Динамiка двох ударних хвиль, в загальному випадку, може вiдрi-

знятися, проте задовольняє властивостi iнверсiї при переходi з iнтервалу

концентрацiй n0 < 0.5 до n0 > 0.5. Цi особливостi будуть розглянутi далi.

Сам факт утворення ударних хвиль для поля n є очiкуваним, тому

що в континуальному лiмiтi (в довгохвильовому наближеннi) ґратковий

газ з жорсткокоровою взаємодiєю i зовнiшнiм рушiйним полем описується

[49, 50, 68, 69] рiвнянням дифузiї з нелiнiйним дрейфовим доданком:

∂τn = ∇2n−∇(u∇n− n∇u)− (g ·∇)[n(1− u− n)], (3.1)

яке являє собою варiант узагальненого рiвняння Бюрґерса. Для прикладу,

у випадку однокомпонентного ґраткового газу (коли u ≡ 0), рiвняння (3.1)

зводиться до стандартного рiвняння Бюрґерса, ∂τn = ∇2n−(g·∇)[n(1−n)],

яке допускає автомодельний розв’язок у виглядi кiнкової ударної хвилi. В
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одновимiрному випадку такий розв’язок матиме вигляд

n(x, t) = n0 −∆n tanh{g∆n[x+ vt− x0]}, (3.2)

i являє собою кiнк, що прямує до значень n−∞ ≡ n(x→ −∞) i n∞ ≡ n(x→
∞). Даний розв’язок має мiсце за неоднорiдних межових умов, n∞ 6= n−∞.

Тут, половинна висота кiнку ∆n = |n−∞−n∞|/2, а швидкiсть ударної хвилi

v можна виразити у виглядi

v = 2g (1/2− nf) , (3.3)

nf = (n−∞+n∞)/2 вiдповiдає значенню густини n(xf) в мiсцi знаходження

фронту xf .

У двовимiрному випадку, для концентрацiйного профiлю 〈n(xi, yi)〉|yi=0

вздовж OX, роль неоднорiдних межових умов вiдiграє рiзниця концентра-

цiй поблизу кластера чи включення i на великих вiдстанях вiд нього. На

початковому етапi еволюцiї профiлю потiк газу iндукує збурення густини

в приповерхневiй областi, n(∓R, y = 0) ≷ n(∓∞, y = 0) ≡ n0. По ана-

логiї з поведiнкою ударної хвилi в одновимiрному випадку, її швидкiсть

(3.3) може бути направлена як протилежно g (у випадку nf > 0.5) так

i вздовж (nf < 0.5), що узгоджується з еволюцiєю профiлю двовимiрної

ударної хвилi на Рис. 3.6 i 3.7.

Розглянемо процес формування щiльної компактної областi перед не-

проникним круглим включенням (компактним кластером) при n0 < 0.5.

Проаналiзуємо поведiнку профiлю 〈n(xi, yi)〉|yi=0, який вiдповiдає цен-

тральнiй областi ударної хвилi. Положення фронту ударної хвилi xf озна-

чимо як точку перегину кiнкового профiлю 〈n(xi, yi)〉|yi=0. Як показано на

Рис. 3.7, ударна хвиля зупиняється на певнiй вiдстанi x∗f вiд включення,

причому, зупинка (vf → 0) вiдбувається тодi, коли nf = n(xf , 0) → 0.5.
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Рис. 3.7. Зупинка ударної хвилi. Профiлi збурення 〈n(xi, yi)〉|yi=0 навколо
суцiльного непроникного круглого включення з радiусом R = 10.8ℓ в по-
слiдовнi моменти часу t1 < t2 < t3 < t4 при вiдноснiй концентрацiї газу
n0 = 0.37 та |g| = 0.5. Профiль при νt∞ = 5 × 104 вiдповiдає стацiонар-
ному розподiлу, що встановився на великих часах (для n0 = 0.37 такий
двовимiрний розподiл густини приведено на Рис. 3.1а).

Такий критерiй зупинки виконується також i для кластерiв рiзної структу-

ри, див. Рис. 3.1. Швидкiсть фронту ударної хвилi асимптотично згасає як

vf(t) ∝ e−γt. Для ударної хвилi, яка поширюється за потоком, швидкiсть

фронту згасає згiдно степеневого закону i без ефекту зупинки, при цьому

формується збiднений слiд позаду включення. Для ударної хвилi попереду

включення, в iнтервалi n0 > 0.5 ефект зупинки зникає, але спостерiгається

для хвилi позаду включення. Це узгоджується з ефектом перемикання,

розглянутим в пунктi 1.2. В окремому випадку n0 = 0.5, обидвi ударнi хви-

лi рухаються без зупинки i асимптотично загасають як nf ∝ 1/2 ± At−β,
Рис. 3.6.

Таким чином, критерiй зупинки ударної хвилi, який випливає з виразу

(3.3), досить точно виконується i в двовимiрному випадку для концентра-

цiйного профiлю вздовж OX. Дiйсно, рiст областi блокади (рух фронту

ударної хвилi) має мiсце в умовах коли наплив частинок газу домiнує над

вiдпливом зумовленим латеральною дифузiєю частинок. В такому випадку
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можна припустити, що для досить великого i щiльного кластера, динамiка

нагромадження частинок в центральнiй областi ударної хвилi (профiль при

y = 0) може бути наближено описана квазiодновимiрним рiвнянням. При

nf → 0.5 рух фронту припиняється, тобто vf → 0. Ця умова є кiлькiсним

критерiєм зупинки, що узгоджується з результатами числових розрахункiв

для центрального профiлю ударної хвилi у двовимiрному випадку, Рис. 3.7

та 3.2. Квазiодновимiрний випадок дозволяє лише оцiнити умову зупинки

i, звiсно, не може дати повного опису двовимiрної ударної хвилi, її лате-

ральної областi та асимптотичної поведiнки.

Тепер розглянемо ефекти, спричиненi нерегулярнiстю в розподiлi домi-

шок. Перша особливiсть полягає в тому, що розпад твердого включення

або однорiдного кластера на неоднорiдний кластер призводить до пiдсиле-

ння ударної хвилi — зростання її амплiтуди та швидкостi руху її фронту,

див. Рис. 3.8 та вiдповiднi стацiонарнi профiлi на Рис. 3.1. Iншу властивiсть

можна назвати ефектом лавини, вона розглянута далi в пiдпунктi 3.3.1.

На початковiй стадiї, вiдразу пiсля рiзкого ввiмкнення зовнiшнього по-

ля, кластер домiшок спроможний згенерувати бiльше збурення густини (як

Рис. 3.8. Часова залежнiсть швидкостi v1 [в одиницях ℓ/(νt)] руху фрон-
тальної ударної хвилi для кластерiв з Рис. 3.1а–д, вiдповiднi кривi позна-
чено а–д так само як на Рис. 3.1.
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всерединi самого кластера так i навколо нього) нiж те, яке зберiгається

в стацiонарному станi. По цiй причинi, система демонструє тенденцiю в

подальшому позбутися надлишкового збурення густини, що може бути ре-

алiзовано наступним чином.

Для в мiру щiльних кластерiв, надлишкове збурення релаксує через

тимчасове прискорення ударної хвилi на початкових часах. Це можна

пояснити, розглянувши динамiку поведiнки для декiлькох реалiзацiй ви-

падково неоднорiдного кластера з деяким середнiм значенням щiльностi

φ ≈ 10−1, див. Рис. 3.9. Як видно з Рис. 3.9а, прискорення швидкостi руху

фронту ударної хвилi чутливе до реалiзацiй випадково неоднорiдного кла-

стера. Цьому тимчасовому прискоренню завжди передує (або супроводжує

його) пiк пiдсилення повної сили на кластер, в той час як для реалiзацiй,

при яких ефект прискорення не спостерiгається, повна сила демонструє

монотонний вихiд на насичення. Тимчасове (пiкове) пiдсилення величи-

ни повної сили свiдчить про нагромадження надлишкового збурення (все-

рединi кластера) з його наступним «трансфером» в прискорення ударної

хвилi. При раптовiй активацiї потоку, нелiнiйний ефект блокади спричи-

няє локальне насичення скалярного поля густини n(r, t), яке досягається

швидше, нiж повне збурення встигає перерозподiлитися в кластерi таким

чином, щоб мiнiмiзувати повну силу, що дiє на нього. Це призводить до

прискореного росту областi блокади на початкових часах.

Зауважимо, що пiдсилення ударної хвилi, певною мiрою корелює з ре-

зультатами добре вiдомої проблеми про взаємодiю повiтряної ударної хви-

лi з пористим екраном, див. [107,108], де спостерiгався ефект тимчасового

пiдсилення вiдбитої ударної хвилi. Також важливо вiдзначити, що розподiл

збурення всерединi кластера для реалiзацiї 2 на Рис. 3.9б демонструє наяв-

нiсть характерних досить великих зон стагнацiї (темного кольору), де слабо

проявляються збурення газу i якi формують ефективний розмiр кластера,

див. Рис. 3.10, детермiнуючи «глибину проникнення» потоку в кластер.
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Зазначимо, що поведiнка системи також є чутливою до змiнних пото-

ку газу: концентрацiї n0 та величини зовнiшньої порушної сили G. Вла-

стивiсть зупинки ударної хвилi узгоджується з ефектом концентрацiйної

iнверсiї слiду. В iнтервалi n0 < 0.5, збiльшення n0 та/чи G призводить

до пiдсилення розсiяння та ударної хвилi, однак якiсна картина розсiяння

суттєво не змiнюється; деталi цих параметричних залежностей наведенi в

Додатку Б.

Рис. 3.9. а) Часова залежнiсть швидкостi руху фронту ударної хвилi та
повної сили для кiлькох реалiзацiй (позначених 1–4) випадково неоднорi-
дного кластера домiшок. N = 362, R = 20ℓ, |g| = 0.5, n0 = 0.2, f та v1
наведено в одиницях kT/l та ℓ/(νt), вiдповiдно. Сповiльнення швидкостi
фронту вiдбувається приблизно експоненцiйно, ln v1 ∝ −t, див. внутрiшнiй
графiк на рисунку а). б ) Стацiонарнi розподiли δn2(xi, yi), реалiзацiї 4 i 2.
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Рис. 3.10. Стацiонарний розподiл δn2(xi, yi) для ще одної реалiзацiї випад-
ково неоднорiдного кластера, де бiла лiнiя приблизно вiдмежовує темнi зо-
ни стагнацiї вiд вiдносно свiтлої областi, яка характеризує умовну глибину
проникнення потоку газу. Всi параметри системи такi ж як на Рис. 3.9.

3.3.1 Ефект лавини (передвiсника)

Надлишкове збурення густини «вивiльняється» з кластера у вигля-

дi одинокої бiжучої хвилi, що просувається за потоком при n0 < 0.5,

Рис. 3.11(а), чи назустрiч потоку при n0 > 0.5, Рис. 3.11(б) or 3.11(в). Таке

«перемикання направленостi» в залежностi вiд концентрацiї газу узгоджує-

ться з ефектом iнверсiї слiду ( [68] та Роздiл 1). Характерний розмiр такого

згустку частинок газу (або вакансiй), що вiдокремився вiд кластера, або

напiвширина асоцiйованого з ним горба (ями) профiлю, має приблизно та-

ку ж величину як i лiнiйний розмiр самого кластера 2R. Такий механiзм

має мiсце у випадку не дуже щiльних кластерiв, φ ≪ 1, для яких спiльна

область блокади перед розсiювачами (домiшками) або взагалi не формує-

ться, або ж проявляється слабо.
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Рис. 3.11. Миттєвi розподiли концентрацiї газу |δn(xi, yi)| в момент часу
νt = 3.9 × 103 iлюструють рух солiтоноподiбних структур: згусток части-
нок газу (б) або вакансiй (а), що вiддiляється вiд кластера. На панелi (в)
показано еволюцiю в часi профiлю густини δn(x, t; y = 0), що вiдповiдає
«солiтону» у виглядi горба, який рухається на зустрiч потоку частинок
газу. Профiль позначений зiрочкою вiдповiдає розподiлу, приведеному на
панелi (б). Щiльнiсть випадкового кластера φ = 0.0461, концентрацiя газу
n0 = 0.2 для (а), n0 = 0.8 для (б) та (в), зовнiшнє рушiйне поле g направ-
лено вздовж OX, |g| = 0.5.
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Зазначимо, що така поведiнка нагадує вiдому задачу самоорганiзова-

ної критичностi про формування каскадової лавини в моделi купи пiску,

див. [109]. Натомiсть, в нашiй ситуацiї, спостерiгається лише поодиноке

лавиноподiбне «сходження», що може бути зумовлено використанням на-

ближення середнього поля та нехтуванням флуктуацiями в газi.

3.4 Висновки

В даному роздiлi представлено низку результатiв, що стосуються ефе-

ктiв колективного розсiяння потоку газу на скiнченнорозмiрних кластерах

домiшок та пов’язаної з цим генерацiї ударних хвиль, за присутностi нелi-

нiйного ефекту блокади. На основi числових розв’язкiв кiнетичного рiвня-

ння для локальних середнiх чисел заповнення ґраткового газу, вiдображе-

но значну роль безладу в просторовому розподiлi розсiювачiв (домiшок).

Результати показують, що розсiяння потоку газу на хмарi домiшок та гене-

рацiя ударної хвилi суттєво пiдсилюється при розпадi цiльного включення

на фрагменти чи на розрiджений кластер окремих домiшок. Таке пiдси-

лення бiльш ефективне для випадково неоднорiдних кластерiв, порiвняно

з регулярно впорядкованими. Крiм цього, випадковий кластер розсiюва-

чiв характеризується сильними локальними флуктуацiями розсiяного поля

всерединi кластера та «лавинним» ефектом при раптовiй появi зовнiшньої

порушної сили. Показанi ефекти виявляють близьку формальну аналогiю з

класичною задачею розсiяння свiтла на атомних, молекулярних чи наноча-

стинкових ансамблях. Основнi результати роздiлу опублiкованi в працi [70].
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РОЗДIЛ 4

IНДУКОВАНI ДОВГОЧАСНI ВIД’ЄМНI КОРЕЛЯЦIЇ.

«ВIД’ЄМНИЙ» ДИФУЗIЙНИЙ ТРАНСПОРТ ТА

СУБДИФУЗIЯ В НЕОДНОРIДНОМУ СЕРЕДОВИЩI

В попереднiх роздiлах основну увагу ми придiляли нелiнiйним ефектам,

пов’язаним з ефектом блокади, за який вiдповiдає нелiнiйний дрейфовий

доданок, який у довгохвильовому наближеннi, для рiвняння (1.3), має ви-

гляд (g · ∇)[n(1 − u − n)]. В цьому роздiлi ми розглянемо роль iншого,

не менш важливого, доданку ∇(u∇n−n∇u) який пов’язаний з розрiзню-

ванiстю частинок рiзних сортiв i вiдповiдає за ефекти захоплення одної

компоненти iншою або за ефекти змiшування компонент. Зокрема, як ми

покажемо, цей доданок може вiдповiдати за появу локальної в часi нестiй-

костi, або ефекту вiд’ємного масоперенесення.

Ключовою властивiстю є те, що у випадку багатокомпонентного ґра-

ткового газу, тобто коли в ньому розрiзняються хоча б два сорти частинок,

в системi виникають додатковi кореляцiї. Цi додатковi кореляцiї викликанi

лише розрiзнюванiстю частинок i можуть виникати навiть за вiдсутностi

будь-яких прямих взаємодiй мiж частинками в системi, причому розрiзняти

частинки достатньо просто за кольором. При переходi до макроскопiчно-

го опису ґраткового газу, розрiзнюванiсть частинок призводить до появи

додаткового нелiнiйного потоку, який вiдповiдає за змiшування частинок

рiзних сортiв. Тобто, поруч зi звичайною дифузiєю вiдбувається дифузiя

кольорiв, їх змiшування. Єдиною умовою для виникнення цього додатково-

го нелiнiйного потоку є обмеження виключеного об’єму в ґратковому газi,

яке означає, що кожен окремий вузол ґратки не може бути окупований

бiльш як одною частинкою (це обмеження звично асоцiюють з жорсткоко-
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ровою взаємодiєю).

Цей нелiнiйний потiк в рiвняннях призводить до цiлого ряду ефектiв

аномального транспорту. Найбiльш виражено цi ефекти проявляються у

випадку, якщо рухливостi ν компонент вiдмiннi. Тут можна видiлити два

граничних випадки i обидва вони вiдповiдають адiабатичному наближен-

ню. Якщо спрямувати рухливiсть однiєї з двох компонент системи (напри-

клад, u i n) до нуля, 0← νu ≪ νn, отримаємо модель масоперенесення в не-

однорiдному середовищi. Iнший граничний випадок вiдповiдає умовi, коли

рухливiсть одної з компонент спрямована до нескiнченностi, νu ≪ νn →∞,

тобто компонента u набагато «швидша» i може виступати в ролi «носiя вза-

ємодiї» для повiльної пiдсистеми i, як наслiдок, може призводити до появи

додаткових кореляцiй, iндукованих швидкою пiдсистемою у повiльнiй пiд-

системi. Цi два граничних випадки розглянутi в двох наступних пунктах

цього роздiлу, 4.1 та 4.2.

4.1 Iндукованi довгочаснi кореляцiї в двокомпонентному

ґратковому газi

Опосередкованi частинками середовища непрямi кореляцiї мiж двома

трейсерами, при їх русi через невзаємодiючий (але з обмеженням виклю-

ченого об’єму) ґратковий газ, було продемонстровано в роботi [45]. Рух

трейсера супроводжується збуренням густини частинок газу навколо ньо-

го [21], яке можна умовно розглядати як «поляризацiйну шубу» густини

навколо трейсера. Ефективне притягання мiж такими квазiчастинками мо-

же призводити до їх спарювання, супроводжуваного органiзацiєю спiльної

«шуби» навколо двох трейсерiв, див. [45].

Такi непрямi кореляцiї подiбнi до гiдродинамiчних взаємодiй мiж коло-

їдними частинками [110–112]. Один з цiкавих ефектiв що спостерiгається

в таких колоїдних суспензiях — це наявнiсть довгочасних кореляцiй мiж
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частинками в заповненому рiдиною квазiодновимiрному каналi, коли коре-

ляцiйна функцiя швидкостей для пари частинок характеризується довго-

часним вiд’ємним хвостом [39–41, 113].

В цьому пунктi нашою метою буде показати можливiсть аналогiчних

довгочасних кореляцiй для «повiльної» пiдсистеми ґраткового газу. З цiєю

метою ми розглянемо найпростiший випадок двокомпонентного ґраткового

газу та скористаємось адiабатним наближенням та наближенням однорi-

дного кластера.

У випадку двох компонент макроскопiчнi рiвняння мають вигляд [50,62]

ν−1u u̇ = ∇2u+ ∇(u∇n− n∇u) + δJu, (4.1а)

ν−1n ṅ = ∇2n−∇(u∇n− n∇u) + δJn. (4.1б)

При значнiй рiзницi рухливостей компонент, νn/νu≪ 1, в повiльнiй пiдси-

стемi n повиннi виникати непрямi кореляцiї iндукованi швидкою компонен-

тою, яка вiдiграє роль «носiя взаємодiї».

Для того щоб показати наявнiсть довгочасних кореляцiй у важкiй (по-

вiльнiй) пiдсистемi, ми зробимо певнi спрощення початкової задачi. Припу-

скаючи що характерний час флуктуацiй τη задовольняє умовi νu ≫ τ−1η ≫
νn, ми нехтуємо швидкими процесами в легкiй пiдсистемi i обмежуємось

адiабатним наближенням, νu → ∞, коли розподiл густини швидкої ком-

поненти адiабатно супроводжує миттєвi розподiли повiльної компоненти.

В рамках такого наближення, джерело флуктуацiй δJn зберiгається лише

для повiльної компоненти n, рiвняння (4.1б).

Щоб конкретизувати вигляд доданку δJn ми припустимо, що флукту-

ацiї кiлькостi стрибкiв частинок δJn
ij зумовленi певним зовнiшнiм випад-

ковим полем яке створює флуктуацiї частоти стрибкiв частинок, νni,j(t) =

νn+ηi,j(t). Далi, ми зосередимось на великомасштабних флуктуацiях, при-

пустивши, що характерний просторовий масштаб ξ поля η є значно бiльшим
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нiж масштаб l неоднорiдностей повiльної компоненти, ξ ≫ l ≫ a. Тодi, в

довгохвильовому наближеннi, δJn набуває форми дрейфового доданку, що

флуктуює δJn ∼ η(r, t)∇n(1−n−u) ≈ η(r, t)∇n. В рамках цих наближень

кiнетичнi рiвняння набувають вигляду

0 = ∇2u + ∇(u∇n− n∇u), (4.2а)

ν−1n ṅ = ∇2n−∇(u∇n− n∇u) + ν−1n η(r, τ)∇n. (4.2б)

«Легка» компонента u(r, t) залежить вiд «повiльного» часу t як вiд пара-

метра. Як i в роботi [39], ми будемо розглядати квазiодновимiрну ситуацiю,

коли мiжчастинковi кореляцiї стають найбiльш суттєвими. В цьому випад-

ку можна легко виключити швидку змiнну u з рiвнянь (4.2), див. [49], i

отримати самоузгоджене рiвняння для повiльної компоненти n

∂n(x, τ)

∂τ
=



1− u1 + J(τ)

x∫

−L

ds

[1− n(s, τ)]2



 ∂2n(x, τ)

∂x2
+ν−1n η(x, τ)

∂n(x, τ)

∂x
,

(4.3)

J(τ) = −(u2 − u1)




L∫

−L

ds

[1− n(s, τ)]2



−1

. (4.4)

Тут ми ввели безрозмiрний час τ = νnt. Величина J(τ) описує середнiй

макроскопiчний потiк «легкої» компоненти u(x, τ), який проходить через

систему [49]; u(−L, τ) = u1 = const, u(L, τ) = u2 = const, а n(−L, τ) =

n(L, τ) = 0 — це значення середнiх чисел заповнення u та n на межах си-

стеми x = ∓L.

З рiвняння (4.3) легко бачити, що кореляцiї в повiльнiй пiдсистемi вини-

кають лише в нерiвноважному випадку — з ненульовим потоком J(τ), який

вiдповiдає за нелiнiйний i нелокальний характер дифузiйного процесу.

Далi, ми скористаємось наближенням однорiдного кластера, яке часто

застосовують, наприклад, при описi кулонiвського вибуху дейтерiєвих кла-
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стерiв [114,115]. В такому наближеннi розподiл густини n(x, τ) є системою

однорiдних одновимiрних кластерiв. Це виправдано, якщо розмiр кластера

є значно меншим розмiру всiєї системи. Кожен такий кластер можна хара-

ктеризувати його «центром мас» rk(τ) та шириною Rk(τ), так що розподiл

повiльної компоненти можна представити у виглядi

n(x, τ) =




nk(τ) = Qk/Rk(τ) if |x− rk(τ)| 6 Rk(τ)/2,

0 if |x− rk(τ)| > Rk(τ)/2,
(4.5)

деQk — це кiлькiсть частинок, що мiстяться в k-му кластерi. В подальшому,

ми будемо вважати характерний просторовий масштаб ξ флуктуацiй η(x, τ)

значно бiльшим типового розмiру кластерiв, але меншим нiж вiдстань мiж

ними, Rk ≪ ξ ≪ |rk+1 − rk|. Тодi, вираховуючи моменти розподiлу (4.5) з

рiвняння (4.3), можна отримати рiвняння для rk(τ) та Rk(τ)

∂rk(τ)

∂τ
= J(τ)G[nk(τ)]− ν−1n uk(τ), (4.6а)

1

12

∂R2
k(τ)

∂τ
= 2D[rk(τ)] + J(τ)

(
∑

l<k

QlG[nl(τ)]−
∑

l>k

QlG[nl(τ)]

)
. (4.6б)

Перше рiвняння (4.6а) описує дрейфову швидкiсть ṙk k-го кластера. Рух

кластера як цiлого зумовлений флуктуацiями зовнiшнього поля ηk i пото-

ком J(τ)=2Lj{2L+
∑

kQkG[nk(τ)]}−1 швидкої компоненти (ефект затяга-

ння). Функцiя G[nk(τ)] = [1− nk(τ)]−1 + [1− nk(τ)]−2 описує сповiльнення

дрейфової швидкостi зумовлене розширенням кластера. Друге рiвняння

(4.6б) описує швидкiсть розширення кластера, яка визначається коефiцi-

єнтом дифузiї D[rk(τ)] = 1 − (m1 + m2)/2 + J(τ)rk(τ), що залежить вiд

положення кластера, i дрейфовими швидкостями JG(nk) iнших кластерiв,

див. (4.6а). Зауважимо, що величина j=−∆u/(2L)≪ 1 природно виступає

в ролi малого параметра, оскiльки |∆u|= |u2−u1|61.
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По сутi, рiвняння (4.6) описують броунiвську динамiку проникних кла-

стерiв, що розширюються, знаходячись в потоцi швидкої компоненти. Для

зручностi, далi ми будемо розглядати систему лише двох кластерiв, iден-

тичних в початковий момент часу, Q = Q1(2), R(0) = R1(2)(0), з δ-корельо-

ваними флуктуацiями, 〈ηk(τ)ηl(τ
′)〉 = Γδklδ(τ − τ ′).

Нас цiкавить вiдгук одного кластера на збурення швидкостi, в по-

чатковий момент часу, iншого кластера. Для цього, розглянемо парну

кореляцiйну функцiю флуктуацiй швидкостi C12(τ) = 〈δv1(τ)δv2(0)〉 =

〈[ṙ1(τ) − v̄1(τ)][ṙ2(0) − v̄2(0)]〉, v̄k(τ) = ˙̄rk(τ), де r̄k(τ) задовольняє «незбу-

реним» рiвнянням (4.6) (тобто рiвнянням (4.6) при ηk(τ)≡ 0). Вважаючи

флуктуацiї ηk(t) малими, ν−1n |ηk| ≪ |v̄k(t)|, i користуючись теорiєю збурень

по ν−1n |ηk| та j (припускається, що j2 ≪ ν−1n |ηk| ≪ j), можна отримати:

C12(τ) ≈ ν−2n j3
24ΓQ

D0

(
R(τ)

[R(τ)−Q]4
+

2QR(τ)

[R(τ)−Q]5
− C0R(τ)

[R(τ)−Q]3

)
, (4.7)

де R(τ)=[24Dτ+R2(0)]1/2, D0=1−(u1+u2)/2, C0=[R(0)+Q]/[R(0)−Q]2.

Кореляцiйна функцiя (4.7), Рис. 4.1, має довгочасний вiд’ємний хвiст з

характерною асимптотикою

C12(τ →∞) ≃ −τ−1.

Таким чином, виявляється, що довгочаснi кореляцiї мiж двома дифузiй-

ними кластерами мають такий же характер, як i гiдродинамiчнi кореляцiї,

що виникають мiж колоїдними частинками в одновимiрному каналi, запов-

неному рiдиною [39].

Зазначимо, що кореляцiї у дво- та тривимiрному випадках також можна

розглянути на основi розвиненого пiдходу з використанням наближення

однорiдного кластера.
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Рис. 4.1. Крос-кореляцiйна функцiя швидкостей для пари кластерiв як
функцiя часу [Q = 0.5, R(0) = 1, ∆m = 1, γ = 24ΓQj3/(D0ν

2
n)]. Вну-

трiшнiй графiк показує асимптотичну поведiнку на великих часах, нахил
штрихової лiнiї вiдповiдає показнику 1.

4.2 Дифузiйний транспорт в неоднорiдному середовищi як

граничний випадок

Транспорт речовини в неоднорiдних середовищах та складних системах

часто пiдпорядковується некласичним законам дифузiї та супроводжується

проявами специфiчних транспортних ефектiв [116–118]. При вивченнi цих

ефектiв часто зустрiчається ситуацiя, коли релаксацiя неоднорiдностi гу-

стини вiдбувається шляхом, що, на перший погляд, суперечить iнтуїтивно

очiкуваному, а саме, коли замiсть очiкуваного розпливання неоднорiднiсть

густини стискується, принаймнi протягом певного вiдрiзку часу. Iншими

словами, перенесення маси направлене з областi з меншою концентрацiєю

до областi з бiльшою концентрацiєю. Зокрема, така поведiнка виникає в

системах з абсолютною вiд’ємною рухливiстю чи вiд’ємним коефiцiєнтом

дифузiї.

Явище абсолютної вiд’ємної рухливостi чи вiд’ємного коефiцiєнта ди-
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фузiї може бути пов’язане з рiзними причинами. Зокрема, воно може бути

результатом часових чи мiжчастинкових кореляцiй або результатом нерiв-

новажностi процесу. Цей ефект був продемонстрований для, наприклад,

електрон-дiркової плазми, як ефект захоплення електронiв, обумовлений

розсiянням електронiв на дiрках [119]. Iнший приклад, моделi броунiвських

частинок зi взаємодiєю [120–122] чи ґратковий газ зi взаємодiєю [73]. Ще

один приклад, нерiвноважна динамiка броунiвської частинки в перiодично-

му одновимiрному потенцiалi чи квазiодновимiрному каналi за наявностi

зовнiшньої перiодичної в часi сили [123–125]. Вiд’ємний знак коефiцiєнта

дифузiї може вказувати на нерiвноважнiсть системи i свiдчити про форму-

вання нової фази, наприклад, рiст зародкiв при фазовому переходi першого

роду [73,126] чи про колапс електрон-дiркової плазми, який може бути по-

в’язаний з утворенням нової фази — екситонiв [74].

Явище перенесення маси вiд областi з низькою до областi з високою

концентрацiєю також може бути результатом наявностi додаткової взаємо-

дiї в системi, яка спричиняє дрейф частинок. В цьому випадку, релаксацiя

неоднорiдностi густини визначається як дифузiйним механiзмом, так i на-

явним в системi дрейфовим потоком. Прикладом може бути релаксацiя

неоднорiдностi густини електронного газу на фонi рiвномiрного розподiлу

дiрок, яка вiдбувається як за рахунок дифузiї так i за рахунок кулонiвської

взаємодiї, викликаної неоднорiдним розподiлом електронiв [74]. Релаксацiя,

спровокована цiєю взаємодiєю, може вiдбуватися набагато швидше нiж ре-

лаксацiя звичайним дифузiйним механiзмом. Подiбний ефект може також

бути результатом взаємодiї речовини iз середовищем в якому вона зазнає

релаксацiї. Простий, хоча й чисто умоглядний приклад такої релаксацiї —

це ефект незмочуваностi поверхнi, спричинений взаємодiєю мiж краплиною

рiдини та поверхнею (середовищем). Аналогiчний ефект, але в дифузiйних

системах, розглядається в даному пунктi. Тут буде продемонстровано, що

такий ефект природним чином виникає для частинок, що дифундують в
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неоднорiдному середовищi. А саме, динамiка релаксацiї розподiлу густини

в субдифузiйному режимi може локально супроводжуватися стисненням

розподiлу густини.

Щоб показати цi ефекти, ми знову звертаємось до найпростiшої моделi

двокомпонентного ґраткового газу. В граничному випадку, коли одна з ком-

понент газу нерухома, ця модель описує перенесення мобiльної компоненти

в неоднорiдному середовищi. Iнша причина для використання цiєї моделi

це виникнення ефектiв захоплення в її рамках при наявностi зовнiшнього

поля та ненульових рухливостях обох компонент [50,62]. Ще одна аргумен-

тацiя: абсолютна вiд’ємна рухливiсть може виникати як наслiдок немар-

кiвської динамiки в системi [127]. Двокомпонентний ґратковий газ також

демонструє ефекти пам’ятi, наприклад, кореляцiя мiж стрибками мiчено-

го атома та її вплив на дифузiю трейсера була проаналiзована в [52, 118].

Ця кореляцiя характеризує тенденцiю мiченого атома повертатися на своє

попереднє положення i пов’язана вона з: (i) наявнiстю рiзних сортiв части-

нок, тобто можливiстю їх розрiзнення, та (ii) умовою виключеного об’єму.

Формально, такi «зворотнi кореляцiї» описують вiдштовхування мiченого

атома вiд iншої компоненти.

В цьому пунктi ми будемо цiкавитися тим, як проявляється ефект за-

хоплення в граничному випадку, коли рухливiсть n-частинок мала i нею

можна знехтувати порiвняно з рухливiстю m-частинок, νn ≪ νm. Зрозумi-

ло, що цей граничний випадок можна розглядати як наближену модель

перенесення маси в неоднорiдному середовищi. В такому випадку дифузiя

мобiльних m-частинок вiдбуватиметься по вакантних вузлах, не заповне-

них n-частинками. Дiйсно, розглядаючи компоненту n як статичну, отри-

муємо рiвняння на густину мобiльної компоненти m:

dm

dt
= ∇[(1− n)∇m+m∇n] = (1− n)∇2m+m∇2n, (4.8)
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де t = νmτ . Рiвняння (4.8) описує адвекцiю-дифузiю зi стисни́м потоком

(∇2n 6= 0). Рiвняння такого типу часто використовуються для опису транс-

порту в рiзних системах [116, 117]. В нашому випадку дрейфовий потiк,

∼ m∇n, пов’язаний з вiдштовхуванням мобiльних частинок вiд статичної

(фiксованої) компоненти. Таким чином, релаксацiя неоднорiдностi густи-

ни вiдбувається як через дифузiйний механiзм так i в результатi взаємодiї

мобiльних частинок з «внутрiшнiм» полем ∇n.

Як вiдомо, адвекцiя-дифузiя може супроводжуватися не стандартною

залежнiстю кореня середньоквадратичного вiдхилення вiд часу, R =

〈r2〉1/2 ∼ tζ , де ζ 6= 1/2 — показник аномальної дифузiї [116]. В цьому роз-

дiлi буде продемонстровано, що перенесення маси вiд областi з меншою

щiльнiстю до областi з бiльшою щiльнiстю в неоднорiдному середовищi мо-

же локально супроводжувати субдифузiйний процес (ζ < 1/2). При цьому

така iнтегральна характеристика, як корiнь середньоквадратичного вiдхи-

лення R не описує релаксацiйний процес належним чином. На вiдмiну вiд

випадку звичайної дифузiї, рух фронту пакета rf(t) не спiвпадає з часовою

залежнiстю кореня середньоквадратичного вiдхилення.

Дiйсно, при порiвняно малих значеннях градiєнта∇m перенесення маси

визначається другим доданком в правiй частинi рiвняння (4.8), ṁ ≈ m∇2n,

що, принаймнi на малих часах, призводить до залежностi

m(r, t) ≈ m(r, 0) exp(t∇2n(r)). (4.9)

Поведiнка профiлю густини m(r, t) в околi мiнiмумiв i максимумiв роз-

подiлу n(r) рiзна. В околi мiнiмумiв, де n(rmin + δr) ≈ nmin(1 + q2(δr)2),

рухливi частинки накопичуються, тобто, початковий профiль стискається

m(r, t) ≈ m(r, 0) exp(tq2nmin), (4.10)
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що означає локальний процес перенесення маси в напрямку до бiльших кон-

центрацiй. I навпаки, спостерiгається вiдтiк рухливих частинок з областi

поблизу мiнiмумiв, де n(rmax + δr) ≈ nmax(1 − q2(δr)2), що можна iнтер-

претувати, як витискання мобiльної компоненти фiксованою

m(r, t) ≈ m(r, 0) exp(−tq2nmax). (4.11)

Така експоненцiйна динамiка свiдчить про присутнiсть процесiв, якi швид-

шi нiж звичайний дифузiйний процес, i якi локально, на малих часах, при-

зводять до залежностi Rloc ∼ t, тодi як для аномальної дифузiї R ∼ tζ , де

ζ < 1. В цьому сенсi така глобальна iнтегральна характеристика, як корiнь

середньоквадратичного вiдхилення

R(t) =
√
〈x2〉 =

(∫
x2m(x, t) dx∫
m(x, t) dx

)1/2

(4.12)

може бути непридатною для опису дифузiйного процесу, оскiльки вона

втрачає iнформацiю про швидкi локальнi процеси.

4.2.1 Фрагментацiя пакета i стрибкоподiбний рух положення

його фронту

Щоб проiлюструвати особливостi транспорту в неоднорiдному середо-

вищi, якi дає рiвняння (4.8), ми розглянемо процес релаксацiї в квазi одно-

вимiрному випадку, тобто вважаємо, що поперечний розмiр L⊥ системи

менший нiж або того ж порядку, що й характерний розмiр неоднорiдностi

для m та n, L⊥ 6 lm ∼ ln. Рiвняння (4.8) в такому випадку зведеться до:

ṁ = (1− n)∂2xm+m∂2xn, (4.13)

де ∂x — одновимiрна похiдна за просторовою координатою.
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Рис. 4.2. a) Розподiл густиниm(x, t) для рiзних значеньN при t = 31888; б )
m1(x) це розподiл густини, який дає рiвняння ṁ1 = ∂x[(1−n)∂xm1], m2(x)
є розв’язком рiвняння (4.13). Внутрiшнi графiки демонструють вiдповiднi
залежностi для iндекса ζ(ln t) = lnR(t)/ ln t, де R(t) задано виразом (4.12).
Початкова амплiтуда M = 0.1, початкова пiвширина

√
2l = 14.14 i k0 = 0.1

використанi для обох випадкiв a) та б ).
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Будемо розглядати розпливання початкового гаусового розподiлу

m(x, 0) = M exp(−x2/4l2) (4.14)

в перiодичному потенцiалi зафiксованої компоненти

n(x) = (N/2)(1− cos k0x). (4.15)

Ступiнь неоднорiдностi середовища буде визначатися амплiтудою N та

перiодом 2πk−10 замороженої компоненти.

Як видно з Рис. 4.2a, неоднорiднiсть середовища сповiльнює розплива-

ння пакета. Таке сповiльнення можна пов’язати зi зменшенням ефективно-

го коефiцiєнта дифузiї та/чи зi зменшенням величини iндексу ζ, що вказує

на субдифузiйний режим процесу (див. внутрiшнiй графiк на Рис. 4.2a).

Однак схожу поведiнку iндексу ζ (див. внутрiшнiй графiк на Рис. 4.2б )

дає рiвняння (4.13) i тодi коли в ньому присутнiй лише дифузiйний член,

тобто ṁ = ∂x[(1−n)∂xm], хоча релаксацiйний процес в цьому випадку має

дещо iнший характер, Рис. 4.2б.

Фрагментацiя пакета пов’язана з другим членом рiвняння (4.8), котрий

описує вiдштовхування мобiльної компоненти вiд зафiксованої. Якщо цей

член домiнує, то перенесення маси вiдбувається вiдбувається головним чи-

ном саме через цю взаємодiю, а не через дифузiйний механiзм за який

вiдповiдає перший доданок в правiй частинi рiвняння (4.8).

Як безпосередньо випливає з рiвняння (4.8), локальний потiк jm мобiль-

ної компоненти визначається двома доданками

jm = −(1− n)∂xm−m∂xn. (4.16)

Перший, jdm = −(1−n)∂xm ∼ −(1−n)(m/lm), де lm - характерна величина

змiни m(x, t) поблизу точки x, описує стандартне дифузiйне розпливання,
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тобто, тенденцiю до перенесення маси в напрямку до меншої густини.

Присутнiсть замороженої компоненти призводить до перенормування

коефiцiєнта дифузiї на 1 − n. Зафiксована компонента вiдiграє роль ба-

р’єра для рухливих частинок. Зi зростанням концентрацiї n(x) (висоти

бар’єра) швидкiсть проходження через бар’єр рухливих частинок (дифу-

зiйний потiк jdm) зменшується як 1 − n. Дрейфовий (чи гiдродинамiчний)

Рис. 4.3. Динамiка розпливання пакета на iнтервалах часу: a) [t0, t1],
b) [t1, t2]; (t0 = 0, t1 = 14 × 103, t2 = 45 × 103 одиниць часу). Початкова
амплiтуда M = 0.5, амплiтуда замороженої компоненти N = 0.7. Зафiксо-
вана компонента n(x) задана виразом (4.15), стрiлки вказують чи даний
суб-пакет стискується (зростає) (↑) чи розпливається (↓) протягом конкре-
тного iнтервалу часу. Штриховi лiнiї xif вказують мiсце, де в основному
локалiзуються фронт пакета протягом вiдповiдного часового iнтервалу.
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потiк jhm ∝ −m∂xn ∼ −m(nk0) можна iнтерпретувати як такий, що опи-

сує вiдштовхування мобiльних частинок вiд нерухомих. Потоки jdm та jhm,

якi визначаються градiєнтами концентрацiй ∂xm та ∂xn, можуть мати рiзнi

знаки i поводитися як два конкурентнi потоки.

Рисунок 4.3 iлюструє розпливання початкового гаусового розподiлу.

Проходження фронту через перший бар’єр неоднорiдностi до сусiднього ло-

кального мiнiмуму профiлю густини (зображено на Рис. 4.3а) складається

з двох етапiв. На першому, частинки локально акумулюються в мiнiмумi,

через домiнування доданка jhm до тих пiр поки умова 2/N − 1 > lmk0 для

профiлю m(x, t) виконується. Вираз 2/N−1 > lmk0 визначає умову для ди-

фузiйного проходження через бар’єр. Потiм такий же процес повторюється

для наступного локального мiнiмума, в той час як в попередньому мiнiмумi

Рис. 4.4. Часова залежнiсть фронту пакета xf(t), означеного як точка де
ṁ = 0, та корiнь середньоквадратичного вiдхилення R(t), який визначає-
ться виразом (4.12), при рiзних значеннях N . Числа бiля кривих вказують
вiдповiднi значення N . Горизонтальнi лiнiї xif вiдповiдають вертикальним
xif на Рис. 4.3а та б.
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вiдбувається вже звичайне розпливання суб-пакета, Рис. 4.3б. Такий поета-

пний процес вiдображається на поведiнцi фронту пакета, положення якого

визначається умовою ṁ(xf , t) = 0, див. Рис. 4.4.

Фронт xf(t) роздiляє вiсь x на двi областi: (i) |x| < xf , де концентрацiя

m(x, t) зменшується для будь-якого x i релаксацiя густини вiдбувається

головним чином шляхом дифузiї з перенормованим коефiцiєнтом дифузiї;

(ii) |x| > xf , де густина зростає i на процес релаксацiї сильно впливає

вiдштовхування вiд замороженої компоненти (неоднорiдностi середовища).

Останнє призводить до локального стиснення та збiльшення густини.

Як видно з Рис. 4.4, неоднорiднiсть середовища, яка в нашому випадку

визначається амплiтудою N , призводить до появи рiзницi мiж рухом фрон-

ту пакета xf(t) та динамiкою кореня середньоквадратичного вiдхилення

R(t), в той час як для звичайної дифузiї цi двi величини спiвпадають. Рух

фронту xf(t) складається з двох, лiнiйних за часом, швидкого й повiльного

процесiв. Фронт пакету переважно локалiзується в бар’єрах неоднорiдно-

стi, але виконує швидкi стрибки з бар’єру в бар’єр, в той час як корiнь

середньоквадратичного змiщення (вираз (4.12)) дає лише деяку середню

динамiку руху фронту, яка в середньому задовольняє режиму субдифузiї,

див. Рис. 4.4.

4.2.2 Стиснення початкового розподiлу

Стиснення (зростання) розподiлу густини може також виникати для

початкового профiлю на певному вiдрiзку часу. Так, з рiвняння (4.8), (4.14)

та (4.15) можна оцiнити поведiнку амплiтуди в точцi, що вiдповiдає пiку

розподiлу густини на малих часах

m(0, t) ≈ M +
Mt

2l2
(Nk20l

2 − 1). (4.17)
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Амплiтуда m(0, t) має тенденцiю до зростання при N > (k0l)
−2. З iншого

боку, стиснення розподiлу густини означає, що швидкiсть (похiдна за ча-

сом) середньоквадратичного вiдхилення v(t) = d〈x2〉/dt є вiд’ємною. Таку

оцiнку зручно робити у фур’є-представленнi:

v(t) = − 1

m0
∂2kṁk

∣∣
k=0

, (4.18)

де mk(t) — фур’є образ m(x, t) який задовольняє рiвнянню

ṁk = −(N/4)[(k2− 2kk0)mk−k0]−

− (N/4)[(k2 + 2kk0)mk+k0]− k2[1− (N/2)]mk. (4.19)

Так як v(t) визначається лiмiтом k → 0, апроксимуємо рiвняння (4.19)

розкладом в ряд по малих k (k ≪ k0):

ṁk ≈ −k2[1− (N/2)]mk − (N/2)k2mk0 −

−Nk2k0
∂

∂k0
mk0 − (1/4)Nk4

∂2

∂k20
mk0, (4.20)

де було опущено доданки з m2k0 ≈ 0, вважаючи, що характерний розмiр

неоднорiдностi для m(x, t) порядку або менше нiж n(x), тобто, k 6 k0.

Беручи границю k → 0, отримуємо вираз для швидкостi:

v ≈ (2−N)− N

m0

(
1 + 2k0

∂

∂k0

)
mk0. (4.21)

Тут mk0 визначається рiвнянням

ṁk0 ≈ −k20
(

1− N

2

)
mk0 +

N

4
m0. (4.22)
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З (4.21) безпосередньо випливає умова на стиснення пакета (v < 0), див.

внутрiшнiй графiк на Рис. 4.5,

2/N < 1 + (4k20l
2 − 1) exp(−k20l2). (4.23)

Чисельний розв’язок рiвняння (4.13), який вiдповiдає такому випадку

показаний на Рис. 4.5. Стиснення триває протягом певного iнтервалу ча-

су пiсля якого дифузiя вiдбувається шляхом почергового долання бар’єрiв

неоднорiдностi (як це обговорювалось в попередньому пiдроздiлi). Заува-

жимо, що оцiнка (4.23) є досить грубою i початкове стискання розподiлу

насправдi може виникати i при менших значеннях амплiтуди N , як це по-

Рис. 4.5. Стискання початкового профiлю густини мобiльної компоненти
протягом iнтервалу часу [t0, t1], (t0 = 0, t1 = 3 × 104 одиниць часу). По-
чаткова амплiтуда M = 0.1, N = 0.9, початкова пiвширина

√
2l = 1.7

та k0 = 1.05. Розподiл густини замороженої компоненти n(x), задається
рiвнянням (4.15), стрiлки вказують напрям еволюцiї пакету. Замальована
область на внутрiшньому графiку визначена нерiвнiстю (4.23) та умовою
N < 1, i вiдповiдає вiд’ємнiй швидкостi руху пакета.
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казано на Рис. 4.5.

Таким чином, присутнiсть другого сорту частинок в ґратковому газi

призводить до специфiчних транспортних ефектiв. Так, у випадку дво-

компонентного газу на транспорт маси впливає додатковий потiк, який

вiдсутнiй в однокомпонентному газi нерозрiзнюваних частинок. Цей потiк

пов’язаний зi змiшуванням рiзних компонент газу i за наявностi взаємо-

дiї мiж частинками (умова виключеного об’єму в нашому випадку) i може

призводити до захоплення частинок одного сорту частинками iншого сор-

ту. Якщо ж частинки одного з сортiв мають настiльки малу рухливiсть

що нею можна знехтувати порiвняно з рухливiстю частинок iншого сорту,

тобто один з сортiв є нерухомим, то змiшуючий потiк чи його частина пере-

творюється в стацiонарний дрейфовий потiк, який теж може спричиняти

рух мобiльних частинок. Як результат, релаксацiя густини вiдбувається

через дифузiйний механiзм та/чи дiю стацiонарного дрейфового потоку.

4.2.3 Стацiонарний випадок

Як було показано в попередньому роздiлi, неоднорiднiсть середовища

може призводити до локального накопичення частинок, тобто до локаль-

ного перенесення речовини вiд областi з меншою густиною до областi з бiль-

шою густиною. Такий транспорт речовини може бути реалiзований також

i на великих масштабах, а саме, перенесення речовини може вiдбуватися

через всю систему вiд границi з меншою густиною до границi з бiльшою

при довiльному розподiлi n(x) у стацiонарному випадку. Для iлюстрацiї

можливостi цього транспорту розглянемо квазi одномiрну граничну зада-

чу:

(1− n)∂2xm+m∂2xn = 0 (4.24)
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з граничними умовами

m(0) = m(0), m(L) = m(L), (4.25)

де L— довжина пiдкладки. Розв’язок рiвняння (4.24) має форму

m(x) = (1− n(x))

(
m(0)

1− n(0)
− J

x∫

0

dξ

(1− n(ξ))2

)
, (4.26)

де J — повний потiк частинок через систему

J = −
( L∫

0

dξ

[1− n(ξ)]2

)−1(
m(L)

1− n(L)
− m(0)

1− n(0)

)
=

1

L

L∫

0

jm(x) dx. (4.27)

В останньому виразi jm(x) визначається рiвнянням (4.16).

Легко бачити, що стацiонарний розподiл густини m(x) може бути нео-

днорiдним навiть якщо концентрацiї на границях m(L) = m(0) рiвнi.

Як вже згадувалось, транспорт маси в неоднорiдному середовищi ви-

значається не лише середнiм значенням градiєнта поля m(x), але також

полем n. Як безпосередньо випливає з рiвняння (4.16) транспорт речовини

може бути направлений вiд нижчих концентрацiй в сторону вищих. Так,

якщо m(L) > m(0), то потiк J буде направленим в сторону вищих кон-

центрацiй, тобто, вiд границi x = 0 до границi x = L, якщо виконується

умова
m(L)

m(0)
<

1− n(L)

1− n(0)
. (4.28)

Таким чином, напрям повного потоку визначається значеннями обох ком-

понент m та n на границях, що в свою чергу означає нестiйкiсть розв’язку

по вiдношенню до граничних умов на «легкої» компоненти m у разi випад-

кового розподiлу для n.
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4.3 Висновки

В пунктi 4.1 показано, що у двокомпонентному ґратковому газi при

значнiй рiзницi мiж рухливостями частинок кожного сорту виникають iн-

дукованi кореляцiї в повiльнiй пiдсистемi, опосередкованi швидкою пiдси-

стемою. Їх проявом є характерний вiд’ємний довгочасний хвiст парної ко-

реляцiйної функцiї швидкостей, що дуже нагадує добре вiдомi довгочаснi

кореляцiї мiж колоїдними частинками [39, 41].

В пунктi 4.2 показано, що релаксацiя густини в сильнонеоднорiдному

середовищi може супроводжуватись вiд’ємним масоперенесенням. Показа-

но стрибкоподiбний рух положення фронту пакета з проходженням через

областi присутностi iншої компоненти, що призводить до фрагментацiї па-

кета i сповiльнення його розпливання. Показано, що поведiнка середньо-

квадратичного вiдхилення, на вiдмiну вiд руху фронту, вiдображає лише

усереднену динамiку i в середньому задовольняє режиму субдифузiї.

Результати пунктiв 4.1 та 4.2 опублiкованi в роботах [67] та [49], вiдпо-

вiдно.
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ВИСНОВКИ

В дисертацiйний роботi отримано наступнi результати:

1. Продемонстровано ефект iнверсiї слiду вiд включення в потоцi газу з

короткосяжним мiжчастинковим вiдштовхуванням. На прикладi моделi

Ленґмюрового ґраткового газу показано, що при збiльшеннi концентра-

цiї частинок газу нелiнiйний ефект блокади призводить до перемикання

структури слiду, яка при цьому набуває нетипової форми з iнвертованим

профiлем розподiлу густини.

2. Показано безпосереднiй вплив блокади частинок газу на змiну знаку

ефективної взаємодiї мiж домiшками, яка iндукована розсiянням потоку

газу, в залежностi вiд його концентрацiї.

3. Показано, що у випадку ансамблю далеко рознесених включень,

асимптотика дисипативної взаємодiї має форму iндукованої диполь-

дипольної взаємодiї, що асоцiйована з анiзотропним екранованим куло-

нiвським потенцiалом. Отримано аналiтичнi вирази, якi описують ефект

перемикання ефективної взаємодiї, зумовлений iнверсiєю слiду, а також

пояснюють неньютонiв характер такої взаємодiї.

4. Показано, що нелiнiйний ефект блокади суттєвий для близько розта-

шованих включень, i призводить до формування колективної нелiнiйної

«шуби» збурення з профiлем типу доменної стiнки. Цьому вiдповiдає

максимум величини ефективної дисипативної взаємодiї мiж домiшками,

що характеризує ефект дисипативного спарювання.

5. Показано, що при наявностi нелiнiйних колективних ефектiв, зокрема

ефекту блокади,

• розсiяння потоку газу суттєво пiдсилюється при гетерогеннiй фра-

гментацiї суцiльного включення на кластер домiшок;
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• амплiтуда розсiяння (а також пiдсилення i прискорення ударної хви-

лi) на кластерi з випадково неоднорiдним розподiлом домiшок є зна-

чно бiльшою, порiвняно з впорядкованим розподiлом домiшок;

• в неадiабатному режимi, показано, що формування збурення газу з

профiлем типу доменної стiнки зумовлено ефектом зупинки удар-

ної хвилi. Встановлено кiлькiсний критерiй зупинки для швидкостi

ударної хвилi.

• показано наявнiсть генерацiї кластером солiтоноподiбних структур

типу лавин або передвiсника.

• показано присутнiсть сильних локальних флуктуацiй розсiяного по-

ля всерединi кластера.

6. Продемонстровано наявнiсть iндукованих вiд’ємних довгочасових коре-

ляцiй у двокомпонентному ґратковому Ленґмюровому газi. Показано,

що iндукованi швидкою пiдсистемою в повiльнiй пiдсистемi кореляцiї

мають таку ж асимптотичну поведiнку з характерним вiд’ємним дов-

гочасовим (степеневим) хвостом кореляцiйної функцiї швидкостей як

i тi, що спостерiгаються мiж колоїдними частинками в одновимiрних,

заповнених рiдиною каналах.

7. Показано, що релаксацiя густини в сильнонеоднорiдному середовищi мо-

же супроводжуватись вiд’ємним масоперенесенням. При дифузiйному

розпливаннi пакета рух положення його фронту має стрибкоподiбний

характер, який описує стадiйне проходження через областi неоднорi-

дностi. Показано, що середньоквадратичне вiдхилення вiдображає лише

усереднену динамiку руху фронту i задовольняє режиму субдифузiї.
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Додаток А

Iндукована дисипативна взаємодiя мiж точковими домiшками

В цьому додатку приведено грубу оцiнку wake-mediated взаємодiї мiж

далеко рознесеними у просторi маленькими включеннями, якi знаходяться

в потоцi газу. Розглянемо задачу нерiвноважного стацiонарного стану в

довгохвильовому наближеннi, рiвняння (2.11):

∇2n− U∇2n+ n∇2U − (g ·∇)n(1− n− U) = 0, (А.1)

де включення заданi розподiлом U «важкої» компоненти газу. Для про-

стоти, розглядатимемо гладкий розподiл U(r) =
∑

k u(r − Rk), де роз-

подiл u(r − Rk) описує k-те включення i має компактний носiй зцентро-

ваний в положеннi Rk. Для рознесених включень будемо вважати, що
∫
u(r−Rk)u(r−Rj) dr ≈ 0.

Для далеко рознесених маленьких включень (чиї розмiри порiвняннi зi

сталою ґратки) мiжчастинкова взаємодiя в газi є менш суттєвою i дрейфо-

вий доданок в рiвняннi (А.1) можна записати в лiнiйному наближеннi, див.

Роздiл 1. Припустивши, що розподiл n = n0+δn слабо вiдхиляється вiд рiв-

новажного значення n0, лiнеаризуємо дрейфовий доданок в рiвняннi (А.1),

n2 ≈ n20 + 2n0δn, i перепишемо рiвняння в наступному виглядi:

∇2δn− 2(q ·∇)δn = U∇2δn− (n0 + δn)∇2U − (g ·∇)(n0 + δn)U, (А.2)

де q = (1/2− n0)g. На основi рiвняння (А.2) оцiнимо асимптотичну пове-

дiнку дисипативної взаємодiї мiж включеннями в залежностi вiд їх вiдда-

леностi, взаємного розташування та рiвноважної концентрацiї газу n0. Для
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цього скористаємось якiсним пiдходом, який дозволить отримати простi

аналiтичнi вирази для збурення густини та дисипативних сил.

Тут буде зручно працювати з iнтегральним представленням рiвнян-

ня (А.1), використавши функцiю Ґрiна G(r− r′) рiвняння

∇2
rG(r− r′)− 2(q ·∇r)G(r− r′) = −δ(r− r′). (А.3)

Ця Ґрiнова функцiя за формою подiбна до анiзотропного екранованого

кулонiвського потенцiалу

G(r− r′) =
e−q|r−r

′|+q·(r−r′)

4π|r− r′| (А.4)

у тривимiрному випадку та

G(r− r′) =
1

2π
eq·(r−r

′)K0(q|r− r′|) (А.5)

у двовимiрному. Використавши (А.3) можемо переписати рiвняння для збу-

рення густини δn у виглядi

δn(r) = [n0 + δn(r)]U(r) +

∫
U(r′) (Ω(r′) ·∇r)G(r− r′) dr′, (А.6)

де

Ω(r) = 2g(1− n0)[n0 + δn(r)]− 2∇rδn(r). (А.7)

Рiвняння (А.6) можна спростити застосувавши метод подiбний до пiдходу

самоузгодженого молекулярного поля [58,97]. Оскiльки розподiл U важкої

компоненти локалiзований поблизу центрiв включень Rj i має компактний

носiй uj(r) = u(r − Rj) 6 1, то можна розглядати uj(r) як розподiл гу-

стини ймовiрностi, a iнтеграл в (А.6) як середнє (Ω ·∇G)j пов’язане з

цим розподiлом. Тут, (. . .)j = A−1j

∫
(. . .)u(r−Rj) dr, де константа норму-
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вання Aj =
∫
u(r − Rj) dr формально вiдповiдає об’єму домiшки.1 Тодi,

користуючись наближенням середнього поля, (Ω ·∇G)j ≈
(
Ωj ·∇Gj

)
≈

(
Ωj ·∇G(r−Rj)

)
, рiвняння (А.6) можна записати як

δn(r) ≈ [n0 + δn(r)]U(r) +
∑

j

(
Ω(Rj) ·∇r

)
G(r−Rj), (А.8)

де

Ω(Rj) = 2g(1− n0)
[
n0 + δnj

]
− 2∇δnj (А.9)

вiдiграє роль молекулярного поля або середнього потоку в системi, а самi

цi величини визначаються зовнiшнiм полем g та полем збурення густини,

породженим рештою включень. Рiвняння на константи δnj та ∇δnj можна

отримати самоузгоджено використовуючи рiвняння (А.8).

Представлення (А.7) дозволяє якiсно оцiнити асимптотичну поведiнку

збурення густини газу на великих вiдстанях вiд одинокого включення та

асимптотичну поведiнку дисипативної сили мiж далеко рознесеними вклю-

ченнями. Використовуючи (А.4), збурення густини газу (А.8) далеко вiд

одинокого включення можна записати як

δn(r) ∼
(
Ω ·∇r

)
G(r), (А.10)

тобто

δn(r) ∼
(
Ω ·∇r

) e−q|r|+qr

|r| (А.11)

у тривимiрному випадку та

δn(r) ∼
(
Ω ·∇r

) e−q|r|+qr

|r|−1/2 (А.12)

1В подальшому константу нормування буде опущено, оскiльки об’єм точкової домiшки ∼ ℓ3 ∼ 1.
Розподiл густини газу n(r) також можна описувати збуренням δn неоднорiдного рiвноважного розпо-
дiлу газу з включеннями n(r) ≈ n0[1−U(r)]+δn(r), а не однорiдної концентрацiї вiльного вiд включень
газу n0, рiвняння (А.2). Оскiльки рiвняння для δn(r) i Ω(r) виявляються подiбними до (А.6) та (А.7),
отриманi якiснi результати зберiгаються.
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у двовимiрному. В останньому виразi було використано асимптотику фун-

кцiї Бесселя K0(q|r|) ∼ |r|−1/2e−q|r| при великих значеннях r. За низької

концентрацiї газу (n0 < 1/2) щiльна область перед включенням описується

експоненцiйною асимптотикою, в той час як асимптотика збiдненої областi

перед включенням є степеневою. При пiдвищеннi концентрацiї газу — коли

n0 стає бiльшим 1/2 — вектор q = (1/2−n0)g змiнює свiй напрям. Це свiд-

чить про те, що перемикання направленостi слiду вiдбувається одночасно

з вiдповiдним перемиканням мiж експоненцiйною i степеневою асимптоти-

ками. При n0 = 1/2 маємо q = 0, тому асимптотика збурення δn вiдповiдає

«дипольнiй» поляризацiї збурення газу навколо включення.

На k-те включення дiє сила fk =
∫
δn(r)∇ru(r−Rk) dr ∼ −∇δnk. Для

малих (точкових) включень силу, зумовлену дiєю j-го включення на k-те,

можна грубо оцiнити як

fkj ∼ −∇Rk

(
Ωj ·∇Rk

)
G(Rk −Rj), (А.13)

тобто

fkj ∼ −∇Rk

(
Ωj ·∇Rk

) e−q|Rk−Rj|+q·(Rk−Rj)

|Rk −Rj|
(А.14)

у тривимiрному випадку

fkj ∼ −∇Rk

(
Ωj,∇Rk

) e−q|Rk−Rj|+q·(Rk−Rj)

|Rk −Rj|−1/2
, (А.15)

у двовимiрному. Як видно з рiвнянь (А.10) та (А.13), локальне збурення гу-

стини навколо включення сформоване ефективним потоком Ω (молекуляр-

не поле), який визначається зовнiшнiм полем, та потоками iндукованими

збуреннями густини газу вiд усiх включень.
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Додаток Б

Залежностi вiд змiнних потоку в задачi розсiяння

Метою Роздiлу 3, в першу чергу, було показати принципову можливiсть

деякий ефектiв колективного розсiяння, якi сильно залежать вiд просторо-

вої структури кластерiв домiшок. Однак, властивостi розсiяння, зумовленi

ефектом блокади в газi, визначаються не лише структурою кластерiв але

також параметрами потоку газу, такими як концентрацiя газу n0 та вели-

чина зовнiшнього поля g (або рушiйної сили G).

Дiйсно, в кiнетичному рiвняннi для середнiх чисел заповнення вузлiв

ґратки дрейфовий додано, обумовлений наявнiстю зовнiшнього поля, вiд-

повiдає за колективний ефект блокади. Цей доданок, в наближеннi сере-

днього поля, має вигляд

−δν[(n0 + δnk,i) (uk,i+1 − uk,i−1 + 2δnk,i+1 − 2δnk,i−1)−

− (1− uk,i) (δnk,i+1 − δnk,i−1)],

де 〈nk,i(t)〉 = n0 + δnk,i(t) — середнє число заповнення вузла (k, i), n0 —

середня концентрацiя газу, uk,i — розподiл домiшок (u = 1 для окупованого

домiшкою вузла та u = 0 для вiльного вузла) i δν = νGℓ/(2kT ). Зовнiшня

сила G направлена вздовж координати, позначеної iндексом i.

В Роздiлi 3 виклад зосереджено на залежностi колективного ефекту

блокади вiд просторового розподiлу домiшок у кластерi uk,i i вiд ступе-

ню безладу в цьому розподiлi. Цi результати отримано, в основному, при

значеннях величин зовнiшнього поля g i концентрацiї n0 пiдiбраних таким

чином, щоб виражено проявлялась нелiнiйна поведiнка. В цьому Додатку

приводяться додатковi данi для широкого iнтервалу значень параметрiв по-
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току n0 i g, а також деякi iншi важливi параметричнi залежностi. Для того

щоб кiлькiсно охарактеризувати представленi в Роздiлi 3 ефекти ми вико-

ристовували як iнтегральнi характеристики — повну силу тертя f i повну

дисперсiю ε, так i локальнi — швидкiсть руху фронту ударної хвилi vf .

Параметричнi залежностi. Розглянемо як змiннi потоку впливають

на поведiнку швидкостi vf центральної областi ударної хвилi, тобто швид-

костi центрального профiлю 〈n(xi, yi)〉|yi=0. Рисунок Б.1 показує часову за-

лежнiсть швидкостi для ударної хвилi, що поширюється перед випадковим

Рис. Б.1. Часозалежна поведiнка швидкостi руху фронту ударної хвилi, (а)
v1 — перед кластером i (б ) v2 — позаду нього, при рiзних значеннях концен-
трацiї газу n0 (вказано справа бiля кожного графiка). (а* ) — це бiлогари-
фмiчний графiк тих залежностей з (а) для яких n0 > 0.5. На (а** ) показа-
нi у напiвлогарифмiчному масштабi тi залежностi з (а) для яких n0 < 0.5.
Штриховi прямi вказують на вiдповiдну степеневу чи експоненцiйну пове-
дiнку залежностей, а поруч з ними вказанi значення показникiв (α чи β).
Випадкова реалiзацiя кластера домiшок iдентична тiй, що приведена на
Рис. 3.1б в пунктi 3.2 (N = 362, R = 20ℓ). v1(2) наведено в одиницях ℓ/(νt).
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кластером [v1(t), Рис. Б.1а] та позаду нього [v2(t), Рис. Б.1б ] при рiзних

значеннях концентрацiї газу n0 (0 < n0 < 1). Загалом, збiльшення кон-

центрацiї n0 призводить до збiльшення швидкостi руху фронту v1, див.

Рис. Б.1а, в той час як для v2 ефект прямо протилежний, як це видно

з Рис. Б.1б. Крiм того, перехiд з областi n0 < 0.5 до n0 > 0.5 супро-

воджується суттєвою змiною асимптотичної поведiнки. Ударнi хвилi що

рухаються проти потоку при n0 < 0.5, так само як i тi що рухаються за

потоком при n0 > 0.5, зазнають ефекту зупинки. Перед самою зупинкою

ударної хвилi її швидкiсть згасає практично експоненцiйно, v ∝ e−βt, де

показник β (див. Рис. Б.1а** ) iстотно залежить вiд концентрацiї газу, так

що β ∝ β(n0). Якщо ж фронт хвилi рухається неперервно (ефект зупинки

вiдсутнiй), асимптотична поведiнка його швидкостi наближено описується

степеневим законом, v ∝ t−α, де показник степенi α є також чутливим до

параметру n0 як це видно з прикладiв асимптотик показаних на Рис. Б.1а*,

тому α = α(n0).

Властивiсть iнверсiї. Легко помiтити, що асимптотична поведiнка v1

на великих часах (включно з ефектом зупинки) для кожного значення n0

аналогiчна поведiнцi v2 при значеннях концентрацiї 1− n0. Ця закономiр-

нiсть вiдображає ефект концентрацiйної iнверсiї слiду (Роздiл 1).

Залежнiсть швидкостi руху фронту ударної хвилi v1 вiд величини зов-

нiшнього поля g показана на Рис. Б.2 для двох значень n0, одне з яких

вибране в iнтервалi n0 < 0.5 (Рис. Б.2а), а iнше — n0 < 0.5 (Рис. Б.2б ).

У першому випадку динамiка сповiльнення на великих часах характери-

зується експоненцiйним загасанням швидкостi руху фронту до повної його

зупинки, v1 = 0, в той час як у другому випадку загасання приблизно вiд-

повiдає степеневiй залежностi. В останнiй, показник степеня α < 1 зали-

шається практично незмiнним при посиленнi амплiтуди зовнiшнього поля,

див. Рис. Б.2б*. У випадку експоненцiйного загасання, Рис. Б.2a*, спосте-

рiгається лиш незначне зменшення значення показника β.
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Рис. Б.2. Пiдсилення швидкостi фронту ударної хвилi v1 (перед кластером)
при збiльшеннi величини зовнiшнього поля |g|, для випадкiв a) n0 = 0.37
та б ) n0 = 0.63. Пiд кожним з цих графiкiв приведено вiдповiднi залежно-
стi у подвiйному та напiвлогарифмiчному масштабах i вказанi приблизнi
асимптотики. Використана тут випадкова просторова реалiзацiя кластера
домiшок iдентична тiй, що приведена на Рис. 3.1в в основному текстi ро-
боти (з N = 362 та R = 40ℓ). v1 наведено в одиницях ℓ/(νt).

Сила на випадковий кластер домiшок при рiзних значеннях концен-

трацiї газу n0 показана на Рис. Б.3. Типово, f(t) має пiкове пiдсилення

на початкових часах i досить швидко приходить до свого стацiонарного

значення f(t → ∞). В свою чергу, стацiонарнi значення f(n0) лежать на

кривiй, що має вигляд приплюснутого горба майже симетричної форми,

що знову ж таки пов’язано зi властивiстю концентрацiйної iнверсiї слiду

(Роздiл 1), див. внутрiшнiй графiк на Рис. Б.3. Область характерного пла-

то на цiй кривiй вiдображає режим iнтенсивного екранування потоку та

ефективного обтiкання кластера.
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Рис. Б.3. Повна сила f = |f |, що дiє на кластер домiшок, як функцiя
часу при рiзних значеннях концентрацiї n0. Внутрiшнiй графiк: стацiонарнi
значення сили f в усьому iнтервалi значень концентрацiї n0. Використана
тут випадкова просторова реалiзацiя кластера домiшок iдентична тiй, що
приведена на Рис. 3.1б в основному текстi роботи (з N = 362 та R = 20ℓ).

Вплив величини зовнiшнього поля на повну силу тертя показано, для

стацiонарного випадку, на Рис. Б.4. Як видно, вихiд сили на насичення при

збiльшеннi амплiтуди зовнiшнього поля |g| загалом має степеневий хара-

ктер ∼ A|g|α, де α . 1. Як показано на внутрiшньому графiку Рис. Б.4,

показник степеня α слабо залежить вiд n0, тобто асимптотична поведiн-

ка приблизно однакова при рiзник значеннях концентрацiї, в той час як

«амплiтуда» A = A(n0) є немонотонною функцiєю вiд n0.

Збiльшення концентрацiї n0 також призводить до пiдсилення розсiяння,

для кiлькiсної характеристики якого використовується повна дисперсiя ε,

див. Рис. Б.5. Слiд зазначити, що в окремому випадку n0 = 0.5 насичення

з часом величини
√
ε вiдбувається згiдно степеневого закону ∝ tα (α < 1),

див. Рис. Б.5б. Бiльше того, така асимптотична поведiнка зберiгається при

рiзнiй величинi зовнiшнього поля |g|, а значення самого показника степеня

α змiнюється не суттєво, див. Рис. Б.6б.

В загальному пiдсумку: в iнтервалi концентрацiї n0 < 0.5 збiльшення
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Рис. Б.4. Повна сила тертя, що дiє на випадково неоднорiдний кластер в
стацiонарному станi. Злiва: Повна сила f ≡ |f | (в одиницях kT/ℓ) в за-
лежностi вiд величини поля |g| для двох рiзних значень концентрацiї n0.
Справа: Вiдповiдний бiлогарифмiчний графiк демонструє типову асимпто-
тичну поведiнку. Використана тут випадкова просторова реалiзацiя кла-
стера домiшок iдентична тiй, що приведена на Рис. 3.1в в основному текстi
роботи (з N = 362 та R = 40ℓ).

Рис. Б.5. а) Часова залежнiсть повної дисперсiї
√
ε при рiзних значеннях

концентрацiї газу n0, |g| = 0.5. б ) Вiдповiдний бiлогарифмiчний графiк
демонструє типову асимптотичну поведiнку. Використана тут випадкова
просторова реалiзацiя кластера домiшок iдентична тiй, що приведена на
Рис. 3.1в в основному текстi роботи (з N = 362 та R = 40ℓ).

величин n0 та/чи G призводить до пiдсилення i розсiяння i ударної хвилi,

проте не вносить суттєвих змiн в якiсну картину розсiяння.

Динамiка фронту. Як згадувалось в основному текстi, положення

фронту ударної хвилi визначалось вузлом ґратки xf для якого друга по-
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Рис. Б.6. а) Часова залежнiсть повної дисперсiї
√
ε при рiзних значеннях

амплiтуди зовнiшнього поля |g| (їх вказано бiля кожної кривої), n0 = 0.5.
б ) Вiдповiдний бiлогарифмiчний графiк демонструє типову асимптотичну
поведiнку. Використана тут випадкова просторова реалiзацiя кластера до-
мiшок iдентична тiй, що приведена на Рис. 3.1в в основному текстi роботи
(з N = 362 та R = 40ℓ).

хiдна вiд 〈n(xi, yi)〉|yi=0 (скiнченнорiзницева похiдна на ґратцi) дорiвнює

нулю. Вiдтак, xf може набувати лише дискретних значень вздовж лiнiї цен-

трального профiлю густини. Також, в рамках такого пiдходу, часова зале-

жнiсть xf(t), так само як i vf(t), не є гладкою i вiдображає властиву системi

просторову дискретнiсть. Зокрема, рух фронту демонструє «сходинкову»

поведiнку, як показано на Рис. Б.7а. Така поведiнка часто зустрiчається

в просторово дискретних системах, наприклад, послiдовне долання бар’є-

рiв при дифузiйному транспортi в сильнонеоднорiдних середовищах (див.

пункт 4.2 та [49]) або так звана «halt-and-go» динамiка фронтiв, зумовлена

наявнiстю ґратки та ефектами скiнченного розмiру частинок [128]. Для то-

го щоб належним чином розрахувати vf(t) (як скiнченнорiзницеву похiдну)

отриманi негладкi залежностi xf(t) потребують застосування певної про-

цедури регуляризацiї, тому їх було замiнено на «гладкi» вiдтинково лiнiйнi

функцiї, що дають усереднену поведiнку як показано на Рис. Б.7а. Вiдзна-

чимо, що розрахованi чисельно функцiї vf(t) також можуть бути неглад-

кими i з дрiбномасштабними квазiперiодичними осциляцiями, як показано
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на Рис. Б.7б. Згладжену апроксимацiйну криву можна грубо отримати,

наприклад, просто використавши центральнi рiзницi, визначенi на насту-

пних сусiднiх вузлах vf(ti) ≈ [xf(ti+kℓ)−xf(ti−kℓ)]/∆t: чим бiльше значення

Рис. Б.7. a) Регуляризацiя xf(t). Часова залежнiсть положення фронту xf
ударної хвилi, що рухається проти потоку при концентрацiї газу n0 = 0.8.
б ) Часова залежнiсть швидкостi руху фронту v1 ударної хвилi (в одини-
цях ℓ/νt), що теж рухається проти потоку при концентрацiї газу n0 = 0.5.
Використана тут випадкова просторова реалiзацiя кластера домiшок iден-
тична тiй, що приведена на Рис. 3.1б в основному текстi роботи (з N = 362
та R = 20ℓ). Амплiтуда зовнiшнього поля |g| = 0.5.
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k = 1, 2, . . . , тим бiльш гладкою буде залежнiсть.
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Додаток В
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