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ÏÅ�ÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

ÇÍ � çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí;

ÇÇ � çâîðîòíié çâ'ÿçîê;

ÌII � ìiæiìïóëüñíèé iíòåðâàë;

ÏÄ � ïîòåíöiàë äi¨;

ÊÂ � êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨;

IÂ � iíòåãðàòîð ç âòðàòàìè;

ÇÍð � çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí ç íåíóëüîâèì ðå�ðàêòåðíèì ïåðiîäîì;

ÇÏÑÏ � çáóäæóþ÷èé ïîñòñèíàïòè÷íèé ïîòåíöiàë;

ÖÍÑ � öåíòðàëüíà íåðâîâà ñèñòåìà.

t � òðèâàëiñòü âèõiäíîãî ÌII

P 0(t) � ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé äîâæèí âèõiäíèõ ÌII äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ

P (t) � ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé äîâæèí âèõiäíèõ ÌII äëÿ ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ

P (t0, . . . , tn) � ñïiëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí (n+1)-ãî ïîñëiäîâ-

íîãî ÌII íà âèõîäi ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ

P (tn+1 | tn, . . . , t0) � ãóñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí tn+1 âèõiäíèõ

ÌII çà óìîâè, ùî äîâæèíè (n + 1)-ãî ïîïåðåäíüîãî ÌII ñêëàäàëè âiäïîâiäíî

tn, . . . , t1 òà t0.

s � ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ

F (t | s) � ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí t âèõiäíèõ ÌII çà óìîâè, ùî íà

ïî÷àòêó öüîãî ñàìîãî ÌII ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ ñêëàäà¹ s.

f(s) � ñòàöiîíàðíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ ÷àñiâ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ
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ÂÑÒÓÏ

1926 ðîêó, êîëè Àäðiàí âñòàíîâèâ [1℄, ùî íåéðîíè îáìiíþþòüñÿ ìiæ ñîáîþ

îäíàêîâèìè åëåêòðè÷íèìè ñèãíàëàìè (iìïóëüñàìè, ñïàéêàìè), ñòàëî çðîçóìi-

ëî, ùî ií�îðìàöiÿ â íåéðîííèõ ñèñòåìàõ ìîæå áóòè ïåðåäàíà ëèøå çíà÷åííÿìè

ìîìåíòiâ ïðèõîäó öèõ ñèãíàëiâ. Ñóêóïíiñòü öèõ ìîìåíòiâ îòðèìàëà çàãàëüíó

íàçâó �òàéìiíã�. Ç òîãî ÷àñó, ïèòàííÿ ðîëi òàéìiíãó âõiäíèõ ñèãíàëiâ ó �óíêöiî-

íóâàííi ÿê îäíîãî íåéðîíó, òàê i íåéðîííî¨ ìåðåæi, íåîäíîðàçîâî ïiäíiìàëîñÿ

â íàóêîâèõ äîñëiäæåííÿõ i, âëàñíå, ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ ïèòàíü íåéðîííîãî êî-

äóâàííÿ. �îëü òàéìiíãó áóëî íàî÷íî ïðîäåìîíñòðîâàíî â ïðîöåñàõ ñïðèéíÿòòÿ

[2, 3, 4, 5℄, ïàì'ÿòi [6℄, çâ'ÿçóâàííÿ òà/àáî ñåãìåíòàöi¨ îá'¹êòiâ [7, 9, 8, 10, 11, 12℄,

òîùî. Ïîñòà¹ ïèòàííÿ: çâiäêè öåé òàéìiíã áåðå ñâié ïî÷àòîê? Íàñïðàâäi, ÷àñò-

êîâî âií ìîæå áóòè óñïàäêîâàíèé iç çîâíiøíüîãî ñâiòó ïiä ÷àñ ïåðâèííîãî ñåí-

ñîðíîãî ñïðèéíÿòòÿ. Â ñëóõîâié ñèñòåìi öå âiäáóâà¹òüñÿ ç î÷åâèäíî¨ ïðè÷èíè,

ùî �içè÷íèé ñèãíàë, � ÷àñîâèé õiä òèñêó ïîâiòðÿ, � ñàì ïî ñîái ìà¹ âèðàæå-

íó ÷àñîâó ñòðóêòóðó â ìiëiñåêóäíîìó ÷àñîâîìó äiàïàçîíi, ÿêà çíà÷íîþ ìiðîþ

âiäòâîðþ¹òüñÿ ó âèõiäíîìó ñèãíàëi êëiòèí âíóòðiøíüîãî âóõà [13℄. Â íþõîâié

ñèñòåìi �içè÷íèé ñèãíàë óòâîðþ¹òüñÿ øëÿõîì àäñîðáöi¨/äåñîðáöi¨ ìîëåêóë çà-

ïàõó, ñïðè÷èíåíî¨ áðîóíiâñüêèì ðóõîì. Â öüîìó âèïàäêó, ïåðâèíèé ñåíñîðíèé

ñèãíàë, íå ìàþ÷è âèðàæåíî¨ ÷àñîâî¨ ñòðóêòóðè, ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê

ïóàññîíiâñüêèé ïîòiê.

Òèì íå ìåíø, ÷àñîâà ñòðóêòóðà ìîæå ç'ÿâèòèñÿ íà âèõîäi íåéðîíó, ñòèìó-

ëüîâàíîãî áåçñòðóêòóðíèì âõiäíèì ñèãíàëîì. Ïiñëÿ ïåðâèííîãî ñïðèéíÿòòÿ âè-

õiäíi ñèãíàëè âiäïîâiäíèõ ðåöåïòîðíèõ êëiòèí çàçíàþòü ïîäàëüøî¨ îáðîáêè â

ïåðâèííèõ ñåíñîðíèõ ñòðóêòóðàõ ìîçêó, à äàëi � ó éîãî âèùèõ îáëàñòÿõ. Â õîäi

öi¹¨ îáðîáêè ñòàòèñòèêà íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi, âèêëèêàíî¨ ñåíñîðíèì ñòèìóëîì,
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çàçíà¹ ñóòò¹âèõ çìií, äèâ., íàïðèêëàä, [14℄. Ïàòòåðí íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi, ùî

âèíèêà¹ â ðåçóëüòàòi öèõ çìií, çíà÷íî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïî÷àòêîâîãî. Öi çìiíè

òàêîæ ïåðåäáà÷àþòü âèíèêíåííÿ êîððåëÿöié â àêòèâíîñòi çàäàíîãî íåéðîíó â

ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó [15, 16, 17, 18, 19℄.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïîñòà¹ ïèòàííÿ: ÿêi ñàìå �içè÷íi ìåõàíiçìè ìîæóòü ëåæàòè

â îñíîâi âêàçàíèõ çìií? Ñêèäà¹òüñÿ íà òå, ùî, îêðiì âñüîãî iíøîãî, íàñòóïíi

÷èííèêè âèçíà÷àþòü ñòàòèñòèêó íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi â ìåðåæi: (i) äåêiëüêà

âõiäíèõ iìïóëüñiâ íåîáõiäíi íåéðîíó äëÿ ãåíåðàöi¨ âèõiäíîãî (äèâ., íàïðèêëàä,

[20, 21℄); (ii) íåéðîííi ìåðåæi ìiñòÿòü çíà÷íó êiëüêiñòü çâîðîòíèõ çâ'ÿçêiâ. Çàâ-

äÿêè (i), íåéðîí ìà¹ iíòåãðóâàòè âõiäíó àêòèâíiñòü íà ïåâíîìó ÷àñîâîìó ïðî-

ìiæêó, ùîá çiáðàòè íåîáõiäíó êiëüêiñòü iìïóëüñiâ äëÿ âèõiäíîãî ïîñòðiëó. Â

ðåçóëüòàòi, íà âiäìiíó âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó, íàéêîðîòøi ìiæiìïóëüñíi ií-

òåðâàëè (ÌII) âæå íå ¹ íàéiìîâiðíiøèìè [22℄.

Çàâäÿêè çâîðîòíiì çâ'ÿçêàì, âèõiäíi iìïóëüñè äàíîãî íåéðîíó ìîæóòü ìà-

òè ïåâíèé, çàòðèìàíèé â ÷àñi, âïëèâ íà âõiäíèé ñèãíàë öüîãî ñàìîãî íåéðîíó.

Öå ìîæå ïðèçâåñòè äî ïîÿâè êîðåëÿöié i íàâiòü äî íåìàðêiâñüêî¨ ñòàòèñòèêè

íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi.

Âïëèâ �àêòîðó (i) áóëî äîñëiäæåíî â [22℄, òîäi ÿê �àêòîð (ii) âçàãàëi íå

âèâ÷àâñÿ. Ñàìå òîìó âèíèêëà íåîáõiäíiñòü äîñëiäèòè âïëèâ íàÿâíîñòi çàòðèìà-

íîãî çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó íà ñòàòèñòèêó íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi. Ïåðøèì êðîêîì

ó öüîìó íàïðÿìêó ¹ äîñëiäæåííÿ íàéïðîñòiøî¨ ðåêóðåíòíî¨ ìåðåæi � ¹äèíîãî

íåéðîíó çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì. Öå i çóìîâëþ¹ àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöié-

íî¨ ðîáîòè.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. �åçóëü-

òàòè, ùî óâiéøëè â äèñåðòàöiéíó ðîáîòó, áóëè îòðèìàíi â ðàìêàõ ïëàíîâî¨ íàó-

êîâî¨ òåìàòèêè âiääiëó ñèíåðãåòèêè Iíñòèòóòó òåîðåòè÷íî¨ �içèêè iì. Ì.Ì. Áî-
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ãîëþáîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè (òåìà �Ìîäåëþâàííÿ íåëiíiéíî¨ äèíàìiêè ñèíåðãå-

òè÷íèõ ñèñòåì�, 2007�2011ðð., øè�ð 1.4.7.2, � äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0106U007884,

òåìà �Ôîðìóâàííÿ ñòðóêòóð òà íåðiâíîâàæíi ïðîöåñè ó âiäêðèòèõ ñèñòåìà-

õ�, 2013�2017ðð., øè�ð 1.4.7, � äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0113U001093, à òàêîæ òåìà

�Ìiêðîñêîïi÷íi òà �åíîìåíîëîãi÷íi ìîäåëi �óíäàìåíòàëüíèõ �içè÷íèõ ïðîöå-

ñiâ ó ìiêðî- òà ìàêðîñâiòi�, 2012�2016ðð., øè�ð 1.4.1�1.4.9, � äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨

0112U000056).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè � äîñëiäèòè àíà-

ëiòè÷íî òà ÷èñåëüíî âïëèâ íàÿâíîñòi çàòðèìàíîãî çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó (ÇÇ) íà

ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi ïîñëiäîâíîñòi âèõiäíèõ ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ (ÌII)

çáóäæóþ÷èõ òà ãàëüìiâíèõ íåéðîíiâ.

Äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¨ ìåòè ïåðåäáà÷à¹ ðîçâ'ÿçàííÿ íàñòóïíèõ çàäà÷.

1. Äîñëiäèòè ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi ïîñëiäîâíîñòi äîâæèí âèõiäíèõ ÌII

çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ òà ãàëüìiâíîãî íåéðîíó iç çàòðèìà-

íèì ÇÇ. Çîêðåìà, íà îñíîâi ìîäåëi çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíó (ÇÍ), çíàéòè ÿâíi

âèðàçè äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII, ñåðåäíüîãî

ÌII òà êîå�iöi¹íòó âàðiàöi¨. Ïîðiâíÿòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ç òèìè, ÿêi

ðàíiøå áóëî çíàéäåíî äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ òà ç'ÿñóâàòè, ÿêèì ÷èíîì íàÿâíiñòü

çàòðèìàíîãî ÇÇ çìiíþ¹ ñòàòèñòèêó àêòèâíîñòi çáóäæóþ÷èõ òà ãàëüìiâíèõ

íåéðîíiâ.

2. �îçâèíóòè çàãàëüíó ìåòîäîëîãiþ äëÿ çíàõîäæåííÿ áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ ãóñ-

òèíè éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ,

ïðèäàòíó äëÿ áóäü-ÿêî¨ äåòåðìiíiñòè÷íî¨ ìîäåëi íåéðîíó.

3. Íà îñíîâi ðîçâèíåíî¨ ìåòîäîëîãi¨, çíàéòè ÿâíi âèðàçè äëÿ óìîâíî¨ áàãàòî-

iíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII íåéðîíó iç
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çàòðèìàíèì ÇÇ äëÿ âèïàäêiâ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ, ãàëüìiâíîãî ÇÍ òà ãàëüìiâ-

íîãî ÇÍ ç ðå�ðàêöi¹þ. Â êîæíîìó ç âèïàäêiâ ïðîàíàëiçóâàòè ìîæëèâiñòü

ïðåäñòàâëåííÿ ïîñëiäîâíîñòi ÌII ÿê ïðîöåñó âiäíîâëåííÿ àáî ÿê ìàðêiâñü-

êîãî ëàíöþãà ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

4. Ñòâîðèòè êîìï'þòåðíó ïðîãðàìó äëÿ çäiéñíåííÿ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ

çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ, ãàëüìiâíîãî íåéðîíó iç çàòðèìà-

íèì ÇÇ òà ãàëüìiâíîãî íåéðîíó ç ðå�ðàêöi¹þ i çàòðèìàíèì ÇÇ íà îñíîâi

ìîäåëåé çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíó òà ìîäåëi iíòåãðàòîð ç âòðàòàìè (IÂ). Ïî-

ðiâíÿòè ÷èñåëüíi òà àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè, à òàêîæ äîñëiäèòè ÷èñåëüíî

ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi àêòèâíîñòi íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ â îáëàñòi ïà-

ðàìåòðiâ, äå àíàëiòè÷íi ðîçðàõóíêè ïîâ'ÿçàíi çi çíà÷íèìè ìàòåìàòè÷íèìè

ñêëàäíîñòÿìè i âèõîäÿòü çà ìåæi äèññåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Ïîðiâíÿòè ðåçóëü-

òàòè, îòðèìàíi äëÿ ìîäåëåé ÇÍ òà IÂ.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � çáóäæóþ÷èé íåéðîí iç çàòðèìàíèì çâîðîòíiì çâ'ÿç-

êîì (ÇÇ), ãàëüìiâíèé íåéðîí iç çàòðèìàíèì ÇÇ òà ãàëüìiâíèé íåéðîí ç ðå�ðà-

êöi¹þ òà çàòðèìàíèì ÇÇ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ïîñëiäîâíîñòi ìiæ-

iìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ, çîêðåìà, îäíîiíòåðâàëüíà òà

óìîâíà áàãàòîiíòåðâàëüíà ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII, êî-

å�iöi¹íò âàðiàöi¨ òà òðèâàëiñòü ñåðåäíüîãî ÌII.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè âèêîíàííi äîñëiäæåíü âèêîðèñòîâóâàëèñÿ àíà-

ëiòè÷íi òà ÷èñåëüíi ìåòîäè, à òàêîæ àáñòðàêòíi ìîäåëi íåéðîíó. Çîêðåìà, àíàëi-

òè÷íi ðîçðàõóíêè âèêîíàíî ç ïåðøèõ ïðèíöèïiâ íà îñíîâi àïàðàòó òåîði¨ éìîâið-

íîñòåé, äëÿ ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ çàñòîñîâàíî ìîäåëþâàííÿ çà ìåòîäîì Ìîíòå

Êàðëî, â ÿêîñòi ìîäåëåé íåéðîíó âçÿòî çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí òà iíòåãðàòîð ç âòðà-

òàìè.
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Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðè-

ìàíî íàñòóïíi îðèãiíàëüíi ðåçóëüòàòè:

1. Ïîêàçàíî, ùî íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó ïðèçâîäèòü äî

ïîÿâè âèðàæåíèõ îñîáëèâîñòåé â ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí ÌII

íåéðîíó. Çîêðåìà, äëÿ çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó òàêèìè îñîáëèâîñòÿìè ¹ ñèí-

ãóëÿðíiñòü òèïó δ-�óíêöi¨ Äiðàêà, ìóëüòèìîäàëüíiñòü, ðîçðèâè.

2. Ó âèïàäêó ãàëüìiâíîãî íåéðîíó íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî ÇÇ ïðèçâîäèòü äî

áiìîäàëüíîñòi (2 ìàêñèìóìè) òà ðîçðèâó â ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâ-

æèí ÌII.

3. Íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî ÇÇ ïðèçâîäèòü äî çáiëüøåííÿ êîå�iöi¹íòó âàðiàöi¨

äîâæèí ÌII çáóäæóþ÷èõ òà ãàëüìiâíèõ íåéðîíiâ, ïîðiâíÿíî ç âèïàäêîì

áåç ÇÇ. Öå äàëî çìîãó âïåðøå ïîÿñíèòè åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi [23℄ ùîäî

âèñîêî¨ âàðiàòèâíîñòi äîâæèí ÌII íåéðîíiâ êîðè ãîëîâíîãî ìîçêó.

4. Äîâåäåíî, ùî íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî ÇÇ ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ êîðå-

ëÿöié ìiæ äîâæèíàìè ñóñiäíiõ ÌII çáóäæóþ÷èõ i ãàëüìiâíèõ íåéðîíiâ, i,

áiëüøå òîãî, � äî íåìàðêîâîñòi ïîñëiäîâíîñòi äîâæèí âèõiäíèõ ÌII.

5. Äëÿ ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ äîâåäåíî, ùî âðàõóâàííÿ â ìîäå-

ëi íåéðîíó ðå�ðàêöi¨ íå çäàòíå çàáåçïå÷èòè âiäíîâëåííÿ ìàðêîâîñòi â öié

ïîñëiäîâíîñòi.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. �åçóëüòàòè, îòðèìàíi â

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð òà ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi

äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ ñòàòèñòèêè íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi â ñèñòåìàõ çi

çâîðîòíèìè çâ'ÿçêàìè.

Ïîêàçàíî, ùî íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî ÇÇ ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè ðÿäó ñïåöè�i-

÷íèõ îñîáëèâîñòåé â ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé äîâæèí ÌII çáóäæóþ÷èõ i ãàëüìiâíèõ
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íåéðîíiâ. Öå âiäêðèâà¹ ìîæëèâiñòü åêñïåðèìåíòàëüíî¨ ïåðåâiðêè. Äàíî ïîÿñíå-

ííÿ âiäîìèì åêñïåðèìåíòàëüíèì äàíèì (íàïð., [23℄) ùîäî âèñîêî¨ âàðiàòèâíîñòi

äîâæèí ÌII íåéðîíiâ â ðåàëüíèõ íåéðîííèõ ìåðåæàõ. Êðiì òîãî, îòðèìàíi ðå-

çóëüòàòè âêàçóþòü íà íåêîðåêòíiñòü çàñòîñóâàííÿ ïðèïóùåíü ïðî íåçàëåæíiñòü

ÌII, àáî ïðî ìàðêîâiñòü ¨õ ïîñëiäîâíîñòi, äëÿ íåéðîíiâ ÖÍÑ ÷åðåç çíà÷íó êiëü-

êiñòü çâîðîòíiõ çâ'ÿçêiâ ìiæ öèìè íåéðîíàìè. Òàêi ïðèïóùåííÿ íà ñüîãîäíi ùå

øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ â ðîáîòàõ ç òåîðåòè÷íî¨ íåéðîáiîëîãi¨.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Â óñiõ ðîáîòàõ, âèêîíàíèõ ñïiëüíî ç íàó-

êîâèì êåðiâíèêîì Î.Ê. Âiäèáiäîþ, çäîáóâà÷ áåçïîñåðåäíüî ïðîâîäèëà àíàëiòè-

÷íi ðîçðàõóíêè i äîâåäåííÿ, êîìï'þòåðíi îá÷èñëåííÿ, áðàëà ó÷àñòü â îáãîâîðåí-

íi òà àíàëiçi ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåíü, íàïèñàííi ñòàòåé, ïiäãîòîâöi ïðåçåíòàöié.

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, îòðèìàíèìè çäîáóâà÷åì îñî-

áèñòî, ¹ íàñòóïíi. Îòðèìàíî àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé äîâ-

æèí âèõiäíèõ ÌII: â ðîáîòi [27℄ äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü äîâæèíè ÌII, â ðîáîòàõ

[28, 29℄ � äëÿ âñiõ çíà÷åíü äîâæèíè ÌII. Â ðîáîòi [29℄ çíàéäåíî òàêîæ ÿâíi

âèðàçè äëÿ ñåðåäíüî¨ äîâæèíè âèõiäíîãî iíòåðâàëó òà êîå�iöi¹íòó âàðiàöi¨.

Çíàéäåíî òî÷íi àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ óìîâíî¨ áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè

éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII: â ðîáîòi [30℄ äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç

çàòðèìàíèì ÇÇ, â ðîáîòi [31℄ � äëÿ ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ, â ðîáîòi

[32℄ � äëÿ ãàëüìiâíîãî ÇÍ ç ðå�ðàêöi¹þ i çàòðèìàíèì ÇÇ. Íà îñíîâi çíàéäåíèõ

âèðàçiâ, äîâåäåíî íåìàðêîâiñòü âèõiäíîãî ïîòîêó íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ äëÿ

âèïàäêiâ çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó, ãàëüìiâíîãî íåéðîíó òà ãàëüìiâíîãî íåéðîíó ç

ðå�ðàêöi¹þ.

Ñòâîðåíî êîìï'þòåðíó ïðîãðàìó äëÿ ÷èñåëüíî¨ ïåðåâiðêè îòðèìàíèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ òà äëÿ ïîðiâíÿííÿ îòðèìàíèõ äàíèõ ç ðåçóëüòàòàìè äëÿ

iíøèõ íåéðîííèõ ìîäåëåé.
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Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. �åçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñÿ

òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà íàñòóïíèõ êîí�åðåíöiÿõ:

• �VIII ìåìîðiàëüíi Äàâèäiâñüêi ÷èòàííÿ ç òåîðåòè÷íî¨ �içèêè òà áiî�içèêè�,

IÒÔ iì. Áîãîëþáîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, Óêðà¨íà, 29 ãðóäíÿ 2008 ð.

• Êîí�åðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîðåòè÷íî¨ �içèêè�, IÒÔ

iì. Áîãîëþáîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, Óêðà¨íà, 22�26 ãðóäíÿ 2009 ð., 22�24 ãðóäíÿ

2010 ð., 21�23 ãðóäíÿ 2011 ð., 23�26 æîâòíÿ 2012 ð.

• Êè¨âñüêà áîãîëþáiâñüêà êîí�åðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîðåòè÷íî¨ �içè-

êè�, IÒÔ iì. Áîãîëþáîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, Óêðà¨íà, 15�18 âåðåñíÿ 2009 ð.

• Ìiæíàðîäíà êîí�åðåíöiÿ �2nd International Biophysis Congress and Bi-

otehnology at GAP (Southeastern Anatolian Projet) & the 21st National Biophy-

sis Congress�, Äiÿðáàêèð, Òóðå÷÷èíà, 5�9 æîâòíÿ 2009 ð.

• Êîí�åðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ � 2010�, IÏÏÌÌ

iì. ß.Ñ.Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ëüâiâ, Óêðà¨íà, 25�26 òðàâíÿ 2010 ð.

• �XI êîí�åðåíöiÿ ç áiîíiêè, áiîêiáåðíåòèêè òà ïðèêëàäíî¨ áiî�içèêè�, ÊÏI,

Êè¨â, Óêðà¨íà, 4�6 ëèñòîïàäà 2010 ð.

• �11-òà Âñåóêðà¨íñüêà øêîëà-ñåìiíàð òà êîíêóðñ ìîëîäèõ â÷åíèõ çi ñòàòè-

ñòè÷íî¨ �içèêè òà òåîði¨ êîíäåíñîâàíî¨ ðå÷îâèíè�, IÔÊÑ ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ëüâiâ,

Óêðà¨íà, 1�3 ÷åðâíÿ, 2011 ð.

• Ìiæíàðîäíà êîí�åðåíöiÿ �8-th European Conferene on Mathematial and

Theoretial Biology and Annual Meeting of the Soiety for Mathematial Biology�,

Êðàêiâ, Ïîëüùà, 28 ÷åðâíÿ � 2 ëèïíÿ 2011 ð.

• �ÕI Õàðêiâñüêà êîí�åðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç ðàäiî�içèêè, åëåêòðîíiêè,

�îòîíiêè òà áiî�içèêè�, I�Å iì. I.ß.Óñiêîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè, Õàðêiâ, Óêðà¨íà, 29

ëèñòîïàäà � 1 ãðóäíÿ 2011 ð.

• �12-òà Âñåóêðà¨íñüêà øêîëà-ñåìiíàð òà êîíêóðñ ìîëîäèõ â÷åíèõ çi ñòàòè-
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ñòè÷íî¨ �içèêè òà òåîði¨ êîíäåíñîâàíî¨ ðå÷îâèíè�, IÔÊÑ ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ëüâiâ,

Óêðà¨íà, 30 òðàâíÿ � 1 ÷åðâíÿ, 2012 ð.

• Ìiæíàðîäíà êîí�åðåíöiÿ �BIOCOMP2012 Mathematial Modeling and

Computational Topis in Biosienes�, Ñàëåðíî, Iòàëiÿ, 4�8 ÷åðâíÿ 2012 ð.

•Ìiæíàðîäíà êîí�åðåíöiÿ �Neural Coding 2012: 10th International workshop�,

Ïðàãà, ×åñüêà ðåñïóáëiêà, 2�7 âåðåñíÿ 2012 ð.

• Ìiæíàðîäíà êîí�åðåíöiÿ �29-th European Meeting of Statistiians�, Áóäà-

ïåøò, Óãîðùèíà, 20�25 ëèïíÿ 2013 ð.

Êðiì òîãî, ïîäàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè äîïîâiäàëèñü íà ñåìiíàðàõ âiääiëó ñè-

íåðãåòèêè òà âiääiëó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ IÒÔ iì. Áîãîëþáîâà ÍÀÍ

Óêðà¨íè, à òàêîæ íà îá'¹äíàíîìó ñåìiíàði âiääiëiâ òåîðåòè÷íî¨ �içèêè òà òåîði¨

ÿäåðíèõ ðåàêòîðiâ â Iíñòèòóòi ÿäåðíèõ äîñëiäæåíü ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Ïóáëiêàöi¨. �åçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 23 ðîáîòàõ, iç íèõ 5

ñòàòåé â íàóêîâèõ �àõîâèõ æóðíàëàõ [27, 29, 30, 31, 32℄, 1 ðîçäië â êîëåêòèâíié

ìîíîãðà�i¨ [28℄ òà 17 òåç äîïîâiäåé, çðîáëåíèõ íà íàóêîâèõ êîí�åðåíöiÿõ [33,

34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49℄.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi

âñòóïó, 5 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë çi 120 íàéìåíóâàíü.

Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 166 ñòîðiíîê ìàøèíîïèñíîãî òåêñòó iç âðà-

õóâàííÿì 42 ðèñóíêiâ òà 1 òàáëèöi.
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�ÎÇÄIË 1

Î�ËßÄ ËIÒÅ�ÀÒÓ�È

1.1 Áiîëîãi÷íå ïiäãðóíòÿ

Ïiñëÿ òîãî, ÿê 1909 ð. Ñàíòüÿãî �àìîí-i-Êàõàëü âñòàíîâèâ êëiòèííó áóäîâó

ìîçêó [50℄, ïî÷àëàñÿ íîâà åðà â ïiçíàííi ëþäèíîþ àïàðàòó âëàñíîãî ìèñëåííÿ.

Êëiòèíè, ùî ïåðåäàþòü ñèãíàëè â íåðâîâié ñèñòåìi, îòðèìàëè íàçâó íåéðîíiâ,

àáî íåðâîâèõ êëiòèí. Ìîçîê ëþäèíè ìiñòèòü ïîðÿäêó 1011 ∼ 1013
êëiòèí. Êiëü-

êiñòü íåéðîíiâ ñêëàäà¹ ïðèáëèçíî
1
10 ÷àñòèíó âiä öi¹¨ êiëüêîñòi [51℄. �åøòà êëiòèí

ìîçêó ìà¹ íàçâó ãëiàëüíèõ êëiòèí i ùîäî ¨õ �óíêöié äîñi íåìà¹ ïîâíî¨ ÿñíîñòi.

Âiäîìî, ùî âîíè çäiéñíþþòü çàãàëüíó ðåãóëÿöiþ ðîáîòè ìîçêó, çàáåçïå÷óþòü

�îðìóâàííÿ íåîáõiäíèõ ìîçêîâèõ çâ'ÿçêiâ i ñòðóêòóð íà åòàïi ðîçâèòêó àáî,

÷àñòêîâî, ïðè ðåãåíåðàöi¨, à òàêîæ ñòâîðþþòü ìi¹ëiíîâi îáîëîíêè íàâêîëî íåð-

âîâèõ âîëîêîí, ùî çíà÷íî ïðèøâèäøó¹ ïðîâåäåííÿ iìïóëüñiâ (äåòàëüíiøå äèâ.

[52, 53, 54℄).

�îëîâíà �óíêöiÿ íåéðîíiâ � îòðèìóâàòè i âiäïðàâëÿòè ñèãíàëè. Â ðåàëüíèõ

íåéðîíàõ öÿ �óíêöiÿ ðåàëiçîâàíà çà äîïîìîãîþ êîíêðåòíîãî áiî�içè÷íîãî ìå-

õàíiçìó, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ñïåöè�i÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ìåìáðàíè íåðâîâèõ

êëiòèí. �îëîâíèìè �óíêöiîíàëüíèìè ÷àñòèíàìè öüîãî ìåõàíiçìó ¹ iîííi êàíàëè

â ìåìáðàíi òà òðàíñìåìáðàííi ñòðóìè iîíiâ êàëiþ, íàòðiþ, êàëüöiþ òà õëîðó

(äèâ. ñëàâíîçâiñíi ðîáîòè [55, 56℄ Õîäæêiíà i Õàêñëi 1952 ð.). Â áóäü-ÿêié æèâié

êëiòèíi, ìiæ âíóòðiøíüîþ òà çîâíiøíüîþ ïîâåðõíåþ ¨¨ ìåìáðàíè iñíó¹ ðiçíèöÿ

åëåêòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ. Ìåìáðàíè äåÿêèõ òèïiâ êëiòèí (òàê çâàíi çáóäëèâi

êëiòèíè, äî ÿêèõ íàëåæàòü i íåéðîíè) ìîæóòü çìiíþâàòè öþ ðiçíèöþ ïîòåí-

öiàëiâ ó âiäïîâiäü íà ðiçíi áiî�içè÷íi ÷èííèêè: ñïåöè�i÷íi õiìi÷íi ðå÷îâèíè,

åëåêòðè÷íèé ñòðóì, ñâiòëî, ìåõàíi÷íå íàïðóæåííÿ, òîùî. Öÿ çäàòíiñòü ìîæå
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�èñ. 1.1 Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ íåéðîíó. Íàïðÿìîê ðîçïîâñþäæåííÿ ñèãíàëó

ïîêàçàíî ñòðiëêàìè.

áóòè âèêîðèñòàíà, çîêðåìà, i äëÿ íåéðîííî¨ ñèãíàëiçàöi¨ (äåòàëüíiøå äèâ., íà-

ïðèêëàä, [57, 51℄).

Íåéðîíè ìîæóòü ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèñÿ çà ìîð�îëîãi¹þ, îäíàê çàçâè÷àé â íåé-

ðîíi ìîæíà âèäiëèòè òiëî (ñîìó) i âiäðîñòêè: äåíäðèòè i àêñîí, �èñ. 1.1. Òiëîì

íàçèâàþòü âëàñíå ñàìó êëiòèíó çi âñiìà ¨¨ îðãàíåëàìè. Äåíäðèòíå äåðåâî ñëó-

ãó¹ ÿê ñèñòåìà äëÿ îòðèìàííÿ ñèãíàëiâ âiä iíøèõ íåéðîíiâ. Òèïîâèé íåéðîí

ìîæå îòðèìóâàòè âõiäíi ñèãíàëè âiä áàãàòüîõ iíøèõ íåéðîíiâ, â äåÿêèõ âèïàä-

êàõ êiëüêiñòü âõîäiâ ìîæå ñÿãàòè êiëüêîõ òèñÿ÷ [58℄. Îòðèìàíi ñèãíàëè ïàñèâíî

(iç çàòóõàííÿì òà áåç çàòðàò åíåðãi¨) ðîçïîâñþäæóþòüñÿ äåíäðèòíèì äåðåâîì

äî òiëà íåéðîíó [51℄. Âèõiäíèé iìïóëüñ (ñïàéê, ïîòåíöiàë äi¨ (ÏÄ), �èñ. 1.2),

ÿê ïðàâèëî, ïî÷èíà¹ ãåíåðóâàòèñÿ â ñïåöiàëüíîìó ìiñöi íà òiëi íåéðîíó áiëÿ

ïî÷àòêó àêñîíó � â àêñîííîìó ãîðáî÷êó [4℄.

�åíåðàöiÿ ÏÄ âiäáóâà¹òüñÿ ïîðîãîâî, çà çàêîíîì "âñå àáî íi÷îãî"[1℄: ïîòåí-

öiàë äi¨ àáî áóäå çãåíåðîâàíèé â ïîâíié ìiði, àáî íå áóäå çãåíåðîâàíèé çîâñiì.
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�èñ. 1.2 Ïîñëiäîâíiñòü ÏÄ íåéðîíó êîðè ãîëîâíîãî ìîçêó (âiäòâîðåíî ç [59℄).

Êiëüêiñòü âõiäíèõ iìïóëüñiâ, íåîáõiäíà äëÿ ãåíåðàöi¨ âèõiäíîãî ìîæå áóòè ðiç-

íîþ äëÿ ðiçíèõ íåéðîíiâ: âiä îäíîãî [60℄, 50 [61℄, äî 60-180 [62℄ òà íàâiòü äî

100-300 [20℄. Ïîòåíöiàëè äi¨ íàéðiçíîìàíiòíiøèõ íåéðîíiâ ìàþòü óíiâåðñàëüíó

�îðìó [1℄, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ií�îðìàòèâíèìè â íåðâîâié ñèñòåìi ¹ ñàìi ìî-

ìåíòè ïðèõîäó iìïóëüñiâ âiä îäíèõ íåéðîíiâ äî iíøèõ.

Çàâäÿêè ñïåöè�i÷íèì âëàñòèâîñòÿì ìåìáðàíè íåðâîâèõ êëiòèí, ïîòåíöiàë

äi¨, áóäó÷è çãåíåðîâàíèé, ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ, íå çàòóõàþ÷è, íà âñþ äîâæèíó

àêñîíó (iíîäi íà âiäñòàíü ïîðÿäêó ìåòðó � âiä õðåáòà äî êií÷èêiâ ïàëüöiâ), äî

ìiñöÿ éîãî êîíòàêòó ç íàñòóïíèì íåéðîíîì, àáî iíàêøîþ êëiòèíîþ. Öå àêòèâ-

íèé ïðîöåñ, íà ÿêèé íåéðîíîì âèòðà÷à¹òüñÿ åíåðãiÿ. ×àñòî àêñîíè ðîçãàëóäæó-

þòüñÿ i ÿêùî ÏÄ ïðÿìó¹ òàêèì àêñîíîì, âií ïðîäîâæó¹ ñâié øëÿõ ïiñëÿ ðîçãà-

ëóäæåííÿ îáîìà ãiëêàìè. Òàê êîæåí íåéðîí ìîæå ïîñèëàòè ïîñëiäîâíiñòü ñâî¨õ

âèõiäíèõ iìïóëüñiâ äî áàãàòüîõ iíøèõ íåéðîíiâ ç ðiçíèõ îáëàñòåé ìîçêó.

Ìiñöå êîíòàêòó ìiæ íåéðîíàìè íàçèâà¹òüñÿ ñèíàïñîì, âóçüêèé ïðîñòið ìiæ

ìåìáðàíàìè íåéðîíiâ, ùî êîíòàêòóþòü, � ñèíàïòè÷íîþ ùiëèíîþ. Çàçâè÷àé, êî-

ëè ÏÄ äîñÿãà¹ êiíöÿ àêñîíó (òàê çâàíî¨ ïðåñèíàïòè÷íî¨ òåðìiíàëi), âií iíiöi-

þ¹ âèâiëüíåííÿ ó ñèíàïòè÷íó ùiëèíó ñïåöè�i÷íèõ ðå÷îâèí � íåéðîìåäiàòîðiâ

[63, 64℄. Ïîñò-ñèíàïòè÷íèé íåéðîí òàêîæ íàçèâàþòü êëiòèíîþ-ìiøåííþ. Çà äi-
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¹þ ñâî¨õ iìïóëüñiâ íà êëiòèíó-ìiøåíü âñi íåéðîíè ìîæíà ðîçäiëèòè íà 2 âåëèêi

ãðóïè: çáóäæóþ÷i òà ãiëüìiâíi. Çáóäæåííÿ � öå òàêà äiÿ, ùî ñïðèÿ¹ ãåíåðà-

öi¨ ÏÄ â êëiòèíi-ìiøåíi. Ôiçè÷íî âîíà ïðîÿâëÿ¹òüñÿ â ïîíèæåííi òðàíñìåìá-

ðàííî¨ ðiçíèöi ïîòåíöiàëiâ. �àëüìóâàííÿ æ, íàâïàêè, óñêëàäíþ¹ ãåíåðàöiþ ÏÄ

êëiòèíîþ-ìiøåííþ i ïðîÿâëÿ¹òüñÿ, âiäïîâiäíî, ó çáiëüøåííi òðàíñìåìáðàííî¨

ðiçíèöi ïîòåíöiàëiâ. Çáóäæóþ÷à ÷è ãàëüìiâíà äiÿ íåéðîíó âèçíà÷à¹òüñÿ íàáîðîì

íåéðîìåäiàòîðiâ, ùî ¨õ íåéðîí âèâiëüíþ¹ çi ñâî¨õ ïðåñèíàïòè÷íèõ òåðìiíàëåé.

Êîæåí îêðåìèé íåéðîí ìîæå ïðîäóêóâàòè àáî òiëüêè íåéðîìåäiàòîðè çáóäæåí-

íÿ, àáî òiëüêè íåéðîìåäiàòîðè ãàëüìóâàííÿ (äåòàëüíiøå äèâ. [51℄), òîáòî ¹ àáî

çáóäæóþ÷èì, àáî ãàëüìiâíèì.

Íåéðîìåäiàòîðè äè�óíäóþòü ñèíàïòè÷íîþ ùiëèíîþ äî ïîñòñèíàïòè÷íî¨

ìåìáðàíè (òîáòî äî êëiòèííî¨ ìåìáðàíè íåéðîíó-ìiøåíi). Äiþ÷è íà ñïåöè�i÷íi

ðåöåïòîðè íà ïîñòñèíàïòè÷íié ìåìáðàíi, íåéðîìåäiàòîðè çáóäæåííÿ âèêëèêà-

þòü òèì÷àñîâó ëîêàëüíó äåïîëÿðèçàöiþ ìåìáðàíè � çáóäæóþ÷èé ïîñòñèíàïòè-

÷íèé ïîòåíöiàë (ÇÏÑÏ) [65℄. Íåéðîìåäiàòîðè æ ãàëüìóâàííÿ, íàâïàêè, âèêëè-

êàþòü ãiïåðïîëÿðèçàöiþ íà ïîñòñèíàïòè÷íié ìåìáðàíi � ãàëüìiâíèé ïîñòñèíà-

ïòè÷íèé ïîòåíöiàë (�ÏÑÏ) [66℄. Âñi îòðèìàíi íåéðîíîì ç ðiçíèõ âõîäiâ ÇÏÑÏ i

�ÏÑÏ ïàñèâíî ðîçïîâñþäæóþòüñÿ âiä äåíäðèòíîãî äåðåâà äî àêñîííîãî ãîðáî-

÷êó, äå äîäàþòüñÿ îäèí äî îäíîãî i äå, ÿêùî äîñÿãíóòî ïîðiã, ãåíåðó¹òüñÿ íàñòó-

ïíèé ïîòåíöiàë äi¨. Ïðîòÿãîì äåÿêîãî ÷àñó ïiñëÿ ãåíåðàöi¨ ÏÄ íåéðîí îïèíÿ¹-

òüñÿ â ñòàíi ðå�ðàêòåðíîñòi, êîëè æîäíi âõiäíi ñèãíàëè íå ìîæóòü âèêëèêàòè

íîâèé ñïàéê. �å�ðàêòåðíèé ïåðiîä íåéðîíó òðèâà¹ ïîðÿäêó êiëüêîõ ìiëiñåêóíä

i ïîâ'ÿçàíèé ç òèì÷àñîâîþ iíàêòèâàöi¹þ iîííèõ êàíàëiâ â ìåìáðàíi [55℄.

Òàêèì ÷èíîì, â áiîëîãi÷íié íåéðîííié ìåðåæi îñíîâíèìè êîìïîíåíòàìè ¹

çáóäæóþ÷i i ãàëüìiâíi íåéðîíè, ùî êîíòàêòóþòü ìiæ ìîáîþ çà äîïîìîãîþ ñè-

íàïñiâ i îáìiíþþòüñÿ óíiâåðñàëüíèìè iìïóëüñàìè (ïîòåíöiàëàìè äi¨). Ñêií÷åí-
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�èñ. 1.3 Çîáðàæåííÿ äiëÿíêè êîðè �Ì, îòðèìàíå �àìîíîì-i-Êàõàëåì [50℄.

íiñòü øâèäêîñòi ðîçïîâñþäæåííÿ iìïóëüñó âçäîâæ àêñîíó ïðèçâîäèòü äî ïî-

ÿâè çàòðèìêè ìiæ âèíèêíåííÿì ÏÄ â àêñîííîìó ãîðáî÷êó ïðåñèíàïòè÷íîãî

íåéðîíó òà îòðèìàííÿì ðåçóëüòóþ÷îãî çáóäæåííÿ/ãàëüìóâàííÿ â àêñîííîìó

ãîðáî÷êó ïîñòèíàïòè÷íîãî íåéðîíó (òî÷íiøå � ïîâíà çàòðèìêà ìiñòèòü òàêîæ

çàòðèìêó ñèíàïòè÷íî¨ ïåðåäà÷i [65℄). Òàêà ñèòóàöiÿ äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿäàòè àêñîí

â ÿêîñòi ëiíi¨ ìiæíåéðîííîãî çâ'ÿçêó (öÿ òî÷êà çîðó, çîêðåìà, øèðîêî âèêîðèñ-

òîâó¹òüñÿ â øòó÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæàõ [67℄).

Àðõiòåêòóðà ç'¹äíàíü ìiæ íåéðîíàìè ãîëîâíîãî ìîçêó (�Ì) ¹ íàäçâè÷àéíî

ñêëàäíîþ (äèâ., íàïðèêëàä, [68, 69, 70℄, �èñ. 1.3), çîêðåìà âîíà ïåðåäáà÷à¹ çíà÷-

íó êiëüêiñòü çâîðîòíiõ çâ'ÿçêiâ. Çàçâè÷àé, íåéðîíè äåÿêî¨ îáëàñòi �Ì �îðìóþòü

÷èñëåííi ëîêàëüíi çâ'ÿçêè ìiæ ñîáîþ i, êðiì öüîãî, ïîñèëàþòü ñâî¨ iìïóëüñè äî

íåéðîíiâ ç âiääàëåíèõ îáëàñòåé [51℄. Öi íåéðîíè, â ñâîþ ÷åðãó, ìîæóòü ïîñèëàòè

ñâî¨ ñèãíàëè íàçàä äî ïåðøèõ íåéðîíiâ � íàïðÿìó, àáî îïîñåðåäêîâàíî ÷åðåç

ïðîìiæíi îáëàñòi. Öå ïðèçâîäèòü äî �îðìóâàííÿ äîâãèõ òà êîðîòêèõ ïåòåëü

çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó, ùî îõîïëþþòü óâåñü ìîçîê, äèâ. çîêðåìà [71, 72, 73, 74, 75℄

òà ïðîåêò Human Connetome Projet
1
.

Âèâ÷åííþ âïëèâó çâîðîòíiõ çâ'ÿçêiâ íà ñòàòèñòèêó íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi çà-

1http://www.humanonnetomeprojet.org
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âàäèëî çàïðîâàäæåííÿ áiëüøå 40 ðîêiâ òîìó òàê çâàíîãî äè�óçiéíîãî íàáëèæå-

ííÿ [76, 77, 78, 25℄, ÿêå é äîñi øèðîêî ðîçïîâñþäæåíå â òåîðåòè÷íèõ ðîáîòàõ ç

âèâ÷åííÿ íåéðîííèõ ñèñòåì [79, 80, 81, 82, 83, 84℄. Â ðàìêàõ äè�óçiéíîãî íàáëè-

æåííÿ ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî êîæåí âõiäíèé iìïóëüñ çìiíþ¹ ìåìáðàííèé ïîòåíöiàë

íà íåñêií÷åííî ìàëó âåëè÷èíó, à êiëüêiñòü âõiäíèõ iìïóëüñiâ, íåîáõiäíà äëÿ ãå-

íåðàöi¨ âèõiäíîãî � íåñêií÷åííà. Öå äàëî çìîãó îïèñàòè íåéðîííó àêòèâíiñòü

çà äîïîìîãîþ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i çàñòîñóâàòè äëÿ ¨õ ðîçâ'ÿçêó âiäïî-

âiäíèé äîáðå ðîçâèíåíèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò. Ñâîãî ÷àñó öå äîçâîëèëî âïåð-

øå àíàëiòè÷íî ðîçðàõóâàòè ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ïîñëiäîâíîñòi âèõiäíèõ

ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ ìîäåëüíîãî íåéðîíó [77, 85, 86, 87℄. Îäíàê â ðàìêàõ

äè�óçiéíîãî íàáëèæåííÿ ðîçãëÿä íåéðîíó çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì íåìîæëèâèé.

Ñïðàâäi, ÿêùî âïëèâ êîæíîãî iìïóëüñó íåñêií÷åííî ìàëèé, à êiëüêiñòü âèõiäíèõ

iìïóëüñiâ íåéðîíó íà ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó ÷àñó ñêií÷åííà, iìïóëüñè ç ëiíi¨

çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó ãóáèòèìóòüñÿ ñåðåä íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ðåøòè âõiäíèõ

iìïóëüñiâ, íåîáõiäíèõ äëÿ ïîñòðiëó íåéðîíó, òîæ ëiíiÿ çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó íå

ñïðè÷èíèòü æîäíî¨ ïîìiòíî¨ äi¨ íà ñòàòèñòèêó íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi.

Òîìó äëÿ äîñëiäæåííÿ âïëèâó çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó íà ñòàòèñòèêó íåéðîííî¨

àêòèâíîñòi íåîáõiäíî âiäêèíóòè äè�óçiéíå íàáëèæåííÿ i ðîçãëÿíóòè áiëüø ðåà-

ëiñòè÷íó ñèòóàöiþ, êîëè êîæåí âõiäíèé iìïóëüñ ÷èíèòü ïîìiòíèé âïëèâ íà ñòàí

íåéðîíó, à êiëüêiñòü âõiäíèõ iìïóëüñiâ, íåîáõiäíà äëÿ ãåíåðàöi¨ âèõiäíîãî ïîñòði-

ëó, � ñêií÷åííà. Íåéðîííi ìîäåëi, ùî âðàõîâóþòü öþ ñêií÷åííiñòü, íàçèâàòèìåìî

iìïóëüñíèìè. �îçãëÿä àêòèâíîñòi iìïóëüñíèõ íåéðîíiâ ìåòîäîì äè�åðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü âèÿâëÿ¹òüñÿ çàñêëàäíèì, àáî é íåìîæëèâèì, i âèìàãà¹ çàëó÷åííÿ

iíøèõ ìàòåìàòè÷íèõ çàñîáiâ, çîêðåìà, åëåìåíòiâ êîìáiíàòîðèêè [88℄. Äàíà ðî-

áîòà ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïåðøó ñïðîáó òàêîãî ðîçãëÿäó íåéðîíó iç çàòðèìàíèì

çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì.
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1.2 Ìàòåìàòè÷íå ïiäãðóíòÿ

Àïàðàò òåîði¨ éìîâiðíîñòåé [89, 90, 91℄ ñòàíîâèòü îñíîâíå ìàòåìàòè÷íå ïiä-

ãðóíòÿ öi¹¨ ðîáîòè.

Êðiì öüîãî, â ðîáîòi òàêîæ áóäå âèêîðèñòàíî ïîíÿòòÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöå-

ñó, äèâ., íàïðèêëàä, [90, 91℄. Óÿâiìî, ùî ó âèïàäêîâi ìîìåíòè ÷àñó âiäáóâà¹òüñÿ

äåÿêà ïîäiÿ (â íàøîìó âèïàäêó òàêîþ ïîäi¹þ áóäå ïðèõiä âõiäíîãî iìïóëüñó).

Íåõàé íàñ öiêàâèòü éìîâiðíiñòü Pk(t) ðåàëiçàöi¨ çàäàíî¨ êiëüêîñòi ïîäié k íà

ïåâíîìó ïðîìiæêó ÷àñó t.

Âèçíà÷åííÿ 1. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ ïóàññîíiâñüêèì, ÿêùî �óíê-

öiÿ Pk(t) äëÿ íüîãî çàäàíà âèðàçîì:

Pk(t) =
(λt)k

k!
e−λt, k ≥ 0. (1.2.1)

äå λ �ñòàëà, ÿêà ìà¹ íàçâó iíòåíñèâíîñòi ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó. Ïðè÷îìó

âèðàç (1.2.1) íå çàëåæèòü âiä òîãî, ÷è âiäîìî ùîñü ïðî iñòîðiþ ðåàëiçàöi¨

ðîçãëÿäóâàíèõ ïîäié äî ïî÷àòêó ïðîìiæêó t.

Çîêðåìà, íà íåñêií÷åííî ìàëîìó ïðîìiæêó ÷àñó ∆t → 0 ç (1.2.1) çíàõîäèìî

P1(∆t) = λ∆t + o(∆t). (1.2.2)

Öiêàâî, ùî ÿêùî äåÿêèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ îäíî÷àñíî (i) òî÷êîâèé, (ii) ñòà-

öiîíàðíèé, (iii) áåç ïiñëÿäi¨, äëÿ íüîãî ìîæíà îòðèìàòè éìîâiðíiñòü Pk(t) ó âèã-

ëÿäi (1.2.1) [90℄. Öå îçíà÷à¹, ùî îçíàêè (i)�(iii) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê àëü-

òåðíàòèâíå âèçíà÷åííÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó. Òàêèì ÷èíîì, ïóàññîíiâñüêèé

ïðîöåñ � öå òî÷êîâèé ñòàöiîíàðíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ áåç ïiñëÿäi¨.

Íåõàé ïðîìiæîê ÷àñó, ùî ìèíóâ ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè ïîäiÿìè, ïîçíà÷åíî

çà t′. Òîäi éìîâiðíiñòü òîãî, ùî öåé ïðîìiæîê áiëüøèé çà çàäàíå çíà÷åííÿ t,
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çíàõîäèìî, ïiäñòàâëÿþ÷è k = 0 äî (1.2.1):

Prob{t′ > t} = e−λt. (1.2.3)

Â äèñåðòàöi¨ ïîñëiäîâíiñòü iìïóëüñiâ, ùî ïîäàþòüñÿ íà âõiä íåéðîíó çi çâîðî-

òíiì çâ'ÿçêîì, ìîäåëþ¹òüñÿ ÿê ïóàññîíiâñüêèé ïðîöåñ. Âèðàçè (1.2.1) � (1.2.3)

áóäóòü íåîäíîðàçîâî çàñòîñîâàíi íèæ÷å ïðè ðîçðàõóíêó éìîâiðíîñòåé ðiçíèõ

ñöåíàði¨â ðåàëiçàöi¨ öüîãî ïðîöåñó.

Êðiì öüîãî, âàæëèâèì ìàòåìàòè÷íèì ïîíÿòòÿì â ðîáîòi ¹ ïîíÿòòÿ ìàðêiâ-

ñüêîãî ïðîöåñó ïîðÿäêó n (äèâ., íàïðèêëàä, [92℄):

Âèçíà÷åííÿ 2. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ çìiííèõ {tj}, ùî íàáóâàþòü çíà-

÷åíü â îáëàñòi Ω, íàçèâà¹òüñÿ ìàðêiâñüêèì ëàíöþãîì ïîðÿäêó n > 0, n ∈ Z,

ÿêùî

∀m>n∀t0∈Ω . . .∀tm∈Ω P (tm | tm−1, . . . , t0) = P (tm | tm−1, . . . , tm−n), (1.2.4)

i öå òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ æîäíîãî n′ < n, n′ ∈ Z.

Ó âèïàäêó äîâæèí âèõiäíèõ ÌII ñëiä ðîçóìiòè Ω =]0,∞[.

1.3 Êîíöåïòóàëüíå ïiäãðóíòÿ. Ìîäåëü çâ'ÿçóþ÷îãî

íåéðîíó

�åíåðàöiÿ ïîòåíöiàëó äi¨ ìåìáðàíîþ çáóäëèâî¨ êëiòèíè îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ

íåëiíiéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Õîäæêiíà-Õàêñëi [55, 57℄. Ïðîòÿãîì äîâ-

ãîãî ÷àñó âèâ÷àëàâñÿ ïðîöåñ ãåíåðàöi¨ ÏÄ ó âiäïîâiäü íà ïåâíi ñòàíäàðòíi (i

âîäíî÷àñ � íåïðèðîäíi) ñòèìóëè � òèì÷àñîâà �iêñàöiÿ ìåìáðàííîãî ïîòåíöàiëó

íà ïåâíîìó ðiâíi àáî ïîñòiéíèé äåïîëÿðèçóþ÷èé ñòðóì. Â äîñëiäàõ ç �iêñàöi-

¹þ ïîòåíöiàëó áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî ãåíåðàöiÿ ñïàéêó âiäáóâà¹òüñÿ ïðè äîñÿãíåííi

ìåìáðàííîþ íàïðóãîþ ïåâíîãî çíà÷åííÿ � êðèòåðié ïîðîãó çà íàïðóãîþ [93℄.
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-åëåìåíòàðíàïîäiÿ
-åëåìåíòàðíàïîäiÿ ...
-åëåìåíòàðíàïîäiÿ ...

ãàëüìóâàííÿ êîíòðîëþ¹ çâ'ÿçóâàííÿ
åëåìåíòàðíà ïîäiÿäëÿ âòîðèííèõ íåéðîíiâ(ðåïðåçåíòó¹ çâ'ÿçàíó ïîäiþ)- -

>

j

�èñ. 1.4 Êîíöåïöiÿ çâ'ÿçóâàííÿ åëåìåíòàðíèõ ïîäié íà îñíîâi ¨õ ÷àñîâî¨ êîãå-

ðåíòíîñòi.

�àçîì ç òèì, äèíàìiêà íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè ñóòò¹âî ðiçíîþ � â

çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÿêèé âõiäíèé ñòèìóë ñèñòåìà îòðèìó¹. Â ðîáîòi [94℄ áó-

ëî çäiéñíåíî ÷èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ íåéðîíó òèïó Õîäæêiíà-Õàêñëi ïiä äi¹þ

ñòèìóëiâ, íàáëèæåíèõ äî ïðèðîäíiõ. Íà âõiä íåéðîíó ïîäàâàâñÿ íàáið ÇÏÑÏ,

÷àñîâèé õiä ÿêèõ áóâ âiäòâîðåíèé íà îñíîâi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ, à ÷àñè

ïî÷àòêó ÇÏÑÏ áóëè ðiâíîðîçïîäiëåíi â ìåæàõ ïåâíîãî ÷àñîâîãî âiêíà (ïóàññî-

íiâñüêèé ïîòiê). Âèÿâèëîñÿ, ùî éìîâiðíiñòü ãåíåðàöi¨ ÏÄ ÿê �óíêöiÿ øèðèíè

÷àñîâîãî âiêíà, W , äî ÿêîãî ïîòðàïëÿ¹ äàíà êiëüêiñòü âõiäíèõ iìïóëüñiâ, ìà¹

ñõîäèíêîïîäiáíó �îðìó, �èñ. 1.5, ëiâîðó÷, ñòîð. 25. Öå äîçâîëèëî ç�îðìóëþ-

âàòè íîâèé êðèòåðié ãåíåðàöi¨ ÏÄ äëÿ ñòèìóëiâ, íàáëèæåíèõ äî ïðèðîäíiõ �

êðèòåðié çà ñòóïåíåì ÷àñîâî¨ êîãåðåíòíîñòi ìiæ âõiäíèìè iìïóëüñàìè [95℄. Ìi-

ðîþ TC ÷àñîâî¨ êîãåðíòíîñòi ¹ îáåðíåíà øèðèíà ÷àñîâîãî âiêíà, äî ÿêîãî âõiäíi

iìïóëüñè ïîòðàïëÿþòü: TC = 1
W , äèâ. �èñ. 1.4.

Êîíöåïöiÿ çâ'ÿçóâàííÿ åëåìåíòàðíèõ ïîäié íà îñíîâi ¨õ ÷àñîâî¨ êîãåðåíòíîñòi



23

äîçâîëèëà ç�îðìóëþâàòè ìîäåëü çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíó (ÇÍ) [96℄. Â çâ'ÿçóþ÷îìó

íåéðîíi ñëiä âõiäíîãî iìïóëüñó çáåðiãà¹òüñÿ ïðîòÿãîì �iêñîâàíîãî ïðîìiæêó ÷à-

ñó, ïiñëÿ ÷îãî ïîâíiñòþ çíèêà¹. Öå âiäðiçíÿ¹ ÇÍ âiä ìîäåëi iíòåãðàòîð ç âòðàòàìè

[97, 98, 99℄, â ÿêîìó ÇÏÑÏ ñïàäàþòü åêñïîíåíöiéíî i ìîæóòü áóòè çàáóòi ëèøå

ïiñëÿ ïîñòðiëó (äèâ. ïiäðîçäië 2.4). Ñêií÷åííiñòü ïàì'ÿòi ÇÍ äîçâîëÿ¹ îòðèìàí-

íÿ òî÷íèõ ìàòåìàòè÷íèõ âèðàçiâ äëÿ ñòàòèñòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê íåéðîííî¨

àêòèâíîñòi, íå çàëó÷àþ÷è äè�óçiéíå íàáëèæåííÿ. Íåùîäàâíî, öþ âëàñòèâiñòü

ÇÍ áóëî âèêîðèñòàíî äëÿ òî÷íîãî ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó âèõiäíîãî ñòîõàñòè÷íî-

ãî ïðîöåñó ÇÍ, ñòèìóëüîâàíîãî ïóàññîíiâñüêèì ïîòîêîì âõiäíèõ iìïóëüñiâ, ó

âèïàäêàõ áåç çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó [88℄ òà ç ìèòò¹âèì ÇÇ [100℄.

Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí äi¹ íàñòóïíèì ÷èíîì. Âñi çáóäæóþ÷i âõiäíi iìïóëüñè ìà-

þòü îäíàêîâó âåëè÷èíó. Êîæåí ç íèõ çáåðiãà¹òüñÿ ó âíóòðiøíié ïàì'ÿòi íåé-

ðîíó ïðîòÿãîì �iêñîâàíîãî ïðîìiæêó ÷àñó τ , ïiñëÿ ÷îãî � çíèêà¹. Íåéðîí ñòði-

ëÿ¹, òîáòî ãåíåðó¹ âèõiäíèé iìïóëüñ, êîëè êiëüêiñòü Σ çáóäæóþ÷èõ iìïóëüñiâ

ó âíóòðiøíié ïàì'ÿòi äîñÿãà¹ çíà÷åííÿ ïîðîãó N0. Çà âèêëþ÷åííÿì ðîçäiëó 5,

äå öå áóäå çàçíà÷åíî îêðåìî, ñêðiçü ââàæà¹ìî, ùî îäðàçó ïiñëÿ ãåíåðàöi¨ âèõi-

äíîãî iìïóëüñó ÇÍ î÷èùó¹ âíóòðiøíþ ïàì'ÿòü i îäðàçó æ ñòà¹ çíîâó çäàòåí äî

ïðèéíÿòòÿ òà ãåíåðàöi¨ ñèãíàëiâ. Öå îçíà÷à¹ íåõòóâàííÿ ðå�ðàêòåðíèì ïåðiî-

äîì â ìîäåëi ÇÍ.

Òàêèì ÷èíîì, ñòàí ïiñëÿ ïîñòðiëó âiäïîâiäà¹ ñòàíó ñïîêîþ çáóäëèâî¨ ìåìá-

ðàíè ðåàëüíîãî íåéðîíó, à íàÿâíiñòü iìïóëüñiâ ó âíóòðiøíié ïàì'ÿòi ÇÍ � ¨¨

÷àñòêîâî äåïîëÿðèçîâàíîìó ñòàíó. Â äèñåðòàöi¨ äëÿ àíàëiòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ

ìè áåðåìî ÇÍ ç ïîðîãîì N0 = 2. ÇÍ ç âèùèìè ïîðîãàìè äîñëiäæåíî ÷èñåëüíî,

äèâ. ïiäðîçäië 2.4.

Çàçâè÷àé, íåéðîí ìà¹ ÷èñëåííi âõîäè âiä iíøèõ íåéðîíiâ � ÷èñëåííi âõiäíi ëi-

íi¨. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè äîâæèíè âõiäíèõ ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ
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â êîæíié ç ëiíié ðîçïîäiëåíî çà çàêîíîì Ïóàññîíà, äèâ. ïîïåðåäíié ïiäðîçäië,

�îðìóëà (1.2.1). Â òàêîìó ðàçi âñi âîíè ìîæóòü áóòè �îðìàëüíî îá'¹äíàíi â

îäíó ëiíiþ ç ïóàññîíiâñüêèì ïîòîêîì iíòåíñèâíiñòþ, ùî äîðiâíþ¹ ñóìi iíòåí-

ñèâíîñòåé îêðåìèõ âõiäíèõ ïîòîêiâ, äèâ. �èñ. 2.1, ñòîð. 27, áåç ëiíi¨ ÇÇ.

Â äèñåðòàöi¨, â õîäi äîñëiäæåííÿ ñòàòèñòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ÇÍ iç çàòðè-

ìàíèì çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì, âèíèêíå íåîáõiäíiñòü ñêîðèñòàòèñü ðåçóëüòàòàìè,

îòðèìàíèìè ðàíiøå äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ. Çîêðåìà, íàì çíàäîáèòüñÿ âèðàç äëÿ ãóñòè-

íè éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ (ÌII) P 0(t),

äå t > 0 ïîçíà÷à¹ òðèâàëiñòü âèõiäíîãî ÌII. Ôóíêöiþ P 0(t) äëÿ N0 = 2 áóëî

îòðèìàíî â ðîáîòi [88℄ ó âèãëÿäi

P 0(t) = ym(t) ïðè mτ ≤ t ≤ (m + 1)τ, m = 0, 1, . . . , (1.3.5)

äå ym(t) âèçíà÷åíi çãiäíî íàñòóïíîãî ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

y0(t) = e−λtλ2 t, (1.3.6)

ym+1(t) = ym(t) +
λm+3

(m + 2)!
(t − (m + 1)τ)m+2e−λt−

−
λm+2

(m + 1)!
(t − (m + 1)τ)m+1e−λt, m = 0, 1, . . . , (1.3.7)

äå λ ïîçíà÷à¹ iíòåíñèâíiñòü âõiäíî¨ ïóàññîíiâñüêî¨ ñòèìóëÿöi¨. �óñòèíà éìîâið-

íîñòåé P 0(t) � íåïåðåðâíà óíiìîäàëüíà �óíêöiÿ, ùî äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó

â òî÷öi t = min(1/λ; τ), �èñ. 1.5, ïðàâîðó÷. Ìîæíà ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî ãóñòèíà

P 0(t) íîðìîâàíà íà 1:

∫ ∞

0 P 0(t′) dt′ = 1.

Ïåðøèé ìîìåíò 〈t〉0 ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé (1.3.5) áóëî îòðèìàíî â [88℄ ó âèã-

ëÿäi

〈t〉0 ≡

∫ ∞

0

t P 0(t) dt =
1

λ

(

2 +
1

eλτ − 1

)

, (1.3.8)

ùî òàêîæ áóäå âèêîðèñòàíî íèæ÷å.
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�èñ. 1.5 Ëiâîðó÷: éìîâiðíiñòü ãåíåðàöi¨ ïîòåíöiàëó äi¨ ÿê �óíêöiÿ âçà¹ìíî¨ ÷à-

ñîâî¨ êîãåðåíòíîñòi TC ìiæ âõiäíèìè iìïóëüñàìè, âiäòâîðåíî ç [101℄. Ïðàâîðó÷:

ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P 0(t), ñ−1
, äîâæèí âèõiäíèõ ÌII äëÿ çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíó

áåç ÇÇ. τ = 10 ìñ. Êðèâi 1, 2, 3, 4 âiäïîâiäàþòü λ = 50 ñ
−1
, 100 ñ

−1
, 150 ñ

−1
, 200

ñ
−1
.

Êðiì öüîãî, íàì òàêîæ çíàäîáèòüñÿ éìîâiðíiñòü Π0(t) îòðèìàòè âiä ÇÍ áåç

ÇÇ âèõiäíèé ÌII, òðèâàëiøèé çà t:

Π0(t) ≡ Prob{t′ > t} =

∫ ∞

t

P 0(t′) dt′ = 1 −

∫ t

0

P 0(t′) dt′. (1.3.9)

ßâíèé âèðàç äëÿ Π0(t) íà ðiçíèõ îáëàñòÿõ çíà÷åíü t � ðiçíèé. Ìè ïîòðåáóâàòè-

ìåìî âèðàçó äëÿ Π0(t) ëèøå â îáëàñòi 0 ≤ t ≤ τ , äå âií ìîæå áóòè çíàéäåíèé

ïiäñòàíîâêîþ y0(t
′) ç âèðàçó (1.3.6) äî îñòàííüî¨ �îðìóëè çàìiñòü P 0(t′):

Π0(t) = (1 + λt) e−λt, 0 ≤ t ≤ τ. (1.3.10)
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�ÎÇÄIË 2

ÇÀ�ÀËÜÍÀ ÌÅÒÎÄÎËÎ�Iß �ÎÁÎÒÈ

2.1 Âñòóï. Ëiíiÿ çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó

Â ðåàëüíèõ íåéðîííèõ ñèñòåìàõ íåéðîí ìîæå �îðìóâàòè ñèíàïñè ìiæ âëàñ-

íèìè àêñîííèìè ãiëêàìè òà âëàñíèì æå äåíäðèòíèì äåðåâîì [102, 103, 104, 105,

106, 107, 108, 109, 110, 111, 112℄. Ñèíàïñè òàêîãî òèïó ìàþòü íàçâó àóòàïñiâ.

×àñòèíà íåéðîíiâ, ùî �îðìóþòü àóòàïñè, ¹ çáóäæóþ÷èìè (åêñïåðèìåíòàëüíå

ïiäòâåðäæåííÿ äèâ. â [102, 105, 107, 108, 111℄), ÷àñòèíà � ãàëüìiâíèìè [106,

109, 103, 104, 110, 112℄. Â ðåçóëüòàòi íåéðîí ñòèìóëþ¹ ñàì ñåáå, îòðèìóþ÷è

çáóäæóþ÷èé àáî ãàëüìiâíèé iìïóëüñ ïiñëÿ êîæíîãî âèõiäíîãî ïîñòðiëó ç äåÿêîþ

çàòðèìêîþ â ÷àñi. Ìè ìîäåëþ¹ìî öþ ñèòóàöiþ, ââàæàþ÷è, ùî âèõiäíi iìïóëüñè

ÇÍ íàïðàâëÿþòüñÿ äî íüîãî æ íà âõiä ç äåÿêîþ �iêñîâàíîþ çàòðèìêîþ ∆. Öþ

ìîäåëü ìè íàçèâàòèìåìî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ, �èñ. 2.1.

Â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ ìè îêðåìî ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäêè ∆ < τ i ∆ ≥ τ , äå

τ ïîçíà÷à¹ òðèâàëiñòü âíóòðiøíüî¨ ïàì'ÿòi ÇÍ. Äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî äëÿ öèõ

âèïàäêiâ îêðåìi íàçâè:

∆ < τ � øâèäêèé çâîðîòíié çâ'ÿçîê,

∆ ≥ τ � ïîâiëüíèé çâîðîòíié çâ'ÿçîê. (2.1.1)

Ìè çâåðòàòèìåìîñü äî öèõ íàçâ, êîëè áóäå ïîòðåáà êîíêðåòèçóâàòè ñïiââiäíî-

øåííÿ ìiæ ïàðàìåòðàìè τ i ∆.

Ââàæàòèìåìî, ùî ëiíiÿ ÇÇ àáî ìiñòèòü îäèí iìïóëüñ, àáî íå ìiñòèòü æîäíîãî,

i íå ìîæå ïðîâîäèòè 2 àáî áiëüøå iìïóëüñiâ îäíî÷àñíî. Áiîëîãi÷íèì ïiäãðóíòÿì

òàêîãî òâåðäæåííÿ ìîæå áóòè ïîäîâæåíèé ðå�ðàêòåðíèé ïåðiîä òà/àáî ñèíàï-

òè÷íà äåïðåñiÿ. Îñòàííÿ ìîæå ìàòè õàðàêòåðíèé ÷àñ àæ äî 20  [113℄.



27

-

âõiäíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ
Σ ≤ N0

τ � ïàì'ÿòü- -

-0 r ∆r

s
r

-

çàòðèìàíèé çâîðîòíié çâ'ÿçîêâèõiäíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ
�èñ. 2.1 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí iç çàòðèìàíèì çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì. ×èñëåííi âõi-

äíi ëiíi¨ ç ïóàññîíiâñüêèìè ïîòîêàìè �îðìàëüíî îá'¹äíàíî â îäíó, äèâ. ïiäðîç-

äië 1.3. ∆ � çàòðèìêà iìïóëüñó â ëiíi¨, s � ÷àñ æèòòÿ, äèâ. Âèçíà÷åííÿ 3.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòàíó ëiíi¨ ÇÇ ìè ââîäèìî çìiííó s, ÿêà ìà¹ íàçâó ÷àñ

æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ i âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Âèçíà÷åííÿ 3. ×àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ, s, äîðiâíþ¹ ÷àñó, ùî ëèøèâ-

ñÿ iìïóëüñó äî äîñÿãíåííÿ âõîäó íåéðîíó, äèâ. �èñ. 2.1.

Öå âèçíà÷åííÿ íå ìà¹ ñåíñó, ÿêùî ëiíiÿ íå ìiñòèòü iìïóëüñó. Ç iíøîãî áî-

êó, ÿêùî ëiíiÿ âiëüíà â ìîìåíò ïîñòðiëó, âèõiäíèé iìïóëüñ çàõîäèòü â ëiíiþ i

÷åðåç ∆ îäèíèöü ÷àñó äîñÿãà¹ âõîäó íåéðîíó. ßêùî â ìîìåíò ïîñòðiëó ëiíiÿ

âæå ìiñòèòü îäèí iìïóëüñ, âîíà íå ïðèèéìà¹ íîâèé i ïðîäîâæó¹ ïðîâîäèòè òîé,

ùî áóâ. Öå îçíà÷à¹, ùî ó ìîìåíò ïî÷àòêó áóäü-ÿêîãî âèõiäíîãî ÌII ëiíiÿ ÇÇ

íiêîëè íå áóâà¹ ïîðîæíüîþ, à çàâæäè ìiñòèòü iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ s ∈ ]0; ∆].

Íàäàëi ìè ãîâîðèòèìåìî ïðî çìiííó s, ìàþ÷è íà óâàçi çíà÷åííÿ ÷àñó æèòòÿ

ñàìå â ìîìåíò ïî÷àòêó âèõiäíîãî ÌII (îäðàçó ïiñëÿ ïîñòðiëó).

Çðîçóìiëî, ùî â óìîâàõ, êîëè íåéðîí ñòèìóëþ¹òüñÿ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì,

÷àñ æèòòÿ s, çà ñâî¹þ ìàòåìàòè÷íîþ ïðèðîäîþ, áóäå âèïàäêîâîþ çìiííîþ.

Ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿäàòè çìiííó s ÿê âíóòðiøíþ, íåñïîñòåðåæóâàíó, íà âiäìiíó

âiä äîâæèí âõiäíèõ i âèõiäíèõ ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ, ÿêi ìîæíà âèìiðÿòè

åêñïåðèìåíòàëüíî. Ñàìå íàÿâíiñòü â ðîçãëÿäóâàíèõ ñèñòåìàõ âíóòðiøíüî¨ çìií-
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íî¨, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ ñòàí ñèñòåìè i, âëàñòèâî, ñóòò¹âî âïëèâà¹ íà ¨¨ ïîäàëüøó

åâîëþöiþ, i çóìîâëþ¹ ïîÿâó äàëåêîñÿæíèõ êîðåëÿöié òà ïðîÿâëÿ¹òüñÿ â íåìàð-

êiâñüêîìó õàðàêòåði ïîñëiäîâíîñòåé âèõiäíèõ ìiæiìïóëüñíõ iíòåðâàëiâ ðîçãëÿ-

äóâàíèõ ñèñòåì, äèâ. ïiäðîçäiëè 3.4 òà 4.3, à òàêîæ ðîçäië 5.

2.2 �îçðàõóíîê ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé

Çðîçóìiëî, ùî ÿê äiÿ ÇÍ, òàê i äiÿ ëiíi¨ ÇÇ ¹ äåòåðìiíiñòè÷íèìè. Òèì íå

ìåíø, âèõiäíèé ïîòiê ÇÍ çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì âèìàãà¹ éìîâiðíiñíîãî îïèñó

÷åðåç ñòîõàñòè÷íó ïðèðîäó âõiäíîãî ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó.

Íåõàé P (t) ïîçíà÷à¹ ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé äîâæèí âèõiäíèõ iíòåðâàëiâ t,

t ∈]0,∞], äëÿ çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíó, çáóäæóþ÷îãî ÷è ãàëüìiâíîãî, iç çàòðèìà-

íèì ÇÇ. Òîáòî P (t)dt äà¹ éìîâiðíiñòü îòðèìàòè âèõiäíèé ÌII äîâæèíîþ â ìå-

æàõ [t; t + dt[. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðîçðàõóíîê P (t) äëÿ âèïàäêiâ çáóäæóþ÷îãî

òà ãàëüìiâíîãî íåéðîíiâ ìîæíà çäiéñíèòè çà îäíi¹þ i òi¹þ ñàìîþ ïðîöåäóðîþ.

Ïåðø çà âñå, âèçíà÷èìî ãóñòèíó óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé F (t | s), à ñàìå F (t | s)dt

äà¹ éìîâiðíiñòü îòðèìàòè âèõiäíèé ÌII äîâæèíîþ â ìåæàõ [t; t + dt[ çà óìîâè,

ùî íà ïî÷àòêó öüîãî ñàìîãî iíòåðâàëó ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ ñêëàäàâ s.

Ââåäåìî òàêîæ ñòàöiîíàðíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé f(s) äëÿ ÷àñiâ æèòòÿ s ∈]0; ∆]

iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ íà ïî÷àòêó äîâiëüíîãî âèõiäíîãî iíòåðâàëó.

�óñòèíà äîâæèí âèõiäíèõ ÌII ìîæå áóòè ðîçðàõîâàíà íà îñíîâi âèðàçiâ äëÿ

F (t | s) òà f(s), à ñàìå:

P (t) =

∫ ∆

0

F (t | s)f(s) ds. (2.2.1)

Ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç òóò ¹ ãóñòèíîþ éìîâiðíîñòåé ñïiëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ ïàðè

(s, t).
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ f(s), ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ãóñòèíó ïåðåõiäíèõ éìîâiðíî-

ñòåé P (s′ | s), s, s′ ∈]0; ∆], ùî âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íà ïî÷àòêó äåÿêîãî

ÌII ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ íàáóâà¹ çíà÷åííÿ â ìåæàõ [s′; s′ + ds′[, ÿêùî

íà ïî÷àòêó ïîïåðåäíüîãî ÌII ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ ñêëàäàâ s. Äëÿ

êîæíîãî êîíêðåòíîãî âèïàäêó, � ãàëüìiâíîãî íåéðîíó, çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó,

ãàëüìiâíîãî íåéðîíó ç ðå�ðàêöi¹þ, � �óíêöi¨ F (t | s) òà P (s′ | s) áóäå çíàé-

äåíî â ðîçäiëàõ 3, 4 òà 5, âiäïîâiäíî, ç ïåðøèõ ïðèíöèïiâ øëÿõîì îáðàõóíêó

éìîâiðíîñòåé ðåàëiçàöi¨ ðiçíèõ ñöåíàði¨â äëÿ âõiäíîãî ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó.

Êîëè P (s′ | s) âiäîìå, f(s) ìîæå áóòè çíàéäåíà ÿê íîðìîâàíèé íà 1 ðîçâ'ÿçîê

íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ:
∫ ∆

0

P (s′ | s) f(s) ds = f(s′). (2.2.2)

Â ðîçäiëàõ 3 òà 4 ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé P (t) áóäå çíàéäåíî çãiäíî �îðìóë

(2.2.1) i (2.2.2), à òàêîæ êîíêðåòíèõ âèðàçiâ äëÿ F (t | s) òà P (s′ | s) äëÿ çáóä-

æóþ÷îãî òà ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ.

2.3 Äîâåäåííÿ íåìàðêîâîñòi

2.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

ßê áóëî çàçíà÷åíî ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, ïîòiê âõiäíèõ iìïóëüñiâ ìà¹

ñòîõàñòè÷íó ïðèðîäó, òîìó âèõiäíà àêòèâíiñòü ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè âèìàãà¹

éìîâiðíiñíîãî îïèñó, íå çâàæàþ÷è òà òîé �àêò, ÷òî i ÇÍ, i ëiíiÿ ÇÇ äiþòü äå-

òåðìiíiñòè÷íî. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèõiäíèé ïîòiê ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ ÿê ñòàöiî-

íàðíèé ïðîöåñ
1
. Äëÿ ñòàòèñòè÷íîãî îïèñó âèõiäíîãî ïîòîêó ââåäåìî íàñòóïíi

îñíîâíi �óíêöi¨:

1Ñòàöiîíàðíiñòü âèõiäíîãî ïîòîêó ¹ íàñëiäêîì ñòàöiîíàðíîñòi âõiäíîãî ðàçîì ç âiäñóòíiñòþ çàëåæíèõ âiä

÷àñó ïàðàìåòðiâ â ìîäåëi ÇÍ, äèâ. ðîçäië 1.3. Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ñòàöiîíàðíîñòi ìè òàêîæ î÷iêó¹ìî, ùî ñèñòåìà

ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïiñëÿ ïî÷àòêîâîãî ïåðiîäó, äîñòàòíüîãî äëÿ çàáóâàííÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
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• ñïiëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (tm, tm−1, . . . , t0) äëÿ (m + 1) äîâæèíè ïîñ-

ëiäîâíèõ ÌII, äå t0 ñòîñó¹òüñÿ íàéáiëüø ðàííüîãî ÌII;

• ãóñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tm | tm−1, . . . , t0) äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ

ÌII; P (tm | tm−1, . . . , t0)dtm äà¹ éìîâiðíiñòü îòðèìàòè âèõiäíèé ÌII äîâæè-

íîþ â ìåæàõ [tm; tm + dtm[ çà óìîâè, ùî äîâæèíè ïîïåðåäíiõ m âèõiäíèõ

ÌII ñêëàäàëè âiäïîâiäíî tm−1, tm−2, . . . , t0.

Â ïiäðîçäiëi 1.2 áóëî íàâåäåíî âèçíà÷åííÿ ìàðêiâñüêîãî ïðîöåñó ïîðÿäêó n,

äèâ. Âèçíà÷åííÿ 2. Çîêðåìà, ïîêëàäàþ÷è â öüîìó âèçíà÷åííi m = n + 1, ìà¹ìî

íåîáõiäíó óìîâó

P (tn+1 | tn, . . . , t1, t0) = P (tn+1 | tn, . . . , t1), (2.3.1)

òîãî, ùî âèïàäêîâèé ïðîöåñ {tj} ¹ ìàêðiâñüêèì ëàíöþãîì n-ãî ïîðÿäêó.

Â ðîçäiëàõ 3, 4, 5 äëÿ âèïàäêiâ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ, ãàëüìiâíîãî ÇÍ i äëÿ ãàëü-

ìiâíîãî ÇÍ ç ðå�ðàêöi¹þ áóäå äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 1. Ïîñëiäîâíiñòü äîâæèí âèõiäíèõ ÌII íåéðîíó çi çâîðîòíiì çâ'ÿç-

êîì ïiä äi¹þ ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê ìàðêiâñü-

êèé ëàíöþã äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

2.3.2 Ñõåìà äîâåäåííÿ

Äëÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1, ìè ïîêàæåìî àíàëiòè÷íî, ùî óìîâà (2.3.1) íå âè-

êîíó¹òüñÿ äëÿ æîäíîãî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ n. À ñàìå, áóäå îòðèìàíî òî÷íi

àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t1, t0) òà

ïîêàçàíî, ùî P (tn+1 | tn, . . . , t1, t0) çàëåæèòü âiä t0 äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî

çíà÷åííÿ n. Çðîçóìiëî, ùî âèðàçè äëÿ P (tn+1 | tn, . . . , t1, t0) äëÿ çáóäæóþ÷îãî

ÇÍ, ãàëüìiâíîãî ÇÍ òà ãàëüìiâíîãî ÇÍ ç ðå�ðàêöi¹þ áóäóòü ðiçíèìè. Îäíàê

ñõåìà äîâåäåííÿ äëÿ öèõ âèïàäêiâ áàãàòî â ÷îìó ñïiëüíà. Â öüîìó ïiäðîçäiëi
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áóäå âèêëàäåíî ñïiëüíi âóçëîâi ìîìåíòè äîâåäåííÿ. Áiëüø äåòàëüíi âèêëàäêè

òà êîíêðåòíi àíàëiòè÷íi âèðàçè äèâ. â ðîçäiëàõ 3, 4 òà 5 âiäïîâiäíî.

Îòæå, ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ts ïîäié (t, s)

ts = {. . . , (ti, si), . . . },

äå si ïîçíà÷à¹ ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ â ìîìåíò ïî÷àòêó âèõiäíîãî iíòåð-

âàëó ti. Â öåé ìîìåíò ëiíiÿ îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòü iìïóëüñ, äèâ. ïiäðîçäië 2.1.

Ââåäåìî ñïiëüíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé P (tn+1, sn+1; tn, sn; . . . ; t0, s0) äëÿ ðåà-

ëiçàöi¨ (n + 2) ïîñëiäîâíèõ ïîäié (t, s), òà âiäïîâiäíó ãóñòèíó óìîâíèõ éìîâið-

íîñòåé P (tn+1, sn+1 | tn, sn; . . . ; t0, s0) äëÿ öèõ ïîäié.

Â ïîäàëüøèõ ðîçðàõóíêàõ íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíà ëåìà:

Ëåìà 1. Ïîñëiäîâíiñòü ts ¹ ìàðêiâñüêèì ëàíöþãîì 1-ãî ïîðÿäêó:

∀n≥0∀t0>0∀s0∈]0;∆] . . .∀tn+1>0∀sn+1∈]0;∆]

P (tn+1, sn+1 | tn, sn; . . . ; t0, s0) = P (tn+1, sn+1 | tn, sn), (2.3.2)

äå {t0, . . . , tn+1} ïîçíà÷à¹ íàáið äîâæèí ïîñëiäîâíèõ ÌII, à {s0, . . . , sn+1} � ÷àñè

æèòòÿ íà ïî÷àòêó âiäïîâiäíèõ ÌII.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè îäíàêîâå äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ, ãàëüìiâíîãî ÇÍ

òà ãàëüìiâíîãî ÇÍ ç ðå�ðàêöi¹þ. Âîíî ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó Â ñêëàäåíié ïîäi¨

(tn+1, sn+1), ÷àñ æèòòÿ sn+1 çàâæäè íàáóâà¹ ñâîãî çíà÷åííÿ ðàíiøå çà tn+1. Çíà-

÷åííÿ sn+1 ìîæå áóòè âèçíà÷åíå îäíîçíà÷íî ç ïàðè (tn, sn) (äèâ. ïiäðîçäië 2.1):

sn+1 =











sn − tn, tn < sn,

∆, tn ≥ sn,
n = 0, 1, . . . (2.3.3)

Ôàêòîðàìè, ùî âèçíà÷àþòü çíà÷åííÿ tn+1 äîâæèíè íàñòóïíîãî ÌII, ¹ (i) çíà-

÷åííÿ sn+1, òà (ii) ïîâåäiíêà âõiäíîãî ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó ïiñëÿ ìîìåíòó θ
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ïî÷àòêó iíòåðâàëó tn+1 çà óìîâè (tn, sn; . . . ; t0, s0). Çíà÷åííÿ sn+1 íå çàëåæèòü

âiä óìîâ (tn−1, sn−1; . . . ; t0, s0), äèâ. âèùå. Ùî æ ñòîñó¹òüñÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïî-

òîêó, óìîâà (tn, sn; . . . ; t0, s0) íàêëàäà¹ ïåâíi îáìåæåííÿ íà éîãî ïîâåäiíêó äî

ìîìåíòó θ. Àëå äëÿ âèçíà÷åííÿ P (tn+1, sn+1 | tn, sn; . . . ; t0, s0) íàì íåîáõiäíi

óìîâíi éìîâiðíîñòi îòðèìàííÿ âõiäíèõ iìïóëüñiâ â ïåâíi ìîìåíòè ïiñëÿ θ. Äëÿ

ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó öi óìîâíi éìîâiðíîñòi íå çàëåæàòü âiä óìîâ, íàêëàäåíèõ

íà ïîâåäiíêó ïîòîêó äî θ, äèâ. ïiäðîçäië 1.2. Íàïðèêëàä, óìîâíà éìîâiðíiñòü

îòðèìàòè ïåðøèé ïiñëÿ θ iìïóëüñ â ìîìåíò θ+ t ñêëàäà¹ e−λtλdt, íåçàëåæíî âiä

óìîâ, íàêëàäåíèõ íà ïîòiê äî ìîìåíòó θ. Öå äîâîäèòü (2.3.2).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t1, t0), ñëiä

çäiéñíèòè íàñòóïíi êðîêè:

• Êðîê 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü (2.3.2), îòðèìàòè ñïiëüíó ãóñòèíó

éìîâiðíîñòåé äëÿ ïîäié (t, s):

P (tn+1, sn+1; tn, sn; . . . ; t0, s0) =

P (tn+1, sn+1 | tn, sn) . . . P (t1, s1 | t0, s0)P (t0, s0), (2.3.4)

äå P (t, s) òà P (tn, sn | tn−1, sn−1) ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî ñòàöiîíàðíó ãóñòè-

íó éìîâiðíîñòåé òà ãóñòèíó óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé (ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi)

äëÿ ïîäié (t, s).

• Êðîê 2. Çíàéòè âèðàç äëÿ P (tn+1, tn, . . . , t0) øëÿõîì iíòåãðóâàííÿ çà âñiìà

çìiííèìè si, i = 0, 1, . . . , n + 1:

P (tn+1, tn, . . . , t0) =
∫ ∆

0

ds0

∫ ∆

0

ds1 . . .

∫ ∆

0

dsn+1P (tn+1, sn+1; tn, sn; . . . ; t0, s0). (2.3.5)
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• Êðîê 3. Çà îçíà÷åííÿì, çíàéòè ÿâíèé âèðàç äëÿ øóêàíî¨ ãóñòèíè óìîâíèõ

éìîâiðíîñòåé:

P (tn+1 | tn, . . . , t1, t0) =
P (tn+1, tn, . . . , t0)

P (tn, . . . , t0)
. (2.3.6)

Îá'¹äíóþ÷è Êðîêè 1 òà 2, ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ñïiëüíî¨

ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé:

P (tn+1, tn, . . . , t0) =

∫ ∆

0

ds0 . . .

∫ ∆

0

dsn+1P (t0, s0)
n+1
∏

k=1

P (tk, sk | tk−1, sk−1).

(2.3.7)

Â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi áóäå îòðèìàíî âèðàçè äëÿ ãóñòèí éìîâiðíîñòåé

P (t, s) i P (tk, sk | tk−1, sk−1) â òåðìiíàõ ââåäåíèõ âèùå �óíêöié f(s) òà F (t | s)

(äèâ. ïiäðîçäië 2.2). Â ñâîþ ÷åðãó, òî÷íi àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ f(s) òà F (t | s)

áóäå îòðèìàíî îêðåìî äëÿ âèïàäêiâ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ (ðîçäië 3), ãàëüìiâíîãî

ÇÍ (ðîçäië 4) i ãàëüìiâíîãî ÇÍ ç ðå�ðàêöi¹þ (ðîçäië 5) Ïiñëÿ öüîãî, â êîæíî-

ìó ç òðüîõ âèïàäêiâ áóäå âèêîíàíå iíòåãðóâàííÿ â (2.3.7) äëÿ îòðèìàííÿ ÿâíèõ

âèðàçiâ äëÿ P (tn+1, . . . , t0), à òàêîæ çðîáëåíî Êðîê 3 äëÿ çíàõîäæåííÿ ãóñòèíè

óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0). Áóäå ïîêàçàíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

ñêií÷åííîãî n > 0 ãóñòèíà P (tn+1 | tn, . . . , t1, t0) çàëåæèòü âiä t0, à îòæå � íåîá-

õiäíà óìîâà (2.3.1) ìàðêîâîñòi ïîðÿäêó n íå âèêîíó¹òüñÿ çà æîäíèõ çíà÷åíü n.

Òàê áóäå äîâåäåíî íåìàðêîâiñòü âèõiäíîãî ïîòîêó íåéðîíó çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì

äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ, ãàëüìiâíîãî ÇÍ òà ãàëüìiâíîãî ÇÍ ç ðå�ðàêöi¹þ.

2.3.3 �óñòèíè éìîâiðíîñòåé äëÿ ïîäié (t, s)

�îçãëÿíåìî ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé P (t, s), ùî çàäà¹ éìîâiðíiñòü ðåàëiçàöi¨ ïî-

äi¨ (t, s) ç òî÷íiñòþ dtds. Ôóíêöiÿ P (t, s) ìîæå áóòè îòðèìàíà ÿê ðåçóëüòàò

äîáóòêó

P (t, s) = F (t | s)f(s), (2.3.8)
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äå f(s), ÿê i ðàíiøå, ïîçíà÷à¹ ñòàöiîíàðíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé äëÿ ÷àñiâ æèò-

òÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ íà ìîìåíò ïî÷àòêó âèõiäíîãî iíòåðâàëó, F (t | s) ïîçíà÷à¹

ãóòèíó óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII t çà óìîâè, ùî íà

ìîìåíò ïî÷àòêó öüîãî âèõiäíîãî ÌII ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ ñêëàäà¹ s.

Çíàéäåìî òåïåð ãóñòèíó óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tk, sk | tk−1, sk−1) äëÿ ïîäié

(tk, sk), ùî âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü îòðèìàòè ïîäiþ (tk, sk), ç òî÷íiñòþ dtkdsk çà

óìîâè, ùî ïîïåðåäíÿ ïîäiÿ áóëà (tk−1, sk−1). Çà âèçíà÷åííÿì óìîâíèõ éìîâiðíîñ-

òåé, �óíêöiÿ P (tk, sk | tk−1, sk−1) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi äîáóòêó

P (tk, sk | tk−1, sk−1) = F (tk | sk, tk−1, sk−1)f(sk | tk−1, sk−1), (2.3.9)

äå F (tk | sk, tk−1, sk−1) ïîçíà÷à¹ ãóñòèíó óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí

âèõiäíèõ ÌII, tk, çà óìîâè, ùî i) öåé ÌII ïî÷àâñÿ ç ÷àñîì æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨

ÇÇ, ðiâíèì sk, òà ii) ïîïåðåäíÿ ïîäiÿ (t, s) áóëà (tk−1, sk−1); à f(sk | tk−1, sk−1)

ïîçíà÷à¹ ãóñòèíó óìîâíèõ éìîâiðîíñòåé äëÿ ÷àñiâ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ çà

óìîâè ii). Î÷åâèäíî, ùî

F (tk | sk, tk−1, sk−1) = F (tk | sk), (2.3.10)

îñêiëüêè çà âiäîìîãî çíà÷åííÿ sk çíàííÿ ïîïåðåäíüî¨ ïàðè (tk−1, sk−1) íå äîäà¹

æîäíî¨ ií�îðìàöi¨, êîðèñíî¨ äëÿ ïåðåäáà÷åííÿ çíà÷åííÿ tk (ïîðiâí. ç äîâåäåí-

íÿì Ëåìè 1).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé f(sk | tk−1, sk−1), ðîçãëÿíåìî ìîæëè-

âi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ tk−1 òà sk−1. ßêùî tk−1 ≥ sk−1, ëiíiÿ âñòèãíå çâiëüíèòèñÿ

âiä iìïóëüñó ïðîòÿãîì ÌII tk−1. Òîìó íà ïî÷àòêó ÌII tk, âèõiäíèé iìïóëüñ çàéäå

äî ëiíi¨ òà ìàòèìå ÷àñ æèòòÿ sk = ∆ ç éìîâiðíiñòþ 1, äèâ. �îðìóëó 2.3.3. Îòæå,

ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé ìiñòèòü âiäïîâiäíó δ-�óíêöiþ:

f(sk | tk−1, sk−1) = δ(sk − ∆), tk−1 ≥ sk−1. (2.3.11)



35

ßêùî tk−1 < sk−1, òîäi ÌII tk−1 ñêií÷èòüñÿ ðàíiøå, íiæ iìïóëüñ çàëèøèòü ëiíiþ

ÇÇ. Íà ïî÷àòêó ÌII tk, ëiíiÿ ìiñòèòèìå òîé ñàìèé iìïóëüñ, ùî é íà ïî÷àòêó

tk−1. Öåé iìïóëüñ ìàòèìå ÷àñ æèòòÿ, ùî òî÷íî äîðiâíþ¹ sk = sk−1 − tk−1, îòæå

f(sk | tk−1, sk−1) = δ(sk − sk−1 + tk−1), tk−1 < sk−1. (2.3.12)

Çáèðàþ÷è âñå ðàçîì, äëÿ ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tk, sk | tk−1, sk−1)

îòðèìà¹ìî

P (tk, sk | tk−1, sk−1) =











F (tk | sk)δ(sk − ∆), tk−1 ≥ sk−1,

F (tk | sk)δ(sk − sk−1 + tk−1), tk−1 < sk−1.

(2.3.13)

Ìiðêóâàííÿ, ðîçâèíåíi â öüîìó ïiäðîçäiëi, îäíàêîâîþ ìiðîþ ñïðàâåäëèâi äëÿ

çáóäæóþ÷îãî ÇÍ, ãàëüìiâíîãî ÇÍ i ãàëüìiâíîãî ÇÍ ç ðå�ðàêöi¹þ. Ñïðàâäi, íiäå

â öèõ ìiðêóâàííÿõ íå áóëî âèêîðèñòàíî çáóäæóþ÷îãî (ãàëüìiâíîãî) õàðàêòåðó

iìïóëüñiâ ç ëiíi¨ ÇÇ, à ëèøå íàÿâíiñòü ñàìî¨ ëiíi¨ ÇÇ òà ìîæëèâiñòü âè÷åðïíîãî

îïèñó ¨¨ ñòàíó çà äîïîìîãîþ ÷àñó æèòòÿ iìïóëüñó â íié, à öi ðèñè ¹ ñïiëüíèìè

äëÿ çáóäæóþ÷îãî i ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ, íåçàëåæíî âiä íàÿâíîñòi

ðå�ðàêöi¨.

�àçîì ç òèì, ÿâíi âèðàçè äëÿ �óíêöié F (t | s) òà f(s) iñòîòíüî çàëåæàòè-

ìóòü âiä òîãî, ÿêó äiþ ÷èíÿòü iìïóëüñè ç ëiíi¨ ÇÇ íà íåéðîí òà/àáî âiä íàÿâíîñòi

ðå�ðàêöi¨, i, âëàñòèâî, âiäðiçíÿòèìóòüñÿ äëÿ âèïàäêiâ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ, ãàëü-

ìiâíîãî ÇÍ i ãàëüìiâíîãî ÇÍ ç ðå�ðàêöi¹þ. Òàêi ÿâíi âèðàçè äëÿ êîæíîãî ç

òðüîõ âèïàäêiâ áóäå îòðèìàíî â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

2.4 ×èñåëüíà ïåðåâiðêà

Äëÿ ÷èñåëüíî¨ ïåðåâiðêè îòðèìàíèõ àíàëiòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, à òàêîæ äëÿ

äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ, ÷è äëÿ iíøî¨ ìîäåëi íåéðîíó áóäå îòðèìàíî ÿêiñíî ïî-
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äiáíi ðåçóëüòàòè, áóëî ñòâîðåíî êîìï'þòåðíó ïðîãðàìó ìîâîþ Ñ++ íà ïëàò-

�îðìi ëiíóêñ. Ïðîãðàìà ìiñòèòü äåêiëüêà êëàñiâ, ùî âiäòâîðþþòü âiäïîâiäíî

äiþ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ, äiþ ãàëüìiâíîãî ÇÍ òà äiþ ãàëüìiâíîãî ÇÍ ç ðå�ðàêöi-

¹þ. Íà âõiä îá'¹êòó îáðàíîãî êëàñó ïîäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ïñåâäîâèïàäêîâèõ

÷èñåë, ùî ðîçïîäiëåíi çà çàêîíîì Ïóàññîíà, ÿêà iìiòó¹ ïîñëiäîâíiñòü âõiäíèõ

ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ. Áàæàíèé ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé îòðèìàíèé ç âèêî-

ðèñòàííÿì óòèëiò ç áiáëiîòåêè GNU Sienti� Library
2
çà äîïîìîãîþ ãåíåðàòîðà

ïñåâäîâèïàäêîâèõ ÷èñåë òèïó Mersenne Twister.

Ïðîãðàìà ìiñòèòü �óíêöiþ, � "÷àñîâèé äâèãóí", � ùî ïåðåíîñèòü ñèñòåìó

â ìîìåíò, ùî áåçïîñåðåäíüî ïåðåäó¹ îòðèìàííþ íàñòóïíîãî âõiäíîãî iìïóëü-

ñó, ïðîïóñêàþ÷è ìîìåíòè, êîëè íå íàäõîäÿòü àíi ïóàññîíiâñüêèé iìïóëüñ, àíi

iìïóëüñ ç ëiíi¨ ÇÇ. Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþòüñÿ ëèøå ñóòò¹âi ïîäi¨. Öå äîçâî-

ëÿ¹ çðîáèòè òî÷íi ðîçðàõóíêè øâèäøèìè, ïîðiâíÿíî ç àëãîðèòìàìè, äå ïðèðiñò

÷àñó âiäáóâà¹òüñÿ ïîñòóïîâî, ìàëåíüêèìè ÷àñîâèìè êðîêàìè.

�óñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t), P (t1 | t0) òà P (t2 | t1, t0) çíàéäåíî øëÿõîì ïiäðà-

õóíêó âèõiäíèõ ÌII ðiçíî¨ äîâæèíè òà íîðìóâàííÿ. Î÷åâèäíî, äëÿ îá÷èñëåííÿ

ãóñòèí óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t1 | t0) òà P (t2 | t1, t0) âiäiáðàíî ëèøå òi ÌII,

ÿêèì ïåðåäóâàëè 1 ÷è 2 ÌII �iêñîâàíî¨ òðèâàëîñòi: t0 äëÿ P (t1 | t0) òà {t1, t0}

äëÿ P (t2 | t1, t0). �óñòèíè éìîâiðíîñòåé, îòðèìàíi ÷èñåëüíî äëÿ çáóäæóþ÷îãî

ÇÍ, ãàëüìiâíîãî ÇÍ òà ãàëüìiâíîãî ÇÍ ç ðå�ðàêöi¹þ äëÿ ïîðîãó 2, ñïiâñòàâëåíî

çi çíàéäåíèìè àíàëiòè÷íî äëÿ âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ. Â óñiõ âèïàäêàõ

÷èñåëüíi äàíi ñïiâïàäàþòü (â ìåæàõ ñòàòèñòè÷íî¨ ïîõèáêè) ç òèìè, ùî áóëè

îòðèìàíi àíàëiòè÷íî.

Äëÿ N0 > 2, ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t), P (t1 | t0) òà P (t2 | t1, t0), çíàéäåíi

÷èñåëüíî, ÿêiñíî ïîäiáíi äî òèõ, ùî áóëè îòðèìàíi äëÿ ïîðîãó N0=2. Çîêðå-

2http://www.gnu.org/software/gsl/
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ìà, íàÿâíiñòü òà ïîëîæåííÿ δ-�óíêöié i ðîçðèâiâ ñïiâïàäàþòü ç òèìè, ùî áóëè

îòðèìàíi àíàëiòè÷íî ó âñiõ ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêàõ, ïîðiâí., íàïðèêëàä, �èñ. 3.4,

ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷, ñòîð. 51, àáî �èñ. 3.18 ç �èñ. 3.17 íà ñòîð. 88.

Ç ìåòîþ ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî çíàéäåíi îñîáëèâîñòi â ðîçïîäiëàõ éìîâiðíîñòåé

ñïðè÷èíåíi ñàìå ïðèñóòíiñòþ ëiíi¨ ÇÇ, à íå ñïåöè�iêîþ ìîäåëi ÇÍ, áóëî òàêîæ

ïðîâåäåíî ñåðiþ êîìï'þòåðíèõ åêñïåðèìåíòiâ äëÿ ìîäåëi iíòåãðàòîð ç âòðàòà-

ìè (IÂ). Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå çðîáëåíî äëÿ ìîäåëi ÇÍ, áóëî ðîçãëÿíóòî

âèïàäêè çáóäæóþ÷îãî IÂ iç çàòðèìàíèì ÇÇ, ãàëüìiâíîãî IÂ iç çàòðèìàíèì ÇÇ

òà ãàëüìiâíîãî IÂ ç ðå�ðàêöi¹þ iç çàòðèìàíèì ÇÇ.

Äëÿ ñèìóëÿöi¨ áóëî îáðàíî ìîäåëü IÂ â ¨¨ íàéïðîñòiøîìó âàðiàíòi [97, 98, 99℄.

À ñàìå, â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó ϑ ñòàí íåéðîíó ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ íàïðóãîþ

íà ìåìáðàíi â öåé ìîìåíò, V (ϑ). Çà âiäñóòíîñòi âõiäíî¨ ñòèìóëÿöi¨, V (ϑ) åêñïî-

íåíöiéíî ñïàäà¹ äî ñòàíó ñïîêîþ, â ÿêîìó V = 0:

V (ϑ + t) = e−t/τM V (ϑ),

äå τM � ÷àñ ðåëàêñàöi¨ ìåìáðàíè. Âõiäíèé iìïóëüñ ìèòò¹âî çáiëüøó¹ V íà �iê-

ñîâàíó âåëè÷èíó y0:

V → V + y0,

äå y0 âiäïîâiäà¹ ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åííþ ÇÏÑÏ. ßêùî â ðåçóëüòàòi òàêîãî

ñòðèáêó ìåìáðàííèé ïîòåíöiàë çàäîâiëüíÿ¹ íåðiâíiñòü V + y0 > V0, äå V0 �

ïîðiã IÂ, òîäi íåéðîí ãåíåðó¹ âèõiäíèé ñòàéê òà îïèíÿ¹òüñÿ ó ñòàíi ñïîêîþ.

Òîáòî ìîäåëü IÂ ïðàöþ¹ çà ïðèíöèïîì ïîðîãó çà íàïðóãîþ, ïiäðîçä. 1.3.

Ïðè ìîäåëþâàííi íåéðîíó ç ðå�ðàêöi¹þ íà îñíîâi ìîäåëi IÂ, òàê ñàìî, ÿê i

äëÿ çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíó, ââàæàëîñÿ, ùî ïðîòÿãîì ÷àñó ðå�ðàêòåðíîñòi r > 0

íåéðîí íå çäàòåí äî ïðèéíÿòòÿ áóäü-ÿêèõ âõiäíèõ ñèãíàëiâ. Ïiñëÿ çàêií÷åííÿ

ðå�ðàêòåðíîãî ïåðiîäó íåéðîí îïèíÿâñÿ â ñòàíi ñïîêîþ: V = 0.
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�åçóëüòàòè, îòðèìàíi äëÿ ìîäåëi IÂ, ÿêiñíî ïîäiáíi äî òèõ, ùî áóëè îòðèìàíi

äëÿ ìîäåëi ÇÍ, ïîðiâí., íàïðèêëàä, �èñ. 3.6, ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷, íà ñòîð. 53.

Äåòàëüíiøå äèâ. ó âiäïîâiäíèõ ïiäðîçäiëàõ.

2.5 Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi âèêëàäåíî çàãàëüíó ìåòîäîëîãiþ ðîáîòè. Öÿ ìåòîäîëîãiÿ,

ùî ãðóíòó¹òüñÿ íà òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ¹ òî÷íîþ i äîçâîëÿ¹ çíàõîäæåííÿ òî-

÷íèõ àíàëiòè÷íèõ âèðàçiâ äëÿ îäíîiíòåðâàëüíî¨ òà áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèí

éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ. �îçðîáëåíà

ñõåìà ðîçðàõóíêiâ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà ÿê äî âèïàäêó çáóäæóþ÷îãî, òàê i

äî âèïàäêó ãàëüìiâíîãî íåéðîíó. Áiëüøå òîãî, âîíà íå çâ'ÿçàíà ðàìêàìè ÿêî¨ñü

êîíêðåòíî¨ íåéðîííî¨ ìîäåëi i â ïðèíöèïi ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äî áóäü-ÿêî¨

äåòåðìiíiñòè÷íî¨ ìîäåëi íåéðîíó. �àçîì ç òèì, íå âñi íåéðîííi ìîäåëi äîçâîëÿ-

þòü ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.2.2), à îòæå � i çíàõîäæåííÿ îñòàòî-

÷íèõ âèðàçiâ äëÿ îäíîiíòåðâàëüíî¨ òà áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèí éìîâiðíîñòåé.

Òàêi ìîäåëi ¹ øâèäøå âèêëþ÷åííÿì, íiæ ïðàâèëîì. ßê áóäå âèäíî ç íàñòóïíèõ

ðîçäiëiâ, äî òàêèõ ïðè¹ìíèõ âèêëþ÷åííü íàëåæèòü i ìîäåëü çâ'ÿçóþ÷îãî íåé-

ðîíó. �îçðîáëåíà ñõåìà ðîçðàõóíêiâ áóäå çàñòîñîâàíà â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ äî

âèïàäêiâ çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó, ãàëüìiâíîãî íåéðîíó i ãàëüìiâíîãî íåéðîíó ç

ðå�ðàêöi¹þ.

Êðiì öüîãî, â öüîìó ðîçäiëi îïèñàíî êîìï'þòåðíó ïðîãðàìó, ÿêó áóëî ñòâî-

ðåíî äëÿ ÷èñåëüíî¨ ïåðåâiðêè îòðèìàíèõ àíàëiòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, à òàêîæ äëÿ

îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòiâ â òèõ âèïàäêàõ, êîëè àíàëiòè÷íi ðîçðàõóíêè ïîâ'ÿçàíi çi

çíà÷íèìè ìàòåìàòè÷íèìè ñêëàäíîñòÿìè. ×èñåëüíó ïåðåâiðêó áóäå çàñòîñîâàíî

äî ðåçóëüòàòiâ âñiõ íàñòóïíèõ ðîçäiëiâ.
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�ÎÇÄIË 3

ÇÁÓÄÆÓÞ×ÈÉ ÍÅÉ�ÎÍ ÇI ÇÂÎ�ÎÒÍIÌ ÇÂ'ßÇÊÎÌ

3.1 Âñòóï

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ìà¹ìî íà ìåòi äîñëiäèòè âïëèâ çàòðèìàíîãî çâîðîòíüîãî

çâ'ÿçêó íà ñòàòèñòèêó iìïóëüñiâ çáóäæóþ÷èõ íåéðîíiâ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî

ñèòóàöiþ, êîëè çáóäæóþ÷èé íåéðîí ïîñèëà¹ âëàñíi âèõiäíi iìïóëüñè äî ñåáå æ íà

âõiä iç äåÿêîþ çàòðèìêîþ â ÷àñi ∆, �èñ. 2.1 íà ñòîð. 27. Ââàæà¹ìî, ùî iìïóëüñè

ç ëiíi¨ ÇÇ ÷èíÿòü òàêó ñàìó çáóäæóþ÷ó äiþ íà íåéðîí, ÿê òi, ùî íàäiéøëè âiä

ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó. Òîáòî êîæåí ç íèõ ïåðåáóâà¹ â ïàì'ÿòi ÇÍ ïðîòÿãîì

÷àñó τ , ïiñëÿ ÷îãî çíèêà¹, ÿêùî íå áóâ çàäiÿíèé ó ãåíåðàöi¨ âèõiäíîãî ïîñòðiëó,

äèâ. ïiäðîçäië 1.3.

Ñòàí ëiíi¨ çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ çíà÷åííÿìè çìiííî¨ s, s ∈

]0; ∆], ùî ïîçíà÷à¹ ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨, äèâ. ïiäðîçäië 2.1.

Ñòàòèñòèêó ãåíåðàöi¨ âèõiäíèõ iìïóëüñiâ äîñëiäæó¹ìî â òåðìiíàõ îäíîiíòåð-

âàëüíî¨ òà óìîâíî¨ áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiä-

íèõ ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ. Çíàõîäæåííÿ ÿâíèõ âèðàçiâ äëÿ öèõ �óíêöié ¹

îñíîâíîþ çàäà÷åþ öüîãî ïiäðîçäiëó.

Ìàòåðiàëè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [27, 28, 30℄.

3.2 Îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé, øâèäêèé

çâîðîòíié çâ'ÿçîê

�îëîâíîþ ìåòîþ öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ çíàõîäæåííÿ îäíîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè

éìîâiðíîñòåé P (t) äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ ó âèïàäêó øâèäêîãî
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�èñ. 3.1 Äîìåíè çíà÷åíü t, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îòðèìàííÿ F (t|s).

çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó:

∆ < τ. (3.2.1)

Äëÿ öüîãî ìè ïðèòðèìóâàòèìåìîñü çàãàëüíî¨ ïðîöåäóðè, îïèñàíî¨ â ïiäðîçäiëi

2.2. Çîêðåìà, êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëàìè äi¨ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ i çàòðèìàíîãî ÇÇ,

ìè ñïåðøó îòðèìà¹ìî ÿâíi âèðàçè äëÿ �óíêöié F (t | s) i P (s′ | s). Ïiñëÿ öüîãî,

ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (2.2.2), çíàéäåìî ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé f(s). I íàðåøòi,

çäiéñíèâøè iíòåãðóâàííÿ â (2.2.1), îòðèìà¹ìî òî÷íèé àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ

îäíîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t).

Íàïðèêiíöi ïiäðîçäiëó áóäóòü òàêîæ îòðèìàíi âèðàçè äëÿ ïåðøîãî i äðóãî-

ãî ìîìåíòó ãóñòèíè P (t), à òàêîæ äëÿ êîå�iöi¹íòó âàðiàöi¨ äîâæèí âèõiäíèõ

iíòåðâàëiâ.

3.2.1 �îçðàõóíîê F (t|s)

Çíàéäåìî �óíêöiþ F (t|s), ùî ïîçíà÷à¹ ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí t

âèõiäíèõ ÌII çà óìîâè, ùî ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ íà ìîìåíò ïî÷àòêó

öüîãî ÌII ñêëàäà¹ s. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S1 ñòàí ÇÍ ç îäíèì iìïóëüñîì â ïàì'ÿòi i

÷åðåç S0 � ñòàí áåç iìïóëüñiâ. Äëÿ çíàõîäæåííÿ F (t|s) ñëiä ðîçäiëèòè ìíîæèíó

ìîæëèâèõ çíà÷åíü t äîâæèíè âèõiäíîãî ÌII íà äåêiëüêà îáëàñòåé (äîìåíiâ), ÿê

ïîêàçàíî íà �èñ. 3.1.

Ó âèïàäêó C1, ìà¹ìî t < s. Â öüîìó âèïàäêó âèõiäíèé iìïóëüñ áóäå çãåíå-

ðîâàíèé áåç ó÷àñòi ëiíi¨ ÇÇ, âèêëþ÷íî ïiä äi¹þ iìïóëüñiâ âiä âõiäíîãî ïóàññî-

íiâñüêîãî ïîòîêó. Òîìó ãóñòèíà ðîçïîäiëó äëÿ òàêèõ äîâæèí ÌII áóäå òàêîþ
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ñàìîþ, ùî é äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ:

F (t|s) = P 0(t), t < s, (3.2.2)

äå P 0(t) ïîçíà÷à¹ ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII äëÿ ÇÍ áåç

ÇÇ, âèçíà÷åíó ó âèðàçàõ (1.3.5) � (1.3.7).

�îçãëÿíåìî âèïàäîê C2. Éìîâiðíiñòü îòðèìàòè âèõiäíèé éìïóëüñ ðiâíî ÷åðåç

s îäèíèöü ÷àñó ïiñëÿ îñòàííüîãî ïîñòðiëó íå ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ. Öå åêâiâà-

ëåíòíî ïîäi¨ AS1
(s), êîëè ïîðîæíié ÇÍ ïî÷èíà¹ ïðèéìàòè iìïóëüñè â ìîìåíò

0 òà îïèíÿ¹òüñÿ áåç æîäíîãî ïîñòðiëó â ñòàíi S1 â ìîìåíò s. Ñïðàâäi, ÿêùî

â ìîìåíò s íåéðîí âæå ìiñòèòü îäèí iìïóëüñ, iìïóëüñ ç ëiíi¨ ñâî¨ì ïðèõîäîì

ñïðè÷èíèòü äîñÿãíåííÿ ïîðîãó ÇÍ i ãåíåðàöiþ âèõiäíîãî ïîñòðiëó ðiâíî ÷åðåç

s îäèíèöü ÷àñó ïiñëÿ ïîïåðåäíüîãî. Äëÿ çíàõîäæåííÿ éìîâiðíîñòi P{AS1
(s)}

öi¹¨ ïîäi¨, çâåðíiìî óâàãó íà òå, ùî P 0(s) ds ìîæå áóòè âèðàæåíå ÿê äîáóòîê

P{AS1
(s)} òà éìîâiðíîñòi îòðèìàòè âõiäíèé iìïóëüñ ïðîòÿãîì íåñêií÷åííî ìà-

ëîãî iíòåðâàëó ds, ÿêà äëÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó ñêëàäà¹ λ ds, äå λ � iíòåí-

ñèâíiñòü ïîòîêó, äèâ. âèðàç (1.2.1). Òàêèì ÷èíîì,

P{AS1
(s)} =

P 0(s)

λ
, (3.2.3)

ùî ðàçîì ç ðiâíÿííÿì (1.3.5) äà¹ âàãó δ-�óíêöi¨ â òî÷öi t = s ó âèðàçi äëÿ

F (t|s).

�îçãëÿíåìî âèïàäîê C3. Äëÿ øâèäêîãî ÇÇ, êîëè s ≤ ∆ < τ , äëÿ îòðèìàííÿ

ÌII, äîâæèíîþ â ìåæàõ s < t ≤ s + τ , íåîáõiäíå âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ óìîâ:

(i) ïðîìiæîê ]0; s[ âiëüíèé âiä âõiäíèõ iìïóëüñiâ, (ii) ïðîìiæîê ]s; t[ âiëüíèé âiä

âõiäíèõ iìïóëüñiâ, (iii) ïåðøèé âõiäíèé iìïóëüñ âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó áóäå

îòðèìàíî íà ïðîìiæêó [t; t + dt[. Ñïðàâäi, óìîâà (i) ãàðàíòó¹, ùî â ìîìåíò s

íåéðîí ïîðîæíié i ïðèõiä çáóäæóþ÷îãî iìïóëüñó ç ëiíi¨ ÇÇ íå âèêëè÷å ïîñòðië.

Ïiñëÿ ìîìåíòó s ÇÍ ïåðåáóâà¹ â ñòàíi S1 (ç îäíèì iìïóëüñîì â ïàì'ÿòi) i ïåðøèé
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æå âõiäíèé iìïóëüñ âèêëèêà¹ ñïàéê (óìîâè (ii) òà (iii)). Òîìó:

F (t|s) = e−λtλ, s < t ≤ s + τ, (3.2.4)

äå áóëî âèêîðèñòàíî �îðìóëè (1.2.2) i (1.2.3).

�îçãëÿíåìî âèïàäîê C4, êîëè t ≥ s + τ . Òàêèé ÌII áóäå ðåàëiçîâàíî, ÿêùî

ìàòèìóòü ìiñöå òàêi òðè íåçàëåæíi ïîäi¨: (i) AS0
(s); (ii) ïðîìiæîê ]s; s+ τ [ âiëü-

íèé âiä âõiäíèõ iìïóëüñiâ; (iii) ïîðîæíié ÇÍ áåç ÇÇ ïî÷èíà¹ ïðèéìàòè iìïóëüñè

â ìîìåíò s+ τ i ñòðiëÿ¹ âïåðøå â ìîìåíò t. Öi ïîäi¨ ¹ íåçàëåæíèìè, îñêiëüêè ¨õ

ðåàëiçàöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ïîâåäiíêîþ ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó íà iíòåðâàëàõ, ùî

íå ïåðåêðèâàþòüñÿ.

Ó âèïàäêó øâèäêîãî ÇÇ, ∆ < τ , éìîâiðíiñòü ñïiëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ ïîäié (i) òà

(ii) äîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi îòðèìàòè âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó ÌII, äîâøèé çà

s + τ , �îðìóëà (1.2.3), à ïîäiÿ (iii) ìà¹ éìîâiðíiñòü P 0(t − s − τ) dt. Îòæå,

F (t|s) = e−λ(τ+s)P 0(t − s − τ) t ≥ s + τ . (3.2.5)

Áåðó÷è äî óâàãè âèðàçè (3.2.2), (3.2.3), (3.2.4), (3.2.5), îòðèìà¹ìî �óíêöiþ

F (t|s) ó âèãëÿäi ñóìè ñèíãóëÿðíî¨ òà ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèí:

F (t|s) = F sing(t|s) + F reg(t|s), (3.2.6)

äå

F sing(t|s) = e−λsλs δ(t − s), (3.2.7)

F reg(t|s) =























e−λttλ2, t ∈]0; s], (∗∗)

λ e−λt, t ∈]s; s + τ ], (∗)

e−λ(τ+s)P 0(t − s − τ), s + τ ≤ t, (∗)

, (3.2.8)

äå âðàõîâàíî ïðèïóùåííÿ ∆ < τ .

Çà äîïîìîãîþ âèðàçiâ (3.2.6), (3.2.7) òà (3.2.8) ëåãêî ïåðåêîíàòèñü ó òîìó, ùî

�óíêöiÿ F (t|s) ¹ íîðìîâàíîþ:
∫ ∞

0 F (t|s) dt = 1.
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�èñ. 3.2 �óñòèíè éìîâiðíîñòåé F (t | s) (ëiâîðó÷) òà f(s) (ïðàâîðó÷), îòðèìàíi

àíàëiòè÷íî, �îðìóëè (3.2.6)�(3.2.8) òà (3.2.12)�(3.2.14). Òóò τ = 10 ìñ, ∆ =

8 ìñ, λ = 150 ñ
−1
, N0=2. Íàÿâíiñòü δ-�óíêöié â îáîõ ãóñòèíàõ éìîâiðíîñòåé

÷iòêî âèäíî.

Íàÿâíiñòü δ-�óíêöi¨ â ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé F (t | s) ìîæíà äîäàòêîâî ïî-

ÿñíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Éìîâiðíiñòü îòðèìàòè âèõiäíèé ÌII äîâæèíîþ t, ùî

òî÷íî äîðiâíþ¹ s, íå ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ. Ó âèïàäêó (3.2.1) âîíà äîðiâíþ¹ éìî-

âiðíîñòi îòðèìàòè îäèí iìïóëüñ âiä ïóàññîíiâñüîãî ïîòîêó íà ïðîìiæêó ]0; s[, ÿêà

ñêëàäà¹ λse−λs
. Äðóãèé iìïóëüñ ïðèõîäèòü ç ëiíi¨ i âèêëèêà¹ ïîñòðië ðiâíî ÷åðåç

s îäèíèöü ÷àñó ïiñëÿ ïîïåðåäíüîãî. Òîæ ìà¹ìî íåíóëüîâó éìîâiðíiñòü îòðèìàòè

âèõiäíèé ÌII, òðèâàëiñòü ÿêîãî òî÷íî ðiâíà s. Öå äà¹ δ-�óíêöiþ â òî÷öi t = s

â ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé F (t | s).

�ðà�iê �óíêöi¨ F (t|s) ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 3.2, ëiâîðó÷.

3.2.2 �îçïîäië ÷àñiâ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ f(s)

�îçðàõó¹ìî ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé f(s) äëÿ ÷àñiâ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ

íà ìîìåíò ïî÷àòêó âèõiäíîãî ÌII. Äëÿ öüîãî, çãiäíî ïiäðîçäiëó 2.2, çíàéäåìî

ñïåðøó ãóñòèíó ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P (s | s′) äëÿ ÷àñiâ æèòòÿ iìïóëüñó â

ëiíi¨.
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3.2.2.1 �óñòèíà ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé

Çi çìiñòó �óíêöi¨ F (t|s) âèïëèâà¹, ùî âèðàç (3.2.8)(∗∗) äîçâîëÿ¹ ðîçðàõóâàòè

P (s | s′) äëÿ s < s′:

P (s | s′) = e−λ(s′−s)λ2(s′ − s), s < s′ ∈]0; ∆].

�iâíÿííÿ (3.2.8) òà (3.2.8)(∗) îïèñóþòü ñèòóàöiþ, êîëè îäèí ÌII ïî÷èíà¹òüñÿ

ç ÷àñîì æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ, ðiâíèì s, à íà ïî÷àòêó íàñòóïíîãî ÌII

÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ñêëàäà¹ ∆. Îòæå, P (s | s′) ìà¹ ñèíãóëÿðíiñòü òèïó

δ-�óíêöi¨ â òî÷öi s = ∆. Äëÿ ðîçðàõóíêó âàãè öi¹¨ ñèíãóëÿðíîñòi, íåîáõiäíî

ñêîðèñòàòèñü âèðàçàìè (3.2.7) òà (3.2.8)(∗) iç s′ çàìiñòü s òà ïðîiíòåãðóâàòè çà

âñiìà äîïóñòèìèìè çíà÷åííÿìè t:

e−λs′λs′ +

s′+τ
∫

s′

e−λtλ dt +

∞
∫

s′+τ

e−λ(τ+s′)P 0(t − s′ − τ) dt = λ s′ e−λ s′ + e−λ s′.

Òóò âèêîðèñòàíî

∞
∫

0

P 0(t) dt = 1.

Îòæå, â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî P (s | s′) ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ �óíêöié

P (s | s′) = P reg(s | s′) + P sing(s | s′), (3.2.9)

äå

P reg(s | s′) =











e−λ(s′−s)λ2(s′ − s), s < s′ ∈]0; ∆]

0, s ≥ s′
, (3.2.10)

P sing(s | s′) = δ(s − ∆)
(

λ s′ e−λ s′ + e−λ s′
)

. (3.2.11)

�óñòèíà ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P (s | s′) íîðìîâàíà:
∫

∆

0
P (s | s′) ds = 1.

3.2.2.2 �îçïîäië ÷àñiâ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨

Äëÿ çíàõîäæåííÿ �óíêöi¨ f(s) çâåðíiìî óâàãó íà òå, ùî âîíà ìà¹ ìiñòèòè

ñèíãóëÿðíiñòü ó âèãëÿäi δ-�óíêöi¨ Äiðàêà â òî÷öi s = ∆. Ñïðàâäi, éìîâiðíiñòü
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îòðèìàòè ÷àñ æèòòÿ s, ùî òî÷íî äîðiâíþ¹ ∆ íà ìîìåíò ïî÷àòêó ÌII, íå ¹ íå-

ñêií÷åííî ìàëîþ. Êîæåí ðàç, êîëè ëiíiÿ âiëüíà â ìîìåíò ïî÷àòêó âèõiäíîãî

ÌII, iìïóëüñ çàõîäèòü â ëiíiþ i ìà¹ ÷àñ æèòòÿ, ðiâíèé ∆. Äëÿ òîãî, ùîá ëiíiÿ

áóëà âiëüíîþ â ìîìåíò ïîñòðiëó, íåîáõiäíî, ùîá äëÿ ïîïåðåäíüîãî ÌII âèêîíó-

âàëàñü íåðiâíiñòü t > s. Ìíîæèíà ðåàëiçàöié âõiäíîãî ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó,

äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ t > s, ìà¹ íåíóëüîâó ìiðó, i öå äà¹ δ-�óíêöiþ â òî÷öi

s = ∆ â ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé f(s).

Òîìó øóêàòèìåìî f(s) ó âèãëÿäi

f(s) = a δ(s − ∆) + g(s) = a δ(s − ∆) + eλsϕ(s), (3.2.12)

äå a � áåçðîçìiðíà ñòàëà, g(s), ϕ(s) � çâè÷àéíi (ðåãóëÿðíi) �óíêöi¨, ùî âèçíà÷åíi

íà iíòåðâàëi ]0; ∆]. Çi çìiñòó f(s) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî a äà¹ éìîâiðíiñòü

çíàéòè iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ, ùî òî÷íî äîðiâíþ¹ ∆, íà ïî÷àòêó äîâiëüíîãî

ÌII, à g(s) äà¹ ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé äëÿ s < ∆.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âèðàçiâ (3.2.9) òà (3.2.12) äî (2.2.2) òà âiäîêðåìëåííÿ äî-

äàíêiâ áåç δ-�óíêöi¨ îòðèìà¹ìî

a e−λ∆λ2(∆ − s) + λ2

∆
∫

s

(s′ − s)ϕ(s′) ds′ = ϕ(s).

Öå ðiâíÿííÿ ìîæå áóòè ëåãêî ðîçâ'ÿçàíå âiäíîñíî ϕ(s), ùî äëÿ g(s) äà¹

g(s) =
a λ

2

(

1 − e−2λ(∆−s)
)

. (3.2.13)

Âðàõîâóþ÷è, ùî f(s) ìà¹ áóòè íîðìîâàíà: a +
∆
∫

0

g(s) ds = 1, îòðèìà¹ìî

a =
4e2λ∆

(2λ∆ + 3)e2λ∆ + 1
. (3.2.14)

�ðà�iê �óíêöi¨ f(s) ìîæíà áà÷èòè íà �èñ. 3.2, ïðàâîðó÷, íà ñòîð. 43.
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�èñ. 3.3 Äîìåíè çíà÷åíü t, âèêîðèñòàíi äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó â (3.2.15).

3.2.3 Îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t)

Äëÿ îòðèìàííÿ ÿâíîãî âèðàçó P (t) äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ çi çâîðîòíiì çâ'ÿç-

êîì ïiäñòàâèìî âèðàçè (3.2.6), (3.2.7), (3.2.8), (3.2.12) òà (3.2.13) äî (2.2.1). Öå

äà¹

P (t) = e−λtλt · aδ(t − ∆) + e−λtλtg(t)

+ aF reg(t | ∆) +

∫ ∆

0

F reg(t | s)g(s)ds. (3.2.15)

Ïîäàëüøå ïåðåòâîðåííÿ âèðàçó (3.2.15) çàëåæèòü âiä îáëàñòi, äî ÿêî¨ íàëåæèòü

t. Îñíîâíi îáëàñòi (äîìåíè) çíà÷åíü t ïîêàçàíi íà �èñ. 3.3.

�îçãëÿíåìî âèïàäîê A. Òóò îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ, s ∈]0; ∆], ìà¹ áóòè ðîçáèòà

íà äâi òî÷êîþ s = t. Öå äà¹

P (t) = e−λtλtg(t) + aλ2te−λt

+

∫ t

0

λe−λt g(s) ds +

∫ ∆

t

λ2te−λt g(s) ds, (3.2.16)

ùî ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

P (t) =
λ e−λt

(2 λ∆ + 3) e2λ∆ + 1
·
(

(2 λ∆ + 7)λt e2λ∆+

+ 1 − (λt + 1)e2λt − 2 λ2 t2 e2λ∆
)

, t < ∆.

(3.2.17)

Ç âèðàçó (3.2.15) ìîæíà áà÷èòè, ùî ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t) ìiñòèòü δ-

ïîäiáíó îñîáëèâiñòü â òî÷öi t = ∆:

P (t) =
4 λ ∆ eλ∆

(2λ∆ + 3) e2λ∆ + 1
· δ(t − ∆), t ∈]∆ − ǫ; ∆ + ǫ[. (3.2.18)
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Íàÿâíiñòü δ-ïîäiáíî¨ îñîáëèâîñòi ïðè t = ∆ ìîæå áóòè äîäàòêîâî ïîÿñíåíà

íàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî â ìîìåíò ïîïåðåäíüîãî ïîñòðiëó ëiíiÿ áóëà âiëüíà, iì-

ïóëüñ çàõîäèòü â ëiíiþ i ïiñëÿ ÷àñó, ùî òî÷íî äîðiâíþ¹ ∆, äîñÿãà¹ âõîäó íåéðîíó.

ßêùî ïðîòÿãîì ÷àñó ∆ ÇÍ îòðèìà¹ îäèí iìïóëüñ âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó,

òîäi iìïóëüñ ç ëiíi¨ âèêëè÷å ïîñòðië ðiâíî ÷åðåç ÷àñ ∆ ïiñëÿ ïîïåðåäíüîãî. Öÿ

ïîäiÿ íå çàëåæàòèìå âiä òî÷íîãî ÷àñó ïðèõîäó ïóàññîíiâñüêîãî iìïóëüñó, òîæ

öiëà ìíîæèíà ðåàëiçàöié âõiäíîãî ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó çðîáèòü âíåñîê äî ¨¨

(ïîäi¨) éìîâiðíîñòi. Â ðåçóëüòàòi, éìîâiðíiñòü îòðèìàòè ÌII òðèâàëiñòþ ∆ íå áó-

äå íåñêií÷åííî ìàëîþ, à ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé ìiñòèòèìå δ-ïîäiáíó îñîáëèâiñòü

â òî÷öi t = ∆ (ïîðiâí. ç ìiðêóâàííÿìè íà ïî÷àòêó ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó).

�îçãëÿíåìî âèïàäîê B. Òóò iíòåãðóâàííÿ â (3.2.15) ìîæå áóòè ïðîâåäåíå

îäðàçó çà âñi¹þ îáëàñòþ ]0; ∆], ùî äà¹

P (t) = e−λtλ

∫ ∆

0

f(s) ds = e−λtλ, ∆ < t < τ. (3.2.19)

�îçãëÿíåìî âèïàäîê C. Òóò îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ìà¹ áóòè ðîçäiëåíà íà äâi

òî÷êîþ s = t − τ , â ðåçóëüòàòi ÷îãî âèðàç (3.2.15) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

P (t) =

∫ t−τ

0

e−λ(τ+s)P 0(t − s − τ)g(s) ds + e−λtλ

∆
∫

t−τ

g(s) ds + a e−λtλ.

Òóò â ïåðøîìó iíòåãðàëi (t− s− τ) ∈ [0; t− τ ] ⊂ [0; ∆] ⊂ [0; τ ]. Öå äîçâîëÿ¹, çà

äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé (1.3.5) òà (1.3.6), îòðèìàòè ÿâíèé âèðàç äëÿ P 0(t− s− τ),

à ñàìå y0(t − s − τ) = λ2(t − s − τ) · e−λ(t−s−τ)
:

P (t) =

∫ t−τ

0

e−λtλ2(t − s − τ)g(s) ds + e−λtλ

∆
∫

t−τ

g(s) ds + a e−λtλ.

Ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî

P (t) =
(K0 + K1t + K2t

2 + e2λ(t−τ))λe−λt

(4λ∆ + 6) e2λ∆ + 2
, τ < t < ∆ + τ, (3.2.20)
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äå

K0 =
(

2λ2τ 2 + 4λτ + 4λ∆ + 6
)

e2λ∆ − 2λτ + 1,

K1 = (2 − 4e2λ∆(1 + λτ))λ, K2 = 2 λ2 e2λ∆.

�îçãëÿíåìî âèïàäîê D. Òóò âèðàç (3.2.15) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

P (t) = a e−λ(τ+∆)P 0(t − ∆ − τ) +

∫ ∆

0

e−λ(τ+s)P 0(t − s − τ)g(s) ds.

Ââåäåìî íîâó çìiííó iíòåãðóâàííÿ, u = t − s − τ :

P (t) = a e−λ(τ+∆)P 0(t − ∆ − τ) +

∫ t−τ

t−∆−τ

e−λ(t−u)P 0(u)g(t − τ − u) du. (3.2.21)

Ç îñòàííüîãî âèðàçó áà÷èìî, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó íåîáõiäíî âçÿòè

âèðàç (1.3.5) äëÿ P 0(u) àáî ç îäíèì, àáî ç äâîìà ïîñëiäîâíèìè çíà÷åííÿìè

m. À ñàìå, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî m âèêîíó¹òüñÿ mτ ≤ t − ∆ − τ < t − τ ≤

(m + 1)τ , òîäi äî (3.2.21) ñëiä ïiäñòàâèòè çàìiñòü P 0(u) òàêå ym(t), ùî âiäïî-

âiäà¹ öüîìó m, ç âèðàçó (1.3.6). Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iñíó¹ òàêå m, ùî

mτ < t − ∆ − τ < (m + 1)τ < t − τ . Òîäi îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ â (3.2.21)

ñëiä ðîçäiëèòè íà äâi òî÷êîþ (m + 1)τ , à çàìiñòü P 0(u) ïiäñòàâèòè àáî ym(t),

àáî ym+1(t). Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî t ∈ [∆ + τ ;∞[, òî âñi ìîæëèâi ñèòóàöi¨ ïàðà-

ìåòðèçóþòüñÿ çãàäàíèì âèùå ÷èñëîì m â òàêèé ñïîñiá, ùî, ÿêùî t ∈ Bm, äå

Bm ≡ [∆+ (m+1)τ ; (m+2)τ ], òî ñëiä ïiäñòàâèòè ym(t) ç âèðàçó (1.3.6), à ÿêùî

t ∈ Cm, äå Cm ≡](m+2)τ ; ∆+(m+2)τ [, � ðîçäiëèòè îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ i ïiä-

ñòàâèòè âiäïîâiäíî ym(t) òà ym+1(t). �îçãëÿíåìî îêðåìî äâà çãàäàíèõ âèïàäêè

i çíàéäåìî ÿâíèé âèðàç äëÿ P (t) â êîæíîìó ç íèõ.

3.2.3.1 �óñòèíà ðîçïîäiëó äëÿ ÌII äîâæèíîþ t ∈ Bm

Ç óðàõóâàííÿì ñêàçàíîãî âèùå, ó âèïàäêó, êîëè iñíó¹ òàêå öiëå m, ùî mτ ≤

t − τ − ∆ < t − τ ≤ (m + 1)τ , iíòåãðóâàííÿ âèðàçó (3.2.21) äà¹

P (t) = a e−λt ·
m+1
∑

k=1

λk+1

k!

(

(t − ∆ − kτ)k+
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+
λ

2(k + 1)

(

(t − kτ)k+1 − (t − ∆ − kτ)k+1
)

+

+
λ e−2λ∆

2

k
∑

j=0

k!

(k − j)! · (2λ)j+1
(t − kτ)k−j−

−
λ

2

k
∑

j=0

k!

(k − j)! · (2λ)j+1
(t − ∆ − kτ)k−j

)

−

− a e−λt ·

m
∑

k=1

λk+1

k!

(

(t − ∆ − (k + 1)τ)k+

+
λ

2(k + 1)

(

(t − (k + 1)τ)k+1 − (t − ∆ − (k + 1)τ)k+1
)

+

+
λ e−2λ∆

2

k
∑

j=0

k!

(k − j)! · (2λ)j+1
(t − (k + 1)τ)k−j−

−
λ

2

k
∑

j=0

k!

(k − j)! · (2λ)j+1
(t − ∆ − (k + 1)τ)k−j

)

,

t ∈ [(m + 1)τ + ∆; (m + 2)τ ]. (3.2.22)

3.2.3.2 �óñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ ÌII äîâæèíîþ t ∈ Cm

�îçãëÿíåìî òàêèé ÌII, ùî mτ < t − τ − ∆ < (m + 1)τ < t − τ < (m + 2)τ ,

àáî t ∈](m + 2)τ ; ∆ + (m + 2)τ [. Âðàõîâóþ÷è âèðàçè (1.3.5) òà (1.3.6), ìîæíà

ïåðåïèñàòè (3.2.21) íàñòóïíèì ÷èíîì:

P (t)

∣

∣

∣

∣

t∈](m+2)τ ;∆+(m+2)τ [

= a e−λ(∆+τ)ym(t − ∆ − τ)+

+

∫ t−(m+2)τ

0

e−λ(s+τ)ym+1(t − s − τ)g(s)ds+

+

∫ ∆

t−(m+2)τ

e−λ(s+τ)ym(t − s − τ)g(s)ds =

= a e−λ(∆+τ)ym(t − ∆ − τ) +

∫ ∆

0

e−λ(s+τ)ym(t − s − τ)g(s)ds+

+
λm+3

(m + 2)!
e−λt

∫ t−(m+2)τ

0

(t − s − (m + 2)τ)m+2g(s)ds−
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−
λm+2

(m + 1)!
e−λt

∫ t−(m+2)τ

0

(t − s − (m + 2)τ)m+1g(s)ds =

= P (t)

∣

∣

∣

∣

t∈[∆+(m+1)τ ;(m+2)τ ]

+ ρ∆
m(t),

äå

ρ∆
m(t) =

λm+3

(m + 2)!
e−λt

∫ t−(m+2)τ

0

(t − s − (m + 2)τ)m+2g(s)ds−

−
λm+2

(m + 1)!
e−λt

∫ t−(m+2)τ

0

(t − s − (m + 2)τ)m+1g(s)ds,

m = 0, 1, . . . (3.2.23)

Çäiéñíþþ÷è iíòåãðóâàííÿ â (3.2.23), äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t) äîâæíèí

âèõiäíèõ ÌII îòðèìà¹ìî

P (t)

∣

∣

∣

∣

t∈](m+2)τ ;∆+(m+2)τ [

= P (t)

∣

∣

∣

∣

t∈[∆+(m+1)τ ;(m+2)τ ]

+ ρ∆
m(t), (3.2.24)

äå

ρ∆
m(t) =

aλ

2
e−λt

(

xm+3

(m + 3)!
−

xm+2

(m + 2)!
+

1

2m+3
e−2λ∆+

+ e−2λ∆
m+1
∑

j=0

xm+1−j

(m + 1 − j)! · 2j+1

( x

m + 2 − j
− 1

)

+

+
1

2m+3
e−2(λ∆−x)

)

, äå x = λ
(

t − (m + 2)τ
)

. (3.2.25)

Çâåðíiìî óâàãó íà òå, ùî ó âèïàäêó ∆ = 0, ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ t > τ

öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì (3.2.22), ùî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

P (t)
∣

∣

∣

∆=0
= e−λτ P 0(t − τ), t ≥ τ. (3.2.26)

Âèðàç (3.2.26) ñïiâïàäà¹ ç âiäïîâiäíèì ðåçóëüòàòîì äëÿ ÇÍ ç ìèòò¹âèì ÇÇ,

îòðèìàíèì ðàíiøå (äèâ. [100℄), i ìà¹ ïðîçîðèé çìiñò. Äëÿ îòðèìàííÿ âèõiäíîãî

ÌII t ≥ τ íà âèõîäi ÇÍ ç ìèòò¹âèì ÇÇ íåîáõiäíå âèêîíàííÿ äâîõ íàñòóïíèõ
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�èñ. 3.4 �óñòèíà éìîâiðíîñòåé äîâæèí âèõiäíèõ ÌII, ðîçðàõîâàíà çãiäíî âèðàçiâ

(3.2.17), (3.2.18) � (3.2.20), (3.2.22), (3.2.24), ëiâîðó÷, òà ÷èñåëüíî øëÿõîì ìîäå-

ëþâàííÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, ïðàâîðó÷. Òóò τ = 10 ìñ, ∆ = 8 ìñ, λ = 10 ñ
−1
,

N0 = 2. Â ÷èñåëüíîìó åêñïåðèìåíòi çãåíåðîâàíî 1 ·106
âèõiäíèõ iìïóëüñiâ. Êðè-

âà, îòðèìàíà ÷èñåëüíî, çáiãà¹òüñÿ ç òi¹þ, ùî ïîêàçàíà ëiâîðó÷.

íåçàëåæíèõ ïîäié: i) ïðîìiæîê ]0; τ [ âiëüíèé âiä âõiäíèõ iìïóëüñiâ; ii) ÇÍ áåç

ÇÇ, ùî ñòàðòó¹ ïîðîæíiì â ìîìåíò ÷àñó τ , âïåðøå ñòðiëÿ¹ â ïðîìiæêó [t; t+dt[.

Éìîâiðíîñòi öèõ ïîäié ñêëàäàþòü âiäïîâiäíî e−λτ
òà P 0(t − τ)dt.

�ðà�iê �óíêöi¨ P (t) ïîêàçàíî íà �èñ. 3.4. �óñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t) ¹ ïîëi-

ìîäàëüíîþ �óíêöi¹þ (ìà¹ äåêiëüêà ìàêñèìóìiâ), ìiñòèòü ñòðèáêè, çëàì òà δ-

ïîäiáíó îñîáëèâiñòü. Ôîðìà ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t) òà êiëüêiñòü ¨¨ ìîä (ìà-

êñèìóìiâ) çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ ìîäåëi (N0, τ , ∆) òà âiä iíòåíñèâíîñòi λ

âõiäíî¨ ïóàññîíiâñüêî¨ ñòèìóëÿöi¨. Íàÿâíiñòü çëàìó çóìîâëåíà ñêií÷åííiñòþ âíó-

òðiøíüî¨ ïàì'ÿòi ÇÍ τ i áóëà ðàíiøå âèÿâëåíà äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ [101℄ òà äëÿ ÇÍ ç

ìèòò¹âèì ÇÇ [100℄. �îçðèâè, àáî ñòðèáêè, �óíêöi¨ P (t) çóìîâëåíi ñòðèáêîì êiëü-

êîñòi iìïóëüñiâ âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó, íåîáõiäíèõ äëÿ ïîñòðiëó. Çîêðåìà,

êîëè iìïóëüñ ç ëiíi¨ ÇÇ äîñÿãà¹ íåéðîíó, öÿ êiëüêiñòü çìåíøó¹òüñÿ íà îäèíèöþ,

i çíîâó çðîñòà¹ ÷åðåç ÷àñ τ , êîëè iìïóëüñ ç ëiíi¨ çàáóâà¹òüñÿ. Ïîäiáíi ðîçðèâè
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�èñ. 3.5 �óñòèíà éìîâiðíîñòåé äîâæèí âèõiäíèõ ÌII P (t), ñ−1
, îòðèìàíà ÷è-

ñåëüíî äëÿ τ = 10 ìñ, ∆ = 8 ìñ, λ = 50 ñ
−1
. Ëiâîðó÷ � N0 = 4, ïðàâîðó÷ �

N0 = 6. Â îáîõ âèïàäêàõ áóëî çãåíåðîâàíî 30 000 000 âèõiäíèõ iìïóëüñiâ.

P (t) áóëî ðàíiøå ñïîñòåðåæåíî äëÿ ÇÍ ç ìèòò¹âèì ÇÇ [100℄. Íàÿâíiñòü δ-ïîäiáíî¨

îñîáëèâîñòi ïîâ'ÿçàíà ç ïðèõîäîì çáóäæóþ÷îãî iìïóëüñó ç ëiíi¨ ÇÇ, äèâ. âèùå

â öüîìó ïiäðîçäiëi.

Âñi çàçíà÷åíi îñîáëèâîñòi íàÿâíi i çà âèùèõ çíà÷åíü ïîðîãó ÇÍ N0 > 2, äèâ.

�èñ. 3.5.

Íàÿâíiñòü ñèíãóëÿðíîñòåé òèïó δ-�óíêöié Äiðàêà â îäíîiíòåðâàëüíié ãóñòè-

íi éìîâiðíîñòåé çóìîâëåíà �iêñîâàíiñòþ çàòðèìêè iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ i íå çà-

ëåæèòü âiä êîíêðåòíî¨ ìîäåëi íåéðîíó, ïîðiâí. �èñ. 3.6, ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷.

×èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ äëÿ ìîäåëi IÂ iç çàòðèìàíèì ÇÇ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé

ÿêiñíî ïîäiáíi äî òèõ, ùî çíàéäåíi òóò àíàëiòè÷íî äëÿ ìîäåëi ÇÍ. Çîêðåìà,

�óíêöiÿ P (t) ¹ ïîëiìîäàëüíîþ i ìiñòèòü δ-�óíêöiþ, äèâ. �èñ. 3.6, ïðàâîðó÷.

Ïðèðîäíüî î÷iêóâàòè íàÿâíîñòi ïîäiáíîãî ðiçêîãî ïiêó â ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé

äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII ðåàëüíîãî çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó ç àóòàïñîì. Ñïðàâäi,

îñêiëüêè äîâæèíà äàíîãî êîíêðåòíîãî àêñîíó òà éîãî øâèäêiñòü ïðîâåäåííÿ

iìïóëüñiâ �iêñîâàíi, çàòðèìêà iìïóëüñó â àêñîíi òåæ áóäå �iêñîâàíîþ, i öüîãî
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�èñ. 3.6 �óñòèíà éìîâiðíîñòåé äîâæèí âèõiäíèõ ÌII, â ñ
−1
, çíàéäåíà ÷èñåëüíî.

Ëiâîðó÷: ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ äëÿ N0 = 2, τ = 10 ìñ, ∆ = 18 ìñ, λ = 50

ñ
−1
, çãåíåðîâàíî 5 · 105

âèõiäíèõ iìïóëüñiâ; ïðàâîðó÷: IÂ iç çàòðèìàíèì ÇÇ äëÿ

C = 20 ìÂ, τM = 3 ìñ, ∆ = 4 ìñ, y0 = 15 ìÂ, λ = 100 ñ
−1
, 1 · 107

âèõiäíèõ

iìïóëüñiâ.

äîñòàòíüî äëÿ îòðèìàííÿ ïiêó ó âèõiäíié ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé.

Ùî æ ñòîñó¹òüñÿ âïëèâó ÇÇ íà îáðîáêó ñèãíàëiâ â øèðøèõ íåéðîííèõ ìåðå-

æàõ, ¨¨ ìàòåìåòè÷íèé îïèñ íàâðÿä÷è ìîæíà çäiéñíèòè òî÷íî, i âèìàãà¹ çàëó÷å-

ííÿ íàáëèæåíü, íàïðèêëàä ÿê â òåîði¨ ëiíiéíîãî âiäãóêó. Íàÿâíi äàíi ñâiä÷àòü

ïðî òå, ùî çà íàÿâíîñòi çáóäæóþ÷èõ i ãàëüìiâíèõ çâîðîòíiõ çâ'ÿçêiâ â ìåðåæi

çi ñòîõàñòè÷íî àêòèâíèõ IÂ ïîäiáíi ïiêè ñïðàâäi ç'ÿâëÿþòüñÿ [114, 115℄.

3.2.4 Âëàñòèâîñòi ðîçïîäiëó

3.2.4.1 Ñåðåäíié ìiæñïàéêîâèé iíòåðâàë

Çíàéäåìî ñåðåäíié ìiæñïàéêîâèé iíòåðâàë, 〈t〉. Âèõiäíà iíòåíñèâíiñòü, λout,

âèçíà÷åíà ÿê ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ñïàéêiâ â îäèíèöþ ÷àñó, äëÿ òî÷êîâîãî ïðîöåñó

äîðiâíþâàòèìå îáåðíåíîìó 〈t〉. Çà âèçíà÷åííÿì,

〈t〉 =

∫ ∞

0

tP (t) dt.
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Âèêîðèñòà¹ìî òóò âèðàç (2.2.1):

〈t〉 =

∫ ∞

0

t dt

∫ ∆

0

F (t|s)f(s) ds =

∫ ∆

0

ds f(s)

∫ ∞

0

tF (t|s) dt.

Äàëi, âèêîðèñòà¹ìî òóò âèðàçè (3.2.6)�(3.2.8) òà �îðìóëó (1.3.8):

〈t〉 =

∫ ∆

0

ds f(s)





s
∫

0

t2e−λtλ2 dt + e−λsλs2 +

s+τ
∫

s

tλe−λt dt



 +

+

∆
∫

0

ds f(s) e−λ(τ+s)

∞
∫

s+τ

tP 0(t − s − τ) dt =

=

∆
∫

0

ds f(s)
2 − (1 + λs)e−λs − (1 + λτ + λs)e−λ(τ+s)

λ
+

+

∆
∫

0

ds f(s) e−λ(τ+s)

(

s + τ +
1

λ

(

2 +
1

eλτ − 1

))

.

Ïiäñòàâèìî ñþäè (3.2.12), (3.2.13), (3.2.14) i ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî:

〈t〉 =
2
((

2λ∆ + e−2λ∆ + 1
)

− 2λ∆e−λτ
)

λ (2λ∆ + e−2λ∆ + 3) (1 − e−λτ)
. (3.2.27)

Çâåðíiìî óâàãó íà òå, ùî ó âèïàäêó ∆ = 0 âèðàç (3.2.27) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

〈t〉
∣

∣

∆=0
=

1

λ(1 − e−λτ)
,

ùî ñïiâïàäà¹ ç âèðàçîì, îòðèìàíèì ðàíiøå äëÿ ñåðåäíüîãî ÌII íà âèõîäi ÇÍ ç

ìèòò¹âèì ÇÇ [100℄.

Âèõiäíà iíòåíñèâíiñòü äîðiâíþ¹ λout = 1/〈t〉. Çà âåëèêèõ çíà÷åíü âõiäíî¨

iíòåíñèâíîñòi ç âèðàçó (3.2.27) ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíå ãðàíè÷íå ñïiââiäíî-

øåííÿ:

lim
λ→∞

(

λout −
λ

2

)

=
1

2∆
. (3.2.28)
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�èñ. 3.7 Ëiâîðó÷: Ñåðåäíÿ âèõiäíà iíòåíñèâíiñòü λout ÿê �óíêöiÿ iíòåíñèâíî-

ñòi λ âõiäíî¨ ñòèìóëÿöi¨ äëÿ ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ, ïiäðîçäië 4.2.4

(êðèâà 1), ÇÍ áåç ÇÇ [100℄ (êðèâà 2) òà äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì

ÇÇ (êðèâà 3), çíàéäåíi àíàëiòè÷íî äëÿ N0 = 2. Ïðàâîðó÷: λout ÿê �óíêöiÿ λ

äëÿ ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ äëÿ ïîðîãó N0 = 2 (êðèâà 1), çíàéäåíà

àíàëiòè÷íî, òà äëÿ N0 = 4 (êðèâà 2) i N0 = 6 (êðèâà 3), îòðèìàíi ÷èñåëüíî.

Òóò τ = 10 ìñ äëÿ âñiõ êðèâèõ; ∆ = 2 ìñ äëÿ êðèâèõ 1 i 3, ëiâîðó÷, òà êðèâèõ

1, 2, 3, ïðàâîðó÷.

Öå ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ ìîæå áóòè ïîÿñíåíå íàñòóïíèì ÷èíîì. Çà ïîìiðíî¨

ñòèìóëÿöi¨ äåÿêi âõiäíi iìïóëüñè âòðà÷àþòüñÿ, íå âïëèíóâøè íà âèõiäíèé ïðî-

öåñ, ÷åðåç âèñîêó éìîâiðíiñòü äîâãîòðèâàëîãî âõiäíîãî iíòåðâàëó. Çà âåëèêèõ

iíòåíñèâíîñòåé êîæíi 2 ïîñëiäîâíi âõiäíi iìïóëüñè âèêëèêàòèìóòü ïîñòðië i ïî-

ñèëàòèìóòü iìïóëüñ äî ëiíi¨ ÇÇ, ÿêùî âîíà ïîðîæíÿ. Òîæ âèõiäíà iíòåíñèâíiñòü

ïîâèííà ñêëàäàòè λ/2 ïëþñ iíòåíñèâíiñòü, çóìîâëåíà äîäàòêîâîþ ñòèìóëÿöi¹þ

ç ëiíi¨. Ìàêñèìàëüíà ÷àñòîòà öi¹¨ äîäàòêîâî¨ ñòèìóëÿöi¨ ñêëàäà¹ 1/∆, ùî ïî-

ÿñíþ¹ (3.2.28).

�ðà�iêè λout ÿê �óíêöi¨ λ äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ, ãàëüìiâ-

íîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ òà ÇÍ áåç ÇÇ ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 3.7, ëiâîðó÷. ßê i
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ñëiä áóëî î÷iêóâàòè, íàÿâíiñòü çáóäæóþ÷îãî çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó ïðèçâîäèòü äî

çáiëüøåííÿ ñåðåäíüî¨ âèõiäíî¨ iíòåíñèâíîñòi âiäíîñíî âèïàäêó áåç ÇÇ. Öå çáiëü-

øåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ íà âñiõ ÷àñòîòàõ i çðîñòà¹ çi çáiëüøåííÿì âõiäíî¨ ÷àñòîòè,

ïîêè íå äîñÿãà¹ íàñè÷åííÿ, äèâ. �îðìóëó (3.2.28). Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî çi

çáiëüøåííÿì iíòåíñèâíîñòi âõiäíî¨ ñòèìóëÿöi¨ iìïóëüñ ç ëiíi¨ ìàòèìå âñå ìåíøå

øàíñiâ çíèêíóòè áåç âïëèâó íà íåéðîí. Ïðè íàäçâè÷àéíî âèñîêèõ iíòåíñèâíî-

ñòÿõ �àêòè÷íî âñi âõiäíi iìïóëüñè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ãåíåðàöi¨ âèõiäíèõ

ïîñòðiëiâ, i öå ïîÿñíþ¹ íàñè÷åííÿ äîäàòêîâî¨ iìïóëüñàöi¨, ñïðè÷èíåíî¨ ëiíi¹þ

ÇÇ, ïîðiâí. ç ìiðêóâàííÿìè ïîïåðåäíüîãî àáçàöó.

3.2.4.2 Êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨

�îçðàõó¹ìî êîå�iöi¹íò âèðiàöi¨ (ÊÂ) cv äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII, ùî âèçíà-

÷à¹òüñÿ ÿê îáåçðîçìiðåíà äèñïåðñiÿ:

cv ≡

√

〈t2〉

〈t〉2
− 1,

äå 〈t2〉 ïîçíà÷à¹ äðóãèé ìîìåíò ãóñòèíè âèõiäíîãî ðîçïîäiëó:

〈t2〉 ≡

∫ ∞

0

t2 P (t)dt =

∫ ∆

0

ds f(s)

∫ ∞

0

t2 F (t|s)dt.

Çäiéñíþþ÷è iíòåãðóâàííÿ i âðàõîâóþ÷è âèðàç (1.3.8), îòðèìà¹ìî:

(cv)
2 =

−B1 e2λτ + 2 B2 eλτ − B3

2
((

2λ∆ + e−2λ∆ + 1
)

eλτ − 2λ∆
)2 − 1, (3.2.29)

äå

B1 = e−4λ∆ − 8 e−3λ∆ − 2(2λ∆ − 3) e−2λ∆−

− 8(2λ∆ + 3) e−λ∆ − (12λ2∆2 + 12λ∆ − 9), (3.2.30)

B2 = (λτ + 2) e−4λ∆ − 8 e−3λ∆ + 2(λ2∆τ − λ∆ + 2λτ + 6) e−2λ∆−

− 8(2λ∆ + 3) e−λ∆ − (12λ2∆2 − 2λ2∆τ + 6λ∆ − 3λτ − 18), (3.2.31)
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�èñ. 3.8 Êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨ ÿê �óíêöiÿ äîáóòêó x = λτ äëÿ N0 = 2, τ = 10 ìñ,

∆ = 2 ìñ (1), ∆ = 5 ìñ (2), ∆ = 8 ìñ (3), çíàéäåíà àíàëiòè÷íî (ëiâîðó÷); òà

äëÿ N0 = 10, τ = 20 ìñ, ∆ = 8 ìñ, îòðèìàíà ÷èñåëüíî ïiñëÿ 50 000 000 ñïàéêiâ

äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (ïðàâîðó÷).

B3 = e−4λ∆ − 8 e−3λ∆ − 2(2λ∆ − 5) e−2λ∆−

− 8(2λ∆ + 3) e−λ∆ − (12λ2∆2 + 4λ∆ − 21). (3.2.32)

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ó âèïàäêó ∆ = 0 âèðàç (3.2.29) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

c∆=0
v =

√

2λτ e−λτ + 1,

ùî ñïiâïàäà¹ ç âèðàçîì, îòðèìàíèì ðàíiøå äëÿ âèïàäêó ìèòò¹âîãî ÇÇ [100℄.

Êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨, âèçíà÷åíèé ó âèðàçi (3.2.29), ¹ íåìîíîòîííîþ �óíêöi¹þ

âõiäíî¨ iíòåíñèâíîñòi, äèâ. �èñ. 3.8. Íà �èñ. 3.8, ëiâîðó÷, ïðåäñòàâëåíî ãðà�iêè

ÊÂ ÿê �óíêöi¨ λτ äëÿ N0 = 2 òà ðiçíèõ çíà÷åíü çàòðèìêè â ëiíi¨ ∆. Äëÿ ìàëèõ

çíà÷åíü çàòðèìêè ìàêñèìóì ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïîáëèçó òî÷êè λτ = 1, êîëè ñå-

ðåäíié iíòåðâàë ìiæ âõiäíèìè iìïóëüñàìè âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó äîðiâíþ¹

òðèâàëîñòi âíóòðiøíüî¨ ïàì'ÿòi ÇÍ τ . Äëÿ áiëüøèõ ∆ ïîëîæåííÿ ìàêñèìóìó

çìiùó¹òüñÿ â ñòîðîíó íèæ÷èõ âõiäíèõ iíòåíñèâíîñòåé, à íàéâèùèé ìàêñèìóì

ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðè ∆ = τ . Î÷åâèäíî, ñëiä î÷iêóâàòè, ùî ó âèïàäêó ∆ >> τ
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�èñ. 3.9 Ëiâîðó÷ � êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨ ÿê �óíêöiÿ λ äëÿ ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç

çàòðèìàíèì ÇÇ (êðèâà 1), ÇÍ áåç ÇÇ [100℄ (êðèâà 2) òà çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç

çàòðèìàíèì ÇÇ [27℄ (êðèâà 3), îòðèìàíi àíàëiòè÷íî. Òóò N0 = 2, τ = 10 ìñ.

Ïðàâîðó÷ � êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨ ÿê �óíêöiÿ λ äëÿ ãàëüìiâíîíãî IÂ iç çàòðèìàíèì

ÇÇ (êðèâà1), áåç ÇÇ (êðèâà 2) òà çáóäæóþ÷îãî IÂ çi çàòðèìàíèì ÇÇ (êðèâà 3),

îòðèìàíi ÷èñåëüíî. ∆ = 2 ìñ äëÿ êðèâèõ 1 i 3 ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷.

îòðèìàíà êðèâà íàáëèæàòèìåòüñÿ äî ãðà�iêó ÊÂ äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ, ÿêèé ¹ ìîíî-

òîííî ñïàäíèì, �èñ. 3.9. ×èñåëüíi äàíi ïiäòâåðäæóþòü òàêi î÷iêóâàííÿ.

Çà âèñîêèõ çíà÷åíü âõiäíî¨ iíòåíñèâíîñòi çãàäàíi çàëåæíîñòi ñòàáiëiçóþòüñÿ

i ÊÂ ïåðåñòà¹ çàëåæàòè âiä iíòåíñèâíîñòi âõiäíîãî ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó,

îñêiëüêè äîëÿ âòðà÷åíèõ âõiäíèõ iìïóëüñiâ ïðÿìó¹ äî 0.

Äëÿ âèùèõ ïîðîãiâ âèñîòà ìàêñèìóìó êðèâî¨ ÊÂ ñïàäà¹, àëå çàâæäè ¹ áiëü-

øîþ çà îäèíèöþ (äàíi íå ïîêàçàíî). Àñèìïòîòè÷íå çíà÷åííÿ ÊÂ òàêîæ ñïàäà¹

çi çðîñòàííÿì N0, ùî ¹ öiëêîì çðîçóìiëèì. Ñïðàâäi, âàðiàòèâíiñòü øèðèíè ÷à-

ñîâîãî âiêíà, ùî ìiñòèòü N0 âõiäíèõ iìïóëüñiâ ìåíøà çà âèùèõ çíà÷åíü N0.

Ó âèïàäêó çíà÷íî¨ âõiäíî¨ iíòåíñèâíîñòi ìàéæå æîäåí âõiäíèé iìïóëüñ íå áó-

äå âòðà÷åíî, òîæ êîæíi N0 ïîñëiäîâíèõ iìïóëüñiâ ïðèçâîäèòèìóòü äî ïîñòðiëó.

ßêùî âîíè íàäõîäÿòü ðåãóëÿðíî, âèõiäíà àêòèâíiñòü òàêîæ áóäå ðåãóëÿðíîþ.
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Â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó N0 → ∞ çà âèñîêèõ çíà÷åíü âõiäíî¨ iíòåíñèâíîñòi ñëiä

î÷iêóâàòè ñòðîãî ðåãóëÿðíîãî âèõiäíîãî ïîòîêó ç íóëüîâèì êîå�iöi¹íòîì âàði-

àöi¨.

�èñ. 3.8, ïðàâîðó÷, ìiñòèòü êðèâó ÊÂ ó âèïàäêó N0 = 10 äëÿ �içiîëîãi÷íî

ðåàëiñòè÷íèõ çíà÷åíü iíòåíñèâíîñòi âõiäíî¨ i âèõiäíî¨ àêòèâíîñòi: â ìåæàõ âiä 10

äî 1000 s
−1

äëÿ âõiäíîãî i âiä 1 äî 100 s
−1

äëÿ âèõiäíîãî ïîòîêó. Çíà÷íà âàðiàòèâ-

íiñòü äîâæèí ÌII óçãîäæó¹òüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè ðåçóëüòàòàìè [23, 116℄,

äå áóëî îòðèìàíî âèñîêi çíà÷åííÿ ÊÂ, â ìåæàõ âiä 0.5 äî 1, äëÿ àêòèâíîñòi

íåéðîíiâ ïåðâèííî¨ çîðîâî¨ êîðè æèâî¨ äiþ÷î¨ ìàâïè.

3.3 Îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé, ïîâiëüíèé

çâîðîòíié çâ'ÿçîê

Öåé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé çíàõîäæåííþ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t) äëÿ

çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó çi çàòðèìàíèì ÇÇ äëÿ âèïàäêó ïîâiëüíîãî çâîðîòíüîãî

çâ'ÿçêó:

∆ ≥ τ. (3.3.1)

Ïðè öüîìó ìè êîðèñòóâàòèìåìîñü çàãàëüíîþ ïðîöåäóðîþ, ÿêà áóëà ðîçâèíåíà

â ïiäðîçäiëi 2.2.

3.3.1 �îçðàõóíîê F (t|s)

Çíàéäåìî ñïåðøó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé F (t|s), ÿêà âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü

îòðèìàòè âèõiäíèé ÌII äîâæèíîþ â ìåæàõ [t; t + dt[ çà óìîâè, ùî ÷àñ æèò-

òÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ íà ìîìåíò ïî÷àòêó öüîãî ÌII ñêëàäà¹ s.

ßâíèé âèðàç äëÿ F (t|s) çàëåæèòü âiä äîìåíó, äî ÿêîãî íàëåæèòü t. Îñíîâíi

äîìåíè äëÿ F (t|s) ïîêàçàíî íà �èñ. 3.1, ñòîð. 40.

�îçãëÿíåìî âèïàäîê C1 ç �èñ. 3.1. Òóò t < s, òîáòî iìïóëüñ ùå ïðîõîäèòü
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ëiíiþ çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó, à îòæå � íå âïëèâà¹ íà ñòàòèñòèêó ïîñòðiëiâ, çàáåç-

ïå÷óþ÷è

F (t|s) = P 0(t), t < s. (3.3.2)

Òóò P 0(t) ïîçíà÷à¹ ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII äëÿ ÇÍ áåç

ÇÇ, âèçíà÷åíó ó âèðàçàõ (1.3.5)�(1.3.7).

�îçãëÿíåìî âèïàäîê C2. Éìîâiðíiñòü îòðèìàòè âèõiäíèé éìïóëüñ ðiâíî ÷åðåç

s îäèíèöü ÷àñó ïiñëÿ îñòàííüîãî ïîñòðiëó íå ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ. Öå åêâiâà-

ëåíòíî ïîäi¨ AS1
(s), êîëè ïîðîæíié ÇÍ ïî÷èíà¹ ïðèéìàòè iìïóëüñè â ìîìåíò

0 òà îïèíÿ¹òüñÿ áåç æîäíîãî ïîñòðiëó â ñòàíi S1 (ç îäíèì iìïóëüñîì) â ìî-

ìåíò s. Äëÿ çíàõîäæåííÿ éìîâiðíîñòi P{AS1
(s)} öi¹¨ ïîäi¨, çâåðíiìî óâàãó íà

òå, ùî P 0(s) ds ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíå ÿê äîáóòîê P{AS1
(s)} òà éìîâiðíîñòi

îòðèìàòè âõiäíèé iìïóëüñ ïðîòÿãîì íåñêií÷åííî ìàëîãî iíòåðâàëó ds, ÿêà äëÿ

ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó ñêëàäà¹ λ ds, ïîðiâí. ç ìiðêóâàííÿìè ïiäðîçäiëó 3.2.1.

Òàêèì ÷èíîì,

P{AS1
(s)} =

P 0(s)

λ
, (3.3.3)

òà

F (t|s) =
P 0(s)

λ
· δ(t − s), t ∈]s − ε; s + ε[. (3.3.4)

Äëÿ îòðèìàííÿ âèõiäíîãî ÌII â ìåæàõ s < t < s + τ , âèïàäîê C3, ìóñÿòü

ñòàòèñÿ íàñòóïíi ïîäi¨: i) iìïóëüñ ç ëiíi¨ ÇÇ, ùî íàäõîäèòü â ìîìåíò s, íå ïðèç-

âîäèòü äî âèõiäíîãî ïîñòðiëó; ii) iíòåðâàë ]s; t[ âiëüíèé âiä âõiäíèõ iìïóëüñiâ, à

ïåðøèé âõiäíèé iìïóëüñ íàäõîäèòü â ìåæàõ ïðîìiæêó [t; t + dt[. Îñêiëüêè ÇÍ

îòðèìà¹ íà âõiä ïóàññîíiâñüêèé ïîòiê, ïîäi¨ i) òà ii) âçà¹ìíî íåçàëåæíi.

Ïîäiÿ i) åêâiâàëåíòíà ïîäi¨ AS0
(s), êîëè ïîðîæíié ÇÍ ïî÷èíà¹ ïðèéìàòè iì-

ïóëüñè â ìîìåíò 0 i, áåç âèõiäíèõ ïîñòðiëiâ, îïèíÿ¹òüñÿ â ìîìåíò s â ñòàíi S0

(íå ìiñòèòü iìïóëüñiâ). Äëÿ çíàõîäæåííÿ éìîâiðíîñòi öi¹¨ ïîäi¨ P{AS0
(s)} ñëiä

âðàõóâàòè, ùî â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó s ÇÍ àáî, íå âèñòðåëèâøè æîäíîãî ðàçó,
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îïèíÿ¹òüñÿ â ñòàíi S0 ÷è S1, àáî âií âæå çãåíåðóâàâ ñïàéê. Òàêèì ÷èíîì,

P{AS0
(s)} = 1 − P{AS1

(s)} − (1 − Π0(s)) = Π0(s) −
P 0(s)

λ
, (3.3.5)

äå Π0(t) ïîçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü îòðèìàòè ÌII, äîâøèé çà t, íà âèõîäi ÇÍ áåç ÇÇ,

äèâ. (1.3.9).

Éìîâiðíiñòü ïîäi¨ ii) ñêëàäà¹ äëÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó e−λ(t−s)λdt, ùî ðà-

çîì ç (3.3.5) äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè

F (t|s) = e−λ(t−s)(λΠ0(s) − P 0(s)), t ∈]s; s + τ [. (3.3.6)

Ó âèïàäêó C4 ðîçãëÿäàþòüñÿ t ≥ s + τ . Äëÿ îòðèìàííÿ òàêîãî ÌII íåîá-

õiäíà ðåàëiçàöiÿ íàñòóïíèõ íåçàëåæíèõ ïîäié: i) AS0
(s); ii) ïðîìiæîê ]s; s + τ [

âiëüíèé âiä âõiäíèõ ïóàññîíiâñüêèõ iìïóëüñiâ; iii) ïîðîæíié ÇÍ áåç ÇÇ, ùî ïî-

÷èíà¹ ïðèéìàòè iìïóëüñè â ìîìåíò s + τ , ñòðiëÿ¹ âïåðøå ïðîòÿãîì iíòåðâàëó

[t; t + dt[. Éìîâiðíiñòü ïîäi¨ iii) ñêëàäà¹ P 0(t− s− τ) dt. Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è

âèðàç (3.3.5), çíàõîäèìî

F (t|s) =
1

λ
e−λτ (λΠ0(s) − P 0(s)) P 0(t − s − τ), t ≥ s + τ. (3.3.7)

Çðåøòîþ, âðàõîâóþ÷è âèðàçè (3.3.2), (3.3.4), (3.3.6) òà (3.3.7), îòðèìà¹ìî

F (t|s) ó âèãëÿäi ñóìè ñèíãóëÿðíî¨ òà ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèí:

F (t|s) = F sing(t|s) + F reg(t|s), (3.3.8)

äå

F sing(t|s) =
P 0(s)

λ
· δ(t − s), (3.3.9)

F reg(t|s) =



















P 0(t), t ∈]0; s],

e−λ(t−s)(λΠ0(s) − P 0(s)), t ∈]s; s + τ ],

1
λ e−λτ (λΠ0(s) − P 0(s)) P 0(t − s − τ), s + τ ≤ t.

(3.3.10)
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Çà äîïîìîãîþ âèðàçó (1.3.9) ëåãêî ïåðåêîíàòèñü ó òîìó, ùî �óíêöiÿ F (t|s) ¹

íîðìîâàíîþ:

∫ ∞

0 F (t|s) dt = 1.

Ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó ∆ < τ �îðìóëè (3.3.9) i (3.3.10) ïåðåõîäÿòü ó âèðàçè

(3.2.7) i (3.2.8) äëÿ F (t|s) äëÿ øâèäêîãî ÇÇ, îòðèìàíi â ïiäðîçäiëi 3.2.1. Äëÿ

∆ > τ çàìiñòü Π0(s) äî (3.3.10) ñëiä ïiäñòàâèòè âæå íå âèðàç (1.3.10), à áiëüø

ñêëàäíó �îðìóëó, îòðèìàíó â [101℄, ñòîð. 103.

3.3.2 �îçïîäië ÷àñiâ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ f(s)

Çíàéäåìî ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé f(s) äëÿ ÷àñiâ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ íà

ìîìåíò ïî÷àòêó âèõiäíîãî ÌII. Äëÿ öüîãî, çãiäíî ìåòîäó, îïèñàíîãî â ïiäðîçäiëi

2.2, îòðèìà¹ìî ñïî÷àòêó âèðàç äëÿ ãóñòèíè ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P (s2 | s1)

äëÿ ÷àñiâ æèòòÿ.

3.3.2.1 �óñòèíà ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P (s2 | s1)

Ç ìåòîþ çíàõîäæåííÿ ÿâíèõ âèðàçiâ äëÿ �óíêöi¨ P (s2 | s1), ðîçãëÿíåìî ñïî-

÷àòêó âèïàäîê s2 < s1. Â öüîìó âèïàäêó ïîñòðië, ÿêèì ñêií÷èâñÿ ÌII t1 = s1−s2,

áóëî ñïðè÷èíåíî ïóàññîíiâñüêèì ïîòîêîì, áåç æîäíîãî âïëèâó ëiíi¨ ÇÇ. Òîæ ïðè

s2 < s1 âèðàç äëÿ P (s2 | s1) ñïiâïàäàòèìå ç ãóñòèíîþ éìîâiðíîñòåé P 0(t1):

P (s2 | s1) = P 0(s1 − s2), s2 < s1 ∈]0; ∆]. (3.3.11)

ßêùî iìïóëüñ ïîêèíóâ ëiíiþ ïðîòÿãîì ïåðøîãî ÌII, íà ïî÷àòêó íàñòóïíîãî

ëiíiÿ ìiñòèòèìå íîâèé iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ s2 = ∆. Áóäü-ÿêèé âèõiäíèé ÌII,

äîâøèé çà s1, ïðèçâîäèòèìå äî öüîãî ðåçóëüòàòó. Òîæ äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî

P (s2 | s1) ìiñòèòü δ-�óíêöiþ ç âàãîþ Π(s1):

P (s2 | s1) = Π0(s1) δ(s2 − ∆), s2 ∈]∆ − ǫ; ∆]. (3.3.12)

Îñòàòî÷íî, ãóñòèíó ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P (s2 | s1) îòðèìà¹ìî ó âèãëÿäi

P (s2 | s1) = P sing(s2 | s1) + P reg(s2 | s1),
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P sing(s2 | s1) = Π0(s1) δ(s2 − ∆),

P reg(s2 | s1) =







P 0(s1 − s2), s2 < s1 ∈ (0; ∆],

0, s2 ≥ s1.
(3.3.13)

Ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñü â òîìó, ùî �óíêöiÿ P (s2 | s1) òàêîæ ¹ íîðìîâàíîþ:

∫ ∆

0 P (s2 | s1)ds2 = 1.

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó ∆ < τ îòðèìà¹ìî âèðàçè (3.2.10) òà (3.2.11), çíàéäåíi

â ïiäðîçäiëi 3.2.2 äëÿ âèïàäêó øâèäêîãî ÇÇ.

3.3.2.2 �îçïîäië ÷àñiâ æèòòÿ f(s)

Âèõîäÿ÷è ç ìiðêóâàíü, àíàëîãi÷íèõ òèì, ùî áóëè âèêëàäåíi â ïiäðîçäiëi 3.2.2,

øóêàòèìåìî ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé f(s) ó âèãëÿäi:

f(s) = aδ(s − ∆) + g(s) = aδ(s − ∆) + eλsϕ(s), (3.3.14)

äå a � äåÿêà áåçðîçìiðíà ñòàëà, à g(s) òà ϕ(s) � íåâiäîìi �óíêöi¨, ùî çíèêàþòü

ïîçà ìåæàìè iíòåðâàëó s ∈]0; ∆]. Ïiäñòàâëÿþ÷è �îðìóëè (3.3.13) òà (3.3.14) äî

ðiâíÿííÿ (2.2.2) òà âiäîêðåìëþþ÷è ÷àñòèíó, ùî íå ìiñòèòü δ-�óíêöi¨, îòðèìà¹ìî

aP 0(∆ − s2) +

∫ ∆

s2

P 0(s1 − s2)g(s1)ds1 = g(s2), (3.3.15)

àáî, âðàõîâóþ÷è (1.3.5)�(1.3.7),

a e−λ∆

( m∆−s2
+1

∑

k=1

λk+1

k!
(∆ − s2 − (k − 1)τ)k −

m∆−s2
∑

k=1

λk+1

k!
(∆ − s2 − kτ)k

)

+

+

∫ ∆

s2

( ms1−s2
+1

∑

k=1

λk+1

k!
(s1−s2−(k−1)τ)k−

ms1−s2
∑

k=1

λk+1

k!
(s1−s2−kτ)k

)

ϕ(s1)ds1 = ϕ(s2),

(3.3.16)

äå m∆−s2
i ms1−s2

ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî

[

∆−s2

τ

]

i

[

s1−s2

τ

]

. Îöåâèäíî, ùî ms1−s2

ç âèðàçó (3.3.16) íàáóâà¹ öiëî÷èñåëüíèõ çíà÷åíü â ïðîìiæêó 0, 1, . . . , m∆−s2
, à

çíà÷åííÿ m∆−s2
çíàõîäÿòüñÿ â ìåæàõ âiä 0 äî m∆ ≡

[

∆
τ

]

âêëþ÷íî.
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�îçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (3.3.16) çà äåÿêîãî �iêñîâàíîãî çíà÷åííÿ m∆−s2
. Öå

îçíà÷à¹, ùî �óíêöiÿ ϕ(s) òà ðiâíÿííÿ, ÿêîìó âîíà çàäîâîëüíÿ¹, ìàþòü ðîçãëÿ-

äàòèñÿ îêðåìî íà ðiçíèõ îáëàñòÿõ çíà÷åíü s:

ϕ0(s) ≡ ϕ(s), s ∈]0; δ[, (3.3.17)

ϕj(s) ≡ ϕ(s), s ∈ [δ + (j − 1)τ ; δ + jτ [, j = 1, 2, . . . , m∆, (3.3.18)

äå

δ = ∆ − m∆ · τ.

ßêùî ϕ0(s) ç âèðàçó (3.3.17) ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü çíà÷åííÿ j = 0, m∆−s â

ìåæàõ j-¨ îáëàñòi ìîæå áóòè çíàéäåíå çà �îðìóëîþ

m∆−s = m∆ − j. (3.3.19)

Â òåðìiíàõ �óíêöié ϕj(s) ðiâíÿííÿ (3.3.16) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

a e−λ∆

( m∆−j+1
∑

k=1

λk+1

k!
(∆ − s2 − (k − 1)τ)k −

m∆−j
∑

k=1

λk+1

k!
(∆ − s2 − kτ)k

)

+

+

m∆−j−1
∑

n=0

s2+(n+1)τ
∫

δ+(j+n)τ

( n+1
∑

k=1

λk+1

k!
(s1 − s2 − (k − 1)τ)k−

−

n
∑

k=1

λk+1

k!
(s1 − s2 − kτ)k

)

· ϕj+n+1(s1)ds1+

+

m∆−j−1
∑

n=0

δ+(j+n+1)τ
∫

s2+(n+1)τ

( n+2
∑

k=1

λk+1

k!
(s1 − s2 − (k − 1)τ)k−

−

n+1
∑

k=1

λk+1

k!
(s1 − s2 − kτ)k

)

· ϕj+n+1(s1)ds1+

+

∫ δ+jτ

s2

λ2(s1 − s2) ϕj(s1) ds1 = ϕj(s2). (3.3.20)
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�èñ. 3.10 �óñòèíà éìîâiðíîñòåé f(s), ñ−1
, äëÿ âèïàäêó ∆ > τ , îòðèìàíà àíàëi-

òè÷íî çà �îðìóëàìè (3.3.14), (3.3.28) òà (3.3.29) (ëiâîðó÷) òà çíàéäåíà ÷èñåëüíî

(ïðàâîðó÷). Òóò N0 = 2, τ = 10 ìñ, ∆ = 18 ìñ, λ = 50 ñ
−1
, êiëüêiñòü âèõiäíèõ

iìïóëüñiâ, çãåíåðîâàíèõ â ÷èñåëüíîìó åêñïåðèìåíòi, N = 1 · 107
.

Äâi÷i äè�åðåíöiþþ÷è âèðàç (3.3.20) çà çìiííîþ s2, îòðèìà¹ìî äè�åðåíöiàëü-

íå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ ϕj(s):

d2ϕj(s)

ds2
− λ2ϕj(s) = Φj(s), (3.3.21)

äå

Φj(s) = a e−λ∆

( m∆−j+1
∑

k=2

λk+1

(k − 2)!
(∆ − s − (k − 1)τ)k−2−

−

m∆−j
∑

k=2

λk+1

(k − 2)!
(∆ − s − kτ)k−2

)

− λ2 · ϕj+1(s + τ)+

+

m∆−j−1
∑

n=0

( n+1
∑

k=2

λk+1

(k − 2)!

δ+(j+n+1)τ
∫

δ+(j+n)τ

(s′ − s − (k − 1)τ)k−2ϕj+n+1(s′)ds′−

−

n
∑

k=2

λk+1

(k − 2)!

δ+(j+n+1)τ
∫

δ+(j+n)τ

(s′ − s − kτ)k−2ϕj+n+1(s′)ds′+
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+
λn+3

n!

δ+(j+n+1)τ
∫

s+(n+1)τ

(s′ − s − (n + 1)τ)nϕj+n+1(s′)ds′
)

−

−

m∆−j−1
∑

n=1

λn+2

(n − 1)!

δ+(j+n+1)τ
∫

s+(n+1)τ

(s′ − s − (n + 1)τ)n−1ϕj+n+1(s′)ds′. (3.3.22)

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíî ñèñòåìó ç (m∆ + 1)-ãî äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ �óíêöié ϕj(s):


















































d2ϕm∆(s)
ds2 − λ2ϕm∆(s) = 0,

d2ϕm∆−1(s)
ds2 − λ2ϕm∆−1(s) = aλ3e−λ∆ − λ2ϕm∆(s + τ) + λ3

∫ ∆

s+τ ϕm∆(s′)ds′,

. . . ,

d2ϕj(s)
ds2 − λ2ϕj(s) = Φj(s),

. . . ,

d2ϕ0(s)
ds2 − λ2ϕ0(s) = Φ0(s).

(3.3.23)

Ç âèðàçó (3.3.22) ìîæíà áà÷èòè, ùî ñèñòåìà äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(3.3.23) ìà¹ ðåêóðåíòíó ñòðóêòóðó. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè íåîáõiäíî ïî-

ñëiäîâíî ðîçãëÿíóòè îáëàñòi ç íîìåðîì j, ùî ñïàäà¹ âiä çíà÷åííÿ j = m∆ äî

j = 0. �îçâ'ÿçêîì äëÿ j−¨ îáëàñòi òîäi áóäå

ϕj(s) = eλs
( 1

2λ

∫ s

δ+(j−1)τ

e−λs′Φj(s′) ds′ + D
j
1

)

+

+ e−λs
(

−
1

2λ

∫ s

δ+(j−1)τ

eλs′Φj(s′) ds′ + D
j
2

)

,

s ∈ [δ + (j − 1)τ ; δ + jτ [, j = 1, 2, . . . , m∆,

òà

ϕ0(s) = eλs
( 1

2λ

∫ s

0

e−λs′Φ0(s′) ds′ + D0
1

)

+

+ e−λs
(

−
1

2λ

∫ s

0

eλs′Φ0(s′) ds′ + D0
2

)

, s ∈]0; δ[, (3.3.24)



67

äå Φj(s) âèçíà÷åíå �îðìóëîþ (3.3.22), à D
j
1 òà D

j
2 ïîçíà÷àþòü íåâiäîìi êîíñ-

òàíòè iíòåãðóâàííÿ. Äëÿ çíàõîäæåííÿ D
j
1 òà D

j
2 ÿê �óíêöié λ, τ i ∆ íåîáõiäíî

ïiäñòàâèòè âèðàç (3.3.24) äî ðiâíÿííÿ (3.3.16) òà âiäîêðåìèòè äîäàíêè ç ðiçíèìè

ñòóïåíÿìè s.

Íàïðèêëàä, êîëè j = m∆, îòðèìà¹ìî ϕm∆(s) = aλ
2 · e−λs

(

1 − e−2λ(∆−s)
)

.

Ïiñëÿ öüîãî ñòàëó a ç (3.3.14) çíàõîäèìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ:

a +

∫ ∆

0

g(s)ds = 1. (3.3.25)

Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó ∆ < τ (øâèäêèé ÇÇ) iñíó¹ îäíà ¹äèíà îáëàñòü s, à

ñàìå s ∈]0; δ] =]0; ∆]. Äëÿ ϕ(s) òîäi îòðèìà¹ìî:

ϕ(s) =
aλ

2
· e−λs

(

1 − e−2λ(∆−s)
)

, s ∈]0; ∆], (3.3.26)

a =
4 e2λ∆

(3 + 2λ∆) e2λ∆ + 1
, (3.3.27)

ÿêi, ÿê i ìà¹ áóòè, ñïiâïàäàþòü ç âèðàçàìè (3.2.13) i (3.2.14), îòðèìàíèìè âèùå

äëÿ øâèäêîãî ÇÇ.

Íàéïðîñòiøèé âèïàäîê íåðiâíîñòi ∆ > τ (ïîâiëüíèé ÇÇ) ðåàëiçó¹òüñÿ, êîëè

∆ ∈ [τ ; 2τ [. Òóò íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè äâi îáëàñòi: s ∈]0; ∆− τ ] òà s ∈]∆− τ ; ∆].

�îçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó (3.3.23) äëÿ m∆ = 1, îòðèìà¹ìî

ϕ0(s) =
aλ

2
e−2λ∆+λτ

(

λs − λ(∆ − τ) +
1

2
− e−λτ

)

· eλs

+
aλ

2

(

−
1

2
e−λτ + 1

)

· e−λs, s ∈]0; ∆ − τ ].

ϕ1(s) =
aλ e−λs

2

(

1 − e−2λ(∆−s)
)

, s ∈]∆ − τ ; ∆], (3.3.28)

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (3.3.28) äî óìîâè íîðìóâàííÿ (3.3.25), çíàõîäèìî

a =
4 e2λ∆

(3 + 2λτ) e2λ∆ + 1 + λ(∆ − τ) eλτ − λ(∆ − τ) e2λ∆−λτ + 2λ(∆ − τ) e2λ∆
.

(3.3.29)

�ðà�iêè �óíêöié f(s), ùî âiäïîâiäàþòü âèïàäêàì ∆ < τ òà ∆ ∈ [τ ; 2τ [,

ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 3.2 íà ñòîð. 43 òà �èñ. 3.10 íà ñòîð. 65.
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t
0 τ

A

∆

B

∆ + τ

C D

�èñ. 3.11 Äîìåíè çíà÷åíü t, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó â

(3.3.30).

3.3.3 Îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t)

Äëÿ ðîçðàõóíêó îäíîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t) äëÿ äîâæèí

âèõiäíèõ ÌII ïiäñòàâèìî �îðìóëè (3.3.8) i (3.3.9) äî âèðàçó (2.3.5). Öå äà¹

P (t) =
1

λ
P 0(t) f(t) +

∫ ∆

0

F reg(t|s)f(s)ds. (3.3.30)

Ïîäàëüøå ïåðåòâîðåííÿ �îðìóëè (3.3.30) çàëåæèòü âiä äîìåíó, äî ÿêîãî íàëå-

æèòü çíà÷åííÿ t. Îñíîâíi äîìåíè çíà÷åíü t äëÿ âèïàäêó ∆ > τ ïðåäñòàâëåíi íà

�èñ. 3.11, ñòîð. 68.

�îçãëÿíåìî âèïàäîê A, t ∈]0, τ ]. Òóò îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ, òîáòî iíòåðâàë

s ∈]0; ∆], ìà¹ áóòè ðîçäiëåíèé íà äâà òî÷êîþ s = t:

P (t) =

∫ t

0

e−λ(t−s)(λ Π0(s) − P 0(s)) f(s) ds+

+
1

λ
P 0(t) g(t) +

∫ ∆

t

P 0(t) f(s) ds. (3.3.31)

Òóò âðàõîâàíî âèðàç (3.3.14).

�îçãëÿíåìî âèïàäîê B, â ÿêîìó t ∈ [τ ; ∆[. Òóò îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ó âèðàçi

(3.3.30) ìà¹ áóòè ðîçäiëåíà íà 3 òî÷êàìè s = t − τ òà s = t:

P (t) =

∫ t−τ

0

1

λ
e−λτ(λ Π0(s) − P 0(s)) P 0(t − s − τ) f(s) ds+

+

∫ t

t−τ

e−λ(t−s)(λ Π0(s) − P 0(s)) f(s) ds+

+
1

λ
P 0(t) g(t) +

∫ ∆

t

P 0(t) f(s) ds. (3.3.32)
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�èñ. 3.12 �óñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t), ñ−1
, äëÿ âèïàäêó ∆ > τ , îòðèìàíà àíàëi-

òè÷íî (ëiâîðó÷) òà ÷èñåëüíî (ïðàâîðó÷). Òóò τ = 10 ìñ, ∆ = 18 ìñ, λ = 50 s
−1
,

N0 = 2, â ÷èñåëüíîìó åêñïåðèìåíòi çãåíåðîâàíî N = 5 · 105
âèõiäíèõ iìïóëüñiâ.

ßê âèäíî ç �îðìóëè (3.3.30), ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t) ìiñòèòü ñèíãóëÿð-

íiñòü òèïó δ-�óíêöi¨ Äiðàêà â òî÷öi t = ∆:

P (t) =
a

λ
P 0(∆) δ(t − ∆), t ∈]∆ − ǫ; ∆ + ǫ[. (3.3.33)

�îçãëÿíåìî âèïàäîê C. Òóò îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi òî÷êîþ

s = t − τ , à âèðàç (3.3.30) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

P (t) =

∫ t−τ

0

1

λ
e−λτ(λ Π0(s) − P 0(s)) P 0(t − s − τ) f(s) ds+

+

∫ ∆

t−τ

e−λ(t−s)(λ Π0(s) − P 0(s)) f(s) ds. (3.3.34)

�îçãëÿíåìî âèïàäîê D. Òóò iíòåãðóâàííÿ â (3.3.30) ìà¹ çäiéñíþâàòèñü îäðàçó

íà âñüîìó ïðîìiæêó s ∈]0; ∆]:

P (t) =

∫ ∆

0

1

λ
e−λτ(λ Π0(s) − P 0(s)) · P 0(t − s − τ) f(s) ds. (3.3.35)

Iíòåãðóâàííÿ ó âèðàçàõ (3.3.31), (3.3.32), (3.3.34) òà (3.3.35) áóëî âèêîíàíî

ó íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó íåðiâíîñòi ∆ > τ , òîáòî äëÿ ∆ ∈ [τ ; 2τ [. Àâòîð íå
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�èñ. 3.13 �óñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t), ñ−1
, äëÿ âèïàäêó ∆ > 2τ , îòðèìàíà ÷è-

ñåëüíî äëÿ N0 = 2 (ëiâîðó÷) òà N0 = 4 (ïðàâîðó÷). Òóò τ = 10 ìñ, ∆ = 25 ìñ,

λ = 50 s
−1
, êiëüêiñòü çãåíåðîâàíèõ iìïóëüñiâ N = 5 · 104

.

ïðèâîäèòü òóò îñòàòî÷íèõ �îðìóë ÷åðåç ¨õ íàäçâè÷àéíó ãðîìiçäêiñòü. Îòðèìà-

íi ðåçóëüòàòè äëÿ P (t) ãðà�i÷íî ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 3.12. Çàãàëîì �óíêöiÿ

P (t) äëÿ ïîâiëüíîãî ÇÇ ÿêiñíî ïîäiáíà äî òi¹¨, ÿêó áóëî îòðèìàíî âèùå äëÿ

âèïàäêó øâèäêîãî ÇÇ. Òàê, îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé ìiñòèòü ðîç-

ðèâè, ñòðèáîê ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ òà δ-ïîáiäíó îñîáëèâiñòü â òî÷öi t = ∆. ßêiñíî

ïîäiáíó êàðòèíó áóëî îòðèìàíî òàêîæ i äëÿ ∆ > 2τ , i áiëüøèõ ïîðîãiâ ÇÍ, äèâ.

�èñ. 3.13. Íàÿâíiñòü δ-�óíêöi¨ ïîâ'ÿçàíà ç ïðèõîäîì çáóäæóþ÷îãî iìïóëüñó ç

ëiíi¨ ÇÇ i ïîÿñíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî âèïàäêó øâèäêîãî ÇÇ, äèâ. ïiäðîçäië 3.2.3.

3.4 Áàãàòîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé.

Íåìàðêîâiñòü

Â öüîìó ïiäðîçäiëi áóäå îòðèìàíî ÿâíi âèðàçè äëÿ ñïiëüíî¨ P (tn+1, . . . , t0)

òà óìîâíî¨ P (tn+1 | tn, . . . , t0) ãóñòèí éìîâiðíîñòåé äëÿ øâèäêîãî çâîðîòíüî-

ãî çâ'ÿçêó (óìîâà (3.2.1)) i äîâåäåíî íåìàðêîâiñòü âèõiäíîãî ïîòîêó (Òåîðåìà 1)
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çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ. Äëÿ öüîãî ìè çàñòîñó¹ìî çàãàëüíó ïðîöåäó-

ðó, ðîçâèíåíó â ïiäðîçäiëàõ 2.3.2, 2.3.3. Çîêðåìà, âèðàç (2.3.7) äëÿ P (tn+1, . . . , t0)

ìiñòèòü ðîçïîäiëè P (t, s) i P (tk, sk|tk−1, sk−1) äëÿ ïîäié (t, s). Â ñâîþ ÷åðãó, â

ïiäðîçäiëi 2.3.3 áóëî îòðèìàíî âèðàçè äëÿ P (t, s) i P (tk, sk|tk−1, sk−1) â òåðìiíàõ

�óíêöié F (t | s) òà f(s), �îðìóëè (2.3.8) i (2.3.13). Íàðåøòi, ÿâíi âèðàçè äëÿ

ãóñòèí F (t | s) òà f(s) äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ áóëî çíàéäåíî â

ïiäðîçäiëàõ 3.2.1 òà 3.2.2, äèâ. �îðìóëè (3.2.6)�(3.2.8) òà (3.2.12)�(3.2.14).

Ïî¹äíóþ÷è öi âèðàçè, ìè ìà¹ìî íàìið çäiéñíèòè iíòåãðóâàííÿ â (2.3.7) i îòðè-

ìàòè áàãàòîiíòåðâàëüíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé P (tn+1, . . . , t0) íà îäíîìó ç äîìå-

íiâ çíà÷åíü (tn+1, . . . , t0). Âèÿâèòüñÿ, ùî îòðèìàíèé âèðàç ìiñòèòü ñèíãóëÿðíó

÷àñòèíó ó âèãëÿäi ñóìè çñóíóòèõ äåëüòà-�óíêöié Äiðàêà. Äëÿ äîâåäåííÿ íå-

ìàðêîâîñòi âèÿâëÿ¹òüñÿ äîñòàòíiì îáìåæèòèñü ðîçãëÿäîì ëèøå öi¹¨ ñèíãóëÿðíî¨

÷àñòèíè. Ó çâ'ÿçêó ç öèì, íàì çíàäîáèòüñÿ ëèøå ñèíãóëÿðíà ÷àñòèíà âèðàçiâ

äëÿ F (t | s) òà f(s), ùî ñêëàäà¹:

F sing(t | s) = λse−λsδ(t − s), (3.4.1)

f sing(s) = a · δ(s − ∆), äå a =
4e2λ∆

(3 + 2λ∆)e2λ∆ + 1
, (3.4.2)

äå a äà¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íà ìîìåíò ïî÷àòêó âèõiäíîãî ÌII ëiíiÿ ÇÇ ìiñ-

òèòü iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ s = ∆, λ � iíòåíñèâíiñòü âõiäíî¨ ïóàññîíiâñüêî¨

ñòèìóëÿöi¨. Íàãàäà¹ìî, ùî ãðà�iêè �óíêöié F (t | s) òà f(s) áóëî ïðåäñòàâëåíî

íà �èñ. 3.2, ñòîð. 43.

3.4.1 Áàãàòîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé

Øóêàòèìåìî âèðàç äëÿ ñïiëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (tn+1, . . . , t0) íà íà-

ñòóïíîìó äîìåíi:

D1 =

{

(t0, . . . , tn)
∣

∣

∣

n
∑

i=0

ti < ∆

}

. (3.4.3)

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ëåìà:



72

Ëåìà 2. Íàáið {t0, . . . , tn} äîâæèí (n + 1)-ãî ïîñëiäîâíîãî ÌII ìà¹ íåíóëüîâó

éìîâiðíiñòü, p∆ > 0, ïîòðàïèòè äî äîìåíó (3.4.3).

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÇÍ ç ïîðîãîì N0 = 2 ïîòðåáó¹ 2(n + 1) âõiäíèõ iìïóëüñiâ

â ìåæàõ ÷àñîâîãî âiêíà ]0; ∆[, ùîá âèñòðåëèòè (n + 1) ðàçiâ â öüîìó ÷àñîâîìó

âiêíi (çàâäÿêè óìîâi (3.2.1) æîäåí âõiäíèé iìïóëüñ íå áóäå âòðà÷åíî). Çáóäæó-

þ÷èé ÇÍ çi ÇÇ îòðèìó¹ çáóäæóþ÷i iìïóëüñè ÿê âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó, òàê

i âiä ëiíi¨ ÇÇ. Àëå íå áiëüøå îäíîãî iìïóëüñó ç ëiíi¨ ìîæå âñòèãíóòè äîñÿãíóòè

íåéðîíó ïðîòÿãîì ÷àñó, ìåíøîãî çà ∆. Îòæå, ðåøòà (2n + 1) iìïóëüñiâ ìàþòü

áóòè îòðèìàíi âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî âiä ïóàññîíiâ-

ñüêîãî ïîòîêó áóäå îòðèìàíî ïðèíàéìíi 2(n + 1) iìïóëüñiâ íà ïðîìiæêó ]0; ∆[,

íåðiâíiñòü (3.4.3) áóäå çàáåçïå÷åíî íåçàëåæíî âiä òîãî, ÷è íàäõîäèâ iìïóëüñ ç

ëiíi¨, ÷è íi. Òàêèì ÷èíîì, p∆ > p2n+2(∆) > 0, äå pi(∆) äà¹ éìîâiðíiñòü îòðèìàòè

i iìïóëüñiâ âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó ïðîòÿãîì ÷àñó ∆, äèâ. âèðàç (1.2.1).

Äëÿ �iêñîâàíîãî íàáîðó (t0, . . . , tn) ∈ D1, ðîçiá'¹ìî â (2.3.7) îáëàñòü iíòåãðó-

âàííÿ çà çìiííîþ s0 íàñòóïíèì ÷èíîì:

]0; ∆] =]0; t0]∪]t0; t0 + t1]∪]t0 + t1; t0 + t1 + t2] ∪ · · · ∪]t0 + t1 + · · · + tn; ∆],

àáî
∫ ∆

0

ds0 =

∫ t0

0

ds0 +
n

∑

i=1

∫

∑i

j=0
tj

∑i−1

j=0
tj

ds0 +

∫ ∆

∑n

j=0
tj

ds0,

òà ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

Ii =

∑i

j=0
tj

∫

∑i−1

j=0
tj

ds0

∆
∫

0

ds1 . . .

∆
∫

0

dsn+1P (t0, s0)
n+1
∏

k=1

P (tk, sk | tk−1, sk−1),

i = 0, 1, 2, . . . , n, (3.4.4)
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In+1 =

∆
∫

n
∑

j=0

tj

ds0

∆
∫

0

ds1 . . .

∆
∫

0

dsn+1P (t0, s0)
n+1
∏

k=1

P (tk, sk | tk−1, sk−1), (3.4.5)

äå ââàæà¹ìî
∑j2

j=j1
= 0 äëÿ j1 > j2. Òîäi ñïiëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé

P (tn+1, . . . , t0) íà äîìåíi D1 ìîæå áóòè îòðèìàíà ó âèãëÿäi

P (tn+1, . . . , t0) =
n+1
∑

i=0

Ii. (3.4.6)

Òîæ ìè ñïî÷àòêó çíàéäåìî âèðàçè äëÿ âñiõ Ii, i = 0, . . . , n + 1, òà ïðîàíàëiçó-

¹ìî ¨õ íà íàÿâíiñòü ñèíãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè, à ïîòiì ïðîñóìó¹ìî çà i òà çíàéäåìî

P (tn+1, . . . , t0).

Îáëàñòü çíà÷åíü çìiííî¨ s0, ùî äà¹ âíåñîê äî Ii, i = 0, . . . , n, âiäïîâiäà¹

ñöåíàðiþ, êîëè iìïóëüñ, ùî áóâ â ëiíi¨ ÇÇ íà ïî÷àòêó ÌII t0 (ç ÷àñîì æèòòÿ

s0), äîñÿãíå íåéðîíó ïðîòÿãîì iíòåðâàëó ti, äèâ. �èñ. 3.14. Â öüîìó ïðîöåñi

ïiñëÿ êîæíîãî ïîñòðiëó, ÿêèì ïî÷èíà¹òüñÿ ÌII tk, k ≤ i, ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â

ëiíi¨ ÇÇ çìåíøó¹òüñÿ íà tk−1. Öå îçíà÷à¹, ùî çìiííi iíòåãðóâàííÿ {s0, . . . , sn+1}

â (3.4.4) òà (3.4.5), íàñïðàâäi íå ¹ íåçàëåæíèìè, à çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíèì

ñïiââiäíîøåííÿì:

sk = s0 −

k−1
∑

j=0

tj, k = 1, . . . , i, (3.4.7)

ùî òàêîæ ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ç âèêîðèñòàííÿì δ-�óíêöi¨ ó íèæíüîìó ðÿäêó

â (2.3.13). Íàñòóïíèé çà si ÷àñ æèòòÿ ìà¹ áóòè ðiâíèì ∆:

si+1 = ∆, (3.4.8)

i öå çàáåçïå÷ó¹òüñÿ δ-�óíêöi¹þ ó âåðõíüîìó ðÿäêó âèðàçó (2.3.13). Íàñòóïíi

çà si+1 ÷àñè æèòòÿ çíîâó çìåíøóþòüñÿ íà âiäïîâiäíi ÌII ç êîæíèì ïîñòðiëîì.
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�èñ. 3.14 Iëëþñòðàöiÿ ñïiââiäíîøåíü ìiæ íàáîðàìè çíà÷åíü (t0, . . . , tn) òà

(s0, . . . , sn+1) ùî äàþòü âíåñîê äî Ii: s0 ∈
]
∑i−1

j=0 tj;
∑i

j=0 tj
]

,
∑n

j=0 tj < ∆. ×àñ

æèòòÿ sk ïîñòóïîâî ñïàäà¹ ç êîæíèì âèõiäíèì iìïóëüñîì äëÿ k = 0, ..., i−1, ïî-

êè íå ñòà¹ si < ti. Òîäi, ïðîòÿãîì ÌII ti ëiíiÿ çâiëüíÿ¹òüñÿ âiä ñòàðîãî iìïóëüñó

i íà ïî÷àòêó ÌII ti+1 ïî÷èíà¹ ïðîâîäèòè íîâèé ç ÷àñîì æèòòÿ si+1 = ∆. Ïiñëÿ

öüîãî ÷àñè æèòòÿ sk çíîâó çìåíøóþòüñÿ íà âiäïîâiäíi tk ç êîæíèì ïîñòðiëîì,

k = i + 1, ..., n.

�àçîì ç (3.4.3) öå ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíîãî íàáîðó ñïiââiäíîøåíü:

sk = ∆ −

k−1
∑

j=i+1

tj, k = i + 2, . . . , n + 1, (3.4.9)

ÿêi çíîâó çàáåçïå÷óþòüñÿ δ-�óíêöi¹þ â íèæíüîìó ðÿäêó â (2.3.13).

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.4.7), (3.4.8) òà (3.4.9) ðàçîì ç ìåæàìè iíòåãðóâàííÿ çà s0
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â (3.4.4) çàáåçïå÷óþòü íà äîìåíi D1 ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíèõ ñïiââiäíîøåíü:

sk > tk, k = 0, . . . , i − 1,

si ≤ ti,

sk > tk, k = i + 1, . . . , n. (3.4.10)

Íåðiâíîñòi (3.4.10) äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè, ÿêèé ðÿäîê âèðàçó (2.3.13) ñëiä

ïiäñòàâèòè çàìiòü ãóñòèíè ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P (tk, sk | tk−1, sk−1) äî

(3.4.4). Â ðåçóëüòàòi â (3.4.4) çàëèøà¹òüñÿ ëèøå îäíà íåçàëåæíà çìiííà iíòå-

ãðóâàííÿ:

Ii =

∑i

j=0
tj

∫

∑i−1

j=0
tj

ds0

∆
∫

0

ds1 · . . . ·

∆
∫

0

dsn+1

i
∏

k=1

F (tk | sk)δ(sk − s0 +
k−1
∑

j=0

tj)×

× F (ti+1 | si+1) δ(si+1 − ∆)
n+1
∏

k=i+2

F (tk | sk)δ(sk − ∆ +
k−1
∑

j=i+1

tj)F (t0 | s0)f(s0) =

= F (tn+1 | ∆ −

n
∑

j=i+1

tj) · . . . · F (ti+2 | ∆ − ti+1)F (ti+1 | ∆)×

×

∑i

j=0
tj

∫

∑i−1

j=0
tj

F (ti | s0 −
i−1
∑

j=0

tj) · . . . · F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)f(s0)ds0,

i = 0, 1, . . . , n. (3.4.11)

Îñòàííié âèðàç òàêîæ ìîæíà áóëî îòðèìàòè øëÿõîì ïîñëiäîâíî¨ ïiäñòàíîâ-

êè âåðõíüîãî ÷è íèæíüîãî ðÿäêiâ âèðàçó (2.3.13) äî (3.4.4), áåç ïîïåðåäíüîãî

âñòàíîâëåííÿ iñòèííîñòi íåðiâíîñòåé (3.4.7) � (3.4.10).

Íàðåøòi, iíòåãðàë In+1 âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè íà ïî÷àòêó ÌII tn+1 ëiíiÿ

äîñi ìiñòèòü òîé ñàìèé iìïóëüñ, ùî é íà ïî÷àòêó iíòåðâàëó t0. Òàêèì ÷èíîì,

In+1 ïîêðèâà¹ ðåøòó ñöåíàði¨â, ùî äàþòü âíåñîê äî P (tn+1, . . . , t0) â (2.3.5).
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Àíàëîãî÷íî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî äëÿ Ii, äëÿ âíåñêó In+1 çíàõîäèìî:

In+1 =

∫ ∆

∑n

j=0
tj

ds0

∫ ∆

0

ds1 . . .

∫ ∆

0

dsn+1F (t0 | s0)f(s0)×

×

n+1
∏

k=1

F (tk | sk)δ(sk − s0 +
k−1
∑

j=0

tj) =

=

∆
∫

∑n

j=0
tj

F (tn+1 | s0 −

n
∑

j=0

tj)F (tn | s0 −

n−1
∑

j=0

tj) · . . .

. . . · F (t1 | s0 − t0) × F (t0 | s0)f(s0)ds0. (3.4.12)

Âðàõîâóþ÷è (3.4.11), (3.4.12) (3.4.6), îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ñïiëüíî¨

ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (tn+1, . . . , t0):

P (tn+1, . . . , t0) =
n

∑

i=0

F (ti+1 | ∆)
n+1
∏

k=i+2

F (tk | ∆ −
k−1
∑

j=i+1

tj)×

×

∫

∑i

j=0
tj

∑i−1

j=0
tj

F (t0 | s0) f(s0)
i

∏

k=1

F (tk | s0 −

k−1
∑

j=0

tj)ds0+

+

∫ ∆

∑n

j=0
tj

F (t0 | s0) f(s0)
n+1
∏

k=1

F (tk | s0 −
k−1
∑

j=0

tj)ds0,

n
∑

i=0

ti < ∆, n = 0, 1, ..., (3.4.13)

äå ïîêëàäà¹ìî
∑j2

j=j1
= 0 òà

∏j2
j=j1

= 1 äëÿ j1 > j2.

Âèðàç (3.4.13) äà¹ ñïiëüíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé P (tn+1, . . . , t0) äëÿ äîâæèí

ïîñëiäîâíèõ ÌII íà äîìåíi D1 äëÿ äîâiëüíîãî n. Òîæ ãóñòèíà óìîâíèõ éìîâið-

íîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0) íà D1 ìîæå áóòè îäðàçó îòðèìàíà çà âèçíà÷åííÿì

(2.3.6).
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3.4.2 Ñèíãóëÿðíà ÷àñòèíà P (tn+1, . . . , t0). Íåìàðêîâiñòü

Äëÿ îòðèìàííÿ ñèíãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè âèðàçó (3.4.13), çíàéäåìî ñïî÷àòêó

îêðåìî ñèíãóëÿðíi ÷àñòèíè âñiõ Ii, i = 0, . . . , n òà In+1. Äëÿ êîìïàêòèçàöi¨ âè-

ðàçiâ ïðåäñòàâèìî Ii ó âèãëÿäi

Ii(t0, . . . , tn+1) = Xi(t0, . . . , ti) · Yi(ti+1, . . . , tn+1), i = 0, 1, . . . , n, (3.4.14)

äå

Xi ≡

∑i

j=0
tj

∫

∑i−1

j=0
tj

F (ti|s0 −

i−1
∑

j=0

tj)F (ti−1|s0 −

i−2
∑

j=0

tj) . . . F (t1|s0 − t0)F (t0|s0)f(s0)ds0,

(3.4.15)

Yi ≡ F (tn+1 | ∆ −

n
∑

j=i+1

tj)F (tn | ∆ −

n−1
∑

j=i+1

tj) . . . F (ti+2 | ∆ − ti+1)F (ti+1 | ∆).

(3.4.16)

Íà ðîçãëÿäóâàíîìó äîìåíi, òîáòî ïðè
∑n

i=0 ti < ∆, âèðàçè äëÿ F (tn | ∆ −
∑n−1

j=i+1 tj), . . . , F (ti+2 | ∆ − ti+1) òà F (ti+1 | ∆) íå ìàþòü ñèíãóëÿðíîñòåé, äèâ.

(3.2.7). Îòæå,

Y
sing
i = F sing(tn+1|∆ −

n
∑

j=i+1

tj)F (tn|∆ −
n−1
∑

j=i+1

tj) . . . F (ti+2|∆ − ti+1)F (ti+1|∆).

(3.4.17)

�àçîì ç òèì, ìåæi iíòåãðóâàííÿ â (3.4.15) çàáåçïå÷óþòü ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi

X
sing
i = 0. Ñïðàâäi, êîæåí iíòåãðàë Xi (òà, ïî÷àòêîâî, ñàìi Ii), i = 0, 1, . . . , n, ïî-

êðèâà¹ íàïiâ-âiäêðèòèé iíòåðâàë s0 ∈
]
∑i−1

j=0 tj;
∑i

j=0 tj
]

. �äèíà ñèíãóëÿðíiñòü

ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó â (3.4.15) íà öüîìó iíòåðâàëi çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ìíîæ-

íèêîì F (ti | s0 −
∑i−1

j=0 tj) i ìà¹ âèãëÿä δ(
∑i

j=0 tj − s0), äèâ. (3.2.7). Ïiñëÿ

iíòåãðóâàííÿ öÿ ñèíãóëÿðíiñòü çíèêíå, òîìó

I
sing
i = F sing(tn+1|∆ −

n
∑

j=i+1

tj) . . . F (ti+2|∆ − ti+1)F (ti+1|∆)×
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×

∫

∑i

j=0
tj

∑i−1

j=0
tj

F (ti | s0 −
i−1
∑

j=0

tj) . . . F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)f(s0)ds0,

i = 0, 1, . . . , n. (3.4.18)

�îçãëÿíåìî òåïåð ñèíãóëÿðíó ÷àñòèíó In+1, âèðàç (3.4.12). Íà ïðîìiæêó ií-

òåãðóâàííÿ ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ìà¹ äâi ñèíãóëÿðíîñòi: îäíà â F (tn+1|s0 −
∑n

j=0 tj) â òî÷öi tn+1 = s0 −
∑n

j=0 tj, à iíøà � â f(s0) â òî÷öi s0 = ∆, äèâ.

(3.2.7) òà (3.2.12). Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çà s0, âèæèâå îäíà δ-�óíêöiÿ, çàáåçïå÷å-

íà ìíîæíèêîì F (tn+1|∆ −
n
∑

j=0

tj) òà ðîçòàøîâàíà â òî÷öi tn+1 = ∆ −
n
∑

j=0

tj:

I
sing
n+1 = a · F sing(tn+1 | ∆ −

n
∑

j=0

tj)F (tn | ∆ −
n−1
∑

j=0

tj) . . . F (t1 | ∆ − t0)F (t0 | ∆),

(3.4.19)

äå a � öå âàãà δ-�óíêöi¨ â f(s), äèâ. (3.2.12).

Âðàõîâóþ÷è âèðàçè (3.2.7), (3.4.6), (3.4.18) òà (3.4.19), äëÿ ñèíãóëÿðíî¨ ÷àñ-

òèíè áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (tn+1, . . . , t0) îòðèìà¹ìî

P sing(tn+1, tn, . . . , t0) =
n+1
∑

i=0

I
sing
i =

=
n

∑

i=0

Ai(ti+1, . . . , tn+1) · δ
(

n+1
∑

j=i+1

tj − ∆
)

+

+ An+1(t0, . . . , tn+1) · δ(t0 + . . . + tn+1 − ∆),
n

∑

i=0

ti < ∆, (3.4.20)

äå Ai òà An+1 ïîçíà÷àþòü ðåãóëÿðíi ìíîæíèêè, âèçíà÷åíi çãiäíî âèðàçiâ:

Ai(ti+1, . . . , tn+1) = λtn+1 e
−λtn+1×

× F (tn | ∆ −

n−1
∑

j=i+1

tj) · . . . · F (ti+2 | ∆ − ti+1)F (ti+1 | ∆)×
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×

∫

∑i

j=0
tj

∑i−1

j=0
tj

F (ti | s0 −
i−1
∑

j=0

tj) . . . F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)f(s0)ds0,

i = 0, 1, . . . , n, (3.4.21)

An+1(t0, . . . , tn+1) = a · λtn+1 e
−λtn+1×

× F (tn | ∆ −

n−1
∑

j=0

tj) . . . F (t1 | ∆ − t0)F (t0 | ∆). (3.4.22)

Íàÿâíiñòü δ-�óíêöié â ñïiëüíié ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé P (tn+1, . . . , t0) ìîæå

áóòè äîäàòêîâî ïîÿñíåíà íàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî íà ïî÷àòêó (i + 1)-ãî ÌII

iìïóëüñ âõîäèòü â ëiíiþ, òîäi íà ïî÷àòêó ÌII tn+1 ëiíiÿ ÇÇ âñå ùå ìiñòèòèìå

òîé ñàìèé iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ sn+1 = ∆−
∑n

j=i+1 tj (òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

óìîâó
∑n

i=0 ti < ∆ ç 3.4.3). Äëÿ ãåíåðàöi¨ âèõiäíîãî ïîñòðiëó ðiâíî ÷åðåç sn+1

îäèíèöü ÷àñó ïiñëÿ öüîãî, íåîáõiäíî îòðèìàòè îäèí iìïóëüñ âiä ïóàññîíiâñüêîãî

ïîòîêó ïðîòÿãîì ÷àñó sn+1. Öÿ ïîäiÿ ìà¹ íåíóëüîâó éìîâiðíiñòü, òîáòî ìà¹ìî

íåíóëüîâó éìîâiðíiñòü îòðèìàííÿ âèõiäíîãî ÌII, ùî òî÷íî ðiâíèé sn+1: tn+1 =

∆ −
∑n

j=i+1 tj. Öå äà¹ âiäïîâiäíó δ-�óíêöiþ â ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé. Äîäàíîê

ç δ(tn+1 + . . . + t0 − ∆) âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè iìïóëüñ çàõîäèòü â ëiíiþ íà

ïî÷àòêó ÌII t0.

Ç âèðàçiâ (2.3.6) òà (3.4.20) ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ñèí-

ãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè ãóñòèíè éìîâíèõ éìîâiðíîñòåé:

P sing(tn+1 | tn, . . . , t0) =
1

P (tn, . . . , t0)

n
∑

i=0

Ai · δ
(

n+1
∑

j=i+1

tj − ∆
)

+

+
An+1

P (tn, . . . , t0)
· δ(t0 + . . . + tn+1 − ∆),

n
∑

i=0

ti < ∆,

(3.4.23)

äå Ai òà An+1 âèçíà÷åíi ó âèðàçàõ (3.4.21) òà (3.4.22). Ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî

ñïiëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (tn, . . . , t0), ùî ñòî¨òü â çíàìåííèêó (3.4.23), ¹
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ñòðîãî äîäàòíüîþ i íå ìiñòèòü ñèíãóëÿðíîñòåé â îáëàñòi tn < ∆ −
∑n−1

i=0 ti, äèâ.

(3.4.20) ç (n − 1) çàìiñòü n.

ßê âèäíî ç âèðàçó (3.4.23), �óíêöiÿ P (tn+1 | tn, . . . , t0), çîêðåìà, ìiñòèòü ñèí-

ãóëÿðíiñòü â òî÷öi tn+1 = ∆−tn−tn−1−. . .−t0. Çàëåæíiñòü ñèíãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè

�óíêöi¨ P (tn+1 | tn, . . . , t0) âiä t0 íå ìîæå áóòè çêîìïåíñîâàíà æîäíèìè ðåãóëÿð-

íèìè äîäàíêàìè, à îòæå � âñÿ ãóñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0)

çàëåæèòü âiä t0. Öå îçíà÷à¹, ùî óìîâà (2.3.1) íå âèêîíó¹òüñÿ çà æîäíèõ çíà÷åíü

n. Òåîðåìó 1 äëÿ âèõiäíîãî ïîòîêó çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ äîâåäåíî.

3.5 Ïðèêëàäè ðîçðàõóíêó ãóñòèíè óìîâíèõ

éìîâiðíîñòåé

Â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi áóëî äîâåäåíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü äîâæèí âèõiä-

íèõ ÌII çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê

ìàðêiâñüêèé ëàíöþã äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Çîêðåìà, ïîñëiäîâíiñòü äîâ-

æèí âèõiäíèõ ÌII íå ¹ àíi ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ çìiííèõ (ò.ò.

íå ¹ ïðîöåñîì âiäíîâëåííÿ), àíi ìàðêiâñüêèì ïðîöåñîì ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 1 (äèâ. ïiäðîçäiëè 2.3 òà 3.4), áóëî îòðèìà-

íî òî÷íèé àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé

P (tn+1, tn, . . . , t0) íà äîìåíi
∑n

i=0 ti < ∆ â çàãàëüíîìó âèïàäêó äîâiëüíîãî n,

äèâ. (3.4.13). Öå äîçâîëÿ¹ ðîçðàõóâàòè ãóñòèíó óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tn+1 |

tn, . . . , t0) äëÿ
∑n

i=0 ti < ∆ òà n = 0, 1, .... Â öüîìó ïiäðîçäiëi áóäå ðîçãëÿíóòî

äâà ÷àñòèííèõ âèïàäêè �óíêöi¨ P (tn+1 | tn, . . . , t0): ç n = 0 òà ç n = 1, à ñàìå

ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé ç îäíi¹þ P (t1 | t0) òà ç äâîìà óìîâàìè P (t2 | t1, t0), òà

îòðèìàíî òî÷íi àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ öèõ ãóñòèí íà äîìåíi (3.4.3) òà íà âñiõ

iíøèõ ìîæëèâèõ äîìåíàõ, ùî íå áóëè ðîçãëÿíóòi ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 1.
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3.5.1 Ç îäíi¹þ óìîâîþ

Äëÿ îòðèìàííÿ ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t1 | t0) âèêîíà¹ìî Êðîêè

1�3, îïèñàíi â ïiäðîçäiëi 2.3, äëÿ n = 0. Ó âèïàäêó �óíêöi¨ P (t1 | t0) iñíó¹

ëèøå òðè äîìåíè, ÿêèõ âèðàçè ìàþòü áóòè îòðèìàíi îêðåìî, à ñàìå âèïàäêè

t0 < ∆, t0 > ∆ òà t0 = ∆. Âèêîíóþ÷è iíòåãðóâàííÿ â (2.3.7), äëÿ ñïiëüíî¨

ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t1, t0) äëÿ äîâæèí äâîõ ñóñiäíiõ ÌII íà öèõ äîìåíàõ

îòðèìà¹ìî:

P (t1, t0) = F (t1 | ∆)P (t0), t0 ≥ ∆, (3.5.1)

= F (t1 | ∆)

∫ t0

0

F (t0 | s0)f(s0)ds0+

+

∫ ∆

t0

F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)f(s0)ds0, t0 < ∆. (3.5.2)

Äàëi, çà âèçíà÷åííÿì óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé, ìà¹ìî:

P (t1 | t0) = F (t1 | ∆), t0 > ∆, (3.5.3)

=
1

P (t0)

(

F (t1 | ∆)

∫ t0

0

F (t0 | s0)f(s0)ds0+

+

∫ ∆

t0

F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)f(s0)ds0

)

, t0 < ∆. (3.5.4)

Ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t0) äîâæèí âè-

õiäíèõ ÌII ¹ ñòðîãî äîäàòíüîþ i íå ìiñòèòü ñèíãóëÿðíîñòåé â îáëàñòi t0 < ∆.

Ñïðàâäi, çãiäíî âèðàçiâ ïiäðîçäiëó 3.2.3, ¹äèíà δ-�óíêöiÿ, ùî ìiñòèòüñÿ â P (t0)

ðîçòàøîâàíà â òî÷öi t0 = ∆, äèâ. �èñ. 3.4, ëiâîðó÷, íà ñòîð. 51.

Â îêîëi òî÷êè t0 = ∆, øóêàíà ãóñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé ìîæå áóòè

ðîçðàõîâàíà ÿê

P (t1 | t0 = ∆) = lim
ǫ→0

∆+ǫ
∫

∆−ǫ

dt0P (t1, t0)

∆+ǫ
∫

∆−ǫ

dt0P (t0)

=
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= lim
ǫ→0

∆+ǫ
∫

∆−ǫ

dt0P (t1, t0)

∆+ǫ
∫

∆−ǫ

dt0 aλ∆e−λ∆δ(t0 − ∆)

. (3.5.5)

Çàâäÿêè ìíîæíèêó P (t0) â (3.5.1), ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç â ÷èñåëüíèêó (3.5.5)

òàêîæ ìiñòèòü ñèíãóëÿðíiñòü â òî÷öi t0 = ∆. Iíòåãðóâàííÿ â (3.5.5) ïðîñòî äà¹

âàãó δ-�óíêöié â ÷èñåëüíèêó òà çíàìåííèêó, i â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:

P (t1 | t0) = F (t1 | ∆), t0 = ∆. (3.5.6)

Âèðàçè (3.5.3), (3.5.4) òà (3.5.6) ìîæíà çðîçóìiòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Îñêiëüêè

t0 ≥ ∆, ëiíiÿ ÇÇ âñòèãíå çâiëüíèòèñÿ âiä iìïóëüñó ïðîòÿãîì ÌII t0, òîæ â ìîìåíò

íàñòóïíîãî ïîñòðiëó (íà ïî÷àòêó t1) iìïóëüñ çàéäå â ëiíiþ òà ìàòèìå ÷àñ æèòòÿ,

ðiâíèé ∆. Ó âèïàäêó t0 < ∆, äèâ. (3.5.4), iñíóþòü äâi ìîæëèâîñòi. Ïåðøèé

äîäàíîê âiäïîâiäà¹ ñöåíàðiþ, êîëè ëiíiÿ ÇÇ çâiëüíÿ¹òüñÿ âiä iìïóëüñó ïðîòÿãîì

ÌII t0, à äðóãèé � âèïàäêó, êîëè íà ïî÷àòêó t1 ëiíiÿ âñå ùå ìiñòèòü òîé ñàìèé

iìïóëüñ, ùî é íà ïî÷àòêó t0.

Ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi óìîâè íîðìóâàííÿ:
∞
∫

0

dt1P (t1 | t0) = 1, òà
∞
∫

0

dt0P (t1, t0) = P (t1).

Âèäiëèìî ç P (t1 | t0) ñèíãóëÿðíó ÷àñòèíó:

P sing(t1 | t0) = e
−λ∆λ∆ · δ(t1 − ∆), t0 ≥ ∆,

(3.5.7)

=
λt1 e

−λt1

P (t0)

(

∫ t0

0

F (t0 | s0)f(s0)ds0 · δ(t1 − ∆)+

+ a F (t0 | ∆) · δ(t0 + t1 − ∆)
)

, t0 < ∆.

(3.5.8)

Î÷åâèäíî, âèðàç (3.5.8) ìîæíà áóëî îòðèìàòè íàïðÿìó ç (3.4.21)�(3.4.23), ïiä-

ñòàâèâøè n = 0.
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�èñ. 3.15 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t1 | t0) ÿê �óíêöiÿ äîâæèíè t1 âèõi-

äíîãî ÌII äëÿ τ = 10 ìñ, ∆ = 8 ìñ, λ = 150 ñ
−1
, N0 = 2, t0=6 ìñ (ëiâîðó÷) òà

t0= 11 ìñ (ïðàâîðó÷), îòðèìàíi ÷èñåëüíî øëÿõîì ìîäåëþâàííÿ ìåòîäîì Ìîí-

òå Êàðëî. Êiëüêiñòü çãåíåðîâàíèõ âèõiäíèõ iìïóëüñiâ N = 3 · 104
. ×iòêî âèäíî

âiäìiííiñòü õîäó P (t1 | t0) çà ðiçíèõ çíà÷åíü óìîâè t0.

ßê âèäíî ç âèðàçiâ (3.5.7) òà (3.5.8), êiëüêiñòü òà ïîëîæåííÿ δ-�óíêöié â

P (t1 | t0) çàëåæèòü âiä t0, òîæ ãóñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t1 | t0) íå ìîæå

áóòè çâåäåíà äî îäíîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t1). Òàêèì ÷èíîì,

äîâæèíè ñóñiäíiõ ÌII çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ çêîðåëüîâàíi, ÿê i

î÷iêóâàëîñü.

Íà �èñ. 3.15 ïðåäñòàâëåíî ïðèêëàäè �óíêöi¨ P (t1 | t0), çíàéäåíi äëÿ äâîõ

äîìåíiâ ÷èñåëüíî ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî (äåòàëi äèâ. â ïiäðîçäiëi 2.4).

3.5.2 Ç äâîìà óìîâàìè

Äëÿ îòðèìàííÿ ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) äëÿ äîâæèí ïî-

ñëiäîâíèõ ÌII, âèêîíà¹ìî Êðîêè 1�3, îïèñàíi â ïiäðîçäiëi 2.3, äëÿ n = 1. Ó

âèïàäêó P (t2, t1, t0), iñíó¹ 6 äîìåíiâ, íà ÿêèõ âèðàçè ìàþòü áóòè îòðèìàíi îêðå-

ìî, à ñàìå äîìåí

D1 = {t1, t0 | t1 + t0 < ∆},
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ÿêèé âæå áóëî ðîçãëÿíóòî â ïiäðîçäiëi 3.4, òà ðåøòà 5 äîìåíiâ:

D2 = {t1, t0 | t0 ≥ ∆ òà t1 ≥ ∆},

D3 = {t1, t0 | t0 < ∆ òà t1 ≥ ∆},

D4 = {t1, t0 | t0 ≥ ∆ òà t1 < ∆},

D5 = {t1, t0 | t0 < ∆ òà ∆ − t0 < t1 < ∆},

d = {t1, t0 | t0 + t1 = ∆}.

Ó âèïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ òî÷íà ðiâíiñòü t0 + t1 = ∆, òîáòî ÿêùî (t1, t0) ∈ d,

äîáóòîê P (t2 | t1, t0)dt2 äà¹ éìîâiðíiñòü îòðèìàòè âèõiäíèé ÌII òðèâàëiñòþ

â ìåæàõ [t2; t2 + dt2[ çà óìîâè, ùî çàãàëüíà òðèâàëiñòü äâîõ ïîïåðåäíiõ ÌII

ñêëàäàëà ∆ îäèíèöü ÷àñó.

Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷àíèìè âèùå Êðîêàìè, ìîæíà ëåãêî çíàéòè âèðàçè äëÿ

P (t2 | t1, t0) íà êîæíîìó ç äîìåíiâ:

P (t2 | t1, t0) = F (t2 | ∆), (t0, t1) ∈ D2, (3.5.9)

= F (t2 | ∆) (t0, t1) ∈ D3, (3.5.10)

= F (t2 | ∆), (t0, t1) ∈ d, (3.5.11)

= F (t2 | ∆ − t1), (t0, t1) ∈ D4, (3.5.12)

=
1

P (t1, t0)

(

F (t2 | ∆ − t1)F (t1 | ∆)

∫ t0

0

F (t0 |s0)f(s0)ds0+

+ F (t2|∆)

∫ ∆

t0

F (t1|s0 − t0) F (t0|s0)f(s0)ds0

)

,

(t0, t1) ∈ D5, (3.5.13)
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=
1

P (t1, t0)

(

F (t2 | ∆ − t1)F (t1 | ∆)

∫ t0

0

F (t0 |s0)f(s0)ds0+

+ F (t2 | ∆)

∫ t0+t1

t0

F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)f(s0 )ds0+

+

∫ ∆

t0+t1

F (t2|s0 − t0 − t1)F (t1|s0 − t0)F (t0|s0) f(s0)ds0

)

,

(t0, t1) ∈ D1. (3.5.14)

äå P (t1, t0) = F (t1 | ∆)
∫ t0

0 F (t0 | s0)f(s0)ds0+
∫ ∆

t0
F (t1 | s0−t0)F (t0 | s0)f(s0)ds0,

âiäïîâiäíî äî (3.5.4).

�óñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t1, t0) ìiñòèòü δ��óíêöiþ íà äîìåíi d, äèâ. (3.5.8).

Ó âèðàçi (3.5.11), �óíêöiþ P (t2 | t1, t0) áóëî îòðèìàíî àíàëîãi÷íî äî (3.5.5):

P (t2 | t1, t0) = lim
ǫ→0

∆−t0+ǫ
∫

∆−t0−ǫ

dt1P (t2, t1, t0)

∆−t0+ǫ
∫

∆−t0−ǫ

dt1P (t1, t0)

(t0, t1) ∈ d. (3.5.15)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ÷èñåëüíèê âèðàçó (3.5.15) òàêîæ ìiñòèòü ñèíãóëÿðíiñòü â

òî÷öi t0 + t1 = ∆. Iíòåãðóâàííÿ (3.5.15) ïðîñòî äà¹ âàãó δ-�óíêöié â ÷èñåëüíèêó

òà çíàìåííèêó, â ðåçóëüòàòi ÷îãî îòðèìó¹òüñÿ (3.5.11).

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî P (t1, t0) ¹ ðåãóëÿðíîþ �óíêöi¹þ íà äîìåíàõ D1 òà D5,

äèâ. çíàìåííèêè ó �îðìóëàõ (3.5.13) òà (3.5.14). Ñïðàâäi, ç âèðàçiâ (3.5.7) òà

(3.5.8) âèäíî, ùî P (t1, t0) ìîæå ìiñòèòè ñèíãóëÿðíîñòi ëèøå â òî÷êàõ t1 = ∆ òà

t1 = ∆ − t0. Æîäíà ç öèõ òî÷îê íå íàëåæèòü äîìåíàì D1 òà D5.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi óìîâè íîðìóâàííÿ:
∞
∫

0

dt2P (t2 | t1, t0) = 1, òà
∞
∫

0

dt0P (t2, t1, t0) = P (t2, t1).

Âèäiëÿþ÷è ñèíãóëÿðíó ÷àñòèíó P (t2 | t1, t0), îòðèìà¹ìî:

P sing(t2 | t1, t0) = e
−λt2λt2 · δ(t2 − ∆), (t0, t1) ∈ D2 ∪ D3 ∪ d, (3.5.16)

= e
−λt2λt2 · δ(t1 + t2 − ∆), (t0, t1) ∈ D4. (3.5.17)
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�èñ. 3.16 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) ÿê �óíêöiÿ äîâæèíè t2

âèõiäíîãî ÌII äëÿ (t1, t0) ∈ D2 (ëiâîðó÷) i (t1, t0) ∈ D4 (ïðàâîðó÷), çíàéäåíi

÷èñåëüíî ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Òóò τ = 10 ìñ, ∆ = 8 ìñ, λ = 150 ñ
−1
, N0 = 2,

N = 30 000, t0=13 ìñ, t1=13 ìñ (ëiâîðó÷) i t1 = 6 ìñ (ïðàâîðó÷).

=
e
−λt2λt2

P (t1, t0)
·
(

F (t1 | ∆)

∫ t0

0

F (t0 | s0)f(s0)ds0 + ·δ(t1 + t2 − ∆)+

+

∫ ∆

t0

F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)f(s0)ds0 · δ(t2 − ∆)
)

, (t0, t1) ∈ D5, (3.5.18)

=
e
−λt2λt2

P (t1, t0)

(

∫ t0+t1

t0

F (t1|s0 − t0)F (t0|s0)f(s0)ds0 · δ(t2 − ∆)+

+ F (t1 | ∆)

∫ t0

0

F (t0 | s0)f(s0)ds0 + ·δ(t1 + t2 − ∆)+

+ a · F (t1 | ∆ − t0)F (t0 | ∆) · δ(t0 + t1 + t2 − ∆)
)

, (t0, t1) ∈ D1. (3.5.19)

Î÷åâèäíî, âèðàç (3.5.19) ìîæíà áóëî îòðèìàòè íàïðÿìó ç �îðìóë (3.4.21)�

(3.4.23), ïiäñòàâèâøè n = 1.

Ç �îðìóë (3.5.16)�(3.5.19) áà÷èìî, ùî ñèíãóëÿðíà ÷àñòèíà �óíêöi¨ P (t2 |

t1, t0) çàëåæèòü âiä t0, òîæ P (t2 | t1, t0) íå ìîæå áóòè çâåäåíà äî P (t2 | t1). Öå

îçíà÷à¹, ùî âèõiäíèé ïîòiê íå ¹ ìàðêiâñüêèì ïðîöåñîì ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ïðèêëàäè P (t2 | t1, t0), îòðèìàíi ÷èñåëüíî íà ðiçíèõ äîìåíàõ, ðîçòàøîâàíî
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�èñ. 3.17 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) ÿê �óíêöiÿ äîâæèíè t2

âèõiäíîãî ÌII äëÿ (t1, t0) ∈ D5 (ëiâîðó÷) i (t1, t0) ∈ D1 (ïðàâîðó÷), îòðèìàíi

÷èñåëüíî ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Òóò τ = 10 ìñ, ∆ = 8 ìñ, λ = 150 ñ
−1
, N0 = 2,

N = 30 000, t1=6 ìñ, t0=3 ìñ (ëiâîðó÷) i t0 = 1 ìñ (ïðàâîðó÷). ×iòêî âèäíî

âiäìiííiñòü õîäó P (t2 | t1, t0) çà ðiçíèõ çíà÷åíü óìîâè t0.

íà �èñ. 3.16 òà 3.17. Â óñiõ êîìï'þòåðíèõ åêñïåðèìåíòàõ êiëüêiñòü, ïîëîæåííÿ

òà àìïëiòóäà δ-�óíêöié ñïiâïàëè ç òèìè, ùî áóëè îòðèìàíi àíàëiòè÷íî.

�åçóëüòàòè, îòðèìàíi ÷èñåëüíî äëÿ âèùèõ ïîðîãiâ ÇÍ, N0 > 2, ÿêiñíî ïîäiáíi

äî òèõ, ùî áóëè çíàéäåíi äëÿ N0 = 2. Çîêðåìà, êiëüêiñòü íà ïîëîæåííÿ δ-

�óíêöié â P (t2 | t1, t0) íå çàëåæèòü âiä ïîðîãó ÇÍ, à âèçíà÷à¹òüñÿ âèêëþ÷íî

çàòðèìêîþ iìïóëüñó â ëiíi¨ ∆ òà çíà÷åííÿìè óìîâ t0 i t1, ïîðiâí. �èñ. 3.18 i

�èñ 3.17.

3.6 Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi áóëî äîñëiäæåíî âïëèâ ïðèñóòíîñòi çàòðèìàíîãî çâîðîòíüîãî

çâ'ÿçêó íà ñòàòèñòèêó àêòèâíîñòi çáóäæóþ÷èõ íåéðîíiâ. Çîêðåìà, ðîçðàõîâàíî

îäíîiíòåðâàëüíó P (t) òà óìîâíó áàãàòîiíòåðâàëüíó P (tm+1 | tm, . . . , t0) ãóñòèíè
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�èñ. 3.18 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) ÿê �óíêöiÿ äîâæèíè t2

âèõiäíîãî ÌII äëÿ (t1, t0) ∈ D5 (ëiâîðó÷) i (t1, t0) ∈ D1 (ïðàâîðó÷), çíàéäåíi

÷èñåëüíî ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Òóò τ = 10 ìñ, ∆ = 8 ìñ, λ = 800 ñ
−1
, N0 = 4,

N = 30 000, t1=6 ìñ, t0=3 ìñ (ëiâîðó÷) i t0 = 1 ìñ (ïðàâîðó÷). ×iòêî âèäíî

âiäìiííiñòü õîäó P (t2 | t1, t0) çà ðiçíèõ çíà÷åíü óìîâè t0.
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�èñ. 3.19 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) ÿê �óíêöiÿ t2 äëÿ IÂ iç

çàòðèìàíèì ÇÇ äëÿ (t1, t0) ∈ D5 (ëiâîðó÷) i (t1, t0) ∈ D1 (ïðàâîðó÷), çíàéäåíi

÷èñåëüíî. Òóò C = 20 ìÂ, τM = 3 ìñ, y0 = 15 ìÂ, λ = 200 ñ
−1
, ∆ = 8 ìñ,

N = 30 000, t1=6 ìñ, t0=3 ìñ (ëiâîðó÷) i t0 = 1 ìñ (ïðàâîðó÷). ×iòêî âèäíî

âiäìiííiñòü õîäó P (t2 | t1, t0) çà ðiçíèõ çíà÷åíü óìîâè t0.
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éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII.

Äëÿ ÇÍ ç ïîðîãîì 2 ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé îòðèìàíî àíàëiòè÷íî òà ÷èñåëüíî,

äëÿ âèùèõ ïîðîãiâ � ÷èñåëüíî. Äîñëiäæåíî âèïàäêè øâèäêîãî òà ïîâiëüíîãî

çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó. Îòðèìàíi �óíêöi¨ ìiñòÿòü ñóòò¹âi îñîáëèâîñòi, ÿêi ñâiä÷àòü

ïðî òå, ùî ìîæå ñòàòèñÿ çi ñòàòèñòèêîþ àêòèâíîñòi îêðåìèõ íåéðîíiâ, ÿêùî ç

íèõ óòâîðèòè ìåðåæó iç çàòðèìàíèìè çâîðîòíiìè çâ'ÿçêàìè.

Òàê, íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî ÇÇ ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè δ-ïîäiáíèõ îñîáëèâîñòåé

òà ñòðèáêiâ îäíîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t) ÿê �óíêöi¨ äîâæèíè

âèõiäíîãî iíòåðâàëó t. Ïîëîæåííÿ δ-�óíêöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ÷àñîì ∆ çàòðèìêè

iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ i ïîâ'ÿçàíå ç ïðèõîäîì çáóäæóþ÷îãî iìïóëüñó ç ëiíi¨ ÷åðåç

∆ îäèíèöü ÷àñó ïiñëÿ ïîïåðåäíüîãî ïîñòðiëó.

Â ðåàëüíèõ íåéðîííèõ ìåðåæàõ çàìiñòü δ-�óíêöi¨ ñëiä î÷iêóâàòè ïîÿâè ðiç-

êîãî ïiêó. Íàÿâíiñòü δ-�óíêöi¨ (ïiêó) â ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé P (t) ñâiä÷èòü ïðî

ìîæëèâiñòü âèíèêíåííÿ ðåæèìó, â ÿêîìó àêòèâíiñòü íåéðîíó ¹ ñòðîãî ïåðiîäè-

÷íîþ. Ïåðiîä òàêèõ îñöèëÿöié äîðiâíþâàòèìå ÷àñó ïðîõîäæåííÿ iìïóëüñîì ëiíi¨

çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó. Àíàëîãi÷íîãî ÿâèùà ñëiä î÷iêóâàòè i â øèðøié íåéðîííié

ìåðåæi, äå çâîðîòíié çâ'ÿçîê îïîñåðåäêîâàíèé ïðîìiæíèìè íåéðîíàìè. Â öüî-

ìó âèïàäêó ïåðiîä îñöèëÿöié äîðiâíþâàòèìå ñóìàðíîìó ÷àñó, ùî íåîáõiäíèé

iìïóëüñó äëÿ ïðîõîäæåííÿ âñi¹¨ ïåòëi çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó. Âèíèêíåííÿ îñöèëÿ-

öié â ðiçíèõ ñòðóêòóðàõ ÖÍÑ (çîêðåìà, iñíóâàííÿ α-, β, δ-, γ-ðèòìiâ ãîëîâíîãî

ìîçêó) ¹ øèðîêî âiäîìèì �içiîëîãi÷íèì �àêòîì (äèâ., íàïðèêëàä, [117℄).

Êðiì öüîãî, îòðèìàíî òî÷íi âèðàçè äëÿ ñåðåäíüî¨ òðèâàëîñòi âèõiäíîãî ÌII,

ñåðåäíüî¨ âèõiäíî¨ iíòåíñèâíîñòi òà êîå�iöi¹íòó âàðiàöi¨. Äëÿ �içiîëîãi÷íî ðåà-

ëiñòè÷íèõ çíà÷åíü iíòåíñèâíîñòi âõiäíî¨ ñòèìóëÿöi¨ áóëî îòðèìàíî âèñîêi çíà-

÷åííÿ ÊÂ, â ìåæàõ âiä 0.5 äî 1, ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè ðå-

çóëüòàòàìè [23℄ äëÿ àêòèâíîñòi íåéðîíiâ êîðè ãîëîâíîãî ìîçêó ìàâï. Òîäi ÿê
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ðîçðàõóíêè äëÿ íåéðîíó áåç ÇÇ äàþòü çíà÷íî íèæ÷i çíà÷åííÿ ÊÂ i íå ìîæóòü

ïîÿñíèòè çãàäàíi åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi (äèâ., íàïðèêëàä, [23, 118℄).

Öi ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü çðîáèòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî íàÿâíiñòü çàòðèìà-

íîãî çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó ìîæå ñóòò¹âèì ÷èíîì çìiíèòè ñòàòèñòèêó íåéðîííî¨

àêòèâíîñòi, ïîðiâíÿííî ç âèïàäêàìè áåç ÇÇ òà ç ìèòò¹âèì ÇÇ.

Öåé âèñíîâîê íàáóâà¹ äîäàòêîâîãî çìiñòó â òåðìiíàõ áàãàòîiíòåðâàëüíèõ ãóñ-

òèí éìîâiðíîñòåé. Òàê, íà îñíîâi îòðèìàíèõ òî÷íèõ âèðàçiâ äëÿ ãóñòèíè óìîâ-

íèõ éìîâiðíîñòåé P (t1 | t0), ìè äîâîäèìî, ùî íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî ÇÇ ïðèçâî-

äèòü äî ïîÿâè êîðåëÿöié â ïîñëiäîâíîñòi äîâæèí âèõiäíèõ ÌII. Öå îçíà÷à¹, ùî,

íà âiäìiíó âiä âèïàäêiâ áåç ÇÇ òà ç ìèòò¹âèì ÇÇ, âèõiäíà ñòîõàñòè÷íà àêòèâíiñòü

íåéðîíó iç çàòðèìàíèì çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì íå ¹ ïðîöåñîì âiäíîâëåííÿ. Áiëüøå

òîãî, ðîçãëÿäàþ÷è áàãàòîiíòåðâàëüíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0)

äëÿ äîâiëüíîãî n = 0, 1, . . ., ìè äîâîäèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü äîâæèí âèõiäíèõ

ÌII ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ íå ¹ ìàðêiâñüêèì ïðîöåñîì ÿêîãîñü ñêií÷åííîãî ïî-

ðÿäêó. Òàêèì ÷èíîì, íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî ÇÇ ïðèçâîäèòü äî íåìàðêiâñüêî¨

ñòàòèñòèêè âèõiäíîãî ïîòîêó íåéðîíó.

Îñêiëüêè â ðîçãëÿíóòié ñèñòåìi ç îäíîãî íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ íåìàð-

êiâñüêà ïîâåäiíêà âèíèêà¹ âèêëþ÷íî çàâäÿêè çàòðèìàíîìó ñàìîâïëèâó íåéðîíó,

ïðèðîäíüî ïðèïóñòèòè íàÿâíiñòü ïîäiáíî¨ ïîâåäiíêè â áóäü-ÿêié ñèñòåìi iç çà-

òðèìàíèìè çâîðîòíiìè çâ'ÿçêàìè. Â øèðøié íåéðîííié ìåðåæi çàòðèìàíèé çâî-

ðîòíié çâ'ÿçîê ìîæå áóòè îïîñåðåäêîâàíèé ïðîìiæíèìè íåéðîíàìè, i îòðèìàíi

ðåçóëüòàòè ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî ïîâåäiíêà òàêî¨ ìåðåæi òåæ áóäå íåìàðêiâñüêîþ.

Íàðåøòi, ìè ñòàâèëè ñîái çà ìåòó ïåðåâiðèòè, ÷è îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ ÇÍ

iç çàòðèìàíèì ÇÇ ÷óòëèâi äî êîíêðåòíèõ ïðàâèë íåéðîííî¨ ìîäåëi. Ç öi¹þ ìåòîþ

áóëî çäiéñíåíî êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ çáóäæóþ÷îãî IÂ-íåéðîíó iç çàòðèìà-

íèì ÇÇ, ñòèìóëüîâàíîãî ïóàññîíiâñüêèì ïîòîêîì (äèâ. ïiäðîçäië 2.4). Îòðèìàíi
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ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t) òà P (tn+1 | tn, . . . , t0) ðîçòàøîâàíî íà �èñ. 3.6, ïðà-

âîðó÷, ñòîð. 53, òà �èñ. 3.19, ñòîð. 88. Î÷åâèäíî, íàÿâíà çíà÷íà ïîäiáíiñòü ìiæ

ðåçóëüòàòàìè, çíàéäåíèìè äëÿ ìîäåëåé ÇÍ òà IÂ, ïîðiâí. �èñ. 3.6, ïðàâîðó÷,

ç �èñ. 3.6, ëiâîðó÷, òà �èñ. 3.19 ç �èñ. 3.17. Öå ïiäøòîâõó¹ äî âèñíîâêó, ùî

â ìåðåæi çáóäæóþ÷èõ íåéðîíiâ ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè âèõiäíîãî ñèãíàëó

çóìîâëåíi â îñíîâíîìó ñðóêòóðîþ ìåðåæi (àðõiòåêòóðîþ ¨¨ çâ'ÿçêiâ) òà ñòàòè-

ñòèêîþ âõiäíîãî ñèãíàëó, i â çíà÷íî ìåíøié ìiði � iíäèâiäóàëüíèìè êiëüêiñíèìè

õàðàêòåðèñòèêàìè îêðåìèõ íåéðîíiâ.
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�ÎÇÄIË 4

�ÀËÜÌIÂÍÈÉ ÍÅÉ�ÎÍ ÇI ÇÂÎ�ÎÒÍIÌ ÇÂ'ßÇÊÎÌ

4.1 Âñòóï

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè äîñëiäæó¹ìî âïëèâ íàÿâíîñòi çàòðèìàíîãî çâîðîòíüî-

ãî çâ'ÿçêó íà ñòàòèñòèêó iìïóëüñiâ ãàëüìiâíèõ íåéðîíiâ. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿ-

äà¹ìî ñèòóàöiþ, êîëè âèõiäíi (ãàëüìiâíi) iìïóëüñè ÇÍ íàïðàâëÿþòüñÿ íà éîãî

æ âõiä iç äåÿêîþ çàòðèìêîþ â ÷àñi ∆. ×àñ çàòðèìêè ∆ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ

ââàæàòèìåìî �iêñîâàíèì òà ìåíøèì âiä òðèâàëîñòi âíóòðiøíüî¨ ïàì'ÿòi ÇÍ τ

(øâèäêèé ÇÇ):

∆ < τ. (4.1.1)

Öå äîçâîëèòü îòðèìàòè êîìïàêòíiøi àíàëiòè÷íi âèðàçè.

Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî äëÿ çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó iç çàòðè-

ìàíèì ÇÇ, ñòàí ëiíi¨ ÇÇ õàðàêòåðèçóâàòèìåìî çà äîïîìîãîþ çìiííî¨ s, s ∈]0; ∆],

ùî ïîçíà÷à¹ ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨, äèâ. ïiäðîçäië 2.1. �àëüìiâíó äiþ iì-

ïóëüñiâ ç ëiíi¨ ÇÇ ìîäåëþâàòèìåìî íàñòóïíèì ÷èíîì. Êîëè ãàëüìiâíèé iìïóëüñ

äîñÿãà¹ âõîäó íåéðîíó, âií çíèùó¹ âñi çáóäæóþ÷i iìïóëüñè â éîãî âíóòðiøíié

ïàì'ÿòi � àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê õëîðíå ãàëüìóâàííÿ øóíòó¹ äåïîëÿðèçàöiþ íåé-

ðîííî¨ ìåìáðàíè, äèâ. [119℄. ßêùî â ìîìåíò ïðèõîäó ãàëüìiâíîãî iìïóëüñó ÇÍ

âèÿâèâñÿ ïîðîæíiì, òàêèé iìïóëüñ ìèòò¹âî çíèêà¹ áåç âñÿêî¨ äi¨ � àíàëîãi÷íî äî

òîãî, ÿê õëîðíå ãàëüìóâàííÿ íå çìiíþ¹ ìåìáðàííî¨ íàïðóãè â ñòàíi ñïîêîþ. Òà-

êå ãàëüìóâàííÿ ¹ "øâèäêèì" â òîìó ñåíñi, ùî ãàëüìiâíi iìïóëüñè äiþòü ìèòò¹âî

i íå çàïàì'ÿòîâóþòüñÿ íåéðîíîì.

ßê i ó âèïàäêó çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó, îñíîâíîþ çàäà÷åþ òóò ¹ çíàõîäæåííÿ

îäíîiíòåðâàëüíî¨ òà óìîâíî¨ áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèí éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâ-

æèí âèõiäíèõ ÌII. Ìàòåðiàëè öüîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [29, 31℄.



93

4.2 Îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé

Äëÿ çíàõîäæåííÿ îäíîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t) äëÿ ãàëüìiâ-

íîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñü çàãàëüíèì ìåòîäîì, îïèñàíèì

â ïiäðîçäiëi 2.2.

4.2.1 �îçðàõóíîê F (t|s)

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé F (t|s) äîâæèí âèõiäíèõ ÌII ãàëü-

ìiâíîãî íåéðîíó çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì çà óìîâè, ùî ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨

ÇÇ íà ìîìåíò ïî÷àòêó öüîãî ÌII ñêëàäà¹ s.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ F (t|s), ñëiä îêðåìî ðîçãëÿíóòè îáëàñòi t < s òà t ≥ s.

Ó âèïàäêó t < s, âèõiäíèé iìïóëüñ ìà¹ áóòè çãåíåðîâàíèé áåç ó÷àñòi ëiíi¨

ÇÇ. Îòæå, ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí òàêèõ ÌII áóäå òàêîþ ñàìîþ, ùî

é äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ:

F (t|s) = P 0(t), t < s. (4.2.1)

Òóò P 0(t) ïîçíà÷à¹ ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí ÌII íà âèõîäi ÇÍ áåç ÇÇ,

âèðàç (1.3.5).

Â ìîìåíò t = s, ãàëüìiâíèé iìïóëüñ äîñÿãà¹ âõîäó ÇÍ, i íåéðîí ñòà¹ ïîðîæ-

íiì. Äëÿ ãåíåðàöi¨ âèõiäíîãî ïîñòðiëó ïðîòÿãîì íåñêií÷åííî ìàëîãî iíòåðâàëó

[s; s + dt[, íåîáõiäíî îòðèìàòè äâà âõiäíèõ iìïóëüñè ïðîòÿãîì öüîãî iíòåðâàëó.

Éìîâiðíiñòü öi¹¨ ïîäi¨ ìà¹ âåëè÷èíó ïîðÿäêó (dt)2
. Îòæå, F (t|s) = 0 â òî÷öi

t = s.

Äëÿ îòðèìàííÿ ÌII äîâæèíîþ t > s, ïîâèííi âiäáóòèñÿ äâi íåçàëåæíèõ ïîäi¨:

(i) ÇÍ áåç ÇÇ íå ñòðiëÿ¹ íà ïðîìiæêó ]0; s]; (ii) ÇÍ áåç ÇÇ, ùî ñòàðòó¹ ïîðîæíiì

â ìîìåíò s òà âïåðøå ñòðiëÿ¹ â ìîìåíò t. Öi ïîäi¨ íåçàëåæíi, îñêiëüêè ¨õ ðåàëi-

çàöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ïîâåäiíêîþ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó íà ÷àñîâèõ ïðîìiæêàõ

]0; s] òà ]s; t], ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, äèâ. ïiäðîçäië 1.2. Çà âèçíà÷åííÿì Π0(t), âè-



94

 0

 50

 100

 150

 0  0.005  0.01  0.015  0.02

F(
t|s

),
  1

/s

t, seconds

 0

 30

 60

 90

 120

 0  0.002  0.004  0.006  0.008

f(
s)

, 1
/s

ec
on

ds

s, seconds

�èñ. 4.1 �óñòèíè éìîâiðíîñòåé F (t|s) (ëiâîðó÷) òà f(s) (ïðàâîðó÷). Òóò τ = 10

ìñ, ∆ = 8 ìñ, λ = 350 ñ
−1
, N0=2.

ðàç (1.3.9), éìîâiðíiñòü ïîäi¨ (i) ¹ Π0(s), à ïîäiÿ (ii) ìà¹ éìîâiðíiñòü P 0(t− s) dt.

Òàêèì ÷èíîì,

F (t|s) = Π0(s) P 0(t − s), t > s. (4.2.2)

Âðàõîâóþ÷è �îðìóëè (1.3.10), (4.2.1) òà (4.2.2) ó âèïàäêó ∆ < τ äëÿ F (t|s)

îòðèìà¹ìî:

F (t | s) =























λ2t e−λt, t ∈]0; s[,

(1 + λs) e−λsP 0(t − s), t ≥ s.

(4.2.3)

�óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé F (t|s), çàäàíà â (4.2.3), ¹ íîðìîâàíîþ:

∫

∞

0
F (t|s) dt = 1. Êðiì öüîãî, �óíêöiÿ F (t|s) ìiñòèòü ðîçðèâ âèñîòîþ λ2s e−λs

â

òî÷öi t = s i ¹ íåïåðåðâíîþ íà ðåøòi îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Íà �èñ. 4.1, ëiâîðó÷, çîáðàæåíî ãðà�iê �óíêöi¨ F (t|s), ùî çàäàíà âèðàçîì

(4.2.3).

4.2.2 �îçïîäië ÷àñiâ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ f(s)

�îçðàõó¹ìî ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé f(s) äëÿ ÷àñiâ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ

íà ìîìåíò ïî÷àòêó âèõiäíîãî ÌII ó âèïàäêó ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ.
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Äëÿ öüîãî, çãiäíî ïðîöåäóðè, îïèñàíié â ïiäðîçäiëi 2.2, ñïî÷àòêó çíàéäåìî âèðàç

äëÿ ãóñòèíè ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P (s′ | s).

4.2.2.1 �óñòèíà ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P (s′ | s)

Ç âèçíà÷åííÿ �óíêöi¨ P (s′ | s), ùî áóëî äàíå â îñòàííüîìó àáçàöi ïiäðîçäiëó

2.2 âèïëèâà¹, ùî

s′ ≥ s òà s′ 6= ∆ ⇒ P (s′ | s) = 0.

Ìíîæèíà çíà÷åíü (s′, s), äëÿ ÿêèõ P (s′ | s) ¹ íåíóëüîâîþ, âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóï-

íèìè íåðiâíîñòÿìè:

s′ < s àáî s′ = ∆.

Çi çìiñòó �óíêöi¨ F (t|s) âèïëèâà¹, ùî (4.2.1) äîçâîëÿ¹ ðîçðàõóâàòè P (s′ | s) äëÿ

s′ < s, òîáòî:

P (s′ | s) = F (t|s)
∣

∣

∣

t=s−s′
= P 0(s − s′) = e−λ(s−s′)λ2(s − s′), s′ < s ∈]0; ∆],

(4.2.4)

äå áóëî âèêîðèñòàíî �îðìóëè (1.3.5), (1.3.6) òà (4.1.1).

�îçãëÿíåìî òî÷íó ðiâíiñòü s′ = ∆. Âîíà ìàòèìå ìiñöå êîæíîãî ðàçó, êîëè

äëÿ ïîïåðåäíüîãî ÌII âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü t ≥ s, ÿêà ìà¹ íåíóëüîâó éìîâið-

íiñòü. Òàêèì ÷èíîì, ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (s′ | s) ìiñòèòü ñèíãóëÿðíiñòü òèïó

δ-�óíêöi¨ Äiðàêà â òî÷öi s′ = ∆. Äëÿ îáðàõóíêó âàãè öi¹¨ δ-�óíêöi¨ äîñèòü

âèêîðèñòàòè óìîâó íîðìóâàííÿ:

∆
∫

0

P (s′ | s)ds′ = 1, s ∈]0; ∆],

ùî äà¹

P (s′ | s) =











e−λ(s−s′)λ2(s − s′), s′ < s ∈]0; ∆],

(λ s + 1) e−λ s δ(s′ − ∆), s′ ≥ s ∈]0; ∆].
(4.2.5)
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Öiêàâî, ùî âèðàç (4.2.5) äëÿ ãàëüìiâíîãî ÇÍ ñïiâïàäà¹ ç âèðàçîì (3.2.9) äëÿ

çáóäæóþ÷îãî ÇÍ.

4.2.2.2 �îçïîäië ÷àñiâ æèòòÿ

Äëÿ çíàõîäæåííÿ �óíêöi¨ f(s), ñëiä ïiäñòàâèòè P (s′ | s) ç �îðìóëè (4.2.5)

äî (2.2.2) òà ðîçâ'ÿçàòè îòðèìàíå ðiâíÿííÿ. Îñêiëüêè �îðìóëà äëÿ P (s′ | s),

îòðèìàíà ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, ñïiâïàäà¹ ç âèðàçîì (3.2.9), çíàéäåíèì â

ïiäðîçäiëi 3.2.2 äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ, òî ðiâíÿííÿ äëÿ f(s)

òà ñàìà �óíêöiÿ f(s) òåæ áóäóòü òàêèìè ñàìèìè, ùî é äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ:

f(s) = a δ(s − ∆) + g(s), (4.2.6)

äå g(s) � ðåãóëÿðíà �óíêöiÿ, ùî çíèêà¹ ïîçà iíòåðâàëîì ]0; ∆]:

g(s) =
a λ

2

(

1 − e−2λ(∆−s)
)

, s ∈]0; ∆], (4.2.7)

äå a � áåçðîçìiðíà êîíñòàíòà:

a = 4e2λ∆/
(

(2λ∆ + 3)e2λ∆ + 1
)

, (4.2.8)

ùî äà¹ éìîâiðíiñòü çíàéòè iìïóëüñ â ëiíi¨ ÇÇ ç ÷àñîì æèòòÿ ∆ íà ïî÷àòêó

äîâiëüíîãî âèõiäíîãî ÌII.

Íà �èñ. 4.1, ïðàâîðó÷, ñòîð. 94, çîáðàæåíî ãðà�iê �óíêöi¨ f(s).

Íàÿâíiñòü δ-ïîäiáíî¨ ñèíãóëÿðíîñòi â f(s) ìîæíà ïîÿñíèòè àíàëîãi÷íî äî

òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî äëÿ âèïàäêó çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ, äèâ.

ìiðêóâàííÿ íà ïî÷àòêó ïiäðîçäiëó 3.2.2.2.

4.2.3 Îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t)

Äëÿ îòðèìàííÿ âèðàçó äëÿ P (t), ñëiä ïiäñòàâèòè �îðìóëè (4.2.3) òà (4.2.6)

äî âèðàçó (2.2.1). Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:

P (t) = aF (t | ∆) +

∫ ∆

0

F (t | s)g(s)ds. (4.2.9)
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ßâíèé âèðàç äëÿ P (t), ùî ìîæå áóòè îòðèìàíèé ïîäàëüøèìè ïåðåòâîðåííÿìè

�îðìóëè (4.2.9), áóäå ðiçíèé äëÿ çíà÷åíü t, ùî íàëåæàòü ðiçíèì äîìåíàì, ÷åðåç

òå, ùî âèðàçè äëÿ F (t|s) íà ðiçíèõ äîìåíàõ ðiçíi, äèâ. âåðõíié i íèæíié ðÿäîê

�îðìóëè (4.2.3) òà âèðàç (1.3.5). �ðàíèöi äîìåíiâ, íà ÿêèõ äëÿ P (t) ñïðàâåäëèâà

îäíà é òà ñàìà �îðìóëà, äèêòóþòüñÿ îáîìà äîäàíêàìè â (4.2.9). À ñàìå, áåðó÷è

(4.2.3) ç s = ∆ òà âèêîðèñòîâóþ÷è (1.3.5), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ïåðøèé

äîäàíîê âèðàçó (4.2.9) îïèñó¹òüñÿ îäíi¹þ i òi¹þ ñàìîþ �îðìóëîþ íà äîìåíàõ,

ðîçëiäåíèõ òî÷êàìè

t = 0, ∆, τ + ∆, 2τ + ∆, 3τ + ∆, . . . . (4.2.10)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, äðóãèé äîäàíîê â (4.2.9) òàêîæ îïèñó¹òüñÿ îäíi¹þ �îðìóëîþ íà

äîìåíi, îáìåæåíîìó äâîìà ïåðøèìè òî÷êàìè ç (4.2.10). Öå äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè

òî÷íó �îðìóëó íà öüîìó äîìåíi. À ñàìå, ÿêùî t ∈]0; ∆], òî ïåðøèé äîäàíîê â

(4.2.9) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

aF (t | ∆) = aλ2t e−λt, (4.2.11)

òîäi ÿê îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ â äðóãîìó äîäàíêó ìà¹ áóòè ðîçäiëåíà íà äâi

òî÷êîþ s = t, à çàìiñòü F (t|s) ñëiä ïiäñòàâèòè àáî âåðõíié, àáî íèæíié ðÿäîê

�îðìóëè (4.2.3):

∫ ∆

0

F (t | s)g(s)ds =

∫ t

0

(1 + λs) e−λsλ2(t − s)e−λ(t−s) g(s) ds+

+

∫ ∆

t

λ2te−λt g(s) ds. (4.2.12)

Îá'¹äíóþ÷è �îðìóëè (4.2.11) òà (4.2.12), ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî

P (t) =
2λ e−λt

2 λ∆ + 3 + e−2λ∆
·

(

1

6
λ3t3 −

1

2
λ2t2+

+ λt
(3

2
+

1

4
e−2λ∆ +

1

4
e−2λ(∆−t)

)

+ λ2t∆

)

, t < ∆. (4.2.13)
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Êîëè t ≥ ∆, äëÿ ðîçðàõóíêó P (t) íåîáõiäíî ñêîðèñòàòèñü ëèøå íèæíiì ðÿä-

êîì �îðìóëè (4.2.3), i âèðàç (4.2.9) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

P (t) = a (1 + λ∆) e−λ∆P 0(t − ∆)+

+

∫ ∆

0

(1 + λs) e−λsP 0(t − s)g(s) ds, t ≥ ∆. (4.2.14)

Ââåäåìî íîâó çìiííó iíòåãðóâàííÿ u = t − s ó âèðàçi (4.2.14):

P (t) = a (1 + λ∆) e−λ∆P 0(t − ∆)+

+

∫ t

t−∆

(1 + λ(t − u))e−λ(t−u)P 0(u)g(t − u) du. (4.2.15)

Òóò, çàâäÿêè (1.3.5)�(1.3.7), ÿâíèé âèðàç äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó çìiíþ¹òüñÿ êî-

æíîãî ðàçó, êîëè t−∆ ïåðåòèíà¹ çíà÷åííÿ, îòðèìàíi ÿê äîáóòîê τ íà öiëi ÷èñëà.

Öå äà¹ ãðàíè÷íi òî÷êè (4.2.10). ßâíèé âèðàç äëÿ äðóãîãî äîäàíêó â (4.2.15) ìî-

æå çìiíèòèñÿ êîæíîãî ðàçó, êîëè àáî çíà÷åííÿ t, àáî çíà÷åííÿ t−∆ ïåðåòèíà¹

äîáóòîê τ íà öiëi. Öå äà¹ íàñòóïíi ãðàíè÷íi òî÷êè:

t = 0, ∆, τ, τ + ∆, 2τ, 2τ + ∆, 3τ, 3τ + ∆, . . . . (4.2.16)

ßêùî çíà÷åííÿ t çìiíþ¹òüñÿ â ìåæàõ ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè òî÷êàìè ç

(4.2.16), êîæåí ç äâîõ äîäàíêiâ â (4.2.14) ÷è (4.2.15) îïèñó¹òüñÿ ïåâíîþ àëãåáðà-

¨÷íîþ �îðìóëîþ, ÿêà íå çìiíþ¹ ñâîãî âèãëÿäó â öèõ ìåæàõ. Äëÿ çíàõîäæåííÿ

òàêèõ ÿâíèõ �îðìóë äëÿ âñiõ îáëàñòåé çìiíè t, âèçíà÷åíèõ ãðàíèöÿìè (4.2.16),

ââåäåìî äâi ãðóïè äîìåíiâ, Bm òà Cm, çãiäíî âèðàçiâ:

Bm = [mτ + ∆; (m + 1)τ ] , m = 0, 1, . . . ,

Cm = ](m + 1)τ ; (m + 1)τ + ∆[ , m = 0, 1, . . . .

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî äîìåíè Bm òà Cm, m = 0, 1, . . ., ÷åðãóþ÷èñü ìiæ ñîáîþ, ðà-

çîì ç äîìåíîì ]0; ∆[ (íà ÿêîìó âæå îòðèìàíî ÿâíèé âèðàç (4.2.13)), ïîêðèâàþòü

âñþ ìíîæèíó ]0;∞[ ìîæëèâèõ çíà÷åíü äîâæèíè âèõiäíîãî ÌII.
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ßêùî t ∈ Bm, òîäi mτ ≤ t − ∆ < t ≤ (m + 1)τ , i ñëiä çàìiñòü P 0(u) â

(4.2.15) ïiäñòàâèòè ym(t) ç (1.3.7), ÿêå âiäïîâiäà¹ öüîìó m. ßêùî æ t ∈ Cm, òîäi

mτ < t−∆ < (m+1)τ < t. Òîæ îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ó âèðàçi (4.2.15) ìà¹ áóòè

ðîçäiëåíà íà äâi òî÷êîþ (m + 1)τ , à çàìiñòü P 0(u) ñëiä ïiäñòàâèòè âiäïîâiäíî

ym(t) òà ym+1(t). �îçãëÿíåìî îêðåìî âèðàçè äëÿ P (t) íà äîìåíàõ Bm òà Cm.

4.2.3.1 Îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé íà äîìåíàõ Bm

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó t ∈ Bm, äëÿ P (t) îòðèìà¹ìî:

P (t) = a (1 + λ∆) e−λ∆ym(t − ∆)+

+

∫ ∆

0

(1 + λs) e−λsym(t − s)g(s)ds, t ∈ Bm, (4.2.17)

ùî ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ äà¹:

P (t) = a (1 + λ∆) e−λ∆ · ym(t − ∆) −
a

2
eλ(∆−τ) · ym+1(t − ∆ + τ)+

+
a

2
eλτ · ym+1(t + τ) +

aλ

2
e−λt

m+1
∑

k=1

k
∑

l=0

Kklλ
k−l(t − (k − 1)τ)k−l−

−
aλ

2
e−λt

m
∑

k=1

k
∑

l=0

Kklλ
k−l(t − kτ)k−l, t ∈ Bm, (4.2.18)

äå

Kkl =
1

2l+2(k − l)!

(

l + 1

(l + 2)!
(−2λ∆)l+2 + l + 1−

− (l − 1) e−2λ∆ − 2
l

∑

i=0

(−2λ∆)l−i

(l − i)!

(

1 +
l + 1

l + 1 − i
· λ∆

) )

.

4.2.3.2 Îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé íà äîìåíàõ Cm

�îçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê t ∈ Cm. Áåðó÷è äî óâàãè âèðàçè (1.3.5)�(1.3.7),

ìîæíà ïðåäñòàâèòè �îðìóëó (4.2.15) ó âèãëÿäi

P (t)

∣

∣

∣

∣

t∈Cm

=

= a (1 + λ∆) e−λ∆ym(t − ∆) +

∫ t−(m+1)τ

0

(1 + λs) e−λsym+1(t − s)g(s)ds+
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+

∫ ∆

t−(m+1)τ

(1 + λs) e−λsym(t − s)g(s)ds =

= a (1 + λ∆) e−λ∆ym(t − ∆) +

∫ ∆

0

(1 + λs) e−λsym(t − s)g(s)ds+

+
λm+3

(m + 2)!
e−λt

∫ t−(m+1)τ

0

(1 + λs) (t − s − (m + 1)τ)m+2g(s)ds−

−
λm+2

(m + 1)!
e−λt

∫ t−(m+1)τ

0

(1 + λs) (t − s − (m + 1)τ)m+1g(s)ds.

Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî çà PB,m(t) ïðàâó ÷àñòèíó âèðàçó (4.2.17), ÿêà âèçíà-

÷åíà äëÿ âñiõ t:

PB,m(t) = a (1+λ∆) e−λ∆ym(t−∆)+

∫ ∆

0

(1+λs) e−λsym(t−s)g(s)ds, t > 0.

Ç âèêîðèñòàííÿì öüîãî ïîçíà÷åííÿ ìîæíà çàïèñàòè:

P (t)

∣

∣

∣

∣

t∈Cm

= PB,m(t) +
aλ

2
e−λt · ρ∆

m (λ (t − (m + 1)τ)) , (4.2.19)

äå

ρ∆
m(x) =

2

aλ

1

(m + 2)!

x
∫

0

(1 + v) (x − v)m+2g
(v

λ

)

dv−

−
2

aλ

1

(m + 1)!

x
∫

0

(1 + v) (x − v)m+1g
(v

λ

)

dv, m = 0, 1, . . . . (4.2.20)

Òóò áóëî ââåäåíî áåçðîçìiðíó çìiííó iíòåãðóâàííÿ v = λs.

Âèêîíóþ÷è iíòåãðóâàííÿ â �îðìóëi (4.2.20), îòðèìà¹ìî:

ρ∆
m(x) =

m+4
∑

l=0

Kl xl − e−2λ∆+2x ·

m+3
∑

l=0

Dl xl, (4.2.21)

äå

Dl =
1

2m+4−l
·

l
∑

i=0

(−1)l−i · (m − 1 − i)

i! (l − i)!
,
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Kl =
(m − 1 − l)

2m+4−l · l!
e−2λ∆, l = 0, . . .m + 1,

Km+2 =
1

4 · (m + 2)!
e−2λ∆ −

1

(m + 2)!
,

Km+3 =
m+2
∑

i=1

(−1)i i

(m + 2 − i)! (i + 1)!
+

1

(m + 3)!
,

Km+4 =
m+2
∑

i=0

(−1)i (i + 1)

(m + 2 − i)! (i + 2)!
,

Dm+2 =
1

4

m+2
∑

i=0

(−1)i · (i + 1)

i! (m + 2 − i)!
, Dm+3 =

1

2

m+2
∑

i=0

(−1)i

i! (m + 2 − i)!
. (4.2.22)

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ó âèïàäêó ∆ = 0 ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiä-

íèõ ÌII öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì (4.2.18), ùî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ãóñòèíó

éìîâiðíîñòåé äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ, âèçíà÷åíó â (1.3.5):

P (t)|∆=0 = P 0(t), t > 0. (4.2.23)

Òàê i ìà¹ áóòè, îñêiëüêè ïðè ∆ = 0 ãàëüìiâíèé iìïóëüñ çàâæäè íàäõîäèòü äî

ïîðîæíüîãî íåéðîíó i çíèêà¹ áåç âñÿêî¨ äi¨, òîæ ëiíiÿ ÇÇ íå ìà¹ çìîãè âïëè-

íóòè íà âèõiäíèé ïîòiê. Òîìó ïðèðîäíüî, ùî ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ ∆ = 0

ñïiâïàäà¹ ç òi¹þ, ùî áóëà çíàéäåíà äëÿ ÇÍ áåç ëiíi¨ ÇÇ.

Îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé, âèçíà÷åíà �îðìóëàìè (4.2.13),

(4.2.18), (4.2.19)�(4.2.22), ìiñòèòü ðîçðèâ â ðî÷öi t = ∆ i ¹ íåïåðåðâíîþ �óíêöi-

¹þ íà ðåøòi îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Íàÿâíiñòü ðîçðèâó â P (t) ïðè t = ∆ ïðîçîðî

âèäíî âæå ç âèðàçó (4.2.9). Ñïðàâäi, îñêiëüêè F (t|s) ìiñòèòü ðîçðèâ â òî÷öi

t = s, äèâ. âèðàç (4.2.3), ïåðøèé äîäàíîê âèðàçó (4.2.9) ìàòèìå ðîçðèâ ïðè

t = ∆. Äðóãèé äîäàíîê â (4.2.9) ¹ íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ.

Ïðèêëàä ãðà�iêó �óíêöi¨ P (t) äëÿ ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ ïðåä-

ñòàâëåíî íà �èñ. 4.2. Àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè óçãîäæóþòüñÿ ç ÷èñåëüíèìè, ïî-

ðiâí. �èñ. 4.2, ëiâîðó÷ òà ïðàâîðó÷. ×iòêî âèäíî íàÿâíiñòü ðîçðèâó â òî÷öi
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�èñ. 4.2 �óñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII. Ëiâîðó÷ � ðîçðàõîâàíà

çãiäíî (4.2.13), (4.2.18), (4.2.19). Ïðàâîðó÷ � ðåçóëüòàò ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ,

N = 1 · 105
. Äëÿ îáîõ ãðà�iêiâ τ = 10 ìñ, ∆ = 8 ìñ, λ = 10 ñ

−1
, N0 = 2.

t = ∆. �óñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t) ìà¹ áiìîäàëüíó �îðìó (ìiñòèòü 2 ìàêñè-

ìóìè). Àíàëîãi÷íi îñîáëèâîñòi ñïîñòåðiãàþòüñÿ i çà âèùèõ ïîðîãiâ ÇÍ, �èñ. 4.3.

Íà �èñ. 4.4, ëiâîðó÷, ïðåäñòàâëåíî ãðà�iê �óíêöi¨ P (t), çíàéäåíî¨ ÷èñåëüíî

äëÿ âèïàäêó ∆ > τ . ßê i î÷iêóâàëîñÿ, ðåçóëüòàò ÿêiñíî ïîäiáíèé äî òîãî, ùî

éîãî áóëî îòðèìàíî àíàëiòè÷íî äëÿ ∆ < τ , �èñ. 4.2: îòðèìàíà ãóñòèíà éìîâið-

íîñòåé ¹ áiìîäàëüíîþ �óíêöi¹þ òðèâàëîñòi âèõiäíîãî ÌII t òà ìiñòèòü ðîçðèâ

â òî÷öi t = ∆.

Äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è çíàéäåíi îñîáëèâîñòi (áiìîäàëüíiñòü òà

ðîçðèâ) ñïðè÷èíåíi çàòðèìàíèì ãàëüìiâíèì ñàìîâïëèâîì íåéðîíó, ÷è çóìîâëåíi

çàñòîñóâàííÿì êîíêðåòíî¨ íåéðîííî¨ ìîäåëi, öiêàâî çàìiíèòè ìîäåëü ÇÍ ÿêîþñü

iíøîþ òà ïîðiâíÿòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè. Ïðèêëàä ãðà�iêó ãóñòèíè éìîâiðíîñ-

òåé P (t) äëÿ ãàëüìiâíîãî IÂ-íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 4.4,

ïðàâîðó÷. Âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî îòðèìàíà êàðòèíà ÿêiñíî ïîäiáíà äî òi¹¨, ùî áóëà

çíàéäåíà äëÿ ìîäåëi ÇÍ, äèâ. �èñ. 4.4, ëiâîðó÷, ìîæíà äiéòè âèñíîâêó, ùî ñàìå

íàÿâíiñòü ëiíi¨ ÇÇ ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè ðîçðèâó òà âèíèêíåííÿ áiìîäàëüíîñòi â

ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII ãàëüìiâíèõ íåéðîíiâ.
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�èñ. 4.3 �óñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII P (t), ñ−1
, îòðèìàíà

÷èñåëüíî äëÿ âèùèõ ïîðîãiâ ÇÍ: ëiâîðó÷ � N0 = 4, ïðàâîðó÷ � N0 = 6. Òóò

τ = 10 ìñ, ∆ = 8 ìñ, λ = 50 ñ
−1
, â îáîõ âèïàäêàõ çãåíåðîâàíî ïî N = 3 · 107

âèõiäíèõ iìïóëüñiâ.
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�èñ. 4.4 �óñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII, 
−1
, çíàéäåíà ÷èñåëü-

íî. Ëiâîðó÷ � ãàëüìiâíèé ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ äëÿ N0 = 2, τ = 10 ìñ, λ = 50


−1
; ïðàâîðó÷ � ãàëüìiâíèé IÂ iç çàòðèìàíèì ÇÇ äëÿ C = 20 ìÂ, τM = 3 ìñ,

y0 = 15 ìÂ, λ = 75 ñ
−1
. ∆ = 18 ìñ, N = 5 · 105

íà îáîõ ãðà�iêàõ.
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4.2.4 Âëàñòèâîñòi ðîçïîäiëó

Â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi áóëî îòðèìàíî îäíîiíòåðâàëüíó ãóñòèíó éìîâið-

íîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII, ùî âèçíà÷à¹ ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé îòðèìà-

ííÿ ÌII ïåâíî¨ äîâæèíè íà âèõîäi ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ. Â öüîìó

ïiäðîçäiëi áóäå çíàéäåíî âèðàçè äëÿ äåêiëüêîõ iíøèõ ñòàòèñòè÷íèõ õàðàêòåðè-

ñòèê âèõiäíîãî ïîòîêó. Òàê, áóäå ðîçðàõîâàíî ñåðåäíþ òðèâàëiñòü ÌII, ñåðåäíþ

âèõiäíó iíòåíñèâíiñòü òà êîå�iöi¹íò âèðiàöi¨ (ÊÂ) äîâæèí âèõiäíèõ iíòåðâàëiâ.

Ñëiä íàãîëîñèòè, ùî ÿâíi âèðàçè äëÿ P (t), çíàéäåíi âèùå, òóò íå âèêîðèñòî-

âóþòüñÿ. Íàòîìiñòü �îðìóëè öüîãî ïiäðîäçiëó îòðèìàíî íà îñíîâi ïðåäñòàâëåí-

íÿ (2.2.1) òà âèðàçiâ (4.2.3), (4.2.6)�(4.2.8). Öå çðîáëåíî ç ìiðêóâàíü çðó÷íîñòi �

ç ìåòîþ óíèêíåííÿ ãðîìiçäêiøèõ âèðàçiâ.

4.2.4.1 Ñåðåäíié ìiæiìïóëüñíèé iíòåðâàë

Çíàéäåìî ñåðåäíié ìiæñïàéêîâèé iíòåðâàë, 〈t〉, ÿê ïåðøèé ìîìåíò âèõiäíîãî

ðîçïîäiëó:

〈t〉 =

∫ ∞

0

tP (t) dt.

Áåðó÷è äî óâàãè âèðàç (2.2.1), îòðèìà¹ìî:

〈t〉 =

∫ ∞

0

t dt

∫ ∆

0

F (t | s)f(s) ds =

∫ ∆

0

ds f(s)

∫ ∞

0

t · F (t | s) dt,

ùî ðàçîì iç �îðìóëîþ (4.2.3) äà¹:

〈t〉 =

∫ ∆

0

ds f(s)

( s
∫

0

t2e−λtλ2 dt + (1 + λs) e−λs

∞
∫

s

tP 0(t − s) dt

)

=

=
1

λ

∆
∫

0

ds f(s)
(

2 + e−λs
(

λ〈t〉0 − 2 + (λ〈t〉0 − 1) λs
) )

,

äå 〈t〉0 ïîçíà÷à¹ ñåðåäíié ÌII äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ, i âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì (1.3.8).

Âèêîðèñòàâøè òóò âèðàçè (4.2.6) òà (4.2.7), ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî:

〈t〉 = a (∆ + 〈t〉0), (4.2.24)



105

äå a âèçíà÷åíå �îðìóëîþ (4.2.8).

Ñëiä çâåðíóòè óâàëó, ùî ïðè ∆ = 0 âèðàç (4.2.24) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

〈t〉

∣

∣

∣

∣

∆=0

= 〈t〉0 .

Öå óçãîäæó¹òüñÿ ç òèì �àêòîì, ùî äëÿ ∆ = 0 �óíêöiÿ P (t) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé P 0(t) äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ, âèçíà÷åíó âèðàçàìè (1.3.5)�(1.3.7),

äèâ. �îðìóëó (4.2.23).

Âèõiäíó iíòåíñèâíiñòü λout, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñåðåäí¹ ÷èñëî iìïóëüñiâ çà

îäèíèöþ ÷àñó, çíàéäåìî ÿê îáåðíåíå 〈t〉:

λout =
1

〈t〉
=

(2λ∆ + 3 + e−2λ∆)(1 − e−λτ)

4(λ∆ + 2 − (λ∆ + 1)e−λτ)
λ , (4.2.25)

äå ìè âèêîðèñòàëè âèðàçè. (1.3.8), (4.2.8) òà (4.2.24). Çà âåëèêèõ çíà÷åíü iíòåí-

ñèâíîñòi âõiäíî¨ ñòèìóëÿöi¨ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:

lim
λ→∞

(

λ

2
− λout

)

=
1

4∆
. (4.2.26)

Öå ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ, ùî íàïðÿìó âèïëèâà¹ ç �îðìóëè (4.2.25), ìîæ-

íà çðîçóìiòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïðè ïîìiðíié ñòèìóëÿöi¨ äåÿêi âõiäíi iìïóëüñè

âòðà÷àþòüñÿ, íå ñïðè÷èíèâøè âïëèâó íà âèõiäíèé ïîòiê, ÷åðåç âèñîêó éìîâið-

íiñòü äîâãîãî âõiäíîãî iíòåðâàëó. Çà âåëèêèõ âõiäíèõ iíòåíñèâíîñòåé, êîæíi äâà

ïîñëiäîâíèõ âõiäíèõ iìïóëüñè ïðèçâîäÿòü äî ãåíåðàöi¨ âèõiäíîãî ïîñòðiëó i âõî-

äæåííÿ iìïóëüñó äî ëiíi¨ ÇÇ, ÿêùî âîíà ïîðîæíÿ. Òîæ âèõiäíà iíòåíñèâíiñòü

ñêëàäàòèìå λ/2 ìiíóñ ïîñòðiëè, ùî áóëè çàãàëüìîâàíi ëiíi¹þ. Ìàêñèìàëüíà ÷àñ-

òîòà, ç ÿêîþ ëiíiÿ ìîæå ïîñòàâëÿòè iìïóëüñè íà âõiä íåéðîíó, äîðiâíþ¹ 1/∆,

i öÿ ÷àñòîòà äîñÿãà¹òüñÿ ïðè λ → ∞. Êîæåí ãàëüìiâíèé iìïóëüñ àáî çíèùþ¹

çáóäæóþ÷èé iìïóëüñ â íåéðîíi, àáî íi÷îãî íå ðîáèòü, ÿêùî íåéðîí âèÿâèòüñÿ

ïîðîæíiì íà ìîìåíò éîãî ïðèõîäó. Äëÿ âåëèêèõ âõiäíèõ iíòåíñèâíîñòåé éìî-

âiðíîñòi çíàéòè íåéðîí â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó ïîðîæíiì òà â ñòàíi ç îäíèì
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�èñ. 4.5 Ëiâîðó÷ � êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨ ÿê �óíêöiÿ äîáóòêó x = λτ äëÿ ãàëüìiâ-

íîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ äëÿ ∆ = 2 ìñ (êðèâà 1), ∆ = 5 ìñ (êðèâà 2), îòðèìàíi

àíàëiòè÷íî, òà äëÿ ∆ = 20 ìñ (êðèâà 3), çíàéäåíà ÷èñåëüíî. Òóò N0 = 2, τ = 10

ìñ, N = 1 · 106
. Ïðàâîðó÷ � êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨ ÿê �óíêöiÿ x äëÿ ãàëüìiâíîãî

ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ äëÿ N0 = 2 (êðèâà 1), N0 = 4 (êðèâà 2) òà N0 = 6 (êðèâà

3), îòðèìàíi ÷èñåëüíî. Òóò ∆ = 18, τ = 10 ìñ, N = 1 · 106
.

iìïóëüñîì â ïàì'ÿòi íàáëèæàþòüñÿ äî 0.5. Òîæ, âíàñëiäîê àêòèâíîñòi ëiíi¨ ÇÇ,

ïîðÿäêó 1/(2∆) çáóäæóþ÷èõ iìïóëüñiâ âèëó÷àòèìóòüñÿ ùîñåêóíäè ç âõiäíîãî

ïîòîêó, i ïðèáëèçíà ïîëîâèíà öi¹¨ êiëüêîñòi � ç âèõiäíîãî, ùî é ïîÿñíþ¹ (4.2.26).

�ðà�iêè λout ÿê �óíêöi¨ λ ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 3.7, ñòîð. 55. ßê i ñëiä áóëî

î÷iêóâàòè, íàÿâíiñòü ãàëüìiâíîãî çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó ïðèçâîäèòü äî çìåíøåí-

íÿ ñåðåäíüî¨ âèõiäíî¨ iíòåíñèâíîñòi âiäíîñíî âèïàäêó áåç ÇÇ, �èñ. 3.7, ëiâîðó÷.

Öå çìåíøåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ íà âñiõ ÷àñòîòàõ i çðîñòà¹ çi çáiëüøåííÿì âõiäíî¨

÷àñòîòè, ïîêè íå äîñÿãà¹ íàñè÷åííÿ, äèâ. �îðìóëó (4.2.26). Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì,

ùî çi çáiëüøåííÿì iíòåíñèâíîñòi âõiäíî¨ ñòèìóëÿöi¨ éìîâiðíiñòü çíàõîäæåííÿ

çáóäæóþ÷îãî iìïóëüñó â ïàì'ÿòi ÇÍ â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó çðîñòà¹, ïîêè íå

äîñÿãà¹ çíà÷åííÿ 0.5 (ïîðiâí. ç ìiðêóâàííÿìè ïîïåðåäíüîãî àáçàöó). Òîæ ãàëü-

ìiâíèé iìïóëüñ ìàòèìå áiëüøå øàíñiâ íà ïîãàøåííÿ çáóäæóþ÷îãî iìïóëüñó, à
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îòæå � i äî å�åêòèâíîãî çìåíøåííÿ ñåðåäíüî¨ âèõiäíî¨ iíòåíñèâíîñòi çà âèñîêèõ

÷àñòîò âõiäíî¨ ñòèìóëÿöi¨.

Äëÿ âèùèõ ïîðîãiâ ÇÍ êðèâi íàáóâàþòü áiëüø âèðàæåíî¨ ñèãìî¨äíî¨ �îðìè,

ùî õàðàêòåðíà äëÿ âiäîìèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ ùîäî çàëåæíîñòi âèõiäíî¨

iíòåíñèâíîñòi âiä âõiäíî¨ (äèâ., íàïðèêëàä, [120℄), �èñ. 3.7, ïðàâîðó÷.

4.2.4.2 Êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨

Êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨ (ÊÂ) cv äîâæèí âèõiäíèõ ÌII âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ¨õ îáåçðî-

çìiðåíà äèñïåðñiÿ:

cv ≡

√

〈t2〉

〈t〉2
− 1,

äå 〈t2〉 ïîçíà÷à¹ äðóãèé ìîìåíò âèõiäíîãî ðîçïîäiëó:

〈t2〉 ≡

∫ ∞

0

t2 P (t)dt =

∫ ∆

0

ds f(s)

∫ ∞

0

t2 F (t | s)dt.

Îá÷èñëþþ÷è iíòåãðàëè â öüîìó âèðàçi òà âðàõîâóþ÷è (1.3.8), çíàõîäèìî:

(cv)
2 =

B1 e2λτ + 2 B2 eλτ + B3

8
(

(2 + λ∆) eλτ − λ∆ − 1
)2 − 1, (4.2.27)

äå

B1 =3 e−4λ∆ − 8 e−3λ∆ + 2(6λ∆ + 13) e−2λ∆−

− 8(2λ∆ + 3) e−λ∆ + 12λ2∆2 + 52λ∆ + 51,

B2 = − 2 e−4λ∆ + 4 e−3λ∆ + 2(−5λ∆ + λτ − 7) e−2λ∆+

+ 4(2λ∆ + 3) e−λ∆ − 12λ2∆2 + 4λ2∆τ − 34λ∆ + 6λτ − 24,

B3 =e−4λ∆ + 2(4λ∆ + 3) e−2λ∆ + 12λ2∆2 + 24λ∆ + 9,

(4.2.28)

äèâ. �èñ. 4.5, ëiâîðó÷, íà ñòîð. 106 òà �èñ. 3.9 íà ñòîð. 58.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ∆ = 0 âèðàçè (4.2.27) i (4.2.28) ïîâèííi äàâàòè ðåçóëüòàò,

ðiâíèé êîå�iöi¹íòó âàðiàöi¨ c0
v äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ. Ñïðàâäi, ïiäñòàâëÿþ÷è ∆ = 0 äî
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(4.2.27) òà (4.2.28), îòðèìà¹ìî

c2
v

∣

∣

∣

∣

∆=0

=
1

(2eλτ − 1)2
·
(

2 e2λτ + 2(λτ − 1) eλτ + 1
)

=
(

c0
v

)2
,

äå c0
v áóëî çíàéäåíî â ðîáîòi [100℄.

4.3 Áàãàòîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé.

Íåìàðêîâiñòü

Öåé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîâåäåííþ Òåîðåìè 1, òîáòî íåìàðêîâîñòi âèõiä-

íîãî ïîòîêó, äëÿ ãàëüìiâíîãî íåéðîíó çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè

äiÿòèìåìî àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê äiÿëè â ïiäðîäiëi 3.4 ïðè äîâåäåííi íåìàðêîâîñòi

äëÿ çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì. Çîêðåìà, ìè çáèðà¹ìîñü çäiéñ-

íèòè iíòåãðóâàííÿ â (2.3.7) äëÿ çíàõîäæåííÿ áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìî-

âiðíîñòåé P (tn+1, . . . , t0). Äëÿ öüîãî ìè ñêîðèñòà¹ìîñü âèðàçàìè (2.3.8) i (2.3.13)

ïiäðîçäiëó 2.3.3, ùî ïîâ'ÿçóþòü ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (t, s) i P (tk, sk|tk−1, sk−1)

äëÿ ïîäié (t, s) ç �óíêöiÿìè F (t | s) òà f(s).

ßâíi âèðàçè äëÿ ãóñòèí F (t|s) òà f(s) äëÿ âèïàäêó ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çà-

òðèìàíèì ÇÇ áóëî îòðèìàíî â ïiäðîçäiëàõ 4.2.1 òà 4.2.2, �îðìóëè (4.2.3) òà

(4.2.6)�(4.2.8), äèâ. òàêîæ �èñ. 4.1 íà ñòîð. 94. Çîêðåìà, �îðìóëà (4.2.3) äëÿ

F (t|s) ìiñòèòü ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé P 0(t) äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII äëÿ ÇÍ

áåç ÇÇ, âèðàçè (1.3.5)�(1.3.7). Âàæëèâîþ äëÿ íàñ âëàñòèâiñòþ �óíêöi¨ P 0(t) ¹

íåïåðåðâíiñòü íà âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ: t ∈]0;∞[, [88℄.

Ïðè äîâåäåííi íåìàðêîâîñòi áóäå ñóòò¹âèì, ùî ãóñòèíà F (t | s) ÿê �óíêöiÿ

çìiííî¨ t ìiñòèòü ñòðèáîê â òî÷öi t = s. Ñïðàâäi, âèêîðèñòîâóþ÷è (4.2.3) òà
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(1.3.6), îòðèìà¹ìî

lim
t→s−0

F (t | s) = λ2s e−λs > 0, s ∈]0; ∆],

lim
t→s+0

F (t | s) = 0,

çâiäêè âèäíî, ùî ñòðèáîê â F (t | s) ìà¹ ñòðîãî âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ. Âàæëèâî

ïiäêðåñëèòè, ùî �óíêöiÿ F (t | s) ¹ íåïåðåðâíîþ ñêðiçü, êðiì òî÷êè t = s.

Öå âèïëèâà¹ ç (3.4.1) òà ç íåïåðåðâíîñòi �óíêöi¨ P 0(t). Íåïåðåðâíiñòü �óíêöi¨

F (t | s) íà ïðîìiæêàõ t ∈]0; s[ òà t ∈]s;∞[, òà íàÿâíiñòü â íå¨ ñòðèáêó â òî÷öi

t = s áóäå âèêîðèñòàíî â ïiäðîçäiëi 4.3.2 äëÿ àíàëiçó íåïåðåðâíîñòi �óíêöi¨

P (tn+1, . . . , t0).

4.3.1 Áàãàòîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé

Øóêàòèìåìî âèðàç äëÿ áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé

P (tn+1, . . . , t0) íà íàñòóïíîìó äîìåíi:

D1 =

{

(t0, . . . , tn, tn+1)
∣

∣

∣

n
∑

i=0

ti < ∆

}

. (4.3.1)

Ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî êîîðäèíàòà tn+1 â îñòàííié íåðiâíîñòi íå ìiñòèòüñÿ.

Ëåìà 3. Íàáið {t0, . . . , tn, tn+1} äîâæèí (n + 2)-õ ïîñëiäîâíèõ ÌII ìà¹ íåíó-

ëüîâó éìîâiðíiñòü p∆ > 0 ïîòðàïèòè äî äîìåíó (4.3.1).

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÇÍ ç ïîðîãîì N0 = 2 ïîòðåáó¹ 2(n + 1) âõiäíèõ iìïóëü-

ñiâ â ìåæàõ ÷àñîâîãî âiêíà ]0; ∆[, ùîá âèñòðåëèòè (n + 1) ðàçiâ â öüîìó âiêíi

(çàâäÿêè óìîâi (4.1.1) æîäåí âõiäíèé iìïóëüñ íå áóäå âòðà÷åíî). ÇÍ îòðèìó¹

çáóäæóþ÷i iìïóëüñè âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó òà ãàëüìiâíi � ç ëiíi¨ ÇÇ. Àëå

íå áiëüøå îäíîãî iìïóëüñó ç ëiíi¨ ìîæå âñòèãíóòè äîñÿãíóòè âõîäó íåéðîíó ïðî-

òÿãîì ÷àñîâîãî iíòåðâàëó, ìåíøîãî çà ∆. Òîæ, ÿêùî ùîíàéìåíøå (2n + 3) âõi-

äíi iìïóëüñè áóäå îòðèìàíî âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó â ìåæàõ ÷àñîâîãî âiêíà
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]0; ∆[, âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (4.3.1) áóäå ãàðàíòîâàíî íåçàëåæíî âiä òîãî, ÷è áó-

ëà çàäiÿíà ëiíiÿ ÇÇ (ïîðiâí. ç àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ïiäðîçäiëó 3.4.1).

Îòæå, p∆ > p2n+3(∆) > 0, äå pi(∆) äà¹ éìîâiðíiñòü îòðèìàòè i iìïóëüñiâ âiä

ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó ïðîòÿãîì ÷àñó ∆, äèâ. âèðàç (1.2.1).

Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðè-

ìàíèì ÇÇ, äèâ. ïiäðîçäië 3.4.1, äëÿ �iêñîâàíîãî íàáîðó (n + 2)-õ äîâæèí

(t0, . . . , tn, tn+1) ∈ D1 ðîçiá'¹ìî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ çà çìiííîþ s0 â (2.3.7)

íàñòóïíèì ÷èíîì:

]0; ∆] =]0; t0]∪]t0; t0 + t1]∪]t0 + t1; t0 + t1 + t2] ∪ · · · ∪]t0 + t1 + · · · + tn; ∆],

àáî
∫ ∆

0

ds0 =

∫ t0

0

ds0 +
n

∑

i=1

∫

∑i

j=0
tj

∑i−1

j=0
tj

ds0 +

∫ ∆

∑n

j=0
tj

ds0,

òà ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

Ii =

∑i

j=0
tj

∫

∑i−1

j=0
tj

ds0

∆
∫

0

ds1 . . .

∆
∫

0

dsn+1P (t0, s0)
n+1
∏

k=1

P (tk, sk | tk−1, sk−1),

i = 0, 1, 2, . . . , n, (4.3.2)

In+1 =

∆
∫

n
∑

j=0

tj

ds0

∆
∫

0

ds1 . . .

∆
∫

0

dsn+1P (t0, s0)
n+1
∏

k=1

P (tk, sk | tk−1, sk−1), (4.3.3)

ùî ñïiâïàäàþòü ç âiäïîâiäíèìè ïîçíà÷åííÿìè ïiäðîçäiëó 3.4.1 äëÿ âèïàäêó

çáóäæóþ÷îãî ÇÍ. Â îñòàííiõ âèðàçàõ ìè ïîêëàäà¹ìî
∑j2

j=j1
= 0 äëÿ j1 > j2.

Çãiäíî âèðàçiâ (2.3.7), (4.3.2) òà (4.3.3), áàãàòîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíî-

ñòåé P (tn+1, . . . , t0) ìîæå áóòè îòðèìàíà ÿê

P (tn+1, . . . , t0) =
n+1
∑

i=0

Ii. (4.3.4)
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Ïiäñòàâëÿþ÷è P (t0, s0) òà P (tk, sk | tk−1, sk−1) ç âèðàçiâ (2.3.8) òà (2.3.13) äî

(4.3.2) i (4.3.3) òà âèêîíóþ÷è iíòåãóðâàííÿ çà çìiííèìè s1, . . . , sn+1, îòðèìà¹ìî

Ii =
n+1
∏

k=i+1

F (tk | ∆ −

k−1
∑

j=i+1

tj)

∑i

j=0
tj

∫

∑i−1

j=0
tj

i
∏

k=0

F (tk | s0 −

k−1
∑

j=0

tj)g(s0)ds0,

i = 0, 1, 2, . . . , n. (4.3.5)

In+1 =

∆
∫

∑n

j=0
tj

n+1
∏

k=0

F (tk | s0 −
k−1
∑

j=0

tj)g(s0)ds0 + a

n+1
∏

k=0

F (tk | ∆ −
k−1
∑

j=0

tj), (4.3.6)

ùî ñïiâïàäàþòü ç âèðàçàìè (3.4.11) i (3.4.12) äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ. Ñëiä, îäíàê,

ïiäêðåñëèòè, ùî öå ñïiâïàäiííÿ �îðìàëüíå, îñêiëüêè ÿâíi âèðàçè äëÿ F (t|s) äëÿ

âèïàäêiâ çáóäæóþ÷îãî òà ãàëüìiâíîãî íåéðîíiâ ðiçíi, ïîðiâí. �îðìóëè (3.2.6)�

(3.2.8) ç (4.2.3), i öÿ âiäìiííiñòü çóìîâëåíà âiäìiííiñòþ â äi¨ çáóäæóþ÷èõ i ãàëü-

ìiâíèõ iìïóëüñiâ. Òàêå �îðìàëüíå ñïiâïàäiííÿ çóìîâëåíå íàÿâíiñòþ â ðîçãëÿ-

äóâàíèõ ñèñòåìàõ ñïiëüíèõ ðèñ: ïðèñóòíiñòþ ëiíi¨ ÇÇ i ìîæëèâiñòþ âè÷åðïíîãî

îïèñó ¨¨ ñòàíó â òåðìiíàõ ÷àñó æèòòÿ iìïóëüñó â íié. I ïîêè ìè ïðàöþ¹ìî â òåð-

ìiíàõ �óíêöié F (t|s) òà g(s), íå ïiäñòàâëÿþ÷è ¨õ ÿâíèõ âèðàçiâ, âñi �îðìóëè

ïiäðîçäiëó 3.4.1 áóäóòü ñïðàâåäëèâi òàêîæ i äëÿ ãàëüìiâíîãî ÇÍ. Òîæ, ïîäóì-

êè ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ ïiäðîçäiëó 3.4.1, äëÿ ãàëüìiâíîãî ÇÍ îòðèìà¹ìî

áàãàòîiíòåðâàëüíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé ó âèãëÿäi, ùî �îðìàëüíî ñïiâïàäà¹ ç

(3.4.13):

P (tn+1, . . . , t0) =
n

∑

i=0

F (ti+1 | ∆)
n+1
∏

k=i+2

F (tk | ∆ −
k−1
∑

j=i+1

tj)×

×

∫

∑i

j=0
tj

∑i−1

j=0
tj

F (t0 | s0) f(s0)
i

∏

k=1

F (tk | s0 −

k−1
∑

j=0

tj)ds0+
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+

∫ ∆

∑n

j=0
tj

F (t0 | s0) f(s0)
n+1
∏

k=1

F (tk | s0 −

k−1
∑

j=0

tj)ds0,

n
∑

i=0

ti < ∆, n = 0, 1, ..., (4.3.7)

äå ïîêëàäà¹ìî
∑j2

j=j1
= 0 òà

∏j2
j=j1

= 1 äëÿ j1 > j2.

Âèðàç (4.3.7) äà¹ áàãàòîiíòåðâàëüíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé P (tn+1, . . . , t0) äëÿ

äîâæèí ïîñëiäîâíèõ ÌII íà äîìåíi D1 äëÿ äîâiëüíîãî n. �óñòèíà óìîâíèõ éìî-

âiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0) íà D1 ìîæå áóòè çíàéäåíà çà äîïîìîãîþ âèðàçó

(2.3.6).

4.3.2 Íåìàðêîâiñòü

4.3.2.1 �îçðèâè �óíêöi¨ P (tn+1, . . . , t0)

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ñòàâèìî ñîái çà ìåòó ç'ÿñóâàòè íàñòóïíi ïèòàííÿ: (i)

÷è ìiñòèòü �óíêöiÿ P (tn+1, . . . , t0) ðîçðèâè íà äîìåíi D1? òà (ii) ÿêùî ìiñòèòü,

òî â ÿêèõ òî÷êàõ öi ðîçðèâè ðîçòàøîâàíi?

Äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ïèòàííÿ ïðî íåïåðåðâíiñòü âèðàçó (4.3.7), ïðîàíàëiçó¹ìî ñïî-

÷àòêó îêðåìî ïîâåäiíêó âñiõ éîãî ñêëàäîâèõ ÷àñòèí Ii, i = 0, . . . , n, òà In+1.

�îçãëÿíåìî âèðàç Ii, âèçíà÷åíèé �îðìóëîþ (4.3.5). Îñêiëüêè íà äîìåíi D1

äëÿ âñiõ k = i + 1, . . . , n ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü tk < ∆−
∑k−1

j=i+1 tj, �óíêöi¨ F (tk |

∆−
∑k−1

j=i+1 tj) òóò ¹ íåïåðåðâíèìè, äèâ. (4.2.3). Ìíîæíèê F (tn+1 | ∆−
∑n

j=i+1 tj)

çàçíà¹ ðîçðèâó (ñòðèáêó), êîëè òî÷êà (t0, . . . , tn+1) ïåðåòèíà¹ ãiïåðïëîùèíó

n+1
∑

j=i+1

tj = ∆, i = 0, . . . , n, (4.3.8)

i ¹ íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ íà ðåøòi îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Ùî æ ñòîñó¹òüñÿ iíòåãðàëüíîãî ìíîæíèêó â Ii, äëÿ íüîãî ñïðàâåäëèâà íàñ-

òóïíà Ëåìà:

Ëåìà 4. Iíòåãðàëüíèé ìíîæíèê â (4.3.5) ¹ íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ íà D1.
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Äîâåäåííÿ. Íåïåðåðâíiñòü íà äîìåíi D1 iíòåãðàëüíîãî ìíîæíèêó

∑i

j=0
tj

∫

∑i−1

j=0
tj

i
∏

k=0

F (tk | s0 −
k−1
∑

j=0

tj)g(s0)ds0, i = 0, 1, . . . , n, (4.3.9)

ó âèðàçi (4.3.5) ìîæå áóòè äîâåäåíà ïiñëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïðîùåííÿ. Ïî-ïåðøå,

ñëiä çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî íà ïðîìiæêó iíòåãðóâàííÿ ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi

íåðiâíîñòi:

s0 −

k−1
∑

j=0

tj > tk, k = 0, 1, . . . , i − 1, s0 −

i−1
∑

j=0

tj < ti,

ÿêi ðàçîì ç �îðìóëîþ (4.2.3) äîçâîëÿþòü ïåðåïèñàòè (4.3.9) ó âèãëÿäi

i−1
∏

k=0

(

λ2tke
−λtk

)

∑i

j=0
tj

∫

∑i−1

j=0
tj

(1 + λs1) e−λs1P 0 (ti − s1) g(s0)ds0,

äå s1 = s0−
∑i−1

j=0 tj. Íåïåðåðâíiñòü îñòàííüîãî âèðàçó âèçíà÷à¹òüñÿ íåïåðåðâíiñ-

òþ éîãî äðóãîãî ìíîæíèêó, îñêiëüêè ïåðøèé ¹ íåïåðåðâíèì íà R
n+2

. Äðóãèé æ

ìíîæíèê ïiñëÿ çàìiíè çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ ìîæå áóòè ïåðåïèñàíèé ÿê

ti
∫

0

(1 + λs0)e
−λs0P 0(ti − s0)g

(

s0 +
i−1
∑

j=0

tj

)

ds0. (4.3.10)

Äëÿ ïîäàëüøîãî ñïðîùåííÿ îñòàííüîãî âèðàçó ñëiä ñêîðèñòàòèñü �îðìóëàìè

(3.2.1), (4.3.1) òà (1.3.5), â ðåçóëüòàòi ÷îãî, çàìiñòü (4.3.10), îòðèìà¹ìî

ti
∫

0

(1 + λs0)e
−λs0λ2(ti − s0)e

−λ(ti−s0)g

(

s0 +
i−1
∑

j=0

tj

)

ds0 =

= e−λtiti

ti
∫

0

(1 + λs0)λ
2g

(

s0 +
i−1
∑

j=0

tj

)

ds0− (4.3.11)

−e−λti

ti
∫

0

(1 + λs0)λ
2s0 g

(

s0 +
i−1
∑

j=0

tj

)

ds0. (4.3.12)
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Íåïåðåðâíiñòü âèðàçó (4.3.9) â ñâîþ ÷åðãó âèçíà÷à¹òüñÿ íåïåðåðâíiñòþ iíòåã-

ðàëüíèõ ìíîæíèêiâ ó �îðìóëàõ (4.3.11) òà (4.3.12). Òåïåð âðàõó¹ìî ÿâíèé âèã-

ëÿä äëÿ g(s), îòðèìàíèé â ïiäðîçäiëi 4.2.2. Äëÿ äîâåäåííÿ Ëåìè 4 äîñèòü çíàòè,

ùî g(s) = A+Be2λs, äå A i B � ñòàëi. Áåðó÷è öå äî óâàãè, iíòåãðàëüíèé ìíîæíèê

âèðàçó (4.3.11) ìîæå áóòè çàìiíåíèé íà

A

ti
∫

0

(1 + λs0)λ
2ds0 + Be2λ

∑i−1

j=0
tj

ti
∫

0

(1 + λs0)λ
2e2λs0ds0,

ùî ðîáèòü íåïåðåðâíiñòü ñàìîî÷åâèäíîþ. Òå ñàìå ìîæíà ñêàçàòè i ïðî iíòåã-

ðàëüíèé ìíîæíèê â (4.3.12). Ëåìó 4 äîâåäåíî.

Òàêèì ÷èíîì, íà äîìåíi D1, êîæåí äîäàíîê Ii ìiñòèòü îäèí ðîçðèâ òèïó

ñòðèáêó íà ãiïåðïëîùèíi, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì (4.3.8).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî íåïåðåðâíiñòü âèðàçó (4.3.6) äëÿ In+1. Ïåðøèé

äîäàíîê ¹ íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ íà D1, ùî äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ

Ëåìè 4. �äèíèé íà D1 ðîçðèâ â äðóãîìó äîäàíêó çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ìíîæíèêîì

F (tn+1 | ∆ −
∑n

j=0 tj) i ðîçòàøîâàíèé íà ãiïåðïëîùèíi

n+1
∑

j=0

tj = ∆, (4.3.13)

òîäi ÿê âñi F (tk | ∆ −
∑k−1

j=0 tj), k = 0, . . . , n, ¹ íåïåðåðâíèìè �óíêöiÿìè íà

öüîìó äîìåíi, äèâ. (4.2.3).

Çãiäíî âèðàçó (4.3.4), áàãàòîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (tn+1, . . . , t0)

ìîæå áóòè çíàéäåíà ÿê ñóìà âñiõ Ii, i = 0, . . . , n òà In+1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

âîíà íàñëiäó¹ âñi ðîçðèâè, ùî ìiñòÿòüñÿ â Ii òà In+1. Òàêèì ÷èíîì, íà äîìåíi

D1, ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (tn+1, . . . , t0) ìiñòèòü ðîçðèâè (ñòðèáêè, ïðîâàëè)

íåíóëüîâî¨ âèñîòè íà (n + 2)-õ ãiïåðïëîùèíàõ, âèçíà÷åíèõ âèðàçàìè (4.3.8) òà

(4.3.13), i ¹ íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ íà ðåøòi äîìåíó. Ïðè öüîìó ñëiä çâåðíó-
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òè óâàãó, ùî âñi ãiïåðïëîùèíè, âèçíà÷åíi â (4.3.8) òà (4.3.13) ¹ ðiçíèìè. Òîìó

ñòðèáêè íå ìîæóòü âèïàäêîâî ñêîìïåíñóâàòèñÿ ïðè ñóìóâàííi.

4.3.2.2 �îçðèâè �óíêöi¨ P (tn+1 | tn, . . . , t0). Íåìàðêîâiñòü

�óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0) ëåãêî ìîæå áóòè çíàéäåíà

ç âèðàçó (4.3.7), çãiäíî îçíà÷åííÿ (2.3.6). Ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî ñïiëüíà ãóñòèíà

éìîâiðíîñòåé P (tn, . . . , t0) ¹ ñòðîãî äîäàòíüîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó (n + 1)

ïîçèòèâíèõ çíà÷åíü (tn, . . . , t0), ùî ëåãêî áà÷èòè ç �îðìóëè (4.3.7). Áiëüøå òîãî,

�óíêöiÿ P (tn, . . . , t0) ¹ íåïåðåðâíîþ íà äîìåíi

n
∑

i=0

ti < ∆. (4.3.14)

Ñïðàâäi, íà äîìåíi (4.3.14), ìà¹ìî òàêîæ
∑n−1

i=0 ti < ∆, ùî îçíà÷à¹, ùî ðîçðèâè

�óíêöi¨ P (tn, . . . , t0) ðîçòàøîâàíi íà ãiïåðïëîùèíàõ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ óìîâà-

ìè (4.3.8) òà (4.3.13) ç (n − 1) çàìiñòü n. Àëå òi óìîâè íiêîëè íå âèêîíóþòüñÿ

çàâäÿêè (4.3.14). Òîæ, äiëåííÿ �óíêöi¨ P (tn+1, . . . , t0) íà ñòðîãî äîäàòíþ íåïå-

ðåðâíó �óíêöiþ P (tn, . . . , t0) íå ïðèçâîäèòü àíi äî ïîÿâè íîâèõ ðîçðèâiâ, àíi äî

çíèêíåííÿ òèõ, ùî áóëè çíàéäåíi äëÿ P (tn+1, . . . , t0) íà äîìåíi D1.

Òàêèì ÷èíîì, íà D1 �óíêöiÿ P (tn+1 | tn, . . . , t0) ìiñòèòü (n + 2) ðîçðèâè

òèïó ñòðèáêó, ðîçòàøîâàíèõ òàê ñàìî, ÿê i â P (tn+1, . . . , t0), âèðàçè (4.3.8) òà

(4.3.13), i ¹ íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ íà ðåøòi îáëàñòi D1. Ïîëîæåííÿ ðîçðèâó

(4.3.13) çàëåæèòü âiä t0. Öÿ çàëåæíiñòü íå ìîæå áóòè çêîìïåíñîâàíà æîäíèìè

äîäàíêàìè, íåïåðåðâíèìè íà ãiïåðïëîùèíi (4.3.13), òîæ âñÿ ãóñòèíà óìîâíèõ

éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0) çàëåæèòü âiä t0. Öå îçíà÷à¹, ùî óìîâà (2.3.1) íå

âèêîíó¹òüñÿ çà æîäíèõ çíà÷åíü n. Òåîðåìó 1 äëÿ ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì

ÇÇ äîâåäåíî.
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4.4 Ïðèêëàäè ðîçðàõóíêó ãóñòèíè óìîâíèõ

éìîâiðíîñòåé

Ó ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ áóëî äîâåäåíî íåìîæëèâiñòü ïðåäñòàâëåííÿ ïîñëi-

äîâíîñòi äîâæèí âèõiäíèõ ÌII ãàëüìiâíîãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ ÿê ìàðêiâñü-

êîãî ëàíöþãà äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Çîêðåìà, ïîñëiäîâíiñòü äîâæèí âè-

õiäíèõ ÌII íå ¹ àíi ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ çìiííèõ (ò.ò. íå ¹

ïðîöåñîì âiäíîâëåííÿ), àíi ìàðêiâñüêèì ïðîöåñîì ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Â õîäi äîâåâåííÿ Òåîðåìè 1, áóëî îòðèìàíî âèðàç äëÿ áàãàòîiíòåðâàëüíî¨

ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé P (tn+1, tn, . . . , t0) íà äîìåíi
∑n

i=0 ti < ∆ â çàãàëüíîìó

âèïàäêó äîâiëüíîãî n, äèâ. (4.3.7). Öå äîçâîëÿ¹ ðîçðàõóâàòè ãóñòèíè óìîâíèõ

éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0) ïðè
∑n

i=0 ti < ∆ äëÿ âñiõ n = 0, 1, . . ..

Â íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ áóäå ðîçãëÿíóòî äâà ÷àñòèííèõ âèïàäêè �óíêöi¨

P (tn+1 | tn, . . . , t0) ïðè n = 0 òà n = 1, à ñàìå ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé

ç îäíi¹þ P (t1 | t0) òà ç äâîìà óìîâàìè P (t2 | t1, t0), òà îòðèìàíî òî÷íi âèðàçè

äëÿ P (t1 | t0) i P (t2 | t1, t0) íå ëèøå íà äîìåíi
∑n

i=0 ti < ∆, àëå i íà âñiõ

iíøèõ ìîæëèâèõ äîìåíàõ, ÿêi íå áóëî ðîçãëÿíóòî â ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ ïðè

äîâåäåííi íåìàðêîâîñòi.

4.4.1 Ç îäíi¹þ óìîâîþ

Äëÿ îòðèìàííÿ âèðàçó äëÿ ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t1 | t0) äëÿ äîâ-

æíè ñóñiäíiõ ÌII, âèêîíà¹ìî Êðîêè 1�3, îïèñàíi â ïiäðîçäiëi 2.3.2, äëÿ âèïàäêó

n = 0. Êîëè éäåòüñÿ ïðî P (t1 | t0), iñíó¹ ëèøå 2 äîìåíè, íà ÿêèõ âèðàçè ìàþòü

áóòè îòðèìàíi îêðåìî, à ñàìå âèïàäêè t0 < ∆ òà t0 ≥ ∆. Âèêîíóþ÷è iíòåãðóâà-

ííÿ â (2.3.7), îòðèìà¹ìî íà öèõ äîìåíàõ íàñòóïíi âèðàçè äëÿ ñïiëüíî¨ ãóñòèíè

éìîâiðíîñòåé P (t1, t0):

P (t1, t0) = F (t1 | ∆)P (t0), t0 ≥ ∆,
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= F (t1 | ∆)

t0
∫

0

F (t0 | s0)g(s0)ds0+

+

∆
∫

t0

F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)f(s0)ds0, t0 < ∆. (4.4.1)

Âèðàçè (4.4.1) ñëiä ðîçóìiòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïðè t0 ≥ ∆ ëiíiÿ ÇÇ ãàðàíòî-

âàíî âñòèãíå çâiëüíèòèñÿ âiä iìïóëüñó ïðîòÿãîì ÌII t0, òîæ â ìîìåíò íàñòóïíî-

ãî ïîñòðiëó (ÿêèì ïî÷èíà¹òüñÿ ÌII t1) iìïóëüñ çàéäå â ëiíiþ i ìàòèìå ÷àñ æèòòÿ,

ðiâíèé ∆. Ó âèïàäêó t0 < ∆, äèâ. äðóãó ðiâíiñòü (4.4.1), iñíó¹ äâi ìîæëèâîñòi.

Ïåðøèé äîäàíîê âiäïîâiäà¹ ñöåíàðiþ, êîëè ëiíiÿ ÇÇ çâiëüíÿ¹òüñÿ âiä iìïóëü-

ñó ïðîòÿãîì ÌII t0, à äðóãèé ïðåäñòàâëÿ¹ âèïàäîê, êîëè íà ïî÷àòêó t1 ëiíiÿ

âñå ùå ìiñòèòü òîé ñàìèé iìïóëüñ, ùî é íà ïî÷àòêó t0, ïîðiâí. ç ìiðêóâàííÿìè

ïiäðîçäiëó 3.5.1 äëÿ çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ.

�óñòèíó óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé ç îäíi¹þ óìîâîþ îòðèìà¹ìî ç îñòàííüîãî âè-

ðàçó, âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëè (2.3.6) òà (4.2.6):

P (t1 | t0) = F (t1 | ∆), t0 ≥ ∆,

=
1

P (t0)

(

F (t1 | ∆)

t0
∫

0

F (t0 | s0)g(s0)ds0+aF (t1 | ∆ − t0)F (t0 | ∆)+

+

∆
∫

t0

F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)g(s0)ds0

)

, t0 < ∆. (4.4.2)

Ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t0), ùî ìiñòèòü-

ñÿ â çíàìåííèêó îñòàííüîãî âèðàçó, ¹ ñòðîãî äîäàòíüîþ íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ

íà äîìåíi 0 < t0 < ∆. Ñïðàâäi, äèâ. ïiäðîçäië 4.2.3, ¹äèíèé ñòðèáîê, ùî éîãî

çàçíà¹ �óíêöiÿ P (t0), ðîçòàøîâàíèé â òî÷öi t0 = ∆, äèâ. �èñ. 4.2 íà ñòîð. 102.

Ìîæíà ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi óìîâè íîðìóâàííÿ:
∞
∫

0

dt1P (t1 | t0) = 1, òà
∞
∫

0

dt0P (t1, t0) = P (t1).
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�èñ. 4.6 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t1 | t0) äëÿ t0=6 ìñ (ëiâîðó÷) òà t0=

11 ìñ (ïðàâîðó÷), çíàéäåíà ÷èñåëüíî. Òóò τ=10 ìñ, ∆=8 ìñ, λ=400 ñ−1
, N0 = 2,

çãåíåðîâàíî N = 1.5 · 105
âèõiäíèõ iìïóëüñiâ.

Çàñòîñîâóþ÷è âèðàçè (4.2.3) òà (4.4.2), çíàõîäèìî ïîëîæåííÿ ðîçðèâiâ �óíê-

öi¨ P (t1 | t0):

t1 = ∆, ïðè t0 ≥ ∆, (4.4.3)

t1 = ∆, t0 + t1 = ∆, ïðè t0 < ∆. (4.4.4)

Î÷åâèäíî, �îðìóëó (4.4.4) ìîæíà áóëî îòðèìàòè i íàïðÿìó ç âèðàçiâ (4.3.8) òà

(4.3.13), ïiäñòàâèâøè äî íèõ n = 0.

ßê âèäíî ç �îðìóë (4.4.3) òà (4.4.4), êiëüêiñòü òà ïîëîæåííÿ ðîçðèâiâ �óíêöi¨

P (t1 | t0) çàëåæèòü âiä t0. Òîáòî ãóñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé ç îäíi¹þ óìîâîþ

P (t1 | t0) íå ìîæå áóòè çâåäåíà äî îäíîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè P (t1). Öå ùå ðàç

ñâiä÷èòü ïðî çêîðåëüîâàíiñòü äîâæèí ñóñiäíiõ ÌII.

Ïðèêëàäè ãðà�iêiâ P (t1 | t0), îòðèìàíèõ ÷èñåëüíî íà äâîõ äîìåíàõ øëÿõîì

êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî (äåòàëüíî ïðî êîìï'þòåðíå

ìîäåëþâàííÿ äèâ. â ïiäðîçäiëi 2.4), ðîçòàøîâàíi íà �èñ. 4.6. Âèïàäêè ëiâîðó÷ òà

ïðàâîðó÷ âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå çíà÷åííÿì óìîâè t0. Âiäìiííiñòü ìiæ ãðà�iêàìè

÷iòêî âèäíî. Êiëüêiñòü òà ïîëîæåííÿ ðîçðèâiâ ñïiâïàäà¹ ç òèìè, ùî âèçíà÷åíi
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�îðìóëàìè (4.4.3) i (4.4.4).

4.4.2 Ç äâîìà óìîâàìè

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé ç äâîìà óìîâàìè P (t2 |

t1, t0), âèêîíà¹ìî Êðîêè 1�3, îïèñàíi â ïiäðîçäiëi 2.3.2, äëÿ âèïàäêó n = 1.

Êîëè éäåòüñÿ ïðî �óíêöiþ P (t2, t1, t0), iñíó¹ 5 äîìåíiâ, íà ÿêèõ âèðàçè ìàþòü

áóòè îòðèìàíi îêðåìî, à ñàìå: äîìåí

D1 = {(t0, t1, t2) | t1 + t0 < ∆},

ÿêèé âæå áóëî âèêîðèñòàíî â ïiäðîçäiëàõ 4.3.1, 4.3.2 ïðè äîâåäåííi íåìàðêîâîñ-

òi, òà ðåøòà 4 äîìåíè:

D2 = {(t0, t1, t2) | t0 ≥ ∆ òà t1 ≥ ∆},

D3 = {(t0, t1, t2) | t0 < ∆ òà t1 ≥ ∆},

D4 = {(t0, t1, t2) | t0 ≥ ∆ òà t1 < ∆},

D5 = {(t0, t1, t2) | t0 < ∆ òà ∆ − t0 ≤ t1 < ∆},

Âèðàçè äëÿ P (t2 | t1, t0) ìîæóòü áóòè îòðèìàíi òî÷íî íà êîæíîìó ç äîìåíiâ:

P (t2 | t1, t0) = F (t2 | ∆), (t0, t1, t2) ∈ D2,

= F (t2 | ∆) (t0, t1, t2) ∈ D3,

= F (t2 | ∆ − t1), (t0, t1, t2) ∈ D4,

=
1

P (t1, t0)

(

F (t2 | ∆ − t1)F (t1|∆)

∫ t0

0

F (t0 | s0)g(s0)ds0+

+ F (t2|∆)

∫ ∆

t0

F (t1|s0 − t0)F (t0|s0)g(s0)ds0 + a F (t2|∆)F (t1|∆ − t0)F (t0|∆)
)

,

(t0, t1, t2) ∈ D5,

=
1

P (t1, t0)

(

F (t2 | ∆ − t1)F (t1 | ∆)

∫ t0

0

F (t0 | s0)g(s0)ds0+

+ F (t2 | ∆)

∫ t0+t1

t0

F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)g(s0)ds0+



120

 0

 50

 100

 150

 0  2  4  6  8  10

P(
t2

|t1
,t0

),
 1

/s

t2, ms

 0

 50

 100

 150

 0  2  4  6  8  10

P(
t2

|t1
,t0

),
 1

/s

t2, ms

�èñ. 4.7 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) äëÿ (t0, t1) ∈ D2 (ëiâîðó÷)

òà (t0, t1) ∈ D4 (ïðàâîðó÷), çíàéäåíà ÷èñåëüíî. Òóò t1=8 ìñ (ëiâîðó÷) òà t1 = 3

ìñ (ïðàâîðó÷), t0=8 ìñ, τ = 10 ìñ, ∆ = 6 ìñ, λ = 400 ñ
−1
, N0 = 2, çãåíåðîâàíî

N = 1.5 · 105
âèõiäíèõ iìïóëüñiâ.

+

∫ ∆

t0+t1

F (t2|s0 − t0 − t1)F (t1|s0 − t0)F (t0|s0)g(s0)ds0+

+ a F (t2|∆ − t0 − t1)F (t1|∆ − t0)F (t0|∆)
)

, (t0, t1, t2) ∈ D1. (4.4.5)

äå P (t1, t0) = F (t1 | ∆)
∫ t0

0 F (t0 | s0)g(s0)ds0+
∫ ∆

t0
F (t1 | s0−t0)F (t0 | s0)f(s0)ds0,

çãiäíî �îðìóëè (4.4.2).

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ãóñòèíà P (t1, t0) ¹ ñòðîãî äîäàòíüîþ íåïåðåðâíîþ �óíê-

öi¹þ ÿê íà äîìåíi D1, òàê i íà äîìåíi D5, äèâ. çíàìåííèêè âèðàçiâ (4.4.5).

Ñïðàâäi, ç �îðìóë (4.4.3) òà (4.4.4) ìîæíà áà÷èòè, ùî �óíêöiÿ P (t1, t0) ìîæå

ìiñòèòè ðîçðèâè ëèøå â òî÷êàõ t1 = ∆ òà t1 = ∆ − t0. Æîäíà ç öèõ òî÷îê íå

íàëåæèòü àíi äî D1, àíi äî D5.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi óìîâè íîðìóâàííÿ:
∞
∫

0

dt2P (t2 | t1, t0) = 1, òà
∞
∫

0

dt0P (t0, t1, t2) = P (t2, t1).

Êîðèñòóþ÷èñü �îðìóëàìè (4.2.3) i (4.4.5), ìîæíà çíàéòè ïîëîæåííÿ ðîçðèâiâ
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�èñ. 4.8 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) äëÿ (t0, t1) ∈ D5 (ëiâîðó÷)

òà (t0, t1) ∈ D1 (ïðàâîðó÷), çíàéäåíà ÷èñåëüíî. Òóò t0 = 3.5 ìñ (ëiâîðó÷) òà

t0 = 2.5 ìñ (ïðàâîðó÷), t1=3 ìñ, τ = 10 ìñ, ∆ = 6 ìñ, λ = 400 ñ
−1
, N0 = 2,

N = 150 000.

�óíêöi¨ P (t2 | t1, t0):

t2 = ∆, (t0, t1, t2) ∈ D2 ∪ D3, (4.4.6)

t1 + t2 = ∆, (t0, t1, t2) ∈ D4. (4.4.7)

t2 = ∆, t1 + t2 = ∆ (t0, t1, t2) ∈ D5, (4.4.8)

t2 = ∆, t1 + t2 = ∆, t0 + t1 + t2 = ∆, (t0, t1, t2) ∈ D1. (4.4.9)

Îöåâèäíî, âèðàç (4.4.9) ìîæíà áóëî îòðèìàòè íàïðÿìó ç �îðìóë (4.3.8) i

(4.3.13), ïiäñòàâèâøè n = 1.

Ç îñòàííüî¨ �îðìóëè ÷iòêî âèäíî, ùî êiëüêiñòü òà ïîëîæåííÿ ñòðèáêiâ â

ãóñòèíi óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) çàëåæèòü âiä t0, òîæ �óíêöiÿ P (t2 |

t1, t0) íå ìîæå áóòè çâåäåíà äî P (t2 | t1). Öå ÷èñåëüíå ïiäòâåðäæåííÿ òîãî, ùî

âèõiäíèé ïîòiê íå ¹ ìàðêiâñüêèì ëàíöþãîì ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ïðèêëàäè ãðà�iêiâ �óíêöi¨ P (t2 | t1, t0), îòðèìàíi ÷èñåëüíî íà ðiçíèõ äîìå-

íàõ, ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 4.7 òà 4.8. Êiëüêiñòü òà ïîëîæåííÿ ðîçðèâiâ ñïiâïàäà¹
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ç òèìè, ùî âèçíà÷åíi �îðìóëàìè (4.4.6) � (4.4.9). Çîêðåìà, íà �èñ. 4.8 ãðà�i-

êè âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå çíà÷åííÿì óìîâè t0. Âiäìiííiñòü ìiæ öèìè ãðà�iêàìè ¹

äîäàòêîâèì ïiäòâåðäæåííÿì íåìàðêîâîñòi âèõiäíîãî ïîòîêó.

Äëÿ âèùèõ ïîðîãiâ ÇÍ áóëî îòðèìàíî ÿêiñíî ïîäiáíi ðåçóëüòàòè, äèâ. �èñ. 4.9

äëÿ N0 = 4. Êiëüêiñòü òà ïîëîæåííÿ ðîçðèâiâ �óíêöi¨ P (t2 | t1, t0) ó âèïàäêó

âèùèõ ïîðîãiâ, N0 > 2, ñïiâïàäà¹ ç òèìè, ùî âèçíà÷åíi �îðìóëàìè (4.4.6) �

(4.4.9) äëÿ N0 = 2. Ñïðàâäi, íàÿâíiñòü ðîçðèâiâ â ãóñòèíi P (t2 | t1, t0) ïîâ'ÿçàíà

ç íåíóëüîâîþ éìîâiðíîñòþ ïðèõîäó ãàëüìiâíîãî iìïóëüñó ç ëiíi¨ ÇÇ. Òî÷êè (ìî-

ìåíòè ÷àñó), â ÿêèõ çêîíöåíòðîâàíà öÿ íåíóëüîâà éìîâiðíiñòü, âèçíà÷àþòüñÿ

âèêëþ÷íî ñïiââiäíîøåííÿì ìiæ ÷àñîì çàòðèìêè iìïóëüñó â ëiíi¨ ∆ òà çíà÷åí-

íÿìè óìîâ t0 i t1. Òîìó ïîëîæåííÿ ðîçðèâiâ �óíêöi¨ P (t2 | t1, t0) íå çàëåæàòèìå

íå ëèøå âiä çíà÷åííÿ ïîðîãó ÇÍ, à é âçàãàëi âiä âèáîðó ìîäåëi íåéðîíó. Öå

îçíà÷à¹, ùî ñëiä î÷iêóâàòè íåìàðêîâîñòi âèõiäíîãî ïîòîêó ãàëüìiâíîãî íåéðî-

íó iç çàòðèìàíèì ÇÇ i çà çàñòîñóâàííÿ iíøèõ íåéðîííèõ ìîäåëåé, à òàêîæ äëÿ

ðåàëüíèõ íåéðîíiâ.

4.5 Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi áóëî äîñëiäæåíî ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè âèõiäíîãî ïîòî-

êó ãàëüìiâíîãî çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíó iç çàòðèìàíèì çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì. Íåéðîí

áóëî ñòèìóëüîâàíî òî÷êîâèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì � ïóàññîíiâñüêèì ïîòîêîì

ñòàëî¨ iíòåíñèâíîñòi. Áóëî çíàéäåíî òî÷íi àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ îäíîiíòåðâàëü-

íî¨ P (t) òà óìîâíî¨ áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ P (tn+1 | tn, . . . , t0) ãóñòèí éìîâiðíîñòåé

äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ öi¹¨ ñèñòåìè. Îòðèìàíi ðåçóëü-

òàòè ñâiä÷àòü ïðî âïëèâ ïðèñóòíîñòi çàòðèìàíîãî çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó íà ñòà-

òèñòèêó íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi.



123

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 0  2  4  6  8  10

P(
t2

|t1
,t0

),
 1

/s

t2, ms

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 0  2  4  6  8  10

P(
t2

|t1
,t0

),
 1

/s

t2, ms

�èñ. 4.9 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) äëÿ (t0, t1) ∈ D5 (ëiâîðó÷)

òà (t0, t1) ∈ D1 (ïðàâîðó÷), çíàéäåíà ÷èñåëüíî. Òóò t0=3.5 ìñ (ëiâîðó÷) òà t0 =

2.5 ìñ (ïðàâîðó÷), t1=3 ìñ, τ = 10 ìñ, ∆ = 6 ìñ, λ = 1000 ñ
−1
, N0 = 4, êiëüêiñòü

çãåíåðîâàíèõ âèõiäíèõ iìïóëüñiâ N = 150 000.

Îäíîiíòåðâàëüíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé P (t) çíàéäåíî ÿê òî÷íó �óíêöiþ

âõiäíî¨ iíòåíñèâíîñòi λ, çàòðèìêè iìïóëüñó â ëiíi¨ ∆ òà òðèâàëîñòi âíóòðiøíüî¨

ïàì'ÿòi ÇÍ τ äëÿ âèïàäêó, êîëè ïîðiã íåéðîíó N0 = 2. Âèïàäêè âèùèõ ïîðî-

ãiâ äîñëiäæåíî ÷èñåëüíî. Ç'ÿñîâàíî, ùî îòðèìàíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé P (t) ¹

áiìîäàëüíîþ �óíêöi¹þ äîâæèíè âèõiäíîãî iíòåðâàëó t i ìà¹ ïðîâàë (âiä'¹ìíèé

ñòðèáîê) â òî÷öi t = ∆, äèâ �èñ. 4.2, 4.3, 4.4 íà ñòîð. 102 i 103. Íàÿâíiñòü öüîãî

ïðîâàëó ïîâ'ÿçàíà ç ïðèõîäîì ãàëüìiâíîãî iìïóëüñó ç ëiíi¨ ÇÇ.

Îäíîiíòåðâàëüíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé òàêîæ çíàéäåíî ÷èñåëüíî äëÿ ìî-

äåëi iíòåãðàòîð ç âòðàòàìè iç çàòðèìàíèì çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì ãàëüìiâíî¨ äi¨.

Îòðèìàíà òàêèì ÷èíîì ãóñòèíà P (t) ÿêiñíî ïîäiáíà äî òi¹¨, ÿêó áóëî çíàéäåíî

àíàëiòè÷íî äëÿ ìîäåëi ÇÍ. Çîêðåìà, âîíà ¹ áiìîäàëüíîþ �óíêöi¹þ i ìiñòèòü

ðîçðèâ â òî÷öi t = ∆. I íàâïàêè, äëÿ íåéðîíó áåç ÇÇ ðîçðèâ âiäñóòíié äëÿ îáîõ

íåéðîííèõ ìîäåëåé, à îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé ìà¹ ¹äèíèé ìà-

êñèìóì, �èñ. 1.5, ïðàâîðó÷, ñòîð. 25. Íà îñíîâi âèêëàäåíèõ �àêòiâ ìîæíà äiéòè
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âèñíîâêó, ùî íàÿâíiñòü ðîçðèâó â îäíîiíòåðâàëüíié ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé òà ¨¨

áiìîäàëüíà �îðìà çóìîâëåíi íàÿâíiñòþ ãàëüìiâíîãî çâîðîòíüîãî çâ'ÿçó.

Òî÷íi àíàëiòè÷íi âèðàçè îòðèìàíî òàêîæ äëÿ ñåðåäíüî¨ äîâæèíè ÌII, âèõiä-

íî¨ iíòåíñèâíîñòi òà êîå�iöi¹íòó âàðiàöi¨. Çà �içiîëîãi÷íî ðåàëiñòè÷íèõ çíà÷åíü

iíòåíñèâíîñòi âõiäíî¨ ñòèìóëÿöi¨ çíà÷åííÿ êîå�iöi¹íòó âàðiàöi¨ îòðèìàíî â ìå-

æàõ âiä 0.5 äî 1.0, ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè ùîäî âèñîêî¨

âàðiàòèâíîñòi äîâæèí ÌII â ÖÍÑ ñàâöiâ [23℄.

Óìîâíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0) íà îäíîìó ç äîìåíiâ çíà÷åíü

äîâæèí ÌII (tn+1, . . . , t0) îòðèìàíî òî÷íî äëÿ äîâiëüíîãî n = 0, 1, . . .. Êðiì

öüîãî, çíàéäåíî òî÷öi âèðàçè äëÿ �óíêöié P (t1 | t0) i P (t2 | t1, t0) íà âñiõ ìîæëè-

âèõ äîìåíàõ. Àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî, íà âiäìiíó âiä

âèïàäêiâ áåç ÇÇ [22℄ òà ç ìèòò¹âèì ÇÇ [100℄, äîâæèíè ñóñiäíiõ ÌII ãàëüìiâíîãî

íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ çêîðåëüîâàíi. Öå îçíà÷à¹, ùî íàâiòü ó íàéïðîñòiøié

ñèñòåìi iç çàòðèìàíèì ÇÇ ïîñëiäîâíiñòü ÌII íå ¹ ïðîöåñîì âiäíîâëåííÿ.

Êîðåëÿöi¨ â åêñïåðèìåíòàëüíî çàðå¹ñòðîâàíèõ ïîñëiäîâíîñòÿõ iìïóëüñiâ áó-

ëî ñïîñòåðåæåíî äëÿ íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi â ðiçíèõ îáëàñòÿõ ÖÍÑ ñàâöiâ

[16, 19, 18℄ i ðèá [15, 17℄. Íàéïðîñòiøèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè, ùî íå ¹ âiä-

íîâëþâàëüíèìè, ¹ ìàðêiâñüêi ïðîöåñè ðiçíèõ ïîðÿäêiâ. Ïîðÿäîê ìàðêîâîñòi äëÿ

åêñïåðèìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ñïàéêiâ áóëî îöiíåíî â [17℄ äëÿ àêòèâíîñòi

â åëåêòðîñåíñîðíié ñèñòåìi ñëàáêîåëåêòðè÷íî¨ ðèáè. Â ðîáîòi [17℄ áóëî ç'ÿñî-

âàíî, ùî äëÿ äåÿêèõ âîëîêîí ïîðÿäîê ìàðêîâîñòi ñêëàäà¹ íå ìåíøå 7, ùî íå

âèêëþ÷à¹ ìîæëèâîñòi òîãî, ùî ñïðàâæíié ïîðÿäîê âèùèé, àáî ùî àêòèâíiñòü ¹

íåìàðêiâñüêîþ.

Â öüîìó ðîçäiëi, íà îñíîâi îòðèìàíîãî çàãàëüíîãî âèðàçó äëÿ P (tn+1 |

tn, . . . , t0) ìè ñòðîãî äîâîäèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü âèõiäíèõ ÌII ãàëüìiâíîãî ÇÍ

iç çàòðèìàíèì ÇÇ íå ¹ ìàðêiâñüêèì ïðîöåñîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Ïî-
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ðiâíÿííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ç ðîçãëÿíóòèìè ðàíiøå âèïàäêàìè áåç ÇÇ òà ç ìèòò¹-

âèì ÇÇ äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ñàìå íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî çâîðîòíüîãî

çâ'ÿçêó ïðîçâîäèòü äî íåìàðêîâîñòi ïîñëiäîâíîñòi äîâæèí âèõiäíèõ ÌII. Öåé

�àêò ìà¹ áóòè âðàõîâàíèé ïðè àíàëiçi íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi â áóäü-ÿêié ñèñòåìi

çi çâîðîòíèìè çâ'ÿçêàìè.

�ÎÇÄIË 5

ÍÀßÂÍIÑÒÜ �ÅÔ�ÀÊÖI� ÍÅ ÏÎ�ÓØÓ�

ÍÅÌÀ�ÊÎÂÎÑÒI

5.1 Âñòóï

Â ðîçäiëàõ 3 i 4 áóëî ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè ðå�ðàêòåðíèé ïåðiîä íåéðîíó

r äîðiâíþ¹ íóëþ, r = 0, ùî äîçâîëÿ¹ îòðèìóâàòè òà ãåíåðóâàòè iìïóëüñè îäðà-

çó æ ïiñëÿ ïîïåðåäíüîãî ïîñòðiëó. Â ðîçäiëi 3 áóëî äîâåäåíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü

äîâæèí âèõiäíèõ ÌII çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ íå ¹ ìàðêiâñüêèì

ïðîöåñîì ÿêîãîñü ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Â ðîçäiëi 4 àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ áóëî

äîâåäåíî äëÿ ãàëüìiâíîãî íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ. Â öüîìó ðîçäiëi, ìè ïåðå-

âiðÿ¹ìî, ÷è öåé ðåçóëüòàò çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâèì çà íàÿâíîñòi íåíóëüîâîãî

ðå�ðàêòåðíîãî ïåðiîäó, r > 0, òîáòî ÷è íàÿâíiñòü ðå�ðàêöi¨ íå ïîðóøó¹ íåìàð-

êîâîñòi. Àëå ñëiä ñïî÷àòêó ïîÿñíèòè, ÷îìó òàêå ïîðóøåííÿ ìîæå âiäáóòèñÿ.

Ëiíiÿ ÇÇ äi¹ ÿê ñâîãî ðîäó çàïàì'ÿòîâóþ÷èé ïðèñòðié. À ñàìå, ïðèõiä iìïóëü-

ñó ç ëiíi¨ ÇÇ ií�îðìó¹ íåéðîí ïðî òå, ùî â ìèíóëîìó, ∆ îäèíèöü ÷àñó òîìó, áóâ

âèõiäíèé ïîñòðië. Çà âiäñóòíîñòi ðå�ðàêöi¨ ÌII ìîæå áóòè ÿê çàâãîäíî êîðîò-

êèì:

t > 0,
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òîæ íîìåð âèõiäíîãî iìïóëüñó, ïðî ÿêèé ñèãíàëiçó¹ ëiíiÿ ÇÇ, ìîæå áóòè ÿê

çàâãîäíî äàëåêèé âiä ïîòî÷íîãî íîìåðó iìïóëüñó.

Çà íàÿâíîñòi ðå�ðàêöi¨, áóäü-ÿêèé ÌII t ìà¹ áóòè äîâøèé çà r:

t > r,

òîæ íîìåð ìèíóëîãî ÌII, íà ïî÷àòêó ÿêîãî iìïóëüñ çàéøîâ â ëiíiþ, ìîæå âiä-

ðiçíÿòèñü âiä íîìåðó ÌII, íà ïî÷àòêó ÿêîãî ëiíiÿ âñå ùå ìiñòèòü òîé ñàìèé

iìïóëüñ, íå áiëüøå íiæ íà nmax,

nmax = [∆/r] , (5.1.1)

äå [x] äà¹ öiëó ÷àñòèíó x. Òîæ çäàòíiñòü iìïóëüñó ç ëiíi¨ íàäàâàòè ií�îðìà-

öiþ ïðî ïîïåðåäíi ïîñòðiëè ¹ îáìåæåíîþ ïîðiâíÿíî ç âèïàäêîì áåç ðå�ðàêöi¨.

Âèõîäÿ÷è ç òàêèõ ìiðêóâàíü, ìîæíà î÷iêóâàòè iñíóâàííÿ ñêií÷åííîãî ïîðÿä-

êó ìàðêîâîñòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòi äîâæèí âèõiäíèõ ÌII çà íàÿâíîñòi ðå�ðàêöi¨.

Ìåòîþ öüîãî ðîçäiëó ¹ ïåðåâiðêà ñïðàâåäëèâîñòi òàêèõ î÷iêóâàíü.

Çãiäíî íàøî¨ ìîäåëi, íåéðîí çàçíà¹ ðå�ðàêöi¨ ïðîòÿãîì r îäèíèöü ÷àñó ïiñ-

ëÿ êîæíîãî ïîñòðiëó. Ïðîòÿãîì ðå�ðàêòåðíîãî ïåðiîäó íåéðîí íå çäàòåí äî

ïðèéíÿòòÿ òà ãåíåðàöi¨ iìïóëüñiâ.

Äëÿ ñêîðî÷åííÿ ìè êîðèñòóâàòèìåìîñü ïîçíà÷åííÿì ÇÍð äëÿ çâ'ÿçóþ÷îãî

íåéðîíó ç íåíóëüîâîþ ðå�ðàêöi¹þ, r > 0. ßê i ðàíiøå, â öüîìó ðîçäiëi ìè

âæèâà¹ìî àáðåâiàòóðó ÇÍ äëÿ ïîçíà÷åííÿ çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíó áåç ðå�ðàêöi¨.

Äiÿ ëiíi¨ ÇÇ ìîäåëþ¹òüñÿ òóò àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â ðîçäiëi

4. Âèõiäíi (ãàëüìiâíi) iìïóëüñè ÇÍ íàïðàâëÿþòüñÿ éîìó æ íà âõiä ç �iêñîâà-

íîþ çàòðèìêîþ â ÷àñi ∆. Êîëè ãàëüìiâíèé iìïóëüñ ç ëiíi¨ ïðèáóâà¹ íà âõiä

íåéðîíó, âií çíèùó¹ âñi çáóäæóþ÷i iìïóëüñè, íàðàçi íàÿâíi â öié ïàì'ÿòi. Ïðî-

òÿãîì ðå�ðàêòåðíîãî ïåðiîäó íåéðîí iãíîðó¹ âñi âõiäíi iìïóëüñè � i çáóäæóþ÷i,

i ãàëüìiâíi.
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Â öüîìó ðîçäiëi ìè îáìåæèìîñü ðîçãëÿäîì øâèäêîãî ÇÇ, êîëè ÷àñ ∆ çàòðèì-

êè iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ ìåíøèé çà òðèâàëiñòü âíóòðiøíüî¨ ïàì'ÿòi ÇÍ τ :

∆ < τ. (5.1.2)

Öå äîçâîëèòü îòðèìàòè êîìïàêòíiøi àíàëiòè÷íi âèðàçè. Êðiì öüîãî, ïðèïóùåí-

íÿ (5.1.2) óçãîäæó¹òüñÿ ç âèïàäêîì ïðÿìîãî ÇÇ, íå îïîñåðåäêîâàíîãî iíøèìè

íåéðîíàìè.

Äëÿ ÿêîìîãà ïîâíiøîãî âèäiëåííÿ âïëèâó ðå�ðàêöi¨ íà ñòàòèñòèêó àêòèâíîñ-

òi íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ, ìè ðîçãëÿäà¹ìî íàñòóïíèé âèïàäîê:

r < ∆ < 2r, (5.1.3)

êîëè íå áiëüøå îäíîãî âèõiäíîãî ïîñòðiëó ìîæå âiäáóòèñÿ ïðîòÿãîì ÷àñó ïðî-

õîäæåííÿ iìïóëüñó ëiíi¹þ ÇÇ, äèâ. (5.1.1). Â öüîìó âèïàäêó ðå�ðàêòåðíèé ïå-

ðiîä, çàéìàþ÷è áiëüøå ïîëîâèíè ÷àñó çàòðèìêè iìïóëüñó â ëiíi¨, íàéñèëüíiøå

çìåíøó¹ êîðåëÿöi¨ òà å�åêòè ïàì'ÿòi â ïîñëiäîâíîñòi ÌII.

Ìàòåðiàëè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi [32℄.

5.2 Îá÷èñëåííÿ äîïîìiæíèõ �óíêöié

5.2.1 �îçðàõóíîê F (t|s)

Çíàéäåìî ÿâíi âèðàçè äëÿ ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé F (t|s). Äëÿ öüîãî

ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäêè s ≤ r òà s > r.

Ïî÷íåìî ç s ≤ r. Â öüîìó âèïàäêó ãàëüìiâíèé iìïóëüñ ç ëiíi¨ íå äi¹ íà íåéðîí,

îñêiëüêè íàäõîäèòü ïðîòÿãîì ðå�ðàêòåðíîãî ïåðiîäó. Çãiäíî íàøî¨ ìîäåëi, ÇÍð

íå çäàòåí äî ïðèéíÿòòÿ òà ãåíåðàöi¨ áóäü-ÿêèõ ñèãíàëiâ ïðîòÿãîì ðå�ðàêòåð-

íîãî ïåðiîäó, òîìó F (t | s) = 0 ïðè t < r. ßêùî íà ìîìåíò âèõîäó íåéðîíó çi

ñòàíó ðå�ðàêòåðíîñòi ëiíiÿ ÇÇ âæå çâiëüíèëàñÿ, éìîâiðíiñòü îòðèìàòè âèõiäíèé
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ÌII ïåâíî¨ äîâæèíè t > r áóäå òàêà ñàìà, ùî é äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ, ùî ïî÷àâ

ïðèéìàòè iìïóëüñè â ìîìåíò r. Òîæ âèðàç äëÿ F (t | s) ìîæå áóòè çàïèñàíèé

íàñòóïíèì ÷èíîì:

F (t | s) =











0, t ≤ r òà s ≤ r,

P 0(t − r), t > r òà s ≤ r,
(5.2.1)

äå P 0(t) ïîçíà÷à¹ ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII äëÿ ÇÍ áåç

ÇÇ, âèðàç (1.3.5).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè s > r. Çíîâó æ òàêè, îòðèìàííÿ ÌII òðè-

âàëiñòþ, ìåíøîþ çà r, íåìîæëèâå, òîìó F (t | s) = 0 ïðè t < r. Äî ìîìåíòó

ïðèõîäó iìïóëüñó ç ëiíi¨ ÇÇ ëiíiÿ íå ÷èíèòü íà íåéðîí æîäíîãî âïëèâó, òîæ

F (t | s) = P 0(t − r) ïðè t ∈]r; s[.

Íàðåøòi, äëÿ îòðèìàííÿ ÌII äîâæèíîþ t > s, íåîáõiäíå âèêîíàííÿ íàñ-

òóïíèõ óìîâ: i) ÇÍ áåç ÇÇ, ùî ïî÷àâ ïðèéìàòè iìïóëüñè â ìîìåíò r, íà ñòðiëÿ¹

æîäíîãî ðàçó äî ìîìåíòó s, ii) ÇÍ áåç ÇÇ, ùî ïî÷àâ ïðèéìàòè iìïóëüñè â ìîìåíò

s, âïåðøå ñòðiëÿ¹ â ìîìåíò t. Éìîâiðíiñòü ïîäi¨ i) ñêëàäà¹ Π0(s − r), äå Π0(t)

äà¹ éìîâiðíiñòü îòðèìàòè ÌII, òðèâàëiøîãî çà t, íà âèõîäi ÇÍ áåç ÇÇ, äèâ.

âèçíà÷åííÿ (1.3.9) òà âèðàç (1.3.10). Éìîâiðíiñòü ïîäi¨ ii) ñêëàäà¹ ïðîñòî P 0(t−

s)dt.

Çáèðàþ÷è âñå äîêóïè, äëÿ âèïàäêó s > r îòðèìà¹ìî:

F (t | s) =























0, t ≤ r,

P 0(t − r), t ∈]r; s[,

Π0(s − r)P 0(t − s), t ≥ s.

(5.2.2)

Ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé F (t | s), âèçíà÷åíà �îðìóëàìè

(5.2.1) òà (5.2.2), ¹ íîðìîâàíîþ:

∞
∫

0

F (t | s)dt = 1.
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�èñ. 5.1 �óñòèíè éìîâiðíîñòåé F (t | s) (ëiâîðó÷) òà f(s) (ïðàâîðó÷). Òóò τ =

10 ìñ, ∆ = 4 ìñ, r=2.5 ìñ, λ = 1000 ñ
−1
, N0=2, ëiâîðó÷ s = 4 ìñ.

Äëÿ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü âàæëèâî, ùî ïðè s > r ãóñòèíà F (t | s), ðîçãëÿ-

äóâàíà ÿê �óíêöiÿ çìiííî¨ t, ìà¹ ðîçðèâ òèïó ñòðèáêó â òî÷öi t = s. Ñïðàâäi,

âèêîðèñòîâóþ÷i (5.2.2), (1.3.5), (1.3.6) i (1.3.10) îòðèìà¹ìî

lim
t→s−0

F (t | s) = λ2(s − r) e−λ(s−r) > 0, 0 < r < s ≤ ∆,

lim
t→s+0

F (t | s) = 0.

Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî �óíêöiÿ F (t | s) ¹ íåïåðåðâíîþ ñêðiçü, êðiì òî÷êè

t = s, äå âîíà ìà¹ ñòðîãî âiä'¹ìíèé ñòðèáîê. Öå âèïëèâà¹ ç âèðàçó (5.2.2) òà

ç íåïåðåðâíîñòi �óíêöi¨ P 0(t). Íåïåðåðâíiñòü �óíêöi¨ F (t | s) íà ïðîìiæêàõ

t ∈]0; s[ i t ∈]s;∞[ òà ¨¨ ñòðèáîê â òî÷öi t = s áóäå âèêîðèñòàíî ïiçíiøå ïðè

àíàëiçi âëàñòèâîñòåé ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tm+1 | tm, . . . , t0). �ðà�iê

ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé F (t | s) ÿê �óíêöi¨ äîâæèíè âèõiäíîãî ÌII t ïðåäñòàâëåíî

íà �èñ. 5.1, ëiâîðó÷.

5.2.2 �îçðàõóíîê P (s′|s) òà f(s)

Ïåðåéäåìî äî çíàõîäæåííÿ âèðàçiâ äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé f(s) äëÿ ÷àñiâ

æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ. Çãiäíî çàãàëüíîãî ðåöåïòó, îïèñàíîãî â ïiäðîçäiëi 2.2,
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çíàéäåìî ñïî÷àòêó ãóñòèíó ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P (s′ | s) äëÿ ÷àñiâ æèòòÿ

iìïóëüñó â ëiíi¨.

5.2.2.1 �óñòèíà ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P (s′ | s)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ P (s′ | s) ðîçãëÿíåìî îêðåìî ðiçíi îáëàñòi çíà÷åíü çìiííèõ

s òà s′.

�îçãëÿíåìî ñïåðøó âèïàäîê, êîëè íà ïî÷àòêó äåÿêîãî ÌII s < ∆. Çàëåæíî

âiä òðèâàëîñòi t öüîãî ÌII, ÷àñ æèòòÿ s′ íà ïî÷àòêó íàñòóïíîãî ÌII ìîæå íà-

áóâàòè ðiçíèõ çíà÷åíü:

s′ =











s − t, t < s,

∆, t ≥ s.
(5.2.3)

Òîáòî, ÿêùî t < s, òî s′ = s− t i ÌII t çãåíåðîâàíî áåç ó÷àñòi ëiíi¨ ÇÇ. Îñêiëüêè

éìîâiðíiñòü îòðèìàòè ÌII òðèâàëiñòþ t ≤ r äîðiâíþ¹ 0, òî

P (s′ | s) = 0 ïðè 0 < s − s′ ≤ r.

Äëÿ îòðèìàííÿ ÌII äîâæèíîþ t = s−s′ > r íåîáõiäíî, ùîá ÇÍ áåç ÇÇ, ùî ïî÷àâ

ïðèéìàòè iìïóëüñè â ìîìåíò r, âïåðøå âèñòðåëèâ â ìîìåíò t. Éìîâiðíiñòü öi¹¨

ïîäi¨ ñêëàäà¹ P 0(t − r), òîìó

P (s′ | s) = P 0(s − s′ − r), ïðè 0 < s′ < s − r.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî t ≥ s, òîäi ëiíiÿ ÇÇ âñòèãíå çâiëüíèòèñÿ âiä iìïóëüñó

ïðîòÿãîì ÌII t. Îòæå íà ïî÷àòêó íàñòóïíîãî ÌII, íîâèé iìïóëüñ çàéäå â ëiíiþ

i ìàòèìå ÷àñ æèòòÿ, òî÷íî ðiâíèé s′ = ∆. Öå çóìîâëþ¹ íàÿâíiñòü δ-�óêíöi¨ â

ãóñòèíi ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P (s′ | s) â òî÷öi s′ = ∆. Âàãà öi¹¨ δ-�óíêöi¨

äîðiâíþ¹ ñóìàðíié éìîâiðíîñòi îòðèìàííÿ ÌII òðèâàëîñòi t ≥ s çà óìîâè, ùî

íà ïî÷àòêó öüîãî ÌII ÷àñ æèòòÿ iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ ñêëàäàâ s. Öÿ éìîâiðíiñòü
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ìîæå áóòè ðîçðàõîâàíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

Prob{t ≥ s|s} ≡

∞
∫

s

F (t | s)dt =











1, s ≤ r,

Π0(s − r), s > r,

äå ìè ïiäñòàâèëè F (t | s) ç âèðàçiâ (5.2.2) i (5.2.1) òà ñêîðèñòàëèñü óìîâîþ

íîðìóâàííÿ

∞
∫

0

P 0(t)dt = 1.

Íàðåøòi, ÿê âèïëèâà¹ ç ïðàâèë äi¨ ëiíi¨ ÇÇ òà óìîâ ðå�ðàêòåðíîãî ñòàíó, à

òàêîæ ìîæå áóòè îòðèìàíå ç (5.2.3), âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi s ≤ s′ < ∆ íåìîæëè-

âå.

Çáèðàþ÷è âñå äîêóïè, îòðèìà¹ìî:

P (s′ | s) =







































0, s ≤ s′ < ∆,

0, 0 < s − s′ ≤ r,

P 0(s − s′ − r), 0 < s′ < s − r,

A(s, r) · δ(s′ − ∆), s′ ∈]∆ − ǫ; ∆],

(5.2.4)

äå

A(s, r) =











1, s ≤ r,

Π0(s − r), s > r.

Çàóâàæèìî, ùî ãóñòèíà P (s′ | s), âèçíà÷åíà âèðàçîì (5.2.4), òàêîæ ¹ íîðìîâà-

íîþ:

∆
∫

0

P (s′ | s)ds′ = 1.

5.2.2.2 �îçïîäië ÷àñiâ æèòòÿ, f(s)

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.2.2), ÿê i â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, øóêàòèìåìî f(s)

â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

f(s) = g(s) + a · δ(∆ − s), (5.2.5)

äå δ(·) � äåëüòà-�óíêöiÿ Äiðàêà, g(s) � ðåãóëÿðíà �óíêöiÿ, ùî çíèêà¹ ïîçà

ìåæàìè iíòåðâàëó s ∈]0; ∆], a � äåÿêà ñòàëà, ÿêó áóäå âèçíà÷åíî ç óìîâè íîð-

ìóâàííÿ.
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Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (5.2.5) äî ðiâíÿííÿ (2.2.2) òà âiäîêðåìëþþ÷è äîäàíêè,

ùî íå ìiñòÿòü δ-�óíêöi¨, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè g(s) ãóñ-

òèíè éìîâiðíîñòåé f(s):

g(s′) = a · F (s′ | ∆) +

∆
∫

r

P reg(s′ | s)g(s)ds,

äå P (s′ | s) âèçíà÷åíà âèðàçîì (5.2.4), à âåðõíié iíäåêñ "reg"ïîçíà÷à¹ ðåãóëÿðíó

÷àñòèíó (áåç δ-�óíêöi¨).

Îñêiëüêè âèðàçè äëÿ �óíêöi¨ P (s′ | s) ¹ ðiçíèìè íà ðiçíèõ äîìåíàõ, âèïàäêè

0 < s′ < ∆ − r òà ∆ − r ≤ s′ ≤ ∆ ñëiä ðîçãëÿäàòè îêðåìî. Ïî÷íåìî ç âèïàäêó

s′ ∈ [∆ − r; ∆]. Ïiäñòàâëÿþ÷è P (s′ | s) ç âèðàçó (5.2.4), çíàõîäèìî òðèâiàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê:

g(s′) = 0, s ∈ [∆ − r; ∆], (5.2.6)

ùî âiäîáðàæà¹ íåìîæëèâiñòü îòðèìàííÿ ÌII òðèâàëiñòþ ìåíøîþ çà r.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê 0 < s′ < ∆ − r. Ïiäñòàâëÿþ÷è âiäïîâiäíi âèðàçè

äëÿ P (s′ | s) ç �îðìóëè (5.2.4), çíàõîäèìî

g(s′) = a · λ2(∆ − s′ − r)e−λ(∆−s′−r) + λ2

∆
∫

r

(s − s′ − r)e−λ(s−s′−r)g(s)ds, (5.2.7)

äå áóëî âèêîðèñòàíî (1.3.5), (1.3.6). Äëÿ ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ, ïðåäñòàâèìî

g(s) ó âèãëÿäi

g(s′) = eλs′φ(s′), 0 < s′ < ∆. (5.2.8)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.2.8) äî ðiâíÿííÿ (5.2.7), îòðèìà¹ìî

φ(s′) = a · λ2(∆− s′ − r)e−λ(∆−r) + λ2eλr

∆
∫

r

(s− s′ − r)φ(s)ds, 0 < s′ < ∆− r,

(5.2.9)
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àáî, ïiñëÿ ïîäâiéíîãî äè�åðåíöiþâàííÿ çà s′

d2

ds′2
φ(s′) = φ(s′ + r), 0 < s′ < ∆ − r.

Àëå ïðè s′ + r ∈ [r; ∆[ òîòîæíüî φ(s′ + r) ≡ 0 (òóò âðàõîâàíî âèðàç (5.2.6) òà

íåðiâíiñòü ∆ − r < r, ÿêà âèïëèâà¹ ç (5.1.3)). Òîìó äëÿ g(s) îòðèìà¹ìî:

g(s′) = a · λ2(∆ − s′ − r)e−λ(∆−s′−r), 0 < s′ < ∆ − r, (5.2.10)

äå áóëî âèêîðèñòàíî (5.2.9). Çáèðàþ÷è äîêóïè âèðàçè (5.2.5), (5.2.6) òà (5.2.10),

ìà¹ìî:

f(s) =























g(s), 0 < s < ∆ − r,

0 ∆ − r ≤ s < ∆,

a · δ(∆ − s), s ∈]∆ − ǫ; ∆],

(5.2.11)

Çãiäíî (5.2.5) òà (5.2.10), óìîâó íîðìóâàííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

∆−r
∫

0

g(s)ds + a = 1, (5.2.12)

ùî äà¹

a =
eλ(∆−r)

2 eλ(∆−r) − 1 − λ(∆ − r)
. (5.2.13)

Àíàëiçóþ÷è âèðàç (5.2.13) òà âðàõîâóþ÷è, ùî λ(∆− r) > 0, äîõîäèìî âèñíîâêó,

ùî êîíñòàíòà a íàáóâà¹ çíà÷åíü â ìåæàõ iíòåðâàëó

1

2
< a < 1. (5.2.14)

�ðà�iê �óíêöi¨ f(s) ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 5.1, ïðàâîðó÷, ñòîð. 129.

Íàÿâíiñòü ñèíãóëÿðíîñòi ó âèãëÿäi δ-�óíêöi¨ Äiðàêà â f(s) ìîæíà äîäàòêîâî

ïîÿñíèòè àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â ïiäðîçäiëi (3.2.2.2) äëÿ

çáóäæóþ÷îãî ÇÍ iç çàòðèìàíèì ÇÇ.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ó âèïàäêó (5.1.3) â ìîìåíò ïî÷àòêó äåÿêîãî ÌII ëiíiÿ

ÇÇ ìîæå ïåðåáóâàòè ëèøå â îäíîìó ç äâîõ �óíêöiîíàëüíèõ ñòàíiâ. À ñàìå,
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íà ïî÷àòêó ÌII ëiíiÿ àáî ìiñòèòü iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ, òî÷íî ðiâíèì ∆, àáî

âçàãàëi íå âïèâà¹ íà íåéðîí ïðîòÿãîì öüîãî ÌII. Ñïðàâäi, çãiäíî âèðàçó (5.2.11),

ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé äëÿ ÷àñiâ æèòòÿ s ¹ äîäàòíüîþ ëèøå íà ïðîìiæêó ]0; ∆−r[

òà â òî÷öi s = ∆. Àëå ç óìîâè (5.1.3) âèïëèâà¹, ùî

∆ − r < r.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó âèïàäêó s ∈]0; ∆ − r[ iìïóëüñ ç ëiíi¨ ÇÇ äîñÿãíå íåéðîíó

ïðîòÿãîì ðå�ðàêòåðíîãî ïåðiîäó i, îòæå, çíèêíå áåç âñÿêîãî âïëèâó. Öåé �àêò

çíàéäå ïðîçîðå âiäîáðàæåííÿ â îñòàòî÷íîìó âèðàçi äëÿ P (tn+1 | tn, . . . , t0), äèâ.

íèæ÷å.

5.3 Áàãàòîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé.

Íåìàðêîâiñòü

Çàäà÷åþ öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ çíàõîäæåííÿ áàãàòîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâið-

íîñòåé P (tn+1, . . . , t0) íà äâîõ íàñòóïíèõ äîìåíàõ:

Dl =
{

(t0, . . . , tn, tn+1)
∣

∣

∣
t1 < ∆, . . . , tn < ∆, t0 < ∆,

}

, (5.3.1)

Dm =
{

(t0, . . . , tn, tn+1)
∣

∣

∣
t1 < ∆, . . . , tn < ∆, t0 ≥ ∆,

}

. (5.3.2)

Ñëiä çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî êîîðäèíàòó tn+1 íå âêëþ÷åíî äî óìîâè òóò. Ïîçíà-

÷åííÿ Dl òà Dm ââåäåíî ó âiäïîâiäíîñòi äî çíàêó ìiæ t0 i ∆, � "l"äëÿ t0 < ∆ (âiä

àíãëiéñüêîãî less) i "m"äëÿ t0 ≥ ∆ (âiä àíãëiéñüêîãî more). Òàêîæ ñëiä çàçíà-

÷èòè, ùî â ðàìêàõ ðîçãëÿäóâàíî¨ ìîäåëi, íåìîæëèâî îòðèìàòè ÌII òðèâàëiñòþ

t < r. Öå íàïðÿìó âèïëèâà¹ çi çìiñòó ðå�ðàêòåðíîñòi i ìîæå áóòè �îðìàëüíî

îòðèìàíî ç (5.2.2). Òîæ óìîâè ti < ∆ ó âèðàçàõ (5.3.1) òà (5.3.2) íàñïðàâäi îçíà-

÷àþòü âiäïîâiäíî r < ti < ∆, i = 0, 1, . . . , n òà i = 1, . . . , n. Íàäàëi ìè çàâæäè

ìàòèìåìî öå íà óâàçi, ðîçãëÿäàþ÷è äîìåíè Dl òà Dm.
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Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi äîâæèí âèõiäíèõ ÌII ñïðàâäåëèâà íàñòóïíà Ëåìà, àíàëî-

ãi÷íà âiäïîâiäíèì ëåìàì äëÿ çáóäæóþ÷îãî i ãàëüìiâíîãî ÇÍ áåç ðå�ðàêöi¨:

Ëåìà 5. Íàáið äîâæèí (n+2)-õ ïîñëiäîâíèõ ÌII t0, . . . , tn, tn+1 ìà¹ íåíóëüîâó

éìîâiðíiñòü ïîòðàïèòè äî äîìåíó D∗, äå ∗ îçíà÷à¹ àáî l, àáî m,

Äîâåäåííÿ. �îçãëÿíåìî äîìåí Dm. Óìîâà t0 ≥ ∆ â (5.3.2) ãàðàíòó¹, ùî ëiíiÿ

ÇÇ çâiëüíèòüñÿ âiä iìïóëüñó ïðîòÿãîì ÌII t0. Òîìó ïðè íàñòóïíîìó ïîñòðiëi

íîâèé iìïóëüñ óâiéäå äî ëiíi¨ i ìàòèìå ÷àñ æèòòÿ s1 = ∆. Àëå íà äîìåíi Dm,

ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü t1 < ∆, ÿêà îçíà÷à¹, ùî ÌII t1 áóëî çãåíåðîâàíî áåç ó÷àñòi

ëiíi¨ ÇÇ. Íà ïî÷àòêó íàñòóïíîãî ÌII ëiíiÿ ìiñòèòèìå òîé ñàìèé iìïóëüñ ç ÷àñîì

æèòòÿ s2 = ∆ − t1 < ∆ − r < r, äå áóëî âèêîðèñòàíî óìîâè (5.1.3) òà t1 > r,

äèâ. �èñ. 5.2. Íåðiâíiñòü s2 < r îçíà÷à¹, ùî ëiíiÿ ÇÇ íå ìàòèìå âïëèâó íà

ÇÍ ïðîòÿãîì ÌII t2. Ïðîäîâæóþ÷è òàêi ìiðêóâàííÿ, äiéäåìî âèñíîâêó, ùî ÌII

t1, t2, . . . , tn çãåíåðîâàíî áåç ó÷àñòi ëiíi¨ ÇÇ (âèêëþ÷íî ïiä äi¹þ ïóàññîíiâñüêîãî

ïîòîêó).

ÇÍ ç ïîðîãîì N0 = 2 ïîòðåáó¹ 2 âõiäíèõ iìïóëüñè âiä ïóàññîíiâñüêîãî

ïîòîêó â ìåæàõ ÷àñîâîãî âiêíà ]r; ∆[, ùîá çãåíåðóâàòè iìïóëüñ â öüîìó âi-

êíi (çàâäÿêè óìîâi (5.1.2) æîäåí âõiäíèé iìïóëüñ íå áóäå âòðà÷åíèé). Öÿ ïî-

äiÿ ìà¹ éìîâiðíiñòü λ2(∆ − r)2 · e−λ(∆−r)/2, äèâ. âèðàç (1.2.1). Òîìó éìîâið-

íiñòü îòðèìàòè n ÌII, òðèâàëiñòþ â ìåæàõ ]r; ∆[ êîæåí, äà¹òüñÿ âèðàçîì

λ2n(∆ − r)2n · e−nλ(∆−r)/2n
.

Ñòàí ëiíi¨ ÇÇ íà ïî÷àòêó iíòåðâàëó t0 ¹ íåâiäîìèì. Àëå, íåçàëåæíî âiä òîãî,

ÿêèé áóâ öåé ñòàí, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ÷åðåç ∆ îäèíèöü ÷àñó ïiñëÿ ïî-

÷àòêó öüîãî ÌII, ãàëüìiâíèé iìïóëüñ âæå áóäå âèêîðèñòàíî i ÇÍ ïåðåáóâàòèìå

âèêëþ÷íî ïiä äi¹þ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó äî ìîìåíòó ãåíåðàöi¨ íàñòóïíîãî

ïîñòðiëó. Íèæíÿ ãðàíèöÿ éìîâiðíîñòi îòðèìàííÿ t0 ≥ ∆ ìîæå áóòè îöiíåíà ÿê

Π0(∆ − r)
∞
∫

∆

P 0(t − ∆)dt = Π0(∆ − r) = (1 + λ(∆ − r))e−λ(∆−r)
.
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�èñ. 5.2 Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ s1, s2, . . . òà t1, t2, . . . íà äîìåíi Dm, (5.3.2). Êîæåí

ÌII ïî÷èíà¹òüñÿ ç ðå�ðàêòåðíîãî ïåðiîäó r, ïîçíà÷åíîãî "xxxxxx"íà ÷àñîâié

âiñi. Çíà÷åííÿ, ùî ¨õ ìîæå íàáóâàòè çìiííà s íà ïî÷àòêó äîâiëüíîãî ÌII, ïîç-

íà÷åíî æèðíîþ ëiíi¹þ i æèðíîþ òî÷êîþ íà âiñi s. Ñòàíè ëiíi¨ ÇÇ íà ïî÷àòêó

iíòåðâàëiâ t1, t2, . . . ÷åðãóþòüñÿ: ëiíiÿ ìiñòèòü iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ àáî ðiâíèì

∆, àáî ìåíøèì çà r. Â îñòàííüîìó âèïàäêó ãàëüìiâíèé iìïóëüñ äîñÿãà¹ íåéðîíó

ïðîòÿãîì ðå�ðàêòåðíîãî ïåðiîäó i òîìó íå âïëèâà¹ íà íüîãî.

Òàêèì ÷èíîì, íàáið äîâæèí (n + 2)-õ ïîñëiäîâíèõ ÌII t0, . . . , tn, tn+1 ìà¹

íåíóëüîâó éìîâiðíiñòü,

Prob{(t0, . . . , tn+1) ∈ Dm} >
λ2n(∆ − r)2n

2n
· e−(n+1)·λ(∆−r) > 0

ïîòðàïèòè äî äîìåíó Dm.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äîìåí Dl. Çàñòîñîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi òèì,

ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi äëÿ äîìåíó Dm, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî íà Dl âñi ÌII

t0, t1, . . . , tn çãåíåðîâàíî áåç ó÷àñòi ëiíi¨ ÇÇ. Òîæ íèæíÿ ãðàíèöÿ äëÿ éìîâið-

íîñòi ïîòðàïëÿííÿ íàáîðó t0, . . . , tn, tn+1 äî öüîãî äîìåíó ìîæå áóòè îöiíåíà

ÿê

Prob{(t0, . . . , tn+1) ∈ Dl} >
λ2(n+1) · (∆ − r)2(n+1)

2n+1
· e−(n+1)·λ(∆−r) > 0

Öå äîâîäèòü Ëåìó 5.
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5.3.1 P (tn+1, . . . , t0) â îáëàñòi Dl

Ïåðåä òèì, ÿê ïåðåéòè äî ðîçðàõóíêó P (tn+1, . . . , t0), ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ó

âèïàäêó (5.1.3), ÿêèé òóò ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

∆ − ti < r, i ∈ Z
+, (5.3.3)

ti + tj > ∆, i, j ∈ Z
+. (5.3.4)

Ñïðàâäi, tj > r, j = 0, 1, . . ., òà çàâäÿêè ñïiââiäíîøåííþ (5.1.3), r ≤ ∆ <

2r. Ïî¹äíóþ÷è öi íåðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî (5.3.3), (5.3.4). Ìè ìàòèìåìî íà óâàçi

ñïiââiäíîøåííÿ (5.3.3), (5.3.4), âèêîíóþ÷è iíòåãðóâàííÿ â (2.3.7).

Òîæ ðîçãëÿíåìî �iêñîâàíèé íàáið (t0, . . . , tn, tn+1) ∈ Dl. Ïiäñòàâëÿþ÷è

P (t0, s0) òà P (tk, sk | tk−1, sk−1) ç âèðàçiâ (2.3.8) òà (2.3.13) äî (2.3.7) òà âèêîíó-

þ÷è iíòåãðóâàííÿ çà çìiííèìè s1, . . . , sn+1 ç óðàõóâàííÿì (5.3.4), çíàõîäèìî

P (t2k, . . . , t0) =
k

∏

i=1

F (t2i | ∆ − t2i−1)F (t2i−1 | ∆)

t0
∫

0

F (t0 | s0)f(s0)ds0+

+ F (t2k | ∆)
k−1
∏

i=1

F (t2i+1 | ∆ − t2i)F (t2i | ∆)×

×

∆
∫

t0

F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)f(s0)ds0, k = 0, 1, . . . , (5.3.5)

P (t2k+1, . . . , t0) = F (t2k+1 | ∆)
k

∏

i=1

F (t2i | ∆ − t2i−1)F (t2i−1 | ∆)×

×

t0
∫

0

F (t0 | s0)f(s0)ds0+

+
k

∏

i=1

F (t2i+1 | ∆ − t2i)F (t2i | ∆)×

×

∆
∫

t0

F (t1 | s0 − t0)F (t0 | s0)f(s0)ds0, k = 0, 1, . . . , (5.3.6)
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äå F (t | s) òà f(s) áóëî âèçíà÷åíå ó âèðàçàõ (5.2.2) òà (5.2.11). Ìè ïîêëàäà¹ìî

òóò, ùî

j
∏

i

= 1, êîëè j < i. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî �îðìóëà (5.3.5) ç k = 0 äà¹

âèðàç (2.2.1) äëÿ P (t0).

Íà äîìåíi Dl âñi ðiçíèöi (∆ − ti), i = 0, . . . , n, íàáóâàþòü çíà÷åíü â ìåæàõ

ïðîìiæêó ]0; r[, äèâ. (5.3.3). Òîìó, çãiäíî âèðàçó (5.2.2), çàìiñòü âñiõ F (t2i | ∆−

t2i−1) òà F (t2i+1 | ∆ − t2i) äî �îðìóë (5.3.5) i (5.3.6) ñëiä ïiäñòàâèòè âiäïîâiäíî

P 0(t2i − r) i P 0(t2i+1 − r).

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, íà äîìåíi Dl âñi ti < ∆, i = 0, . . . , n, äèâ. (5.3.1). Òîìó,

çãiäíî (5.2.2), çàìiñòü âñiõ F (tj | ∆), j = 2k, 2k + 1, äî âèðàçiâ (5.3.5) òà (5.3.6)

ñëiä ïiäñòàâèòè P 0(tj − r).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë â ïåðøèõ äîäàíêàõ �îðìóë (5.3.5) òà (5.3.6). �óñ-

òèíà éìîâiðíîñòåé f(s) äîðiâíþ¹ 0 íà iíòåðâàëi [∆ − r; ∆[, äèâ. (5.2.11). Òîìó

îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ â ïåðøîìó äîäàíêó ìîæå áóòè çâóæåíà äî s0 ∈]0; ∆ − r[.

Â öié îáëàñòi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü s0 < r, ùî âèïëèâà¹ çi ñïiââiäíîøåííÿ

(5.1.3). Òîìó çàìiñòü F (t0 | s0) ñëiä ïiäñòàâèòè P 0(t0−r) i âèíåñòè öåé ìíîæíèê

ç-ïiä çíàêó iíòåãðàëó. Íàðåøòi, ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî �óíêöiÿ f(s) íîðìîâàíà:

∆−r
∫

0

ds0f(s0) = 1 − a,

äå ñòàëà a áóëà âèçíà÷åíà â (5.2.11) òà (5.2.13).

Áåðó÷è äî óâàãè íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ òà êîðèñòóþ÷èñü âèðàçîì (5.2.11)

äëÿ iíòåãðóâàííÿ â äðóãîìó äîäàíêó, îòðèìà¹ìî:

P (tn+1, . . . , t0) = P 0(tn+1 − r)
n

∏

i=0

P 0(ti − r) · (1 − a)+

+ F (tn+1 | ∆)
n

∏

i=0

P 0(ti − r) · a, n = 2k + 1,
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P (tn+1, . . . , t0) = F (tn+1 | ∆)
n

∏

i=0

P 0(ti − r) · (1 − a)+

+ P 0(tn+1 − r)
n

∏

i=0

P 0(ti − r) · a, n = 2k, k = 0, 1, . . .

(5.3.7)

5.3.2 P (tn+1, . . . , t0) â îáëàñòi Dm

�îçãëÿíåìî �iêñîâàíèé íàáið (t0, . . . , tn, tn+1) ∈ Dm. Çàñòîñîâóþ÷è ìiðêóâà-

ííÿ, àíàëîãi÷íi òèì, ùî áóëè âèêëàäåíi â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, äëÿ ïðîâå-

äåííÿ iíòåãðóâàííÿ â (2.3.7) äëÿ äîìåíó Dm, îòðèìà¹ìî

P (tn+1, . . . , t0) =















n+1
∏

i=1

P 0(ti − r) · P (t0), n = 2k + 1,

F (tn+1 | ∆)
n
∏

i=1

P 0(ti − r) · P (t0), n = 2k,

(5.3.8)

äå P (t0) âèçíà÷åíî âèðàçîì (2.2.1) i â öüîìó âèïàäêó ñêëàäà¹ P (t0) = a·F (t|∆)+

(1 − a) · P 0(t0 − r).

5.3.3 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn . . . , t0) â îáëàñòÿõ

Dl òà Dm

Âèðàçè (5.3.7) i (5.3.8) äàþòü áàãàòîiíòåðâàëüíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé

P (tn+1, . . . , t0) äëÿ äîâæèí ïîñëiäîâíèõ ÌII çà äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ n íà äî-

ìåíàõ Dl i Dm. Çãiäíî âèçíà÷åííÿ (2.3.6), ç öèõ �îðìóë ëåãêî ìîæíà îòðèìàòè

âèðàçè i äëÿ ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0) íà Dl i Dm. Äëÿ

öüîãî íåîáõiäíî çíàéòè P (tn, . . . , t0), âçÿâøè (5.3.7) òà (5.3.8) ç (n − 1) çàìiñòü

n òà âèêîðèñòàòè òîé �àêò, ùî F (tn | ∆) = P 0(tn) íà Dl i íà Dm. Ïiäñòàâèâøè

îòðèìàíi âèðàçè äëÿ �óíêöié P (tn+1, . . . , t0) i P (tn, . . . , t0) äî (2.3.6), îòðèìà¹ìî

P (tn+1 | tn . . . , t0)
∣

∣

∣

Dl

=











P 0(tn+1 − r) · a + F (tn+1 | ∆) · (1 − a), n = 2k,

F (tn+1 | ∆) · a + P 0(tn+1 − r) · (1 − a), n = 2k + 1,

(5.3.9)
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(t0, . . . , tn) ∈ Dl (t0, . . . , tn) ∈ Dm

n = 2k, P 0(tn+1 − r) · a + F (tn+1 | ∆) · (1 − a) F (tn+1 | ∆)

k = 0, 1, . . .

n = 2k + 1, F (tn+1 | ∆) · a + P 0(tn+1 − r) · (1 − a) P 0(tn+1 − r)

k = 0, 1, . . .

Òàáëèöÿ 5.1

Âèðàçè äëÿ P (tn+1 | tn . . . , t0) íà äîìåíàõ Dl òà Dm.

P (tn+1 | tn . . . , t0)
∣

∣

∣

Dm
=











F (tn+1 | ∆), n = 2k,

P 0(tn+1 − r), n = 2k + 1,
(5.3.10)

äå k = 0, 1, . . ., à ñòàëà a ìîæå íàáóâàòè çíà÷åíü â ìåæàõ âiä 0.5 äî 1, äèâ.

(5.2.14). Âèðàçè äëÿ ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0), çàäàíi

�îðìóëàìè (5.3.9) òà (5.3.10), íàâåäåíî ðàçîì â Òàáëèöi 5.1.

Ìîæíà áà÷èòè, ùî äëÿ t1 < ∆, . . . , tn < ∆ ãóñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé

P (tn+1 | tn, . . . , t0) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ �óíê-

öié P 0(tn+1−r) òà F (tn+1 | ∆) ç êîå�iöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä òîãî, ÷è t0 < ∆,

÷è t0 ≥ ∆, à òàêîæ âiä ïàðíîñòi ÷èñëà n. Ôóíêöi¨ P 0(tn+1− r) i F (tn+1 | ∆) � ði-

çíi i ìàþòü ðiçíi âëàñòèâîñòi. Çîêðåìà, �óíêöiÿ P 0(tn+1− r) íåïåðåðâíà íà âñié

îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, à �óíêöiÿ F (tn+1 | ∆) ìiñòèòü ñòðèáîê â òî÷öi tn+1 = ∆,

äèâ. ïðèêëàä ãðà�iêó P 0(tn+1 − r) íà �èñ. 5.6, ïðàâîðó÷, à ïðèêëàä ãðà�iêó
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F (tn+1 | ∆) � íà �èñ. 5.3, ïðàâîðó÷
1
. Öå îçíà÷à¹, ùî P (tn+1 | tn, . . . , t1, t0) çìi-

íþ¹ ñâî¹ çíà÷åííÿ, êîëè çíà÷åííÿ t0 ïåðåòèíà¹ òî÷êó t0 = ∆. Òàêèì ÷èíîì,

ãóñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t1, t0) ñïðàâäi çàëåæèòü âiä óìî-

âè t0. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi äîâæèí âèõiäíèõ ÌII óìîâà (2.3.1) íå

âèêîíó¹òüñÿ çà æîäíèõ çíà÷åíü n. Òåîðåìó 1 äëÿ ÇÍð iç çàòðèìàíèì ÇÇ äîâå-

äåíî.

�ðà�iêè �óíêöi¨ P (tn+1 | tn, . . . , t0) íà äîìåíàõ Dl òà Dm äëÿ n = 0 i n = 1

ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 5.3 � 5.6. �åçóëüòàòè, îòðèìàíi ÷èñåëüíî öiëêîì âiäïîâiäà-

þòü çíàéäåíèì òóò àíàëiòè÷íèì �îðìóëàì. ×èñåëüíi ðîçðàõóíêè, âèêîíàíi äëÿ

âèùèõ ïîðîãiâ ÇÍ, N0 > 2, òà äëÿ ìîäåëi IÂ, äàþòü ðåçóëüòàòè, ÿêiñíî ïîäiáíi

äî òèõ, ÿêi áóëè òóò îòðèìàíi àíàëiòè÷íî äëÿ ÇÍ ç ïîðîãîì 2, äèâ. �èñ. 5.7

òà 5.8. Çîêðåìà, íàÿâíiñòü òà ïîëîæåííÿ ðîçðèâiâ (ïðîâàëiâ) â ãóñòèíi óìîâíèõ

éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0) ñïiâïàäàþòü ç òèìè, ùî ¨õ áóëî çíàéäåíî äëÿ

ÇÍ ç ïîðîãîì 2, ïîðiâí. �èñ. 5.7, ëiâîðó÷, i 5.8, ëiâîðó÷, ç �èñ. 5.5, à òàêîæ

�èñ. 5.7, ïðàâîðó÷, i 5.8, ïðàâîðó÷, ç �èñ. 5.6. Öå äîçâîëÿ¹ äiéòè âèñíîâêó ïðî

òå, ùî íàÿâíiñòü i ïîëîæííÿ ðîçðèâiâ �óíêöi¨ P (tn+1 | tn, . . . , t0) âèçíà÷àþòüñÿ

âèêëþ÷íî çàòðèìêîþ iìïóëüñó â ëiíi¨ ∆ òà ¨¨ ñïiââiäíîøåííÿì çi çíà÷åííÿìè

óìîâ tn, . . . , t0. Îòæå, íåìàðêiâñüêî¨ ïîâåäiíêè âèõiäíîãî ïîòîêó íåéðîíó iç çà-

òðèìàíèì ÇÇ ñëiä î÷iêóâàòè i äëÿ ÇÍ ç âèùèìè ïîðîãàìè, à òàêîæ äëÿ iíøèõ

íåéðîííèõ ìîäåëåé òà äëÿ ðåàëüíèõ íåéðîíiâ.

5.3.4 Òðàêòîâêà ðåçóëüòàòó äëÿ P (tn+1 | tn, . . . , t0)

Öåé ïiäðîçäië öiëêîì ïðèñâÿ÷åíèé äîäàòêîâîìó ðîç'ÿñíåííþ òîãî, ÿê ñëiä

ðîçóìiòè îòðèìàíi âèðàçè (5.3.9) òà (5.3.10) äëÿ ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé

P (tn+1 | tn, . . . , t0).

Ñïåðøó ðîçãëÿíåìî �óíêöiþ P (tn+1 | tn, . . . , t0) íà Dm, �îðìóëà (5.3.10).

1Ìè òóò âèêîðèñòîâó¹ìî, ùî P (tn+1 | tn, . . . , t0) = P 0(tn+1 − r) ïðè n = 2k + 1 i P (tn+1 | tn, . . . , t0) =

F (tn+1 | ∆) ïðè n = 2k â îáëàñòi Dm, âèðàç (5.3.10).
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�èñ. 5.3 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1) äëÿ t1 ∈ Dm, çíàéäåíà ÷è-

ñåëüíî ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî (ëiâîðó÷) i ðîçðàõîâàíà àíàëiòè÷íî çà �îðìóëîþ

(5.3.10) (ïðàâîðó÷). Òóò τ = 10 ìñ, ∆ = 4 ìñ, λ = 1000 ñ
−1
, N0 = 2, r=2.5 ìñ,

t1=5 ìñ, êiëüêiñòü âðàõîâàíèõ âèõiäíèõ iìïóëüñiâ N = 30 000.
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�èñ. 5.4 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1) äëÿ t1 ∈ Dl, çíàéäåíà ÷èñåëüíî

ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî (ëiâîðó÷) i ðîçðàõîâàíà àíàëiòè÷íî çà �îðìóëîþ (5.3.9)

(ïðàâîðó÷). Òóò τ = 10 ìñ, ∆ = 4 ìñ, λ = 1000 ñ
−1
, N0 = 2, r=2.5 ìñ, t1=3.5 ìñ,

êiëüêiñòü âðàõîâàíèõ âèõiäíèõ iìïóëüñiâ N = 30 000.
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�èñ. 5.5 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) äëÿ (t0, t1) ∈ Dl, çíàéäåíà

÷èñåëüíî ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî (ëiâîðó÷) i ðîçðàõîâàíà àíàëiòè÷íî çà �îðìó-

ëîþ (5.3.9) (ïðàâîðó÷). Òóò τ = 10 ìñ, ∆ = 4 ìñ, λ = 1000 ñ
−1
, N0 = 2, r=2.5 ìñ,

t1=3.5 ìñ, t0=3 ìñ, êiëüêiñòü âðàõîâàíèõ âèõiäíèõ iìïóëüñiâ N = 30 000.
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�èñ. 5.6 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) äëÿ (t0, t1) ∈ Dm, çíàéäåíà

÷èñåëüíî ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî (ëiâîðó÷) i ðîçðàõîâàíà àíàëiòè÷íî çà �îðìó-

ëîþ (5.3.10) (ïðàâîðó÷). Òóò τ = 10 ìñ, ∆ = 4 ìñ, λ = 1000 ñ
−1
, N0 = 2, r=2.5 ìñ,

t1=3.5 ìñ, t0=5 ìñ, êiëüêiñòü âðàõîâàíèõ âèõiäíèõ iìïóëüñiâ N = 30 000.
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�èñ. 5.7 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0), çíàéäåíà ÷èñåëüíî äëÿ

(t0, t1) ∈ Dl (ëiâîðó÷) i (t0, t1) ∈ Dm (ïðàâîðó÷). Òóò τ = 10 ìñ, ∆ = 4 ìñ, λ

= 1000 ñ
−1
, N0 = 4, r=2.5 ìñ, êiëüêiñòü çãåíåðîâàíèõ iìïóëüñiâ N = 30 000,

ëiâîðó÷: t1=3.5 ìñ, t0=3 ìñ; ïðàâîðó÷: t1 = 3.5 ìñ, t0 = 5 ìñ.

Óìîâà t0 ≥ ∆ â (5.3.2) ãàðàíòó¹, ùî iìïóëüñ çàëèøèòü ëiíiþ ÇÇ ïðîòÿãîì ÌII

t0 íåçàëåæíî âiä òîãî, ÿêèé áóâ éîãî ÷àñ æèòòÿ íà ïî÷àòêó t0 (ïîðiâí. ç ìið-

êóâàííÿìè, íàâåäåíèìè ïðè äîâåäåííi Ëåìè 5, ñòîð. 135). Òîæ ïðè íàñòóïíîìó

ïîñòðiëi ëiíiÿ ïî÷íå ïðîâîäèòè íîâèé iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ s1 = ∆. Îñêiëüêè

íà Dm ñïðàâåäëèâå t1 < ∆, òî íà ïî÷àòêó íàñòóïíîãî ÌII ëiíiÿ ùå ìiñòèòèìå

òîé ñàìèé iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ s2 = ∆ − t1 < ∆ − r < r, äå ìè âèêîðèñòàëè

íåðiâíîñòi (5.1.3) òà t1 > r. Ïðè íàñòóïíîìó ïîñòðiëi ëiíiÿ ïî÷íå ïðîâîäèòè

íîâèé iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ s3 = ∆, i, çàâäÿêè óìîâi t3 < ∆, äîñi ìiñòèòè-

ìå öåé iìïóëüñ íà ïî÷àòêó ÌII t4, ïðè ÷îìó òîäi éîãî ÷àñ æèòòÿ ñêëàäàòèìå

s4 = ∆ − t3 < r, äèâ. �èñ. 5.2 íà ñòîð. 136.

Ïðîäîâæóþ÷è òàêi ìiðêóâàííÿ, ìîæíà äiéòè âèñíîâêó, ùî ñòàíè ëiíi¨ ÇÇ â

ìîìåíòè ïî÷àòêó iíòåðâàëiâ t1, . . . , tn ÷åðãóþòüñÿ ìiæ ñîáîþ; à ñàìå, si = ∆

äëÿ íåïàðíèõ i si < r äëÿ ïàðíèõ çíà÷åíü i. Îòæå, ÿêùî âçÿòè, íàïðèêëàä,

n = 2k, k = 0, 1, . . ., â (5.3.10), òîäi ÌII tn+1 ïî÷íåòüñÿ ç ÷àñîì æèòòÿ sn+1 = ∆.

Êîëè sn+1 ñòàëî âiäîìå, óìîâè t1, . . . , tn íå äîäàþòü âæå áiëüøå æîäíî¨ ií�îð-
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�èñ. 5.8 �óñòèíà óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (t2 | t1, t0) äëÿ ãàëüìiâíîãî IÂ ç

ðå�ðàêöi¹þ i çàòðèìàíèì ÇÇ, çíàéäåíà ÷èñåëüíî äëÿ (t0, t1) ∈ Dl (ëiâîðó÷) i

(t0, t1) ∈ Dm (ïðàâîðó÷). Òóò λ = 500 ñ
−1
, r=2.5 ìñ, τM = 10 ìñ, y0 = 4 ìÂ,

V0 = 5 ìÂ, ∆ = 4 ìñ, ëiâîðó÷: t1=3.5 ìñ, t0=3 ìñ; ïðàâîðó÷: t1 = 3.5 ìñ, t0=5 ìñ.

ìàöi¨, ÿêà áè ìîãëà áóòè êîðèñíà äëÿ ïåðåäáà÷åííÿ çíà÷åííÿ tn+1, ïîðiâí. ç

äîâåäåííÿì Ëåìè 1, ñòîð. 31. Ôîðìàëüíî öå îçíà÷à¹, ùî âñi óìîâè tn, . . . , t0

â P (tn+1 | tn, . . . , t0) ìîæóòü áóòè çàìiíåíi ¹äèíîþ óìîâîþ sn+1 = ∆, ùî äà¹

âåðõíié ðÿäîê �îðìóëè (5.3.10).

Äàëi, ÿêùî âçÿòè n = 2k + 1, k = 0, 1, . . ., â (5.3.10), ÌII tn+1 ïî÷íåòüñÿ ç

÷àñîì æèòòÿ sn+1 < r. Íåðiâíiñòü sn+1 < r ãàðàíòó¹, ùî ãàëüìiâíèé iìïóëüñ

äîñÿãíå íåéðîíó ïðîòÿãîì ðå�ðàêòåðíîãî ïåðiîäó, à îòæå � çíèêíå áåç âñÿêî¨

äi¨. Òàêèì ÷èíîì, éìîâiðíiñòü îòðèìàòè âèõiäíèé ÌII ïåâíî¨ äîâæèíè äëÿ ÇÍð

iç çàòðèìàíèì ÇÇ áóäå òàêîþ ñàìîþ, ùî i äëÿ ÇÍ áåç ÇÇ, ÿêèé ïî÷àâ ïðèéìàòè

iìïóëüñè â ìîìåíò r (ïiñëÿ çàêií÷åííÿ ðå�ðàêòåðíîãî ïåðiîäó). Öå ïîÿñíþ¹

íèæíié ðÿäîê �îðìóëè (5.3.10).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèðàçè äëÿ P (tn+1 | tn, . . . , t0) íà äîìåíi Dl, �îðìóëà

(5.3.9). Çàñòîñîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ, ïîäiáíi òèì, ÿêi áóëî âèêëàäåíî âèùå äëÿ

äîìåíó Dm, ìîæíà äiéòè âèñíîâêó, ùî ñòàíè ëiíi¨ ÇÇ â ìîìåíòè ïî÷àòêó âèõiä-

íèõ ÌII t0, t1, . . . , tn òàêîæ ÷åðãóþòüñÿ ìiæ ñîáîþ. Àëå ó âèïàäêó Dl, óìîâà
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t0 < ∆ çàëèøà¹ íåâiäîìèì ñòàí ëiíi¨ íà ïî÷àòêó iíòåðâàëó t1, à òîìó � i íà ïî-

÷àòêó áóäü-ÿêîãî ïiçíiøîãî ÌII, áî ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi t1 < ∆, . . . , tn < ∆.

Îòæå, íà ïî÷àòêó t0 ëiíiÿ àáî ìiñòèòü iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ s0 = ∆, ç éìîâið-

íiñòþ a, àáî âîíà ìiñòèòü iìïóëüñ ç ÷àñîì æèòòÿ s0 < r, ç éìîâiðíiñòþ (1 − a).

Òóò ìè âèêîðèñòàëè âèðàç (5.2.11) òà óìîâó íîðìóâàííÿ (5.2.12). ßêùî s0 = ∆,

òîäi sn+1 = ∆ äëÿ n = 2k + 1 i sn+1 < r äëÿ n = 2k, k = 0, 1, . . ., ùî ïîÿñíþ¹

ïåðøi äîäàíêè ó âåðõíüîìó i íèæíüîìó ðÿäêàõ âèðàçó (5.3.9). Â ïðîòèëåæíîìó

âèïàäêó, ò.ò. ÿêùî s0 < r, òîäi sn+1 < r äëÿ n = 2k + 1 i sn+1 = ∆ äëÿ n = 2k,

ùî âiäïîâiäà¹ äðóãèì äîäàíêàì ó âåðõíüîìó i íèæíüîìó ðÿäêàõ (5.3.9).

Âiäíîñíà ïðîñòîòà âèðàçiâ äëÿ P (tn+1 | tn, . . . , t0), äèâ. (5.3.9), (5.3.10) i Òà-

áëèöþ 5.1, ñòîð. 140, çóìîâëåíà ñïåöè�i÷íèì ñïiââiäíîøåííÿì (5.1.3) ìiæ ÷àñîì

çàòðèìêè iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ ∆ i ÷àñîì ðå�ðàêöi¨ r. Çàâäÿêè öüîìó ñïiââiäíî-

øåííþ ëiíiÿ ÇÇ ìîæå äiÿòè ëèøå â áiíàðíîìó ðåæèìi. Çîêðåìà, ¹äèíèé ñòàí

ëiíi¨ ÇÇ íà ïî÷àòêó äîâiëüíîãî ÌII, ÿêèé ìîæå âïëèíóòè íà ïîäàëüøó àêòèâ-

íiñòü íåéðîíó, � öå ñòàí ç s = ∆. Âñi iíøi çíà÷åííÿ s, 0 < s < ∆ (íàñïðàâäi,

0 < s < ∆ − r < r, äèâ. âèðàç (5.2.6)), îäíàêîâî íåñïðîìîæíi âïëèíóòè ía íåé-

ðîí, òîæ ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñü ÿê ïðèòàìàííi îäíîìó i òîìó ñàìîìó (¹äèíîìó)

ñòàíó. Â ïðîòèëåæíié äî (5.1.3) ñèòóàöi¨, êîëè ∆ > 2r, ñåðåä ñòàíiâ ç s < ∆

ç'ÿâëÿ¹òüñÿ êîíòèíóóì ñòàíiâ ç r < s < ∆ − r, çäàòíèõ âïëèíóòè íà íåéðîííó

àêòèâíiñòü, ïðè÷îìó � êîæåí ïî-ðiçíîìó. Â öüîìó ðàçi iìïóëüñ ç ëiíi¨ ÇÇ çìîæå

íàäàòè çíà÷íî áiëüø äåòàëüíó ií�îðìàöiþ ùîäî ïîïåðåäíiõ ïîäié, à êîðåëÿöi¨

òà å�åêòè ïàì'ÿòi â ïîñëiäîâíîñòi ÌII áóäóòü ïîòóæíiøi. Òîìó, îñêiëüêè íåìàð-

êiâñüêà ïîâåäiíêà áóëà äîâåäåíà äëÿ âèïàäêó (5.1.3), ñëiä òèì áiëüøå î÷iêóâàòè

¨¨ äëÿ ∆ > 2r.
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5.4 Âèñíîâêè

Â ðîçäiëàõ 3 i 4 äëÿ äîñëiäæåííÿ âïëèâó çàòðèìàíîãî ÇÇ íà ñòàòèñòèêó íåé-

ðîííî¨ àêòèâíîñòi áóëî çàñòîñîâàíî ìîäåëü íåéðîíó, ÿêà íå âðàõîâóâàëà ðå�ðà-

êòåðíèé ïåðiîä � êîðîòêèé ÷àñ, íåîáõiäíèé íà âiäíîâëåííÿ íåðâîâîãî âîëîêíà

ïiñëÿ ïîñòðiëó. Â ðîçäiëi 3 áóëî äîâåäåíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü äîâæèí âèõiäíèõ

ÌII çáóäæóþ÷îãî íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ íå ¹ ìàðêiâñüêèì ïðîöåñîì ÿêî-

ãîñü ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Â ðîçäiëi 4 àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ áóëî äîâåäåíî äëÿ

ãàëüìiâíîãî íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ. Ìåòîþ öüîãî ðîçäiëó áóëî ïåðåâiðèòè,

÷è öåé ðåçóëüòàò çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâèì çà íàÿâíîñòi íåíóëüîâîãî ðå�ðàê-

òåðíîãî ïåðiîäó, òîáòî ÷è íàÿâíiñòü ðå�ðàêöi¨ íå ïîðóøó¹ íåìàðêîâîñòi.

Äëÿ öüîãî áóëî äîñëiäæåíî ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè âèõiäíîãî ïîòîêó

ãàëüìiâíîãî çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíó iç çàòðèìàíèì çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì i íåíóëüî-

âèì ðå�ðàêòåðíèì ïåðiîäîì. Çîêðåìà, îòðèìàíî òî÷íèé àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ

ãóñòèíè óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P (tn+1 | tn, . . . , t0) íà äâîõ äîìåíàõ, ùî âiäðiçíÿ-

þòüñÿ ëèøå çíà÷åííÿìè çìiííî¨ t0. Ïîêàçàíî, ùî âèðàçè íà öèõ äâîõ äîìåíàõ

¹ ðiçíèìè, òîáòî ãóñòèíà P (tn+1 | tn, . . . , t0) ç äîâiëüíî¨ êiëüêiñòþ óìîâ çàâæäè

çàëåæèòü âiä íàéáiëüø ðàííüî¨ óìîâè t0. Òàê äîâåäåíî íåìàðêîâiñòü ïîñëiäîâ-

íîñòi âèõiäíèõ ÌII. Òàêèì ÷èíîì, íå çâàæàþ÷è íà òå, ùî íàÿâíiñòü ðå�ðàêöi¨

ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ êîðåëÿöié òà å�åêòiâ ïàì'ÿòi â ïîñëiäîâíîñòi ìiæiì-

ïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ, âîíà âñå æ òàêè íå çäàòíà ÿêiñíî çìiíèòè íåìàðêiâñüêîãî

õàðàêòåðó íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi ñèñòåìè çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì.

Ìè äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî ñàìå íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó

ïðèçâîäèòü äî íåìàðêiâñüêî¨ ñòàòèñòèêè íåéðîííî¨ àêòèâíîñòi, i ââàæà¹ìî, ùî

ïîäiáíî¨ ïîâåäiíêè â ñèñòåìi çi çâîðîòíiìè çâ'ÿçêàìè ñëiä î÷iêóâàòè òàêîæ ïðè

çàñòîñóâàííi iíøèõ íåéðîííèõ ìîäåëåé òà äëÿ ðåàëüíèõ íåéðîíiâ.
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�àçîì ç òèì, äëÿ äîâåäåííÿ íà îñíîâi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ òîãî, ùî ñòî-

õàñòè÷íà àêòèâíiñòü ¹ ìàðêiâñüêèì ïðîöåñîì ïîðÿäêó m, íåîáõiäíà òèì áiëüøà

êiëüêiñòü äàíèõ, ÷èì áiëüøèì ¹ m. Êîëè òàê, âèäà¹òüñÿ íåìîæëèâèì äîâåñòè

åêñïåðèìåíòàëüíî, ùî ñòîõàñòè÷íà àêòèâíiñòü ¹ íåìàðêiâñüêîþ. Òàê ñàìî, ÿê

íåìîæëèâî åêñïåðèìåíòàëüíî äîâåñòè, ùî äåÿêå ÷èñëî íå ¹ ðàöiîíàëüíèì. Ìè

äîâîäèìî òóò, ùî âèõiäíèé ïîòiê ãàëüìiâíîãî ÇÍð iç çàòðèìàíèì ÇÇ ¹ íåìàð-

êiâñüêèì íà îñíîâi âè÷åðïíîãî çíàííÿ ìåõàíiçìó, ùî ãåíåðó¹ âèõiäíèé ïîòiê. Â

ïåâíîìó ñåíñi, ìàòè òàêå çíàííÿ åêâiâàëåíòíî âîëîäiííþ íåñêií÷åííîþ êiëüêiñ-

òþ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Â äèñåðòàöi¨ äîñëiäæåíî âïëèâ íàÿâíîñòi çàòðèìàíîãî çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó

(ÇÇ) íà ñòàòèñòèêó àêòèâíîñòi iìïóëüñíèõ íåéðîíiâ. �îçãëÿíóòî âèïàäêè çáóä-

æóþ÷îãî íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ (i), ãàëüìiâíîãî íåéðîíó iç çàòðèìàíèì ÇÇ

(ii) òà ãàëüìiâíîãî íåéðîíó ç ðå�ðàêöi¹þ iç çàòðèìàíèì ÇÇ (iii).

• Çíàéäåíî ÿâíèé âèãëÿä òà ÷èñåëüíî äîñëiäæåíî îäíîiíòåðâàëüíó ãóñòèíó

éìîâiðíîñòåé äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ (ÌII). Ó âèïàä-

êó (i) çíàéäåíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé ìà¹ ðÿä îñîáëèâîñòåé, çîêðåìà, âîíà ¹

ïîëiìîäàëüíîþ �óíêöi¹þ (ìà¹ äåêiëüêà ìàêñèìóìiâ) òà ìiñòèòü ñèíãóëÿðíiñòü

ó âèãëÿäi çñóíóòî¨ δ-�óíêöi¨ Äiðàêà. Ïîëîæåííÿ δ-�óíêöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ÷àñîì

çàòðèìêè iìïóëüñó â ëiíi¨ ÇÇ. Ïîðiâíÿííÿ ç àíàëîãi÷íèì ðåçóëüòàòîì äëÿ íåé-

ðîíó áåç ÇÇ äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî ñàìå íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî

ÇÇ ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè âêàçàíèõ îñîáëèâîñòåé â îäíîiíòåðâàëüíié ãóñòèíi éìî-

âiðíîñòåé.

• Ó âèïàäêó (ii) îäíîiíòåðâàëüíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòåé òàêîæ ìà¹ ðÿä ñïåöè-

�i÷íèõ îñîáëèâîñòåé: âîíà ¹ áiìîäàëüíîþ �óíêöi¹þ äîâæèíè âèõiäíîãî iíòåð-

âàëó òà ìiñòèòü ðîçðèâ, ïîëîæåííÿ ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ ÷àñîì çàòðèìêè iìïóëü-

ñó â ëiíi¨ ÇÇ. Áiìîäàëüíiñòü îäíîiíòåðâàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé îçíà÷à¹,

ùî äîâæèíè ÌII áóäóòü ïåðåâàæíî êîíöåíòðóâàòèñÿ íàâêîëî äâîõ çíà÷åíü, ùî

âiäïîâiäàþòü ïiêàì â ãóñòèíi éìîâiðíîñòåé. Íàÿâíiñòü ðîçðèâó òà âèíèêíåííÿ

áiìîäàëüíîñòi ñëiä òðàêòóâàòè ÿê ðåçóëüòàò äi¨ ëiíi¨ ÇÇ.

• Äëÿ âèïàäêiâ (i) i (ii) çíàéäåíî ÿâíi âèðàçè äëÿ äîâæèíè ñåðåäíüîãî âè-

õiäíîãî iíòåðâàëó òà äëÿ êîå�iöi¹íòó âàðiàöi¨ (ÊÂ). Ïîêàçàíî, ùî íàÿâíiñòü

çàòðèìàíîãî ÇÇ ïðèçâîäèòü äî çáiëüøåííÿ âàðiàòèâíîñòi äîâæèí ÌII çáóäæó-

þ÷èõ òà ãàëüìiâíèõ íåéðîíiâ, ïîðiâíÿíî ç âèïàäêîì áåç çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó.
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Îòðèìàíi çíà÷åííÿ ÊÂ óçãîäæóþòüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè ùîäî âè-

ñîêî¨ âàðiàòèâíîñòi ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ íåéðîíiâ êîðè ãîëîâíîãî ìîçêó

ññàâöiâ [23℄.

• Äëÿ âèïàäêiâ (i) òà (ii) äîñëiäæåíî áàãàòîiíòåðâàëüíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòåé

äëÿ äîâæèí âèõiäíèõ ÌII. Øëÿõîì àíàëiçó îòðèìàíèõ àíàëiòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ

äîâåäåíî, ùî äîâæèíè ñóñiäíiõ âèõiäíèõ ÌII â îáîõ âèïàäêàõ çêîðåëüîâàíi, i,

áiëüøå òîãî, ùî ïîñëiäîâíiñòü äîâæèí âèõiäíèõ ÌII íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâ-

ëåíà ÿê ìàðêiâñüêèé ïðîöåñ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Öå óçãîäæó¹òüñÿ ç

åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè äëÿ íåéðîíiâ ãîëîâíîãî ìîçêó [16, 19, 18, 15, 17℄.

• Âïëèâ íàÿâíîñòi ðå�ðàêöi¨ íà ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi íåéðîíó çi çâîðîòíiì

çâ'ÿçêîì äîñëiäæåíî íà ïðèêëàäi (iii). Äîâåäåíî, ùî i â öüîìó âèïàäêó ïîñëi-

äîâíiñòü äîâæèí âèõiäíèõ ÌII íå ¹ ìàðêiâñüêèì ïðîöåñîì ÿêîãîñü ñêií÷åííîãî

ïîðÿäêó. Òàêèì ÷èíîì, íå çâàæàþ÷è íà òå, ùî ðå�ðàêöiÿ çìåíøó¹ å�åêòè ïà-

ì'ÿòi â ïîñëiäîâíîñòi ÌII, âiäíîâèòè âëàñòèâiñòü ìàðêîâîñòi â öié ïîñëiäîâíîñòi

âîíà âñå æ òàêè íå çäàòíà.

• ßêiñíî ïîäiáíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî ÷èñåëüíî â ðåçóëüòàòi çàìiíè ìîäåëi

çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíó íà ìîäåëü iíòåãðàòîð ç âòðàòàìè. Öå ïiäøòîâõó¹ äî âèñíîâ-

êó, ùî ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè âèõiäíîãî ñèãíàëó çóìîâëåíi, â îñíîâíîìó,

ñðóêòóðîþ ìåðåæi (àðõiòåêòóðîþ ¨¨ çâ'ÿçêiâ) i òèì, ÷è ¹ íåéðîíè â íié çáóäæó-

þ÷èìè, ÷è ãàëüìiâíèìè, i â çíà÷íî ìåíøié ìiði � iíäèâiäóàëüíèìè êiëüêiñíèìè

õàðàêòåðèñòèêàìè îêðåìèõ íåéðîíiâ, ÷è äåòàëÿìè ¨õ �óíêöiîíóâàííÿ.

Ïîðiâíþþ÷è îïèñàíi ðåçóëüòàòè ç òèìè, ùî áóëè ðàíiøå îòðèìàíi äëÿ íåéðî-

íó áåç ÇÇ, ìè äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî íàÿâíiñòü çàòðèìàíîãî çâîðîòíüîãî çâ'ÿç-

êó ÷èíèòü ñóòò¹âèé âïëèâ íà ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi àêòèâíîñòi çáóäæóþ÷èõ

òà ãàëüìiâíèõ íåéðîíiâ. Öå ìà¹ áóòè âðàõîâàíî ïðè àíàëiçi åêñïåðèìåíòàëüíèõ

äàíèõ ùîäî àêòèâíîñòi íåéðîíiâ â áóäü-ÿêié ðåêóðåíòíié íåéðîííié ìåðåæi.
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