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BÑÒÓÏ

Äîáðå âiäîìî, ùî ìåòîäè òåîði¨ ñèìåòði¨ ¹ âàæëèâèìè ñåðåä àðñåíàëó ìåòî-

äiâ có÷àñíî¨ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè. Óíiâåðñàëüíiñòü êîíöåïöi¨ ñèìåòði¨ ïîâ'ÿçàíà

ïåðåäóñiì ç òèì, ùî îñíîâíi ôiçè÷íi çàêîíè, âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ ðîçâ'ÿç-

êè, ðiçíîìàíiòíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ôiçè÷íèõ ÿâèù ìàþòü äåÿêó ñèìåòðiþ,

òîáòî iíâàðiàíòíiñòü, íåçìiííiñòü ÿêî¨ñü âåëè÷èíè (çàêîíó, âëàñòèâîñòi, ðiâ-

íÿííÿ) âiäíîñíî ïåâíîãî íàáîðó ïåðåòâîðåíü, ñóêóïíiñòü ÿêèõ óòâîðþ¹ ãðóïó.

Òîìó ìåòîäè òåîði¨ ãðóï, à òàêîæ òåîði¨ ïðåäñòàâëåíü öèõ ãðóï, ¹ òèì àäåêâà-

òíèì ìàòåìàòè÷íèì àïàðàòîì, ÿêèé ôiçèêè âèêîðèñòîâóþòü ïðè äîñëiäæåííi

ñèìåòðiéíèõ àñïåêòiâ ðiçíîìàíiòíèõ ÿâèù. Ïðè öüîìó, êðiì äèñêðåòíèõ ãðóï,

÷àñòî ðîçãëÿäàþòü ñêií÷åííîâèìiðíi òà íåñêií÷åííîâèìiðíi íåïåðåðâíi ãðó-

ïè � ãðóïè Ëi, ñóïåðãðóïè i ò.ä. Ïðèáëèçíî òðèäöÿòüü ðîêiâ òîìó, â çâ'ÿçêó

ç ðîçâèòêîì êâàíòîâîãî ìåòîäó îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ

êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì, ç'ÿâèëèñü íîâi òèïè àëãåáð � êâàíòîâi àëãå-

áðè, ÿêi, ðàçîì ç ïîâ'ÿçàíèìè ç íèìè êâàíòîâèìè ãðóïàìè òà êâàíòîâèìè

ïðîñòîðàìè, ïîïîâíèëè ñó÷àñíèé àðñåíàë òåîði¨ ñèìåòði¨. Ç òîãî ÷àñó êâàíòî-

âi àëãåáðè òà ¨õ ïðåäñòàâëåííÿ ñòàëè îá'¹êòàìè äëÿ äîñëiäæåíü â ìàòåìàòèöi,

à ðåçóëüòàòè öèõ äîñëiäæåíü ñòàëè âàæëèâèìè äëÿ âèâ÷åííÿ êâàíòîâèõ ií-

òåãðîâíèõ ñèñòåì. Àëå, ç iíøîãî áîêó, ðîçâèòîê òåîði¨ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ

ñèñòåì ïðîäîâæó¹ ñòèìóëþâàòè âèâ÷åííÿ öèõ íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ

òà ¨õ ðiçíîìàíiòíèõ ìîäèôiêàöié.
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Aêòyaëüíicòü òeìè.

Îäíi¹þ ç âàæëèâèõ çàäà÷ ñó÷àñíî¨ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ ðîçðîáêà ìåòîäiâ

äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè òà êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ ïîçà ðàì-

êàìè òåîði¨ çáóðåíü. Êâàíòîâi iíòåãðîâíi ìîäåëi ÿê ðàç i ¹ ïðèêëàäàìè òàêèõ

ìîäåëåé, â äîñëiäæåííi ÿêèõ ìîæíà ñóòò¹âî ïðîñóíóòèñü i íàáóòè íåîáõiäíèé

äëÿ öi¹¨ ìåòè äîñâiä. Îñîáëèâiñòþ öèõ ìîäåëåé ¹ íàÿâíiñòü ïðèõîâàíèõ ñè-

ìåòðié, ÿêi äîçâîëÿþòü âèêîðèñòîâóâàòè ñó÷àñíi àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè äëÿ ¨õ

äîñëiäæåíü. Îäèí iç íîâèõ òèïiâ ñèìåòðié, ÿêèé òðèäöÿòü ðîêiâ òîìó âèíèê

â òåîði¨ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì � öå ñèìåòði¨, ùî îïèñóþòüñÿ êâàí-

òîâèìè àëãåáðàìè. Àêòóàëüíiñòü òåìàòèêè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îáóìîâëåíà

òèì, ùî â íié ïðåäñòàâëåíî ÿê âèâ÷åííÿ êâàíòîâèõ àëãåáð, ÿê àëãåáð ñèìå-

òði¨, òàê i çàñòîñóâàííÿ àëãåáðà¨÷íèõ ìåòîäiâ äî çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ñòàíiâ

ãàìiëüòîíiàíiâ ðiçíîìàíiòíèõ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì.

3â'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Ðåçóëüòàòè, ùî óâiéøëè â äèñåðòàöiéíó ðîáîòó, áóëè îòðèìàíi â ðàìêàõ

ïëàíîâî¨ íàóêîâî¨ òåìàòèêè âiääiëó ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ â òåîðåòè÷íié ôi-

çèöi Iíñòèòóòó òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (òåìà �Ïðåäñòàâëåííÿ êâàí-

òîâèõ ãðóï i êàëiáðóâàëüíi òà iíòåãðîâíi âçà¹ìîäi¨�, 1996�2000 ðð., øèôð 1.2.2,

� ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI 0096U001612; òåìà �Êâàíòîâi ñèìåòði¨ i âëàñòèâîñòi iíòå-

ãðîâíèõ òà êâàíòîâî-ïîëüîâèõ ñèñòåì�, 2001�2004 ðð., øèôð 1.2.2, 1.4.7, �

ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI 0101U000331; òåìà �Ñèìåòði¨, iíòåãðîâíi ñèñòåìè, êëàñè÷íi i

êâàíòîâi ïîëÿ�, 2005�2007 ðð., øèôð 1.4.7, � ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI 0101U006883;

òåìà �Ìåòîäè òåîði¨ ñèìåòðié òà ïðîáëåìè íåëiíiéíî¨ äèíàìiêè â ñó÷àñíié òå-

îði¨ ïîëÿ òà òåîði¨ åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê�, 2008�2010 ðð., øèôð 1.4.7, � ä.ð.
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â ÓêðIÍÒÅI 0106U007885).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ñòàíiâ ãàìiëüòîíiàíiâ

êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì âèêîðèñòîâóþ÷è àëãåáðè ñèìåòðié òà ¨õ ïðåä-

ñòàâëåííÿ.

Çîêðåìà, poçâ'ÿçóâàëèñÿ íàñòóïíi çàäà÷i:

• Çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ñòàíiâ êîìóòóþ÷èõ iíòåãðàëiâ ðóõó â ZN -ñïiíîâîìó

ëàíöþæêó ÁÁÑ òà éîãî ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ (ëàíöþæîê Òîäè òà ÌI).

• Îá÷èñëåííÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà ìiæ âëàñíèìè ñòà-

íàìè òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà.

• Çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ õâèëüîâèõ ôóíêöié ìîäåëi Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà-

¹ìîäi¹þ.

• Ïîáóäîâà êîìóòóþ÷èõ iíòåãðàëiâ ðóõó ìîäåëi Ðóçiíàðñà ÿê ðàäiàëüíèõ

êîìïîíåíò îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà íà êâàíòîâèõ ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Îá÷èñëåííÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié â öié ìîäåëi.

• Çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ∆qp = 0 íà ðiçíèõ êâàíòîâèõ

âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ.

• Êëàñèôiêàöiÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü íåñòàíäàðòíî¨ äåôîðìà-

öi¨ U ′
q(son) àëãåáðè Ëi son ãðóïè îáåðòàíü.

Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ êâàíòîâi iíòåãðîâíi ñèñòåìè òà ¨õ ñèìåòði¨.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âëàñíi ñòàíè ãàìiëüòîíiàíiâ êâàíòîâèõ iíòå-

ãðîâíèõ ñèñòåì òà ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ ¨õ ïîáóäîâè.
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Â ðîáîòi áóëî çàñòîñîâàíî íàñòóïíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: êâàíòîâèé ìå-

òîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ äëÿ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì, ìåòîä êâàí-

òîâîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ Ñêëÿíiíà�Õàð÷åâà�Ëåáåäåâà.

Hayêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âïåðøå:

1. Êëàñèôiêîâàíî âñi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ãàâðèëèêà�

Êëiìèêà U ′
q(son) êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi. Îïèñàíî ïðåäñòàâëåííÿ

öèêëi÷íîãî òèïó àëãåáðè U ′
q(son) â áàçèñi ÃÖ, êîëè q ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi.

2. Ââåäåíî âèçíà÷åííÿ òåíçîðíîãî äîáóòêó T⊗ âåêòîðíîãî òà äîâiëüíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son). Îïèñàíî ðîçêëàä T⊗ íà íåçâiäíi ïiä-

ïðåäñòàâëåííÿ òà çíàéäåíî âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè Êëåáøà�Ãîðäàíà. Ââå-

äåíî âèçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà àëãåáðè U ′
q(son) òà äëÿ íüîãî äî-

âåäåíî q-àíàëîã òåîðåìè Âiãíåðà�Åêàðòà.

3. Ïîáóäîâàíî åëåìåíòè Êàçèìiðà àëãåáðè U ′
q(son), îáðàõóâàíî âëàñíi çíà-

÷åííÿ âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ Êàçèìiðà â íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåííÿõ. Êî-

ëè q ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi iñíóþòü äîäàòêîâi öåíòðàëüíi åëåìåíòè. Ó öüîìó

âèïàäêó, äëÿ àëãåáðè U ′
q(so3), çíàéäåíî ¨õ àëãåáðà¨÷íó çàëåæíiñòü.

4. Âèâ÷åíî q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàíòîâîìó äiéñíîìó òà êîìïëåêñíî-

ìó âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ. Îòðèìàíî q-àíàëîã êëàñè÷íèõ çîíàëüíèõ òà

ïðè¹äíàíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ. Ïîêàçàíî, ùî ìà¹ ìiñöå ðîçäiëåííÿ

çìiííèõ ó âiäïîâiäíîñòi ç ðiçíèìè ëàíöþæêàìè âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð àë-

ãåáðè ñèìåòði¨ êâàíòîâîãî ïðîñòîðó.
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5. Îòðèìàíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ðàäiàëüíi êîìïîíåíòè åëåìåíòiâ Êàçèìiðà

êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln), ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàíòîâîìó àíàëîãó îäíîði-

äíîãî ïðîñòîðó GL(n)/SO(n). Ïîêàçàíî, ùî âîíè ñïiâïàäàþòü ç ãàìiëü-

òîíiàíîì òà iíòåãðàëàìè ðóõó êâàíòîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ n-÷àñòèíêîâî¨

ìîäåëi Ðóçiíàðñà. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìîäåëi âèðàæåíî ÷åðåç ïîëiíîìè

Ìàêäîíàëüäà.

6. Ïîáóäîâàíî âëàñíi âåêòîðè äëÿ êîìïîíåíò An(λ) òà Bn(λ) ìàòðèöi ìîíî-

äðîìi¨ äëÿ íåîäíîðiäíîãî ëàíöþæêà ÁÁÑ ñêií÷åííî¨ äîâæèíè. Äëÿ ïå-

ðiîäè÷íîãî ëàíöþæêà ïðîâåäåíî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ òà îòðèìàíî T −Q-

ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà äëÿ êîæíî¨ ç ðîçäiëåííèõ çìiííèõ.

7. Ïîêàçàíî, ùî ìîäåëü ÁÁÑ ïðè N = 2 åêâiâàëåíòíà óçàãàëüíåíié ìîäåëi

Içiíãà ó òî÷öi âiëüíèõ ôåðìiîíiâ. Ó öüîìó âèïàäêó çíàéäåíî ðîçâ'ÿç-

êè ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà, ÿêi äàþòü ÿâíi ôîðìóëè äëÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ

òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà. Äîâåäåíà ôîðìóëà Áóãðiÿ�Ëiñîâîãî äëÿ

ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà ìiæ öèìè âåêòîðàìè.

8. Ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì ç ôîðìóë äëÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ ïåðiîäè÷íî¨ ìîäåëi

ÁÁÑ îòðèìàíî âëàñíi âåêòîðè òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi ç ôiêñîâàíèìè

ñïiíàìè íà êiíöÿõ ëàíöþæêà.

9. Ìåòîäîì êâàíòîâîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ çíàéäåíî iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié êâàíòîâîãî n-÷àñòèíêîâîãî ëàíöþæêà Òî-

äè ç ãðàíè÷íîþ iíòåãðîâíîþ âçà¹ìîäi¹þ òà âëàñíi ñòàíè êâàíòîâîãî ðå-

ëÿòèâiñòñüêîãî ëàíöþæêà Òîäè ïðè êîðåíÿõ ç îäèíèöi.
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Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨, ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ¹ âà-

æëèâèìè, ïî-ïåðøå, â òåîði¨ ïðåäñòàâëåíü êâàíòîâèõ òà iíøèõ q-äåôîðìîâà-

íèõ àëãåáð; ïî-äðóãå, äëÿ äîñëiäæåíü êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ìåòîäîì

ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Â ñâîþ ÷åðãó, òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ êâàíòîâèõ iíòåãðîâ-

íèõ ñèñòåì äîïîìîãàþòü ó âèâ÷åííi âëàñòèâîñòåé ôiçè÷íèõ íèçüêîðîçìiðíèõ

êâàíòîâèõ ñèñòåì â íåïåðòóðáàòèâíié îáëàñòi çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ.

Ocoáècòèé âíecoê çäoáóâa÷a.

Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ iç âèâ÷åííÿ íåñòàíäàðòíî¨ äåôîðìàöi¨ U ′
q(son) àëãåáðè

Ëi ãðóïè îáåðòàíü àâòîðó íàëåæàòü iäåÿ ïîáóäîâè ïðåäñòàâëåíü íåêëàñè÷íî-

ãî òèïó ç ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó â áàçèñi ÃÖ ìåòîäîì àíàëiòè÷íî-

ãî ïðîäîâæåííÿ, ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ àíòèñèìåòðè÷íèõ òåíçîðíèõ îïåðàòîðiâ

äëÿ öi¹¨ àëãåáðè òà ïîáóäîâà íà ¨õ îñíîâi åëåìåíòiâ Êàçèìiðà, îáðàõóâàííÿ

âëàñíèõ çíà÷åíü åëåìåíòiâ Êàçèìiðà â ïðåäñòàâëåííÿõ ÃÖ, àäàïòàöiÿ äîâå-

äåííÿ òåîðåìè êëàñèôiêàöi¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè Ëi son,

çíàéäåíå À.Ó.Êëiìèêîì, äî ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïiâ

q-äåôîðìîâàíî¨ àëãåáðè U ′
q(son).

Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ iç âèâ÷åííÿ ãàðìîíi÷íîãî àíàëiçó íà êâàíòîâèõ ïðîñòî-

ðàõ, àâòîðó íàëåæèòü ðåàëiçàöiÿ ñïiëüíèõ ç À.Ó.Êëiìèêîì iäåé ùîäî øëÿõiâ

àäàïòàöi¨ âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ ç òåîði¨ ãàðìîíi÷íîãî àíàëiçó äî êâàíòîâèõ ïðî-

ñòîðiâ.

Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ ç äîñëiäæåííÿ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ìåòî-

äîì ðîçäiëåííÿ çìiííèõ àâòîðó íàëåæàòü áiëüøiñòü iäåé ùîäî êîíêðåòíèõ

íàïðÿìêiâ äîñëiäæåíü, à òàêîæ âåëèêà ÷àñòèíà òåõíi÷íî¨ ðåàëiçàöi¨ öèõ iäåé:
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iòåðàòèâíà ïîáóäîâà âëàñíèõ âåêòîðiâ â ìîäåëi ÁÁÑ, iäåÿ çàñòîñóâàííÿ öèõ

ôîðìóë äî ìîäåëi Içiíãà ç ìåòîþ äîâåäåííÿ ôîðìóëè Áóãðiÿ�Ëiñîâîãî äëÿ ìà-

òðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà òà ïðîïîçèöi¨ ùîäî êîíêðåòíèõ øëÿ-

õiâ ¨¨ òåõíi÷íî¨ ðåàëiçàöi¨, iäåÿ îòðèìàííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ â ìîäåëi ÁÁÑ

ç ôiêñîâàíèìè ñïiíàìè íà ãðàíèöi ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì çà ïàðàìåòðàìè â

íåîäíîðiäíié ìîäåëi ç ïåðiîäè÷íèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, iäåÿ çàñòîñóâàí-

íÿ ìîäåëi ÁÁÑ äî ðåëÿòèâiñòñüêîãî ëàíöþæêà Òîäè ïðè êîðåíi ç îäèíèöi,

ïîáóäîâà ëàíöþæêà âêëàäåíèõ çàäà÷ äëÿ çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëüíîãî ïðåä-

ñòàâëåííÿ äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié äëÿ êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Òîäè ç ðiçíèìè

ãðàíè÷íèìè óìîâàìè.

Aïpoáaöiÿ poáîòè.

Ìàòåðiàëè äèñåðòàöi¨ ïðîéøëè àïðîáàöiþ íà ñåìiíàðàõ IÒÔ ÍÀÍ Óêðà¨íè

(Êè¨â, 1999-2009), Iíñò. ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, óíiâåðñèòåòiâ ì. Àíæåð

(Ôðàíöiÿ), ì. Òóð (Ôðàíöiÿ), ì. Ïàðèæ VI-VII (Ôðàíöiÿ), Iíñòèòóò ìàòåìà-

òèêè iì. Ìàêñà Ïëàíêà (ì.Áîíí, Íiìå÷÷èíà), Ëàáîðàòîði¨ òåîð. ôiçèêè ÎIßÄ

(ì.Äóáíà, Ðîñiÿ), äîïîâiäàëèñÿ íà III, IV, V, VI, VII, VIII ìiæíàðîäíèõ êîí-

ôåðåíöiÿõ �Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics� (Êè¨â, ÷åðâåíü 1999;

2001; 2003; 2005; 2007; 2009), ìiæíàðîäíié êîíô. �Êâàíòîâi ãðóïè òà iíòåãðîâ-

íi ñèñòåìè� (Ïðàãà, ×åõiÿ, ÷åðâåíü 1999), ìiæíàðîäíié êîíô. �Íååâêëiäîâà

ãåîìåòðiÿ â ñó÷àñíié ôiçèöi II� (Íiðåäüãàçà, Óãîðùèíà, ëèïåíü 1999), ìiæíà-

ðîäíié êîíô. �Êâàíòîâi ãðóïè òà iíòåãðîâíi ñèñòåìè� (Ïðàãà, ×åõiÿ, ÷åðâåíü

2000), XXIII ìiæíàðîäíîìó êîëîêâióìi �Òåîðåòèêî-ãðóïîâi ìåòîäè ó ôiçèöi�

(Äóáíà, ñåðïåíü 2000), XIII Ãóöóëñüêié ðîáî÷ié íàðàäi �Ìåòîäè òåîðåòè÷íî¨

òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� (Êè¨â, âåðåñåíü 2000), Ðîáî÷ié íàðàäi ÍÀÒÎ �Íåêî-



16

ìóòàòèâíi ñòðóêòóðè ó ôiçèöi i ìàòåìàòèöi� (Êè¨â, âåðåñåíü 2000), II ìiæíàð.

ñèìïîçióìi �Quantum Theory and Symmetries� (Êðàêîâ, Ïîëüùà, ëèïåíü 2001),

III ìiæíàðîäíié êîíô. �Functional Analysis� (Êè¨â, ñåðïåíü 2001), ìiæíàðîäíié

êîíô. �Non-Euclidean Geometry in Modern Physics: Bolyai�Gauss�Lobachevsky�

(Òèðãó-Ìóðåø, Ðóìóíiÿ, ëèïåíü 2002), ìiæíàðîäíié êîíô. �Conformal Field

Theory and Integrable Systems� (×îðíîãîëîâêà, Ðîñiÿ, âåðåñåíü 2002), ìiæíà-

ðîäíié êîíô. �Classical and Quantum Integrable Systems� (Äóáíà, Ðîñiÿ, 26-

29 ñi÷íÿ 2004), IV ìiæíàðîäíié êîíô. �Non-Euclidean Geometry in Modern

Physics and Mathematics� (Íèæíié Íîâãîðîä, Ðîñiÿ, 7-11 âåðåñíÿ 2004), Êè¨â-

ñüêèé Áîãîëþáiâñüêèé êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè òà òåîðå-

òè÷íî¨ ôiçèêè� (Êè¨â, 13-16 âåðåñíÿ 2004), ìiæíàðîäíié íàðàäi �Classical and

Quantum Integrable Systems� (Äóáíà, Ðîñiÿ, 22-25 ñi÷íÿ 2007), ìiæíàðîäíié

íàðàäi �Integrable Models and related mathematical structures� (Òóð, Ôðàíöiÿ,

7-10 ëèñòîïàäà 2007), �The 2007 Twente Conference on Lie Groups� (Åíñõåäå,

Íiäåðëàíäè, 12-14 ãðóäíÿ, 2007), ìiæíàðîäíié êîíô. �Êëàññè÷åñêèå è êâàí-

òîâûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû 2008� (Ïðîòâiíî, Ðîñiÿ, 21-24 ñi÷íÿ 2008), êîí-

ôåðåíöiÿ �Liouville Field Theory and Statistical Models� (Ìîñêâà, 21-24 ÷åðâíÿ

2008), ìiæíàðîäíié êîíô. �Modern Problems of Theoretical and Mathematical

Physics� (Êè¨â, 15-18 âåðåñåíÿ, 2009).

Ïóáëiêàöi¨.

Çà ìàòåðiàëàìè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî 31 íàóêîâà ïðàöÿ ó òîìó ÷èñëi 27

ñòàòåé [3, 50, 51, 68, 69, 70, 71, 73, 76, 77, 79, 87, 72, 75, 80, 82, 83, 84, 31, 54,

55, 56, 57, 89, 88, 90, 86] ó íàóêîâèõ æóðíàëàõ òà ôàõîâèõ ñáiðíèêàõ íàóêîâèõ

ïðàöü, à 4 ñòàòòi [74, 81, 85, 78] âèäàíi ÿê ìàòåðiàëè êîíôåðåíöié.
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ÐÎÇÄIË 1

Íåñòàíäàðòíà äåôîðìàöiÿ U ′
q(son) àëãåáðè Ëi ãðóïè

îðòîãîíàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

Îñòàííi òðèäöÿòü ðîêiâ áàãàòî óâàãè ìàòåìàòèêiâ òà ìàòôiçèêiâ ïðèäiëÿ-

ëîñü âèâ÷åííþ íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ � êâàíòîâèõ àëãåáð òà êâàíòî-

âèõ ãðóï. Êðiì ñòàíäàðòíî¨ äåôîðìàöi¨ àëãåáð Ëi, ùî áóëà çàïðîïîíîâàíà

Äðiíôåëüäîì [2] òà Äæiìáî [93], iñíóþòü iíøi, íåñòàíäàðòíi, äåôîðìàöi¨, ÿêi

òàêîæ âàæëèâi â ìàòåìàòèöi òà ôiçèöi. Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåñòàí-

äàðòíà äåôîðìàöiÿ U ′
q(son) àëãåáðè Ëi son ãðóïè îáåðòàíü, ÿêà áóëà ââåäå-

íà Î. Ãàâðèëèêîì òà À. Êëiìèêîì [47], êëàñèôiêóþòüñÿ âñi ñêií÷åííîâèìiðíi

ïðåäñòàâëåííÿ öi¹¨ àëãåáðè, äàþòüñÿ âèðàçè äëÿ åëåìåíòiâ Êàçèìiðà, à òàêîæ

äîâîäèòüñÿ q-àíàëîã òåîðåìè Âiãíåðà�Åêàðòà äëÿ âåêòîðíèõ îïåðàòîðiâ.

1.1. Âñòóï

Êâàíòîâi îðòîãîíàëüíi ãðóïè, êâàíòîâi ãðóïè Ëîðåíöà òà âiäïîâiäíi êâàí-

òîâi àëãåáðè ïðåäñòàâëÿþòü ñïåöiàëüíèé iíòåðåñ äëÿ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè. Ì. Äæiìáî [93] òà Â. Äðiíôåëüä [2] âèçíà÷èëè q-äåôîðìàöi¨ (êâàíòîâi

àëãåáðè) Uq(g) äëÿ âñiõ ïðîñòèõ êîìïëåêñíèõ àëãåáð Ëi g â òåðìiíàõ ïiäàë-

ãåáð Êàðòàíà òà êîðåíåâèõ ïiäïðîñòîðiâ (äèâ. òàêîæ [92] òà [102]). Ðåøåòè-

õií, Òàõòàäæÿí òà Ôàää¹¹â [5] âèçíà÷èëè êâàíòîâi àëãåáðè Uq(g) â òåðìiíàõ

êâàíòîâî¨ R-ìàòðèöi, ùî çàäîâiëüíÿ¹ êâàíòîâîìó ðiâíÿííþ ßíãà�Áàêñòåðà.
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Îäíàê, öi ïiäõîäè íå äàþòü çàäîâiëüíå âèçíà÷åííÿ êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(son)

ç òî÷êè çîðó äåÿêèõ ïðîáëåì êâàíòîâî¨ ôiçèêè òà òåîði¨ ïðåäñòàâëåíü. Ïðè

ðîçãëÿäi ïðåäñòàâëåíü êâàíòîâèõ àëãåáð Uq(son+1) òà Uq(son,1) ìè öiêàâèìîñü

¨õ çâóæåííÿì íà êâàíòîâi ïiäàëãåáðè Uq(son). Öå çâóæåííÿ äàëî á ìîæëèâiñòü

ïîáóäîâè áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà äëÿ öèõ ïðåäñòàâëåíü. Îäíàê, âèçíà÷åí-

íÿ çãàäàíèõ âèùå êâàíòîâèõ àëãåáð íå äîïóñêà¹ âêëàäåíü Uq(son+1) ⊃ Uq(son)

òà Uq(son,1) ⊃ Uq(son). Ùîá ìàòè ìîæëèâiñòü äëÿ òàêî¨ ðåäóêöi¨ ìè ìà¹ìî ðîç-

ãëÿäàòè q-äåôîðìàöi¨ àëãåáðè Ëi son+1(C), âèçíà÷åíî¨ â òåðìiíàõ ãåíåðàòîðiâ

Ik,k−1 = Ek,k−1−Ek−1,k (äå Eis � ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè (Eis)rt = δirδst), à íå â

òåðìiíàõ ïiäàëãåáð Êàðòàíà òà êîðåíåâèõ åëåìåíòiâ. Äëÿ ïîáóäîâè òàêî¨ äå-

ôîðìàöi¨ ìè ìà¹ìî ïðîäåôîðìóâàòè òðèëiíiéíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ åëåìåíòiâ

Ik,k−1 çàìiñòü ñïiââiäíîøåíü Ñåððà, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó âèïàäêó ñòàíäàð-

òíî¨ êâàíòîâî¨ äåôîðìàöi¨ óíiâåðñàëüíî¨ îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè. Â ðåçóëüòàòi ìè

îòðèìó¹ìî àñîöiàòèâíó àëãåáðó, ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç U ′
q(son).

Öÿ q-äåôîðìàöiÿ âïåðøå áóëà çêîíñòðóéîâàíà â [47]. Âîíà äîçâîëèëà ïî-

áóäóâàòè ðåäóêöi¨ U ′
q(son,1) òà U ′

q(son+1) íà U ′
q(son). q-Äåôîðìîâàíà àëãåáðà

U ′
q(son) çâîäèòüñÿ ïðè n = 3 äî q-äåôîðìîâàíî¨ àëãåáðè U ′

q(so3), âèçíà÷åíî¨

Ä. Ôàðëi [42]. Öèêëi÷íîñèìåòðè÷íà àëãåáðà, ñõîæà íà âèçíà÷åíó Ä. Ôàðëi,

áóëà ðîçãëÿíóòà äåùî ðàíiøå Î. Îäåñüêèì [133].

Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó, âêëàäåííÿ SO(n) ⊂ SU(n) (òà éîãî iíôiíiòåçè-

ìàëüíèé àíàëîã) äóæå âàæëèâå äëÿ ÿäåðíî¨ ôiçèêè òà â òåîði¨ ðiìàíîâèõ

ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Äîáðå âiäîìî, ùî â ðàìêàõ êâàíòîâèõ ãðóï òà êâàí-

òîâèõ àëãåáð Äðiíôåëüäà�Äæiìáî íåìîæëèâî ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíå âêëà-

äåííÿ. Àëãåáðà U ′
q(son) äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè òàêå âêëàäåííÿ [131], òîáòî, ìî-
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æëèâî âèçíà÷èòè âêëàäåííÿ U ′
q(son) ⊂ Uq(sln), äå Uq(sln) � êâàíòîâà àëãåáðà

Äðiíôåëüäà�Äæiìáî.

ßê íåäîëiê àëãåáðè U ′
q(son) ìè çãàäà¹ìî, ùî äëÿ íå¨ íåâiäîìà ñòðóêòóðà

àëãåáðè Õîïôà, à òîìó, íåìà¹ ïðèðîäíüîãî ñïîñîáó ââåñòè äëÿ íå¨ âèçíà÷åí-

íÿ òåíçîðíîãî äîáóòêó ïðåäñòàâëåíü. Àëå ÿê ïîêàçàíî â [131, 132, 70], àëãå-

áðà U ′
q(son) ¹ ïiäàëãåáðîþ â êâàíòîâié àëãåáði Äðiíôåëüäà�Äæiìáî Uq(sln),

ÿêà ¹ àëãåáðîþ Õîïôà. Áiëüø òîãî, ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà U ′
q(son) ¹ Uq(sln)-

êîìîäóëüíîþ àëãåáðîþ, òàêîþ ùî êîäiÿ ñïiâïàäà¹ ç êîìíîæåííÿì â Uq(sln)

ïðè âêëàäåííi U ′
q(son) â Uq(sln). Öÿ êîìîäóëüíà ñòðóêòóðà äîçâîëÿ¹ ââåñòè

ïîíÿòòÿ òåíçîðíîãî äîáóòêó âåêòîðíîãî òà äîâiëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãå-

áðè U ′
q(son) (âîíî áóäå ïîçíà÷àòèñü T⊗), äèâ. [73, 76].

Ìè îïèñó¹ìî ðîçêëàä T⊗ íà íåçâiäíi ïiäïðåäñòàâëåííÿ òà çíàõîäèìî ÊÊÃ

ó âèïàäêó, êîëè T ¹ íåçâiäíèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ïðåäñòàâëåííÿì êëàñè÷íî-

ãî àáî íåêëàñè÷íîãî òèïó. Ðîçêëàä T⊗ ó âèïàäêó ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî

òèïó ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä ÿê ó âèïàäêó àëãåáðè Ëi son òà âiäïîâiäíi ÊÊÃ

¹ q-äåôîðìàöi¹þ ¨õ êëàñè÷íèõ àíàëîãiâ [1, 4].

Äîáðå âiäîìî, ùî òåîðåìà Âiãíåðà�Åêàðòà äëÿ òåíçîðíèõ îïåðàòîðiâ ïî

âiäíîøåííþ äî àëãåáðè Ëi son (i, îñîáëèâî, so3) ¹ äóæå âàæëèâîþ ó ôiçèöi.

Àâòîðîì äèñåðòàöi¨ çíàéäåíî q-àíàëîã öi¹¨ òåîðåìè äëÿ âèïàäêó âåêòîðíîãî

îïåðàòîðà ïî âiäíîøåííþ äî U ′
q(son).

Àëãåáðà U ′
q(son) òà ¨¨ ïðåäñòàâëåííÿ ¹ öiêàâèìè ç òî÷êè çîðó áàãàòüîõ çà-

äà÷. Îñíîâíi íàïðÿìêi òàêi:

1. Òåîðiÿ îðòîãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ òà ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié (îñîáëèâî, òåî-
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ðiÿ q-îðòîãîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ òà áàçèñíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié). Öåé

íàïðÿìîê íå ¹ äîñòàòíüî ðîçâèíóòèì. Äåÿêi iäå¨ òàêîãî çàñòîñóâàííÿ ìîæíà

çíàéòè â [101].

2. Àëãåáðè U ′
q(son) (îñîáëèâî U ′

q(so3)) ïîâ'ÿçàíi ç àëãåáðîþ ñïîñòåðåæóâà-

íèõ â 2+1 êâàíòîâié ãðàâiòàöi¨ íà ðiìàíîâèõ ïîâåðõíÿõ (äèâ. [36, 52, 127]).

3. Êâàíòîâèé àíàëîã ðiìàíîâîãî ñèìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó SU(n)/SO(n) ïî-

áóäîâàíèé çà äîïîìîãîþ àëãåáðè U ′
q(son). Öÿ êîíñòðóêöiÿ ðåàëiçîâàíà â [131]

(äèâ. òàêîæ [111]).

4. q-Àíàëîã òåîði¨ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ (q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàí-

òîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn
q ) áóäóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ àëãåáðè U ′

q(son).

Çîêðåìà, q-àíàëîã ðiçíèõ ñõåì ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ q-îïåðàòîðà Ëàïëàñà

íà Rn
q äà¹òüñÿ â òåðìiíàõ öi¹¨ àëãåáðè òà ¨¨ ïiäàëãåáð. Öÿ òåîðiÿ ìiñòèòüñÿ â

ðîáîòàõ [72, 132].

5. Àëãåáðà U ′
q(son) ç'ÿâëÿ¹òüñÿ â òåîði¨ çà÷åïëåíü â àëãåáðà¨÷íié òîïîëîãi¨

(äèâ. [32]).

6. Àëãåáðà U ′
q(son) ïîâ'ÿçàíà ç ÿíãiàíàìè (äèâ. [123] òà ïîñèëàííÿ â íié).

7. Êâàíòîâèé àíàëîã àëãåáðè Áðàóåðà ïîâ'ÿçàíèé ç àëãåáðîþ U ′
q(son) (äèâ.

[124]).

Âåëèêèé êëàñ ñêií÷åííîâèìiðíèõ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü àäãåáðè U ′
q(son)

áóëî ïîáóäîâàíî â [47]. Òàì áóëî äàíî ôîðìóëè äi¨ ãåíåðàòîðiâ U ′
q(son) íà

áàçèñ, ÿêèé ¹ q-àíàëîãîì áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà. Â [48] áóëî äàíî äå-

ÿêå óòî÷åííÿ öèõ ôîðìóë òà ¨õ äîâåäåííÿ. Îäíàê, ñêií÷åííîâèìiðíi íåçâi-
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äíi ïðåäñòàâëåííÿ â [48, 47] ¹ ïðåäñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òèïó. Âîíè ¹ q-

äåôîðìàöiÿìè âiäïîâiäíèõ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè Ëi son, òîáòî, ïðè

q → 1 âîíè ïåðåòâîðþþòüñÿ â ïðåäñòàâëåííÿ son.

Àëãåáðà U ′
q(son) ìà¹ iíøi êëàñè ñêií÷åííîâèìiðíèõ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâ-

ëåíü, ÿêi íå ìàþòü êëàñè÷íîãî àíàëîãó. Öi ïðåäñòàâëåííÿ ¹ ñèíãóëÿðíèìè

â ãðàíèöi q → 1. Âîíè îïèñàíi â [69]. Îïèñ öèõ ïðåäñòàâëåíü äëÿ àëãåáðè

U ′
q(so3) äàíî â [64]. Êëàñèôiêàöiÿ íåçâiäíèõ ∗-ïðåäñòàâëåíü äiéñíèõ ôîðì àë-

ãåáðè U ′
q(so3) äàíî â [144]. Òåîðiÿ ïðåäñòàâëåíü U ′

q(son) ïðè q � êîðåíi ç îäè-

íèöi âèâ÷àëàñü â [70].

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ðîçäiëó ¹ êëàñèôiêàöiÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ

íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè U ′
q(son), êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi. ßê

çãàäóâàëîñü âèùå, áóëè ïîáóäîâàíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son),

ùî íàëåæàòü êëàñè÷íîìó òà íåêëàñè÷íîìó òèïàì. Îäíàê íå áóëî âiäîìî, ùî

öi ïðåäñòàâëåííÿ âè÷åðïóþòü âñi ñêií÷åííîâèìiðíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ.

Âèâ÷åííÿ öi¹¨ çàäà÷i ïî÷àëîñü â [104]. Òàì áóëî ïîêàçàíî, ùî öi ïðåäñòàâëåí-

íÿ âèçíà÷àþòüñÿ òàê çâàíèìè ñòàðøèìè âàãàìè, ÿêi áóëè âèçíà÷åíi â [104] òà

âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ñòàðøèõ âàã â òåîði¨ êâàíòîâàíèõ óíiâåðñàëüíèõ îãîðòóþ-

÷èõ àëãåáð. Îäíàê ìè íå çíà¹ìî âiäïîâiäíiñòü ìiæ âiäîìèìè ïðåäñòàâëåííÿ-

ìè êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïiâ òà ñòàðøèìè âàãàìè. Â öüîìó ðîçäiëi

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî iíøèé ïiäõiä äî êëàñèôiêàöi¨. À ñàìå, ìè äîâîäèìî, ùî

êîæíå ñêií÷åííîâèìiðíå íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son) íàëåæèòü ìíîæè-

íi ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî àáî íåêëàñè÷íîãî òèïó çêîíñòðóéîâàíèõ ðàíiøå.

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî òâåðæåííÿ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ðåçóëüòàòè ïî ñòðóêòó-

ði àëãåáðè U ′
q(son) (òåíçîðíi îïåðàòîðè, òåîðåìà Âiãíåðà�Åêàðòà òà ií.). Íàì
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òàêîæ ïîòðiáíà òåîðåìà ïðî ïîâíó çâiäíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü

U ′
q(son). Öÿ òåîðåìà òàêîæ òóò äîâîäèòüñÿ. Òàêîæ âèêîðèñòàíî äåÿêi iäå¨ ç

òåîði¨ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè Ëi son(C) òà ¨¨ äiéñíèõ ôîðì.

Çàóâàæèìî, ùî ïðîáëåìà êëàñèôiêàöi¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ íåçâiäíèõ ïðåä-

ñòàâëåíü U ′
q(son) íàáàãàòî ñêëàäíiøå íiæ ó âèïàäêó êâàíòîâèõ àëãåáð Äðií-

ôåëüäà�Äæiìáî îñêiëüêè â U ′
q(son) íåìà¹ àíàëîãó ïiäàëãåáðè Êàðòàíà òà êî-

ðåíåâèõ åëåìåíòiâ. Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü

U ′
q(son) øèðøå íiæ ó âèïàäêó àëãåáðè Uq(son).

Âñþäè â Ðîçäiëi 1 äèñåðòàöi¨ ìè ââàæà¹ìî, ùî q íå ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi.

Çàëèøà¹òüñÿ íåðîçâ'ÿçàíîþ ïðîáëåìà êëàñèôiêàöi¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåä-

ñòàâëåíü U ′
q(son), êîëè q ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi. Ïðåäñòàâëåííÿ çàãàëüíîãî ïî-

ëîæåííÿ â öüîìó âèïàäêó ¹ ïðåäñòàâëåííÿìè öèêëi÷íîãî òèïó. Âîíè îïèñàíi

â ðîáîòàõ [70, 71]. Àëå ïðåäñòàâëåííÿ òàêîãî òèïó íå âè÷åðïóþòü âñi ñêií-

÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ. Áiëüø øèðîêèé êëàñ ïðåäñòàâëåíü äëÿ U ′
q(so3)

îïèñàíî â [66]. Çîêðåìà, òàì ïîêàçàíî, ùî íå âñi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëå-

ííÿ U ′
q(so3) ¹ âàãîâèìè òà öiëêîì çâiäíèìè. Öå çàóâàæåííÿ ñèëüíî óñêëàäíþ¹

ïðîáëåìó êëàñèôiêàöi¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü íàâiòü äëÿ U ′
q(so3).

Íåñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(so(n, 1)), ùî ¹ íåñòàíäàð-

òíîþ äåôîðìàöi¨ àëãåáðè Ëi ãðóïè Ëîðåíöà, òà àëãåáðè U ′
q(iso(n)), ùî ¹

íåñòàíäàðòíîþ äåôîðìàöi¹þ àëãåáðè Ëi åâêëiäîâî¨ ãðóïè (ãðóïè ðóõiâ n-

âèìiðíîãî ïðîñòîðó) îïèñàíî â [74]. Ìåòîä îòðèìàííÿ òàêèõ ïðåäñòàâëåíü

� öå ìåòîä àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ ïî ïàðàìåòðàì ñêií÷åííîâèìiðíèõ

ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè U ′
q(son+1), ÿêi, â ñâîþ ÷åðãó, çàäàíi q-àíàëîãàìè ôîð-

ìóë Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà ç Ðîçäiëó 1 öi¹¨ äèñåðòàöi¨. Âiäîìî, ùî òàêèì ÷è-
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íîì îïèñóþòüñÿ âñi íåñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëi so(n, 1), ÿêi

âiäïîâiäàþòü ìîäóëÿì Õàðiø-×àíäðè. Âiäïîâiäíîãî òâåðæåííÿ äëÿ àëãåáðè

U ′
q(so(n, 1)) äî öüîãî ÷àñó íå äîâåäåíî. Çàëèøà¹òüñÿ íåâiäîìèì, íàïðèêëàä,

÷è îïèñó¹ öåé ìåòîä õî÷à á âñi óíiòàðíi ïðåäñòàâëåííÿ. Óíiòàðíi íåñêií÷åííî-

âèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ U ′
q(so(2, 1)) êëàñèôiêîâàíî â [144]. Iíøi òèïè ïðåä-

ñòàâëåíü àëãåáðè U ′
q(son) ìîæíà îòðèìàòè âèêîðèñòîâóþ÷è q-îñöèëÿòîðíó ðå-

àëiçàöiþ çàïðîïîíîâàíó â [3]. Ìåòîä ïðîäîâæåííÿ ïî ïàðàìåòðàì ñêií÷åííî-

âèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè êâàíòîâî¨ àëãåáðè U ′
q(sun+1) çàñòîñîâàíî äëÿ

çíàõîäæåííÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü íåêîìïàêòíî¨ äiéñíî¨ ôîð-

ìè U ′
q(sun,1) â ðîáîòi [60]. Ñåðåä çíàéäåíèõ ïðåäñòàâëåíü çíàéäåíî óíiòàðíi

ïðåäñòàâëåííÿ.

Åëåìåíòè Êàçèìiðà àëãåáðè U ′
q(son) êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç 1 ðîçãëÿíóòî

â ðîáîòàõ [50, 51] òà ïðåäñòàâëåíî äåòàëüíî â ï. 1.2.3 äèñåðòàöi¨. Äîäàòêî-

âi åëåìåíòè Êàçèìiðà àëãåáðè U ′
q(so3), ÿêi âèíèêàþòü êîëè q ¹ êîðåíåì ç 1,

çíàéäåíî â ðîáîòi [77]. Ó öüîìó âèïàäêó ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìàòåìà-

òè÷íèé çâ'ÿçîê ç êâàíòîâîþ ãðàâiòàöi¹þ â 2+1 âèìiðíîìó äå-ñiòåðåâñüêîìó

ïðîñòîði-÷àñi ç òîðîì â ðîëi ïðîñòîðó, äëÿ ÿêî¨ U ′
q(so3) ¹ àëãåáðîþ ñïîñòå-

ðåæóâàíèõ [156, 126, 34, 127, 52, 36, 32]. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñêií÷åííîâèìiðíi

ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó öi¹¨ àëãåáðè ïîáóäîâàíî [79] âiäïîâiäíi ïðåä-

ñòàâëåííÿ ãðóïè ñèìåòðié (ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ) àëãåáðè ñïîñòåðåæóâàíèõ,

ÿêà ¹ ìîäóëÿðíîþ ãðóïîþ òîðà PSL(2,Z). Iíøi çàñòîñóâàííÿ àëãåáðè U ′
q(son)

äî êâàíòîâî¨ ãðàâiòàöi¨ îïèñàíî â [53].

Çàñòîñóâàííÿ àëãåáðè U ′
q(son), ÿêi ðîçãëÿíóòî â äèñåðòàöi¨, íàñòóïíi: â ïiä-

ðîçäiëi 2.2 áóäó¹òüñÿ òåîðiÿ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ (ç ñèìåòði¹þ U ′
q(son)) íà
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êâàíòîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði; Ðîçäië 3 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ êâàíòîâî¨

iíòåãðîâíî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà, ãàìiëüòîíiàí ÿêî¨ áóäó¹òüñÿ ÿê ðàäiàëüíà êîì-

ïîíåíòà îïåðàòîðó Ëàïëàñà�Áåëüòðàìi íà êâàíòîâîìó ñèìåòðè÷íîìó ïðîñòî-

ði Fq(GL(n)/ SO(n)), ùî çàäà¹òüñÿ ÿê ïðîñòið U ′
q(son)-iíâàðiàíòíèõ ôóíêöié

íà êâàíòîâié ãðóïi Fq(GL(n)).

Â ïiäðîçäiëi 1.2 äèñåðòàöi¨ äà¹òüñÿ âèçíà÷åííÿ íåñòàíäàðòíî¨ äåôîðìà-

öi¨ U ′
q(son), îïèñó¹òüñÿ ¨¨ ñêií÷åííîâèìiðíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íî-

ãî i íåêëàñè÷íîãî òèïó òà åëåìåíòè Êàçèìiðà. Â ïiäðîçäiëi 1.3 îïèñó¹òüñÿ

âêëàäåííÿ àëãåáðè U ′
q(son) â àëãåáðó Õîïôà Uq(sln) ÿê êîìîäóëüíî¨ ïiäàëãå-

áðè. Öå äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè òåíçîðíèé äîáóòîê âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåííÿ íà

äîâiëüíå ïðåäñòàâëåííè U ′
q(son). Â öüîìó ïiäðîçäiëi äà¹òüñÿ ðîçêëàä òàêîãî

òåíçîðíîãî äîáóòêó íà íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ. Òàêîæ äîâîäèòüñÿ q-àíàëîã

òåîðåìè Âiãíåðà�Åêàðòà äëÿ âåêòîðíèõ îïåðàòîðiâ. Ïiäðîçäië 1.4 ¹ îñíîâíèì

â öüîìó ðîçäiëi. Â íüîìó äà¹òüñÿ êëàñèôiêàöiÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ íåçâiäíèõ

ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè U ′
q(son), à òàêîæ äîâîäèòüñÿ ïîâíà çâiäíiñòü ñêií÷åííî-

âèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü öi¹¨ àëãåáðè.

Ðåçóëüòàòè, ùî îòðèìàíi àâòîðîì ïî òåìi öüîãî ðîçäiëó i âèíîñÿòüñÿ íà

çàõèñò îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [3, 50, 51, 68, 69, 70, 71, 73, 74, 76, 77, 79, 87].
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1.2. Íåñòàíäàðòíà äåôîðìàöiÿ U ′
q(son) àëãåáðè Ëi ãðóïè

îáåðòàíü

1.2.1. q-Äåôîðìîâàíà àëãåáðà U ′
q(son). Óíiâåðñàëüíà îãîðòóþ÷à àë-

ãåáðà U(son(C)) ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòàìè Iij = Eij−Eji, i > j. Àëå äëÿ ïîðî-

äæåííÿ àëãåáðè U(son(C)) äîñòàòíüî âçÿòè òiëüêè åëåìåíòè I21, I32, . . . , In,n−1.

Öå ìiíiìàëüíèé íàáið äëÿ ïîðîäæåííÿ U(son(C)). Öi åëåìåíòè çàäîâiëüíÿþòü

ñïiââiäíîøåííÿ

I2
i,i−1Ii+1,i − 2Ii,i−1Ii+1,iIi,i−1 + Ii+1,iI

2
i,i−1 = −Ii+1,i,

Ii,i−1I
2
i+1,i − 2Ii+1,iIi,i−1Ii+1,i + I2

i+1,iIi,i−1 = −Ii,i−1,

Ii,i−1Ij,j−1 − Ij,j−1Ii,i−1 = 0 ïðè |i− j| > 1.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ñïðàâåäëèâîþ äëÿ U(son(C)) (äèâ. [103]): Îãîðòóþ÷à

àëãåáðà U(son(C)) ¹ içîìîðôíîþ äî àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè (ç îäèíè÷íèì åëå-

ìåíòîì) ïîðîäæåíî¨ åëåìåíòàìè I21, I32, . . . , In,n−1, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü âè-

ùåâêàçàíi ñïiââiäíîøåííÿ.

Ìè ðîáèìî q-äåôîðìàöiþ öèõ ñïiââiäíîøåíü äåôîðìóþ÷è öiëå 2 ÿê 2 →

[2]q := (q2 − q−2)/(q − q−1) = q + q−1. Â ðåçóëüòàòi ìè îòðèìó¹ìî ñïiââiäíî-

øåííÿ

I2
i,i−1Ii+1,i − (q + q−1)Ii,i−1Ii+1,iIi,i−1 + Ii+1,iI

2
i,i−1 = −Ii+1,i, (1.2.1)

Ii,i−1I
2
i+1,i − (q + q−1)Ii+1,iIi,i−1Ii+1,i + I2

i+1,iIi,i−1 = −Ii,i−1, (1.2.2)

Ii,i−1Ij,j−1 − Ij,j−1Ii,i−1 = 0 ïðè |i− j| > 1. (1.2.3)
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q-Äåôîðìîâàíà àëãåáðà U ′
q(son) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê êîìïëåêñíà óíiòàëüíà (òîá-

òî ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì) àñîöiàòèâíà àëãåáðà, ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè I21,

I32, · · · , In,n−1, ùî çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (1.2.1)�(1.2.3). Öå ¹ q-äåôîð-

ìàöiÿ óíiâåðñàëüíî¨ îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè U(son(C)), âiäìiííà âiä êâàíòîâàííî¨

óíiâåðñàëüíî¨ îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè Äðiíôåëüäà�Äæiìáî Uq(son). Äëÿ öi¹¨ àëãå-

áðè ïîáóäîâàíi âêëàäåííÿ U ′
q(son) ⊃ U ′

q(son−1) òà Uq(sln) ⊃ U ′
q(son), äå Uq(sln)

� êâàíòîâà àëãåáðà Äðiíôåëüäà�Äæiìáî (äèâ. Ïiäðîçäië 1.3).

Äåÿêèé àíàëîã êîñîñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü Iij = Eij−Eji, i > j, ÿêi çàäàþòü

ëiíiéíèé áàçèñ àëãåáðè Ëi son(C), ìîæå áóòè ââåäåíèé â U ′
q(son) (äèâ. [49,

132]). Òàêi åëåìåíòè (äâà íàáîðè) âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðñèâíî çà ôîðìóëàìè

I±k,l ≡ [Il+1,l, I
±
k,l+1]q±1, k > l + 1, 1 ≤ k, l ≤ n, (1.2.4)

äå [X, Y ]q±1 ≡ q±1/2XY − q∓1/2Y X òà I+
k+1,k ≡ I−k+1,k ≡ Ik+1,k. Åëåìåíòè Ikl :=

I+
kl, k > l, çàäîâiëüíÿþòü êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

[Ilr, Ikl]q = Ikr, [Ikl, Ikr]q = Ilr, [Ikr, Ilr]q = Ikl ïðè k > l > r, (1.2.5)

[Ikl, Isr] = 0 ïðè k > l > s > r òà k > s > r > l, (1.2.6)

[Ikl, Isr]q = (q − q−1)(IlrIks − IkrIsl) ïðè k > s > l > r. (1.2.7)

Ïðè q = 1 âîíè ñïiâïàäàþòü ç âiäïîâiäíèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿ-

ìè äë àëãåáðè Ëi son(C).

Àëãåáðà U ′
q(son) òàêîæ ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ÿê óíiòàëüíà àñîöiàòèâíà àë-

ãåáðà, ïîðîäæåíà Ikl, 1 ≤ l < k ≤ n, ùî çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

(1.2.5)�(1.2.7). Íàñïðàâäi, ñïiââiäíîøåííÿ (1.2.5)�(1.2.7) ìîæóòü áóòè çâåäåíi

äî ñïiââiäíîøåíü (1.2.1)�(1.2.3) äëÿ I21, I32, . . . , In,n−1.
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Òåîðåìà Ïóàíêàðå�Áiðõãîôà-Âiòòà äëÿ àëãåáðè U ′
q(son) ìîæå áóòè ñôîð-

ìóëüîâàíà íàñòóïíèì ÷èíîì (äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè äàíî â [70]): Åëåìåíòè

I21
m21I31

m31 · · · In1
mn1I32

m32I42
m42 · · · In2

mn2 · · · In,n−1
mn,n−1, mij = 0, 1, 2, · · · ,

ôîðìóþòü ëiíiéíèé áàçèñ U ′
q(son).

Âñi öi òâåðæåííÿ ñïðàâåäëèâi i äëÿ íàáîðó åëåìåíòiâ åëåìåíòè I−kl, k > l.

Öi åëåìåíòè çàäîâiëüíÿþòü êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (1.2.5)�(1.2.7), â ÿêèõ

çðîáëåíà çàìiíà q → q−1.

Â àëãåáði U ′
q(son) âèäiëÿ¹òüñÿ êîìóòàòèâíà ïiäàëãåáðà A, ïîðîäæåíà åëå-

ìåíòàìè I21, I43, I65, . . . , In−1,n−2 (àáî In,n−1). Îòæå, öÿ ïiäàëãåáðà ïîðîäæåíà

bn/2c åëåìåíòàìè, äå bn/2c � öiëà ÷àñòèíà âiä n/2. Îäíàê íå iñíó¹ êîðåíå-

âèõ åëåìåíòiâ â U ′
q(son) ïî âiäíîøåííþ äî öi¹¨ êîìóòàòèâíî¨ ïiäàëãåáðè. Öå

ïðèâîäèòü äî ôàêòó, ùî âëàñòèâîñòi U ′
q(son) íå ¹ ñõîæèìè äî âiäïîâiäíèõ

âëàñòèâîñòåé àëãåáðè Äðiíôåëüäà�Äæiìáî Uq(son).

1.2.2. Íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òè-

ïiâ. Ó öüîìó ïóíêòi ìè äà¹ìî ôîðìóëè äëÿ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü U ′
q(son),

ÿêi áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü íèæ÷å. Âiäïîâiäíi ïîñèëàííÿ äàíî ó Âñòóïi äî

ãëàâè.

Äëÿ U ′
q(son) âiäîìî äâà òèïè íåçâiäíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü:

(à) ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó;

(á) ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó.

Íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó ¹ q-äåôîðìàöiÿìè íåçâiäíèõ ñêií-

÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè Ëi son. Iñíó¹ îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü

ìiæ öèìè íåçâiäíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè U ′
q(son) òà íåçâiäíèìè ñêií÷åííîâè-
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ìiðíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè àëãåáðè Ëi son. Áiëüø òîãî, ôîðìóëè äëÿ ïðåä-

ñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó U ′
q(son) ïåðåõîäÿòü ó âiäïîâiäíi ôîðìóëè äëÿ ïðåä-

ñòàâëåíü àëãåáðè Ëi son ïðè q → 1.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíü íåêëàñè÷íîãî òèïó íåìà¹ êëàñè÷íîãî àíàëîãó: îïåðàòî-

ðè ïðåäñòàâëåííÿ T (a), a ∈ U ′
q(son), ìàþòü ñèíãóëÿðíîñòi ïðè q = 1.

Îïèøåìî íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó àë-

ãåáð U ′
q(son), n ≥ 3. ßê i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó âîíè äàþòüñÿ íàáîðàìè mn ç

bn/2c ÷èñåë m1,n,m2,n, ...,mbn/2c,n (òóò bn/2c ïîçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó âiä n/2),

ÿêi ¹ âñi öiëi àáî âñi íàïiâöiëi òà çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì äîìiíàíòíîñòi

m1,2k+1 ≥ m2,2k+1 ≥ ... ≥ mk,2k+1 ≥ 0, (1.2.8)

m1,2k ≥ m2,2k ≥ ... ≥ mk−1,2k ≥ |mk,2k| (1.2.9)

äëÿ n = 2k+1 òà n = 2k, âiäïîâiäíî. Öi ïðåäñòàâëåííÿ ïîçíà÷åíî ÷åðåç Tmn
.

Ìè âèáèðà¹ìî ó ïðîñòîði ïðåäñòàâëåííÿ q-àíàëîã áàçèñà ÃÖ, ÿêèé îòðèìó-

¹òüñÿ ïîñëiäîâíèìè çâóæåííÿì ïðåäñòàâëåííÿ Tmn
íà ïiäàëãåáðè U ′

q(son−1),

U ′
q(son−2), · · · , U ′

q(so3), U ′
q(so2) := U(so2). ßê i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó, éîãî

åëåìåíòè ïîçíà÷àþòüñÿ òàáëèöÿìè ÃÖ

{αn} ≡



mn

mn−1

. . .

m2


≡ {mn, αn−1} ≡ {mn,mn−1, αn−2}, (1.2.10)

äå, ÿê i â íåäåôîðìîâàíîìó âèïàäêó, êîìïîíåíòè ms òà ms−1 çàäîâiëüíÿþòü

óìîâàì ãàëóæåííÿ

m1,2p+1 ≥ m1,2p ≥ m2,2p+1 ≥ m2,2p ≥ ... ≥ mp,2p+1 ≥ mp,2p ≥ −mp,2p+1,
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m1,2p ≥ m1,2p−1 ≥ m2,2p ≥ m2,2p−1 ≥ ... ≥ mp−1,2p−1 ≥ |mp,2p|.

Iíîäi, áàçèñíi åëåìåíòè, ïîçíà÷åíi òàáëèöåþ {αn}, ïîçíà÷àþòüñÿ òàêîæ ÿê

|αn−1〉 àáî ÿê |mn−1, αn−2〉, òîáòî, ìè áóäåìî îïóñêàòè ïåðøèé ðÿäîê mn â

òàáëèöi. Ìè ââàæà¹ìî, ùî ïðîñòið ïðåäñòàâëåííÿ Vmn
¹ ãiëüáåðòîâèì ïðî-

ñòîðîì i âåêòîðè |αn〉 ¹ îðòîíîðìîâíèìè.

Çðó÷íî ââåñòè òàê çâàíi l-êîîðäèíàòè

lj,2p+1 = mj,2p+1 + p− j + 1, lj,2p = mj,2p + p− j,

äëÿ ÷èñåë mi,k. Îïåðàòîð Tmn
(I2p+1,2p) ïðåäñòàâëåííÿ Tmn

àëãåáðè U ′
q(son) äi¹

íà áàçèñíi åëåìåíòè ÃÖ, ìàðêîâàíi (1.2.10), çà ôîðìóëîþ

Tmn
(I2p+1,2p)|αn〉 =

p∑
j=1

Aj
2p(αn)

a(lj,2p)
|(αn)

+j
2p 〉 −

p∑
j=1

Aj
2p((αn)

−j
2p )

a(lj,2p − 1)
|(αn)

−j
2p 〉 (1.2.11)

òà îïåðàòîð Tmn
(I2p,2p−1) äi¹ ÿê

Tmn
(I2p,2p−1)|αn〉 =

p−1∑
j=1

Bj
2p−1(αn)

b(lj,2p−1)[lj,2p−1]
|(αn)

+j
2p−1〉

−
p−1∑
j=1

Bj
2p−1((αn)

−j
2p−1)

b(lj,2p−1 − 1)[lj,2p−1 − 1]
|(αn)

−j
2p−1〉 + iC2p−1(αn)|αn〉. (1.2.12)

Â öèõ ôîðìóëàõ ÷åðåç (αn)
±j
s ïîçíà÷åíî òàáëèöþ (1.2.10), â ÿêié j-òà êîì-

ïîíåíòà mj,s â ms çàìiíåíà, âiäïîâiäíî, íà mj,s ± 1. Êîåôiöi¹íòè Aj
2p, B

j
2p−1,

C2p−1, a òà b â (1.2.11) òà (1.2.12) äàþòüñÿ âèðàçàìè

Aj
2p(αn) =

(∏p
i=1[li,2p+1 + lj,2p][li,2p+1 − lj,2p − 1]

∏p−1
i=1 [li,2p−1 + lj,2p][li,2p−1 − lj,2p − 1]∏p

i 6=j [li,2p + lj,2p][li,2p − lj,2p][li,2p + lj,2p + 1][li,2p − lj,2p − 1]

)1/2

,

(1.2.13)

Bj
2p−1(αn) =

( ∏p
i=1[li,2p + lj,2p−1][li,2p − lj,2p−1]

∏p−1
i=1 [li,2p−2 + lj,2p−1][li,2p−2 − lj,2p−1]∏p−1

i6=j [li,2p−1+lj,2p−1][li,2p−1−lj,2p−1][li,2p−1+lj,2p−1−1][li,2p−1−lj,2p−1−1]

)1/2

,

(1.2.14)
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C2p−1(αn) =
∏p

s=1[ls,2p]
∏p−1

s=1[ls,2p−2]∏p−1
s=1[ls,2p−1][ls,2p−1 − 1]

, (1.2.15)

a(lj,2p) = {(qlj,2p+1 + q−lj,2p−1)(qlj,2p + q−lj,2p)}1/2,

b(lj,2p−1) = ([2lj,2p−1 + 1][2lj,2p−1 − 1])1/2.

×èñëà â êâàäðàòíèõ äóæêàõ â ôîðìóëàõ (1.2.12)�(1.2.15) îçíà÷àþòü q-÷èñëà,

âèçíà÷åíi ÿê

[a] ≡ [a]q :=
qa − q−a

q − q−1 .

Íàñòóïíå òâåðæåííÿ ¹ äîáðå âiäîìèì [47]: Ïðåäñòàâëåííÿ Tmn
¹ íåçâiäíè-

ìè. Ïðåäñòàâëåííÿ Tmn
òà Tm′

n
¹ ïîïàðíî íååêâiâàëåíòíèìè äëÿ mn 6= m′

n.

Íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó äàþòüñÿ íà-

áîðàìè ε := (ε2, ε3, · · · , εn), εi = ±1, òà íàáîðàìè mn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç bn/2c

íàïiâöiëèõ (íå öiëèõ!) ÷èñåë m1,n,m2,n, · · · , mbn/2c,n, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü óìî-

âàì äîìiíàíòíîñòi

m1,n ≥ m2,n ≥ ... ≥ mbn/2c,n ≥ 1/2. (1.2.16)

Öi ïðåäñòàâëåííÿ ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç Tε,mn
.

Áàçèñîì ïðîñòîðó ïðåäñòàâëåííÿ ìè âèáèðà¹ìî àíàëîã áàçèñó ç ïîïåðå-

äíüîãî âèïàäêó. Éîãî åëåìåíòè ïîçíà÷àþòüñÿ òàáëèöÿìè (1.2.10), â ÿêèõ êîì-

ïîíåíòè ms òà ms−1 çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì ãàëóæåííÿ

m1,2p+1 ≥ m1,2p ≥ m2,2p+1 ≥ m2,2p ≥ ... ≥ mp,2p+1 ≥ mp,2p ≥ 1/2,

m1,2p ≥ m1,2p−1 ≥ m2,2p ≥ m2,2p−1 ≥ ... ≥ mp−1,2p−1 ≥ mp,2p.
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Âiäïîâiäíi áàçèñíi åëåìåíòè ïîçíà÷àþòüñÿ òàê ñàìî ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âè-

ïàäêó. Ìè ââàæà¹ìî, ùî ïðîñòið ïðåäñòàâëåííÿ Ṽmn
¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòî-

ðîì i âåêòîðè |αn〉 ¹ îðòîíîðìîâíèìè. l-Êîîðäèíàòè äëÿmj,s ââîäÿòüñÿ çãiäíî

òèõ ñàìèõ ôîðìóë ùî i ðàíiøå.

Îïåðàòîð Tε,mn
(I2p+1,2p) ïðåäñòàâëåííÿ Tε,mn

àëãåáðè U ′
q(son) äi¹ íà áàçèñíi

åëåìåíòè |αn〉 çà ôîðìóëàìè

Tε,mn
(I2p+1,2p)|αn〉 = δmp,2p,1/2

ε2p+1

q1/2 − q−1/2D2p(αn)|αn〉+

+

p∑
j=1

Aj
2p(αn)

a′(lj,2p)
|(αn)

+j
2p 〉 −

p∑
j=1

Aj
2p((αn)

−j
2p )

a′(lj,2p − 1)
|(αn)

−j
2p 〉, (1.2.17)

äå ïiäñóìîâóâàííÿ â îñòàííié ñóìi ïðîâîäèòüñÿ ç 1 äî p−1 ÿêùî mp,2p = 1/2,

òà îïåðàòîð Tmn
(I2p,2p−1) äi¹ ÿê

Tε,mn
(I2p,2p−1)|αn〉 =

p−1∑
j=1

Bj
2p−1(αn)

b(lj,2p−1)[lj,2p−1]+
|(αn)

+j
2p−1〉−

−
p−1∑
j=1

Bj
2p−1((αn)

−j
2p−1)

b(lj,2p−1 − 1)[lj,2p−1 − 1]+
|(αn)

−j
2p−1〉 + ε2pĈ2p−1(αn)|αn〉, (1.2.18)

äå

[a]+ = (qa + q−a)/(q − q−1).

ßê i ðàíiøå, (αn)
±j
s îçíà÷à¹ òàáëèöþ (1.2.10), â ÿêié j-òà êîìïîíåíòà mj,s â

ms çàìiíåíà, âiäïîâiäíî, íà mj,s±1. Âèðàçè äëÿ Aj
2p, B

j
2p−1 òà b äàþòüñÿ òèìè

ñàìèìè ôîðìóëàìè (1.2.11) òà (1.2.12),

a′(lj,2p) = {(qlj,2p+1 − q−lj,2p−1)(qlj,2p − q−lj,2p)}1/2,

Ĉ2p−1(αn) =

∏p
s=1[ls,2p]+

∏p−1
s=1[ls,2p−2]+∏p−1

s=1[ls,2p−1]+[ls,2p−1 − 1]+
,
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D2p(αn) =

∏p
i=1[li,2p+1 − 1

2 ]
∏p−1

i=1 [li,2p−1 − 1
2 ]∏p−1

i=1 [li,2p + 1
2 ][li,2p − 1

2 ]
. (1.2.19)

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðæåííÿ [69]: Ïðåäñòàâëåííÿ Tε,mn
¹ íåçâiäíè-

ìè. Ïðåäñòàâëåííÿ Tε,mn
òà Tε′,m′

n
� ïîïàðíî íååêâiâàëåíòíi äëÿ (ε,mn) 6=

(ε′,m′
n). Äëÿ áóäü-ÿêèõ äîïóñòèìèõ (ε,mn) òà m′

n, ïðåäñòàâëåííÿ Tε,mn
òà

Tm′
n
¹ ïîïàðíî íååêâiâàëåíòíèìè.

Çàóâàæåííÿ. ßê i ó âèïàäêó íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè Ëi son, ç ÿâ-

íîãî îïèñó íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü Tmn
òà Tε,mn

àëãåáðè U ′
q(son) âèïëèâà¹,

ùî çâóæåííÿ Tmn
íà ïiäàëãåáðó U ′

q(son−1) ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó íåçâi-

äíèõ ïðåäñòàâëåíü öi¹¨ ïiäàëãåáðè, ùî ¹ ïðåäñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òèïó

òà çâóæåííÿ Tε,mn
íà U ′

q(son−1) ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó íåçâiäíèõ ïðåä-

ñòàâëåíü öi¹¨ ïiäàëãåáðè, ùî ¹ ïðåäñòàâëåííÿìè íåêëàñè÷íîãî òèïó. Ôîðìóëè

äëÿ ïðåäñòàâëåíü ÿâíî âèçíà÷àþòü öi ðîçêëàäè.

1.2.3. Åëåìåíòè Êàçèìiðà U ′
q(son) òà ¨õ âëàñíi çíà÷åííÿ â ïðåä-

ñòàâëåííÿõ. Äîáðå âiäîìî, ùî òåíçîðíi îïåðàòîðè àëãåáð Ëi son ¹ äóæå

êîðèñíèìè ïðè ïîáóäîâi iíâàðiàíòiâ öèõ àëãåáð. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè ââîäèìî

q-àíàëîãè òåíçîðíèõ îïåðàòîðiâ äëÿ àëãåáð U ′
q(son) íàñòóïíèì ÷èíîì:

J±
k1,k2,...,k2r

= q∓
r(r−1)

2

∑′

s∈S2r

εq±1(s)I±ks(2),ks(1)
I±ks(4),ks(3)

· · · I±ks(2r),ks(2r−1)
. (1.2.20)

Òóò 1 ≤ k1 < k2 < . . . < k2r ≤ n, òà ïiäñóìîâóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî âñiõ

ïåðåñòàíîâêàõ s iíäåêñiâ k1, k2, . . . , k2r, òàêèõ ùî

ks(2) > ks(1), ks(4) > ks(3), . . . , ks(2r) > ks(2r−1);

ks(2) < ks(4) < . . . < ks(2r)



33

(îñòàííié ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé îçíà÷à¹, ùî ñóìà âêëþ÷à¹ ëèøå âïîðÿäêî-

âàíi ìîíîìè). Ñèìâîë εq±1(s) ≡ (−q±1)`(s) ¹ q-àíàëîãîì àíòèñèìåòðè÷íîãî

òåíçîðà Ëåâi�×åâiòè, `(s) � äîâæèíà ïåðåñòàíîâêè s. (ßêùî q → 1, îáèäâi

ìíîæèíè (1.2.20) çâîäÿòüñÿ äî íàáîðó êîìïîíåò àíòèñèìåòðè÷íîãî òåíçîðíî-

ãî ðàíãó 2r îïåðàòîðà àëãåáðè Ëi son.)

Âèêîðèñòîâóþ÷è q-òåíçîðíi îïåðàòîðè, ùî çàäàþòüñÿ (1.2.20), ìè îòðèìó-

¹ìî åëåìåíòè Êàçèìiðà U ′
q(son):

Åëåìåíòè

C(2r)
n =

∑
1≤k1<k2<...<k2r≤n

qk1+k2+...+k2r−r(n+1)J+
k1,k2,...,k2r

J−
k1,k2,...,k2r

, (1.2.21)

äå r = 1, 2, . . . ,
⌊

n
2

⌋
(bxc îçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó x), ¹ åëåìåíòàìè Êàçèìiðà

U ′
q(son), òîáòî âîíè íàëåæàòü öåíòðó öi¹¨ àëãåáðè.

Íàñïðàâäi, äëÿ ïàðíîãî n, íå òiëüêè äîáóòîê, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ C
(n)
n ,

àëå é åëåìåíòè C
(n)+
n ≡ J+

1,2,...,n òà C
(n)−
n ≡ J−

1,2,...,n íàëåæàòü öåíòðó.

Ìè î÷iêó¹ìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç 1, íàáið åëåìåíòiâ Êà-

çèìiðà C(2r)
n , r = 1, 2, . . . ,

⌊
n−1

2

⌋
, òà åëåìåíò Êàçèìiðà C(n)+

n (äëÿ ïàðíîãî n)

ïîðîäæó¹ öåíòð U ′
q(son), òîáòî áóäü-ÿêèé åëåìåíò àëãåáðè U ′

q(son), ÿêèé êî-

ìóòó¹ ç óñiìà iíøèìè åëåìåíòàìè ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê ïîëiíîì âiä

åëåìåíòiâ Êàçèìiðà ç öüîãî íàáîðó. Êîëè q ¹ êîðåíåì ç 1, âêàçàíèé íàáið

åëåìåíòiâ Êàçèìiðà íå ïîðîäæó¹ âåñü öåíòð. Iñíóþòü äîäàòêîâi åëåìåíòè Êà-

çèìiðà, ÿêi ¹ àëãåáðà¨÷íî çàëåæíèìè. Âèïàäîê àëãåáðè U ′
q(so3) áóëî äåòàëüíî

ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [77].
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Äàìî ÿâíó ôîðìóëó äëÿ êâàäðàòè÷íîãî åëåìåíòó Êàçèìiðà àëãåáðè U ′
q(son):

C(2)
n =

∑
1≤i<j≤n

qi+j−n−1I+
jiI

−
ji .

Öÿ ôîðìóëà ñïiâïàäà¹ ç òi¹þ, ùî çíàéäåíà â [132], òà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì

ç (1.2.21).

Îïåðàòîðè Êàçèìiðà (îïåðàòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì Êàçèìiðà) â

íåçâiäíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåííÿõ U ′
q(son) ¹ êðàòíèìè îäèíè÷íî-

ìó îïåðàòîðó (çàâäÿêè ëåìi Øóðà). Ùîá äàòè ÿâíó ôîðìóëó äëÿ íèõ ìè âè-

êîðèñòîâó¹ìî òàê çâàíi óçàãàëüíåíi ôàêòîðiàëüíi åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi

ïîëiíîìè (äèâ. [122]). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

a = (a1, a2, . . .). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî r = 0, 1, 2, . . . , N , âèçíà÷à¹ìî ïîëiíîìè

âiä N çìiííèõ z1, z2, . . . , zN íàñòóïíèì ÷èíîì:

er(z1, z2, . . . , zN |a) =
∑

1≤p1<p2<···<pr≤N

(zp1
− ap1

)(zp2
− ap2−1) . . . (zpr

− apr−r+1).

(1.2.22)

Îïåðàòîðè Êàçèìiðà â íåçâiäíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåííÿõ, ùî

õàðàêòåðèçóþòüñÿ íàáîðîì (m1,n, m2,n, . . . , mN,n), N =
⌊

n
2

⌋
, ïðåäñòàâëÿþòüñÿ

ÿê (òóò 1 ïîçíà÷à¹ îäèíè÷íèé îïåðàòîð):

Tmn
(C(2r)

n ) = χ(2r)
mn

1.

Âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Tmn
(C

(2r)
n ) äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

χ(2r)
mn

= (−1)rer([l1,n]
2, [l2,n]

2, . . . , [lN,n]
2|a)

äå a = ([ε]2, [ε+1]2, [ε+2]2, . . .), lk,n = mk,n +N−k+ ε. Òóò ε = 0 ïðè n = 2N

òà ε = 1
2 ïðè n = 2N + 1.
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Ó âèïàäêó ïàðíîãî n, òîáòî n = 2N ,

Tmn
(C(n)+

n ) = Tmn
(C(n)−

n ) =
(√

−1
)N

[l1,n][l2,n] . . . [lN,n]1.

1.3. q-Àíàëîã òåîðåìè Âiãíåðà�Åêàðòà äëÿ íåñòàíäàðò-

íî¨ q-äåôîðìîâàíî¨ àëãåáðè U ′
q(son)

1.3.1. Âêëàäåííÿ àëãåáðè U ′
q(son) â êâàíòîâó àëãåáðó Uq(sln). Àë-

ãåáðà U ′
q(son) ìîæå áóòè âêëàäåíà â êâàíòîâó àëãåáðó Uq(sln), ÿêà âèçíà÷à¹-

òüñÿ [2, 93, 102] ÿê êîìïëåêñíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà, ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè

ei, fi, ki, k
−1
i , i = 1, 2, . . . , n− 1, òà âèçíà÷àëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

kik
−1
i = k−1

i ki = 1, kikj = kjki, kiejk
−1
i = qaijej, kifjk

−1
i = q−aijfj,

[ei, ej] = [fi, fj] = 0, |i− j| > 1, [ei, fj] = δij
ki − k−1

i

q − q−1 ,

e2
i ei±1 − (q+ q−1)eiei±1ei + ei±1e

2
i = 0, f 2

i fi±1 − (q+ q−1)fifi±1fi + fi±1f
2
i = 0,

äå aii = 2, ai,i±1 = −1 òà aij = 0 ïðè |i − j| > 1. Â [131, 132] ïîêàçàíî, ùî

åëåìåíòè

Ĩi+1,i = fi − q−1kiei , i = 1, 2, . . . , n− 1, (1.3.23)

çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (1.2.1)�(1.2.3) òà âèçíà÷àþòü ãîìîìîðôiçì

U ′
q(son) → Uq(sln). Áiëüø òîãî, â [70] äîâåäåíî, ùî öåé ãîìîìîðôiçì ¹ âêëà-

äåííÿì, òîáòî ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè U ′
q(son) ÿê ïiäàëãåáðó â Uq(sln).
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Êâàíòîâà àëãåáðà Uq(sln) äîïóñêà¹ ñòðóêòóðó Õîïôà. Êîìíîæåííÿ ãåíå-

ðàòîðiâ öi¹¨ àëãåáðè ìîæå áóòè âèçíà÷åíå ÿê

∆(ei) = ei ⊗ k−1
i + 1 ⊗ ei, ∆(fi) = fi ⊗ 1 + ki ⊗ fi, ∆(ki) = ki ⊗ ki.

Òîìó ìè ìà¹ìî, ùî U ′
q(son), âêëàäåíà â Uq(sln) ìà¹ âëàñòèâiñòü êîiäåàëó:

∆(Ĩi+1,i) = Ĩi+1,i ⊗ 1 + ki ⊗ Ĩi+1,i.

Òâåðæåííÿ 1.1. Àëãåáðà U ′
q(son) ¹ Uq(sln)-êîìîäóëüíîþ àëãåáðîþ ç êîäi¹þ

φ(Ii+1,i) = Ĩi+1,i ⊗ 1 + ki ⊗ Ii+1,i. Ïðè âêëàäåííi U ′
q(son) â Uq(sln), äiÿ φ ðåäó-

êó¹òüñÿ äî êîìíîæåííÿ ∆ àëãåáðè Uq(sln).

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðæåííÿ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ïðÿìèìè îáðàõóíêàìè. �

Çîêðåìà Òâåðæåííÿ 1.1 ñòâåðäæó¹, ùî φ ¹ ãîìîìîðôiçìîì ç U ′
q(son) â

Uq(sln)⊗U ′
q(son). Öÿ êîìîäóëüíà ñòðóêòóðà ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ ââå-

äåííÿ òåíçîðíîãî äîáóòêó âåêòîðíîãî òà äîâiëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè

U ′
q(son).

Íåõàé T � äåÿêå ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son) íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði V ç áàçèñîì

{vα} òà V1 � n-âèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið ç áàçèñîì {vk}, k = 1, 2, . . . , n, òà

V⊗ ≡ V1 ⊗ V .

Òâåðæåííÿ 1.2. Âiäîáðàæåííÿ T⊗ ç U ′
q(son) â EndV⊗, ùî äà¹òüñÿ ôîðìó-

ëàìè

T⊗(Ij,j−1) (vj−1 ⊗ vα) = q vj−1 ⊗ T (Ij,j−1)vα − q1/2 vj ⊗ vα, (1.3.24)

T⊗(Ij,j−1) (vj ⊗ vα) = q−1 vj ⊗ T (Ij,j−1)vα + q−1/2 vj−1 ⊗ vα, (1.3.25)

T⊗(Ij,j−1) (vk ⊗ vα) = vk ⊗ T (Ij,j−1)vα, j 6= k, j − 1 6= k (1.3.26)
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âèçíà÷à¹ ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son) ó ïðîñòîði V⊗.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî ïðåäñòàâëåííÿ T1 àëãåáðè Uq(sln) íà ïðîñòîði V1

ôîðìóëàìè

T1(ei) vk = −q−1/2δi+1,kvk−1, T1(fi) vk = −q1/2δi,kvk+1,

T1(ki) vk = qδi,k−δi+1,kvk.
(1.3.27)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öå ïðåäñòàâëåííÿ ¹ âåêòîðíå ïðåäñòàâëåííÿ (òîáòî

ïðåäñòàâëåííÿ ç ñòàðøîþ âàãîþ (1, 0, . . . , 0)). Ôîðìóëè äi¨ (1.3.27) äàþòü

T1(Ĩi+1,i) vk = −q1/2δi,kvk+1 + q−1/2δi+1,kvk−1. (1.3.28)

Öå ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son) åêâiâàëåíòíå ïðåäñòàâëåííþ êëàñè÷íîãî òèïó Tmn

ç mn = (1, 0, . . . , 0), òîáòî âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåííÿ (äèâ. ïîïåðåäíié ïiäðîç-

äië). Òîìó, ïîäiáíî äî êëàñè÷íîãî âèïàäêó, çâóæåííÿ âåêòîðíîãî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ Uq(sln) íà U ′
q(son) ¹ âåêòîðíèì ïðåäñòàâëåííÿì U ′

q(son). Öå òâåðæåííÿ

áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç Òâåðæåííÿ 1.1 òà ôîðìóëè (1.3.28), ÿêùî âçÿòè

T⊗ = (T1 ⊗ T ) ◦ φ. �

Ó âèïàäêó, êîëè T � òðèâiàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son) çàäàíå ôîðìóëàìè

T (a) = 0, a ∈ U ′
q(son), a 6= 1, Òâåðæåííÿ 1.2 äà¹ íàì ïðåäñòàâëåííÿ íà

ïðîñòîði V1 ∼ V⊗. Ìè ïîçíà÷à¹ìî öå ïðåäñòàâëåííÿ ÿê T1.

T1(Ij,j−1) vk = −q1/2δk,j−1vj + q−1/2δk,jvj−1.

Ïðåäñòàâëåííÿ T1 òà Tmn
, mn = (1, 0, . . . , 0) (äèâ. ïîïåðåäíié ïiäðîçäië), ¹

åêâiâàëåíòíèìè.

Â ãðàíèöi q → 1, Òâåðæåííÿ 1.2 âèçíà÷à¹ ïðåäñòàâëåííÿ, ÿêå ¹ òåíçîðíèì

äîáóòêîì âåêòîðíîãî òà äîâiëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëi son. Íà îñíîâi

öèõ àðãóìåíòiâ ìè áóäåìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ T⊗ ≡ T1 ⊗ T .
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1.3.2. Ðîçêëàä ïðåäñòàâëåíü T1 ⊗ Tm3
àëãåáðè U ′

q(so3). Ó öüîìó òà

íàñòóïíîìó ïóíêòàõ, ìè ðîçãëÿäà¹ìî ðîçêëàä ïðåäñòàâëåíü T⊗ ≡ T1 ⊗ Tmn

íà íåçâiäíi ñêëàäîâi ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ àëãåáðè U ′
q(son). Â öüîìó ïóíêòi,

ìè îáìåæó¹ìîñü âèïàäêàìè n = 2, 3.

Ñïî÷àòêó ìè ðîçãÿäà¹ìî âèïàäîê àëãåáðè U ′
q(so2) ≡ U(so2). Öÿ àëãåáðà

ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ Tm, m ≡ m12, m ∈ 1
2Z, êëàñè÷íîãî òèïó, ÿêi äiþòü íà

îäíîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ ç áàçèñíèìè âåêòîðàìè |m〉, òà Tm(I21)|m〉 = i[m]|m〉.

Òîäi

T⊗(I21)(v1 ⊗ |m〉) = iq[m]v1 ⊗ |m〉 − q1/2v2 ⊗ |m〉,

T⊗(I21)(v2 ⊗ |m〉) = iq−1[m]v2 ⊗ |m〉 + q−1/2v1 ⊗ |m〉.

Öå ïðåäñòàâëåííÿ ¹ çâiäíèì. Ìè âèçíà÷èìî âåêòîðè

v
(m)
± = ∓iq−1/2±mv1 + v2. (1.3.29)

Òîäi âåêòîðè |m± 1〉⊗ := v
(m)
± ⊗ |m〉 ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè T⊗(I21):

T⊗(I21)|m± 1〉⊗ = i[m± 1]|m± 1〉⊗. Öåé ôàêò ìîæå áóòè ëåãêî ïåðåâiðåíèé

ïðÿìèìè îáðàõóíêàìè ç âèêîðèñòàííÿì âèçíà÷åííÿ q-÷èñåë. Îòæå ìè ìà¹ìî

ðîçêëàä T⊗ ≡ T1 ⊗ Tm = Tm+1 ⊕ Tm−1.

Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê àëãåáðè U ′
q(so3). Öÿ àëãåáðà ìà¹ ïðåäñòàâ-

ëåííÿ Tl, m3 ≡ (m13) ≡ (l), l ∈ {0, 1/2, 1, 3/2, . . .}, êëàñè÷íîãî òèïó,

ÿêi äiþòü íà ïðîñòîðàõ Vl ç áàçèñíèìè âåêòîðàìè |l,m〉, (m ≡ m12), m =

−l,−l + 1, . . . , l:

Tl(I21)|l,m〉 = i[m]|l,m〉, Tl(I32)|l,m〉 = Al,m|l,m+ 1〉 − Al,m−1|l,m− 1〉,

äå Al,m = dm([l−m][l+m+1])1/2, dm =
(
[m][m+1]/([2m][2m+2])

)1/2
. Äàâàéòå
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ðîçãëÿíåìî âåêòîðè

|l′,m〉⊗ := α
(l′)
l,mv

(m−1)
+ ⊗|l,m−1〉+β(l′)

l,mv3⊗|l,m〉+γ(l′)
l,mv

(m+1)
− ⊗|l,m+1〉, (1.3.30)

äå m = −l′,−l′ + 1, . . . , l′, òà

l′ = l+1, l, l−1 ÿêùî l ≥ 1; l′ = 3/2, 1/2 ÿêùî l = 1/2; l′ = 1 ÿêùî l = 0.

Âåêòîðè v(m)
± â (1.3.30) âèçíà÷åíi â (1.3.29) òà

α
(l+1)
l,m = ql−m+1/2dm−1([l +m][l +m+ 1])1/2,

β
(l+1)
l,m = ([l −m+ 1][l +m+ 1])1/2,

γ
(l+1)
l,m = −ql+m+1/2dm([l −m][l −m+ 1])1/2,

α
(l)
l,m = −q−m−1/2dm−1([l +m][l −m+ 1])1/2,

β
(l)
l,m = [m],

γ
(l)
l,m = −qm−1/2dm([l −m][l +m+ 1])1/2,

α
(l−1)
l,m = −q−l−m−1/2dm−1([l −m][l −m+ 1])1/2,

β
(l−1)
l,m = ([l −m][l +m])1/2,

γ
(l−1)
l,m = q−l+m−1/2dm([l +m][l +m+ 1])1/2.

Ç âèïàäêó U ′
q(so2), ëåãêî áà÷èòè, ùî T⊗(I21)|l′,m〉⊗ = i[m]|l′,m〉⊗. Ïðÿìè-

ìè îáðàõóíêàìè ìîæíà ïîêàçàòè, ùî T⊗(I32)|l′,m〉⊗ = Al′,m|l′,m + 1〉⊗ −

Al′,m−1|l′,m − 1〉⊗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîðè |l′,m〉⊗ ïðè ôiêñîâàíîìó l′ ïîðî-

äæóþòü ïiäïðîñòið â V⊗, ÿêèé ¹ iíâàðiàíòíèì òà íåçâiäíèì ïðè äi¨ T⊗(a),

a ∈ U ′
q(so3). Âiäïîâiäíå ïiäïðåäñòàâëåííÿ åêâiâàëåíòíå Tl′. Ïîðiâíþþ÷è ðîç-

ìiðíîñòi Tl′ ç ðîçìiðíiñòòþ T⊗, ìè ïðèõîäèìî äî ðåçóëüòàòó, ùî T⊗ = Tl+1 ⊕
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Tl ⊕ Tl−1, ÿêùî l ≥ 1; T⊗ = T3/2 ⊕ T1/2, ÿêùî l = 1/2; T⊗ = T1, ÿêùî l = 0.

Íàãàäà¹ìî, ùî Tl ≡ Tm3
, m13 ≡ l. ×èñëà α(l′)

l,m, β
(l′)
l,m òà γ(l′)

l,m ¹ ÊÊÃ äëÿ öèõ

ðîçêëàäiâ.

1.3.3. Ðîçêëàä T1 ⊗ Tmn
àëãåáðè U ′

q(son), n ≥ 4. Â öüîìó ïóíêòi ìè

ðîçãÿäà¹ìî ðîçêëàä ïðåäñòàâëåíü T⊗ ≡ T1 ⊗ Tmn
àëãåáðè U ′

q(son), n ≥ 4,

íà íåçâiäíi ñêëàäîâi. Âñi ðåçóëüòàòè öüîãî ïóíêòó îòðèìàíî â [73]. ßê òàì

ïîêàçàíî, öåé ðîçêëàä ìà¹ âèãëÿä

T⊗ =
⊕

m′
n∈S(mn)

Tm′
n
, (1.3.31)

äå

S(m2p+1) =

p∪
j=1

{m+j
2p+1} ∪

p∪
j=1

{m−j
2p+1} ∪ {m2p+1}, (1.3.32)

S(m2p) =

p∪
j=1

{m+j
2p } ∪

p∪
j=1

{m−j
2p }. (1.3.33)

×åðåç m±j
n ìè ïîçíà÷à¹ìî íàáið mn ç mj,n çàìiíåíèì íà mj,n ± 1, âiäïîâiäíî.

ßêùî äåÿêèé m±j
n íå ¹ äîìiíàíòíèìè (1.2.8)�(1.2.9), òîäi âiäïîâiäíèé m±j

n

ïðîïóñêà¹òüñÿ. ßêùî mp,2p+1 = 0, òîäi m2p+1 â ïðàâié ÷àñòèíi (1.3.32) òà-

êîæ íå âêëþ÷à¹òüñÿ. Ðîçêëàäó (1.3.31) ïðåäñòàâëåííÿ T⊗ âiäïîâiäà¹ ðîçêëàä

ïðîñòîðó ïðåäñòàâëåííÿ:

V⊗ ≡ V1 ⊗ Vmn
=

⊕
m′

n∈S(mn)

Vm′
n
. (1.3.34)

Äëÿ òîãî, ùîá äàòè öåé ðîçêëàä ó ÿâíîìó âèãëÿäi, ìè çìiíþ¹ìî áàçèñ {vk ⊗

|αn〉}, k = 1, 2, . . . , n, â V⊗ íà {vk ⊗ |αn〉}, k = +,−, 3, . . . , n, çàìiíîþ (äëÿ

êîæíîãî ôiêñîâàíîãî {αn} = {mn,mn−1, . . . ,m3,m2}) äâîõ áàçèñíèõ âåêòî-

ðiâ v1 ⊗ |αn〉 òà v2 ⊗ |αn〉 íà v(m12)
+ ⊗ |αn〉 òà v(m12)

− ⊗ |αn〉 (äèâ. (1.3.29)). Äàëi
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ìè áóäåìî îïóñêàòè iíäåêñ (m12) â ïîçíà÷åííi áàçèñíèõ âåêòîðiâ v
(m12)
± ⊗|αn〉,

ââàæàþ÷è, ùî âií äîðiâíþ¹ m12-êîìïîíåíòi âiäïîâiäíî¨ òàáëèöi ÃÖ {αn}.

Ìè ââîäèìî âåêòîðè (äå {α′
n} = {m′

n,m
′
n−1, . . . ,m

′
3,m

′
2})

|m′
n, αn−1〉⊗ :=

∑
k

∑
|mn,α′

n−1〉∈Vmn

(
k, (mn, α

′
n−1)|(m′

n, αn−1)
)
vk ⊗ |mn, α

′
n−1〉

(1.3.35)

ó ïðîñòîði V⊗, äå k ïðîáiãà¹ íàáið +,−, 3, . . . , n, òà êîåôiöi¹íòè(
k, (mn, α

′
n−1)|(m′

n, αn−1)
)
� êîåôiöi¹íòè Êëåáøà�Ãîðäàíà (ÊÊÃ). Çàðàç ìè

âèçíà÷èìî öi ÊÊÃ ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Ìè ïîêëàäà¹ìî
(
k, (mn, α

′
n−1)|(m′

n, αn−1)
)

= 0 ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç

óìîâ

1) m′
n 6∈ S(mn),

2) ms 6∈ S(m′
s), s = n− 1, . . . , k, k ≥ 3,

3) ms 6∈ S(m′
s), s = n− 1, . . . , 3, k = +,−,

4) α′
k−1 6= αk−1, k = 3, 4, . . . , n,

5) m12 6= m′
12 + 1, k = +,

6) m12 6= m′
12 − 1, k = − .

Íåíóëüîâèìè ÊÊÃ äëÿ k = n ¹:(
2p+ 1, (m2p+1, α2p)|(m+j

2p+1, α2p)
)
=
(∏p

r=1[lj,2p+1 + lr,2p][lj,2p+1 − lr,2p]
) 1

2

,(
2p+ 1, (m2p+1, α2p)|(m2p+1, α2p)

)
=
∏p

r=1[lr,2p],(
2p+ 1, (m2p+1, α2p)|(m−j

2p+1, α2p)
)
=
(∏p

r=1[lj,2p+1+lr,2p−1][lj,2p+1−lr,2p−1]
) 1

2

,

(1.3.36)
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(
2p, (m2p, α2p−1)|(m+j

2p , α2p−1)
)
=
(∏p−1

r=1[lj,2p + lr,2p−1][lj,2p − lr,2p−1 + 1]
) 1

2

,(
2p, (m2p, α2p−1)|(m−j

2p , α2p−1)
)
=
(∏p−1

r=1[lj,2p + lr,2p−1 − 1][lj,2p − lr,2p−1]
) 1

2

.

(1.3.37)

(Âîíè âèçíà÷àþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî íîðìóâàííÿ, òîáòî ìíîæåííÿ öèõ ÊÊÃ íà

äåÿêi êîíñòàíòè íå çìiíÿòü íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.)

Âñi iíøè ÊÊÃ îòðèìóþòüñÿ ç âêàçàíèõ âèùå íàñòóïíèì ÷èíîì:(
k, αn|α′

n

)
= qk−n

〈mn+1, αn|Tmn+1
(I−n+1,k)|mn+1, α

′
n〉

〈mn+1,mn, αn−1|Tmn+1
(In+1,n)|mn+1,m′

n, αn−1〉
×
(
n, (mn, αn−1)|(m′

n, αn−1)
)
, (1.3.38)

äå ãåíåðàòîðè I−n+1,k âèçíà÷åíi â (1.2.4). ßêùî k = + àáî k = − â ëiâié ÷àñòèíi

(1.3.38), òîäi òðåáà ïîêëàñòè k = 2 â ïðàâié ÷àñòèíi. Íàáið mn+1 îáèðà¹òüñÿ

òàê ùîá äàâàòè íåíóëüîâèé çíàìåííèê â ïðàâié ÷àñòèíi (1.3.38). Çàóâàæèìî,

ùî ÿêùî (n, (mn, αn−1)|(m′
n, αn−1)) 6= 0, çàâæäè ìîæíà çðîáèòè òàêèé âèáið.

Áiëüø òîãî, ðåçóëüòàò äëÿ ÊÊÃ íå áóäå çàëåæàòè âiä öüîãî êîíêðåòíîãî âèáî-

ðó. Ó âèïàäêó n = 3 ìè ïåðåîòðèìó¹ìî ÊÊÃ äëÿ àëãåáðè U ′
q(so3) (äèâ. ïóíêò

1.3.5).

ßê ïîêàçàíî â [73], âèçíà÷åíi ÊÊÃ ìàþòü âëàñòèâiñòü ôàêòîðiçîâíîñòi.

Öåé ôàêò (ó ïîâíié âiäïîâiäíîñòi ç âiäïîâiäíèì ðåçóëüòàòîì ó êëàñè÷íîìó

âèïàäêó, äèâ. [1, 4]) äà¹ ìîæëèâiñòü ïðåäñòàâèòè äîâiëüíèé ÊÊÃ äëÿ àëãåáðè

U ′
q(son) ÿê äîáóòîê ñêàëÿðíèõ ôàêòîðiâ.

Òåîðåìà 1.1. Ôîðìóëè äëÿ äi¨ îïåðàòîðiâ T⊗(Ik+1,k), k = 1, 2, . . . , n− 1, íà

âåêòîðè |m′
n, αn−1〉⊗ âèçíà÷åíi â (1.3.35) ç ÊÊÃ âèçíà÷åíèìè â (1.3.36)�

(1.3.38), ñïiâïàäàþòü ç âiäïîâiäíèìè ôîðìóëàìè (1.2.11)�(1.2.12) äëÿ äi¨

îïåðàòîðiâ Tm′
n
(Ik+1,k) íà áàçèñ ÃÖ |m′

n, αn−1〉. Ìè ìà¹ìî ðîçêëàä (1.3.31).



43

1.3.4. Ðîçêëàä ïðåäñòàâëåíü T1 ⊗ Tε,m3
àëãåáðè U ′

q(so3). Â öüîìó òà

íàñòóïíîìó ïóíêòàõ ìè ðîçãÿäà¹ìî ðîçêëàä ïðåäñòàâëåíü T⊗ ≡ T1⊗Tε,mn
íà

íåçâiäíi ñêëàäîâi ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ àëãåáðè U ′
q(son). Â öüîìó ïóíêòi ìè

îáìåæó¹ìîñü âèïàäêàìè n = 2, 3.

Ñïî÷àòêó ìè ðîçãÿíåìî âèïàäîê àëãåáðè U ′
q(so2) ≡ U(so2). Öÿ àëãåáðà

ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ Tε2,m, ε2 = ±1, m ≡ m12, m ∈ {1/2, 3/2, . . .}, ÿêi äiþòü

â îäíîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ ç áàçèñíèìè âåêòîðàìè |m〉, òà Tε2,m(I21)|m〉 =

ε2[m]+|m〉. Òîäi ïðåäñòàâëåííÿ T⊗ ≡ T1⊗Tε2,m ¹ äâîâèìiðíèì òà çâiäíèì. Ìè

ââîäèìî âåêòîðè

v
(ε2,m)
± = −ε2q−1/2±mv1 + v2. (1.3.39)

Òîäi âåêòîðè |m±1〉⊗ := v
(ε2,m)
± ⊗|m〉 ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè T⊗(I21): T⊗(I21)|m±

1〉⊗ = ε2[m± 1]+|m± 1〉⊗. Öåé ôàêò ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ïðÿìèìè îáðàõóíêà-

ìè ç âèêîðèñòàííÿì âèçíà÷åííÿ q-÷èñåë. Îòæå ìè ìà¹ìî ðîçêëàä T⊗ ≡ T1 ⊗

Tε2,m = Tε2,m+1 ⊕ Tε2,m−1, ÿêùî m ≥ 3/2, òà T⊗ ≡ T1 ⊗ Tε2,1/2 = Tε2,3/2 ⊕ Tε2,1/2.

Çàðàç ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê àëãåáðè U ′
q(so3). Öÿ àëãåáðà ìà¹ ÷îòèðè êëà-

ñè ïðåäñòàâëåíü íåêëàñè÷íîãî òèïó Tε,l, ε = {ε2, ε3}, εi ∈ {±1}, m3 ≡ (m13) ≡

(l), l ∈ {1/2, 3/2, 5/2, . . .}, ÿêi äiþòü â ïðîñòîðàõ Vl ç áàçèñíèìè âåêòîðàìè

|l,m〉, (m ≡ m12), m = 1/2, 3/2, . . . , l:

Tε,l(I21)|l,m〉 = ε2[m]+|l,m〉,

Tε,l(I32)|l,m〉 = Ãl,m|l,m+ 1〉 − Ãl,m−1|l,m− 1〉, ÿêùî m ≥ 3/2,

Tε,l(I32)|l, 1/2〉 = Ãl,1/2|l, 3/2〉 + ε3[1/2]+[l + 1/2]|l, 1/2〉,

äå Ãl,m = d̃m([l − m][l + m + 1])1/2, d̃m =
(
(qm − q−m)(qm+1 − q−m−1)

)−1/2
.
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Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè

|l′,m〉⊗ := α̃
(l′)
l,mv

(ε2,m−1)
+ ⊗ |l,m− 1〉 + β̃

(l′)
l,mv3 ⊗ |l,m〉 + γ̃

(l′)
l,mv

(ε2,m+1)
− ⊗ |l,m+ 1〉,

(1.3.40)

äå m = 3/2, 5/2, . . . , l′, òà

l′ = l + 1, l, l − 1 ÿêùî l ≥ 3/2; l′ = 3/2, 1/2 ÿêùî l = 1/2.

ßêùî m = 1/2, òðåáà çàìiíèòè |l,−1/2〉 íà |l, 1/2〉 â ïðàâié ÷àñòèíi (1.3.40).

Âåêòîðè v(ε2,m)
± â (1.3.40) âèçíà÷åíi â (1.3.39) òà

α̃
(l+1)
l,m = ql−m+1/2d̃m−1([l +m][l +m+ 1])1/2, m 6= 1/2

β̃
(l+1)
l,m = ([l −m+ 1][l +m+ 1])1/2,

γ̃
(l+1)
l,m = −ql+m+1/2d̃m([l −m][l −m+ 1])1/2,

α̃
(l)
l,m = q−m−1/2d̃m−1([l +m][l −m+ 1])1/2, m 6= 1/2

β̃
(l)
l,m = [m]+,

γ̃
(l)
l,m = −qm−1/2d̃m([l −m][l +m+ 1])1/2,

α̃
(l−1)
l,m = −q−l−m−1/2d̃m−1([l −m][l −m+ 1])1/2, m 6= 1/2

β̃
(l−1)
l,m = ([l −m][l +m])1/2,

γ̃
(l−1)
l,m = q−l+m−1/2d̃m([l +m][l +m+ 1])1/2,

α̃
(l+1)
l,1/2 = −ql[1/2]+ε3([l + 1/2][l + 3/2])1/2,

α̃
(l+1)
l,1/2 = −q−1[1/2]+ε3[l + 1/2],

α̃
(l−1)
l,1/2 = q−l−1[1/2]+ε3([l − 1/2][l + 1/2])1/2.
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Ç âèïàäêó àëãåáðè U ′
q(so2) ëåãêî áà÷èòè, ùî T⊗(I21)|l′,m〉⊗ = ε2[m]+|l′,m〉⊗.

Ïðÿìèìè îáðàõóíêàìè ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð T⊗(I32) äi¹ íà íàáið

âåêòîðiâ |l′,m〉⊗ ïðè ôiêñîâàíîìó l′ òàê ñàìî ÿê îïåðàòîð Tε,l′(I32) äi¹ íà âå-

êòîðè áàçèñó ÃÖ |l′,m〉. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîðè |l′,m〉⊗ ïðè ôiêñîâàíîìó

l′ ïîðîäæóþòü ïiäïðîñòið â V⊗, ÿêèé ¹ iíâàðiàíòíèì òà íåçâiäíèì ïðè äi¨

T⊗(a), a ∈ U ′
q(so3). Âiäïîâiäíå ïiäïðåäñòàâëåííÿ åêâiâàëåíòíå Tε,l′. Ïîðiâ-

íþþ÷è ðîçìiðíîñòi Tε,l′ ç ðîçìiðíiñòòþ T⊗, ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

T⊗ = Tε,l+1 ⊕ Tε,l ⊕ Tε,l−1, ÿêùî l ≥ 3/2; T⊗ = Tε,3/2 ⊕ Tε,1/2, ÿêùî l = 1/2.

Íàãàäà¹ìî, ùî Tε,l ≡ Tε,m3
, m13 ≡ l. ×èñëà α̃(l′)

l,m, β̃
(l′)
l,m òà γ̃(l′)

l,m ¹ ÊÊÃ öèõ ðîç-

êëàäiâ.

1.3.5. Ðîçêëàä T1 ⊗ Tε,mn
àëãåáðè U ′

q(son), n ≥ 4. Â öüîìó ïóíêòi ìè

îïèñó¹ìî ðîçêëàä ïðåäñòàâëåíü T⊗ ≡ T1 ⊗ Tε,mn
àëãåáðè U ′

q(son), n ≥ 4, íà

íåçâiäíi ñêëàäîâi. Öåé ðîçêëàä ìà¹ âèãëÿä

T⊗ =
⊕

m′
n∈S(mn)

Tε,m′
n
, (1.3.41)

äå

S(m2p+1) =

p∪
j=1

{m+j
2p+1} ∪

p∪
j=1

{m−j
2p+1} ∪ {m2p+1}, (1.3.42)

S(m2p) =

p∪
j=1

{m+j
2p } ∪

p∪
j=1

{m−j
2p }. (1.3.43)

×åðåç m±j
n ìè ïîçíà÷à¹ìî íàáið mn ç mj,n, â ÿêîìó çðîáëåíî çàìiíó mj,n ± 1,

âiäïîâiäíî. ßêùî mp,2p = 1/2, åëåìåíò m−p
2p â ïðàâié ÷àñòèíi (1.3.43) òðåáà

çàìiíèòè íà m2p. ßêùî äåÿêå m±j
n íå ¹ äîìiíàíòíèì (1.2.16), òîäi âiäïîâiäíå

m±j
n òðåáà ïðîïóñòèòè; çîêðåìà, ÿêùî mp,2p+1 = 1/2, åëåìåíò m−p

2p+1 òðåáà
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ïðîïóñòèòè. Çàóâàæèìî, ùî ïðåäñòàâëåííÿ T1 ⊗ Tε,mn
ðîçêëàäà¹òüñÿ íà íå-

çâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó ç òèì ñàìèì íàáîðîì ε = (ε2, ε3, . . .).

Ðîçêëàäó (1.3.41) ïðåäñòàâëåííÿ T⊗ âiäïîâiäà¹ ðîçêëàä ïðîñòîðó ïðåäñòàâ-

ëåííÿ:

V⊗ ≡ V1 ⊗ Ṽε,mn
=

⊕
m′

n∈S(mn)

Ṽε,m′
n
. (1.3.44)

Äëÿ òîãî, ùîá äàòè öåé ðîçêëàä ó ÿâíîìó âèãëÿäi ìè çìiíþ¹ìî áàçèñ {vk⊗

|αn〉}, k = 1, 2, . . . , n, â V⊗ íà {vk ⊗ |αn〉}, k = +,−, 3, . . . , n, çàìiíèâøè (äëÿ

êîæíîãî ôiêñîâàíîãî {αn} = {mn,mn−1, . . . ,m3,m2}) äâà áàçèñíi âåêòîðè

v1⊗|αn〉 òà v2⊗|αn〉 íà v(ε2,m12)
+ ⊗|αn〉 òà v(ε2,m12)

− ⊗|αn〉 (äèâ. (1.3.39)). Äàëi ìè

áóäåìî îïóñêàòè iíäåêñ (ε2,m12) â ïîçíà÷åííi áàçèñíèõ âåêòîðiâ v
(ε2,m12)
± ⊗|αn〉,

ââàæàþ÷è, ùî âií ìiñòèòü m12-êîìïîíåíòó, ÿêà âiäïîâiäà¹ òàáëèöi ÃÖ {αn}.

Ìè âèçíà÷à¹ìî âåêòîðè (äå {α′
n} = {m′

n,m
′
n−1, . . . ,m

′
3,m

′
2})

|m′
n, αn−1〉⊗ :=

∑
k

∑
|mn,α′

n−1〉∈Vmn

(
k, (mn, α

′
n−1)|(m′

n, αn−1); ε
)
vk ⊗ |mn, α

′
n−1〉

(1.3.45)

ó ïðîñòîði V⊗, äå k ïðîáiãà¹ íàáið +,−, 3, . . . , n, òà êîåôiöi¹íòè(
k, (mn, α

′
n−1)|(m′

n, αn−1); ε
)
� ÊÊÃ. Çàðàç ìè çíàéäåìî öi ÊÊÃ ó ÿâíîìó

âèãëÿäi.

Ìè ïîêëàäà¹ìî
(
k, (mn, α

′
n−1)|(m′

n, αn−1); ε
)

= 0 ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ õî÷
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îäíà ç óìîâ:

1) m′
n 6∈ S(mn),

2) ms 6∈ S(m′
s), s = n− 1, . . . , k, k ≥ 3,

3) ms 6∈ S(m′
s), s = n− 1, . . . , 3, k = +,−,

4) α′
k−1 6= αk−1, k = 3, 4, . . . , n,

5) m12 6= m′
12 + 1, k = +,

6) m12 6= m′
12 − 1, k = −, m′

12 ≥ 3
2 ,

6′) m12 6= m′
12, k = −, m′

12 = 1
2 .

Íåíóëüîâèìè ÊÊÃ äëÿ k = n ¹:(
2p+1, (m2p+1, α2p)|(m+j

2p+1, α2p); ε
)
=
(∏p

r=1[lj,2p+1 + lr,2p][lj,2p+1 − lr,2p]
) 1

2

,(
2p+1, (m2p+1, α2p)|(m2p+1, α2p); ε

)
=
∏p

r=1[lr,2p]+,(
2p+1, (m2p+1, α2p)|(m−j

2p+1, α2p); ε
)
=
(∏p

r=1[lj,2p+1+lr,2p−1][lj,2p+1−lr,2p−1]
) 1

2

,

(1.3.46)(
2p, (m2p, α2p−1)|(m+j

2p , α2p−1); ε
)
=
(∏p−1

r=1[lj,2p + lr,2p−1][lj,2p − lr,2p−1 + 1]
) 1

2

,(
2p, (m2p, α2p−1)|(m−j

2p , α2p−1); ε
)
=
(∏p−1

r=1[lj,2p + lr,2p−1 − 1][lj,2p − lr,2p−1]
) 1

2

,(
2p, (m2p, α2p−1)|(m2p, α2p−1); ε

)
=
∏p−1

r=1[lr,2p−1 − 1
2 ], ÿêùî mp,2p = 1

2 .

(1.3.47)

(Âîíè âèçíà÷àþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî íîðìóâàííÿ, òîáòî ìíîæåííÿ öèõ ÊÊÃ íà

äåÿêi êîíñòàíòè íå çìiíÿòü íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.)

Âñi iíøè ÊÊÃ îòðèìóþòüñÿ ç âêàçàíèõ âèùå íàñòóïíèì ÷èíîì:

(
k, αn|α′

n; ε
)

= qk−n
〈mn+1, αn|Tε̃,mn+1

(I−n+1,k)|mn+1, α
′
n〉

〈mn+1,mn, αn−1|Tε̃,mn+1
(In+1,n)|mn+1,m′

n, αn−1〉

×
(
n, (mn, αn−1)|(m′

n, αn−1); ε
)
, (1.3.48)
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äå ãåíåðàòîðè I−n+1,k âèçíà÷åíi â (1.2.4), ε̃ = (ε2, ε3, . . . , εn,+1). ßêùî k = +

àáî k = − â ëiâié ÷àñòèíi (1.3.48), òðåáà ïîêëàñòè k = 2 â ïðàâié ÷àñòèíi.

Íàáið mn+1 îáèðà¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá äàòè íåíóëüîâèé çíàìåííèê â ïðà-

âié ÷àñòèíi (1.3.48). Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî (n, (mn, αn−1)|(m′
n, αn−1)) 6= 0, òîäi

çàâæäè ìîæíà çðîáèòè òàêèé âèáið. Áiëüø òîãî, îòðèìàíi ÊÊÃ íå áóäóòü

çàëåæàòè âiä öüîãî êîíêðåòíîãî âèáîðó. Ó âèïàäêó n = 3 ìè ïåðåîòðèìó-

¹ìî ÊÊÃ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïðåäñòàâëåííÿì íåêëàñè÷íîãî òèïó äëÿ àëãåáðè

U ′
q(so3) (äèâ. ïóíêò 1.3.4).

Òåîðåìà 1.2. Ôîðìóëè äëÿ äi¨ îïåðàòîðiâ T⊗(Ik+1,k), k = 1, 2, . . . , n− 1, íà

âåêòîðè |m′
n, αn−1〉⊗ âèçíà÷åíi â (1.3.45) ç ÊÊÃ (1.3.46)�(1.3.48), ñïiâïàäà-

þòü ç âiäïîâiäíèìè ôîðìóëàìè (1.2.17)�(1.2.18) äëÿ äi¨ îïåðàòîðiâ Tε,m′
n
(Ik+1,k)

â áàçèñi ÃÖ |m′
n, αn−1〉. Ìè ìà¹ìî ðîçêëàä (1.3.41).

1.3.6. Òåîðåìà Âiãíåðà�Åêàðòà äëÿ âåêòîðíèõ îïåðàòîðiâ. Ùîá

ïîÿñíèòè iäåþ, ìè îáìåæèìîñü âèïàäêîì, êîëè âåêòîðíèé îïåðàòîð äi¹ íà

ïðîñòîði, äå ðåàëiçîâàíà ïðÿìà ñóìà ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó àëãåáðè

U ′
q(son).

Ôîðìóëà (1.3.35) äà¹ ïåðåòâîðåííÿ âiä áàçèñó {vk⊗|αn〉} äî áàçèñó {|α′
n〉⊗}

ó ïðîñòîði V⊗. Çàâäÿêè (1.3.34), öå ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ ç

ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè, ÿêi ¹ ÊÊÃ (k, αn|α′
n). Ïîçíà÷èìî ìàòðè÷íi åëåìåí-

òè îáåðíåíî¨ ìàòðèöi ÷åðåç (α′
n|k, αn) (îáåðíåíi ÊÊÃ). Çíàéäåìî âèðàç äëÿ

âåêòîðó vn ⊗ |mn, αn−1〉 ç (1.3.35) ÷åðåç âåêòîðè |α′
n〉⊗. Îñêiëüêè öåé âåêòîð

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ïðè äi¨ T⊗(a), a ∈ U ′
q(son−1), ÿê âåêòîð |αn−1〉 ïðè äi¨ Tmn−1

(a)



49

(äèâ. ôîðìóëó (1.3.26)), ëåìà Øóðà äà¹

vn ⊗ |mn, αn−1〉 =
∑
m′

n

(
(m′

n, αn−1)|n, (mn, αn−1)
)
|m′

n, αn−1〉⊗, (1.3.49)

äå êîåôiöi¹íòè
(
(m′

n, αn−1)|n, (mn, αn−1)
)
çàëåæàòü òiëüêè âiä m′

n, mn, mn−1.

Ç (1.3.35) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî m′
n ∈ S(mn). Õî÷à öi êîåôiöi¹íòè îäíîçíà÷íî

âèçíà÷àþòüñÿ (1.3.35)�(1.3.38), íàì áóäå ïîòðiáíà òiëüêè ¨õ ÿâíà çàëåæíiñòü

âiä mn−1.

Âèçíà÷åííÿ 1.1. Íàáið îïåðàòîðiâ {Vk}, k = 1, 2, . . . , n, íà ïðîñòîði V, äå

ðåàëiçîâàíî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son), òàêèé ùî

[Vj−1, T (Ij,j−1)]q = Vj, [T (Ij,j−1), Vj]q = Vj−1, (1.3.50)

[T (Ij,j−1), Vk] = 0, ÿêùî j 6= k òà j − 1 6= k, (1.3.51)

äå [X, Y ]q=q
1/2XY−q−1/2Y X, íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì îïåðàòîðîì àëãåáðè

U ′
q(son).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äiÿ îïåðàòîðàìè T (Ij,j−1) íà âåêòîðè Vk vα òî÷íî

âiäïîâiäà¹ äi¨ (1.3.24)�(1.3.26) îïåðàòîðàìè T⊗(Ij,j−1) íà âåêòîðè vk ⊗ vα.

Íåõàé T � ïðÿìà ñóìà íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó àëãåáðè

U ′
q(son) ç äîâiëüíîþ êðàòíiñòþ. Âèáåðåìî áàçèñ ÃÖ â V . Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé

iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið Vmn,s äå ðåàëiçîâàíî ïiäïðåäñòàâëåííÿ åêâiâàëåíòíå

Tmn
. ×èñëî s íóìåðó¹ òàêi ïiäïðîñòîðè ÿêùî âiäïîâiäíi êðàòíîñòi áiëüøå 1.

Âiçüìåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ Vk |(mn, αn−1); s〉, äå {|(mn, αn−1); s〉}

� áàçèñ ÃÖ ïiäïðîñòîðó Vmn,s, ç ÊÊÃ (1.3.35) äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî m′
n ∈

S(mn). Ìîæëèâi äâà âàðiàíòè. Ïåðøèé, âñi âåêòîðè |m′
n, αn−1〉⊗ íóëüîâi. Äðó-

ãèé, íà ïðîñòîði ïîðîäæåíîìó âåêòîðàìè |m′
n, αn−1〉⊗, ðåàëiçîâàíî äåÿêå ïðåä-
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ñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son), ÿêå åêâiâàëåíòíå Tm′

n
. Ç ëåìè Øóðà âèïëèâà¹, ùî

|m′
n, αn−1〉⊗ =

∑
s′

(m′
n, s

′‖V ‖mn, s) |m′
n, αn−1; s

′〉, (1.3.52)

äå (m′
n, s

′‖V ‖mn, s) � äåÿêi êîåôiöi¹íòè (ïðèâåäåíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè), ÿêi

çàëåæàòü òiëüêè âiä m′
n, s

′, mn, s òà âiä âåêòîðíîãî îïåðàòîðà {Vk}. Âèêîðè-

ñòàâøè àíàëîã ñïiââiäíîøåííÿ (1.3.49) äëÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà òà (1.3.52)

ìè ìà¹ìî

Vn|mn, αn−1; s〉 =
∑
m′

n,s′

(
(m′

n, αn−1)|n, (mn, αn−1)
)

×(m′
n, s

′‖V ‖mn, s) |m′
n, αn−1; s

′〉. (1.3.53)

ßê ñòâåðäæóâàëîñü âèùå, êîåôiöi¹íòè
(
(m′

n, αn−1)|n, (mn, αn−1)
)
ìîæóòü çà-

ëåæàòè âiä mn−1. Îñêiëüêè öÿ çàëåæíiñòü iäåíòè÷íà äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ âå-

êòîðíèõ îïåðàòîðiâ â äîâiëüíèõ ïðîñòîðàõ, ìè âèáèðà¹ìî òèì÷àñîâî â ðîëi

V ïðîñòið Vmn+1
íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ Tmn+1

àëãåáðè U ′
q(son+1) äëÿ äå-

ÿêîãî çðó÷íîãî mn+1, òà {Vk} ≡ {Tmn+1
(I+

n+1,k)}. Âèäiëÿþ÷è çàëåæíiñòü âiä

mn−1 â ìàòðè÷íèõ åëåìåíòàõ Tmn+1
(In+1,n) òà ïîðiâíþþ÷è ¨¨ ç ôîðìóëàìè

(1.3.36)�(1.3.37), ìè îòðèìó¹ìî(
(m′

n, αn−1)|n, (mn, αn−1)
)

=
(
n, (mn, αn−1)|(m′

n, αn−1)
)
λm′

n,mn
,

äå λm′
n,mn

äåÿêi êîåôiöi¹íòè çàëåæíi òiëüêè âiä m′
n òà mn. Ïîâåðòàþ÷èñü

äî ôîðìóëè (1.3.53) òà ïîçíà÷àþ÷è (m′
n, s

′‖V ‖mn, s)
′ = (m′

n, s
′‖V ‖mn, s)×

λm′
n,mn

ìè ìà¹ìî

Vn|mn, αn−1; s〉 =
∑
m′

n,s′

(
n, (mn, αn−1)|(m′

n, αn−1)
)

×(m′
n, s

′‖V ‖mn, s)
′ |m′

n, αn−1; s
′〉. (1.3.54)
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Iòåðóþ÷è äðóãó ôîðìóëó â (1.3.50), ìè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó äi¨ äëÿ {Vk},

1 ≤ k < n. Îòæå, ìè âèâåëè íàñòóïíèé q-àíàëîã ÒÂÅ.

Òåîðåìà 1.3. ßêùî V � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ç îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì ÃÖ

{|mn, αn−1; s〉}, ìè ìà¹ìî äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî îïåðàòîðà {Vk} íà V

íàñòóïíó ôàêòîðèçàöiþ

〈m′
n, α

′
n−1; s

′|Vk|mn, αn−1; s〉 =
(
(m′

n, α
′
n−1)|k, (mn, αn−1)

)′
(m′

n, s
′‖V ‖mn, s)

′,

äå(
(m′

n, α
′
n−1)|k, (mn, αn−1)

)′
=

〈mn+1, α
′
n|Tmn+1

(I+
n+1,k)|mn+1, αn〉

〈mn+1,m′
n, αn−1|Tmn+1

(In+1,n)|mn+1,mn, αn−1〉

×
(
n, (mn, αn−1)|(m′

n, αn−1)
)
, 1 ≤ k < n

(äèâ. çàóâàæåííÿ ïiñëÿ àíàëîãi÷íî¨ ôîðìóëè (1.3.38)).

Íåõàé Tε � ïðÿìà ñóìà íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü íåêëàñè÷íîãî òèïó àëãåáðè

U ′
q(son) ç äîâiëüíîþ êðàòíiñòþ òà ç ôiêñîâàíèì ε íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Vε. Âèáåðåìî áàçèñ ÃÖ â Vε. Ïðîñòið Vε ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ Vε,mn,s äå

ðåàëiçîâàíi ïiäïðåäñòàâëåííÿ åêâiâàëåíòíi Tε,mn
. ×èñëî s íóìåðó¹ âiäïîâiäíi

ïiäïðîñòîðè ÿêùî ¨õ êðàòíîñòi áiëüøå 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è àðãóìåíòàöiþ àíà-

ëîãi÷íó äî âèïàäêó ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó, ìè âèâîäèìî íàñòóïíèé

q-àíàëîã ÒÂÅ äëÿ âèïàäêó ïðåäñòàâëåíü íåêëàñè÷íîãî òèïó.

Òåîðåìà 1.4. ßêùî Vε � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ç îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì ÃÖ

{|mn, αn−1; s〉}, ìè ìà¹ìî äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî îïåðàòîðà {Vk} íà Vε

íàñòóïíó ôàêòîðèçàöiþ

〈m′
n, α

′
n−1; s

′|Vk|mn, αn−1; s〉 =
(
(m′

n, α
′
n−1)|k, (mn, αn−1); ε

)′
×(ε,m′

n, s
′‖V ‖ε,mn, s)

′,
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äå (
(m′

n, α
′
n−1)|k, (mn, αn−1); ε

)′
=

〈mn+1, α
′
n|Tε̃,mn+1

(I+
n+1,k)|mn+1, αn〉

〈mn+1,m′
n, αn−1|Tε̃,mn+1

(In+1,n)|mn+1,mn, αn−1〉
×
(
n, (mn, αn−1)|(m′

n, αn−1); ε
)
, 1 ≤ k < n

(äèâ. çàóâàæåííÿ ïiñëÿ àíàëîãi÷íî¨ ôîðìóëè (1.3.48)).

Êîåôiöi¹íòè (ε,m′
n, s

′‖V ‖ε,mn, s)
′ ¹ ïðèâåäåíèìè ìàòðè÷íèìè åëåìåíòà-

ìè äëÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà {Vk}.

ßêùî ïðåäñòàâëåííÿ T ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó

òà ïðåäñòàâëåíü íåêëàñè÷íîãî òèïó ç ðiçíèìè ε, òîäi ëåãêî çíàéòè ìàòðè÷íi

åëåìåíòè äëÿ âåêòîðíèõ îïåðàòîðiâ. Äîñòàòíüî ïðèéíÿòè äî óâàãè òîé ôàêò,

ùî âåêòîðíèé îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ íà ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó íå ìî-

æå äàòè ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó, i ÿêùî âií äi¹ íà ïðåäñòàâëåííÿ

íåêëàñè÷íîãî òèïó ç äåÿêèì íàáîðîì ε âií íå ìîæå äàòè ïðåäñòàâëåííÿ íå-

êëàñè÷íîãî òèïó ç iíøèì íàáîðîì ε′. Îòæå, âiäïîâiäíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè

¹ íóëüîâèìè. Íåíóëüîâi ìàòðè÷íi åëåìåíòè îïèñàíi Òåîðåìîþ 1.3 òà Òåîðå-

ìîþ 1.4.

1.4. Êëàñèôiêàöiÿ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè U ′
q(son)

Ìåòà öüîãî ïiäðîçäiëó � äàòè ïîâíó êëàñèôiêàöiþ íåçâiäíèõ ñêií÷åííîâè-

ìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü íåñòàíäàðòíî¨ q-äåôîðìàöi¨ U ′
q(son) óíiâåðñàëüíî¨ îãîð-

òóþ÷î¨ àëãåáðè U(son) àëãåáðè Ëi son êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi. Öi ïðåä-

ñòàâëåííÿ âè÷åðïóþòüñÿ ïðåäñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïiâ,
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ôîðìóëè äëÿ ÿêèõ äàíî â Ïiäðîçäiëi 1.2. Òàêîæ äîâîäèòüñÿ òåîðåìà ïðî ïîâ-

íó çâiäíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü U ′
q(son).

1.4.1. Âåêòîðíi îïåðàòîðè òà òåîðåìà Âiãíåðà�Åêàðòà. Â öüîìó

ïóíêòi ìè ùå ðàç äàìî âèçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà òà ÒÂÅ äëÿ íüîãî

ó òàêié ôîðìi, ÿêà íàì áóäå ïîòðiáíà äëÿ êëàñèôiêàöi¨ ïðåäñòàâëåíü. Ðåçóëü-

òàòè, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü, äîâåäåíi â Ïiäðîçäiëi 1.3.

Ðîçãëÿíåìî ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið H, íà ÿêîìó çàäàíî ïðåäñòàâëåííÿ T

àëãåáðè U ′
q(son). Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè âèïàäîê, êîëè H � ñêií÷åííî-

âèìiðíèé ïðîñòið. Ìè òàêîæ ââàæà¹ìî, ùîH ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó íå-

çâiäíèõ iíâàðiàíòíèõ (ïî âiäíîøåííþ äî U ′
q(son)) ïiäïðîñòîðiâ, äå ðåàëiçîâàíi

òiëüêè íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî àáî òiëüêè íåêëàñè÷íîãî òèïiâ. Öå

ïðèïóùåííÿ íå çìåíøó¹ çàãàëüíîñòi îñêiëüêè âåêòîðíèé îïåðàòîð, ÿêèé ìè

äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè, íå ìîæå âiäîáðàæàòè ïiäïðîñòið, íà ÿêîìó çàäàíî

íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó â ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó

i íàâïàêè.

Íàáið Ar, r = 1, 2, · · · , n, îïåðàòîðiâ íà H íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì îïåðà-

òîðîì äëÿ àëãåáðè U ′
q(son) ÿêùî

[Aj−1, T (Ij,j−1)]q = Aj, [T (Ij,j−1), Aj]q = Aj−1,

[T (Ij,j−1), Ak]q = 0, k 6= j, j − 1,

äå [X, Y ]q ≡ q1/2XY −q−1/2Y X òà T � äåÿêå ôiêñîâàíå ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son)

íà H.

Ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî ïðîñòið H ÿê ïðÿìó ñóìó íåçâiäíèõ iíâàðiàíòíèõ (ïî
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âiäíîøåííþ äî U ′
q(son)) ïiäïðîñòîðiâ

H =
⊕
ε,mn,i

Vε,mn,i,

äå Vε,mn,i � ïiäïðîñòið, íà ÿêîìó ðåàëiçîâàíî íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son),

ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ε òà mn, à i ðîçäiëÿ¹ åêâiâàëåíòíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåí-

íÿ U ′
q(son) ó öüîìó ðîçêëàäi. ßêùî íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ íàëåæàòü êëàñè-

÷íîìó òèïó, òîäi ε îïóñêà¹òüñÿ.

Ìè âèáèðà¹ìî áàçèñ ÃÖ ó êîæíîìó ç ïiäïðîñòîðiâ Vε,mn,i òà ïîçíà÷à¹ìî

öi áàçèñíi âåêòîðè ÷åðåç |ε,mn, i, α〉, äå α ≡ αn−1 � âiäïîâiäíi òàáëèöi ÃÖ.

Òàêîæ âèçíà÷à¹ìî ïiäïðîñòîðè:

Vα
ε,mn

=
⊕

i

C|ε,mn, i, α〉 .

ÒÂÅ äëÿ âåêòîðíèõ îïåðàòîðiâ {Aj} (äîâåäåíà â [76]) ñòâåðäæó¹, ùî ìà-

òðè÷íi åëåìåíòè Aj ìàþòü âèãëÿä

〈ε′,m′
n, i

′, α′|Aj|ε,mn, i, α〉 = C
ε′,m′

n,α′

j;ε,mn,α〈ε
′,m′

n, i
′‖A‖ε,mn, i〉, (1.4.55)

äå C
ε′,m′

n−1,α
′

j;ε,mn−1,α
� ÊÊÃ òåíçîðíîãî äîáóòêó T1 ⊗ Tε,mn

(öi êîåôiöi¹íòè äàíi ó

ÿâíîìó âèãëÿäi â [76] òà â ïiäðîçäiëi 1.3, Òåîðåìè 1.3 òà 1.4), òà

〈ε′,m′
n−1, i

′‖A‖ε,mn−1, i〉 � ïðèâåäåíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè âåêòîðíîãî îïåðà-

òîðà {Aj}. Öi ïðèâåäåíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè çàëåæàòü òiëüêè âiä ÷èñåë, ùî

õàðàêòåðèçóþòü ïðåäñòàâëåííÿ, à òàêîæ âiä iíäåêñiâ, ùî ðîçäiëÿþòü êðàòíi

ïðåäñòàâëåííÿ, òà íåçàëåæàòü âiä áàçèñíèõ åëåìåíòiâ íåçâiäíèõ iíâàðiàíòíèõ

ïiäïðîñòîðiâ. Âîíè òàêîæ íå çàëåæàòü âiä ÷èñëà j îïåðàòîðà Aj. Ó âèùåçãà-

äàíèõ ôîðìóëàõ, ó âèïàäêó ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó ñèìâîë ε îïóñêà-

¹òüñÿ.
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Çàâäÿêè ôîðìóëàì ðîçêëàäó òåíçîðíèõ äîáóòêiâ T1 ⊗ Tmn
òà T1 ⊗ Tε,mn

ìè çíàõîäèìî, ùî ìàòðè÷íi åëåìåíòè 〈ε′,m′
n, i

′, α′|Aj|ε,mn, i, α〉 ìîæóòü íå

çàíóëèòèñü òiëüêè ÿêùî ε′ = ε, à òàêîæ m′
n = m±s

n àáî m′
n = mn (îñêiëü-

êè òiëüêè â öèõ âèïàäêàõ âiäïîâiäíi ÊÊÃ ìîæóòü áóòè íåíóëüîâi). Çàâäÿêè

âèùåçãàäàíèì ôîðìóëàì ðîçêëàäó òåíçîðíèõ äîáóòêiâ ïðåäñòàâëåíü, âåêòîð-

íèé îïåðàòîð íå ìîæå âiäîáðàæàòè ïiäïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ êëà-

ñè÷íîãî òèïó (íåêëàñè÷íîãî òèïó) â ïiäïðîñòîðè, íà ÿêèõ ðåàëiçîâàíi íåçâiäíi

ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó (êëàñè÷íîãî òèïó). Òîìó â ìàòðè÷íèõ åëå-

ìåíòàõ (1.4.55) îáèäâà iíäåêñà ε òà ε′ ïðèñóòíi àáî îáèäâà âiäñóòíi.

Ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè îïåðàòîðè

Amn
mn

: Vα
ε,mn

→ Vα
ε,mn

, Am+j
n

mn
: Vα

ε,mn
→ Vα′

ε,m+j
n
, Am−j

n
mn

: Vα
ε,mn

→ Vα′

ε,m−j
n

ÿêi ìàþòü ìàòðè÷íi åëåìåíòè, ùî ñïiâïàäàþòü ç ïðèâåäåíèìè ìàòðè÷íèìè

åëåìåíòàìè òåíçîðíîãî îïåðàòîðà {Aj}:

〈ε,mn, i
′, α|Amn

mn
|ε,mn, i, α〉 = 〈ε,mn, i

′‖A‖ε,mn, i〉,

〈ε,m+j
n , i′, α′|Am+j

n
mn

|ε,mn, i, α〉 = 〈ε,m+j
n , i′‖A‖ε,mn, i〉,

〈ε,m−j
n , i′, α′|Am−j

n
mn

|ε,mn, i, α〉 = 〈ε,m−j
n , i′‖A‖ε,mn, i〉.

(ßêùî íåîáõiäíî, â öèõ ôîðìóëàõ ñèìâîë ε ìà¹ áóòè ïðîïóùåíèì.) Ç ÒÂÅ âè-

ïëèâà¹, ùî äëÿ íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ Tε,mn
, ùî ìiñòèòüñÿ â ïðåäñòàâëåííi

T , öi îïåðàòîðè çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

Tε,mn
(a)Amn

mn
= Amn

mn
Tε,mn

(a), a ∈ U ′
q(son),

Tε,mn
(a)Amn

m∓j
n
Am±j

n
mn

= Amn

m∓j
n
Am±j

n
mn

Tε,mn
(a), a ∈ U ′

q(son),
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äå Amn

m∓j
n
A

m±j
n

mn ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê îïåðàòîðè ç Vα
ε,mn

â Vα
ε,mn

.

Òâåðæåííÿ 1.3. Íåõàé ξ ∈ H íàëåæèòü äåÿêîìó ïiäïðîñòîðó Hmn

íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ Tmn
àëãåáðè U ′

q(son). Òîäi A
m+j

n
mn ξ òà A

m−j
n

mn ξ íàëå-

æàòü äåÿêèì ïiäïðîñòîðàìHm+j
n
òà Hm−j

n
ïðîñòîðó H, íà ÿêèõ, âiäïîâiäíî,

ðåàëiçîâàíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ Tm+j
n
òà Tm−j

n
àëãåáðè U ′

q(son). Âñi âåêòî-

ðè A
m±j

n
mn (Tmn

(a)ξ), a ∈ U ′
q(son), òàêîæ íàëåæàòü öèì ïiäïðîñòîðàì Hm±j

n
,

âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðæåííÿ âèïëèâà¹ ç âèçíà÷åííÿ âåêòîðíèõ îïåðàòîðiâ

òà ç ôîðìóëè (1.4.55).

1.4.2. Äîïîìiæíi òâåðæåííÿ. ßê âêàçàíî âèùå, àëãåáðà U ′
q(son) ìà¹

êîìóòàòèâíó ïiäàëãåáðó A çãåíåðîâàíó åëåìåíòàìè I2s,2s−1, s = 1, 2, · · · , r, äå

r = bn/2c � öiëà ÷àñòèíà n/2.

Òâåðæåííÿ 1.4. (à) ßêùî T � ñêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè

U ′
q(son), òîäi îïåðàòîðè

T (I21), T (I43), · · · , T (I2k,2k−1),

äå n = 2k àáî n = 2k + 1, ìîæóòü îäíî÷àñíî áóòè äiàãîíàëiçîâàíi.

(á) Ñåðåä ìîæëèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü öèõ îïåðàòîðiâ ìîæóòü áóòè òiëü-

êè i[m], m ∈ 1
2Z, i =

√
−1, àáî [m]+, m ∈ Z + 1

2, äå

[m] ≡ [m]q =
qm − q−m

q − q−1 , [m]+ =
qm + q−m

q − q−1 .

Äîâåäåííÿ. Òå, ùî öå òâåðæåííÿ ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ àëãåáðè U ′
q(so3) âè-

ïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî ïîâíó çâiäíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü U ′
q(so3)

(äèâ. [68]) òà ç ôàêòó, ùî ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîã òèïó
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âè÷åðïóþòü âñi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(so3) (äèâ. [66]). Êîæåí ç

åëåìåíòiâ I21, I43, · · · , I2k,2k−1 ìîæå áóòè âêëþ÷åíèì â äåÿêó ïiäàëãåáðó içî-

ìîðôíó U ′
q(so3) ÿê îäèí ç ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ. Òîìó, êîæåí ç îïåðàòîðiâ

T (I2j,2j−1), j = 1, 2, · · · , k, ìîæå áóòè äiàãîíàëiçîâàíèì òà ìà¹ âëàñíi çíà-

÷åííÿ âêàçàíi â ÷àñòèíi (á). Öå îçíà÷à¹ ùî öi îïåðàòîðè ¹ íàïiâïðîñòèìè.

Íàïiâðîñòi îïåðàòîðè, ùî äiþòü â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði ìîæóòü áó-

òè äiàãîíàëiçîâàíi îäíî÷àñíî, ÿêùî âîíó êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ. Òâåðæåííÿ

äîâåäåíå.

Âëàñíi çíà÷åííÿ âèãëÿäó i[m] íàçèâàþòüñÿ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè êëàñè-

÷íîãî òèïó. Âëàñíi çíà÷åííÿ âèãëÿäó [m]+ íàçèâàþòüñÿ âëàñíèìè çíà÷åííÿ-

ìè íåêëàñè÷íîãî òèïó.

Ïðèìiòêà. Ó ôîðìóëþâàííi Òâåðæåííÿ 1.4 ìè ìîãëè âçÿòè äëÿ àëãåáðè

U ′
q(so2k+1) îïåðàòîðè T (I32), T (I54), · · · , T (I2k+1,2k) çàìiñòü T (I21), T (I43), · · · ,

T (I2k,2k−1).

Íèæ÷å, â Òâåðæåííÿõ 1.5, 1.6, 1.7, ìè ââàæà¹ìî ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòó-

ïíi ïðèïóùåííÿ: Êîæíå ñêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son−1) ¹ öië-

êîì çâiäíèì òà íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son−1) âè÷åð-

ïóþòüñÿ íåçâiäíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïó ç

Ïiäðîçäiëó 1.2. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ àëãåáð U ′
q(so3) òà U ′

q(so4) öå ïðèïóùåííÿ

¹ ñïðàâåäëèâèì (äèâ. [65, 66, 68]).

Òâåðæåííÿ 1.5. Çâóæåííÿ äîâiëüíîãî íåçâiäíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðåä-

ñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son) íà ïiäàëãåáðó U

′
q(son−1) ¹ öiëêîì çâiäíèì ïðåä-

ñòàâëåííÿì U ′
q(son−1) òà ðîçêëàäà¹òüñÿ íà íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ öi¹¨ ïiä-
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àëãåáðè, ùî ¹ ïðåäñòàâëåííÿìè òiëüêè êëàñè÷íîãî òèïó àáî òiëüêè íåêëà-

ñè÷íîãî òèïó.

Äîâåäåííÿ. Çâóæåííÿ T íà ïiäàëãåáðó U ′
q(son−1) ¹ öiëêîì çâiäíèì ïðåä-

ñòàâëåííÿì çàâäÿêè ïðèïóùåííþ. Íåõàé T↓U ′
q(son−1) =

⊕
iRi, äå Ri � íåçâiäíi

ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son−1), òà íåõàé H =

⊕
i Vi � âiäïîâiäíèé ðîçêëàä ïðîñòî-

ðó H ïðåäñòàâëåííÿ T . Ïiäïðîñòîðè Vi ¹ iíâàðiàíòíèìè ïî âiäíîøåííþ äî äi¨

îïåðàòîðiâ T (Ij,j−1), j = 2, 3, · · · , n−1, ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì U ′
q(son−1).

Òiëüêè îïåðàòîð T (In,n−1) âiäîáðàæà¹ âåêòîðè áóäü-ÿêîãî ç ïiäïðîñòîðiâ Vi â

ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ ç iíøèõ ïiäïðîñòîðiâ Vi. Îñêiëüêè ïðåäñòàâëåííÿ

T ¹ íåçâiäíèì, òîäi ïîâòîðíî äiþ÷i T (In,n−1) íà áóäü-ÿêèé âåêòîð áóäü-ÿêîãî

ïiäïðîñòîðó Vi ìè îòðèìà¹ìî ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ ç óñiõ iíøèõ ïiä-

ïðîñòîðiâ Vi. Íåõàé äåÿêå íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ Ri0 àëãåáðè U ′
q(son−1) â

ðîçêëàäi T ìà¹ êëàñè÷íèé òèï. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî òîäi âñi iíøi ïðåäñòàâ-

ëåííÿ Ri ç ðîçêëàäó òàêîæ ìàþòü êëàñè÷íèé òèï. Öå âèïëèâà¹ ç íàñòóïíèõ

ìiðêóâàíü. Ìè áåðåìî äî ðîçãëÿäó îïåðàòîðè T (In,s), s = 1, 2, · · · , n − 1. Ç

êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü (1.2.5)�(1.2.7) äëÿ åëåìåíòiâ Ir,s, r > s, ùî äàíi

â ïóíêòi 1.2.1, âèïëèâà¹, ùî öi îïåðàòîðè óòâîðþþòü âåêòîðíèé îïåðàòîð ïî

âiäíîøåííþ äî ïiäàëãåáðè U ′
q(son−1) (çãåíåðîâàíî¨ I21, I32, · · · , In−1,n−2), ùî

äi¹ ó ïðîñòîðiH. Òîäi çàâäÿêè ÒÂÅ, äiÿ îïåðàòîðiâ T (In,s), s = 1, 2, · · · , n−1,

íà âåêòîðè Vi0 äà¹ ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ ïiäïðîñòðiâ Vi, íà ÿêèõ ðåàëi-

çîâàíi òiëüêè ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó. Ïîâòîðíà äiÿ T (In,s) çíîâó äà¹

ïðåäñòàâëåííÿ òîãî ñàìîãî òèïó. Òîìó, â öüîìó âèïàäêó, âñi ïðåäñòàâëåííÿ

Ri ¹ ïðåäñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òèïó. ßêùî Ri0 ¹ íåêëàñè÷íîãî òèïó, òîäi
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(ç òèõ ñàìèõ ìiðêóâàíü) âñi ïðåäñòàâëåííÿ Ri íàëåæàòü íåêëàñè÷íîìó òèïó.

Òâåðæåííÿ äîâåäåíå.

Çàïèøåìî ðîçêëàä T↓U ′
q(son−1) =

⊕
iRi ç âèùåíàâåäåíîãî äîâåäåííÿ ó âè-

ãëÿäi T↓U ′
q(son−1) =

⊕
mn−1

dmn−1
Tmn−1

, ÿêùî ðîçêëàä ìiñòèòü ïðåäñòàâëåííÿ

êëàñè÷íîãî òèïó, äå Tmn−1
� íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′

q(son−1) ç ïiä-

ðîçäiëó 1.2 òà dmn−1
� êðàòíîñòi öèõ ïðåäñòàâëåíü. ßêùî ðîçêëàä ìiñòèòü

ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó, òîäi ìè çàïèñó¹ìî

T↓U ′
q(son−1) =

⊕
ε,mn−1

dε,mn−1
Tε,mn−1

, äå Tε,mn−1
� íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ íå-

êëàñè÷íîãî òèïó.

Òâåðæåííÿ 1.6. Äiÿ îïåðàòîðà T (In,n−1) íà âåêòîð ïiäïðîñòîðó, íà ÿêî-

ìó ðåàëiçîâàíî ïðåäñòàâëåííÿ Tmn−1
(ïðåäñòàâëåííÿ Tε,mn−1

) àëãåáðè U ′
q(son−1),

äà¹ ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ, ùî íàëåæàòü òiëüêè ïiäïðîñòîðàì íåçâi-

äíèõ ïðåäñòàâëåíü U ′
q(son−1), ùî ìiñòÿòüñÿ â ðîçêëàäi íà íåçâiäíi êîìïî-

íåíòè òåíçîðíîãî äîáóòêó T1 ⊗ Tmn−1
(òåíçîðíîãî äîáóòêó T1 ⊗ Tε,mn−1

), äå

T1 � âåêòîðíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son−1).

Äîâåäåííÿ. Îïåðàòîðè T (In,s), s = 1, 2, · · · , n− 1, óòâîðþþòü âåêòîðíèé

îïåðàòîð âiäíîñíî ïiäàëãåáðè U ′
q(son−1). Òåïåð òâåðæåííÿ âèïëèâà¹ ç ÒÂÅ.

Òâåðæåííÿ 1.7. Íåõàé T íåçâiäíå ñêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ

U ′
q(son). Òîäi âñi îïåðàòîðè T (I2i,2i−1) ç Òâåðæåííÿ 1.4 ìàþòü âëàñíi çíà-

÷åííÿ òiëüêè êëàñè÷íîãî àáî òiëüêè íåêëàñè÷íîãî òèïó.

Äîâåäåííÿ. Òâåðæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ àëãåáðè U ′
q(so4). À ñàìå, âëàñíi çíà-

÷åííÿ T (I21) òà T (I43) íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(so4) ¹ êëàñè-

÷íîãî òèïó, ÿêùî T ¹ ïðåäñòàâëåííÿì êëàñè÷íîãî òèïó òà íåêëàñè÷íîãî òèïó,
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ÿêùî T ¹ ïðåäñòàâëåííÿì íåêëàñè÷íîãî òèïó (äèâ. [65]). Ìè îáìåæó¹ìî ïðåä-

ñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son) ïîñëiäîâíî íà U ′

q(son−1), U ′
q(son−2), · · · , U ′

q(so4)

òà ðîçêëàäà¹ìî íà íåçâiäíi ñêëàäîâi. (Áiëüø òîãî, ëàíöþæîê öèõ ïiäàëãåáð

ìîæå áóòè âèáðàíèé òàêèì ÷èíîì, ùî îñòàííÿ ïiäàëãåáðà U ′
q(so4) ìiñòèòü

áóäü-ÿêèõ äâà ñóñiäíiõ îïåðàòîðà ç Òâåðæåííÿ 1.4 (à).) Âèêîðèñòîâóþ÷i íà

ïåðøîìó êðîöi Òâåðæåííÿ 1.5 ìè îòðèìó¹ìî â ðîçêëàäi T íåçâiäíi ïðåäñòàâ-

ëåííÿ U ′
q(son−1) ùî íàëåæàòü âñi ðàçîì äî êëàñè÷íîãî òèïó àáî âñi ðàçîì äî

íåêëàñè÷íîãî òèïó. Çàâäÿêè ïðèïóùåííþ ïåðåä Òâåðæåííÿì 1.5, íà êîæíîìó

íàñòóïíîìó êðîöi ìè îòðèìó¹ íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ òiëüêè êëàñè÷íîãî àáî

òiëüêè íåêëàñè÷íîãî òèïó, ùî îïèñàíi â ïóíêòi 1.2.2. Îòæå, çâóæåííÿ T íà

ïiäàëãåáðó U ′
q(so4) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ U ′

q(so4) ùî íàëå-

æàòü âñi ðàçîì äî êëàñè÷íîãî òèïó àáî âñi ðàçîì äî íåêëàñè÷íîãî òèïó. Íàøå

òâåðæåííÿ âèïëèâà¹ ç öüîãî ðåçóëüòàòó. Òâåðæåííÿ äîâåäåíå.

Íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son), äëÿ ÿêîãî âñi îïåðàòîðè T (I2i,2i−1),

i = 1, 2, · · · , bn/2c, ìàþòü âëàñíi çíà÷åííÿ êëàñè÷íîãî òèïó (íåêëàñè÷íîãî òè-

ïó) íàçèâàþòüñÿ ïðåäñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òèïó (íåêëàñè÷íîãî òèïó).

Àëãåáðà U ′
q(son) íå ìà¹ íåçâiäíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü iíøèõ òè-

ïiâ. Â ïóíêòi 1.2.2 äàíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî

òà íåêëàñè÷íîãî òèïó. Àëå ìè ïîêè ùî íå çíà¹ìî ÷è âè÷åðïóþòüñÿ öèìè òèïà-

ìè âñi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåíí. Íàøà ìåòà äîâåñòè, ùî íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ

êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïó ç ïóíêòó 1.2.2 âè÷åðïóþòü âñi íåçâiäíi ñêií-

÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son).
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1.4.3. Ïðèâåäåíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè äëÿ ïðåäñòàâëåíü êëàñè-

÷íîãî òèïó. Òåîðåìà ïðî êëàñèôiêàöiþ íåçâiäíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåä-

ñòàâëåíü àëãåáðè U ′
q(son) áóäå äîâåäåíà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. À ñà-

ìå, ìè ðîáèìî äåÿêå ïðèïóùåííÿ ïðî íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåí-

íÿ ïiäàëãåáðè U ′
q(son−1) i ïîòiì äîâîäèìî, ùî öå ïðèïóùåííÿ ¹ ñïðàâåäëèâèì

äëÿ àëãåáðè U ′
q(son).

Ïðèïóùåííÿ. Êîæíå ñêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son−1) ¹ öië-

êîì çâiäíèì i íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son−1) âè÷åðïó-

þòüñÿ íåçâiäíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïó ùî

îïèñàíi â ï. 1.2.2.

Öå ïðèïóùåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ àëãåáð U ′
q(so3) òà U ′

q(so4) (äèâ. [65, 66]).

ßê ìè âæå çíà¹ìî, íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè

U ′
q(son) ðîçäiëÿþòüñÿ íà äâà êëàñè � íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òè-

ïó òà íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè

ïðî êëàñèôiêàöiþ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó íàì íåîáõiäíi

ðåçóëüòàòè ïðî ïðèâåäåíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè òåíçîðíîãî îïåðàòîðà T (In,r),

k = 1, 2, · · · , n− 1, äëÿ ïiäàëãåáðè U ′
q(son−1).

Íåõàé T � íåçâiäíå ñêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son) êëàñè÷íî-

ãî òèïó. Çãiäíî íàøîìó ïðèïóùåííþ òà Òâåðæåííþ 1.5, öå ïðåäñòàâëåííÿ,

ïðè çâóæåííi íà ïiäàëãåáðó U ′
q(son−1), ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó íåçâiäíèõ

ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó ç ï. 1.2.2. Äëÿ ïðîñòîðó H ïðåäñòàâëåííÿ T

ìè ìà¹ìî

H =
⊕

mn−1,i

Vmn−1,i,
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äå Vmn−1,i � ëiíiéíèé ïðîñòið, íà ÿêîìó ðåàëiçîâàíî íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ

Tmn−1
àëãåáðè U ′

q(son−1) ç ï. 1.2.2, òà i ðîçäiëÿ¹ êðàòíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ

U ′
q(son−1) â ðîçêëàäi. Íåõàé

Vmn−1
=
⊕

i

Vmn−1,i.

Ìè âèáèðà¹ìî áàçèñ ÃÖ â êîæíîìó ç ïiäïðîñòîðiâ Vmn−1,i òà ïîçíà÷à¹ìî öi

áàçèñíi âåêòîðè ÷åðåç |mn−1, i, α〉, äå α ≡ αn−2 � âiäïîâiäíà òàáëèöÿ ÃÖ. Òîäi

ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi ïiäïðîñòîðè

Vα
mn−1

=
⊕

i

C|mn−1, i, α〉.

Ìè çíà¹ìî ç Òâåðæåííÿ 1.6, ùî îïåðàòîð T (In,n−1) âiäîáðàæà¹ âåêòîð |mn−1, i, α〉

â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ ïiäïðîñòîðiâ Vmn−1
òà Vm±s

n−1
, s = 1, 2, · · · , k, äå

n − 1 = 2k àáî n − 1 = 2k + 1. Îñêiëüêè îïåðàòîð T (In,n−1) êîìóòó¹ ç óñiìà

îïåðàòîðàìè T (Is,s−1), s = 2, 3, · · · , n − 2 (òîáòî, ç îïåðàòîðàìè, ùî âiäïî-

âiäàþòü åëåìåíòàì ïiäàëãåáðè U ′
q(son−2)), âií âiäîáðàæà¹ ïiäïðîñòið Vα

mn−1
â

ñóìó ïiäïðîñòîðiâ Vα
m′

n−1
ç òèì ñàìèì α.

Çàâäÿêè Òâåðæåííþ 1.6 òà ÒÂÅ (äèâ. ôîðìóëó (1.4.55)) äiÿ îïåðàòîðà

T (In,n−1) íà ïiäïðîñòið Vα
mn−1

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

T (I2p+2,2p+1) ↓Vα
m2p+1

=

p∑
j=1

(
p∏

r=1

[lj,2p+1 + lr,2p][lj,2p+1 − lr,2p]

)1/2

ρj(m2p+1)+

+

p∑
j=1

(
p∏

r=1

[lj,2p+1 + lr,2p − 1][lj,2p+1 − lr,2p − 1]

)1/2

τj(m2p+1)+

+

(
p∏

r=1

[lr,2p]

)
σ(m2p+1) (1.4.56)
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ÿêùî n = 2p+ 2 òà ó âèãëÿäi

T (I2p+1,2p) ↓Vα
m2p

=

p∑
j=1

(
p−1∏
r=1

[lj,2p + lr,2p−1][lj,2p − lr,2p−1 + 1]

)1/2

ρ′j(m2p)+

+

p∑
j=1

(
p−1∏
r=1

[lj,2p + lr,2p−1 − 1][lj,2p − lr,2p−1]

)1/2

τ ′j(m2p) (1.4.57)

ÿêùî n = 2p + 1, äå ρj(m2p+1), ρ′j(m2p), τj(m2p+1), τ ′j(m2p) òà σ(m2p+1) �

îïåðàòîðè òàêi, ùî

ρj(m2p+1) : Vα
m2p+1

→ Vα
m+j

2p+1
, ρ′j(m2p) : Vα

m2p
→ Vα

m+j
2p
,

τj(m2p+1) : Vα
m2p+1

→ Vα
m−j

2p+1
, τ ′j(m2p) : Vα

m2p
→ Vα

m−j
2p
,

σ(m2p+1) : Vα
m2p+1

→ Vα
m2p+1

(öå îïåðàòîðè A
m±j

n−1
mn−1 òà A

mn−1
mn−1 ç ï. 1.4.1). Îñòàííié äîäàíîê â (1.4.56) îïóñêà-

¹òüñÿ ÿêùî lp,2p+1 = 1 (ó öüîìó âèïàäêó ïðåäñòàâëåííÿ Tm2p+1
íå âõîäèòü â

òåíçîðíèé äîáóòîê T1 ⊗ Tm2p+1
). Êîåôiöi¹íòàìè â (1.4.56) òà (1.4.57) ¹ âiäïî-

âiäíi ÊÊÃ àëãåáðè U ′(son−1), ùî âçÿòi ç [76]. ßê ìè çíà¹ìî ç ÒÂÅ, ρj(m2p+1),

ρ′j(m2p), τj(m2p+1), τ ′j(m2p) òà σ(m2p+1) ¹ íåçàëåæíèìè âiä α. Çàëåæíiñòü âiä

α ìiñòèòüñÿ â ÊÊÃ.

Äàâàéòå ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê àëãåáðè U ′
q(so2p+2). Ìè äi¹ìî îáîìà

÷àñòèíàìè ñïiââiäíîøåííÿ

I2p+1,2pI
2
2p+2,2p+1−(q+q−1)I2p+2,2p+1I2p+1,2pI2p+2,2p+1+I

2
2p+2,2p+1I2p+1,2p = −I2p+1,2p,

âçÿòå â ïðåäñòàâëåííi T , íà âåêòîðè ïiäïðîñòîðó Vα
m2p+1

ç ôiêñîâàíèì m2p+1

òà α, à òàêîæ âðàõó¹ìî ôîðìóëó (1.4.56). Ïîðiâíþþ÷i äîäàíêè ç òèìè ñàìèìè
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ðåçóëüòóþ÷èìè ïiäïðîñòîðàìè Vα
m′

2p+1
, ìè îòðèìó¹ìî äëÿ ρj(m2p+1), τj(m2p+1)

òà σ(m2p+1) íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

[li,2p+1−lj,2p+1+1]ρj(m
+i
2p+1)ρi(m2p+1)−[li,2p+1−lj,2p+1−1]ρi(m

+j
2p+1)ρj(m2p+1) = 0,

(1.4.58)

[li,2p+1 + lj,2p+1]τi(m
+j
2p+1)ρj(m2p+1)− [li,2p+1 + lj,2p+1−2]ρj(m

−i
2p+1)τi(m2p+1) = 0,

(1.4.59)

[li,2p+1−lj,2p+1+1]τi(m
−j
2p+1)τj(m2p+1)−[li,2p+1−lj,2p+1−1]τj(m

−i
2p+1)τi(m2p+1) = 0,

(1.4.60)

[lj,2p+1 + 1]σ(m+j
2p+1)ρj(m2p+1) − [lj,2p+1 − 1]ρj(m2p+1)σ(m2p+1) = 0, (1.4.61)

[lj,2p+1]τj(m2p+1)σ(m2p+1) − [lj,2p+1 − 2]σ(m−j
2p+1)τj(m2p+1) = 0, (1.4.62)

p∑
i=1

(
−[2li,2p+1 + 1]

p∏
r=1
r 6=k

([li,2p+1]
2 − [lr,2p]

2)τi(m
+i
2p+1)ρi(m2p+1)+

+[2li,2p+1 − 3]

p∏
r=1
r 6=k

([li,2p+1 − 1]2 − [lr,2p]
2)ρi(m

−i
2p+1)τi(m2p+1)

)
+

+

p∏
r=1
r 6=k

[lr,2p]
2 · σ2(m2p+1) = −E, (1.4.63)

äå i 6= j, E � îäèíè÷íèé îïåðàòîð íà Vα
m2p+1

òà k � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî ç

ìíîæèíè {1, 2, · · · , p}. Çâåðíåìî óâàãó, ùî îñòàííié äîäàíîê â ëiâié ÷àñòèíi

(1.4.63) ïðîïóñêà¹òüñÿ ÿêùî lp,2p+1 = 1.

Íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ Tm2p+1
àëãåáðè U ′

q(so2p+1) ïðè çâóæåííi íà U ′
q(so2p)

ðîçêëàäàþòüñÿ íà íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ Tm2p
öi¹¨ ïiäàëãåáðè òàê, ùî ÷èñëà

m2p çàäîâiëüíÿþòü íåðiâíîñòi âèçíà÷åíi òàáëèöÿìè ÃÖ (äèâ. ï. 1.2.2). Ïðè

öèõ óìîâàõ, êîæíå ç ÷èñåë lr,2p ïðîáiãà¹ ïåâíèé íàáið çíà÷åíü. Ïðèïóñêàþ÷i,
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ùî æîäíå ç ÷èñåë lr,2p, r 6= p, íå ¹ ôiêñîâàíèì äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ Tm2p+1
,

ìè ïðèðiâíþ¹ìî â (1.4.63) äîäàíêè ç îäíàêîâîþ çàëåæíiñòþ âiä [lr,2p]
2, r =

1, 2, · · · , p, òà îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ
p∑

i=1

(−1)p
(
[2li,2p+1 + 1]τi(m

+i
2p+1)ρi(m2p+1)−

−[2li,2p+1 − 3]ρi(m
−i
2p+1)τi(m2p+1)

)
= −σ2(m2p+1), (1.4.64)

p∑
i=1

(
[2li,2p+1 + 1][li,2p+1]

2(p−ν−1)τi(m
+i
2p+1)ρi(m2p+1)−

−[2li,2p+1 − 3][li,2p+1 − 1]2(p−ν−1)ρi(m
−i
2p+1)τi(m2p+1)

)
= 0, ν = 1, 2, · · · , p− 2,

(1.4.65)
p∑

i=1

(
[2li,2p+1 + 1][li,2p+1]

2p−2τi(m
+i
2p+1)ρi(m2p+1)−

−[2li,2p+1 − 3][li,2p+1 − 1]2p−2ρi(m
−i
2p+1)τi(m2p+1)

)
= E. (1.4.66)

ßêùî s ïàðàìåòðiâ lr,2p, r 6= p, çàôiêñîâàíi äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ Tm2p+1
, òî-

äi âiäïîâiäíi ρr(m2p+1) òà τr(m2p+1) çàíóëÿþòüñÿ òà êiëüêiñòü ñïiââiäíîøåíü

(1.4.65) òà (1.4.66) çìåíøó¹òüñÿ íà s.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî ρ′i(m2p) òà τ ′i(m2p) ç ôîðìóëè (1.4.57) çàäîâiëü-

íÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

[li,2p − lj,2p + 1]ρ′j(m
+i
2p )ρ′i(m2p) − [li,2p − lj,2p − 1]ρ′i(m

+j
2p )ρ′j(m2p) = 0, i 6= j,

(1.4.67)

[li,2p + lj,2p + 1]τ ′i(m
+j
2p )ρ′j(m2p) − [li,2p + lj,2p − 1]ρ′j(m

−i
2p )τ ′i(m2p) = 0, i 6= j,

(1.4.68)

[li,2p − lj,2p + 1]τ ′i(m
−j
2p )τ ′j(m2p) − [li,2p − lj,2p − 1]τ ′j(m

−i
2p )τ ′i(m2p) = 0, i 6= j,

(1.4.69)
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∑
i

(
− [2li,2p + 2]

[li,2p][li,2p + 1]

p−1∏
r=1

(
[li,2p][li,2p + 1] − [lr,2p−1][lr,2p−1 − 1]

)
τ ′i(m

+i
2p )ρ′i(m2p)+

+
[2li,2p − 2]

[li,2p][li,2p − 1]

p−1∏
r=1

(
[li,2p][li,2p−1]− [lr,2p−1][lr,2p−1−1]

)
ρ′i(m

−i
2p )τ ′i(m2p)

)
= −E,

(1.4.70)

òà îñòàííÿ ðiâíiñòü ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

p∑
i=1

(
[2li,2p + 2]

(
[li,2p][li,2p + 1]

)p−ν−2
τ ′i(m

+i
2p )ρ′i(m2p)−

−[2li,2p − 2]
(
[li,2p][li,2p − 1]

)p−ν−2
ρ′i(m

−i
2p )τ ′i(m2p)

)
= 0, ν = 1, 2, · · · , p− 1,

(1.4.71)
p∑

i=1

(
[2li,2p + 2]

(
[li,2p][li,2p + 1]

)p−2
τ ′i(m

+i
2p )ρ′i(m2p)−

−[2li,2p − 2]
(
[li,2p][li,2p − 1]

)p−2
ρ′i(m

−i
2p )τ ′i(m2p)

)
= E. (1.4.72)

Ç îñòàííiõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ U ′
q(so2p+1) îïå-

ðàòîðè ρi(m2p+1), τi(m2p+1) òà σ(m2p+1) çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

Tm2p+1
(a)σ(m2p+1) = σ(m2p+1)Tm2p+1

(a), (1.4.73)

ρi(m
−i
2p+1)τi(m2p+1)Tm2p+1

(a) = Tm2p+1
(a)ρi(m

−i
2p+1)τi(m2p+1). (1.4.74)

Ïîäiáíi ñïiââiäíîøåííÿ çàäîâiëüíÿþòüñÿ ρ′i(m2p) òà τ ′i(m2p).

Çàóâàæåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (1.4.58)�(1.4.63) òà ñïiââiäíîøåííÿ (1.4.67)�

(1.4.70) ¹ íàñëiäêîì ñïiââiäíîøåííÿ (1.2.2) ç i = n − 1. Iíøi ñïiââiäíîøåííÿ

ç (1.2.1)�(1.2.3), ùî ìiñòÿòü In,n−1, çàäîâiëüíÿþòüñÿ îïåðàòîðàìè (1.4.56) òà

(1.4.57). Öå ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî In,n−1 ¹ êîìïîíåíòîþ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà.
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Òâåðæåííÿ 1.8. Íåõàé ξ ∈ H íàëåæiòü ïiäïðîñòîðó Hm2p+1
, íà ÿêîìó

ðåàëiçîâàíî íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ Tm2p+1
àëãåáðè U ′

q(so2p+1).

Òîäi ρj(m2p+1)ξ ∈ Hm+j
2p+1

òà τj(m2p+1)ξ ∈ Hm−j
2p+1

, äå Hm±j
2p+1

¹ ïiäïðîñòîðà-

ìè H, íà ÿêèõ, âiäïîâiäíî, ðåàëiçîâàíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ Tm±j
2p+1

àëãåáðè

U ′
q(so2p+1). Âñi âåêòîðè ρj(m2p+1)(Tm2p+1

(a)ξ), a ∈ U ′
q(so2p+1), òà âñi âåêòîðè

τj(m2p+1)(Tm2p+1
(a)ξ), a ∈ U ′

q(so2p+1), íàëåæàòü, âiäïîâiäíî, öèì ïiäïðîñòî-

ðàì Hm+j
2p+1

òà Hm−j
2p+1

.

Öå òâåðæåííÿ ¹ íàñëiäêîì Òâåðæåííÿ 1.3. Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè

äàíî â [87].

Òåîðåìà 1.5. ßêùî âêàçàíå âèùå ïðèïóùåííÿ ¹ ñïðàâåäëèâèì, òîäi çâó-

æåííÿ íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son) íà ïiäàëãåáðó U

′
q(son−1)

ìiñòèòü êîæíå íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ öi¹¨ ïiäàëãåáðè íå áiëüøå íiæ îäèí

ðàç.

Òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêå íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son) ìiñòèòü

êîæíå íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ ïiäàëãåáðè U ′
q(son−1) íå áiëüøå íiæ îäèí ðàç

îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîðè ρj(m2p+1), τj(m2p+1), σj(m2p+1), ρ′j(m2p) òà τ ′j(m2p)

â (1.4.56) òà (1.4.57) ¹ ÷èñëîâèìè ôóíêöiÿìè. Îòæå, ôîðìóëà (1.4.56) ìîæå

áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

T (I2p+2,2p+1)|m2p+1, α〉 =
∑

j

(
p∏

r=1

([lj,2p+1]
2 − [lr,2p]

2)

)1/2

ρj(m2p+1)|m+j
2p+1, α〉

+
∑

j

(
p∏

r=1

([lj,2p+1 − 1]2 − [lr,2p]
2

)1/2

τj(m2p+1)|m−j
2p+1, α〉+
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p∏

r=1

[lr,2p]

)
σ(m2p+1)|m+j

2p+1, α〉 (1.4.75)

òà ôîðìóëà (1.4.57) ó âèãëÿäi

T (I2p+1,2p)|m2p, α〉 =

=
∑

j

(
p−1∏
r=1

([lj,2p + 1/2]2 − [lr,2p−1 − 1/2]2)

)1/2

ρ′j(m2p)|m+j
2p , α〉+

+
∑

j

(
p−1∏
r=1

([lj,2p − 1/2]2 − [lr,2p−1 − 1/2]2)

)1/2

τ ′j(m2p)|m−j
2p , α〉, (1.4.76)

äå ρj(m2p+1), τj(m2p+1), σj(m2p+1), ρ′j(m2p) òà τ ′j(m2p+1) � âiäïîâiäíi ÷èñëîâi

ôóíêöi¨.

Äàâàéòå çíàéäåìî ÿâíèé âèãëÿä äëÿ ôóíêöié ρj, τj, σ, ρ′j òà τ
′
j ç (1.4.75) i

(1.4.76). Ìè ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê U ′
q(so2p+2). Ç (1.4.61) ìè îòðèìó¹ìî

ñïiââiäíîøåííÿ [lj,2p+1 + 1]σ(m+j
2p+1) = [lj,2p+1 − 1]σ(m2p+1). Öå îçíà÷à¹, ùî∏p

j=1[lj,2p+1][lj,2p+1 − 1] · σ(m2p+1) ¹ íåçàëåæíèì âiä lj,2p+1, j = 1, 2, · · · , p,

òîáòî

σ(m2p+1) =

p∏
j=1

([lj,2p+1][lj,2p+1 − 1])−1 · σ, (1.4.77)

äå σ � êîíñòàíòà. (Çàóâàæèìî ùî, ÿêùî lp,2p+1 = 1, òîäi σ(m2p+1) ≡ 0.)

Ìè âèâîäèìî ç (1.4.58)�(1.4.60) íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

[li,2p+1 − lj,2p+1 + 1][li,2p+1 + lj,2p+1 + 1]ρj(m
+i
2p+1)τj(m

+i+j
2p+1) =

= [li,2p+1 − lj,2p+1 − 1][li,2p+1 + lj,2p+1 − 1]ρj(m2p+1)τj(m
+j
2p+1), (1.4.78)

ÿêå ïîêàçó¹ (ïiñëÿ ìíîæåííÿ îáîõ ÷àñòèí íà [li,2p+1]
2 − [lj,2p+1]

2), ùî âèðàç

([li,2p+1]
2 − [lj,2p+1]

2)([li,2p+1 − 1]2 − [lj,2p+1]
2)ρj(m2p+1)τj(m

+j
2p+1) (1.4.79)
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¹ íåçàëåæíèì âiä li,2p+1. Òîìó âèðàç

βj(lj,2p+1) = ρj(m2p+1)τj(m
+j
2p+1)[lj,2p+1]

2[2lj,2p+1 − 1][2lj,2p+1 + 1]×

×
∏
r 6=j

([lr,2p+1]
2 − [lj,2p+1]

2)([lr,2p+1 − 1]2 − [lj,2p+1]
2) (1.4.80)

çàëåæèòü ëèøå âiä lj,2p+1.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè βj(lj,2p+1) ìè ïåðåïèñó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (1.4.64)�

(1.4.66) äëÿ βi(li,2p+1):

p∑
i=1

1

[2li,2p+1 − 1]

(
βi(li,2p+1)

[li,2p+1]2ci(li,2p+1)
− βi(li,2p+1 − 1)

[li,2p+1 − 1]2ci(li,2p+1 − 1)

)
=

= (−1)p+1 σ2∏p
r=1[lr,2p+1]2[lr,2p+1 − 1]2

, (1.4.81)

p∑
i=1

1

[2li,2p+1 − 1]

(
[li,2p+1]

2νβi(li,2p+1)

ci(li,2p+1)
− [li,2p+1 − 1]2νβi(li,2p+1 − 1)

ci(li,2p+1 − 1)

)
= 0,

(1.4.82)

ν = 0, 1, 2, · · · , p− 3,
p∑

i=1

1

[2li,2p+1 − 1]

(
[li,2p+1]

2p−4βi(li,2p+1)

ci(li,2p+1)
− [li,2p+1 − 1]2p−4βi(li,2p+1 − 1)

ci(li,2p+1 − 1)

)
= 1,

(1.4.83)

äå

ci(li,2p+1) =
∏
r 6=i

([lr,2p+1]
2 − [li,2p+1]

2)([lr,2p+1 − 1]2 − [li,2p+1]
2).

Äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ σ, öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê βi(li,2p+1),

i = 1, 2, · · · , p, îñêiëüêè âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè íå çàíóëÿ¹òüñÿ. Äëÿ òîãî, ùîá

äàòè öåé ðîçâ'ÿçîê, ìè âiçüìåìî äî óâàãè êîíñòàíòè

lr+1,2p+2 = lmin
r,2p+1 − 1, r = 1, 2, · · · , p,
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äå lmin
r,2p+1, r = 1, 2, · · · , p, � ìiíiìàëüíi çíà÷åííÿ lr,2p+1 i ïðåäñòàâèìî σ (áåç

çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi) ó âèãëÿäi

σ = i

p+1∏
r=1

[lr,2p+2], (1.4.84)

äå l1,2p+2 � ÷èñëî, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ σ.

Ç âèçíà÷åííÿ ÷èñåë lr,2p+2, r = 2, 3, · · · , p+ 1, i ç çàóâàæåííÿ ïiñëÿ Òåîðå-

ìè 1.5 âèïëèâà¹, ùî

l2,2p+2 > l3,2p+2 > · · · > lp+1,2p+2.

Òâåðæåííÿ 1.8. Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1.4.81)�(1.4.83) äàþòüñÿ âèðàçàìè

βi(li,2p+1) =

p+1∏
r=1

([li,2p+1]
2 − [lr,2p+2]

2) =

=

p+1∑
j=0

(−1)jep−j+1([l1,2p+2]
2, · · · , [lp+1,2p+2]

2)[li,2p+1]
2j, (1.4.85)

äå er(x1, · · ·xp+1) � åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè âiä x1, · · · , xp+1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè öå òâåðæåííÿ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñïiâ-

âiäíîøåííÿ
s∑

i=1

zm
i∏s

r=1,r 6=i(zi − zr)
=

1 m = s− 1,

0 0 ≤ m ≤ s− 2,
(1.4.86)

s∑
i=1

1

zi

∏s
r=1,r 6=i(zi − zr)

=
(−1)s−1

z1 · · · zs
(1.4.87)

(äèâ., íàïðèêëàä, [115]). Ìè ïîêëàäåìî ó öi ñïiââiäíîøåííÿ s = 2p i âèêîðè-

ñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ zi = xi, zi+p = yi, i = 1, 2, · · · , p. Òîäi âîíè ìîæóòü áóòè

ïåðåïèñàíi ÿê
p∑

i=1

1

xi−yi

(
xm

i∏
r 6=i(xr−xi)(yr−xi)

− ym
i∏

r 6=i(xr−yi)(yr−yi)

)
=
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=

1, ÿêùî m = 2p− 1,

0, ÿêùî 0 ≤ m ≤ 2p− 2,
(1.4.88)

p∑
i=1

1

xi − yi

(
1

xi

∏
r 6=i(xr − xi)(yr − xi)

− 1

yi

∏
r 6=i(xr − yi)(yr − yi)

)
=

=
−1

x1 · · ·xpy1 · · · yp
. (1.4.89)

Ìè ïîêëàäà¹ìî lj,2p+1 = lmin
j,2p+1, j = 1, 2, · · · , p, ó ñïiââiäíîøåííÿõ (1.4.81)�

(1.4.83) , äå lmin
j,2p+1 � ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ äëÿ lj,2p+1. Âçÿâøè äî óâàãè òå, ùî

βj(l
min
j,2p+1 − 1) = 0, j = 1, 2, · · · , p, ìè áà÷èìî, ùî (1.4.81)�(1.4.83) ïåðåòâîðþ-

þòüñÿ ó ñèñòåìó p ðiâíÿíü íà βj(l
min
j,2p+1), j = 1, 2, · · · , p. Ìè ïiäñòàâëÿ¹ìî â

öþ ñèñòåìó âèðàç (1.4.85) äëÿ βi(l
min
i,2p+1) i òîäi ñêîðî÷ó¹ìî p − 1 ìíîæíèê ó

âèðàçi äëÿ βi(l
min
i,2p+1) ç âiäïîâiäíèìè ÷àñòèíàìè âèðàçó äëÿ ci(l

min
i,2p+1), ÿêi çíà-

õîäÿòüñÿ ó çíàìåííèêó. Â ðåçóëüòàòi ìè îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ñïiââiäíîøåíü,

ùî ìiñòèòü òiëüêè ìíîæíèê ([l1,2p+2]
2− [lmin

i,2p+1]
2) ç βi(l

min
i,2p+1). Íàøi âèðàçè äëÿ

βi(l
min
i,2p+1) ¹ ïðàâèëüíèìè ÿêùî ïðàâèëüíèìè ¹ öi ñïiââiäíîøåííÿ. Ëåãêî áà-

÷èòè, ùî âîíè çâîäÿòüñÿ äî ñïiââiäíîøåíü (1.4.86) òà (1.4.87) ïðè s = p ÿêùî

ïîêëàñòè zi = [lmin
i,2p+1]

2, i = 1, 2, · · · , p.

Äàëi ìè äîâîäèìî ñïðàâåäëèâiñòü âèðàçó (1.4.85) äëÿ βi(li,2p+1) ìåòîäîì ií-

äóêöi¨. À ñàìå, ñïåðøå ìè ïîêëàäà¹ìî lj,2p+1 = lmin
j,2p+1, j 6= 1, i ïîñëiäîâíî ïðî-

âîäèìî äîâåäåííÿ äëÿ β1(l
min
1,2p+1 +1), β1(l

min
1,2p+1 +2), · · · , β1(l

max
1,2p+1−1). Òîäi ìè

ïîêëàäà¹ìî lj,2p+1 = lmin
j,2p+1, j 6= 1, 2, i ïðîâîäèìî äîâåäåííÿ äëÿ β2(l

min
2,2p+1+1),

β2(l
min
2,2p+1+2), · · · , β2(l

max
2,2p+1−1) ïðè äîâiëüíîìó çíà÷åííi l1,2p+1. Ìè ïðîäîâæó-

¹ìî öþ ïðîöåäóðó äî βp(lp,2p+1). Íà êîæíîìó êðîöi öå äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ

ç âèêîðèñòàííÿì ñïiââiäíîøåíü (1.4.88) òà (1.4.89). À ñàìå, ìè ïîêëàäà¹ìî â
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öi ñïiââiäíîøåííÿ xi = [li,2p+1]
2 òà yi = [li,2p+1 − 1]2, òîäi ìíîæèìî êîæåí ç

íèõ íà âiäïîâiäíèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì ç (1.4.85), i ïiäñóìîâó¹ìî ïî÷ëåí-

íî ùîá îòðèìàòè ñïiââiäíîøåííÿ (1.4.81), òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (1.4.82) äëÿ

ν = 0, 1, 2, · · · , p− 3, i íàïðèêiíåöü ñïiââiäíîøåííÿ (1.4.83). Öå äîâîäèòü, ùî

βj(lj,2p+1), j = 1, 2, · · · , p, äëÿ äàíèõ çíà÷åíü lj,2p+1 çàäîâiëüíÿ¹ ñïiââiäíîøå-

ííÿ (1.4.81)�(1.4.83). Çàóâàæèìî, ùî βi(l
max
i,2p+1) = 0 îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó

ρi(m
max
2p+1) = 0. Òâåðæåííÿ äîâåäåíå.

Îòæå, ìè çíàéøëè âèðàçè äëÿ βj(lj,2p+1), j = 1, 2, · · · , p, çàëåæíi âiä l1,2p+2,

òà âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ σ. Äëÿ òîãî, ùîá ðîçäiëèòè ρj(m2p+1) òà τj(m
+j
2p+1) ó

âèðàçi (1.4.80) äëÿ βj(lj,2p+1) ìè çàóâàæèìî, ùî öi ôóíêöi¨ íå âèçíà÷àþòüñÿ

ïðåäñòàâëåííÿì îäíîçíà÷íî. Íåîäíîçíà÷íiñòü ó âèáîði ρj(m2p+1) òà τj(m
+j
2p+1)

ïîâ'ÿçàíà ç âèáîðîì áàçèñíèõ åëåìåíòiâ. À ñàìå, â áàçèñi

|m2p+1, α〉′ =

p∏
r=1

ωr(lr,2p+1) · |m2p+1, α〉,

äå ωr(lr,2p+1) � ÷èñåëüíèé ìíîæíèê çàëåæíèé òiëüêè âiä lr,2p+1, ìè îòðèìó¹ìî

äåùî iíøi ôîðìóëè äëÿ îïåðàòîðà T (I2p+2,2p+1). Íàñïðàâäi, ÿêùî ïåðåéòè äî

áàçèñà {|m2p+1, α〉′} ó ôîðìóëi (1.4.75), òîäi êîåôiöi¹íò σ(m2p+1) çàëèøà¹òüñÿ

áåç çìií, i ρj(m2p+1) òà τj(m2p+1) ïåðåòâîðþþòüñÿ ó

ρ̂j(m2p+1) =
ωj(lj,2p+1)

ωj(lj,2p+1 + 1)
ρj(m2p+1), τ̂j(m2p+1) =

ωj(lj,2p+1)

ωj(lj,2p+1 − 1)
τj(m2p+1).

Áiëüøå òîãî, ìè ìà¹ìî ρ̂j(m2p+1)τ̂j(m
+j
2p+1) = ρj(m2p+1)τj(m

+j
2p+1). Çðîçóìiëî,

ùî ìíîæíèê ω(lj,2p+1) ìîæå áóòè îáðàíèì òàêèì ÷èíîì, ùî

ρ̂j(m2p+1) = −τ̂j(m+j
2p+1), òîáòî,

ωj(lj,2p+1)

ωj(lj,2p+1 + 1)
ρj(m2p+1) = −ωj(lj,2p+1 + 1)

ωj(lj,2p+1)
τj(m

+j
2p+1).
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Ç öüîãî ìè îòðèìó¹ìî(
ωj(lj,2p+1)

ωj(lj,2p+1 + 1)

)2

= −
τj(m

+j
2p+1)

ρj(m2p+1)
.

Öå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ lj,2p+1 = lmin
j,2p+1, l

min
j,2p+1 + 1, lmin

j,2p+1 + 2, · · · äà¹ òå, ùî

ωj(lj,2p+1) = c

lj,2p+1−1∏
l=lmin

j,2p+1

ρj(m2p+1)

τj(m
+j
2p+1)

1/2

,

äå c ¹ ïîñòiéíîþ. Îòæå, ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè ç ñàìîãî ïî÷àòêó áàçèñ, äëÿ

ÿêîãî

ρj(m2p+1) = −τj(m+j
2p+1). (1.4.90)

Òîäi ç (1.4.80), (1.4.85) òà (1.4.90) âèïëèâà¹, ùî

ρj(m2p+1) =

(
[lj,2p+1]

−2[2lj,2p+1 − 1]−1∏p+1
r=1([lr,2p+2]

2 − [lj,2p+1]
2)

[lj,2p+1 + 1]
∏

r 6=j([lr,2p+1]2 − [lj,2p+1]2)([lr,2p+1 − 1]2 − [lj,2p+1]2)

)1/2

(1.4.91)

äå lr+1,2p+2 = lmin
r,2p+1 − 1, r = 1, 2, · · · p, òà l1,2p+2 ¹ ïàðàìåòðîì, ÿêèé ðàçîì ç

lr,2p+2, r = 2, 3, · · · , p+1, ìà¹ âèçíà÷àòè íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ. Ó íàñòóïíîìó

ïóíêòi ìè çíàéäåìî îáëàñòü ïàðàìåòðiâ lr,2p+2, r = 1, 2, · · · , p+ 1.

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè (1.4.90) òà (1.4.91) äëÿ ρj(m2p+1) òà τj(m2p+1) ó (1.4.75),

ìè îòðèìó¹ìî

T (I2p+2,2p+1)|m2p+1, α〉 =

p∑
j=1

Bj
2p+1(m2p+1)

b(lj,2p+1)[lj,2p+1]
|m+j

2p+1, α〉−

−
p∑

j=1

Bj
2p+1(m

−j
2p+1)

b(lj,2p+1 − 1)[lj,2p+1 − 1]
|m−j

2p+1, α〉 + iC2p+1(m2p+1)|m2p+1, α〉, (1.4.92)

äå b(lj,2p+1) = ([2lj,2p+1 + 1][2lj,2p+1 − 1])1/2 òà

Bj
2p+1(m2p+1) =
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=

(∏p+1
i=1 [li,2p+2 + lj,2p+1][li,2p+2 − lj,2p+1]

∏p
i=1[li,2p + lj,2p+1][li,2p − lj,2p+1]∏p

i6=j[li,2p+1+lj,2p+1][li,2p+1−lj,2p+1][li,2p+1+lj,2p+1−1][li,2p+1−lj,2p+1−1]

)1/2

,

C2p+1(m2p+1) =

∏p+1
s=1[ls,2p+2]

∏p
s=1[ls,2p]∏p

s=1[ls,2p+1][ls,2p+1 − 1]
.

Öÿ ôîðìóëà ñïiâïàäà¹ ç (1.2.12) ÿêùî çàìiíèòè p+1 íà p. Ìè ìà¹ìî âèçíà÷èòè

äîïóñòèìi çíà÷åííÿ äëÿ ïàðàìåòðiâ li,2p+2, i = 1, 2, · · · , p+ 1.

Çàðàç ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê U ′
q(so2p+1). Ìè ìà¹ìî ìîæëèâi âèðàçè äëÿ

ρ′j(m2p) òà τ ′j(m2p) ç (1.4.76).

Ìè âèâîäèìî ç (1.4.67)�(1.4.69) ñïiââiäíîøåííÿ

[li,2p + lj,2p][li,2p − lj,2p − 1][li,2p + lj,2p + 1][li,2p − lj,2p]ρ
′
j(m2p)τ

′
j(m

+j
2p ) =

= [li,2p + lj,2p][li,2p − lj,2p − 1][li,2p + lj,2p − 1][li,2p − lj,2p − 2]ρ′j(m
−i
2p )τ ′j(m

−i+j
2p ),

ÿêå ïîêàçó¹, ùî âèðàç

([li,2p][li,2p − 1] − [lj,2p][lj,2p + 1])([li,2p + 1][li,2p] − [lj,2p][lj,2p + 1])ρ′j(m2p)τ
′
j(m

+j
2p )

íå çàëåæèòü âiä li,2p. Òîìó, âèðàç

β′
j(lj,2p) = ρ′j(m2p)τ

′
j(m

+j
2p )(qlj,2p + q−lj,2p)(qlj,2p+1 + q−lj,2p−1)

×
∏
r 6=j

([lr,2p][lr,2p − 1] − [lj,2p][lj,2p + 1])([lr,2p + 1][lr,2p] − [lj,2p][lj,2p + 1])

çàëåæèòü òiëüêè âiä lj,2p. Äàëi ìè ïåðåïèñó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (1.4.71) òà

(1.4.72) äëÿ β′
j(lj,2p) i òàêèì ñàìèì ÷èíîì ÿê â Òâåðæåííi 1.9, âèêîðèñòîâóþ÷è

ðiâíîñòi (1.4.86) òà (1.4.88), âèâîäèìî íàñòóïíå òâåðæåííÿ.

Òâåðæåííÿ 1.10. Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü äëÿ β′
j(lj,2p) äàþòüñÿ âè-

ðàçàìè

β′
j(lj,2p) =

p∏
r=1

([lj,2p][lj,2p + 1] − [lr,2p+1][lr,2p+1 − 1]) =
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=

p∏
r=1

[lr,2p+1 + lj,2p][lr,2p+1 − lj,2p − 1] =

=

p∑
j=0

(−1)p−jep−j([l1,2p+1][l1,2p+1 − 1], · · · , [lp,2p+1][lp,2p+1 − 1])([lj,2p][lj,2p + 1])j,

äå li,2p+1 = lmax
i,2p + 1, i = 1, 2, · · · , p, òà er(x1, · · · , xp) � åëåìåíòàðíi ñèìå-

òðè÷íi ïîëiíîìè âiä x1, · · · , xp .

Ðîçäiëÿþ÷è ρ′j(m2p) òà τ ′j(m
+j
2p ) â β′

j(lj,2p) ÿê â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ìè

îòðèìó¹ìî äëÿ îïåðàòîðà T (I2p+1,2p) íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè

U ′
q(so2p+1) íàñòóïíå:

T (I2p+1,2p)|m2p, α〉 =

p∑
j=1

Aj
2p(m2p)

a(lj,2p)
|m+j

2p , α〉−
p∑

j=1

Aj
2p(m

−j
2p )

a(lj,2p − 1)
|m−j

2p , α〉, (1.4.93)

äå a(lj,2p) = {(qlj,2p+1 + q−lj,2p−1)(qlj,2p + q−lj,2p)}1/2 òà

Aj
2p(m2p) =

=

(∏p
i=1[li,2p+1 + lj,2p][li,2p+1 − lj,2p − 1]

∏p−1
i=1 [li,2p−1 + lj,2p][li,2p−1 − lj,2p − 1]∏p

i6=j[li,2p + lj,2p][li,2p − lj,2p][li,2p + lj,2p + 1][li,2p − lj,2p − 1]

)1/2

.

Îòæå, ìè âèâåëè ÿâíó ôîðìóëó äëÿ îïåðàòîðà T (In,n−1) íåçâiäíîãî ïðåä-

ñòàâëåííÿ U ′
q(son). Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè êëàñèôiêàöþ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâ-

ëåíü êëàñè÷íîãî òèïó ìè ìà¹ìî (âèêîðèñòîâóþ÷è (1.4.92) òà (1.4.93)) âèðà-

õóâàòè îáëàñòü ïàðàìåòðiâ l1n, l2n, · · · , lpn, p = bn/2c.

1.4.4. Ïðèâåäåíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè äëÿ ïðåäñòàâëåíü íåêëàñè-

÷íîãî òèïó. Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ñïðàâåäëèâå Ïðèïóùåííÿ ç ï. 1.4.3.

Òâåðæåííÿ 1.11. Íåõàé T � íåçâiäíå ñêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåí-

íÿ àëãåáðè U ′
q(son) íåêëàñè÷íîãî òèïó. Òîäi ðîçêëàä T↓U ′

q(son−1) íà íåçâiäíi

ñêëàäîâi ìiñòèòü íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ Tε,mn−1
ç òèì ñàìèì ε.
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Äîâåäåííÿ. Òâåðæåííÿ âèïëèâà¹ ç Òâåðæåííÿ 1.6 i ç òîãî ôàêòó, ùî

ðîçêëàä òåíçîðíèõ äîáóòêiâ T1 ⊗Tε,mn−1
, äå T1 � âåêòîðíå ïðåäñòàâëåííÿ, íà

íåçâiäíi ñêëàäîâi ìiñòèòü íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó ç ε ùî

ñïiâïàäà¹ ç ε â Tε,mn−1
. Òâåðæåííÿ äîâåäåíå.

Íåõàé T òàêå, ÿê â Òâåðæåííi 1.11 òà íåõàé H � ïðîñòið íà ÿêîìó äi¹ T .

Íåõàé

H =
⊕

mn−1,i

Vε,mn−1,i, (1.4.94)

äå Vε,mn−1,i � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið, íà ÿêîìó ðåàëiçîâàíî íåçâiäíå ïðåäñòàâëå-

ííÿ Tε,mn−1
àëãåáðè U ′

q(son−1), òà i ðîçäiëÿ¹ êðàòíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ ó

ðîçêëàäi. Ìè òàêîæ ââîäèìî ïiäïðîñòîðè

Vε,mn−1
=
⊕

i

Vε,mn−1,i,

Ìè áåðåìî áàçèñ ÃÖ ó êîæíîìó ç ïiäïðîñòîðiâ Vε,mn−1,i òà ïîçíà÷à¹ìî áàçèñíi

âåêòîðè ÷åðåç |ε,mn−1, i, α〉, äå α ≡ αn−2 � âiäïîâiäíi òàáëèöi ÃÖ. Íåõàé

Vα
ε,mn−1

=
⊕

i

C|ε,mn−1, i, α〉. (1.4.95)

Ìè çíà¹ìî ç Òâåðæåííÿ 1.6, ùî îïåðàòîð T (In,n−1) ïåðåòâîðþ¹ âåêòîð

|ε,mn−1, i, α〉 â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ ïiäïðîñòîðiâ Vε,mn−1
òà Vε,m±s

n−1
,

s = 1, 2, · · · , k, äå k = b1
2(n − 1)c. Îñêiëüêè îïåðàòîð T (In,n−1) êîìóòó¹ ç

óñiìà îïåðàòîðàìè T (Is,s−1), s = 2, 3, · · · , n − 2 (òîáòî, ç îïåðàòîðàìè, ùî

âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì ïiäàëãåáðè U ′
q(son−2)), âiä âiäîáðàæà¹ ïiäïðîñòîðè

Vα
ε,mn−1

â ñóìó ïiäïðîñòîðiâ Vα
ε,m′

n−1
ç òèì ñàìèì α.

Çàâäÿêè ÒÂÅ (äèâ. ôîðìóëó (1.4.55)), äiÿ îïåðàòîðà T (In,n−1) íà ïiäïðî-
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ñòið Vα
ε,mn−1

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

T (I2p+2,2p+1)↓Vα
ε,m2p+1

=

p∑
j=1

(
p∏

r=1

[lj,2p+1 + lr,2p][lj,2p+1 − lr,2p]

)1/2

ρj(ε,m2p+1)+

+

p∑
j=1

(
p∏

r=1

[lj,2p+1 + lr,2p − 1][lj,2p+1 − lr,2p − 1]

)1/2

τj(ε,m2p+1)+

+

(
p∏

r=1

[lr,2p]+

)
σ(ε,m2p+1), (1.4.96)

ÿêùî n = 2p+ 2 àáî ó âèãëÿäi

T (I2p+1,2p)↓Vα
ε,m2p

=

p∑
j=1

(
p−1∏
r=1

[lj,2p + lr,2p−1][lj,2p − lr,2p−1 + 1]

)1/2

ρ′j(ε,m2p)+

+

p∑
j=1

(
p−1∏
r=1

[lj,2p + lr,2p−1 − 1][lj,2p − lr,2p−1]

)1/2

τ ′j(ε,m2p) (1.4.97)

ÿêùî n = 2p+1, äå ρj(ε,m2p+1), ρ′j(ε,m2p), τj(ε,m2p+1), τ ′j(ε,m2p) òà σ(ε,m2p+1)

� îïåðàòîðè, òàêi ùî

ρj(ε,m2p+1) : Vα
ε,m2p+1

→ Vα
ε,m+j

2p+1
, ρ′j(ε,m2p) : Vα

ε,m2p
→ Vα

ε,m+j
2p
,

τj(ε,m2p+1) : Vα
ε,m2p+1

→ Vα
ε,m−j

2p+1
,

τ ′j(ε,m2p) : Vα
ε,m2p

→ Vα
ε,m−j

2p
, ÿêùî j 6= p àáî mp,2p ≥ 3

2 ,

τ ′p(ε,m2p) : Vα
ε,m2p

→ Vα
ε,m2p

, if mp,2p = 1
2 ,

σ(ε,m2p+1) : Vα
ε,m2p+1

→ Vα
ε,m2p+1

.

Êîåôiöi¹íòè â (1.4.96) òà (1.4.97) � âiäïîâiäíi ÊÊÃ àëãåáðè U ′(son−1), ÿêi âçÿ-

òi ç [76]. ßê ìè çíà¹ìî ç ÒÂÅ, ρj(ε,m2p+1), ρ′j(ε,m2p), τj(ε,m2p+1), τ ′j(ε,m2p)

òà σ(ε,m2p+1) ¹ íåçàëåæíèìè âiä α. Çàëåæíiñòü âiä α ìiñòèòüñÿ â ÊÊÃ.
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Ñïî÷àòêó ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê àëãåáðè U ′
q(so2p+2). Ìè äi¹ìî îáîìà ÷à-

ñòèíàìè ñïiââiäíîøåííÿ

I2p+1,2pI
2
2p+2,2p+1−(q+q−1)I2p+2,2p+1I2p+1,2pI2p+2,2p+1+I

2
2p+2,2p+1I2p+1,2p = −I2p+1,2p

íà âåêòîðè ïiäïðîñòîðó Vα
ε,m2p+1

ç ôiêñîâàíèì ε, m2p+1, α òà âiçüìåìî äî óâàãè

ôîðìóëó (1.4.96). Â ðåçóëüòàòi ìè îòðèìà¹ìî äëÿ ρj(ε,m2p+1), τj(ε,m2p+1) òà

σ(ε,m2p+1) ñïiââiäíîøåííÿ

[li,2p+1 − lj,2p+1 + 1]ρj(ε,m
+i
2p+1)ρi(ε,m2p+1)

−[li,2p+1 − lj,2p+1 − 1]ρi(ε,m
+j
2p+1)ρj(ε,m2p+1) = 0, (1.4.98)

[li,2p+1 + lj,2p+1]τi(ε,m
+j
2p+1)ρj(ε,m2p+1)−

−[li,2p+1 + lj,2p+1 − 2]ρj(ε,m
−i
2p+1)τi(ε,m2p+1) = 0, (1.4.99)

[li,2p+1 − lj,2p+1 + 1]τi(ε,m
−j
2p+1)τj(ε,m2p+1)−

−[li,2p+1 − lj,2p+1 − 1]τj(ε,m
−i
2p+1)τi(ε,m2p+1) = 0, (1.4.100)

[lj,2p+1 + 1]+σ(ε,m+j
2p+1)ρj(ε,m2p+1) − [lj,2p+1 − 1]+ρj(ε,m2p+1)σ(ε,m2p+1) = 0,

(1.4.101)

[lj,2p+1]+τj(ε,m2p+1)σ(ε,m2p+1) − [lj,2p+1 − 2]+σ(ε,m−j
2p+1)τj(ε,m2p+1) = 0,

(1.4.102)
p∑

i=1

(
−[2li,2p+1 + 1]

p∏
r=1
r 6=k

([li,2p+1]
2
+ − [lr,2p]

2
+) τi(ε,m

+i
2p+1)ρi(ε,m2p+1)+

+[2li,2p+1 − 3]

p∏
r=1
r 6=k

([li,2p+1 − 1]2+ − [lr,2p]
2
+) ρi(ε,m

−i
2p+1)τi(ε,m2p+1)

)
−

p∏
r=1
r 6=k

[lr,2p]
2
+ · σ2(ε,m2p+1) = −E, (1.4.103)
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äå i 6= j, E � îäèíè÷íèé îïåðàòîð íà Vα
ε,m2p+1

òà k � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç

ìíîæèíè {1, 2, · · · , p}.

Íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ Tε,m2p+1
àëãåáðè U ′

q(so2p+1) ïðè çâóæåííi íà U ′
q(so2p)

ðîçêëàäàþòüñÿ íà íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ Tε,m2p
öi¹¨ ïiäàëãåáðè, òàêi, ùî ÷è-

ñëà m2p çàäîâiëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì âèçíà÷åíèìè òàáëèöÿìè ÃÖ. Ïðè öüîìó,

êîæíå ç ÷èñåë lr,2p ïðîáiãà¹ ïåâíó ìíîæèíó çíà÷åíü. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî æîäíå

ç lr,2p, r 6= p, íå ¹ ôiêñîâàíèì äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ Tε,m2p+1
, ìè ïðèðiâíþ¹ìî â

(1.4.103) äîäàíêè ç îäíàêîâîþ çàëåæíiñòþ âiä [lr,2p]
2
+ òà îòðèìó¹ìî ñïiââiäíî-

øåííÿ
p∑

i=1

(
[2li,2p+1 + 1]τi(ε,m

+i
2p+1)ρi(ε,m2p+1)−

−[2li,2p+1 − 3]ρi(ε,m
−i
2p+1)τi(ε,m2p+1)

)
= (−1)pσ2(ε,m2p+1), (1.4.104)

p∑
i=1

(
[2li,2p+1 + 1][li,2p+1]

2(p−ν−1)
+ τi(ε,m

+i
2p+1)ρi(ε,m2p+1)−

−[2li,2p+1−3][li,2p+1−1]
2(p−ν−1)
+ ρi(ε,m

−i
2p+1)τi(ε,m2p+1)

)
= 0, ν = 1, 2, · · · , p−2,

(1.4.105)
p∑

i=1

(
[2li,2p+1 + 1][li,2p+1]

2p−2
+ τi(ε,m

+i
2p+1)ρi(ε,m2p+1)−

−[2li,2p+1 − 3][li,2p+1 − 1]2p−2
+ ρi(ε,m

−i
2p+1)τi(ε,m2p+1)

)
= E. (1.4.106)

ßêùî k ïàðàìåòðiâ lr,2p, r 6= p, ¹ ôiêñîâàíèìè äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ Tε,m2p+1
,

òîäi êiëüêiñòü ñïiââiäíîøåíü (1.4.104)�(1.4.106) çìåíøó¹òüñÿ íà k.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ, ùî ρ′i(ε,m2p) òà τ ′i(ε,m2p) ç ôîðìóëè (1.4.97)
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çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

[li,2p−lj,2p+1]ρ′j(ε,m
+i
2p )ρ′i(ε,m2p)−[li,2p−lj,2p−1]ρ′i(ε,m

+j
2p )ρ′j(ε,m2p) = 0, i 6= j,

(1.4.107)

[li,2p+lj,2p+1]τ ′i(ε,m
+j
2p )ρ′j(ε,m2p)−[li,2p+lj,2p−1]ρ′j(ε,m

−i
2p )τ ′i(ε,m2p) = 0, i 6= j,

(1.4.108)

[li,2p−lj,2p+1]τ ′i(ε,m
−j
2p )τ ′j(ε,m2p)−[li,2p−lj,2p−1]τ ′j(ε,m

−i
2p )τ ′i(ε,m2p) = 0, i 6= j,

(1.4.109)
p∑

i=1

(
− [2li,2p + 2]

[li,2p]+[li,2p + 1]+
×

×
p−1∏
r=1

(
[li,2p]+[li,2p + 1]+ − [lr,2p−1]+[lr,2p−1 − 1]+

)
τ ′i(ε,m

+i
2p )ρ′i(ε,m2p)+

+
[2li,2p − 2]

[li,2p]+[li,2p − 1]+

p−1∏
r=1

(
[li,2p]+[li,2p − 1]+ − [lr,2p−1]+[lr,2p−1 − 1]+

)
×

×ρ′i(ε,m−i
2p )τ ′i(ε,m2p)

)
= −E, (1.4.110)

ßêùî lp,2p ≡ mp,2p = 1/2, òîäi ρ′p(ε,m
−p
2p )τ ′p(ε,m2p) ìà¹ áóòè çàìiíåíèì íà

(τ ′p(ε,m2p))
2. Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ïðèâîäèòü äî ðiâíîñòåé

p∑
i=1

(
[2li,2p + 2]

(
[li,2p]+[li,2p + 1]+

)p−ν−2
τ ′i(ε,m

+i
2p )ρ′i(ε,m2p)+

−[2li,2p−2]
(
[li,2p]+[li,2p−1]+

)p−ν−2
ρ′i(ε,m

−i
2p )τ ′i(ε,m2p)

)
= 0, ν = 1, 2, · · · , p−1,

(1.4.111)
p∑

i=1

(
[2li,2p + 2]

(
[li,2p]+[li,2p + 1]+

)p−2
τ ′i(ε,m

+i
2p )ρ′i(ε,m2p)−

−[2li,2p − 2]
(
[li,2p]+[li,2p − 1]+

)p−2
ρ′i(ε,m

−i
2p )τ ′i(ε,m2p)

)
= E. (1.4.112)



81

Òåîðåìà 1.6. Çâóæåííÿ íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ T íåêëàñè÷íîãî òèïó

àëãåáðè U ′
q(son) íà ïiäàëãåáðó U

′
q(son−1) ìiñòèòü êîæíå íåçâiäíå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ öi¹¨ ïiäàëãåáðè íå áiëüøå íiæ îäèí ðàç.

Öÿ òåîðåìà äîâîäèòüñÿ (ç âèêîðèñòàííÿì ñïiââiäíîøåíü (1.4.98)�(1.4.112))

òàêèì ñàìèì ÷èíîì ÿê i Òåîðåìà 1.5. Òîìó ìè îïóñêà¹ìî öå äîâåäåííÿ.

Çãiäíî öié òåîðåìi, îïåðàòîðè ρj(ε,m2p+1), ρ′j(ε,m2p), τj(ε,m2p+1), τ ′j(ε,m2p)

òà σ(ε,m2p+1) � ÷èñëîâi ôóíêöi¨. Ìè ìà¹ìî çíàéòè ìîæëèâi âèðàçè äëÿ öèõ

ôóíêöié.

Ñïî÷àòêó ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê àëãåáðè U ′
q(so2p+2). Ìè ìà¹ìî ç (1.4.101):

σ(m2p+1) =

p∏
j=1

([lj,2p+1]+[lj,2p+1 − 1]+)−1 · σ, (1.4.113)

äå σ � êîíñòàíòà. ßê ó âèïàäêó ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó, ç ñïiââiäíî-

øåíü (1.4.98)�(1.4.100) ìè âèâîäèìî, ùî âèðàç

βj(lj,2p+1) = ρj(ε,m2p+1)τj(ε,m
+j
2p+1)[lj,2p+1]

2
+[2lj,2p+1 − 1][2lj,2p+1 + 1]×

×
∏
r 6=j

([lr,2p+1]
2 − [lj,2p+1]

2)([lr,2p+1 − 1]2 − [lj,2p+1]
2)

çàëåæèòü òiëüêè âiä lj,2p+1.

Ìè ïåðåïèñó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (1.4.104)�(1.4.106) äëÿ βj(lj,2p+1) òà ââîäè-

ìî ïîçíà÷åííÿ lr+1,2p+2 = lmin
r,2p+1 − 1, r = 1, 2, · · · , p. Òîäi ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî

σ (áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi) ó âèãëÿäi

σ = ε2p+2

p+1∏
r=1

[lr,2p+2]+, (1.4.114)

äå l1,2p+2 � ÷èñëî, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ σ.
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Òâåðæåííÿ 1.12. Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü äëÿ βj(lj,2p+1) äàþòüñÿ âè-

ðàçàìè

βi(li,2p+1) =

p+1∏
r=1

([li,2p+1]
2 − [lr,2p+2]

2) =

p+1∏
r=1

([li,2p+1]
2
+ − [lr,2p+2]

2
+) =

=

p+1∑
j=0

(−1)jep−j+1([l1,2p+2]
2
+, · · · , [lp+1,2p+2]

2
+)([lj,2p+1]

2
+)j,

äå er(x1, · · ·xp+1) � åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè âiä x1, · · · , xp+1.

Öå òâåðæåííÿ äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî ÿê i Òâåðæåííÿ 1.9 ç âèêîðèñòàííÿì

ñïiââiäíîøåíü (1.4.86)�(1.4.89).

Ðîçäiëåííÿ ρj(ε,m2p+1) òà τj(ε,m
+j
2p+1) â βj(lj,2p+1) âèêîíó¹òüñÿ òàê ñàìî ÿê

ó âèïàäêó ôîðìóëè (1.4.80) i ìè ìà¹ìî íàñòóïíó ôîðìóëó äëÿ T (I2p+2,2p+1):

T (I2p+2,2p+1)|ε,m2p+1, α〉 =

p∑
j=1

Bj
2p+1(m2p+1)

b(lj,2p+1)[lj,2p+1]+
|ε,m+j

2p+1, α〉−

−
p∑

j=1

Bj
2p+1((m

−j
2p+1)

b(lj,2p+1 − 1)[lj,2p+1 − 1]+
|ε,m−j

2p+1, α〉 + ε2pĈ2p+1(m2p+1)|m2p+1, α〉,

(1.4.115)

äå Bj
2p+1(m2p+1) and b(lj,2p+1) äàþòüñÿ òèìè ñàìèìè âèðàçàìè (1.4.92) òà

Ĉ2p+1(m2p+1) =

∏p+1
s=1[ls,2p+2]+

∏p
s=1[ls,2p]+∏p

s=1[ls,2p+1]+[ls,2p+1 − 1]+
.

Öÿ ôîðìóëà ñïiâïàäà¹ ç ôîðìóëîþ (1.2.18) ÿêùî çðîáèòè çàìiíó p+ 1 íà p.

Çàðàç ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê U ′
q(so2p+1). Ìè îòðèìó¹ìî ç ñïiââiäíîøåíü

(1.4.107)�(1.4.109) ùî

β′
j(lj,2p) = ρ′j(ε,m2p)τ

′
j(ε,m

+j
2p )(qlj,2p − q−lj,2p)(qlj,2p+1 − q−lj,2p−1)
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×
∏
r 6=j

([lr,2p]+[lr,2p − 1]+ − [lj,2p]+[lj,2p + 1]+)([lr,2p + 1]+[lr,2p]+ − [lj,2p]+[lj,2p + 1]+)

çàëåæèòü ëèøå âiä lj,2p (ìè âèêîðèñòàëè òîòîæíîñòi [x][x − 1] − [y][y − 1] =

[x]+[x− 1]+ − [y]+[y − 1]+). Òîäi ìè ïåðåïèñó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (1.4.111) òà

(1.4.112) äëÿ β′
j(lj,2p) i, âèêîðèñòàâøè ðiâíîñòi (1.4.86) i (1.4.88), ìè îòðèìó¹ìî

íàñòóïíå òâåðæåííÿ.

Òâåðæåííÿ 1.13. Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü äëÿ β′
j(lj,2p) äàþòüñÿ âè-

ðàçàìè

β′
j(lj,2p) =

p∏
r=1

([lj,2p]+[lj,2p + 1]+ − [lr,2p+1]+[lr,2p+1 − 1]+),

äå li,2p+1 = lmax
i,2p + 1, i = 1, 2, · · · , p.

Ìè ðîçäiëÿ¹ìî ρ′j(m2p) òà τ ′j(m
+j
2p ) â β′

j(lj,2p) i îòðèìó¹ìî äëÿ îïåðàòîðà

T (I2p+1,2p) íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(so2p+1) òàêèé âèðàç

T (I2p+1,2p)|ε,m2p, α〉 = δmp,2p,1/2
ε2p+1

q1/2 − q−1/2D2p(αn)|ε,m2p, α〉+

+

p∑
j=1

Aj
2p(m2p)

a′(lj,2p)
|ε,m+j

2p α〉 −
p∑

j=1

Aj
2p(m

−j
2p )

a′(lj,2p − 1)
|ε,m−j

2p , α〉,

äå ε2p+1 ïðèéìà¹ îäíå ç çíà÷åíü ±1, Aj
2p(m2p) äà¹òüñÿ âèðàçîì ÿê ó âèïàäêó

ôîðìóëè (1.4.93), a′(lj,2p) � òàêå ÿê â (1.2.17) i

D2p(m2p) =

∏p
i=1[li,2p+1 − 1

2 ]
∏p−1

i=1 [li,2p−1 − 1
2 ]∏p−1

i=1 [li,2p + 1
2 ][li,2p − 1

2 ]
.

1.4.5. Ïîâíà çâiäíiñòü. Â öüîìó ïóíêòi ìè äîâîäèìî ïîâíó çâiäíiñòü

ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåííü àëãåáðè U ′
q(son) ÿêùî ñïðàâåäëèâå Ïðèïó-

ùåííÿ ç ï. 1.4.3. Äëÿ àëãåáð U ′
q(so3) òà U ′

q(so4) öå ïðèïóùåííÿ âèêîíó¹òüñÿ

(äèâ. [65, 68]).
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Òåîðåìà 1.7. ßêùî Ïðèïóùåííÿ ç ï. 1.4.3 ¹ ñïðàâåäëèâèì, òîäi êîæíå

ñêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son) ¹ öiëêîì çâiäíå.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ äàíî â [87].

Íàñëiäîê.ßêùî íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son−1)

âè÷åðïóþòüñÿ íåçâiäíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè ç ï. 1.2.2, òîäi êîæíå ñêií÷åí-

íîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son) ¹ öiëêîì çâiäíèì.

1.4.6. Êëàñèôiêàöiéíi òåîðåìè. Íåõàé Ïðèïóùåííÿ ç ï. 1.4.3 ¹ ñïðà-

âåäëèâèì.

Òâåðæåííÿ 1.14. ßêùî Ïðèïóùåííÿ ç ï. 1.4.3 ¹ ñïðàâåäëèâèì, òîäi íå-

çâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son), òàêi ùî çâóæåí-

íÿ T↓U ′
q(son−1) ìiñòèòü ó ðîçêëàäi íà íåçâiäíi êîìïîíåíòè òiëüêè ïðåäñòàâ-

ëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó àëãåáðè U ′
q(son−1), âè÷åðïóþòüñÿ ïðåäñòàâëåííÿìè

êëàñè÷íîãî òèïó ç ï. 1.2.2.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâîäèìî öå òâåðæåííÿ äëÿ n = 2p + 2. Äëÿ n = 2p + 1

äîâåäåííÿ ¹ ñõîæèì.

Íåõàé T � ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(so2p+2) ç ôîðìóëþâàííÿ òâåðæåííÿ.

Òîäi ôóíêöi¨ βj(li,2p+1), âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (1.4.80), äàþòüñÿ (1.4.85). Âèùå

áóëî äîâåäåíå, ùî T↓U ′
q(so2p+1) =

⊕
m2p+1

Tm2p+1
i â öüîìó ðîçêëàäi êîæíåmr,2p+1

ïðîáiãà¹ çíà÷åííÿmmin
r,2p+1,m

min
r,2p+1+1, · · · ,mmax

r,2p+1, äå l
min
r,2p+1 = lr+1,2p+2+1. Çàâ-

äÿêè âëàñòèâîñòÿì ôóíêöié ρj, βr(l
min
r,2p+1 + s) 6= 0 äëÿ s = 0, 1, · · · , lmax

r,2p+1 −

lmin
r,2p+1 − 1 òà βr(l

max
r,2p+1) = 0. Òîäi ç (1.4.85) âèïëèâà¹, ùî lmax

r,2p+1 = lr,2p+2, r 6= 1.

Îñêiëüêè βr(l
max
1,2p+1) = 0, ìè çíàõîäèìî ç (1.4.85), ùî lmax

1,2p+1 ñïiâïàäà¹ ç l1,2p+2

àáî ç −l1,2p+2. Òîìó, l1,2p+2 ¹ öiëèì (íàïiâöiëèì) ÿêùî li,2p+2, i = 2, 3, · · · , p+1,
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¹ öiëèìè (íàïiâöiëèìè). Áiëüøå òîãî, l1,2p+2 ìîæå áóòè äîäàòíiì àáî âiä'¹ì-

íèì. Ìè áà÷èìî, ùî ôîðìóëà äëÿ îïåðàòîðà T (I2p+2,2p+1) íå çìiíþ¹òüñÿ, ÿêùî

ìè çàìiíþ¹ìî, âiäïîâiäíî, l1,2p+2 òà lp+1,2p+2 íà −l1,2p+2 òà −lp+1,2p+2. Òîìó, ìè

ìîæåìî ââàæàòè, ùî l1,2p+2 ¹ äîäàòíiì i lp+1,2p+2 ïðèéìà¹ äîäàòíi òà âiä'-

¹ìíi çíà÷åííÿ. Òåïåð, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè äîïóñòèìi çíà÷åííÿ äëÿ li,2p+2,

i = 1, 2, · · · , p+ 1, òà ôîðìóëó (1.4.92) äëÿ T (I2p+2,2p+1) ìè áà÷èìî, ùî ïðåä-

ñòàâëåííÿ T ñïiâïàäà¹ ç îäíèì ç íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó ç

ï. 1.2.2

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè òâåðæåííÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè U ′
q(so2p+1) ìè

âèêîðèñòîâó¹ìî Òâåðæåííÿ 1.10 òà ôîðìóëó (1.4.93) çàìiñòü ôîðìóë (1.4.85)

òà (1.4.92). Òâåðæåííÿ äîâåäåíå.

Òâåðæåííÿ 1.15. ßêùî Ïðèïóùåííÿ ç ï. 1.4.3 ¹ ñïðàâåäëèâèì, òîäi íå-

çâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son), òàêi ùî çâóæåí-

íÿ T↓U ′
q(son−1) ìiñòèòü ó ðîçêëàäi íà íåçâiäíi êîìïîíåíòè òiëüêè ïðåäñòàâ-

ëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó àëãåáðè U ′
q(son−1), âè÷åðïóþòüñÿ ïðåäñòàâëåííÿ-

ìè íåêëàñè÷íîãî òèïó ç ï. 1.2.2.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðæåííÿ òàêå ñàìå ÿê ó Òâåðæåííÿ 1.14.

Òåîðåìà 1.8. Íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son)

âè÷åðïóþòüñÿ ïðåäñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïiâ ç ï. 1.2.2.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ àëãåáðè U ′
q(son−1) ≡ U ′

q(so4), Ïðèïóùåííÿ ç ï. 1.4.3 ¹

ñïðàâåäëèâèì (äèâ. [65]). Òåïåð òåîðåìà ëåãêî äîâîäèòüñÿ ïî iíäóêöi¨, ÿêùî

ïðèéíÿòè äî óâàãè Òåîðåìó 1.7 i Òâåðæåíü 1.14 òà 1.15. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Íàñëiäîê.Êîæíå ñêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son) ¹ öië-

êîì çâiäíèì.

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðæåííÿ âèïëèâà¹ ç Íàñëiäêó ç ï. 1.4.5 òà ç Òåîðåìè

1.8.

1.5. Âèñíîâêè

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî çàäà÷i êëàñèôiêàöi¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâ-

ëåíü íåñòàíäàðòíî¨ äåôîðìàöi¨ U ′
q(son) àëãåáðè Ëi son ãðóïè îáåðòàíü, ÿêà

áóëà ââåäåíà Î. Ãàâðèëèêîì òà À. Êëiìèêîì [47]. Äîâåäåíî, ùî âñi òàêi ïðåä-

ñòàâëåííÿ ¹ öiëêîì çâiäíèìè, òîáòî ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü.

Â ñâîþ ÷åðãó íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ âè÷åðïóþòüñÿ ïðåä-

ñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïó, ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ÿêèõ äàíî â

áàçèñi Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà. Ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó ¹ q-äåôîðìàöiÿìè

âiäïîâiäíèõ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè Ëi son, òîáòî, ïðè q → 1 âî-

íè ïåðåòâîðþþòüñÿ â ïðåäñòàâëåííÿ son. Ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó

íå ìàþòü êëàñè÷íîãî àíàëîãó. Öi ïðåäñòàâëåííÿ ¹ ñèíãóëÿðíèìè â ãðàíèöi

q → 1.

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî òâåðæåííÿ ïðî êëàñèôiêàöiþ ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó-

¹òüñÿ q-àíàëîã òåîðåìè Âiãíåðà�Åêàðòà äëÿ âåêòîðíèõ îïåðàòîðiâ àëãåáðè

U ′
q(son), ÿêèé äîâåäåíî àâòîðîì äèñåðòàöi¨. Ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ òåíçîðíîãî îïå-

ðàòîðà âèìàãà¹ iñíóâàííÿ ñòðóêòóðè ïðåäñòàâëåííÿ íà òåíçîðíîìó äîáóòêó

ïðîñòîðiâ ïðåäñòàâëåíü. Àëå ó àëãåáðè U ′
q(son) íåâiäîìà ñòðóêòóðà àëãåáðè
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Õîïôà i, çîêðåìà, êîìíîæåííÿ. Ç iíøîãî áîêó, ÿê ïîêàçàíî â [131, 132, 70], àë-

ãåáðà U ′
q(son) ¹ ïiäàëãåáðîþ â êâàíòîâié àëãåáði Äðiíôåëüäà�Äæiìáî Uq(sln),

ÿêà ¹ àëãåáðîþ Õîïôà. Áiëüø òîãî, ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà U ′
q(son) ¹ Uq(sln)-

êîìîäóëüíîþ àëãåáðîþ, òàêîþ ùî êîäiÿ ñïiâïàäà¹ ç êîìíîæåííÿì â Uq(sln)

ïðè âêëàäåííi U ′
q(son) â Uq(sln). Öÿ êîìîäóëüíà ñòðóêòóðà äîçâîëÿ¹ ââåñòè ïî-

íÿòòÿ òåíçîðíîãî äîáóòêó âåêòîðíîãî òà äîâiëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè

U ′
q(son) (âîíî áóäå ïîçíà÷àòèñü T⊗), äèâ. [73, 76]. Àâòîðîì îïèñàíî ðîçêëàä

T⊗ íà íåçâiäíi ïiäïðåäñòàâëåííÿ òà çíàéäåíî êîåôiöi¹íòè Êëåáøà�Ãîðäàíà ó

âèïàäêó, êîëè T ¹ íåçâiäíèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ïðåäñòàâëåííÿì êëàñè÷íîãî

àáî íåêëàñè÷íîãî òèïó. Ðîçêëàä T⊗ ó âèïàäêó ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó

ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä ÿê ó âèïàäêó àëãåáðè Ëi son òà âiäïîâiäíi êîåôiöi-

¹íòè Êëåáøà�Ãîðäàíà ¹ q-äåôîðìàöi¹þ ¨õ êëàñè÷íèõ àíàëîãiâ [1, 4]. Âñÿ öÿ

îòðèìàíà iíôîðìàöiÿ ïðî òåíçîðíèé äîáóòîê T⊗ äîçâîëèëà äîâåñòè q-àíàëîã

òåîðåìè Âiãíåðà�Åêàðòà äëÿ âåêòîðíèõ îïåðàòîðiâ àëãåáðè U ′
q(son).

Àëãåáðà U ′
q(so3) öiêàâà òèì, ùî âîíà ïðèðîäíüî âèíèêà¹ ÿê àëãåáðà ñïîñòå-

ðåæóâàíèõ [126] â 2+1 âèìiðíié êâàíòîâi ãðàâiòàöi¨ ç 2D ïðîñòîðîì ó ôîðìi

òîðà. Ïðè n > 3, àëãåáðè U ′
q(son) ¹ íå ìåíø âàæëèâèìè. Âîíè ¹ ïðîìiæíè-

ìè àëãåáðàìè ïðè âèâîäi àëãåáðè ñïîñòåðæóâàíèõ â 2+1 âèìiðíié êâàíòîâi

ãðàâiòàöi¨ç 2D ïðîñòîðîì ó äâîâèìiðíî¨ ïîâåðõíi ðîäó g > 1, òàê ùî n çà-

ëåæèòü âiä g, n = 2g + 2 [127, 52]. Ùîá îòðèìàòè àëãåáðó ñïîñòåðåæóâàíèõ,

q-äåôîðìîâàíà àëãåáðà U ′
q(so2g+2) ìà¹ áóòè âiäôàêòîðèçîâàíà ïî äåÿêîìó iäå-

àëó ïîðîäæåíîìó êîìáiíàöiÿìè åëåìåíòiâ Êàçèìiðà öi¹¨ àëãåáðè. Çîêðåìà öåé

ôàêò äàâ ìîòèâàöiþ äëÿ âèâ÷åííÿ â äèñåðòàöi¨ åëåìåíòiâ Êàçèìiðà U ′
q(son)

òà ¨õ âëàñíèõ çíà÷åíü â íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåííÿõ.
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ÐÎÇÄIË 2

Ãàðìîíi÷íèé àíàëiç íà êâàíòîâèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ

Ãàðìîíi÷íèé àíàëiç íà ïðîñòîðàõ ôóíêöié ¹ äóæå âàæëèâèì ðîçäiëîì ìà-

òåìàòèêè ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü ó ôiçèöi. Ãàðìîíi÷íèé àíàëiç íà êîëi (âiä-

ïîâiäíî, íà ñôåði) öå äîáðå âiäîìèé ïðèêëàä ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöié (âiäïîâiäíî, ðîçêëàä ïî ñôåðè÷íèì ôóíêöiÿì ôóíêöié íà ñôåði). Òî-

ìó êîæåí ðàç, êîëè ôiçè÷íà ìîäåëü ìà¹ àêñiàëüíó (âiäïîâiäíî, öåíòðàëüíî-

ñèìåòðè÷íó) ñèìåòðiþ ïðèðîäíiì ¹ çàñòîñóâàííÿ ãàðìîíi÷íîãî àíàëiçó íà

îäíîðiäíîìó ïðîñòîði ç âiäïîâiäíîþ ñèìåòði¹þ. Áiëüø ñêëàäíi âèïàäêè ãàð-

ìîíi÷íîãî àíàëiçó íà ñôåðàõ âèùîþ ðîçìiðíîñòi çàñòîñîâóþòüñÿ, íàïðèêëàä,

â ÿäåðíié ôiçèöi. Ç ïîÿâîþ êâàíòîâèõ ãðóï òà êâàíòîâèõ ïðîñòîðiâ âèíèêëà

íåîáõiäíiñòü ðîçâèòêó ãàðìîíi÷íîãî àíàëiçó íà êâàíòîâèõ ïðîñòîðàõ ç ìåòîþ

ìàéáóòíiõ çàñòîñóâàíü ó òåîðåòè÷íié ôiçèöi. Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî

äâà òàêèõ êâàíòîâèõ ïðîñòîðè � êâàíòîâi äiéñíèé òà êîìïëåêñíèé âåêòîðíi

ïðîñòîðè. Â íàñòóïíîìó ðîçäiëi 3 áóäå ðîçãëÿíóòî áiëüø ñêëàäíèé êâàíòîâèé

ïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ ðiìàíîâîìó ñèìåòðè÷íîìó ïðîñòîðó SU(n)/SO(n), ç

ìåòîþ çàñòîñóâàííÿ éîãî äî âèâ÷åííÿ êâàíòîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà.

2.1. Âñòóï

Îïåðàòîð Ëàïëàñà, ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè òà âiäïîâiäíi ðîçäiëåííÿ çìiííèõ

¹ äóæå âàæëèâèì äëÿ ôiçèêè òà ìàòåìàòèêè. Öi îá'¹êòè ¹ òiñíî ïîâ'ÿçàíèìè
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ç ãðóïàìè îáåðòàíü SO(n) òà ¨õ ïiäãðóïàìè, ÿêùî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç åâêëi-

äîâèì ïðîñòîðîì, òà ç óíiòàðíèìèè ãðóïàìè U(n) òà ¨õ ïiäãðóïàìè, ÿêùî ìè

ìà¹ìî ñïðàâó ç êîìïëåêñíèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì (äèâ., íàïðèêëàä, [153],

ãëàâè 10, 11). Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçðîáëÿ¹ìî q-àíàëîãè îáîõ öèõ âèïàäêiâ,

âiäïîâiäíî ó ïiäðîçäiëàõ 2.2 òà 2.3.

Ñïî÷àòêó çðîáèìî êîðîòêèé îãëÿä òåîði¨ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ íà åâêëi-

äîâîìó ïðîñòîði. Ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

∆p = 0, äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà òà p íàëåæèòü ïðîñòîðó R ïîëiíîìiâ íà

åâêëiäîâîìó ïðîñòîði En ∼ Rn. Ïðîñòið H âñiõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ íà En

ðîçêëàäà¹òüñÿ ÿê ïðÿìà ñóìà ïiäïðîñòîðiâ Hm îäíîðiäíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëi-

íîìiâ ñòåïåíi m: H =
⊕∞

m=0 Hm. Îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ íà n-âèìiðíîìó åâêëi-

äîâîìó (âåêòîðíîìó) ïðîñòîði En êîìóòó¹ ç ïðèðîäíüîþ äi¹þ ãðóïè îáåðòàíü

SO(n) íà öüîìó ïðîñòîði. Öå îçíà÷à¹, ùî ïiäïðîñòîðè Hm ¹ iíâàðiàíòíèìè

ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ SO(n). Íà Hm ðåàëiçó¹üñÿ íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ Tm

ãðóïè SO(n) çi ñòàðøîþ âàãîþ (m, 0, . . . , 0).

Îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ äîïóñêà¹ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ íà ïðîñòîði Hm. Ií-

øèìè ñëîâàìè, iñíóþòü ðiçíi êîîðäèíàòíi ñèñòåìè (ñôåðè÷íà, ïîëiñôåðè÷íà

i ò.ä.) íà En ∼ Rn òà êîæíié ç íèõ âiäïîâiäà¹ áàçèñ ó ïðîñòîði ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ ∆p = 0, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêiâ ôóíêöié âiä ðîçäiëåíèõ çìií-

íèõ. Ðiçíèì êîîðäèíàòíèì ñèñòåìàì âiäïîâiäàþòü ðiçíi ðîçäiëåííÿ çìiííèõ.

Ç iíøîãî áîêó, ðiçíèì êîîðäèíàòíèì ñèñòåìàì âiäïîâiäàþòü ðiçíi ëàíöþæêè

ïiäãðóï â ãðóïi SO(n) (äèâ. [153], ãëàâà 10, ïðî äåòàëi öi¹¨ âiäïîâiäíîñòi).

Íàïðèêëàä ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ, áàçèñ ó ïðîñòîði Hm â ðîçäiëåííèõ

çìiííèõ ¹ äîáóòêîì ïîëiíîìiâ Ãåãåíáàóåðà ïîìíîæåíèõ íà rm, äå r � ðàäióñ.
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Öi ïîëiíîìè (ïðè çâóæåííi íà ñôåðó Sn−1) ¹ ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè íåçâi-

äíèõ ïðåäñòàâëåíü êëàñó 1 (ïî âiäíîøåííþ äî ïiäãðóïè SO(n− 1)) Tm ãðóïè

SO(n), ùî íàëåæàòü íóëüîâîìó ñòîâï÷èêó. Áàçèñ Hm â ïîëiñôåðè÷íèõ ðîçäi-

ëåííèõ çìiííèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêiâ ïîëiíîìiâ ßêîái, ïîìíîæåíèõ íà rm.

Ïðè çâóæåííi íà ñôåðó Sn−1, öi ïîëiíîìè ¹ ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè íóëüîâî-

ãî ñòîâï÷èêà ïðåäñòàâëåííÿ Tm ïî âiäíîøåííþ äî ïiäãðóïè SO(p)×SO(n−p)

ïðè ïåâíîìó çíà÷åííi p (äèâ. [153], ðîçäië 10.2).

Áàãàòî íîâèõ íàïðÿìêiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ïîâ'ÿçàíî ç êâàíòîâèìè ãðó-

ïàìè òà íåêîìóòàòèâíîþ ãåîìåòði¹þ. Ïðèðîäíüî óçàãàëüíèòè òåîðiþ, ùî áóëà

âèùå îïèñàíà, íà íåêîìóòàòèâíi ïðîñòîðè. Òàêi óçàãàëüíåííÿ ìîæóòü ñòàòè

äóæå âàæëèâèìè äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó äåÿêèõ íàïðÿìêiâ ìàòåìàòè÷íî¨

òà òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè, ùî ïîâ'ÿçàíi ç íåêîìóòàòèâíîþ ãåîìåòði¹þ.

Â ïiäðîçäiëi 2.2 äèñåðòàöi¨, ìè áóäó¹ìî q-äåôîðìàöiþ êëàñè÷íî¨ òåîði¨, ùî

îïèñàíà âèùå. Ó q-âèïàäêó, çàìiñòü åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó ìè áåðåìî êâàíòî-

âèé âåêòîðíèé ïðîñòið. Âií âèçíà÷åíèé ÿê àñîöiàòèâíà àëãåáðà A, ùî ïîðî-

äæåíà åëåìåíòàìè x1, x2, . . . , xn, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü âèçíà÷àëüíi ñïiââiäíîøå-

ííÿ xixj = qxjxi ïðè i < j. Öi åëåìåíòè ãðàþòü ðîëü äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò

En.

q-Îïåðàòîð Ëàïàëàñà ∆q íà A âèçíà÷åíî ÷åðåç q-ïîõiäíi (äèâ. ôîðìóëó

(2.2.8) íèæ÷å). Íå iñíó¹ òàêî¨ êâàíòîâî¨ ãðóïè Gq, ÿêà á áóëà çâ'ÿçàíà ç ∆q

ÿê ãðóïà îáåðòàíü SO(n) çâ'ÿçàíà ç êëàñè÷íèì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà. Ç öi-

¹þ ìåòîþ ìè âêëþ÷à¹ìî â òåîðiþ íåñòàíäàðòíó q-äåôîðìàöiþ óíiâåðñàëüíî¨

îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè U(son) àëãåáðè Ëi son. Öÿ q-äåôîðìîâàíà àñîöiàòèâíà

àëãåáðà (ìè ïîçíà÷à¹ìî ¨¨ ÷åðåç U ′
q(son)) áóëà äåòàëüíî ðîçãëÿíóòà â Ðîçäi-
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ëi 1 öi¹¨ äèñåðòàöi¨. Àëãåáðà U ′
q(son) çàìiíþ¹ ãðóïó SO(n) äëÿ q-îïåðàòîðà

Ëàïàëàñà.

q-Ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàíòîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði âèçíà÷åíi ÿê

òàêi åëåìåíòè p àëãåáðè A (òîáòî, ïîëiíîìè âiä x1, x2, . . . , xn), ùî ∆qp = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãåáðó U ′
q(son) ìè áóäó¹ìî òåîðiþ äëÿ q-ãàðìîíi÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ ïîäiáíó äî òî¨, ùî áóëà îïèñàíà âèùå äëÿ êëàñè÷íèõ ãàðìîíi÷íèõ

ïîëiíîìiâ. À ñàìå, ìè áóäó¹ìî ïðîåêòîðè Hm : Am → Hm, äå Am òà Hm �

âiäïîâiäíî, ïiäïðîñòîðè îäíîðiäíèõ (ñòåïåíim) ïîëiíîìiâ âA òà â ïðîñòîðiH

âñiõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ çA. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ïðîåêòîðè ìè ïîáóäóâà-

ëè â Hm ïåâíèé q-àíàëîã ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê ïî âiäíîøåííþ äî

ïiäàëãåáðè U ′
q(son−1). Âîíè óòâîðþþòü îðòîíîðìîâíèé áàçèñ ó ïðîñòîði Hm.

Öåé áàçèñ âiäïîâiäà¹ ëàíöþæêó ïiäàëãåáð U ′
q(son) ⊃ U ′

q(son−1) ⊃ U ′
q(son−2) ⊃

· · · ⊃ U ′
q(so2). Òàêèì ÷èíîì ìè îòðèìàëè q-àíàëîã ñôåðè÷íèõ ðîçäiëåíèõ êî-

îðäèíàò. Ìè áóäó¹ìî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ Tm àëãåáðè U ′
q(son) íà

ïðîñòîði Hm òà óòîòîæíþ¹ìî éîãî ç îäíèì ç ïðåäñòàâëåíü U ′
q(son) ç ï. 1.2.2.

Öå íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ êëàñó 1 ïî âiäíîøåííþ äî ïiäàëãåáðè U ′
q(son−1).

Ïiñëÿ öüîãî ìè áóäó¹ìî q-àíàëîã ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê ïî âiäíî-

øåííþ äî ïiäàëãåáðè U ′
q(sop)×U ′

q(son−p), äå 1 < p < n−1. Çíîâó, öi ãàðìîíiêè

ñêëàäàþòü áàçèñ Hm, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçäiëåííþ çìiííèõ, ùî ïîâ'ÿçàíî ç öi-

¹þ ïiäàëãåáðîþ. Ìè áóäó¹ìî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ Tm àëãåáðè

U ′
q(son) i â öüîìó áàçèñi.

Öÿ êîíñòðóêöiÿ, ùî îïèñàíà â ïiäðîçäiëi 2.2 ñóòò¹âî áàçó¹òüñÿ íà ðåçóëü-

òàòàõ ç [132], äå âèçíà÷åíî îïåðàòîð ∆q òà ïðîñòîðè Hm. Êðiì òîãî, â öié

ðîáîòi áóëî çíàéäåíî ôîðìóëà äëÿ çîíàëüíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê, òîáòî òèõ
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ãàðìîíiê, ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ U ′
q(son−1). Â íàøié ðîáîòi

ìè ïåðåîòðèìàëè öåé ðåçóëüòàò òà çíàéøëè ôîðìóëè äëÿ âñiõ iíøèõ (òîáòî

ïðè¹äíàíèõ) ãàðìîíiê.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 äèñåðòàöi¨ áóäó¹òüñÿ q-àíàëîã òåîði¨ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ

íà êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði. Àëå ñïî÷àòêó ìè çðîáèìî êîðîòêèé

îãëÿä êëàñè÷íîãî àíàëîãó öi¹¨ òåîði¨.

Ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà n-âèìiðíîìó êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði

âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì ∆p = 0, äå ∆ =
∑n

i=1 ∂
2/∂zi∂z̄i � îïåðàòîð Ëàïëàñà

òà p íàëåæèòü ïðîñòîðó R ïîëiíîìiâ âiä z1, · · · , zn, z̄1, · · · , z̄n íà êîìïëåêñíî-

ìó ïðîñòîði Cn. Ïðîñòið H âñiõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ íà Cn ðîçêëàäà¹òüñÿ

â ïðÿìó ñóìó ïiäïðîñòîðiâ Hm,m′ îäíîðiäíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíi

m âiä z1, · · · , zn òà ñòåïåíi m′ âiä z̄1, · · · , z̄n: H =
⊕∞

m,m′=0 Hm,m′. Îïåðàòîð

Ëàïëàñà ∆ íà Cn êîìóòó¹ ç ïðèðîäíüîþ äi¹þ óíiòàðíî¨ ãðóïè U(n) íà ïðî-

ñòîði Cn. Öå îçíà÷à¹, ùî ïiäïðîñòîðè Hm,m′ ¹ iíâàðiàíòíèìè ïî âiäíîøåííþ

äî äi¨ U(n). Íà Hm,m′ ðåàëiçîâàíî íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ Tm,m′ ãðóïè U(n)

çi ñòàðøîþ âàãîþ (m, 0, · · · , 0,−m′) .

Ðiâíÿííÿ ∆p = 0 äîïóñêà¹ ðîçâ'ÿçêè ó ðîçäiëåíèõ çìiííèõ íà ïðîñòîði

Hm,m′. Iíøèìè ñëîâàìè, iñíóþòü ðiçíi êîîðäèíàòíi ñèñòåìè (ñôåðè÷íà, ïîëi-

ñôåðè÷íà i ò.ä.) íà Cn i äëÿ êîæíî¨ ç íèõ ìîæëèâî çíàéòè âiäïîâiäíèé áàçèñ

ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ∆p = 0, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêiâ ôóíêöié,

ùî çàëåæàòü âiä ðîçäiëåíèõ çìiííèõ (äèâ. [107] äëÿ çàãàëüíî¨ òåîði¨ ðîçäiëå-

ííÿ çìiííèõ). Ðiçíèì êîîðäèíàòíèì ñèñòåìàì âiäïîâiäàþòü ðiçíi ðîçäiëåííÿ

çìiííèõ. Ç iíøîãî áîêó, ðiçíèìè êîîðäèíàòíèì ñèñòåìàì âiäïîâiäàþòü ðiçíi

ëàíöþæêè ïiäãðóï ãðóïè U(n) (äèâ. [153], ãëàâà 11, äëÿ äåòàëüíîãî ïîÿñíåííÿ
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öi¹¨ âiäïîâiäíîñòi). Áàçèñè ïðîñòîðó Hm,m′ â ðîçäiëåíèõ çìiííèõ ñêëàäóþòüñÿ

ç äîáóòêiâ ïîëiíîìiâ ßêîái, ùî ïîìíîæåíi íà rm+m′
, äå r � ðàäióñ. Öi ïîëiíî-

ìè, ïðè çâóæåííi òà îäèíè÷íó ñôåðó Sn−1
C â Cn, ¹ ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè, ùî

íàëåæàòü íóëüîâîìó ñòîâï÷èêó, íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ Tm,m′ ãðóïè U(n)

êëàñó 1 ïî âiäíîøåííþ äî ïiäãðóïè U(n− 1) (äèâ. [153], ãëàâà 11).

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 äèñåðòàöi¨ óçàãàëüíþ¹òüñÿ öÿ òåîðiÿ íà êâàíòîâi êîìïëå-

êñíi âåêòîðíi ïðîñòîðè. Êâàíòîâèé êîìïëåêñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið âèçíà÷åíî

ÿê àñîöiàòèâíó àëãåáðó A, ïîðîäæåíó åëåìåíòàìè z1, · · · , zn, w1, · · · , wn, ùî

çàäîâiëüíÿþòü ïåâíèì ïðèðîäíiì âèçíà÷àëüíèì ñïiââiäíîøåííÿì. Åëåìåíòè

z1, · · · , zn ãðàþòü ðîëü ãîëîìîðôíèõ êîîðäèíàò íà Cn òà w1, · · · , wn ãðàþòü

ðîëü àíòèãîëîìîðôíèõ êîîðäèíàò z̄1, · · · , z̄n.

q-Îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆q íà A âèçíà÷åíî ÷åðåç q-ïîõiäíi (äèâ. ôîðìóëó

(2.3.62) íèæ÷å). Êâàíòîâà ãðóïà Uq(n) ãðà¹ ðîëü óíiòàðíî¨ ãðóïè U(n) ó

q-äåôîðìîâàíîìó âèïàäêó. Íàì áóäå çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè êâàíòîâó àë-

ãåáðó (òîáòî, êâàíòîâàííó óíiâåðñàëüíó îãîðòóþ÷ó àëãåáðó) Uq(gln) çàìiñòü

êâàíòîâî¨ ãðóïè Uq(n). q-Ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàíòîâîìó êîìïëåêñíîìó

âåêòîðíîìó ïðîñòîði âèçíà÷àþòüñÿ ÿê åëåìåíòè p àëãåáðè A (òîáòî, ïîëiíî-

ìè âiä z1, · · · , zn, w1, · · · , wn), äëÿ ÿêèõ ∆qp = 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è êâàíòîâó

àëãåáðó Uq(gln), ìè áóäó¹ìî äëÿ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ òåîðiþ, ÿêà ïîäi-

áíà äî òåîði¨ äëÿ êëàñè÷íèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ. Ìè áóäó¹ìî ïðîåêòîð

Hm,m′ : Am,m′ → Hm,m′, äå Am,m′ òà Hm,m′ ¹, âiäïîâiäíî, ïiäïðîñòîðàìè îäíî-

ðiäíèõ (ñòåïåíi m âiä z1, · · · , zn òà ñòåïåíi m′ âiä w1, · · · , wn) ïîëiíîìiâ ç A òà

ç ïðîñòîðó H âñiõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ. Öi ïðîåêòîðè ¹ äóæå âàæëèâèìè

äëÿ íàøèõ ðîçðàõóíêiâ â Hm,m′, çîêðåìà äëÿ îòðèìàííÿ çîíàëüíèõ òà ïðè¹ä-
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íàíèõ ñôåðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Ïðè¹äíàíi ñôåðè÷íi ïîëiíîìè ç Hm,m′ óòâîðþ-

þòü îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ó öüîìó ïðîñòîði. Òóò ìè îòðèìó¹ìî q-àíàëîã ðîç-

äiëåííÿ çìiííèõ â ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ. Ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ïðèðîäíÿ äiÿ

êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln) íà êâàíòîâîìó êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði

ðåàëiçó¹ íà ïiäïðîñòîðiHm,m′ íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ öi¹¨ àëãåáðè çi ñòàðøîþ

âàãîþ (m, 0, · · · , 0,−m′). Çàóâàæèìî, ùî çâóæåííÿ çîíàëüíèõ òà ïðè¹äíàíèõ

ñôåðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ç Hm,m′ íà êâàíòîâó ñôåðó â êâàíòîâîìó êîìïëåêñíî-

ìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñïiâïàäàþòü ç ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè íóëüîâîãî

ñòîâï÷èêà (òàêi ìàòðè÷íi åëåìåíòè áóëî ïîðàõîâàíî â [43]; äèâ. òàêîæ [44])

íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ Tm,m′ êâàíòîâî¨ ãðóïè Uq(n). Äåÿêi ç íàøèõ ôîð-

ìóë ñïiâïàäàþòü ç ôîðìóëàìè ç [43]. Îäíàê â [43] íå âèêîðèñòîâóâàëîñü àíi

îïåðàòîð Ëàïëàñà, àíi q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè.

Äîáðå âiäîìî, ùî ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó, òåîðiÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà òà ãàð-

ìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ íà Cn çâîäèòüñÿ äî âiäïîâiäíî¨ òåîði¨ äëÿ äiéñíîãî ïðîñòî-

ðó R2n (äèâ. [153], ãëàâà 11). Ó âèïàäêó êâàíòîâèõ ïðîñòîðiâ òàêå çâåäåííÿ

íå âiäáóâà¹òüñÿ. Ïðè÷èíîþ äëÿ öüîãî ¹ òå, ùî êâàíòîâèé êîìïëåêñíèé âå-

êòîðíèé ïðîñòið íå ìîæå áóòè îòðèìàíî ç êâàíòîâîãî äiéñíîãî âåêòîðíîãî

ïðîñòîðó òàêèì ñàìèì ÷èíîì ÿê ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó.

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ââàæà¹ìî, ùî q íå ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi. Ïðè ðîçãÿäi

ñêàëÿðíîãî äîáóòêó íà ïðîñòîðàõ A òà H ìè ââàæà¹ìî, ùî q ¹ äîäàòíiì

äiéñíèì ÷èñëîì. Ñèìâîëîì [a], a ∈ C, ìè, ÿê i ðàíiøå, ïîçíà÷à¹ìî q-÷èñëî,

âèçíà÷åíî ÿê

[a] =
qa − q−a

q − q−1 .
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Ðåçóëüòàòè, ùî îòðèìàíi àâòîðîì ïî òåìi öüîãî ðîçäiëó i âèíîñÿòüñÿ íà

çàõèñò, îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [72, 75, 78, 80, 82].

2.2. q-Îïåðàòîð Ëàïëàñà òà q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà

êâàíòîâîìó äiéñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði

2.2.1. Ïðåäñòàâëåííÿ êëàñó 1 q-äåôîðìîâàíî¨ àëãåáðè U ′
q(son).

Äîáðå âiäîìî iñíóâàííÿ êâàíòîâèõ àëãåáð Äðiíôåëüäà�Äæiìáî Uq(son), ÿêi

âiäïîâiäàþòü àëãåáðàì Ëi ñåðié Bl òà Dl. Îäíàê, âîíè íå ¹ çàäîâiëüíèìè ç òî-

÷êè çîðó äåÿêèõ çàäà÷ êâàíòîâî¨ ôiçèêè òà òåîði¨ ïðåäñòàâëåíü. Çîêðåìà, íå ¹

ñïðàâåäëèâèìè çâóæåííÿ Uq(son) ⊃ Uq(son−1) òà âêëàäåííÿ Uq(son) ⊂ Uq(sln),

àëå ñàìå òàêi âêëàäåííÿ ¹ âàæëèâèìè â òåîði¨ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ. Iñíó¹

iíøà q-äåôîðìîâàíà àëãåáðà U ′
q(son) àëãåáðè Ëi ãðóïïè îáåðòàíü, ÿêó ïîáóäó-

âàëè Î. Ãàâðèëèê òà À. Êëiìèê [47], i ÿêà ìà¹ íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi ïî âiäíî-

øåííþ äî âêëàäåíü. Îãëÿä ñó÷àñíîãî ñòàíó âèâ÷åííÿ öi¹¨ àëãåáðè áóâ ïðåä-

ñòàâëåíèé â Ðîçäiëi 1 öi¹¨ äèñåðòàöi¨: â ïóíêòi 1.2.1 äàíî âèçíà÷åííÿ àëãåáðè

U ′
q(son) (çîêðåìà, êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìàþòü âèãëÿä (1.2.1)�(1.2.3)), â

ïóíêòi 1.2.2 äàíî ÿâíèé îïèñ íåçâiäíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü öi¹¨

àëãåáðè â áàçèñi Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà, â ïóíêòi 1.3.1 äîêëàäíî îïèñàíî âêëà-

äåííÿ àëãåáðè U ′
q(son) â êâàíòîâó àëãåáðó Äðiíôåëüäà�Äæiìáî Uq(sln).

Ïðè ïîáóäîâi ãàðìîíi÷íîãî àíàëiçó íà êâàíòîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði

íàì áóäóòü ïîòðiáíi ïðåäñòàâëåííÿ êëàñó 1 àëãåáðè U ′
q(son). Ìè âèêîðèñòî-

âó¹ìî òåðìií �ïðåäñòàâëåííÿ êëàñó 1� äëÿ òèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ íåçâiäíèõ
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ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè U ′
q(son), ÿêi ìiñòÿòü òðèâiàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ ïiäàëãå-

áðè U ′
q(son−1). Ó âèïàäêó àëãåáðè U ′

q(so3), ïðåäñòàâëåííÿ êëàñó 1 âèçíà÷àþ-

òüñÿ ïî âiäíîøåííþ äî êîìóòàòèâíî¨ ïiäàëãåáðè U ′
q(so2), ïîðîäæåíî¨ åëåìåí-

òîì I21.

Àëãåáðà U ′
q(son) ìà¹ äâà òèïè ñêií÷åííîâèìiðíèõ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü

(ïóíêò 1.2.2 äèñåðòàöi¨): ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó (ïðè q → 1 âîíè

ïåðåõîäÿòü ó âiäïîâiäíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëi son) òà ïðåäñòàâ-

ëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó (âîíè íå ìàþòü êëàñè÷íîãî àíàëîãó). Ç ôîðìóë äëÿ

ïðåäñòàâëåíü íåêëàñè÷íîãî òèïó âèäíî, ùî æîäíå ç íèõ íå ¹ ïðåäñòàâëåííÿì

êëàñó 1.

Àíàëiçóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó, ìè áà÷èìî, ùî ïîäiáíî äî

êëàñè÷íîãî âèïàäêó, ïðåäñòàâëåííÿ êëàñó 1 õàðàêòåðèçóþòüñÿ �ñòàðøîþ âà-

ãîþ� (mn, 0, ..., 0), äå mn � íåâiä'¹ìíå öiëå. Öi ïðåäñòàâëåííÿ ïîçíà÷àþòüñÿ

Rmn
. Ïðè çâóæåííi íà ïiäàëãåáðó U ′

q(son−1), ïðåäñòàâëåííÿ Rmn
ðîçêëàäà¹-

òüñÿ íà òi i òiëüêè òi ïðåäñòàâëåííÿ Rmn−1
êëàñó 1 öi¹¨ ïiäàëãåáðè, äëÿ ÿêèõ

mn ≥ mn−1 ≥ 0, ÿêùî n > 3 òà −m3 ≤ m2 ≤ m3, ÿêùî n = 3.

Îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, îòðèìàíèé ïðè çâóæåííi ïðåäñòàâëåíü Tmn
êëàñó 1

íà ïiäàëãåáðè U ′
q(sok), k = n−1, n−2, . . . , 2, ¹ q-àíàëîãîì áàçèñó Ãåëüôàíäà�

Öåòëiíà. Ìè ïîçíà÷à¹ìî áàçèñíi åëåìåíòè Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà ó ïðîñòîði ïðåä-

ñòàâëåííÿ Rmn
÷åðåç

|mn,mn−1,mn−2, . . . ,m3,m2〉,

äå öiëå mk õàðàêòåðèçó¹ íàáið (mk, 0, ..., 0), ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïðåäñòàâëåííþ

Rmk
êëàñó 1 ïiäàëãåáðè U ′

q(sok). Ó öüîìó áàçèñi, îïåðàòîðè Rmn
(Ik,k−1) ïðåä-
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ñòàâëåííÿ Rmn
àëãåáðè U ′

q(son) äàþòüñÿ ôîìóëàìè

Rmn
(I21)|mn,mn−1, . . . ,m2〉 = i[m2]|mn,mn−1, . . . ,m2〉, (2.2.1)

Rmn
(Ik,k−1)|mn,mn−1, . . . ,m2〉 = ([mk +mk−1 + k − 2][mk −mk−1])

1/2

×A(mk−1)|mn, . . . ,mk,mk−1 + 1,mk−2, . . .m2〉

−([mk +mk−1 + k − 3][mk −mk−1 + 1])1/2

×A(mk−1 − 1)|mn, . . . ,mk,mk−1 − 1,mk−2, . . . ,m2〉, (2.2.2)

äå n ≥ k ≥ 3, ñèìâîëîì [m] ≡ [m]q ïîçíà÷åíî q-÷èñëî:

[m] =
qm − q−m

q − q−1 ,

òà

A(mk−1) =

(
[mk−1 +mk−2 + k − 3][mk−1 −mk−2 + 1]

[2mk−1 + k − 3][2mk−1 + k − 1]

)1/2

.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó k = 3 ìè ìà¹ìî ïîêëàñòèm1 = 0 ó ôîðìóëà (2.2.2);

òîäi äëÿ A(m2) ìè ìà¹ìî âèðàç ([m2][m2 + 1]/[2m2][2m2 + 2])1/2.

2.2.2. Ïðåäñòàâëåííÿ íà êâàíòîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði. Íå-

õàé A ≡ C[x1, x2, . . . , xn] � àñîöiàòèâíà àëãåáðà (ç îäèíèöåþ) ïîðîäæåíà åëå-

ìåíòàìè x1, x2, . . . , xn, ùî çàäîâiëüíÿþòü âèçíà÷àëüíi ñïiââiäíîøåííÿ xixj =

qxjxi, i < j. Öÿ àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ ôóíêöié íà n-âèìiðíîìó êâàí-

òîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði. Åëåìåíòè A íàçèâàþòüñÿ ïîëiíîìàìè íà öüîìó

êâàíòîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði òà ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç p ≡ p(x1, x2, . . . , xn) ≡

p(x).

Ìè âèçíà÷à¹ìî íà A îïåðàöi¨ q-äèôåðåíöiþâàíü ∂i òà ∂′i, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè

îïåðàòîðàìè, ùî äiþòü ÿê ∂ip = ∂′ip = 0 íà ìîíîìè p, ÿêi íå ìiñòÿòü xi òà ÿê

∂i = x̆−1
i

γi − γ−1
i

q − q−1 , ∂′i = x̂−1
i

γi − γ−1
i

q − q−1 (2.2.3)
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íà ìîíîìè, ÿêi ìiñòÿòü xi, äå ÷åðåç x̂i òà x̆i ïîçíà÷åíî îïåðàòîðè ëiâîãî òà

ïðàâîãî ìíîæåííÿ íà xi, âiäïîâiäíî, òà

γip(x1, . . . , xn) = p(x1, . . . , xi−1, qxi, xi+1, . . . , xn).

γ−1
i p(x1, . . . , xn) = p(x1, . . . , xi−1, q

−1xi, xi+1, . . . , xn).

Ìè ìà¹ìî ∂ix̂j = x̂j∂i, i 6= j, òà

∂i∂j = q−1∂j∂i, ∂ix̆j = qx̆j∂i, i < j,

γix̂j = qδij x̂jγi, γi∂j = q−δij∂jγi.

Òàêîæ ¹ ìîæëèâèì ââåñòè q-àíàëîã ñêàëÿðíîãî äîáóòêó Ôiøåðà íà A (äèâ.

[132]). Âií âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

〈p1, p2〉 = p1(∂
′
1, . . . , ∂

′
n)p

∗
2|x=0, (2.2.4)

äå p∗2 � ïîëiíîì p2, â ÿêîìó ÷èñëîâi êîåôiöi¹íòè çàìiíåíi íà êîìïëåêñíî ñïðÿ-

æåíi, p1(∂
′
1, . . . , ∂

′
n) îçíà÷à¹ q-äèôåðåíöiéíèé îïåðàòîð, îòðèìàíèé ç ïîëiíîìó

p çàìiíîþ xi íà ∂′i, i = 1, 2, . . . , n, òà ñèìâîë p|x=0 îçíà÷à¹ ïîñòiéíèé äîäàíîê

ó ïîëiíîìi p.

Ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè äiþ êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(sln) íà ïðîñòîði A, ÿêà

âèçíà÷à¹ ïðåäñòàâëåííÿ íà A. Öÿ äiÿ çàäà¹òüñÿ òàê:

ρ(ki) = γiγ
−1
i+1, ρ(ei) = x̆iγi∂i+1, ρ(fi) = x̆i+1γ

−1
i ∂i. (2.2.5)

Äiÿ ρ òà ôîðìóëa (1.3.23), ùî çàäà¹ âêëàäåííÿ U ′
q(son) ⊂ Uq(sln), ïðèâîäÿòü

äî ïðåäñòàâëåííÿ T = ρ ◦ ϕ àëãåáðè U ′
q(son) íà A. Ìè ââåëè ïîçíà÷åííÿ

θj = T (Ij+1,j), j = 1, 2, . . . , n− 1. Òîäi ëåãêî ïîðàõóâàòè, ùî

θj = x̆j+1γ
−1
j ∂j − x̆jγj+1∂j+1 (2.2.6)
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(äèâ. òàêîæ [132]).

Ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son) ¹ çâiäíèì. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä (2.2.6) äëÿ îïåðàòîðiâ θj, ùî ïiäïðîñòîðè Am ∈ A

îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ m ¹ iíâàðiàíòíèìè ïî âiäíîøåííþ äî öüîãî

ïðåäñòàâëåííÿ. Çðîçóìiëî:

A =
∞⊕

m=0

Am.

Ìè ïîçíà÷à¹ìî çâóæåííÿ ïðåäñòàâëåííÿ T íà ïiäïðîñòið Am ÷åðåç T (m).

Ïðåäñòàâëåííÿ ρ àëãåáðè Uq(sln) íà ïðîñòîði A ¹ òàêîæ çâiäíèì òà ïiäïðî-

ñòîðèAm ¹ iíâàðiàíòíèìè äëÿ öüîãî ïðåäñòàâëåííÿ. Ìè ïîçíà÷à¹ìî çâóæåííÿ

ïðåäñòàâëåííÿ ρ àëãåáðè Uq(sln) íà ïðîñòið Am ÷åðåç ρm. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ

ïîêàçó¹, ùî ïðåäñòàâëåííÿ ρm ¹ íåçâiäíèì òà ìà¹ ñòàðøó âàãó (m, 0, . . . , 0).

Ìîíîìè xm1
1 xm2

2 · · ·xmn
n , m1 +m2 + · · ·+mn = m, ¹ âàãîâèìè âåêòîðàìè öüîãî

ïðåäñòàâëåííÿ. Âåêòîð ñòàðøî¨ âàãè ñïiâïàäà¹ ç xm
1 .

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïðåäñòàâëåííÿ T (m) àëãåáðè U ′
q(son) íà ïðîñòîðàõ

Am ¹ çâiäíèìè. Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî åëåìåíò

Q = x2
1 + q−1x2

2 + · · · + q−n+1x2
n ∈ A2 (2.2.7)

¹ iíâàðiàíòíèì ïî âiäíîøåííþ äî ïðåäñòàâëåííÿ T (2) (i òîìó ïî âiäíîøåííþ

äî ïðåäñòàâëåííÿ T ), òîáòî, T (2)(Ik,k−1)Q = 0 äëÿ k = 2, 3, . . . , n. Àíàëîãi÷íî,

åëåìåíò Qk ∈ A2k ¹ iíâàðiàíòíèì ïî âiäíîøåííþ äî ïðåäñòàâëåííÿ T (2k).

Åëåìåíòó (2.2.7) âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð

Q̂ = x̂2
1 + q−1x̂2

2 + · · · + q−n+1x̂2
n

íà A, ÿêèé êîìóòó¹ ç îïåðàòîðàìè ïðåäñòàâëåííÿ T . Ìè òàêîæ ðîçãÿäà¹ìî
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íà A îïåðàòîð

∆q ≡ ∆ = qn−1∂2
1 + qn−2∂2

2 + · · · + ∂2
n. (2.2.8)

Âií íàçèâà¹òüñÿ q-îïåðàòîð Ëàïëàñà íà êâàíòîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði.

Çðîçóìiëî, ùî ∆ : Am → Am−2.

Íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ äîâîäÿòüñÿ ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè (äèâ. [132]):

∆Q̂k − Q̂k∆ = Q̂k−1[2k]{q2k+n−2γ2}, (2.2.9)

∆(Qk) = Qk−1[2k][2k + n− 2], (2.2.10)

äå [r] � q-÷èñëà òà

{a} =
a− a−1

q − q−1 .

Ìè òàêîæ ìà¹ìî

Q̂∗ = q−n+1∆, ∆∗ = qn−1Q̂, θ∗j = −θj,

äå ÷åðåç ∗ ïîçíà÷åíî åðìiòîâå ñïðÿæåííÿ ïî âiäíîøåííþ äî ñêàëÿðíîãî äî-

áóòêó (2.2.4) (äèâ. [132]).

Ïîëiíîì p ∈ A íàçèâà¹òüñÿ q-ãàðìîíi÷íèì, ÿêùî ∆p = 0. Ëiíiéíèé ïiä-

ïðîñòið A, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç

H. Íåõàé Hm = Am ∩H. Òîäi

H =
∞⊕

m=0

Hm.

Ïîäiáíî äî êëàñè÷íîãî âèïàäêó, ïðîñòið Am ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó

âèãëÿäi ïðÿìî¨ ñóìè (äèâ. [132])

Am = Hm ⊕QAm−2. (2.2.11)
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Öåé ðîçêëàä ìà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê:

Am =
⊕

0≤2j≤m

QjHm−2j (2.2.12)

(ïiäñóìîâóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî j = 0, 1, 2, . . . , bm/2c, äå bm/2c � öiëà ÷à-

ñòèíà m/2). Íàñòóïíå òâåðæåííÿ äîâåäåíî ó [132]:

Òâåðæåííÿ 2.1. q-Îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ êîìóòó¹ ç óñiìà îïåðàòîðàìè

ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son).

Ç Òâåðæåííÿ 2.1 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið Hm ¹ iíâàðiàíòíèì ïî âiäíîøåí-

íþ äî ïðåäñòàâëåííÿ T (m). Ìè ïîçíà÷à¹ìî çâóæåííÿ öüîãî ïðåäñòàâëåííÿ íà

Hm ÷åðåç Tm. Îñêiëüêè Q ¹ iíâàðiàíòíèì ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ U ′
q(son), ç

(2.2.12) âèïëèâà¹, ùî

T (m) =
⊕

0≤2j≤m

Tm−2j. (2.2.13)

Íèæ÷å ìè iäåíòèôiêó¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ Tm−2j ç âiäïîâiäíèìè ïðåäñòàâëåííÿ

ï. 2.2.1.

Òâåðæåííÿ 2.2. ßêùî hm(x) ∈ Hm, òîäi h̃m−1(x) := γ−1
n ∂nhm(x) ∈ Hm−1

òà

ĥm+1(x) := hm(x)xn −
Qγ−1

n ∂nhm(x)

[n+ 2m− 2]
∈ Hm+1. (2.2.14)

Ó [132] ïîêàçàíî, ùî A ' C[Q] ⊗ H. Öåé ðîçêëàä ¹ q-àíàëîãîì òåîðåìè

ïðî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ ãðóï Ëi ó àáñòðàêòíié ôîðìi (äèâ., íàïðèêëàä,

[107]). Ìè ìà¹ìî

A ' C[Q] ⊗H ' C[Q] ⊗
⊕
m≥0

Hm =
⊕
m≥0

(C[Q] ⊗Hm) . (2.2.15)
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ßêùî hm(x) ∈ Hm òà h′s(x) ∈ Hs, òîäi (îñêiëüêè Q̂∗ = q−n+1∆ ïî âiäíî-

øåííþ äî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (2.2.4)) ìè ìà¹ìî

〈Qkhm, Q
lh′s〉 = qk(−n+1)〈hm,∆

kQlh′s〉.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.2.9), ìè âèâîäèìî ∆(Qlh′s) = Ql−1[2l][2l + n + 2s − 2]h′s.

Çàñòîñîâóþ÷è ïîâòîðíî öþ ôîðìóëó, ìè îòðèìó¹ìî ç ïîïåðåäíüî¨ ôîðìóëè,

ùî

〈Qkhm, Q
lh′s〉 = δklq

k(−n+1)[2l]!!
[2k + n+ 2s− 2]!!

[n+ 2s− 2]!!
〈hm, h

′
s〉. (2.2.16)

Çàóâàæåííÿ. Ïî àíàëîãi¨ äî êëàñè÷íîãî âèïàäêó, ìè ìîæåìî ðîçãÿäàòè

ñêàëÿðíèé äîáóòîê (2.2.4) ÿê iíòåãðàë ôóíêöi¨ p1p
∗
2. Òîäi ôîðìóëà (2.2.16)

îçíà÷à¹ âèêîíàííÿ �iíòåãðóâàííÿ� ïî âiäíîøåííþ äî q-ðàäiàëüíî¨ ÷àñòèíè.

Ïîäiáíî äî êëàñè÷íîãî âèïàäêó, ñêàëÿðíèé äîáóòîê 〈hm, h
′
s〉 ìîæå òðàêòó-

âàòèñü ÿê �iíòåãðóâàííÿ� ïî q-ñôåðè÷íèì êîîðäèíàòàì äëÿ q-ãàðìîíi÷íèõ

ïîëiíîìiâ.

Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî

〈Ql, Qs〉 = ql(1−n)〈1,∆lQs〉 = δlsq
l(−n+1) [2l]!![2l + n− 2]!!

[n− 2]!!
. (2.2.17)

2.2.3. Ïðîåêöiÿ Am → Hm. Ðîçêëàä (2.2.11) ¹ îðòîãîíàëüíèì ïî âiä-

íîøåííþ äî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (2.2.4). Çêîíñòðóþ¹ìî ïðîåêòîð Hm : Am =

Hm ⊕QAm−2 → Hm. Ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî öåé ïðîåêòîð ó âèãëÿäi

Hmp =

bm/2c∑
k=0

αkQ̂
k∆kp, αk ∈ C, p ∈ Am, (2.2.18)

äå bm/2c îçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó m/2. Ìè ìà¹ìî îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ êîåôi-

öi¹íòiâ αk. Äëÿ òîãî, ùîá öå çðîáèòè, ìè äi¹ìî q-îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ∆ íà
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îáèäâi ÷àñòèíè (2.2.18) òà âèêîðèñòîâó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (2.2.9). Ïðè öié äi¨

ëiâà ÷àñòèíà çàíóëÿ¹òüñÿ. Ïðèðiâíþþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó äî íóëÿ, ìè âèâîäèìî

ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ αk, ÿêå äà¹

αk =
(−1)k

[2k]!![n+ 2m− 4][n+ 2m− 6] · · · [n+ 2m− 2k − 2]
=

=
(−1)k[n+ 2m− 2k − 4]!!

[2k]!![n+ 2m− 4]!!
, (2.2.19)

äå [s]!! = [s][s− 2][s− 4] · · · [2] (àáî [1]) òà [0]!! = 1.

Çàóâàæèìî, ùî êîåôiöi¹íòè αk âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåí-

íÿì îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæíèêà. Ó (2.2.19) ìè âèáðàëè

öþ êîíñòàíòó òàê, ùîá Hmp = p äëÿ p ∈ Hm. Öå îçíà÷à¹, ùî H2
m = Hm.

Òâåðæåííÿ 2.3.

(à) Îïåðàòîð Hm êîìóòó¹ ç îïåðàòîðàìè θj ïðåäñòàâëåííÿ T (m) àëãåáðè

U ′
q(son).

(á) Ðîçãÿäàþ÷è ñêàëÿðíèé äîáóòîê (2.2.4) íà ïðîñòîði Am, ìè ìà¹ìî H∗ =

H.

Äîâåäåííÿ. Ïóíêò (à) âèïëèâà¹ ç ôàêòó, ùî θj êîìóòó¹ ç Q̂ òà ∆. Ïóíêò (á)

¹ íàñëiäêîì ðiâíîñòåé Q̂∗ = q−n+1∆ òà ∆∗ = qn−1Q̂.

Ïîêàæåìî ÿê ïîáóäóâàòè çîíàëüíi ïîëiíîìè (òîáòî iíâàðiàíòíi åëåìåíòè

ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ ïiäàëãåáðè U ′
q(son−1)) ó ïðîñòîði Hm âèêîðèñòîâóþ÷è

îïåðàòîð Hm. Äëÿ òîãî, ùîá öå çðîáèòè, ìè áåðåìî äåÿêèé ïîëiíîì p ∈ Am,

iíâàðiàíòíèé ïî âiäíîøåííþ äî U ′
q(son−1), òà äi¹ìî íà íüîãî îïåðàòîðîì Hm.

Îñêiëüêè ïðîåêòîð Hm êîìóòó¹ ç äi¹þ U ′
q(son−1), îòðèìàíèé òàêèì ÷èíîì

ïîëiíîì ¹ çîíàëüíèì ïîëiíîìîì. Çðîçóìiëî, ùî ïîëiíîì p(x) = xm
n íàëåæèòü
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äî Am òà ¹ iíâàðiàíòíèì ïðè äi¨ U ′
q(son−1). Ìè ìà¹ìî

ϕ′
m := Hmx

m
n =

bm/2c∑
k=0

αkQ̂
k∆kxm

n =

bm/2c∑
k=0

αkQ̂
k∂2k

n x
m
n

=

bm/2c∑
k=0

(−1)k [m]![n+ 2m− 2k − 4]!!

[m− 2k]![2k]!![n− 2m− 4]!!
Qkxm−2k

n . (2.2.20)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ

(a; q)s = (1 − a)(1 − qa)(1 − q2a) · · · (1 − qs−1a),

ìè çâîäèìî çîíàëüíèé ïîëiíîì (2.2.20) äî âèãëÿäó

ϕ′
m =

bm/2c∑
k=0

(q−2m; q4)k(q
−2m+2; q4)k

(q4; q4)k(q−2n−4m+8; q4)k
q−k(n−5)Qkxm−2k

n . (2.2.21)

Âií ñïiâïàäà¹ ç ôîðìóëîþ äëÿ çîíàëüíîãî ïîëiíîìà, ÿêèé çíàéäåíî iíøèì

ìåòîäîì â [132].

2.2.4. q-Àíàëîã ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê ïî âiäíîøåí-

íþ äî U ′
q(son−1). Âiäîìî (äèâ. [153], ãëàâè 9 òà 10), ùî ó ïðîñòîði êëàñè÷íèõ

îäíîðiäíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ iñíóþòü ðiçíi îðòîíîðìîâíi áàçèñè. Âîíè

âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ðîçäiëåííÿì çìiííèõ. Êîæíå ðîçäiëåííÿ çìiííèõ âiäïî-

âiäà¹ ïåâíîìó ëàíöþæêó ïiäãðóï ó ãðóïi îáåðòàíü SO(n). Íèæ÷å ìè ïîêàçó-

¹ìî ñõîæó êàðòèíó äëÿ ïðîñòîðiâ Hm îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó, ìåòîä äåðåâ ðîçðiçíÿ¹ ðiçíi ðîçäiëåííÿ çìiííèõ

àáî, åêâiâàëåíòíî, ðiçíi ëàíöþæêè ïiäãðóï ó SO(n). Òîé ñàìèé ìåòîä äåðåâ

çàñòîñîâíèé äî q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ, àëå çàìiñòü ïiäãðóï â SO(n), ìè

ìà¹ìî âçÿòè âiäïîâiäíi ëàíöþæêè ïiäàëãåáð ó àëãåáði U ′
q(son).
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Ìåòà öüîãî ïiäðîçäiëó � ïîáóäóâàòè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó ïðîñòîði Hm

îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ëàíöþæêó

U ′
q(son) ⊃ U ′

q(son−1) ⊃ · · · ⊃ U ′
q(so3) ⊃ U ′

q(so2), (2.2.22)

äå U ′
q(so2) � êîìóòàòèâíà ïiäàëãåáðà, ïîðîäæåíà åëåìåíòîì I21. Öåé áàçèñ

¹ q-àíàëîãîì äîáðå âiäîìîãî íàáîðó ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê, ÿêi ¹

äîáóòêàìè ïåâíèõ ïîëiíîìiâ Ãåãåíáàóåðà (äèâ., [153], ãëàâà 9).

Òâåðæåííÿ 2.4. Íåõàé hs(x
′) � îäíîðiäíèé ãàðìîíi÷íèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ

s ïî x′ = (x1, x2, . . . , xn−1). Òîäi äëÿ x
m−s
n hs(x

′) ∈ Am ìè ìà¹ìî

Hm(xm−s
n hs(x

′))

=

b(m−s)/2c∑
k=0

(−1)kq−2sk[m− s]![2m+ n− 2k − 4]!!

[m− s− 2k]![2k]!![2m+ n− 4]!!
Qkxm−s−2k

n

hs(x
′).

(2.2.23)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

∆(n−1)(x
m−s
n hs(x

′)) = xm−s
n (∆(n−1)hs(x

′)) = 0,

äå ∆(n−1) � q-îïåðàòîð Ëàïëàñà äëÿ åëåìåíòiâ x1, x2, . . . , xn−1, ìè ìà¹ìî

∆(xm−s
n hs(x

′)) = (q∆(n−1)+∂
2
n)(x

m−s
n hs(x

′)) = q−2s[m−s][m−s−1]xm−s
n hs(x

′).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîâòîðíî îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíiñòi

Hm(xm−s
n hs(x

′)) =

bm/2c∑
k=0

αkQ̂
k∆k

(n)(x
m−s
n hs(x

′)) ,

ìè âèâîäèìî ñïiââiäíîøåííÿ (2.2.23). Òâåðæåííÿ äîâåäåíî.
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Ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç t̂n,m
s (Q, xn) âèðàç ïðè hs(x

′) ó ïðàâié ñòîðîíi (2.2.23):

t̂n,m
s (Q, xn) =

b(m−s)/2c∑
k=0

(−1)kq−2sk[m− s]![2m+ n− 2k − 4]!!

[m− s− 2k]![2k]!![2m+ n− 4]!!
Qkxm−s−2k

n .

(2.2.24)

Çîêðåìà, ìè ìà¹ìî t̂n,m
0 (Q, xn) = ϕ′

m = Hmx
m
n .

Äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ Hm, ìè ìà¹ìî íîðìàëi-

çóâàòè âèðàç (2.2.23). Ðîçãÿíåìî ñïî÷àòêó íîðìóâàííÿ ϕ′
m. Ìè ìà¹ìî

〈ϕ′
m, ϕ

′
m〉 = 〈Hmx

m
n , Hmx

m
n 〉 = 〈xm

n , H
∗
mHmx

m
n 〉 = 〈xm

n , Hmx
m
n 〉

= 〈xm
n , ϕ

′
m〉 = c(0)

m 〈xm
n , x

m
n 〉,

äå c(0)
m � êîåôiöi¹íò ïðè xm

n ó âèðàçi (2.2.21) äëÿ ϕ′
m (îñòàííÿ ðiâíiñòü �

çàâäÿêè âèçíà÷åííþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (2.2.4)). Ìè ìà¹ìî

c(0)
m =

bm/2c∑
k=0

(q−2m; q4)k(q
−2m+2; q4)k

(q−2n−4m+8; q4)k

qk(−2n+6)

(q4; q4)k

= 2ϕ1(q
−2m, q−2m+2; q8−2n−4m ; q4, q−2n+6).

Öåé q-ãiïåðãåîìåòðè÷íèé ðÿä ìîæå áóòè ïðîñóìîâàíèé ç âèêîðèñòàííÿì ôîð-

ìóëè

2ϕ1(a, q
−n; c; q, cqn/a) =

(c/a; q)n

(c; q)n
(2.2.25)

(äèâ. [46], ðîçäië 1.5). Â ðåçóëüòàòi, ìè âèâîäèìî, ùî

c(0)
m =

(q−2(n+m−3); q4)m/2

(q−2(n+2m−4); q4)m/2
, ÿêùî m− s ¹ ïàðíèì,

c(0)
m =

(q−2(n+m−4); q4)(m−1)/2

(q−2(n+2m−4); q4)(m−1)/2
, ÿêùî m− s ¹ íåïàðíèì.
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Îñêiëüêè 〈xm
n , x

m
n 〉 = (∂′n)

nxm
n = [n]!, íîðìóâàííÿ çîíàëüíîãî ïîëiíîìà ç Hm

ìà¹ âèãëÿä

ϕm = (c(0)
m [m]!)−1/2ϕ′

m.

Çàðàç íåõàé τm
s ïîçíà÷à¹ âèðàç (2.2.23). Àíàëîãi÷íî ìè ìà¹ìî

〈τm
s , τ

m
s 〉 = 〈Hm(xm−s

n hs(x
′)), Hm(xm−s

n hs(x
′))〉 = 〈xm−s

n hs(x
′), τm

s 〉

= c(s)m 〈xm−s
n hs(x

′), xm−s
n hs(x

′)〉

= c(s)m q−s(m−s)〈hs(x
′)xm−s

n , xm−s
n hs(x

′)〉

= c(s)m q−s(m−s)[m− s]!〈hs(x
′), hs(x

′)〉,

äå c(s)m � êîåôiöi¹íò ïðè xm−s
n ó âèðàçi (2.2.24) äëÿ t̂n,m

s (Q, xn). Ìè îòðèìó¹ìî

ç (2.2.24), ùî

c(s)m =

b(m−s)/2c∑
k=0

(q−2(m−s); q4)k(q
−2(m−s)+2; q4)k

(q−2n−4m+8; q4)k

qk(−2n−4s+6)

(q4; q4)k

= 2ϕ1(q
2(s−m), q2(s−m)+2; q8−2n−4m ; q4, q6−2n−4s).

Öåé q-ãiïåðãåîìåòðè÷íèé ðÿä ïiäñóìîâó¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè (2.2.25)

i ìè îòðèìó¹ìî

c(s)m =
(q2(−n−m−s+3); q4)(m−s)/2

(q2(−n−2m+4); q4)(m−s)/2
, ÿêùî m− s ¹ ïàðíèì, (2.2.26)

c(s)m =
(q2(−n−m−s+4); q4)(m−s−1)/2

(q2(−n−2m+4); q4)(m−s−1)/2
, ÿêùî m− s ¹ íåïàðíèì. (2.2.27)

Çàìiñòü t̂n,m
s (Q, xn) ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íîðìîâàíèé âèðàç

tn,m
s (Q, xn) =

qs(m−s)/2√
c
(s)
m [m− s]!

t̂n,m
s (Q, xn). (2.2.28)
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Äëÿ ïîáóäîâè îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ïðîñòîðà Hm ó ÿâíîìó âèãëÿäi, ìè

áåðåìî äî óâàãè, ùî

〈tn,m
s (Q, xn)hs(x

′), tn,m
s (Q, xn)hs(x

′)〉 = 〈hs(x
′), hs(x

′)〉.

Ìè çàñòîñîâó¹ìî íàâåäåíi âèùå àðãóìåíòè öüîãî ïiäðîçäiëó äî îäíîðiäíèõ

q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ âiä x1, x2, . . . , xn−1. Â ðåçóëüòàòi, ìè îòðèìó¹ìî q-

ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè ó âèãëÿäi

tn,m
s (Q, xn)t

n−1,s
r (Qn−1, xn−1)hr(x

′′), s = 0, 1, 2, . . . ,m; r = 0, 1, 2, . . . , s,

äå

Qn−1 = x2
1 + q−1x2

2 + · · · + q−n+2x2
n−1, x′′ = (x1, x2, . . . , xn−2),

hr(x
′′) � åëåìåíòè ïðîñòîðó îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ r

ïî x1, x2, . . . , xn−2, òà tn−1,s
r (Qn−1, xn−1) âèçíà÷à¹òüñÿ (2.2.24) òà (2.2.28).

Ïðîäîâæóþ÷è öþ ïðîöåäóðó, ìè îòðèìó¹ìî íîðìîâàíi ïîëiíîìè ç Hm ó

âèãëÿäi

Ξm(x) ≡ Ξm,mn−1,mn−2,...,m2
(x)

= tn,m
mn−1

(Q, xn)t
n−1,mn−1
mn−2

(Qn−1, xn−1) · · · t3,m3
m2

(Q3, x3)t
2,m2(x1, x2), (2.2.29)

m ≥ mn−1 ≥ mn−2 ≥ · · · ≥ m3 ≥ |m2|, (2.2.30)

äå ïîëiíîìè t2,m2(x1, x2) âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïîâíèé íàáið ëiíiéíî

íåçàëåæíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ âiä x1 òà x2 ñïiâïàäà¹ ç

z(0) ≡ 1, z(s) = (ix1 + x2)(ix1 + qx2) · · · (ix1 + qs−1x2), s > 0,

z(s) = (ix1 − x2)(ix1 − qx2) · · · (ix1 − q−s+1x2), s < 0



109

(äèâ. [132]). Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî c(0) ≡ 〈z(0), z(0)〉 = 1 òà

c(s) ≡ 〈x(s), x(s)〉 = c(−s) ≡ 〈x(−s), x(−s)〉 = 2qs(s−1)/2[s][2s− 2]!!, s > 0.

Ìè ïîêëàäà¹ìî

t2,m2(x1, x2) = (c(m2))−1/2z(m2).

Êîæíîìó íàáîðó öiëèõ mn−1,mn−2, . . . ,m3,m2, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü óìîâi

(2.2.30), âiäïîâiäà¹ ïîëiíîì (2.2.29). (Äëÿ ôiêñîâàíîãî m3, ÷èñëî m2 ïðèéìà¹

çíà÷åííÿ −m3,−m3 + 1, . . . ,m3.) Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî ÷èñëî öèõ

ïîëiíîìiâ äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó Hm, ÿêà äàíà ó Íàñëiäêó 3.1.4 ç

[132]. Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ïîëiíîìè (2.2.29) ¹ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèìè (äîâåäå-

ííÿ öüîãî ôàêòó âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî ïðèéíÿòè äî óâàãè âèçíà÷åííÿ (2.2.4)

ñêàëÿðíîãî äîáóòêó òà ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ öüîãî ïiäðîçäiëó). Öå îçíà÷à¹,

ùî íàáið âñiõ ïîëiíîìiâ (2.2.29) ñêëàäà¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó ïðîñòîði

Hm. Öåé áàçèñ âiäïîâiäà¹ ëàíöþæêó ïiäàëãåáð (2.2.22).

Ïðåäñòàâëåííÿ áàçèñó ó ïðîñòîði Hm ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ∆pm = 0 ó âè-

ãëÿäi (2.2.29) äà¹ íàì q-àíàëîã ðîçäiëåííÿ çìiííèõ êëàñè÷íîãî àíàëiçó. Öå

q-ðîçäiëåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäà¹ ëàíöþæêó ïiäàëãåáð (2.2.22). q-Àíàëîãè ií-

øèõ òèïiâ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ áóäå äàíî íèæ÷å.

2.2.5. Ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son) íà Hm. Ó öüîìó ïóíêòi ìè âèâîäèìî

ôîðìóëè äi¨ îïåðàòîðiâ θj íà áàçèñíi åëåìåíòè (2.2.29).

Ëåìà 2.1. Íåõàé hm(x) = t̂n,m
s (Q, xn)hs(x

′), äå t̂n,m
s äà¹òüñÿ (30) òà hs(x

′)

¹ îäíîðiäíèì q-ãàðìîíi÷íèì ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ s ïî çìiííèì

x′ = (x1, x2, . . . , xn−1). Òîäi äëÿ âiäïîâiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ h̃m−1(x)
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òà ĥm+1(x), ÿêi äàþòüñÿ Òâåðæåííÿì 2.2, ìè ìà¹ìî

h̃m−1(x) = q−s[m− s]
[n+m+ s− 3]

[n+ 2m− 4]
t̂n,m−1
s (Q, xn)hs(x

′), (2.2.31)

ĥm+1(x) = qst̂n,m+1
s (Q, xn)hs(x

′). (2.2.32)

Òåîðåìà 2.1. Îïåðàòîðè Tm(Ik,k−1) = θk−1, k = 2, 3, . . . , n, äiþòü íà

áàçèñíi åëåìåíòè Ξm ≡ |m〉, ç (2.2.29), ÿê

Tm(Ik,k−1)|m〉 = −([mk +mk−1 + k − 2][mk −mk−1])
1/2A(mk−1)|m+

k−1〉

+([mk +mk−1 + k − 3][mk −mk−1 + 1])1/2A(mk−1 − 1)|m−
k−1〉, k 6= 2,

Tm(I21)|m〉 = i[m2]|m〉,

äå mn ≡ m, m±
k−1 ïîçíà÷à¹ íàáið ÷èñåë m ç mk−1 çàìiíåíèì íà mk−1 ± 1,

âiäïîâiäíî, òà

A(mk−1) =

(
[mk−1 +mk−2 + k − 3][mk−1 −mk−2 + 1]

[2mk−1 + k − 3][2mk−1 + k − 1]

)1/2

.

Ïîðiâíþþ÷è îïåðàòîðè Tm(Ik,k−1) ç îïåðàòîðàìè íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåí-

íÿ Rm àëãåáðè U ′
q(son) ç ï. 2.2.1, ìè îòðèìó¹ìî

Íàñëiäîê. Ïðåäñòàâëåííÿ Tm, ðåàëiçîâàíå íà ïðîñòîði Hm îäíîðiäíèõ

q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ ¹ åêâiâàëåíòíèì äî íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ Rm

êëàñó 1 àëãåáðè U ′
q(son).

2.2.6. q-Àíàëîã ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê ïî âiäíîøåííþ

äî U ′
q(sop)×U ′

q(son−p). Ó ï. 2.2.4 ìè çíàéøëè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó

Hm îäíîðiäíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ, ùî âiäïîâiäà¹ ëàíöþæêó ïiäàëãåáð
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(2.2.22). Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíi áàçèñè öüîãî ñàìîãî

ïðîñòîðà, ùî âiäïîâiäàþòü çâóæåííÿì

U ′
q(son) ⊃ U ′

q(sop) × U ′
q(son−p). (2.2.33)

ßê i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó (äèâ. [153], ãëàâà 10), ïîäàëüøi çâóæåííÿ ìîæóòü

áóòè çðîáëåíèìè ÿê â (2.2.22) àáî ÿê â (2.2.33). Çîêðåìà, çâè÷àéíèé ìåòîä

äåðåâ (äèâ. [153], ðîçäië 10.2) ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äî îïèñó ðiçíèõ ëàí-

öþæêiâ ïiäàëãåáð, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèìè îðòîíîðìîâàíèì áàçèñàì Hm.

Ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî íàáið x = (x1, x2, . . . , xn) ÿê x = (y, t), äå

y = (x1, x2, . . . , xp) òà t = (xp+1, xp+2, . . . , xn). Òîäi q-îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆

ìîæå áóòè çàïèñàíèé ÿê

∆ = qn−p∆(y) + ∆(t),

äå ∆(y) òà ∆(t) � q-îïåðàòîðè Ëàïëàñà äëÿ y òà t, âiäïîâiäíî.

Ùîá çíàéòè áàçèñè Hm, ùî âiäïîâiäàþòü çâóæåííþ (2.2.33), ìè âiçüìåìî

íåâiä'¹ìíi ÷èñëà s1 òà s2, òàêi ùî m òà s1 + s2 ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü i

m− s1 − s2 ≥ 0. Çíàéäåìî ãàðìîíi÷íó ïðîåêöiþ ôóíêöi¨

Q
(m−s1−s2)/2
t hs1

(t)hs2
(y) ∈ Am,

äå Qt := xp+1 + q−1xp+2 + · · · + q−(n−p)+1xn òà hs1
(t) (âiäïîâiäíî hs2

(y)) ¹

îäíîðiäíèì ñòåïåíÿ s1 (âiäïîâiäíî ñòåïåíÿ s2) ãàðìîíi÷íèì ïîëiíîìîì âiä t

(âiäïîâiäíî âiä y). Ç âèçíà÷åííÿ (2.2.3) ïîõiäíèõ ∂i òà ç (2.2.8), ìè ìà¹ìî

∆ (Qr
ths1

(t)hs2
(y)) = ∆(t) (Qr

ths1
(t)hs2

(y)) + qn−pQr
ths1

(t)∆(y)hs2
(y)

= q−2s2∆(t) (Qr
ths1

(t))hs2
(y),
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äå r = (m−s1−s2)/2. Âçÿâøè äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (2.2.9), ìè îòðèìó¹ìî

∆ (Qr
ths1

(t)hs2
(y)) = q−2s2Qr−1

t [2r][2r + n− p+ 2s1 − 2]hs1
(t)hs2

(y).

Çàñòîñîâóþ÷è ïîâòîðíî öþ ôîðìóëó, ìè âèâîäèìî

Hm (Qr
ths1

(t)hs2
(y)) =

bm/2c∑
k=0

αkQ̂
k∆k (Qr

ths1
(t)hs2

(y)) =

(
r∑

k=0

(−1)kq−2s2k[2r]!!

[n+ 2m− 4]!!

× [2r + n− p+ 2s1 − 2]!![n+ 2m− 2k − 4]!!

[2r − 2k]!![2r + n− p+ 2s1 − 2k − 2]!![2k]!!
QkQr−k

t

)
hs1

(t)hs2
(y), (2.2.34)

äå, ÿê i ðàíiøå, r = (m− s1 − s2)/2.

Ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç t̂n,p; m
s1,s2

(Qt, Qy) âèðàç ïðè hs1
(t)hs2

(y) ó ïðàâié ÷àñòèíi

(2.2.34):

t̂n,p; m
s1,s2

(Qt, Qy) =

=
r∑

k=0

(−1)kq−2s2k[2r]!!

[n+ 2m− 4]!!

[2r + n− p+ 2s1 − 2]!![n+ 2m− 2k − 4]!!

[2r − 2k]!![2r + n− p+ 2s1 − 2k − 2]!![2k]!!
QkQr−k

t .

(2.2.35)

Çîêðåìà,

t̂n,p; m
0,0 (Qt, Qy) =

[2r]!![2r + n− p− 2]!!

[n+ 2m− 4]!!

r∑
k=0

(−1)k[n+ 2m− 2k − 4]!!QkQr−k
t

[2r − 2k]!![2r + n− p− 2k − 2]!![2k]!!
,

(2.2.36)

äå m � ïàðíå, ¹ çîíàëüíèì ïîëiíîìîì ó ïðîñòîði Hm ïî âiäíîøåííþ äî ïiä-

àëãåáðè U ′
q(sop) × U ′

q(son−p). Êîëè m � íåïàðíå, òîäi ïðîñòið Hm íå ìà¹ çî-

íàëüíèõ ïîëiíîìiâ.

Äëÿ íîðìóâàííÿ âèðàçó (2.2.35), ìè ìà¹ìî ïîðàõóâàòè êîåôiöi¹íò c(s1,s2)
m

ïðè Qr
t â t̂

n,p; m
s1,s2

(Qt, Qt). Çàâäÿêè ôîðìóëi (2.2.25), ìè ìà¹ìî

c(s1,s2)
m =

(q4−4s2−2p−4r; q4)r

(q−2n−4m+8; q4)r
.
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Ïîâòîðþþ÷è àðãóìåíòàöiþ ç ï. 2.2.4 äëÿ âèâåäåííÿ ôîðìóëè (2.2.28), ìè âè-

êîíó¹ìî íîðìóâàííÿ âèðàçó (2.2.35). Íîðìîâàíèé âèðàç ìà¹ âèãëÿä:

tn,p; m
s1,s2

(Qt, Qy) =

(
[n+ 2s1 − p− 2]!!q(n−p−1)r+2s2r+s1s2

[2r]!![2s1 + n+ 2r − p− 2]!!c
(s1,s2)
m

)1/2

t̂n,p; m
s1,s2

(Qt, Qy).

Äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó ïðîñòîði Hm, ùî âiä-

ïîâiäà¹ çâóæåííþ U ′
q(son) ⊃ U ′

q(sop)×U ′
q(son−p), ó ÿâíîìó âèãëÿäi, ìè çàóâà-

æèìî, ùî

〈tn,p; m
s1,s2

(Qt, Qy)hs1
(t)hs2

(y), tn,p; m
s1,s2

(Qt, Qy)hs1
(t)hs2

(y)〉

= 〈hs1
(t), hs1

(t)〉〈hs2
(y), hs2

(y)〉.

Òîìó, äëÿ ïîáóäîâè òàêîãî áàçèñó ìè ìà¹ìî âçÿòè îðòîíîðìîâàíi áàçèñè

h
(i)
s1 (t) òà h(j)

s2 (y) íà ïðîñòîðàõ H(t)
s1 òà H(y)

s2 îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëi-

íîìiâ âiä t òà y, âiäïîâiäíî, i ïîáóäóâàòè äîáóòêè

tn,p;m
s1,s2

(Qt, Qy)h
(i)
s1

(t)h(j)
s2

(y), (2.2.37)

s1+s2 ≡ m(mod 2), s1+s2 ≤ m, i = 1, 2, . . . , dim H(t)
s1
, j = 1, 2, . . . , dim H(y)

s2
.

Ëåãêî ïîðàõóâàòè, ùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ (2.2.37) äîðiâíþ¹ dim Hm. Ç iíøî¨

ñòîðîíè, äîâîäèòüñÿ ÿê ó âèïàäêó áàçèñíèõ åëåìåíòiâ (2.2.29), ùî åëåìåíòè

(2.2.37) ¹ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèìè. Òîìó ïîëiíîìè (2.2.37) ñêëàäàþòü îðòî-

íîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó Hm. Çîêðåìà, ìè ìîæåìî âçÿòè åëåìåíòè Ξs1
(t),

s1 = (s1, s
′
1, . . .), òà Ξs2

(y), s2 = (s2, s
′
2, . . .), òèïó (2.2.29) ÿê îðòîíîðìîâàíi

áàçèñè ïðîñòîðiâ H(t)
s1 òà H(y)

s2 , âiäïîâiäíî. Òîäi åëåìåíòè

tn,p; m
s1,s2

(Qt, Qy)Ξs1
(t)Ξs2

(y) (2.2.38)
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ôîðìóþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ Hm, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ëàíöþæêó

U ′
q(son) ⊃ U ′

q(sop) × U ′
q(son−p) ⊃ U ′

q(sop−1) × U ′
q(son−p−1) ⊃ · · · . (2.2.39)

ßê âêàçàíî âèùå, äëÿ ïîáóäîâè ðiçíèõ îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâHm ìîæå áóòè

çàñòîñîâàíèé ìåòîä äåðåâ ç ðîçäiëó 10.2 â [153]. Ðiçíèì äåðåâàì âiäïîâiäàþòü

ðiçíi ëàíöþæêè ïiäàëãåáð U ′
q(son) òà àñîöiéîâàíi ç íèìè îðòîíîðìîâàíi áà-

çèñè. Òàêèì ÷èíîì, ÿê â ï. 2.2.4, ìè îòðèìó¹ìî q-àíàëîãè ðiçíèõ ðîçäiëåíü

çìiííèõ.

Íèæ÷å, äëÿ âèâåäåííÿ ôîðìóë äëÿ äi¨ îïåðàòîðiâ θj íà áàçèñíi åëåìåíòè,

ùî âiäïîâiäàþòü çâóæåííþ (2.2.39), íàì ïîòðiáíî iíøèé áàçèñ Hm. Âií îòðè-

ìó¹òüñÿ ç áàçèñó (2.2.38), ÿêùî åëåìåíòè Ξs1
(t) ïðîñòîðó H(t)

s1 çàìiíèòè íà

ïîëiíîìè Ξ̃s1
(t), äå Ξ̃s1

(t) îòðèìó¹òüñÿ ç Ξs1
(t) çàìiíîþ xp+1, xp+2, . . . , xn íà

xn, xn−1, . . . , xp+1, âiäïîâiäíî, òà q íà q−1. Ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì äîâîäèòüñÿ,

ùî ∆tΞ̃s1
(t) = 0. Îòæå, ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ

Ξn,p
s1,s2

(x) = tn,p; m
s1,s2

(Qt, Qy)Ξ̃s1
(t)Ξ̃s2

(y) (2.2.40)

ïðîñòîðó Hm.

Äëÿ íèæ÷åíàâåäåíèõ îá÷èñëåíü, íàì áóäóòü ïîòðiáíi ïîëiíîìè

h̃n−p
s1,s2

(t) := t̃p,s1

s′1
(Qt, xp+1)h̃s′1

(t′), (2.2.41)

ÿêi êðàòíi äî Ξ̃s1
(t), äå t′ = (xp+2, xp+3, . . . , xn) òà t̃

p,s1

s′1
(Qt, xp+1) i h̃s′1

(t′) îòðè-

ìóþòüñÿ ç t̂p,s1

s′1
(Qt, xn) òà hs′1

(xp+1, . . . , xn−1) çãàäàíîþ âèùå çàìiíîþ. Äëÿ ïî-

ëiíîìiâ (2.2.41), àíàëîãi÷íî äî Ëåìè 2.1, äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 2.2.Ó ïðîñòîði q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ âiä xp+1, xp+2, . . . , xn: ñïðàâ-
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äåëèâi íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

γp+1∂p+1h̃
n−p
s1,s′1

(t) = qs′1[s1 − s′1]
[n− p+ s1 + s′1 − 3]

[n− p+ 2s1 − 4]
h̃n−p

s1−1,s′1
(t),

h̃n−p
s1,s′1

(t)xp+1 −
qn−p−1Qtγp+1∂p+1h̃

n−p
s1,s′1

(t)

[n− p+ 2s1 − 2]
= q−s′1h̃n−p

s1+1,s′1
(t).

2.2.7. Ïðåäñòàâëåííÿ Tm ó U ′
q(sop) × U ′

q(son−p)-áàçèñi. Îñíîâíà ìåòà

â öüîìó ïóíêòi � âèâåñòè ôîðìóëè äëÿ äi¨ îïåðàòîðiâ θj íà áàçèñ (2.2.40),

ÿêèé âiäïîâiäà¹ çâóæåííþ (2.2.39).

Ñïî÷àòêó ìè îòðèìà¹ìî äiþ îïåðàòîðà Tm(Ip+1,p) = θp íà íåíîðìîâàíi

áàçèñíi âåêòîðè. Ìà¹ìî

θp(Q
r
ths1

(t)hs2
(y)) =

=
qs2−2s1−2r[n− 4 + 2s1 + 2s2 + 2r]

[n− p+ 2s1 − 2][p+ 2s2 − 2]
Qr+1

t (γp+1∂p+1h̃
n−p
s1,s′1

(t))(γ−1
p ∂ph

p
s2,s′2

(y))

+qs2−s′1−2r−1 [p+ 2s2 + 2r − 2]

[p+ 2s2 − 2]
Qr

th̃
n−p
s1+1,s′1

(t)(γ−1
p ∂ph

p
s2,s′2

(y))

−q−s2+s′2+2r [n− p+ 2s1 + 2r − 2]

[n− p+ 2s1 − 2]
Qr

t(γp+1∂p+1h̃
n−p
s1,s′1

(t))hp
s2+1,s′2

(y)

−q2s1−s2−s′1+s′2+2r−1[2r]Qr−1
t h̃n−p

s1+1,s′1
(t)hp

s2+1,s′2
(y), (2.2.42)

äå âèðàçè γp+1∂p+1h̃
n−p
s1,s′1

(t) òà γ−1
p ∂ph

p
s2,s′2

(y) ðiâíi

γp+1∂p+1h̃
n−p
s1,s′1

(t) = qs′1[s1 − s′1]
[n− p+ s1 + s′1 − 3]

[n− p+ 2s1 − 4]
h̃n−p

s1−1,s′1
(t),

γ−1
p ∂ph

p
s2,s′2

(y) = q−s′2[s2 − s′2]
[p+ s2 + s′2 − 3]

[p+ 2s2 − 4]
hp

s2−1,s′2
(y).

Ïîäiÿâøè Hm íà îáèäâi ÷àñòèíè (2.2.42) òà âðàõîâóþ÷è, ùî Hm êîìóòó¹ ç θp,

ìè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó äëÿ íåíîðìîâàíèõ âåêòîðiâ. Ç öi¹¨ ôîðìóëè âèïëèâà¹
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ÿê θp äi¹ íà íîðìîâàíi ïîëiíîìè Ξn,p
s1,s2

(x) ≡ |m; s1, s2〉, äå, ÿê i ðàíiøå, s1 =

(s1, s
′
1, s

′′
1, . . .), s2 = (s2, s

′
2, s

′′
2, . . .). Öÿ äiÿ äà¹òüñÿ

θp|m; s1, s2〉 = −Ks1
Ls2

([m− s1 − s2][m+ s1 + s2 + n− 2])1/2 |m; s+1
1 , s+1

2 〉

+Ks1
Ls2−1 ([m− s1 + s2 + p− 2][m+ s1 − s2 + n− p])1/2 |m; s+1

1 , s−1
2 〉

−Ks1−1Ls2
([m+ s1 − s2 + n− p− 2][m− s1 + s2 + p])1/2 |m; s−1

1 , s+1
2 〉

+Ks1−1Ls2−1 ([m− s1 − s2 + 2][m+ s1 + s2 + n− 4])1/2 |m; s−1
1 , s−1

2 〉,

äå s±1
i � íàáið si ç si çàìiíåíèì íà si ± 1, âiäïîâiäíî, òà

Ks1
=

(
[s1 − s′1 + 1][s1 + s′1 + n− p− 2]

[2s1 + n− p][2s1 + n− p− 2]

)1/2

,

Ls2
=

(
[s2 − s′2 + 1][s2 + s′2 + p− 2]

[2s2 + p][2s2 + p− 2]

)1/2

.

Öÿ ôîðìóëà ñïiâïàäà¹ ç âiäïîâiäíîþ ôîðìóëîþ äëÿ öüîãî òèïó íåçâiäíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son) ç [59].

Äiÿ îïåðàòîðiâ θk, 1 ≤ k < p, íà áàçèñ (2.2.40) äà¹òüñÿ ôîðìóëàìè Òåîðå-

ìè 2.1, çàïèñàíî¨ äëÿ àëãåáðè U ′
q(sop) çmp = s2,mp−1 = s′2, . . .. Äiÿ îïåðàòîðiâ

θk, p < k < n, äà¹òüñÿ ôîðìóëàìè Òåîðåìè 2.1 äëÿ îïåðàòîðiâ −θn−k àëãåáðè

U ′
q(son−p), âiäïîâiäíî, ç mn−p = s1, mn−p−1 = s′1, . . ..

2.2.8. Ñïåêòðàëüíèé ðîçêëàä äåÿêèõ ïðåäñòàâëåíü. Ðåçóëüòàòè,

ÿêi áóëè îòðèìàíi âèùå, äîçâîëÿþòü ðîçêëàñòè çâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ, ïîáó-

äîâàíå ó ïîïåðåäíiõ ïóíêòàõ, íà íåçâiäíi ñêëàäîâi. Â ï. 2.2.2 ìè äàëè ïðåä-

ñòàâëåííÿ ρm àëãåáðè Uq(sln) íà ïðîñòîði Am îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Âîíî ¹

íåçâiäíèì ïðåäñòàâëåííÿì çi ñòàðøîþ âàãîþ (m, 0, . . . , 0). Çâóæåííÿ öüîãî

ïðåäñòàâëåííÿ íà ïiäàëãåáðó U ′
q(son) áóëî ïîçíà÷åíå T (m). Îñêiëüêè äëÿ T (m)
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ìè ìà¹ìî ðîçêëàä (2.2.13) òà Tm−2j ∼ Rm−2j, äå Rk � íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ

êëàñó 1 àëãåáðè U ′
q(son), òîìó

ρm ↓U ′
q(son)=

⊕
0≤2j≤m

Rm−2j, T (m) =
⊕

0≤2j≤m

Rm−2j,

äå ïiäñóìîâóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ÿê â (2.2.13).

Ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëiâ ïîêàçóþòü ÿê çâóæåííÿ ïðåäñòàâëåííÿ Tm ∼ Rm

àëãåáðè U ′
q(son) íà ïiäàëãåáðó U ′

q(sop) × U ′
q(son−p) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà íåçâiäíi

ïðåäñòàâëåííÿ:

Rm ↓U ′
q(sop)×U ′

q(son−p)=
⊕
s1,s2

(Rs1
×Rs2

),

äå ïiäñóìîâóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ s1 òà s2, òàêèõ ùî s1 +

s2 ≡ 0 (mod m) òà s1 + s2 ≤ m.

Ôîðìóëè

ke = q4ek, kf = q−4fk, ef − fe =
k − k−1

q2 − q−2

âèçíà÷àþòü êâàíòîâó àëãåáðó Uq2(sl2). Ãîìîìîðôiçì àëãåáð ω : Uq2(sl2) → A,

îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèé ôîðìóëàìè

ω(e) =
Q̂

q + q−1 , ω(f) = − ∆

q + q−1 , ω(k) = qnγ2
1 · · · γ2

n ≡ qnγ2 ,

¹ ïðåäñòàâëåííÿì Uq2(sl2) (äèâ. [132]). Îñêiëüêè îïåðàòîðè ω(e), ω(f) òà and

ω(k) êîìóòóþòü ç îïåðàòîðàìè θj (äèâ. [132]), ïðåäñòàâëåííÿ ω ⊗ T àëãåáðè

Uq2(sl2)⊗U ′(son) äi¹ íà A, äå T âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.2.6). Öå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ ¹ çâiäíèì. Ðîçêëàäåìî éîãî íà íåçâiäíi êîìïîíåíòè.

Çàâäÿêè (2.2.15), ìè ìà¹ìîA =
⊕

m≥0(C[Q]⊗Hm). Ïiäïðîñòîðè C[Q]⊗Hm

¹ íåçâiäíèìè ïî âiäíîøåííþ äî Uq2(sl2) ⊗ U ′(son), îñêiëüêè ïðîñòið C[Q] ¹
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ïîòî÷êîâî iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äi¨ U ′(son) òà äëÿ f ∈ C[Q] òà hm ∈ Hm ìè

ìà¹ìî

Q̂(f(Q) ⊗ hm) = Qf(Q) ⊗ hm, (2.2.43)

∆(Qr ⊗ hm) = [2r][2r + 2m+ n− 2]Qr−1 ⊗ hm, (2.2.44)

k(Qr ⊗ hm) = qnγ2(Qr ⊗ hm) = q4r+2m+n(Qr ⊗ hm). (2.2.45)

Öi ôîðìóëè ïîêàçóþòü, ùî Uq2(sl2) äi¹ íà C[Q] òà U ′(son) äi¹ íà Hm. Îäíàê

öÿ äiÿ Uq2(sl2) çàëåæèòü âiä êîìïîíåíò Hm. Âçÿâøè áàçèñ

|r〉 := [2r]!Qr, r = 0, 1, 2, . . . ,

ó ïðîñòîði C[Q], ìè çíàõîäèìî ç (2.2.43)�(2.2.45), ùî

ω(f)|r〉 = −[r +m− 1 + n/2]q2|r − 1〉,

ω(e)|r〉 = [r + 1]q2|r + 1〉, ω(k)|r〉 = (q2)m+2r+n/2|r〉.

Ïîðiâíþþ÷è öå ïðåäñòàâëåííÿ ç âiäîìèìè íåçâiäíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè Uq2(sl2)

(äèâ., íàïðèêëàä, [33]), ìè âèâîäèìî, ùî íà êîìïîíåíòi C[Q] ïðîñòîðó C[Q]⊗

Hm ðåàëiçîâàíî íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ Uq2(sl2) äèñêðåòíî¨ ñåði¨ ç ìîëîäøîþ

âàãîþ m+ n/2. Ìè ïîçíà÷à¹ìî öå ïðåäñòàâëåííÿ Uq2(sl2) ÷åðåç Dm+n/2.

Îòæå ìè ïîêàçàëè, ùî íà ïiäïðîñòîði C[Q] ⊗ Hm ïðîñòîðó A äi¹ íåçâi-

äíå ïðåäñòàâëåííÿ Dm+n/2 ⊗ Tm àëãåáðè Uq2(sl2) ⊗ U ′(son). Öå îçíà÷à¹, ùî

äëÿ çâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ω ⊗ T ìè ìà¹ìî íàñòóïíèé ðîçêëàä íà íåçâiäíi

êîìïîíåíòè:

ω ⊗ T =
∞⊕

m=0

Dm+n/2 ⊗ Tm.

Öå ¹ q-àíàëîãîì âiäïîâiäíîãî ðîçêëàäó ç êëàñè÷íî¨ òåîði¨ (äèâ. [153], ðîçäië

12.3).
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2.3. Îïåðàòîð Ëàïëàñà òà ãàðìîíiêè íà êâàíòîâîìó êîì-

ëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði

2.3.1. Êâàíòîâà àëãåáðà Uq(gln) òà êâàíòîâèé âåêòîðíèé ïðîñòið.

Êâàíòîâà àëãåáðà Äðiíôåëüäà�Äæiìáî Uq(gln) ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè k
1/2
i ≡

qhi/2, k−1/2
i ≡ q−hi/2, i = 1, 2, · · · , n, òà ej, fj, j = 1, 2, . . . , n− 1, ùî çàäîâiëü-

íÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

kik
−1
i = k−1

i ki = 1, kikj = kjki, kiejk
−1
i = qaijej, kifjk

−1
i = q−aijfj,

[ei, fj] ≡ eifj − fjei = δij
kik

−1
i+1 − k−1

i ki+1

q − q−1 ,

e2
i ei±1 − (q + q−1)eiei±1ei + ei±1e

2
i = 0,

f 2
i fi±1 − (q + q−1)fifi±1fi + fi±1f

2
i = 0,

[ei, ej] = [fi, fj] = 0, |i− j| > 1,

äå aii = 1, ai,i−1 = ai−1,i = −1 òà âñi iíøi aij = 0 (äèâ., íàïðèêëàä, [102], Ãëàâà

6).

Àëãåáðà Uq(gln) ¹ àëãåáðîþ Õîïôà ç îïåðàöiÿìè êîìíîæåííÿ ∆, êîîäèíèöi

ε òà àíòèïîäó S, ÿêi äàþòüñÿ ôîðìóëàìè

∆(k±1
i ) = k±1

i ⊗ k±1
i , ∆(ei) = ei ⊗ k

−1/2
i k

1/2
i+1 + k

1/2
i k

−1/2
i+1 ⊗ ei,

∆(fi) = fi ⊗ k
−1/2
i k

1/2
i+1 + k

1/2
i k

−1/2
i+1 ⊗ fi, ε(ki) = 1, ε(ei) = ε(fi) = 0,

S(ki) = k−1
i , S(ei) = −q−1ei, S(fi) = −qfi.

Ãðóïà GL(n,C) òà ¨¨ àëãåáðà Ëi gl(n,C) äi¹ ëiíiéíî íà n-âèìiðíîìó êîì-

ïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði. Àíàëîãi÷íî, êâàíòîâà ãðóïà GLq(n,C) òà
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àëãåáðà Uq(gln) äiþòü íà êâàíòîâîìó (íåêîìóòàòèâíîìó) àíàëîçi êîìïëåêñíî-

ãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó. Öåé êâàíòîâèé ïðîñòið âèçíà÷à¹òüñÿ àëãåáðîþ ïî-

ëiíîìiâ A ≡ Cq[z1, · · · , zn, w1, · · · , wn] (äèâ. [5]). Öÿ àëãåáðà ¹ àñîöiàòèâíîþ

àëãåáðîþ, ïîðîäæåíîþ åëåìåíòàìè z1, z2, · · · , zn, w1, w2, · · · , wn, ÿêi çàäîâiëü-

íÿþòü âèçíà÷àëüíi ñïiââiäíîøåííÿ

zizj = qzjzi, wiwj = q−1wjwi, i < j, (2.3.46)

wjzi = qziwj, i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , n, (2.3.47)

wkzk = zkwk + (1 − q2)
k−1∑
s=1

zsws. (2.3.48)

Åëåìåíòè w1, · · · , wn âiäiãðàþòü ðîëü z1, · · · , zn ç êëàñè÷íîãî àíàëiçó.

Íà àëãåáði A ìîæíà âèçíà÷èòè ∗-îïåðàöiþ, ÿêà ïåðåòâîðèòü ¨¨ â ∗-àëãåáðó.

Öÿ ∗-îïåðàöiÿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè z∗i = wi, w∗
i = zi,

i = 1, 2, · · · , n. Êîìïàêòíà êâàíòîâà ãðóïà Uq(n) äi¹ íà öié ∗-àëãåáði.

Âiäçíà÷èìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2.3.48) ¹ åêâiâàëåíòíèìè äî íàñòóïíèõ:

zkwk = wkzk − (1 − q2)
k−1∑
s=1

q2(k−s−1)wszs. (2.3.49)

Íàáið âñiõ ìîíîìiâ

zr1
1 z

r2
2 · · · zrn

n w
s1
1 w

s2
2 · · ·wsn

n , rj, sj = 0, 1, 2, . . . , (2.3.50)

ôîðìó¹ áàçèñ àëãåáðè A (äèâ. [129]). Íàáið

wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n z
s1
1 z

s2
2 · · · zsn

n , rj, sj = 0, 1, 2, · · · , (2.3.51)

òàêîæ ¹ áàçèñîì öi¹¨ àëãåáðè.
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Âåêòîðíèé ïðîñòið àëãåáðè A ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê ïðÿìà ñóìà

âåêòîðíèõ ïiäïðîñòîðiâ Am,m′, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ñòå-

ïåíÿ îäíîðiäíîñòi m ïî çìiííèõ z1, z2, · · · , zn òà ñòåïåíÿ îäíîðiäíîñòi m′ ïî

çìiííèõ w1, w2, · · · , wn, m,m′ = 0, 1, 2, · · · :

A =
∞⊕

m=0

∞⊕
m′=0

Am,m′. (2.3.52)

Ìè ìà¹ìî içîìîðôiçì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ

A ' Az ⊗Aw,

äå àñîöiàòèâíà àëãåáðà Az (àñîöiàòèâíà àëãåáðà Aw) ¹ ïiäàëãåáðîþ A, ùî

ñïiâïàäà¹ ç
⊕∞

m=0 Am,0 (âiäïîâiäíî, ç
⊕∞

m′=0 A0,m′).

Ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè äiþ àëãåáðè Uq(gln) íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði A âè-

çíà÷èâøè ¨¨ äiþ íà zj òà wj ôîðìóëàìè (äèâ. [129])

ki . zj = qδijzj, ei . zj = δj,i+1zj−1, fi . zj = δj,izj+1, (2.3.53)

ki . wj = q−δijwj, ei . wj = −δj,iq−1wj+1, fi . wj = −δj,i+1qwj−1. (2.3.54)

òà ïîøèðèâøè ¨¨ íà A çà äîïîìîãîþ êîìíîæåííÿ, òîáòî ñïiââiäíîøåííÿ

X . (p1p2) =
∑

(X(1) . p1)(X(2) . p2),

äå ∆(X) =
∑
X(1) ⊗X(2) (â ïîçíà÷åííÿõ Ñâiäëåðà), òà ïî ëiíiéíîñòi.

Öÿ äiÿ àëãåáðè Uq(gln) íà âåêòîðíèé ïðîñòið A âèçíà÷à¹ ïðåäñòàâëåííÿ

Uq(gln) íà öüîìó ïðîñòîði (ìè ïîçíà÷à¹ìî éîãî ÷åðåç L). Çðîçóìiëî, ïiäïðî-

ñòîðè Am,m′ ¹ iíâàðiàíòíèìè ïî âiäíîøåííþ äî öi¹¨ äi¨. Òîìó L âèçíà÷à¹ ïðåä-

ñòàâëåííÿ Uq(gln) íà öèõ ïiäïðîñòîðàõ, ÿêi ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lm,m′. Ìè ìà¹ìî

ðîçêëàä L =
⊕∞

m,m′=0 Lm,m′.
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2.3.2. Îïåðàòîðè íà àëãåáði A. Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè q-îïåðàòîð

Ëàïëàñà íà A òà âèâ÷èòè q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íàì ïîòðiáíi äåÿêi îïåðà-

òîðè íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði àëãåáðè A. ×åðåç γi òà γ̄i ìè ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíi

îïåðàòîðè, ùî äiþòü íà ìîíîìàõ ÿê

γi(z
r1
1 z

r2
2 · · · zrn

n w
s1
1 w

s2
2 · · ·wsn

n ) = qrizr1
1 z

r2
2 · · · zrn

n w
s1
1 w

s2
2 · · ·wsn

n ,

γ̄i(w
r1

1 w
r2

2 · · ·wrn
n z

s1

1 z
s2

2 · · · zsn
n ) = qriwr1

1 w
r2

2 · · ·wrn
n z

s1

1 z
s2

2 · · · zsn
n .

Âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ γ−1
i òà γ̄−1

i ¹ î÷åâèäíèì.

×åðåç ẑi òà z̆i ìè ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíi îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà åëåìåíòè zi:

ẑi(z
r1
1 z

r2
2 · · · zrn

n w
s1
1 w

s2
2 · · ·wsn

n ) = ziz
r1
1 z

r2
2 · · · zrn

n w
s1
1 w

s2
2 · · ·wsn

n ,

z̆i(z
r1

1 z
r2

2 · · · zrn
n w

s1

1 w
s2

2 · · ·wsn
n ) = zr1

1 z
r2

2 · · · zrn
n ziw

s1

1 w
s2

2 · · ·wsn
n .

Âiäïîâiäíi ëiíiéíi îïåðàòîðè ŵi òà w̆i âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

ŵi(w
r1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n z
s1
1 z

s2
2 · · · zsn

n ) = wiw
r1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n z
s1
1 z

s2
2 · · · zsn

n ,

w̆i(w
r1

1 w
r2

2 · · ·wrn
n z

s1

1 z
s2

2 · · · zsn
n ) = wr1

1 w
r2

2 · · ·wrn
n wiz

s1

1 z
s2

2 · · · zsn
n .

Ìè âèçíà÷à¹ìî q-äèôåðåíöiþâàííÿ ∂i òà ∂̄i íà A. Ëiíiéíi îïåðàòîðè ∂i

äiþòü ÿê ∂ip = 0 íà ìîíîìè p ó âèãëÿäi (2.3.50), ùî íå ìiñòÿòü zi òà ÿê

∂i = z̆−1
i

γi − γ−1
i

q − q−1 (2.3.55)

íà ìîíîìè, ùî ìiñòÿòü zi. Îïåðàòîðè q-äèôåðåíöiþâàííÿ ∂̄i ¹ ëiíiéíèìè îïå-

ðàòîðàìè, ÿêi äiþòü ÿê ∂̄ip = 0 íà ìîíîìè p ó âèãëÿäi (2.3.51), ùî íå ìiñòÿòü

wi òà ÿê

∂̄i = w̆−1
i

γ̄i − γ̄−1
i

q − q−1 (2.3.56)
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íà ìîíîìè, ùî ìiñòÿòü wi.

Ôîðìóëè äëÿ äi¨ (2.3.53) òà (2.3.54) îçíà÷àþòü, ùî îïåðàòîðè ìíîæåííÿ ẑj,

j = 1, 2, · · · , n, òà ŵj, j = 1, 2, · · · , n, ñêëàäàþòü òåíçîðíi îïåðàòîðè, ÿêi ïåðå-

òâîðþþòüñÿ, âiäïîâiäíî, ïî âåêòîðíîìó òà êîíòðãðåäi¹íòíîìó äî âåêòîðíîãî

ïðåäñòàâëåííÿì.

Äi¨ (2.3.53) òà (2.3.54) àëãåáðè Uq(gln) íà zj òà wj âèçíà÷àþòü ¨¨ äiþ íà

îïåðàòîðè ∂j òà ∂̄j:

ki . ∂j = q−δij∂j, ei . ∂j = −δj,iq−1∂j+1, fi . ∂j = −δj,i+1q∂j−1, (2.3.57)

ki . ∂̄j = qδij ∂̄j, ei . ∂̄j = δj,i+1q
−2∂̄j−1, fi . ∂̄j = δj,iq

2∂̄j+1. (2.3.58)

Òîáòî, íàáið ∂̄j, j = 1, 2, · · · , n, (âiäïîâiäíî, íàáið ∂j, j = 1, 2, · · · , n) ¹ òåí-

çîðíèì îïåðàòîðîì, ùî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ïî âåêòîðíîìó (âiäïîâiäíî, ïî êîí-

òðãðåäi¹íòíîìó äî âåêòîðíîãî) ïðåäñòàâëåííþ.

Îïåðàòîðè ∂i, ∂̄i, ẑi, ŵi çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi áóäóòü ïðåä-

ñòàâëåíi çà äîïîìîãîþ êâàíòîâî¨ R-ìàòðèöi R äëÿ êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln)

(äèâ., íàïðèêëàä, [102], ðîçäië 8.1, òà [5] äëÿ âèçíà÷åííÿ R-ìàòðèöi). Íåõàé

R = PR, äå ìàòðèöÿ P ïåðåñòàâëÿ¹ ïðîñòîðè ó òåíçîðíîìó äîáóòêó äâîõ

ïðîñòîðiâ, íà ÿêèõ äi¹ R-ìàòðèöÿ. Òîäi

Rij
kl = qδijδilδjk + (q − q−1)δikδjlθ(j − i),

äå θ(k) = 1, ÿêùî k > 0, òà θ(k) = 0, ÿêùî k ≤ 0. �¨ îáåðåíåíà ìàòðèöÿ:

(
R−1)ij

kl
= q−δijδilδjk − (q − q−1)δikδjlθ(i− j).

Íàì òàêîæ çíàäîáèòüñÿ ìàòðèöÿ Φij
kl = Rji

lkq
2(i−l), ÿêà çàäîâiëüíÿ¹ ñïiââiäíî-
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øåííÿ ∑
j,l

Φul
pj

(
R−1)ji

lk
=
∑
j,l

(
R−1)ul

pj
Φji

lk = δupδik,

∑
l

Φli
lk = δikq

2(n−i)+1,
∑

k

Φjk
lk = δjlq

2l−1.

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.3.46)�(2.3.48) ïåðåïèñàíi äëÿ îïåðàòîðiâ ẑi òà ŵi ìîæóòü

áóòè ïðåäñòàâëåíi ÿê

ẑiẑj = q−1Rkl
ij ẑkẑl, ŵiŵj = q−1Rji

lkŵkŵl, ŵiẑj = q
(
R−1)ik

jl
ẑkŵl,

Ìè òàêîæ ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

∂i∂j = q−1Rji
lk∂k∂l, ∂̄i∂̄j = q−1Rkl

ij ∂̄k∂̄l, ∂i∂̄j = q−1Φki
lj ∂̄k∂l,

∂iŵj = q
(
R−1)ji

lk
ŵk∂l, ∂̄iẑj = qΦlk

ji ẑk∂̄l,

∂iẑj = γ∓1δij + (R±1)ik
jl ẑk∂l, ∂̄iŵj = γ̄∓1δij + (R±1)lj

kiŵk∂̄l,

ÿêi ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi

∂i∂j = q−1∂j∂i, ∂̄i∂̄j = q∂̄j∂̄i, i < j,

∂̄i∂j = q∂j∂̄i, i 6= j, ∂̄i∂i = ∂i∂̄i + (1 − q2)
∑
k>i

∂k∂̄k,

∂i∂̄i = ∂̄i∂i + (1 − q−2)
∑
k>i

q2(k−i)∂̄k∂k.

∂iŵi = ŵi∂i, ∂iŵj − qŵj∂i = (1 − q2)ŵi∂j, ∂jŵi = qŵi∂j, i < j,

∂̄iẑi = ẑi∂̄i, ∂̄iẑj−q−1ẑj∂̄i = (1−q−2)q2(j−i)ẑi∂̄j, ∂̄j ẑi = q−1ẑi∂̄j, i < j,

∂iẑj = ẑj∂i, ∂̄iŵj = ŵj∂̄i, i 6= j,

∂iẑi = qẑi∂i + (q − q−1)
∑
k>i

ẑk∂k + γ−1 = q−1ẑi∂i − (q − q−1)
∑
k<i

ẑk∂k + γ,
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∂̄iŵi = qŵi∂̄i + (q − q−1)
∑
k<i

ŵk∂̄k + γ̄−1 = q−1ŵi∂̄i − (q − q−1)
∑
k>i

ŵk∂̄k + γ̄,

äå γ = γ1γ2 · · · γn òà γ̄ = γ̄1γ̄2 · · · γ̄n. Ç äâîõ îñòàííiõ ðÿäêiâ ìè îòðèìó¹ìî
n∑

k=1

ẑk∂k = {γ} ≡ γ − γ−1

q − q−1 ,
n∑

k=1

ŵk∂̄k = {γ̄} ≡ γ̄ − γ̄−1

q − q−1 ,

Ìè òàêîæ ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

γẑi = qẑiγ, γŵi = ŵiγ, γ̄ẑi = ẑiγ̄, γ̄ŵi = qŵiγ̄,

γ∂i = q−1∂iγ, γ∂̄i = ∂̄iγ, γ̄∂i = ∂iγ̄, γ̄∂̄i = q−1∂̄iγ̄.

Çàóâàæèìî, ùî

γp = qmp, γ̄p = qm′
p, p ∈ Am,m′. (2.3.59)

Äëÿ òîãî, ùîá ïîðiâíÿòè öi ñïiââiäíîøåííÿ ç âiäîìèìè ó ëiòåðàòóði, ìè ââî-

äèìî îïåðàòîðè ∂′i = γ∂i, ∂̄′i = γ̄−1∂̄i. Òîäi îïåðàòîðè ẑi, ŵi, ∂′i, ∂̄
′
i, i = 1, · · · , n,

çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ ç [39], äëÿ ÿêèõ âiäîìî, ùî âîíè ¹ êîâàðiàí-

òíèìè ïî âiäíîøåííþ äî Uq(gln).

Çàóâàæèìî, ùî åëåìåíòè ẑ1, · · · ẑn, ∂
′
1, · · · , ∂′n ïîðîäæóþòü q-àëãåáðó Âåé-

ëÿ, òîáòî, âîíè çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

ẑiẑj = qẑj ẑi, ∂′i∂
′
j = q−1∂′j∂

′
i i < j, ∂′iẑj = qẑj∂

′
i, i 6= j,

∂′iẑi − q2ẑi∂
′
i = 1 + (q2 − 1)

∑
j>i

ẑj∂
′
j

(âèçíà÷åííÿ q-àëãåáðè Âåéëÿ äà¹òüñÿ, íàïðèêëàä, â [102], ãëàâà 12). Àíàëîãi-

÷íî, åëåìåíòè ŵ1, · · · ŵn, ∂̄
′
1, · · · , ∂̄′n ïîðîäæóþòü q−1-àëãåáðó Âåéëÿ.

ÎïåðàòîðèD :=
∑n

k=1 ẑk∂k òà D̄ :=
∑n

k=1 ŵk∂̄k íàçèâàþòüñÿ q-îïåðàòîðàìè

Åéëåðà. Ôîðìóëà (2.3.52) äà¹ ðîçêëàä A â ïðÿìó ñóìó âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ

îïåðàòîðiâ D òà D̄.
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Äàâàéòå ïîêàæåìî, ùî íàâåäåíi âèùå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ ∂i, ∂̄i,

ẑi, ŵi îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ôîðìóëè (2.3.55) òà (2.3.56) äëÿ ∂i, ∂̄i. Ìè âèêî-

ðèñòîâó¹ìî ôîðìóëè äi¨ ∂i1 = ∂̄i1 = 0, áåðåìî äî óâàãè, ùî ẑi, ŵi äiþòü ÿê îïå-

ðàòîðè ëiâîãî ìíîæåííÿ íà áàçèñíi åëåìåíòè (2.3.50) òà (2.3.51), âiäïîâiäíî,

òà γ, γ̄ � îïåðàòîðè ãðàäóþâàííÿ íà A (äèâ. (2.3.59)). Âèêîðèñòîâóþ÷è êîìó-

òàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ∂i òà ŵj, ëåãêî îòðèìàòè, ùî ∂iw
s1

1 w
s2

2 · · ·wsn
n = 0.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ∂i(z
ri

i w
s1
1 w

s2
2 · · ·wsn

n ) ç ri > 0, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñïiââiäíî-

øåííÿ

∂iẑi = qẑi∂i + (q − q−1)
∑
k>i

ẑk∂k + γ−1.

Öå äà¹ ∂i(z
ri

i w
s1

1 w
s2

2 · · ·wsn
n ) = [ri]z

ri−1
i ws1

1 w
s2

2 · · ·wsn
n . Òîìó ìà¹ìî ôîðìóëó

∂i(z
r1

1 · · · zri

i · · · zrn
n w

s1

1 · · ·wsn
n ) =

= qri+1+···+rn[ri]z
r1
1 · · · zri−1

i · · · zrn
n w

s1
1 · · ·wsn

n ,

ÿêà òî÷íî ñïiâïàäà¹ ç ôîðìóëîþ äëÿ äi¨ (2.3.55). Ôîðìóëà äëÿ ∂̄i âiäíîâëþ¹-

òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äiÿ àëãåáðè Uq(gln) íà A ' Az ⊗ Aw, âèçíà÷åíà ôîðìóëàìè (2.3.53) òà

(2.3.54), ìîæå áóòè çàïèñàíà â òåðìiíàõ äi¨ îïåðàòîðiâ ∂i òà ∂̄j. Ìè ñïî÷àòêó

çàóâàæèìî, ùî äiÿ Uq(gln) íà Az äà¹òüñÿ îïåðàòîðàìè

L(ki) = γi, L(ei) = q−1/2(γiγi+1)
1/2z̆i∂i+1, L(fi) = q1/2(γiγi+1)

−1/2z̆i+1∂i

òà íà Aw îïåðàòîðàìè

L(ki) = γ̄−1
i , L(ei) = −q−3/2(γ̄iγ̄i+1)

1/2w̆i+1∂̄i, L(fi) = −q3/2(γ̄iγ̄i+1)
−1/2w̆i∂̄i+1.
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Âçÿâøè äî óâàãè êîìíîæåííÿ íà Uq(gln), ìè îòðèìó¹ìî, ùî äiÿ Uq(gln) íà

ëiíiéíèé ïðîñòið A ' Az ⊗Aw ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê L(ki) = γi ⊗ γ̄−1
i òà

L(ei) = q−1/2(γiγi+1)
1/2z̆i∂i+1 ⊗ (γ̄iγ̄

−1
i+1)

1/2 − q−3/2(γiγ
−1
i+1)

1/2 ⊗ (γ̄iγ̄i+1)
1/2w̆i+1∂̄i,

L(fi) = q1/2(γiγi+1)
−1/2z̆i+1∂i ⊗ (γ̄iγ̄

−1
i+1)

1/2 − q3/2(γiγ
−1
i+1)

1/2 ⊗ (γ̄iγ̄i+1)
−1/2w̆i∂̄i+1.

2.3.3. Êâàäðàò q-ðàäióñà òà q-îïåðàòîð Ëàïëàñà. Åëåìåíò

Q =
n∑

i=1

ziwi =
n∑

i=1

q2(n−i)wizi ∈ A1,1 (2.3.60)

àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòîì q-ðàäióñà íà êâàíòîâîìó êîìïëåêñíîìó âå-

êòîðíîìó ïðîñòîði. Âií ¹ âàæëèâèì åëåìåíòîì çA. Ìîæíà ïåðåâiðèòè ïðÿìè-

ìè îáðàõóíêàìè, ùî Q ¹ iíâàðiàíòíèì ïî âiäíîøåííþ äî ïðåäñòàâëåííÿ L1,1

(i òîìó ïî âiäíîøåííþ äî ïðåäñòàâëåííÿ L), òîáòî L(k±1
i )Q = Q, L(ej)Q = 0

òà L(fj)Q = 0. Àíàëîãi÷íî, åëåìåíò Qk ∈ Ak,k ¹ iíâàðiàíòíèì ïî âiäíîøåííþ

äî ïðåäñòàâëåííÿ Lk,k.

Êâàäðàò q-ðàäióñà Q íàëåæèòü öåíòðó àëãåáðè A, òîáòî Qzi = ziQ, Qwi =

wiQ, i = 1, 2, · · · , n. Ìè òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè åëåìåíòè

Qj =

j∑
i=1

ziwi =

j∑
i=1

q2(j−i)wizi,

ÿêi ¹ êâàäðàòàìè q-ðàäióñiâ äëÿ ïiäàëãåáð Cq[z1, w1, · · · , zj, wj]. Âîíè çàäî-

âiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (äèâ. [129])

QjQi = QiQj, ziwi = Qi −Qi−1, wizi = Qi − q2Qi−1,

ziQj = q−2Qjzi, wiQj = q2Qjwi ïðè i > j,

ziQj = Qjzi, wiQj = Qjwi ïðè i ≤ j.
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Ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì ìîæíà ïåðåâiðèòè (äèâ. [129]), ùî

zk
i w

k
i = Qk

i

(
Qi−1/Qi; q

−2)
k
, wk

i z
k
i = Qk

i

(
q2Qi−1/Qi; q

2)
k
, (2.3.61)

äå

(a; q)s = (1 − a)(1 − aq) · · · (1 − aqs−1).

Ìè ðîçãÿäà¹ìî íà A îïåðàòîð

∆q = ∂1∂̄1 + ∂2∂̄2 + · · · + ∂n∂̄n =
n∑

i=1

q2(i−1)∂̄i∂i, (2.3.62)

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ q-îïåðàòîðîì Ëàïëàñà íà êâàíòîâîìó êîìïëåêñíîìó âå-

êòîðíîìó ïðîñòîði. Îñêiëüêè γ∆q = q−1∆qγ òà γ̄∆q = q−1∆qγ̄, ìà¹ìî ∆q :

Am,m′ → Am−1,m′−1.

Åëåìåíòó (2.3.60) âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð Q̂ íà A âèçíà÷åíèé ÿê

Q̂ = ẑ1ŵ1 + ẑ2ŵ2 + · · · + ẑnŵn.

Òâåðæåííÿ 2.5. Îïåðàòîðè ∆q òà Q̂ çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

∆qQ̂
k − Q̂k∆q = qn−1Q̂k−1[k]{qk+n−1γγ̄}, (2.3.63)

∆q(Q
k) = qn−1Qk−1[k][k + n− 1], (2.3.64)

äå

{a} =
a− a−1

q − q−1

òà [r] ≡ {qr} � q-÷èñëî.

Òâåðæåííÿ 2.6. Îïåðàòîðè ∆q òà Q̂ êîìóòóþòü ç äi¹þ àëãåáðè Uq(gln)

íà A, òîáòî ç óñiìà îïåðàòîðàìè ïðåäñòàâëåííÿ L àëãåáðè Uq(gln).
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Äîâåäåííÿ. Ç ôîðìóë (2.3.57) òà (2.3.58) âèïëèâà¹, ùî ki . ∆q = ∆q,

ej . ∆q = 0 òà fj . ∆q = 0. Òåïåð âèêîðèñòîâóþ÷è êîìíîæåííÿ äëÿ ki, ej

òà fj, ìè îòðèìó¹ìî òâåðæåííÿ äëÿ q-îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Äëÿ Q̂ òâåðæåííÿ

äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

2.3.4. q-Ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè. Ïîëiíîì p ∈ A íàçèâà¹òüñÿ q-ãàðìî-

íi÷íèì, ÿêùî ∆qp = 0. Ëiíiéíèé ïiäïðîñòið A, ÿêié ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ q-

ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ, ïîçíà÷èìî ÷åðåç H. Íåõàé

Hm,m′ = Am,m′ ∩H.

Òâåðæåííÿ 2.7. Ïðîñòið Am,m′ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê ïðÿìà

ñóìà

Am,m′ = Hm,m′ ⊕QAm−1,m′−1. (2.3.65)

Çàóâàæåííÿ. ßêùî n = 1, òîäi A ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïîëiíîìiâ âiä êîìó-

òóþ÷èõ åëåìåíòiâ z1 òà w1. Ó öüîìó âèïàäêó ïðîñòið q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ

H ìà¹ áàçèñ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîëiíîìiâ

1, zk
1 , wk

1 , k = 1, 2, · · · . (2.3.66)

Ðîçêëàä (2.3.65) ìà¹ òàêîæ ìà¹ íàñòóïíi íàñëiäêè:

Íàñëiäîê 1. ßêùî p ∈ Hm,m′, òîäi p íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê

p = Qkp′, k 6= 0, ç äåÿêèì ïîëiíîìîì p′.

Íàñëiäîê 2. Ïðîñòið Am,m′ ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó

Am,m′ =

min(m,m′)⊕
j=0

QjHm−j,m′−j. (2.3.67)
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Íàñëiäîê 3. Äëÿ ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ Hm,m′

ìè ìà¹ìî ôîðìóëó

dim Hm,m′ =
(m+ n− 2)!(m′ + n− 2)!(m+m′ + n− 1)

(n− 1)!(n− 2)!m!m′!
.

Íàñëiäîê 4. Ïðîñòið q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ H ìîæå áóòè ïðåäñòàâ-

ëåíèé ó âèãëÿäi ïðÿìî¨ ñóìè

H =
∞⊕

m=0

∞⊕
m′=0

Hm,m′.

Íàñëiäîê 1 ïðÿìî âèïëèâà¹ç ôîðìóëè (2.3.65). Íàñëiäîê 2 ëåãêî âèïëèâà¹

ç ïîâòîðíîãî âèêîðèñòàííÿ (2.3.65). Íàñëiäîê 3 äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî ÿê â êëà-

ñè÷íîìó âèïàäêó (äèâ., íàïðèêëàä, [153], ãëàâà10). Äëÿ öüîãî ìè çàóâàæèìî,

ùî

dim Am,m′ =
(n+m− 1)!(n+m′ − 1)!

(n− 1)!2m!m′!
.

Òîìó, äëÿ dim Hm,m′ = dim Am,m′ − dim Am−1,m′−1 ìè îòðèìó¹ìî âèðàç íàâå-

äåíèé ó íàñëiäêó. Äëÿ òîãî ùîá äîâåñòè Íàñëiäîê 4, ìè çàóâàæèìî, ùî

A =
⊕
m≥0

⊕
m′≥0

p⊕
j=0

QjHm−j,m′−j =
⊕
m≥0

⊕
m′≥0

(
Hm,m′

⊕( p⊕
j=1

QjHm−j,m′−j

))
,

äå p = min(m,m′). Òåïåð ç öi¹¨ ðiâíîñòi òà ç Íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹ Íàñëiäîê 4.

Òåîðåìà 2.2. Ìà¹ ìiñöå içîìîðôiçì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ A ' C[Q] ⊗ H,

äå C[Q] � ïðîñòið âñiõ ïîëiíîìiâ âiä Q.

Öÿ òåîðåìà âèïëèâà¹ ç Íàñëiäêó 2.

Ðîçêëàä A ' C[Q] ⊗H ¹ q-àíàëîãîì òåîðåìè ïðî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ

ãðóï Ëi ó àáñòðàêòíié ôîðìi (äèâ. [107]). Öå âèïëèâà¹ ç ðîçêëàäó

A ' C[Q] ⊗H ' C[Q] ⊗
⊕
m≥0

⊕
m′≥0

Hm,m′ =
⊕
m≥0

⊕
m′≥0

(C[Q] ⊗Hm,m′) . (2.3.68)
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Îñêiëüêè ïiäïðîñòîðè Am,m′ ¹ iíâàðiàíòíèìè ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ àëãåáðè

Uq(gln), ç Òâåðæåííÿ 2.6 äëÿ ∆q âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið Hm,m′ ¹ iíâàðiàí-

òíèì ïî âiäíîøåííþ äî ïðåäñòàâëåííÿ Lm,m′ àëãåáðè Uq(gln). Ìè ïîçíà÷à¹ìî

çâóæåííÿ öüîãî ïðåäñòàâëåííÿ íà Hm,m′ ÷åðåç Tm,m′. Ç Òâåðæåííÿ 2.6 äëÿ Q

òà ç (2.3.67) âèïëèâà¹ ùî

Lm,m′ =

min(m,m′)⊕
j=0

Tm−j,m′−j. (2.3.69)

Òâåðæåííÿ 2.8. Ïðåäñòàâëåííÿ Tm−j,m′−j àëãåáðè Uq(gln) â (24) ¹ íåçâi-

äíèìè çi ñòàðøèìè âàãàìè (m− j, 0, · · · , 0,−m′ + j), âiäïîâiäíî.

Òâåðæåííÿ 2.9. Ìè ìà¹ìî AUq(gln) = C[Q] òà

AUq(gln−1) '
⊕
k,l

C[Qn−1]z
k
nw

l
n '

⊕
k,l

C[Q]zk
nw

l
n.

2.3.5. Äóàëüíà ïàðà (Uq(sl2), Uq(gln)). Ôîðìóëè

ke = q2ek, kf = q−2fk, ef − fe =
k − k−1

q − q−1 (2.3.70)

âèçíà÷àþòü êâàíòîâó àëãåáðó Uq(sl2) ïîðîäæåíó åëåìåíòàìè k, k−1, e, f . Íå-

õàé L(A) � ïðîñòið ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà àëãåáði A. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâi-

ðÿ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (2.3.63) ùî îïåðàòîðè

ω(k) = qnγγ̄, ω(e) = q−n+1Q̂, ω(f) = −∆q (2.3.71)

çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (2.3.70). Öå îçíà÷à¹, ùî ãîìîðôiçì àëãåáð ω :

Uq(sl2) → L(A) îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèé ôîðìóëàìè (2.3.71) ¹ ïðåäñòàâëåííÿì

Uq(sl2).
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Îñêiëüêè îïåðàòîðè ω(k), ω(e), ω(f) êîìóòóþòü ç îïåðàòîðàìè L(X), X ∈

Uq(gln), ìè ìîæåìî ââåñòè ïðåäñòàâëåííÿ ω ⊗ L àëãåáðè Uq(sl2) ⊗ Uq(gln) íà

A, äå L � âèçíà÷åíà âèùå ïðèðîäíÿ äiÿ Uq(gln) íà A. Öå ïðåäñòàâëåííÿ ¹

çâiäíèì. Ðîçêëàäåìî éîãî íà íåçâiäíi ñêëàäîâi.

Çàâäÿêè (2.3.68), ìè ìà¹ìî A =
⊕

m,m′≥0(C[Q] ⊗ Hm,m′). Ïiäïðîñòîðè

C[Q]⊗Hm,m′ ¹ iíâàðiàíòíèìè ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ Uq(sl2)⊗Uq(gln), îñêiëüêè

ïðîñòið C[Q] ïîåëåìåíòíî iíâàðiàíòíèé ïðè äi¨ Uq(gln), òà äëÿ f ∈ C[Q] òà

hm,m′ ∈ Hm,m′ ìè ìà¹ìî

Q̂(f(Q) ⊗ hm,m′) = Qf(Q) ⊗ hm,m′, (2.3.72)

∆q(Q
r ⊗ hm,m′) = qn−1[r][r +m+m′ + n− 1]Qr−1 ⊗ hm,m′, (2.3.73)

γγ̄(Qr ⊗ hm,m′) = q2r+m+m′
(Qr ⊗ hm,m′). (2.3.74)

Öi ôîðìóëè ïîêàçóþòü, ùî Uq(sl2) äi¹ íà C[Q] òà Uq(gln) äi¹ íà Hm,m′. Îäíàê

öÿ äiÿ Uq(sl2) çàëåæèòü âiä êîìïîíåíòè Hm,m′. Âçÿâøè áàçèñ

|r〉 := q−r(n−1)[r +m+m′ + n− 1]!−1Qr, r = 0, 1, 2, · · · ,

ó ïðîñòîði C[Q], ìè çíàõîäèìî ç (2.3.72)�(2.3.74) ùî

ω(k)|r〉 = q2r+m+m′+n|r〉 ω(f)|r〉 = −[r]|r − 1〉,

ω(e)|r〉 = [r +m+m′ + n]|r + 1〉.

Ïîðiâíþþ÷è öå ïðåäñòàâëåííÿ ç âiäîìèìè íåçâiäíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè Uq(sl2)

(äèâ., íàïðèêëàä, [33]) ìè âèâîäèìî, ùî íà êîìïîíåíòi C[Q] ïðîñòîðó C[Q]⊗

Hm,m′ ðåàëiçîâàíå íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ äèñêðåòíî¨ ñåði¨ àëãåáðè Uq(sl2) ç



133

ìîëîäøîþ âàãîþ m+m′ + n. Ìè ïîçíà÷à¹ìî öå ïðåäñòàâëåííÿ Uq(sl2) ÷åðåç

Dm+m′+n.

Îòæå ìè âèâåëè, ùî íà ïiäïðîñòîðiC[Q]⊗Hm,m′ ⊂ A äi¹ íåçâiäíå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ Dm+m′+n ⊗Tm,m′ àëãåáðè Uq(sl2)⊗Uq(gln). Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ çâiäíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ ω ⊗ L ìè ìà¹ìî íàñòóïíèé ðîçêëàä íà íåçâiäíi êîìïîíåíòè:

ω ⊗ L =
∞⊕

m,m′=0

Dm+m′+n ⊗ Tm,m′,

Òîáòî, êîæíå íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ Uq(gln) ó öüîìó ðîçêëàäi âèçíà÷à¹ îäíî-

çíà÷íî âiäïîâiäíå íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Uq(sl2) òà íàâïàêè. Öå

îçíà÷à¹, ùî Uq(sl2) òà Uq(gln) óòâîðþþòü äóàëüíó ïàðó ïðè äi¨ íà A.

2.3.6. Çâóæåííÿ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êâàíòîâó ñôåðó. Àñî-

öiàòèâíà àëãåáðà F(SC
q,n−1) ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè z1, · · · , zn, w1, · · · , wn, ÿêi

çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (2.3.46)�(2.3.48) òà ñïiââiäíîøåííÿ

z1w1 + z1w1 + · · · + znwn = 1

íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ ôóíêöié íà êâàíòîâié ñôåði SC
q,n−1 (äèâ. [102], ãëàâà 11,

òà [5]). Çðîçóìiëî, ùî ìà¹ ìiñöå êàíîíi÷íèé içîìîðôiçì àëãåáð:

F(SC
q,n−1) ' A/I,

äå I � äâîñòîðîííié iäåàë â A, ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì Q− 1 ≡
∑

i ziwi − 1.

Ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç τ êàíîíi÷íèé ãîìîìîðôiçì àëãåáð

τ : A → A/I ' F(SC
q,n−1).

Öåé ãîìîìîðôiçì íàçèâà¹òüñÿ çâóæåííÿì ïîëiíîìiâ ç A íà êâàíòîâó ñôåðó

SC
q,n−1.
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Òâåðæåííÿ 2.10. Ìè ìà¹ìî τH ' F(SC
q,n−1). Öå îçíà÷à¹, ùî τ : H →

F(SC
q,n−1) ¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì, òîáòî, çâóæåííÿ q-ãàð-

ìîíi÷íîãî ïîëiíîìà íà ñôåðó SC
q,n−1 âèçíà÷à¹ öåé ïîëiíîì îäíîçíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. Ç Òåîðåìè 2.2, ìè ìà¹ìî F(SC
q,n−1) = τA = τ(C[Q] ⊗ H) =

τH. Îñêiëüêè Q ¹ iíâàðiàíòíèìè ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ àëãåáðè Uq(gln), iäåàë

I ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ Uq(gln) íà A. Òîìó âè-

çíà÷åíà äiÿ Uq(gln) íà A/I. Öÿ äiÿ ñïiâïàäà¹ ç äi¹þ ç [129]. Ãîìîìîðôiçì τ

ïåðåïëiòà¹ äiþ Uq(gln) íà A òà íà A/I. Îñêiëüêè τHm,m′ 6= {0}, äiÿ Uq(gln)

ðåàëiçó¹ òå ñàìå íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ íà Hm,m′ òà íà τHm,m′. Öå îçíà÷à¹,

ùî dim Hm,m′ = dim τHm,m′, òîáòî, âiäîáðàæåííÿ τ ¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íèì

íà Hm,m′. Òîìó âîíî ¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íèì íà H. Òâåðæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðæåííÿ 2.10 äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà H. Äëÿ öüîãî

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî iíâàðiàíòíèé ôóíêöiîíàë h íà êâàíòîâié ñôåði, âèçíà÷å-

íèé â [129], ðîçäië 4.2. Öåé ôóíêöiîíàë h âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ââåäåííÿ ëiíiéíî-

ãî ãðàäóþâàííÿ â τA: τA =
∑

λ∈Zn(τA)λ, äå (τA)λ = {p ∈ τA | p(tz, t−1w) =

tλp(z,w)}, t = (t1, t2, · · · , tn) � n íåçàëåæíèõ çìiííèõ òà

tz = (t1z1, · · · , tnzn), t−1w = (t−1
1 w1, · · · , t−1

n wn), tλ = tλ1
1 · · · tλn

n .

Ïiäàëãåáðà (τA)0 ïîðîäæåíà ìîíîìàìè zµ1

1 · · · zµn
n wµn

n · · ·wµ1

1 (àáî ìîíîìàìè

wµ1

1 · · ·wµn
n zµn

n · · · zµ1

1 ), µi = 0, 1, 2, · · · . Ôóíêöiîíàë h âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ëiíiéíå

âiäîáðàæåííÿ h : τA → C, òàêå ùî h(p) = 0, ÿêùî p ∈ (τA)λ, λ 6= 0, òà

h(wµ1

1 · · ·wµn
n zµn

n · · · zµ1

1 ) =
(q2; q2)µ1

· · · (q2; q2)µn
(q2; q2)n−1

(q2; q2)µ1+···+µn+n−1
.

Íàñòóïíi ôàêòè äîâåäåíi â [129]:
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(à) Ïiäàëãåáðà (τA)0 ¹ êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ, ïîðîäæåíîþ åëåìåíòàìè

Qn−1, Qn−2, · · · , Q1.

(á) Àëãåáðà (τA)0 ¹ içîìîðôíîþ àëãåáði ïîëiíîìiâ âiä n − 1 íåçàëåæíèõ

çìiííèõ.

(â) Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîëiíîìà p(z,w) = f(Q1, · · · , Qn−1) ∈ (τA)0, çíà÷åííÿ

h(p) âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíòåãðàë Äæåêñîíà:

h(p) =
(q2; q2)n−1

(1 − q2)n−1

∫ 1

0

∫ Qn−1

0
· · ·
∫ Q2

0
f(Q1, · · · , Qn−1)dq2Q1 · · · dq2Qn−1

(âèçíà÷åííÿ iíòåãðàëà Äæåêñîíà äèâ., íàïðèêëàä, â [46], ãëàâà 1).

Çàðàç ìè ìîæåìî ââåñòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê 〈·, ·〉 íà H:

〈p1, p2〉 = h((τp1)(τp2)
∗), (2.3.75)

äå a∗ � åëåìåíò, ñïðÿæåíèé äî a ∈ A ïðè äi¨ ∗-îïåðàöi¨.

Òâåðæåííÿ 2.11. Ìè ìà¹ìî Hm,m′⊥Hr,r′, ÿêùî (m,m′) 6= (r, r′).

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ôàêòó, ùî (τp1)(τp2)
∗ 6∈ (τA)0 ÿêùî p1 ∈ Hm,m′,

p2 ∈ Hr,r′ òà (m,m′) 6= (r, r′).

2.3.7. Ïðîåêöiÿ Am,m′ → Hm,m′. Ïîâåðíåìîñü äî ðîçêëàäó (2.3.65) òà

ïîáóäó¹ìî ïðîåêòîð

Hm,m′ : Am,m′ = Hm,m′ ⊕QAm−1,m′−1 → Hm,m′.

Ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî öåé ïðîåêòîð ó âèãëÿäi

Hm,m′p =

min(m,m′)∑
k=0

αkQ̂
k∆k

qp, αk ∈ C, p ∈ Am,m′. (2.3.76)

Ìè ìà¹ìî îá÷èñëèòè êîåôiöi¹íòè αk. Äëÿ öüîãî ìè äi¹ìî îïåðàòîðîì ∆q íà

îáèäâi ÷àñòèíè (2.3.76) òà âèêîðèñòîâó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (2.3.63). Ïðè öié
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äi¨ ëiâà ÷àñòèíà çàíóëÿ¹òüñÿ. Ïðèðiâíþþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó äî 0, ìè âèâîäèìî

ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

qn−1[k][m+m′ + n− k − 1]αk + αk−1 = 0

íà αk, ÿêå äà¹

αk = (−1)kq−(n−1)k [m+m′ + n− k − 2]!

[k]![m+m′ + n− 2]!
, (2.3.77)

äå [s]! = [s][s− 1][s− 2] · · · [1] äëÿ s 6= 0 òà [0]! = 1.

Çàóâàæèìî, ùî êîåôiöi¹íòè αk âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåí-

íÿì îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî êîíñòàíòè. Â (2.3.77) ìè âèáðàëè öþ êîíñòàíòó

òàêèì ÷èíîì, ùîá Hm,m′p = p äëÿ p ∈ Hm,m′. Öå îçíà÷à¹, ùî H2
m,m′ = Hm,m′.

Òâåðæåííÿ 2.12. Îïåðàòîð Hm,m′ êîìóòó¹ ç äi¹þ Uq(gln), òîáòî, ç îïå-

ðàòîðàìè ïðåäñòàâëåííÿ Lm,m′ àëãåáðè Uq(gln).

Äîâåäåííÿ. Öåé ôàêò âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî îïåðàòîðè Lm,m′(X), X ∈

Uq(gln), êîìóòóþòü ç Q̂ òà ∆q (äèâ. Òâåðæåííÿ 2.6). Òâåðæåííÿ äîâåäåíî.

Ïîëiíîì ϕ ç ïðîñòîðó Hm,m′ íàçèâà¹òüñÿ çîíàëüíèì, ÿêùî âií ¹ iíâàðiàí-

òíèì âiäíîñíî äi¨ îïåðàòîðiâ Lm,m′(X), X ∈ Uq(gln−1). Ìè ïîêàæåìî íèæ÷å,

ùî çîíàëüíi ïîëiíîìè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç áàçèñíó ãiïåðãåîìåòðè÷íó ôóíêöiþ

2ϕ1, âèçíà÷åíó ôîðìóëîþ

2ϕ1(a, b; c; q, x) =
∞∑

k=0

(a; q)k(b; q)k

(c; q)k(q; q)k
xk

(äèâ. [46, 9] ïðî âëàñòèâîñòi öi¹¨ ôóíêöi¨).

Òâåðæåííÿ 2.13. (à) Ïiäïðîñòið çîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ â Hm,m′ ¹ îäíî-

âèìiðíèì. (á) Ç òî÷íiñòþ äî ïîñòiéíîãî ìíîæíèêà, çîíàëüíèé ïîëiíîì ç
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Hm,m′ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ϕ′
m,m′ = zm−m′

n Qm′
m′∑
s=0

(q−2m′
; q2)s(q

2(m+n−1); q2)s

(q2(n−1); q2)s(q2; q2)s

Qs
n−1

Qs
q2s, (2.3.78)

ÿêùî m ≥ m′ òà ôîðìóëîþ

ϕ′
m,m′ = Qm

m∑
s=0

(q−2m; q2)s(q
2(m′+n−1); q2)s

(q2(n−1); q2)s(q2; q2)s

Qs
n−1

Qs
q2swm′−m

n , (2.3.79)

ÿêùî m ≤ m′.

Äîâåäåííÿ. (à) ßê ìè áà÷èëè, íà Hm,m′ ðåàëiçîâàíî íåçâiäíå ïðåäñòàâëå-

ííÿ Tm,m′ àëãåáðè Uq(gln) çi ñòàðøîþ âàãîþ (m, 0, · · · , 0,−m′). Âiäîìî, ùî öå

ïðåäñòàâëåííÿ, ïðè çâóæåííi íà Uq(gln−1), ìiñòèòü òðèâiàëüíå (îäíîâèìiðíå)

ïðåäñòàâëåííÿ öi¹¨ ïiäàëãåáðè ç êðàòíiñòþ 1. Öå äîâîäèòü ïåðøå òâåðæåííÿ.

(á) Ìè áóäó¹ìî çîíàëüíi ïîëiíîìè ç Hm,m′ âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîåêöiéíèé

îïåðàòîð Hm,m′. Ùîá öå çðîáèòè, ìè ìà¹ìî âçÿòè äåÿêèé ïîëiíîì p ∈ Am,m′,

iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî Uq(gln−1) òà ïîäiÿòè íà íüîãî îïåðàòîðîì Hm,m′. Îñêiëü-

êè ïðîåêòîð Hm,m′ êîìóòó¹ ç äi¹þ Uq(gln−1), ïîëiíîì, îòðèìàíèé òàêèì ÷èíîì,

¹ çîíàëüíèì ïîëiíîìîì. Çðîçóìiëî, ùî ïîëiíîì p = zm
n w

m′

n íàëåæèòü Am,m′

òà ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äi¨ Uq(gln−1). Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè âèðàç äëÿ

Hmm′(zm
n w

m′

n ), ìè ñïî÷àòêó áóäåìî ââàæàòè, ùî m ≥ m′.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãèé âèðàç äëÿ ∆q â (2.3.62) òà ñïiââiäíîøåííÿ ∂̄nẑn =

ẑn∂̄n, ìè ìà¹ìî

ϕm,m′ := Hm,m′(zm
n w

m′

n ) =
m′∑
s=0

αsQ̂
s∆s

qz
m
n w

m′

n

= zm−m′

n

m′∑
s=0

αsq
2(n−1)sQ̂s [m]!

[m− s]!

[m′]!

[m′ − s]!
zm′−s
n wm′−s

n .
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Âçÿâøè äî óâàãè âèðàç äëÿ êîåôiöi¹íòiâ αs òà âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè

[s]! =
(q2; q2)s(−1)s

(q − q−1)s
q−s(s+1)/2,

[m]!

[m− s]!
=

(q−2m; q2)s

(q − q−1)s
qms−s(s−1)/2 ,

ìè îòðèìó¹ìî

ϕm,m′ = zm−m′

n

m′∑
s=0

q2s (q−2m; q2)s(q
−2m′

; q2)s

(q2; q2)s(q−2(m+m′+n−2); q2)s
Qszm′−s

n wm′−s
n . (2.3.80)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ ç (2.3.61), ìè îòðèìó¹ìî ç (2.3.80),

ùî

ϕm,m′ = Qm′
zm−m′

n

m′∑
s=0

q2s (q−2m; q2)s(q
−2m′

; q2)s

(q2; q2)s(q−2(m+m′+n−2); q2)s
(Qn−1/Q; q−2)m′−s.

Îñêiëüêè (äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (II.4) ç Äîäàòêó II â [46])

(Qn−1/Q; q−2)m′−s =
m′−s∑
ν=0

q2ν (q−2(m′−s); q2)ν

(q2; q2)ν
Qν

n−1/Q
ν,

ìè ìà¹ìî

ϕm,m′ = Qm′
zm−m′

n

m′∑
s=0

q2s(q−2m; q2)s(q
−2m′

; q2)s

(q2; q2)s(q−2(m+m′+n−2); q2)s

m′−s∑
ν=0

q2ν (q−2(m′−s); q2)ν

(q2; q2)ν

Qν
n−1

Qν

= Qm′
zm−m′

n

m′∑
ν=0

Qν
n−1

Qν
q2ν

m′−ν∑
s=0

(q−2(m′−s); q2)ν

(q2; q2)ν

q2s(q−2m; q2)s(q
−2m′

; q2)s

(q2; q2)s(q−2(m+m′+n−2); q2)s
.

(2.3.81)

Çàñòîñîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (I.7), à ïîòiì ñïiââiäíîøåííÿ (I.13) ç Äîäàòêó

I â [46], ìè çíàõîäèìî

(q−2(m′−s); q2)ν = (−1)νq−2m′νqν(ν−1) (q
2m′−2ν+2; q2)ν(q

−2m′+2ν; q2)s

(q−2m′; q2)s
.

Òîìó äëÿ ñóìè ïî s â (2.3.81), ÿêó ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç Iν, ìè îòðèìó¹ìî âèðàç

Iν = (−1)νq−2m′νqν(ν−1) (q
2m′−2ν+2; q2)ν

(q2; q2)ν

m′−ν∑
s=0

(q−2m′+2ν; q2)s(q
−2m; q2)sq

2s

(q2; q2)s(q−2(m+m′+n−2); q2)s
.
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Ñóìà ïî s ¹ áàçèñíîþ ãiïåðãåîìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ

2ϕ1(q
−2m, q−2m′+2ν; q−2(m+m′+n−2); q2; q2) =

q−2mm′+2mν(q−2m′−2n+4; q2)m′−ν

(q−2(m+m′+n−2); q2)m′−ν
,

äå ìè âèêîðèñòàëè ôîðìóëó (II.6) ç Äîäàòêó II â [46].

Òîìó äëÿ ôóíêöi¨ ϕm,m′ ìè ìà¹ìî âèðàç

ϕm,m′ = Qm′
zm−m′

n

m′∑
ν=0

Qν
n−1

Qν
q2ν(−1)νq−2m′νqν(ν−1)q−2mm′+2mν

×(q2m′−2ν+2; q2)ν

(q2; q2)ν

(q−2m′−2n+4; q2)m′−ν

(q−2(m+m′+n−2); q2)m′−ν
.

Çàâäÿêè ôîðìóëi (I.8) ç Äîäàòêó I â [46], ìè ìà¹ìî

(q2m′−2ν+2; q2)ν = (q−2m′
; q2)ν(−1)νq2m′νq−ν(ν−1)

òà çàâäÿêè ôîðìóëi (I.11) ç Äîäàòêó I â [46] ìè îòðèìó¹ìî

(q−2m′−2n+4; q2)m′−ν

(q−2(m+m′+n−2); q2)m′−ν
= q−2mν (q−2m′−2n+4; q2)m′

(q−2(m+m′+n−2); q2)m′

(q2(m+n−1); q2)ν

(q2n−2; q2)ν
.

Òîìó ìè ìà¹ìî

Hmm′(zm
n w

m′

n ) = ϕm,m′ = q−2mm′ (q−2m′−2n+4; q2)m′

(q−2(m+m′+n−2); q2)m′
Qm′

zm−m′

n ×

×
m′∑

ν=0

(q−2m′
; q2)ν(q

2(m+n−1); q2)ν

(q2; q2)ν(q2(n−1); q2)ν

Qν
n−1

Qν
q2ν

=
(q2(n−1); q2)m′

(q2(m+n−1); q2)m′
Qm′

zm−m′

n 2ϕ1(q
−2m′

, q2(m+n−1); q2(n−1); q2; q2Qn−1/Q).

Öå äîâîäèòü äðóãå òâåðæåííÿ ó âèïàäêó m ≥ m′. Âèïàäîê m < m′ äîâî-

äèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Òâåðæåííÿ ïîâíiñòþ äîâåäåíå.

Ôîðìóëà

P
(α,β)
k (x; q) = 2ϕ1(q

−k, qα+β+k+1; qα+1; q; qx)
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âèçíà÷à¹ òàê çâàíi ìàëi q-ßêîái ïîëiíîìè. Çîíàëüíi ïîëiíîìè ç Òâåðæåííÿ

2.13 ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ÷åðåç öi ïîëiíîìè ÿê

ϕ′
m,m′ = Qm′

zm−m′

n P
(n−2,m−m′)
m′ (Qn−1/Q; q2),

ÿêùî m ≥ m′ òà

ϕ′
m,m′ = QmP (n−2,m′−m)

m (Qn−1/Q; q2)wm′−m
n ,

ÿêùîm ≤ m′. Çâóæóþ÷è öi ïîëiíîìè íà êâàíòîâó ñôåðó SC
q,n−1, ìè îòðèìó¹ìî

τϕ′
m,m′ = zm−m′

n P
(n−2,m−m′)
m′ (Qn−1; q

2),

ÿêùî m ≥ m′ òà

τϕ′
m,m′ = P (n−2,m′−m)

m (Qn−1; q
2)wm′−m

n ,

ÿêùî m ≤ m′. Öi ïîëiíîìè íàçèâàþòüñÿ çîíàëüíèìè ñôåðè÷íèìè ôóíêöiÿìè

íà êâàíòîâié ñôåði SC
q,n−1. Âîíè áóëè îá÷èñëåíi â [129] (äèâ. òàêîæ [43, 44]).

2.3.8. q-Àíàëîã ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê ïî âiäíîøåííþ

äî Uq(gln−1). Âiäîìî (äèâ. [153], ãëàâà 11), ùî ó ïðîñòîði êëàñè÷íèõ îäíîði-

äíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ íà óíiòàðíîìó (êîìïëåêñíîìó åâêëiäîâîìó) ïðî-

ñòîði EC
n iñíóþòü ðiçíi îðòîíîðìîâàíi áàçèñè. Âîíè âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ðîç-

äiëåííÿì çìiííèõ. Êîæíå ðîçäiëåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó ëàíöþæêó

ïiäãðóï óíiòàðíî¨ ãðóïè U(n). Ìè ìà¹ìî àíàëîãi÷íó êàðòèíó äëÿ ïðîñòîðiâ

Hm,m′ îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ. Â öüîìó ïóíêòi ìè ðîçãÿäà¹ìî q-

àíàëîã ðîçäiëåííÿ çìiííèõ, ùî âiäïîâiäà¹ ñôåðè÷íèì êîîðäèíàòàì íà ñôåði

SC
n−1 (äèâ. [153], ãëàâà 11).
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Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó ìåòîä äåðåâ ðîçðiçíÿ¹ ðiçíi ñõåìè ðîçäiëåííÿ çìií-

íèõ. Ðiçíèì ñõåìàì ðîçäiëåííÿ çìiííèõ îäíîçíà÷íî âiäïîâiäàþòü ðiçíi ëàí-

öþæêè ïiäãðóï U(n). Öåé ñàìèé ìåòîä äåðåâ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ

q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ, àëå çàìiñòü ëàíöþæêiâ ïiäãðóï U(n) ìè ìà¹ìî âçÿòè

âiäïîâiäíi ëàíöþæêi ïiäàëãåáð àëãåáðè Uq(gln). Òàêîìó ëàíöþæêó ïiäàëãåáð

âiäïîâiäà¹ ïåâíèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ.

Ìåòîþ öüîãî ðîçäiëó ¹ ïîáóäîâà îðòîãîíàëüíîãî áàçèñó ïðîñòîðó Hm,m′

îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ëàíöþæêó

Uq(gln) ⊃ Uq(gln−1) ⊃ · · · ⊃ Uq(gl3) ⊃ Uq(gl2) ⊃ Uq(gl1). (2.3.82)

Öåé áàçèñ ¹ q-àíàëîãîì íàáîðó ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê íà êîìïëå-

êñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði, ÿêi ¹ äîáóòêàìè ïåâíèõ ïîëiíîìiâ ßêîái (äèâ.

[153], ãëàâà 11). Áàçèñíi åëåìåíòè äàþòü ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ∆qp = 0 ó �ðîçäi-

ëåíèõ çìiííèõ�. Îòæå ìè îòðèìó¹ìî q-àíàëîã êëàñè÷íîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ.

Ëåìà 2.3. Íåõàé fk′(z′) òà gl′(w
′) � îäíîðiäíi ïîëiíîìè ñòåïåíi k′ âiä

z′ ≡ (z1, z1, · · · , zn−1) òà ñòåïåíi l′ âiä w′ ≡ (w1, w1, · · · , wn−1), âiäïîâiäíî.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ k òà l ìè ìà¹ìî

∆q(z
k
nw

l
nfk′(z′)gl′(w

′)) = ql−kzk
nw

l
n∆n−1(fk′(z′)gl′(w

′))

+q2(n−1)ql′+k′
[k][l]zk−1

n wl−1
n fk′(z′)gl′(w

′),

äå ∆n−1 =
∑n−1

i=1 q
2i−2∂̄i∂i � q-îïåðàòîð Ëàïëàñà äëÿ åëåìåíòiâ z′ ≡ (z1, · · · ,

zn−1) òà w′ ≡ (w1, · · · , wn−1).

Òâåðæåííÿ 2.14. Íåõàé s òà s′ � öiëi, òàêi ùî 0 ≤ s ≤ m òà 0 ≤

s′ ≤ m′. Íåõàé hs,s′(z
′,w′) � îäíîðiäíèé ãàðìîíi÷íèé ïîëiíîì ñòåïåíi s âiä
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z′ = (z1, z2, · · · , zn−1) òà ñòåïåíi s′ âiä w′ = (w1, w2, · · · , wn−1). Òîäi äëÿ

zm−s
n wm′−s′

n hs,s′(z
′,w′) ∈ Am,m′, ìè ìà¹ìî

Hm,m′(zm−s
n wm′−s′

n hs,s′(z
′,w′)) = zm−s−m′+s′

n Qm′−s′dmm′

ss′ hs,s′(z
′,w′), (2.3.83)

äå m− s ≥ m′ − s′,

dmm′

ss′ = q−2(m−s)(m′−s′) (q−2m′−2s−2n+4; q2)m′−s′

(q−2m−2m′−2n+4; q2)m′−s′
×

×2ϕ1(q
−2(m′−s′), q2(m+s′+n−1); q2(s+s′+n−1); q2; q2Qn−1/Q),

òà

Hm,m′(zm−s
n wm′−s′

n hs,s′(z
′,w′)) = Qm−sdmm′

ss′ w
m′−s′−m+s
n hs,s′(z

′,w′), (2.3.84)

äå m− s ≤ m′ − s′,

dmm′

ss′ = q−2(m−s)(m′−s′) (q−2m−2s′−2n+4; q2)m−s

(q−2m−2m′−2n+4; q2)m−s
×

×2ϕ1(q
−2(m−s), q2(m′+s+n−1); q2(s+s′+n−1); q2; q2Qn−1/Q).

Çàóâàæåííÿ. ßêùî n = 2, òîäi ïîëiíîìè hs,s′(z1, w1) ç Òâåðæåííÿ 2.14 ¹

êðàòíèìè åëåìåíòàì ç (2.3.66), òîáòî, ìè ìà¹ìî s = 0 àáî s′ = 0 àáî s = s′ = 0.

Âèðàçè äëÿ dmm′

ss′ ç Òâåðæåííÿ 2.14 ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi â òåðìiíàõ

ìàëèõ q-ïîëiíîìiâ ßêîái P (α,β)
k (x; q) ÿê

dmm′

ss′ = cmm′

ss′ P
(s+s′+n−2,m−s−m′+s′)
m′−s′ (Qn−1/Q),

ÿêùî m− s ≥ m′ − s′ òà

dmm′

ss′ = cm
′m

s′s P
(s+s′+n−2,m′−s′−m+s)
m−s (Qn−1/Q),
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ÿêùî m− s ≤ m′ − s′.

Ìè ïîçíà÷à¹ìî âèðàç zm−s+m′+s′
n Qm′−s′dmm′

ss′ ç (2.3.83) òà âèðàç

Qm−sdmm′

ss′ w
m′−s′+m+s
n ç (2.3.84) ÷åðåç tn;m,m′

s,s′ . Òîäi

Hm,m′(zm−s
n wm′−s′

n hs,s′(z
′,w′)) = tn;m,m′

s,s′ hs,s′(z
′,w′). (2.3.85)

Áiëüø òîãî, ïðîñòið Hm,m′ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê ïðÿìà ñóìà

Hm,m′ =
m⊕

s=0

m′⊕
s′=0

tn;m,m′

s,s′ H(n−1)
s,s′ , (2.3.86)

äå H(n−1)
s,s′ � âiäïîâiäíi ïðîñòîðè îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ âiä zi,

wi, i = 1, 2, · · · , n − 1. Äëÿ òîãî, ùîá öå äîâåñòè, ìè çàóâàæèìî, ùî ïiäïðî-

ñòîðè tn;m,m′

s,s′ H(n−1)
s,s′ ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ òà

⊕m
s=0
⊕m′

s′=0 t
n;m,m′

s,s′ H(n−1)
s,s′ ⊂

Hmm′. Çàðàç ðiâíiñòü (2.3.86) âèïëèâà¹ ç ôàêòó, ùî ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðiâ çëi-

âà i ñïðàâà ñïiâïàäàþòü.

Ùîá ìàòè âiäïîâiäíiñòü ç êëàñè÷íèé âèïàäêîì, íèæ÷å ìè ïîçíà÷à¹ìî t2;m,m′

s,s′

(ó öüîìó âèïàäêó s = 0 àáî s′ = 0) ÷åðåç t2;m,m′

s ÿêùî s′ = 0 òà ÷åðåç t2;m,m′

−s′

ÿêùî s = 0.

Âçÿâøè äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi (7.3.3) ç [46] äëÿ ìà-

ëèõ q-ïîëiíîìiâ ßêîái, ìè îòðèìó¹ìî äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó tn;m,m′

s,s′ h
(n−1)
s,s′ òà

tn;m,m′

r,r′ h
(n−1)
r,r′ , h(n−1)

p,p′ ∈ H(n−1)
p,p′ , âèðàç

〈tn;m,m′

s,s′ h
(n−1)
s,s′ , tn;m,m′

r,r′ h
(n−1)
r,r′ 〉 = δsrδs′r′(c

mm′

ss′ )−2bmm′

ss′ 〈h(n−1)
s,s′ , h

(n−1)
r,r′ 〉(n−1),

äå 〈·, ·〉(n−1) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði H(n−1)
ss′ òà

bmm′

ss′ =
(1 − q2(n+s+s′−1))q2(m′−s′)(n+s+s′−1)(q2; q2)m−s(q

2; q2)m′−s′

(1 − q2(2m+n−1))(q2(n+s+s′−1); q2)m−s(q2(n+s+s′−1); q2)m′−s′
.
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Çàóâàæèìî, ùî îáðàõóíîê ñêàëÿðíîãî äîáóòêó çâîäèòüñÿ äî q-iíòåãðóâàííÿ

(äèâ. [43, 44] ïðî îá÷èñëåííÿ q-iíòåãðàëiâ öüîãî òèïó).

Çàðàç ìè çàñòîñîâó¹ìî ðîçêëàä (2.3.86) äî ïiäïðîñòîðiâ H(n−1)
s,s′ òà îòðèìó-

¹ìî

Hm,m′ =
m⊕

s=0

m′⊕
s′=0

s⊕
r=0

s′⊕
r′=0

tn;m,m′

s,s′ tn−1;s,s′
r,r′ H(n−2)

r,r′ ,

äå H(n−2)
r,r′ � ïiäïðîñòîðè îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ âiä zi, wi, i =

1, 2, · · · , n− 2. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ðîçêëàä, ìè îòðèìó¹ìî ðîçêëàä

Hm,m′ =
⊕

m,m′,m1

CΞm,m′,m1
(z,w),

äå ïîëiíîìè Ξm,m′,m1
äàþòüñÿ ôîðìóëîþ

Ξm,m′,m1
(z,w) = tn;m,m′

mn−1,m′
n−1
t
n−1;mn−1,m

′
n−1

mn−2,m′
n−2

· · · t3;m3,m
′
3

m2,m′
2
t2;m2,m

′
2

m1
t1;m1, (2.3.87)

òà ïiäñóìîâóâàííÿ éäå ïî âñiõ íàáîðàõ 2n − 3 öiëèõ m = (mn−1, · · · ,m2),

m′ = (m′
n−1, · · · ,m′

2), m1, òàêèõ ùî mi ≥ 0, m′
i ≥ 0, i = 2, 3, · · · , n − 1,

m2 ≥ m1 ≥ −m′
2,

m ≥ mn−1 ≥ mn−2 ≥ · · · ≥ m2, m′ ≥ m′
n−1 ≥ m′

n−2 ≥ · · · ≥ m′
2.

Òóò t
p;mp,m

′
p

mp−1,m′
p−1

òà t2;m2,m
′
2

m1 âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè, ÿêi äàíî âèùå òà

t1;m1 = zm1

1 ïðè m1 > 0, t1;0 = 1, t1;m1 = w−m1

1 ïðè m1 < 0.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî áàçèñ (2.3.87) ¹ îðòîãîíàëüíèì ïî âiäíîøåííþ ñêàëÿð-

íîãî äîáóòêó, ââåäåíîãî âèùå.

Ïðè q = 1, ïîëiíîìè (2.3.87) ïåðåòâîðþþòüñÿ ó áàçèñíi åëåìåíòè ïðî-

ñòîðiâ îäíîðiäíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ íà Cn â ðîçäiëåíèõ êîîðäèíàòàõ,
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âèçíà÷åíèõ ôîðìóëàìè (2) ç ðîçäiëó 11.1.4 â [153]. Öi êëàñè÷íi îäíîðiäíi ãàð-

ìîíi÷íi ïîëiíîìè, ïðè çâóæåííi íà ñôåðó SC
n−1, ñïiâïàäàþòü ç ïðè¹äíàíèìè

ñôåðè÷íèìè ôóíêöiÿìè ç ðîçäiëó 11.3 â [153]. Âîíè ¹ ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè

íóëüîâîãî ñòîâï÷èêà âiäïîâiäíèõ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü ãðóïè U(n).

Áàçèñíi åëåìåíòè (2.3.87) äàþòü ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ∆p = 0 â Hm,m′. Ïðåä-

ñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi (2.3.87) ìîæå ðîçãÿäàòèñü ÿê q-àíàëîã âiäïî-

âiäíîãî êëàñè÷íîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ.

Äëÿ òîãî, ùîá ìàòè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â Hm,m′, ìè êîæíå t
n−i;mn−i,m

′
n−i

mn−i−1,m′
n−i−1

ó âèðàçi (2.3.87) äëÿ Ξm,m′,m1
(z,w) çàìiíþ¹ìî íà

t̂
n−i;mn−i,m

′
n−i

mn−i−1,m′
n−i−1

= c
mn−i,m

′
n−i

mn−i−1,m′
n−i−1

(b
mn−i,m

′
n−i

mn−i−1,m′
n−i−1

)−1/2t
n−i;mn−i,m

′
n−i

mn−i−1,m′
n−i−1

.

Ìè ïîçíà÷à¹ìî âèðàç (2.3.87) ç òàêîþ çàìiíîþ ÷åðåç Ξ̂m,m′,m1
(z,w). Öi ïîëi-

íîìè óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ Hm,m′.

Âèùå ïîêàçàíî, ùî ó ïðîñòîði Hm,m′ äi¹ íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ Tm,m′ ç

ñòàðøîþ âàãîþ (m, 0, · · · , 0,−m′). Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðæåííÿ.

Òâåðæåííÿ 2.15. Îïåðàòîðè Tm,m′(ej), Tm,m′(fj) òà Tm,m′(kj), ÿêi âiäïî-

âiäàþòü ïîðîäæóþ÷èì åëåìåíòàì ej, fj, kj àëãåáðè Uq(gln), äiþòü íà áàçè-

ñíi åëåìåíòè Ξ̂m,m′,m1
≡ |m,m′,m1〉 ÿê

Tm,m′(ej−1)|m,m′,m1〉 = A(m,m′)|m+1
j−1,m

′,m1〉 +B(m,m′)|m,m′−1
j−1,m1〉,

Tm,m′(fj−1)|m,m′,m1〉 = A(m−1
j−1,m

′)|m−1
j−1,m

′,m1〉+B(m,m′+1
j−1)|m,m′+1

j−1,m1〉,

Tm,m′(kj−1)|m,m′,m1〉 = qm′
j−mj+mj−1−m′

j−1|m,m′,m1〉,

äå

A(m,m′) =
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=

(
[mj −mj−1][m

′
j +mj−1 + j − 1][mj−1 −mj−2 + 1][mj−1 +m′

j−2 + j − 2]

[mj−1 +m′
j−1 + j − 2][mj−1 +m′

j−1 + j − 1]

)1/2

,

B(m,m′) =

=

(
[m′

j −m′
j−1 + 1][mj +m′

j−1 + j − 2][m′
j−1 −m′

j−2][m
′
j−1 +mj−2 + j − 3]

[mj−1 +m′
j−1 + j − 2][mj−1 +m′

j−1 + j − 3]

)1/2

,

mn ≡ m, m′
n ≡ m′, m±1

j ïîçíà÷à¹ íàáið ÷èñåë mj−1, â ÿêîìó mj−1 çàìiíåíî

íà, âiäïîâiäíî, mj−1 ± 1.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðæåííÿ ¹ ãðîìiçäêèì. Îñêiëüêè âîíî àíàëîãi÷íå äî

äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1 ç [72], ìè éîãî íå íàâîäèìî.

2.3.9. q-Àíàëîã ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê ïî âiäíîøåííþ

äî Uq(glp)×Uq(gln−p). Ó ï. 2.2.8 ìè çíàéøëè îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ó ïðîñòîði

Hmm′ îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ëàíöþæêó ïiä-

àëãåáð (2.3.82). Ó öüîìó ïóíêòi ìè çíàéäåìî îðòîãîíàëüíi áàçèñè ó öüîìó

ñàìîìó ïðîñòîði, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðåäóêöiÿì

Uq(gln) ⊃ Uq(glp) × Uq(gln−p) ⊃ · · · . (2.3.88)

Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó (äèâ. [153], ãëàâà 11), ïîäàëüøi ðåäóêöi¨ ìîæíà âçÿòè

çãiäíî áóäü-ÿêîìó ëàíöþæêó ïiäãðóï ãðóï U(p) òà U(n−p). Çîêðåìà, çâè÷àé-

íèé ìåòîä äåðåâ (äèâ. [153], ðîçäië 10.2) ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé ïðè îïèñi

ðiçíèõ ëàíöþæêiâ öèõ ãðóï, ÿêèì âiäïîâiäàþòü ðiçíi îðòîãîíàëüíi áàçèñè â

Hmm′. Ó íàøîìó âèïàäêó iñíóþòü äåÿêi ñêëàäíîùi ç ïîáóäîâîþ îðòîãîíàëü-

íèõ áàçèñiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü äîâiëüíèì ëàíöþæêàì ïiäàëãåáð (2.3.88). Òîìó

ìè áóäó¹ìî îðòîãîíàëüíi áàçèñè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âèïàäêó, êîëè ìè áåðåìî

ëàíöþæêè òèïó (2.3.82) äëÿ ïiäàëãåáð Uq(glp) òà Uq(gln−p) ç (2.3.88).
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Ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî íàáið (z,w) = (z1, · · · , zn;w1, · · · , wn) ÿê (y, t), äå y =

(z1, z2, · · · , zp, w1, w2, · · · , wp) òà t = (zp+1, · · · , zn, wp+1, · · · , wn). Òîäi q-îïåðàòîð

Ëàïëàñà ∆q ìîæíà çàïèñàòè ÿê

∆q = ∆(y) + ∆(t), (2.3.89)

äå

∆(y) = ∂1∂̄1 + · · · + ∂p∂̄p, ∆(t) = ∂p+1∂̄p+1 + · · · + ∂n∂̄n =

n−p∑
i=1

q2(i−1)∂̄p+i∂p+i.

(2.3.90)

Îïåðàòîð ∆q òàêîæ ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ÿê ∆q = ∆̂(y) + q2p∆(t), äå

∆̂(y) = ∂̄1∂1 + q2∂̄2∂2 + · · · + q2(p−1)∂̄p∂p. (2.3.91)

Ìè ìà¹ìî

∆(y) − ∆̂(y) = (1 − q2p)∆(t). (2.3.92)

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè áàçèñè Hm,m′, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðåäóêöi¨ (2.3.88), ìè

âiçüìåìî íåâiä'¹ìíå ÷èñëà r, r′, s, s′, òàêi ùî

u := m− r − s = m′ − r′ − s′ ≥ 0.

Ìè áàæà¹ìî çíàéòè ãàðìîíi÷íó ïðîåêöiþ ïîëiíîìiâ

Qu
yhs,s′(t)hr,r′(y) ∈ Amm′, hs,s′(t) ∈ H̃(t)

ss′ , hr,r′(y) ∈ H(y)
r,r′, (2.3.93)

äå Qy := z1w1 + · · · + zpwp, H(y)
r,r′ � ïðîñòið îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëi-

íîìiâ âiä y = (z1, z2, · · · , zp, w1, w2, · · · , wp), òà H̃(t)
s,s′ � ïðîñòið, îòðèìàíèé

íàñòóïíèì ÷èíîì: ìè áåðåìî ïðîñòið H(n−p)
s,s′ îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ âiä (z1, · · · , zn−p, w1, · · · , wn−p) òà, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ
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ìiæ zi òà wj, ïðåäñòàâëÿ¹ìî êîæíèé ïîëiíîì ó òàêîìó âèãëÿäi, ùî ó êî-

æíîìó ç äîäàíêiâ (ìîíîìiâ) åëåìåíòiâ z1, · · · , zn−p ñòîÿòü ïåðåä åëåìåíòàìè

w1, · · · , wn−p. Òîäi ìè çàìiíþ¹ìî, âiäïîâiäíî, z1, · · · , zn−p, w1, · · · , wn−p íà

zp+1, · · · , zn, wp+1, · · · , wn ó êîæíîìó ç öèõ ïîëiíîìiâ. Ïðîñòið öèõ ïîëiíîìiâ

âiä zp+1, · · · , zn, wp+1, · · · , wn ïîçíà÷åìî ÷åðåç H̃(t)
ss′ .

Ëåìà 2.4. Ïîëiíîìè P ç H̃(t)
s,s′ çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì ∂iP = 0, ∂̄iP = 0,

i = 1, 2, · · · , p.

Íàñëiäîê 1. Åëåìåíòè P ïðîñòîðó H̃(t)
s,s′ çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

∆(t)P = 0.

Íàñëiäîê 2. Åëåìåíòè P ïðîñòîðó H̃(t)
s,s′ ¹ q-ãàðìîíi÷íèìè, òîáòî, ∆qP =

0.

Íàñëiäîê 1 âèïëèâà¹ ç (2.3.90)�(2.3.92). Íàñëiäîê 2 âèïëèâà¹ ç Íàñëiäêó 1

òà ôîðìóëè (2.3.89).

Ëåìà 2.5. Äëÿ ïîëiíîìà hs,s′(t) ∈ H̃(t)
s,s′ òà äîâiëüíîãî ïîëiíîìà f(y), ìè

ìà¹ìî

∆̂(y)hs,s′(t)f(y) = qs−s′hs,s′(t)∆̂(y)f(y).

Îñêiëüêè ∆(t)
(
Qu

yhs,s′(t)hr,r′(y)
)

= 0, òîìó âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 3.5 òà

ñïiââiäíîøåííÿ (2.3.63) ç p çàìiñòü n, ìè ìà¹ìî

∆q

(
Qu

yhs,s′(t)hr,r′(y)
)

= ∆̂(y)
(
Qu

yhs,s′(t)hr,r′(y)
)

= qahs,s′(t)∆(y)Q
u
yhr,r′(y)

= qa[u][p+ u+ r + r′ − 1]
(
Qu−1

y hs,s′(t)hr,r′(y)
)
,

äå a = 2(s− s′)u+ s′ − s.
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Çàðàç ìè ìîæåìî çíàéòè ãàðìîíi÷íó ïðîåêöiþ ïîëiíîìiâ (2.3.93). Ïîçíà-

÷èâøè öþ ïðîåêöiþ ÷åðåç h(r,r′;s,s′)
m,m′ (z,w), ìè ìà¹ìî

h
(r,r′;s,s′)
m,m′ (z,w) =

min (m,m′)∑
k=0

αkQ
k∆k

q

(
Qu

yhs,s′(t)hr,r′(y)
)

=

(
u∑

k=0

αkQ
kq(s−s′+p−1)k [u]![r + r′ + p+ u− 1]!

[u− k]![r + r′ + p+ u− k − 1]!
Qu−k

y

)
hs,s′(t)hr,r′(y),

äå αk âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (2.3.77). Ïîçíà÷èâøè âèðàç ó êðóãëèõ äóæêàõ

÷åðåç tn,p;m,m′

r,r′;s,s′ (Qy, Qt), ìè ìà¹ìî

h
(r,r′;s,s′)
m,m′ (z,w) = Hm,m′

(
Qm−r−s

y hs,s′(t)hr,r′(y)
)

= tn,p;m,m′

r,r′;s,s′ (Qy, Qt)hs,s′(t)hr,r′(y).

(2.3.94)

Ïiñëÿ ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü ìè îòðèìó¹ìî äëÿ tn,p;m,m′

r,r′;s,s′ (Qy, Qt) âèðàç

tn,p;m,m′

r,r′;s,s′ (Qy, Qt) = Qu
y

u∑
k=0

(q−2u; q2)k(q
−2(r+r′+p+u−1); q2)k

(q−2(m+m′+n−2); q2)k(q2; q2)k
qkσQkQ−k

y ,

äå σ = −2n− 2s′ + 2 + 2p. Âçÿâøè äî óâàãè âèçíà÷åííÿ áàçèñíî¨ ãiïåðãåîìå-

òðè÷íî¨ ôóíêöi¨ 2ϕ1, ìè âèâîäèìî

tn,p;m,m′

r,r′;s,s′ (Qy, Qt) = Qu
y 2ϕ1(q

−2u, q−2(r+r′+p+u−1); q−2(m+m′+n−2); q2, QQ−1
y qσ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

2ϕ1(q
−n, b; c; q, z) = q−(n+1)n/2(−z)n (b; q)n

(c; q)n
2ϕ1(q

−n, q1−n/c; q1−n/b; q, cqn+1/bz)

(äèâ., íàïðèêëàä, ôîðìóëó (2) ç Ðîçäiëó 14.1.8 â [154]), ìè çâîäèìî öåé âèðàç

äî

tn,p;m,m′

r,r′;s,s′ (Qy, Qt) = (−qσ)uq−(u+1)u (q−2(r+r′+p+u−1); q2)u

(q−2(m+m′+n−2); q2)u
Qu
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×2ϕ1(q
−2u, q2(m+m′+n−u−1); q2(r+r′+p); q2, q−2s+2Qy/Q).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ìàëèõ q-ïîëiíîìiâ ßêîái, ìè âèâîäèìî, ùî

tn,p;m,m′

r,r′;s,s′ (Qy, Qt) = (−qσ)uq−(u+1)u (q−2(r+r′+p+u−1); q2)u

(q−2(m+m′+n−2); q2)u
Qu

×P (r+r′+p−1,s+s′+n−p−1)
u (q−2sQy/Q; q2). (2.3.95)

Îòæå ìè äîâåëè, ùî ïðîåêöiÿ Hm,m′
(
Qm−r−s

y hs,s′(t)hr,r′(y)
)
äà¹òüñÿ ôîðìó-

ëîþ (2.3.94), äå tn,p;m,m′

r,r′;s,s′ âèçíà÷àþòüñÿ (2.3.95). Çâóæåííÿ τh(r,r′;s,s′)
m,m′ (z,w) öi¹¨

ïðîåêöi¨ íà êâàíòîâó ñôåðó SC
q,n−1 äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

τh
(r,r′;s,s′)
m,m′ (z,w) = (τtn,p;m,m′

r,r′;s,s′ )(Qy)hs,s′(t)hr,r′(y),

äå (τtn,p;m,m′

r,r′;s,s′ )(Qy) = cP
(r+r′+p−1,s+s′+n−p−1)
u (q−2sQy/Q; q2) (c � ìíîæíèê ç ïðà-

âî¨ ñòîðîíè (2.3.95)).

Äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ïîëiíîìiâ ó âèãëÿäi (2.3.94), ìè ìà¹ìî

〈h(r,r′;s,s′)
m,m′ , h

(r′′,r′′′;s′′,s′′′)
m,m′ 〉 = 0 , ÿêùî (r, r′, s, s′) 6= (r′′, r′′′, s′′, s′′′)

(îñêiëüêè ïðîñòîðè H(y)
r,r′ i H

(y)
r′′,r′′′ òà ïðîñòîðè H̃(t)

s,s′ i H̃
(t)
s′′,s′′′ ¹ îðòîãîíàëüíèìè).

ßêùî (r, r′, s, s′) = (r′′, r′′′, s′′, s′′′), òîäi îá÷èñëåííÿ íîðìè ïîëiíîìà (2.3.94)

çâîäèòüñÿ äî âèêîðèñòàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi äëÿ q-ïîëiíîìiâ

ßêîái òà íîðì hs,s′(t) i hr,r′(y).

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè q-àíàëîã ðîçäiëåííÿ çìiííèõ ó öüîìó âèïàäêó, ìè

ìà¹ìî âçÿòè áàçèñè ó ïðîñòîðàõH(y)
r,r′ òà H̃

(t)
s,s′ â ðîçäiëåíèõ çìiííèõ, ÿê öå áóëî

çðîáëåíî â ï. 2.3.8.
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2.4. Âèñíîâêè

Â ïiäðîçäiëi 2.2 öüîãî ðîçäiëó âèâ÷àëèñü q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàí-

òîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði, ïîðîäæåíîìó q-êîìóòóþ÷èìè åëåìåíòàìè x1,

x2, . . . , xn. Ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè âèçíà÷åíi ÿê ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ∆qp = 0,

äå p � ïîëiíîì âiä x1, x2, . . . , xn òà q-îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆q âèçíà÷åíî ÷å-

ðåç q-ïîõiäíi. Äëÿ ïîáóäîâè ÿâíèõ ôîðìóë äóæå çðó÷íèì ¹ ïðîåêòîð Hm :

Am → Hm, äå Am òà Hm � ïðîñòîðè îäíîðiäíèõ (ñòåïåíi m) ïîëiíîìiâ òà q-

ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ, âiäïîâiäíî. Öåé ïðîåêòîð áóâ çêîíñòðóéîâàíèé ÷åðåç

q-îïåðàòîðè Ëàïëàñà òà êâàäðàòà ðàäióñà. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ïðîåêòîð áó-

ëî âïåðøå îòðèìàíî q-àíàëîã êëàñè÷íèõ ïðè¹äíàíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Âîíè ñêëàäàþòü îðòîíîðìîâíèé áàçèñ â Hm âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó Ôi-

øåðà. Äàíî q-àíàëîã ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Òàêîæ ó öüîìó ðîçäiëi çíàéäåíî ÿâ-

íi ôîðìóëè äëÿ ïðåäñòàâëåíü íåñòàíäàðòíî¨ q-äåôîðìîâàíî¨ àëãåáðà U ′
q(son),

ÿêà ãðà¹ ðîëü ãðóïè ïîâîðîòiâ SO(n) ó âèïàäêó êëàñè÷íèõ ãàðìîíi÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ, íà ïðîñòîðàõ Hm.

Â ïiäðîçäiëi 2.3 âèâ÷àâñÿ q-îïåðàòîð Ëàïëàñà òà q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè

íà êâàíòîâîìó êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði, ïîðîäæåíîìó åëåìåíòà-

ìè zi, wi, i = 1, 2, · · · , n, íà ÿêîìó äi¹ êâàíòîâà ãðóïà GLq(n) (àáî Uq(n)).

Òóò zi (âiäïîâiäíî, wi) ãðàþòü ðîëü ãîëîìîðôíèõ (âiäïîâiäíî, àíòèãîëîìîð-

ôíèõ) êîîðäèíàò íà êâàíòîâîìó ïðîñòîði. q-Ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè âèçíà÷åíi

ÿê ðîçâ'ÿçêè ∆qp = 0, äå p � ïîëiíîì âiä zi, wi, i = 1, 2, · · · , n, òà q-îïåðàòîð

Ëàïëàñà ∆q âèçíà÷åíî ÷åðåç q-ïîõiäíi. q-Îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆q êîìóòó¹ ç äi-

¹þ GLq(n). Íàñòóïíèì êðîêîì ïîáóäîâàíî ïðîåêòîð Hm,m′ : Am,m′ → Hm,m′,
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äå Am,m′ òà Hm,m′ ¹, âiäïîâiäíî, ïðîñòîðè îäíîðiäíèõ (ñòåïåíi m ïî zi òà

ñòåïåíi m′ ïî wi) ïîëiíîìiâ òà îäíîðiäíèõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ. Âèêî-

ðèñòîâóþ÷i ïîáóäîâàíi ïðîåêòîðè, ïîáóäîâàíî âïåðøå q-àíàëîãè êëàñè÷íèõ

çîíàëüíèõ ñôåðè÷íèõ òà ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê. Âîíè óòâîðþþòü

îðòîãîíàëüíèé áàçèñ äëÿ Hm,m′. Äàíî q-àíàëîã ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Êâàíòî-

âà àëãåáðà Uq(gln), ùî äi¹ íà Hm,m′, âèçíà÷à¹ íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ Uq(gln).

Ïîáóäîâàíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ äi¨ îïåðàòîðiâ âiäïîâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü. Öi ðå-

çóëüòàòè, çîêðåìà, äîçâîëèëè ïîáóäóâàòè äóàëüíó ïàðó Õàó (Uq(sl2), Uq(gln))

(Howe duality) äëÿ êâàíòîâèõ àëãåáð, ùî äiþòü íà êâàíòîâîìó êîìïëåêñíî-

ìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði. Â öié ïàði êâàíòîâà àëåãáðà Uq(sl2) ïîðîäæåíà q-

îïåðàòîð Ëàïëàñà, iíâàðiàíòíèì îïåðàòîðîì, ùî ãðà¹ ðîëü êâàäðàòó ðàäióñà,

òà îïåðàòîðîì Åéëåðà.
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ÐÎÇÄIË 3

Ìîäåëü Ðóçiíàðñà ÿê ïðèêëàä ìîäåëi, ïîâ'ÿçàíî¨ ç

êâàíòîâèì ñèìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì

Îñíîâíèì ìåòîäîì ïîáóäîâè êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ¹ êâàíòîâèé

ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ. Àëå öåé ìåòîä ïî ñóòi ¹ àëãåáðà¨÷íèì. Ií-

øèé ïiäõiä, ÿêèé çàñòîñîâíèé äî ïîáóäîâè êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ iíòåãðîâíèõ

çàäà÷ çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi, â îñíîâíîìó ðîçâèíóòèé

Îëüøàíåöüêèì òà Ïåðåëîìîâèì [134], ¹ ãåîìåòðè÷íèì. Â öüîìó ïiäõîäi ãà-

ìiëüòîíiàíè òà êîìóòóþ÷è ç íèìè iíòåãðàëè ðóõó iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ïîâ'ÿ-

çóþòüñÿ ç ðàäiàëüíèìè ÷àñòèíàìè îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà�Áåëüòðàìi íà ñèìå-

òðè÷íèõ ïðîñòîðàõ. Ñèìåòðè÷íi ïðîñòîðè � öå ïðîñòîðè, ÿêi ¹ îäíîðiäíèìè

ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ äåÿêîþ ãðóïè Ëi òà ìàþòü äîäàòêîâó ñèìåòðiþ ïî âiäíî-

øåííþ äî îïåðàöi¨ iíâåðñi¨ [6]. Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié òiñíî

ïîâ'ÿçàíà ç ãàðìîíi÷íèì àíàëiçîì íà öèõ ïðîñòîðàõ. À ñàìå, õâèëüîâi ôóí-

êöi¨ êîìóòóþ÷èõ ãàìiëüòîíiàíiâ � öå ñôåðè÷íi ãàðìîíiêè íà ñèìåòðè÷íèõ

ïðîñòîðàõ. Â äèñåðòàöi¨ ïîêàçàíî, ùî öåé ïiäõiä óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà êâàí-

òîâi (òîáòî q-äåôîðìîâàíi) ñèìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹òüñÿ

q-äåôîðìàöiÿ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì, ÿêà ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê äåÿêèé ðåëÿòè-

âiñòñüêèé àíàëîã ïî÷àòêîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì. Â öüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íåñòàíäàðòíà äåôîðìàöiÿ U ′
q(son) àëãåáðè Ëi ãðóïè îáåð-

òàíü, ÿêà ðîçãëÿäàëàñü â Ðîçäiëi 1 òà ãàðìîíi÷íèé àíàëiç ùå íà îäíîìó òèïi

êâàíòîâèõ ïðîñòîðiâ, êðiì òèõ, ùî ðîçãëÿäàâñÿ â Ðîçäiëi 2.
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3.1. Âñòóï

Â ðîáîòi [131], Ì. Íîóìi äàâ âèçíà÷åííÿ êâàíòîâîãî àíàëîãó Fq(GL(n)/

SO(n)) àëãåáðè ôóíêöié íà îäíîðiäíîìó ïðîñòîði GL(n)/SO(n) òà çîíàëü-

íèõ ñôåði÷íèõ ôóíêöié íà âiäïîâiäíîìó êâàíòîâîìó ïðîñòîði. Âèÿâëÿ¹òüñÿ,

ùî öi ñôåðè÷íi ôóíêöi¨ ïðè çâóæåííi íà ïiäàëãåáðó Êàðòàíà ¹ ïîëiíîìàìè

Ìàêäîíàëüäà, ÿêi ¹ ñïiëüíèìè âëàñíèìè ôóíêöiÿìè êîìóòóþ÷îãî íàáîðó ði-

çíåöåâèõ îïåðàòîðiâ Ìàêäîíàëüäà�Ðóçiíàðñà (ÐÎÌÐ) [142]. Öi ðiçíåöåâi îïå-

ðàòîðè ç'ÿâëÿþòüñÿ ÿê ðàäiàëüíi êîìïîíåíòè åëåìåíòiâ Êàçèìiðà Uq(gln). Â

[131] áóëè ïîðàõîâàíi ðàäiàëüíi êîìïîíåíòè �êâàäðàòè÷íîãî� åëåìåíòà Êàçè-

ìiðà. Ìè çíàõîäèìî ðàäiàëüíi êîìïîíåíòè iíøèõ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ Êàçè-

ìiðà. Ìåòîä âèâåäåííÿ ¹ óçàãàëüíåííÿì ìåòîäó, çàïðîïîíîâàíîãî â [131], àëå

âèêîðèñòîâó¹ òåõíiêó àôiííî¨ àëãåáðè Ãåêêå, ðîçâèíóòó â [37] I. ×åðåäíiêîì.

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ÐÎÌÐ (ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè çìiííèõ) ñïiâïàäàþòü ç êîìó-

òóþ÷èìè ãàìiëüòîíiàíàìè êâàíòîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi

Ðóçiíàðñà. Öi ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâëåíi íèæ÷å â ïiäðîçäiëi 3.2 òà îïóáëiêîâàíi

â [81, 84]. Â öèõ äîñëiäæåííÿõ õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà âèçíà÷åíi

ÿê ìàòðè÷íi åëåìåíòè Ψ(x1, x2, . . . , xn) = 〈v|q
∑n

k=1 xkεk|v〉, äå qεk íàëåæèòü ïiä-

àëãåáði Êàðòàíà, 〈v| òà |v〉 � iíâàðiàíòíi âåêòîðè ïî âiäíîøåííþ äî ïðàâî¨

òà ëiâî¨ äié íåñòàíäàðòíî¨ q-äåôîðìàöi¨ Ãàâðèëèêà�Êëiìèêà [47]. Ïîêàçàíî,

ùî õâèëüîâi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi òàêèì ÷èíîì, ¹ ñïiëüíèìè õâèëüîâèìè ôóí-

êöiÿìè êîìóòóþ÷îãî íàáîðó ðiçíèöåâèõ îïåðàòîðiâ Ìàêäîíàëüäà�Ðóçiíàðñà.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ iíôîðìàöiþ áóëî çíàéäåíî âèðàçè äëÿ õâèëüîâèõ ôóí-

êöié ÷åðåç ïîëiíîìè Ìàêäîíàëüäà. Â [83] öi âèðàçè îòðèìàíi áåçïîñåðåäíüî
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÷åðåç âèêîðèñòàííÿ ÿâíèõ ôîðìóë äëÿ iíâàðiàíòíèõ âåêòîðiâ â ïðîñòîði â áà-

çèñi ÃÖ. Ùîá îòðèìàòè õâèëüîâi ôóíêöi¨ ÷åðåç ïîëiíîìè Ìàêäîíàëüäà íàì

áóëà ïîòðiáíà êîìáiíàòîðíà ôîðìóëà äëÿ òàêèõ ïîëiíîìiâ [117]. Öi ðåçóëüòàòè

ïðåäñòàâëåíi â Ïiäðîçäiëi 3.3.

Êâàíòîâi ãàìiëüòîíiàíè òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà, ÿêi ìè òóò

ðîçãëÿäà¹ìî, ¹ q-àíàëîãàìè êâàíòîâèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ìîäåëi Ñàçåðëåíäà, ïî-

â'ÿçàíèõ ç ðàäiàëüíèìè ÷àñòèíàìè îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà íà GL(n)/SO(n). Îò-

æå îáðàõóíêè, ÿêi òóò íàâîäÿòüñÿ ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñü ó äóñi [134], äå ãà-

ìiëüòîíiàíè iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ïîâ'ÿçóþòüñÿ ç ðàäiàëüíèìè ÷àñòèíàìè îïå-

ðàòîðiâ Ëàïëàñà íà ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Ãåðàñèìîâ, Õàð÷åâ òà Ëåáåä¹â âèêîðèñòàëè [58] òåîðiþ ïðåäñòàâëåíüGL(n),

ùîá îòðèìàòè õâèëüîâi ôóíêöi¨ äëÿ âiäêðèòîãî ëàíöþæêà Òîäè òà ìîäåëi Ñà-

çåðëåíäà. Çàâäÿêè âèêîðèñòàííþ òåîði¨ ïðåäñòàâëåíü òà iíâàðiàíòíèõ âåêòî-

ðiâ (ó âèïàäêó ìîäåëi Òîäè òà ãiïåðáîëi÷íî¨ ìîäåëi Ñàçåðëåíäà öå âåêòîðè òà

ôóíêöi¨ Óiòòåêåðà) íàâåäåíi â äèñåðòàöi¨ îáðàõóíêè ñïîðiäíåíi äî ðåçóëüòàòiâ

â [58]. Àëå ôîðìóëè ÃÖ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ â [58] ¹ âiäìiííèìè âiä òèõ,

ùî ïðåäñòàâëåíi òóò. Âàæëèâèì íàñëiäêîì öi¹¨ âiäìiííîñòi ¹ òå, ùî õâèëüîâi

ôóíêöi¨, çíàéäåíi â [58] ¹ õâèëüîâèìè ôóíêöiÿìè â ðîçäiëåíèõ çìiííèõ.

Õî÷åòüñÿ çâåðíóòè óâàãó òàêîæ íà ñòàòòþ [40], äå àâòîðè çíàõîäÿòü ñõîæèé

äî íàøîãî çâ'ÿçîê ìiæ åëåìåíòàìè Êàçèìiðà êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln) òà

ÐÎÌÐ.

Ðåçóëüòàòè, ùî îòðèìàíi àâòîðîì ïî òåìi öüîãî ðîçäiëó i âèíîñÿòüñÿ íà

çàõèñò îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [81, 83, 84].
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3.2. Êâàíòîâà ìîäåëü Ðóçiíàðñà, êâàíòîâèé îäíîðiäíèé

ïðîñòið òà àëãåáðè Ãåêêå

3.2.1. Êâàíòîâà àëãåáðà Uq(gln) òà ¨¨ åëåìåíòè Êàçèìiðà. Çà âèçíà-

÷åííÿì [2, 93, 102], êâàíòîâà àëãåáðà Uq(gln) ¹ óíiòàëüíî¨ (òîáòî ç îäèíè÷íèì

åëåìåíòîì) àñîöiàòèâíîþ àëãåáðîþ ç ãåíåðàòîðàìè ei, fi, i = 1, 2, . . . , n−1, òà

ãåíåðàòîðàìè qh, äå h = x1ε1 +x2ε2 + · · ·+xnεn, xi ∈ R, ¹ åëåìåíòàìè âåêòîð-

íîãî ïðîñòîðó ç áàçèñîì εi, i = 1, 2, . . . , n. Âèçíà÷àëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè,

ùî ìiñòÿòü êîìïëåêñíèé äåôîðìàöiéíèé ïàðàìåòð q 6= 0,±1, ¹

q0 = 1, qh1qh2 = qh1+h2, qhei = qxi−xi+1eiq
h, qhfi = qxi+1−xifiq

h,

[ei, fj] = δij(q
εi−εi+1 − qεi+1−εi)/(q − q−1),

[ei, ej] = 0, |i− j| > 1, e2
i ej − (q + q−1)eiejei + eje

2
i = 0, |i− j| = 1,

[fi, fj] = 0, |i− j| > 1, f 2
i fj − (q + q−1)fifjfi + fjf

2
i = 0, |i− j| = 1.

Â ãðàíèöi q → 1, àëãåáðà Uq(gln) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â óíiâåðñàëüíó îãîðòóþ÷ó

àëãåáðó äëÿ àëãåáðè Ëi gln. Ìè ôiêñó¹ìî íàñòóïíó ñòðóêòóðó àëãåáðè Õîïôà

íà Uq(gln):

∆(qh) = qh ⊗ qh, ε(qh) = 1, S(qh) = q−h,

∆(ei) = ei ⊗ 1 + qεi−εi+1 ⊗ ei, ε(ei) = 0, S(ei) = −q−εi+εi+1ei,

∆(fi) = fi ⊗ q−εi+εi+1 + 1 ⊗ fi, ε(fi) = 0, S(fi) = −fiq
εi−εi+1.

Iñíó¹ ¹äèíèé íàáið åëåìåíòiâ Eij (1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j) â Uq(gln), òàêèé ùî

Ei,i+1 = ei, Eij = EikEkj − qEkjEik (i < k < j),
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Ei+1,i = fi, Eij = EikEkj − q−1EkjEik (i > k > j).

Çà äîïîìîãîþ öèõ åëåìåíòiâ âèçíà÷à¹ìî åëåìåíòè L±
ij ∈ Uq(gln) ÿê

L+
ii = qεi, L+

ij = (q − q−1)qεiEji (i < j), L+
ij = 0 (i > j), (3.2.1)

L−
ii = q−εi, L−

ij = −(q− q−1)Ejiq
−εj (i > j), L−

ij = 0 (i < j). (3.2.2)

Òîäi âiäîìî [93, 5], ùî ìàòðèöi L± ç ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè L±
ij çàäîâiëüíÿ-

þòü (ïîçíà÷åííÿ ¹ ñòàíäàðòíèìè [102]):

R+
12L

ε
1L

ε
2 = Lε

2L
ε
1R

+
12 (ε = ±) òà R+

12L
+
1 L

−
2 = L−

2 L
+
1 R

+
12,

äå R+
12 äà¹òüñÿ â òåðìiíàõ ìàòðè÷íèõ îäèíèöü eij ÿê

R+
12 =

∑
1≤i,j≤n

qδijeii ⊗ ejj + (q − q−1)
∑

1≤i<j≤n

eij ⊗ eji. (3.2.3)

Íàäàëi äëÿ 1 ≤ i ≤ j ≤ n ìè âèçíà÷à¹ìî [i, j] ÿê íàáið öiëèõ k, òàêèõ

ùî i ≤ k ≤ j. Íåõàé I, J,K � ïiäìíîæèíè â [1, n] ôiêñîâàíî¨ ïîòóæíîñòi

r. Ìè áóäåìî çàâæäè ââàæàòè, ùî öi åëåìåíòè ¹ âïîðÿäêîâàíèìè. Íàïðè-

êëàä, I = {1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n}. Öi ïiäìíîæèíè áóäóòü ãðàòè ðîëü

iíäåêñiâ
(
n
r

)
×
(
n
r

)
-ìàòðèöi X ç ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè XI

J . Ìè áóäåìî êà-

çàòè, ùî òàêà ìàòðèöÿ ¹ âåðõíüîòðèêóòíüîþ, ÿêùî XI
J = 0 ïðè I 6� J , äå

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíå ÷àñòêîâå âïîðÿäêóâàííÿ äëÿ ïiäìíîæèí I òà

J ðiâíî¨ ïîòóæíîñòi: I � J ⇔ {ik ≤ jk, 1 ≤ k ≤ r}. Ùå îäíå ïîçíà÷åííÿ:

||I|| =
∑r

s=1 is.

Íàäàëi íàì áóäå ïîòðiáíà âåðõíüîóíiòðèêóòíÿ
(
n
r

)
×
(
n
r

)
-ìàòðèöÿ A(t) ç

ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè (A(t))I
J :

(A(t))I
J =

∑
σ∈Pr

t−`(σ)A
iσ(1)

j1
A

iσ(2)

j2
· · ·Aiσ(r)

jr
, (3.2.4)
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äå `(σ) � äîâæèíà ïåðåñòàíîâêè σ òà

Ai
j = 0, ÿêùî i > j, Ai

j = 1, ÿêùî i = j, Ai
j = (1−t−1), ÿêùî i < j.

(3.2.5)

Áiëüø ÿâíà ôîðìóëà äëÿ (A(t))I
J òàêà:

(A(t))I
J =

r∏
s=1

 1, js ∈ I,

(1 − ts−p−1), js 6∈ I, p � ìàêñèì. ÷èñëî, òàêå ùî js > ip

 .

Âiäìiòèìî, ùî îáåðíåíà äî A(t) ¹ òàêîæ âåðõíüîóíiòðèêóòíüîþ ìàòðèöåþ. �¨

ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè ¹

(
A(t)−1)I

J
= t||I||−||J ||(A(t−1))I

J . (3.2.6)

Îäèí ç ìåòîäiâ äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ¹ ïîâòîðåííÿ äîâåäåííÿ ç Äîäàòêó A

â [84], àëå ç R−1
1,2,...,2r çàìiñòü R1,2,...,2r.

Äëÿ öi¹¨ ìàòðèöi A(t) òà íàáîðó êîìóòóþ÷èõ çìiííèõ X1, X2, . . ., Xn,

ìè ïîêëàäà¹ìî A(X; t) = A(t)D(X), äå D(X) ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ç

åëåìåíòàìè (D(X))I
I = XI :=

∏
i∈I Xi. Íåõàé F(X, ξ; t) � âåðõíüîòðèêóòíÿ(

n
r

)
×
(
n
r

)
-ìàòðèöÿ ç ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè (F(X, ξ; t))I

J , ÿêi ¹ ðàöiîíàëüíè-

ìè ôóíêöiÿìè âiä t òà X = (X1, . . . , Xn), òà ïîëiíîìàìè âiä ξ = (ξ1, . . . , ξn).

Íåõàé ¨¨ äiàãîíàëüíi åëåìåíòàìè ¹ FI
I = ξI :=

∏
i∈I ξi. Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹

çâ'ÿçîê ìiæ ìàòðèöåþ A(t) òà ñèìâîëàìè1 ÐÎÌÐ [142]

D
(r)
X := t(

r
2)
∑

I

∏
i∈I
j 6∈I

tXi −Xj

Xi −Xj

 ξI , r = 1, . . . , n. (3.2.7)

1Äëÿ îòðèìàííÿ ÐÎÌÐ íåîáõiäíî çàìiíèòè âñi ξi íà âiäïîâiäíi îïåðàòîðè çñóâó τi. Îïåðàòîðè τi ¹

àâòîìîðôiçìàìè êiëüöÿ ïîëiíîìiâ âiä {Xj}, ùî äiþòü ÿê τiXj = qδij Xj .
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Òåîðåìà 3.1. Ñïiââiäíîøåííÿ êîìóòàòèâíîñòi [A(X; t),F(X, ξ; t)] = 0 îäíî-

çíà÷íî âèçíà÷à¹ ìàòðè÷íi åëåìåíòè FI
J â òåðìiíèõ (ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ)

äiàãîíàëüíèõ FI
I = ξI . Áiëüø òîãî, ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

trn
∑
I,J

t−||I||(F(X, ξ; t))I
J = D

(r)
X . (3.2.8)

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.1 äà¹òüñÿ â ï. 3.2.3.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ç [91] âèâîäÿòüñÿ íàñòóïíi ÿâíi ôîðìóëè äëÿ

åëåìåíòiâ Êàçèìiðà Uq(gln):

Cr = q2rn
∑
I,J

q−2||I||ZI
J , r = 1, 2, . . . , n. (3.2.9)

Ìàòðè÷íi åëåìåíòè ZI
J ìàòðèöi Z âèçíà÷àþòüñÿ

ZI
J =

∑
σ,τ∈Pr

(−q−1)`(σ)+`(τ)(L+)
iσ(1)

j1
(L+)

iσ(2)

j2
· · · (L+)

iσ(r)

jr

×(S(L−)t)
iτ(r)

jr
(S(L−)t)

iτ(r−1)

jr−1
· · · (S(L−)t)

iτ(1)

j1
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.2.1)�(3.2.2) ìè áà÷èìî, ùî ìàòðèöÿ Z ¹ âåðõíüîòðèêó-

òíüîþ ìàòðèöåþ ç äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè ZI
I = q2(εi1

+···+εir ), ùî íàëåæàòü

ïiäàëãåáði Êàðòàíà Uq(gln).

Çãiäíî Ì. Íîóìi [131], ìè ââîäèìî ñòðîãî âåðõíüîòðèêóòíþ ìàòðèöþ

M := L+ − J S(L−)t J −1, (3.2.10)

äå J = diag(qn−1, qn−2, . . . , 1), òà ëiíiéíèé ïðîñòið kq, ïîðîäæåíèé ìàòðè÷íè-

ìè åëåìåíòàìè M . Çàóâàæèìî, ùî â êâàçiêëàñè÷íié ãðàíèöi q → 1, ìàòðè÷íi

åëåìåíòè M ñòàþòü ãåíåðàòîðàìè àëãåáðè Ëi so(n), âêëàäåíî¨ â àëãåáðó Ëi
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gl(n). Âiçüìåìî åëåìåíò qh ç h =
∑n

i=1 xiεi òà ïîðàõó¹ìî ðåäóêöiþ åëåìåí-

òà qhCr ïî ìîäóëþ ëiíiéíîãî ïiäïðîñòîðó Uq(gln)kq + kqUq(gln) â Uq(gln) òà

çíàéäåìî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ïðåäñòàâíèêà, ÿêèé íàëåæèòü ïiäàëãåáði Êàðòà-

íà. Ïî÷íåìî ç ïîøóêó ñïiââiäíîøåíü ìiæ êëàñàìè qhZI
J . Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî

ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi áóäóòü íàâåäåíi íèæ÷å äîçâîëÿþòü âèðàçèòè áóäü-ÿêèé

åëåìåíò qhZI
J , à òîìó i qhCr, ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ qhZK

K ç ïiäàë-

ãåáðè Êàðòàíà.

Ç öi¹þ ìåòîþ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ïîäiáíi äî

L+
1 S(L−

2 )tR+
12

t2 = R+
12

t2S(L−
2 )tL+

1 , (3.2.11)

äå R+
12

t2 � ìàòðèöÿ (3.2.3), òðàíñïîíîâàíà ïî äðóãîìó ïðîñòîði. Öå äà¹

L+
1,2,...,rL−

r+1,r+2,...,2rR1,2,...,2r = R1,2,...,2rL−
r+1,r+2,...,2rL+

1,2,...,r, (3.2.12)

äå

L+
i1,i2,...,ir

= L+
i1
L+

i2
· · ·L+

ir
, L−

i1,i2,...,ir
= S(L−

i1
)tS(L−

i2
)t · · ·S(L−

ir
)t,

R1,2,...,2r = (R
+tr+1

r,r+1R
+tr+2

r,r+2 · · ·R
+t2r

r,2r )(R
+tr+1

r−1,r+1R
+tr+2

r−1,r+2 · · ·R
+t2r

r−1,2r) · · ·

×(R
+tr+1

1,r+1R
+tr+2

1,r+2 · · ·R
+t2r
1,2r ).

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ìè ìà¹ìî

qhL+ = H−1L+Hqh, qhS(L−) = H−1S(L−)Hqh, (3.2.13)

äëÿ ìàòðèöiH = diag(qx1, . . . , qxn). Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.2.10)�(3.2.13), ìè îòðè-

ìó¹ìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi â Uq(gln) ïî ìîäóëþ ëiíiéíîãî

ïiäïðîñòîðó Uq(gln)kq + kqUq(gln):

qhL+
1,2,...,rL−

r+1,r+2,...,2rR̃ ∼ qhR̃L+
2r,2r−1,...,r+1L−

r,r−1,...,1, (3.2.14)
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äå R̃ = R1,2,...,2rRRRL,

RR = Jr(R
+tr
r−1,rR

+tr
r−2,r · · ·R

+tr
1,r )Jr−1(R

+tr−1

r−2,r−1R
+tr−1

r−3,r−1 · · ·R
+tr−1

1,r−1) · · · J1,

RL = H2
r+1J −1

r+1(R
+tr+2

r+1,r+2R
+tr+3

r+1,r+3 · · ·R
+t2r
r+1,2r)

×H2
r+2J −1

r+2(R
+tr+3

r+2,r+3R
+tr+4

r+2,r+4 · · ·R
+t2r

r+2,2r) · · ·H2
2rJ −1

2r .

Ïîçíà÷èâøè ëiâó (âiäïîâiäíî, ïðàâó) ÷àñòèíó (3.2.14) ÷åðåç U (âiäïîâiäíî,

V ), äëÿ äâóõ ïiäìíîæèí I òà J ìè ìà¹ìî∑
σ,τ∈Pr

(−q−1)`(σ)+`(τ)U
iσ(1),iσ(2),...,iσ(r),iτ(r),iτ(r−1),...,iτ(1)

j1,j2,...,jr,jr,...,j2,j1
=
∑
K

qhZI
KRK

J ,

∑
σ,τ∈Pr

(−q−1)`(σ)+`(τ)V
iσ(1),iσ(2),...,iσ(r),iτ(r),iτ(r−1),...,iτ(1)

j1,j2,...,jr,jr,...,j2,j1
=
∑
K

RI
Kq

hZK
J ,

äå RI
J = qr(A(X; q2))I

J , Xi = q2xi. Ãðóáî êàæó÷è, R1,2,...,2r äà¹ âíåñîê qrA(q2)

òà ìàòðèöÿ RRRL äà¹ âíåñîê ïðîñòî ÿê äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ D(X). Îòæå ìè

îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ìàòðè÷íèé âèãëÿä äëÿ ñïiââiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi

ïî ìîäóëþ Uq(gln)kq + kqUq(gln):

qhZA(X; q2) ∼ A(X; q2)qhZ mod Uq(gln)kq + kqUq(gln). (3.2.15)

Öå îçíà÷à¹, ùî êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi qhZI
J çàäîâiëüíÿþòü òîìó ñàìîìó

ðåêóðåíòíîìó ñïiââiäíîøåííþ ùî i (F(X, ξ; t))I
J ç Òåîðåìè 3.1, ÿêùî çàôiêñó-

âàòè t = q2 òà ξi = q2εi+h/r. Çàóâàæèìî, ùî ñòîñîâíî äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ

ìè ìà¹ìî qhZK
K = ξK = qhq2

∑r
s=1 εks . Îòæå ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

qhZI
J ∼ (F((q2x1, . . . , q2xn), (q2ε1+h/r, . . . , q2εn+h/r); q2))I

J .
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Âèêîðèñòàâøè ÿâíèé âèðàç (3.2.9) äëÿ Cr â òåðìiíàõ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ

ZI
J òà (3.2.8) ç Òåîðåìè 3.1, ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ êëàñiâ åêâi-

âàëåíòíîñòi qhCr:

qhCr ∼ qr(r−1)qh
∑

I⊂[1,n]
|I|=r

∏
i∈I

q2εi

∏
j 6∈I

q2q2xi − q2xj

q2xi − q2xj

 , r = 1, . . . , n. (3.2.16)

3.2.2. Êâàíòîâà ìîäåëü Ðóçiíàðñà. Iäåÿ ÿê îòðèìàòè ðiâíÿííÿØðüî-

äiíãåðà äëÿ êâàíòîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà ç åëåìåíòiâ Êàçèìiðà Uq(gln) âçÿòî ç

íåîïóáëiêîâàíî¨ ðîáîòè Ñ. Õàð÷åâà, äå áóëî ðîçãëÿíóòî âèïàäêè n = 2, 3.

Íåõàé VΛ � ñêií÷åííî-âèìiðíèé ïðîñòèé Uq(gln)-ìîäóëü çi ñòàðøîþ âàãîþ

Λ = (Λ1, . . . , Λn) ∈ Zn, Λ1 ≥ Λ2 ≥ · · · ≥ Λn, ùî ìiñòèòü âåêòîð |v〉, òàêèé

ùî kq|v〉 = 0 (ñôåðè÷íèé âåêòîð). Ì. Íîóìi [131] áóëî äîâåäåíî, ùî òàêèé

âåêòîð iñíó¹ (òà ¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî êîåôiöi¹íòà) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

Λs − Λs+1 ∈ 2Z, 1 ≤ s ≤ n− 1. Íåõàé 〈v| � âåêòîð ç ïðàâîãî Uq(gln)-ìîäóëÿ,

çêîíñòðóéîâàíîãî íà äóàëüíîìó ïðîñòîði äî VΛ, òàêèé ùî 〈v|kq = 0. Òåïåð

ìè ââîäèìî õâèëüîâó ôóíêöiþ

ΨΛ(x1, x2, . . . , xn) := 〈v|qh|v〉 = 〈v|q
∑n

k=1 xkεk|v〉,

ÿêà ¹ ïîëiíîìîì âiä qx1, qx2, . . ., qxn. Òîäi ç (3.2.16) âèïëèâà¹

〈v|qhCr|v〉 = qr(r−1)
∑

I⊂[1,n]
|I|=r

∏
i∈I
j 6∈I

q2q2xi − q2xj

q2xi − q2xj

 〈v|qh+2
∑

i∈I εi|v〉

= ĤrΨΛ(x1, x2, . . . , xn),

äå Ĥr � r-èé êâàíòîâèé ãàìiëüòîíiàí òðèãîíîìåòðè÷íî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi
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Ðóçiíàðñà:

Ĥr = qr(r−1)
∑

I⊂[1,n]
|I|=r

∏
i∈I
j 6∈I

q2q2xi − q2xj

q2xi − q2xj

 e2
∑

i∈I ∂xi .

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè |v〉 íàëåæèòü Uq(gln)-ìîäóëþ VΛ çi ñòàðøîþ âàãîþ

Λ = (Λ1, . . . , Λn), ìè ìà¹ìî Cr|v〉 = E
(r)
Λ |v〉, äå

E
(r)
Λ = er(q

2Λ1+2n−2, q2Λ2+2n−4, . . . , q2Λn)

= qr(n−1)er(q
2(Λ1+ρ1), q2(Λ2+ρ2), . . . , q2(Λn+ρn)).

Ìè âèêîðèñòàëè er(x1, x2, . . . , xn) äëÿ ïîçíà÷åííÿ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ

ïîëiíîìiâ òà ρ = (n−1
2 , n−3

2 , . . . , 1−n
2 ). Îòæå

〈v|qhCr|v〉 = E
(r)
Λ ΨΛ(x1, x2, . . . , xn).

Ïðèðiâíþþ÷è äâà âèðàçè äëÿ 〈v|qhCr|v〉, ìè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãå-

ðà äëÿ êâàíòîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà:

ĤrΨΛ(x1, x2, . . . , xn) = E
(r)
Λ ΨΛ(x1, x2, . . . , xn).

Ðîçâ'ÿçîê ΨΛ(x1, x2, . . . , xn) öüîãî ðiâíÿííÿ äà¹òüñÿ â òåðìiíàõ ïîëiíîìà Ìàê-

äîíàëüäà Pλ(X1, X2, . . . , Xn; q, t):

ΨΛ(x1, x2, . . . , xn) = Pλ(q
2x1, q2x2, . . . , q2xn; q4, q2)q`(x1+x2+···+xn),

äå ðîçáèòòÿ λ = (λ1, λ2, . . . , λn) òà ` ∈ Z âèçíà÷à¹òüñÿ (íåîäíîçíà÷íî) [131]

Λ = (Λ1,Λ2, . . . ,Λn) = (2λ1 + `, 2λ2 + `, . . . , 2λn + `).

Iíøi íåïîëiíîìiàëüíi âëàñíi ôóíêöi¨ êîìóòóþ÷èõ ÐÎÌÐ îïèñàíi â [35].
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3.2.3. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.1. Ìåòîþ öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ äîâåäåííÿ

Òåîðåìè 3.1 ç ïiäðîçäiëó 3.1.2. Öå äîâåäåííÿ äà¹òüñÿ äiàãîíàëiçàöi¹þ ìàòðèöi

A(X; t). Çðîçóìiëî, ùî iñíó¹ ¹äèíà âåðõíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿG(X; t), òàêà

ùî

A(X; t)G(X; t) = G(X; t)D(X). (3.2.17)

Ç ìàòðèöåþ G(X; t), F(X, ξ; t) ðåàëiçó¹òüñÿ ÿê

F(X, ξ; t) = G(X; t)D(ξ)G(X; t)−1. (3.2.18)

Ç ìåòîþ äàòè âèðàç äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ G(X; t), íàì ïîòðiáåí çâ'ÿ-

çîê ìiæ ÐÎÌÐ ç ïîäâiéíèìè àôiííèìè àëãåáðàìè Ãåêêå, çíàéäåíèé I. ×åðå-

äíèêîì [37]. Íèæ÷å ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äåÿêi ïîçíà÷åííÿ òà òâåðæå-

ííÿ ç [100].

Íåõàé R � êiëüöå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä t òà {Xi} òà ïîëiíîìiàëüíèõ

âiä {ξi}, i = 1, 2, . . . , n. Ãðóïà ïåðåñòàíîâîê Pn äi¹ ïðèðîäíüî íà íàáîðàõ

{Xi} (âiäïîâiäíî, {ξi}): òðàíñïîçèöiÿ si, 1 ≤ i ≤ n − 1, ïåðåñòàâëÿ¹ Xi òà

Xi+1 (âiäïîâiäíî, ξi òà ξi+1) çàëèøàþ÷i iíøi çìiííi. Öÿ äiÿ ïðèðîäíüî ïðîäîâ-

æó¹òüñÿ íà àâòîìîðôiçì R. Íåõàé îïåðàòîðè Ti, 1 ≤ i ≤ n − 1, äiþòü íà R,

ÿê

Ti = t+
tXi −Xi+1

Xi −Xi+1
(si − 1) = Ai,i+1 +Bi,i+1si, (3.2.19)

Ai,j =
(t− 1)Xj

Xj −Xi
, Bi,j =

tXi −Xj

Xi −Xj
.

Âîíè çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ àëãåáðè Ãåêêå Ht(W ) (W ' Pn � ãðóïà

Âåéëÿ àëãåáðè Ëi sl(n+ 1)):

(Ti − t)(Ti + 1) = 0,
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TiTj = TjTi, (|i− j| > 1), (3.2.20)

TiTjTi = TjTiTj, (|i− j| = 1).

Ôîðìóëè (3.2.19) çàäàþòü [38, 116] ðåàëiçàöiþ Äåìàçþðà�Ëþñòiãà àëãåáðè

Ãåêêå Ht(W ).

Ìè òàêîæ âèçíà÷à¹ìî îïåðàòîðè T̄i, 1 ≤ i ≤ n − 1, çàìiíîþ t → t−1 ó

âèðàçàõ (3.2.19) äëÿ Ti:

T̄i = t−1 +
t−1Xi −Xi+1

Xi −Xi+1
(si − 1) = Āi,i+1 + B̄i,i+1si,

Āi,j =
(t−1 − 1)Xj

Xj −Xi
, B̄i,j =

t−1Xi −Xj

Xi −Xj
.

Âîíè çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ àëãåáðè Ãåêêå Ht−1(W ).

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

T[i,j] = TiTi+1 · · ·Tj, ÿêùî i ≤ j, T[i,j] = 1, ÿêùî i > j.

Äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè I ⊂ [1, n], |I| = r, ìè âèçíà÷à¹ìî åëåìåíò wI ç

W ' Pn ÿê

wI = (sir · · · sn−1)(sir−1
· · · sn−2) · · · (si1 · · · sn−r).

Âií ïðåäñòàâëåíèé ó çâåäåíié ôîðìi (òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ç ìiíiìàëüíî¨ êiëü-

êîñòi ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ). Éîãî äîâæèíà `(wI) = rn−
(

r
2

)
− ||I||. Çàóâà-

æèìî, ùî wIξ[n−r+1,n] = ξI . Íåõàé TwI
∈ Ht(W ), ùî âiäïîâiäà¹ wI , çàäà¹òüñÿ

TwI
= T[ir,n−1]T[ir−1,n−2] · · ·T[i1,n−r].

Àíàëîãi÷íî, äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè I ⊂ [1, n], |I| = r, ìè âèçíà÷à¹ìî åëå-

ìåíò w̄I ç W ' Pn ÿê

w̄I = (si1−1 · · · s1)(si2−1 · · · s2) · · · (sir−1 · · · sr).
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Âií ïðåäñòàâëåíèé ó çâåäåíîìó âèãëÿäi. Éîãî äîâæèíà `(w̄I) = ||I||−
(

r
2

)
. Çà-

óâàæèìî, ùî w̄Iξ[1,r] = ξI . Íåõàé T̄w̄I
∈ Ht−1(W ), ùî âiäïîâiäà¹ w̄I , çàäà¹òüñÿ

T̄w̄I
= (T̄i1−1 · · · T̄1)(T̄i2−1 · · · T̄2) · · · (T̄ir−1 · · · T̄r).

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ çâ'ÿçîê ìiæ ðåàëiçàöi¹þ Äåìàçþðà�Ëþñòiãà àëãåáðè

Ãåêêå Ht(W ) òà ñèâîëàìè ÐÎÌÐ (3.2.7).

Òåîðåìà 3.2.

D
(r)
X = t(

r
2)
∑

I⊂[1,n]
|I|=r

TwI
ξ[n−r+1,n] = t(

r
2)tr(n−r)

∑
I⊂[1,n]
|I|=r

T̄w̄I
ξ[1,r].

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ðiâíiñòü öi¹¨ òåîðåìè äîâåäåíà â [100], äðóãà ðiâíiñòü

äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òâåðæåííÿ 3.1. Ìè ìà¹ìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

TwI
X[n−r+1,n]ξ[n−r+1,n] =

∑
I�J�[n−r+1,n]

t||J ||−||I||(A(t))I
JXJTwJ

ξ[n−r+1,n], (3.2.21)

T̄w̄J
X−1

[1,r]ξ[1,r] =
∑

[1,r]�K�J

(A(t)−1)K
J X

−1
K T̄w̄K

ξ[1,r], (3.2.22)

äå ìàòðèöÿ A(t) äà¹òüñÿ (3.2.4).

Äîâåäåííÿ (3.2.21) âèêîðèñòîâó¹ êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (j 6= i, i+ 1)

TiX̂i+1=X̂iTi+(t−1)X̂i+1, TiX̂i=X̂i+1Ti+(1−t)X̂i+1, TiX̂j = X̂jTi, (3.2.23)

äå X̂i � îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà Xi. Öi ñïiââiäíîøåííÿ äîâîäÿòüñÿ ç âèêî-

ðèñòàííÿì ÿâíî¨ ôîðìóëè äëÿ Ti. Âîíè ðàçîì ç (3.2.20) âèçíà÷àþòü àôiííó

àëãåáðó Ãåêêå ç ãåíåðàòîðàìè Tj, 1 ≤ j ≤ n− 1, òà X̂i, 1 ≤ i ≤ n.
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Ëåìà 3.1. Äëÿ i ≤ j ìè ìà¹ìî

T[i,j−1]X̂j = X̂iT[i,j−1] + (t− 1)

j∑
s=i+1

X̂sT[s,j−1]T[i,s−2].

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà iíäóêöi¹þ. Âèïàäîê i = j � òðèâi-

àëüíèé. Âèïàäîê i = j − 1 âèïëèâà¹ íàïðÿìó ç (3.2.23). Äiþ÷è Ti−1 íà îáèäâi

÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ ëåìè ìè îòðèìó¹ìî

T[i−1,j−1]X̂j = Ti−1X̂iT[i,j−1] + (t− 1)

j∑
s=i+1

X̂sT[s,j−1]T[i−1,s−2].

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.2.23), ìè ïåðåïèñó¹ìî éîãî ó âèãëÿäi ñïiââiäíîøåííÿ ëåìè

ç i, ùî çàìiíåíå íà i− 1. Öå äîâîäèòü ëåìó.

ßê íàñëiäîê, ìè îòðèìó¹ìî äîâåäåííÿ (3.2.21) ïðè r = 1:

T[i,j−1]Xjξj =

j∑
s=i

αi
sXsT[s,j−1]ξj, 1 ≤ i ≤ j ≤ n,

äå αi
s = ts−iAi

s (äèâ. (3.2.5)). Ìè âèêîðèñòàëè ñïiââiäíîøåííÿ Ti−1ξj = tξj äëÿ

i < j.

Ëåìà 3.2. Äëÿ i > j òà s ≤ p, ìè ìà¹ìî T[i,s]T[j,p] = T[j,p]T[i−1,s−1].

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (3.2.20) àëãåáðè Ãåêêå Ht(W ),

ìè îòðèìó¹ìî

T[i,s]T[j,p] = T[i,s−1]TsT[j,s−2]Ts−1TsT[s+1,p] = T[i,s−1]T[j,s−2]Ts−1TsTs−1T[s+1,p] =

= T[i,s−1]T[j,p]Ts−1 = · · · = T[j,p]T[i−1,s−1].

Ôîðìóëà

T[i,s](T[j,p]X̂p+1) = (T[j,p]X̂p+1)T[i−1,s−1], ÿêùî i > j òà s ≤ p. (3.2.24)
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¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì Ëåìè 3.2. Íàøà íàñòóïíà çàäà÷à � ïåðåìiñòèòè âñi X̂s

â

TwI
X[n−r+1,n]ξ[n−r+1,n]

= (T[ir,n−1]X̂n)(T[ir−1,n−2]X̂n−1) · · · (T[i1,n−r]X̂n−r+1)ξ[n−r+1,n].

íàëiâî. Ìè çàñòîñîâó¹ìî Ëåìó 3.1 äî T[ir,n−1]X̂n, à ïîòiì Ëåìó 3.2 äî T[ir,s−2],

s≤n:

TwI
X[n−r+1,n]ξ[n−r+1,n] = (X̂irT[ir,n−1] + (t− 1)

n∑
s=ir+1

X̂sT[s,n−1]T[ir,s−2])

×(T[ir−1,n−2]X̂n−1) · · · (T[i1,n−r]X̂n−r+1)ξ[n−r+1,n] =

= (X̂irT[ir,n−1])(T[ir−1,n−2]X̂n−1) · · · (T[i1,n−r]X̂n−r+1)ξ[n−r+1,n]+

+(t− 1)
n∑

s=ir+1

X̂sT[s,n−1](T[ir−1,n−2]X̂n−1) · · ·

×(T[i1,n−r]X̂n−r+1)T[ir−r+1,s−r−1]ξ[n−r+1,n] =

= (
n∑

s=ir

αir
s X̂sT[s,n−1])(T[ir−1,n−2]X̂n−1) · · · (T[i1,n−r]X̂n−r+1)ξ[n−r+1,n].

Ìè âèêîðèñòàëè ôîðìóëó äi¨ T[ir−r+1,s−r−1]ξ[n−r+1,n] = ts−ir−2ξ[n−r+1,n], ÿêà

ñïðàâåäëèâà ïðè óìîâi s ≤ n. Ìè ïðîäîâæó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ çàñòîñîâóþ-

÷è òó ñàìó ïðîöåäóðó äî ôàêòîðiâ (T[ir−1,n−2]X̂n−1), . . ., (T[i1,n−r]X̂n−r+1). Ìè

ìà¹ìî

TwI
X[n−r+1,n]ξ[n−r+1,n] = (

n∑
kr=ir

αir
kr
X̂kr

T[kr,n−1])

×(
n−1∑

kr−1=ir−1

α
ir−1

kr−1
X̂kr−1

T[kr−1,n−2]) · · · (
n−r+1∑
k1=i1

αi1
k1
X̂k1

T[k1,n−r])ξ[n−r+1,n]. (3.2.25)

Íàøà íàñòóïíà çàäà÷à � ïåðåìiñòèòè âñi X̂ks
íàëiâî. Ñïî÷àòêó ìè äîâåäåìî
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Ëåìà 3.3. ßêùî i ≤ j òà s > p, ìè ìà¹ìî

T[i,s]X̂jT[j,p] = X̂j+1T[j+1,p+1]T[i,s] + (1 − t)X̂j+1T[j+1,s]T[i,p].

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.2.20) òà (3.2.23), ìè îòðèìó¹ìî

T[i,s]X̂jT[j,p] = T[i,j−1](TjX̂j)T[j+1,s]T[j,p] = X̂j+1T[i,j−1](Tj + (1 − t))T[j+1,s]T[j,p]

= X̂j+1(T[i,s]T[j,p] + (1 − t)T[j+1,s]T[i,p]).

Ëåìà 3.2 äà¹ T[i,s]T[j,p] = T[j+1,p+1]T[i,s]. Öå äîâîäèòü ëåìó.

ßê íàñëiäîê, äëÿ i ≤ j òà p = s− 1, ìè ìà¹ìî

T[i,s]X̂jT[j,s−1] = X̂j+1T[j+1,s]T[i,s−1](Ts + (1 − t)). (3.2.26)

Ðîçãÿíåìî ïåðøi äâà ìíîæíèêè â (3.2.25), ÿêi ¹ ñóìàìè ïî kr−1 òà kr. Äëÿ

òîãî, ùîá ïåðåìiñòèòè X̂kr−1
íàëiâî ìè ìà¹ìî ðîçãÿíóòè äâà âèïàäêè. Ïåðøèé:

ÿêùî kr−1 < kr, òîäi T[kr,n−1] êîìóòó¹ ç X̂kr−1
. Äðóãèé: ÿêùî kr−1 ≥ kr, òîäi

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî (3.2.26) äëÿ îòðèìàííÿ

T[kr,n−1]X̂kr−1
T[kr−1,n−2] = X̂kr−1+1T[kr−1+1,n−1]T[kr,n−2](Tn−1 + (1 − t)).

Äàëi Tn−1 ìîæíà ïåðåìiñòèòè íàïðàâî (âií êîìóòó¹ ç óñiìà ìíîæíèêàìè, ùî

ñòîÿòü ïðàâiøå âiä íüîãî). Îñêiëüêè Tn−1ξ[n−r+1,n] = tξ[n−r+1,n],

T[kr,n−1]X̂kr−1
T[kr−1,n−2] ìîæå áóòè çàìiíåíèé íà X̂kr−1+1T[kr−1+1,n−1]T[kr,n−2]. Îñòà-

òî÷íî, ïåðøi äâà ìíîæíèêè â (3.2.25) ñòàþòü

n∑
kr=ir

kr−1∑
kr−1=ir−1

αir
kr
α

ir−1

kr−1
X̂kr

X̂kr−1
T[kr,n−1]T[kr−1,n−2]

+
n∑

kr=ir

n−1∑
kr−1=kr

αir
kr
α

ir−1

kr−1
X̂kr

X̂kr−1+1T[kr−1+1,n−1]T[kr,n−2]
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=
∑

{ir−1,ir}�{kr−1,kr}�{n−1,n}

α
ir−1,ir
kr−1,kr

X̂kr
X̂kr−1

T[kr,n−1]T[kr−1,n−2],

äå ïiñëÿ äåÿêîãî àíàëiçó ìè îòðèìó¹ìî

α
ir−1,ir
kr−1,kr

= α
ir−1

kr−1
αir

kr
+ α

ir−1

kr−1α
ir
kr−1

. (3.2.27)

Ïðîäîâæóþ÷è îïèñàíó ïðîöåäóðó ìè îòðèìó¹ìî

TwI
X[n−r+1,n]ξ[n−r+1,n] =

∑
I�K�[n−r+1,n]

αI
KX̂KTwK

ξ[n−r+1,n],

äå

αI
K =

∑
σ∈Pr

αi1
kσ(1)−|θ(σ,1)|α

i2
kσ(2)−|θ(σ,2)| · · ·α

ir
kσ(r)−|θ(σ,r)|,

òà |θ(σ, l)| � ÷èñëî åëåìåíòiâ â íàáîði

θ(σ, l) = {m| l < m ≤ r, σ(m) < σ(l)}.

Íàïðèêëàä, äëÿ r = 2 ìè ìà¹ìî (3.2.27), äëÿ r = 3 ìè ìà¹ìî

αi1,i2,i3
k1,k2,k3

= αi1
k1
αi2

k2
αi3

k3
+ αi1

k1
αi2

k3−1α
i3
k2

+ αi1
k2−1α

i2
k1
αi3

k3
+

αi1
k2−1α

i2
k3−1α

i3
k1

+ αi1
k3−2α

i2
k1
αi3

k2
+ αi1

k3−2α
i2
k2−1α

i3
k1
,

äå i1 < i2 < i3 òà k1 < k2 < k3. Âèêîðèñòîâóþ÷è Ai
j (äèâ. (3.2.5)), ìè îòðèìó-

¹ìî

αI
K = t||K||−||I||

∑
σ∈Pr

t−`(σ)Ai1
kσ(1)−|θ(σ,1)|A

i2
kσ(2)−|θ(σ,2)| · · ·A

ir
kσ(r)−|θ(σ,r)|.

Õî÷åòüñÿ ïîêàçàòè, ùî ìè ìîæåìî îïóñòèòè çñóâè íà |θ(σ, l)| ó öüîìó âèðà-

çi. Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé äîäàíîê, ùî âiäïîâiäà¹ σ ∈ Pr òà äåÿêå l, òàêå ùî
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|θ(σ, l)| 6= 0. ßêùî öåé äîäàíîê íåíóëüîâèé, òîäi il < kσ(l) − |θ(σ, l)|. Äiéñíî,

ìè ìà¹ìî ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé

il < im1
< im2

< · · · < im|θ(σ,l)| ≤ kσ(m|θ(σ,l)|) < kσ(l), (3.2.28)

ÿêèé äà¹ íåðiâíiñòü, ÿêà íàì ïîòðiáíà. Â (3.2.28) ìè âèêîðèñòàëè ïîçíà÷å-

ííÿ m1 < m2 < · · · < m|θ(σ,l)| äëÿ åëåìåíòiâ íàáîðó θ(σ, l). Õî÷åòüñÿ ïðî-

êîìåíòóâàòè (3.2.28). Âèçíà÷åííÿ íàáîðó θ(σ, p) äà¹ |θ(σ,m|θ(σ,l)|)| = 0, à

òîìó im|θ(σ,l)| ≤ kσ(m|θ(σ,l)|). Îñòàííÿ íåðiâíiñòü â (3.2.28) âèïëèâà¹ áåçïîñå-

ðåäíüî ç âèçíà÷åííÿ íàáîðó θ(σ, l). Îñòàòî÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi

il < kσ(l) − |θ(σ, l)|, ìè îòðèìó¹ìî Ail
kσ(l)−|θ(σ,l)| = 1 − t−1 = Ail

kσ(l)
. Ïîâòîðþþ-

÷è ïðîöåäóðó äëÿ iíøîãî σ ∈ Pr òà âñiõ iíøèõ l, òàêèõ ùî |θ(σ, l)| 6= 0 ìè

îòðèìó¹ìî

αI
K = t||K||−||I||

∑
σ∈Pr

t−`(σ)Ai1
kσ(1)

Ai2
kσ(2)

· · ·Air
kσ(r)

.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ (3.2.21). Äîâåäåííÿ (3.2.22) ¹ àíàëîãi÷íèì äî äîâåäå-

ííÿ (3.2.21) òà âèêîðèñòîâó¹ êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (j 6= i, i+ 1)

T̄iX̂
−1
i+1 = X̂−1

i T̄i + (1 − t−1)X̂−1
i , T̄iX̂

−1
j = X̂−1

j T̄i,

T̄iX̂
−1
i = X̂−1

i+1T̄i + (t−1 − 1)X̂−1
i ,

äå X̂−1
i � îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà X−1

i .

Ùîá äàòè íàñòóïíó ëåìó, íàì ïîòðiáíi äîäàòêîâi ïîçíà÷åííÿ:

B+
J =

∏
j∈J, k 6∈J

j<k

Bj,k, B̄+
J =

∏
j∈J,k 6∈J

j<k

B̄k,j, B−
J =

∏
j∈J,k 6∈J

j>k

Bj,k, B̄−
J =

∏
j∈J, k 6∈J

j>k

B̄k,j.

Ëåìà 3.4. (à) Ôóíêöi¨ GI
J òà ḠI

J , âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåííÿìè

TwI
ξ[n−r+1,n]=

∑
I�J�[n−r+1,n]

t||J ||−||I||GI
JB

+
J ξJ , (3.2.29)
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T̄w̄I
ξ[1,r] =

∑
[1,r]�J�I

ḠJ
I B̄

−
J ξJ , (3.2.30)

¹ ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè âåðõíüî-óíiòðèêóòíî¨ ìàòðèöi G(X; t), ùî çà-

äîâiëüíÿ¹ (3.2.17) òà G(X; t)−1, âiäïîâiäíî.

(á) Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ôîðìóëà ïiäñóìîâóâàííÿ:∑
[1,r]�I�J

t−||I||GI
J = t−||J ||B−

J , (3.2.31)

∑
J�I�[n−r+1,n]

ḠJ
I = B̄+

J = t−`(wJ)B+
J . (3.2.32)

Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè Ëåìó 3.4, ìè ïåðåïèñó¹ìî (3.2.17) ó òåðìiíàõ ìà-

òðè÷íèõ åëåìåíòiâ ÿê

XK(G(X; t))I
K =

∑
I�J�K

(A(t))I
J(G(X; t))J

KXJ . (3.2.33)

Öi ñïiââiäíîøåííÿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ìàòðè÷íi åëåìåíòè âåðõíüî-òðè-

êóòíüî¨ ìàòðèöi G(X; t) ç äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè (G(X; t))I
I = 1. Öi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (3.2.21) ïðèâîäÿòü äî (3.2.33). Äiéñíî, ìè áåðåìî äî óâàãè (3.2.29)

òà îòðèìó¹ìî ç (3.2.21) íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:∑
I�K�[n−r+1,n]

t||K||−||I||GI
KB+

KXKξK

=
∑

I�J�[n−r+1,n]

(
t||J ||−||I||(A(t))I

JXJ

∑
J�K�[n−r+1,n]

t||K||−||J ||GJ
KB+

KξK

)
.

Ïðèðiâíþþ÷è âèðàçè ïðè ξK ç ðiçíèìè K òà ñêîðî÷óþ÷è t||K||−||I||B+
K â êî-

æíîìó ç íèõ, ìè îòðèìó¹ìî (3.2.33). Îñêiëüêè GI
I = 1, ìè äîâåëè ïåðøó

÷àñòèíó Ëåìè 3.4 (à).
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Çà âèçíà÷åííÿì ìè ìà¹ìî t−(r
2)D

(r)
X =

∑
J B+

J B−
J ξJ . Ç iíøîãî ñòîðîíè, Òå-

îðåìà 3.2 òà ôîðìóëà (3.2.29) äàþòü

t−(r
2)D

(r)
X =

∑
I

∑
I�J�[n−r+1,n]

t||J ||−||I||GI
JB

+
J ξJ .

Ïðèðiâíþþ÷è ïðàâi ÷àñòèíè öèõ äâîõ ôîðìóë ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó J ,

ìè îòðèìó¹ìî (3.2.31).

Äðóãi ÷àñòèíè Ëåìè 3.4 (à) òà (á), ÿêi âiäïîâiäàþòü ìàòðè÷íèì åëåìåíòàì

G(X; t)−1 äîâîäÿòüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî äî ïåðøèõ ÷àñòèí. Ó öüîìó âèïàäêó

ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹ ç (3.2.22). Îòæå ìè äîâåëè Ëåìó 3.4.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.2.18), (3.2.31), (3.2.32), ìè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (3.2.8)

Òåîðåìè 3.1.

3.2.4. q-Àíòèñèìåòðèçàöiÿ äîáóòêó R-ìàòðèöü. Çàôiêñó¹ìî íàáîðè

iíäåêiâ I = {1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n}, I ′ = {1 ≤ i′1 < i′2 < · · · < i′r ≤ n}

òà 1 ≤ j1, j2, . . . , jr, j
′
1, j

′
2, . . . , j

′
r ≤ n. Çàðàç äëÿ öèõ íàáîðiâ ìè ðîçãëÿíåìî

ìàòðè÷íi åëåìåíòè∑
σ,τ∈Pr

(−q−1)`(σ)+`(τ) (R1,2,...,2r)
iσ(1),iσ(2),...,iσ(r),i

′
τ(r),i

′
τ(r−1),...,i

′
τ(1)

j1,j2,...,jr,j′r,...,j
′
2,j

′
1

(3.2.34)

ìàòðèöiR1,2,...,2r = R1,2,...,r;r+1R1,2,...,r;r+2 · · ·R1,2,...,r;2r, ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü

R1,2,...,r;k = R+tk
r,k R

+tk
r−1,k · · ·R

+tk
1,k , r+1 ≤ k ≤ 2r. Íàâåäåìî íàñòóïíå òâåðæåííÿ,

ÿêå äîâåäåíî â [84].

Òâåðæåííÿ 3.2. Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðè÷íi åëåìåíòè (3.2.34) áóëè íåíóëüî-

âi, ìàþòü âèêîíóâàòèñü íàñòóïíi óìîâè:

(à) íåìà¹ ñïiâïàäiíü ñåðåä åëåìåíòiâ â êîæíîìó ç íàáîðiâ {j1, j2, . . . , jr} òà

{j′1, j′2, . . . , j′r}. Òîìó iñíó¹ ïåâíi ïåðåñòàíîâêè π, ρ ∈ Pr, òàêi ùî jπ(1) <
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jπ(2) < · · · < jπ(r) òà j
′
ρ(1) < j′ρ(2) < · · · < j′ρ(r). Òîäi (3.2.34) äîðiâíþ¹

(−q−1)`(π)+`(ρ)
∑

σ,τ∈Pr

(−q−1)`(σ)+`(τ) (R1,2,...,2r)
iσ(1),iσ(2),...,iσ(r),i

′
τ(r),i

′
τ(r−1),...,i

′
τ(1)

jπ(1),jπ(2),...,jπ(r),j
′
ρ(r),...,j

′
ρ(2),j

′
ρ(1)

Îòæå ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî J = {1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ n} òà

J ′ = {1 ≤ j′1 < j′2 < · · · < j′r ≤ n}.

(á) ÿêùî I = I ′, òîäi äâà íàáîðè J òà J ′ ìàþòü ñïiâïàäàòè. Òîäi (3.2.34)

äîðiâíþ¹ qr(A(q2))I
J , äå âèðàç äëÿ (A(q2))I

J äà¹òüñÿ (3.2.4) ç t = q2.

(â) ÿêùî J = J ′, òîäi îáèäâè íàáîðè I òà I ′ òàêîæ ìàþòü ñïiâïàäàòè.

Äàëi, äèâ. (á).

3.3. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà, ïîâ'ÿçàíî¨ ç q-

àíàëîãîì ñèìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó GL(n)/SO(n)

3.3.1. Êâàíòîâi àëãåáðè Uq(gln) òà ¨õ ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâ-

ëåííÿ. Ó öüîìó ïóíêòi ìè äà¹ìî äåÿêi âiäîìîñòi ïðî ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåä-

ñòàâëåííÿ êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln) (äèâ., íàïðèêëàä, [102]). Âèçíà÷åííÿ öi¹¨

àëãåáðè äàíî â ï. 3.2.1. Êîæíîìó íàáîðó n öiëèõ ÷èñåë

mn = (m1,n,m2,n, . . . ,mn,n), òàêèõ ùî

m1,n ≥ m2,n ≥ · · · ≥ mn,n,

âiäïîâiäà¹ ïðîñòèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiâèé ìîäóëü VL
mn

íàä àëãåáðîþ Uq(gln).

Éîãî ÿâíà êîíñòðóêöiÿ äà¹òüñÿ ó ôîðìàëiçìi Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà. Áàçèñíi

åëåìåíòè öüîãî ìîäóëÿ ïîçíà÷àþòüñÿ íàáîðàìè öiëèõ
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mj = (m1,j,m2,j, . . . ,mj,j), j = 1, . . . , n− 1, òàêèõ ùî

mi,j+1 ≥ mi,j ≥ mi+1,j+1, i = 1, 2, · · · , j, j = 1, 2, · · · , n− 1.

Êîðèñíî âiçóàëiçóâàòè ¨õ òàáëèöÿìè Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà:

M =


m1,n m2,n · · · mn,n

m1,n−1 m2,n−1 · · · mn−1,n−1

· · · · · · · · ·

m1,1

 . (3.3.35)

Òàáëèöi (3.3.35) âiäïîâiäà¹ áàçèñíèé åëåìåíò, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê |M〉.

Ãåíåðàòîðè Uq(gln) äiþòü íà áàçèñ Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà çà ôîðìóëàìè [102]

qεj |M〉 = qaj |M〉, aj =

j∑
i=1

mi,j −
j−1∑
i=1

mi,j−1, 1 ≤ j ≤ n, (3.3.36)

ej|M〉 =

j∑
i=1

Ai
j(M)|M+i

j 〉, fj|M〉 =

j∑
i=1

Bi
j(M)|M−i

j 〉, 1 ≤ j ≤ n− 1.

(3.3.37)

Òóò M±i
j ¹ òàáëèöåþ Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç òàáëèöi (3.3.35)

çàìiíîþ mi,j íà mi,j ± 1, òà

Ai
j(M) = −

∏j+1
s=1[ls,j+1 − li,j]∏

s6=i[ls,j − li,j]
, Bi

j(M) =

∏j−1
s=1[ls,j−1 − li,j]∏

s6=i[ls,j − li,j]
,

äå

ls,j := ms,j − s, (3.3.38)

òà q-÷èñëà âèçíà÷åíi

[m] =
qm − q−m

q − q−1 .
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Ó ïîâíié àíàëîãi¨ äî ïîáóäîâè ëiâîãî ìîäóëÿ áóäó¹òüñÿ ïðîñòèé ñêií÷åííî-

âèìiðíèé ïðàâèé ìîäóëü VR
mn

íàä àëãåáðîþ Uq(gln), ÿêèé ¹ äóàëüíèì äî âè-

ùåîïèñàíîãî. Áàçèñíi åëåìåíòè öüîãî ìîäóëÿ òàêîæ ïàðàìåòðèçóþòüñÿ öèì

ñàìèì íàáîðîì òàáëèöü Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà. Òàáëèöi (3.3.35) âiäïîâiäà¹ áà-

çèñíèé åëåìåíò 〈M |, ÿêèé ¹ äóàëüíèì äî |M〉.

Ãåíåðàòîðè Uq(gln) äiþòü íà öi áàçèñíi åëåìåíòè çà ôîðìóëàìè

〈M |qεj = qaj〈M |, aj =

j∑
i=1

mi,j −
j−1∑
i=1

mi,j−1, 1 ≤ j ≤ n, (3.3.39)

〈M |ej =

j∑
i=1

Ai
j(M

−i
j )〈M−i

j |, 〈M |fj =

j∑
i=1

Bi
j(M

+i
j )〈M+i

j |, 1 ≤ j ≤ n−1.

(3.3.40)

3.3.2. U ′
q(son)-iíâàðiàíòíi åëåìåíòè â Uq(gln)-ìîäóëi. Ó öüîìó ïóíêòi

ìè äà¹ìî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ åëåìåíòiâ ç ëiâîãî òà ïðàâîãî ìîäóëiâ íàä Uq(gln),

ÿêi çàíóëÿþòüñÿ

θk = qεkfk − qqεk+1ek, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Â ãðàíèöi q → 1, åëåìåíòè θk ñòàþòü ãåíåðàòîðàìè îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðà äëÿ

àëãåáðè Ëi son, âêëàäåíî¨ â gln. Íàñïðàâäi åëåìåíòè q
−εkθk ïîðîäæóþòü [131]

íåñòàíäàðòíó äåôîðìàöiþ U ′
q(son) îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè U(son), ââåäåíî¨ Ãàâ-

ðèëèêîì òà Êëiìèêîì [47].

Íàñòóïíà òåîðåìà äîâåäåíà Íîóìi [131].

Òåîðåìà 3.3.Åëåìåíò |v〉 ∈ VL
mn

(âiäïîâiäíî, 〈v| ∈ VR
mn
), òàêèé ùî θk|v〉 =

0, (âiäïîâiäíî, 〈v|θk = 0), k = 1, . . . , n − 1, iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(mi,n −mi+1,n) � ïàðíi äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n − 1. ßêùî òàêèé åëåìåíò |v〉

(âiäïîâiäíî, 〈v|) iñíó¹, òî âií ¹ ¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà.
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Åëåìåíòè |v〉 òà 〈v|, ÿêi çàíóëÿþòüñÿ ïðè äi¨ θk íàçèâàþòüñÿ iíâàðiàíòíèìè

åëåìåíòàìè ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ θk. Çàðàç ó âèïàäêó, êîëè óìîâè òåîðåìè

äëÿ mn âèêîíóþòüñÿ, ìè äàìî ÿâíó ôîðìóëó äëÿ òàêèõ åëåìåíòiâ |v〉 òà 〈v|.

Íåõàé S � íàáið âñiõ òàáëèöü Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà, ÿêi âiäïîâiäàþòü mn òà

çàäîâiëüíÿþòü äîäàòêîâèì óìîâàì:

(mi,j+1 −mi,j) ïàðíå äëÿ âñiõ i = 1, 2, · · · , j, j = 1, 2, · · · , n− 1.

Òîäi

|v〉 =
∑
M∈S

α(M)|M〉, 〈v| =
∑
M∈S

β(M)〈M |, (3.3.41)

äå

α(M) =
n∏

k=2

αk, β(M) =
n∏

k=2

βk, (3.3.42)

αk = qγk

∏
1≤i<j≤k

[li,k−1 − lj−1,k−1]!![li,k−1 − lj,k − 2]!!

[li,k − lj,k − 2]!![li,k − lj−1,k−1]!!
, (3.3.43)

βk = q−γk

∏
1≤i<j≤k

[li,k − lj,k − 1]!![li,k − lj−1,k−1 − 1]!!

[li,k−1 − lj−1,k−1 − 1]!![li,k−1 − lj,k − 1]!!
, (3.3.44)

γk =
1

2

∑
1≤i<j≤k

(li,k − li,k−1)(lj−1,k−1 − lj,k − 2). (3.3.45)

Ìè âèêîðèñòàëè ïîçíà÷åííÿ (3.3.38) òà

[s]!! := [s][s− 2] · · · [2](or [1]), [0]!! = [−1]!! = 1.

Öi âèðàçè äëÿ åëåìåíòiâ |v〉 òà 〈v| îòðèìóþòüñÿ ïðÿìèì îáðàõóíêîì ç âèêî-

ðèñòàííÿì ôîðìóë äi¨ (3.3.36)�(3.3.37) òà (3.3.39)�(3.3.40).
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3.3.3. Ïîëiíîìè Ìàêäîíàëüäà. Ïîëiíîìè Ìàêäîíàëüäà çàäàþòü ëi-

íiéíèé áàçèñ ó ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ âiä X = {X±1
1 , X±1

2 , . . ., X±1
n }

ç êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi ¹ ðàöiîíàëüíèìè ôóíêöiÿìè äâîõ ôîðìàëüíèõ çìiííèõ q

òà t. Êîæíèé ïîëiíîì Ìàêäîíàëüäà Pλ(X; q, t) ïîçíà÷à¹òüñÿ íàáîðîì n öiëèõ

÷èñåë λ = (λ1, λ2, . . . , λn), òàêèõ ùî

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn.

Ââîäèòüñÿ ÷àñòêîâå âïîðÿäêóâàííÿ ìiæ òàêèìè íàáîðàìè. Äëÿ äâîõ òàêèõ

íàáîðiâ λ òà µ, ìè ïîêëàäà¹ìî

λ � µ ⇔

 λ1 + λ2 + · · · + λn = µ1 + µ2 + · · · + µn òà

λ1 + λ2 + · · · + λr ≥ µ1 + µ2 + · · · + µr, r = 1, 2, . . . , n− 1.

Íàáið λ âèçíà÷à¹ ìîíîì Xλ = Xλ1

1 · · ·Xλn
n . Ìîíîìiàëüíà ñèìåòðè÷íà ôóí-

êöiÿ mλ(X) ¹ ñóìîþ âñiõ ðiçíèõ ìîíîìiâ, ùî îòðèìóþòüñÿ ç Xλ ïåðåñòàíîâ-

êàìè X. Çîêðåìà, ÿêùî λ òàêå, ùî λi = 1 äëÿ i ≤ r òà λj = 0 äëÿ j > r, ìè

ìà¹ìî mλ(X) = er(X), r-èé åëåìåíòàðíèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì.

Ùîá äàòè âèçíà÷åííÿ ïîëiíîìiâ Ìàêäîíàëüäà, íàì íåîáõiäíà êîìóòóþ÷à

ñiì'ÿ q-ðiçíèöåâèõ îïåðàòîðiâ

Mr = t−r(n−r)/2
∑

I⊂{1,2,...,n}
|I|=r

∏
i∈I
j 6∈I

tXi −Xj

Xi −Xj

∏
i∈I

τi, r = 1, . . . , n,

äå τi ïðåäñòàâëÿ¹ îïåðàòîð q-çñóâó ïî âiäíîøåííþ äî çìiííî¨ Xi. À ñàìå, τi ¹

àâòîìîðôiçìîì àëãåáðè ïîëiíîìiâ âiä X±1
1 , X±1

2 , . . ., X±1
n , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ

äi¹þ τi(Xj) = qδijXj. Ìàêäîíàëüä äîâiâ [117] íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.4. Iñíó¹ îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèé ëiíiéíèé áàçèñ {Pλ(X)} ó ïðî-
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ñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ âiä X±1
1 , X±1

2 , . . ., X±1
n , ÿêèé çàäîâiëüíÿ¹ íà-

ñòóïíèì äâîì óìîâàì:

• Äëÿ êîæíîãî λ, Pλ ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ÿê

Pλ(X) = mλ(X) +
∑
µ≺λ

uλµmµ(X),

äå uλµ � ïåâíi ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨ âiä q òà t.

• Äëÿ êîæíîãî λ, Pλ(X) ¹ ñïiëüíîþ âëàñíîþ ôóíêöi¹þMr, r = 1, 2, . . . , n:

MrPλ(X) = er(q
λ1tρ1, . . . , qλntρn)Pλ(X),

äå ρi = (n− 2i+ 1)/2.

Ìè äàìî çàðàç ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ïîëiíîìiâ Ìàêäîíàëüäà. Íàáîðó λ, ùî

ïàðàìåòðèçó¹ Pλ, âiäïîâiäà¹ òàáëèöÿ ÃÖ (ïîäiáíà äî (3.3.35))

Λ =


λ1,n λ2,n · · · λn,n

λ1,n−1 λ2,n−1 · · · λn−1,n−1

· · · · · · · · ·

λ1,1

 ,

äå λi,n = λi, i = 1, . . . , n, òà λi,j, i = 1, . . . , j, j = 1, . . . , n − 1, � öiëi, ÿêi

çàäîâiëüíÿþòü

λi,j+1 ≥ λi,j ≥ λi+1,j+1, i = 1, 2, · · · , j, j = 1, 2, · · · , n− 1.

Ìè ââàæà¹ìî, ùî Λ ïðîáiãà¹ âñi ìîæëèâi òàáëèöi ÃÖ, ùî âiäïîâiäàþòü ôi-

êñîâàíîìó λ. Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ïåðåôîðìóëþâàííÿì â òåðìiíàõ òàáëèöü
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ÃÖ êîìáiíàòîðíî¨ ôîðìóëè [117] äëÿ ïîëiíîìiâ Ìàêäîíàëüäà. Íàì ïîòðiáíî

íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ:

(a; q)s := (1 − a)(1 − aq) · · · (1 − aqs−1).

Òåîðåìà 3.5. Âèðàç äëÿ ïîëiíîìà Ìàêäîíàëüäà Pλ ìà¹ âèãëÿä

Pλ(X1, X2, . . . , Xn; q, t) =
∑

Λ

ϕ(Λ; q, t)XΛ, (3.3.46)

äå

XΛ =
n∏

k=1

Xak

k , ak =
k∑

i=1

λi,k −
k−1∑
i=1

λi,k−1,

ϕ(Λ; q, t) =
n∏

k=2

ϕk(λk−1,λk; q, t), λk = (λ1,k, λ2,k, . . . , λk,k),

ϕk(λk−1,λk; q, t) =
∏

1≤i<j≤k

(tj−i; q)λi,k−λj−1,k−1

(tj−i−1q; q)λi,k−λj−1,k−1

·
(tj−i−1q; q)λi,k−λj,k

(tj−i; q)λi,k−λj,k

×
(tj−i; q)λi,k−1−λj,k

(tj−i−1q; q)λi,k−1−λj,k

·
(tj−i−1q; q)λi,k−1−λj−1,k−1

(tj−i; q)λi,k−1−λj−1,k−1

=
∏

1≤i<j≤k

(qtj−i−1qλi,k−λj−1,k−1; q)λj−1,k−1−λj,k

(tj−iqλi,k−λj−1,k−1; q)λj−1,k−1−λj,k

×
(tj−iqλi,k−1−λj−1,k−1; q)λj−1,k−1−λj,k

(qtj−i−1qλi,k−1−λj−1,k−1; q)λj−1,k−1−λj,k

. (3.3.47)

Äîâåäåííÿ. Ç [117] âèïëèâà¹, ùî

ϕ(Λ; q, t) =
n∏

k=2

bλk
(Ck)

bλk

bλk−1

bλk−1
(Ck)

=
1

bλn

n∏
k=1

bλk
(Ck)

bλk−1
(Ck)

Êîìáiíàòîðíå âèçíà÷åííÿ bλk
òà bλk

(Cj) äàíî â [117]. Öÿ êîìáiíàòîðiêà, ïåðå-

ïèñàíà â òåðìiíàõ òàáëèöü ÃÖ äà¹

bλk
(Ck)

bλk

=
∏

1≤i<j≤k

(tj−i; q)λi,k−λj−1,k−1

(tj−i−1q; q)λi,k−λj−1,k−1

·
(tj−i−1q; q)λi,k−λj,k

(tj−i; q)λi,k−λj,k

,
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bλk−1

bλk−1
(Ck)

=
∏

1≤i<j≤k

(tj−i; q)λi,k−1−λj,k

(tj−i−1q; q)λi,k−1−λj,k

·
(tj−i−1q; q)λi,k−1−λj−1,k−1

(tj−i; q)λi,k−1−λj−1,k−1

.

3.3.4. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà. Â [84] õâèëüîâà ôóíêöiÿ

ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà äëÿ êâàíòîâî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà áóëà

âèçíà÷åíà ÿê

Ψmn
(x1, x2, . . . , xn) := 〈v|qh|v〉 = 〈v|q

∑n
k=1 xkεk|v〉,

äå iíâàðiàíòíi åëåìåíòè 〈v| òà |v〉 âèçíà÷åíi â ïóíêòi 3.3.2 (òàì òàêîæ äàíi

óìîâè, ïðè ÿêèõ âîíè iñíóþòü ). Òóò ìè äà¹ìî ïðÿìå äîâåäåííÿ òîãî, ùî

Ψmn
(x1, x2, . . . , xn) âèðàæà¹òüñÿ â òåðìiíàõ ïîëiíîìiâ Ìàêäîíàëüäà.

Ç (3.3.36) òà (3.3.41)�(3.3.42) âèïëèâà¹

Ψmn
(x1, x2, . . . , xn) = 〈v|q

∑n
k=1 xkεk|v〉 =

∑
M∈S

n∏
k=2

αkβk ·
n∏

k=1

qxk(
∑k

i=1 mi,k−
∑k−1

i=1 mi,k−1),

äå αk òà βk äàþòüñÿ (3.3.43)�(3.3.45). Ìè ðîáèìî çàìiíó çìiííèõ λi,j = (mi,j −

mn,n)/2 äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ i òà j. Îñêiëüêè M ∈ S âñi λi,j ¹ íåâiä'¹ìíèìè

öiëèìè. Äëÿ αkβk ìè ìà¹ìî

αkβk =

=
∏

1≤i<j≤k

[li,k − lj,k − 1]!![li,k − lj−1,k−1 − 1]!![li,k−1 − lj,k − 2]!![li,k−1 − lj−1,k−1]!!

[li,k − lj−1,k−1]!![li,k − lj,k − 2]!![li,k−1 − lj−1,k−1 − 1]!![li,k−1 − lj,k − 1]!!

=
∏

1≤i<j≤k

[2λi,k − 2λj,k − i+ j − 1]!!

[2λi,k − 2λj−1,k−1 − i+ j − 1]!!
· [2λi,k − 2λj−1,k−1 − i+ j − 2]!!

[2λi,k − 2λj,k − i+ j − 2]!!

× [2λi,k−1 − 2λj,k − i+ j − 2]!!

[2λi,k−1 − 2λj−1,k−1 − i+ j − 2]!!
· [2λi,k−1 − 2λj−1,k−1 − i+ j − 1]!!

[2λi,k−1 − 2λj,k − i+ j − 1]!!
=

=
∏

1≤i<j≤k

(q4q2(j−i−1)q4(λi,k−λj−1,k−1); q4)λj−1,k−1−λj,k

(q2(j−i)q4(λi,k−λj−1,k−1); q4)λj−1,k−1−λj,k
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×
(q2(j−i)q4(λi,k−1−λj−1,k−1); q4)λj−1,k−1−λj,k

(q4q2(j−i−1)q4(λi,k−1−λj−1,k−1); q4)λj−1,k−1−λj,k

= ϕk(λk−1,λk; q
4, q2),

äå âèêîðèñòàíî âèçíà÷åííÿ (3.3.47) äëÿ ϕk(λk−1,λk; q, t). Îòæå

Ψmn
(x1, x2, . . . , xn) =

∑
Λ

ϕ(Λ; q, t)
n∏

k=1

qxk(mn,n+2(
∑k

i=1 λi,k−
∑k−1

i=1 λi,k−1))

= q(x1+···+xn)mn,n

∑
Λ

ϕ(Λ; q, t)
n∏

k=1

q2xk(
∑k

i=1 λi,k−
∑k−1

i=1 λi,k−1).

Ïîðiâíþþ÷è ç (3.3.46), ìè îòðèìó¹ìî

Ψmn
(x1, x2, . . . , xn) = q(x1+···+xn)mn,nPλ(q2x1, q2x2, . . . , q2xn; q4, q2).

Öÿ õâèëüîâà ôóíêöiÿ çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

ĤrΨmn
(x1, x2, . . . , xn) = E

(r)
Λ Ψmn

(x1, x2, . . . , xn), r = 1, 2, . . . , n, (3.3.48)

äå Ĥr � r-èé ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi Ðóçiíàðñà:

Ĥr = qr(r−1)
∑

I⊂{1,2,...,n}
|I|=r

∏
i∈I
j 6∈I

q2q2xi − q2xj

q2xi − q2xj

 e2
∑

i∈I ∂xi ,

E(r)
mn

= er(q
2m1,n+2n−2, q2m2,n+2n−4, . . . , qmn,n).

Öå òâåðæåííÿ ëåãêî âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 3.5. Çàóâàæèìî, ðiâíÿííÿ (3.3.48)

ïðè r = 1 ¹ òî÷íî ðiâíÿííÿì Øðüîäiíãåðà äëÿ êâàíòîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨

n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà.

3.4. Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi áóëî âèâåäåíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ðàäiàëüíi êîìïîíåíòè

åëåìåíòiâ Êàçèìiðà êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln), ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàíòîâîìó
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àíàëîãó îäíîðiäíîãî ïðîñòîðó GL(n)/SO(n). Âîíè ñïiâïàäàþòü ç ðiçíèöåâè-

ìè îïåðàòîðàìè Ìàêäîíàëüäà�Ðóçiíàðñà, ÿêùî ñòàðòóâàòè ç íàáîðó åëåìåí-

òiâ Êàçèìiðà ç öåíòðó Uq(gln), ÿêi âiäïîâiäàþòü ôóíäàìåíòàëüíèì ïðåäñòàâ-

ëåííÿì. Âèâiä ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹ ïiäõiä Iâàíà ×åðåäíèêà äî ðiçíèöåâèõ

îïåðàòîði Ìàêäîíàëüäà�Ðóçiíàðñà ÷åðåç âèêîðèñòàííÿ àôiííèõ àëãåáð Ãåê-

êå. Ç iíøîãî áîêó, öi îïåðàòîðè ñïiâïàäàþòü ç ãàìiëüòîíiàíîì òà iíòåãðàëàìè

ðóõó êâàíòîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà. Õâèëüîâi

ôóíêöi¨ â öié ìîäåëi âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ìàòðè÷íi åëåìåíòè îïåðàòîðiâ ïðåä-

ñòàâëåííÿ ïiäàëãåáðè Êàðòàíà ìiæ âåêòîðàìè iíâàðiàíòíèìè ïî âiäíîøåííþ

äî q-äåôîðìàöi¨ U ′
q(son) àëãåáðè Ëi so(n). Â äèñåðòàöi¨ çíàéäåíî ÿâíèé âèðàç

äëÿ öèõ iíâàðiàíòíèõ âåêòîðiâ â áàçèñi Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà. Öå äîçâîëèëî

çíàéòè êîìáiíàòîðíèì ÷èíîì õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìîäåëi ÷åðåç ïîëiíîìè Ìàê-

äîíàëüäà.

Â ìàéáóòíüîìó öiêàâî óçàãàëüíèòè îïèñàíó ïðîöåäóðó íà âèâiä ðàäiàëüíèõ

÷àñòèí åëåìåíòiâ Êàçèìiðà, ùî âiäïîâiäàþòü iíøèì êâàíòîâèì ñèìåòðè÷íèì

ïðîñòîðàì (äèâ. [130]).
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ÐÎÇÄIË 4

Ðîçäiëåííÿ çìiííèõ â êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ìîäåëÿõ

4.1. Âñòóï.

Ñòàíäàðòíèì ìåòîäîì äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ñòàíiâ ãàìiëüòîíiàíiâ êâàí-

òîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ¹ àëãåáðà¨÷íèé àíçàö Áåòå, àëå öåé ìåòîä íå çàñòî-

ñîâíèé äëÿ íèçêè êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì (íàïðèêëàä, äëÿ ëàíöþæêà

Òîäè òà äëÿ ëàíöþæêiâ ç ZN -ñèìåòði¹þ), ÿêi âàæëèâi ó ôiçèöi. Ïîòðiáíî

áóëî ðîçðîáèòè íîâèé ìåòîä äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêîãî òèïó çàäà÷. Ïåðøèé

êðîê â ðîçðîáöi öüîãî ìåòîäó áóâ çðîáëåíèé Ãóöâiëåðîì (Gutzwiller) [61] â

1981 ð., ÿêèé çíàéøîâ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ n = 2, 3, 4-

÷àñòèíêîâîãî ïåðiîäè÷íîãî ëàíöþæêà Òîäè. Ó 1985 ð. �. Ñêëÿíií, óçàãàëü-

íèâøè öþ iäåþ òà ïî¹äíàâøè ¨¨ ç êâàíòîâèì ìåòîäîì îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿ-

ííÿ, çàïðîïîíóâàâ êâàíòîâèé ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ (àáî ìåòîä ôóíêöiî-

íàëüíîãî àíçàöó Áåòå) íà ïðèêëàäi ëàíöþæêà Òîäè [146]. Öåé ìåòîä äîçâî-

ëèâ éîìó çíàéòè âëàñíi ñòàíè äëÿ ãàìiëüòîíiàíó ìîäåëi Òîäè ç ïåðiîäè÷íèìè

ãðàíè÷íèìè óìîâàìè òà äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê. Ðiçíi àñïåêòè öüîãî

ìåòîäó ïðåäñòàâëåíî â îãëÿäàõ [150, 148, 149].

Íàñòóïíèé âàæëèâèé êðîê áóëî çðîáëåíî Õàð÷åâèì òà Ëåáåä¹âèì [96], ÿêi

çêîìáiíóâàëè àíàëiòè÷íèé ìåòîä Ãóöâiëåðà òà àëãåáðà¨÷íèé ïiäõiä Ñêëÿíiíà.

Âîíè îòðèìàëè âëàñíi ôóíêöi¨ n-÷àñòèíêîâîãî ïåðiîäè÷íîãî ëàíöþæêà Òîäè

÷åðåç ïåâíå iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ âëàñíèõ ôóíêöié äîïîìiæíî¨ çàäà÷i �
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âiäêðèòîãî (n−1)-÷àñòèíêîâîãî ëàíöþæêà Òîäè. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÿäðî öüîãî

ïåðåòâîðåííÿ äîïóñêà¹ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Ðîçäiëåíi ðiâíÿííÿ ñïiâïàäàþòü

ç ðiâíÿííÿì Áàêñòåðà. Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà çíàéòè â [136] (äèâ.

òàêîæ [96]). Ïiçíiøå Õàð÷åâ òà Ëåáåä¹â [97] âèíàéøëè ðåêóðåíòíå ñïiââiä-

íîøåííÿ ìiæ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè N -÷àñòèíêîâèì òà (N − 1)-÷àñòèíêîâèì

âiäêðèòèì ëàíöþæêîì Òîäè. Ðîçóìiííÿ öèõ ôîðìóë ç òî÷êè çîðó òåîði¨ ïðåä-

ñòàâëåíü [58] äàëî ìîæëèâiñòü ðîçøèðèòè ¨õ ïiäõiä äî iíøèõ iíòåãðîâíèõ ñè-

ñòåì [58, 98].

Â öüîìó ðîçäiëi ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ àäàïòó¹òüñÿ äî ìîäåëi êâàíòî-

âîãî ëàíöþæêà Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ òà ìîäåëi Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�

Ñòðîãàíîâà (ÁÁÑ), ìîäåëi ç ZN -ñèìåòði¹þ. Ìîäåëü ÁÁÑ ïðè äîâiëüíîìó N

ìà¹ íàñòóïíi çàñòîñóâàííÿ. Âîíà ïîâ'ÿçàíà ç êiðàëüíîþ ìîäåëëþ Ïîòòñà,

ÿêà îïèñó¹ ôàçîâi ïåðåõîäè ìiæ ñïiâðîçìiðíîþ òà íåñïiâðîçìiðíîþ ôàçà-

ìè â çàäà÷i àäñîðáöi¨ ãàçó íà êðèñòàëi÷íèõ ãðàòêàõ [128]. ÁÁÑ ìîäåëü íà

3 âóçëàõ åêâiâàëåíòíà ìîäåëi Õîôøòàäåðà: çàäà÷à ïðî ðóõ åëåêòðîíà íà äâî-

âèìiðíié (êâàäðàòíié ÷è òðèêóòíié) ãðàòöi â îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi

[67, 62, 155, 41, 63, 105, 112, 113]. Çîêðåìà â öèõ íàïðÿìêàõ ñëiä î÷iêóâàòè

ìàéáóòíi çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòiâ. Îñòàííÿ ìîäåëü

ïðè N = 2 ïîâ'ÿçàíà ç ìîäåëëþ Içiíãà [31] i òîìó ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ

äà¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè âëàñíi ñòàíè òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà. Ií-

øà ìîæëèâiñòü îòðèìàòè ãàìiëüòîíiàíè êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Içiíãà ç ðiçíî-

ìàíiòíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè îïèñàíà â ðîáîòàõ [25, 26, 7], äå ïîêàçàíî, ùî

öi ãàìiëüòîíiàíè îòðèìóþòüñÿ ïiñëÿ ðåäóêöi¨ ïðîñòîðó ñòàíiâ êâàíòîâîãî XXZ

ëàíöþæêà íà âåêòîðè ñòàðøî¨ âàãè êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(sl2) ïðè q4 = −1.
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Àëãåáðà Uq(sl2) ¹ àëãåáðîþ ñèìåòði¨ XXZ ëàíöþæêà. Ñïiëüíèì ç íàøèì ïiä-

õîäîì ¹ òå, ùî â [25, 26] áóäó¹òüñÿ i¹ðàðõiÿ ôóíêöiîíàëüíèõ ñïiââiäíîøåíü

äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöü, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ïðåäñòàâëåííÿì äîïîìiæíî-

ãî ïðîñòîðó. Ïðè öüîìó âàæëèâîþ ¹ óìîâà îáðèâó ¹ öi¹¨ i¹ðàðõi¨. Âiäìiííèì

¹ òå, ùî â çãàäàíèõ ðîáîòàõ êâàíòîâèé ïðîñòið âiäïîâiäà¹ ïðåäñòàâëåííþ çi

ñïiíîì 1/2, à â íàøèõ ðîáîòàõ � ïðåäñòàâëåííþ öèêëi÷íîãî òèïó.

Ïðîòÿãîì îñòàííiõ 60 ðîêiâ áóëî ïðîâåäåíî áàãàòî äîñëiäæåíü ïî âèâ÷åííþ

äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà (ÌI). Áóëî îòðèìàíî áàãàòî àíàëiòè÷íèõ ðåçóëüòà-

òiâ ïðî ñòàòèñòè÷íó ñóìó ìîäåëi òà ïðî êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨. Âîíè áàãàòî äàëè

äëÿ íàøîãî ñó÷àñíîãî ðîçóìiííÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ äðóãîãî ðîäó â ñèñòåìàõ

ç êîðîòêîñÿæíîþ âçà¹ìîäi¹þ [135, 158, 95, 125, 119, 157]. Íåäàâíi îãëÿäè ç

áàãàòüìà ïîñèëàííÿìè äàíî, íàïðèêëàä, â [120, 138, 137]. Áóëî ðîçâèíóòî

áàãàòî ðiçíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïiäõîäiâ, òàê ùî ùå 30 ðîêiâ òîìó Áàêñòåð òà

Åíòiíã îïóáëiêóâàëè �399-òèé� ðîçâ'ÿçîê äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ [14], äèâ. òàêîæ

[21]. Ñïií-ñïií êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ìîæóòü áóòè ïåðåïèñàíi ÷åðåç ïôàôià-

íè äåòåðìiíàíòiâ Òåïëiöà. Áiëüøà ÷àñòèíà ðîáîòè áóëà çêîíöåíòðîâàíà íà

òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi òà ñêåéëiíãîâèõ âëàñòèâîñòÿõ îñêiëüêè âîíè äàþòü

çâ'ÿçîê ç òåîðåòèêî-ïîëüîâèìè ðåçóëüòàòàì òà ïðåêðàñíîþ âëàñòèâiñòþ Ïåí-

ëåâå [119, 157, 13].

Òiëüêè îñòàíí¹ äåñÿòèëiòòÿ áàãàòî óâàãè ïðèäiëÿëîñÿ êîðåëÿöiÿì òà ñïi-

íîâèì ìàòðè÷íèì åëåìåíòàì (ôîðìôàêòîðàì [28]) â ñêií÷åííèõ içiíãîâñüêèõ

ñèñòåìàõ [45, 8, 145]. Åêñïåðèìåíòè â íàíîôiçèöi ÷àñòî ìàþòü ñïðàâó ç ñèñòå-

ìàìè, äå âàæëèâèì ¹ âðàõóâàííÿ ñêií÷åííîñòi ñèñòåìè. Íåäàâíÿ òåîðåòè÷íà

ðîáîòà ùîäî ÌI ñêií÷åííîãî ðîçìiðó ñòàðòóâàëà ç ïôàôiàíiâ òà âiäïîâiäíîãî
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ïiäõîäó êëiôîðäîâèõ àëãåáð. Â [29] áóëî âêàçàíî, ùî ìîæíà íàïèñàòè ïîâ-

íiñòþ ôàêòîðèçîâàíi âèðàçè äëÿ ñïiíîâèõ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ içiíãîâñüêèõ

ñèñòåì ñêií÷åííîãî ðîçìiðó. Îäíi¹þ íàøîþ ìåòîþ ¹ äîâåäåííÿ ôîðìóëè (12)

â [29], äèâ. (4.3.133). Äëÿ öüîãî, ìè ââîäèìî ìåòîä, ÿêèé ùå íå çàñòîñîâóâàâñÿ

äî ìîäåëi Içiíãà: ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ öèêëi÷íèõ êâàíòîâèõ ñïiíî-

âèõ ñèñòåì. Íàø ïiäõiä � àäàïòàöiÿ äî öèêëi÷íèõ ìîäåëåé ìåòîäó, ââåäåíîãî

Ñêëÿíiíèì [148, 149] òà äàëi ðîçâèíóòîãî Õàð÷åâèì òà Ëåáåä¹âèì [96, 97]. Ìè

òàêîæ øèðîêî çàñòîñîâó¹ìî àíàëiç êâàíòîâèõ öèêëi÷íèõ ñèñòåì, ÿêèé áóëî

ïðîâåäåíî Òàðàñîâèì â [152].

Ìàëî âiäîìî ïðî âåêòîðè ñòàíiâ äâîâèìiðíî¨ ÌI ñêií÷åííîãî ðîçìiðó. Â

ðîáîòi [95] îòðèìàíà ëèøå ÷àñòêîâà iíôîðìàöiÿ ïðî öi âåêòîðè ñòàíiâ. Íå-

äàâíî Ëiñîâèé [114] çíàéøîâ ÿâíi âèðàçè äëÿ öèõ âåêòîðiâ ç âèêîðèñòàííÿì

ìåòîäó àëãåáðè Ãðàñìàíà. Ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî íàø ïiäõiä ðîçäiëåííÿ çìií-

íèõ [54, 55, 56], ÿêèé, çîêðåìà, äà¹ òàêîæ ÿâíi ôîðìóëè äëÿ âåêòîðiâ ñòàíiâ

äëÿ ñèñòåìè ñêií÷åííîãî ðîçìiðó. Îäíàê ôîðìóëè äàþòüñÿ â çîâñiì iíøîìó

áàçèñi íiæ â [114]. Ìè áóäåìî îá÷èñëþâàòè ñïiíîâi ìàòðè÷íi åëåìåíò áåçïî-

ñåðåäíüî îáêëàäàþ÷è ñïiíîâèé îïåðàòîð ìiæ âåêòîðàìè ñòàíiâ. Â ðåçóëüòàòi,

ïiñëÿ ïðîâåäåííÿ áàãàòîêðàòíîãî ïiäñóìîâóâàííÿ ïî ñïiíîâèì çìiííèõ ïðî-

ìiæíèõ ñòàíiâ, îòðèìó¹ìî ôàêòîðèçîâàíi âèðàçè.

Ïðîòîòèïîì çàãàëüíî¨ N -ñòàíîâî¨ öèêëi÷íî¨ ìîäåëi ¹ ìîäåëü Áàêñòåðà�

Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà (ÁÁÑ) [17, 23, 106], òàêîæ âiäîìà ÿê τ (2)-ìîäåëü. Ñòàí-

äàðòíà ÌI ¹ äóæå ñïåöiàëüíèì âèðîäæåíèì âèïàäêîì ìîäåëi ÁÁÑ. Ùîá óíè-

êíóòè áàãàòüîõ çàóâàæåíü ïðè ðîáîòi ç âèðîäæåíèì âèïàäêîì � ÌI, ìè áó-

äåìî ðîçâèâàòè íàøó âåðñiþ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ çàãàëüíî¨ ÁÁÑ ìîäåëi.
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Iíøèì àðãóìåíòîì äëÿ öüîãî ¹ âåëèêèé iíòåðåñ äî ÁÁÑ ìîäåëi çàâäÿêè ôà-

êòó, ùî ¨¨ òðàíñôåð-ìàòðèöÿ êîìóòó¹ ç òðàíñôåð-ìàòðèöåþ [23, 19] êiðàëü-

íî¨ ìîäåëi Ïîòòñà (ÊÌÏ) [16, 18]. Îòðèìàííÿ âåêòîðiâ ñòàíiâ äëÿ ÊÌÏ ¹

äóæå àêòóàëüíîþ íåðîçâ'ÿçàíîþ çàäà÷îþ [10, 11]. Õî÷à âëàñíi âåêòîðè äëÿ

òðàíñôåð-ìàòðèöi ÁÁÑ ìîäåëi ç ïåðiîäè÷íèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè ¹ íåâi-

äîìèìè ïðè N > 2, ÿâíi ôîðìóëè äëÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ ÁÁÑ ìîäåëi ç âiä-

êðèòèìè òà ôiêñîâàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè áóëî çíàéäåíî â [88, 90].

Iíøà çàäà÷à, ÿêà ðîçâ'ÿçàíà àâòîðîì � çàäà÷à ïðî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ â

ìîäåëi Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ. Ç àëãåáðà¨÷íî¨ òî÷êè çîðó ìîäåëü çàäà-

¹òüñÿ ðiâÿííÿì âiäáèòòÿ (re�ection equation). Â äèñåðòàöi¨, çîêðåìà, çíàéäåíî

iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié êâàíòîâî¨N -÷àñòèíêîâîãî

ëàíöþæêà Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ó âèïàäêó ëàí-

öþæêà Òîäè ç îäíi¹þ ãðàíèöåþ áóëè îòðèìàíi ïåâíèì iíòåãðàëüíèì ïåðåòâî-

ðåííÿì ç õâèëüîâèõ ôóíêöié âiäêðèòîãî ëàíöþæêà Òîäè. ßäðî öüîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ çíàéäåíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ÷åðåç Γ-ôóíêöi¨. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ó âèïàä-

êó ëàíöþæêà Òîäè ç äâîìà ãðàíèöÿìè îòðèìàíî iíòåãðàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì

ç ïîïåðåäíiõ õâèëüîâèõ ôóíêöié äëÿ ëàíöþæêà Òîäè ç îäíi¹þ ãðàíèöåþ. Ó

öüîìó âèïàäêó ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ íà ÿäðî öüîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ

äîïóñêà¹ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ äëÿ ðîçäiëåííèõ çìiííèõ

ìàþòü ôîðìó T −Q-ðiâíÿíü Áàêñòåðà. Ç òî÷êè çîðó àëãåáðè ñèìåòði¨, öÿ ìî-

äåëü âiäïîâiäà¹ ïðåäñòàâëåííÿì òâiñòîâàíèõ ÿíãiàíiâ B-ñåði¨. Òàêîæ àâòîðîì

äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî [89] êîìáiíîâàíà ìîäåëü � ðåëÿòèâiñòñüêèé ëàíþæîê

Òîäè [143] ïðè êîðåíi ç îäèíèöi. Öÿ ìîäåëü â îá'¹ìi ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì

ìîäåëi ÁÁÑ, à íà ãðàíèöÿõ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì âiäáèòòÿ.
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Ðåçóëüòàòè, ùî îòðèìàíi àâòîðîì ïî òåìi öüîãî ðîçäiëó i âèíîñÿòüñÿ íà

çàõèñò, îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [31, 54, 55, 56, 57, 89, 88, 90, 85, 86].

4.2. Âëàñíi ñòàíè â ìîäåëi Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðî-

ãàíîâà

4.2.1. Íåîäíîðiäíà ÁÁÑ-ìîäåëü äëÿ çàãàëüíîãî N .Ìè âèçíà÷à¹ìî

ìîäåëü Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà (ÁÁÑ-ìîäåëü) ÿê ìîäåëü êâàíòîâîãî

ëàíöþæêà. Ç êîæíèì âóçëîì k êâàíòîâîãî ëàíöþæêà ìè àñîöiþ¹ìî öèêëi-

÷íèé L-îïåðàòîð [23, 106], ùî äi¹ íà äâîâèìiðíîìó äîïîìiæíîìó ïðîñòîði

Lk(λ) =

 1 + λκkvk, λu−1
k (ak − bkvk)

uk(ck − dkvk), λakck + vkbkdk/κk

, k = 1, 2, . . . , n. (4.2.1)

Òóò λ � ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð, n � ÷èñëî âóçëiâ. Ç êîæíèì âóçëîì àñîöi-

éîâàíî ï'ÿòü ïàðàìåòðiâ κk, ak, bk, ck, dk. Îïåðàòîðè uk òà vk � åëåìåíòè

óëüòðàëîêàëüíî¨ àëãåáðè Âåéëÿ, ùî çàäîâiëüíÿþòü êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøå-

ííÿ

ujuk = ukuj , vjvk = vkvj , ujvk = ωδj,kvkuj ,

ω = e2πi/N , uN
k = vN

k = 1. (4.2.2)

Íà êîæíîìó âóçëi k ìè âèçíà÷à¹ìî N -âèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið (êâàíòîâèé

ïðîñòið) Vk ç áàçèñîì |γ〉k, γ ∈ ZN , äóàëüíèé ïðîñòið V∗
k ç áàçèñîì k〈γ|,

γ ∈ ZN , òà ïðèðîäíiì ñïàðþâàííÿì k〈γ′|γ〉k = δγ′,γ. Â Vk òà V∗
k åëåìåíò

Âåéëÿ uk òà vk äiþòü çãiäíî ôîðìóë:

uk|γ〉k = ωγ|γ〉k , vk|γ〉k = |γ + 1〉k;
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k〈γ|uk = k〈γ| ωγ , k〈γ|vk = k〈γ − 1| . (4.2.3)

Ìàòðèöÿ ìîíîäðîìi¨ Tn(λ) òà òðàíñôåð-ìàòðèöÿ tn(λ) äëÿ n âóçëiâ ëàíöþæ-

êà âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

Tn(λ) = L1(λ) · · ·Ln(λ) =

An(λ) Bn(λ)

Cn(λ) Dn(λ)

 ,

tn(λ) = trTn(λ) = An(λ) +Dn(λ). (4.2.4)

Öåé êâàíòîâèé ëàíöþæîê ¹ iíòåãðîâíèì îñêiëüêè L-îïåðàòîðè (4.2.1) ïåðå-

ïëiòàþòüñÿ òâiñòîâàíîþ 6-âåðøèííîþ R-ìàòðèöåþ ïðè êîðåíÿõ ç îäèíèöi

R(λ, ν) =



λ− ων 0 0 0

0 ω(λ− ν) λ(1 − ω) 0

0 ν(1 − ω) λ− ν 0

0 0 0 λ− ων


, (4.2.5)

R(λ, ν) L
(1)
k (λ)L

(2)
k (ν) = L

(2)
k (ν) L

(1)
k (λ)R(λ, ν), (4.2.6)

äå L(1)
k (λ) = Lk(λ)⊗ I, L(2)

k (λ) = I⊗Lk(λ). Ñïiââiäíîøåííÿ (4.2.6) ïðèâîäèòü

äî [tn(λ), tn(µ)] = 0 . Îòæå tn(λ) � ïîðîäæóþ÷à ôóíêöiÿ äëÿ êîìóòóþ÷îãî

íàáîðó íåëîêàëüíèõ òà íååðìiòîâèõ ãàìiëüòîíiàíiâ H0, . . . ,Hn:

tn(λ) = H0 + H1λ + · · · + Hn−1λ
n−1 + Hnλ

n. (4.2.7)

Ç (4.2.6) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî âåðõíié ïðàâèé åëåìåíò Bn(λ) ìàòðèöi Tn(λ) �

ïîðîäæóþ÷à ôóíêöiÿ äëÿ iíøîãî êîìóòóþ÷îãî íàáîðó îïåðàòîðiâ h1, . . . ,hn:

[Bn(λ), Bn(µ) ] = 0, Bn(λ) = h1λ + h2λ
2 + · · · + hnλ

n . (4.2.8)
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Çàóâàæèìî, ùîH0 òàHn çàïèñóþòüñÿ ÿâíî â òåðìiíàõ ãëîáàëüíîãî îïåðàòîðà

ïîâîðîòó ZN -çàðÿäó Vn:

H0 = 1 +Vn

n∏
k=1

bkdk

κk
, Hn =

n∏
k=1

ak ck +Vn

n∏
k=1

κk , Vn = v1v2 · · ·vn.

(4.2.9)

Ìè íå áóäåìî â äèñåðòàöi¨ ïîÿñíþâàòè âåëèêèé iíòåðåñ äî ÁÁÑ-ìîäåëi çàâ-

äÿêè äðóãîìó ïåðåïëiòàþ÷îìó ñïiââiäíîøåííþ ïî iíäåêñàì ïðîñòîðó Âåéëÿ,

çíàéäåíîìó â [23] (äèâ. òàêîæ [152, 27]), òà çâ'ÿçàíîãî ç öèì ôàêòîì, ùî äëÿ

ïåâíèõ ïàðàìåòðiâ Q-îïåðàòîð Áàêñòåðà ÁÁÑ-ìîäåëi ¹ òðàíñôåð-ìàòðèöåþ

iíòåãðîâíî¨ êiðàëüíî¨ ìîäåëi Ïîòòñà, äèâ. [23, 19, 141]. Ìè òàêîæ íå áóäåìî

òóò îáãîâîðþâàòè óçàãàëüíåííÿ ìîäåëi ÁÁÑ, ââåäåíî¨ Áàêñòåðîì â [20], òà íå

áóäåìî ïîÿñíþâàòè ÿê (4.2.1) âèíèêà¹ â öèêëi÷íèõ ïðåäñòàâëåííÿõ êâàíòîâî¨

ãðóïè Uq(sl2), äèâ., íàïðèêëàä, [151, 152, 140].

Òðàíñôåð-ìàòðèöÿ (4.2.4) ïåðåïèñó¹òüñÿ åêâiâàëåíòíî ÿê äîáóòîê ïî ïëà-

êåòíèì áîëüöìàíiâñüêèì âàãàì [17, 19]:

tn(λ) =
∏n+1

k=2 Wτ(γ
′
k−1, γ

′
k, γk, γk−1) ç ïëàêåòíèì áîëüöìàíiâñüêèì âàãàìè

Wτ(γk−1, γk, γ
′
k−1, γ

′
k) =

∑1
mk−1=0ω

mk−1(γ′
k−σk−1)×

× (−ωtq)σk−γ′
k−mk−1F ′

k−1(σk−1 − γ′k−1,mk−1) F
′′
k (σk − γ′k,mk−1) (4.2.10)

äå mk ∈ {0, 1} òà F ′
k(∆γ,mk) = F ′′

k (∆γ,mk) = 0, ÿêùî ∆γ 6= {0, 1}, òà

íåíóëüîâèìè çíà÷åííÿìè ¹

F ′
k =

 1 λ ak

κk −bk/ω

 , F ′′
k =

 1 λ ck

1 −dk/κk

 . (4.2.11)

Çàíóëåííÿ F ′
k(∆γ,mk) òà F ′′

k (∆γ,mk) äëÿ ∆γ 6= {0, 1} îçíà÷à¹, ùî ñóñi-

äíi ZN -ñïiíè ïî âåðòiêàëi íå ìîæóòü ðîçðiçíÿòèñü áiëüøå íiæ íà îäèíèöþ.
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Åêâiâàëåíåíòíiñòü òðàíñôåð-ìàòðèöü, âèçíà÷åíèõ (4.2.1) òà (4.2.4), âèäíî ç

ïåðåïèñàíèõ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ (4.2.1) ó âèãëÿäi

〈γ′k|Lk(λ)mk−1,mk
|γk〉 = ωmk−1γ

′
k−mkγkλγ′

k−γk−mk−1F ′′
k (γ′k−γk,mk−1)F

′
k(γ

′
k−γk,mk).

(4.2.12)

mk−1

mk ∈ Z2

mk−2

γk−1

F ′
k−1 F ′

kF ′′
k

γk ∈ ZN

γ′
k−1 ∈ ZN γ′

k

•

•

•

•

•

•

•

•

• • • •

•

•

•

γk ∈ ZN

γ′
k

mk−1 mk

F ′′
k F ′

k

Lk

Ðèñ. 4.1. Iëþñòðàöiÿ äâîõ âåðñié: çëiâà ìè áà÷èìî W ç (4.2.10), ÿêi ïîçíà÷åíi

òîâñòèìè ëiíiÿìè. Òðàíñôåð-ìàòðèöÿ (4.2.4) ç Lk (4.2.1) âèíèêà¹, ÿêùî ìè

äèâèìîñü íà ãðàòêó çôîðìîâàíó ïóíêòèðíèìè ëiíiÿìè ëiâîãî ìàëþíêà òà

ïóíêòèðíèìè ðîìáàìè, ïîêàçàíèõ ñïðàâà. Ãðàòêà ïîáóäîâàíà ç ZN -ñïiíàìè

íà ïåðåòèíàõ òîâñòèõ ëiíié òà Z2-ñïiíàìè â öåíòðàõ.

4.2.2. Îäíîðiäíà ÁÁÑ-ìîäåëü äëÿ N = 2. Iíòåãðîâíiñòü ÁÁÑ-ìîäåëi

ñïðàâåäëèâà, ÿêùî ïàðàìåòðè κk, ak, . . . , dk ðiçíi â ðiçíèõ âóçëàõ. Íàâiòü ó

öüîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæóòü áóòè çíàéäåíi âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âå-

êòîðè. Îäíàê, ùîá îòðèìàòè ÿâíi êîìïàêòíi ôîðìóëè äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåí-

òiâ, ìè áóäåìî ÷àñòî ïîêëàäàòè âñi ïàðàìåòðè ðiâíèìè: κk = κ, . . . , dk = d

òà áóäåìî íàçèâàòè âiäïîâiäíó ìîäåëü îäíîðiäíîþ ÁÁÑ-ìîäåëëþ. Â [31] ïî-



193

êàçàíî, ùî ïðè N = 2 çàãàëüíà îäíîðiäíà ÁÁÑ-ìîäåëü ïåðåïèñó¹òüñÿ ÿê

óçàãàëüíåíà ïëàêåòíà ìîäåëü Içiíãà ç áîëüöìàíiâñüêèìè âàãàìè

W (σ1, σ2, σ3, σ4) = a0

(
1 +

∑
1≤i<j≤4 aij σiσj + a4 σ1σ2σ3σ4

)
, (4.2.13)

ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ âiëüíèõ ôåðìiîíiâ a4 = a12a34 − a13a24 + a14a23.

Ïðè N = 2 âåéëiâñüêi åëåìåíòè ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ìàòðèöÿìè Ïàóëi. Ïðè

κ = 1, L-îïåðàòîð ñòà¹

Lk(λ) =

 1 + λσx
k λσz

k (a − b σx
k)

σz
k (c − d σx

k) λac + σx
k b d


âèðîäæåíèì ïðè λ = b/a:

Lk(b/a) =

 1 + b/a σx
k

σz
k(c− dσx

k)

(1 , b σz
k

)
.

Ìàòðè÷íi åëåìåíòè âiäïîâiäíî¨ òðàíñôåð-ìàòðèöi ¹

〈{σ′} | tn(b/a) | {σ}〉 =
n∏

k=1

(
δσk,σ′

k
(1 + b c σk−1 σ

′
k)+

+δσk,−σ′
k
b/a (1 − a d σk−1 σ

′
k)
)
,

äå {σ} = {σ1, . . . , σn} òà {σ′} = {σ′1, . . . , σ′n} � çíà÷åííÿ ñïiíîâèõ çìiííèõ

äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ, σk = (−1)γk , σ′k = (−1)γ′
k ∈ {+1,−1}. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

îòîòîæíåííÿ σn+k = σk, σ′n+k = σ′k.

Ìàòðè÷íi åëåìåíòè òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà íà òðèêóòíié ãðàòöi

(äèâ. Ðèñ. 4.2) äîðiâíþþòü

〈{σ′}|t4|{σ}〉 =
n∏

k=1

exp(Kx σk−1σk +Ky σkσ
′
k +Kd σk−1σ

′
k) . (4.2.14)
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σk−1 σk

σ′
k−1 σ′

k

•

•

•

•

•

•

Kd

Kx

Ky

Ðèñ. 4.2. Òðàíñôåð-ìàòðèöÿ äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà òðèêóòíié ãðàòöi. Òîâñòi

ëiíi¨ ïîêàçóþòü âçà¹ìîäiþ ìiæ ñïiíàìè.

k-èé ìíîæíèê â öüîìó äîáóòêó, âçÿòèé ïðè σk = σ′k ¹

exp(Ky) exp((Kx +Kd) σk−1 σ
′
k) =

= exp(Ky) cosh(Kx + Kd) (1 + tanh(Kx + Kd) σk−1 σ
′
k) ,

òà ïðè σk = −σ′k ¹

exp(−Ky) exp((Kd −Kx) σk−1 σ
′
k) =

= exp(−Ky) cosh(Kd −Kx) (1 + tanh(Kd −Kx) σk−1 σ
′
k) .

Çàðàç ëåãêî ïîðiâíÿòè òðàíñôåð-ìàòðèöi tn(b/a) òà t4 :

t4 = exp(nKy) coshn(Kx +Kd) tn(b/a) ,

exp(−2Ky)
cosh(Kd −Kx)

cosh(Kd +Kx)
= b/a ,

tanh(Kx +Kd) = b c , tanh(Kx −Kd) = a d .

Õî÷à ìè ðîçãÿäàëè tn(λ) ïðè ñïåöiàëüíîìó çíà÷åííi ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìå-

òðà λ = b/a, âëàñíi ñòàíè òðàíñôåð-ìàòðèöi íå çàëåæàòü âiä öüîãî âèáîðó

λ. Îòæå âëàñíi ñòàíè òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà íà òðèêóòíié ãðàòöi
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ç'ÿâëÿþòüñÿ ÿê âëàñíi ñòàíè çàãàëüíî¨ îäíîðiäíî¨ ÁÁÑ-ìîäåëi äëÿ N = 2

(ïàðàìåòð κ òà îäèí ç ïàðàìåòðiâ a, ..., d ó âèïàäêó îäíîðiäíî¨ ïåðiîäè÷íî¨

ÁÁÑ ìîäåëi ìîæóòü áóòè ïîãëèíóòi ïåðåìàøòàáóâàííÿì iíøèõ ïàðàìåòðiâ

òà äiàãîíàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì ïîäiáíîñòi L-îïåðàòîðiâ). Ôîðìóëè äëÿ íèõ

áóäóòü äàíi íèæ÷å. Íà æàëü, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå âäàëîñü çíàéòè ôà-

êòîðiçîâàíi ôîðìóëè äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà. � òiëüêè

äâà ñïåöiàëüíi âèïàäêè, äëÿ ÿêèõ òàêi ôîðìóëè çíàéäåíi:

à) Òðàíñôåð-ìàòðèöÿ ðÿä-â-ðÿä äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà êâàäðàòíié ãðàòöi:

a = c, b = d : Kd = 0, e−2Ky = b/a , tanhKx = a b . (4.2.15)

Öåé âèïàäîê ¹ îñíîâíèì îá'¹êòîì íàøî¨ óâàãè. Öå íàéáiëüø çàãàëüíèé

âèïàäîê, äå ìè ìà¹ìî ôàêòîðiçîâàíó ôîðìóëó äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïi-

íîâîãî îïåðàòîðà. Öÿ ôîðìóëà áóëà çíàéäåíà À.Áóãði¹ì òà Î.Ëiñîâèì.

á) Òðàíñôåð-ìàòðèöÿ äiàãîíàëü-â-äiàãîíàëü äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà êâàäðàòíié

ãðàòöi:

a = c, b = −d : Kx = 0, e−2Ky = b/a , tanhKd = a b . (4.2.16)

Âiäîìî [15], ùî òðàíñôåð-ìàòðèöi ç ðiçíèìè ïàðàìåòðàìè Ky = L, Kd =

K (òà âiäïîâiäíèìè a, b) óòâîðþþòü êîìóòóþ÷èé íàáið ìàòðèöü, ùî ìàþòü

ñïiëüíi âëàñíi âåêòîðè, ïðè óìîâi, ùî

sinh 2K sinh 2L =
a2 − b2

1 − a2 b2
=

1

k′
(4.2.17)

¹ îäíàêîâèì. Îòæå â öüîìó âèïàäêó âëàñíi âåêòîðè çàëåæàòü òiëüêè âiä k′.

Òîìó, äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè âëàñíi âåêòîðè òà âiäïîâiäíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè
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ñïiíîâîãî îïåðàòîðà, äîñòàòíüî çàôiêñóâàòè a = c = 1/(k′)1/2 òà b = d = 0

i, òàêèì ÷èíîì, îòðèìàòè ÷àñòêîâèé âèïàäîê ôîðìóë äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöi

ðÿä-â-ðÿä äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà êâàäðàòíié ãðàòöi. Çàóâàæèìî, ùî ìè îòðèìà-

ëè â [56] öi ñàìi ìàòðè÷íi åëåìåíòè ó âèïàäêó êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Içiíãà â

ïîïåðå÷íîìó ïîëi k′ îñêiëüêè âiäïîâiäíèé ãàìiëüòîíiàí êîìóòó¹ ç òðàíñôåð-

ìàòðèöÿìè, ùî ìàþòü òàêèé ñàìèé k′. Iíøå çàóâàæåííÿ: ó âèïàäêó çâ'ÿçêó

ïàðàìåòðiâ a = c, b = −d, κ = 1, òðàíñôåð-ìàòðèöi êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ

ïðè íåçàëåæíèõ çíà÷åííÿõ äâîõ ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòðàõ: λ òà ïàðàìåòði,

ÿêèé óíiôîðìiçó¹ (4.2.17) (ïàðàìåòð åëiïòè÷íî¨ êðèâî¨ ç ìîäóëåì k′, äèâ. [15]).

4.2.3. Ðîçâ'ÿçàííÿ äîïîìiæíî¨ ñèñòåìè (4.2.8): âëàñíi çíà÷åííÿ

òà âëàñíi âåêòîðè Bn(λ). Ìè ïî÷èíà¹ìî ç îãëÿäó ìåòîäó ðîçäiëåííÿ çìií-

íèõ çàñòîñîâàííîãî äî çàãàëüíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ZN -ÁÁÑ ìîäåëi [54]. Ìåòà �

çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi âåêòîðè n-âóçîëüíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ òðàíñôåð-

ìàòðèöi tn(λ) ç (4.2.4). Iäåÿ [148, 149, 96, 97] � ñïî÷àòêó çêîíñòðóþâàòè áàçèñ

Nn-âèìiðíîãî ïðîñòîðó âëàñíèõ âåêòîðiâ Bn(λ), äèâ. (4.2.8). Öå ìîæå áóòè âè-

êîíàíî çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨ ïðîöåäóðè. Òîäi âëàñíi ñòàíè tn(λ) øóêàþ-

òüñÿ ÿê ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ âëàñíèõ âåêòîðiâ Bn(λ). Êîåôiöi¹íòè âiä áàãàòüîõ

çìiííèõ âèçíà÷àþòüñÿ T − Q-ðiâíÿííÿìè Áàêñòåðà, â ÿêèõ çìiííi ðîçäiëÿþ-

òüñÿ i îòðèìó¹òüñÿ íàáið ðiâíÿíü âiä ðîçäiëåíèõ çìiííèõ.

Ç (4.2.8) âèïëèâà¹, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ Bn(λ) ¹ ïîëiíîìàìè âiä ñïåêòðàëü-

íî¨ çìiííî¨ λ. Ðîçôàêòîðèçîâóþ÷è öåé ïîëiíîì äëÿ n ≥ 2, ìè îòðèìó¹ìî

Bn(λ) |Ψλ〉 = λλ0

n−1∏
k=1

(λ− λk) |Ψλ〉; λ = {λ0, λ1, . . . , λn−1}, (4.2.18)

äå λ1, λ2, . . . , λn−1 � n− 1 íóëü âëàñíîãî çíà÷åííÿ-ïîëiíîìà òà λ0 � íîðìóþ-
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÷èé ìíîæíèê. Ìè ìîæåìî ìàðêèðóâàòè âëàñíi âåêòîðè íàáîðîì λ.

Îãëÿä ïðîñòîðó âëàñíèõ ñòàíiâ Bn(λ) ëåãêî îòðèìó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïå-

ðåïëiòàþ÷èõ ñïiââiäíîøåíü (4.2.6). Ç (4.2.6) âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè An(λ) òà

Dn(λ) ìàòðèöi ìîíîäðîìi¨ (4.2.4) â íóëÿõ λ = λk ¹ öèêëi÷íèìè ñõîäèíêîâèìè

îïåðàòîðàìè ïî âiäíîøåííþ äî k-î¨ êîìïîíåíòè λ â |Ψλ〉. Ùîá öå ïîáà÷èòè,

ðîçãëÿíåìî ïåðåïëiòàþ÷å ñïiââiäíîøåííÿ

(λ−ωµ)An(λ)Bn(µ) = ω(λ−µ)Bn(µ)An(λ) +µ(1−ω)An(µ)Bn(λ) , (4.2.19)

ÿêå ¹ êîìïîíåíòîþ (4.2.6). Ôiêñóþ÷è λ = λk, k = 1, . . . , n− 1 , â (4.2.19) òà

äiþ÷è íà Ψλ, îñòàííié äîäàíîê â (4.2.19) çíèêà¹ òà ìè îòðèìó¹ìî

Bn(µ) (An(λk) |Ψλ〉) = µλ0 (µ− ω−1λk)
∏

s6=k(µ− λs) (An(λk) |Ψλ〉). (4.2.20)

Öå îçíà÷à¹, ùî

An(λk) |Ψλ〉 = ϕk · |Ψλ0 , ... , ω−1λk, ... , λn−1
〉 . (4.2.21)

Ïiçíiøå ìè äàìî ÿâíèé âèðàç äëÿ êîåôiöi¹íòà ïðîïîðöiéíîñòi ϕk. Àíàëîãi÷íî,

ç iíøî¨ êîìïîíåíòè (4.2.6) òà ç iíøèì ôàêòîðîì ϕ̃k ìè îòðèìó¹ìî

Dn(λk)|Ψλ〉 = ϕ̃k · |Ψω−1λ0 , ... , ω λk , ..., λn−1
〉. (4.2.22)

Áiëüø òîãî, äiþ÷è (4.2.19) íà |Ψλ〉 òà âèäiëÿþ÷è êîåôiöi¹íò ïðè λn+1µn , ìè

îòðèìó¹ìî

Vn|Ψλ〉 = |Ψω−1λ0 , λ1 , ... , λn−1
〉 . (4.2.23)

Ââàæà¹ìî, ùî ïàðàìåòðè â Lk çíàõîäÿòüñÿ ó çàãàëüíîìó ïîëîæåííi. Ïðè

öüîìó âñi êîåôiöi¹íòè ïðîïîðöiéíîñòi ¹ íåíóëüîâèìè i ïîâòîðíîþ äi¹þ An(λk),
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Dn(λk) òà Vn íà áóäü-ÿêèé âëàñíèé ñòàí |Ψλ〉 ìè ïîðîäæó¹ìî Nn-âèìiðíèé

ïðîñòið ñòàíiâ. Ïiçíiøå, êîëè ìè îòðèìó¹ìî ÿâíi âèðàçè äëÿ ϕk òà ϕ̃k, ìè

çìîæåìî äîñëiäèòè êîëè öi ôàêòîðè çàíóëþþòüñÿ.

Îòæå, ÿêùî äëÿ äàííîãî íàáîðó ïàðàìåòðiâ ak, bk, ck, dk,κk, k = 1, . . . , n,

iñíó¹ âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì çíà÷åííÿì-ïîëiíîìîì, âèçíà÷åíèì íóëÿìè

λ, òîäi òàêîæ iñíóþòü âëàñíi âåêòîðè äëÿ âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü-ïîëiíîìiâ,

âèçíà÷åíèõ íóëÿìè

{λ0 ω
ρn,1, . . . , λn−1 ω

ρn,n−1} ç ρn = (ρn,0, . . . , ρn,n−1) ∈ (ZN)n. (4.2.24)

Òîìó çàïèøåìî íóëi ÿê

λn,k = −rn,k ω
ρn,k, (4.2.25)

äå äëÿ ôiêñîâàíîãî n, n äiéñíèõ ÷èñåë rn,k âèçíà÷àþòüñÿ 5n ïàðàìåòðàìè

al, . . . ,κl. Íàäàëi, äëÿ ôiêñîâàíèõ ïàðàìåòðiâ, áóäåìî ìàðêèðóâàòè âëàñíi âå-

êòîðè íàáîðîì ρn. Äëÿ äàíèõ ïàðàìåòðiâ íàáið âëàñíèõ çíà÷åíü âèçíà÷à¹òüñÿ

÷åðåç rn,0, . . . , rn,n−1. Ðiâíÿííÿ íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ Bn(λ) ñòà¹ íàñòóïíèì:

Bn(λ)|Ψρn
〉 = λ rn,0 ω

−ρn,0

n−1∏
k=1

(
λ+ rn,kω

−ρn,k
)
|Ψρn

〉 , (4.2.26)

Äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè rn,k â òåðìiíàõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi íàì íå ïîòði-

áíà ïîâíà êâàíòîâà òðàíñôåð-ìàòðèöÿ òà Lk-îïåðàòîðè, ùî âêëþ÷àþòü âåé-

ëiâñüêi çìiííi. Ìè óñåðåäíþ¹ìî îïåðàòîðè âiä λ çãiäíî íàñòóïíî¨ ïðîöåäóðè

[152]:

O(λN) = 〈O(λN) 〉 =
∏

s∈ZN
O(ωsλ). (4.2.27)

Ìè ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êâàíòîâîìó îïåðàòîðó O(λ), çàëåæíîìó âiä ñïå-

êòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, êëàñè÷íèé àíàëîã O(λN) . Ìè âèçíà÷à¹ìî êëàñè÷íó
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ÁÁÑ-ìîäåëü ÷åðåç L-îïåðàòîð Lm(λN)

Lm(λN) =

 〈L00 〉 〈L01 〉

〈L10 〉 〈L11 〉

 =

 1 − εκN
mλ

N −ελN(aN
m − bNm)

cNm − dN
m bNmd

N
m/κN

m − ελNaN
mc

N
m

 ,

(4.2.28)

äå ε = (−1)N . Àíàëîãi÷íî ìè âèçíà÷à¹ìî êëàñè÷íèé îïåðàòîð ìîíîäðîìi¨ Tn:

Tn = L1(λ
N) L2(λ

N) · · · Ln(λ
N) =

 An(λ
N) Bn(λ

N)

Cn(λ
N) Dn(λ

N)

 (4.2.29)

Òâåðæåííÿ 1.5 ç [152] äà¹ íàì, ùî êëàñè÷íi ïîëiíîìè An(λ
N), Bn(λ

N), Cn(λ
N)

òà Dn(λ
N) ¹ ñåðåäíiìè ¨õ êâàíòîâèõ àíàëîãiâ â (4.2.4): An(λ

N) = 〈An(λ) 〉,

i ò.ä. Äëÿ n ≥ 2 ìè ìà¹ìî

Bm(λN) = (−ε)mλNrN
m,0

m−1∏
s=1

(λN − ε rN
m,s). (4.2.30)

Ëåãêî âèâåñòè [54] òðüîõ÷ëåííó ðåêóðñiþ, ÿêà âèðàæà¹ Bm(λN) ÷åðåç Bm−1(λ
N)

òà Bm−2(λ
N). Âèêîðèñòîâóþ÷è ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ B1(λ

N) = −ελNrN
1 ,

B0(λ
N) = 0 òà âèçíà÷àþ÷è rN

1 = aN
1 − bN1 îòðèìó¹ìî àëãåáðà¨÷íå ñïiââiäíî-

øåííÿ ñòåïåíi (n− 1) äëÿ rN
m,s.

Äëÿ îäíîðiäíî¨ ìîäåëi (ïàðàìåòðè ìîäåëi íå çàëåæàòü âiä íîìåðà âóçëà)

öå ñïiââiäíîøåííÿ çàìiíþ¹òüñÿ íà êâàäðàòè÷íå ðiâíÿíÿ, äèâ. Äîäàòîê â [54].

4.2.4. Ðîçâ'ÿçîê äîïîìiæíî¨ çàäà÷i: ÿâíà êîíñòðóêöiÿ âëàñíèõ

âåêòîðiâ Bn(λ). Ïîêðîêîâà ïîáóäîâà âëàñíèõ âåêòîðiâ, ïî÷èíàþ÷è ç îäíî-

âóçîëüíî¨ çàäà÷i, ïîòiì äëÿ äâîâóçîëüíî¨ i ò.ä. ¹ ãðîìiçäêîþ, òîìó ùî íàì

ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó äî 4 âóçëiâ äëÿ òîãî, ùîá ç'ÿâèëàñü çàãàëüíà ñòðó-

êòóðà ôîðìóë.



200

Ïî÷íåìî çi çíàõîäæåííÿ îäíîâóçîëüíèõ ïðàâèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ |ψρ〉1 îïå-

ðàòîðà B1(λ) ÿê âëàñíèõ êîìáiíàöié ñïiíîâèõ ñòàíiâ |γ〉1, γ ∈ ZN , çàïèñóþ÷è

|ψρ〉1 =
∏

γ ∈ZN

wp(γ − ρ) |γ〉1, ρ ∈ ZN . (4.2.31)

Çàñòîâóþ÷è çëiâà B1 ç (4.2.1) òà ñïðàâà (4.2.26) ìè âèìàãà¹ìî

λu−1
1 (a1−b1v1)

∏
γ ∈ZN

wp(γ− ρ)|γ〉1 = λr1,0 ω
−ρ1,0

∏
γ ∈ZN

wp(γ− ρ)|γ〉1. (4.2.32)

Çàñòîñîâóþ÷è (4.2.3) òà çñîâóþ÷è ïiäñóìîâóâàííÿ çëiâà äëÿ äîäàíêó ç |γ+1〉1,

ìè îòðèìó¹ìî

(a1 − r1,0ω
γ−ρ) wp(γ − ρ) = b1 wp(γ − ρ − 1). (4.2.33)

Öå ¹ ðiçíèöåâèì ðiâíÿííÿì äëÿ ôóíêöi¨ wp(γ) [24]:

wp(γ)

wp(γ − 1)
=

y

1 − ωγ x
; wp(0) = 1 ; γ ∈ ZN , (4.2.34)

äå ìè ïîêëàëè y = b1/a1, r1,0 = x a1 òà âèáðàëè ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ wp(0) =

1. Öèêëi÷íà âëàñòèâiñòü wp(γ) = wp(γ + N) íàêëàäà¹ óìîâó Ôåðìà xN +

yN = 1 íà äâîõêîìïîíåíòíèé âåêòîð p = (x, y ). Ìè âêàçó¹ìî p ÿê iíäåêñ

ôóíêöié wp(γ). Ìè ðîçãëÿäà¹åìî âèïàäîê �çàãàëüíèõ ïàðàìåòðiâ�. Çîêðåìà,

ìè âèêëþ÷à¹ìî âèïàäîê aN
k − bNk = 0, òà �ñóïåðiíòåãðîâíèé� âèïàäîê

ak = ω−1 bk = ck = dk = κk = 1, (4.2.35)

îñêiëüêè â îñòàííüîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå âèðîäæåííÿ i íèæ÷åíàâåäåíà êîí-

ñòðóêöiÿ ïåðåñòà¹ ïðàöþâàòè.

Àíàëîãi÷íî ìè çàïèñó¹ìî ëiâèé âëàñíèé âåêòîð ÿê

1〈ψρ| =
∏

γ ∈ZN

1

wp(γ − ρ− 1)
1〈γ|, ρ ∈ ZN (4.2.36)
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ç òèìè ñàìèìè ôóíêöiÿìè wp(γ), òiëüêè çàðàç p = (r1,0/a1, ω
−1b1/a1). Ôóí-

êöi¨ ïàðàìåòðèçîâàíi òî÷êîþ íà êðèâié Ôåðìà wp(γ) ãðàþòü âàæëèâó ðîëü

äëÿ öèêëi÷íèõ ìîäåëåé. Âîíè ¹ àíàëîãàìè q-ãàììà ôóíêöi¨ ïðè êîðåíi ç îäè-

íèöi.

Àíàëîãi÷íå îá÷èñëåííÿ äëÿ äâîõâóçîëüíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ äà¹

|Ψ ρ2,0, ρ2,1
〉 =

∑
ρ1, ρ2∈ZN

ω−(ρ2,0+ρ2,1−ρ1)(ρ2,0−ρ2)

wp 2, 0
(ρ2,0 − ρ1 − 1)wp̃ 2

(ρ2,0 + ρ2,1 − ρ2 − 1)
|ψρ1

〉1 ⊗ |ψρ2
〉2 .

(4.2.37)

äå p2, 0 = (x2, 0, y2, 0), p̃2 = (x̃2, ỹ2) òà

x2, 0 = a2 c2
r1
r2, 0

, y2, 0 = κ1
r2
r2, 0

, x̃2 =
r2

r2, 0 r2, 1
, ỹ2 =

b2 d2

κ2

r1
r2, 0 r2, 1

.

(4.2.38)

Óìîâà íàëåæíîñòi p2, 0 òà p̃2 äî êðèâî¨ Ôåðìà âèçíà÷à¹ r2,0 òà r2,1.

ßâíi ôîðìóëè äëÿ ëiâèõ òà ïðàâèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ Bn(λ) äëÿ çàãàëüíîãî

÷èñëà âóçëiâ n äîâîäèòüñÿ ñêëàäíîþ iíäóêöi¹þ i äàíî â [54]. Äîäàòêîâèì

ðåçóëüòàòîì öèõ îá÷èñëåíü ¹ ôîðìóëè äëÿ ϕk òà ϕ̃k , ââåäåíi â (4.2.21),(4.2.22):

An(λn,k) |Ψρn
〉 = ϕk(ρ

′
n) |Ψρ+k

n
〉, (4.2.39)

ϕk(ρ
′
n) = − r̃n−1

rn
ω−ρ̃n+ρn,0 Fn(λn,k/ω)

n−2∏
s=1

yn,k
n−1,s, (4.2.40)

Dn(λn,k)|Ψρn
〉 = ϕ̃k(ρ

′
n) |Ψρ+0,−k

n
〉, (4.2.41)

ϕ̃k(ρ
′
n) = − rn

r̃n−1

ωρ̃n−ρn,0−1∏n−2
s=1 y

n,k
n−1,s

n−1∏
m=1

Fm(λn,k), (4.2.42)

Fn(λ) = ( bn + ωan κnλ) (λ cn + dn/κn ) . (4.2.43)
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Çëiâà (4.2.39) òà (4.2.41), âëàñíi âåêòîðè Ψρn
îïåðàòîðó Bn(λ) ìàðêèðóþòüñÿ

âåêòîðîì

ρn = (ρn,0, . . . , ρn,n−1) ∈ (ZN)n. (4.2.44)

Íàáið ρ±k
n ¹ íàáîðîì ρn, â ÿêîìó ρn,k çàìiíåíî íà ρn,k ± 1:

ρ±k
n = (ρn,0, . . . , ρn,k ± 1, . . . , ρn,n−1), k = 0, 1, . . . , n− 1,

r̃n = rn,0 rn,1 . . . rn,n−1 òà ρ̃n =
∑n−1

k=0ρn,k. (4.2.45)

ρ′
n ïîçíà÷à¹ âåêòîð ρn áåç êîìïîíåíòè ρn,0:

ρ′
n = (ρn,1, . . . , ρn,n−1) ∈ (ZN)n−1. (4.2.46)

Âåëè÷èíè yn,k
n−1,s ¹ êîìïîíåíòàìè òî÷êè pn,k

n−1,s = (xn,k
n−1,s, y

n,k
n−1,s) íà êðèâié

Ôåðìà, âèçíà÷åíî¨ ñïiââiäíîøåííÿì xn,k
n−1,s = rn,k/rn−1,s, äèâ. Ðîçäië 2.4 â

[54]. Âåëè÷èíà Fm(λ), ÿêà ç'ÿâëÿ¹òüñÿ â (4.2.40) òà (4.2.42) ¹ ìíîæíèêîì â

êâàíòîâîìó äåòåðìiíàíòi:

An(ωλ)Dn(λ) − Cn(ωλ)Bn(λ) = Vn ·
n∏

m=1

Fm(λ), (4.2.47)

Ç (4.2.1) ìè ìîæåìî çíàéòè áåçïîñåðåäíüî λ0- òà λn-êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìó

An(λ):

An(λ) = 1 + . . . + κ1κ2 . . .κn V λn . (4.2.48)

Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è (4.2.40), çàãàëüíà äiÿ An(λ) íà âëàñíi âåêòîðè Bn ìîæå

áóòè îòðèìàíà iíòåðïîëÿöi¹þ ïîëiíîìà

An(λ)|Ψρn
〉 =

n−1∏
s=1

(
1 − λ

λn,s

)
|Ψρn

〉 + λκ1 · · ·κn

n−1∏
s=1

(λ− λn,s) |Ψρ+0
n
〉 +

+
n−1∑
k=1

∏
s6=k

λ− λn,s

λn,k − λn,s

 λ

λn,k
ϕk(ρ

′
n) |Ψρ+k

n
〉 . (4.2.49)
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Çíà÷íå çóñèëëÿ íåîáõiäíå, ùîá ïðåäñòàâèòè íîðìó äîâiëüíîãî âåêòîðó |Ψρn
〉

ó ôàêòîðèçîâàíîìó âèãëÿäi, îñêiëüêè íåîáõiäíî âèêîíàòè áàãàòîêðàòíi ïiä-

ñóìîâóâàííÿ ïî ïðîìiæíèì iíäåêñàì. Íîðìè ¹ íåçàëåæíèìè âiä ôàçè ρn,0 òà

¨õ çàëåæíiñòü âiä ρ′
n íàñòóïíà:

〈Ψρn
|Ψρn

〉 =
Cn∏

l<m(λn,l − λn,m)
=

Cn∏
l<m(rn,mω−ρn,m − rn,lω−ρn,l)

. (4.2.50)

Íîðìóþ÷èé ìíîæíèê Cn ¹ íåçàëåæíèì âiä ρn òà çàïèñó¹òüñÿ ðåêóðñèâíî [55].

Éîãî íàéíèæ÷i çíà÷åííÿ òàêi:

C1 =
N

ω

(
x1

y1

)N−1

, C2 = C1
N 3

ω

(
x2

y2 ỹ2 y2,0

)N−1

. (4.2.51)

4.2.5. Ïåðiîäè÷íà ìîäåëü: ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà òà îáiðâàíi ôóí-

êöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ. Â äîïîìiæíié çàäà÷i ìè øóêàëè âëàñíi ôóíêöi¨ Bn.

Bn íå êîìóòó¹ ç Vn (4.2.9), äèâ. (4.2.23): Vn|Ψρn
〉 = |Ψρ+0

n
〉. Çàðàç ìè øóêà¹ìî

âëàñíi ôóíêöi¨ äëÿ tn, ÿêié êîìóòó¹ ç Vn. Ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ ïî ρn,0 ìè

áóäó¹ìî áàçèñ äiàãîíàëüíèé äëÿ V, äå êîìïîíåíòà Ôóð'¹ ρ ∈ ZN ¹ ïîâíèì

ZN -çàðÿäîì:

|Ψ̃ρ,ρ′
n
〉 =

∑
ρn,0∈ZN

ω−ρ·ρn,0|Ψρn
〉, Vn |Ψ̃ρ,ρ′

n
〉 = ωρ |Ψ̃ρ,ρ′

n
〉 . (4.2.52)

Çàðàç ìè çàïèñó¹ìî âëàñíi ôóíêöi¨ |Φρ,E〉 äëÿ tn(λ) ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ

|Ψ̃ρ,ρ′
n
〉. Âëàñíi çíà÷åííÿ tn(λ) íà öèõ ñòàíàõ ¹ çíîâó ïîëiíîìàìè ïîðÿäêó n

âiä λ:

tn(λ)|Φρ,E〉 = (E0 + E1λ+ · · · + En−1λ
n−1 + Enλ

n)|Φρ,E〉 . (4.2.53)

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ E0 òà En çíàõîäÿòüñÿ áåçïîñåðåäíüî ç (4.2.9):

E0 = 1 + ωρ∏n
m=1 bmdm/κm, En =

∏n
m=1 amcm + ωρ∏n

m=1 κm , (4.2.54)
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ìè êîìáiíó¹ìî âñi iíøi êîåôiöi¹íòè ó âåêòîð E = {E1, . . . , En−1} òà ìàðêè-

ðó¹ìî âëàñíi âåêòîðè çàðÿäîì ρ òà E:

tn(λ) |Φρ,E〉 = tn(λ|ρ,E) |Φρ,E〉, |Φρ,E〉 =
∑
ρ′

n

QR(ρ′
n| ρ,E) |Ψ̃ρ,ρ′

n
〉 .

(4.2.55)

Çàðàç äëÿ òîãî, ùîá ðîçäiëèòè çìiííi â áàãàòîçìiííèõ ôóíêöiÿõ QR, ìè âiä-

îêðåìëþ¹ìî ç QR(ρ′
n| ρ,E) ìiðó Ñêëÿíiíà:

QR(ρ′
n| ρ,E) =

∏n−1
k=1 Q

R
k (ρn,k)∏n−1

s,s′=1
(s 6=s′)

w
pn,s′

n,s
(ρn,s − ρn,s′)

. (4.2.56)

Ìè íå áóäåìî äåòàëüíî ïîÿñíþâàòè îá÷èñëåííÿ, à ëèøå äàìî îñíîâíèé ìåõà-

íiçì. Ìè âèðàæà¹ìî tn(λ) ÿê iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì âiä íóëiâ λn,k îïåðà-

òîðó Bn(λ):

(An(λ) +Dn(λ))|Ψ̃ρ,ρ′
n
〉 =

=

{
E0

n−1∏
s=1

(
1 − λ

λn,s

)
+ λ En

n−1∏
s=1

(λ− λn,s)

}
Ψ̃ρ,ρ′

n
+

+
n−1∑
k=1

∏
s6=k

λ− λn,s

λn,k − λn,s

 λ

λn,k

(
ϕk(ρ

′
n) |Ψ̃ρ,ρ′+k

n
〉+ ωρ ϕ̃k(ρ

′
n) |Ψ̃ρ,ρ′−k

n
〉
)
.

(4.2.57)

Êîëè ìè îá÷èñëþ¹ìî (4.2.57) ïîñëiäîâíî â n − 1 çíà÷åííÿõ λ = λn,k, k =

1, . . . , n − 1, ÷ëåíè äðóãîãî ðÿäêà (4.2.57) íå äàþòü âíåñîê. Çàâäÿêè ìiði

Ñêëÿíiíà äóæêè, ùî ìiñòÿòü ðiçíèöi λn,k − λn,s, ñêîðî÷óþòüñÿ, ùî âåäå äî

ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Öå ïðèâîäèòü äî n− 1 îäíîçìiííèõ λn,k ðiâíÿíü Áàêñòå-
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ðà (k = 1, . . . , n− 1)

tn(λn,k|ρ,E) QR
k (ρn,k) = ∆+

k (λn,k) Q
R
k (ρn,k + 1) + ∆−

k (ωλn,k) Q
R
k (ρn,k − 1) .

(4.2.58)

Ñòàðòóþ÷è ç ëiâèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ îòðèìó¹ìî àíàëîãi÷íi ðiâíÿííÿ Áàêñòå-

ðà:

tn(λn,k|ρ,E) QL
k(ρn,k) = ωn−1∆−

k (λn,k) Q
L
k(ρn,k+1)+ω1−n∆+

k (ωλn,k) Q
L
k(ρn,k−1) ,

(4.2.59)

äå ìè ââåëè ñêîðî÷åíi ïîçíà÷åííÿ

∆+
k (λ) = (ωρ/χk) (λ/ω)1−n

n−1∏
m=1

Fm(λ/ω) , ∆−
k (λ) = χk (λ/ω)n−1 Fn(λ/ω) .

(4.2.60)

χk ìiñòèòü äåêiëüêà ìíîæíèêiâ (ÿêi ÷àñòêîâî ç'ÿâëÿþòüñÿ ç ϕk òà ϕ̃k), âèçíà-

÷åíèõ òiëüêè êîíñòàíòàìè κk, ak, . . . , dk. Çàðàç çàóâàæèìî, ùî áiëüø ÿâíèé

âèãëÿä ëiâî¨ ñòîðîíè (4.2.58) òàêèé:(
E0 +

∑n−1
s=1Es λ

s
n,k + Enλ

n
n,k

)
QR

k (ρn,k) = . . . (4.2.61)

äå E � íåâiäîìi, ÿêi òðåáà âèçíà÷èòè ç ñèñòåìè îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (4.2.58)

ðàçîì ç n − 1 ôóíêöiÿìè QR
k (ρn,k). Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè íåòðèâiàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê, âèçíà÷íèêè êîåôiöi¹íòiâ ìàþòü âèðîäæóâàòèñü. Ïðè ïåâíîìó k,

âèçíà÷íèê çàäà¹ îäíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ E0, . . . , En. Âñiõ n − 1 ñèñòåì äëÿ

ðiçíèõ k ìà¹ áóòè äîñòàòíüî ùîá âèçíà÷èòè âñi êîìïîíåíòè E. Âèÿâëÿ¹òüñÿ,

ùî óìîâà iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (4.2.58) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà

ÿê äîáðå âiäîìi îáiðâàíi ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ:

Âèçíà÷èìî τ (2)(λ) = t(λ)1 òà çêîíñòðóþ¹ìî i¹ðàðõiþ çëèòòÿ (a fusion
1Öå âèçíà÷åííÿ ç [23] ¹ ïðè÷èíîþ ÷îìó ÁÁÑ-ìîäåëü íàçèâàþòü τ (2)-ìîäåëëþ
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hierarchy) [108, 19] ïîêëàäàþ÷è τ (0)(λ) = 0, τ (1)(λ) = 1, òà, äëÿ j = 2, 3, . . . , N ,

τ (j+1)(λ) = τ (2)(ωj−1λ) τ (j)(λ) − ωρ z(ωj−1λ) τ (j−1)(λ), (4.2.62)

äå

z(λ) = ω−ρ ∆+(λ) ∆−(λ) =
∏n

m=1 Fm(λ/ω). (4.2.63)

Òîäi ìîæíà ïîêàçàòè [54], ùî, ÿêùî τ (N+1)(λ) çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíîñòi îáðèâó

(truncation identity)

τ (N+1)(λ) − ωρ z(λ) τ (N−1)(ωλ) = An(λ
N) + Dn(λ

N) (4.2.64)

ç An(λ
N) + Dn(λ

N), ùî äàíî â (4.2.29), òîäi ñèñòåìà (4.2.58) ìà¹ íåòðèâiàëü-

íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ âñiõ k. Öÿ îáiðâàíà i¹ðàðõiÿ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ

çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü òðàíñôåð-ìàòðèöi [99, 22]. Â íàøié êîíñòðóêöi¨

ìè ìà¹ìî íàâiòü áiëüøå: äëÿ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó (4.2.62) òà (4.2.64) ìè ìîæåìî

ïîáóäóâàòè âëàñíèé âåêòîð.

4.2.6. Äiÿ uk òà vk íà âëàñíi ñòàíè Bn(λ). Íàøà ãîëîâíà ìåòà �

îá÷èñëèòè ìàòðè÷íi åëåìåíòè ëîêàëüíèõ îïåðàòîðiâ uk òà vk ìiæ âëàñíèìè

ñòàíàìè |Φρ,E〉 îïåðàòîðà tn(λ) . Îñêiëüêè ìè çíà¹ìî ÿê îòðèìàòè öi ñòàíè

ç âëàñíèõ ñòàíiâ Bn(λ) (4.2.55), (4.2.56), (4.2.58), ìè ñïî÷àòêó çíàéäåìî äiþ

ëîêàëüíèõ îïåðàòîðiâ íà |Ψρn
〉. Îñêiëüêè ìè áóäó¹ìî íàøi äîïîìiæíi ñòàíè

ïîñëiäîâíî ç îäíîâóçîëüíîãî äî n-âóçîëüíîãî, ôîðìóëè íå áóäóòü ñèìåòðè÷íi

ìiæ, íàïðèêëàä, uj òà uk ç j 6= k.

Äëÿ un ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè äiþ áåçïîñåðåäíüî. Ñòàðòóþ÷è ç

u−1
n (an − bnvn)|ψρn

〉n = rnω
−ρn|ψρn

〉n ,
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ìè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó äëÿ äi¨ un íà îäíîâóçîëüíi âëàñíi âåêòîðè:

un|ψρn
〉n =

ωρn

rn
(an|ψρn

〉n − bn|ψρn+1〉n) . (4.2.65)

Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíó ðåêóðñèâíó ôîðìóëó, ùî çâ'ÿçó¹ |Ψρn
〉 òà |Ψρn−1

〉

çíàõîäèìî [55]:

un |Ψρn
〉 =

an

r̃nω−ρ̃n
|Ψρn

〉 − bnκ1κ2 · · ·κn−1

rn,0ω−ρn,0
|Ψρ+0

n
〉 + (4.2.66)

+
n−1∑
k=1

an bn ϕk(ρ
′
n)

rn,0ω−ρn,0 λn,k (bn + anκnλn,k)
∏

s6=k(λn,k − λn,s)
|Ψρ+k

n
〉 .

Ìè âèâåäåìî öåé ðåçóëüòàò áiëüø ïðîñòèì ÷èíîì, âèðàæàþ÷è ëîêàëüíi îïå-

ðàòîðè uk òà vk â òåðìiíàõ An òà Bn ç ìàòðèöi ìîíîäðîìi¨, âçÿòèõ ïðè ïåâ-

íèõ çíà÷åííÿõ λ. Iñíó¹ äîáðå âiäîìèé ìåòîä, ðîçðîáëåíèé Ëiîíñüêîþ ãðó-

ïîþ [118]. Îäíàê öåé ìåòîä ïîòðåáó¹ âèêîíàííÿ óìîâè R(0) = P , äå R �

êâàíòîâà R-ìàòðèöÿ, ùî ïåðåïëiòà¹ äâà L-îïåðàòîðà â êâàíòîâèõ ïðîñòîðàõ

òà P � îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè. Öÿ âèìîãà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ öèêëi÷íèõ L-

îïåðàòîðiâ òiëüêè ïðè ñïåöiàëüíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ i R-ìàòðèöÿ, ïðè

öüîìó, ¹ äîáóòêîì ÷îòèðüîõ âàã êiðàëüíî¨ ìîäåëi Ïîòòñà [23]. Iíøà âèìîãà

ñòîñó¹òüñÿ ìîæëèâîñòi îòðèìàòè òàêó R-ìàòðèöþ çëèòòÿì ïî äîïîìiæíîìó

ïðîñòîði ïî÷àòêîâîãî L-îïåðàòîðà. Öÿ âèìîãà íå ìîæå áóòè âèêîíàíà äëÿ

öèêëi÷íèõ L-îïåðàòîðiâ (4.2.1) îñêiëüêè çëèòòÿ â äîïîìiæíîìó ïðîñòîði [139]

äà¹ L-îïåðàòîðè â ïðåäñòàâëåííÿõ îá÷èñëåííÿ (evaluation representations) çi

ñòàðøîþ âàãîþ âiäïîâiäíî¨ êâàíòîâî¨ àôiííî¨ àëãåáðè, àëå íàì ïîòðiáíî ïðåä-

ñòàâëåííÿ öèêëi÷íîãî òèïó ó äîïîìiæíîìó ïðîñòîði.

Ìè âèêîðèñòà¹ìî iäåþ ç ðîáîòè Â.Êóçíåöîâà ïî ðîçäiëåííþ çìiííèõ â êëà-

ñè÷íèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåìàõ [110]. Ïðîöåäóðà íàñòóïíà: ðîçãëÿäà¹ìî îáåð-
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íåíèé äî îïåðàòîðà Lk(λ):

L−1
k (λ) =

 ω λ ak ck + vk bk dk/κk −λu−1
k (ak − bk vk)

−ω uk (ck − dkvk), 1 + ω λκk vk

 · (detqLk(λ))−1 ,

(4.2.67)

äå detqLk(λ) = vkFk(λ), Fk(λ) = (bk+ωλakκk)(λck+dk/κk). Âèðàç äëÿ L−1
k (λ)

¹ ñèíãóëÿðíèì â íóëÿõ λ′k = −bk/(ωakκk) òà λ′′k = −dk/(ckκk) ïîëiíîìó Fk(λ).

Çðîçóìiëî, ùî

Tn−1(λ) = Tn(λ) L−1
n (λ) . (4.2.68)

Òîìó â íóëÿõ Fn(λ) ëiâà ÷àñòèíà ¹ ðåãóëÿðíîþ ïî λ i ïðàâà ÷àñòèíà òåæ ìà¹

áóòè ðåãóëÿðíîþ. Ïðè λ = λ′n = −bn/(ωanκn) ìè ìà¹ìî

An(λ
′
n) u−1

n bn/(ωκn) + Bn(λ
′
n) = 0 .

Òîìó ìè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó äëÿ un:

un = λ′n anB
−1
n (λ′n) An(λ

′
n) . (4.2.69)

Ç óìîâè ðåãóëÿðíîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè (4.2.68) ïðè λ = λ′′n = −dn/(cnκn) ìè

îòðèìó¹ìî

An(λ
′′
n)(−λ′′n)u−1

n (an − bnvn) +Bn(λ
′′
n)(1 − dn/(ωcn)vn) = 0 .

Âèêëþ÷àþ÷è un çàâäÿêè (4.2.69), ìè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó äëÿ vn:

vn = −1/(ωκn) (An(λ
′
n)Bn(λ

′′
n) − An(λ

′′
n)Bn(λ

′
n))

−1×

×(An(λ
′
n)Bn(λ

′′
n)/λ

′′
n − An(λ

′′
n)Bn(λ

′
n)/λ

′
n). (4.2.70)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è RTT-ñïiââiäíîøåííÿ, ùî âèïëèâàþòü ç (4.2.6), ìè ìîæåìî

ïåðåñòàâèòè An òà B−1
n â (4.2.69) ùîá îòðèìàòè åêâiâàëåíòíó ôîðìóëó

un = ω λ′n anAn(ωλ
′
n)B

−1
n (ωλ′n) . (4.2.71)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.2.49) òà (4.2.26) ìè îòðèìó¹ìî (4.2.66).

Ìè ìîæåìî òàêîæ îòðèìàòè ôîðìóëè äëÿ un−1 òà vn−1. Ìè âèðàæà¹ìî

L−1
n (λ) â òåðìiíàõ An(λ) òà Bn(λ) âèêîðèñòîâóþ÷è (4.2.69) òà (4.2.70). Çàðàç

ôîðìóëà (4.2.68) äîçâîëÿ¹ çíàéòè âèðàçè äëÿ An−1(λ) òà Bn−1(λ) ÷åðåç An(λ)

òà Bn(λ). Íàïðèêiíåöü ìè ïiäñòàâëÿ¹ìî öi âèðàçè â (4.2.69) òà (4.2.70), â

ÿêèõ iíäåêñ n çàìiíåíî íà n − 1. Öå äà¹ íàì âèðàçè äëÿ un−1 òà vn−1 ÷åðåç

An(λ) òà Bn(λ). Ïðîäîâæóþ÷è îïèñàíó ïðîöåäóðó ìîæíà âèðàçèòè ëîêàëüíi

îïåðàòîðè uk òà vk ÷åðåç An(λ) òà Bn(λ). Íàïðèêëàä, ðåçóëüòàò äëÿ un−1 ¹

íàñòóïíèì:

un−1 = ωλ′n−1an−1

(
An(ωλ

′
n−1)(ω

2λ′n−1ancn + vnbndn/κn)

−Bn(ωλ
′
n−1)ωun(cn − dnvn)

)
×
(
−An(ωλ

′
n−1)ωλ

′
n−1u

−1
n (an − bnvn) +Bn(ωλ

′
n−1)(1 + ω2λ′n−1κnvn)

)−1
,

äå ω λ′n−1 = −bn−1/(an−1 κn−1) òà òðåáà ïiäñòàâèòè âèðàçè (4.2.71) òà (4.2.70)

äëÿ un òà vn. Öå äà¹ äiþ un−1 íà |Ψρn
〉. Ìè áà÷èìî, ùî ôîðìóëà ñòà¹ äóæå

ñêëàäíîþ. Îäíàê, u1 ëåãêî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç Dn òà Bn:

u1 =
1

c1
Dn

(
− d1

c1κ1

)
B−1

n

(
− d1

c1κ1

)
. (4.2.72)

Äëÿ íàøî¨ ìåòè çíàõîäæåííÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà ìiæ

âëàñíèìè ñòàíàìè |Φρ,E〉 îäíîðiäíî¨ tn(λ) ìè ìîæåìî âèáðàòè áóäü-ÿêèé ñïi-

íîâèé îïåðàòîð uk, òîìó ùî âîíè âñi ïîâ'ÿçàíi äi¹þ îïåðàòîðà òðàíñëÿöi¨,
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ùî ìà¹ òi ñàìi âëàñíi ñòàíè |Φρ,E〉. Íàäàëi ìè ðîçãÿäà¹ìî ìàòðè÷íi åëåìåíòè

ñïiíîâîãî îïåðàòîðà un îñêiëüêè âiäïîâiäíà ôîðìóëà äëÿ äi¨ (4.2.66) ¹ íàé-

ïðîñòiøîþ.

Â êiíöi öüîãî ïiäðîçäiëó ìè õî÷åìî âiäìiòèòè äåÿêó ñõîæiñòü íàøèõ ôîð-

ìóë ç ôîðìóëàìè â [12], äå ëîêàëüíi îïåðàòîðè äëÿ êâàíòîâîãî ëàíöþæêà

Òîäè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç êâàíòîâi ðîçäiëåíi çìiííi çà äîïîìîãîþ ðåêóðñèâíî¨

êîíñòðóêöi¨ âëàñíèõ âåêòîðiâ [97].

4.3. Ìàòðè÷íi åëåìåíòè ñïiíîâîãî îïåðàòîðà â ìîäåëi

Içiíãà

4.3.1. Çàãàëüíà íåîäíîðiäíà N = 2 ÁÁÑ-ìîäåëü: ðîçâ'ÿçîê ðiâ-

íÿíü Áàêñòåðà òà íîðìè ñòàíiâ. Ó âèïàäêóN = 2 ìè ìà¹ìî äâà çàðÿäîâèõ

ñåêòîðà ρ = 0, 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåðìiíîëîãiþ, íàïðèêëàä [45, 29, 114], ñå-

êòîð ρ = 0 áóäåìî íàçèâàòè Íåâüî�Øâàðöà (NS)-ñåêòîð, òà ρ = 1 � Ðàìîíà

(R)-ñåêòîð. Ìè ïîêàæåìî, ùî ñïiíîâi ìàòðè÷íi åëåìåíòè ìîæóòü áóòè çàïè-

ñàíi äîñòàòíüî êîìïàêòíî, õî÷à é íå ó ôàêòîðiçîâàíié ôîðìi (4.3.89),(4.3.90).

Ïîâíà ôàêòîðèçàöiÿ áóäå äîñÿãíóòà ïiçíiøå äëÿ îäíîðiäíî¨ ìîäåëi Içiíãà.

Çàôiêñó¹ìî âëàñíå çíà÷åííÿ-ïîëiíîì t(λ|ρ,E) îïåðàòîðà t(λ), ùî âiäïîâi-

äà¹ ïðàâîìó âëàñíîìó âåêòîðó |Φρ,E〉. Îñêiëüêè â íàñòóïíîìó íàø ëàíöþæîê

áóäå ìàòè ôiêñîâàíó äîâæèíó n, ìè áóäåìî ÷àñòî íå ïèñàòè iíäåêñ n. Òàêîæ

iíêîëè ìè íå áóäåìî ïèñàòè ρ,E â t.

Ùîá çíàéòè |Φρ,E〉 ÿâíî, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè àñîöiéîâàíi n − 1 ñèñòåìè
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(k = 1, 2, . . . , n− 1) (ïðàâèõ) ðiâíÿíü Áàêñòåðà:

t(−rn,k)Q
R
k (0) =

(
∆+

k (−rn,k) + ∆−
k (rn,k)

)
QR

k (1),

t(rn,k) QR
k (1) =

(
∆+

k (rn,k) + ∆−
k (−rn,k)

)
QR

k (0). (4.3.73)

Îñêiëüêè t(λ|ρ,E) ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì-ïîëiíîìîì, ôóíêöiîíàëüíå ñïiââiä-

íîøåííÿ (4.2.64) çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (4.3.73) ïî

âiäíîøåííþ äî íåâiäîìèõ çìiííèõ QR
k (0) òà QR

k (1) äëÿ êîæíîãî k = 1,

2, . . ., n − 1. Ó âèïàäêó N = 2, öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî k ìè ìà¹ìî

îäíå íåçàëåæíå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ (ó âèïàäêó âèðîäæåíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü,

ìîæëèâî æîäíîãî). Ó âèïàäêó çàãàëüíèõ ïàðàìåòðiâ, îáèäâi ÷àñòèíè êîæíî-

ãî ðiâíÿííÿ áóäóòü íåíóëüîâèìè. Îòæå, ôiêñóþ÷è QR
k (0) = 1, ìè îòðèìó¹ìî

äâà åêâiâàëåíòíèõ âèðàçà äëÿ QR
k (1):

QR
k (1) =

t(−rn,k)

∆+
k (−rn,k) + ∆−

k (rn,k)
=

∆+
k (rn,k) + ∆−

k (−rn,k)

t(rn,k)
. (4.3.74)

Àíàëîãi÷íî ç ëiâèõ ðiâíÿíü Áàêñòåðà, ôiêñóþ÷è QL
k(0) = 1, ìè îòðèìó¹ìî

QL
k(1) =

(−1)n−1t(−rn,k)

∆+
k (rn,k) + ∆−

k (−rn,k)
=

∆+
k (−rn,k) + ∆−

k (rn,k)

(−1)n−1t(rn,k)
.

Îñêiëüêè äëÿ çàãàëüíèõ ïàðàìåòðiâ t(rn,k|ρ,E) 6= 0 , öi ÿâíi ôîðìóëè äàþòü

QL
k(ρn,k) Q

R
k (ρn,k) = (−1)ρn,k(n−1) t((−1)ρn,k rn,k)/t(rn,k) .

Ùîá îòðèìàòè ñòàíè ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i, ìè ìà¹ìî âñòàâèòè ìiðó Ñêëÿíiíà

(4.2.56). Çàðàç ïðè N = 2 ôóíêöi¨ wp ¹ ïðîñòèìè:

wp(0) = 1 , wp(1) =
y

1 + x
=

1 − x

y
, (wp(1))2 =

1 − x

1 + x
. (4.3.75)
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Â ìiði Ñêëÿíiíà ìè ìà¹ìî âèêîðèñòîâóâàòè òî÷êè Ôåðìà pn,m
n,l = (xn,m

n,l , y
n,m
n,l ),

âèçíà÷åíi êîîðäèíàòîþ xn,m
n,l = rn,m/rn,l . Âîíà âèðàæà¹òüñÿ ëèøå ÷åðåç x

n,m
n,l

i ìè îòðèìó¹ìî

〈Φρ,E|Φρ,E〉
〈Ψ̃ρ,ρ′

n
|Ψ̃ρ,ρ′

n
〉

=
∑
ρ′

n

∏n−1
l<m(−1)ρn,l+ρn,m(rn,m + rn,l)

2 ∏n−1
k=1 Q

L
k(ρn,k)Q

R
k (ρn,k)∏n−1

l<m ((−1)ρn,lrn,l + (−1)ρn,mrn,m)2
.

(4.3.76)

Ìè ìîæåìî íîðìàëiçóâàòè ìàòðè÷íèé åëåìåíò âiäïîâiäíî äî áóäü-ÿêîãî ñòà-

íó. Çàðàç ïðîñòi ôîðìóëè âèíèêàþòü, ÿêùî äëÿ íîðìóâàííÿ ìè âèáðàëè äî-

ïîìiæíi ñòàíè |Ψ̃0,0〉, äå 0 = (0, 0, . . . , 0). Ç (4.2.50) ìè îòðèìó¹ìî

〈Ψ̃ρ,ρ′
n
|Ψ̃ρ,ρ′

n
〉

〈Ψ̃0,0|Ψ̃0,0〉
=

∏n−1
l<m(rn,m(−1)ρn,m + rn,l(−1)ρn,l)∏n−1

l<m(rn,m + rn,l)
. (4.3.77)

Çáèðàþ÷è âñi öi ôîðìóëè, ìè îòðèìó¹ìî äëÿ ñïàðþâàííÿ ëiâèõ òà ïðàâèõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ òðàíñôåð-ìàòðèöi ïåðiîäè÷íî¨ ÁÁÑ-ìîäåëi ïðè N = 2:

〈Φρ,E |Φρ,E〉
〈Ψ̃0,0|Ψ̃0,0〉

=

∏n−1
l<m(rn,m + rn,l)∏n−1

l=1 t(rn,l)

∑
ρ′

n

∏n−1
l=1 (−1)ρn,l t((−1)ρn,lrn,l)∏n−1

l<m((−1)ρn,mrn,m + (−1)ρn,lrn,l)
.

(4.3.78)

Öÿ ôîðìóëà íå äóæå êîðèñíà îñêiëüêè ç (4.2.55) âîíà ìiñòèòü ïiäñóìîâó-

âàííÿ ïî n − 1 Z2-çìiííèõ ρ′
n, âèçíà÷åíèõ â (4.2.46). Îäíàê â [55] ïîêàçàíî

ÿê âèêîíàòè öå ïiäñóìîâóâàííÿ ÿâíî. Ïîâíiñòþ ôàêòîðèçîâàíèé ðåçóëüòàò

òàêèé:

〈Φρ,E |Φρ,E〉
〈Ψ̃0,0|Ψ̃0,0〉

= 2n−1 r̃′n

∏n−1
l<m(rn,m + rn,l)∏n

k=1
∏n−1

l=1 (rn,l + µk)

n∏
i<j

(µi + µj) , (4.3.79)

äå −µi � íóëi âëàñíîãî çíà÷åííÿ-ïîëiíîìà t(λ|ρ,E):

t(λ|ρ,E)|Φρ,E〉 = Λ
n∏

i=1

(λ + µi) |Φρ,E〉. (4.3.80)

Ìè íå êîíêðåòèçó¹ìî ìíîæíèê Λ, îñêiëüêè â ïîäàëüøîìó âií ñêîðîòèòüñÿ.
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4.3.2. Ìàòðè÷íi åëåìåíòè ìiæ âëàñíèìè âåêòîðàìè ïåðiîäè÷íî¨

íåîäíîðiäíî¨ N = 2 ìîäåëi ÁÁÑ. Â (4.2.66) ìè îòðèìàëè äiþ un íà âëà-

ñíèé âåêòîð |Ψρn
〉 îïåðàòîðà Bn(λ): ðåçóëüòàò � ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ïî÷àòêî-

âîãî âåêòîðà òà âåêòîðiâ, â ÿêèõ îäíà ç êîìïîíåíò ρn çñóíóòà. Ùîá îòðèìàòè

ìàòðè÷íi åëåìåíòè un ïåðiîäè÷íî¨ ìîäåëi, âèêîðèñòîâóþ÷è (4.2.52), ìè ñïî-

÷àòêó ïåðåõîäèìî äî çàðÿäîâèõ âëàñíèõ ñòàíiâ 〈Ψ̃ρ,ρ′
n
|, |Ψ̃ρ,ρ′

n
〉:

〈Ψ̃ρ,ρ′
n
| = 〈Ψ0,ρ′

n
| + (−)ρ〈Ψ1,ρ′

n
| , |Ψ̃ρ,ρ′

n
〉 = |Ψ0,ρ′

n
〉 + (−)ρ|Ψ1,ρ′

n
〉. (4.3.81)

Îñêiëüêè ω = −1, un àíòèêîìóòó¹ ç Vn òàê ùî òiëüêè ìàòðè÷íi åëåìåíòè

un ìiæ ñòàíàìè ç ðiçíèìè çàðÿäàìè ρ ìîæóòü áóòè íåíóëüîâèìè. Íàäàëi ìè

âèáåðåìî ïðàâi âëàñíi âåêòîðè ç ñåêòîðó ρ = 1, òîäi ÿê ëiâi âåêòîðè ìàþòü

áóòè ç ñåêòîðó ρ = 0 (ïðîòèëåæíèé âèáið äà¹ iíøi çíàêè â (4.3.82)). Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è (4.2.66), ìè çíàõîäèìî

〈Ψ̃0,ρ′
n
|un|Ψ̃1,ρ′

n
〉

〈Ψ̃0,ρ′
n
|Ψ̃0,ρ′

n
〉

=
an

r̃n
(−1)ρ̃′n − κ1κ2 · · ·κn−1bn

rn,0
, (4.3.82)

〈Ψ̃0,ρ′+k
n
|un|Ψ̃1,ρ′

n
〉

〈Ψ̃0,ρ′
n
|Ψ̃0,ρ′

n
〉

=
r̃n−1anbncn
rnrn,0

(
1 +

(−1)ρn,kdn

κncnrn,k

)
×

×
(−1)ρ̃′n

∏n−2
l=1 y

n,k
n−1,l∏

s6=k(rn,k(−1)ρn,k + rn,s(−1)ρn,s)
. (4.3.83)

Ôiçè÷íèé iíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþòü ìàòðè÷íi åëåìåíòè ìiæ âëàñíèìè ñòàíàìè

ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i. Ùîá ¨õ îòðèìàòè, ìè ìà¹ìî çôîðìóâàòè ëiíiéíi êîìái-

íàöi¨, âèçíà÷åíi ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü Áàêñòåðà: íàãàäà¹ìî (4.2.55): |Φρ,E〉 =∑
ρ′

n
QR(ρ′

n| ρ,E) |Ψ̃ρ,ρ′
n
〉 òà âiäïîâiäíi ëiâi ðiâíÿííÿ.

Íåõàé 〈Φ0| � ëiâèé âëàñíèé âåêòîð òðàíñôåð-ìàòðèöi tn(λ) ç ρ = 0 òà |Φ1〉
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� ïðàâèé âëàñíèé âåêòîð ç ρ = 1 (áóäåìî ÷àñòî îïóñêàòè iíäåêñè E, E′):

〈Φ0,E′| t(λ|0,E′) = t(0)(λ) 〈Φ′
0,E| , t(λ|1,E) |Φ1,E〉 = t(1)(λ) |Φ1,E〉.

(4.3.84)

Íåõàé QL(0)
k (ρn,k) òà Q

R(1)
k (ρn,k) � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà, ùî âiäïîâiäà-

þòü öèì äâîì âëàñíèì âåêòîðàì. Ïiñëÿ äåÿêîãî ñïðîùåííÿ ìè îòðèìó¹ìî äëÿ

ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ (òðèìàþ÷èñü íîðìàëiçàöi¨ íà ñòàí äîïîìiæíî¨ çàäà÷i):

〈Φ0 |σz
n|Φ1 〉

〈 Ψ̃0,0 | Ψ̃0,0 〉
=
∑
ρ′

N (ρ′)×

×

(
R0(ρ

′)

(
an

r̃
(−1)ρ̃′ − κ1κ2 · · ·κn−1bn

r0

)
+

n−1∑
k=1

Rk(ρ
′)

)
, (4.3.85)

äå

N (ρ′) = (−1)nρ̃′
n−1∏
l<m

rl + rm
rl(−1)ρl + rm(−1)ρm

,

R0(ρ
′) =

n−1∏
l=1

Q
L(0)
l (ρl)Q

R(1)
l (ρl), (4.3.86)

Rk(ρ
′) = − anbncn

r0
Q

L(0)
k (ρk + 1)Q

R(1)
k (ρk)

n−1∏
l 6=k

Q
L(0)
l (ρl)Q

R(1)
l (ρl) ×

×
(

1 − dn

κncn νk

)
νn−1

k χk∏
s6=k(νk − νs)

(4.3.87)

ç rk = rn,k, ρk = ρn,k, k = 0, 1, . . . , n− 1,

νk = −rk(−1)ρk , r̃ = r0 r1 · · · rn−1 òà ρ̃′ =
∑n−1

k=1 ρk. (4.3.88)

Ïîõîäæåííÿ ðiçíèõ äîäàíêiâ â (4.3.85) òàêå: ñóìà ïî ρ′ éäå ç (4.2.55), N (ρ′)

� íîðìóþ÷èé ìíîæíèê ç (4.3.77). Äîäàíêè ïðè R0(ρ
′) âèíèêàþòü ç ïåðøîãî

ðÿäêà (4.2.66): çñóâ ó ρn,0 âïëèâà¹ ëèøå íà çàðÿäîâèé ñåêòîð. Ñóìà ïî k òà
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âèðàç äëÿ Rk(ρ
′) éäå ç äðóãîãî ðÿäêà â (4.2.66). Çàðàç ìîæå áóòè âèêîíàíà

ñóìà ïî k. Äiéñíî, ÿê ïîêàçàíî â [56], âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà,

(4.3.85) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíî ÿê

〈Φ0 |un |Φ1 〉
〈 Ψ̃0,0 | Ψ̃0,0 〉

=
an

2 r0

∑
ρ′∈Zn−1

2

N (ρ′)R0(ρ
′)R(ρ′) (4.3.89)

ç

R(ρ′) =
t(0)(−ζn)∏n−1

l=1 (−ζn + (−1)ρlrl)
+

t(1)(ζn)∏n−1
l=1 (ζn + (−1)ρlrl)

, ζn =
bn

an κn
.

(4.3.90)

Íåçâàæàþ÷è íà ïðîñòèé âèãëÿä, âèêîíàííÿ ïiäñóìîâóâàííÿ ïî Z2-çìiííèì

ÿâíî äëÿ çàãàëüíî¨ N = 2 ÁÁÑ-ìîäåëi çäà¹òüñÿ íà ñüîãîäíiøíié äåíü áåçíà-

äiéíîþ çàäà÷îþ. Îäíàê, äëÿ îäíîðiäíî¨ ìîäåëi áóäå ïîêàçàíî, ùî öå ìîæëèâî.

4.3.3. Îäíîðiäíà N = 2 ÁÁÑ-ìîäåëü: ñïåêòð òà íóëi Bn- òà tn-

âëàñíèõ çíà÷åíü-ïîëiíîìiâ. Ìè çàðàç çâóæó¹ìî íàø ðîçãëÿä íà âèïàäîê

N = 2 òà áåðåìî âñi ïàðàìåòðè íåçàëåæíèìè âiä âóçëà (�îäíîðiäíèìè�):

am = a, bm = b, cm = c, dm = d, κm = κ, rm = r, Lm(λ2) = L(λ2), ∀m.

(4.3.91)

Òîäi êëàñè÷íà ìîíîäðîìiÿ ìà¹ âèãëÿä An(λ
2) Bn(λ

2)

Cn(λ
2) Dn(λ

2)

 =
(
L(λN)

)n
. (4.3.92)

Ðîçãÿíåìî ñëiä, âèçíà÷íèê òà âëàñíi çíà÷åííÿ x± ìàòðèöi L:

τ(λ2) = trL(λ2) = 1 +
b2d2

κ2 − λ2(κ2 + a2c2), (4.3.93)

δ(λ2) = det L(λ2) = (b2/κ2 − λ2a2) (d2 − λ2c2κ2) = F (λ)F (−λ), (4.3.94)
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x± = 1
2(τ ±

√
τ 2 − 4 δ), F (λ) = (b− aκλ)(λc+ d/κ). (4.3.95)

Ç ìàòðèöi L(λ2) ìè îòðèìó¹ìî

Bm(λ2) = −λ2 (a2 − b2) (xn
+ − xn

−)/(x+ − x−), (4.3.96)

òàê ùî íóëi Bm ç'ÿâëÿþòüñÿ ïðè x+/x− = ei mφn,s ç

φn,s = 2πs/n, s = 1, 2, . . . , n− 1, s 6= 0. (4.3.97)

Âèêîðèñòîâóþ÷è τ 2 = 4 δ cos2(φ/2) òà (4.3.93), (4.3.94) ìè ìîæåìî ïåðåâåñòè

íóëi ïîçíà÷åíi φn,s â íóëi λn,s.

Çàðàç ìè ðîçâ'ÿçó¹ìî ôóíêöiîíàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ (4.2.62),(4.2.64) äëÿ

ñïåêòðó òðàíñôåð-ìàòðèöi. Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.2.62) äëÿ j = 2 òà âèêëþ÷à-

þ÷è τ (3) çàâäÿêè (4.2.64) ìè îòðèìó¹ìî ôóíêöiîíàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

t(λ) t(−λ) = (−1)ρ(z(λ) + z(−λ)) + An(λ
2) + Dn(λ

2) , (4.3.98)

ÿêå ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè, ùîá çíàéòè t(λ). Â òåðìiíàõ (4.3.93) òà

(4.3.94) öå äà¹

t(λ) t(−λ) = (−1)ρ (δn
+ + δn

−) + xn
+ + xn

−. (4.3.99)

äå δ± = (b ± aκλ) (d ∓ cκλ); δ+δ− = δ(λ2) = x+ x−. Ââîäÿ÷è q , ÿêå

ïðèéìà¹ n çíà÷åíü π(2s+ 1− ρ)/n, s = 0, . . . , n− 1 , ìè ìîæåìî çàïèñàòè

(4.3.98) ÿê

t(λ) t(−λ) = (−1)n
∏
q

(eiqδ+− τ(λ2) + e−iqδ−) =

= (−1)n
∏
q

(
A(q)λ2− C(q) + 2iB(q)λ

)
(4.3.100)
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ç

A(q) = a2 c2 − 2κ ac cos q + κ2; B(q) = (ad− bc) sin q ;

C(q) = 1 − 2(b d/κ) cos q + b2 d2/κ2 . (4.3.101)

Ôàêòîðèçóþ÷è ïîëiíîì âiä λ, ìè îòðèìó¹ìî

t(λ) t(−λ) = (−1)n
∏
q

A(q) (λ − sq) (λ + s−q) (4.3.102)

ç

sq =
1

A(q)
(
√
D(q) − iB(q)), D(q) = A(q)C(q) −B(q)2, (4.3.103)

(ôiêñàöiÿ çíàêà ïåðåä
√
D(q) âèìàãà¹ ñïåöiàëüíî¨ äîìîâëåíîñòi, äèâ. [54]) òà

ïiñëÿ äåÿêîãî ìiðêóâàííÿ çíàõîäèìî ñïåêòð

t(λ) = (ancn + (−1)ρκn)
∏

q (λ ± sq), (4.3.104)

äå çíàêè ùå íå ¹ çàôiêñîâàíèìè. Ïîðiâíþþ÷è λ-íåçàëåæíèé äîäàíîê â (4.2.53)

t(λ) = 1+(−1)ρbn dn/κn +E1λ+· · ·+En−1λ
n−1+λn(ancn+(−1)ρκn). (4.3.105)

ç âiäïîâiäíèì äîäàíêîì â (4.3.104) ïîêàçó¹, ùî ÷èñëî ìiíóñiâ â (4.3.104) ìà¹

áóòè ïàðíèì (íåïàðíèì) äëÿ NS-ñåêòîðà ρ = 0 (R-ñåêòîðà ρ = 1).

Êîðèñíî ââåñòè íàñòóïíå ïîíÿòòÿ: âëàñíi çíà÷åííÿ (4.3.104) ç óñiìà çíà-

êàìè + âiäïîâiäà¹ ñòàíó áåç �êâàçi÷àñòèíêîâèõ� çáóäæåíü. Êîæíèé ìíîæíèê

ïîçíà÷åíèé q ç çíàêîì ìiíóñ äà¹ âíåñîê �çáóäæåííÿ q-êâàçi-iìïóëüñó�. Öi çíà-

êè ìè áóäåìî çàïèñóâàòè ÷åðåç çìiííi σq ∈ Z2, äå äëÿ íåçáóäæåíèõ (çáóäæå-

íèõ) êâàçi÷àñòèíîê ç êâàçi-iìïóëüñîì q ìè ïîêëàäà¹ìî σq = 0 (σq = 1). Òàê

ùî çàìiñòü (4.3.104), ìè áóäåìî ïèñàòè áiëüø òî÷íî

t(ρ)(λ) = (ancn + (−1)ρκn)
∏

q (λ + (−1)σq sq). (4.3.106)
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Äëÿ íåîäíîðiäíîãî âèïàäêó âiäïîâiäíi âëàñíi âåêòîðè ðîçãÿíóòî â ïóíêòi

4.3.2.

4.3.4. Ôóíêöiîíàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ äiàãîíàëü-â-äiàãîíàëü

òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà. Â öüîìó ïóíêòi ìè çâóæó¹ìî ðåçóëüòà-

òè ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó íà âèïàäîê äiàãîíàëü-â-äiàãîíàëü òðàíñôåð-ìàòðèöi

ìîäåëi Içiíãà íà êâàäðàòíié ãðàòöi (4.2.16). Îòæå, ìè ïîêëàäà¹ìî a = c,

b = −d, κ = 1 òà λ = b/a. Ïîðàõó¹ìî iíãðåäi¹íòè ôóíêöiîíàëüíîãî ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (4.3.98). Ìè ìà¹ìî Fm(λ) = −(b − aλ)2. Òîìó çàâäÿêè (4.2.63),

z(λ) = (−1)n(b +a λ)2n, z(b/a) = (−1)n (2b)2n, z(−b/a) = 0 òà óñåðåäíåíèé

L-îïåðàòîð (4.2.28) ïðè λ2 = b2/a2 ñòà¹

Lk(b
2/a2) =

 1 − b2/a2, −b2/a2 (a2 − b2)

a2 − b2, b2(b2 − a2)

 =

 1

a2

·(1−b2/a2)·
(
1, −b2

)
.

Òîìó

An(b
2/a2) + Dn(b

2/a2) = tr Tn(b
2/a2) = (1 − b2/a2)n(1 − a2b2)n .

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi âèðàçè â (4.3.98), ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíå ôóíêöiîíàëüíå

ñïiââiäíîøåííÿ

t(b/a) t(−b/a) = (−1)ρ+n(2b)2n + (1 − b2/a2)n(1 − a2b2)n .

Ìè õî÷åìî ïîðiâíÿòè éîãî ç ôóíêöiîíàëüíèì ñïiââiäíîøåííÿì (7.5.5) â [15]:

V (K,L) V (L+ iπ/2,−K) C = (2i sinh 2L)n I + (−2i sinh 2K)n R ,

äå C � îïåðàòîð òðàíñëÿöi¨, R � îïåðàòîð ïåðåãîðòàííÿ ñïiíó Vn òà V (K,L)

� òðàíñôåð-ìàòðèöÿ (4.2.14) ç Kx = 0, Ky = L, Kd = K, e−2L = b/a,



219

tanhK = a b. Òîìó V (K,L) = exp(nL) coshnK tn(b/a). Ïîäiáíèé àíàëiç äà¹

V (L + iπ/2,−K)C = in exp(nL) coshnK tn(−b/a). Çàðàç âçÿâøè äî óâàãè

òå, ùî âëàñíèìè çíà÷åííÿìè R ¹ (−1)ρ òà

2 sinh 2K =
4ab

1 − a2b2
, 2 sinh 2L =

a2 − b2

ab
,

exp(−2L)

cosh2K
= (1 − a2b2) b/a ,

ìè áà÷èìî, ùî îáèäâà ôóíêöiîíàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ ¹ òîòîæíiìè.

4.3.5. Ìîäåëü Içiíãà: ñïåêòð òà íóëi Bn(λ)- òà tn(λ)-âëàñíèõ çíà÷åíü-

ïîëiíîìiâ. Ìè çàðàç ðîçãëÿíåìî ùå áiëüø ñïåöiàëüíèé âèïàäîê � âèïàäîê

(4.2.15), âêàçàíèé â ïóíêòi 4.2.2:

aj = cj = a, bj = dj = b, κj = 1; ∀ j . (4.3.107)

Ó âèïàäêó ìîäåëi Içiíãà (4.3.107), 2n âëàñíèõ çíà÷åíü (4.3.106) ç (4.3.103)

ìîæóòü áóòè çàïèñàíi (ïî 2n−1 â êîæíîìó ñåêòîði ρ = 0, 1):

t(ρ)(λ) = (a2n+(−1)ρ)
∏
q

(λ +(−1)σq sq), sq = s−q =

√
b4 − 2 b2 cos q + 1

a4 − 2 a2 cos q + 1
,

(4.3.108)

äå êâàçiiìïóëüñ q â êîæíîìó ñåêòîði ïðèéìà¹ n çíà÷åíü:

q =
2π

n
m, m � öiëå äëÿ ρ = 1 (R); m íàïiâöiëå äëÿ ρ = 0 (NS).

(4.3.109)

Íàãàäà¹ìî, ùî ìè çíàéøëè ç (4.3.105) òå, ùî â NS (R) ñåêòîði, âëàñíi ñòàíè

t(λ) ìàþòü ïàðíó (íåïàðíó) êiëüêiñòü çáóäæåíü:
∏

q (−1)σq = (−1)ρ.

Äëÿ q = 0 (òàêèé iìïóëüñ êâàçi÷àñòèíêè äîïóñêà¹òüñÿ ëèøå â R-ñåêòîði)

òà q = π ìè âèçíà÷à¹ìî

s0 =
b2 − 1

a2 − 1
, sπ =

b2 + 1

a2 + 1
. (4.3.110)
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Iìïóëüñ q = π íàëåæèòü R-ñåêòîðó ïðè ïàðíîìó n. Îäíàê, äëÿ íåïàðíîãî

n âií íàëåæèòü NS-ñåêòîðó. Ïðèñóòíiñòü â ðiçíèõ ìiñöÿõ ôïêòîðiâ (λ ± s0)

òà (λ ± sπ) â (4.3.108) äëÿ ïàðíîãî n òà äëÿ íåïàðíîãî ÷àñòî ïðèâîäèòü äî

íåîáõiäíîñòi îêðåìîãî ðîçãëÿäó âèïàäiâ ïàðíîãî òà íåïàðíîãî n. Íàäàëi ìè

ðåçåðâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ λq äëÿ λq = (−1)σqsq òà â iíøèõ âèïàäêàõ âèêîðè-

ñòîâó¹ìî sq, ÿêå âèçíà÷åíî â (4.3.108).

Íóëi λn,k âëàñíîãî çíà÷åííÿ-ïîëiíîìà äëÿ îïåðàòîðàBn(λ) âèçíà÷åíi (4.3.97),

(4.3.93), (4.3.94):

τ(λ2
n,k) = 4 cos2 qn,k F (λn,k)F (−λn,k), qn,k = π k/n, k = 1, . . . , n−1.

(4.3.111)

Îñêiëüêè çàðàç

F (λ) = F (−λ) = b2 − a2 λ2; τ(λ2) = 1 + b4 − (1 + a4)λ2, (4.3.112)

ìè îòðèìó¹ìî

rn,k =
√

(b4 − 2 b2 cos qn,k + 1)/(a4 − 2 a2 cos qn,k + 1) = sqn,k
. (4.3.113)

Çàóâàæèìî, ùî sq òà rn,k ìîæóòü ñïiâïàäàòè.

4.3.6. Âëàñíi ñòàíè â ìîäåëi Içiíãà ç ðiâíÿíü Áàêñòåðà.Ùîá îòðè-

ìàòè âëàñíi âåêòîðè t(λ), ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà. Ïðè îáìå-

æåííi ïàðàìåòðiâ (4.3.107) ìè ìà¹ìî F (λ) = F (−λ) òà ëiâi i ïðàâi ðiâíÿííÿ

Áàêñòåðà (4.2.59), (4.2.58) ñòàþòü iäåíòè÷íèìè. Îïóñêàþ÷è iíäåêñè L òà R â

Qk òà âèêîðèñòîâóþ÷è λn,k = −(−1)ρn,krn,k, ρn,k = 0, 1 ìè îòðèìó¹ìî:

tn(λn,k)Qk(ρn,k) =

(
(−1)ρF n−1(λn,k)

(λn,k)n−1 χk
+ (−λn,k)

n−1 χk F (λn,k)

)
Qk(ρn,k + 1).

(4.3.114)
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Ç (4.3.114) ìè ìà¹ìî íàñòóïíó óìîâó ñóìiñíîñòi:

t(−rn,k)t(rn,k) = (−1)n−1
(

(−1)ρ F n−1(rn,k)

(rn,k)n−1 χk
+ (−rn,k)

n−1 χk F (rn,k)

)2

,

ÿêùî t(λ) � âëàñíå çíà÷åííÿ ç ñåêòîðó ρ. ßêùî (−1)k = (−1)ρ+1 òîäi êâàçiiì-

ïóëüñ q = qn,k íàëåæèòü ñåêòîðó ρ òà äëÿ rn,k = sqn,k
ìè ìà¹ìî t(−rn,k) t(rn,k) =

0. Öå ïðèâîäèòü äî ñïiââiäíîøåííÿ, íåçàëåæíîãî âiä êîíêðåòíîãî t(λ) òà éîãî

ρ:

χ2
k r

2(n−1)
n,k = (−1)n+k+1F n−2(rn,k) . (4.3.115)

Õî÷à âëàñíå çíà÷åííÿ-ïîëiíîì t(λ) âiäîìå ç (4.3.108), ïðè ðîçâ'ÿçàííi (4.3.114)

äëÿQk(ρn,k) ìîæå âèíèêíóòè ñêëàäíiñòü, ÿêùî tn(λn,k) çàíóëÿ¹òüñÿ àáî ÿêùî,

çàâäÿêè (4.3.115), âèðàç ó âåëèêèõ äóæêàõ ñïðàâà (4.3.114) çàíóëÿ¹òüñÿ.Òîìó

ìè ìà¹ìî ðîçðiçíÿòè ÷îòèðè âèïàäêè (ìè íå ïèøåìî n òà ïèøåìî ïðîñòî

rk = rn,k òà ρk = ρn,k):

(i) (−1)ρ = (−1)k: Öå ëåãêèé âèïàäîê, îñêiëüêè ç (4.3.109) òà (4.3.111)

ìà¹ìî tρ(rk) 6= 0 òà tρ(−rk) 6= 0 òà

QL,R
k (0) = 1 , QL,R

k (1) =
(−1)n−1tρ(−rk)
2χk r

n−1
k F (rk)

.

Iíøi òðè âèïàäêè òðàïëÿþòüñÿ ïðè (−1)ρ = (−1)k−1 :

(ii) tρ(rk) 6= 0, tρ(−rk) = 0: tρ(λ) ìiñòèòü ìíîæíèê (λ+rk)
2 (îáèäâà q = ±qk

íå ¹ çáóäæåíèìè), ìè ìîæåìî íîðìàëiçóâàòè

QL,R
k (0) = 1, QL,R

k (1) = 0 .

(iii) tρ(rk) = 0, tρ(−rk) 6= 0: tρ(λ) ìiñòèòü ìíîæíèê (λ − rk)
2 (îáèäâà q =

±qk ¹ çáóäæåíèìè), ìè íå ìîæåìî âèáðàòè QL,R
k (0) = 1, àëå ìè ìîæåìî
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íîðìàëiçóâàòè

QL,R
k (0) = 0 , QL,R

k (1) = 1 .

(iv) tρ(rk) = tρ(−rk) = 0: tρ(λ) ìiñòèòü (λ2 − r2
k) (q = +qk àáî q = −qk

¹ çáóäæåíèì): ïðîöåäóðà Ëîïiòàëÿ, ç âèêîðèñòàííÿì çáóðåííÿ (4.3.107) ÿê

îïèñàíî â [55] (ùîá îòðèìàòè âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà òðàíñëÿöi¨), âåäå äî

QR
k (0) = QL

k(0) = 1 , QR
k (1) = −QL

k(1) =
(−1)n+σqk

+12i sin qk t
ρ
q̌k

(−rk)
nχk r

n−1
k A(qk)

(çàóâàæèìî, ùî ç ãðàíèöi Ëîïiòàëÿ QR
k (1) = −QL

k(1)), äå

tρ(λ) = tρq̌k
(λ) (λ+ (−1)σqksqk

)(λ− (−1)σqks−qk
), A(q) = a4 − 2a2 cos q + 1.

(4.3.116)

Íàäàëi ìè áóäåìî ðîçãÿäàòè òiëüêè òðè âèïàäêè, ÿêi äîçâîëÿþòü íîðìóâàííÿ

QL,R
k (0) = 1. Âèïàäîê (iii) òàêîæ ìîæå áóòè ðîçãëÿíóòèé, àëå ìè ïîêè ùî íå

áóäåìî öüîãî ðîáèòè. Ó âiäïîâiäíîñòi äî ÿêîãî âèïàäêó âiäïîâiäíå âëàñíå

çíà÷åííÿ-ïîëiíîì íàëåæèòü, âèçíà÷èìî íàáîðè D̆(ρ), D̂(ρ), D(ρ):

k ∈ D̆(ρ) ,, ÿêùî tρ ìà¹ ìíîæíèê (λ+ rk)
2, òîáòî ìè ìà¹ìî âèïàäîê (ii),

k ∈ D̂(ρ) , ÿêùî tρ ìà¹ ìíîæíèê (λ− rk)
2, âèïàäîê (iii), òà

k ∈ D(ρ) , ÿêùî tρ ìà¹ ìíîæíèê (λ2 − r2
k), òîáòî ìè ìà¹ìî âèïàäîê (iv).

×åðåç D = |D| ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷èñëî åëåìåíòiâ â D = D(0) ∪ D(1), àíàëîãi÷íî

äëÿ D̆ i ò.ä.

4.3.7. ßâíå îá÷èñëåííÿ ôàêòîðiâ N (ρ′)R0(ρ
′)R(ρ′) â (4.3.89). Ìè

çàðàç ïî÷èíà¹ìî îá÷èñëåííÿ (4.3.89) ç (4.3.86) òà (4.3.90) äëÿ îäíîðiäíî¨ ìî-

äåëi Içiíãà, êîëè ïàðàìåòðè ñèëüíî ñïðîùóþòüñÿ. Çàðàç

ζ = b/a, r2
0 = (a2 − b2)(a4n − 1)/(a4 − 1). (4.3.117)
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òà un ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ìàòðèöåþ Ïàóëi σz.

Äëÿ âèçíà÷åííîñòi, íåõàé êåò-âåêòîðà íàëåæèòü R-ñåêòîðó. Òîäi äëÿ ìà-

òðè÷íèõ åëåìåíòiâ σz áðà-âåêòîð ìà¹ áóòè ç NS-ñåêòîðà. Ìè çàäà¹ìî ñòàíè

âêàçóþ÷è íàáîðè çáóäæåííèõ iìïóëüñiâ (âiäïîâiäíi σk = 1). Âèêëþ÷àþ÷è

òèì÷àñîâî âèïàäîê (iii), ìè âèáèðà¹ìî D̂(ρ) ïóñòèì.

Ñïðàâà (4.3.86) ìè ìà¹ìî îá÷èñëèòè ìíîæíèêè N (ρ′)R0(ρ
′)R(ρ′) . Ñòàð-

òó¹ìî ç R0(ρ
′) =

∏n−1
l=1 Q

(0)
l (ρl)Q

(1)
l (ρl) .

Äëÿ áóäü-ÿêîãî âèáîðó çáóäæåíü, çàâæäè îäèí ç ìíîæíèêiâ Q(0)
l (ρl) àáî

Q
(1)
l (ρl) âiäïîâiäà¹ âèïàäêó (i) ç ïóíêòó (4.3.6). Îñêiëüêè ìè âèêëþ÷à¹ìî äëÿ

iìïóëüñiâ âèïàäîê (iii), iíøèé ôàêòîð òîäi ìà¹ áóòè ç (ii) àáî (iv). Îòæå çàâ-

æäè Q(0)
l (0)Q

(1)
l (0) = 1. Äëÿ l ∈ D̆, âèïàäîê (ii), ìè ìà¹ìî Q

(0)
l (1)Q

(1)
l (1) = 0

îñêiëüêè àáî Q(0)
l (1) = 0 àáî Q

(1)
l (1) = 0 â çàëåæíîñòi âiä ïàðíîñòi l. Îòæå, â

(4.3.86) ïiäñóìîâóâàííÿ çâîäèòüñÿ òiëüêè äî ïiäñóìîâóâàííÿ ïî ρl äëÿ l ∈ D ,

ç ôiêñîâàíèì ρl = 0 äëÿ l ∈ D̆.

R0(ρ
′) îòðèìó¹ íåòðèâiàëüíèé âíåñîê Qk(1) ç âèïàäêiâ (i) òà (iv). Âií

ìîæå áóòè ïåðåïèñàíèé ó ïðîñòîìó âèãëÿäi, ÿêùî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ÿâíi

ôîðìóëè äëÿ t(ρ)(−rk) . Äëÿ îáîõ çíà÷åíü ρl = 0, 1, ðåçóëüòàòîì ¹

Q
(0)
l (ρl)Q

(1)
l (ρl) = (−1)(n−1)ρl

(−1)ρlrl + ξl
rl + ξl

·
∏
k∈D̆

(−1)ρlrl + rk
rl + rk

, (4.3.118)

äå ìè îòðèìàëè ðiçíi ðåçóëüòàòè, âiäïîâiäíî, ÿêùî s0 àáî sπ àáî îáèäâà

(4.3.110) ¹ çáóäæåíèìè:

ξl =


(−1)σ0

b2 − eiq

a2 − eiq

(−1)σ0
b2 eiq − 1

a2 − eiq

äëÿ (−1)σ0 = ±(−1)σπ ; q̃l = (−1)σql
+|D|+l ql .

(4.3.119)
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Çàðàç, ïîìíîæèâøè íà N (ρ′), ëåãêî áà÷èòè, ùî äîáóòêè k ∈ D̆ â (4.3.118)

ñêîðî÷óþòüñÿ (íàãàäà¹ìî, ùî ρk = 0 äëÿ k ∈ D̆) òà ìè îòðèìó¹ìî îñòàòî÷íî

N (ρ) ·R0(ρ
′) =

∏
l∈D

(−1)ρl
(−1)ρlrl + ξl

rl + ξl

∏
m∈D,m>l

rl + rm
(−1)ρlrl + (−1)ρmrm

.

(4.3.120)

Ïðè îáðàõóíêóR(ρ′) â (4.3.90) ìè ìà¹ìî ïiäñòàâèòè ÿâíi âèðàçè äëÿ t(0)(−ζn)

òà t(1)(ζn) ç (4.3.108). Òóò, ÿê âæå áóëî çàóâàæåíî ïiñëÿ (4.3.110), âèïàäîê ïàð-

íîãî n òà íåïàðíîãî n äà¹ ðiçíi ôîðìóëè. Íàïðèêëàä, ìíîæíèê (λ−(−1)σπ sπ)

ç'ÿâëÿ¹òüñÿ òiëüêè äëÿ R-ñåêòîðà ïðè ïàðíîìó n òà â NS-ñåêòîði ïðè íåïàð-

íîìó n. Îòæå

NS, n odd: t(0)(−ζ) = (a2n+1)(−ζ +(−1)σπsπ)
∏

k∈D̆(0)

(−ζ +rk)
2
∏

l∈D(0)

(ζ2 −r2
l ) ,

(4.3.121)

(äëÿ ïàðíîãî n ìè îïóñòèëè äóæêó ç sπ), îñêiëüêè â NS-ñåêòîði òiëüêè ç'ÿâ-

ëÿþòüñÿ ëèøå íåïàðíi k i âîíè ïîïàäàþòü â îäèí iç êëàñiâ (ii) òà (iv) (êëàñ

(iii) òèì÷àñîâî âèêëþ÷åíèé). Àíàëîãi÷íî:

R, n -íåïàðíå: t(1)(ζ) = (a2n−1)(ζ +(−1)σ0s0)
∏

k∈D̆(1)

(ζ + rk)
2
∏

l∈D(1)

(ζ2 − r2
l ).

(4.3.122)

Íåñêëàäíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ìè ìîæåìî ïåðåñóíóòè ρl-çàëåæíi äîäàíêè òà-

êèì ÷èíîì, ùî âîíè ç'ÿâëÿòüñÿ ëèøå â îäíîìó ìiñöi â ÷èñåëüíèêó òà îòðèìàòè

R(n -íåïàðíå)(ρ′) = R ·
{
(−1)σπ(a2 + 1) (−ζ + (−1)σπsπ)

∏
l∈D((−1)ρl rl + ζ)

−(−1)σ0(a2 − 1) (ζ + (−1)σ0s0)
∏

l∈D((−1)ρl rl − ζ)
}
·
∏

k∈D̆ ((−1)kζ + rk)

(4.3.123)
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ç

R = (αβ)−(n−1)/2 an−1(a4n − 1)/(a4 − 1), α = a2 − b2, β = 1 − a2 b2.

Ïåðøèé äîäàíîê ó ôiãóðíèõ äóæêàõ ç áðà-âåêòîðà ç NS-ñåêòîðó, äðóãèé � ç

êåò-âåêòîðà ç R-ñåêòîðó. Ôîðìóëà äëÿ R(nïàðíå) ¹ àíàëîãi÷íîþ.

4.3.8. Ïiäñóìîâóâàííÿ, êâàäðàò ìàòðè÷íîãî åëåìåíòó. Êîìáiíó-

þ÷è (4.3.120) ç (4.3.123), îòðèìó¹ìî, ùî ìàòðè÷íèé åëåìåíò ñïiíîâîãî îïåðà-

òîðà äà¹òüñÿ áàãàòîêðàòíîþ ñóìîþ ïî âñiõ êîìïîíåíòàõ ρ′:

〈Φ0 |σz
n|Φ1 〉

〈 Ψ̃0 | Ψ̃0 〉
=

∑
ρ′ ∈Zn−1

2

(
Rν

+

∏
l∈D

((−1)ρl rl + ζ) + Rν
−

∏
l∈D

((−1)ρl rl − ζ)

)
×

×
∏
l∈D

(−1)ρl
(−1)ρlrl + ξl

rl + ξl

∏
m∈D,m>l

rl + rm
(−1)ρlrl + (−1)ρmrm

, (4.3.124)

ç äåÿêèìè ρ′-íåçàëåæíèìè ôàêòîðàìèRν
±. Iíäåêñ ν âêàçàíî, ùîá íàãàäóâàòè,

ùî ìè ìà¹ìî ðiçíi âèðàçè äëÿ ïàðíîãî òà íåïàðíîãî n. Â [56] ïîêàçàíî, ùî

ïiäñóìîâóâàííÿ ìîæå áóòè âèêîíàíî. Âîíî ïðèâîäèòü äî ôàêòîðiçîâàíîãî

âèðàçó. Äëÿ ïðèêëàäó ìè íàâîäèìî ôîðìóëó ïiäñóìîâóâàííÿ ïî ρl ç l ∈ D,

ÿêùî ðîçìiðíiñòü D ¹ íåïàðíîþ òà ξl âèçíà÷åíî âåðõíüîþ ôîðìóëîþ (4.3.119):∑
ρl, l∈D

∏
l∈D (−1)ρl ( (−1)ρlrl + ξl)( (−1)ρlrl + ζ)∏

l<m, l,m∈D ( (−1)ρlrl + (−1)ρmrm)
=

= C (b± a)
(∏

j∈De
iq̃j ∓ ab

)
×

×
∏

l∈D (2 rl/a) (a2 eiq̃l − 1)(D−1)/2 (eiq̃l − a2)(D−3)/2∏
l,m∈D, l<m

(±(eiq̃l+iq̃m − 1))
, (4.3.125)

C = α−(D−1)(D−3)/4 β−(D−1)2/4.

Âèïàäîê ïàðíîãî D ¹ àíàëîãi÷íèì, äèâ. (52) â [56].
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Íàäàëi íàñ áóäå öiêàâèòè äîáóòîê ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðà-

òîðà ìiæ äîâiëüíèìè ñòàíàìè ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i, ÿêèé íå çàëåæèòü âiä íîð-

ìóâàííÿ ëiâèõ òà ïðàâèõ âëàñíèõ ñòàíiâ, òîáòî ìè õî÷åìî ïîðàõóâàòè

〈Φ0|un|Φ1〉〈Φ1|un|Φ0〉
〈Φ0|Φ0〉〈Φ1|Φ1〉

. (4.3.126)

Îá÷èñëþ¹ìî êâàäðàò ìîäóëÿ ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà. Ïðè öüîìó äåÿêi ôàêòîðè

ç (4.3.125) ìîæóòü áóòè ïåðåïèñàíi. Íàïðèêëàä

|a2 eiq̃l − 1 |2 = |eiq̃l − a2|2 = A(q̃l) = a4 − 2a2 cos q̃l + 1, (4.3.127)

| eiq̃l+iq̃m − 1 |2 =
r2
m − r2

l

α β
A(q̃m) A(q̃l)

sin 1
2(q̃l + q̃m)

sin 1
2(q̃l − q̃m)

(4.3.128)

òà âñi ôàêòîðè α, β òà A(q̃m) ñêîðî÷óþòüñÿ. Îòæå ìè îòðèìó¹ìî äëÿ äîâiëü-

íîãî n òà σ0 = σπ:

〈Φ0 |σz
n |Φ1 〉 〈Φ1 |σz

n |Φ0 〉
〈 Ψ̃0,0 | Ψ̃0,0 〉2

=

= (λ2
π − λ2

0 )(D−δ)/2 (λ0 + λπ)
δ
∏
l∈D

2 rl
(λ0 + rl) (λπ + rl)

×

×
∏

l<m, l,m∈D

rl + rm
rl − rm

·
sin 1

2(q̃l − q̃m)

sin 1
2(q̃l + q̃m)

(4.3.129)

äå δ = 1. Àíàëîãi÷íî ìè ìîæåìî çíàéòè äîáóòîê ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ó âè-

ïàäêó σ0 6= σπ. Îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò � öå (4.3.129) ç δ = 0. Çàóâàæèìî, ùî

çáóäæåííÿ òèïó (ii), òîáòî k ∈ D̆, ÿâíî íå âõîäÿòü ó íàøó ôîðìóëó (íàãàäà-

¹ìî, ùî ìè ïîêè ùî âèêëþ÷à¹ìî âèïàäîê k ∈ D̂).

4.3.9. Íîðìóâàííÿ ñòàíiâ ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i òà êiíöåâèé ðåçóëü-

òàò ÷åðåç çìiííi λ0, λπ, rk òà q̃l. Ùîá ïîðiâíÿòè (4.3.129) ç ðåçóëüòàòàìè,

îòðèìàíèìè À. Áóãði¹ì òà Î. Ëiñîâèì [29, 30], ìè çìiíþ¹ìî íîðìóâàííÿ òà
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îá÷èñëþ¹ìî âiäíîøåííÿ (4.3.126). Äëÿ öüîãî ìè ìà¹ìî ïîäiëèòè (4.3.129) íà

〈Φ0|Φ0〉〈Φ1|Φ1〉/〈Ψ̃0,0|Ψ̃0,0〉2 . (4.3.130)

Îäíàê ôîðìóëà (4.3.79) íå ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà áåçïîñåðåäíüî ó íàøîìó

âèðîäæåíîìó âèïàäêó ìîäåëi Içiíãà (4.3.107). ßê i ó âèïàäêó (iv), ìè ìà¹ìî

ñïî÷àòêó âiäiéòè âiä içiíãîâñüêî¨ òî÷êè, ðîçãëÿíóòè ad−bc = η òà âèêîðèñòàòè

ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ äëÿ η → 0. Ðåçóëüòàò äëÿ íåïàðíîãî n òàêèé:

〈Φ0|Φ0〉 〈Φ1|Φ1〉
〈Ψ̃0,0|Ψ̃0,0〉2

= 2|D|
n∏

k=1

(2rn,k) ·
∏

k−odd(λπ ± rn,k)∏
k−even(λπ + rn,k)

·
∏

k−even(λ0 ± rn,k)∏
k−odd(λ0 + rn,k)

×

×
∏

k<l,k,l−odd(rn,k + rn,l)(±rn,k ± rn,l)
∏

k<l,k,l−even(rn,k + rn,l)(±rn,k ± rn,l)∏
k−odd,l−even(±rn,k + rn,l)(rn,k ± rn,l)

,

òà àíàëîãi÷íî äëÿ ïàðíîãî n, äèâ. [55].

Âêëþ÷àþ÷è òàêîæ âèïàäîê (iii), ÿêèé áóâ äî öüîãî âèêëþ÷åíèé, íàøà ôi-

íàëüíà ôîðìóëà äëÿ ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà ¹

〈Φ0|σz
n|Φ1〉〈Φ1|σz

n|Φ0〉
〈Φ0|Φ0〉〈Φ1|Φ1〉

=

= (λ2
π − λ2

0)
(D−δ)/2(λ0 + λπ)

δ
∏
l<m

l,m∈D

(
rl + rm
rl − rm

·
sin 1

2(q̃l − q̃m)

sin 1
2(q̃l + q̃m)

)
Λn

2D
∏

k∈D(+̇2rk)
×

×

∏
k odd, l even

(
(−̇rk+̇rl)(+̇rk−̇rl)

)
∏

k<l,k,l odd

(
(+̇rk+̇rl)(−̇rk−̇rl)

)∏
k<l,k,l even

(
(+̇rk+̇rl)(−̇rk−̇rl)

) ,
(4.3.131)

äå äëÿ íåïàðíîãî òà ïàðíîãî n ìà¹ìî âiäïîâiäíî

Λn =

∏
k∈D(0)(λ0+̇rk)∏

k∈D(1)(λ0+̇rk)
∏

k∈D(1)(λ2
0 − r2

k)
·

∏
k∈D(1)(λπ+̇rk)∏

k∈D(0)(λπ+̇rk)
∏

k∈D(0)(λ2
π − r2

k)
,
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Λn =

∏
k∈D(0)(λ0+̇rk)(λπ+̇rk)

(λ0 + λπ)
∏

k∈D(1)(λ0+̇rk)(λπ+̇rk)
∏

k∈D(1)(λ2
0 − r2

k)(λ
2
π − r2

k)
.

Òóò ìè âèêîðèñòàëè òî÷êó çâåðõó, ±̇rm, äëÿ ñêîðî÷åíîãî ïîçíà÷åííÿ, âiäïî-

âiäíî, äëÿ rm, ÿêùî m ∈ D̆, äëÿ ±rm, ÿêùî m ∈ D òà äëÿ −rm, ÿêùî m ∈ D̂.

Ìè âèêîðèñòàëè òàêi ñêîðå÷åíi ïîçíà÷åííÿ D = D̆ ∪ D̂, D(0)
= D̆(0) ∪ D̂(0),

D(1)
= D̆(1) ∪ D̂(1).

4.3.10. Êiíöåâà ôîðìóëà ÷åðåç iìïóëüñè. Íåõàé {q1, q2, . . . , qK}

òà {p1, p2, . . ., pL} � íàáîðè iìïóëüñiâ çáóäæåíü, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ñòàíè

|Φ0〉 ç NS-ñåêòîðó òà |Φ1〉 ç R-ñåêòîðó, âiäïîâiäíî. Ïiñëÿ äîâãèõ, àëå ïðÿìèõ

ïåðåòâîðåíü (4.3.131), ìè îòðèìó¹ìî

〈Φ0 |σz
n |Φ1 〉〈Φ1 |σz

n |Φ0 〉
〈Φ0 |Φ0 〉 〈Φ1 |Φ1 〉

= J (sπ + s0) (s2
π − s2

0)
(K+L−1)/2 ×

×
K∏

k=1

PNS
qk

∏NS
2

q6=|qk|Nq,qk∏R
2
p Np,qk

·
L∏

l=1

PR
pl

∏R
2

p6=|pl|Np,pl∏NS
2

q Nq,pl

·
∏K

k=1
∏L

l=1Mqk,pl∏K
k<k′ Mqk,qk′

∏L
l<l′ Mpl,pl′

,

(4.3.132)

äå NS/2 (R/2) � ïiäìíîæèíà êâàçiiìïóëüñiâ ç NS (R), ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ

â ñåãìåíòi 0 < q < π , NS/2 (R/2) ìiñòèòü qk ç íåïàðíèì k (ïàðíèì k):

Mα,β =
sα + sβ

sα − sβ
·
sin α+β

2

sin α−β
2

, Mα,−α =
s2
α (s2

0 − s2
π)

(s2
π − s2

α)(s2
0 − s2

α)
,

Nα,β =
sα + sβ

sα − sβ
, J =

∏
q

NS
2 (s0 + sq)∏
p

R
2 (s0 + sp)

·
∏NS

2
q

∏R
2
p (sq + sp)

2∏NS
2

q,q′(sq + sq′)
∏R

2

p,p′(sp + sp′)
.

Äëÿ íåïàðíîãî n:

PNS
q =

sq

(sπ − sq)(s0 + sq)
, q 6= π, PR

p =
sp

(sπ + sp)(s0 − sp)
, p 6= 0,
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PR
0 = PNS

π =
1

sπ + s0
, J =

∏
p

R
2 (sπ + sp)∏

q

NS
2 (sπ + sq)

J ,

äëÿ ïàðíîãî n:

PNS
q =

sq

(sπ + sq)(s0 + sq)
, PR

p =
sp

(sπ − sp)(s0 − sp)
, p 6= 0, π,

PR
0 = −PNS

π =
1

sπ − s0
, J =

∏
p

NS
2 (sπ + sq)∏

q

R
2 (sπ + sp)

J .

4.3.11. Ôîðìóëà Áóãðiÿ�Ëiñîâîãî äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ. Â

ðîáîòi [30] áóëà çàïðîïîíîâàíà (îáãðóíòîâàíî, àëå áåç äîâåäåííÿ) íàñòóïíà

ôîðìóëà äëÿ êâàäðàòó ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà ñïiíîâîãî îïåðàòîðà äëÿ ìîäåëi

Içiíãà ñêií÷åííîãî ðîçìiðó:

| NS〈 q1, q2, . . . , qK | σz
n | p1, p2, . . . , pL 〉R|2 =

= ξ ξT

K∏
k=1

∏NS
q6=qk

sinh γ(qk)+γ(q)
2

n
∏R

p sinh γ(qk)+γ(p)
2

L∏
l=1

∏R
p6=pl

sinh γ(pl)+γ(p)
2

n
∏NS

q sinh γ(pl)+γ(q)
2

·

(
ty − t−1

y

tx − t−1
x

)(K−L)2/2

×

×
K∏

k<k′

sin2 qk−qk′
2

sinh2 γ(qk)+γ(qk′)
2

L∏
l<l′

sin2 pl−pl′
2

sinh2 γ(pl)+γ(pl′)
2

∏
1≤k≤K
1≤l≤L

sinh2 γ(qk)+γ(pl)
2

sin2 qk−pl

2

. (4.3.133)

Â öié ôîðìóëi ñòàíè ïîçíà÷åíi iìïóëüñàìè çáóäæåíü. Ìíîæíèêè íà ïî÷àòêó

ïðàâî¨ ñòîðîíè (4.3.133) âèçíà÷åíi ÿê

ξ = ((sinh 2Kx sinh 2Ky)
−2 − 1)1/4,

ξT =

( ∏NS
q

∏R
p sinh2 γ(q)+γ(p)

2∏NS
q,q′ sinh γ(q)+γ(q′)

2

∏R
p,p′ sinh γ(p)+γ(p′)

2

)1/4

,

äå γ(q) � åíåðãiÿ çáóäæåííÿ ç êâàçiiìïóëüñîì q:

cosh γ(q) =
(tx + t−1

x )(ty + t−1
y )

2(t−1
x − tx)

−
ty − t−1

y

tx − t−1
x

cos q , (4.3.134)
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òà tx = tanhKx, ty = tanhKy.

Ôîðìóëà (4.3.133) ëåãêî âèâîäèòüñÿ ç (4.3.132), ÿêùî ïðèéíÿòè äî óâàãè

îòîòîæåíåííÿ ïàðìåòðiâ (4.2.15). Çîêðåìà ìè ìà¹ìî tx = a b, ty = (a−b)/(a+

b) òà ñïiââiäíîøåííÿ

eγ(q) =
a sq + b

a sq − b
(4.3.135)

ìiæ åíåðãi¹þ γ(q) çáóäæåííÿ ç êâàçiiìóëüñîì q òà âiäïîâiäíèì íóëüîì sq âëà-

ñíîãî çíà÷åííÿ-ïîëiíîìà t(λ), äèâ. (4.3.108). Íàñòóïíi ôîðìóëè äàþòü âiäïî-

âiäíiñòü ìiæ ðiçíèìè ÷àñòèíàìè (4.3.133) òà (4.3.132):

ξ ξT

sinh 1
2(γ(0) + γ(π))

(
ty − t−1

y

tx − t−1
x

)1/2

= J,
sinh2 γ(α)+γ(β)

2

sin2 α−β
2

= −
ty − t−1

y

tx − t−1
x

Mα,β .

∏NS
q6=qk

sinh γ(qk)+γ(q)
2

n
∏R

p sinh γ(qk)+γ(p)
2

=
s0 + sπ

sinh γ(0)+γ(π)
2

PNS
qk

∏NS
2

q6=|qk|Nq,qk∏R
2
p Np,qk

,

∏R
p6=pl

sinh γ(pl)+γ(p)
2

n
∏NS

q sinh
γ(pj)+γ(q)

2

=
s0 + sπ

sinh γ(0)+γ(π)
2

PR
pl

∏R
2

p6=|pl|Np,pl∏NS
2

q Nq,pl

,

Äåòàëüíiøå âiäïîâiäíiñòü ðîçãëÿíóòî â [56].

4.3.12. Ìàòðè÷íi åëåìåíòè äëÿ äiàãîíàëü-â-äiàãîíàëü òðàíñôåð-

ìàòðèöi äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà òà äëÿ êâàíòîâîãî ëàíöþæêà

Içiíãà â ïîïåðå÷íîìó ïîëi. Â öüîìó ïóíêòi ìè âèâîäèìî ìàòðè÷íi åëå-

ìåíòè ñïiíîâîãî îïåðàòîðà ìiæ âëàñíèìè âåêòîðàìè äiàãîíàëü-â-äiàãîíàëü

òðàíñôåð-ìàòðèöi äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà êâàäðàòíié ãðàòöi (äèâ. ïiäðîçäië 2.2).

Ó öüîìó âèïàäêó ïàðàìåòðè äàþòüñÿ (4.2.16). ßê òàì ïîÿñíþâàëîñü, ÿêùî

ìè çìiíþ¹ìî ïàðàìåòðè a òà b òàêèì ÷èíîì, ùî (a2 − b2)/(1 − a2b2) = 1/k′

çàëèøà¹òüñÿ ôiêñîâàíèì, âëàñíi âåêòîðè (à òîìó i ìàòðè÷íi åëåìåíòè) íå



231

çìiíþþòüñÿ. Îòæå ìè ôiêñó¹ìî a = c = k′−1/2 òà b = d = 0. Ðîçêëàäàþ÷è

òðàíñôåð-ìàòðèöþ (4.2.4) ïî öèì ïàðàìåòðàì ìè îòðèìó¹ìî

tn(λ) = 1 − 2λ

k′
Ĥ + · · · , Ĥ = −1

2

n∑
k=1

(σz
k σ

z
k+1 + k′ σx

k) ,

äå Ĥ � ãàìiëüòîíiàí ïåðiîäè÷íîãî êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Içiíãà â ïîïåðå÷íîìó

ïîëi. Ç (4.3.108) ìè îòðèìó¹ìî ñïåêòð öüîãî ãàìiëüòîíiàíó:

E = −1

2

∑
q

± ε(q) (4.3.136)

äå åíåðãi¨ êâiçi÷àñòíêîâèõ çáóäæåíü äàþòüñÿ ôîðìóëàìè

ε(q) = (1 − 2 k′ cos q + k′
2
)1/2 =

(
(k′ − 1)2 + 4 k′ sin2 q

2

)1/2
, q 6= 0, π ,

ε(0) = k′ − 1, ε(π) = k′ + 1 .

Â (4.3.136) çíàêè +/− ïåðåä ε(q) âiäïîâiäàþòü âiäñóòíîñòi/ïðèñóòíîñòi çáó-

äæåííÿ ç iìïóëüñîì q. NS-ñåêòîð âêëþ÷à¹ ñòàíè ç ïàðíèì ÷èñëîì çáóäæåíü,

à R-ñåêòîð � ç íåïàðíèì ÷èñëîì çáóäæåíü. Iìïóëüñ q ïðîáiãà¹ òîé ñàìèé íà-

áið ÿê â (4.3.108). Îñêiëüêè ìè ìà¹ìî a = c òà b = d, ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè

ôîðìóëó (4.3.132) ç sq = k′/ε(q) äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ σz
n. Ïiñëÿ äåÿêèõ

ñïðîùåíü ìè îòðèìó¹ìî àíàëîã (4.3.133) äëÿ êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Içiíãà:

|NS〈q1, q2, . . . , qK |σz
m | p1, p2, . . . , pL〉R|2 = k′

(K−L)2

2 ξ ξT

K∏
k=1

eη(qk)

n ε(qk)

L∏
l=1

e−η(pl)

n ε(pl)
×

×
K∏

k<k′

(
2 sin qk−qk′

2

ε(qk) + ε(qk′)

)2 L∏
l<l′

(
2 sin pl−pl′

2

ε(pl) + ε(pl′)

)2 K∏
k=1

L∏
l=1

(
ε(pl) + ε(qk)

2 sin pl−qk

2

)2

,

(4.3.137)
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äå

ξ =
(
k′

2 − 1
) 1

4

, ξT =

∏NS
q

∏R
p (ε(q) + ε(p))

1
2∏NS

q,q′ (ε(q) + ε(q′))
1
4

∏R
p,p′ (ε(p) + ε(p′))

1
4

òà

eη(q) =

∏NS
q′ (ε(q) + ε(q′))∏R
p (ε(q) + ε(p))

.

Ôîðìàëüíî âñi öi ôîðìóëè ¹ ñïðàâåäëèâèìè ÿê äëÿ ïàðàìàãíèòíî¨ ôàçè, äå

k′ > 1, òàê i äëÿ ôåðîìàãíèòíî¨ ôàçè, äå 0 ≤ k′ < 1. Àëå äëÿ âèïàäêó

0 ≤ k′ < 1 ïðèðîäíüî ïåðåâèçíà÷èòè åíåðãiþ çáóäæåííÿ ç íóëüîâèì iìïóëü-

ñîì ÿê ε(0) = 1 − k′, ùîá âîíà áóëà äîäàòíüîþ. Ç ôîðìóëè (4.3.136) âèïëè-

âà¹, ùî öÿ çìiíà çíàêó ε(0) ó ôåðîìàãíiòíié ôàçi âåäå äî ôîðìàëüíî¨ çàìiíè

ìiæ âiäñóòíiì�ïðèñóòíiì çáóäæåííÿì ç íóëüîâèì iìïóëüñîì ó ïîçíà÷åííi äëÿ

âëàñíèõ ñòàíiâ. Òîìó ÷èñëî çáóäæåíü â îáîõ ñåêòîðàõ (NS òà R) ñòà¹ ïàðíèì.

Ïðÿìi îáðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî çàìiíà çíàêó ïåðåä ε(0) â (4.3.137) ìîæå áó-

òè ïîãëèíóòå, ùî ïðèâîäèòü ôîðìàëüíî äî òi¹¨ ñàìî¨ ôîðìóëè (4.3.137), àëå ç

íîâèì ε(0) òà ïàðíèì L (÷èñëî çáóäæåíü â R-ñåêòîði) òà íîâèì ξ = (1−k′2)1/4.

Ôîðìóëè (4.3.133) òà (4.3.137) äîçâîëÿþòü ïåðåîòðèìàòè äîáðå âiäîìi ôîð-

ìóëè äëÿ ìîäåëi Içiíãà, íàïðèêëàä, ñïîíòàííó íàìàãíi÷åííiñòü [135, 158]. Äié-

ñíî, äëÿ êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Içiíãà ó ôåðîìàãíiòíié ôàçi (0 ≤ k′ < 1) òà

â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi n → ∞ (êîëè åíåðãi¨ |vac〉NS òà |vac〉R ñïiâïàäà-

þòü òà ïðèâîäÿòü äî âèðîäæåíîñòi îñíîâíîãî ñòàíó), ìè ìà¹ìî ξT → 1 i òîìó

ñïîíòàííà íàìàãíi÷åííiñòü NS〈 vac | σz
m | vac 〉R = ξ1/2 = (1 − k′2)1/8.
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4.4. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ â ìîäåëi Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà-

¹ìîäi¹þ

4.4.1. Ðîçäiëåííÿ çìiííèõ â êâàíòîâié ìîäåëi Òîäè ç ãðàíè÷íîþ

âçà¹ìîäi¹þ. Â äèñåðòàöi¨ ìè àäàïòó¹ìî ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ çíà-

õîäæåííÿ ÿâíèõ ôîðìóë äëÿ âëàñíèõ õâèëüîâèõ ôóíêöié êîìóòóþ÷èõ ãàìiëü-

òîíiàíiâ n-÷àñòèíêîâîãî êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ.

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïiäõiä Ñêëÿíiíà [147] äî êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ìîäåëåé

ç ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ. n-×àñòèíêîâi âëàñíi ôóíêöi¨ êâàíòîâîãî ëàíöþæêà

Òîäè, â ÿêèõ ïåðøà òà îñòàííÿ ÷àñòèíêè åêñïîíåíöiéíî âçà¹ìîäiþòü çi ñòiíêà-

ìè (âçà¹ìîäiÿ ç îáîìà ñòiíêàìè), áóäóþòüñÿ ÷åðåç iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ

âëàñíèõ ôóíêöié ëàíöþæêà Òîäè ç âçà¹ìîäi¹þ ç îäíi¹þ ñòiíêîþ (äîïîìiæíà

çàäà÷à). Öi âëàñíi ôóíêöi¨, â ñâîþ ÷åðãó, áóäóþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì âëàñíèõ

ôóíêöié n-÷àñòèíêîâîãî âiäêðèòîãî ëàíöþæêà Òîäè. Òàêà ñêëàäíà i¹ðàðõiÿ

äîçâîëÿ¹ ðîçäiëèòè çìiííi â ðiçíèöåâèõ ðiâíÿííÿõ äëÿ ÿäðà çãàäàíîãî iíòå-

ãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ çâîäÿ÷è éîãî äî äåÿêîãî âàðiàíòó ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êëàñè÷íîãî ëàíöþæêà Òîäè ç çàãàëüíîþ ãðàíè÷íîþ âçà-

¹ìîäi¹þ, ðîçäiëåííÿ çìiííèõ áóëî âèêîíàíî Êóçí¹öîâèì [109].

4.4.2. Ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ âiäêðèòîãî ëàíöþæêà Òîäè. Ùîá îïè-

ñàòè iíòåãðàëè ðóõó êâàíòîâîãî n-÷àñòèíêîâîãî âiäêðèòîãî ëàíöþæêà Òîäè

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî L-îïåðàòîðè (ïî îäíîìó äëÿ êîæíî¨ ÷àñòèíêè)

Lk(u) =

 u− pk e−qk

−eqk 0

 , k = 1, 2, . . . , n,
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äå n � ÷èñëî ÷àñòèíîê â ëàíöþæêó, pk òà qk � îïåðàòîðè iìïóëüñó òà êîîð-

äèíàòè k-î¨ ÷àñòèíêè, âiäïîâiäíî. Ìàòðèöÿ ìîíîäðîìi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

T (u) := Ln(u)Ln−1(u) · · ·L2(u)L1(u) =

 A(u) B(u)

C(u) D(u)

 . (4.4.138)

Êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ T (u) âèïëèâàþòü ç

êàíîíi÷íèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü [pk, ql] = −i~δkl òà ìîæóòü áóòè çà-

ïèñàíi ÿê

R(u− v) (T (u) ⊗ 1) (1 ⊗ T (v)) = (1 ⊗ T (v)) (T (u) ⊗ 1)R(u− v), (4.4.139)

äå R(u) � êâàíòîâà ðàöiîíàëüíà R-ìàòðèöÿ:

R(u) =


1 + i~

u 0 0 0

0 1 i~
u 0

0 i~
u 1 0

0 0 0 1 + i~
u

 . (4.4.140)

Ç (4.4.138) âèïëèâà¹, ùî A(u) ¹ ïîëiíîìîì âiä u ñòåïåíi n:

A(u) =
n∑

m=0

(−1)mun−mHm(p1, q1; p2, q2; . . . ; pn, qn) =

= un −H1u
n−1 +H2u

n−2 − · · · + (−1)nHn.

Çîêðåìà, ñïiââiäíîøåííÿ (4.4.139) äàþòü [A(u), A(v)] = 0 i, òîìó, [Hm, Hk] =

0, òîáòî, A(u) ¹ ïîðîäæóþ÷îþ ôóíêöi¹þ äëÿ êîìóòóþ÷èõ îïåðàòîðiâ Hm.

Îñêiëüêè

H1 =
n∑

k=1

pk, H2 =
∑

k,l
k<l

pkpl −
n−1∑
k=1

eqk−qk+1,
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ìè îòðèìó¹ìî ãàìiëüòîíiàí äëÿ âiäêðèòîãî ëàíöþæêà Òîäè ó âèãëÿäi

H = H2
1/2 −H2 =

n∑
k=1

p2
k

2
+

n−1∑
k=1

eqk−qk+1.

Òîìó îïåðàòîðè Hm ¹ iíòåãðàëàìè ðóõó (ãàìiëüòîíiàíàìè) âiäêðèòîãî ëàí-

öþæêà Òîäè.

4.4.3. Âëàñíi ôóíêöi¨ äëÿ âiäêðèòîãî ëàíöþæêà Òîäè. Íåõàé õâè-

ëüîâà ôóíêöiÿ ψ(q1, . . . , qn) äëÿ âiäêðèòîãî ëàíöþæêà Òîäè ¹ ñïiëüíîþ âëà-

ñíîþ ôóíêöi¹þ êîìóòóþ÷èõ ãàìiëüòîíiàíiâ Hm:

Hmψ(q1, . . . , qn) = Emψ(q1, . . . , qn).

Òîäi

A(u)ψγn
(q1, . . . , qn) =

n∏
l=1

(u− γnl)ψγn
(q1, . . . , qn),

äå γn = (γn1, γn2, . . . , γnn) � êâàíòîâi ÷èñëà n-÷àñòèíêîâî¨ ñèñòåìè, Em =

em(γn1, γn2, . . . , γnn) òà em � m-òèé åëåìåíòàðíèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì. Äëÿ

êîæíîãî íàáîðó γn ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó âëàñíèõ ôóíêöié ¹ n!. Ôiçè÷íà âëà-

ñíà ôóíêöiÿ ψγn
ôiêñó¹òüñÿ óìîâîþ, ùî ψγn

øâèäêî ñïàäà¹ â êëàñè÷íî çàáî-

ðîíåíié îáëàñòi, òîáòî ïðè qk >> qk+1 äëÿ äåÿêèõ k. Ïðè q1 << q2 << · · · <<

qn, ψγn
¹ ñóïåðïîçèöi¹þ ïëîñêèõ õâèëü.

Íåäàâíî Õàð÷åâ i Ëåáåä¹â [97] âèíàéøëè ðåêóðñèâíó ïðîöåäóðó äëÿ ïîáó-

äîâè n-÷àñòèíêîâî¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ψγn
(q1, q2, . . . , qn) ÷åðåç (n−1)-÷àñòèíêîâi

õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψγn−1
(q1, q2, . . . , qn−1). Ñïiââiäíîøåííÿ ðåêóðñi¨ ìà¹ âèãëÿä:

ψγn
(q1, q2, . . . , qn) =

∫
dγn−1µ(γn−1)Q(γn−1|γn)ψγn−1

(q1, q2, . . . , qn−1)×

×e
i
~ (
∑n

j=1 γn,j−
∑n−1

k=1 γn−1,k)qn, (4.4.141)
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äå iíòåãðóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ ïî γn−1,k, k = 1, 2, . . . , n−1, âçäîâäæ áóäü-ÿêîãî

íàáîðó ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ äiéñíié îñi òà òàêèõ, ùî

min
k

Im γn−1,k > max
j

Im γn,j, j = 1, . . . , n, (4.4.142)

Q(γn−1|γn) =
n−1∏
k=1

n∏
j=1

~
γn−1,k−γn,j

i~ Γ

(
γn−1,k − γn,j

i~

)
,

µ−1(γn−1) =
∏
k,l
k 6=l

Γ

(
γn−1,k − γn−1,l

i~

)
.

Àíàëîãi÷íî (n− 1)-÷àñòèíêîâi õâèëüîâi ôóíêöi¨ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç (n− 2)-

÷àñòèíêîâi õâèëüîâi ôóíêöi¨ i ò.ä. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ äëÿ 1-÷àñòèíêîâîãî âiä-

êðèòîãî ëàíöþæêà Òîäè � öå ïðîñòî ïëîñêà õâèëÿ:

ψγ11
(q1) = e

i
~γ11q1.

Íàäàëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ γ := γn, γk := γn,k. ßê ïîêàçàíî â

[97], õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψγ çàäîâiëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

A(u)ψγ =
n∏

l=1

(u− γl)ψγ, (4.4.143)

B(u)ψγ = in−1
n∑

p=1

∏
l 6=p

u− γl

γp − γl

 ψγ+p, (4.4.144)

C(u)ψγ = i−n−1
n∑

p=1

∏
l 6=p

u− γl

γp − γl

 ψγ−p, (4.4.145)

äå ψγ±p := ψγ1,γ2,...,γp±i~,...,γn
.

Ùîá çíàéòè äiþ D(u) íà ψγ , ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíó âëàñòèâiñòü

êâàíòîâîãî äåòåðìiíàíòó T (u) äëÿ ëàíöþæêà Òîäè:

D(u)A(u− i~) − C(u)B(u− i~) = 1. (4.4.146)
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Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî:

D(u)ψγ =
n∑

p=1

∏
l 6=p

u− γl

γp − γl

 1

i~

(
1∏

l 6=p(γp − γl + i~)
−

− 1∏
l 6=p(γp − γl − i~)

)
ψγ−

−
∑

p,q
p 6=q

1

γq − γp − i~
1∏

l 6=p(γp − γl)

∏
l 6=p,q

u− γl

γq − γl
ψγ+p,−q . (4.4.147)

4.4.4. Iíòåãðàëè ðóõó äëÿ ëàíöþæêà Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà¹-

ìîäi¹þ. Â öüîìó ïóíêòi ìè êîðîòêî îïèñó¹ìî R-ìàòðè÷íèé ôîðìàëiçì äëÿ

êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ, ÿêèé áóëî çàïðîïîíî-

âàíî Ñêëÿíiíèì [147]. Öåé ôîðìàëiçì ¹ âàæëèâèì äëÿ ïîáóäîâè õâèëüîâèõ

ôóíêöié. Êëþ÷îâèé îá'¹êò â öüîìó ïiäõîäi � öå ìàòðèöÿ

U(u) := T (u)K(−)(u− i~
2

)T̃ (−u) =

 A(u) B(u)

C(u) D(u)

 , (4.4.148)

äå T (u) � ìàòðèöÿ ìîíîäðîìi¨ (4.4.138) äëÿ n-÷àñòèíêîâîãî âiäêðèòîãî ëàí-

öþæêà Òîäè òà

T̃ (−u) = σ2T
t(−u)σ2 = (σ2L

t
1(−u)σ2)(σ2L

t
2(−u)σ2) · · · (σ2L

t
n(−u)σ2).

Òóò σ2 � ìàòðèöÿ Ïàóëi. Ìàòðèöÿ K(−)(u− i~/2) öå

K(−)(u− i~
2

) =

 α1 u− i~
2

−β1(u− i~
2 ) α1

 . (4.4.149)

ßê ïîêàçàíî â [147], ìàòðèöÿ U(u) çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííþ âiäáèòòÿ (re�ection

equation)

R(u− v) (U(u) ⊗ 1)R(u+ v − i~) (1 ⊗ U(v)) =
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= (1 ⊗ U(v))R(u+ v − i~) (U(u) ⊗ 1)R(u− v), (4.4.150)

äå R(u) äà¹òüñÿ (4.4.140).

Öå ðiâíÿííÿ ïðèâîäèòü äî B(u)B(v) = B(v)B(u). Òîìó ðîçêëàä B(u) ïî

ñòåïåíÿõ u äà¹ êîìóòóþ÷è îïåðàòîðè, ñåðåä ÿêèõ ¹ ãàìiëüòîíiàí ëàíöþæêà

Òîäè ç îäíi¹þ ãðàíèöåþ, à iíøi îïåðàòîðè ¹ iíòåãðàëàìè ðóõó.:

B(u) = (−1)n(u− i~/2)
(
u2n − u2n−2HB

1 + u2n−4HB
2 − · · · + (−1)nHB

n

)
,

(4.4.151)

äå

HB
1 =

n∑
k=1

p2
k + 2

n−1∑
k=1

eqk−qk+1 − 2α1e
−q1 + β1e

−2q1.

Òóò îñòàííi äâà äîäàíêè îïèñóþòü âçà¹ìîäiþ ïåðøî¨ ÷àñòèíêè çi ñòiíêîþ.

Òðàíñôåð-ìàòðèöÿ Ñêëÿíiíà

t(u) := TrK(+)(u+ i~/2)U(u), (4.4.152)

äå

K(+)(u+
i~
2

) =

 αn βn(u+ i~
2 )

−(u+ i~
2 ) αn

 ,

çàäîâiëüíÿ¹ êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ [147]

t(u)t(v) = t(v)t(u). (4.4.153)

Òîìó t(u) ¹ ïîðîäæóþ÷îþ ôóíêöi¹þ äëÿ êîìóòóþ÷èõ îïåðàòîðiâ. Ñåðåä öèõ

îïåðàòîðiâ ¹ ãàìiëüòîíiàí ëàíöþæêà Òîäè ç äâîìà ãðàíèöÿìè, à iíøi îïåðà-

òîðè � iíòåãðàëè ðóõó.
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Äëÿ ïðîñòîòè íàäàëi ìè ôiêñó¹ìî β1 = βn = 0 òà âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà-

÷åííÿ eκ1 := −2α1, e−κn := −2αn. Ó öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî

t(u) = (−1)n−1(u2 + ~2/4)
(
u2n − u2n−2HBB

1 +

+u2n−4HBB
2 − · · · + (−1)nHBB

n

)
+ 2α1αn, (4.4.154)

äå

HBB
1 =

n∑
k=1

p2
k + 2

n−1∑
k=1

eqk−qk+1 − 2α1e
−q1 − 2αne

qn.

Ó âèïàäêó ëàíöþæêà Òîäè, ìàòðèöÿ U(u) ìà¹ äîäàòêîâó ñèìåòðiþ (óíi-

òàðíiñòü) [147]: A(−u) B(−u)

C(−u) D(−u)

 =
1

2u− i~

 −i~A(u) + 2uD(u) −(2u+ i~)B(u)

−(2u+ i~)C(u) 2uA(u) − i~D(u)

 .

(4.4.155)

Çîêðåìà öå ïðèâîäèòü äî

A(u) =
1

u

(
(u− i~

2
)D(−u) +

i~
2
D(u)

)
. (4.4.156)

Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ðiâíiñòü òà (4.4.152), ìè îòðèìó¹ìî

t(u) = αn

(u+ i~
2 )

u
D(u) + αn

(u− i~
2 )

u
D(−u) − (u+

i~
2

)B(u). (4.4.157)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.4.148), ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíi âèðàçè äëÿ ìàòðè÷íèõ

åëåìåíòiâ U(u) ÷åðåç ìàòðè÷íi åëåìåíòè ìàòðèöi ìîíîäðîìi¨ T (u) äëÿ n-

÷àñòèíêîâîãî âiäêðèòîãî ëàíöþæêà Òîäè:

A(u) = α1 (A(u)D(−u) −B(u)C(−u)) −
(
u− i

~
2

)
A(u)C(−u), (4.4.158)

B(u) = −α1 (A(u)B(−u) −B(u)A(−u)) +

(
u− i

~
2

)
A(u)A(−u), (4.4.159)
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C(u) = α1 (C(u)D(−u) −D(u)C(−u)) −
(
u− i

~
2

)
C(u)C(−u), (4.4.160)

D(u) = α1 (D(u)A(−u) − C(u)B(−u)) +

(
u− i

~
2

)
C(u)A(−u). (4.4.161)

Äàìî äåÿêi ïðèêëàäè:

n = 1 : B(u) = −(u− i~/2)(u2 − (p2
1 + eκ−q1)),

t(u) = (u2 + ~2/4)
(
u2 − (p2 + eκ−q1 + eq1−κ′

)
)

+ 2αα′;

n = 2 : B(u) = (u− i~/2)
(
u4 − u2(p2

1 + p2
2 + 2eq1−q2 + eκ1−q1)+

+(p1p2 − eq1−q2)2 − α1p
2
2e

−q1 − 2α1e
−q2
)
,

t(u) = −(u2+~2/4)
(
u4 − u2(p2

1 + p2
2 + 2eq1−q2 + eκ1−q1 + eq2−κ2) + · · ·

)
+2α1α2.

4.4.5. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ äëÿ ëàíöþæêà Òîäè ç îäíi¹þ ãðàíèöåþ.

Ìè âèçíà÷à¹ìî ôóíêöiþ Ψλ ≡ Ψλ1,...,λn
ÿê

Ψλ(q1, . . . , qn) =

∫
dγ1 · · · dγnµ(γ)Q(γ|λ)e−

iκ1(γ1+···+γn)
~ ψγ(q1, . . . , qn),

(4.4.162)

äå eκ1 = −2α1 òà

Q(γ|λ) =

∏
k,l Γ

(
λl−γk

i~

)
Γ
(
−λl−γk

i~

)
∏

k,l
k<l

Γ
(
−γk+γl

i~
) ∏

k

~− (n+1)γk
i~ , µ−1(γ) =

∏
k,l
k 6=l

Γ

(
γk − γl

i~

)
.

(4.4.163)

Ìè ïîêàæåìî, ùî öå ¹ õâèëüîâà ôóíêöiÿ äëÿ êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Òîäè ç

îäíi¹þ ãðàíèöåþ i

B(u)Ψλ(q1, . . . , qn) = (−1)n(u− i~
2

)
n∏

l=1

(u2 − λ2
l )Ψλ(q1, . . . , qn), (4.4.164)
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äå ñòðóêòóðà ïðàâî¨ ÷àñòèíè âiäïîâiäà¹ (4.4.151). Iíòåãðóâàííÿ â (4.4.162)

âèêîíó¹òüñÿ âçäîâæ áóäü-ÿêîãî íàáîðó ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ äiéñíié îñi òà

òàêèõ, ùî

max
k

Im γk < −min
j

Imλj, k = 1, 2, . . . , n, j = 1, . . . , n. (4.4.165)

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî àáñîëþòíó çáiæíiñòü (4.4.162). Äëÿ öüîãî ìè âèêîðè-

ñòîâó¹ìî íåðiâíîñòi

|Γ(x+ iy)| ≤ Γ(x)px(|y|)e−
π|y|
2 , x > 0,

äå px(|y|) � äåÿêèé ïîëiíîìè âiä |y| ñòåïåíi, ùî ëiíiéíî çàëåæèòü âiä x,

1

|Γ(x+ iy)|
≤

(
1 + |y|

x

)
e

π|y|
2

Γ(x)
, x > 0,

à òàêîæ íåðiâíiñòü
n∑

k,l=1

(
|λ̃k − γ̃n,l| + |λ̃k + γ̃n,l|

)
+

n−1∑
r=1

∑
k,l

|γ̃r+1,k − γ̃r,l|−

−2
n∑

r=2

∑
k<l

|γ̃r,k − γ̃r,l| −
∑
k<l

|γ̃n,k + γ̃n,l| ≥

≥ −2n
n∑

k=1

|λ̃k| + 2
∑
k<l

(
|λ̃k − λ̃l| + |λ̃k + λ̃l|

)
+

2

n

n∑
r=1

r∑
k=1

|γ̃r,k|,

ÿêà ¹ ñïðàâåäëèâîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó äiéñíèõ çìiííèõ λ̃k, k = 1, 2, . . . , n;

γ̃r,l, l = 1, 2, . . . , r, r = 1, 2, . . . , n. Äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi äàíî â [86],

Äîäàòîê A. Äëÿ íàøî¨ öiëi ìè ôiêñó¹ìî λ̃k (âiäïîâiäíî, γ̃r,l) çíà÷åííÿìè Reλk

(âiäïîâiäíî, Re γr,l).

Ïðåäñòàâëÿþ÷è (4.4.162) ÿê

Ψλ(q1, . . . , qn) =

∫ n∏
r=1

r∏
k=1

dγ̃r,kF (γ1,γ2, . . . ,γn,λ; q1, . . . , qn),
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ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü äëÿ çàëåæíîñòi ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó

âiä γr,k:

|F (γ1,γ2, . . . ,γn,λ; q1, . . . , qn)| ≤ P ({γ̃r,k}) exp

(
− π

~n

n∑
r=1

r∑
k=1

|γ̃r,k|

)
,

(4.4.166)

äå P ({γ̃r,k}) ìà¹ ïîëiíîìiàëüíó çàëåæíiñòü âiä çìiííèõ γ̃r,k òà ïåâíó çàëå-

æíiñòü âiä iíøèõ çìiííèõ. Îöiíêà (4.4.166) ïðèâîäèòü äî àáñîëþòíîþ çái-

æíîñòi iíòåãðàëó ñïðàâà (4.4.162). Çàóâàæèìî, ùî iíòåãðàë (4.4.162) íå çàëå-

æèòü âiä çíà÷åíü óÿâíèõ ÷àñòèí γr,k (òîáòî ïðÿìèõ iíòåãðóâàííÿ) ïðè óìîâi

ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (4.4.142) òà (4.4.165). Öå âèïëèâà¹ ç äâîõ ôàêòiâ.

Ïåðøèé, ìè íå ïåðåòèíà¹ìî ïîëþñè ïðè çñóâi êîíòóðiâ iíòåãðóâàííÿ. Äðóãèé,

çàâäÿêè îöiíöi (4.4.166), ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç çàíóëÿ¹òüñÿ íà áåçìåæíîñòÿõ

êîíòóðiâ iíòåãðóâàííÿ. Öå âèïðàâäîâó¹ êîðåêòíiñòü çñóâiâ êîíòóðiâ iíòåãðó-

âàííÿ, ÿêi ìè áóäåìî ðîáèòè íàäàëi.

Ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó ôóíêöiÿ Ψλ(q1, . . . , qn), ùî äà¹òüñÿ (4.4.162), ìà¹

ïðàâèëüíó àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó � øâèäêî ñïàäà¹ â êëàñè÷íî çàáîðîíåíié

îáëàñòi, òîáòî, ïðè qk >> qk+1 äëÿ äåÿêèõ k àáî ïðè q1 << 0. Â îáëàñòi

0 << q1 << q2 << · · · << qn ôóíêöiÿ Ψλ(q1, . . . , qn) ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ ïëîñêèõ

õâèëü.

Â Äîäàòêó B ðîáîòè [86] çíàéäåíî íàñòóïíi ôîðìóëè äëÿ äi¨ ìàòðè÷íèõ

åëåìåíòiâ U(u) íà Ψλ:

B(u)Ψλ = (−1)n(u− i~
2

)
n∏

l=1

(u2 − λ2
l )Ψλ, (4.4.167)
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D(u)Ψλ = α1

n∑
p=1

∏
l 6=p

u2 − λ2
l

λ2
p − λ2

l

[(u+ λp)

2λp

(u− i~
2 )

(λp − i~
2 )

Ψλ−p+

+
(u− λp)

2λp

(u− i~
2 )

(λp + i~
2 )

Ψλ+p

]
+ α1

(
n∏

l=1

λ2
l − u2

λ2
l + (~

2)
2

)
Ψλ, (4.4.168)

t̃(u)Ψλ = (−1)n−1 t(u) − 2α1αn

u2 +
(~

2

)2 Ψλ =
n∏

l=1

(u2 − λ2
l )Ψλ+

+(−1)n−1α1αn

n∑
p=1

∏
l 6=p

u2 − λ2
l

λ2
p − λ2

l

×

×

[
1

λp(λp − i~
2 )

Ψλ−p +
1

λp(λp + i~
2 )

Ψλ+p − 2

λ2
p +

(~
2

)2Ψλ

]
. (4.4.169)

Çîêðåìà ôîðìóëà (4.4.168) äà¹

D(λr)Ψλ = α1Ψλ−r , D(−λr)Ψλ = α1Ψλ+r , D(i~/2)Ψλ = α1Ψλ.

(4.4.170)

Äiÿ A(u) òà C(u) íà Ψλ âèâåäåíà ç âèêîðèñòàííÿì (4.4.156) òà äåòåðìiíàíòó

Ñêëÿíiíà [147] äëÿ U(u), âiäïîâiäíî.

Òóò ìè äàìî äåÿêå åâðiñòè÷íå ïîÿñíåííÿ ôîðìóë (4.4.170)

D(λr)Ψλ = α1Ψλ−r , D(−λr)Ψλ = α1Ψλ+r .

Íåõàé Ψλ(q1, . . . , qn) � äåÿêà âëàñíà ôóíêöiÿ B(u), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (4.4.164).

Òîäi êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ

(
u2 − (v − i~)2)D(v)B(u) − (u2 − v2)B(u)D(v) =

= i~(u+ v − i~)D(u)B(v) + i~(u− v)A(u)B(v),
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ÿêå âèïëèâà¹ ç (4.4.150), äà¹

B(u)D(λr)Ψλ = (−1)n(u− i~
2

)(u2 − (λr − i~)2)
n∏

k=1
k 6=r

(u2 − λ2
k) · D(λr)Ψλ

ïðè v = λr i, òîìó, D(λr)Ψλ ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ B(u) ç λr, ùî çàìiíåíî íà

(λr − i~). Çðîçóìiëî, ùî öåé àðãóìåíò íå ¹ äîñòàòíiì äëÿ äîâåäåííÿ ñïiââiä-

íîøåííÿ D(λr)Ψλ = α1Ψλ−r .

4.4.6. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ äëÿ ëàíöþæêà Òîäè ç äâîìà ãðàíèöÿìè.

Ïðèéíÿâøè äî óâàãè (4.4.154), êîðèñíå ââåñòè

t̃(u) := (−1)n−1 t(u) − 2α1αn

u2 +
(~

2

)2 = u2n − u2n−2HBB
1 + u2n−4HBB

2 − · · ·+ (−1)nHBB
n .

Íåõàé Φρ(q) � õâèëüîâà ôóíêöiÿ äëÿ ëàíöþæêà Òîäè ç äâîìà ãðàíèöÿìè:

t̃(u)Φρ(q) =
n∏

k=1

(u2 − ρ2
k)Φρ(q) =: t̃(u|ρ)Φρ(q),

äå ρ = {ρ1, ρ2, . . . , ρn} � êâàíòîâi ÷èñëà âiäïîâiäíîãî ñòàíó.

Ìè øóêà¹ìî Φρ(q) ó âèãëÿäi

Φρ(q) =

∫
dλ1 · · · dλn µ̃(λ)C(λ|ρ)Ψλ(q), (4.4.171)

äå

µ̃−1(λ) =
∏

i,j
i<j

Γ

(
λi − λj

i~

)
Γ

(
−λi − λj

i~

)∏
i,j
i≤j

Γ

(
λi + λj

i~

)
Γ

(
−λi + λj

i~

)
,

òà iíòåãðóâàííÿ ïî {λk} âèêîíó¹òüñÿ ïî äîâiëüíèõ ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ äié-

ñíié îñi. Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.4.169) òà

µ̃(λ+p)

µ̃(λ)
=

(λp + i~)

λp

∏
l 6=p

(λp + i~)2 − λ2
l

λ2
p − λ2

l

,
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ìè îòðèìó¹ìî

(−1)n−1t̃(u|ρ)Φρ(q) =

∫
dλ1 · · · dλn Ψλ(q)×

×

α1αn

n∑
p=1

 µ̃(λ+p)C(λ+p|ρ)

(λp + i~)(λp + i~
2 )

∏
l 6=p

u2 − λ2
l

(λp + i~)2 − λ2
l

+

+
µ̃(λ−p)C(λ−p|ρ)

(λp − i~)(λp − i~
2 )

∏
l 6=p

u2 − λ2
l

(λp − i~)2 − λ2
l

−

−2µ̃(λ)C(λ|ρ)

(λ2
p + ~2

4 )

∏
l 6=p

u2 − λ2
l

λ2
p − λ2

l

−
n∏

l=1

(λ2
l − u2)

 =

=

∫
dλ1dλ2 · · · dλn µ(λ)C(λ|ρ)Ψλ(q)

α1αn

n∑
p=1

∏
l 6=p

u2 − λ2
l

(λp + i~)2 − λ2
l

 ×

×

[
1

λp(λp + i~
2 )

C(λ+p|ρ)

C(λ|ρ)
+

1

λp(λp − i~
2 )

C(λ−p|ρ)

C(λ|ρ)
− 2

(λ2
p + ~2

4 )

]
−

n∏
l=1

(λ2
l − u2)

]
.

Ìè ïîêëàäà¹ìî u = λp. Òîäi ïîïåðåäí¹ ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî

(−1)n−1t̃(λp|ρ) =
t(λp|ρ) − 2α1αn

λ2
p + ~2

4

=

= α1αn

[
1

λp(λp + i~
2 )

C(λ+p|ρ)

C(λ|ρ)
+

1

λp(λp − i~
2 )

C(λ+p|ρ)

C(λ|ρ)
− 2

(λ2
p + ~2

4 )

]
,

äå t(u|ρ) = (−1)n−1(u2 + ~2/4)
∏n

k=1(u
2 − ρ2

k) + 2α1αn. Öå áàãàòîçìiííå ði-

çíèöåâå ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. À ñàìå, ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî

ðîçâ'ÿçîê ó ôàêòîðèçîâàíîìó âèãëÿäi:

C(λ|ρ) =
n∏

p=1

c(λp|ρ).
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Òîäi c(λ|ρ) çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà

1

λ(λ+ i~
2 )
c(λ+ i~|ρ) +

1

λ(λ− i~
2 )
c(λ− i~|ρ) =

t(λ|ρ)c(λ|ρ)

α1αn(λ2 + ~2

4 )

àáî, åêâiâàëåíòíî,

(λ− i~
2

)c(λ+ i~|ρ) + (λ+
i~
2

)c(λ− i~|ρ) =
λ t(λ|ρ) c(λ|ρ)

α1αn
.

Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàíi ÿê âiäíîøåííÿ íåñêií-

÷åííèõ äåòåðìiíàíòiâ ÿê ó âèïàäêó ïåðiîäè÷íîãî ëàíöþæêà Òîäè [136, 96].

Ìè î÷iêó¹ìî, ùî àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó ïåðiîäè÷íîãî ëàíöþæêà Òîäè, âèìî-

ãà íà àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi c(λ|ρ) (ÿêi ¹ âàæëèâèìè, çîêðåìà, äëÿ çáiæíîñòi

iíòåãðàëó (4.4.171)) îáìåæó¹ ìîæëèâi çíà÷åííÿ ρ òà äà¹ äèñêðåòíèé ñïåêòð

ãàìiëüòîíiàíó êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Òîäè ç äâîìà ãðàíèöÿìè.

4.5. Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi áóâ àäàïòîâàíèé ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ (ðîçðîáëåíèé

Ñêëÿíiíèì, Õàð÷åâèì òà Ëåáåäåâèì äëÿ ìîäåëi Òîäè) íà äâi iíøi êâàíòî-

âi iíòåãðîâíi ìîäåëi. Ïåðøà çàäà÷à, ÿêà áóëà ðîçãëÿíóòà � öå ìîäåëü ç ZN

ñèìåòði¹þ � ìîäåëü Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà (àáî τ (2)-ìîäåëü). Ìè

âèâåëè ôîðìóëè äëÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ òðàíñôåð-ìàòðèöi öi¹¨ ìîäåëi. Çàäà-

÷à çâåëàñü äî ðîçâ'ÿçàííÿ T-Q-ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà, â ÿêîìó çìiííi ðîçäiëÿþ-

òüñÿ. � äâà âèïàäêè êîëè öi ðiâíÿííÿ ìîæóòü áóòè ðîâ'ÿçàíèìè ÿâíî: ìîäåëü

Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà ç ôiêñîâàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè [90] òà

âèïàäîê N = 2, êîëè öÿ ìîäåëü çâîäèòüñÿ äî óçàãàëüíåíî¨ ìîäåëi Içiíãà
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(â òîìó ÷èñëi i íà òðèêóòíié ãðàòöi). ßâíi ôîðìóëè äëÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ

òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà äîçâîëèëè âèâåñòè ôàêòîðiçîâàíi âèðàçè äëÿ

ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà â ìîäåëi Içiíãà, ÿêi áóëè ðàíiøå

çíàéäåíi áåç äîâåäåííÿ À. Áóãði¹ì òà Î. Ëiñîâèì [29, 30]. Ìè òàêîæ ðîçøè-

ðþ¹ìî öåé ðåçóëüòàò äëÿ îòðèìàííÿ ôàêòîðèçîâàíî¨ ôîðìóëè äëÿ ìàòðè÷íèõ

åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Içiíãà â ïîïåðå÷íîìó ïîëi. Ìè

ïîêàçó¹ìî ÿê êîíêðåòíi ëîêàëüíi îïåðàòîðè ìîæóòü áóòè âèðàæåíi ÷åðåç ãëî-

áàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi ìîíîäðîìi¨ ìàòðèöÿ. Îáiðâàíi (truncated) ôóíêöiî-

íàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ, ùî ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà, ïîðiâíÿíî ç âiäïîâiäíèì ñïiââiäíîøåííÿì äëÿ äiàãîíàëü-

â-äiàãîíàëü òðàíñôåð-ìàòðèöi äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà êâàäðàòíié ãðàòöi [15]. Â

ðîáîòi [88] ïîêàçàíî, ùî ìîäåëü Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà ç âiäêðèòè-

ìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè òàêîæ äîçâîëÿ¹ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Ç òî÷êè çîðó

àëãåáðè ñèìåòði¨, öÿ ìîäåëü âiäïîâiäà¹ ïðåäñòàâëåííÿì öèêëi÷íîãî òèïó äëÿ

êâàíòîâèõ àëãåáð, êîëè ïàðàìåòð äåôîðìàöi¨ ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi.

Iíøà çàäà÷à, ÿêà ðîçâ'ÿçàíà â öüîìó ðîçäiëi � ðîçäiëåííÿ çìiííèõ â ìîäå-

ëi Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ. Ç àëãåáðà¨÷íî¨ òî÷êè çîðó ìîäåëü çàäà¹òüñÿ

ðiâÿííÿì âiäáèòòÿ (re�ection equation). Â äèñåðòàöi¨, çîêðåìà, çíàéäåíî iíòå-

ãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié êâàíòîâîãî N -÷àñòèíêîâîãî

ëàíöþæêà Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ó âèïàäêó ëàí-

öþæêà Òîäè ç îäíi¹þ ãðàíèöåþ áóëè îòðèìàíi ïåâíèì iíòåãðàëüíèì ïåðåòâî-

ðåííÿì ç õâèëüîâèõ ôóíêöié âiäêðèòîãî ëàíöþæêà Òîäè. ßäðî öüîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ çíàéäåíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ÷åðåç Γ-ôóíêöi¨. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ó âèïàä-

êó ëàíöþæêà Òîäè ç äâîìà ãðàíèöÿìè îòðèìàíî iíòåãðàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì
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ç ïîïåðåäíiõ õâèëüîâèõ ôóíêöié äëÿ ëàíöþæêà Òîäè ç îäíi¹þ ãðàíèöåþ. Ó

öüîìó âèïàäêó ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ íà ÿäðî öüîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ

äîïóñêà¹ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ äëÿ ðîçäiëåííèõ çìiííèõ

ìàþòü ôîðìó T − Q-ðiâíÿíü Áàêñòåðà. Ç òî÷êè çîðó àëãåáðè ñèìåòði¨, öÿ

ìîäåëü âiäïîâiäà¹ ïðåäñòàâëåííÿì òâiñòîâàíèõ ÿíãiàíiâ B-ñåði¨.

Òàêîæ àâòîðîì äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî êîìáiíîâàíà ìîäåëü � ðåëÿòèâiñò-

ñüêèé ëàíþæîê Òîäè ïðè êîðåíi ç îäèíèöi [89]. Öÿ ìîäåëü â îá'¹ìi ¹ ÷àñòêîâèì

âèïàäêîì ìîäåëi Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà, à íà ãðàíèöÿõ îïèñó¹òüñÿ

ðiâíÿííÿì âiäáèòòÿ.

Ðîçâ'ÿçàíi â äèñåðòàöi¨ çàäà÷i ïîêàçóþòü, ùî ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ â

êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåìàõ çàñòîñîâíèé íå ëèøå â ìîäåëi Òîäè, äëÿ ÿêî¨

âií ïî÷àòêîâî áóâ çàïðîïîíîâàíèé, àëå é äëÿ áiëüø øèðîêîãî êëàñó ìîäåëåé.

Àëå çàãàëüíà ñèòóàöiÿ ç ðîçäiëåííÿì çìiííèõ â êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñè-

ñòåìàõ çàëèøà¹òüñÿ íåçðîçóìiëîþ. Íàïðèêëàä, â ðîçãëÿíóòié ìîäåëi Òîäè ç

ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ iñíóþòü iíøi òèïè ãðàíè÷íèõ óìîâ, ÿêi íå ïîðòÿòü iíòå-

ãðîâíîñòi, àëå íå äîçâîëÿþòü ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Îòæå çàëèøà¹òüñÿ ïðîáëå-

ìà çíàõîäæåííÿ ÷iòêîãî àëãåáðà¨÷íîãî ïîÿñíåííÿ ìåòîäó ðîçäiëåííÿ çìiííèõ

â êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåìàõ. Éìîâiðíî, ùî öÿ ïðîáëåìà òiñíî ïîâ'ÿçà-

íà ç iñíóâàííÿì ëàíöþæêiâ Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè

ñèìåòði¨.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Íà çàâåðøåííÿ ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè:

1. Äîñëiäæåíî ìîäåëü Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà (ÁÁÑ). Çîêðåìà, ïî-

áóäîâàíî âëàñíi âåêòîðè äëÿ êîìïîíåíò An(λ) òà Bn(λ) ìàòðèöi ìîíîäðî-

ìi¨ äëÿ íåîäíîðiäíîãî ëàíöþæêà ñêií÷åííî¨ äîâæèíè. Äëÿ ïåðiîäè÷íîãî

ëàíöþæêà ïðîâåäåíî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ òà îòðèìàíî T − Q-ðiâíÿííÿ

Áàêñòåðà äëÿ êîæíî¨ ç ðîçäiëåííèõ çìiííèõ. Äîâåäåíî, ùî ôóíêöiîíàëü-

íi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöü ÁÁÑ-ìîäåëi ¹ íåîáõiäíèìè i äî-

ñòàòíiìè óìîâàìè äëÿ iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áàê-

ñòåðà. Ìîäåëü ÁÁÑ ïðè äîâiëüíîìó N ìà¹ íàñòóïíi çàñòîñóâàííÿ. Âî-

íà ïîâ'ÿçàíà ç êiðàëüíîþ ìîäåëëþ Ïîòòñà, ÿêà îïèñó¹ ôàçîâi ïåðåõîäè

ìiæ ñïiâðîçìiðíîþ òà íåñïiâðîçìiðíîþ ôàçàìè â çàäà÷i àäñîðáöi¨ ãàçó

íà êðèñòàëi÷íèõ ãðàòêàõ. ÁÁÑ ìîäåëü íà 3 âóçëàõ åêâiâàëåíòíà ìîäå-

ëi Õîôøòàäåðà: çàäà÷à ïðî ðóõ åëåêòðîíà íà äâîâèìiðíié (êâàäðàòíié

÷è òðèêóòíié) ãðàòöi â îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi. Çîêðåìà â öèõ íà-

ïðÿìêàõ ñëiä î÷iêóâàòè ìàéáóòíi çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

2. Îïèñàíî ïðîöåäóðó îòðèìàííÿ ôîðìóë äëÿ ëîêàëüíèõ îïåðàòîðiâ ÷åðåç

ãëîáàëüíi îïåðàòîðè ìàòðèöi ìîíîäðîìi¨. Öi ôîðìóëè íåîáõiäíi äëÿ çíà-

õîäæåííÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ëîêàëüíèõ îïåðòàòîðiâ (çîêðåìà, îïåðà-

òîðà ñïiíó íà îäíîìó âóçëi ëàíöþæêà) ìiæ âëàñíèìè ñòàíàìè òðàíñôåð-

ìàòðèöi.
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3. Ïîêàçàíî, ùî ìîäåëü ÁÁÑ ïðè N = 2 åêâiâàëåíòíà óçàãàëüíåíié ìîäåëi

Içiíãà â òî÷öi âiëüíèõ ôåðìiîíiâ. Ó öüîìó âèïàäêó çíàéäåíî ðîçâ'ÿç-

êè ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà, ÿêi äàþòü ÿâíi ôîðìóëè äëÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ

òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà. Äîâåäåíà ôîðìóëà Áóãðiÿ�Ëiñîâîãî äëÿ

ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà ìiæ öèìè âåêòîðàìè.

4. Ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì ç ôîðìóë äëÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ ïåðiîäè÷íî¨ ìî-

äåëi ÁÁÑ îòðèìàíî âëàñíi âåêòîðè òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi ç ôiêñî-

âàíèìè ñïiíàìè íà êiíöÿõ ëàíöþæêà. ßê ÷àñòêîâèé âèïàäîê, îòðèìàíî

âëàñíi ñòàíè äëÿ ãàìiëüòîíiàíó ZN -àíàëîãó êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Içiíãà

â òðàíñâåðñàëüíîìó ïîëi ç ôiêñîâàíèìè ñïiíàìè íà êiíöÿõ ëàíöþæêà.

5. Ìåòîäîì êâàíòîâîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ çíàéäåíî iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié êâàíòîâîãî n-÷àñòèíêîâîãî ëàíöþæêà Òî-

äè ç ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ó âèïàäêó ëàíöþæêà Òîäè

ç äâîìà ãðàíèöÿìè îòðèìàíî iíòåãðàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì ç õâèëüîâèõ

ôóíêöié äëÿ ëàíöþæêà Òîäè ç îäíi¹þ ãðàíèöåþ. Ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ íà

ÿäðî öüîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ äîïóñêà¹ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ i

ðîçïàäà¹òüñÿ íà ñèñòåìó ðiçíèöåâèõ T − Q-ðiâíÿíü Áàêñòåðà âiä îäíi¹¨

çìiííî¨.

6. Ìåòîä êâàíòîâîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ çàñòîñîâàíî äëÿ çíàõîäæåííÿ âëà-

ñíèõ ñòàíiâ ãàìiëüòîíiàíó êâàíòîâîãî ðåëÿòèâiñòñüêîãî ëàíöþæêà Òîäè

ç iíòåãðîâíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè òà ïàðàìåòðîì äåôîðìàöi¨, ùî ¹ êî-

ðåíåì ç îäèíèöi. Öÿ ìîäåëü â îá'¹ìi ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ìîäåëi ÁÁÑ,

à ¨¨ iíòåãðîâíi ãðàíè÷íi óìîâè îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿì âiäáèòòÿ.
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7. Îòðèìàíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ðàäiàëüíi êîìïîíåíòè åëåìåíòiâ Êàçèìiðà

êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln), ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàíòîâîìó àíàëîãó îäíîði-

äíîãî ïðîñòîðó GL(n)/SO(n). Ïîêàçàíî, ùî âîíè ñïiâïàäàþòü ç ðiçíè-

öåâèìè îïåðàòîðàìè Ìàêäîíàëüäà, ÿêi ¹ ãàìiëüòîíiàíîì òà iíòåãðàëàìè

ðóõó êâàíòîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà.

8. Çíàéäåíî ÿâíèé âèðàç äëÿ iíâàðiàíòíèõ âåêòîðiâ ïî âiäíîøåííþ äî äi¨

U ′
q(son) â ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåííÿõ êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln)

â áàçèñi Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà. Çà ¨õ äîïîìîãîþ çíàéäåíî õâèëüîâi ôóí-

êöi¨ êâàíòîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà ÷åðåç

ïîëiíîìè Ìàêäîíàëüäà.

9. Îòðèìàíî ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó íåñòàí-

äàðòíî¨ äåôîðìàöi¨ U ′
q(son) àëãåáðè Ëi son ãðóïè îáåðòàíü ç ïðåäñòàâ-

ëåíü êëàñè÷íîãî òèïó â áàçèñi Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà ìåòîäîì àíàëiòè÷íîãî

ïðîäîâæåííÿ ïî âàãîâèì ïàðàìåòðàì ïðåäñòàâëåíü. Ïðåäñòàâëåííÿ íå-

êëàñè÷íîãî òèïó ¹ ñèíãóëÿðíèìè â ãðàíèöi q → 1 i íå ìàþòü êëàñè÷íîãî

àíàëîãó íà âiäìiíó âiä ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó, ÿêi ïðè q → 1

ïåðåòâîðþþòüñÿ â ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëi son.

10. Äîâåäåíî, ùî ïðåäñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïó âè÷åð-

ïóþòüñÿ âñi ñêií÷åííîâèìiðíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son)

êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi. Äîâåäåíà òåîðåìà ïðî ïîâíó çâiäíiñòü

ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè U ′
q(son) êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç

îäèíèöi.
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11. Îïèñàíî ïðåäñòàâëåííÿ öèêëi÷íîãî òèïó àëãåáðè U ′
q(son) â áàçèñi Ãåëü-

ôàíäà�Öåòëiíà êîëè q ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi.

12. Ââåäåíî âèçíà÷åííÿ òåíçîðíîãî äîáóòêó T⊗ âåêòîðíîãî òà äîâiëüíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′
q(son). Îïèñàíî ðîçêëàä T⊗ íà íåçâiäíi ïiä-

ïðåäñòàâëåííÿ òà çíàéäåíî êîåôiöi¹íòè Êëåáøà�Ãîðäàíà ó âèïàäêó, êîëè

T ¹ íåçâiäíèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ïðåäñòàâëåííÿì êëàñè÷íîãî àáî íåêëà-

ñè÷íîãî òèïó. Ðîçêëàä T⊗ ó âèïàäêó ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó ìà¹

òàêèé ñàìèé âèãëÿä ÿê ó âèïàäêó àëãåáðè Ëi son òà âiäïîâiäíi êîåôiöi-

¹íòè Êëåáøà�Ãîðäàíà ¹ q-äåôîðìàöi¹þ ¨õ êëàñè÷íèõ àíàëîãiâ.

13. Ââåäåíî âèçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà àëãåáðè U ′
q(son) òà äëÿ íüîãî

äîâåäåíî q-àíàëîã òåîðåìè Âiãíåðà�Åêàðòà. Öÿ òåîðåìà ñóòò¹âî âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ â äîâåäåííi òåîðåìè ïðî êëàñèôiêàöiþ ñêií÷åííîâèìiðíèõ

ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè U ′
q(son).

14. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ àíòèñèìåòðè÷íèõ òåíçîðíèõ îïåðàòîðiâ àëãåáðè

U ′
q(son) òà íà ¨õ îñíîâi ïîáóäîâàíî åëåìåíòè Êàçèìiðà. Îáðàõóâàíî âëàñíi

çíà÷åííÿ öèõ åëåìåíòiâ Êàçèìiðà â ïðåäñòàâëåííÿõ Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà.

Ç ÿâíèõ ôîðìóë âèïëèâà¹, ùî îòðèìàíi åëåìåíòè Êàçèìiðà ïîðîäæóþòü

öåíòð àëãåáðè U ′
q(son) êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi. Êîëè q ¹ êîðåíåì

ç îäèíèöi iñíóþòü äîäàòêîâi öåíòðàëüíi åëåìåíòè. Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ

àëãåáðè U ′
q(so3) çíàéäåíî ¨õ àëãåáðà¨÷íó çàëåæíiñòü. Öi ðåçóëüòàòè âà-

æëèâi äëÿ ïîáóäîâè àëãåáðè ñïîñòåðåæóâàíèõ â 2+1-âèìiðíié êâàíòîâié

ãðàâiòàöi¨ ç íåòðèâiàëüíîþ òîïîëîãi¹þ.
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15. Âèâ÷åíî q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàíòîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði, ïî-

ðîäæåíîìó q-êîìóòóþ÷èìè åëåìåíòàìè x1, . . . , xn. Ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè

âèçíà÷åíi ÿê ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ∆qp = 0, äå p� ïîëiíîì âiä x1, x2, . . . , xn

òà q-îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆q âèçíà÷åíî ÷åðåç q-ïîõiäíi. Áóëî âïåðøå îòðè-

ìàíî q-àíàëîã êëàñè÷íèõ ïðè¹äíàíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ. Ïîêàçàíî,

ùî ìà¹ ìiñöå ðîçäiëåííÿ çìiííèõ ó âiäïîâiäíîñòi ç ðiçíèìè ëàíöþæêàìè

âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè U ′
q(son).

16. Âèâ÷åíî q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàíòîâîìó êîìïëåêñíîìó âåêòîðíî-

ìó ïðîñòîði, ïîðîäæåíîìó åëåìåíòàìè zi, wi = z̄i, i = 1, 2, . . . , n, íà

ÿêîìó äi¹ êâàíòîâà ãðóïà GLq(n). Ïîáóäîâàíî q-àíàëîãè êëàñè÷íèõ çî-

íàëüíèõ ñôåðè÷íèõ òà ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê. Äàíî q-àíàëîã

ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ.

17. Âèâ÷åíî q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàíòîâîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði EN
q ,

ïîðîäæåíîìó åëåìåíòàìè xi, i = 1, 2, . . . , N , íà ÿêèõ äi¹ êâàíòîâà ãðó-

ïà SOq(N). Ïîáóäîâàíî q-àíàëîã êëàñè÷íèõ çîíàëüíèõ òà ïðè¹äíàíèõ

ñôåðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ïî âiäíîøåííþ äî êâàíòîâî¨ ïiäãðóïè SOq(N − 2).

Ïîêàçàíî, ùî ïðè¹äíàíi ñôåðè÷íi ïîëiíîìè ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ÿê äîáó-

òêè ïîëiíîìiâ çàëåæíèõ âiä q-ðàäióñiâ òà âiä xj, xj′, j′ = N − j + 1. Öå

ïðåäñòàâëåííÿ ¹ q-àíàëîãîì êëàñè÷íîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ.

Àâòîð ùèðî âäÿ÷íèé ñâî¹ìó íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó Àíàòîëiþ Óëÿíîâè-

÷ó Êëiìèêó òà ñïiâàâòîðàì ðîáiò À.I.Áóãðiþ, Î.Ì.Ãàâðèëèêó, Ã. ôîí Ãåëåíó,
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Ñ.Ç.Ïàêóëÿêó, Â.Ì.Ðóáöîâó, Þ.Â.Òèõîìó, Â.Ì.Øàäóði. Öiêàâi òà ïëiäíi îáãî-

âîðåííÿ íàóêîâèõ ïðîáëåì ç Î.Iñà¹âèì, Î.Ëiñîâèì, Î.Ìîë¹âèì, Ï.Ïÿòîâèì,

Â.Ôîêîì, Ñ.Õàð÷åâèì, Ñ.Õîðîøêiíèì, Ë.×åõîâèì òà çi ñïiâðîáiòíèêàìè âiä-

äiëó ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ â òåîðåòè÷íié ôiçèöi Iíñòèòóòó òåîðåòè÷íî¨ ôiçè-

êè ÍÀÍ Óêðà¨íè áåç ñóìíiâó áóëè âàæëèâèìè äëÿ îòðèìàííÿ íèçêè ðåçóëü-

òàòiâ äèñåðòàöi¨.
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