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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Äîáðå âiäîìî, ùî ìåòîäè òåîði¨ ñèìåòði¨ ¹ âàæëèâèìè ñåðåä àðñå-
íàëó ìåòîäiâ có÷àñíî¨ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè. Óíiâåðñàëüíiñòü êîíöåïöi¨ ñè-
ìåòði¨ ïîâ'ÿçàíà ïåðåäóñiì ç òèì, ùî îñíîâíi ôiçè÷íi çàêîíè, âiäïîâiäíi
ðiâíÿííÿ òà ¨õ ðîçâ'ÿçêè, ðiçíîìàíiòíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ôiçè÷íèõ ÿâèù
ìàþòü äåÿêó ñèìåòðiþ, òîáòî iíâàðiàíòíiñòü, íåçìiííiñòü ÿêî¨ñü âåëè÷è-
íè (çàêîíó, âëàñòèâîñòi, ðiâíÿííÿ) âiäíîñíî ïåâíîãî íàáîðó ïåðåòâîðåíü,
ñóêóïíiñòü ÿêèõ óòâîðþ¹ ãðóïó. Òîìó ìåòîäè òåîði¨ ãðóï, à òàêîæ òåîði¨
ïðåäñòàâëåíü öèõ ãðóï, ¹ òèì àäåêâàòíèì ìàòåìàòè÷íèì àïàðàòîì, ÿêèé
ôiçèêè âèêîðèñòîâóþòü ïðè äîñëiäæåííi ñèìåòðiéíèõ àñïåêòiâ ðiçíîìàíi-
òíèõ ÿâèù. Ïðè öüîìó, êðiì äèñêðåòíèõ ãðóï, ÷àñòî ðîçãëÿäàþòü ñêií÷åí-
íîâèìiðíi òà íåñêií÷åííîâèìiðíi íåïåðåðâíi ãðóïè � ãðóïè Ëi, ñóïåðãðóïè
i ò.ä. Ïðèáëèçíî òðèäöÿòü ðîêiâ òîìó, â çâ'ÿçêó ç ðîçâèòêîì êâàíòîâîãî
ìåòîäó îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ
ñèñòåì, ç'ÿâèëèñü íîâi òèïè àëãåáð � êâàíòîâi àëãåáðè, ÿêi, ðàçîì ç ïî-
â'ÿçàíèìè ç íèìè êâàíòîâèìè ãðóïàìè òà êâàíòîâèìè ïðîñòîðàìè, ïîïîâ-
íèëè ñó÷àñíèé àðñåíàë òåîði¨ ñèìåòði¨. Ç òîãî ÷àñó êâàíòîâi àëãåáðè òà ¨õ
ïðåäñòàâëåííÿ ñòàëè îá'¹êòàìè äëÿ äîñëiäæåíü â ìàòåìàòèöi, à ðåçóëüòà-
òè öèõ äîñëiäæåíü ñòàëè âàæëèâèìè äëÿ âèâ÷åííÿ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ
ñèñòåì. Àëå, ç iíøîãî áîêó, ðîçâèòîê òåîði¨ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì
ïðîäîâæó¹ ñòèìóëþâàòè âèâ÷åííÿ öèõ íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ òà ¨õ
ðiçíîìàíiòíèõ ìîäèôiêàöié.

Aêòyaëüíicòü òeìè.

Îäíi¹þ ç âàæëèâèõ çàäà÷ ñó÷àñíî¨ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ ðîçðîáêà
ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè òà êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïî-
ëÿ ïîçà ðàìêàìè òåîði¨ çáóðåíü. Êâàíòîâi iíòåãðîâíi ìîäåëi ÿê ðàç i ¹
ïðèêëàäàìè òàêèõ ìîäåëåé, â äîñëiäæåííi ÿêèõ ìîæíà ñóòò¹âî ïðîñóíó-
òèñü i íàáóòè íåîáõiäíèé äëÿ öi¹¨ ìåòè äîñâiä. Îñîáëèâiñòþ öèõ ìîäåëåé ¹
íàÿâíiñòü ïðèõîâàíèõ ñèìåòðié, ÿêi äîçâîëÿþòü âèêîðèñòîâóâàòè ñó÷àñíi
àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè äëÿ ¨õ äîñëiäæåíü. Îäèí iç íîâèõ òèïiâ ñèìåòðié, ÿêèé
òðèäöÿòü ðîêiâ òîìó âèíèê â òåîði¨ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì � öå
ñèìåòði¨, ùî îïèñóþòüñÿ êâàíòîâèìè àëãåáðàìè. Àêòóàëüíiñòü òåìàòèêè
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äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îáóìîâëåíà òèì, ùî â íié ïðåäñòàâëåíî ÿê âèâ÷åí-
íÿ êâàíòîâèõ àëãåáð, ÿê àëãåáð ñèìåòði¨, òàê i çàñòîñóâàííÿ àëãåáðà¨÷íèõ
ìåòîäiâ äî çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ñòàíiâ ãàìiëüòîíiàíiâ ðiçíîìàíiòíèõ êâàí-
òîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì.

3â'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Ðåçóëüòàòè, ùî óâiéøëè â äèñåðòàöiéíó ðîáîòó, áóëè îòðèìàíi â ðàì-
êàõ ïëàíîâî¨ íàóêîâî¨ òåìàòèêè âiääiëó ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ â òåîðå-
òè÷íié ôiçèöi Iíñòèòóòó òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (òåìà �Ïðåä-
ñòàâëåííÿ êâàíòîâèõ ãðóï i êàëiáðóâàëüíi òà iíòåãðîâíi âçà¹ìîäi¨�, 1996�
2000 ðð., øèôð 1.2.2, � ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI 0096U001612; òåìà �Êâàíòîâi
ñèìåòði¨ i âëàñòèâîñòi iíòåãðîâíèõ òà êâàíòîâî-ïîëüîâèõ ñèñòåì�, 2001�
2004 ðð., øèôð 1.2.2, 1.4.7, � ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI 0101U000331; òåìà �Ñèìå-
òði¨, iíòåãðîâíi ñèñòåìè, êëàñè÷íi i êâàíòîâi ïîëÿ�, 2005�2007 ðð., øèôð
1.4.7, � ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI 0101U006883; òåìà �Ìåòîäè òåîði¨ ñèìåòðié òà
ïðîáëåìè íåëiíiéíî¨ äèíàìiêè â ñó÷àñíié òåîði¨ ïîëÿ òà òåîði¨ åëåìåíòàð-
íèõ ÷àñòèíîê�, 2008�2010 ðð., øèôð 1.4.7, � ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI 0106U007885).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ñòàíiâ ãàìiëü-
òîíiàíiâ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì âèêîðèñòîâóþ÷è àëãåáðè ñèìåòðié
òà ¨õ ïðåäñòàâëåííÿ.

Çîêðåìà, poçâ'ÿçóâàëèñÿ íàñòóïíi çàäà÷i:

• Çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ñòàíiâ êîìóòóþ÷èõ iíòåãðàëiâ ðóõó â ZN -ñïiíî-
âîìó ëàíöþæêó Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà òà éîãî ÷àñòêîâèõ
âèïàäêiâ (ëàíöþæîê Òîäè òà ìîäåëü Içiíãà).

• Îá÷èñëåííÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà ìiæ âëàñíèìè
ñòàíàìè òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà.

• Çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ õâèëüîâèõ ôóíêöié ìîäåëi Òîäè ç ãðàíè÷íîþ
âçà¹ìîäi¹þ.

• Ïîáóäîâà êîìóòóþ÷èõ iíòåãðàëiâ ðóõó ìîäåëi Ðóçiíàðñà ÿê ðàäiàëü-
íèõ êîìïîíåíò îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà íà êâàíòîâèõ ñèìåòðè÷íèõ ïðî-
ñòîðàõ. Îá÷èñëåííÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié â öié ìîäåëi.

• Çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ∆qp = 0 íà ðiçíèõ êâàí-
òîâèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ.
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• Êëàñèôiêàöiÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü íåñòàíäàðòíî¨ äåôîð-
ìàöi¨ U ′

q(son) àëãåáðè Ëi son ãðóïè îáåðòàíü.

Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ êâàíòîâi iíòåãðîâíi ñèñòåìè òà ¨õ ñèìåòði¨.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âëàñíi ñòàíè ãàìiëüòîíiàíiâ êâàíòîâèõ ií-
òåãðîâíèõ ñèñòåì òà ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ ¨õ ïîáóäîâè.

Â ðîáîòi áóëî çàñòîñîâàíî íàñòóïíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: êâàíòî-
âèé ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ äëÿ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì,
ìåòîä êâàíòîâîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ Ñêëÿíiíà�Õàð÷åâà�Ëåáåäåâà.

Hayêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âïåðøå:

1. Êëàñèôiêîâàíî âñi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ãàâðè-
ëèêà�Êëiìèêà U ′

q(son) êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi. Îïèñàíî ïðåä-
ñòàâëåííÿ öèêëi÷íîãî òèïó àëãåáðè U ′

q(son) â áàçèñi Ãåëüôàíäà�Öåò-
ëiíà êîëè q ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi.

2. Ââåäåíî âèçíà÷åííÿ òåíçîðíîãî äîáóòêó T⊗ âåêòîðíîãî òà äîâiëüíî-
ãî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′

q(son). Îïèñàíî ðîçêëàä T
⊗ íà íåçâi-

äíi ïiäïðåäñòàâëåííÿ òà çíàéäåíî âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè Êëåáøà�
Ãîðäàíà. Ââåäåíî âèçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà àëãåáðè U ′

q(son)
òà äëÿ íüîãî äîâåäåíî q-àíàëîã òåîðåìè Âiãíåðà�Åêàðòà.

3. Ïîáóäîâàíî åëåìåíòè Êàçèìiðà àëãåáðè U ′
q(son), îáðàõóâàíî âëàñíi

çíà÷åííÿ âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ Êàçèìiðà â íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåí-
íÿõ. Êîëè q ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi iñíóþòü äîäàòêîâi öåíòðàëüíi åëå-
ìåíòè. Ó öüîìó âèïàäêó, äëÿ àëãåáðè U ′

q(so3), çíàéäåíî ¨õ àëãåáðà¨-
÷íó çàëåæíiñòü.

4. Âèâ÷åíî q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàíòîâîìó äiéñíîìó òà êîìïëå-
êñíîìó âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ. Îòðèìàíî q-àíàëîã êëàñè÷íèõ çîíàëü-
íèõ òà ïðè¹äíàíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ. Ïîêàçàíî, ùî ìà¹ ìiñöå
ðîçäiëåííÿ çìiííèõ ó âiäïîâiäíîñòi ç ðiçíèìè ëàíöþæêàìè âêëàäå-
íèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè ñèìåòði¨ êâàíòîâîãî ïðîñòîðó.

5. Îòðèìàíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ðàäiàëüíi êîìïîíåíòè åëåìåíòiâ Êàçèìi-
ðà êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln), ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàíòîâîìó àíàëîãó
îäíîðiäíîãî ïðîñòîðó GL(n)/SO(n). Ïîêàçàíî, ùî âîíè ñïiâïàäàþòü
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ç ãàìiëüòîíiàíîì òà iíòåãðàëàìè ðóõó êâàíòîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨
n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìîäåëi âèðàæåíî
÷åðåç ïîëiíîìè Ìàêäîíàëüäà.

6. Ïîáóäîâàíî âëàñíi âåêòîðè äëÿ êîìïîíåíò An(λ) òà Bn(λ) ìàòðèöi
ìîíîäðîìi¨ äëÿ íåîäíîðiäíîãî ëàíöþæêà Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðî-
ãàíîâà (ÁÁÑ) ñêií÷åííî¨ äîâæèíè. Äëÿ ïåðiîäè÷íîãî ëàíöþæêà ïðî-
âåäåíî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ òà îòðèìàíî T−Q-ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà äëÿ
êîæíî¨ ç ðîçäiëåííèõ çìiííèõ.

7. Ïîêàçàíî, ùî ìîäåëü ÁÁÑ ïðè N = 2 åêâiâàëåíòíà óçàãàëüíåíié
ìîäåëi Içiíãà ó òî÷öi âiëüíèõ ôåðìiîíiâ. Ó öüîìó âèïàäêó çíàéäåíî
ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà, ÿêi äàþòü ÿâíi ôîðìóëè äëÿ âëàñíèõ
âåêòîðiâ òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà. Äîâåäåíà ôîðìóëà Áóãðiÿ�
Ëiñîâîãî äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà ìiæ öèìè
âåêòîðàìè.

8. Ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì ç ôîðìóë äëÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ ïåðiîäè÷íî¨
ìîäåëi ÁÁÑ îòðèìàíî âëàñíi âåêòîðè òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi ç ôi-
êñîâàíèìè ñïiíàìè íà êiíöÿõ ëàíöþæêà.

9. Ìåòîäîì êâàíòîâîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ çíàéäåíî iíòåãðàëüíå ïðåä-
ñòàâëåííÿ äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié êâàíòîâîãî n-÷àñòèíêîâîãî ëàí-
öþæêà Òîäè ç ãðàíè÷íîþ iíòåãðîâíîþ âçà¹ìîäi¹þ òà âëàñíi ñòàíè
êâàíòîâîãî ðåëÿòèâiñòñüêîãî ëàíöþæêà Òîäè ïðè êîðåíÿõ ç îäèíèöi.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨, ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ¹
âàæëèâèìè, ïî-ïåðøå, â òåîði¨ ïðåäñòàâëåíü êâàíòîâèõ òà iíøèõ q-äåôîð-
ìîâàíèõ àëãåáð; ïî-äðóãå, äëÿ äîñëiäæåíü êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì
ìåòîäîì ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Â ñâîþ ÷åðãó, òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ êâàíòîâèõ
iíòåãðîâíèõ ñèñòåì äîïîìîãàþòü ó âèâ÷åííi âëàñòèâîñòåé ôiçè÷íèõ íèçü-
êîðîçìiðíèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì â íåïåðòóðáàòèâíié îáëàñòi çíà÷åíü ïàðà-
ìåòðiâ.

Ocoáècòèé âíecoê çäoáóâa÷a.

Àâòîð ìà¹ 9 ïóáëiêàöié áåç ñïiâàâòîðiâ, à â iíøèõ ïóáëiêàöiÿõ âíå-
ñîê äèñåðòàíòà ¹ iñòîòíiì. Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ iç âèâ÷åííÿ íåñòàíäàðòíî¨
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äåôîðìàöi¨ U ′
q(son) àëãåáðè Ëi ãðóïè îáåðòàíü àâòîðó íàëåæàòü iäåÿ ïî-

áóäîâè ïðåäñòàâëåíü íåêëàñè÷íîãî òèïó ç ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó
â áàçèñi Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà ìåòîäîì àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ, ââåäåí-
íÿ ïîíÿòòÿ àíòèñèìåòðè÷íèõ òåíçîðíèõ îïåðàòîðiâ äëÿ öi¹¨ àëãåáðè òà
ïîáóäîâà íà ¨õ îñíîâi åëåìåíòiâ Êàçèìiðà, îáðàõóâàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü
åëåìåíòiâ Êàçèìiðà â ïðåäñòàâëåííÿõ Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà, àäàïòàöiÿ äî-
âåäåííÿ òåîðåìè êëàñèôiêàöi¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè Ëi
son, çíàéäåíå À.Ó.Êëiìèêîì, äî ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî
òèïiâ q-äåôîðìîâàíî¨ àëãåáðè U ′

q(son).

Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ iç âèâ÷åííÿ ãàðìîíi÷íîãî àíàëiçó íà êâàíòîâèõ
ïðîñòîðàõ, àâòîðó íàëåæèòü ðåàëiçàöiÿ ñïiëüíèõ ç À.Ó.Êëiìèêîì iäåé ùî-
äî øëÿõiâ àäàïòàöi¨ âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ ç òåîði¨ ãàðìîíi÷íîãî àíàëiçó äî
êâàíòîâèõ ïðîñòîðiâ.

Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ ç äîñëiäæåííÿ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ìå-
òîäîì ðîçäiëåííÿ çìiííèõ àâòîðó íàëåæàòü áiëüøiñòü iäåé ùîäî êîíêðå-
òíèõ íàïðÿìêiâ äîñëiäæåíü, à òàêîæ âåëèêà ÷àñòèíà òåõíi÷íî¨ ðåàëiçàöi¨
öèõ iäåé: iòåðàòèâíà ïîáóäîâà âëàñíèõ âåêòîðiâ â ìîäåëi ÁÁÑ, iäåÿ çàñòî-
ñóâàííÿ öèõ ôîðìóë äî ìîäåëi Içiíãà ç ìåòîþ äîâåäåííÿ ôîðìóëè Áóãðiÿ�
Ëiñîâîãî äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà òà ïðîïîçèöi¨ ùîäî
êîíêðåòíèõ øëÿõiâ ¨¨ òåõíi÷íî¨ ðåàëiçàöi¨, iäåÿ îòðèìàííÿ âëàñíèõ âåêòî-
ðiâ â ìîäåëi ÁÁÑ ç ôiêñîâàíèìè ñïiíàìè íà ãðàíèöi ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì
çà ïàðàìåòðàìè â íåîäíîðiäíié ìîäåëi ç ïåðiîäè÷íèìè ãðàíè÷íèìè óìî-
âàìè, iäåÿ çàñòîñóâàííÿ ìîäåëi ÁÁÑ äî ðåëÿòèâiñòñüêîãî ëàíöþæêà Òîäè
ïðè êîðåíi ç îäèíèöi, ïîáóäîâà ëàíöþæêà âêëàäåíèõ çàäà÷ äëÿ çíàõîäæå-
ííÿ iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié äëÿ êâàíòîâîãî
ëàíöþæêà Òîäè ç ðiçíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè.

Aïpoáaöiÿ poáîòè.

Ìàòåðiàëè äèñåðòàöi¨ ïðîéøëè àïðîáàöiþ íà ñåìiíàðàõ IÒÔ ÍÀÍ
Óêðà¨íè (Êè¨â, 1999-2009), Iíñò. ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, óíiâåðñèòåòiâ
ì. Àíæåð (Ôðàíöiÿ), ì. Òóð (Ôðàíöiÿ), ì. Ïàðèæ VI-VII (Ôðàíöiÿ), Iíñòè-
òóò ìàòåìàòèêè iì. Ìàêñà Ïëàíêà (ì.Áîíí, Íiìå÷÷èíà), Ëàáîðàòîði¨ òåîð.
ôiçèêè ÎIßÄ (ì.Äóáíà, Ðîñiÿ), äîïîâiäàëèñÿ íà III, IV, V, VI, VII, VIII
ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ �Symmetry in Nonlinear Mathematical Physi-
cs� (Êè¨â, ÷åðâåíü 1999; 2001; 2003; 2005; 2007; 2009), ìiæíàðîäíié êîíô.
�Êâàíòîâi ãðóïè òà iíòåãðîâíi ñèñòåìè� (Ïðàãà, ×åõiÿ, ÷åðâåíü 1999), ìiæ-
íàðîäíié êîíô. �Íååâêëiäîâà ãåîìåòðiÿ â ñó÷àñíié ôiçèöi II� (Íiðåäüãàçà,
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Óãîðùèíà, ëèïåíü 1999), ìiæíàðîäíié êîíô. �Êâàíòîâi ãðóïè òà iíòåãðîâ-
íi ñèñòåìè� (Ïðàãà, ×åõiÿ, ÷åðâåíü 2000), XXIII ìiæíàðîäíîìó êîëîêâióìi
�Òåîðåòèêî-ãðóïîâi ìåòîäè ó ôiçèöi� (Äóáíà, ñåðïåíü 2000), XIII Ãóöóë-
ñüêié ðîáî÷ié íàðàäi �Ìåòîäè òåîðåòè÷íî¨ òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� (Êè¨â,
âåðåñåíü 2000), Ðîáî÷ié íàðàäi ÍÀÒÎ �Íåêîìóòàòèâíi ñòðóêòóðè ó ôiçè-
öi i ìàòåìàòèöi� (Êè¨â, âåðåñåíü 2000), II ìiæíàð. ñèìïîçióìi �Quantum
Theory and Symmetries� (Êðàêîâ, Ïîëüùà, ëèïåíü 2001), III ìiæíàðîäíié
êîíô. �Functional Analysis� (Êè¨â, ñåðïåíü 2001), ìiæíàðîäíié êîíô. �Non-
Euclidean Geometry in Modern Physics: Bolyai�Gauss�Lobachevsky� (Òèðãó-
Ìóðåø, Ðóìóíiÿ, ëèïåíü 2002), ìiæíàðîäíié êîíô. �Conformal Field Theory
and Integrable Systems� (×îðíîãîëîâêà, Ðîñiÿ, âåðåñåíü 2002), ìiæíàðîäíié
êîíô. �Classical and Quantum Integrable Systems� (Äóáíà, Ðîñiÿ, 26-29 ñi÷íÿ
2004), IV ìiæíàðîäíié êîíô. �Non-Euclidean Geometry in Modern Physics
and Mathematics� (Íèæíié Íîâãîðîä, Ðîñiÿ, 7-11 âåðåñíÿ 2004), Êè¨âñüêèé
Áîãîëþáiâñüêèé êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè òà òåîðåòè-
÷íî¨ ôiçèêè� (Êè¨â, 13-16 âåðåñíÿ 2004), ìiæíàðîäíié íàðàäi �Classical and
Quantum Integrable Systems� (Äóáíà, Ðîñiÿ, 22-25 ñi÷íÿ 2007), ìiæíàðîäíié
íàðàäi �Integrable Models and related mathematical structures� (Òóð, Ôðàí-
öiÿ, 7-10 ëèñòîïàäà 2007), �The 2007 Twente Conference on Lie Groups� (Åí-
ñõåäå, Íiäåðëàíäè, 12-14 ãðóäíÿ, 2007), ìiæíàðîäíié êîíô. �Êëàññè÷åñêèå
è êâàíòîâûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû 2008� (Ïðîòâiíî, Ðîñiÿ, 21-24 ñi÷íÿ
2008), êîíôåðåíöiÿ �Liouville Field Theory and Statistical Models� (Ìîñêâà,
21-24 ÷åðâíÿ 2008), ìiæíàðîäíié êîíô. �Modern Problems of Theoretical and
Mathematical Physics� (Êè¨â, 15-18 âåðåñåíÿ, 2009).

Ïóáëiêàöi¨.

Çà ìàòåðiàëàìè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî 31 íàóêîâà ïðàöÿ ó òîìó ÷è-
ñëi 27 ñòàòåé ó íàóêîâèõ æóðíàëàõ òà ôàõîâèõ ñáiðíèêàõ íàóêîâèõ ïðàöü,
à 4 ñòàòòi âèäàíi ÿê ìàòåðiàëè êîíôåðåíöié. Äèñåðòàíò ìà¹ 9 ïóáëiêàöié
áåç ñïiâàâòîðiâ.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêëàäåíà íà 275 ñòîðiíêàõ; ñêëàäà¹òüñÿ iç Âñòó-
ïó, ÷îòèðüîõ Ðîçäiëiâ, Âèñíîâêiâ, Ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë ç 158 íàé-
ìåíóâàíü.
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ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ

Ó Âñòóïi äàíà çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ðîáîòè: îáãðóíòîâàíî àêòó-
àëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó ðîáîòè òà ií.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi � �Íåñòàíäàðòíà äåôîðìàöiÿ U ′
q(son) àëãåáðè Ëi

ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ïåðåòâîðåíü� � ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåñòàíäàðòíà äåôîð-
ìàöiÿ U ′

q(son) àëãåáðè Ëi son ãðóïè îáåðòàíü SO(n), ÿêà áóëà ââåäåíà
Î.Ì. Ãàâðèëèêîì òà À.Ó. Êëiìèêîì, êëàñèôiêóþòüñÿ âñi ñêií÷åííîâèìið-
íi ïðåäñòàâëåííÿ öi¹¨ àëãåáðè, äàþòüñÿ âèðàçè äëÿ åëåìåíòiâ Êàçèìiðà, à
òàêîæ äîâîäèòüñÿ q-àíàëîã òåîðåìè Âiãíåðà�Åêàðòà äëÿ âåêòîðíèõ îïåðà-
òîðiâ. Ðåçóëüòàòè, ùî îòðèìàíi àâòîðîì ïî òåìi öüîãî ðîçäiëó i âèíîñÿòüñÿ
íà çàõèñò îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [1,3,4,9,10,11,12,14, 15,17,18,20,28].

Â ïiäðîçäiëi 1.1 äàíî îãëÿä âiäîìîñòåé ïðî íåñòàíäàðòíó äåôîðìà-
öiþ U ′

q(son) òà ¨¨ ïîðiâíÿííÿ ç ñòàíäàðòíîþ äåôîðìàöi¹þ Äðiíôåëüäà�
Äæiìáî. Âêàçàíi ðiçíîìàíiòíi çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ àëãåáðè. Çîêðåìà, àëãåáðà
U ′

q(son) ïîâ'ÿçàíà ç àëãåáðîþ ñïîñòåðåæóâàíèõ â 2+1-âèìiðíié êâàíòîâié
ãðàâiòàöi¨ (ïåòëi Âiëüñîíà íà ðiìàíîâèõ ïîâåðõíÿõ ðîäó g ïîðîäæóþòü öþ
àëãåáðó ïðè n = 2g + 2).

Â ïiäðîçäiëi 1.2 äà¹òüñÿ âèçíà÷åííÿ U ′
q(son), îïèñóþòüñÿ ñêií÷åííî-

âèìiðíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïó öi¹¨ àë-
ãåáðè, åëåìåíòè Êàçèìiðà òà âëàñíi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ Êà-
çèìiðà â íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåííÿõ.

Àëãåáðà U ′
q(son) � öå àñîöiàòèâíà àëãåáðà ç ïîðîäæóþ÷èìèìè åëå-

ìåíòàìè I21, I32, . . . , In,n−1, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

I2
j,j−1Ij−1,j−2 + Ij−1,j−2I

2
j,j−1 − [2]q Ij,j−1Ij−1,j−2Ij,j−1 = −Ij−1,j−2, (1)

I2
j−1,j−2Ij,j−1 + Ij,j−1I

2
j−1,j−2 − [2]q Ij−1,j−2Ij,j−1Ij−1,j−2 = −Ij,j−1, (2)

[Ii,i−1, Ij,j−1] = 0 , ÿêùî | i− j |> 1, (3)

äå ÷åðåç

[x]q ≡ [x] ≡ qx − q−x

q − q−1 , x ∈ C (4)
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ïîçíà÷åíî q-÷èñëî, ùî âiäïîâiäà¹ ÷èñëó x, à q � ïàðàìåòð äåôîðìàöi¨
(q ∈ C, q 6= 0,±1). Êîëè q → 1 (`êëàñè÷íà' ãðàíèöÿ), [x]q ïåðåõîäèòü â x, à
êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (1)�(3) ïåðåõîäÿòü â êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøå-
ííÿ óíiâåðñàëüíî¨ îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè äëÿ àëãåáðè Ëi son ãðóïè îáåðòàíü,
äå Ij,j−1 � ãåíåðàòîð ïîâîðîòó â ïëîùèíi (j−1, j). Ãåíåðàòîðè I±k,l, ùî âiä-
ïîâiäàþòü ïîâîðîòó â ïëîùèíi (l, k), k > l + 1, âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðñèâíî
(I+

k+1,k ≡ I−k+1,k ≡ Ik+1,k): I
±
k,l ≡ q±1/2Il+1,lI

±
k,l+1 − q∓1/2I±k,l+1Il+1,l.

Äàëi ìè íàâåäåìî ôîðìóëè äëÿ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü U ′
q(son) ó ÿâ-

íîìó âèãëÿäi. Äëÿ U ′
q(son) âiäîìî äâà òèïè íåçâiäíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ

ïðåäñòàâëåíü: (à) ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó; (á) ïðåäñòàâëåííÿ íå-
êëàñè÷íîãî òèïó. Íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó ¹ q-äåôîðìàöi-
ÿìè íåçâiäíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè Ëi son. Äëÿ ïðåä-
ñòàâëåíü íåêëàñè÷íîãî òèïó íåìà¹ êëàñè÷íîãî àíàëîãó: îïåðàòîðè ïðåä-
ñòàâëåííÿ T (a), a ∈ U ′

q(son), ìàþòü ñèíãóëÿðíîñòi ïðè q → 1.

Íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî òèïó àëãåáð
U ′

q(son), n ≥ 3, çàäàþòüñÿ íàáîðàìè mn ç bn/2c ÷èñåëm1,n,m2,n, ...,mbn/2c,n
(òóò bn/2c ïîçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó âiä n/2), ÿêi ¹ âñi öiëi àáî âñi íàïiâöiëi
òà çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì äîìiíàíòíîñòi

m1,2k+1 ≥ · · · ≥ mk,2k+1 ≥ 0, m1,2k ≥ · · · ≥ mk−1,2k ≥ |mk,2k|

äëÿ n = 2k + 1 òà n = 2k, âiäïîâiäíî. Öi ïðåäñòàâëåííÿ ïîçíà÷åíî ÷åðåç
Tmn

. Ìè âèáiðà¹ìî ó ïðîñòîði ïðåäñòàâëåííÿ q-àíàëîã áàçèñà Ãåëüôàíäà�
Öåòëiíà (ÃÖ), ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ïîñëiäîâíèìè çâóæåííÿì ïðåäñòàâëåííÿ
Tmn

íà ïiäàëãåáðè U ′
q(son−1), U

′
q(son−2), · · ·, U ′

q(so3), U
′
q(so2) := U(so2). ßê

i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó, éîãî åëåìåíòè ïîçíà÷àþòüñÿ òàáëèöÿìè ÃÖ

{αn} ≡


mn

mn−1

. . .
m2

 ≡ {mn, αn−1} ≡ {mn,mn−1, αn−2}, (5)

äå êîìïîíåíòè ms òà ms−1 çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì ãàëóæåííÿ

m1,2p+1 ≥ m1,2p ≥ m2,2p+1 ≥ m2,2p ≥ ... ≥ mp,2p+1 ≥ mp,2p ≥ −mp,2p+1,

m1,2p ≥ m1,2p−1 ≥ m2,2p ≥ m2,2p−1 ≥ ... ≥ mp−1,2p−1 ≥ |mp,2p|.
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Çðó÷íî ââåñòè òàê çâàíi l-êîîðäèíàòè lj,2p+1 = mj,2p+1 + p − j + 1,
lj,2p = mj,2p + p − j, äëÿ ÷èñåë mi,k. Îïåðàòîð Tmn

(I2p+1,2p) äi¹ íà áàçèñíi
åëåìåíòè ÃÖ, ïîìi÷åíi (5), çà ôîðìóëîþ

Tmn
(I2p+1,2p)|αn〉 =

p∑
j=1

Aj
2p(αn)

a(lj,2p)
|(αn)

+j
2p 〉 −

p∑
j=1

Aj
2p((αn)

−j
2p )

a(lj,2p − 1)
|(αn)

−j
2p 〉

òà îïåðàòîð Tmn
(I2p,2p−1) äi¹ ÿê

Tmn
(I2p,2p−1)|αn〉 =

p−1∑
j=1

Bj
2p−1(αn)

b(lj,2p−1)[lj,2p−1]
|(αn)

+j
2p−1〉

−
p−1∑
j=1

Bj
2p−1((αn)

−j
2p−1)

b(lj,2p−1 − 1)[lj,2p−1 − 1]
|(αn)

−j
2p−1〉 + iC2p−1(αn)|αn〉.

Â öèõ ôîðìóëàõ ÷åðåç (αn)
±j
s ïîçíà÷åíî òàáëèöþ (5), â ÿêié j-òà êîìïî-

íåíòà mj,s â ms çàìiíåíà íà mj,s ± 1 òà

Aj
2p(αn) =

(∏p
i=1[li,2p+1 + lj,2p][li,2p+1 − lj,2p − 1]∏p

i6=j[li,2p + lj,2p][li,2p − lj,2p]
×

×
∏p−1

i=1 [li,2p−1 + lj,2p][li,2p−1 − lj,2p − 1]∏p
i6=j[li,2p + lj,2p + 1][li,2p − lj,2p − 1]

)1/2

,

Bj
2p−1(αn) =

(∏p
i=1
∏p−1

i=1 [li,2p−2 + lj,2p−1][li,2p−2 − lj,2p−1]∏p−1
i 6=j [li,2p−1+lj,2p−1][li,2p−1−lj,2p−1]

×

×
∏p−1

i=1 [li,2p−2 + lj,2p−1][li,2p−2 − lj,2p−1]∏p−1
i6=j [li,2p−1+lj,2p−1−1][li,2p−1−lj,2p−1−1]

)1/2

,

C2p−1(αn) =

∏p
s=1[ls,2p]

∏p−1
s=1[ls,2p−2]∏p−1

s=1[ls,2p−1][ls,2p−1 − 1]
,

a(lj,2p) = {(qlj,2p+1 + q−lj,2p−1)(qlj,2p + q−lj,2p)}1/2,

b(lj,2p−1) = ([2lj,2p−1 + 1][2lj,2p−1 − 1])1/2.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðæåííÿ: Ïðåäñòàâëåííÿ Tmn
¹ íåçâiäíèìè. Ïðåä-

ñòàâëåííÿ Tmn
òà Tm′

n
¹ ïîïàðíî íååêâiâàëåíòíèìè äëÿ mn 6= m′

n.
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Íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó äàþ-
òüñÿ íàáîðàìè ε := (ε2, ε3, · · · , εn), εi = ±1, òà íàáîðàìè mn, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç bn/2c íàïiâöiëèõ (íå öiëèõ!) ÷èñåë m1,n,m2,n, · · ·, mbn/2c,n, ÿêi
çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì äîìiíàíòíîñòi

m1,n ≥ m2,n ≥ ... ≥ mbn/2c,n ≥ 1/2. (6)

Öi ïðåäñòàâëåííÿ ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç Tε,mn
. Â äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî âiäïî-

âiäíi ÿâíi ôîðìóëè äëÿ äi¨ îïåðàòîðiâ ïðåäñòàâëåíü â áàçèñi ÃÖ. Ñïðàâå-
äëèâå íàñòóïíå òâåðæåííÿ [10]: Ïðåäñòàâëåííÿ Tε,mn

òà Tε′,m′
n
� ïîïàðíî

íååêâiâàëåíòíi äëÿ (ε,mn) 6= (ε′,m′
n). Äëÿ áóäü-ÿêèõ äîïóñòèìèõ (ε,mn)

òà m′
n, ïðåäñòàâëåííÿ Tε,mn

òà Tm′
n
¹ ïîïàðíî íååêâiâàëåíòíèìè.

Â äèñåðòàöi¨ ââåäåíî q-àíàëîãè àíòèñèìåòðè÷íèõ òåíçîðíèõ îïåðà-
òîðiâ äëÿ àëãåáð U ′

q(son) íàñòóïíèì ÷èíîì:

J±
k1,k2,...,k2r

= q∓
r(r−1)

2

∑′

s∈S2r

εq±1(s)I±ks(2),ks(1)
I±ks(4),ks(3)

· · · I±ks(2r),ks(2r−1)
. (7)

Òóò 1 ≤ k1 < k2 < . . . < k2r ≤ n, òà ïiäñóìîâóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî âñiõ
ïåðåñòàíîâêàõ s iíäåêñiâ k1, k2, . . . , k2r, òàêèõ ùî

ks(2) > ks(1), ks(4) > ks(3), . . . , ks(2r) > ks(2r−1); ks(2) < ks(4) < . . . < ks(2r) .

Ñèìâîë εq±1(s) ≡ (−q±1)`(s) ¹ q-àíàëîãîì àíòèñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà Ëåâi�
×åâiòè, `(s) � äîâæèíà ïåðåñòàíîâêè s.

Åëåìåíòè

C(2r)
n =

∑
1≤k1<k2<...<k2r≤n

qk1+k2+...+k2r−r(n+1)J+
k1,k2,...,k2r

J−
k1,k2,...,k2r

, (8)

äå r = 1, 2, . . . , bn
2c (bxc îçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó x), ¹ åëåìåíòàìè Êàçèìiðà

U ′
q(son). Êðiì òîãî, äëÿ ïàðíîãî n, åëåìåíòè C

(n)+
n ≡ J+

1,2,...,n òà C
(n)−
n ≡

J−
1,2,...,n òàêîæ íàëåæàòü öåíòðó.

Òàêîæ â äèñåðòàöi¨ íàâîäÿòüñÿ ÿâíi ôîðìóëè äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü
âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ Êàçèìiðà â íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåííÿõ. Êîëè q ¹
êîðåíåì ç 1, âêàçàíèé íàáið åëåìåíòiâ Êàçèìiðà íå ïîðîäæó¹ âåñü öåíòð.
Iñíóþòü äîäàòêîâi åëåìåíòè Êàçèìiðà, ÿêi ¹ àëãåáðà¨÷íî çàëåæíèìè. Âè-
ïàäîê àëãåáðè U ′

q(so3) áóëî äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [18].



11

Â ïiäðîçäiëi 1.3 ââåäåíî âèçíà÷åííÿ òåíçîðíîãî äîáóòêó äîâiëüíî-
ãî ïðåäñòàâëåííÿ íà âåêòîðíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′

q(son), çíàéäåíî
ðîçêëàä öüîãî ïðåäñòàâëåííÿ íà íåçâiäíi ïiäïðåäñòàâëåííÿ òà âiäïîâiäíi
êîåôiöi¹íòè Êëåáøà�Ãîðäàíà, òàêîæ äîâåäåíî q-àíàëîã òåîðåìè Âiãíåðà�
Åêàðòà äëÿ âåêòîðíèõ îïåðàòîðiâ.

Àëãåáðà U ′
q(son) ìîæå áóòè âêëàäåíà â êâàíòîâó àëãåáðó Äðiíôåëüäà�

Äæiìáî Uq(sln), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê àñîöiàòèâíà àëãåáðà, ïîðîäæåíà åëå-
ìåíòàìè ei, fi, ki, k

−1
i , i = 1, 2, . . . , n− 1, òà ñïiââiäíîøåííÿìè

kik
−1
i = k−1

i ki = 1, kikj = kjki, kiejk
−1
i = qaijej, kifjk

−1
i = q−aijfj,

[ei, ej] = [fi, fj] = 0, |i− j| > 1, [ei, fj] = δij
ki − k−1

i

q − q−1 ,

e2
i ei±1−(q+q−1)eiei±1ei+ei±1e

2
i = 0, f 2

i fi±1−(q+q−1)fifi±1fi+fi±1f
2
i = 0,

äå aii = 2, ai,i±1 = −1 òà aij = 0 ïðè |i− j| > 1. Â ðîáîòi Íîóìi, Óìåäè òà
Âàêàÿìè ïîêàçàíî, ùî åëåìåíòè

Ĩi+1,i = fi − q−1kiei , i = 1, 2, . . . , n− 1, (9)

çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (1)�(3) òà âèçíà÷àþòü ãîìîìîðôiçì
U ′

q(son) → Uq(sln). Áiëüø òîãî, â [11] äîâåäåíî, ùî öåé ãîìîìîðôiçì ¹
âêëàäåííÿì, òîáòî ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè U ′

q(son) ÿê ïiäàëãåáðó â Uq(sln).

Êâàíòîâà àëãåáðà Uq(sln) äîïóñêà¹ ñòðóêòóðó Õîïôà. Êîìíîæåííÿ
ãåíåðàòîðiâ öi¹¨ àëãåáðè ìîæå áóòè âèçíà÷åíå ÿê

∆(ei) = ei ⊗ k−1
i + 1 ⊗ ei, ∆(fi) = fi ⊗ 1 + ki ⊗ fi, ∆(ki) = ki ⊗ ki.

Òîìó ìè ìà¹ìî, ùî U ′
q(son), âêëàäåíà â Uq(sln), ìà¹ âëàñòèâiñòü êîiäåàëó:

∆(Ĩi+1,i) = Ĩi+1,i ⊗ 1 + ki ⊗ Ĩi+1,i.

Òâåðæåííÿ 1.1. Àëãåáðà U ′
q(son) ¹ Uq(sln)-êîìîäóëüíîþ àëãåáðîþ ç êîäi¹þ

φ(Ii+1,i) = Ĩi+1,i ⊗ 1 + ki ⊗ Ii+1,i. Ïðè âêëàäåííi U ′
q(son) â Uq(sln), äiÿ φ

ðåäóêó¹òüñÿ äî êîìíîæåííÿ ∆ àëãåáðè Uq(sln).

Öÿ êîìîäóëüíà ñòðóêòóðà ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ ââåäåííÿ òåí-
çîðíîãî äîáóòêó âåêòîðíîãî òà äîâiëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′

q(son):
íåõàé T � äåÿêå ïðåäñòàâëåííÿ U ′

q(son) íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði V ç áàçèñîì
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{vα} òà V1 � n-âèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið ç áàçèñîì {vk}, k = 1, 2, . . . , n,
òà V⊗ ≡ V1 ⊗ V .
Òâåðæåííÿ 1.2. Âiäîáðàæåííÿ T⊗ ≡ T1 ⊗ Tmn

ç U ′
q(son) â EndV⊗, ùî

äà¹òüñÿ ôîðìóëàìè

T⊗(Ij,j−1) (vj−1 ⊗ vα) = q vj−1 ⊗ T (Ij,j−1)vα − q1/2 vj ⊗ vα, (10)

T⊗(Ij,j−1) (vj ⊗ vα) = q−1 vj ⊗ T (Ij,j−1)vα + q−1/2 vj−1 ⊗ vα, (11)

T⊗(Ij,j−1) (vk ⊗ vα) = vk ⊗ T (Ij,j−1)vα, j 6= k, j − 1 6= k (12)

âèçíà÷à¹ ïðåäñòàâëåííÿ U ′
q(son) ó ïðîñòîði V⊗.

Â [14] îòðèìàíî ðîçêëàä ïðåäñòàâëåííÿ T⊗ ≡ T1 ⊗ Tmn
àëãåáðè

U ′
q(son), n ≥ 4, íà íåçâiäíi ñêëàäîâi:

T⊗ =
⊕

m′
n∈S(mn)

Tm′
n
, (13)

äå S(m2p+1) =
∪p

j=1{m
+j
2p+1} ∪

∪p
j=1{m

−j
2p+1} ∪ {m2p+1},

S(m2p) =
∪p

j=1{m
+j
2p } ∪

∪p
j=1{m

−j
2p }. ×åðåç m±j

n ìè ïîçíà÷à¹ìî íàáið mn

ç mj,n, ùî çàìiíåíî íà mj,n±1. Ïîäiáíèé ðîçêëàä ìà¹ ìiñöå òàêîæ äëÿ
ïðåäñòàâëåíü íåêëàñè÷íîãî òèïó [17].

Âèçíà÷åííÿ 1.1. Íàáið îïåðàòîðiâ {Vk}, k = 1, 2, . . . , n, íà ïðîñòîði V,
äå ðåàëiçîâàíî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′

q(son), òàêèé ùî

[Vj−1, T (Ij,j−1)]q = Vj, [T (Ij,j−1), Vj]q = Vj−1, (14)

[T (Ij,j−1), Vk] = 0, ÿêùî j 6= k òà j − 1 6= k, (15)

äå [X,Y ]q=q
1/2XY−q−1/2Y X, íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì îïåðàòîðîì àëãå-

áðè U ′
q(son).

Íåõàé T � ïðÿìà ñóìà íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó àë-
ãåáðè U ′

q(son) ç äîâiëüíîþ êðàòíiñòþ. Âèáåðåìî áàçèñ ÃÖ â V . Ðîçãëÿíå-
ìî äåÿêèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið Vmn,s äå ðåàëiçîâàíî ïiäïðåäñòàâëåííÿ
åêâiâàëåíòíå Tmn

. ßêùî âiäïîâiäíi êðàòíîñòi áiëüøå 1, ÷èñëî s íóìåðó¹
òàêi ïiäïðîñòîðè. Äëÿ âåêòîðíèõ îïåðàòîðiâ äîâåäåíî q-àíàëîã òåîðåìè
Âiãíåðà�Åêàðòà:
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Òåîðåìà 1.3. ßêùî V � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ç îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì

Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà {|mn, αn−1; s〉}, ìè ìà¹ìî äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî

îïåðàòîðà {Vk} íà V íàñòóïíó ôàêòîðèçàöiþ

〈m′
n, α

′
n−1; s

′|Vk|mn, αn−1; s〉 = ((m′
n, α

′
n−1)|k, (mn, αn−1))(m

′
n, s

′‖V ‖mn, s),

äå êîåôiöi¹íòè Êëåáøà�Ãîðäàíà âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ

((m′
n, α

′
n−1)|k, (mn, αn−1)) =

〈mn+1, α
′
n|Tmn+1

(I+
n+1,k)|mn+1, αn〉

〈mn+1,m′
n, αn−1|Tmn+1

(In+1,n)|mn+1,mn, αn−1〉

×(n, (mn, αn−1)|(m′
n, αn−1)), 1 ≤ k < n,

à ÷åðåç (m′
n, s

′‖V ‖mn, s) ïîçíà÷åíî ïðèâåäåíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè, ÿêi

íå çàëåæàòü âiä iíäåêñà k âåêòîðíîãî îïåðàòîðà Vk òà âiä êîíêðåòíèõ

áàçèñíèõ åëåìåíòiâ, ìiæ ÿêèìè áåðåòüñÿ ìàòðè÷íèé åëåìåíò.

Àíàëîãi÷íà òåîðåìà ìà¹ ìiñöå i äëÿ ïðåäñòàâëåíü íåêëàñè÷íîãî òèïó.

Â ïiäðîçäiëi 1.4 äîâîäÿòüñÿ òåîðåìè ïðî êëàñèôiêàöiþ ñêií÷åííîâè-
ìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè U ′

q(son) êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç 1. Äîâåäåí-
íÿ ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹ q-àíàëîã òåîðåìè Âiãíåðà�Åêàðòà, ùî äîâåäåíà â
ïiäðîçäiëi 1.3.

Òåîðåìà 1.8. Íåçâiäíi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son)

âè÷åðïóþòüñÿ ïðåäñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïiâ. Êî-

æíå ñêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè U ′
q(son) ¹ öiëêîì çâiäíèì.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ íàçèâà¹òüñÿ �Ãàðìîíi÷íèé àíàëiç íà êâàí-
òîâèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ�. Â íüîìó ïîáóäîâàíà òåîðiÿ q-ãàðìîíi÷íèõ
ïîëiíîìiâ íà êâàíòîâèõ äiéñíîìó òà êîìïëåêñíîìó âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ
(ïðîñòîðàõ ç íåêîìóòóþ÷èìè êîîðäèíàòàìè). Çîêðåìà ïîêàçàíî, ùî ði-
çíèì ëàíöþæêàì âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð âiäïîâiäàþòü ðiçíi ñõåìè ðîçäiëå-
ííÿ çìiííèõ. Ðåçóëüòàòè, ùî îòðèìàíi àâòîðîì ïî òåìi öüîãî ðîçäiëó i
âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [13,16,19,21,23].

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 îêðåñëåíà çàãàëüíà ñõåìà òåîði¨ ãàðìîíi÷íèõ ïîëi-
íîìiâ íà çâè÷àéíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ òà ùî ¨é âiäïîâiäà¹ ó âèïàäêó
êâàíòîâèõ ïðîñòîðiâ.

Ïiäðîçäië 2.2 ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâi òåîði¨ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ íà
êâàíòîâîìó äiéñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði, ïîðîäæåíîìó q-êîìóòóþ÷èìè
åëåìåíòàìè x1, x2, . . . , xn � êîîðäèíàòàìè íà öüîìó ïðîñòîði: íåõàé A ≡
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C[x1, x2, . . . , xn]� àñîöiàòèâíà àëãåáðà ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè x1, x2, . . . , xn

ç âèçíà÷àëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè xixj = qxjxi, i < j. Öÿ àëãåáðà íàçèâà-
¹òüñÿ àëãåáðîþ ôóíêöié íà n-âèìiðíîìó êâàíòîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði.
Ìè âèçíà÷à¹ìî íà A îïåðàöi¨ q-äèôåðåíöiþâàíü ∂i òà ∂

′
i, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè

îïåðàòîðàìè, ùî çàíóëÿþòü ìîíîìè p, ÿêi íå ìiñòÿòü xi, òà äiþòü ÿê

∂i = x̆−1
i

γi − γ−1
i

q − q−1 , ∂′i = x̂−1
i

γi − γ−1
i

q − q−1

íà ìîíîìè, ÿêi ìiñòÿòü xi, äå ÷åðåç x̂i òà x̆i ïîçíà÷åíî îïåðàòîðè ëiâîãî
òà ïðàâîãî ìíîæåííÿ íà xi, âiäïîâiäíî, òà àâòîìîðôiçì γi äi¹ ÿê γi(xk) =
qδikxk. Íà öüîìó êâàíòîâîìó ïðîñòîði A äi¹ êâàíòîâà àëãåáðà Uq(sln):

ρ(ki) = γiγ
−1
i+1, ρ(ei) = x̆iγi∂i+1, ρ(fi) = x̆i+1γ

−1
i ∂i.

Äiÿ ρ òà ôîðìóëa (9), ùî çàäà¹ âêëàäåííÿ U ′
q(son) ⊂ Uq(sln), ïðèâîäÿòü äî

ïðåäñòàâëåííÿ T = ρ ◦ ϕ àëãåáðè U ′
q(son) íà A:

T (Ij+1,j) = x̆j+1γ
−1
j ∂j − x̆jγj+1∂j+1 .

Îïåðàòîðè êâàäðàòà q-ðàäióñó Q̂ = x̂2
1+q

−1x̂2
2+· · ·+q−n+1x̂2

n òà q-îïåðàòîð
Ëàïëàñà íà êâàíòîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði

∆q ≡ ∆ = qn−1∂2
1 + qn−2∂2

2 + · · · + ∂2
n

êîìóòóþòü ç äi¹þ U ′
q(son). Ïîëiíîì p ∈ A íàçèâà¹òüñÿ q-ãàðìîíi÷íèì ÿêùî

∆p = 0. Ëiíiéíèé ïiäïðîñòið A, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ q-ãàðìîíi÷íèõ ïî-
ëiíîìiâ ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç H. Íåõàé Am (âiäïîâiäíî Hm) � ïiäïðîñòið âñiõ
(âiäïîâiäíî ãàðìîíi÷íèõ) ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿm. Òîäi ïîäiáíî äî êëàñè÷íîãî
âèïàäêó, ïðîñòið Am ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi ïðÿìî¨ ñóìè

Am = Hm ⊕QAm−2.

Öåé ðîçêëàä ìà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê:

Am =
⊕

0≤2j≤m

QjHm−2j

(ïiäñóìîâóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî j = 0, 1, 2, . . . , bm/2c, äå bm/2c � öiëà
÷àñòèíà m/2). Êîæåí ïiäïðîñòið Hm ¹ iíâàðiàíòíèì ïî âiäíîøåííþ äî äi¨
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U ′
q(son). Îñíîâíèì òåõíi÷íèì çàñîáîì ïðè ïîáóäîâi áàçèñó q-ãàðìîíi÷íèõ

ïîëiíîìiâ ¹ ïðîåêòîð Hm : Am = Hm ⊕QAm−2 → Hm. ßâíà ôîðìóëà äëÿ
íüîãî çíàéäåíà i ìà¹ âèãëÿä

Hmp =

bm/2c∑
k=0

αkQ̂
k∆kp, αk =

(−1)k[n+ 2m− 2k − 4]!!

[2k]!![n+ 2m− 4]!!
,

[s]!! = [s][s− 2][s− 4] · · · [2] (àáî [1]) òà [0]!! = 1.

Â äèñåðòàöi¨ ïîêàçàíî, ùî ðiçíèì ëàíöþæêàì âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð
àëãåáðè U ′

q(son) âiäïîâiäàþòü ðiçíi áàçèñè â ïðîñòîði ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíî-
ìiâ. Íàâåäåìî ôîðìóëó äëÿ áàçèñó, ùî âiäïîâiäà¹ ëàíöþæêó âêëàäåíèõ
ïiäàëãåáð

U ′
q(son) ⊃ U ′

q(son−1) ⊃ · · · ⊃ U ′
q(so3) ⊃ U ′

q(so2), (16)

äå U ′
q(so2) � êîìóòàòèâíà ïiäàëãåáðà, ïîðîäæåíà åëåìåíòîì I21. Öåé áà-

çèñ ¹ q-àíàëîãîì äîáðå âiäîìîãî íàáîðó ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê,
ÿêi ¹ äîáóòêàìè ïåâíèõ ïîëiíîìiâ Ãåãåíáàóåðà. Íåõàé ìè ìà¹ìî áàçèñ ãàð-
ìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ, ùî âiäïîâiäà¹ àëãåáði U ′

q(son−1) òà hs(x
′) � äåÿêèé

îäíîðiäíèé ãàðìîíi÷íèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ s ïî x′ = (x1, x2, . . . , xn−1) ç öüî-
ãî áàçèñó. Òîäi xm−s

n hs(x
′) ∈ Am i ïðîåêöi¹þ íà ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè ¹

Hm(xm−s
n hs(x

′)) = t̂n,m
s (Q, xn)hs(x

′),

t̂n,m
s (Q, xn) =

b(m−s)/2c∑
k=0

(−1)kq−2sk[m− s]![2m+ n− 2k − 4]!!

[m− s− 2k]![2k]!![2m+ n− 4]!!
Qkxm−s−2k

n .

Ïîâíèé áàçèñ, ùî âiäïîâiäà¹ ëàíöþæêó (16), áóäó¹òüñÿ iòåðàòèâíî:

Ξm(x) = tn,m
mn−1

(Q, xn)t
n−1,mn−1
mn−2

(Qn−1, xn−1) · · · t3,m3
m2

(Q3, x3)t
2,m2(x1, x2),

m ≥ mn−1 ≥ mn−2 ≥ · · · ≥ m3 ≥ |m2|,

äå ïîëiíîìè t2,m2(x1, x2) âèçíà÷åíi òàê:

t2,0(x1, x2) ≡ 1, t2,s(x1, x2) = (ix1+x2)(ix1+qx2) · · · (ix1+q
s−1x2), s > 0,

t2,s(x1, x2) = (ix1 − x2)(ix1 − qx2) · · · (ix1 − q−s+1x2), s < 0 .

Çàìiñòü âêëàäåííÿ U ′
q(son) ⊃ U ′

q(son−1) ìîæíà ðîçãëÿíóòè âêëàäå-
ííÿ U ′

q(son) ⊃ U ′
q(sop) ⊗ U ′

q(son−p), ÿêå âiäïîâiäà¹ ðîçäiëåííþ çìiííèõ â
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ïîëiñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò. ßê i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó, ïîäàëüøi
çâóæåííÿ ìîæóòü áóòè çðîáëåíi îäíèì ç öèõ äâîõ ñïîñîáiâ. Ðiçíi ñõåìè
âêëàäåíü ïiäàëãåáð ïðèðîäíüî ïîçíà÷àþòüñÿ ðiçíèìè ãðàôàìè òèïó äå-
ðåâ, à ¨ì âiäïîâiäàþòü ðiçíi áàçèñè â Hm.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè áóëè îòðèìàíi äëÿ êâàíòî-
âîãî êîìëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, ïîðîäæåíîìó åëåìåíòàìè zi, wi,
i = 1, 2, . . . , n, íà ÿêîìó äi¹ êâàíòîâà ãðóïà GLq(n) (àáî Uq(n)), à zi (âiä-
ïîâiäíî, wi) ãðàþòü ðîëü ãîëîìîðôíèõ (âiäïîâiäíî, àíòèãîëîìîðôíèõ) êî-
îðäèíàò íà êâàíòîâîìó ïðîñòîði.

Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìà¹ íàçâó �Ìîäåëü Ðóçiíàðñà ÿê
ïðèêëàä ìîäåëi ïîâ'ÿçàíî¨ ç êâàíòîâèì ñèìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì�. Â íüîìó
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ùå îäèí òèï êâàíòîâèõ ïðîñòîðiâ � q-äåôîðìàöiÿ îäíîði-
äíîãî ñèìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó GL(n)/SO(n). Íîóìi äàâ âèçíà÷åííÿ àëãå-
áðè ôóíêöié Fq(GL(n)/ SO(n)) íà öüîìó êâàíòîâîìó ïðîñòîði òà âiäïî-
âiäíèõ çîíàëüíèõ ñôåði÷íèõ ôóíêöié íà íüîìó. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öi ñôå-
ðè÷íi ôóíêöi¨ ïðè çâóæåííi íà ïiäàëãåáðó Êàðòàíà ¹ ñïiëüíèìè âëàñíèìè
ôóíêöiÿìè êîìóòóþ÷îãî íàáîðó ðiçíåöåâèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi ¹ ãàìiëüòîíià-
íîì òà êîìóòóþ÷èì íàáîðîì iíòåãðàëiâ ðóõó êâàíòîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨
n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà. Öi îïåðàòîðè ç'ÿâëÿþòüñÿ ÿê ðàäiàëü-
íi êîìïîíåíòè q-îïåðàòîðiâ Ëàïëàñà�Áåëüòðàìi íà êâàíòîâîìó ïðîñòîði
Fq(GL(n)/ SO(n)), ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì Êàçèìiðà Uq(gln). Â äèñåð-
òàöi¨ çíàéäåíî �ðàäiàëüíi� êîìïîíåíòè âñiõ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ Êàçèìiðà.
Ìåòîä âèâåäåííÿ ¹ óçàãàëüíåííÿì ìåòîäó, çàïðîïîíîâàíîãî Íîóìi, òà âè-
êîðèñòîâó¹ òåõíiêó àôiííèõ àëãåáð Ãåêêå, ðîçâèíóòó ×åðåäíiêîì. Ðåçóëü-
òàòè, ùî îòðèìàíi àâòîðîì ïî òåìi öüîãî ðîçäiëó i âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò
îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [22,24,25].

Ïiäðîçäië 3.1 ¹ âñòóïîì äî öüîãî ðîçäiëó. Â íüîìó âèêëàäà¹òüñÿ îñíîâ-
íà iäåÿ ìåòîäó. Çîêðåìà âêàçó¹òüñÿ, ùî âií ¹ óçàãàëüíåííÿì ïiäõîäó Îëüøà-
íåöüêîãî�Ïåðåëîìîâà ç çâè÷àéíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ íà êâàíòîâi ïðî-
ñòîðè: êâàíòîâi ãàìiëüòîíiàíè òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà, ÿêi ìè
òóò ðîçãëÿäà¹ìî, ¹ ðåëÿòèâiñòñüêèì óçàãàëüíåííÿì êâàíòîâèõ ãàìiëüòîíi-
àíiâ ìîäåëi Ñàçåðëåíäà, ïîâ'ÿçàíèõ ç ðàäiàëüíèìè ÷àñòèíàìè îïåðàòîðiâ
Ëàïëàñà íà GL(n)/SO(n). Îòæå â öié ìîäåëi, ïàðàìåòð äåôîðìàöi¨ q ìà¹
ñåíñ ðåëÿòèâiñòñüêîãî ïàðàìåòðó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 çíàõîäÿòüñÿ �ðàäiàëüíi� êîìïîíåíòè âñiõ áàçèñíèõ
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åëåìåíòiâ Êàçèìiðà, ÿêi äàþòü ãàìiëüòîíiàí òà êîìóòóþ÷è iíòåãðàëè ðóõó
ìîäåëi Ðóçiíàðñà. Â öèõ äîñëiäæåííÿõ õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìîäåëi Ðóçiíàð-
ñà âèçíà÷åíi ÿê ìàòðè÷íi åëåìåíòè Ψ(x1, x2, . . . , xn) = 〈v|q

∑n
k=1 xkεk|v〉, äå

qεk íàëåæèòü ïiäàëãåáði Êàðòàíà êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln), 〈v| òà |v〉 �
iíâàðiàíòíi âåêòîðè ïî âiäíîøåííþ äî ïðàâî¨ òà ëiâî¨ äié íåñòàíäàðòíî¨
q-äåôîðìàöi¨ U ′

q(son). Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîâîäèòüñÿ, ùî

〈v|qhCr|v〉 = qr(r−1)
∑

I⊂[1,n], |I|=r

 ∏
i∈I,j 6∈I

q2q2xi − q2xj

q2xi − q2xj

 〈v|qh+2
∑

i∈I εi|v〉

= ĤrΨΛ(x1, x2, . . . , xn),

äå Cr � r-èé áàçèñíèé åëåìåíò Êàçèìiðà Uq(gln), à Ĥr � r-èé êâàíòîâèé
ãàìiëüòîíiàí òðèãîíîìåòðè÷íî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà:

Ĥr = qr(r−1)
∑

I⊂[1,n], |I|=r

 ∏
i∈I,j 6∈I

q2q2xi − q2xj

q2xi − q2xj

 e2
∑

i∈I ∂xi .

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè |v〉 íàëåæèòü äåÿêîìó Uq(gln)-ìîäóëþ VΛ çi ñòàð-

øîþ âàãîþ Λ = (Λ1, . . . , Λn), ìè ìà¹ìî Cr|v〉 = E
(r)
Λ |v〉, äå

E
(r)
Λ = er(q

2Λ1+2n−2, q2Λ2+2n−4, . . . , q2Λn).

Ìè âèêîðèñòàëè er(x1, x2, . . . , xn) äëÿ ïîçíà÷åííÿ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè-

÷íèõ ïîëiíîìiâ. Îòæå 〈v|qhCr|v〉 = E
(r)
Λ ΨΛ(x1, x2, . . . , xn). Ïðèðiâíþþ÷è

äâà âèðàçè äëÿ 〈v|qhCr|v〉, ìè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà äëÿ êâàí-
òîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà:

ĤrΨΛ(x1, x2, . . . , xn) = E
(r)
Λ ΨΛ(x1, x2, . . . , xn).

Ðîçâ'ÿçîê ΨΛ(x1, x2, . . . , xn) öüîãî ðiâíÿííÿ äà¹òüñÿ â òåðìiíàõ ïîëiíîìà
Ìàêäîíàëüäà Pλ(X1, X2, . . . , Xn; q, t)

ΨΛ(x1, x2, . . . , xn) = Pλ(q
2x1, q2x2, . . . , q2xn; q4, q2)q`(x1+x2+···+xn),

äå ðîçáèòòÿ λ = (λ1, λ2, . . . , λn) òà ` ∈ Z âèçíà÷àþòüñÿ

Λ = (Λ1,Λ2, . . . ,Λn) = (2λ1 + `, 2λ2 + `, . . . , 2λn + `).
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Ó ïiäðîçäiëi 3.3, çíàéäåíî ÿâíî ôîðìóëè äëÿ iíâàðiàíòíèõ âåêòîðiâ
〈v| òà |v〉 â òåðìiíàõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ÃÖ íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ VΛ.
Öå äîçâîëèëî îá÷èñëèòè êîìáiíàòîðíèì ÷èíîì õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìîäåëi òà
âèðàçèòè ¨õ ÷åðåç ïîëiíîìè Ìàêäîíàëüäà.

×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìà¹ íàçâó �Ðîçäiëåííÿ çìií-
íèõ â êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ìîäåëÿõ�. Â öüîìó ðîçäiëi ìåòîä ðîçäiëåííÿ
çìiííèõ (àáî ôóíêöiîíàëüíèé àíçàö Áåòå), çàïðîïîíîâàíèé Ñêëÿíiíèì äëÿ
ðîçâ'ÿçàííÿ ìîäåëi ïåðiîäè÷íîãî êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Òîäè, àäàïòó¹òüñÿ
äî ìîäåëi êâàíòîâîãî ëàíöþæêà Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ òà äî ìî-
äåëi Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà (ìîäåëü ç ZN -ñèìåòði¹þ). Îñòàííÿ
ìîäåëü ïðè N = 2 ïîâ'ÿçàíà ç ìîäåëëþ Içiíãà [2] i òîìó ìåòîä ðîçäiëåííÿ
çìiííèõ äà¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè âëàñíi ñòàíè òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäå-
ëi Içiíãà. Öi ôîðìóëè, â ñâîþ ÷åðãó, äîçâîëèëè äîâåñòè ôîðìóëó Áóãðiÿ�
Ëiñîâîãî äëÿ ìàòðè÷íîãî åëåìåíòó ñïiíîâîãî îïåðàòîðà ìiæ âëàñíèìè ñòà-
íàìè òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà. Îñòàííÿ ôîðìóëà âiäêðèëà ìîæëè-
âiñòü äëÿ äîñëiäæåííÿ äîâiëüíèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié â ìîäåëi Içiíãà.
Ìîäåëü Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà (ìîäåëü ÁÁÑ) ïðè äîâiëüíîìó N
ìà¹ íàñòóïíi çàñòîñóâàííÿ. Âîíà ïîâ'ÿçàíà ç êiðàëüíîþ ìîäåëëþ Ïîòòñà,
ÿêà îïèñó¹ ôàçîâi ïåðåõîäè ìiæ ñïiâðîçìiðíîþ òà íåñïiâðîçìiðíîþ ôà-
çàìè â çàäà÷i àäñîðáöi¨ ãàçó íà êðèñòàëi÷íèõ ãðàòêàõ. ÁÁÑ ìîäåëü íà 3
âóçëàõ åêâiâàëåíòíà ìîäåëi Õîôøòàäåðà: çàäà÷à ïðî ðóõ åëåêòðîíà íà
äâîâèìiðíié (êâàäðàòíié ÷è òðèêóòíié) ãðàòöi â îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó
ïîëi. Ðåçóëüòàòè, ùî îòðèìàíi àâòîðîì ïî òåìi öüîãî ðîçäiëó i âèíîñÿòüñÿ
íà çàõèñò îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [2,5,6,7,8,26,27,29,30,31].

Ìîäåëü ÁÁÑ çàäà¹òüñÿ ÿê êâàíòîâèé ëàíöþæîê ç m âóçëiâ, â êî-
æíîìó ç ÿêèõ ðîçòàøîâàíî ñïií, ùî ìîæå áóòè â N êâàíòîâèõ ñòàíàõ.
Ïðîñòið êâàíòîâèõ ñòàíiâ ¹ äîáóòêîì îäíîâóçîëüíèõ êâàíòîâèõ ïðîñòîðiâ
Vk, k = 1, 2, . . . ,m, ç áàçèñîì |γ〉k, γ ∈ ZN = {0, 1, 2, . . . , N − 1, N ≡ 0}.
Â öüîìó ïðîñòîði äiþòü îïåðàòîðè Âåéëÿ uk òà vk (óçàãàëüíåííÿ ìàòðèöü
Ïàóëi σz

k, σ
x
k): uk|γ〉k = ωγ|γ〉k, vk|γ〉k = |γ + 1〉k, äå ω = e2πi/N . Ìà¹ìî

ukvk = ωvkuk, uN
k = vN

k = 1. Êîæíîìó âóçëó k = 1, 2, . . . ,m ëàíöþæêà
ñïiâñòàâëÿ¹òüñÿ L-îïåðàòîð:

Lk(λ) =

(
1 + λκkvk, λu−1

k (ak−bkvk)

uk(ck − dkvk), λakck + vk
bkdk

κk

)
,

äå λ (ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð), κk, ak, bk, ck i dk - ïàðàìåòðè ìîäåëi. Ìàòðè-
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öÿ ìîíîäðîìi¨ ÁÁÑ-ìîäåëi âèçíà÷åíà ÿê ïîñëiäîâíèé äîáóòîê L-îïåðàòîðiâ:

Tn(λ) = L1(λ)L2(λ) · · · Ln(λ) =

(
An(λ) Bn(λ)

Cn(λ) Dn(λ)

)
.

Âîíà çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííþ ßíãà�Áàêñòåðà:

R(λ, µ) (Tn(λ) ⊗ I)(I ⊗ Tn(µ)) = (I ⊗ Tn(µ))(Tn(λ) ⊗ I)R(λ, µ) ,

ç òâiñòîâàíîþ òðèãîíîìåòðè÷íîþ R-ìàòðèöåþ

R(λ, µ) =


λ− ωµ 0 0 0

0 ω(λ− µ) λ(1 − ω) 0
0 µ(1 − ω) λ− µ 0
0 0 0 λ− ωµ

 .

Ðiâíÿííÿ ßíãà�Áàêñòåðà äà¹, ùî òðàíñôåð-ìàòðèöÿ

t(λ) = trTn(λ) = An(λ) + Dn(λ) = H0 + H1λ + · · · + Hnλ
n

çàäîâiëüíÿ¹ [tn(λ), tn(µ)] = 0 ïðè äîâiëüíèõ λ òà µ. Îòæå, îïåðàòîðè
H0,H1, . . . ,Hn âñi êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ. Àíàëîãi÷íî, Bn(λ) = h1λ +
h2λ

2 +· · ·+hnλ
n òàêîæ ïîðîäæó¹ íàáið êîìóòóþ÷èõ îïåðàòîðiâ: h1, h2, . . .,

hn. Êîæåí ç öèõ íàáîðiâ çàäà¹ êâàíòîâó iíòåãðîâíó ñèñòåìó: iíòåãðàëiâ ðó-
õó ñòiëüêè æ ñêiëüêè ñòóïåíiâ ñâîáîäè.

Çàäà÷à â òîìó, ùîá ïîáóäóâàòè ñïiëüíi ñòàíè âåêòîðè äëÿ âñiõ H0,
H1, . . ., Hn. Ìåòîä àëãåáðà¨÷íîãî àíçàöó Áåòå íå ïðàöþ¹ îñêiëüêè íå iñíó¹
ïñåâäîâàêóóìó. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàíòîâèé ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìií-

íèõ, çàïðîïîíîâàíèé Ñêëÿíiíèì. Âëàñíi ñòàíè áóäóþòüñÿ ó äâà åòàïè:

• Äîïîìiæíà çàäà÷à: áóäó¹ìî âëàñíi ñòàíè Bn(λ) çà iòåðàòèâíîþ ïðî-
öåäóðîþ: B1(λ) → B2(λ) → · · · → Bn(λ);

• øóêà¹ìî âëàñíi ñòàíè tn(λ) ÿê ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ âëàñíèõ ñòàíiâBn(λ).
Âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííþ Áàêñòåðà,
ÿêå äîçâîëÿ¹ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ.

Ðiâíÿííÿ íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ Bn(λ) íàñòóïíå:

Bn(λ)|Ψρn
〉 = λ rn,0 ω

−ρn,0

n−1∏
k=1

(
λ+ rn,kω

−ρn,k
)
|Ψρn

〉 , (17)
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äå âëàñíi ñòàíè ïîìi÷àþòüñÿ íàáîðîì ρn = (ρn,0, . . . , ρn,n−1) ∈ (ZN)n, à
ïàðàìåòðè rn,k âèçíà÷àþòüñÿ ïàðàìåòðàìè ìîäåëi çà ïåâíîþ ïðîöåäóðîþ.
Ðåêóðåíòíà ôîðìóëà äëÿ âëàñíèõ ñòàíiâ Bm(λ) íàñòóïíà:

|Ψρm
〉 =

∑
ρm−1,

ρm∈ZN

Q(ρm−1, ρm, γm|ρm)|Ψρm−1
〉 ⊗ |ψρm

〉m ,

Q(ρm−1, ρm, γm|ρm) =
ω(ρ̃m−ρ̃m−1)(ρm−ρm,0)

wpm0
(ρm,0 − ρm−1,0 − 1)wp̃m

(ρ̃m − ρm − 1)
×

×

∏m−2
l=1

∏m−1
k=1 wpm,k

m−1,l
(ρm−1,l − ρm,k)∏m−2

j,l(j 6=l)wpm−1,l
m−1,j

(ρm−1,j − ρm−1,l)

m−2∏
l=1

wpm−1,l
(−ρm−1,l)

wp̃m−1,l
(ρm−1,l)

,

äå ôóíêöiÿ wp(ρ) ¹ öèêëi÷íèì àíàëîãîì ãàììà-ôóíêöi¨ âiä äèñêðåòíî¨ çìií-
íî¨ ρ òà âiä ïàðàìåòðó � ïåâíî¨ òî÷êè íà êðèâié Ôåðìà p = (x, y), xN +
yN = 1. Âèçíà÷à¹ìî wp(ρ) ðåêóðåíòíî: wp(0) = 1, wp(ρ)/wp(ρ−1) = y/(1−
ωρx). Ó ôîðìóëi ôiãóðóþòü òî÷êè êðèâî¨ Ôåðìà pm,s

m′,s′ = (xm,s
m′,s′, y

m,s
m′,s′),

pm,s = (xm,s, ym,s), ... âèçíà÷åíi ÿê x
m,s
m′,s′ = rm,s/rm′,s′, xm,s = arm,s/b, ...

Òåïåð øóêà¹ìî âëàñíèé âåêòîð tn(λ) ç âëàñíèì çíà÷åííÿì tn(λ) ÿê
ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âëàñíèõ âåêòîðiâ Bn(λ):

|Φρ,E〉 =
∑
ρn

ω−ρ·ρn,0 Q(ρn| ρ,E)∏n−1
s,s′=1wpn,s′

n,s
(ρn,s − ρn,s′)

|Ψρn
〉 .

Ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ íà Q(ρn| ρ,E) äîïóñêà¹ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ:
Q(ρn| ρ,E) =

∏n−1
k=1 Qk(ρn,k) äå êîæåí ìíîæíèê Qk(ρn,k) çàäîâiëüíÿ¹ ðiâ-

íÿííþ Áàêñòåðà:

tn(λn,k|ρ,E)Qk(ρn,k) = ∆+
k (λn,k)Qk(ρn,k + 1) + ∆−

k (ωλn,k)Qk(ρn,k − 1),

λn,k = −rn,kω
−ρn,k . Öå ñèñòåìà ç Nn ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, óìî-

âà ñóìiñíîñòi ÿêèõ âèçíà÷à¹ ñïåêòð åíåðãié êâàíòîâîãî ëàíöþæêà (òîáòî
êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà tn(λ)).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà íå ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ÿâíî.
Ó äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿäàþòüñÿ äâà ÷àñòêîâèõ âèïàäêà, â ÿêèõ öi ðiâíÿííÿ
ðîçâ'ÿçóþòüñÿ: (1) ÁÁÑ-ìîäåëü ïðè N = 2, ÿêà âiäïîâiäà¹ ìîäåëi Içiíãà;
(2) ÁÁÑ-ìîäåëü ïðè äîâiëüíîìó N , àëå ïàðàìåòðè ìîäåëi âèáðàíi òàêi, ùî
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∆+ = 0 àáî ∆− = 0. Öåé âèïàäîê âiäïîâiäà¹ ÁÁÑ-ìîäåëi ç ôiêñîâàíèì
ãðàíè÷íèìè óìîâàìè.

Òóò ìè îïèøåìî çâ'ÿçîê ÁÁÑ-ìîäåëi ïðè N = 2 ç ìîäåëëþ Içiíãà
íà êâàäðàòíié ãðàòöi. Òðàíñôåð-ìàòðèöÿ ÁÁÑ-ìîäåëi ïðè N = 2, a = c,
b = d òà λ = b/a ìà¹ âèãëÿä

tn(b/a) = trTn(b/a) =
n∏

k=1

(1 + σ̂x
k · b/a) ·

n∏
k=1

(1 + σ̂z
k−1σ̂

z
k · ab).

Ïîðiâíþþ÷è ç òðàíñôåð-ìàòðèöåþ ìîäåëi Içiíãà

tIs = exp
n∑

k=1

K∗
x σ̂

x
k · exp

n∑
k=1

Kx σ̂
z
k−1 σ̂

z
k

áà÷èìî, ùî öi äâi ìàòðèöi ñïiâïàäàþòü ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà ïðè íà-
ñòóïíîìó îòîòîæíåííi ïàðàìåòðiâ: tanhKx = ab, tanhK∗

x = exp(−2Ky) =
b/a. Òîìó öi äâi òðàíñôåð-ìàòðèöi ìàþòü ñïiëüíèé íàáið âëàñíèõ ñòàíiâ.
Îñêiëüêè âëàñíi ñòàíè òðàíñôåð-ìàòðèöi ÁÁÑ-ìîäåëi íå çàëåæàòü âiä ñïå-
êòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ, ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äà¹ ÿâíi ôîðìóëè äëÿ
âëàñíèõ ñòàíiâ òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà. Öå äîçâîëèëî äîâåñòè ôîð-
ìóëó Áóãðiÿ�Ëiñîâîãî äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðó ìî-
äåëi Içiíãà ìiæ öèìè âëàñíèìè ñòàíàìè. Òðàíñôåð-ìàòðèöÿ ìîäåëi Içiíãà
ìà¹ ñïåêòð ñèñòåìè âiëüíèõ ôåðìiîíiâ ç äèñïåðñiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì

cosh γ(q) =
(tx + t−1

x )(ty + t−1
y )

2(t−1
x − tx)

−
ty − t−1

y

tx − t−1
x

cos q ,

tx = tanhKx, ty = tanhKy, ìiæ åíåðãi¹þ γ(q) òà iìïóëüñîì q. Âñi âëà-
ñíi ñòàíè â çàëåæíîñòi âiä òîãî ÷è âîíè ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ïåðåâî-
ðîòó âñiõ ñïiíiâ ÷è çìiíþþòü çíàê íàëåæàòü, âiäïîâiäíî, NS-ñåêòîðó ÷è
R-ñåêòîðó. NS-ñåêòîðó âiäïîâiäàþòü ôåðìiîíè ç àíòèïåðiîäè÷íèìè ãðàíè-
÷íèìè óìîâàìè (i íàïiâöiëèìè iìïóëüñàìè), à R-ñåêòîðó âiäïîâiäàþòü ôåð-
ìiîíè ç ïåðiîäè÷íèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (i öiëèìè iìïóëüñàìè). Áóäåìî
ïîçíà÷àòè âëàñíi ñòàíè âêàçóþ÷è iìïóëüñè ôåðìiîííèõ çáóäæåíü. Ôîðìó-
ëà Áóãðiÿ�Ëiñîâîãî äëÿ êâàäðàòiâ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ íàñòóïíà:

|NS〈q1, q2, . . . , qK |σ̂z
k|p1, p2, . . . , pL〉R|2 =
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= ξξT

(
tx − t−1

x

ty − t−1
y

)(K−L)2/2 K∏
j=1

∏NS
q 6=qj

sinh
γ(qj)+γ(q)

2

n
∏R

p sinh
γ(qj)+γ(p)

2

L∏
j=1

∏R
p6=pj

sinh
γ(pj)+γ(p)

2

n
∏NS

q sinh
γ(pj)+γ(q)

2

×

×
∏

1≤i≤K
1≤j≤L

sinh2 γ(qi)+γ(pj)
2

sin2 qi−pj

2

K∏
i<j

sin2 qi−qj

2

sinh2 γ(qi)+γ(qj)
2

L∏
i<j

sin2 pi−pj

2

sinh2 γ(pi)+γ(pj)
2

,

ξ = ((sinh 2Kx sinh 2Ky)
−2 − 1)1/4 ,

ξT =

( ∏NS
q

∏R
p sinh2 γ(q)+γ(p)

2∏NS
q,q′ sinh γ(q)+γ(q′)

2

∏R
p,p′ sinh γ(p)+γ(p′)

2

)1/4

.

Íàðåøòi, ó Âèñíîâêàõ íàâåäåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðî-
áîòè òà ðåêîìåíäàöi¨ ùîäî ¨õ âèêîðèñòàííÿ.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

1. Äîñëiäæåíî ìîäåëü Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà (ÁÁÑ). Çîêðå-
ìà, ïîáóäîâàíî âëàñíi âåêòîðè äëÿ êîìïîíåíò An(λ) òà Bn(λ) ìàòðè-
öi ìîíîäðîìi¨ äëÿ íåîäíîðiäíîãî ëàíöþæêà ñêií÷åííî¨ äîâæèíè. Äëÿ
ïåðiîäè÷íîãî ëàíöþæêà ïðîâåäåíî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ òà îòðèìàíî
T −Q-ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà äëÿ êîæíî¨ ç ðîçäiëåííèõ çìiííèõ. Äîâåäå-
íî, ùî ôóíêöiîíàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöü ÁÁÑ-
ìîäåëi ¹ íåîáõiäíèìè i äîñòàòíiìè óìîâàìè äëÿ iñíóâàííÿ íåòðèâi-
àëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áàêñòåðà. Ìîäåëü ÁÁÑ ïðè äîâiëüíîìó
N ìà¹ íàñòóïíi çàñòîñóâàííÿ. Âîíà ïîâ'ÿçàíà ç êiðàëüíîþ ìîäåëëþ
Ïîòòñà, ÿêà îïèñó¹ ôàçîâi ïåðåõîäè ìiæ ñïiâðîçìiðíîþ òà íåñïiâ-
ðîçìiðíîþ ôàçàìè â çàäà÷i àäñîðáöi¨ ãàçó íà êðèñòàëi÷íèõ ãðàòêàõ.
ÁÁÑ ìîäåëü íà 3 âóçëàõ åêâiâàëåíòíà ìîäåëi Õîôøòàäåðà: çàäà÷à
ïðî ðóõ åëåêòðîíà íà äâîâèìiðíié (êâàäðàòíié ÷è òðèêóòíié) ãðà-
òöi â îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi. Çîêðåìà â öèõ íàïðÿìêàõ ñëiä
î÷iêóâàòè ìàéáóòíi çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

2. Îïèñàíî ïðîöåäóðó îòðèìàííÿ ôîðìóë äëÿ ëîêàëüíèõ îïåðàòîðiâ
÷åðåç ãëîáàëüíi îïåðàòîðè ìàòðèöi ìîíîäðîìi¨. Öi ôîðìóëè íåîá-
õiäíi äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ëîêàëüíèõ îïåðòàòîðiâ
(çîêðåìà, îïåðàòîðà ñïiíó íà îäíîìó âóçëi ëàíöþæêà) ìiæ âëàñíèìè
ñòàíàìè òðàíñôåð-ìàòðèöi.

3. Ïîêàçàíî, ùî ìîäåëü ÁÁÑ ïðè N = 2 åêâiâàëåíòíà óçàãàëüíåíié
ìîäåëi Içiíãà â òî÷öi âiëüíèõ ôåðìiîíiâ. Ó öüîìó âèïàäêó çíàéäåíî
ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Áàêñòåðà, ÿêi äàþòü ÿâíi ôîðìóëè äëÿ âëàñíèõ
âåêòîðiâ òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi Içiíãà. Äîâåäåíà ôîðìóëà Áóãðiÿ�
Ëiñîâîãî äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà ìiæ öèìè
âåêòîðàìè.

4. Ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì ç ôîðìóë äëÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ ïåðiîäè÷íî¨
ìîäåëi ÁÁÑ îòðèìàíî âëàñíi âåêòîðè òðàíñôåð-ìàòðèöi ìîäåëi ç
ôiêñîâàíèìè ñïiíàìè íà êiíöÿõ ëàíöþæêà. ßê ÷àñòêîâèé âèïàäîê,
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îòðèìàíî âëàñíi ñòàíè äëÿ ãàìiëüòîíiàíó ZN -àíàëîãó êâàíòîâîãî ëàí-
öþæêà Içiíãà â òðàíñâåðñàëüíîìó ïîëi ç ôiêñîâàíèìè ñïiíàìè íà êií-
öÿõ ëàíöþæêà.

5. Ìåòîäîì êâàíòîâîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ çíàéäåíî iíòåãðàëüíå ïðåä-
ñòàâëåííÿ äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié êâàíòîâîãî n-÷àñòèíêîâîãî ëàí-
öþæêà Òîäè ç ãðàíè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ó âèïàäêó
ëàíöþæêà Òîäè ç äâîìà ãðàíèöÿìè îòðèìàíî iíòåãðàëüíèì ïåðåòâî-
ðåííÿì ç õâèëüîâèõ ôóíêöié äëÿ ëàíöþæêà Òîäè ç îäíi¹þ ãðàíè-
öåþ. Ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ íà ÿäðî öüîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ
äîïóñêà¹ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ i ðîçïàäà¹òüñÿ íà ñèñòåìó ðiçíèöåâèõ
T −Q-ðiâíÿíü Áàêñòåðà âiä îäíi¹¨ çìiííî¨.

6. Ìåòîä êâàíòîâîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ çàñòîñîâàíî äëÿ çíàõîäæåí-
íÿ âëàñíèõ ñòàíiâ ãàìiëüòîíiàíó êâàíòîâîãî ðåëÿòèâiñòñüêîãî ëàí-
öþæêà Òîäè ç iíòåãðîâíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè òà ïàðàìåòðîì äå-
ôîðìàöi¨, ùî ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi. Öÿ ìîäåëü â îá'¹ìi ¹ ÷àñòêîâèì
âèïàäêîì ìîäåëi ÁÁÑ, à ¨¨ iíòåãðîâíi ãðàíè÷íi óìîâè îïèñóþòüñÿ
ðiâíÿííÿì âiäáèòòÿ.

7. Îòðèìàíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ðàäiàëüíi êîìïîíåíòè åëåìåíòiâ Êàçèìi-
ðà êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln), ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàíòîâîìó àíàëîãó
îäíîðiäíîãî ïðîñòîðó GL(n)/SO(n). Ïîêàçàíî, ùî âîíè ñïiâïàäàþòü
ç ðiçíèöåâèìè îïåðàòîðàìè Ìàêäîíàëüäà, ÿêi ¹ ãàìiëüòîíiàíîì òà
iíòåãðàëàìè ðóõó êâàíòîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi
Ðóçiíàðñà.

8. Çíàéäåíî ÿâíèé âèðàç äëÿ iíâàðiàíòíèõ âåêòîðiâ ïî âiäíîøåííþ äî
äi¨ U ′

q(son) â ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåííÿõ êâàíòîâî¨ àëãåáðè
Uq(gln) â áàçèñi Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà. Çà ¨õ äîïîìîãîþ çíàéäåíî õâè-
ëüîâi ôóíêöi¨ êâàíòîâî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðó-
çiíàðñà ÷åðåç ïîëiíîìè Ìàêäîíàëüäà.

9. Îòðèìàíî ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó íå-
ñòàíäàðòíî¨ äåôîðìàöi¨ U ′

q(son) àëãåáðè Ëi son ãðóïè îáåðòàíü ç ïðåä-
ñòàâëåíü êëàñè÷íîãî òèïó â áàçèñi Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà ìåòîäîì àíà-
ëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ ïî âàãîâèì ïàðàìåòðàì ïðåäñòàâëåíü. Ïðåä-
ñòàâëåííÿ íåêëàñè÷íîãî òèïó ¹ ñèíãóëÿðíèìè â ãðàíèöi q → 1 i íå
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ìàþòü êëàñè÷íîãî àíàëîãó íà âiäìiíó âiä ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íîãî
òèïó, ÿêi ïðè q → 1 ïåðåòâîðþþòüñÿ â ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëi son.

10. Äîâåäåíî, ùî ïðåäñòàâëåííÿìè êëàñè÷íîãî òà íåêëàñè÷íîãî òèïó
âè÷åðïóþòüñÿ âñi ñêií÷åííîâèìiðíi íåçâiäíi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè
U ′

q(son) êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi. Äîâåäåíà òåîðåìà ïðî ïîâíó
çâiäíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè U ′

q(son) êîëè q íå
¹ êîðåíåì ç îäèíèöi.

11. Îïèñàíî ïðåäñòàâëåííÿ öèêëi÷íîãî òèïó àëãåáðè U ′
q(son) â áàçèñi

Ãåëüôàíäà�Öåòëiíà êîëè q ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi.

12. Ââåäåíî âèçíà÷åííÿ òåíçîðíîãî äîáóòêó T⊗ âåêòîðíîãî òà äîâiëü-
íîãî ïðåäñòàâëåííÿ T àëãåáðè U ′

q(son). Îïèñàíî ðîçêëàä T⊗ íà íå-
çâiäíi ïiäïðåäñòàâëåííÿ òà çíàéäåíî êîåôiöi¹íòè Êëåáøà�Ãîðäàíà
ó âèïàäêó, êîëè T ¹ íåçâiäíèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ïðåäñòàâëåííÿì
êëàñè÷íîãî àáî íåêëàñè÷íîãî òèïó. Ðîçêëàä T⊗ ó âèïàäêó ïðåäñòàâ-
ëåíü êëàñè÷íîãî òèïó ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä ÿê ó âèïàäêó àëãåáðè
Ëi son òà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè Êëåáøà�Ãîðäàíà ¹ q-äåôîðìàöi¹þ
¨õ êëàñè÷íèõ àíàëîãiâ.

13. Ââåäåíî âèçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà àëãåáðè U ′
q(son) òà äëÿ

íüîãî äîâåäåíî q-àíàëîã òåîðåìè Âiãíåðà�Åêàðòà. Öÿ òåîðåìà ñóòò¹-
âî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â äîâåäåííi òåîðåìè ïðî êëàñèôiêàöiþ ñêií÷åí-
íîâèìiðíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè U ′

q(son).

14. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ àíòèñèìåòðè÷íèõ òåíçîðíèõ îïåðàòîðiâ àëãåáðè
U ′

q(son) òà íà ¨õ îñíîâi ïîáóäîâàíî åëåìåíòè Êàçèìiðà. Îáðàõóâàíî
âëàñíi çíà÷åííÿ öèõ åëåìåíòiâ Êàçèìiðà â ïðåäñòàâëåííÿõ Ãåëüôàíäà�
Öåòëiíà. Ç ÿâíèõ ôîðìóë âèïëèâà¹, ùî îòðèìàíi åëåìåíòè Êàçèìiðà
ïîðîäæóþòü öåíòð àëãåáðè U ′

q(son) êîëè q íå ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi.
Êîëè q ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi iñíóþòü äîäàòêîâi öåíòðàëüíi åëåìåíòè.
Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ àëãåáðè U ′

q(so3) çíàéäåíî ¨õ àëãåáðà¨÷íó çàëå-
æíiñòü. Öi ðåçóëüòàòè âàæëèâi äëÿ ïîáóäîâè àëãåáðè ñïîñòåðåæóâà-
íèõ â 2+1-âèìiðíié êâàíòîâié ãðàâiòàöi¨ ç íåòðèâiàëüíîþ òîïîëîãi¹þ.

15. Âèâ÷åíî q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàíòîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði,
ïîðîäæåíîìó q-êîìóòóþ÷èìè åëåìåíòàìè x1, . . . , xn. Ãàðìîíi÷íi ïî-
ëiíîìè âèçíà÷åíi ÿê ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ∆qp = 0, äå p � ïîëiíîì âiä
x1, x2, . . . , xn òà q-îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆q âèçíà÷åíî ÷åðåç q-ïîõiäíi.
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Áóëî âïåðøå îòðèìàíî q-àíàëîã êëàñè÷íèõ ïðè¹äíàíèõ ãàðìîíi÷íèõ
ïîëiíîìiâ. Ïîêàçàíî, ùî ìà¹ ìiñöå ðîçäiëåííÿ çìiííèõ ó âiäïîâiäíî-
ñòi ç ðiçíèìè ëàíöþæêàìè âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè U ′

q(son).

16. Âèâ÷åíî q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàíòîâîìó êîìïëåêñíîìó âåêòîð-
íîìó ïðîñòîði, ïîðîäæåíîìó åëåìåíòàìè zi, wi = z̄i, i = 1, 2, . . . , n, íà
ÿêîìó äi¹ êâàíòîâà ãðóïà GLq(n). Ïîáóäîâàíî q-àíàëîãè êëàñè÷íèõ
çîíàëüíèõ ñôåðè÷íèõ òà ïðè¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê. Äàíî q-
àíàëîã ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ q-ãàðìîíi÷íèõ ïîëiíîìiâ.

17. Âèâ÷åíî q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàíòîâîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði
EN

q , ïîðîäæåíîìó åëåìåíòàìè xi, i = 1, 2, . . . , N , íà ÿêèõ äi¹ êâàíòî-
âà ãðóïà SOq(N). Ïîáóäîâàíî q-àíàëîã êëàñè÷íèõ çîíàëüíèõ òà ïðè-
¹äíàíèõ ñôåðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ïî âiäíîøåííþ äî êâàíòîâî¨ ïiäãðóïè
SOq(N − 2). Ïîêàçàíî, ùî ïðè¹äíàíi ñôåðè÷íi ïîëiíîìè ïðåäñòàâ-
ëÿþòüñÿ ÿê äîáóòêè ïîëiíîìiâ çàëåæíèõ âiä q-ðàäióñiâ òà âiä xj, xj′,
j′ = N−j+1. Öå ïðåäñòàâëåííÿ ¹ q-àíàëîãîì êëàñè÷íîãî ðîçäiëåííÿ
çìiííèõ.
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òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè iì. Ì.Ì. Áîãîëþáîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2010.

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà ðîçðîáöi ìåòîäiâ çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ñèìå-
òðié, çîêðåìà, òåîði¨ êâàíòîâèõ àëãåáð òà ¨õ ïðåäñòàâëåíü, äëÿ ïîáóäîâè
âëàñíèõ ñòàíiâ êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì. Äëÿ êâàíòîâîãî ëàíöþæêà
Áàêñòåðà�Áàæàíîâà�Ñòðîãàíîâà ïîáóäîâàíî âëàñíi ñòàíè ìåòîäîì ðîçäi-
ëåííÿ çìiííèõ. Ïîêàçàíî, ùî öÿ ìîäåëü ïðè N = 2 åêâiâàëåíòíà ìîäåëi
Içiíãà òà äîâåäåíà ôîðìóëà äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ñïiíîâîãî îïåðàòîðà.
Çíàéäåíî iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié êâàíòîâîãî
ëàíöþæêà Òîäè ç ãðàíè÷íîþ iíòåãðîâíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Îòðèìàíî ðàäiàëüíi
êîìïîíåíòè åëåìåíòiâ Êàçèìiðà êâàíòîâî¨ àëãåáðè Uq(gln), ÿêi âiäïîâiäà-
þòü êâàíòîâîìó àíàëîãó GL(n)/SO(n). Ïîêàçàíî, ùî âîíè ñïiâïàäàþòü ç
ãàìiëüòîíiàíàìè êâàíòîâî¨ n-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Ðóçiíàðñà. Â äèñåðòàöi¨
òàêîæ êëàñèôiêîâàíî âñi ñêií÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ íåñòàíäàðòíî¨
äåôîðìàöi¨ U ′

q(son) àëãåáðè Ëi son ãðóïè îáåðòàíü. Çíàéäåíî òà âèâ÷åíî
q-ãàðìîíi÷íi ïîëiíîìè íà êâàíòîâèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ.
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The thesis is devoted to elaboration of symmetry methods, in particular
the theory of quantum algebras and their representations, for construction
of the eigenstates of quantum integrable systems. For the Baxter�Bazhanov�
Stroganov quantum chain, the eigenstates were derived by the separation of
variables method. It is shown that the model at N = 2 is equivalent to the
Ising model and the formula for the matrix elements of spin operator is proved.
An integral representation for the wave functions of the quantum Toda chain
with integrable boundary interaction is found. The radial components of the
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Casimir elements of the quantum algebra Uq(gln) corresponding the quantum
analogue of GL(n)/SO(n) are derived. It is shown that they coincide with the
Hamiltonians of quantum n-particle Ruijsenaars model. Also in the thesis, all
the �nite-dimensional representations of the non-standard deformation U ′

q(son)
of the Lie algebra son of the rotation group were classi�ed. The q-harmonic
polynomials on the quantum vector spaces were found and studied.

Key words: quantum integrable systems, Ising model, Ruijsenaars model,
theory of symmetry, quantum algebras, representation theory.
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Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ïðèìåíåíèÿ
òåîðèè ñèììåòðèé, â ÷àñòíîñòè, òåîðèè êâàíòîâûõ àëãåáð è èõ ïðåäñòàâëå-
íèé, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñè-
ñòåì. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíîâ êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ëî-
êàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ôîðì-ôàêòîðîâ) è íà èõ îñíîâå ïîëó÷åíèå ôîðì-
ôàêòîðíûõ ðàçëîæåíèé êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ î÷åíü âàæíû-
ìè çàäà÷àìè ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â äèññåðòàöèè, äëÿ íåñòàíäàðòíîé äåôîðìàöèè U ′
q(son) àëãåáðû Ëè

son ãðóïïû âðàùåíèé êëàññèôèöèðîâàíû âñå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ, êîãäà q � íå êîðåíü èç åäèíèöû. Îïèñàíû ïðåäñòàâëåíèÿ öèêëè÷å-
ñêîãî òèïà àëãåáðû U ′

q(son) â áàçèñå Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, êîãäà q � êî-
ðåíü èç åäèíèöû. Ââåäåíî îïðåäåëåíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ T⊗ âå-
êòîðíîãî è ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ T àëãåáðû U ′

q(son). Îïèñàíî ðà-
çëîæåíèå T⊗ íà íåïðèâîäèìûå ïîäïðåäñòàâëåíèÿ è íàéäåíû ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîýôôèöèåíòû Êëåáøà�Ãîðäàíà. Ââåäåíî îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî
îïåðàòîðà àëãåáðû U ′

q(son) è äëÿ íåãî äîêàçàí q-àíàëîã òåîðåìû Âèãíåðà�
Åêêàðòà. Ïîñòðîåíû ýëåìåíòû Êàçèìèðà àëãåáðû U ′

q(son), ïîñ÷èòàíû ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà â ïðåäñòàâëå-
íèÿõ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. Êîãäà q � êîðåíü èç åäèíèöû, òîãäà ñóùåñòâó-
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þò äîïîëíèòåëüíûå öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû. Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ àëãåáðû
U ′

q(so3), íàéäåíà ôîðìóëà äëÿ èõ àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè.

Ïîñòðîåíû è èçó÷åíû çîíàëüíûå è ïðèñîåäèíåííûå q-ãàðìîíè÷åñêèå
ïîëèíîìû íà êâàíòîâûõ äåéñòâèòåëüíîì è êîìïëåêñíîì âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ðàçíûìè öåïî÷êàìè âëîæåííûõ ïîäàëãåáð àëãåáðû ñèììåòðèè
êâàíòîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïîëó÷åíû â ÿâíîì âèäå ðàäèàëüíûå êîìïîíåíòû ýëåìåíòîâ Êàçèìè-
ðà êâàíòîâîé àëãåáðû Uq(gln), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êâàíòîâîìó àíàëîãó
îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà GL(n)/SO(n). Ïîêàçàíî, ÷òî îíè ñîâïàäàþò ñ
ãàìèëüòîíèàíîì è èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ êâàíòîâîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
n-÷àñòè÷íîé ìîäåëè Ðóçèíàðñà. Íàéäåíî â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèÿ äëÿ èí-
âàðèàíòíûõ âåêòîðîâ ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ U ′

q(son) â êîíå÷íîìåðíûõ
ïðåäñòàâëåíèÿõ Uq(gln) â áàçèñå Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. Ñ èõ ïîìîùüþ íàé-
äåíû âîëíîâûå ôóíêöèè ìîäåëè Ðóçèíàðñà ÷åðåç ïîëèíîìû Ìàêäîíàëüäà.

Ïîñòðîåíû ñîáñòâåííûå âåêòîðà äëÿ êîìïîíåíò An(λ) è Bn(λ) ìà-
òðèöû ìîíîäðîìèè äëÿ íåîäíîðîäíîé êâàíòîâîé öåïî÷êè Áàêñòåðà�Áà-
æàíîâà�Ñòðîãàíîâà (ÁÁÑ) êîíå÷íîé äëèíû. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè
ïðîâåäåíî ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è ïîëó÷åíî T − Q-óðàâåíèå Áàêñòåðà
äëÿ êàæäîé èç ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü ÁÁÑ ïðè N = 2 ýêâèâàëåíòíà îáîáùåííîé
ìîäåëè Èçèíãà. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåíû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áàêñòåðà, êî-
òîðûå äàþò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òðàíñôåð-ìàòðèöû
ìîäåëè Èçèíãà. Äîêàçàíà ôîðìóëà Áóãðèÿ�Ëèñîâîãî äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ îïåðàòîðà ñïèíà ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè.

Ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì èç ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïåðèî-
äè÷åñêîé ìîäåëè ÁÁÑ ïîëó÷åíû ñîáñòâåííûå âåêòîðà òðàíñôåð-ìàòðèöû
ìîäåëè ñ çàôèêñèðîâàííûìè ñïèíàìè íà êîíöàõ öåïî÷êè.

Ìåòîäîì êâàíòîâîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ íàéäåíî èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé êâàíòîâîé n-÷àñòè÷íîé öåïî÷êè Òî-
äû ñ ãðàíè÷íûì èíòåãðèðóåìûì âçàèìîäåéñòâèåì è ñîáñòâåííûå ñîñòîÿ-
íèÿ êâàíòîâîé ðåëÿòèâèñòñêîé öåïî÷êè Òîäû ïðè êîðíÿõ èç åäèíèöû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàíòîâûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, ìîäåëü Èçèí-
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