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Роздiл 1

Вступ

Дана книга присвячена деяким питанням фiзики м’якої матерiї, основ-
ним завданням якої є вивчення фiзичних властивостей комплексних рi-
дин, якi складаються з молекул або молекулярних агрегатiв, що можуть
бути впорядкованi на великих масштабах в рiзноманiтнi структури. Осо-
бливе мiсце серед них посiдають рiдкi кристали, якi знайшли широке
практичне використання як засоби вiдображення iнформацiї.

На сьогоднi нема чiткого визначення, що таке м’яка матерiя i якi саме
матерiали повиннi належати до такого особливого стану речовини, однак,
сам термiн широко вживається в науковiй лiтературi i можна видiлити
основнi, загальнi характеристики, якi притаманнi даному класу речовин.
Першою ознакою м’якої матерiї є те, що її фiзичнi властивостi сильно
змiнюються пiд впливом слабкої зовнiшньої дiї. М’яка матерiя пiд дiєю
зовнiшньої сили легко руйнується. Ще бiльш визначальним є те, що при
малих зовнiшнiх полях можуть змiнюватися майже всi фiзичнi власти-
востi середовища, включаючи виникнення нових типiв впорядкування, а
також структур у системi внесених в такий матерiал як мiкроскопiчних,
так i макроскопiчних добавок.

Матерiали, якi визначаються термiном м’яка матерiя, складовою ча-
стиною яких є складнi молекули анiзотропної форми, зв’язанi мiж собою
слабкою взаємодiєю, а з цiєї причини термiчнi флуктуацiї вiдiграють
значну роль у визначеннi її властивостей. Фактично, м’якi системи мо-
жуть мати будь-яку можливу групу симетрiї. У таких матерiалах може
вiдбуватися орiєнтацiйне впорядкування рiзних осей анiзотропних моле-
кул, що являють собою основнi структурнi одиницi таких матерiалiв. В
багатьох випадках маємо справу з матерiалами, якi не мають чiткого
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Рис. 1.1: Схематична форма молекул, що утворюють рiдкi кристали. Мо-
лекули мають тверду серцевину i прикрiпленi до неї рiзного роду гнучкi
розгалуження, або головку з вiдповiдними хвостами, або можуть самi бу-
ти закрученими. В першому випадку, в основному, утворюються термо-
тропнi рiдкi кристали в другому – лiотропнi а при закручених молекулах
– в основному, холестеричнi рiдкi кристали

просторового кристалiчного впорядкування молекул, але водночас вони
не повнiстю розвпорядкованi, як це характерно для класичних рiдин чи
газiв.

Класичний газоподiбний стан матерiї визначається присутнiстю вза-
ємодiї мiж атомами чи молекулами на близьких вiдстанях i демонструє
статистичне безладдя. На вiдмiну вiд газiв, стани в бiльш конденсованих
середовищах визначаються не тiльки ентропiєю, а також i мiжмолеку-
лярною взаємодiєю. Крiм того, важливою характерною ознакою таких
середовищ є те, що в них легко можуть утворюватися дефекти. Для
створення окремого дефекту в таких системах потрiбно затратити зна-
чно менше енергiї, нiж, наприклад, у твердому тiлi. Навiть основний
стан м’якої матерiї бездефектним майже не буває. Тому такi матерiали
являють собою iдеальне середовище для перевiрки фундаментальних фi-
зичних концепцiй, включаючи зв’язок мiж станами з рiзною симетрiєю.

Одними з найбiльш дослiджених представникiв м’якої матерiї явля-
ються рiдкi кристали. Дослiдження чистих рiдких кристалiв почалося
бiльше столiття тому назад i успiшно продовжується до наших днiв. Це
зумовлено, в першу чергу, широким практичним використання їх в засо-
бах вiдображення iнформацiї, якi ввiйшли в повсякденне життя у виглядi
дисплеїв, екранiв i табло.

Рiдкi кристали являють собою промiжну або мезофазу мiж рiдиною
i твердим тiлом [1]. Це анiзотропна рiдина, складовими елементами якої
є видовженi молекули, розмiри яких порядку 3 – 5 анґстрем в товщину,
та 10 – 20 анґстрем в довжину, див. рис.1.1. Залежно вiд будови молекул
рiдкi кристали дiляться на двi групи: лiотропнi та термотропнi. В пер-
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Рис. 1.2: Структура нематичного, холестеричного та смектичного рiдкого
кристала

ших виникає орiєнтацiйне впорядкування при збiльшеннi концентрацiї, а
в останнiх – при зменшеннi температури. При деяких критичних, навiть
кiмнатних температурах, виникає орiєнтацiйне впорядкування таких ви-
довжених молекул. Середнiй рiвноважний напрямок орiєнтацiї молекул
називається директором i цей напрямок визначає вiсь оптичної анiзотро-
пiї середовища. Крiм того, можна ввести скалярний параметр порядку,
який визначає ступiнь впорядкування системи, а фактично – долю впо-
рядкованих молекул в загальнiй їх кiлькостi.

Термотропнi рiдкi кристали за своїми властивостям дiляться на три
групи: нематики, в яких iснує тiльки орiєнтацiйне впорядкування довгих
осей молекул мезофази i немає просторового впорядкування; холестери-
ки, в яких орiєнтацiйне впорядкування має ще вiсь закручення i сама
структура являє собою спiраль i, нарештi, смектики, де iснує просторове
впорядкування молекулярних шарiв в одному напрямку, рис.1.2.

Властивостi рiдких кристалiв дуже чутливi до всеможливих зовнi-
шнiх факторiв (температури, зовнiшнiх електричного та магнiтного по-
лiв, а також механiчної дiї [1] - [3]. Фiзичнi властивостi рiдких кристалiв
можуть суттєво змiнюватися за наявностi як мiкроскопiчних (порядку
розмiрiв молекул ), так i макроскопiчних (розмiри яких на порядки бiль-
шi за розмiри молекул) домiшок. Мiкроскопiчнi домiшки можуть змiни-
ти пружнi, в’язкi та дiелектричнi властивостi мезофази i навiть змiнити
початкове впорядкування. Внесення хiральних мiкроскопiчних домiшок
у нематичний рiдкий кристал приводить до того, що в ньому виникає
спiральна структура, характерна для холестерикiв. Оскiльки незначнi
зовнiшнi збурення можуть кардинально змiнювати властивостi середови-
ща, то вони безперечно змiняться, якщо в чистий рiдкий кристал внести
макроскопiчнi включення iншої речовини. Такi середовища називаються
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рiдкокристалiчними колоїдами.
Розрiзняють два види включень. Перший, коли в рiдкий кристал вно-

сяться твердi частинки, нерозчиннi в рiдкому кристалi, тодi отримуємо
суспензiю, а в iншому випадку, коли в рiдкому кристалi розчиняють кра-
плi iншої рiдини з вiдмiнними вiд мезофази густиною та дiелектричними
властивостями, то утворюється нове середовище, яке має назву рiдко-
кристалiчної емульсiї. Для теоретичного описання обидва середовища
еквiвалентнi, якщо не приймати до уваги можливу змiну форми крапель
iншої рiдини в рiдкому кристалi.

Очевидно, що при внесеннi в пружне середовище макроскопiчних
включень iншої речовини обов’язково виникне деформацiя пружного по-
ля директора навiть тодi, коли нiякого зчеплення молекул рiдкого кри-
стала з поверхнею включення немає. В загальному випадку мiж поверх-
нею внесеного включення i молекулами рiдкого кристала iснує зчеплен-
ня, яке залежить як вiд фiзичних властивостей внесеної частинки, так i
властивостей самого середовища. Сила зчеплення визначається величи-
ною адгезiї молекул рiдкого кристала з поверхнею включення. Розрiзня-
ють два випадки зчеплення: сильного та слабкого. У випадку слабкого
зчеплення деформацiя директора навколо включення мала i розподiл
директора задається в основному зовнiшнiми умовами. При сильному
зчепленнi сама поверхня включення задає розподiл директора навколо
нього. В цьому випадку не можна задовольнити межовим умовам непе-
рервним розподiлом поля директора, що приводить до виникнення осо-
бливостей в неперервному розподiлi директора. Такi особливостi явля-
ють собою особливi точки або лiнiї (дисклiнацiї), де розподiл директора
невизначений [2]. В усiх випадках навколо внесеного включення виникає
область деформацiї пружного поля директора. Коли область деформа-
цiї одного включення вiдчуває деформацiї iншого, виникає ефективна
взаємодiя мiж включеннями. Таким чином, внесенi макроскопiчнi вклю-
чення своєю поверхнею деформують розподiл пружного поля директора,
а цi деформацiї зумовлюють ефективну взаємодiю мiж ними. Виявляє-
ться, що така взаємодiя дуже суттєва i на порядки бiльша, нiж теплова
енергiя.

Наявнiсть ефективної взаємодiї може привести до нетривiальної пове-
дiнки системи включень. Результати теоретичних розрахункiв та експе-
риментальних спостережень говорять про те, що створюються необхiднi
умови для виникнення рiзного роду структур рiзної симетрiї в систе-
мi включень. Спостерiгалися структури у виглядi ланцюжкiв у системi
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50 m 

Рис. 1.3: Ланцюжкова структура в системi водяних крапель, якi зна-
ходяться в краплi нематичного рiдкого кристала (злiва). Ланцюжкова
структура та гексагональна структура в системi глiцеринових крапель
на межi подiлу рiдкий кристал – повiтря

водяних крапель в нематичному рiдкому кристалi, а також у системi глi-
церинових крапель [12] - [21]. Спостерiгалася також гексагональна стру-
ктура в систем глiцеринових крапель на межi подiлу рiдкого кристала та
повiтря [23, 24], рис.1.3, а в [27, 28] передбачено кристалiчнi структури
в системi твердих частинок в нематику. Спостерiгалися комiрчаноподi-
бнi структури в нематику з магнiтними частинками [29, 30]. Виявлено
також комiрчанi структури в рiдкокристалiчних колоїдах, причому та-
ка структура настiльки мiцна, що стверджувалося про створенння рiдко
кристалiчного м’якого тiла (типу желе) [31, 32], рис.1.4. На даний час
побудована вже тривимiрна кристалiчна структура в системi твердих
частинок у рiдкому кристалi [23].

Вже написано багато робiт i навiть оглядiв [14, 33, 35], де в тiй чи iн-
шiй мiрi представленi результати фiзичних простих та рiдкокристалiчних
колоїдiв i емульсiй, а з фiзики звичайних колоїдiв написана монографiя
[34]. Такий широкий iнтерес викликаний тим, що цi середовища знайшли
широке застосування в фiзицi, хiмiї, медицинi i навiть в харчовiй проми-
словостi. Пошук нових матерiалiв для засобiв вiдображення iнформацiї
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Soft solid 

Рис. 1.4: Комiрчана структура в системi твердих частинок в рiдкому
кристалi (м’яке тiло)

та стiйких природних фiльтрiв для видимого свiтла – фотонних криста-
лiв, а також харчiв та лiкiв, зумовлює всебiчне їх вивчення та визначає
актуальнiсть даного напрямку дослiджень на довгi роки.

У данiй монографiї, в першу чергу, буде визначено фiзичну природу
можливої взаємодiї мiж макроскопiчними частинками, що внесенi в рiд-
кий кристал. Використовуючи теоретичнi та експериментальнi результа-
ти щодо появи ефективної взаємодiї мiж включеннями в рiдкому кри-
сталi через деформацiю пружного поля директора, буде пояснено вини-
кнення можливих структур у системi включень в рiдкому кристалi, що
зумовленi такою взаємодiєю. Буде зосереджена увага на вiдмiнностях по-
ведiнки включень в звичайних рiдинах, а також на формування структур
як в звичайних, так i рiдкокристалiчних колоїдах. Будуть розглянутi та-
кож питання впливу межових умов а також основного стану середовища
на змiну характеру взаємодiї колоїдних частинок в обмежених рiдких
кристалах. Також будуть представленi основнi теоретичнi результати в
напрямку дослiджень рiдкокристалiчних та звичайних колоїдiв на даний
час. Бiльш повний розгляд всiх зазначених питань вимагає додаткових
зусиль, якi можуть привести до бiльш повного викладу матерiалу в новiй
монографiї.



Роздiл 2

Феноменологiчна теорiя рiдких
кристалiв

Як було зазначено ранiше, термотропнi рiдкi кристали за своїми власти-
востям дiляться на три групи: нематики, в яких iснує тiльки орiєнтацiй-
не впорядкування довгих осей молекул мезофази i немає просторового
впорядкування; холестерики, в яких орiєнтацiйне впорядкування має ще
вiсь закручення i сама структура являє собою спiраль i, нарештi, сме-
ктики, де iснує просторове впорядкування молекулярних шарiв в одно-
му напрямку, див. рис.1.2. Тепер спробуємо на феноменологiчному рiвнi
описати поведiнку рiзних мезофаз.

Нематики. Назва нематик походить вiд грецького слова νηµα – нитка,
що пов’язано з подiбними до нитки дефектами, що зазвичай спостерiгаю-
ться в таких матерiалах. В iзотропнiй фазi, що являє собою густу в’язку
рiдину, ще немає видiленого напрямку орiєнтацiї довгих осей молекул,
але локально виникає впорядкування, яке характеризується скалярним
параметром порядку, який визначає ступiнь впорядкування системи, а
фактично – долю впорядкованих молекул у загальнiй їх кiлькостi. Таке
впорядкування залежить вiд температури i при переходi в рiдкий кри-
стал скалярний параметр порядку звичайно зростає. Локальне впоряд-
кування iснує на вiдстанях порядку кореляцiйної довжини. При змен-
шеннi температури виникає орiєнтацiйне впорядкування довгих осей ви-
довжених молекул, що зумовлює появу мезофази – нематичний рiдкий
кристал. Для характеристики рiдких кристалiв можна ввести тензорний
параметр порядку, вигляд якого зумовлений анiзотропними магнiтними
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та електричними параметрами, що описують середовища. Такий пара-
метр порядку можна записати в тензорному виглядi

Qij = S(r)

{
ninj −

1

3
δij

}
, (2.1)

де S(r) – скалярний параметр порядку який визначає ступiнь впорядку-
вання системи, а ni – компоненти директора, який визначає напрямок
усередненої орiєнтацiї молекул рiдкого кристала.

Для опису мезофази необхiдно виходити з неперервностi середовища
i визначити вiльну енергiю через iнварiанти тензорного параметра по-
рядку Qij та його просторових похiдних. Для малої змiни параметра по-
рядку можна використати представлення густини вiльної енергiї у формi
Ландау – де-Жена:

gb = g0 +
1

2
AQij(r)Qij(r) +BQij(r)Qjl(r)Qli(r) +

+C (Qij(r)Qji(r))
2 +

1

2
LQij,k(r)Qij,k(r), (2.2)

де кома означає похiдну, а пiдсумовування проводиться по iндексах, що
повторюються, A = A0(T − T ∗), а L > 0 визначає величину, яка хара-
ктеризує внесок можливих деформацiї. Перш за все, можна встановити,
що перехiд з iзотропної фази в рiдкий кристал повинен бути переходом
першого роду. Основна причина полягає в тому, що нема зв’язку мiж ста-
нами Qij i −Qij, зумовленого асиметрiєю. Нема причин, чого цi два стани
повиннi мати однакову вiльну енергiю. Оскiльки у вiльнiй енергiї при-
сутнiй член, пропорцiйний Q3, фазовий перехiд повинен бути переходом
першого роду. Кожен член в розкладi вiльної енергiї є iнварiантним не
тiльки до операцiй симетрiї в нематичнiй фазi, а й до будь-яких операцiй,
що змiнюють "фазу"параметра порядку, як, наприклад, глобальний по-
ворот в просторi. Нематичнi стани, що описуються S та −S, невиродженi
i, вiдповiдно, перетворення S в−S для нематичної фази недозволене. Ко-
ефiцiєнти , та у розкладi Ландау – де-Жена залежать вiд температури.
Так, A повинен бути додатним для високих температур (iзотропної фази)
та вiд’ємним для низьких температур (нематичної фази): A > 0 дозволяє
отримати мiнiмум вiльної енергiї при S = 0, а A < 0 дозволяє отримати
мiнiмум для S 6= 0. Найпростiша температурна залежнiсть A(T ) може
бути представлена лiнiйною функцiєю: A(T ) = (T − TNI). Якщо перехiд
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був би другого роду, то температура TNI мала б чiтко визначати тем-
пературу переходу. У нашому випадку, фiзичний змiст TNI iнший: TNI
визначає температурну межу метастабiльностi iзотропної фази. Густину
вiльної енергiї тепер можна записати в стандартному виглядi:

g = g0 + (1/3)a(T − TNI)S2 + (1/27)B(T )S3 + (1/9)C(T )S4 + ..., (2.3)

який треба мiнiмiзувати по параметру порядку S. Рiвняння ∂g/∂S = 0
можна записати як

a(T − TNI)S − (1/3)BS2 + (2/3)CS3 = 0. (2.4)

Рiшеннями рiвняння є Siso = 0 для iзотропної фази та Snem > 0 для
нематичної фази. Третє рiшення цього рiвняння визначає або максимум
вiльної енергiї, або вiдносний мiнiмум.

Крiм описаного є ще два пiдходи, якi описують появу орiєнтацiйного
порядку впродовж фазового переходу. Феноменологiчнi теорiї ґрунтую-
ться на iдеї Ландау, що вiльну енергiю в околi переходу можна розкласти
в ряд як функцiю малої величини параметра порядку. В такому пiдходi
завжди складно знайти чи асоцiювати певний фiзичний змiст коефiцiєн-
тiв розкладу, тобто пов’язати коефiцiєнти розкладу з параметрами моле-
кулярної взаємодiї. Теорiї iншої категорiї – це, по природi, мiкроскопiчнi
теорiї, якi починаються з вибору вiдповiдної моделi молекулярної взає-
модiї. Наприклад, модель твердих видовжених частинок Онзагера, яка
використовує взаємодiю вiдштовхування (ефект орiєнтацiйної залежно-
стi виключеного об’єму). Вiдомо, що виключений об’єм системи твердих
сферичних частинок є ентропiйно невигiдним. Однак, якщо частинки ви-
тягнутi, то ефект виключеного об’єму стає орiєнтацiйно залежним. Оче-
видно, що виключений об’єм паралельних паличок набагато менший, нiж
об’єм, коли орiєнтацiя паличок перпендикулярна. Як результат, ентро-
пiйний ефект виключеного об’єму веде до спотворення в системi орiєн-
тацiйного впорядкування. Це базова фiзична iдея, яка була покладена
в основу теорiї Онзагера нематичного стану. Онзагер розглянув цилiн-
дричнi твердi частинки з довжиною L та дiаметром D, причому такi, що
L >> D. Якщо взаємодiя в системi враховує тiльки вiдштовхування, то
перехiд N → I вiдбувається, коли ϕL/D > 4, де ϕ = πLD2/4 – об’ємна
фракцiя частинок. Теорiя передбачає, що в точцi спiвiснування немати-
чна та iзотропна фази мають, вiдповiдно, ϕnem = 4.5D/L, ϕiso = 3.3D/L.

Експеримент пiдтвердив, що фазовий перехiд N → I проходить при
певному критичному значеннi об’ємної фракцiї молекул ϕ, яка залежить
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тiльки вiд вiдношення D/L, а саме ϕD/L = const. Однак, числовi кое-
фiцiєнти не зовсiм добре збiгаються з теорiєю. Розбiжнiсть, в основному,
пов’язується з ван-дер-ваальсiвським притяганням, яке теорiя не врахо-
вує. В лiтературi представлено багато модифiкацiй теорiї Онзагера, що
враховують взаємодiю мiж цилiндрами, полiдисперснiсть системи, рiзну
форму цилiндрiв [1]. Однак, отриманi величини досить близькi по зна-
ченню до таких, якi знайденi з теорiї Онзагера.

Iнший пiдхiд було запропоновано Майером та Заупе. Теорiя Майе-
ра – Заупе для нематикiв – це аналог теорiї молекулярного поля Вейса
для феромагнетикiв. В теорiю закладено ван-дер-ваальсiвське притяга-
ння мiж молекулами та вiдштовхування, але ефект виключеного об’єму
не враховувався. Розрахунки показали, що скалярний параметр поряд-
ку нематичної фази S = 0.429. Цей результат знайшов пiдтверджен-
ня в багатьох експериментальних роботах. Отримана величина параме-
тра порядку S в околi точки фазового переходу є набагато бiльшою,
нiж така для звичайних термотропних нематикiв. Вiдповiдно до теорiї
Майера – Заупе, S = 0.44 [1], що узгоджується з експериментальними
даними для термотропних нематикiв. В усiх випадках, перехiд мiж не-
матичним рiдким кристалом та iзотропною фазою був першого роду.
Оскiльки ми маємо справу з переходом першого роду, то при темпера-
турах, вищих за температури переходу, дуже важливу роль будуть вi-
дiгравати ефекти ближнього порядку. Спостерiгалися як магнiтне, так i
електричне двопроменезаломлення, а також розсiювання свiтла, з якого
можна було встановити залежнiсть кореляцiйної довжини вiд температу-
ри ξ = ξ0

(
T ∗

T−T ∗
) 1

2 . В цiлому всi експерименти досить добре узгоджуються
з теорiєю середнього поля в пiдходi Ландау.

Однак, в бiльшостi випадкiв iдеальна конфiгурацiя незмiнного на-
прямку директора або скалярного параметра порядку несумiсна з умо-
вами, якi накладають межi зразка або зовнiшнi поля ( магнiтне або еле-
ктричне). Виникають рiзного роду деформацiї неперервного поля дире-
ктора i скалярного параметра порядку, що означає залежнiсть тензор-
ного параметра порядку вiд точки простору. Для неперервного опису
середовища необхiдно, щоб змiна тензорного параметра порядку Qij вiд-
бувалася на вiдстанях, значно бiльших за молекулярнi розмiри. Змiну
станiв деформованого рiдкого кристала можна повнiстю описати вектор-
ним полем n(r). Директор має одиничну довжину i змiнну орiєнтацiю i
припускається, що вiн змiнюється плавно за виключенням деяких сингу-
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лярних лiнiй або точок, де вiн просто невизначений. Такий опис вперше
був запропонований Озеном i Цохером, а також Франком [1, 2].

Вiльна енергiя деформацiй рiдкого кристала знаходиться в тiй части-
нi вiльної енергiї, що визначається похiдними вiд тензорного параметра
порядку. Але не всi комбiнацiї довiльних похiдних можуть входити в ви-
раз для цiєї частини вiльної енергiї. Перш за все вiльна енергiя повинна
бути парною функцiєю вiд n(r). В наближеннi порядку (∇n)2 вiльна
енергiя деформацiй директора в об’ємi нематичного рiдкого кристала в
континуальному пiдходi може бути записана у виглядi [1, 2]:

Fb =
1

2

∫
d3r
{
K11(divn)2 +K22(n · rotn)2 +K33(n× rotn)2

}
, (2.5)

що має назву вiльної енергiї Франка, Kii – пружнi константи. В цьому
виразi вiльна енергiя записана через всi iнварiанти, якi вiдповiдають си-
метрiї можливого розподiлу директора. Всi можливi деформацiї рiдкого
кристала можна звести до трьох: скiс з divn 6= 0, кручення з n · rotn 6= 0,
та згин з n×rotn 6= 0, вiдповiдно [1]. Кожнiй з цих деформацiй вiдповiдає
певна пружна константа.

У рiдкому кристалi можна викликати деформацiї, якi будуть чистим
скосом, чистим крученням або поздовжнiм згином. Всi константи Kii по-
виннi бути додатними, оскiльки в протилежному випадку мiнiмум вiль-
ної енергiї не буде вiдповiдати недеформованому рiдкому кристалу. З
суто розмiрних мiркувань, треба очiкувати, що Kii будуть порядку U

a
,

де U – типова енергiя взаємодiї мiж молекулами в рiдкому кристалi,
та a – молекулярний розмiр. Приймаючи до уваги те, що U ∼ 0.1eV ,
a ∼ 15Å, отримаємо, що Kii ∼ 10−11N . Необхiдно зазначити, що реально
пружна константа поперечного згину завжди бiльша за iншi, а пружна
константа, що вiдповiдає за кручення завжди мала. Можна вiдзначити,
що величина енергiї деформацiй директора, якi вiдбуваються на вiдстанi
l, можно оцiнити приблизно як Fb ∼

(
K
l2

)
∼ U

(
a
l

)2, що становить малу
частину повної енергiї.

Кiлькiсть незалежних пружних констант ранiше дуже широко обго-
ворювалася. Хоча звичайно є рiзниця в витратах енергiї при рiзних де-
формацiях, але в бiльшостi випадкiв зручно користуватися виразом вiль-
ної енергiї в одноконстантному наближеннi при K11 = K22 = K33 = K:

Fb =
1

2

∫
d3rK

{
(divn)2 + (rotn)2} =

1

2

∫
d3rK∂αnβ∂αnβ, (2.6)
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який вiдрiзняється вiд попереднiх тiльки поверхневими членами.
Крiм об’ємної енергiї деформацiй рiдкого кристала, завжди прису-

тня енергiя, що пов’язана з поверхнею обмеженого зразка. Допустимi
деформацiї директора в об’ємi рiдкого кристала залежать вiд межових
умов. Залежно вiд сили зчеплення молекул рiдкого кристала з поверх-
нею зразка формується розподiл директора в самому зразку. Наприклад,
в бiльшостi випадкiв поверхневi сили досить великi i задають певний на-
прямок директора на поверхнi i цим визначають орiєнтацiю в зразку.
При цьому, для знаходження розподiлу директора, досить мiнiмiзувати
об’ємну вiльну енергiю при фiксованих межових умовах. Цей випадок
називається сильним зчепленням. При слабкому зчепленнi розподiл ди-
ректора мало залежить вiд межових умов.

Визначимо тепер як межовi умови впливають на розподiл директора.
Поверхнева енергiя рiдкого кристала в загальному випадку має вигляд
[1, 2]:

Fs =

∮
dsW (ν(s) · n(s))2 +

+K13

∮
ds(νn)divn−K24

∮
ds[(νn)divn− (n∇)n]ν, (2.7)

де K13 та K24 – так званi поверхневi пружнi константи. Останнiй член
вiдноситься до поверхневих, хоча насправдi вiн описує деформацiї всере-
динi рiдкого кристала.W ≤ 0 при тангенцiальних межових умовах, коли
директор паралельний поверхнi, i W ≥ 0 при нормальних межових умо-
вах, коли директор перпендикулярний поверхнi. З приводу поверхневого
члена K13

∮
ds(νn)divn можна сказати, що пружна константа K13 або

рiвна нулевi, що випливає з мiкроскопiчного розгляду [4], або вiдмiнна
вiд нуля, що вимагає дуже сильних деформацiй на молекулярних довжи-
нах [7]. Тiльки припущення про неоднорiднiсть густини самого рiдкого
кристала дозволяє визначити скiнчене, але мале значення константиK13.

Оскiльки в подальшому розглядаються тiльки плавнi деформацiї, то
ми не будемо зупинятися на ефектах, якi можуть бути пов’язанi з даним
поверхневим членом. Якщо порiвняти поверхневу вiльну енергiю з об’єм-
ною, то можна сказати, що вони зрiвнюється на вiдстанi порядку ξ ' K

W
,

яка має назву кореляцiйної довжини i визначає вiдстань впливу поверхнi
на розподiл директора всерединi рiдкого кристала. W ∼ UWN

a2
, де UWN

– анiзотропна частина енергiї взаємодiї мiж стiнкою i молекулами нема-
тика, а a – розмiр молекул. Оскiльки K ∼ U

a
, то ξ ∼ a U

UWN
. Це основна
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формула при описi поверхневого впливу. При цьому необхiдно вiдрiзня-
ти два випадки – сильного та слабкого зчеплення. У випадку сильного
зчеплення U

UWN
∼ 1 i кореляцiйна довжина порiвнянна з розмiром моле-

кул. В цьому випадку Fs
Fb
∼ a

l
i для неперервного випадку в границi a

l
< 1

можна знехтувати поверхневою енергiєю. У випадку слабкого зчеплення
U

UWN
>> 1, зовнiшня дiя деформацiй може порушити впорядкування на

поверхнi.
Подивимося, що робиться з розподiлом директора за наявностi зов-

нiшнього поля. Додаткову вiльну енергiю, яку вносять в рiдкий кристал
електричне та магнiтне поля, можна записати у виглядi

FEH = −1

2
∆χ (nH)2 − 1

2
∆ε (nE)2 , (2.8)

де ∆χ = χ‖−χ⊥ – анiзотропiя магнiтної сприйнятливостi, а ∆ε = ε‖− ε⊥
– анiзотропiя дiелектричної сприйнятливостi. Якщо анiзотропiя магнi-
тної або електричної сприйнятливостi додатна, то директор орiєнтується
вздовж поля, а при вiд’ємному значеннi – перпендикулярно до поля. За
наявностi зовнiшнього поля можна ввести додаткову кореляцiйну дов-
жину, яка визначає вплив магнiтного або електричного поля на розподiл

директора ξH =
[

K
∆χH2

] 1
2 , ξE =

[
K

∆εE2

] 1
2 . Дана величина i визначає про-

сторовi масштаби впливу зовнiшнього поля на розподiл директора.
Тепер подивимося як скiнченне зчеплення впливає на переорiєнта-

цiю всерединi нематичного рiдкого кристала. Розглянемо зразок рiдкого
кристала з сильним зчепленням на поверхнi z = 0 та z = h. Прикладемо
магнiтне поле H = (H, 0, 0) з початковою конфiгурацiєю розподiлу дире-
ктора n = (0, 0, 1) при ∆χ > 0. Будемо шукати рiшення для директора
у виглядi n = (sin θ, 0, cos θ) при малому вiдхиленнi θ << 1. Тодi вiльна
енергiя запишеться в простому виглядi

F =
1

2

∫ h

0

{
K33

(
dθ

dz

)2

−∆χH2θ2

}
dz +

1

2
Wθθ

2|z=0 +
1

2
Wθθ

2|z=h. (2.9)

Вимога мiнiмуму вiльної енергiї дає рiвняння

ξ2
H

d2θ

dz2
+ θ = 0 (2.10)

з загальним рiшенням θ(z) = C1 cos z
ξH

+ C2 sin z
ξH

, де коефiцiєнти C1, C2
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потрiбно знайти з межових умов

K33
dθ

dz
|z=0,h

−
+
Wθ|z=0,h = 0. (2.11)

Рiшення iснує, коли coth h
2ξH

= K33

WξH
. Використавши, що при W 7→ ∞

H∞ = π
h

√
K33

∆χ
, отримаємо

coth
πH

2H∞
=
πK33H

hWH∞
. (2.12)

З цiєї рiвностi в першому наближеннi можна знайти, що

H

H∞
= 1− 2K33

hW
= 1− 2LW

h
, (2.13)

де LW = K33

W
– характерна довжина, яка визначає вiдстань впливу межо-

вих умов при cкiнченному зчепленнi. Отримане спiввiдношення визначає
змiну критичного поля, при якому вiдбувається змiна орiєнтацiї дире-
ктора всерединi рiдкого кристала при скiнченному зчепленнi. Як видно,
критичне поле зменшується при зменшеннi зчеплення молекул рiдкого
кристала з поверхнею. Цим i визначається вплив кiнцевого зчеплення з
поверхнею на рiвноважний розподiл директора всерединi зразка за на-
явностi зовнiшнього поля.

Холестерики. Для iншого класу рiдких кристалiв спостерiгається спi-
ральне впорядкування орiєнтацiї довгих осей молекул. Якщо розчинити
в нематичнiй фазi хiральнi молекули, якi вiдрiзняються вiд свого дзер-
кального вiдображення, то виявиться, що в структурi з’являється спi-
ральне впорядкування довгих осей таких молекул. Такi рiдкi кристали
носять назву холестерикiв, якi є основним матерiалом для створення дис-
плеїв.

В iдеальному випадку директор n змiнюється в просторi по закону
nx = cos θ, ny = sin θ, nz = 0 при змiнi θ = qz + const. В цьому випадку
вiсь спiралi направлена вздовж осi 0Z. Вiльна енергiя холестерика вiдрi-
зняється вiд вiльної енергiї нематика тiльки одним доданком, який саме
i враховує те, що рiвноважна структура рiдкого кристала є спiральною:

Fb =
1

2

∫
d3r
{
K11(divn)2 +K22(q + nrotn)2 +K33(n× rotn)2

}
. (2.14)



19

Мiнiмум цього функцiонала досягається, коли nrotn = −q. Оскiльки
закручення може вiдбуватися в обох напрямках (як влiво, так i вправо),
то q може мати обидва знаки. Номiнальний крок спiральної структури
рiвний P = 2π

q
, а iнтервал перiодичностi рiвний L = P

2
= π

q
. Оптичнi

властивостi такого середовища модульованi з цим просторовим перiодом.
Це приводить також до брегiвського вiдбивання, якщо 2L = mλ, де λ –
довжина падаючої хвилi електромагнiтного випромiнювання.

На крок спiралi мають вплив зовнiшнi чинники, такi як тиск та зовнi-
шнi електричнi та магнiтнi поля. Вплив гiдростатичного тиску до цього
часу повнiстю не визначений, але дуже добре вивчено вплив магнiтного
та електричного полiв на змiну кроку спiралi. Якщо при додатнiй анi-
зотропiї магнiтної або електричної сприйнятливостi прикласти до холе-
стерика зовнiшнє магнiтне або електричне поле перпендикулярно до осi
спiралi, то зовнiшнє поле може розкрутити спiраль, оскiльки директор
вимушений орiєнтуватися вздовж поля. Таким чином, iснує критичне
зовнiшнє електричне або магнiтне поле, коли зовнiшня дiя на орiєнтацiю
директора буде сильнiша за дiю середнього поля, що зумовлює спiраль-
не закручення директора. В слабких полях спiральна структура не де-
формується. При збiльшеннi поля молекулам стає енергетично вигiдно
орiєнтуватися по полю i виникають областi саме з такою орiєнтацiєю i
також областi, де молекули невигiдно орiєнтованi в полi. При збiльшеннi
величини поля, областi з вигiдною орiєнтацiєю збiльшуються а з невигi-
дною зменшуються. При великих полях виникають 180-градуснi стiнки,
якi вiддiляють областi з вигiдною орiєнтацiєю. В кожної стiнки скiнчен-
на довжина 2ξH або 2ξE залежно вiд прикладеного поля. Вiдстань мiж
стiнками L = 1

2
P (H) тепер вже значно бiльша за ξH . При деякому кри-

тичному полi Hc стiнки стають безмежно вiддаленими i отримуємо чисту
нематичну структуру. З теоретичної точки зору перехiд можна вивчити
виходячи з вiльної енергiї в континуальному наближеннi. Величину кри-
тичного поля можна визначити таким чином. При H → Hc стiнки далекi
одна вiд одної, тому достатньо порахувати енергiю однiєї стiнки в без-
межному нематику. В випадку чистого одновимiрного кручення можемо
задати nx = cos θ(z), ny = sin θ(z), з мiнiмуму вiльної енергiї при даному
розподiлi директора можна знайти рiвняння рiвноваги:

ξ2
H

d2θ

dz2
− sin θ cos θ = 0, (2.15)
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яке має перший iнтеграл

I = ξ2
H

(
dθ

dz

)2

− sin2 θ, (2.16)

який враховує те, що dθ
dz
→ 0 при θ → 0 або θ → π.

Вiльна енергiя (на одиницю площi) однiєї стiнки в порiвняннi з енер-
гiєю нематичної конфiгурацiї рiвна:

FW
∆ξH2

=

∫
dz

{
1

2
ξ2
H

(
dθ

dz

)2

− qξH
dθ

dz
+

1

2
sin2 θ

}
. (2.17)

Перший та третiй доданки дають однаковi внески в вiльну енергiю i тодi
маємо

FW
∆ξH2

=

∫ π

0

(
ξ2
P

∣∣∣∣dθdz
∣∣∣∣ dθ − qξHdθ) = 2− πqξH . (2.18)

Таким чином, стiнцi невигiдно виникати, коли ξH ≤ 2
πq
. Звiдси видно, що

критичне поле рiвне Hc = π2
(
K22

∆χ

)
1
P
, де P – крок спiралi. При полях,

нижчих вiд критичного, значення енергiї окремої стiнки стає вiд’ємним
i стiнки при цьому накопичуються в зразку поки взаємодiя вiдштовху-
вання мiж сусiднiми стiнками не приводить до рiвноваги. Ця взаємо-
дiя швидко падає при збiльшеннi вiдстанi мiж стiнками, фактично як
exp(− L

ξH
). З цiєї причини при H < Hc може з’явитися велика кiлькiсть

стiнок на одиницю довжини зразка i тепер крок спiралi P (H) слабо роз-
бiжний при H = Hc. Це все вiдповiдає експериментальним результатам.
Всi змiни директора вiдбувалися на масштабах, спiввимiрних кроку спi-
ралi. Подивимося, якою повинна бути неперервна теорiя холестерика,
коли деформацiя директора вiдбувається на вiдстанях, значно бiльших
за крок спiралi. Така теорiя була побудована П. де-Женом та Т. Любен-
ським [1, 2].

В недеформованому випадку площини з однаковою орiєнтацiєю ди-
ректора знаходяться на однаковiй вiдстанi, рiвнiй кроку спiралi P i па-
ралельнi. Недеформована вiсь спiралi буде спрямована вздовж осi z. В
малодеформованому холестерику кожна площина змiщена на величину
u(r) вздовж z, яка є повiльно змiнною функцiєю вiд r. Для плавних змiн
густина вiльної енергiї повинна бути функцiєю градiєнтiв u. Найбiльш
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загальний вигляд густини вiльної енергiї при малих значеннях градiєн-
тiв набуває вигляду:

fbm =
1

2
B

(
∂u

∂z

)2

+
1

2
K̃

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)2

+
1

2
K ′
(
∂2u

∂z2

)2

+

+
1

2
K ′
(
∂2u

∂z2

)2

+
1

2
K ′′

∂2u

∂z2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
, (2.19)

де B – пружний модуль стиснення шарiв. Тут нема членiв
(
∂u
∂x

)2, що да-
ють ненульовi значення вiльної енергiї для однорiдного обертання вздовж
осi x. Також нема iнших членiв, якi несумiснi з iснуванням осi симетрiї
другого порядку. Ця вiсь паралельна локальному напрямку n в недефор-
мованiй структурi. Для фур’є - компонент з хвильовим вектором k < q
член, що пропорцiйний K ′k4

zu
2, дуже малий в порiвняннi з Bk2

zu
2. Те са-

ме стосується i членiв, пропорцiйних K ′′. Таким чином, основний внесок
у вiльну енергiю дають члени з B та K̃. Тепер вираз для вiльної енер-
гiї можна записати в бiльш загальному виглядi, якщо ввести одиничний
вектор d перпендикулярно площинi холестерика:

fbm =
1

2
B

(
P

P0 − 1

)
+

1

2
K̃(divd)2, (2.20)

де P – локальне значення кроку спiралi в деформованiй структурi. Якщо
розглянути випадок du

dz
= 0, то можна знайти, що B = K22q

2. Щоб знайти
K̃, розглянемо систему холестеричних площин у виглядi концентричних
цилiндрiв. В цилiндричних координатах це вiдповiдає розподiлу дире-
ктора nr = 0, nφ = cos θ(r), nz = sin θ(r) при θ(r + P ) = θ(r). Вектор d

паралельний осi r i тому divd = r
|r| , що дає fbm = 1

2r2
K̃. Вiльна енергiя

холестерика в цьому випадку набуває вигляду

f =
1

2
K22

(
dθ

dr
− q − 1

r
sin θ cos θ

)2

+
1

2
K33

1

r2
cos4 θ. (2.21)

Якщо розглянути дану вiльну енергiю в границi qr >> 1 i врахувати, що
оптимальний розподiл директора задається рiвнянням

dθ

dr
= q +

1

r
sin θ cos θ, (2.22)

то внесок вiд кручення випадає i тодi можна записати, що K̃ = 3
8
K33,

оскiльки середнє по кутах вiд cos4 θ рiвне 3
8
.
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Таким чином, формула для знаходження вiльної енергiї деформова-
ного холестерика з характерною довжиною деформацiї, значно бiльшою
за крок спiралi, задається простим виглядом. Як буде видно з подаль-
шого, цей вигляд вiльної енергiї деформованого холестерика повнiстю
аналогiчний вiльнiй енергiї смектика. На великих вiдстанях структура
холестерика iдентична структурi смектика.

Смектики. Смектики (вiд грецького слова αµηγµα – мило), що вiд-
ображає механiчнi властивостi мезофази, якi нагадують саме властивостi
мил). З структурної точки зору всi смектики мають шарову структуру.
Смектики бiльш впорядкованi, нiж нематики i смектична фаза виникає
при нижчих температурах, нiж нематична. В залежностi вiд орiєнтацiї
молекул в окремому шарi смектики дiляться на пiдкласи. Перший пiд-
клас має назву смектики А, де шарова структура має розмiр, близький
до розмiру довгої осi молекул, але всерединi шару розмiщення центрiв
мас молекул не має дальнього порядку. Оптична вiсь системи перпенди-
кулярна шарам i напрямки z та −z еквiвалентнi. Для смектикiв С кожен
шар, як i ранiше, є двовимiрною рiдиною, але речовина являється опти-
чно двовiсною. Найбiльш природно, але неоднозначно, можна iнтерпре-
тувати такi особливостi, як нахил довгих осей молекул в кожному шарi,
тобто, що молекули нахиленi до нормалi шарiв. На вiдмiну вiд описаних
ранiше смектикiв, де кожен шар веде себе як двовимiрна рiдина, iснує
пiдклас, який має назву смектикiв В, де в кожному шарi є перiодичнiсть
i пружнiсть двовимiрного твердого тiла. Тут спостерiгається вiдбиван-
ня рентгенiвських променiв, що вiдповiдає просторовому впорядкуванню
всерединi кожного шару. Крiм цих простих типiв, можуть бути i бiльш
складнi, якi були позначенi наступними буквами латинського алфавiту.
Як зазначалося в роботi [1], причина шарового впорядкування до кiнця
ще не зрозумiла i можливо пов’язана з ефектами сегрегацiї, аромати-
чнi частини рiзних молекул хочуть зблизитися одна з одною i те саме
вiдбувається з алiфатичними ланцюгами на кiнцях молекул.

Розглянемо iдеальний монодоменний зразок смектика А з паралель-
ними шарами, якi знаходяться на однаковiй вiдстанi один вiд одного.
При цьому вiдстань мiж шарами рiвна a, а напрямок нормалi до шарiв
вздовж осi z. Нехай тепер початковий не деформований стан починає
деформуватися. Якi змiннi необхiднi, щоб повнiстю описати цей дефор-
мований стан? Перш за все вiдзначимо, що довiльний n шар змiщується
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на величину un(x, y) i ця величина є основною змiнною задачi. Для ви-
падку неперервної змiни деформацiй можна ввести неперервну змiнну
z = na i розглядати неперервну величину u(x, y, z). В недеформованому
станi молекули розмiщенi перпендикулярно шарам. З формальної точки
зору можна вважати, що молекули i в деформованому станi будуть стро-
го перпендикулярнi шарам.

Таким чином, потрiбно ввести додаткову змiнну, що характеризує кут
нахилу. Однак, якщо вiдстань, на якiй змiнюється орiєнтацiя L, набага-
то бiльша за деяку макроскопiчну величину λ, то ефекти нахилу малi.
Тепер, якщо з оптичною вiссю зв’язати одиничний вектор n, то вiн буде
мати компоненти nx = −∂u

∂x
<< 1 та ny = −∂u

∂y
<< 1. Цi спiввiдношення

просто означають, що в кожнiй точцi n перпендикулярно шарам. На-
слiдком цього є те, що n · rotn = 0. Таким чином, деформацiї кручення,
що були дозволенi в нематику, забороненi в смектику. В деформованому
смектику локальна густина ρ = ρ0 [1− θ(r)] вiдрiзняється вiд початко-
вого значення ρ0. Для статичних деформацiй θ(r) змiнюється так щоб
мiнiмiзувати вiльну енергiю при даному u(r). За вiдсутностi зовнiшньо-
го поля, яке могло би змiнити ρ, θ(r) не слiд розглядати як незалежну
змiнну. В дiйсностi, завжди можна знайти спiввiдношення мiж θ(r) i u
базуючись тiльки на однiй симетрiї. Вiдзначимо спочатку, що однорiдний
зсув не змiнює ρ, так що θ повинно залежати тiльки вiд похiдних вiд u,
причому першого порядку. Оскiльки довiльнi повороти вiдносно довiль-
них осей не змiнюють густини, то залишається тiльки одна можливiсть,
а саме, що θ = m∂u

∂z
, де m – безрозмiрна стала, що характеризує речовину

i може приймати довiльний знак. Приведенi мiркування показують, що
для опису статичних явищ достатньо одного змiщення u. Тепер можна
записати вiльну енергiю деформацiй в термiнах похiдних вiд u допуска-
ючи завжди що gradu малий. Це, в свою чергу, означає, що шари при
всiх деформацiях нахиленi на невеликi кути вiдносно площини шару. Це
допущення виключає з розгляду сильнi деформацiї i не дає змоги описа-
ти конфокальнi текстури, якi саме виникають при сильних деформацiях.
Допустимо також, що напрямки z та −z еквiвалентнi. При цих допуще-
ннях вiльну енергiю можна записати у виглядi

F = F0 +
1

2
B

(
∂u

∂z

)2

+
1

2
K̃

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)2

+

+
1

2
K ′
(
∂2u

∂z2

)2

+
1

2
K ′′

∂2u

∂z2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
. (2.23)
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Необхiдно зазначити, що третiй доданок у вiльнiй енергiї деформацiй
1
2
K̃
(
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

)2

= 1
2
K̃ (divn)2 це нiщо iнше як енергiя поперечного зги-

ну i по формi i змiсту повнiстю iдентична вiдповiднiй енергiї нематика.
Останнi доданки в виразi для вiльної енергiї включенi для повноти i в
дiйсностi при довгохвильових деформацiях дають малий внесок i суттєвi
тiльки, якщо змiщення змiнюється перпендикулярно до шарiв.

Стандартнi пружнi властивостi смектика А описуються двома кон-
стантами: B (з розмiрнiстю: енергiя помножена на довжину) та констан-
тою K̃, що має розмiрнiсть, енергiї подiленої на довжину. Можна ввести
приведену довжину λ =

(
K̃
B

)
, яка порiвнянна з товщиною шару. Це не

буде справедливо тiльки поблизу фазового переходу. Таким чином, впо-
рядкування в смектику А включає в себе нематичнi властивостi, що опи-
сується поведiнкою нормалi до шарiв, а також властивостi одновимiрного
твердого тiла. Нематична вiльна енергiя представлена виразом

fN =
1

2
K11 (divn)2 +

1

2
K33 (n× rotn)2 , (2.24)

а частина вiльної енергiї твердого тiла

fS =
1

2
B

(
d− d0

d0

)2

=
1

2
Bγ2, (2.25)

де d0 – рiвноважна вiдстань мiж шарами, а d – реальна товщина шару.
Густину вiльної енергiї можна записати в термiнах кривизни як

f =
1

2
K (σ1 + σ2)2 +

1

2
Kσ1σ2 +

1

2
Bγ2, (2.26)

де σ1 = 1
R1

та σ2 = 1
R2

– головнi кривизни в довiльнiй точцi. А середня
кривизна

H =
1

2
(σ1 + σ2) (2.27)

та гаусова кривизна

G = σ1σ2 =
1

2
div (n · divn + n× rotn) (2.28)

прямо входять в визначення енергiї деформацiї смектика. Класичний
результат теорiї поверхонь стверджує, що гаусова кривизна може бути
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представлена через директор, що в нематику представляє собою так зва-
ний дивергентний член з замiною K = −2K24, який можна розглядати
як поверхневий.

Для повного описання смектика необхiдно ще представити вiльну
енергiю деформацiї за наявностi зовнiшнього поля. Вiльну енергiя сме-
ктика при наявностi зовнiшнього електричного та магнiтного полiв мо-
жна записати як

FE,H =
1

2
∆εE2

{(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
}

+
1

2
∆χH2

{(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
}
.

(2.29)
Таким чином, маємо повний опис деформацiй смектика, оскiльки мiнi-
мум вiльної енергiї при тих чи iнших умовах дасть нам реальний розподiл
директора.

Iснують також смектики, де молекули в шарах мають похилу орi-
єнтацiю. Для таких речовин iснують два ступеня вiльностi. Перший –
це так званий С директор – одиничний вектор, направлений в площинi
шару. При цьому можна обертати цей вектор навколо осi перпендику-
лярно шарам не змiнюючи вiльної енергiї. Вектор c подiбний директору
в нематику i за багатьма властивостями вiн нагадує нематик. Довгохви-
льовi флуктуацiї u не вимагають великих затрат енергiї i мають великi
амплiтуди. Всi пов’язанi з цим ефекти, якi обговорювалися ранiше для
смектикiв, мають мiсце i тут [1, 3].

Перехiд смектика в нематик. Перехiд мiж смектиком А i немати-
ком звичайно вiдбувається з порушенням неперервностi з видiленням
скритої теплоти. Однак, це не зумовлено симетрiєю. Використаємо бiльш
загальне формулювання. В нематичнiй фазi впорядкування молекул опи-
сується звичайним параметром порядку S(T ), а в смектичнiй фазi iснує
перiодична змiна густини:

ρ(r) = ρ(z) = ρ0

[
1 + 2−

1
2 | ψ | cos (qz− φ)

]
, (2.30)

де ρ0 – середня густина, а | ψ | – описує величину смектичного впо-
рядкування. Множник перед перiодичною змiною вибраний тiльки для
зручностi, q = 2π

d
– хвильовий вектор хвилi густини, d – вiдстань мiж

шарами, а φ – довiльна фаза. Якщо параметр порядку нематичної фази
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вважати постiйним, то вiльну енергiю можна розкласти по ступенях ψ
таким чином:

FSl = α |ψ|2 + β |ψ|4 . (2.31)

Це нiщо iнше як вiльна енергiя Ландау з залежнiстю вiд температури
коефiцiєнта α.

Тепер врахуємо, що мiж ψ та S(T ) iснує деяка взаємодiя. Якщо S(T )
збiльшується, то зростає i середнє значення притягання мiж сусiднiми
молекулами в смектичних шарах i при такiй взаємодiї оптимальне зна-
чення S не обов’язково буде збiгатися з S(T ). Вiдмiннiсть параметра по-
рядку запишемо як δS = S−S0(T ). По симетрiї задачi додаткова енергiя
взаємодiї мiж параметрами S та ψ повинна мати вигляд

Fint = −C |ψ|2 δS, (2.32)

де С – константа. Вiльна енергiя нематика при цьому буде мати дода-
тковий доданок, пов’язаний зi змiною параметра порядку:

FN = FN(S0) +
1

2χ
δS2, (2.33)

де χ – функцiя вiдгуку. Тепер суму вiльних енергiй

F = FS + Fint + FN (2.34)

потрiбно мiнiмiзувати по δS, що дає δS = χCψ2 i змiнює повну вiльну
енергiю до вигляду

F = FS0 + α |ψ|2 +

(
β − 1

2
C2χ

)
|ψ|4 . (2.35)

Тепер порядок переходу залежить вiд знака третього доданка. Замiна
фазового переходу з другого роду на перший зумовлена взаємодiєю обох
параметрiв порядку. Це точний аналог так званого ефекту Родбелла –
Бина для магнетизму, де все це вiдбувається за рахунок обмiнної взаємо-
дiї. Якщо магнiтний кристал характеризується малим модулем стискан-
ня, то перехiд стає фазовим переходом першого роду.

Переходи, викликанi зовнiшнiми силами. Оскiльки смектики яв-
ляються м’яким середовищем, то його структуру легко змiнити за наяв-
ностi зовнiшнiх полiв або механiчних напружень. Наприклад, розглянемо
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звичайний смектик А з гомеотропною орiєнтацiєю мiж двома скляни-
ми пластинками. При цьому недеформованi шари паралельнi площинi
xy i молекули витягнутi вздовж осi z. Прикладемо до системи магнi-
тне поле H, направлене, наприклад, вздовж осi x i припустимо, що дi-
амагнiтна анiзотропiя 4χ додатна. Щоб мiнiмiзувати вiльну енергiю,
система повинна повернути свою оптичну вiсь, але шари сильно по-
в’язанi мiж собою, а також зi стiнками зразка. Що при цьому може
вiдбутися? Якщо це був би нематик, то вище критичного поля вини-
кла б деформацiя поздовжнього згину i директор набував би значен-
ня nx(z) 6= 0, nx << 1, ny = 0, nz ≈ 1, що для смектика означає,що
u(x, y, z) = const − xnx(z). Фiзично це значило би, що шари збирали-
ся би бiля границь зразка и зумовлювали безмежну пружну енергiю за
рахунок B.

Таким чином, повинно iснувати iнше вирiшення проблеми. Подиви-
мося чи може перiодична змiна директора задовольнити мiнiмуму вiль-
ної енергiї. Пiдставимо рiшення у виглядi u(x, z) = u0(z) cos kx де k –
хвильовий вектор, оптимальне значення якого буде знайдене з мiнiмуму
вiльної енергiї. Залежнiсть вiд z також можна рахувати перiодичною,
але задовольнити межовi умови, а саме u0(z) = 0 при z = 0 i z = d, де d
– товщина зразка. Тодi u0(z) = u0 sin(kzz), де kz = π

d
. Така деформацiя

шарiв вiдповiдає оптичнiй осi, яка локально визначається спiввiдноше-
нням nx = −∂u

∂x
= εsin(kzz)sinkx. Усереднену по об’єму вiльну енергiю

пiсля пiдстановки записаного рiшення можна представити як

〈Fd〉 =
ε2

2

{
B
k2
z

k2

〈
cos2 kzz

〉 〈
cos2 kx

〉
+K11

〈
sin2 kzz

〉 〈
cos2 kx

〉}
. (2.36)

Треба додати ще магнiтний доданок, який при даному рiшеннi набуває
вигляду

〈Fm〉 = −1

2
∆χH2

〈
n2
x

〉
= −1

2
∆χH2ε2

〈
sin2 kzz

〉 〈
cos2 kx

〉
. (2.37)

Всi середнi значення 〈cos2 θ〉 та
〈
sin2 θ

〉
рiвнi 1

2
i тодi повна вiльна енергiя

може бути записана як:

〈Fd + Fm〉 =
ε2

8
B

{
k2
z

k2
+ k2λ2

}
− ε2

8
∆χH2. (2.38)

Як видно з виразу вiльної енергiї, iснує критичне поле, коли пружна i
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магнiтна складовi в виразi вiльної енергiї зрiвняються:

∆χH2 = 2B
k2
z

k2
= 2Bkzλ = 2π

Bλ

d
. (2.39)

Дана умова була отримана Юро, а сама нестiйкiсть називається нестiй-
кiстю Хелфрiха. Критичне поле зменшується з товщиною зразка i змен-
шується повiльнiше, нiж при ефектi Фредерiкса. Хоча такий перехiд у
модульований смектик за наявностi поля досить простий, але його дуже
важко спостерiгати.

Бiльш реалiстичний ефект – це перiодична деформацiя шарiв при
наявностi механiчних напружень. Перiод деформацiй 2π

k
пропорцiйний

квадратному кореню вiд товщини зразка. Цей ефект спостерiгався за
допомогою дифракцiї свiтла на перiодичнiй модуляцiї. Цей ефект можна
легко зрозумiти, якщо припустити, що кiлькiсть шарiв у зразку стала.
Тодi при розширеннi системи можуть бути два типи поведiнки – або
шари однорiдно розширюються, що вимагає затрат енергiї, яка пропор-
цiйна модулю B, або вони залишаються сталої товщини але намагаються
заповнити вiльний простiр за допомогою модуляцiї, що являється бiльш
енергетично вигiдним. Порiг можна знайти узагальненням пружної енер-
гiї на випадок скiнчених напруг. Досить записати енергiю, пов’язану з
розтягом шарiв, у виглядi

Fp =
1

2
Bγ2. (2.40)

Однак лiнiйну форму γ = ∂u
∂z

треба покращити. Розглянемо випадок, ко-
ли нахил шарiв однорiдний, ∂u

∂z
= 0, ∂u

∂x
= −nx << 1. Якщо згадати, що

кiлькiсть шарiв стала, то вiдстань мiж ними надалi рiвна недеформо-
ваному iнтервалу a. Однак, насправдi вiдстань мiж шарами буде рiвна
a cosnx ≈ a(1 − 1

2
n2
x) < a. Таким чином, виникає мале, другого порядку

видовження γ = −n2
x

2
= −1

2
(∂u
∂x

)2. Якщо залишається сталою кiлькiсть
шарiв, то можна записати, що γ = ∂u

∂z
− n2

x

2
i тодi вiльна енергiя набуває

вигляду

F =
1

2
Bγ2 +

1

2
K11(

∂2u

∂x2
)2, (2.41)

де γ – задається попереднiм виразом. Тепер будемо вирiшувати задачу
методом послiдовних наближень, а саме, представимо змiщення u та роз-
тяг γ як суми двох доданкiв u = u0 + u1(x, z), γ = γ0 + γ1, де u0 = γ0z
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– однорiдне змiщення. Вiльну енергiю з точнiстю до членiв другого по-
рядку по змiщеннях можна записати як

F = F0 +Bγ0
∂u1

∂z
−Bγ0

n2
x

2
+

1

2
K11(

∂2u1

∂x2
)2. (2.42)

Доданок з лiнiйним ∂u1
∂z

при iнтегруваннi по z дає нуль, оскiльки u1 зни-
кає на обох пластинках. Другий член у виразi вiльної енергiї повнiстю
iдентичний члену в ефектi Хелфрiха – Юро за наявностi магнiтного по-
ля. Це можна записати рiвнiстю Bγ0

n2
x

2
= ∆χH2 n

2
x

2
.

Таким чином, нестiйкiсть смектика при механiчнiй дiї повнiстю ана-
логiчна нестiйкостi за наявностi зовнiшнього магнiтного поля. Просторо-
ву довжину нестiйкої моди можна знайти з рiвностi γ0c = 2π λ

d
. Потрiбно

пiдкреслити, що нестiйкiсть, викликана розтягом, метастабiльна. Якщо
очiкувати досить довго, то кiлькiсть шарiв буде змiнюватися за раху-
нок руху дисклiнацiй, якi тут не описувалися. Просторово-перiодичнi
подiбнi модуляцiї смектика А спостерiгалися i при iнших експеримен-
тальних умовах. Спочатку зразок знаходився в полi сильного свiтлового
пучка i при цьому трохи нагрiвався внаслiдок поглинання свiтла. Потiм
iнтенсивнiсть свiтла рiзко зменшувалася i шари стягувалися. Якщо тов-
щина зразка фiксована, то скорочення шарiв може реалiзуватися через
модуляцiї. Збурення мають вигляд дуже мiлкої квадратної ґратки. Це
дозволяє записати iнформацiю в шарi смектика на дуже малому мас-
штабi. Iнформацiю можна записувати i стирати за допомогою свiтлового
променя рiзної iнтенсивностi.

Флуктуацiї орiєнтацiї в рiдких кристалах. Тепер спробуємо опи-
сати можливi флуктуацiї орiєнтацiї директора в довiльних рiдких кри-
сталах i з’ясувати можливий вплив таких флуктуацiй на поведiнку ме-
зофази. Природно, що флуктуацiї директора завжди присутнi, а їх наяв-
нiсть обов’язково вплине на фiзичнi властивостi як самої мезофази, так
i на поведiнку внесених у рiдкий кристал частинок, в першу чергу, на їх
броунiвський рух.

Розглянемо спочатку зразок нематичного рiдкого кристала, оптична
вiсь якого направлена вздовж осi z. Флуктуацiї оптичної осi в довiльнiй
точцi r можна описати за допомогою малих компонент директора nx та
ny. Вiльна енергiя деформацiй з точнiстю до другого порядку по флу-
ктуацiях директора в фур’є-представленнi за наявностi зовнiшнiх полiв
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може бути записана як

F = F0+
1

2
V −1

∑
q

∑
α

|nα(q)|2
{
K3q

2
‖ +Kαq

2
⊥ +

(
∆εE2 + ∆χH2

)}
, (2.43)

де q‖, q⊥ – компоненти хвильового вектора, направленi паралельно i пер-
пендикулярно оптичнiй осi, а V – об’єм зразка. Тут квадратична форма
пiд знаком суми приведена до дiагонального вигляду шляхом лiнiйної
замiни змiнних nx, ny → n1, n2 вздовж i в поперек кожного q. Можна
ввести два одиничних вектори e1 та e2 в площинi (x, y), e2 ⊥ q,e1 ⊥ e2.
Компоненти n(q) вздовж eα позначаються nα(q), n1(q) описують перiо-
дичнi деформацiї, що являють собою сумiш поздовжнього та поперечно-
го згину, а n2(q) – перiодичнi деформацiї сумiшi кручення i поздовжнього
згину.

Тепер можна визначити тепловi середнi значення флуктуацiй |nα(q)|2.
Використавши теорему про рiвний розподiл енергiї по ступенях вiльностi,
можна знайти

|nα(q)|2 =
kTV

K3q2
‖ +Kαq2

⊥ + (∆εE2 + ∆χH2)
. (2.44)

З цього рiвняння можна знайти кореляцiю директора в рiзних точках, а
саме

〈nx(r1)nx(r2)〉 = 〈ny(r1)ny(r2)〉 =
kT

4πKr
exp(− r

ξe + ξm
), (2.45)

де ξe та ξm – електрична та магнiтна довжина когерентностi. За вiд-
сутностi зовнiшнiх полiв кореляцiї дуже швидко спадають. При рiзних
пружних константах це також має мiсце. Таке зменшення кореляцiй за
законом 1

R
має мiсце для всiх систем, що мають видiлену вiсь i сили

взаємодiї короткодiючi. Аналогiчнi кореляцiї знайденi в феромагнетику
при нульовому полi. З формули також видно, що за наявностi зовнiшньо-
го поля довжина кореляцiй флуктуацiй дорiвнює вiдповiднiй кореляцiй-
нiй довжинi, що зумовлена заданим полем. На флуктуацiях директора i
вiдбувається розсiяння свiтла такими середовищами i експериментальнi
результати досить добре описуються в рамках даного припущення.

Тепер розглянемо недеформований смектичний рiдкий кристал i опи-
шемо спонтаннi флуктуацiї шарiв. Такi флуктуацiї визначають особли-
востi розсiювання свiтла так само, як у нематичному рiдкому кристалi.
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Знову, як i ранiше, перейдемо до фур’є-представлення компоненти uq
змiщення u(r) i отримаємо вiльну енергiю у виглядi

F =
1

2

∑
q

{
Bq2

z +K⊥q
4
⊥
}
|uq|2 , (2.46)

де q2
⊥ = q2

x+ q2
y . Використавши знову теорему про рiвний розподiл енергiї

по ступенях вiльностi, отримаємо таке теплове середнє:

|uq|2 =
kT

Bq2
z +K⊥q4

⊥
=

kT

B (q2
z + λ2q4

⊥)
. (2.47)

Залежно вiд режиму розсiювання ми будемо мати рiзнi випадки. Якщо
порахувати iнтенсивнiсть розсiювання, то вона має вигляд

I =
kT

B
∆ε2

q2

q2
z + λ2q4

⊥
. (2.48)

Тепер, якщо qz ∼ q⊥ 6= 0, то iнтенсивнiсть

I =
kT

B
∆ε

q2

q2
z

, (2.49)

i для видимого свiтла λq < 1 буде пропорцiйна kT
B
, що може бути по-

рiвняно з iнтенсивнiстю для звичайної рiдини. Це означає, що смектик
з монодоменною структурою не буде мутним подiбно нематику. Якщо q
лежить в площинi шарiв, то iнтенсивнiсть набуває вигляду

I = ∆ε2
kT

Kq2
. (2.50)

Представлена iнтенсивнiсть має вигляд, аналогiчний iнтенсивностi роз-
сiювання в нематику. Флуктуацiї чистих мод деформацiї, для яких шари
деформуються, а вiдстань мiж ними не змiнюється, вимагають малих
затрат енергiї i мають велику амплiтуду.
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Роздiл 3

Окрема колоїдна частинка в
рiдкому кристалi

Топологiя розподiлу директора. Рiвноважному стану рiдкокриста-
лiчного середовища необов’язково вiдповiдає неперервний всюди розпо-
дiл директора n(r), коли директор в кожнiй точцi має повнiстю визна-
чений напрямок. Необхiдно також розглянути деформацiї з полем дире-
ктора n(r), якi мають особливi точки або лiнiї, в яких напрямок дире-
ктора не визначений. Енергiя рiдкого кристала не змiнюється при до-
вiльному поворотi директора в усiх точках одночасно. Можна сказати,
що стани виродженi по рiвноважному напрямку директора i цi напрямки
вiдiграють роль параметрiв виродження. На цiй пiдставi вводиться поня-
ття про простiр виродження – областi змiни параметра виродження без
змiни енергiї системи. В даному випадку – це поверхня сфери одинично-
го радiуса, кожна точка якого вiдповiдає певному напрямку директора.
При цьому необхiдно врахувати, що напрямки директора протилежного
знака фiзично тотожнi. Дiаметрально протилежнi точки на сферi еквiва-
лентнi. Таким чином, простiр виродження нематика – сфера, протилежнi
точки якої еквiвалентнi. Припустимо, що ми обходимо в фiзичному об’-
ємi навколо якоїсь особливої лiнiї по деякому замкнутому контуру, який
позначається як γ i слiдкуємо за напрямком директора. Точка, що зобра-
жує його в просторi виродження, опише також деякий замкнутий контур
Γ. Потрiбно вiдрiзняти два випадки. В першому випадку даний контур
буде замкнутий в буквальному розумiннi. Повернувшись в початкову то-
чку на сферi, контур може описати деяке цiле число петель, яке i явля-
ється цiлочисельним числом Франка. В iншому випадку контур, який
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вийшов з деякої точки, закiнчиться в дiаметрально протилежнiй точцi.
Такий контур повинен також розглядатися як замкнутий в силу того,
що цi точки фiзично еквiвалентнi. В цьому випадку iндекс Франка буде
напiвцiлим. Довiльний замкнутий контур на поверхнi сфери може бути
перетворений в довiльний iнший замкнутий контур неперервною дефор-
мацiєю. Бiльше того, довiльний замкнутий контур може бути стягнений
в точку. Деформацiя контуру може вiдображати як змiну контуру в фi-
зичному просторi, так i змiну самого поля n(r). Аналогiчно можуть бути
деформованi контури, якi починаються в дiаметрально протилежних то-
чках. Однак такi контури не можуть бути стягнутi в точку, оскiльки при
деформуваннi кiнцi контура хоч i можуть змiщуватися, але при цьому
повиннi залишатися на кiнцях дiаметра сфери. Iндекс Франка не є топо-
логiчним iнварiантом. Топологiчним iнварiантом є тiльки факт, що вiн
цiлий або напiвцiлий. Звiдси випливає, що всi особливостi в нематично-
му рiдкому кристалi розпадаються на двi категорiї, в кожнiй з яких всi
особливостi топологiчно еквiвалентнi i можуть бути переведенi кожна в
iншу в результатi неперервної деформацiї поля n(r). Одну категорiю ста-
новлять особливостi з цiлим числом Франка i цi дисклiнацiї топологiчно
нестiйкi i можуть бути усунутi неперервною деформацiєю. Дисклiнацiя
з цiлим iндексом може закiнчуватися в об’ємi нематика. Iншу категорiю
становлять дисклiнацiї з напiвцiлим iндексом. Цi особливостi не можна
знищити i для них iснує топологiчна стiйкiсть. Питання про те, яка з
структур повинна iснувати в тих чи iнших фiзичних умовах, залежить
вiд термодинамiчних умов i виходить за рамки топологiї. Разом з лi-
нiйними особливостями в нематичному рiдкому кристалi можуть iснува-
ти також точковi особливостi, прикладом яких може бути точка, з якої
стирчать вектори n(r) в усiх напрямках. Таке утворення нагадує їжака
i приймає дану назву. Число, яке характеризує точкову особливiсть, мо-
же бути тiльки цiлим. В рiдкому кристалi самi дефекти являють собою
областi, де директор невизначений. Такi особливостi є топологiчними i
їм можна приписати вiдповiдний топологiчний заряд, який визначається
спiввiдношенням

q =
1

8π

∫
dSiεijkn · (∂jn× ∂kn) . (3.1)

Крiм того, iснують теореми, якi говорять про те, що загальне число то-
пологiчних зарядiв дефектiв з особливостями в окремих точках зберiга-
ється. Опишемо спочатку можливi особливостi в нематику.
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Дефекти в нематику. Необхiдно розглянути деформацiї з полем ди-
ректора n(r), якi мають особливi точки або лiнiї, в яких напрямок дире-
ктора не визначений. Лiнiйнi особливостi називають дисклiнацiями. Не-
обхiднiсть появи дисклiнацiй можна проiлюструвати на простому при-
кладi. Представимо нематик у цилiндричнiй комiрцi з межовими умо-
вами на поверхнi, що вимагають, щоб напрямок директора був перпен-
дикулярним до поверхнi цилiндра. Природно очiкувати, що директор в
кожнiй точцi зразка буде лежати в площинi поперечного перерiзу цилiн-
дра в напрямку по радiусу в цьому перерiзi. Очевидно, також, що на-
прямок директора в центрi цилiндра буде невизначеним. Якщо межовi
умови на поверхнi цилiндра вимагають паралельного напрямку директо-
ра на поверхнi, то встановиться розподiл з вектором n(r) всюди вздовж
концентричних кiл з центром на осi цилiндра, де напрямок директора
знову буде невизначеним. Обидва приклади – простi випадки iснування
прямолiнiйних дисклiнацiй.

Можна розглянути задачу про можливий розподiл директора в рiд-
кому кристалi за наявностi лiнiйної дисклiнацiї. Очевидно, що розподiл
n(r) в такiй дисклiнацiї не залежить вiд координати в напрямку її довжи-
ни, що дає змогу розглядати розподiл директора в площинi перпендику-
лярно осi дисклiнацiї. Можна вважати, що директор всюди знаходиться
в цiй площинi i утворює кут θ(x, y) з вiссю x. Деякi загальнi властиво-
стi рiшення такої задачi можуть бути виявленi без особливих труднощiв.
Вiльна енергiя такого роду деформацiй може бути записана у виглядi

F =
1

2
K (∇θ)2 (3.2)

з рiвнянням рiвноваги ∇2θ = 0. Точне рiшення рiвняння можна записати
як θ = mφ + cost, де φ = arctan y

x
. Зробивши обхiд навколо лiнiї на 2π,

повертаємося до попереднього, а θ може помiнятися тiльки на 2mπ i
коефiцiєнт m = dθ

dφ
повинен бути цiлим або напiвцiлим. Вiдповiдно до

останнього рiвняння вектор |∇θ| = m
ρ
, де ρ =

√
x2 + y2 – вiдстань до

лiнiї. Легко показати, що таке векторне поле має div∇θ ≡ 42θ = 0.
Приймаючи до уваги даний розв’язок, вiльна енергiя, що припадає на
одиницю довжини, набуває вигляду

F =

∫ ρmax

a

2πρ
Km

2ρ2
dρ = πKm2 ln

(ρmax
a

)
, (3.3)
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Рис. 3.1: Зображення точкових дефектiв у виглядi гiперболiчного та зви-
чайного їжака злiва та дисклiнацiйної лiнiї, перпендикулярної до площи-
ни рисунка, справа

де a – радiус серцевини дисклiнацiї молекулярних розмiрiв, а ρmax – ви-
значає вiдстань до iншої дисклiнацiї або до стiнки зразка i ця величина не
дуже важлива оскiльки входить пiд знаком логарифма. Представлений
вираз не включає внесок вiд внутрiшньої областi або серцевини.

Опис можливих дефектiв у мезофазi дано в роботi [3]. Одним з таких
дефектiв, наприклад, є дисклiнацiйна лiнiя з ядром, де параметр порядку
рiвний нулевi. Топологiчний заряд дисклiнацiйної лiнiї за визначенням
рiвний 1

2
. Крiм дисклiнацiйних лiнiй можуть з’являтися точковi дефекти

з топологiчними зарядами рiвними одиницi, так званi радiальний та гi-
перболiчний їжак. Розподiл директора за наявностi точкових дефектiв
та дисклiнацiйної лiнiї наведено на рис.3.1 . Щоб зрозумiти, що вiдбува-
ється з розподiлом директора за наявностi топологiчних зарядiв, доста-
тньо розглянути одноконстантне наближення. При таких наближеннях
розподiл директора визначається з мiнiмуму вiльної енергiї:

Fd ==
K

2

∫
dr{(divn)2 + (rotn)2}. (3.4)

Для дисклiнацiйної лiнiї вздовж осi z можна задати розподiл директо-
ра у виглядi −→n =

(
cos ϕ

2
, sin ϕ

2

)
, де ϕ = tan−1 y

x
є азимутальним кутом в

площинi xy. Вiльна енергiя одиницi довжини дисклiнацiйної лiнiї, вра-
ховуючи енергiю ядра, записується як

Fd =
πK

4
ln
R

rc
+ πr2

cεc, (3.5)

де rc – радiус ядра, а εc – енергiя ядра, яку можна знайти, мiнiмiзуючи
дану вiльну енергiю по радiусу ядра, що дає εc = K

8r2c
. Енергiю дисклiна-
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цiйної петлi радiуса R0, що являє собою замкнуту дисклiнацiйну лiнiю,
можна записати у виглядi

Ering ≈ 2πR0

[
1

4
πK ln

(
R0

rc

)
+ εc

]
+ 8παK (R−R0) , (3.6)

де α = 1− K
K24

. Мiнiмiзуючи дану вiльну енергiю, можемо знайти радiус
дисклiнацiйної петлi:

R0 = rc exp

[
16

π

(
α− 1

4
− π

16

)]
. (3.7)

Цей результат отримано в роботах [44, 51].
Якщо взяти тепер двi дисклiнацiї, розмiщенi на вiдстанi d одна вiд

одної, то в довiльнiй точцi

|∇θ| = m

ρ1

+
m

ρ2

=
m

ρ1

+
m

d− ρ1

, (3.8)

де ρ1 та ρ2 – вiдстань вiд даної точки до вiдповiдної дисклiнацiї.
Тепер можна обчислити енергiю деформацiй, створену обома дисклi-

нацiями:

F12 =
K

2

∫ d−a

a

m

{
1

ρ1

+
1

d− ρ1

}
dρ1 = 2πKm2ln

(
d

a

)
(3.9)

З формули видно, що енергiя збiльшується зi збiльшенням вiдстанi. Цю
енергiю можна трактувати як енергiю взаємодiї мiж двома лiнiями як
дефектами в рiдкому кристалi. Взаємодiя мiж дисклiнацiйними лiнiя-
ми з протилежним топологiчним знаком вiдповiдає притяганню, а сила
притягання на одиницю довжини дорiвнює

f = 2π
Km2

d
. (3.10)

Можна обчислити взаємодiю лiнiї дисклiнацiї зi стiнкою. Для цього до-
сить ввести зображення даної лiнiї на вiдстанi d = 2h, де h – вiдстань
лiнiї до стiнки i обчислити енергiю деформацiї, що вносять обидвi ди-
склiнацiйнi лiнiї. Правда, в цьому випадку зображення є того самого
топологiчного заряду i мiж ними буде вiдштовхування. Дисклiнацiйна
лiнiя вiдштовхується вiд стiнки з приведеною вище силою, яка має на-
зву сили зображення. Бiльш загальна конфiгурацiя дисклiнацiйної лiнiї
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iснує у виглядi петлi. Деформацiї навколо лiнiї з цiлим значенням сили
m завжди можна неперервним чином перетворити в гладку структуру
без сингулярних лiнiй. Типовий приклад такого процесу вiдбувається в
зразку у виглядi цилiндра з нормальними межовими умовами на поверх-
нi. Директор всюди радiальний i в центрi цилiндра з’являється лiнiйна
дисклiнацiя з силою m = ±1. Деформацiя директора при цьому є чи-
стим поперечним згином. При цьому енергiя на одиницю довжини лiнiї
дорiвнює

F = πK11ln

(
R

a

)
, (3.11)

де R – радiус цилiндра. В той самий час може iснувати i iнша конфiгура-
цiя директора, яка описується як поперечним, так i поздовжнiм згином
i в цилiндричних координатах може бути записана в компонентах дире-
ктора як:

nz cosu(ρ), nρ = sinu(ρ), nφ = 0. (3.12)

При межових умовах u(R) = π
2
, u(0) = 0 в одноконстантному наближеннi

iснує рiшення для u(ρ) у виглядi

tg
u

2
=
ρ

R
. (3.13)

З цього рiшення видно, що u лiнiйно зменшується до нуля при ρ→ 0 i гра-
дiєнт при цьому не має особливостей. Таким чином, при цьому розв’язку
як з поперечним, так i поздовжнiм згином лiнiйна дисклiнацiя не вини-
кає. Якщо обчислити вiльну енергiю у випадку деформацiй без наявностi
особливої лiнiї, то при наведеному розв’язку FNS = 3πK, а це означає,
що при ln

(
R
a

)
> 3 R > 20a i конфiгурацiя з поперечним i поздовжнiм

згином бiльш енергетично вигiдна, нiж з особливою лiнiєю.
Тепер визначимо енергiю, що вносить в рiдкий кристал дефект, який

має сингулярну точку. Такi дефекти в об’ємi рiдкого кристала назива-
ються звичайним i гiперболiчним їжаком, а на поверхнi – буджумами.
Точковi дефекти можуть розтягуватися в дисклiнацiйнi петлi з нульо-
вим радiусом. Кожен з розподiлiв директора за наявностi дефектiв має
свою вiльну енергiю. Якщо ми розглянемо область деформацiй радiуса
R, то енергiя радiального їжака запишеться у виглядi

Erad = 8π (K −K24)R. (3.14)
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Для гiперболiчного їжака можна отримати:

Ehyp =
8π

3
(K +K24)R, (3.15)

а для кругового розподiлу

Ecir =
8π

3
(2K −K24)R. (3.16)

Рiвноважний розподiл директора в обмеженому зразку буде визначатися
мiнiмумом вiльної енергiї, що включає в себе пружну енергiю деформацiї
директора разом з поверхневою енергiєю. Для типових значень W ∼
(10−5 − 10−6) J

m2 та K ∼ 10−11N – критичний розмiр порядку декiлькох
мiкрон.

Виникає також питання як взаємодiють точковi дефекти в немати-
чному рiдкому кристалi. Результат, отриманий для взаємодiї дисклiна-
цiйних лiнiй в тривимiрному випадку, буде справедливий для точкових
дефектiв в двовимiрному випадку. В тривимiрному випадку це не так.
Розмiрний аналiз показує, що точковi дефекти будуть взаємодiяти з лi-
нiйним потенцiалом, а саме V ∼ Kd, де d – вiдстань мiж дефектами, при
цьому, наприклад, радiальний та гiперболiчний їжаки притягуються як
кварки утворюючи мiж собою струну. Це явище експериментально спо-
стерiгалось в [58]. Сила взаємодiї мiж ними є константою f = −4πK. Це,
звичайно, не є повна сила. Виникає ще сила тертя, що зумовлена гео-
метрiєю деформацiй директора мiж ними, але усе-таки точковi дефекти
будуть рухатися назустрiч один одному зi сталою швидкiстю.

Дефекти в холестерику i смектику. Як у нематику, так i в холе-
стерику iснують деякi сингулярнi лiнiї, де поле директора не визначене.
Оскiльки початкова структура являє собою спiраль, то в холестерику
геометрiя таких лiнiй набагато складнiша. Процес утворення сингуляр-
них лiнiй в середовищi, де iснує спiральне впорядкування, запропону-
вав Вольтера. Будемо виходити зi спiральної структури i виконаємо такi
операцiї. Спочатку заморозимо холестерик, розiрвемо утворене тверде
тiло вздовж довiльної поверхнi i змiстимо одну сторону розрiзу по вiд-
ношенню до iншої на деяку величину, i крiм того, повернемо поверхню
розрiзу на деякий кут. Пiсля цих операцiй ми хочемо забезпечити узго-
дження окремих частин знову. Для цього заповним пустоти, забиремо
перекриття двох областей i розморозимо тверде тiло. Директор повинен



40

перебудуватися так, щоб мiнiмiзувати енергiю. Оскiльки обидвi сторони
узгодженi поле директора не має розриву на площинi, а має розрив на
лiнiї, що i є особливою лiнiєю холестерика. Тепер визначимо, якi опера-
цiї симетрiї дозволенi в середовищi. Перша операцiя – це змiщення пер-
пендикулярно осi спiралi, що може створити локальну змiну густини в
замороженому станi. Але в процесi розмороження це стискання релаксує
за допомогою в’язкостi до нуля. В результатi не виникає нiякого ефекту.
Наступним елементом симетрiї є змiщення вздовж осi спiралi. Для то-
го щоб вiдбулося само узгодження необхiдно, щоб цей зсув був кратним
цiлому або напiвцiлому кроку спiралi. Може бути присутнiм i поворот
навколо деякої осi. Якщо обертання вiдбувається навколо осi, паралель-
нiй осi спiралi, то при спiральнiй структурi ця операцiя нiчого не змiнює.
Обертання навколо осi, що перпендикулярна осi спiралi, дозволяє симе-
трiя, коли вiсь обертання паралельна або перпендикулярна локальному
директору. Можна порiвняти цi дозволенi симетрiєю операцiї з операцi-
ями в нематику. В нематику всi змiщення дозволенi i тривiальнi. Єдина
корисна операцiя – це обертання навколо осi перпендикулярно недефор-
мованому нематику. Приводити експериментально спостереженi особливi
лiнiї в холестерику ми не будемо, оскiльки це можна знайти в багатьох
книгах по рiдких кристалах. Наведемо тiльки можливий вигляд дисклi-
нацiйної петлi навколо внесеної сферичної частинки, див. рис.3.2. Хоча
насправдi, тепер, пiсля комп’ютерних розрахункiв це виглядає значно
складнiше.

Iснування пружних i пластичних властивостей в смектику одноча-
сно приводить до iснування дислокацiй з вiдомими характеристиками.
Основна особливiсть деформацiй в смектику полягає в тому, що закруче-
ння та поздовжнiй згин забороненi. В iдеальному випадку маємо тiльки
поперечний згин. Розглянемо крайову дислокацiю в смектику. Її форму-
вання може вiдбутися, якщо ми мiж шарами спробуємо втиснути дода-
тковий шар. Тодi з рiзних бокiв в нас буде рiзна кiлькiсть шарiв i це
приведе до деформацiї, яку можна визначити з рiвняння Ейлера – Ла-
гранжа:

K1142
⊥u = B

∂2u

∂z2
(3.17)

при межових умовах, при z = 0 u(x < 0) = 0, u(x > 0) ≡ b
2
, де b – вектор

Бюргерса. Рiшення рiвняння Ейлера – Лагранжа для змiщення можемо
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Рис. 3.2: Приблизний вигляд дисклiнацiї в холестерику
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представити у виглядi

u(x, z) ≡ b

4
√
π

∫ x√
λz

−∞
exp

(
−t2
)
dt, (3.18)

що для кута, який утворює нормаль до шарiв i вiсь OZ, дає

θ(x) =
∂u

∂z
=

b

4
√
πλz

exp

(
− x2

4λz

)
. (3.19)

Цей кут швидко спадає зовнi параболи x2 = ±4λz. Введемо ξ як розмiр
ядра дислокацiї в напрямку x. Енергiю тепер можна обчислити через
вiдоме значення для змiщення u(x, z), а саме

1

2

∫
K11 (divn)2 =

K11b
2

8λξ
, (3.20)

а доданок 1
2
B
(
∂u
∂z

)2 просто подвоює попереднє значення енергiї. Враху-
вавши енергiю ядра дисклiнацiї Wc, можемо записати повну енергiю у
виглядi

E =
K11b

2

2λξ
+Wc =

Bb2λ

2ξ
+Wc. (3.21)

Крiм крайових у смектику ще виникають i гвинтовi дислокацiї. Рiвняння
Ейлера – Лагранжа

K1142
⊥u = B

∂2u

∂z2
(3.22)

без вiдповiдних межових умов має рiшення u(r, θ) = bθ
2π
, що вiдповiд-

ає по конфiгурацiї гвинтовiй дислокацiї в кристалiчному тiлi. Наведене
рiшення повнiстю i точно мiнiмiзує вiльну енергiю

f =
1

2
K11 (divn)2 +

1

2
Bγ2, (3.23)

представлену через обидвi кривизни i вiдповiдає випадку divn = 0. Рi-
шення для зсуву u можна записати i в формi ϕ = − bθ

2π
+ z, що описує

iзольовану гвинтову дислокацiю як правильний гелiкоїд, де ϕ(θ) – фа-
зова змiнна i константа в кожному шарi, а θ – полярний кут. Гвинтова
дислокацiя зовнi ядра в смектику має вiльну енергiю, яку можна пред-
ставити у виглядi

F =
Bb4

128

(
1

r2
c

− 1

R

)
, (3.24)
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Рис. 3.3: Приблизний вигляд дисклiнацiї в смектику або так званий
фокал-конiк дефект. Злiва – структура в системi таких дефектiв, що
спостерiгалася в краплi смектика

де R – розмiр зразка, а rc – радiус ядра. Таким чином, у смектику мо-
жуть виникати дисклiнацiї, описанi ранiше, так i довiльна їх комбiнацiя,
див. рис.3.3. Найпростiша дисклiнацiя, наприклад, виникає в смектику,
який однiєю поверхнею межує з iзотропною фазою, а iншою з повiтрям,
див. рис.3.3. На цих двох границях повинно iснувати рiзне розмiщен-
ня молекул. Молекули будуть знаходитися перпендикулярно поверхнi,
яка контактує з повiтрям i паралельно поверхнi, яка контактує з iзотро-
пною фазою. Нехай рiзниця поверхневих натягiв набуває значення ∆σ,
тодi критичний розмiр ядра дисклiнацiї буде визначатися як rc = K

∆σ
.

Такi дисклiнацiї утворюють структуру на плоскому смектичному рiд-
кому кристалi, а також на краплi смектика, як це зображено злiва на
рис.3.3. На плоскому смектику кiлькiсть дефектiв необмежена, а на на-
пiвсферичнiй краплi виникає цiлком обмежена їх кiлькiсть, яка обернено
пропорцiйна її кривизнi.

Крiм того, довiльнi дисклiнацiї взаємодiють через спричиненi ними
деформацiї. Взаємодiю крайових або гвинтових дисклiнацiй можна отри-
мати, коли вирiшити задачу про деформацiю поля директора, що зумов-
лена появою таких дисклiнацiй. Вiльну енергiю смектика за наявностi
дисклiнацiй можна записати у виглядi

Fsm =
B

2

∫
d3r

{
(
∂u

∂z
)2 + λ2(∇2

‖u)2 + βρ(r)u(r)

}
, (3.25)

де λ =
√

K
B
, а ρ – густина дефектiв, β – характеризує сам дефект. Тепер

можна перейти до фур’є-представлення i знайти мiнiмум вiльної енергiї
за наявностi дефектiв. Мiнiмум вiльної енергiї δF

δu
= 0 дає uq = βρq

q2‖+λq
4
⊥
.
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Тодi вiльну енергiю можна представити в термiнах густини дефектiв у
виглядi

Fsm =
1

(2π)3

∫
d3qU(q)ρ(q)ρ(−q) =

∫
d3rU(r− r′)ρ(r)ρ(n′), (3.26)

де

U(q) =
1

2

Bβ2

q2
‖ + λq4

⊥
. (3.27)

В реальному просторi енергiя взаємодiї мiж двома крайовими дисклiна-
цiями в смектичному рiдкому кристалi набуває вигляду

U(r) =
Bβ2

8π

exp(− r2⊥
4λr‖

)

λ2r‖
, (3.28)

при β = d отримуємо вiдомий ранiше результат, але з трохи вiдмiнною
залежнiстю вiд вiдстанi. Таким чином, бачимо, що в смектику можуть
виникати як крайовi, так i кутовi дисклiнацiї, створення яких вимагає
затрат енергiї, а крiм того, створенi дефекти ще й взаємодiють мiж со-
бою за рахунок деформацiй директора. Дослiдження появи та взаємодiї
дефектiв являє собою дуже цiкаву та актуальну проблему i до цього часу
iнтенсивно розвивається, тим бiльше, що знайдено цiлу низку нових фаз,
якi не могли б з’явитися без участi дефектiв, див. рис.3.4.

До таких фаз належить, наприклад, голуба фаза i так звана TGB фа-
за, яка спочатку була передбачена теоретично, див. рис.3.5 Про всi такi
екзотичнi фази i поведiку сукупностi дефектiв можна знайти в роботах
[1] - [3].

Окрема колоїдна частинка в рiдкому кристалi. Розглянемо по-
ведiнку окремої частинки, що внесена в нематичний рiдкий кристал, з
точки зору створеного розподiлу директора навколо окремого включе-
ння. Попередньо, маємо пружне середовище, що описується директо-
ром, будь-якi деформацiї рiвноважного розподiлу якого вимагають за-
трат енергiї. Тепер в таке середовище вноситься одне включення, яке
своєю поверхнею вносить збурення в розподiл директора. В феномено-
логiчному наближеннi поверхневу енергiю в загальному випадку можна
записати у виглядi [1]:

Fs =
∑
p

W

∮
ds(ν(s) · n(s))2 −K24

∮
ds[(νn)divn− (n∇)n]ν. (3.29)
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Рис. 3.4: Структури в системi дефектiв. Крайня злiва, це так звана го-
луба фаза, яка являє собою сукупнiсть подвiйно закручених цилiндрiв,
а промiжку мiж ними дефекти. Посерединi – кубiчна фаза, яку ство-
юють дефекти в холестеричнiй фазi, а справа це теж кубiчна фаза в
мембранах з смектичною фазою. Бiлi плями вказують на розмiщення
дефектiв-дiрок в смектичнiй мембранi

Рис. 3.5: Так звана TGB фаза. Дана фаза являє собою розiрвану сто-
пку смектика на окремi областi, якi повернутi одна вiдносно iншої на
певний кут, так, що в перпендикулярному нарямку виникає спiральна
закрутка, а в промiжках мiж окремими областями розмiщенi дефекти –
дисклiнацiйнi лiнiї. Все це нагадує фазу Абрикосова для надпровiдникiв



46

Для включень iншої рiдини в рiдкому кристалi iснує ще i звичайна по-
верхнева енергiя σR2, де σ – поверхневий натяг, а R – розмiр включення.
Порiвнюючи дану поверхневу енергiю з пружною енергiєю деформацiй
директора, можна стверджувати, що для включень розмiру R > K

σ
рiд-

кий кристал не змiнює форму крапель. За таких умов твердi включен-
ня i краплi iншої рiдини повнiстю еквiвалентнi в подальшому розглядi.
Якщо директор направлено перпендикулярно поверхнi включення, то
деформацiйна енергiя Франка буде рiвна 4πKR, а поверхнева енергiя
при цьому буде рiвна 4πWR2. Поверхнева енергiя пропорцiйна радiусу
включення в другому степенi, а пружна енергiя – розмiру в першому
степенi. Таким чином, поверхнева енергiя домiнує при великих розмi-
рах частинки, а для малих включень пружна енергiя завжди бiльша за
поверхневу. Звiдси стає зрозумiлим критерiй сили зчеплення, який ви-
значається вiдношенням поверхневої енергiї до об’ємної. В залежностi
вiд величини зчеплення з поверхнею, характеру межових умов на по-
верхнi включення та його розмiру може виникати рiзної форми розподiл
директора в околi включення. Конфiгурацiя директора знаходиться з
мiнiмуму вiльної енергiї, приймаючи до уваги граничнi умови. Ситуацiя
стає непростою, коли потрiбно узгодити можливi розв’язки в розподiлi
директора в об’ємi з межовими умовами на поверхнi зразка, а також на
поверхнi внесеного включення. При цьому може порушуватися симетрiя
неперервного розподiлу директора, результатом чого є поява топологi-
чних дефектiв. Симетрiя розподiлу директора, як про це було сказано
ранiше, дозволяє появу тiльки певного роду дефектiв у рiдкому криста-
лi. Тепер подивимося, якi особливостi можуть виникати навколо довiль-
ного включення в рiдкому кристалi. З топологiчної точки зору форма
поверхнi значення не має, оскiльки неперервною деформацiєю довiльну
замкнуту поверхню можна звести до сферичної. При нормальних межо-
вих умовах в розподiлi директора з самого початку iснує особлива точка,
де розподiл директора невизначений. Це добре видно, якщо продовжити
директор до центра частинки, тобто забрати поверхню самої частинки.
Ця особлива точка в розподiлi директора є точковим дефектом, який має
назву радiального їжака. За законом збереження топологiчних зарядiв
поява топологiчного заряду одного знака викликає появу топологiчного
заряду iншого знака. Топологiчний заряд розподiлу директора у вигля-
дi їжака за визначенням рiвний +1 i тому навколо сферичної частинки
повинен виникати топологiчний заряд iншого знака, щоб компенсувати
особливiсть розподiлу директора, що спричинена нормальними межови-
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ми умовами до поверхнi частинки. В цьому випадку навколо сферичної
частинки виникає додаткова дисклiнацiя з топологiчним зарядом -1. Це
може бути або гiперболiчний їжак або дисклiнацiйна петля, що мають
вiд’ємний топологiчний заряд. Необхiдно зазначити, що топологiчний за-
ряд дисклiнацiйної петлi рiвний 1

2
, але за рахунок того, що n(r) ≡ −n(r),

дисклiнацiйна петля топологiчно еквiвалентна точковому дефекту [77].
Виникає задача знаходження реального розподiлу директора навколо
включення в рiдкому кристалi. В загальному випадку довiльних кон-
стант Франка задача знаходження розподiлу директора стає дуже важ-
кою i на даний час розв’язку немає. У випадку сферичного включення в
одноконстантному наближеннi така задача вирiшена в роботi [44]. При-
ймаючи до уваги, що n(r) є одиничним вектором i рiвноважний розподiл
директора направлений вздовж осi z, ми можемо написати компоненти
директора як n(r) = (sin β sin γ, sin β cos γ, cos β), де β – полярний та γ –
азимутальний кути, якi залежать вiд просторових координат. В такому
представленнi розподiл директора має обертальну симетрiю вiдносно осi
z. Можна визначити γ = arctan y/x i тодi рiвняння для полярного кута
β(r), що є функцiєю радiуса r, та азимутального кута θ набуває форми

∇β(r)− sin 2β(r)

2r2 sin2 θ
= 0. (3.30)

Це рiвняння при нормальних межових умовах(
∂β

∂r
+
β

r r=R
= −W

2K
sinθ

)
(3.31)

на сферичнiй частинцi з врахуванням симетрiї задачi має загальне рi-
шення у виглядi розкладу β =

∑
k

Ck
rk+1P

1
k (cos θ), де P 1

k (cos θ) – полiном
Лежандра. Межовi умови вибирають рiшення з k = 2 i у випадку слаб-
кого зчеплення (R0W/K) ≤ 1 рiшення набуває вигляду:

β(r) = (RW/4K)R3 sin 2θ/r3, (3.32)

де W – енергiя зчеплення рiдкого кристала з поверхнею частинки, а R
– радiус сферичної частинки. Для того щоб вiдхилення директора було
малим потрiбно, щоб (RW/K) < 4, що i визначає умови слабкого зчепле-
ння. У випадку сильного зчеплення (RW/K) ≥ 1 на поверхнi сферичної
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частинки в розподiлi директора з’являється дисклiнацiйна лiнiя радiу-
са R. Проста функцiя, яка описує таку поведiнку директора, може бути
записана у виглядi

β(r) = θ − 1

2
arctan

sin 2θ

cos 2θ + (a
r
)3
. (3.33)

Цi результати вперше було отримано в роботi [44] i на даний час явля-
ються єдиним аналiтичним результатом, що описує розподiл директора
навколо частинки. Виникає питання про значення енергiї зчеплення, що
вiдповiдає умовам сильного або слабкого зчеплення з поверхнею. При
сильному зчепленнi рiшення для розподiлу директора зовнi дисклiнацiй-
ної петлi набуває вигляду

β =
(a
r

)3

sin 2θ, (3.34)

де a = 5
4
R – радiус петлi, який можна обчислити з мiнiмуму вiльної енер-

гiї. Для того щоб дисклiнацiйна петля не з’явилася навколо сферичної
частинки потрiбно таке зчеплення, щоб дане рiшення було рiшенням як
у випадку слабкого зчеплення, а саме

β =
W ∗R

4K

(
R

r

)3

sin2θ. (3.35)

Прирiвнявши обидва рiшення, можна знайти, що при

W ∗ ∼ 4Ka3

R4
=

125

16

K

R
(3.36)

дисклiнацiйна петля навколо сферичної частинки з’являтися не буде i ми
будемо мати випадок слабкого зчеплення. В цiй моделi можна пораху-
вати вiльну енергiю деформацiй пружного поля директора як у випадку
слабкого F ≈ W 2R3

5K
, так i в випадку сильного F ≈ 13KR зчеплення моле-

кул рiдкого кристала з поверхнею включення. Запропонований авторами
пiдхiд дає можливiсть знайти розподiл директора далеко вiд включення
за наявностi зовнiшнього поля. В магнiтному полi, а аналогiчно i в еле-
ктричному, можна записати рiвняння, що випливає з мiнiмуму вiльної
енергiї за наявностi зовнiшнiх полiв у виглядi

∇β(r)−
(

1

2r2 sin2 θ
+
4χH2

K

)
β(r) = 0, (3.37)
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Рис. 3.6: Розподiл директора навколо сферичного включення при нор-
мальних межових умовах при сильному зчепленнi молекул рiдкого кри-
стала з поверхнею включення. Всi зображенi розподiли спостерiгалися
експериментально

рiшення якого на далеких вiдстанях можна записати у виглядi

β(r) =
1

9
√
πr

WR4

Kξ
3
2
H

K 3
2
(
r

ξH
) sin 2θ ∼ 1

r
exp

(
− r

ξH

)
, (3.38)

деK 3
2
(x) – модифiкована функцiя Беселя. Пiзнiше з’явилася велика кiль-

кiсть робiт по комп’ютерному розрахунку розподiлу директора навколо
сферичних частинок та частинок видовженої форми, якi пiдтверджують
згаданi аналiтичнi результати i дають бiльш детальний розподiл директо-
ра [41, 54]. Важливо, що такий розподiл директора навколо сферичної
частинки спостерiгається i експериментально [79].

Навколо сферичного включення при нормальних межових умовах ми
маємо розподiл директора з гiперболiчним їжаком або з дисклiнацiйною
петлею, яка називається кiльцем Сатурна. Можливий розподiл директо-
ра в цьому випадку зображений на рис.3.6 . В роботах [20, 44] комп’ютер-
ним розрахунком було показано, що для малого розмiру включень реа-
лiзується розподiл директора з дисклiнацiйною петлею, а для великих
включень навколо сферичної частинки обов’язково виникає конфiгура-
цiя з гiперболiчним їжаком. У випадку тангенцiальних межових умов у
розподiлi директора з’являються двi особливi точки, якi називаються бу-
джумами з топологiчним зарядом −1

2
. У випадку тангенцiальних межо-

вих умов аналiтичного результату на даний момент немає, однак можна
сказати якою буде асимптотична поведiнка директора навколо сфери-
чної частинки. Розподiл директора з гiперболiчним їжаком проявляється
у виглядi чорного чотирисекторного хреста в полi зору звичайного поля-
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ризацiйного мiкроскопа. Для тангенцiальних межових умов проявом осо-
бливостей в розподiлi директора є поява тiльки половини такого хреста
на полюсах сферичної частинки. Конфiгурацiї директора навколо сфе-
ричної частинки представленi для всiх можливих випадкiв. У випадку
слабкого зчеплення включення лише за рахунок своєї форми приводить
до слабкої змiни розподiлу директора, яка вiдчувається на кореляцiйнiй
довжинi.

В усiх випадках неоднорiдний розподiл на далеких вiдстанях не по-
винен мати особливостей. На далеких вiдстанях директор n(r) прямує
до рiвноважного розподiлу n0 = (0, 0, 1) i може бути записаний як n =
(nx, ny,

√
1− n2

x − n2
y). В одноконстантному наближеннi вiльну енергiю

можна записати ще в iншiй формi

Fb =
1

2
K

∫
d3{(∇nx)2 + (∇ny)2}, (3.39)

мiнiмум якої задовольняє рiвняння Лапласа для окремих компонент nµ
(µ = x, y):

∆nµ = 0, (3.40)

що є повною аналогiєю з задачею електростатики з визначення потен-
цiалу. На великих вiдстанях r рiшення можна задати у виглядi мульти-
польного розкладу:

nµ =
Aµ

r
+

pµe

r3
+
cijµ eiej

r5
+ ..., (3.41)

де ek – компонента одиничного вектора. Перший член описує наявнiсть
“деформацiйного заряду”, а iншим можна приписати дипольний та ква-
друпольний момент за аналогiєю з електростатикою. Мультипольний
розклад використовується за умови вiдсутностi нелiнiйностi. Для части-
нок з сильним зчепленням на малих вiдстанях це не спрацьовує, а при
слабкому зчепленнi мультипольний розклад завжди справедливий. Роз-
подiл директора навколо сферичної частинки з гiперболiчним їжаком на-
гадує дипольний розподiл, тiльки у випадку рiдкого кристала зарядами
виступають топологiчнi заряди. Розподiл директора з кiльцем Сатурна
вiдповiдає квадрупольнiй конфiгурацiї. Тепер потрiбно узгодити розв’я-
зок для розподiлу директора на великих вiдстанях з розподiлом директо-
ра, що задає поверхня, i визначити необхiднi коефiцiєнти мультипольного
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розкладу. Залишимо, поки що, поза увагою випадок наявностi деформа-
цiйного заряду, що вiдповiдає наявностi моменту кручення i для сфери-
чних частинок не має мiсця, i спробуємо використати електростатичну
аналогiю для знаходження розподiлу директора. За електростатичною
аналогiєю [20] “дипольний” момент можна визначити як ~pµ = (~p ·~n0)~eµ, а
“квадрупольний” як cµij = (n0ie

µ
j + n0je

µ
i ), де eµj = δµj – одиничний вектор

у напрямi µ = x, y. Якщо ~p - “дипольний” момент конфiгурацiї дефектiв,
то вiдповiдно ~p ·~n0 його z-компонента. Параметр c є амплiтудою “квадру-
польного”моменту cij для конфiгурацiї з дислокацiйною петлею навколо
сферичного включення. Тодi для розподiлу директора можна записати:

nx = pz
x

r3
+ 2c

zx

r5
, ny = pz

y

r3
+ 2c

zy

r5
. (3.42)

Даний розв’язок вiдтворює розподiл директора на далеких вiдстанях вiд
включення, враховуючи конфiгурацiю директора на близьких вiдстанях
вiд поверхнi. Як було зазначено ранiше, розподiл директора з гiперболi-
чним їжаком може переходити в розподiл директора з кiльцем Сатурна
при зменшеннi розмiру включення, однак дефекти дуже стiйкi i їх не мо-
жна знищити при температурах iснування рiдкого кристала [20]. Силь-
не зчеплення порушує дзеркальну симетрiю в розподiлi директора за
наявностi дипольної конфiгурацiї i вiдновлює при квадрупольнiй. При
слабкому зчепленнi маємо тiльки квадрупольну конфiгурацiю [52, 53].
Порушення елементiв симетрiї в рiвноважному розподiлi директора є
результатом сили зчеплення та форми включення.

У випадку дипольної конфiгурацiї область сильних деформацiй вини-
кає тiльки в шарi товщини ξ i деформацiйний об’єм пропорцiйний ξR2

0, де
R0 – радiус частинки. У випадку конфiгурацiї типу кiльця Сатурна об’єм
областi деформацiї пропорцiйний ξ2R0. Оскiльки густина вiльної енергiї
деформацiй Франка i магнiтна густина вiльної енергiї спiввiдносяться як
1
ξ2
, то загальна вiльна енергiя кiльця Сатурна в порiвняннi з дипольною

конфiгурацiєю буде меншою на множник R0

ξ
. Перехiд мiж цими конфi-

гурацiями буде вiдбуватися при ξ ≈ R0. Чисельними розрахунками було
показано, що для сферичної частинки радiуса 5 мiкрон перехiд досяга-
ється при R0

ξ
≈ 0, 33. Експериментально такий перехiд спостерiгався в

електричному [78] та в магнiтному полях [79].

Поведiнка частинки у викривленому полi директора. Прийма-
ючи до уваги вiдповiдний розподiл директора навколо окремого вклю-
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Рис. 3.7: Сольватна оболонка навколо малого включення та приблизний
вигляд деформацiйної шуби у випадку сильного зчеплення

чення i можливi його характеристики спробуємо розглянути поведiнку
окремого включення в викривленому полi директора. В загальному ви-
падку розподiл директора без наявностi включень може бути неоднорi-
дним через рiзнi межовi умови на поверхнi зразка. Основний пiдхiд тео-
ретичного описання було сформульовано в [20] використовуючи пробну
функцiю для визначення iстинного розподiлу директора з застосуванням
мультипольного розкладу для розподiлу директора на далеких вiдстанях
вiд частинки. В роботi [27] було запропоновано концепцiю деформацiй-
ної шуби, яка включає в собi всi нелiнiйностi i появу довiльних дефектiв
навколо включення, а на далеких вiдстанях все визначається характером
порушеної симетрiї в розподiл директора, рис.3.7 . Виникає питання про
розмiр деформацiйної шуби. Для сферичного включення радiуса R при
сильному зчепленнi можна обчислити енергiю деформацiї, що створена
таким включенням. Вiльна енергiя деформацiї при сильному зчепленнi,
як показано в роботi [20], рiвна F strong ≈ 9

2
πKR. Для оцiнок розмiру

деформацiйної шуби припустимо, що навколо включення з’явилася ди-
склiнацiйна лiнiя у виглядi кiльця Сатурна. Позначимо розмiр деформа-
цiйної шуби як R∗. Тепер знайдемо енергiю деформацiї, яку створювало
би включення такого розмiру зовнi. Цю енергiю неважко знайти, якщо
пiдставити в вiльну енергiю розподiл директора при слабкому зчепленнi
i отримати, що

Fweek =
π

15

W 2
c R
∗2

K
, (3.43)

деWc – критичне значення зчеплення при довiльному розмiрi, коли зовнi
включення не з’являється особливостей в розподiлi директора. Це кри-
тичне значення було пораховано i воно дорiвнюєWc = 4Ka3

R4 , де a – радiус
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дисклiнацiйного кiльця Сатурна навколо сферичного включення. Оче-
видно, що всерединi деформацiйної шуби залишилася деформацiя, ство-
рена саме таким кiльцем. Енергiя деформацiї кiльця Сатурна, як було
показано вище, можна представити у виглядi

F disc ≈ 2πKa

(
3π

4
+ 1

)
+ 8πK(R∗ − a). (3.44)

Розмiр дисклiнацiйного кiльця a ≈ 5
4
R [20]. Тепер, якщо ми хочемо, щоб

працював випадок слабкого зчеплення на поверхнi деформацiйної шу-
би i оцiнити її розмiр, досить прирiвняти вiльну енергiю, що створює
реально включення при сильному зчепленнi сумi енергiй, якi створює
деформацiйна шуба зовнi i особлива лiнiя всерединi деформацiйної шу-
би. З рiвностi цих енергiй Fweak + F disc = F strong можна оцiнити роз-
мiр деформацiйної шуби R∗ ≈ 2R. Тепер можна сказати, що у випадку
сильного зчеплення завжди можна знайти розмiр деформацiйної шуби i
розглядати випадок слабкого зчеплення тiльки для включення з новим
розмiром. Оцiнки були приведенi у випадку квадрупольної конфiгура-
цiї розподiлу директора навколо включення з кiльцем Сатурна. Можна
припустити, що в бiльшостi випадкiв i для дипольної конфiгурацiї, роз-
мiр деформацiйної шуби для оцiнок можна брати порядку приведеного.
Хоча деформацiйна шуба не дає можливостей кiлькiсно оцiнити всi не-
обхiднi характеристики, але можна стверджувати, що запропонований
пiдхiд з використанням деформацiйної шуби також приводить до експе-
риментально спостережуваних результатiв навiть у випадку несиметри-
чних частинок, як у випадку сильного, так i слабкого зчеплення.

Тепер розглянемо поведiнку окремої колоїдної частинки, внесеної в
нематичний рiдкий кристал з недеформованим основним станом дире-
ктора n0. Зчеплення молекул рiдкого кристала з поверхнею внесеної ча-
стинки деформує розподiл директора n(r), який починає залежати вiд
точок простору. В одноконстантному наближеннi вiльна енергiя системи
(рiдкий кристал +частинка) набуває вигляду:

F =
K

2

∫
dV
[
(divn)2 + (rotn)2

]
+

∮
dSW (ν · n)2, (3.45)

де W – величина зчеплення, ν – нормаль до поверхнi частинки, а iнте-
грування

∮
dS проводиться по всiй поверхнi частинки, K – пружна кон-

станта Франка. Далеко вiд частинки, незалежно вiд величини зчеплення,
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деформацiї директора є малими i розподiл директора можна предста-
вити мультипольним розкладом (3.41). Тепер уявимо, що нам вдалося
якимось чином визначити всi мультипольнi коефiцiєнти. Тодi виникає
питання про пружну взаємодiю видiленого включення з деформованим
полем директора, якщо вiдомi всi мультипольнi коефiцiєнти. В цьому
випадку можна повнiстю визначити також як характер, так i величи-
ну взаємодiї мiж колоїдними частинками. Наступне завдання полягає
в побудовi ефективного функцiонала вiльної енергiї в гармонiчному на-
ближеннi (тобто обмежуючись другим степенем деформацiй директора)
за наявностi включень. Замiсть функцiонала вiльної енергiї (3.45) побу-
дуємо ефективний функцiонал, який буде враховувати поверхневу енер-
гiю у виглядi мультипольних характеристик, якi описують дане джерело
деформацiй. Це повинен бути iнварiантний вiдносно симетрiї розподiлу
директора, функцiонал, для якого рiвняння Ейлера – Лагранжа можна
представити у виглядi записаного мультипольного розкладу. Неважко
помiтити, що такий функцiонал набуває форми

F = K

∫
d3x

{
(∇nµ)2

2
− 4πqµ(x)nµ − 4πpαµ(x)∂αnµ − 4πQαβ

µ (x)∂α∂βnµ

}
.

(3.46)
Тепер всi ефекти, спричиненi поверхнею частинки, знаходяться у визна-
ченнi мультипольних коефiцiєнтiв, якi описують точкове джерело. Для
однiєї частинки отримуємо

qµ(x) = qµδ(x), pαµ(x) = pαµδ(x), Qαβ
µ (x) = Qαβ

µ δ(x), (3.47)

яка вiдповiдає мультипольному розкладу. Для аксiально симетричних
частинок qµ = 0 i тодi розподiл директора можна записати як

nx = p
x

R3
+ 6Q

xz

R5
, ny = p

y

R3
+ 6Q

yz

R5
, (3.48)

де Q = c
3
в позначеннях роботи [20]. Записаний функцiонал (3.46) визна-

чає вiльну енергiю колоїдної частинки в деформованому полi директора.
Якщо ми маємо деякi деформацiї директора, то колоїдна частинка

буде рухатися так, щоб мiнiмiзувати записаний функцiонал (3.46). Грун-
туючись на такому пiдходi, можна описати далекодiючу взаємодiю до-
вiльної колоїдної частинки з довiльним полем деформацiї директора. У
випадку малих частинок з слабким зчепленням, без присутностi тополо-
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гiчних дефектiв, поверхнева енергiя набуває вигляду∮
dsW (ν · n)2 ≈ const+ 2W

∮
dsνµν3nµ(s). (3.49)

У довгохвильовому наближеннi директор можна представити у виглядi
розкладу Тейлора вiдносно значень в центрi частинки:

nµ(s) = nµ(x0) + (ρ · ∇)nµ(x0) +
1

2
(ρ · ∇)2nµ(x0). (3.50)

де ρ – радiус-вектор вiд центра частинки x0 до її поверхнi. Тодi авто-
матично вiльна енергiя набуває форми (3.46) з такими мультипольними
коефiцiєнтами:

q̃µ = − W

2πK

∮
dsν3νµ, (3.51)

p̃µ = − W

2πK

∮
dsν3νµρ(s), (3.52)

Q̃αβ
µ = − W

4πK

∮
dsν3νµρα(s)ρβ(s). (3.53)

В цьому наближеннi припускається, що неоднорiднiсть розподiлу дире-
ктора змiнюється на вiдстанях, бiльших, нiж розмiри частинки. Взає-
модiя мiж колоїдними частинками i довiльною деформацiєю директора
визначається через зчеплення молекул рiдкого кристала з поверхнею ви-
дiленої частинки. Вiльну енергiю взаємодiї колоїдних частинок з дефор-
мацiями директора в загальному виглядi можна записати таким чином
[114]:

F = Fq + Fd + FQ. (3.54)

Перший член описує взаємодiю частинки з деформацiями директора за
наявностi деформацiйного заряду, а наступнi члени – з дипольною або
квадрупольною конфiгурацiєю директора навколо видiленої частинки.
Дипольну частину взаємодiї колоїдної частинки з деформованим дире-
ктором можна записати в бiльш простому виглядi

Fd = −4πKp · ndivn− 4πKp · [n× rotn] . (3.55)

В простiй формi можна представити i частину вiльної енергiї для ча-
стинки з квадрупольною конфiгурацiєю директора:

FQ = Qik (n · ∇) divn +Qik∇ · [n× rotn] . (3.56)
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Квадрупольна частина вiльної енергiї для сферичних колоїдних ча-
стинок набуває вигляду

FQ = Q (n∇) divn. (3.57)

Звiдси можна побачити, що частинки з квадрупольною конфiгурацiєю
(наприклад, сферичнi частинки, для яких виконується умова слабкого
зчеплення WR/K << 1) будуть рухатися по-рiзному залежно вiд зна-
ка енергiї зчеплення. Для планарного зчеплення W > 0 i Q > 0 , для
гомеотропного Q < 0, то частинки з планарним зчепленням будуть ру-
хатися в область великих splay деформацiй, а частинки з гомеотропним
зчепленням подалi вiд таких областей. Знак енергiї зчеплення не буде
вiдiгравати ролi при визначеннi квадрупольної взаємодiї мiж частинка-
ми, але вiдiграє важливу роль пiд час дослiдження поведiнки колоїдної
частинки в викривленому полi директора.

Якщо в рiдкому кристалi виникають тiльки деформацiї поперечно-
го згину, то в цьому випадку основну роль вiдiграють iншi компонен-
ти дипольного моменту. Якщо деформацiйна область має вiсь симетрiї
вздовж OZ то вiльна енергiя набуває вигляду Fd = −4πKpznzrot2n та
Fd = −4πKpznzrot1n, якi описують взаємодiю колоїдної частинки з bend
деформацiями. З цих виразiв випливає, що дипольнi частинки в обла-
стi великих bend деформацiй рухаються з цiєї областi. Нарямок сили
в усiх випадках має одну особливiсть, яка полягає в тому, що частин-
ки притягуються з одного боку i вiдштовхуються з iншого боку таких
деформацiй. Така основна загальна особливiсть руху колоїдних части-
нок у викривленому полi директора. Далi розглянемо бiльш конкретнi
експериментальнi випадки.

1. У випадку експерименту [12] маємо сферичну краплю нематично-
го рiдкого кристала з нормальними межовими умовами для директо-
ра на її поверхнi. Такi межовi умови визначають радiальний розподiл
директора всерединi краплi з наявнiстю дефекту (радiального їжака) в
центрi краплi, див.рис.3.8. Основний стан директора в цьому випадку в
сферичних координатах можна представити як nr = 1, nθ = 0, nϕ = 0.
Для такого розподiлу divn = 1

r
, де r – вiдстань до центра краплi. Якщо

колоїдна частинка має деформацiйний дипольний момент, направлений
вздовж радiус-вектора, то вiльна енергiя такої частинки в нашому ви-
падку набуває вигляду Fd = −4πpr

1
r
, i як результат мiнiмiзацiї даної

вiльної енергiї, повиннi спостерiгати рух колоїдних частинок до центра
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Рис. 3.8: Розподiл директора в краплi нематика

краплi, що насправдi експериментально спостерiгалося [12]. Дипольний
характер взаємодiї мiж частинками формує ланцюгову структуру в цен-
трi краплi рiдкого кристала. Подiбну картину можна спостерiгати, якщо
колоїднi частинки мають квадрупольну конфiгурацiю. В цьому випадку
вiльну енергiю частинки можна визначити як:

Fd = −Q (nr∂r) divn = Q
1

r2
. (3.58)

Вiльна енергiя обернено пропорцiйна квадрату вiдстанi, а це означає, що
сила, яка буде рухати частинку до центра, залежить вiд вiдстанi i тим
бiльша, чим ближче до центра знаходиться частинка. В цьому випадку
також буде формуватися ланцюжкова структура, але всi частинки не
будуть розмiщуватися на однiй лiнiї, див.рис.3.9 .

2. У запропонованому пiдходi можна розглянути взаємодiю колоїдних
частинок з дисклiнацiйною лiнiєю, яка майже завжди присутня в немати-
чному рiдкому кристалi. Нехай дисклiнацiйна лiнiя розмiщена вздовж осi
OZ. В цилiндричних координатах деформацiї директора, якi виникають
в присутностi дисклiнацiйної лiнiї, можна визначити як n = (nz, nρ, nϕ)
з компонентами nz = 0, nϕ = 0 та nρ = 1, де ρ – радiальна вiдстань до
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Рис. 3.9: Розмiщення крапель води в краплi рiдкого кристала
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центра лiнiї в площинi, перпендикулярнiй до осi цiєї лiнiї. Вiльну енергiю
колоїдної частинки в присутностi дисклiнацiйної лiнiй можна представи-
ти у виглядi

Fd = −4πKpρdivn = 4πKpρ
1

ρ
, (3.59)

що описує притягання колоїдної частинки до дисклiнацiйної лiнiї по ку-
лонiвському закону. Якщо колоїдна частинка має квадрупольну конфi-
гурацiю, то вiльну енергiю частинки можна записати в iншiй формi:

Fd = −Qρ (nρ · ∂ρ) divn = −Qρ
1

ρ2
. (3.60)

Тодi, колоїдна частинка з квадрупольною конфiгурацiєю директора при-
тягується до дисклiнацiйної лiнiї по iншому закону. Експериментальнi
спостереження [175] показали, що колоїднi частинки з дипольною кон-
фiгурацiєю притягуються до дисклiнацiйної лiнiї саме по кулонiвському
закону.

3. Наступний приклад вiдповiдає ситуацiї, коли деформацiї директо-
ра не мають особливостей в своєму неперервному розподiлi. Для цього
розглянемо цилiндричний зразок з нормальними межовими умовами на
поверхнi зразка, див.рис.3.10 . В цилiндричних координатах компоненти
директора можна записати як nz = cosu(ρ), nρ = sinu(ρ), nϕ = 0 з межо-
вими умовами u(R) = π

2
та u(0) = 0, де R – радiус цилiндра. В однокон-

стантному наближеннi для u(ρ) можна знайти рiшення tanu(ρ) = ρ
R
, яке

задовольняє всi описанi умови. З цього рiшення випливає, що градiєнт
поля директора немає особливостей в розподiлi в жоднiй точцi всерединi
цилiндра. Таке рiшення являє собою сумiш splay та bend деформацiй. Ви-
користавши дане рiшення, можемо визначити вiльну енергiю колоїдної
частинки з дипольною i квадрупольною конфiгурацiєю. Якщо частинка
має дипольний момент з рiзною проекцiєю pz та pρ, то вiльна енергiя
може бути записана у виглядi

F splay
d = −4πK (pznz + pρnρ) divn, (3.61)

F band
d = −4πK (pznz − pρnρ) rotϕn, (3.62)

що для даного розподiлу директора дає

F splay
d = −4πKp

4R3

(R2 + ρ2)2
, F band

d = 0, (3.63)
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Рис. 3.10: Розподiл директора в цилiндричному зразку без особливостей

де використано представлення компонент дипольного моменту pz = p sinu
та pz = p cosu. Пiсля цього можна зробити висновок про те, що кожна
колоїдна частинка з дипольним моментом буде рухатися до центра зраз-
ка. Якщо таких частинок багато, то всi вони будуть рухатися до центра
i формувати ланцюжкову структуру вздовж осi цилiндричного зразка.

4. Ранiше експериментально спостерiгали рух колоїдних частинок до
деформацiйної областi, яка була створена лазерним випромiнюванням.
В експериментальнiй ситуацiї, область деформацiй пружного поля ди-
ректора була iндукована переходом Фредерiкса пiд дiєю лазерного ви-
промiнювання (оптично iндукований перехiд Фредерiкса, див. рис.3.11
.

В цьому випадку маємо тривимiрний розподiл директора, який в ци-
лiндричних координатах можна записати таким чином:

nz = cos θ, nρ = sin θ cosϕ, nϕ = − sin θ sinϕ, (3.64)

де θ – кут мiж директором i вiссю z, а ϕ – полярний кут. У випадку, якщо
директор i напрямок лазерного променя мають деякий кут вiдхилення,
то потрiбно брати до уваги i вiдхилення директора в напрямку OZ. В
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Рис. 3.11: Схематичне зображення областi деформацiй директора в зраз-
ку рiдкого кристала. Справа залежнiсть енергiї взаємодiї колоїдної ча-
стинки з областю деформацiй, в залежностi вiд вiдстанi до центра цiєї
областi

усiх випадках директор сильно змiнюється в фокусi лазерного випромi-
нювання. В цилiндричнiй системi координат

divn =
1

ρ

∂ (%n%)

∂ρ
+

1

%

∂nϕ
∂ϕ

+
∂nz
∂z

=

=
sin θ

%
+ cos θ

∂θ

∂%
− sin θ

∂θ

∂z
=
∂θ

∂ρ
cos θ cosϕ− sin θ

∂θ

∂z
. (3.65)

У загальному випадку розподiл директора зовнi областi деформацiй ди-
ректора можна записати як θ = θ0K0(λρ) cos(λz),K0(λρ) – Беселева фун-
кцiя. Такий результат є рiшенням рiвняння

4θ =
∂2θ

∂ρ2
+

1

ρ

∂θ

∂ρ
+
∂2θ

∂z2
= 0, (3.66)

якщо θ не є функцiєю ϕ i повинно задовольняти межовi умови Wθs −
K dθs

dz
= 0, якi визначають додаткову умову λξ = cothλL

2
, де ξ = K

W
–

кореляцiйна довжина, а L – розмiр зразка. Якщо W → ∞, то λ → π
L
.

Зовнi областi деформацiй маємо iнше рiвняння

∂2θ

∂ρ2
+

1

ρ

∂θ

∂ρ
+
∂2θ

∂z2
+ (

π

L
)2 P

Pc
θ = 0, (3.67)

де P – iнтенсивнiсть свiтла, а Pc – критичне значення iнтенсивностi опти-
чного переходу Фредерiкса. Якщо прийняти до уваги залежнiсть розпо-
дiлу iнтенсивностi свiтла вiд координати z, яку в нашому випадку можна
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брати у виглядi

P = P0

cosh2 L
ρ0

cosh2 z
ρ0

, (3.68)

де ρ0 – радiус областi падаючого свiтла. В цьому випадку ми можемо
знайти рiшення нашого рiвняння у виглядi θ = χ (ρ) ξ (z), де χ (ρ), а ξ (z)
задовольняють рiвняння

∂2χ

∂ρ2
+

1

ρ

∂χ

∂ρ
+ qχ = 0 (3.69)

та
∂2ξ

∂z2
+

{
(
π

L
)2 P

Pc
− q
)
ξ = 0. (3.70)

Друге рiвняння еквiвалентне q0 = π2

L2
P
Pc
, якщо L ≥ ρ0 та q0 = 0, якщо

L << ρ0. В першому випадку маємо рiшення χ(ρ) = Jo(
π
L

)( P
Pc

)
1
2 , а в

другому випадку маємо рiшення χ(ρ) = c ln cρ. Повертаючись до рiшен-
ня про розподiл директора зовнi областi деформацiй директора можемо
стверджувати, що у випадку ρ ≤ 1

λ
, K0 (λρ) ≈ − ln (λρ) можна знайти

F splay
d = −4πKpz

1

ρ
cosϕ (3.71)

притягання колоїдної частинки до областi деформацiй по кулонiвському
закону. В усiх випадках колоїдна частинка рухається в область, що мiнi-
мiзує вiльну енергiю. Представлений результат демонструє кулонiвське
притягання колоїдної частинки до областi деформацiй поля директора,
спричиненого лазерним випромiнюванням.

Динамiка колоїдної частинки в пружному середовищi. А тепер
спробуємо описати можливу динамiку окремої колоїдної частинки в до-
вiльному пружному середовищi. Для систем з бiльшою густиною, нiж у
газу, з плавно змiнним потенцiалом взаємодiї, поняття парних зiткнень
втрачає змiст. Якщо у випадку бiнарних зiткнень частинки рухаються по
траєкторiях, якi визначаються законами збереження енергiї та iмпуль-
су, то в системах з великою густиною i з повiльно змiнним потенцiалом
взаємодiї, рух окремої частинки можна розглядати вже стохастизова-
ним. При великих часах рух окремої частинки не корелює з початко-
вими умовами. Iншими словами, автокореляцiйна функцiя сили, що дiє
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Рис. 3.12: Звичайний броунiвський рух частинки в конденсованому сере-
довищi

на частинку, отримана шляхом усереднення за всiєю рештою частинок,
повинна прямувати до нуля за час, бiльший, нiж час релаксацiї, тобто
〈F (t)F (t+ s)〉 = 0 при s > τ . Не потрiбно знати точне значення часу ко-
реляцiї, необхiдно тiльки, щоб цей час був досить великим, але меншим
за цикл Пуанкаре. Дана умова – це умова введення дисипацiї в системi, i
вона виконує роль гiпотези молекулярного хаосу у випадку розрiджено-
го газу. Крiм того, вказана умова забезпечує незворотнiсть еволюцiї до
рiвноважного стану. Втрата пам’ятi при s > τ не дозволяє анi вiдтворити
фазову траєкторiю шляхом обернення часу i координат, анi вiдтворити
обернене рiвняння Лiувiлля.

На даний час iснує два пiдходи до описання броунiвського руху ча-
стинок у складних системах. Розрiзняють звичайний броунiвський рух i
так званi польоти Левi. Рiзницю мiж ними можна зрозумiти з наведених
рисункiв. У першому випадку маємо звичайний броунiвський рух, див.
рис.3.12, а в другому випадку маємо рух з певними затримками в деяких
точках траєкторiї, див. рис.3.13. Для обох випадкiв можна записати се-
реднє квадратичне вiдхилення у виглядi простої формули:

〈r2(t)〉 = 2Dtα,

де α = 1 для звичайного броунiвського руху i вiдмiнне вiд одиницi при
русi, зображеному на другому рисунку. Для балiстичного руху α = 2 i
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Рис. 3.13: Так званi польоти Левi в комплексному середовищi

маємо рух фактично без опору середовища. Рiзницю в показнику зале-
жностi вiд часу можна пояснити простими мiркуваннями. Для простого
броунiвського руху ми маємо звичайний рух частинки в дисипативному
середовищi, де не iснує кореляцiй мiж положенням частинки i можли-
вим напрямом руху. В iншому випадку в середовищi iснують особливi
положення, де частинка може перебувати рiзний час в залежностi вiд
процесiв, що з пов’язанi з цим рухом. Наприклад, можуть бути якiсь цен-
три притягання частинки, або неоднорiдностi середовища, де вона може
зупинятися на невизначений час. В першому випадку рух чисто стоха-
стичний, а в другому – вiн також стохастичний в розумiннi випадкового
часу затримки. В першому випадку кореляцiї сили, яка дiє на частин-
ку мають дельтоподiбний характер, а в другому випадку – спадають з
часом по степеному закону, що можна виразити у виглядi формули

〈F(t)〉 = 0, 〈F(t)F(0)〉 = C(t),

де кореляцiйна функцiя C(t) = c(α)t−α. Степiнь часової залежностi ко-
реляцiйної функцiї можна визначити експериментально по залежностi
коефiцiєнта дифузiї колоїдної частинки, оскiльки мiж коефiцiєнтом тер-
тя i кореляцiйною функцiєю iснує зв’язок:

γ(t) =
1

t

∫
sC(s)ds,
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що дає

D(t) =
D0

γ(t)
=
D0(2− α)tα−1

c(α)
.

У цьому випадку рiвняння Ланжевена, яке описує броунiвський рух на
феноменологiчному рiвнi, набуває вигляду

r̈ + γα
∂α−1

∂tα−1
ṙ = f(t),

яке при α = 1 описує звичайний броунiвський рух. Тепер залишається
тiльки визначити фiзичнi причини такого незвичного руху колоїдних ча-
стинок у нашому пружному середовищi.

У випадку рiдкого кристала присутнi двi пiдсистеми, що впливають
на спостережуваний броунiвський рух колоїдних частинок. При цьому,
цi двi пiдсистеми описуються рiзними динамiчними ступенями вiльно-
стi з рiзними часами релаксацiї. Наявнiсть декiлькох ступенiв вiльностi
приводить до нетривiальної поведiнки колоїдної частинки при броунiв-
ському русi. Спостерiгався рiзний характер броунiвського руху на рiзних
часах. Виявилося, що броунiвський рух на часах спостереження, менших
за час релаксацiї директора вiдповiдає супердифузiї, а на часах бiльших
за час релаксацiї директора – сабдифузiї, яка на великих часах перехо-
дить в звичайну, див. рис.3.14 . Це можна просто пояснити, якщо враху-
вати, що на часах, менших нiж час релаксацiї директора деформацiйна
шуба не встигає пiдлаштуватися пiд рiвноважний розподiл директора i
додатковi iмпульси частинка отримує за рахунок неоднорiдностi розпо-
дiлу директора, як це було описано вище, а на часах, бiльших за час
релаксацiї директора, деформацiйна шуба встигає пiдлаштуватися пiд
трансляцiйний рух, але з деяким запiзненням на часах, порiвнянних з
часом релаксацiї, а на великих часах, вже частинка рухається разом з
деформацiйною шубою [16].

Крiм того, необхiдно звернути увагу на ще один суттєвий момент,
який потрiбно враховувати пiд час дослiдження динамiки колоїдних ча-
стинок. При русi частинки разом з нею буде рухатися i деформацiйна
область, що фактично збiльшує її iнертну масу. Ефективна маса при
цьому анiзотропна i може бути оцiнена по формулi [45]:

meff = m+
4I

3
(
W

4K
)2R3, (3.72)
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Рис. 3.14: Залежнiсть середнього квадратичного вiдхилення вiд часу

де I – густина моменту iнерцiї рiдкого кристала. Ефективна маса може
бути на порядок бiльшою, нiж маса внесеної частинки. Таким чином,
пiд час вивчення динамiки колоїдних частинок у рiдкому кристалi необ-
хiдно враховувати як змiну iнерцiйних характеристик, так i дисипацiю
в системi за рахунок наявностi безпосереднього впливу рiзних ступенiв
вiльностi, притаманних даному середовищу.



Роздiл 4

Взаємодiя колоїдних частинок

Загальна концепцiя пружної взаємодiї. До цього часу окремо роз-
глядалося середовище i поведiнка однiєї колоїдної частинки в такому
пружному середовищi. Надалi буде запропоновано пiдхiд до опису пове-
дiнки сукупностi колоїдних частинок, визначення характеру та величини
енергiї взаємодiї мiж ними та умов формування можливих структур у
системi частинок, iндукованих пружною взаємодiєю. Спочатку розгляне-
мо можливий пiдхiд для визначення пружної взаємодiї мiж довiльними
частинками.

У загальному випадку iснує основний стан неперервного середови-
ща, який можна описати в термiнах пружного поля. Якщо введено пру-
жне поле, що характеризує властивостi середовища, то необхiдно вiдразу
враховувати можливi деформацiї цього поля, якi змiнюють даний основ-
ний стан. Деформацiї пружного поля виникають пiд дiєю зовнiшнiх збу-
дникiв, i в тому числi, коли вносяться включення з iншими фiзичними
характеристиками. Деформацiї пружного поля, створенi включеннями,
залежать вiд їх фiзичних та геометричних характеристик. Деформацiї
пружного поля виникають також при появi дефектiв неперервного роз-
подiлу цього поля. Вiд характеристик включень i можливих виникаючих
топологiчних дефектiв залежать величина та характер взаємодiї. Змiна
вiльної енергiї основного стану в присутностi включень може трактува-
тися як взаємодiя мiж ними.

За наявностi включення, яке має властивостi, що можуть впливати
на основний стан, звичайно, однорiдний розподiл пружного поля пору-
шується i ми повиннi в вiльнiй енергiї врахувати можливу неоднорiднiсть
пружного поля. В цьому випадку вiльну енергiю системи з додатковими

67
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включеннями можна записати у виглядi

F =
1

2

∫ {
(∇ϕ(r))2 + 2

∑
i

fiϕ(ri)

}
dr, (4.1)

де перший член описує можливi деформацiї пружного поля ϕ, а насту-
пний враховує ефект впливу додаткового включення на дане поле, або
iншими словами, взаємодiю даного включення в точцi ri з пружним по-
лем середовища.

Для визначення енергiї взаємодiї спочатку потрiбно знайти змiну де-
формацiї пружного поля, що iндукує присутнiсть одного включення. Це
можна зробити як у реальному просторi так i в фур’є-представленнi. В
фур’є-представленнi вiльна енергiя набуває вигляду

F =
1

8π

1

(2π)3

∫
dk

{
k2ϕ2(k) + 2

∑
i

fiϕ(k)exp(ikri)

}
. (4.2)

Для визначення конфiгурацiй пружного поля ϕ потрiбно знайти рiшен-
ня рiвняння Ейлера – Лагранжа (EL) з умови мiнiмуму вiльної енергiї
вiдповiдно до межових умов на включеннi. Рiвняння Ейлера – Лагранжа
набуває простого вигляду

k2ϕ(k) = −4π
∑
i

fiexp(−ikri), (4.3)

яке є рiвнянням Пуасона в реальному просторi:

∆ϕ = −4π
∑
i

fi. (4.4)

Рiшенням такого рiвняння є

ϕ(k) = −4π
∑
i

fi
exp(−ikri)

k2
. (4.5)

Для визначеного розподiлу пружного поля можна знайти енергiю де-
формацiй, iндуковану внесеними включеннями:

Uij =
4π

2

1

(2π)3

∑
i,j

fifj

∫
dk
exp− ik(ri − rj)

k2
. (4.6)
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Пiсля iнтегрування по k енергiю взаємодiї мiж двома довiльними вклю-
ченнями в пружному середовищi в реальному просторi можна записати
у виглядi:

Uij =
∑
i,j

fifj
|ri − rj|

. (4.7)

У двовимiрному випадку енергiя взаємодiї набуває вигляду

Uij =
∑
i,j

fifj
2πσ

K0(λr). (4.8)

Прикладом взаємодiї в двовимiрному випадку можуть бути частин-
ки на поверхнi рiдини. Вони, своєю вагою, будуть деформувати пружну
поверхню, яка характеризується своїм поверхневим натягом. Складання
деформацiй поверхнi, створених рiзними частинками, приводить до по-
яви так званої капiлярної взаємодiї [13]. Для сферичних частинок, що
лежать на поверхнi рiдини, капiлярна енергiя взаємодiї може бути запи-
сана як:

Ucap(r) = −2πσQ2K0(λr), (4.9)

деQ = R0 sinψ, R0 – радiус контактної лiнiї, а ψ – кут створеного менiску,
поверхневий натяг σ, K0(λr) – модифiкована функцiя Бесселя. Це так
звана енергiя взаємодiї для плаваючих частинок. Є ще капiлярна енер-
гiя взаємодiї для занурених частинок, коли розмiр частинки бiльший за
рiвень рiдини, де вони знаходяться. В цьому випадку капiлярна енер-
гiя взаємодiї набуває вигляду Ucap = σR2K0(λr) i може бути на порядки
бiльшою за взаємодiї для плаваючих частинок [13].

Для рiдкого кристала за рахунок анiзотропних властивостей актуаль-
ною може бути взаємодiя частинок несферичного профiлю. На вiдмiну
вiд сферичних кульок, частинки, якi мають анiзотропну форму, спонука-
ють капiлярну взаємодiю, по формi вiдмiнну вiд описаної вище, оскiльки
спотворення поверхнi рiдини визначаються хiмiчною чи фiзичною анi-
зотропiєю частинки. Тому, щоб оцiнити силу та масштаб результуючої
взаємодiї, необхiдно враховувати форму викривлення поверхнi. Якщо
спотворити поверхню води, то викривлення затухають за експонентним
законом у напрямi перпендикулярно до спотворення на характернiй дов-
жинi q. В наближеннi qr << 1, де r – вiдстань вiд центра спотворення,
профiль викривлення спадає з вiдстанню як – Aln(qr), де константа A
визначає величину викривлення. Цей результат отриманий за умови, що
скiнчена сила не може бути прикладена до нескiнченно малої поверхнi.
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На далеких, у порiвняннi з розмiром частинок, вiдстанях, спотворен-
ня поверхнi може бути представлено у виглядi суми внескiв монопольно-
го, дипольного, та вищих членiв розкладу. Щоб створити викривлення з
монопольною компонентою, треба прикласти до частинки силу у напрямi
перпендикулярно до межi подiлу. Як приклад, це може бути гравiтацiйна
сила. Аналогiчно, щоб створити викривлення з дипольною компонентою,
необхiдно прикласти момент сили в площинi, паралельнiй межi подiлу.
На вiдмiну вiд монопольного та дипольного викривлень, викривлення,
якi мають квадрупольну та вищi компоненти, не вимагають зовнiшньої
сили або моменту сили, прикладених до частинки. Фактично, для ква-
друпольної та вищих компонент, що в основному мають як мiнiмум два
джерела спотворення, викривлення поверхнi збалансовано вздовж самої
частинки. Прикладами таких викривлень можуть бути викривлення, iн-
дукованi частинкою, кiнцi якої мають рiзну спорiдненiсть до води – один
гiдрофобний, а iнший гiдрофiльний. Гiдрофiльна частина притягає воду,
тому спотворення поверхнi буде направлено вверх, вiдносно рiвноважно-
го рiвня. I навпаки, гiдрофобна частинка вiдштовхує воду, тому дефор-
мацiя пов’язана iз зниженням рiвноважного рiвня води. Результуючою
взаємодiєю мiж частинками буде притягання мiж однаковими сторонами,
та вiдштовхування мiж рiзними сторонами. Величина цiєї взаємодiї теж
може бути суттєвою. Розрахунки, проведенi для дискiв з радiусом 2,5 мi-
крон та максимального викривлення поверхнi води порядку 0,3 мiкрон,
дають енергiю викривлення поверхнi Es = 5 − 10kT , що значно бiль-
ше, нiж енергiя, iндукована гравiтацiєю – 1, 2kT . Вiдповiдно, структури,
утворенi за рахунок такої взаємодiї, мають свої особливостi. Розгляне-
мо, як приклад, взаємодiю двох зiгнутих дискiв [36, 37]. При наближеннi
один до одного, їхня взаємодiя має бути такою, щоб мiнiмiзувати площу
викривленої рiдини i, вiдповiдно, мiнiмiзувати енергiю системи. Якщо,
в точцi контакту, висота пiдняття (або опускання) рiдини однакова для
обох дискiв, то викривлення поверхнi рiдини ефективно зменшується.
Якщо ж висота спотворення поверхнi рiдини в точцi контакту рiзна, то
в результатi зближення частинок має утворитися майже вертикальна
поверхня рiдини. Така конфiгурацiя є енергетично невигiдною [36, 37].
Таким чином, агрегацiя дискiв за рахунок капiлярної взаємодiї вищого
порядку, як то квадрупольна i вище, має явно виражений селективний
характер. Диски зближуються тiльки у тому напрямi, для якого висо-
та пiдняття менiску однакова, а, отже, результуюча структура в системi
таких дискiв буде строго визначена для кожної конкретної системи.
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Всi фiзичнi представлення про взаємодiю вiдповiдних моментiв спро-
вокованi тим, що рiвняння Ейлера – Лагранжа для пружного поля на-
буває вигляду рiвняння Пуасона, а загальний розв’язок представляється
у виглядi мультипольного розкладу. В бiльш загальному виглядi, коли
саме пружне середовище нелiнiйне, також можна зробити деякi узагаль-
нення для визначення взаємодiї мiж включеннями в такому середовищi.
Нехай, пружне середовище являє собою нелiнiйну систему з можливою
самодiєю. В самому простому виглядi вiльну енергiю можна записати як:

F =
1

2

∫ {
(∇ϕ(r))2 +W (ϕ(r)) + 2

∑
i

fiϕ(ri)

}
dr, (4.10)

деW (ϕ(r)) – нелiнiйний потенцiал , що описує можливу самодiю в систеi.
В самому простому i широковiдомому, стандартному виглядi

W (ϕ(r)) =
1

2
aϕ2(r) +

1

4
bϕ4(r), (4.11)

де a та b – дiйснi константи, константа a може змiнювати знак. Мiнi-
мум вiльної енергiї в цьому випадку реалiзується на рiвняннi Ейлера –
Лагранжа

∆ϕ(r)− dW (ϕ(r))

dϕ(r)
= −4π

∑
i

fi. (4.12)

Якщо тепер вiдоме рiшення цього рiвняння, то пiдставивши його в
вiльну енергiю, можна видiлити частину енергiї, яка буде залежати вiд
взаємного розмiщення включень. Проблема з явним виглядом енергiї
взаємодiї, звичайно, залишиться, але принципова схема її визначення мо-
же бути вказана. У лiнiйному випадку, коли для польової змiнної рiвнян-
ня Ейлера – Лагранжа має форму рiвняння Пуасона, проблем з визначе-
нням явного вигляду енергiї взаємодiї через мультипольнi коефiцiєнти не
iснує i ми завжди можемо звернутися до електростатичної аналогiї. Це
в багатьох випадках допомагає знаходити явний вигляд енергiї взаємодiї
для включень в лiнiйному пружному середовищi.

Ван-дер-Ваальсiвська взаємодiя макроскопiчних частинок. У
системi частинок, розмiри яких значно бiльшi за розмiри окремих ато-
мiв або молекул, оскiльки вони самi складаються з великої їх кiлькостi,
також може виникати конденсована фаза з формуванням структур, а
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по сутi конденсованих середовищ у системi макроскопiчних частинок.
Для такої системи макроскопiчних частинок також виконуються закони
термодинамiки i сама система вибирає вигiдний стан, що вiдповiдає мiнi-
муму вiльної енергiї. В таких системах конденсований стан формується
тiльки за рахунок рiзного роду взаємодiї мiж окремими частинками, а в
бiльшостi випадкiв сама взаємодiя може мати також колективний хара-
ктер.

Спочатку зупинимося на можливiй парнiй взаємодiї мiж макроско-
пiчними частинками. Для визначення енергiї взаємодiї мiж макроско-
пiчними частинками можна взяти суму всiх взаємодiй мiж молекулами
або атомами, з яких складається окрема частинка. Як було зазначено ра-
нiше, взаємодiя мiж окремими нейтральними молекулами має характер
притягання i обернено пропорцiйна вiдстанi мiж молекулами в шостому
степенi. Самий простий шлях для отримання взаємодiї мiж макроскопi-
чними частинками – знайти суму всiх парних взаємодiй окремих моле-
кул, що складають макроскопiчну частинку. Це було успiшно пророблено
в [8] i визначено енергiю взаємодiї мiж макроскопiчними частинками, яку
можна представити як:

UV dW (r) = −A12

π2

∫ ∫
dVidVj
|ri − rj|6

, (4.13)

де ri − rj – вiдстань мiж елементами об’єму dVi та dVj окремих части-
нок, центри мас яких знаходяться в точках ri та rj, A12 = π2ρiρjC12 має
назву константи Гаммакера, що є фундаментальною характеристикою
величини взаємодiї мiж макроскопiчними частинками, C12 залежить вiд
молекулярних параметрiв таких, як поляризацiя, але не вiд геометри-
чної форми частинок. Геометричнi фактори входять в iнтегрування по
об’єму i тiльки так визначають залежнiсть енергiї взаємодiї вiд форми
частинок. Величина константи Гаммакера A12 ∼ 410−19J . Залишається
тiльки iнтегрувати по об’ємах окремих частинок, щоб знайти залежнiсть
енергiї взаємодiї вiд форми та вiдстанi.

Наприклад, для двох пластинок товщини L з молекулярною густиною
ρ зазначена енергiя взаємодiї, на одиницю поверхнi, має вигляд

UV dW (d) = −πCL
2ρ2

2d
, (4.14)

де A12 = π2Cρ2 – константа Гамакера i у випадку L << d отримаємо
UV dW (d) = − A12

2πd2
. Для двох частинок сферичної форми з радiусом R
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парний потенцiал набуває вигляд

UV dW (r) = −A12

6

{
2R2

r2 − 4R2
+

2R2

r2
+ ln

r2 − 4R2

r2

}
. (4.15)

Для двох цилiндричних частинок довжиною L та товщиною a енергiя
взаємодiї визначається такою формулою:

UV dW (r) = −A12L
2a4

r6

{
1− L2

2r
+ ...

}
, (4.16)

це для паралельних цилiндричних макрочастинок, а для цилiндричних
частинок, що пересiкають одна одну, отримаємо

UV dW (r) = −A12a

6h

{
1− 3h

2a
+ ...

}
, (4.17)

де h = r−2a, а L� a� h. В усiх зазначених вище випадках енергiя вза-
ємодiї порядку теплової енергiї [3]. Дана взаємодiя має електромагнiтне
походження i зумовлена флуктуацiями дипольного моменту на окремих
макроскопiчних частинках.

Взаємодiя за рахунок просторового розподiлу заряду. Ще не-
обхiдно знати важливу взаємодiю електромагнiтного походження мiж
макроскопiчними частинками, якi знаходяться в iншому середовищi. Си-
стеми таких частинок, що знаходяться в рiдинах, утворюють колоїдний
розчин або емульсiї. В першому випадку, це система великих частинок,
мiкронних розмiрiв, нерозчинна в рiдинi, в яку вони вносяться. Емуль-
сiями називають розчин крапель однiєї рiдини в iншiй. Очевидно, що
якщо великi частинки знаходяться в iншому рiдкому середовищi, то хо-
ча б за рахунок рiзних дiелектричних сталих частинок i середовища, або
за рахунок рiзного зчеплення молекул рiдини з поверхнею вкраплення
iншої фiзичної природи може виникати перерозподiл iонiв та електронiв,
тобто зарядiв, хоча середовище i нейтральне. Такi вiльнi заряди можуть
сiдати на поверхню частинок i змiнювати їх властивостi. Загалом, заря-
дженi колоїднi частинки взаємодiють не тiльки одна з одною, а також
з оточуючими їх iонами рiзного знака. Незважаючи на те, що колоїднi
частинки набагато бiльшi за розмiром, нiж самi iони, та можуть аку-
мулювати бiльший заряд, в першому наближеннi можна розглядати су-
спензiю колоїдних частинок у рiдинi як звичайний електролiт. Перш за
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все, навiть в нейтральному середовищi може бути неоднорiдний розподiл
заряду, а тим бiльше, якщо в таке середовище вносяться частинки або
краплi iншої речовини, iнших дiелектричних властивостей. За рахунок
адгезiї, рiзних потенцiалiв виходу носiїв заряду, та можливого зрощу-
вання кожна колоїдна частинка може натягнути на себе заряди одного
знака, тодi заряди iншого знака будуть розчиненi в середовищi не пору-
шуючи нейтральнiсть. Таким чином, буде виникати електрична статична
взаємодiя за рахунок перерозподiлу зарядiв.

Для того щоб визначити взаємодiю за рахунок перерозподiлу зарядiв
необхiдно розглянути поведiнку електричного потенцiалу, який визнача-
ється через рiвняння Пуасона:

∇2Φ(r) = −4π

ε

N∑
i

zieni(r), (4.18)

при данiй концентрацiї носiїв заряду ni(r) iонiв типу i з зарядом zie.
Звичайно, що концентрацiя iонiв локально залежить вiд значення еле-
ктричного потенцiалу:

ni(r) = n0
i exp

(
−zieΦ(r)

kT

)
. (4.19)

У загальному випадку за такого розподiлу зарядiв рiвняння для по-
тенцiалу вирiшити неможливо. В лiнiйному наближеннi, коли прийняти,
що вiдношення енергiї взаємодiї мале порiвняно з температурою, можна
розкласти експоненту i отримати лiнiйне рiвняння

∇2Φ(r) = κ2Φ, (4.20)

де κ2 = 4πe2

εkT

∑N
i zien

0
i – квадрат оберненої довжини екранування. Таке

наближення дiстало назву наближення DLVO за першими лiтерами ав-
торiв, що його запропонували. Тепер можна визначити взаємодiю мiж
двома частинками за рахунок перерозподiлу зарядiв.

Для двох частинок радiуса R зарядом Ze, що знаходяться на вiдстанi
r, парний потенцiал взаємодiї набуває вигляду

Uel(r) =
Z2e2

ε

(
exp (κR)

1 + κR

)
exp (−κr)

r
. (4.21)
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Вазаємодiя за рахунок флуктуацiй. В 1948 роцi Казимiр перед-
бачив iснування унiверсальної взаємодiї притягання двох дiелектричних
пластинок за рахунок флуктуацiй електромагнiтного поля. Виявляється,
що сила Казимiра має загальний характер i виникає в будь - якому пру-
жному середовищi за рахунок флуктуацiй поля, що його описує. В роботi
[10] було обчислено iндуковану флуктуацiями пружного скалярного по-
ля силу Казимiра для довiльних пластинок розмiрами l, що знаходяться
на вiдстанi h. Виявляється, що така сила має унiверсальний характер i
для випадку флуктуацiй пружного скалярного поля в середовищi роз-
мiрностi d задається унiверсальною формулою [10]:

fCas = −Ad
kT

h
(
l

h
)d−1, (4.22)

де Ad = (d − 1)
Γ( d

2
)ζ(d)

(4π)d
– коефiцiєнт, а ζ(d) – функцiя Рiмана. Це на-

справдi видатний i унiверсальний результат, отриманий для флуктуацiй
довiльного пружного скалярного поля зовсiм недавно.

Очевидно, що за рахунок флуктуацiй пружного поля директора рiд-
кого кристала, що знаходиться мiж двома пластинками може i повинна
виникати свого роду нова взаємодiя мiж ними. Такого роду взаємодiю
вперше було прораховано в роботi [11]. Розглянемо рiдкий кристал мiж
двома пластинками, що знаходяться в площинах z = 0 та z = h, де h –
вiдстань мiж пластинками. Вiльну енергiю довiльних деформацiй нема-
тичного рiдкого кристала можна записати у звичайному виглядi

Fd =
1

2

∫
dxdy

∫ h

0

dz
{
K11(divn)2 +K22(q + nrotn)2 +K33(n× rotn)2

}
,

(4.23)
де видiлено окремо iнтегрування перпендикулярно до пластин.

Тепер необхiдно врахувати поверхневу енергiю на окремих пластинах.
Поверхневу енергiю можна записати у звичайному виглядi

Fs = −1

2

∫
dxdy

{
W+n2

x,y,o +W−n2
z(x, y, h)

}
, (4.24)

де W± – величина енергiї зчеплення на нижнiй та верхнiй пластинах. В
гармонiчному наближеннi малих вiдхилень директора вiд рiвноважного
розподiлу паралельного осi z, зробимо фур’є-перетворення в площинi x, y
i знайдемо флуктуацiї директора при заданих межових умовах i пiдста-
вимо цей розподiл назад у вiльну енергiю. В результатi отримаємо вiльну
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енергiю на одиницю поверхнi у виглядi

Fi
kT

=
h

2

∫
d2q

(2π)
ωi +

1

2

∫
d2q

(2π)2 ln

(
W+ +W−

2πkT

)
exp (−2ωih) , (4.25)

де ωi =
(
Kii
K33

) 1
2 та i пробiгає значення 1 та 2. Вся вiльна енергiя має

два внески вiд поздовжнiх та поперечних мод, якi i позначенi вiдповiд-
ними iндексами. В результатi iнтегрування отримаємо, що при однако-
вих поверхневих енергiях на обох пластинах, додатковий внесок у вiльну
енергiю набуває вигляду

δFN = −kT
h2

ζ(3)

16π

(
K33

K11

+
K33

K22

)
. (4.26)

Таким чином, отримано притягання мiж пластинками за рахунок флу-
ктуацiй пружного поля директора. Такий вираз, але з протилежним зна-
ком, можна отримати для пластинок, на однiй з яких нормальнi межовi
умови, а на iншiй довiльнi.

Тепер подивимося, якою буде взаємодiя мiж пластинками, що обме-
жують смектичний рiдкий кристал. Пружну вiльну енергiю деформацiй
смектика можна записати у виглядi

FS =
1

2

∫
dxdy

∫ h

0

{
B

(
∂u

∂z

)2

+K11

(
∇2u

)2

}
, (4.27)

а поверхневу вiльну енергiю як

Fs =
1

2

∫
dxdy

{
W+ [n(ah + 0) +∇ua] +W− [n(ah− 0)] +K

(
∇2ua

)}
,

(4.28)
де ua – змiщення шару a.

Провiвши попередню процедуру, а саме, знайшовши флуктуацiї роз-
подiлу директора при заданих межових умовах i пiдставивши назад у
вiльну енергiю, отримаємо додаткову вiльну енергiю, яку можна iнтер-
претувати як енергiю взаємодiї мiж пластинками:

δFs = −kT
h

ζ(2)

16π

(
B

K11

) 1
2

. (4.29)
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Рис. 4.1: Змiна параметра порядку навколо сферичних колоїдних части-
нок в iзотропнiй фазi рiдкого кристала.

Ця взаємодiя спадає повiльнiше, нiж ван-дер-ваальсова взаємодiя i буде
домiнувати, коли вiдстань мiж пластинками буде значно бiльшою, нiж
λ =

(
K11

B

) 1
2 , яка порядку молекулярних розмiрiв. Таким чином, отрима-

ли, що мiж пластинками, якi обмежують рiдкий кристал, iснує взаємодiя,
яка має досить суттєве значення, оскiльки ця енергiя порядку декiлькох
kT , що можна експериментально вимiряти.

Взаємодiя за рахунок скалярного параметра порядку. Рiдкий
кристал може знаходитися в рiзних фазах (кристалiчнiй, мезофазi та
iзотропнiй). В iзотропнiй фазi рiдкого кристала ще немає видiленого на-
прямку орiєнтацiї довгих осей молекул, але локально виникає впоряд-
кування, яке характеризується скалярним параметром порядку. Кожна
частинка, яка внесена в таку iзотропну матрицю, приводить до змiни ска-
лярного параметра порядку, утворюючи навколо себе сольватну область.
Якщо такi областi перекриваються, то може виникати ефективна взає-
модiя мiж включеннями через змiну скалярного параметра порядку, див.
рис.4.1.

Вперше така взаємодiя була знайдена в роботах [68, 36, 37]. Дана вза-
ємодiя iснує на малих вiдстанях, оскiльки область деформацiї залежить
тiльки вiд кореляцiйної довжини. Кореляцiйна довжина визначається
вiдстанню, на якiй вiдчувається змiна параметра порядку, i залежить вiд
температури, оскiльки вiд температури залежить пружнiсть середовища
та величини зчеплення молекул з поверхнею включення. Така взаємодiя
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може iснувати мiж областями нематика, що завдяки флуктуацiям вини-
кають в iзотропних фазах. Для малої змiни параметра порядку можна
використати представлення густини вiльної енергiї у формi Ландау– де-
Жена:

fb =
1

2
aQij(R)Qij(R) +

1

2
LQij,k(R)Qij,k(R), (4.30)

де кома означає похiдну, а пiдсумовування проводиться по iндексах, що
повторюються, a = a0(T − T ∗) > 0, а L > 0 визначає iнтенсивнiсть
деформацiї iзотропної фази. Крiм того, тут використано одноконстантне
наближення. Для поверхневої енергiї можна використати вираз:

fs =
1

2
W (Qij(Rs)−Q0

ij)(Qij(Rs)−Q0
ij), (4.31)

де W – величина енергiї зчеплення. Тензорний параметр порядку все-
рединi рiдкого кристала та на поверхнi включення можна записати у
виглядi

Qij(R) =S(R){ñiñj −
1

3
δij}, Q0

ij=S0{ν̃iν̃j −
1

3
δij}, (4.32)

де ñ – директор, а ν̃ – нормаль до поверхнi включення, S(R) та S0 – ска-
лярний параметр порядку всерединi та на поверхнi, вiдповiдно. Вiльну
енергiю в одиницях Lξ/2 можна записати як:

F (Qij(r)) =

∫
d3r{Q2

ij+(∇kQij)
2+w

∫
d2r(Qij−Q0

ij)
2. (4.33)

Мiнiмум вiльної енергiї реалiзується на рiвняннi

∇2Qij = Qij, (4.34)

при межових умовах

~ν∇Qij + w(Qij −Q0
ij) = 0, (4.35)

де ~ν – нормаль до поверхнi частинки. Використавши межовi умови, а
також симетрiю задачi, можемо розглянути випадок S = S(r) та ~n = ~er,
де r – вiдстань вiд центра частинки, а ~er – одиничний вектор вздовж
радiуса. Вiльна енергiя набуває вигляду

F

2π
=

∫
{(1 +

6

r2
)S2 + (

∂S

∂r
)2}r2dr + wr2[S(r)− S0]2. (4.36)
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Рiвняння для параметра порядку всерединi рiдкого кристала S(r) можна
записати як:

∂2S

∂r2
+

2

r

∂S

∂r
− (1 +

6

r2
)S = 0, (4.37)

при межових умовах

∂S

∂r r=r0
− w[S(r)− S0] = 0. (4.38)

Рiшення для скалярного параметра порядку в стислiй формi можна за-
писати як:

S(r) = S0c
−1 exp{−(r − r0)}

r
(1 +

3

r
+

3

r2
), (4.39)

де фактор c визначається з межових умов i в даному випадку дорiвнює:

A =
1

w
(
1 + w

r
+

4 + 3w

r2
+

9 + 3w

r3
+

9

r4
). (4.40)

Для визначення енергiї взаємодiї пiдставимо цей розподiл параметра по-
рядку у вiльну енергiю:

F 1
int = −2

∫
d3r{(Q(1)

ij )2+(∇kQ
(1)
ij )2}, (4.41)

деQ(1)
ij – тензорний параметр порядку, створений одним включенням. Ви-

користавши рiвняння для параметра порядку, можна провести часткове
iнтегрування i отримати енергiю взаємодiї у виглядi

F 1
int = −2

∫
M

d2rQ
(1)
ij ν̃2∇Q(1)

ij . (4.42)

Для профiлю змiни параметра порядку, що випливає з рiвняння, можна
отримати кiнцевий аналiтичний результат для енергiї взаємодiї

F 1
int

6π
= −(

S0

A
)2 exp{−(r −R)}

r
(1 +

6R

r
+

12R2

r2
), (4.43)

де r – вiдстань мiж включеннями. Енергiя взаємодiї має вигляд потен-
цiалу типу Юкави i описує притягання, коли вiдстань мiж поверхнями
включень менша, нiж кореляцiйна довжина. Отримана взаємодiя може
пояснити сегрегацiю частинок в iзотропнiй фазi з формуванням комiрко-
подiбних структур [31, 32].
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Рис. 4.2: Основний стан нематичного рiдкого кристала та конфiгурацiї
розподiлу директора навколо сферичного включення при тангенцiальних
та нормальних межових умовах на його поверхнi

Взаємодiя за рахунок деформацiй пружного поля директора.
Ранiше було встановлено, що окреме включення своєю присутнiстю через
поверхню деформує рiвноважний розподiл директора. Якщо цих вклю-
чень два, то створенi деформацiї директора вiдчувають одна одну, хоча б
тому, що змiнюється загальний рiвноважний розподiл директора в рiдко-
му кристалi. Створенi включеннями деформацiї повиннi якимось чином
складатися i змiнювати основний стан середовища. При цьому вiльна
енергiя суми деформацiй окремих включень може бути бiльшою або мен-
шою, нiж енергiя деформацiй сумарного впливу. Змiну вiльної енергiї за
рахунок присутностi включень в рiзних точках простору можна тракту-
вати як енергiю взаємодiї мiж включеннями за рахунок деформацiй, якi
вони створюють.

Область деформацiї директора навколо включення залежить вiд його
форми i величини зчеплення. Форма областi деформацiй залежить вiд
того, якi межовi умови на поверхнi включення, i може бути рiзною при
нормальних та тангенцiальних умовах. Можливi конфiгурацiї деформа-
цiй директора навколо окремого сферичного включення зображенi на
рис.4.2. Розглянемо характер та величину взаємодiї для всiх згаданих
умов.

Тангенцiальнi межовi умови. Для описання взаємодiї в цьому ви-
падку можна використовувати континуальне наближення, а самi включе-
ння описувати полем концентрацiї c(r), яке змiнює розподiл директора
n(r). В цьому випадку вiльну енергiю Франка можна записати у зви-
чайному виглядi з врахуванням змiни концентрацiї, що приводить до
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додаткового iнварiанта, пов’язаного з градiєнтом концентрацiї ∇c(r) та
градiєнтом директора ∇n(r), з врахуванням еквiвалентностi n та -n. В
одноконстантному наближеннi з врахуванням довгохвильових змiн мо-
жна записати вiльну енергiю у виглядi

Fc =
1

2
K{(divn)2 + (rotn)2}+ A1divn(n·∇c) + A2(n× rotn) · ∇c, (4.44)

де A1, A2 – коефiцiєнти, що характеризують форму включень. В цьому
виразi не враховано хiральнiсть включень i немає члена, який описував
би закручення рiдкого кристала. У випадку, коли деформацiя поля ди-
ректора вiдносно рiвноважного розподiлу n(r) = {δnx, δny, 1} мала, то
ввiвши n⊥ = (δnx, δny), а також ∇⊥ = (∂x, ∂y), вiльну енергiю можна
переписати у виглядi

Fc =
1

2
K(∇n⊥)2 + A1(∇⊥c) · (∂zn⊥) + A2(∂zc) · (∇⊥n⊥). (4.45)

Оскiльки ми враховуємо тiльки (splay-bend) деформацiї, то, iнтегру-
ючи по частинах член з A2, можемо привести до вигляду члена з A1 i
ввести один доданок з A = αKR3, записаний в термiнах радiуса частинки
R при α ' 1. Зробимо перетворення Фур’є у вiльнiй енергiї:

Fc =
1

2
K

∫
d3q

(2π)3
{q2 | n⊥q |2 +2αR3(iq⊥cq)(−iqzn⊥−q)}, (4.46)

де cq =
∫
d3rc(r) exp(iqr)) – фур’є-представлення концентрацiї. З мiнi-

муму вiльної енергiї отримаємо розподiл директора, спричинений наяв-
нiстю включень:

n⊥q = −αR
3q⊥qz
q2

cq. (4.47)

Пiдставивши даний розподiл директора у вiльну енергiю, визначимо її в
термiнах концентрацiї:

Fc = −1

2
K(αR3)2

∫
d3q

(2π)3

(q⊥qz)
2

q2
cqc−q =

∫
d3q

(2π)3
V (q)cqc−q, (4.48)

де ефективний потенцiал взаємодiї V (~r) в фур’є-представленнi V (q) має
вигляд

V (q) = −1

2
K(αR3)2 (q2

⊥ − q2
z)q

2
z

q2
. (4.49)
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Перший доданок у цьому виразi пропорцiйний q2
z i визначається зсувом

(∂zc)
2, що не пов’язаний з втратами енергiї. Другий доданок є ефектив-

ною взаємодiєю, потенцiал якої в реальному просторi можна записати
як:

V (r) =
1

2
K(αR3)2(

∂

∂z
)4 1

4πr
. (4.50)

У термiнах вiдстанi мiж частинками i кута θ мiж директором i радiусом-
вектором вiдстанi отримаємо:

V (r) =
1

2
K(αR3)2 1

4πr5
(9− 90 cos2 θ + 105 cos4 θ). (4.51)

З цього виразу видно, що сферичнi частинки з тангенцiальними межо-
вими умовами взаємодiють по квадрупольному закону.

Нормальнi межовi умови. Сильне зчеплення. Розглянемо тепер
випадок нормальних межових умов. Як ми бачили в попередньому роз-
дiлi у випадку сильного зчеплення навколо сферичного включення вини-
кає область деформацiї, яка має дипольну або квадрупольну конфiгура-
цiю, яку можна описати наявнiстю деформацiйного дипольного pµ = peµ

та квадрупольного cµij = c(eµi e
µ
j − 1

3
δij) моментiв, де ~eµ – одиничний вектор

в напрямку директора, а p та c – величини цих моментiв. Можна ввести
густину дипольних та квадрупольних моментiв P(r) =

∑
µ

pµδ(r − rµ),

Cij(r) =
∑
µ

cµijδ(r− rµ) звичайним чином, де rµ позначає мiсце знаходже-

ння частинки µ.
Тепер, слiдуючи [20], ми визначимо вiльну енергiю рiдкого криста-

ла з включеннями, приймаючи до уваги додатковi iнварiанти з добуткiв
локального директора n(r) та моментiв P(r), Cij(r), що спричиненi вклю-
ченнями, та врахувати можливi градiєнти ∇, а також те, що n = −n. В
квадратичному наближеннi по nµ повна вiльна енергiя може бути запи-
сана як [20]:

F = K

∫
d3r[(∇ · nµ)2 − 4πPz∂nµ + 4π(∂zCzz)∂µnµ]. (4.52)

У випадку, коли деформацiйний дипольний момент направлений вздовж
рiвноважного директора, з мiнiмуму вiльної енергiї можна отримати рiв-
няння для розподiлу директора:

∇2nµ = 4π[Pz(r)− ∂zCzz(r)], (4.53)
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i сам розподiл за наявностi включень:

nµ = −
∫
d3r

1

| r− r′ |
∂′µ[Pz(r

′)− ∂zCzz(r
′)]. (4.54)

Пiдставивши даний розподiл у вiльну енергiю, отримаємо її вираз в
термiнах густини дипольних та квадрупольних моментiв:

F

4πK
=

1

2

∫
d3rd3r′

{
Pz(r)Vpp(r̃− r̃′)Pz(r

′) + Czz(r)Vcc(r− r′)Czz(r
′)+

+Vpc[Czz(r)Pz(r
′)−Pz(r)Czz(r

′)]

}
(4.55)

де парнi потенцiали окремих типiв взаємодiй будуть мати вигляд

Vpp = ∂µ∂µ
1
r

= 1
r3

(1− 3 cos2 θ),
Vcc = −∂2

z∂µ∂µ
1
r

= 1
r5

(9− 90 cos2 θ + 105 cos4 θ,
Vpc = ∂z∂µ∂µ

1
r

= cos θ
r4

(15 cos2 θ − 9),
(4.56)

де θ – кут мiж радiусом-вектором вiдстанi мiж включеннями r та дире-
ктором n0.

Загальний вигляд енергiї ефективної взаємодiї мiж включеннями в
точках r та r′ з дипольним та квадрупольним моментами pz, p′z, c та c′
можна записати як:

U(~r) = 4πK{pzpVpp +
4

9
cc′Vcc +

2

3
(cp′z − c′pz)Vpc}. (4.57)

Цей ефективний потенцiал можна використовувати для визначення сили
взаємодiї мiж включеннями залежно вiд вiдстанi мiж ними. Прийнявши
до уваги, що дипольний момент пропорцiйний R2, а квадрупольний R3,
можемо записати, що pz = αR2 та c = −3

2
βR3. Тодi сила мiж двома

включеннями визначається як:

F

4πK
= −α2R2

1R
2
2

6

r4
+ β2R3

1R
3
2

120

r6
− αβR2

1R
2
2(R1 −R2)

24

r5
. (4.58)

Як бачимо, ефективна енергiя взаємодiї у випадку сильного зчеплення
та нормальних межовими умов має вигляд диполь-дипольної та квадру-
польної взаємодiї, що вiдповiдає конфiгурацiям розподiлу директора при
нормальних межових умовах.



84

Нормальнi межовi умови. Слабке зчеплення. Тепер розглянемо
випадок слабкого зчеплення. В цьому випадку деформацiя директора
всюди мала, що можна виразити як: n(r) = n0 + δn(r), де n0 – рiвно-
важний розподiл директора у вiдсутностi включень, при цьому, завжди
δn(r)⊥n0. В об’ємi не iснує нiяких дефектiв i ми можемо використати
плавнiсть змiни директора в усьому об’ємi.

Найважливiшим для визначення ефективної енергiї взаємодiї при слаб-
кому зчепленнi є можливiсть застосування самоузгодженого пiдходу, який
полягає в узгодженнi розподiлу директора на поверхнi окремого включе-
ння з деформацiєю директора, яка надходить вiд усiх iнших включень.
Можна припустити, що в центрi включення повинен бути розподiл ди-
ректора, iндукований iншими частинками, але на поверхнi включення
вiн буде такий, якого вимагають межовi умови, i залежатиме вiд сили
зчеплення. В цьому пiдходi можна розглядати випадки нормального i
тангенцiального зчеплення. В загальному випадку ми повиннi отрима-
ти енергiю взаємодiї мiж двома включеннями як функцiю геометричних
параметрiв форми самих включень та величини зчеплення рiдкого кри-
стала з включеннями. Окреме включення взаємодiє з деформацiями ди-
ректора, що спричиненi всiма iншими включеннями. Це аналог набли-
ження молекулярного середнього поля, який широко використовується
в теорiї фазових переходiв i дає можливiсть визначити енергiю взаємодiї
мiж двома включеннями, враховуючи колективну поведiнку всiх iнших
включень.

Дана проблема в цьому випадку розбивається на двi меншi пробле-
ми. Перша полягає в тому, щоб знайти розподiл директора за наявностi
включень, а друга – в знаходженнi енергiї взаємодiї деформацiй, ство-
рених включеннями, з деформацiєю, що cтворює окреме включення. За-
гальний пiдхiд для визначення ефективної енергiї взаємодiї для вклю-
чень довiльної форми та довiльних пружних констант середовища був
запропонований в роботi [27].

Таким чином, можна отримати парну енергiю взаємодiї через дефор-
мацiю пружного поля директора, яку в загальному випадку можна за-
писати як [14, 27]:

U(R) = − 1

8π

∑
m,m′=1,2,3

ÂpmÂ
p′

m′

∑
µ=1,2

1√
Kµµ

× (4.59)
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×

 Q+
m,m′√

K33r2
⊥ +Kµµr2

‖

+ (−1)µ
Q−m,m′

r2
⊥

(
√
K33r2

⊥ +Kµµr2
‖ −

√
Kµµr2

‖)
2√

K33r2
⊥ +Kµµr2

‖


де r‖ i r⊥ – паралельна та перпендикулярна директору n0 складовi
вектора-вiдстанi r = rp−rp′ мiж частинками;

Âm = αlm(n0 ·κl)+βlms(n0 ·κl)(κs ·∇)+γlmst(n0 ·κl)(κs ·∇)(κt ·∇) (4.60)

представлене через тензорнi характеристики:

αkl = 2

∮
dsW (s)νk(s)νl(s),

βklm = 2

∮
dsW (s)νk(s)νl(s)ρm(s) (4.61)

γklmn =

∮
dsW (s)νk(s)νl(s)ρm(s)ρn(s),

якi залежать вiд форми включення та межових умов на ньому. Q+
m,m′ = 0

для m або m′ рiвних 3, i Q+
m,m′ = δmm′ , для m,m′ = 1, 2. В одноконстан-

тному наближеннi можна записати вираз для енергiї взаємодiї

U(r) = −α3mα3m

4πKr
+ β3msβ3ms′(ks · ∇)(ks′ · ∇)

1

4πKr
−

−γ3mstγ3mst(ks · ∇)(ks′ · ∇)(kt · ∇)(kt′ · ∇)
1

4πKr
, (4.62)

де пiдсумовування проводиться по повторюваних iндексах.
Як видно з приведеного виразу, характер взаємодiї на далеких вiд-

станях повнiстю iдентичний характеру взаємодiї, отриманої для випадку
сильного зчеплення, якщо використати замiсть тензорних характеристик
позначення вiдповiдних мультипольних коефiцiєнтiв. Крiм того, з нього
видно, що енергiя взаємодiї не залежить вiд знака енергiї зчеплення i цей
вираз придатний для частинок з тангенцiальними межовими умовами.
Двi частинки з рiзним, нормальним i тангенцiйним зчепленням будуть
мати протилежний знак енергiї взаємодiї в порiвняннi з частинками з
однаковими межовими умовами.

1. Для сферичних частинок, коли W (s) = W = const, ми маємо

αlm = αllδlm, α11 = α22 = α33 =
8π

3
WR2, (4.63)
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betalms = 0, γlmst =
4π

15
WR4(δlmδst + δlsδkt + δlsδmt), (4.64)

де R – радiус частинки. Тодi в одноконстантному наближеннi для енергiї
взаємодiї отримаємо

Upp′ = − 6

πKr5
(
4π

15
WR4)2{3− 30 cos2 θ + 35 cos4 θ}, (4.65)

де cos θ =
r‖
r

визначає спiввiдношення мiж напрямом радiуса-вектора
вiдстанi мiж частинками та директором. Ця взаємодiя, як i у випадку
тангенцiальних межових умов, має квадрупольний вигляд.

2. Для аксiально симетричних частинок α3m = 0. Тодi стає важливим
другий член загального представлення. Цей член має вигляд, аналогi-
чний вигляду звичайної диполь-дипольної взаємодiї, де замiсть реальних
дипольних моментiв взаємодiють деформацiйнi конфiгурацiї, якi нагаду-
ють диполь:

Udd = β3msβ3ms′
(3(ks · r)(ks′ · r)− δss′)

r3
. (4.66)

3. Якщо прийняти до уваги пружний член у поверхневiй енергiї, то
нарiвнi з тензорними характеристиками αkl, βklm та γklmn потрiбно ввести
додатковi тензорнi характеристики:

dlm = −K24

∮
dsνlρm, dl = −K24

∮
dsνl, (4.67)

pm = −K24

∮
dsν3ρm, g = −K24

∮
dsν3. (4.68)

За наявностi поверхневих членiв енергiю взаємодiї можна записати як:

U(r) =
(
(β3ls∂s + g∂l − dl∂3)2 + (γ3lst∂s∂t + pm∂m∂l − dlt∂t∂3)2) 1

4πKr
.

(4.69)
В усiх випадках поверхневий член приводить тiльки до перенормуван-
ня коефiцiєнтiв при дипольнiй та квадрупольнiй взаємодiї i не змiнює
характер взаємодiї:

U(r) =
(β311 + g)2

4πKr3
(1− 3 cos2 θ), (4.70)

U(r) =
3 (γ3131 + p3 − d11)2

4πKr5
(3− 30 cos2 θ + 35 cos4 θ). (4.71)
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Наприклад, для малих сферичних включень

γ3131 =
4π

15
WR4, p3 = −4π

3
R3K24, d11 = −4π

3
R3K24 (4.72)

де R− - радiус включень. Потенцiал взаємодiї набуває попереднього ви-
гляду

U(R) =
8π

75
(
WR

K
)WR2R

5

r5
(3− 30 cos2 θ + 35 cos4 θ), (4.73)

де вiдсутнiй впливK24, звiдки можна зробити висновок про те, що для та-
ких включень поверхневий член K24 не бере участi в квадрупольнiй взає-
модiї. Останнiй вираз спецiально записаний в термiнах величини зчепле-
ння та поверхневої енергiї. Така комбiнацiя зустрiчається для всiх видiв
енергiї взаємодiї, рiзниця тiльки в рiзних ступенях вiдношення розмiрiв
включення до вiдстанi мiж частинками та рiзною залежнiстю вiд кута. З
останньої формули видно, що в будь-якому випадку величина енергiї вза-
ємодiї залежить вiд параметра зчеплення. Величина енергiї взаємодiї для
включення розмiром 3µkm при значеннi W = 10−5J/m2, K = 10−11J/m
має порядок 5 · 103kT , що значно бiльше вiдомих взаємодiй, якi можуть
виникати в таких середовищах.

Необхiдно зазначити, що характер взаємодiї мiж включеннями на ве-
ликих вiдстанях у випадку слабкого та сильного зчеплень однаковий i
можна поставити питання про причини, якi це зумовлюють. Крiм того,
невиясненим залишається ще те, чому залежнiсть мультипольних кое-
фiцiєнтiв у випадку слабкого зчеплення на один степiнь бiльша нiж для
коефiцiєнтiв у випадку сильного зчеплення. Вiдповiдi на цi питання спро-
буємо дати пiзнiше.
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Роздiл 5

Колоїднi частинки в рiдких
кристалах

Взаємодiя в обмеженому нематику. Успiхи теоретичних дослiджень
поведiнки колоїдних частинок у рiдких кристалах ґрунтуються на фор-
мальнiй аналогiї з класичною електродинамiкою. Як було показано ра-
нiше, деформацiї директора на далеких вiдстанях вiд включення можна
представити у виглядi мультипольного розкладу з формальним пред-
ставленням коефiцiєнтiв розкладу. Цей факт є ключовим у бiльшостi те-
оретичних пiдходiв опису рiдкокристалiчних колоїдiв. Але тiльки один
з них [20] дає точнi аналiтичнi результати, якi кiлькiсно збiгаються з
експериментальними при прямому вимiрюваннi величини взаємодiї мiж
колоїдними частинками з рiзною конфiгурацiєю в розподiлi директора
навколо включення [92, 19].

Надалi будемо розглядати поведiнку включень, внесених в обмеже-
ний рiдкий кристал. Очевидно, що межовi умови на поверхнi обмеженого
зразка безпосередньо впливають на розподiл директора в об’ємi, а тим
самим на можливi дозволенi деформацiї директора, спричиненi наявнi-
стю включень. Тепер не всi можливi деформацiї директора будуть брати
участь в взаємодiї мiж частинками. А це, в свою чергу, може змiнити
характер i величину енергiї взаємодiї мiж самими частинками та iндуку-
вати взаємодiю частинок з поверхнею. В бiльшостi експериментальних
випадкiв, рiдкi кристали обмеженi рiзноманiтними поверхнями. До не-
давнього часу вплив межових умов на поверхнi обмеженого зразка на
змiну характеру i величину взаємодiї колоїдних частинок не приймав-
ся до уваги. Не так давно, автори [104, 105] знайшли ефект екрануван-
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Рис. 5.1: Результати експериментального вимiрювання енергiї взаємодiї
колоїдних частинок в обмеженому рiдкому кристалi. Порiвняння з ре-
зультатами теоретичних розрахункiв за нашими формулами

ня пружної взаємодiї колоїдних частинок в комiрцi, який був названий
ефектом обмеження. Було запропоновано метод [126, 127], який дає мо-
жливiсть використати широко вiдомий пiдхiд [20] для визначення хара-
ктеру i величини взаємодiї мiж колоїдними частинками в обмеженому
нематичному рiдкому кристалi. Крiм того, розроблений метод дозволяє
визначити не тiльки взаємодiю мiж частинками, взаємодiю колоїдних ча-
стинок з поверхнею, що обмежує рiдкий кристал, як з планарними, так
i з гомеотропними межовими умовами. Запропонована теорiя [126, 127]
дуже добре узгоджується з експериментальними даними по визначен-
ню величини взаємодiї мiж сферичними частинками в гомеотропному
обмеженому зразку [104] в iнтервалi енергiй 1÷ 1000kT , а також з дани-
ми по ефекту обмеження для планарного зразка з планарними межови-
ми умовами [105], див рис.5.1. Було узагальнено запропонований пiдхiд
[20, 126, 127] для визначення величини i характеру взаємодiї мiж аксi-
ально несиметричними частинками, тобто частинками довiльної форми
з довiльними значеннями енергiї зчеплення молекул рiдкого кристала,
як з поверхнею самих частинок, так iз обмежуючими поверхнями зраз-
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ка. При цьому використовується тiльки симетрiя розподiлу директора на
далеких вiдстанях вiд частинок з означеними мультипольними коефiцi-
єнтами.

Для того, щоб знайти взаємодiю мiж частинками, необхiдно визначи-
ти як змiнюється розподiл директора основного стану рiдкого кристала
за наявностi включень. В загальному випадку сильного зчеплення ця за-
дача стає майже нерозв’язною, оскiльки для визначення iстиного розпо-
дiлу директора потрiбно вирiшити певну сукупнiсть нелiнiйних рiвнянь, i
крiм того, мати принцип, за яким правильно пiдсумувати знайденi розпо-
дiли директора навколо окремого включення. Для лiнiйної задачi можна
використати принцип суперпозицiї, а в нелiнiйному випадку вiн навряд
чи спрацьовує. Можна використати прямi комп’ютернi розрахунки, якi
дають досить правильнi результати, особливо якщо це стосується взає-
модiї на далеких вiдстанях. Але на далеких вiдстанях ми й так можемо
передбачити характер i навiть величину енергiї взаємодiї, використавши
електростатичну аналогiю. Виникає питання, наскiльки ми можемо по-
сунутися в розумiннi фiзичної причини взаємодiї колоїдних частинок i
визначення величини та характеру взаємодiї мiж ними як на малих, так i
на великих вiдстанях, використовуючи аналiтичнi результати. Для цього
можна запропонувати такий пiдхiд.

На достатньо великих вiдстанях вiд поверхнi частинки вiдхилення
директора вiд його основного (недеформованого) стану n0 = (0, 0, 1) є
малими, n(r) ≈ (nx, ny, 1), |nµ| � 1 i µ = {x, y}. За таких умов можна
переписати вiльну енергiю нематика в дещо простiшому виглядi

Fbulk =
K

2

∫
dV (∇nµ)2, (5.1)

тут мається на увазi пiдсумовування за iндексом µ. Рiвняння Ейлера –
Лагранжа для такого функцiонала є рiвняннями Лапласа:

∆nµ = 0, (5.2)

як i в класичнiй електростатицi, а його розв’язок може бути представле-
ний у виглядi мультипольного розкладу

nµ(r) =
qµ
r

+
pαµrα

r3
+
Qαβ
µ rαrβ

r5
+ ..., (5.3)

де α i β пробiгають значення x, y, z, та мається на увазi пiдсумовування
за грецькими iндексами, що повторюються. Величини qµ, pαµ, Qαβ

µ можна
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назвати пружними зарядами (монополями), диполями i квадруполями,
вiдповiдно. При r, значно бiльших за розмiри частинки, мультипольний
розклад є справедливим незалежно вiд величини зчеплення. Таким чи-
ном, далекодiючi взаємодiї в нематичних рiдкокристалiчних колоїдах мо-
жуть бути повнiстю описанi в термiнах пружних мультипольних момен-
тiв. Останнi є невiдомими, i можуть бути знайденi з асимптотик точних
виразiв для n(r) або з експериментальних даних. Зазвичай для знахо-
дження теоретичних значень введених параметрiв у випадку сильного
зчеплення потрiбно вирiшити нелiнiйну проблему розподiлу директора
навколо видiленого включення. Це можна зробити тiльки за допомогою
комп’ютерних розрахункiв або використовуючи пробнi функцiї, якi хоч
якимсь чином вiдповiдають iстинному розподiлу директора. Тодi коефi-
цiєнти qµ, pαµ, Qαβ

µ можна знайти з асимптотик таких рiшень. У випадку
слабкого зчеплення мультипольний розклад (5.3) видається всюди при-
датним зовнi частинок. В цьому випадку мультипольнi коефiцiєнти мо-
жна визначити використовуючи данi про форму частинки та її симетрiю,
тобто визначити прямо з поверхневої вiльної енергiї.

Як випливає з (5.3), вiдхилення директора nx i ny повiльно затуха-
ють з вiдстанню. Це означає, що деформацiї, спричиненi навiть далеко
розташованими частинками, можуть перекриватися. Внаслiдок такого
перекриття енергiя системи починає залежати вiд взаємного (а у випад-
ку обмежених систем, вiд абсолютного) розташування частинок. Iнакше
кажучи, в нематичних рiдкокристалiчних колоїдах мiж частинками iсну-
ють ефективнi далекодiючi взаємодiї, спричиненi деформацiями пружно-
го середовища, в якому частинки знаходяться.

Припустимо, що ми знайшли всi мультипольнi коефiцiєнти: два пру-
жних заряди qµ, шiсть компонентiв дипольного моменту pαµ та десять
квадрупольного Qαβ

µ (по п’ять для кожного µ = {x, y}). Тепер, нам не-
обхiдно побудувати деякий ефективний функцiонал вiльної енергiї, який
буде мiстити мультипольнi коефiцiєнти i даватиме правильну поведiн-
ку директора на великих вiдстанях вiд поверхнi частинки. Вперше це
було зроблено в [20] для частинок з аксiально симетричним розподiлом
директора бiля поверхнi. Для такої конфiгурацiї

F axial−sym
eff = K

∫
dV

[
(∇nµ)2

2
− 4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ

]
, (5.4)

де P (x) = pδ(x) i C(x) = Qδ(x) – густини вiдповiдних пружних моментiв,
i ∂µnµ = ∂xnx + ∂yny. У випадку частинок довiльної форми ефективний
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функцiонал може бути узагальнений до

Feff = K

∫
dV

[
(∇nµ)2

2
− 4πqµ(x)nµ − 4πpαµ(x)∂αnµ − 4πQαβ

µ (x)∂α∂βnµ

]
,

(5.5)
де

qµ(x) = qµδ(x), pαµ(x = pαµδ(x), Qαβ
µ (x) = Qαβ

µ δ(x) (5.6)

вiдiграють роль точкових джерел деформацiй; α та β набувають значе-
ння x, y, z i ведеться пiдсумовування за грецькими iндексами, що повто-
рюються. Для аксiально симетричних частинок, qµ = 0, pxx = pyy = p,
Qxz
x = Qzx

x = Qyz
y = Qzy

y = Q, отримується функцiонал (5.4).
Мiнiмiзуючи (5.6), бачимо, що вiдхилення директора вiд основного

його стану описуються рiвняннями Пуасона:

∆nµ = −4πqµ(x) + 4π
[
∂αp

α
µ(x)− ∂α∂βQαβ

µ (x)
]
. (5.7)

Якщо рiдкий кристал обмежений поверхнею Σ, nµ
∣∣∣
Σ

= 0, тодi розв’язки
рiвнянь (5.7) можуть бути знайденi за допомогою теореми Грiна:

nµ =

∫
V

dV ′Gµ(x,x′)
[
qµ(x′)− ∂′αpαµ(x′)− ∂′α∂′βQαβ

µ (x′)
]
, (5.8)

де Gµ(x,x′) – вiдповiднi функцiї Грiна,

∆Gµ(x,x′) = −4πδ(x− x′) (5.9)

для всiх x,x′ ∈ V i Gµ(x, s) = 0 для всiх s ∈ Σ. Для необмеженого нема-
тика Gµ(x,x′) =

∣∣x−x′
∣∣−1 i розв’язки (5.71) зводяться до мультипольного

розкладу (5.3).
В силу лiнiйностi рiвнянь Ейлера – Лагранжа (5.7) для системи N

колоїдних частинок справедливим є принцип суперпозицiї. Деформацiї
поля директора є сумою деформацiй, породжених кожною частинкою
зокрема. Тодi отримаємо, що енергiя колоїдної системи є сумою енергiй
парних мiжчастинкових взаємодiй:

Feff =
∑
i

∑
j<i

U ij(xi,xj). (5.10)

Тут ми вiдкинули розбiжну частину власної енергiї частинок. Енергiї
U ij, в свою чергу, є сумою взаємодiй рiзного типу:

U ij = Uqq + Uqd + UqQ + Udd + UdQ + UQQ, (5.11)
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монополь-монопольної

Uqq = −4πK qµ,i qµ,j Gµ(xi,x′j), (5.12)

монополь-дипольної

Uqd = −4πK
{
qµ,i p

α
µ,j ∂

′
αGµ(xi,x′j) + qµ,j p

α
µ,i ∂αGµ(xi,x′j)

}
, (5.13)

монополь-квадрупольної

UqQ = −4πK
{
qµ,iQ

αβ
µ,j ∂

′
α∂
′
βGµ(xi,x′j) + qµ,j Q

αβ
µ,i ∂α∂βGµ(xi,x′j)

}
, (5.14)

диполь-дипольної,

Udd = −4πK pαµ,i p
β
µ,j ∂α∂

′
βGµ(xi,x′j), (5.15)

диполь-квадрупольної

UdQ = −4πK
{
pαµ,iQ

βγ
µ,j ∂α∂

′
β∂
′
γGµ(xi,x′j) + pαµ,j Q

βγ
µ,i ∂

′
α∂β∂γGµ(xi,x′j)

}
,

(5.16)
i квадруполь-квадрупольної

UQQ = −4πK Qαβ
µ,iQ

γδ
µ,j ∂α∂β∂

′
γ∂
′
δGµ(xi,x′j). (5.17)

Вирази (5.12) – (5.17) є загальними формулами для далекодiючих
пружних взаємодiй мiж колоїдними частинками довiльної форми в обме-
жених нематичних рiдких кристалах. Енергiя таких взаємодiй залежить
як вiд мультипольних коефiцiєнтiв, так i вiд конкретного вигляду фун-
кцiй Грiна. Першi визначаються взаємодiєю мiж молекулами рiдкого
кристала та поверхнею частинки. Останнi залежать як вiд форми по-
верхнi Σ, яка обмежує зразок, так i вiд наявностi зовнiшнiх полiв.

Порушення симетрiї та характер взаємодiї. Спробуємо проiлю-
струвати, як порушення симетрiї в розподiлi директора навколо колої-
дної частинки впливає на характер взаємодiї мiж ними. Можна припу-
стити [27], що характер взаємодiї на далеких вiдстанях визначається ха-
рактером порушення симетрiї в розподiлi директора на малих вiдстанях
вiд включення. При слабкому зчепленнi сама форма включення визначає
характер взаємодiї. У випадку сильного зчеплення форму розподiлу ди-
ректора на близьких вiдстанях можна ототожнити з формою включення
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при слабкому зчепленнi, оскiльки на далеких вiдстанях вiд включення
при сильному зчепленнi основну роль вiдiграє тiльки конфiгурацiя де-
формацiй директора, див. рис.3.7. Якщо розглянути деформацiйну шубу
разом з частинкою як нове включення, то на великих вiдстанях вiд цiєї
шуби деформацiя директора мала i ми повертаємося до випадку слабко-
го зчеплення. Саме головне це те, як порушена симетрiя розподiлу ди-
ректора у випадку рiзних конфiгурацiй. Порушення елементiв симетрiї
в розподiлi директора i буде визначати характер взаємодiї мiж включе-
ннями на далеких вiдстанях.

Тепер встановимо безпосереднiй зв’язок мiж симетрiєю частинки та
вiдповiдними їй пружними мультипольними моментами qµ, pαµ, Qαβ

µ . Пов-
на вiльна енергiя колоїдної системи є сумою об’ємної енергiї та поверх-
невої енергiї:

Fsurface =

∮
dS Wαβ(s)nα(s)nβ(s), (5.18)

де симетричний безшпуровий тензор Wαβ(s) визначає локальний анко-
рiнг у точцi s на поверхнi частинки [133]. Хоча таке тензорне представле-
ння має коварiантну форму i описує одночасно як полярний, так i азиму-
тальний анкорiнг, воно робить зв’язок мiж симетрiєю та мультипольними
моментами не дуже прозорим. Тому ми перепишемо поверхневу енергiю
в узагальненiй формi Рапiнi – Популар:

Fsurface =

∮
dS W (s)ν2

z (s)−

2

∮
dS W (s)νz(s)νµ(s)nµ(s) +

∮
dS W (s)νµ(s)νµ(s)nµ(s)nµ(s), (5.19)

де залежно вiд природи зчеплення потрiбно пiдставити вiдповiдну вели-
чинуWp абоWa, якi вiдповiдають полярному та азимутальному анкорiн-
гу вiдповiдно. В останньому випадку замiсть нормалi ν треба пiдставити
τ одиничний дотичний вектор у точцi s на поверхнi частинки. Оскiльки
анкорiнг слабкий, то доданками типу (∇nz)2, Wpnµnµ′ i Wanµnµ′ можна
знехтувати в силу їх малостi. Фактично, Wpνzνµ −Waτzτµ = W zµ.

Оскiльки за межами частинки вiдхилення директора описуються муль-
типольним розкладом (5.3), то кожен з доданкiв можна переписати в
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термiнах цього розкладу:

(∇nµ)2 =
qµqµ
r4

+
∑
α

pαµp
α
µ

r6
+ 3

pαµrαp
β
µrβ

r8
+

+ 5
Qαβ
µ rαrβQ

γδ
µ rγrδ

r12
+ 4

∑
γ

Qαγ
µ Q

βγ
µ rαrβ

r10
+ 4

qµp
α
µrα

r6
+

+ 6
qµQ

αβ
µ rαrβ

r8
+ 8

pαµQ
βγ
µ rαrβrγ

r10
+ 4

∑
γ

pαµQ
αβ
µ rβ

r8
. (5.20)

Пiдставляючи (5.3) i (5.20) у вiльну енергiю та виконуючи iнтегрування,
отримуємо енергiю системи як функцiю мультипольних коефiцiєнтiв

Fharm =
1

2

∑
uv

auvmumv +
∑
u

c̄umu, (5.21)

де для зручностi ми ввели стовпець m = (qµ, p
α
µ, Q

αβ
µ ). Тут mu,mv – невi-

домi мультипольнi коефiцiєнти. Величини auv виникають з об’ємної ча-
стини енергiї. Наприклад, a11(qxqx) ∝

∫
V
dV r−4 Очевидно, всi auu є дода-

тними та ненульовими, auv залежать вiд форми частинки. В свою чергу,
cu є сумою двох доданкiв: cpu i cau, породжених полярним та азимутальним
анкорiнгом, вiдповiдно, cu = cpu+cau. Так, наприклад, c

p
1(qx) ∝

∮
dS W pνzνx,

ca3(pxx) ∝ −
∮
dS W aτzτxsx. Величини cu залежать як вiд анкорiнгу, так i

вiд форми частинки.
Природно вимагати, щоб наша система перебувала в термодинамiчнiй

рiвновазi. А отже, її енергiя повинна бути мiнiмальною. Таким чином,
можемо знайти мультипольнi коефiцiєнти з такої системи лiнiйних алге-
браїчних рiвнянь:

∂Fharm
∂mu

= auumu +
∑
v,v 6=u

auvmv + cu = 0. (5.22)

Те саме в матричнiй формi: Âm = −c. Розв’язок системи: m = mp + ma

є сумою розв’язкiв таких систем: Âmp = −cp, Âma = −ca, оскiльки
c = cp + ca. Як бачимо, кожен тип анкорiнгу породжує свiй незалежний
набiр мультипольних коефiцiєнтiв. Проаналiзувавши можливi рiшення
системи, можна стверджувати, що ненульовими можуть бути лише такi
мультипольнi моменти, якi дозволенi симетрiєю частинки, див. табл. 5.1.
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Табл. 5.1:
Defining Integral (cu) Multipole Coefficient Forbidden Symmetry∮

dS Wνzνµ qx σxy, σyz∮
dS Wνzνµx pxx σxy, I∮
dS Wνzνµy pyx σxy, σxz, σyz, I∮
dS Wνzνµz pzx σyz, I∮
dS Wνzνµxx Qxx

x σxy, σyz∮
dS Wνzνµyy Qyy

x σxy, σyz∮
dS Wνzνµzz Qzz

x σxy, σyz∮
dS Wνzνµxy Qxy

x σxz, σxy∮
dS Wνzνµxz Qxz

x –∮
dS Wνzνµyz Qyz

x σyz, σxz

В приведенiй таблицi σik означає, що симетрiї частинки вiдповiдає ik-площина,
I позначає центр iнверсiї. Аналогiчна класифiкацiя була отримана в [114]
на основi градiєнтного розкладу ∂nµ навколо центра частинки. Однак
таке наближення є досить грубим, оскiльки ∂nµ ≈ 1 не є малим параме-
тром на всiх вiдстанях, особливо бiля поверхнi включення. Тому даний
пiдхiд є бiльш послiдовним i правильним.

Вiдзначимо також, що мультипольнi коефiцiєнти m залежать вiд ви-
бору системи координат. Якщо в однiй координатнiй системi CS1 маємо
деякий набiр параметрiв m1, то в системi CS2, повернутiй чи змiщенiй
вiдносно CS1, цей набiр m2 буде iншим. Поле директора n(r) при цьому,
очевидно, є iнварiантним i не залежить вiд вибору системи координат.
Тепер розглянемо цiлком конкретнi приклади реальних експерименталь-
но дослiджених колоїдних частинок.

Взаємодiя мiж цилiндрами з "нарiзкою". Розглянемо цилiндри
(чи iншi симетричнi частинки типу елiпсоїдiв або сфер) зi спiралеподi-
бним розташуванням молекул нематика на їхнiй поверхнi, див. рис.5.2.
Такий азимутальний анкорiнг породжує ненульовi дипольнi моменти pxy =
phel = −pyx, у той час як форма самої частинки має квадрупольну симе-
трiю, див. тaбл. 5.1. Тодi з (5.12) легко отримуємо вираз для пружної
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диполь-дипольної взаємодiї мiж цилiндрами зi спiральною "нарiзкою":

Udd = −4πKphelp
′
hel(∂x∂

′
xGy(x,x′) + ∂y∂

′
yGx(x,x′)). (5.23)

Як правило, Gx 6= Gy лише в присутностi зовнiшнiх електричних або
магнiтних полiв [128]. Iнакше Gx = Gy = G, i

Udd = −4πKphelp
′
hel∂µ∂

′
µG(x,x′), (5.24)

що збiгається з диполь-дипольною взаємодiєю мiж звичайними аксiально
симетричними дипольними частинками. У випадку необмеженого рiдко-
го кристала G(x,x′) = 1

|x−x′| i енергiю взаємодiї можна записати як:

Uunlim
dd = 4πKphelp

′
hel

(1− 3cos2θ)

r3
, (5.25)

де θ – кут мiж r i z (n0).
З виразу (5.25) випливає, що цилiндри з однаковою хiральнiстю phelp

′
hel >

0 притягуються вздовж осi z i вiдштовхуються в перпендикулярному на-
прямку. При phelp′hel < 0 картина протилежна, див. рис.5.2.

У нематичнiй комiрцi взаємодiя падає з вiдстанню як r−3, а екрану-
вання виникає на вiдстанях, спiввимiрних з товщиною комiрки. В той
самий час межа областей з притяганням i вiдштовхуванням трансфор-
мується в параболу. Такий ефект має мiсце тiльки за наявностi обмежу-
ючих поверхонь i не залежить анi вiд форми колоїдних частинок, анi вiд
величини зчеплення. Бiльш детальне описання можна знайти в роботах
[126, 127].

Взаємодiя мiж конусами з "нарiзкою". Розглянемо тепер конуси
(або iншi аксiально симетричнi частинки без "горизонтальної"площини
симетрiї σxy) зi спiралеподiбним вирiвнюванням молекул нематика на
їхнiй поверхнi, див. рис.5.3. На вiдмiну вiд цилiндрiв конуси мають ди-
польну симетрiю, тому pxx = pyy = p згiдно з тaбл. 5.1. Крiм того, за
рахунок азимутального анкорiнгу pxy = phel = −pyx. Таким чином, спiра-
левиднi конуси взаємодiють за законом :

Udd = −4πK(pp′ + phelp
′
hel)∂µ∂

′
µG(x,x′), (5.26)

в необмеженому рiдкому кристалi G(x,x′) = 1
|x−x′|

Uunlim
dd = 4πK(pp′ + phelp

′
hel)

(1− 3cos2θ)

r3
. (5.27)
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Рис. 5.2: Цилiндри з закруткою phelp
′
hel > 0 притягуються вздовж осi

z i вiдштовхуються в перпендикулярному напрямку, а при рiзних зна-
ках закруток phelp

′
hel < 0 навпаки: притягуються в перпендикулярному

напрямку i вiдштовхуються вздовж осi z, див. (5.25)).
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Рис. 5.3: Конуси зi спiральною закруткою з рiзними дипольними мо-
ментами p та phel, якi продукують форма та азимутальне зчеплення на
поверхнi, див. (5.27)

Вирази, якiсно аналогiчнi (5.25), (5.27), було отримано також в [117],
однак нашi результати передбачають втричi сильнiшу взаємодiю. Авто-
ри [117], ґрунтуючись на жорсткiй фiксацiї поля директора на поверхнi
уявної сфери, що оточує частинку та мiстить в серединi всi топологiчнi
дефекти. На перший погляд може видатися, що мова йде про вже вiдому
нам шубу. В певному сенсi це так. Але в роботi [117] завдяки жорсткiй
фiксацiї директора поверхнева енергiя в явному виглядi нiде не фiгурує,
а повна вiльна енергiя системи вважається рiвною об’ємнiй. В цьому, на
нашу думку, i криється причина кiлькiсних вiдмiнностей мiж нашими
результатами.
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Рис. 5.4: Геометрiя комiрок з бананоподiбними частинками

Бананоподiбнi частинки в нематичнiй комiрцi. Як приклад вза-
ємодiї мiж аксiально несиметричними частинками розглянемо випадок
бананоподiбних частинок. Такi частинки можна легко одержати на пра-
ктицi, тож ми сподiваємось, що отриманi нижче результати будуть пiд-
твердженi експериментально. Варто вiдзначити, що такi частинки завдя-
ки своїй хiральностi можуть утворювати спiральнi структури, описанi в
[153]. Нижче ж ми зосередимось на дипольнiй взаємодiї таких частинок
у гомеотропнiй та планарнiй нематичних комiрках. Система координат
для зазначених випадкiв зображена на рис.5.4,a i b.

Не будемо зупинятися на труднощах розрахунку, якi можна знайти в
роботах [126, 127], а наведемо результати у виглядi наглядних картинок.
Вiдповiдна карта зон притягання i вiдштовхування мiж двома частин-
ками з z = z′ зображена штрихованими лiнiями на рис.5.5. Ще одним
важливим питанням є залежнiсть енергiї взаємодiї вiд вiдстанi мiж ча-
стинками. В необмеженому нематичному кристалi енергiя взаємодiї мiж
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Рис. 5.5: Зони притягання та вiдштовхування для колоїдних частинок в
гомеотропнiй комiрцi
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Рис. 5.6: Залежнiсть енергiї взаємодiї вiд вiдстанi мiж частинками

дипольними частинками є пропорцiйною ρ−3, див. штриховану лiнiю 4
на рис.5.6. В комiрцi ситуацiя дещо складнiша. Потенцiал взаємодiї веде
себе як ρ−3 лише при ρ < L. На бiльших вiдстанях, ρ > L, взаємодiя
екранується стiнками комiрки, див. суцiльну лiнiю 2 на рис.5.6. Таке
екранування, вiдоме як ефект обмеження, вперше спостерiгалося екс-
периментально в [104], а згодом було пояснено теоретично в [127] для
сферичних частинок. Цей ефект своєю появою повнiстю завдячує обме-
жувальним поверхням, а тому має мiсце незалежно вiд форми самих
колоїдних частинок. Проте, розглянута вище орiєнтацiя частинок не є
єдино можливою. Їхнi площини симетрiї можуть також бути паралель-
ними до координатних площин yz та xy, див. рис.5.4, b. При такому
розташуваннi, як випливає з тaбл. 5.1, ненульовою є лише одна складова
дипольного моменту pzy = p 6= 0. Як i в попередньому випадку, взаємо-
дiя екранується стiнками комiрки (суцiльна лiнiя 1 на рис.5.6). Але її
симетрiя є цилiндричною. Так, наприклад, паралельнi диполi з z = z′

притягуються всюди в площинi комiрки.
Як i в гомеотропнiй комiрцi, в планарнiй комiрцi, на малих вiдста-

нях частинки не вiдчувають впливу стiнок Udd → 4πKpp′

ρ3
(1 − 3 cos2 θ).

Але якщо ρ зростає, то енергiя взаємодiї зменшується експоненцiально
(Kn(z → ∞) ∝ e−z√

z
), а межа мiж зонами притягання i вiдштовхуван-

ня перетворюються з прямих лiнiй на деякi параболоподiбнi кривi, див.
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Рис. 5.7: Зони притягання i вiдштовхування

рис.5.7.
У планарнiй комiрцi знову одночасно маємо i притягування, i вiд-

штовхування, див. рис. 5.8. При ρ� L взаємодiя повнiстю визначається
лише коефiцiєнтами py та p′y. Внаслiдок цього на великих вiдстанях такi
частинки поводяться як аксiально симетричнi, чорнi кривi на рис.5.8. З
тих самих причин, при py > px не спостерiгається притягання вздовж
осi y. Вiдповiдна карта взаємодiї сильно нагадує випадок аксiально си-
метричних частинок.

Пружна взаємодiя кулонiвського типу. Загальне представлення
пружної взаємодiї через деформацiю поля директора показує, що може
реалiзуватися взаємодiя кулонiвського типу мiж частинками, якi вне-
сенi в рiдкий кристал. Таку взаємодiю провокують компоненти α13 =
2
∮
dσWc(s)ν1(s)ν3(s) та α23 = 2

∮
dσWc(s)ν2(s)ν3(s). Необхiдно зазначи-

ти, що коли iснує горизонтальна площина симетрiї, тодi обидва вирази
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Рис. 5.8: Зони притягання i вiдштовхування в планарнiй комiрцi
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рiвнi нулю. В присутностi площини симетрiї XZ α23 = 0, а в присутно-
стi площини симетрiї Y Z α13 = 0. Так ми приходимо до висновку, що
порушення обох горизонтальної та вертикальної дзеркальних симетрiй
робить α13 6= 0 або α23 6= 0, що приводить до взаємодiї кулонiвського
типу:

U = −q2/R, (5.28)

де роль заряду вiдiграє геометричний фактор q =

√
(α2

13+α2
23)

4πK
. Така взає-

модiя виникає для включень довiльної форми, якi деформують директор
з вiдсутнiстю елементiв симетрiї.

Тепер покажемо, як деформацiйний заряд - монополь може виникати
на частинцi з несиметричними межовими умовами. Колоїдна частинка,
своєю поверхнею, при рiвноважному механiчному положеннi в рiдкому
кристалi може порушити всi елементи симетрiї в розподiлi основного ста-
ну i це буде iндукувати появу пружного монополя (деформацiйного за-
ряду). Для цього потрiбно iснування спадання деформацiй директора по
закону r−1, що дає iснування зовнiшнього крутильного моменту Γext ча-
стинки [1]. Продемонструємо, що таке твердження не зовсiм коректне i
пружний монополь так само як дипольний i квадрупольний моменти мо-
жуть бути iндукованi без зовнiшньої дiї на видiлену частинку. Покажемо
це на прикладi деформацiй, що створює симетрична сфера в нематику
з асиметричним розподiлом енергiї зчеплення на її поверхнi. Механiчна
рiвноважна орiєнтацiя такої сфери дозволяє появу пружного монополя
навiть тодi, коли зовнiшнiй момент на нiй вiдсутнiй Γext = 0. Та й важко
вигадати механiчний момент для сферичної частинки, але точно можна
вигадати неоднорiдний розподiл директора навколо неї при рiзних ме-
жових умовах для директора на її поверхнi.

Як вiдомо, нематик, як i довiльна iзотропна рiдина, передає крутиль-
ний момент. Як показано в [1], крутильний момент Γ, що дiє на нематик,
може бути записаний в такому виглядi:

Γ =

[
n× δF

δn

]
, (5.29)

де F – вiльна енергiя Франка. Вiльна енергiя деформацiй директора мо-
же бути записана як

Fdef =
K

2

∫
dV
[
(∇ · n)2 + (∇× n)2

]
, (5.30)
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що вiдповiдає певному крутильному моменту Γdef . Але тiльки вiдмiнний
вiд нуля Γdef вiдповiдає монопольному деформацiйному заряду:

Γdef =

[
n× δFdef

δn

]
= 4πKqT , (5.31)

де qT = (qy, qx, 0) та Γdefz = 0 вiдповiдають обертанню вiдносно n0 i не
змiнюють Fdef. Деформацiї, що спадають швидше, нiж r−1, не вiдповiда-
ють нiякому крученню. При поворотах вiдмiнне вiд нуля Γdef вiдповiдає
iндукованим qx та qy. Припустимо, що колоїднi частинки внесенi в нема-
тичний рiдкий кристал за вiдсутностi зовнiшнього крутильного моменту
Γext = 0. Якщо iснує деформацiйний монополь, то частинка буде вiд-
чувати момент −Γdef що приводить з умови рiвноваги Γext = 0, що не
вiдповiдає фiзичнiй ситуацiї. Фiзичнiй ситуацiї вiдповiдає умова механi-
чної рiвноваги Γext = −Γdef .

При цьому залишається поза увагою той факт, що це не повна енергiя
колоїдної системи. Тут присутня також енергiя зв’язку рiдкого криста-
ла з поверхнею кожної внесеної частинки. Поверхневу енергiю можна
представити в формi Рапiнi – Популар:

Fs =
∑
p

∮
dsW (s) [ν · n]2 . (5.32)

Тут, як i ранiше, ν – вектор-нормаль, W (s) – константа зчеплення, а n
– директор в точцi s на поверхнi p-ї частинки. W (s) > 0 вiдповiдає ви-
падку планарного (тангенцiального) анкорiнгу, а W (s) < 0 – гомеотро-
пного (нормального). Як було зазначено, у випадку слабкого зчеплення
n = n0 + δn, δn � 1 всюди, i тодi момент кручення Γsurface, створений
поверхнею видiленої частинки, можна визначити як

Γsurface =

[
n× δFsurface

δn

]
. (5.33)

Якщо частинка порушує горизонтальну (перпендикулярну до n0) симе-
трiю, а також вертикальну симетрiю, то (5.33) стає вiдмiнним вiд нуля.
При механiчнiй рiвновазi сумарний крутильний момент, який дiє на си-
стему частинка + рiдкий кристал, повинен дорiвнювати нулю:

Γtotal = Γext + Γdef + Γsurface = 0. (5.34)
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Однак, у загальному випадку qµ продукує як зовнiшнiй момент, так i
сама частинка

qT = −Γext + Γsurface
4πK

. (5.35)

Це можна побачити використовуючи i iншi мiркування.
В математичному представленнi вираз (5.31) можна знайти з теореми

Гауса. Iнтеграл по об’єму вiд δF
δn може бути перетворений в iнтеграл по

деякiй замкнутiй поверхнi Σ. Iншими словами, момент кручення в об’ємi
рiдкого кристала повинен бути рiвний моменту кручення на обмежую-
чих поверхнях. На поверхнi, що обмежує рiдкий кристал Σ при r → ∞,
отримаємо (5.31), i тодi момент кручення асоцiйований з монополем ви-
значається тiльки зовнiшньою дiєю. Але в колоїдних системах ми має-
мо принципово iншу ситуацiю. Поверхня, по якiй потрiбно iнтегрувати
Σ, включає в себе поверхнi внесених неточкових частинок, яку не мо-
жна iгнорувати. Тодi теорема про дивергенцiю приводить до визначення
(5.35). Цей факт iлюструє принципову рiзницю мiж електростатикою, де
джерелом заряду являються точковi частинки i нематостатикою, де всi
деформацiї в об’ємi створють поверхнi внесених частинок. Мультиполь-
ний розклад дуже добре придатний на вiдстанях далеко вiд частинок,
але поведiнку директора в об’ємi визначає поверхня внесених частинок
i межовi умови на нiй.

Для iлюстрацiї було розглянуто конкретний приклад i визначимо
умови, за яких можна спостерiгати появу монопольного моменту на ко-
лоїднiй частинцi, а як результат взаємодiю кулонiвської типу мiж такими
частинками. Для сферичної частинки з рiзними межовими умовами на
її поверхнi, яка внесена в нематичний рiдкий кристал, отримано енергiю
взаємодiї монопольного типу, див. рис.5.10.

Значення qy є порядку 10−7m. Звiдси випливає, що пружний дефор-
мацiйний монополь можна спостерiгати навiть тодi коли зчеплення моле-
кул рiдкого кристала з поверхнею колоїдної частинки є малим. Енергiя
вiдштовхування мiж однаковими монополями qy = −q′y = 1 · 10−7m на
вiдстанi R = 20µm є порядку 10 kT , бiльш точно Uqq = −4πKqyq

′
y/R ≈

17 kT , див. рис.5.10. Необхiдно зазначити, що два монополi з протиле-
жними знаками будуть вiдштовхуватися один вiд одного. Як висновок,
можна стверджувати, що джерелом монопольного деформацiйного мо-
менту на колоїднiй частинцi виступає асиметрiя енергiї зчеплення W (s),
яка вiдiграє роль зовнiшньої дiї на поведiнку рiдкого кристала в об’ємi.
А який розподiл директора буде iндукуватися навколо внесеної в рiдкий
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Рис. 5.9: Колоїдна частинка своєю поверхнею iндукує монопольну по-
ведiнку на далеких вiдстанях. Нижня напiвсфера сферичної колоїдної
частинки має енергiю зчеплення W1. Верхня напiвсфера подiлена попо-
лам з рiзними енергiями зчеплення W2 та W3. Симетрiя частинки визна-
чається yz-площиною. Тiльки один парамет описує вiдносну орiєнтацiю
частинки i позначається α.

Рис. 5.10: Енергiя монополь-монопольного вiдштовхування в термiнах
kT , як функцiя вiдстанi мiж частинками R. Тут qy = −q′y = 1 · 10−7m i
U = 4πKqq′/R
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Рис. 5.11: Взаємодiя двох нахилених цилiндрiв. Виникнення деформа-
цiйного заряду на сферичнiй частинцi з несиметричними плямами

кристал частинки, так ця частинка буде взаємодiяти з iншою деформа-
цiєю, створеною або iншою частинкою, або довiльним iншим способом.

Можемо знайти також деформацiйний заряд довгого цилiндра (L�
d), який вiдхилений вiд напрямку директора на деякий кут θ i лежить в
площинi Y Z. Для таких цилiндрiв α13 = 0, α23 6= 0 i тодi деформацiйний
заряд

qcyl =
dL |W sin 2θ|

4

√
π

K
. (5.36)

Коли цилiндр лежить в площинi XY (θ = π
2
) або в площинi Y Z (θ = 0),

тодi з загальних принципiв симетрiї випливає, що Q = 0. Максимальний
деформацiйний заряд буде, коли θ = π

4
. В основному станi цилiндр має

кут нахилу θ = 0 або θ = π
2
залежно вiд спiввiдношення Wd/K [59].

Якщо при цьому на ньому iснує магнiтний момент, тодi зовнiшнє магнi-
тне поле може фiксувати кут θ 6= 0, π/2 та iмiтувати пружну взаємодiю
мiж такими цилiндрами кулонiвського типу. Така ситуацiя реалiзується,
наприклад, в суспензiї феромагнiтних частинок у нематику [1].

Деформацiйний заряд може виникати i для сферичного включення,
коли на його поверхнi є несиметрично розташованi плями, де енергiя
зчеплення вiдмiнна вiд енергiї зчеплення решти поверхнi, що створює
момент кручення в розподiлi директора. В цьому випадку iндукування
деформацiйних зарядiв qspot = 8π

3
Wr2

0 sin 2θ, де W – рiзниця енергiї зче-
плення на плямi та на iншiй частинi поверхнi, r0 – розмiр плями, а θ – кут
мiж екватором i напрямком на пляму з центра частинки див. рис.5.11.

Взаємодiя кулонiвського типу виникає мiж елiпсоїдами, повернутими
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Рис. 5.12: Елiпсоїди в комiрцi нематичного рiдкого кристала та енергiя
взаємодiї двох нахилених елiпсоїдiв залежно вiд вiдстанi

на деякий кут вiдносно основного напрямку директора:

U [CC] = −W1W2

8πKR
cos(ψ1 − ψ2) sin 2θ1 sin 2θ2F (b1, ε1)F (b2, ε2) (5.37)

Дана формула показує, що така взаємодiя можлива тiльки, коли θ1, θ2 6=
0, π/2, тобто, коли елiпсоїди не паралельнi або перпендикулярнi, а на-
хиленi до рiвноважного розподiлу директора. Тiльки нахиленi елiпсоїди
порушують симетрiю розподiлу директора в двох площинах, тобто тодi,
коли вони створюють крутильний момент для директора, рис.5.12.

Монополь-монопольна взаємодiя в нематичних колоїдах не залежить
вiд типу комiрки. При цьому залишається поза увагою дуже важливе
питання щодо рiзницi мультипольних коефiцiєнтiв при рiзному значеннi
сили зчеплення. Кожен з цих коефiцiєнтiв має залежнiсть вiд розмiрiв
включення на один степiнь бiльшим у випадку слабкого зчеплення, нiж
у випадку сильного зчеплення. Перехiд вiд випадку слабкого зчеплен-
ня до сильного зi змiною вiдповiдних коефiцiєнтiв можна прослiдкувати
i в нашому пiдходi. Якщо у виразi для поверхневої вiльної енергiї ви-
гляду (5.19) залишити останнi члени розкладу, якими ми до цього часу
нехтували, тобто обмежитися i в поверхневiй енергiї квадратичними по
вiдхиленню директора доданками, то при визначеннi вiдповiдних коефi-
цiєнтiв отримуємо перенормування пружної константи K на величину
K(1+ 2π

3
WR0

K
) i з цiєї причини кожну величину, що визначає мультиполь-

нi коефiцiєнти потрiбно дiлити на цю перенормовану пружну константу.
Очевидно, що при збiльшеннi зчеплення i розмiру частинок другий член
стає бiльшим за перший, а, це в свою чергу, знижує степiнь залежностi
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вiдповiдних коефiцiєнтiв вiд розмiру частинок i вiдповiдає експеримен-
тально перевiреним результатам. Це, звичайно, груба оцiнка, але при-
наймнi зрозумiла, чому у випадку слабкого i сильного зчеплення отри-
мано рiзнi залежностi мультипольних коефiцiєнтiв вiд розмiру частинки.

Екранування пружної взаємодiї. Вище розглядалася взаємодiя мiж
двома частинками, що внесенi в рiдкий кристал. Тепер розглянемо коле-
ктивний вплив великої кiлькостi частинок на взаємодiю двох окремих.
В принципi, решта частинок повинна впливати на ефективну взаємодiю
двох, хоча би тому, що кожна частинка вносить свою змiну в розподiл
директора. В роботi [57] було показано, що колективний вплив приводить
до екранування парної взаємодiї.

Розглянемо цилiндричнi частинки, якi описуються одиничним векто-
ром u i θ – кутом мiж n0 i u. Директор в далекiй вiд включення областi,
можна представити як n(r) = n0 + δn(r), де δn(r) = (δnx, δny, 0). По ви-
значенню δn(r) = ω(r) ∧ n0, де ∆ωx = ∆ωy = 0. Якщо взяти ∆ωz = 0,
тодi ω (r) = κ 1

r
+χ : ∇1

r
+ ... Iнтерес становить перший доданок. В нема-

тичному станi n та −n були визначенi, однак κ повинна бути функцiєю
n0, а також функцiєю u. Тобто це повинен бути вектор, який складений
з u i n0 i може бути представлений як κ =l(cos θ)n0 ∧ u. Звiдки можна
визначити, що δn(r) = l(cos θ)

r
u⊥. Зауважимо, що коефiцiєнт з 1/r з’явля-

ється, коли u паралельний n0, а також, коли u перпендикулярна до n0,
а саме l(0)=0). Визначимо l1 = l(cos θ) i представимо енергiю деформацiї
у виглядi [1] δF = 4πKl1 sin θδθ, з якого видно, що якщо орiєнтацiя ча-
стинки паралельна до директора, то ми маємо мiнiмум енергiї i l1 буде
додатною.

Якщо ми маємо суспензiю iдентичних цилiндричних частинок в про-
сторових точках rp деформацiю δn(r), яка надiйшла вiд усiх решти ча-
стинок, можна записати таким рiвнянням:

δn(r) =
∑
p

l1
|r− rp|

[
up⊥ − δn(rp)

]
.

Представлення δn(rp) означає, що частинка (p) не провокує довгих де-
формацiй, коли вона паралельна до директора n0 + δn(rp).

В наближеннi континуальної теорiї
∑
→ c

∫
dV , де c – концентрацiя

частинок c = N/V . Пiсля дiї оператора ∇2 на обидвi сторони, можна
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отримати

δn(r) =cl1

∫
dr′

1

|r− r′|
e−ξexp|r−r

′|u⊥(r′) (5.38)

при ξ2
exp = 4πcl1 > 0. Ефект дiї кожної частинки екранований на вiдстанi

бiльшiй, нiж ξ−1
exp. Таке екранування буде присутнє також i в потенцiалi

взаємодiї, який в одноконстантному наближеннi Kµµ = K33 = K набуває
вигляду

Upp′ = −
Q+
m,m′

8πK
ÂpmÂ

p′

m′

[
exp(−ξ |rp−rp′|)
|rp−rp′ |

]
, (5.39)

де ξ =
√

c(a11+a22)
2K

. Це показує, що макроскопiчна концентрацiя c части-
нок приводить до екранування парного потенцiалу взаємодiї з довжиною
екранування ξ−1 ≈

√
K/WcS, де W – величина зчеплення, S – поверхня

частинки. Концентрацiя входить в обернену величину довжини екрану-
вання ξ, так що в границi c −→ 0 дає ξ = 0 i ми отримуємо попереднiй
результат без екранування. Тензор aµν в виразi довжини екранування по-
казує, що екранування має анiзотропну природу, оскiльки iснує тiльки
для анiзотропних деформацiйних шуб. Для малих сферичних частинок
без топологiчних зарядiв екранування рiвне нулю. Реально αlm = αδlm
i kµkν = δµν звiдки для малих сферичних частинок aµν ≡ 0. Це озна-
чає, що в такому випадку екранування немає, екранування з’являється
тiльки для анiзотропних деформацiйних шуб. Для взаємодiї частинок у
пружному середовищi важливо, на якiй вiдстанi вони знаходяться. На
вiдстанях, бiльших вiд довжини екранування ξ−1 � 〈l〉 = 1/ 3

√
c, взаємо-

дiя суттєво зменшується.

Взаємодiя в смектику. До цього часу розглядалася взаємодiя колої-
дних частинок у нематичному рiдкому кристалi, де в повнiй мiрi можна
використати аналогiю з електростатикою. Звичайно, що залишаються
питання визначення характеру та величини колоїдної взаємодiї в iнших
рiдких кристалах, з iншим основним рiвноважним розподiлом директо-
ра. Крiм того, експериментальнi роботи по дослiдженню поведiнки ко-
лоїдних частинок в iнших рiдких кристалах демонструють цiлу низку
цiкавих ефектiв, якi вимагають свого пояснення. Взаємодiя та форму-
вання структур у системi частинок в об’ємi i на поверхнi смектичного
рiдкого кристала вивчалися в роботах [145] - [148].

Пошарова структура смектика з самого початку накладає обмежен-
ня на можливi деформацiї директора, якi не можуть бути меншими, нiж
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розмiр шару, оскiльки при цьому втрачається континуальнiсть, а крiм
того, порушується сама рiвноважна структура основного стану рiдко-
го кристала. Подiбнi обмеження на можливi флуктуацiї були розглянутi
в роботi [151]. Було показано, що поява в розрахунках таких флуктуа-
цiй, менших за довжину молекулярних розмiрiв, навiть змiнює знак в
iндукованiй флуктуацiями директора силi Казимiра мiж двома пластин-
ками в смектичнiй комiрцi. Спробуємо врахувати можливi обмеження на
деформацiї директора використовуючи пiдхiд [169]-[119] для визначення
характеру та величини взаємодiї мiж колоїдними частинками, внесеними
в смектичний рiдкий кристал. Як буде видно з подальшого, запропоно-
ваний пiдхiд буде придатний як для малих, так i для великих частинок,
тобто i для випадку сильного зчеплення.

Якщо деформацiї, створенi частинками, малi, то смектичний рiдкий
кристал може бути повнiстю описаний у термiнах скалярного поля u(r),
яке в кожнiй точцi задає вiдхилення шару вздовж нормалi до нього.
Феноменологiчно в рамках такого континуального наближення вiльна
енергiя кристала може бути представлена в такому виглядi [?]:

Fb =
1

2

∫
dr
[
B(∇zu)2 +K(∇2

⊥u)2
]
, (5.40)

де B – модуль стиснення, K – пружна константа, ∇⊥ – оператор градi-
єнта в площинi xy (вiсь z вважаємо нормальною до смектичних шарiв).
Оскiльки Fb має бути iнварiантом вiдносно довiльних поворотiв системи,
∇zu в (5.40) повинен бути замiнений на ∇zu − (∇u)2 /2 [2]. При цьому
неквадратичнi (їх у такому випадку часто називають нелiнiйними) до-
данки, що з’являються пiсля такої замiни, можуть суттєво впливати на
поведiнку системи. Якщо, наприклад, в упорядкуваннi шарiв виникають
дислокацiї, то лiнiйна i нелiнiйна теорiї дають iстотно рiзнi профiлi змi-
щень. При цьому експериментально пiдтверджуються лише результати
нелiнiйної теорiї [3]. Незважаючи на це, величина взаємодiї мiж двома
дислокацiями є однаковою в обох пiдходах. У випадку слабкого зчеплен-
ня u(r) є всюди малими i гладкими, ∇u� 1. Тому нелiнiйною частиною
вiльної енергiї можемо знехтувати.

Ввiвши деяку характеристичну довжину λ =
√

K
B

порядку товщини
шару, можемо спростити вираз (5.40):

Fb =
B

2

∫
dr
[
(∇zu)2 + λ2(∇2

⊥u)2
]
. (5.41)
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Для подальшого аналiзу зручно представити u(r) через iнтеграл Фур’є,
u(r) = 1

(2π)3

∫
dq exp(−iqr)u(q). Тодi маємо

Fb =
1

(2π)3

∫
dq
B

2

[
q2
z |u(q)|2 + λ2q4

⊥|u(q)|2
]
. (5.42)

де q = (q⊥, qz) – хвильовий вектор змiщень.
Як i в нематиках та холестериках, молекули смектика взаємодiють з

поверхнею колоїдної частинки. Власне, така взаємодiя i є джерелом де-
формацiй рiдкого кристала. Її енергiя є унiверсальною в усiх рiдкокри-
сталiчних фазах, i може бути представлена у виглядi суми iнтегралiв по
поверхнях усiх частинок:

Fs =
∑
p

∮
dsW (s) [ν · n]2 . (5.43)

Тут, як i ранiше, ν – вектор-нормаль, W (s) – константа зчеплення, а n –
директор в точцi s на поверхнi p-ї частинки.W (s) > 0 вiдповiдає випадку
планарного (тангенцiального) анкорiнгу, а W (s) < 0 – гомеотропного
(нормального).

Далi розглядатимемо частинки зi слабким анкорiнгом, WR/K �
1, де R – характерний розмiр частинки. Зазвичай, W ∼ 10−5 J/m2 i
K ∼ 10−11 J/m. Очевидно, що для частинок спiвмiрних з товщиною ша-
ру (∼ 10−9m) умова малостi зчеплення виконується. В цьому випад-
ку запропонований нижче пiдхiд дозволяє визначити, принаймнi якi-
сно, всi можливi деформацiї, створенi частинкою довiльної форми. У
випадку сильного зчеплення така задача є нелiнiйною. В нематиках у
такiй ситуацiї на допомогу приходить наближення деформацiйної шуби
[126, 127, 120, 119, 155, 156]. Таким чином, всюди за межами шуби дефор-
мацiї можуть вважатися малими. Таке наближення може бути корисним
i в смектичних рiдких кристалах.

Будемо вважати, що вiдхилення директора вiд його основного стану
n0 є всюди малими: n(r) = n0 + δn(r), |δn| � 1. Далi з усiх смектичних
фаз видiлимо смектик-А, оскiльки в ньому зв’язок мiж n та u є найпро-
стiшим: δn = −∇⊥u,[2]. Тобто, δnx = −∂u

∂x
, δny = −∂u

∂y
.

Тепер перепишемо поверхневу енергiю (5.84) в термiнах u(r). В за-
гальному випадку це можна зробити таким чином:

Fs =
∑
p

Âp(r)u(rp), (5.44)
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де оператор
Âp(r) = −âp∇⊥ (5.45)

з явним представленням для âp у виглядi ряду

âp = αzl +
∑
m

βzlm(km · ∇) +
∑
m,n

γzlmn(km · ∇)(kn · ∇) (5.46)

p – iндекс вiдповiдної частинки [126, 127, 120, 119], αkl, βklm, γklmn є тен-
зорними характеристиками, поверхнi частинки (шуби), якi мiстять всю
iнформацiю про симетрiю розподiлу директора [153, 155]. В роботах [158,
159] вважалося, що Âp(r) = ψ∂z, де ψ було сконструйовано з рiзних пру-
жних моментiв (дипольного, квадрупольного та iнших). Введений опе-
ратор є бiльш доречним, оскiльки вiн природно виникає в результатi
представлення поверхневої енергiї у виглядi енергiї точкового джерела
деформацiй.

Повна енергiя системи є сумою об’ємної та поверхневої енергiй. Поле
змiщень u(r) тодi задовольняє рiвняння Ейлера – Лагранжа:

B

2

[
q2
z + λ2q4

⊥
]
u∗(q) = −

∑
p

Âp(q), (5.47)

де Âp(q) – фур’є-представлення оператора Âp(r). Пiдставляємо розв’язок
цього рiвняння

u(q) = − 2

B

∑
p

A∗p(q)

[q2
z + λ2q4

⊥]
(5.48)

у вiльну енергiю системи i знаходимо, що

F =
∑
p>p′

Upp′ +
∑
p

Up (5.49)

де Up – власна енергiя p-ї частинки, Upp′ – описує взаємодiю мiж частин-
ками p i p′ [158, 159]:

U0
pp′ =

âpâp′

πλ2Bz
exp

(
− r2

⊥
4λz

)
. (5.50)

Як бачимо, при z → 0 U0
pp′ → 0. Тобто, частинки, розташованi в одному

шарi, не взаємодiють мiж собою. Така ситуацiя видається вкрай див-
ною. Справдi, в наведених вище розрахунках ми нiде не взяли до уваги
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Рис. 5.13: Тривимiрний профiль енергiї взаємодiї для деяких випадкiв
форми частинки

шарувату структуру смектичного кристала. А така структура насправ-
дi накладає обмеження на хвильовi вектори деформацiй поля директо-
ра. Рiч у тiм, що деформацiї з |q| ≥ q0, де q0 порядку 1/λ, не можуть
давати внесок у взаємодiю, оскiльки їхнє iснування лежить за межами
континуального описання рiдких кристалiв. Бiльше того, за наявностi
таких короткохвильових збурень сама можливiсть шаруватого впорядку-
вання молекул викликає сумнiви. Подiбне обрiзання хвильових векторiв
широко застосовується в дослiдженнях ефекту Казимiра в смектичних
шарах для усунення нескiнченних значень енергiї [151, 152]. Параметр
обрiзання вiдповiдає найбiльш короткохвильовим флуктуацiям i є по-
рядку обмеженої молекулярної довжини. Це природне обмеження для
смектикiв. Однак, строга умова |q| ≥ q0 сильно ускладнює подальший
розгляд. Щоб цього уникнути, трохи її послабимо, i будемо вимагати,
щоб |qz| ≤ q0 i q⊥ ≤ q0. Тодi енергiя парної взаємодiї мiж частинками
визначається таким iнтегралом:

Upp′ =
2

π2B
âp⊥â

p′

⊥

∫ q0

0

q3
⊥dq⊥

∫ +q0

−q0
dqz

exp(−iqzz)J0(q⊥r⊥)

q2
z + λ2q4

⊥
. (5.51)

Результати чисельного iнтегрування для деяких спецiальних випадкiв
наведенi на рис.5.13, а для спецiальних випадкiв можна отримати аналi-
тичнi результати:

a)Асиметричнi частинки. Для них першим ненульовим коефiцiєнтом
у розкладi оператора Âp є αz⊥ = α. Легко бачити, що цей потенцiал, на
вiдмiну вiд U0

pp′ , не є нульовим при z = 0 i не має сингулярностi в початку
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Рис. 5.14: Енергiя взаємодiї в межах одного шару

координат. Якщо z → 0, то

Upp′ → −
4α2

π2B

[
2q0J2(q0r⊥)/r2

⊥ − q2
0J3(q0r⊥)/r⊥

]
. (5.52)

Зi зростанням вiдстанi енергiя зменшується, повiльно осцилюючи, див.
рис.5.14,a. Крiм того, маємо принципово iншу залежнiсть Upp′(r⊥), нiж
знайдена в [158, 159]. Там, наприклад, було показано, що при r⊥ = 0
(частинки знаходяться одна над одною) взаємодiя є повнiстю вiдштовху-
вальною i монотонно спадає з вiдстанню, U0

pp′ = α2

πλ2Bz
. Водночас, енергiя

взаємодiї має немонотонну природу:

Upp′ =
α2q3

0

2π2B
[−2 cos q0z + iq0zE1(iq0z)− iq0zE1(−iq0z)] . (5.53)

А, отже, вздовж осi z зони притягання i вiдштовхування змiнюють одна
одну, див. рис.5.15,a.

b)Аксiально симетричнi частинки.
У випадку малих аксiально симетричних частинок з дипольною симе-

трiєю (конуси, скажiмо) першим ненульовим коефiцiєнтом в поверхневiй
енергiї є βzz⊥ = β. В межах одного смектичного шару, коли z = 0, див.
рис.5.14,b:

Upp′ =
4β2

π2B

[
2q3

0J2(q0r⊥)/r2
⊥ − q4

0J3(q0r⊥)/r⊥
]
. (5.54)

Як i в попередньому випадку, енергiя взаємодiї мiж частинками, роз-
ташованими на осi z (r⊥ = 0), осцилює з вiдстанню (рис.5.15,b):

Upp′ = − β2q3
0

2π2B

∂2

∂z2
[−2 cos q0z + iq0zE1(iq0z)− iq0zE1(−iq0z)] . (5.55)
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Рис. 5.15: Енергiя взаємодiї перпендикулярно шарам

Звернемо увагу на те, що U0
pp′ = − 2β2

πλ2B
1
z3

передбачає лише притягання
мiж такими частинками [158, 159].

Необхiдно вiдзначити, що схожа немонотонна, але не осцилююча, за-
лежнiсть енергiї вiд вiдстанi була отримана в [161]. А саме: за межами
параболи r2

⊥ = 4λz частинки притягуються, всерединi – вiдштовхуються.
Така взаємодiя нагадує водночас взаємодiю мiж двома дислокацiями в
смектичному рiдкому кристалi [2].

Очевидно, якщо покласти z = r⊥ = 0, то отримаємо подвоєнi зна-
чення власних енергiй частинок. Як i енергiї парних взаємодiй, одно-
частинковi теж є скiнченними. Зокрема, Up = − α2q30

2π2B
та Up =

β2q50
2π2B

для
асиметричних i аксiально симетричних частинок, вiдповiдно. Поки їхнi
абсолютнi значення зростають зi збiльшенням q0, Upp′ як функцiя q0 не
є монотонною. Величину взаємодiї мiж частинками, сумiрними з товщи-
ною шару λ, можна оцiнити як

Upp′ ∼ 8a2(
R

λ
)4 ·K2/λB, (5.56)

де використано таке означення: β = −4πKd [153, 155], а дипольний мо-
мент (тут вiн позначений через d) d = aR2 [169]. В бiльшостi випадкiв
B ∼ 107 J/m3, K ∼ 10−11 J/m. Тодi для a ∼ 2 [169] i R ∼ 2λ енергiя
колоїдних взаємодiй у смектичному рiдкому кристалi становить поряд-
ку 102kT . Якщо частинки є бiльшими за λ, i не руйнують при цьому
шарувату структуру, то в нагодi може стати наближення шуби, описане
вище. При цьому можемо отримати значення енергiї, якi узгоджуються
з експериментальними даними [165]. За порядком величини (∼ 103kT )
вони збiгаються з типовими енергiями в нематичних рiдкокристалiчних
колоїдах.
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Таким чином, правильне врахування структури основного стану, а
також обмеження на можливi деформацiї директора дають можливiсь
визначити характер i величину взаємодiї колоїдних частинок на довiль-
них вiдстанях i вiдноснiй орiєнтацiї. Важливим виявилося те, що взає-
модiя має осцилюючий характер, а по характеру взаємодiї можна ствер-
джувати про наявнiсть необхiдних умов для можливого формування рi-
зноманiтних структур у системi малих колоїдних частинок, внесених у
смектичну фазу, що є надзвичайно важливим пiд час вивчення таких
бiологiчних об’єктiв, як клiтиннi мембрани.

Взаємодiя в холестерику. Звичайно, що за рахунок iнших можли-
вих типiв деформацiї, взаємодiя колоїдних частинок у холестеричному
рiдкому кристалi може демонструвати i iнший тип формування нових
структур. Ранiше визначення характеру взаємодiї колоїдних частинок у
холестеричному кристалi розглядалося через призму мiнiмiзацiї вiльної
енергiї Ландау – де-Жена [163, 164]. Експериментально було встановле-
но, що карта областей притягання i вiдштовхування мiж колоїдними ча-
стинками в холестерику має зовсiм iнший, бiльш мозаїчний вигляд, нiж
у випадку нематичних рiдких кристалiв. Крiм того, теоретично, методом
комп’ютерного розрахунку, було показано, що дефекти навколо сфери-
чного включення мають зовсiм iншу симетрiю i форму, нiж у нематику.
Топологiя дефектiв повнiстю вiдмiнна, за рахунок того, що спiральна
структура основного стану вимагає закручення самих дисклiнацiйних
петель i геометрiя розподiлу директора враховує наявнiсть додаткового
моменту рiвноважного розподiлу.

Пружна взаємодiя в холестеричних рiдких кристалах вивчалася в ро-
ботах [163, 164]. Пряма аналогiя з електростатикою у випадку холесте-
ричних рiдких кристалiв не проходить, та i знаходження функцiї Грiна
для нелiнiйного рiвняння розподiлу директора навiть на великих вiдста-
нях втрачає сенс. Тому необхiдно знайти допомiжнi пiдходи й методи
для правильного визначення взаємодiї колоїдних частинок у холестери-
чних рiдких кристалах, враховуючи симетрiю основного, не збуреного
стану мезофази. Ця задача в загальному випадку є надзвичайно скла-
дною, але ми спробуємо окреслити можливi шляхи її вирiшення. Спо-
чатку було розроблено пiдхiд [166], де використано наближення само-
узгодженого поля [114], але враховуючи отриманий розподiл директора
навколо сферичного включення [164, 170], необхiдно було прийняти до
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уваги наявнiсть нетривiальної закрученої форми деформацiйної шуби i
правильно її врахувати. Закручення такої деформацiйної шуби спричи-
няє змiну поля директора в рiзних напрямках, а значить, як наслiдок,
приведе до змiни карти полiв деформацiї i залежностi характеру взаємо-
дiї вiд напрямку спостереження вiдносно осi закрутки спiральної стру-
ктури основного стану мезофази. Надалi проiлюструємо застосовнiсть
ранiше запропонованого методу [126, 127, 119, 120] для холестеричних
рiдких кристалiв i спробуємо, хоч в загальних рисах визначити характер
i величину взаємодiї колоїдних частинок в холестеричному рiдкому кри-
сталi. Отримана взаємодiя в холестеричному рiдкому кристалi буде мати
незвичний ландшафт i характер залежно навiть вiд вiдносного розмiще-
ння частинок, тобто не тiльки вiд радiуса-вектора вiдстанi мiж ними, а
i вiд абсолютного положення частинок вiдносно осi закручення спiраль-
ної структури. Звичайно, що така взаємодiя є дуже привабливою з точки
зору умов формування та iснування можливих структур.

Енергiя об’єму холестеричного рiдкого кристала в рамках однокон-
стантного наближення може бути записана як

Fbulk =
K

2

∫
dV
[
(∇ · n)2 + (n · ∇ × n + q)2 + (n×∇× n)2

]
, (5.57)

деK – пружна константа, а q – хвильове число холестеричної спiралi. Цей
функцiонал мiнiмiзується розподiлом директора n0(r) = (cos qz, sin qz, 0),
вiсь спiралi при цьому збiгається з вiссю z, а q може бути як додатним,
так i вiд’ємним. Для визначеностi далi вважатимемо: q > 0.

Щоб описати вiдхилення директора вiд його основного стану n0(r),
якi з’являються в колоїдних системах, достатньо ввести такi скалярнi
змiннi u(r) i v(r), що в загальному випадку

n(r) = (cos(qz + u) cos v, sin(qz + u) cos v, sin v) . (5.58)

Тодi Fbulk може бути переписана в термiнах u(r) i v(r) :

Fbulk =
K

2

∫
dV
[
(∇v)2 + cos2 v

(
(∇u)2 − q2

)
+

+q

(
∂v

∂y
cos(qz + u)− ∂v

∂x
sin(qz + u)

)
+

q cos v sin v

(
∂u

∂x
cos(qz + u) +

∂u

∂y
sin(qz + u)

)]
. (5.59)
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Якщо вони, u(r) i v(r), при цьому малi в об’ємi кристала i зникають на
обмежуючих поверхнях, то наближено

Fbulk =
K

2

∫
dV
[
(∇v)2 + (∇u)2 + q2v2+

+q

(
∂u

∂x
v − ∂v

∂x
u

)
cos qz + q

(
∂u

∂y
v − ∂v

∂y
u

)
sin qz

]
. (5.60)

Цей вираз збiгається з використаними в роботах [118, 120], однак тут вiн
представлений в реальному просторi. На вiдмiну вiд попереднiх дослi-
джень, ми не робитимемо перетворення Фур’є для розв’язання рiвнянь
Ейлера–Лагранжа i знаходження u(r) i v(r). Якщо q = 0, то (5.79) повнi-
стю вiдтворює об’ємну енергiю нематичного рiдкого кристала [126, 127].

Однак енергiя колоїдної системи не вичерпується лише об’ємною енер-
гiєю. Має бути врахована також взаємодiя мiж молекулами рiдкого кри-
стала та поверхнями частинок. Як i в нематиках, можемо записати по-
верхневу енергiю у виглядi

Fs =
∑
p

∮
dsW (s) [ν · n]2 , (5.61)

де ν – зовнiшня нормаль в точцi s на поверхнi p-ї частинки. У випад-
ку гомеотропного (нормального) анкорiнгу, константа зчеплення W (s)
є вiд’ємною. I навпаки, у разi планарного (тангенцiального) зчеплення.
Завдяки таким поверхневим взаємодiям кожна частинка деформує рiд-
кий кристал. Нижче ми обмежимось випадком малих деформацiй. Це
припущення є цiлком виправданим за умови слабкого анкорiнгу. В бiль-
шостi холестерикiв W ∼ 10−5 J/m2, K ∼ 10−11 J/m. Вiдтак, умова слаб-
костi WR

K
� 1, де R – характерний розмiр частинки, виконується для

R . 10−7m ≈ 1/q, що збiгається з типовим кроком холестеричної спiралi.
Ми ж, для спрощення, будемо додатково вимагати, щоб R� 1/q. Побли-
зу великих частинок (R > 1/q) деформацiї поля директора не є малими,
i описуються нелiнiйними рiвняннями. В такому разi можна, по анало-
гiї з нематиками, скористатись наближенням шуби – деякої замкненої
областi, що оточує частинку, i мiстить всерединi всi нелiнiйнi деформацiї
[126, 127, 120, 119]. За межами шуби поле директора деформоване слабо.
Тому далi вважатимемо, що n(r) = n0+δn(r), δn = (−u sin qz, u cos qz, v)
i |δn| � 1. Тодi основний внесок в поверхневу енергiю Fs дають додан-
ки, лiнiйнi по δn. Не забуваючи водночас про малiсть частинок, можемо
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розкласти поле директора в ряд навколо центра мас rp p-ї частинки, i
отримати

Fs ' 2
∑
p

∮
dsW (s)ν · n0(s)}{ρ(s) · δn(s)} (5.62)

або

Fs ' 2
∑
p

∮
dsW (s)ν·[n0(rp)+(ρ·∇)n0(rp) · · · ]}{ρ(s)·[δn(rp)+(ρ·∇)δn(rp) · · · ]}.

(5.63)
Саме вимога ρq � 1 виправдовує

n0(s) ≈ n0(rp) + (ρ · ∇)n0(rp) + (1/2)(ρ · ∇)(ρ · ∇)n0(rp) + · · · . (5.64)

Нехтуючи далi доданками O (ν2ρ3) (фiзична природа такого припущення
буде пояснена нижче), можемо представити Fs в такiй компактнiй формi:

Fs =
∑
p

Âipδni(rp), (5.65)

де оператор Âip визначається формою p-ї частинки [14, 114, 120, 119, 166]
та основним станом директора:

Âip = αik (kk · n0) + βiklkk (kl · ∇)n0 + γiklmkk (kl · ∇) (km · ∇)n0+

+ βikl (kk · n0) (kl · ∇) + 2γiklmkk (kl · ∇)n0 (km · ∇) +

+ γiklm (kk · n0) (kl · ∇) (km · ∇) , (5.66)

де ki – орти координатної системи, пов’язаної з центром кожної частин-
ки, αil, βilm, γilmn – тензорнi характеристики поверхнi частинки (або шу-
би), якi мiстять всю iнформацiю про симетрiю розподiлу директора нав-
коло неї [14, 114]. В бiльш розгорнутому виглядi

Fs = Fsource =
∑
p

{
Â1
pδn1 + Â2

pδn2 + Â3
pδn3

}
, (5.67)

або в iншому еквiвалентному виглядi

Fsource =
∑
p

{
−Â1

pu sin qz + Â2
pu cos qz + Â3

pv
}
. (5.68)
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Вводячи оператори B̂pu = −Â1
pu sin qz + Â2

pu cos qz i Ĉpv = Â3
pv, можемо

згрупувати змiннi u(r) i v(r):

Fs = Fsource =
∑
p

{
B̂pu(rp) + Ĉpv(rp)

}
. (5.69)

Тепер, скориставшись методом, описаним в [14, 114, 126, 127, 119, 120],
легко отримати енергiю взаємодiї колоїдних частинок в обмеженому хо-
лестеричному рiдкому кристалi.

Поля u(r) i v(r), що мiнiмiзують вiльну енергiю системи, задовольня-
ють рiвняння Ейлера – Лагранжа:

δ (Fbulk + Fs)

δu (r)
=
δ (Fbulk + Fs)

δv (r)
= 0. (5.70)

На вiдмiну вiд нематикiв, де змiннi nx та ny є незалежними, вiльна енер-
гiя холестерикiв мiстить доданки типу ∂u

∂x
v, ∂v

∂x
u тощо. В результатi стро-

гий розгляд Fbulk є досить складним. Тому ми пiдемо шляхом, запропо-
нованим в [166]. Вiдкинемо недiагональнi доданки, i знайдемо потенцiал
мiжчастинкової взаємодiї. А тодi покажемо, за яких умов цей потенцiал
є коректним. Пiсля такого "роздiлення"змiнних в (5.70), матимемо два
незалежних лiнiйних рiвняння для знаходження u(r) i v(r).

Їхнi розв’язки можуть бути знайденi за допомогою вiдповiдних фун-
кцiй Грiна:

u(r) = − 1

4πK

∑
p

∫
dr′B̂pδ(r− r′p)Gu(r− r′),

v(r) = − 1

4πK

∑
p

∫
dr′Ĉpδ(r− r′p)Gv(r− r′),

(5.71)

де Gu(r, r′) , Gv(r, r′) – вiдповiднi функцiї Грiна i обидвi є нульовими
на обмежуючих поверхнях. Вираз (5.71) вiдiграє, фактично, роль прин-
ципу суперпозицiї: деформацiя, створена системою частинок, є сумою
деформацiй, створених кожною частинкою окремо. Пiдставляючи (5.71)
у вiльну енергiю системи, отримуємо її у виглядi

Fbulk + Fs =
∑
p>p′

Up,p′ +
∑
p

Up, (5.72)
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де Up – власна енергiя p-ї частинки, а Up,p′ – енергiя взаємодiї мiж ча-
стинками p та p′ [126, 127, 119, 120]. Власнi енергiї зручно представити у
виглядi

Up = − 1

8πK

[
B̂pB̂pHu(rp, rp) + ĈpĈpHv(rp, rp)

]
, (5.73)

що дозволяє виключити з них розбiжнi доданки. ТутHu(r, r
′) = Gu(r, r

′)−
1

|r−r′| Hv(r, r
′) = Gv(r, r

′)− 1
|r−r′| . Далi, однак, нас бiльше цiкавитиме енер-

гiя взаємодiї:

Up,p′ = − 1

4πK

[
B̂pB̂p′Gu(rp, rp′) + ĈpĈp′Gv(rp, rp′)

]
. (5.74)

У рамках зроблених припущень цей вираз описує взаємодiю двох малих
(менших за крок спiралi) колоїдних частинок довiльної форми в холе-
стерику, обмеженому довiльним чином.

Повернемось тепер до ролi перехресних доданкiв (∂u
∂x
v, ∂v

∂x
u i т. д.) в

об’ємнiй енергiї (5.79). В загальному випадку строге послiдовне врахува-
ння таких членiв є складним. Проте, їхнiй вплив на взаємодiю частинок
легко оцiнити. Справдi, можемо вважати вiдкинуту ранiше частину вiль-
ної енергiї деяким джерелом деформацiй:

F
(2)
source = Kq

∑
p

∫
dr δ(r− rp)

[
(∂u
∂x
v − ∂v

∂x
u) cos qz + (∂u

∂y
v − ∂v

∂y
u) sin qz

]
.

(5.75)
Тодi пiдставляючи "незбуренi"розв’язки, побачимо, що недiагональна
частина вiльної енергiї дає таку поправку до UQQ:

U
(2)
QQ =

q

8π2K

{
cos qzp

[
B̂p′

∂Gu(rp, rp′)

∂xp

] [
Ĉp′Gv(rp, rp′)

]
+ sin qzp

[
B̂p′

∂Gu(rp, rp′)

∂yp

] [
Ĉp′Gv(rp, rp′)

]}
. (5.76)

Враховуючи асимптотику модифiкованих функцiй Бесселя при x → ∞,
отримуємо∣∣∣∣∣U

(2)
QQ

UQQ

∣∣∣∣∣ ∝
∑

n,m exp [−(n+m)πρ/L] /(
√
nmπρ/L)∑

n exp [−nπρ/L] /
√
nπρ/L

→ 0,
ρ

L
→∞. (5.77)

Таким чином, перехреснi доданки практично не впливають на взаємо-
дiю, якщо вiдстань мiж частинками перевищує товщину комiрки. Щоб
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Рис. 5.16: Тривимiрний профiль внеску енергiї взаємодiї за рахунок не-
дiагональних членiв

пролити трохи свiтла на випадок малих вiдстаней, помiстимо частинки
всередину π-комiрки, z = z′ = L/2, див. рис.5.16. Аналiзуючи рис.5.16,
приходимо до висновку, що в такому випадку недiагональнi доданки мо-
жуть бути важливими. Хоча їхнiй внесок залежить вiд взаємного роз-
ташування частинок, i за певних умов може бути нульовим. Таким чи-
ном, отримано попереднi результати про взаємодiю колоїдних частинок
в обмеженому зразку холестеричного рiдкого кристала. В цьому роздi-
лi вказано тiльки один з можливих шляхiв описання картини взаємодiї
внесених у холестеричний рiдкий кристал частинок, але остаточне вирi-
шення даної проблеми ще попереду.

Представлення взаємодiї в довiльному рiдкому кристалi. Те-
пер спробуємо подати картину виникнення взаємодiї в рiдкому кристалi
з бiльш загальних позицiй. При цьому наше розумiння природи взаємо-
дiї буде вiдрiзнятися вiд загальноприйнятого. Кожна колоїдна частин-
ка своєю присутнiстю порушує симетрiю розподiлу директора основного
рiвноважного стану пружного середовища. В залежностi вiд сили зче-
плення молекул рiдкого кристала з поверхнею окремого включення в
розподiлi директора може виникати топологiчний дефект або бути вiдсу-
тнiй, якщо вплив межових умов на поверхнi включення малий [168, 169].
Виникнення топологiчних дефектiв залежить вiд сили впливу межових
умов, а саме вiд величини енергiї зчеплення, достатньої для утриман-
ня сильних деформацiй. При цьому неперервний розподiл директора “
рветься” i навколо внесеної частинки з’являється топологiчний дефект.
Звичайно, що з закону збереження топологiчних дефектiв їх повинно бу-
ти як мiнiмум два, але один з них знаходиться в областi, зайнятiй самою
частинкою, тому вiзуально спостерiгається один, або у виглядi диполь-
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ної конфiгурацiї в розподiлi директора навколо включення, або у виглядi
дисклiнацiйної петлi при нормальних межових умовах на поверхнi вклю-
чення, або у виглядi буджумiв при тангенцiальних межових умовах. По-
трiбно пiдкреслити, що саме форма розподiлу директора навколо окре-
мого включення i iндукує певний розподiл директора в об’ємi рiдкого
кристала, а тим самим змiнює вiльну енергiю середовища в присутностi
включення. Наявнiсть вiдповiдних змiн в розподiлi директора в прису-
тностi iнших включень i є причиною змiни вiльної енергiї нового стану.
Звичайно, що нова вiльна енергiя в присутностi декiлькох включень буде
вiдрiзнятися вiд вiльної енергiї недеформованого рiдкого кристала i буде
залежати вiд положення включень в пружному середовищi. Цю частину
енергiї, яка залежить вiд вiдносного положення частинок можна тракту-
вати як енергiю взаємодiї мiж ними. Звичайно, що в загальному виглядi
вiльної енергiї присутня частина, яка залежить тiльки вiд положення
окремої частинки i цю частину можна iнтерпретувати як власну енергiю
внесеної частинки в пружному середовищi. Точно вирахувати розподiл
директора для такого нелiнiйного середовища, як рiдкий кристал, май-
же неможливо, хоча спроби бiльш точного визначення вiльної енергiї
успiшно ведуться. Але є можливiсть бiльш спростити задачу, якщо при-
писати частинкам певнi точковi властивостi та використати формальну
аналогiю з вiдомими теорiями. Перше, що спадає на думку, це аналогiя з
електростатикою. Це можливо з двох причин. Перша полягає в тому, що
формально точковi дефекти можна прийняти за “заряди” деформацiй,
якi створюють певнi конфiгурацiї в розподiлi директора, такi як диполь-
на конфiгурацiя з присутнiстю звичайного та гiперболiчного їжака, або
квадрупольна конфiгурацiя з присутнiстю дисклiнацiйної петлi (Saturn-
ring). Тепер, якщо частинки надiлити характеристиками точкового дже-
рела таких деформацiй, то можна використати i другу найбiльш гнучку
аналогiю з електростатикою. А саме той факт, що деформацiї поля ди-
ректора на далеких вiдстанях визначаються з рiвняння Пуасона i мають
вiдповiдний мультипольний розклад [166, 169]. Цей факт є основним для
бiльшостi якщо не всiх робiт, якi публiкуються в областi теорiї рiдкокри-
сталiчних колоїдiв. Такий пiдхiд був запропонований в роботах [153, 169]
i знайшов широке визнання. Хоча розумiння цього факту немає навiть
по сьогоднiшнiй день, а причина полягає в тому, що в бiльшостi експе-
риментальних робiт вивчаються частинки, якi з самого початку можна
приписати до частинок з сильним зчепленням, а з цiєї причини для них
завжди виникають топологiчнi дефекти, а це приводить до помилкової
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думки, що взаємодiя мiж частинками має топологiчну природу. Потрi-
бно зауважити, що топологiя середовища надзвичайно важлива, але не
вирiшальна.

Вирiшальним є те, як порушується симетрiя неперервного розподiлу
пружного поля, що описує середовище. Звичайно змiна топологiї може
впливати на деталi характеру взаємодiї, але вона не є джерелом. Якщо
б це було так, то взаємодiя окремих дефектiв, якi створюються поверх-
нею, приводила б до зовсiм iншого характеру взаємодiї, як це показано
ранiше. Топологiчнi заряди в рiдких кристалах не є звичайними заряда-
ми в контекстi електростатики. Тiльки вiдповiднi конфiгурацiї можна з
великою натяжкою ототожнювати з конфiгурацiями вiдповiдних типiв
мультипольних коефiцiєнтiв. А самим важливим є те, що не можна вво-
дити нiяку густину деформацiйного заряду, бо такого заряду не iснує,
хоча насправдi iснує монопольний коефiцiєнт в розподiлi директора на
великих вiдстанях вiд включення, але вiн пов’язаний тiльки з симетрiєю
розподiлу директора [153, 126, 114]. Просто в теорiї рiдкокристалiчних
колоїдiв допомагає той факт, що вiдхилення дирктора на далеких вiдста-
нях вiд окремого включення можна описати мультипольним розкладом,
а потiм використати принцип суперпозицiї для лiнеаризованої теорiї, за-
ховавши всi нелiнiйнi ефекти в точковi характеристики частинок i тим
самим полегшити собi життя.

Для iнших типiв рiдких кристалiв використання електростатичної
аналогiї не є таким однозначним, а наприклад, для смектичного рiд-
кого кристала навiть рiвняння для розподiлу директора не має форми
рiвняння Пуасона. I тим не менше, можна визначити величину i хара-
ктер енергiї взаємодiї навiть для таких рiдких кристалiв, використовую-
чи принцип порушення симетрiї в розподiлi директора основного стану
рiдкого кристала. Основна концепцiя пружної взаємодiї в рiдких кри-
сталах полягає в пiдсумовуваннi деформацiй директора, спричинених
включеннями, через межовi умови на їх поверхнях. Характер взаємо-
дiї залежить вiд порушень симетрiї розподiлу основного стану пружного
поля навколо окремих включень. Можливi деформацiї поля директора
залежать вiд величини зчеплення молекул рiдкого кристала з поверхнею
i межових умов на цих поверхнях. Наявнiсть або вiдсутнiсть топологi-
чних дефектiв залежить вiд величини зчеплення, а їх розмiщення iндукує
тiльки вiдповiдний розподiл директора. Взаємодiяти будуть i частинки,
якi не створюють нiяких топологiчних дефектiв, а присутнiсть дифектiв
впливає тiльки на характер взаємодiї.
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Порушення симетрiї розподiлу пружного поля є головною причи-
ною вiдповiдного характеру взаємодiї на далеких вiдстанях вiд включень
[114, 153]. Звичайно, що взаємодiя мiж частинками з слабкою енергiєю
зчеплення по величинi є меншою, нiж у випадку сильного зчеплення.
Взаємодiють не частинки, а взаємодiють областi деформацiї поля дире-
ктора, створенi поверхнями окремих включень. Частинки являють собою
тiльки зародки вiдповiдних деформацiй i є їх джерелом [114]. Як при-
клад, можна привести результат експериментальних дослiджень [102],
де спостерiгалася взаємодiя окремих частинок з областю деформацiй,
створеною лазерним випромiнюванням. В роботi [175] були представленi
результати взаємодiї колоїдних частинок з дисклiнацiйною лiнiєю, яка
являє собою дефект в розподiлi директора. В тiй самiй роботi було пока-
зано, що електростатична аналогiя є коректною тiльки з певною натяж-
кою i не завжди має мiсце в загальному випадку. Таким чином, головна
iдея нашого пiдходу полягає в тому, що взаємодiя мiж частинками, вне-
сеними в рiдкий кристал, є результатом взаємодiї областей можливих де-
формацiй основного стану середовища, створених поверхнями окремих
включень.

Спробуємо продемонструвати переваги такого пiдходу в математи-
чному виглядi. Розглянемо феноменологiчне описання рiзних рiдких кри-
сталiв. Почнемо з вигляду об’ємної вiльної енергiї. В одноконстантному
наближеннi вiльну енергiю деформацiй нематичного i смектичного рiд-
кого кристала можна записати в такому виглядi:

Fdef =
K

2

∫
dV
[
(∇ · n)2 + (∇× n)2

]
, (5.78)

де K – пружна константа Франка. В холестеричному рiдкому кристалi
присутнiй додатковий член, який враховує наявнiсть закручення мезо-
фази:

Fch = Kq

∫
dV (n · ∇ × n), (5.79)

де q = 2π
p

– хвильовий вектор, який визначається через крок спiральної
структури p основного рiвноважного стану. Як було показано в [1], вiльну
енергiю холестеричного рiдкого кристала для довгохвильових деформа-
цiй можна записати в повнiстю аналогiчному виглядi як для смектика.
Такi деформацiї враховують можливi змiни шаруватої структури, якою
i є структура холестерика, де товщина шару дорiвнює розмiру кроку
спiралi.
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Для всiх рiдких кристалiв маємо однакове описання, але рiзну симе-
трiю основного рiвноважного стану. Для всiх рiдких кристалiв можна
ввести основну вiсь природної структури. Для нематика – це оптична
вiсь вздовж середньої орiєнтацiї директора, для смектика те саме, але
одночасно це напрямок, перпендикулярний шарам структури, а в холе-
стерику – це напрямок закручення або вiсь спiралi. Таку природну вiсь
симетрiї направимо вздовж OZ. Перпендикулярну до видiленої осi пло-
щину позначимо як ⊥ напрямок. В усiх випадках основний стан рiдкого
кристала можна визначити як n0(r) = (n0

⊥, n
0
z) i для нього iснує тiльки

одна компонента n0(r) = (0, 1) для нематика i смектика i n0(r) = (1, 0)
для холестерика, але в останьому випадку n0

⊥ =
(
n0
x, n

0
y

)
= (cosqz, sinqz)

в звичайнiй координатнiй системi.
Деформацiї, якi iндукує окрема частинка в рiдкому кристалi, пору-

шують симетрiю розподiлу директора основного стану. На коротких вiд-
станях вiд частинки, деформацiї директора дуже важко визначити вна-
слiдок природної нелiнiйностi пружного середовища враховуючи те, що
розподiл директора повинен задовольняти умовi n2(r) = 1. Топологiя
розподiлу директора поблизу частинки залежить вiд величини зчеплен-
ня молекул рiдкого кристала з поверхнею i вiд межових умов на її по-
верхнi. Проте змiну симетрiї в розподiлi директора на великих вiдста-
нях можна визначити, ввiвши концепцiю деформацiйної шуби [114]. В
цiй концепцiї, деформацiйна шуба мiстить в собi всi нелiнiйнi ефекти а
також структуру дефектiв, якi виникають поблизу внесеної частинки.
Проте, на далеких вiдстанях вiд частинки завжди можна визначити ма-
лi деформацiї пружного поля директора, приймаючи до уваги елементи
порушеної симетрiї в розподiлi директора на малих вiдстанях вiд частин-
ки [153, 114]. В цьому пiдходi можна використовувати малi деформацiї
поля директора, якi залежать тiльки вiд геометрiї форми частинки або
деформацiйної шуби.

Кожна внесена в рiдкий кристал частинка своєю поверхнею iндукує
деформацiї поля директора основного стану n0, якi являються малими на
далеких вiдстанях вiд частинки: n(r) = n0+δn(r), |δn| � 1 i n0·δn(r) = 0.
Можна ввести аналогiчнi компоненти поля директора δn(r) = (δn⊥, δnz).
У випадку нематичного та смектичного рiдкого кристала маємо тiльки
δn(r) = (δn⊥, 0), а у випадку холестерика δn(r) = (δn⊥, δnz). Для адеква-
тного зрозумiлого описання деформацiй в рiзних рiдких кристалах вво-
дяться рiзнi додатковi змiннi. У випадку нематика δn⊥(r) = (δnx, δny),
а у випадку смектика δn⊥ = −∇⊥u, де u(r) – змiщення шарiв, i тодi
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δnx = −∂u
∂x
, δny = −∂u

∂y
[2]. Позначення ∇⊥ являє собою оператор градi-

єнта вздовж шарiв x − y. У випадку холестеричного рiдкого кристала
δn(r) = (−u sin qz, u cos qz, v), де u(r) та v(r) описують так званi дефор-
мацiї парасольки та азимутальнi деформацiї основного стану.

У введених позначеннях деформацiй основного стану можна записа-
ти об’ємну вiльну енергiю. Для нематика вона набуває дуже простого
вигляду

FNbulk =
K

2

∫
dV (∇δn⊥)2. (5.80)

Феноменологiчну вiльну енергiю смектика вiдповiдно до континуального
представлення в гармонiчному наближення можна записати таким чи-
ном [2]:

FSbulk =
1

2

∫
dr
[
B(∇zu)2 +K(∇2

⊥u)2
]
, (5.81)

де B – модуль стиску, а K – пружна константа Франка, яка вiдповiдає
за splay деформацiї. Друга частина вiльної енергiї смектика зобов’язана
енергiї Франка, враховуючи можливi splay деформацiї, аналогiчнi нема-
тичному рiдкому кристалу, а перший член враховує додаткове стискання
шарiв при можливих деформацiях. Нелiнiйна частина вiльної енергiї при
малих деформацiях не враховується [2]. У випадку малих деформацiй
u(r) та v(r) вiльну енергiю холестерика можна представити у виглядi:

Fbulk =
K

2

∫
dV
[
(∇v)2 + (∇u)2 + q2v2+

+q

(
∂u

∂x
v − ∂v

∂x
u

)
cos qz + q

(
∂u

∂y
v − ∂v

∂y
u

)
sin qz

]
, (5.82)

який при q = 0 повнiстю вiдтворює вiльну енергiю нематика [126, 127].
Якщо нехтувати недiагональними членами загального представлення [127],
який не змiнює характер взаємодiї на великих вiдстанях мiж частинка-
ми, то вiльну енергiю холестеричного рiдкого кристала можна записати
у спрощеному виглядi

FChbulk =
K

2

∫
dV
[
(∇v)2 + (∇u)2 + q2v2

]
. (5.83)

У довiльному рiдкому кристалi деформацiї директора в об’ємi ство-
рюють поверхнi внесених частинок. Поверхнева енергiя є унiверсальною
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в усiх рiдкокристалiчних фазах, i може бути представлена у виглядi суми
iнтегралiв по поверхнях усiх частинок:

Fs =
∑
p

∮
dsW (s) [ν · n]2 . (5.84)

Тут, як i ранiше, ν – вектор-нормаль, W (s) – константа зчеплення, а n –
директор в точцi s на поверхнi p-ї частинки,W (s) > 0 вiдповiдає випадку
планарного (тангенцiального) анкорiнгу, а W (s) < 0 – гомеотропного
(нормального).

Кожна частинка своєю поверхнею, вiдповiдно до величини зчепле-
ння та межових умов, приводить до деформацiї пружного поля дире-
ктора. Цi деформацiї залежать вiд форми частинки i величини енергiї
зчеплення молекул рiдкого кристала з поверхнею вiдповiдної частинки.
Ми розглянемо в першу чергу випадок слабкого зчеплення WR

K
� 1,

де R – характерний розмiр частинки. У випадку сильного зчеплення
можемо вживати те саме представлення для джерела деформацiй при-
ймаючи до уваги дiйсний розподiл директора навколо окремої частин-
ки [126, 127, 120, 119]. Деформацiї поля директора основного стану n0

приймаються малими всюди на далеких вiдстанях вiд частинки. За та-
ких умов поле директора n(r) повнiстю визначене в системi, включаючи
присутнiсть частинок. Вiдповiдний розклад вiльної поверхневої енергiї
Fs першого порядку по вiдхиленню директора δn можна представити у
виглядi

Fs ' 2
∑
p

∮
dsW (s){ν(s) · n0(s)}{ν(s) · δn(s)}

= 2
∑
p

∮
dsW (s){ν(s) · L̂(s)n0(rp}{ν(s) · L̂(s)δn(rp)}, (5.85)

де оператор L̂(s) = [1+(ρ·∇)+(1/2)(ρ·∇)(ρ·∇)] залежить як вiд основного
стану, так i вiд деформацiй поля директора, ρ – радiус - вектор вiдстанi
точки поверхнi, вiдрахованої вiд центра частинки rp [153, 114]. У випадку
нематичного або смектичного рiдкого кристала n0(s) не залежить вiд то-
чки простору, але у випадку холестеричного рiдкого кристала основний
стан залежить вiд просторових координат i в цьому випадку ми повиннi
враховувати загальний вигляд представлення поверхневої енергiї. В усiх
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випадках рiзних рiдких кристалiв ми можемо представити поверхневу
енергiю Fs у такому спрощеному виглядi:

Fs =
∑
p

Âipδni(rp), (5.86)

де оператор Âip визначений на поверхнi окремої частинки [153, 114], та
поле директора основного стану Âip =

∮
dsW (s)(ν(s) · L̂(s)n0(rp)νiL̂(s).

Таке визначення дозволяє використати добре розроблений пiдхiд для ви-
значення джерела деформацiй на далеких вiдстанях вiд частинок, а тим
самим i взаємодiю мiж колоїдними частинками довiльної форми.

Розподiл директора в присутностi колоїдних частинок тепер визна-
чається з мiнiмуму вiльної енергiї

δ (Fbulk + Fs)

δ(δn⊥)
=
δ (Fbulk + Fs)

δ(δnz)
= 0. (5.87)

Рiшення рiвнянь можна записати вiдповiдно через функцiї Грiна у за-
гальному виглядi

δn⊥ = − 1

4πK

∑
p

∫
dr′Â⊥p δ(r− r′p)G⊥(r− r′), (5.88)

δnz = − 1

4πK

∑
p

∫
dr′Âzpδ(r− r′p)Gz(r− r′), (5.89)

де G⊥ та Gz – функцiї Грiна рiвнянь Ейлера – Лагранжа для вiдповiдних
деформацiй поля директора.

Використовуючи лiнiйнiсть рiвнянь Ейлера – Лагранжа можемо ви-
користати тепер принцип суперпозицiї для системи багатьох частинок i
представити деформацiю поля директора як суму деформацiй пружного
поля, створених окремими частинками. Пiдставивши знайдений розпо-
дiл директора в вiльну енергiю, прийдемо до результату, що Fbulk +Fs =∑

p>p′ Up,p′ +
∑

p Up, де Up буде представляти власну енергiю p-ї частин-
ки, а Up,p′ можна iнтерпретувати як енергiю взаємодiї мiж колоїдними
частинками p-ї та p′-ї [153, 114, 126, 127]:

Up,p′ = − 1

4πK

[
Â⊥p Â

⊥
p′G⊥(r− r′) + ÂzpÂ

z
p′Gz(r− r′)

]
. (5.90)
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Таке загальне представлення парної енергiї взаємодiї колоїдних части-
нок має мiсце для довiльних рiдких кристалiв. Займемося аналiзом даної
енергiї взаємодiї для конкретних рiдких кристалiв i спробуємо вiдповiсти
на питання про характер i величину взаємодiї мiж колоїдними частин-
ками у залежностi вiд основного стану рiдкого кристала та вiд форми
самих частинок.

У випадку нематичного рiдкого кристала маємо тiльки одну компо-
ненту деформацiї поля директора δn⊥. Поверхнева енергiя в цьому ви-
падку набуває вигляду

Fs =
∑
p

Ap⊥δn⊥(rp), (5.91)

де оператор

Ap⊥ = 2

∮
dsW (s)νzν⊥L̂(s) = 2

∮
dsW (s)νzν⊥(1+(ρ·∇)+(1/2)(ρ·∇)(ρ·∇))

(5.92)
можна представити у виглядi мультипольного розкладу

Ap⊥ = (qz,⊥ + pz,z,⊥ · ∇z + (1/2)Qz,z,z,⊥∇2z). (5.93)

Кожен з введених мультипольних коефiцiєнтiв визначається через iн-
теграли по поверхнi окремої частинки: qz,⊥ = 2

∮
dsW (s)νzν⊥ , pz,z,⊥ =

2
∮
dsW (s)νzν⊥ρz та Qz,z,z,⊥ =

∮
dsW (s)νzν⊥ρzρz i не залежить вiд iнших

умов, а тiльки вiд форми самої частинки. Якщо взяти до уваги рiвняння
Ейлера – Лагранжа:

∆n⊥ =
∑
p

Ap⊥, (5.94)

яке повнiстю аналогiчне рiвнянню для потенцiалу класичної електроста-
тики, то рiшення цього рiвняння можна представити у виглядi мульти-
польного розкладу, як

n⊥(r) =
qz,⊥
r

+
pz,z,⊥
r3

+
Qz,z,z,⊥

r5
+ ..., (5.95)

яке в нашому випадку справедливе на далеких вiдстанях. Звiдси випли-
ває, що взаємодiя на далеких вiдстанях повнiстю контролюється мульти-
польними коефiцiєнтами. Це зумовлено тим, що рiвняння для визначення



135

деформацiй нематичного рiдкого кристала, створеного окремими колої-
дними частинками, по формi повнiстю аналогiчне рiвнянню для потенцi-
алу класичної електростатики. Використавши означення основного стану
нематика, можна зробити такi висновки: монопольна взаємодiя, типу ку-
лонiвської може виникати, якщо поверхня колоїдних частинок порушує
всi елементи симетрiї неперервного розподiлу директора основного стану
[114]. Дипольний момент виникає в тому випадку, якщо порушується го-
ризонтальнi елементи симетрiї, а квадрупольний момент присутнiй для
частинок або деформацiйних шуб, якi не порушуть нi горизонтальнi, нi
вертикальнi елементи симетрiї основного стану рiдкого кристала. Ми ма-
ємо тiльки один дипольний момент, який може бути представлений у ви-
глядi двох просторових компонент звичайної системи вiдлiку. Реальний,
деформацiйний дипольний момент паралельний полю директора основ-
ного стану нематичного рiдкого кристала.

У випадку смектичного рiдкого кристала поверхневу енергiю, в тер-
мiнах введених нових змiнних, якi описують деформацiю шарiв, можна
записати у такому виглядi:

Fs =
∑
p

Âp(r)u(rp), (5.96)

де оператор Âp(r) визначається через форму p-ї частинки. Для колоїдних
частинок довiльної форми i слабкого зчеплення можна записати [126,
127, 120, 119]:

Fs = −
∑
p

(qz,⊥ + pz,z,⊥ · ∇z + (1/2)Qz,z,z,⊥∇2z)∇⊥u, (5.97)

де означено “заряд” qz,⊥, дипольний pz,z,⊥ та квадрупольний Qz,z,z,⊥∇2z
моменти , якi мають аналогiчне представлення як у випадку нематичного
рiдкого кристала. З цього представлення можна знову зробити висновок,
що частинки, якi iндукують деформацiйний заряд, будуть взаємодiяти по
дипольному закону, а частинки з дипольною конфiгурацiєю взаємодiють
як квадруполi електростатичної аналогiї. Для симетричних частинок де-
формацiйний заряд вiдсутнiй i з цiєї причини диполь-дипольна взаємодiя
набуває вигляду квадрупольної електростатичної аналогiї.

Є ще одна важлива особливiсть для взаємодiї мiж колоїдними частин-
ками в смектичному рiдкому кристалi. Деформацiї директора в цьому
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випадку, якi визначаються з мiнiмуму вiльної енергiї в присутностi ко-
лоїдних частинок в представленнi Фур’є визначаються як

u(q) = − 2

B

∑
p

A∗p(q)

[q2
z + λ2q4

⊥]
, (5.98)

де оператор Âp(q) – фур’є-представлення оператора Âp(r). Пiдставивши
дане рiшення в вiльну енергiю. можна визначити енергiю взаємодiї мiж
p та p′ колоїдними частинками у виглядi

U0
pp′ =

1

π3B
ÂpÂp′∂⊥∂

′
⊥

∫
dq

e−iqr

q2
z + λ2q4

⊥
, (5.99)

де r = rp− rp′ позначає вiдстань мiж частинками. З цього виразу можна
зробити висновок про те, що взаємодiя хоч i може бути представлена че-
рез мультипольнi моменти електростатичної аналогiї, але функцiя Грiна
не вiдповiдає функцiї Грiна рiвняння електростатики. Таким чином, це
тiльки зручна форма представлення, а не загальний закон взаємодiї для
колоїдних частинок в смектичному рiдкому кристалi. Це ще бiльше помi-
тно в представленнi взаємодiї колоїдних частинок у холестеричному рiд-
кому кристалi. Необхiдно зазначити, що основним моментом мотивацiї
того чи iншого характеру взаємодiї в рiзних рiдких кристалах є структу-
ра i симетрiя розподiлу директора в основному недеформованому станi.
У випадку холестеричного рiдкого кристала функцiї Грiна для обох вве-
дених змiнних повнiстю вiдповiдають електростатичнiй аналогiї. Напри-
клад, для змiнної u(r) маємо звичайну функцiю Грiна Gu(r, r′) = 1

|r−r′| ,
а також екрановану функцiю Грiна Gv(r, r′) = 1

|r−r′|exp(q|r − r′|) для
змiнної v(r). Але в цьому випадку виникають проблеми в iнтерпретацiї
поверхневої вiльної енергiї як джерела деформацiй. Поверхнева енергiя
не може бути представлена напрямки через введенi мультипольнi коефi-
цiєнти, а тiльки через їх непростi комбiнацiї, а крiм того, самi константи
починають залежати вiд точок простору, в яких вони визначаються. У
випадку великих частинок, коли потрiбно враховувати розподiл дире-
ктора на поверхнi можна використати таке представлення поверхневої
енергiї:

Fs = 2
∑
p

∮
dsW (s)ν⊥n0

⊥(rp){ν⊥L̂(s)δn⊥(rp) + νzL̂(s)δnz(rp)}, (5.100)
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з якого можна побачити, що у випадку холестеричного рiдкого криста-
ла iснує два деформацiйних заряди, i таким чином, iснує кулонiвська
взаємодiя для частинок зi звичайною дипольною конфiгурацiєю дефор-
мацiй директора основного стану. Для малих колоїдних частинок така
взаємодiя вiдсутня.

Таким чином, можна зробити такий загальний висновок з приводу
взаємодiї колоїдних частинок у рiзних рiдких кристалах. Характер взає-
модiї мiж колоїдними частинками, в першу чергу, визначається характе-
ром порушень симетрiї розподiлу директора основного стану мезофази.
При визначеннi ефективної деформацiйної взаємодiї колоїдних частинок
використовується лiнiйнiсть теорiї, яка може бути використана у випад-
ку малих частинок або малих деформацiй основного стану директора. У
випадку великих частинок про буквальну аналогiю з електростатикою
мови бути не може i потрiбно використовувати зовсiм iншi представле-
ння для точного визначення характеру, а тим бiльше величини парної
взаємодiї колоїдних частинок у довiльних рiдких кристалах.
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Роздiл 6

Структури в системi колоїдних
частинок

В даному роздiлi будуть розглянутi можливi структури в системi колої-
дних частинок в рiдких кристалах. Таких структур вже експерименталь-
но спостережено дуже багато i з цiєї причини неможливо зупинятися на
всiх. Предметом розгляду будуть тiльки тi структури, до яких були або
можуть бути причетнi розробленi нами теоретичнi пiдходи i розрахунки.
Тим бiльше, що перша структура була спостережена за безпосередньої
участi, а передбаченi можливостi побудови таких структур були просто
використанi iншими авторами.

Фiзичнi властивостi рiдкокристалiчних колоїдiв багатшi за властиво-
стi звичайних колоїдiв за рахунок iснування додаткових пружних вла-
стивостей, iндукованих додатковими ступенями вiльностi, що зумовлює
орiєнтацiйне впорядкування. Деформацiя пружного поля приводить до
появи додаткової ефективної взаємодiї мiж колоїдними частинками. Ви-
никаюча анiзотропна взаємодiя може приводити до появи нових стру-
ктур у системi внесених колоїдних частинок. Так, наприклад, частинки
з дипольною конфiгурацiєю директора навколо включення формують лi-
нiйнi ланцюжки вздовж основного стану директора n0 [12, 87]. Частинки
з квадрупольною конфiгурацiєю директора формують зламанi ланцюж-
ки, якi розмiщуються пiд деяким кутом до основного стану рiдкого кри-
стала [88, 89, 90, 91]. Автори роботи [89] знайшли, що твердi макроча-
стинки з тангенцiальними межовими умовами формують ланцюжки пiд
кутом 30◦ до основного стану n0, рис.6.1.

Каплi глiцерину на поверхнi рiдкого кристала з повiтрям формують

139
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Рис. 6.1: Ланцюговi структури з дипольною i квадрупольною взаємодiєю
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Рис. 6.2: Гексагональна структура в системi глiцеринових крапель на
межi подiлу рiдкий кристал – повiтря

2D гексагональну структуру з рiзними сталими ґратки [23, 96]. При цьо-
му при однакових термодинамiчних умовах можна спостерiгати як зви-
чайну, так i щiльноупаковану гексагональну структури, рис.6.6.

Якщо до рiдкого кристала додати оптично активнi домiшки, то за
допомогою лазерного освiтлення рiзної довжини хвилi можна змiнюва-
ти сталу ґратки i формувати фотоннi кристали з забороненими зонами
для свiтла в мiкрохвильовому дiапазонi [97]. Були спостереженi рiзнi 2D
кристалiчнi структури в тонких нематичних зразках, наприклад, 2D ге-
ксагональна квадрупольна структура [98], подiбна антиферомагнетику
2D структура в системi дипольних частинок [98], а також гексагональна
структура з частинок з мiшаною конфiгурацiєю директора в обмеженому
зразку [101], 2D колоїдна структура з хiральних димерiв у закрученому
рiдкому кристалi спостерiгалася в [103]. Автори [99] стверджували, що
спостерiгали подiбну структуру в сумiшi малих i великих колоїдних ча-
стинок. В таких системах малi частинки попадають в областi великих
деформацiй, де присутнi дефекти в розподiлi директора, а вже такi ком-
плекси не вiдрiзняються вiд частинок з дипольним розподiлом директора
навколо такого включення. Не менш цiкавим є формування 1D структур,
побудованих за рахунок змiни локалiзацiї топологiчного дефекту [100].
Крiм того, за iнiцiативою, але без участi автора, було побудовано також
тривимiрний колоїдний кристал [23]. Багато експериментальних резуль-
татiв може бути пояснено з мiнiмуму вiльної енергiї Ландау – де-Жена
[98], [104] методами комп’ютерного моделювання. Формування структур
у плiвцi нематичного рiдкого кристала, а також на межi подiлу рiдкого
кристала з iншою речовиною iнтенсивно вивчалося методом молекуляр-
ної динамiки в роботах [121] – [123].
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Поведiнка сукупностi колоїдних частинок у рiдкому кристалi.
Спробуємо аналiтично описати поведiнку системи включень, що внесенi в
пружне середовище з iншими фiзичними властивостями. Мова буде йти
про звичайнi та рiдкокристалiчнi колоїди, коли в рiдину або в рiдкий
кристал вносяться вкраплення iншої речовини, розчиннi або нерозчиннi
в цьому середовищi, якi мають довiльну форму, але вiдмiннi вiд матрицi
дiелектричнi, механiчнi та iншi властивостi.

Перш за все зазначимо, що в такiй системi включень, за рахунок пере-
розподiлу зарядiв та деформацiї пружного поля, що описує середовище,
може виникати рiзної природи взаємодiя мiж такими включеннями. А
це, в свою чергу, може приводити до рiзного роду впорядкування в си-
стемi колоїдних частинок. Про природу взаємодiї мiж макроскопiчними
частинками, якi знаходяться в довiльному середовищi, говорилося ранi-
ше, тепер мова буде йти про можливi механiзми формування структур
у системi таких включень.

Колоїднi частинки, внесенi в рiдке середовище, мають природну тен-
денцiю до агрегацiї за рахунок притягання ван-дер-ваальса. Однак, у
бiльшостi випадкiв, частинки залишаються диспергованими, оскiльки
процес агрегацiї там вiдбувається досить повiльно. Ще в 1809 роцi, Рас-
сел визначив, що в багатьох природних колоїдах частинки зарядженi. I
тiльки в кiнцi столiття, було встановлено, що результуюче електростати-
чне вiдштовхування може бути достатнiм для стабiлiзацiї колоїдiв. Зага-
лом, зарядженi колоїднi частинки взаємодiють не тiльки одна з одною,
а й з оточуючими їх iонами.

Спочатку вивчалася поведiнка частинок, якi вносилися в довiльну
рiдину. Це були простi колоїди та емульсiї. Якщо частинки не повнiстю
зануренi в рiдину, а знаходяться на поверхнi, то вони своєю вагою будуть
деформувати пружну поверхню i при цьому буде виникати i капiлярна
взаємодiя. Якщо макроскопiчнi вкраплення знаходяться в рiдкому кри-
сталi, то як було показано вище, взаємодiя за рахунок деформацiй пру-
жного поля директора на порядки бiльша за приведенi. Тим не менше,
при деяких обставинах вони можуть бути порiвнянi i тiльки комбiнацiя
всiх сил може пояснити все, що вiдбувається пiд час дослiдження колої-
дiв та емульсiй на основi рiдких кристалiв.

Результати теоретичних розрахункiв та експериментальних спосте-
режень говорять про те, що можуть бути створенi необхiднi умови для
виникнення рiзного роду структур у системi включень. Хоча у випад-
ку сильного зчеплення навколо включення створюються дефекти, а у
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випадку слабкого зчеплення дефектiв немає, тим не менше, як показа-
но в роботi [114], в обох випадках на далеких вiдстанях взаємодiя має
однаковий характер. Наприклад, для сферичних включень ця взаємодiя
квадрупольна φ2(rij) ∝ r−5

ij , i залежить вiд кута θij мiж директором та
радiусом-вектором вiдстанi мiж ними. Необхiдно зазначити, що квадру-
польна взаємодiя завжди iснує для сферичних включень незалежно вiд
величини та характеру зчеплення.

Проаналiзуємо умови, коли такий характер взаємодiї може приводити
до впорядкування в системi сферичних включень. При цьому врахуємо
той факт, що два включення не можуть займати одне i те саме мiсце
в реальному просторi, що приводить до додаткового вiдштовхування,
коли вкраплення наближаються на вiдстань, рiвну дiаметру. З врахува-
нням цього додаткового вiдштовхування, аналогiчного до вiдштовхува-
ння твердих сфер, вiльну енергiю системи включень можна записати в
фур’є-представленнi в термiнах концентрацiї у виглядi:

Fc =

∫
d3q

(2π)3
{−1

2
K(αR3

0)2 (q⊥qz)
2

q2
+NV }cqc−q. (6.1)

Можлива структура в даному випадку визначається з умови

−1

2
K(αR3

0)2 (q⊥qz)
2

q2
+NV = 0, (6.2)

звiдки отримуємо хвильовий вектор можливої структури

q2
⊥ =

NV q2
z

1
2
K(αR3

0)2q2
z −NV

. (6.3)

Тепер, якщо
1

2
K(αR3

0)2q2
z � NV, (6.4)

то отримаємо

q2
⊥ =

2NV

K(αR3
0)2

, (6.5)

i можливе утворення перiодичної структури з перiодом

λ =
K(αR3

0)2π

NV
. (6.6)
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Рис. 6.3: Результати комп’ютерних розрахункiв для системи твердих ча-
стинок в обмеженому кубiчному зразку нематичного рiдкого кристала

Таким чином, проiлюстрована можлива структура, що може бути ре-
зультатом такої взаємодiї. В цьому випадку була врахована тiльки взає-
модiя в системi вкраплень i не врахована температура. Результати ком-
п’ютерних розрахункiв, рис.6.3, пiдтверджують, що система включень в
обмеженому зразку утворює декiлька структур [28]. Перша структура
пов’язана з перiодичним розмiщенням площин, де знаходяться включе-
ння, i вiльним вiд включень простором. Друга структура утворюється в
самих площинах, де можна вiдзначити двовимiрне гексагональне впо-
рядкування в системi включень, так i формування квазiкристалiчної
структури. Результати комп’ютерних розрахункiв збiгаються з аналiти-
чними результатами, хоча зразок при комп’ютерному моделюваннi мав
кубiчну форму на вiдмiну вiд цилiндричної форми для аналiтичних ре-
зультатiв [28]. Приведенi теоретичнi розрахунки показують, що в системi
включень, якi внесенi в рiдкий кристал, можуть виникати рiзного роду
структури, що зумовленi взаємодiєю через деформацiю пружного поля
директора, рис.6.3.

Надструктури, iндукованi включеннями. В цьому роздiлi розгля-
немо ще одну просторово-неоднорiдну структуру, що може бути iндуко-
вана в системi включень в рiдкому кристалi. Ранiше вже описанi стру-
ктури, що пов’язанi з впорядкуванням центрiв мас. Цiлком можливо, що
при просторовому впорядкуваннi вiдбувається ще й орiєнтацiйне впоряд-
кування включень, коли вони не мають симетричної форми. Це можуть
бути несиметричнi цилiндри або включення у виглядi бананiв, якi не си-
метричнi по формi. В такiй системi можуть бути два можливих переходи
з просторовим та орiєнтацiйним впорядкування. Наприклад, спочатку
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вiдбудеться просторове впорядкування центрiв мас включень, а потiм
їх орiєнтацiйне впорядкування [153]. Це не виключає i зворотного: спо-
чатку може вiдбутися орiєнтацiйне впорядкування, а потiм центри мас
включень створюють перiодичний просторовий порядок.

Аналогiчна форма молекул рiдкого кристала iндукує холестеричну
фазу. Те саме може вiдбутися в системi хiральних макроскопiчних вклю-
ченнь, внесених в нематичний рiдкий кристал. З попереднього теорети-
чного аналiзу [153] випливає, що якщо включення мають хiральну фор-
му, то вiдмiнним вiд нуля є коефiцiєнт βklm з усiма рiзними iндексами, це
так званий повнiстю асиметричний тензор. В цьому випадку мiж хiраль-
ними включеннями через деформацiю пружного поля директора iснує
взаємодiя [153] :

Uch = β123β123 (k1 · k2)
3 (r · k1) (r · k2)− r2 (k1 · k2)

r5
, (6.7)

де вектори k1,k2 – одиничнi базиснi вектори головних осей хiрального
включення. Така взаємодiя приводить до холестеричного впорядкування
довгих осей хiральних включень i в системi таких включень iмiтується
спiральна структура, аналогiчна холестеричнiй фазi, за винятком того
що структурною одиницею в цьому випадку є самi макроскопiчнi вклю-
чення, а не молекули рiдкого кристала. Було показано, що орiєнтацiя
довгих осей включень виходить з площини спiралi i цей вихiд має перi-
одичну поведiнку. Отриманий перiод неспiввимiрний нi з перiодом поча-
ткової ґратки, нi з кроком спiральної структури орiєнтацiї довгих осей
включень. Таким чином, при просторовому впорядкуваннi центрiв мас
хiральних включень в орiєнтацiйному впорядкуваннi довгих осей вклю-
чень може виникнути ще одна неспiввимiрна структура [153].

Комiрчана структура феронематика. В цьому роздiлi мова буде
йти про колоїднi частинки, якi мають магнiтний або дипольний момен-
ти. Подивимося, якi основнi характеристики частинки необхiднi для того,
щоб змiнити саму матрицю. Рiшення для розподiлу директора на вели-
ких вiдстанях вiд частинки довiльної форми, орiєнтованої вздовж ди-
ректора в одноконстантному наближеннi, задовольняє рiвняння ∇2nx =
∇2ny = 0 для збуреного директора n = n0 + δn з компонентами δn =
(nx,ny,0), яке ми вже розглядали вище. Можна ввести додатково ве-
ктор обертання ω(r) такий, що δn = ω × n0. Тодi ∇2ωx = ∇2ωy = 0 i
оскiльки ωz – довiльне, то можна вимагати i ∇2ωz = 0. В цьому випадку,
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найбiльш загальний вигляд вектора ω, який зникає на великих вiдстанях
вiд частинки, можна записати у виглядi

ω =
α

r
+ β∇1

r
+ ..., (6.8)

де α – вектор, а β – тензор другого рангу, який не залежать вiд вiд-
станi, але залежать вiд орiєнтацiї частинки. Тепер можна показати, що
вектор α безпосередньо визначає момент кручення Γt, який дiє на рiд-
кий кристал з боку частинки. З точнiстю до членiв першого порядку по
δn внесок у момент кручення дає тiльки член з α. Величина моменту
кручення задається формулою

Γt = K

∫
Σ

dΣ∇(
1

r
) = 4πKα. (6.9)

Якщо до частинки прикладене зовнiшнє поле, яке приводить до змiни
орiєнтацiї частинки не вздовж рiвноважного розподiлу директора, то во-
на буде вiдчувати дiю моменту кручення. Крiм того, з боку нематика
також буде дiяти момент кручення. Обидва цi моменти повиннi бути
врiвноваженi, якщо врiвноважена орiєнтацiя частинки. Тодi в рiвновазi
можна визначити невiдомий коефiцiєнт α = Γinside

4πK
, який залежить вiд

зовнiшньої дiї, i наявна деформацiя на далеких вiдстанях, яка спадає як
1
r
, що фактично i зумовлює взаємодiю кулонiвського типу на великих

вiдстанях вiд частинок несиметричної форми.
За вiдсутностi специфiчного моменту кручення частинки, для яких

α = 0, а β = −β0, оскiльки ця величина повинна бути парною функцiєю
вiд рiвноважного директора i при обертаннi навколо цього рiвноважного
розподiлу нiщо не змiнюється. Тодi маємо

ω = −β0∇
(

1

r

)
= β0

r

r3
. (6.10)

Оскiльки ω – аксiальний вектор, а ∇
(

1
r

)
, то β0 – псевдоскаляр, який

може бути вiдмiнний вiд нуля, тiльки, якщо внесена частинка не має
дзеркальної симетрiї.

Тепер можна розглянути сукупнiсть таких частинок, що зануренi в
нематичний рiдкий кристал. Для малих концентрацiй частинок у нема-
тику можна припустити, що повний вектор обертання в довiльнiй точцi
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можна отримати як суперпозицiю всiх деформацiй, якi приходять в дану
точку вiд усiх частинок, а саме

ω = −
∑
p

β0∇
(

1

rp

)
, (6.11)

де p визначає номер частинки. В такому виглядi величина ω iдентична
електростатичному полю, створеного зарядами β0 в довiльних точках
зразка. Тодi вiдповiдно до рiвняння Пуасона

divω = 4πcβ0, (6.12)

де c – концентрацiя, причому rotω = 0. Рiшення, що задовольняє всi умо-
ви, вiдповiдає спiральнiй структурi. Якщо вiсь спiралi направити вздовж
z, то ωz = qz, ωx = ωy = 0 з q = 4πcβ0. Таким чином, частинки, що не ма-
ють дзеркального вiдображення, внесенi в нематичний рiдкий кристал,
приводять до виникнення спiральної структури в такому новому середо-
вищi. Таке середовище можна назвати iндукованим холестериком. Якщо
частинки мають макроскопiчнi розмiри, то таке закручування не важко
зрозумiти, оскiльки кожна частинка деформує пружне поле директора i
областi деформацiй складаються, то природно, що самим вигiдним ста-
ном такого нового деформованого частинками середовища може бути
спiральна структура.

В 1970 роцi Брошар та де-Жен запропонували розглянути рiдкокри-
сталiчну матрицю з феромагнiтними зернами, якi дозволяють переорi-
єнтувати молекули рiдкого кристала за допомогою слабкого магнiтного
поля [174]. Автори описали таку систему теоретично i передбачили, що
матриця з такими домiшками в слабкому зовнiшньому магнiтному полi
демонструє колективну переорiєнтацiю при H∼ 10G. Було передбачено
ефект сегрегацiї, тобто концентрацiя таких зерен змiнюється вiд точки
до точки i залежить вiд прикладеного магнiтного поля. В роботi [179] ав-
тори спостерiгали експериментально колективну поведiнку зерен у рiд-
кому кристалi MBBA як деформацiю директора за наявностi слабкого
зовнiшнього магнiтного поля H < 1G. В цьому експериментi зерна по-
кривалися активною речовиною, яка забезпечує нормальне зчеплення на
поверхнi, так що магнiтнi зерна повиннi орiєнтуватися перпендикулярно
директору за вiдсутностi магнiтного поля. Така система також теорети-
чно дослiджувалася в роботi [59]. Автори показали, що при прикладаннi
магнiтного поля з’являється кут вiдхилення зерна вiд директора −→n 0,
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який вiдмiнний вiд π/2 або 0 для довiльного зчеплення. Для описання
експериментальної залежностi вiд величини магнiтного поля, а також
концентрацiї магнiтних зерен i товщини рiдкого кристала, в роботi [59]
було запропоновано такий вигляд густини вiльної енергiї:

F =
1

2

[
K11(divn)2 + K22(nrotn)2 + K33(n× rotn)2

]
−

−Msf · (mH) +
kbTf ln f

v
− fWA(nm)2

d
. (6.13)

В даному виразi f – об’ємна доля, що займають частинки f = cv, v –
об’єм частинки; Ms – намагнiченiсть зерен, d – дiаметр, A ∼ 1 константа.
Такий функцiонал вiдрiзняється вiд того, що пропонували автори [174]
тiльки останнiм членом. Останнiй член малий для слабкого зчеплення
0 < θ < π/2 . Мiнiмiзуючи по величинi f, при незмiннiй кiлькостi части-
нок, отримуємо

f = f0 exp

[
µHm

kbT
+
WAv(nm)2

dkbT

]
, (6.14)

де f0 визначається з повної кiлькостi зерен f = Nv =
∫
f(r)dV. Автори

[59] знайшли, що зерна збираються в центрi зразка за наявностi магнi-
тного поля . Для слабкого поля H < 10G залежнiсть f(z) має вигляд

f(z) = f
[
1 + ρ2D2(1− 12z2/D2)/48λ2

]
, (6.15)

де λ =
(
K33v
2fkbT

)1/2

, а D – товщина зразка , ρ = MsvH/kbT , Ms ∼ 340G,

v∼ 2 · 10−15cm3. При великих полях концентрацiя збiльшується в центрi
бiльш швидко нiж було отримано при комп’ютерних розрахунках. Але
при полях H∼ 30G експериментально показано [179], що деформацiя орi-
єнтацiйного впорядкування ”утворює комiрчану текстуру ” з розмiрами
комiрки порядку декiлькох мiкрон. Критична кiлькiсть магнiтних зерен
у центрi групується в агрегати. Таку сегрегацiю можна пояснити, якщо
диполь-дипольна взаємодiя мiж зернами менша за взаємодiю зерна з ма-
гнiтним полем.

Кожен магнiтний момент µ = Msv iндукує взаємодiю Edd = µ2/R3, де
R – середня вiдстань мiж частинками R−3 ∼ c ∼ 1010cm3. При умовах
експерименту дипольна взаємодiя Edd ∼ 4 · 10−15erg, а енергiя взаємодiї
з зовнiшнiм магнiтним полем H∼ 10G порядку EH = µH ∼ 3 · 10−12erg
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i виконується зворотна умова EH � Edd. Таким чином, потрiбно знайти
додатковий механiзм формування комiрчаних структур.

Спробуємо пояснити iндукованi магнiтним полем комiрчанi текстури
приймаючи до уваги пружну енергiю взаємодiї мiж зернами через де-
формацiю пружного поля директора [57]. Ефективна енергiя взаємодiї в
загальному випадку має вигляд

Upp′ = − 1

4πK
Âpl Â

p′

l′ ◦Q
+
l,l′

exp(−ξR)

R
, (6.16)

де у визначеннi Âpl можна залишити тiльки перший член розкладу Âl =
αlm(n0 · km), оскiльки в наступних вищий степiнь спадання, нiж 1/R. В
нашому випадку Q+

l,l′ = 1. Для цилiндричних частинок, тензор αlm =

2
∮
dsW (s)νl(s)νm(s) має такi компоненти: α11 = α22 = dLπW, α33 =

d2πW , а iншi αlm = 0, L- – довжина зерна , причому α33/α11 = d/L ∼ 0.1.
Тодi енергiю взаємодiї мiж цилiндричними частинками можна записати
таким чином:

Ucyl(R) = −α
2
11 sin2 θ cos2 θ

4πK

exp(−ξ (θ)R)

R
. (6.17)

При рiвноважнiй орiєнтацiї θ = 0, π/2 взаємодiя i екранування вiдсутнi.
Введемо позначення e =

α2
11 sin2 θ cos2 θ

4πK
i розглянемо систему частинок з

законом взаємодiї U(r) = −e exp(−ξr)
r

. Густина вiльної енергiї для такої
системи може бути записана в стандартному виглядi:

F =
kT

v

∫
f(R) ln f(R)dV +

1

2v2

∫
f(R)f(R + r)U(r)dRdr. (6.18)

Тепер можна знайти умови, коли в системi настає нестiйкiсть в однорi-
дному розподiлi частинок. Будемо шукати розподiл концентрацiї f(R) =
f0+δf(R), у виглядi суми однорiдної концентрацiї f0 та доданку, який опи-
сує неоднорiдний розподiл. Для довгохвильових неоднорiдностей, мас-
штаби яких значно бiльшi за розмiри самих частинок, можна використа-
ти розклад

f(R + r) ≈ f(R) + (r∇)f(R) +
1

2
(r∇)2f(R) (6.19)

i отримати вiльну енергiю в термiнах неоднорiдної концентрацiї у виглядi

F − F0 =
1

2

∫
Nδf 2(R) + M (∇δf)2 , (6.20)
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де

N = 2kT/v +
1

v2

∫ ∞
r0

U(r)dr,M = − 1

2v2

∫ ∞
r0

U(r)r2dr, (6.21)

r0 – середнiй розмiр частинок. Для нашого випадку r0 � 1 i можна
отримати явний вигляд N ≈ 2kT

f0v
− 4πe

ξ2v2
та M ≈ 12πe

ξ4v2
. В критичнiй точцi

N ∼ 4πe
ξ2v2

, i тодi розмiр просторової неоднорiдностi можна визначити як:

linst =
√

2M/N ∼ 1

ξ
, (6.22)

де ξ−1 (θ) =
√
K/c |a(θ)| – довжина екранування. Для експерименту з

цилiндричними частинками [57] S≈ RL , з радiусом зерна R≈ 0.05µm
,та довжиною L≈ 0.5µm при пружнiй константi K∼ 10−7dyn та енергiї
зчеплення W∼ 10−3dyn/cm, для концентрацiї c≈ 1010cm−3 ми знаходи-
мо, що ξ−1 ∼ 60µm порядку розмiру комiрки. Для таких концентрацiй
довжина екранування ξ−1 � 〈l〉 . бiльша за середню вiдстань мiж частин-
ками 〈l〉 ∼ 5µm, i вiдповiдає за просторову неоднорiдность концентрацiї
частинок. Концентрацiя та зчеплення можуть змiнюватися i будуть змi-
нюватися розмiри комiрки.

Комiрчана структура звичайних колоїдiв. Виникає питання, чи
комiрчанi структури формуються тiльки в системi цилiндричних вклю-
чень, чи це є основна структура в системi твердих частинок, що знаходя-
ться в рiдкому кристалi. Таким включенням може виступати i мiкроско-
пiчна частинка, навколо якої формується сольватна оболонка, яка може
мати макроскопiчнi розмiри. Таке сольватне утворення можна розгляда-
ти як макроскопiчне включення i можна застосовувати ранiше запропо-
нований пiдхiд [57]. Необхiдно вiдзначити, що комiрчанi структури фор-
муються в великiй кiлькостi систем незалежно вiд природи структурних
одиниць. Експериментально спостерiгалися комiрчанi структури в зви-
чайних колоїдах [183, 184], в рiдкокристалiчних колоїдах [31, 179] та в
багатьох iнших системах.

Спочатку спробуємо дати термодинамiчне описання формування ко-
мiрчаних структур у системi взаємодiючих частинок в звичайних колої-
дах. Якщо в системi частинок iснує взаємодiя, то вiльну енергiю системи
в термiнах концентрацiї можна записати у виглядi

F = Fp + Fs + F (n), (6.23)
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де перший член вiльної енергiї

Fp =

∫
U(r− r′)f(r)f(r′)drdr′ + ... (6.24)

являє собою енергiю взаємодiї в термiнах функцiї просторового розподi-
лу частинок f(r), де U(r−r′) – енергiя парної взаємодiї мiж частинками,

Fs =

∫
{f(r) ln f(r) + [1− f(r)] ln[1− f(r)]dr (6.25)

являє собою ентропiйну частину вiльної енергiї i враховує той факт, що
двi частинки не можуть займати одне й те саме просторове положення.
Остання частина вiльної енергiї описує енергiю змочування або зчеплен-
ня окремої частинки з середовищем, де вона знаходиться. Для звичайних
колоїдних частинок – це енергiя адгезiї, а для частинок в рiдкому кри-
сталi – це енергiя зчеплення:

Fn =

∫
f(r)

∑
i

W(Ri − r)dr, (6.26)

де W (r) включає мiкроскопiчну iнформацiю про взаємодiю середовища
з поверхнею окремої частинки. З мiнiмуму вiльної енергiї можна зна-
йти самоузгоджене рiшення для просторового розподiлу частинок f(r).
Такий розподiл може бути як просторово однорiдним, так i неоднорi-
дним в залежностi вiд характеру та величини взаємодiї, концентрацiї та
температури. Якщо розподiл частинок однорiдний, то середнє значення
f(r) = c рiвне константi, де c – вiдносна концентрацiя частинок. Якщо
концентрацiя неоднорiдна, то додаткове вiдхилення вiд однорiдного роз-
подiлу можна шукати у виглядi f(r) = c ±ϕ(r), де ϕ (r) враховує не
однорiднiсть в розподiлi частинок. Тепер можна перейти до неперервного
випадку, врахувавши довгохвильовий розклад для функцiї просторового
розподiлу:

ϕ (r′) = ϕ (r) + ρi∂iϕ (r) +
1

2
ρiρj∂j∂iϕ (r) + ... (6.27)

Це завжди можна зробити, якщо ми цiкавимося неоднорiдностями в роз-
подiлi частинок набагато бiльшого масштабу, нiж розмiр самих частинок.
Якщо позначити вiдстань мiж частинками як ρ = r− r′, то змiну вiльної
енергiї за рахунок неоднорiдного розподiлу можна записати як:



152

4F (ϕ) =

∫
dr

{
1

2
l2 (∇ϕ)2 − 1

2
µ2ϕ2 +

1

4
λϕ4 − εϕ

}
, (6.28)

де

µ2 ≡
(
V − kT

c(1− c)

)
, V =

∫
U(ρ)dρ, (6.29)

та
l2 =

∫
U(ρ)ρ2dρ, (6.30)

λ враховує можливу нелiнiйнiсть в системi за рахунок колективного ха-
рактеру взаємодiї. Коефiцiєнт ε = N4πR2W являє енергiю змочування
частинок середовищем, де R – розмiр частинок, а W – величина енер-
гiї цього змочування. Для вирiшення задачi про неоднорiдний розподiл
частинок, необхiдно приймати до уваги умови нормування:

∫
f(r)dr =

N,
∫
ϕ(r)dr = 0. Вираз для вiльної енергiї в цьому випадку не вiдрiзняє-

ться вiд виразу вiльної енергiї, що описує фазовий перехiд першого роду,
на якому вже зупинялися неодноразово. Тепер очевидно, що за умови

kTc = c(1− c)V (6.31)

однорiдний розподiл частинок вже не буде стiйким, а з умови мiнiмуму
функцiонала вiльної енергiї

4ϕ− dV

dϕ
= 0, (6.32)

де

V = −1

2
µ2ϕ2 +

1

4
λϕ4 − εϕ, (6.33)

можна знайти мiнiмальний розмiр кластера або зародку “нової” фази
R̃0 = 2σ

ε
. Тепер зародок нової фази визначається повнiстю через параме-

три, що представленi тiльки виключно через взаємодiю в системi. Пiд-
ставивши отриманий розмiр “нової” фази в вiльну енергiю, можна знайти
прирiст енергiї за рахунок формування такого неоднорiдного розподiлу
∆F = 8πσR2

3
i визначити ймовiрнiсть появи зародку “нової” фази:

P (R̃) = exp(−∆F

kT
) = exp(−8πσR2

3
), (6.34)
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Для того щоб описати особливостi поведiнки системи включень, що вне-
сенi в рiдкий кристал, необхiдно приймати до уваги ефективну пружну
взаємодiю таких включень через деформацiю поля директора. Коли вiдо-
ма енергiя взаємодiї, можна дослiджувати колективну термодинамiчну
поведiнку системи включень i дослiдити критерiї формування можливих
структур у такiй системi.

Комiрчанi структури. Загальний пiдхiд. Тепер спробуємо знайти
бiльш загальний пiдхiд до описання комiрчаних структур. Як видно з
попереднього викладу, для кожного випадку формування комiрчаних
структур доводиться знаходити свiй механiзм i причини для їх виникне-
ння. Необхiдно вiдзначити, що комiрчанi структури формуються в ве-
ликiй кiлькостi систем незалежно вiд природи структурних одиниць. Як
вже зазначалося, експериментально спостерiгалися комiрчанi структури
в звичайних колоїдах [183, 184], в рiдкокристалiчних колоїдах [32, 179]
та в багатьох iнших системах. Особливий iнтерес становлять комiрча-
нi структури в системi галактик, що можна бачити, спостерiгаючи за
зоряним небом [185]. Комп’ютерне моделювання системи структурних
одиниць з чистим гравiтацiйним притяганням приводить до дуже схо-
жої картини розмiщення галактик. Спробуємо знайти головнi причини
формування саме комiрчаних структур у системi взаємодiючих части-
нок. Спочатку розглянемо систему невзаємодiючих частинок i визначи-
мо умови формування пустоти (областi, де немає частинок) в однорiдно-
му їх розподiлi. Така задача вперше вирiшена в [185] для однорiдного
розподiлу частинок з густиною c. Розглянемо ймовiрнiсть формування
однiєї пори або пустоти (областi, де немає частинок) розмiру r. Дана
ймовiрнiсть p(r)dr присутностi частинок на вiдстанi мiж r та r+dr рiвна
ймовiрностi того, що частинки вiдсутнi в областi розмiру r, помноженiй
на ймовiрнiсть присутностi на вiдстанi, бiльшiй за даний розмiр. Дану
умову можна записати за допомогою такого спiввiдношення:

p(r)dr =

{
1−

∫ r

o

p(r′)dr′
}

4πcr2dr, (6.35)

дане спiввiдношення можна записати в еквiвалентнiй диференцiальнiй
формi:

d

dr

{
p(r)

4πcr2

}
= −p(r) = −

{
p(r)

4πcr2

}
4πcr2. (6.36)
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Отримане рiвняння має рiшення

p(r) = 4πcr2exp(−4πcr2

3
). (6.37)

Ймовiрнiсть знаходження частинки p(r)dr на вiдстанi мiж r та r + dr
еквiвалентна ймовiрностi вiдсутностi частинок в об’ємi V , помноженiй
на ймовiрнiсть cdV знайти частинки в об’ємi мiж V та V + dV : p(r)dr =
cPdV . З цього спiввiдношення можна знайти ймовiрнiсть формування
областi без частинок в об’ємi V у виглядi

P (V ) = exp(−cV ) = exp(−N), (6.38)

що вiдповiдає розподiлу Пуассона. Таким чином, в системi невзаємодi-
ючих частинок можна знайти область без частинок i ймовiрнiсть такого
розподiлу вiдповiдає розподiлу Пуассона. Чесно кажучи, нiчого дивного
в цьому результатi нема, оскiльки в бiльшостi випадкiв реалiзацiя до-
вiльної подiї вiдповiдає такому розподiлу. Дивно, що саме такому.

Тепер спробуємо визначити ймовiрнiсть формування областi без ча-
стинок в системi, де вони взаємодiють. Спробуємо знайти ймовiрнiсть
формування пори об’єму V у випадку взаємодiючих частинок. Для цьо-
го використаємо розподiл великого канонiчного ансамблю N частинок в
об’ємi V при температурi T , стандартний вигляд якого можна записати
як [185]:

W (N) = exp {βµN − βF} , (6.39)

де β = 1
kT

– обернена температура, µ – хiмiчний потенцiал, а F (N, V, T )
– вiльна енергiя системи, яку можна визначити за допомогою канонi-
чного розподiлу. За допомогою великого канонiчного розподiлу можна
знайти середнє значення довiльної фiзичної величини, яка залежить вiд
кiлькостi частинок. Знайдемо середнє значення величини exp(qN), яка
спецiальним чином залежить вiд кiлькостi частинок. Середнє значення
такої величини можна визначити як:

〈exp(qN)〉 =
∑
N

exp(qN)W (N) =

G−1
∑
N

exp {(βµ+ q)N − βF}

≡ exp {Ψ(βµ+ q)−Ψ(βµ+ q)} , (6.40)
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де використано вiдоме спiввiдношення мiж статистичною сумою велико-
го канонiчного ансамблю G i термодинамiчним потенцiалом:

lnG(µ, V, T ) =
PV

kT
≡ Ψ(µ, V, T ), (6.41)

Отримане спiввiдношення можна переписати еквiвалентним чином:∑
N

zNP (N) = exp {Ψ(zexp(βµ))−Ψ(exp(βµ)} =

exp(−Ψ)exp(Ψ(zexp(βµ))), (6.42)

де з лiвого боку рiвностi написано визначення середнього значення до-
вiльної величини, що залежить вiд кiлькостi частинок через функцiю
розподiлу даної кiлькостi частинок. З правого боку рiвностi визначено
те саме середнє значення через великий канонiчний розподiл. Якщо те-
пер отриманий вираз в правому боцi рiвностi розкласти в ряд по z i
прирiвняти однаковi члени ряду по z з обох бокiв рiвностi, то можна
знайти функцiю розподiлу по кiлькостi частинок в видiленому об’ємi у
виглядi:

P (N) = exp(−Ψ)
exp(βµ)

N !
(expΨ)N0 , (6.43)

де

(expΨ)N0 =

[
(

d

d(zexp(βµ))
)NexpΨ(zexp(βµ))

]
, (6.44)

коли zexp(βµ) = 0. Пiсля пророблених манiпуляцiй можна записати ймо-
вiрнiсть знайти область об’єму V , вiльного вiд взаємодiючих частинок.
Дану ймовiрнiсть можна записати у виглядi:

P (0) = exp(−PV
kT

). (6.45)

Якщо вiдоме рiвняння стану системи, то в загальному випадку можна
оцiнити ймовiрнiсть формування областi, де частинки вiдсутнi у випад-
ку системи взаємодiючих частинок. У випадку невзаємодiючих частинок
вiдтворюється попереднiй результат розподiлу Пуассона. Дана формула
виглядає досить iлюстративною. Якщо згадати, що тиск, створений все-
рединi пустоти, можна представити як тиск Лапласа P = 2σ

R
, де R –

радiус пустоти, а σ – поверхневий натяг, створений частинками, то мо-
жна переписати ймовiрнiсть створення такої пустоти у виглядi:

P (0) = exp(−8πσR2

3kT
). (6.46)
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Отриманий результат являє собою ймовiрнiсть створення зародку “ново-
ї” фази при фазовому переходi першого роду. Таким чином, ймовiрнiсть
формування областi без частинок визначається рiвнянням стану систе-
ми взаємодiючих частинок, так нiби вони присутнi в данiй областi. Крiм
того, формування пустоти залежить вiд формування межi мiж частинка-
ми точно таким же чином, як при фазовому переходi першого роду. Такi
висновки є вагомим аргументом правильностi запропонованого пiдходу
для визначення ймовiрностi формування областей, вiльних вiд частинок.

Тепер проведемо аналiз необхiдних термодинамiчних властивостей
для формування областей, вiльних вiд частинок, для систем слабовза-
ємодiючих частинок. У загальному випадку, рiвняння стану можна за-
писати в стандартному виглядi:

PV

kT
= N(1− b), (6.47)

де b – вiральний коефiцiєнт. Рiвняння стану для газу твердих сфер можна
записати як :

PV = kTN
1 + ν + ν2 − ν3

(1− ν)3
, (6.48)

де ν = NV0
V

– фактор упакування, який визначається вiдношенням об’єму,
що займають всi частинки до дозволеного об’єму.

Всi представленi рiвняння стану мають вигляд рiвняння Ван-дер-
Ваальса, де окремо представлена взаємодiя в системi. Тепер, якщо вiдо-
мо рiвняння стану системи, то можна оцiнити ймовiрнiсть формування
областi без частинок у таких системах. Середнiй розмiр областi без ча-
стинок можна оцiнити вiдстанню, де така ймовiрнiсть спадає в e раз. Для
того щоб знайти середнє значення областi без частинок, потрiбно мати
мiру формування таких областей. На даний час така задача ще не вирi-
шена i тому виявляється можливим проводити оцiнки, використовуючи
таке просте спiввiдношення. У випадку невзаємодiючих частинок можна
записати, що cV = 1 або кiлькiсть частинок N = 1. Звiдси випливає, що
в системi невзаємодiючих частинок не можуть формуватися областi без
частинок! Якщо розглянути систему частинок, що слабо взаємодiють i
використати рiвняння стану, то можна оцiнити об’єм областi, вiльний вiд
частинок, таким чином:

PV

kT
= N(1− b) = 1, (6.49)
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або з рiвностi (NV0
V

) V
V0

(1− b) = 1, що дає

V = V0
1

ν(1− b)
, (6.50)

де V0 – об’єм однiєї частинки, а ν – фактор упакування. Якщо ν ∼ 1 i
вiрiальний коефiцiєнт b� 1 малий, то можна стверджувати, що пустота
в системi частинок, що слабо взаємодiють, створюватися не буде. Розмiр
пустоти може бути менший тiльки за розмiр частинки. Якщо фактор упа-
кування зменшується i збiльшується енергiя взаємодiї, то в такiй системi
можливе формування областей без частинок. Наприклад, якщо ν ∼ 0, 5
або менший i b = 0, 5, знаходимо, що V ∼ 3V0 або бiльший. Наступний
приклад це газ твердих сфер. В цьому випадку в системi присутня ко-
роткодiюча взаємодiя твердих сфер i з рiвняння стану можна записати,
що

V = V0
(1− ν)3

ν(1 + ν + ν2 − ν3)
. (6.51)

Тепер, якщо ν → 1, отримаємо V → 0. В цьому випадку реалiзується
щiльно упакована структура i в такiй системi не може формуватися
область без частинок. Якщо ν → 0, то отримаємо V = V0

1
ν
що вiдповiдає

можливостi формування областi без частинок, що очевидно при даних
припущеннях. Таким чином, можна зробити висновок про те, що форму-
вання областей, де частинки вiдсутнi, повнiстю визначається величиною
взаємодiї в системi i концентрацiєю. У випадку, коли не можна записа-
ти в простому виглядi рiвняння стану, аналiз формування областей, де
частинки вiдсутнi у системi взаємодiючих частинок, ускладнюється, але
загальний висновок можна зробити i на пiдставi спрощеного розгляду.

Тепер можна стверджувати, що формування кластера нової фази, де
концентрацiя частинок бiльша навколишньої, або областi, вiльної вiд ча-
стинок, має одну й ту саму природу. Кластер з iншою концентрацiю, або
пору в системi взаємодiючих частинок формує сама взаємодiя. При вiд-
носнiй концентрацiї частинок, бiльшiй за одну другу, будуть формувати-
ся пори неперервного розподiлу частинок, а при зменшеннi концентрацiї
– кластери з частинок та вiльний простiр. Спiввiдношення мiж обла-
стями, що займають частинки i вiльним вiд них простором, залежить
вiд концентрацiї частинок та вiд величини та характеру взаємодiї в то-
му спiввiдношеннi, яке дозволяє рiвняння стану неперервного розподiлу
частинок.
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Поведiнка сукупностi наночастинок в рiдкому кристалi. Попе-
реднi дослiдження стосувалися поведiнки сукупностi колоїдних частинок
мiкронних розмiрiв, для яких їх поверхня створює помiтнi деформацiї
основного стану розподiлу директора мезофази. На практицi, особли-
во в медицинi i харчовiй промисловостi, становить iнтерес дослiдження
сукупностi частинок нанорозмiрiв [134]. Колоїднi розчини широко за-
стосовуються як лiки, а також як харчовi добавки з певними наперед
заданими властивостями як самих частинок, так i середовища, де вони
розчиненi. Малi частинки, розчиненi в рiдких кристалах, являють собою
композитнi матерiали з унiкальними властивостями. Механiчнi та опти-
чнi властивостi таких нових середовищ визначаються, в першу чергу,
колективною поведiнкою розчинених в мезофазi частинок. В залежно-
стi вiд розмiрiв такi частинки можуть формувати ланцюжки [12, 87, 88],
анiзотропнi кластери [17], комiрчанi структури [31, 32], а також перiо-
дичнi структури [14, 28]. Повiдомлялося також про створення “м’якого”
твердого тiла на основi рiдкого кристала з розчиненими в ньому мали-
ми металiчними частинками [43, 31]. Можливе формування структур у
такiй системi залежить вiд розмiрiв самих частинок, а також вiд розмi-
рiв комiрки, тобто вiд величини та характеру взаємодiї мiж колоїдними
частинками. Про формування структур у системi макроскопiчних ча-
стинок мова йшла ранiше, а тепер розглянемо поведiнку сукупностi ду-
же малих колоїдних частинок в нематичному рiдкому кристалi, рис.6.4.
Поведiнка малих за розмiрами частинок у рiзних рiдких кристалах може
бути описана в одному теоретичному пiдходi i деякi результати будуть
справедливими як для смектикiв, так i для холестерикiв, що показано в
iнших роздiлах книги.

Розглянемо особливостi поведiнки малих частинок у рiдкому криста-
лi. В першу чергу необхiдно вiдзначити, шо малi частинки своєю по-
верхнею мало деформують пружне поле директора, але безпосередньо
впливають на скалярний параметр порядку. Взаємодiя через змiну ска-
лярного параметра порядку досить короткодiюча i має притягуючий ха-
рактер екранованої кулонiвської взаємодiї. Дана взаємодiя була теорети-
чно визначена вперше в роботах [37]. Тiльки на малих вiдстанях енергiя
взаємодi стає бiльшою за теплову енергiю i за цiєї причини ентропiйне
розупорядкування вiдiграє вирiшальну роль. Колективний характер вза-
ємодiї колоїдних частинок у рiдкому кристалi за рахунок змiни скаляр-
ного параметра порядку було визначено в роботi [28]. На перший погляд
виглядає, що такий характер взаємодiї може приводити до формування
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Рис. 6.4: Конфiгурацiї розподiлу директора навколо сферичного включе-
ння при тангенцiальних та нормальних межових умовах на його поверхнi

кластерiв у системi таких частинок, а з цим i до формування комiрчаних
структур при великiй концентрацiї колоїдних частинок. Спробуємо опи-
сати такий процес з точки зору причин формування можливих структур
у системi малих колоїдних частинок у довiльнiй мезофазi. Для цього мо-
жемо почати з виразу для густини об’ємної вiльної енергiї в термiнах
тензорного параметра порядку [56]:

fb =
1

2
AQij(r)Qij(R) +

1

2
LQij,k(r)Qij,k(r), (6.52)

де кома означає похiдну по вiдповiднiй компонентi, а також пiдсумуван-
ня по iндексах, що повторюються, A – позитивна константа, оскiльки ми
вивчаємо сформований рiдкий кристал пiсля фазового переходу, L > 0
константа, що визначає величину енергiї певних дозволених деформа-
цiй рiдкого кристала. В подальшому будемо використовувати так зване
одноконстантне наближення. Дiю окремої колоїдної частинки на мезофа-
зу можна врахувати через додатковий член у виразi для густини вiльної
енергiї у виглядi

fc =
1

2
Wijf(r)Qij(r), (6.53)
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деWij в загальному випадку – тензорний коефiцiєнт, який визначає зв’я-
зок мiж частинками i локальним параметром порядку, f(r) – функцiя
просторового розподiлу частинок у рiдкому кристалi. Тензорний пара-
метр порядку для рiдкого кристала задається вiдомим виразом:

Qij(r) =S(r){ninj −
1

3
δij}, (6.54)

де n – директор, а S(r) – скалярний параметр порядку в об’ємi рiдко-
го кристала. Тепер можемо записати вiльну енергiю системи в такому
виглядi:

Fb =
L

2

∫
dr{Qnj,k(r)Qij,k(r)+

+
1

ξ2
Qij(r)Qij(r)+wijf(r)Qij(r)}, (6.55)

де введенi позначення кореляцiйної довжини ξ2 = L
|A| та wij =

Wij

L
норма-

лiзованої константи зв’язку. Дана вiльна енергiя описує рiдкий кристал
в присутностi колоїдних частинок. Змiни, внесенi кожною частинкою, за
наявностi зв’язку мiж окремими частинками з рiдким кристалом, при-
водять до змiни пружних властивостей нового середовища через змiну
параметра порядку. Таким шляхом можна врахувати колективний ефект
присутностi колоїдних частинок i визначити самоузгоджену взаємодiю
мiж частинками у випадку високої їх концентрацiї. Сформульована про-
блема розпадається на двi простiшi. Перша полягає в тому, щоб знайти
розподiл параметра порядку в присутностi частинок, а потiм знайти ко-
лективну взаємодiю мiж частинками вiдповiдно до розмiрiв та їх геоме-
тричних характеристик (форми). Мiнiмум вiльної енергiї δ

δQij(r)
F = 0 дає

нам рiвняння Ейлера – Лагранжа:

4Qij(r)−
1

ξ2
Qij(r) = wijf(r), (6.56)

рiшення якого можна визначити у виглядi

Qij(r) =wij

∫
dr′f(r′)G(r, r′), (6.57)

де G(r, r′) – функцiя Грiна попереднього рiвняння, яка має вигляд

G(r, r′) =
1

|r− r′|
exp(−|r− r′|

ξ
), (6.58)
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Даний результат являє собою просторовий розподiл параметра порядку
у рiдкому кристалi при функцiї просторового розподiлу колоїдних части-
нок f(r) малих розмiрiв. Пiдставимо знайдене рiшення для Qij(q) назад
у вiльну енергiю i визначимо вiльну енергiю, яку створюють всi частин-
ки, внесенi в рiдкий кристал. Дану вiльну енергiю можна записати у
виглядi

Fb =
Lw2

ij

2ξ2

∫
dr

∫
dr′f(r)f(r′)G(r, r′). (6.59)

Цю вiльну енергiю можна розглядати як енергiю взаємодiї мiж областя-
ми рiдкого кристала з концентрацiєю частинок f(r) в рiзних просторових
точках. Внесенi частинки змiнюють просторовий розподiл параметра по-
рядку в залежностi вiд концентрацiї i забезпечують ефективну взаємодiю
мiж рiзними областями рiдкого кристала.

Отримавши пружну енергiю внесених в рiдкий кристал частинок, мо-
жна дослiдити термодинамiчнi умови агрегацiї наночастинок i визначи-
ти умови формування нових структур у системi таких частинок. Крите-
рiй нестабiльностi однорiдного розподiлу частинок можна трактувати як
умову формування просторово-неоднорiдного розподiлу при данiй темпе-
ратурi, яка буде залежати вiд концентрацiї та характеристичної довжи-
ни нової структури. Для визначення термодинамiчних умов формування
просторово-неоднорiдного розподiлу частинок потрiбно до пружної енер-
гiї додати ентропiйну частину, яка може бути записана в стандартному
виглядi:

Fs = kT

∫
{f(r) ln f(r) + [1− f(r)] ln[1− f(r)]dr. (6.60)

Ентропiйна частина враховує той факт, що двi класичнi частинки
скiнчених розмiрiв не можуть займати одне й те саме просторове мiсце.
Це свого роду принцип Паулi для класичних частинок.

Мiнiмум обох частин вiльної енергiї Fb + Fs визначає самоузгоджене
рiшення для функцiї розподiлу частинок у рiдкому кристалi f(r). Та-
кий розв’язок являє собою деяку, термодинамiчно стiйку фазу поведiнки
частинок. Просторово неоднорiдний розподiл частинок визначається ха-
рактером взаємодiї, температурою та концентрацiєю внесених частинок.
Якщо розподiл частинок однорiдний, то функцiя розподiлу набуває зна-
чення вiдносної середньої концентрацiї частинок f(r) = c, де c i визначає
середню вiдносну концентрацiю частинок. Неоднорiднiсть розподiлу ча-
стинок можна врахувати додатковим членом f(r) = c ±ϕ(r), де ϕ (r)
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описує просторову змiну функцiї розподiлу частинок. Якщо неоднорi-
днiсть розподiлу частинок повiльна i бiльша за мiжчастинкову, то таким
чином можна iнтерпретувати змiну концентрацiї частинок у середовищi.
Змiну вiльної енергiї неоднорiдного розподiлу можна записати як роз-
клад по введенiй неоднорiдностi, використавши довгохвильовий розклад
для концентрацiї. В цьому наближеннi додаткову вiльну енергiю систе-
ми, як i ранiше, можна записати в термiнах змiни концентрацiї частинок
у виглядi:

4F (ϕ) =
1

2

∫
dr
{
l2 (∇ϕ)2 + µ2ϕ2+

}
. (6.61)

В нашому випадку µ2 ≈ kT
c(1−c) + 2πLw2

ij, а l2 ≈ +12πLw2
ijξ

2. Ця система є
нестiйкою з довжиною нестiйкостi λ =

√
l2/µ2 ∼ 2ξ при kT

c(1−c) < 2πLw2
ij, ξ

– кореляцiйна довжина. При оберненiй нерiвностi довжина неоднорiдно-
стi в розподiлi частинок мала. Пiсля формування областей з рiзною кон-
центрацiєю частинок в областях їх скупчення виникає кулонiвське притя-
гання мiж ними на вiдстанi декiлькох десяткiв нанометрiв, що приводить
до формування кластерiв у системi малих частинок нанометрових роз-
мiрiв [36, 37, 28]. В рiдких кристалах кореляцiйна довжина ξ ∼ 1µm, яка
i є середнiм розмiром кластера з наночастинок. Формування кластерiв є
природним результатом пружної взаємодiї областей з рiзною концентра-
цiєю частинок. Наявнiсть частинок приводить до змiни впорядкування в
самому рiдкому кристалi, що, в свою чергу, зумовлює сегрегацiю малих
частинок. Рiвноважний стан середовища являє собою просторово неодно-
рiдний розподiл частинок з формуванням павутиноподiбної комiрчаної
структури.

Експериментально спостережуванi структури. В цьому роздiлi
буде дано описання структур, що вже експериментально спостерiгали-
ся. Ґрунтуючись на отриманих ранiше теоретичних результатах, дамо
можливе пояснення таким структурам. Спочатку розглянемо можливi
структури в звичайних колоїдах. Що формує такi структури? Для цього
досить розглянути суму енергiй взаємодiї, описану вище. Для включень
повнiстю занурених у рiдину, треба прийняти до уваги вiдштовхуван-
ня, спровоковане розподiлом зарядiв та ван-дер-ваальсiвське притягання.
Сума цих енергiй бiльша, нiж декiлька kT , а рiвноважна вiдстань мiж
частинками буде залежати вiд розмiру включень. Для таких частинок
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комп’ютерним моделюванням було показано, що вони можуть утворю-
вати декiлька структур. Спочатку однорiдна рiдка фаза у системi вклю-
чень розбивається на шари, потiм в цих шарах виникає кристалiчне впо-
рядкування, яке закiнчується тривимiрною кристалiчною структурою.
Якщо частинки плавають на поверхнi рiдини, то потрiбно прийняти до
уваги ще капiлярну взаємодiю, яка приводить до бiльшої рiзноманiтностi
структур.

На поверхнi рiдини система частинок утворює ще хмари частинок,
свого роду кластери, якi плавають на поверхнi рiдини. Тут також була
спостережена кристалiчна структура. Слiд зауважити, що такi структу-
ри формуються парною енергiєю взаємодiї, яка за абсолютною величи-
ною не перевищує декiлька теплових енергiй. Можна сказати, що такi
структури досить стiйкi, але мало пружнi, бо енергiя, яка їх об’єднує, не
дуже велика. Як ми бачили ранiше, енергiя взаємодiї мiж вкраплення-
ми в рiдкому кристалi за рахунок деформацiї пружного поля директора
значно бiльша i слiд очiкувати структури з бiльшою пружнiстю, тобто
бiльш стiйких до зовнiшньої дiї.

Ланцюговi структури

Вперше структури в системi включень в рiдкому кристалi спостерi-
галися в роботi [17] i добре описанi в [12]. Це були ланцюговi структури
в системi крапельок води, що знаходяться в нематичному рiдкому кри-
сталi, рис.3.9. У водi знаходилася крапля нематика, в якiй були меншi
крапельки води розмiрами декiлькох мiкрон. В краплi нематика краплi
води утворювали ланцюгову структуру. Пiзнiше тi ж автори отрима-
ли ланцюговi структури крапель води в зразку рiдкого кристала, що
знаходиться мiж паралельними поверхнями, причому вiдстань мiж по-
верхнями була трохи бiльша за розмiри крапель води. В роботi [88] було
визначено, що енергiя взаємодiї мiж краплями має дипольний характер.
Це можна визначити по швидкостi, з якою краплi наближаються одна
до одної. Якщо краплi залишити на довiльнiй вiдстанi i вiдпустити, то
взаємодiя мiж ними буде приводити до взаємного руху. Оскiльки рiдкий
кристал являє собою в’язке середовище, то крiм сил взаємодiї присутня
сила тертя. Якщо прирiвняти силу тертя, яку в даному випадку можна
представити як силу Стокса, силi, що виникає в результатi взаємодiї, то
можна по змiнi швидкостi взаємного руху визначити характер i величи-
ну взаємодiї. В загальному випадку спiввiдношення мiж силою тертя та
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силою взаємодiї можна записати у виглядi:

6πηR0
dr

dt
= 2F (r) , (6.62)

де η – ефективний коефiцiєнт тертя, а r – вiдстань мiж включеннями.
Визначивши швидкiсть, можна вiдновити, як змiнюється сила мiж ча-
стинками залежно вiд вiдстанi. Експериментальнi данi вiдтворили закон
змiни сили як F ∼ 1

r−4 , що вiдповiдає дипольному характеру взаємодiї.
Точно такий же характер взаємодiї в тiй самiй експериментальнiй по-

становцi був визначений для сферичних твердих частинок з розмiрами
вiд 4 до 11 мiкрон з нормальними межовими умовами на поверхнi. В обох
випадках реалiзуються умови сильного зчеплення i розподiл директора
навколо включень має дипольну конфiгурацiю з особливостями в розпо-
дiлi директора типу гiперболiчного їжака. Оскiльки розподiл директора
має дипольну конфiгурацiю, то взаємодiя має областi притягання та вiд-
штовхування. При тангенцiальних межових умовах за утворення ланцю-
гiв вiдповiдає квадрупольна взаємодiя. У цьому випадку, мiнiмум енергiї
досягається, коли вектор вiдстанi мiж частинками утворює деякий кут
з напрямком директора. При квадрупольному характерi взаємодiї утво-
рюються зигзагоподiбнi ланцюжки, а у випадку дипольної взаємодiї –
прямi.

Дослiджувався також вплив на ланцюговi структури зовнiшнього еле-
ктричного поля. Якщо прикласти електричне поле вздовж ланцюжка, то
виникає додаткова реальна диполь-дипольна взаємодiя. За наявностi рi-
зницi дiелектричних сприйнятливостей включень та середовища, де вони
знаходяться, з’являється реальний дипольний момент, iндукований зов-
нiшнiм полем, i додаткова дипольна взаємодiя

Udd = 12πε0εLC

(
ε− εLC
ε+ εLC

)2
R6

0E
2

r3
, (6.63)

де ε – дiелектрична константа води, εLC – дiелектрична константа рiд-
кого кристала, а E – напруженiсть прикладеного електричного поля.
Така додаткова дипольна взаємодiя приводить до того, що крапельки
води в рiдкому кристалi при збiльшеннi напруженостi поля наближа-
ються одна до одної i утворюють ланцюжок меншої довжини при не-
змiннiй кiлькостi крапельок, що вiдповiдає змiнi величини взаємодiї мiж
краплями води в рiдкому кристалi. А якщо прикласти електричне поле
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перпендикулярно ланцюжку, то можна отримати звичайне електроста-
тичне диполь-дипольне вiдштовхування, яке при збiльшеннi приведе до
вiдштовхування крапель.

Двовимiрнi гексагональнi структури
Вперше таку структуру спостерiгали в системi глiцеринових крапель

на поверхнi рiдкого кристала, що межує з повiтрям [23]. Експеримент
проводився в такiй постановцi: на поверхню глiцерину наносилася кра-
пля рiдкого кристала товщиною 20 – 200 мiкрон. Потiм вся система на-
грiвалася i молекули глiцерину за рахунок процесiв дифузiї входили в
рiдкий кристал. Потiм, залежно вiд режиму охолодження, на поверхнi
рiдкого кристала, що межує з повiтрям, утворювалися краплi глiцерину.
Розмiр крапель залежить вiд режиму охолодження, але при всiх iнших
однакових умовах розмiр крапель був майже однаковим. Таким чином,
можна було органiзувати систему крапель глiцерину майже однакових
розмiрiв вiд 1 до 20 мiкронiв. Одна частина крапель залишалася на ме-
жi подiлу рiдкого кристала з повiтрям, а iнша падала до межi подiлу
рiдкого кристала та глiцерину. Оскiльки межовi умови для орiєнтацiї
директора рiзнi для рiзних поверхонь (на межi подiлу рiдкий кристал –
повiтря директор був перпендикулярний поверхнi, а на глiцеринi викону-
ються умови тангенцiального зчеплення, то директор був паралельний
поверхнi роздiлу рiдкий кристал – глiцерин) створювалися умови гiбри-
дностi зразка. На поверхнi подiлу рiдкий кристал – повiтря, спостерiгали
майже iдеальну двовимiрну гексагональну структуру у системi крапель,
а на межi подiлу рiдкий кристал – глiцерин спостерiгалися вже вiдомi
нам ланцюжковi структури, рис.6.5.

Саме по собi двовимiрне впорядкування колоїдних частинок мiкрон-
ного розмiру викликає науковий iнтерес. Для рiдкого кристала сама вза-
ємодiя носить анiзотропний характер i сама по собi не може приводити
до iзотропного впорядкування, якою являється гексагональна структу-
ра. Крiм звичайної гексагональної структури при однакових термоди-
намiчних умовах можна було спостерiгати поряд зi звичайною гексаго-
нальною структурою i щiльноупаковану, див. рис.6.6. Надалi спробуємо
пояснити i такий феномен в поведiнцi сукупностi крапель, але спочатку
потрiбно вияснити, де знаходяться краплi глiцерину, повнiстю чи час-
тково вони зануренi в рiдкий кристал, а також природу всiх можливих
взаємодiй у такiй системi.

Умови iснування контакту трьох фаз, якими являються повiтря, рiд-
кий кристал та глiцерин, визначаються спiввiдношенням поверхневих на-
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Experimental setup 

50 mm 

Рис. 6.5: Структури, якi спостерiгалися у системi глiцеринових крапель
на поверхнi подiлу рiдкий кристал – повiтря

Рис. 6.6: Спостережуванi звичайна та щiльноупакована гексагональнi
структури в системi глiцеринових крапель на межi подiлу рiдкий кри-
стал – повiтря
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тягiв мiж вiдповiдними фазами або речовинами. Значення поверхневих
натягiв вiдповiдно такi: рiдкий кристал – повiтря (σLCA = 3.9 · 10−2J/m2

), рiдкий кристал – глiцерин ( σLCG = 1.9 · 10−2J/m2) та повiтря – глiце-
рин (σGA = 5.5· 10−2J/m2 ). При частковому зануреннi краплi глiцерину
з радiусом R0 та з вiдстанню мiж центром краплi до поверхнi подiлу
повiтря – рiдкий кристал h, можна записати змiни поверхневих енергiй
глiцерин – повiтря :

UGA = σGA2πR2
0(1− h

R0

), (6.64)

глiцерин – рiдкий кристал:

UGLC = σGLC2πR2
0(1 +

h

R0

), (6.65)

та рiдкий кристал – повiтря:

ULCA = −σLCAπR2
0(1− h2

R2
0

), (6.66)

Ug = −∆mg(R0 − h) – змiна гравiтацiйної енергiї при змiнi положення
краплi глiцерину.

Мiнiмум суми всiх енергiй ∂(UGA+UGLC+ULCA+Ug)

∂h
= 0

−2σGAR0 + 2σGLCR0 + 2σLCAh+ ∆mg = 0 (6.67)

дає рiвноважну вiдстань центра краплi вiдносно поверхнi подiлу рiдкий
кристал —повiтря

h

R0

=
σGA − σGLC

σLCA
− ∆mg

σLCAR0

. (6.68)

Приймаючи до уваги те, що ∆m = ∆ρ4π
3
R3

0 i експериментальнi значення
поверхневих натягiв та нехтуючи гравiтацiйною частиною енергiї можем
отримати, що h = 0, 89R0.. Звiдси випливає, що краплi глiцерину не пов-
нiстю зануренi в рiдкий кристал i висять на поверхнi подiлу з повiтрям,
що ускладнює поведiнку системи таких крапель, рис.6.7.

Поведiнка частинок всерединi рiдкого кристала, як видно з попере-
днього опису, дослiджена досить добре [96], але як завжди природа вно-
сить сюрпризи, оскiльки тепер на переднiй план виступає проблема де-
формацiї поверхнi подiлу в присутностi крапель iншої рiдини. Виникає
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Рис. 6.7: Положення крапель глiцерину на межi подiлу рiдкий кристал
– повiтря
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природне питання про причини формування таких iдеальних гексаго-
нальних структур. Звичайно, перше, що спадає на думку – це наявнiсть
капiлярної взаємодiї, парний потенцiал якої можна записати як:

Ug (r) ≈ 2πR6

σLCA
g2ρ2

LC ln(
r

λ
), (6.69)

а також обов’язкова присутнiсть ван-дер-ваальсової взаємодiї

UvdW (r) ≈ − AR

12 (r − 2R)
. (6.70)

В попереднiх формулах λ =
√
σLCA/

(
gρLC − ∂Π

∂h

)
– капiлярна довжи-

на; Π ≈ K/h2 – пружна частина тиску; K ∼ 10−11N - пружна константа
Франка i тодi, в загальному випадку , λ >> r, оскiльки λ ≈ 2mm коли
h→∞ та λ ≈ 0.5mm коли h = 5µm; A – константа Гаммакера, порядку
10−19J або менше. З оцiнок випливає, що обидвi енергiї взаємодiї поряд-
ку kBT ≈ 410−21 J , коли r порядку декiлькох мiкрон. Така взаємодiя
на порядки менша за деформацiйну i не може бути причиною створення
просторових структур.

Виникає природне питання, яке додаткове притягання може виника-
ти в рiдкому кристалi, яке вiдсутнє в iзотропнiй фазi. Деформацiя ди-
ректора виникає всерединi нематика при змiнi профiлю поверхнi рiдкий
кристал – повiтря. Деформацiя директора, викликана краплею глiцери-
ну, приводить до появи додаткової сили вiдштовхування, аналогiчної си-
лi Архiмеда, але в даному випадку зумовлено природою тiльки рiдкого
кристалу:

fel =
∂

∂z
Eel(z) ∼ ∂

∂z

∮
Ω(z)

W (n̂ · ν̂)2ds, (6.71)

де Eel(z) – загальна пружна енергiя, що вносить окрема частинка, Ω(z) –
частина поверхнi краплi, що знаходиться в рiдкому кристалi, W – енер-
гiя зчеплення з поверхнею краплi, ν̂ – нормаль до поверхнi краплi, а z
– вертикальна координата в фiксованiй точцi. Для fel ≈ 4πWR, з W =
10−5J/m2, можна знайти, що fel ∼ 10−10N ∼ 10K, коли R = 1µm. Сила
fel є причиною додаткової деформацiї поверхнi подiлу рiдкий кристал-
повiтря. Цю силу можна записати також як: fel = 2πσri sinψ, де ψ є
менiск на лiнiї потрiйного контакту з радiусом ri. Вертикальна складо-
ва цiєї деформацiї ξ (r) ≈ −ri sinψ ln r

λ
. В цьому випадку виникає iнша
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капiлярна взаємодiя Uelc = −felξ або

Uelc (r) =
f 2
el

2πσLCA
ln(

r

λ
), (6.72)

що вiдповiдає звичайнiй капiлярнiй взаємодiї. Для fel ∼ 10K, можемо
оцiнити енергiю взаємодiї:

Uelc ∼ 3× 10−19J ∼ 80kBT. (6.73)

Енергiя взаємодiї вiдповiдає притяганню i значно слабше залежить вiд
розмiру краплi Uelc (R) нiж Ug (R) ∝ R6 при гравiтацiйному механiзмi
капiлярної взаємодiї Eel (R) ∼ WR2 для R << K/W , та Eel (R) ∼ KR
для R >> K/W . Звичайно, що загальна енергiя взаємодiї U (r) повинна
складатися з двох частин Uelc (r), що описують пружно-капiлярну при-
роду та Uelb (r) для чисто внутрiшньої пружної взаємодiї.

Повернемося знову до об’ємної пружної взаємодiї. В гiбриднiй комiр-
цi розподiл директора визначається балансом мiж енергiєю зчеплення
та пружною енергiєю деформацiй. Об’ємну енергiю взаємодiї для нашо-
го випадку можна апроксимувати тiльки одним членом, який враховує
диполь– дипольне вiдштовхування. Енергiю вiдштовхування в цьому ви-
падку можно записати у виглядi:

Uelb,thick (r) = K
α2
zR

4

r3
. (6.74)

Парний потенцiал взаємодiї мiж краплями Utotal = Uelc + Uelb,thick має
мiнiмум:

rpaireq =

(
6πα2

zσLCAR
4K

f 2
el

)1/3

, (6.75)

що вiдповiдає рiвноважному положенню крапель в гексагональнiй гратцi
rpaireq = 13µm для fel = 10−10N , αz = 0.2 та R = 3µm. Для fel ∝ 4πWR,
передбачає залежнiсть rpaireq ∝ R2/3, або

rpaireq = γ
(
σLCAR

2K/W 2
)1/3

, (6.76)

де γ – безрозмiрна константа. Зауважимо, що залежнiсть вiд розмiру
крапель нелiнiйна, що повнiстю узгоджується з експериментальними да-
ними. В загальному випадку несиметричного розмiщення буджума мiж
краплями може виникати дипольна взаємодiя загального вигляду:

Uelb,thin (r, θ) = K
α2
xR

4

r3

(
1− 3 cos2 θ

)
, (6.77)
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H H 

Рис. 6.8: Трансформацiя гексагональної структури в ланцюгову за наяв-
ностi зовнiшнього магнiтного поля.

яка залежить вiд кута θ мiж радiусом-вектором вiдстанi та директором.
На межi подiлу рiдкий кристал – глiцерин θ = 0 i отримуємо дипольне
притягання, що формує ланцюжки, якi також спостерiгалися експери-
ментально.

Спостерiгалося також перетворення гексагональної структури в лан-
цюжки при зменшеннi товщини рiдкого кристала, що пояснюється в да-
нiй моделi. При зменшеннi товщини, рiвноважний розподiл директора
в мiсцях знаходження крапель визначається межовими умовами на ни-
жнiй поверхнi, де вiн паралельний поверхнi. Це змiнює спiввiдношення
мiж напрямком радiуса-вектора вiдстанi мiж краплями i рiвноважним
розподiлом директора. При цьому дипольне вiдштовхування перетворю-
ється на притягання, що i формує ланцюжки. Змiна напрямку розмiще-
ння буджума може вiдбуватися i флуктуативно, що приводить до змiни
величини дипольного притягання, а при деяких кутах вiдхилення може
приводити i до притягання, що i пояснює наявнiсть щiльноупакованої
структури.

Перетворення гексагональної структури в ланцюжки спостерiгало-
ся також, коли вздовж поверхнi прикладалося магнiтне поле, рис.6.8.
Наявнiсть магнiтного поля по дiї аналогiчна поверхнi з тангенцiальни-
ми межовими умовами, але переорiєнтацiя вiдбувається з боку поверхнi.
Прикладене поле вимагає переорiєнтування директора на вiдстанi коре-
ляцiйної довжини вiд поверхнi в напрямку поля, що знову змiнює хара-
ктер дипольної взаємодiї з вiдштовхування на притягання, що i формує
ланцюги. Зi збiльшенням поля довжина ланцюжкiв зростає i система
ланцюжкiв формує перiодичну структуру.

В iншiй постановцi вдалося змiнювати сталу ґратки сформованої ге-
ксагональної структури. Для цього в рiдкий кристал вносилися оптично
чутливi домiшки, якi при опромiненнi свiтлом з довжиною хвилi (365nm)
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Рис. 6.9: Модуляцiя сталої ґратки гексагональної структури пiд дiєю ла-
зерного випромiнювання

Рис. 6.10: Фотоннi кристали, побудованi за допомогою рiдкокристалiчної
емульсiї

переходили в cis – стан, а при опромiненнi свiтлом (435 nm) навпаки по-
верталися в незбуджений trans – стан. Оскiльки при цьому змiнювалась
поверхнева енергiя та зчеплення, то змiнювалась i рiвноважна вiдстань
мiж краплями глiцерину на поверхнi подiлу рiдкий кристал – повiтря.
Змiнюючи перiодично освiтлення зразка, можна спостерiгати часову мо-
дуляцiю гексагональної структури зi змiною сталої ґратки, що також
спостерiгалося експериментально, рис.6.9. За дапомогою цього механiзму
вдалося побудувати фотоннi кристали з двома та трьома забороненими
зонами в мiкрохвильовому дiапазонi свiтла, що можна зробити тiльки на
рiдкокристалiчних колоїдах, рис.6.10.

Потрiбно звернути увагу на ще один механiзм формування структур
у системi твердих частинок, якi знаходяться на межi подiлу рiдкий кри-
стал – повiтря [176]. Для таких колоїдних частинок бiльш важливим є
капiлярна взаємодiя, описана вище, за рахунок деформацiї менiску. Як
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Рис. 6.11: Рiвноважнi гексагональнi структури на межi роздiлу рiдкий
кристал – повiтря

показано в роботах [17], така взаємодiя може бути записана у виглядi

Vcap(r) = −12πσ
R4

r4
H2, (6.78)

де σ – поверхневий натяг, а H2 – квадрупольний коефiцiєнт, який можна
визначити через форму менiску [178, 177]. Така взаємодiя, експеримен-
тально дослiджена для елiпсоїдiв мiкронних розмiрiв, досягає декiлька
порядкiв теплової енергiї. Взаємодiя буде мати мiсце при нормальних ме-
жових умовах для директора на межi рiдкий кристал – повiтря i тiльки
вона в основному буде визначати умови формування можливих стру-
ктур, оскiльки вона в 103 бiльша, нiж капiлярна взаємодiя, яка розгля-
далася ранiше. З цiєї причини, в системi твердих частинок на поверх-
нi рiдкого кристала i повiтря може формуватися вiгнерiвський кристал,
який iндукується такою вiдштовхуючою взаємодiєю. Якщо ввести пара-
метр Γ = Vel

kBT
, який визначає вiдношення енергiї взаємодiї до теплової

енергiї, то можна стверджувати, що виконуються умови для виникне-
ння такої структури. При опромiненнi областi формування структур за
рахунок рiзної концентрацiї фотоперетворених молекул створюється гра-
дiєнт поверхневого натягу, що приводить до винекнення додаткової си-
ли F = S dσ

dc
∇c, де S – область опромiнення а c – концентрацiя оптично

активних домiшок. Ця сила приводить до так званого потоку Марангонi,
а значить до руйнування початкової структури. Саме така послiдовнiсть
спостерiгалася експериментально [176].

На межi подiлу рiдкого кристала з повiтрям спостерiгалися двi рiв-
новажнi гексагональнi структури з рiзними сталими ґратки, рис.6.11.
Зовсiм не очевидна поява короткодiючої сили притягуючого характеру, i
невiдомо за рахунок яких фiзичних явищ може виникати така додаткова
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взаємодiя. З теоретичних робiт вiдомо, що характер взаємодiї визначає-
ться вiдносною орiєнтацiєю дипольного або квадрупольного моментiв по
вiдношенню до радiуса – вектора вiдстанi мiж вкрапленнями. Для по-
яснення звичайної гексагональної структури використовували той факт,
що на далеких вiдстанях мiж вкрапленнями iснує притягання за рахунок
капiлярної взаємодiї, природа якої пояснена в роботi [23] i вiдштовхува-
ння за рахунок взаємодiї через деформацiю пружного поля директора.
Треба мати вiдповiдь i на питання, що може бути причиною формуван-
ня щiльної гексагональної структури при тих самих рiвноважних умовах.
Оскiльки двi структури iснують при тих самих рiвноважних умовах, то
в системi крапель тiльки за рахунок змiни характеру взаємодiї при змiнi
концентрацiї може вiдбуватися фазовий перехiд першого роду з фор-
муванням двох рiвноважних структур. Очевидно, що при змiнi вiдстанi
мiж краплями в результатi перекривання деформацiйних шуб, що iсну-
ють навколо кожної краплi, може змiнюватися навiть характер взаємо-
дiї. Така задача, визначення рiвноважного розподiлу директора навколо
двох вкраплень може вирiшувалася тiльки за допомогою комп’ютерно-
го моделювання. Поки що немає можливостей дослiдити реальну змiну
розподiлу директора при наближеннi двох вкраплень, але можемо при-
пустити, що в результатi такого наближення самi вкраплення форму-
ють розподiл директора мiж ними. Це свого роду колективний ефект i
вiдповiдно колективна перебудова розподiлу директора. За рахунок та-
кого процесу змiнюється спiввiдношення мiж орiєнтацiєю директора i
радiусом-вектором вiдстанi мiж вкрапленнями, а значить i характер вза-
ємодiї мiж вкрапленнями.

Як ми уже знаємо [14, 28, 20], основна взаємодiя для симетричних
частинок через деформацiї пружного поля директора має дипольний i
квадрупольний характер, а саме

Ud (r) =
β2

r3

(
1− 3 cos2 θ

)
+
γ2

r5

(
3− 30cos2(θ) + 35cos4(θ)

)
, (6.79)

де θ – кут мiж орiєнтацiєю директора мiж вкрапленнями та радiусом-
вектором вiдстанi мiж ними. Крiм того, кожне вкраплення вносить своє
збурення в деформацiю пружного поля директора. Енергiя, яку вносить
окреме вкраплення, можна записати у виглядi [14] E = E0 + ∆Ecos2(θ),
де друга частина являє собою деформацiйну енергiю, яку вносить окреме
вкраплення в рiдкий кристал.
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Розглянемо тепер конфiгурацiйну вiльну енергiю, яку можна записа-
ти у виглядi

Fc = Ec+ c2 1

2

∫
Ud(r)d

2r, (6.80)

де c – концентрацiя вкраплень. Пiсля iнтегрування в двовимiрному про-
сторi (а саме по поверхнi, де знаходяться вкраплення), отримаємо вiльну
енергiю у виглядi

Fc = (E + ∆Ex)c+ c2

{
β2

R
(1− 3x) +

γ2

R3

(
3− 30x+ 35x2

)}
, (6.81)

де ми позначили cos2(θ) ≡ x. Мiнiмум вiльної енергiї по можливому
розподiлу директора δF

δx
= 0 досягається, коли x ≡ cos2(θ) ' 3

7
i тодi

ефективна взаємодiя мiж вкрапленнями буде мати характер притягання,
а саме

Ud = −4

7

β2

r3
− 4

7

γ2

r5
, (6.82)

i вкраплення будуть тiльки притягатися. Це стає можливим, коли кон-
центрацiя при даних параметрах бiльша за c ≥ ∆ER2

10γ2
.

Таким чином, при наближеннi вкраплень може вiдбутися змiна розпо-
дiлу директора мiж ними за рахунок чого змiниться i характер взаємодiї
мiж ними, Це приведе до того, що при збiльшеннi концентрацiї або се-
редньої вiдстанi мiж вкрапленнями виникає взаємодiя, що приводить до
формування щiльної структури. Це є колективний ефект змiни розподi-
лу директора за рахунок мiнiмiзацiї вiльної енергiї. Це – фазовий перехiд
першого роду, оскiльки щiльна структура виникає, коли середня вiдстань
мiж вкрапленнями стає меншою за критичну, яка визначається концен-
трацiєю вкраплень. Цiлком можливо, що iснує i iнше пояснення спiвiсну-
вання простої та щiльної гексагональної структури в системi вкраплень
в рiдкому кристалi.

Тривимiрнi кристалiчнi структури
В цьому роздiлi пропонується проста модель, яка пояснює формува-

ння дипольної 2D та 3D колоїдних структур у нематичних рiдких кри-
сталах. Колоїднi частинки взаємодiють через деформацiї пружного поля
директора, а на близьких вiдстанях як твердi сфери з квадрупольним та
октупольним моментами. Узагальнення даного пiдходу у випадку зовнi-
шнього електричного поля пояснює гiгантський ефект електрострикцiї в
3D колоїдних кристалах.
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Ранiше було описано формування рiзноманiтних структур у системi
колоїдних частинок внесених в нематичний рiдкий кристал, таких як: 1D
лiнiйнi ланцюжки [12, 87], поламанi вздовж директора ланцюги [88, 89], а
також 2D колоїднi кристали [23]-[101]. Недавно було побудовано 3D коло-
їдний кристал [143]. Звичайно, комп’ютернi розрахунки мiнiмуму вiльної
енергiї показали, що такий кристал може формуватися при використа-
них умовах. Але хотiлося б мати аналiтичне описання умов формування
та фiзичних параметрiв утвореної структури.

Теоретичне описання взаємодiї колоїдних частинок у нематичнiй фа-
зi базується на електростатичнiй аналогiї, оскiльки рiвняння для малих
вiдхилень директора на великих вiдстанях задовольняє рiвняння Лапла-
са. Такий пiдхiд дозволяє користуватися мультипольним розкладом для
знаходження розподiлу директора. Для аксiальних симетричних части-
нок досить обмежуватися тiльки дипольним та квадрупольним доданка-
ми i це дає досить добрi результати при експериментальному визначен-
нi характеру та величини взаємодiї [20]-[127], при цьому члени вищого
порядку не враховуються [?]. Тепер спробуємо їх врахувати i застосува-
ти для пояснення спостережуваного 3D колоїдного кристала. Iнтуїтивно
можна зазначити, що вищi моменти повиннi вiдiгравати певну роль при
пружнiй взаємодiї, оскiльки вони наглядно проявляються в мiжмолеку-
лярнiй взаємодiї. Як приклад можна привести взаємодiю молекул метану
CH4, якi мають нульовi як дипольний, так i квадрупольний моменти. В
загальному випадку [?], грушеподiбний розподiл зарядiв має обов’язко-
во вiдмiнний вiд нуля октупольний момент. Розподiл директора навколо
сферичного включення при сильному зчепленнi також має грушеподi-
бну форму i з цiєї причини природно припустити, що в цьому випадку
буде присутнiй пружний октупольний момент, який дасть свiй внесок у
взаємодiю колоїдних частинок.

Розглянемо аксiально симетричну колоїдну частинку в нематично-
му рiдкому кристалi. Взаємодiя молекул останнього з поверхнею ча-
стинки породжує вiдхилення nµ, µ = x, y директора вiд його основно-
го стану n0 = (0, 0, 1). Достатньо далеко вiд частинки nµ � 1, так що
n ≈ (nx, ny, 1). Енергiя деформацiй може бути представлена в гармонi-
чнiй формi

Fhar =
K

2

∫
d3x(∇nµ)2, (6.83)

з якої випливає, що
∆nµ = 0. (6.84)
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Ангармонiчна поправка до Fhar може бути знайдена як

Fanhar =
K

2

∫
d3x(∇nz)2 ≈ K

8

∫
d3x(∇n2

⊥)2. (6.85)

З врахуванням поправки

∆nµ +
1

2
nµ∆n2

⊥ = 0. (6.86)

Якщо основний внесок в nµ дає дипольний доданок, то ангармонiчна
поправка веде себе як rµ/r7. Всi пружнi моменти до 1/r5 включно мають
бути розглянутi в рамках гармонiчного наближення.

У загальному випадку для аксiально симетричних частинок розв’язки
рiвнянь Лапласа (6.84) можуть бути знайденi у виглядi [?]

nµ =
N∑
l=1

al(−1)l∂µ∂
l−1
z

1

r
, (6.87)

де al – мультипольний момент порядку l, а 2l – його мультипольнiсть; N
– максимальний порядок у рамках гармонiчного наближення. Зокрема,
для дипольних частинок N = 4. Так що a1 = p вiдповiдає дипольному
моменту, a2 = c – квадрупольному, a3 – октупольному i a4 гексадека-
польному (забiгаючи наперед, скажемо, що a4 = 0).

Узагальнення ефективного функцiонала на випадок вищих моментiв
є достатньо простим i очевидним:

U

4πK
=


∑3

l,l′=1 ala
′
l′(−1)l

′ (l + l′)!

rl+l′+1
Pl+l′(cos θ) , r > 2rc

∞ , r ≤ 2rc,
(6.88)

де a1 = αr2
0, a2 = −βr3

0, a3 = γr4
0 – пружний дипольний, квадрупольний i

октупольний моменти, вiдповiдно. Будемо вважати шубу жорсткою сфе-
рою радiуса rc = 1.22r0. Цей розмiр вiдповiдає вiдстанi розмiщення дефе-
кта (гiперболiчного їжака). Згаданi експерименти не дозволяють одно-
значно встановити положення центра шуби. Вiн повинен знаходитись
десь мiж центром частинки i точкою, змiщеною в бiк дефекту на 0.22r0.
Нижче розглянемо обидва граничнi випадки. Перший називатимемо си-
метричною шубою, другий – асиметричною, див. рис.6.12. Припустимо
спочатку, що октупольний момент нульовий a3 = 0. Автори роботи [186]
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Рис. 6.12: Схематичний вигляд симетричної i несиметричної деформа-
цiйної шуби
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Рис. 6.13: Дипольна частина притягання двох паралельних диполей. То-
чки вiдповiдають експериментальним результатам [186]. Суцiльна лiня
вiдповiдає даним αexp = 2.05, βexp = 0.2 та γ = 0. Преривиста лiнiя
вiдповiдає даним αtheor = 2.04, βtheor = 0.72 та γ = 0.157. На вставцi
показано вибрану область в далекiй областi

використали сферичнi залiзнi частинки з дипольною конфiгурацiєю ди-
ректора i змогли провести точнi прямi вимiрювання пружних сил, зрiвно-
важуючи їх зовнiшнiм магнiтним полем. Вони знайшли, що αexp = 2.05
i βexp = 0.2 ± 0.1. Водночас, в [20] на основi спецiального дипольного
анзацу показано, що αtheor = 2.04 i βtheor = 0.72. Поряд з хорошим збiга-
нням дипольних моментiв бачимо значну рiзницю мiж квадрупольними,
хоча значення βtheor = 0.72 було отримане з двох рiзних анзацiв [20]. А
причина, як ми вважаємо, криється в октупольному моментi. Справдi,
функцiонально диполь-октупольна взаємодiя збiгається з квадруполь-
квадрупольною UQQ + UdO = (a2a

′
2 − a1a

′
3 − a3a

′
1)24P4(cos θ)

r5
для аксiально

симетричних частинок. Якщо знайдений в [20] квадрупольний момент
β = 0.72 вiдповiдає реальному, тодi октупольний момент може бути оцi-
нений iз спiввiдношення: β2

exp ≈ β2
theor − 2αγ, звiдки γ ≈ 0.12. Бiльш

точне значення γ можна знайти шляхом апроксимацiї даних [186] ви-
разом (6.88). Тодi γ = 0.157. При цьому рiзниця мiж двома кривими,
(α, β, γ) = (2.05, 0.2, 0) i (2.04, 0.72, 0.157), не перевищує 0.3% для всiх
експериментальних точок, див. рис.6.13

Давайте тепер розглянемо антипаралельнi диполi в гомеотропнiй ко-
мiрцi (a1 = −a′1 i a2 = a′2). Такi частинки утворюють квазi-2D колоїдний
кристал. Його вертикальний перерiз має зигзагоподiбну форму з рiвно-
важною вiдстанню мiж частинками a ≈ 2.3r0 та кутом θmin ≈ 60◦. Щоб
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пояснити iснування такої структури, маємо мiнiмiзувати енергiю (6.88)
за двома змiнними: r i θ. Пiсля нескладних розрахункiв з (α, β, γ) =
(2.05, 0.2, 0) отримуємо для симетричної шуби θmin = 83.3◦ , а для асиме-
тричної – θmin = 85.8◦, що, очевидно, не вiдповiдає реальностi.

Якщо ж повторити таку процедуру для антипаралельних диполiв з
(α, β, γ) = (2.04, 0.72, 0.157) (тут a1 = −a′1, a2 = a′2 i a3 = −a′3), легко зна-
йти, що θmin = 66.2◦ для асиметричної, i θmin = 63◦ для симетричної шуби.
Цi значення є значно ближчими до спостережуваних. Варто зауважити,
що врахування 16-польного пружного моменту посилює розбiжностi мiж
теоретичними i експериментальними величинами, а тому вважаємо, що
a4 = 0. Подiбну 2D структуру утворюють i ланцюжки антипаралельних
диполiв у планарнiй комiрцi [98]. Елементарна комiрка такого гексаго-
нального кристала є паралелограмом з сторонами a = 2.54r0, b = 2.46r0

i кутом θmin = 61◦ мiж ними. Вважаючи енергiю такої системи сумою
енергiй парних взаємодiй (6.88) з (α, β, γ) = (2.04, 0.72, 0.157), легко зна-
ходимо, що a = b = 2.44r0 i θmin = 64.2◦ для симетричної шуби. Якщо ж
деформацiйна шуба асиметрична, то a = 2.52r0, b = 2.44r0 i θmin = 67◦.

Нещодавно в роботi [143] було вперше експериментально отримано 3D
колоїдний кристал тетрагональної симетрiї. В нематиках з позитивною
анiзотропiєю дiелектричної проникностi, 3D колоїднi кристали проявля-
ють так званий ефект гiгантської електрострикцiї – пiд дiєю електрично-
го поля, паралельного до n0, їхнi бiчнi розмiри зменшуються [143]. При
цьому таке скорочення може досягати 30% (тому, власне, така електро-
стрикцiя i є гiгантською). В присутностi поля колоїднi частинки взаємо-
дiють за законом:

U

4πK
=

{
−
∑3

l,l′=1 ala
′
l′∂µ∂

′
µ∂

l−1
z ∂′l

′−1
z G(x,x′) , r > 2rc

∞ , r ≤ 2rc,
(6.89)

де
∂µ∂

′
µ = ∂x∂

′
x + ∂y∂

′
y (6.90)

G(x,x′) = exp [−|x− x′|/ξ] /|x− x′| (6.91)

– функцiя Грiна для необмеженого нематика в зовнiшньому полi, ξ =
1
E

√
K

4πε0∆ε
– електрична довжина когерентностi [97]. Очевидно, певним

чином поле має впливати i на шуби частинок, так що rc = rc(E). Якщо
∆ε > 0, то для молекул нематика енергетично вигiдною є орiєнтацiя за



181

Рис. 6.14: Результати розрахунку величини деформацiї комiрки в зале-
жностi вiд прикладеного поля

полем (нагадуємо, що E||n0). Поверхня частинки цьому протидiє. Зро-
зумiло, що чим далi вiд поверхнi ми знаходимось, i чим меншою є пружна
константа K, тим легше молекули можуть бути переорiєнтованi. Iнакше
кажучи,

− dx
dE
∝ x

K
, (6.92)

де x = rc − r0. З мiркувань розмiрностi випливає, що (6.92) можна пере-
писати у виглядi:

− dx

x(E)
= ηr0

√
4πε0∆ε

K
dE (6.93)

з деяким безрозмiрним параметром η. Беручи до уваги, що x(E = 0) =
0.22r0, маємо

rc = r0

(
1 + 0.22e−

ηr0
ξ

)
. (6.94)

Добре вiдомо, що при r0/ξ = 3.3 вiдбувається перехiд вiд конфiгурацiї
гiперболiчного їжака до кiльця Сатурна [111]. В експериментах з еле-
ктрострикцiєю r0/ξ < 3.3, i симетрiя директора залишається дипольною.
Тому можемо вважати, що шуби частинок не скорочуються вздовж осi
дефектiв (вздовж n0). Тобто, в полi шуби є, фактично, не сферами, а
видовженими сфероїдами. “Висота” комiрки, B, при цьому практично не
залежить вiд E. Беручи це до уваги, та мiнiмiзуючи енергiю комiрки по
A i Ψ, можемо знайти "ширину"комiрки, A, як функцiю прикладеного
поля. Результати таких розрахункiв показанi на рис.6.14. З нього, зокре-
ма, випливає, що наближення асиметричної шуби з η ≈ 1.5 є найбiльш



182

вдалим, оскiльки воно одночасно добре описує як вiдносне, так i абсо-
лютне стиснення. Варто також вiдзначити, що гiгантська електростри-
кцiя не є наслiдком лише стиснення шуби. Справдi, якщо припустити
протилежне, легко переконатись: |A− A0|/A0 не перевищує 21%. Таким
чином, внесок в ефект гiгантської електрострикцiї дає i змiна потенцiа-
лу пружної взаємодiї мiж частинками в зовнiшньому полi. Таким чином,
можна стверджувати, що октупольний момент вiдiграє вирiшальну роль
в формуваннi 2D та 3D дипольних колоїдних кристалiв. Теоретично пе-
редбачено, що октупольний момент a3 = γr4

0 в присутностi дефекту роз-
подiлу директора у виглядi iнверсiйного їжака дає значення γ = 0.157.
Саме таке значення повнiстю пояснює спостережуванi значення всiх ха-
рактеристик 2D та 3D колоїдних структур, а також гiгантський ефект
електрострикцiї.



Роздiл 7

Висновки

Дана книга – це перша спроба показати важливiть та актуальнiсть вже
не дуже нового напрямку дослiджень рiдких кристалiв. Традицiйне їх
використання в засобах вiдображення iнформацiї ввiйшло в наше жи-
ття i стало звичним. Але ще скiльки нового i цiкавого залишається не
вивченим i вимагає бiльшої уваги. Для цього не потрiбно великих мате-
рiальних затрат i за цiєї причини дослiдження наших експериментаторiв
знаходяться на рiвнi свiтових стандартiв, а за деякими напрямками явно
випереджають досягнення передових лабораторiй. Такий широкий iнте-
рес викликаний тим, що цi середовища знайшли широке застосування в
фiзицi, хiмiї, медицинi i навiть в харчовiй промисловостi. Пошук нових
матерiалiв для засобiв вiдображення iнформацiї та стiйких природних
фiльтрiв для видимого свiтла – фотонних кристалiв, а також харчiв та
лiкiв, зумовлює всебiчне їх вивчення та визначає актуальнiсть даного
напрямку дослiджень на довгi роки.

Ця книга не претендує на повноту викладених результатiв, отрима-
них в даному напрямку. В нiй приведенi результати теоретичних та екс-
периментальних дослiджень, до яких автор був причетний. Бiльш повне
викладення матерiалу вимагає ще бiльш кропiткої роботи i є надiя, що
це буде зроблено в недалекому майбутньому у виглядi iншої книги. Є
дуже багато результатiв, якi в силу тих чи iнших причин не ввiйшли в
дану книгу. Однiєю з причин, було те, що до цього часу в бiльшостi робiт
використовується зовсiм iнша концепцiя появи взаємодiї або пояснення
структур. На цьому аспектi слiд зупинитися окремо.

Найважливiше полягає в тому, що для пояснення природи взаємодiї
використовується таке модне i мало зрозумiле слово як топологiя. Вва-
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жається, що для появи взаємодiї мiж частинками в рiдкому кристалi
необхiдна поява топологiчних дефектiв. Бiльшiсть статей в цьому на-
прямку присвяченi саме цьому аспекту природи взаємодiї. Не принижу-
ючи значення топологiчного пiдходу, варто зауважити, що сама по собi
топологiя розподiлу пружного поля директора дуже важлива, але не ви-
рiшальна. Вирiшальним є природа деформацiй цього поля, а топологiя
може бути тiльки причиною того чи iншого характеру взаємодiї, але не її
величини. В рiдкому кристалi взаємодiють i малi частинки, якi не при-
водять до появи дифектiв в розподiлi директора, просто ця взаємодiя
мала, оскiльки малi деформацiї пружного поля. Вони малi навiть в сенсi
того, що не приводять до появи дефектiв, на створення яких потрiбно
затратити певну енергiю. Поле директора в першу чергу деформує по-
верхня колоїдної частинки. Буде цей розподiл з дефектами чи без них
залежить тiльки вiд енергiї деформацiй, якi вносить сама поверхня. З цi-
єї причини величина взаємодiї визначається, в першу чергу, величиною
енергiї зчеплення молекул рiдкого кристала з поверхнею колоїдних ча-
стинок. Звичайно, що вiд розподiлу цього пружного поля буде залежати
характер взаємодiї, оскiльки вiд нього залежить вплив однiєї частинки
на розподiл директора, створеної iншою частинкою, а значить i вiльна
енергiю деформацiй, що внесенi рiзними частинками. Поверхня части-
нок є джерелом деформацiй пружного поля, розподiл якого i визначає
величину взаємодiї. Характер взаємодiї мiж колоїдними частинками ви-
значається природою деформацiй пружного поля, якi вони створюють.
Напряму взаємодiють не частинки, а деформацiї пружного поля створенi
їх поверхнями.

В бiльшостi теоретичних робiт використовуються методи комп’ютер-
ного моделювання. Вважається, що якщо пiдставити вiдповiдний роз-
подiл директора, що виник у головi кожного автора, в вираз для вiль-
ної енергiї, то повнiстю стає зрозумiлим звiдки береться така взаємодiя.
За допомогою комп’ютерного моделювання вдається визначити розподiл
директора навколо окремого включення, що аналiтично зробити майже
неможливо в силу природної нелiнiйностi системи. Все це вкрай важли-
во i потрiбно, але не може замiнити аналiтичний пiдхiд де в силу тих
чи iнших припущень можна видiлити головнi причини i риси вiдповiдної
фiзичної поведiнки. А крiм того, приводить до деяких непорозумiнь в
тарактовцi результатiв. Як приклад, можна навести використання еле-
ктростатичної аналогiї. Звичайно, така аналогiя дуже корисна i потрiбна,
але при цьому забувається, що вона має мiсце на вiдстаннях, бiльших за
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розмiри частинок i навiть деформацiйної шуби, де взагалi аналiтично
нiчого зробити неможливо з причини великих деформацiй i незастосов-
ностi лiнiйних рiвнянь для визначення iстиного розподiлу директора. Ця
аналогiя вже не працює для смектикiв i холестерикiв, в силу того, що
рiвняння для пружного поля на великих вiдстанях вже не мають вигля-
ду рiвняння Пуасона, а розподiл директора навколо окремого включення
вже не можна представити у виглядi дипольної або квадрупольної кон-
фiгурацiї. Це ще не вдалося зробити, навiть використовуючи комп’ютер-
нi розрахунки. Тим не менше, використовуючи пiдхiд запропонований
в роботi, можна визначити характер i величину взаємодiї i для такого
рiвноважного розподiлу директора.

У данiй монографiї в першу чергу було зосереджено увагу на фiзи-
чнiй природi можливої взаємодiї мiж колоїдними частинками, що вне-
сенi в рiдкий кристал. Використовуючи теоретичнi та експериментальнi
результати появи ефективної взаємодiї мiж включеннями в рiдкому кри-
сталi через деформацiю пружного поля директора, було пояснено ви-
никнення можливих структур в системi включень в рiдкому кристалi,
що зумовленi такою взаємодiєю. Було зосереджено увагу на вiдмiнно-
стях поведiнки включень в звичайних рiдинах, а також на формування
структур як в звичайних, так i рiдкокристалiчних колоїдах. Розглянуто
також питання впливу межових умов, а також основного стану середови-
ща на змiну характеру взаємодiї колоїдних частинок в обмежених рiдких
кристалах. Були представленi основнi теоретичнi результати в напрям-
ку дослiджень рiдкокристалiчних та звичайних колоїдiв на даний час.
Правда, не всiм отриманим результатам в цьому напрямку автор при-
дiлив увагу. Деякi окремi результати були опущенi свiдомо. Причини
цьому рiзнi i не варто на них зупинитися.

Автор щиро вдячний своєму друговi i прекрасному експериментато-
ру Iнституту фiзики НАН України В.Г. Назаренку, за вiру i взаєморо-
зумiння. Бiльшiсть експериментальних робiт, якi були зробленi в цьо-
му напрямку, були iнiцiйованi i проведенi за безпосередньої його участi.
Крiм того, варто пiдкреслити, що при постановцi самих експериментiв
було збагачено саме розумiння природи взаємодiї, а особливо формува-
ння структур в рiдкокристалiчних колоїдах. Експерименти завжди ви-
ходили за рамки теоретичних передбачень i в бiльшостi стимулювали
правильне розумiння фiзичної ситуацiї. Крiм того, автор вдячний своїм
учням С.Б Чернишуку i О.М. Товкачу, без участi яких просто не бу-
ло б отримано цiлу низку вагомих теоретичних результатiв, особливо
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результатiв про колоїдну взаємодiю в обмежених рiдких кристалах, якi
i є предметом експериментальних дослiджень. А починалися всi цi до-
слiдження з роботи про природу взаємодiї частинок у рiдкому кристалi
яка була iнiцiйована моїм вчителем П.М. Томчуком. Ця робота вийшла
майже одночасно з дуже вiдомою роботою Любенського i знайшла свiй
широкий вiдгук в науковiй спiльнотi.

Автор вдячний рецензентам даної книги П. М. Томчуку та Ю. Б.
Гадiдею за уважне ознайомлення з викладеним матерiалом i критичнi
зауваження. Щира вдячнiсть директору Iнституту теоретичної фiзики
НАН України А.Г. Загородньому за цiлковиту пiдтримку такого роду
дослiджень i дружнi поради пiд час їх виконання. Бiльш повний розгляд
всiх зазначених питань вимагає додаткових зусиль, якi можуть привести
до бiльш повного викладу матерiалу в новiй монографiї.
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N. Osterman and I. Muševic, Phys. Rev. E 76, 051406 (2007).

[101] U. Ognysta, A. Nych, V. Nazarenko, I. Muševic, M. Škarabot, M.
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[119] J. Fukuda and S. Žumer, Phys. Rev. E 79, 041703 (2009).

[120] J. Fukuda, K. Aoki, B. I. Lev and H. Yokoyama, Phys. Rev. E 66,
051711 (2002).

[121] D. Andrienko, M. Tasinkevych and S. Dietrich, Europhys. Lett. 70, 95
(2005).

[122] M. Tasinkevych and D. Andrienko , Condensed Matter Physics 13,
No.3, 33603 (2010).

[123] M. Oettel, A. Dominguez, M.Tasinkevych and S.Dietrich, Eur. Phys.
J. E 28, 99 (2009).

[124] T. Kishita, K. Takahashi, M. Ichikawa, J. Fukuda, Y. Kimura, Phys.
Rev. E 81, 010701(R) (2010).

[125] T. Kishita, K. Takahashi, M. Ichikawa, J. Fukuda, Y. Kimura, Phys.
Rev. E 84, 021704 (2011).

[126] S. B. Chernyshuk and B. I. Lev, Phys. Rev. E 81, 041701 (2010).



195

[127] S. B. Chernyshuk and B. I. Lev, Phys. Rev. E 84, 011707 (2011).

[128] S. B. Chernyshuk, O. M. Tovkach and B. I. Lev, Phys. Rev.E 85,
011706 (2012).

[129] H. Stark, Phys. Rev. E 66, 032701 (2002)

[130] D. J. Klingenberg, C. F. Zukoski and J. C. Hill, J. Appl.Phys. 73, 4644
(1993).

[131] L. D. Landau and E. M. Lifshitz, The classical theory of fields (4ed.,
Butterworth-Heinemann, 1994) p.106.

[132] Jackson J. D. Classical elecrodynamics (3ed.,Wiley,1999) p.140.

[133] S. V. Shiyanovskii, A. Glushchenko, Yu. Reznikov, O. D. Lavrentovich
and J. L. West, Phys. Rev. E 62, R1477 (2000).

[134] H. Stark, Phys. Rep. 351, 387 (2001).

[135] W. B. Russel, D. A. Saville and W. R. Schowalter, Colloidal Dispersi-
ons. Cambridge University Press, Cambridge, 1989

[136] Jun-ichi Fukuda, Journal of the Physical Society of Japan, 78, 041003
(2009).

[137] I. I. Smalyukh, O. D. Lavrentovich, A. N. Kuzmin, A. V. Kachynski,
and P. N. Prasad, Phys. Rev. Lett. 95, 157801 (2005).

[138] I. I. Smalyukh, A. N. Kuzmin, A. V. Kachynski, P. N. Prasad, and O.
D. Lavrentovich, Appl. Phys. Lett. 86, 021913 (2005).

[139] J. Kotar, M. Vilfan, N. Osterman, D. Babič, M. Čopič, and I. Poberaj,
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