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Квантова теорiя поля є базовою дисциплiною у фiзицi елементар-
них частинок та конденсованих середовищ i займає одне з чiльних мiсць 
у програмi фiзичних факультетiв унiверситетiв. У пропонованiй моногра-
фiї викладено основи теорiї калiбрувальних полiв, якi є серцевиною су-
часної квантової теорiї поля. Виклад ґрунтується на застосуваннi методу 
функцiонального iнтегрування та передбачає знайомство з квантуванням 
вiльних полiв в операторному пiдходi. Матерiал монографiї вiдповiдає 
трисеместровому унiверситетському курсу лекцiй i включає також Стан-
дартну модель сучасної фiзики елементарних частинок та окремi напрями 
її розширення.

Для студентiв старших курсiв, бакалаврiв, магiстрiв, аспiрантiв 
фiзико-математичних спецiальностей, а також науковцiв, якi бажають 
ознайомитися з методами сучасної теорiї калiбрувальних полiв.
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Згiдно з сучасними уявленнями всi вiдомi елементарнi частинки є збу-
дженнями квантових полiв, а взаємодiя цих полiв описує розсiяння та роз-
пад частинок. Iсторично квантова теорiя поля, а саме квантова електроди-
намiка, з’явилася пiсля створення квантової механiки як теорiя взаємодiї
електронiв з квантами електромагнiтного поля (фотонами) в роботi Поля
Дiрака у 1927 р. З теоретичної точки зору релятивiстська квантова теорiя
поля є синтезом квантової механiки i спецiальної теорiї вiдносностi. Iсто-
ричну iнформацiю про раннi роки створення квантової теорiї поля можна
знайти в першому роздiлi чудового пiдручника Вайнберга [196]. В подаль-
шому квантову теорiю поля було успiшно застосовано для опису слабких
i сильних взаємодiй. Кульмiнацiєю розвитку квантової теорiї поля та екс-
периментальних дослiджень є Стандартна модель фiзики елементарних
частинок, яка описує електрослабкi та сильнi взаємодiї частинок.

Є велика кiлькiсть дуже гарних монографiй, пiдручникiв та курсiв
лекцiй з сучасної квантової теорiї поля. Ця книжка ґрунтується на курсi
лекцiй, який один з авторiв (В.П.Г.) упродовж бiльш як 30 рокiв читав
для студентiв-бакалаврiв 4-го курсу та магiстрiв 1-го курсу фiзичного фа-
культету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, а
також протягом кiлькох рокiв для студентiв Києво-Могилянської академiї
та Київського академiчного унiверситету. Як основний метод викладення
квантової теорiї поля ми використовуємо метод функцiонального iнтег-
рала, який є гнучким та евристично зрозумiлим. При викладi матерiалу
автори виходили з того, що читач вже знайомий з квантовою механiкою,
спецiальною теорiєю вiдносностi та основами квантової теорiї поля, такими
як квантування вiльних полiв в операторнiй формi, наприклад, за класич-
ними монографiями М.М. Боголюбова i Д.В. Ширкова [5], Дж. Бьоркена
i С.Д. Дрелла [50,51] або за книжкою О.Л. Ребенка [16].

Виклад починається з основ математичного апарату функцiонального
iнтегрування, далi розглядаються канонiчнi гамiльтоновi системи з в’язя-
ми, квантування скалярних, фермiонних та електромагнiтних полiв, а та-
кож полiв Янга—Мiллса на мовi континуального iнтеграла, фейнманiв-
ськi дiаграми, теорiя перенормувань. Значну увагу придiлено отриманню
рiвнянь Швiнгера—Дайсона, тотожностей Уорда—Такахашi, генеруючого
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функцiонала для функцiй Грiна та ефективної дiї. В окремих роздiлах 
викладено метод ренормалiзацiйної групи, спонтанне порушення симетрiй 
та механiзм Хiггса, якi посiдають важливе мiсце у фiзицi елементарних 
частинок i фiзицi конденсованих середовищ. Останнi роздiли монографiї 
присвячено електрослабким взаємодiям частинок у рамках Стандартної 
моделi та можливим розширенням останньої.

Деякi роздiли мiстять матерiал, який став, так би мовити, класичним 
тiльки в останнi десятилiття, наприклад тотожностi Нiльсена, квантова 
ефективна дiя для складених операторiв, теорiї з ультрафiолетовими фiк-
сованими точками ренормгрупи, якi узагальнюють поняття перенормов-
ностi. Крiм того, виклад деяких питань є оригiнальним або маловiдомим 
у лiтературi. Тому ми сподiваємося, що монографiя буде корисною як сту-
дентам, якi вивчають квантову теорiю поля, так i, можливо, бiльш широ-
кому загалу дослiдникiв i науковцiв. Кожний роздiл монографiї доповнено 
задачами на вiдповiдну тему, що дозволяє читачу бiльш глибоко засвоїти 
матерiал. Монографiя має список рекомендованої лiтератури, який однак 
у жодному разi не можна вважати вичерпним.

Наостанок ми хочемо подякувати нашим колегам з Iнституту теоре-
тичної фiзики iм. М.М. Боголюбова та фiзичного факультету Київського 
нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, спiлкування i спiв-
праця з якими надихали нас i зробили можливим написання цього курсу 
лекцiй. Автори вдячнi також П.К. П’ятковському, який набрав в LaTeX 
перший рукописний варiант лекцiй, Ю.С. Журавльову, Д.О. Орєхову i 
П.О. Сухачову за допомогу в оформленнi рисункiв, а також О.О. Соболю 
за кориснi поради.
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При вивченнi iдей та методiв квантової теорiї калiбрувальних полiв ми
будемо широко застосовувати метод функцiонального iнтегрування. Цей
метод є дуже зручним у теорiї збурень, яку ми будемо переважно вико-
ристовувати. Основна причина полягає в тому, що поля в методi функцiо-
нального iнтегрування є звичайним функцiями, а не операторнозначними
функцiями як у пiдходi канонiчного квантування, i з ними нам набагато
простiше працювати. Для того щоб зрозумiти, що таке метод функцiональ-
ного iнтегрування, у цьому роздiлi ми розглянемо цей метод для випадку
квантово-механiчних систем.

1.1. Фейнманiвське формулювання квантової механiки
Зазвичай формулювання квантової механiки вiдбувається за допомо-

гою канонiчних комутацiйних спiввiдношень для динамiчних змiнних. На-
приклад, [q̂, p̂] = i~, де ~ — постiйна Планка, у випадку системи з одним
ступенем вiльностi, яка описується оператором координати q̂ та вiдповiд-
ним iмпульсом p̂. З точки зору операторiв у гiльбертовому просторi ви-
користання канонiчних комутацiйних спiввiдношень становить основу так
званого гамiльтонового пiдходу. Вiн був розроблений засновниками кван-
тової механiки Бором, Борном, Дiраком, Гейзенбергом, Йорданом, Паулi,
Шредiнгером та iншими в 1925—1926 роках. Основною величиною у кван-
товiй механiцi є певна комплексна функцiя ψ, яка називається амплiтудою
ймовiрностi (або хвильовою функцiєю), пов’язаною з кожним квантово-
механiчним станом. У найпростiшому випадку однiєї частинки хвильо-
ва функцiя ψ(q, t) задає ймовiрнiсть знаходження частинки в точцi q в
момент часу t, яка дорiвнює |ψ(q, t)|2. Хвильову функцiю ψ знаходять,
розв’язуючи диференцiальне рiвняння Шредiнгера в конфiгурацiйному
просторi

i~
∂ψ(q, t)

∂t
= H(p̂, q̂)ψ(q, t), p̂ = −i~∇q, (1.1.1)

де H(p̂, q̂) — оператор Гамiльтона, який отримується з класичного гамiль-
тонiана H(p,q) замiною координат i iмпульсiв на вiдповiднi оператори.
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Якщо хвильова функцiя ψ(qi, ti) задана в початковий момент часу ti,
тодi її значення в кiнцевий момент часу tf > ti згiдно з принципом Гюй-
генса визначається виразом (останнiй має загальний характер i фактично
визначається принципом причинностi)

ψ(qf , tf ) =

∫
K(qf , tf |qi, ti)ψ(qi, ti)dqi, (1.1.2)

де K(qf , tf |qi, ti) називається ядром переходу, або фейнманiвським пропа-
гатором.

Нехай у початковий момент ti координата має точно визначне значен-
ня qi = q0. Хоча вiдповiдний квантово-механiчний стан з точно визначе-
ною координатою неможливо реалiзувати фiзично, це припущення спро-
щує наш розгляд, тому ми його використовуємо. Тодi хвильова функцiя

ψ(qi, ti) = δ(qi − q0)

в кiнцевий момент часу tf в точцi qf буде

ψ(qf , tf ) = K(qf , tf |q0, ti). (1.1.3)

Ймовiрнiсть переходу зi стану qi = q0 у стан qf за час tf − ti (tf > ti)
визначається формулою

P (qf , tf |q0, ti) = |ψ(qf , tf )|2 = |K(qf , tf |q0, ti)|2, (1.1.4)

а K(qf , tf |q0, ti) є амплiтудою ймовiрностi переходу.
Для часу ti < t < tf маємо, очевидно,

ψ(q, t) =

∫
K(q, t|qi, ti)ψ(qi, ti)dqi,

i можемо записати
ψ(qf , tf ) =

∫
K(qf , tf |q, t)ψ(q, t)dq =

=

∫
K(qf , tf |q, t)K(q, t|qi, ti)ψ(qi, ti)dqdqi, (1.1.5)

звiдки, порiвнюючи з (1.1.2), знаходимо

K(qf , tf |qi, ti) =

∫
K(qf , tf |q, t)K(q, t|qi, ti)dq. (1.1.6)

Як бачимо, амплiтуди послiдовних у часi подiй перемножаються. Це одна
з найважливiших властивостей фейнманiвського пропагатора.

Для того щоб проiлюструвати цю властивiсть, розглянемо експери-
мент зi щiлинами (перехiд частинки iз A в D через щiлини B1 або B2),

12



1.1. Фейнманiвське формулювання квантової механiки

Рис. 1. Два можливi шляхи вiд
джерела A через двi щiлини B1 i

B2 до точки D на екранi

представлений на рис. 1. Вiдповiдно до
(1.1.6) амплiтуда ймовiрностi переходу є
суперпозицiєю шляхiв вiд A до D через
двi промiжнi щiлини, а саме: A − B1 − D
i A−B2 −D,

K(D|A) = K(D|B1)K(B1|A) +

+K(D|B2)K(B2|A). (1.1.7)

На екранi спостерiгаємо iнтерференцiйну
картину. Якщо ми зробимо тепер багато
щiлин (у граничному випадку приберемо промiжний екран), тодi амплiту-
да переходу буде визначатися сумою за всiма траєкторiями.

Фейнман показав [78], що амплiтуду переходу можна записати як суму,
або, точнiше, як iнтеграл за траєкторiями (зазначимо, що вперше цей ре-
зультат для iнфiнiтезимального по часу переходу отримав Дiрак у 1933 р.)

K(D|A) = NDA

∑
a

exp (iSa(tf , ti)/~), (1.1.8)

де Sa(tf , ti) — дiя, порахована для конкретної траєкторiї a вiд точки A
до точки D, NDA — нормуючий множник. Квазiкласична границя ~ → 0
видiляє одну класичну траєкторiю, яка визначається рiвняннями Ейлера—
Лагранжа,

δS = 0.

Таким чином, класична траєкторiя є екстремумом дiї, а її внесок є великим
у класичнiй границi, тому що для близьких траєкторiй внесок їх вiдхилен-
ня вiд класичної траєкторiї в дiю є бiльш високого порядку, нiж перший.

Хвильова функцiя в квантовiй механiцi є проєкцiєю квантово-механiч-
ного стану на обрану повну систему станiв якогось ермiтового оператора,
наприклад власних станiв |q〉 оператора координати q̂,

ψ(q, t) = 〈q|ψ(t)〉S . (1.1.9)

Квантовi стани в представленнях Шредiнгера i Гейзенберга пов’язанi вi-
домим спiввiдношенням

|ψ(t)〉S = e−iHt/~|ψ(0)〉H , (1.1.10)

де H — гамiльтонiан системи. Для хвильових функцiй маємо

〈q|ψ(t)〉S = 〈q|e−iHt/~|ψ(0)〉H = 〈q, t|ψ(0)〉H , (1.1.11)

де ми ввели координатнi стани, залежнi вiд часу (система вiдлiку, що
рухається),

|q, t〉 = eiHt/~|q〉. (1.1.12)

13



1. КВАНТОВА МЕХАНIКА У ФОРМАЛIЗМI IНТЕГРАЛА ЗА ТРАЄКТОРIЯМИ

Нехай вектори |q〉 є власними станами шредiнгерiвського оператора коор-
динати Q̂S ,

Q̂S |q〉 = q|q〉. (1.1.13)

Тодi |q, t〉 є власними векторами гейзенбергiвського оператора координати
з тим самим власним значенням

Q̂H(t) = eiHt/~Q̂Se
−iHt/~ ⇒ Q̂H(t)|q, t〉 = q|q, t〉. (1.1.14)

Використовуючи спiввiдношення повноти
∫
dq|q, t〉〈q, t| = 1 i вставляючи

цю одиницю в скалярний добуток, маємо

〈qf , tf |ψ〉 =

∫
〈qf , tf |qi, ti〉〈qi, ti|ψ〉dqi, (1.1.15)

або
ψ(qf , tf ) =

∫
〈qf , tf |qi, ti〉ψ(qi, ti)dqi. (1.1.16)

Звiдси i з (1.1.2), (1.1.12)

K(qf , tf |qi, ti) = 〈qf , tf |qi, ti〉 = 〈qf |e−iH(tf−ti)/~|qi〉, (1.1.17)

тобто фейнманiвський пропагатор визначається матричними елементами
оператора еволюцiї.

Якщо використати розклад одиницi 1 =
∑

n |ϕn〉〈ϕn|, де ϕn — власнi
стани гамiльтонiана H, тобто H|ϕn〉 = En|ϕn〉, то отримуємо спектральне
представлення пропагатора у виглядi розкладу за власними функцiями
гамiльтонiана

K(qf , tf |qi, ti) =
∑
n

e−iEn(tf−ti)/~〈qf |ϕn〉〈ϕn|qi〉 =

=
∑
n

e−iEn(tf−ti)/~ϕn(qf )ϕ∗n(qi). (1.1.18)

Легко пересвiдчитись, що пропагатор

K(x, x′, t) ≡ 〈x|e−iHt/~|x′〉 (1.1.19)

задовольняє рiвнянню Шредiнгера,

i~
∂

∂t
K(x, x′, t) = HxK(x, x′, t), (1.1.20)

з початковою умовою
K(x, x′, 0) = δ(x− x′), (1.1.21)

де гамiльтонiан Hx у конфiгурацiйному представленнi є диференцiальним
оператором, який дiє на координату x.
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1.1. Фейнманiвське формулювання квантової механiки

Для обчислення пропагатора (1.1.17) розiб’ємо часовий iнтервал на
(n+1) рiвних вiдрiзки довжиною ε i запишемо: tj = ti+εj, tf = ti+(n+1)ε,
tf ≡ tn+1. Вставляючи одиницю

∫
dqj |qj , tj〉〈qj , tj | = 1 в кожний момент

часу tj , маємо

〈qf , tf |qi, ti〉 =

∫
dq1 ... dqn〈qf , tf |qn, tn〉〈qn, tn|qn−1, tn−1〉 ... 〈q1, t1|qi, ti〉.

(1.1.22)
Для скалярного добутку 〈qj+1, tj+1|qj , tj〉 у першому порядку по ε
знаходимо

〈qj+1, tj+1|qj , tj〉 = 〈qj+1|e−iHε/~|qj〉 ≈
〈
qj+1|1−

iHε

~
|qj
〉

=

= δ(qj+1 − qj)−
iε

~
〈qj+1|H|qj〉 =

∫
dp

2π~
eip(qj+1−qj)/~ − iε

~
〈qj+1|H|qj〉.

Нехай гамiльтонiан має вигляд суми кiнетичної i потенцiальної енергiй,

H =
p̂2

2
+ V (q̂), де p̂ i q̂ — оператори iмпульсу i координати вiдповiдно, i

порахуємо такий матричний елемент,

〈qj+1|
p̂2

2
|qj〉 =

∫
dp′dp〈qj+1|p′〉〈p′|

p̂2

2
|p〉〈p|qj〉, (1.1.23)

де в правiй частинi ми двiчi вставили повну систему iмпульсних станiв.
Використовуючи нормовану власну хвильову функцiю оператора iмпульсу
p̂ = −i~∂/∂q з власним значенням p,

〈qj+1|p〉 =
1√
2π~

eipqj+1/~,

знаходимо

〈qj+1|
p̂2

2
|qj〉 =

∫
dp

2π~
eip(qj+1−qj)/~ p

2

2
. (1.1.24)

Аналогiчно
〈qj+1|V (q̂)|qj〉 = V (q̄j)δ(qj+1 − qj), q̄j =

qj+1 + qj
2

. (1.1.25)

З двох останнiх формул для матричного елемента гамiльтонiана маємо

〈qj+1|H|qj〉 =

∫
dp

2π~
eip(qj+1−qj)/~H(p, q̄j), H(p, q̄j) =

p2

2
+ V (q̄j). (1.1.26)

З точнiстю до величин порядку ε2 отримуємо

〈qj+1, tj+1|qj , tj〉 =

∫
dp

2π~
exp

[
ip

~
(qj+1 − qj)−

iε

~
H(p, q̄j)

]
. (1.1.27)
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Повний пропагатор (1.1.22) тодi визначається як границя ε → 0, тобто
число iнтегрувань прямує до нескiнченностi, n → ∞, тому що tf − ti =
= (n+ 1)ε:

〈qf , tf |qi, ti〉 = lim
ε→0

∫ n∏
j=1

dqj

n∏
l=0

dpl
2π~

exp

{
i

~

n∑
l=0

[pl(ql+1 − ql)− εH(pl, q̄l)]

}
,

(1.1.28)

де q0 ≡ qi, qn+1 ≡ qf . Оскiльки по всiх промiжних координатах qj вiд-
бувається iнтегрування, у цiй границi враховуються всi траєкторiї, i тому
вiдповiдний пiдхiд називається iнтегралом за траєкторiями. Звернемо ува-
гу, що iнтегрувань за iмпульсними змiнними на одиницю бiльше, нiж за
координатними.

Слiд зауважити, що iнтеграл за траєкторiями математично строго ви-
значений тiльки в евклiдовому просторi як iнтеграл по мiрi Вiнера. Хоча
iнтеграл за траєкторiями в дiйсному часi не є математично повнiстю ко-

Рис. 2. Iлюстрацiя шляхiв у фей-
нманiвському iнтегралi з точки A

в точку B

ректно визначеним, результати обчислень
за теорiєю збурень у пiдходi континуаль-
ного iнтеграла збiгаються з результатами
в операторному пiдходi. У нашому викла-
дi ми обмежимося загалом пертурбативни-
ми результатами, тому проблем iз викори-
станням iнтеграла за траєкторiями не ви-
никає. Бiльше того, нинi вважається, що
лише в пiдходi фейнманiвського контину-
ального iнтеграла можливо буде визначи-
ти квантово-польовi теорiї поза рамками
теорiї збурень, але це й досi залишається
вiдкритою проблемою. Одним iз можливих
напрямiв, який може дати таке визначен-

ня, є конструктивна квантова теорiя поля, де iнтеграл за траєкторiями
розглядається як границя скiнченновимiрних наближень. Математичне об-
ґрунтування фейнманiвського iнтеграла тiсно пов’язане з розвитком теорiї
iнтегрування у просторi функцiй (див., наприклад, [27,93]).

У символiчнiй формi границю виразу (1.1.28), коли ε → 0, можна за-
писати у виглядi

〈qf , tf |qi, ti〉 = N

q(tf ) = qf∫
q(ti) = qi

Dp(t)Dq(t) exp
i

~

 tf∫
ti

dt(pq̇ −H(p, q))

, (1.1.29)

де N — деякий нормуючий множник, який ми обговоримо пiзнiше. Це i є
фейнманiвський iнтеграл за траєкторiями у фазовому просторi, де iнтег-
рування ведеться за координатами та iмпульсами при кожному значеннi
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часу t. Причому для координат маємо граничнi умови, тодi як для iмпуль-
сiв iнтегрування йде вiд −∞ до +∞.

Якщо гамiльтонiан є квадратичним за iмпульсами, то iнтегрування за
iмпульсами в (1.1.28) можна виконати в явному виглядi, використовуючи
такий гаусовий iнтеграл:

∞∫
−∞

dx e−
ax2

2
+bx =

(
2π

a

)1/2

e
b2

2a , Re a > 0.

Тодi для амплiтуди переходу отримуємо

〈qf , tf |qi, ti〉 = lim
ε→0

N(ε, n)

∫ ∏n
j=1 dqj

(2πi~ε)(n+1)/2
e
iε
~

n∑
l=0

[
1
2

(
ql+1−ql

ε

)2
−V (q̄l)

]
, (1.1.30)

де множник N(ε, n) пiдбирається з умови iснування границi. В неперервнiй
границi

〈qf , tf |qi, ti〉 = N

q(tf )=qf∫
q(ti)=qi

Dq(t) exp

 i~
tf∫
ti

dtL(q, q̇)

 = N

q(tf )=qf∫
q(ti)=qi

Dq(t) e
i
~S(q), (1.1.31)

де L(q, q̇) — лагранжiан системи, N — скiнченний нормуючий множник.
Остання формула i є фейнманiвський iнтеграл за траєкторiями. На вiд-
мiну вiд звичайного iнтеграла Рiмана, в якому пiдсумовуються значення
функцiї на вiдрiзку, в iнтегралi вздовж траєкторiй пiдсумовуються значен-
ня функцiонала вздовж усiх можливих кривих, якi сполучають початкову
та кiнцеву точки (див. рис. 2).

Приклад Лi—Янга: ефективна дiя. У випадку гамiльтонiана не
квадратичного за iмпульсами, iнтегрування за iмпульсами може приводи-
ти до деякої ефективної дiї Seff. Як приклад розглянемо систему з лагран-
жiаном (Лi, Янг, 1962 р.)

L =
1

2
q̇2f(q). (1.1.32)

Знаходимо iмпульс i гамiльтонову функцiю,

p =
∂L

∂q̇
= q̇f(q), H = pq̇ − L =

p2

2f(q)
, (1.1.33)

iнтегруємо за iмпульсами в iнтегралi за траєкторiями i для фейнманiв-
ського пропагатора отримуємо

K(qf , tf |qi, ti) =

∫ n∏
j=1

dqj

n∏
j=0

dpj
2π~

e
i
~

n∑
l=0

[pl(ql+1−ql)− ε2p
2
l f
−1(q̄l)]

=

=

∫ n∏
j=1

dqj

(2πi~ε)1/2

n∏
j=0

f1/2(q̄j)e
i
~

n∑
l=0

ε
2

(
ql+1−ql

ε

)2
f
(
ql+1+ql

2

)
, (1.1.34)
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де фактор f1/2 запишемо у формi
n∏
j=0

f1/2

(
qj+1 + qj

2

)
= e

1
2

∑
j ln f

(
qj+1+qj

2

)
= e

1
2ε

∑
j ε ln f

(
qj+1+qj

2

)
ε→0−−→

ε→0−−→ e
1
2
δ(0)

∫
dt ln f(q(t)),

1

ε
δij → δ(ti − tj). (1.1.35)

Остаточно фейнманiвський пропагатор у координатному представленнi
приймає вигляд у неперервнiй границi

〈qf , tf |qi, ti〉 = N

∫
Dq(t)eiSeff(q)/~ (1.1.36)

з ефективною дiєю

Seff =

tf∫
ti

dt

[
L(q, q̇)− i~

2
δ(0) ln f(q)

]
, (1.1.37)

яка крiм звичайного лагранжiана мiстить також доданок, пропорцiйний
значенню δ-функцiї в нулi δ(0). При розрахунках за теорiєю збурень з ла-
гранжiаном L(q, q̇) будуть виникати нескiнченнi доданки, якi будуть скоро-
чуватись доданком, пропорцiйним δ(0), в ефективнiй дiї. Коректне обчис-
лення, очевидно, полягає в тому, що спочатку виконується iнтегрування
за координатами в (1.1.34), i потiм необхiдно перейти до границi n→∞.

Узагальнення для систем з N ступенями вiльностi. Для сис-
тем з N ступенями вiльностi амплiтуда переходу (1.1.29) узагальнюється
очевидним чином:

〈q1f , q2f , ..., qNf , tf |q1i, q2i, ..., qNi, ti〉 = Ñ

∫ N∏
n=1

[Dpn(t)Dqn(t)]×

× exp

 i~
tf∫
ti

dt

(
N∑
n=1

pn(t)q̇n(t)−H(pj , qj)

), (1.1.38)

де iнтегрування за координатами задовольняє початковiй i кiнцевiй умо-
вам qn(ti) = qni, qn(tf ) = qnf .

1.2. Пропагатор вiльної частинки
Iнтеграл за траєкторiями для пропагатора вiльної частинки в гамiль-

тоновому формулюваннi (1.1.29) може бути обчислений точно. Дискрети-
зовану дiю в рiвняннi (1.1.29) запишемо як
n∑
l=0

[
pl(ql+1 − ql)− ε

p2
l

2m

]
=

n∑
l=1

(pl−1−pl)ql+pnqn+1−p0q0−ε
n∑
l=0

p2
l

2m
, (1.2.1)

18
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i проiнтегруємо спочатку по ql. Це дає n δ-функцiй, якi дозволяють легко
виконати iнтегрування по pl: p0 = p1 = ... = pn. Залишається

〈qf , tf |qi, ti〉 = lim
ε→0
n→∞

∞∫
−∞

dp0

2π~
exp

[
i

~

(
p0(qf − qi)− ε(n+ 1)

p2
0

2m

)]
. (1.2.2)

Далi ε(n + 1) = tf − ti i граничний перехiд можна виконати тривiально.
Отже

〈qf , tf |qi, ti〉 =

√
m

2πi~(tf − ti)
exp

[
im

2~
(qf − qi)2

tf − ti

]
. (1.2.3)

Пропагатор вiльної частинки можна обчислити iншим методом, не
звертаючись до iнтеграла за траєкторiями, а потiм порiвняти результати.
Матричний елемент

K(qf , tf |qi, ti) = 〈qf , tf |qi, ti〉 = 〈qf |e−iH(tf−ti)/~|qi〉 (1.2.4)

обчислимо, використовуючи власнi функцiї оператора iмпульсу

p̂ψ(q) = −i~∂ψ(q)

∂q
= pψ(q). (1.2.5)

Власнi хвильовi функцiї є просто плоскими хвилями

ψp(q) = 〈q|p〉 =
1√
2π~

eipq/~. (1.2.6)

Для вiльної частинки H =
p̂2

2m
. Очевидно,

Hψp(q) = − ~2

2m

∂2

∂q2
ψq(p) =

p2

2m
ψq(p). (1.2.7)

Тодi, вставляючи повну систему iмпульсних власних станiв, знаходимо

K(qf , tf |qi, ti) =

∫
dp′dp 〈qf |p′〉〈p′|e−iH(tf−ti)/~|p〉〈p|qi〉 =

=

∞∫
−∞

dp 〈qf |p〉〈p|qi〉e−
ip2(tf−ti)

2m~ =

∞∫
−∞

dp

2π~
e
ip(qf−qi)

~ −
ip2(tf−ti)

2m~ =

=

√
m

2πi~(tf − ti)
exp

[
im(qf − qi)2

2~(tf − ti)

]
. (1.2.8)

Очевидно, обидва методи дають тотожнi результати, i це пiдтверджує еквi-
валентнiсть у випадку пертурбативних обчислень методу iнтеграла за тра-
єкторiями канонiчному операторному пiдходу.
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1. КВАНТОВА МЕХАНIКА У ФОРМАЛIЗМI IНТЕГРАЛА ЗА ТРАЄКТОРIЯМИ

1.3. Лагранжiани квадратичнi
за координатами та швидкостями

Уформалiзмi iнтеграла по шляхах ми отримали такий вираз для фейн-
манiвського пропагатора в конфiгурацiйному просторi:

K(qf , tf |qi, ti) = N

q(tf )=qf∫
q(ti)=qi

Dq(t) exp

 i~
tf∫
ti

dtL(q, q̇)

. (1.3.1)

Покажемо тепер, що фейнманiвський пропагатор може бути обчислений
точно у випадку, коли L(q, q̇) є квадратичною по q, q̇ функцiєю.

Нехай q = qcl(t) є класичною траєкторiєю, тобто є розв’язком рiвнянь
Ейлера—Лагранжа

δL

δq
=
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0 (1.3.2)

з граничними умовами qcl(ti) = qi, qcl(tf ) = qf . Довiльну траєкторiю запи-
шемо у виглядi q(t) = qcl(t) + y(t), де очевидно y(ti) = y(tf ) = 0.

Розвинемо лагранжiан L в ряд Тейлора по y(t):

L(qcl+y, q̇cl+ẏ(t)) = L(qcl, q̇cl)+
∂L

∂q
y+

∂L

∂q̇
ẏ+

1

2

[
∂2L

∂q∂q
y2+ 2

∂2L

∂q∂q̇
yẏ +

∂2L

∂q̇∂q̇
ẏ2

]
,

де похiднi обчислюються при умовi y = ẏ = 0. Очевидно, що цей розклад
є точним, тому що L — квадратична функцiя. Для дiї маємо

tf∫
ti

L(qcl, ˙qcl)dt+

tf∫
ti

(
∂L

∂q
y +

∂L

∂q̇
ẏ

)
dt+

1

2

tf∫
ti

[
∂2L

∂q∂q
y2 + 2

∂2L

∂q∂q̇
yẏ +

∂2L

∂q̇∂q̇
ẏ2

]
dt.

Середнiй доданок зникає

tf∫
ti

(
∂L

∂q
y +

∂L

∂q̇
ẏ

)
dt =

tf∫
ti

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)
y dt = 0,

тому що qcl(t) задовольняє рiвнянню Ейлера—Лагранжа.
Другi похiднi вiд L є просто функцiями вiд t (незалежними вiд qcl),

тодi для дiї квадратичної по q, q̇ загального вигляду

S =

tf∫
ti

L(qcl, q̇cl; t)dt+

tf∫
ti

[a(t)y2 + b(t)ẏ2 + c(t)yẏ]dt
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маємо

K(qf , tf |qi, ti) = e
i
~S(qcl,q̇cl)

∫
y(ti)=y(tf )=0

Dy(t) exp

 i~
tf∫
ti

(a(t)y2 + b(t)ẏ2 + c(t)yẏ)dt

.
(1.3.3)

Таким чином, ми показали, що пропагатор має вигляд

K(qf , tf |qi, ti) = A(ti, tf ) exp

(
i

~
S(qcl, q̇cl)

)
, (1.3.4)

тобто для квадратичної по q, q̇ дiї фейнманiвський пропагатор виража-
ється через значення дiї для класичної (!) траєкторiї. Безумовно матема-
тична причина такого результату цiлком очевидна i пов’язана з тим, що
ряд Тейлора, розглянутий вище, обривається на квадратичному доданку.
Вiдповiдний iнтеграл за траєкторiями тодi точно обчислюється, бо є гаусо-
вим. Якщо A(ti, tf ) вiдома для лагранжiана L, тодi A(ti, tf ) вiдома також
для всiх лагранжiанiв типу L+d(t)q+e(t)q̇+f(t), оскiльки лiнiйнi доданки
не дають внесок при обчисленнi A(ti, tf ). Крiм того, якщо a(t), b(t), c(t) не
залежать вiд часу, тодi A стає функцiєю рiзницi часiв A(ti, tf ) = A(tf − ti).
Дiйсно,

tf∫
ti

[ay2 + bẏ2 + cyẏ]dt =

=

tf+∆t∫
ti+∆t

[ay2(t−∆t) + bẏ2(t−∆t) + cy(t−∆t)ẏ(t−∆t)]dt =

=

tf+∆t∫
ti+∆t

[aỹ2(t) + b ˙̃y2 + cỹ ˙̃y(t)]dt, (1.3.5)

де ми позначили ỹ(t) = y(t−∆t). Тому

A(ti, tf ) =

y(tf )=0∫
y(ti)=0

Dy(t)e

i
~

tf∫
ti

[ay2(t)+bẏ2(t)+cy(t)ẏ(t)]dt

=

=

ỹ(tf+∆t)=0∫
ỹ(ti+∆t)=0

Dỹ(t)e

i
~

tf+∆t∫
ti+∆t

[aỹ2(t)+b ˙̃y2(t)+cỹ(t) ˙̃y(t)]dt

= A(ti + ∆t, tf + ∆t). (1.3.6)

Вибираючи ∆t = −ti, приходимо до бажаного результату. Квадратичнi
лагранжiани L описують зокрема такi випадки:
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a) вiльна частинка L =
mq̇2

2
;

б) гармонiчний осцилятор L =
mq̇2

2
− 1

2
mω2q2;

в) осцилятор пiд дiєю зовнiшньої сили L =
mq̇2

2
− 1

2
mω2q2 − f(t)q.

Повернемося до вiльної частинки, де

L =
mq̇2

2
,

δL

δq
= mq̈ = 0⇒ q̇cl(t) =

qf − qi
tf − ti

= const.

Вiдразу знаходимо

K(qf , tf |qi, ti) = A(tf − ti) exp

[
im(qf − qi)2

2~(tf − ti)

]
. (1.3.7)

Для визначення множника A(tf − ti) використаємо групову властивiсть
пропагатора

K(q3, t3|q1, t1) =

∫
K(q3, t3|q2, t2)K(q2, t2|q1, t1)dq2.

Пiдставляючи K у виглядi (1.3.7), маємо

A(t3 − t1)e
im(q3−q1)2

2~(t3−t1) = A(t3 − t2)A(t2 − t1)

∞∫
−∞

e
im
2~

[
(q3−q2)2

t3−t2
+

(q2−q1)2

t2−t1

]
dq2 =

= A(t3 − t2)A(t2 − t1)

[
2πi~
m
· (t3 − t2)(t2 − t1)

t3 − t1

]1/2

e
im(q3−q1)2

2~(t3−t1) , (1.3.8)

тобто отримуємо функцiональне рiвняння для A(t),

A(t3 − t1)

A(t3 − t2)A(t2 − t1)
=

√
2πi~
m
· (t3 − t2)(t2 − t1)

t3 − t1
, (1.3.9)

розв’язком якого є
A(t) =

√
m

2πi~t
. (1.3.10)

Таким чином, ми знайшли предекспоненцiйний множник у (1.3.4). Пiз-
нiше ми познайомимося i з iншими, бiльш прямими методами знаходжен-
ня цього множника. Цей множник є несуттєвим у випадку, коли треба
рахувати вiдношення iнтегралiв, де вiн скорочується. Для гармонiчного
осцилятора подiбним чином отримуємо вiдомий результат (tf − ti < π/ω)

K(qf , tf |qi, ti) = N

q(tf )=qf∫
q(ti)=qi

Dq(t) e
im
2~

tf∫
ti

dt(q̇2(t)−ω2q2(t))
=

=

√
mω

2πi~ sinω(tf − ti)
e
imω
2~

[
(q2
f+q2

i ) ctgω(tf−ti)−
2qiqf

sinω(tf−ti)

]
. (1.3.11)
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Якщо використати формулу (Mehler, 1866)

1√
1− z2

e
2xyz

1−z2
− (x2+y2)(1+z2)

2(1−z2) = e−
x2+y2

2

∞∑
n=0

Hn(x)Hn(y)

2nn!
zn, (1.3.12)

де Hn(x) — полiноми Ермiта, то отримуємо розклад фейнманiвського про-
пагатора для гармонiчного осцилятора за власними функцiями

K(qf , tf |qi, ti) =

∞∑
n=0

e−iω(tf−ti)(n+1/2)
(mω
π~

)1/2 1

2nn!
Hn

(√
mω

~
qi

)
×

×Hn

(√
mω

~
qf

)
e−

mω
2~ (q2

i+q2
f ). (1.3.13)

Бiльш детально про обчислення фейнманiвських iнтегралiв за траєкторiя-
ми можна прочитати в монографiях [100,131,168]. Зокрема, в них наведе-
но багато прикладiв точно розв’язаних задач квантової механiки на мовi
iнтегралiв за траєкторiями. Це задачi не лише з квадратичними лагран-
жiанами i коефiцiєнтами, залежними вiд часу, а й з нелiнiйними за ко-
ординатами лагранжiанами, такими, наприклад, що мiстять кулонiвську
взаємодiю.

1.4. Генеруючий функцiонал
Розглянемо тепер таке важливе поняття, як генеруючий функцiонал.

Його головна користь полягає в тому, що генеруючий функцiонал дозво-
ляє за допомогою диференцiювання, або, точнiше, варiацiї по допомiжному
джерелу, знайти амплiтуди переходу для добуткiв довiльного числа опе-
раторiв динамiчних змiнних. Ми показали вище, що амплiтуда переходу
має вигляд

〈qf , tf |qi, ti〉 = N

∫
Dq(t) exp

 i~
tf∫
ti

dtL(q, q̇)

, (1.4.1)

де iнтегрування вiдбувається за всiма траєкторiями з граничними умовами

q(tf ) = qf , q(ti) = qi.

Розглянемо ситуацiю, коли включено джерело

L→ L+ ~J(t)q(t), (1.4.2)

де J(t) — довiльна допомiжна функцiя. Нехай джерело J(t) вiдмiнне вiд
нуля для промiжку часу вiд t до t′ (T < t < t′ < T ′), тодi

〈Q′, T ′|Q,T 〉J = N

∫
DQ(t) exp

 i
~

T ′∫
T

dt (L+ ~J(t)Q(t))

. (1.4.3)
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Ми можемо записати

〈Q′, T ′|Q,T 〉J =

∫
dq′dq〈Q′, T ′|q′, t′〉〈q′, t′|q, t〉J〈q, t|Q,T 〉. (1.4.4)

Тодi
〈Q′, T ′|q′, t′〉 = 〈Q′|e−

i
~HT

′
e
i
~Ht

′ |q′〉 =

(вставляємо одиницю 1 =
∑

m |ϕm〉〈ϕm|, де ϕm — власнi стани H, тобто
H|ϕm〉 = Em|ϕm〉)

=
∑
m

〈Q′|e−
i
~HT

′ |ϕm〉〈ϕm|e
i
~Ht

′ |q′〉 =

=
∑
m

e
i
~Em(t′−T ′)〈Q′|ϕm〉〈ϕm|q′〉 =

=
∑
m

e
i
~Em(t′−T ′)ϕm(Q′)ϕ∗m(q′). (1.4.5)

Квантове число m включає сукупнiсть усiх квантових чисел, як дискре-
тних, так i неперервних, i власнi значення, впорядкованi в порядку зрос-
тання значень енергiї: E0 < E1 < E2 < ... (ми вважаємо, що основний стан
вiддiлений щiлиною вiд першого збудженого рiвня).

Аналогiчно
〈q, t|Q,T 〉 =

∑
n

e−
i
~En(t−T )ϕn(q)ϕ∗n(Q), (1.4.6)

тодi
〈Q′, T ′|Q,T 〉J =

∑
m,n

e
i
~Em(t′−T ′)− i

~En(t−T )×

×
∫
dq dq′ϕm(Q′)ϕ∗m(q′)ϕn(q)ϕ∗n(Q)〈q′, t′|q, t〉J . (1.4.7)

Розглянемо таку границю в комплекснiй площинi змiнних T i T ′
вздовж прямої, яка має кут δ > 0 з дiйсною вiссю: T → −∞ e−iδ, T ′ →

Рис. 3. Поворот у комплекснiй площинi
часової змiнної

→∞ e−iδ (див. рис. 3).
Аналiтичне продовження до ком-

плексних T i T ′ тривiально, оскiль-
ки вони входять тiльки в показники
експонент. Тодi в суму в границi, що
розглядається, будуть давати внесок
лише члени n = 0, m = 0, тобто
основний (вакуумний) стан, оскiльки

члени з n ≥ 1, m ≥ 1 експоненцiально малi вiдносно внеску основного
стану. Маємо

〈Q′, T ′|Q,T 〉J ≈
T ′→∞e−iδ , T→−∞e−iδ

e−
i
~E0(T ′−T )ϕ0(Q′)ϕ∗0(Q)×

×
∫
dq dq′ϕ∗0(q′)〈q′, t′|q, t〉Jϕ0(q), (1.4.8)

де ϕ0(q) — хвильова функцiя вакуумного стану.
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Таким чином,∫
dq dq′ϕ∗0(q′)〈q′, t′|q, t〉Jϕ0(q) =

〈Q′, T ′|Q,T 〉J

ϕ0(Q′)ϕ∗0(Q) exp
[
− i

~E0(T ′ − T )
] . (1.4.9)

Лiва частина — це не що iнше, як амплiтуда переходу вакуум-вакуум,
вона не залежить вiд T , T ′, i має iснувати границя, коли T ′ → ∞e−iδ,
T → −∞e−iδ. Змiннi t′ и −t можна пiсля переходу до границi вибрати як
завгодно великими. Тодi будемо мати

〈0,∞|0,−∞〉J = N

∫
Dq exp

 i
~

∞∫
−∞

dt(L(q, q̇) + ~J(t)q(t))

. (1.4.10)

Генеруючий функцiонал, або амплiтуду переходу вакуум-вакуум, у при-
сутностi джерела визначаємо як

Z(J) = 〈0,∞|0,−∞〉J . (1.4.11)

Розглянемо тепер матричний елемент оператора координати в заданий час
tn1 , тобто 〈qf , tf |q̂(tn1)|qi, ti〉, де tf > tn1 > ti. Тодi

〈qf , tf |q̂(tn1)|qi, ti〉 = N

∫
dq1 ... dqn〈qf , tf |qn, tn〉...〈qn1 , tn1 |q̂(tn1)|qn1−1, tn1−1〉×

× ... 〈q1, t1|qi, ti〉 = N

∫
Dq(t)Dp(t) q(tn1) exp

 i~
tf∫
ti

dt(pq̇ −H(p, q))

.
В останньому виразi пiд iнтегралом q(tn1) — вже число, а не оператор.

Так само, якщо tf > tn1 > tn2 > ti, тодi матричний елемент добутку
двох операторiв визначається рiвнянням

〈qf , tf |q̂(tn1)q̂(tn2)|qi, ti〉 = N

∫
Dq(t)Dp(t) q(tn1)q(tn2)eiS(q,p). (1.4.12)

Очевидно, якщо tf > tn2 > tn1 > ti, тодi

〈qf , tf |q̂(tn2)q̂(tn1)|qi, ti〉 = N

∫
Dq(t)Dp(t) q(tn2)q(tn1)eiS(q,p). (1.4.13)

Оскiльки iнтеграли в обох попереднiх формулах рiвнi, формули можна
об’єднати в єдиний вираз

N

∫
Dq(t)Dp(t) q(tn2)q(tn1)eiS(q,p) = 〈qf , tf |T [q̂(tn2)q̂(tn1)]|qi, ti〉, (1.4.14)
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де T — оператор хронологiчного впорядкування T , який можна записати
через θ-функцiї

T [q̂(tn2)q̂(tn1)] = θ (tn2 − tn1) q̂(tn2)q̂(tn1) + θ (tn1 − tn2) q̂(tn1)q̂(tn2).
(1.4.15)

Причиною цього результату є те, що, хоча q(tn2) i q(tn1) є звичайними
функцiями у пiдiнтегральному виразi i порядок їх розташування не має
значення, сама процедура функцiонального iнтегрування приводить до то-
го, що вiдповiдний матричний елемент виражається через хронологiчно
впорядкований добуток в операторному пiдходi. Результат очевидно уза-
гальнюється на будь-яке число операторiв. Неважко побачити, що похiднi
функцiоналу (1.4.10) (точнiше, варiацiйнi похiднi) по джерелу визначають
матричнi елементи вiд оператора координати. Наприклад, перша похiдна

δZ(J)

δJ(t1)
= iN

∫
Dq(t) q(t1) exp

 i
~

∞∫
−∞

dt(L+ ~J(t)q(t))

 (1.4.16)

визначає матричний елемент вiд q̂(t1). Варiацiйна похiдна функцiонала є
узагальненням частинної похiдної функцiї багатьох змiнних на випадок
функцiї нескiнченного числа змiнних i визначається формулою∫

ds
δF [x(t)]

δx(s)
η(s) = lim

ε→0

F [x+ εη]− F [x]

ε
=

[
d

dε
F [x+ εη]

]
ε=0

, (1.4.17)

де η — довiльна пробна функцiя. З цього визначення випливає, що

δJ(t)

δJ(t1)
= δ(t− t1) i

δ

δJ(t1)

∞∫
−∞

dtJ(t)q(t) = q(t1).

Таким чином,
δnZ(J)

δJ(t1)...δJ(tn)

∣∣∣∣
J=0

= inN

∫
Dq q(t1)...q(tn)eiS(q(t)) =

= in〈0,∞|T q̂(t1)...q̂(tn)|0,−∞〉. (1.4.18)

Для збiжностi iнтеграла можна до L додати
iεq2

2
, де границя ε → 0+ бе-

реться наприкiнцi обчислень. Функцiонал Z(J) (1.4.10) таким чином гене-
рує (породжує) кореляцiйнi функцiї 〈0,∞|T q̂(t1) ... q̂(tn)|0,−∞〉. Звичайно,
функцiонал нормують так, що Z(J = 0) = 1, тому

N−1 =

∫
Dq(t) exp

 i
~

∞∫
−∞

dtL(q, q̇)

. (1.4.19)
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Зауважимо, що вираз (1.4.10) для генеруючого (породжуючого) функцiо-
нала не залежить вiд граничних значень qi, qf , тому iнтегрування по q(t)
вiдбувається по всiм значенням вiд −∞ до +∞.

У фазовому просторi функцiонал з додатковим джерелом K(t) для
iмпульсу

Z(J,K) = N

∫
Dq(t)Dp(t) exp

i~S(q, p) + i

∞∫
−∞

dt[J(t)q(t) +K(t)p(t)]


(1.4.20)

є генеруючим для функцiй Грiна

G(t1, ..., tj , tj+1, ..., tn) = 〈0|T [q̂(t1) ... q̂(tj)p̂(tj+1) ... p̂(tn)] |0〉, (1.4.21)

якi отримуються за допомогою диференцiювання

G(t1, ..., tj , tj+1, ..., tn) =

=
1

in
δj

δJ(t1) ... δJ(tj)

δn−j

δK(tj+1) ... δK(tn)

Z(J,K)

Z(0, 0)

∣∣∣∣
J=K=0

. (1.4.22)

Приклади твiрних функцiй у математицi. Функцiя

h(x, t) = e2xt−t2 =

∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!

є твiрною функцiєю для полiномiв Ермiта

Hn(x) =
∂n

∂tn
h(x, t)

∣∣∣∣
t=0

.

Твiрна функцiя для полiномiв Лежандра

1√
1− 2xt+ t2

=

∞∑
n=0

Pn(x)tn, |t|, |x| < 1 (1.4.23)

важлива для отримання мультипольного розкладу кулонiвського по-
тенцiалу

1

|r− r′|
=

1√
r2 + r′2 − 2rr′ cos θ

=
1

r

1√
1− 2(r′/r) cos θ + (r′/r)2

. (1.4.24)
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1.5. Фейнманiвський пропагатор
в енергетичному представленнi

Фейнманiвський пропагатор мiстить важливу iнформацiю про систе-
му. Розглянемо його представлення в енергетичному просторi

G (qf , qi;E) =

(
− i
~

) ∞∫
0

d (tf − ti)K(qf , tf |qi, ti)ei(E+iε)(tf−ti)/~ (1.5.1)

у випадку, коли ядро залежить вiд рiзницi tf − ti. Використовуючи власнi
функцiї гамiльтонiана H|ϕn〉 = En|ϕn〉 та розклад одиницi

∑
n|ϕn〉〈ϕn| = 1

представимо фейнманiвський пропагатор у виглядi

K(qf , tf |qi, ti) = 〈qf |e−iH(tf−ti)/~|qi〉 =

=
∑
n,m=0

〈qf |ϕn〉〈ϕn|e−iH(tf−ti)/~|ϕm〉〈ϕm|qi〉. (1.5.2)

Система власних енергетичних станiв ортонормована 〈ϕn|ϕm〉 = δnm. Iн-
тегруючи по tf − ti в (1.5.1), отримуємо розклад пропагатора за власними
функцiями гамiльтонiана системи

G (qf , qi;E) =
∑
n

ϕn(qf )ϕ∗n(qi)

E − En + iε
, (1.5.3)

i для слiду знаходимо вираз

TrG(E) =

∞∫
−∞

dqG (q, q;E) =
∑
n

1

E − En + iε
. (1.5.4)

Густина станiв визначається формулою

ρ(E) = − 1

π
ImTrG(E + iε) =

∑
n

δ(E − En), (1.5.5)

а локальна густина станiв, яка залежить також вiд координати, дорiвнює

ρ(q, E) = − 1

π
ImG(q, q;E + iε) =

∑
n

|ϕn(q)|2δ(E − En). (1.5.6)

Густина станiв є важливою характеристикою системи, у фiзицi конденсо-
ваних середовищ вона є безпосередньо вимiрюваною величиною.
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1.6. Генеруючий функцiонал у квантовiй теорiї поля
Квантова механiка описує динамiку нерелятивiстських точкових час-

тинок, де координати частинок представляють ступенi вiльностi системи.
Класичнi теорiї поля — це узагальнення класичної механiки матерiальних
тiл на системи з нескiнченним числом ступенiв вiльностi, тому що поле
приймає значення в кожнiй просторовiй точцi x. У цьому випадку ступе-
нями вiльностi є значення поля ϕ(x). У випадку нейтрального скалярного
поля ϕ(x) є дiйсним i представляє один ступiнь вiльностi в заданiй прос-
торовiй точцi.

З iншого боку, заряджене скалярне поле є комплексною функцiєю,
а отже, представляє два ступеня вiльностi в кожнiй просторовiй точцi.
Класичнi рiвняння руху випливають з екстремуму функцiонала дiї

S[ϕ] =

∫
d 4xL(ϕ, ∂µϕ), ∂µ =

∂

∂xµ
, µ = 0, 1, 2, 3. (1.6.1)

Iнтеграл за часом у механiцi точки тепер замiнюється iнтегралом за прос-
торовими координатами i часом (x = (x, t ≡ x0)), а функцiя Лагран-
жа L точкової механiки замiнюється на функцiю лагранжевої густини
L (або просто лагранжевої густини), яка є локальною функцiєю полiв
та їх похiдних.

Лагранжiан задається iнтегралом по просторовому об’єму вiд лагран-
жевої густини L =

∫
d3xL. У випадку нейтрального скалярного поля

L(ϕ, ∂µϕ) =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ). (1.6.2)

Найпростiшим прикладом теорiї iз взаємодiєю є теорiя ϕ 4 з потенцiалом

V (ϕ) =
1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ 4, (1.6.3)

де m — маса скалярного поля, а λ — константа зв’язку самовзаємодiї.
Масовий доданок є аналогом гармонiчного потенцiалу в точковiй механi-

цi, тодi як взаємодiя
λ

4!
ϕ 4 вiдповiдає ангармонiчному збуренню. Рiвняння

Ейлера—Лагранжа, якi отримуються з дiї (1.6.1), прирiвнюючи нулю її
локальну варiацiю δS = 0,

∂µ
δL[ϕ]

δ∂µϕ(x)
− δL[ϕ]

δϕ(x)
= 0, L[ϕ] =

∫
d3xL(ϕ, ∂µϕ), (1.6.4)

є класичними рiвняннями руху поля. У випадку λ = 0 (взаємодiя вiдсутня)
це є рiвняння Клейна—Гордона—Фока (КГФ)

(2 +m2)ϕ(x) = 0, 2 = ∂2
0 − ∂2

x. (1.6.5)
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Iнтеграл за траєкторiями у квантовiй механiцi замiнюється функцiо-
нальним (або континуальним) iнтегралом в квантовiй теорiї поля. Слiд
зазначити, що однiєю з головних переваг використання методу функцiо-
нального iнтеграла в релятивiстськiй квантовiй теорiї поля порiвняно з
канонiчним операторним пiдходом є його явна iнварiантнiсть вiдносно пе-
ретворень Лоренца (скорочено — лоренц-iнварiантнiсть), що надзвичайно
корисно для практичних обчислень. Для генеруючого функцiонала маємо

Z(J) = N

∫
Dϕ(x) exp

{
i

∫
d 4x[L(ϕ) + J(x)ϕ(x) +

i

2
εϕ2]

}
= 〈0,∞|0,−∞〉J,

(1.6.6)

де уявний доданок
i

2
εϕ2 (ε > 0) додано для збiжностi iнтеграла (границя

ε→ 0 береться в кiнцi обчислень). Iнтегрування за значеннями поля ϕ йде
вiд −∞ до +∞. Обчислимо генеруючий функцiонал для дiйсного вiльного
скалярного поля (λ = 0) з лагранжiаном

L0 =
1

2
(∂µϕ∂µϕ−m2ϕ2). (1.6.7)

Генеруючий функцiонал очевидно має вигляд

Z0(J) = N

∫
Dϕ exp

{
i

∫
d 4x

[
1

2
(∂µϕ∂

µϕ− (m2 − iε)ϕ2) + ϕJ

]}
= (1.6.8)

= N

∫
Dϕ exp

{
−i
∫
d 4x [

1

2
ϕ(2 +m2 − iε)ϕ− Jϕ]

}
, (1.6.9)

де в останньому виразi ми проiнтегрували частинами i знехтували поверх-
невим доданком, оскiльки фiзичнi поля прямують до нуля на нескiнчен-
ностi за часовою i просторовими координатами. Зробимо в iнтегралi замiну
ϕ(x)→ ϕ(x) + ϕ0(x), де ϕ0(x) — деяка конкретна функцiя. Тодi

Z0(J) = N

∫
Dϕ exp

{
− i
∫
d 4x

[
1

2
ϕ(2 +m2 − iε)ϕ+ ϕ(2 +m2 − iε)ϕ0−

− Jϕ+
1

2
ϕ0(2 +m2 − iε)ϕ0 − Jϕ0

]}
. (1.6.10)

Виберемо в якостi ϕ0(x) частинний розв’язок рiвняння

(2 +m2 − iε)ϕ0(x) = J(x)⇒ ϕ0(x) =

∫
dyDc(x− y)J(y), (1.6.11)

де Dc(x−y) — функцiя Грiна, тобто є розв’язком рiвняння КГФ з δ-функ-
цiєю в правiй частинi,

(2 +m2 − iε)Dc(x− y) = δ(x− y). (1.6.12)
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Це рiвняння з частинними похiдними i постiйними коефiцiєнтами розв’я-
зується за допомогою перетворення Фур’є. Ми знаходимо

Dc(x) =

∫
d 4k

(2π) 4

e−ikx

m2 − k2 − iε
. (1.6.13)

Уявний доданок iε змiщує полюси в пiдiнтегральному виразi в комплексну
площину, визначаючи тим самим правило обходу полюсiв. Тодi

Z0(J) = Nexp

(
i

2

∫
d 4xϕ0(x)J(x)

)∫
Dϕ exp

{
− i

2

∫
d 4xϕ(2 +m2 − iε)ϕ

}
=

= N ′ exp
i

2

∫
d 4x d 4y J(x)Dc(x− y)J(y), (1.6.14)

тобто ми знайшли явну залежнiсть функцiонала Z(J) вiд джерела J(x). В
останньому виразi ми використали розв’язок (1.6.11) для ϕ0(x) i включили
iнтеграл по ϕ, який не залежить вiд джерела J(x), в константу N ′. Якщо
нормувати функцiонал таким чином, що Z(J = 0) = 1, тодi

Z0(J) = exp
i

2

∫
d 4x d 4y J(x)Dc(x− y)J(y). (1.6.15)

У функцiональному iнтегралi (1.6.8) можна зробити поворот в евклiдiв
простiр (вiкiвський поворот)

x4 = ix0 ⇒ (∂0ϕ)2 − (∂iϕ)2 = −(∂4ϕ)2 − (∂iϕ)2 = −(∂µϕ)2.

Вiдповiдний генеруючий функцiонал дорiвнює

Z0(J) =

∫
Dϕ exp

{
−
∫
d 4xE

(
1

2
[(∂µϕ)2 +m2ϕ2]− ϕJ

)}
, (1.6.16)

де iнтегрування йде за евклiдовими координатами xE, µ = 1, 2, 3, 4. Це вiне-
рiвський iнтеграл, який застосовується в статистичнiй фiзицi. Наприклад,
статистична сума записується як (β = 1/T , де T — температура)

Z = Tr e−βH =

∫
ϕ(0,x)=ϕ(β,x)

Dϕ(τ,x) exp

− β∫
0

dτ d3xLE(ϕ(τ,x))

, (1.6.17)

де iнтегрування йде за конфiгурацiями поля, якi задовольняють умовi пе-
рiодичностi ϕ(0,x) = ϕ(β,x). Вiдповiдна лагранжева густина має вигляд

LE(ϕ(τ,x)) =
1

2
∂µϕ∂µϕ+ V (ϕ). (1.6.18)

Звернемо увагу, що кiнетичний доданок 1
2(∂µϕ)2 є тепер позитивно визна-

ченою величиною, а потенцiальна функцiя V (ϕ) входить зi знаком плюс, i
у випадку потенцiалу (1.6.3) весь вираз LE(ϕ(τ,x)) є позитивною величи-
ною. Таким чином, збiжнiсть вiнерiвського iнтеграла є набагато кращою
порiвняно з фейнманiвським iнтегралом.
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1.7. Гаусовi iнтеграли багатьох змiнних
При обчисленнi iнтеграла за траєкторiями ми часто зустрiчаємося

iз системами з багатьма динамiчними змiнними, а у випадку квантово-
польових систем — навiть iз континуумом динамiчних змiнних. Тому в
цьому параграфi ми розглянемо, як обчислюються гаусовi iнтеграли з ба-
гатьох змiнних. Почнемо з добре вiдомого гаусового iнтеграла

∞∫
−∞

dx e−
1
2
ax2

=

(
2π

a

)1/2

, Re a > 0.

Розглянемо добуток таких iнтегралiв (Re ai > 0)
∞∫
−∞

dx1 ... dxN e
− 1

2

N∑
i=i

aix
2
i

=
(2π)N/2(
N∏
i=1

ai

)1/2
.

Нехай A — дiагональна матриця з елементами a1, a2, ..., aN , а x — вектор
(x1, ..., xN ). Тодi

(x,Ax) =

N∑
i=1

aix
2
i , detA =

N∏
i=1

ai.

Можна записати∫
dNx e−

1
2

(x,Ax) = (2π)N/2(detA)−1/2, dNx ≡
N∏
i=1

dxi. (1.7.1)

Очевидно, ця рiвнiсть справедлива для будь-якої дiйсної додатно визна-
ченої симетричної матрицi (такi матрицi дiагоналiзуються за допомогою
ортогонального перетворення x→ Ox, OTO = 1, detO = 1). У скорочено-
му записi ∫

dx e−
1
2

(x,Ax) = (detA)−1/2, dx =

N∏
i=1

dxi√
2π
.

Формула легко узагальнюється для квадратичної форми загального виду

Q(x) =
1

2
(x,Ax) + (b, x), Q′(x) = Ax+ b = 0⇒ x̄ = −A−1b, Q′′(x) = A.

Квадратичну форму можна переписати у виглядi розкладу вiдносно точки
екстремуму x̄:

Q(x) = Q(x̄) +
1

2
(x− x̄)Q′′(x)(x− x̄) =

=
1

2
(x̄, Ax̄) + (b, x̄) +

1

2
(x− x̄, A(x− x̄)) =

= −1

2
(b, A−1b) +

1

2
(x− x̄, A(x− x̄)). (1.7.2)
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Для гаусового iнтеграла з багатьох змiнних отримуємо загальну формулу
∞∫
−∞

dx e−Q(x)dx =

∞∫
−∞

dx e−
1
2

(x−x̄,A(x−x̄)) × e
1
2
b·A−1·b =

= (detA)−1/2e
1
2
b·A−1·b. (1.7.3)

Розглянемо узагальнення на комплекснi числа. Для двох дiйсних змiнних

1

π

∞∫
−∞

dx dy e−a(x2+y2) =
1

a
.

Вводячи комплекснi змiннi z = x+iy, z∗ = x−iy i здiйснюючи елементарнi
перетворення, перепишемо iнтеграл у виглядi∫

dz∗

(2πi)1/2

dz

(2πi)1/2
e−az

∗z =
1

a
.

Для додатно визначених ермiтових матриць гаусовий iнтеграл вiд комп-
лексних змiнних дорiвнює∫

dz∗dz e−(z∗Az) = (detA)−1, dz∗dz ≡
N∏
i=1

dz∗i dzi
2πi

. (1.7.4)

У присутностi лiнiйного доданка маємо∫
dz∗dz e−(z∗Az)+b∗·z+z∗·b = (detA)−1 exp(b∗A−1b), b∗ · z ≡

N∑
i=1

b∗i zi.

(1.7.5)
Узагальнення на випадок функцiональних iнтегралiв є прямим (це фор-
мальне узагальнення в границi N →∞)∫

Dϕ exp

[
−1

2

∫
d 4xϕ(x)Aϕ(x)

]
= (detA)−1/2, (1.7.6)∫

Dϕ∗Dϕ exp

[
−
∫
d 4xϕ∗(x)Aϕ(x)

]
= (detA)−1, (1.7.7)

де detA є фактично функцiональним детермiнантом, типовий приклад —
це коли A є диференцiальним оператором (дивись нижче). Повертаючись
до обчислення генеруючого функцiонала для вiльного дiйсного поля, зна-
ходимо

Z0(J) = N exp

[
i

2

∫
d 4x d 4y J(x)Dc(x− y)J(y)

]
[det i(2 +m2 − iε)]−1/2.

(1.7.8)
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Оператор A = i(2 + m2 − iε) вiдiграє роль матрицi в (1.7.3), b = −iJ , а
обернений оператор є функцiєю Грiна A−1 = −iDc(x − y). Ми обчислили
таким чином константу N ′ = N [det i(2 +m2 − iε)]−1/2.

Обчислимо тепер гаусовий iнтеграл типу

Ir1 ... r2n ≡
∞∫
−∞

N∏
i=1

dxi xr1xr2 ... xr2ne
− 1

2
(xAx) (1.7.9)

для парного числа передекспоненцiйних множникiв (для непарного числа
множникiв iнтеграл очевидно дорiвнює нулю). Ми маємо

∞∫
−∞

N∏
i=1

dxi e
− 1

2

N∑
i,j
xiAijxj−

N∑
i=1

bixi
=

(
det

A

2π

)−1/2

e

1
2

N∑
i,j
biA
−1
ij bj

. (1.7.10)

В останньому виразi розкладемо в ряд експоненти, якi мiстять bi,

∞∑
n=0

∑
r1 ... r2n

1

(2n)!
Ir1 ... r2nbr1 ... r2n = I0

∞∑
n=0

1

n!2n

∑
i, j

biA
−1
ij bj

n,
i, порiвнюючи степенi «джерел» b, знаходимо

∑
r1 ... r2n

Ir1 ... r2nbr1 ... br2n = I0
(2n)!

n!2n

∑
i,j

biA
−1
ij bj

n, I0 =

(
det

A

2π

)− 1
2

. (1.7.11)

Для окремих випадкiв маємо

n = 1⇒
∑
r1r2

Ir1r2br1br2 = I0

∑
ij

biA
−1
ij bj ⇒ Ir1r2 = I0(A−1)r1r2 ,

n = 2⇒
∑
r1 ... r4

Ir1...r4br1 ... br4 = 3 I0

∑
ij

(biA
−1
ij bj)

2.

Диференцiюючи по b1, b2, b3, b4, знаходимо

Ir1 ... r4 = I0

[
A−1
r1r2A

−1
r3r4 +A−1

r1r3A
−1
r2r4 +A−1

r1r4A
−1
r2r3

]
. (1.7.12)

Цей результат є аналогом теореми Вiка для бозонних полiв, з якою ми
познайомимося пiзнiше. Формули iнтегрування справедливi, коли детермi-
нант вiдмiнний вiд нуля, тобто вiдсутнi нульовi власнi значення матрицi A.
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1.8. Функцiональне iнтегрування
за грасмановими змiнними

У класичнiй границi, коли заповнення деяких мод значно перевищує
одиницю, квантованi бозоннi поля переходять у класичнi поля, якi є зви-
чайними числовими функцiями, що залежать вiд часової та просторових
координат. Тому континуальний iнтеграл для бозонних полiв зводиться
до функцiонального iнтеграла на просторi звичайних функцiй. Принцип
Паулi забороняє кiльком фермiонам займати один i той самий стан, тому
фермiоннi поля квантуються за допомогою антикомутацiйних спiввiдно-
шень. Виникає питання, а який математичний об’єкт може розглядатися
як класична границя квантового фермiонного поля, i, головне, як визна-
чити функцiональний iнтеграл для фермiонних полiв?

Вiдповiдь на це питання дали дослiдження Фелiкса Березiна [44], який
показав, що функцiональний iнтеграл для фермiонiв визначається як iн-
теграл за антикомутуючими грасмановими змiнними. Зовнiшня алгебра,
або еквiвалентно — алгебра Грасмана, є алгебраїчною системою, яка вво-
дить антикомутативну операцiю зовнiшнього добутку. Розглянемо алгебру
Грасмана бiльш детально.

Алгебра Грасмана антикомутуючих змiнних. Алгебра Грас-
мана однiєї змiнної визначається рiвнянням {θ, θ} = 0, де {A,B} =
= A ·B +B ·A — антикомутатор. Таких чисел не iснує, але таку алгеб-
ру можна реалiзувати за допомогою матриць, наприклад

θ =

(
0 1
0 0

)
. (1.8.1)

Для грасманових змiнних не iснує операцiї дiлення, яке притаманно для
всiх числових систем. Хоча грасмановi змiннi не є, строго кажучи, числа-
ми, але найчастiше ми будемо використовувати i для них це слово, маючи,
звичайно, на увазi їхню вiдмiннiсть вiд загальновiдомих числових систем.
Очевидно, звичайне визначення похiдної, яке використовує операцiю дi-
лення, не може iснувати. Визначимо диференцiйний оператор алгебраїч-
ним спiввiдношенням {

d

dθ
, θ

}
= 1. (1.8.2)

Дiйсно, загальний вигляд функцiї однiєї грасманової змiнної

f(θ) = f0 + f1 · θ ⇒ θf = f0θ, (1.8.3)

тобто ряд Тейлора будь-якої функцiї однiєї грасманової змiнної мiстить
тiльки два доданки, де f0 i f1 — звичайнi числа. Якщо f(θ) — звичайне кo-
мутуюче число (c-число), то тодi f0 також має бути c-числом, а f1 — грас-
мановою змiнною. Корисно ввести iндекс, який характеризує грасманову
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природу функцiї f (Z2-градуювання):

ε(f) =

{
0, якщо f парне за числом грасманових змiнних,
1, якщо f непарне за числом грасманових змiнних. (1.8.4)

Наприклад, компоненти функцiї (1.8.3) мають iндекси

ε(f(θ)) = ε(f0) = 0, ε(f1) = 1.

Тодi для довiльної функцiї грасманової змiнної f(θ) має виконуватися
тотожнiсть (1.8.2):

d

dθ
(θf) + θ

d

dθ
f = f(θ) = f0 + f1θ. (1.8.5)

Звiдси випливає, що для тотожного виконання цього спiввiдношення треба
покласти

d

dθ
θ = 1,

d

dθ
f = f1, (1.8.6)

де ми вважаємо, що f1 — звичайне число. З iншого боку, записуючи тотож-
нiсть у виглядi

d

dθ
(θf) = f − θ d

dθ
f, (1.8.7)

ми отримуємо правило Лейбнiца для диференцiювання добуткiв грасма-
нових змiнних.

Зауважимо, що похiднi за звичайними числами також можна визначи-
ти алгебраїчним чином за допомогою вже комутатора, який дiє на функцiї
за правилом [

d

dx
, x

]
= 1.

Ця операторна рiвнiсть повинна виконуватись на довiльних (диференцi-
йованих) функцiях, звiдси ми отримуємо звичайне правило Лейбнiца

d

dx
(xf(x)) = f(x) + x

d

dx
f(x).

Для другої похiдної

df

dθ
= f1,

d2f

d2θ
= 0⇒

{
d

dθ
,
d

dθ

}
= 0.

Це означає, що для диференцiювання немає зворотної операцiї. Вище кое-
фiцiєнти f0, f1 були звичайними числами, але можна їх також розглядати
як iншi грасмановi змiннi. Тодi

df(θ)

dθ
= −f1.
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Можна розглядати лiвi та правi похiднi

~d

dθ
f(θ) = −f1, f(θ)

←
d

dθ
= f1. (1.8.8)

Через те, що для диференцiювання немає зворотної операцiї, виника-
ють незручностi при визначеннi операцiї iнтегрування, про яку ми звичай-
но i думаємо як про зворотну операцiю. Визначимо формально операцiю
iнтегрування так, щоб вона була iнварiантна вiдносно зсуву змiнних,∫

dθf(θ) =

∫
dθf(θ + ξ), (1.8.9)

тобто ∫
dθ(f0 + f1θ) =

∫
dθ(f0 + f1θ + f1ξ). (1.8.10)

Тодi необхiдно покласти∫
dθ = 0,

∫
dθ θ = 1⇒

∫
dθ f(θ) = f1, (1.8.11)

i таким чином операцiя iнтегрування дiє в точностi як диференцiювання,
тому що ∫

dθ f(θ) =
d

dθ
f(θ). (1.8.12)

Звiдси, замiнюючи в останньому виразi f(θ)→ df(θ)/dθ, отримуємо∫
dθ

d

dθ
f(θ) = 0, (1.8.13)

тобто iнтеграл вiд повної похiдної дорiвнює нулю, що означає, що опера-
цiя iнтегрування не є зворотною до операцiї диференцiювання. Операцiя
iнтегрування за грасмановими змiнними має властивостi, характернi для
iнтегрування деяких визначених iнтегралiв:

1. Iнтеграл вiд повної похiдної дорiвнює нулю.
2. В результатi iнтегрування по однiй зi змiнних отриманий вираз не

залежить вiд цiєї змiнної.
3. Множник у добутку, незалежний вiд змiнних iнтегрувань, може бу-

ти винесений з-пiд знака iнтегрування.
Зокрема, властивiсть (1.8.13) притаманна звичайному iнтегралу по ко-

лу, f(x+ 2π) = f(x), ∫
S1

dx
df

dx
= 0.

Свiт однiєї грасманової змiнної бiдний, тому розглянемо N грасмано-
вих змiнних θ1, ..., θN , якi задовольняють

{θi, θj} = 0, i, j = 1, ..., N. (1.8.14)
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Також оператори похiдних задовольняють рiвнянням{
∂

∂θi
, θj

}
= δij ,

{
∂

∂θi
,
∂

∂θj

}
= 0. (1.8.15)

Якщо ввести оператори
d±i =

∂

∂θi
± θi,

то такi оператори задовольняють антикомутацiйнi спiввiдношення

{d±i , d
±
j } = ±2δij , {d+

i , d
−
j } = 0. (1.8.16)

Це показує, що алгебра може бути виражена як пряма сума двох алгебр
Клiффорда.

Довiльна функцiя N грасманових змiнних має вигляд

f(θi) = f0 + θi1f
i1
1 +

1

2!
θi1θi2f

i1i2
2 + ...+

1

N !
θi1θi2 ... θiN f

i1··· iN
N ,

де, очевидно, коефiцiєнти f i1i22 , f i1i2i33 i так далi, антисиметричнi по всiх iн-
дексах (факторiали введено для зручностi). Очевидно також, що ряд обри-
вається на останньому доданку, який мiстить добуток N змiнних, оскiль-
ки наступнi доданки будуть мiстити степенi θi, якi зануляються. Очевид-
но, що останнiй коефiцiєнт повинен мати вигляд f i1··· iNN = cNεi1··· iN , де
εi1··· iN — повнiстю антисиметричний тензор Левi-Чивiти в N розмiрностях
i ε12 ... N = 1.

Iнтеграли з багатьох грасманових змiнних. Маємо правила iн-
тегрування∫

dθi = 0,

∫
dθiθi = 1,

∫
dθ1 dθ2 θ1θ2 = −

∫
dθ1(dθ2θ2)θ1 = −1.

(1.8.17)
Iнтегруючи функцiю по всiм N змiнним, знаходимо∫

dθN ... dθ1f(θ) = f12 ···N
N = cN . (1.8.18)

Далi розглянемо замiну змiнних θ → θ = f(θ′) за однiєю грасмановою
змiнною

1 =

∫
dθθ =

∫
dθ′Jf(θ′) = Jf1 ⇒ J =

1

f1
, f1 =

∂f(θ′)

∂θ′
.

Бачимо, що якобiан має форму, вiдмiнну вiд замiни змiнних у звичайному
iнтегралi. Також легко встановити формулу винесення числової константи
з-пiд знаку диференцiала∫

d(cθ)f(θ) =
1

c

∫
dθf(θ), (1.8.19)

яка також вiдмiнна вiд знайомого правила в математичному аналiзi.
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Для двох змiнних зробимо замiну(
θ1

θ2

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
θ′1
θ′2

)
⇒ θ1 = a11θ

′
1 + a12θ

′
2,

θ2 = a21θ
′
1 + a22θ

′
2.

З iнтеграла

1 =

∫
dθ1dθ2 θ2θ1 =

∫
dθ′1dθ

′
2 J(a21θ

′
1 + a22θ

′
2)(a11θ

′
1 + a12θ

′
2) =

=

∫
dθ′1dθ

′
2 J(a22a11 − a12a21)θ′2θ

′
1 (1.8.20)

знаходимо вiдповiдний якобiан переходу

J = det−1

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣. (1.8.21)

Вiн також вiдмiнний вiд випадку iнтегрування за звичайними числами, де
детермiнант з’являється в додатному степенi. Якобiан переходу для грас-
манових змiнних зветься березiнiаном на честь Ф. Березiна, який вперше
отримав таке правило замiни змiнних. Це виведення легко узагальнюється
на випадок N змiнних. Дiйсно, якщо зробити замiну

θi =

N∑
j=1

aijθ
′
j , (1.8.22)

то функцiя f(θ) стає

f(θ) = f̃(θ′) = f0 + ...+
1

N !
(ai1j1θ

′
j1) ... (aiN jN θ

′
jN

)εi1··· iN cN .

Використаємо тотожнiсть

εi1··· iNai1j1 ... aiN jN = det(a)εj1··· jN ,

яка фактично випливає з означення детермiнанта. Тодi

f(θ) = f0 + ...+
1

N !
θ′j1 ... θ

′
jN
εj1··· jNdet(a)cN ,

i проiнтегруємо останню рiвнiсть по θ′:∫
dθ′N ... dθ

′
1f̃(θ′) = det(a)cN = det(a)

∫
dθN ... dθ1f(θ),

звiдки ∫
dθN ... dθ1f(θ) =

1

det(a)

∫
dθ′N ... dθ

′
1f(θ(θ′)).
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Таким чином, якобiан переходу J буде

J = det−1(aij) =

(
det

∂θi
∂θ′j

)−1

. (1.8.23)

Порiвнюючи це з вiдповiдним спiввiдношенням для звичайних iнтегралiв
iз замiною xi = aijx

′
j ,∫

dx1 ... dxNf(x) = det(a)

∫
dx′1 ... dx

′
Nf(x(x′)),

бачимо, що при замiнi змiнних детермiнант з’являється в знаменнику у ви-
падку грасманових iнтегралiв, а для звичайних iнтегралiв — у чисельнику.

Гаусовi iнтеграли. Гаусовi iнтеграли мають важливе значення в
квантовiй теорiї фермiонних полiв, тому розгляд почнемо з iнтеграла

IN (M) =

∫ N∏
i=1

dθi exp

[
−1

2
θTi Mijθj

]
, (1.8.24)

деM — антисиметричнаN×N матриця з елементамиmij . Для обчислення
розкладаємо експоненту в ряд, який очевидно обривається, i застосовуємо
правила iнтегрування за грасмановими змiнними. Для двох грасманових
змiнних

I2(M) =

∫
dθ1dθ2 exp

[
−1

2
θTiMijθj

]
=

∫
dθ1dθ2 exp

[
−1

2
(θ1m12θ2−m12θ2θ1)

]
=

=

∫
dθ1dθ2[1−m12θ1θ2] = m12 = (detM)1/2, (1.8.25)

Зауважимо, що m12 насправдi є пфаффiаном Pf(M) матрицiM , який для
дiйсного m12 з точнiстю до знака спiвпадає з (detM)1/2. Однак цей знак
для нас не має важливого значення, тому ми iгноруємо його в подальшому.

Далi легко показати, що гаусовий iнтеграл (1.8.24) за трьома (i взагалi
непарного числа) грасмановими змiнними дорiвнює нулю. У загальному
випадку парного N числа змiнних маємо загальну формулу

IN (M) = (detM)1/2, (1.8.26)

яку легко довести використовуючи те, що довiльну дiйсну антисиметричну
матрицю можна представити у виглядiM = QΣQT , де Q є ортогональною,
а Σ блок-дiагональною матрицею з N/2 блоками 2× 2 матриць(

0 λi
−λi 0

)
, i = 1, ..., N/2,
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де λi є додатно визначеними. Порiвнюючи з вiдповiдним iнтегралом для
звичайних дiйсних змiнних (1.7.1), де детермiнант входить зi степенем
−1/2, бачимо, що у вiдповiдi для iнтеграла за грасмановими змiнними
детермiнант входить зi степенем +1/2. Це є суттєвою вiдмiннiстю двох
iнтегралiв.

Для бiльш загального iнтеграла з лiнiйним доданком у квадратичнiй
формi маємо

IN (M,χ) =

∫
dθ1 ... dθNe

− 1
2
θTMθ+χiθi = (detM)1/2e−

1
2
χTM−1χ, (1.8.27)

де χi — також грасмановi числа ({χi, χj} = 0, {χi, θj} = 0). Цей результат
можна легко отримати, виконуючи зсув змiнної

θ = θ′ −M−1χ.

Для гаусових iнтегралiв з парним числом грасманових змiнних зручно
ввести комплекснi грасмановi змiннi. У випадку N = 2 перейдемо до нових
змiнних

η =
1√
2

(θ1 + iθ2), η∗ =
1√
2

(θ1 − iθ2)⇒ θ1 =
η + η∗√

2
, θ2 =

η − η∗

i
√

2
.

Цю замiну змiнних запишемо як

(
θ1

θ2

)
=


1√
2

1√
2

1

i
√

2
− 1

i
√

2

( ηη∗
)
.

Тодi для мiри iнтегрування маємо

dθ1dθ2 = det−1


1√
2

1√
2

1

i
√

2
− 1

i
√

2

 dηdη∗ =
1

i
dηdη∗. (1.8.28)

Квадратична форма перетворюється у

1

2
θTMθ = θ1m12θ2 = − i

2
(η + η∗)m12(η − η∗) = −iη∗m12η,

а iнтеграл за двома грасмановими змiнними приймає вигляд∫
dθ1dθ2 e

− 1
2
θTMθ =

∫
dηdη∗

i
eiη
∗m12η = m12,
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тобто, трактуючи m12 як 1× 1 матрицю, маємо∫
dηdη∗

i
eiη
∗M̃η = det M̃, M̃ = m12. (1.8.29)

Далi лiнiйний доданок запишемо як

χ1θ1 + χ2θ2 = χ1
η + η∗√

2
+ χ2

η − η∗

i
√

2
=
χ1 − iχ2√

2
η +

χ1 + iχ2√
2

η∗ =

= −η∗χ1 + iχ2√
2

+
χ1 − iχ2√

2
η ≡ −η∗ξ + ξ∗η, (1.8.30)

де ми ввели новi «джерела» ξ i комплексно спряженi ξ∗:

ξ =
χ1 + iχ2√

2
, ξ∗ =

χ1 − iχ2√
2

⇒ ξ∗ξ = iχ1χ2.

Отримуємо запис iнтеграла в термiнах комплексних грасманових змiнних∫
dθ1dθ2 e

− 1
2
θTMθ+χ·θ =

=

∫
dηdη∗

i
eiη
∗m12η+ξ∗η−η∗ξ = m12e

χ1
1

m12
χ2 = m12e

−iξ∗ 1
m12

ξ
. (1.8.31)

Позначаючи ξ → −iξ, ξ∗ → iξ∗, можемо записати цей iнтеграл в бiльш
симетричнiй формi∫

dηdη∗

i
eiη
∗m12η+iξ∗η+iη∗ξ = det M̃e−iξ

∗M̃−1ξ, M̃ ≡ m12 (1.8.32)

або, перепозначаючи m12 → im12, отримуємо дещо iншу форму∫
dη∗dη e−η

∗M̃η+iξ∗η+iη∗ξ = det M̃e−ξ
∗M̃−1ξ. (1.8.33)

Цей результат узагальнюється на випадок гаусового iнтеграла за n
комплексними грасмановими змiнними∫ n∏

i=1

[dηidη
∗
i ] e

η∗Mη+ξ∗η+η∗ξ = detMe−ξ
∗M−1ξ, (1.8.34)

де ми перевизначили джерела, а M — ермiтова матриця розмiром n × n.
Доведення цiєї формули подiбне доведенню формули (1.8.27). Так, спо-
чатку зручно виконати зсув змiнних η = η′ − M−1ξ. В результатi зале-
жнiсть вiд джерел ξ i ξ∗ факторизується i залишається тiльки гаусовий iн-
теграл вiд квадратичної форми з матрицею M . Далi використаємо добре
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вiдомий факт, що довiльна ермiтова матриця M може бути дiагоналiзо-
вана за допомогою унiтарної матрицi U . Тодi, виконуючи замiну змiнних
η′i = Uijηj та використовуючи (detU)(detU)∗ = 1 отримуємо остаточно
формулу (1.8.34).

Наостанок розглянемо гаусовий iнтеграл для довiльної бiлiнiйної фор-
ми, який зустрiчається в теорiї неабелевих калiбрувальних полiв, для так
званих духових полiв ∫ n∏

i=1

[dηidη̄i] e
η̄iAijηj , (1.8.35)

де η̄i i ηi — два незалежнi набори грасманових змiнних. Далi використаємо
те, що будь-яка комплексна матриця A може бути представлена у виглядi
A = WΣV †, деW i V † — унiтарнi матрицi, а Σ — дiагональна матриця з до-
датно визначеними коефiцiєнтами. Тодi, виконуючи унiтарнi перетворення
η′ = V η, η̄′ = η̄W †, знаходимо∫ n∏

i=1

[dηidη̄i] e
η̄iAijηj =

det Σ

detW † detV
= detA. (1.8.36)

Докладнiше про антикомутуючi числа (грасмановi змiннi) та їх застосу-
вання в рiзних галузях фiзики можна прочитати в монографiях [44,72].

1.9. Iнтеграли за траєкторiями та детермiнанти
Ми показали, що для гармонiчного осцилятора фейнманiвський про-

пагатор дорiвнює
K(qf , tf |qi, ti) = A(ti, tf ) exp

(
i

~
S(qcl)

)
,

де

A(tf − ti) =

x(tf )=0∫
x(ti)=0

Dx(t) exp
im

2~

tf∫
ti

dt x(t)

[
− d2

dt2
− ω2

]
x(t),

i оператор − d2

dt2
−ω2 дiє на функцiї, якi задовольняють граничним умовам

x(ti) = x(tf ) = 0.
Знайдемо повний набiр ортонормованих хвильових функцiй Φn(t), якi

визначаються рiвнянням на власнi значення(
− d2

dt2
− ω2

)
Φn(t) = λnΦn(t), Φn(ti) = Φn(tf ) = 0 (1.9.1)

i мають властивостi
tf∫
ti

Φn(t)Φm(t)dt = δnm,
∑
n

Φn(t)Φn(t′) = δ(t− t′). (1.9.2)
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Розкладемо функцiю x(t) в ряд за цiєю системою

x(t) =

∞∑
n=1

anΦn(t). (1.9.3)

Для дiї, використовуючи ортонормованiсть функцiй Φn(t), знаходимо

S[x(t)] =
m

2

∞∑
n=1

λna
2
n. (1.9.4)

Iнтеграл за траєкторiями можна записати як багатократний iнтеграл за
фур’є-компонентами an i порахувати вiдповiдний гаусовий iнтеграл

lim
N→∞

∫
...

∫
da1 ... daN e

i
~S[x(t)] = lim

N→∞

(
2πi~
m

)N/2 1√
λ1 ... λN

. (1.9.5)

Таким чином, iнтеграл за траєкторiями, який вiдповiдає квадратично-
му лагранжiану, визначається детермiнантом вiдповiдного диференцiйно-
го оператора, тобто

x(tf )=0∫
x(ti)=0

Dx(t) e

im
2π

tf∫
ti

dtx(t)
[
− d2

dt2
−ω2

]
x(t)

= ∆

{
det

[
− d2

dx2
− ω2

]}−1/2

, (1.9.6)

де праву частину потрiбно iнтерпретувати як граничну процедуру

lim
N→∞

∆(N)

[
N∏
n=1

λn

]−1/2

= lim
N→∞

∆(N)

∞∫
−∞

...

∞∫
−∞

N∏
n=1

dan

(2πi~/m)1/2
e
im
2~
∑N
n=1 λna

2
n .

Вiдзначимо, що ми включили фактор
( m

2πi~

)N/2
в мiру iнтегрування.

Однак присутня скiнченна константа ∆, тому що детермiнант тiльки про-
порцiйний iнтегралу. Можна вибрати ∆ так, щоб нормувати A(tf − ti) на
випадок вiльної частинки

K(qf , tf |qi, ti) =

det
(
− d2

dt2
− ω2

)
det
(
− d2

dt2

)
−1/2

K0(0, tf |0, ti) exp

(
i

~
S[qcl]

)
, (1.9.7)

K0(0, tf |0, ti) =

(
m

2πi~(tf − ti)

)1/2

.

Очевидно, що при ω = 0 вираз (1.9.7) перетворюється у пропагатор вiльної
частинки.
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Детермiнант оператора визначимо як добуток його власних значень.
У бiльшостi випадкiв цей добуток розбiжний i його треба регуляризува-
ти, тобто зробити скiнченним. Ми розглянемо регуляризацiю за допомо-
гою так званої узагальненої дзета-функцiї. Визначимо детермiнант такою
формулою:

detA = lim
N→∞

N∏
n=1

λn = lim
N→∞

N∏
n=1

exp(lnλn) = lim
N→∞

exp

[
N∑
n=1

lnλn

]
=

= lim
N→∞

exp

[
−

N∑
n=1

(
∂λ−sn
∂s

)
s=0

]
= exp

[
−∂ζ
∂s

(s,A)|s=0

]
, (1.9.8)

де функцiя комплексної змiнної s,

ζ(s|A) =

∞∑
n=1

1

λsn
= TrA−s, (1.9.9)

є узагальненою дзета-функцiєю для деякого оператора A. В останнiй рiв-
ностi в (1.9.8) ми помiняли порядок сумування i переходу до границi. За-
звичай сума в (1.9.9) збiгається для значень Re s > σ, бiльших за деяке
позитивне число σ, i визначає в цiй областi аналiтичну функцiю, яка мо-
же бути продовжена в область Re s < σ i є аналiтичною в точцi s = 0.
Дзета-функцiя оператора A є узагальненням знаменитої функцiї Рiмана

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
, Re s > 1. (1.9.10)

Ця функцiя може бути аналiтично продовжена в область значень Re s < 1,
зокрема вона виявляється скiнченною в точцi s = 0, де ζ(0) = −1/2. Вiд-
значимо, що

ζ(−1) = 1 + 2 + 3 + 4 + ... = − 1

12
, (1.9.11)

тобто з точки зору цiєї аналiтичної функцiї нескiнченна сума натуральних
чисел дає вiд’ємний дрiб.

Повернемось до фейнманiвського пропагатора

〈qf |e−
iHt
~ |qi〉 = K(qf , t|qi, 0) = N

q(t)=qf∫
q(0)=qi

Dq(t) exp

(
i

~

t∫
0

dt

[
q̇2

2m
− V (q)

])
,

в якому зробимо замiну t = −iτ . Тодi в пiдiнтегральному виразi маємо

exp(...)→ exp

(
−1

~

+it∫
0

dτ

[
q̇2

2m
+ V (q)

])
,

45



1. КВАНТОВА МЕХАНIКА У ФОРМАЛIЗМI IНТЕГРАЛА ЗА ТРАЄКТОРIЯМИ

а матричний елемент перепишеться як

〈qf |e−
iHt
~ |qi〉 = 〈qf |e−Hβ|qi〉,

де ми позначили it/~ = β. Останнiй матричний елемент використовується

у статистичнiй фiзицi, якщо покласти β =
1

kBT
(kB — константа Больц-

мана). Якщо прирiвняти початкову i кiнцеву координати, qi = qf ≡ q, i
проiнтегрувати по q, то отримуємо вже вiдомий вираз для статистичної
суми

Tr e−βH = N

∫
q(0)=q(β)

Dq(τ)e
− 1

~

~β∫
0

dτLE(q(τ))
. (1.9.12)

Вiдповiдно, виконуючи замiну it/~ = β в операторi еволюцiї для осциля-
тора, знаходимо

〈qf |e−βH |qi〉 =

det
(
− d2

dτ2 + ω2
)

det
(
− d2

dτ2

)
−1/2

×

×
(
m

2πβ

)1/2

exp

[
− mω

2 shβω
[(q2

f + q2
i ) chβω − 2qfqi]

]
, (1.9.13)

де ми використали вiдомий матричний елемент (1.3.13) для оператора ево-
люцiї гармонiчного осцилятора.

ЗАДАЧI

1. Показати, що при t → 0+ фейнманiвський пропагатор для вiльної
частинки

K(qf , t | qi, 0) =

(
m

2πi~t

)1/2

exp

(
im(qf − qi)2

2~t

)
зводиться до дельта-функцiї, тобто

K(qf , t | qi, 0)→ δ(qf − qi), t→ 0+.

2. Обчислити фур’є-перетворення фейнманiвського пропагатора для
вiльної частинки

G(qf , qi;E) =

(
− i
~

) ∞∫
0

dtK(qf , t | qi, 0)eiEt/~, ImE > 0.

Знайти густину станiв
ρ(E) = − 1

πL
Im TrG(E + iε), ε→ 0+,

де TrG(E) визначений як

TrG(E) =

L/2∫
−L/2

dq G(q, q;E).
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3. Обчислити фейнманiвський пропагатор для гармонiчного осцилято-

ра, використовуючи лагранжiан L =
mq̇2

2
− mω2

2
q2.

Вiдповiдь:

K(qf , t | qi, 0) =

(
mω

2πi~ sinωt

)1/2

exp

{
imω

2~ sinωt

[(
q2
f + q2

i

)
cosωt− 2qfqi

]}
,

де t < π/ω.

4. Обчислити фейнманiвський пропагатор для частинки у зовнiшньому

постiйному полi з лагранжiаном L =
mq̇2

2
+ fq, f = const.

Вiдповiдь:

K(qf , t | qi, 0) =

(
m

2πi~t

)1/2

exp

{
i

~

[m(qf − qi)2

2t
+

1

2
ft(qf + qi)−

f2t3

24m

]}
.

5. Обчислити фейнманiвський пропагатор для гармонiчного осциля-

тора у зовнiшньому постiйному полi з лагранжiаном L =
mq̇2

2
−

− mω
2

2
q2 + fq, f = const.

6. У попереднiй задачi використати довiльну залежну вiд часу функ-
цiю f(t).

7. Обчислити фейнманiвський пропагатор для зарядженої частинки
в постiйному зовнiшньому магнiтному полi, лагранжiан якої має
вигляд:

L =
mṙ2

2
+
e

c
A(r)ṙ, r = (x, y, z).

Обираючи симетричну калiбровку A(r) = (B/2)(−y, x, 0), отримати
вiдповiдь:

K(r, r′; τ) =
mω

4πi~ sin(ωτ/2)

√
m

2πi~τ
exp

{
ie

~

r∫
r′

A(ξ)dξ

}
×

× exp

{
imω

4~
ctg(ωτ/2)[(x− x′)2 + (y − y′)2] +

im(z − z′)2

2~τ

}
,

де τ = t − t′, ω = eB/mc — циклотронна частота. Iнтегрування у
фазовому множнику в експонентi вiдбувається вздовж прямої лiнiї,
яка з’єднує точки r, r′.
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8. Нехай задано хвильову функцiю гармонiчного осцилятора в момент
часу t = 0 у виглядi

Ψ(q, 0) =

(
mω

π~

)1/4

exp

[
−mω

2~
(q − a)2

]
.

Використовуючи пропагатор гармонiчного осцилятора, показати, що
в момент часу t вона буде мати вигляд:

Ψ(q, t) =

(
mω

π~

)1/4

e−
iωt
2 exp

[
−mω

2~

(
q2 − 2aqe−iωt +

1

2
a2
(
1 + e−2iωt

))]
.

9. Нехай хвильова функцiя вiльної частинки в момент часу t = 0 задана
у виглядi розподiлу

Ψ(q, 0) =
1

4
√

2πσ2
exp

(
− q2

4σ2

)
, σ — дисперсiя.

Показати, що в момент t розподiл буде мати вигляд:

Ψ(q, t) =
1

4
√

2πσ2(t)
e
− q2

4σ2(t) e
i~tq2

8mσ2σ2(t) e−
i
2

arctg ~t
2mσ2 ,

де σ2(t) = σ2 +
~2t2

4m2σ2
, тобто хвильовий пакет розпливається з часом.

10. Обчислити багатовимiрний iнтеграл

Ir1r2r3r4 =

∞∫
−∞

N∏
i=1

dxixr1xr2xr3xr4e
− 1

2
(x,Ax),

де xr1 , xr2 , xr3 , xr4 деякi змiннi з множини xi, i = 1, ..., N , а (x,Ax) є
такою квадратичною формою:

(x,Ax) =
N∑

i,j=1

xiAijxj .

11. Довести формулу (1.8.19).

12. Явним обчисленням показати, що iнтеграл по грасманових змiнних
для N = 4 має вигляд

I4(M) =

∫
dθ1 ... dθ4 exp

(
−1

2
θTMθ

)
= (detM)1/2,

де M — антисиметрична матриця, θ = (θ1, θ2, ..., θ4).
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1.9. Iнтеграли за траєкторiями та детермiнанти

13. Функцiя Грiна рiвняння Клейна—Гордона—Фока визначається рiв-
нянням (див. (5.1.8))

(2 +m2 − iε)D(x, y) = −iδ4(x− y).

Функцiю D можна представити у виглядi

D(x, y) =

∞∫
0

dT 〈x|e−iT (H−iε)|y〉, H = −P 2
µ +m2,

де iмпульс Pµ = i∂µ. Показати, що D(x, y) може буде представлена у
виглядi наступного функцiонального iнтеграла

D(x, y) =

∞∫
0

dT e−im
2T

xµ(T )=xµ∫
xµ(0)=yµ

Dxµ(τ) exp

−i T∫
0

dτ
1

4

(
dxµ

dτ

)2
.

14. У присутностi електромагнiтного поля функцiя Грiна рiвняння КГФ
для зарядженої скалярної частинки задовольняє рiвнянню

(D2
µ +m2 − iε)D(x, y;A) = −iδ4(x− y),

де Dµ = ∂µ+ ieAµ — коварiантна похiдна, Aµ(x) — вектор-потенцiал.
Показати, що D(x, y;A) може буде представлена у виглядi функцiо-
нального iнтеграла

D(x, y;A) =

∞∫
0

dT e−im
2T

xµ(T )=xµ∫
xµ(0)=yµ

Dxµ(τ) exp

i T∫
0

dτ L(x(τ))

,
де лагранжiан має вигляд

L(x(τ)) = −1

4

(
dxµ

dτ

)2

− eAµ(x)
dxµ

dτ
.
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Сучаснi теорiї електрослабких взаємодiй, квантової хромодинамiки та
теорiї гравiтацiї заснованi на калiбрувальних теорiях поля, якi з точки зо-
ру класичної механiки i теорiї поля належать до так званих гамiльтонових
систем iз в’язями. Пiдручники з класичної лагранжевої та гамiльтонової
механiки зазвичай припускають, що лагранжiан L(q, q̇) є неособливим, тоб-
то матриця других похiдних вiд L(q, q̇) вiдносно швидкостей має обернену,
принаймнi локально. У випадку коли ця матриця сингулярна швидкостi
не можна однозначно виразити через канонiчнi iмпульси p = ∂L/∂q̇, це
приводить до iснування обмежень (в’язей) на канонiчнi координати та iм-
пульси, що випливають лише з форми лагранжiана. Калiбрувальнi теорiї
поля вiдносяться до класу так званих сингулярних лагранжевих теорiй
поля, до яких не застосовнi стандартнi методи квантування. Гамiльтонiв
формалiзм для систем iз сингулярними лагранжiанами та їх квантування
був розвинений на початку 50-х рокiв у роботах Дiрака i Бергмана, i пiз-
нiше отримав подальший розвиток у роботах де Вiтта, Фаддєєва, Попова,
Славнова та iнших [21,48,65,66,76,92,112,114,164,181].

2.1. Канонiчне квантування регулярних
гамiльтонових систем

Канонiчне квантування класичних систем використовує гамiльтонiв ме-
тод. Тому в цьому параграфi ми нагадаємо основнi поняття останнього для
регулярних гамiльтонових систем, а в наступному розглянемо канонiчне
квантування нерегулярних систем.

Для регулярних гамiльтонових систем з n ступенями вiльностi i га-
мiльтонiаном H маємо канонiчнi гамiльтоновi рiвняння руху

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, ..., n, (2.1.1)

де qi i pi — узагальненi координати та iмпульси, якi утворюють фазовий
простiр Γ. На цьому просторi будемо розглядати функцiї f(p, q) ∈ C(Γ),
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де C(Γ) — клас гладких функцiй. Наприклад, Cr — клас функцiй з r
неперервними похiдними.

Гамiльтоновi рiвняння повнiстю визначають еволюцiю системи з ча-
сом, тому що, якщо задано значення координат та iмпульсiв у початковий
момент часу, можна визначити їхнi значення в будь-який наступний мо-
мент часу, розв’язуючи дану систему рiвнянь. Часова еволюцiя функцiї
f(pi, qi), визначеної на фазовому просторi Γ з сукупнiстю координат qi та
iмпульсiв pi, описується внаслiдок (2.1.1) рiвнянням

ḟ =
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi
(2.1.2)

(мається на увазi пiдсумовування по i). Визначимо дужку Пуассона (ДП)
{f, g}, яка дiє на функцiї f i g таким чином:

{f, g} =
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
. (2.1.3)

Тодi рiвняння часової еволюцiї записується як

ḟ = {f,H}. (2.1.4)

Дужка Пуассона має такi властивостi:
1. Бiлiнiйнiсть

{f1 + f2, g} = {f1, g}+ {f2, g},

{f, g1 + g2} = {f1, g1}+ {f1, g2},

{αf, g} = α{f, g}, {f, αg} = α{f, g},

де α є постiйним в двох останнiх рiвностях.
2. Антисиметричнiсть

{f, g} = −{g, f}.

3. Тотожнiсть Якобi

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

4. Правило Лейбнiца

{f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}.

5. Iснування нульового елемента c для якого

{c, f} = 0

для всiх функцiй f(p, q). У загальному випадку, якщо iснує множина з
операцiєю добутку {., .}, то вона називається алгеброю Лi, якщо добуток
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задовольняє властивостям 1—3, i алгеброю Пуассона, якщо задовольняє
1—5. Множина Γ iз дужкою Пуассона називається симплектичним много-
видом. Для канонiчних змiнних маємо

{qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij , i, j = 1, ..., n,

q̇i = {qi, H}, ṗi = {pi, H}

— гамiльтоновi рiвняння руху, i для довiльної функцiї на фазовому
просторi

ḟ = {f,H} =
∂f

∂qk
{qk, H}+

∂f

∂pk
{pk, H}.

У загальному випадку симплектичного многовиду з координатами ZA =
= (qi, pi) дужка Пуассона, що задовольняє умовам 1—5 визначається як

{f(Z), g(Z)} =
∂f

∂ZA
ωAB

∂g

∂ZB
,

де тензор ωAB задовольняє умови

ωAB = −ωBA, ωAD∂Dω
BC + циклiчнi перестановки {A,B,C} = 0.

Для стандартного вибору канонiчно спряжених координат qi, pi очевидно
маємо

ωAB =

(
0 I
−I 0

)
,

де I — одинична n× n матриця.
Фiзичнi стани класичної системи — це точки (pk, qk) у фазовому про-

сторi Γ, а фiзичнi (спостережуванi) величини — функцiї f(pk, qk) на Γ.
Квантування класичних регулярних гамiльтонових си-

стем. Класична теорiя може бути перетворена в квантову теорiю за до-
помогою процедури квантування, яка визначається такими кроками:

1. Визначається гiльбертiв простiр H зi скалярним добутком 〈.|.〉.
Координати qk, pk замiнюються на оператори q̂k, p̂k, якi дiють в H.

Комутатор [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â вiдiграє роль дужки Пуассона

[q̂i, q̂j ] = 0, [p̂i, p̂j ] = 0, [q̂i, p̂j ] = i~δij . (2.1.5)

Комутатор [Â, B̂] задовольняє тим самим п’яти умовам, що й дужка
Пуассона.

2. Фiзичнi стани квантової системи — це нормованi вектори в H.
3. Фiзичнi (спостережуванi) величини — ермiтовi оператори f̂ в H.

Величина f̂ може бути отримана з класичної f(p, q) замiною iмпульсiв i
координат на вiдповiднi оператори, p → p̂, q → q̂, але процедура неодно-
значна внаслiдок некомутативностi p̂ i q̂. Однiєю з найбiльш широко засто-
сованих схем впорядкування є так зване вейлiвське квантування, згiдно з
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яким функцiї f(p, q) вiд класичних iмпульсу p i координати q ставиться у
вiдповiднiсть операторна функцiя

f̂(p̂, q̂) =

∞∫
−∞

da db exp[i(aq̂ + bp̂)]f̃(a, b),

де f̃(a, b) — фур’є-образ класичної функцiї f(p, q).
4. Часова еволюцiя квантового стану |ψ, t〉 визначається гамiльтонiа-

ном Ĥ (картина Шредiнгера)

Ĥ|ψ, t〉 = i~
∂

∂t
|ψ, t〉. (2.1.6)

У картинi Гейзенберга має мiсце бiльш пряма вiдповiднiсть з класичними
гамiльтоновими рiвняннями руху, тому що стан ψ не залежить вiд часу, а
еволюцiя операторiв визначається рiвняннями

d

dt
A(t) =

1

i~
[A(t), H]. (2.1.7)

Цi рiвняння отримуються з класичних гамiльтонових рiвнянь в разi замiни

дужки Пуассона комутатором { , } → [ , ]

i~
.

2.2. Гамiльтонова динамiка систем iз в’язями
Вище ми нагадали процедуру квантування регулярних гамiльтонових

систем. У цьому параграфi ми розглянемо квантування нерегулярних сис-
тем [121, 154, 158]. Основною причиною для цього є те, що калiбруваль-
нi теорiї, якi описують у Стандартнiй моделi електромагнiтнi та сильнi
взаємодiї, є нерегулярними гамiльтоновими системами. При їх квантуван-
нi з’являються в’язi, виникає необхiднiсть фiксацiї калiбровки i т.д. Кван-
тування калiбрувальних теорiй ми розглянемо в наступних параграфах, а
в цьому зосередимося на вивченнi методу Дiрака—Фаддєєва квантування
квантово-механiчних систем iз в’язями.

Сингулярнi лагранжiани.Нехай система зi скiнченним числом сту-
пенiв вiльностi, якi параметризуються координатами qi, описується дiєю

S =

tf∫
ti

dtL(qi, q̇i), i = 1, ..., n. (2.2.1)

Обмежимось лагранжiанами L(qi, q̇i), якi залежать вiд похiдних, не ви-
щих першого порядку. Нехай дiя є стацiонарною щодо варiацiй δq(t), якi
дорiвнюють нулю в кiнцевих точках. Тодi необхiдною i достатньою умовою
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стацiонарностi дiї є рiвняння Ейлера—Лагранжа

Li ≡
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0, (2.2.2)

або, у бiльш розгорнутому виглядi,

Li = − ∂2L

∂q̇i∂q̇j
q̈j −

∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j +

∂L

∂qi
≡Mij q̈j + Vi = 0. (2.2.3)

Прискорення визначаються однозначно початковими умовами на коорди-
нати i швидкостi, якщо матриця Гессе Mij має обернену. Це випадок ре-
гулярних систем.

Якщо detM = 0, то рiвняння не можна записати в нормальнiй фор-
мi q̈j = fj(q, q̇), i звичайнi теореми про iснування та єдинiсть розв’язкiв
звичайних диференцiальних рiвнянь є незастосовними. В цьому випадку
прискорення, а значить i часова еволюцiя, не визначаються однозначно по-
чатковими умовами на q, q̇. Такi системи називаються сингулярними. Дру-
гий наслiдок сингулярностi матрицi Гесcе стосується побудови канонiчного
формалiзму, що виявляється нетривiальною проблемою. Гамiльтонова ди-
намiка таких систем була розвинена Розенфельдом, Бергманом, Дiраком,
Фаддєєвим та iншими.

Класичнi гамiльтоновi системи з в’язями. Визначимо iмпуль-
си стандартним чином

pi =
∂L

∂q̇i
. (2.2.4)

Для переходу вiд лагранжiана до гамiльтонiану потрiбно перейти вiд
швидкостей q̇ до iмпульсiв p. У випадку сингулярних систем з detM = 0,

не всi q̇i можна виразити як функцiї q, p. Нехай ранг матрицi
∂2L

∂q̇i∂q̇j
дорiв-

нює (n−r), i припускатимемо, що ранг цiєї матрицi є незмiнним на всьому
многовидi, визначеному координатами qi, q̇i. Тодi за теоремою про неявнi
функцiї можна розв’язати (n−r) рiвнянь (2.2.4) вiдносно q̇l (l = 1, ..., n−r)
як функцiї p, q i r швидкостей, якi залишаються

q̇l = ξl(q, p, q̇α), α = 1, ..., r. (2.2.5)

Якщо тепер пiдставити (2.2.5) в r рiвнянь, що залишаються в (2.2.4), то

отримуємо r спiввiдношень на p, q, якi не залежать внаслiдок рангу
∂2L

∂q̇i∂q̇j
вiд q̇α:

ϕm(p, q) = 0, m = 1, ..., r. (2.2.6)

Цi спiввiдношення зазвичай називають первинними в’язями, щоб пiдкрес-
лити, що при їх виведеннi не застосовувалися рiвняння руху. Визначимо
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гамiльтонiан стандартним чином через перетворення Лежандра

H(p, q, q̇) ≡ piq̇i − L(q, q̇) = H(p, q). (2.2.7)

ФункцiяH не залежить явним чином вiд швидкостей q̇; для несингулярних
лагранжiанiв це очевидно, оскiльки q̇i = q̇i(p, q). У випадку сингулярних
лагранжiанiв це твердження також залишається вiрним. Для доведення
цього факту запишемо

H(p, q, q̇) = plξl(q, p, q̇α) + pαq̇α − L(q, ξl(q, p, q̇α), q̇α) (2.2.8)

i вiзьмемо похiдну по q̇α. Тодi ми легко отримуємо тотожнiсть

∂H

∂q̇α
= pl

∂ξl
∂q̇α

+ pα −
∂L

∂ξl

∂ξl
∂q̇α
− ∂L

∂q̇α
≡ 0, (2.2.9)

яка виконується в силу визначення iмпульсiв (2.2.4). Принцип Гамiльтона

δ

∫
Ldt = 0 (2.2.10)

записується тодi як

δ

∫
(piq̇i −H(p, q))dt = 0 (2.2.11)

при умовi, що виконуються в’язi

ϕm(p, q) = 0. (2.2.12)

В’язi можна врахувати, використовуючи множники Лагранжа,

δ

∫
(piq̇i −H(p, q)− λmϕm(p, q))dt = 0. (2.2.13)

В результатi маємо 2n+ r незалежних змiнних p, q, λ, якi є функцiями вiд
t. Отримуємо гамiльтоновi рiвняння

ṗi = −∂H
∂qi
− λm

∂ϕm
∂qi

,

q̇i =
∂H

∂pi
+ λm

∂ϕm
∂pi

,

ϕm(p, q) = 0.

(2.2.14)

Оскiльки кiлькiсть рiвнянь (2.2.14) дорiвнює кiлькостi невiдомих (p, q, λ),
включаючи лагранжiв множник, то розв’язок рiвнянь можна знайти при-
наймнi в принципi. Позначимо через Γ фазовий простiр, який мiстить 2n
змiнних: (q1, ..., qn), (p1, ..., pn). Пiдмножина M ⊂ Γ, яка визначається в’я-
зями ϕm(p, q) = 0, має розмiрнiсть (2n− r).
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Визначаючи повний гамiльтонiан HT = H + λmϕm i використовуючи
дужку Пуассона

{f, g} =
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
,

запишемо (2.2.14) у виглядi

ṗi = {pi, H}+ λm{pi, ϕm} ≈ {pi, HT },
q̇i = {qi, H}+ λm{qi, ϕm} ≈ {qi, HT }.

(2.2.15)

Формально при обчисленнi ДП {pi, HT } i {qi, HT } в (2.2.15) маємо також
доданки {pi, λm}ϕm i {qi, λm}ϕm, вiдповiдно. Дужки Пуассона {pi, λm},
{qi, λm} нам невiдомi, але цi вирази множаться на в’язi ϕm i зникають
на множинi M . Позначення операцiї ≈ означає рiвнiсть у слабкому сенсi,
тобто, що накладення в’язей ϕm = 0 здiйснюється тiльки пiсля обчислен-
ня дужок Пуассона. У загальному випадку {ϕm, f} 6= 0, тому що дужки
Пуассона мiстять похiднi, а вони необов’язково дорiвнюють нулю на M .
Для довiльної функцiї g(p, q) у фазовому просторi еволюцiю в часi можна
записати як

ġ ≈ {g,HT }. (2.2.16)

Тому введений гамiльтонiан HT ≈ H є генератором трансляцiй у часi.
Для самоузгодженостi необхiдно, щоб в’язi зберiгалися в часi на мно-

жинi M . Тому вимагаємо

ϕ̇m
∣∣
M

= [{ϕm, H}+ λn{ϕm, ϕn}]
∣∣
M

= 0. (2.2.17)

Виключаючи тi випадки, коли (2.2.17) призводить до протирiччя,
можливо:

а) тривiальна тотожнiсть;
б) ϕ̇m

∣∣
M

не залежать вiд λ;
в) можуть мiстити деякi λ.
Випадок (б) дає новi в’язi (вториннi)

ρk(q, p) = 0.

Повторюючи процедуру для ρk, знаходимо всi можливi новi (вториннi,
третиннi, i т.д.) в’язi. Переходячи потiм до випадку (в), можна знайти
частину множникiв Лагранжа λn (залежно вiд рангу системи).

Позначимо тепер усю сукупнiсть знайдених в’язей як

ψs(q, p) = {ϕm(q, p), ρk(q, p)}, s = 1, ..., S. (2.2.18)

Цi в’язi визначають деяку пiдмножину в Γ: ψs = 0, яку будемо поз-
начати M .
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Незвiднiсть в’язей. Будь-яку функцiю f(q, p), яка обертається в
нуль на M , можна представити як лiнiйну комбiнацiю в’язей

f(q, p) =
∑
s

as(q, p)ψs(q, p). (2.2.19)

Зокрема, HT можна записати у загальному випадку як

HT (q, p) = HT (q, p)
∣∣
M

+ vs(q, p)ψs(q, p), HT (q, p)
∣∣
M

= H(q, p), (2.2.20)

де vs(q, p) — довiльнi функцiї q i p.
Визначення. Функцiя f ∈ C(Γ) називається величиною першого ро-

ду, якщо {f, ψs} ≈ 0 для всiх ψs.
Якщо це не так, тодi функцiя f — величина другого роду. Рiвнiсть

{f, ψs} ≈ 0 означає, що {f, ψs} =
∑

s′ css′ψs′ .
Теорема. Дужка Пуассона двох величин 1-го роду також є величи-

ною 1-го роду.
Дiйсно, для них

{R,ψi} = rijψj , {T, ψi} = tijψj .

Використовуючи тотожнiсть Якобi, маємо

{{R, T}, ψi} = −{{T, ψi}, R} − {{ψi, R}, T} =

= {rijψj , T} − {tijψj , R} = tijrjkψk − rijtjkψk ≈ 0.

Вiдповiдно до визначення величин першого i другого роду всi в’язi
можна розбити на два класи: в’язi першого та другого роду. В’язi першого
роду, котрi позначимо Φa, задовольняють

{Φa, ψs} ≈ 0, (2.2.21)
або внаслiдок незвiдностi

{Φa, ψs} = cass′ψs′ , a = 1, ...,m ≤ S. (2.2.22)

Нехай ми знайшли всi в’язi першого роду, тодi в’язi, що залишились (по-
значимо їх θα), будуть в’язями другого роду, для них детермiнант матрицi
з дужок Пуассона

det |{θα, θβ}| 6= 0. (2.2.23)

Дiйсно, якщо det |{θα, θβ}| ≈ 0, то iснує нетривiальний набiр функцiй
aα(q, p), таких, що задовольняють лiнiйнiй системi рiвнянь

aα{θα, θβ} ≈ 0, (2.2.24)

яку можна переписати у виглядi

{aαθα, θβ} ≈ 0. (2.2.25)
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Оскiльки для в’язей Φa першого роду очевидно справедлива рiвнiсть

{aαθα,Φa} ≈ 0, (2.2.26)

то приходимо до висновку, що aαθα — в’язь першого роду, що протирiчить
припущенню, що всi в’язi першого роду вичерпуються Φa.

Наслiдок 1. Число в’язей 2-го роду — парне, тому що матриця
{θα, θβ} — антисиметрична.

Наслiдок 2. Тi функцiї v(q, p) у виразi (2.2.20), якi помножують в’я-
зi другого роду, визначенi на M . Дiйсно, вiдповiднi функцiї знаходять з
системи лiнiйних рiвнянь

θ̇α
∣∣
M

=
[{
θα, H

}
+ vβ{θα, θβ}

]∣∣
M

= 0. (2.2.27)

В силу умови самоузгодженостi ми можемо знайти vβ наM , тому що iснує
матриця, обернена до {θα, θβ}. Таким чином, невизначенi функцiї v(q, p)
залишаються в HT тiльки при в’язях 1-го роду. Зазначимо, що функцiї
v(q, p) однозначно визначенi тiльки на пiдмножинi M , на повному фазово-
му просторi Γ вони залишаються довiльними.

Внаслiдок того, що невизначенi функцiї, якi вiдповiдають в’язям дру-
гого роду, можуть бути визначенi, то можна очiкувати, що iз в’язями дру-
гого роду мати справу простiше, нiж iз в’язями першого роду. Фактично
вiд них можна позбавитись, вводячи нову дужку Пуассона, а саме дужку
Дiрака { , }D.

Дужка Дiрака. Розглянемо фазовий простiр з дужкою Пуассона
{ , }. Нехай є в’язi першого роду Φi = 0 i в’язi другого роду θα. Визна-
чимо матрицю

∆αβ = {θα, θβ}. (2.2.28)

Дужка Дiрака визначається виразом

{f, g}D = {f, g} − {f, θα}∆−1
αβ{θβ, g}. (2.2.29)

Неважко перевiрити, що дужка Дiрака задовольняє всiм п’яти властивос-
тям ДП. Причина, чому вводять дужку Дiрака, полягає в тому, що вiд-
носно неї в’язi другого роду дорiвнюють нулю в сильному сенсi, тобто,
{θγ , g}D = 0 для довiльної функцiї g. Зокрема, це означає, що в рiвняннях
руху в’язi другого роду можна вважати рiвними нулю пiд знаком дуж-
ки Дiрака.

Визначення. Функцiя f(q, p) називається рiвною нулю в сильному
сенсi, якщо f ≈ 0, i, крiм того, її ДП {f, g} ≈ 0 для всiх функцiй g ∈ C(Γ).

З означення дужки Дiрака (2.2.29) випливає, що крiм θα ≈ 0, також
її дужка Дiрака {f, θα}D ≈ 0 для будь-якої f ∈ C(Γ) i всiх α. Важливим
наслiдком цього є той факт, що доданки vαθα в гамiльтонiанi можуть бути
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не врахованi, тому що вони не впливають на часову еволюцiю системи.
Часова еволюцiя також задається за допомогою дужки Дiрака, дiйсно,
вона збiгається зi стандартним визначенням еволюцiї

{g,H}D = {g,H} − {g, θs}∆−1
ss′{θs′ , H} ≈ {g,H} = ġ, (2.2.30)

оскiльки {θs, H} ≈ 0 (θ̇s = {θs, H} ≈ 0).
Очевидно, що рiвняння руху

ġ = {g,H}D (2.2.31)

означає, що в’язi θs автоматично виключаються з H. Все це означає, що θs
можна вважати рiвними нулю в сильному сенсi при використаннi дужки
Дiрака.

Для того, щоб зрозумiти смисл нових дужок Пуассона, розглянемо
випадок, коли набiр θs складається з θ1 = q1, θ2 = p1. Тодi

∆ss′ =

∣∣∣∣ 0 {q1, p1}
{p1, q1} 0

∣∣∣∣ =

(
0 1
−1 0

)
, ∆−1

ss′ =

(
0 −1
1 0

)
. (2.2.32)

Розпишемо доданок

{g, θs}∆−1
ss′{θs′ , f} = ({g, θ1}, {g, θ2})

(
0 −1
1 0

)(
{θ1, f}
{θ2, f}

)
=

=

(
− ∂g

∂p1
,
∂g

∂q1

)(
0 −1
1 0

)( ∂f
∂p1

− ∂f
∂q1

)
= − ∂g

∂p1

∂f

∂q1
+
∂g

∂q1

∂f

∂p1
.

Бачимо, що дужка Дiрака {f, g}D отримується зi старої дужки Пуассона
викресленням з суми n доданкiв тих, якi мiстять похiднi по q1, p1. Таким
чином, дужка Пуассона описує систему зi ступенями вiльностi без q1, p1. У
загальному випадку в’язей 2-го роду θs (s = 1, ..., 2S) має мiсце редукцiя до
2(n−S) ступенiв вiльностi, хоча редукцiя числа ступенiв вiльностi є бiльш
складною процедурою i не зводиться до простого викреслювання деяких
q i p. Зручнiсть роботи з дужкою Дiрака в тому, що вона автоматично
враховує в’язi другого роду, не розв’язуючи їх в явному виглядi.

2.3. Гамiльтоновi системи з в’язями першого роду
У подальшому розглянемо гамiльтонову систему з в’язями тiльки пер-

шого роду, якi задовольняють

{Φa,Φb} = CabcΦc, {H,Φa} = dabΦb. (2.3.1)

Cabc i dab в загальному випадку є функцiями q, p. Коли Cabc = const, то
в’язi задовольняють алгебрi Лi, наприклад, це має мiсце в калiбруваль-
них теорiях. Водночас у загальнiй теорiї вiдносностi коефiцiєнти Cabc є
функцiями координат.
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Таким чином, для дiї маємо

S(p, q, u) =

∫
(piq̇i −H − uaΦa)dt. (2.3.2)

Зауважимо, що не всi в’язi першого роду, знайденi в процесi встановлення
самоузгодженостi системи, включаються в повний гамiльтонiан HT = H +
+uaΦa. А саме, необхiдно включити первиннi в’язi першого роду та той
мiнiмальний набiр вторинних (третинних i т.i.) в’язей першого роду, якi
разом з першими задовольняють умови узгодженостi (2.3.1) [59].

У присутностi в’язей другого роду будемо вважати, що всi вони вклю-
ченi в H, i використовувати дужку Дiрака замiсть дужки Пуассона. Тодi
рiвняння руху теорiї

q̇i = {qi, H + uaΦa} ≈
∂H

∂pi
+ ua

∂Φa

∂pi
,

ṗi = {pi, H + uaΦa} ≈ −
∂H

∂qi
− ua

∂Φa

∂qi
,

Φa(p, q) = 0

(2.3.3)

подiляються на тi, якi випливають iз обмежень (в’язей), i тi, якi ми за-
звичай вважаємо генеруючими динамiку в часi. Внаслiдок рiвнянь (2.3.1)
траєкторiї, що задовольняють Φa = 0, будуть залишатись на многовидi
M . Однак, як випливає з (2.3.3), розв’язки рiвнянь руху будуть мiстити
довiльнi функцiї ua.

Розглянемо бiльш уважно цю ситуацiю. Нехай на Γ є два гамiльтонiа-
ни H1 = H + uaΦa i H2 = H + vaΦa. Вони спiвпадають на M i обидва
застосовнi для опису системи. Якщо ми починаємо з деякої точки Z на
M i простежимо за часовою еволюцiєю згiдно з H1 на часовому iнтервалi
∆t, тодi прийдемо до деякої точки Z1. Якщо ж еволюцiя вiдбувається за
допомогою H2, тодi прийдемо в загальному випадку до iншої точки Z2.
Оскiльки гамiльтонiани рiвнi на M , то точки Z1 i Z2 представляють один
i той самий фiзичний стан.

Варiюючи одну функцiю uc i зберiгаючи iншi функцiї фiксованими,
отримуємо одновимiрний набiр еквiвалентних точок. Для заданої точки
Z множина всiх точок на M , якi описують такий самий фiзичний стан,
що й Z, називається калiбрувальною орбiтою. Розмiрнiсть калiбрувальної
орбiти дорiвнює числу в’язей першого роду.

Для даної калiбрувальної орбiти ми можемо перейти вiд однiєї точки
до iншої, варiюючи функцiї ua, тобто виконуючи калiбрувальне перетво-
рення. Знайдемо iнфiнiтезимальне перетворення δZ = Z2 − Z1. Запишемо
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його в термiнах в’язей, використовуючи рiвняння руху ŻA = {ZA, HT },

ZA1 − ZA =

(
dZA
dt

)
H1

∆t = {ZA, H + uaΦa}∆t

ZA2 − ZA =

(
dZA
dt

)
H2

∆t = {ZA, H + vaΦa}∆t

, (2.3.4)

звiдки
δZA = {ZA, (va − ua)Φa}∆t. (2.3.5)

Внаслiдок довiльностi функцiй va i ua та iнфiнiтезимальностi ∆t найбiльш
загальною формою калiбрувального перетворення буде δZA = {ZA, εaΦa},
де εa — довiльнi iнфiнiтезимальнi функцiї. Оскiльки калiбрувальнi пере-
творення визначенi тiльки для точок на M , останнє можна записати як

δZA = εa{ZA,Φa}.

Варiацiя довiльної функцiї на фазовому просторi має такий вигляд:

δχ(Z) =
∂χ(Z)

∂ZA
δZA =

∂χ(Z)

∂ZA
εa{ZA,Φa} = εa{χ,Φa}. (2.3.6)

Фактично це є визначення змiни δχ довiльної функцiї χ у фiксований час
пiд дiєю калiбрувальних перетворень, породжених в’язями першого роду
Φa, якi є генераторами цих перетворень. Оскiльки фiзичнi стани пред-
ставляються калiбрувальними орбiтами, то фiзичними спостережуваними
є тiльки функцiї q, p, якi не залежать вiд довiльних функцiй ua, тобто є
постiйними на калiбрувальнiй орбiтi.

Розглянемо двi сусiднi точки на M , Z i Z + δZ, якi пов’язанi калiбру-
вальними перетвореннями δZA = εa{ZA,Φa}. Фiзична спостережувана f
повинна задовольняти

f(Z) = f(Z + δZ), (2.3.7)
звiдки

∂f

∂ZA
δZA = 0⇒ εa

∂f

∂ZA
{ZA,Φa} = 0⇒ εa{f,Φa} = 0. (2.3.8)

Необхiдною i достатньою умовою того, що f представляє фiзичну спосте-
режувану, очевидно є умова

{f,Φa} ≈ 0 (2.3.9)

для всiх a, тобто функцiя f повинна бути функцiєю 1-го роду.
Часова еволюцiя довiльної функцiї на фазовому просторi Γ задається

рiвнянням
ḟ = {f,H}+ ua{f,Φa}, (2.3.10)
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i для спостережуваних (калiбрувально iнварiантних) величин повинно ви-
конуватись

{f,Φa} = habΦb. (2.3.11)

У цьому випадку залежнiсть вiд довiльних функцiй ua зникає на M для
фiзичних величин. Згiдно з рiвнянням (2.3.1) гамiльтонiан H є величиною
1-го роду, тобто спостережуваною величиною.

У калiбрувальнiй орбiтi всi точки представляють один i той самий
фiзичний стан. Незручно i зайве мати так багато точок у фазовому просто-
рi, якi вiдповiдають одному i тому самому фiзичному стану, тому вибере-
мо одну точку (одного представника) в кожнiй калiбрувальнiй орбiтi. Цей
процес називається фiксацiєю калiбровки. Зазвичай вiн забезпечується за
допомогою накладення додаткової (калiбрувальної) умови χa(p, q) = 0.
Множина точок в M , якi задовольняють цю рiвнiсть, називається реду-
кованим фазовим простором. Число калiбрувальних умов дорiвнює числу
в’язей 1-го роду.

Iнодi буває непросто (а в деяких випадках i неможливо) вибрати ка-
лiбрувальнi умови так, щоб вони вiдбирали в точностi по одному пред-
ставнику з калiбрувальної орбiти (одним iз найбiльш вiдомих i важливих
прикладiв є проблема Грiбова в калiбрувальних неабелевих теорiях). Час-
то це можна зробити тiльки локально, але не глобально.

Таким чином, для того, щоб отримати редукований фазовий простiр Γ∗

з початкового фазового простору Γ, необхiдно накласти обмеження Φa = 0
i χa = 0. Тому калiбрувальнi умови χa = 0 можна розглядати як новi в’язi.
Зручно вибирати калiбрувальнi умови так, щоб всi обмеження Φa, χa, якщо
їх розглядати спiльно, були другого роду. Для цього достатньо вибрати
калiбрувальнi умови так, щоб матриця Mab = {Φa, χb} була неособливою.
Очевидно, що розмiрнiсть Γ∗ є 2n− 2m (a = 1, ...,m).

Для калiбрувальних умов χa припустимо, що виконуються такi
рiвняння:

{χa, χb} = 0, (2.3.12)

det |{Φa, χb}| 6= 0. (2.3.13)

Якщо справедливо (2.3.12), тодi, виконуючи канонiчнi перетворення на Γ,
перейдемо до нових змiнних

χa(p, q) = pa, a = 1, ...,m,

тобто новi iмпульси тепер p = (χa, p
∗). Нехай qa — спряженi до pa коорди-

нати, тодi координати будуть q = (qa, q
∗), де q∗, p∗ — iншi канонiчнi змiннi.

Умова (2.3.13) в цих змiнних отримує вигляд

det

∣∣∣∣∂Φa

∂qb

∣∣∣∣ 6= 0. (2.3.14)
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З (2.3.14) випливає, що рiвняння Φa = 0 можна розв’язати вiдносно коор-
динат qb. В результатi пiдпростiр Γ∗ задається рiвняннями

χa ≡ pa = 0, qa = qa(q
∗, p∗), (2.3.15)

де q∗, p∗ — незалежнi канонiчнi координати на Γ∗. Гамiльтонiаном системи
на Γ∗, очевидно, є редукована функцiя

H∗(q∗, p∗) = H(q, p)|Φ=0,χ=0 = H(q∗i, p
∗
i , qa(q

∗
i, p
∗
i )). (2.3.16)

Покажемо еквiвалентнiсть систем гамiльтонових рiвнянь на просторi Γ i
пiдпросторi Γ∗. На Γ ми мали рiвняння

q̇i =
∂H

∂pi
+ ua

∂Φa

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
− ua

∂Φa

∂qi
, Φa(p, q) = 0. (2.3.17)

Розв’язок цих рiвнянь, як ми знаємо, мiстить довiльнi функцiї ua. Дода-
тковi умови χa(p, q) = 0 знищують цю довiльнiсть, виражаючи ua через
канонiчнi змiннi. В результатi в якостi рiвнянь руху залишаються тiльки
рiвняння для змiнних q∗, p∗, якi спiвпадають з гамiльтоновими рiвняннями
для системи Γ∗

q̇∗ =
∂H∗

∂p∗
, ṗ∗ = −∂H

∗

∂q∗
. (2.3.18)

Дiйсно, розглянемо рiвняння (2.3.17) в координатах (2.3.15). Рiвняння ṗa =
= 0 приводять до спiввiдношень, якi дозволяють знайти ua

∂H

∂qa
+ ub

∂Φb

∂qa
= 0. (2.3.19)

Розглянемо тепер деякий з iмпульсiв p∗ i порiвняємо рiвняння для нього,
якi випливають iз (2.3.17), (2.3.16) та з (2.3.18). Маємо

(2.3.17)⇒ ṗ∗ = −∂H
∂q∗
− ub

∂Φb

∂q∗
,

(2.3.18)⇒ ṗ∗ = −∂H
∗

∂q∗
= −∂H

∂q∗
− ∂H

∂qa

∂qa
∂q∗

,

де у другому рiвняннi ми використали означення редукованого гамiльто-
нiана (2.3.16). Правi частини цих двох рiвнянь спiвпадають, якщо

ua
∂Φa

∂q∗
=
∂H

∂qa

∂qa
∂q∗

. (2.3.20)

Згiдно з рiвнянням (2.3.19) це еквiвалентно

ua

(
∂Φa

∂q∗
+
∂Φa

∂qb

∂qb
∂q∗

)
= 0. (2.3.21)
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Остання рiвнiсть виконується тотожно в силу умови в’язi

Φa(q, p) = Φa(qa(q
∗, p∗), 0, q∗, p∗) ≡ 0, (2.3.22)

похiдна вiд якої по q∗ також тотожно дорiвнює нулю. Зазначимо, що для
однозначного знаходження ua з (2.3.19) важливо, що

det

∣∣∣∣∂Φa

∂qb

∣∣∣∣ 6= 0.

Аналогiчно можна довести i тотожнiсть на Γ∗ рiвнянь для q∗.
Зауважимо, що змiна вибору калiбрувальних умов зводиться до кано-

нiчного (!) перетворення у просторi Γ∗ i тому не впливає на фiзику задачi.
Покажемо тепер, що стандартна дужка Пуассона на Γ зводиться до

дужки Пуассона на Γ∗ для незалежних канонiчних змiнних q∗, p∗:

{f, g}
∣∣
Γ∗

=
∑
i

(
∂f∗

∂q∗i

∂g∗

∂p∗i
− ∂f∗

∂p∗i

∂g∗

∂q∗i

)
, (2.3.23)

де редукованi функцiї f∗ i g∗ є

f∗ = f(qa(q
∗, p∗), q∗, 0, p∗), g∗ = g(qa(q

∗, p∗), q∗, 0, p∗).

Для перевiрки (2.3.23) обчислимо дужку Пуассона {f, g} в неканонiчних
координатах η = (Φa, q

∗, pa, p
∗). Тодi

{f, g} =
∑
α,β

{ηα, ηβ}
∂f

∂ηα

∂g

∂ηβ
. (2.3.24)

Внаслiдок умов (2.3.1) i (2.3.12) ряд доданкiв в правiй частинi (2.3.24)
щезає, i в результатi вона збiгається з правою частиною (2.3.23), де

f∗ = f(η)
∣∣
pa=Φa=0

, g∗ = g(η)
∣∣
pa=Φa=0

.

Таким чином, ми маємо тепер класичний опис систем iз в’язями, якi мають
такi властивостi.

1. Задано фазовий простiр Γ iз дужкою Пуассона {· , ·}. Координати
ZA = (qi, pi) цього простору задовольняють

{ZA, ZB} = ωAB(Z), ωAB = −ωBA, detω 6= 0.

2. Система має деяке число в’язей 1-го роду Φa = 0. При накладаннi
в’язей фазовий простiр Γ редукується до M . Усi в’язi є в’язями 1-го роду

{Φa,Φb} = CabcΦc.
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Кожен фiзичний стан представляється m-вимiрним пiдмноговидом в M ,
де m — число в’язей 1-го роду. Такий пiдмноговид називається калiбру-
вальною орбiтою. На калiбрувальнiй орбiтi можна переходити вiд однiєї
точки до iншої за допомогою калiбрувального перетворення, яке має та-
кий вигляд:

δZA = εa{ZA,Φa}.
Накладаючи калiбрувальнi умови, можна вибрати на кожнiй калiбруваль-
нiй орбiтi одну точку як представника фiзичного стану.

3. Спостережуванi величини є функцiями 1-го роду на M . Цi функцiї
iнварiантнi при калiбрувальних перетвореннях

δf = εa{f,Φa} ≈ 0.

4. Часова еволюцiя функцiй 1-го роду (якi представляють спостере-
жуванi) визначається рiвнянням

ḟ = {f,H},

де H — гамiльтонiан, функцiя 1-го роду.

2.4. Операторне квантування
гамiльтонових систем з в’язями

Пiсля квантування квантово-механiчна система має такi властивостi.
1. Є гiльбертiв простiр H iз внутрiшнiм добутком 〈·|·〉. Координати ZA

представляються ермiтовими операторами ẐA, якi задовольняють комута-
цiйним спiввiдношенням [ẐA, ẐB] = i~ωAB(Ẑ).

2. Фiзичнi стани є векторами |ψ〉 в H, якi задовольняють умовам

Φ̂a(Ẑ)|ψ〉 = 0,

де Φa(Z) — в’язi першого роду. Зауважимо, що в’язi другого роду не можна
накладати на вектори в гiльбертовому просторi аналогiчно в’язям першого
роду, бо це призводить до протирiччя. В’язi другого роду змiнюють кому-
татор на новий модифiкований комутатор, який вiдповiдає дужцi Дiрака.

3. Спостережуванi представляються ермiтовими операторами.
4. Гамiльтонiан Ĥ випливає з гамiльтонової функцiї H замiною коор-

динат ZA на оператори ẐA. Часова еволюцiя фiзичних станiв визначається
(в картинi Шредiнгера)

Ĥ|ψ, t〉 = i~
d

dt
|ψ, t〉.

В картинi Гейзенберга залежнiсть операторiв вiд часу визначається рiв-
нянням

i~
dÂ

dt
= [Â,H].
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2.5. Iнтеграл за траєкторiями для систем iз в’язями
Визначивши вище, як квантуються системи iз в’язями в операторному

формалiзмi, перейдемо тепер до квантування систем iз в’язями в методi iн-
теграла за траєкторiями. Безумовно, найпростiше для квантування таких
систем було б використовувати незалежнi змiннi q∗, p∗ у фазовому просто-
рi Γ∗. У цьому випадку амплiтуда переходу вакуум-вакуум записується
добре нам вiдомим чином:

〈0|0〉 =

∫ 2(n−m)∏
j=1

Dq∗jDp∗j exp

i ∞∫
−∞

dt(p∗i q̇
∗
i −H∗(p∗, q∗))

. (2.5.1)

Однак, як ми аргументували вище, перехiд до незалежних змiнних q∗, p∗
iнодi неможливо зробити в явному аналiтичному виглядi. Тому нам по-
трiбно з’ясувати, як визначається амплiтуда переходу вакуум-вакуум у
повному фазовому просторi Γ з координатами q, p в методi iнтеграла за
траєкторiями. Покажемо, що вона має вигляд

〈0|0〉 =

∫ ∏
i

DqiDpi ei
∫∞
−∞ dt(piq̇i−H(p,q))

∏
a

δ(χa)δ(Φa) det |{χa,Φb}|,

(2.5.2)
або

〈0|0〉 =

∫ ∏
i

DqiDpi
∏
a

Dλa exp

i ∞∫
−∞

dt
(
piq̇i −H(p, q)− λaΦa(p, q)︸ ︷︷ ︸

HT

)×
×
∏
a

δ(χa) det |{χa,Φb}|. (2.5.3)

Для того, щоб довести еквiвалентнiсть цих двох формул, виконаємо кано-
нiчне перетворення до змiнних pa = χa, qa, p

∗, q∗ у рiвняннi (2.5.2). Мiра∏
iDqiDpi не змiнюється при канонiчних перетвореннях. Множник∏

a

δ(χa)δ(Φa) det |{χa,Φb}| (2.5.4)

у цих змiнних переписується у виглядi∏
a

δ(pa)δ(Φa(qa, pa, q
∗, p∗)) det

∣∣∣∣∂Φa(qa, pa, q
∗, p∗)

∂qb

∣∣∣∣ =
∏
a

δ(pa)δ(qa−qa(q∗, p∗)),

де qa(q∗, p∗) є розв’язком рiвняння Φa(qa, 0, q
∗, p∗) = 0. Ми також викори-

стали формулу для дельта-функцiї вiд деякої функцiї∏
a

δ(Φa(qa, 0, q
∗, p∗)) =

∏
a δ(qa − qa(q∗, p∗))∣∣∣∣ det

∣∣∣∂Φa(qa, 0, q∗, p∗)
∂qb

∣∣∣
qa=qa(q∗, p∗)

∣∣∣∣ . (2.5.5)
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2.6. Приклади фiзичних систем iз в’язями

Пiсля iнтегрування по (pa, qa) формула (2.5.2) за допомогою дельта-
функцiй зводиться до (2.5.1), що i треба було довести.

За наявностi в’язей другого роду, θα, множник (2.5.4) узагальнюється
таким чином:∏

a

δ(χa)δ(Φa) det |{χa,Φb}|
∏
α

δ(θα)
∣∣∣det |{θα, θβ}|

∣∣∣1/2. (2.5.6)

Доведення цього факту досить просте i може бути знайдено в роботi
[175]. Звичайно, в’язi другого роду не потребують накладення калiбру-
вальних умов.

2.6. Приклади фiзичних систем iз в’язями
Для того щоб зрозумiти як застосовується загальна теорiя кванту-

вання систем iз в’язями викладена вище, розглянемо у цьому параграфi
кiлька конкретних прикладiв i почнемо з випадку квантування вiльної ре-
лятивiстської частинки.

Вiльна релятивiстська частинка. Найпростiша система, яка
приводить до гамiльтонової системи з в’язями, — це вiльна релятивiстська
частинка. Як добре вiдомо з теорiї вiдносностi, дiя такої частинки пропор-
цiйна довжинi свiтової лiнiї

S = −m
τ2∫
τ1

dτ
√
ẋ2
µ, ẋµ =

dxµ
dτ

, (2.6.1)

де τ — параметр власного часу.
Дiя iнварiантна вiдносно локальних перетворень τ (дифеоморфiзмiв):

τ = f(τ ′), де f — довiльна диференцiйовна функцiя (τ1 = f(τ ′1), τ2 = f(τ ′2)).
Зокрема, якщо вибрати калiбровку τ = x0, тодi

S = −m

x02∫
x01

dx0

√
1− v2, v =

dx

dx0
. (2.6.2)

Рiвняння Ейлера—Лагранжа дають

0 =
∂L

∂xµ
− d

dt

∂L

∂ẋµ
= − ∂2L

∂ẋµ∂ẋν
ẍν . (2.6.3)

Матриця других похiдних по швидкостях

∂2L

∂ẋµ∂ẋν
=

∂

∂ẋν

(
−m ẋµ√

ẋ2

)
= − m√

ẋ2

(
gµν −

ẋµẋν
ẋ2

)
. (2.6.4)
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Неважко переконатись, що ẋν є власним вектором цiєї матрицi

∂2L

∂ẋµ∂ẋν
ẋν = 0 (2.6.5)

з власним значенням нуль. Таким чином, гесiан

det
∂2L

∂ẋµ∂ẋν
= 0. (2.6.6)

Iнших власних векторiв з нульовими власними значеннями немає, тому
ранг матрицi ∂2L/∂ẋµ∂ẋν дорiвнює 3. Таким чином, тiльки 3 iз 4 рiвнянь
Ейлера—Лагранжа лiнiйно незалежнi. При переходi до гамiльтонової сис-
теми виникає одна в’язь. Дiйсно, знаходимо iмпульс

pµ =
∂L

∂ẋµ
= −m ẋµ√

ẋ2
(2.6.7)

i переконуємося, що маємо в’язь pµpµ = m2.
Гамiльтонiан тотожно дорiвнює нулю:

H = pµẋµ − L = ẋµ
∂L

∂ẋµ
− L = 0. (2.6.8)

Це, очевидно, є наслiдок однорiдностi лагранжiана L по ẋµ. Гамiльтонiа-
ном буде HT = u(pµp

µ − m2), тобто лiнiйна комбiнацiя в’язей (яка, оче-
видно, в цьому випадку є в’яззю першого роду).

Гамiльтоновi рiвняння руху є такими:

ġ = {g,HT}.

Дужки Пуассона визначаються рiвняннями

{xµ, pν} = δνµ, {xµ, xν} = {pµ, pν} = 0, (2.6.9)

а канонiчнi рiвняння Гамiльтона мають вигляд

ṗµ = {pµ, HT } = {pµ, u(p2 −m2)} ≈ 0,

ẋµ = {xµ, HT } = {xµ, u(p2 −m2)} ≈ 2upµ.

Фiзичними спостережуваними будуть функцiї f(xµ, pµ), якi задовольня-
ють умовi

{f, p2 −m2}
∣∣
p2=m2 ≈ 0,

тобто для них повинно виконуватись

∂f

∂xµ
{xµ, p2 −m2}+

∂f

∂pµ
{pµ, p2 −m2}︸ ︷︷ ︸

=0

= 2pµ
∂f

∂xµ
= v(p2 −m2). (2.6.10)
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При квантуваннi за Дiраком в’язь 1-го роду накладається на стани в гiль-
бертовому просторi

(p2 −m2)|ψ〉 = 0. (2.6.11)

Зокрема, в координатному представленнi, де pµ = −i∂µ, фiзичнi стани
задовольняють рiвнянню Клейна—Гордона—Фока

(2 +m2)|ψ〉 = 0.

Вiльна релятивiстська струна. Iнший добре вiдомий приклад
системи з в’язями є вiльна релятивiстська струна. Дiя релятивiстської
струни (дiя Намбу—Гото) має вигляд

S = − 1

2πα′

τ2∫
τ1

dτ

π∫
0

dσ

√
(ẋx′)2 − ẋ2x′2, ẋµ =

dxµ
dτ

, x′µ =
dxµ
dσ

, (2.6.12)

де α′ — параметр, який має розмiрнiсть, обернену до квадрату маси (в
системi одиниць ~ = c = 1), σ — просторова координата вздовж стру-
ни, τ — параметр власного часу. Дiя має чисто геометричний сенс: вона
пропорцiйна площi, яку замiтає струна при еволюцiї в просторi-часi.

Неважко показати, що гесiан
∂2L

∂ẋµ∂ẋν
має ранг 2, а двi первиннi в’язi

мають вигляд
Φ1 = Pµx′µ = 0, Φ2 = PµPµ +

(x′)2

(2πα′)2
= 0, (2.6.13)

де
Pµ =

∂L
∂ẋµ

= − (ẋx′)x′µ − ẋµx′2√
(ẋx′)2 − ẋ2x′2

· 1

2πα′
, L = − 1

2πα′

√
(ẋx′)2 − ẋ2x′2.

(2.6.14)
Очевидно, що H = Pµẋµ − L = 0, i як густину гамiльтонiана ми повиннi
взяти H = λ1Φ1 + λ2Φ2.

Дужка Пуассона двох функцiоналiв f i g вiд координат x(τ, σ) та iм-
пульсiв P(τ, σ) визначається таким чином:

{f, g} =

∫
dσ′
{
δf(x(τ, σ),P(τ, σ))

δxµ(τ, σ′)

δg(x(τ, σ),P(τ, σ))

δPµ(τ, σ′)
−

− δf(x(τ, σ),P(τ, σ))

δPµ(τ, σ′)

δg(x(τ, σ),P(τ, σ))

δxµ(τ, σ′)

}
. (2.6.15)

Для елементарних дужок Пуассона отримуємо

{xµ(τ, σ),Pν(τ, σ′)} = δνµδ(σ − σ′). (2.6.16)

Можна показати, що вторинних в’язей немає, а в’язi Φ1, Φ2 задовольняють
{Φ1,Φ2} = 0, тобто є в’язями першого роду.
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ЗАДАЧI

1. Обчислити дужку Пуассона (ДП) у неканонiчних координатах ηα =
= (φa, q

∗
i, pa, p

∗
i ), де φa — в’язi 1-го роду, pa — iмпульси, спряже-

нi до φa,
{f, g} =

∑
α, β

{ηα, ηβ}
∂f

∂ηα

∂g

∂ηβ
.

Показати, що на пiдмноговидi Γ∗, що визначається умовами φa = 0,
pa = 0, ДП зводиться до{

f, g
}

Γ∗
=
∑
i

(
∂f∗

∂q∗i

∂g∗

∂p∗i
− ∂f∗

∂p∗i

∂g∗

∂q∗i

)
,

де незалежними змiнними є q∗i , p
∗
i i

f∗ = f
(
qa(q

∗
i, p
∗
i ), q

∗
i, 0, p

∗
i

)
, g∗ = g

(
qa(q

∗
i, p
∗
i ), q

∗
i, 0, p

∗
i

)
, (2.6.17)

а функцiї qa(q∗i, p
∗
i ) визначаються, розв’язуючи в’язi

φa(qa, pa = 0, q∗i, p
∗
i ) = 0.

2. Нехай задано лагранжiан
L =

1

2
(ẋ− y)2.

Обчислити гесiан, знайти первиннi в’язi та визначити вид калiбру-
вального перетворення, що залишає лагранжiан iнварiантним.
Знайти розв’язки лагранжевих рiвнянь руху з початковими умовами

x(0) = α, y(0) = β, ẋ(0) = β, ẏ(0) = γ

i показати, що в розв’язку є функцiональна довiльнiсть (тобто у роз-
в’язок входить довiльна функцiя).

3. Нехай задано лагранжiан

L = −1

2
q2 + qẋ+ q̇ẏ.

Обчислити ранг гесiана, знайти в’язi та гамiльтонiан i визначи-
ти вид калiбрувального перетворення, що залишає лагранжiан iн-
варiантним.

4. Для лагранжiана

L =

n∑
i<k

mimk

2M

(
ṙi − ṙk

)2 − V (|ri − rk|
)
, M =

n∑
i

mi

показати, що матриця Гессе є сингулярною, знайти рiвняння руху i
локальнi перетворення, якi залишають iнварiантними лагранжiан i
рiвняння руху. Визначити iмпульси i знайти первиннi в’язi.
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2.6. Приклади фiзичних систем iз в’язями

5. Розглянути лагранжiан

L =
q̇2

2mṫ
− mω2

2
ṫq2,

де змiннi q(τ) i t(τ) є функцiями τ , i показати iнварiантнiсть дiї
S =

∫
dτL(q(τ), q̇(τ)) вiдносно калiбрувальних перетворень з довiль-

ною функцiєю λ(τ)

q(τ)→ q′(τ) = q(λ(τ)), t(τ)→ t′(τ) = t(λ(τ)).

Знайти гамiльтонiан i в’язi цiєї системи.

6. Показати, що дужка Дiрака (2.2.29) задовольняє тотожнiсть Якобi

{f, {g, h}D}D + {g, {h, f}D}D + {h, {f, g}D}D = 0.

7. Розглянемо рух вiльної частинки на поверхнi ΣN−1 в N -вимiрному
просторi заданою рiвнянням f(x) = 0, де f(x) є гладкою функцiєю
декартових координат xi, i = 1, 2, ..., N в RN з вектором нормалi
n(x) = ∇f(x), n2 = 1. Система описується вiльним гамiльтонiаном
H = p2/2m з в’язями

χ1(x, p) ≡ f(x)(= 0), χ2(x, p) ≡ n · p(= 0).

Порахувати дужки Дiрака {xi, xj}D, {xi, pj}D, {pi, pj}D i знайти рiв-
няння руху. Показати, що

n · dx
dt

= 0, n× dp

dt
= 0,

тобто рух частинки вiдбувається в дотичнiй площинi i частинка не
вiдчуває сили в дотичнiй площинi.

8. Розглянути попередню задачу руху частинки з масою m = 1 по по-
верхнi сфери q2

i = 1 в n-вимiрному просторi в лагранжевому фор-
малiзмi. Обмеження руху по поверхнi сфери в n-вимiрному просторi
зручно враховувати за допомогою множника Лагранжа, тобто маємо
лагранжiан

L =
1

2

(
q̇2
i − F (q2

i − 1)
)
,

де по iндексу i вiдбувається пiдсумовування. Показати, що матриця
∂2L/∂q̇a∂q̇b сингулярна (qa = (qi, F ), a = 1, 2, ..., n+ 1).

Очевидно, первинна в’язь φ1 = pF = ∂L/∂Ḟ ≈ 0 i первинний гамiль-
тонiан

H = piq̇i + pF Ḟ − L+ λpF .
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Знайти з умови збереження в’язей у часi додатковi в’язi φ2, φ3, φ4

та множник Лагранжа λ. Знайти матрицю дужок Пуассона CAB =
= {φA, φB} i обернену до неї матрицю, побудувати дужку Дiрака и
обчислити її для всiх канонiчних змiнних qi, F , pi, pF .

9. Розглянути дiю вiльної релятивiстської частинки у виглядi

S = −1

2

∫
dτ
√
g
(
g−1ẋµẋµ +m2

)
.

Встановити вид локальних перетворень змiнних (τ, g(τ) → τ ′, g̃(τ ′)),
якi зберiгають форму дiї. Використовуючи рiвняння Ейлера—Лаг-
ранжа для g, показати, що дiя еквiвалентна iншiй вiдомiй дiї для
релятивiстської частинки

S = −m
∫
dτ
√
ẋµẋµ.

Визначити канонiчнi iмпульси до змiнних xµ, g i зробити перехiд до
гамiльтонового формалiзму. З умови збереження в’язей у часi знайти
всi нетривiальнi в’язi (їх всього повинно бути двi φ1, φ2). Використо-
вуючи дужки Пуассона для канонiчних змiнних,

{xµ, pν} = δµν , {g, pg} = 1

(всi iншi дорiвнюють нулю), встановити належнiсть в’язей до першо-
го чи другого роду.

Розглянути умови фiксацiї калiбровки

χ1 = g − 1

m2
≈ 0, χ2 = τ − x0 ≈ 0

i порахувати матрицю 4 × 4 з дужок Пуассона CAB =
{
φA, φB

}
, де

φA = (φ1, φ2, χ1, χ2). Побудувати дужку Дiрака i обчислити її для
всiх змiнних xµ, g, pν , pg мiж собою.

10. Розглянути лагранжiан першого порядку по похiдним

L(qa, q̇a) = q̇aK
a(qa)− V (qa), a = 1, 2, ..., 2N,

де функцiя координат Ka(qa) така, що матриця ∆ab= −∆ba= ∂aKb−
− ∂bKa має детермiнант, вiдмiнний вiд нуля, det∆ 6= 0. Очевидно, що
гесiан

Mab =
∂2L

∂q̇a∂q̇b
= 0.

Показати, що лагранжевi рiвняння можна представити у формi

q̇a =
(
∆−1

)
ab
∂bV (qa).
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Зробити перехiд до гамiльтонового формалiзму: знайти гамiльтонi-
ан H0 i первиннi в’язi φa. Показати, що матриця з дужок Пуассона
в’язей {

φa, φb
}

= ∆ab,

тобто первиннi в’язi належать до в’язей другого роду.

Використовуючи гамiльтонiан, визначений за Дiраком

H = H0 + uaφa,

де ua(qa, pa, t) довiльнi функцiї координат, iмпульсiв i часу, визначи-
ти цi функцiї з умови збереження в’язей у часi, φ̇a = {φa, H} ≈ 0.
Побудувати дужку Дiрака i показати, що гамiльтоновi рiвняння

q̇a = {qa, H}D

спiвпадають з лагранжевими рiвняннями руху.

11. Показати, що дiя вiльної релятивiстської струни може бути записана
у виглядi

S = −T
τ2∫
τ1

dτ

π∫
0

dσ
√
−G,

(
натяг струни T =

1

2πα′

)

де G = det Gαβ , Gαβ = ∂αX
µ∂βXµ, i похiднi ∂1 ≡ ∂τ , ∂2 ≡ ∂σ,

Xµ = Xµ(τ, σ).

12. Показати, що для вiльної релятивiстської струни первинними в’я-
зями є

φ1 = PµX ′µ = 0, φ2 = PµPµ +
X ′µX

′µ

(2πα′)2
= 0

i що вториннi в’язi вiдсутнi.

Обчислити дужку Пуассона в’язей {φ1, φ2}, використовуючи елемен-
тарну дужку Пуассона

{Xµ(τ, σ),Pν(τ, σ′)} = δνµδ(σ − σ′).

13. Розглянути дiю

S = −T
2

∫
dτ dσ

√
−hhαβ∂αXµ∂βXµ

для струни Xµ(τ, σ) на свiтовiй поверхнi (τ, σ) з метричним тен-
зором hαβ (hαβ — метричний тензор, обернений до матрицi hαβ),
h = dethαβ .
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Використовуючи польовi рiвняння для змiнної hαβ

δS

δhαβ
= 0 ⇒ ∂αX

µ∂βXµ −
1

2
hαβh

α′β′∂α′X
µ∂β′Xµ = 0

та визначаючи тензор Gαβ = ∂αX
µ∂βXµ, показати, що дiя еквiва-

лентна (на класичному рiвнi) дiї струни Намбу—Гото

S = −T
∫
dτ dσ

√
−detGαβ.

Примiтка. При виведеннi польових рiвнянь використовувати ва-
рiацiю δ dethαβ

δhαβ
= −h · hαβ,

яку необхiдно довести.
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Квантова електродинамiка (КЕД) є прототипом iнших квантових тео-
рiй поля i описує найпоширенiшi i найважливiшi фiзичнi явища [1,45,171].
Iсторично електромагнiтне поле було вперше проквантоване Дiраком
(1927), який описав вiльне електромагнiтне поле як набiр квантових осци-
ляторiв та ввiв поняття операторiв народження i знищення фотонiв. Тому
ми розпочнемо наше вивчення квантових полiв саме з квантування в га-
мiльтоновому пiдходi вiльного електромагнiтного поля як найпростiшої
калiбрувальної теорiї.

Лагранжева густина вiльного електромагнiтного поля має вигляд

L = −1

4
FµνF

µν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (3.1)

де Aµ є вектор-потенцiалом. Система має нескiнченне число ступенiв вiль-
ностi Aµ(x, t), якi визначаються µ i x. Канонiчне квантування постулює
комутацiйнi спiввiдношення мiж динамiчними змiнними теорiї та вiдпо-
вiдними iмпульсами. Тому перший крок, який потрiбно нам зробити при
квантуваннi електромагнiтного поля, це визначити якi iмпульси вiдповiда-
ють динамiчним змiнним Aµ(x, t) в електродинамiцi. Виявляється, що при
цьому ми стикаємося з проблемою, яка полягає в тому, що квантова елект-
родинамiка не є регулярною системою з точки зору гамiльтонового фор-
малiзму i тому потребує при її квантуваннi використання поняття в’язей.

3.1. Квантова електродинамiка
як гамiльтонова система з в’язями

Щоб показати, що квантова електродинамiка не є регулярною систе-
мою обчислимо матрицю Гессе Mµν(x,y):

Mµν(x,y) =
δ2L

δȦµ(x)δȦν(y)
. (3.1.1)



3. КВАНТУВАННЯ ВIЛЬНОГО ЕЛЕКТРОМАГНIТНОГО ПОЛЯ

Для її обчислення нам необхiднi тiльки доданки в L, квадратичнi по Ȧµ

L = −1

4
Fµν(∂µAν − ∂νAµ) = −1

2
∂µAν(∂µAν − ∂νAµ) =

= −1

2
∂0Ai(∂

0Ai − ∂iA0) + ... =
1

2
∂0Ai∂0Ai + ... . (3.1.2)

Зазначимо, що доданок з ∂0A0∂0A0 вiдсутнiй, що приводить до появи в’я-
зей у квантовiй електродинамiцi. Таким чином,

Mµν(x,y) =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 δ(x− y). (3.1.3)

Для цiєї матрицi очевидно detM = 0, i ми маємо справу з сингулярною
системою. Фактично це є наслiдком калiбрувальної iнварiантностi системи
вiдносно перетвореньAµ → Aµ+∂µΛ. Дiйсно, згiдно з рiвняннями Ейлера—
Лагранжа,

∂L
∂Aν

− ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
= 0⇒ ∂µF

µν = 0. (3.1.4)

Як наслiдок антисиметрiї тензора Fµν маємо тотожнiсть ∂ν∂µF
µν = 0,

тобто не всi рiвняння Ейлера—Лагранжа є незалежними. Узагальнений
iмпульс електромагнiтного поля дорiвнює

Πµ(x) =
δL

δȦµ(x)
= Fµ0,

i внаслiдок антисиметрiї Fµν компонента F 00 = 0, а отже маємо первинну
в’язь (primary constraint)

Φ1(x) = Π0(x) = 0. (3.1.5)

Фактично тут є не одна в’язь, а нескiнченне число їх, якi позначаються
неперервним iндексом x.

Визначимо дужку Пуассона

{f, g} =

∫
d3x

(
δf

δAµ(x)

δg

δΠµ(x)
− δg

δAµ(x)

δf

δΠµ(x)

)
. (3.1.6)

Легко пересвiдчитись, що канонiчнi змiннi задовольняють одночасовим ка-
нонiчним спiввiдношенням

{Aµ(x, t), Aν(y, t)} = {Πµ(x, t),Πν(y, t)} = 0,

{Aµ(x, t),Πν(y, t)} = δνµδ(x− y).
(3.1.7)
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Останнє спiввiдношення випливає з

{Aµ(x, t),Πν(y, t)} =

∫
d3z

(
δAµ(x, t)

δAρ(z, t)

δΠν(y, t)

δΠρ(z, t)
− δΠν(y, t)

δAρ(z, t)

δAµ(x, t)

δΠρ(z, t)

)
=

=

∫
d3z δρµδ(x− z)δνρδ(y − z) = δνµδ(x− y).

Для густини лагранжiана маємо

L = −1

2
ΠiΠ

i − 1

4
FijF

ij =
1

2
Π2
i −

1

4
FijF

ij ,

де ми використали Fi0 = ∂iA0 − ∂0Ai = Πi. Знайдемо гамiльтонiан

H =

∫
d3x[ΠµȦµ − L] =

∫
d3x[Πi∂0Ai − L]. (3.1.8)

Виключаючи похiднi за часом ∂0Ai = ∂iA0 −Πi, отримуємо

H =

∫
d3x

[
1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij +A0∂iΠi

]
. (3.1.9)

Найбiльш загальний гамiльтонiан визначається додаванням первинної в’я-
зi до H:

H ⇒ H̄ = H +

∫
d3xΠ0(x, t)u(Aµ(x, t),Πν(x, t)), (3.1.10)

де u — довiльна функцiя вiд Aµ, Πν , яка є фактично множником Лагран-
жа. Нагадаємо, що навiть коли в’язi можна розв’язати в явному виглядi i
працювати з меншою кiлькiстю змiнних, дуже часто значно зручнiше не
розв’язувати в’язi явно, а ввести множники Лагранжа.

Вимога збереження в’язi пiд час еволюцiї приводить до вторинних
в’язей

Φ̇1 = {Φ1, H̄} = {Π0(x), H}+

∫
d3y u(y){Π0(x),Π0(y)} =

=

{
Π0(x),

∫
d3y

[
1

2
Π2
i (y) +

1

4
F 2
ij +A0∂iΠi

]}
=

=

∫
d3y{Π0(x), A0(y)}∂iΠi(y) = −∂iΠi(x). (3.1.11)

Вiдповiдно до загальної теорiї вимагаємо

Φ2(x) = ∂iΠi(x) ≈ 0, (3.1.12)

де знак ≈ означає, що ∂iΠi(x) дорiвнює нулю не тотожно, а тiльки на по-
верхнi первинної в’язi Φ1 = 0, тобто дорiвнює нулю у слабкому сенсi. Спiв-
вiдношення (3.1.12) є вторинною в’яззю. Знову додаючи довiльну лiнiйну
комбiнацiю цих в’язей до H̄, отримуємо ще бiльш загальний гамiльтонiан

HT =

∫
d3x

[
1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij +A0∂iΠi + u(x)Π0(x) + v(x)∂iΠi

]
. (3.1.13)
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Вимагаємо, щоб в’язь Φ2(x) також зберiгалась у часi,

Φ̇2(x) = {∂iΠi(x), HT } ≈ 0,

де знак ≈ тепер означає рiвнiсть нулю на поверхнi вже двох в’язей. Об-
числюємо
{∂iΠi(x), HT } =

∫
d3y

{
∂iΠi(x),

1

4
F 2
ij(y)

}
=

∫
d3y{∂kΠk(x), ∂iAj(y)}Fij(y) =

=

∫
d3y ∂xk∂

y
i {Πk(x), Aj(y)}Fij(y) =

∫
d3y ∂xj ∂

y
i δ(y − x)Fij(y) =

= −∂i∂jFij(x) = 0. (3.1.14)

Остання рiвнiсть випливає з симетрiї ∂i∂j i антисиметрiї Fij за iндексами i,
j. Процес виявлення нових в’язей таким чином обривається. Отже, маємо:

1. Первиннi i вториннi в’язi

Φ1(x) = Π0(x), Φ2(x) = ∂iΠi(x). (3.1.15)

2. Φ1 i Φ2 є в’язями 1-го роду. За визначенням в’язями 1-го роду є в’язi,
чиї дужки Пуассона з iншими в’язями дорiвнюють нулю на поверхнi всiх
в’язей. Дiйсно, легко перевiрити, що

{Φ1(x),Φ1(y)} = {Φ1(x),Φ2(y)} = {Φ2(x),Φ2(y)} = 0. (3.1.16)

3. Найбiльш загальний гамiльтонiан на многовидi Γ має таким чином
вигляд

HT =

∫
d3x

[
1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij + uΠ0 + (v +A0)∂iΠi

]
. (3.1.17)

Початковий фазовий простiр був 8-вимiрним (не враховуючи залеж-
нiсть вiд x) з канонiчними змiнними A0, A1, A2, A3 та Π0,Π1,Π2,Π3. Двi
в’язi Φ1,Φ2 визначають 6-вимiрний многовид у цьому фазовому просторi.
Оскiльки обидвi в’язi є 1-го роду, нам необхiднi двi калiбрувальнi умови
χ1, χ2. В результатi редукований фазовий простiр буде 4-вимiрним. Фiзич-
но це вiдповiдає двом поперечним фотонам та їх iмпульсам.

Гамiльтонiан HT мiстить довiльнi функцiї u i v (A0 може бути погли-
нена в v внаслiдок довiльностi v). Розглянемо їх роль у рiвняннях руху,
маємо

Ȧ0 = {A0, HT } =

∫
d3y{A0(x), uΠ0(y)} = u(x),

тобто функцiя A0 в момент часу t0 + ∆t є повнiстю довiльною внаслi-
док довiльностi функцiї u, а доданок

∫
d3xu(x)Π0(x) змiнює A0, не змiню-

ючи Ai, що еквiвалентно калiбрувальному перетворенню A0 → A0 + ∂0Λ,
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де Λ(x, t0) = 0, але ∂tΛ(x, t) 6= 0. Таким чином, присутнiсть в’язей є за-
гальною властивiстю калiбрувальних теорiй i має мiсце також у квантовiй
хромодинамiцi та теорiї слабких взаємодiй, якi є неабелевими калiбруваль-
ними теорiями.

Аналогiчно доданок
∫
d3x v(x)∂iΠi дає

Ȧi = {Ai, HT} =

∫
d3y{Ai(x), ∂jΠj(y)}v(y) = −

∫
d3y ∂yi δ(x−y)v(y) = ∂iv(x),

тобто Ai теж мiстить довiльну функцiю у розв’язку рiвняння еволюцiї.
Можна показати, що Fµν є величиною 1-го роду, тобто не залежить вiд
довiльних функцiй u i v на M , що узгоджується з тим, що Fµν є калiбру-
вально iнварiантною величиною.

Ми будемо використовувати такi калiбрувальнi умови: χ1 =
= A0 ≈ 0 — часова калiбровка, χ2 = ∂iAi ≈ 0 — кулонiвська калiбровка.

Обчислимо дужки Пуассона мiж в’язями i калiбрувальними умовами

{χ1(x),Φ1(y)} = {A0(x),Π0(y)} = δ(x− y),

{χ2(x),Φ2(y)} = {∂iAi(x), ∂jΠj(y)} = −∂xi ∂
y
j δijδ(x− y) = ∆xδ(x− y),

{χ1(x),Φ2(y)} = {χ2(x),Φ1(y)} = 0,

якi представимо у виглядi матрицi

{χα(x),Φβ(y)} =

(
δ(x− y) 0

0 ∆xδ(x− y)

)
. (3.1.18)

Калiбрувальнi умови χ i в’язi Φ можна розглядати разом як в’язi 2-го роду.
Введемо позначення

θs = (χ1, χ2,Φ1,Φ2), s = 1, 2, 3, 4.

Тодi матриця ДП усiх θs приймає вигляд

∆ss′(x− y) = {θs(x), θs′(y)} =

=


0 0 δ(x− y) 0
0 0 0 ∆xδ(x− y)

−δ(x− y) 0 0 0
0 −∆xδ(x− y) 0 0

 =

=


0 0 1 0
0 0 0 ∆x

−1 0 0 0
0 −∆x 0 0

 δ(x− y). (3.1.19)
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Згiдно iз загальною iдеологiєю квантування систем з в’язями 2-го роду, не-
обхiдно перейти до дужки Дiрака, яка автоматично виконує квантування
тiльки на редукованому фазовому просторi Γ∗ i усуває будь-яку довiль-
нiсть у гамiльтонiанi. Знайдемо обернену матрицю ∆−1, яка визначається
рiвнянням ∫

d3z∆st(x, z)∆−1
ts′ (z,y) = δss′δ(x− y).

Величина ∆ss′(x− y) має вигляд

∆ss′(x,y) =

(
0 D
−D 0

)
, де D =

(
1 0
0 ∆x

)
δ(x− y).

Очевидно, що ∆−1 дорiвнює(
∆−1

)
ss′

(x,y) =

(
0 −D−1

D−1 0

)
.

Покажемо, що D−1 визначається рiвнянням

D−1(x,y) =

δ(x− y) 0

0 − 1

4π|x− y|

. (3.1.20)

Для цього необхiдно тiльки мати на увазi спiввiдношення

∆x

(
1

4π|x− y|

)
= −δ(x− y), (3.1.21)

яке є не що iнше, як окремий випадок рiвняння Пуассона ∆V = ρ i виражає

той факт, що потенцiал
1

4π|x− y|
вiдповiдає заряду +1, розташованому в

точцi y. Тодi перевiряємо, що∫
d3z

(
1 0
0 ∆x

)
δ(x− z)

δ(z− y) 0

0 − 1

4π|z− y|

 =

(
1 0
0 1

)
δ(x−y), (3.1.22)

де ми використали

−
∫
d3z (∆xδ(x− z))

1

4π|z− y|
= −∆x

(
1

4π|x− y|

)
= δ(x− y).

Таким чином, ∆−1 дорiвнює

∆−1
ss′ (x,y) =


0 0 −δ(x− y) 0

0 0 0
1

4π|x− y|
δ(x− y) 0 0 0

0 − 1

4π|x− y|
0 0

. (3.1.23)
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Побудуємо тепер дужку Дiрака

{f, g}D = {f, g} −
∫
d3u d3v{f, θs(u)}

(
∆−1

)
ss′

(u,v){θs′(v), g} =

= {f, g} −
∫
d3u d3v ({f, χ1}, {f, χ2}, {f,Φ1}, {f,Φ2})×

×


0 0 −δ(u− v) 0

0 0 0
1

4π|u− v|
δ(u− v) 0 0 0

0 − 1

4π|u− v|
0 0



{χ1(v), g}
{χ2(v), g}
{Φ1(v), g}
{Φ2(v), g}

.

Тодi

{f, g}D = {f, g} −
∫
d3u d3v

(
{f, χ1(u)}, {f, χ2(u)}, {f,Φ1(u)}, {f,Φ2(u)}

)
×

×


−δ(u− v){Φ1(v), g}

1

4π|u− v|
{Φ2(v), g}

δ(u− v){χ1(v), g}
− 1

4π|u− v|
{χ2(v), g}

 = {f, g} −
∫
d3u d3v×

×
(
−{f, χ1(u)}δ(u− v){Φ1(v), g}+ {f, χ2(u)} 1

4π|u− v|
{Φ2(v), g} +

+ {f,Φ1(u)}δ(u− v){χ1(v), g} − {f,Φ2(u)} 1

4π|u− v|
{χ2(v), g}

)
, (3.1.24)

i остаточно для дужки Дiрака знаходимо

{f, g}D = {f, g} −
∫
d3u d3v

(
− {f,A0(u)}δ(u− v){π0(v), g}+

+ {f, ∂iAi(u)} 1

4π|u− v|
{∂jΠj(v), g}+ {f,Π0(u)}δ(u− v){A0(v), g}−

−{f, ∂iΠi(u)} 1

4π|u− v|
{∂jAj(v), g}

)
. (3.1.25)

Як випливає з останнього виразу, всi в’язi A0,Π0, ∂iAi, ∂iΠi дорiвнюють
нулю в сильному сенсi вiдносно ДП. Зокрема, легко побачити, що

{A0(x), Aµ(y)}D = {A0(x),Πi(y)}D = 0,

{Π0(x),Πµ(y)}D = {Π0(x), Ai(y)}D = 0
(3.1.26)
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(це виконувалось також i для звичайних ДП). Також

{A0(x),Π0(y)}D = {A0(x),Π0(y)} −
∫
d3u d3v{A0(x),Π0(u)}δ(u− v)×

×{A0(v),Π0(y)} = δ(x−y)−
∫
d3u d3vδ(x−u)δ(u−v)δ(v−y) = 0. (3.1.27)

Для того щоб показати, що ∂iAi i ∂iΠi також дорiвнюють нулю в сильному
сенсi, обчислимо
{Ai(x),Πj(y)}D = {Ai(x),Πj(y)}+

∫
d3u d3v{Ai(x), ∂kΠk(u)} 1

4π|u− v|
×

×{∂lAl(v),Πj(y)} = δji δ(x−y) +

∫
d3u d3v∂ui δ(x−u)

1

4π|u− v|
∂vj δ(v−y) =

= δji δ(x− y) + ∂xi ∂
jy 1

4π|x− y|
= δji δ(x− y)− ∂xi ∂jx

1

4π|x− y|
. (3.1.28)

Останнiй вираз можна записати як

{Ai(x),Πj(y)}D =

(
δji +

∂xi ∂
xj

∆x

)
δ(x− y) =

(
δji −

∂xi ∂
x
j

∆x

)
δ(x− y), (3.1.29)

де ми ввели формальне позначення
1

4π|x− y|
= −∆−1

x δ(x− y).

Видно, що {∂iAi(x),Πj(y)}D = 0, крiм того, {∂iAi(x), Aµ(y)}D = 0
i {∂iAi(x),Π0(y)}D = 0. Таким чином, комбiнацiя ∂iAi дорiвнює нулю в
сильному сенсi. Також ∂iΠi дорiвнює нулю в сильному сенсi.

Той факт, що A0 i Π0 дорiвнюють нулю, означає, що у нас немає часо-
вих фотонiв, а рiвнiсть нулю ∂iAi i ∂iΠi означає вiдсутнiсть поздовжних
фотонiв. Гамiльтонiан i рiвняння руху приймають вигляд

H =

∫
d3x

(
1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij

)
, (3.1.30)

ḟ = {f,H}D. (3.1.31)

Можна вибрати й iншi калiбровки, наприклад χ1 = A3 = 0 — аксiальна
калiбровка або χ2 = Π3 + ∂3A0 = 0. Використовується також часова (га-
мiльтонова) калiбровка χ3 = A0 = 0. Недолiк цих калiбровок — вiдсутнiсть
явної лоренц-iнварiантностi.

Еквiвалентна можливiсть квантування — розв’язати явно в’язi i калiб-
рувальнi умови. У випадку вiльного електромагнiтного поля це можна
зробити в явному виглядi. Запишемо рiвняння для часової, ν = 0, i прос-
торових, ν = i, компонент

∂µF
µν = 0⇒

{
∂iF

i0 = 0,
∂0F

0i + ∂jF
ji = 0,

(3.1.32)

або в розгорнутому виглядi для другого рiвняння

∂0(∂0Ai − ∂iA0) + ∂j(∂
jAi − ∂iAj) = 0. (3.1.33)
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У калiбровцi ∂iAi = 0, A0 = 0 перше рiвняння тотожно задовольняється,
а друге приймає вигляд 2Ai = 0 (це можна отримати i безпосередньо з
гамiльтонового формалiзму). Це рiвняння має розв’язок, який задовольняє
умовi ∂iAi = 0:

Ai(x) =

∫
d3k

(2π)32k0

∑
λ=1,2

ε
(λ)
i (k)

[
a(λ)(k)e−ikx + a(λ)+(k)eikx

]
, (3.1.34)

де kx = k0x0 − kx, k0 = |k|, kiε(λ)
i = 0, а вектори поляризацiї ε(λ)

i —
ортонормованi i задовольняють умовi повноти

ε
(λ)
i (k)ε

(λ′)
i (k) = δλλ

′
,

∑
λ=1,2

ε
(λ)
i (k)ε

(λ)
j (k) = δij −

kikj
k2

. (3.1.35)

Коефiцiєнти a(λ)+(k), a(λ)(k) при квантуваннi стають операторами наро-
дження i знищення фотонiв. Гамiльтонiан у термiнах a(λ)(k) запишеться
виключно через оператори народження i знищення двох поперечних фо-
тонiв, тобто тiльки через фiзичнi ступенi вiльностi

H =

∫
d3x

(
1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij

)
=

1

2

∫
d3x

[
(∂0Ai)

2 −Aj∂2
i Aj

]
=

=
1

2

∑
λ=1,2

∫ (
d3k

(2π)32k0

)
k0
[
a+(λ)(k)a(λ)(k) + a(λ)(k)a+(λ)(k)

]
, (3.1.36)

де для iмпульсу використано Πi = ∂iA0−∂0Ai ⇒ −∂0Ai. При квантуваннi
ми накладаємо комутацiйнi спiввiдношення на коефiцiєнти a(λ)(k):[

a(λ)(k), a(λ′)+(k′)
]

= (2π)32k0δλλ
′
δ(k− k′). (3.1.37)

Обчислюючи [Ai(x),Πj(y)] за допомогою комутацiйних спiввiдношень для
операторiв a(λ), приходимо до

[Ai(x),Πj(y)] = i

(
δji +

∂xi ∂
jx

∆x

)
δ(x− y).

Порiвнюючи з (3.1.29), бачимо, що дужка Дiрака { , }D при квантуваннi
замiнюється на [ , ]/i~ (~ = 1 в даних обчисленнях). Зауважимо, що в
кулонiвськiй калiбровцi норма всiх станiв додатна, однак втрачається явна
лоренц-iнварiантнiсть.
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3.2. Функцiональний iнтеграл для поля Максвелла
Вище ми вивчали канонiчне операторне квантування електромагнiтно-

го поля, а тепер розглянемо як електромагнiтне поле квантується в пiдходi
континуального iнтеграла [61, 76, 120, 121, 158, 163]. Функцiональний iнтег-
рал для вiльного електромагнiтного поля в кулонiвський калiбровцi має
вигляд

Z = N

∫
DAµDΠµ δ(A0)δ(Π0)δ(∂iAi)δ(∂iΠi) Det(∆) ei

∫
d 4x[ΠµȦµ−H],

(3.2.1)де гамiльтонова густина
H =

1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij +A0∂iΠi,

i ми використовуємо скорочене позначення δ(f(x)) ≡
∏
x δ(f(x)) (зазначи-

мо, що присутнiсть δ(A0)δ(Π0)δ(∂iAi)δ(∂iΠi) явним чином вказує на те, що
в теорiї не вiсiм динамiчних змiнних, а чотири). В цьому виразi, вiдповiдно
до загальної теорiї, ∆ = {χα,Φβ} є матрицею ДП калiбрувальних умов i
в’язей (див. (3.1.18)). Знiмаючи тривiальнi δ-функцiї δ(A0), δ(Π0), маємо∫

DAiDΠi δ(∂iAi)δ(∂iΠi) Det(∆) ei
∫
d 4x[ΠiȦi− 1

2
Π2
i−

1
4
F 2
ij] =

=

∫
DAiDA0DΠi δ(∂iAi) Det(∆) ei

∫
d 4x[ΠiȦi− 1

2
Π2
i−

1
4
F 2
ij−A0∂iΠi], (3.2.2)

де у другiй рiвностi використано зручне представлення для функцiональ-
ної дельта-функцiї∏

x

δ(∂iΠi(x)) =

∫
DA0 e

−i
∫
d 4xA0(x)∂iΠi(x) (3.2.3)

зi змiнною iнтегрування, яку ми знов позначили як A0. Пiсля цього ми
можемо легко проiнтегрувати по iмпульсним змiнним Πi(x)∫

DΠi e
i
∫
d 4x[− 1

2
Π2
i+Πi(∂iA0−∂0Ai)] = ei

∫
d 4x 1

2
Fi0Fi0 = ei

∫
d 4x[− 1

2
Fi0F

i0].

(3.2.4)
Остаточно отримуємо функцiональний iнтеграл у кулонiвськiй калiбровцi

Z = N

∫
DAµ δ(∂iAi) Det(∆) exp i

∫
d 4x

[
−1

4
F 2
µν

]
, (3.2.5)

де
Det(∆) = Det |∆xδ(x− y)| = Det |{∂iAi, ∂jΠj}|.

Det(∆) не залежить вiд поля Aµ i може бути винесений за знак iнтеграла
та включений у константу нормування N . Замiсть калiбрувальної умови
∂iAi = 0 може бути взята будь-яка функцiя g(A,Π) = 0, тодi

Det |{g, ∂iΠi}| = Det

∣∣∣∣δgεδε
∣∣∣∣
ε=0

∣∣∣∣. (3.2.6)
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3.2. Функцiональний iнтеграл для поля Максвелла

Ця рiвнiсть є наслiдком того, що в’язь ∂iΠi є генератором калiбрувальних
перетворень

δgε = {g, ∂iΠi}δε. (3.2.7)

Цей факт дозволяє легко обчислити детермiнант Фаддєєва—Попова. На-
приклад, для калiбровки g(A) = ∂iAi, робимо калiбрувальне перетворення

g(Aε) = ∂iA
ε
i = ∂i(Ai + ∂iε), (3.2.8)

i знаходимо δgε(x)

δε(y)

∣∣∣
ε=0

= ∂2
i δ(x− y) = ∆xδ(x− y). (3.2.9)

Порiвняємо тепер отриманий вираз (3.2.5) для функцiонального iнтег-
рала в КЕД з наївним фейнманiвським iнтегралом

Z = N

∫
DAµ exp i

∫
d 4x

[
−1

4
F 2
µν

]
. (3.2.10)

Проблема полягає в тому, що цей iнтеграл розбiгається через те, що ми
iнтегруємо в ньому за зайвими нефiзичними ступенями свободи, пов’яза-
ними калiбрувальними перетвореннями. Дiйсно, розiб’ємо калiбрувальне
поле на поперечну i поздовжню частини: Aµ = ATµ + ALµ , де ∂µATµ = 0 i
ALµ = ∂µΘ. Дiя перепишеться

S =

∫
d 4x

(
−1

4
F 2
µν

)
=

1

2

∫
d 4xAµ(x)(gµν2− ∂µ∂ν)Aν(x) =

=
1

2

∫
d 4xATµ (x)(gµν2)ATν (x), (3.2.11)

таким чином поле ALµ повнiстю випадає з кiнетичного члена в лагранжiанi
КЕД. Зробимо тепер калiбрувальне перетворення

A′µ = Aµ + ∂µε = ATµ + ∂µ (Θ + ε). (3.2.12)

Порiвнюючи з A′µ = A′Tµ + ∂µΘ′, бачимо, що калiбрувальне перетворення
впливає лише на поздовжню частину вектор-потенцiалу ALµ :

A′Tµ = ATµ , Θ′ = Θ + ε. (3.2.13)

Iнтегрування по ALµ еквiвалентно iнтегруванню по Θ, що у свою чергу ек-
вiвалентно внеску всiєї калiбрувальної орбiти i приводить до тривiальної
розбiжностi функцiонального iнтеграла.

Розбiжнiсть iнтеграла (3.2.10) пов’язана також з неможливiстю визна-
чити обернений оператор до оператора gµν2− ∂µ∂ν з рiвняння

−i(gµν2− ∂µ∂ν)Dνρ(x− y) = δµρ δ(x− y), (3.2.14)
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або для фур’є-образу рiвняння

(−k2gµν + kµkν)Dνρ(k) = iδµρ ,

яке визначає фейнманiвський пропагатор Dνρ(k). Але це рiвняння не має
розв’язкiв, оскiльки матриця (−k2gµν + kµkν) має власний вектор ∼kµ з
нульовим власним значенням. Наявнiсть у (3.2.5) дельта-функцiї, яка фiк-
сує калiбровку, тобто фiксує конкретну конфiгурацiю на калiбрувальнiй
орбiтi, робить iнтеграл (3.2.10) скiнченним.

3.3. Метод Фаддєєва—Попова
У гамiльтоновому пiдходi ми не маємо змоги розглядати калiбровки,

якi мiстять похiднi по часу. Зазвичай калiбровки в гамiльтоновому фор-
малiзмi порушують явну лоренцову iнварiантнiсть. Але ми хотiли б збе-
рiгати явним чином лоренц-iнварiантнiсть (очевидно, що її присутнiсть є
дуже корисною для практичних обчислень), наприклад використати калiб-
ровку Лоренца G(A) = ∂µA

µ. Для цього використаємо пiдхiд Фаддєєва—
Попова, який є особливо зручним у випадку неабелевих калiбрувальних
теорiй [22,61,76,120,121,154].

Нехай поля Aµ задовольняють деякiй калiбрувальнiй умовi G(Aµ) = 0.
Визначимо так званий детермiнант Фаддєєва—Попова за допомогою iнтег-
рала вздовж калiбрувальної орбiти для фiксованої конфiгурацiї поля Aµ:

1 =

∫
Dα(x)δ(G(Aα)) det

∣∣∣∣δG(Aα)

δα(x)

∣∣∣∣
α=0

∣∣∣∣, Aαµ = Aµ + ∂µα(x). (3.3.1)

Цей функцiональний iнтеграл є аналогом скiнченновимiрного iнтеграла

1 =

 n∏
i=1

∞∫
−∞

dai

 δ(n)(g(a)) det

(
∂gi
∂aj

∣∣∣∣
aj=aj0

)
, (3.3.2)

де aj0 задовольняють системi рiвнянь g(a0) = 0. Наприклад, для калiбров-
ки ЛоренцаG(Aµ) = ∂µA

µ зробимо калiбрувальне перетворення i знайдемо
варiацiйну похiдну

G(Aα(x)) = ∂µA
µ(x) + 2α(x)⇒ det

∣∣∣∣δG(Aα(x))

δα(y)

∣∣∣∣ = det[2xδ(x− y)].

Внесемо представлення (3.3.1) пiд знак iнтегрування в наївний фейнма-
нiвський iнтеграл (3.2.10), i оскiльки в цьому випадку детермiнант Фад-
дєєва—Попова не залежить вiд змiнної iнтегрування, його можна винести
з-пiд знака iнтеграла

det[2xδ(x− y)]

∫
Dα

∫
DAeiS[A]δ(G(Aα)).
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Зробимо в iнтегралi по Aµ замiну змiнних Aα → A. При такiй замiнi мiра
iнтегрування i дiя залишаються iнварiантними, DAαµ = DAµ, S(Aα) =
= S(A). Бачимо, що iнтеграли по калiбрувальнiй орбiтi i по Aµ фактори-
зуються. Iнтеграл по α(x) дає просто нескiнченний множник, незалежний
вiд полiв.

Можемо розглянути i бiльш загальний клас калiбровок

G(A) = ∂µAµ(x)− ω(x) = 0,

для яких детермiнант Фаддєєва—Попова такий самий: det

∣∣∣∣δG(Aα)

δα

∣∣∣∣ =

det(2). Тому можемо записати∫
DAeiS(A) = det(2)

∫
Dα(x)

∫
DAeiS(A)δ(∂µAµ − ω(x)). (3.3.3)

Iнтеграл не залежить вiд ω(x), тому, помножуючи чисельник i знамен-
ник на функцiональний iнтеграл по ω(x), який є деякою константою, за-
пишемо:

N(ξ)

∫
Dω(x) e

−i
∫
d 4x

ω2(x)
2ξ det(2)

∫
Dα

∫
DAeiS(A)δ(∂µA

µ − ω(x)) =

= N(ξ) det(2)

∫
Dα︸ ︷︷ ︸

N ′

∫
DAeiS(A) exp

[
−i
∫
d 4x

∫
1

2ξ
(∂µA

µ)2

]
. (3.3.4)

В останнiй рiвностi ми проiнтегрували по ω(x) за допомогою вiдповiдної
дельта-функцiї.

Кореляцiйнi функцiї довiльних операторiв O(A) у квантовiй електро-
динамiцi таким чином задаються виразом

〈0|TO(A)|0〉 =

∫
DAO(A) exp

[
i
∫
d 4x[L − 1

2ξ (∂µA
µ)2]

]
∫
DA exp

[
i
∫
d 4x[L − 1

2ξ (∂µAµ)2]
] . (3.3.5)

Множники N ′ скорочуються в цьому спiввiдношеннi.
Корелятор 〈0|TO(A)|0〉 не залежить вiд калiбрувального параметра ξ

для калiбрувально iнварiантних операторiв. З урахуванням нового додан-

ка ∼1

ξ
для пропагатора фотона маємо рiвняння(

−k2gµν +

(
1− 1

ξ

)
kµkν

)
Dνρ(k) = iδρµ. (3.3.6)

При ξ, вiдмiнному вiд нескiнченностi, оператор, який дiє на пропагатор
фотона, є несингулярним, i рiвняння має розв’язок

Dµν(k) =
1

i(k2 + iε)

(
gµν − (1− ξ)k

µkν

k2

)
. (3.3.7)
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Найбiльш вiдомi калiбровки: ξ = 0 — калiбровка Ландау, ξ = 1 — калiбров-
ка Фейнмана, ξ = 3 — калiбровка Єннi, яка є зручною для задач на зв’язанi
стани i дослiдження iнфрачервоної поведiнки при малих iмпульсах.

ЗАДАЧI

1. Показати, що тензор напруженостi електромагнiтного поля Fµν є ве-
личиною 1-го роду, тобто що його дужки Пуассона з в’язями Φ1 = Π0,
Φ2 = ∂iΠi обертаються на нуль (у слабкому розумiннi).

2. Знайти пропагатор фотона в iмпульсному просторi для лагранжiана
електромагнiтного поля з доданком, що фiксує калiбровку

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(nµA

µ)2,

де nµ — постiйний вектор, n2 = nµn
µ < 0.

3. Знайти пропагатор фотона в iмпульсному просторi для лагранжiана
електромагнiтного поля з доданком, що фiксує калiбровку

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξn2
(nµA

µ) ∂λ∂λ (nνA
ν),

де nµ — постiйний вектор, nµnµ < 0.

4. Таке саме завдання для лагранжiана

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µAµ − κnµAµ)2,

де nµ — постiйний вектор, nµnµ < 0, ξ, κ — параметри фiксацiї
калiбровки.

5. Розглянути лагранжiан Прока масивного векторного поля у форму-
люваннi Штюкельберга

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2 (Aµ + ∂µφ)2,

який iнварiантний вiдносно локальних калiбрувальних перетворень

Aµ(x)→ A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µε(x), φ(x)→ φ′(x) = φ− ε(x).

Знайти гамiльтонiан, в’язi та порахувати дужки Пуассона в’язей мiж
собою i з гамiльтонiаном. Показати, що

Ωε(t) =

∫
d3x

[
ε̇Π0 − ε

(
∂iΠ

i + πφ
)]
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є генератором калiбрувальних перетворень, тобто

δAµ = {Aµ,Ωε} = ∂µε, δφ = {φ,Ωε} = −ε.

Πµ та πφ — канонiчно спряженi iмпульси до змiнних Aµ та φ,
вiдповiдно.

6. У калiбровцi Прока генеруючий функцiонал записується у виглядi

Z =

∫
DAµDφ exp

{
i

∫
d 4x

(
−1

4
FµνF

µν +
1

2
m2 (Aµ + ∂µφ)2 − λφ2

)}
,

де доданок λφ2 фiксує калiбровку i λ є калiбрувальним параметром.
Утворюючи мультиплет ΨT = (Aµ, φ), записати дiю у виглядi

S =
1

2

∫
d 4xΨTOΨ

i показати, що обернений оператор (пропагатор) до оператора O в
квадратичнiй формi дiї має вигляд

D(x) =
1

i
O−1 =

∫
d 4p

(2π)4
e−ip·xD(p),

D(p) =

 i

p2 −m2

(
gµν − pµpν

p2

)
+
i

λ
pµpν

1

λ
pν

− 1

λ
pµ

i

λ

.
7. Для лагранжiана Прока масивного векторного поля

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2 (Aµ)2

знайти гамiльтонiан i в’язi. Показати, що в’язi є другого роду i запи-
сати вiдповiдний функцiональний iнтеграл.

8. Знайти детермiнант Фаддєєва—Попова у випадку, коли вибрано ка-
лiбровку Намбу,

G = ∂µA
µ +

1

2
AµA

µ,

i записати функцiональний iнтеграл.
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Двi з чотирьох вiдомих у сучаснiй фiзицi взаємодiй описуються полями
Янга—Мiллса, а саме: слабкi та сильнi взаємодiї [35,55,61,118,120,121,154,
163]. Електромагнiтна взаємодiя описується також калiбрувальним полем,
яке є абелевим полем. Цi факти означають, що калiбрувальний принцип
надзвичайно важливий i фундаментальний. Крiм того, вiн є математично
дуже елегантним i доволi простим.

Iсторично першим прикладом калiбрувальної теорiї є квантова елект-
родинамiка (КЕД). Нагадаємо, що включення електромагнiтного поля в
електромагнiтнiй теорiї вiдбувається за допомогою подовження похiдної
∂µ → Dµ = ∂µ+ieAµ в лагранжiанi для матерiальних полiв. Для комплекс-
ного скалярного поля це дає лагранжеву густину

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµϕ)∗(Dµϕ)− V (ϕ∗ϕ), (4.1)

яка iнварiантна вiдносно локальних калiбрувальних перетворень

ϕ(x)→ eiα(x)ϕ(x), Aµ(x)→ Aµ −
1

e
∂µα(x)

з довiльною функцiєю α(x), залежною вiд координат, або еквiвалентно

ϕ(x)→ ϕ′ = eieΛ(x)ϕ(x), Aµ → A′µ = Aµ − ∂µΛ(x). (4.2)

Цi перетворення належать до абелевої групи U(1) локальних перетворень.
Похiдна Dµϕ(x) при цьому перетворюється таким самим чином, як i саме
поле, тобто коварiантним чином

D′µϕ
′(x) = eieΛ(x)Dµϕ(x), (4.3)

тодi як векторний потенцiал Aµ перетворюється неоднорiдно. Включен-
ня взаємодiї електромагнiтного поля iз зарядженими частинками за
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допомогою подовження похiдної стало загальним принципом. Наприк-
лад, взаємодiя з фермiонами (спiнорна електродинамiка) описується лаг-
ранжiаном

L = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(iγµDµ −m)ψ, (4.4)

де спiнорне поле ψ перетворюється при локальних калiбрувальних пере-
твореннях так само, як i заряджене скалярне поле в (4.2).

4.1. Класичнi поля Янга—Мiллса
Використовуючи iдею калiбрувальної симетрiї, Янг i Мiллс (1954) уза-

гальнили калiбрувальний принцип на випадок неабелевих груп. Вiдповiд-
не узагальнення насправдi є доволi прямим. Дiйсно, розглянемо поле, яке
належить до деякого представлення неабелевої групи U , наприклад N -
компонентний вектор ϕi, i = 1, ..., N , на який матрицi дiють стандартним
чином

ϕi → ϕ′i = Uijϕj , U = eiω
aTa . (4.1.1)

Матрицi Ta є генераторами групи, iндекс a пробiгає значення a =
= 1, ..., d(G), де d(G) — розмiрнiсть групи. Для унiтарних груп, а саме такi
групи є калiбрувальними групами в теорiї слабких i сильних взаємодiй,
виконується спiввiдношення

UU+ = U+U = 1, (4.1.2)

яке зберiгає iнварiантним добуток ϕ∗iϕi (матриця U
+ ермiтово спряжена

до матрицi U). Генератори Ta є ермiтовими матрицями T+
a = Ta, для яких

виконуються комутацiйнi спiввiдношення алгебри Лi
[Ta, Tb] = if cabTc. (4.1.3)

Коефiцiєнти f cab = −f cba називаються структурними константами групи,
якi є дiйсними для унiтарної групи. Наприклад, для групи SU(2) генерато-
ри пов’язанi з матрицями Паулi, Ta = τa

2 , якi задовольняють комутацiйним
спiввiдношенням

[Ta, Tb] = iεabcTc, (4.1.4)

де структурними константами є повнiстю антисиметричний тензор εabc (ба-
зовi вiдомостi про групи i алгебри Лi будуть розглянутi в роздiлi 4.4).

Згiдно з калiбрувальним принципом, ми хочемо мати лагранжiан, iн-
варiантний вiдносно локальних калiбрувальних перетворень

U(x) = exp (iωa(x)Ta), (4.1.5)

де груповi параметри ωa(x) залежать вiд координат. Очевидно, члени з
похiдною в лагранжiанi не є iнварiантними вiдносно таких локальних пе-
ретворень, оскiльки похiдна дiє i на саму матрицю U ,

∂µϕ→ ∂µ(Uϕ) = U∂µϕ+ ∂µUϕ 6= U∂µϕ. (4.1.6)
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За аналогiєю з електромагнiтним полем введемо подовжену похiдну

∂µ → Dµ = ∂µ + igAµ(x), A+
µ = Aµ,

де Aµ(x) — тепер матриця. Умова ермiтовостi A+
µ = Aµ необхiдна для

того, щоб похiдна була антиермiтовим оператором, як i звичайна похiдна.
Вимагаємо далi, щоб похiдна Dµϕ перетворювалась коварiантним чином
при перетвореннях (4.1.5)

D′µϕ
′ = UDµϕ = UDµU

−1ϕ′, (4.1.7)

звiдки, внаслiдок довiльностi ϕ′, похiдна повинна перетворюватись насту-
пним чином

D′µ = UDµU
−1. (4.1.8)

Розписуючи цей закон перетворення,

∂µ + igA′µ = U(∂µ + igAµ)U−1 = ∂µ + igUAµU
−1 + U∂µU

−1, (4.1.9)

знаходимо як повинно перетворюватись калiбрувальне поле

A′µ = UAµU
−1 +

1

ig
U∂µU

−1. (4.1.10)

В якостi Aµ достатньо розглядати поля, що належать алгебрi Лi, при цьо-
му UAµU

−1 також належить алгебрi, оскiльки UTaU
−1 задовольняє ко-

мутацiйним спiввiдношенням. Легко перевiрити безпосередньо, що калiб-
рувальне перетворення в електродинамiцi також описується рiвнянням
(4.1.10) у випадку U(1) калiбрувальної групи, де U = eiα(x) є звичайною
функцiєю i тому комутує з Aµ у першому доданку. Коварiантна похiдна
дiє на N -компонентне поле ϕi(x) за правилом

Dµϕi(x) = ∂µϕi(x) + ig(Aµ)jiϕj(x). (4.1.11)

Вiдзначимо аналогiю iз загальною теорiєю вiдносностi, де коварiантна по-
хiдна дiє на векторне поле за подiбним правилом

DµV
ν = ∂µV

ν + ΓνλµV
λ. (4.1.12)

Таким чином, калiбрувальне поле Aµ вiдiграє роль, аналогiчну символам
Крiстоффеля в теорiї гравiтацiї. Обидвi величини, Aµ i Γνλµ, називаються
зв’язнiстю, перша — у внутрiшньому просторi, а друга — у реальному
просторi-часi.

З формули (4.1.11) знаходимо дiю коварiантної похiдної на комплексно
спряжений вектор χi = ϕ∗i ,

Dµχ
i(x) = ∂µχ

i(x)− ig(Aµ)ijχ
j(x), (4.1.13)
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де використано ермiтовiсть поля A+
µ = Aµ. Очевидно, узагальненням дiї

коварiантної похiдної на тензор загального виду з верхнiми i нижнiми iн-
дексами буде

DµΦj1··· jn
i1··· ik = ∂µΦj1··· jn

i1··· ik + ig
k∑

m=1

(Aµ)lmimΦj1··· jn
i1··· lm··· ik − ig

n∑
m=1

(Aµ)jmlmΦj1··· lm··· jn
i1··· ik .

(4.1.14)
Як завжди, за iндексом lm, що повторюється, йде сумування. Розкладемо
матрицю Aµ по базисним матрицям вiдповiдної алгебри Лi

Aµ(x) = Aaµ(x)Ta, (4.1.15)

де коефiцiєнти розкладу Aaµ є дiйсними полями внаслiдок ермiтовостi Aµ
i T a. Зазначимо, що кiлькiсть векторних полiв Aaµ збiгається з кiлькiстю
генераторiв групи U . Тому ми маємо вiсiм глюонних полiв у теорiї сильних
взаємодiй, де калiбрувальна група SU(3) має вiсiм генераторiв i три неза-
лежних поля в теорiї слабких взаємодiй, чия калiбрувальна група SU(2)
має три генератора.

Розглянемо iнфiнiтезимальнi перетворення

A′aµ Ta = (1 + iωaTa)A
b
µTb(1− iωcTc) +

1

ig
(1 + iωaTa)∂µ(1− iωbTb) '

' AbµTb + iωaAbµ[Ta, Tb]−
1

g
∂µω

aTa,

звiдки для коефiцiєнтiв отримуємо

A′aµ = Aaµ − fabcωbAcµ −
1

g
∂µω

a. (4.1.16)

Iнфiнiтезимальне перетворення можна записати як коварiантну похiдну
вiд локальних параметрiв перетворення

δAaµ = −1

g

(
∂µω

a − gfabcAbµωc
)

= −1

g
(Dµω)a. (4.1.17)

Пiдкреслимо, що перетворення полiв Янга—Мiллса унiверсально i не зале-
жить вiд представлення, по якому перетворюються поля матерiї, оскiльки
воно залежить тiльки вiд фундаментальних констант групи.

Нам треба знайти тепер лагранжiан для поля Янга—Мiллса, який був
би iнварiантний вiдносно перетворень (4.1.10). Для того, щоб знайти цей
лагранжiан, насамперед зазначимо, що згiдно з рiвнянням (4.1.8), похiдна
Dµ перетворюється коварiантно. Очевидно, що добуток двох коварiантних
похiдних DµDν також буде перетворюватись коварiантно. Ми знаємо, що
в електродинамiцi калiбрувально iнварiантною величиною є тензор напру-
женостей Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, який виражається через комутатор двох
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коварiантних похiдних Fµν = − i
e

[Dµ, Dν ], де Dµ = ∂µ + ieAµ. Спробуємо
знайти аналогiчний калiбрувально iнварiантний об’єкт у випадку неабеле-
вих калiбрувальних полiв. Для цього порахуємо комутатор коварiантних
похiдних

[Dµ, Dν ]ϕ = [∂µ + igAµ, ∂ν + igAν ]ϕ =

= ig(∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ])ϕ ≡ igFµνϕ, (4.1.18)

звiдки внаслiдок довiльностi ϕ маємо операторну рiвнiсть

[Dµ, Dν ] = igFµν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ]. (4.1.19)

Очевидно, що антисиметричний тензор Fµν є аналогом тензора напруже-
ностей для електромагнiтного поля. Зауважимо однак, що на вiдмiну вiд
електромагнiтного поля тензор полiв Янга—Мiллса мiстить нелiнiйнi по
Aµ доданки у виглядi комутатора. Неважко встановити закон перетворен-
ня цього тензора вiдносно локальних калiбрувальних перетворень

F ′µν = [D′µ, D
′
ν ] = [UDµU

−1, UDνU
−1] = UFµνU

−1, (4.1.20)

який на вiдмiну вiд поля Aµ(x) перетворюється коварiантним чином. Роз-
кладаючи тензор Fµν за базисом алгебри Лi,

F aµνTa = (∂µA
a
ν − ∂νAaµ)Ta + igAbµA

c
ν [Tb, Tc] =

= (∂µA
a
ν − ∂νAaµ)Ta − gfabcTaAbµAcν , (4.1.21)

знаходимо коефiцiєнти розкладу

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ − gfabcAbµAcν . (4.1.22)

При iнфiнiтезимальних перетвореннях для тензора напруженостi з (4.1.20)
отримуємо

δF aµν = fabcF
b
µνω

c. (4.1.23)

Важливо, що в неабелевiй теорiї напруженостi крiм лiнiйного по вектор-
потенцiалу Aµ доданка мiстять також квадратичний доданок, який про-
порцiйний структурним константам групи fabc. Це приводить до самовзає-
модiї калiбрувальних полiв у неабелевих теорiях i є однiєю з причин, чо-
му глюодинамiка навiть у вiдсутностi кваркiв настiльки динамiчно багата
(реалiзуючи, наприклад, таке явище як конфайнмент, тобто вiдсутнiсть
асимптотичних станiв iз кольоровим зарядом) i суттєво вiдрiзняється вiд
електродинамiки, де у вiдсутностi зарядiв електромагнiтнi поля не взає-
модiють i вiльно поширюються у вакуумi. Очевидно, trFµνF

µν є iнварi-
антним вiдносно калiбрувальних перетворень i може бути використаний
для побудови кiнетичного доданка калiбрувального поля в лагранжiанi,
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який є узагальненням звичайної електродинамiчної максвеллiвської дiї на
випадок неабелевих полiв,

L = −1

2
trFµνF

µν = −1

2
F aµνF

bµν trTaTb = −1

4
F aµνF

aµν , (4.1.24)

де ми використали нормування генераторiв

trTaTb =
1

2
δab.

Ми тепер можемо записати лагранжеву густину для квантової хромо-
динамiки (КХД), яка описує взаємодiю кваркiв i глюонiв i яка iнварiантна
вiдносно локальної калiбрувальної групи SU(3),

L = −1

4
F aµνF

aµν + ψ̄ik[iγ
µ(Dµ)ij −mkδ

ij ]ψjk. (4.1.25)

Кварковi поля ψik належать до фундаментального представлення групи
SU(3), тобто мають «кольоровий» iндекс i, j = 1, 2, 3 (red, yellow, blue).
Iндекс k = 1, ..., nf описує аромат кваркiв. Наразi вiдомо, що є шiсть аро-
матiв, nf = 6 (up, down, strange, charm, top/true, bottom/beauty), якi вiд-
носно групи SU(2) слабких взаємодiй формують дублети, тобто належать
до фундаментального представлення групи SU(2),(

u
d

)
,

(
c
s

)
,

(
t
b

)
,

Q = 2/3,
Q = −1/3,

(4.1.26)

де верхнi кварки u, c, t мають електричний заряд +2/3, а нижнi d, s, b —
заряд −1/3. Параметри мас, що входять до лагранжiану, визначаються з
експерименту i мають такi значення:

mu = 2, 16± 0, 25МеВ, mc = 1, 27± 0, 02ГеВ, mt = 172, 76± 0, 30ГеВ,

md = 4, 65± 0, 47МеВ, ms = 99, 6± 4, 3МеВ, mb = 4, 18± 0, 03ГеВ.

Барiони i мезони є зв’язаними станами кваркiв. Барiони складаються з
трьох кваркiв, а мезони — з кварка i антикварка. Наприклад, кварковий
склад протонiв i нейтронiв є таким: p = |uud〉, n = |udd〉. Наведемо також
кварковий склад окремих барiонних резонансiв:

Λ0 = |uds〉, Λ0
b = |udb〉, Λ+

c = |udc〉, Ω− = |sss〉,
i мезонiв:

π+ = |ud̄〉, π− = |dū〉, π0 = |ūu− d̄d〉, η = |ūu+ d̄d−2s̄s〉, J/ψ = |c̄c〉,
Υ = |b̄b〉, K+ = |s̄u〉, K− = |sū〉, K0 = |s̄d〉, K̄0 = |sd̄〉, B+ = |b̄u〉.
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Були вiдкритi також барiони з двома b- i c-кварками: Ξ0
bb = |ubb〉, Ξ++

cc =
= |ucc〉. В останнi роки на Великому адронному колайдерi були вiдкритi
66 нових адронiв, iснування яких передбачається квантовою хромодина-
мiкою, зокрема адрони, що включають бiльше кваркiв, нiж мiнiмально
необхiдно, з чотирьох i п’яти кваркiв (тетракварки i пентакварки):

T 0
cs(2900) = |cs̄ūd〉, T++

cs (2900) = |cs̄ud̄〉,

PΛ0
ψs (4338) = |udsc̄c〉, PΛ+

ψs (4338) = |uudc̄c〉

(в дужках вказанi маси в МеВ). Теоретичного опису структури знайде-
них частинок поки що немає. Це можуть бути або адроннi молекули, або
справжнi сильно зв’язанi стани.

Поки що ми розглядали коварiантну похiдну, яка дiє на набiр полiв ϕi
як матриця на вектор: (δij∂µ+iAaµT

a
ij)ϕj . Постає питання: як дiє коварiант-

на похiдна на матрицю ω(x), яка належить алгебрi Лi? Розглянемо дiю
похiдної на вектор (ω · ϕ)a, де вектор ϕa також належить до приєднаного
представлення

Dµ(ω · ϕ)a = ∂µ(ω · ϕ)a + ig(Aµ · ωϕ)a. (4.1.27)

З iншого боку, будемо вимагати, щоб коварiантна похiднаDµ задовольняла
правило Лейбнiца, тобто дiяла на добуток таким чином

Dµ(ω · ϕ)a = (Dµω)ab · ϕb + ωab(Dµϕ)b ⇒

⇒ (Dµω)ab · ϕb + ωab(∂µϕ
b + ig(Aµ)bcϕc) =

= ∂µω
ab · ϕb + ωab∂µϕ

b + ig(Aµ · ω)ab · ϕb. (4.1.28)

З останньої рiвностi, внаслiдок довiльностi ϕb, знаходимо

(Dµω)ab = ∂µω
ab + ig

[
(Aµ · ω)ab − (ω ·Aµ)ab

]
, (4.1.29)

або у матричному виглядi

Dµω = ∂µω + ig [Aµ, ω], тобто Dµ = ∂µ + ig [Aµ, ·]. (4.1.30)

Напишемо тотожнiсть Якобi

[Dµ[DνDλ]] + [Dν [DλDµ]] + [Dλ[DµDν ]] = 0. (4.1.31)

Обчислюючи комутатори, отримуємо тотожнiсть Б’янкi

DµFνλ +DνFλµ +DλFµν = 0, (4.1.32)

якуможна записати в скороченому виглядi, вводячи дуальний тензорF ∗µν :

DµF
∗µν = 0, F ∗µν ≡ 1

2
εµνλρFλρ, (4.1.33)
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4.2. Рiвняння руху

де εµνλρ — повнiстю антисиметричний тензор Левi-Чивiти у чотиривимiр-
ному просторi Мiнковського, який дорiвнює +1 або −1 залежно вiд того,
чи є (µ, ν, λ, ρ) парною або непарною перестановкою чисел (0, 1, 2, 3), i рiв-
ний нулю в iнших випадках. Зауважимо, що εµνλρ = −εµνλρ i ε0123 = +1.

Оскiльки Fµν належить до алгебри Лi, то коварiантна похiдна дiє на
цей тензор вiдповiдно до визначення (4.1.30):

DµFνλ ≡ ∂µFνλ + ig[Aµ, Fνλ]. (4.1.34)

Знов варто звернути увагу, що внаслiдок некомутативностi генераторiв
неабелевих груп дiя коварiантної похiдної на тензор напруженостi не зво-
диться тiльки до доданка ∂µFνλ. Разом iз нелiнiйною залежнiстю Fνλ вiд
Aµ це призводить до нелiнiйностi рiвнянь руху для полiв Янга—Мiллса.

4.2. Рiвняння руху
Рiвняння руху для поля Янга—Мiллса отримуються з дiї

S = −1

2

∫
d 4x tr (FµνF

µν), (4.2.1)

прирiвнюючи до нуля варiацiю дiї

δS = −
∫
d 4x tr (FµνδF

µν) = 0,

де
δFµν = ∂µδAν + ig(δAµAν +AµδAν)− (µ↔ ν). (4.2.2)

Використовуючи циклiчнiсть tr i антисиметрiю Fµν , маємо

δS = −2

∫
d 4x trFµν(∂µδAν + igδAµAν + igAµδAν) =

= −2

∫
d 4x tr{−∂µFµνδAν + igFµνA

µδAν + igAνFµνδA
µ} =

= −2

∫
d 4x tr{(−∂µFµν + ig[Fµν , A

µ]) δAν} = 0. (4.2.3)

Звiдси, внаслiдок довiльностi локальних варiацiй поля δAν , знаходимо рiв-
няння Ейлера—Лагранжа для полiв Янга—Мiллса:

∂µFµν + ig[Aµ, Fµν ] = 0, (4.2.4)

або в термiнах коварiантної похiдної

DµFµν = 0 ⇒ Dab
µ F

bµν = 0, Dab
µ = δab∂µ + gfabcAcµ. (4.2.5)

У випадку абелевої групи, тобто електродинамiки, це рiвняння спiвпадає з
добре нам вiдомим рiвнянням руху для електромагнiтних полiв у вакуумi
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∂µFµν = 0. Якщо поля Янга—Мiллса взаємодiють з полями матерiї, то в
правiй частинi рiвняння руху з’являється струм

DµFµν = Jν ⇒ Dab
µ F

bµν = Jaν . (4.2.6)

Крiм того, маємо тотожнiсть Б’янкi (4.1.33).
Як випливає з (4.2.3), варiацiя дiї вiдносно довiльних локальних варiа-

цiй поля має вигляд
δS = 2

∫
d 4x tr{DµFµνδA

ν}. (4.2.7)

Внаслiдок симетрiї дiї вiдносно локальних калiбрувальних перетворень i
використовуючи варiацiю потенцiалу (4.1.17), маємо

0 = δS = −2

g

∫
d 4x tr{DµFµνD

νω},

звiдки, для довiльних iнфiнiтезимальних ω отримуємо тотожнiсть

DνDµFµν = 0 ⇒ Dab
ν D

bc
µ F

cµν = 0. (4.2.8)

Ця тотожнiсть є наслiдком другої теореми Нетер щодо iнварiантностi дiї
вiдносно локальних симетрiй i означає, що не всi рiвняння руху є незалеж-
ними. В цьому випадку число рiвнянь менше за число функцiй, якi шу-
каються, i в результатi розв’язки рiвнянь мiстять довiльнi функцiї неза-
лежних змiнних.

Тотожнiсть може бути перевiрена прямим обчисленням дiї коварiант-
них похiдних. Зауважимо, що рiвняння руху з полями матерiї (4.2.6) вима-
гає коварiантного збереження струмуDνJν = 0, щоб уникнути протирiччя.

В принципi можна було б додати до лагранжiану iнший квадратичний
за тензором Fµν доданок

I = tr(FµνF
∗µν) =

1

2
εµνλρ tr(FµνFλρ). (4.2.9)

Розглянемо його бiльш детально. Використовуючи антисиметрiю тензорiв
Fµν i εµνλρ, запишемо

I = 2εµνλρ tr[(∂µAν + igAµAν)(∂λAρ + igAλAρ)] =

= 2εµνλρ tr[(∂µAν∂λAρ + 2igAµAν∂λAρ + (ig)2AµAνAλAρ]. (4.2.10)

Тепер, використовуючи циклiчнiсть tr, маємо, що останнiй додаток дорiв-
нює нулю

εµνλρ tr[AµAνAλAρ] = εµνλρ tr[AνAλAρAµ] = ερµνλ tr[AµAνAλAρ] =

= −εµνλρ tr[AµAνAλAρ], (4.2.11)

де у другiй рiвностi ми зробили перепозначення µ→ ρ→ λ→ ν → µ.
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4.2. Рiвняння руху

Другий доданок у (4.2.10) можна записати, знов таки використовуючи
властивостi tr, εµνλρ i роблячи перепозначення,

εµνλρ tr[AµAν∂λAρ] =
1

3
εµνλρ∂λ tr[AµAνAρ]. (4.2.12)

Остаточно бачимо, що iнварiант I може бути представлений як повна
похiдна

I = tr(FµνF
∗µν) = 2εµνλρ∂λ tr

(
Aρ∂µAν +

2ig

3
AµAνAρ

)
= 4∂λK

λ, (4.2.13)

де

Kλ =
1

2
ελµνρ tr

(
Aµ∂νAρ +

2ig

3
AµAνAρ

)
(4.2.14)

є струмом Черна—Саймонса, або топологiчним струмом. Остання назва
пов’язана с тим, що при виведеннi ми не використовували рiвняння ру-
ху. Компонента K0 називається густиною Черна—Саймонса, вона мiстить
тiльки просторовi величини,

K0 =
1

2
εijk tr

(
Ai∂jAk +

2ig

3
AiAjAk

)
, (4.2.15)

i вiдiграє важливу роль для незбереження кiрального заряду в КХД.
Доданок, пропорцiйний I в лагранжiанi, не дає внесок при отриманнi

рiвнянь руху, тому що є повною похiдною. Однак вiн може давати нетривi-
альний внесок у дiю на розв’язках рiвняння руху (або iнших конфiгурацiй
полiв Янга—Мiллса), не спадаючих достатньо швидко на нескiнченностi
(наприклад, для iнстантонних розв’язкiв у евклiдовому просторi).

У лагранжiанi iнварiант I може бути доданий у виглядi

Lθ =
θg2

32π2
F ∗aµνF

aµν , (4.2.16)

де θ — деякий параметр, який треба визначити з експерименту. Важливо
вiдзначити такi наслiдки присутностi Lθ в лагранжiанi КХД. Якщо θ 6= 0,
тодi непертурбативнi ефекти приводять до порушення СР-симетрiї (або Т-
симетрiї) i появи електричного дипольного моменту у нейтрона. Порушен-
ня СР-симетрiї виникає тому, що лагранжiан полiв Янга—Мiллса з ураху-
ванням доданка (4.2.16) залишається iнварiантним вiдносно комбiнованої
СРТ-симетрiї, яка включає зарядове спряження C, парнiсть (змiна знакiв
просторових змiнних на протилежнi) P i обернення часу T. Оскiльки дода-
нок (4.2.16) мiстить першу похiдну за часом, то вiн порушує T-симетрiю,
що означає внаслiдок збереження СРТ-симетрiї порушення комбiнованої
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4. ПОЛЯ ЯНГА—МIЛЛСА

СР-симетрiї. Вiдсутнiсть експериментального спостереження такого елект-
ричного дипольного моменту у нейтрона приводить до обмеження для па-
раметра θ:

|θ| < 3 · 10−10. (4.2.17)

Експерименти у 2006 роцi давали обмеження на електричний дипольний
момент нейтрона <3 · 10−26 e · cm. Експеримент, який планується провести
у Швейцарiї, має намiр досягти межi <5 · 10−28 e · cm.

4.3. Приклади розв’язкiв класичних рiвнянь
Хоча рiвняння Янга—Мiллса нелiнiйнi, вдалось знайти досить вели-

ку кiлькiсть окремих розв’язкiв класичних рiвнянь Янга—Мiллса [61,121,
154,163]. У просторi-часу Мiнковського iснує статичний розв’язок рiвнянь
Янга—Мiллса з групою SU(2), який задається конфiгурацiєю

Aa0 = 0, Aai (x) = εaij
xj
x2
. (4.3.1)

Це так званий магнiтний монополь Ву—Янга [199], для якого електричне
поле (точнiше аналог електричного поля) вiдсутнє, Eai = 0, але присут-
нє нетривiальне магнiтне поле, Ba

i 6= 0, яке має форму поля монополя,
звiдси й назва — магнiтний монополь. Рiвняння Максвелла не мають та-
ких розв’язкiв. Магнiтний монополь Ву—Янга (4.3.1) є сингулярним при
|x| = 0 розв’язком рiвнянь Янга—Мiллса, внаслiдок чого енергiя розбiга-
ється. Розв’язки зi скiнченною енергiєю можна отримати, якщо ввести вза-
ємодiю зi скалярними полями. Подiбнi розв’язки були знайденi ’т Хоофтом
i Поляковим в моделi Джорджi—Глешоу i будуть розглянутi бiльш деталь-
но в роздiлi 13.6.

Вiдомi також розв’язки типу плоских хвиль, якi знайшов Коулмен [62],
для них

Aa1 = Aa2 = 0, Aa0 = Aa3 = x1f
a(x0+x3)+x2g

a(x0+x3)+ha(x0+x3), (4.3.2)

де fa(x0 + x3), ga(x0 + x3), ha(x0 + x3) — деякi довiльнi функцiї своїх
аргументiв. Використаний анзац для потенцiалiв зводить рiвняння Янга—
Мiллса до лiнiйних, але iснують i нелiнiйнi неабелевi хвилi [2, 3]. Наприк-
лад, один iз розв’язкiв для нелiнiйних плоских хвиль має вигляд [3]

Aa0 = 0, Aai = εaik
pk√
p2
F (px) +

(
δai −

papi
p2

)
H(px), (4.3.3)

де F , H — скалярнi функцiї аргументу px = p0x0 − px; p = (p0,p) —
деякий 4-вектор, що визначає частоту та напрямок поширення хвилi. За
умови H = αF (α = const) функцiя F задовольняє рiвнянню

p2F ′′ + (1 + α2)F 3 = 0, (4.3.4)
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яке має розв’язок

F (px) =

(
p2

1 + α2

)1/2

cn

[
px,

1√
2

]
, p2 = p2

0 − p2 > 0, (4.3.5)

де cn(z;m) — елiптична функцiя Якобi з параметром m = 1/
√

2 i перiо-
дом T = 4K(1/

√
2) (K(m) — повний елiптичний iнтеграл першого роду).

Як випливає з (4.3.5), амплiтуда µ пов’язана з хвильовим числом i часто-
тою спiввiдношенням p2 = µ2(1 + α2), подiбнi дисперсiйнi спiввiдношення
характернi для нелiнiйних рiвнянь.

Важливу роль для опису структури основного стану в квантовiй хро-
модинамiцi мають так званi iнстантоннi розв’язки рiвнянь Янга—Мiллса в
евклiдовому просторi, знайденi Поляковим, Новiковим, Шварцом i Тюп-
кiним [42]. Вони є розв’язком так званих рiвнянь дуальностi

Fµν = ±F ∗µν , (4.3.6)

якi є диференцiальними рiвняннями першого порядку по похiдним. Роз-
в’язки цих рiвнянь одночасно є розв’язками i рiвнянь Янга—Мiллса
DµFµν = 0 внаслiдок тотожностi Б’янкi DµF ∗µν = 0.

В евклiдовiй областi дiя для полiв Янга—Мiллса пiсля замiни Aµ →
→ 1

g
Aµ приймає вигляд

SE =
1

2g2

∫
E
d 4x trF 2

µν , (4.3.7)

де тензор напруженостi Fµν має таку саму форму, як у просторi Мiнковсь-
кого (4.1.19). Зауважимо, що в евклiдовому просторi топологiчний доданок
(4.2.16) в дiї запишеться як

Sθ =
iθ

16π2

∫
E
d 4x tr

(
F ∗µνFµν

)
, (4.3.8)

i є чисто уявним. Далi розглянемо додатну величину

tr(Fµν + F ∗µν)2 ≥ 0,

яку перепишемо як
tr(FµνFµν + F ∗µνF

∗
µν) ≥ 2| tr(FµνF ∗µν)|. (4.3.9)

З властивостi тензора Левi-Чивiти,

εµνρσεµνκλ = 2 (δρκδσλ − δρλδσκ), ε1234 = 1,

випливає, що F ∗µνF ∗µν = FµνFµν . Отже, тодi маємо нерiвнiсть

tr(FµνFµν) ≥ | tr(FµνF ∗µν)| (4.3.10)
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[рiвнiсть виконується для (само)антидуальних полiв для яких Fµν =±F ∗µν ].
Ми вже встановили, що має мiсце∫

d 4x tr(FµνF
∗
µν) = 4

∫
d 4x∂µKµ, (4.3.11)

де вираз для струму Kµ наведено в (4.2.14) (струм Kµ в евклiдовому прос-
торi зберiгає вид (4.2.14)). Таким чином, для дiї маємо нерiвнiсть

SE =
1

2g2

∫
E
d 4x trF 2

µν ≥
2

g2

∣∣∣∣∫
E
d 4x∂µKµ

∣∣∣∣ =
2

g2

∣∣∣∣∮
S
dσµKµ

∣∣∣∣, (4.3.12)

де в останнiй рiвностi ми здiйснили перехiд вiд iнтегрування по об’єму до
iнтегрування по нескiнченно вiддаленiй поверхнi S. З вимоги скiнченностi
дiї знаходимо, що повинно виконуватись

Fµν(x)⇒ 0, |x| → ∞.

Це означає, що для полiв маємо граничну умову для вектор-потенцiалу у
виглядi чистої калiбрувального доданка

Aµ(x)⇒ −iU∂µU−1, |x| → ∞. (4.3.13)

Конфiгурацiї полiв Aµ(x) = −iU∂µU−1 звуться вакуумними, оскiльки для
них поле Fµν(x) = 0, i вони отримуються з тривiального поля Aµ = 0 за
допомогою калiбрувального перетворення (4.1.10). Топологiчний струмKµ

на нескiнченно вiддаленiй поверхнi S∞ поводить себе як

Kµ =
1

2
εµνλρ tr(Aν∂λAρ +

2ig

3
AνAλAρ)⇒

⇒ 1

2
εµνλρ tr

[
−U∂νU−1∂λU∂ρU

−1 − 2

3
U∂νU

−1U∂λU
−1U∂ρU

−1

]
⇒

=
1

6
εµνλρ tr[U∂νU

−1U∂λU
−1U∂ρU

−1], |x| → ∞, (4.3.14)

де ми використали продиференцiйоване спiввiдношення UU−1 = 1, тобто

∂νUU
−1 + U∂νU

−1 = 0.

Таким чином, для дiї отримуємо нижню межу

SE ≥
1

3g2

∣∣∮
S∞

dσµεµνλρ tr[U∂νU
−1U∂λU

−1U∂ρU
−1]
∣∣, (4.3.15)

яка не залежить вiд поля Aµ(x), а тiльки вiд групового елементу U(x).

102



4.3. Приклади розв’язкiв класичних рiвнянь

У випадку симетрiї SU(2) груповий елемент U(x) залежить вiд
трьох групових параметрiв ϕa(x), a = 1, 2, 3, якi змiнюються в межах
0 ≤ ϕa(x) ≤ π, тобто значення ϕa(x) пробiгають значення на тривимiрнiй
сферi радiусом π (сфера S3). Iнтегрування в x-просторi на нескiнченнос-
тi також йде по сферi S3

∞. Таким чином, U(x)
∣∣
|x|=∞ вiдображає сферу в

сферу, S3
∞ → S3. Такi неперервнi диференцiйовнi вiдображення характери-

зуються гомотопiчним класом — n-кратним покриттям одної сфери iншою
(класи Черна—Понтрягiна). Для iнших груп будемо мати вiдображення
S3
∞ → G з гомотопiчною групою π3(G). Саме завдяки нетривiальним то-

пологiчним характеристикам вектор-потенцiали у формi чисто вакуумної
конфiгурацiї (!) приводять до iснування у загальному випадку в теорiї
неабелевих полiв топологiчно нетривiальних секторiв.

Отже, для дiї маємо нерiвнiсть

SE ≥
8π2

g2
|n|, (4.3.16)

де цiле число (топологiчний iнварiант Черна—Понтрягiна)

n =
1

16π2

∫
d 4x tr(FµνF

∗
µν) =

1

24π2

∮
S
dσµεµνλρ tr[U∂νU

−1U∂λU
−1U∂ρU

−1].

(4.3.17)
Прикладом розв’язкiв самодуального рiвняння Fµν = F ∗µν з топологiчним
числом n = 1 є наступна конфiгурацiя [42]

Aµ(x) =
−ix2

x2 + a2
U∂µU

†, U(x) =
x4 − iσσσx√

x2
, x = (x, x4). (4.3.18)

Цей розв’язок можна записати в дещо iншiй формi

Aµ(x) =
ηiµνxνσi

x2 + a2
, i = 1, 2, 3, µ, ν = 1, 2, 3, 4, (4.3.19)

ηiµν = εiµν4 + δiµδν4 − δiνδµ4,

де ηiµν — тензор, введений ’т Хоофтом [186], який задовольняє умовi само-

дуальностi
1

2
εµνλρη

i
λρ = ηiµν . Тут σσσ — матрицi Паулi, a — довiльний пара-

метр розмiрностi довжини, який характеризує розмiр iнстантона. Довiль-
нiсть параметра a вiдображає той факт, що класична теорiя Янга—Мiллса
є масштабно iнварiантною, тому, якщо iснує розв’язок з одним розмiром,
повинен iснувати розв’язок з будь-яким iншим розмiром.

На нескiнченностi конфiгурацiя поля (4.3.18) очевидно прямує до ва-
куумної. Для тензора напруженостi отримуємо

Fµν = F ∗µν =
2a2

(x2 + a2)2
ηiµνσi. (4.3.20)
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Розв’язок описує локалiзовану в просторi i часi конфiгурацiю поля з пара-
метром локалiзацiї a (саме в цiй областi Fµν 6= 0), яка називається iнстан-
тоном (вiд англiйського слова instant — миттєвий).

Розв’язок з топологiчним числом n = −1 (антиiнстантон) має форму,
подiбну до (4.3.19)

Aµ(x) =
η̄iµνxνσi

x2 + a2
, η̄iµν = εiµν4 − δiµδν4 + δiνδµ4. (4.3.21)

Тензор η̄iµν задовольняє умову антисамодуальностi
1

2
εµνλρη̄

i
λρ = −η̄iµν i,

вiдповiдно, Aµ(x) є розв’язком рiвняння антисамодуальностi Fµν = −F ∗µν .
Наведенi iнстантоннi розв’язки локалiзованi на початку координат, але
внаслiдок трансляцiйної iнварiантностi рiвнянь ми маємо також розв’яз-
ки, де координата x замiнюється на x−x0, що дає 4 колективнi координа-
ти x0 — центра iнстантона. Виконуючи SU(2)-перетворення з постiйною
фазою, отримуємо найбiльш загальний одноiнстантонний розв’язок, який
залежить вiд 8 колективних параметрiв.

Крiм iнстантонних розв’язкiв з топологiчним числом n = ±1 були
знайденi багатоiнстантоннi розв’язки з n = 2, 3 та iснують частковi розв’яз-
ки для вищих n. Багатоiнстантоннi розв’язки для групи SU(N) мають за-
галом 4Nn колективних змiнних. Серед цих розв’язкiв є конфiгурацiї, якi
виглядають як добре роздiленi iнстантони з n = 1, кожен з яких має 4N
колективних змiнних, що описують його положення, масштаб i орiєнтацiю.
Однак, коли iнстантони перекриваються, ця iнтерпретацiя стає невiрною i
«газ» iнстантонiв швидше нагадує рiдину.

У загальному випадку iнстантоннi розв’язки з довiльним топологiчним
числом n дають непертурбативний внесок у функцiональний iнтеграл

e−Sinst ∼ e−8π2|n|/g2
eiθn, (4.3.22)

який експоненцiйно малий для g � 1. Всi класичнi вакууми з Fµν = 0
описуються полями Aµ(x) = −iU∂µU † i розрiзняються топологiчним чис-
лом N . У просторi-часi Мiнковського iнстантони з топологiчним числом
n описують квантове тунелювання [122, 123]. Причиною того, що iнстан-
тони вiдповiдають квантовим тунельним процесам є те, що iнстантони з
топологiчним числом n є розв’язками рiвнянь руху в уявному часi i опи-
сують пiдбар’єрний перехiд мiж класичними вакуумами |N〉 i |N + n〉 з
нульовою енергiєю.

Бiльш детально про iнстантони та iншi розв’язки класичних рiвнянь
Янга—Мiллса можна прочитати в [24,157].

Теорiя неабелевих калiбрувальних полiв широко використовує поняття
i положення груп i алгебр Лi. Тому в наступному параграфi ми розглянемо
цi положення i розпочнемо з основних вiдомостей iз теорiї алгебр Лi.

104



4.4. Класифiкацiя та представлення груп i алгебр Лi

4.4. Класифiкацiя та представлення груп i алгебр Лi
У квантовiй механiцi та квантовiй теорiї поля вiдiграють особливу

роль i є дуже важливими унiтарнi оператори, якi дiють у векторному прос-
торi квантових станiв [7,18,61,89,120,121]. Груповi перетворення звичайно
записують у виглядi матричної експоненти (4.1.1) або для iнфiнiтезималь-
ного елемента

U(ω) ' 1 + iωaTa, (4.4.1)

де генератори групи задовольняють комутацiйним спiввiдношенням

[Ta, Tb] = if cabTc
i тотожностi Якобi

[Ta, [Tb, Tc]] + [Tb, [Tc, Ta]] + [Tc, [Ta, Tb]] = 0, (4.4.2)

звiдки, використовуючи комутацiйнi спiввiдношення (4.1.3), отримуємо то-
тожнiсть для структурних групових констант f cab, яку вони повиннi задо-
вольняти:

fdbc[Ta, Td] + fdca[Tb, Td] + fdab[Tc, Td] = 0,

⇒ fdbcf
e
ad + fdcaf

e
bd + fdabf

e
cd = 0.

Перепишемо останню рiвнiсть у виглядi

feadf
d
bc − febdfdac = fdabf

e
dc (4.4.3)

i визначимо матрицi
(ta)

b
c ≡ if

b
ac. (4.4.4)

Цi матрицi утворюють так зване приєднане (adjoint) представлення алгеб-
ри Лi та задовольняють тi самi комутацiйнi спiввiдношення

[ta, tb] = ifdabtd. (4.4.5)

Матрицi ta реалiзують представлення алгебри Лi з розмiрнiстю, яка до-
рiвнює d(G)×d(G), де d(G) — розмiрнiсть самої алгебри. Для групи SU(2)
матрицi ta будуть

(ta)bc = iεabc, a, b, c = 1, 2, 3, (4.4.6)

або в явному матричному виглядi

(t1)bc = iε1bc, t1 = i

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

,
(t2)bc = iε2bc, t2 = i

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

, (4.4.7)

(t3)bc = iε3bc, t3 = i

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

.
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Це вiдомi генератори групи обертань, якi вiдповiдають спiну 1. Для групи
SU(3) генераторами є T a = λa/2, де λa — матрицi Гелл-Манна,

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

, λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

, λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

,
λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

, λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

, (4.4.8)

λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

, λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

, λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

.
Матрицi Гелл-Манна безслiдовi, тобто для них trλa = 0. В алгебрi su(3)
можна видiлити 3 незалежнi пiдалгебри su(2): {λ1, λ2, X}, {λ4, λ5, Y },
{λ6, λ7, Z}, де X,Y, Z є лiнiйними комбiнацiями дiагональних матриць λ3

i λ8. Структурнi константи можна порахувати за формулою

f cab =
1

4i
tr([λa, λb]λc). (4.4.9)

Вони є антисиметричними за всiма iндексами, тому надалi опускаємо верх-
нiй iндекс, fcab ≡ f cab. Для нетривiальних констант групи SU(3) маємо

f123 = 1, f147 = f246 = f257 = f345 =
1

2
,

f156 = f367 = −1

2
, f458 = f678 =

√
3

2
.

(4.4.10)

Перейдемо тепер до класифiкацiї алгебр Лi.
Найпростiшою групою є група U(1) фазових перетворень, ψ → eiαψ, з

якою ми вже мали справу в електродинамiцi. Генератор цiєї групи пропор-
цiйний одиничнiй матрицi, i очевидно комутує з усiма iншими матрицями.

Якщо алгебра не мiстить таких комутуючих елементiв, тодi вона на-
зивається напiвпростою. Якщо до того ж елементи алгебри не можуть бу-
ти розбитi на два взаємно комутуючих набори, тодi алгебра називається
простою.

У загальному випадку алгебра Лi є прямою сумою неабелевих прос-
тих компонент i додаткових абелевих компонент, наприклад, Стандартна
модель сильних i електрослабких взаємодiй має калiбрувальну групу си-
метрiї, яка є тензорним добутком двох простих неабелевих груп та однiєї
абелевої групи

SUc(3)⊗ SUL(2)⊗ UY (1), (4.4.11)
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а алгебра позначається вiдповiдно

su(3)⊕ su(2)⊕ u(1). (4.4.12)

Ми будемо вважати, що число генераторiв скiнченно i що, крiм того, мат-
риця, яка складається з генераторiв приєднаного представлення (iз струк-
турних констант),

Dab = tr(TaTb) = Dba = −f cadfdbc, (4.4.13)

додатно визначена (компактнiсть групи Лi). Матриця Dab є дiйсною для
унiтарних груп, для яких T † = T , i використовується як метричний тензор.

Наведемо приклад алгебри Лi некомпактної групи з комутацiйними
спiввiдношеннями

[t1, t2] = −it3, [t2, t3] = it1, [t3, t1] = it2 (4.4.14)

i структурними константами

f3
12 = −f3

21 = −1, f1
23 = −f1

32 = 1, f2
31 = −f2

13 = 1

(всi iншi константи нулi). Приведемо явний вигляд цих матриць i матри-
цi Dab:

t1 =

0 0 i
0 0 0
i 0 0

, t2 =

0 0 0
0 0 i
0 i 0

, t3 =

0 i 0
−i 0 0
0 0 0

,
Dab =

−2 0 0
0 −2 0
0 0 2

.
Матриця Dab не є додатно визначеною, тому наведена алгебра є алгеброю
Лi некомпактної групи. В даному випадку це є алгебра Лi некомпактної
групи O(2, 1) — групи Лоренца в розмiрностi 2+1.

Кiллiнг i Картан в XIX столiттi навели повну класифiкацiю всiх мож-
ливих простих компактних груп i алгебр Лi. Вони встановили, що iснують
4 нескiнченнi серiї простих алгебр Лi, якi вiдповiдають компактним групам
SU(N), O(2n+ 1), O(2n), Sp(N).

1. Унiтарнi перетворення

ηa → Uabηb, ξa → Uabξb (4.4.15)

у комплексному N -вимiрному просторi зi скалярним добутком η∗aξa, a =
= 1, ..., N . Скалярний добуток зберiгається тому, що для унiтарних пере-
творень виконуються рiвняння

UU+ = U+U = 1.
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Усуваючи чисто фазовi U(1) перетворення ξ → eiαξ, отримуємо просту
групу Лi SU(N) — це всi унiтарнi N × N матрицi, якi задовольняють
умовi detU = 1, а генератори — умовам T+ = T i trT a = 0.

Такi унiмодулярнi матрицi утворюють серiю An : SU(n+1), n+1 = N ,
n — ранг матрицi. Ранг алгебри спiвпадає з числом незалежних дiагональ-
них матриць (пiдалгебра Картана).

Для матриць N ×N , якi задовольняють спiввiдношенню T † = T , iснує
N2 −N

2
недiагональних (комплексних) елементiв. Тодi дiйсних параметрiв

з врахуванням TrT = 0 буде

2 · N
2 −N

2
+ (N − 1) = N2 − 1,

тобто для групи SU(N) маємо N2 − 1 генераторiв.
2. Група ортогональних перетворень у N -вимiрному дiйсному просторi

(серiї Bn, Dn :SO(2n+ 1), SO(2n)) дiє за правилом

ηa → Oabηb, ξa → Oabξb. (4.4.16)

Ця група зберiгає скалярний добуток ηaξa, що для матрицi O означає

OTO = 1,

де OT — транспонована матриця. Це ортогональна група O(N) — група
обертань в N вимiрах. Якщо detO = 1, то це буде група обертань SO(N) —
спецiальна ортогональна група.

Матрицi O — дiйснi, i якщо їх записати у виглядi

O = exp(iA),

то матрицi A мають властивостi

A∗ = −A, A+ = A, AT = −A,

тобто є
N(N − 1)

2
незалежних матриць, тому розмiрнiсть групи

d(SO(N)) = N(N−1)/2. ЧислоN пов’язано з рангом алгебри n:N = 2n+1,
або N = 2n, тому видiляють двi серiї SO(2n+ 1) i SO(2n).

3. Група симплектичних перетворень N -вимiрних дiйсних векторiв
(серiя Cn).

Це група перетворень дiйсних векторiв, яка зберiгає антисиметричний
внутрiшнiй добуток

ηaEabξb, Eab =

(
0 I
−I 0

)
, I є

N

2
× N

2
одинична матриця, (4.4.17)
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Т а б л и ц я 1
Розмiрностi груп Лi, їх фундаментальних представлень

та значення операторiв Казимiра

G SU(N) SO(N) Sp(N) E6 E7 E8 F4 G2

dim G N2 − 1
1

2
N(N − 1)

1

2
N(N + 1) 78 133 248 52 14

dim F N N N 27 56 248 6 7

C2(G) N
N

2
− 1 2N + 1 2 3/2 1/2 3/2 2

i, очевидно, N повинно бути парним. Для симплектичної групи Sp(N)

маємо
N(N + 1)

2
генераторiв.

Iснує ще п’ять виключних груп, E6, E7, E8, F4, G2, розмiрностi цих
груп наведено в таблицi 1. Також має мiсце 4 iзоморфiзми мiж алгебрами
Лi груп

SU(2) ' SO(3) ' Sp(2), Sp(4) ' SO(5), SU(4) ' SO(6). (4.4.18)

Поля перетворюються по представленням груп Лi. Для даної групи
симетрiї G скiнченновимiрне унiтарне представлення задається набором
tar ермiтових d(r)× d(r) матриць (d(r) — розмiрнiсть представлення).

Довiльне представлення розкладається на суму незвiдних представ-
лень, яке у визначеному базисi має блоково-дiагональний вигляд. Генера-
тори tar даного представлення ортонормованi

Dab = tr
(
tart

b
r

)
= T (r)δab, (4.4.19)

де T (r) — константа для кожного r i T (r) — дiйснi числа. Для структурних
коефiцiєнтiв з комутацiйних спiввiдношень маємо

f cab =
1

iT (r)
tr
(
[tar, tbr]tcr

)
.

Тому f cab антисиметричнi по всiм iндексам i можна не розрiзняти верхнi та
нижнi iндекси f cab ≡ fcab.

Важливе значення для характеристики представлення має квадратич-
ний оператор Казимiра, який визначається формулою

T 2 = TaTa, (4.4.20)

де по iндексу a йде пiдсумовування. Оператор Казимiра комутує з усiма
генераторами

[Tb, TaTa] = [Tb, Ta]Ta + Ta[Tb, Ta] = if cbaTcTa + iTaf
c
baTc = if cba{Tc, Ta} = 0.

(4.4.21)
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Тому, згiдно з лемою Шура, оператор Казимiра в незвiдному представлен-
нi r пропорцiйний одиничнiй матрицi

tartar = C2(r)× 1, (4.4.22)

де 1 — одинична матриця розмiрностi d(r)× d(r). Для приєднаного пред-
ставлення оператор Казимiра пов’язаний iз структурними константами
формулою

facdf bcd = C2(G)δab. (4.4.23)

Використовуючи нормування (4.4.19),

tr
(
tart

b
r

)
= T (r)δab,

i згортаючи з δab, отримуємо спiввiдношення мiж розмiрностями гру-
пи d(G) i представлення d(r), Казимiром C2(r) i нормувальними конс-
тантами T (r):

d(r)C2(r) = T (r)d(G). (4.4.24)

Очевидно, для приєднаного представлення, r = G, маємо C2(G) = T (G).
Для групи SU(2) генератори фундаментального представлення мають ви-

гляд ta2 = σa/2, при цьому tr(ta2t
b
2) =

1

2
δab. Для SU(N) вибираємо генерато-

ри так, щоб три з них спiвпадали з генераторами SU(2). Тодi для будь-якої
матрицi фундаментального представлення

tr(taN t
b
N ) =

1

2
δab. (4.4.25)

Це фiксує T (r) i C2(r) для всiх представлень. Дiйсно, для фундаменталь-

ного представлення T (N) =
1

2
, i, використовуючи (4.4.24), знаходимо

NC2(N) =
1

2
(N2 − 1)⇒ C2(N) =

N2 − 1

2N
. (4.4.26)

Оскiльки кварки в квантовiй хромодинамiцi належать до фундамен-
тального представлення групи SU(3), то для них оператор Казимiра
C2(3) = 4/3.

Щоб обчислити оператор Казимiра в приєднаному представленнi, по-
будуємо його з добутку представлень N i комплексно спряженого N̄ . Тен-
зорний добуток двох представлень є представлення розмiрностi d(r1)·d(r2),
i може бути записаний як тензор Apq. У загальному випадку такий добуток
може бути розкладений у пряму суму незвiдних представлень. Символiчно
маємо r1 × r2 =

∑
ri. Матрицi генераторiв у представленнi r1 × r2 дорiв-

нюють
tar1×r2 = tar1 ⊗ 1 + 1⊗ tar2 , (4.4.27)
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а оператор Казимiра

(tar1×r2)2 = (tar1)2 ⊗ 1 + 2tar1 ⊗ t
a
r2 + 1⊗ (tar2)2. (4.4.28)

Беремо слiд, де середнiй доданок в останнiй формулi дає нуль

tr(tar1×r2)2 = (C2(r1) + C2(r2))d(r1)d(r2).

З iншого боку,
tr(tar1×r2)2 =

∑
C2(ri)d(ri). (4.4.29)

Тодi має мiсце тотожнiсть

(C2(r1) + C2(r2))d(r1)d(r2) =
∑
i

C2(ri)d(ri). (4.4.30)

Використаємо цю тотожнiсть для добутку представлень N × N̄ , яке роз-
кладається на суму двох незвiдних представлень

N × N̄ = 1 + (N2 − 1), (4.4.31)

де одиниця (синглетне представлення) вiдповiдає слiду початкової матрицi
N×N̄ , а другий доданок — безслiдовiй матрицi що залишилася (приєднане
представлення). Використовуючи (4.4.30),

2 · N
2 − 1

2N
·N ·N = 0 + C2(G)(N2 − 1),

знаходимо значення оператора Казимiра для приєднаного представлення

C2(G) = N.

Очевидно, що для приєднаного представлення нормуючий параметр до-
рiвнює T (G) = N . Розмiрностi приєднаних i фундаментальних представ-
лень iнших груп, а також значення квадратичних операторiв Казимi-
ра для приєднаних представлень наведено в таблицi 1. Зауважимо, що
для групи E8 приєднане представлення є мiнiмальним, тобто одночасно i
фундаментальним.

4.5. Квантування полiв Янга—Мiллса
Тепер у нас все готово для того, щоб перейти до квантування полiв

Янга—Мiллса [22, 35, 61, 76, 121, 154]. Почнемо з лагранжевої густини для
полiв Янга—Мiллса

L = −1

4
F aµνF

aµν , F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ − gfabcAbµAcν . (4.5.1)
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Iмпульс (точнiше, густина iмпульсу) за визначенням є

Πa
µ =

∂L
∂Ȧaµ

= −1

2
F bλρ

∂F bλρ

∂Ȧaµ
= −1

2
F aλρ

(
δλ0 δ

ρ
µ − δ

ρ
0δ
λ
µ

)
= F aµ0. (4.5.2)

Звiдси маємо первинну в’язь Πa
0 = 0, а також узагальнений iмпульс

Πa
i = F ai0 = ∂iA

a
0 − ∂0A

a
i − gfabcAbiAc0 = −∂0A

a
i + (DiA0)a, (4.5.3)

де Πa
i = F ai0 = Eai є аналогом електричного поля Ei. Аналогом магнiтного

поля є Ba
i = (1/2)εijkF

a
jk = εijk(DjAk)

a. Остання рiвнiсть є коварiант-
ним аналогом вiдомого визначення магнiтного поля в електродинамiцi
Bi = εijk∂jAk.

Використовуючи означення iмпульсiв, ми можемо переписати лагран-
жеву густину, усунувши швидкостi (часовi похiднi)

L = −1

4

[
2F aµ0F

aµ0 + F aijF
aij
]

=
1

2
(Πa

i )
2 − 1

4
F aijF

a
ij . (4.5.4)

Вiдповiдно, для гамiльтонової густини знаходимо

H = Πa
µȦ

aµ − L = Πa
0Ȧ

a
0 −Πa

i Ȧ
a
i −

1

2
(Πa

i )
2 +

1

4
F aijF

a
ij =

= Πa
i (Π

a
i −Dac

i A
c
0)− 1

2
(Πa

i )
2 +

1

4
F aijF

a
ij =

=
1

2
(Πa

i )
2 +

1

4
F aijF

a
ij −Πa

iD
ac
i A

c
0, (4.5.5)

i для гамiльтонiана маємо

H =

∫
d3xH =

∫
d3x

[
1

2
(Πa

i )
2 +

1

4
F aijF

a
ij +Ac0D

ca
i Πa

i

]
. (4.5.6)

В останньому доданку проведено iнтегрування частинами. Елементарнi
одночаснi дужки Пуассона задаються спiввiдношеннями

{Πa
µ(x),Πb

ν(y)} = 0 = {Aaµ(x), Abν(y)},

{Πa
µ(x), Abν(y)} = −δabgµνδ(x− y).

(4.5.7)

Змiннi Πa
µ(x), Abν(x) утворюють фазовий простiр Γ. З умови збереження

первинної в’язi Π̇a
0 = {Πa

0, H} = 0 одержуємо вторинну в’язь Dab
i Πb

i = 0.
Продовжуючи процедуру знаходження в’язей, можна переконатись, що
знайдена вторинна в’язь зберiгається. Тому iнших в’язей не виникає. В’язi
Πa

0 = 0, Dab
i Πb

i = 0 видiляють фазовий пiдпростiр M. Позначаючи

Φa(x) ≡ Dab
i Πb

i ,
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можна довести, що цi в’язi задовольняють алгебрi

{Φa(x),Φb(y)} = gfabcΦc(x)δ(x− y). (4.5.8)

Тому Πa
0 i Φa — в’язi 1-го роду. Повна гамiльтонова густина

HT =
1

2
Πa
i

2 +
1

4
F aijF

a
ij + va0Πa

0 + uaΦa, (4.5.9)

де ми додали лiнiйну комбiнацiю в’язей.
Виберемо калiбрувальнi умови у виглядi (кулонiвська калiбровка)

Ac0 = 0, χa ≡ ∂iAai (x) = 0. (4.5.10)

Нетривiальнi дужки Пуассона калiбровок iз в’язями будуть

{Aa0,Πb
0} = δabδ(x− y), (4.5.11)

{∂iAai (x), Dbc
j Πc

j(y)} = ∂xi D
xab
i δ(x− y) ≡Mab(x, y). (4.5.12)

Запишемо функцiональний iнтеграл вiдповiдно до загальної теорiї систем
iз в’язями

Z = N

∫
DAa0 DAai DΠa

0 DΠa
i exp i

∫
d 4x(Πa

µȦ
µ −HT )×

× δ(Aa0)δ(∂iA
a
i )δ(Π

a
0)δ(Dab

i Πb
i) Det δabδ(x− y) DetMab(x, y) =

= N ′
∫
DAai DΠa

i exp i

∫
d 4x

[
−Πa

i Ȧi −
1

2
(Πa

i )
2 − 1

4
F aijF

a
ij

]
×

× δ(∂iAai ) DetMab(x, y)δ(Dab
i Πb

i), (4.5.13)

де в останнiй рiвностi проведено iнтегрування по Aa0, Πa
0 i тривiальний

детермiнант включений у константу N . Для того щоб провести iнтег-
рування за iмпульсами, скористаємось представленням функцiональної
дельта-функцiї у виглядi вiдповiдного функцiонального iнтеграла по новiй
змiннiй Aa0,

Z = N

∫
DAai DAa0 DΠa

i exp i

∫
d 4x

[
−Πa

i Ȧ
a
i −

1

2
(Πa

i )
2− 1

4
(F aij)

2−Aa0Dab
i Πb

i

]
×

× δ(∂iAai ) DetMab(x, y). (4.5.14)

Iнтеграл за iмпульсами має гаусову форму, провiвши по ним iнтегрування
аналогiчно тому, як це робилося в КЕД, отримуємо

Z = N

∫
DAaµ exp i

∫
d 4x

(
−1

4
(F aµν)2

)
δ(∂iA

a
i ) DetMab(x, y). (4.5.15)

Вiдзначимо присутнiсть в мiрi iнтегрування в (4.5.15) детермiнанта
Фаддєєва—Попова поряд з дельта-функцiєю, що фiксує калiбровку.
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4.6. Квантування неабелевих теорiй
методом Фаддєєва—Попова

Завершуючи наше вивчення квантування неабелевих калiбрувальних
полiв, ми розглянемо в цьому параграфi метод Фаддєєва—Попова i ви-
значимо так званi «духовi» поля. Знов таки, стартуємо з наївного запису
функцiонального iнтеграла для полiв Янга—Мiллса

Z = N

∫
DAaµ exp

[
i

∫
d 4x

(
− 1

2g2
trF 2

µν

)]
. (4.6.1)

Дiя iнварiантна вiдносно калiбрувальних перетворень

Aµ → AUµ = UAµU
† − iU∂µU †.

Iнтеграл Z розбiгається при iнтегруваннi по орбiтi AUµ , навiть в евклiдо-
вому формулюваннi, тому що для змiни Aµ вздовж орбiти у функцiональ-
ному iнтегралi немає нiякого рiжучого фактора, i Z пропорцiйний об’єму
орбiти

∏
x

DU(x). Iншими словами, точками фiзичного конфiгурацiйного

простору полiв Янга—Мiллса є класи еквiвалентностi локальних полiв вiд-
носно дiї групи калiбрувальних перетворень, i тому необхiдно iнтегрувати
у функцiональному iнтегралi по класах еквiвалентностi. Iдея полягає в
тому, щоб вiдокремити фактор об’єму орбiти у визначеннi Z(J). Щоб по-
яснити цю iдею розглянемо звичайний iнтеграл

I =

∞∫
−∞

dxdy e−
1
2

(x−y)2
,

який збiгається, якщо ми iнтегруємо вздовж x або y, але розбiгається,
якщо iнтегрувати вздовж прямої (орбiти) x − y = const. Зробимо замiну
змiнних X = x− y, Y = x+ y,

I =
1

2

∞∫
−∞

dY dX e−
1
2
X2
.

Ми видiлили явним чином розбiжнiсть, пов’язану з iнтегруванням по Y .
Ми хочемо аналогiчним чином видiлити розбiжнiсть в iнтегралi (4.6.1).
Для цього вибирається гiперповерхня фiксованої калiбровки (калiбруваль-
на умова)

fa(Aµ) = 0, a = 1, ..., n, (4.6.2)

яка перетинає орбiту тiльки один раз (див. рис. 4). Iнтегрування буде про-
водитись по гiперповерхнi fa(Aµ) = 0. В принципi умова fa(Aµ) = 0
довiльна, але зазвичай вибирають лiнiйнi коварiантнi калiбровки як най-
бiльш простi. Наприклад, кулонiвська калiбровка та калiбровка Лоренца
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Рис. 4. Калiбрувальнi орбiти i
поверхня, що фiксує калiбровку

задаються умовами: fa(Aµ) = ∂iA
a
i = 0 —

кулонiвська калiбровка, fa(Aµ) = ∂µA
a
µ =

= 0 — калiбровка Лоренца, i є типовими
прикладами того, як визначається ця гi-
перповерхня.

Будемо припускати, що для полiв на
гiперповерхнi fa(Aµ) = 0 рiвняння

fa(A
U
µ ) = 0 (4.6.3)

має єдиний розв’язок U = 1 для дано-
го Aµ. Це не завжди виконується для до-
вiльного вибору гiперповерхнi, додатковi
точки перетину орбiти з гiперповерхнею називаються копiями Грiбова.

Найпростiший спосiб видiлити внесок гiперповерхнi в iнтегралi — вста-
вити дельта-функцiю δ(f(A)), але це змiнило б сам iнтеграл. Iдея полягає
в тому, щоб вставити величину, яка дорiвнює одиницi, але мiстить δ(f(A)).
Розглянемо приклад одновимiрного iнтеграла по змiннiй ε (параметр ка-
лiбрувального перетворення), i ми хочемо обмежити його до «поверхнi»
f(ε) = 0. Маємо тотожнiсть

1 =

∫
dfδ(f) =

∫
df(ε)δ(f(ε)) =

∫
dε
∣∣∣df(ε)

dε

∣∣∣δ(f(ε)). (4.6.4)

Цю iдею Фаддєєв i Попов узагальнили на випадок функцiонального iнтег-
рала, де ε стають калiбрувальними функцiями, залежними вiд координат.

Повертаючись до iнтеграла (4.6.1), зауважимо, що мiра iнтегрування
залишається iнварiантною вздовж орбiти DAUµ = DAµ. Об’єм орбiти, ви-

значений як
∫ ∏

x

DU(x), — це добуток мiр на групi в кожнiй точцi x. Iнтег-

рування функцiй f(g), визначених на груповому многовидi G, задається

формулою
∫
G
dµ(g)f(g), де dµ(g) — iнварiантна мiра (мiра Хаара) на групi.

Для функцiй на многовидi виконується
∫
G
dµ(g)f(g ·g′) =

∫
G
dµ(g)f(g) або∫

G
dµ(g)f(g′ · g) =

∫
G
dµ(g)f(g), де g · g′ (або g′ · g) — групове множення,

i g′ — фiксований, але довiльний груповий елемент. Конкретний вигляд
мiри залежить вiд параметризацiї групових елементiв. Iнтегрування на
груповому многовидi має сенс, якщо область iнтегрування за груповими
параметрами є компактною.

Визначимо ∆f (A) — функцiонал за допомогою рiвняння

∆f (A)

∫ ∏
x

DU(x)δ(f(AU (x))) = 1, (4.6.5)
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який очевидно залежить вiд поля Aµ i вибраної калiбрувальної умови f .
Покажемо, що функцiонал ∆(A) — калiбрувально iнварiантний. Обчисли-
мо його для полiв, якi зв’язанi з Aµ калiбрувальним перетворенням

∆f (AU
′
)

∫ ∏
x

DU(x)δ(f(AU
′U (x))) = 1,

i внаслiдок iнварiантностi мiри на групi∫ ∏
x

D(U ′U)(x) =

∫ ∏
x

DU(x),

отримуємо
∆f (AU

′
) = ∆f (A). (4.6.6)

Вставимо одиницю (4.6.5) у функцiональний iнтеграл (4.6.1)∫
DAµ

∫ ∏
x

DU(x)
∏
x,a

δ(f(AUµ ))eiS(A)∆f (A).

Виконуючи калiбрувальне перетворення A → AU
−1 i використовуючи iн-

варiантнiсть ∆f (A), S(A), DAµ, приходимо до∫ ∏
x

DU(x)

∫
DAµ

∏
a

δ(fa(Aµ))∆f (A)eiS(A), (4.6.7)

де об’єм калiбрувальної орбiти видiляється (факторизується) в явному ви-
глядi. Цей об’єм можна включити в нормуючий множник N , який ско-
рочується у виразах для зв’язних кореляцiйних функцiй, оскiльки вони
задаються вiдношенням двох iнтегралiв

〈F [A]〉 =

∫
DAµ F [A]

∏
a
δ(fa(Aµ))∆f (A)eiS(A)∫

DAµ
∏
a
δ(fa(Aµ))∆f (A)eiS(A)

. (4.6.8)

Зауважимо, що iнтеграл (4.6.7) не залежить вiд вибору калiбрувальної
функцiї f . Дiйсно, вставляючи одиницю з iншою функцiєю f ′, приходи-
мо до (4.6.7), де f замiняється на f ′. Калiбрувально iнварiантнi функцiї
Грiна 〈F [A]〉 також не залежать вiд вибору f , однак, якщо F [A] не є ка-
лiбрувально iнварiантним, то такi функцiї Грiна залежать вiд калiбровки
(наприклад, пропагатор калiбрувального поля 〈TAµ(x)Aν(y)〉). Зокрема,
для калiбрувально неiнварiантних функцiї Грiна метод дозволяє встано-
вити зв’язок мiж цими функцiями в рiзних калiбровках.

Обчислення детермiнанта Фаддєєва—Попова ∆f(A). Оскiль-
ки ∆f (A) множиться на

∏
x,a

δ(fa(Aµ)), то достатньо обчислити його для

полiв, якi задовольняють fa(Aµ) = 0. За означенням поверхня, яка зада-
ється цiєю умовою, перетинається з кожною орбiтою лише один раз, тому
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достатньо обчислити (4.6.5) в околi одиничного групового елемента, де
U(x) = 1 + iωaT a, i можна використовувати мiру∏

x

DU(x) =
∏
a,x

Dωa.

Визначимо операторMf , розкладаючи функцiю fa(AU ) у функцiональний
ряд Тейлора i утримуючи лiнiйний по δωb iнфiнiтезимальний доданок

fa(AUµ (x)) = fa(Aµ(x)) +

∫
δfa(AUµ (x))

δωb(y)

∣∣∣∣
ω=0

δωb(y)d 4y =

= fa(Aµ(x)) +

∫
d 4yMab

f (x, y)δωb, (4.6.9)

де

Mab
f (x, y) =

δfa(AUµ (x))

δωb(y)

∣∣∣∣
ω=0

. (4.6.10)

Тодi з (4.6.5) отримуємо

∆−1
f (Aµ) =

∫ ∏
a

Dωa(x)δ(Mabδωb) = Det−1Mab
f , (4.6.11)

тобто для функцiонала Фаддєєва—Попова маємо

∆f (Aµ) = DetMab
f . (4.6.12)

Обчислимо цей функцiонал у явному виглядi. Враховуючи, що iнфiнiте-
зимальне перетворення поля Aµ записується як

δAUµ (x) = −1

g
Dµω(x),

розписуємо варiацiйну похiдну

Mab
f (x, y) =

δfa(AUµ (x))

δωb(y)

∣∣∣∣
ω=0

=

∫
d 4z

δfa(Aµ)

δAcµ(z)
·
δAU cµ (z)

δωb(y)

∣∣∣∣
ω=0

=

= −1

g

∫
δfa(Aµ)

δAcµ(z)
Dzcb
µ δ(z − y)d 4z, Dxcb

µ = ∂xµδ
cb + gf cbdAdµ(x). (4.6.13)

Для калiбровки Лоренца fa(Aµ) = ∂µAaµ = 0 знаходимо

Mab
L (x, y) = −∂µxDab

xµδ(x− y) = −
[
�xδ

ab + gfabc∂µx ·Acµ(x)
]
δ(x− y) =

= −
[
�xδ

ab + gfabcAcµ(x)∂µx

]
δ(x− y) (4.6.14)
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(1/g в Mab
f надалi опускаємо, його можна винести з-пiд детермiнанта i

включити в нормуючий множник). Для кулонiвської калiбровки, fa(Aµ) =
= ∂iA

a
i = 0, аналогiчно отримуємо

Mab
K (x, y) = −∂xiDab

xiδ(x−y) = −
[
∇2δab + gfabcAci (x)∂xi

]
δ(x−y). (4.6.15)

Аксiальна калiбровка Арновiта—Фiнклера визначається рiвнянням

fa(Aµ) = niAai = 0, n2
i = 1 (4.6.16)

(у випадку nµAaµ = 0, n2
µ = 0 маємо калiбровку свiтлового конуса). Для

неї вiдповiдний оператор

Mab
A (x, y) = −niDab

xiδ(x− y) = −ni
[
∂xiδ

ab + gfabcAci (x)
]
δ(x− y) =

= −ni∂xiδabδ(x− y) (4.6.17)
не залежить вiд Aµ.

Формалiзуємо виведення

∆−1
f (Aµ) =

∫
DU(x)δ(fa(AUµ )) =

=

∫ ∏
x,a

Dωa(x)δ(ωb(y)) ·Det−1 δf
a(AU )

δωb(y)
= Det−1 δf

a(AU (x))

δωb(y)

∣∣∣
ω=0

.

Тобто функцiонал Фаддєєва—Попова обчислюється за формулою

∆f (Aµ) = Det
δfa(AUµ (x))

δωb(y)

∣∣∣∣
ω=0

= Det
δfa

δAcµ
· δA

Uc

δωb

∣∣∣∣
ω=0

. (4.6.18)

Важливо при цьому, що рiвняння fa(AUµ ) = 0 має єдиний розв’язок U = 1.
Генеруючий функцiонал функцiй Грiна будемо визначати формулою

Z(Jaµ) = N

∫
DAaµδ (fa(Aµ)) ∆f (A)ei(S(A)+

∫
d 4xJaµA

a
µ). (4.6.19)

Для калiбрувально iнварiантних функцiй Грiна F [A] маємо загальний ви-
гляд (див. формулу (4.6.8) вище)

〈F [A]〉 =

∫
DAaµF [A]δ(fa)∆f (A)eiS(A)∫
DAaµδ(fa)∆f (A)eiS(A)

. (4.6.20)

Як уже зазначалося, середнi для калiбрувально iнварiантних величин не
залежать вiд вибору калiбрувальної умови, зокрема, замiсть калiбровки
fa = 0 можна вибрати fa−W a(x) = 0, де W a(x) — довiльна функцiя. При
цьому функцiонал Фаддєєва—Попова не змiнюється ∆f (A) = ∆f−W (A).
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Помножуючи чисельник i знаменник у (4.6.20) на незалежний вiд полiв
функцiонал ∫

DW a exp

(
− i

2ξ

∫
d 4x(W a(x))2

)
та знiмаючи iнтегрування по W a(x) за допомогою дельта-функцiї, отри-
муємо

〈F [A]〉 =

∫
DW a e

− i
2ξ

∫
d 4x(Wa(x))2 ∫

DAaµF [A]δ(fa −W a)∆f (A)eiS(A)∫
DW a e

− i
2ξ

∫
d 4x(Wa(x))2 ∫

DAaµδ(fa −W a)∆f (A)eiS(A)
=

=

∫
DAaµF [A]∆f (A) e

iS(A)− i
2ξ

∫
d 4x(fa(Aµ))2∫

DAaµ∆f (A) e
iS(A)− i

2ξ

∫
d 4x(fa(Aµ))2

. (4.6.21)

Для генеруючого функцiонала маємо новий вираз

Z(J) = N

∫
DAaµ DetM(A) e

i(S(A)− i
2ξ

∫
d 4x(fa(Aµ))2+

∫
d 4xJaµ(x)Aaµ)

, (4.6.22)

де
N−1 =

∫
DAaµ DetM(A) exp

[
i(S(A)− i

2ξ

∫
d 4x(fa(Aµ))2)

]
.

Виберемо калiбровку Лоренца fa(Aµ) = ∂µA
a
µ i представимо детермiнант

Фаддєєва—Попова у виглядi функцiонального iнтеграла

DetMab(x, y) =

∫
Dc̄aDca exp i

∫
d 4x d 4y c̄a(x)Mab(x, y)cb(y), (4.6.23)

де c̄a i ca — набiр незалежних грасманових полiв. Поля ca(x) називаються
«духами» Фаддєєва—Попова, вони перетворюються за приєднаним пред-
ставленням калiбрувальної групи, є скалярами вiдносно лоренцових пе-
ретворень i задовольняють статистицi Фермi. Назва цих полiв зумовле-
на тим, що вони є допомiжними, потрiбними для коректного визначення
процедури квантування неабелевих калiбрувальних полiв i тому не з’яв-
ляються як асимптотичнi стани, тобто як справжнi частинки. Очевидно,
в цьому випадку теорема про зв’язок спiну i статистики не порушується,
оскiльки теорема застосовна лише до фiзичних полiв. Поля c̄a i ca не обо-
в’язково є ермiтово спряженими один до одного, наприклад, їх можна ви-
брати незалежними дiйсними змiнними.

Таким чином, маємо ефективну лагранжеву густину

Leff = −1

4
F aµνF

aµν − 1

2ξ
(∂µA

a
µ)2 − c̄a∂µDab

µ c
b, (4.6.24)

де коварiантна похiднаDab
µ = δab∂µ+gfabcAcµ. DetMab є нелокальним функ-

цiоналом поля Aaµ. Використаємо представлення детермiнанта у формi

DetMab = exp Tr lnM,
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Mab(x, y) =
[
−2xδab − gfabc∂µx ·Acµ(x)

]
δ(x− y),

де похiдна ∂µx дiє на все, що стоїть справа вiд неї. Операцiя функцiональ-
ного слiду оператора M визначається як

TrM =

∫
d 4x tr〈x|M |y〉

∣∣
y=x

(4.6.25)

i включає iнтегрування за координатами та матричний слiд. Опускаючи
тривiальний множник, запишемо

Tr ln

(
1

−2
M

)
= Tr ln

(
1

−2
(−2 +M + 2)

)
= Tr ln

(
1− 1

2
(M + 2)

)
=

= −
∞∑
n=1

1

n
Tr

(
1

2
(M + 2)

)n
. (4.6.26)

Тут ми ввели символiчне позначення для функцiї Грiна оператора
Даламбера〈

x

∣∣∣∣ 1

2

∣∣∣∣y〉 =
1

2x
δ(x− y) = D(x− y)⇒ (2x − iε)D(x− y) = δ(x− y)

i також для оператора диференцiювання 〈x|∂µ|y〉 = ∂xµ〈x|y〉 = ∂xµδ(x − y),
де стани |x〉 є власними для оператора координат, тобто x̂|x〉 = x|x〉, i вони
ортонормованi, 〈x|y〉 = δ(x− y). Розглянемо матричний елемент〈
x

∣∣∣∣ 1

2
(M + 2)

∣∣∣∣y〉 =

∫
d 4z〈x| 1

2
|z〉〈z|M + 2|y〉 = g

∫
d 4zD(x− z)〈z|∂µÂµ|y〉 =

= g

∫
d 4zD(x− z)∂zµ[Âµ(z)δ(z − y)], (4.6.27)

де введено позначення
(
Âµ
)ab

= facbAcµ, i в першiй рiвностi ми використали

повноту станiв
∫
d 4z|z〉〈z| = 1. Iнтегруючи частинами i знiмаючи дельта-

функцiю, отримуємо〈
x

∣∣∣∣ 1

2
(M + 2)

∣∣∣∣y〉 = ∂µxD(x− y)Âµ(y). (4.6.28)

Тодi, враховуючи що tr Â = 0, остаточно знаходимо

Tr ln
M

−2
= −

∞∑
n=2

gn

n

∫
d 4x1 ... d

4xn tr
[
∂µ1
x1
D(x1 − x2)Âµ1(x2)×

× ∂µ2
x2
D(x2 − x3)Âµ2(x3) ... ∂µnxnD(xn − x1)Âµn(x1)

]
. (4.6.29)
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Таким чином, DetM дає добавку в дiю, яка має неполiномiальну i нело-
кальну залежнiсть вiд поля Aµ. Вiдзначимо загальний знак мiнус, що є
характерним для однiєї фермiонної петлi i дозволяє трактувати функцiю
D(x) як пропагатор скалярної частинки, яка пiдпорядковується статисти-
цi Фермi—Дiрака. Це також узгоджується з тим, що детермiнант DetM
можна представити у виглядi функцiонального iнтеграла за грасманови-
ми змiнними (4.6.23).

У квантовiй електродинамiцi в калiбровцi Лоренца поля духiв увiйдуть
у лагранжiан у виглядi

c̄Mc = −c̄2c,

i їх взаємодiя з полем Aµ вiдсутня. Тому DetM скорочується у функцiях
Грiна. Однак це справедливо не в усiх калiбровках. Нехай калiбрувальна
умова, f(A) = 0, визначається функцiєю

f(A) = ∂µA
µ +AµAµ

(калiбровка Намбу). Тодi вiдповiдний детермiнант Фаддєєва—Попова,

DetM = Det(−2− 2Aµ∂µ),

залежить вiд поля Aµ i визначає мiру iнтегрування у функцiональному
iнтегралi.

Роль духових полiв — скоротити внески вiд часових i поздовжнiх (не-
фiзичних) компонент калiбрувального поля. Наприклад, у нульовому на-
ближеннi по константi g, iнтегруючи по Aµ i духам, отримуємо (d — роз-
мiрнiсть простору-часу)

[Det(−2)]−
d
2 Det(−2) = [Det(−2)]−

d−2
2 , (4.6.30)

тобто тiльки d− 2 поперечних компонент дають внесок у функцiональний
iнтеграл. Це справедливо в усiх порядках теорiї збурень, хоча механiзм
скорочення внескiв вiд нефiзичних компонент буде дещо складнiшим у
вищих порядках.

Обговоримо умову того, що гiперповерхня фiксацiї калiбровки може
перетинати калiбрувальнi орбiти один раз. У загальному випадку це не
виконується (див. рис. 4), є залишкова свобода калiбрувальних перетво-
рень. Наприклад, у КЕД калiбровка ∂µAµ = 2Θ = 0 не фiксує повнi-
стю Θ, оскiльки можна виконати залишкове калiбрувальне перетворення
з параметром, що задовольняє 2ε = 0. Однак цю свободу можна усунути
шляхом накладення вiдповiдних граничних умов для полiв на нескiнчен-
ностi. В КХД було запропоновано обмежити значення калiбрувальних по-
лiв так званим горизонтом Грiбова [99], де детермiнант Фаддєєва—Попова
додатний, DetM(A) > 0. Властивостi функцiонального iнтеграла з таким
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обмеженням для калiбрувального поля Aaµ можуть бути пов’язанi з кон-
файнментом кваркiв i глюонiв. Цей пiдхiд є прикладом непертурбативного
квантування неабелевих калiбрувальних полiв i активно розвивається.

4.7. Симетрiя БРСТ у квантовiй хромодинамiцi
Метод Фаддєєва—Попова дозволяє використовувати лоренц-iнварiант-

нi калiбровки для запису функцiонального iнтеграла, таким чином зберi-
гаючи явну лоренц-iнварiантнiсть теорiї на всiх етапах обчислень. Водно-
час калiбрувальна iнварiантнiсть порушена при фiксацiї калiбровки, що
могло б призвести до проблем при доведеннi перенормовностi калiбруваль-
них теорiй, де калiбрувальна симетрiя вiдiграє важливу роль. У цьому роз-
дiлi розглянемо так звану симетрiю БРСТ, яка була вiдкрита Беккi, Руе,
Стора i незалежно вiд них Тютiним, для калiбрувальних теорiй, зокрема
КХД, у коварiантних калiбровках. Вона пов’язує духи та поздовжнi глюо-
ни один з одним i гарантує, що внески цих нефiзичних частинок завжди
скорочуються в усiх фiзичних процесах. Почнемо з лагранжiана КХД

L = −1

4
F aµνF

aµν +

nf∑
i=1

ψ̄i (iγµDµ −mi)ψi−
1

2ξ

(
∂µAaµ

)2− c̄a∂µDab
µ c

b (4.7.1)

(порiвняйте з (4.1.25)). Третiй i четвертий доданки справа описують фiк-
сацiю калiбровки i лагранжiан духiв. Ми перепишемо їх у виглядi

Lgh+gf = −c̄a∂µDab
µ c

b +
ξ

2
(ba)2 − ba∂µAaµ, (4.7.2)

де ми ввели допомiжне комутуюче скалярне поле (auxiliary field) ba(x), яке
називається полем Наканiшi—Лаутрупа. Для ξ = 0 iнтегрування по полю
ba(x) в функцiональному iнтегралi дає δ(∂µAaµ), тобто калiбровку Ландау.
Якщо ξ 6= 0, то також можна проiнтегрувати по ba(x) у функцiональному
iнтегралi, оскiльки це поле входить квадратично в лагранжiан i без кiне-
тичного доданка з похiдними, а отже, приходимо до лагранжiана (4.7.1)
зi стандартною формою фiксацiї калiбровки (1/2ξ)

(
∂µAaµ

)2. Лагранжiан
духiв є iнварiантним вiдносно глобальної U(1)gh групи

c(x)→ eiθc(x), c̄(x)→ e−iθ c̄(x). (4.7.3)

Заряд, що зберiгається при таких перетвореннях, дозволяє приписати вiд-
повiднi заряди (духове квантове число) полям: gh(c) = 1, gh(c̄) = −1.

Як уже зазначалося, лагранжiан КХД з фiксацiєю калiбровки i духами
не має калiбрувальної iнварiантностi, однак вiн має залишкову глобальну
фермiонну БРСТ-симетрiю, яка в певному сенсi пам’ятає калiбрувальну
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iнварiантнiсть початкової теорiї. Iнфiнiтезимальнi перетворення БРСТ ма-
ють вигляд

δAaµ(x) = εDac
µ c

c(x) = ε
(
δac∂µ + gfacbAbµ

)
cc(x),

δψ(x) = −igεca(x)T aψ(x), δψ̄(x) = igεca(x)ψ̄(x)T a,

δca(x) =
1

2
gεfabccb(x)cc(x), δc̄a(x) = −εba(x), δba(x) = 0,

(4.7.4)

де ε — постiйний антикомутуючий параметр (грасманова змiнна) глобаль-
них перетворень, який комутує з бозонними полями i антикомутує з фер-
мiонними полями. Зауважимо, що поля ca вибрано антиермiтовими, а c̄a —
ермiтовими. Можна показати, що друга варiацiя дорiвнює нулю, δε1δε2 = 0,
для всiх полiв, навiть для рiзних ε. Вiдзначимо нелiнiйний характер БРСТ
перетворень. Доведення БРСТ-iнварiантностi лагранжiана спрощується,
якщо ввести матричнi позначення для полiв у приєднаному представленнi

Aµ(x) = gAaµ(x)T a, C(x) = gca(x)T a,

C̄(x) = gc̄a(x)T a, B(x) = gba(x)T a.
(4.7.5)

Лагранжiан КХД тодi приймає вигляд

L = − 1

2g2
tr (FµνF

µν) +

nf∑
i=1

ψ̄i (iγµDµ −mi)ψi +

+
2

g2
tr

(
−C̄∂µDµC +

ξ

2
B2 −B∂µAµ

)
, (4.7.6)

де
Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) + i [Aµ(x), Aν(x)],

Dµψ(x) = ∂µψ(x) + iAµ(x)ψ(x),

DµC(x) = ∂µC(x) + i [Aµ(x), C(x)].

(4.7.7)

Розглянемо iнфiнiтезимальнi унiтарнi перетворення U(x) = 1 + iΛ(x), при
яких поля перетворюються як

δψ = iΛψ, δψ̄ = −iψ̄Λ, δAµ = −DµΛ, (4.7.8)

δC = i [Λ, C], δC̄ = i
[
Λ, C̄

]
, δB = i [Λ, B]. (4.7.9)

Перетворення (4.7.8) мають вигляд локальних калiбрувальних перетво-
рень кваркiв i глюонiв, вiдносно яких першi два доданки в лагранжiанi
(4.7.6) очевидно iнварiантнi. Змiнимо перетворення (4.7.9) таким чином,
щоб вони залишали iнварiантним останнiй доданок у (4.7.6). Для цього
покладемо Λ(x) = −εC(x) в (4.7.8) i модифiкуємо (4.7.9), тодi перетворен-
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ня БРСТ набувають вигляд

δBAµ(x) = εDµC(x), δBψ(x) = −iεC(x)ψ(x),

δBψ̄(x) = −iεψ̄(x)C(x), δBC(x) = −iεC(x)C(x),

δBC̄(x) = −εB(x), δBB(x) = 0.

(4.7.10)

Зазначимо, що завдяки матричнiй структурi фермiонного поля C(x)
його квадрат у виразi для варiацiї δBC не зникає; замiсть цього маємо
C(x)C(x) = (g2/2)[T b, T c]cb(x)cc(x) = (ig2/2)fabcT acb(x)cc(x), що дає вiд-
повiдну формулу для δca(x) в (4.7.4).

Знайдемо варiацiю доданкiв у (4.7.6), якi описують духовi поля i фiк-
сацiю калiбровки, вiдносно цих перетворень

δBtr

(
−C̄∂ µDµC +

ξ

2
B2 −B∂ µAµ

)
= −tr

(
C̄∂ µδB(DµC)

)
. (4.7.11)

Покажемо, що δB (DµC) = 0, використовуючи вiдповiднi варiацiї полiв iз
(4.7.10),

δB (DµC) = δB (∂µC + i(AµC − CAµ)) =

= ∂µ(δBC) + i [(δBAµ)C +Aµ(δBC)− (δBC)Aµ − C(δBAµ)] =

= −iε [∂µ(CC)−DµCC − CDµC + i[Aµ, CC]] = 0.

Таким чином, лагранжiан КХД є iнварiантним вiдносно перетворень
БРСТ, тобто δBL = 0. Оскiльки БРСТ-перетворення вiдповiдають не-
перервнiй симетрiї, то їх використовують для отримання тотожностей
Уорда—Такахашi — спiввiдношень мiж кореляцiйними функцiями, якi є
наслiдком залишкової калiбрувальної симетрiї.

БРСТ-варiацiю довiльного поля Φ можна записати, видiляючи пара-
метр ε як

δBΦ = εsΦ, (4.7.12)

де перетворення sΦ всiх полiв знаходять з (4.7.10). Для всiх полiв ψ, Aµ,
C̄, C має мiсце

δB(sΦ) = 0, (4.7.13)

що означає нiльпотентнiсть перетворення s: s(sΦ) = 0. Наприклад, пере-
вiримо це для поля Aµ:

δB(sAµ) = δB(DµC) = δB (∂µC + i[Aµ, C]) = 0. (4.7.14)

Неважко показати, що дiя БРСТ-варiацiї на s-перетворення добутку до-
вiльного числа полiв, взятих у рiзних просторово-часових точках, дорiвнює
нулю,

δBs(Φ1Φ2Φ3 ...) = 0. (4.7.15)

Це вiрно також i для функцiоналiв F (Φ), представлених у виглядi суми
добуткiв полiв,

δB(sF (Φ)) = εssF (Φ) = 0, (4.7.16)

тобто БРСТ-перетворення є нiльпотентними.
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Корисно ввести грасмановий БРСТ-«заряд» Q таким чином, щоб вiн
визначав iнфiнiтезимальнi перетворення за формулою

δBΦ = i[εQ,Φ] = iε[Q,Φ]∓ = εsΦ, sΦ = i[Q,Φ]∓, (4.7.17)

де комутатор [·, ·] (знак «−») або антикомутатор {·, ·} (знак «+») виби-
рається залежно вiд того, чи поле Φ є бозонним, чи фермiонним. Дiю
оператора Q на поля знаходять безпосередньо з формул (4.7.10). Заряд
Q має духове число gh(Q) = 1, що випливає з (4.7.10). Нiльпотентнiсть
БРСТ-перетворення означає, що

0 = −ssΦ = [Q, [Q,Φ]∓]± = [Q2,Φ]−, (4.7.18)

тобто Q2 комутує з усiма полями. Наприклад, перевiримо

[Q2, ψ]− = [Q, {Q,ψ}] = −[Q,Cψ] = −{Q,C}ψ+C{Q,ψ}=CCψ−CCψ = 0,

або
[Q2, Aµ] = {Q, [Q,Aµ]} = −i{Q,DµC} = −i{Q, ∂µC + i[Aµ, C]} =

= −i (∂µ{Q,C}+ i[Q,Aµ]C + iAµ{Q,C} − i{Q,C}Aµ + iC[Q,Aµ]) =

= −i (−∂µ(CC) + (DµC)C − iAµCC + iCCAµ + CDµC) = 0.

Таким чином, оператор Q має бути нiльпотентним, Q2 = 0, але сам Q не є
нульовим (Q2 не може бути пропорцiйним одиничному оператору оскiльки
має ненульове духове число). За допомогою нiльпотентного оператора Q
iнварiантнiсть лагранжiана КХД виражається як

[Q,L] = 0. (4.7.19)

Покажемо, що доданки з духами i калiбровкою Lgh+gf в лагранжiанi КХД
можуть бути записанi у виглядiе

Lgh+gf =
2

g2
tr

(
−C̄∂µDµC +

ξ

2
B2 −B∂µAµ

)
= {Q,G}, (4.7.20)

де
G = − 2i

g2
tr
(
C̄(ξB/2− ∂µAµ)

)
. (4.7.21)

Дiйсно, для антикомутатора знаходимо

{Q,G} = − 2i

g2
tr
(
{Q, C̄}(ξB/2− ∂µAµ)− C̄ [Q, (ξB/2− ∂µAµ)]

)
=

= − 2i

g2
tr
(
iB(ξB/2− ∂µAµ)− iC̄∂µDµC

)
=

=
2

g2
tr

(
−C̄∂µDµC +

ξ

2
B2 −B∂µAµ

)
.
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Тодi в силу нiльпотентностi Q2 отримуємо
[Q, {Q,G}] = [Q2, G] = 0, (4.7.22)

що й означає iнварiантнiсть Lgh+gf вiдносно БРСТ-перетворень. Зауважи-
мо, що в термiнах компонентних полiв Lgh+gf запишеться у виглядi

Lgh+gf = s

[
c̄a
(
∂µAaµ −

ξ

2
ba
)]
, (4.7.23)

i БРСТ-iнварiантнiсть випливає з нiльпотентностi оператора s. Звiдси, зок-
рема, отримуємо, що похiдна ∂ξLgh+gf також iнварiантна вiдносно БРСТ-
перетворень, а тому фiзичнi величини автоматично не залежать вiд калiб-
рувального параметра. Залежнiсть iнших кореляцiйних функцiй дослi-
джується за допомогою тотожностей Нiльсена в роздiлi 12.8.

В операторному формулюваннi КХД оператор Q̂ визначає в повному
просторi станiв пiдпростiр станiв, якi належать до ядра цього оператора,
тобто

Q̂|Ψ〉 = 0. (4.7.24)
Очевидно стани |Ψ′〉 = Q|Ψ〉 також належать ядру оператора Q̂ i мають ну-
льову норму. Фiзичнi стани ототожнюються зi станами у фактор-просторi,
що визначається станами в ядрi, Ker(Q̂), по модулю станiв |Ψ′〉. Цей пiд-
хiд до квантування КХД в операторному формалiзмi аналогiчний пiдходу
Гупти—Блейлера в КЕД. Умова (4.7.24) отримала назву критерiй Куго—
Оджими. Якщо вдасться показати, що серед фiзичних станiв немає квар-
кiв, глюонiв та iнших кольорових станiв, то це буде означати конфайнмент
таких станiв у КХД. На сьогоднi такого доведення немає, i превалює дум-
ка, що механiзм конфайнменту має бути динамiчним, а не за рахунок суто
алгебраїчної структури лагранжiана КХД. Ймовiрно, умова (4.7.24) є не-
обхiдною, але не достатньою умовою для конфайнменту.

Детальнiше з БРСТ-симетрiєю можна ознайомитись за монографiями
[154,197] i оглядовими статтями [136,137].

ЗАДАЧI

1. Для матриць Гелл-Манна λa перевiрити справедливiсть спiввiдно-
шення ортогональностi

tr (ta3t
b
3) = T (3)δab, ta3 =

λa

2
,

та обчислити константу нормування T (3) у даному представленнi.

2. Симетричнi та антисиметричнi тензори 2-го рангу утворюють незвiд-
нi представлення SU(N), тобто

N ×N =

(
N(N − 1)

2

)
︸ ︷︷ ︸

AS

⊕
(
N(N + 1)

2

)
︸ ︷︷ ︸

S

.
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Обчислити оператори Казимiра C2(AS) i C2(S).

Перевiрити, що результати для C2(r) задовольняють тотожностi для
добутку представлень (4.4.30).

3. Критерiй максимально притягувального каналу.

Статична сила взаємодiї мiж кварками (аналог кулонiвської взаємо-

дiї в КЕД) пропорцiйна −g
2

2
[C2(r1) + C2(r2)− C2(r)], де r1 i r2 —

представлення кваркiв, r — представлення зв’язаного стану (вiдпо-
вiдно до кольорової групи SU(3)). Загальний знак мiнус вiдповiдає
притяганню, тобто можливостi формування зв’язаного стану.

Обчислити знак i силу взаємодiї для каналiв кварк-антикварк i
кварк-кварк

3× 3̄→ 1⊕ 8, 3× 3→ 3̄⊕ 6.

4. Використовуючи iнварiантнiсть мiри Хаара, обчислити наступний iн-
теграл по унiтарнiй групi U(N):

D(X) =

∫
U(N)

UXU †dU =
trX

N
I,

де I — одинична матриця.

Примiтка. Спершу довести, що для матрицi V ∈ U(N) виконується
V D(X)V † = D(X), тобто [V,D(X)] = 0.

5. В теорiї полiв Янга—Мiллса функцiї

Φa = ∂iE
i
a − gfabcEibAic,

де fabc — структурнi константи, є в’язями 1-го роду. Показати, що цi
в’язi задовольняють алгебрi

{Φa(x),Φb(y)} = gfabcΦc(x)δ(x− y),

{·, ·} — дужка Пуассона.

6. Обчислити наступну дужку Пуассона в теорiї полiв Янга—Мiллса,

{∂iAai (x), Dbc
j Πc

j(y)} = ∂xi D
xab
i δ(x− y),

де Aai (x) — вектор-потенцiал поля Янга—Мiллса, Πc
j(y) — густина

вiдповiдного узагальненого iмпульсу, Dbc
j — коварiантна похiдна.
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7. Показати, що похiдну вiд матричної експоненти можна обчислити за
формулою

∂µe
iω(x) = i

1∫
0

dt eitω(x)∂µ e
i(1−t)ω(x).

8. Використовуючи формулу диференцiювання матричної експоненти
довести, що слiд другого доданка у формулi (4.1.10) для калiбру-
вального перетворення дорiвнює нулю, тобто

tr(U∂µU
−1) = 0, U(x) = eiω

aTa .

9. Використовуючи вираз для оператора Фаддєєва—Попова у загальнiй
калiбровцi,

Mab
f (x, y) =

∫
d4z

δfa(Aµ(x))

δAcν(z)
Dzcb
ν δ(z − y),

де коварiантна похiдна Dzcb
ν = δcb∂zν − gf cdbAdν(z), знайти оператор

Фаддєєва—Попова у випадку калiбровок: кулонiвської (fa(Aµ(x)) =
= ∂iA

a
i (x)), Лоренца (fa(Aµ(x)) = ∂µA

aµ(x)) та аксiальної
(fa(Aµ(x)) = niA

a
i (x)). Тут ni — одиничний просторовий вектор,

n2
i = 1.

10. Використовуючи статичний анзац для поля Янга—Мiллса

Aa0(x) = 0, Aai (x) = εiab
xb
r2

(1 + g(r)), r =
√

x2,

знайти вираз для хромомагнiтного поля Ba
i = (1/2)εijkF

a
jk. Показати,

що повна енергiя системи визначається iнтегралом

E =
1

4

∫
d3xF aijF

a
ij = 4π

∞∫
0

dr

[
(g′)2 +

(g2 − 1)2

2r2

]
.

Показати, що для скiнченностi енергiї функцiя g(r) повинна задо-
вольняти нерiвнiсть −1 ≤ g(r) ≤ 1 i знайти поведiнку g(r) при
r → 0 i r → ∞. З умови мiнiмуму енергiї отримати рiвняння для
функцiї g(r).

11. Для полiв Янга—Мiллса в евклiдовому просторi з калiбрувальною
групою SU(2), використовуючи параметризацiю

Aai (x) = (εiak∂k − δai∂0) ln f(x), Aa0(x) = ∂a ln f(x), a, i, k = 1, 2, 3,
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привести рiвняння самодуальностi Fµν = F ∗µν до вигляду

1

f(x)
2f(x) = 0.

Показати, що розв’язком останнього є n — iнстантонна конфiгурацiя

f (n)(x) =
n+1∑
µ=1

λ2
µ

(x− aµ)2
, µ = 1, 2, 3, 4,

де aµ — положення iнстантонiв, λµ — довiльнi розмiрнi параметри.

12. Показати, використовуючи пiдстановку

Aai (x) = (εiak∂k − δai∂0) ln f(x), Aa0(x) = ∂a ln f(x), a, i, k = 1, 2, 3,

що рiвняння Янга—Мiллса в евклiдовому просторi задовольняються,
якщо f(x) є розв’язком рiвняння

2f + λf3 = 0,

де λ — довiльна константа iнтегрування.

13. Показати, що функцiї

f(x) =

(
8v2

λ

)1/2

i f(x) =

[
(aµ − bµ)2

λ(xµ − aµ)2(xν − bν)2

]1/2

є розв’язками рiвняння iз попередньої задачi

2f + λf3 = 0,

де v, aµ, bµ — довiльнi константи.

14. Показати, що коварiантна похiдна духового поля є iнварiантною вiд-
носно БРСТ-перетворення, тобто

δB(Dab
µ c

b(x)) = 0,

де Dab
µ = δab∂µ + gfabcAcµ, i БРСТ-перетворення мають вигляд

δBA
a
µ(x) = εDac

µ c
c(x), δBc

a(x) =
1

2
gεfabccb(x)cc(x),

ε — постiйний антикомутуючий грасмановий параметр.

15. Показати, що друга БРСТ-варiацiя всiх полiв у лагранжiанi КХД у
коварiантнiй калiбровцi дорiвнює нулю, тобто δε1δε2Φ = 0, де Φ =
= (Aµ, ψ, ψ̄, c, c̄, B) — набiр полiв в КХД.
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У роздiлi 1.4 ми вже з’ясували кориснiсть застосування генеруючого
функцiонала в квантово-механiчних системах. Нагадаємо, що генеруючий
функцiонал дозволяє за допомогою диференцiювання по допомiжним дже-
релам знайти кореляцiйнi функцiї. Наприклад, у теорiї звичайних функцiй
можна згадати зручнiсть використання твiрних функцiй для многочленiв
Бернуллi, полiномiв Ермiта та Лежандра. У цьому роздiлi ми узагальнимо
поняття генеруючого функцiонала на випадок квантових скалярних полiв,
отримаємо функцiонально-диференцiйне рiвняння для генеруючого функ-
цiонала, розглянемо теорему Вiка i дiаграми Фейнмана в координатному
та iмпульсному просторах. Розпочнемо ми з важливого в подальшому пи-
тання про зв’язок законiв збереження, якi вiдповiдають за деякi симетрiї
теорiї, iз функцiями Грiна у квантово-польових теорiях.

5.1. Функцiї Грiна у функцiональному формалiзмi:
рiвняння руху та закони збереження

Симетрiї вiдiграють дуже важливу роль у сучасних фiзичних теорiях.
Зокрема, ранiше ми бачили, що калiбрувальний принцип є базовим при
формулюваннi калiбрувальних теорiй. Крiм того, згiдно з теоремою Нетер,
присутнiсть неперервних симетрiй приводить до законiв збереження, якi є
дуже важливими i суттєво спрощують аналiз вiдповiдних фiзичних систем.

Внаслiдок того, що класичнi рiвняння руху i закони збереження випли-
вають iз лагранжiана та його симетрiй, їх можна вивести i безпосередньо
iз функцiонального iнтеграла. Це приводить до деяких спiввiдношень мiж
функцiями Грiна (рiвняння Швiнгера—Дайсона) та квантового узагаль-
нення теореми Нетер (аналог тотожностей Уорда—Такахашi у квантовiй
електродинамiцi) для будь-якої неперервної симетрiї квантової теорiї поля.
Рiвняння Швiнгера—Дайсона та тотожностi Уорда—Такахашi є точними.
Присутнiсть точних спiввiдношень є взагалi рiдкiсним явищем у теорiї
взаємодiючих квантово-польових систем, тому вони мають важливе зна-
чення в дослiдженнi калiбрувальних теорiй.
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Рiвняння руху. Для того щоб побачити, як отримуються рiвнян-
ня руху i виводяться спiввiдношення мiж рiзними функцiями Грiна, роз-
глянемо спочатку, наприклад, триточкову функцiю Грiна теорiї вiльного
дiйсного скалярного поля

〈0|T Φ̂(x1)Φ̂(x2)Φ̂(x3)|0〉 =

∫
DΦ ei

∫
d 4xL(Φ)Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)∫
DΦ ei

∫
d 4xL(Φ)

, (5.1.1)

з лагранжевою густиною

L =
1

2
(∂µΦ)2 − 1

2
m2Φ2 + JΦ. (5.1.2)

Надалi, для спрощення запису будемо iнодi опускати значокˆнад опера-
торами полiв, усереднених по вакууму. У класичнiй теорiї рiвняння ру-
ху виводяться iз вимоги екстремуму дiї, δS = 0, при нескiнченно малiй
варiацiї

Φ(x)→ Φ′(x) = Φ(x) + ε(x). (5.1.3)

Узагальнення на квантовий випадок полягає в тому, щоб розглядати цю
варiацiю як замiну змiнних у функцiональному iнтегралi, що, звичайно,
не змiнює значення самого iнтеграла. Мiра при зсувi не змiнюється DΦ′ =
= DΦ, тодi маємо∫

DΦ eiS(Φ)Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3) =

∫
DΦeiS(Φ′)Φ′(x1)Φ′(x2)Φ′(x3), (5.1.4)

де доданки, пропорцiйнi J , були опущенi, оскiльки ми покладаємо J = 0 в
остаточних формулах. У першому порядку по ε отримуємо

0 =

∫
DΦ eiS(Φ)

{(
i

∫
d 4x ε(x)[(−2x −m2)Φ(x)]

)
Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3) +

+ ε(x1)Φ(x2)Φ(x3) + Φ(x1)ε(x2)Φ(x3) + Φ(x1)Φ(x2)ε(x3)

}
. (5.1.5)

Останнi три доданки можна скомбiнувати, якщо записати

ε(x1) =

∫
d 4x ε(x)δ(x− x1).

Прирiвнюючи нулю суму доданкiв при ε(x), знаходимо

0 =

∫
DΦ eiS(Φ)

[
(2x +m2)Φ(x)Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3) + iδ(x− x1)Φ(x2)Φ(x3)+

+ iδ(x− x2)Φ(x1)Φ(x3) + iδ(x− x3)Φ(x1)Φ(x2)
]
. (5.1.6)
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Виносячи оператор диференцiювання за знак iнтеграла, останнiй вираз
можна записати як спiввiдношення мiж чотириточковою i двоточковими
функцiями Грiна

(2x +m2)〈0|TΦ(x)Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)|0〉 = −iδ(x− x1)〈0|TΦ(x2)Φ(x3)|0〉−
− iδ(x− x2)〈0|TΦ(x1)Φ(x3)|0〉 − iδ(x− x3)〈0|TΦ(x1)Φ(x2)|0〉. (5.1.7)

Повторюючи це виведення для бiльш простого випадку двоточкової функ-
цiї Грiна (беремо тiльки одне поле Φ(x1) замiсть Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3) в рiвнян-
нi (5.1.4)), ми отримуємо

(2x +m2)〈0|TΦ(x)Φ(x1)|0〉 = −iδ(x− x1), (5.1.8)

тобто кореляцiйна функцiя задовольняє рiвнянню КГФ всюди крiм точки,
де аргументи полiв збiгаються. Ця модифiкацiя рiвняння КГФ у точцi x1

називається контактним доданком, що проявляється в появi δ-функцiї в
правiй частинi рiвняння (5.1.8). У загальному випадку n-точкової функцiї
Грiна для вiльного скалярного поля рiвняння типу (5.1.6) дає таке спiв-
вiдношення

(2x +m2)〈0|TΦ(x)Φ(x1) ...Φ(xn)|0〉 =

=
n∑
i=1

〈0|TΦ(x1) ... (−iδ(x− xi)) ...Φ(xn)|0〉, (5.1.9)

де в правiй частинi замiсть Φ(xi) стоїть −iδ(x−xi). Тобто в квантовiй тео-
рiї рiвняння класичної теорiї поля задовольняються всiма кореляцiйними
функцiями з точнiстю до контактних доданкiв.

В операторному формалiзмi рiвняння руху для вiльних полiв (5.1.9)
зазвичай виводяться шляхом безпосереднього обчислення лiвої частини
цього рiвняння, використовуючи теорему Вiка (δ-функцiї виникають при
диференцiюваннi T -добуткiв по часу).

У випадку теорiї iз взаємодiєю аналогiчнi дiї для двоточкової функ-
цiї Грiна (див. рiвняння (5.1.1) з вiдповiдним узагальненням лагранжiана
взаємодiї) дають тотожнiсть

0 =

∫
DΦ eiS(Φ)

{
i

∫
d 4x ε(x)

δ

δΦ(x)

(∫
d 4x′L(Φ)

)
Φ(x1)Φ(x2) +

+ ε(x1)Φ(x2) + Φ(x1)ε(x2)

}
. (5.1.10)

Оскiльки
δ

δΦ(x)

∫
d 4x′L(Φ) =

∂L
∂Φ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)
=

δS

δΦ(x)
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i узагальнюючи (5.1.10) на випадок функцiї Грiна для довiльного числа
полiв Φ(x1) ...Φ(xn), приходимо до набору тотожностей

〈0|T
(

δ

δΦ(x)

∫
d 4x′L(Φ)

)
Φ(x1) ...Φ(xn)|0〉 =

=
n∑
i=1

〈0|TΦ(x1) ... (iδ(x− xi)) ...Φ(xn)|0〉. (5.1.11)

Ми отримали квантовi рiвняння руху для всiх функцiй Грiна, якi мiстять
вiдповiднi контактнi доданки. Вони називаються рiвняннями Швiнгера—
Дайсона (ШД). Виведення рiвнянь ШД легко узагальнюється на довiльнi
кореляцiйнi функцiї

〈0|TX[Φ]|0〉 =

∫
DΦX[Φ]eiS(Φ)∫
DΦ eiS(Φ)

=

∫
DΦX[Φ + ε]eiS(Φ+ε)∫

DΦ eiS(Φ)
, (5.1.12)

де X[Φ] — довiльний функцiонал Φ. Розкладаючи у функцiональний ряд
по ε(x) аналогiчно вище наведеним прикладам, отримуємо загальне спiв-
вiдношення

〈0|T δS(Φ)

δΦ(x)
X[Φ]|0〉 = i〈0|T δX[Φ]

δΦ(x)
|0〉. (5.1.13)

Легко бачити, що якщо

X[Φ] = Φ(x1)Φ(x2) . . .Φ(xn), (5.1.14)

то ми приходимо до рiвняння (5.1.11).
Симетрiї i закони збереження. Теорема Нетер у класичнiй тео-

рiї говорить, що кожнiй неперервнiй симетрiї лагранжiана (дiї) вiдповiдає
струм, що зберiгається. У нашому випадку скалярної теорiї, крiм звичних
законiв збереження енергiї та iмпульсу, пов’язаних iз симетрiями вiдносно
трансляцiй у часi та просторi, нас цiкавлять закони збереження, якi вiдпо-
вiдають перетворенням полiв iз групи внутрiшньої симетрiї. Тобто, мовою
групових перетворень, ми розглядаємо такi перетворення симетрiї:

Φ(x)→ Φ′(x) = UΦ(x) = eiω
aTaΦ(x) ≈ (1 + iωaT a)Φ.

Для комплексного скалярного поля з лагранжiаном

L = ∂µΦ∗∂µΦ−m2Φ∗Φ

має мiсце iнварiантнiсть вiдносно глобальних фазових перетворень Φ →
→ eiαΦ з постiйною фазою, якiй вiдповiдає струм

jµ(x) = iΦ∗
←→
∂µΦ = i(∂µΦ∗Φ− Φ∗∂µΦ). (5.1.15)
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У функцiональному iнтегралi розглянемо нескiнченно малу замiну змiн-
них, яка вiдповiдає фазовому U(1) перетворенню

Φ(x)→ Φ′(x) = Φ(x) + iα(x)Φ(x),

де тепер α — параметр, який залежить вiд x. Мiра не мiняється, тому що
це унiтарне перетворення. Тодi маємо, наприклад,∫
DΦ ei

∫
d 4xL[Φ]Φ(x1)Φ∗(x2) =

∫
DΦ ei

∫
d 4xL[Φ′]Φ′(x1)Φ∗

′
(x2)

∣∣∣
Φ′=(1+iα)Φ

.

У першому порядку по α знаходимо

0 =

∫
DΦei

∫
d 4xL[Φ]

{
i

∫
d 4x[(∂µα)i(Φ∂µΦ∗ − Φ∗∂µΦ)]×

×Φ(x1)Φ∗(x2) + [iα(x1)Φ(x1)]Φ∗(x2) + Φ(x1)[−iα(x2)Φ∗(x2)]

}
. (5.1.16)

Зазначимо, що варiацiя лагранжiана пропорцiйна ∂µα, оскiльки пiдстанов-
ка з постiйними α залишає лагранжiан iнварiантним. Iнтегруючи части-
нами i прирiвнюючи коефiцiєнти при α(x), знаходимо спiввiдношення мiж
зв’язними кореляцiйними функцiями

∂µ〈Tjµ(x)Φ(x1)Φ∗(x2)〉 = δ(x− x1)〈0|TΦ(x1)Φ∗(x2)|0〉−

− δ(x− x2)〈0|TΦ(x1)Φ∗(x2)|0〉. (5.1.17)

Це спiввiдношення можна назвати квантовим законом збереження. Таким
чином, ми бачимо, що симетрiя лагранжiана вiдображається у виглядi
спiввiдношень мiж кореляцiйними функцiями, модифiкованих контактни-
ми доданками.

Перейдемо тепер вiд вiльної теорiї до загального випадку теорiй iз
взаємодiєю. Нехай маємо набiр полiв Φa з деяким лагранжiаном L[Φ],
який описує загальний випадок теорiї iз взаємодiєю. Розглянемо iнфiнi-
тезимальне перетворення

Φ(x)→ Φ(x) + ε∆Φ(x),

де ε— iнфiнiтезимальний параметр, ∆Φ — деформацiя поля. Перетворення
буде перетворенням симетрiї, якщо воно залишає iнварiантними рiвняння
руху. Це буде у випадку iнварiантностi дiї. Для лагранжiана дозволяється
дивергентний доданок, тому що в дiї вiн має вигляд поверхневого доданка.
Тобто лагранжiан має бути iнварiантним з точнiстю до дивергенцiї деякого
вектора:

L(x)→ L(x) + ε∂µJ
µ(x). (5.1.18)
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Варiацiю лагранжiана внаслiдок варiацiї полiв,

δL =
∂L
∂Φ

(ε∆Φ) +
∂L

∂(∂µΦ)
∂µ(ε∆Φ), (5.1.19)

перепишемо як

δL = ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)
ε∆Φ

)
+ ε

[
∂L
∂Φ
− ∂µ

∂L
∂(∂µΦ)

]
∆Φ. (5.1.20)

Для розв’язкiв рiвнянь Ейлера—Лагранжа другий доданок обертається в
нуль, i повну варiацiю можна записати як

δL = ε∂µJ
µ, (5.1.21)

тобто у формi дивергенцiї деякого вектора Jµ. Останнiй вираз запишемо як

∂µj
µ = 0, (5.1.22)

тобто струм, який зберiгається, має вигляд

jµ =
∂L

∂(∂µΦ)
∆Φ− Jµ. (5.1.23)

Кожнiй неперервнiй симетрiї лагранжiана вiдповiдає свiй струм, що зберi-
гається, згiдно з теоремою Нетер, для класичної теорiї поля. Iнтегруючи
(5.1.22) по тривимiрному об’єму, отримуємо заряд, який зберiгається у часi

Q =

∫
d3x j0(x). (5.1.24)

У функцiональному iнтегралi перетворення симетрiї вiдповiдає замi-
нi змiнних з параметром ε(x): Φa → Φ′a = Φa + ε∆Φa. Тодi для варiацiї
лагранжiана маємо

δL =
∂L
∂Φa

ε∆Φa +
∂L

∂(∂µΦa)
∂µ(ε∆Φa) =

= ε

[
∂L
∂Φa

∆Φa +
∂L

∂(∂µΦa)
∂µ(∆Φa)

]
+ ∂µε

∂L
∂(∂µΦa)

∆Φa. (5.1.25)

Вираз у квадратних дужках вiдповiдає випадку, коли параметр ε постiй-
ний, тобто його можна записати як дивергенцiю деякого струму Jµ внаслi-
док iнварiантностi лагранжiана (для внутрiшнiх симетрiй Jµ = 0). Таким
чином, враховуючи iнтегрування за частинами в дiї, останнiй вираз запи-
шеться так:

ε∂µJ
µ − ε∂µ

(
∂L

∂(∂µΦa)
∆Φa

)
= −ε(x)∂µj

µ(x). (5.1.26)
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Це означає, що дивергенцiю струму, який зберiгається, можна знайти з
варiацiї дiї:

δ

δε(x)

∫
d 4xL[Φa + ε(x)∆Φa]

∣∣∣∣
ε=0

= −∂µjµ(x). (5.1.27)

Так само, як i у вiльному випадку, з функцiонального iнтеграла отримуємо
спiввiдношення для кореляцiйних функцiй взаємодiючих теорiй, якi мають
симетрiї,

∂xµ〈jµ(x)Φa(x1)Φb(x2)〉 = −i[δ(x− x1)〈∆Φa(x1)Φb(x2)〉+
+ 〈Φa(x1)∆Φb(x2)〉δ(x− x2)], (5.1.28)

де вiдповiдний струм знаходять за формулою (5.1.27). Отримана рiвнiсть
— це так звана тотожнiсть Уорда—Такахашi для кореляцiйних функцiй,
яка є наслiдком симетрiї квантової теорiї.

5.2. Функцiонально-диференцiальне рiвняння
для генеруючого функцiонала

Дiаграмна технiка, тобто фактично ряд теорiї збурень по констан-
тi взаємодiї в представленнi взаємодiї, є базисним i найбiльш широ-
ко вживаним методом аналiтичних дослiджень у квантовiй теорiї поля
[5, 45, 50, 55, 121, 154, 163, 201]. Для знаходження вiдповiдних аналiтичних
виразiв для функцiй Грiна в довiльному порядку теорiї збурень дуже зруч-
ним, як ми вже зазначали ранiше, є метод генеруючого функцiонала.

Внаслiдок того, що взаємодiюче скалярне поле є найпростiшим при-
кладом квантово-польової системи, в цьому параграфi ми виведемо функ-
цiонально-диференцiальне рiвняння для генеруючого функцiонала Z(J)
на прикладi скалярного поля з лагранжевою густиною

L = L0 + Lint = −1

2
Φ(2 +m2)Φ− λ

4!
Φ4. (5.2.1)

Для генеруючого функцiонала Z(J) маємо вираз у формi континуального
iнтеграла

Z(J) = N

∫
DΦ ei

∫
d 4x[L(Φ(x))+J(x)Φ(x)], (5.2.2)

де нормуючий множник

N−1 =

∫
DΦ ei

∫
d 4xL(Φ(x)), (5.2.3)

тобто функцiонал нормований Z(0) = 1. Спочатку отримаємо вiдповiдне
рiвняння у випадку вiльного скалярного поля (λ = 0), для якого генерую-
чий функцiонал нам вiдомий (див. (1.6.15))

Z0(J) = exp

[
i

2

∫
d 4xd 4yJ(x)Dc(x− y)J(y)

]
, (5.2.4)
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де Dc(x−y) — функцiя Грiна оператора 2+m2−iε. Обчислимо варiацiйну
похiдну

δZ0(J)

iδJ(x)
=

∫
d 4y Dc(x− y)J(y) exp

[
i

2

∫
d 4ud 4vJ(u)Dc(u− v)J(v)

]
. (5.2.5)

Дiючи оператором (2 +m2)x, знаходимо

(2 +m2)x
δZ0(J)

iδJ(x)
= J(x)Z0(J). (5.2.6)

Це i є функцiонально-диференцiальне рiвняння для Z0(J), яке мiстить як
варiацiйнi, так i звичайнi похiднi.

Тепер нам потрiбно у випадку теорiї iз взаємодiю, λ 6= 0, знайти анало-
гiчне рiвняння для Z(J). Для виведення рiвняння використаємо той факт,
що функцiональний iнтеграл вiд повної похiдної по полю дорiвнює нулю:∫

DΦ
δ

δΦ(x)
eiS[Φ]+i

∫
d 4xJ(x)Φ(x) = 0. (5.2.7)

У випадку бозонних полiв поверхневий iнтеграл зникає при Φ = ±∞ за
рахунок присутностi доданка iε (ε > 0) в дiї. Iнтеграл за грасмановими
змiнними зникає за означенням (див. (1.8.13)). Цей результат справедли-
вий для iнтегралiв як по звичайних, так i по грасманових змiнних. Дифе-
ренцiюючи експоненту, маємо∫
DΦ

[
−(2x +m2)Φ(x) +

∂Lint
∂Φ(x)

+ J(x)

]
eiS(Φ)+i

∫
d 4xJ(x)Φ(x) = 0. (5.2.8)

Поля в квадратних дужках замiнимо на похiднi по джерелу,

Φ(x)→ δ

iδJ(x)
. (5.2.9)

Отримуємо таке функцiонально-диференцiальне рiвняння для Z(J):

(2x +m2)
δZ(J)

iδJ(x)
− ∂Lint(Φ(x))

∂Φ(x)

∣∣∣∣
Φ(x)= δ

iδJ(x)

Z(J) = J(x)Z(J). (5.2.10)

Очевидно, що для Lint = 0 це рiвняння зводиться до рiвняння для Z0(J).
Рiвняння (5.2.10) можна застосувати для вивчення властивостей функцiо-
нала Z(J), не використовуючи його виведення з функцiонального iнтегра-
ла. Рiвняння (5.2.10) можна також записати у виглядi

δS(Φ)

δΦ(x)

∣∣∣∣
Φ(x)= δ

iδJ(x)

Z(J) + J(x)Z(J) = 0. (5.2.11)
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Розв’язком рiвняння (5.2.10) є

Z(J) = N exp

[
i

∫
d 4xLint

(
δ

iδJ(x)

)]
Z0(J), (5.2.12)

де N — нормуючий множник. Вiдповiдне доведення є очевидним з функ-
цiонального iнтеграла, де в Lint(Φ) робимо замiну (5.2.9).

Таким чином,

Z(J) = N exp

[
i

∫
d 4zLint

(
δ

iδJ(z)

)]
exp

[
i

2

∫
d 4xd 4yJ(x)Dc(x− y)J(y)

]
,

(5.2.13)

N−1 = exp

[
i

∫
d 4zLint

(
δ

iδJ(z)

)]
exp

[
i

2

∫
d 4xd 4yJ(x)Dc(x− y)J(y)

]∣∣∣∣
J=0

.

Отриманий розв’язок є дуже зручним для знаходження пертурбатив-
них результатiв. Дiйсно, обчислимо генеруючий функцiонал, розкладаючи
exp(i

∫
Lint) в ряд по константi зв’язку λ. Для виразу (5.2.13) в першому

порядку по λ маємо[
1− iλ

4!

∫
d 4z

(
δ

iδJ(z)

)4

+O(λ2)

]
exp

[
i

2

∫
d 4xd 4yJ(x)Dc(x− y)J(y)

]
.

(5.2.14)
Тепер нам потрiбно знайти четверту варiацiйну похiдну(

δ

iδJ(z)

)4

Z0 =

{
−3D2

c (0)− 6iDc(0)

[∫
d 4yDc(z − y)J(y)

]2
+

+

[∫
d 4yDc(z − y)J(y)

]4}
Z0(J). (5.2.15)

Отриманi три доданки зручно представити графiчно у виглядi дiаграм,
наведених на рис. 5.

Правила вiдповiдностi графiчних зображень аналiтичним виразам
представлено на рис. 6. Коефiцiєнти 3, 6, 1 (симетрiйнi коефiцiєнти) отри-
муються з досить простих мiркувань симетрiї. 1-й доданок випливає з 3-го
в результатi з’єднання двох пар лiнiй; таких способiв 3. Цей доданок опи-

Рис. 5. Четверта похiдна функцiонала Z0(J)
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Рис. 6. Правила вiдповiдностi

Рис. 7. Функцiонал Z(J)

Рис. 8. Функцiонал Z(J) в порядку λ пiсля скорочен-
ня вакуумних дiаграм

сує, очевидно, вакуумну дiаграму. Другий доданок отримується з’єднан-

ням будь-яких двох лiнiй 3-го доданка; таких можливостей шiсть
(

4!

2!2!
=

= 6

)
. Цей доданок описує поправку до власної енергiй частинки. Третiй до-

данок — це затравочна, або, як ще кажуть, гола вершина взаємодiї. Функ-
цiонал Z(J) приймає вигляд, зображений на рис. 7. У першому порядку по
λ маємо вираз, представлений на рис. 8. Зазначимо, що вакуумна дiаграма
зникла. Так само буде в усiх порядках теорiї збурень. Вiдсутнiсть вакуум-
них дiаграм — властивiсть нормованих генеруючих функцiоналiв. Викори-
стаємо тепер отриманий вираз для генеруючого функцiонала в першому
порядку по λ для знаходження поправки до двоточкової функцiї Грiна.

5.3. Двоточкова функцiя Грiна
Як ми знаємо, варiацiйнi похiднi генеруючого функцiонала дають пов-

нi функцiї Грiна

δnZ(J)

iδJ(x1) ... iδJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

= 〈0|T Φ̂(x1) ... Φ̂(xn)|0〉 ≡ G(x1, ..., xn), (5.3.1)
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Рис. 9. Поправка другого порядку до пропагатора ска-
лярного поля

якi не мiстять внескiв вiд вакуумних дiаграм. Функцiонал Z(J) можна
розкласти у функцiональний ряд Тейлора

Z(J) =

∞∑
n=0

in

n!

∫
d 4x1 ... d

4xnG(x1, ..., xn)J(x1) ... J(xn). (5.3.2)

Для двоточкової функцiї, диференцiюючи рiвняння, зображене на рис. 8,
отримуємо

G(x1, x2) = −iDc(x1−x2)− iλ
2

(−iDc(0))

∫
d 4z(−iDc(x1−z))(−iDc(z−x2)).

(5.3.3)
Це рiвняння представлено графiчно на рис. 9.

Для функцiї Dc(x− y) використаємо її фур’є-перетворення

G(x1, x2) = −i
∫

d 4p

(2π)4

e−ip(x1−x2)

m2 − p2 − iε
− iλ

2
iDc(0)

∫
d 4z×

×
∫
d 4pd 4k

(2π)8

e−ip(x1−z)−ik(z−x2)

(m2 − p2 − iε)(m2 − k2 − iε)
=

= −i
∫

d 4p

(2π)4
e−ip(x1−x2)

[
1

m2 − p2 − iε
+

(iλ/2)Dc(0)

(m2 − p2 − iε)2

]
. (5.3.4)

У пiдсумку в першому порядку по λ маємо

G(x1 − x2) = i

∫
d 4p

(2π)4

e−ip(x1−x2)

p2 −m2 + iε

[
1− (iλ/2)Dc(0)

p2 −m2 + iε

]
≈

≈ i
∫

d 4p

(2π)4

e−ip(x1−x2)

p2 −m2 + (iλ/2)Dc(0) + iε
. (5.3.5)

Ми бачимо, що повна функцiя Грiна залежить вiд рiзницi аргументiв, що
природно внаслiдок трансляцiйної iнварiантностi теорiї. Також у другiй
рiвностi ми прийняли до уваги, що розрахунки зроблено в першому по-
рядку по константi взаємодiї λ. Для фур’є-образу маємо вираз

G(p) =
i

p2 −m2 + (iλ/2)Dc(0) + iε
, (5.3.6)

який має полюс при

p2 = m2 − (iλ/2)Dc(0) ≡ m2 + δm2. (5.3.7)
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Рис. 10. Правила Фейнмана для скалярної теорiї в iмпульсному
просторi

Бачимо, що дiаграма власної енергiї (друга дiаграма на рис. 5) приводить
до такого доданка до квадрата маси

δm2 = − iλ
2
Dc(0) =

λ

2

∫
d 4p

(2π)4

i

p2 −m2 + iε
, (5.3.8)

який квадратично розбiгається. Тут ми вперше зустрiчаємося з розбiжно-
стями в квантовiй теорiї поля.

Iсторично присутнiсть подiбних розбiжностей у теорiї збурень у кван-
товiй електродинамiцi майже на двадцять рокiв сповiльнила розвиток
квантової електродинамiки. Причина цього очевидна — ми обчислюємо
поправку до деякої величини за теорiєю збурень, а в результатi зустрiчає-
мось з розбiжними величинами. Тодi про якi поправки йдеться? I виникає
питання, що взагалi робити далi. Узгоджена теорiя квантової елект-
родинамiки була сформульована лише пiсля того, як було розроблено тео-
рiю перенормувань, яка усуває цi розбiжностi i дозволяє проводити роз-
рахунки за теорiєю збурень. Квантова електродинамiка належить до так
званих перенормовних теорiй поля. Як виявилося, саме перенормовнi тео-
рiї лежать в основi теорiй, що описують фундаментальнi взаємодiї части-
нок (крiм гравiтацiйної взаємодiї). Теорiя перенормувань буде предметом
нашого подальшого вивчення.

Ми можемо тепер сформулювати правила Фейнмана для запису аналi-
тичних виразiв дiаграм в iмпульсному просторi, якi зображено на рис. 10.
Кожнiй внутрiшнiй лiнiї, вершинi та зовнiшнiй лiнiї вiдповiдають аналi-
тичнi вирази. Крiм того, в кожнiй вершинi повинен виконуватись закон
збереження 4-iмпульсу. По iмпульсу петлi ведеться iнтегрування. На до-
даток, кожна дiаграма має симетрiйний коефiцiєнт (далi буде бiльше iн-
формацiї про цi коефiцiєнти). За допомогою правил Фейнмана ми можемо
вiдразу записати аналiтичний вираз для пропагатора скалярної частинки
в першому порядку по константi взаємодiї λ:

G(p) =
i

p2 −m2 + iε
+
−iλ

2

i

p2 −m2 + iε

∫
d 4k

(2π)4

i

k2 −m2 + iε

i

p2 −m2 + iε
.

(5.3.9)

Можна перевiрити, що цей вираз спiвпадає з фур’є-перетворенням першо-
го рядка в (5.3.5).

141



5. ГЕНЕРУЮЧИЙ ФУНКЦIОНАЛ У ТЕОРIЇ СКАЛЯРНОГО ПОЛЯ

5.4. Генеруючий функцiонал для зв’язних дiаграм
Як ми вже знаємо, функцiонал Z(J) породжує функцiї Грiна, якi не

мiстять внескiв вiд вакуумних дiаграм, але вiн мiстить незв’язнi дiаграми,
тобто дiаграми, якi складаються з окремих блокiв, не зв’язаних один з
одним. Корисно визначити новий функцiонал W (J), який описує тiльки
зв’язнi дiаграми. Вiн визначається таким чином

Z(J) = eiW (J) ⇒W (J) = −i lnZ(J). (5.4.1)

Для перших похiдних функцiонала W (J) знаходимо

δW

δJ(x1)
= − i

Z

δZ

δJ(x1)
, (5.4.2)

δ2W

δJ(x1)δJ(x2)
=

i

Z2

δZ

δJ(x1)

δZ

δJ(x2)
− i

Z

δ2Z

δJ(x1)δJ(x2)
. (5.4.3)

Тодi, якщо похiдна
δZ

δJ

∣∣∣∣
J=0

= 0,

то маємо спiввiдношення

δ2W

δJ(x1)δJ(x2)

∣∣∣∣
J=0

= −i δ2Z

δJ(x1)δJ(x2)

∣∣∣∣
J=0

= iG(x1, x2), (5.4.4)

тобто пропагатор з точнiстю до уявної одиницi визначається другою варiа-
цiйною похiдною або W (J), або Z(J). Для похiдних вiд W (J) бiльш ви-
сокого порядку спiввiдношення будуть складнiшi. Функцiонал W (J) роз-
кладемо у функцiональний ряд

W (J) =

∞∑
n=1

in−1

n!

∫
d 4x1 ... d

4xnG
(n)
c (x1, ..., xn)J(x1) ... J(xn), (5.4.5)

звiдки коефiцiєнти ряду

G(n)
c (x1, ..., xn) = (−i)n−1 δnW (J)

δJ(x1) ... δJ(xn)
(5.4.6)

визначають новi функцiї Грiна. Цi функцiї Грiна мають важливу харак-
теристику: вони не мiстять незв’язних компонент, тобто G(n)

c (x1, ..., xn) є
зв’язними функцiями Грiна (цей факт буде проiлюстровано пiзнiше).
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5.5. Теорема Вiка для скалярних полiв
Генеруючий функцiонал для вiльного скалярного поля має вигляд

Z0(J) =

∫
DΦ exp{i

∫
d 4x[L0(Φ) + JΦ]}∫

DΦ exp{i
∫
d 4xL0(Φ)}

=

= exp

{
i

2

∫
d 4x d 4y J(x)Dc(x− y)J(y)

}
, (5.5.1)

звiдки
δ2Z(J)

iδJ(x)iδJ(y)

∣∣∣∣
J=0

=

∫
DΦ Φ(x)Φ(y) exp{i

∫
d 4x[L0(Φ)]}∫

DΦ exp{i
∫
d 4xL0(Φ)}

=

= 〈0|T Φ̂(x)Φ̂(y)|0〉 = −iDc(x− y). (5.5.2)

Для зручностi можна записати

Z0(J) = exp

[
−1

2

∫
d 4x d 4y J(x)〈0|T Φ̂(x)Φ̂(y)|0〉J(y)

]
. (5.5.3)

Для чотириточкової функцiї Грiна отримуємо

〈0|T Φ̂(x1) ... Φ̂(x4)|0〉 =
1

i4
δ4Z0(J)

δJ(x1) ... δJ(x4)

∣∣∣∣
J=0

=

= 〈0|T Φ̂(x1)Φ̂(x2)|0〉〈0|T Φ̂(x3)Φ̂(x4)|0〉+ 〈0|T Φ̂(x1)Φ̂(x3)|0〉×

× 〈0|T Φ̂(x2)Φ̂(x4)|0〉+ 〈0|T Φ̂(x1)Φ̂(x4)|0〉〈0|T Φ̂(x2)Φ̂(x3)|0〉. (5.5.4)

Введемо позначення

Φ(x1)Φ(x2) = 〈0|T Φ̂(x1)Φ̂(x2)|0〉, (5.5.5)

яке називається спарюванням. Тодi (5.5.4) запишеться як

〈0|T
{
Φ̂1Φ̂2Φ̂3Φ̂4

}
|0〉 ≡ 〈0|T Φ̂(x1)Φ̂(x2)Φ̂(x3)Φ̂(x4)|0〉 =

= Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)Φ(x4) + Φ(x1)Φ(x3)Φ(x2)Φ(x4) +

+ Φ(x1)Φ(x4)Φ(x2)Φ(x3). (5.5.6)

Це означає, що чотириточкова функцiя дорiвнює сумi добуткiв усiх спа-
рювань, тобто виражається через добуток двочастинкових функцiй Грiна
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Рис. 11. Теорема Вiка для чотириточкової функцiї Грiна вiльного поля

(пропагаторiв). Цей факт наочно демонструє пертурбативну природу дiа-
грамної технiки, в якiй функцiї Грiна вищого порядку виражаються че-
рез функцiї Грiна нижчого порядку. Незалежнi перестановки називаються
згортками, i в результатi ми маємо

〈0|T Φ̂(x1)Φ̂(x2)Φ̂(x3)Φ̂(x4)|0〉 =
∑

згортки

∏
Φ(xi)Φ(xj). (5.5.7)

Графiчне зображення представлено на рис. 11, де лiнiям вiдповiдають спа-

рювання ΦiΦj . Це є не що iнше, як теорема Вiка. Теорема є справедливою
для довiльного числа полiв

ΦΦ1 ...ΦnΦ′ = (±1)nΦΦ′Φ1 ...Φn. (5.5.8)

При пiдрахунку спарювань оператори полiв потрiбно поставити по-
руч, i для цього прокомутувати оператори пiд знаком хронологiчного
упорядкування. Знак плюс в (5.5.8) вiдноситься до бозонних полiв, тодi
як знак мiнус вiдповiдає випадку фермiонних полiв, де слiд враховувати
антикомутативнiсть полiв i загальний знак при перестановках. Оскiльки
〈0|Φ(x)|0〉 = 0 для вiльного поля, то нетривiальними будуть тiльки спарю-
вання для 2n-точкових функцiй Грiна 〈0|T Φ̂1 ... Φ̂2n|0〉. Легко пiдрахувати,
що загалом в сумi добуткiв спарювань скалярних полiв буде (2n− 1)!! до-
данкiв (випадок фермiонних полiв розглянемо пiзнiше).

5.6. Дiаграми Фейнмана

Кореляцiйнi функцiї типу 〈0|TΦ(x1) ...Φ(x4)|0〉 знаходять з генерую-
чого функцiонала за допомогою диференцiювання за джерелом. Iнший,
бiльш зручний, спосiб обчислення кореляцiйних функцiй — це викорис-
тання теореми Вiка.

У теорiї iз взаємодiєю обчислення функцiонального iнтеграла викону-
ється за теорiєю збурень, тобто записуємо L = L0 + Lint i розкладаємо

ei
∫
d 4x(L0+Lint) = ei

∫
d 4xL0

[
1 + i

∫
d 4xLint +

i2

2!

∫
d 4xLint(Φ(x)) ×

×
∫
d 4yLint(Φ(y)) + ...

]
. (5.6.1)
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Наприклад, у теорiї скалярного поля iз взаємодiєю Lint = − λ
4!

Φ4 обчисли-
мо знов повний пропагатор в порядку λ:

G(x1, x2) = 〈0|TΦ(x1)Φ(x2)|0〉 = N

∫
DΦ Φ(x1)Φ(x2)ei

∫
d 4xL0(x)×

×
[
1− iλ

4!

∫
d 4zΦ4(z) + ...

]
. (5.6.2)

До кожного доданка в квадратних дужках застосуємо теорему Вiка

G(x1, x2) = N

{
Φ1Φ2 + 3

(
−iλ
4!

)
Φ1Φ2

∫
d 4zΦ(z)Φ(z) Φ(z)Φ(z) +

+ 12

(
−iλ
4!

)∫
d 4zΦ(x1)Φ(z) Φ(x2)Φ(z) Φ(z)Φ(z)

}
. (5.6.3)

При обчисленнi доданка, пропорцiйного λ, загалом отримуємо 15 згорток,
але тiльки двi з них рiзнi з коефiцiєнтами 3 i 12. Нагадаємо, що

N−1 = 1− 3
iλ

4!

∫
d 4zΦ(z)Φ(z)Φ(z)Φ(z) = 1 +

1

8
, (5.6.4)

де другий доданок — вакуумна дiаграма, яка пропорцiйна чотиривимiрно-

му об’єму
∫
d 4z, оскiльки спарювання Φ(z)Φ(z) = −iDc(0) не залежить вiд

z. Аналогiчний внесок вакуумної дiаграми присутнiй у другому доданку
в (5.6.3). Цi суто вакуумнi внески скорочуються в (5.6.3), таким чином у
порядку λ отримуємо (порiвняйте з рис. 9)

〈0|TΦ(x1)Φ(x2)|0〉 = . (5.6.5)

Скорочення вакуумних внескiв має мiсце в довiльному порядку теорiї збу-
рень i вiдображає той факт, що функцiї Грiна одержуються з функцiонала
Z(J), який нормований на одиницю при J = 0.

Вiдповiдне графiчне зображення пропагатора G(x1, x2), який знахо-
дять з ненормованого функцiонала Z(J), представлено на рис. 12 в по-
рядку λ2 разом з ваговими коефiцiєнтами, якi будуть порахованi пiзнiше.
Для пропагатора, отриманого з нормованого функцiонала Z(J), залиша-
ються в порядку λ2 тiльки дiаграми з першого рядка, де вiдсутнi вакуумнi
внески. Для зв’язної двоточкової функцiї Грiна в порядках λ i λ2 маємо
дiаграми, зображенi на рис. 13.
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Рис. 12. Двоточкова функцiя Грiна в порядку λ2 з коефiцiєнтами мно-
жинностi i симетрiї

Рис. 13. Зв’язана двоточкова функцiя Грiна скалярних
полiв (пропагатор) в порядках λ та λ2

Рис. 14. Коефiцiєнти симетрiї дiаграм

Остаточно правила Фейнмана в координатному просторi формулю-
ються так:

1. Для пропагатора — лiнiя з точками на кiнцях: Φ(x)Φ(y) =
= 〈0|T Φ̂(x)Φ̂(y)|0〉.

2. Для кожної вершини — (−iλ)

∫
d 4z.

3. Для кожної зовнiшньої точки — коефiцiєнт 1.
4. Подiлити на коефiцiєнт симетрiї дiаграми S.
З кожною дiаграмою асоцiюється множник 1/S, де S — коефiцiєнт

симетрiї даної дiаграми, тобто число способiв перестановок компонент дiа-
грами, якi не змiнюють саму дiаграму. Пiдрахунок коефiцiєнта симетрiї
дiаграми S проiлюстровано на рис. 14.
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5.7. Правила Фейнмана в iмпульсному просторi

Як приклад, у графiчнiй формулi (5.6.6) наведено внески у чотири-
точкову незв’язну функцiю Грiна в порядку λ2:

〈0|TΦ1Φ2Φ3Φ4|0〉 = (5.6.6)

У функцiю Грiна

(−i)3 δ4W (J)

δJ(x1) ... δJ(x4)

∣∣∣∣
J=0

= 〈0|TΦ1Φ2Φ3Φ4|0〉c (5.6.7)

внески дають тiльки зв’язнi дiаграми з наведених в (5.6.6).

5.7. Правила Фейнмана в iмпульсному просторi
Вiд аналiтичних виразiв для дiаграм Фейнмана в конфiгурацiйному

просторi можна перейти до вiдповiдних виразiв в iмпульсному просто-
рi, використовуючи фур’є-перетворення. Простiше одразу сформулювати
правила Фейнмана в iмпульсному просторi. В конфiгурацiйному просторi
пропагатор визначається таким аналiтичним виразом

〈0|TΦ(x)Φ(y)|0〉 =

∫
d 4p

(2π)4
e−ip(x−y) i

p2 −m2 + iε
(= −iDc(x−y)). (5.7.1)

1. Пропагатору в iмпульсному просторi ставиться у вiдповiднiсть лiнiя,
якiй вiдповiдає вираз

=
i

p2 −m2 + iε
. (5.7.2)

Напрямок iмпульсу довiльний унаслiдок симетрiї згортки для скаляр-

них полiв: Φ(x)Φ(y) = Φ(y)Φ(x).
2. Вершина визначається таким чином

(5.7.3)

У результатi iнтегрування за координатами z вершини виникає закон
збереження енергiї–iмпульсу, який виражається у присутностi у вершинi
дельта-функцiї:∫

d 4ze−ip1ze−ip2ze−ip3ze−ip4z = (2π4)δ(p1 + p2 + p3 + p4).
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Дельта-функцiї дозволяють зняти деякi iнтегрування за iмпульсами, за-
лишаючи тiльки iнтегрування за iмпульсами, не фiксованими законом збе-
реження (в петльових дiаграмах).

3. Iнтегрувати по кожному незафiксованому законом збереження iм-

пульсу петлi:
∫

d 4p

(2π)4
.

4. Подiлити на множник симетрiї S даної дiаграми.

5.8. Симетрiйнi коефiцiєнти в теорiї скалярного поля
Число вiкiвських спарювань, що приводять до одного й того самого

виразу фейнманiвської дiаграми, називається множиннiстю MG даної дiа-
грами. Тому кожна дiаграма в порядку λp буде мати ваговий коефiцiєнт

WG =
MG

(4!)pp!
, (5.8.1)

де фактори (4!)p та p! походять з розкладу експоненти exp i

∫
d 4x

(
−λΦ4

4!

)
в порядку λp. Для функцiї Грiна G(n) (x1, ..., xn) з n зовнiшнiми лiнiями
необхiдно згорнути в даному порядку λp за теоремою Вiка 4p+ n полiв:

〈0|TΦ(x1) ...Φ(xn)Φ4(z1) ...Φ4(zp)|0〉. (5.8.2)

Усього таких доданкiв у сумi буде (4p+n−1)!!, i кожний доданок є добутком
(4p+ n)/2 вiльних пропагаторiв. Очевидно, що∑

i

MGi = (4p+ n− 1)!!. (5.8.3)

Наприклад, для двоточкової функцiї Грiна в порядку λ2 маємо дiаграми,
наведенi на рис. 12. Для кожної дiаграми вказано множиннiсть (у фiгурних
дужках) i ваговий (симетрiйний) коефiцiєнт. Неважко перевiрити, що сума
всiх множинностей задовольняє умовi (5.8.3): (192 + 288 + 288 + 72 + 72 +
+ 24+9) = (4 ·2+1)!! = 945 (аналiз дiаграм на рис. 12 з їх множинностями
i симетрiйними коефiцiєнтами див. у [132]).

Множиннiсть дiаграми можна обчислити за формулою

MG =
(4!)pp!

(2!)S+D(3!)T (4!)FNIV P
, (5.8.4)

де S — кiлькiсть спарювань в однiй i тiй самiй вершинi, D — кiлькiсть
подвiйних спарювань мiж вершинами, T — кiлькiсть потрiйних спарю-
вань мiж вершинами, F — кiлькiсть четверних спарювань мiж вершинами,
NIV P — кiлькiсть перестановок тотожних вершин.
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Рис. 15. Дiаграма порядку λ4,
що дає внесок у функцiю Грiна

G(2)(x1, x2)

Для пiдрахунку формули (5.8.4) вiзьмемо до уваги, що кожна вершина
зв’язується з чотирма лiнiями 4! способами, i оскiльки є p вершин, то вiд
самого початку є (4!)pp! способiв намалювати дiаграму. Але потрiбно вра-
хувати переоблiк, який виникає завдяки перестановцi лiнiй, що зв’язують
двi вершини (можливi двi, три i чотири лiнiї мiж ними). NIV P враховує
кiлькiсть перестановок вершин, якi не змiнюють саму дiаграму. Для си-
метрiйного коефiцiєнта маємо

WG =
1

(2!)S+D(3!)T (4!)FNIV P
. (5.8.5)

Формула (5.8.5) визначає вагу дiаграми з фiксованою конфiгурацiєю ко-
ординат x1, ..., xn на кiнцях зовнiшнiх лiнiй.

Для прикладу розглянемо дiаграму четвертого порядку (рис. 15). Пе-
рестановка двох лiнiй D = 1, що зв’язують вершини z3 i z4, не змiнює
дiаграму, так само як i перестановка самих вершин. Таким чином, для да-
ної дiаграми S = T = F = 0, D = 1, NIV P = 2, MG = 1990656, WG = 1/4.
Аналiтичний вираз дiаграми на рис. 15 має вигляд

(−iλ)4

4

∫
d 4z1d

4z2d
4z3d

4z4G0(x1, z1)G0(z1, z2)G0(z1, z3)G0(z1, z4)×
× [G0(z3, z4)]2G0(z3, z2)G0(z4, z2)G0(z2, x2). (5.8.6)

Симетрiя виразу вiдносно замiни z3 ↔ z4 очевидна.

ЗАДАЧI

1. Обчислити причинну функцiю Грiна скалярного поля в 2 + 1-вимiр-
ному просторi-часi, тобто порахувати iнтеграл:

D(x, t) =

∫
d3p

(2π)3

e−i(p0t−px)

p2 −m2 + iε
, p2 = p2

0 − p2.

Показати, що в безмасовому випадку функцiя D(x, t) зводиться до

D(x, t) = − 1

4π

1√
t2 − x2 − iδ

, δ → 0.

Примiтка. Спочатку використати представлення

1

p2 −m2 + iε
= −i

∞∫
0

dt ei(p
2−m2+iε)t,
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а потiм iнтеграл
∞∫

0

dt tν−1e−
β
t
−γt = 2

(
β

γ

)ν/2
Kν(2

√
βγ), Reβ > 0, Re γ > 0.

Врахувати також, що функцiї Макдональда напiвцiлого порядку зво-
дяться до елементарних функцiй, зокрема,

K−1/2(z) = K1/2(z) =

√
π

2z
e−z.

2. Генеруючий функцiонал для вiльного скалярного поля задається
формулою (1.6.15). Обчислити четверту похiдну вiд Z0(J) i пред-
ставити одержанi доданки у виглядi дiаграм.

3. Розглянути iнтеграл

Z(a, λ) =
1√
2π

∞∫
−∞

dφ e−
aφ2

2
−λφ

4

4! , a > 0, λ > 0.

Розкладаючи експоненту в ряд по λ i здiйснюючи iнтегрування по x,
одержати асимптотичний розклад I(λ) по параметру λ. Визначити
радiус збiжностi цього ряду.

4. У другому порядку теорiї збурень по λ знайти «пропагатор»

D(a, λ) =

∞∫
−∞

dφφ2 e−
aφ2

2
−λφ

4

4!

∞∫
−∞

dφ e−
aφ2

2
−λφ4

4!

.

Представити одержанi доданки у виглядi «дiаграм Фейнмана».

5. Нехай «вiльна енергiя» визначена iнтегралом

eF (J) =

∞∫
−∞

dφ e−S(φ)+Jφ,

де S(φ) =
1

2
φ2 +

λ

4!
φ4. Використовуючи тотожнiсть

∞∫
−∞

dφ
d

dφ
e−S(φ)+Jφ = 0,

150
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отримати таке рiвняння для функцiї F (J):

dS

dφ

(
φ→ d

dJ
+
dF (J)

dJ

)
= J.

Диференцiюючи це рiвняння по J отримати ланцюжок «рiв-
нянь Швiнгера—Дайсона» для перших трьох нетривiальних рiвнянь
«функцiй Грiна»

Gn =
dnF (J)

dJn

∣∣∣∣
J=0

.

6. Нехай генеруючий функцiонал Z(J) задовольняє рiвнянню

Z ′′′(J) = JZ(J),

яке належить до класу рiвнянь Лапласа. Знайти розв’язок цього рiв-
няння з граничними умовами

Z(0) = 1, Z ′(0) = 0, Z ′′(0) = 2Γ(3/4)/Γ(1/4).

7. Довести такi рiвностi для iнтегралiв Фейнмана:

1

AB
=

1∫
0

dx

[xA+ (1− x)B]2
=

1∫
0

dxdyδ(x+ y − 1)
1

[xA+ yB]2
,

1

ABn
=

1∫
0

dxdy δ(x+ y − 1)
nyn−1

[xA+ yB]n+1
,

1

AαBβ
=

1∫
0

dx
xα−1(1− x)β−1

[xA+ (1− x)B]α+β

Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
.

Зауваження: α i β не є цiлими.

8. Застосувати метод iндукцiї i довести таку рiвнiсть для iнтеграла
Фейнмана:

1

A1A2 ... An
= (n− 1)!

1∫
0

dx1 ... dxnδ

(
n∑
i=1

xi − 1

)
×

× 1

[x1A1 + x2A2 + ...+ xnAn]n
.
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9. Довести найбiльш загальну рiвнiсть для iнтеграла Фейнмана:

1

Aα1
1 Aα2

2 ... Aαnn
=

1∫
0

dx1 ... dxnδ

(
n∑
i=1

xi − 1

)
×

×

n∏
i=1

xαi−1
i

[
∑n

i=1 xiAi]
∑
i αi

Γ(
∑

i αi)

Γ(α1) ...Γ(αn)
,

де αi — довiльнi комплекснi числа Reαi > 0.

Примiтка 1. У задачах (7)—(9) взяти до уваги, що всi множники Ai,
B мiстять iнфiнiтезимально малий додатнiй доданок, тобто Ai + iε,
B + iε.

Примiтка 2. Задачу (9) довести, використовуючи тотожнiсть

1

(A+ iε)s
=

(−i)s

Γ(s)

∞∫
0

dtts−1eit(A+iε), ε > 0,

для кожного множника, а потiм, використовуючи тотожнiсть для
одиницi,

1 =

∞∫
0

dρδ

(
n∑
i=1

ti − ρ

)
,

пiд знаком iнтеграла, з наступною змiною змiнних ti → ρti.
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Рiвняння руху в квантово-польових теорiях є складними i, як пра-
вило, їх точнi розв’язки не можуть бути знайденi. Тому теорiя збурень
за константою взаємодiй є практично єдиною можливiстю дослiджувати
теорiї квантових полiв. Правила Фейнмана визначають аналiтичнi вира-
зи вiдповiдних коефiцiєнтiв рядiв теорiї збурень, а дiаграми Фейнмана є
дуже корисним графiчним зображенням окремих доданкiв цих рядiв. У
попередньому роздiлi ми сформулювали правила Фейнмана в теорiї ска-
лярних полiв як у координатному, так i в iмпульсному просторах, а та-
кож познайомилися з вiдповiдними дiаграмами Фейнмана. У цьому роз-
дiлi ми продовжимо наше вивчення правил i дiаграм Фейнмана, а саме:
розглянемо правила Фейнмана в калiбрувальних теорiях, якi описують
електромагнiтнi та сильнi взаємодiї, тобто в квантовiй електродинамiцi та
хромодинамiцi.

6.1. Теорема Вiка для спiнорних полiв
Розпочнемо ми з правил Фейнмана в квантовiй електродинамiцi, якi

внаслiдок абелевостi калiбрувальної групи i вiдсутностi взаємодiї калiбру-
вальних бозонiв мiж собою є значно простiшими порiвняно з правила-
ми Фейнмана в неабелевих теорiях. Насамперед розглянемо узагальнен-
ня теореми Вiка на випадок спiнорних полiв, яка справедлива як в КЕД,
так i в КХД.

Для вiльного поля Дiрака генеруючий функцiонал має вигляд

Z0(η̄, η) = N

∫
DΨDΨ̄ exp

{
i

∫
d 4x [Ψ̄(x)(i∂̂x−m)Ψ(x) + η̄Ψ + Ψ̄η]

}
, (6.1.1)

де нормуючий множник

N−1 =

∫
DΨDΨ̄ exp

{
i

∫
d 4x [Ψ̄(x)(i∂̂x −m)Ψ(x)]

}
= Det(i∂̂ −m)
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(спiнорнi iндекси вважаються згорнутими, наприклад, η̄αΨα). Здiйснюючи
iнтегрування по грасманових змiнних, отримуємо

Z0(η̄, η) = exp{−iη̄[i∂̂ −m]−1η} = exp

{
−i
∫
d 4xd 4y η̄(x)S(x− y)η(y)]

}
,

(6.1.2)
де

S(x− y) ≡ 〈x| 1

iγµ∂µ −m
|y〉 =

∫
d 4p

(2π)4

e−ip(x−y)

p̂−m+ iε
. (6.1.3)

З одного боку друга похiдна функцiонала є

δ2Z0(η̄, η)

δη̄(x)δη(y)

∣∣∣∣
η̄=η=0

= 〈0|TΨ(x)Ψ̄(y)|0〉 ≡ Ψ(x)Ψ̄(y), (6.1.4)

а з iншого, обчислюючи безпосередньо варiацiйнi похiднi Z0 в (6.1.2), зна-
ходимо спiввiдношення

〈0|TΨ(x)Ψ̄(y)|0〉 = iS(x− y) ≡ G0(x− y). (6.1.5)

Тому можна записати

Z0(η̄, η) = exp

[
−
∫
d 4x d 4y η̄(x)〈0|TΨ(x)Ψ̄(y)|0〉η(y)

]
. (6.1.6)

Обчислимо 4-точкову функцiю Грiна

δ4Z0(η̄, η)

δη̄(x1)δη̄(x2)δη(x3)δη(x4)

∣∣∣∣
η̄=η=0

= 〈0|TΨ(x1)Ψ(x2)Ψ̄(x3)Ψ̄(x4)|0〉. (6.1.7)

Для варiацiйних похiдних Z0 знаходимо

〈0|TΨ(x1)Ψ(x2)Ψ̄(x3)Ψ̄(x4)|0〉 = −〈0|TΨ(x1)Ψ̄(x3)|0〉×

× 〈0|TΨ(x2)Ψ̄(x4)|0〉+ 〈0|TΨ(x1)Ψ̄(x4)|0〉〈0|Ψ(x2)Ψ̄(x3)|0〉 =

= −Ψ(x1)Ψ̄(x3)Ψ(x2)Ψ̄(x4) + Ψ(x1)Ψ̄(x4)Ψ(x2)Ψ̄(x3). (6.1.8)

Цей вираз є прикладом теореми Вiка для фермiонних полiв (з урахуванням
знака перестановки для фермiонiв), згiдно з якою чотириточкова функцiя
Грiна виражається через двоточкову функцiю Грiна (пропагатор). Звер-

немо увагу, що немає спарювань типу ΨΨ або Ψ̄Ψ̄ внаслiдок вiдсутностi
вiдповiдних квадратичних доданкiв у лагранжiанi. Це є справедливим для
квантової електродинамiки, але такi спарювання можливi в iнших теорiях,
наприклад у теорiї надпровiдностi.
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6.2. Фейнманiвськi правила в квантовiй електродинамiцi
Генеруючий функцiонал у КЕД в довiльнiй коварiантнiй калiбровцi є

таким

Z(Jµ, η̄, η) = N

∫
DAµDΨDΨ̄ exp

{
i

∫
d 4x[−1

4
F 2
µν −

1

2ξ
(∂µAµ)2 +

+ Ψ̄(iγµDµ −m)Ψ + JµA
µ + η̄Ψ + Ψ̄η]

}
, (6.2.1)

де коварiантна похiдна — Dµ = ∂µ + ieAµ i N — вiдповiдний нормуючий
множник. У лагранжiанi видiлимо квадратичну по полях частину,

L0 = −1

4
F 2
µν −

1

2ξ
(∂µAµ)2 + Ψ̄(iγµ∂µ −m)Ψ, (6.2.2)

яка описує кiнетичну частину дiї для полiв i частину, яка вiдповiдає за
взаємодiю Lint = −eAµΨ̄γµΨ. Квадратичну частину для калiбрувального
поля приведемо, iнтегруючи за частинами, до виду∫

d 4x

[
−1

4
(∂µAν − ∂νAµ)2 − 1

2ξ
(∂µAµ)2

]
=

=
1

2

∫
d 4x d 4y Aµ(x)(iD−1

0 )µν(x− y)Aν(y), (6.2.3)

де ми позначили

(iD−1
0 )µν(x− y) =

[
gµν2−

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
x

δ(x− y). (6.2.4)

Повний фотонний пропагатор знаходять диференцiюванням Z(J):

δ2Z(J)

iδJµ(x)iδJν(y)

∣∣∣∣
J=η̄=η=0

= 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉.

Вiльний фотонний пропагатор Dµν
0 (x− y) задовольняє рiвнянню[

gµν2x −
(

1− 1

ξ

)
∂µx∂

ν
x

]
D0νλ(x− y) = iδµλδ(x− y). (6.2.5)

В iмпульсному просторi маємо матричне рiвняння[
−gµνk2 +

(
1− 1

ξ

)
kµkν

]
D0νλ(k) = iδµλ , (6.2.6)

розв’язком якого є

D0νλ(k) =
1

ik2

(
gνλ −

kνkλ
k2

)
+ ξ

kνkλ
ik4

. (6.2.7)
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Генеруючий функцiонал для вiльного електромагнiтного поля визнача-
ється рiвнянням

Z0(Jµ) = N

∫
DAµ exp

{
i

∫
d 4x

[
−1

4
F 2
µν + JµA

µ − 1

2ξ
(∂µAµ)2

]}
=

= exp

{
−1

2

∫
d 4x d 4y Jµ(x)Dµν

0 (x− y)Jν(y)

}
. (6.2.8)

Тодi для вiльного поля маємо

〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉 =
δ2Z0

iδJµ(x)iδJν(y)
= Dµν

0 (x− y), (6.2.9)

i для функцiонала Z0(J):

Z0(J) = exp

{
−1

2

∫
d 4x d 4y Jµ(x)〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉Jν(y)

}
. (6.2.10)

Поставимо у вiдповiднiсть вакуумним середнiм 〈0|TΨΨ̄|0〉 i 〈0|TAµAν |0〉
лiнiї

= 〈0|TΨ(x) ¯Ψ(y)|0〉 =

∫
d 4p

(2π)4
e−ip(x−y) i

p̂−m+ iε
, (6.2.11)

= 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉 =

∫
d 4k

(2π)4
e−ik(x−y)×

× 1

i(k2 + iε)

[
gµν − (1− ξ) kµkν

k2 + iε

]
. (6.2.12)

Лiнiї показують рух частинок (електронiв i фотонiв) з точки y в точку
x. Для фермiонного пропагатора стрiлка на лiнiї означає, що електрон
народжується в точцi y, рухається в точку x, де вiн зникає. Ця власти-
вiсть фермiонного пропагатора перебуває у вiдповiдностi з тим, що опе-
ратор Ψ̄(y) мiстить оператор народження електрона, а оператор Ψ(x) —
оператор знищення електрона. Звiсно, можна казати, що фермiонний про-
пагатор описує рух позитрона з точки x в точку y, тодi стрiлка буде мати
зворотний напрям. Це залежить вiд угоди (convention), який напрямок вка-
зувати на фермiоннiй лiнiї. Для фотонного пропагатора стрiлка звичайно
не вказується, тому що оператор фотонного поля Aµ мiстить як оператор
народження, так i оператор знищення фотона.

Вершинi поставимо у вiдповiднiсть точку

= −ieγµ
∫
d 4x. (6.2.13)
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За координатами вершин проводиться iнтегрування. Дуже зручно, що си-
метрiйнi коефiцiєнти в КЕД дорiвнюють 1 для всiх дiаграм, крiм вакуум-
них. Це значно спрощує дiаграмну технiку в квантовiй електродинамiцi.

Таким чином, правила Фейнмана в КЕД у конфiгурацiйному просторi
мiстять два елементи — лiнiї (пропагатори) та вершини. Першi бувають
двох типiв — фотоннi та електроннi лiнiї, а другi, вершини, представляють
просторово-часовi точки, де взаємодiють електрони та фотони. У кожнiй
вершинi зустрiчаються три лiнiї — фотонна та двi електроннi. Члени n-
го порядку в теорiї збурень зображаються дiаграмами з n вершинами, де
лiнiї i вершини з’єднанi всiма можливими способами. Якщо кожен кiнець
лiнiї закiнчується вершиною, вона називається внутрiшньою лiнiєю, якщо
ж один кiнець лiнiї вiльний, це зовнiшня лiнiя. Добуток усiх пропагаторiв
iнтегрується по координатах вiдповiдних вершин.

В iмпульсному просторi спiвставляємо:
1) фермiонному пропагатору

=
i

p̂−m+ iε
; (6.2.14)

2) фотонному пропагатору

=
1

i(k2 + iε)

(
gµν − (1− ξ) kµkν

k2 + iε

)
; (6.2.15)

3) вершинi

; (6.2.16)

4) множник (−1) для кожної фермiонної петлi (появу цього множника
пояснимо трохи пiзнiше).

6.3. Фейнманiвськi правила в квантовiй хромодинамiцi
Перейдемо тепер до формулювання правил Фейнмана в квантовiй хро-

модинамiцi. Лагранжева густина квантової хромодинамiки в коварiантнiй
калiбровцi має вигляд

L = −1

4
F aµνF

aµν − 1

2ξ
(∂µA

aµ)2 − c̄a∂µDab
µ c

b + Ψ̄α
k (iγµDαβ

µ −mk)Ψ
β
k , (6.3.1)

де тензор напруженостi

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ − gfabcAbµAcν , (6.3.2)
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i коварiантнi похiднi
Dab
µ = ∂µδ

ab + gfabcAcµ, (6.3.3)

Dαβ
µ = ∂µδ

αβ + igAaµ(T a)αβ. (6.3.4)

Для кольорової групи SU(3) iндекси пробiгають значення: α, β = 1, 2, 3 i
a, b, c = 1, ..., 8. Розiб’ємо лагранжеву густину на двi частини L = L0 +Lint,
де L0 — квадратична частина, яка визначає пропагатори теорiї. З огляду
на те, що

F aµνF
aµν = (∂µA

a
ν − ∂νAaµ)2 − 4gfabc∂µA

a
νA

b
µA

c
ν + g2fabcfadeAbµA

c
νA

d
µA

e
ν ,

квадратична частина лагранжiана квантової хромодинамiки запишеться
таким чином

L0 = −1

4
(∂µA

a
ν − ∂νAaµ)2 − 1

2ξ
(∂µA

aµ)2 − c̄a∂µ∂µca + Ψ̄α
k (iγµ∂µ −mk)Ψ

α
k ,

(6.3.5)
i для доданка взаємодiї в лагранжiанi Lint маємо

Lint = gfabc∂µA
a
νA

µbAνc − g2

4
(fabcAbµA

c
ν)(fadeAdµAeν)−

− gc̄a∂µ(fabcAcµc
b)− gΨ̄α

i γ
µAaµ(T a)αβΨβ

i . (6.3.6)

Експонента вiд квадратичної частини дiї запишеться

exp i

∫
d 4xL0(x) = exp

{
−
∫
d 4x

[
− i

2
Aaµδ

ab

(
2gµν −

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

)
Abν +

+ ic̄aδab2cb − iΨ̄α
k (iγµ∂µ −mk)Ψ

α
k

]}
. (6.3.7)

Пропагатори є оберненими до диференцiальних операторiв у квадратичнiй
формi в експонентi. Для пропагаторiв глюонiв, кваркiв i духiв знаходимо,
вiдповiдно:

〈0|TAaµ(x)Abν(y)|0〉 =

∫
d 4p

(2π)4
e−ip(x−y)δab

[
1

ip2

(
gµν − (1− ξ)pµpν

p2

)]
,

(6.3.8)
〈0|TΨiα(x)Ψ̄jβ(y)|0〉 =

∫
d 4p

(2π)4
e−ip(x−y) i

p̂−m
δαβδij , (6.3.9)

〈0|Tca(x)c̄b(y)|0〉 =

∫
d 4p

(2π)4
e−ip(x−y)δab

i

p2
. (6.3.10)

В iмпульсному просторi пропагаторам вiдповiдають лiнiї:

=
1

ip2

(
gµν − (1− ξ)pµpν

p2

)
δab, (6.3.11)
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=
i

p̂−m
δαβδij . (6.3.12)

=
i

p2
δab. (6.3.13)

За домовленiстю фермiоннi лiнiї направляємо вiд Ψ̄ до Ψ i вiд c̄ до c .
Доданок Lint, що вiдповiдає за взаємодiю, визначає вершини взаємодiї.

Для кварк-глюонної вершини в iмпульсному просторi маємо

= −igγµ(T a)αβδij(2π)4δ(q − p− k). (6.3.14)

У вершинi присутнi матрицi, якi дiють на спiнорнi, кольоровi i ароматнi
iндекси кваркiв. Закон збереження 4-iмпульсiв у вершинi вимагає, щоб
сума iмпульсiв, якi входять, дорiвнювала сумi iмпульсiв, якi виходять.

Розглянемо вершину взаємодiї глюонiв з духами. В дiї iS для доданка

ig

∫
d 4x(∂µc̄a(x))fabcAcµ(x)cb(x)

виконуємо фур’є-перетворення для полiв i iнтегруємо за координатами

ig

∫
d 4x

(
∂µx

∫
d 4p

(2π)4
eipxc̄a(p)

)
fabc

∫
d 4k

(2π)4
eikxAcµ(k)

∫
d 4q

(2π)4
e−iqxcb(q) =

=

∫
d 4p d 4k d 4q

(2π)12
(−gpµ)fabcc̄a(p)Acµ(k)cb(q)(2π)4δ(p+ k − q). (6.3.15)

Для вершини взаємодiї глюонiв з духами в iмпульсному просторi маємо

−gfabcpµ(2π)4δ(p+ k − q). (6.3.16)

Оскiльки c̄a(p) вiдповiдає духовiй лiнiї, яка виходить, то саме вона перено-
сить iмпульс, який виникає при диференцiюваннi, що iнодi позначається
крапкою бiля цiєї лiнiї. Зображення цiєї вершини представлено графiчно
та аналiтично в (6.3.17).

− gfabcpµ(2π)4δ(p+ k − q). (6.3.17)
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6. ПРАВИЛА ФЕЙНМАНА В КАЛIБРУВАЛЬНИХ ТЕОРIЯХ

У випадку потрiйної вершини взаємодiї глюонiв зробимо також фур’є-
перетворення для полiв i проiнтегруємо за координатами:

igfabc
∫
d 4x ∂µA

a
νA

µbAνc = igfabc
∫
d 4x

(
∂xµ

∫
d 4k

(2π)4
eikxAcν(k)

)
×

×
∫

d 4p

(2π)4
eipxAµb(p)

∫
d 4q

(2π)4
eiqxAνc(q) =

= −gfabc
∫
d 4k d 4p d 4q

(2π)12
kµgνλA

aν(k)Abµ(p)Acλ(q)(2π)4δ(k + p+ q). (6.3.18)

Вершину взаємодiї отримують, обчислюючи потрiйну варiацiйну похiдну
по Aaν(k), Abµ(p), Acλ(q), i ї ї наведено в (6.3.19), де всi iмпульси вибрано
як iмпульси, що виходять. Аналогiчно отримуємо вершину (6.3.20) для
взаємодiї чотирьох глюонiв

= −gfabc[(k − q)µgνλ + (q − p)νgλµ +

+ (p− k)λgµν ](2π)4δ(p+ k + q), (6.3.19)

= −ig2[fabcf cde(gµρgνσ − gµσgνρ) + facef bde×

× (gµνgρσ − gµσgνρ) +

+ fadef bce(gµνgρσ − gµρgνσ)]×

× (2π)4δ(p1 + p2 + p3 + p4). (6.3.20)

При практичних обчисленнях встановленi вище правила необхiдно до-
повнити наступним:

1. Iнтегрування за нефiксованими iмпульсами петель з мiрою
∫

d 4k

(2π)4
.

2. Фактори симетрiї.
3. Множники (−1) для кожної духової i фермiонної петлi.
Приклад фейнманiвських дiаграм, що описують розсiяння глюона на

кварку, наведений в (6.3.21). Виявляється, однак, з причин якi стануть
зрозумiлiшими пiзнiше, що сила взаємодiї мiж двома кварками — аналог
кулонiвської взаємодiї в КЕД — є сильною при низьких енергiях i фiзично
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6.3. Фейнманiвськi правила в квантовiй хромодинамiцi

неможливо видiлити окремий кварк

. (6.3.21)

Це явище має назву конфайнменту i «пояснює» те, чому ми не бачимо
кваркiв (i глюонiв) у вiльному станi. Знадобилося багато часу, щоб встано-
вити, що КХД є правильною теорiю ядерних сил: взаємодiя мiж кварками
на вiдносно низьких енергетичних масштабах ядерної фiзики настiльки
сильна, що ми знаходимося далеко за межами теорiї збурень. Насправдi
нiкому ще не вдалося, виходячи з лагранжiана КХД, аналiтично показати,
що має мiсце явище конфайнменту. Чисельне обчислення фейнманiвського
iнтеграла вказує на те, що це так, але у нас немає математичного доказу.

ЗАДАЧI

1. Знайти пропагатор фотона в довiльнiй коварiантнiй калiбровцi, який
задовольняє рiвнянню[

gµν2x −
(

1− 1

ξ

)
∂ µx ∂

ν
x

]
Dνρ(x− y) = iδµρ δ(x− y).

2. Показати, що пропагатор фотона в iмпульсному просторi для лагран-
жiана електромагнiтного поля з доданком, що фiксує калiбровку

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(nµA

µ)2,

має вигляд

Dµν(k) =
1

ik2

[
gµν −

nµkν + nνkµ
(nk)

+
n2kµkν
(nk)2

]
,

де nµ— постiйний часоподiбний вектор, nµnµ > 0.

3. Довести, що кожнiй замкненiй фермiоннiй петлi в дiаграмах Фейн-
мана вiдповiдає множник (−1).

4. У скалярнiй електродинамiцi записати правила Фейнмана для вер-
шин взаємодiї зарядженого скалярного поля з електромагнiтним
полем.

5. Показати, що правила Фейнмана для чотириглюонної вершини взає-
модiї визначаються рiвнянням (6.3.20).
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У цьому роздiлi ми розглянемо однопетльовi поправки до функцiй Грi-
на в квантовiй електродинамiцi, а саме: дiаграми власної енергiї електрона,
поляризацiї вакууму та вершинну функцiю. Вони є першими нетривiаль-
ними прикладами дiаграм вищих порядкiв теорiї збурень, вiдомих також
як радiацiйнi поправки, i мають надзвичайне велике як теоретичне, так
i практичне значення. Згаданi вище дiаграми є поправками другого по-
рядку по константi зв’язку i є розбiжними. Розбiжнiсть приводить до не-
обхiдностi перенормування. Для того щоб виконати перенормування, ми
розглянемо рiзнi методи регуляризацiї та процедуру вiднiмання, яка при-
водить до необхiдностi додавання контрчленiв, пов’язаних iз розбiжними
величинами, до початкового лагранжiана теорiї. Детально обговоримо фi-
зичний змiст отриманих скiнченних результатiв та вiдповiднi наслiдки для
спостережуваних величин.

7.1. Електронна функцiя Грiна
у другому порядку теорiї збурень

Почнемо ми з дiаграми власної енергiї в електроннiй функцiї Грiна i
розкладемо в ряд експоненту, залежну вiд лагранжiана взаємодiї у функ-
цiональному iнтегралi

Gαβ(x− y) = 〈0|TΨα(x)Ψ̄β(y)|0〉 = N

∫
DAµDΨDΨ̄ Ψα(x)Ψ̄β(y)×

× ei
∫
d 4xL0

[
1− ie

∫
d 4z Ψ̄(z)γµAµ(z)Ψ(z) +

+
(−ie)2

2!

∫
d 4z Ψ̄(z)γλAλ(z)Ψ(z)

∫
d 4u Ψ̄(u)γρAρ(u)Ψ(u)

]
, (7.1.1)

де вiльний лагранжiан L0 задано формулою (6.2.2). Доданок першого по-
рядку за константою зв’язку, ∼eAµ, обертається в нуль при iнтегруваннi



7.1. Електронна функцiя Грiна у другому порядку теорiї збурень

по Aµ, таким чином перша нетривiальна поправка до електронного про-
пагатора з’являється у другому порядку теорiї збурень

Gαβ(x− y) = G0αβ(x− y) +
(−ie)2

2!

∫
d 4z d 4u

∫
DAµDΨDΨ̄ ei

∫
d 4xL0 ×

×Ψα(x)Ψ̄β(y)Ψ̄γ(z)(γµ)γδΨδ(z)Ψ̄ρ(u)(γν)ρσΨσ(u)Aµ(z)Aν(u), (7.1.2)

де ми явно вказали всi наявнi iндекси полiв. Функцiональне iнтегрування
з вiльним лагранжiаном легко здiйснюється за допомогою теореми Вiка.
Згiдно з теоремою Вiка робимо спарювання для фотонного i фермiонних
полiв з урахуванням знакiв у випадку фермiонiв

Gαβ(x− y) = G0αβ(x− y) +
(−ie)2

2

∫
d 4z d 4uD0µν(z − u)[Ψα(x)Ψ̄γ(z)×

×Ψσ(u)Ψ̄β(y)Ψδ(z)Ψ̄ρ(u)+Ψα(x)Ψ̄ρ(u)Ψδ(z)Ψ̄β(y)Ψσ(u)Ψ̄γ(z)](γµ)γδ(γ
ν)ρσ =

= G0αβ(x− y) +
(−ie)2

2

∫
d 4z d 4uD0µν(z − u) [G0αγ(x− z)G0σβ(u− y) ×

× G0δρ(z − u) +G0αρ(x− u)G0δβ(z − y)G0σγ(u− z)] (γµ)γδ(γ
ν)ρσ. (7.1.3)

Останнiй вираз запишемо як матричне множення

Gαβ(x− y) = G0αβ(x− y) +
(−ie)2

2!

∫
d 4z d 4uD0µν(z − u) [G0(x− z) ×

× γµG0(z − u)γνG0(u− y) +G0(x− u)γνG0(u− z)γµG0(z − y)]αβ. (7.1.4)

Скористаємося симетрiєю фотонної функцiї Грiна

D0µν(z − u) = D0νµ(u− z), (7.1.5)

i, роблячи замiну змiнних µ ⇔ ν, z ⇔ u у другому доданку в квадратних
дужках, отримуємо

Gαβ(x− y) = G0αβ(x− y) + (−ie)2

∫
d 4z d 4uD0µν(z − u)×

× [G0(x− z)γµG0(z − u)γνG0(u− y)]αβ, (7.1.6)

тобто фактор 2! скорочується. Графiчно це представлено в (7.1.7),

G(x− y) = , (7.1.7)

де петльовiй дiаграмi вiдповiдає вираз

−iΣ(z − u) = (−ie)2D0µν(z − u)γµG0(z − u)γν . (7.1.8)
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У петльовiй дiаграмi зробимо фур’є-перетворення пропагаторiв електрона
i фотона,

G0(x) =

∫
d 4p

(2π)4
e−ipxG0(p), D0µν(x) =

∫
d 4p

(2π)4
e−ipxD0µν(p),

отримуємо

G(x− y) = G0(x− y) +

∫
d 4k d 4p1 d

4p2 d
4p3

(2π)16
(−ie)2D0µν(k)G0(p1)γ µ×

×G0(p2)γνG0(p3)

∫
d 4z d 4ue−ik(z−u)−ip1(x−z)−ip2(z−u)−ip3(u−y), (7.1.9)

де спiнорнi iндекси опущенi. Iнтегруючи за координатами z, u,∫
d 4ze−iz(k−p1+p2) = (2π)4δ(k − p1 + p2),∫
d 4ue−iu(k+p2−p3) = (2π)4δ(k + p2 − p3),

i знiмаючи потiм дельта-функцiї, приходимо до такого виразу

G(x− y) = G0(x− y) + (−ie)2

∫
d 4k d 4p

(2π)8
e−ip(x−y)×

×D0µν(k)G0(p)γµG0(p− k)γνG0(p), (7.1.10)

де p3 = p1 ≡ p. В iмпульсному просторi маємо

G(p) = G0(p) +G0(p)

[∫
d 4k

(2π)4
(−ie)2D0µν(k)γµG0(p− k)γν

]
G0(p).

(7.1.11)
Введемо позначення для власної енергiї електрона

−iΣ(p) = (−ie)2

∫
d 4k

(2π)4
D0µν(k)γµG0(p− k)γν , (7.1.12)

яка графiчно зображена в (7.1.13)

−iΣ(p) = . (7.1.13)

Скорочено вираз (7.1.11) можна записати

G(p) = G0(p) +G0(p)[−iΣ(p)]G0(p) + ..., (7.1.14)

де трьома крапками позначенi також внески бiльш високих порядкiв теорiї
збурень.
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7.2. Фотонна функцiя Грiна у другому порядку теорiї збурень

Рис. 16. Власна енергiя електрона в порядку e4

Для пропагатора електрона у другому порядку теорiї збурень знахо-
димо, яким чином власна енергiя модифiкує вiльний пропагатор

G(p) =
i

p̂−m
+

i

p̂−m
(−iΣ(p))

i

p̂−m
=

=
i

p̂−m

[
1 + Σ(p)

1

p̂−m

]
' i

p̂−m− Σ(p)
. (7.1.15)

Ми бачимо, що Σ(p) дає добавку до маси електрона, тому вона називається
власною енергiєю електрона. Необхiдно додати, однак, що Σ(p) залежить
вiд iмпульсу i у загальному випадку має нетривiальну матричну структу-
ру, тобто виражається через матрицi Дiрака. Тому Σ(p) описує не тiльки
поправку до маси електрона. В калiбровцi Фейнмана фотонний пропага-
тор має простий вигляд D0µν =

gµν
ik2

, i власна енергiя запишеться таким
чином

Σ(p) = e2

∫
d 4k

(2π)4
γµ

1

p̂− k̂ −m
γµ

1

ik2
. (7.1.16)

Оскiльки маємо чотиривимiрний iнтеграл, а пiдiнтегральний вираз мiс-
тить тiльки три степенi iмпульсу iнтегрування в знаменнику, то iнтеграл
лiнiйно розбiгається при великих iмпульсах iнтегрування. Усунення цiєї
розбiжностi i видiлення скiнченної частини становлять суть теорiї пере-
нормувань i будуть розглядатися дещо пiзнiше.

Зауважимо, що власна енергiя Σ(p) включає тiльки одночастинково-
незвiднi дiаграми, тобто дiаграми, якi не можна розрiзати на двi частини,
розрiзаючи одну тiльки лiнiю. Приклади дiаграм порядку e4, а саме: друга
i третя дiаграми, зображенi на рис. 16.

7.2. Фотонна функцiя Грiна
у другому порядку теорiї збурень

Дiаграма поляризацiї вакууму у другому порядку теорiї збурень опи-
сує першу нетривiальну радiацiйну поправку до фотонного пропагатора.
Спочатку ми проведемо обчислення, аналогiчнi обчисленням власної енер-
гiї електрона. Спершу розкладаємо в ряд по константi зв’язку експоненту
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у функцiональному iнтегралi

Dµν(x− y) = 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉 = N

∫
DAµDΨDΨ̄Aµ(x)Aν(y)ei

∫
d 4xL0 ×

×
[
1− ie

∫
d 4z Ψ̄(z)γλAλ(z)Ψ(z) +

(−ie)2

2!

∫
d 4z Ψ̄(z)γλAλ(z)Ψ(z)×

×
∫
d 4u Ψ̄(u)γρAρ(u)Ψ(u) + ...

]
. (7.2.1)

Доданок першого порядку по e обертається в нуль при iнтегруваннi вна-
слiдок непарностi по Aµ. В результатi аналогiчно електронному пропага-
тору, розглянутому в попередньому параграфi, ми знаходимо, що перша
нетривiальна поправка до фотонного пропагатора з’являється у другому
порядку теорiї збурень. Ми маємо

Dµν(x− y) = D0µν(x− y) +
(−ie)2

2!

∫
d 4z d 4u 〈0|T Ψ̄α(z)(γλ)αβΨβ(z)Ψ̄γ(u)×

× (γρ)γσΨσ(u)|0〉〈0|TAµ(x)Aν(y)Aλ(z)Aρ(u)|0〉]. (7.2.2)

Вакуумнi середнi розкриваємо за теоремою Вiка

Dµν(x− y) = D0µν(x− y)− (−ie)2

2!

∫
d 4z d 4uΨσ(u)Ψ̄α(z)Ψβ(z)Ψ̄γ(u)×

× (γλ)αβ(γρ)γσ

[
Aµ(x)Aλ(z)Aν(y)Aρ(u) +Aµ(x)Aρ(u)Aν(y)Aλ(z)

]
. (7.2.3)

Звернемо увагу на появу знака мiнус перед iнтегралом, який виникає в
згортцi фермiонних полiв при їх перестановцi. Це є наслiдком того, що
фермiоннi поля задовольняють канонiчним антикомутацiйним спiввiдно-
шенням, а не канонiчним комутацiйним спiввiдношенням, як у випадку
бозонних полiв. Тодi

Dµν(x− y) = D0µν(x− y)− (−ie)2

2!

∫
d 4z d 4u (γλ)αβG0βγ(z − u)(γρ)γσ ×

×G0σα(u− z) [D0µλ(x− z)D0νρ(y − u) +D0µρ(x− u)D0νλ(y − z)] =

= D0µν(x− y)− (−ie)2

2!

∫
d 4z d 4u tr

[
γλG0(z − u)γρG0(u− z)

]
×

× [D0µλ(x− z)D0νρ(y − u) +D0µρ(x− u)D0νλ(y − z)]. (7.2.4)

У 2-му доданку зробимо замiну u↔ z, ρ↔ λ:

Dµν(x− y) = D0µν(x− y)− (−ie)2

2!

∫
d 4z d 4uD0µλ(x− z)D0νρ(y − u)×

×
[
tr(γλG0(z − u)γρG0(u− z)) + tr(γρG0(u− z)γλG0(z − u))

]
. (7.2.5)
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7.2. Фотонна функцiя Грiна у другому порядку теорiї збурень

Рис. 17. Двi еквiвалентнi дiа-
грами, що вiдображають ана-

лiтичнi внески в (7.2.5)

Використовуючи циклiчнiсть слiду, отримуємо

Dµν(x− y) = D0µν(x− y)− (−ie)2

∫
d 4z d 4uD0µλ(x− z)×

× tr
[
γλG0(z − u)γρG0(u− z)

]
D0ρν(u− y). (7.2.6)

Вираз (7.2.6) графiчно зображений в (7.2.7).

Dµν(x− y) = (7.2.7)

Вiдзначимо, що знов-таки фактор 2! у знаменнику скорочується, тому що
двi дiаграми, зображенi на рис. 17, дають еквiвалентнi внески в (7.2.5).

Введемо позначення для поляризацiйного оператора (власної енергiї
фотона) в конфiгурацiйному просторi

−iΠλρ(z − u) = −(−ie)2 tr[γλG0(z − u)γρG0(u− z)], (7.2.8)

тодi (7.2.6) запишеться як

Dµν(x− y) = D0µν(x− y) +

∫
d 4z d 4uD0µλ(x− z)×

×
[
−iΠλρ(z − u)

]
D0ρν(u− y). (7.2.9)

Використовуючи в iнтегралi (7.2.6) фур’є-перетворення для пропагаторiв
i iнтегруючи за координатами z, u, знаходимо

Dµν(x− y) = D0µν(x− y) + e2

∫
d 4p d 4k

(2π)8
e−ip(x−y)×

×D0µλ(p) tr
[
γλG0(k)γρG0(k − p)

]
D0ρν(p), (7.2.10)

де внаслiдок присутностi дельта-функцiй були обчисленi два iнтеграли по
iмпульсам. Для фур’є-образу фотонного пропагатора отримуємо

Dµν(p) = D0µν(p) + e2

∫
d 4k

(2π)4
D0µλ(p) tr

[
γλG0(k)γρG0(k − p)

]
D0ρν(p).

(7.2.11)
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Рис. 18. Поляризацiйний оператор фотона в КЕД у порядку e4

Рис. 19. Дiаграми поляризацiйного оператора глюона в КХД у другому
порядку теорiї збурень

Для поляризацiйного оператора в iмпульсному просторi маємо такий ана-
лiтичний вираз

−iΠλρ(p) = −(−ie)2

∫
d 4k

(2π)4
tr [γλG0(k)γρG0(k − p)]. (7.2.12)

Графiчно вiн представлений в (7.2.13)

−iΠνµ(p) = . (7.2.13)

Скорочено (7.2.11) можна записати

Dµν(p) = D0µν(p) +D0µλ(p)[−iΠλρ(p)]D0ρν(p) + ..., (7.2.14)

де трьома крапками позначенi внески бiльш високих порядкiв теорiї збу-
рень. Вираз для поляризацiйного оператора (7.2.12) можна також отри-
мати за правилами Фейнмана, ставлячи у вiдповiднiсть аналiтичнi вира-
зи графiчним елементам дiаграми (електроннi та фотоннi лiнiї, вершини,
знак мiнус для замкненої фермiонної петлi). Пiдставляючи вираз для фер-
мiонного пропагатора

G0(k) =
i

k̂ −m
,

остаточно знаходимо

Πλρ(p) = e2

∫
d 4k

i(2π)4
tr

[
γλ

1

k̂ −m
γρ

1

k̂ − p̂−m

]
. (7.2.15)

Як бачимо, власна енергiя фотона Πλρ(p) квадратично розбiгається в об-
ластi великих iмпульсiв iнтегрування (нагадаємо, що дiаграма власної
енергiї електрона має лiнiйну розбiжнiсть). Поляризацiйний оператор фо-
тона включає тiльки одночастинково-незвiднi (ОЧН) дiаграми, в порядку
e4 вони зображенi на рис. 18.

У квантовiй хромодинамiцi маємо бiльше полiв, а отже, бiльше пропа-
гаторiв та вершин взаємодiї. У другому порядку теорiї збурень внески в
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7.3. Вершинна дiаграма

поляризацiйний оператор глюона дають дiаграми, зображенi на рис. 19, де
лiнiї в петлях вiдповiдають глюонам (хвиляста лiнiя), кваркам (суцiльна)
i духам (пунктирна).

7.3. Вершинна дiаграма
Перейдемо тепер до третього i так само дуже важливого прикладу

радiацiйних поправок у КЕД у другому порядку теорiї збурень, а саме,
до вершинної функцiї. Поправка найнижчого порядку за теорiєю збурень
до «голої» вершини (−ie)γµ зображена на рис. 20. Запишемо аналiтичний
вираз для цiєї дiаграми одразу за правилами Фейнмана

−ieΛµ(p+k, p) = (−ie)3

∫
d 4q

(2π)4
γλ

i

q̂ + k̂ −m
γµ

i

q̂ −m
γνD0λν(p−q). (7.3.1)

Вiдзначимо, що внаслiдок закону збереження енергiї-iмпульсу вершинна
функцiя залежить тiльки вiд значень двох 4-iмпульсiв зовнiшнiх частинок,
наприклад iмпульсiв електрона, який входить у дiаграму, та фотона. Нага-
даємо, що власна енергiя електрона та поляризацiйний оператор залежать
тiльки вiд одного 4-iмпульсу: енергiя та iмпульс частинки, що виходить з
вiдповiдних дiаграм, такi самi, як у частинки, яка входить у цi дiаграми,
внаслiдок закону збереження енергiї та iмпульсу. Як функцiя двох iмпуль-
сiв вершинна функцiя є математично бiльш складним об’єктом, який може
мати рiзнi асимптотики в рiзних границях. У калiбровцi Фейнмана ξ = 1

пропагатор має найбiльш простий вигляд D0λν(k) =
gλν
ik2

, i поправка до
вершинної функцiї запишеться

Λµ(p+ k, p) = e2

∫
d 4q

i(2π)4
γλ

1

q̂ + k̂ −m
γµ

1

q̂ −m
γλ

1

(p− q)2
, (7.3.2)

а повна вершина взаємодiї дорiвнює

Γµ(p+ k, p) = γµ + Λµ(p+ k, p). (7.3.3)

Поправка Λµ(p, p+k) до вершинної функцiї, як легко бачити, розбiгається
логарифмiчно при iнтегруваннi в областi великих iмпульсiв.

Рис. 20. Поправка до вершини взаємодiї в най-
нижчому порядку

Рис. 21. Електрон-електронне розсiяння
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Петльовi дiаграми з’являються не лише в розглянутих вище при-
кладах, а й у всiх фiзичних процесах, наприклад, поправка до процесу
електрон-електронного розсiяння наведена на рис. 21. Звичайно, слiд до-
дати, що радiацiйнi поправки не обмежуються тiльки однопетльовими по-
правками, iснують також дво-, трипетльовi i так далi поправки.

7.4. Класифiкацiя перенормовностi теорiй
У попереднiх параграфах ми розглянули однопетльовi дiаграми в

квантовiй електродинамiцi та навели деякi приклади дiаграм у вищих по-
рядках теорiї збурень. У цьому параграфi ми розглянемо загальнi поло-
ження теорiї перенормувань у калiбрувальних теорiях i в теорiї скалярного
поля iз самодiєю [5,63,121].

7.4.1. Iндекс розбiжностi дiаграм у квантовiй електродинамiцi
Розгляд загальних положень теорiї перенормувань почнемо з кванто-

вої електродинамiки. Визначимо степiнь розбiжностi (збiжностi) дiаграми
загального вигляду з числом Fi внутрiшнiх фотонних лiнiй i числом Ei
внутрiшнiх електронних лiнiй. Iндекс дiаграмиD пiдраховує степiнь її роз-
бiжностi при великих iмпульсах iнтегрування, тобто рiзницю мiж числом
iнтегрувань по внутрiшнiм (петльовим) iмпульсам разом з iмпульсами в
чисельнику пiдiнтегрального виразу та їх числом у знаменнику вiд пропа-
гаторiв, i дорiвнює

D = nL− 2Fi − Ei, (7.4.1)

де L — число петель, n — розмiрнiсть простору-часу. Нескладно поясни-
ти цю формулу. Кожне iнтегрування по петльовiй змiннiй в n-вимiрному
iмпульсному просторi вiдповiдає мiрi dnp. Оскiльки фотонний пропагатор
має 1/p2, а електронний пропагатор 1/p поведiнку при великих iмпульсах,
то кожен фотонний пропагатор зменшує розбiжнiсть iнтеграла на 2 оди-
ницi, а кожен електронний пропагатор зменшує розбiжнiсть дiаграми на
одиницю.

Зручно переписати iндекс дiаграми в iншому виглядi, використовую-
чи число вершин V , число зовнiшнiх фотонних лiнiй Fe i число зовнiшнiх
електронних лiнiй Ee. Ясно, що L (число незалежних петльових iнтегру-
вань) дорiвнює числу внутрiшнiх лiнiй мiнус число вершин V (δ-функцiї в
кожнiй вершинi) +1, тому що видiляється одна δ-функцiя, вiдповiдальна
за збереження повного iмпульсу,

L = Ei + Fi − V + 1. (7.4.2)

Ця рiвнiсть насправдi є не що iнше, як знаменита топологiчна тотожнiсть
Ейлера, яка пов’язує кiлькiсть петель, лiнiй та вершин на зв’язнiй дiаграмi.
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Число вершин V пов’язано з числом електронних i фотонних лiнiй. У
квантовiй електродинамiцi є тiльки одна вершина, яка описує взаємодiю
електронiв i фотонiв, i в нiй сходяться двi електроннi лiнiї, тому число
електронних кiнцiв дорiвнює подвоєному числу вершин. Але у внутрiшнiй
фермiоннiй лiнiї два кiнця, а у зовнiшнiй один, тому маємо такi топологiчнi
спiввiдношення мiж числом електронних кiнцiв i числом вершин

2Ei + Ee = 2V. (7.4.3)

Аналогiчно маємо спiввiдношення мiж числом фотонних кiнцiв i числом
вершин

2Fi + Fe = V. (7.4.4)

З цих рiвнянь випливає

Ei = V − 1

2
Ee, Fi =

1

2
V − 1

2
Fe. (7.4.5)

В результатi знаходимо такий вираз для степеня розбiжностi дiаграми D:

D = n− n− 1

2
Ee −

n− 2

2
Fe +

n− 4

2
V. (7.4.6)

Зауважимо, що в остаточнiй формулi iндекс розбiжностi залежить тiльки
вiд числа зовнiшнiх лiнiй i кiлькостi вершин у дiаграмi i не залежить вiд
числа внутрiшнiх лiнiй. Тобто ми можемо провести класифiкацiю розбiж-
них дiаграм, для яких D ≥ 0, вiдповiдно до кiлькостi зовнiшнiх елект-
ронних i фотонних лiнiй, що визначає тип дiаграми.

Для чотиривимiрного простору-часу, n = 4,

D = 4− 3

2
Ee − Fe, (7.4.7)

тобто пропадає залежнiсть вiд числа вершин V ! Такi теорiї, в яких iндекс
D не залежить вiд числа вершин, вiдносяться до перенормовних теорiй.
Цi теорiї є дуже важливими, тому що в них є тiльки скiнченне число типiв
розбiжних дiаграм, для яких D ≥ 0, i тому число вiдповiдних контрчленiв,
якi необхiдно додати до початкового лагранжiана, є скiнченним. У КЕД
це буде сiм типiв дiаграм, якi легко перерахувати.

1) Ee = Fe = 0 — вакуумнi дiаграми (розбiгаються як четверта степiнь
iмпульсу), D = 4;

2) Ee = 2, Fe = 0, D = 1 — дiаграма власної енергiї електрона;
3) Ee = 2, Fe = 1, D = 0 — вершинна дiаграма;
4) Ee = 0, Fe = 1, D = 3 — дiаграма з одним зовнiшнiм фотоном;
5) Ee = 0, Fe = 2, D = 2 — дiаграма власної енергiї фотона;
6) Ee = 0, Fe = 4, D = 0 — дiаграма розсiяння фотона на фотонi;
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Рис. 22. Розбiжнi дiаграми в найнижчому порядку теорiї збурень:
вакуумна; власна енергiя електрона; поправка до вершини взаємодiї

Рис. 23. Розбiжнi дiаграми в найнижчому порядку теорiї збурень:
з одним зовнiшнiм фотоном («пуголовок»); власна енергiя фотона;

розсiяння свiтла на свiтлi

Рис. 24. Розбiжнi дiаграми в найнижчо-
му порядку теорiї збурень: двi дiаграми
з трьома фотонними лiнiями з фермiон-
ними петлями за годинниковою i проти
годинникової стрiлки. Сума цих дiаграм
дорiвнює нулю в силу теореми Фаррi

7) Ee = 0, Fe = 3, D = 1 — дiаграма з трьома зовнiшнiми фотонами.
Всi цi дiаграми зображено на рис. 22—24.
Оскiльки кiнетичний член у лагранжiанi Дiрака iнварiантний вiдносно

перетворення зарядового спряження

ψ → ψC = Cψ̄T,

де матриця C задана формулою C = iγ2γ0 i задовольняє спiввiдношенням

C2 = −1, C−1 = −C, C† = −C, CT = −C, CγTµC
−1 = −γµ, (7.4.8)

а струм ψ̄γµψ при цьому змiнює знак, то лагранжiан КЕД iнварiантний
вiдносно перетворень

ψ → ψC = Cψ̄T , Aµ → −Aµ.

Тому лагранжiан КЕД не може породжувати взаємодiї з непарним числом
фотонних кiнцiв i без зовнiшнiх фермiонних лiнiй. Це твердження є так
званою теоремою Фаррi. Один iз простих i найбiльш наочних її доказiв
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використовує представлення функцiй Грiна полiв через функцiональний
iнтеграл, в даному випадку

〈0|TAµ1(x1)Aµ2(x2) ... Aµ2k+1
(x2k+1)|0〉 =

= N

∫
DAµDψ̄DψAµ1(x1)Aµ2(x2) ... Aµ2k+1

(x2k+1)ei
∫
d 4xL(A,ψ̄,ψ).

При замiнi змiнних в iнтегралi, яке вiдповiдає перетворенню полiв щодо
зарядової симетрiї, мiра iнтегрування i лагранжева густина не змiнюють
знак, а весь iнтеграл змiнює знак через непарне число фотонних полiв,
тобто маємо

〈0|TAµ1(x1)Aµ2(x2) ... Aµ2k+1
(x2k+1)|0〉 =

= −〈0|TAµ1(x1)Aµ2(x2) ... Aµ2k+1
(x2k+1)|0〉 = 0.

Оскiльки теорема має мiсце для повних кореляторiв поза рамками теорiї
збурень, вона також має виконуватися i в кожному порядку теорiї збурень.
Справдi, окрема дiаграма з непарним числом фотонних кiнцiв, яка дає
внесок у даний корелятор, не дорiвнює нулю, але вiдбувається скорочення
дiаграм з рiзною орiєнтацiєю внутрiшнiх замкнутих фермiонних петель.

Зазначимо, що наявнiсть додаткових симетрiй лагранжiана часто при-
водить до зниження степеня розбiжностi дiаграми. Зокрема, калiбруваль-
на iнварiантнiсть знижує iндекс розбiжностi, так що розбiжнiсть другої
дiаграми на рис. 23 знижується з квадратичної до логарифмiчної, а третя
дiаграма виявляється збiжною. Дiйсно, для другої дiаграми калiбруваль-
на iнварiантнiсть вимагає, щоб функцiя поляризацiї вакууму мала тен-
зорну структуру Πµν(k) = (k2gµν − kµkν)Π(k2). Це означає що два степе-
нi iмпульсу фермiонної петлi замiнюються зовнiшнiми iмпульсами, тому
що видiлення двох степенiв зовнiшнього iмпульсу при великому iмпульсi
iнтегрування, коли масами частинок можна знехтувати, зменшує розбiж-
нiсть пiдiнтегрального виразу на двi одиницi. Отже, справжнiй степiнь
розбiжностi D = 0, що вiдповiдає логарифмiчнiй розбiжностi. Аналогiчнi
мiркування приводять до збiжностi третьої дiаграми.

Степiнь розбiжностi другої дiаграми на рис. 22 також знижується з
лiнiйної до логарифмiчної. Дiаграма з одним фотоном на рис. 23 виявля-
ється рiвною нулевi за рахунок теореми Фаррi i лоренцової симетрiї. Щоб
побачити це, зауважимо, що амплiтуда має iндекс Лоренца, але не має
зовнiшнього 4-вектора, за допомогою якого можна побудувати вираз для
цiєї дiаграми. Але якщо лоренцова симетрiя порушена, наприклад через
присутнiсть зовнiшнiх полiв, то дiаграма з одним фотоном у загальному
випадку вже не дорiвнює нулю. Це стосується також iнших дiаграм з не-
парним числом фотонiв i без фермiонних кiнцiв. Наприклад, теорема Фар-
рi не працює у випадку порушення зарядової симетрiї, яка порушується
за наявностi зовнiшнiх зарядiв або зовнiшнього електромагнiтного поля.
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Таким чином, в КЕД, крiм вакуумних дiаграм, є всього три типи роз-
бiжних дiаграм: дiаграми власної енергiї електрона i фотона, а також
вершинна дiаграма з двома електронними та однiєю фотонною лiнiями.
Всi вони розбiгаються тiльки логарифмiчно. Пiдкреслимо, що скiнченним
є тiльки число типiв розбiжних дiаграм, самих дiаграм даного типу не-
скiнченна кiлькiсть, тому що є безлiч дiаграм з довiльним числом внут-
рiшнiх вершин.

Зазначимо також, що iндекс D вказує тiльки на розбiжнiсть дiагра-
ми в цiлому, незважаючи на наявнiсть розбiжних пiддiаграм. Розбiжностi
останнiх не враховуються цим iндексом, i повиннi бути видаленi до обра-
хунку дiаграми як цiлого. Процес видалення розбiжностей становить суть
теорiї перенормування.

Квантова електродинамiка в розмiрностi n = 3 (КЕД3) використо-
вується для опису динамiки низькоенергетичних збуджень у планарних
системах фiзики конденсованих середовищ (графен, високотемпературнi
надпровiдники). Для цiєї моделi

D = 3− Ee −
1

2
Fe −

1

2
V, (7.4.9)

i КЕД3 виявляється суперперенормовною, тодi як квантова електродина-
мiка у чотиривимiрному просторi-часi є просто перенормовною. Дiйсно,
ультрафiолетово розбiжними є (крiм вакуумної дiаграми) тiльки двi дiа-
грами в порядку e2: дiаграма власної енергiї електрона (Ee = 2, Fe = 0,
V = 2) — розбiжнiсть логарифмiчна (D = 0), i дiаграма власної енер-
гiї фотона (Ee = 0, Fe = 2, V = 2) — розбiгається лiнiйно (D = 1). В
КЕД3 вiдсутнi розбiжнi дiаграми з пiддiаграмами, що перекриваються, i
тому перенормування КЕД3 вiдбувається надзвичайно просто. Очевидно,
що полiпшення ультрафiолетових властивостей квантово-польових теорiй
iз зменшенням розмiрностi простору-часу є унiверсальною властивiстю,
тому що число iнтегрувань по компонентам iмпульсу в мiрi зменшується.

Калiбрувальна iнварiантнiсть КЕД3 знижує розбiжнiсть дiаграми по-
ляризацiї вакууму до D = −1, тобто дiаграма виявляється збiжною. Роз-
бiжнiсть дiаграми власної енергiї електрона також знижується до D = −1.
Таким чином, КЕД3 виявляється скiнченною теорiєю, тобто ультрафiоле-
товi розбiжностi в нiй взагалi, крiм вакуумної дiаграми, вiдсутнi.

7.4.2. Iндекс розбiжностi дiаграм у квантовiй хромодинамiцi
Перейдемо тепер до обчислення iндексу дiаграми i степеня розбiжностi

в неабелевих калiбрувальних теорiях, а саме, в квантовiй хромодинамiцi.
Розрахунок iндексу дiаграми дещо ускладнюється в квантовiй хромодина-
мiцi внаслiдок присутностi декiлькох типiв вершин, а також присутностi
у вершинах похiдних, якi в iмпульсному просторi приводять до появи iм-
пульсiв у вершинi. У квантовiй хромодинамiцi є чотири типи вершин, а
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саме: триглюонна V3, чотириглюонна V4, вершина взаємодiї духових полiв
з глюонним полем Vgh, а також кварк-глюонна вершина взаємодiї Vq, при-
чому у триглюоннiй i глюонно-духовiй вершинах присутнiй ще iмпульс.
В результатi для iндексу розбiжностi дiаграм у квантовiй хромодинамiцi
маємо

D = nL+ V3 + Vgh − 2Ig − 2Igh − Iq, (7.4.10)

де Ig i Igh — кiлькiсть внутрiшнiх глюонних i духових пропагаторiв, якi
при великих iмпульсах поводяться як ∼1/p2, а Iq — кiлькiсть внутрiшнiх
кваркових пропагаторiв, якi при великих iмпульсах поводяться як ∼1/p.

Маємо також топологiчне спiввiдношення

L = Ig + Igh + Iq − V3 − V4 − Vgh − Vq + 1, (7.4.11)

а також спiввiдношення, якi пов’язують кiлькiсть внутрiшнiх i зовнiшнiх
лiнiй та кiлькiсть вершин, до яких вони входять,

2Ig + Eg = 3V3 + 4V4 + Vgh + Vq, Igh = Vgh, 2Iq + Eq = 2Vq, (7.4.12)

де Eg i Eq — кiлькiсть зовнiшнiх глюонних, духових i кваркових лiнiй
вiдповiдно, i ми врахували те, що зовнiшнi духовi лiнiї вiдсутнi. Звiдси,
виключаючи залежнiсть вiд числа внутрiшнiх лiнiй Ig, Igh i Iq, знаходимо

D = n− n− 2

2
Eg −

n− 1

2
Eq +

n− 4

2
(V3 + Vgh + Vq) + (n− 4)V4. (7.4.13)

Отриманий вираз розбiжностi дiаграм означає, що квантова хромодинамi-
ка перенормовна при n = 4 (цей результат є одним з ключових в Стандарт-
нiй моделi), неперенормовна при n > 4 i суперперенормовна при n < 4.
У розмiрностi n = 4 iндекс дiаграми приймає вигляд, подiбний до того,
який ми отримали в квантовiй електродинамiцi, вiн не залежить вiд кiль-
костi вершин

D = 4− Eg −
3

2
Eq. (7.4.14)

Класифiкацiя розбiжних дiаграм також подiбна до того, що маємо в КЕД.

7.4.3. Iндекс дiаграми та степiнь розбiжностi в теорiї λΦk

Продовжимо тепер розгляд iндексу дiаграми та степеня розбiжностi в
квантово-польових теорiях i розглянемо теорiю зi скалярним полем. Для
iндексу дiаграми в теорiї скалярного поля iз взаємодiєю λΦk маємо

D = nL− 2I, (7.4.15)

де I — число пропагаторiв (внутрiшнiх лiнiй), якi при великих iмпульсах
зменшуються як ∼1/p2. Число петель (незалежних iнтегрувань) визнача-
ється виразом L = I − V + 1. При пiдрахунку iндексу дiаграми в данiй
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теорiї врахуємо, що у вершинi сходяться (або виходять) k лiнiй, тому ма-
ємо спiввiдношення

kV = 2I + E, (7.4.16)

де E — число зовнiшнiх лiнiй, що входять до вершини. Звiдси I =
k

2
V −1

2
E,

i для iндексу знаходимо

D = n− nV + (n− 2)I = n−
(n

2
− 1
)
E + V

[
k

2
(n− 2)− n

]
. (7.4.17)

У розмiрностi простору-часу n = 4 для iндексу розбiжностi дiаграми маємо

D = 4− E + V (k − 4). (7.4.18)

Як видно, iндекс залежить вiд числа вершин у дiаграмi, якщо степiнь са-
модiї k 6= 4, i не залежить, якщо k = 4. Таким чином, теорiя скалярного
поля iз взаємодiєю λΦ4 виявляється перенормовною в розмiрностi n = 4,
оскiльки в нiй є скiнченне число типiв розбiжних дiаграм з D ≥ 0 i числом
зовнiшнiх лiнiй E ≤ 4, хоча самих дiаграм даного типу (з фiксованим E)
нескiнченна кiлькiсть (з довiльним числом вершин V ). Зазначимо, що са-
ме така взаємодiя Φ4 визначає самодiю хiггсiвського поля в Стандартнiй
моделi елементарних частинок.

Очевидно, що теорiї з k > 4 є неперенормовними в розмiрностi n = 4,
тому що мiстять нескiнченне число типiв розбiжних дiаграм: для будь-
якої дiаграми з фiксованим числом зовнiшнiх лiнiй E, збiльшуючи кiль-
кiсть вершин в нiй, приходимо до розбiжної дiаграми.

Нарештi, теорiя λΦ3, для якої D = 4 − E − V , належить до суперпе-
ренормовних теорiй. У таких теорiях є лише скiнченне число розбiжних
дiаграм зi скiнченним числом зовнiшнiх лiнiй i вершин.

Перерахуємо всi примiтивно розбiжнi дiаграми в теорiї λΦ4 (n = 4).
Вакуумна дiаграма має розбiжнiсть D = 4. Далi, дiаграма з двома зовнiш-
нiми лiнiями E = 2 i iндексом D = 2 визначає аналiтичний вираз

λ

2

∫
d 4k

(2π)4

1

k2 −m2 + iε
, (7.4.19)

для дiаграми власної енергiї скалярної частинки в найнижчому порядку
теорiї збурень. Дiаграма з чотирма зовнiшнiми лiнiями, E = 4,

λ2

2

∫
d 4k

(2π)4

1

(k2 −m2 + iε)((k + p1 + p2)2 −m2 + iε)
, (7.4.20)

має iндекс D = 0, тобто логарифмiчно розбiжна. Вона вiдповiдає дiаграмi
вершинної функцiї у порядку λ2 теорiї збурень. Цi двi розбiжнi дiаграми
зображено на рис. 25.
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Рис. 25. Розбiжнi дiаграми в
найнижчому порядку теорiї збу-
рень у теорiї λΦ4: власна енергiя
скалярної частинки i поправка до

вершини взаємодiї

Для теорiї λΦ4 (k = 4) в довiльнiй розмiрностi iндекс (7.4.17) набуває
вигляду

D = n−
(n

2
− 1
)
E + V (n− 4). (7.4.21)

Таким чином, теорiя скалярного поля iз взаємодiєю λΦ4 неперенормовна
у просторi-часi з розмiрнiстю n > 4, перенормовна при n = 4 i суперпере-
нормовна при n < 4.

Для теорiї λΦ3 (k = 3) для iндексу розбiжностi дiаграми маємо такий
вираз

D = n−
(n

2
− 1
)
E + V

(n
2
− 3
)
. (7.4.22)

Теорiя неперенормовна в розмiрностях n > 6, перенормовна при n = 6 i
суперперенормовна при n < 6.

7.5. Розмiрний аналiз полiв,
констант взаємодiї i функцiй Грiна

Критерiй перенормовностi можна спростити, звiвши його до визначен-
ня розмiрностi констант взаємодiї. В системi одиниць, у якiй постiйна
Планка i швидкiсть свiтла дорiвнюють одиницi, ~ = 1 = c, розмiрностi ма-
си i довжини взаємно протилежнi, грам = см−1, а розмiрностi полiв, кон-
стант взаємодiї та iнших фiзичних величин виражаються в степенях маси.
Проведемо такий розмiрний аналiз на прикладi скалярного поля з дiєю

S =

∫
dnxL, L =

1

2
∂µΦ∂µΦ− 1

2
m2Φ2 − λ

k!
Φk. (7.5.1)

Оскiльки дiя в обранiй системi одиниць безрозмiрна, розмiрнiсть густини
лагранжiана [L] = (довжина)−n = Mn, i з кiнетичного доданка знаходимо
розмiрнiсть поля

∂µΦ∂µΦ⇒ [Φ] = M
n−2

2 . (7.5.2)

Розмiрнiсть константи взаємодiї [λ] = M δ знаходимо з умови [λΦk] = Mn,
звiдки

δ = n+ k − kn

2
. (7.5.3)

Наприклад, розмiрностi констант для наступних теорiй є такими

λΦ4: δ = 4− n,
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λΦ3: δ = 3− n

2
,

λΦ6: δ = 6− 2n.

Визначаючи k =
n− δ
n/2− 1

, знаходимо, що iндекс (7.4.17) перепишеться у
виглядi

D = n−
(n

2
− 1
)
E − V δ. (7.5.4)

Таким чином, для перенормовностi теорiї необхiдно δ ≥ 0, тобто константи
взаємодiї повиннi бути або безрозмiрними, або мати розмiрнiсть маси в до-
датному степенi. Саме такими є константи взаємодiї в Стандартнiй моделi,
що визначає її перенормовнiсть. Якщо є константи взаємодiї розмiрностi
маси у вiд’ємному степенi, то теорiя неперенормовна.

Наприклад, у теорiї Фермi взаємодiя має вигляд

Gψ̄γµ(1− γ5)ψψ̄γµ(1− γ5)ψ. (7.5.5)

Для чотиривимiрного простору розмiрнiсть фермiонного поля [ψ] =
= M3/2 i розмiрнiсть константи G є δ = −2. Отже, теорiя Фермi є
неперенормовною.

Розглянемо розмiрностi функцiй Грiна

G(l)(x1, ..., xl) ≡ 〈0|TΦ(x1) ...Φ(xl)|0〉. (7.5.6)

Очевидно, що їх масова розмiрнiсть є такою

[G(l)(x1, ..., xl)] = l
(n

2
− 1
)
. (7.5.7)

Для фур’є-образу розмiрнiсть буде

[G(l)(p1, ..., pl)] = l
(n

2
− 1
)
− ln = −l

(n
2

+ 1
)
, (7.5.8)

i видiляючи дельта-функцiю збереження повного 4-iмпульсу, маємо

G(l)(p1, ..., pl) = Ḡ(l)(p1, ..., pl−1)δ(P ), P =
∑
i

pi.

Розмiрнiсть дельта-функцiї [δ(P )] = M−n. Тому розмiрнiсть функцiї Грiна
в iмпульсному просторi дорiвнює

[Ḡ(l)(p1, ..., pl−1)] = n− l
(n

2
+ 1
)
. (7.5.9)

Зокрема, для двоточкової функцiї Грiна (l = 2) в розмiрностi n = 4 маємо

[Ḡ(2)] = −2.

Дiйсно, вiльний пропагатор в iмпульсному представленнi,

Ḡ =
i

p2 −m2
,

має розмiрнiсть [маса]−2.
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7.6. Регуляризацiя Паулi—Вiлларса.
Загальнi iдеї теорiї перенормувань

У попередньому параграфi ми розглядали приклади дiаграм, якi
включають замкнутi цикли та виражаються в термiнах iнтегралiв, що не є
визначеними: вони розбiгаються за великих iмпульсiв iнтегрування. Про-
грама перенормування за теорiєю збурень у квантовiй теорiї поля — це
процедура, яка дозволяє отримати фiзичнi результати з цих погано визна-
чених iнтегралiв. Нам потрiбно зрозумiти, як виконується регуляризацiя
цих дiаграм, що дозволяє проводити з ними математично коректно визна-
ченi операцiї, i якою є процедура перенормування.

Щоб зрозумiти загальнi iдеї теорiї перенормувань, корисно розглянути
спочатку бiльш просту теорiю дiйсного скалярного поля iз взаємодiєю, яка
описується лагранжiаном

L =
1

2

[
(∂µΦ)2 −m2Φ2

]
− λ0

4!
Φ4. (7.6.1)

У порядку λ2
0 однопетльовi поправки до зв’язної 4-х точкової функцiї ви-

значаються дiаграмами, якi наведенi на рис. 26. Згiдно з правилами Фейн-

мана, (−iλ0 — вершина,
i

p2 −m2 + iε
— пропагатор), запишемо аналiти-

чний вираз для однiєї з дiаграм

−iλ2
0I(p2) =

(−iλ0)2

2

∫
d 4k

(2π)4

i

k2 −m2 + iε

i

(p− k)2 −m2 + iε
, (7.6.2)

де p — комбiнацiя зовнiшнiх iмпульсiв (p = p1 + p2, p = p1− p3, p = p1− p4

для першої, другої i третьої дiаграми вiдповiдно). Цей вираз, очевидно,
розбiгається логарифмiчно.

У загальному випадку функцiя Грiна в теорiї збурень визначається ви-
разом, який мiстить iнтегрування по внутрiшньому iмпульсу кожної петлi

M(p) =

∫
d 4k1 ... d

4kL

L∏
l=1

[m2
l − (kl + pl)

2 − iε]−1P (k, p), (7.6.3)

де L — число петель, тобто число топологiчно незалежних замкнутих кон-
турiв, P (k, p) — полiном по внутрiшнiм i зовнiшнiм iмпульсам з матрични-
ми коефiцiєнтами (приклади таких дiаграм зображено на рис. 27).

Для того, щоб якось працювати з цими розбiжними величинами, на-
самперед необхiдно зробити iнтеграли збiжними, тобто ввести регуляриза-
цiю. Регуляризацiя iнтеграла полягає в розглядi залежного вiд деякого па-
раметра сiмейства iнтегралiв, якi: 1) добре визначенi для цього параметра,
i 2) початковий iнтеграл вiдповiдає деякому граничному значенню цього
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Рис. 26. Однопетльовi дiаграми в порядку λ2
0 у

скалярнiй теорiї
Рис. 27. Процес роз-
сiяння з внеском пет-

льових дiаграм

параметра. Найпростiший спосiб — ввести максимальний iмпульс iнтегру-
вання Λ, порахувати iнтеграл, а потiм розглянути границю Λ→∞. Iснує
багато iнших регуляризацiй, деякi з них ми розглянемо нижче. Головна
вимога до регуляризацiї — зберiгати якомога бiльше симетрiй початкового
лагранжiана.

У цьому параграфi ми розглянемо регуляризацiю Паулi—Вiлларса, яка
є однiєю з найбiльш зручних i широко вживаних прикладiв регуляризацiї.

Визначимо модифiкований (регуляризований) пропагатор (iε опускає-
мо для спрощення запису)

Dc(p) =
1

p2 −m2
→ regMDc(p) ≡ Dc(p,m) +

n∑
i=1

ciDc(p,Mi), (7.6.4)

де Dc(p,Mi) — пропагатор з масою Mi. Коефiцiєнти ci i допомiжнi маси
Mi пiдбираються так, щоб полiпшити ультрафiолетову поведiнку, тобто
модифiкувати пiдiнтегральний вираз при великих значеннях змiнних iн-
тегрування таким чином, щоб зробити iнтеграл збiжним. У загальному
випадку вони задовольняють умовам

1 +
∑
i=1

ci = 0, m2 +
∑
i=1

ciM
2
i = 0, ..., m2n−2 +

∑
i=1

ciM
2n−2
i = 0. (7.6.5)

Маси Mi можна вибрати пропорцiйними однiй масi M i так, щоб при
M → ∞ коефiцiєнти ci залишалися скiнченними. Наприклад, у випадку
iнтеграла (7.6.2) достатньо взяти c1 = −1, а решта ci нулi. Тодi пропагатор
модифiкується

1

p2 −m2
→ 1

p2 −m2
− 1

p2 −M2
∼ 1

p4
, p→∞, (7.6.6)

i спадає на нескiнченностi швидше, нiж початковий пропагатор, забезпе-
чуючи таким чином збiжнiсть iнтеграла. Використовуючи модифiкований
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пропагатор в (7.6.2), отримуємо регуляризований вираз

I(p2)→ regMI(p2) =
i

2

∫
d 4k

(2π)4

[
1

k2 −m2
− 1

k2 −M2

]
×

×
[

1

(p− k)2 −m2
− 1

(p− k)2 −M2

]
, (7.6.7)

який тепер скiнченний при iнтегруваннi за iмпульсом петлi k. У границi
M → ∞ регуляризований вираз regMI(p2) прямує до початкового I(p2),
якщо зробити граничний перехiд пiд iнтегралом. Видiлимо з regMI(p2)
розбiжний при M →∞ доданок i скiнченну частину.

Основне спостереження, яке є базовим для теорiї перенормування, по-
лягає в тому, що розбiжнiсть у (7.6.7) при M → ∞ не залежить вiд зов-
нiшнього iмпульсу p. Це можна побачити, диференцiюючи I(p2) по pµ, а
потiм знаходячи границю, коли M →∞:

∂I(p2)

∂pµ
= i

∫
d 4k

(2π)4

(k − p)µ
(k2 −m2)[(p− k)2 −m2]2

. (7.6.8)

Цей вираз є скiнченним. Взагалi диференцiювання по зовнiшньому iмпуль-
су знижує розбiжнiсть дiаграми на одиницю. Для дiаграми з iндексом
D ≥ 0 похiдна порядку D + 1 буде вже скiнченною.

Запишемо регуляризований вираз у виглядi суми

regMI(p2) = regMI(0) + regM [I(p2)− I(0)] = I(0,M) + IR(p2), (7.6.9)

де другий доданок є скiнченним у границi lim
M→∞

regM [I(p2)−I(0)] = IR(p2),
i в явному виглядi

I(0,M) ≡ regMI(0) =
i

2

∫
d 4k

(2π)4

[
1

k2 −m2
− 1

k2 −M2

]2

, (7.6.10)

IR(p2) =
i

2

∫
d 4k

(2π)4

[
1

(k2 −m2)[(p− k)2 −m2]
− 1

(k2 −m2)2

]
. (7.6.11)

Розбiжнiсть присутня тiльки в доданку I(0,M), який розбiгається лога-
рифмiчно, I(0,M) ∼ lnM , коли M → ∞. Скiнченна частина, IR(p2), ви-
значається вiднiманням з початкового виразу I(p2) першого члена ряду
Тейлора по p2 в точцi p2 = 0, тобто IR(p2) = I(p2) − I(0). Зрозумiло, що
iснує багато способiв записати регуляризований iнтеграл як суму двох до-
данкiв, один з яких прямує до скiнченної границi, а другий — розбiгається,
коли M →∞.

Розбiжнiсть у I(0,M) скорочується, якщо вважати голу константу
зв’язку λ0 залежною вiд M таким чином, що

λ0 = λ− 3λ2I(0,M). (7.6.12)
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Така замiна константи взаємодiї виконується тiльки в деревнiй дiаграмi,
але не в петльових, в яких треба робити замiну λ0 → λ, оскiльки в даний
момент ми виконуємо обчислення з точнiстю до λ2. Ця замiна означає,
що якщо починати з лагранжiана взаємодiї λΦ4/4! i вважати константу
λ скiнченною, то ми повиннi додати в лагранжiан такий самий доданок,
але з iншою константою взаємодiї −3λ2I(0,M) для отримання скiнченних
результатiв. Вiдповiдний доданок називається контрчленом, а константа
взаємодiї фактично перенормується.

Разом iз регуляризацiєю процедура перенормування є базовим еле-
ментом теорiї перенормування. Таким чином, разом iз доданком першого
порядку по константi зв’язку ми маємо

λ0 + λ2
0

[
regMI((p1 + p2)2) + regMI((p1 − p3)2) + regMI((p1 − p4)2)

]
→

→ λ− 3λ2I(0,M) + λ2[3I(0,M) + IR((p1 + p2)2) + IR((p1 − p3)2) +

+ IR((p1 − p4)2)] = λ+ λ2
[
IR((p1 + p2)2) +

+ IR((p1 − p3)2) + IR((p1 − p4)2)
]
. (7.6.13)

Знайдений остаточний вираз (7.6.13) є скiнченним при зняттi регуляризацiї
M →∞. Вiдповiдним параметром розкладу теорiї є скiнченна перенормо-
вана константа λ, яка утримується скiнченною в границi зняття регуляри-
зацiї. До контрчлена I(0,M), який є нескiнченним при M → ∞, завжди
можна добавити константу. Ця свобода фiксується, прирiвнюючи значен-
ня перенормованої константи взаємодiї при деякому значеннi iмпульсу до
вiдповiдного експериментального значення при даному значеннi iмпульсу.
Але вибiр значення iмпульсу є довiльним, тому ця свобода приводить до
такого важливого i корисного поняття, як ренормалiзацiйна група.

Для знаходження скiнченних частин у випадку iнтегралiв з бiльш ви-
соким степенем розбiжностi, D > 0, треба вiдняти D доданкiв ряду Тей-
лора в точцi вiднiмання p = 0 згiдно з iндексом дiаграми. Очевидно, скiн-
ченна частина буде визначена з точнiстю до полiнома по p степеня D з до-
вiльними коефiцiєнтами. Пiдкреслимо ще раз, що таке вiднiмання не обо-
в’язково робити в точцi p = 0, оскiльки iнодi це може призвести до появи
небажаних розбiжностей при малих iмпульсах iнтегрування (наприклад,
у теорiях з безмасовими частинками, як у квантовiй хромодинамiцi).

Описана процедура вiднiмання для отримання скiнченних частин дiа-
грам Фейнмана має назву процедури Боголюбова—Парасюка—Хеппа—
Циммермана (БПХЦ).

Розбiжностi петльових дiаграм при високих iмпульсах є наслiдком то-
го, що в конфiгурацiйному просторi ми маємо добуток узагальнених функ-
цiй типу Dc(y − x)Dc(x − y) iз спiвпадаючими сингулярностями на ма-
лих вiдстанях. У разi спiвпадiння сингулярностей добуток узагальнених
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функцiй виявляється невизначеним. Дiйсно, для причинної функцiї мож-
на отримати явний вираз у термiнах функцiй Бесселя (див. додаток Б)

Dc(x) =

∫
d 4p

(2π)4

e−ipx

m2 − p2 − iε
=

1

4π
δ(x2)− m

8π
√
|x2|

θ(x2)H
(2)
1 (m

√
|x2|) +

+
mi

4π2
θ(−x2)K1(m

√
|x2|), (7.6.14)

де H(2)
1 (z) — функцiя Ганкеля другого роду, K1(z) — функцiя Макдональ-

да, x2 = x2
0 − x2. Неважко переконатися, що всi сингулярностi функцiї

Dc(x) розташованi на свiтловому конусi, тобто при x2 = 0. При x2 → 0
маємо

Dc(x) ' 1

4π
δ(x2)− i

4πx2
− m2

16π
θ(x2) +

im2

8π2
ln
(
m
√
|x2|eγ−1/2/2

)
. (7.6.15)

Для добутку узагальнених функцiй не виконується правило асоцiативного
множення, наприклад, залежно вiд порядку множення у виразi

P 1

x
· x · δ(x) =

(
P 1

x
· x
)
· δ(x) 6= P 1

x
· (x · δ(x)) (7.6.16)

отримуємо нескiнченнiсть або нуль (узагальнена функцiя P 1

x
визначає го-

ловне значення при iнтегруваннi).
Як випливає з (7.6.5) в регуляризованому пропагаторi пiдбором кое-

фiцiєнтiв ci i допомiжних мас Mi можна усунути найбiльш сингулярнi на
свiтловому конусi доданки. В принципi для регуляризацiї фейнманiвських
дiаграм достатньо регуляризувати вiдповiдний добуток пропагаторiв. У
деяких регуляризацiях промiжний етап регуляризацiї окремих пропагато-
рiв вiдсутнiй, наприклад при обрiзаннi iнтеграла за максимальним iмпуль-
сом петлi або в розмiрнiй регуляризацiї, яку розглянемо нижче. Фактично,
з математичної точки зору, процедура регуляризацiї петльових дiаграм з
наступним вiднiманням довизначає добуток узагальнених функцiй.

7.7. Програма перенормувань
Тепер ми готовi сформулювати положення загальної теорiї перенор-

мувань. Вони ґрунтуються на трьох кроках.
1. Теорiя регуляризується певним чином, щоб зробити iнтеграли скiн-

ченними.
2. Значення кожного параметра в початковому лагранжiанi L вважа-

ється апрiорi залежним вiд параметра регуляризацiї (наприклад, масиM).
3. Цi залежностi пiдбираються таким чином, щоб отримати скiнченнi

вiдповiдi для функцiй Грiна пiсля зняття регуляризацiї в кожному порядку
теорiї збурень по константi взаємодiї.
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Таким чином, в теорiї Φ4 ми замiняємо L на

L =
Z

2
(∂µΦ)2 − Zm0

2
Φ2 − Z2λ0

4!
Φ4, (7.7.1)

де Z, m0, λ0 мають таку залежнiсть вiд параметра регуляризацiї M , щоб
були скiнченними функцiї Грiна в границi M →∞. Крiм того, визначимо
«голе» поле

Φ0
def
=
√
ZΦ,

в термiнах якого маємо стандартний вираз

L =
1

2
(∂µΦ0)2 − m2

0

2
Φ2

0 −
λ0

4!
Φ4

0, (7.7.2)

який визначає лагранжiан теорiї в термiнах голих полiв i параметрiв. Як
ми вже з’ясували, якщо масова розмiрнiсть доданкiв iз добутками полiв
≤4 (ця вимога означає фактично, що масова розмiрнiсть усiх параметрiв
повинна бути додатною або нульовою), то така теорiя буде перенормов-
ною. В нiй усi розбiжностi можна усунути у довiльному порядку теорiї
збурень, пiдбираючи залежнiсть Z, m0, λ0 вiд параметра регуляризацiї, i
не використовуючи в якостi контрчленiв доданки розмiрностi >4. Заува-
жимо, що в цiй теорiї внаслiдок симетрiї Φ→ −Φ не виникає розбiжностей
i контрчленiв типу Φ,Φ3.

Як працювати з таким лагранжiаном, як (7.7.2)? Розбиваємо його на
три частини, вiльну L0, взаємодiючу Lint i контрчленну (counterterm) Lct

частини,
L = L0 + Lint + Lct, (7.7.3)

де
L0 =

1

2
(∂µΦ)2 − m2

2
Φ2, Lint = − λ

4!
Φ4, (7.7.4)

Lct =
Z − 1

2
(∂µΦ)2 − Zm2

0 −m2

2
Φ2 − Z2λ2

0 − λ
4!

Φ4. (7.7.5)

Перенормованi λ i m залишаються скiнченними при зняттi регуляри-
зацiї. Lint i Lct розглядаються як доданки, якi вiдповiдають за взаємодiї,
i за ними будується теорiя збурень. Контрчлени розкладаються за сте-
пенями λ i при обчисленнi в даному порядку по λ генерують додатковi
дiаграми, якi додаються до основних дiаграм. Контрчлени пiдбираються
так, щоб скоротити всi розбiжностi при зняттi регуляризацiї (M → ∞).
Таким чином, контрчлени скорочують частини основних фейнманiвських
дiаграм, якi мають розбiжностi при великих iмпульсах.

Фiксацiя скiнченних частин контрчленiв, якi мають залишковi неви-
значенi константи, називається схемою перенормувань. Це приводить до
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цiлком визначеного спiввiдношення мiж перенормованими i голими пара-
метрами теорiї. Теорiї, ультрафiолетовi розбiжностi яких можна система-
тично усувати за допомогою перевизначення скiнченної кiлькостi парамет-
рiв лагранжiана в щойно описаний спосiб, називаються перенормовними.
Для перенормовних теорiй ця процедура працює в усiх порядках за кон-
стантою зв’язку λ. Лагранжiани квантової електродинамiки i квантової
хромодинамiки мають цю властивiсть, а отже, ультрафiолетовi розбiж-
ностi, якi з’являються в теорiї збурень, можуть бути повнiстю усунутi в
будь-якому порядку по константi взаємодiї.

Розглянемо тепер одну з найбiльш застосованих у квантово-польових
теорiях регуляризацiй, яка має назву розмiрна регуляризацiя.

7.8. Розмiрна регуляризацiя
Для безпосереднього обчислення розглянутих вище дiаграм власної

енергiї електрона, поляризацiйного оператора та вершинної функцiї ми ви-
користаємо розмiрну регуляризацiю, в якiй розбiжнi iнтеграли стають збi-
жними за допомогою формального зменшення розмiрностi простору-часу.
Розмiрна регуляризацiя, запропонована в роботах ’т Хоофта i Вельтмана,
Ешмора, Болiнi i Джiамбiаджi [33, 53, 184] (див. оглядову статтю [142]), є
однiєю з найбiльш зручних регуляризацiй i широко використовується при
дослiдженнi калiбрувальних теорiй. Вона є лоренц-iнварiантною та зберi-
гає калiбрувальнi симетрiї. Крiм того, вона доволi проста в практичних
обчисленнях. Цю регуляризацiю ми розглянемо на прикладi iнтеграла в
(7.6.2), де iнтеграл стає збiжним за рахунок зменшення числа iнтегрувань,
тобто ми переходимо до iнтегрування в n-вимiрному просторi з n < 4,

I(p2) =
iµ4−n

2

∫
dnk

(2π)n
1

(k2 −m2 + iε)[(p− k)2 −m2 + iε]
, (7.8.1)

де ми ввели довiльний параметр розмiрностi маси µ, щоб зберегти розмiр-
нiсть початкового iнтеграла I(p2). Далi ми використовуємо тотожнiсть

1

AB
=

1∫
0

dx

(xA+ (1− x)B)2
, (7.8.2)

яка є окремим випадком бiльш загальної тотожностi Фейнмана

1

a1 ... an
= (n− 1)!

1∫
0

dx1 ... dxn
(a1x1 + ...+ anxn)n

δ

(
1−

n∑
i=1

xi

)
, (7.8.3)

i об’єднує добуток знаменникiв у степiнь одного знаменника. Iнший
спосiб — це використати так зване α-представлення Швiнгера для
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пропагаторiв,
1

A+ iε
= −i

∞∫
0

dαeiα(A+iε). (7.8.4)

Об’єднаємо два пропагатора за допомогою тотожностi Фейнмана

1

(k2 −m2 + iε)[(k − p)2 −m2 + iε]
=

1∫
0

dx

[k2 −m2 + iε+ xp2 − 2xkp]2
,

i для I(p2) маємо

I(p2) =
iµ4−n

2

1∫
0

dx

∫
dnk

(2π)n
1

[(k − xp)2 + x(1− x)p2 −m2 + iε]2
=

=
iµ4−n

2

1∫
0

dx

∫
dnk

(2π)n
1

[k2 + x(1− x)p2 −m2 + iε]2
, (7.8.5)

де в останнiй рiвностi зроблена замiна змiнної k − xp → k, яка законна в
силу збiжностi iнтеграла при n < 4.

Обчислення можна спростити, якщо зробити аналiтичне продовження
до уявних енергiй — так званий вiкiвський поворот з простору Мiнковсько-
го в евклiдiв простiр. Для цього розглянемо контур у комплекснiй площинi
змiнної iнтегрування k0, зображений на рис. 28. У випадку p2 < 0 пiдiн-
тегральний вираз не мiстить полюсiв у першому та третьому квадрантах
(вони наявнi у другому та четвертому квадрантах), тому iнтеграл по кон-
туру дорiвнює нулю згiдно з теоремою Кошi. Оскiльки пiдiнтегральний
вираз швидко зменшується при |k0| → ∞, внесок вiд дуг кола зникає й iн-
теграл по дiйснiй осi стає рiвним iнтегралу по уявнiй осi. Подальша замiна
змiнної k0 = ik4 приводить до iнтегрування в евклiдовому просторi∫

M

d 4k = i

∫
E

d 4k. (7.8.6)

Мiра в евклiдовому n-вимiрному просторi дорiвнює

dnk = kn−1dk dΩ, dΩ = dϕ sin θ1dθ1 ... sinn−2 θn−2dθn−2,

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θi ≤ π,
∫
dΩ =

2πn/2

Γ(n/2)
,

де Γ(z) — гамма-функцiя Ейлера. Скаляр k2 = k2
0−k2 в просторi Мiнковсь-

кого стає k2 = −k2
4 − k2 = −k2

E , де kE — вектор в евклiдовому просторi
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Рис. 28. Вiкiвський поворот в
комплекснiй площинi k0

Рис. 29. Загальний вигляд одно-
петльової дiаграми

(iндекс E надалi опускаємо). Таким чином, маємо порахувати iнтеграл в
евклiдовому просторi (для p2 < 0 можна покласти ε = 0)

I(p2) = −µ
4−n

2

1∫
0

dx

∫
dnk

(2π)n
1

[k2 +m2 − x(1− x)p2]2
. (7.8.7)

Оскiльки пiдiнтегральний вираз не залежить вiд кутiв, то iнтегрування по
кутах елементарне

I(p2) = − µ4−n

(4π)n/2Γ(n/2)

1∫
0

dx

∞∫
0

dkkn−1

[k2 +m2 − x(1− x)p2]2
. (7.8.8)

Для iнтегрування по k використаємо формулу

∞∫
0

dxxα−1

(x+ a)β
= aα−βB(α, β − α), Reβ > Reα > 0, (7.8.9)

де B(x, y) — бета-функцiя Ейлера, i знаходимо

I(p2) = − µ4−n

(4π)n/2Γ(n/2)

1∫
0

dxB(n/2, 2− n/2)

[m2 − x(1− x)p2]2−n/2
=

= − 1

32π2
Γ
(
2− n

2

) 1∫
0

dx

[m
2−x(1−x)p2

4πµ2 ]2−n/2
. (7.8.10)

Отриманий вираз при p2 < 0 можна аналiтично продовжити до значень
p2 > 0.
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Узагальнюючи обчислення, можна записати довiльний iнтеграл по iм-
пульсу в просторi Мiнковського для однiєї петльової дiаграми з довiльним
числом n пропагаторiв (рис. 29) i n+ 1 зовнiшнiх лiнiй.

In({mj}, {pj}) =

∫
dnk1

iπn/2
1

D1 ... Dn
, Dj = (k1 − pj)2 −m2

j + iε. (7.8.11)

Iмпульси зовнiшнiх лiнiй в дiаграмi на рис. 29 обрано таким чином, p1−p2,
p2 − p3, ..., pn−1 − pn, pn − p1, що сума всiх зовнiшнiх iмпульсiв дорiвнює
нулю. Застосовуючи формулу Фейнмана (7.8.3) для добутку знаменникiв,
приходимо до виразу, який мiстить iнтеграли типу∫

dnk

iπn/2
(−k2)α

(−Uk2 + V )β
=

Γ
(
n
2 + α

)
Γ
(
n
2

) Γ
(
β − n

2 − α
)

Γ(β)

U−
n
2
−α

V β−n
2
−α , (7.8.12)

де U — функцiя фейнманiвських параметрiв, а V , крiм фейнманiвських
параметрiв, залежить вiд зовнiшнiх iмпульсiв i мас. Ця формула об’єднує
операцiї евклiдового повороту, iнтегрування за кутами i модулем iмпульсу,
i буде в подальшому застосовуватися до обчислень однопетльових дiаграм
в iнших теорiях. Застосовуючи її до виразу (7.8.5) ще в просторi Мiнковсь-
кого, отримуємо вiдразу вираз (7.8.10).

Початкова розбiжнiсть I(p2) тепер виникає при n→ 4 як полюс гамма-
функцiї Γ

(
2− n

2

)
. Видiлимо розбiжну i скiнченну частини, взявши до ува-

ги, що
Γ(z) ' 1

z
− γ, z → 0, (7.8.13)

де γ — константа Ейлера. Розкладемо I(p2) поблизу n = 4:

I(p2) ' − 1

32π2

(
1

2− n/2
− γ
) 1∫

0

dx

[
1− (2− n/2) ln

m2 − x(1− x)p2

4πµ2

]
=

= − 1

16π2(4− n)
+

1

32π2

1∫
0

dx

[
γ + ln

m2 − x(1− x)p2

4πµ2

]
. (7.8.14)

Перший доданок у правiй частинi має полюс при n = 4 i визначає розбiжну
частину, другий доданок скiнченний при n = 4, i ми опустили доданки, якi
пропорцiйнi степеням n−4 i зникають коли n = 4. Зазначимо, що частина,
залежна вiд iмпульсу, є скiнченною. Така сама ситуацiя буде мати мiсце
i для власної енергiї електрона, поляризацiйного оператора та вершинної
функцiї в квантовiй електродинамiцi у другому порядку теорiї збурень.

Як було продемонстровано, розмiрна регуляризацiя зберiгає фунда-
ментальнi симетрiї системи, зокрема лоренц-iнварiантнiсть у даному ви-
падку, i дуже зручна в практичних обчисленнях. Цi її переваги особливо
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проявляються в так званих векторних калiбрувальних теорiях, таких як
КЕД i КХД, у яких лiвi та правi фермiони мають однаковi калiбруваль-
нi взаємодiї. Але в теорiї електрослабких взаємодiй лiвi i правi фермiони
взаємодiють по-рiзному з калiбрувальними полями, такi теорiї називають-
ся кiральними. Наявнiсть кiральних фермiонiв i кiральних взаємодiй про-
являється через такi явища, як незбереження парностi та неiнварiантностi
вiдносно зарядового спряження в слабких взаємодiях (див. роздiл 14), ви-
никнення кiральних аномалiй, тобто незбереження класичних симетрiй у
квантовiй теорiї (роздiл 9.6). Усi цi явища зумовленi присутнiстю дiра-
кiвської матрицi γ5, або тензора Левi-Чивiти εµνλρ, якi є внутрiшньо чо-
тиривимiрними величинами. Це призводить до проблем з розмiрною ре-
гуляризацiєю при наявностi величин, якi жорстко прив’язанi до певної
розмiрностi.

Три основнi властивостi: антикомутативнiсть γ5 з iншими матриця-
ми γµ, циклiчнiсть слiдiв та ненульовий слiд добутку γ5 з чотирма рiз-
ними матрицями γµ, не можуть бути одночасно збереженi без порушення
узгодженостi схеми. Найбiльш поширеним є використання схеми регуля-
ризацiї, в якiй зберiгається антикомутативнiсть γ5-матрицi, але при цьому
γ5 визначається неоднозначно [60]. На сьогоднi не iснує загальноприйня-
тої схеми розмiрної регуляризацiї в кiральних теорiях. Бiльше про роз-
мiрну регуляризацiю в кiральних теорiях можна прочитати в оглядових
статтях [38, 167]. Звiсно, можна використовувати й iншi регуляризацiї в
кiральних теорiях, наприклад калiбрувально iнварiантну регуляризацiю
Паулi—Вiлларса або регуляризацiю Славнова [20], за допомогою введення
в лагранжiан кiнетичних доданкiв з бiльш високими степенями коварiант-
них похiдних.

ЗАДАЧI

1. Знайти та зобразити всi примiтивно розбiжнi дiаграми в квантовiй
електродинамiцi у (2 + 1)-вимiрному просторi-часi.

2. Обчислити в однопетльовому наближеннi спiввiдношення мiж пере-
нормованою i неперенормованою константами зв’язку в скалярнiй
електродинамiцi iз зарядженим скалярним полем.

3. Використовуючи розмiрну регуляризацiю, обчислити в скалярнiй
електродинамiцi iз зарядженим скалярним полем однопетльову по-
правку до власної енергiї скалярного поля.

4. Довести перенормовнiсть теорiї масивних псевдоскалярного π i фер-
мiонного ψ полiв iз лагранжiаном взаємодiї

Lint =

∫
d 4x

(
gψ̄iγ5ψπ −

λ

4!
π4

)
.
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5. Використовуючи регуляризацiю Паулi—Вiлларса в теорiї псевдоска-
лярного i фермiонного полiв iз лагранжiаном взаємодiї, визначено-
му в попереднiй задачi, обчислити однопетльовi поправки до власної
енергiї псевдоскалярного i фермiонного полiв.

6. Обчислити в розмiрнiй регуляризацiї iнтеграл в евклiдовiй областi∫
dnk(k2)α

πn/2(k2 +m2)β

i показати, що iнтеграл дорiвнює нулю,колиm = 0,якщо n 6= 2(β−α).

7. У безмасовiй теорiї φ3 власна енергiя скалярної частинки в аналiти-
чнiй регуляризацiї в просторi Мiнковського має вигляд∫

d 4k

iπ2Dα
1D

β
2

= (−p2)2−α−βG(α, β), D1 = −(p+ k)2, D2 = −k2.

Обчислити iнтеграл i показати, що функцiя G(α, β) визначається ви-
разом

G(α, β) =
Γ(α+ β − 2)Γ(2− α)Γ(2− β)

Γ(α)Γ(β)Γ(4− α− β)
.

8. У теорiї λΦ4/4! записати в iмпульсному просторi вираз для вакуумної
дiаграми в порядку λ2 i, застосовуючи фейнманiвську параметриза-
цiю добутку пропагаторiв, виконати iнтегрування за iмпульсами.
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У попередньому роздiлi ми розглянули однопетльовi поправки до
функцiй Грiна в квантовiй електродинамiцi. Розбiжнiсть цих дiаграм при-
вела до необхiдностi розвитку методу перенормування, який полягає в ре-
гуляризацiї розбiжних дiаграм з подальшою процедурою вiднiмання. У
цьому роздiлi ми продовжимо вивчення однопетльових радiацiйних попра-
вок та обчислимо аналiтично дiаграми поляризацiї вакууму, власної енергiї
електрона та вершинної функцiї. Також ми з’ясуємо фiзичнi наслiдки цих
однопетльових радiацiйних поправок i покажемо, що вони модифiкують
на малих вiдстанях закон Кулона, генерують аномальний магнiтний мо-
мент електрона та приводять до лембiвського зсуву енергетичних рiвнiв
електронних станiв у воднеподiбних атомах.

8.1. Поляризацiйний оператор
Для регуляризацiї петльових дiаграм будемо використовувати розмiр-

ну регуляризацiю. У цьому параграфi розглянемо поляризацiйний опера-
тор. Для нього ми вже отримали ранiше аналiтичний вираз

Πλρ(p) = e2

∫
d 4k

i(2π)4
tr

[
γλ

1

k̂ −m
γρ

1

k̂ − p̂−m

]
, (8.1.1)

який вiдповiдає дiаграмi рис. 30. Запишемо цей вираз для Πµν(p), викори-
стовуючи розмiрну регуляризацiю

Πµν(p) = e2

∫
dnk

(2π)ni

tr γµ(k̂ +m)γν(k̂ − p̂+m)

(k2 −m2 + iε)[(k − p)2 −m2 + iε]
, (8.1.2)

де iнтегрування йде в n-вимiрному просторi. Для слiду гамма-матриць в
n-вимiрному просторi маємо

tr γµγν = 2[n/2]gµν , tr γµγλγνγρ = 2[n/2](gµλgνρ − gµνgλρ + gµρgλν), (8.1.3)
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Рис. 30. Дiаграма поляризацiї
вакууму

де [x] означає цiлу частину числа. Для збе-
реження правильної розмiрностi фiзичних
величин в n-вимiрному просторi визначи-
мо розмiрностi полiв i константи зв’язку в
системi одиниць ~ = c = 1. В цiй системi
маємо розмiрностi [m] = [erg] = [sec−1] =
= [cm−1]. Тому зручно вимiрювати всi ве-

личини в одиницях деякої довiльної маси µ. Оскiльки дiя безрозмiрна в цiй
системi одиниць, то знаходимо з кiнетичних доданкiв розмiрнiсть поля Aµ,[∫

dnxF 2
µν

]
= µ0, [F 2] = µn, [F ] = µn/2, [A] = µ

n−2
2 , (8.1.4)

i фермiонного поля [∫
dnxΨ̄∂̂Ψ

]
= µ0, [Ψ] = µ

n−1
2 , (8.1.5)

Розмiрнiсть константи зв’язку e знаходимо з доданка для взаємодiї

[eΨ̄AΨ] = [e]µ
3n−4

2 = µn, (8.1.6)

маємо [e] = µ
4−n

2 . Для збереження безрозмiрностi (в данiй системi оди-
ниць) константи зв’язку e видiлимо її розмiрнiсть в поляризацiйному опе-
раторi в явному виглядi

Πµν(p) = e2µ4−n2[n/2]

∫
dnk

i(2π)n
kµ(k − p)ν + (k − p)µkν + gµν [m2 − k(k − p)]

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
,

де ми порахували слiд матриць вiдповiдно до (8.1.3) та взяли до уваги, що
слiд непарного числа гамма-матриць дорiвнює нулю. Далi використаємо
тотожнiсть Фейнмана (7.8.2) для того, щоб скомбiнувати знаменники в
один множник

Πµν(p) = e2µ4−n2[n/2]

∫
dnk

i(2π)n

1∫
0

dx
kµ(k − p)ν + (k − p)µkν + gµν [m2− k(k − p)]

[(k − xp)2 + x(1− x)p2−m2]2
.

Робимо зсув змiнних k → k+xp i, спрощуючи чисельник дробу, знаходимо

Πµν(p) = e2µ−n+42[n/2]

1∫
0

dx

∫
dnk

i(2π)n
×

× 2kµkν − 2x(1− x)pµpν + gµν [m2 − k2 + x(1− x)p2]

[k2 + x(1− x)p2 −m2]2
, (8.1.7)
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8.1. Поляризацiйний оператор

де ми опустили доданки, лiнiйнi по iмпульсу iнтегрування k, оскiльки iн-
теграли вiд доданкiв з непарними степенями k обертаються в нуль,∫

dnk kµf(k2) = 0.

Iнтеграли вiд доданкiв з парними степенями k не зникають, для них ми
маємо в нашому випадку∫

dnk kµkνf(k2) =
gµν
n

∫
dnk k2f(k2). (8.1.8)

Використовуючи цю рiвнiсть, отримуємо

Πµν(p) = e2µ4−n2[n/2]

1∫
0

dx

∫
dnk

i(2π)n
×

×
gµν [m2 − k2 + x(1− x)p2 + 2

nk
2]− 2x(1− x)pµpν

[k2 + x(1− x)p2 −m2]2
. (8.1.9)

Iнтегрування по k здiйснюється за допомогою формули (7.8.12), маємо

Πµν(p) =
e2µ4−n2[n/2]

(4π)n/2Γ(n/2)

1∫
0

dx

{
Γ(n/2)Γ(2− n/2)

[m2− x(1− x)p2]2−n/2
[gµν(m2+ x(1− x)p2) −

− 2x(1− x)pµpν ] + gµν
n− 2

n

Γ(1 + n/2)Γ(1− n/2)

[m2 − x(1− x)p2]1−n/2

}
. (8.1.10)

Далi для гамма-функцiй використовуємо спiввiдношення Γ(z+ 1) = zΓ(z),
остаточно

Πµν(p) =
2e2µ−n+42[n/2]

(4π)n/2
Γ
(
2− n

2

)
(gµνp

2 − pµpν)

1∫
0

dxx(1− x)

[m2 − x(1− x)p2]2−n/2
.

(8.1.11)

Звертаємо увагу на автоматичну появу в розмiрнiй регуляризацiї попереч-
ного тензора gµνp2 − pµpν , що є наслiдком збереження в цiй регуляризацiї
симетрiї вiдносно калiбрувальних перетворень, якi потребують виконання
тотожностi pµΠµν(p) = 0. Також бачимо явну симетрiю Πµν(p) за лорен-
цовими iндексами.

Наступна задача — видiлити розбiжну i збiжну частини при зняттi
регуляризацiї коли n→ 4. Спочатку запишемо

Πµν(p) =
e22[n/2]

8π2
(gµνp

2 − pµpν)Γ
(
2− n

2

) 1∫
0

dxx(1− x)[
m2−x(1−x)p2

4πµ2

]2−n/2 (8.1.12)
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i розкладемо вираз по n− 4, використовуючи

Γ(z)'1

z
− γ, z → 0,

утримуючи полюсний доданок i скiнченну частину. Знаходимо

Πµν(p)' e2

2π2
(gµνp

2 − pµpν)

[
1

2− n
2

− γ
] 1∫

0

dxx(1− x)×

×
[
1−

(
2− n

2

)
ln
m2 − x(1− x)p2

2πµ2

]
' e2

2π2
(gµνp

2 − pµpν)×

×
[

1

3(4− n)
− γ

6
−

1∫
0

dxx(1− x) ln
m2 − x(1− x)p2

4πµ2

]
+O(n− 4). (8.1.13)

Найпростiша процедура перенормувань — це просто вiдняти полюсний
(при n → 4) доданок, що визначає так звану MS (minimal subtraction)
схему перенормувань.

Модифiкована схема перенормування (MS) супроводжується вiднi-
манням полюса разом з деякою комбiнацiєю унiверсальних констант γ i π.
У схемi MS перенормований поляризацiйний оператор має такий вигляд:

ΠMS
µν (p) = − e2

2π2
(gµνp

2 − pµpν)

1∫
0

dxx(1− x) ln
m2 − x(1− x)p2

µ2
. (8.1.14)

У схемi вiднiмання за Дайсоном, яка вiдповiдає вiднiманню значення по-
ляризацiйного оператора при нульовому iмпульсi для перенормованого по-
ляризацiйного оператора, маємо

ΠD
µν(p) = − e2

2π2
(gµνp

2 − pµpν)

1∫
0

dxx(1− x) ln
m2 − x(1− x)p2

m2
. (8.1.15)

Записуючи
Πµν(p) = (gµνp

2 − pµpν)Π(p2), (8.1.16)

бачимо, що скалярна функцiя нормована як Π(p2 = 0) = 0 у схемi вiднi-
мання за Дайсоном, тодi як в MS-схемi нормування iнше.

194



8.2. Уявна частина поляризацiйного оператора

8.2. Уявна частина поляризацiйного оператора
При p2 < 0 поляризацiйний оператор (8.1.15) очевидно дiйсний.

Область значень p2 < 0 вiдповiдає так званiй евклiдовiй областi, тому
що внаслiдок лоренц-iнварiантностi завжди можна перейти в систему, де
p0 = 0 i тiльки просторовi компоненти iмпульсу вiдмiннi вiд нуля, p 6= 0.
Евклiдова область важлива для визначення бiжучої константи зв’язку i
буде розглядатися далi. У цьому параграфi ми зосередимось на уявнiй
частинi поляризацiйного оператора, яка може з’явитися при p2 > 0, коли
вираз пiд логарифмом вiд’ємний

m2 − xp2 + x2p2 < 0.

Це буде у випадку, коли змiнна iнтегрування задовольняє x− < x < x+, де

x± =
1

2p2
[p2 ±

√
p4 − 4m2p2] =

1

2

[
1±

√
1− 4m2

p2

]
=

1

2
(1± β), p2 > 4m2.

Внесок в уявну частину Π(p2) дає тiльки його скiнченний доданок

Im Π(p2±iε) = − e2

2π2

(1+β)/2∫
(1−β)/2

dxx(1−x) Im ln
m2 − x(1− x)(p2 ± iε)

m2
. (8.2.1)

Для уявної частини логарифма знаходимо

Im ln
m2 − x(1− x)p2 ∓ x(1− x)iε

m2
= ∓π, ε→ 0.

Остаточно отримуємо

Im Π(p2 ± iε) = ± e
2

2π

(1+β)/2∫
(1−β)/2

dxx(1− x) = ±α
6
β(3− β2) =

= ±α
3

√
1− 4m2

p2

(
1 +

2m2

p2

)
θ(p2 − 4m2), (8.2.2)

де α = e2/4π — постiйна тонкої структури. Очевидно, функцiя Π(p2)
має розрiз, який починається з p2 = 4m2 — порога народження реаль-
ної електрон-позитронної пари. Значення на розрiзi рiзняться при пiдходi
до нього зверху та знизу.
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8.3. Власна енергiя електрона
Продовжимо обчислення поправок до функцiй Грiна в квантовiй

електродинамiцi у другому порядку теорiї збурень, використовуючи роз-
мiрну регуляризацiю, i розглянемо у цьому параграфi дiаграму власної
енергiї електрона. Вона визначається дiаграмою на рис. 31. Запишемо для
неї аналiтичний вираз згiдно з правилами Фейнмана

−iΣ(p) = (−ie)2

∫
d 4k

(2π)4
γµ

i

p̂− k̂ −m
γνD0µν(k), (8.3.1)

де пропагатор фотона в коварiантнiй калiбровцi визначається формулою
(6.2.15). Проведемо обчислення дiаграми в калiбровцi Фейнмана ξ = 1, де
вираз для дiаграми має найбiльш простий вигляд

Σ(p) = e2

∫
d 4k

(2π)4i
γµ

1

p̂− k̂ −m
γµ

1

k2
. (8.3.2)

Iнтеграл розбiжний, i для його регуляризацiї ми застосуємо розмiрну ре-
гуляризацiю

Σ(p) = e2µ4−n
∫

dnk

(2π)ni

γµ(p̂− k̂ +m)γµ
[(p− k)2 −m2]k2

(8.3.3)

(нагадаємо, що m2 у знаменнику має нескiнченно малу добавку, m2 − iε,
що мається на увазi). Для здiйснення iнтегрування по iмпульсам викори-
стаємо тотожнiсть Фейнмана (7.8.2) для того, щоб об’єднати доданки у
знаменнику,

Σ(p) = e2µ4−n
1∫

0

dx

∫
dnk

(2π)ni

γµ(p̂− k̂ +m)γµ
[(p− k)2x− xm2 + (1− x)k2]2

=

= e2µ4−n
1∫

0

dx

∫
dnk

(2π)ni

γµ(p̂− k̂ +m)γµ
[(k − px)2 + x(1− x)p2 − xm2]2

. (8.3.4)

Пiсля зсуву змiнних, k → k + px, опускаємо непарнi по k доданки в чи-
сельнику та iнтегруємо за допомогою формули (7.8.12), тодi отримуємо

Σ(p) =
e2µ4−n

(4π)n/2
Γ
(
2− n

2

) 1∫
0

dx γµ((1− x)p̂+m)γµ

[m2x− x(1− x)p2]2−
n
2

. (8.3.5)

Рис. 31. Дiаграма власної
енергiї електрона у другому

порядку теорiї збурень
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Для видiлення розбiжної частини спершу запишемо

Σ(p) =
e2

16π2
Γ
(
2− n

2

) 1∫
0

dx γµ((1− x)p̂+m)γµ[
m2x−x(1−x)p2

4πµ2

]2−n
2

. (8.3.6)

У розмiрнiй регуляризацiї, крiм переходу до iнтегрування в n-вимiрному
просторi, для самоузгодженостi обчислень приймається, що матрицi Дiра-
ка задовольнять таким спiввiдношенням:

γµγµ = n, γµγνγµ = (2− n)γν .

Далi розкладемо вираз (8.3.6) в точцi n = 4, утримуючи в цьому розкладi
сингулярну та скiнченну частини, отримуємо

Σ(p) =
e2

8π2(4− n)
(−p̂+ 4m) +

e2

16π2

{
p̂(1 + γ)− 2m(1 + 2γ) +

+ 2

1∫
0

dx[p̂(1− x)− 2m] ln
m2x− x(1− x)p2

4πµ2

}
+O(n− 4). (8.3.7)

Таким чином, можемо записати

Σ(p) =
e2

8π2(4− n)
(−p̂+ 4m) + Σf (p), (8.3.8)

де перший доданок розбiжний при n→ 4, а Σf (p) — скiнченна частина.

8.4. Перенормування заряду i маси електрона
у другому порядку теорiї збурень

У попереднiх параграфах ми обчислили, використовуючи розмiрну
регуляризацiю, розбiжну та збiжну частини поляризацiйного оператора
i власної енергiї електрона. У цьому параграфi ми розглянемо перенор-
мування константи взаємодiї та маси електрона на основi вже отриманих
виразiв i розпочнемо з перенормування заряду.

Оскiльки фотонний пропагатор описує взаємодiю мiж двома електрич-
ними зарядами, то розглянемо вираз

α0D(p2) =
α0

p2[1 + Π(p2)]
, α0 =

e2
0

4π
, (8.4.1)

де D(p2) — скалярна функцiя при поперечному тензорi у фотонному про-
пагаторi, а iндекс 0 означає голий (bare), або затравочний заряд. Для непе-
ренормованої функцiї Π(p2) у другому порядку теорiї збурень ми отримали
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в розмiрної регуляризацiї такий вираз:

Π(p2) =
2α0

π

 1

3(4− n)
− γ

6
−

1∫
0

dxx(1− x) ln
m2

0 − x(1− x)p2

4πµ2

, (8.4.2)

де m0 є також гола маса. Розбiжна частина поляризацiйного оператора
дорiвнює

Π(0) =
2α0

π

[
1

3(4− n)
− γ

6
− 1

6
ln

m2
0

4πµ2

]
, (8.4.3)

а збiжна

Π(p2)−Π(0) = −2α0

π

 1∫
0

dxx(1− x) ln
m2

0 − x(1− x)p2

m2
0

. (8.4.4)

Для отримання розбiжної частини поляризацiйного оператора в калiбру-
вально iнварiантнiй регуляризацiї Паулi—Вiлларса треба замiнити

2

4− n
− γ − ln

m2
0

4πµ2
→ ln

M2

m2
0

, (8.4.5)

де M — параметр регуляризацiї, який спрямовується до нескiнченностi у
перенормованих величинах. Зробимо тотожнi перетворення

α0D(p2) =
α0

1 + Π(0)

1

p2
[
1 + Π(p2)−Π(0)

1+Π(0)

] . (8.4.6)

Введемо перенормований заряд

α =
α0

1 + Π(0)
=

α0

1 + α0
3π ln M2

m2
0

≡ Z3α0, (8.4.7)

де константа Z3 визначає перенормування заряду. В результатi маємо

α0D(p2) = αDR(p2) =
α

p2[1 + ΠR(p2)]
=
αeff(p2)

p2
, (8.4.8)

де ми визначили ефективну константу взаємодiї αeff(p2), видiливши в яв-
ному виглядi множник 1/p2, який вiдповiдає кулонiвськiй взаємодiї. Пере-
нормований поляризацiйний оператор дорiвнює

ΠR(p2) =
Π(p2)−Π(0)

1 + Π(0)
= −2α

π

1∫
0

dxx(1− x) ln
m2 − x(1− x)p2

m2
, (8.4.9)
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i в першому порядку по α ми замiнили голу масу m0 на перенормовану
масу m. Поведiнку ефективної константи взаємодiї αeff(p2) та її фiзичний
змiст ми розглянемо в роздiлi 8.6, а зараз проаналiзуємо зв’язок (8.4.7)
мiж голою i перенормованою константами. Очевидно, якщо вважати α0

скiнченною величиною, то перенормована константа прямує до нуля, коли
знiмається регуляризацiя,

α =
α0

1 + α0
3π ln M2

m2

∼ 1

ln M2

m2

→ 0, M →∞. (8.4.10)

Тобто теорiя стає тривiальною в цiй границi: будь-яке скiнченне значення
голого заряду (на малих вiдстанях) призводить до зникнення фiзично-
го заряду, тобто до вiдсутностi взаємодiї (на спостережуваних вiдстанях).
Цей результат в 1954 р. отримали Ландау, Абрiкосов i Халатнiков [12,138],
i вiн має назву «нуль-заряд» (вiдомий також як проблема тривiально-
стi). На цей результат можна подивитись i з iншого боку. Так, спiввiдно-
шення (8.4.7) можна обернути i знайти голу константу як функцiю пере-
нормованої

α0 =
α

1− α
3π ln M2

m2

. (8.4.11)

Вважаючи, що перенормована константа не залежить вiд параметра регу-
ляризацiї, знаходимо, що не можна спрямувати M до нескiнченностi: α0

зростає з ростом M i стає нескiнченним при M2 = m2 exp (3π/α).
Iсторично цей результат (як i подiбнi до нього для констант взаємодiї

в iнших теорiях) мав велике значення для розвитку квантової теорiї по-
ля, тому що поставив питання, чи є квантова теорiя поля самоузгодженою
теорiєю. На щастя, ситуацiя змiнилася пiсля вiдкриття явища асимпто-
тичної свободи в неабелевих теорiях, що спричинило ренесанс квантової
теорiї поля. Цi питання ми розглянемо пiзнiше, а поки що повернемось до
власної енергiї електрона.

Для неї ми одержали ранiше такий вираз:

Σ(p) =
α0

2π(4− n)
(−p̂+ 4m0) +

α0

4π
[p̂(1 + γ)− 2m0(1 + 2γ)] +

+
α0

2π

1∫
0

dx[p̂(1− x)− 2m0] ln
m2

0x− x(1− x)p2

4πµ2
. (8.4.12)

Неважко обчислити уявну частину Σ(p), яка виявляється скiнченною i
незалежною вiд довiльного параметра µ

ImΣ(p) = α

(
1− m2

p2

)[
m− p̂

4

(
1 +

m2

p2

)]
θ(p2 −m2). (8.4.13)
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Таким чином, Σ(p) має розрiз у комплекснiй площинi p2, який почина-
ється з m2, тобто, коли досягається порiг народження двочастинкового
(електрон + фотон) стану. По енергiї p0 цьому порогу вiдповiдають розрiзи
(−∞,−m) i (m,∞), якi починаються з маси електрона внаслiдок вiдсут-
ностi маси у фотона.

Для неперенормованого пропагатора електрона маємо

G(p) =
i

p̂−m0 − Σ(p̂)
. (8.4.14)

Фiзична маса є полюсом функцiї Грiна, тобто її знаходять з рiвняння

[p̂−m0 − Σ(p̂)]
∣∣
p̂=m

= 0⇒ m−m0 − Σ(m) = 0, (8.4.15)

що дає зв’язок мiж голою i фiзичною масами.
Для пропагатора виконаємо тотожнi перетворення

G(p) =
i

p̂−m0 − Σ(p̂ = m)− (p̂−m)∂Σ(p̂)/∂p̂
∣∣
p̂=m

− Σsub(p̂)
, (8.4.16)

де
Σsub = Σ(p̂)− Σ(p̂ = m)− (p̂−m)∂Σ(p̂)/∂p̂

∣∣
p̂=m

,

тобто ми вiдняли i додали два першi доданки ряду Тейлора по p̂ в точцi
m. Враховуючи (8.4.15), запишемо

G(p) =
i

p̂−m− (p̂−m)∂Σ(p̂)/∂p̂
∣∣
p̂=m

− Σsub(p̂)
=

=
Z2

p̂−m− ΣR(p̂)
= Z2GR(p), (8.4.17)

де Z2 — константа перенормування вторинно квантованої хвильової функ-
цiї електрона,

Z2 =
1

1− ∂Σ(p̂)/∂p̂
∣∣
p̂=m

, ΣR(p̂) =
Σsub

1− ∂Σ(p̂)/∂p̂
∣∣
p̂=m

. (8.4.18)

З рiвняння (8.4.15) для фiзичної маси маємо

m = m0 + δm, δm = Σ(p̂ = m). (8.4.19)

У другому порядку теорiї збурень Σ(p̂ = m) ' Σ(p̂ = m0) i з рiвняння
(8.4.12) знаходимо

δm = m0
3α0

4π

(
2

4− n
− γ + ln(4π) + ln

µ2

m2
0

+
4

3

)
+O(α2

0), (8.4.20)

Z2 = 1− α0

4π

(
2

4− n
− γ + ln(4π) + ln

µ2

m2
0

− 2 ln
m2

0

λ2
+ 4

)
+O(α2

0), (8.4.21)
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i повна маса

m = m0

[
1 +

3α0

4π

(
2

4− n
− γ + ln(4π) + ln

µ2

m2
0

+
4

3

)
+O(α2

0)

]
. (8.4.22)

Зауважимо, що константа Z2, яка пов’язана з похiдною власної енергiї на
масовiй оболонцi p̂ = m, виявляється iнфрачервоно розбiжною, i тому при
її обчисленнi треба ввести фiктивну масу фотона λ, яка покладається рiв-
ною нулю в остаточних обчисленнях фiзичних величин, де залежнiсть вiд
λ скорочується. Слiд також зазначити, що наведенi результати були отри-
манi в калiбровцi Фейнмана ξ = 1. В iнших калiбровках ξ 6= 1 константа Z2

є залежною вiд калiбрувального параметра ξ, тодi як фiзична маса (полюс
функцiї Грiна) не залежить вiд ξ. Незалежнiсть фiзичної маси вiд вибо-
ру калiбровки для фотонного пропагатора можна довести i в загальному
випадку (поза межами теорiї збурень, див. роздiл 9.4). Це є важливим ре-
зультатом, оскiльки означає, що незважаючи на те, що електронна функ-
цiя Грiна залежить вiд калiбровки, вона мiстить iнформацiю про фiзичнi
калiбрувально незалежнi величини.

Як випливає з рiвняння (8.4.22), якщо гола маса дорiвнює нулю,
m0 = 0, то фiзична маса також рiвна нулю. Тобто маса електрона не мо-
же бути породжена за рахунок взаємодiї в теорiї збурень. Це є наслiдком
кiральної симетрiї лагранжiана для безмасових фермiонiв (про кiральну
симетрiю див. роздiли 8.5, 9.5 i 12.4).

У другому порядку теорiї збурень ми можемо замiнити в (8.4.21) голу
константу α0 i масу m0 на фiзичну константу α i масу m. Також, викори-
стовуючи зв’язок (8.4.5) мiж розмiрною регуляризацiєю i регуляризацiєю
Паулi—Вiлларса, поправку до голої маси можна записати як

δm ∼ 3α

2π
m ln

M

m
. (8.4.23)

Як бачимо, власна енергiя електрона стає нескiнченною, коли знiмається
регуляризацiя, M → ∞. Факт розбiжностi власної енергiї електрона був
встановлений ще в 1929 р. (Гейзенберг, Паулi), але конкретна залежнiсть
вiд параметра обрiзання була вперше отримана Вiктором Вайскопфом у
1934 р. Цiкаво порiвняти власну енергiю електрона (8.4.23) в квантовiй
електродинамiцi з власною енергiєю електрона в класичнiй електродина-
мiцi. В класичнiй теорiї електрона Лоренца вважається, що маса електрона
виникає повнiстю за рахунок кулонiвського поля, яке породжується елект-
роном, E(r) = e/(4πr2). Для енергiї поля маємо

E =

∫
d3x

E2(r)

2
=
e2

8π

∞∫
r0

dr

r2
=

α

2r0
, (8.4.24)
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де ми ввели скiнченний радiус електрона r0 на нижнiй границi iнтегруван-
ня. З точки зору теорiї вiдносностi, радiус електрона не є чiтко визначеною
величиною, i ми хотiли б попрямувати його до нуля. Очевидно, для точко-
вого електрона власна енергiя розбiгається, коли r0 прямує до нуля. Якщо
ототожнити енергiю поля E з енергiєю спокою електрона, mc2 = α~c/2r0,
де ми вiдновили константи ~ i c, то звiдси отримуємо (iгноруючи модельно
залежний числовий коефiцiєнт 1/2) класичний радiус електрона

r0 = α
~
mc

=
e2

4πmc2
= 2, 8 · 10−15 м. (8.4.25)

Вважаючи, що обрiзання в конфiгурацiйному та iмпульсному просторi по-
в’язанi спiввiдношенням невизначеностi, r0 ∼ 1/M , бачимо, що в класичнiй
теорiї власна енергiя розбiгається лiнiйно за параметром M , а в кванто-
вiй теорiї логарифмiчно. Якщо вважати, що в КЕД гола маса електро-
на дорiвнює нулю, а фiзична маса виникає динамiчним чином за рахунок
електромагнiтної взаємодiї, то можна розглянути самоузгоджене рiвняння
на масу, прирiвнявши масу δm за рахунок взаємодiї (8.4.23) повнiй масi m:

m =
3α

2π
m ln

M

m
. (8.4.26)

Крiм тривiального розв’язку m = 0 це рiвняння має i нетривiальний

m = Me−2π/3α. (8.4.27)

Такий розв’язок, по-перше, не можна отримати по теорiї збурень внаслi-
док неаналiтичної залежностi динамiчно згенерованої маси вiд константи
взаємодiї, по-друге, вiн порушує спонтанним чином кiральну симетрiю, а
по-третє, вiн лiнiйно пропорцiйний параметру обрiзанняM як в класичнiй
електродинамiцi (П.I. Фомiн, 1967 р.) Проблема динамiчної генерацiї мас
елементарних частинок поза межами теорiї збурень все ще далека вiд вирi-
шення i залишається одним iз важливих напрямiв дослiджень у квантовiй
теорiї поля, зокрема в теорiї калiбрувальних полiв.

Повертаючись до рiвняння (8.4.22), бачимо, що маса m розбiгається,
коли n → 4, якщо вважати голу масу m0 скiнченною. Оскiльки експери-
ментально неможливо вимiряти голу масу, а спостережуваною є тiльки
маса m = m0 + δm, яка очевидно є скiнченною, то в другому порядку
теорiї збурень можемо виразити голу масу,

m0 = m

[
1− 3α

4π

(
2

4− n
− γ + ln(4π) + ln

µ2

m2
+

4

3

)
+O(α2)

]
, (8.4.28)

i константу Z2,

Z2 = 1− α

4π

(
2

4− n
− γ + ln(4π) + ln

µ2

m2
− 2 ln

m2

λ2
+ 4

)
+O(α2) (8.4.29)
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через параметри m i α, якi будемо вважати скiнченними (i пов’язаними з
вимiрюваними величинами). Голi маса m0 i константа зв’язку α0 будуть
розбiжними при зняттi обрiзання, але вони нефiзичнi i не з’являються у
спостережуваних величинах. Це i є основна iдея теорiї перенормувань, яку
ми розглянемо бiльш детально пiзнiше.

8.5. Генерацiя маси калiбрувального
поля та кiральна аномалiя в моделi Швiнгера

Для того щоб краще зрозумiти фiзичнi властивостi та змiст отрима-
них скiнченних частин власної енергiї фотона i електрона, розглянемо по-
ляризацiйнiй оператор в iграшковiй моделi квантової електродинамiки у
двовимiрному просторi-часi, тобто n = 2. З формули (8.1.11) отримуємо

Πµν =
e2

π
(gµνp

2 − pµpν)

1∫
0

dxx(1− x)

m2 − x(1− x)p2
, (8.5.1)

де заряд має масову розмiрнiсть одиницю, тобто [e] = µ1. Поляризацiйний
оператор у розмiрностi n = 2 не мiстить розбiжностей, i взагалi КЕД2 —
скiнченна теорiя. Покладемо ще масу фермiона m = 0, тодi отримуємо
так звану модель Швiнгера, яка є прикладом точно розв’язуваної моделi
квантової теорiї поля. Очевидно,

Πµν = −e
2

π

(
gµν −

pµpν
p2

)
=

(
gµν −

pµpν
p2

)
p2Π(p2), Π(p2) = − e2

πp2
. (8.5.2)

Нескiнченний ланцюжок внескiв поляризацiйного оператора в про-
пагатор фотона (рис. 32) можна просумувати. Запишемо цей нескiнчен-
ний ряд

Dµν(p) = D0µν(p) +D0µλ(p)(−iΠλρ(p))D0ρν(p) + ..., (8.5.3)

де вiльний пропагатор

D0µν(p) =
1

ip2

(
gµν −

pµpν
p2

)
+ ξ

pµpν
ip4

, (8.5.4)

а повний пропагатор має таку загальну тензорну структуру

Dµν(p) =

(
gµν −

pµpν
p2

)
d(p2) +

pµpν
p2

dl(p
2), (8.5.5)

з двома поки що невiдомими скалярними функцiями d(p2) i dl(p2). Вна-
слiдок поперечностi поляризацiйного оператора, pµΠµν(p) = 0, доданок

Рис. 32. Повний фотонний пропагатор
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dl(p
2) не отримує внескiв вiд петльових дiаграм, тому dl(p2) = ξ/ip2. Тоб-

то поздовжна частина фотонного пропагатора не змiнюється за рахунок
взаємодiї. Для поперечної частини пропагатора отримуємо геометричну
прогресiю, яка дає

D(p2) =
1

ip2
+

1

ip2
(−ip2Π(p2))

1

ip2
+ ... =

1

i

1

p2 + p2Π(p2)
. (8.5.6)

Оскiльки з (8.5.2)
Π(p2) = − c2

πp2
, (8.5.7)

то для пропагатора фотона знаходимо

Dµν(p) =

(
gµν −

pµpν
p2

)
1

i(p2 − e2/π)
. (8.5.8)

Полюс повного, з врахуванням взаємодiї, пропагатора знаходиться при
p2 = e2/π, на вiдмiну вiд вiльного пропагатора з полюсом при p2 = 0.
Маємо динамiчну генерацiю маси калiбрувального поля без порушення
калiбрувальної iнварiантностi — механiзм Швiнгера. Варто нагадати, що
просто додати масовий доданок у лагранжiан для калiбрувального поля
неможливо, тому що такий доданок порушує калiбрувальну симетрiю. То-
му можливiсть генерацiї маси калiбрувальних бозонiв без порушення ка-
лiбрувальної симетрiї є дуже нетривiальним результатом.

Необхiдною умовою механiзму Швiнгера є поява полюса при p2 = 0 в
поляризацiйному операторi (8.5.7), тобто виникнення безмасового зв’яза-
ного стану. Цей механiзм генерацiї маси калiбрувального поля може бу-
ти узагальнений на довiльну розмiрнiсть простору-часу. Наприклад, гене-
рацiя маси W - i Z-бозонiв в електрослабких взаємодiях i можливої ма-
си глюонiв у квантовiй хромодинамiцi вiдбувається фактично за меха-
нiзмом Швiнгера.

Iнший цiкавий та важливий ефект, який має мiсце в моделi Швiнге-
ра — це кiральна аномалiя. Як показали Адлер та Белл i Джекiв у 1969 р.,
вона має мiсце також в реалiстичних моделях у чотиривимiрному просто-
рi, зокрема, кiральна аномалiя важлива для опису розпаду нейтрального
пiона на два фотона π0 → γγ.

Ця аномалiя описує порушення кiральної симетрiї теорiї безмасових
фермiонiв, яка визначається лагранжiаном

L = −1

4
FµνF

µν + ψ̄iγµ(∂µ − ieAµ)ψ. (8.5.9)

Цей лагранжiан iнварiантний вiдносно звичайних i кiральних перетворень

ψ → eiαψ, ψ̄ → e−iαψ̄, ψ → eiθγ5ψ, ψ̄ → ψ̄eiθγ5 , (8.5.10)
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де матриця γ5 у двовимiрному просторi визначається як γ5 = γ0γ1.
Вiдповiдно до теореми Нетер маємо збереження векторного i аксiально-
векторного струмiв,

jµ(x) = ψ̄γµψ, ∂µjµ(x) = 0, jµ5 (x) = ψ̄γµγ5ψ, ∂µjµ5 = 0. (8.5.11)

Розглянемо середнє значення струму, iндукованого зовнiшнiм електромаг-
нiтним полем

〈jµ(p)〉 =

∫
d2x eipx〈jµ(x)〉 = −ie

∫
d2x d2y eipx 〈Tjµ(x)jν(x)〉︸ ︷︷ ︸

iΠµν(x−y)/e2

Aν(y) =

=
1

e
Πµν(p)Aν(p) = − e

π

(
gµν −

pµpν
p2

)
Aν(p), (8.5.12)

де використано зв’язок поляризацiйного оператора з корелятором струмiв

−iΠµν = (−ie)2〈0|Tjµjν |0〉. (8.5.13)

Очевидно, pµ〈jµ(p)〉 = 0, що виражає закон збереження векторного струму
в iмпульсному просторi. У двовимiрному просторi гамма-матрицi є фак-
тично матрицями Паулi,

γ0 = σ2, γ1 = iσ1, γ5 = γ0γ1 = iσ2σ1 = σ3.

Легко перевiрити спiввiдношення

γµγ5 = −εµνγν ,

яке справедливо тiльки у двовимiрному просторi. Завдяки цьому спiввiд-
ношенню кiральний струм виражається через векторний струм

〈jµ5 (p)〉 = −εµν〈jν(p)〉 = εµν
e

π

(
Aν(p)− pνp

λ

p2
Aλ(p)

)
. (8.5.14)

Якщо кiральний струм зберiгається, то згiдно з рiвнянням (8.5.11) повинно
мати мiсце спiввiдношення (звичайна тотожнiсть Уорда)

pµ〈jµ5(p)〉 = 0.

Але з (8.5.14) знаходимо
pµ〈jµ5 (p)〉 =

e

π
εµνpµAν(p). (8.5.15)

Фур’є-перетворення цього рiвняння приводить до такого рiвняння

∂µj
µ
5 =

e

2π
εµνFµν , (8.5.16)
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тобто кiральний струм не зберiгається. Це i є кiральна, або аксiальна ано-
малiя. Очевидно, що як закон збереження векторного струму, так i ано-
мальний закон збереження аксiально-векторного струму пов’язанi з попе-
речнiстю поляризацiйного оператора, тобто є наслiдком збереження калiб-
рувальної симетрiї.

Важливий висновок: симетрiї початкового класичного лагранжiана
можуть (!) порушуватися при квантуваннi, приводячи до аномалiй у
законах збереження.

8.6. Модифiкацiя закону Кулона
У параграфi 8.4 ми виконали перенормування поляризацiйного опера-

тора та власної енергiї електрона, а в цьому параграфi з’ясуємо, що радiа-
цiйнi поправки приводять до важливих фiзичних наслiдкiв. Для цього ми
розглянемо поляризацiйний оператор. Нагадаємо, що вiн має загальний
вигляд

Πµν(p) = (gµνp
2 − pµpν)[розбiжна частина + скiнченна частина], (8.6.1)

де скiнченна (перенормована по Дайсону) частина дорiвнює

ΠR(p2) = − e2

2π2

1∫
0

dxx(1− x) ln
m2 − x(1− x)p2

m2
, (8.6.2)

i ΠR(0) = 0. Згiдно з рiвнянням (8.4.8), це означає, що ефективна кон-
станта зв’язку при нульовому iмпульсi αeff(0) дорiвнює експериментально
спостережуванiй константi взаємодiї в квантовiй електродинамiцi, тобто
постiйнiй тонкої структури α.

Рiвняння Максвелла мають вигляд

∂µFµν = jν ,

або (при врахуваннi калiбрувального доданка) еквiвалентно у формi рiв-
няння для вектор-потенцiалу(

�gµν −
(

1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

)
Aν(x) = jµ(x). (8.6.3)

Таким чином, струм генерує поле, яке визначається за допомогою функцiї
Грiна,

Aµ(x) = −i
∫
d 4y D0µν(x− y)jν(y). (8.6.4)

При врахуваннi радiацiйних поправок вiльний пропагатор фотона D0µν

замiнюється на повний (рис. 33)

Aµ(x) = −i
∫
d 4y Dµν(x− y)jν(y). (8.6.5)
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8.6. Модифiкацiя закону Кулона

Рис. 33. Взаємодiя електрона iз зовнiшнiм
зарядом

Нехай зовнiшнє джерело — неру-
хомий заряд Q, тодi струм запи-
шеться у виглядi

jµ(x) = Qδµ0δ
3(x),

i не залежить вiд часу t. Обчислимо електричний потенцiал A0(0,x), який
також тодi не залежить вiд t,

A0(x) = −iQ
∞∫
−∞

dtD00(t,x) = −iQ
∞∫
−∞

dt

∫
d 4k

(2π)4
e−ik0t+ikxD00(k0,k). (8.6.6)

Iнтегруючи за часовою змiнною, отримуємо вираз для потенцiалу

A0(x) = −iQ
∫

d3k

(2π)3
D00(0,k)eikx. (8.6.7)

Iз виразу для повного пропагатора

Dµν(k) =

(
gµν −

kµkν
k2

)
1

ik2(1 + ΠR(k2))
+ ξ

kµkν
ik4

,

знаходимо

D00(k0 = 0,k) = − 1

ik2

1

1 + ΠR(−k2)
≈ − 1

ik2

(
1−ΠR(−k2)

)
, (8.6.8)

де ми врахували тiльки внесок у пропагатор в порядку e2. В результатi,
використовуючи (8.6.2), для потенцiалу маємо

A0(x) = Q

∫
d3k

(2π)3

eikx

k2

{
1+

e2

2π2

1∫
0

dxx(1−x) ln

[
1 + x(1− x)

k2

m2

]}
. (8.6.9)

Для того щоб зрозумiти фiзичний смисл отриманого результату,
апроксимуємо логарифм його значенням для k2 � m2, зберiгаючи лише
перший доданок ряду Тейлора. Тодi маємо

A0(x) = Q

∫
d3k

(2π)3

eikx

k2

{
1 +

e2

2π2

k2

m2

1∫
0

dx[x(1− x)]2

}
. (8.6.10)

Використовуючи iнтеграли∫
d3k

(2π)3

eikx

k2
=

1

4π|x|
,

1∫
0

dx[x(1− x)]2 = B(3, 3) =
1

30
,
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отримуємо поправку до кулонiвського потенцiалу, пропорцiйну дельта-
функцiї

A0(x) =
Q

4πr
+

αQ

15πm2
δ(x). (8.6.11)

В результатi потенцiал взаємодiї електрона з зарядом −e i ядра з зарядом
Q = Ze дорiвнює

V (x) = −eA0(x) = −Zα
r
− 4α2Z

15m2
δ(x). (8.6.12)

На малих вiдстанях поправка iстотна. Рiвнi в атомi зсуваються на
величину

δE =

∫
d3x|ψn,l(x)|2

(
−4α2Z

15m2
δ(x)

)
= −4α2Z

15m2
|ψn,l(0)|2δl0, (8.6.13)

де n — головне квантове число i l — орбiтальний момент. Хвильова функ-
цiя ψn,l(0) вiдмiнна вiд нуля тiльки для s-хвильових станiв з орбiтальним
моментом l = 0,

ψn,0(0) =
1√
πn3a3

, a =
1

Zmα
— борiвський радiус. (8.6.14)

Для зсуву рiвнiв знаходимо поправку, зумовлену поляризацiєю вакууму,
тобто тим, що в квантовiй електродинамiцi фотон може народити вiрту-
альну електрон-позитронну пару, i цей процес змiнює потенцiал взаємодiї,

δEn,l = − 4

15π

Z4α5

n3
mδl,0. (8.6.15)

Для того щоб зрозумiти значення цiєї поправки, нагадаємо результа-
ти для енергiї воднеподiбних атомiв, отриманi з використанням рiвняння
Дiрака, якi визначаються формулою

Enj = m

[
1 +

ξ2

(n− |κ|+
√
κ2 − ξ2)2

]−1/2

, (8.6.16)

де n — головне квантове число, j = l± 1/2 — повний кутовий момент, l —
орбiтальний момент та

κ = ∓(j + 1/2), ξ = Zα.

Два рiвня з n = 2, j = 1/2 в атомi водню в теорiї Дiрака, а саме 2S1/2 i 2P1/2

є виродженими. Врахування вакуумних флуктуацiй знiмає (!) виродження,
частота переходу мiж рiвнями в атомi водню, Z = 1, дорiвнює

ν =
∆E

h
=

1

h

(
E2S1/2

− E2P1/2

)
= − 4

15π

α5

8h
m ' −27МГц. (8.6.17)
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У 1947 р. Лемб експериментально отримав зсув '1057,8 МГц, який значно
бiльший за величиною i протилежний за знаком. Очевидно, iншi ефек-
ти, крiм поляризацiї вакууму, є важливими, i ми їх розглянемо пiзнi-
ше. Точнiсть експериментальних i теоретичних передбачень достатнi, щоб
пiдтвердити присутнiсть поляризацiї вакууму в лембiвському зсувi рiвнiв
воднеподiбних атомiв.

Для того, щоб знайти бiльш точний вигляд поправки до закону Куло-
на, запишемо вираз (8.6.9) у формi

A0(x) =
Q

4π2

∞∫
0

dk

π∫
0

dθ sin θ eik|x| cos θ{...} =
Q

4π2

∞∫
0

dk
eik|x| − e−ik|x|

ik|x|
{...} =

=
Q

2π2r

∞∫
0

dk
sin kr

k

{
1−Π(−k2)

}
=

Q

4πr

{
1− 1

πi

∞∫
−∞

dk

k
eikrΠ(−k2)

}
. (8.6.18)

Тут k = |k| i ми використали iнтеграл
∞∫

0

dx
sinx

x
=
π

2
.

Поляризацiйна функцiя

Π(−k2) = − e2

2π2

1∫
0

dxx(1− x) ln

[
1 + x(1− x)

k2

m2

]
як функцiя k має розрiз у комплекснiй площинi на уявнiй осi вiд i2m до
+i∞. Контур iнтегрування в (8.6.18) можна деформувати в контур C у
верхнiй напiвплощинi, який обходить розрiз проти годинникової стрiлки∫

C

dk

k
eikrΠ(−k2) =

 2im∫
i∞−δ

dk

k
+

i∞+δ∫
2im

dk

k

 eikrΠ(−k2) = (k = iz) =

−
∞+iδ∫
2m

dz

z
e−zrΠ(z2) +

∞−iδ∫
2m

dz

z
e−zrΠ(z2) = −2i

∞∫
2m

dz

z
e−zr Im Π(z2 + iδ), (8.6.19)

де δ — нескiнченно мала величина. Використовуючи ранiше одержаний
вираз для уявної частини поляризацiйного оператора,

Im Π(z2 + iδ) =
α

3

√
1− 4m2

z2

(
1 +

2m2

z2

)
, δ → 0+,

отримуємо пiсля замiни змiнної z = 2my,

A0(r) =
Q

4πr

{
1 +

2α

3π

∞∫
1

dy

y2
e−2mry

√
y2 − 1

(
1 +

1

2y2

)}
. (8.6.20)
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Проаналiзуємо поведiнку iнтеграла в отриманому виразi в двох асимпто-
тичних областях, mr � 1 i mr � 1. При mr � 1 основний внесок в
iнтеграл дає область y ≈ 1, маємо

I ≡
∞∫

1

dy

y2
e−2mry

√
y2 − 1

(
1 +

1

2y2

)
≈

≈ 3√
2

∞∫
1

dye−2mry(y − 1)1/2 =
3
√
π

2
√

2

e−2mr

(2mr)3/2
. (8.6.21)

Поведiнка iнтеграла в областi mr � 1 є дещо складнiшою. Домножуючи
чисельник i знаменник в пiдiнтегральному виразi на

√
y2 − 1, запишемо

I =
1

2

∞∫
1

dy

y4

2y4 − y2 − 1√
y2 − 1

e−2mry =

∞∫
1

dy√
y2 − 1

(
1− y2 + 1

2y4

)
e−2mry =

= K0(2mr)− 1

2

∞∫
1

dy√
y2 − 1

y2 + 1

y4
e−2mry, (8.6.22)

де використано iнтегральне представлення для модифiкованої функцiї
Бесселя. При r → 0 скористаємося асимптотикою функцiї Бесселя i по-
кладемо r = 0 у другому доданку

K0(2mr) ' − ln(mr)− γ, r → 0,
1

2

∞∫
1

dy√
y2 − 1

y2 + 1

y4
=

5

6
. (8.6.23)

Таким чином, знаходимо асимптотичну поведiнку iнтеграла в областi ма-
лих i великих вiдстаней порiвняно з комптонiвською довжиною електро-
на 1/m:

∞∫
1

dy e−2mry

√
y2 − 1

y2

(
1 +

1

2y2

)
=


−5

6
− γ − lnmr, mr � 1,

3
√
π

8

e−2mr

(mr)3/2
, mr � 1.

(8.6.24)

Зауважимо, що оскiльки в областi r � 1/m хвильовi функцiї воднеподiб-
них атомiв можна вважати майже постiйними, то наближення поправки
до потенцiалу дельта-функцiєю в (8.6.12) є задовiльним для знаходження
поправок до енергетичних рiвнiв електрона.

Остаточно для потенцiалу A0 маємо асимптотичнi вирази

A0(r) =
Q

4πr


1 +

α

3π

(
−5

3
− 2γ + ln

1

(mr)2

)
, mr � 1,

1 +
α

4
√
π

e−2mr

(mr)3/2
, mr � 1.

(8.6.25)
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Потенцiал можна записати у виглядi

A0(r) =
Q(r)

4πr
, (8.6.26)

якщо ввести ефективний (екранований) заряд Q(r),

Q(r) = Q

{
1 +

2α

3π

∞∫
1

dy

y2
e−2mry

√
y2 − 1

(
1 +

1

2y2

)}
, (8.6.27)

який залежить вiд вiдстанi до пробного заряду. Кулонiвський потенцiал
(8.6.26), модифiкований за рахунок однопетльової поправки, має назву по-
тенцiалу Юлiнга. Ефективний заряд Q(r) дорiвнює Q на великих вiдста-
нях i зростає логарифмiчно на малих вiдстанях як

Q(r) ≈ Q
{

1 +
α

3π
ln

1

(mr)2

}
. (8.6.28)

Поправку можна iнтерпретувати як результат екранування пробного
заряду вiртуальними e+e−-парами, якi на вiдстанях r & 1/m поводять себе
як диполi, i вакуум можна вважати «дiелектричним» середовищем. Дiйс-
но, на великих вiдстанях заряд виявляється меншим вiд заряду на малих
вiдстанях (див. рис. 34). Зi зменшенням вiдстанi дiелектрична хмара, утво-
рена диполями (вiртуальними електрон-позитронними парами), що екра-
нує, стає меншою, i ми спостерiгаємо бiльший заряд. Це явище вiдоме як
поляризацiя вакууму, звiдси й назва поляризацiйний оператор для петльо-
вих поправок у пропагаторi фотона.

Проаналiзуємо тепер поведiнку ефективної константи взаємодiї в iм-
пульсному просторi. Оскiльки внутрiшня фотонна лiнiя зв’язує двi фер-
мiоннi лiнiї, то взаємодiя мiж зарядами визначається повним фотонним

Рис. 34. Екранування го-
лого заряду електрона вiр-
туальними e+e− — парами в
квантовiй електродинамiцi

Рис. 35. Поведiнка ефективної конс-
танти взаємодiї αeff(r) як функцiї вiд-
станi в однопетльовому наближеннi

для поляризацiї вакууму
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пропагатором (у калiбровцi Ландау)

αDµν(p) =

(
gµν −

pµpν
p2

)
1

ip2

α

1 + ΠR(p2)
, (8.6.29)

де з рiвняння (8.6.2)

ΠR(p2) = −2α

π

1∫
0

dxx(1− x) ln
m2 − x(1− x)p2

m2
. (8.6.30)

Згiдно з рiвнянням (8.4.8), ефективна взаємодiя, залежна вiд iмпульсу,
визначається так: αeff(p2) =

α

1 + ΠR(p2)
. (8.6.31)

Малi просторовi вiдстанi вiдповiдають значенням −p2 � m2, у цьому
випадку

ΠR(p2) ' −2α

π

1∫
0

dxx(1− x)

[
ln

(
−p2

m2

)
+ ln(x(1− x))

]
=

= − α

3π

[
ln

(
−p2

m2

)
− 5

3

]
, (8.6.32)

i ефективна константа взаємодiї в цiй границi

αeff(p2) =
α

1− α
3π ln

(
−p2

m2e5/3

) , −p2 � m2. (8.6.33)

Таким чином, при великих iмпульсах ефективна константа взаємодiї стає
набагато бiльшою, що узгоджується як якiсно, так i кiлькiсно зi знайде-
ною нами вище поведiнкою ефективного заряду на малих вiдстанях згiдно
з рiвнянням (8.6.28). Ефект зростання αeff(p2) при великих переданих iм-
пульсах спостерiгається на експериментi: в областi вiд p = 0 до p = 30 ГеВ
ефективна взаємодiя αeff(p2) зростає на 5 % порiвняно з її значенням 1/137
при малих iмпульсах. Можна також знайти αeff як функцiю вiдстанi r,
якщо покласти p = 1/r, поведiнка αeff(r) зображена на рис. 35.

При врахуваннi двопетльових дiаграм у поляризацiї вакууму ефектив-
на константа взаємодiї отримує додатковий внесок i визначається таким
рiвнянням

αeff(p2) =


α, p2 → 0,

α

1− α
3π ln

(
−p2

m2

)
+ 3α

4π ln
(
1− α

3π ln
(
−p2

m2

)) , −p2 � m2. (8.6.34)
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8.6. Модифiкацiя закону Кулона

В однопетльовому наближеннi фотонний пропагатор i ефективна констан-
та мають нефiзичний полюс при

−p2 = m2 exp(3π/α) ∼
(
m · 10280

)2
. (8.6.35)

Це так званий полюс Ландау. Вiн iснує при гiгантських значеннях енергiї
∼10286 еВ, недосяжних експериментально. Бiльш того, формула (8.6.34)
свiдчить про те, що однопетльове наближення стає непридатним з ростом
енергiї взаємодiї задовго до пiдходу до полюсу.

Зауважимо, що iснування ефективної «константи» взаємодiї, залежної
вiд iмпульсу, означає вiдсутнiсть у теорiї поля iстинно малого параметра
розкладу. Фактичний розклад у теорiї збурень вiдбувається по αeff(p2) i
тому є проблематичним при великих значеннях ефективної константи вза-
ємодiї, тобто при дуже високих енергiях або переданих iмпульсах.

Ми вже вiдзначали, що уявна частина поляризацiйного оператора опи-
сує можливiсть для вiртуальних пар e+e− стати реальними, якщо енергiя
фотона перевищує порiг народження 2m в присутностi, наприклад, ядра.
Цей ефект має мiсце в теорiї збурень по константi зв’язку. Але можливi
ефекти народження пар i поза теорiєю збурень, коли пари народжуються
з вакууму зовнiшнiм електричним полем — так званий ефект Швiнгера
(1951 р.). Юлiан Швiнгер отримав формулу для ймовiрностi народження
електрон-позитронних пар постiйним електричним полем [172]

P ∼ E2 exp

(
−πm

2c3

e~E

)
. (8.6.36)

Цей результат не можна отримати в теорiї збурень через наявнiсть кон-
станти електричної взаємодiї e у знаменнику в експонентi (тобто має мiсце
неаналiтична залежнiсть i розклад по e дає нулi). Ймовiрнiсть дуже мала
для значень напруженостi електричного поля E < Ec, де критичне поле є
надзвичайно сильним

Ec =
m2c3

e~
≈ 1,3 · 1016 В

см
, Ic =

cE2
c

8π
= 4 · 1029 Вт

см2
, (8.6.37)

а Ic — вiдповiдна критична густина енергiї такого поля. Такi значення
електричних полiв i потужностi ще не досягнутi в експериментi з лазерами,
але є надiя досягнути їх найближчим часом.

Вiдзначимо схожiсть формули (8.6.36) з формулою для ймовiрностi
iонiзацiї атома з енергiєю зв’язку Eb постiйним зовнiшнiм електричним
полем [69,125,200]

Piон ∼ exp

(
−4

3

√
2mE

3/2
b

e~E

)
. (8.6.38)
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Для атома водню енергiя зв’язку

Eb =
me4

2~2
= 13,6 eВ, (8.6.39)

i для ймовiрностi iонiзацiї атома отримуємо формулу

Pводень ∼ exp

(
−2

3

m2e5

E~4

)
. (8.6.40)

Критичне поле i критична густина енергiї для iонiзацiї водню

E iон
c =

m2e5

~4
= α3Ec ≈ 4 · 109 В

см
, I iонc = α6Ic ≈ 6 · 1016 Вт

см2
. (8.6.41)

Причина схожостi полягає в тому, що в квантовiй електродинамiцi рiвнi
електронiв i позитронiв, роздiленнi у вакууму щiлиною 2m, змiнюються
у зовнiшньому електричному полi, i для критичного поля пiдбар’єрнi ту-
нельнi переходи мiж рiвнями перестають бути забороненими. Якiсно це
схоже на переходи мiж зв’язаним рiвнем електрона в атомi та делокалiзо-
ваними електронними рiвнями у континуумi, якi iндукуються постiйним
електричним полем.

Потужнiсть деяких сучасних лазерiв досягає 1,25 петават (1,25×
× 1015 Вт) у дуже короткому iмпульсi, що дозволяє досягти енергiї iонi-
зацiї, визначеної в рiвняннi (8.6.41). Лазери, що зараз розробляються, бу-
дуть мати пiкову потужнiсть випромiнювання 200 петаватiв. Для порiвня-
ння, потужнiсть усiх електростанцiй свiту сьогоднi становить лише близь-
ко 7,5 ТВт, тобто на п’ять порядкiв менше. Звiсно, потужнiсть 200 ПВт
буде досягатися в дуже короткому iмпульсi, тривалiсть якого вимiрюється
фемтосекундами, тобто 10−15 секунди. Це близько до часу одного колива-
ння свiтлової хвилi.

8.7. Вершинна дiаграма
У попереднiх роздiлах ми розглянули однопетльовi поправки до по-

ляризацiйного оператора i власної енергiї електрона. У цьому роздiлi ми
завершимо наш розгляд радiацiйних поправок у другому порядку теорiї
збурень по константi взаємодiї i обчислимо вершинну функцiю, яка описує

Рис. 36. Вершинна функцiя в порядку e2

взаємодiю електрона з фотоном.
Повну вершину взаємодiї

можна представити у виглядi

−ieΓµ(p, q) = −ieγµ−
− ieΛµ(p, q, p+ q), (8.7.1)

де q — iмпульс фотона, а −ieΛµ(p+q, p) описує петльовi поправки довiльно-
го порядку до голої вершини −ieγµ (див. рис. 36). У випадку однопетльової
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8.7. Вершинна дiаграма

поправки, яку ми розглянемо у цьому роздiлi, за правилами Фейнмана в
розмiрнiй регуляризацiї маємо вираз

−ieµ2−n
2 Λµ(p, q, p+ q) =

(
−ieµ2−n

2

)3 ∫ dnk

(2π)n
γν

i

p̂+ k̂ + q̂ −m
γµ×

× i

p̂+ k̂ −m
γρ
gνρ

ik2
, (8.7.2)

де ми використовуємо фотонний пропагатор у калiбровцi Фейнмана ξ = 1.
Необхiдно обчислити iнтеграл (p′ = p+ q):

Λµ(p, q, p′) = e2µ4−n
∫

dnk

i(2π)n
γν(p̂′ + k̂ +m)γµ(p̂+ k̂ +m)γν

[(p′ + k)2 −m2][(p+ k)2 −m2] k2
. (8.7.3)

Застосуємо параметризацiю Фейнмана (7.8.3) для добутку трьох множни-
кiв у знаменнику, тодi

Λµ(p, q, p′) = 2e2µ4−n
1∫

0

dx

1−x∫
0

dy

∫
dnk

i(2π)n
×

× γν(p̂′ + k̂ +m)γµ(p̂+ k̂ +m)γν

[k2 + 2pkx+ 2p′ky + p2x+ p′2y −m2(x+ y)]3
.

Здiйснюючи зсув змiнної iнтегрування k → k − xp − yp′, приходимо до
такого виразу для однопетльової поправки до вершинної функцiї

Λµ(p, q, p′) = 2e2µ4−n
1∫

0

dx

1−x∫
0

dy

∫
dnk

i(2π)n
×

× γν(p̂′ + k̂ − xp̂− yp̂′ +m)γµ(p̂− xp̂− yp̂′ + k̂ +m)γν

[k2 + x(1− x)p2 + y(1− y)p′2 − 2xypp′ −m2(x+ y)]3
. (8.7.4)

Частина, квадратична в чисельнику по k, дає розбiжнiсть. Запишемо

Λµ = Λ(1)
µ + Λ(2)

µ ,

i для розбiжної частини Λ
(1)
µ маємо

Λ(1)
µ (p, q, p′) =

2e2µ4−n

n

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

∫
dnk

i(2π)n
×

× γνγργµγ
ργν · k2

[k2 + x(1− x)p2 + y(1− y)p′2 − 2xypp′ −m2(x+ y)]3
, (8.7.5)
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8. ОДНОПЕТЛЬОВI ДIАГРАМИ В КВАНТОВIЙ ЕЛЕКТРОДИНАМIЦI

де ми застосували формулу iнтегрування (8.1.8). Використовуючи для гам-
ма-матриць у розмiрнiй регуляризацiї спiввiдношення

γργµγ
ρ = (2− n)γµ, γνγργµγ

ργν = (2− n)2γµ,

формулу (7.8.12) для iнтегрування по k i спрощуючи гамма-функцiї, що
виникають, отримуємо

Λ(1)
µ (p, q, p′) = γµ

e2

8π2
· (2− n)2

4
Γ
(
2− n

2

) 1∫
0

dx

1−x∫
0

dy×

×
[
m2(x+ y)− x(1− x)p2 − y(1− y)p′2 + 2xypp′

4πµ2

]n
2
−2

. (8.7.6)

Видiлимо тепер розбiжну частину при n → 4, яка визначить константу
перенормування вершинної функцiї

Λ(1)
µ (p, q, p′) ' γµ

e2

8π2

(
1

2− n
2

− γ − 2

)
1

2
− γµ

e2

8π2

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy×

× ln
m2(x+ y)− x(1− x)p2 − y(1− y)p′2 + 2xypp′

4πµ2
, (8.7.7)

тобто Λ
(1)
µ (p, q, p′) приймає вигляд

Λ(1)
µ (p, q, p′) = γµ

e2

8π2(4− n)
+ скiнченна частина. (8.7.8)

В MS-схемi скiнченна частина дорiвнює

скiнченна частина = −γµ ·
e2

8π2
− γµ

e2

8π2

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy×

× ln
m2(x+ y)− x(1− x)p2 − y(1− y)p′2 + 2xypp′

µ2
. (8.7.9)

У схемi вiднiмання по Дайсону замiнюємо µ2 → m2. На масовiй поверхнi
p2 = p′2 = m2, q2 = 0, 2pp′ = 2m2 iнтеграл легко обчислюється i скiнченна
частина дорiвнює

скiнченна частина = −γµ ·
e2

8π2
· 1

2
. (8.7.10)
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8.7. Вершинна дiаграма

8.7.1. Аномальний магнiтний момент електрона

Розглянемо скiнченну частину вершинної функцiї Λ
(2)
µ , в який вiдразу

покладемо n = 4:

Λ(2)
µ (p, q, p′) = 2e2

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

∫
d 4k

i(2π)4
×

× γν ((1− y)p̂′ − xp̂+m) γµ ((1− x)p̂− yp̂′ +m) γν

[k2 + x(1− x)p2 + y(1− y)p′2 − 2xypp′ −m2(x+ y)]3
. (8.7.11)

Далi застосовуємо формулу iнтегрування (7.8.12),

Λ(2)
µ (p, q, p′) = − e2

16π2

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy×

× γ
ν [(1− y)p̂′ − xp̂+m] γµ [(1− x)p̂− yp̂′ +m] γν
m2(x+ y)− x(1− x)p2 − y(1− y)p′2 + 2xypp′

. (8.7.12)

Фiзичний смисл повної вершинної функцiї Γµ = γµ+Λµ є бiльш прозорим,
коли вона обчислюється у спiнорних обкладинках ū(p′) ... u(p), визначаючи
тим самим струм, з яким взаємодiє електромагнiтне поле.

Спочатку покажемо, що електромагнiтний струм ū(p′)γµu(p) у випад-
ку голої вершини описує частинку з дiракiвським магнiтним моментом,
тобто зi спiновим g-фактором, який дорiвнює двiйцi, g = 2. Нагадаємо, що
спiновий g-фактор є множником у формулi для розщеплення рiвнiв енергiї
електронiв iз рiзним значенням спiнового моменту в магнiтному полi. За-
ряд e, який обертається по замкненiй орбiтi з кутовим моментом l, створює
звичайний орбiтальний магнiтний момент, який дорiвнює

µµµ =
e

2m
l.

Наявнiсть у електрона спiну приводить до появи додаткового магнiтного
моменту

µµµ = 2 · e

2m
S, S = ~ · σ

σσ

2
. (8.7.13)

У загальному випадку спiввiдношення мiж магнiтним моментом i спiном
записується через g-фактор

µµµ = g
e

2m
S = gµBS, (8.7.14)

тобто для електрона g-фактор дорiвнює 2, µB — магнетон Бора.
Для нас у цьому параграфi важливо, що має мiсце додатковий внесок

у спiновий магнiтний момент, пов’язаний з вершинною дiаграмою. Щоб
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продемонструвати це, виведемо спочатку тотожнiсть Гордона. З наступних
рiвностей отримуємо{

γµγν + γνγµ = 2gµν ,

γµγν − γνγµ = −2iσµν ,
⇒

γµγν = gµν − iσµν ,
γνγµ = gµν + iσµν .

(8.7.15)

Маємо також рiвняння Дiрака для спiнорiв в iмпульсному просторi

p̂u(p) = mu(p), ū(p′)p̂′ = mū(p′),

де виконується p2 = p′2 = m2. Звiдси,

γµu(p) =
1

m
γµp̂u(p) =

1

m
(pµ − iσµνpν)u(p),

ū(p′)γµ =
1

m
ū(p′)p̂′γµ =

1

m
ū(p′)(p′µ + iσµνp

′ν).

Тому для матричного елемента голої вершини у спiнорних обкладинках
знаходимо

ū(p′)γµu(p) =
1

2
ū(p′)[γµu(p)] +

1

2
[ū(p′)γµ]u(p) =

=
1

2m
ū(p′)[(p′ + p)µ + iσµνq

ν ]u(p), q = p′ − p. (8.7.16)

Це i є тотожнiсть Гордона. Додаток з σµν вiдповiдає g-фактору g = 2 (у
випадку g 6= 2 коефiцiєнт одиниця замiнюється 1→ g

2
).

При врахуваннi однопетльової поправки до вершинної функцiї нам не-
обхiдно обчислити

ū(p′)(γµ + Λ(2)
µ )u(p). (8.7.17)

Попередньо перетворимо чисельник у (8.7.12), використовуючи формули

γνγµγν = −2γµ, γνγµγλγν = 4gµλ, γνγµγλγσγν = −2γσγλγµ. (8.7.18)

Розглянемо чисельник

N = γν
[
p̂′(1− y)− p̂x+m

]
γµ
[
p̂(1− x)− p̂′y +m

]
γν =

= γν
[
p̂′(1− y)− p̂x

]
γµ
[
p̂(1− x)− p̂′y

]
γν +mγνγµ×

×
[
p̂(1− x)− p̂′y

]
γν +mγν

[
p̂′(1− y)− p̂x

]
γµγ

ν +m2γνγ
µγν . (8.7.19)

Використовуючи спiввiдношення для γ-матриць, знаходимо

N = −2
[
p̂(1− x)− p̂′y

]
γµ
[
p̂′(1− y)− p̂x

]
+ 4m

[
pµ(1− x)− p′µy

]
+

+ 4m
[
p′µ(1− y)− pµx

]
− 2m2γµ = −2

[
p̂(1− x)− p̂′y

]
γµ×

×
[
p̂′(1− y)− p̂x

]
+ 4m

[
pµ(1− 2x) + p′µ(1− 2y)

]
− 2m2γµ ⇒ (8.7.20)
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(помiняємо p̂′ злiва i p̂ справа на m, використовуючи те, що вони дiють
безпосередньо на вiдповiднi спiнори)

⇒ −2(1− x)(1− y)p̂γµp̂
′ + 2my(1− y)γµp̂

′ + 2mx(1− x)p̂γµ−
− 2m2xyγµ + 4m

[
pµ(1− 2x) + p′µ(1− 2y)

]
− 2m2γµ. (8.7.21)

Щоб мати можливiсть подiяти операторами p̂ i p̂′ на вiдповiднi спiнори
u(p) i ū(p′), необхiдно прокомутувати p̂ в крайнє праве положення, а p̂′ —
в крайнє лiве положення, наприклад,

p̂γµp̂
′ = (−γµp̂+ 2pµ)p̂′ = γµp̂

′p̂− 2γµpp
′ + 2pµp̂

′ =

= (−p̂′γµ + 2p′µ)p̂− γµ · 2pp′ + 2pµp̂
′ = −p̂′γµp̂+ 2p′µp̂+

+ 2pµp̂
′ − γµ · 2pp′ ⇒ 2m(pµ + p′µ)− γµ(m2 + 2pp′). (8.7.22)

Для чисельника пiсля елементарних перетворень остаточно отримуємо

N = 4mpµ(y − xy − x2) + 4mp′µ(x− xy − y2) +Dγµ, (8.7.23)
де

D = 2m2
[
2(1− x)(1− y)− 2x− 2y + x2 + y2

]
− 2q2(1− x)(1− y).

У знаменнику в (8.7.12) покладемо p2 = p′2 = m2, (p − p′)2 = q2 = 0 i
pp′ = m2, тодi вираз (8.7.12) значно спрощується (поки опустимо доданок
Dγµ у чисельнику)

Λ(2)
µ (p, q, p′) =− e2

4π2m

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

[
pµ

(
1− x
x+ y

− x

(x+ y)2

)
+

+ p′µ

(
−1 +

x

x+ y
+

x

(x+ y)2

)]
. (8.7.24)

Iнтегрування по y i x є досить елементарними

Λ(2)
µ (p, q, p′) = − e2

16π2m
(p+ p′)µ = − α

4πm
(p+ p′)µ. (8.7.25)

При iнтегруваннi обох доданкiв в Dγµ в чисельнику виникає розбiжнiсть
при малих iмпульсах iнтегрування (iнфрачервона розбiжнiсть). Зручно
спочатку ввести фiктивну масу фотона λ. Коли q2 = 0 розбiжний при
λ→ 0, доданок ' (α/2π) ln(m2/λ2). При перенормуваннi хвильових функ-
цiй за допомогою константи Z2 (8.4.29) ця розбiжнiсть скорочується. Скiн-
ченна частина, що залишається, разом зi скiнченною частиною з Λ

(1)
µ

(8.7.10) дає внесок D′γµ, де D′ = α/2π.
Таким чином,

ū(p′)(γµ+ Λ(1)
µ + Λ(2)

µ )u(p) = ū(p′)
[
γµ(1 +D′)− α

4πm
(p+ p′)µ

]
u(p). (8.7.26)
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Рис. 37. Поправки до вершини в порядку e4

Використовуючи тотожнiсть Гордона (8.7.16), рiвняння (8.7.26) можна за-
писати в двох iнших формах

ū(p′)(γµ + Λµ)u(p) = ū(p′)

[
(p+ p′)µ

2m
+
(
1 +

α

2π

) iσµνqν
2m

]
u(p) =

= ū(p′)

[
γµ +

α

2π

iσµνq
ν

2m

]
u(p). (8.7.27)

Таким чином, гiромагнiтне вiдношення для електрона дорiвнює
(Швiнгер, 1948 р.) g

2
= 1 +

α

2π
' 1,00116141. (8.7.28)

Сучасне значення аномального магнiтного моменту електрона вiдоме як
теоретично, так i експериментально з надзвичайно великою точнiстю. В
порядку α2 є 7 дiаграм Фейнмана (рис. 37), в порядку α3 — 72 дiаграми,
α4 — 891 i α5 — 12672 дiаграм Фейнмана. Зауважимо, що двi дiаграми,
зображенi на рис. 38, в точностi скорочуються за теоремою Фаррi.

Позначимо через a =
g

2
− 1 вiдхилення гiромагнiтного вiдношення

вiд одиницi. Експериментально знайденi значення аномального магнiтного
моменту уточнювалися протягом багатьох рокiв

aexp = 1159652188,3(4.2) · 10−12 (1987 р.),

aexp = 1159652180,85(76) · 10−12 (2006 р.),

aexp = 1159652180,73(28) · 10−12 (2008 р.).

Останнє експериментальне значення наведено в роботi [110].
Окрiм електронiв у промiжних станах можуть бути й iншi зарядже-

нi частинки: мюон, τ -лептон, адрони, векторнi W±µ -бозони. Таким чином,
можна записати

a = a(QED) + a(Hadrons) + a(Weak). (8.7.29)
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Рис. 38. Поправки до вершини в порядку
e4, якi скорочуються за теоремою Фаррi

Рис. 39. Поправки до вершини в по-
рядку α4

Домiнуючий внесок дає чисто електродинамiчна взаємодiя a(QED). При-
чина цього проста i пов’язана з тим, що найлегшими зарядженими елемен-
тарними частинками є лептони, а маси адронiв та векторних мезонiв знач-
но перевищують маси найлегших заряджених лептонiв. Квантово-електро-
динамiчний внесок можна представити у виглядi, де коефiцiєнти стають
залежними вiд вiдношення мас

a(QED) = A1 +A2

(
me

mµ

)
+A2

(
me

mτ

)
+A3

(
me

mµ
,
me

mτ

)
. (8.7.30)

деme,mµ,mτ — маси електрона, мюона i τ -лептона вiдповiдно. Усi чотири
доданки представляються у виглядi ряду по константi α,

Ak =
∑

i=1, 2, ...

(α
π

)i
A

(2i)
k . (8.7.31)

Оскiльки електрон є найлегшим лептоном, внески вiд важких частинок,
тобто A(2i)

k , k ≥ 2, i ≥ 2, значно меншi за A(2i)
1 . Але їх треба враховува-

ти, коли точнiсть експерименту досягає вiдповiдного рiвня. Оцiнка пока-
зує, що внески мюонних петель є порядку ∼2 · 10−12, внески адронiв —
∼1,7 · 10−12, а слабких взаємодiй — ∼0,03 · 10−12.

Теоретичне значення g-фактора можна записати у виглядi ряду

gth = 2

[
1 +A

(2)
1

(α
π

)
+A

(4)
1

(α
π

)2
+A

(6)
1

(α
π

)3
+A

(8)
1

(α
π

)4
+ ...

]
. (8.7.32)

Коефiцiєнти A(2)
1 , A(4)

1 , A(6)
1 знайдено аналiтично в роботах [155,178] i [140],

A
(2)
1 =

1

2
, A

(4)
1 =

197

144
+
π2

12
+

3

4
ζ(3)− π2

2
ln 2,

A
(6)
1 =

83

72
π2ζ(3)− 215

24
ζ(5) +

100

3

[
Li4(1/2) +

1

24
ln4 2− π2

24
ln2 2

]
−

− 239

2160
π4 +

139

18
ζ(3)− 298

9
π2 ln 2 +

17101

810
π2 +

28259

5184
, (8.7.33)

де Liν(x) — полiлогарифмiчна функцiя.
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Для коефiцiєнтiв A(2i)
1 отримано такi числовi значення

A
(2)
1 = 0,5, A

(4)
1 = −0,328478965579193...,

A
(6)
1 = 1,181241456..., A

(8)
1 = −1,9122457649...,

A
(10)
1 = 6,675(192).

(8.7.34)

Для коефiцiєнтiв A(2)
1 , A(4)

1 , A(6)
1 маємо аналiтичнi вирази (див. (8.7.33)), якi

можуть бути обчисленi з довiльною точнiстю. Приклади дiаграм в поряд-

ку α4 наведено на рис. 39. Вони дають внесок порядку
(α
π

)4
∼ 29 · 10−12.

Хоча для коефiцiєнта A(8)
1 i немає замкненого аналiтичного виразу, ана-

логiчного (8.7.33), цей коефiцiєнт був порахований чисельно з точнiстю
до 1100 знакiв [141]. Водночас для A

(10)
1 залишаються багатовимiрнi iн-

теграли, якi обчислюються методом Монте-Карло (звiдси похибка (192)
числового розрахунку).

Пiдсумовуючи всi залежнi вiд мас доданки, отримуємо

a(QED: mass dependent) = 2,7475719(13) · 10−12, (8.7.35)

де невизначенiсть походить вiд вiдношення мас електрона i τ -лептона.
На сьогоднi експериментальне значення [111] становить

aexp =
ge − 2

2
= 0,00115965218073(28), (8.7.36)

i теоретичне значення [31]

ath =
gth − 2

2
= 0,001159652182032(13)(12)(720), (8.7.37)

яке пораховано з використанням значення постiйної тонкої структури,
отриманої з незалежного вимiрювання

α−1 = 137,035998995(85). (8.7.38)

Перша похибка в (8.7.37) виникає за рахунок невизначеностi внескiв вiд
КЕД (в порядку α5), друга похибка пов’язана з невизначенiстю адронних
внескiв i електрослабких взаємодiй, а третя похибка походить вiд неви-
значеностi в значеннi постiйної тонкої структури α. Точнiсть вимiрювання
аномального магнiтного моменту електрона вiдповiдає вимiрюванню вiд-
станi вiд Землi до Мiсяця з точнiстю до товщини людської волосини.

З iншого боку, можна використати теоретично обчислений аномаль-
ний магнiтний момент електрона i порiвняти вiдповiдне значення з експе-
риментально визначеним, щоб знайти значення константи α з рiвняння

aexp = ath(α). (8.7.39)
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Це дає значення
α−1 = 137,0359981491(311), (8.7.40)

яке на теперiшнiй час вважається найбiльш точним значенням постiйної
тонкої структури.

8.7.2. Загальна структура вершинної функцiї
Перейдемо тепер до аналiзу загальної структури вершинної функцiї.

Спершу розглянемо її структуру на масовiй оболонцi. Вершинна функ-
цiя Γµ є вектором за iндексом µ i матрицею за дiракiвськими iндекса-
ми. Оскiльки Γµ перетворюється як 4-вектор при лоренцових перетворен-
нях, то векторна структура вершинної функцiї може бути побудована як
лiнiйна комбiнацiя з векторiв pµ, p′µ, γµ, помножених на чотири лоренц-
iнварiантнi матричнi структури: 1, p̂, p̂′, σµνpµp′ν . В результатi маємо 12
векторно-матричних структур, i вершинна функцiя запишеться

Γµ(p′, p) =
12∑
i=1

Fi(p
′2, p2, q2)viµ(p′, p), q = p′ − p, (8.7.41)

де Fi — iнварiантнi функцiї лоренцових скалярiв i viµ(p′, p) мають вигляд

1. γµ, 2. pµ, 3. p′µ, 4. pµp̂, 5. p′µp̂, 6. pµp̂
′, 7. p′µp̂

′, 8. γµp̂,

9. γµp̂
′, 10. γµσνλp

νp′λ, 11. pµσνλp
νp′λ, 12. p′µσνλp

νp′λ.

У випадку, коли парнiсть не зберiгається, як в теорiї слабких взаємодiй,
вiдповiднi струми мiстять ще дванадцять псевдовекторiв, якi отримуються
множенням 4-векторiв на матрицю γ5.

На масовiй оболонцi p̂u(p) = mu(p), ū(p′)p̂′ = mū(p′), p2 = m2, p′2 = m2

i скалярнi функцiї Fi залежать вiд однiєї змiнної q2. Водночас, враховуючи
що Γµ береться в обкладинках мiж спiнорами, ū(p′)Γµ(p′, p)u(p), структури
viµ, i = 4, ..., 12 зводяться до перших трьох, якщо використати комутацiйнi
спiввiдношення для матриць Дiрака. Для зручностi використаємо комбi-
нацiї iмпульсiв p′ + p, p′ − p i запишемо

Γµ(p′, p) = γµA+ (p′ + p)µB + (p′ − p)µC. (8.7.42)

Далi використаємо умову збереження струму на масовiй оболонцi qµΓµ =
= 0. Згортаючи qµ за лоренцовим iндексом з (8.7.42) i беручи вираз в об-
кладинках спiнорiв ū(p′) i u(p), бачимо, що перший i другий доданок обер-
таються в нуль, а третiй — нi, тому треба покласти C = 0. З умови ермi-
товостi струму, γ0Γ†µ(p′, p)γ0 = Γµ(p, p′), випливає що функцiї A,B дiйснi.
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За допомогою тотожностi Гордона можна записати загальну структу-
ру Γµ мiж станами електрона на масовiй поверхнi в стандартних позначен-
нях для скалярних функцiй у виглядi

Γµ(p′, p) = γµF1(q2) +
iσµνqν

2m
F2(q2), (8.7.43)

або

Γµ(p′, p) =
(p′ + p)µ

2m
F1(q2) +

iσµνqν
2m

(
F1(q2) + F2(q2)

)
, (8.7.44)

де F1(q2), F2(q2) —функцiї q2, якi називаються форм-факторами. Така наз-
ва пов’язана з тим, що фур’є-образи форм-факторiв описують вплив про-
сторового розподiлу електричного заряду i магнiтного моменту частинки
на її взаємодiю з iншими частинками i полями. В теорiї сильних взаємодiй
форм-фактори, зокрема для протона i нейтрона, не можуть бути розра-
хованi аналiтично в КХД, але можуть бути експериментально вимiрянi i
використанi в iнших процесах.

В КЕД найнижчому порядку F1 = 1, F2 = 0, i в порядку e2 маємо:

F1(q2) ' 1− α

6π
· q

2

m2

[
ln
µ2

m2
+

2

5︸︷︷︸+
3

4

]
, F2(q2) =

α

2π
, (8.7.45)

де в F1 включений також доданок 2/5, який походить вiд внеску дiагра-
ми вакуумної поляризацiї. Форм-фактори мiстять у собi iнформацiю про
взаємодiю електромагнiтного поля з електроном, зокрема мiстять повний
електричний заряд (в F1) i магнiтний момент (в F2), i називаються, вiдпо-
вiдно, електричним i магнiтним форм-факторами.

У випадку, коли розглядаються процеси поза масовою оболонкою, вер-
шинна функцiя Γµ(p′, p) мiстить, з врахуванням тотожностi Уорда—Така-
хашi (УТ) (9.3.14), вiсiм незалежних структур. Повна вершина може бути
представлена як сума поздовжньої (L) i поперечної (T ) частин

Γµ(p′, p) = ΓLµ(p′, p) + ΓTµ (p′, p), (8.7.46)

де ΓLµ(p′, p) задовольняє (9.3.14), i (p′ − p)µΓTµ (p′, p) = 0. Використовуючи
загальну форму пропагатора, G−1(p) = −i[A(p2)p̂ − B(p2)], для поздовж-
ньої частини знаходимо [36]

ΓLµ(p′, p) =
A(p′2) +A(p2)

2
γµ +

A(p′2)−A(p2)

p′2 − p2
(p′ + p)µ(p̂′ + p̂)−

− B(p′2)−B(p2)

p′2 − p2
(p′ + p)µ. (8.7.47)
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Поперечна частина розкладається по базису незалежних тензорiв

ΓTµ (p′, p) =
8∑
i=1

τi(p
2, p′

2
, q2)T iµ(p′, p), (8.7.48)

де скалярнi функцiї τi залежать тепер вiд трьох лоренцових iнварiантiв, а
вiсiм тензорiв T iµ задовольняють умовi поперечностi

qµT iµ(p′, p) = 0, i = 1, ..., 8. (8.7.49)

В якостi незалежного базису цих тензорiв можна вибрати такий:

T 1
µ = pµ(p′ · q)− p′µ(p · q) ≡ Qµ, T 2

µ = Qµ(p̂+ p̂′), T 3
µ = q2γµ − qµq̂,

T 4
µ = Qµσλνp

λp′ν , T 5
µ = σµλq

λ, T 6
µ = γµ(p′2 − p2)− (p+ p′)µq̂,

T 7
µ =

p′2 − p2

2
[γµ(p̂+ p̂′)− pµ − p′µ]− i(p+ p′)µσνλp

νp′
λ
,

T 8
µ = iγµσλνp

λp′ν + pµp̂
′ − p′µp̂

(8.7.50)

(нагадаємо, що σµν = i[γµ, γν ]/2). Загальна структура вершинної функцiї
використовується при дослiдженнi динамiчної генерацiї маси фермiонiв
за допомогою рiвнянь Швiнгера—Дайсона. Додатковi аргументи (перенор-
мовнiсть, вiдсутнiсть кiнематичних сингулярностей) дозволяють отримати
подальшi обмеження на скалярнi функцiї τi i виразити їх через фермiоннi
функцiї A(p2), B(p2). На цьому шляху можна отримати замкнену систему
iнтегральних рiвнянь для функцiї A(p2), B(p2) i Π(p2) (поляризацiї ваку-
уму) (див. [129] i посилання там).

8.7.3. Лембiвський зсув
Як ми зазначали ранiше, в теорiї Дiрака енергетичнi рiвнi 2S1/2 i 2P1/2

в атомi водню є виродженими. В 1947 р. Лемб i Резерфорд помiряли зсув
цих рiвнiв i знайшли, що вони є невиродженими i розщепленi по енергiї на
величину

E2S1/2
− E2P1/2

= 1057,77± 0,10 МГц.

Нагадаємо, що лембiвський зсув вiдiграв одну з ключових ролей, поряд з
аномальним магнiтним моментом, у поясненнi фундаментальних взаємо-
дiй мiж зарядженими частинками i взагалi у формулюваннi теорiї перенор-
мувань з моменту появи квантової механiки та квантування електромаг-
нiтного поля.

У теорiї Дiрака рiвнi E2S1/2
, E2P1/2

виродженi, але це виродження ви-
являється випадковим, оскiльки воно виникає лише в тому випадку, якщо
взаємодiя мiж електроном i протоном точно пропорцiйна 1/r, як передба-
чається законом Кулона. Саме iснування лембiвського зсуву вказує на те,
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Рис. 40. Дiаграми найнижчого порядку взаємодiї електрона iз зов-
нiшнiм полем

що закон Кулона змiнюється на коротких вiдстанях, що ми вже бачили
на прикладi поляризацiї вакууму, яка модифiкує закон Кулона. Таким чи-
ном, приходимо до висновку, що необхiдно врахувати радiацiйнi поправки
до взаємодiї електрона iз зовнiшнiм полем ядра для того, щоб описати екс-
периментально знайдене розщеплення рiвнiв 2S1/2 i 2P1/2 в атомi водню.

Матричний елемент розсiяння електрона в першому порядку за зовнi-
шнiм електромагнiтним полем має вигляд

〈p′|M |p〉 = −ie
∫
d 4x〈p′|jµ(x)|p〉Aµ(x) =

= −ie
∫
d 4xei(p

′−p)x〈p′|jµ(0)|p〉Aµ(x) =

= −ie〈p′|jµ(0)|p〉Aµ(p′ − p), jµ(x) = ψ̄(x)γµψ(x), (8.7.51)

де матричний елемент струму для електронiв на масовiй оболонцi

〈p′|ψ̄γµ(0)ψ|p〉 = ū(p′)
(
γµ + Λµ + γλD

λν
0 Πνµ

)
u(p) =

= ū(p′)

[
γµF1(q2) +

iσµνq
ν

2m
F2(q2)

]
u(p). (8.7.52)

У першому порядку за зовнiшнiм полем поправки до кулонiвської взаємодiї
з ядром визначаються дiаграмами, зображеними на рис. 40.

Електрони в ядрi знаходяться у зв’язаному станi, тобто не на масовiй
оболонцi, µ2 = m2 − p2 6= 0, але близько до неї (енергiя зв’язку електрона
в атомi є значно меншою, нiж енергiя спокою електрона), тому можна
знехтувати вставками власної енергiї в зовнiшнi лiнiї, якi за припущенням
включенi в коректне визначення маси i нормування станiв. Для малих
переданих iмпульсiв, q = p′ − p→ 0, можна використати лiдируючi члени
в форм-факторах (8.7.45) i записати модифiковане рiвняння Дiрака[
iγµ∂µ −m+

{
γµ

[
1− α

3πm2

(
ln
m

µ
− 3

8
− 1

5

)
2

]
− α

2π

σµν∂
ν

2m

}
eAµ

]
ψ(x) = 0,

(8.7.53)

де похiднi в доданку зi взаємодiєю дiють тiльки на вектор-потенцiал Aµ.
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Зсув рiвнiв за рахунок доданкiв у взаємодiї пропорцiйних α можна
врахувати за теорiєю збурень. Тобто спочатку розв’язується рiвняння Дi-
рака в кулонiвському полi ядра

(γµ(i∂µ + eAµ)−m)ψ(x) = 0, Aµ(x) =
Ze

4π|x|
gµ0, (8.7.54)

власнi значення енергiї i власнi функцiї якого добре вiдомi. Зсув рiвнiв
визначається формулою

δE = eα

∫
d3xψ†(x)

[
1

3πm2

(
ln
m

µ
− 3

8
− 1

5

)
∆A0(x) +

i

4πm
γkEk(x)

]
ψ(x),

де Ek — електричне кулонiвське поле, i в якостi ψ(x) беруться розв’яз-
ки незбуреного рiвняння (8.7.54) з квантовими числами n, l, j. Вiдхилення
електрона вiд масової поверхнi, µ2 = m2−p2, можна оцiнити таким чином.
Для енергiї маємо p0 = m− εn, де εn — енергiя зв’язку в станi з квантовим
числом n. З спiввiдношення невизначеностi для iмпульсу |p| ∼ 1/a =Zαm,
де a — борiвський радiус, отримуємо

m2 − p2

m2
≈ 2

m

(
p2

2m
+ εn

)
.

Використаємо також

∆A0(x) = −Zeδ(x), |ψn(0)|2 =
(Zαm)3

πn3
.

Розрахунки дають такi внески вiд окремих доданкiв в (8.7.53):
2S1/2

2P1/2

}
1010МГц, дає доданок − α

3πm2

(
ln
m

µ
− 3

8

)
�eA0,

2S1/2

2P1/2

}
−27МГц, поляризацiя вакууму

α

15πm2
�eA0,

2S1/2

2P1/2

}
68МГц, аномальний магнiтний момент.

Частота переходу для атома водню, Z = 1, дорiвнює

ν =
E2S1/2

− E2P1/2

h
=
mc2α(αZ)4

6πh

(
ln

mc2〈E2P 〉
2 Ryd〈E2S〉

+
91

120

)
= 1052,1 МГц,

(8.7.55)
де Ryd = Rhc i константа Рiдберга

R =
me4

4πc~3
= 4πα2mc

~
= 10973731,568160(21) м−1,

Ryd = 13,605693122994 еВ.
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Рис. 41. Внески дiаграм порядку α2 до взаємодiї з кулонiвським
полем ядра

Формула Рiдберга для спектра лiнiй воднеподiбних атомiв має такий ви-
гляд

1

λnm
= RZ2

(
1

n2
− 1

m2

)
, m > n ≥ 1, (8.7.56)

де λ — довжина поглинутої чи випромiненої хвилi. Формула Рiдберга вiдi-
грала дуже важливу роль при створеннi квантової механiки. Вона описує
знаменитi серiї Лаймана (n = 1), Бальмера (n = 2), Пашена (n = 3). У
формулi (8.7.55) використовуються числовi значення

〈E2S〉 = 16,640 Ryd, 〈E2P 〉 = 0,9704 Ryd.

Формула (8.7.55) враховує радiацiйнi поправки ∼α. Наступнi поправки
включають радiацiйнi поправки ∼α2(αZ)4 (див. рис. 41), якi дають внесок
∆E/h ∼ +0,101 МГц; ефекти вiддачi ядра, ∼m

M
(Zα)4,

m

M
(Zα)5, дають

∆E/h ∼ +0,358 МГц i ефекти скiнченних розмiрiв ядра ∼(RNm)2(Zα)4 ∼
∼ +0,128 МГц. Це дає величину розщеплення рiвнiв в атомi водню

ν = 1057,864± 0,014 МГц. (8.7.57)

Експериментальне значення на сьогоднi вимiряно з точнiстю до 10−5:

ν = 1057,845± 0,009 МГц. (8.7.58)

Вимiрювання лембiвського зсуву в атомi водню важливе також для
визначення зарядового радiуса протона, rp = 0,8751(61) фм (1 фм =
= 10−15 м). Зауважимо, що аналогiчнi вимiрювання лiнiї 2S1/2 → 2P1/2 в
мюонному атомi водню дають дещо iнше значення rp = 0,84087(39) фм —
рiзниця в 4%, що становить так звану загадку радiуса протона. Дослiджен-
ня з вимiрювання i уточнення радiуса протона тривають i дотепер.

Людерс i Паулi довели теорему, яка стверджує, що будь-яка лоренц-
iнварiантна локальна квантова теорiя поля з ермiтовим гамiльтонiаном
повинна мати CPT-симетрiю — симетрiю вiдносно змiни знака заряду час-
тинок, просторових i часових координат. Внаслiдок CPT-теореми у час-
тинки та античастинки маси та ширини розпаду повиннi бути точно рiвнi,
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а також однаковi спектри зв’язаних станiв та антистанiв [180]. У 2020 р.
колаборацiя ALPHA вимiряла тонку структуру станiв n = 2 атомiв анти-
водню. Отримане значення для розщеплення рiвнiв 2P1/2 − 2P3/2 узгод-
жується з передбаченням квантової електродинамiки з точнiстю до 2%, а
класичний зсув Лемба в антиводнi 2S1/2 − 2P1/2 — з точнiстю до 11%. Це
фактично означає перевiрку CPT-симетрiї. На сьогоднi процесiв, у яких
ця фундаментальна теорема порушується, невiдомо.

8.8. Контрчленний пiдхiд до перенормування маси,
заряду та хвильових функцiй

Обчисливши у попереднiх параграфах дiаграми власної енергiї елект-
рона, поляризацiї вакууму i вершинної функцiї та видiливши розбiжнi час-
тини цих дiаграм, ми завершимо у цьому роздiлi процедуру однопетльо-
вого перенормування квантової електродинамiки, визначивши необхiднi
контрчлени i вiдповiдний лагранжiан, який враховує цi контрчлени.

У контрчленному пiдходi вважається, що маса m и заряд e, присут-
нi в лагранжiанi, є скiнченними. «Iдеологiя» перенормування полягає в
тому, щоб добавити до початкового лагранжiана контрчлени (розбiжнi)
таким чином, щоб скомпенсувати розбiжностi власної енергiї, поляризацiї
вакууму i вершини. Тобто вважається, що внаслiдок того, що ми не знає-
мо точно, яка саме теорiя (лагранжiан) описує фiзику на малих вiдстанях
(еквiвалентно при великих енергiях i iмпульсах), ми можемо «пiдправити»
лагранжiан, добавляючи необхiднi контрчлени для того, щоб усунути роз-
бiжностi, якi виникають у теорiї збурень. Такий пiдхiд в iдейному планi по-
дiбний до вiдповiдного пiдходу класичної теорiї Лоренца електрона, в якiй
повна маса електрона складається iз затравочної маси електрона та маси
електромагнiтної природи, яка пов’язана з кулонiвським полем електрона.

Почнемо з фермiонної частини лагранжiана. Для фур’є-перетворення
електронної функцiї Грiна G(x−y) нескiнченний ряд фейнманiвських дiа-
грам пов’язаний iз власної енергiю електрона Σ(p) (див. рис. 42), утворює
фактично геометричну прогресiю i може бути записаний так:

G(p) =
i

p̂−m
+

i

p̂−m
(−iΣ(p))

i

p̂−m
+ ...] =

i

p̂−m− Σ(p)
. (8.8.1)

До Σ(p) ми вiдносимо нескiнченний ряд одночастинково-незвiдних дiа-
грам, тобто дiаграм, якi неможливо роздiлити на двi окремi, розрiзаючи
всього одну фермiонну лiнiю (див. вiдповiднi приклади на рис. 43).

Рис. 42. Повний пропагатор електрона в термiнах власної енергiї
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Рис. 43. Одночастинково-незвiднi дiаграми власної енергiї електрона

Як ми з’ясували в попереднiх параграфах, розбiжнi доданки у власнiй
енергiї електрона мають таку саму структуру, як у початковому лагран-
жiанi. Тому до кiнетичної частини,

L1 = iψ̄∂̂ψ −mψ̄ψ, (8.8.2)
додамо контрчлени

∆L1ct = iBψ̄∂̂ψ −Aψ̄ψ (8.8.3)

з такою самою структурою, як у L1. Тобто йдеться саме про перенормуван-
ня початкового лагранжiана. В результатi з урахуванням контрчленних
доданкiв ми маємо такий лагранжiан

(L1)B = L1 + ∆L1ct = i(1 +B)ψ̄∂̂ψ − (m+A)ψ̄ψ. (8.8.4)

Виберемо тепер константи A i B так, щоб електронний пропагатор був
скiнченним з точнiстю до e2. Добавки будемо розглядати, як доданки взає-
модiї, вони дають додатковi внески за теорiєю збурень. Вiдповiднi внески
у порядку e2 до пропагатора електрона зображено дiаграмами в (8.8.5), де
їх позначено хрестиками

. (8.8.5)

Далi вимагаємо, щоб Σ(p) +A−Bp̂ була скiнченною величиною, тобто

e2

8π2(4− n)
(−p̂+ 4m) +A−Bp̂ = скiнченна величина. (8.8.6)

Нагадаємо, що в розмiрнiй регуляризацiї розбiжностi проявляються як по-
люси при n = 4, коли розмiрнiсть простору-часу прямує до 4. В найнижчо-
му порядку теорiї збурень власна енергiя електрона вже була обчислена.
З точнiстю до скiнченних величин ми маємо такi вирази для розбiжних
констант

A = − e2m

2π2(4− n)
, B = − e2

8π2(4− n)
. (8.8.7)

Звернемо увагу, що з точки зору матричної структури константа B мно-
житься на згортку iмпульсу i матриць Дiрака p̂, а константа A множиться
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Рис. 44. Повний пропагатор фотона в термiнах поляри-
зацiйного оператора

на матричну одиницю. Тому розбiжна константа B визначає константу
перенормування вторинно квантованої хвильової функцiї електрона

Z2 = 1 +B = 1− e2

8π2(4− n)
, (8.8.8)

а нова гола електронна хвильова функцiя дорiвнює ψB =
√
Z2ψ. Тодi лаг-

ранжiан L1B можна переписати в термiнах голих полiв i маси таким чином

L1B = iψ̄B ∂̂ψB − (m+A)Z−1
2 ψ̄BψB = iψ̄B ∂̂ψB −m0ψ̄BψB, (8.8.9)

де гола (розбiжна) маса

m0 = (m+A)Z−1
2 = m

(
1− e2

2π2(4− n)

)(
1− e2

8π2(4− n)

)−1

= m− δm.

(8.8.10)

Величини з iндексами B є голi величини, без врахування взаємодiї, а ψ,
m вiдносяться до фiзичного (спостережуваного) електрона. Ще раз пiд-
креслимо, що лагранжiан L1B, виражений у термiнах голих величин, має
таку саму форму, як i лагранжiан L1. Тобто перенормування зберiгає фор-
му вихiдного лагранжiана. Ця властивiсть є дуже важливою. Теорiї, в яких
контрчлени мають таку саму структуру, як i доданки у початковому лаг-
ранжiанi, називаються перенормовними теорiями.

Ясно, що голий пропагатор 〈0|TψB(x)ψ̄B(y)|0〉 зв’язаний з пропагато-
ром фiзичних полiв мультиплiкативним спiввiдношенням

GB(x− y) = 〈0|TψB(x)ψ̄B(y)|0〉 = Z2〈0|Tψ(x)ψ̄(y)|0〉 = Z2Gr(x− y).
(8.8.11)

Для фур’є-перетворення повного фотонного пропагатора, Dµν(x− y),
аналогiчно маємо нескiнченний ряд знов-таки у формi геометричної про-
гресiї, зображений графiчно на рис. 44,

Dµν(k) = D0µν(k) +D0µα(k)(−iΠαβ(k))D0βν(k) + ... . (8.8.12)

Тут D0µν(k) є пропагатором вiльного поля,

D0µν(k) =
1

ik2

(
gµν −

kµkν
k2

)
+ ξ

kµkν
ik4

, (8.8.13)

231



8. ОДНОПЕТЛЬОВI ДIАГРАМИ В КВАНТОВIЙ ЕЛЕКТРОДИНАМIЦI

а поляризацiйний оператор Πµν(k) (власна енергiя фотона) є поперечним
внаслiдок калiбрувальної iнварiантностi kµΠµν(k) = kνΠµν(k) = 0:

Πµν(k) = (gµνk
2 − kµkν)Π(k2) =

(
gµν −

kµkν
k2

)
k2Π(k2). (8.8.14)

Поляризацiйний оператор включає тiльки одночастинково-незвiднi дiагра-
ми, приклади деяких з них наведено на рис. 18.

Тодi, використовуючи поперечнiсть тензора gµν − kµkν/k2, отримуємо

Dµν(k) =

(
gµν −

kµkν
k2

)(
1

ik2
+

1

ik2
(−ik2Π(k))

1

ik2
+ ...

)
+ ξ

kµkν
ik4

=

=

(
gµν −

kµkν
k2

)
1

ik2

1

1 + Π(k2)
+ ξ

kµkν
ik4

. (8.8.15)

У нашому випадку в найнижчому порядку теорiї збурень для поляриза-
цiйного оператора запишемо, видiляючи розбiжнiсть,

Π(k2) =
e2

6π2(4− n)
+ Πf (k2), (8.8.16)

де Πf (k2) — скiнченна частина. У початковий лагранжiан

L2 = −1

4
FµνFµν −

1

2ξ
(∂µA

µ)2 (8.8.17)

добавимо контрчлен

L2ct = −C
4
FµνFµν ⇒

C

2
Aµ(�gµν − ∂µ∂ν)Aν , (8.8.18)

щоб усунути розбiжнiсть у поляризацiї вакууму. Тодi

(L2)B = L2 + L2ct = −Z3

4
FµνFµν −

1

2ξ
(∂µA

µ)2, Z3 = 1 + C.

В iмпульсному просторi це очевидно дасть додатковий внесок −iC(k2gµν −
− kµkν) в обернений пропагатор фотона. Далi в порядку e2 вимагаємо, щоб
Π(k2) + C була скiнченною величиною i знаходимо

C = − e2

6π2(4− n)
, Z3 = 1− e2

6π2(4− n)
. (8.8.19)

Визначимо константу перенормування вторинно квантованої хвильової
функцiї фотона AµB = Z

1/2
3 Aµ. Тодi L2 + L2ct можна переписати у виглядi

L = −1

4
FµνB FBµν −

1

2ξ
Z−1

3 (∂µABµ)2 =
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= −1

4
FµνB FBµν −

1

2ξ0
(∂µA

µ
B)2, ξ0 = Z3ξ. (8.8.20)

Неперенормований i перенормований пропагатори фотона в термiнах го-
лих i фiзичних полiв зв’язанi мультиплiкативно

Dµν ∼ 〈0|TAµBAνB|0〉 ∼ Z3〈0|TAµAν |0〉 = Z3Drµν , (8.8.21)

де Drµν — перенормований фотонний пропагатор, який дорiвнює

Drµν(k) =

(
gµν −

kµkν
k2

)
1

ik2

1

1 + Πf (k2)
+ члени пропорцiйнi ξ, (8.8.22)

де Πf (k2) є скiнченною частиною поляризацiйної функцiї, визначеною в
рiвняннi (8.8.16). Очевидно, маса фотона дорiвнює нулю, оскiльки полюс
при k2 = 0 зберiгається.

Перенормування позбавляє нас вiд нескiнченних доданкiв, але зали-
шає скiнченнi доданки, що приводить до спостережуваних фiзичних ефек-
тiв, у тому числi до залежностi значення заряду електрона вiд переданого
iмпульсу, що пiдтверджується експериментально.

Звернемось тепер до вершинної функцiї, яку в iмпульсному просторi
представимо у виглядi Γµ(p, p′) = γµ+ Λµ(p, p′), де p i p′ — iмпульси елект-
рона. У найнижчому порядку теорiї збурень поправка до голої вершини
описується другою дiаграмою на рис. 36. Її розбiжна частина, Λ

(1)
µ , при n,

що прямує до 4, має вигляд (див. (8.7.8))

Λ(1)
µ =

e2

8π2(4− n)
γµ. (8.8.23)

Цю розбiжнiсть можна усунути, додавши до лагранжiана взаємодiї

Lint = −eµ2−n
2 ψ̄γµψA

µ (8.8.24)

контрчлен виду
L3ct = −Deµ2−n

2 ψ̄γµψA
µ, (8.8.25)

що дає додаткову вершину взаємодiї −ieµ2−n
2Dγµ в розкладi за теорiєю

збурень. Тодi вимагаємо

Dγµ + Λµ = скiнченна величина,

звiдки

D = − e2

8π2(4− n)
. (8.8.26)
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В результатi доданок у лагранжiанi, який описує взаємодiю електронного
та електромагнiтного полiв, отримує вигляд

Lint +L3ct = −(1 +D)eµ2−n
2 ψ̄Âψ = −Z1eµ

2−n
2 ψ̄Âψ, Z1 = 1 +D. (8.8.27)

Зрештою, повний лагранжiан КЕД (в однопетльовому наближеннi) має в
термiнах фiзичних полiв такий вигляд

LB = iZ2ψ̄∂̂ψ − (m+A)ψ̄ψ − Z1eµ
2−n

2 ψ̄Âψ − Z3

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µAµ)2,

(8.8.28)
де

Z1 = Z2 = 1− e2

8π2(4− n)
, Z3 = 1− e2

6π2(4− n)
, A = − me2

2π2(4− n)
.

(8.8.29)

Вiдзначимо важливу рiвнiсть Z1 = Z2, яка є наслiдком так званої тотож-
ностi Уорда—Такахашi (УТ), доведення якої буде дано пiзнiше,

−ikµΓµ(p, p+ k) = G−1(p+ k)−G−1(p), (8.8.30)

де за визначенням Γµ(p, p+k) ≡ γµ+Λµ. Оскiльки фермiонний пропагатор
зв’язаний з власною енергiєю електрона спiввiдношенням (8.8.1), то для
розбiжних частин маємо в порядку e2:

G−1
div(p) = (−i)

[
p̂

(
1 +

e2

8π2(4− n)︸ ︷︷ ︸
=Z−1

2

)
−m

(
1 +

e2

2π2(4− n)

)]
, (8.8.31)

Γµdiv = γµ
(

1 +
e2

8π2(4− n)

)
= γµZ−1

1 . (8.8.32)

Фактично тотожнiсть Уорда—Такахашi (8.8.30) потребує рiвностi Z1 = Z2

у всiх порядках теорiї збурень.
Переходячи до голих величин, маємо

LB = iψ̄B ∂̂ψB−m0ψ̄BψB−e0ψ̄BÂBψB−
1

4
FµνB FBµν+

1

2ξ0
(∂µABµ)2. (8.8.33)

Тут голi константи пов’язанi з фiзичними (скiнченними) спiввiдношен-
нями

m0 = Z−1
2 (m+A)︸ ︷︷ ︸

=mZm

, e0 = eµ2−n
2

Z1

Z2Z
1/2
3

= eµ2−n
2Z
−1/2
3 , ξ0 = Z3ξ. (8.8.34)
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Таким чином, всi нескiнченнi величини включенi в голi величини, при
цьому лагранжiан зберiг свою початкову форму. Цей результат означає
перенормовнiсть квантової електродинамiки у даному порядку. Насправдi
квантова електродинамiка є перенормовною теорiєю в усiх порядках теорiї
збурень (див. роздiл 7).

Для константи перенормування Z2(= Z1) ми вже наводили вираз у
другому порядку теорiї збурень поблизу n = 4 (8.4.29). Константа Zm ви-
значається з формули (8.4.28). Наведемо тут вираз для константи Z3:

Z3 = 1− α

3π

(
2

4− n
− γ + ln(4π) + ln

µ2

m2

)
+O(α2), (8.8.35)

Для голої константи зв’язку маємо спiввiдношення

α0 = Z−1
3 α = α

[
1 +

α

3π

(
2

4− n
− γ + ln(4π) + ln

µ2

m2

)
+O(α2)

]
. (8.8.36)

Хоча схема перенормування на масовiй оболонцi (перенормування за Дай-
соном) є найбiльш привабливою з фiзичної точки зору, вона є лише од-
нiєю з багатьох можливих схем перенормувань. Єдина вимога, яку справ-
дi потрiбно врахувати, це те, щоб контрчлени усували ультрафiолетовi
розбiжностi в дiаграмах Фейнмана, залишаючи тiльки скiнченнi члени в
границi n→ 4.

Позначаючи ε = (4−n)/2, розбiжностi в дiаграмах з k петлями мають

вигляд кiлькох доданкiв ряду Лорана
−1∑
i=−k

ciε
i (k = 1 в однопетльових дiа-

грамах). Мiнiмальний спосiб перенормування полягає в тому, щоб вклю-
чати лише полюснi доданки у контрчлени. Така схема перенормування,
як вже згадувалося ранiше, називається MS (minimal subtraction) схемою.
Однак, оскiльки полюси 1/ε завжди йдуть разом з константою Ейлера та
ln(4π), то зручнiше видаляти полюси разом з цими константами

1

ε̃
=

1

ε
− γ + ln(4π).

Еквiвалентно, це вiдповiдає замiнi довiльного параметра µ на iнший

µ2 ⇒ µ2 = 4πµ2e−γ . (8.8.37)

Вiдповiдна схема називається модифiкованою схемою мiнiмального вiднi-
мання MS, вона широко використовується в пертурбативних розрахунках
у фiзицi високих енергiй, особливо в КХД. Формули для перенормувань
виглядають простiше в цiй схемi, наприклад (8.8.36) замiнюється на

α0 = α

[
1 +

α

3π

(
1

ε
+ ln

µ2

m2

)
+O(α2)

]
. (8.8.38)
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Рис. 45. Скорочення розбiжностей
у пiддiаграмах

Рис. 46. Розбiжностi, що перекриваються в
дiаграмах власної енергiї електрона i фотона

У довiльному порядку теорiї збурень спiввiдношення мiж голими та
перенормованими зарядами i масами в розмiрнiй регуляризацiї мають ви-
гляд рядiв Тейлора за перенормованою константою зв’язку. В розмiрнiй
регуляризацiї маємо

α0(n) = µ4−nα

(
1 +

∞∑
k=1

a(k)(n)αk

)
, (8.8.39)

m0(n) = m

(
1 +

∞∑
k=1

b(k)(n)αk

)
, (8.8.40)

а в регуляризацiї Паулi—Вiлларса

α0 (M) = α

(
1 +

∞∑
k=1

a(k)

(
M

m

)
αk

)
, (8.8.41)

m0(M) = m

(
1 +

∞∑
k=1

b(k)

(
M

m

)
αk

)
. (8.8.42)

У даному порядку теорiї збурень αk всi розбiжностi в пiддiаграмах усу-
ваються за допомогою контрчленiв, знайдених в порядках ≤k − 1. Зали-
шаються тiльки розбiжностi дiаграм як цiлого в даному порядку αk, їх
можна усунити, пiдбираючи коефiцiєнти a(k), b(k) i вiдповiднi коефiцiєн-
ти ряду для константи перенормування хвильової функцiї електрона Z2

(= Z1). Для константи Z3 очевидно використовуємо Z3 = α/α0.
Тонкощi перенормування у вищих порядках. Аналiз розбiж-

ностей дiаграм Фейнмана за допомогою iндексу розбiжностi не враховує
розбiжностi в пiддiаграмах багатопетльових дiаграм. Якщо дiаграма по
iндексу є збiжною, але має розбiжнi пiддiаграми, то цi розбiжностi легко
усуваються за допомогою контрчленiв вже знайдених у нижчих порядках
теорiї збурень. Приклад вiдповiдних дiаграм наведено на рис. 45. Розбiж-
нiсть першої дiаграми, яка присутня за рахунок розбiжної пiддiаграми
поляризацiї вакууму, скорочується контрчленом другої дiаграми.

Бiльш складна ситуацiя виникає у випадку так званих розбiжностей,
що перекриваються, тобто таких дiаграм, якi мiстять двi або бiльше роз-
бiжних петель. Приклади таких дiаграм в КЕД в порядку e4 наведено
на рис. 46.
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Рис. 47. Поляризацiя вакууму з контрчлена-
ми у вершинах

Рис. 48. Контрчлен для вакуум-
ної поляризацiї в порядку e4

У контрчленному пiдходi розбiжностi в кожнiй вершинi дiаграми по-
ляризацiї вакууму усуваються за допомогою нових дiаграм на рис. 47, де
у вершинах з’являються контрчлени порядку e2. Пiсля цього треба ще до-
бавити новий контрчлен порядку e4, щоб усунути розбiжнiсть дiаграми як
цiлої (рис. 48).

Ця процедура усунення розбiжностей працює i для дiаграм бiльш висо-
кого порядку. Тобто пiсля усунення розбiжностей в даному порядку мож-
на переходити до дiаграм наступного порядку. Вже наявнi контрчлени
усувають розбiжностi в пiддiаграмах, а розбiжностi дiаграми як цiлого
усуваються пiдбором нового контрчлена даного порядку. Ця рекурсивна
процедура усунення розбiжностей працює в перенормовних теорiях i має
назву R-операцiї Боголюбова—Парасюка. Детальнiше з R-операцiєю мож-
на познайомитися в монографiях [5, 16,63,121].

Важливiсть тотожностi Уорда—Такахашi. Як ми вже зазна-
чали ранiше, тотожностi УТ є наслiдком калiбрувальної симетрiї i вiдiгра-
ють дуже важливу роль у практичних обчисленнях. Для того щоб зрозу-
мiти їх значення, розглянемо простий приклад квантової електродинамiки
з двома сортами заряджених частинок: електронами i мюонами. Тодi для
фотон-мюонної вершини матимемо

eZ ′−1
2 Z

−1/2
3 = e0(Z ′1)−1, (8.8.43)

де Z ′1 i Z ′2 — константи перенормування вершини i поля мюона вiдповiд-
но. Константи перенормування залежать вiд маси мюона (в регуляризацiї
з обрiзанням по iмпульсам, або в регуляризацiї Паулi—Вiлларса). Вини-
кає пiдозра, що рiвняння (8.8.43) визначає iнше спiввiдношення мiж фi-
зичним зарядом e i голим зарядом e0, нiж у випадку присутностi лише
одних електронiв. Але в силу тотожностi УТ Z ′1 = Z ′2, це спiввiдношен-
ня залишається таким, як i ранiше, так що присутнiй лише один унiвер-
сальний електричний заряд, який має одне й те саме значення для всiх
сортiв частинок.

Сенс теорiї перенормувань виражається в теоремi Боголюбова—Пара-
сюка—Хеппа—Циммермана (БПХЦ):

Для довiльної перенормовної квантової теорiї поля у будь-якому по-
рядку теорiї збурень усi розбiжностi усуваються за допомогою контрчле-
нiв, якi вiдповiдають примiтивно розбiжним дiаграмам. Тобто теорiя є
скiнченною, якщо використати перенормовну теорiю з повним набором
контрчленiв.
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Математичне доведення теореми БПХЦ можна знайти в книгах
[5, 16,63].

Теорiї перенормувань можна надати сенс i поза межами теорiї збу-
рень: пiдiбрати параметри лагранжiана як функцiї параметра регуляриза-
цiї таким чином, щоб фiзичнi величини були скiнченними, коли параметр
регуляризацiї прямує до свого граничного значення. Але регулярної непер-
турбативної процедури перенормування поки що не розроблено. З iншого
боку, можна використовувати теорiю збурень не за константою зв’язку, а
за iншими параметрами теорiї. Прикладами таких розкладiв є розклади
за числом петель (loop expansion), за константою Планка ~ (квазiкласич-
ний розклад), розклад 1/N , де N — кiлькiсть компонент полiв, наприклад
розклад за параметром 1/nf або 1/Nc в КХД, де nf — кiлькiсть ароматiв
кваркiв, а Nc — кiлькiсть кольорiв.

ЗАДАЧI

1. Обчислити iнтеграл, що зустрiчається при обчисленнi поляризацiї
вакууму в розмiрнiй регуляризацiї,

I =

1∫
0

dxx(1− x)

[m2 − x(1− x)p2]2−n/2
,

використовуючи iнтеграл

1∫
0

duuα−1(1− u)β−1(u+ z)−ρ = z−ρB(α, β)F (α, ρ;α+ β;−1/z),

Reα > 0, Reβ > 0, Rez > 0

i спiввiдношення для гiпергеометричної функцiї Гауса

F (a, b; c; z) = (1− z)−bF
(
c− a, b; c; z

z − 1

)
.

Показати, що поляризацiйний оператор в областi 0 < p2 < 4m2 може
бути записаний як

Πµν(p) =
e22[n

2
]

48π2

(
m2

4πµ2

)n
2
−2

(gµνp
2 − pµpν)Γ

(
2− n

2

)
F

(
2,2− n

2
;
5

2
;
p2

4m2

)
,

де [x] — цiла частина числа x. Цей вираз допускає аналiтичне про-
довження в областi p2 < 0 i p2 > 4m2. Оскiльки гiпергеометрична
функцiя F (a, b; c; z) має розрiз для дiйсних значень z > 1, поляриза-
цiйна функцiя має уявну частину в областi iмпульсiв p2 > 4m2.
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2. Скiнченна частина поляризацiї вакууму в схемi вiднiмання за Дай-
соном має вигляд (8.1.15). Обчислити iнтеграл, використовуючи iн-
тегрування частинами, i одержати такий вираз в областi iмпульсiв
0 < p2 < 4m2:

Πµν(p) = − α

3π
(gµνp

2 − pµpν)

{
1

3
+ 2

(
1 +

2m2

p2

)[(
4m2

p2
− 1

)1/2

×

× arcctg

(
4m2

p2
− 1

)1/2

− 1

]}
.

3. У попереднiй задачi зробити аналiтичне продовження фiнального ви-
разу до областi iмпульсiв p2 > 4m2 за допомогою формули

arcctg(iz) = −iarccth(z) =
1

2i
ln
z + 1

z − 1

i обчислити уявну частину ImΠ(p2 + iε), де скалярна функцiя Π(p2)
визначається як Πµν(p) =

(
gµνp

2 − pµpν
)

Π(p2).

4. Використовуючи розмiрну регуляризацiю, обчислити в скалярнiй
електродинамiцi з зарядженим скалярним полем поляризацiйну
функцiю фотонного поля в однопетльовому наближеннi.

5. Обчислити власну енергiю електрона в другому порядку теорiї збу-
рень, використовуючи регуляризацiю Фейнмана, коли фотонний про-
пагатор у калiбровцi ξ = 1 модифiкується таким чином:

D0µν(k)
gµν

i(k2 + iε)
→ gµν

[
1

i(k2 − λ2 + iε)
− 1

i(k2 − Λ2 + iε)

]
=

= igµν

Λ2∫
λ2

dt

(k2 − t+ iε)2
, (8.8.44)

де λ — мала маса фотона (iнфрачервоне обрiзання) i Λ — параметр
ультрафiолетового обрiзання.

6. Обчислити власну енергiю електрона в другому порядку теорiї збу-
рень в довiльнiй калiбровцi ξ 6= 1, застосувавши розмiрну регуля-
ризацiю. Показати, що значення фiзичної маси, яке визначається
положенням полюса пропагатора, не залежить вiд калiбрувального
параметра ξ.
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7. Розглянути однопетльовий фейнманiвський iнтеграл у просторi Мiн-
ковського що вiдповiдає трикутнiй дiаграмi,

J =

∫
dnk

iπ
n
2

1

(−k2)ν1 [−(k + p1)2]ν2 [−(k + p1 + p2)2]ν3
.

Застосовуючи параметризацiю Фейнмана i формулу iнтегрування
(7.8.12), отримати

J = Γ
(
ν − n

2

)∫
αi≥0

(
3∏
i=1

dαi
ανi−1
i

Γ(ν1)

)
Uν−n

F ν−
n
2

,

де ν = ν1 + ν2 + ν3, i

U = α1 + α2 + α3, F = −α1α2x1 − α2α3x2 − α3α1x3,

x1 = p2
1, x2 = p2

2, x3 = (p1 + p2)2.

8. Розглянути взаємодiю електрона з легким скалярним полем φ, ви-
значену доданком gφψ̄eψe. У випадку, коли маса скалярної частинки
mφ приймає значення в iнтервалi (Zα)2me � mφ � Zαme знайти
змiну енергiї 1s-стану воднеподiбного атома iз зарядом Ze внаслiдок
такої взаємодiї.

9. Знайти асимптотичну поведiнку електронного пропагатора в кванто-
вiй електродинамiцi при великому значеннi iмпульсу, використовую-
чи власну енергiю електрона в однопетльовому наближеннi.
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У попереднiх двох роздiлах ми розглядали функцiї Грiна в теорiї збу-
рень, вивчали та аналiзували однопетльовi дiаграми в квантовiй електро-
динамiцi. Однак ми вже згадували, що крiм результатiв, отриманих у
пертурбативному пiдходi, в теорiї квантових калiбрувальних полiв iсну-
ють деякi точнi рiвняння i спiввiдношення для функцiй Грiна, пов’яза-
нi з симетрiями. Це iнтегральнi рiвняння Швiнгера—Дайсона, тотожностi
Уорда—Такахашi, а також квантовi аномалiї, якi описують порушення в
квантовiй теорiї симетрiй, що присутнi в класичнiй теорiї. Ясно, цi точ-
нi рiвняння i спiввiдношення посiдають особливе мiсце в сучаснiй теорiї
квантових калiбрувальних полiв.

9.1. Iнтегральнi рiвняння Швiнгера—Дайсона
Розпочнемо розгляд з рiвняньШвiнгера—Дайсона (ШД) i для початку

розглянемо дiаграми для власної енергiї електрона, якi можна розбити
на два класи: одночастинково-незвiднi дiаграми (або компактнi) i звiднi
дiаграми, з’єднанi однiєю фермiонною лiнiєю.

Позначимо, як i ранiше, через −iΣ(p) суму всiх компактних дiаграм.
Тодi нескiнченний ряд усiх дiаграм на рис. 42 можна представити у ви-
глядi блокiв −iΣ(p), з’єднаних однiєю фермiонною лiнiєю, що дає рiвнiсть
(8.8.1) — спiввiдношення мiж точним пропагатором i масовим оператором
Σ(p). Це рiвняння можна записати також у виглядi

G−1(p) = G−1
0 (p)− (−iΣ(p)), (9.1.1)

де G0(p) = i/(p̂ −m0) — вiльний електронний пропагатор, i яке графiчно
зображено на рис. 49.

Аналогiчно для фотонного пропагатора вiдповiднi дiаграми також
можна розбити на компактнi (або сильнозв’язнi) власноенергетичнi дiа-
грами −iΠµν(k) для фотона i некомпактнi дiаграми, де блоки −iΠµν(k)
з’єднанi однiєю фотонною лiнiєю. Увесь нескiнченний ряд дiаграм для фо-
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Рис. 49. Рiвняння ШД для повного
фермiонного пропагатора в КЕД

Рис. 50. Рiвняння ШД для повного фо-
тонного пропагатора в КЕД

тонного пропагатора (8.8.12) можна записати у виглядi рiвняння

Dµν(p) = D0
µν(p) +D0

µλ(p)(−iΠλρ(p))Dρν(p), (9.1.2)

або в iншiй формi
D−1
µν (p) = (D0)−1

µν (p)− (−iΠµν(p)), (9.1.3)

i яке графiчно зображене на рис. 50.
Вiльний пропагатор має тензорну структуру

D0µν(k) =
1

ik2

(
gµν −

kµkν
k2

)
+ ξ

kµkν
ik4

, (9.1.4)

а власна енергiя фотона є поперечним тензором Πµν(k)=(gµνk
2 − kµkν)×

×Π(k2). Тензорну структуру повного фотонного пропагатора можна за-
писати з двома невiдомими скалярними функцiями d(k2) i dl(k2)

Dµν(k) =
d(k2)

ik2

(
gµν −

kµkν
k2

)
+ dl(k

2)
kµkν
ik4

. (9.1.5)

Пiдставляючи це у рiвняння (9.1.2), знаходимо, що dl(k
2) = ξ, а d(k2)

визначається з простого рiвняння

d(k2) = 1−Π(k2) · d(k2)⇒ d(k2) =
1

1 + Π(k2)
. (9.1.6)

Як бачимо, поздовжна частина пропагатора (9.1.5) не мiняється внаслi-
док поперечностi тензора Πµν(k), а поперечна частина виражається через
скалярну поляризацiйну функцiю.

Звернемося тепер до вершинної функцiї. Суму всiх вершинних частин
позначимо Γµ(p′, p) (у визначення не включаємо пропагатори зовнiшнiх
електронних i фотонних лiнiй, а також множник (−ie0))

Γµ(p′, p) = γµ + Λµ(p′, p).

Одночастинково-незвiдна вершина Γµ(p′, p) пов’язана з триточковою ко-
реляцiйною функцiєю операцiєю ампутацiї (див. рис. 51).

Визначимо також ядро електрон-позитронного розсiяння
K(p, p′, q)αβ,γδ. У визначення K не включенi дiаграми, якi можна роз-
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Рис. 51. Ампутацiя вершин-
ної функцiї в КЕД

Рис. 52. Ядро електрон-позитронного розсiяння у виглядi ряду за скелетними дiагра-
мами з повними пропагаторами i вершинами

бити на двi, розрiзаючи одну фотонну лiнiю або двi фермiоннi лiнiї (див.
рис. 52).

Випишемо iнтегральнi рiвняння, якi зв’язують величини Σ, Πµν з пов-
ними пропагаторами G(p), Dµν i вершиною Γµ згiдно з правилами Фейн-
мана

−iΣ(p) = (−ie0)2

∫
d 4k

(2π)4
Γµ(p, p− k)G(p− k)γνD

µν(k). (9.1.7)

Використовуючи зв’язок повного фермiонного пропагатора з власною
енергiєю (9.1.1), отримуємо iнтегральне рiвняння для фермiонного про-
пагатора

G−1(p) = G−1
0 (p)− (−ie0)2

∫
d 4k

(2π)4
Γµ(p, p− k)G(p− k)γνD

µν(k). (9.1.8)

Аналогiчно, для вакуумної поляризацiї

−iΠµν(k) = (−ie0)2(−1)

∫
d 4p

(2π)4
tr[γµG(p− k)Γν(p− k, p)G(p)], (9.1.9)

де в правiй частинi присутнiй множник−1 для фермiонної петлi вiдповiдно
до правил Фейнмана. Для фотонного пропагатора отримуємо iнтегральне
рiвняння

D−1
µν (k) = D−1

0µν(k) + (−ie0)2

∫
d 4p

(2π)4
tr[γµG(p− k)Γν(p− k, p)G(p)]. (9.1.10)

Рiвняння для вершинної частини схематично можна записати як

Γ = γ +

∫
ΓGG ·K, (9.1.11)

або у бiльш розгорнутому виглядi

Γµαβ(p+ q, p) = γµαβ +

∫
d 4k

(2π)4
[G(k + q)Γµ(k + q, k)G(k)]β′α′ ×

×Kα′β′,αβ(k, k + q, p+ q). (9.1.12)
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Рис. 53. Рiвняння ШД в КЕД. Повнi пропагатори по-
значенi жирною крапкою, повна вершина — свiтлим кру-

жечком, а ядро K — сiрим кружечком

Iнтегральнi рiвняння для фермiонного i фотонного пропагаторiв та вер-
шини зображенi на рис. 53.

Зауважимо, що цi рiвняння не утворюють замкнутої системи рiвнянь,
оскiльки рiвняння для вершини мiстить ядро K, для якого треба виписати
своє рiвняння. Фактично рiвняння Швiнгера—Дайсона утворюють нескiн-
ченну систему iнтегральних рiвнянь для функцiй Грiна з довiльним чис-
лом фермiонних i фотонних зовнiшнiх лiнiй. Якщо обмежитись внеском
в ядро K тiльки першої дiаграми на рис. 52, то отримуємо замкнену сис-
тему нелiнiйних iнтегральних рiвнянь (так зване тригамне наближення),
яке розглядали Ландау, Абрiкосов i Халатнiков.

9.2. Рiвняння Швiнгера—Дайсона в квантовiй
електродинамiцi з функцiонального iнтеграла

Нагадаємо, що для того, щоб правильно визначити iнтеграл за траєк-
торiями, потрiбно усунути внесок калiбрувально еквiвалентних конфiгура-
цiй, якi описують фiзично еквiвалентнi точки у фазовому просторi. Вiдпо-
вiдно до процедури Фаддєєва—Попова, слiд вибрати калiбрувальну умову
(поверхню), яка (в iдеалi) один раз перетинає всi калiбрувальнi орбiти,
i додати детермiнант Фаддєєва—Попова. У випадку лоренцових калiбру-
вальних умов у КЕД детермiнант Фаддєєва—Попова, як ми бачили ранi-
ше, не залежить вiд змiнних iнтегрувань i може бути винесений за знак
iнтеграла та поглинений у нормуючий множник.

Генеруючий функцiонал в КЕД в цих калiбровках має вигляд

Z(J, η̄, η) = N

∫
DAµDψDψ̄ exp

{
i

∫
d 4x

[
−1

4
FµνF

µν + ψ̄(iD̂ −m)ψ−

− 1

2ξ
(∂µA

µ)2 + JµAµ + η̄ψ(x) + ψ̄(x)η

]}
, (9.2.1)
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де Dµ = ∂µ + ie0Aµ — коварiантна похiдна, а Jµ, η, η̄ — джерела для полiв
Aµ(x), ψ̄(x), ψ(x), вiдповiдно, ξ — калiбрувальний параметр. Для сукупно-
стi полiв i джерел

Φl = {A,ψ, ψ̄}, Jl = {J, η̄, η}

запишемо генеруючий функцiонал у загальному виглядi

Z[Jl] = N

∫
DΦl e

iS(Φl,Jl).

Розглянемо iнтеграл ∫
DΦl

δ

δΦl(x)
eiS(Φl,Jl) = 0, (9.2.2)

який дорiвнює нулю як iнтеграл вiд функцiональної похiдної. Наприклад,
для δ/δAµ(x) це буде рiвнiсть∫
DAµDψDψ̄

{[
gµν�x −

(
1− 1

ξ

)
∂xµ∂

x
ν

]
Aν(x)− e0ψ̄γµψ(x) + Jµ(x)

}
eiS = 0.

Замiнюючи поля в дужках {...} функцiональними похiдними по вiдповiд-
ним джерелам, наприклад

Aµ(x) eiS(Aµ,ψ̄,ψ) =
δ

iδJµ(x)
eiS(Aµ,ψ̄,ψ), (9.2.3)

отримуємо функцiонально-диференцiальне рiвняння для генеруючого
функцiонала Z(J, η̄, η):{[

gµν�−
(

1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]x δ

iδJν(x)
− e0γ

µ
βα

δ

iδη̄α(x)

δ

iδηβ(x)
+ Jµ(x)

}
Z = 0.

(9.2.4)

Нагадаємо, що при диференцiюваннi за грасмановими змiнними треба вра-
ховувати антикомутативнiсть цих змiнних та похiдних по ним.

Аналогiчно у випадку фермiонних змiнних маємо

0 =

∫
DAµDψDψ̄

δeiS

iδψ̄α(x)
=

∫
DAµDψDψ̄

[
(iD̂ −m)xαβψβ(x) + ηα(x)

]
eiS,

0 =

∫
DAµDψDψ̄

δeiS

iδψα(x)
= −

∫
DAµDψDψ̄

[
(−iD̂ −m)xβαψ̄β(x) + η̄α(x)

]
eiS,

де в останнiй рiвностi коварiантна похiдна дiє на дiракiвськi спряжений
спiнор за правилом Dµψ̄ = (∂µ − ie0Aµ)ψ̄. Далi ми замiнюємо поля на
варiацiйнi похiднi

ψα(x)⇒ δ

iδη̄α(x)
, ψ̄α(x)⇒ − δ

iδηα(x)
, (9.2.5)
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що дає такi функцiонально-диференцiйнi рiвняння{
(i∂̂ −m)xαβ

δ

iδη̄β(x)
− e0γ

µ
αβ

δ

iδJµ(x)

δ

iδη̄β(x)
+ ηα(x)

}
Z[J, η̄, η] = 0, (9.2.6){

(i∂̂ +m)xβα
δ

iδηβ(x)
+ e0γ

µ
βα

δ

iδJµ(x)

δ

iδηβ(x)
+ η̄α(x)

}
Z[J, η̄, η] = 0. (9.2.7)

Для генеруючого функцiонала зв’язних функцiй ГрiнаW [J, η̄, η] вiдповiднi
рiвняння стають вже нелiнiйними, з (9.2.4) отримуємо[

gµν�−
(

1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]x δW

δJν(x)
−

− e0γ
µ
βα

(
δW

δη̄α(x)

δW

δηβ(x)
+

1

i

δ2W

δη̄α(x)δηβ(x)

)
+ Jµ(x) = 0. (9.2.8)

Аналогiчно з рiвнянь (9.2.6), (9.2.7) маємо

(i∂̂ −m)xαβ
δW

δη̄β(x)
− e0γ

µ
αβ

(
δW

δJµ(x)

δW

δη̄β(x)
+

1

i

δ2W

δJµ(x)δη̄β(x)

)
+ ηα(x) = 0,

(9.2.9)

(i∂̂ +m)xβα
δW

δηβ(x)
+ e0γ

µ
βα

(
δW

δJµ(x)

δW

δηβ(x)
+

1

i

δ2W

δJµ(x)δηβ(x)

)
+ η̄α(x) = 0.

(9.2.10)

Знайденi функцiонально-диференцiйнi рiвняння для функцiоналiв
Z[J, η̄, η], W [J, η̄, η] можна записати як нескiнченний ланцюжок зчеплених
iнтегральних рiвнянь для функцiй Грiна. Зазвичай використовують
рiвняння для зв’язних функцiй Грiна. Продемонструємо це на прикладi
виведення рiвняння ШД для фотонного пропагатора. Продиференцiює-
мо рiвняння (9.2.8) по δ/iδJλ(y) i покладемо всi джерела J, η, η̄ = 0.
Отримуємо рiвняння, яке пов’язує двi зв’язнi кореляцiйнi функцiї[

gµν�x −
(

1− 1

ξ

)
∂µx∂

ν
x

]
〈0|TAν(x)Aλ(y)|0〉c +

1

i
δµλδ(x− y) +

+ e0γ
µ
βα〈0|Tψα(x)ψ̄β(x)Aλ(y)|0〉c = 0, (9.2.11)

де ми використали, що
δW

δη̄
=

δW

δη
= 0 у вiдсутностi джерел, а також

рiвняння
δ2W

δJν(x)iδJλ(y)

∣∣∣∣
J, η, η̄=0

= 〈0|TAν(x)Aλ(y)|0〉c, (9.2.12)

δ3W

iδJλ(y)iδη̄α(x)δηβ(x)
= −〈0|Tψα(x)ψ̄β(x)Aλ(y)|0〉c (9.2.13)
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(надалi значок c опускаємо). Визначимо ампутовану 3-точкову функцiю
Γνγδ(xz|y) таким чином

〈0|Tψα(x)ψ̄β(z)Aµ(y)|0〉 = −ie0

∫
d 4x′d 4z′d 4y′Gαγ(x− x′)Γνγδ(x′z′|y′)×

×Gδβ(z′ − z)Dνµ(y′ − y). (9.2.14)

Внаслiдок трансляцiйної iнварiантностi величина Γνγδ(xz|y) залежить вiд
двох рiзниць координат. Здiйснюючи фур’є-перетворення для величин G,
D, Γ, отримуємо

〈0|Tψα(x)ψ̄β(z)Aµ(y)|0〉 = −ie0

∫
d 4p d 4q

(2π)8
e−ip(x−z)−iq(x−y)Gαγ(p)×

×Γνγδ(p, p+ q)Gδβ(p+ q)Dνµ(q). (9.2.15)

Тодi, прирiвнюючи x = z, i використовуючи фур’є-перетворення по x− y,
рiвняння (9.2.11) стає

−
[
gµνk2 −

(
1− 1

ξ

)
kµkν

]
Dνλ(k)− ie2

0γ
µ
βα

∫
d 4p

(2π)4
Gαγ(p)Γνγδ(p, p+ k)×

×Gδβ(p+ k)Dνλ(k) +
δµλ
i

= 0 (9.2.16)

або, множачи на обернену матрицю (D−1)λν ,

(D−1)µν(k) = (D−1
0 )µν(k) + (−ie0)2

∫
d 4p

(2π)4
tr[G(p)Γν(p, p+ k)G(p+ k)γµ],

(9.2.17)
де матриця

(D−1
0 )µν(k) = i

[
gµνk2 −

(
1− 1

ξ

)
kµkν

]
є оберненою до матрицi D0µν(k) (8.5.4). Рiвняння (9.2.17) збiгається з ра-
нiше одержаним рiвнянням (9.1.10).

Рiвняння ШД для фермiонного пропагатора (9.1.8) випливає з рiв-
няння (9.2.9) пiсля диференцiювання по ηγ(y) i покладаючи всi джерела
рiвними нулю (або iз рiвняння (9.2.10) пiсля диференцiювання по η̄γ(y)).
Аналогiчно рiвняння для вершинної функцiї (9.1.12) отримується з рiв-
няння (9.2.8) диференцiюванням по η i η̄, покладаючи J = η = η̄ = 0,
виконуючи ампутування i переходячи в iмпульсний простiр.

Зазначимо, що рiвняння Швiнгера—Дайсона є неоднорiдними iнтег-
ральними рiвняннями, i, розв’язуючи їх методом iтерацiй, де неоднорiднi
першi доданки беруться в якостi нульового наближення, ми отримуємо
розв’язки у виглядi ряду за дiаграмами Фейнмана. Тобто розв’язки за тео-
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рiєю збурень завжди мiстяться в цих рiвняннях. З iншого боку, розв’язки
iнтегральних рiвнянь можуть мiстити непертурбативнi внески, якi не мож-
на знайти за теорiєю збурень. Наприклад, розкладаючи в ряд Тейлора по
α в нулi функцiю e−1/α, одержимо нулi

e−
1
α = 0 + 0 + 0 + ... . (9.2.18)

Тобто такi внески не виявляються в теорiї збурень. Ще одним аргументом
для дослiдження рiвнянь ШД є те, що джерелом виникнення нескiнчен-
ностей може бути якраз метод вирiшення цих рiвнянь послiдовними на-
ближеннями. Дiйсно, нехай маємо рiвняння f = f0 + λI(f), де I — деякий
iнтегральний оператор, а λ — малий параметр. Рiвняння може мати скiн-
ченний розв’язок навiть якщо I(f0) =∞, тобто коли iтерацiї приводять до
нескiнченностi. Як приклад розглянемо скiнченний iнтеграл

I(g) =

∞∫
1

dx

x1+g2 , (9.2.19)

i розкладемо пiдiнтегральний вираз в ряд по g,

I(g) =

∞∫
1

dx

x

[
1− g2 lnx+

g4

2
ln2 x+ ...

]
. (9.2.20)

Бачимо, що почленне iнтегрування приводить до розбiжностi кожного чле-
на ряду теорiї збурень, хоча iнтеграл (9.2.19) є очевидно збiжним.

9.3. Векторнi тотожностi Уорда–Такахашi
Тотожностi Уорда—Такахашi — це спiввiдношення, яким задовольня-

ють n-точковi функцiї Грiна i якi є наслiдком iнварiантностi квантової
теорiї поля вiдносно неперервної симетрiї, зокрема й локальних калiбру-
вальних перетворень. Для iнварiантностi квантової теорiї необхiдна iнва-
рiантнiсть як дiї, так i мiри iнтегрування у функцiональному iнтегралi.
У випадку неiнварiантностi мiри iнтегрування виникають так званi ано-
мальнi тотожностi УТ. Ми розглянемо виведення обох типiв тотожностей
та почнемо з тотожностей, що виникають через калiбрувальну iнварiант-
нiсть. Для їх отримання в КЕД у функцiональному iнтегралi (9.2.1) зро-
бимо замiни змiнних, якi вiдповiдають локальному калiбрувальному пере-
творенню

ψ(x)→ e−ieα(x)ψ(x), ψ̄(x)→ eieα(x)ψ̄(x), Aµ(x)→ Aµ(x) + ∂µα(x).
(9.3.1)
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Доданки в лагранжiанi, якi змiнюються при калiбрувальних перетворен-
нях, мають вигляд

− 1

2ξ
(∂µA

µ +�α)2 + Jµ(Aµ + ∂µα) + η̄e−ieαψ + ψ̄eieαη ∼

∼ −1

ξ
∂µA

µ�α+ Jµ∂µα− ieαη̄ψ + ieαψ̄η, (9.3.2)

де в останньому виразi ми зберегли лiнiйнi iнфiнiтезимально малi члени.
Таким чином, у першому порядку по α(x) маємо∫
DAµDψDψ̄

[
1

ξ
�∂µA

µ(x) + ∂µJ
µ(x) + ieη̄ψ(x)− ieψ̄η(x)

]
eiS(J,η̄,η) = 0.

Замiнюючи поля на функцiональнi похiднi, отримуємо тотожнiсть, яка є
наслiдком калiбрувальної iнварiантностi теорiї[

1

ξ
�x∂xµ

δ

iδJµ(x)
+∂xµJ

µ(x)+ieη̄α(x)
δ

iδη̄α(x)
−ieηα(x)

δ

iδηα(x)

]
Z[J, η̄, η] = 0.

(9.3.3)

Для функцiонала W [J, η̄, η], що генерує зв’язнi функцiї Грiна, тотожнiсть
приймає вигляд

−i∂xµJµ(x) +
1

ξ
�x∂xµ

δW

iδJµ(x)
+ ieη̄α(x)

δW

iδη̄α(x)
− ieηα(x)

δW

iδηα(x)
= 0.

(9.3.4)

З цiєї функцiональної тотожностi можна отримати безлiч тотожностей для
кореляцiйних функцiй, якi мiстять зовнiшнi фотоннi лiнiї.

Якщо у функцiональному iнтегралi робити замiну змiнних тiльки для
фермiонних полiв, то отримуємо iншу тотожнiсть

γµαβ∂µ

[
δW

δη̄β(x)

δW

δηα(x)
+

1

i

δ2W

δη̄β(x)δηα(x)

]
+ η̄α(x)

δW

δη̄α(x)
− ηα(x)

δW

δηα(x)
= 0.

(9.3.5)
Останню рiвнiсть можна записати у бiльш прозорому виглядi

∂µ〈jµ(x)〉J, η, η̄ + η̄α(x)
δW

δη̄α(x)
− ηα(x)

δW

δηα(x)
= 0, (9.3.6)

де 〈jµ〉J, η, η̄ є середнє значення струму ψ̄γµψ у присутностi джерел

〈jµ(x)〉J, η, η̄ =

∫
DAµDψDψ̄ψ̄(x)γµψ(x) ei

∫
d 4x[LQED+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ]∫

DAµDψDψ̄ ei
∫
d 4x[LQED+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ]

. (9.3.7)
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9. IНТЕГРАЛЬНI РIВНЯННЯ ШВIНГЕРА—ДАЙСОНА

З тотожностi (9.3.6) отримуються тотожностi для кореляцiйних функ-
цiй, якi мiстять струм. Зокрема, диференцiюючи (9.3.6) за джерелами,
отримуємо таку тотожнiсть УТ для комптонiвської амплiтуди розсiяння
поза масовою оболонкою

∂µz 〈0|Tjµ(z)jν(x)ψ(x1)ψ̄(y1)|0〉 = 〈0|Tjν(x)ψ(x1)ψ̄(y1)|0〉×
× (δ(z − y1)− δ(z − x1)).

Контактнi доданки в правiй частинi не дають внесок в амплiтуду розсiян-
ня, для якої в iмпульсному просторi виконується

kµMµν(k, p, q) = 0, (9.3.8)

де k, p, q — iмпульси фотона i фермiонiв вiдповiдно. З фiзичної точки зору
це означає, що поздовжнi фотони, поляризацiї яких пропорцiйнi iмпульсу,
не взаємодiють. Тотожнiсть (9.3.8) очевидно узагальнюється на довiльнi
амплiтуди iз зовнiшнiми фотонними лiнiями.

Як iнший приклад, продиференцiюємо (9.3.4) по Jν(y) i покладемо
J = η = η̄ = 0, тодi отримуємо

1

ξ
�x∂µx 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉+

1

i
∂xν δ(x− y) = 0. (9.3.9)

В iмпульсному просторi це приводить до спiввiдношення

kµDµν(k) = ξ
kν
ik2

. (9.3.10)

Загальна тензорна структура повного фотонного пропагатора (9.1.5) мiс-
тить двi невiдомi функцiї d(k2) i dl(k2). Тотожнiсть означає, що одна з них
зафiксована dl(k2) = ξ.

З (9.3.10) очевидно, що для оберненого пропагатора

kνD−1
νµ (k) =

ik2kµ
ξ

, (9.3.11)

а для вiльного пропагатора маємо аналогiчну рiвнiсть

kνD−1
0νµ(k) =

ik2kµ
ξ

.

Тодi з рiвняння ШД
D−1
µν = D−1

0µν + iΠµν

отримуємо тотожнiсть для поляризацiйного оператора

kµΠµν(k) = 0⇒ Πµν(k) = (k2gµν − kµkν)Π(k2), (9.3.12)
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яка визначає тензорну структуру цiєї величини з однiєю скалярною функ-
цiєю Π(k2).

Тепер продиференцiюємо тотожнiсть (9.3.3) по
δ

iδηβ(y)
,

δ

iδη̄γ(z)
при

J = η = η̄ = 0:

1

ξ
�x∂µx 〈0|TAµ(x)ψγ(z)ψ̄β(y)|0〉+ e〈0|Tψγ(z)ψ̄β(y)|0〉δ(x− z)−

− e〈0|Tψγ(z)ψ̄β(x)|0〉δ(x− y) = 0. (9.3.13)

Знов визначаючи ампутовану вершинну функцiю i виконуючи перетворен-
ня Фур’є, отримуємо тотожнiсть УТ

(−i)kµΓµ(p, p+ k) = G−1(p+ k)−G−1(p), (9.3.14)

яка вже використовувалася в роздiлi 8.8. Диференцiюючи цю тотожнiсть
за фотонним iмпульсом kµ при kµ = 0 i взявши до уваги зв’язок повного
фермiонного пропагатора з власною енергiєю, знаходимо, що повна вер-
шина при нульовому фотонному iмпульсi задовольняє рiвнянню

Γµ(p, p) = i
∂G−1(p)

∂pµ
= γµ −

∂Σ(p)

∂pµ
. (9.3.15)

Це так звана диференцiйна тотожнiсть Уорда.

9.4. Перетворення Ландау—Халатнiкова—Фрадкiна
Функцiї Грiна в калiбрувальних теорiях у загальному випадку не є

калiбрувально iнварiантними i залежать вiд вибору калiбрувальної умо-
ви. Цi функцiї в рiзних калiбровках пов’язанi певними спiввiдношення-
ми, якi у випадку коварiантних калiбровок називаються перетвореннями
Ландау—Халатнiкова—Фрадкiна (ЛХФ). Продемонструємо отримання та-
ких перетворень у випадку електронного пропагатора, який визначається
iнтегралом

G(x− y, ξ) =

∫
DAµDψDψ̄ ψ(x)ψ̄(y)eiS(Aµ,ψ̄,ψ)∫

DAµDψDψ̄ eiS(Aµ,ψ̄,ψ)
(9.4.1)

з дiєю

S(Aµ, ψ̄, ψ) =

∫
d 4x

[
−1

4
FµνF

µν + ψ̄(iD̂ −m)ψ − 1

2ξ
(∂µA

µ)2

]
, (9.4.2)

яка залежить вiд калiбрувального параметра ξ. Продиференцiюємо (9.4.1)
по ξ i запишемо результат через кореляцiйну функцiю

∂ξG(x− y, ξ) =
i

2ξ2

∫
d 4z∂µz ∂

ν
u〈0|Aµ(z)Aν(u)ψ(x)ψ̄(y)|0〉|u=z, (9.4.3)
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яка описує комптонiвське розсiяння фотона на електронi поза масовою
оболонкою. Визначимо ампутовану функцiю Грiна

〈0|Aµ(z)Aν(u)ψ(x)ψ̄(y)|0〉 = e2

∫
d 4z′d 4u′d 4x′d 4y′D µ′

µ (z − z′)Dν′
ν (u− u′)×

×G(x− x′)Γµ′ν′(x′, y′; z′, u′)G(y′ − y), (9.4.4)

i пiсля фур’є-перетворення всiх величин

〈0|Aµ(z)Aν(u)ψ(x)ψ̄(y)|0〉 = e2

∫
d 4kd 4qd 4p

(2π)12
eik(z−y)−iq(u−y)+ip(x−y)×

×D µ′
µ (k)Dν′

ν (q)G(p+ k − q)Γµ′ν′(p+ k − q, p; k, q)G(p) (9.4.5)

(нагадаємо, що внаслiдок пуанкаре-iнварiантностi шукана функцiя Грiна
i Γµ′ν′(z

′, u′;x′, y′) залежать вiд трьох рiзниць координат). Пiдставляючи
останнiй вираз в (9.4.3) i використовуючи (9.3.10), отримуємо

∂ξG(x− y, ξ) = − ie
2

2

∫
d 4kd 4p

(2π)8
eip(x−y) 1

k4
G(p, ξ)kµkνΓµν(p, p; k, k)G(p, ξ).

(9.4.6)

Для комптонiвської амплiтуди розсiяння вперед Γµν(p, p; k, k) використає-
мо таку тотожнiсть Уорда—Такахашi (див. задачу 7 наприкiнцi роздiлу)

kµkνΓµν(p, p; k, k) = G−1(p)[G(p+ k) +G(p− k)− 2G(p)]G−1(p), (9.4.7)

тодi

∂ξG(x−y, ξ) = − ie
2

2

∫
d 4kd 4p

(2π)8
eip(x−y) 1

k4
[G(p+k, ξ)+G(p−k, ξ)−2G(p, ξ)] =

= ie2

∫
d 4kd 4p

(2π)8
eip(x−y) 1

k4

[
1− eik(x−y)

]
G(p, ξ). (9.4.8)

Визначаючи функцiю

∆(x) =

∫
d 4k

(2π)4

eikx

k4
,

попередня рiвнiсть призводить до рiвняння

∂ξG(x− y, ξ) = ie2[∆(0)−∆(x− y)]G(x− y, ξ), (9.4.9)

що i дає перетворення ЛХФ — правило переходу для електронного про-
пагатора в коварiантнiй калiбровцi з параметром ξ0 до iншої калiбровки з
параметром ξ

G(x, ξ) = exp[ie2(ξ − ξ0) (∆(0)−∆(x))]G(x, ξ0). (9.4.10)
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Функцiя
∆(0)−∆(x) =

∫
d 4k

(2π)4

1− eikx

k4
(9.4.11)

є розбiжною в ультрафiолетовiй областi i потребує регуляризацiї, на-
приклад, вводячи iмпульсне обрiзання або використовуючи розмiрну
регуляризацiю.

Перетворення ЛХФ (9.4.10) є точним законом переходу для непере-
нормованого електронного пропагатора вiд однiєї коварiантної калiбровки
до iншої. При перенормуваннi перетворення ЛХФ пов’язує значення конс-
танти Z2 в рiзних калiбровках.

Важливим наслiдком перетворення ЛХФ є те, що полюс функцiї Грiна,
який визначає масу електрона, не залежить вiд калiбрувального парамет-
ра внаслiдок коварiантностi закону перетворення. В iмпульсному просторi
перетворення ЛХФ має бiльш складний вигляд, для похiдної по ξ з (9.4.8)
безпосередньо отримуємо

∂ξG(p, ξ) = ie2

∫
d 4k

(2π)4

1

k4
[G(p, ξ)−G(p− k, ξ)], (9.4.12)

або для власної енергiї, G−1(p, ξ) = p̂− Σ(p, ξ),

∂ξΣ(p, ξ) = ie2

∫
d 4k

(2π)4

1

k4
[G−1(p, ξ)−G−1(p, ξ)G(p− k, ξ)G−1(p, ξ)].

(9.4.13)

З останньої рiвностi випливає, що на масовiй оболонцi, G−1(p, ξ)|p̂=m = 0,
де m = Σ(p, ξ)|p̂=m, тобто маса, що визначається полюсом функцiї Грiна,
не залежить вiд калiбровки, ∂m/∂ξ = 0.

Перетворення ЛХФ можна узагальнити i на бiльш складнi калiбру-
вальнi умови, де параметр ξ замiнюється на операторну функцiю ξ(−2),
а також на iншi функцiї Грiна, наприклад вершинну функцiю (див.
[13,81,203]).

9.5. Аксiально-векторна тотожнiсть
Розглянемо функцiональний iнтеграл для повного фермiонного про-

пагатора в квантовiй електродинамiцi

G(x1 − x2) = N

∫
DAµDψDψ̄ ψ(x1)ψ̄(x2)eiS(Aµ,ψ̄,ψ) (9.5.1)

з дiєю (9.4.2). Зробимо замiну змiнних у чисельнику функцiонального iн-
теграла, яка вiдповiдає кiральним перетворенням,

ψ(x)→ eiθ(x)γ5ψ, ψ̄(x)→ ψ̄eiθ(x)γ5 , (9.5.2)
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або в iнфiнiтезимальнiй формi

ψ(x) ' (1 + iθ(x)γ5)ψ, ψ̄(x)→ ψ̄(1 + iθ(x)γ5). (9.5.3)

Фермiонна частина лагранжiана при цьому змiнюється таким чином (з
точнiстю до членiв лiнiйних по θ):

ψ̄eiθγ5(iγµ∂µ − eγµAµ −m0)eiθ(x)γ5ψ ' ψ̄ (iγµ∂µ − eγµAµ −m0)ψ−

− ψ̄γµγ5ψ∂µθ − 2iθ(x)m0ψ̄γ5ψ. (9.5.4)

Оскiльки початковий iнтеграл не залежав вiд θ, очевидно, що варiацiя по
θ повинна дорiвнювати нулю∫

DAµDψDψ̄ δθ(eiSψ(x1)ψ̄(x2)) '
∫
DAµDψDψ̄ eiS ×

×
{∫

d 4x[−i∂µθ(x)ψ̄γµγ5ψ + 2θ(x)m0ψ̄γ5ψ(x)]ψ(x1)ψ̄(x2) +

+ iθ(x1)γ5ψ(x1)ψ̄(x2) + iθ(x2)ψ(x1)ψ̄(x2)γ5

}
= 0. (9.5.5)

Звiдси для кореляцiйних функцiй маємо тотожнiсть

i∂xµ〈0|T ψ̄γµγ5ψ(x)ψ(x1)ψ̄(x2)|0〉 = −2m0〈0|T ψ̄γ5ψ(x)ψ(x1)ψ̄(x2)|0〉−

− iδ(x− x1)γ5〈0|Tψ(x1)ψ̄(x2)|0〉 − iδ(x− x2)〈0|Tψ(x1)ψ̄(x2)|0〉γ5. (9.5.6)

Визначимо ампутованi вершини Γµ5 i Γ5 аналогiчно тому, як це зроб-
лено в рiвняннях (9.2.14) i (9.2.15),

〈0|T ψ̄(−iγµγ5)ψ(x)ψ(x1)ψ̄(x2)|0〉 =

∫
d 4p d 4k

(2π)8
eip(x−x1)−ik(x−x2)×

×G(p)Γµ5(p, k)G(k), (9.5.7)

〈0|T ψ̄(−iγ5)ψ(x)ψ(x1)ψ̄(x2)|0〉 =

∫
d 4p d 4k

(2π)8
eip(x−x1)−ik(x−x2)×

×G(p)Γ5(p, k)G(k). (9.5.8)

В iмпульсному просторi отримуємо аксiально-векторну тотожнiсть УТ, яка
пов’язує вершини Γµ5, Γ5 i фермiонний пропагатор G:

(p− k)µΓµ5(p, k) = 2m0Γ5(p, k) +G−1(p)γ5 + γ5G
−1(k). (9.5.9)

Легко перевiрити цю тотожнiсть для вiльних вершин i пропагаторiв

Γ
(0)
µ5 = −iγµγ5, G−1

0 (p) =
p̂−m0

i
, Γ

(0)
5 = −iγ5,
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У випадку безмасових фермiонiв (m0 = 0), враховуючи матричну стру-
ктуру повного пропагатора,

G−1(p) = −i[p̂A(p2)−B(p2)], (9.5.10)

тотожнiсть (9.5.9) приймає вигляд

(p− k)µΓµ5(p, k) = −i
{
[p̂A(p2)−B(p2)]γ5 + γ5[k̂A(k2)−B(k2)]

}
. (9.5.11)

В границi, коли k → p, маємо

lim
k→p

(p− k)µΓµ5(p, k) = 2iγ5B(p2). (9.5.12)

Звiдси випливає, що вершина Γµ5(p, k) повинна мати полюс при (p−k)2 = 0

Γµ5(p, k) ≈ 2iγ5B(p2)
(p− k)µ
(p− k)2

, k → p. (9.5.13)

Поява нетривiальної масової функцiї B(p2) 6= 0 як розв’язок рiвняньШвiн-
гера—Дайсона означає порушення неперервної кiральної симетрiї, i згiдно
з теоремою Голдстоуна (див. роздiл 12) означає появу безмасової псевдо-
скалярної частинки (намбу-голдстоунiвського бозона), що й проявляється
в наявностi полюса у вершинi.

Нарештi наведемо (наївну) тотожнiсть для кореляцiйної функцiї з аксi-
альним i векторними струмами, яка є очевидною з точки зору її отримання
з функцiонального iнтеграла, але буде потрiбною при аналiзi розпаду ней-
трального пiона на два гамма кванти,

∂µx 〈0|jµ5(x)jν(x1)jλ(0)|0〉 = 2im0〈0|j5(x)jν(x1)jλ(0)|0〉. (9.5.14)

Визначаючи фур’є-перетворення у виглядi

〈0|T ψ̄γµγ5ψ(x)jν(y)jλ(0)|0〉 =

∫
d 4p d 4k

(2π)8
eipx−ikyΓ5

µνλ(k, p), (9.5.15)

〈0|T ψ̄γ5ψ(x)jν(y)jλ(0)|0〉 =

∫
d 4p d 4k

(2π)8
eipx−ikyΓ5

νλ(k, p), (9.5.16)

отримуємо в iмпульсному просторi тотожнiсть

pµΓ5
µνλ(k, p) = 2m0Γ5

νλ(k, p), (9.5.17)

яка буде проаналiзована в подальшому.
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9.6. Аномальна кiральна тотожнiсть
При виведеннi кiральної тотожностi УТ ми вважали iнварiантною мiру

iнтегрування при замiнi (9.5.2), однак це не так. Японський фiзик К. Фуд-
жiкава показав [83] (див. також [149]), що фермiонна мiра не є iнварiант-
ною вiдносно замiни фермiонних змiнних, що приводить до незбереження
кiрального струму, тобто до виникнення так званих аномалiй.

Загальне визначення квантової аномалiї є таким. Розглянемо квантову
теорiю, яка має групу симетрiї G, що залишає iнварiантною класичну дiю,
δScl = 0. Ми говоримо, що симетрiя G є аномальною, якщо вона порушена
в повнiй квантовiй теорiї. Таким чином, аномальнi симетрiї є симетрiями
класичних теорiй, якi не виживають пiсля переходу до квантової теорiї.
При цьому група G може бути або дискретною, або неперервною, i це може
бути або глобальна симетрiя, або калiбрувальна (локальна) симетрiя.

Якщо симетрiя G є глобальною симетрiєю, то аномалiї є безпечними,
тобто не вказують на суперечливiсть теорiї, але часто мають цiкавi фiзич-
нi наслiдки. З iншого боку, якщо G — калiбрувальна симетрiя, то аномалiї
вказують на протирiччя в теорiї та повиннi скорочуватися, щоб уникнути
цих протирiч. Зокрема, вiдсутнiсть калiбрувальної iнварiантностi внаслi-
док аномалiї приведе до появи у спектрi теорiї станiв з вiд’ємною нормою,
що очевидно є неприйнятним iз фiзичної точки зору.

Почнемо з розгляду глобальних симетрiй. У класичнiй теорiї iнварi-
антнiсть щодо неперервної глобальної групи симетрiї G приводить, вiдпо-
вiдно до теореми Нетер, до збереження струмiв jiµ: ∂µjiµ = 0 (iндекс i вiд-
носиться до генераторiв групи G). У випадку аномальної симетрiї квантовi
поправки роблять дивергенцiю струму jiµ вiдмiнною вiд нуля: ∂µjiµ = Ai.
Тодi ефективна квантова дiя (див. роздiл 12) пiд дiєю перетворень симетрiї
з параметрами αi перетворюється як

δωΓ =

∫
d 4xαi∂µjiµ =

∫
d 4xαiAi 6= 0,

i симетрiя квантової теорiї порушена. Виникнення аномалiй бiльш точно
можна сформулювати як порушення наївних тотожностей УТ, що випли-
вають iз iнварiантностi вiдносно групи G. В цьому випадку ми маємо спра-
ву з аномальними тотожностями УТ.

9.6.1. Кiральна аномалiя з функцiонального iнтеграла
Iсторично першим прикладом аномалiї була абелева аномалiя кiраль-

ного струму [25,43], яка важлива для розумiння ширини розпаду нейтраль-
ного пi-мезона, π0 → γγ, i яку ми зараз розглянемо методом Фуджiкави.
Виведення аномалiї розглянемо у просторi Мiнковського, хоча коректнiше
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розглядати її в евклiдовому просторi з наступним зворотним вiкiвським
поворотом [83,84].

Для виведення аномалiї зробимо кiральнi перетворення, точнiше замi-
ни змiнних у функцiональному iнтегралi

ψ(x)→ eiα(x)γ5ψ, ψ̄(x)→ ψ̄eiα(x)γ5 , (9.6.1)

де α(x) = αi(x)T i у випадку неабелевих симетрiй з генераторами T i. Дос-
татньо розглянути тiльки iнтегрування по фермiонах у функцiональному
iнтегралi

Z = N

∫
DψDψ̄ exp

[
i

∫
d 4x ψ̄iD̂ψ

]
. (9.6.2)

Далi обчислення вакуумних середнiх хронологiчно впорядкованих опера-
торiв O(xi) (кореляцiйних функцiй), що мiстять поля матерiї, можна про-
вести в два етапи: спочатку обчислити функцiональний iнтеграл лише по
полях матерiї

〈TO(x1) ...O(xN )〉 =

∫
DψDψ̄O(x1) ...O(xN )ei

∫
d 4xL(ψ̄,ψ,Aµ), (9.6.3)

а потiм виконати функцiональне iнтегрування по калiбрувальним полям.
Тiльки на другому етапi доводиться мати справу з фiксацiєю калiбруваль-
ної умови та введенням духiв, тодi як поява будь-яких аномалiй повнiстю
пов’язана з обчисленням (9.6.2), або бiльш загально, (9.6.3).

Розкладемо поля ψ за базисом власних функцiй ермiтова операто-
ра iD̂,

iD̂Φm = λmΦm, Φ̄miD̂ = −iDµΦ̄mγ
µ = λmΦ̄m. (9.6.4)

Власнi значення цього оператора є дiйсними i за вiдсутностi калiбруваль-
ного поля (Aµ = 0) задовольняють умовi λ2

m = k2 = k2
0 − k2. Для фiксо-

ваного Aµ цi значення є також асимптотичною формою власних значень
λm при великих k. Ортонормованi власнi функцiї ермiтова оператора iD̂
утворюють повну систему, тобто задовольняють рiвнянням∫

d 4x Φ̄n(x)Φm(x) = δnm, (9.6.5)∑
n

Φnα(x)Φ̄nβ(y) = δαβδ(x− y), (9.6.6)

де n i m є сукупнiстю всiх квантових чисел, якi включають як дискретнi,
так i неперервнi числа; α, β є спiнорними iндексами. Розкладемо поля по
повнiй системi функцiй Φn(x) (узагальнений ряд Фур’є):

ψ(x) =
∑
m

amΦm(x) =
∑
m

〈m|x〉am, ψ̄(x) =
∑
m

āmΦ̄m =
∑
m

〈x|m〉ām,

(9.6.7)
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де коефiцiєнти am, ām є грасмановими змiнними, так само як i поля ψ, ψ̄.
Використовуючи ортонормованiсть Φn(x), знаходимо

an =

∫
d 4x Φ̄n(x)ψ(x), ān =

∫
d 4xΦn(x)ψ̄(x). (9.6.8)

Перетворення (9.6.7) є унiтарним, i фермiонну мiру можна з точнiстю до
тривiального множника записати як∏

x

Dψ(x)Dψ̄(x) =
1

det[Φ̄m(x)]det[Φn(x)]

∏
m

dam dām =
∏
m

dam dām.

(9.6.9)

Дiйсно, детермiнанти в (9.6.9) можна розглядати як детермiнанти ма-
триць, рядки i колонки яких позначаються x i n, тодi вираз

det[Φ̄m(x)]det[Φn(x)] = det

[∫
d 4xΦ̄m(x)Φn(x)

]
= det[δmn]

не залежить вiд полiв i його можна опустити. Мiра iнтегрування не за-
лежить вiд вибору базису в розкладi (9.6.7), але зручно вибрати Φn(x) в
якостi власних функцiй оператора Дiрака iD̂, який є ермiтовим.

При виведеннi тотожностi достатньо розглянути iнфiнiтезимальну за-
мiну. Якщо ψ′(x) = (1 + iα(x)γ5)ψ(x), де у випадку неабелевих симетрiй
α(x) = T iαi(x), то коефiцiєнти розкладу визначаються таким iнфiнiтези-
мальним лiнiйним перетворенням

a′m =
∑
n

∫
d 4x Φ̄m(1 + iα(x)γ5)Φnan =

∑
n

(δmn + Cmn)an. (9.6.10)

Тодi фермiонна мiра перетворюється при кiральнiй замiнi змiнних як

Dψ′Dψ̄′ = J−2DψDψ̄, Cmn =

∫
d 4x Φ̄m(x)iα(x)γ5Φn(x),

де J — детермiнант якобiана перетворення 1 + C. Для iнфiнiтезимальних
параметрiв α(x) можна записати

J = det(1 + C) = etr ln(1+C) ' e
∑
n Cnn ,

або
ln J = i

∫
d 4xαi(x)

∑
n

Φ̄n(x)γ5T
iΦn(x). (9.6.11)

Формально, використовуючи повноту функцiй Φn(x), маємо∑
n

Φ̄n(x)γ5T
iΦn(x) = tr(γ5T

i)︸ ︷︷ ︸
=0

δ(x− x)︸ ︷︷ ︸
=∞

, (9.6.12)
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тобто виникає невизначенiсть типу 0 ×∞. Суму в останньому виразi по-
трiбно попередньо регуляризувати калiбрувально iнварiантним чином∑

n

Φ̄n(x)γ5T
iΦn(x) = lim

M→∞

∑
n

Φ̄n(x)γ5T
iΦn(x)eλ

2
n/M

2
. (9.6.13)

(Пiсля вiкiвського повороту знак λ2
n буде вiд’ємним). Хоча для збiжнос-

тi суми при великих n ми використовуємо експоненцiйну регуляризацiй-
ну функцiю exp(−x), можна замiсть неї взяти довiльну функцiю f(x)
(x=−λ2

n/M
2), тому що остаточний результат не залежить вiд конкретного

вибору цiєї функцiї, якщо f(x) задовольняє умови f(0) = 1, f(∞) = 0, i
xf ′(x)→ 0 при x→ 0 та x→ +∞ (див. задачу 12 цього роздiлу).

Зважаючи на те, що λ2
n є власним значенням оператора (iD̂)2, запи-

шемо, використовуючи повноту Φn,∑
n

Φ̄n(x)γ5T
iΦn(x) = lim

M→∞

∑
n

Φ̄n(x)γ5T
ie(iD̂x)2/M2

Φn(x) =

= lim
M→∞

tr
[
γ5T

ie(iD̂x)2/M2
]
δ(x− y)

∣∣∣
y→x

. (9.6.14)

Використовуючи iнтегральне представлення для дельта-функцiї, дiю на
неї нашого оператора представимо у виглядi

e(iD̂)2/M2
δ(x− y)

∣∣∣
x=y

=

∫
d 4k

(2π)4
e−ik(x−y)e

k2

M2 +2i k·D
M2 −

D̂2

M2 · 1
∣∣∣∣
y=x

=

= M4

∫
d 4k

(2π)4
ek

2
e2i kD

M
− D̂2

M2 · 1, (9.6.15)

де 1 — одинична матриця. В границi M → ∞ внесок дадуть тiльки тi
доданки розкладу експоненти, якi мiстять в точностi чотири гамма-мат-
рицi, тому

lim
M→∞

tr
[
γ5T

ie(iD̂)2/M2
]
δ(x− y)

∣∣∣
x=y

= tr

[
γ5T

i · 1

2
D̂4

] ∫
d 4k

(2π)4
ek

2
(9.6.16)

(для числа гамма-матриць менше чотирьох матричний слiд дорiвнює ну-
лю, а для бiльш як чотирьох гамма-матриць границя M → ∞ дає нуль).
Пiсля вiкiвського повороту k0 = ik4 маємо∫

d 4k

(2π)4
ek

2
= i

∫
E

d 4k

(2π)4
e−k

2
=

i

16π2
.

Для обчислення слiду врахуємо, що

Dµ = ∂µ + igT aAaµ, Fµν = F aµνT
a,
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(iD̂)2 = −D2
µ −

g

2
σµνFµν , σµν =

i[γµ, γν ]

2
,

тобто iз D̂4 внесок при обчисленнi слiду дає тiльки

tr

[
γ5T

i 1

2

(g
2
σµνFµν

)2] i

16π2
=

ig2

4 · 32π2
tr(T iT bT c) tr(γ5σ

µνσλρ)F bµνF
c
λρ =

= − g2

32π2
tr(T iT bT c)εµνλρFµνFλρ. (9.6.17)

В останньої рiвностi ми використали такий слiд гамма-матриць

tr(γ5σ
µνσλρ) = 4iεµνλρ, γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = γ5.

В результатi отримуємо

J = exp

[
− ig2

32π2

∫
d 4xαi(x) tr(T iT bT c)εµνλρF bµνF

c
λρ

]
, (9.6.18)

i генеруючий функцiонал (9.6.2) пiсля замiни змiнних та, враховуючи ва-
рiацiю дiї, приймає вигляд

Z = N

∫
DψDψ̄ exp

{
i

∫
d 4x

[
ψ̄iD̂ψ + αi∂µjiµ5 +

+
g2

16π2

∫
d 4xαi(x) tr(T iT bT c)εµνλρF bµνF

c
λρ

]}
. (9.6.19)

Оскiльки це лише замiна змiнних, то вона не змiнює значення iнтеграла
для будь-якої αi(x), тодi, розкладаючи по iнфiнiтезимальних αi(x) i при-
рiвнюючи до нуля вираз при довiльному αi(x), знаходимо для дивергенцiї
середнього значення струму

∂µ〈jiµ5〉 = − g2

16π2
tr(T iT bT c)εµνλρF bµνF

c
λρ, (9.6.20)

де кiральний струм визначений як jiµ5 = ψ̄γµγ5T
iψ. Аналогiчну процедуру

можна безпосередньо провести i для кореляторiв полiв матерiї (9.6.3), що
приводить до аномальних тотожностей УТ для функцiй Грiна зi вставкою
струму jiµ5.

Якщо робити кiральну замiну в (9.6.1) з одиничною матрицею замiсть
матриць T i (абелевi кiральнi замiни для фермiонiв), то кiральний струм
буде jµ5(x) = ψ̄γµγ5ψ. Позначаючи величину

A(x) =
1

32π2
εµνλρ tr(FµνF λρ) =

1

16π2
tr(FµνF ∗µν),
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яка називається густиною Черна—Понтрягiна, для синглетного струму
маємо аномальну дивергенцiю

∂µ〈jµ5(x)〉 = −2g2A(x). (9.6.21)

Для nf безмасових фермiонiв у лагранжiанi (9.6.2) остання рiвнiсть
модифiкується очевидним чином

∂µ〈jµ5(x)〉 = −2g2nfA(x), (9.6.22)

де струм jµ5(x) = ψ̄iγµγ5ψi, i = 1, ..., nf . Ми вже показували, що
tr(FµνF ∗µν) = 4∂λK

λ, де

Kλ =
1

2
ελµνρ tr(Aµ∂νAρ +

2i

3
AµAνAρ) =

1

4
ελµνρ

[
Aaµ∂νA

a
ρ −

g

3
fabcAaµA

b
νA

c
ρ

]
.

Тому можна було б ввести новий струм

Jµ5 = ψ̄iγ
µγ5ψi +

g2nf
2π2

Kµ, (9.6.23)

що згiдно з (9.6.22) зберiгається, ∂µJ
µ
5 = 0, але вiн не є калiбрувально

iнварiантним як це випливає з означення Kµ.
Аномалiя в дивергенцiї кiрального струму приводить до незбереження

кiрального заряду
Q5 =

∫
d3xj05(x). (9.6.24)

Дiйсно, iнтегруючи вираз (9.6.21) по чотиривимiрному об’єму, отримуємо
таку змiну кiрального заряду для топологiчно нетривiальних конфiгурацiй
калiбрувального поля

4Q5 =

∞∫
−∞

dt(∂0Q5) = −2g2

∫
d 4xA(x) = 2n.

При обчисленнi iнтеграла в просторi Мiнковського робимо вiкiвський по-
ворот x0 = −ix4, AM (x) = −iAE(x) (остання рiвнiсть випливає з того
факту, що AM (x) ∼ ∂0K0 − ∂jKj i K0 → −K4, Kj → iKj при переходi в
евклiдiв простiр).

Очевидно, iнстантоннi розв’язки для топологiчно нетривiальних кон-
фiгурацiй калiбрувального поля Aµ(x) приводять до незбереження кiраль-
ного заряду Q5 внаслiдок аномалiї в дивергенцiї кiрального струму.

В КЕД для дивергенцiї кiрального струму маємо

∂µ〈jµ5〉 = − e2

16π2
εµνλρFµνFλρ =

e2

2π2
E ·B. (9.6.25)
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Цей вираз вперше з’явився в роботi Швiнгера [172], але його фiзичне зна-
чення було повнiстю оцiнено тiльки пiсля робiт Адлера, Белла i Дже-
кiва, зокрема той важливий факт, що симетрiї класичної теорiї можуть
порушуватися при квантуваннi, i це, як наслiдок, має спостережуванi
фiзичнi ефекти.

Зауважимо, що кiральна аномалiя є також важливою у фiзицi конден-
сованого стану, наприклад для опису магнiтоопору в дiракiвських i вей-
лiвських напiвметалах, чиї квазiчастинки описуються рiвняннями Дiрака
i Вейля вiдповiдно [32].

Кiральна аномалiя має мiсце у просторi-часi довiльної парної розмiр-
ностi, оскiльки в непарних розмiрностях немає аналога матрицi γ5. В роз-
мiрностi d = 2n маємо

∂µ〈jµ5〉 = (−1)n+1 2en

n!(4π)n
εµ1 ... µ2nFµ1µ2 ... Fµ2n−1µ2n . (9.6.26)

Для двовимiрної електродинамiки, n = 1, d = 2,

∂µ〈jµ5〉 =
e

2π
εµνFµν ,

це є вираз, який ми отримували ранiше.
Для масивних фермiонiв дивергенцiя кiрального струму модифiку-

ється очевидним чином

∂µ〈jµ5〉 = 2im0〈j5〉 −
e2

16π2
εµνλρFµνFλρ, (9.6.27)

де j5 = ψ̄γ5ψ. Аналогiчно можна отримати аномальнi тотожностi для
функцiй Грiна, що мiстять кiральний струм, якщо зробити замiну фер-
мiонних змiнних в iнтегралi (9.6.3). Зокрема, аксiальна тотожнiсть (9.5.9)
також модифiкується

(p− k)µΓµ5(p, k) = 2m0Γ5(p, k) +G−1(p)γ5 + γ5G
−1(k) +

e2
0

(4π)2
F̄ (p, k).

(9.6.28)

Визначення ампутованих вершин Γµ5(p, k), Γ5(p, k) наведено в (9.5.7) i
(9.5.8), а для ампутованої вершини F̄ (p, k) використовуємо фур’є-перетво-
рення

〈0|T F̄ (x)ψ(x1)ψ̄(x2)|0〉 =

∫
d 4pd 4k

(2π)8
eip(x−x1)−ik(x−x2)G(p)F̄ (p, k)G(k),

(9.6.29)

де F̄ (x) = εµνλρFµνFλρ(x). Аномальна тотожнiсть (9.6.28) записана в
термiнах неперенормованих величин, її форма зберiгається i пiсля пере-
нормування.
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Аналогiчно тотожнiсть (9.5.17) також змiнюється за рахунок аномаль-
ного доданка

pµΓ5
µνλ(k, p) = 2m0Γ5

νλ(k, p) +
ie2

0

(4π)2
F̃νλ(k, p), (9.6.30)

де

F̃νλ(k, p) =

∫
d 4xd 4ye−ipx+iky〈0|T F̄ (x)jν(y)jλ|0〉.

У загальному випадку аномалiя кiрального струму для довiльної гло-
бальної групи G визначається формулою (9.6.20). Наприклад, при кiраль-
них перетвореннях лiвi u i d кварки перетворюються таким чином

ψ(x)→ eiαγ5τ3/2ψ(x), ψ =

(
u

d

)
,

а вiдповiдний кiральний струм має вигляд (τ3/2 — генератор групи SU(2))

j3
µ5 = ψ̄γµγ5

τ3

2
ψ =

1

2

(
ūγµγ5u− d̄γµγ5d

)
.

Аномалiя скорочується, оскiльки tr(τ3T
aT b) = tr(τ3) tr(T aT b) = 0 (tr(τ3) =

= 0). Це буде справедливо i для кiрального струму jiµ5 = ψ̄γµγ5t
iψ, який

вiдповiдає групi SU(N) глобальних перетворень N ароматiв фермiонних
полiв з генераторами ti,

ψ → eiα
itiγ5ψ, ψ̄ → ψ̄eiα

itiγ5 ,

оскiльки tr ti = 0. Таким чином, глюоннi доданки в кiральному струмi для
групи SU(N) вiдсутнi.

З iншого боку, за наявностi електромагнiтного поля цi струми мають
аномалiю, наприклад (Dµ = ∂µ + iqAµ, q — зарядова матриця кваркiв)
величина A(x) в цьому випадку буде

A(x) = − 1

32π2
εµνλρFµνFλρ tr{q2τ3},

де Fµν — тензор напружностей електромагнiтного поля, tr включає також
слiд по кольоровим iндексам. Обчислюючи слiд матриць

tr{q2τ3} = Nc

(
2e

3

)2

· (+1) +Nc

(
−e

3

)2
· (−1) =

Nce
2

3
,

де Nc — розмiрнiсть кольорової групи (Nc = 3 в квантовiй хромодинамiцi),
отримуємо для дивергенцiї кiрального струму

∂µ〈ψ̄γµγ5
τ3

2
ψ〉 = −Nce

2

96π2
εµνλρFµνFλρ. (9.6.31)
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За теорiєю збурень права частина визначається внеском трикутної дiагра-
ми, подiбної до дiаграми на рис. 24, де одна з вершин −ieγµ замiнюється
на −iγµγ5τ3/2.

Як бачимо, абелева кiральна аномалiя є калiбрувально iнварiантною,
i це є наслiдком використання калiбрувально iнварiантної регуляризацiї
при обчисленнi якобiана в методi Фуджiкави. Якщо в якостi аргументу
регуляризацiйної функцiї f(x) брати x = (i∂̂)2/M2 замiсть x = (iD̂)2/M2,
то така регуляризацiя зберiгає кiральну симетрiю, але порушує калiбру-
вальну iнварiантнiсть, i ми знайшли б, що аномалiя дорiвнює нулю, а кi-
ральний струм jµ5(x) зберiгається. Але цей струм мiстить добуток полiв
в однiй точцi i також потребує регуляризацiї. При використаннi калiбру-
вально неiнварiантної регуляризацiї струм jµ5(x) стає калiбрувально не-
iнварiантним, тобто нефiзичним. Фактично для фермiонної мiри не iснує
регуляризацiї, яка одночасно зберiгає i калiбрувальну, i кiральну iнварi-
антнiсть. До цього висновку приводить також аналiз трикутної дiаграми
в теорiї збурень [43,189].

Спiввiдношення (9.6.31) насправдi є операторною тотожнiстю, спра-
ведливою в усiх порядках теорiї збурень (тобто радiацiйнi поправки до
неї вищих порядкiв дорiвнюють нулю). Таким чином, кiральна аномалiя
є фактично результатом однопетльових розрахункiв, що узгоджується з
тим фактом, що в розглянутому методi Фуджiкави аномалiя виникає iз
детермiнанта при замiнi фермiонних змiнних у функцiональному iнтегра-
лi. Це є сутнiсть теореми, доведеної Адлером i Бардiном в роботi [26], де
було проведено дiаграмний аналiз вiдсутностi поправок вищого порядку
до аномалiї.

Нарештi розглянемо випадок, коли в iнтегралi (9.6.2) робиться кiраль-
на замiна фермiонних змiнних (9.6.1), але з генераторами T a калiбруваль-
ної групи, αiT i → αaT a. Легко бачити, що генеруючий функцiонал пiсля
замiни змiнних приймає вигляд

Z = N

∫
DψDψ̄ exp

{
i

∫
d 4x

[
ψ̄iD̂ψ + αa(Dµjµ5)a +

+
g2

16π2

∫
d 4xαa(x) tr(T aT bT c)εµνλρF bµνF

c
λρ

]}
(9.6.32)

(порiвняйте з (9.6.19)). У цьому випадку отримуємо

(Dµ〈jµ5〉)a = − g2

16π2
tr(T aT bT c)εµνλρF bµνF

c
λρ =

= − g2

32π2
tr(T a{T b, T c})εµνλρF bµνF cλρ, (9.6.33)
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де кiральний струм визначений як jaµ5 = ψ̄γµγ5T
aψ. Тобто маємо аномалiю

для коварiантної дивергенцiї струму. Для дiйсних представлень стверджу-
ється рiвнiсть T Ta = −Ta, для них коефiцiєнти dabc щезають

dabc = tr(Ta{Tb, Tc}) = tr(T Ta {T Tb , T Tc }) = −dabc = 0,

аномальна права частина в (9.6.33) зникає i коварiантна дивергенцiя кi-
рального струму дорiвнює нулю. Зокрема, коефiцiєнти dabc = 0 для гру-
пи SU(2).

9.6.2. Квантовi аномалiї калiбрувальних симетрiй
Аномалiя типу (9.6.33) вiдiграє важливу роль у кiральних калiбру-

вальних теорiях — теорiях, де лiвi та правi фермiони входять несиметрич-
ним чином, тобто належать до рiзних представлень калiбрувальної групи.
Калiбрувальнi перетворення в цьому випадку мiстять матрицю γ5, i вiд-
повiдний струм з’являється в рiвняннях руху калiбрувальних полiв

(DµFµν)a = jaν , jaν =
∂Lmatter

∂Aaν
, (9.6.34)

де коварiантна похiдна визначена в (4.2.5), i струм в правiй частинi — це
струм полiв матерiї. Беручи коварiантну похiдну вiд обох частин рiвняння
i використовуючи тотожнiсть (4.2.8), знаходимо, що несуперечнiсть рiв-
няння руху вимагає коварiантного збереження струму, (Dνjν)a = 0, тобто
скорочення аномалiї. Це накладає певнi обмеження на склад полiв мате-
рiї, наприклад в теорiї електрослабких взаємодiй (див. роздiл 14), де лiвi
фермiони взаємодiють з SU(2) калiбрувальним полем, а правi не взаємодi-
ють. Як прототип такої теорiї розглянемо модель з лагранжiаном, де лiвi
фермiони взаємодiють з калiбрувальним полем, а правi — нi,

L = −1

2
trFµνFµν + ψ̄Ri∂̂ψR + ψ̄LiD̂ψL =

= −1

2
trFµνFµν + ψ̄i∂̂ψ − gψ̄γµ

1 + γ5

2
T aψAaµ, (9.6.35)

де ψL,R =
1± γ5

2
ψ. Лагранжiан є iнварiантним вiдносно кiральних калiб-

рувальних перетворень

ψ(x)→ eiα(x)
1+γ5

2 ψ(x), ψ̄(x)→ ψ̄(x)e−iα(x)
1−γ5

2 , (9.6.36)

Aµ(x) = Aaµ(x)T a → eiα(x)

[
Aµ(x) +

1

ig
∂µ

]
e−iα(x), (9.6.37)
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де α(x) = αa(x)T a, T a — генератори калiбрувальної групи. Для фермiонiв,
якi взаємодiють з калiбрувальним полем, маємо струм

jaµ = ψ̄γµ
1 + γ5

2
T aψ = ψ̄LγµT

aψL. (9.6.38)

Здiйснюючи у функцiональному iнтегралi замiну змiнних (9.6.36), отри-
муємо аномалiю для коварiантної дивергенцiї кiрального струму,

(Dµ〈jµ〉)a = − g2

32π2
tr(T aT bT c)εµνλρF bµνF

c
λρ, (9.6.39)

яка тiльки множником 1/2 вiдрiзняється вiд (9.6.33). Неважко перекона-
тися, що при перетвореннях (9.6.36) струм (9.6.38) перетворюється коварi-
антним чином, δjaµ = fabcjbµα

c. Тому аномалiя (9.6.39) має назву коварiант-
ної. Її поява, як i ранiше, пов’язана з неiнварiантнiстю фермiонної мiри у
функцiональному iнтегралi при локальних калiбрувальних перетвореннях
(9.6.36).

9.6.3. Кiральна аномалiя та розпад нейтрального пiона
Кiральна аномалiя Адлера—Белла—Джекiва (9.6.31) з Nc = 3 є важли-

вою для опису розпаду нейтрального пiона на два фотона π0 → γγ. Саме
при дослiдженнi цього процесу квантовi аномалiї були вперше вiдкритi в
квантовiй теорiї поля.

Розглянемо розпад π0 → γγ у спрощенiй моделi нуклон-мезонної взає-
модiї, враховуючи тiльки протонне ψ, нейтральнi пiонне π- i σ-поля, а
також взаємодiю протонiв з електромагнiтним полем [43,172,179]. Лагран-
жiан моделi зi спонтанним порушенням кiральної симетрiї визначається
рiвнянням (див. роздiл 12.2)

L = ψ̄[iγµ(∂µ − ieAµ)−mp + g(σ + iγ5π)]ψ +
1

2
(∂µσ)2 +

1

2
(∂µπ)2−

− 1

2
m2
σσ

2 − 1

2
m2
ππ

2 − λvσ
(
σ2 + π2

)
− λ

4

(
σ2 + π2

)2 − 1

4
FµνF

µν ,(9.6.40)

деmp = −gv — маса протона, v — вакуумне середнє поля σ, а g — константа
нуклон-мезонної взаємодiї. Ми також додали в модель затравочнi маси
пiона i сигма-частинок, для яких виконується спiввiдношення m2

σ = m2
π +

+ 2λv2. В результатi дивергенцiя кiрального струму (12.2.11) в цiй моделi
стає пропорцiйною масi пiона та полю пiона

∂µjµ5 = m2
πfππ, fπ = −v = mp/g. (9.6.41)
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Рис. 54. Двi трикутнi дiаграми, якi описують розпад нейтрального
пiона у два фотона та визначають кiральну аномалiю

Масова розмiрнiсть ∂µjµ5 дорiвнює 4, а розмiрнiсть пiонного поля в правiй
частинi 1. Такi струми, в яких всi оператори, що виникають в диверген-
цiї струму, мають розмiрнiсть менше 4 називаються такими, що «частко-
во зберiгаються», або «гладкими». Для матричних елементiв, що мiстять
вiдповiднi струми, виникають спiввiдношення в областi низьких енергiй i
малих iмпульсiв, якi не залежать вiд деталей динамiки. Але в окремих ви-
падках наївнi спiввiдношення типу (9.6.41), що випливають з лагранжiана,
не виконуються, i виникають новi доданки в правiй частинi, залежнi вiд
динамiки в конкретнiй моделi, приводячи до так званих аномалiй. Зокре-
ма, як побачимо, це має мiсце для дивергенцiї кiрального струму.

Проведемо спочатку розрахунок ширини розпаду пiона в розглянутiй
моделi. В найнижчому порядку теорiї збурень амплiтуда розпаду π0 →
→ γγ з iмпульсом p на два фотона з iмпульсами k1 i k2 визначається
двома трикутними дiаграмами, зображеними на рис. 54, i дорiвнює

Tµν(k1, k2) = Mµν(k1, k2) +Mνµ(k2, k1), (9.6.42)

де матричний елемент

Mµν(k1, k2) = ige2

∫
d4q

(2π)4
tr [G0(p+ q − k1)γµG0(p+ q)γ5G0(q)γν ],

(9.6.43)
G0(q) = i/(q̂ −mp) є пропагатором протона. Використовуючи

tr [γ5γ
µ1 ...γµ2j+1 ] = tr [γ5γ

µγν ] = 0, tr
[
γ5γ

µγνγαγβ
]

= −4iεµναβ ,

обчислюємо пiдiнтегральний вираз у рiвняннi (9.6.43) i в результатi при-
ходимо до виразу, який враховує внесок двох дiаграм

Tµν(k1, k2) =

∫
d4q

(2π)4

8ie2gmpε
µναβ(k1)α(k2)β

[(p+ q − k1)2 −m2
p][(p+ q)2 −m2

p](q
2 −m2

p)
.

(9.6.44)

Використовуючи фейнманiвськi параметри та iнтегруючи по iмпульсу
фермiонної петлi, знаходимо

Tµν(k1, k2) = εµναβ(k1)α(k2)βT (p2), (9.6.45)
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де скалярна функцiя T (p2) визначається iнтегралом

T (p2) =
e2gmp

2π2

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy[m2
p − p2xy]−1, (9.6.46)

i використано те, що фотони є на масовiй оболонцi, тобто k2
1 = k2

2 = 0. На
масовiй оболонцi пiона, p2 = m2

π � m2
p,

T (m2
π) ' T (0)

(
1 +

1

12

m2
π

m2
p

)
, T (0) =

e2g

4π2mp
. (9.6.47)

Як видно, функцiя T (p2) є гладкою функцiєю свого аргументу при малих
p2, так що iз задовiльною точнiстю виконується наближене спiввiдношення
T (m2

π) ≈ T (0) для m2
π � m2

p.
Далi, використовуючи формулу (11.2.15) для ширини розпаду пiона,

отримуємо

Γπ0 =
∑
λ1,λ2

∫
d3k1d

3k2

8mπ(2π)6|k1||k2|

∣∣∣Tµνε(λ1)
µ (k1)ε(λ2)

ν (k2)
∣∣∣2 δ4(p− k1 − k2) =

=
α2m3

π

64π3f2
π

= 7,76 еВ, λ1, λ2 = 1, 2, (9.6.48)

де ε(λ1)
µ (k1) i ε(λ2)

ν (k2) є векторами поляризацiї фотонiв, а сума по поляри-
зацiям визначається формулою (3.1.35). Також використано, що g/mp =
= 1/fπ, fπ = 92МеВ — константа розпаду пiона. Обчислена ширина роз-
паду нейтрального пiона на два фотони добре узгоджується з експеримен-
тальними даними.

Iснує iнший спосiб обчислення ширини розпаду нейтрального пiона на
два фотони за допомогою алгебри струмiв та гiпотези про часткове збере-
ження аксiального струму (ЧЗАС). Для амплiтуди розпаду нейтрального
пiона на два фотони маємо

〈γ(k1ε1)γ(k2ε2)|π0(p)〉 = i(2π)4δ4(p− k1 − k2)εµ(k1)εν(k2)Tµν(k1, k2, p),
(9.6.49)

де Tµν — амплiтуда на масовiй оболонцi,

Tµν(k1, k2, p) = e2

∫
d 4zd 4yeik1z+ik2y〈0|T (jµ(z)jν(y)|π0(p)〉, (9.6.50)

i jµ — електромагнiтний струм. Далi для корелятора

Γ5
λµν(k1, k2, p) =

∫
d 4xd 4yeik1y−ipx〈0|T (jλ5(x)jµ(y)jν(0))|0〉, (9.6.51)
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де jλ5 =
1

2
ψ̄γλγ5ψ — кiральний струм, знаходимо

pλΓ5
λµν(k1, k2, p) = −i

∫
d 4xd 4yeik1y−ipx〈0|T (∂λjλ5(x)jµ(y)jν(0))|0〉.

(9.6.52)

По-друге, нейтральний пiон має такi самi квантовi числа, як i аксiаль-
ний струм jµ5. Тому, використовуючи лоренц- i пуанкаре-iнварiантнiсть,
матричний елемент цього струму вiдносно вакууму i пiонного поля може
бути записаний як

〈0|jµ5(x)|π0(p)〉 = ifπpµe
−ipx. (9.6.53)

Вiн вiдмiнний вiд нуля для fπ 6= 0, i для дивергенцiї струму маємо

∂µ〈0|jµ5(x)|π0(p)〉 = m2
πfπe

−ipx. (9.6.54)

Бiльш сильна операторна рiвнiсть

∂µjµ5 = fπm
2
ππ

0 (9.6.55)

вiдома як гiпотеза про часткове збереження аксiального струму.
Використовуючи цю гiпотезу, означення (9.6.50) та редукцiйну форму-

лу Лемана—Симанзiка—Циммермана (11.5.30), знаходимо у випадку фо-
тонiв на масовiй поверхнi, k2

1 = k2
2 = 0, що

pλΓ5
λµν(k1, k2, p) =

ifπm
2
π

e2(p2 −m2
π)
Tµν(k1, k2, p). (9.6.56)

Загальна структура тензора Tµν є такою

Tµν(k1, k2, p) = εµναβ k
α
1 k

β
2 T (p2) (9.6.57)

внаслiдок коварiантностi вiдносно лоренцiвських перетворень та збережен-
ня парностi. Крiм того, нейтральний пiон є псевдоскалярною частинкою,
тому Tµν повинен бути псевдотензором. Звiдси присутнiсть тензора εµναβ .
Очевидно, що калiбрувальна iнварiантнiсть kµ1Tµν = kν2Tµν = 0 виконуєть-
ся автоматично i бозе-симетрiя Tµν(k1, k2) = Tνµ(k2, k1) також має мiсце.

Далi тензор Γ5
λµν(k1, k2, p) також має бути пропорцiйним антисимет-

ричному тензору Левi-Чивiти, тому що струм j3
λ5 є псевдовектором. Вра-

ховуючи поперечнiсть вiдносно iмпульсiв фотонiв kµ1 i kν2 , тобто k
µ
1 Γ5

λµν =

= kν2Γ5
λµν = 0, а також бозе-симетрiю Γ5

λµν(k1, k2, p) = Γ5
λνµ(k2, k1, p), за-

гальна структура тензора Γ5
λµν є такою

Γ5
λµν(k1, k2, p) = εµναβk

α
1 k

β
2 pλF1(p2) + (ελµαβk2ν − ελναβk1µ)kα1 k

β
2F2(p2) +

+

[
(ελµαβk1ν − ελναβk2µ)kα1 k

β
2 − ελµνα(kα1 − kα2 )

p2

2

]
F3(p2). (9.6.58)
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Звiдси, згортаючи за iмпульсом пiона, маємо

pλΓ5
λµν(k1, k2, p) = εµναβk

α
1 k

β
2 p

2(F1(p2) + F3(p2)). (9.6.59)

В результатi, враховуючи рiвняння (9.6.56) i (9.6.57), знаходимо

T (p2) = −ie
2(p2 −m2

π)

fπm2
π

p2(F1(p2) + F3(p2)). (9.6.60)

Оскiльки у функцiях F1(p2) i F3(p2) вiдсутнi кiнематичнi сингулярностi
при p2 = 0 (вiдсутнi сильновзаємодiючi частинки з нульовою масою), то,
як вперше показали Сазерленд [182] i Вельтман [193], маємо T (0) = 0.
Звiдси випливає, що в границi p2 → 0 (продовжуючи за масову оболонку)
амплiтуда Tµν повинна дорiвнювати нулю. В межах теорiї ЧЗАС маємо
T (m2

π) ≈ T (0) i амплiтуда розпаду π0 → γγ сильно подавлена. Цей ре-
зультат суперечить експериментальним фактам та прямому обчисленню
ширини розпаду в моделi нуклон-пiонної взаємодiї, розглянутої вище.

Це протирiччя було вирiшене Адлером у 1969 р. з вiдкриттям кiральної
аномалiї, коли замiсть наївного рiвняння (9.6.55) застосовуємо формулу
(порiвняйте з (9.6.27))

∂µx jµ5 = fπm
2
ππ

0 − e2

32π2
εµναβFµνFαβ, (9.6.61)

де враховано, що означення струму jµ5 у розглянутiй моделi мiстить кое-
фiцiєнт 1/2. Тодi для шуканих кореляторiв маємо спiввiдношення

∂µx 〈0|Tjµ5(x)jν(y)jλ(0)|0〉 = fπm
2
π〈0|Tjν(y)jλ(0)π0(x)|0〉−

− e2

32π2
〈0|εαβγσFαβF γσ(x)jν(y)jλ(0)|0〉. (9.6.62)

Пiсля фур’є-перетворення на масовiй оболонцi знаходимо

pµΓ5
µνλ(k1, k2, p) =

ifπm
2
π

e2(p2 −m2
π)
Tνλ(k1, k2) +

i

4π2
ενλαβk

α
1 k

β
2 , (9.6.63)

де використано редукцiйну формулу Лемана—Симанзiка—Циммермана
(11.5.30), а також рiвняння Максвелла ∂µFµν = ejν при обчисленнi ано-
мального доданка у найнижчому порядку по e. Таким чином, в границi
p→ 0 маємо таку низькоенергетичну теорему

Tµν(k1, k2) =
e2

4π2fπ
εµναβk

α
1 k

β
2 . (9.6.64)

Враховуючи, що g/mp = 1/fπ, ця амплiтуда узгоджується з амплiту-
дою, обчисленою ранiше за допомогою двох трикутних дiаграм у моделi
з нуклон-пiонною взаємодiєю (формули (9.6.45) i (9.6.47)). Таким чином,
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ширина розпаду нейтрального пiона π0 → γγ дiйсно повнiстю визнача-
ється кiральною аномалiєю в границi низьких енергiй.

У квантовiй хромодинамiцi пiони, як i iншi сильновзаємодiючi частин-
ки, складаються з кваркiв, зокрема нейтральний пiон складається з u i d
кваркiв, |π0〉 = (ūu−d̄d)/

√
2. Тому кiральна аномалiя приймає вид (9.6.31),

де права частина множиться на число кольорiв Nc, i для узгодження з екс-
периментом потрiбно, щоб число кольорiв дорiвнювало трьом, Nc = 3. Це
є одним iз багатьох експериментальних фактiв, що пiдтверджують КХД.

9.7. Тотожностi Славнова—Тейлора
У цьому роздiлi ми отримаємо узагальненi тотожностi УТ, якi пов’язу-

ють функцiї Грiна з рiзним числом зовнiшнiх лiнiй у неабелевих теорiях i
якi мають назву тотожностей Славнова—Тейлора (СТ). Вони є наслiдком
калiбрувальної симетрiї та аналогом тотожностей Уорда—Такахашi в абе-
левiй калiбрувальнiй теорiї i вiдiграють таку саму роль: зменшують число
типiв ультрафiолетових розбiжностей i вiдповiдних констант перенорму-
вання. Тотожностi СТ є точними обмеженнями для будь-якого розв’язку
рiвнянь Швiнгера—Дайсона в КХД.

Метод виведення тотожностей iдейно аналогiчний тому, що застосо-
вувався в КЕД. Всi тотожностi можуть бути отриманi з однiєї тотожностi
для генеруючого функцiонала, аналогiчнiй тотожностi (9.3.3) або (9.3.4) в
КЕД. Ми обмежимося випадком теорiї Янга—Мiллса без полiв матерiї в
коварiантнiй калiбровцi, де генеруючий функцiонал має вигляд

Z(J) = N

∫
DA∆(A) exp

[
i

∫
d 4x{L(x)− 1

2ξ

(
∂µAaµ

)2
+ JaµAaµ}

]
, (9.7.1)

де мiра iнтегрування DA має стандартний вигляд DA =
∏
a,µ,xDAaµ(x).

Лагранжiан L(x) поля Янга—Мiллса, визначений в (4.1.24), є iнварiантним
вiдносно локальних калiбрувальних перетворень, якi в iнфiнiтезимальнiй
формi мають вигляд (див. (4.1.17))

Aaµ → A′aµ = Aaµ +Dab
µ ω

b, Dab
µ = δab∂µ − gfacbAcµ. (9.7.2)

Детермiнант Фаддєєва—Попова ∆(A) є визначником оператораM = ∂µDµ

для обраної калiбровки, ∆(A) = DetM. З використанням допомiжних полiв
Фаддєєва—Попова функцiонал (9.7.1) має вигляд

Z(J) = N

∫
DADc̄Dc exp

[
i

∫
d 4x

{
L(x)− 1

2ξ

(
∂µAaµ

)2 − c̄a∂µDab
µ c

b + JaµAaµ

}]
,

Зробимо тепер замiну змiнної Aaµ → A′aµ в iнтегралi (9.7.1), яка вiд-
повiдає iнфiнiтезимальному калiбрувальному перетворенню (9.7.2). Роз-
глянемо спецiальний вид перетворення де функцiї ωb задовольняють
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рiвнянню
Mabωb = χa,

i χa — довiльнi iнфiнiтезимальнi функцiї незалежнi вiд поля A (перетво-
рення Славнова), тобто ω = M−1χ. Це вiдповiдає нелокальному калiбру-
вальному перетворенню: оператор M−1 є iнтегральним оператором обер-
неним до диференцiйного оператора Mab

xy = ∂µxDab
xµδ(x − y), i задовольняє

рiвнянню∫
d 4zMab

xzM
−1bc
zy (A) = ∂µxD

ab
xµM

−1bc
xy (A) = δacδ(x− y). (9.7.3)

Функцiя M−1ab
xy є звичайно ж функцiєю Грiна духової частинки у зов-

нiшньому векторному полi Aµ. Лагранжiан L(x), очевидно, iнварiантний
щодо зазначеної замiни. Можна показати, що i мiра iнтегрування DA∆(A)
також iнварiантна, а варiацiя δ(∂µAaµ) = χa. Оскiльки замiна змiнних в iн-
тегралi не змiнює його значення, то прирiвнюючи нулю варiацiю Z по χ,
маємо∫

DAaµ∆(Aaµ) exp

[
i

∫
d 4x{L(x)− 1

2ξ

(
∂µAaµ

)2
+ Jaµ(x)Aaµ(x)}

]
×

×
[
−1

ξ
∂µyA

a
µ(y) +

∫
d 4zJbµ(z)Dbc

zµ(A)[M−1(A)]cazy

]
= 0. (9.7.4)

Замiнюючи у передекспоненцiйному факторi змiнну Aaµ на варiацiйну по-
хiдну δ/iδJaµ, отримуємо{
−1

ξ
∂µx

δ

iδJaµ(x)
+

∫
d 4zJbµ(z)Dbc

zµ(δ/iδJ)[M−1(δ/iδJ)]cazx

}
Z(J) = 0. (9.7.5)

Тотожнiсть (9.7.5) для генеруючого функцiонала i є тотожнiсть Славно-
ва—Тейлора. Хоча при отриманнi цiєї тотожностi ми використовували спе-
цiальний вид калiбрувального перетворення з параметром, залежним не-
лiнiйним чином вiд калiбрувального поля, можна показати, що тотожнiсть
(9.7.5) є найбiльш загальним обмеженням на Z(J), яке випливає з калiбру-
вальної iнварiантностi лагранжiана.

Диференцiюючи цю тотожнiсть за джерелами, ми отримуємо спiввiд-
ношення мiж функцiями Грiна теорiї Янга—Мiллса. Наприклад, продифе-
ренцiюємо (9.7.5) по Jbν(y) i покладемо джерела рiвними нулю, знаходимо

i

ξ
〈T∂µxAaµ(x)Abν(y)〉 = Dbc

yν

(
δ

iδJ

)
M−1ca

yx

(
δ

iδJ

)
Z(J)

∣∣∣∣
J=0

=

= 〈Dbc
yν(A)[M−1(A)]cayx〉. (9.7.6)
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Дужки 〈...〉 означають функцiональне iнтегрування за калiбрувальним по-
лем з вiдповiдною мiрою, як в (9.7.1), наприклад 〈T [M−1(A)]cayx〉 є повним
пропагатором духiв,

M−1ca
yx

(
δ

iδJ

)
Z(J)

∣∣∣∣
J=0

= 〈T [M−1(A)]cayx〉 = i〈Tcc(y)c̄a(x)〉. (9.7.7)

Вiдповiдно, (9.7.6) перепишеться

1

ξ
〈T∂µxAaµ(x)Abν(y)〉 = −〈T c̄a(x)(Dµc)

b(y)〉. (9.7.8)

Диференцiюючи рiвнiсть (9.7.6) за змiнною y i використовуючи оператор-
ну рiвнiсть MM−1 = 1 або (9.7.3), отримуємо для пропагатора глюонiв

i

ξ
〈T∂µxAaµ(x)∂νyA

b
ν(y)〉 =

i

ξ
∂µx∂

ν
yD

ab
µν(x− y) = δabδ(x− y). (9.7.9)

Ця тотожнiсть фiксує поздовжню частину пропагатора поля Янга—Мiллса
〈TAaµ(x)Abν(y)〉, аналогiчно тотожностi (9.3.9) для фотонного пропагатора
в КЕД, тобто поздовжня частина пропагатора не модифiкується взаємо-
дiями. Наслiдком тотожностi є те, що пропагатор глюонiв в iмпульсному
просторi в коварiантнiй калiбровцi має загальну структуру

Dab
µν(k) =

δab

ik2

[(
gµν −

kµkν
k2

)
D(k2) + ξ

kµkν
k2

]
(9.7.10)

з однiєю невiдомою функцiєю D(k2).
Диференцiюючи (9.7.5) по Jbν(y) i Jcλ(z), отримуємо тотожнiсть для

триглюонної вершинної функцiї

i

ξ
〈T∂µxAaµ(x)Abν(y)Acλ(z)〉 = 〈TAcλ(z)Dbe

yνM
−1
yx

ea
(A)〉+ 〈TAbν(y)Dce

zλM
−1
zx

ea
(A)〉.

На вiдмiну вiд КЕД, дивергенцiя вершинної функцiї не виражається тiльки
через двоточковi функцiї Грiна. Диференцiюючи по y, отримуємо

i

ξ
〈T∂µxAaµ(x)∂νyA

b
ν(y)Acλ(z)〉 = 〈T∂νyAbν(y)Dce

zλM
−1
zx

ea
(A)〉 =

= −i〈T∂νyAbν(y)c̄a(x)Dcd
λ c

d(z)〉. (9.7.11)

Зазначенi тотожностi можна записати i в iмпульсному просторi (див.
[37, 39, 76, 127]). Вивiд тотожностей Славнова—Тейлора можна спростити,
якщо використовувати БРСТ-симетрiєю.
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ЗАДАЧI

1. Функцiонал W (Jµ, η̄, η), пов’язаний з функцiоналом Z(Jµ, η̄, η) спiв-
вiдношенням

Z(Jµ, η̄, η) = eiW (Jµ,η̄,η),

породжує зв’язнi функцiї Грiна. Переписати функцiональнi рiвняння
Швiнгера—Дайсона для Z(Jµ, η̄, η) у квантовiй електродинамiцi як
рiвняння для функцiонала W (Jµ, η̄, η).

2. У теорiї дiйсного скалярного поля з лагранжевою густиною (5.2.1)
отримати рiвняння Швiнгера—Дайсона для пропагатора i чотири-
точкової вершинної функцiї з рiвняння для функцiонала W (J).

3. Вивести рiвняння Швiнгера—Дайсона для пропагатора i вершин
взаємодiї в електродинамiцi зарядженого скалярного поля з лагран-
жевою густиною

L = (DµΦ)∗DµΦ−m2Φ∗Φ− λ

4
(Φ∗Φ)2, Dµ = ∂µ + ieAµ.

4. Вивести рiвняння Швiнгера—Дайсона для глюонодинамiки (теорiї
Янга—Мiллса без полiв матерiї).

5. Фермiонний пропагатор в КЕД визначається функцiональним iнтег-
ралом (9.4.1). Зробити таку замiну фермiонних змiнних в чисельнику
функцiонального iнтеграла

ψ(x)→ eiθ(x)ψ, ψ̄(x)→ e−iθ(x)ψ̄.

Прирiвнюючи варiацiю iнтеграла по θ(x) до нуля, отримати спiввiд-
ношення мiж кореляцiйними функцiями

∂µx 〈0|Tjµ(x)ψ(x1)ψ̄(y1)|0〉 = δ(x− y1)〈0|Tψ(x1)ψ̄(y1)|0〉−

− δ(x− x1)〈0|Tψ(x1)ψ̄(y1)|0〉,

де jµ(x) = ψ̄γµψ(x) — електричний струм.

Показати, що це спiввiдношення можна узагальнити таким чином

∂µx 〈0|Tjµ(x)ψ(x1)ψ̄(y1) ... ψ(xn)ψ̄(yn)|0〉 =

= 〈0|Tψ(x1)ψ̄(y1) ... ψ(xn)ψ̄(yn)|0〉
n∑
i=1

(δ(x− yi)− δ(x− xi)).

274



9.7. Тотожностi Славнова—Тейлора

6. У попереднiй задачi, визначаючи ампутовану вершину Γµ вiдпо-
вiдно до

〈0|Tjµ(x)ψ(x1)ψ̄(y1)|0〉 =

∫
d 4p d 4k

(2π)8
e−ip(x1−x)+ik(y1−x)G(p)Γµ(p, k)G(k)

i виконуючи фур’є-перетворення, записати попередню тотожнiсть у
виглядi рiвняння (9.3.14).

7. Отримати тотожнiсть Уорда—Такахашi для комптонiвської амплiту-
ди розсiяння поза масовою оболонкою

∂zµ〈0|Tjµ(z)jν(x)ψ(x1)ψ̄(y1)|0〉 = 〈0|Tjν(x)ψ(x1)ψ̄(y1)|0〉×
× (δ(z − y1)− δ(z − x1)).

Зробити фур’є-перетворення i записати тотожнiсть для ампутованих
функцiй Грiна.

8. У попереднiй задачi показати, що з отриманої тотожностi одер-
жується тотожнiсть (9.4.7) для комптонiвської амплiтуди розсiян-
ня вперед. Перевiрити цю тотожнiсть у деревному наближеннi, де
G−1(p) = p̂−m i комптонiвська амплiтуда

Γµν(p, p; k, k) = γµ
1

p̂+ k̂ −m
γν + γµ

1

p̂− k̂ −m
γν .

9. Обчислити в розмiрнiй регуляризацiї функцiю ∆(0)−∆(x) з рiвностi
(9.4.11).

10. Використовуючи тотожнiсть Нiльсена для фермiонного пропагатора
G(p, ξ) на масовiй оболонцi,

∂

∂ξ
G−1(p, ξ)

∣∣
p̂=m

= 0,

довести що фiзична маса, яка визначається полюсом пропагатора,
G−1(p, ξ)

∣∣
p̂=m

= 0, є калiбрувально iнварiантною величиною, тобто
∂m/∂ξ = 0. Використати загальну матричну структуру G−1(p) =
= −i[A(p2)p̂−B(p2)].

11. Вивести кiральну аномалiю в методi Фуджiкави, використовуючи в

якостi регуляризацiйної функцiї f(x) =
1

1 + x2
, x = (iD̂)2/M2.
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12. Показати, що кiральна аномалiя не залежить вiд вибору регуляриза-
цiйної функцiї f(x) = e−x, де x = −λ2

n/M
2 в рiвняннi (9.6.13), тобто

що результат не залежить вiд конкретного вибору f(x), якщо f(x)
задовольняє умови f(0) = 1, f(∞) = 0, i xf ′(x) → 0 при x → 0 та
x→ +∞.

13. За допомогою параметризацiї Фейнмана виконати iнтегрування в
рiвняннi (9.6.44) для амплiтуди розпаду нейтрального пiона на два
фотона i показати, що вона зводиться до амплiтуди (9.6.45).

14. Показати, що мiра iнтегрування DA∆(A) в iнтегралi (9.7.1) є iнва-
рiантною при замiнi змiнних (9.7.2) (перетворення Славнова) з па-
раметром ωa(A) = M−1ab(A)χb, де iнфiнiтезимальна функцiя χb не
залежить вiд поля A.
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У цьому роздiлi ми розглянемо спочатку рiвняння ренормалiзацiйної
групи, а потiм типовi та найбiльш важливi розв’язки цих рiвнянь. Ренор-
малiзацiйна група (скорочено ренормгрупа) математично являє собою ме-
тод, який дозволяє систематично дослiдити, як вiдбуваються змiни фiзич-
них величин та спостережуваних при змiнi масштабу. Причина того, чому
ренормалiзацiйна група є важливою при дослiдженнi квантово-польових
систем, є доволi очевидною. Процедура перенормування приводить авто-
матично до появи деякого масштабу iмпульсiв, де визначаються скiнченнi
частини розбiжних дiаграм. Цей масштаб є довiльним, i тому з’являється
свобода щодо його змiни, тобто масштабних перетворень (scaling). При
цьому параметри перенормовної теорiї поля, як-то маси i константи взає-
модiї, стають залежними вiд масштабу, але змiнюються вони таким чином,
щоб фiзичнi спостережуванi залишались незмiнними.

Iдея ренормалiзацiйної групи вперше з’явилася в теорiї квантових по-
лiв у роботi Штюкельберга i Петерманна у 1953 р. Значний внесок у розви-
ток ренормгрупи в квантовiй теорiї поля зроблено працями М. Гелл-Манна
i Ф. Лоу, М. Боголюбова i Д. Ширкова, К. Калана, К. Симанзiка, К. Вiль-
сона, С. Вайнберга, Г. ’т Хоофта. Ренормгрупа отримала широке засто-
сування також у фiзицi конденсованого середовища для опису критичних
явищ, у газо- i гiдродинамiцi та iнших галузях фiзики.

10.1. Ренормалiзацiйна група
в квантовiй електродинамiцi

Для того, щоб вивести рiвняння ренормалiзацiйної групи в кванто-
вiй електродинамiцi, розглянемо спочатку неперенормований пропагатор
G(x− y) = 〈0|TψB(x)ψ̄B(y)|0〉. Його фур’є-перетворення має вигляд

G(p) =
i

p̂−m0 − Σ(p)
, (10.1.1)

де Σ(p) — власна енергiя електрона. Останню пiсля видiлення розбiжних
частин A i B в довiльному порядку теорiї збурень, запишемо таким чином

Σ(p) = Bp̂−A+ Σf (p), (10.1.2)
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Пiсля простих перетворень маємо

G(p) = Z2Gr, Gr =
i

p̂−m− Σr(p)
,

Z2 =
1

1−B
, Σr(p) =

Σf (p)

1−B
,

(10.1.3)

тобто неперенормований i перенормований пропагатори зв’язанi мульти-
плiкативно. Σr(p) не мiстить розбiжностей i визначається тiльки перенор-
мованими зарядом i масою. Ми маємо також зв’язок мiж голою (затра-
вочною) масою m0 i скiнченною масою електрона m у виглядi

m =
m0 −A
1−B

⇒ m0 = mZ−1
2 +A. (10.1.4)

У порядку e2 константи A i B наведенi в (8.8.7), i легко бачити, що (10.1.4)
i вираз для Z2 спiвпадають в даному порядку з отриманими в роздiлi 8.8.

Як уже зазначалось, процедура видiлення розбiжностей в (10.1.2) не
є однозначною, вона залишає невизначеними скiнченнi константи, якi мо-
жна вiднести до скiнченної величини Σf (p). Довiльнi константи, якi з’яв-
ляються в Gr, можна зафiксувати умовами нормування, наприклад умо-
вою поведiнки поблизу полюса

Gr(p) ∼
i

p̂−m
, p̂→ m. (10.1.5)

Тобто цi константи (двi в даному випадку) фiксуються iз умови наявнос-
тi полюсу перенормованого пропагатора в точцi p̂ = m з лишком, який
дорiвнює i, де m — фiзична маса електрона.

Умови нормування легше всього сформулювати на мовi одночастин-
ково-незвiдних функцiй Грiна, якi визначаються як сума дiаграм, якi не
можна розбити на двi частини, розрiзаючи одну лiнiю, крiм того, всi зов-
нiшнi лiнiї вважаються видаленими (ампутованими). Наприклад, для G(p)
за означенням ОЧН функцiї маємо

−iΓ(2)(p) = G−1(p) ·G(p) ·G−1(p) = G−1(p) =

= G−1
0 (p)− (−i)Σ(p). (10.1.6)

Аналогiчно для ампутованого фотонного пропагатора

−iΓ(2)
µν (k) = D−1

µλ (k)Dλρ(k)D−1
ρν = D−1

µν (k) =

= i(gµνk
2 − kµkν)(1 + Π(k2)) +

i

ξ
kµkν , (10.1.7)
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де Π(k2) — скалярна поляризацiйна функцiя, а ξ — калiбрувальний пара-
метр, i для вершини

Γµ(p, p′) = γµ + Λµ(p, p′). (10.1.8)

Зв’язок перенормованих i неперенормованих функцiй Грiна тодi визнача-
ється таким чином

Γ(2)(p) = Z−1
2 Γ(2)

r (p), (10.1.9)

Γ(2)
µν (p) = Z−1

3 Γ(2)
rµν(p), (10.1.10)

Γµ(p, p′) = Z−1
1 Γrµ(p, p′). (10.1.11)

Довiльнi константи в перенормованих функцiях Γr фiксуються умовами
нормування. Одне з таких нормувань — це нормування по Дайсону. Воно
здiйснюється для iмпульсу, який вiдповiдає фiзичнiй масi частинки: для
фермiонної ОЧН-функцiї покладемо

Γ(2)
r (p̂)

∣∣
p̂=m

= G−1
r (p)

∣∣
p̂=m

= 0, (10.1.12)

∂Γ
(2)
r (p̂)

∂p̂

∣∣∣∣
p̂=m

= 1, (10.1.13)

для вершинної функцiї
Γµr (p, p)

∣∣
p̂=m

= γµ. (10.1.14)

Довiльну константу у фотоннiй функцiї Γ
(2)
µν (k) фiксуємо iз умови

Πr(0) = 0. (10.1.15)

Використовуючи зв’язок з неперенормованими функцiями Грiна, можна
звiдси визначити константи нормування Zi, голу масу m0 i голий заряд
e0. Наприклад, iз (10.1.9), використовуючи (10.1.12),

Γ(2)(p̂ = m) = 0⇒ (p̂−m0 − Σ(p))
∣∣
p̂=m

= 0, (10.1.16)

знаходимо голу масуm0 = m0(m, e, µ, n) як функцiю фiзичних маси i заря-
ду, а також масового параметра µ i розмiрностi n (в розмiрнiй регуляриза-
цiї). Також iз (10.1.9), використовуючи (10.1.13), знаходимо константу Z2:

∂Γ(2)(p̂)

∂p̂

∣∣∣∣
p̂=m

= 1− ∂Σ(p̂)

∂p̂

∣∣∣∣
p̂=m

= Z−1
2 (m,µ, e, n). (10.1.17)

Константу Z1 знаходимо з (10.1.11) i (10.1.14)

Γµ(p, p)
∣∣
p̂=m

= γµZ
−1
1 . (10.1.18)
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Для константи Z3 i голого заряду отримуємо

Z−1
3 = 1 + Π(0), (10.1.19)

e0 =
Z1µ

2−n/2

Z2Z
1/2
3

e = Z
−1/2
3 e µ2−n/2. (10.1.20)

Безумовно, можна використовувати iншi умови нормування, наприклад,
зручним є нормування в евклiдовiй областi в деякiй точцi p2 = −µ2.

Основним об’єктом застосування ренормгрупи є вакуумнi середнi до-
бутку польових операторiв 〈T ψ̄(x1) ···ψ(xne)Aµ(y1) ···Aν(ynγ )〉, де ne i nγ —
число електронних i фотонних операторiв вiдповiдно. Для ОЧН-функцiй
Грiна запишемо ренормалiзацiйнi спiввiдношення в iмпульсному просторi
мiж неперенормованими i перенормованими функцiями

Γ(ne+nγ=n)(p1, ..., pn, e0,m0, n) = Z
−ne/2
2 Z

−nγ/2
3 Γ(n)

r (p1, ..., pn; er,mr, µ, n),
(10.1.21)

якi залежать вiд голих, m0, e0, i перенормованих, mr, er, параметрiв вiд-
повiдно. За визначенням перенормованi функцiї Γ

(n)
r (p1, ..., pn; er,mr, µ, n)

скiнченнi, коли розмiрнiсть простору-часу n→ 4. Неперенормованi функ-
цiї Грiна не залежать вiд параметра перенормування µ, тодi як перенор-
мованi функцiї Грiна Γr залежать вiд µ як явно, так i неявно через пе-
ренормованi заряд er i масу mr, якi в загальному випадку довiльної ре-
нормалiзацiйної схеми вiдрiзняються вiд таких самих параметрiв у схемi
перенормування за Дайсоном. Тому, очевидно, справедливо

µ
d

dµ
Γ(n)(p1, ..., pn, e0,m0, n) = 0, (10.1.22)

i, диференцiюючи рiвнiсть (10.1.21) по µ, беручи до уваги, що залежнiсть
вiд µ мiститься в константах Zi, параметрах er i mr, отримуємо

µ
d

dµ
Γr(p1, ..., pn; er,mr, µ, n)−

(
nγ
2
µ
d

dµ
lnZ3 +

ne
2
µ
d

dµ
lnZ2

)
Γr = 0.

Далi, розписуючи повну похiдну, маємо(
µ
∂

∂µ
+ µ

∂er
∂µ
· ∂
∂er

+ µ
∂mr

∂µ

∂

∂mr
− nγ

2
· µ∂ lnZ3

∂µ
− ne

2
µ
∂ lnZ2

∂µ

)
Γr = 0.

(10.1.23)
Визначимо функцiї

β

(
er,

mr

µ
, n

)
≡ µ∂er

∂µ
, (10.1.24)

γm

(
er,

mr

µ
, n

)
≡ µ ∂mr

mr · ∂µ
, γ

(
er,

mr

µ
, n

)
≡ 1

2
µ
∂ lnZ

∂µ
. (10.1.25)
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Цi функцiї мають границю при n → 4, безрозмiрнi i залежать вiд er та
вiдношення mr/µ. В останньому рiвняннi вже можна перейти до границi
n→ 4, тодi маємо(

µ
∂

∂µ
+ β

∂

∂er
+ γm ·mr

∂

∂mr
− nγγγ − neγe

)
Γ(n)
r (p1, ..., pn, er,mr, µ) = 0.

(10.1.26)
Це i є шукане рiвняння ренормалiзацiйної групи. Воно означає, що яв-

на залежнiсть перенормованих функцiй Γ
(n)
r (p1, ..., pn, er,mr, µ) вiд пара-

метра µ повинна бути скомпенсована залежнiстю вiд нього величин er imr.
Скористаємося мiркуваннями розмiрного аналiзу загального виду

(див. роздiл 7.5) i спочатку обчислимо розмiрнiсть Γ
(n)
r . Для функцiї Грiна

загального виду

G(x1, ..., xn) = 〈0|Tψ(x1) ... ψ(xne
2

)ψ̄ ... ψ̄(xne
2

)A(y1) ... A(ynγ )|0〉,

враховуючи розмiрнiсть полiв [ψ] = m3/2, [Aµ] = m, знаходимо розмiрнiсть

[G(x1, ..., xn)] = m
3
2
ne+nγ . (10.1.27)

З фур’є-перетворення

G(p1, ..., pn) =

∫
d 4x1 ... d

4xne
i
∑n
i=1 pixiG(x1, ..., xn) (10.1.28)

визначається розмiрнiсть функцiї Грiна в iмпульсному просторi

[G(p1, ..., pn)] = m
3
2
ne+nγ−4(ne+nγ), (10.1.29)

де ми використали, що [x] = см−1. Далi, видiляючи дельта-функцiю,

G(p1, ..., pn) = δ(p1 + ...+ pn)Ḡ(p1, ..., pn),

маємо для розмiрностi Ḡ:

[Ḡ(p1, ..., pn)] = m4− 5
2
ne−3nγ . (10.1.30)

Остаточно знаходимо розмiрнiсть ампутованих функцiй Грiна

Γ = (G−1)ne(D−1)nγ Ḡ⇒ [Γ] = mD, (10.1.31)
де степiнь D є

D = 4− 3

2
ne − nγ , (10.1.32)

яка спiвпадає з iндексом розбiжностi дiаграм вiдповiдної функцiї Грiна.
З мiркувань розмiрностi запишемо Γr у виглядi

Γr = µDf

(
p1

µ
, ...,

pn
µ
,
mr

µ
, er

)
, (10.1.33)

281



10. РIВНЯННЯ РЕНОРМАЛIЗАЦIЙНОЇ ГРУПИ

де f є безрозмiрною функцiєю своїх аргументiв. З точки зору фiзики нас
цiкавить залежнiсть вiд iмпульсiв, тому розглянемо випадок, коли всi iм-
пульси в Γr змiнюються одночасно в t разiв:

Γr(tp1, ..., tpn,mr, µ, er) = µDf

(
tpi
µ
,
mr

µ
, er

)
. (10.1.34)

Частинну похiдну по µ перепишемо так:

µ
∂Γr
∂µ

= µ
∂

∂µ

[
µDf

(
tpi
µ
,
mr

µ
, er

)]
= DΓr − t

∂

∂t
Γr −mr

∂

∂mr
Γr. (10.1.35)

Таким чином, отримуємо для Γr рiвняння, яке виражає змiну масштабу µ
зi змiною iмпульсiв(

µ
∂

∂µ
+ t

∂

∂t
+mr

∂

∂mr
−D

)
Γr = 0. (10.1.36)

Виключаючи з двох рiвнянь (10.1.26) i (10.1.36) величину µ
∂Γr
∂µ

, знаходимо[
−t ∂
∂t

+ β
∂

∂er
+ (γm − 1)mr

∂

∂mr
+ 4−

(
3

2
+ γe

)
ne − (1 + γγ)nγ

]
×

×Γr(tp1, ..., tpn;mr, er, µ) = 0. (10.1.37)

Це основне рiвняння ренормгрупи для одночастинково-незвiдних функцiй
Грiна. Функцiя β називається функцiєю Калана—Симанзiка, а функцiї
γe, γγ , γm — аномальними розмiрностями. В теорiї збурень цi функцiї є
рядами по константi зв’язку er. Рiвняння (10.1.37) є однорiдним лiнiйним
рiвнянням у частинних похiдних першого порядку. Воно виражає резуль-
тат змiни масштабу iмпульсiв, вiд яких залежить Γr, в t разiв.

Знайдемо розв’язок рiвняння (10.1.37), припускаючи, що функцiї
β, γe, γγ , γm нам вiдомi. Змiна t може бути скомпенсована змiною er, mr i
загального множника. Нехай є функцiї e(t), m(t) i f(t) такi, що розв’язок
можна записати у виглядi

Γ(n)(tp,mr, er, µ) = f(t)Γ(n)(p,m(t), e(t), µ). (10.1.38)

Обчислимо похiдну по t:

t
∂

∂t
Γ(n)(tp,m, e, µ) =

=

(
t
df

dt
+ f · t∂m(t)

∂t

∂

∂m(t)
+ f · t∂e(t)

∂t

∂

∂e(t)

)
Γ(n)(p,m(t), e(t), µ) =

=

(
t
df

dt
+ f · t∂m(t)

∂t

∂

∂mr
+ f · t∂e(t)

∂t

∂

∂er

)
1

f(t)
Γ(n)(tp,mr, er, µ). (10.1.39)
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Будемо вимагати, щоб розв’язок у формi (10.1.38) тотожно задовольняв
рiвняння (10.1.37). Пiдставляючи останнiй вираз в (10.1.37) i порiвнюючи
коефiцiєнти, знаходимо рiвняння для функцiй e(t), m(t) i f(t) з гранични-
ми умовами для них:

t
∂e(t)

∂t
= β(e(t)), e(1) = er, (10.1.40)

t
∂m(t)

∂t
= m(t)(γm − 1), m(1) = mr, (10.1.41)

1

f
t
∂f

∂t
= 4−

(
3

2
+ γe

)
ne − (1 + γγ)nγ , f(1) = 1. (10.1.42)

Функцiя e(t) називається бiжучою константою взаємодiї, або ефективним
зарядом, який залежить вiд масштабу енергiї-iмпульсу, на якому вiн ви-
мiрюється, m(t) — бiжуча маса. Цi функцiї можна знайти, якщо β(er) i
γm(er) вiдомi. Технiчно важко проiнтегрувати рiвняння для e(t) i m(t),
оскiльки β i γm залежать вiд двох змiнних e(t) та m(t)

µ , i маємо зв’язану
систему рiвнянь. Iснують, однак, рецепти перенормувань, коли β i γm ста-
ють незалежними вiд мас (’т Хоофт, Вайнберг [185, 194]). Тодi рiвняння
для e(t) i m(t) можна проiнтегрувати.

Для f(t) у (10.1.42) маємо розв’язок

f(t) = t4−
3
2
ne−nγ exp

−ne t∫
1

γe(t)
dt

t
− nγ

t∫
1

γγ(t)
dt

t

. (10.1.43)

Загальний розв’язок рiвняння ренормгрупи має вигляд

Γ(n)(tp,mr, er, µ) = t4−
3
2
ne−nγ exp

−ne t∫
1

γe(e(t))dt

t
− nγ

t∫
1

γγ(e(t))dt

t

×
×Γ(n)(p,m(t), e(t), µ). (10.1.44)

Експоненцiальний доданок приводить до появи так званих аномальних
розмiрностей, що легко бачити у випадку e = e∗ = const i β(e∗) = 0,
коли множник перед Γ(n)(p,m(t), e(t), µ) зводиться до

t4−(3
2

+γe(e∗))ne−(1+γγ(e∗))nγ . (10.1.45)

Тобто канонiчнi розмiрностi електронного i фотонного полiв, 3/2 i 1, за-

мiнюються в результатi взаємодiї на динамiчнi розмiрностi
3

2
+ γe(e∗) i
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Рис. 55. Дiаграми, що дають внесок у власну енергiю глюона

1 + γγ(e∗), вiдповiдно. Тому доданки γe(e∗) i γγ(e∗) до канонiчних розмiр-
ностей називаються аномальними розмiрностями вiдповiдних полiв.

Асимптотична свобода є надзвичайно важливою властивiстю неабеле-
вих калiбрувальних теорiй, зокрема в квантовiй хромодинамiцi, i рiвняння
ренормалiзацiйної групи виявляються ефективними для опису цього яви-
ща. Для того щоб обчислити вiдповiднi бета-функцiї, в наступному пара-
графi ми розглянемо однопетльовi дiаграми в квантовiй хромодинамiцi.

10.2. Однопетльовi дiаграми в квантовiй хромодинамiцi
Розрахунки однопетльових дiаграм у квантовiй хромодинамiцi розпоч-

немо з поляризацiйного оператора глюонiв. Вiдповiдне обчислення можна
провести без додаткових ускладнень для загальної кольорової групи G i
фермiонiв у довiльному представленнi r.

10.2.1. Поляризацiйний оператор глюонiв
У квантовiй хромодинамiцi власна енергiя глюона в однопетльовому

наближеннi визначається чотирма дiаграмами, зображеними на рис. 55.
Дiаграма типу пуголовок (tadpole, перша дiаграма на рис. 55) пов’язана з
чотириглюонною вершиною i пропорцiйна iнтегралу∫

dnk

k2
,

який у розмiрнiй регуляризацiї дає нульовий внесок, що випливає з фор-
мули (7.8.12) при β = 0. Iнша дiаграма з кварковою петлею аналогiчна
рис. 30 в КЕД з додатковими iндексами кольорової групи a i b глюонiв
(четверта дiаграма на рис. 55)

Πab
µν(p) = g2µ4−n

∫
dnk

i(2π)n
tr(T aT b) tr γµ

1

k̂ −m
γν

1

k̂ − p̂−m
=

= g2µ4−n
∫

dnk

i(2π)n
tr(T aT b)

tr γµ(k̂ +m)γν(k̂ − p̂+m)

(k2 −m2 + iε)[(k − p)2 −m2 + iε]
, (10.2.1)
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де T a є генераторами кольорової групи у деякому представленнi фермiонiв
r = F . Порiвнюючи з формулою (8.1.2), бачимо, що обчислення є повнiстю
подiбним до обчислення поляризацiйного оператора в квантовiй електро-
динамiцi при врахуваннi, що

tr(T aT b) = nfT (F )δab,

де nf — число кваркових ароматiв, а T (F ) — нормування генераторiв вiд-
повiдно до формули (4.4.19).

Дiаграма з глюонною петлею згiдно з правилами Фейнмана в калiб-
ровцi ξ = 1 для пропагаторiв дорiвнює

Πab
µν =

g2

2
facdf bdcµ−n+4

∫
dnk

i(2π)n
[−(2p+ k)σgµρ + (p+ 2k)µgσρ +

+ (p− k)ρgµσ]
[(p− k)ρgσν + (p+ 2k)νg

σρ − (k + 2p)σgρν ]

(p+ k)2k2
, (10.2.2)

де fabc є структурними константами калiбрувальної групи, i враховано си-
метрiйний коефiцiєнт 1/2 даної дiаграми. Пiсля згортки iндексiв останнiй
вираз дещо спрощується

Πab
µν(p) = −g

2

2
C2(G)δabµ−n+4

∫
dnk

i(2π)n
Nµν

(p+ k)2k2
, (10.2.3)

де чисельник

Nµν = (5p2 + 2k2 + 2pk)gµν + (n− 6)pµpν + (4n− 6)kµkν +

+ (2n− 3)(pµkν + pνkµ), (10.2.4)

i використано також (4.4.23). Об’єднуючи знаменники за допомогою фор-
мули (7.8.3) та, здiйснюючи зсув змiнної iнтегрування k → k − xp, маємо

Πab
µν(p) = −g

2C2(G)δab

2(4π)n/2
µ−n+4

1∫
0

dx

∫
dnk

iπn/2
×

× gµν [p2(5−2x+2x2)+2k2]+pµpν [n−6−2x(1−x)(2n−3)]+(4n−6)kµkν
[k2 + x(1− x)p2]2

.

(10.2.5)

Iнтегрування доданка kµkν еквiвалентно iнтегруванню k2gµν/n i, викори-
стовуючи загальну формулу (7.8.12), отримуємо

Πab
µν(p) = −g

2(−p2/µ2)n/2−2

2(4π)n/2
Γ
(
2− n

2

)
C2(G)δab

1∫
0

dx[x(1− x)]
n
2
−2×
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×
[
gµνp

2

(
5− 2(4n− 5)

n− 2
x(1− x)

)
+ pµpν (n− 6− 2x(1− x)(2n− 3))

]
.

(10.2.6)

Подальше iнтегрування по x дає

Πab
µν(p) =

g2(−p2/µ2)n/2−2

(4π)n/2
B(n/2, n/2)

n− 2
Γ
(
2− n

2

)
C2(G)×

× δab
[
gµνp

2(5− 6n) + pµpν(7n− 6)
]
. (10.2.7)

Внесок духових полiв у поляризацiйну функцiю глюонiв (третя дiа-
грама на рис. 55) є таким

Πab
µν(p) = −g2f cadfdbcµ−n+4

∫
dnk

i(2π)n
(p+ k)µkν
(p+ k)2k2

. (10.2.8)

Застосовуючи стандартну технiку фейнманiвської параметризацiї та iнтег-
руючи, знаходимо

Πab
µν(p) = −g2 (−p2/µ2)n/2−2

(4π)n/2
B(n/2, n/2)

n− 2
Γ
(
2− n

2

)
C2(G)×

× δab
[
gµνp

2 + pµpν(n− 2)
]
. (10.2.9)

Збираючи внески дiаграм з глюонною i духовою петлями, отримуємо вираз

Πab
µν(p) =

g2(−p2/µ2)n/2−2

(4π)n/2
2(2− 3n)B(n/2, n/2)

n− 2
Γ
(
2− n

2

)
C2(G)×

× δab(gµνp2 − pµpν), (10.2.10)

який є поперечним. Для розбiжної частини маємо при ε = 4− n→ 0:

Πab
µν(p) = − g2

8π2ε

5

3
C2(G)δab(gµνp

2 − pµpν). (10.2.11)

Враховуючи внесок дiаграми з кварковою петлею, остаточно отримуємо
таку розбiжну частину поляризацiйної функцiї глюонiв

Πab
µν(p) =

g2

8π2ε
δab(gµνp

2 − pµpν)

(
−5

3
C2(G) +

4nfT (F )

3

)
. (10.2.12)

В результатi для константи перенормування глюонної хвильової функцiї
Z3 знаходимо

Z3 = 1 +
g2

8π2ε

(
5

3
C2(G)−

4nfT (F )

3

)
. (10.2.13)

У довiльної коварiантнiй калiбровцi з параметром ξ останнiй вираз замi-
нюється на такий [103]:

Z3 = 1 +
g2

8π2ε

(
1

2

(
13

3
− ξ
)
C2(G)−

4nfT (F )

3

)
. (10.2.14)
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10.2. Однопетльовi дiаграми в квантовiй хромодинамiцi

10.2.2. Власна енергiя кварка
У квантовiй хромодинамiцi власна енергiя кваркiв в однопетльовому

наближеннi визначається дiаграмою (рис. 56), яка подiбна дiаграмi власної

Рис. 56. Дiаграма власної
енергiї кварка

енергiї електрона на рис. 31, де фотонний про-
пагатор змiнюється на глюонний пропагатор,
який у коварiантнiй калiбровцi визначається
рiвнянням (6.3.11). Крiм того, вершина взає-
модiї кваркових i глюонних полiв пропорцiйна
генератору T a групи SU(3) у фундаменталь-
ному представленнi. Тому аналiтичний вираз
для власної енергiї кварка в однопетльовому наближеннi в калiбровцi
Фейнмана спiвпадає з власною енергiю електрона в квантовiй електро-
динамiцi з додатковим множником

∑
a(T

aT a)ij , тобто

Σij(p) = g2
∑
a

(T aT a)ij

∫
d 4k

i(2π)4
γµ

1

p̂− k̂ −m
γµ

1

k2
. (10.2.15)

Сума
∑

a(T
aT a)ij = C2(F )δij пов’язана з iнварiантом Казимiра C2(F ) фер-

мiонного представлення групи G, який для фундаментального представ-
лення групи G = SU(3) дорiвнює C2 = 4/3. Окрiм цього загального
множника, подальший аналiз власної енергiї кварка в однопетльовому на-
ближеннi в квантовiй хромодинамiцi такий самий, як i для власної енер-
гiї електрона в однопетльовому наближеннi в квантовiй електродинамi-
цi, що було розглянуто ранiше. В результатi для розбiжної частини дiа-
грами (10.2.15) знаходимо константу перенормування хвильової функцiї
кварка Z2,

Z2 = 1− g2

8π2ε
C2(F ), (10.2.16)

яка вiдрiзняється вiд константи перенормування хвильової функцiї елект-
рона Z2 тiльки множником C2(F ). У довiльнiй коварiантнiй калiбровцi

Z2 = 1− g2

8π2ε
ξC2(F ), (10.2.17)

звiдки випливає, що в калiбровцi Ландау ξ = 0, константа перенормування
Z2 скiнченна у другому порядку теорiї збурень i дорiвнює одиницi.

10.2.3. Кварк-глюонна вершинна функцiя
Кварк-глюонна вершинна функцiя в однопетльовому наближеннi ви-

значається двома дiаграмами Фейнмана на рис. 57. Перша з них анало-
гiчна електрон-фотоннiй вершиннiй функцiї (8.7.2) в квантовiй електро-
динамiцi з додатковим iндексом a генератора групи G та кольоровими
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Рис. 57. Дiаграми
кварк-глюонної вер-

шини

iндексами i, j кваркiв i дорiвнює в калiбровцi Фейнмана

−igµ2−n
2 (Λ(1)a

µ (p, q, p+ q))ij =
(
−igµ2−n

2

)3∑
b

(T bT aT b)ij

∫
dnk

(2π)n
×

× γν
i

p̂+ k̂ + q̂ −m
γµ

i

p̂+ k̂ −m
γρ
gνρ

ik2
. (10.2.18)

Використовуючи комутацiйнi спiввiдношення, знаходимо∑
b

T bT aT b = ifabcT bT c + C2(F )T a,

звiдки∑
b

T bT aT b = −1

2
fabcf bcdT d + C2(F )T a =

[
−1

2
C2(G) + C2(F )

]
T a,(10.2.19)

де використано також спiввiдношення (4.4.23). Для групи SU(N) маємо
такi значення операторiв Казимiра приєднаного C2(G) = N i фундамен-
тального C2(F ) = (N2− 1)/(2N) представлень, i у випадку квантової хро-
модинамiки, де N = 3, знаходимо

∑
b T

bT aT b = −T a/6.
Для розбiжної частини цiєї вершини отримуємо

Λ(1)a,div
µ (p, q, p+ q) =

g2

8π2ε

[
−1

2
C2(G) + C2(F )

]
T aγµ, (10.2.20)

яка пропорцiйна матрицi γµ, як i у випадку КЕД.
Друга дiаграма на рис. 57 має суто неабелевий характер i зумовлена

триглюонною вершиною. Її внесок визначається рiвнянням

−igµ2−n
2 (Λ(2)a

µ (p, q, p+ q))ij = g3
(
µ4−n)3/2 ∫ dnk

(2π)n
γρ(T b)il

1

i(k − p)2
fabc×

× [(2p− q − k)νgρµ + (2k − p− q)µgρν + (2q − k − p)ρgνµ]×

× 1

i(q − k)2

i

k̂ −m
γν(T c)lj . (10.2.21)
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Далi, використовуючи

fabcT bT c =
i

2
fabcf bcdT d =

i

2
C2(G)T a,

маємо

Λ(2)a
µ (p, q, p+ q) = −g

2C2(G)µ4−n

2
T a Iµ(p, q), (10.2.22)

де

Iµ(p, q) =

∫
dnk

i(2π)n
γρ(k̂ +m)γν

k2 −m2
×

× (2p− q − k)νgρµ + (2k − p− q)µgρν + (2q − k − p)ρgνµ
(k − p)2(q − k)2

.

За допомогою 2-параметричної формули Фейнмана (7.8.3) та зсуву змiнної
iнтегрування k′ = k − px − qy знаходимо для розбiжної частини Iµ такий
вираз

Idiv
µ (p, q) = 2

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

∫
dnk

i(2π)n
×

× (4− 2n)kµk̂ − 2γµk
2

[k2 −m2(1− x− y) + p2x+ q2y − (px+ qy)2]3
. (10.2.23)

Iнтегруючи по k за допомогою (7.8.12), отримуємо

Idiv
µ (p, q) =

2(1− n)

(4π)n/2
Γ
(
2− n

2

)
γµ

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy×

×
[
m2(1− x− y)− x(1− x)p2 − y(1− y)q2 + 2xypq

]n/2−2
, (10.2.24)

звiдки розбiжна частина дорiвнює

Idiv
µ = − 3

8π2ε
γµ,

i, вiдповiдно,

Λ(2)a,div
µ (p, q, p+ q) =

3g2C2(G)

16π2ε
T aγµ. (10.2.25)

Комбiнуючи розбiжнi внески двох дiаграм в рiвняннях (10.2.20), (10.2.25),
знаходимо такий вираз для розбiжної частини кварк-глюонної вершини

Λa,div
µ = Λ(1)a

µ + Λ(2)a
µ =

g2

8π2ε
(C2(G) + C2(F )) γµT

a, (10.2.26)

звiдки отримуємо константу перенормування кварк-глюонної вершини Z1,

Z1 = 1− g2

8π2ε
(C2(G) + C2(F )). (10.2.27)
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У довiльнiй коварiантнiй калiбровцi константа Z1 має вигляд [103]

Z1 = 1− g2

8π2ε

(
ξ + 3

4
C2(G) + ξC2(F )

)
. (10.2.28)

Константи перенормування Z1, Z2, Z3 будуть використанi в роздiлi 10.4
для знаходження ренормгрупової бета-функцiї.

10.3. Розв’язок рiвнянь ренормалiзацiйної
групи у другому порядку теорiї збурень

Для того щоб краще зрозумiти фiзичний змiст ренормгрупи i бiжучої
константи зв’язку, розглянемо випадок, коли бета-функцiя в КЕД (10.1.40)
не залежить вiд маси

t
∂e(t)

∂t
= β(e(t)). (10.3.1)

Ми знайшли у другому порядку теорiї збурень такий зв’язок мiж голим i
фiзичним зарядами (позначимо e ≡ er)

e0 = eZ
−1/2
3 µ

4−n
2 , Z3 = 1− e2

6π2(4− n)
, (10.3.2)

або з точнiстю до e2,

e0 ' e
(

1 +
e2

12π2(4− n)

)
µ

4−n
2 . (10.3.3)

Оскiльки голий заряд e0 не залежить вiд µ, то, диференцiюючи останню
рiвнiсть по µ, отримуємо рiвняння для бета-функцiї

0 = β

(
1 +

e2

4π2(4− n)

)
µ

4−n
2 +

4− n
2

µ
4−n

2

(
1 +

e2

12π2(4− n)

)
, (10.3.4)

звiдки з нашою точнiстю знаходимо

β(e) ' n− 4

2
e

(
1− e2

6π2(4− n)

)
. (10.3.5)

Як вже стверджувалося, бета-функцiя є скiнченною в границi, коли n→ 4,
i в однопетльовому наближеннi дорiвнює

β(e) =
e3

12π2
. (10.3.6)

Тодi рiвняння для ефективної константи взаємодiї в квантовiй електроди-
намiцi має такий вигляд

t
∂e(t)

∂t
=
e3(t)

12π2
⇒ t

∂e2(t)

∂t
=
e4(t)

6π2
, e(1) = e. (10.3.7)
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Це рiвняння легко розв’язується

e2(t) =
e2

1− e2

6π2 ln t
, (10.3.8)

або, вводячи постiйну тонкої структури α = e2/4π i, вiдповiдно, бiжучу
α(t) = e2(t)/4π, перепишемо його у виглядi

α(t) =
α

1− 2α
3π ln |p|m

=
α

1− α
3π ln p2

m2

, t =
|p|
m
. (10.3.9)

Згiдно з цiєю формулою α(t) стає �1 в областi 1− α

3π
ln
p2

m2
' 0 i в точцi

|p| = me3π/2α ≡ ΛLP виникає полюс (полюс Ландау). Використовуючи це
значення, формулу (10.3.9) можна переписати у виглядi

α(p) =
3π

2 ln ΛLP
|p|

. (10.3.10)

Але значення енергiї ΛLP неможливо досягти фiзично, тому що показник в
експонентi 3π/2α ≈ 645 є надзвичайно великим, що дає ΛLP ≈ 10280 МеВ.
Бiльш того, зi зростанням енергiї вступають в дiю iншi взаємодiї, сильнi i
слабкi, а згодом i гравiтацiйнi. Тобто квантова електродинамiка не є фiзич-
но замкненою теорiєю. Залежнiсть ефективної константи вiд енергiї пiд-
тверджена на експериментi. Наприклад, при енергiї порядку 200 ГеВ ефек-
тивна константа α дорiвнює 1/127 замiсть 1/137 при низьких енергiях.

У теорiї дiйсного скалярного поля iз взаємодiєю λΦ4/4! бета- i гамма-
функцiї у двопетльовому наближеннi в MS-схемi перенормувань мають
вигляд

β(λ) =
3λ2

(4π)2
− 17λ3

3(4π)4
+O(λ4), (10.3.11)

γ(λ) =
λ2

12(4π)4
− λ3

16(4π)6
+O(λ4). (10.3.12)

Iнтегруючи ренормгрупове рiвняння для ефективної константи взаємодiї

µ
dλ(µ)

dµ
= β(λ(µ)) (10.3.13)

в однопетльовому наближеннi вiд µ0 до деякого параметра обрiзання Λ�
� µ0, отримуємо

λ(Λ) =
λr

1− 3λr
16π2 ln Λ

µ0

, (10.3.14)

де λr = λ(µ0). Як i в квантовiй електродинамiцi при скiнченному λr немож-
ливо зняти обрiзання, Λ→∞, внаслiдок присутностi полюса в знаменнику.
Якщо обернути залежнiсть,

λr =
λ(Λ)

1 + 3λ(Λ)
16π2 ln Λ

µ0

, (10.3.15)
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i вважати голу константу λ(Λ) скiнченною, коли Λ→∞, то перенормована
константа прямує до нуля

λr ∼
16π2

3 ln Λ
µ0

→ 0. (10.3.16)

Таким чином, у теорiї самовзаємодiючого скалярного поля маємо таку
саму ситуацiю, що й у КЕД: або полюс Ландау, або так званий нуль-заряд.
Iншими словами, це означає, що або теорiя внутрiшньо суперечлива, або
взаємодiї зникають i залишається теорiя вiльного поля. Це те, що мається
на увазi пiд тривiальнiстю теорiї.

Для неабелевих теорiй Янга—Мiллса з nf числом фермiонiв i кольоро-
вої групою SU(3) маємо (див. роздiл 10.4 у випадку загальної кольорової
групи)

β(g) =
g3

16π2

(
−11 +

2nf
3

)
< 0, якщо nf ≤ 16. (10.3.17)

Розв’язок рiвняння для ефективної константи зв’язку дає

g2(t) =
g2
r

1− g2
r

8π2 (−11 + 2nf/3) ln t
. (10.3.18)

Ця ефективна взаємодiя прямує до нуля, g2(t) → 0, при великих переда-
них iмпульсах (t = |p|/m→∞), або малих вiдстанях. Це явище, вiдкрите
Гроссом, Вiльчеком i Полiтцером у 1973 р. [101,156], отримало назву асимп-
тотичної свободи i вiдiграє важливу роль у квантовiй хромодинамiцi —
кварки поводять себе як майже вiльнi частинки на малих вiдстанях. Iсто-
рично це вiдкриття мало дуже велике значення, тому що зникла проблема
з тим, що взаємодiї в iнших вiдомих квантово-польових моделях стають
нескiнченними на малих вiдстанях (полюс Ландау), що ставило пiд сум-
нiв самоузгодженiсть квантової теорiї поля як такої. Взаємодiї в теорiях
з асимптотичною свободою стають слабкими на малих вiдстанях, i тому
теорiя таких квантових полiв є повнiстю самоузгодженою.

Присутнiсть полюса Ландау в КЕД є наслiдком екранування вiртуаль-
ними парами заряджених частинок-античастинок, наприклад електрон-
позитронними парами у вакуумi. Вiртуальнi частинки протилежного заря-
ду притягуються до центрального заряду, а вiртуальнi частинки з iдентич-
ним зарядом вiдштовхуються. Тому вiдбувається поляризацiя вакууму. В
результатi, наближаючись до центрального заряду, пробна частинка вiд-
чуває все менший вплив вакууму i ефективний заряд збiльшується.

Такий самий процес вiдбувається у КХД з вiртуальними кварк-анти-
кварковими парами; вони екранують кольоровий заряд (дiйсно, як випли-
ває iз доданка 2nf/3 у формулi (10.3.17), кожен аромат фермiонiв приво-
дить до додаткового позитивного внеску в бета-функцiю). Однак, як видно
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Рис. 58. Екранування в КЕД (перша дiаграма) i КХД (три наступнi дiаграми). Для
взаємодiї кваркiв є двi додатковi дiаграми, що виникають iз глюон–глюонної взаємодiї

з формули (10.3.18), змiна знака в екрануваннi заряду в квантовiй хромо-
динамiцi порiвняно з КЕД пов’язана з внесками в поляризацiю глюонiв, якi
взаємодiють один з одним, оскiльки вони мають кольоровий заряд (див.
рис. 58). Таким чином, самодiя калiбрувальних полiв приводить до ефекту
антиекранування, що є вирiшальним для асимптотичної свободи в неабе-
левих калiбрувальних теорiях. Зауважимо, що на ефект антиекранування
в неабелевих теорiях вперше було звернуто увагу в роботах [126, 190] ще
до вiдкриття асимптотичної свободи (про iсторiю вiдкриття асимптотичної
свободи див. [176,188]).

10.4. Квантова хромодинамiка
Квантова хромодинамiка описує сильнi взаємодiї i є калiбрувальною

теорiєю з неабелевою групою SU(3). Тому є сенс бiльш детально розгля-
нути бета-функцiю та бiжучу константу зв’язку в цiй теорiї. У квантовiй
хромодинамiцi спiввiдношення мiж перенормованою, g, i голою, g0, конс-
тантами зв’язку, що випливає з кварк-глюонної взаємодiї в лагранжiанi
КХД, має вигляд

g0 = gµ2−n
2Z1Z

−1
2 Z

−1/2
3 , (10.4.1)

де константи Zi у другому порядку теорiї задаються виразами (10.2.13),
(10.2.16), (10.2.27). Це спiввiдношення є аналогiчним вiдповiдному спiв-
вiдношенню в КЕД (8.8.34), але вiдсутня рiвнiсть Z1 = Z2. Iншi взаємодiї,
триглюонна, чотириглюонна, та взаємодiя духiв i глюонiв приводять до
таких спiввiдношень

g0 = gµ2−n
2Z3gZ

−3/2
3 , g0 = gµ2−n

2Z
1/2
4g Z

−1
3 , g0 = gµ2−n

2 Z̃1Z̃
−1
2 Z

−1/2
3 ,

(10.4.2)

де Z3g, Z4g, Z̃1 — константи перенормування триглюонної, чотириглюон-
ної i глюонно-духової вершин, вiдповiдно, Z̃2 — константа перенормування
хвильової функцiї духiв. Усi цi рiвностi еквiвалентнi внаслiдок спiввiдно-
шень мiж константами Z,

Z1

Z2
=
Z3g

Z3
=
Z4g

Z3g
=
Z̃1

Z̃2

, (10.4.3)
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якi випливають з тотожностей Славнова—Тейлора [19,183] i є узагальнен-
ням тотожностей Уорда—Такахашi в КЕД на випадок неабелевої симетрiї.
З фiзичної точки зору цi тотожностi означають, що перенормований заряд
в (10.4.1) є одним й тим самим. У схемi вiднiмання MS всi константи Z
мають вигляд рядiв Лорана

Z(h) = 1 +
∞∑
k=1

z(k)(h)

εk
, h =

g2

(4π)2
. (10.4.4)

Диференцiюючи першу рiвнiсть в (10.4.1) по µ i враховуючи, що гола конс-
танта g0 не залежить вiд µ, знаходимо бета-функцiю аналогiчно тому, як
ми знаходили бета-функцiю в КЕД у роздiлi 10.3,

β(g) = µ
dg(µ)

dµ
= − g3

4π2

11C2(G)− 4nfT (F )

12
. (10.4.5)

Для кольорової групи SU(3) з фермiонами у фундаментальному представ-
леннi C2(SU(3)) = 3, T (F ) = 1/2, i коефiцiєнт 33 − 2nf > 0, якщо число
фермiонiв (ароматiв) nf ≤ 16; бета-функцiя в цьому випадку вiд’ємна,
що веде до асимптотичної свободи. У Стандартнiй моделi є 6 ароматiв
кваркiв, тому бета-функцiя в квантовiй хромодинамiцi є вiд’ємною, тобто
константа зв’язку сильної взаємодiї зменшується зi збiльшенням енергiї.

У термiнах константи αs =
g2

4π
— аналога постiйної тонкої структури

в КЕД,

β(αs) = −bα
2
s

π
, µ

dαs
dµ

= −bα
2
s

π
, b =

11Nc − 2nf
6

. (10.4.6)

Розв’язок рiвняння ренормгрупи має такий вигляд

αs(µ
2) =

α

1 + α
2π b ln µ2

M2

, (10.4.7)

де використана гранична умова α = αs(µ
2 = M2). Цей розв’язок зазвичай

записують у еквiвалентному виглядi

αs(µ
2) =

2π

b ln µ2

Λ2

, Λ2 = M2e
− 2π
bα(M) , (10.4.8)

де вводиться розмiрний параметр КХД Λ, незалежний вiд вибору точки
нормування M (легко переконатися, що MdΛ/dM = 0).

Введемо позначення

a(µ2) =
αs(µ

2)

π
=
g2
r (µ

2)

4π2
. (10.4.9)
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Тодi для внескiв у бета-функцiю вiд петльових дiаграм маємо

µ
da

dµ
= β(a) = −ba2[ 1︸︷︷︸

1-loop

+ ca︸︷︷︸
2-loop

+ c2a
2︸︷︷︸

3-loop

+c3a
3 + ...]. (10.4.10)

Коефiцiєнти b, c не залежать вiд схеми вiднiмань, усi вищi залежать. Усi
коефiцiєнти b, c, c2, c3 були обчисленi в MS-схемi. Наприклад, для трипет-
льового внеску включно маємо

c =
153− 19nf

12b
, c2 =

1

64b

(
2857− 5033

9
nf +

325

27
n2
f

)
.

Загальний розв’язок ренормгрупового рiвняння записується у виглядi

ln
µ

M
=

a(µ)∫
aM

dx

β(x)
, (10.4.11)

де використано граничну умову aM = αs(M
2)/π, тобто задається значен-

ня константи взаємодiї при µ = M . Ренормгрупове рiвняння (10.4.10) у
двопетльовому наближеннi може бути проiнтегровано

−1 + ca

ca
e−

1+ca
ca = −1 + caM

caM
e
− 1+caM

caM

( µ
M

)−b/c
. (10.4.12)

Останнє рiвняння є трансцендентним рiвнянням для функцiї W = −(1 +
+ ca)/ca вигляду

W (z)eW (z) = z, z = −1 + caM
caM

e
− 1+caM

caM

( µ
M

)−b/c
, (10.4.13)

розв’язок якого виражається через функцiю Ламберта, яка вперше з’яви-
лася у 1758 р. W (z) є багатозначною функцiєю з нескiнченною кiлькiстю
гiлок, якi позначаються Wn(z). Розв’язок для αs(µ2) запишеться

αs(µ
2) = − π

c[1 +W−1(z(µ))]
, z(µ) = −1

e

(µ
Λ

)−b/c
, (10.4.14)

де W−1(z) — одна з гiлок функцiї Ламберта, яка є дiйсною для −1/e <
< z < 0 (тут e — число Ейлера). Для c > 0, z < 0 ця гiлка є монотонно
спадною функцiєю зi значеннями W−1(z) ∈ (−∞,−1) (поза цим iнтерва-
лом W−1(z) є комплексною функцiєю). Ультрафiолетова границя, µ→∞,
вiдповiдає z → 0−, W−1(z)→ −∞, i αs(µ2)→ 0 згiдно з явищем асимпто-
тичної свободи.
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Якщо ж розглянути iнфрачервону границю, µ → 0, то при деякому
значеннi µ0 ми знаходимо в ефективнiй константi взаємодiї полюс, коли
W−1(z0) = −1 (полюс Ландау), i далi функцiя стає комплексною. Очевид-
но, двопетльове наближення стає непридатним в околi полюса (фактично
ще далеко вiд полюса, коли ефективний параметр розкладу стає порядку
одиницi, αs(µ2)/π ∼ 1). Зростання бiжучої константи взаємодiї при малих
iмпульсах означає, що квантова хромодинамiка стає сильно взаємодiючою
теорiєю в iнфрачервонiй областi.

Ренормiнварiантний параметр Λ в двопетльовому наближеннi визна-
чається як

Λ = M

(
1 + ca

ca

)c/b
e−

1
ba . (10.4.15)

Легко перевiрити, що MdaM/dM = 0. Оскiльки

W−1(−x) ' lnx− ln(− lnx), x→ 0, (10.4.16)

то знаходимо таку асимптотичну поведiнку ефективної константи при
µ� Λ,

αs(µ
2) ' 2π

b ln µ2

Λ2 + c ln ln µ2

Λ2

. (10.4.17)

Зазначимо, що врахування двопетльового внеску в бета-функцiю, пов’я-
заного з константою c, приводить до подвiйної логарифмiчної залежнос-

тi ln ln
µ2

Λ2
у бiжучiй константi зв’язку. Це є загальним результатом —

трипетльовий внесок приводить до потрiйної логарифмiчної залежностi
i так далi.

Цiкаво також розглянути випадок, коли c < 0, z > 0, що виконуєть-
ся для nf > 8 (тобто у випадку бiльш як восьми ароматiв кваркiв). У
цьому випадку фiзичною гiлкою буде W0(z), вона є дiйсною монотонно
зростаючою функцiєю для z ∈ (−1/e,∞) зi значеннями W0(z) ∈ (−1,∞)
в цьому iнтервалi (поза цим iнтервалом W0(z) є комплексною функцiєю);
для z ≥ 0 функцiя W0(z) ∈ [0,∞). Ультрафiолетова границя, µ → ∞,
вiдповiдає z →∞,W0(z)→∞ i αs(µ2)→ 0 — тобто має мiсце асимптотич-
на свобода. Iнфрачервона границя вiдповiдає µ → 0, при цьому z → 0+,
W0(z)→ 0+, a(µ)→ −1/c. Тобто в розглянутому випадку з c < 0 маємо iн-
фрачервоно стабiльну фiксовану точку, i вся область значень µ є пiд конт-
ролем. Очевидно, в КХД такої фiксованої iнфрачервоно стабiльної точки
немає, оскiльки на сьогоднi вiдомо про iснування 6 ароматiв кваркiв. Але
ситуацiя може змiнитися, якщо в експериментi знайдуть новi типи кваркiв.
Також ця iнфрачервоно стабiльна фiксована точка може бути важливою
для узагальнених теорiй з калiбрувальною групою SU(Nc), Nc > 3.
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У вищих порядках бiжуча константа в КХД стає залежною вiд схеми
вiднiмань. Спецiальний вибiр такої схеми був запропонований ’т Хоофтом,
де всi c2 = c3 = ... = 0. Але ця схема не спрощує розрахункiв.

10.5. Рiвняння для ефективної константи
взаємодiї. Загальний аналiз

Розглянемо тепер загальний випадок рiвняння для ефективної конс-
танти взаємодiї i проаналiзуємо загальнi типи розв’язкiв та їх властивостi.
Рiвняння для ефективної константи взаємодiї,

µ
dg(µ)

dµ
= β(g(µ))⇒ dµ

µ
=

dg

β(g)
, g(µ = µ0) = gr, (10.5.1)

неважко проiнтегрувати. В результатi маємо

ln
µ

µ0
=

g(µ)∫
gr

dx

β(x)
. (10.5.2)

Знання β-функцiї дозволяє знайти g(µ) з останнього виразу. Якщо нас цi-
кавить значення ефективної константи взаємодiї при великих iмпульсах,
тодi розглядаємо границю µ→∞. У цьому випадку лiва сторона рiвняння
вище розбiгається, i тому g(µ) повинна або розбiгатись, або наближатись
до нуля функцiї β(g), щоб забезпечити розбiжнiсть iнтеграла. Вiдповiдне
значення g є фiксованою точкою ренормгрупи, в якiй система масштабно
iнварiантна. Тодi всi величини визначаються з розмiрного аналiзу з вра-
хуванням динамiчних розмiрностей замiсть канонiчних.

У загальному випадку, поза межами теорiї збурень, можливi наступнi
випадки.

1. Полюс Ландау.
Нехай бета-функцiя додатна, β(g) > 0, i залишається додатною при

всiх g, i при цьому iнтеграл в (10.5.2) збiгається,
∞∫

dx

β(x)
<∞. (10.5.3)

Тодi ефективна константа взаємодiї g(µ) монотонно зростає i стає нескiн-
ченною при скiнченному значеннi E:

E∞ = µ0 exp

 ∞∫
g(µ0)

dg

β(g)

. (10.5.4)

Така ситуацiя має мiсце в квантовiй електродинамiцi, якщо обмежитися
другим порядком теорiї збурень, де

β(g) =
g2

6π2
, g = e2. (10.5.5)
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Вiдповiдна гранична енергiя
E∞ = µ0 exp

(
6π2

gµ0

)
(10.5.6)

є полюсом Ландау. Безумовно, наближення β(g) = g2/6π2 стає неприйнят-
ним ранiше, нiж буде досягнута енергiя E∞, оскiльки заряд стає великим
i теорiя збурень перестає бути застосовною.

Перерiз процесу розсiяння або будь-яка фiзична величина можуть бу-
ти записанi у виглядi

R = µDf

(
E

µ
,X, g(µ)

)
, (10.5.7)

де D — масова розмiрнiсть величини R, E — енергiя, X — iншi безрозмiрнi
величини, включаючи вiдношення енергетичних змiнних. Фiзична величи-
на R не залежить вiд µ, тобто µdR/dµ = 0, що означає компенсацiю явної
залежностi вiд µ через залежнiсть перенормованої константи зв’язку. По-
кладемо довiльний параметр µ = E,

R(E) = EDf(1, X, g(E)). (10.5.8)

Залежнiсть вiд E визначається ефективною константою взаємодiї g(E)
(крiм тривiальної залежностi ED), яку знаходять з ренормгрупового рiв-
няння (10.5.1).

2. Монотонне зростання.
Нехай бета-функцiя β(g) додатна i зростає з ростом g, але достатньо

повiльно, так, що iнтеграл в (10.5.2) розбiгається,
∞∫

dg

β(g)
=∞. (10.5.9)

Наприклад, нехай при g → ∞ бета-функцiя поводить себе як β(g) ∼ bgk,
b > 0, k < 1. Розв’язок рiвнянь ренормгрупи буде

gE =

[
1 + (1− k)bgk−1

µ0
ln
E

µ0

]1/(1−k)

gµ0 .

Якщо gµ0 мала при деякому µ0, то рiст gE буде помiтний тiльки при дуже
великих E. Дiйсно

gE → [(1− k)b lnE]1/(1−k), E →∞.

Асимптотична поведiнка не залежить вiд gµ0 .
3. Фiксована точка при скiнченному значеннi константи.
Точки g∗, де β-функцiя обертається в нуль, називаються фiксованими

точками. Розглянемо найбiльш поширений випадок, коли нуль β-функцiї
є першого порядку. Поблизу нього β-функцiю можна апроксимувати

β(g) = (g − g∗)β′(g∗), (10.5.10)
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10.5. Рiвняння для ефективної константи взаємодiї. Загальний аналiз

Рис. 59. Бета-функцiї з фiксованими точками

i рiвняння (10.5.2) приймає вигляд

t
dg

dt
= (g − g∗)β′(g∗), t = µ/µ0, g(µ = µ0) = gr. (10.5.11)

Це рiвняння легко розв’язується

dg

g − g∗
= β′(g∗)

dt

t
⇒

g(t)∫
gr

dx

x− g∗
= β′(g∗) ln t,

звiдки знаходимо
ln

∣∣∣∣g(t)− g∗
gr − g∗

∣∣∣∣ = β′ ln t. (10.5.12)

Якщо gr > g∗, то
g(t) = g∗ + (gr − g∗)tβ

′(g∗). (10.5.13)

Очевидно, що границю t → ∞ можна дослiдити у випадку β′ < 0. Тодi
ефективна константа взаємодiї прямує до фiксованої точки

g(t)→ g∗, t→ +∞. (10.5.14)

Такий самий результат одержуємо i для gr < g∗. У цьому випадку g∗
називається ультрафiолетово стабiльною (УФ) точкою. Поки β(g) > 0
ефективна константа g(t) зростає зi збiльшенням енергетичного масштабу
i прямує до g∗ (t → ∞). Але коли β(g) перетинає нуль i стає вiд’ємною,
то потiк (зазначено стрiлками) змiнює свiй напрямок, а g(t) зменшується
i також прямує до УФ-точки g∗ (t → ∞). Ця ситуацiя зображена на лiвiй
панелi рис. 59. Очевидно, коли t → 0 i β′ > 0, ефективна константа g(t)
прямує до точки g = 0, яка називається в цьому випадку iнфрачервоно
стабiльною (IЧ) точкою.

Подiбним чином можна отримати нетривiальну IЧ стабiльну точку.
Це вiдповiдає ситуацiї зображенiй справа на рис. 59. Ми бачимо, що поки
β(g) < 0 константа зв’язку зростає зi зменшенням енергетичного масштабу
(t→ 0). Потiк у напрямку IЧ позначено стрiлками. Таким чином, у цьому
випадку g∗ є IЧ стабiльною фiксованою точкою. Очевидно, точка g = 0 є
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УФ стабiльною точкою, оскiльки g(t)→ 0 коли t→∞. З iншого боку, коли
β(g) > 0, все навпаки: константа зв’язку зменшується коли рухається до
IЧ-точки i зростає в напрямку УФ-точки.

В околi фiксованої точки аномальна розмiрнiсть поля може бути роз-
винута в ряд по g − g∗,

γ(g) ∼ γ(g∗) + c(g − g∗) +O((g − g∗)2). (10.5.15)

Тодi, наприклад, в КЕД функцiя Грiна буде мiстити множник

Γ(n) ∼ E4− 3
2
ne−nγ exp

[
−

E∫
γe(gµ)

dµ

µ
ne −

E∫
γγ(gµ)

dµ

µ
nγ

]
'

' E4−(3
2

+γe(g∗))ne−(1+γγ(g∗))nγ , (10.5.16)

якщо значення g∗ було б фiксованою точкою. Тому γγ , γe називаються ано-
мальними розмiрностями фотонного i електрон-позитронного полiв, вiдпо-
вiдно, про що вже зазначалося ранiше.

У квантовiй електродинамiцi бета-функцiя (в схемi вiднiмання на ма-
совiй оболонцi), нехтуючи внесками вiд важких лептонiв, вiдома до α5 (i
навiть до α6 [124]):

β(α) =
2α2

3π
+
α3

2π2
−121α4

144π3
+

(
5561

5184
− 23ζ(2)

9
+

9 ln 2ζ(2)

3
− 7ζ(3)

8

)
α5

π4
+O(α6),

(10.5.17)

ζ(x) — дзета-функцiя Рiмана. Бета-функцiя додатна при малих α, а також
формально має нетривiальний нуль при α ≈ 2,45, проте очевидно цей нуль
знаходиться поза рамками теорiї збурень.

Наведемо також для прикладу вираз для бета-функцiї в квантовiй
електродинамiцi в MS-схемi,

β(α) =
α2

π

k∑
n=0

bn

(α
π

)n
, (10.5.18)

де коефiцiєнти

b0 =
2

3
, b1 =

1

2
, b2 = − 31

144
, b3 = −2785

1552
− 13ζ(3)

18
,

b4 = −195067

248832
− 25ζ(3)

48
− 13ζ(4)

48
+

215ζ(5)

48
.

(10.5.19)

Зауважимо, що, порiвнюючи бета-функцiї, отриманi в схемi вiднiмання на
масовiй оболонцi та в MS-схемi, ми бачимо, що першi два коефiцiєнти не
залежать вiд схеми вiднiмання, тодi як iншi залежать.
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4. Асимптотична свобода.
Нехай бета-функцiя є вiд’ємною i поводить себе при малих значеннях

константи взаємодiї так:

β(g) ' −bgn, b > 0, n > 1, g → 0. (10.5.20)

Тодi розв’язок ренормгрупового рiвняння буде

gE = gµ0

[
1 + b(n− 1)gn−1

µ0
ln
E

µ0

]−1/(n−1)

. (10.5.21)

При великих значеннях енергiї ефективна константа прямує до нуля,

gE → [b(n− 1) lnE]−1/(n−1) → 0, E →∞, (10.5.22)

тобто має мiсце асимптотична свобода, з якою ми зустрiчались вище, до-
слiджуючи рiвняння ренормалiзацiйної групи в квантовiй хромодинамiцi.
Поведiнку аномальних розмiрностей в границi малих g знаходимо з теорiї
збурень,

γ(g) ∼ cgm.

Тодi для функцiй Грiна Γ

Γ ∼ exp

(
−

E∫
γ(gµ)

dµ

µ

)
→ exp

[
−c

E∫
[b(n− 1) lnµ]−

m
n−1

dµ

µ

]
∼

∼ exp

[
−c[b(n− 1)]−m/(n−1)

1− m
n−1

(lnE)1− m
n−1

]
. (10.5.23)

Тому у випадку асимптотичної свободи не виникає поправок до ефективної
розмiрностi при великих iмпульсах (малих вiдстанях).

10.6. Асимптотична безпека квантово-польових теорiй
У випадку, коли теорiя мiстить декiлька констант зв’язку, маємо сис-

тему ренормгрупових рiвнянь для ефективних констант взаємодiй gi(µ),
якi визначенi в точцi нормування, що характеризується енергетичним мас-
штабом µ,

µ
d

dµ
gi(µ) = βi(gj(µ)), i = 1, ..., n. (10.6.1)

Зауважимо, що, якщо деякi константи ḡi в лагранжiанi розмiрнi i мають
канонiчну розмiрнiсть dgi , тодi можна ввести вiдповiднi безрозмiрнi конс-
танти gi = µ−dgi ḡi, а всi ренормгруповi рiвняння можна записати у виглядi
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рiвнянь для безрозмiрних констант у формi (10.6.1). Кожна теорiя визна-
чається траєкторiєю в просторi констант зв’язку, яка є розв’язком (10.6.1)
iз заданими початковими умовами.

Очевидно, iснує набагато бiльше рiзних типiв асимптотичної поведiнки
ефективних констант взаємодiй gi(µ) коли µ → ∞, нiж у випадку однiєї
константи. У просторi констант gi можуть бути траєкторiї, якi прямують
до нескiнченностi при скiнченних значеннях масштабу µ, тобто приводять
до полюса Ландау або входять до деякої фiксованої точки бета-функцiї
при µ→∞.

Нехай g∗i задовольняють рiвнянням βi(g
∗
j ) = 0, тобто g∗i визначають

фiксовану точку в n-вимiрному просторi констант зв’язку. В самiй точцi
g∗i теорiя буде мати масштабно iнварiантну поведiнку, а залежнiсть фiзич-
них величин вiд енергiї або iмпульсiв буде визначатися канонiчною роз-
мiрнiстю фiзичної величини. Поблизу фiксованої точки рiвняння можна
лiнеаризувати

µ
dgi(µ)

dµ
= Bij(gj(µ)− g∗j ) +O((gj(µ)− g∗j )2), Bij =

∂β(gi)

∂gj

∣∣∣∣
g=g∗

(10.6.2)

i дослiдити ренормгруповi траєкторiї в околi цiєї точки. Нехай матриця B
має власнi значення λm i, вiдповiдно, власнi вектори v(m),

Bikv
(m)
k = λmv

(m)
i . (10.6.3)

Розв’язок рiвнянь (10.6.1) поблизу фiксованої точки g∗ може бути розкла-
дено за власними векторами матрицi B

gi(µ) = g∗i + cmv
(m)
i

(
µ

µ0

)λm
, (10.6.4)

де cm — деякi коефiцiєнти розкладу (константи iнтегрування), µ0 — деякий
довiльний масштаб. Ефективнi константи взаємодiї прямують до фiксова-
ної ренормгрупової точки g∗ коли µ → ∞ у випадку, якщо cm = 0 для
всiх власних векторiв з власними значеннями λm > 0. Якщо cm 6= 0 для
деяких позитивних власних значень λm, то траєкторiя буде виходити з
фiксованої точки вздовж такого напрямку. Вiдповiдний приклад наведено
на рис. 60 у випадку двох констант g1 i g2 з бета-функцiями βg1 = 2g1−2g2

1,
βg2 = −g1g2 + 2g3

2. Фiксована точка g1 = 1, g2 = 1/
√

2 має один ультрафiо-
летово притягуючий i один ультрафiолетово вiдштовхуючий напрямок.

Нехай маємо n власних векторiв з вiд’ємними власними значеннями,
тодi маємо гiперповерхню, що складається з траєкторiй, якi притягаються
до точки g∗ при µ→∞. Така гiперповерхня називається ультрафiолетово
критичною, i, якщо початковi значення констант лежать на цiй гiперпо-
верхнi, то всi вони будуть прямувати до фiксованої точки (див. рис. 61).
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Рис. 60. Приклад поведiнки ре-
нормгрупових траєкторiй в околi

фiксованої точки

Рис. 61. Iлюстрацiя фiксова-
ної точки з критичною ультра-

фiолетовою поверхнею

Навiть константи неперенормовної теорiї, якщо вони спочатку лежать на
цiй гiперповерхнi, залишаються скiнченними у границi µ → ∞. У непере-
нормовних теорiях ми фактично маємо нескiнченне число констант взає-
модiй, щоб усунути всi розбiжностi; в цьому випадку число рiвнянь (10.6.1)
також нескiнченне, але критична поверхня тим не менш може мати скiн-
ченну розмiрнiсть [195].

Теорiї з ультрафiолетово критичною поверхнею отримали назву
асимптотично безпечних, оскiльки всi константи в них скiнченнi в ультра-
фiолетовiй границi. Умова асимптотичної безпеки замiнює в таких теорiях
принцип перенормовностi, тобто залишає в теорiї скiнченне число незалеж-
них констант взаємодiй, а саме тi, що лежать на критичнiй гiперповерхнi.
Фактично в теорiях з нерухомою точкою реалiзується непертурбативна
перенормовнiсть, причому скiнченна розмiрнiсть критичної гiперповерхнi
гарантує передбачуванiсть теорiї.

Зв’язок асимптотично безпечних теорiй з перенормовними в деяких ви-
падках виявляється бiльш тiсним. Дiйсно, нехай маємо фiксовану точку в
нулi g∗ = 0 (очевидно, будь-яка теорiя має таку точку, оскiльки βi(g) завж-
ди стає рiвним нулю при g = 0). Для розмiрних констант бета-функцiя має
вигляд

βi(gj) = −digi + петльовi внески. (10.6.5)
Тодi, для того щоб траєкторiя потрапляла в точку g∗ = 0, необхiдно щоб всi
розмiрнi константи з розмiрнiстю di < 0 були вiдсутнi, але неперенормова-
нi константи взаємодiї якраз мають di < 0. Для перенормованих констант
з di = 0 необхiдно також мати вiд’ємнi бета-функцiї, βi/gi < 0, поблизу
нуля, щоб вiдповiднi константи прямували до нуля при µ → ∞. Таким
чином, ультрафiолетова критична гiперповерхня, яка мiстить фiксовану
точку g∗ = 0, складається з теорiй, що є перенормовними i асимптотично
вiльними.
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Важливим наслiдком є також те, що ренормгрупа може дати нам iн-
формацiю про фундаментальнi взаємодiї, оскiльки вона дозволяє вiдрiз-
нити ефективнi теорiї (якi порушуються в УФ-границi, наприклад че-
рез проблему тривiальностi) вiд фундаментальних теорiй, якi справедливi
у нескiнченному дiапазонi масштабiв завдяки асимптотичнiй свободi або
асимптотичнiй безпецi в УФ-границi.

Критерiй асимптотичної безпеки може бути застосований i для дос-
лiдження квантової гравiтацiї, яка є неперенормовною теорiєю за стан-
дартною теорiєю збурень. Ясно, що в цьому випадку ми повиннi шукати
фiксованi точки, вiдмiннi вiд g∗ = 0. Цей напрям дослiджень квантової
гравiтацiї в останнi роки привернув до себе значну увагу. Такий пiдхiд мо-
же привести до включення квантових гравiтацiйних флуктуацiй поряд iз
взаємодiями Стандартної моделi в рамки єдиної квантово-польової теорiї
(див. оглядову статтю [73]).

ЗАДАЧI

1. Знайти точний розв’язок ренормгрупового рiвняння для ефектив-
ної константи зв’язку в теорiї дiйсного скалярного поля iз взає-

модiєю
λΦ4

4!
:

µ
dλ(µ)

dµ
= β(λ(µ)), λ(µ0) = λr,

де β-функцiя у двопетльовому наближеннi має вигляд

β(λ) = bλ2 + cλ3, b =
3

(4π)2
, c =

8

π(4π)4
.

Примiтка. Вiдповiдь повинна виражатися через реальну гiлку
функцiї Ламберта.

2. Знайти аномальну розмiрнiсть маси γm в порядку e2 у квантовiй
електродинамiцi та обчислити бiжучу масу m(t), де t = |p|/m.

3. Показати, що в теорiї з бета-функцiєю β(g) = b1g
2 + b2g

3 + b3g
4 кое-

фiцiєнт b3 залежить вiд схеми вiднiмання, тодi як b1, b2 не залежать.
Тобто, перевизначаючи константу зв’язку g = λ+a1λ

2 +a2λ
3 в iншiй

схемi вiднiмання, для константи λ отримати ренормгрупове рiвнян-
ня з бета-функцiєю β(λ) = b1λ

2 + b2λ
3 + cλ4, де коефiцiєнт c вже

залежить вiд коефiцiєнтiв ai.

4. У моделi
L =

1

2
(∂µφ)2 − λ

4!
φ4 + ψ̄iγµ∂µψ − igψ̄γ5ψφ

обчислити β-функцiї для констант зв’язку λ i g в порядку λ i g2.
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5. Обчислити у найнижчому порядку β-функцiю в моделi Гросса—Неве

L = ψ̄jiγµ∂µψ
j +

g2

2
(ψ̄jψj)2,

де j = 1, ..., N . Показати, що теорiя є асимптотично вiльною.

6. Дослiдити систему ренормгрупових рiвнянь (i = 1, 2)

dgi(t)

dt
= βi(gj), β1(g1, g2) = −2g1 −

g2

8π
, β2(g1, g2) = −g2 +

3g2
2

16π
.

Знайти фiксованi точки, матрицю B (див. її визначення в (10.6.2)) i
її власнi значення, поведiнку траєкторiй поблизу фiксованих точок.
Зобразити фазовий портрет у площинi констант зв’язку.

7. У точнiй ренормгрупi бета-функцiї попередньої задачi замiню-
ються на

β1(g1, g2) = −2g1 −
g2

8π(1 + g1)1/2
, β2(g1, g2) = −g2 +

3g2
2

16π(1 + g1)3/2
.

Знайти фiксованi точки, матрицю B i ї ї власнi значення, поведiнку
траєкторiй поблизу фiксованих точок. Зобразити фазовий портрет у
площинi констант зв’язку.
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Експерименти в фiзицi елементарних частинок, якi описуються тео-
рiями квантових полiв, — це експерименти з розсiяння, народження або
ж розпаду частинок. Можна нагадати, що, наприклад, саме за допомогою
розсiяння альфа-частинок на золотiй фользi, Резерфорд у 1911 р. вста-
новив будову атома. У наш час дослiдження розсiяння частинок вiдбува-
ється на великих спецiально побудованих потужних прискорювачах. Щодо
спостереження розпаду частинок, то пошук рiдкiсних розпадiв зазвичай
потребує детекторiв рекордної гiгантської величини.

У цьому роздiлi будуть розглянутi перерiзи розсiяння, ширини розпаду
частинок та зв’язок цих величин з функцiями Грiна в теорiї квантових по-
лiв за допомогою редукцiйних формул Лемана—Симанзiка—Циммермана.
Також буде визначено S-матрицю та розглянуто оптичну теорему для
фейнманiвських дiаграм i правила Куткоського для обчислення уявних
частин дiаграм. Розгляд розпочнемо з визначення перерiзу розсiяння та
ширини розпаду елементарних частинок.

11.1. Перерiз розсiяння i ширина розпаду частинок
Ймовiрнiсть спостереження будь-якого окремого кiнцевого стану в

процесах розсiяння може бути виражена через перерiз розсiяння — ве-
личину, яка характеризує внутрiшнi властивостi взаємодiй частинок, що
розсiюються, i тому дозволяє порiвнювати експерименти з пучками рiзних
розмiрiв та iнтенсивностей. Нехай частинки типу В розсiюються на мiшенi
з частинками типу А, ρB, ρA — густини пучка i мiшенi, а lA, lB — довжини
пучкiв (рис. 64). Число подiй розсiяння пропорцiйно ρA, ρB, lA, lB та площi
перекриття пучкiв A i визначається виразом

N = σρAρBlAlB ·A,
де коефiцiєнт

σ =
N

ρAρBlAlBA

— перерiз розсiяння (симетричний вiдносно систем A, B), який має розмiр-
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Рис. 62. Процес розсiяння

нiсть [σ] = см2. Вводячи числа частинок A i B, NA = ρAlAA, NB = ρBlBA,
число зiткнень перепишеться наступним чином

N =
σNANB

A
,

а σ дорiвнює
σ =

N

NANB
A. (11.1.1)

Величина N/(NANB) є ймовiрнiстю того, шо вiдбудеться N зiткнень з
можливого числа зiткненьNANB, а σ — це ефективна площа шматка, який
вибивається з площi A перетину пучкiв кожною частинкою налiтаючого
пучка. Оцiнимо кiлькiсть можливих зiткнень для двох пучкiв з кiлькiстю
протонiв у цих згустках ∼1,15 · 1011. Ймовiрнiсть того, що один конкретний
протон у згустку, що приходить злiва, зiткнеться з протоном у згустку,
що приходить справа, залежить вiд розмiру протона (d2 з d ∼ 1 фм) i
розмiру поперечного перерiзу згустку (A ∼ R2, при R ' 16 мкм). Тодi
ймовiрнiсть 'd2/R2 = (10−15)2/(16 ·10−6)2 = 4 ·10−21. Кiлькiсть взаємодiй
буде: ймовiрнiсть × (кiлькiсть протонiв у згустку)2 ∼50. Звiсно, кiлькiсть
зiткнень буде значно бiльшою для взаємодiї пучка з мiшенню, де число
протонiв ∼1019 см−3.

Густина пучкiв ρA, ρB в дiйсностi не є постiйною, i необхiдно iнтегру-
вати по перекриттю пучкiв

N = σlAlB

∫
d2x ρA(x)ρB(x)

(x — координати в поперечному напрямку).
Якщо фiксується не тiльки тип частинок, а й їх iмпульси в кiнцево-

му стану в об’ємi d3p1 ... d
3pn, тодi розглядають диференцiальний перерiз

розсiяння dσ

d3p1 ... d3pn
.

Iмпульси в кiнцевому станi обмеженi законом збереження 4-iмпульсу

pa + pb → p1 + p2 + ...+ pn

або еквiвалентно збереження енергiї та тривимiрного iмпульсу

Ea + Eb =

n∑
i=1

En, pa + pb =

n∑
i=1

pi, E2
i = p2

i +m2
i , (11.1.2)

307



11. ПЕРЕРIЗ РОЗСIЯННЯ I S-МАТРИЦЯ

де mi — маси частинок. Таким чином, на 3n-вимiрний простiр iмпульсiв
(кiнцевих) накладено 4 обмеження, в пiдсумку маємо iнтегрувати по 3n−4-
вимiрному фазовому простору

In(pa, pb) =

∫ n∏
i=1

d3pi
(2π)32Ei

(2π)4δ

(
pa + pb −

∑
i

pi

)
T (pi). (11.1.3)

Експериментально вирiзняють два типа процесiв, а саме: ексклюзивнi
та iнклюзивнi. Ексклюзивнi процеси: вимiрюються iмпульси всiх частинок
в процесi. Iнклюзивнi процеси: вiдомi лише деякi частинки i їх iмпульси,
тобто кiнцевий стан не iдентифiковано до кiнця. Ексклюзивна реакцiя фiк-
сує визначений канал реакцiї, а iнклюзивна включає в себе суму рiзних
ексклюзивних реакцiй. На практицi зустрiчаються два найважливiшi типи
ексклюзивних процесiв:

розпад частинки

pA → p1 + p2 + ...+ pn, 1→ n, (11.1.4)

зiткнення двох частинок

pA + pB → p1 + p2 + ...+ pn, 2→ n. (11.1.5)

Зiткнення 2 → n описується перерiзом розсiяння σ, а розпад — шириною
(або ймовiрнiстю) розпаду Γ нестабiльної частинки A (1→ n). Ця ймовiр-
нiсть визначається як

Γ ≡ число розпадiв в одиницю часу
число частинок A

, (11.1.6)

розмiрнiсть [Γ] = [сек]−1, i вiдповiдно, час життя частинки τ = 1/Γ.
У квантовiй механiцi нестабiльна частинка описується резонансом

Брейта—Вiгнера, поблизу якого амплiтуда розсiяння має форму

f(E) ' 1

E − E0 + iΓ/2
. (11.1.7)

Перерiз розсiяння має пiк поблизу брейт-вiгнерiвського резонансу

σ ∼ 1

(E − E0)2 + Γ2/4
. (11.1.8)

Релятивiстське узагальнення брейт-вiгнерiвського резонансу визначається
появою уявної частини в пропагаторах промiжних (вiртуальних) частинок,
де поблизу полюса p0 ' Ep,

1

p2 −m2 + imΓ
' 1

2Ep

[
p0 − Ep + i

(
m
Ep

)
Γ
2

] . (11.1.9)
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Ймовiрнiсть розпаду в довiльнiй системi вiдлiку
m

Ep
Γ, що узгоджується з

релятивiстським розтягненням часу.
Пiдрахуємо число суттєвих змiнних у кiнцевому станi. Для розпаду

1→ n орiєнтацiя конфiгурацiї iмпульсiв частинок у кiнцевому станi в сис-
темi спокою частинки, яка розпадається, не має значення. Тому є 3n − 7
суттєвих змiнних. Для процесу розсiяння 2→ n поворот навколо видiленої
осi зiткнення не є суттєвою змiнною, в результатi в цьому випадку маємо
3n− 5 суттєвих змiнних.

Повний перерiз, або ймовiрнiсть розпаду, отримується iнтегруванням
по всьому 3n− 4 фазовому простору. Диференцiальний перерiз знаходять
iнтегруванням по пiдмножинi фазового простору, коли фiксуються суттє-
вi змiннi.

11.2. S-матриця
Важливе значення в теорiї розсiяння має S-матриця, яка зв’язує мiж

собою початковий i кiнцевий стани. Спочатку будуються хвильовi паке-
ти частинок у початковому станi, далi дiємо на них оператором еволюцiї
exp(−iHt) з гамiльтонiаном, який включає взаємодiю, а потiм проєктуємо
кiнцевий стан на заданий стан, який описує набiр частинок у кiнцевому
станi. Це визначає амплiтуду ймовiрностi народження заданого стану, яка
в свою чергу визначає перерiз розсiяння.

Хвильовий пакет для заданого стану можна записати у виглядi супер-
позицiї iмпульсних станiв

|Φ〉 =

∫
d3k

(2π)32Ek
Φ(k)|k〉, (11.2.1)

де мiра iнтегрування записана в лоренц-iнварiантнiй формi, а Φ(k) —
фур’є-образ просторової хвильової функцiї.

У вiльнiй теорiї стани з фiксованим iмпульсом знаходять за допомогою
дiї операторiв народження на вакуумний стан, |k〉 = a†(k)|0〉, де оператори
знищення та народження a(k), a†(k′) задовольняють стандартним комута-
цiйним або антикомутацiйним спiввiдношенням

[a(k), a†(k′)]∓ = (2π)32Ekδ(k− k′). (11.2.2)

Стани ортонормованi таким чином

〈k′|k〉 = (2π)32Ekδ(k
′ − k), (11.2.3)

а нормування хвильової функцiї 〈Φ|Φ〉 = 1 дає умову на Φ(k):∫
d3k

(2π)32Ek
|Φ(k)|2 = 1. (11.2.4)
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Ймовiрнiсть, яку ми хочемо обчислити, визначається квадратом модуля
матричного елемента

P = |〈Φ1Φ2 ...︸ ︷︷ ︸
майбутнє

|ΦAΦB︸ ︷︷ ︸
минуле

〉|2.

Якщо хвильовi пакети концентруються поблизу визначених iмпульсiв, тодi
нам треба знати матричний елемент мiж початковими (in) i кiнцевими
(out) станами 〈p1p2 ...; out|pApB; in〉.

Стани in i out зв’язанi оператором U(t2, t1),

〈p1p2 ...; out|pApB; in〉 = lim
T→∞

〈p1p2 ...︸ ︷︷ ︸
T

| pApB︸ ︷︷ ︸
−T

〉 =

= lim
T→∞

〈p1p2 ...|U(T,−T )|pApB〉 = 〈p1p2 ...; out|S|pApB; out〉, (11.2.5)

де (див. роздiл 3 в книжцi [196])

U(t2, t1) = eiH0t2e−iH(t2−t1)e−iH0t1 .

Повний гамiльтонiан H є сумою вiльного гамiльтонiана H0 i частини, що
вiдповiдає за взаємодiю, H = H0 +V . Стани |in〉 i |out〉 є власними станами
гамiльтонiана H0. Таким чином, оператор S зв’язує початковi i кiнцевi
стани,

|α, in〉 = S|α, out〉, 〈α, out| = 〈α, in|S. (11.2.6)

Матричнi елементи цього оператора,

Sβα = 〈β, out|α, in〉 = 〈β, out|S|α, out〉 = 〈β, in|S|α, in〉, (11.2.7)

утворюють так звану S-матрицю з властивостями SS† = S†S = 1, тобто
S-матриця є унiтарною, що є наслiдком збереження повної ймовiрностi
процесiв.

З S-матрицi зручно видiлити частину, вiдповiдальну за взаємодiю (T -
матриця)

S = 1 + iT,

а з елементiв T -матрицi множник, який виражає закон збереження енергiї-
iмпульсу

〈p1p2 ...|T |pApB〉 = (2π)4δ(4)

(
pA + pB −

∑
i

pi

)
M(pA, pB → pf ). (11.2.8)

Величина M(pa, pb → pf ) називається амплiтудою розсiяння, яка анало-
гiчна амплiтудi розсiяння f(θ) на кут θ у квантовiй механiцi.
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Необхiдно знайти зв’язок амплiтуди M з вимiрюваною величиною —
перерiзом розсiяння. Ймовiрнiсть переходу iз початкового стану |pApB〉 в
кiнцевий |p1p2 ...〉 визначається матричним елементом

〈p1p2 ...|T |pApB〉
‖ |p1p2 ...〉‖ ‖ |pApB〉‖

, (11.2.9)

де ми врахували нормування станiв i те, що амплiтуда ймовiрностi для
будь-якого оператора визначається формулою

〈ψ|T |Φ〉
‖ |ψ〉‖ ‖ |Φ〉‖

. (11.2.10)

Нормування одночастинкового стану випливає з (11.2.3)

‖ |k〉‖2 = 〈k|k〉 = (2π)32Ekδ
(3)(0). (11.2.11)

Фiзичний змiст δ(3)(0) випливає з того, що у тривимiрному просторi скiн-
ченного об’єму V має мiсце замiна (2π)3δ(3)(0)→ V , тобто

‖ |k〉‖2 = 2EkV. (11.2.12)

Таким чином, ймовiрнiсть взаємодiї дорiвнює∣∣∣∣ 〈p1p2 ...|T |pApB〉
‖ |p1p2 ...〉‖ ‖ |pApB〉‖

∣∣∣∣2 =
(2π)8δ2

(
pA + pB −

∑
i pi
)
|M |2

2Ep1 ... 2Epn · 2EpA · 2EpB · V 2+n
. (11.2.13)

Для чотиривимiрної дельта-функцiї маємо (2π)4δ(4)(0) = V · T , T — час, а
отже,

(2π)8δ2

(
pA + pB −

∑
i

pi

)
= V T (2π)4δ(4)

(
pA + pB −

∑
i

pi

)
.

Для того, щоб отримати повну ймовiрнiсть, необхiдно пiдсумувати (проiн-
тегрувати) за всiма можливими кiнцевими станами. Для однiєї частинки
необхiдно проiнтегрувати по фазовому об’єму

dN =
V · d3p

(2π)3
.

тодi повна ймовiрнiсть переходу з початкового стану в кiнцевий є

Wi→f =
T

2EpA2EpBV

∫ n∏
i=1

d3pi
(2π)32Ei

(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

∑
i

pi

)
|M |2.

(11.2.14)
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Для ширини розпаду частинки 1→ n отримуємо

Γ =
W1→n
T

=
1

2EpA

∫ n∏
i=1

d3pi
(2π)32Ei

(2π)4δ(4)

(
pA −

∑
i

pi

)
|M |2. (11.2.15)

Ймовiрнiсть W1→n — це ймовiрнiсть розпаду однiєї частинки.
Для перерiзу реакцiї 2→ n маємо

σ =
N

NANB
A = W2→n

V

lA
= W2→n

V

|v| · T
, (11.2.16)

де A — площа перетину пучкiв, або пучка з мiшенню, lA = |v|T , i v —
вiдносна швидкiсть. Тодi для перерiзу розсiяння отримуємо формулу

σ2→n =
1

2EpA2EpB |v|

∫ n∏
i=1

d3pi
(2π)32Ei

(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

∑
i

pi

)
|M |2.

(11.2.17)

У лабораторнiй системi енергiя EB = mB (pB = 0), i величину 2mBEpA |v|
запишемо в лоренц-iнварiантному виглядi, що дозволить мати вираз для
перерiзу в довiльнiй системi координат. Оскiльки релятивiстська швид-
кiсть v = p/E, то EA|v| = |pA|. Розглянемо iнварiантну вiдносно перетво-
рень Лоренца змiнну Мандельстама

s = (pA + pB)2 = m2
A +m2

B + 2mBEA, (11.2.18)

де друга рiвнiсть — запис у системi мiшенi. Звiдси

EA =
s−m2

A −m2
B

2mB
, pA

2 = E2
A −m2

A =
(s−m2

A −m2
B)2 − 4m2

Am
2
B

4m2
B

.

Визначимо кiнематичну функцiю

λ(x, y, z) = (x− y − z)2 − 4yz = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz, (11.2.19)

яка очевидно симетрична вiдносно перестановки аргументiв. У термiнах
цiєї функцiї

|pA| =
λ1/2(s,m2

A,m
2
B)

2mB
. (11.2.20)

Функцiю λ можна переписати у виглядi

λ(x, y, z) = [x− (
√
y +
√
z)2][x− (

√
y −
√
z)2], (11.2.21)

тобто
λ(s,m2

A,m
2
B) = [s− (mA +mB)2][s− (mA −mB)2]. (11.2.22)
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Очевидно, повинно виконуватись λ ≥ 0, звiдки маємо нерiвнiсть
√
s ≥ mA +mB,

де mA + mB — порiг реакцiї. Iнодi λ(x, y, z) називають трикутною

функцiєю, тому що
1

4

√
−λ(x, y, z) — площа трикутника зi сторонами√

x, √y,
√
z.

Формула для перерiзу розсiяння приймає лоренц-iнварiантний вигляд

σ2→n =
1

2λ1/2(s,m2
A,m

2
B)

∫ n∏
i=1

d3pi
(2π)32Ei

(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

∑
i

pi

)
|M |2.

(11.2.23)
Функцiю λ можна записати у дещо iншому виглядi,

λ(s,m2
A,m

2
B) = [s− (mA +mB)2][s− (mA −mB)2] =

= (2pApB − 2mAmB)(2pApB + 2mAmB) = 4[(pApB)2 −m2
Am

2
B], (11.2.24)

де використано s = (pA+pB)2 = m2
A+m2

B+2pApB. Для перерiзу розсiяння
використовується також формула

σ2→n =
1

4
√

(pApB)2 −m2
Am

2
B

∫ n∏
i=1

d3pi
(2π)32Ei

(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

∑
i

pi

)
|M |2.

(11.2.25)

Отриманi формули дозволяють легко знайти перерiз у системi центру мас,
де повний iмпульс pA + pB = 0. В цiй системi

√
s = EA + EB =

√
p2
A +m2

A +
√

p2
B +m2

B, E2
A − E2

B = m2
A −m2

B.

Звiдси маємо

EA =
s+m2

A −m2
B

2
√
s

, EB =
s−m2

A +m2
B

2
√
s

,

|pA| = |pB| =
2λ1/2(s,m2

A,m
2
B)

2
√
s

.

(11.2.26)

У системi мiшенi при великих iмпульсах (енергiях) з рiвняння (11.2.20)
знаходимо

s ≈ 2mBP
M
A або s ≈ 2PM

A (11.2.27)

в одиницях ГеВ, тому що мiшенню практично завжди є нуклон з масою
mB ≈ 1 ГеВ. З iншого боку, в системi центру мас

EA ≈ EB ≈ PA ≈ PB ≈
√
s

2
. (11.2.28)
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Корисна енергiя зiткнень
√
s зростає тiльки як

√
2PM

A в системi мiшенi та

як 2PСЦМ
A — в системi центра мас. Щоб досягти тiєї ж енергiї на мiшенi,

що й на зустрiчних пучках, ефективний iмпульс на мiшенi повинен бути
значно бiльшим, нiж iмпульс в експериментi на зустрiчних пучках. Це
означає, що виграш на зустрiчних пучках може бути значним, наприклад,
щоб досягти однiєї i тiєї самої енергiї при iмпульсi 40 ГеВ/c на зустрiчних
пучках, на мiшенi необхiдно досягти iмпульсу 3200 ГеВ/c. У системi центра
мас множник в перерiзi 2λ1/2(s,m2

A,m
2
B) набуває простий вигляд

2λ1/2(s,m2
A,m

2
B) = 4EСЦМPСЦМ, (11.2.29)

де енергiя EСЦМ =
√
s = EA + EB.

11.3. Оптична теорема
Оптична теорема випливає з унiтарностi S-матрицi, якщо в рiвняння

S†S = 1 пiдставити S = 1 + iT . Тодi отримуємо нелiнiйне спiввiдношення
для T -матрицi:

−i(T − T †) = T †T. (11.3.1)

Розглянемо матричний елемент цього спiввiдношення мiж станами |p1p2〉
i |k1k2〉. Для обчислення правої частини вставимо повний набiр промiжних
станiв

〈p1p2|T †T |k1k2〉 =
∑
n

∫ n∏
i=1

d3qi
(2π)32Ei

〈p1p2|T †|{qi}〉〈{qi}|T |k1k2〉. (11.3.2)

Iз T -матрицi видiлимо δ-функцiю, яка виражає закон збереження чотири-
iмпульсу

〈{qi}|T |k1k2〉 = (2π)4δ(4)
(
k1 + k2 −

∑
qi

)
M(k1k2 → qi), (11.3.3)

i пiдставляючи в (11.3.2), отримуємо

−i[M(k1k2 → p1p2)−M∗(p1p2 → k1k2)] =

=
∑
n

∫ n∏
i=1

d3qi
(2π)32Ei

M∗(p1p2 → qi)M(k1k2 → qi)×

× (2π)4δ(4)
(
k1 + k2 −

∑
qi

)
. (11.3.4)

В останньому виразi ми скоротили на загальну дельта-функцiю (2π)4δ(k1 +
+ k2 − p1 − p2). Запишемо цю рiвнiсть у скороченому виглядi

−i[M(a→ b)−M∗(b→ a)] =
∑
f

∫
dΠfM

∗(b→ f)M(a→ f), (11.3.5)
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Рис. 63. Оптична теорема — графiчне зображення

де dΠf —фазовий об’єм. Пiдсумовування вiдбувається за всiма можливими
кiнцевими станами f , якi допускаються законами збереження.

Для випадку розсiяння вперед покладемо pi = ki i отримуємо тотож-
нiсть, яку графiчно зображено на рис. 63.

Оптична теорема звучить так: Уявна частина амплiтуди розсiяння
вперед визначається внесками всiх можливих промiжних багаточастин-
кових станiв. Якщо добавити необхiднi кiнематичнi множники, тодi отри-
муємо стандартне формулювання оптичної теореми

ImM(k1k2 → k1k2) = 2EСЦМ PСЦМ σtot(k1k2 → всi стани), (11.3.6)

де EСЦМ, PСЦМ — енергiя та iмпульс кожної частинки в системi центра мас.
Цей вираз пов’язує амплiтуду розсiяння на нульовий кут з повним

перерiзом народження всiх кiнцевих станiв.

11.4. Оптична теорема для фейнманiвських дiаграм.
Правила Куткоського

Пiдiнтегральнi вирази дiаграм Фейнмана мiстять пропагатори, якi ма-
ють полюси. Поблизу полюсiв, коли знаменники пропагаторiв малi, стає
суттєвою уявна добавка iε, яка визначає правило обходу полюсiв. Розгля-
немо дiаграму 2 → 2, матричний елемент якої M(s) залежить вiд змiнної
Мандельстама s. Матричний елемент дiйсний, якщо вM(s) енергiя s < s0,
де s0 — порогова енергiя народження найлегших промiжних станiв. Тому
для дiйсних значень s < s0 справедлива тотожнiсть

M(s) = [M(s∗)]∗. (11.4.1)

Розглядаючи s як комплексну змiнну, останню рiвнiсть можна аналiтично
продовжити на всю комплексну площину (принцип симетрiї Шварца). При
s > s0 поблизу дiйсної осi, звiдси випливає

ReM(s+ iε) = ReM(s− iε),

ImM(s+ iε) = − ImM(s− iε).
(11.4.2)

Тому починаючи з s > s0 буде розрiз, i стрибок на розрiзi визначається
формулою

DiscM(s) = M(s+ iε)−M(s− iε) = 2i ImM(s+ iε). (11.4.3)
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Рис. 64. Дiаграма
розсiяння 2→ 2

Рис. 65. Полюси в комплекснiй площинi q0

Стрибок на розрiзi для фейнманiвської дiаграми визначається пра-
вилами розрiзання Куткоського. Розглянемо для прикладу однопетльову
дiаграму розсiяння 2 → 2 в теорiї λΦ4 (рис. 64) з iмпульсами частинок,
що розсiюються, k1 i k2, i запишемо її вираз за правилами Фейнмана (k =
= k1 + k2)

iM =
(−iλ)2

2

∫
d 4q

(2π)4

i(
k
2 − q

)2 −m2 + iε

i(
k
2 + q

)2 −m2 + iε
. (11.4.4)

У системi центра мас вектор k = (k0,0) i полюси при k0 ≥ 2m розташованi
в точках

q0 =
k0

2
± (Eq − iε), q0 = −k0

2
± (Eq − iε), Eq =

√
q2 +m2, (11.4.5)

два з яких вище дiйсної осi, а два нижче (див. рис. 65). Замкнемо контур
iнтегрування в нижнiй напiвплощинi. Як з’ясовується, тiльки один полюс

q0 = −k
0

2
+ Eq дає внесок у стрибок, i за теорiєю лишкiв Кошi для нього

знаходимо
1(

k0
2 + q0 − Eq + iε

)(
k0
2 + q0 + Eq + iε

) → −2πi

2Eq
. (11.4.6)

Обчислення в полюсi еквiвалентно при iнтегруваннi по q0 замiнi

1(
k
2 + q

)2 −m2 + iε
→ −2πiδ

[(
k

2
+ q

)2

−m2

]
θ

(
k0

2
+ q0

)
. (11.4.7)

Тодi маємо

iM = −2πi
λ2

2

∫
d3q

(2π)4

1

2Eq

1

(k0 − Eq)2 − E2
q

=

= −2πi
λ2

2

4π

(2π)4

∞∫
m

dEqEq|q|
1

2Eq

1

k0(k0 − 2Eq)
, (11.4.8)
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де ми проiнтегрували по кутах i перешли до змiнної iнтегрування Eq. Оста-
точно

M = − λ2

8π2k0

∞∫
m

dEq
√
E2
q −m2

k0 − 2Eq
, (11.4.9)

де пiдiнтегральний вираз має полюс при Eq = k0/2. Для другого полюса

в (11.4.4) при q0 =
k0

2
+Eq у знаменнику останнього виразу буде k0 + 2Eq,

полюси вiдсутнi i амплiтуда M дiйсна, тобто уявна частина внеску цього
доданка дорiвнює нулю.

Коли k0 < 2m, полюс при Eq = k0/2 в (11.4.9) не лежить на контурi
iнтегрування, i M дiйсне. При k0 > 2m вiн лежить або вище, або нижче
(k0 ∓ iε), i iнтеграл має стрибок. Використаємо формулу Сохоцького

1

k0 − 2Eq ± iε
= P 1

k0 − 2Eq
∓ iπδ(k0 − 2Eq), (11.4.10)

де P позначає головне значення iнтеграла. Для стрибка M маємо

DiscM(k0) = M(k0 + iε)−M(k0 − iε) =

= − λ2

8π2k0

∞∫
m

dEq

√
E2
q −m2

(
1

k0 − 2Eq + iε
− 1

k0 − 2Eq − iε

)
=

=
iλ2

4πk0

∞∫
m

dEq

√
E2
q −m2δ(k0 − 2Eq) =

iλ2

16π

√
1− 4m2

k02 θ(k
0 − 2m).

(11.4.11)

Зауважимо, що стрибок амплiтуди M також можна отримати замiною по-
люса на δ-функцiю, що еквiвалентно замiнi початкового пропагатора

1(
k
2 − q

)2 −m2 + iε
→ −2πiδ

[(
k

2
− q
)2

−m2

]
θ

(
k0

2
− q0

)
. (11.4.12)

Дiйсно, повертаючись до початкового виразу i перепозначаючи iмпульси,∫
d 4q

(2π)4
=

∫
d 4p1

(2π)4

∫
d 4p2

(2π)4
(2π)4δ(p1 + p2 − k), (11.4.13)

запишемо
M = − iλ

2

2

∫
d 4p1

(2π)4

∫
d 4p2

(2π)4
(2π)4δ(p1 + p2 − k)×

× 1

p2
1 −m2 + iε

1

p2
2 −m2 + iε

. (11.4.14)
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Рис. 66. Приклади застосування правила Куткоського

Правило Куткоського полягає в тому, що стрибок DiscM можна обчисли-
ти, замiнивши кожний з пропагаторiв

1

p2
i −m2 + iε

→ (−2πi)δ(p2
i −m2)θ(p0

i ). (11.4.15)

У нашому випадку

DiscM = − iλ
2

2

∫
d 4p1

(2π)4

∫
d 4p2

(2π)4
(2π)4δ(p1 + p2 − k)×

× (−2πi)2δ(p2
1 −m2)δ(p2

2 −m2)θ(p0
1)θ(p0

2). (11.4.16)

Легко перевiрити, виконуючи iнтегрування за допомогою дельта-функцiй,
що отримується результат (11.4.11).

Водночас, iнтегруючи в (11.4.16) тiльки по енергiях p0
i за допомогою

дельта-функцiй δ(p2
i −m2), отримуємо аналог оптичної теореми

DiscM2(k) = 2i ImM2(k) =
i

2

∫
d3p1

(2π)32E1

∫
d3p2

(2π)32E2
×

× |M1(k)|2(2π)4δ(4)(p1 + p2 − k). (11.4.17)

Тут M1(k) i M2(k) — амплiтуди розсiяння в першому i другому порядку
по λ,M1(k) = −iλ. Тобто нелiнiйне спiввiдношення для амплiтуди розсiян-
ня, яке є наслiдком унiтарностi теорiї, дозволяє отримати уявну частину
амплiтуди з амплiтуди нижчого порядку.

Сформулюємо загальнi правила обчислення уявної частини дiаграми
Фейнмана з використанням правил Куткоського (рис. 68).

1. У даному каналi потрiбно розрiзати дiаграму всiма можливими
засобами.

2. Для кожного розрiзаного пропагатора робиться замiна (11.4.15).
3. Пiдсумовуються внески вiд всiх можливих розрiзань.
Правила Куткоського дозволяють довести оптичну теорему в довiль-

ному порядку теорiї збурень.
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11.5. Редукцiйнi формули
Лемана—Симанзiка—Циммермана

Редукцiйнi формули Лемана—Симанзiка—Циммермана пов’язують
елементи S-матрицi з повними функцiями Грiна взаємодiючих полiв, i то-
му є ланцюжком, який з’єднує формалiзм функцiй Грiна з експеримен-
тально спостережуваними величинами. Виведення цих формул проведемо
для випадку взаємодiючого скалярного поля.

S-матриця зв’язує вiльнi частинки в початковому i кiнцевому станi,
якi в даному випадку описуються рiвнянням Клейна—Гордона—Фока. Для
комплексного поля воно має розв’язки з додатною i вiд’ємною енергiєю

f (±)
p (x) = e∓ipx

1√
(2π)32Ep

, p0 ≡ Ep =
√

p2 +m2. (11.5.1)

Вони ортонормованi вiдносно скалярного добутку при фiксованому часi

(ϕ,ψ) = i

∫
t
d3xϕ∗(x)

←→
∂0ψ(x), A

←→
∂0B = A∂0B −B∂0A. (11.5.2)

Тобто маємо спiввiдношення ортонормованостi∫
t
d3x f

∗(±)
p′ (x)i

←→
∂0 f

(±)
p (x) = ±δ(3)(p− p′), (11.5.3)∫

t
d3x f

∗(±)
p′ (x)i

←→
∂0 f

(∓)
p (x) = 0. (11.5.4)

Поле можна розкласти по повнiй системi f±p :

ϕ(x) =

∫
d3p [f+

p (x)ã(p) + f−p (x)b̃†(p)], (11.5.5)

звiдки за допомогою (11.5.3) i (11.5.4) знаходимо коефiцiєнти Фур’є:

b̃†(p) =

∫
d3x f∗(−)

p (x)
1

i

←→
∂0ϕ(x), (11.5.6)

ã(p) =

∫
d3x f∗(+)

p (x)i
←→
∂0ϕ(x). (11.5.7)

В термiнах тiльки exp(±ipx) маємо наступний розклад

ϕ(x) =

∫
d3p√

(2π)32Ep
(e−ipxã(p) + eipxb̃†(p)). (11.5.8)

Введемо новi позначення для коефiцiєнтiв розкладу Фур’є∫
d3x e−ipx

1

i

←→
∂0ϕ(x) =

√
(2π)32Ep b̃

†(p) ≡ b†(p), (11.5.9)
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d3x eipxi

←→
∂0ϕ(x) =

√
(2π)32Ep ã(p) ≡ a(p), (11.5.10)

в термiнах яких розклад поля приймає вигляд

ϕ(x) =

∫
d3p

(2π)32Ep
(e−ipxa(p) + eipxb†(p)). (11.5.11)

Вибiр розкладу (11.5.11) зручний тому, що мiра iнтегрування в ньому ре-
лятивiстськi iнварiантна. У випадку дiйсного скалярного поля, який ми й
будемо надалi розглядати, b†(p) = a†(p). На коефiцiєнти Фур’є при кван-
туваннi накладаються комутацiйнi спiввiдношення:

[a(p), a†(p′)] = (2π)32Epδ(p− p′). (11.5.12)

Початковi i кiнцевi стани багатьох вiльних частинок (простiр Фока) буду-
ються за допомогою операторiв народження a†(p).

Рiвняння Янга—Фелдмана. Для взаємодiючої теорiї скалярного
поля рiвняння руху мають такий вигляд:

(2 +m2)ϕ(x) = j(x), (11.5.13)

де права частина мiстить степенi ϕ(x) вище другої. Використовуючи функ-
цiї Грiна, взаємодiюче скалярне поле можна зв’язати з вiльними полями в
початковому, ϕin, i кiнцевому, ϕout, станах,

ϕ(x) =
√
Zϕin(x) +

∫
d 4yDret(x− y)j(y), (11.5.14)

ϕ(x) =
√
Zϕout(x) +

∫
d 4yDadv(x− y)j(y). (11.5.15)

Запiзнювальна i випереджальна функцiї та поля ϕin, ϕout задовольняють
рiвнянням

(2 +m2)xDret(x− y) = δ(x− y), (2 +m2)ϕin(x) = 0,

(2 +m2)xDadv(x− y) = δ(x− y), (2 +m2)ϕout(x) = 0.

Функцiї Грiна визначаються виразами

Dret,adv(x) =

∫
d 4k

(2π)4

e−ikx

m2 − (k0 ± iε)2 + k2
. (11.5.16)

Контур iнтегрування по k0 для функцiї Dret(x) обходить полюси зверху
(рис. 67), а для Dadv(x) — вiдповiдно, знизу.
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Рис. 67. Шлях iнтегруван-
ня для Dret(x) в комплекснiй

площинi k0

Обчислення за теорiєю лишкiв дає

Dret(x) = iθ(x0)

∫
d3k

(2π)3

e−ikx − eikx

2k0

∣∣∣∣
k0=
√
k2+m2

, (11.5.17)

Dadv(x) = −iθ(−x0)

∫
d3k

(2π)3

e−ikx − eikx

2k0

∣∣∣∣
k0=
√
k2+m2

. (11.5.18)

Таким чином, цi функцiї мають властивостi

Dret(x) = 0, x0 < 0, Dadv(x) = 0, x0 > 0, (11.5.19)

що виправдовує їх назви запiзнювальної i випереджальної. З (11.5.14) i
(11.5.15) випливає, що

ϕ(x)→
√
Zϕin(x), x0 → −∞,

ϕ(x)→
√
Zϕout(x), x0 → +∞.

Пов’яжемо елементи S-матрицi розсiяння l частинок в початковому i
n частинок в кiнцевому станi з повними функцiями Грiна взаємодiючих
полiв. У просторi Фока вiльних початкових i кiнцевих станiв усi стани
отримуються дiєю операторiв народження на вакуумний стан. Цi опера-
тори за допомогою формул (11.5.9) i (11.5.10) виражаються через вiльнi
поля ϕin, ϕout. Спершу для однiєї початкової частинки запишемо

〈p1, ..., pn, out|q1, ..., ql, in〉 = 〈p1, ..., pn, out|a†in(q1)|q2, ..., ql, in〉 =

=

∫
x0

d3x e−iq1x
1

i

←→
∂0 〈p1, ..., pn, out|ϕin(x)|q2, ..., ql, in〉. (11.5.20)

Iнтеграл визначається для довiльного моменту часу x0. Виберемо велике
вiд’ємне x0, при цьому взаємодiюче поле прямує до ϕin:

x0 → −∞, ϕ(x)→ Z1/2ϕin(x).
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Це твердження вiдоме як адiабатична гiпотеза. Вiдповiдну границю необ-
хiдно розумiти в слабкому сенсi, тобто як таку, що виконується для мат-
ричних елементiв. Таким чином,

〈p1, ..., pn, out|q1, ..., ql, in〉 =

= lim
x0→−∞

Z−1/2

∫
x0

d3x e−iq1x
1

i

←→
∂0 〈p1, ..., pn, out|ϕ(x)|q2, ..., ql, in〉. (11.5.21)

При x0 → +∞ аналогiчно
ϕ(x)→ Z1/2ϕout(x).

Для довiльного iнтеграла справедлива тотожнiсть(
lim

x0→+∞
− lim
x0→−∞

)∫
d3xψ(x0,x) =

= lim
x0f→+∞
x0i→−∞

x0f∫
x0i

dx0
∂

∂x0

∫
d3xψ(x0,x) =

∫
d 4x∂0ψ(x0,x). (11.5.22)

Тодi матричний елемент можна переписати у формi

〈p1, ..., pn, out|q1, ..., ql, in〉 =

= lim
x0→+∞

Z−1/2

∫
x0

d3x e−iq1x
1

i

←→
∂0 〈p1, ..., pn, out|ϕ(x)|q2, ..., ql, in〉+

+ iZ−1/2

∫
d 4x ∂0

[
e−iq1x

←→
∂0 〈p1, ..., pn, out|ϕ(x)|q2, ..., ql, in〉

]
=

= 〈p1, ..., pn, out|a†out(q1)|q2, ..., ql, in〉+

+ iZ−1/2

∫
d 4x ∂0

[
e−iq1x

←→
∂0 〈p1, ..., pn, out|ϕ(x)|q2, ..., ql, in〉

]
. (11.5.23)

Перший доданок є сумою незв’язних доданкiв, якi отримуються, комутую-
чи a†out(q1) з операторами aout(pi),

〈p1, ..., pn, out|a†out(q1)|q2, ..., ql, in〉 =

=

n∑
k=1

(2π)32p0
kδ

(3)(pk − q1)〈p1, ..., p̆k, ..., pn, out|q2, ..., ql, in〉, (11.5.24)

вони зникають, коли жоден з початкових iмпульсiв не спiвпадає з кiн-
цевим. Позначення p̆k означає, що частинка з iмпульсом pk вiдсутня в
матричному елементi.
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Для другого доданка∫
d 4x ∂0

[
e−iq1x

←→
∂0 〈β, out|ϕ(x)|α, in〉

]
=

=

∫
d 4x

{
e−iq1x∂2

0〈β, out|ϕ(x)|α, in〉 − ∂2
0

(
e−iq1x

)
〈β, out|ϕ(x)|α, in〉

}
=

=

∫
d 4x

{
e−iq1x∂2

0〈β, out|ϕ(x)|α, in〉+(−4+m2)
(
e−iq1x

)
〈β, out|ϕ(x)|α, in〉

}
=

=

∫
d 4x e−iq1x(�+m2)〈β, out|ϕ(x)|α, in〉, (11.5.25)

де в останнiй рiвностi ми проiнтегрували частинами для просторових змiн-
них. Таким чином, пiсля редукцiї одної частинки маємо

〈p1, ..., pn, out|q1, ..., ql, in〉 =

=
n∑
k=1

(2π)32p0
kδ

3(pk − q1)〈p1, ..., p̆k, ..., pn, out|q2, ..., ql, in〉+

+ iZ−1/2

∫
d 4x e−iq1x(�+m2)〈p1, ..., pn, out|ϕ(x)|q2, ..., ql, in〉. (11.5.26)

Процес редукцiї частинок з початкового стану можна повторювати далi.
Зробимо тепер аналогiчну процедуру для частинок у кiнцевому станi

(незв’язнi частини опустимо)

〈p1, ..., pn, out|ϕ(x)|q2, ..., ql, in〉 =

= 〈p2, ..., pn, out|aout(p1)ϕ(x)|q2, ..., ql, in〉 =

= lim
y0→+∞

iZ−1/2

∫
y0

d3y eip1y
←→
∂y0〈p2, ..., pn, out|ϕ(y)ϕ(x)|q2, ..., ql, in〉. (11.5.27)

Оскiльки y0 > x0, то можливо безболiсно вставити знак T -впорядкування,
пiд знаком якого можна поля переставити i далi виконувати всi операцiї,
як i в першому випадку. Тодi маємо ланцюжок перетворень

〈p1, ..., out|ϕ(x)|q2, ..., in〉 =

= lim
y0→+∞

iZ−1/2

∫
d3y eip1y

←→
∂y0〈p2, ..., out|Tϕ(x)ϕ(y)|q2, ..., in〉 =

= lim
y0→−∞

iZ−1/2

∫
d3y eip1y

←→
∂y0〈p2, ..., out|Tϕ(x)ϕ(y)|q2, ..., in〉 =

= iZ−1/2

∫
d 4y eip1y(�y +m2)〈p2, ..., out|Tϕ(x)ϕ(y)|q2, ..., in〉 =

= 〈p2, ..., out|ϕ(x)ain(p1)|q2, ..., in〉+ iZ−1/2

∫
d 4y eip1y(�y +m2)×

×〈p2, ..., out|Tϕ(y)ϕ(x)|q2, ..., in〉. (11.5.28)
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Рис. 68. Структу-
ра чотириточкової

функцiї Грiна

Перший доданок пiсля комутацiї ain(p1) з a†in(qi) знов вiдповiдає незв’язним
доданкам.

Таким чином, пiсля редукцiї двох частинок маємо

〈p1, ..., out|q1, ..., in〉 = 〈p1, ..., in|S|q1, ..., in〉 = незв’язнi доданки+

+ (iZ−1/2)2

∫
d 4x1d

4y1e
ip1y−iq1x(�y1 +m2)(�x1 +m2)×

×〈p2, ..., out|Tϕ(y1)ϕ(x1)|q2, ..., in〉. (11.5.29)

Пiсля редукцiї всiх частинок маємо загальну формулу

〈p1, ..., pn, out|q1, ..., ql, in〉 = 〈p1, ..., pn, in|S|q1, ..., ql, in〉 =

= незв’язнi доданки + (iZ−1/2)n+l

∫
d 4y1 ... d

4ynd
4x1...d

4xl×

× exp

(
i
n∑
k=1

pkyk − i
l∑

j=1

qjxj

)
(�y1 +m2) ...(�yn +m2)(�x1 +m2) ...×

× (�xl +m2)〈0|Tϕ(y1) ... ϕ(yn)ϕ(x1) ... ϕ(xl)|0〉. (11.5.30)

Це i є формула Лемана—Симанзiка—Циммермана (ЛСЦ). Опускаючи
незв’язнi доданки та перекидаючи дiю операторiв КГФ на експоненти,
можна записати (11.5.30) у виглядi∫( l∏

j=1

d 4xje
−iqjxj

)∫( n∏
k=1

d 4yje
ipkyk

)
〈0|Tϕ(y1)...ϕ(yn)ϕ(x1)...ϕ(xl)|0〉 =

=

( l∏
j=1

i
√
Z

q2
i −m2 + iε

)( n∏
k=1

i
√
Z

p2
k −m2 + iε

)
〈p1, ..., pn, out|q1, ..., ql, in〉+ ...,

(11.5.31)

де крапки позначають члени менш сингулярнi при виходi на масову обо-
лонку p0

i → +Epi , q
0
j → +Eqj .

Для полiв зi спiном необхiдно ще помножити на поляризацiйний спiнор
(типу us(p) або ελ), щоб спроєктувати на вiдповiдний спiновий стан. При
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цьому розглядати необхiдно тiльки зв’язнi дiаграми, якi одержуються з
функцiонала W (J), оскiльки тiльки вони мають максимальну сингулярну
структуру. Незв’язнi дiаграми мають менше полюсiв, нiж множникiв p2

i −
m2
i вiд операторiв КГФ. Константи перенормування хвильової функцiї Z

в (11.5.31) в точностi скорочуються з константами перенормування полiв
ϕ. В результатi достатньо взяти тiльки ампутованi функцiї Грiна (див.,
наприклад, рис. 68), покласти зовнiшнi лiнiї на масову поверхню, взяти всi
енергiї додатними i помножити на спiновi спiнори або вектори поляризацiї.

Зауваження. Якщо аналiтично продовжити отриманий вираз для S-
матричного елемента вiд додатної до вiд’ємної енергiї, p0

i → −q0
i (q0

i >
> 0), то це буде вiдповiдати елементу S-матрицi, де a(p) в кiнцевому станi
замiняється на a†(−p) в початковому

〈... a(p)|S| ...〉
∣∣
p=−q = 〈... |S|a†(q) ...〉.

Ця властивiсть релятивiстських амплiтуд розсiяння називається кросинг-
симетрiєю i є загальною властивiстю квантової теорiї поля.

ЗАДАЧI

1. Розглянути теорiю скалярного поля φ iз взаємодiєю gφ3/3! та обчис-
лити зв’язний елемент S-матрицi для скаляр-скалярного розсiяння в
порядку g2. Знайти диференцiальний перерiз у системi центра мас.

2. Обчислити диференцiальний i повний перерiз розсiяння процесу
e−e+ → µ−µ+ в найнижчому порядку по константi взаємодiї, вва-
жаючи, що спiни електрона i мюона не реєструються.

3. Обчислити диференцiальний перерiз електрон-електронного розсiян-
ня в найнижчому порядку за теорiєю збурень, вважаючи, що спiни
початкових i кiнцевих частинок не реєструються.

4. Обчислити диференцiальний перерiз dσ/d cos θ для розсiяння
e−e+ → e−e+ в найнижчому порядку за теорiєю збурень в грани-
цi EСЦМ � me, коли можна iгнорувати масу електрона.
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Спонтанне порушення симетрiї є однiєю з центральних iдей Стандарт-
ної моделi елементарних частинок, а також фiзики багаточастинкових сис-
тем в теорiї конденсованих середовищ [11,23,54,61,118,121,154,201]. Дiйсно,
майже всi фазовi переходи в статистичнiй фiзицi пов’язанi зi спонтанним
порушенням симетрiї. Наприклад, феромагнiтний фазовий перехiд нижче
точки Кюрi, кристалiзацiя, надпровiдний фазовий перехiд тощо. Зазначи-
мо, однак, що iснують стани речовини, якi не можна представити як стани
зi спонтанно порушеною симетрiєю. Такi стани пов’язанi з топологiчним
порядком, i вiдповiдним прикладом є спiновi рiдини та електронний газ у
квантовому ефектi Холла.

Якщо дуже коротко, то суть явища спонтанного порушення симетрiї
полягає в тому, що хоча лагранжiан (гамiльтонiан) фiзичної системи є
iнварiантним вiдносно деякої симетрiї, основний стан цiєї системи є не-
iнварiантним. Звiдси внаслiдок симетрiї вiдразу випливає, що насправдi
iснують iншi виродженi по енергiї стани системи, якi всi є фiзично еквiва-
лентними. У квантовiй механiцi в системах iз скiнченним числом ступенiв
вiльностi спонтанне порушення симетрiї принципово неможливе.

Дiйсно, розглянемо для прикладу квантово-механiчну частинку в по-
тенцiалi з двома симетричними ямами. Навiть якщо ми локалiзуємо час-
тинку в однiй ямi, то частинка може тунелювати в iншу яму. Тому справж-

Рис. 69. Спонтанне по-
рушення симетрiї у
двоямному потенцiалi

нiй основний стан частинки буде суперпозицiєю
станiв, локалiзованих у двох ямах. Спонтанне пору-
шення симетрiї можливе тiльки в системах з нескiн-
ченним числом ступенiв вiльностi, тобто в кванто-
вiй теорiї поля або квантових статистичних систе-
мах у термодинамiчнiй границi, коли ймовiрнiсть
переходу вiд стану системи, локалiзованого в одно-
му мiнiмумi, до iншого виродженого по енергiї ста-
ну зануляється. Дiйсно, хоча ймовiрнiсть такого пе-
реходу для однiєї частинки або одного ступеня вiль-
ностi є скiнченною величиною, ймовiрнiсть одно-
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часного переходу для всiх частинок системи прямує до нуля, коли число
частинок прямує до нескiнченностi.

Ситуацiя в калiбрувальних теорiях є бiльш делiкатною, наприклад,
iснують особливi розв’язки (iнстантони), якi описують тунелювання мiж
вакуумними станами з рiзним топологiчним числом [123, 157]. Реалiзацiя
спонтанного порушення симетрiї має далекосяжнi наслiдки для фiзичних
систем, де це явище реалiзується, визначаючи спектр низькоенергетичних
збуджень. Усi цi питання будуть детально обговорюватись у цьому роздiлi,
а аналiз спонтанного порушення симетрiї розпочнемо з простого випадку
дiйсного взаємодiючого скалярного поля.

12.1. Спонтанне порушення
дискретної симетрiї

Лагранжева густина дiйсного взаємодiючого скалярного поля

L =
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
m2φ2 − λ

4!
φ4 (12.1.1)

має дискретну симетрiю вiдносно замiни φ → −φ. Основний стан вiдпо-
вiдає значенню поля φ = 0. За теорiєю збурень маємо взаємодiюче поле з
квадратом маси m2. Якщо ми зробимо замiну

m2 → −µ2,

тодi гамiльтонiан буде мати вигляд

H =

∫
d3x

[
1

2
π2 +

1

2
(∂iφ)2 − 1

2
µ2φ2 +

λ

4!
φ4

]
, (12.1.2)

де потенцiал

V (φ) = −1

2
µ2φ2 +

λ

4!
φ4 (12.1.3)

має мiнiмуми для двох значень поля (див. рис. 69)

φ0 = ±v = ±
√

6

λ
µ, (12.1.4)

i φ0 — вакуумне середнє поля φ. Розкладемо φ(x) поле поблизу одного iз
мiнiмумiв φ(x) = v + σ(x), тодi лагранжева густина перепишеться

L =
1

2
(∂µσ)2 − 1

2
(2µ2)σ2 −

√
λ

6
µσ3 − λ

4!
σ4 + const. (12.1.5)
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Очевидно, що лагранжiан описує скалярне поле масою
√

2µ iз взаємодiями
σ3 i σ4. Симетрiя вiдносно змiни знака поля, σ → −σ, тепер вiдсутня. Тобто
маємо ситуацiю, коли початковий лагранжiан i гамiльтонiан мають симет-
рiю, але вибiр конкретного розв’язку рiвнянь руху для основного стану
порушує цю дискретну симетрiю. Це явище називається спонтанним пору-
шенням симетрiї. Пiдкреслимо ще раз, що в цьому розглядi ми вважаємо,
що тунелювання поля у станi з вакуумним середнiм v у всьому просторi
у вироджений по енергiї стан iз вакуумним середнiм −v дорiвнює нулю.
Тiльки тодi аналiз вище є застосовним i явище спонтанного порушення
симетрiї реалiзується.

Перейдемо тепер до розгляду спонтанного порушення неперервної
симетрiї.

12.2. Лiнiйна σ-модель
Розглянемо так звану лiнiйну σ-модель з N скалярними полями i «не-

правильним» знаком масового доданка

L =
1

2
(∂µφ

i)2 +
1

2
µ2(φi)2 − λ

4

[
(φi)2

]2
, i = 1, ..., N. (12.2.1)

Лагранжiан має неперервну симетрiю вiдносно глобальних перетворень
φi → Rijφj з будь-якою ортогональною (RRT = 1) матрицею R. Тобто
маємо неперервну групу симетрiї O(N). Мiнiмуму потенцiалу

V (φi) = −1

2
µ2(φi)2 +

λ

4

[
(φi)2

]2
, (12.2.2)

зображеному на рис. 70, вiдповiдає конфiгурацiя поля

(φi0)2 =
µ2

λ
. (12.2.3)

Але це рiвняння фiксує тiльки довжину вектора φi, а його напрямок за-
лишається довiльним. Без втрати загальностi можна вибрати вектор φi0
вздовж N -го напрямку (схематично вiдповiдний стан показано червоною
точкою на рис. 70) (для N = 2)

φi0 = (0, 0, ..., v), v =
µ√
λ
. (12.2.4)

Визначимо новi поля πk(x) i σ(x)

φi(x) = (πk(x), v + σ(x)), k = 1, ..., N − 1, (12.2.5)
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Рис. 70. Спонтанне порушення
неперервної симетрiї

якi описують вiдхилення (флуктуацiї) вiд
основного стану. Зауважимо, що лiнiйна σ-
модель може бути застосована для опису
пiонiв, коли N = 4, у цьому випадку поля
πk(x) i σ(x) вiдповiдають триплету пiонiв
i сигма-частинцi. Лагранжiан моделi пiсля
замiни (12.2.5) набуває вигляду

L =
1

2
(∂µσ)2 +

1

2
(∂µπ

k)2− m2
σ

2
σ2−

−λvσ[σ2+ (πk)2]− λ

4

[
σ2 + (πk)2

]2
.

(12.2.6)

В результатi маємо масивне поле σ з масою mσ =
√

2µ i N − 1 безмасо-
вих полiв πk. Симетрiя O(N) порушена до O(N − 1), оскiльки поля πk(x)
входять у виглядi квадрата довжини (πk(x))2.

Модель (12.2.1) можна узагальнити на випадок присутностi фермiонiв

L = ψ̄[iγµ∂µ + g(σ + iγ5π)]ψ +
1

2
(∂µσ)2 +

1

2
(∂µπ)2 +

+
1

2
µ2(σ2 + π2)− λ

4

[
σ2 + π2

]2
, (12.2.7)

де ми для простоти залишили тiльки два поля σ i π. Фермiони тут безма-
совi, i модель має кiральну симетрiю вiдносно перетворень групи U(1) з
постiйним параметром θ:

ψ → eiθγ5/2ψ, ψ̄ → ψ̄eiθγ5/2,

(
σ
π

)
→
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
σ
π

)
. (12.2.8)

За теоремою Нетер цiй симетрiї вiдповiдає кiральний струм

jµ5 =
1

2
ψ̄γµγ5ψ + σ∂µπ − π∂µσ, (12.2.9)

який зберiгається, ∂µjµ5 = 0, що нескладно перевiрити, використовуючи
рiвняння руху. Мiнiмуму потенцiалу вiдповiдає конфiгурацiя полiв σ2 +
+π2 = µ2/λ, i вибираючи, наприклад, один з мiнiмумiв σ0 =

√
µ2/λ ≡ v,

π0 = 0, для флуктуацiй полiв, σ(x)→ v+σ(x), π(x)→ 0+π(x), лагранжiан
приймає вигляд

L = ψ̄[iγµ∂µ −m+ g(σ + iγ5π)]ψ +
1

2
(∂µσ)2 +

1

2
(∂µπ)2−

− 1

2
m2
σσ

2 − λvσ
(
σ2 + π2

)
− λ

4

[
σ2 + π2

]2
, (12.2.10)
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а кiральний струм (12.2.9) стає

jµ5 =
1

2
ψ̄γµγ5ψ + σ∂µπ − π∂µσ + v∂µπ (12.2.11)

i продовжує зберiгатися. Таким чином, в результатi спонтанного поруше-
ння кiральної симетрiї фермiон i σ-частинка набувають маси, m = −gv i
mσ =

√
2λv, вiдповiдно, а π є безмасовою частинкою, вiдомою як голдсто-

унiвський бозон.

12.3. Теорема Голдстоуна
Як бачимо, спонтанне порушення неперервної симетрiї на вiдмiну вiд

спонтанного порушення дискретної симетрiї супроводжується появою без-
масових частинок. Цей результат є загальним i випливає з теореми Голд-
стоуна. Число таких безмасових частинок пов’язано з числом порушених

генераторiв симетрiї. Дiйсно, для групиO(N) число генераторiв
N(N − 1)

2
,

а число порушених симетрiй дорiвнює

N(N − 1)

2
− (N − 1)(N − 2)

2
= N − 1.

Число порушених симетрiй збiгається з числом безмасових частинок — це
i є твердження теореми Голдстоуна. Iнтуїтивно легко зрозумiти причину
появи безмасових частинок. У випадку спонтанно порушеної неперервної
симетрiї iснує многовид станiв системи, вироджених по енергiї, внаслiдок
симетрiї. Один стан у цьому многовидi переходить в iнший при дiї пору-
шених генераторiв симетрiї. Ясно, що поля, якi вiдповiдають руху вздовж
напрямкiв, що описуються дiєю таких генераторiв, за визначенням будуть
безмасовими, тому що потенцiальна енергiя однакова для всiх виродже-
них станiв. Енергiя таких полiв буде пов’язана тiльки з їх залежнiстю вiд
координат i часу, тобто ефективна дiя для них буде мiстити квадратичнi
доданки тiльки з похiдними вiд полiв у повнiй вiдповiдностi з прикладом
спонтанного порушення неперервної симетрiї в лiнiйнiй σ-моделi, розгля-
нутому в попередньому параграфi (див. рiвняння (12.2.6)).

Безмасовi поля, якi виникають в результатi спонтанного порушен-
ня неперервної симетрiї, називаються голдстоунiвськими бозонами (або
намбу-голдстоунiвськими бозонами). Цi бозони були знайденi Намбу в
1960 р. при дослiдженнi мiкроскопiчної теорiї надпровiдностi Бардiна—
Купера—Шрiффера, а також при дослiдженнi спонтанного порушення кi-
ральної симетрiї в квантово-польовiй моделi (модель Намбу—Йона-Лазiнiо
[151]). Пiзнiше у 1961 р. їх загальна фiзична природа була з’ясована Голд-
стоуном та iн. [94, 95]. Незалежно така мода була вiдкрита Андерсоном i
Боголюбовим (1958 р.) при дослiдженнi спонтанного порушення симетрiї
в теорiї конденсованих станiв [4, 28,52].
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Доведемо цю теорему у загальному випадку, розглядаючи φ як класич-
нi поля, коли лагранжева густина має вигляд

L = (доданки з похiдними)− V (φ) (12.3.1)

i є iнварiантною вiдносно деякої неперервної симетрiї. Формалiзм ефектив-
ної дiї для вакуумних середнiх квантових полiв, який дозволяє обчислити
ефективний потенцiал для таких середнiх, буде розглянуто в наступному
параграфi. Нехай φa0 — конфiгурацiя поля, яка мiнiмiзує потенцiал V (φ),

∂

∂φa
V |φa=φa0

= 0. (12.3.2)

Розкладемо V (φ) в околi цiєї точки

V (φ) = V (φ0) +
1

2
(φ− φ0)a(φ− φ0)b

(
∂2V

∂φa∂φb

)
φ0

+ ... .

Коефiцiєнт при квадратичному доданку,(
∂2V

∂φa∂φb

)
φ0

= m2
ab, (12.3.3)

буде симетричною матрицею, власнi значення якої дорiвнюють квадратам
мас полiв, i вони всi бiльше або дорiвнюють нулю, оскiльки φ0 — мiнiмум.

Довiльне перетворення неперервної симетрiї має вигляд

φa(x)→ φa(x) + α∆a(x, φ), (12.3.4)

де α — нескiнченно малий параметр, ∆a(x, φ) — деяка функцiя полiв φ
та їх похiдних у точцi x. Обмежимось глобальними симетрiями, коли гру-
повi перетворення не залежать вiд координат. Iнварiантнiсть потенцiалу
виражається в рiвностi

V (φa) = V (φa + α∆a(φ)),

або

∆a(φ)
∂

∂φa
V = 0. (12.3.5)

Продиференцiюємо по φb i покладемо φ = φ0:(
∂∆a(φ)

∂φb

)
φ0

(
∂V

∂φa

)
φ0︸ ︷︷ ︸

=0

+∆a(φ0)

(
∂2V

∂φa∂φb

)
φ0

= 0. (12.3.6)
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Якщо перетворення не змiнює φ0 (тобто основний стан iнварiантний вiд-
носно таких перетворень), то ∆a(φ0) = 0, i спiввiдношення тривiальне.

Спонтанно порушена симетрiя — це коли ∆a(φ0) 6= 0, тобто основний
стан змiнюється при деяких перетвореннях. Але тодi ∆a(φ0) є вектором
iз власним значенням нуль матрицi m2

ab. Таких векторiв рiвно стiльки,
скiльки є порушених симетрiй, тобто перетворень, що змiнюють вакуум, i
визначається числом dimG−dimH, де dimG— розмiрнiсть початкової гру-
пи симетрiї, dimH — розмiрнiсть залишкової пiдгрупи симетрiї основного
стану. Поля вздовж напрямкiв ∆a(φ0) мають тiльки кiнетичну енергiю i
описують безмасовi голдстоунiвськi бозони (або ж намбу-голдстоунiвськi
бозони). Теорема доведена.

12.4. Модель Намбу—Йона-Лазiнiо
Модель Намбу—Йона-Лазiнiо (НЙЛ) iсторично є першим прикладом

динамiчного порушення симетрiї у фiзицi елементарних частинок. Вона
була запропонована в 1961 р. [151] з iдеєю пояснити маси спостережуваних
фермiонiв i мезонiв. Модель НЙЛ ґрунтується на аналогiї зi знаменитою
теорiєю надпровiдностi Бардiна—Купера—Шрiффера (БКШ), сформульо-
ваною у 1957 р., де внаслiдок динамiчного порушення U(1) симетрiї за
рахунок притягальної чотирифермiонної взаємодiї в спектрi електронних
збуджень вiдкривається щiлина. З точки зору енергетичного спектра маса
в рiвняннi Дiрака вiдiграє роль щiлини, яка вiддiляє верхнiй континуум,
який описує частинки, вiд нижнього континууму, що описує античастин-
ки. Масовий доданок порушує кiральну симетрiю, тому природно, спробу-
вати, спираючись на аналогiю з теорiєю надпровiдностi БКШ, пояснити
наявнiсть маси фермiонiв як наслiдок динамiчного порушення кiральної
симетрiї, що й зробили у своїй роботi Намбу i Йона-Лазiнiо.

Почнемо з генеруючого функцiонала, який в моделi НЙЛ визначається
рiвнянням

Z = N

∫
Dψ̄Dψ ei

∫
d 4x{ψ̄iγµ∂µψ+G

2
[(ψ̄ψ)2+(ψ̄iγ5ψ)2]}. (12.4.1)

Взаємодiя в моделi НЙЛ є чотирифермiонною, так само як у теорiї БКШ.
Модель має U(1)×UA(1) симетрiю вiдносно звичайних фазових та кiраль-
них перетворень

ψ → eiαψ, ψ → eiβγ5ψ.

Цi неперервнi симетрiї внаслiдок теореми Нетер приводять до збереження
векторного i аксiального струмiв

∂µj
µ = 0, jµ = ψ̄γµψ, (12.4.2)

∂µj
µ
5 = 0, jµ5 = ψ̄γµγ5ψ. (12.4.3)
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Для аналiзу моделi Намбу—Йона-Лазiнiо зручно застосувати метод
Хаббарда—Стратоновича i ввести допомiжнi поля. У цьому методi гене-
руючий функцiонал моделi НЙЛ можна переписати у формi

Z =

∫
Dψ̄DψDσDπ ei

∫
d 4x{ψ̄iγµ∂µψ−σψ̄ψ−πψ̄iγ5ψ− 1

2G
(σ2+π2)]}. (12.4.4)

Дiйсно, використовуючи рiвняння руху для полiв σ i π,

σ = −Gψ̄ψ, π = −Gψ̄iγ5ψ,

легко пересвiдчитись, що генеруючий функцiонал (12.4.4) є еквiвалент-
ним функцiоналу (12.4.1), якщо проiнтегрувати за допомiжними полями,
оскiльки вiдповiдний iнтеграл є гаусовим. Очевидно, що рiвняння руху
означають, що поля σ i π є складеними полями, якi утворенi парами
частинка-античастинка.

Iнтегрування за фермiонними полями приводить до нової форми ге-
неруючого функцiонала

Z = N

∫
DσDπ e−i

∫
d 4x 1

2G
(σ2+π2) Det [iγµ∂µ − σ − iγ5π] =

= N ′
∫
DσDπ eiSeff(σ,π), (12.4.5)

де ефективна дiя для полiв σ i π визначається виразом

Seff(σ, π) =

∫
d 4x

{
− 1

2G
(σ2 + π2)

}
− iTr ln[iγµ∂µ − σ − iγ5π], (12.4.6)

i ми використали формулу для детермiнанта оператора

lnDetA = Tr lnA, Tr lnA =

∫
d 4xtr〈x| lnA|x〉.

Рiвняння руху для полiв σ i π випливають з умови екстремуму ефек-
тивної дiї

δSeff
δσ(x)

= 0,
δSeff
δπ(x)

= 0

i мають вигляд
σ(x) = iG tr〈x| 1

iγµ∂µ − σ − iγ5π
|x〉, (12.4.7)

π(x) = iG tr〈x|γ5
1

iγµ∂µ − σ − iγ5π
|x〉. (12.4.8)

Цi рiвняння руху мають розв’язок π = 0, σ = const 6= 0. У цьому випадку
(12.4.7) приймає простий вигляд

σ = iG tr
∫

d 4p

(2π)4

1

p̂− σ
= 4iG

∫
d 4p

(2π)4

σ

p2 − σ2
, (12.4.9)

333



12. СПОНТАННЕ ПОРУШЕННЯ СИМЕТРIЇ

i ми маємо рiвняння на масу σ, яке отримав Намбу (очевидно з рiвнян-
ня (12.4.4), що ненульове вакуумне середнє поля σ0 вiдiграє роль маси
для фермiонiв). Математично воно має таку саму структуру, що й не див-
но, як i рiвняння на щiлину в теорiї надпровiдностi БКШ. Оскiльки iн-
теграл розбiжний, то необхiдно ввести ультрафiолетове обрiзання, пiсля
вiкiвського повороту iнтеграл легко обчислюється, i для нетривiального
розв’язку отримуємо трансцендентне рiвняння

4π2

GΛ2
= 1− σ2

0

Λ2
ln

(
Λ2

σ2
0

+ 1

)
. (12.4.10)

Очевидно, це рiвняння має розв’язок, якщо константа взаємодiї перевищує
деяке критичне значення G > Gc = 4π2/Λ2, i в наближеннi σ0/Λ � 1
знаходимо

σ2
0 ' Λ2 G−Gc

G ln G
G−Gc

, G & Gc. (12.4.11)

Отже, у моделi НЙЛ кiральна симетрiя спонтанно порушена динамiч-
ним чином, i у вакуумному станi виникає нетривiальний кiральний кон-
денсат 〈ψ̄ψ〉 ∼ σ0Λ2 6= 0.

Зауважимо, що в присутностi зовнiшнього магнiтного поля B рiвняння
для маси має нетривiальний розв’язок при як завгодно малiй константi
зв’язку

σ0 '
√
|eB| exp

(
− 1

ν0G

)
, ν0 =

|eB|
4π2

, (12.4.12)

де ν0 =
1

V

dN

dE

∣∣∣∣
E=0

— густина станiв на найнижчому рiвнi Ландау E = 0

(V — об’єм системи). У вiдсутностi магнiтного поля густина станiв ν(E) ∼
∼ E2 дорiвнює нулю при E = 0, що й пояснює вiдсутнiсть нетривiально-
го розв’язку при малiй константi взаємодiї. Таким чином, магнiтне поле
в даному випадку сприяє (каталiзує) динамiчнiй генерацiї маси — фено-
мен, який авторами оригiнальних робiт [107, 108] з очевидних причин був
названий магнiтним каталiзом. Це явище є унiверсальним i знаходить
багато застосувань як у фiзицi високих енергiй, так i у фiзицi конден-
сованих станiв.

Цiкаво порiвняти формулу (12.4.12) з формулою для щiлини ∆ в теорiї
надпровiдностi БКШ,

∆ ∼ ωD exp

(
− 2

gνF

)
,

де g — константа електрон-фононної взаємодiї, ωD — частота Дебая, νF —
густина станiв на поверхнi Фермi. В обох випадках нетривiальний розв’я-
зок виникає при як завгодно малiй константi зв’язку завдяки ненульовiй
густинi станiв на вiдповiднiй поверхнi (фактично найнижчий рiвень Лан-
дау в моделi НЙЛ вiдiграє роль поверхнi Фермi в теорiї надпровiдностi).

334
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Але повернемося до моделi НЙЛ. Розкладаючи ефективну дiю
Seff(σ, π) в ряд Тейлора по вiдхиленням σ(x)→ σ0 + σ(x), π(x)→ 0 + π(x)
знаходимо квадратичну частину дiї для полiв σ i π

Seff(σ, π) =

∫
d 4xd 4y

[
1

2
σ(x)D−1

σ (x− y)σ(y) +
1

2
π(x)D−1

π (x− y)π(y) + ...

]
,

(12.4.13)
де

D−1
σ (x− y) =

δ2Seff(σ, π)

δσ(x)δσ(y)

∣∣∣∣σ=σ0
π=0

= −δ(x− y)

G
+ itr[S(x− y)S(y − x)],

D−1
π (x− y) =

δ2Seff(σ, π)

δπ(x)δπ(y)

∣∣∣∣σ=σ0
π=0

= −δ(x− y)

G
+ itr[iγ5S(x− y)iγ5S(y − x)],

а S(x−y) = 〈x|(iγµ∂µ−σ0)−1|y〉 є пропагатором вiльних фермiонiв з масою
σ0. Оберненi величини Dσ(x − y) i Dπ(x − y) є пропагаторами складених
полiв σ i π (мезонiв). Доданки бiльш високого порядку по σ i π в Seff
описують взаємодiю цих полiв. В iмпульсному просторi маємо

D−1
σ (p) = − 1

G
+ i

∫
d 4q

(2π)4
tr

[
1

q̂ − σ0

1

q̂ − p̂− σ0

]
, (12.4.14)

D−1
π (p) = − 1

G
+ i

∫
d 4q

(2π)4
tr

[
iγ5

1

q̂ − σ0
iγ5

1

q̂ − p̂− σ0

]
. (12.4.15)

Iнтеграли є розбiжними, i, вводячи регуляризацiю, можна показати, що
D−1
σ (p) → const, D−1

π (p) → 0, коли p → 0. Тобто Dσ(p) описує розпов-
сюдження масивної скалярної частинки σ, тодi як Dπ(p) є пропагатором
безмасової псевдоскалярної (намбу-голдстоунiвської) частинки π. Дiйсно,
перепишемо, наприклад, вираз (12.4.15) пiсля обчислення слiду в формi

D−1
π (p) = − 1

G
+ 4i

∫
d 4q

(2π)4

1

q2 − σ2
0

− 4i

∫
d 4q

(2π)4

p(q − p)
(q2 − σ2

0)[(q − p)2 − σ2
0]
.

Першi два доданки в правої частинi скорочуються внаслiдок самоузгод-
женого рiвняння (12.4.9) для динамiчної маси σ0, а з останнього доданка
випливає, що D−1

π (p) → 0, коли p → 0. Величину D−1
π (p) можна, звiсно,

обчислити в явному виглядi.
Модель НЙЛ є достатньо простою i характеризується динамiчним по-

рушенням кiральної симетрiї. Сучасна версiя моделi НЙЛ, яка використо-
вується в якостi низькоенергетичного наближення до КХД, визначається
лагранжiаном

L = ψiγµ∂µψ +G

N2
f−1∑
a=0

[(
ψ̄
λa

2
ψ

)2

+

(
ψ̄
λa

2
iγ5ψ

)2
]
, (12.4.16)
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де матрицi λa належать до фундаментального представлення флейвор-
ної групи U(Nf ) (trλaλb = 2δab). Фермiонне поле ψiα має флейворний
iндекс (i = 1, 2, ..., Nf ) i кольоровий iндекс (α = 1, 2, 3), тобто фермiони
належать до фундаментального представлення кольорової групи SUc(3).
Ця модель використовується як феноменологiчна теорiя для опису по-
рушення кiральної симетрiї в квантовiй хромодинамiцi в кiральнiй гра-
ницi, де поля ψ вiдповiдають кваркам. У цьому випадку складенi поля

σa = ψ̄
λa

2
ψ i πa = ψ̄

λa

2
iγ5ψ описують скалярнi i псевдоскалярнi мезони,

вiдповiдно. Зокрема, безмасовi псевдоскалярнi поля πa описують пiони i
каони, якi є намбу-голдстоунiвськими бозонами, пов’язаними з динамiч-
ним порушенням кiральної симетрiї, в результатi якої кварки отримують
ненульову масу.

Зауважимо, що в моделi з Nc числом кольорiв (α = 1, 2, ..., Nc) можна
використовувати теорiю збурень за параметром 1/Nc замiсть розкладу за
константою взаємодiї G. Виявляється, що модель НЙЛ стає перенормов-
ною в розкладi 1/Nc у тривимiрному просторi-часi, незважаючи на те, що
вона є неперенормовною в теорiї збурень за константою G [160]. Бiльше
про модель НЙЛ та її узагальнення дивись в монографiї [150].

12.5. Ефективна дiя
У параграфi 12.3 поля φ розглядалися як класичнi. Але насправдi

поля φ є квантовими i мають квантовi флуктуацiї. Для вивчення яви-
ща спонтанного порушення симетрiї i врахування флуктуацiй квантових
полiв у квантово-польових системах був розроблений спецiальний форма-
лiзм ефективної дiї, який оперує з вакуумними середнiми квантових полiв
〈0|φ|0〉 [121,158,201].

Для того, щоб краще зрозумiти змiст ефективної дiї для вакуумних
середнiх, розглянемо приклад зi статистичної фiзики для системи класич-
них спiнiв у зовнiшньому магнiтному полi H. Вiльну енергiю Гельмгольца
F (H) знаходять iз статистичної суми

Z(H) = e−βF (H) =

∫
Ds(x) exp

[
−β
∫
dx(H(s)−Hs(x))

]
,

де β = 1/(kBT ) пов’язана з температурою, H(s) — гамiльтонiан системи
спiнiв, а H — вектор напруженостi магнiтного поля. Намагнiченiсть ви-
значається як похiдна вiльної енергiї

− ∂F
∂H

∣∣∣∣
β= const

=
1

β

∂

∂H
lnZ =

1

Z

∫
dx

∫
Ds s(x) exp

[
−β
∫
dx(H(s)−Hs)

]
=

=

∫
dx〈s(x)〉H ≡M(H). (12.5.1)
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Як вiдомо, при температурi, нижчої за точку Кюрi намагнiченiсть у
феромагнiтному станi системи залишається скiнченною навiть при виклю-
ченому магнiтному полi, H→ 0, i має мiсце спонтанне порушення симетрiї
вiдносно групи поворотiв у просторi. Дослiдження границi H → 0 функ-
цiї M(H) є досить нетривiальним завданням, тому бiльш зручно замiсть
функцiонала Гельмгольца використати функцiонал вiльної енергiї Гiббса.
Вiльна енергiя Гiббса G(M) як функцiя намагнiченостi визначається за
допомогою перетворення Лежандра

G(M) = F (H) + MH, H = H(M), (12.5.2)

де напруженiсть магнiтного поля як функцiя намагнiченостi H = H(M)
визначається iз спiввiдношення

−∂F (H)

∂H
= M(H). (12.5.3)

Для похiдної вiд G(M) маємо

∂G(M)

∂Mi
=
∂F (H)

∂Mi
+Mj

∂Hj

∂Mi
+Hi =

∂F

∂Hj

∂Hj

∂Mi
+Mj

∂Hj

∂Mi
+Hi = Hi, (12.5.4)

де ми використали спiввiдношення (12.5.3). Якщо H = 0, тодi вiльна енер-
гiя досягає екстремуму при вiдповiдному значеннi намагнiченостi M,

∂G(M)

∂Mi
= 0. (12.5.5)

Термодинамiчно стабiльний стан вiдповiдає мiнiмуму вiльної енергiї Гiб-
бса G(M) як функцiї намагнiченостi. Функцiонал Гiббса виявляється най-
бiльш зручним методом для знаходження фази з нетривiальною намагнi-
ченiстю, i вiдповiдно, для дослiдження спонтанного порушення симетрiї.

У квантовiй теорiї поля аналогом функцiонала Гiббса є так звана ефек-
тивна дiя для вакуумних середнiх квантових полiв, безпосередньому вив-
ченню якої присвячено наступний пiдроздiл.

12.6. Квантова ефективна дiя. Скалярнi поля
Розглянемо спочатку найбiльш простий випадок одного дiйсного ска-

лярного поля. Визначимо функцiонал Швiнгера W (J),

W (J) =
1

i
lnZ(J), Z(J) = eiW (J), Z(0) = 1, (12.6.1)

i розкладемо його у функцiональний ряд по джерелу J ,

W (J) =

∞∑
n=1

in−1

n!

∫
d 4x1 ... d

4xnG
(n)
c (x1, ..., xn)J(x1) ... J(xn). (12.6.2)
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Рис. 71. Звiд-
на двоточкова
функцiя Грiна

де коефiцiєнти розкладу

G(n)
c (x1, ..., x4) = (−i)n−1 δnW (J)

δJ(x1) ... δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

(12.6.3)

будуть зв’язними функцiями Грiна. Обчислимо спершу одноточкову функ-
цiю Грiна

G(1)
c =

δW (J)

δJ(x1)

∣∣∣∣
J=0

=
1

iZ(J)

δZ(J)

δJ(x1)

∣∣∣∣
J=0

= 〈0|Φ(x1)|0〉 = 〈0|Φ(0)|0〉. (12.6.4)

Зауважимо, що вакуумне середнє квантованого поля є константою у вiд-
сутностi зовнiшнiх джерел. Це випливає з припущення, що вакуумний
стан у гiльбертовому просторi єдиний та пуанкаре-iнварiантний, тобто
має мiсце

Pµ|0〉 = 0 i e−iPµa
µ |0〉 = |0〉,

пiд дiєю оператора трансляцiї Pµ. Тодi, використовуючи перетворення
оператора поля eiP ·aΦ(x)e−iP ·a = Φ(x+ a), i [Pµ,Φ(x)] = −i∂µΦ(x), при
a = −x отримуємо

〈0|Φ(x)|0〉 = 〈0|e−iP ·xΦ(x)eiP ·x|0〉 = 〈0|Φ(0)|0〉.

Нормування Z(0) = 1 означає, що всi вакуумнi дiаграми видаленi, а
тому G(1)

c дiйсно описується тiльки зв’язними дiаграмами (наприклад, у
теорiї збуджень). Для двоточкової функцiї Грiна отримуємо

G(2)
c (x1, x2) =

1

i

δ2W (J)

δJ(x1)δJ(x2)

∣∣∣∣
J=0

=
1

Z(J)

δ2Z(J)

iδJ(x1)iJ(x2)

∣∣∣∣
J=0

−

− 1

Z2(J)

δZ(J)

iδJ(x1)

δZ(J)

iδJ(x2)

∣∣∣∣
J=0

= 〈0|TΦ(x1)Φ(x2)|0〉 − (〈0|Φ(0)|0〉)2. (12.6.5)

Функцiї Грiна, що отримуються з функцiонала Z(J), мiстять незв’язнi час-
тини. Наприклад, для функцiї Грiна G(x, y) = δ2Z(J)/iδJ(x)iδJ(y)

∣∣
J=0

є
зв’язнi i незв’язнi внески зображенi на рис. 71. Як видно з виразу (12.6.5),
незв’язнi частини дiаграми скорочуються у функцiї G(2)

c (x, y).
Функцiї Грiна, якi визначаються функцiоналамиW (J) i Z(J), зв’язанi

очевидними спiввiдношеннями, що випливають з означення

G(n)
c (x1, ..., xn) =

δn lnZ(J)

iδJ(x1) ... iδJ(xn)

∣∣∣
J=0

. (12.6.6)
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Для найнижчих функцiй маємо, крiм вже наведених,

G
(1)
c = G(1),

G
(2)
c = G(2) −G(1)G(1),

G
(3)
c = G(3) − 3G(2)G(1) + 2(G(1))3,

G
(4)
c = G(4) − 4G(3)G(1) + 12G(2)(G(1))2 − 3(G(2))2 − 6(G(1))4,

(12.6.7)

де використано скороченi позначення G
(n)
c = Gc(x1, ..., xn), G(n) =

= G(x1, ..., xn) (функцiї G(x1, ..., xn) визначаються функцiоналом Z(J) в
(5.3.2)). Коефiцiєнти пов’язанi з перестановкою аргументiв в подiбних
виразах.

Визначимо

Φc(x, J) =
δW (J)

δJ(x)
=

1

Z(J)

δZ(J)

iδJ(x)
=

1

Z(J)
〈0, out|Φ(x)|0, in〉, (12.6.8)

що є середнiм значенням квантового поля в основному станi (вакуумi) в
присутностi джерела J(x), а тому є залежним вiд x. У повнiй аналогiї
з прикладом iз статистичної фiзики, розглянутому в попередньому пара-
графi, ефективна дiя для поля Φ визначається як перетворення Лежандра
вiд W (J),

Γ(Φc) =

[
W (J)−

∫
d 4xJ(x)Φc(x)

]∣∣∣∣
J(x)=J(x,Φc)

, (12.6.9)

де J(x,Φc) знаходять оберненням формули (12.6.8). Знайдемо першу по-
хiдну цього функцiонала по Φc(x):

δΓ(Φc)

δΦc(x)
= −J(x,Φc) +

∫
d 4y

[
δW (J)

δJ(y)
− Φc(y)

]
︸ ︷︷ ︸

=0

∣∣∣∣
J=J(y,Φc)

δJ(y,Φc)

δΦc(x)
,

(12.6.10)
де ми використали формулу (12.6.8). Таким чином,

δΓ(Φc)

δΦc(x)
= −J(x). (12.6.11)

Дамо тепер визначення власних вершин Γ(n)(x1, ..., xn), якi є ампутовани-
ми одночастинково-незвiдними функцiями Грiна.

Визначення ампутованих функцiй Грiна є таким

G(n)
amp(x1, ..., xn) ≡ (in−1)

n∏
k=1

∫
dyk

[
G(2)(xk, yk)

]−1
G(n)(y1, ..., yn).

(12.6.12)
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Одночастинково-незвiднi функцiї Грiна є зв’язними дiаграмами, якi не мо-
жуть бути розбитi на двi (i бiльше) незв’язнi частини, розрiзаючи одну лi-
нiю. Як приклад розглянемо зв’язну чотириточкову дiаграму, зображену
на рис. 68, всi її зовнiшнi лiнiї мiстять пропагатори, якi видаляються в про-
цесi ампутацiї. Пiсля ампутацiї перша дiаграма справа є одночастинково-
незвiдною, а друга все ще мiстить одночастинково-звiдний внесок. Власнi
функцiї Γ(n) є одночасно i ампутованими, i незвiдними, тобто в них вiд-
сутнi внески дiаграм типу другої в правiй частинi рис. 68. Покажемо, що
Γ(Φc) є генеруючим функцiоналом власних вершин.

Для простоти розглянемо випадок, коли при J = 0 є тiльки один роз-
в’язок Φc(x, 0) = v = 0. Випадок Φc(x, 0) 6= 0 вiдповiдає спонтанному
порушенню симетрiї. Розкладемо Γ(Φc) у функцiональний ряд Тейлора

Γ(Φc) =
∞∑
n=2

1

n!

∫
d 4x1 ... d

4xnΓn(x1, ..., xn)Φc(x1) ...Φc(xn), (12.6.13)

i покажемо, що функцiї

Γ(n)(x1, ..., xn) =
δnΓ

δΦc(x1) ... δΦc(xn)

∣∣∣∣
Φc=0

(12.6.14)

є власними на прикладi двоточкової функцiї Грiна Γ(2)(x1, x2). Функцiя

Γ(1)(x) =
δΓ

δΦc

∣∣∣∣
Φc=0

= −J(x, 0) = 0

дорiвнює нулю, тому пiдсумовування в (12.6.13) починається з n = 2. Про-
диференцiюємо спiввiдношення

Φc(x, J) =
δW (J)

δJ(x)

по
δ

δΦc(y)
i покладемо J = Φc = 0, отримуємо

δ4(x−y) =
δ

δΦc(y)

[
δW (J)

δJ(x)

∣∣∣∣
J=J(x,Φc)

]
=

∫
d 4z

δ2W (J)

δJ(x)δJ(z)

δJ(z,Φc)

δΦc(y)

∣∣∣∣
J=Φc=0

=

= −
∫
d 4z

δ2W (J)

δJ(x)δJ(z)

δ2Γ

δΦc(y)δΦc(z)

∣∣∣∣
J=Φc=0

=

= i−1

∫
d 4z Γ(2)(y, z)G(2)

c (z, x). (12.6.15)

Множачи останню рiвнiсть на
∫
d 4xG

(2)
c

−1
(x, u), знаходимо

Γ(2)(y, u) = iG(2)
c

−1
(y, u). (12.6.16)
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З iншого боку, ампутована функцiя G(2)
c буде

G(2)
amp = iG(2)

c

−1
G(2)
c G(2)

c

−1
= iG(2)

c

−1
= Γ(2). (12.6.17)

Звiдси видно, що Γ(2) є ампутованою функцiєю Грiна (порiвняйте з
(10.1.6)). Для триточкової функцiї, використовуючи скороченi позначен-
ня G(2)

c = −iWJJ = iΓ−1
ΦΦ i ланцюжкове диференцiювання, отримуємо

G(3)
c = −WJJJ =

δ

iδJ
G(2)
c =

δ

δJ
Γ−1

ΦΦ = −Γ−2
ΦΦΓΦΦΦ

δΦ

δJ
=

= −Γ−2
ΦΦΓΦΦΦWJJ = i(G(2)

c )3ΓΦΦΦ, (12.6.18)

тобто ΓΦΦΦ є ампутованою функцiєю Грiна. Отримання спiввiдношень мiж
зв’язними функцiями i одночастинково незвiдними полегшується, якщо
використовувати тривiальну рекурсiю

G(n)
c (x1, x2, ..., xn) =

δ

iδJ(x1)
G(n−1)
c (x2, ..., xn). (12.6.19)

Визначимо оператор власної енергiї за допомогою формули

Γ(2)(x, y) = i
[
G

(2)
0 (x, y)

]−1
− Σ(x, y), (12.6.20)

де
G

(2)
0 (x, y) =

∫
d 4p d 4q

(2π)8
e−i(px+qy)(2π)4δ4(p+ q)

i

p2 −m2

є пропагатором вiльного поля з масою m. Запишемо фур’є-перетворення

Γ(2)(x, y) =

∫
d 4pd 4q

(2π)8
e−i(px+qy)Γ(2)(p, q), (12.6.21)

Σ(x, y) =

∫
d 4p d 4q

(2π)8
e−i(px+qy)(2π4)δ(p+ q)Σ(p). (12.6.22)

Тодi в iмпульсному просторi маємо спiввiдношення

Γ(2)(p, q) = (2π)4δ(p+ q)[p2 −m2 − Σ(p)]. (12.6.23)

Для фур’є-образу G(2)
c (p, q) знаходимо

G(2)
c (p, q) = i(2π)4δ(p+ q)[p2 −m2 − Σ(p)]−1 =

= (2π)4δ(p+ q)

[
i

p−m2
+

i

p2 −m2
(−iΣ(p))

i

p2 −m2
+ ...

]
.
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Таким чином, Σ(p) дiйсно є власною енергiєю i дає тiльки одночастинково-
незвiдний внесок у двоточкову функцiю Грiна. Для Γ(2)(x, y) отримуємо
з (12.6.21)

Γ(2)(x, y) =

∫
d 4p

(2π)4
e−ip(x−y)

[
p2 −m2 − Σ(p)

]
. (12.6.24)

Усi внески за рахунок взаємодiй мiстяться в Σ(p). У найнижчому порядку
за теорiєю збурень (деревне наближення) маємо

Γ(2)(x, y) =

∫
d 4p

(2π)4
e−ip(x−y)

(
p2 −m2

)
=
(
−2x −m2

)
δ(x− y).(12.6.25)

Тодi в цьому наближеннi Γ(Φc) зводиться до класичної дiї

Γ(Φc) =
1

2

∫
d 4x1d

4x2Γ(2)(x1, x2)Φc(x1)Φc(x2) =
1

2

∫
d 4x

[
∂µΦc∂

µΦc −m2Φ2
c

]
.

Поза межами деревного наближення Γ(Φc) включає квантовi поправ-
ки, саме тому Γ(Φc) називається квантовою ефективною дiєю. Квантовi по-
правки можуть вiдiгравати домiнуючу роль, тому формалiзм ефективної
дiї, який включає цi поправки, має важливе значення. Знаючи ефективну
дiю, зв’язнi функцiї Грiна можуть бути вiдновленi шляхом об’єднання в
деревнi дiаграми одночастинково-незвiдних функцiй Грiна. Поклавши зов-
нiшнi лiнiї на масову оболонку (тобто поклавши J = 0 в (12.6.11), а також
використовуючи вiдповiдний розв’язок для Φc) i додавши хвильовi функ-
цiї, що вiдповiдають рiвнянню Γ(2)ψ = 0, до зовнiшнiх лiнiй, отримаємо S-
матрицю даної теорiї (редукцiйнi формули ЛСЦ з попереднього роздiлу).

У теорiях зi спонтанним порушенням симетрiї середнє вакуумне зна-
чення Φc(x, 0) = v 6= 0. У цьому випадку розклад Γ має вигляд

Γ(Φc) =
∞∑
n=2

1

n!

∫
d 4x1 ... d

4xnΓnv (x1, ..., xn)Φ̃c(x1) ... Φ̃c(xn), (12.6.26)

де Φ̃c(x) = Φc(x)− v.
Повну ефективну дiю, яка включає квантовi поправки, можна пред-

ставити у виглядi розкладу за степенями похiдних поля Φc(x),

Γ(Φc) =

∫
d 4x

[
−Veff(Φc) +

1

2
Z(Φc)∂µΦc∂

µΦc +O(∂4)

]
, (12.6.27)

де перший доданок, незалежний вiд похiдних поля, є ефективним потен-
цiалом, а всi наступнi доданки пропорцiйнi похiдним поля. Для постiйних
полiв маємо

Γ(Φc) = −V TVeff(Φc), V T =

∫
d 4x. (12.6.28)
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Тобто ефективна дiя, обчислена для постiйних полiв, визначає (iз знаком
мiнус) ефективний потенцiал, помножений на чотиривимiрний об’єм.

Умови екстремуму стають

∂Veff(Φc)

∂Φc
= 0. (12.6.29)

Значення Veff(Φc), обчислене в точцi розв’язку, визначає густину енергiї
вiдповiдного стану. Глобальний мiнiмум ефективного потенцiалу вiдповi-
дає основному (вакуумному) стану системи. Таким чином, ефективний по-
тенцiал вiдiграє важливу роль у знаходженнi основного стану з порушеною
симетрiєю. Тому обговоримо тепер, як вiдображається симетрiя класичної
дiї у квантовiй ефективнiй дiї.

Розглянемо неперервнi симетрiї, якi породжуються iнфiнiтезимальни-
ми перетвореннями з постiйним параметром α, на зразок тих, що вже
використовувались у роздiлi 12.3,

Φa(x)→ Φ′a(x) = Φa(x) + α∆a(x,Φ). (12.6.30)

Iндекс a позначає набiр усiх полiв у лагранжiанi, включно з калiбруваль-
ними полями, полями матерiї, а також духовими та допомiжними полями
пiсля фiксацiї калiбровки. Будемо припускати, що класична дiя та мiра
iнтегрування в функцiональному iнтегралi iнварiантнi вiдносно перетво-
рення (12.6.30):

S(Φ′) = S(Φ),
∏
a,x

DΦ′a(x) =
∏
a,x

DΦa(x). (12.6.31)

У функцiональному iнтегралi для Z(J) зробимо замiну змiнної iнтегрува-
ння, Φ→ Φ′,

Z(J) =

∫
DΦa(x) exp

[
iS(Φ) + i

∫
d 4x (Φa(x) + α∆a(x,Φ)) Ja(x)

]
. (12.6.32)

Розкладаючи за параметром α i прирiвнюючи коефiцiєнт при першому
степенi α до нуля, аналогiчно тому, як це робилося в роздiлi 5.1, отримуємо∫

d 4y〈∆a(y,Φ)〉JJa(y) = 0, (12.6.33)

де 〈...〉J позначає квантове середнє у присутностi джерела

〈∆a(y,Φ)〉J = Z−1(J)

∫
DΦa(x)∆a(y,Φ)eiS(φ)+i

∫
d 4xΦa(x)Ja(x). (12.6.34)
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Згiдно з (12.6.11) джерело виражається через похiдну ефективної дiї,

Ja(x) = − δΓ(Φc)

δΦc a(x)
, (12.6.35)

тому маємо загальну умову iнварiантностi ефективної дiї у виглядi∫
d 4y〈∆a(y,Φ)〉Ja

δΓ

δΦc a
= 0. (12.6.36)

Iншими словами, ефективна дiя є iнварiантною вiдносно перетворень
Φc a → Φc a + α〈∆a(y,Φ)〉Ja . Диференцiюючи останню рiвнiсть по по-
лях, отримуємо спiввiдношення мiж одночастинково-незвiдними функцiя-
ми Грiна, якi є наслiдком вiдповiдної симетрiї i якi у випадку неабелевої
симетрiї отримали назву тотожностей Славнова—Тейлора. Зокрема, умову
iнварiантностi ефективної дiї (12.6.36) можна застосувати до БРСТ-симет-
рiї, розглянутої в роздiлi 4.7. Вiдповiднi тотожностi та їх фiзичнi наслiдки
в КЕД розглядаються у роздiлi 12.8.

12.7. Квантова ефективна
дiя в квантовiй електродинамiцi

Квантова ефективна дiя в квантовiй електродинамiцi визначається iз
залученням фермiонних змiнних

Γ
(
Aµ, Ψ̄,Ψ

)
= W (J µ, η, η̄)−

∫
d 4x

(
J µAµ + Ψ̄η + η̄Ψ

)
, (12.7.1)

де Aµ, Ψ̄,Ψ — класичнi поля (середнi значення квантованих полiв) у при-
сутностi джерел

δW

δJµ(x)
= 〈Aµ〉J = Aµ(x),

δW

δηα(x)
= −〈ψ̄α(x)〉J = −Ψ̄α(x),

δW

δη̄α(x)
= 〈ψα(x)〉J = Ψα(x).

(12.7.2)

З (12.7.1) знаходимо

δΓ

δAµ(x)
= −Jµ(x),

δΓ

δΨ̄α(x)
= −ηα(x),

δΓ

δΨα(x)
= η̄α(x). (12.7.3)

Зауважимо, що за ненульових джерел середнi квантованих полiв залежать
функцiонально вiд джерел, наприклад,

Aµ(x) = Aµ(x; [Jν , η, η̄])⇒ δAµ(x)

δJν(y)
6= 0, (12.7.4)

i аналогiчно для функцiональних похiдних за грасмановими змiнними. Ди-
ференцiюючи рiвностi (12.7.2) по полях або (12.7.3) по джерелах i потiм
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покладаючи поля i джерела рiвними нулю, отримуємо спiввiдношення мiж
зв’язними функцiями Грiна i одночастинково-незвiдними функцiями Грi-
на. При цьому вiзьмемо до уваги, що похiднi вiд Γ по Ψ i Ψ̄ дорiвнюють
нулю при Ψ = Ψ̄ = 0, якщо присутня нерiвна кiлькiсть похiдних δ/δΨ i
δ/δΨ̄. Продемонструємо це на такому прикладi

δαβδ(x− y) =
δηα(x)

δηβ(y)
=

δ

δηβ(y)

(
− δΓ

δΨ̄α(x)

)
=

= −
∫
d 4z

δ2W

δηβ(y)δη̄γ(z)

δ2Γ

δΨγ(z)δΨ̄α(x)
, (12.7.5)

де в останньому виразi покладено Ψ = Ψ̄ = 0, η = η̄ = 0, маємо

δ2Γ

δΨ(y)δΨ̄(z)
= −

[
δ2W

δη(y)δη̄(z)

]−1

. (12.7.6)

Нагадаємо, що
δ2W

δηβ(y)δη̄γ(z)
= iGγβ(z, y;A), (12.7.7)

i G — повний фермiонний пропагатор за присутностi класичного поля A
(звичайний пропагатор у вакуумi G(x, y) = G(x, y;A = 0)). Тотожнiсть
(12.7.5) означає, що G−1 = −iΓ(2). Таким чином, другi похiднi Γ є фактич-
но оберненими повними пропагаторами полiв.

Використання функцiонала Γ спрощує виведення рiвнянь Швiнгера—
Дайсона. Покладаючи η = η̄ = 0 i Ψ = Ψ̄ = 0 в рiвняннi (9.2.8), запишемо
його у виглядi

δΓ

δAµ(x)
=

[
gµν�−

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
x

Aν(x) + e0tr (γµG(x, x;A)). (12.7.8)

Продиференцiюємо цю рiвнiсть по Aν(y) i покладемо Aν = 0,

δ2Γ

δAµ(x)δAν(y)
=

[
gµν�−

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
x

δ(x− y) +

+ ie0tr

[
γµ

δ

δAν(y)

(
δ2Γ

δΨ(x)δΨ̄(x)

)−1
]
. (12.7.9)

Злiва маємо обернений пропагатор фотона,

i
(
D−1

)µν
=

δ2Γ

δAµ(x)δAν(y)

∣∣∣∣
A=Ψ=Ψ̄=0

.
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Обчислимо похiдну, використовуючи аналог диференцiювання для скiн-
ченновимiрних матриць dA−1(x) = −A−1dA(x)A−1(x),

δ

δAν(y)

(
δ2Γ

δΨ(x)δΨ̄(x)

)−1

= −
∫
d 4ud 4v

(
δ2Γ

δΨ(x)δΨ̄(u)

)−1

×

× δ

δAν(y)

δ2Γ

δΨ(u)δΨ̄(v)

(
δ2Γ

δΨ(v)δΨ̄(x)

)−1

,

де також у кiнцевих виразах усi поля A = Ψ = Ψ̄ = 0. Права сторона
рiвностi мiстить ОЧН триточкову функцiю (фермiон-фотонну вершину)

−e0Γν(x, y; z) =
δ

δAν(z)

δ2Γ

δΨ(x)δΨ̄(y)
. (12.7.10)

Очевидно, в деревному наближеннi

Γν(x, y; z) = γνδ(x− z)δ(y − z).

З огляду на те, що Γ(2)−1
= −iG, рiвняння (12.7.9) зводиться до

D−1
µν (x− y) = D−1

0µν(x− y)− e2
0

∫
d 4u d 4vtr [γµG(x− u)Γν(u, v; y)G(v − x)].

Це є рiвнянням Швiнгера—Дайсона для фотонного пропагатора, яке пiсля
фур’є-перетворення є рiвнянням (9.2.17).

Калiбрувальна тотожнiсть (9.3.4) приймає вигляд

i∂µ
δΓ

δAµ(x)
+

1

iξ
2∂µAµ(x) + e

δΓ

δΨ(x)
Ψ(x) + eΨ̄(x)

δΓ

δΨ̄(x)
= 0. (12.7.11)

Диференцiюючи цю тотожнiсть по Aν(y), покладаючи A = Ψ = Ψ̄ = 0 i
здiйснюючи перетворення Фур’є, отримуємо тотожнiсть (9.3.11) для обер-
неного фотонного пропагатора. Також, диференцiюючи (12.7.11) по Ψ̄ i Ψ,
маємо

i∂µ
δ3Γ

δAµ(x)δΨβ(z)δΨ̄α(y)
+e

δ2Γ

δΨ̄α(y)δΨβ(x)
δ(x−z)+ δ2Γ

δΨβ(z)δΨ̄α(x)
δ(x−y)=0.

(12.7.12)

Пiсля фур’є-перетворення по z−x i y−x приходимо до векторної тотожнос-
тi (9.3.14). Перевага використання тотожностi (12.7.11) для функцiонала Γ
полягає в тому, що ми вiдразу отримуємо спiввiдношення для ОЧН функ-
цiй Грiна, уникаючи промiжного етапу ампутування та видiлення ОЧН
функцiй. Це ж стосується i отримання рiвнянь Швiнгера—Дайсона.
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12.8. Тотожностi Нiльсена
Як ми знаємо, фiзичнi величини в калiбрувальних теорiях не залежать

вiд вибору калiбрувальної умови, зокрема в коварiантних калiбровках не
залежать вiд калiбрувального параметра ξ. Але функцiї Грiна окремих
полiв, наприклад електронiв i фотонiв в КЕД, а також кваркiв i глюо-
нiв в КХД, очевидно не є калiбрувально iнварiантними. Фiзичнi величини
будуються з функцiй Грiна, i нетривiальною проблемою є зрозумiти, як за-
лежнiсть вiд калiбрувальної умови скорочується при обчисленнi фiзичних
спостережуваних як у пертурбативних, так i непертурбативних обчислен-
нях. Тотожностi Нiльсена, якi ми отримуємо в цьому роздiлi, якраз i опи-
сують залежнiсть функцiй Грiна вiд калiбрувального параметра i мають
схематично вигляд ∂G1/∂ξ = G2G3. Тодi, якщо права частина дорiвнює
нулю, то G1 має бути незалежним вiд ξ.

Цi тотожностi дозволяють також отримати фiзичну iнформацiю з ка-
лiбрувально залежних функцiй Грiна, наприклад встановити калiбруваль-
ну незалежнiсть мас електрона, бозона Хiггса та iнших спостережуваних
частинок, маси яких визначаються полюсами вiдповiдних функцiй Грiна.
Вони важливi для доведення калiбрувальної iнварiантностi власної енергiї
фотона в КЕД i з’ясування ролi калiбрувальної симетрiї в ефективному
потенцiалi для моделей зi спонтанним порушенням симетрiї. Тотожностi
Нiльсена випливають iз розширеної симетрiї БРСТ, в якiй калiбрувальнi
параметри також зазнають БРСТ-перетворення. Для конкретностi розгля-
немо виведення цих тотожностей у квантовiй електродинамiцi.

Стандартне формулювання квантової електродинамiки в методi iн-
теграла за траєкторiями в коварiантних калiбровках (6.2.1) базується на
лагранжiанi

LQED = −1

4
F 2
µν + ψ̄(iD̂ −m)ψ +

ξ

2
B2 −B∂µAµ − c̄2c, (12.8.1)

де введено допомiжне поле Наканiшi—Лаутрупа i залишено духовий дода-
нок, незважаючи на те, що в КЕД духовi поля вiдщеплюються (порiвняйте
з лагранжiаном КХД (4.7.1) i (4.7.2)). В присутностi духового доданка на-
явна iнварiантнiсть КЕД вiдносно БРСТ-перетворень

δAµ(x) = ε ∂µc(x), δψ(x) = −ie ε c(x)ψ(x),

δψ̄(x) = ie ε c(x)ψ̄(x), δc(x) = 0,

δc̄(x) = −εB, δB(x) = 0,

(12.8.2)

якi є частинним наслiдком неабелевих БРСТ-перетворень (4.7.4) для групи
U(1) (для якої fabc = 0). Стандартнi тотожностi УТ в КЕД можуть бути
отриманi звичайним способом, використовуючи БРСТ-iнварiантнiсть, як
в роздiлi 9.3.
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Для знаходження тотожностей Нiльсена додамо до лагранжiана
доданок

LQED → LQED +
χ

2
c̄B, (12.8.3)

де χ — постiйна грасманова змiнна, χ2 = 0. Легко переконатися, розкла-
даючи генеруючий функцiонал по χ, що цей доданок не змiнює динамi-
ку КЕД. Модифiкований лагранжiан є iнварiантним вiдносно розширених
БРСТ-перетворень, якi крiм (12.8.2) включають перетворення ξ i χ:

δξ = −εχ, δχ = 0, (12.8.4)
тому варiацiя

δ

(
ξ

2
B2 +

χ

2
c̄B

)
= 0.

Важливо зазначити, що калiбрувальний параметр тепер також перетворю-
ється. Щоб скористатися цiєю iнварiантнiстю для отримання тотожностей
Нiльсена, розглянемо такий генеруючий функцiонал з джерелами Jµ, J ,
η̄, η, K̄,K

eiW=

∫
[Dµ] exp i

∫
d 4x

[
LQED +JµA

µ+ η̄ψ + ψ̄η+

+ JB + K̄(−iecψ) + (iecψ̄)K
]
,

де мiра [Dµ] включає iнтегрування по всiх полях, якi входять до лагран-
жiана. Джерела для духових полiв не включаємо оскiльки їх функцiї Грiна
не розглядаємо (для КЕД вони тривiальнi).

За допомогою перетворення Лежандра перейдемо до функцiонала Γ,
що генерує одночастинково-незвiднi функцiї Грiна

Γ
(
Aµc , ψc, ψ̄c, Bc, cc, c̄c, K̄,K, ξ, χ

)
= W

(
Jµ, η, η̄, J, K̄,K, ξ, χ

)
−

−
∫
d 4x

(
JµA

µ
c + η̄ψc + ψ̄cη + JBc

)
, (12.8.5)

де поля φci = (Aµc , ψc, ψ̄c, Bc, cc, c̄c) є середнiми значеннями квантованих
полiв φi = (Aµ, ψ, ψ̄, B, c, c̄) у присутностi джерел

δW

δJi(x)
= 〈φi(x)〉Ji ≡ φci(x). (12.8.6)

Надалi значок c опускаємо для скорочення запису. Внаслiдок iнварiантнос-
тi ефективної дiї вiдносно БРСТ-перетворень (12.8.2), (12.8.4) класичних
полiв маємо

0 =

∫
d 4x

(
δAµ(x)

δ

δAµ(x)
+ δψ(x)

δ

δψ(x)
+ δψ̄(x)

δ

δψ̄(x)
+ δc̄(x)

δ

δc̄(x)

)
+ δξ

∂Γ

∂ξ
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(iншi варiацiї δB = δc = δχ = 0). Варiацiйнi похiднi за грасмановими поля-
ми визначенi як лiвi. Символ iнтегрування у виразi для варiацiї функцiона-
ла будемо опускати, маючи його на увазi. Оскiльки εδΓ/δK̄ = −iεcψ = δψ,
εδΓ/δK = iεcψ̄ = δψ̄ i всi варiацiї полiв пропорцiйнi ε, то отримуємо то-
тожнiсть

0 = ∂µc
δΓ

δAµ
+
δΓ

δK̄

δΓ

δψ
+
δΓ

δK

δΓ

δψ̄
−BδΓ

δc̄
− χ∂Γ

∂ξ
. (12.8.7)

Диференцiюючи останню рiвнiсть по полях, можна отримати тотожностi
Уорда—Такахашi (Славнова—Тейлора у випадку неабелевої симетрiї) мiж
одночастинково-незвiдними функцiями Грiна для дослiджуваної БРСТ-
симетрiї з калiбрувальним параметром ξ, якi називаються тотожностями
Нiльсена. Наприклад, продиференцiюємо цю рiвнiсть по χ i покладемо
χ = 0,

∂Γ

∂ξ
= −∂µc

δ2Γ

δχδAµ
+

δ2Γ

δχδK̄

δΓ

δψ
+
δΓ

δK̄

δ2Γ

δχδψ
+

δ2Γ

δχδK

δΓ

δψ̄
+
δΓ

δK

δ2Γ

δχδψ̄
−B δ2Γ

δχδc̄
.

Якщо не розглядаються функцiональнi похiднi вiд цього виразу по ду-
хових полях, то збереження духового числа приводить до подальшого
спрощення,

∂Γ

∂ξ
=

δ2Γ

δχδK̄

δΓ

δψ
+

δ2Γ

δχδK

δΓ

δψ̄
−B δ2Γ

δχδc̄
, (12.8.8)

де ми також використали ∂µc = ∂µ
δΓ

δJc̄
= 0 для одноточкової функцiї (Γ

не залежить вiд джерела Jc̄ для поля c(x) в (12.8.5)). З останньої тотож-
ностi ми можемо отримати тотожностi Нiльсена для двоточкових функ-
цiй Грiна.

Диференцiюючи (12.8.8) по ψ(x) i ψ̄(y) i покладаючи джерела рiвними
нулю, отримуємо таку тотожнiсть

− ∂

∂ξ

δ2Γ

δψα(x)δψ̄β(y)
=

∫
d 4z

(
δ3Γ

δχδψα(x)δK̄γ(z)

δ2Γ

δψγ(z)δψ̄β(y)
+

+
δ3Γ

δχδψ̄β(y)δKγ(z)

δ2Γ

δψα(x)δψ̄γ(z)

)
, (12.8.9)

де всi iншi доданки зникають через збереження числа фермiонiв або завдя-
ки появi одноточкових функцiй, рiвних нулю. Рiвнiсть мiстить обернений

фермiонний пропагатор iG−1
βα(y−x) =

δ2Γ

δψα(x)δψ̄β(y)
, i ми вiдновили неявне

iнтегрування. Потрiйнi похiднi Γ (триточковi ОЧН функцiї Грiна) мiстять

349



12. СПОНТАННЕ ПОРУШЕННЯ СИМЕТРIЇ

допомiжне iнтегрування по однiй координатi за рахунок похiдної по χ, i
для них запишемо перетворення Фур’є

δ3Γ

δχδψα(x)δK̄γ(z)
=

∫
d 4u

∫
d 4q

(2π)4

d 4k

(2π)4
e−iq(x−u)−ik(z−u)Fγα(q, k,−q − k),

=

∫
d 4q

(2π)4
e−iq(x−z)Fγα(q,−q, 0), (12.8.10)

δ3Γ

δχδψ̄β(y)δKγ(z)
=

∫
d 4q

(2π)4
e−iq(y−z)F̄βγ(q,−q, 0). (12.8.11)

Рiвняння (12.8.9) пiсля перетворення Фур’є приймає вигляд

− ∂

∂ξ
G−1(p) = G−1(p)F (−p, p, p) + F̄ (p,−p, 0)G−1(p). (12.8.12)

Це є тотожнiсть Нiльсена для оберненого фермiонного пропагатора. З неї
випливає, що якщо m є полюсом пропагатора, тобто G−1(p)|p̂=m = 0, i
припускаючи, що функцiї F, F̄ регулярнi в полюсi, то маса фермiона не
залежить вiд калiбрувального параметра ξ,

∂

∂ξ
G−1(p)

∣∣∣∣
p̂=m

= 0. (12.8.13)

Дiйсно, загальна форма оберненого пропагатора в коварiантнiй калiбровцi
є такою

G−1(p) = −i[A(p2)p̂−B(p2)], (12.8.14)

тодi маса m визначається рiвнянням

A(m2)m = B(m2). (12.8.15)

Використовуючи останню рiвнiсть i тотожнiсть Нiльсена (12.8.13), легко
переконатися, що фiзична маса електрона, яка визначається полюсом про-
пагатора, є калiбрувально iнварiантною величиною ∂m/∂ξ = 0, незважаю-
чи на те, що сам пропагатор залежить вiд калiбрувального параметра.

12.9. Обчислення квантової ефективної дiї
Покажемо тепер, як можна обчислити окремi доданки в розкладi по

похiдним квантової ефективної дiї. Для цього вiдновимо постiйну ~ у
функцiональному iнтегралi для Z(J)

Z(J) = exp

(
i

~
W (J)

)
= N

∫
DΦ eiS(Φ, J)/~, Z(0) = 1, (12.9.1)
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де класична дiя S(Φ, J) =
∫
d 4x [L(Φ(x)) + J(x)Φ(x)]. Квантова ефективна

дiя будується за правилами:
δW

δJ
= 〈0|Φ̂(x)|0〉 = Φc(x) =

∫
DΦ Φ(x) eiS(Φ, J)/~∫
DΦ eiS(Φ, J)/~ ,

Γ(Φc) = W (J)−
∫
d 4xJ(x)Φc(x),

δΓ

δΦc(x)
= −J(x).

(12.9.2)

Покажемо, що обчислення Γ(Φc), яке вiдповiдає розкладу по степеням ~,
пов’язане з розкладом по числу петель. Кожний доданок у лагранжiанi,
вiдповiдальний за взаємодiю, дає множник ~−1 в дiаграмi, кожний пропа-
гатор приводить до множника ~, тому кожний граф має степiнь ~, який
визначається P = I−V , де I — число внутрiшнiх лiнiй, V — число вершин
(нагадаємо, що Γ(Φc) генерує власнi функцiї Грiна, якi є ампутованими,
а тому зовнiшнi лiнiї не дають внесок в P ). Число петель визначається
рiвнянням L = I − (V − 1), тому P = L− 1, тобто петльовий розклад дає
ряд по степеням ~ (квазiкласичний розклад).

Для ефективної дiї з (12.9.1) i (12.9.2) маємо такий вираз

Γ(Φc) = −i~ ln

{
N

∫
DΦ exp

i

~

∫
d 4x

[
L(Φ)− δΓ(Φc)

δΦc(x)
(Φ− Φc(x))

]}
(12.9.3)

або, виконуючи зсув змiнних Φ→ Φ + Φc,

Γ(Φc) = −i~ ln

{
N

∫
DΦ exp

i

~

∫
d 4x

[
L(Φ + Φc)−

δΓ(Φc)

δΦc(x)
Φ

]}
. (12.9.4)

Як бачимо, ефективна дiя визначається нелiнiйним функцiонально-ди-
ференцiальним рiвнянням першого порядку, де варiацiя ефективної дiї
присутня також у пiдiнтегральному виразi функцiонального iнтеграла.
Розв’язок рiвняння (12.9.4) можна шукати у виглядi ряду Тейлора (12.6.13)
для Γ(Φc). Вставляючи розклад (12.6.13) у рiвняння (12.9.4) i порiвнюючи
коефiцiєнти польових мономiв по Φc, приходимо до нескiнченної системи
зв’язаних iнтегро-диференцiальних рiвнянь для Γ(n)(x1, ..., xn) — рiвнянь
Швiнгера—Дайсона. Знаходження розв’язку потребує обриву такої нескiн-
ченної системи, що має, звичайно, як переваги, так i недолiки.

Ми пiдемо iншим шляхом. Покладемо

Γ(Φc) = S(Φc) + Γint(Φc), (12.9.5)

тодi для Γint(Φc) маємо рiвняння

Γint(Φc) = −i~ ln

{
N

∫
DΦ exp

i

~

[
S(Φ + Φc)− S(Φc)−

−
∫
d 4x

δS(Φ)

δΦ(x)

∣∣∣∣
Φ=Φc

Φ(x)−
∫
d 4x

δΓint(Φc)

δΦc(x)
Φ(x)

]}
. (12.9.6)
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Визначимо модифiковану дiю

S̃(Φc,Φ) ≡ S(Φ + Φc)− S(Φc)−
∫
d 4x

δS(Φ)

δΦ(x)

∣∣∣∣
Φ=Φc

Φ(x). (12.9.7)

Нова дiя має квадратичнi i бiльш високi степенi по Φ(x)

S̃(Φc,Φ) =
1

2

∫
d 4x d 4yΦ(x)D−1 {Φc;x, y}Φ(y) + Sint {Φc; Φ(x)}, (12.9.8)

де пропагатор D{Φc;x, y} є зворотним до оператора

D−1{Φc;x, y} =
δ2S̃

δΦ(x)δΦ(y)

∣∣∣∣
Φ=Φc

. (12.9.9)

Таким чином, функцiонал Γint(Φc) визначається внеском одночастинково-
незвiдних дiаграм, якi визначаються дiєю (12.9.7). Наприклад, у випадку

теорiї
λ

4!
Φ4 маємо

D−1{Φc;x, y} =

{
−(�x +m2)− λ

2
Φ2
c(x)

}
δ(x− y), (12.9.10)

Sint {Φc; Φ(x)} = −
∫
d 4x

(
λ

3!
Φc(x)Φ3 +

λ

4!
Φ4(x)

)
. (12.9.11)

При конкретних обчисленнях функцiонала (12.9.6) будемо шукати розв’я-
зок у виглядi ряду по ~:

Γint =
∑
L=1

~LΓ(L). (12.9.12)

Тодi в 1-му порядку по ~ рiвняння (12.9.6) зводиться до

Γint(Φc) = −i~ ln

{
N

∫
DΦ exp

i

~

[
i

2

∫
d 4x d 4yΦ(x)D−1 {Φc, x, y}Φ(y)

]}
=

= −i~ ln
det−1/2D−1 {Φc, x, y}
det−1/2D−1

0 {0, x, y}
=
i~
2

Tr lnD−1D0. (12.9.13)

Для постiйних полiв, Φc = const, пропагатор залежить вiд рiзницi коорди-
нат, D(Φc, x, y) = D(Φc, x − y), а ефективна дiя Γ(Φc) зводиться до ефек-
тивного потенцiалу (12.6.28), який у базисi плоских хвиль запишеться так:

Veff(Φc) =
1

2
m2Φ2

c +U(Φc)−
i~
2

∫
d 4p

(2π)4
ln
[
D−1 {Φc, p}D0 {0, p}

]
, (12.9.14)

де

D−1 {Φc, p} =

∫
d 4x eipxD−1 {Φc, x, 0}.
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Рис. 72. Вакуумнi дiаграми в теорiї збурень для потенцiалу Коул-
мена—Вайнберга

Тут U(Φc) — класичний потенцiал взаємодiї у початковому лагранжiанi

L(Φ) =
1

2
∂µΦ∂µΦ− 1

2
m2Φ2 − U(Φ),

який вiдповiдає деревному наближенню (L = 0) до потенцiалу Veff(Φc).
Оскiльки

D−1 {Φc, x, 0} =
[
−(2x +m2)− U ′′(Φc)

]
δ(x), (12.9.15)

тодi
D−1 {Φc, p} = p2 −m2 − U ′′(Φc). (12.9.16)

Veff(Φc) =
1

2
m2Φ2

c + U(Φc)−
i~
2

∫
d 4p

(2π4)
ln
p2 −m2 − U ′′(Φc)

p2 −m2
=

=
1

2
m2Φ2

c + U(Φc) +
i~
2

∫
d 4p

(2π)4

∞∑
n=1

1

n

[
U ′′(Φc)

p2 −m2

]n
. (12.9.17)

Третiй доданок описує внесок усiх однопетльових дiаграм, якi мiстять n

пропагаторiв
i

p2 −m2
i n вершин −iU ′′(Φc), а всi зовнiшнi лiнiї мають

нульовi iмпульси. Для теорiї
λ

4!
Φ4 вони мають вигляд, наведений на рис. 72,

де вершинi вiдповiдає множник (−iλ/2)Φ2
c .

Щоб з’ясувати фiзичний змiст V (Φc), запишемо його пiсля вiкiвського
повороту (p0 = ip4) у виглядi

Veff(Φc) =
1

2
m2Φ2

c + U(Φc) +
~
2

∫
d 4p

(2π)4
ln
p2 +m2 + U ′′(Φc)

p2 +m2
. (12.9.18)

Iнтегруючи частинами (по p4), маємо

Veff(Φc) =
1

2
m2Φ2

c + U(Φc)− ~
∫
d3p dp4

(2π)4
×

×
[

p2
4

p2
4 + p2 +m2 + U ′′

− p2
4

p2
4 + p2 +m2

]
. (12.9.19)

353



12. СПОНТАННЕ ПОРУШЕННЯ СИМЕТРIЇ

Рис. 73. Ефективний по-
тенцiал в порядку ~3

Рис. 74. Звiдна вакуумна
дiаграма в порядку ~2

Iнтегрування по p4 легко здiйснюється

Veff(Φc) =
1

2
m2Φ2

c + U(Φc) +
~
2

∫
d3p

(2π)3

[√
p2 +m2 + U ′′ −

√
p2 +m2

]
.

(12.9.20)

Третiй доданок є рiзницею густини енергiї вакууму (густини енергiї нульо-
вих коливань) у присутностi та за вiдсутностi поля. Нагадаємо, що енергiя
нульових коливань має вигляд

E0 =
∑
p

±E(p)

2
,

де E(p) — енергiя окремої моди коливань, знак «+» для бозонiв та «−»
для фермiонiв, знак суми означає iнтегрування за неперервними кванто-
вими числами та пiдсумовування за дискретними. Добре вiдомо, що ну-
льовi коливання полiв у вакуумi приводить до спостережуваних ефектiв,
скажiмо, такого, як притягання мiж двома паралельними пластинами,
який вiдомий як ефект Казiмiра. Наприклад, у випадку електромагнiтно-
го поля сила мiж пластинами, розташованими на вiдстанi a, визначається
формулою

FK = −π
2~c

240
× площа

a4
.

Доданки вищого порядку по ~ (двох-, трипетльовi i так далi) в ефек-
тивному потенцiалi Veff(Φc) визначаються ОЧН дiаграмами на рис. 73, в
яких є вершини двох типiв, Φ3 i Φ4, у вiдповiдностi з ефективним лаг-
ранжiаном (12.9.11). Зауважимо, що дiаграми типу наведеної на рис. 74
вiдсутнi, оскiльки вони є одночастинково-звiдними.

Вираз (12.9.20) все ще розбiгається i необхiдно його регуляризувати.
Це можна зробити, або просто обрiзаючи iнтеграл при деякому iмпуль-
сi p2 = Λ2, або змiнюючи розмiрнiсть простору (розмiрна регуляриза-
цiя). Ми продемонструємо тут iншiй шлях — регуляризацiю за допомогою
ζ-функцiї.
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12.9. Обчислення квантової ефективної дiї

Значення p2 +m2 +U ′′(Φc) є власними для оператора −2+m2 +U ′′(Φc)
в евклiдовому просторi. Запишемо∫

d 4p

(2π)4
ln

(
p2 +m2 + U ′′(Φc)

µ2

)
= − ∂

∂s
ζ(s)

∣∣∣∣
s=0

, (12.9.21)

де узагальнена дзета-функцiя визначається таким чином

ζ(s) =

∫
d 4p

(2π)4

(µ2)s

(p2 +m2 + U ′′(Φc))s
, (12.9.22)

i ми ввели розмiрний параметр µ для забезпечення правильної розмiрностi.
Iнтегруючи по кутам, отримуємо

ζ(s) =
(µ2)s

16π2

∞∫
0

dp2p2

(p2 +m2 + U ′′)s
. (12.9.23)

Очевидно, останнiй iнтеграл збiгається при Re s > 2, де вiн визначає ана-
лiтичну функцiю. Обчислюючи iнтеграл за допомогою (7.8.9), знаходимо

ζ(s) =
(m2 + U ′′(Φc))

2−s

16π2

Γ(2)Γ(s− 2)

Γ(s)
(µ2)s. (12.9.24)

Полюси ζ(s) знаходяться при s = 1, 2, тодi як полюси Γ-функцiй при
s = −m в чисельнику i знаменнику скорочуються. Це є цiлком загальним
фактом. Використовуючи властивостi Γ-функцiй, можна також записати

ζ(s) =
(m2 + U ′′(Φc))

2−s

16π2

(µ2)s

(s− 1)(s− 2)
, (12.9.25)

i, обчислюючи похiдну в нулi,

ζ ′(0) = −(m2 + U ′′(Φc))
2

32π2

[
ln

(m2 + U ′′(Φc)

µ2
− 3

2

]
, (12.9.26)

остаточно знаходимо

Veff(Φc) =
1

2
m2Φ2

c + U(Φc) +
~

64π2

[
(m2 + U ′′(Φc))

2×

×
(

ln
m2 + U ′′(Φc)

µ2
− 3

2

)
−m4 ln

m2

µ2

]
. (12.9.27)

У теорiї iз взаємодiєю
λ

4!
Φ4 ефективний потенцiал приймає вигляд

Veff(Φc) =
1

2
m2Φ2

c +
λ

4!
Φ4
c +

~
64π2

(
m2 +

λΦ2
c

2

)2[
ln

(
m2 + λΦ2

c
2

µ2

)
− 3

2

]
(12.9.28)
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(ми опустили несуттєву константу при Φc = 0, яка визначає точку вiд-
лiку густини енергiї вакууму). Масштаб перенормування µ є довiльним,
але спостережуванi не повиннi залежати вiд нього, що приводить до дея-
кої залежностi параметрiв теорiї m i λ вiд µ, що описується ренормалi-
зацiйною групою.

У випадку Φc 6= const ефективна дiя може бути розкладена за степе-
нями похiдних (12.6.27). Обчислення такого розкладу в однопетльовому
наближеннi розглянемо дещо пiзнiше, а в наступному параграфi розгля-
немо важливий випадок потенцiалу Коулмена—Вайнберга у випадку вза-
ємодiючого безмасового скалярного поля. Зазначимо, що в початковiй дiї
такої теорiї вiдсутнiй будь-який розмiрний параметр i класична теорiя є
масштабно iнварiантною, точнiше навiть конформно iнварiантною.

12.10. Потенцiал Коулмена—Вайнберга
Для m = 0 ефективний потенцiал (12.9.28) набуває такого вигляду

V (Φc) =
λ

4!
Φ4
c +

λ2Φ4
c

256π2

[
ln
λΦ2

c

2µ2
− 3

2

]
. (12.10.1)

Оскiльки µ — довiльний параметр, виберемо його так, щоб потенцiал був
нормований умовою

d 4V

dΦ4
c

∣∣∣∣
Φc=M

= λ. (12.10.2)

Зазначимо, що ця умова нормування вводить розмiрний параметр у почат-
кову масштабно iнварiантну теорiю безмасового взаємодiючого скалярного
поля. Обчислюємо четверту похiдну

V ′′′′ = λ+
λ2

64π2

[
6 ln

λΦ2
c

2µ2
+ 16

]
.

З останньої рiвностi, а також з умови нормування (12.10.2) знаходимо зв’я-
зок мiж параметрами µ i M :

ln
λM2

2µ2
= −8

3
.

Таким чином, потенцiал Коулмена–Вайнберга для безмасового скалярного
поля приводиться до канонiчного виду

VКВ(Φc) =
λ

4!
Φ4
c +

λ2Φ4
c

256π2

[
ln

Φ2
c

M2
− 25

6

]
(12.10.3)

та зображений на рис. 75. Як бачимо, точка мiнiмуму Φc = 0 класично-
го потенцiалу стає максимумом, тобто нестабiльною точкою для потен-
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12.10. Потенцiал Коулмена—Вайнберга

цiалу Коулмена—Вайнберга. Мiнiмум потенцiалу знаходимо з рiвняння
V ′(Φc) = 0:

1

3
+

λ

32π2

[
ln

Φ2
c

M2
− 11

3

]
= 0, (12.10.4)

що дає

Φ0 = ±M exp

(
−16π2

3λ
+

11

6

)
. (12.10.5)

Розкладаючи потенцiал поблизу одного з мiнiмумiв, отримуємо VКВ(Φc) =

= const +
1

2
m2(Φc −Φ0)2. Тобто для скалярного поля, яке не мало маси

в початковому лагранжiанi, маємо тепер масовий доданок. Таким чином,
ефективний потенцiал дозволяє дослiдити динамiчну генерацiю маси для
безмасових частинок за рахунок взаємодiї. Зазначимо, що саме радiацiйнi
квантовi поправки вiдiграють вирiшальну роль для генерацiї маси в роз-
глянутому випадку.

На жаль, цей мiнiмум знаходиться поза межами застосування петльо-
вого розкладу. Дiйсно, останнiй в моделi, що розглядається, еквiвалентний
розкладу по степеням λ i ln Φ2

c/M
2. Це видно з того, що якщо в початковiй

дiї (при m = 0) замiнити Φ→ Φ/
√
λ, тодi константа λ з’явиться разом з ~

перед дiєю.
Крiм того, в загальному випадку n-петльовий вираз для потенцiалу

має доданки порядку
[
ln

Φ2
c

M2

]n
, тому що кожна петля при iнтегруваннi по

iмпульсу приводить до логарифмiчної розбiжностi, яка перетворюється в

ln
Φ2
c

M2
в результатi перенормування. Тому в порядку n петель потенцiал

буде мiстити доданки порядку

λn+1

[
ln

Φ2
c

M2

]n
. (12.10.6)

Розклад по ~ (петлям) законний тiльки тодi, коли λ ln
Φ2
c

M2
� 1, λ � 1.

При цих умовах внески вищих петель не змiнюють якiсно фiзичну картину
деревного наближення. Власне, розв’язок (12.10.5) знаходиться поза межа-

Рис. 75. Ефективний потенцiал
Коулмена—Вайнберга

ми застосування розкладу, оскiльки з

(12.10.4) видно, що умова λ ln
Φ2
c

M2
� 1 не

задовольняється.
Цей недолiк усувається в моделi ком-

плексного скалярного поля, що взаємодiє
з електромагнiтним полем i визначається
лагранжiаном

L = −1

4
F 2
µν + (DµΦ)∗DµΦ− λ

4!
(Φ∗Φ)2,
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де Dµ = ∂µ + ieAµ. У цьому випадку Коулмен i Вайнберг отримали такий
ефективний потенцiал

Veff(Φc) =
λ

4!
Φ4
c +

(
5λ2

1152π2
+

3e4

64π2

)
Φ4
c

[
ln

Φ2
c

M2
− 25

6

]
. (12.10.7)

Область застосовностi цього потенцiалу e4 ln(Φ2
c/M

2) � 1. Доданок ∼e4

можна збалансувати з першим доданком ∼λ, якщо λ ∼ e4. У цьому випад-
ку мiнiмум потенцiалу знаходиться в областi застосовностi обчислень.

Iншим важливим прикладом ефективної дiї є обчислення ефективної
дiї для постiйних електричного i магнiтного полiв у квантовiй електроди-
намiцi для безмасових фермiонiв. Вiдповiдна дiя дорiвнює

Γ(F) =

∫
d 4xLQED, LQED = −F +

e2F
24π2

[
ln

(
2e2F
µ4

)
− 1

]
, (12.10.8)

F =
1

4
FµνF

µν =
H2 −E2

2
, G = EH = 0,

де H i E – магнiтне i електричне поля. На дiаграмному рiвнi ця дiя вiдпо-
вiдає пiдсумовуванню всiх дiаграм з фермiонними петлями, чиї зовнiшнi
фотоннi лiнiї описують вставки зовнiшнiх електричного i магнiтного полiв.
Важливо, що ця дiя є нелiнiйною по F . Це означає, що внаслiдок розсi-
яння на вiртуальних електрон-позитронних парах електромагнiтнi поля
починають взаємодiяти мiж собою, тобто принцип суперпозицiї в класич-
нiй теорiї у вакуумi перестає працювати в квантовiй електродинамiцi. Для
масивних фермiонiв ефективний лагранжiан був отриманий Гейзенбергом
i Ейлером в 1936 р. [113], а також Швiнгером у 1951 р. [172] (див. огляд [70]
та лiтературу там), i залежить вiд двох iнварiантiв полiв F i G.

У квантовiй глюонодинамiцi з групою SU(Nc) ефективний лагранжiан
був отриманий Саввiдi в 1977 р. [165,166], за вiдсутностi фермiонiв вiн має
вигляд

Lg = −F − 11g2NcF
96π2

[
ln

(
2g2F
µ4

)
− 1

]
,

F =
1

4
F aµνF

aµν =
H2
a −E2

a

2
> 0, G = EaHa = 0,

(12.10.9)

де Ha i Ea — кольоровi аналоги магнiтного i електричного полiв. Внесок
безмасових кваркiв у тому ж наближеннi є таким:

Lq = +
g2nfF
48π2

[
ln

(
2g2F
µ4

)
− 1

]
. (12.10.10)
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Ефективний лагранжiан дозволяє обчислити магнiтну iндукцiю вакууму
B, яка визначається похiдною (Ea = 0)

Ba = − ∂L
∂Ha

= µvacHa. (12.10.11)

У випадку квантової електродинамiки знаходимо

µQED = 1− e2

24π2
ln

(
e2H2

µ4

)
< 1, (12.10.12)

тобто при великих полях, вакуум КЕД поводить себе як дiамагнiтне сере-
довище. З iншого боку, в квантовiй хромодинамiцi

µQCD = 1 +
g2

96π2
(11Nc − 2nf ) ln

(
e2H2

a

µ4

)
> 1, (12.10.13)

тобто вакуум КХД є парамагнiтним при умовi nf < 11Nc/2, що звичайно
виконується для Nc = 3 i nf = 6 в стандартнiй КХД з асимптотичною
свободою.

Дiамагнетизм вакууму КЕД означає, що магнiтне поле виштовхується
з вакууму за рахунок утворення iндукованого магнiтного поля у напрямку,
протилежному напрямку прикладеного магнiтного поля. Це явище подiб-
не до орбiтального дiамагнетизму Ландау вiльного електронного газу, ко-
ли внаслiдок руху електронiв по круговим орбiтам утворюється поле, яке
протидiє прикладеному магнiтному полю. Парамагнетизм вакууму КХД
означає, що зовнiшнє хромомагнiтне поле пiдсилюється за рахунок iндуко-
ваного у вакуумi хромомагнiтного поля внаслiдок взаємодiї з вiртуальними
глюонами, i спрямованого в тому самому напрямку, що i зовнiшнє поле. У
КХД саме велика поляризацiя спiнiв глюонiв вiдповiдає за посилення зов-
нiшнього поля. Це явище подiбне до парамагнетизму Паулi. Зауважимо,
однак, що дiамагнiтний i парамагнiтний внески в КХД виникають за ра-
хунок вiртуальних кваркiв i глюонiв на вiдмiну вiд дiамагнетизму Ландау
i парамагнетизму Паулi реальних електронiв.

12.11. Розклад за степенями похiдних
Покажемо як на практицi знайти розклад ефективної дiї (12.6.27) за

степенями похiдних в однопетльовому наближеннi [9, 106]. Будемо прово-
дити обчислення в евклiдовiй областi, в цьому випадку

Γ(1)(ϕc(x)) =
1

2
ln det(−2+m2+U ′′(ϕc)) =

1

2
ln detH =

1

2
Tr lnH, (12.11.1)

де ми використали формулу ln detH = Tr lnH. Визначимо узагальнену
дзета-функцiю деякого оператора H

ζ(s|H) = TrH−s. (12.11.2)
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У нашому випадку H = −2 +X(x), X(x) ≡ m2 + U ′′(ϕc). Тодi

Tr lnH = −dζ(s|H)

ds

∣∣∣∣
s=0

(12.11.3)

i однопетльова ефективна дiя виражається через похiдну дзета-функцiї

Γ(X) = −1

2
ζ ′(0|H). (12.11.4)

Для дзета-функцiї використаємо її представлення через iнтеграл Кошi вiд
резольвенти оператора H − λ,

ζ(s|H) = TrH−s = Tr

∫
C

idλ

2π
λ−s

1

H − λ
=

=

∫
dnx

∫
C

idλ

2π
λ−s tr〈x| 1

H − λ
|x〉, Re s > 0, (12.11.5)

де tr — слiд по внутрiшнiм ступеням вiльностi, а n — розмiрнiсть простору-
часу. Контур C обходить спектр оператора H проти годинникової стрiлки,
не перетинаючи розрiз для функцiї λ−s вздовж напiвосi (−∞, 0].

Ми розглянемо тiльки елiптичнi оператори H, для яких власнi значен-
ня задовольняють умовi Reλi > 0. Рiвняння для резольвенти (функцiї
Грiна оператора H − λ) в операторнiй формi має вигляд

(H − λ)G(λ) = 1.

Метод обчислення функцiї Грiна базується на технiцi псевдодиференцi-
альних операторiв [177], де використовується узагальнене фур’є-перетво-
рення. Для функцiї Грiна воно має вигляд

G(x, x′, λ) = 〈x| 1

H − λ
|x′〉 =

∫
dnk

(2π)n
eikµ(x−x′)µσ(x, k, λ), (12.11.6)

де фур’є-образ σ(x, k, λ) називається символом оператора (H − λ)−1. Для
похiдної маємо очевидно

∂µxG =

∫
dnk

(2π)n
eik(x−x′)(ikµ + ∂µx )σ(x, k, λ), (12.11.7)

i для символу резольвенти одержуємо рiвняння

(k2 +X − λ− 2ikµ∂µ −2)σ(x, k, λ) = 1. (12.11.8)
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12.11. Розклад за степенями похiдних

Для того, щоб отримати розклад по похiдним, введемо формальний пара-
метр ε перед кожною похiдною

(k2 +X − λ− 2iεk∂ − ε22)σε(x, k, λ) = 1,

i будемо шукати символ σε(x, k, λ) у виглядi ряду за цим параметром

σε =
∞∑
m=0

εmσm, (12.11.9)

який потiм покладемо рiвним одиницi. Коефiцiєнти σm будуть мiстити в
точностi m похiдних. Для коефiцiєнтiв ряду отримуємо рекурентнi спiв-
вiдношення(k2 +X − λ)σ0 = 1,

(k2 +X − λ)σ1 − 2ik∂σ0 = 0,
(k2 +X − λ)σm − 2ik∂σm−1 −2σm−2 = 0, m ≥ 2.

(12.11.10)

Послiдовно знаходимо першi коефiцiєнти

σ0 =
1

k2 +X − λ
, σ1 = σ02ik∂σ0 = − 2ik∂X

(k2 +X − λ)3
,

σ2 = σ0 (2ik∂σ1 + 2σ0) = σ0

[
4kµ∂µ

kν∂νX

(k2 +X − λ)3
+ ∂µ∂µ

1

k2 +X − λ

]
=

=
4kµkν∂µ∂νX

(k2 +X − λ)4
− 12

kµ∂µXkν∂νX

(k2 +X − λ)5
− 2X

(k2 +X − λ)3
+

2∂µX∂µX

(k2 +X − λ)4
.

Таким чином, для дзета-функцiї маємо

ζ(s|H) = µ2s

∫
dnx

∫
dnk

(2π)n

∫
idλ

2π
λ−s

{
1

k2 +X − λ
+

4kµkν∂µ∂νX

(k2 +X − λ)4
−

− 12kµkν∂µX∂νX

(k2 +X − λ)5
− 2X

(k2 +X − λ)3
+

2∂µX∂µX

(k2 +X − λ)4

}
. (12.11.11)

Iнтегрування за змiнними λ i k легко виконується за допомогою формул∫
C

idλ

2π

λ−s

(M − λ)k+1
=

Γ(s+ k)

Γ(s)Γ(k + 1)
M−s−k, M = k2 +X,

∫
dnk

(2π)n
kµ1 ... kµ2m

(k2 +X)l
=

1

(4π)n/22m
Γ(l −m− n

2 )

Γ(l)
X

n
2

+m−lδ{µ1 ... µ2m},

де δ{µ1 ... µ2m} — повнiстю симетричний за всiма iндексами тензор, побудо-
ваний з кронекерiвського тензора δµν , наприклад,

δ{µ1µ2µ3µ4} = δµ1µ2δµ3µ4 + δµ1µ3δµ2µ4 + δµ1µ4δµ2µ3 .

361
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Тодi маємо загальний iнтеграл∫
dnk

(2π4)
kµ1 ... kµ2m

∫
C

idλ

2π
λ−s

1

(k2 +X − l)l+1
=

=
1

(4π)
n
2

·
Γ(s+ l −m− n

2 )

2mΓ(s)Γ(l + 1)
X

n
2

+m−l−sδ{µ1 ... µ2m}. (12.11.12)

Використовуючи цю формулу для дзета-функцiї, отримуємо розклад за
похiдними до другого степеня

ζ(s|H) =
µ2s

(4π)
n
2 Γ(s)

∫
dnx

{
Γ
(
s− n

2

)
X

n
2
−s +

1

12
(∂µX)2X

n
2
−3−s

× Γ
(
s+ 3− n

2

)
− 1

6
2XX

n
2
−2−sΓ

(
s+ 2− n

2

)}
.

Для розмiрностi n = 4 вираз набуває вигляд

ζ(s|H) =
1

(4π)2

∫
d 4x

{
1

(s− 2)(s− 1)
X2

(
X

µ2

)−s
+

+
s

12

(∂µX)2

X

(
X

µ2

)−s
− 1

6
2X

(
X

µ2

)−s}
, (12.11.13)

i, обчислюючи похiдну по s в нулi, знаходимо ефективну дiю

Γ(1)(X) = − 1

2(4π)2

∫
d 4x

{
3

4
X2 − 1

2
X2 ln

X

µ2
+

1

12

(∂µX)2

X
+

1

6
2X ln

X

µ2

}
або iнтегруючи частинами останнiй доданок

Γ(1)(X) =
1

64π2

∫
d 4x

{
X2

2

(
ln
X

µ2
− 3

2

)
+

1

6

(∂µX)2

X

}
. (12.11.14)

Для теорiї дiйсного скалярного поля iз взаємодiєю λΦ4/4! маємо

X = m2 +
λΦ2

c

2
, ∂µX = λΦc∂µΦc.

Разом з класичною дiю (в евклiдовому просторi)

S(Φc) =

∫
d 4x

{
1

2
(∂µΦc)

2 +
m2

2
Φ2
c +

λ

4!
Φ4
c

}
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знаходимо розклад за похiдними однопетльової ефективної дiї:

Γ(Φc) = S(Φc) + Γ(1)(Φc) =

∫
d 4x

{
1

2

(
1 +

λ2Φ2
c

192π2(m2 + λΦ2
c/2)

)
(∂µΦc)

2 +

+
m2

2
Φ2
c +

λ

4!
Φ4
c +

(m2 + λΦ2
c/2)2

64π2

[
ln
m2 + λΦ2

c/2

µ2
− 3

2

]}
. (12.11.15)

З цього виразу отримуємо коефiцiєнт при другiй похiднiй

Z(Φc) = 1 +
λ2Φ2

c

192π2(m2 + λΦ2
c/2)

(12.11.16)

та ефективний потенцiал

V (Φc) =
m2

2
Φ2
c +

λ

4!
Φ4
c +

(m2 + λΦ2
c/2)2

64π2

[
ln
m2 + λΦ2

c/2

µ2
− 3

2

]
. (12.11.17)

Очевидно, цей потенцiал спiвпадає iз ранiше одержаним виразом (12.9.28)
(тут постiйна Планка покладена рiвною одиницi, ~ = 1). Для безмасового
випадку, m = 0, вирази спрощуються

Z(Φc) = 1 +
λ

96π2
, (12.11.18)

V (Φc) =
λ

4!
Φ4
c +

λ2Φ4
c

256π2

[
ln
λΦ2

c

2µ2
− 3

2

]
. (12.11.19)

При використаннi умови нормування (12.10.2) ефективний потенцiал на-
буває стандартного вигляду (12.10.3).

12.12. Рiвняння ренормалiзацiйної
групи для ефективної дiї

Розглянемо рiвняння ренормгрупи для ефективної дiї у випадку тео-
рiї безмасового скалярного поля iз взаємодiєю λΦ4/4!. Скористаємося тим,
що одночастинково-незвiднi перенормованi функцiї Грiна в iмпульсно-
му просторi задовольняють рiвнянню (порiвняйте з рiвняннями (10.1.26)
для КЕД) (

σ
∂

∂σ
+ β(λ)

∂

∂λ
− nγ(λ)

)
Γ(n)({pi}, σ, λ) = 0, (12.12.1)

де n — кiлькiсть зовнiшнiх лiнiй у данiй функцiї Грiна, β(λ) i γ(λ) є β-
функцiєю та аномальною розмiрнiстю поля, вiдповiдно, σ — параметр роз-
мiрностi маси, що виникає в процесi перенормування (використовуємо тут
позначення σ для цього параметра замiсть µ). Для переходу в конфiгура-
цiйний простiр робимо фур’є-перетворення, очевидно, (12.12.1) стає(

σ
∂

∂σ
+ β(λ)

∂

∂λ
− nγ(λ)

)
Γ(n)({xi}, σ, λ) = 0. (12.12.2)
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Далi використаємо розклад ефективної дiї в функцiональний ряд Тейлора
(порiвняйте з (12.6.13))

Γ(Φc, σ, λ) =

∞∑
n=2

1

n!

∫
d 4x1 ... d

4xnΓ(n)(x1, ..., xn, σ, λ)Φc(x1) ...Φc(xn)

i очевидну рiвнiсть
∞∑
n=2

1

n!

∫
d 4x1 ... d

4xn

(
σ
∂

∂σ
+ β(λ)

∂

∂λ
− nγ(λ)

)
Γ(n)(x1, ..., xn, σ, λ)×

×Φc(x1) ...Φc(xn) = 0, (12.12.3)

а також∫
d 4xΦc(x)

δ

δΦc(x)

∫
d 4x1 ... d

4xnΓ(n)(x1, ..., xn, σ, λ)Φc(x1) ...Φc(xn) =

= n

∫
d 4x1 ... d

4xnΓ(n)(x1, ..., xn, σ, λ)Φc(x1) ...Φc(xn). (12.12.4)

В результатi отримуємо таке ренормгрупове рiвняння для ефективної дiї[
σ
∂

∂σ
+ β(λ)

∂

∂λ
− γ(λ)

∫
d 4xΦc(x)

δ

δΦc(x)

]
Γ(Φc(x), σ, λ) = 0. (12.12.5)

Це рiвняння фактично виражає той факт, що ефективна дiя не повинна
залежати вiд вибору точки нормування σ, тобто повна похiдна дорiвнює
нулю,

σ
d

dσ
Γ(Φc(x, σ), λ(σ), σ) = 0. (12.12.6)

Це означає, як i у випадку функцiй Грiна, що явна залежнiсть Γ вiд σ
повинна компенсуватися вiдповiдною залежнiстю Φc(σ), λ(σ).

Якщо використати розклад ефективної дiї по похiдним, то з (12.12.5)
i (12.6.27) отримуємо окремi рiвняння для V (Φc) i Z(Φc):(

σ
∂

∂σ
+ β(λ)

∂

∂λ
− γ(λ)Φc

∂

∂Φc

)
V (Φc, λ, σ) = 0, (12.12.7)(

σ
∂

∂σ
+ β(λ)

∂

∂λ
− γ(λ)Φc

∂

∂Φc
− 2γ(λ)

)
Z(Φc, λ, σ) = 0. (12.12.8)

В наближеннi, що розглядається, обчислимо похiднi потенцiалу:

Φc
∂V

∂Φc
=
λ

3!
Φ4
c +

λ2Φ4
c

64π2

[
ln

Φ2
c

σ2
− 25

6

]
+
λ2Φ4

c

128π2
,

σ
∂V

∂σ
= − λ2Φ4

c

128π2
,

∂V

∂λ
=

1

4!
Φ4
c +

λΦ4
c

128π2

[
ln

Φ2
c

σ2
− 25

6

]
.
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Використовуючи цi похiднi в рiвняннi (12.12.7) i покладаючи Φc = σ, отри-
муємо рiвняння для β- i γ-функцiй:

β(λ)

(
1− 25λ

32π2

)
− 3λ2

16π2
− 4γ(λ)

(
λ− 11λ2

32π2

)
= 0. (12.12.9)

Ще одне рiвняння для цих функцiй отримуємо з (12.12.8). Для похiдних
вiд Z маємо

σ
∂Z

∂σ
= 0,

∂Z

∂Φc
= 0,

∂Z

∂λ
=

1

96π2
,

i з (12.12.8) знаходимо

β(λ) · 1

96π2
− 2γ

(
1 +

λ

96π2

)
= 0. (12.12.10)

Iз системи рiвнянь (12.12.9), (12.12.10) отримуємо

β(λ) =
3λ2

(4π)2
+O(λ3), γ(λ) =

λ2

4(4π)2
+O(λ3), (12.12.11)

де ми залишили тiльки доданки порядку λ2 у вiдповiдностi до наближен-
ня, в якому обчислювалась ефективна дiя. Звернемо увагу, що тодi як
вираз для бета-функцiї в порядку λ2 збiгається з ранiше одержаним у
схемi MS (10.3.11), вираз для гамма-функцiї, отриманий у регуляризацiї
за допомогою дзета-функцiї, трохи вiдрiзняється вiд (10.3.12) у схемi MS.
Тобто аномальна розмiрнiсть поля є схемозалежною.

Використовуючи аргументи розмiрностi, запишемо V (Φc, λ, σ) = Φ4
c ×

× v(Φc/σ, λ), де v(Φc/σ, λ) — безрозмiрна функцiя. Тодi (12.12.7) пе-
репишеться(

σ
∂

∂σ
+ β(λ)

∂

∂λ
− 4γ(λ)− γ(λ)Φc

∂

∂Φc

)
v(Φc/σ, λ) = 0. (12.12.12)

Зважаючи на те, що σ∂v/∂σ = −Φc∂v/∂Φc, останнє рiвняння представимо
у виглядi (

∂

∂t
− β(λ)

∂

∂λ
+ 4γ(λ)

)
v(t, λ) = 0, (12.12.13)

де

t = ln
Φc

σ
, β(λ) =

β(λ)

1 + γ(λ)
, γ(λ) =

γ(λ)

1 + γ(λ)
. (12.12.14)

Розглянемо функцiю λ(t, λ), яка задовольняє рiвнянню

∂

∂t
λ(t, λ) = β(λ(t, λ)), λ(0, λ) = λ.
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Очевидно, ця функцiя задовольняє також рiвнянню(
∂

∂t
− β(λ)

∂

∂λ

)
λ(t, λ) = 0.

Загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння в частинних похiдних
(12.12.13) є таким:

v(t, λ) = f(λ(t, λ))e
−4

t∫
0

dt′γ(λ(t′,λ))
, (12.12.15)

де f(λ(t, λ)) — довiльна функцiя аргументу λ(t, λ). Вона визначається умо-
вою нормування, наприклад, покладаючи t = 0, знаходимо iз (12.10.3)

f(λ) = v(0, λ) =
1

4!

(
λ− 25λ2

64π2

)
. (12.12.16)

Функцiї β(λ) i γ(λ) нам вiдомi тiльки в теорiї збурень за константою
взаємодiї λ, тому результат буде знаходитися в областi застосування,
якщо ефективна константа λ(t, λ) залишається малою. Використовуючи
цi функцiї, отримуємо

λ(t, λ) =
λ

1− 3λt
16π2

, (12.12.17)

i розв’язок для потенцiалу

V (Φc) = Φ4
cv(0, λ(t, λ))e

−4
t∫
0

dt′γ(λ(t′,λ))
' Φ4

c

4!

(
λ(t, λ)− 25

64π2
λ2(t, λ)

)
.

Експонента не дає внесок в однопетльовому наближеннi. Зберiгаючи тiль-
ки члени першого порядку за бiжучою константою λ(t, λ), маємо

V (Φc) '
λΦ4

c

4!

1

1− 3λ
32π2 ln Φ2

c
σ2

. (12.12.18)

Неважко бачити, що розкладаючи дрiб в ряд за параметром λ ln
Φ2
c

σ2
i утри-

муючи першi два доданки ряду, отримуємо лiдируючi доданки у виразi
(12.10.3). Таким чином, рiвняння ренормгрупи пiдсумовує лiдируючi чле-

ни виду λn+1 lnn
Φ2
c

σ2
нескiнченного ряду за константою зв’язку λ.

12.13. Функцiональна ренормалiзацiйна група
Ренормалiзацiйна група i квантова ефективна дiя є природними струк-

турами для вивчення систем iз багатьма ступенями свободи. У даному
параграфi ми розглянемо найбiльш унiверсальний пiдхiд до обчислення
ефективної дiї Γ, заснований на iдеї Вiльсона не iнтегрувати всi флуктуацiї
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одночасно, як це закладено в рiвняннi (12.9.4), а iнтегрувати iмпульснi
моди полiв шар за шаром, починаючи з ультрафiолетової областi. Це зруч-
но робити в евклiдовому просторi, де рiвняння (12.9.4) у випадку дiйсного
скалярного поля запишеться у виглядi

e−Γ(Φc) =

∫
Λ

DΦ exp

(
−S(Φ + Φc) +

∫
d 4x

δΓ(Φc)

δΦc
Φ

)
. (12.13.1)

Тут Λ — параметр регуляризацiї (нормуючий множник опускаємо). Його
наявнiсть тiсно пов’язана з визначенням мiри iнтегрування в функцiональ-
ному iнтегралi. Дiйсно, поле має нескiнченну кiлькiсть ступенiв свободи,
i iнтегрування за таким нескiнченним набором змiнних є нетривiальною
проблемою.

У теорiї збурень труднощi з визначенням мiри проявляються як ульт-
рафiолетовi розбiжностi, якi виникають у петльових iнтегралах, коли iм-
пульси внутрiшнiх лiнiй стають великими. Щоб надати сенс мiрi iнтегру-
вання, необхiдно ввести певну процедуру регуляризацiї ультрафiолетових
мод, що в теорiї збурень еквiвалентно регуляризацiї нескiнченностей у пет-
льових дiаграмах. Будь-який спосiб регуляризацiї неминуче вводить новий
енергетичний масштаб Λ — ультрафiолетове обрiзання (cut-off) — в тео-
рiю. Iснує багато способiв введення таких регуляторiв в КТП. Наприклад,
можна визначити теорiю на просторовiй ґратцi (пiсля повороту Вiка до
евклiдового простору). У цьому випадку Λ−1 є постiйною ґратки. В теорiї
збурень можна аналiтично продовжити розмiрнiсть простору-часу, проце-
дура вiдома як розмiрна регуляризацiя. Можна також зменшити амплiту-
ду мод з великими iмпульсами або зовсiм занулити їх, змiнивши дiю чи
мiру — спосiб, який ми i будемо використовувати.

Рiвняння (12.13.1) визначає ефективну дiю, коли у функцiонально-
му iнтегралi проiнтегровано за всiма модами Φ(p) з iмпульсами p < Λ.
Натомiсть будемо шукати iнтерполюючу дiю Γk, яка також називається
ефективною усередненою дiєю, з параметром iмпульсного шару k, таку,
що Γk вiдповiдає затравочнiй дiї, коли k → Λ, i є повною квантовою дiєю
Γ, коли k → 0,

Γk→Λ ' S, Γk→0 = Γ. (12.13.2)

Визначимо спочатку iнфрачервоно регуляризований функцiонал

Zk(J) = eWk(J) =

∫
Λ

DΦ e−S(Φ)−∆Sk(Φ)+
∫
d 4xJΦ, (12.13.3)

де ми ввели в дiю квадратичний за полем доданок

∆Sk(Φ) =
1

2

∫
d 4p

(2π)4
Φ(−p)Rk(p)Φ(p), (12.13.4)
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який має форму масового доданка з масою, залежною вiд iмпульсу. Фор-
ма регуляризуючої функцiї Rk(p) є довiльною, але повинна задовольняти
трьом умовам. По-перше,

lim
p2/k2→0

Rk(p) > 0, (12.13.5)

це гарантує, що ефективний пропагатор залишається скiнченним в iнфра-
червонiй границi p2 → 0 i немає iнфрачервоних розбiжностей при наяв-
ностi безмасових мод. Якщо границя в (12.13.5) скiнченна, то вiдповiдний
iнфрачервонiй регулятор можна назвати масоподiбним. По-друге,

lim
k2/p2→0

Rk(p) = 0, (12.13.6)

з чого випливає, з одного боку, що регулятор дорiвнює нулю при k → 0,
а з iншого, що внесок в регулятор великих iмпульсiв p � k суттєво по-
давлений. Як наслiдок, ми автоматично вiдновлюємо стандартний гене-
руючий функцiонал, а також повну ефективну дiю в границi k → 0:
Zk=0(J) = Z(J), Γk=0 = Γ, тобто повна теорiя є кiнцевою точкою пото-
ку. Нарештi ще одна умова буде

lim
k∼Λ→∞

Rk(p)→∞. (12.13.7)

Ця умова означає, що у функцiональному iнтегралi домiнує стацiонарна
точка дiї S(Φ) в цiй границi, що виправдовує використання наближення
сiдлової точки при обчисленнi iнтеграла. Фактично це видiляє конфiгура-
цiю класичного поля, для якої Γk→Λ(Φc) ≈ S(Φc). Функцiю Rk(p) часто
записують у виглядi Rk(p) = p2r(p2/k2), де r(p2/k2) — безрозмiрна функ-
цiя безрозмiрного аргументу. Всi перелiченi умови для Rk(p) очевидним
чином переносяться на r(p2/k2). Наведемо деякi типовi регулятори, якi
часто використовуються в лiтературi:

Rk(p) = ap2 e−b(p
2/k2)β

1− e−b(p2/k2)β
, a, b > 0, β ≥ 1 (експоненцiйний), (12.13.8)

Rk(p) = p2

(
k2

p2

)b
, b > 1 (степеневий), (12.13.9)

Rk(p) = (k2 − p2)θ(k2 − p2) (сходинкоподiбний). (12.13.10)

Щоб зрозумiти роль масштабу k в Γk, зазначимо, що доданок ∆Sk при
обчисленнi Wk (12.13.3) подавляє флуктуацiї з iмпульсами, нижчими k.
Так само при обчисленнi Γk iмпульси iнтегрування фактично обрiзаються
для p2 < k2 так, що лише флуктуацiї з iмпульсами p2 > k2, де Rk(p) ≈ 0,
дають внесок у вiдповiдний функцiональний iнтеграл. Таким чином, Γk —
ефективна дiя, де iмпульси k2 < p2 < Λ2 були проiнтегрованi.
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Оскiльки iнтерполюючий функцiонал Γk має правильнi границi при
k → 0 i k → Λ, то вивчимо тепер промiжну траєкторiю цiєї дiї з 0 < k < Λ.
Введемо позначення t = ln(k/Λ) i обчислимо похiдну

∂tWk(J) = −e
−Wk

2

∫
d 4p

(2π)4

∫
DΦΦ(−p)∂tRk(p)Φ(p) e−S−∆Sk+

∫
d 4xJΦ =

= −1

2

∫
d 4p

(2π)4
∂tRk(p)Gk(−p, p)− ∂t∆Sk(Φck), (12.13.11)

де Gk(p, q) — залежний вiд k зв’язний пропагатор, визначений через похiд-
нi вiд Wk(J):

Gk(p, q) =
Wk(J)

δJ(p)δJ(q)
= 〈Φ(p)Φ(q)〉 − 〈Φ(p)〉〈Φ(q)〉, (12.13.12)

а вакуумне середнє поля Φ(x) визначається стандартним чином
δWk(J)

δJ(x)
= 〈Φ(x)〉J = Φck(x). (12.13.13)

Зауважимо, що доданок ∂t∆Sk(Φck) в (12.13.11) виникає за рахунок остан-
нього доданка в (12.13.12). Перетворення Лежандра дещо модифiкуємо

Γk(Φc) =

∫
d 4xJ(x)Φc(x)−Wk(J)−∆Sk(Φc). (12.13.14)

З рiвняння (12.13.13) знаходимо джерело як функцiонал вiд Φck: Jk(x) =
= J(x,Φck). В подальшому ми фiксуємо змiннi Φck (а отже, i Jk) i опус-
каємо iндекс k у Φck та Jk. Диференцiюючи рiвнiсть (12.13.14), отримуємо
квантовi рiвняння руху

J(x) =
δΓk(Φc)

δΦc(x)
+ (RkΦc) (x). (12.13.15)

Також
δJ(x)

δΦc(y)
=

δ2Γk(Φc)

δΦc(x)δΦc(y)
+Rk(x, y), (12.13.16)

де
Rk(x, y) =

∫
d 4p

(2π)4
e−ip(x−y)Rk(p) = Rk(i∂x)δ(x− y), (12.13.17)

а з (12.13.13) маємо
δΦc(y)

δJ(z)
=

δ2W (J)

δJ(z)δJ(y)
= Gk(y, z). (12.13.18)

За правилом ланцюгового диференцiювання отримуємо важливу то-
тожнiсть

δ(x− z) =
δJ(x)

δJ(z)
=

∫
d 4y

δJ(x)

δΦc(y)

δΦc(y)

δJ(z)
=

∫
d 4y[Γ

(2)
k +Rk](x, y)Gk(y, z),

(12.13.19)
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де ОЧН функцiї визначаються стандартним чином

Γ
(n)
k (x1, ..., xn) =

δnΓk(Φc)

δΦc(x1) ... δΦc(xn)
.

В операторнiй формi
1 = (Γ

(2)
k +Rk)Gk. (12.13.20)

Очевидно, при k = 0 ця тотожнiсть еквiвалентна (12.6.15) (в евклiдовому
просторi).

Продиференцiюємо рiвнiсть (12.13.14) при фiксованих Φc i J , тобто
знаходимо частинну похiдну, i далi використаємо (12.13.11) i (12.13.20),

∂tΓk(Φc) = −∂tWk(J)− ∂t∆S(Φc) =
1

2

∫
d 4p

(2π)4
∂tRk(p)Gk(−p, p) =

=
1

2
Tr

[
∂tRk

(
Γ

(2)
k +Rk

)−1
]
, (12.13.21)

де Tr означає iнтегрування по всiх iмпульсах (i пiдсумовування по всiх iн-
дексах для багатокомпонентних полiв). Беручи послiдовнi функцiональнi
похiднi по Φc в рiвняннi (12.13.21), одержуємо нескiнченну iєрархiю рiв-
нянь для одночастинково-незвiдних функцiй Γ

(n)
k . Графiчне зображення

ренормгрупових рiвнянь для ефективної дiї Γk i вершин Γ
(1)
k , Γ

(2)
k наведе-

но на рис. 76 (знаки та симетрiйнi коефiцiєнти не показанi). Суцiльна лiнiя
позначає пропагатор Gk = (Γ

(2)
k +Rk)

−1, хрестик — ∂tRk, i жирна точка з
n лiнiями, що виходять — Γ

(n)
k (n = 0, 1, 2).

Отримане рiвняння, яке називається рiвнянням Ветерiха [198], є не-
лiнiйним функцiонально-диференцiальним рiвнянням для нескiнченного
числа змiнних t, Φc(x), i виражає k-залежнiсть (або потiк) ефективної дiї
Γk в термiнах точного пропагатора, або другої функцiональної похiдної
Γk вiдносно поля Φc. На вiдмiну вiд рiвняння (12.13.1), для знаходження
повної ефективної дiї не потрiбно обчислювати функцiональний iнтеграл,
але цiна, яку потрiбно заплатити, є використання повного пропагатора.
Для заданих початкових умов, наприклад задаючи голу дiю на УФ-масш-

Рис. 76. Графiчне зображення РГ рiвнянь
для ефективної дiї i вершин Γ

(1)
k i Γ

(2)
k

табi обрiзання k = Λ, рiвнян-
ня потоку визначає траєкторiю до
повної квантової теорiї, яка опи-
сується ефективною дiєю Γk=0.
Фактично ренормгруповий потiк
(12.13.21) має мiсце у просторi тео-
рiй, де координатами є рiзнi опера-
тори Φ2

c , (∂Φc)
2 i т.п. Вираз функ-

цiональна ренормгрупа очевидно
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випливає з того факту, що тут ми маємо справу з функцiями поля, а не зi
скiнченною кiлькiстю констант зв’язку як в стандартнiй ренормгрупi.

Обговоримо роль регулятора Rk(p2), який з’являється в (12.13.21) в
двох мiсцях. У знаменнику Rk гарантує регуляризацiю в iнфрачервонiй
областi, як i закладалося з самого початку. Похiдна ∂tRk в чисельнику
рiвняння (12.13.21) за рахунок умови (12.13.6) забезпечує регуляризацiю
в ультрафiолетовiй областi, оскiльки iнтегрування за iмпульсами швидко
збiгається для p2 � k2 i у пiдсумку лише невеликий iнтервал iмпульсiв
дає ефективний внесок, оскiльки похiдна переважно зосереджена в малiй
комiрцi iмпульсiв поблизу p2 ' k2. Точна форма траєкторiї Γk залежить
вiд форми регулятора Rk, але кiнцева точка Γk=0 на траєкторiї не за-
лежить вiд форми Rk, i це гарантується рiвняннями (12.13.5)—(12.13.7).
(Залежнiсть траєкторiї вiд регулятора Rk подiбна до залежностi вiд схеми
перенормування в пертурбативнiй ренормгрупi.)

Ранiше отриманi результати для ефективної дiї легко можуть бути
знайденi також за допомогою рiвняння (12.13.21). Наприклад, у нижчому
(однопетльовому) порядку розкладу за постiйною Планка ~ маємо Γk =

= S+~Γ(1)+O(~2), i в цьому порядку можна замiнити Γ
(2)
k в правiй сторонi

рiвняння (12.13.21) на S(2). Тодi отримуємо

∂tΓk(Φc) =
1

2
Tr

[
∂tRk

(
S(2) +Rk

)−1
]

=
1

2
∂tTr ln

[
S(2) +Rk

]
, (12.13.22)

що дає в однопетльовому наближеннi

Γk=0 = S +
~
2

Tr lnS(2) + const. (12.13.23)

Це збiгається з результатами обчислення ефективної дiї у даному порядку
в роздiлi 12.9.

Важливою перевагою рiвняння потоку є його унiверсальнiсть: крiм
теорiї збурень, можна застосовувати рiзнi систематичнi апроксимацiйнi
схеми, якi дозволяють отримувати результати поза рамками теорiї збу-
рень. Наприклад, можна шукати ефективну дiю у формi розкладу за сте-
пенями похiдних, для теорiї з одним дiйсним скалярним полем цей анзац
приймає вигляд (порiвняйте з (12.6.27) у просторi Мiнковського)

Γk(Φc) =

∫
d 4x

[
Vk(Φc) +

1

2
Zk(Φc)(∂µ(Φc))

2 +O(∂4)

]
. (12.13.24)

Для реального обчислення потрiбно обiрвати розклад за похiдними в дея-
кому порядку, i якщо тiльки вибрано максимальний степiнь похiдних, то
всi члени до цього порядку будуть присутнi в рiвняннi потоку. Як i для
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будь-якого розкладу, властивостi збiжностi повиннi бути перевiренi окре-
мо, щоб оцiнити похибку обриву розкладу. Зазвичай при виборi тiєї чи
iншої схеми обриву ми маємо керуватися фiзикою даної задачi, стежачи
за тим, щоб вона включала найважливiшi ступенi свободи.

Щоб отримати рiвняння для ефективного потенцiалу, достатньо обме-
житися в (12.13.24) першими двома доданками i покласти Zk = 1. Тодi
маємо

∂tVk(Φc) =
1

2

∫
d 4p

(2π)4

∂tRk(p)

p2 + V ′′k (Φc) +Rk(p)
. (12.13.25)

При обчисленнi ефективного потенцiалу поле Φc(x) розглядаємо як по-
стiйне, i при використаннi регулятора (12.13.10) рiвняння приймає вигляд

∂tVk(Φc) =
1

32π2

k6

k2 + V ′′k (Φc)
. (12.13.26)

Подальший розв’язок для потенцiалу можна шукати у виглядi ряду Тей-
лора по парним степеням поля (зберiгаючи симетрiю Φc → −Φc)

Vk(Φc) =
N∑
i=1

gi(k)

(2i)!
Φ2i
c , (12.13.27)

i для констант gi отримуємо систему рiвнянь, подiбну до звичайних ре-
нормгрупових рiвнянь

k
dgi(k)

dk
= βi(gj(k), k). (12.13.28)

При змiнi енергетичного масштабу k, змiнюються всi константи зв’язку,
таким чином, точка в просторi констант зв’язку, що визначає теорiю, опи-
сує лiнiю потоку, i кожна лiнiя визначає свою теорiю. Пiдкреслимо, що всi
точки на лiнiї потоку належать до однiєї теорiї, але визначаються рiзними
енергетичними масштабами.

Вiдзначимо iще одну унiкальну особливiсть рiвняння потоку — на вiд-
мiну вiд функцiонального iнтеграла для Γk рiвняння не залежить вiд мiк-
роскопiчної дiї S, яке входить тiльки в граничну умову. Це дозволяє шу-
кати узгоджену мiкроскопiчну динамiку за допомогою пошуку фiксованої
точки цього рiвняння.

Функцiональна ренормалiзацiйна група (iнша назва — точна ренор-
малiзацiйна група завдяки замкнутiй функцiональнiй формi) знаходить
багато застосувань не лише в квантовiй теорiї полi, а й у в статистичнiй
фiзицi, фiзицi конденсованих середовищ, квантовiй гравiтацiї та iн. З одно-
го боку, у фiзицi багатьох тiл вона дозволяє визначити низькоенергетичнi
властивостi таких систем на великих вiдстанях, дослiдити фазовi перетво-
рення, а з iншого боку, в квантовiй теорiї полi i квантовiй гравiтацiї шукати
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життєздатне розширення Стандартної моделi без розбiжностей в ультра-
фiолетовiй областi. Еволюцiйне рiвняння для ефективної дiї пов’язує опис
фiзики на рiзних масштабах, зокрема макроскопiчнi фiзичнi властивостi
систем iз мiкроскопiчними взаємодiями та ступенями вiльностi.

Сучасна теорiя ренормалiзацiйної групи з’ясувала також, чому фун-
даментальнi взаємодiї описується перенормовними теорiями в низькоенер-
гетичнiй областi. Немає апрiорних причин вiдкидати неперенормовнi взає-
модiї в теорiях елементарних частинок. Принаймнi в пертурбативному ре-
жимi можна довести, що будь-якi потоки, що починаються з можливих
початкових умов в ультрафiолетовiй областi, включаючи неперенормовнi
взаємодiї, будуть сходитися до низьковимiрного пiдпростору в загально-
му просторi теорiй, що описується перенормовними взаємодiями. Iншими
словами, в iнфрачервонiй областi всi теоретичнi передбачення будь-яких
мiкротеорiй з великим ультрафiолетовим обрiзанням еквiвалентнi теорiям,
що мають лише перенормовнi взаємодiї.

Огляд методiв знаходження розв’язкiв еволюцiйного рiвняння функ-
цiональної ренормгрупи та їх застосувань можна знайти в [34, 46, 71,
91, 198].

12.14. Ефективна дiя для складених полiв
Досi ми розглядали переважно спонтанне порушення симетрiї, яке реа-

лiзується за рахунок нетривiального вакуумного середнього скалярного
поля. Але є багато випадкiв коли основну роль при спонтанному порушен-
нi симетрiї вiдiграють конденсати складених полiв, наприклад, в теорiї
надпровiдностi ми маємо конденсати електронних пар (куперiвськi пари).
Як ми вже бачили у випадку моделi НЙЛ (роздiл 12.4), безмасовi фермiо-
ни у вiдсутностi взаємодiї зi скалярними полями не можуть набути маси
за теорiєю збурень, якщо кiральна симетрiя не порушена. Така сама си-
туацiя i з генерацiєю мас кваркiв у квантовiй хромодинамiцi, де вiдсутнi
скалярнi поля. Дiйсно, при кiральних перетвореннях з постiйною фазою
оператори фермiонних полiв перетворюються як

ψ(x)→ Uψ(x)U−1 = eiγ5θψ(x), ψ̄(x)→ Uψ̄(x)U−1 = ψ̄(x)eiγ5θ, (12.14.1)

де U = eiθQ5 , а Q5 є оператором кiрального заряду. Вiдповiдно, для фер-
мiонного пропагатора маємо такий ланцюжок перетворень

G(x− y) = 〈0|Tψ(x)ψ̄(y)|0〉 = 〈0|U−1UTψ(x)U−1Uψ̄(y)U−1U |0〉 =

= 〈0|UTψ(x)U−1Uψ̄(y)U−1|0〉 = eiγ5θ〈0|Tψ(x)ψ̄(y)|0〉eiγ5θ =

= eiγ5θG(x− y) eiγ5θ, (12.14.2)
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де крiм (12.14.1) ми використали умову iнварiантностi вакууму U |0〉 =
= |0〉, Q5|0〉 = 0. Очевидно, в iмпульсному просторi остання рiвнiсть набу-
ває вигляд

G(p) = eiγ5θG(p) eiγ5θ або G−1(p) = e−iγ5θG−1(p) e−iγ5θ. (12.14.3)

Далi, пiдставляючи загальну форму пропагатора G−1(p) = −i[p̂A(p2)−
−B(p2)] в рiвнiсть (12.14.3), отримуємо, що масова функцiя B(p2) ≡ 0. Та-
ким чином, якщо кiральна симетрiя не порушена, тодi безмасовi фермiони
не отримують масу. Вихiд з цiєї ситуацiї — спонтанне порушення симетрiї,
коли вакуумний стан не є iнварiантним, U |0〉 6= |0〉. Тодi, якщо знаходи-
мо нетривiальний розв’язок рiвняння ШД для масової функцiї B(p2), то
маємо спонтанне порушення симетрiї з неiнварiантним вакуумом. Очевид-
но, для вивчення такого спонтанного порушення симетрiї важливо мати
загальний формалiзм для виведення рiвнянь для пропагаторiв (та iнших
функцiй Грiна) на непертурбативному вакуумi.

Такий формалiзм, вiдомий як ефективна дiя для складених опера-
торiв, вперше був розроблений у фiзицi конденсованого середовища [40,
41, 146]. Зручний пiдхiд для виведення функцiонала ефективної дiї скла-
дених операторiв у релятивiстськiй теорiї поля був розроблений у роботах
[64, 191, 192] на основi функцiонального iнтеграла, якого ми дотримує-
мось надалi.

У цьому роздiлi ми розглянемо виведення ефективної дiї Γ у квантовiй
електродинамiцi, яка є функцiоналом вакуумних середнiх складених опе-
раторiв TAµ(x)Aν(y) i Tψ(x)ψ̄(y), тобто Γ(D,G) є функцiоналом повних
функцiй Грiна Dµν(x, y) = 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉 i G(x, y) = 〈0|Tψ(x)ψ̄(y)|0〉.
Умови стацiонарностi

δΓ(D,G)

δG(x, y)
= 0,

δΓ(D,G)

δD(x, y)
= 0, (12.14.4)

приводять до рiвняньШвiнгера—Дайсона для величинD(x, y) iG(x, y), якi
на iстинному вакуумi стають трансляцiйно-iнварiантними пропагаторами
фотона i електрона.

Визначимо генеруючий функцiонал для функцiй Грiна складених по-
лiв таким чином

Z(K, I) = eiW (K,I) = N

∫
DADψDψ̄ ei[S(A,ψ,ψ̄)+ψ̄Kψ+ 1

2
AIA], (12.14.5)

де K i I — джерела для складених полiв (джерела для полiв A,ψ, ψ̄ не
вводимо). Для скорочення запису будемо використовувати конденсованi
позначення, де пiдсумовування за дискретними iндексами та iнтегрування
за неперервними змiнними будемо мати на увазi, наприклад,

ψ̄Kψ =

∫
d 4xd 4yψ̄α(x)Kαβ(x, y)ψβ(y), AIA =

∫
d 4xd 4yAµ(x)Iµν(x, y)Aν(y).
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У цих позначеннях

S(A,ψ, ψ̄) =
1

2
AiD−1

0 A+ ψ̄

(
iG−1

0 − eÂ
)
ψ, Â = γµAµ, (12.14.6)

iD−1
0µν(x− y) =

(
gµν2−

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

)
x

δ(x− y)→

→ D0µν(k) =
1

ik2

(
gµν − (1− ξ)kµkν

k2

)
, (12.14.7)

iG−1
0 (x− y) = (iγµ∂µ −m0)x δ(x− y)→ G0(p) =

i

p̂−m0
, (12.14.8)

де D0, G0 — вiльнi пропагатори фотонних i електронних полiв. Для похiд-
них W (K, I) за джерелами маємо

δW (K, I)

δIµν(x, y)
=

1

2
〈TAµ(x)Aν(y)〉 =

1

2
Dµν(x, y), (12.14.9)

δW (K, I)

δK(y, x)
= 〈T ψ̄(y)ψ(x) = −G(x, y). (12.14.10)

Цi спiввiдношення дозволяють виразити неявним чином джерела I,K як
функцiонали D,G. Далi визначимо перетворення Лежандра

Γ(D,G) = W (K, I)− 1

2
Tr(DI) + Tr(GK), (12.14.11)

звiдки маємо
δΓ(D,G)

δDµν(x, y)
= −1

2
Iµν ,

δΓ(D,G)

δGαβ(x, y)
= Kβα(y, x).

Для Γ(D,G) отримуємо, замiнюючи джерела на вiдповiднi похiднi вiд Γ,

Γ(D,G) = Tr

(
D
δΓ

δD

)
+ Tr

(
G
δΓ

δG

)
− i ln

∫
DADψDψ̄eiS(D,G,A,ψ,ψ̄),

(12.14.12)
де введено позначення

S(D,G,A, ψ, ψ̄) =
1

2
A

(
iD−1

0 − 2
δΓ

δD

)
A+ ψ̄

(
iG−1

0 − eÂ+
δΓ

δG

)
ψ.

Зручно визначити величину Γ2,

Γ(D,G) =
i

2
Tr
[
lnD−1 +D−1

0 D − 1
]
− iTr

[
lnG−1 +G−1

0 G− 1
]

+ Γ2(D,G),

(12.14.13)
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для якої з (12.14.12) маємо рiвняння

Γ2(D,G) = Tr

(
D
δΓ2

δD

)
+ Tr

(
G
δΓ2

δG

)
−

− i ln

∫DADψDψ̄ exp i
{

1
2A
(
iD−1 − 2 δΓ2

δD

)
A+ ψ̄

(
iG−1 − eÂ+ δΓ2

δG

)
ψ
}

∫
DADψDψ̄ exp i

{
1
2AiD

−1A+ ψ̄iG−1ψ
}

.
(12.14.14)

З рiвнянь (12.14.4), (12.14.13) отримуємо рiвняння для пропагаторiв

D−1 = D−1
0 + iΠ, Π = −2i

δΓ2

δD
, (12.14.15)

G−1 = G−1
0 + iΣ, Σ = −iδΓ2

δG
, (12.14.16)

якi є не що iнше як рiвняння Швiнгера—Дайсона. Отже, Π i Σ повиннi
iнтерпретуватися як власнi енергiї, якi з точки зору дiаграм є одночастин-
ково-незвiдними вiдносно пропагаторiв. Оскiльки Π i Σ заданi як похiднi
по D i G вiд Γ2, то Γ2 має бути двочастинково-незвiдним (2ЧН) по вiдно-
шенню до пропагаторiв D i G. Дiйсно, якщо Γ2 має двочастинково-звiднi
дiаграми вигляду Γ̃DDΓ̃ або Γ̃GGΓ̃, де двi частини дiаграми з’єднанi дво-
ма пропагаторами, тодi Π, Σ мали б внесок типу Γ̃DΓ̃ або Γ̃GΓ̃, але такi
структури не належать до Π i Σ. Вiдсутнiсть двочастинково-звiдних внес-
кiв у Γ2 є наслiдком того, що пропагатори D i G не мають радiацiйних
поправок i є точними.

Розкладаючи рiвняння (12.14.14) за константою взаємодiї (розглядаю-
чи також похiднi δΓ2/δD та δΓ2/δG як члени взаємодiї), отримуємо роз-
клад за числом петель

Γ2(D,G) =
∑
k≥1

e2kΓ(k)(D,G), (12.14.17)

де доданки в сумi задаються двочастинково-незвiдними вакуумними дiа-
грамами, тобто маємо розклад в термiнах 2ЧН скелетних вакуумних дiа-
грам з одягнутими пропагаторами i голими вершинами. В цьому контекстi
скелетнi дiаграми не мають власноенергетичних вставок. Конкретний ви-
бiр для функцiонала дiї отримується обривом цього дiаграмного ряду. Так,
у найнижчому порядку маємо

Γ2(D,G) = − ie
2

2
Tr (GγGγD). (12.14.18)

Графiчно це вiдповiдає вакуумнiй дiаграмi на рис. 22 з симетрiйним кое-
фiцiєнтом 1/2, де пропагатори електронiв i фотонiв є точними, а вершини
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голими. Таким чином, у двопетльовому наближеннi ми маємо для Γ вираз:

Γ(D,G) =
i

2
Tr
[
lnD−1+D−1

0 D −1
]
−

− iTr
[
lnG−1+G−1

0 G−1
]
− ie2

2
Tr(GγGγD). (12.14.19)

Рiвняння Швiнгера—Дайсона, якi випливають iз двопетльового наближен-
ня (а також з будь-якого обриву ряду в (12.14.18)), дають замкнену систе-
му iнтегральних рiвнянь для пропагаторiв D i G. Ще бiльш просте на-
ближення отримується, якщо в (12.14.5) обмежитися тiльки джерелом K
(I = 0), тодi Γ є функцiоналом тiльки вiд G,

Γ(G) = −iTr
[
lnG−1 +G−1

0 G− 1
]
− ie2

2
Tr (GγGγD0). (12.14.20)

З умови екстремуму δΓ/δG = 0 отримуємо нелiнiйне самоузгоджене рiв-
няння для фермiонного пропагатора

G−1(x, y) = G−1
0 (x− y) + e2γµG(x, y)γνD0µν(x− y) (12.14.21)

у так званому «веселковому» наближеннi, де при розв’язаннi рiвняння ме-
тодом iтерацiй виникають дiаграми стандартної теорiї збурень, схожi на
веселку. Обернений фермiонний пропагатор G−1

0 визначений в (12.14.8).
На трансляцiйно-iнварiантному вакуумi маємо G(x, y) = G(x − y) i то-
дi ефективна дiя визначає ефективний потенцiал Γ(G) = −V (G)

∫
d 4x.

Якщо вiдомий розв’язок рiвняння (12.14.21), то густина енергiї вакууму
для цього розв’язку виражається формулою

V (G) = iTr

[
lnG−1 +

1

2

(
G−1

0 G− 1
)]
, (12.14.22)

яка випливає з (12.14.20) i (12.14.21). В iмпульсному просторi в калiбровцi
Ландау рiвняння (12.14.21) зводиться до такого рiвняння (в евклiдовiй
областi) для масової функцiї B(p2):

B(p2) = m0 +
3α

4π

Λ2∫
0

dk2k2B(k2)

k2 +B2(k2)

(
θ(p2 − k2)

p2
+
θ(k2 − p2)

k2

)
, (12.14.23)

де Λ — параметр обрiзання на максимальному iмпульсi, θ(x) — тета-
функцiя Хевiсайда. Це рiвняння аналiзувалося в багатьох роботах (див.
[80,150] i посилання там), зокрема, було показано, що при малiй константi
взаємодiї α воно має єдиний розв’язок [148]. У випадку, коли гола маса
вiдсутня, m0 = 0, очевидно, рiвняння має тривiальний розв’язок B = 0,
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але є i нетривiальний розв’язок, який виникає, якщо константа взаємодiї
перевищує деяке критичне значення, α > αc. Позначаючи динамiчно зге-
нерований масовий параметр m = B(0), поблизу критичного значення для
цього параметра, α & αc, було отримано вираз

m = c1Λ exp

(
− c2√

α/αc − 1

)
, αc =

π

3
∼ 1, c1 = 4, c2 = π. (12.14.24)

Динамiчна маса (12.14.24) мiстить у собi як характернi особливостi щiлини
в теорiї надпровiдностi (неаналiтична залежнiсть вiд константи взаємодiї),
так i динамiчної маси в моделi Намбу—Йона-Лазiнiо (наявнiсть критичної
константи).

Як бачимо, динамiчна маса m прямує до нескiнченностi зi зняттям
обрiзання, Λ → ∞, що схоже на поведiнку динамiчної маси в класичнiй
моделi Лоренца. Однак маса може залишатися скiнченною, якщо констан-
та взаємодiї залежить вiд Λ спецiальним чином [79,80],

α(Λ) = αc

(
1 +

c2
2

ln2(µ/c1Λ)

)
, Λ→∞, (12.14.25)

де µ — деякий параметр розмiрностi маси. Критична константа αc може
розглядатися як непертурбативна фiксована точка Гелл-Манна—Лоу [79]
з бета-функцiєю [143]

β(α) = Λ
∂α

∂Λ
= − 2αcc

2
2

ln3(µ/c1Λ)
= −2αc

c2
(α/αc − 1)3/2. (12.14.26)

Наближення (12.14.20) для ефективної дiї можна покращити, вклю-
чивши всi двочастинково-незвiднi дiаграми з фотонними лiнiями, але без
вставок фермiонних петель («замороженi» (quenched) фермiони [119]).
Форма розв’язку (12.14.24) при цьому зберiгається, тiльки змiнюються зна-
чення констант αc, c1, c2.

Як ми знаємо, в КЕД ефективний заряд зростає зi збiльшенням енергiї
та переданого iмпульсу, i на малих вiдстанях вiн мiг би перевищити зна-
чення критичної константи αc та привести до переходу в нову фазу кван-
тової електродинамiки. Розрахунки функцiонального iнтеграла на ґра-
тцi [133–135] також свiдчать про можливiсть переходу в фазу КЕД зi спон-
танним порушенням кiральної симетрiї. Iснування такої фази обговорюва-
лося з точки зору iнтерпретацiї деяких експериментальних даних [153].
Зауважимо, що ефективна дiя Γ(D,G) може буде узагальнена так, щоб
включити також залежнiсть вiд повних вершин Γµ, що дає розклад по
скелетним дiаграмам типу представлених на рис. 53.
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12.14. Ефективна дiя для складених полiв

На останок зазначимо, що 2ЧН квантова ефективна дiя застосовується
не тiльки для дослiдження динамiчного порушення симетрiй. Вона успiш-
но використовується для обчислення термодинамiчних величин, власти-
востей кварк-глюонної плазми, нерiвноважних процесiв у зовнiшнiх полях,
залежних вiд часу та квантових процесiв у ранньому Всесвiтi [47,56,58].

ЗАДАЧI

1. Знайти загальнi формули для кореляторiв у теорiї скалярного поля
Φn (взаємодiя з джерелом

∫
d 4xJn(x)Φn(x))

δ3W (J)

δJn(x)δJm(y)δJl(z)
i

δ4W (J)

δJn(x)δJm(y)δJl(z)δJk(w)

за допомогою варiацiйних похiдних функцiонала Γ[φn] по φn. Пока-
зати, якi фейнманiвськi дiаграми вiдповiдають кожному доданку в
цих формулах.

2. Припустимо, що глобальна симетрiя SO(3) спонтанно порушена до
пiдгрупи SO(2) з генератором t3. Встановити, яким чином поля
голдстоунiвських бозонiв перетворюються вiдносно нескiнченно ма-
лих перетворень SO(3).

3. В (1 + 1)-вимiрнiй моделi скалярного поля

L =
1

2
∂µφ∂

µφ+
µ2

2
φ2 − λ

4!
φ4

з дискретною симетрiєю φ→ −φ знайти стацiонарний розв’язок для
основного стану системи у випадку, коли скалярне поле прямує на
просторовiй нескiнченностi до значень поля в рiзних мiнiмумах по-
тенцiалу, тобто φ → −

√
6µ2/λ при x → −∞ та φ →

√
6µ2/λ при

x→ +∞ (кiнковий розв’язок).

4. Модель Гросса—Неве є двовимiрною моделлю самовзаємодiючих
фермiонiв з лагранжевою густиною

L = ψ̄ji∂µγ
µψj +

g2

2
(ψ̄jψj)2, j = 1, ..., N,

яка має дискретну кiральну симетрiю ψj → γ5ψ
j . Показати, що

функцiональний iнтеграл цiєї теорiї може бути представлений у
формi∫
Dψ ei

∫
d2xL =

∫
DψDσ exp

[
i

∫
d2x

{
ψ̄ji∂µγ

µψj − σψ̄jψj − σ2

2g2

}]
,
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де σ(x) — допомiжне скалярне поле. Знайти ефективний потенцiал
для σ, проiнтегрувавши по ψj , i показати, що в мiнiмумi потенцiа-
лу поле σ має ненульове вакуумне середнє, яке порушує дискретну
кiральну симетрiю.

5. Розгляньте вiльне скалярне поле φ мiж двома паралельними площи-
нами, розташованими на вiдстанi a, яке задовольняє умови Дiрiхле
φ = 0 на поверхнi площин. Використовуючи регуляризацiю, за допо-
могою узагальненої ζ-функцiї (див. параграф 12.8) обчислити ваку-
умну енергiю поля та визначити, як вона змiнюється з вiдстанню a
(ефект Казiмiра для скалярного поля).

6. Виразити чотириточкову функцiю Грiна через одночастинково-не-
звiднi функцiї Грiна в теорiї скалярного поля зi взаємодiєю gφ3.

7. В методi функцiональної ренормгрупи, зберiгаючи в правiй части-
нi рiвняння (12.13.27) тiльки два перших доданки, знайти розв’язок
рiвняння для ефективного потенцiалу (12.13.26).

8. Використовуючи ефективну дiю (12.4.6) для складених полiв π i σ в
моделi Намбу—Йона-Лазiнiо i вважаючи цi поля постiйними, обчис-
лити ефективний потенцiал для полiв π i σ.

9. Отримати рiвняння (12.14.23) для масової функцiї B(p2), а також
функцiї A(p2) в iмпульсному просторi в квантовiй електродинамiцi,
використовуючи рiвняння Швiнгера—Дайсона для фермiонного про-
пагатора (12.14.21).

Примiтка. Використати перетворенняФур’є для рiвняння (12.14.21),
калiбровку Ландау для вiльного фотонного пропагатора i таку фор-
му фермiонного пропагатора G(p)=−i[p̂A(p2)−B(p2)]−1. Для чоти-
ривимiрного iнтеграла за iмпульсом зробити вiкiвський поворот та
проiнтегрувати за кутами.
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Спонтанне порушення неперервної симетрiї неминуче супроводжуєть-
ся появою безмасових частинок — намбу-голдстоунiвських бозонiв. Це є
наслiдком теореми, доведеної Намбу, Голдстоуном i Боголюбовим, яка роз-
глядалася в роздiлi 12. В калiбрувальних теорiях векторнi бозони також
є безмасовими внаслiдок калiбрувальної симетрiї (принаймнi в теорiї збу-
рень). Безмасовi частинки, крiм фотона, в природi не спостерiгаються, тодi
як теорiї передбачають iснування багатьох таких частинок. Це, зокрема,
було суттєвою перешкодою для застосування неабелевих калiбрувальних
полiв у фiзицi елементарних частинок. Така суперечлива ситуацiя iсну-
вала до 1964 р., коли було з’ясовано, що теорiї, в яких є одночасно i
спонтанне порушення симетрiї, i локальна калiбрувальна iнварiантнiсть,
приводять до такого надзвичайно важливого явища, як генерацiя маси у
векторних калiбрувальних частинок, яке вiдоме як механiзм Хiггса (або ж
iнодi Андерсона—Хiггса).

Фактично ще Швiнгером було показано, що локальна калiбрувальна
симетрiя не забороняє виникнення маси у калiбрувальних бозонiв поза
межами теорiї збурень [173, 174]. Цей механiзм генерацiї маси у калiбру-
вальних бозонiв отримав назву механiзму Швiнгера i зобов’язаний появi
зв’язаних безмасових частинок, якi проявляються як полюс у поляризацiй-
ного оператора. Такий механiзм був розглянутий в роздiлi 8.5 на прикладi
точно розв’язуваної моделi КЕД у двовимiрному просторi-часi. Андерсон
показав [29], що механiзмШвiнгера фактично реалiзується в теорiї надпро-
вiдностi БКШ i вiдповiдальний за екранування магнiтного поля — ефект
Мейснера [23, 30, 77]. Вiн також висловив припущення, що механiзм може
працювати i в релятивiстських теорiях, наприклад приводити до генерацiї
маси у неабелевих калiбрувальних бозонiв, що пiзнiше було реалiзовано в
роботi Мiгдала i Полякова [14].

У 1964 р. механiзм Швiнгера був реалiзований у калiбрувальних мо-
делях зi скалярними полями, потенцiал взаємодiї яких приводить до спон-
танного порушення симетрiї. Саме цей конкретний механiзм генерацiї мас
виявився дуже успiшним у застосуваннi до опису мас частинок i отримав



13. МЕХАНIЗМ ХIГГСА

назву механiзму Хiггса. У Стандартнiй моделi елементарних частинок ме-
ханiзм Хiггса вiдiграє ключову роль.

Виклад основних iдей механiзму Хiггса можна знайти в багатьох су-
часних книгах з теорiї поля, що цитуються в списку лiтератури, а та-
кож в оригiнальних роботах нобелiвських лауреатiв П. Хiггса та Ф. Енг-
лера [74, 115, 116]. Спрощений їх виклад разом з iсторичними фактами
можна знайти у статтях [8, 75,117].

13.1. Модель Хiггса з абелевою симетрiєю
Розглянемо модель Хiггса, а саме, теорiю зарядженого скалярного по-

ля, що взаємодiє з електромагнiтним полем, i описується лагранжiаном

L = −1

4
F 2
µν + (Dµφ)∗Dµφ− V (|φ|), Dµ = ∂µ + ieAµ, (13.1.1)

який є iнварiантним вiдносно групи U(1) локальних калiбрувальних пере-
творень

φ→ eiα(x)φ, Aµ → Aµ −
1

e
∂µα(x). (13.1.2)

Потенцiал виберемо в формi, що вже використовувалась при дослiдженнi
спонтанного порушення неперервної симетрiї (див. рис. 70)

V (|φ|) = −µ2φ∗φ+
λ

2
(φ∗φ)2, µ2 > 0. (13.1.3)

Мiнiмуму потенцiалу вiдповiдають конфiгурацiї поля

|φ|2 =
µ2

λ
. (13.1.4)

Але це рiвняння фiксує тiльки модуль поля φ, а його фаза залишається
довiльною. Виберемо значення

φ0 =

(
µ2

λ

)1/2

(13.1.5)

в якостi представника iз множини вакуумiв у (13.1.4) i розглянемо ком-
плексне поле у виглядi

φ(x) = φ0 +
1√
2

(φ1(x) + iφ2(x)),

де φ1(x) i φ2(x) описують вiдхилення вiд точки мiнiмуму потенцiалу. Роз-
кладемо потенцiал до членiв другого порядку по флуктуацiях φ1(x) i φ2(x):

V (|φ|) = −µ
4

2λ
+

1

2
· 2µ2φ2

1 +O(φ3
i ). (13.1.6)

Поле φ1 отримує масу m =
√

2µ, а φ2 не має маси i описує безмасовий
голдстоунiвський бозон.
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13.1. Модель Хiггса з абелевою симетрiєю

Поки що ми фактично повторювали те, що було висвiтлено ранiше
при дослiдженнi спонтанного порушення неперервної симетрiї. Розглянемо
тепер взаємодiю комплексного скалярного поля з електромагнiтним полем,
кiнетичний доданок якого в лагранжiанi має вигляд

(Dφ)∗(Dφ) = (∂µφ∗ − ieAµφ∗)(∂µφ+ ieAµφ) =

= ∂µφ∗∂µφ+ ieAµ(∂µφ
∗φ− φ∗∂µφ) + e2φ∗φAµAµ ≈

≈ 1

2
(∂µφ1)2 +

1

2
(∂µφ2)2 +

√
2eφ0Aµ∂

µφ2 + e2φ2
0AµA

µ + ..., (13.1.7)

де в останнiй рiвностi ми утримали тiльки квадратичнi по полях доданки.
Для калiбрувального поля знаходимо масовий доданок

∆L =
1

2
m2
AAµA

µ, m2
A = 2e2φ2

0,

де mA — маса векторного бозона, що виникає за рахунок ненульового ва-
куумного значення поля φ.

Насправдi три останнi доданки в (13.1.7) можна записати як

1

2
(∂µφ2 +

√
2eφ0Aµ)2 = e2φ2

0

(
Aµ +

1√
2eφ0

∂µφ2

)2

. (13.1.8)

Переходячи до нової змiнної

A′µ = Aµ +
1√

2eφ0

∂µφ2, (13.1.9)

що має вигляд калiбрувального перетворення, бачимо, що голдстоунiвсь-
кий бозон φ2 зникає (!) з теорiї. Залишаються масивний векторний бозон
(3 ступенi вiльностi) + 1 масивний скаляр (хiггсiвський бозон). Цi чотири
ступенi вiльностi дорiвнюють чотирьом початковим ступеням вiльностi,
а саме: 2 ступеням вiльностi фотона Aµ та 2 компонентам комплексного
скалярного поля.

Iнший спосiб визначення спектра збуджень. Для комплексного
поля перейдемо до його представлення в полярних координатах

φ =
ρ(x)√

2
eiθ(x),

i для коварiантної похiдної маємо

Dµφ(x) =
eiθ(x)

√
2

[∂µρ+ i(∂µθ + eAµ)ρ]. (13.1.10)
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У цих змiнних лагранжiан перепишеться таким чином

L = −1

4
F 2
µν +

1

2
(∂µρ)2 +

1

2
ρ2(∂µθ + eAµ)2 − V (ρ). (13.1.11)

Локальнi калiбрувальнi перетворення тепер мають вигляд

Aµ → Aµ −
1

e
∂µΛ, θ(x)→ θ(x) + Λ(x) (13.1.12)

[ρ(x) при цьому не перетворюється]. Присутня також глобальна симетрiя
вiдносно перетворення θ → θ′ = θ + const.

Калiбрувальним перетворенням можна «знищити» змiнну θ(x) (при
умовi, що θ(x) — гладка функцiя), перейшовши до змiнної A′µ = Aµ +

+
1

e
∂µθ — замiна, що має форму калiбрувального перетворення, i в нових

змiнних
L = −1

4
F ′2µν +

1

2
(∂µρ)2 +

1

2
ρ2e2A′2µ − V (ρ). (13.1.13)

Це так звана унiтарна калiбровка, де поле θ(x) вiдсутнє (вибране θ(x) = 0)
i де присутнi тiльки фiзичнi ступенi вiльностi. Потенцiал має мiнiмум в
однiй точцi

〈ρ〉 = ρ0 =
√

2

(
µ2

λ

)1/2

. (13.1.14)

У цiй калiбровцi немає голдстоунiвського бозона тому, що не має глобаль-
ної симетрiї (поле θ(x) вiдсутнє). В довiльнiй калiбровцi, де θ(x) 6= 0, лаг-
ранжiан (13.1.11) на мiнiмумi потенцiалу має калiбрувально iнварiантний
масовий доданок за рахунок присутностi допомiжного поля θ(x). Такий
калiбрувально iнварiантний масовий доданок був вперше запропонований
Штюкельбергом (1938 р.).

13.2. Rξ-калiбровка в калiбрувальних теорiях
зi спонтанним порушенням симетрiї

Розглянемо спершу функцiональний iнтеграл для спонтанно поруше-
ної абелевої калiбрувальної теорiї з лагранжiаном (13.1.1). Зручно записа-
ти поле φ в термiнах дiйсних компонент

φ =
1√
2

(φ1 + iφ2). (13.2.1)

Калiбрувальне перетворення (13.1.2) в iнфiнiтезимальнiй формi запишеть-
ся таким чином

δφ1 = −α(x)φ2, δφ2 = α(x)φ1, δAµ = −1

e
∂µα. (13.2.2)
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Нехай мiнiмум потенцiалу V (φ) буде в точцi |φ|2 = v2. Без втрати загаль-
ностi ми можемо вважати, що дiйсна частина поля φ має ненульове ваку-
умне середнє 〈φ1〉 = v. Визначимо зсунутi змiннi

φ1(x) = v + h(x), φ2(x) = ϕ(x),

де h(x) — поле Хiггса, ϕ(x) — поле голдстоунiвського бозона, в термiнах
яких лагранжiан приймає вигляд

L = −1

4
F 2
µν +

1

2
(∂µh− eAµϕ)2 +

1

2
(∂µϕ+ eAµ(v + h))2 − V (φ). (13.2.3)

Локальна симетрiя в термiнах нових полiв визначається таким чином

δh = −α(x)ϕ, δϕ = α(x)(v + h), δAµ = −1

e
∂µα. (13.2.4)

Зазначимо, що локальна калiбрувальна симетрiя не порушується присут-
нiстю ненульового вакуумного середнього поля 〈φ〉 = v. Останнє порушує
тiльки глобальну симетрiю.

Щоб визначити функцiональний iнтеграл, необхiдно зафiксувати ка-
лiбровку методом Фаддєєва—Попова. Маємо

Z = N

∫
DADhDϕei

∫
d 4xL[A,h,ϕ]δ(G(A, h, ϕ)) det

(
δGα

δα

∣∣∣∣
α=0

)
, (13.2.5)

де в калiбрувальнiй функцiї Gα ≡ G(Aα, hα, ϕα) зроблене калiбрувальне
перетворення (13.2.4). Можна також використати фiксацiю калiбровки у
виглядi δ(G(x) − ω(x)). Iнтеграл не залежить вiд ω(x), i можна проiнтег-

рувати вираз (13.2.5) з вагою
∫
Dω e−

i
2

∫
ω2(x)d 4x. В результатi знаходимо

Z = N ′
∫
DADhDϕei

∫
d 4x(L[A,h,ϕ]− 1

2
(G)2) det

(
δGα

δα

∣∣∣∣
α=0

)
. (13.2.6)

Виберемо калiбрувальну функцiю у формi

G(A,ϕ) =
1√
ξ

(∂µAµ − ξevϕ). (13.2.7)

Це так звана Rξ-калiбровка ’т Хоофта. Ця калiбровка є дуже зручною,
тому що в нiй перехресний доданок ∂µϕA

µ iз квадратичної частини ла-
гранжiана L2 скорочується з аналогiчним доданком iз G2. Квадратичнi
доданки при цьому отримують такий вигляд(

L − 1

2
G2

)
2

= −1

2
Aµ

[
−gµν2 +

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν − (ev)2gµν

]
Aν +

+
1

2
(∂µh)2 − 1

2
m2
hh

2 +
1

2
(∂µϕ)2 − ξ

2
(ev)2ϕ2. (13.2.8)
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Масовий доданок m2
hh

2 походить з потенцiалу V (φ). Як бачимо, голдстоу-
нiвська частинка, що описується полем ϕ, в калiбровцi, вiдмiнної вiд калiб-
ровки Ландау (ξ 6= 0), набуває масу

m2
ϕ = ξ(ev)2 = ξm2

A.

Розглянемо оператор

δGα(x)

δα(y)

∣∣∣∣
α=0

=
1√
ξ

(
−1

e
2− ξev(v + h)

)
δ(x− y). (13.2.9)

Детермiнант цього оператора можна записати в експонентi, якщо викори-
стати додатковi («духовi») поля Фаддєєва—Попова з лагранжiаном

Lghost = c̄

[
−2− ξ(ev)2

(
1 +

h

v

)]
c.

Духове поле не взаємодiє з Aµ, як в неабелевих теорiях, але взаємодiє з
полем Хiггса h.

Знайдемо пропагатори для полiв, якi визначаються квадратичною час-
тиною лагранжiана. Для векторного поля вiдповiдний оператор в iмпульс-
ному просторi має вигляд

gµνk2 −
(

1− 1

ξ

)
kµkν −m2

Ag
µν =

(
gµν − kµkν

k2

)
(k2 −m2

A) +
kµkν

k2

k2 − ξm2
A

ξ
,

i пропагатор поля Aµ визначається оберненою матрицею

Dµν
A (k) =

1

i(k2 −m2
A)

(
gµν − kµkν

k2

)
+

ξ

i(k2 − ξm2
A)

kµkν

k2
=

=
1

i(k2 −m2
A)

[
gµν − (1− ξ)kµkν

k2 − ξm2
A

]
. (13.2.10)

Для поля Хiггса, голдстоунiвського бозона i духiв легко знайти вiдповiднi
пропагатори

Dh(k) =
i

k2 −m2
h

, Dϕ(k) =
i

k2 − ξm2
A

, Dc(k) =
i

k2 − ξm2
A

. (13.2.11)

Голдстоунiвський бозон ϕ, духове поле c, i поздовжня компонента вектор-
ного поля Aµ мають маси, якi залежать вiд калiбрувального параметра i
тому є нефiзичними частинками. Два граничних випадки вибору калiбру-
вального параметра ξ є особливими:

ξ = 0⇒ калiбровка Ландау, в нiй усi нефiзичнi частинки безмасовi;
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ξ = ∞ ⇒ унiтарна калiбровка, в нiй усi нефiзичнi частинки вiдсутнi,
а пропагатор векторних частинок приймає вигляд

Dµν
A =

1

i(k2 −m2
A)

(
gµν − kµkν

m2
A

)
,

i мiстить в точностi три поляризацiйних стани, як i повинно бути для
масивної частинки зi спiном одиниця.

Елементи матрицi розсiяння (S-матриця) не залежать вiд вибору ка-
лiбровки (тобто вiд ξ). В унiтарнiй калiбровцi всi стани фiзичнi, тобто ви-
конується унiтарнiсть теорiї, але важко довести перенормовнiсть теорiї. В
калiбровках з ξ 6=∞ легко довести перенормовнiсть, оскiльки всi пропага-
тори зменшуються як 1/k2 при високих iмпульсах. У будь-який калiбровцi
ξ 6= ∞ стандартна теорiя збурень по константi зв’язку буде перенормов-
ною за пiдрахунком степенiв розбiжностi дiаграм, тобто всi розбiжностi
будуть усунутi скiнченним набором контрчленiв. Таким чином, у таких
калiбровках можна обчислювати фiзичнi величини в довiльному порядку
теорiї збурень.

Границя ξ →∞ Rξ-калiбровки означає перехiд до унiтарної калiбров-
ки, де немає нефiзичних частинок, але, як вже згадувалось вище, в цiй
калiбровцi пропагатор векторних частинок поводить себе як константа
при великих k i непросто довести перенормовнiсть теорiї. Оскiльки Rξ-
калiбровка iнтерполює мiж перенормовними i унiтарною калiбровками, а
фiзичнi величини не залежать вiд вибору калiбровки, то маємо доведення,
що розглянута теорiя є одночасно перенормовною i унiтарною.

13.3. Механiзм Хiггса в неабелевих
калiбрувальних теорiях

Перейдемо тепер до розгляду механiзму Хiггса в неабелевих калiбру-
вальних теорiях. Для цього розглянемо деяку компактну групу Лi

G = G1 ⊗G2 ⊗ ... ⊗Gn,

де кожна Gi — проста група Лi або U(1). Груповi перетворення запису-
ються у формi

g = exp [iQaωa], a = 1, ..., N, [Qa, Qb] = ifabcQc, (13.3.1)

де Qa — генератори групи. Для калiбрувальної групи параметри ωa(x)
залежать вiд координат, i тому g(x) = exp [iQaωa(x)]. Розглянемо нас-
тупнi поля:

1) N безмасових векторних полiв Aaµ, якi належать до приєднаного
представлення;
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2) K скалярних полiв, якi належать до представлення D(K) (можливо
звiдного) групи G;

3) F фермiонних полiв ψi, якi належать до представлення D(F ).
Iнфiнiтезимальнi калiбрувальнi перетворення мають вигляд:

Aaµ → Aaµ(x) + fabcAbµδω
c(x) + g−1

ab ∂µδω
b(x),

φi → φi(x) + iσaijφj(x)δωa(x), i, j = 1, ...,K,

ψl → ψl(x) + iτalmψm(x)δωa(x), l,m = 1, ..., F,

(13.3.2)

де gab = gaδab i ga = gb, коли iндекси належать до однiєї i тiєї ж пiдгрупи G.
Можна вибрати поля φi дiйсними, оскiльки кожне комплексне поле

можна представити у виглядi пари дiйсних. Тодi σaij — уявнi i антисимет-
ричнi матрицi, якi, а також τalm, запишемо у виглядi

σaij = iT aij , τalm = italm,

де тепер матрицi T aij , t
a
lm є дiйсними i антисиметричними. Iнфiнiтезималь-

нi калiбрувальнi перетворення перепишуться (вiзьмемо одну пiдгрупу з
константою g) таким чином

δφi = −T aijφjδωa(x), δψl = −talmψmδωa(x),

δAaµ = 1
g∂µδω

a + fabcAbµδω
c.

(13.3.3)

Найбiльш загальний перенормовний лагранжiан, який мiстить скалярнi,
фермiоннi i калiбрувальнi поля, i є iнварiантним вiдносно вказаних пере-
творень i має вигляд

L = −1

4
F aµνF

aµν + ψ̄lγ
µ(iDµψ)l − ψ̄m0ψ+

+
1

2
(Dµφ)i(Dµφ)i − U(φ)− ψ̄lΓlmi φiψm, (13.3.4)

де коварiантнi похiднi Dµ = ∂µ − igAaµQa для скалярiв i фермiонiв визна-
чаються так:

(Dµφ)i = ∂µφi + gAaµT
a
ijφj , (Dµψ)l = ∂µψl + gAaµt

a
lmψm. (13.3.5)

Тензор напруженостi має звичайний вигляд (знак g змiнено порiвняно з
роздiлом 4)

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµA

c
ν , (13.3.6)

аm0 є в загальному випадку є матрицею мас для фермiонiв. Iнварiантнiсть
вiдносно групи G вимагає, щоб для масової матрицi m0 i юкавiвських кон-
стант Γi виконувались спiввiдношення

[ta, γ0m0] = 0, [ta, γ0Γi] = −T aijγ0Γj , (13.3.7)
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якi випливають з вимоги iнварiантностi вiдповiдних доданкiв у лагранжiа-
нi вiдносно перетворень (13.3.3):

δ(ψ̄m0ψ) = 0, δ(ψ̄lΓ
lm
i φiψm) = 0.

Iнварiантнiсть потенцiалу означає, що

∂U(φ)

∂φi
T aijφj = 0. (13.3.8)

Спонтанне порушення симетрiї має мiсце, якщо рiвняння

∂U(φ)

∂φi
= 0 (13.3.9)

має нетривiальний розв’язок 〈φi〉 = (φ0)i i масова матриця

M2
ij =

∂2U(φ)

∂φi∂φj

∣∣∣∣
φi=φ0i

(13.3.10)

має невiд’ємнi власнi значення в точцi мiнiмуму φ0i.
Поля будемо вiдраховувати вiд вакуумного значення φi(x)=φ0i+χi(x).

Простiр значень χi зручно подiлити на два пiдпростори. Вектори T aφ0

вiдповiдають рiзним перетворенням вакуумного середнього φ0. Флуктуа-
цiї для напрямкiв, де F ai ≡ T aijφ0j 6= 0, вiдповiдають голдстоунiвським
бозонам. Флуктуацiї, ортогональнi до цих T aφ0, вiдповiдають масивним
скалярним полям.

Для квадратичної частини лагранжiана отримуємо

L2 =− 1

2
Aaµ(−gµν2 + ∂µ∂ν)Aaν +

1

2
(∂µχi)

2 + g∂µχiA
a
µF

a
i +

+
1

2
(m2

A)abAaµA
bµ − 1

2
M2
ijχiχj + ψ̄γµi∂µψ − ψ̄mψ. (13.3.11)

Тут масовi матрицi мають вигляд:

(m2
A)ab = g2F ai F

b
i = g2(FF T )ab,

M2
ij =

∂2U

∂φi∂φj

∣∣∣∣
φi=φ0i

,

m = m0 + Γiφ0i.

(13.3.12)

Визначимо власнi вектори для матриць (m2
A)ab i (M2)ij :

(m2
A)abE

(r)
b = 0, r = 1, ..., N̄ , 0 ≤ N̄ ≤ N,

(m2
A)abE

(s)
b = m2

sE
(s)
a 6= 0, s = 1, ..., N − N̄ ,

M2
ije

(p)
j = 0, p = 1, ..., K̄, 0 ≤ K̄ ≤ K,

M2
ije

(q)
j = M2

q e
(q)
i , q = 1, ...,K − K̄.

(13.3.13)
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Можна показати, що K̄ = N − N̄ , тобто число начебто намбу-голдстоу-
нiвських бозонiв збiгається з числом масивних векторних бозонiв. Меха-
нiзм Хiггса означає, що намбу-голдстоунiвськi бозони перетворюються в
поздовжнi компоненти масивних векторних бозонiв.

Продиференцiюємо спiввiдношення (13.3.8) по полю i вiзьмемо поля в
точцi мiнiмуму φi = φ0i. Тодi ми отримуємо рiвняння

∂2U(φ)

∂φi∂φj

∣∣∣∣
φi=φ0i

T ajkφ0k = 0, (13.3.14)

тобто ненульовi вектори e
(p)
j = T pjkφ0k 6= 0 є власними векторами масо-

вої матрицi M2
ij з нульовим власним значенням. Число ненульових векто-

рiв e(p)
j дорiвнює числу порушених генераторiв симетрiї. Це в свою чергу

означає, що число масивних векторних бозонiв дорiвнює числу порушених
генераторiв симетрiї.

13.4. Квантування неабелевих
калiбрувальних теорiй в Rξ-калiбровцi

Перейдемо тепер до квантування неабелевих калiбрувальних теорiй,
використовуючи Rξ-калiбровку. Для цього розглянемо функцiональний iн-
теграл для неабелевого калiбрувального поля

Z = N

∫
DAµ(x)Dχ(x) ei

∫
d 4xL[Aµ,χ], (13.4.1)

де для спрощення поки що опустимо фермiоннi поля. Фiксацiя калiбровки
по Фаддєєву—Попову вiдбувається стандартним чином

Z = N ′
∫
DAµ(x)Dχ(x) ei

∫
d 4x(L[Aµ,χ]− 1

2
(G)2) det

(
∂Gα

∂α

∣∣∣∣
α=0

)
. (13.4.2)

Виберемо Rξ-калiбровку у формi

Ga =
1√
ξ

(∂µA
µa − ξgF ai χi). (13.4.3)

Зазначимо, що функцiя Ga мiстить (автоматично) тiльки тi компоненти
χ, що знаходяться в пiдпросторi голдстоунiвських бозонiв. Це дає в лаг-
ранжiанi квадратичний внесок

−1

2
(Ga)2 =

1

2
Aaµ

(
1

ξ
∂µ∂ν

)
Aaν + g∂µA

aµF ai χi −
1

2
ξg2[F ai χi]

2. (13.4.4)
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Знову доданки, якi змiшують Aaµ i χi скорочуються, i повний квадратичний
лагранжiан для калiбрувальних i голдстоунiвських бозонiв має вигляд

L2 = −1

2
Aaµ

([
−gµν2 +

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
δab − g2F ai F

b
i

)
Abν +

1

2
(∂µχi)

2−

− 1

2
ξg2F ai F

a
j χiχj −

1

2
Mijχiχj , Mij =

∂2U

∂φi∂φj

∣∣∣∣
φ0

. (13.4.5)

Масовi матрицi калiбрувальних i голдстоунiвських бозонiв тiсно пов’язанi
мiж собою. Дiйсно

(m2
A)ab = g2F aiF

b
i = g2(FF T )ab (13.4.6)

Ця матриця додатно напiввизначена, оскiльки в будь-якому базисi її дiа-
гональнi елементи

(m2
A)aa = g2(T aφ0)2 ≥ 0.

Якщо деякий генератор T a залишає вакуум iнварiантним, T aφ0 = 0, тодi
вiдповiдний калiбрувальний бозон залишається безмасовим.

Для пропагатора калiбрувальних бозонiв знаходимо

Dabµν(k) =
1

i

[
1

k2 − g2FF T

(
gµν − (1− ξ)kµkν

k2 − ξg2FF T

)]ab
=

=
1

i

(
1

k2 − g2FF T

)ab(
gµν − kµkν

k2

)
+
kµkν

ik2

(
ξ

k2 − ξg2FF T

)ab
. (13.4.7)

Масова матриця поздовжнiх калiбрувальних бозонiв має вигляд

ξ(m2
A)ab = ξg2(FF T )ab, (13.4.8)

водночас для масової матрицi голдстоунiвських бозонiв маємо

(m2
G)ij = ξg2F aiF

a
j = ξg2(F TF )ij . (13.4.9)

Пропагатор полiв χ набуває форму

Dij(k) =

(
i

k2 − ξg2F TF −M2

)
ij

, (13.4.10)

де матрицi ξg2F TF i M проєктують на ортогональнi пiдпростори

M · (ξg2F TF ) = 0.

Побудуємо лагранжiан духових полiв. Оскiльки

δφi = δχi = −αa(x)T aijφj , δAaµ =
1

g
∂µα

a − fabcαbAcµ =
1

g
(Dµα)a,

(13.4.11)
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звiдки i з (13.4.3) знаходимо оператор

∂Ga(x)

∂αb(y)
=

1√
ξ

[
1

g
(∂µD

µ)ab + ξg(T aφ0)iT
b
ij(φ0 + χ)j

]
δ(x− y). (13.4.12)

Детермiнант цього оператора дає внесок у лагранжiан, який описує взає-
модiю полiв з духами (ghost)

Lghost = c̄a
[
−(∂µD

µ)ab − ξg2(T aφ0) · T b(φ0 + χ)
]
cb. (13.4.13)

Для пропагатора духiв маємо

Dab
ghost(k) =

(
i

k2 − ξg2FF T

)ab
. (13.4.14)

Правила Фейнмана для пропагаторiв векторних, скалярних, голдстоу-
нiвських, а також духових полiв зображенi нижче:

=

(
−i

k2 − g2FF T

[
gµν − (1− ξ) kµkν

k2 − ξg2FF T

])ab
,

=

(
i

k2 − ξg2F TF −M2

)
ij

,

=

(
i

k2 − ξg2FF T

)ab
.

(13.4.15)
Цi пропагатори використовуються при обчисленнi фейнманiвських дiа-
грам в неабелевих теорiях.

13.5. Приклади спонтанного порушення симетрiї
Наведемо тепер приклади спонтанного порушення симетрiї у випад-

ку групи SU(2), i вiзьмемо спочатку скалярнi поля φ у фундаментально-
му представленнi (дублет). Цей приклад має безпосереднiй стосунок до
Стандартної моделi, де група SU(2) є калiбрувальною групою слабких
взаємодiй, а скалярне хiггсiвське поле утворює дублет. Масова матриця
векторних полiв походить з квадрату коварiантної похiдної поля φ,[

(∂µ − igAaµτa)φ
]† [

(∂µ − igAbµτ b)φ
]∣∣
φ=φ0i

∼

∼ g2φ†0τ
aτ bφ0A

a
µA

bµ =
g2

2
φ†0{τ

a, τ b}φ0A
a
µA

bµ. (13.5.1)

Для вiдповiдного вакуумного середнього i матриць Паулi в якостi генера-
торiв групи SU(2),

φ0 =
1√
2

(
0

v

)
, τa =

σa

2
, {τa, τ b} =

1

2
δab,
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13.6. Монополь ’т Хоофта—Полякова

Рис. 77. Вакуумне середнє φ0 є iнва-
рiантним вiдносно генератора T3, але гене-

ратори T1,2 змiнюють його положення

масовий доданок (13.5.1) вектор-
ного поля приймає вигляд

g2

4
φ†0φ0A

a
µA

aµ =
g2v2

8
AaµA

aµ

з масою mA =
gv

2
. У розглянуто-

му випадку симетрiя SU(2) повнi-
стю порушена (немає залишкової
симетрiї вакууму), i всi векторнi
поля отримали масу.

Проаналiзуємо випадок, коли
поле φ перетворюється по вектор-
ному (приєднаному) представлен-
ню SU(2). Якщо φ — дiйсний век-
тор, тодi

(Dµφ)a = ∂µφ
a + gεabcAbµφ

c.

За наявностi у поля φ ненульового вакуумного середнього знаходимо з
кiнетичного доданка для скалярного поля в лагранжiанi

∆L =
1

2
(Dµφ)2 ⇒ g2

2
(εabcAbµφ

c
0)2. (13.5.2)

Виберемо вектор φc0 вздовж осi 3 (див. рис. 77), тобто 〈φc〉 = φc0 = vδc3. Це
вакуумне середнє залишається iнварiантним вiдносно поворотiв навколо
третьої осi, тобто T3φ = 0, тодi як T1,2φ 6= 0. Маємо залишкову U(1) симе-
трiю вакууму i два порушених генератора. Тодi з лагранжiана отримуємо
масовий доданок для векторних полiв

∆L =
g2

2
v2(εab3Abµ)(εab

′3Ab
′
µ ) =

g2v2

2

[
(A1

µ)2 + (A2
µ)2
]
, (13.5.3)

де ми використали εab3εab
′3 = δbb

′ . Тобто компоненти A1
µ, A2

µ отримали
масу mA = gv, а A3

µ залишалась безмасовою у вiдповiдностi з теоре-
мою про генерацiю маси калiбрувальних полiв при спонтанному порушеннi
симетрiї.

13.6. Монополь ’т Хоофта—Полякова
У параграфi 4.3 ми навели приклад нетривiального стацiонарного

розв’язку рiвнянь полiв Янга—Мiллса з групою SU(2), який вiдповiдає
монополю Ву—Янга. Електричне поле дорiвнює нулю для цього розв’яз-
ку, а магнiтне має форму монополя. Однак внаслiдок того, що вiдповiдне
магнiтне поле зростає як B ∼ 1/r2 при r → 0, цей розв’язок має розбiжну

393



13. МЕХАНIЗМ ХIГГСА

повну енергiю. У 1974 р. ’т Хоофт i Поляков показали [15,187], що в теорiї
неабелевих полiв, якi взаємодiють зi скалярними полями зi спонтанним
порушенням симетрiї iснують розв’язки у формi магнiтного монополя на
великих вiдстанях, якi мають скiнченну енергiю. Розв’язки монопольного
типу мають багато властивостей, притаманних частинкам, як-от скiнчена
енергiя, стiйкiсть i локалiзацiя в просторi.

Розгляд монополя ’т Хоофта—Полякова розпочнемо з лагранжiана мо-
делi Джорджi—Глешоу

L = −1

4
Fµνa Faµν +

1

2
(Dµφ)a(Dµφ)a − V (φ), (13.6.1)

який описує взаємодiю калiбрувальних бозонiв групи SU(2) ' SO(3) з
триплетом хiггсiвських скалярiв φa, де

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + eεabcAbµA

c
ν ,

(Dµφ)a = ∂µφ
a + eεabcAbµφ

c, V (φ) =
λ

4
(φaφa − v2)2.

Ми шукаємо стацiонарнi розв’язки для магнiтного монополя для якого
електричне поле дорiвнює нулю, тому вибираємо калiбровку Aa0 = 0. У
цьому випадку функцiонал енергiї (гамiльтонiан) моделi приймає форму

E =

∫
d3x

[
1

4
(F aij)

2 +
1

2
(Diφ

a)2 + V (φ)

]
, i, j = 1, 2, 3. (13.6.2)

Оскiльки всi три доданки в енергiї додатнi, то для скiнченностi енергiї
iнтеграл вiд кожного доданка повинен бути збiжним. Мiнiмум потенцiаль-
ної енергiї скалярного поля V (φ) визначається рiвнянням φaφa = v2, тобто
цьому мiнiмуму вiдповiдає спонтанне порушення симетрiї SO(3)→ SO(2).

Очевидно, що для скiнченностi енергiї скалярне поле повинно пряму-
вати на просторовiй нескiнченостi до свого значення на сферi φaφa = v2.
Якою б не була конфiгурацiя скалярного поля у довiльному обмежено-
му об’ємi простору завжди можна, виконуючи калiбрувальне перетворен-
ня, досягти того, що скалярне поле направлено вздовж одного напрямку,
наприклад третього. Тодi в цiй областi калiбрувальне поле непорушеної
SO(2) пiдгрупи SO(3) визначається компонентою A3

i з вiдповiдним тен-
зором напруженостi ∂µA3

ν − ∂νA3
µ. Калiбрувально iнварiантний вираз для

цього тензора напруженостi був знайдений ’т Хоофтом

Fµν = F aµν φ̂
a − 1

e
εabcφ̂aDµφ̂

bDν φ̂
c, (13.6.3)

де φ̂a = φa/
√
φbφb . Цей вираз можна переписати також у виглядi

Fµν = ∂µ(Aaν φ̂
a)− ∂ν(Aaµφ̂

a)− 1

e
εabcφ̂a∂µφ̂

b∂ν φ̂
c. (13.6.4)
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У калiбровцi з постiйним φ̂a тензор Fµν являє собою звичайний тензор
електромагнiтного поля Fµν = ∂µ(Aaν φ̂

a) − ∂ν(Aaµφ̂
a), наприклад, в калiб-

ровцi φ̂a = (0, 0, 1) отримуємо Fµν = ∂µA
3
ν − ∂νA3

µ.
Магнiтний заряд g виражається стандартним чином через потiк маг-

нiтного поля Bi = εijkFjk/2 крiзь замкнену поверхню

g =

∫
∂kBkd

3x =
1

2

∫
εijk∂kFijd3x =

1

2
εijk

∫
Fijd2Sk. (13.6.5)

Рiвняння руху для калiбрувальних i скалярних полiв мають вигляд

(DνF
µν)a = eεabcφb(D

µφ)c, (13.6.6)

(DµDµφ)a = −λφa(φbφb − v2). (13.6.7)

Для того щоб знайти монопольний розв’язок, ’т Хоофт i Поляков припус-
тили, що асимптотика поля φa на просторовiй нескiнченностi r → ∞ є
така

φa = v
xa

r
, (13.6.8)

тобто квадрат скалярного поля φaφa прямує до свого значення в мiнiму-
мi потенцiальної енергiї v2, а саме, скалярне поле φa на нескiнченностi
визначається напрямком у координатному просторi. Очевидно, що така
асимптотика поля описує вiдображення просторової нескiнченностi, яка є
сферою S2, у многовид S2 вироджених вакуумних станiв. Таке вiдображен-
ня є топологiчно нетривiальним, тому є стабiльним.

Для скiнченностi енергiї необхiдно, щоб Diφ
a = 0 на нескiнченностi з

точнiстю до величин порядку r−2, що забезпечується наступною асимпто-
тичною поведiнкою калiбрувального поля на нескiнченностi (порiвняйте з
монополем Ву—Янга (4.3.1))

Aai = εaij
xj

er2
при r →∞. (13.6.9)

При цьому (F aij)
2/4 ' 2/e2r4, тому вiдповiдний iнтеграл в енергiї з цим

доданком є збiжним на нескiнченностi. Крiм того, внаслiдок того, що ми
працюємо тiльки з просторовими координатами, ми далi у цьому парагра-
фi не розрiзняємо верхнi та нижнi компоненти.

Анзац для скалярного i калiбрувального полiв, який використали
’т Хоофт i Поляков для пошуку сферично симетричного монополя, має
такий вигляд

φa =
xa

er2
H(evr), Aai = εaij

xj

er2
(1−K(evr)), (13.6.10)
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де H i K — невiдомi безрозмiрнi функцiї. Для цього анзацу маємо

F aij = −2εaij
(1−K)

er2
+ εijkxkxa

(1−K)2

er4
−

− (εajkxkxi − εaikxkxj)
2(1−K) + ξK ′ξ

er4
, (13.6.11)

(Diφ)a = δai
HK

er2
+
xixa
er4

[ξH ′ξ − (1 +K)H], (13.6.12)

де ξ = evr. Функцiонал енергiї приймає вигляд

E =
4πv

e

∞∫
0

dξ

ξ2

[
ξ2

(
dK

dξ

)2

+
1

2

(
ξ
dH

dξ
−H

)2

+

+
1

2
(K2 − 1)2 +K2H2 +

λ

4e2
(H2 − ξ2)2

]
. (13.6.13)

Рiвняння руху (13.6.6) i (13.6.7) визначають такi рiвняння для цих функцiй

ξ2d
2K

dξ2
= KH2 +K(K2 − 1), (13.6.14)

ξ2d
2H

dξ2
= 2HK2 +

λ

e2
H(H2 − ξ2). (13.6.15)

Вони також випливають з функцiонала (13.6.13). Граничнi умови (13.6.8) i
(13.6.9) на просторовiй нескiнченностi забезпечуються такими граничними
умовами для функцiй H i K:

H(ξ) ' ξ, K(ξ)→ 0 при ξ →∞. (13.6.16)

Крiм того, вiдсутнiсть сингулярностi та скiнченнiсть енергiї розв’язку при
r → 0 забезпечується граничними умовами

|H| ≤ O(ξ), K − 1 ≤ O(ξ) при ξ → 0. (13.6.17)

Система рiвнянь (13.6.14) i (13.6.15) є нелiнiйною, i її розв’язки можна
знайти тiльки чисельно. Поведiнка функцiй H/ξ i K показана на рис. 78.
Асимптотично при ξ →∞ рiвняння стають

d2K

dξ2
= K,

d2h

dξ2
=

2λ

e2
h, h = H − ξ, (13.6.18)

звiдки знаходимо

K ∼ e−ξ = e−mAr, H − ξ ∼ e−
√

2λ/e2ξ = e−µr, (13.6.19)
де µ =

√
2λ/e2mA, mA = ev.
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Рис. 78. Поведiнка функцiй H/ξ i K

Пiдхiд до асимптотики ви-
значається комптонiвською дов-
жиною хвилi векторної частинки,
тобто монополь являє собою час-
тинку скiнченного розмiру
∼1/mA.

На малих вiдстанях (в сере-
динi монополя), r � 1/mA, ска-
лярне i магнiтне поля практично
дорiвнюють нулю, i початкова си-
метрiя вiдновлена.

На вiдстанях r � 1/mA скалярне поле прямує до свого вакуумного
значення, а магнiтне поле має форму точкового магнiтного монополя.

Як показали ’т Хоофт i Поляков, такi розв’язки дiйсно iснують, їх
енергiя визначає класичну масу магнiтного монополя Mмон,

E =
4πmA

e2
f(λ/e2) ≡Mмон, (13.6.20)

де mA = ev — маса векторної частинки (див. роздiл 13.5), а функцiя
f(λ/e2) приймає значення порядку одиницi в широкому iнтервалi значень
λ/e2. Масштаб мас векторної частинки та магнiтного монополя визнача-
ється вакуумним середнiм скалярного поля v, яке пов’язане зi спонтанним
порушенням початкової симетрiї SO(3) → SO(2). Очевидно, маса моно-
поля буде значно бiльшою за масу векторної частинки завдяки малостi
електромагнiтної константи зв’язку, Mмон ≈ mA/α� mA.

Зауважимо, що у спецiальнiй границi, λ → 0 i фiксоване v, рiвняння
(13.6.14), (13.6.15) допускають точний розв’язок,

H(ξ) = ξ cth(ξ)− 1, K(ξ) =
ξ

sh(ξ)
, (13.6.21)

для якого f(0) = 1 i Mмон = mA/α. Цей спецiальний розв’язок має
назву монополя Богомольного—Прасада—Зоммерфельда. Враховуючи та-
кож анзац для нульової компоненти векторного поля, Aa0(x) = (xa/er2)×
× J(evr), було отримано розв’язки, якi мають магнiтний i електричний
заряди (дiони Джулiя—Зi).

З асимптотичної поведiнки (13.6.9) магнiтне поле (13.6.3) визначається
першим доданком через швидке зменшення на нескiнченностi коварiантної
похiдної (Diφ)a ∼ 1/r2. Знаходимо, що

Bk =
1

2
εkijFij '

1

2
εkijF

a
ijφ̂

a ' −1

2
εkijεaij

xa
er3

= − xk
er3

, (13.6.22)
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тобто на великих вiдстанях магнiтне поле дiйсно має форму магнiтного
поля монополя з магнiтним зарядом,

g = −4π

e
. (13.6.23)

Оператор електричного заряду Q = eT 3 в теорiї, що розглядається (T 3 є
третьою компонентою операторiв iзоспiну), має найменше значення по мо-
дулю q0 = e/2. Згiдно з рiвнянням (13.6.23), магнiтний заряд виражається
через електричний заряд. Зазначимо, що чим менший електричний заряд,
тим бiльшим є магнiтний заряд, тобто має мiсце електрично-магнiтна ду-
альнiсть, коли електричнiй теорiї зi слабким зв’язком вiдповiдає сильно-
взаємодiюча магнiтна теорiя. Такий зв’язок двох зарядiв є наслiдком того
факту, що має мiсце спонтанне порушення симетрiї простої неабелевої гру-
пи до електромагнiтної групи симетрiї U(1) ∼ SO(2).

Вираз (13.6.5) для магнiтного заряду у випадку вiдсутностi сингуляр-
них лiнiй у калiбрувальному полi можна переписати як

g = − 1

2e

∫
d3xεijkεabc∂k

(
φ̂a∂iφ̂

b∂jφ̂
c
)

= − 1

2e

∫
εijkεabcφ̂

a∂iφ̂
b∂jφ̂

cd2Sk,

(13.6.24)

де в першiй рiвностi використано тотожнiсть Б’янкi εijk∂k(∂iAj−∂jAi) = 0
для першого доданка в Fij . Якщо ж калiбрувальне поле мiстить сингулярнi
лiнiї (струни Дiрака), то повний магнiтний заряд системи визначається
сумою всiх доданкiв у Fij . Важливою особливiстю останнього виразу є те,
що магнiтний заряд повнiстю визначається триплетом хiггсiвських полiв
φ̂a i не залежить вiд поля Янга—Мiллса.

Формула (13.6.24) описує перетворення сфер S2
∞ → S2

φ i характери-
зується цiлочисельним iндексом Понтрягiна класу гомотопiй хiггсiвських
полiв. Таким чином, у загальному випадку одержуємо умову квантування

ge = 4πn, n ∈ Z, (13.6.25)

яка є наслiдком топологiї хiггсiвських полiв i аналогiчна умовi квантуван-
ня дiракiвського монополя. Отже, якщо в теорiї iснує магнiтний монополь
iз зарядом g i частинка з електричним зарядом q, то добуток цих зарядiв
дорiвнює gq = 2π, або кратне 2π число, тобто маємо квантування елект-
ричного заряду. Для монополя ’т Хоофта—Полякова це автоматично ви-
конується, оскiльки електричнi заряди всiх частинок в моделi Джорджi—
Глешоу кратнi e/2.

Зауважимо, що монополi виникають у будь-якiй теорiї, в якiй компакт-
на калiбрувальна група G порушується до пiдгрупи H ×U(1), де пiдгрупа
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H однозв’язна. Наприклад, монополi iснують в моделi Великого об’єднан-
ня з групою SU(5), що розглядається в роздiлi 15.3, але вiдсутнi в стан-
дартнiй теорiї електрослабких взаємодiй, де група SU(2) × U(1) порушу-
ється до електромагнiтної пiдгрупи U(1)em, яка є некомпактною [163]. Ма-
си монополiв у моделях Великого об’єднання є величинами порядку 1015—
1016 ГеВ. Проблема монополiв у ранньому Всесвiтi привела до розвит-
ку iнфляцiйних космологiчних моделей [144]. Iснування монополiв мало б
важливi наслiдки для порушення закону збереження барiонного числа при
розсiюваннi фермiонiв на монополях (ефект Рубакова—Калана [17,57]).

Бiльше iнформацiї про монополi та iншi солiтоноподiбнi розв’язки кла-
сичних рiвнянь квантової теорiї поля, топологiю i класи гомотопiй, а також
посилання на оригiнальнi статтi можна знайти в книжках [157,169].

ЗАДАЧI

1. Розглянути калiбрувальну теорiю з групою SU(3), яка мiстить ска-
лярне поле у приєднаному представленнi. Кiнетичний доданок має в
цьому випадку вигляд:

tr[(DµΦ)†DµΦ],

де DµΦ = ∂µΦ + ig[Aµ,Φ] — дiя коварiантної похiдної на поле у при-
єднаному представленнi, Φ = ΦaT a, T a — генератори групи. Нехай
поле Φ набуває вакуумне середнє

〈Φ〉 = Φ0 = |φ|

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

,
яке порушує початкову симетрiю SU(3) до симетрiї SU(2) × U(1).
Визначити, якi з калiбрувальних бозонiв Aaµ набувають масу та
знайти їх.

2. Те ж саме завдання для випадку вакуумного середнього

〈Φ〉 = Φ0 = |φ|

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

.
У цьому випадку визначити також залишкову симетрiю.

3. Розглянути калiбрувальну теорiю з групою SU(3), яка мiстить
скалярне поле у фундаментальному представленнi з вакуумним
середнiм

〈Φ〉 = Φ0 =
1√
2

0
0
v

.
Знайти спектр мас калiбрувальних бозонiв i залишкову симетрiю.
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4. Розгляньте SU(5) калiбрувальну теорiю, яка взаємодiє зi скалярним
полем Φ в приєднаному представленнi, чий потенцiал має мiнiмум,
в якому скалярне поле Φ має ненульове вакуумне середнє. Для двох
випадкiв вакуумного середнього

〈Φ〉 = A


1
1
1
1
−4

, 〈Φ〉 = B


2
2
2
−3
−3


знайти спектр калiбрувальних бозонiв i вiдповiдну групу непоруше-
ної симетрiї.

5. Використовуючи пiдстановку (13.6.10) в рiвняннях (13.6.6), (13.6.7),
отримати рiвняння (13.6.14), (13.6.15).

6. Довести вираз (13.6.4).

7. У моделi Джорджi—Глешоу (13.6.1) отримати стацiонарнi рiвняння
руху, де поряд з анзацом (13.6.10) для пошуку сферично симетрич-
них розв’язкiв присутня i ненульова компонента калiбрувального по-
ля Aa0(x) = (xa/er2)J(evr). Виписати функцiонал енергiї в термiнах
скалярних функцiй H,K, J .

8. Тензор енергiї-iмпульсу в моделi Джорджi—Глешоу має вигляд

Tµν = −gµνL+ F aµλF
aλ
ν + (Dµφ)a(Dνφ)a.

Для сферично симетричного анзацу монополя ’т Хоофта—Полякова,
використовуючи формули (13.6.11), (13.6.12), отримати вирази для
компонент T00, Tij в термiнах скалярних функцiй H,K.
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Стандартна модель (СМ) описує всi вiдомi явища в фiзицi частинок
[61, 109, 118, 120, 152]. Вона є результатом досягнень кiлькох поколiнь екс-
периментаторiв i теоретикiв. Якщо до неї додати загальну теорiю вiднос-
ностi, яка описує гравiтацiйну взаємодiю, то Стандартна модель — це все,
що ми знаємо на сьогоднi про найбiльш фундаментальнi закони природи.
В моделi присутнi 6 лептонiв (електрон, мюон, тау-лептон i три вiдповiднi
сорти нейтрино), а також 6 кваркiв (u, d, c, s, t, b), якi об’єднуються в три
поколiння фермiонiв. Частинки з однаковими квантовими числами вiдрiз-
няються одна вiд одної значеннями маси в рiзних поколiннях. Наприклад,
мюон має такi самi значення електромагнiтного та слабких зарядiв, що й
електрон, але визначається бiльшою масою, нiж електрон. Калiбрувальнi
бозони, а саме: фотон, глюони, W±- i Z-бозони, вiдповiдальнi за електро-
магнiтну, сильну i слабку взаємодiї. Крiм того, дублет хiггсiвських полiв
забезпечує спонтанне порушення електрослабкої симетрiї i генерацiю мас
W±-, Z-бозонiв i фермiонiв.

Сильнi взаємодiї описуються квантовою хромодинамiкою, де обмiн
глюонами забезпечує взаємодiю мiж кварками, з яких утворюються барiо-
ни i мезони. Барiони складаються з трьох кваркiв рiзних кольорiв, утво-
рюючи безкольоровий стан, мезони складаються з кваркiв i антиквар-
кiв, якi мають протилежнi кольори, утворюючи знов безкольоровий стан.
Сильнi взаємодiї є також вiдповiдальними за утримання протонiв i нейт-
ронiв в ядрах.

Електромагнiтнi взаємодiї вiдповiдальнi за зв’язок електронiв з ядра-
ми в атомах або атомiв у молекулах. Електромагнiтнi явища та електро-
магнiтна взаємодiя є базовими для наших найважливiших технологiй i
процесiв, що оточують нас у повсякденному життi. Квантова електроди-
намiка є першим прикладом квантової теорiї поля та джерелом багатьох
понять, якi згодом були використанi при формулюваннi iнших квантово-
польових теорiй.

Слабкi взаємодiї вiдповiдають за процеси розпадiв частинок, а також
ядернi реакцiї в зорях. Найвiдомiшим проявом слабкої взаємодiї є бета-
розпад i пов’язана з ним радiоактивнiсть. Процеси, зумовленi випромiнен-
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Т а б л и ц я 2
Сила взаємодiй та радiус їх дiї

Взаємодiя Вiдносна
сила

Область
дiї Взаємодiя Вiдносна

сила
Область

дiї

Гравiтацiя 10−41 ∞ Електромагнiтна 10−2 ∞
Слабка 10−15 �1фм= 10−13 см Сильна 1 ≈1фм

ням, поглинанням або розсiянням нейтрино, завдячують слабкiй взаємодiї.
У Стандартнiй моделi слабкi взаємодiї об’єднуються з електромагнiтними,
i тому разом їх часто називають електрослабкi взаємодiї.

Стандартна модель є узагальненням квантової електродинамiки, тобто
є перенормовною теорiєю поля, яка базується на локальнiй калiбрувальнiй
симетрiї

SUc(3)× SUL(2)× UY (1).
Вiдносна сила взаємодiй при низьких енергiях дуже сильно вiдрiзняється
одна вiд одної i наведена у таблицi 2.

За силу взаємодiї вiдповiдають бiжучi константи зв’язку, якi зале-
жать вiд енергiї. Тому вiдносна сила взаємодiй змiнюється з енергiєю.
Наприклад, при енергiях порядку електрослабкого фазового переходу
E ∼ 246ГеВ електромагнiтнi та слабкi взаємодiї, чия вiдносна сила значно
вiдрiзняється при низьких енергiях, мають приблизно однакову силу, а при
планкiвських енергiях E ∼ 1019 ГеВ вiдносна сила гравiтацiйної взаємодiї
стає порядку одиницi.

На вiдмiну вiд сильних i електромагнiтних взаємодiй, слабкi взаємодiї
не утворюють зв’язаних станiв елементарних частинок (вони принаймнi
невiдомi на цей час). Фактично слабкi взаємодiї були вiдкритi в 1896 р.
Анрi Беккерелем. Радiоактивнiсть урану — це бета-розпад, а точнiше це
розпад iзотопу протактинiю

234Pa91 → 234U92, (n→ p+ e− + ν̄e).

Дослiдження випромiнення β-розпаду показало, що енергетичний
спектр неперервний, i оскiльки енергiї початкового i кiнцевого ядра ви-
значенi, це становило загадку, для розв’язання якої Паулi запропонував
гiпотезу про iснування нейтрино.

14.1. Квантова хромодинамiка
Нагадаємо основнi особливостi теорiї сильних взаємодiй — квантової

хромодинамiки (КХД). Лагранжiан теорiї описує взаємодiю кваркiв qi (з
nf = 3 рiзних ароматiв) з глюонами Aaµ:

L = −1

4

8∑
a=1

F aµνF
aµν +

nf∑
j=1

q̄j(iγ
µDµ −mj)qj , (14.1.1)
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де тензор напруженостi

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gsfabcA

b
µA

c
ν ,

i коварiантна похiдна
Dµ = ∂µ − igs

∑
a

taAaµ.

Повнiстю антисиметричнi коефiцiєнти fabc є структурними константами
групи SU(3), генератори ta нормованi tr[tatb] = δab/2. Кварки належать до
фундаментального (триплетного) представлення групи SUc(3), глюони —
до приєднаного представлення. Маємо вершини взаємодiї (фiзичнi): кварк-
антикварк-глюон, 3-глюонна i 4-глюонна. Принциповою вiдмiннiстю КХД
вiд квантової електродинамiки є те, що глюони взаємодiють мiж собою
внаслiдок того, що SU(3) є неабелевою групою, i тому структурнi констан-
ти групи вiдмiннi вiд нуля. В квантовiй електродинамiцi фотон взаємодiє
з усiма зарядженими частинками, але сам є нейтральним. В КХД глюо-
ни мають кольоровий заряд i взаємодiють з усiма частинками, що мають
кольоровий заряд, а також мiж собою.

Як динамiчна теорiя квантова хромодинамiка характеризується яви-
щами конфайнменту (всi асимптотичнi стани є синглетами вiдносно кольо-
рового заряду, тобто безкольоровими), динамiчного порушення кiральної
симетрiї та асимптотичної свободи. У вiльному станi кварки i глюони не
спостерiгаються внаслiдок сильної взаємодiї на бiльших, нiж 1фм вiдста-
нях, вони зв’язанi в адрони i мезони; адрони складаються зазвичай з трьох
кваркiв, а мезони — з кварка i антикварка. Вiдповiдний кварковий склад
барiонiв i мезонiв наведено в роздiлi 4.1.

У теорiї поля константа взаємодiї модифiкується за рахунок взаємодiї
i стає залежною вiд переданого квадрата iмпульсу Q2 (див. роздiл 10.4),

αs(Q
2) =

π

b ln(Q2/Λ2)
, αs =

g2
s

4π
, b =

11Nc − 2nf
6

. (14.1.2)

В КХД число кольорiв Nc = 3 i число ароматiв (флейворiв) nf = 6, Λ —
параметр КХД, приблизно ∼250МеВ.

Ефективна константа взаємодiї (14.1.2) в КХД прямує до нуля при
великих iмпульсах (малих вiдстанях), коли Q2 → ∞ внаслiдок того, що
поляризацiя вакууму вiртуальними кварками i глюонами стає менш ефек-
тивною. Це є висвiтлене у попереднiх роздiлах явище асимптотичної сво-
боди: кварки слабо взаємодiють на малих вiдстанях. На малих вiдстанях
потенцiал мiж двома кольоровими зарядами подiбний до кулонiвського по-
тенцiалу, тобто пропорцiйний αs(r)/r, з ефективним кольоровим зарядом,
що зменшується при r → 0. Водночас формула (14.1.2) показує, що взає-
модiя мiж кварками починає зростати, коли Q2 зменшується, тобто коли
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вiдстань мiж ними зростає. Це приводить до можливостi утворення зв’я-
заних станiв (нагадаємо, що спостережуванi адрони є сильно зв’язаними
станами кваркiв). Явище вiдсутностi кваркiв у вiльному станi отримало
назву конфайнменту, яке пiдтверджується експериментально, але точного
математичного доведення в КХД досi не iснує.

Одним iз експериментальних свiдчень конфайнменту є утворення так
званих адронних струменiв у процесi анiгiляцiї електрон-позитронної пари
в пару кварк-антикварк, e+e− → qq̄. Дiйсно, енергiя взаємодiї мiж квар-
ком i антикварком зростає зi збiльшенням вiдстанi мiж ними, аж поки стає
енергетично вигiдним народження нової кварк-антикваркової пари. Утво-
ренi кварки рухаються переважно в тих самих напрямках, що й почат-
ковi. В результатi процес народження кварк-антикваркової пари може пов-
торитись. Таким чином, виникають адроннi струменi, якi складаються з
адронiв, що летять у двох протилежних напрямках з маленьким кутом
розходження. При випромiненнi гальмiвного глюона може виникнути ще
третiй струмiнь i так далi, але ймовiрнiсть таких процесiв зменшується iз
збiльшенням кiлькостi струменiв.

14.2. Теорiя Фермi i лагранжiан
електрослабких взаємодiй

Перша теорiя слабких взаємодiй була побудована Фермi в 1934 р. з
гамiльтонiаном, який мiстить локальну чотирифермiонну взаємодiю

HF = H0
n +H0

p +H0
e +H0

ν +
∑
i

CiGF

∫
d3x (ψ̄pOiψn)(ψ̄eOiψν),

де набiр 16 дiракiвських матриць наведений в таблицi 3. У доданку взає-
модiї присутнi вiдомi тодi поля протонiв, нейтронiв, електронiв, а також
гiпотетичного на той час нейтрино. Першi чотири доданки в гамiльтонiа-
нi є вiльними гамiльтонiанами цих полiв. Звернемо увагу, що константа
взаємодiї Фермi GF має масову розмiрнiсть m−2, тобто теорiя Фермi є

Т а б л и ц я 3
Бiлiнiйнi форми Дiрака

Oi Властивостi перетворення ψ̄Oiψ Число матриць

1 Скаляр 1
γµ Вектор 4

σµν =
1

2
[γµ, γν ] Тензор 6

γµγ5 Аксiальний вектор 4
γ5 = iγ0γ1γ2γ3 Псевдоскаляр 1
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неперенормовною. З сучасної точки зору теорiя Фермi описує процес обмi-
ну вiртуальними W±-бозонами i є застосовною для реакцiй з енергiями,
меншими приблизно 300 ГеВ. Константа зв’язку, яку знаходять з експери-
ментальних даних, має значення

GF ≈ 10−4 МеВ ·фм3,

або в природних одиницях

GF = 1.166× 10−11 (МеВ)−2 ≈ 10−5m−2
p , (14.2.1)

де mp — маса протона. У Стандартнiй моделi константа Фермi виража-
ється через вакуумне середнє хiггсiвського поля GF = 1/(

√
2v2). Згодом,

пiсля вiдкриття мюонiв i дивних частинок, теорiя Фермi була узагальне-
на на випадок реакцiй з цими частинками. Приклади слабких розпадiв
мюонiв, пiонiв та каонiв є такими

µ± → e± + ν̄µ/νµ + νe/ν̄e,

π± → µ± + νµ/ν̄µ,

K± → π0 + µ± + νµ/ν̄µ,

K0 → p+ e− + ν̄e.

Важливою характеристикою слабкої взаємодiї є те, що вона порушує пар-
нiсть (Лi, Янг, 1956 р., Ву, 1957 р.) оскiльки через зарядженi струми взає-
модiють тiльки фермiони з лiвою кiральнiстю i античастинки фермiонiв
iз правою кiральнiстю. Математично це описується встановленою на по-
чатку 60-х рокiв формою унiверсальної взаємодiї Фермi як V—A теорiї,
тобто взаємодiя має вигляд струм × струм, а самi струми є суперпозицiєю
векторного ψ̄γµψ i аксiального ψ̄γµγ5ψ струмiв

(ψ̄pγµ(1− γ5)ψn)(ψ̄eγ
µ(1− γ5)ψν)

(Фейнман, Гелл-Манн, 1958 р.). Присутнiсть матрицi γ5 вiдповiдальна за
порушення парностi.

Бiльш точно слабка взаємодiя (β-розпад) описується гамiльтонiаном

Hint =
G√

2

∫
d3x[ψ̄pγµ(CV + CAγ5)ψn][ψ̄eγ

µ(1− γ5)ψν ] + h.c., (14.2.2)

де h.c. означає ермiтово спряжений доданок. Оскiльки маємо тiльки лiвi
нейтрино (PL = (1 − γ5)/2 є проєктором на стан з лiвою кiральнiстю) i
експериментально вiдношення аксiальної i векторної констант взаємодiї
CA/CV ' −1,255± 0,006, то слабкий струм для адронiв є близьким до
чисто лiвого.
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Т а б л и ц я 4
Квантовi числа лептонiв

Квантове
число

e− e+ νe ν̄e µ− µ+ νµ ν̄µ τ− τ+ ντ ν̄τ

le +1 −1 +1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
lµ 0 0 0 0 +1 −1 +1 −1 0 0 0 0
lτ 0 0 0 0 0 0 0 0 +1 −1 +1 −1

У 1962 р. експериментально було показано що iснує два типа нейтри-
но, νe i νµ (Ледерман, Штейнбергер, 1962 р.), i пiдтверджено збереження
окремо електронного, le, i мюонного, lµ, квантового числа (передбаченого
Швiнгером i Нiшiджимою, 1957 р.), тому що експериментально спостерi-
гались розпади µ → e + ν̄e + νµ, в яких зберiгаються лептоннi квантовi
числа, але немає розпадiв µ→ e+ γ, де цi квантовi числа не зберiгаються.
Також, коли мюоннi нейтрино взаємодiють з матерiєю, вони народжують
мюони, але нiколи електрони:

νµ + n→ µ− + p, νµ + n9 e− + p. (14.2.3)

Електроннi i мюоннi квантовi числа представленi в таблицi 4. З вiдкриттям
τ -лептона i τ -нейтрино додався ще закон збереження вiдповiдного кванто-
вого числа. Лептоннi заряди кожного поколiння лептонiв зберiгалися б не-
залежно, якби маса нейтрино дорiвнювала нулю. Однак експериментально
спостережуванi осциляцiї нейтрино свiдчать про те, що маси нейтрино вiд-
мiннi вiд нуля, хоча їх природа поки що невiдома.

Слабкi взаємодiї лептонiв описуються гамiльтонiаном взаємодiї

H
(L)
int =

G√
2

∫
d3xJ (L)†

µ (x)Jµ(L)(x), (14.2.4)

де лептонний струм має вигляд

J (L)
µ (x) = ψ̄e(x)γµ(1− γ5)ψνe(x) + ψ̄µ(x)γµ(1− γ5)ψνµ(x) +

+ ψ̄τ (x)γµ(1− γ5)ψντ (x). (14.2.5)

Знов звернемо увагу на те, що слабкий струм для лептонiв є чисто лiвим.
Прикладами можливих взаємодiй є:

1) Розсiяння нейтрино на електронi

[ψ̄eγµ(1− γ5)ψν ][ψ̄νγ
µ(1− γ5)ψe] . (14.2.6)
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2) Розпад мюона

[ψ̄νµγµ(1− γ5)ψµ][ψ̄eγ
µ(1− γ5)ψνe ] . (14.2.7)

3) Народження мюона

[ψ̄νeγµ(1− γ5)ψe][ψ̄µγ
µ(1− γ5)ψνµ ] . (14.2.8)

У теорiї Фермi немає процесiв типу

[ψ̄νµγµ(1− γ5)ψνµ ][ψ̄eγ
µ(1− γ5)ψe] , (14.2.9)

в яких беруть участь нейтральнi струми. Але вони з’являються в Стан-
дартнiй моделi, де вiдповiднi процеси зумовленi обмiном Z-бозоном. Пе-
рерiзи таких процесiв зовсiм малi при невеликих енергiях: σ ∼ 10−41—
10−44 см2 (10−17—10−20 барн), наприклад, вiдношення перерiзу розсiяння
мюонного нейтрино до його енергiї

1

Eνµ
σ(νµe

− → νµe
−) = (1, 45± 0, 26) · 10−42 см2/ГеВ.

Теорiя Фермi добре працювала при невеликих енергiях, але, як ми знає-
мо, ця теорiя є неперенормовною, оскiльки константа Фермi GF має роз-
мiрнiсть [маса]−2. Ряд теорiї збурень за степенями GF в нiй є одночасно
рядом за позитивними степенями енергiї, тобто безрозмiрним параметром
розкладу за теорiєю збурень є GFΛ2, де Λ — ультрафiолетове обрiзання за
енергiєю. Будь-яка амплiтуда в теорiї Фермi виявляється розбiжною, почи-
наючи з деякого члена ряду теорiї збурень, тобто не може бути обчислена.
Петльовi поправки до амплiтуд розсiяння досягають величин, порiвняних
з деревними виразами при обрiзаннi Λ ≈ 1/

√
GF ≈ 300ГеВ, що пояснює до-

сить успiшний опис експериментальних даних деревними формулами при
низьких енергiях.

Перейдемо тепер до розгляду сучасної теорiї електрослабких взаємо-
дiй. Наприкiнцi 1960-х рокiв Вайнбергом, Глешоу i Саламом була побудо-
вана єдина теорiя електромагнiтної i слабкої взаємодiї. Вiдповiдна лагран-
жева густина електрослабких взаємодiй iнварiантна вiдносно калiбруваль-
ної групи SUL(2)× UY (1) i мiстить три доданки

L = Lkin + LHiggs + LYukawa. (14.2.10)
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Кiнетична частина

Lkin = −1

4
F aµνF

aµν − 1

4
BµνB

µν + ψ̄Liγ
µDµψL + ψ̄Riγ

µDµψR (14.2.11)

описує взаємодiю калiбрувальних полiв Aaµ i Bµ з фермiонами. Тензори
напруженостi мають вигляд

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gεabcA

b
µA

c
ν , a = 1, 2, 3, (14.2.12)

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ. (14.2.13)

У кiральному представленнi, де матриця γ5 дiагональна

γ5 =

(
1 0
0 −1

)
,

визначимо лiвi i правi (двокомпонентнi) фермiони

ψL,R = P∓ψ, ψ̄L,R = ψ̄P±, (14.2.14)

де проєктори мають властивостi

P± =
1± γ5

2
, P 2

± = P±, P±P∓ = 0, P+ + P− = I. (14.2.15)

Чотирикомпонентний фермiон складається з лiвих i правих двокомпонент-
них фермiонiв

ψ =

(
ψR
ψL

)
.

Стандартна модель є кiральною теорiєю в тому сенсi, що ψL i ψR мають
рiзнi властивостi по вiдношенню до перетворень iз калiбрувальної групи
SU(2): всi ψL — дублети, тодi як ψR — синглети. Стандартний масовий
доданок для дiракiвського поля в термiнах лiвих i правих полiв запи-
сується як

mψ̄ψ = mψ̄(P+ + P−)ψ = mψ̄(P 2
+ + P 2

−)ψ = m(ψ̄LψR + ψ̄RψL). (14.2.16)

Масовий доданок зв’язує лiвi i правi поля, якi по-рiзному перетворюються
при перетвореннях iз калiбрувальної групи. Внаслiдок цього такi масовi
доданки забороненi, тому що порушують SUL(2) симетрiю, яка дiє тiльки
на лiвi фермiони. Також i масовi доданки для Aaµ i Bµ полiв забороне-
нi локальною SUL(2) × UY (1) симетрiєю. Це означає, що всi фермiони i
калiбрувальнi бозони були б безмасовими, якби не спонтанне порушення
SUL(2)× UY (1) симетрiї в Стандартнiй моделi.

Коварiантна похiдна дiє на лiвi i правi фермiони за правилом

DµψL,R = [∂µ − igtaL,RAaµ − ig′YL,RBµ]ψL,R, (14.2.17)
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де генератори SU(2) алгебри задовольняють

[taL,R, t
b
L,R] = iεabct

c
L,R,

а 2× 2 матрицi YL,R пропорцiйнi одиничнiй матрицi. Зауважимо, що для
правих фермiонiв завжди tRψR = 0, тобто вони взаємодiють лише з калiб-
рувальним полем Bµ,

DµψR = [∂µ − ig′YRBµ]ψR. (14.2.18)

Наступнi два доданки описують взаємодiю поля Хiггса з калiбрувальними
полями i фермiонами

LHiggs + LYukawa = (DµΦ)∗(DµΦ) + µ2Φ∗Φ− λ

2
(Φ∗Φ)2−

− gY (ψ̄LΦψR + ψ̄RΦ†ψL), (14.2.19)

де коварiантна похiдна дiє на скалярне поле за правилом

DµΦ =
[
∂µ − igtaAaµ − ig′Y Bµ

]
Φ, (14.2.20)

а матриця Y пропорцiйна одиничнiй матрицi. Потенцiальна функцiя поля

Хiггса U(Φ) = −µ2Φ∗Φ +
λ

2
(Φ∗Φ)2 вибирається у формi, яка приводить

до спонтанного порушення симетрiї SUL(2) × UY (1) внаслiдок вiд’ємного
значення масового доданка −µ2Φ∗Φ. Звернемо увагу ще раз, що лагранжi-
ан електрослабких взаємодiй не мiстить масових доданкiв для векторних
i фермiонних полiв, вони забороненi SUL(2)×UY (1) симетрiєю, i маси цих
полiв будуть виникати у подальшому за рахунок механiзму спонтанного
порушення симетрiї.

14.3. Маси калiбрувальних бозонiв
в електрослабких взаємодiях

Розглянемо спочатку хiггсiвський сектор моделi, який приводить до
генерацiї мас калiбрувальних бозонiв i фермiонiв. Скалярне поле належить
до фундаментального представлення групи SU(2),

Φ =
1√
2

(
Φ†

Φ0

)
, (14.3.1)

тобто є дублетом вiдносно SU(2). Дiя коварiантної похiдної на дублет ви-
значається рiвнянням

DµΦ =

(
∂µ − igAaµτa −

i

2
g′Bµ

)
Φ,

де коефiцiєнт (надалi гiперзаряд) перед полем Bµ вибирається (за згодою)
рiвним 1/2 для хiггсiвського поля, τa = σa/2 — генератори групи SU(2)

409



14. СТАНДАРТНА МОДЕЛЬ СИЛЬНИХ I ЕЛЕКТРОСЛАБКИХ ВЗАЄМОДIЙ

у фундаментальному представленнi. Мiнiмум потенцiалу поля Φ зручно
вибрати без втрати загальностi у формi

Φ0 = 〈Φ〉 =
1√
2

(
0

v

)
, v =

√
µ2

λ
. (14.3.2)

Маси векторних полiв виникають з кiнетичного доданка поля Φ, який
для вакуумного значення Φ0 приймає вигляд

∆Lmass =
1

2
(0, v)

(
gAaµτ

a +
1

2
g′Bµ

)(
gAbµτ b +

1

2
g′Bµ

)(
0

v

)
. (14.3.3)

Записуючи

gAaµτ
a +

g′

2
Bµ =

1

2

(
gA3

µ + g′Bµ g′A1
µ − igA2

µ

g′A1
µ + igA2

µ −gA3
µ + g′Bµ

)
, (14.3.4)

знаходимо квадратичну форму для полiв Aaµ i Bµ:

∆Lmass =
1

2
· v

2

4
[g2(A1

µ)2 + g2(A2
µ)2 + (−gA3

µ + g′Bµ)2]. (14.3.5)

У матричному виглядi

∆Lmass =
v2

8

(
A1
µ, A

2
µ, A

3
µ, Bµ

)
g2 0 0 0
0 g2 0 0
0 0 g2 −gg′
0 0 −gg′ g′2



A1
µ

A2
µ

A3
µ

Bµ

. (14.3.6)
Масова матриця має власнi значення g2, g2, g2 + g′2, 0, тобто три поля
набувають маси, а одне залишається безмасовим. Визначимо поля

W±µ =
1√
2

(A1
µ ∓ iA2

µ).

Квадратична по A3
µ i Bµ форма дiагоналiзується за допомогою пiдстановок

Z0
µ =

1√
g2 + g′2

(gA3
µ − g′Bµ), Aµ =

1√
g2 + g′2

(g′A3
µ + gBµ). (14.3.7)

Корисними є також оберненi спiввiдношення

A3
µ =

gZ0
µ + g′Aµ√
g2 + g′2

, Bµ =
gAµ − g′Z0

µ√
g2 + g′2

. (14.3.8)

У термiнах нових полiв W±µ , Z
0
µ i Aµ квадратична форма (14.3.5) запи-

шеться
∆Lmass = m2

WW
+
µ W

−
µ +

1

2
m2
Z(Z0

µ)2, (14.3.9)
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демасиW - iZ-бозонiв визначаються вакуумним середнiм скалярного поля:

mW =
gv

2
, mZ =

√
g2 + g′2

v

2
, (14.3.10)

i для мас Z- iW -бозонiв маємо нерiвнiстьmZ > mW . Поле Aµ залишається
безмасовим i ототожнюється з електромагнiтним полем. Таким чином,
у Стандартнiй моделi має мiсце спонтанне порушення симетрiї SUL(2)×
×UY (1)→ Uem(1).

Зручно використовувати далi саме поля W±µ , Z0
µ, Aµ, якi є власни-

ми станами масової матрицi. Коварiантна похiдна, що дiє на фермiони, в
термiнах цих полiв запишеться як

Dµ = ∂µ − i
g√
2

(W+
µ t

+ +W−µ t
−)− i 1√

g2 + g′2
Z0
µ(g2t3 − g′2Y )−

− i gg′√
g2 + g′2

Aµ(t3 + Y ), (14.3.11)

де t± = t1 ± it2. У спiнорному представленнi групи SU(2)

t± =
1

2
(σ1 ± iσ2), t+ =

(
0 1
0 0

)
, t− =

(
0 0
1 0

)
, t3 =

σ3

2
.

Ми також використали зв’язок початкових полiв Aaµ i Bµ з фiзичними
полями W±µ ,

A1
µ =

W+
µ +W−µ√

2
, A2

µ = i
W+
µ −W−µ√

2
, (14.3.12)

а також полями Z0
µ i Aµ (14.3.8). Доданок, пропорцiйний Aµ(t3 + Y ) явно

вказує на те, що безмасовий калiбрувальний бозон Aµ вiдповiдає саме ге-
нератору σ3/2+Y , який породжує калiбрувальне перетворення скалярного
поля

Φ→ eiασ3/2eiα/2Φ,

де гiперзаряд скалярного поля вибраний Y = 1/2, гiперзаряди iнших по-
лiв будуть визначенi нижче. Ототожнимо електричний заряд з функцiєю
констант взаємодiї g i g′,

e =
gg′√
g2 + g′2

, (14.3.13)

а генератор електричного заряду визначимо таким чином

Q = t3 + Y. (14.3.14)

Лiвi поля лептонiв i кваркiв належать до фундаментального (дублет-
ного) представлення SUL(2):

Le =

(
νe
e

)
L

, Lµ =

(
νµ
µ

)
L

, Lτ =

(
ντ
τ

)
L

, (14.3.15)
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Q1
L =

(
u

d

)
L

, Q2
L =

(
c

s

)
L

, Q3
L =

(
t

b

)
L

. (14.3.16)

Як ми вiдзначали ранiше, для правих полiв t3ψR = 0, тобто правi поля

eR, µR, τR, uR, dR, cR, sR, tR, bR (14.3.17)

є синглетами вiдносно SUL(2). Правильне значення електричного заряду
для лiвих лептонiв eL, µL, τL отримаємо, якщо для них покласти Y = −1/2:

QeL = (σ3/2− 1/2)eL = −eL.

Водночас для лiвих кваркiв необхiдно взяти Y =
1

6
, щоб мати пра-

вильнi заряди: 
1

2
+

1

6

−1

2
+

1

6

 =


2

3

−1

3

. (14.3.18)

Для правих полiв необхiдно покласти

Y e−R = −1 · e−R, (14.3.19)

тобто Y = −1, оскiльки заряд електрона у цьому випадку спiвпадає з гi-

перзарядом. Аналогiчно Y =
2

3
для правих кваркiв uR, cR, tR i Y = −1

3
для dR, sR, bR. Легко бачити, що нейтрино є нейтральними (Q =

1

2
− 1

2
=

= 0). Донедавна вважалося, що поля правих нейтрино вiдсутнi, тому в
Стандартнiй моделi їх немає.

Вiдзначимо також важливий факт, що сума зарядiв для кожної сiм’ї
(кварки + лептони) дорiвнює нулю:∑

дублети

Q = 0,
∑

синглети

Q = 0. (14.3.20)

Цей факт вiдiграє важливу роль для скорочення калiбрувальних аномалiй,
присутнiсть яких зробило б теорiю неперенормовною.

14.3.1. Скорочення аномалiй кiральних
калiбрувальних симетрiй

У Стандартнiй моделi частина калiбрувальних симетрiй є кiральними
i потенцiйно можуть мати квантовi аномалiї. Тому варто розглянути їх
бiльш детально та показати, що вони скорочуються. Стандартна модель
має два струми фермiонних полiв, якi пов’язанi з групами калiбрувальних
симетрiй SUL(2) та UY (1):

jaµL = ψ̄LT
aγµψL =

1

2
ψ̄T aγµ(1− γ5)ψ, (14.3.21)
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jµY = ψ̄LYLγµψL + ψ̄RYRγµψR =
1

2
ψ̄γµY1ψ +

1

2
ψ̄γµγ5Y ψ, (14.3.22)

де
Y1 =

(
YR 0
0 YL

)
, Y =

(
YR 0
0 −YL

)
.

Тут T a є генераторами групи SUL(2), а YL i YR — операторами гiперза-
ряду лiвих та правих полiв вiдповiдно. Кiральна аномалiя калiбрувальних
струмiв визначається формулою (9.6.33), де ключова роль належить кое-
фiцiєнтам dabc = tr(Ta{Tb, Tc}).

Згiдно з формулою (9.6.34), кiральний струм при дiї на нього кова-
рiантної похiдної повинен дорiвнювати нулю Dabµjbµ = 0, для того щоб
рiвняння руху для калiбрувальних полiв були несуперечливими. Оскiльки
кiральна аномалiя визначається коефiцiєнтами dabc, це означає, що необ-
хiдно показати, що цi коефiцiєнти дорiвнюють нулю для SUL(2) i UY (1)
калiбрувальних симетрiй у Стандартнiй моделi.

Отже, ми повиннi розглянути випадки, коли генератор T a може бути
або генератором групи SUL(2), або гiперзарядом Y групи U(1). Оскiльки
для SU(2) групи квантовi аномалiї вiдсутнi, необхiдно розглянути випад-
ки, коли один, два або три генератора T a замiнюються на гiперзаряд Y у
формулi для dabc. Випадок, коли є два генератора Y , легко проаналiзува-
ти, тому що всi стани кожного SU(2)-мультиплету мають одне й те саме
значення гiперзаряду. В результатi

tr(τaY Y ) ∼ tr(τa) = 0.

Якщо тiльки один генератор є гiперзарядом маємо

tr({τa, τ b}Y ) = 2δabtr(Y ).

Таким чином, аномалiя зводиться до слiду матрицi Y (суми гiперзарядiв
усiх фермiонiв)

tr(Y ) =
∑
i

Yi =
∑

leptons

Y +
∑

quarks

Y.

Цей слiд дорiвнює нулю tr(Y ) = 0 для кожного поколiння∑
leptons

Y = −1

2
× 2− 1 = −2,

∑
quarks

Y = 3

(
1

6
× 2 +

2

3
− 1

3

)
= 2,

де множник 3 перед дужками враховує три кольоровi ступенi вiльностi.
Для того щоб показати, що аномалiя вiдсутня у випадку, коли всi три

генератори є оператором гiперзаряду Y , необхiдно пiдрахувати для кож-
ного поколiння

tr(Y 3) = trY 3
R − trY 3

L ,
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знаходимо ∑
leptons

tr(Y 3) = (−1)3 − 2

(
−1

2

)3

= −3

4
,

∑
quarks

tr(Y 3) = 3

[(
2

3

)3

+

(
−1

3

)3

− 2

(
1

6

)3
]

=
3

4
.

Таким чином, ця аномалiя також зникає. В результатi ми довели, що всi
кiральнi калiбрувальнi аномалiї скорочуються в Стандартнiй моделi. Несу-
перечнiсть СМ означає, що кварки i лептони в природi задовольняють пев-
нi умови для кожного поколiння. Вiдсутнiсть, наприклад, одного з кваркiв
зробило б теорiю суперечливою.

14.3.2. Кут змiшування Вайнберга
та електрослабкi взаємодiї фермiонiв

Зручно ввести кут слабкого змiшування θW , вiдомий як кут Вайнберга,
записавши (14.3.7) у виглядi(

Z0

A

)
=

(
cos θW − sin θW
sin θW cos θW

)(
A3

B

)
, (14.3.23)

де
cos θW =

g√
g2 + g′2

, sin θW =
g′√

g2 + g′2
, (14.3.24)

тодi електричний заряд
e = g sin θW . (14.3.25)

Записуючи,
g2t3 − g′2Y = (g2 + g′2)t3 − g′2Q, Q = t3 + Y, (14.3.26)

для коварiантної похiдної маємо

Dµ = ∂µ − i
g√
2

(W+
µ t

+ +W−µ t
−)− i g

cos θW
Z0
µ(t3 − sin2 θWQ)− ieAµQ.

(14.3.27)
Таким чином, константи взаємодiї g i g′ виражаються через вимiрюванi
величини: заряд електрона i кут змiшування. Маси масивних бозонiв зв’я-
занi спiввiдношенням

mW = mZ cos θW , (14.3.28)

тобто Z-бозон є важчим за W -бозон. Експериментально кут Вайнберга
дорiвнює

sin2 θW = 0,22339± 0,00010, (14.3.29)

i маси векторних бозонiв

MZ = 91,1876± 0,0021ГеВ, MW = 80,379± 0,012ГеВ, (14.3.30)

звiдки знаходимо вакуумне середнє v ' 246ГеВ.
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Т а б л и ц я 5
Маси заряджених лептонiв

i кваркiв

Час-
тинка

Маса (MеВ)

e 0,5109989461± 0,0000000031
µ 105,6583745± 0,0000024
τ 1776,86± 0,12
u 2,16+0,49

−0,26

d 4,67+0,48
−0,17

s 93,4+8,6
−3,4

c 1 270± 20
b 4 180+30

−20

t 172 690± 300

Важливоюхарактеристикою є так зва-
ний ρ-параметр

ρ =
M2
W

M2
Z cos2 θW

= 1 +O(α). (14.3.31)

Його значення перевiрено на експеримен-
тi з точнiстю, кращою 1%, тобто до рiв-
ня однопетльових радiацiйних поправок.
Маси заряджених лептонiв i кваркiв ста-
ном на 2022 р. (Particle Data Group —
http://pdg.lbl.gov) наведенi в таблицi 5.
Оскiльки кварки не iснують у вiльному
станi, то їх маси визначаються спецiаль-
ним чином. Маси легких кваркiв u, d, s
визначаються як значення ренормгрупо-
вої масової функцiї в схемi перенормування незалежної вiд мас, такої як
MS-схема, для енергiї µ = 2 ГеВ: mi = mi(µ = 2ГеВ), i = u, d, s. Маси
важких кваркiв c, b, t визначаються як значення ренормгрупової масової
функцiї для енергiї, яка дорiвнює масi цього кварка: mi = mi(µ = mi),
i = c, b, t.

Усi кварки i лептони групуються в три поколiння, де нижнiй iндекс
позначає гiперзаряд частинок:

QL =

(
u

d

)L
+1/6

(
c

s

)L
+1/6

(
t

b

)L
+1/6

EL =

(
νe
e

)L
−1/2

(
νµ
µ

)L
−1/2

(
ντ
τ

)L
−1/2

uR2/3 cR2/3 tR2/3

dR−1/3 sR−1/3 bR−1/3

eR−1 µR−1 τR−1.

У цьому списку немає правих нейтрино νRe , νRµ , νRτ . Вони поки що експе-
риментально не спостерiгались, хоча вони, ймовiрно, необхiднi для опису
мас у нейтрино. Iнша можливiсть забезпечити ненульовi маси нейтрино —
це присутнiсть так званої майоранiвської маси для чисто лiвих нейтрино,
яка буде розглянута нижче.

Для одного поколiння кiнетична частина в лагранжiанi для фермiонiв
запишеться

Lf = ĒLiD̂EL + ēRiD̂eR + Q̄LiD̂QL + ūRiD̂uR + d̄RiD̂dR. (14.3.32)
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При цьому в коварiантнiй похiднiй використовуються вiдповiднi значення
гiперзаряду Y , наприклад,

ĒLiD̂EL = ĒLiγ
µ

(
∂µ − igAaµta + i

1

2
g′Bµ

)
EL,

Q̄LiD̂QL = Q̄Liγ
µ

(
∂µ − igAaµta − i

1

6
g′Bµ

)
QL.

Перепишемо Lf , використовуючи власнi стани векторних бозонiв, тобто
поля W±µ , Z0

µ, Aµ. Маємо

Lf = ĒLi∂̂EL + ēRi∂̂eR + Q̄Li∂̂QL + ūRi∂̂uR + d̄Ri∂̂dR +

+ g(W+
µ J

µ+
W +W−µ J

µ−
W + Z0

µJ
µ
Z) + eAµJ

µ
em, (14.3.33)

де струми задаються виразами:

Jµ+
W =

1√
2

(ν̄Lγ
µeL + ūLγ

µdL) =
1√
2

[
ν̄γµ

1− γ5

2
e+ ūγµ

1− γ5

2
d

]
, (14.3.34)

Jµ−W =
1√
2

(ēLγ
µνL + d̄Lγ

µuL), (14.3.35)

JµZ =
1

cos θW

[
ν̄Lγ

µ

(
1

2

)
νL + ēLγ

µ

(
−1

2
+ sin2 θW

)
eL + ēRγ

µ(sin2 θW )eR +

+ ūLγ
µ

(
1

2
− 2

3
sin2 θW

)
uL + ūRγ

µ

(
−2

3
sin2 θW

)
uR +

+ d̄Lγ
µ

(
−1

2
+

1

3
sin2 θW

)
dL + d̄Rγ

µ

(
1

3
sin2 θW

)
dR

]
, (14.3.36)

Jµem = ēγµ(−1)e+ ūγµ
(

2

3

)
u+ d̄γµ

(
−1

3

)
d. (14.3.37)

Струм Jµem, який описує взаємодiю заряджених частинок з фотоном, дiйсно
спiвпадає зi звичайним електромагнiтним струмом.

14.4. Масовi доданки фермiонiв
Розглянемо тепер взаємодiю скалярного поля з фермiонами, яка зада-

ється в лагранжiанi доданком

∆Le = −ge(ĒLΦeR + ēRΦ†EL), (14.4.1)

де ge — константа взаємодiї. Це взаємодiя того самого типу, що була запро-
понована Юкавою для опису взаємодiї нуклонiв з пiонами. Вираз (14.4.1)
очевидно є iнварiантним вiдносно групи SUL(2), оскiльки маємо скалярний
добуток комплексних дублетiв: вiдбувається пiдсумовування по iндексам
SU(2) групи (ĒLΦ ≡ ĒLiΦi). Гiперзаряд хiггсiвського дублета Y = 1/2.
Видно, що гiперзаряд ∆Le дорiвнює нулю.
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При спонтанному порушеннi симетрiї фермiони набувають масу дiра-
кiвського типу

〈Φ〉 =
1√
2

(
0

v

)
⇒ ∆Le = −gev√

2
(ēLeR + ēReL) = −gev√

2
ēe. (14.4.2)

Обидва поля eL i eR беруть участь у формуваннi маси. Маса електрона
визначається вакуумним середнiм v,

me =
gev√

2
. (14.4.3)

З експериментально визначеного вiдношення мас
me

mW
∼ 6 ·10−6 випливає,

що константа ge повинна бути малою.
Аналогiчно для кваркiв взаємодiя з хiггсiвським полем також є юка-

вiвського типу
∆Lq = −gdQ̄LΦdR − guεabQ̄LaΦ†buR + h.с. (14.4.4)

Пiдставляючи вакуумне середнє поля Φ, отримуємо масовий доданок для
d- i u-кваркiв

∆Lq = −gdv√
2
d̄LdR −

guv√
2
ūLuR + h.с., (14.4.5)

тобто кварки набувають мас
md =

gdv√
2
, mu =

guv√
2
. (14.4.6)

Аналогiчно набувають масу c-, s-, t- i b-кварки другого i третього поко-
лiнь. Якщо ми хочемо, щоб у нейтрино була маса, то можна було б ввести
праве нейтрино νR, у якого нульовi заряди вiдносно SUL(2)× UY (1). Тодi
взаємодiю iз хiггсiвським полем можна записати як

∆Lν = −λνεabĒLaΦ†bνR + h.с. (14.4.7)

Для ненульового вакуумного середнього у поля Φ це приводить до дiра-
кiвської маси у нейтрино. Мiзерно мала маса у нейтрино можливо свiдчить
про вiдсутнiсть νR в природi, i тодi механiзм генерацiї маси у нейтрино
повинен бути вiдмiнний вiд (14.4.7).

З одних лiвих нейтрино також можна побудувати масовий доданок

∆Lν = −mν

(
εαβν

α
Lν

β
L + h.c.

)
, (14.4.8)

де α, β = 1, 2 — iндекси двовимiрних спiнорiв i εαβ антисиметричний тен-
зор. Цей масовий доданок дорiвнює нулю в класичнiй теорiї, де поля ναL i
νβL комутують, але вiн ненульовий у квантовiй теорiї з антикомутуючими
ναL i νβL. Це є так звана майоранiвська маса, вона порушує збереження леп-
тонного квантового числа. Питання, якої природи — дiракiвської, майора-
нiвської або, можливо, навiть змiшаної — є маса нейтрино активно дос-
лiджується як теоретично, так i експериментально. Коротке обговорення
розширення Стандартної моделi у нейтринному секторi та можливих ме-
ханiзмiв генерацiї мас нейтрино наведено в роздiлi 15.1 (див. також [128]).
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14.5. Квантовi числа полiв у Стандартнiй моделi
Поля, якi беруть участь у сильних i електрослабких взаємодiях, їх

представлення вiдносно калiбрувальних груп SUc(3)×SUL(2), заряди вiд-
носно групи UY (1) та барiонне i лептонне числа наведенi в таблицi 6.

При енергiях малих, порiвняно з масами W - i Z-бозонiв, i для дiаграм
типу зображених на рис. 79 теорiя електрослабких взаємодiй фактично
еквiвалентна теорiї Фермi. При малих енергiях ми можемо знехтувати p2

порiвняно з масами M2
W i M2

Z у знаменниках пропагаторiв векторних бо-
зонiв, i пропагатори стають незалежними вiд iмпульсiв

〈W+
µ (p)W−ν (−p)〉 =

gµν
i(p2 −m2

W )
≈ igµν
m2
W

, (14.5.1)

〈Zµ(p)Zν(−p)〉 =
gµν

i(p2 −m2
Z)
≈ igµν
m2
Z

. (14.5.2)

Тодi процеси з обмiном векторними бозонами на рис. 79 стають локальни-
ми, якi описуються взаємодiєю струм—струм у теорiї Фермi:

∆LW =
g2

m2
W

Jµ−W J+
µW =

g2

2m2
W

(ēLγ
µνL + d̄Lγ

µuL)(ν̄LγµeL + ūLγµdL).

Коефiцiєнт при взаємодiї струмiв можна ототожнити з постiйною Фермi

GF√
2

=
g2

8m2
W

, GF = 1,166 · 10−5 ГеВ−2. (14.5.3)

Т а б л и ц я 6
Квантовi числа полiв у Стандартнiй моделi

Частинка SUc(3)× SUL(2)× UY (1) Барiонне число Лептонне число

Gaµ (глюони) (8, 1, 0) 0 0
Aaµ (1, 3, 0) 0 0
Bµ (1, 1, 0) 0 0

qiL =

(
uiL
diL

)
(3, 2, 1/6) 1/3 0

qiR =

(
uiR
diR

)
(3, 1,

2/3

−1/3) 1/3 0

eiL =

(
νiL
eiL

)
(1, 2,−1/2) 0 1

eiR =

(
νiR
eiR

)
(1, 1, 0

−1) 0 1

Φ (1, 2, 1/2) 0 0
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Рис. 79. Приклади процесiв за раху-
нок обмiну W - i Z-бозонами

Рис. 80. Розпад мюона в теорiї Фермi i в
Стандартнiй моделi

Аналогiчно для процесiв з обмiном Z-бозонами

∆LZ =
g2

2m2
Z

JµZJ
µ
Z =

4GF√
2

(∑
f

f̄γµ(t3 − sin2 θWQ)f

)2

, (14.5.4)

де пiдсумовування вiдбувається за всiма лiвими i правими ароматами. Цей
лагранжiан описує процеси з нейтральними струмами. Як бачимо, маємо
модифiкацiю теорiї Фермi в тому, що дублет протона i нейтрона замiнює-
ться на дублет кваркiв (

p

n

)
→
(
u

d

)
.

Процес розпаду нейтрона n→ p+e−+ ν̄e в сучаснiй теорiї електрослабких
взаємодiй описується розпадом d-кварка d→ u+ e− + ν̄e.

Розпад мюона в теорiї Фермi i Стандартнiй моделi на рiвнi дерев-
них дiаграм зображений на рис. 80. Дiаграма в теорiї Фермi пропорцiйна
GF/
√

2, а в СМ — g2/8m2
W .

14.6. Хiггсiвський бозон
Опишемо тепер взаємодiю хiггсiвського бозона з iншими полями в

лагранжiанi електрослабких взаємодiй. Параметризуємо комплексний хiг-
гсiвський дублет таким чином

Φ(x) = u(x)
1√
2

(
0

v + h(x)

)
. (14.6.1)

Оскiльки на спiнор дiє довiльна матриця u(x) iз SU(2), то отримуємо
найбiльш загальний комплекснозначний двокомпонентний спiнор. Справ-
дi, маємо три дiйсних поля як параметри в матрицi u(x) i дiйсне поле h(x).
В унiтарнiй калiбровцi можна позбавиться u(x), зробивши калiбрувальне
перетворення, i тодi лагранжiан приймає вигляд

LHiggs = (DµΦ)∗DµΦ + µ2Φ∗Φ− λ

2
(Φ∗Φ)2, (14.6.2)

де тепер
Φ(x) =

1√
2

(
0

v + h(x)

)
. (14.6.3)
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Мiнiмум потенцiальної енергiї буде при Φ∗Φ = µ2/λ, h(x) = 0. Виберемо
конкретне значення для v: v =

√
2µ2/λ. Потенцiальна енергiя залежить

тiльки вiд поля h(x):

VHiggs =
λv2h2

2
+
λvh3

2
+
λh4

8
=

1

2
m2
hh

2 +

√
λ

2
mhh

3 +
1

8
λh4, (14.6.4)

деmh =
√

2µ2 =
√
λv. Поле h(x) — хiггсiвський бозон, його масаmh визна-

чається невизначеною поки що перенормованою константою взаємодiї λ.
З урахуванням кiнетичного доданка в унiтарнiй калiбровцi маємо

LHiggs =
1

2
(∂µh)2 +

[
m2
WW

+
µ W

−µ +
1

2
m2
ZZ

0
µZ

0µ

](
1 +

h

v

)2

. (14.6.5)

Для фермiонiв (кваркiв i лептонiв) взаємодiя Юкави запишеться

Lf = −mf f̄f

(
1 +

h

v

)
. (14.6.6)

Маємо такi правила Фейнмана для вершин взаємодiї хiггсiвського бозона

= 2i
m2
W

v
gµν , = 2i

m2
Z

v
gµν, (14.6.7)

= −i
mf

v
, = −3i

m2
h

v
, (14.6.8)

= −3i
m2
h

v2
, = 2i

m2
W

v2
gµν,

= 2i
m2
Z

v2
gµν.

(14.6.9)

Зазначимо, що константа взаємодiї хiггсiвського бозона з iншими час-
тинками пропорцiйна масам цих частинок. Це означає, що частинки з
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14.6. Хiггсiвський бозон

Рис. 81. Дiаграми з процесами народження хiггсiвського бозона

Рис. 82. Розпад хiг-
гсiвського бозона

найменшою масою, якi легше всього створити, взаємодiють слабко з хiг-
гсiвським бозоном, водночас важкi частинки потребують великої енергiї
для свого народження. Тому хiггсiвський бозон було складно детектува-
ти. Вiн був вiдкритий у 2012 р., його масаmh = 125,25± 0,17 ГеВ. Дiаграми
процесiв, у яких народжується хiггсiвський бозон, показанi на рис. 81, а
розпад на два фотона — на рис. 82. У зв’язку з цим зауважимо, що розпад
Z-бозона, який має спiн одиниця, на два фотона неможливий з огляду на
теорему Ландау—Янга.

До речi, бозон Хiггса є єдиною вiдомою фундаментальною скалярною
елементарною частинкою. Наявнiсть такої частинки приводить до появи
квадратичних розбiжностей у дiаграмах власної енергiї хiггсiвського бо-
зона. Технiчно це породжує так звану проблему iєрархiй у Стандартнiй
моделi: бозон Хiггса набагато легший за масу Планка ∼1019 ГеВ (або енер-
гiю Великого об’єднання ∼1016 ГеВ — див. роздiл 15.3). Великi квантовi
внески в квадрат маси бозона Хiггса за рахунок ультрафiолетового обрi-
зання на масштабi Планка неминуче роблять масу бозона Хiггса вели-
кою порiвняно з експериментально спостережуваною, якщо немає точного
скорочення (fine-tuning) мiж квадратичними радiацiйними поправками та
голою масою. В СМ вiдсутнiй природний механiзм, який контролює ра-
дiацiйнi поправки i забезпечує невелику масу спостережуваного хiггсiвсь-
кого бозона.

Схожi проблеми стосуються юкавiвських констант взаємодiї електрона
i легких кваркiв з хiггсiвським полем, θ-параметра в КХД, i космологiчної
константи Λ, спостережуване значення якої на 120 порядкiв менше, нiж
очiкувалось з теорiї. Всi цi проблеми об’єднанi тепер пiд назвою проблеми
натуральностi констант взаємодiй СМ.
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14.7. Змiшування поколiнь. Матриця
Кабiббо—Кобаясi—Маскави

У Стандартнiй моделi iснує таке цiкаве явище, як змiшування поко-
лiнь. Безпосереднiм наслiдком цього є те, що барiонне bi та лептонне li
числа кожного i-го поколiння не зберiгаються. В СМ зберiгаються тiльки
повне барiонне B =

∑
i bi i лептонне L =

∑
i li число (точнiше навiть во-

ни порушуються внаслiдок квантових аномалiй i тiльки їх рiзниця B − L
зберiгається). Маємо три поколiння кваркiв

QiL =

(
ui

d i

)
L

=

[(
u

dL

)
,

(
c

sL

)
,

(
t

bL

)]
, Y =

1

6
;

uiR = (uR, cR, tR), Y =
2

3
; d iR = (dR, sR, bR), Y = −1

3
.

Сильна взаємодiя всiх ароматiв кваркiв є абсолютно однаковою. З точки
зору слабких взаємодiй обмiн W калiбрувальними бозонами переводить
фермiони взаємно в межах одного поколiння, наприклад, кварки u↔ d та
лептони ν ↔ e. Але немає переходiв мiж поколiннями. Хiггсiвська взаємо-
дiя в загальному випадку перемiшує поколiння i приводить до реакцiй iз
переходами кваркiв мiж поколiннями.

Найбiльш загальна хiггсiвська взаємодiя з кварками може бути запи-
сана у виглядi

Lq = −λijd Q̄
i
LΦdjR− λ

ij
u ε

abQ̄iLaΦ
†
bu
j
R− λ

∗ij
d d̄jRΦ†QiL− λ∗iju εabūjRΦbQ

i
L, (14.7.1)

де λd, λu — довiльнi комплекснозначнi матрицi. Дискретнi симетрiї P , C,
T накладають на цi матрицi деякi обмеження.

14.7.1. Симетрiї P , C, T
Розглянемо дискретнi симетрiї P , C, T та їх збереження в Стандартнiй

моделi. Квантова хромодинамiка iнварiантна вiдносно цих симетрiй (якщо
доданок θF ∗µνFµν вiдсутнiй у лагранжiанi КХД). Як ми побачимо, слабкi
взаємодiї порушують P - i C-симетрiї, оскiльки лiвi i правi поля взаємодi-
ють по-рiзному по вiдношенню до груп SUL(2) i UY (1).

При перетвореннях парностi i зарядового спряження лiвi i правi фер-
мiони перетворюються таким чином

ψL
P→ ψR, ψL

C→ ψCL = Cψ̄TR, (14.7.2)

де ψCL — зарядово спряжений спiнор i C = iγ2γ0 — матриця зарядового
спряження, яка має властивостi (7.4.8). Зауважимо, що обидва поля ψL i
ψCL є лiвими

γ5ψL = −ψL, γ5ψ
C
L = γ5C

1− γ5

2
ψ̄T = −ψCL .
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Перетворення (14.7.2) є, очевидно, наслiдком перетворень чотирикомпо-
нентних спiнорiв: ψ P→ γ0ψ,ψ

C→ ψC = Cψ̄T . Таким чином, операцiї P i C
переводять частинки, якi взаємодiють з SU(2), в частинки, якi не взаємодi-
ють з SU(2), тому цi симетрiї порушенi в теорiї електрослабких взаємодiй,
яка є кiральною теорiєю. Зазначимо, що комбiноване перетворення CP ,

ψL → PψCL → ψCR = Cψ̄TL , (14.7.3)

переводить лiвi кваркi в лiвi, L→ L, а правi кварки в правi, R→ R, тобто
калiбрувальна взаємодiя зберiгає CP -iнварiантнiсть.

Розглянемо дiю CP на доданки Q̄iLΦdjR, якi описують взаємодiю хiг-
гсiвського бозона з кварками. Спочатку розглянемо дiю на окремi поля

CP : ψL → Cψ̄TL , ψR → Cψ̄TR, (14.7.4)

CP : ψ†L → (ψ̄†L)TC† = (γ0ψL)TC† = −ψTLγT0 C, ψ̄L → −ψTLγT0 Cγ0. (14.7.5)

Тодi для бiлiнiйних доданкiв

Q̄LdR → −QTLγT0 Cγ0Cd̄
T
R = d̄R(γT0 Cγ0C)TQL = d̄RCγ

T
0 Cγ0QL = d̄RQL.

Таким чином, CP -перетворення дiє так:

Q̄iLΦdjR → d̄jRΦ†QiL. (14.7.6)

Водночас ермiтове спряження того ж доданка дає

(Q̄iLΦdjR)† = d̄jRΦ†QiL, (14.7.7)

тобто операцiя CP еквiвалентна замiнi операторiв на ермiтово спряженi,
але без змiни коефiцiєнтiв. Лагранжiан iнварiантний вiдносно CP , якщо
коефiцiєнти задовольняють умовi

λij = λ∗ij , (14.7.8)

тобто дiйснi. Однак не має нiяких пiдстав це вимагати. Тому у загальному
випадку, як ми побачимо нижче, взаємодiя хiггсiвського бозона з кварка-
ми приводить до порушення CP -iнварiантностi, а також до змiшування
поколiнь у струмах, пов’язаних iз слабкою взаємодiєю.

14.7.2. Змiшування поколiнь
Кожну з матриць λ можна дiагоналiзувати бiунiтарним перетворенням

V −1λW = λ̃,

де матрицi V , W — унiтарнi, а матриця λ̃ — дiагональна (дiйсна). Це ви-
пливає з теореми про полярний розклад довiльної комплексної матрицi K,

K = HU, H† = H, UU † = 1. (14.7.9)
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Ермiтова матриця H може бути дiагоналiзована за допомогою унiтарної
матрицi V ,

V −1HV = H̃.

Тодi для комплексної матрицi

K = V H̃V −1U = V H̃W−1, W = U−1V = U †V, W †W = 1,

i для матрицi λ маємо
λ = V λ̃W † = V λ̃W−1. (14.7.10)

Зробимо в лагранжiанi замiну змiнних кваркових полiв

uiR →W ij
u u

j
R, d iR →W ij

d d
j
R. (14.7.11)

Оскiльки uR i dR взаємодiють однаково з усiма калiбрувальними полями,
Wu i Wd взагалi випадають з теорiї. Тобто∑

i

(ūiRiD̂u
i
R + d̄ iRiD̂d

i
R)→

∑
i

(ūiRiD̂u
i
R + d̄ iRiD̂d

i
R). (14.7.12)

Зробимо аналогiчне перетворення для лiвих полiв

uiL → V ij
u u

j
L, d iL → V ij

d d
j
L. (14.7.13)

В унiтарнiй калiбровцi, де в хiггсiвськiй взаємодiї виживають тiльки до-
данки, якi мiстять нижню компоненту хiггсiвського поля, матрицi Vu, Vd
випадають, i лагранжiан Lq стає:

Lq = −m i
dd̄

i
Ld

i
R

(
1 +

h

v

)
−mi

uū
i
Lu

i
R

(
1 +

h

v

)
+ h.с., (14.7.14)

де маси mi
u = λ̃iiuv/

√
2, m i

d = λ̃iid v/
√

2. Таким чином, ми перейшли до бази-
су таких кваркових полiв, якi є власними масовими станами. Зазначимо,
що Lq зберiгає P , C, T .

У сильних взаємодiях, якi описуються квантовою хромодинамiкою,
матрицi Vu, Vd також випадають. Але оскiльки uL i dL перемiшуються
слабкими взаємодiями, необхiдно окремо розглянути цей сектор.

14.7.3. Матриця Кабiббо—Кобаясi—Маскави
У чисто кiнетичних доданках в СМ цi матрицi вiдсутнi. Також вони

випадають iз електромагнiтного струму, наприклад,

ūiLγ
µuiL → ūiLV

†ij
u γµV jk

u ukL = ūiLγ
µuiL. (14.7.15)

Аналогiчно вони вiдсутнi в нейтральних струмах.

424



14.7. Змiшування поколiнь. Матриця Кабiббо—Кобаясi—Маскави

Розглянемо, однак, заряджений струм

J†µ =
1√
2
ūiLγ

µd iL →
1√
2
ūiLγ

µ(V †uVd)
ijdjL, (14.7.16)

який зв’язує три кварка uiL з унiтарно перетвореним кварковим триплетом
diL. Вiдповiдна унiтарна матриця V = V †uVd вiдома як матриця Кабiббо—
Кобаясi—Маскави (ККМ).

Для кращого розумiння фiзичного змiсту матрицi ККМ розглянемо
спочатку випадок 2×2 унiтарної матрицi. Її можна записати в загальному
виглядi таким чином

V =

(
cos θce

iα sin θce
iβ

− sin θce
i(α+γ) cos θce

i(β+γ)

)
. (14.7.17)

Матриця має 4 параметра: 1 кут обертання i 3 фази. Можна лiквiдувати
цi фази, виконуючи замiни змiнних кваркових полiв з постiйними фаза-
ми qjL → eiαjqjL. Фазове перетворення, загальне для всiх полiв, випадає з
виразу для струму

Jµ+ =
1√
2
ūiLγ

µV ijdjL,

i 3 перетворення, що залишаються, дозволяють усунути фази α, β, γ в
матрицi V :

V =

(
cos θc sin θc
− sin θc cos θc

)
. (14.7.18)

Таким чином, заряджений струм для двох поколiнь приймає вигляд

Jµ+ =
1√
2

[
ūLγ

µdcL + c̄Lγ
µscL
]
, (14.7.19)

де для унiтарно повернених кваркiв введено позначення

dcL = cos θcdL + sin θcsL, scL = − sin θcdL + cos θcsL. (14.7.20)

Кут θc був введений Кабiббо в 1963 р. для пояснення експериментальних
результатiв з розпадiв частинок, де змiнюється квантове число дивнiсть
(strangeness), його експериментальне значення sin θc ' 0,22. Оскiльки мат-
риця V дiйсна, то в теорiї з 2 поколiннями немає порушення CP -симетрiї.

У випадку n поколiнь V є n×n унiтарною матрицею, яка визначаєть-
ся n2 дiйсними параметрами. З них 2n − 1 фаз можна усунути фазовими
перетвореннями кваркових полiв. Залишається n2 − (2n − 1) = (n − 1)2

параметрiв. Далi число незалежних кутiв обертань в n-вимiрному просторi

дорiвнює
n(n− 1)

2
= nθ. Тому матриця V має nθ кутiв обертань i

nδ = (n− 1)2 − n(n− 1)

2
=

1

2
(n− 1)(n− 2)
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фаз. У випадку трьох поколiнь, який реалiзується в Стандартнiй моделi
n = 3, nθ = 3, nδ = 1, тобто матриця Кабiббо—Кобаясi—Маскави має одну
фазу. Таким чином, для 3 i бiльше поколiнь можливо CP -порушення або
еквiвалентно порушення iнварiантностi вiдносно обернення часу T внаслi-
док iнварiантностi теорiї пiд дiєю трьох дискретних перетворень — CPT -
симетрiї. Експериментально порушення T -симетрiї спостерiгалось у розпа-
дах нейтральних каонiв.

Є декiлька параметризацiй матрицi V , одна з найбiльш використову-
ваних параметризацiй є параметризацiя Кобаясi—Маскави, яка має вигляд

V =

Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb

=

 c1 −s1c3 −s1s3

s1c2 c1c2c3 − s2s3e
iδ c1c2s3 + s2c3e

iδ

s1s2 c1s2c3 + c2s3e
iδ c1s2s3 − c2c3e

iδ

, (14.7.21)
де ci = cos θi, si = sin θi, i = 1, 2, 3. На червень 2022 р. для модулiв елемен-
тiв матрицi M експериментально визначено такi числовi значення

|V | =

0,97435± 0,00016 0,22500± 0,00067 0,00369± 0, 00011

0,22486± 0,00067 0,97349± 0,00016 0,04182+0,00085
−0,00074

0,00857+0,00020
−0,00018 0,04110+0,00083

−0,00072 0,999118+0,000031
−0,000036

.
Ще одна широко вживана форма ККМ матрицi (Particle Data Group

parametrization) отримується таким чином. Розглянемо три матрицi обер-
тань i фазову матрицю

U12 =

 c12 s12 0
−s12 c12 0

0 0 1

, U13 =

 c13 0 s13

0 1 0
−s13 0 c13

,
U23 =

1 0 0
0 c23 s23

0 −s23 c23

, Uδ =

1 0 0
0 1 0
0 0 e−iδ

,
(14.7.22)

де sij = sin θij , cij = cos θij . Тодi матриця ККМ параметризується таким
чином

V = U23U
†
δU13UδU12 =

=

 c12c13 s12c13 s13e
−iδ

−s12c23 − c12s23s13e
iδ c12c23 − s12s13s23e

iδ c13s23

s12s23 − c12c23s13e
iδ −c12s23 − s12c23s13e

iδ c13c23

.(14.7.23)
Фазу δ знаходимо з вимiрювання величини

J = Im [VudV
∗
tdVtbV

∗
ub] = c12s12c

2
13s13s23c23 sin δ, (14.7.24)
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яка називається iнварiантом Ярлског (C. Jarlskog, 1985), i є iнварiантною
вiдносно фазових перетворень кваркiв, при яких матриця V перетворю-
ється таким чином

V → diag
(
eiα1, eiα2, eiα3

)
V diag

(
eiβ1, eiβ2, eiβ3

)
. (14.7.25)

При цьому елементи Vjk перетворюються як Vjk → exp[i(αj+βk)]Vjk, але J
залишається незмiнним. Експериментальне значення фази в цiй парамет-
ризацiї δexp ∼ 0,0001.

Для параметризацiї Кобаясi—Маскави (14.7.21) iнварiант J має вигляд

J = s2
1s2s3c1c2c3 sin δ. (14.7.26)

Експериментальне значення iнварiанта Ярлског J = 3,08+0,15
−0,13 × 10−5 в па-

раметризацiї (14.7.23), i значення параметрiв

sin θ12 = 0,22500± 0,00067, sin θ13 = 0,00369± 0,00011,

sin θ23 = 0,04182+0,00085
−0,00074, δ = 1,144± 0, 027.

(14.7.27)

Унiтарнiсть матрицi V , V V † = 1, означає що

|Vud|2 + |Vus|2 + |Vub|2 = 1,

|Vcd|2 + |Vcs|2 + |Vcb|2 = 1,

|Vtd|2 + |Vts|2 + |Vtb|2 = 1.

Використовуючи експериментально знайденi значення для матричних еле-
ментiв, маємо тест на унiтарнiсть:

|Vud|2 + |Vus|2 + |Vub|2 = 0,9985± 0,0005,

|Vcd|2 + |Vcs|2 + |Vcb|2 = 1,025± 0,022,

|Vtd|2 + |Vts|2 + |Vtb|2 = 0,9970± 0,0018,

(14.7.28)

який, як ми бачимо, виконується в межах експериментальних похибок.
Ймовiрнiсть переходу кварк в кварк, q → q′, пропорцiйна |Vqq′ |2. Матрич-
нi елементи Vub, Vcb, Vtb, Vts, якi пов’язують третє поколiння з першими
двома, дуже малi. Якщо позначити λ = |Vus| = 0,2265, то зв’язок мiж дру-
гим i третiм поколiннями ∼λ2, а мiж першим i третiм поколiннями ∼λ3. Це
легко бачити в ще однiй параметризацiї (параметризацiя Волфенстейна),
яка має вигляд

V =

 1− λ2/2 λ Aλ3(ρ− iη)
−λ 1− λ2/2 Aλ2

Aλ3(1− ρ− iη) −Aλ2 1

 '
427



14. СТАНДАРТНА МОДЕЛЬ СИЛЬНИХ I ЕЛЕКТРОСЛАБКИХ ВЗАЄМОДIЙ

'

 1 λ 0,3λ3

−λ 1 0,8λ2

0,6λ3 −0,8λ2 1

, (14.7.29)

де λ = s12 = 0,2253(7), A = 0,82, ρ = 0,13, η = 0,345. Для кутiв змiшування
маємо s23 = 4,080(14) · 10−2 = 0,81λ2, s13 = 3,82(20) · 10−3 = 0,34λ3 (з
вiдповiдними похибками в дужках). Цiкаво, що вiдношення мас кваркiв у
термiнах параметра λ мають вигляд

mu

mc
= 1,70(40) · 10−3 = 0,65λ4;

md

ms
= 0,050(7) = λ2;

mc

mt
= 0,747(12) · 10−2 = 2,9λ4;

ms

mb
= 2,22(25) · 10−2 = 0,44λ2;

mu

mt
= 1,26(20) · 10−5 = 1,88λ8;

md

mb
= 1,12(8) · 10−3 = 0,44λ4.

Цi iєрархiї параметрiв у матрицi ККМ i мас кваркiв поки що не мають
теоретичного пояснення.

Схожа ситуацiя зi змiшуванням кваркiв рiзних поколiнь для зарядже-
них слабких струмiв має мiсце для нейтрино. Експериментально про наяв-
нiсть такого змiшування i ненульової маси нейтрино свiдчать данi нейтрин-
них осциляцiй. Дiйсно, якщо три типи нейтрино мають маси, то аналогiчно
матрицi ККМ для кваркiв, може iснувати унiтарна матриця, яка зв’язує
базис нейтрино слабких взаємодiй з масовим базисом нейтрино. Така мат-
риця вiдома в лiтературi як матриця Понтекорво—Макi—Нагакави—Сака-
ти (ПМНС). Для трьох поколiнь лептонiв ця матриця записується в такому
виглядi: νeνµ

ντ

 =

Ue1 Ue2 Ue3
Uµ1 Uµ2 Uµ3

Uτ1 Uτ2 Uτ3

ν1

ν2

ν3

, (14.7.30)

де злiва наведенi поля нейтрино, якi беруть участь у слабкiй взаємодiї, а
праворуч — поля нейтрино, якi отримують масу пiсля дiагоналiзацiї масо-
вої матрицi нейтрино (механiзм появи маси у нейтрино поки невiдомий).
ПМНС-матриця мiстить амплiтуди ймовiрностi переходiв нейтрино з вла-
сним масовим станом в нейтрино з даним ароматом, якi пропорцiйнi |Uαi|2.
Очевидно, що нейтрино з рiзною масою рухаються з рiзними швидкостя-
ми. Тому, хоча потiк нейтрино, який складався на початку з одного типу
нейтрино вiдносно слабкої взаємодiї, внаслiдок iнтерференцiї доданкiв з
нейтрино рiзних мас може змiнитися, i експериментально може бути заде-
тектоване нейтрино iншого поколiння. Нейтриннi осциляцiї спостерiгались
в астрофiзичних спостереженнях сонячних i атмосферних нейтрино, а та-
кож в експериментах з реакторними нейтрино i нейтринними пучками,
згенерованими на прискорювачах.
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Кути змiшування в нейтринному секторi збiльшують кiлькiсть пара-
метрiв у Стандартнiй моделi. Ми маємо в лагранжiанi три калiбруваль-
нi константи (g, g′, gs), два параметри в потенцiалi Хiггса, 9 юкавiвських
констант зв’язку для заряджених фермiонiв, 4 параметри в матрицi ККМ,
всього 18 параметрiв. Але, якщо врахувати змiшування в нейтринному сек-
торi, то додаються ще 4 параметри (або 6 при наявностi майоранiвських
мас) в матрицi ПМНС i 3 юкавiвськi константи для генерацiї мас нейтрино.
Ще один можливий параметр — це θCP , який вiдповiдальний за порушен-
ня CP -симетрiї в КХД, але експериментально його значення близько до
нуля. Ймовiрно не всi параметри є незалежними, i мiж ними можуть iсну-
вати деякi прихованi симетрiї та спiввiдношення. Наприклад, вiдзначимо
таке емпiричне спiввiдношення мiж вакуумним середнiм скалярного поля,
масами векторних бозонiв, бозона Хiггса i топ-кварка,

v =
√
m2
W +m2

Z +m2
h +m2

t , (14.7.31)

яке дає вакуумне середнє v ≈ 245,48 ГеВ, що в межах похибок є близьким
до експериментального v ≈ 246,22 ГеВ. Оскiльки всi маси пропорцiйнi v,
то, подiливши останню рiвнiсть на v, отримуємо спiввiдношення мiж дея-
кими константами зв’язку. Таке спiввiдношення поки що немає пояснення
в рамках СМ.

Значна кiлькiсть вiльних параметрiв в СМ наштовхує на думку, що
може iснувати єдина теорiя, яка об’єднує всi калiбрувальнi взаємодiї, тим
бiльш що поведiнка калiбрувальних констант зв’язку вказує на їх при-
близну рiвнiсть при енергiях порядку 1015 ГеВ. Ми розглянемо один iз
можливих варiантiв такої об’єднаної теорiї у роздiлi 15.3.

14.8. Нейтральнi реакцiї зi змiною ароматiв
Поки що розглядались процеси, пов’язанi iз зарядженими слабкими

взаємодiями в загальному випадку, а в цьому параграфi зосередимо увагу
на нейтральних процесах, у яких має мiсце змiна аромату. Експеримен-
тально добре вiдомо, що такi процеси є сильно подавленими. Наприклад,
вiдношення ширини розпаду K0 → µ+µ− до ширини розпаду K+ → µ+νµ
експериментально є таким,

Γ(K0 → µ+µ−)/Γ(K+ → µ+νµ) = 10−8, (14.8.1)

де кварковий склад K-мезонiв характеризується присутнiстю дивного s
або анти-s-кваркiв

K0 = |ds̄〉, K̄0 = |d̄s〉, K+ = |us̄〉, K− = |ūs〉, mK0 = 497,611± 0,013 МеВ.

Сильне подавлення процесiв зi змiною аромату знаходить природне по-
яснення в Стандартнiй моделi: на рiвнi лагранжiана тiльки зарядженi
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Рис. 83. Розпад K0 мезона i осциляцiї K0 ↔ K̄0

струми змiнюють аромат, а нейтральнi не мiняють. Зазначимо, що нейт-
ральнi частинки K0 i K̄0 є рiзними частинками внаслiдок рiзного кварко-
вого складу. Перетворення CP переводить частинку K0 в K̄0 i навпаки,
тобто цi частинки не є власними станами CP -симетрiї. Розпад K0 → µ+µ−

може мати мiсце на рiвнi однопетльового процесу, але не на деревному рiвнi
(лiва панель на рис. 83), що зумовлює його малiсть порiвняно з деревними
процесами. Розпад K+ → µ+νµ описується деревною дiаграмою в порядку
e2 через обмiн вiртуальними промiжними W -бозонами.

Iдея осциляцiйK0 ↔ K̄0 була вперше висловлена Гелл-Маннном i Пай-
сом в 1955 р. [86]. У Стандартнiй моделi вони можливi на рiвнi однопет-
льової дiаграми з урахуванням змiшування поколiнь (права панель на
рис. 83). Таким чином, на рiвнi петльових дiаграм виникають процеси,
якi змiнюють аромати кваркiв. Фаза ККМ також входить тiльки через
петльовi поправки, тому порушення CP -iнварiантностi в електрослабких
процесах очiкується вкрай малим.

В КХД стани K0, K̄0 виродженi по масi. Однак слабкi взаємодiї завдя-
ки процесу взаємного перетворення K0 ↔ K̄0, тобто осциляцiй частинка-
античастинка, приводять у масовiй матрицi до доданка, який змiшує
K0 i K̄0:

µ2
K0K̄0

K0K̄
0. (14.8.2)

Цей доданок приводить до розщеплення масових станiв. Дiйсно, якщо CP -
симетрiя не порушена, тодi стани

|K0
S〉 =

1√
2

(
|K0〉+ |K̄0〉

)
, |K0

L〉 =
1√
2

(
|K0〉 − |K̄0〉

)
(14.8.3)

є власними станами операторiв CP -перетворення,

CP |K0
S〉 = +|K0

S〉, CP |K0
L〉 = −|K0

L〉. (14.8.4)

Оскiльки мезони K0 i K̄0 є псевдоскалярами з квантовими числами JP =
= 0−, то пiд дiєю перетворення парностi

P |K0〉 = −|K0〉, P |K̄0〉 = −|K̄0〉.

Стани |K0〉, |K̄0〉 є античастинками один до одного, виберемо фази заря-
дового перетворення так, що

C|K0〉 = −|K̄0〉, C|K̄0〉 = −|K0〉, C2 = 1.
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У цьому випадку для CP -перетворення мезонiв K0 i K̄0 маємо CP |K0〉 =
= |K̄0〉, CP |K̄0〉 = |K0〉, звiдки i випливає (14.8.4).

Завдяки наявностi в масовiй матрицi K0, K̄0-мезонiв доданка (14.8.2)
її власнi стани мають рiзнi маси. Короткоживучий (short-lived) K0

S-ме-
зон за рахунок тiльки сильних взаємодiй розпадається на два π-мезони:
K0
S → π+π−, або K0

S → π0π0, а довгоживучий (long-lived) K0
L-мезон на три

π-мезони: K0
L → π+π−π0, або K0

L → π0π0π0.
У слабких взаємодiях з’являється разом з тим розпад K0

S-мезона на
три π-мезони, K0

S → π+π−π0, чия ширина становить ∼3 · 10−7 вiд пов-
ної ширини розпаду, порушуючи таким чином CP -iнварiантнiсть. Експе-
риментально цей факт був встановлений Кронiним та Фiтчем у 1964 р.
Внаслiдок CPT теореми це означає, що порушується T -iнварiантнiсть вiд-
носно обернення часу. В СМ за порушення T -симетрiї вiдповiдальна не-
нульова фаза в матрицi ККМ. Часи життя мезонiв: K0

S ∼ 0,9 · 10−10 с,
K0
L ∼ 5,1 · 10−8 с.
Процеси з порушенням CP -iнварiантностi мають мiсце i для B-мезо-

нiв, якi мають наступний кварковий склад

B0 = |db̄〉, B̄0 = |d̄b〉, B+ = |ub̄〉, B− = |ūb〉, mB0 = 5279,63± 0,20 MеВ.

Для B-мезонiв також має мiсце процес змiшування B0 ↔ B̄0, аналогiчний
змiшуванню K0- i K̄0-мезонiв. Порушення CP -симетрiї спостерiгалось у
системi B0 − B̄0 в експериментах колаборацiй BaBar (SLAC, USA) i Belle
(KEK, Japan) у 2001 р.

При енергiях та iмпульсах, менших за масу W -мезона, пропагатор W -
мезона редукується до константи ∼1/M2

W , i дiаграму на правiй панелi
рис. 83 можна фактично обчислювати як у теорiї Фермi iз взаємодiєю

L = G2s̄γµ(1− γ5)dd̄γµ(1− γ5)s, (14.8.5)

де обчислення петльової дiаграми дає (внеском масивного t-кварка
нехтуємо)

G2 =
G2

F

16π2
(mc −mu)2 sin2 θc cos2 θc → µ2

K0K̄0 . (14.8.6)

G2 фактично визначає елемент µ2
K0K̄0 в масовiй матрицi K0- i K̄0-мезонiв,

M2
K =

(
µ2
K0

µ2
K0K̄0

µ2
K0K̄0 µ2

K0K̄0

)
, (14.8.7)

що дозволяє визначити (пiсля дiагоналiзацiї) розщеплення мас K0
L- i K

0
S-

мезонiв

∆M = ML −MS '
4m2

c cos2 θc
3πm2

µ

Γ(K+ → µ+νµ), (14.8.8)
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де Γ(K+ → µ+νµ) — ширина розпаду. В останнiй формулi ми знехтували
масою u-кварка порiвняно з масою c-кварка. Фактично, з цiєї формули,
знаючи маси K0

L- i K
0
S-мезонiв, масу мюона i кут Кабiббо з експерименту,

знаходять масу чарiвного кварка: mc ' 1 ГеВ. Таке передбачення маси
чарiвного кварка було зроблено в роботi Гайллард та Лi [85]. Чарiвний
кварк був експериментально вiдкритий у тому самому роцi.

Перехiд K0 ↔ K̄0 можливий тiльки при умовi, що маси однако-
во заряджених кваркiв рiзнi. Це справедливо i для бiльш загального
твердження: Ефекти нейтральних процесiв зi змiною ароматiв можли-
вi тiльки при умовi вiдсутностi виродження за масами кваркiв одного
заряду.

14.9. Правила Фейнмана в теорiї
електрослабких взаємодiй

Практичнi обчислення дiаграм Фейнмана зручно здiйснювати в ка-
лiбровцi Rξ, розглянутiй ранiше, де присутнi також нефiзичнi частинки,
зокрема заряджений бозон Хiггса. Тому наведемо вершини взаємодiї з цим
бозоном, а також вершини взаємодiї W+-, W−-, Z0-бозонiв мiж собою i з
гамма квантом

= −ieγµ, =
ieγµ

cos θW sin θW

(
−1

2
+ sin2 θW

)
,

= −ieγµ, =
ieγµ

cos θW sin θW
(sin2 θW ),

= ie(p+ p′)µ, =
ie(p+ p′)µ

cos θW sin θW

(
1

2
− sin2 θW

)
,

(14.9.1)
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Вершина взаємодiї зарядженого хiггсiвського бозона випливає безпосеред-
ньо з кiнетичного доданка в лагранжiанi (DµΦ)†(DµΦ), де в коварiантнiй
похiднiй

DµΦ = (∂µ − igAaµτa −
i

2
g′Bµ)

(
Φ†

Φ0

)
потрiбно виразити поля Aaµ, Bµ через поля W+

µ ,W
−
µ , Z

0
µ, Aµ. Випишемо до-

данки з Φ+: (
gAaµτ

a +
g′

2
Bµ

)(
Φ†

Φ0

)
⇒ 1

2
(gA3

µ + g′Bµ)Φ† =

=
1

2

[
g√

g2 + g′2
(gZµ + g′Aµ) +

g′√
g2 + g′2

(gAµ − g′Zµ)

]
Φ† =

= eAµΦ† +
g

cos θW

(
1

2
− sin2 θW

)
ZµΦ†. (14.9.2)

Похiдна i
←→
∂µ в тричастинковiй взаємодiї приводить до появи (p + p′)µ

у вершинi взаємодiї в iмпульсному просторi.
Для отримання вершин взаємодiї γ i Z0 з W± запишемо вiдповiдну

частину з F 2
µν (для спрощення запису ми не розрiзняємо верхнi та нижнi

iндекси):

−1

4
(F aµν)2 → −1

2
(∂µA

a
ν − ∂νAaµ)gεabcAbµA

c
ν −

g2

4
εabcεab

′c′AbµA
c
νA

b′
µA

c′
ν =

= −g(∂µA
1
ν − ∂νA1

µ)A2
µA

3
ν + g(∂µA

2
ν − ∂νA2

µ)A1
µA

3
ν −

− g(∂µA
3
ν − ∂νA3

µ)A1
µA

2
ν −

g2

4
εabcεab

′c′AbµA
c
νA

b′
µA

c′
ν . (14.9.3)

Далi використаємо спiввiдношення (14.3.12). Тричастинковi вершини взає-
модiї знаходимо з частини лагранжiана (14.9.3):

L3 = ig[(∂µW
+
ν − ∂νW+

µ )W−µ A
3
ν − (∂µW

−
ν − ∂νW+

µ )W+
µ A

3
ν +

+
1

2
(∂µA

3
ν − ∂νA3

µ)(W+
µ W

−
ν −W−µ W+

ν )]. (14.9.4)

Для отримання вершин взаємодiї векторних частинок мiж собою за-
лишилось виразити

A3
µ = cos θWZµ + sin θWAµ, g = e/ sin θW , (14.9.5)

знаходимо

L3 = −ie ctg θW
[(
∂µW

−
ν − ∂νW−µ

)
W+
µ Zν −

(
∂µW

+
ν − ∂νW+

µ

)
W−µ Zν +

+ W−µ W
+
ν (∂µZν − ∂νZµ)

]
− ie

[(
∂µW

−
ν − ∂νW−µ

)
W+
µ Aν −

−
(
∂µW

+
ν − ∂νW+

µ

)
W−µ Aν +W−µ W

+
ν (∂µAν − ∂νAµ)

]
. (14.9.6)
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Аналогiчно чотиричастинковi вершини взаємодiї отримуються з

L4 = − e2

2 sin2 θW

[
W+
µ W

−
µ W

+
ν W

−
ν −W+

µ W
+
µ W

−
ν W

−
ν

]
−

− e2 ctg2 θW
[
W+
µ W

−
µ ZνZν −W+

µ ZµW
−
ν Zν

]
−

− e2 ctg θW
[
2W+

µ W
−
µ ZνAν −W+

µ AµW
−
ν Zν −W+

µ ZµW
−
ν Aν

]
−

− e2
[
W+
µ W

−
µ AνAν −W+

µ AµW
−
ν Aν

]
. (14.9.7)

В iмпульсному просторi похiднi вiд полiв замiнюються на iмпульси
вiдповiдних частинок. Для отримання вершин взаємодiї векторних полiв

робимо фур’є-перетворення для полiв у виразах i

∫
d 4xL3 та i

∫
d 4xL4

i iнтегруємо по координатах. Потiм беремо варiацiйнi похiднi по полях,
наприклад, для вершин взаємодiї W -бозонiв з гамма-квантом i Z-бозоном
це похiднi

δ3iS3

δW+
µ (k+)δW−µ (k−)δAλ(q)

i
δ3iS3

δW+
µ (k+)δW−µ (k−)δZ0

λ(q)
, (14.9.8)

що дає вершини (14.9.9):

= ie[gµν(k+ − k−)λ+ gνλ(k−− q)µ + gλµ(q − k+)ν ],
(14.9.9)

= ie ctg θW [gµν(k+ − k−)λ+ gνλ(k−− q)µ + gλµ(q− k+)ν ].

Для вершин взаємодiї чотирьох векторних частинок отримуємо

=
ie2

sin2 θW
[2gµσgνρ − gµνgσρ − gµρgνσ], (14.9.10)

= −ie2 ctg2 θW [2gµνgρσ − gµσgνρ − gµρgνσ], (14.9.11)

= −ie2 ctg θW [2gµνgρσ − gµσgνρ − gµρgνσ], (14.9.12)
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= −ie2[2gµνgρσ − gµσgνρ − gµρgνσ]. (14.9.13)

У кожнiй вершинi потрiбно також врахувати збереження 4-iмпульсу
(2π)4δ

(∑
i

pi

)
, яке виникає при iнтегруваннi по координатах.

14.10. Слабкий розпад топ-кварка
У цьому роздiлi розглянемо слабкий розпад t→W+ + b топ-кварка iз

зарядом 2/3 на бозон W+ i b-кварк з зарядом −1/3. Цей процес описуєть-
ся дiаграмою на рис. 84. Для кiнематики процесу справедливi формули

Рис. 84. Розпад t-
кварка у найнижчому
порядку теорiї збурень

p = q + k, p2 = m2
t , q2 = m2

b , k2 = m2
W ,

де mi — вiдповiднi маси частинок. Амплiтуда роз-
паду запишеться у виглядi

M(t→W+b) =
g√
2
ū

(s)
b (q)γµ

1− γ5

2
×

×u(s′)
t (p)ε∗µ(k), (14.10.1)

де s, s′ позначають спiновi стани. Ми не будемо вра-
ховувати в вершинi матрицю змiшування кваркiв.
Ширина розпаду обчислюється за вiдомою форму-
лою (11.2.15)

Γ =
1

2mt

∫
d3q

(2π)3

1

2Eq

∫
d3k

(2π)3

1

2Ek

1

2

∑
спiни

|M(t→W+b)|2(2π)4δ(4)(p− q − k),

(14.10.2)
де коефiцiєнт 1/2 походить вiд усереднення за спiнами t-кварка, а пiд-
сумовування йде за спiновими станами обох кваркiв, i використовуються
спiввiдношення

Eq =
√

q2 +m2
b , Ek =

√
k2 +m2

W , Ep =
√

p2 +m2
t ,

δ(4)(p− q − k) = δ(Ep − Eq − Ek)δ(3)(p− q− k).

У системi спокою t-кварка p = 0, Ep = mt. Взявши до уваги, що для
ермiтово спряженої амплiтуди, маємо[

ū
(s)
b (q)γµ

1− γ5

2
u

(s′)
t (p)

]†
= ū

(s′)
t (p)

1 + γ5

2
γµu

(s)
b (q),
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проведемо усереднення квадрата амплiтуди за початковими спiновими ста-
нами та пiдсумовування за кiнцевими спiновими станами

1

2

∑
ss′, λ

MM † =
∑
ss′

g2

4
ū

(s)
b (q)γµ

1− γ5

2
u

(s′)
t (p)ū

(s′)
t (p)

1 + γ5

2
γνu

(s)
b (q)ε∗µ(k)εν(k) =

=
g2

4
tr

{
γµ

1− γ5

2

[∑
s′

u
(s′)
t (p)ū

(s′)
t (p)

]
1 + γ5

2
γν
[∑

s

u
(s)
b (q)ū

(s)
b (q)

]}
×

× ε∗(λ)
µ (k)ε(λ)

ν (k). (14.10.3)

Використовуючи формули пiдсумовування за спiнами фермiонiв i поляри-
зацiями W -бозона,∑

s

u(s)(p)ū(s)(p) = p̂+m,
∑

λ= 1, 2, 3

ε(λ)∗
µ (k)ε(λ)

ν (k) = −gµν +
kµkν
m2
W

,

приходимо до виразу

1

2

∑
ss′,λ

|M |2 =
g2

4
tr

[
γµ

1− γ5

2
(p̂+mt)

1 + γ5

2
γν(q̂ +mb)

](
−gµν +

kµkν
m2
W

)
.

Легко бачити, що маси mt, mb кваркiв випадають внаслiдок присутностi
проєкторiв. Обчислюючи слiд

tr

[
γµ

1− γ5

2
p̂

1 + γ5

2
γν q̂

]
= tr

[
1 + γ5

2
γµp̂γν q̂

]
= 2(pµqν − gµνp · q + pνqµ),

отримуємо

1

2

∑
ss′, λ

|M |2 =
g2

2

(
2pq− k2pq

m2
W

+ 2
(pk)(qk)

m2
W

)
=
g2

2

(
pq+ 2

(pk)(qk)

m2
W

)
. (14.10.4)

Для ширини розпаду маємо

Γ =
g2

4mt

∫
d3k

(2π)2

1

4
√

k2 +m2
b

√
k2 +m2

W

(
pq + 2

pk qk

m2
W

)
×

× δ
(√

k2 +m2
b +

√
k2 +m2

W −mt

)
. (14.10.5)

У системi центра мас

pq = mt

√
k2 +m2

b , pk = mt

√
k2 +m2

W , qk = (p− k)k = pk −m2
W .
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Пiдiнтегральний вираз в (14.10.5) залежить тiльки вiд |k|, тому по кутах
можна проiнтегрувати, тодi (x = k2)

Γ =
g2

32mtπ

∞∫
0

dx
√
x√

x+m2
b

√
x+m2

W

(
pq + 2

pk qk

m2
W

)
δ(x− x0)∣∣∣ 1

2
√
x0+m2

b

+ 1

2
√
x0+m2

W

∣∣∣ ,
(14.10.6)

де x0 — розв’язок рiвняння√
x+m2

b +
√
x+m2

W = mt.

Маємо

Γ =
g2√x0

32πm2
t

(
2pq + 4

pk qk

m2
W

)
. (14.10.7)

Використовуючи формули

mt =
√
x0 +m2

b +
√
x0 +m2

W =
m2
b −m2

W√
x0 +m2

b −
√
x0 +m2

W

,

√
x0 +m2

b −
√
x0 +m2

W =
m2
b −m2

W

mt
,

знаходимо з урахуванням малостi маси b-кварка, mb � mt, mW ,√
x0 +m2

b =
m2
t +m2

b −m2
W

2mt
∼
m2
t −m2

W

2mt
,√

x0 +m2
W =

m2
t +m2

b +m2
W

2mt
'
m2
t +m2

W

2mt
.

Також, використовуючи малiсть маси b-кварка порiвняно з масами t-квар-
ка i W -бозона,

2pq ' m2
t −m2

W , 2pk ' m2
t +m2

W , 2qk ' m2
t −m2

W ,
√
x0 '

m2
t −m2

W

2mt
,

остаточно для ширини розпаду t-кварка отримуємо

Γ =
α

16 sin2 θW

m3
t

m2
W

(
1−

m2
W

m2
t

)2(
1 + 2

m2
W

m2
t

)
, (14.10.8)

де ми використали g = e/ sin θW . Для експериментальних значень
sin2 θW ≈ 0,223, mW = 80,4 ГеВ, mt = 173 ГеВ, знаходимо ширину Γ =
= 1,44 ГеВ, що вiдповiдає часу життя t-кварка τ = ~/Γ ≈ 3,6 ·10−25 c. Екс-
периментальне значення парцiальної ширини Γ(t → W b) = 1,92+0,58

−0,51 ГеВ.
Дуже короткий час життя t-кварка мабуть пояснює вiдсутнiсть мезонiв та
барiонiв, якi є зв’язаними станами t-кварка з iншими кварками.
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14.11. Майоранiвськi фермiони
У теорiї слабких взаємодiй ми мали справу з двокомпонентними вей-

лiвськими фермiонами. В квантовiй електродинамiцi ми зустрiчались з
чотирикомпонентними дiракiвськими фермiонами, якi утворюються двома
незалежними лiвими та правими вейлiвськими фермiонами. Однак iснує
можливiсть реалiзацiї чотирикомпонентних фермiонiв лише з одного не-
залежного вейлiвського фермiона. Такi фермiони вiдомi як майоранiвськi
i за побудовою є частинками зi спiном 1/2, якi є власними античастинка-
ми, тобто iстинно нейтральними частинками. В Стандартнiй моделi немає
майоранiвських фермiонiв, однак у розширеннях СМ нейтрино можуть
бути майоранiвськими фермiонами. Зазначимо, що в фiзицi конденсова-
них середовищ розглядається можливiсть iснування квазiчастинок, якi є
майоранiвськими фермiонами.

Розглянемо спочатку рiвняння Дiрака

(iγµ∂µ −m) Ψ = 0, (14.11.1)

яке одержується з лагранжiана

L = Ψ (iγµ∂µ −m) Ψ, Ψ = Ψ†γ0, (14.11.2)

де 4× 4 матрицi γµ задовольняють {γµ, γν} = 2gµν , γ0γµγ0 = γ†µ. В термi-

нах двокомпонентних вейлiвських фермiонiв ψL,R =
1∓ γ5

2
Ψ, лагранжiан

перепишеться таким чином

L = ψLiγ
µ∂µψL + ψRiγ

µ∂µψR −m
(
ψRψL + ψLψR

)
. (14.11.3)

Рiвняння Ейлера—Лагранжа дають два зв’язаних рiвняння

iγµ∂µψL = mψR, iγµ∂µψR = mψL, (14.11.4)

якi в безмасовому випадку m = 0 розпадаються на два незалежних рiв-
няння Вейля для двокомпонентних фермiонiв

iγµ∂µψL = 0, iγµ∂µψR = 0. (14.11.5)

Нейтрино (лiве поле) i антинейтрино (праве поле) описуються лише двома
компонентами для безмасових частинок, i для них можна застосовувати
рiвняння Вейля. Оскiльки зараз ми вже знаємо, що нейтрино мають масу,
то виникає питання, чи є спосiб описати масивне поле нейтрино лише з
двома незалежними компонентами? З’ясовується, що так, i це є поле Майо-
рани (Majorana).
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Рiвняння Дiрака можна переписати у формi рiвняння Шредiнгера

i
∂Ψ

∂t
= HΨ (14.11.6)

з ермiтовим гамiльтонiаном

H = αipi + βm, αi ≡ γ0γi, β ≡ γ0, pi = −i∂i. (14.11.7)

Чи може бути рiвняння Дiрака дiйсним рiвнянням, як наприклад, рiвнян-
ня Клейна—Гордона—Фока? Вiдповiдь очевидно залежить вiд того, якими
є матрицi γµ. Якщо елементи всiх чотирьох матриць γµ є уявними, тодi рiв-
няння Дiрака буде дiйсним. Таке представлення для матриць Дiрака було
знайдено iталiйським фiзиком Майорана, який використав той факт, що
матрицi UγµU † з довiльною унiтарною матрицею U також задовольняють
алгебрi матриць Дiрака. Це представлення має вигляд

γ0
M =

(
0 σ2

σ2 0

)
, γ1

M =

(
iσ1 0
0 iσ1

)
,

γ2
M =

(
0 σ2

−σ2 0

)
, γ3

M =

(
iσ3 0
0 iσ3

)
,

(14.11.8)

де σi — матрицi Паулi. Оскiльки матриця σ2 чисто уявна, а матрицi σ1,
σ3 дiйснi, то всi матрицi γµ уявнi, γ∗µ = −γµ, i вiдповiдне представлення
гамма-матриць називається майоранiвським. У цьому представленнi рiв-
няння Дiрака має дiйснi розв’язки, тобто для них виконується

ψ∗ = ψ. (14.11.9)

Такi розв’язки i називаються майоранiвськими фермiонами, якi є iстин-
но нейтральними частинками, тобто зарядово спряжене поле є тим самим
полем, i поля частинок i античастинок однаковi. Слiд пiдкреслити, що умо-
ва дiйсностi (14.11.9) має такий простий вигляд тiльки в майоранiвському
представленнi. Дiйсно, якщо ψ є розв’язок (дiйсний) в майоранiвському
представленнi, то в iншому представленнi це буде Ψ = Uψ з матрицями
UγµMU

†, i умова дiйсностi в новому представленнi буде

UUTΨ∗ = Ψ. (14.11.10)

Матриця UUT є також унiтарною, але замiсть неї прийнято використову-
вати iншу унiтарну матрицю C, яка визначається як

UUT = Cγ0, (14.11.11)
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i умова дiйсностi в iншому представленнi записується як

Ψ = Cγ0Ψ∗ = CΨ
T

= Ψc, (14.11.12)

де матриця C — матриця зарядового спряження, а Ψc — зарядово спряже-
ний спiнор. Тобто умова нейтральностi означає, що фермiонне поле збiга-
ється iз зарядово спряженим полем. Для будь-якого представлення алгеб-
ри гамма-матриць матриця C задовольняє спiввiдношенням

CγTµC
−1 = −γµ. (14.11.13)

Наприклад, у вейлiвському (кiральному) представленнi гамма-матрицi ма-
ють вигляд

γ0 =

(
0 I
I 0

)
, γi =

(
0 −σi
σi 0

)
, γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
I 0
0 −I

)
, (14.11.14)

а матриця зарядового спряження

C = iγ2γ0 =

(
−iσ2 0

0 iσ2

)
, Cγ0 =

(
0 −iσ2

iσ2 0

)
, (14.11.15)

задовольняє умовам −C = C−1 = CT = C†.
Рiвняння Дiрака в кiральному представленнi має вигляд

i
∂

∂t

(
ψ
χ

)
=

(
σσσp m
m −σσσp

)(
ψ
χ

)
, (14.11.16)

а умова дiйсностi майоранiвського спiнора Ψ = (ψ, χ)T визначається рiв-
нянням (

0 −iσ2

iσ2 0

)(
ψ∗

χ∗

)
=

(
ψ
χ

)
. (14.11.17)

З останнього рiвняння
χ = iσ2ψ∗, (14.11.18)

тобто майоранiвський чотирикомпонентний спiнор

ΨM =

(
ψ

iσ2ψ∗

)
(14.11.19)

фактично залежить тiльки вiд двокомпонентного спiнора ψ, для якого
маємо рiвняння

i
∂ψ

∂t
= σσσpψ + iσ2mψ∗. (14.11.20)

Це рiвняння отримується з дiї

S =

∫
d 4x

[
ψ†
(
i∂t + σji∂j

)
ψ − m

2

(
ψ†iσ2ψ∗ − ψT iσ2ψ

)]
. (14.11.21)

440



14.11. Майоранiвськi фермiони

Масовий доданок має структуру

ψT iσ2ψ = ψαεαβψβ, (14.11.22)

де εαβ — антисиметричний за лоренцовими iндексами (α, β = 1, 2) тен-
зор, i масовий доданок є iнварiантним вiдносно перетворень Лоренца. В
класичному випадку, коли поля ψα комутують мiж собою, цей доданок
тотожно дорiвнює нулю, але в квантовому випадку фермiоннi поля анти-
комутують, i такий масовий доданок є нетривiальним. Зауважимо, що на-
явнiсть масового доданка порушує U(1) фазовi симетрiї, якi вiдповiдають
за збереження окремих (ν, µ, τ) лептонних квантових чисел. У термiнах
чотирикомпонентного майоранiвського спiнора дiя (14.11.21) з матрицями
γµ в кiральному представленнi має вигляд

S =
1

2

∫
d 4x

[
Ψ̄M iγ

µ∂µΨM −mΨ̄MΨM

]
. (14.11.23)

У довiльному представленнi умова Майорани Ψ = CΨ
T

= Ψc для двоком-
понентних вейлiвських фермiонiв приймає вигляд

ψR = Cψ
T
L = ψcL, ψL = Cψ

T
R = ψcR, (14.11.24)

i для майоранiвського поля

Ψ = ψL + ψR = ψL + Cψ
T
L або Ψ = ψR + ψL = ψR + Cψ

T
R.(14.11.25)

Знов-таки, майоранiвське поле залежить тiльки вiд одного двокомпонент-
ного спiнора. В довiльному представленнi лагранжiан в (14.11.23) можна
записати у виглядi, де є тiльки одне, наприклад лiве, поле, замiнюючи ψR
на ψcL:

L =
1

2

[
ψLiγ

µ∂µψL + ψ
c
Liγ

µ∂µψ
c
L −m

(
ψ
c
LψL + ψLψ

c
L

)]
. (14.11.26)

Цей лагранжiан застосовується для опису нейтрино з майоранiвською ма-
сою. Звiсно, якщо iснує праве нейтрино, то в лагранжiан можна додати
дiракiвський масовий доданок.

Найбiльш перспективним експериментом для з’ясування природи ма-
си нейтрино є пошук безнейтринного подвiйного бета-розпаду. Стандартна
модель передбачає, що для деяких ядер може мати мiсце реакцiя (подвiй-
ний бета-розпад)

(Z,A)→ (Z + 2, A) + 2e− + 2νe. (14.11.27)

Така реакцiя спостерiгалася у 11 ядер з часом життя >7 · 1018 рокiв. Пер-
ший такий розпад зафiксовано у 1987 р. Якщо iснує майоранiвське ней-
трино, яке спiвпадає зi своїм антинейтрино (νe = νe), то можливий безней-
тринний подвiйний бета-розпад

(Z,A)→ (Z + 2, A) + 2e−, (14.11.28)
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a b
Рис. 85. Подвiйний бета-розпад, дозволений у Стандар-
тнiй моделi (a); безнейтринний подвiйний бета-розпад, за-

боронений у Стандартнiй моделi (b)

в якому порушується закон збереження лептонного квантового числа:
∆L = 2! Перiод напiврозпаду за рахунок такої реакцiї оцiнюється >1025

рокiв. Цi два типи розпадiв зображенi на рис. 85.
Таким чином, на сьогоднi Стандартна модель описує, у гарному узгод-

женнi з експериментальними даними, всi взаємодiї нейтрино з iншими час-
тинками Стандартної моделi, навiть якщо вважати нейтрино безмасовими.
Те, що нейтрино мають масу i не мають заряду, допускає можливiсть для
нейтрино бути майоранiвськими частинками. Експериментальне з’ясуван-
ня того, чи є нейтрино дiракiвською чи майоранiвською частинкою, є важ-
ливим для визначення того, яка iз запропонованих моделей для виходу за
межi Стандартної моделi може бути реалiзована.

14.12. Осциляцiї нейтрино
Гiпотеза про iснування нейтрино, нейтральної частинки з дуже малою

масою, була запропонована В. Паулi в 1930 р. щоб врятувати закон збере-
ження енергiї в процесi бета-розпаду ядер. У листi до учасникiв фiзичної
конференцiї в Тюбiнгенi Паулi майже вибачливо написав: «Дорогi радiо-
активнi Панi та Панове,... як вiдчайдушний спосiб врятувати принцип збе-
реження енергiї у бета-розпадi, ... я пропоную iдею нейтральної частинки
зi спiном половина». Спочатку Паулi назвав гiпотетичну частинку нейтро-
ном, але пiсля вiдкриття Дж. Чедвiком у 1932 р. важкої нейтральної час-
тинки, яка i була названа нейтроном, Е. Фермi за пропозицiєю Е. Амальдi
запропонував назву нейтрино (маленький нейтрон) для паулiвської час-
тинки. В 1934 р. Фермi постулював чотирифермiонний гамiльтонiан взає-
модiї, щоб описати бета-розпад з використанням нейтрино, електрона, ней-
трона i протона, таким чином з’явилась теорiя слабких взаємодiй.
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Нейтрино було вiдкрито в 1956 р. К. Кованом i Ф. Райнесом. Фактич-
но спостерiгалися антинейтрино, утворенi в ядерному реакторi в реакцiї
n→ p+ e+ νe, якi далi взаємодiють з протоном, νe + p → n + e+, утво-
рюючи позитрон. Оскiльки позитрон швидко анiгiлює з електроном у два
гамма-кванти, то одночасне детектування нейтрона i двох гамма-квантiв
i було свiдченням iснування нейтрино. Мюоннi нейтрино були вiдкритi в
1962 р. Л. Ледерманом, М.Шварцем i Дж.Штейнбергером, а тау-нейтрино
спостерiгалися у 2000 р. в Фермiлабi (США).

Перша iдея осциляцiї нейтрино була запропонована Б. Понтекорво в
1957 р., який розглянув перетворення нейтрино в антинейтрино, а осци-
ляцiї нейтрино, тобто перетворення одного сорту нейтрино в iнший, були
дослiдженi в роботах японських фiзикiв З. Макi, М. Накагава i С. Са-
ката на початку 60-х рокiв. Свiдчення про осциляцiї нейтрино походять
вiд спостережень нейтрино вiд Сонця (Р. Девiс, 1964 р.), кутової анiзо-
тропiї атмосферних нейтрино i навiть вiд реакторних нейтрино (вже на
початку 2000-х рокiв).

Розглянемо змiшування двох сортiв дiракiвських нейтрино, νe i νµ,
якi у вiльному станi мають маси mνe i mνµ , вiдповiдно. Якщо має мiсце
змiшування, то масовi доданки мають вигляд

mνeνeνe +mνµνµνµ +meµ (νeνµ + νµνe). (14.12.1)

Дiагоналiзацiя за допомогою унiтарного перетворення(
νe
νµ

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
ν1

ν2

)
, tg(2θ) =

2meµ

mνµ −mνe

(14.12.2)

дає маси

m1 =
1

2

[
mνµ +mνe +

√
(mνµ −mνe)

2 + 4m2
eµ

]
, (14.12.3)

m2 =
1

2

[
mνµ +mνe −

√
(mνµ −mνe)

2 + 4m2
eµ

]
. (14.12.4)

У разi трьох i бiльше сортiв нейтрино змiшування здiйснюється за допомо-
гою унiтарної матрицi ПМНС: |να〉 =

∑
i U
∗
αi|νi〉. Тобто ароматнi нейтрино

|να〉, що утворюються за рахунок електрослабкої взаємодiї, є когерентною
суперпозицiєю масових власних станiв |νi〉. Нейтрино νe, яке народжуєть-
ся в ядернiй реакцiї на Сонцi, буде еволюцiонувати в часi та просторi за
законом

|νe(t)〉 = cos θ|ν1(t)〉+ sin θ|ν2(t)〉 =

= cos θe−iE1t+ip1x|ν1〉+ sin θe−iE2t+ip2x|ν2〉. (14.12.5)

Нехай x = 0 — точка народження нейтрино νe в момент часу t = 0, далi
нейтрино ν1, ν2 розповсюджуються з енергiями E1, E2 i iмпульсами p1, p2.
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Внаслiдок малостi мас нейтрино є ультрарелятивiстськими, |pi| = pi � mi,
pi ' Ei ' E, тому

Ei =
√
p2
i +m2

i ' pi +
m2
i

2pi
≈ E +

m2
i

2E
. (14.12.6)

Еволюцiя стану |νe(t)〉 до точки спостереження x приймає вигляд (опус-
каючи загальний фазовий множник)

|νe(t)〉 = cos θ|ν1〉+ sin θ exp

(
i
∆m2

2E
x

)
|ν2〉. (14.12.7)

Ймовiрнiсть того, що електронне нейтрино залишиться тим самим елект-
ронним нейтрино, буде

Pee = |〈νe|νe(t)〉|2 =

∣∣∣∣ cos2 θ + sin2 θ exp

(
i
∆m2

2E
x

)∣∣∣∣2 =

= 1− sin2 2θ sin2

(
∆m2

4E
x

)
. (14.12.8)

Вiдповiдно, ймовiрнiсть спостерiгати мюонне нейтрино на вiдстанi L
є такою

Peµ = 1− Pee = sin2 2θ sin2

(
∆m2c3

4E~
L

)
, (14.12.9)

де вiдновлено фiзичнi константи c i ~. Ця формула часто записується у
виглядi

Peµ = sin2 2θ sin2

[
1,27

(
∆m2(eВ2)

4E(ГеВ)
L(км)

)]
, (14.12.10)

де маса наводиться в одиницях еВ, енергiя — в ГеВ, а вiдстань L — у кiло-
метрах. Як бачимо, необхiдною умовою появи осциляцiй є наявнiсть рiзних
мас у рiзних сортiв нейтрино та змiшування нейтринних сортiв (θ 6= 0).
Для θ = 0, π/2 осциляцiї вiдсутнi (ароматнi стани νe i νµ мають визначенi
маси). Цей перехiд вiд одного аромату до iншого є канонiчним випадком
широко вiдомого квантово-механiчного ефекту, що має мiсце в системах
двох станiв, а не є специфiчною властивiстю тiльки нейтрино. Очевидно,
спостереження осциляцiй за формулою (14.12.10) експериментально мож-
ливо, коли аргумент другого множника з синусом у (14.12.10) є порядку
одиницi. Тобто експеримент з даною базою L (км) i енергiєю нейтрино
E (ГеВ) є чутливим до рiзницi квадратiв мас нейтрино ∆m2 (еВ2). Напри-
клад, експеримент з базою L ∼ 104 км, що приблизно дорiвнює дiаметру
Землi, i E ∼ 1 ГеВ може вимiряти рiзницю маси ∆m2

ij до величини поряд-
ку 10−4 eВ2. Таким чином, експерименти з довгою базою можуть вимiряти
надзвичайно малу рiзницю квадратiв мас нейтрино.
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У середовищi, де є електрони, при певних значеннях густини елект-
ронiв можливе пiдсилення нейтринних осциляцiй. Це так званий ефект
Мiхеєва—Смiрнова—Волфенштейна, який дає внесок у розв’язання проб-
леми сонячних нейтрино: наявну рiзницю мiж потоком сонячних елект-
ронних нейтрино, що виробляються в ядрi Сонця, та потоком нейтрино,
який спостерiгається на Землi. Еволюцiя нейтрино у середовищi з висо-
кою густиною нейтрино, якi виникають пiд час вибуху наднових, також
може впливати на осциляцiї нейтрино; ця проблема тiльки починається
дослiджуватись.

Експерименти за останнi 20 рокiв дали переконливi свiдчення iснуван-
ня у нейтрино мас та змiшування сортiв нейтрино. Експеримент Супер-
Камiоканде (CK), який використовує 50-кiлотонний водяний черенковсь-
кий детектор, розташований глибоко пiд землею в префектурi Гiфу в
Японiї, був першим експериментом, який представив докази осциляцiй
νµ ↔ ντ в атмосферних потоках нейтрино. Цей експеримент вимiрював
потоки нейтрино νµ, якi народжуються безпосередньо над поверхнею Зем-
лi, приблизно 15 км до детектора, i тi, що народжуються безпосередньо
пiд детектором, перетинаючи при цьому повний дiаметр Землi (13 000 км)
до досягнення детектора. Жодного сигналу про участь в осциляцiях нейт-
рино νe не знайдено, тому передбачається, що зникнення нейтрино νµ в
основному зв’язано з переходами νµ ↔ ντ , а отже, розрахунок ймовiрно-
стi такого переходу вiдбувався за формулою (14.12.8). Вимiрюючи потоки
нейтрино в широкому дiапазонi Eν i L, вперше було отримано значення
параметрiв ∆m2 i sin2 2θ:

∆m2
atm = (2–3) · 10−3 eВ2, sin2(2θatm) = 0,50± 0,13,

L

E
= 500

км
ГеВ

.

В iншому експериментi пучок нейтрино νµ посилався з Фермiлаб поб-
лизу Чикаго до шахти Соудан (рiчка Еш) у Мiннесотi, маючи базову лiнiю
735 км. Цi експерименти виявили докази зникнення νµ, що узгоджуються
з тими, якi знайшов СК (∆m2 = 2,37 · 10−3 eВ2, sin2 2θ = 0,51).

Експеримент з реакторними нейтрино проводився в Японiї (KamLand
experiment) з 2002 р. i триває дотепер. У реакторах виробляється електрон-
не антинейтрино νe, тому фактично дослiджувались переходи νe ↔ νµ.
Припускаючи справедливiсть CPT теореми, результати дослiджень мають
прямий стосунок до осциляцiй сонячних нейтрино. За формулою осциля-
цiй iз двома нейтрино знайдено

∆m2⊙ = (8,0±0,4) ·10−5 eВ2, sin2(2θ⊙) = 0,31±0,03,
L

E
= 15 ·103 км

ГеВ
.

У проведених експериментах з осциляцiй нейтрино не виникала необ-
хiднiсть залучення нових нейтрино (таких як стерильних нейтрино) для
пояснення отриманих результатiв. Змiшування трьох сортiв (ароматiв)
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нейтрино описується матрицею ПМНС, що мiстить три кути змiшування
(так званий сонячний кут змiшування θ12, атмосферний кут змiшування
θ23, i кут змiшування θ13, який ще потрiбно вимiряти), одну фазу Дiрака
(δν), i потенцiйно двi фази Майорани (α, β), якi присутнi, якщо одночасно
маємо дiракiвськi та майоранiвськi масовi доданки. Вона задається як

U =

1 0 0
0 c23 s23

0 −s23 c23

 c13 0 s13e
−iδν

0 1 0
−s13e

iδν 0 c13

×
×

 c12 s12 0
−s12 c12 0

0 0 1

eiα 0 0
0 eiβ 0
0 0 1

, (14.12.11)

де cij = cos θij , sij = cos θij , i кути лежать в першому квадрантi. Подiб-
на параметризацiя застосовується до матрицi Кабiббо—Кобаясi—Маскави
VККМ з трьома кутами змiшування кваркiв (θ12, θ13 i θ23), i однiєю фа-
зою δq. Ненульовi фази δν i δq приводять до порушення CP в осциляцiях
нейтрино i в розпадах кваркiв, вiдповiдно.

В електрослабких процесах народжуються завжди нейтрино з визна-
ченим ароматом, наприклад, у розпадi зарядженого W -бозона на заряд-
жений лептон lα, W+ → lα + να народжуються нейтрино з вiдповiдним
ароматом α, а нейтрино νβ детектується за допомогою процесу взаємодiї
νβ → W+ + lβ . Ароматнi стани нейтрино |να〉 є суперпозицiєю нейтрино з
визначеними масами |νi〉:

|να〉 =
∑
i

U∗αi|νi〉.

Внаслiдок ортогональностi масових станiв, 〈νi|νj〉 = δij , маємо 〈να|νβ〉 =
= (UU †)αβ . Матриця U повинна бути унiтарною, UU † = 1, що гарантує,
що кожен раз, коли ароматне нейтрино α народжує заряджений лептон,
цей заряджений лептон завжди буде lα з ароматом α. Тобто νe народжує
виключно e, νµ народжує виключно µ, те саме справедливо i для ντ i τ .
Очевидно, масовi нейтрино можна представити як лiнiйнi комбiнацiї аро-
матних нейтрино

|νi〉 =
∑
α

Uαi|να〉.

Еволюцiя ультрарелятивiстських нейтрино на вiдстанi L описується фор-
мулою

|να(t)〉 =
∑
i

U∗αi|νi(t)〉, (14.12.12)

а еволюцiя масових станiв визначається

|νi(t)〉 = exp

(
−im

2
iL

2E

)
|νi(0)〉. (14.12.13)
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14.12. Осциляцiї нейтрино

Рис. 86. Змiна арома-
ту (осциляцiя) нейтри-

но у вакуумi

Амплiтуда для нейтрино, народженого з ароматом α, яке детектується як
нейтрино з ароматом β пiсля подолання вiдстанi L з енергiєю E, буде

〈νβ|να(t)〉 =
∑
i

U∗αie
−im2

iL/2EUβi, (14.12.14)

де ми використали ортонормованiсть масових станiв нейтрино. Амплiтуди
A(W+ → l+α + νi) = U∗αi i A(νi → W+ + l−β ) = Uβi у формулi (14.12.14)
визначають народження να джерелом i детектування νβ в детекторi, вiд-
повiдно, а e−im2

iL/2E є пропагатор масивного нейтрино νi (див. рис. 86).
Для ймовiрностi переходу P (να → νβ) отримуємо

P (να → νβ) = |〈νβ|να(t)〉|2 =
∑
ij

(
U∗αiUβiUαjU

∗
βj

)
e−i∆m

2
ijL/2E,(14.12.15)

або, використовуючи унiтарнiсть матрицi U ,

P (να → νβ) = δαβ − 4
∑
i>j

Re
(
U∗αiUβiUαjU

∗
βj

)
sin2

(
∆m2

ij

L

4E

)
+

+ 2
∑
i>j

Im
(
U∗αiUβiUαjU

∗
βj

)
sin

(
∆m2

ij

L

2E

)
. (14.12.16)

Ця формула визначає осциляцiї для n сортiв нейтрино (i = 1, 2, ..., n). Ймо-
вiрнiсть осциляцiй антинейтрино, να → νβ , описується цiєю ж формулою,
де треба замiнити U → U∗. Для трьох сортiв дiракiвських нейтрино отри-
манi такi значення кутiв змiшування в матрицi (14.12.11):

θ12 ' 33,5◦, θ13 ' 8,4◦, θ23 ' 47,9◦. (14.12.17)

Цi кути змiшування iстотно вiдрiзняються вiд кутiв змiшування кваркiв,
якi значно меншi: θ12 ' 13◦, θ13 ' 0,21◦, θ23 ' 2,4◦. З осциляцiй нейтрино ви-
значаються шiсть фундаментальних ароматних параметрiв: двi незалежнi
рiзницi квадратiв мас нейтрино (скажiмо, ∆m2

21 i ∆m2
31), три кути i одна

фаза δν . Що стосується фази δν , яка порушує CP -iнварiантнiсть, то попе-
реднi данi з осциляцiй нейтрино дають значення δν ' 3π/2, але, як визна-
чити або обмежити майоранiвськi фази, залишається повнiстю неясним i
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дотепер. Також незрозумiлим залишається питання, чи iснує якась коре-
ляцiя мiж лептонним та кварковим секторами, оскiльки цi сектори мають
подiбнi загальнi властивостi щодо механiзмiв генерацiї маси, змiшування
ароматiв та порушення CP -iнварiантностi.

14.13. Барiонна i лептонна симетрiї
та їх порушення в Стандартнiй моделi

Барiонне та лептонне числа елементарних частинок у Стандартнiй мо-
делi пов’язанi з глобальними симетрiями вiдносно UB(1) i UL(1) фазових
перетворень фермiонних полiв з постiйними фазами

ψ → eiBαψ, ψ → eiLβψ,

де L = 1 для лептонних полiв i B = 1/3 для кваркових полiв. Такий вибiр
барiонного заряду 1/3 кваркових полiв зумовлений умовою, щоб барiон-
ний заряд нуклонiв, якi є зв’язаними станами трьох кваркiв, дорiвнював
одиницi. Для античастинок барiонний i лептонний заряди є протилежни-
ми за знаком, тому, наприклад, мезони, якi є зв’язаними станами кварка
та антикварка, мають нульовий барiонний заряд.

Барiонний заряд має важливе значення в фiзицi елементарних части-
нок. Його збереження забороняє, наприклад, розпад протона p→ e+ + π0.
Тобто протон є стабiльним, тому що не iснує бiльш легких частинок з нену-
льовим барiонним зарядом. Аналогiчно електрон є стабiльним, тому що це
найлегший заряджений лептон. При низьких енергiях протони i нейтрони
утворюють зв’язанi стани, тобто ядра. Електрони формують разом з ядра-
ми атоми, утворюючи всю вiдому нам речовину. Таким чином, пiдґрунтям
стабiльностi матерiї, яка нас оточує, є закони збереження барiонного i леп-
тонного зарядiв.

Крiм лептонного числа L у Стандартнiй моделi корисними є поняття
лептонних чисел кожного поколiння, якi наведенi в таблицi 4. Цi лептоннi
числа вiдповiдають за те, що мюон розпадається на електрон, електронне
антинейтрино та мюонне нейтрино

µ− → e− + ν̄e + νµ

зi збереженням лептонних мюонного lµ = 1 i електронного le = 0 чисел,
тодi, як розпад мюона на електрон i фотон

µ− → e− + γ,

неможливий, тому що порушується збереження як електронного, так i
мюонного лептонних зарядiв, хоча повний лептонний заряд, очевидно, збе-
рiгається. Для барiонiв введення окремих барiонних зарядiв для кваркiв
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кожного поколiння не є корисним, тому що такi барiоннi заряди не збе-
рiгаються внаслiдок змiшування поколiнь, розглянутого в параграфi 14.7.
Тому практичне значення має тiльки повний барiонний заряд.

Експериментально спостережуванi осциляцiї нейтрино, розглянутi в
попередньому параграфi, означають, що окремi лептоннi числа кожного
поколiння не зберiгаються в природi. Якщо доповнити Стандартну мо-
дель i ввести правi нейтрино, тодi виникає змiшування лептонiв анало-
гiчне змiшуванню в кварковому секторi, де матриця Понтекорво—Макi—
Накагави—Сакати змiшування нейтрино вiдiграє роль, аналогiчну матрицi
Кабiббо—Кобаясi—Маскави. Якщо ж нейтрино є майоранiвськими частин-
ками, тодi навiть повний лептонний заряд L = le + lµ + lτ не зберiгається,
тому що майоранiвський масовий доданок неiнварiантний вiдносно фазо-
вих перетворень нейтринних полiв.

Як зазначено вище, гамiльтонiан Стандартної моделi зберiгає в кла-
сичнiй теорiї барiонний B та лептонний L заряди, якi визначаються про-
iнтегрованими по просторовим координатам часовими компонентами ба-
рiонного i лептонного струмiв

jµB =
1

3

∑
i

(
Q̄iLγ

µQiL + ūiRγ
µuiR + d̄iRγ

µdiR
)
, (14.13.1)

jµL =
∑
i

(
L̄iγµLi + ēiRγ

µeiR
)
, (14.13.2)

де фермiоннi поля, визначенi рiвняннями (14.3.15)—(14.3.17), 1/3 в jµB —
барiонний заряд кваркiв, а i — iндекс поколiння.

Стандартна модель є кiральною теорiєю. Дiйсно, в її електрослабко-
му секторi калiбрувальна група SUL(2) дiє тiльки на лiвi фермiони (за
що вiдповiдальний проєктор PL = (1 − γ5)/2 в доданках взаємодiї), а
група гiперзаряду UY (1) є також кiральною, тому що гiперзаряди лiвих
та правих фермiонiв не однаковi. Хоча всi калiбрувальнi аномалiї скоро-
чуються в Стандартнiй моделi, барiонний i лептонний заряди, пов’язанi
з глобальними симетрiями (14.13), не зберiгаються внаслiдок кiральних
аномалiй [186].

Для того, щоб знайти аномалiю барiонного (14.13.1) i лептонного стру-
мiв (14.13.2), зручно використати те, що кiральна аномалiя в квантовiй
електродинамiцi (9.6.25) може бути отримана як сума окремих аномалiй
для струмiв лiвих i правих фермiонiв

∂µj
µ
L =

e2

16π2
FµνF

∗µν, (14.13.3)

∂µj
µ
R = − e2

16π2
FµνF

∗µν. (14.13.4)
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Це випливає з визначення струмiв у термiнах лiвих i правих полiв,

jµ = ψ̄γµψ = ψ̄Lγ
µψL + ψ̄Rγ

µψR, jµ5 = ψ̄γµγ5ψ = −ψ̄LγµψL + ψ̄Rγ
µψR,

збереження векторного струму, ∂µjµ = 0, i аномалiї в дивергенцiї кiраль-
ного струму (9.6.25). Для барiонного i лептонного струмiв e2 в (14.13.3)
i (14.13.4) замiнюється на значення квадратiв гiперзаряду вiдповiдних
кваркових i лептонних полiв, помножене на g′2 при взаємодiї з гiпер-
зарядним калiбрувальним полем, а також замiнюється на g2tr[T aT b] =
= g2δab/2 i g2

sδ
ab/2 при взаємодiї з SUL(2) i SUc(3) калiбрувальними поля-

ми, вiдповiдно.
Достатньо визначити внески в аномалiю барiонного i лептонного за-

рядiв для фермiонiв вiд одного поколiння, тому що вони не залежать вiд
поколiння. Тодi, враховуючи рiвняння (14.13.3) i (14.13.4) та квантовi чис-
ла кваркiв i лептонiв у Стандартнiй моделi нескладно знайти, що

∂µ
(
Q̄iLγ

µQiL
)

=
g2
s

16π2
GaµνG

∗aµν +
3g2

32π2
F aµνF

∗aµν +
g′2

96π2
BµνB

∗µν, (14.13.5)

∂µ
(
ūiRγ

µuiR
)

= − g2
s

32π2
GaµνG

∗aµν − g′2

12π2
BµνB

∗µν, (14.13.6)

∂µ
(
d̄iRγ

µdiR
)

= − g2
s

32π2
GaµνG

∗aµν − g′2

48π2
BµνB

∗µν, (14.13.7)

∂µ
(
L̄iLγ

µLiL
)

=
g2

32π2
F aµνF

∗aµν +
g′2

32π2
BµνB

∗µν, (14.13.8)

∂µ
(
ēiRγ

µeiR
)

= − g′2

16π2
BµνB

∗µν, (14.13.9)

Константа сильної взаємодiї тут позначена gs, а вiдповiдний тензор напру-
женостi Gaµν . Тодi для аномалiй барiонного (14.13.1) i лептонного струмiв
(14.13.2) ми отримуємо

∂µj
µ
B,L =

ng
64π2

εµναβ
(
g2F aµνF

a
αβ − g′

2
BµνBαβ

)
, (14.13.10)

де ng = 3 — число поколiнь у Стандартнiй моделi, εµναβ — повнiстю анти-
симетричний тензор, напруженостi полiв F aµν i Bµν визначенi в рiвняннях
(14.2.12) i (14.2.13), а g i g′ є константами зв’язку вiдповiдних калiбруваль-
них груп. Пiдкреслимо, що внесок глюонних полiв в аномалiї барiонного
i лептонного струмiв вiдсутнiй. Подробицi отримання формули (14.13.10)
можна знайти в роботi [145].

Як зазначалося в параграфi 4.3, внесок у εµναβF aµνF aαβ дають iнстан-
тоннi розв’язки, якi визначають тунельнi переходи мiж класичними вакуу-
мами полiв Янга—Мiллса з рiзним значенням топологiчного заряду. Для
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групи SUL(2) такi розв’язки вiдомi як слабкi iнстантони, але внаслiдок ма-
лого значення константи слабкої взаємодiї їх внесок є надзвичайно сильно
подавленим при низьких енергiях. Однак у ранньому Всесвiтi при тем-
пературах, близьких до температури електрослабкого фазового переходу,
переходи мiж станами полiв Янга—Мiллса з рiзними значеннями тополо-
гiчного заряду вже не є подавленими, а вiдповiднi розв’язки вiдомi як
сфалерони [147].

Iншою важливою особливiстю рiвнянь (14.13.10) є те, що, тодi як пов-
ний барiонний i лептонний заряд B+L не зберiгається, для рiзницi барiон-
ного i лептонного зарядiв B − L вiдсутнi кiральнi аномалiї, а тому B − L
заряд в точностi зберiгається в Стандартнiй моделi.

ЗАДАЧI

1. Загальний вигляд взаємодiї фермiонiв зi скалярними полями (взає-
модiя Юкави) має вид:

ψ̄lΓ
lm
i Φiψm.

З умови iнварiантностi δ(ψ̄lΓlmi Φiψm) = 0 вiдносно iнфiнiтезималь-
них калiбрувальних перетворень,

δψl = −talmψmδωa(x), δΦi = −T aijΦjδω
a(x),

отримати умови на набiр юкавiвських констант зв’язку Γlmi .

2. У розширеннi Стандартної моделi можуть бути присутнi калiбру-
вально iнварiантнi взаємодiї типу

λ

M2
εabcF aµνF

b
νρF

c
ρµ,

де M — параметр розмiрностi маси, який набагато бiльший вiд маси
Z-бозона M � mZ . Виписати вершини взаємодiї для полiв W , Z, γ.

3. Обчислити ефективну електромагнiтну константу взаємодiї в Стан-
дартнiй моделi при енергiї 100 ГеВ, враховуючи всi вiдомi зарядженi
кварки i лептони з масами, меншими 100 ГеВ, та використовуючи
однопетльове наближення.

4. Обчислити ширину розпаду хiггсiвського бозона на два лептони,
h0 → l+l−, для неполяризованих l± в найнижчому порядку теорiї
збурень.

5. Обчислити ширину розпаду Z-бозона на два лептони, Z → l+l−, для
неполяризованих Z i l± в найнижчому порядку теорiї збурень. Пе-
ревiрити, що в наближеннi, коли маси лептонiв дорiвнюють нулю,
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ml = 0, l = e, µ, τ , ширина розпаду на всi лептони приймає простий
вигляд

Γ(Z → лептони) =
GFm

3
Z

3π
√

2

(
3

2
− 3 sin2 θW + 6 sin4 θW

)
.

6. Використовуючи вiдомi значення GF, mZ , θW , оцiнити ширину роз-
паду Γ(Z → лептони) i час життя Z–бозона за рахунок цього каналу
розпаду.

7. Матричний елемент розпаду µ−→ e−+ν̄e+νµ у теорiї Фермi дорiвнює

M = −4iGF√
2

[ūνµγ
αPLuµ][ūeγαPLuνe ],

де PL = (1− γ5)/2 — лiвий проєктор, а u — спiнорна хвильова функ-
цiя вiдповiдної частинки. Для фiксованого спiнового стану частинки
маємо

u(s)ū(s) =
1

2
(pµγ

µ +m)(1− γ5sνγ
ν),

де спiновий стан описується вектором sν = (mpn, s) i

s = n +
(pn)p

m(m+ E)
,

а n є одиничним вектором поляризацiї частинки. Використовуючи
формулу для ймовiрностi розпаду (11.2.15), знайти ймовiрнiсть роз-
паду неполяризованого мюона, який знаходиться в станi спокою в
лабораторнiй системi координат, в мюонне нейтрино, електронне ан-
тинейтрино та електрон зi спiновим станом, який визначається оди-
ничним вектором ne.

8. Обчислити амплiтуди e−e+ → W−W+ для лiво- i правополяризова-
них електронiв i позитронiв де W− i W+ мають визначену спiраль-
нiсть. У випадку, коли один з W -бозонiв є поздовжньо поляризова-
ним (L), а iнший поперечно (T ) поляризований показати, що, хоча
iндивiдуальнi дiаграми дають внески порядку

√
s, повна амплiтуда

спадає як 1/
√
s.

9. Для процесу розпаду топ-кварка t→ b+W+ дослiдити окремо народ-
ження поздовжнього i поперечного W -бозонiв. Обчислити ширини
розпаду i показати, що

Γ(t→ b+WL)

Γ(t→ b+WT )
=

m2
t

2m2
W

у наближеннi, коли можна нехтувати масою b-кварка.
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На сьогоднi Стандартна модель є найкращим експериментально пiд-
твердженим теоретичним описом взаємодiй мiж елементарними частинка-
ми. Iснують однак фiзичнi явища, якi неможливо пояснити в СМ, наприк-
лад барiонна асиметрiя Всесвiту, маси нейтрино, темна матерiя тощо. Для
вирiшення цих проблем було запропоновано багато рiзних моделей, якi
розширюють СМ введенням нових частинок. Нижче ми розглянемо деякi
розширення СМ, що дозволяють описати механiзм генерацiї мас нейтрино,
новi хiггсiвськi частинки, а також об’єднання всiх калiбрувальних взаємо-
дiй в єдину теорiю, де група симетрiї СМ, SUc(3) × SUL(2) × UY (1), є
пiдгрупою деякої компактної групи бiльш високого рангу, наприклад груп
SU(5), SO(10) та iн.

15.1. Маси нейтрино
Спостереження осциляцiй атмосферних i сонячних нейтрино свiдчить

про необхiднiсть розширення Стандартної моделi, тому що в нiй нейтрино
не мають маси. Один iз простих способiв забезпечити масу нейтрино без
додавання iнших частинок — це розширити Стандартну модель за допо-
могою майоранiвської маси для лiвих нейтрино

1

2
mννcLνL + h.c., (15.1.1)

де νcL = Cν̄TL є зарядово спряженим лiвим нейтрино. Хоча такий дода-
нок порушує калiбрувальну симетрiю SUL(2) × UY (1), вiн може бути зге-
нерований внаслiдок спонтанного порушення електрослабкої симетрiї за
допомогою калiбрувально iнварiантного доданка взаємодiї

1

2
fij
(
Lci Φ̃

∗)(Φ̃†Lj)+ h.c., (15.1.2)

де Li є дублетом лептонiв лiвої кiральностi Стандартної моделi, fij є мат-
рицею з iндексами поколiнь i розмiрнiстю оберненої маси, Φ̃ = (iσ2)Φ∗, а Φ
є хiггсiвським дублетом. Очевидно, що цей доданок має масову розмiрнiсть
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добутку полiв 5 i тому є неперенормовним. Це означає, що доданок (15.1.2)
є ефективним в низькоенергетичнiй теорiї.

Iнший спосiб забезпечити масу нейтрино — це додати до Стандартної
моделi нейтрино з правою кiральнiстю. Такi нейтрино не беруть участь
анi в сильних, анi в електрослабких взаємодiях. Тому вони вiдомi ще як
стерильнi нейтрино. В моделi з правими нейтрино звичайна дiракiвська
маса робить нейтрино масивним

mν̄ν = mν̄LνR +mν̄RνL. (15.1.3)

Знов-таки, хоча цей доданок є калiбрувально неiнварiантним, вiн може
бути згенерований внаслiдок взаємодiї з хiггсiвським полем(

L̄iΦ̃
)
FijνRj + ν̄RjF

∗
ji

(
Φ̃†Li

)
, (15.1.4)

де Li = (νLi, eLi)
T , i, j = e, µ, τ , а Fij є матрицею юкавiвських констант.

Внаслiдок спонтанного порушення симетрiї нижня компонента хiггсiвсько-
го поля має вакуумне середнє v. Тодi взаємодiя (15.1.4) генерує маси
нейтрино mij ν̄LiνRj +m∗ij ν̄RiνLj , (15.1.5)

де mij = Fijv/
√

2 є дiракiвською масовою матрицею.
Дуже цiкавим механiзмом генерацiї мас нейтрино є так званий ме-

ханiзм гойдалки (seesaw mechanism). Цей пiдхiд використовує дiракiвськi
масовi доданки для нейтрино разом з майоранiвськими масами для пра-
вих нейтрино. Зазначимо, що останнi не порушують нiякої калiбрувальної
симетрiї i тому не потребують введення додаткових неперенормовних взає-
модiй. Масовий доданок у механiзмi гойдалки має вигляд

1

2
(ν̄L, νcR)

(
0 mD

m∗D M

)(
νcL
νR

)
+ h.c. (15.1.6)

Якщо |mD| � M , то масова матриця має два рiзних масових стани. Роз-
глянемо для спрощення випадок одного поколiння. Вiдповiднi стани мають
масу

m1,2 =
M ±

√
M2 + 4|mD|2

2
. (15.1.7)

Один з цих масових станiв
m2 ≈ −

|mD|2

M

може природно мати масу, меншу за еВ, якщо M є дуже великою. Напри-
клад, для |mD| ∼ 100 ГеВ iM ∼ 1014 ГеВ маємоm2 ∼ 0,1 еВ. Таким чином,
механiзм гойдалки легко пояснює малiсть мас нейтрино порiвняно з iнши-
ми масами фермiонiв. Наприклад, маса електрона, me = 0,5 МеВ, який
є найлегшим зарядженим лептоном, бiльш нiж в мiльйон разiв бiльша за
значення m2, розглянутого вище.
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15.2. Модель з двома дублетами хiггсiвського поля
Вимiрювання маси W -бозона на електрон-позитронному i Великому

адронному колайдерi в ЦЕРНi (Швейцарiя), Теватронi в лабораторiї Фермi
(Батавiя, США) дали узгоджене значення

mW,exp = 80,379± 0,012 ГеВ. (15.2.1)

Однак колаборацiя CDF (Collider Detector at Fermilab) в 2022 р. предста-
вила нове значення маси W -бозона,

mW,CDF = 80,4335± 0,0094 ГеВ, (15.2.2)

що знаходиться в явному протирiччi зi значенням (15.2.1) за попереднiми
вимiрюваннями та з передбаченням Стандартної моделi. Для вирiшення
цiєї суперечностi виникає необхiднiсть (крiм iнших причин) розширити
СМ, i одне з можливих розширень — це ввести в СМ ще один дублет поля
Хiггса, що ми i розглянемо в цьому роздiлi.

Мiнiмальна версiя СМ мiстить один комплексний дублет Хiггса, що
пiсля спонтанного порушення електрослабкої симетрiї приводить до одно-
го нейтрального CP-парного бозона Хiггса. Однак сектор Хiггса залиша-
ється не до кiнця вiдомим, як теоретично, так i експериментально, тому
немає фундаментальних причин припускати, що цей сектор має бути мi-
нiмальним (тобто мiстити лише один дублет Хiггса).

Моделi з двома хiггсiвськими дублетами, також як i СМ, мають
важливу феноменологiчну властивiсть. Для них параметр ρ = mW /
/(mZ cos θW ) = 1, i це спiввiдношення виконується з точнiстю до скiнчен-
них радiацiйних поправок. Власне, рiвнiсть ρ = 1 є початковим критерiєм
на рiвнi лагранжiана для вiдбору моделей, придатних для розширення
СМ. Якщо iснує кiлька скалярних полiв, чиї електрично нейтральнi члени
отримують вакуумнi середнi vi, то параметр ρ визначається формулою

ρ2 =

N∑
i=1

v2
i

[
Ti(Ti + 1)− Y 2

i

]
2
N∑
i=1

v2
i Y

2
i

, (15.2.3)

де Ti i Yi — слабкий iзоспiн i гiперзаряд i-го мультиплету. Щоб мати ρ =
= 1 представлення скалярiв з ненульовими vi повиннi задовольняти умовi

(2Ti + 1)2 − 12Y 2
i = 1. Найпростiшим вибором є скаляри з Ti =

1

2
i Yi =

1

2
,

якi вiдповiдають хiггсiвському дублету в СМ, i моделi, що розглядаються
в цьому роздiлi, з двома хiггсiвськими дублетами.

Сектор Хiггса в моделi з двома дублетами мiстить три нейтральнi i
пару заряджених частинок Хiггса з незалежними вiльними параметрами
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мас. Виявляється, що однопетльовi поправки до спостережуваних величин
є чутливими до рiзницi мас мiж зарядженими та нейтральними бозонами
Хiггса i, зокрема, впливають на передбачення mW .

Сектор Хiггса в лагранжiанi моделi мiстить два дублети комплексних
скалярних полiв, якi перетворюються пiд дiєю групи SUL(2) i обидва ма-
ють гiперзаряд Y = 1/2,

LHiggs =
∑
i=1,2

(DµΦi)
†DµΦi − V (Φ1,Φ2),

DµΦi =

(
∂µ − ig

σa

2
Aaµ − i

g′

2
Bµ

)
Φi, (15.2.4)

де
Φ1 =

(
φ+

1

φ0
1

)
, Φ2 =

(
φ+

2

φ0
2

)
. (15.2.5)

Калiбрувально iнварiантний потенцiал з дiйсними коефiцiєнтами, що озна-
чає вiдсутнiсть порушення CP -симетрiї за рахунок хiггсiвського сектору,
має такий загальний вигляд

V (Φ1,Φ2) = m2
11Φ†1Φ1 +m2

22Φ†2Φ2 −m2
12

(
Φ†1Φ2 + Φ†2Φ1

)
+
λ1

2

(
Φ†1Φ1

)2
+

+
λ2

2

(
Φ†2Φ2

)2
+ λ3

(
Φ†1Φ1

)(
Φ†2Φ2

)
+ λ4

(
Φ†1Φ2

)(
Φ†2Φ1

)
+

+
λ5

2

(
(Φ†1Φ2)2 + (Φ†2Φ1)2

)
. (15.2.6)

У випадку m2
12 = 0 маємо додаткову дискретну симетрiю Φ1 → Φ1,

Φ2 → −Φ2, яка дозволяє уникнути нейтральних струмiв зi змiною аромату
на рiвнi деревних дiаграм. Ця Z2-симетрiя м’яко порушена, коли m2

12 6= 0.
Загалом у потенцiалi Хiггса маємо вiсiм вiльних параметрiв. Вимога, щоб
потенцiал V був обмежений знизу, коли |Φ1|, |Φ2| → ∞, виражається таки-
ми умовами:

λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 > −(λ1λ2)1/2, λ3 + λ4± |λ5| > −(λ1λ2)1/2. (15.2.7)

Мiнiмум потенцiалу полiв Φ1, Φ2 вiдповiдає конфiгурацiям вакуумного
поля

Φ0
i = 〈Φi〉 =

1√
2

(
0
vi

)
, (15.2.8)

де константи vi визначаються з екстремуму потенцiалу

∂V

∂Φ1

∣∣∣
Φi=Φ0

i

= 0,
∂V

∂Φ2

∣∣∣
Φi=Φ0

i

= 0. (15.2.9)
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З цих рiвнянь знаходимо спiввiдношення мiж деякими параметрами
моделi:

v1m
2
11 = v2m

2
12 −

v1

2

[
λ1v

2
1 + v2

2(λ3 + λ4 + λ5)
]
,

v2m
2
22 = v1m

2
12 −

v2

2

[
λ2v

2
2 + v2

1(λ3 + λ4 + λ5)
]
.

(15.2.10)

Загалом, є чотири можливi розв’язки: 1) v1 = v2 = 0, 2) v1 = 0, v2 6= 0,
3) v1 6= 0, v2 = 0, 4) v1 6= 0, v2 6= 0; ми розглянемо найбiльш цiкавий
четвертий випадок. Для полiв покладемо

Φi =

 φ+
i

1√
2

(vi + ηi + iχi)

. (15.2.11)

Поля φ+
i є комплексними (зарядженими), а ηi i χi — дiйсними (нейтральни-

ми), останнi є парними i непарними компонентами комплексного дублета
Φi вiдносно CP -перетворення. Розкладаючи потенцiал за полями φ+

i , ηi, χi
вiдносно екстремуму, у другому порядку отримуємо квадратичну форму,
яка визначає масову матрицю цих полiв

V (Φ1,Φ2) =
(
φ−1 , φ

−
2

)
M2
φ

(
φ+

1

φ+
2

)
+

1

2
(ηT, χT )M2

ηχ

(
η
χ

)
+O(φ3), (15.2.12)

де ηT = (η1, η2), χT = (χ1, χ2), i поля φ−i зарядово спряженi до полiв φ+
i .

Ми не виписуємо тут вирази для матрицьM2
φ,M

2
ηχ, дозволяючи отримати

їх читачевi самостiйно. Матриця M2
φ має одне нульове власне значення i

одне ненульове, а її власними станами є зарядженi голдстоунiвськi бозо-
ни G± i масивнi зарядженi хiггсiвськi частинки H±, зв’язанi унiтарним
перетворенням з полями φ±i :(

G±

H±

)
= R(β)

(
φ±1
φ±2

)
, R(β) =

(
cosβ sinβ
− sinβ cosβ

)
, (15.2.13)

tg β = v2/v1. Аналогiчно матриця M2
ηχ дiагоналiзується перетвореннями(

G0

A0

)
= R(β)

(
χ1

χ2

)
,

(
H0

h0

)
= R(α)

(
η1

η2

)
, (15.2.14)

де кут α визначається нижче формулою (15.2.21). Матриця M2
ηχ має одне

нульове власне значення i три ненульовi, її власними станами є безмасовий
голдстоунiвський бозон G0, два CP -парнi бозони H0 i h0, i CP -непарний
бозон A0.
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Розглядаючи далi квадратичну форму для калiбрувальних полiв
Aaµ, Bµ в (15.2.4), знаходимо пiсля дiагоналiзацiї масової матрицi маси ма-
сивних векторних полiв (порiвняйте з (14.3.10)):

mW =
1

2
gv, mZ =

1

2

√
g2 + g′2v, v =

√
v2

1 + v2
2. (15.2.15)

Одне поле залишається безмасовим i ототожнюється з електромагнiтним
полем. Початкова симетрiя лагранжiана SUL(2) × UY (1) порушується до
електромагнiтної Uem(1), три голдстоунiвськi частинки G±, G0 стають поз-
довжнiми компонентами масивних векторних частинок W±, Z, i в спектрi
є також масивнi хiггсiвськi частинки: три нейтральнi, H0, h0, A0 i пара
заряджених H±. Кут Вайнберга визначається таким самим спiввiдношен-
ням, що й у Стандартнiй моделi:

cos θW =
mW

mZ
, (15.2.16)

де параметр ρ = 1 на рiвнi лагранжiана.
Для мас хiггсiвських бозонiв отримуємо такi вирази [104]:

m2
A0 =

2m2
12

sin(2β)
− v2λ5, (15.2.17)

m2
H± = m2

A0 +
1

2
v2(λ5 − λ4), (15.2.18)

m2
H +m2

h = (λ1 cos2 β + λ2 sin2 β)v2 +
2m2

12

sin(2β)
, (15.2.19)

m2
H −m2

h =
1

cos(2α)

[
(λ1 cos2 β − λ2 sin2 β)v2 − 2 ctg(2β)m2

12

]
, (15.2.20)

i

sin(2α) =
v2 sin(2β)λ345 − 2m2

12

m2
H −m2

h

, λ345 = λ3 + λ4 + λ5, (15.2.21)

де −π/2 ≤ α ≤ π/2, 0 < β < π/2.
Комбiнацiя v фiксується масами векторних бозонiв, сiм iнших вiльних

параметрiв потенцiалу Хiггса, λ1, λ2, ..., λ5, β,m
2
12, можна виразити через

чотири маси хiггсiвських бозонiв та кути змiшування α i β; залишається
один незалежний параметр, в якостi якого зазвичай вибирається m2

12. Бо-
зон h ототожнюється зi звичайним бозоном Хiггса з масою mh = 125 ГеВ,
тодi бозон H має бiльшу масу mH > mh. Позитивнiсть мас усiх хiггсiвсь-
ких бозонiв накладає низку обмежень на параметри потенцiалу.

Модель з двома хiггсiвськими дублетами може приводити до порушен-
ня CP -симетрiї, якщо параметриm2

12 i λ5 брати комплексними (див. [68] та
посилання там). Ми не наводимо тут розгляд такої можливостi, а також
не обговорюємо юкавiвськi взаємодiї фермiонiв з хiггсiвськими полями.
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Зазначимо лише, що модель з двома дублетами дозволяє бiльш природно
пояснити вiдношення мас t- i b-кваркiв, mt/mb ≈ 35, яке в СМ потребує
неприродної iєрархiї мiж юкавiвськими константами.

Детальнiше з моделлю з двома хiггсiвськими дублетами та iншими мо-
жливими розширеннями Стандартної моделi можна ознайомитися в книж-
цi [105].

15.3. Моделi Великого об’єднання
Константи зв’язку в квантовiй теорiї поля залежать вiд переданого iм-

пульсу. Нагадаємо, що бiжуча константа електромагнiтної взаємодiї α(µ2)
згiдно з рiвнянням (10.3.9) зростає з переданим iмпульсом, досягаючи при
дуже високих енергiях так званого полюса Ландау. Константа ж сильної
взаємодiї αs(µ2), навпаки, зменшується з µ внаслiдок явища асимптотичної
свободи. Бета-функцiя для калiбрувальної константи зв’язку в однопетльо-
вому наближеннi, яка враховує внесок калiбрувальних бозонiв, фермiонiв
i скалярiв, має такий загальний вигляд [102], що узагальнює вiдповiдний
вираз (10.4.5) в КХД:

β(g) = − g3

16π2

11

3
C2(G)− 4

3

∑
r (фермiони)

nf (r)Tf (r)− 1

3

∑
r (скаляри)

ns(r)Ts(r)

,
(15.3.1)

де C2(G) — квадратичний оператор Казимiра групи G, nf (r) — число
комплексних фермiонiв даного представлення r, ns(r) — число комплекс-
них скалярiв у представленнi r, Tf (r) i Ts(r) — нормування генераторiв
групи в представленнi r (див. формулу (4.4.19)). Для груп G = SU(N) i

G = U(1) маємо C2(SU(N)) = N i C2(U(1)) = 0, вiдповiдно; Tf (N) =
1

2
i

Ts(N) =
1

2
для фундаментального представлення групи SU(N). Для гру-

пи U(1) фермiоннi поля iз зарядами qi дають Tf =
∑

i q
2
i (порiвняйте з

бета-функцiєю в КЕД (10.3.6)), i аналогiчно для скалярiв Ts =
∑
i

q2
i . У

випадку двокомпонентних фермiонiв коефiцiєнт 4/3 в (15.3.1) замiнюється
на 2/3. Хiггсiвський дублет з точки зору гiперзаряду можна розглядати як
два комплексних скаляра з гiперзарядом 1/2. Тодi для ns дублетiв маємо∑
i

q2
i = ns/2. Для всiх фермiонiв (лiвих i правих) в СМ з ng поколiннями

знайдемо суму квадратiв їх гiперзарядiв, враховуючи кольори кваркiв,

Tf =
∑
i

Y 2
i = 2ng

(
−1

2

)2

+ ng(−1)2 + 6ng

(
1

6

)2

+

+ 3ng

(
2

3

)2

+ 3ng

(
−1

3

)2

=
10

3
ng. (15.3.2)
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Рис. 87. Еволюцiя констант взаємодiй гiперзарядової αY , слабкої αw
та сильної αs залежно вiд масштабу µ в СМ (лiва панель) i в суперси-

метричному узагальненнi СМ (права панель)

Таким чином, для обернених бiжучих калiбрувальних констант зв’язку в
Стандартнiй моделi з групою SU(3)×SU(2)×U(1), коли всi маси частинок
значно меншi за µ, отримуємо, розв’язуючи рiвняння ренормалiзацiйної
групи, таку залежнiсть вiд µ:

1

αi(µ2)
=

1

αi(M2)
+bi ln

µ2

M2
, i = s, w, Y,

 bsbw
bY

 =
1

4π


11− 4ng

3
22

3
− 4ng

3
− ns

6

−20ng
9
− ns

6

,
(15.3.3)

де константи сильної, слабкої i гiперзарядової взаємодiй визначенi як
αs = g2

s/4π, αw = g2/4π, αY = g′2/4π. У Стандартнiй моделi також ng = 3,
ns = 1. Початкове значення констант задається на деякому масштабi при
низьких енергiях M , в якостi якого можна вибрати, наприклад, масу Z-
бозона MZ . Поведiнка обернених бiжучих калiбрувальних констант зв’яз-
ку зображена на лiвiй панелi рис. 87.

Зазначимо, що константа слабкої взаємодiї αw(µ2) зменшується з µ
так само як i константа сильної взаємодiї αs(µ2), тому що вона є конс-
тантою взаємодiї неабелевої калiбрувальної групи SUL(2), тодi як гiпер-
зарядова константа (пов’язана з електромагнiтною константою) зростає.
Видно, що константи зв’язку перетинаються приблизно в однiй точцi
при µ ∼ 1015 ГеВ. При врахуваннi додаткових частинок, якi виникають
у суперсиметричних теорiях, цей масштаб становить 3 ·1016 ГеВ, i конс-
танти перетинаються в однiй точцi майже iдеально (див. праву панель на
рис. 87). Тому природно виникає питання, а чи не вiдбувається при таких
енергiях об’єднання всiх калiбрувальних взаємодiй? Теорiї, де таке має
мiсце, вiдомi як теорiї Великого об’єднання (Grand Unified Theory). Хоча
це нагадує об’єднання електричних i магнiтних сил в ХIХ ст., фiзичнi на-
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слiдки та математична структура об’єднання калiбрувальних взаємодiй у
моделях Великого об’єднання (ВО) якiсно вiдрiзняються.

Математично iдея ВО полягає в тому, що всi калiбрувальнi взаємодiї
при енергiях, вищих ∼1015 ГеВ, описуються калiбрувальною взаємодiєю
бiльш високої групи G, а при енергiях, менших за масштаб Великого об’єд-
нання вiдбувається спонтанне порушення симетрiї

G→ SUc(3)× SUL(2)× UY (1). (15.3.4)

Зазначимо, що масштаб ВО всього на 4 порядки є меншим за планкiвський
масштабMPl = 1,2·1019 ГеВ. Тому можливо, що при планкiвських енергiях
усi вiдомi нам взаємодiї об’єднуються в одну взаємодiю. Такi гiпотетичнi
теорiї вiдомi як Теорiї всього (Theory of Everything) i моделi ВО можуть
розглядатись як промiжний крок до формулювання Теорiї всього.

Для того, щоб єдина група включала Стандартну модель, її ранг (чис-
ло генераторiв пiдгрупи Картана) повинен бути не меншим, нiж сума ран-
гiв пiдгруп SU(3), SU(2) i U(1), тобто чотирьох. Iсторично першою модел-
лю Великого об’єднання була SU(5) модель, запропонована Джорджi та
Глешоу [90] у 1974 р. Група SU(5) є найменшою простою групою Лi, яка
мiстить усi калiбрувальнi групи Стандартної моделi

SU(3)× SU(2)× U(1) ⊂ SU(5). (15.3.5)

У СМ всi фермiони можна розглядати як двокомпонентнi лiвi спiнори
(правi спiнори можна трактувати як зарядово спряженi лiвi спiнори), тодi
маємо всього 45 фермiонних полiв: шiсть лептонiв (e−, νe, µ

−, νµ, τ
−, ντ )L,

три антилептони (e+, µ+, τ+)L, 18 кваркiв (ui, di, ci, si, ti, bi)L, i 18 анти-
кваркiв (ūi, d̄i, c̄i, s̄i, t̄i, b̄i)L, де iндекс i = 1, 2, 3 позначає три кольори. По
вiдношенню до пiдгрупи SU(3)×SU(2) лептони є SU(3) синглетами i SU(2)
дублетами, антилептони — синглети вiдносно обох груп; кварки є трипле-
тами вiдносно SU(3) i дублетами вiдносно SU(2), а антикварки належать
до комплексно спряженого триплету 3∗ групи SU(3) i є SU(2) синглетами.
Таким чином, усi цi поля належать до такого представлення SU(3)×SU(2):

3(1, 2)⊕ 3(1, 1)⊕ 3(3, 2)⊕ 6(3∗, 1).

Це представлення є комплексним, i є також комплексно спряжене пред-
ставлення, нееквiвалентне до першого. Два найменших незвiдних пред-
ставлення 5∗ (антифундаментальне представлення) i 10 (антисиметричне
представлення) групи SU(5) дозволяють розмiстити в одних i тих самих
мультиплетах всi кварки i лептони першого поколiння Стандартної моделi
таким чином

5∗: χα = (dc1, d
c
2, d

c
3, νe, e

−)TL, (15.3.6)
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10 : ψαβ =


0 uc3 −uc2 u1 d1

−uc3 0 uc1 u2 d2

uc2 −uc1 0 u3 d3

−u1 −u2 −u3 0 e+

−d1 −d2 −d3 −e+ 0


L

, (15.3.7)

i iндекси α, β = 1, ..., 5. Тут uciL, d
c
iL — лiвi антикварки (антитриплети вiд-

носно кольорової SU(3) i синглети вiдносно слабкої SU(2)), якi є зарядово
спряженими до правих кваркiв. Поле ψαβ є антисиметричним тензором.

Калiбрувальнi поля Vµ = V a
µ L

a належать до приєднаного представлен-
ня SU(5) (24-плет) з генераторами La = λa/2, a = 1, ..., 24 у фундамен-
тальному представленнi, матрицi λa є узагальненням матриць Гелл-Манна.
Пiдгрупа СМ вбудована в групу SU(5) таким чином: верхнiй лiвий 3 × 3
блок матриць 5×5 вiдповiдає пiдгрупi SU(3), а нiжнiй правий 2×2 блок —
пiдгрупi SU(2). Гiперзаряднiй пiдгрупi UY (1) вiдповiдає дiагональний ге-
нератор з матрицею L24, гiперзаряд визначається як

Y =

√
5

3
L24, L24 =

1

2
√

15
diag (2, 2, 2,−3,−3), (15.3.8)

а всi генератори нормованi tr(La)2 = 1/2. Для оператора заряду маємо
стандартну формулу Q = t3 + Y . Група SU(5) мiстить 12 додаткових ге-
нераторiв, яких немає в групi SU(3) × SU(2) × U(1); вони перетворюють
кварки в лептони i фактично є вiдповiдальними за розпад протона в цiєї
моделi. В описанiй моделi всi фермiони мають в точностi квантовi числа
фермiонiв у СМ по вiдношенню до SUc(3)× SUL(2)× UY (1):

5∗ →
(

3∗, 1,
1

3

)
⊕
(

1, 2,−1

2

)
, 10→

(
3∗, 1,−2

3

)
⊕
(

3, 2,
1

6

)
⊕(1, 1, 1). (15.3.9)

По вiдношенню до цiєї ж пiдгрупи 24 калiбрувальнi бозони перетво-
рюються як

24→ (8, 1, 0)⊕ (1, 3, 0)⊕ (1, 1, 0)⊕
(

3, 2,−5

6

)
⊕
(

3∗, 2,
5

6

)
, (15.3.10)

тобто додатковi комплекснi векторнi поля (позначаються X) мають нетри-

вiальний гiперзаряд. Представлення
(

3, 2,−5

6

)
i
(

3∗, 2,−5

6

)
є комплексни-

ми, але їх пряма сума є, очевидно, реальним представленням, як i повинно
бути для приєднаного представлення.

Взаємодiя фермiонiв з калiбрувальним полем описується лагран-
жiаном

Lf = χ̄αiγ
µ(Dµχ)α + ψ̄αβiγµ(Dµψ)αβ, (15.3.11)
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де коварiантнi похiднi дiють за правилом (див. (4.1.14))

(Dµχ)α = ∂µχ
α − ig5(Aµ)αβχ

β,

(Dµψ)αβ = ∂µψαβ + ig5

[
(Aµ)γαψγβ + (Aµ)γβψαγ

]
.

Для опису спонтанного порушення спочатку SU(5)→ SUc(3)×
×SUL(2)× UY (1), а потiм SUc(3) × SUL(2) × UY (1) → SUc(3) × U(1)em,
вводяться два поля Хiггса: дiйсне поле Φ у приєднаному представленнi i
комплексне поле H у фундаментальному представленнi, яке мiстить хiг-
гсiвський бозон Стандартної моделi

Φ =
24∑
a=1

ΦaL
a, H = (H1, H2, H3, φ

+, φ0)T. (15.3.12)

Лагранжiан взаємодiї полiв Φ i H з калiбрувальним SU(5) полем має
вигляд

LHiggs = tr
[
(DµΦ)†DµΦ

]
+ (DµH)∗(DµH)− V (Φ, H),

DµΦ = ∂µΦ + ig5[Vµ,Φ], DµH = ∂µH + ig5VµH,
(15.3.13)

i потенцiал

V (Φ, H) = −µ
2

2
tr
(
Φ2
)

+
a

4

[
tr
(
Φ2
)]2

+
b

4
tr
(
Φ4
)
− µ2

5

2
H†H +

+
λ

4
(H†H)2 + αH†Htr

(
Φ2
)

+ βH†Φ2H, a, b, λ > 0. (15.3.14)

Для µ2 > 0 маємо нетривiальний мiнiмум для вакуумного середнього
〈Φ〉 6= 0, який завжди можна вибрати в дiагональному виглядi за допо-
могою SU(5) перетворення

〈Φ〉 = ν diag

(
1, 1, 1,−3

2
,−3

2

)
, ν2 =

4µ2

15a+ 7b
. (15.3.15)

Це вакуумне середнє порушує SU(5) симетрiю до залишкової симетрiї
SUc(3) × SUL(2) × UY (1), а 12 голдстоунiвських бозонiв, що виникають
при цьому, стають поздовжнiми компонентами полiв X,Y , якi набувають
масу за рахунок взаємодiї в кiнетичному доданку tr

[
(DµΦ)†DµΦ

]
. Маса

бозонiв X,Y визначається формулою

M2
X = M2

Y =
25

8
g2

5ν
2 (15.3.16)

i ототожнюється з масштабом Великого об’єднання ∼1015 ГеВ. Подальше
порушення симетрiї SUc(3) × SUL(2) × UY (1) до SUc(3) × U(1)em вiдбу-
вається за рахунок конденсацiї поля H; деталi цього вже вiдомого в СМ
механiзму ми не будемо розглядати.
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15. РОЗШИРЕННЯ СТАНДАРТНОЇ МОДЕЛI

Векторнi поля X,Y приводять до можливостi перетворення кваркiв у
лептони, i тому SU(5) модель передбачає розпад протона в реакцiях типу

p→ e+ + π0, p→ K+ + ν̄ (15.3.17)

з часом напiврозпаду протона порядку τp ∼
M2
X

α2m5
p

∼ 1032 рокiв. Однак

експериментально було знайдено, що час життя протона перевищує τp >
> 1034 рокiв, тому модель SU(5) треба якось модифiкувати.

Цiкаву можливiсть в якостi кандидата для теорiї ВО представляє гру-
па SO(10) [82]. З точки зору теорiї груп має мiсце спiввiдношення

SU(3)× SU(2)× U(1) ⊂ SU(5) ⊂ SO(10). (15.3.18)

У цiй групi незвiдне спiнорне представлення розмiрнiстю 16 мiстить, крiм
незвiдних представлень 5̄ i 10 групи SU(5), також праве нейтрино, тобто
всi частинки розширеної у нейтринному секторi Стандартної моделi. То-
му в цiй моделi можна природно пояснити спостережуванi ненульовi маси
нейтрино.

Детальнiше з моделями Великого об’єднання, заснованими на групах
SU(5) i SO(10), зокрема з механiзмом генерацiї мас фермiонiв у цих мо-
делях, а також можливого пояснення барiонної асиметрiї Всесвiту, можна
ознайомитися в монографiї [139].
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A. Обчислення детермiнантiв операторiв
Розглянемо приклад обчислення детермiнанта оператора −d2/dt2+ω2,

який з’являється в матричному елементi (1.9.13). Для обчислення детер-
мiнанта оператора нам треба розв’язати граничну задачу[

− d2

dτ2
+ ω2

]
ϕ(τ) = λϕ(τ), ϕ(0) = ϕ(β) = 0. (A.1)

Власнi функцiї i власнi значення визначенi рiвнянням

ϕn(τ) = sin
πnτ

β
, λn = ω2 +

π2n2

β2
, n = 1, 2, ... . (A.2)

Побудуємо узагальнену дзета-функцiю

ζ(s|A) =
∞∑
n=1

1

λsn
=

(
β

π

)2s ∞∑
n=1

1

(n2 + ν2)s
, ν =

βω

π
. (A.3)

Збiжнiсть суми потребує щоб s > 1/2. Використаємо представлення

1

as
=

1

Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1e−at, Re a > 0, Re s > 0,

i запишемо для суми

Z1(s, ν) ≡
∞∑
n=1

1

(n2 + ν2)s
=

1

Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1e−ν
2t
∞∑
n=1

e−n
2t.

Функцiя Z1(s, ν) належить до сiмейства дзета-функцiй Епштейна. Для су-
ми пiд iнтегралом скористаємося формулою пiдсумовування Пуассона

∞∑
n=1

e−n
2t = −1

2
+

1

2

√
π

t
+

√
π

t

∞∑
n=1

e−
π2n2

t . (A.4)
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Сума в останнiй рiвностi пов’язана з тета-функцiєю Якобi,

θ3(v|τ) = 1 + 2

∞∑
n=1

qn
2

cos(2πnv), q = eiπτ, Im τ > 0,

звiдки для v = 0, τ =
it

π
маємо

∞∑
n=1

e−n
2t =

1

2

[
θ3

(
0

∣∣∣∣ itπ
)
− 1

]
.

Для тета-функцiй Якобi iснують перетворення (перетворення Якобi),
зокрема в нашому випадку

θ3

(
v

τ

∣∣∣∣−1

τ

)
=

√
τ

i
eiπv

2/τθ3(v|τ),

або
θ3(0|τ) =

√
i

τ
θ3

(
0

∣∣∣∣−1

τ

)
⇒ θ3

(
0

∣∣∣∣ itπ
)

=

√
π

t
θ3

(
0
∣∣∣−π
it

)
.

Таким чином, використовуючи перетворення Якобi, отримуємо

∞∑
n=1

e−n
2t = −1

2
+

1

2

√
π

t
θ3

(
0

∣∣∣∣ iπt
)

= −1

2
+

1

2

√
π

t
+

√
π

t

∞∑
n=1

e−
π2n2

t , (A.5)

що очевидно спiвпадає з (A.4). Для нашої суми маємо

∞∑
n=1

1

(n2 + ν2)s
=− 1

2Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1e−ν
2t +

√
π

2Γ(s)

∞∫
0

dt ts−3/2e−ν
2t +

+

√
π

Γ(s)

∞∑
k=1

∞∫
0

dt ts−3/2e−ν
2t−π

2n2

t , (A.6)

i обчислюючи iнтеграли за допомогою формули

∞∫
0

dxxα−1x−γx−
β
x = 2

(
β

γ

)α/2
Kα(2

√
βγ), Reβ, γ > 0,

де Kα(x) — функцiя Макдональда, отримуємо вiдому формулу Ватсона

Z1(s, ν) = − 1

2ν2s
+

√
πΓ(s− 1/2)

2Γ(s)ν2s−1
+

2
√
π

Γ(s)

∞∑
n=1

(πn
ν

)s−1/2
Ks−1/2(2πnν).

466



ДОДАТКИ

Це представлення очевидно корисне для знаходження асимптотики при
великих значеннях ν. Для розкладу при малих ν знаходимо

Z1(s, ν) =
∞∑
n=1

1

n2s
(
1 + ν2

n2

)s =
∞∑
k=0

(−ν2)k

k!

Γ(s+ k)

Γ(s)
ζ(2s+ 2k), (A.7)

де ми використали бiномiальний розклад.
Таким чином, для шуканої дзета-функцiї маємо вираз

ζ(s|A) = −1

2

(
β

πν

)2s

+
F (s)

Γ(s)
, (A.8)

де

F (s) =

(
β

π

)2s{ √π
2ν2s−1

Γ(s− 1/2) + 2
√
π
∞∑
n=1

(πn
ν

)s−1/2
Ks−1/2(2πnν)

}
.

Функцiя ζ(s|A) є аналiтичною функцiєю, яка має полюси в точках s =

=
1

2
, −1

2
, −3

2
, ... . Вона аналiтична в точцi s = 0, тому її похiдна

ζ ′(s|A)|s=0 = ln
πν

β
+ F (0),

де

F (0) =

√
πΓ(−1/2)ν

2
+ 2
√
π
∞∑
n=1

√
ν

πn
K−1/2(2πnν).

Оскiльки
Γ(−1/2) = −2

√
π, K−1/2(z) =

√
π

2z
e−z,

то знаходимо

F (0) = −πν +
∞∑
n=1

1

n
e−2πνn = −πν − ln

(
1− e−2πν

)
.

Для похiдної дзета-функцiї в нулi маємо

ζ ′(s|A)|s=0 = ln

[
πν

2β sh(πν)

]
= ln

[
ω

2 sh(βω)

]
, (A.9)

i для детермiнанта оператора

detA =

(
ω

2 sh(βω)

)−1

, detA0
ω→0
= 2β.

Для матричного елемента (1.9.13) остаточно отримуємо

〈qf |e−βH |qi〉 =

[
ωβ

shβω

]1/2( m

2πβ

)1/2

×

× exp

[
− mω

2 shβω
[(q2

f + q2
i ) chβω − 2qfqi]

]
. (A.10)
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Статистична сума отримується з останнього виразу, якщо qi = qf = q i
проiнтегрувати по q

Tr e−βH =

(
mω

2π shβω

)1/2
∞∫
−∞

dq exp

[
−mωq

2

shβω
(chβω − 1)

]
=

1

2 sh βω
2

. (A.11)

Цю статистичну суму можна, звiсно, отримати безпосередньо, пiдсумовую-
чи по енергетичним рiвням En = ω(n+ 1/2)

Tr e−βH =
∞∑
n=0

e−βω(n+1/2) =
1

2 sh βω
2

.

Дослiджуючи поведiнку матричного елемента (A.10) при T → 0 (β →∞),
можна видiлити енергетичнi рiвнi, а також знайти хвильовi функцiї. В цiй
границi знаходимо

〈qf |e−βH |qi〉 ' ϕ0(qf )ϕ∗0(qi)e
−βE0 '

(mω
π

)1/2
e−βω/2 e−

mω(q2f+q2i )

2 , (A.12)

звiдси отримуємо енергiю i хвильову функцiю найнижчого стану

E0 =
ω

2
, ϕ(q) =

(mω
π

)1/4
e−mωq

2/2. (A.13)

Послiдовно можна далi визначити енергетичнi рiвнi i хвильовi функцiї
iнших станiв.

Б. Особливостi причинних функцiй Грiна
Причиннi функцiї Грiна, або еквiвалентно — пропагатори частинок,

є одними з ключових елементiв дiаграмної технiки. Пропагатор описує
амплiтуду руху частинки в просторi, а саме, причинний зв’язок процесiв
народження i знищення частинки у рiзних точках простору-часу. Звiдси
назва — причиннi функцiї Грiна. Полюси останнiх в iмпульсному прос-
торi визначають закон дисперсiї вiдповiдних частинок, а за межею полюсiв
причиннi функцiї Грiна описують вiртуальнi частинки у внутрiшнiх лiнi-
ях фейнманiвських дiаграм. Внаслiдок особливого значення причинних
функцiї Грiна ми розглянемо детально у цьому Додатку їх математичнi
властивостi та особливостi.

Фермiонний пропагатор

S(x− y) =

∫
d 4p

(2π)4

e−ip(x−y)

p̂−m+ iε
=

∫
d 4p

(2π)4

p̂+m

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y)
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виражається через причинну функцiю D(x)

S(x− y) = (iγµ∂µ +m)x

∫
d 4p

(2π)4

e−ip(x−y)

p2 −m2 + iε
= (iγµ∂µ +m)xD(x− y)

скалярного поля

D(x) ≡
∫

d 4p

(2π)4

e−ipx

p2 −m2 + iε
= −Dc(x).

Використовуючи швiнгерiвське представлення

1

p2 −m2 + iε
= −i

∞∫
0

dt eit(p
2−m2+iε), ε > 0,

ми можемо переписати цю причинну функцiю у такому виглядi

D(x) = −i
∞∫

0

dt eit(−m
2+iε)

∫
d 4p

(2π)4
eit(p

2
0−p2)−ip0x0+ipx,

який є зручним для аналiзу. Дiйсно, за допомогою гаусового iнтеграла

∞∫
−∞

ei(ax
2+bx)dx = e

iπ
4

sgn(a)

√
π

|a|
e−

ib2

4a ,

легко проiнтегрувати по iмпульсах. В результатi знаходимо

D(x) = −iei(
π
4
− 3π

4 )
∞∫

0

dt eit(−m
2+iε) 1

(2π)4

(π
t

)2
e−

i
4t

(x2
0−x2) =

= − 1

(4π)2

∞∫
0

dt

t2
e−

ix2

4t
−im2t = − 1

4π2

∞∫
0

dte−ix
2t− im

2

4t ≡ − 1

4π2

∞∫
0

dte−iλt−
im2

4t ,

де λ = x2. Для подальшого аналiзу зручно переписати причинну функцiю
у виглядi

D(x) =
1

4π2i

∂

∂λ

∞∫
0

dt

t
e−iλt−

im2

4t =

=
1

4πi

∂

∂λ

 ∞∫
0

dt

t
cos

(
λt+

m2

4t

)
− i

∞∫
0

dt

t
sin

(
λt+

m2

4t

). (Б.1)
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Далi iнтеграл по t виражається через вiдомi спецiальнi функцiї, при λ > 0:

∞∫
0

dt

t
cos

(
λt+

m2

4t

)
=

∞∫
−∞

cos
(
m
√
|λ| ch θ

)
dθ = −πY0

(
m
√
|λ|
)
,

λ < 0: ∞∫
0

dt

t
cos

(
|λ|t− m2

4t

)
=

∞∫
0

dt

t
cos

(
m
√
|λ| · 1

2

(
t− 1

t

))
=

= 2

∞∫
1

dt

t
cos

[
m
√
|λ| · 1

2

(
t− 1

t

)]
= 2

∞∫
0

dθ cos
(
m
√
|λ| sh θ

)
= 2K0

(
m
√
|λ|
)
,

λ > 0: ∞∫
0

dt

t
sin

(
λt+

m2

4t

)
=

∞∫
0

dt

t
sin

(
m
√
|λ| · 1

2

(
t+

1

t

))
=

= 2

∞∫
1

[...] = 2

∞∫
0

dθ sin
(
m
√
|λ| ch θ

)
= πJ0

(
m
√
|λ|
)
,

λ < 0:
∞∫

0

dt

t
sin

(
λt+

m2

4t

)
= −

∞∫
0

dt

t
sin

(
m
√
|λ| · 1

2

(
t− 1

t

))
= 0,

де J0(x), Y0(x), K0(x) — функцiї Бесселя нульового порядку. В результатi
для функцiї D(x) отримуємо

D(x) =
1

4π2i

∂

∂λ

{
θ(λ)

[
−πY0

(
m
√
|λ|
)
− iπJ0

(
m
√
|λ|
)]

+

+ 2θ(−λ)K0

(
m
√
|λ|
)}
, (Б.2)

де θ(x) є функцiєю Хевiсайда. Обчислюючи похiднi за формулами{
J ′0(x), Y ′0(x),K ′0(x)

}
= −{J1(x), Y1(x),K1(x)},

∂

∂λ
θ(λ) = δ(λ),

∂

∂λ
θ(−λ) = −δ(λ),

знаходимо

D(x) =
1

4πi
δ(λ)

[
−πY0

(
m
√
|λ|
)
− iπJ0

(
m
√
|λ|
)
− 2K0

(
m
√
|λ|
)]

+

+
m

8π
√
|λ|
θ(λ)

[
J1

(
m
√
|λ|
)
− iY1

(
m
√
|λ|
)]
− mi

4π2
√
|λ|
θ(−λ)K1

(
m
√
|λ|
)
.

(Б.3)
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Використовуючи вiдомi асимптотики функцiй Бесселя при x → 0 для ви-
разу в квадратних дужках при δ(λ) в (Б.3), отримуємо остаточний вираз
для причинної функцiї в термiнах функцiй Бесселя

D(x) = − 1

4π
δ(λ) +

m

8π
√
|λ|
θ(λ)

[
J1

(
m
√
|λ|
)
− iY1

(
m
√
|λ|
)]
−

− mi

4π2
√
|λ|
θ(−λ)K1

(
m
√
|λ|
)
. (Б.4)

Розбiжностi цiєї функцiї випливають з її поведiнки на малих вiдносних
вiдстанях (x→ 0) i на свiтловому конусi (x2 = 0). Функцiя D(x) в рiвняннi
(Б.4) у границi λ→ 0 може бути виражена через елементарнi функцiї

D(x) = − 1

4π
δ(λ) +

i

4π2λ
+
m2

16π
θ(λ)− im2

8π2
ln

(
m
√
|λ|

2
eγ−1/2

)
. (Б.5)

Функцiї Грiна квантованих полiв є сингулярними функцiями, якi мають
особливостi на свiтловому конусi, тобто фактично є узагальненими функ-
цiями. Тому добутки причинних функцiй потребують довизначення, що
зумовлює необхiднiсть регуляризацiї.

Для безмасових частинок, наприклад для фотона, причинна функцiя
визначається таким виразом

D(x) =
i

4π2

[
1

λ
+ iπδ(λ)

]
=

i

4π2

1

λ− iε
, ε→ +0. (Б.6)
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Тараса Шевченка) працює в Iнститутi теоретичної фi-
зики iм. М.М. Боголюбова НАН України, де пройшов
шлях вiд аспiранта до завiдувача вiддiлу астрофiзики i
елементарних частинок. У 1992 р. захистив докторську
дисертацiю, професор з 2000 р., у 2012 р. його обрано
членом-кореспондентом НАН України.

Упродовж бiльш як 30 рокiв читав лекцiї з квантової теорiї поля для
студентiв-бакалаврiв 4-го курсу та магiстрiв фiзичного факультету Київського
нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, а також протягом кiлькох
рокiв — для студентiв Києво-Могилянської академiї та Київського академiчного
унiверситету. Цi лекцiї становили основу даної монографiї.

В.П. Гусинiн зробив вагомий внесок у розвиток кiлькох напрямiв теорети-
чної фiзики. Одним iз головних його досягнень є розроблення механiзмiв дина-
мiчного порушення симетрiї i генерацiї мас фермiонiв у квантовiй електродина-
мiцi та квантовiй хромодинамiцi. Ним виконано важливi роботи з розроблення
алгоритмiв обчислення асимптотичного розкладу ядра теплопровiдностi для ди-
ференцiйних операторiв рiзного виду, якi отримали застосування в теорiї гравi-
тацiї. Спiльно з колегами було вiдкрито ефект магнiтного каталiзу — генерацiї
мас фермiонiв пiд впливом зовнiшнього магнiтного поля, який став широко вi-
домим i використовується як у фiзицi елементарних частинок, так i у фiзицi
твердого тiла.

У фiзицi конденсованого стану, ще до вiдкриття графену, В.П. Гусинiн ви-
конав пiонерськi роботи, в яких було передбачено цiлу низку ефектiв, властивих
саме цьому матерiалу. Серед найбiльш яскравих — передбачення незвичайного
квантового ефекту Холла, який згодом було вiдкрито експериментально. Цей
фундаментальний результат показав, що елементарнi збудження твердих тiл мо-
жуть описуватися рiвнянням Дiрака. Його роботи щодо графену процитовано в
статтях нобелiвських лауреатiв А. Гейма, К. Новосьолова, Г. Штермера, Д. Хол-
дейна, К. фон Клiтцинга.

В.П. Гусинiн входить до числа найбiльш цитованих науковцiв України. Його
вiдзначено Державною премiєю України в галузi науки i технiки (2006), премiєю
iменi С.I. Пекаря НАН України (2015), нагородою «Лiдер науки України. Web of
Science Award» (2016) у номiнацiї «Вчений України. За надзвичайнi досягнення».



ПРО АВТОРIВ

ГОРБАР Едуард Володимирович — фiзик-теоре-
тик, вiдомий своїми працями в галузi квантової теорiї
поля i теорiї конденсованих середовищ.

Пiсля закiнчення в 1990 р. фiзичного факультету
Київського державного унiверситету iм. Т.Г. Шевчен-
ка (нинi — Київського нацiонального унiверситету iме-
нi Тараса Шевченка) вступив до аспiрантури Iнституту
теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН Украї-
ни, де в 1993 р. захистив кандидатську дисертацiю. З
1993 по 2011 р. працював в Iнститутi теоретичної фiзики
iм. М.М. Боголюбова НАН України i в 2010 р. захистив
там докторську дисертацiю.

З 2011 р. працює професором кафедри квантової 
теорiї поля та космомiкрофiзики фiзичного факультету Київського нацiональ-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка.

Е.В. Горбар спiльно з колегами одним iз перших у свiтi почав дослiдження 
динамiчного порушення i генерацiї щiлини в графенi, зробив вагомий внесок у 
дослiдження квантового ефекту Холла в одно- i двошаровому графенi. Вiн є вiдо-
мим у свiтi фахiвцем з фiзики дiракiвських та вейлiвських напiвметалiв, спiвав-
тором монографiї «Electronic properties of Dirac and Weyl semimetals» (World Sci-
entific, 2021). Зокрема, вiн показав, що електричний струм у кiральнiй кiнетичнiй 
теорiї у вейлiвських напiвметалах повинен включати доданок Черна—Саймонса 
для забезпечення локального збереження електричного заряду в цих матерiалах.

Дослiджуючи кiральнi аномальнi процеси у щiльнiй релятивiстськiй матерiї 
в магнiтному полi, Е.В. Горбар знайшов, що спiльна дiя кiрального магнiтно-
го ефекту та кiрального ефекту роздiлення приводить до генерацiї електрично-
го квадрупольного моменту випромiнювання заряджених частинок у зiткненнях 
важких iонiв. У дослiдженнях генерацiї первинних магнiтних полiв у ранньому 
Всесвiтi виконав пiонерськi роботи iз застосування кiнетичного пiдходу до опису 
ефекту Швiнгера в iнфляцiйних моделях магнiтогенезу.

Е.В. Горбар входить до числа найбiльш цитованих науковцiв України i є 
автором понад 130 наукових публiкацiй. Його вiдзначено стипендiєю Президента 
України для молодих вчених (1997—1998), премiєю НАН України для молодих 
вчених (1998), премiєю iменi С.I. Пекаря НАН України (2015).
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