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Передмова

Монографiя написана за результатами теоретичних дослiджень рiдких
кристалiв з домiшками рiзних форми та розмiру (вiд 0.01 до 10 мкм).
Такi речовини називаються рiдкокристалiчними колоїдами i сильно вiд-
рiзняються вiд звичайних колоїдних систем в iзотропних рiдинах. Ко-
лоїднi розчини знайшли широке застосування в медицинi i харчовiй
промисловостi у виглядi лiкiв, харчових добавок та iн. З урахуванням
того, що деякi елементи кровi та мембрани клiтин з рiзноманiтними
включеннями являють собою яскравi приклади таких середовищ, нау-
ковi дослiдження у цьому напряму є небезпiдставними i актуальними.

За пiвтора десятка рокiв проведено багато дослiджень i, мабуть, не-
має жодного фiзичного журналу, де б не друкувалися результати дослi-
джень (фундаментальних i прикладних) з фiзики м’якої матерiї. Бiль-
шiсть з них мають прiоритетний характер i друкуються в найпрестижнi-
ших мiжнародних виданнях, таких як Nature та Science. Iснує декiлька
причин такого наукового iнтересу. Перша полягає в тому, що на пiдставi
результатiв фiзичних дослiджень можна зробити висновки про причини
та умови формування рiзноманiтних рiвновимiрних структур, а також
вiдповiсти на низку питань з приводу функцiонування деяких бiологiч-
них об’єктiв. А друга i, напевне, не менш важлива зумовлена тим, що
за допомогою простих методiв i недорогих приладiв можна спостерiгати
багато цiкавих явищ, наблизитися до розгадок багатьох питань з фiзики
м’якої матерiї.

У монографiї викладено матерiали i пiдходи, до яких автори мали
безпосереднє вiдношення. Поки що остаточно не сформульовано пра-
вильне розумiння всiх можливих явищ i процесiв, якi вiдбуваються в
рiдкокристалiчних колоїдах. Тому автори виклали результати теоретич-
них розробок, якi можуть стати у нагодi при подальших дослiдженнях
з фiзики м’якої матерiї, багато з яких запропоновано вперше. Завдя-



8

ки пiдходам, висвiтленим у монографiї, були запропонованi i поясненi
структури, якi останнiм часом спостерiгають у рiдкокристалiчних ко-
лоїдах.

Автори щиро вдячнi члену-кореспонденту НАН України П.М. Том-
чуку за мотивацiю дослiджень i кориснi критичнi зауваження до де-
яких роздiлiв книги, директору Iнституту теоретичної фiзики академi-
ку НАН України А.Г. Загородньому за постiйну пiдтримку i критичнi
зауваження щодо тексту книги, а також рецензентам академiку НАН
України Л.А. Булавiну та доктору фiзико-математичних наук, профе-
сору Ю.Б. Гайдiдею за важливi рекомендацiї та поради. Автори вислов-
люють подяку В.Г. Назаренко, Т.Б. Турiву, О.Д. Лаврентовичу, Jun-ichi
Fukuda, Jun Yamamoto, H. Yokoyama за плiдну спiвпрацю.

Автори сподiваються, що читачi знайдуть у цiй книзi цiкавi матерiа-
ли та пiдходи, якi можуть бути використанi при подальших дослiджен-
нях, а також, що монографiя знайде визнання у колi фахiвцiв з фiзики
м’якої матерiї.



Вступ

Основним завданням фiзики м’якої матерiї є вивчення фiзичних вла-
стивостей комплексних рiдин, що складаються з молекул або молеку-
лярних агрегатiв, якi можуть бути впорядкованi на великих масштабах
у рiзноманiтнi структури. Особливе мiсце серед таких середовищ посi-
дають рiдкi кристали, якi знайшли широке практичне використання як
засоби вiдображення iнформацiї.

На даний час немає чiткого визначення м’якої матерiї (soft matter)
чи строгої класифiкацiї матерiалiв, якi слiд вiдносити до такого стану
речовини. Однак сам термiн часто використовується в науковiй лiте-
ратурi стосовно широкого класу речовин з деякими спiльними хара-
ктерними ознаками. Першою ознакою м’якої матерiї є те, що її фiзи-
чнi властивостi сильно змiнюються пiд впливом слабкої зовнiшньої дiї.
М’яка матерiя пiд дiєю зовнiшньої сили легко руйнується. Ще бiльш
визначальним є те, що навiть в слабких зовнiшнiх полях можуть змi-
нюватися майже всi фiзичнi властивостi м’якого середовища, включно
з виникненням нових типiв упорядкування та утворенням структур у
системi внесених у такий матерiал мiкроскопiчних та макроскопiчних
домiшок.

Матерiали, якi позначаються термiном м’яка матерiя, побудованi зi
складних молекул анiзотропної форми, що зв’язанi мiж собою порiвняно
слабкими взаємодiями. Через це термiчнi флуктуацiї вiдiграють значну
роль у визначеннi властивостей м’якої матерiї. В таких матерiалах мо-
же вiдбуватися орiєнтацiйне впорядкування анiзотропних молекул, якi
є їхнiми основними структурними одиницями. У багатьох випадках це
матерiали, якi не мають чiткого просторового кристалiчного впоряд-
кування молекул, але водночас вони не повнiстю розупорядкованi, як
це характерно для класичних рiдин або газiв. Звичайнi колоїди, рiдкi
кристали, рiдкокристалiчнi колоїди тощо — все це приклади частково
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впорядкованих систем м’якої матерiї, якi зустрiчаються на побутовому
рiвнi.

Класичний газоподiбний стан матерiї характеризується майже вiд-
сутнiстю взаємодiї мiж атомами чи молекулами i, таким чином, демон-
струє повне статистичне безладдя. На вiдмiну вiд газiв стани м’яких се-
редовищ визначаються здебiльшого на пiдставi характеру та величини
мiжмолекулярної взаємодiї. Рiвноважний стан таких систем — це ре-
зультат усiх складових взаємодiї. Загальна рiвновага визначає локаль-
ний порядок, що iснує в системi. Крiм того, важливою характерною
ознакою таких середовищ є те, що в них легко можуть утворюватися
дефекти. Для створення окремого дефекту в таких системах потрiбно
значно менше енергiї, нiж, наприклад, у твердому тiлi. Навiть основ-
ний стан м’якої матерiї майже не буває вiльним вiд дефектiв. Тому такi
матерiали є iдеальним середовищем для перевiрки фундаментальних
фiзичних концепцiй, включаючи зв’язок мiж станами з рiзною симет-
рiєю. Одними з найбiльш вивчених представникiв м’якої матерiї є рiдкi
кристали.

Дослiдження рiдких кристалiв почалося наприкiнцi ХIХ столiття i
нинi успiшно триває. Зростання уваги до цього стану речовини розпоча-
лося з другої половини минулого столiття i в першу чергу було зумовле-
но iнтенсивним використанням рiдких кристалiв у засобах вiдображе-
ння iнформацiї, якi ввiйшли в повсякденне життя у виглядi дисплеїв,
екранiв i табло.

Рiдкi кристали є промiжною або мезофазою мiж рiдиною i твер-
дим тiлом [1]; це анiзотропна рiдина, складовими елементами якої є
видовженi молекули з розмiрами порядку 3—5 Å завтовшки та 10—20 Å
завдовжки (рис.1). Молекули мають тверду серцевину i прикрiпленi до
неї рiзнi гнучкi розгалуження або жорстке ядро з вiдповiдним хвостом.
Часто такi молекули є хiральними — їхнi дзеркальнi вiдображення не є
тотожними. Залежно вiд будови молекул рiдкi кристали дiляться на двi
групи: лiотропнi та термотропнi. В перших орiєнтацiйне впорядкува-
ння молекул виникає зi збiльшенням концентрацiї, а в других — зi змен-
шенням температури. За деяких критичних, навiть кiмнатних, темпера-
тур спостерiгається орiєнтацiйне впорядкування видовжених молекул.
Середнiй рiвноважний напрямок орiєнтацiї молекул називається дире-
ктором. Цей напрямок визначає вiсь оптичної анiзотропiї середовища.
Крiм того, можна ввести скалярний параметр порядку, який визначає
ступiнь впорядкування системи, а фактично частку впорядкованих мо-
лекул у загальнiй їхнiй кiлькостi.
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Рис. 1. Схематична форма молекул, що утворюють рiдкi кристали: а — термотро-
пнi, б — лiотропнi, в — холестеричнi

Рис. 2. Схематичне зображення молекулярної будови рiдкого кристала: а — нема-
тичного, б — холестеричного, в — смектичного

Термотропнi рiдкi кристали за своїми властивостям подiляються на
три групи: нематики, в яких iснує лише орiєнтацiйне впорядкування
довгих осей молекул мезофази i немає просторового впорядкування;
холестерики, в яких директор описує в просторi спiраль, i смектики,
в яких молекули, зберiгаючи орiєнтацiйний порядок, утворюють пара-
лельнi шари (рис. 2). Властивостi рiдких кристалiв дуже чутливi до рi-
зних зовнiшнiх подразникiв (температура, електричне чи магнiтне поле,
механiчна дiя тощо) [1–3]. Саме можливiсть сильно змiнювати характе-
ристики матерiалу за допомогою слабких зовнiшнiх впливiв i обумовлює
значний практичний iнтерес до рiдких кристалiв. Фiзичнi властивостi
мезофази можуть суттєво змiнюватися за наявностi як мiкроскопiчних
(порядку розмiрiв молекул), так i макроскопiчних (розмiри яких на по-
рядки бiльшi за розмiри молекул) домiшок. Мiкроскопiчнi включення
змiнюють пружнi, в’язкi та дiелектричнi властивостi мезофази. Вони
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навiть можуть змiнювати початковий тип впорядкування рiдкого кри-
стала. Так, внесення хiральних домiшок у нематичний рiдкий кристал
приводить до того, що в ньому виникає спiральна структура, яка ха-
рактерна для холестерикiв. Звичайно, властивостi мезофази змiняться
i при внесеннi в неї макроскопiчних включень iншої речовини. Розрi-
зняють два види таких систем. Перший, коли в рiдкий кристал вносять
твердi частинки, якi нерозчиннi в ньому, називають суспензiєю. Якщо
в рiдкому кристалi розчиняють краплi iншої рiдини з вiдмiнними вiд
мезофази густиною та дiелектричними властивостями, то утворюється
нове середовище, — рiдкокристалiчна емульсiя. З точки зору теоре-
тичного описання обидва середовища еквiвалентнi, тому надалi обидвi
системи називатимемо однаково — рiдкокристалiчний колоїд.

Очевидно, що при внесеннi в пружне середовище макроскопiчних
включень iншої речовини обов’язково виникне деформацiя пружного
поля директора. У загальному випадку мiж поверхнею внесеного вклю-
чення i молекулами рiдкого кристала iснує анiзотропна взаємодiя (або
зчеплення), яка залежить як вiд фiзичних властивостей внесеної ча-
стинки, так i вiд властивостей самого середовища. Сила зчеплення ви-
значається величиною адгезiї молекул рiдкого кристала з поверхнею
включення. Є два випадки зчеплення: сильне та слабке. При слабкому
зчепленнi деформацiя директора навколо включення мала, i розподiл
директора задається в основному зовнiшнiми умовами. У разi сильного
зчеплення сама поверхня включення задає розподiл директора навколо
нього. Часто при цьому не можна задовольнити граничнi умови непе-
рервним розподiлом директора, що призводить до виникнення тополо-
гiчних особливостей поля директора. Такi особливостi — це точки або
лiнiї (дисклiнацiї), де розподiл директора невизначений [2].

У всiх випадках навколо внесеного включення виникає зона дефор-
мацiї пружного поля директора. Коли зона деформацiї одного включе-
ння вiдчуває деформацiї iншого, мiж включеннями виникає ефективна
взаємодiя. Таким чином, внесенi макроскопiчнi включення своєю по-
верхнею деформують розподiл пружного поля директора, а цi дефор-
мацiї обумовлюють ефективну взаємодiю мiж колоїдними частинками.
Така взаємодiя досить сильна i на порядки перевищує теплову енергiю.

Наявнiсть ефективної взаємодiї може призводити до нетривiальної
поведiнки системи включень. Результати теоретичних розрахункiв та
експериментальних спостережень однозначно вказують на те, що в рiд-
кокристалiчних колоїдах є всi необхiднi умови для виникнення рiзнома-
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Рис. 3. Ланцюжкова структура в системi краплин води, якi знаходяться у великiй
краплi нематичного рiдкого кристала (а), а також ланцюжкова (б ) та гексагональна
(в) структури в системi глiцеринових краплин на межi розподiлу рiдкий кристал—
повiтря

нiтних структур (детальнiше див. [268]). У нематичному рiдкому кри-
сталi спостерiгали ланцюжковi структури в системi краплин води чи
глiцерину [4—55]. На межi подiлу рiдкого кристала та повiтря формую-
ться гексагональнi структури (рис. 3) [58, 59]. Авторами [68, 69] перед-
бачено кристалiчнi структури в системi твердих частинок у нематику.
Стабiльнi двовимiрнi колоїднi кристали та тривимiрнi колоїднi криста-
ли спостерiгали експериментально [58, 212]. У нематику з магнiтними
колоїдними частинками формуються комiрчастi структури [70, 71]. В
таких системах комiрчастi структури настiльки мiцнi, що йшлося на-
вiть про створення рiдкокристалiчного м’якого тiла (щось схоже на же-
ле) [72,73] (рис. 4).

У багатьох працях наведено результати фiзичних дослiджень про-
стих та рiдкокристалiчних колоїдiв i емульсiй [74—76]. Така увага зу-
мовлена тим, що цi середовища знайшли застосування в фiзицi, хiмiї,
медицинi i навiть в харчовiй промисловостi. Пошук нових матерiалiв
для засобiв вiдображення iнформацiї та стiйких природних фiльтрiв
для видимого свiтла — фотонних кристалiв, а також продуктiв харчу-
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Рис. 4. Комiрчаста структура в системi твердих частинок в рiдкому кристалi: а —
конфокальне зображення в нематику 5СВ з колоїдними частинками РММА; б — фо-
то шматочка “м’якого” твердого тiла — 10% розчин колоїдних частинок в нематику
5СВ; в — з частинками ZrO2 в нематику МВВА

вання i лiкiв, сприяє всебiчному їх вивченню та визначає актуальнiсть
цього напряму дослiджень на довгi роки.

У монографiї викладено результати лише теоретичних дослiджень
фiзичних властивостей рiдких кристалiв з включеннями iнших фаз. На-
ведено основнi теоретичнi уявлення та пiдходи до опису рiдких кри-
сталiв, а також змiннi, в термiнах яких можна характеризувати такi
середовища. Розглянуто можливi деформацiї рiдкого кристала, зумов-
ленi присутнiстю колоїдних частинок, та описано поведiнку окремої ча-
стинки в рiдкому кристалi. Значну увагу придiлено особливостям ефек-
тивної взаємодiї мiж колоїдними включеннями через деформацiї дире-
ктора, а також механiзмам виникнення надструктур у таких системах.
Вважаємо, що у цьому аспектi у монографiї викладено практичнi теоре-
тичнi пiдходи до опису фiзичної поведiнки рiдкокристалiчних колоїдiв.



Роздiл 1

Основи статистичної
механiки конденсованих
середовищ

1.1 Формування конденсованих
середовищ

Розглянемо характер та можливу взаємодiю мiж мiкроскопiчними ча-
стинками, що утворюють конденсованi середовища м’якої матерiї. Мо-
лекулам як структурним одиницям конденсованого середовища завжди
можна приписати кiнетичну енергiю, яка фактично визначає темпера-
туру системи. Кожну молекулу можна надiлити особливими фiзични-
ми властивостями, що характеризуються наявнiстю заряду, дипольно-
го моменту, спiну тощо. Молекули можуть мати довiльну геометричну
форму. Наявнiсть додаткових ступенiв вiльностi зумовлює бiльш рiзно-
манiтнi характер та величину можливої взаємодiї.

Фактор наявностi взаємодiї мiж молекулами стає вирiшальним при
формуваннi нових станiв у системi таких частинок. Якщо для газу стан
визначається максимумом ентропiї, то за наявностi взаємодiї конкурен-
цiя мiж взаємодiєю i ентропiєю може приводити до певного впорядку-
вання, яке визначає мiнiмум вiльної енергiї. Впорядкування може бути
рiзного типу, починаючи вiд рiдин i завершуючи кристалами. В рiдинi,
наприклад, енергiя взаємодiї порядку ентропiйного внеску, i ми має-
мо бiльш конденсований стан, нiж газовий. Якщо в газi немає жодного
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впорядкування, то в рiдинi, хоча б локально, завжди присутнiй деякий
порядок. Найбiльш впорядкованим є тверде тiло, де молекули (чи атоми
або iони) розмiщуються в вузлах певної ґратки, причому стала ґратки
прямо залежить вiд величини та характеру взаємодiї.

У системi видовжених молекул можливе орiєнтацiйне впорядкуван-
ня їхнiх довгих осей без повного просторового впорядкування центрiв
мас. За своїми механiчними властивостями такий стан є промiжним мiж
рiдиною та кристалом i тому називається рiдким кристалом або мезо-
фазою. Мiж звичайною рiдиною та звичайним твердим тiлом є велика
кiлькiсть промiжних станiв, в яких поряд з рiзноманiтним орiєнтацiй-
ним iснує i деяке просторове впорядкування. Конкретний тип впоряд-
кування в системi в першу чергу залежить вiд характеру та величини
вiдповiдної взаємодiї мiж молекулами. Взаємодiя мiж молекулами в си-
стемi може мати як характер притягання, так i вiдштовхування, що
залежить вiд фiзичних та геометричних характеристик самих молекул.

1.2 Взаємодiя мiкроскопiчних частинок

Якщо абстрагуватися вiд можливої внутрiшньої структури молекул, то
взаємодiя мiж ними буде обумовлена перш за все силами електрома-
гнiтного походження. Кожна молекула може бути заряджена або ма-
ти дипольний чи iнший мультипольний момент. Кожен з цих моментiв
розподiлу заряду буде дiяти на iншу молекулу, яка теж має вiдповiд-
ний момент або набуває його внаслiдок дiї iнших молекул. У випадку
заряджених молекул завжди присутня взаємодiя кулонiвського типу:

U(ri − rj) =
eiej

|ri − rj| , (1.1)

де |ri − rj| — вiдстань мiж центрами частинок, ei, ej — їхнi заряди. Та-
ка взаємодiя формує iоннi кристали, а її енергiя на вiдстанi декiлькох
анґстремiв (типова стала ґратки) U ∼ 1 − 10 еВ. Якщо заряди знахо-
дяться в дiелектричному середовищi, то вираз (1.1) слiд роздiлити на
4πε0ε, де ε0 — дiелектрична стала вакууму, а ε — дiелектрична стала
середовища.

У результатi перерозподiлу заряду часто на молекулi може виникати
дипольний момент. Тодi взаємодiя має iнший характер i залежить вiд
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орiєнтацiї дипольних моментiв:

U(r) =
3(din)(djn)− didj

r3
. (1.2)

Тут n — одиничний вектор у напрямку радiуса-вектора r вiдстанi мiж
частинками з дипольними моментами di та dj.

Наступною за ступенем спадання з вiдстанню є енергiя взаємодiї мiж
нейтральною частинкою та iоном. Як вiдомо з квантової механiки [77],
така взаємодiя має характер притягання:

U(r) = −αe2

r4
, (1.3)

де α — поляризованiсть.
Якщо обидвi частинки мають квадрупольний момент, то енергiя вза-

ємодiї обернено пропорцiйна п’ятому ступеню вiдстанi мiж частинками:

U(r) = −C

r5
, (1.4)

де C — стала.
Для нейтральних частинок за рахунок флуктуацiй розподiлу заряду

завжди виникає взаємодiя Лондона:

U(r) ≈ − 3

2(4πε0)2

αiαj

r6

IiIj

Ii + Ij

= −C

r6
, (1.5)

де αi — електронна поляризованiсть i-ї частинки, Ii — перший потенцiал
iонiзацiї. Для вiдстанi мiж молекулами r = 3 Å енергiя взаємодiї U ≈ 7×
× 10−21 Дж, що перевищує теплову енергiю kT за кiмнатної темпера-
тури.

Для нейтральних частинок важливим є також вiдштовхування. В
класичному випадку вiдштовхування має iснувати хоча б тому, що двi
частинки не можуть займати одну точку простору. А в квантовiй ме-
ханiцi двi мiкроскопiчнi частинки (молекули) взагалi не можуть знахо-
дитися в одному станi, оскiльки не можуть мати одночасно повнiстю
визначених координат та iмпульсiв. У найпростiшiй моделi частинки
взаємодiють як твердi сфери, якi не можуть проникати одна в одну,
тому на вiдстанi двох радiусiв частинок мiж ними виникає нескiнченно
сильне вiдштовхування.
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У бiльшостi реальних випадкiв потенцiал вiдштовхування можна
апроксимувати:

U(r) ≈ b

r12
. (1.6)

Для сферичних частинок з м’яким ядром вiдштовхування взаємодiю
можна задати у виглядi U(r) ≈ Uo(

R
r
)m, якщо R < r < ∞, та U(r) = ∞,

якщо 0 < r < R.
Модельний потенцiал, що описує взаємодiю сферичних частинок з

урахуванням i притягування, i вiдштовхування, можна записати у ви-
глядi

U(r) = 4πU0

{(
R

r

)12

−
(

R

r

)6
}

, (1.7)

де R — розмiр частинки. Це так званий потенцiал Ленард—Джонса,
який досить добре описує рiдкий стан. Енергiя взаємодiї має мiнiмум
на вiдстанi r = 6

√
2R, що дає змогу утворюватися конденсованим сере-

довищам у системi таких частинок.
До поширених модельних потенцiалiв, що мають мiсце в системi вза-

ємодiючих частинок, слiд вiднести також екрановану взаємодiю:

U(r) =
ZiZje

2

r
exp(−χr), (1.8)

де Z визначає кiлькiсть заряду окремої частинки в одиницях заряду еле-
ктрона. Така взаємодiя притаманна для зарядiв у плазмi, що представ-
ляє собою сумiш електронiв та iонiв, причому повний заряд середовища
при цьому дорiвнює нулю — плазма заряджена нейтрально. Потенцiал
(1.8) був введений Юкавою для пояснення взаємодiї мiж нуклонами в
атомних ядрах.

З квантової механiки вiдома обмiнна взаємодiя мiж електронами або
мiкроскопiчними частинками, якi мають спiн. Величина взаємодiї ви-
значається перекриттям хвильових функцiї окремих частинок i може
бути записана у виглядi

Uexch =
J

2
(1 + 4sisj), (1.9)

де si — спiни окремих частинок (атомiв, електронiв), а J — стала, яка
вiдповiдає за перекриття хвильових функцiй окремих молекул.

Наведений список найбiльш поширених модельних потенцiалiв зви-
чайно не вичерпує всi мiкроскопiчнi взаємодiї мiж частинками, що мо-
жуть утворювати конденсованi середовища.
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1.3 Статистичний опис систем
Для визначення макроскопiчних характеристик системи, що склада-
ється з великої кiлькостi мiкроскопiчних складових, доцiльно застосо-
вувати добре розробленi методи рiвноважної статистичної фiзики. Ста-
тистичний опис систем частинок iз взаємодiєю на даний час є найва-
жливiшою проблемою фiзики конденсованих середовищ. У цьому на-
прямi останнiм часом здобуто багато вагомих результатiв [11—27]. Го-
ловною метою розробки статистичних методiв опису системи частинок
iз взаємодiєю залишається опис формування конденсованих середовищ
та визначення умов переходу системи з одного фiзичного стану в iнший,
наприклад, з газової фази в рiдину, з рiдини в тверде тiло i т. п. На да-
ний час iснує багато моделей формування конденсованих середовищ у
системi взаємодiйних частинок.

Головна проблема на цьому шляху криється у правильному вибо-
рi термодинамiчних функцiй, а саме — у правильному виборi мiкро-
скопiчних характеристик системи, зокрема, тих фiзичних властивостей
частинок, вiд яких залежать величина i характер взаємодiї мiж ними.
Очевидно, що характер взаємодiї та її величина є визначальними фа-
кторами для формування того чи iншого конденсованого середовища.
Завдання статистичної фiзики полягає в тому, щоб знайти спосiб ура-
хування довiльної фiзичної взаємодiї мiж частинками за поведiнкою
термодинамiчних величин, визначити можливi стани системи й умови,
за яких реалiзується той чи iнший стан. У загальному випадку таке зав-
дання є непосильним навiть для всього вiдомого апарату статистичної
фiзики. Причини цього стануть зрозумiлими згодом.

Почнемо з опису класичної системи частинок iз взаємодiєю. Споча-
тку зупинимося на прямому визначеннi статистичної суми нашої систе-
ми. Гамiльтонiан системи N взаємодiючих частинок має вигляд

H =
N∑
i

p2
i

2m
+

∑
i<j

Vi,j, (1.10)

де pi — iмпульс i-ї частинки, а Vi,j — потенцiал взаємодiї мiж i-ю та j-ю
частинками. У загальному випадку статистичну суму для такої системи
можна записати так:

ZN(V, P ) =
1

N !h3N

∫
d3Np d3Nr exp

[
−β

N∑
i

p2
i

2m
− β

∑
i<j

Vi,j

]
, (1.11)
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де β = 1
kT

— обернена температура. Кiнетична енергiя є адитивною
величиною i залежить вiд характеристик окремої частинки. Тому iнте-
грування за iмпульсами виконується просто, i статистичну суму можна
записати у виглядi

ZN(V, P ) =
1

N !

(
2πmkT

h2

) 3N
2

QN , (1.12)

де

QN(V, P ) =

∫
d3Nr exp

[
−β

∑
i<j

Vi,j

]
(1.13)

є конфiгурацiйним iнтегралом, який визначається лише через потенцi-
альну енергiю взаємодiї. Тепер проблема зводиться до розробки методiв
обчислення цього iнтеграла. В загальному випадку це неможливо в си-
лу оберненої залежностi енергiї взаємодiї вiд вiдстанi мiж частинками в
довiльнiй ступенi, але iснує певна сукупнiсть наближень, за допомогою
яких можна отримати або сам iнтеграл, або макроскопiчнi термодина-
мiчнi функцiї для таких систем.

Покажемо, що врахування типу статистики (тобто квантової приро-
ди частинок) приводить до деякого ефективного статистичного потенцi-
алу взаємодiї. Нехай природна взаємодiя в системi частинок вiдсутня.
Покажемо, що така система частинок все одно не є iдеальним газом,
оскiльки врахування типу статистики дає деякий потенцiал взаємодiї.
Статистична сума нашої квантової системи може бути записана як

ZN(V, P ) = Sp e−βH =
∑

n

(
Φne

−βHΦn

)
, (1.14)

де Φn належить повнiй ортонормованiй системi власних хвильових фун-
кцiй гамiльтонiана H = 1

2m

∑
i p

2
i , який є сумою лише кiнетичних енергiй

частинок. Тепер потрiбно симетризувати або антисиметризувати хви-
льову функцiю залежно вiд того, до якої статистики належать частин-
ки: Бозе чи Фермi. Тодi для хвильової функцiї iдеального квантового
газу можна записати Φn = 1√

N !

∑
i δk

∏
k uk,pi

, де δi = ±1 залежно вiд
парної чи непарної кiлькостi перестановок, якi позначаються iндексом
i, для фермi- та для бозе-частинок вiдповiдно, а одночастинкова фун-
кцiя uk,pi

= exp [ipr/h] /
√

V . Пiсля нескладних, але трохи громiздких
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розрахункiв, наведених у [6], за достатньо високих температур отриму-
ємо класичну статистичну суму:

ZN(V, P ) ' 1

N !h3N

∫
d3Npd3Nqe−βH(p,q), (1.15)

де класичний гамiльтонiан системи можна записати у виглядi

H =
∑

i

p2
i

2m
+

∑
ij

Vij, (1.16)

з якого легко видiлити потенцiал взаємодiї:

Vij ≡ −kT ln

[
1∓ exp

(
−2π|ri − rj|2

λ2

)]
. (1.17)

Тут λ =
√

2π~2
mkT

— теплова довжина хвилi де Бройля (чисельник на-
лежить до статистики Фермi, знаменник — до статистики Бозе). При
розрахунках першої квантової поправки слiд враховувати наступне ви-
значення статистичної суми вiльних квантових частинок:

Spe−βH =
1

N !h3N

∫
d3Npd3Nqexp

{
−β

(∑
i

p2
i

2m
+

∑
ij

Vij

)}
. (1.18)

Таким чином, бачимо, що врахування першої квантової поправки до
статистичної суми iдеального квантового газу за своїм результатом вiд-
повiдає введенню деякого ефективного потенцiалу взаємодiї мiж ча-
стинками. Цей потенцiал описує вiдштовхування мiж фермi-частинками
i притягання мiж частинками зi статистикою Бозе, а його поява зумов-
лена виключно властивостями симетрiї хвильових функцiй. У загально-
му випадку видiлити такого роду потенцiал неможливо, але в природi
iснує багато реальних потенцiалiв, якi безпосередньо впливають на тер-
модинамiчну поведiнку системи взаємодiйних частинок.

Перше, що нас цiкавить, це рiвняння стану для такої системи взає-
модiйних частинок. Якщо припустити, що в загальному випадку потен-
цiальна енергiя системи залежить лише вiд парної енергiї взаємодiї (що
зовсiм не очевидно, оскiльки при цьому втрачається iнформацiя про
можливий колективний характер взаємодiї в системi), то можна ввести
додаткову функцiю fij (функцiя Маєра):

exp [−βVij] = 1 + fij, (1.19)
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яку можна записати у виглядi

exp

[
−β

∑
i<j

Vi,j

]
=

∏
i<j

(1 + fij). (1.20)

Такий запис враховує той факт, що зi збiльшенням вiдстанi мiж частин-
ками або зi збiльшенням температури функцiя f дуже швидко прямує
до нуля. Коли для системи можна припустити, що величина потенцi-
альної енергiї менша або порядку температури, то саме їх вiдношення
може бути тим малим параметром, за яким можна виконувати набли-
женi розрахунки. У супротивному випадку отримати кiнцевi результати
практично неможливо. Але якщо iснує такий малий параметр у системi,
то ми можемо розвинути функцiю f в ряд

exp

[
−β

∑
i<j

Vi,j

]
= 1 +

∑
i<j

fij +
∑
i<j

∑

k<l

fijfkl. (1.21)

Якщо функцiя f залежить лише вiд величини радiуса-вектора мiж ча-
стинками, що розмiщенi в точках ri та rj, то можна записати

∫
fijd

Nr = V N−2

∫
fijdridrj = V N−2

∫
f(r)4πr2dr, (1.22)

де r = |ri−rj| — вiдстань мiж двома частинками. Якщо обмежитися ли-
ше першим членом в загальному випадку, то конфiгурацiйний iнтеграл
матиме вигляд

QN = V N

(
1− N

V
b2

)N

, (1.23)

де b2 = 1
2

∫∞
0

(1− exp−βVij) — другий вiрiальний коефiцiєнт.
Для побудови вiрiального розкладу необхiдно, щоб потенцiал взає-

модiї був спадною функцiєю. Але не просто спадною. Якщо в загально-
му випадку взяти потенцiал взаємодiї у виглядi V ∼ r−n, то вiрiальний
коефiцiєнт буде мати скiнченне значення (не буде розбiгатися при збiль-
шеннi розмiрiв системи) лише для n ≥ 3. Якщо ця умова не виконується,
то вiрiальний коефiцiєнт, а разом з ним i представлення статистичної
суми

Q = V N

(
1− N

V
b2

)N

(1.24)
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будуть розбiжними. Потенцiали взаємодiї, для яких статистична сума
розбiгається, називають катастрофiчними, а це, в свою чергу, вимагає
розробки iнших методiв, за допомогою яких можна отримувати термо-
динамiчнi характеристики системи з такого роду взаємодiями.

Рiвняння стану, яке можна отримати з наведеною статистичною су-
мою, записують у виглядi

P =
NkT

V

[
1 +

b2

v

]
, v =

V

N
. (1.25)

Це рiвняння з точнiстю до члена 1
v2 нагадує рiвняння стану Ван-дер-

Ваальса, яке було записане емпiрично для пояснення переходу рiдина—
пара. Очевидно, що таке рiвняння стану має особливiсть при b2 = −v,
i цим визначається критична поведiнка системи. З цiєї рiвностi можна
визначити параметри, при яких у системi виникає нестiйкiсть.

Рiвняння Ван-дер-Ваальса має вигляд
(
P +

a

v2

)
(v − b) = kT. (1.26)

Рiвняння стану вирiшує проблему опису термодинамiки системи части-
нок з таким характером взаємодiї. Покажемо, що для систем частинок
з такою взаємодiєю рiвняння стану має особливостi. Якщо побудувати
криву рiвняння стану в координатах (P, T ), то можна побачити, що ця
крива має максимум i мiнiмум. З рiвняння стану, записаного в iншiй
формi,

P =
kT

v − b
− a

v2
, (1.27)

можна знайти, що для екстремальних значень параметрiв мають вико-
нуватися спiввiдношення

(
∂P

∂v

)

T

= − kT

(v − b)2
− 2a

v3
= 0. (1.28)

У максимумi друга похiдна дорiвнюватиме нулю:
(

∂2P

∂v2

)
=

6

v4
− 24ab

v5
= 0. (1.29)
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Якщо сумiсно розв’язати отриманi рiвняння, то можна знайти кри-
тичнi параметри, за яких рiвняння стану має особливостi:

Pc =
a

27b2
, Tc =

8a

27kb
, vc = 3b. (1.30)

Якщо ввести безрозмiрнi параметри τ = T
Tc
, p = P

Pc
та ν = V

Vc
, то рiвня-

ння стану можна записати в безрозмiрних величинах:(
p +

3

ν

)
(3ν − 1) = 8τ. (1.31)

У цьому рiвняннi немає жодної величини, що мiстить iнформацiю про
специфiчнi властивостi середовища. У ньому враховано лише те, що в
системi частинок присутня взаємодiя, причому величина взаємодiї мен-
ша за теплову енергiю. Тому таке рiвняння стану, як довго вважалося,
повинно бути застосовним для всiх систем, для яких виконуються за-
значенi вище умови.

Тепер розглянемо модельнi системи з взаємодiєю мiж частинками,
для яких придатний вiрiальний розклад для визначення статистичної
суми [7].

Сферичнi частинки зi слабким притяганням. Для сферичних
частинок зi слабким притяганням можна отримати статистичну суму в
замкненому виглядi. У цьому випадку енергiю взаємодiї можна записа-
ти як V (r) = −V0

(
R
r

)m, якщо R ≤ r < ∞, i V (r) = 0, якщо 0 ≤ r < R
(тут R — розмiр частинки). Можна визначити другий вiрiальний кое-
фiцiєнт як b2 = b − a

kT
, де b = 2π

3
R3 = 4v0, a = 12

m−3
V0v0, v0 — об’єм

сферичної частинки.

Потенцiал Ленард—Джонса. Розглянемо наступний приклад — си-
стему частинок, що взаємодiють за допомогою потенцiалу Ленард—
Джонса. Цей модельний потенцiал можна записати в стандартному ви-
глядi:

V (r) = V0

{(
R

r

)12

− 2

(
R

r

)6
}

, (1.32)

де V0 — мiнiмальна енергiя взаємодiї, а R — розмiр сферичної частинки.
Для такого потенцiалу другий вiрiальний коефiцiєнт набуває вигляду

b2 = −2π

3

∫ ∞

0

1

kT

dV

dr
exp

[
− V

kT

]
r3dr. (1.33)
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Цей iнтеграл можна обчислити, розклавши вираз за малим параметром,
яким у даному випадку є частка енергiї, що описує притягання. У ре-
зультатi отримаємо

b2 = −2π

3
r3
0I

(
V0

kT

)
, (1.34)

де

I(x) =
1

4

∞∑
n=0

2n

n!
Γ

(
2n− 1

4

)
x

2n+1
4 . (1.35)

Коефiцiент b2 за високих температур додатний, а за низьких темпера-
тур стає вiд’ємним. Температура, за якої коефiцiєнт b2 дорiвнює нулю,
має назву температури Бойля TB, яка в данiй моделi приймає значе-
ння TB = 3, 44V0

k
. За менших температур значення коефiцiєнта b2 стає

вiд’ємним. Для моделi Ленард—Джонса вiдношення b2
r3
0
стає унiверсаль-

ною функцiєю вiд вiдношення ( V0

kT
), що проявляється експериментально

в законi вiдповiдних станiв, який стверджує, що для будь-яких речовин
наближено виконується унiверсальне спiввiдношення:

PV

NkT
= F1(p/pc, T/Tc) = F2(V/Vc, T/Tc). (1.36)

Твердi опуклi молекули. Для опуклих молекул другий вiрiальний
коефiцiєнт точно розрахований у загальному випадку [7] i може бути
записаний у виглядi

b2 = v0(1 +
Rs

v0

), (1.37)

де v0 та s — об’єм та площа поверхнi молекули вiдповiдно, R — середнiй
радiус:

R =
1

4π

∫
R1 + R2

2
ds. (1.38)

Тут R1 та R2 — головнi радiуси кривизни молекули, ds — елемент по-
верхнi окремої молекули. Наведена формула справджується навiть у
випадку, коли молекула довiльним чином орiєнтована в просторi. Для
порiвняння зi сферичними молекулами отриманi вирази зручно записа-
ти в iншiй формi, а саме:

b2 = 4v0f, f =
1

4

(
1 +

Rs

v0

)
. (1.39)
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Для сфер f = 1, i тодi другий вiрiальний коефiцiєнт набуває вигляду

b2 = 4v0. (1.40)

Для несферичних молекул f є бiльшим за одиницю. Так, для цилiндри-
чних або елiпсоїдальних молекул коефiцiєнт f зростає, якщо збiльшу-
ється довжина цилiндра або головна вiсь елiпсоїда. Точний аналiтичний
вираз f для молекул у виглядi елiпсоїдiв обертання записують так:

f =
1

4

{
1 +

3

4

[
1 +

arcsin ε

ε(1− ε)
1
2

(
1 +

1− ε2

2ε
ln

1 + ε

1− ε

)]}
, (1.41)

де ε — ексцентриситет елiпсоїда. Якщо вiдомо вiрiальний коефiцiєнт,
то можна записати рiвняння стану для такої системи i дослiдити умови
iснування в нiй рiзних термодинамiчних фаз.

Одновимiрна система атомiв. До моделей, що вважаються точно
розв’язуваними, належить модель одновимiрної системи атомiв. Про-
стий класичний приклад — лiнiйний ланцюжок атомiв з парною взає-
модiєю. Нехай класичнi конфiгурацiї замкнутого ланцюжка з N атомiв
задаються довжинами {li} послiдовних промiжкiв, що роздiляють два
атоми, причому останнiй з першим замикають петлю. Тобто фактично
розглядаємо перiодичнi граничнi умови. Енергiю взаємодiї через промi-
жок li позначимо як V (li).

У загальному випадку статистична сума розпадається на статисти-
чну суму iдеального газу, що визначається лише через кiнетичнi енергiї
окремих атомiв, i конфiгурацiйну суму, яку в даному випадку можна
записати так:

Q =

∫
exp

[
−β

∑
i

V (li)

]∏
i

dli. (1.42)

Якби змiннi li були незалежними, то вираз (1.42) був би N -м степенем
однократного iнтеграла. Однак у нас є ще умова фiксованого об’єму:
сума всiх li дорiвнює довжинi ланцюжка,

∑
i li = L. Для розрахунку

статистичної суми додаткову умову можна врахувати, внiсши її пiд iн-
теграл:

δ

(∑
i

li = L

)
≡ 1

2πi

∮
exp

[
s

(
L−

∑
i

li

)]
ds. (1.43)
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Якщо припустити, що потенцiальна енергiя взаємодiї описує короткося-
жнi сили, то можна вважати, що li змiнюються вiд нуля до нескiнчен-
ностi, i тодi конфiгурацiйну статистичну суму при фiксованiй довжинi
ланцюжка можна записати у виглядi

Q(L, β) =
1

2πi

∮
exp[sL]

{∫
exp [βV (l)− sl] dl

}N

. (1.44)

Для простих випадкiв цей iнтеграл обчислюється аналiтично. Напри-
клад, для твердих сфер V (l) = ∞ при l < d та V (l) = 0 при l ≥ d, де d
— дiаметр сфери, i

∫
exp [−βV (l)− sl] dl = 1

s
exp[−sd]. Тодi конфiгура-

цiйна частина статистичної суми набуває вигляду

Q(L, β) =
1

2πi

∮
exp [s(L−Nd)] s−Nds =

(L−Nd)N−1

N − 1
. (1.45)

Звичайно, що L À d. Домноживши отриманий вираз на статистичну
суму iдеального газу i знехтувавши рiзницею мiж N − 1 та N , можна
отримати вiльну енергiю системи:

F = −kT lnZ = −kT ln

{(
mkT

2πh2

)N
2 (L−Nd)N

N !

}
. (1.46)

Диференцiал вiд вiльної енергiї по L дає рiвняння стану:

P

(
L

N
− d

)
= kT. (1.47)

Таким чином, молекули або атоми у системi розмiщенi випадково
з середньою вiдстанню 〈l〉 = L

N
. Фазового переходу в конденсований

стан у системi твердих сфер немає. Щоб зробити перехiд можливим,
можна ввести короткосяжний потенцiал притягання. Для розрахункiв
приймемо, що V (l) = −ε при d ≤ l ≤ d + R. Обчислення статистичної
суми є складнiшими, але результат можна отримати аналiтично [28].
Рiвняння стану матиме вигляд

P

(
L

N
− d

)
= kT −PR

{
exp

[
PR

kT

] [
1− exp

(
− ε

kT

)]−1

− 1

}−1

. (1.48)

З виразу (1.48) випливає, що за високих температур ми маємо газ i рiв-
няння стану переходить у (1.47). За великої густини маємо щось подiбне
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до конденсованої фази, i при тисках, менших за деяке критичне значе-
ння, вiдбувається випаровування. Однак перехiд вiд одного режиму до
iншого, що описується отриманим виразом, не мiстить особливих точок.

Як показано Ван Ховом, довiльна одновимiрна модель газу зi скiн-
ченним радiусом взаємодiї поводить себе так, що при довiльнiй вiдмiн-
нiй вiд нуля температурi немає рiзкого переходу в стан з далеким по-
рядком. Елементарний розгляд одновимiрного ланцюжка показує, що
флуктуацiї його абсолютної довжини вiдносно середнього значення бу-
дуть зростати пропорцiйно кiлькостi атомiв у цьому ланцюжку. I саме
це наводить на думку, що одновимiрний ланцюжок атомiв не може мати
стану термодинамiчної рiвноваги. З iншого боку, обмеження можливо-
го розподiлу атомiв одним вимiром можна розглядати як вiдмову вiд
iстинного топологiчного безладдя [28]. У такому розумiннi система яв-
ляє собою кристал, який не може випаровуватися, хоч як би його не
нагрiвали i не зменшували тиск. Фактично спостерiгаються три топо-
логiчнi фази речовини, але звичну картину переходу з однiєї фази в
iншу з єдиної термодинамiчної теорiї отримати неможливо.

1.4 Опис конденсованих середовищ
методом кiнетичних рiвнянь

Найбiльш поширеним методом опису систем iз взаємодiєю є метод кiне-
тичних рiвнянь [5]. Основне завдання фiзичної кiнетики — знаходження
рiвнянь, що визначають змiну функцiї розподiлу частинок у просторi i
часi, а також встановлення зв’язку мiж функцiєю розподiлу i можливи-
ми потоками в системi. При цьому необхiдно звернути увагу на те, що
функцiя розподiлу за нескiнченний час повинна переходити у рiвнова-
жну, якщо вiдсутнiй зовнiшнiй вплив на систему.

У загальному випадку потрiбно мати пiдхiд, що дає змогу описувати
динамiку системи методами статистичної фiзики. Ми не можемо слiд-
кувати за рухом окремих атомiв або молекул системи, але хочемо знати
часову поведiнку середнiх величин, що характеризують систему в цiло-
му. Для цього iснують добре розробленi методи кiнетичних рiвнянь, i
як їхнiй наслiдок — методи рiвнянь гiдродинамiки у термiнах середнiх
значень концентрацiї, потокiв маси й енергiї та iн. Суттєве досягнення
статистичної фiзики полягає в тому, що, не знаючи, як рухаються окре-
мi частинки системи, можна описати еволюцiю в часi довiльної макро-
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скопiчної величини, оскiльки та за визначенням є середнiм за великою
кiлькiстю частинок. Iстотним також є те, що знати початковi координа-
ти та iмпульси всiх окремих частинок неможливо, зате можна визначи-
ти початковi умови для багатьох макроскопiчних величин. Формалiзм
кiнетичних рiвнянь дає змогу обiйти всi труднощi з iнформацiєю про
мiкростан системи i визначати безпосередньо макроскопiчнi величини.

Цей пiдхiд ґрунтується на iдеї ансамблю, який враховує велику кiль-
кiсть мiкроскопiчних початкових умов, що приводять до однакових ма-
кроскопiчних величин [5]. Наприклад, якщо кожнiй частинцi приписа-
ти номер, то результат не повинен залежати вiд довiльної перестановки
конфiгурацiй цих частинок. Оскiльки ми iгноруємо конкретну конфiгу-
рацiю системи в довiльний момент часу, то кожен член ансамблю дає
апрiорi однаково добре уявлення про систему. В цьому контекстi основ-
ний постулат статистичної механiки можна сформулювати так: для ре-
альної системи iснує ймовiрнiсть ρN(q, p) того, що кожна з N частинок
системи має координати (q) та iмпульси (p). Очевидно, що густина ймо-
вiрностi має бути нормована на одиницю:

∫
ρN(q, p)dqdp = 1. Це так

звана N -частинкова функцiя розподiлу. Для такої функцiї еволюцiя в
часi описується рiвнянням Лiувiлля:

∂ρN

∂t
+ {H, ρN} = 0, (1.49)

де в правiй частинi рiвняння записана дужка Пуассона для класичних
систем або комутатор операторiв у квантовому випадку.

Для класичних систем дужка Пуассона має вигляд

{H, ρN} =
N∑

i=1

{
∂H

∂pi

∂ρN

∂qi

− ∂H

∂qi

∂ρN

∂pi

}
. (1.50)

Пояснимо, чим зумовлений такий вигляд. Для замкнутої системи зав-
жди можна записати рiвняння

dρN

dt
=

∂ρN

∂t
+

N∑
i=1

N∑
i=1

{
∂

∂qi

(ρN q̇i) +
∂

∂pi

(ρN ṗi)

}
= 0. (1.51)
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Вiзьмемо похiднi вiд добутку i використаємо рiвняння руху:

q̇i =
∂H

∂pi

, ṗi = −∂H

∂qi

, (1.52)

пiсля чого отримаємо рiвняння (1.49).
Гамiльтонiан системи частинок за припущення парного характеру

взаємодiї можна записати так:

H =
N∑

i=1

p2
i

2m
+

N∑
i,j=1

U(qi,qj) +
N∑

i=1

Φ(qi), (1.53)

де U(qi,qj) = U(|ri − rj|) — енергiя парної взаємодiї мiж частинками, а
Φ(qi) — потенцiал зовнiшнього поля. Тепер введемо s-частинкову фун-
кцiю розподiлу, яка визначається пiсля iнтегрування ρN(q, p) за коорди-
натами та iмпульсами решти N−s частинок, а саме: ρs =

∫
ρNdqs+1dps+1

...dqNdpN . Рiвняння для довiльної s-частинкової функцiї розподiлу мо-
жна отримати iз загального рiвняння Лiувiлля (1.49), узявши вiд нього
iнтеграл за координатами та iмпульсами решти N − s частинок:

∂ρs

∂t
+

s∑
i=1

q̇i
∂ρs

∂qi

+ ṗi

∂ρs

∂pi

= (N − s)
s∑

i=1

∫
∂U(qi,qs+1)

∂qi

∂ρs+1

∂pi

dqs+1dps+1.

(1.54)
Похiдна вiд iмпульсу ṗi в другому доданку є силою, що дiє на частинку
i з боку зовнiшнього поля та iнших s−1 частинок: ṗi = Fi = −∂Φext(qi)

∂qi
−

−∑s
j=1,j 6=i

∂U(qi,qj)

∂qi
.

Отже, маємо ланцюжок рiвнянь, де функцiя розподiлу меншої кiль-
костi частинок залежить вiд функцiї розподiлу бiльшої кiлькостi. Цей
ланцюжок необмежений, i розв’язати цi рiвняння можна лише у разi
додаткового припущення про кореляцiї мiж s- та s + 1-частинковими
функцiями розподiлу.

Ланцюжок рiвнянь (1.54) називається ланцюжком ББГКI (Боголю-
бов, Борн, Грiн, Кiрквуд, Iвон, якi розвинули цей метод опису систем iз
взаємодiєю) [5]. Запишемо першi два рiвняння, якi найбiльше викори-
стовуються для опису конденсованих середовищ. При цьому використа-
ємо звичайне позначення qi ≡ ri. Рiвняння для одночастинкової функцiї
розподiлу має вигляд

∂ρ1

∂t
+ v1

∂ρ1

∂r1

+ F1
∂ρ1

∂p1

= (N − 1)

∫
∂U(r1, r2)

∂r1

∂ρ2

∂p1

dr2dp2. (1.55)
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Одночастинкова функцiя розподiлу залежить вiд двохчастинкової функ-
цiї розподiлу, для якої рiвняння має вигляд

∂ρ2

∂t
+ v1

∂ρ2

∂r1

+ v2
∂ρ2

∂r2

+ F1
∂ρ2

∂p1

+ F2
∂ρ2

∂p2

=

= (N − 2)

∫ {
∂U(r1, r3)

∂r1

∂ρ3

∂p1

+
∂U(r2, r3)

∂r2

∂ρ3

∂p2

}
dr3dp3. (1.56)

У рiвняннi (1.56) двохчастинкова функцiя розподiлу ρ2 вже залежить
вiд трьохчастинкової функцiї розподiлу ρ3; F1 = −∂Φext(r1)

∂r1
− ∂U(r1,r2)

∂r1
—

сила, що дiє на першу частинку, а F2 = −∂Φext(r2)
∂r2

− ∂U(r1,r2)
∂r2

— сила, що
дiє на другу частинку.

Для усiх наведених рiвнянь не було зроблено жодних припущень для
їх отримання. Звичайно, в загальному випадку таку систему рiвнянь
розв’язати неможливо, тому потрiбно знайти спосiб або малий пара-
метр у системi, щоб розщепити рiвняння i на якомусь з етапiв отримати
замкненi рiвняння для одно- або, у крайньому випадку, для двохчастин-
кової функцiї розподiлу.

1.5 Газ. Кiнетичне рiвняння Больцмана
Рiвняння для одночастинкової функцiї розподiлу (1.55) можна записати
в iншому виглядi:

∂ρ1

∂t
+ v1

∂ρ1

∂r1

+ F1
∂ρ1

∂p1

= −(N − 1)
∂

∂p1

∫
F12ρ2dr2dp2, (1.57)

де введено позначення зовнiшньої сили F1 та ефективної сили F12 =
= −∂U(r1r2)

∂r1
, що виникає за рахунок взаємодiї мiж частинками. Це рiв-

няння можна символiчно записати ще й як

∂ρ1

∂t
+

(
∂ρ1

∂t

)

d

=

(
∂ρ1

∂t

)

c

. (1.58)

Тут другий член описує дрейф частинки в зовнiшньому полi, а член у
правiй частинi рiвняння вiдповiдає за взаємодiю мiж частинками. Якщо
така взаємодiя зводиться лише до зiткнень (що добре виконується для
розрiдженого газу), останнiй член рiвняння зазвичай позначають J i
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називають iнтегралом зiткнень. Вiн описує змiну кiлькостi частинок
у фазовому просторi за рахунок зiткнень. Явний вигляд iнтеграла зi-
ткнень можна отримати багатьма методами, в тому числi як в оригi-
нальнiй працi самого Больцмана [8]. Ми лише пiдкреслимо, що прин-
циповою гiпотезою є гiпотеза про локальний безлад або локальний хаос
у системi, що дає змогу двохчастинкову функцiю розподiлу предста-
вити у виглядi добутку одночастинкових функцiй: ρ2(r1, r2,p1,p2, t) =
= ρ1(r1,p1, t)ρ1(r2,p2, t). Тодi змiна одночастинкової функцiї розподiлу
в часi набуває вигляду [8]

(
∂ρ1(r,p1, t)

∂t

)

c

= N

∫ |p1 − p2|
m

×

× [ρ1(r,p′1, t)ρ1(r,p′2, t)− ρ1(r,p1, t)ρ1(r,p2, t)] dp2dσ, (1.59)

де (p1,p2) — iмпульси двох частинок до розсiювання, а (p′1,p′2) — iм-
пульси цих самих двох частинок пiсля розсiювання, dσ — диференцiаль-
ний перерiз розсiювання. Звичайно, тут виконується закон збереження
iмпульсу p1 + p2 = p′1 + p′2.

Тодi рiвняння для одночастинкової функцiї розподiлу набуває ви-
гляду

∂ρ1

∂t
+ v1

∂ρ1

∂r1

+ F1
∂ρ1

∂p1

= (1.60)

= N

∫ |p1 − p2|
m

[ρ1(r,p′1, t)ρ1(r,p′2, t)− ρ1(r,p1, t)ρ1(r,p2, t)] dp2dσ.

Вираз (1.60) називається рiвнянням Больцмана. Такий запис свiдчить
про статистичну незалежнiсть окремих частинок у процесi їхньої ево-
люцiї. Це фактично суперечить початковому твердженню про кореляцiї
частинок, що зумовленi парними зiткненнями. Однак час зiткнення на-
багато менший за час релаксацiї, i тому припущення про хаос у системi
є досить обґрунтованим [5]. У такiй формi воно не мiстить нiякої iн-
формацiї про заселенiсть станiв у фазовому просторi, а вказує лише на
те, що в результатi розсiяння фазовий об’єм не змiнюється, або, iншими
словами, не стискається. Очевидно, що всi деталi процесу мiстяться в
iнтегралi зiткнень, i, розв’язавши рiвняння, ми можемо визначити фазо-
ву еволюцiю. Найпростiша еволюцiя описується рiвнянням Больцмана
без зiткнень:

∂ρ1

∂t
+

(
∂ρ1

∂t

)

d

= 0. (1.61)
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Однак для опису реальнiших систем, у тому числi розрiджених газiв,
необхiдно визначити явний вигляд iнтеграла зiткнень. Одним з найпо-
ширенiших наближень є запис iнтеграла зiткнень у виглядi

(
∂ρ1

∂t

)

c

= −ρ1 − ρ0
1

τ
, (1.62)

де τ — деякий характерний час релаксацiї системи з рiвноважною фун-
кцiєю розподiлу ρ0

1. Цю функцiю можна визначити як незалежний вiд
часу розв’язок рiвняння Больцмана, тобто такий розв’язок, який пе-
ретворює в нуль iнтеграл зiткнень. Це — наближення часу релаксацiї.
При цьому рiвняння Больцмана набуває стандартного вигляду:

∂ρ1

∂t
+ v1

∂ρ1

∂r1

+ F1
∂ρ1

∂p1

= −ρ1 − ρ0
1

τ
. (1.63)

За допомогою лiнiйного диференцiального рiвняння (1.63) у частин-
них похiдних можна знайти функцiю розподiлу при заданому часi рела-
ксацiї. Методи розв’язання рiвняння (1.63) з довiльними початковими
умовами добре розвиненi. Дослiдження рiвняння Больцмана давно ста-
ло окремим напрямом фiзики конденсованих середовищ, де отримано
багато вагомих результатiв. Ознайомитися з ними можна у працях зi
статистичної механiки, i зупинятися на цьому ми не будемо. Використо-
вуючи рiвняння (1.63), отримують правильнi результати для розрiдже-
них газiв. Нас бiльше цiкавлять конденсованi системи високої густини
з плавним потенцiалом взаємодiї.

1.6 Рiдини. Рiвняння стану

Спробуємо описати системи, в яких гiпотеза молекулярного безладу не-
застосовна. До таких систем належать рiдини, що є одним з найширших
класiв конденсованих середовищ. Для таких систем не можна обмежи-
тися одночастинковою функцiєю розподiлу, оскiльки в них особливу
роль вiдiграють кореляцiї положень частинок у системi. Для бiльшостi
систем статистичну суму, як ми вже знаємо, можна розбити на iмпуль-
сну та конфiгурацiйну частини:

Z = ZpZQ, (1.64)
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де перший множник — статистична сума iдеального газу, а другий (кон-
фiгурацiйна статистична сума) можна записати у виглядi

ZQ =

∫
exp [−βΣijU(rij)] dV1dV2...dVN . (1.65)

Тут β = 1
kT

, rij — вектор вiдстанi мiж довiльною парою частинок за
припущення, що загальна взаємодiя може бути розбита на суму парних
взаємодiй. За означенням k-частинкова функцiя розподiлу nk(r1, r2, ..rk)
дорiвнює

nk(r1, r2, ..rk) =
N !

(N − k)!ZQ

∫
exp [−βΣijU(rij)] dVk+1dVk+2...dVN

(1.66)
i
∫

nk(r1, r2, ..rk)dV1dV2...dVk = N(N − 1) · · · (N − k + 1).
Одночастинкова функцiя розподiлу n1(r) фактично задає кiлькiсть

частинок n1(r)dV в об’ємi dV , двохчастинкова функцiя розподiлу n2(r1,
r2) — кiлькiсть пар частинок в об’ємi dV1dV2 без урахування тотожно-
стi частинок (пари (1,2) i (2,1) вважаються рiзними), а трьохчастинко-
ва функцiя розподiлу n3(r1, r2, r3) — кiлькiсть трiйок частинок в об’ємi
dV1dV2dV3 без урахування тотожностi частинок. Зрозумiло, що на вели-
ких вiдстанях має виконуватися таке правило:

n2(r1, r2) ⇒ n1(r1)n1(r2), |r1 − r2| ⇒ ∞, (1.67)
n3(r1, r2, r3) ⇒ n1(r1)n1(r2)n1(r3), |ri − rj| ⇒ ∞.

Крiм k-частинкової функцiї розподiлу nk(r1, r2, ..rk) вводять ще k-
частинкову кореляцiйну функцiю розподiлу gk(r1, r2, ..rk) за означенням

nk
1gk(r1, r2, ..rk) = ρkgk(r1, r2, ..rk) = nk(r1, r2, ..rk), (1.68)

gk(r1, r2, ..rk) ⇒ 1, |ri − rj| ⇒ ∞,

де n1 = ρ — однорiдна густина частинок. k-Частинкова кореляцiй-
на функцiя розподiлу gk(r1, r2, ..rk) — безрозмiрне число, яке має зна-
чення вiдносної ймовiрностi знаходження k-частинок у положеннях
(r1, r2, ..rk) вiдносно однорiдного некорельованого розподiлу i тому мо-
же бути бiльше одиницi [8].
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У статистичнiй механiцi ми маємо потенцiали, що в бiльшостi ви-
падкiв є двохчастинковими, тобто потенцiйна енергiя системи є сумою
парних потенцiалiв взаємодiї частинок. Тому виключну роль має саме
двохчастинкова функцiя розподiлу n2(r1, r2), оскiльки, знаючи двохча-
стинкову функцiю розподiлу, можна знайти всi термодинамiчнi функцiї
системи. Наприклад, з самого означення n2(r1, r2) можна записати вну-
трiшню енергiю системи:

U =
3

2
NkT +

1

2

∫
dV1dV2n2(r1, r2)U(r12). (1.69)

У рiдинах має мiсце трансляцiйна iнварiантнiсть, тому n2(r1, r2) = n2(r1−
−r2) i внутрiшня енергiя набуває вигляду

U =
3

2
NkT +

V

2

∫
dV n2(r)U(r). (1.70)

Рiвняння стану P = kT ∂
∂V

ln ZQ записуємо так [9]:

P =
NkT

V
− 1

6

∫
R · ∇U(R)n2(R)dR. (1.71)

Зазначимо, що вираз для тиску мiстить як лiнiйну, так i квадрати-
чну залежнiсть вiд густини, тому в такiй системi за заданої температури
можуть iснувати два реальних значення густини, що вiдповiдають га-
зовiй та рiдкiй фазам. Однак двохчастинкова функцiя розподiлу рiзна
для рiзних фаз. При газовiй густинi останнiй член зникає. Таким чином,
бачимо, що в усi вирази для термодинамiчних функцiй системи входить
двохчастинкова функцiя розподiлу.

Визначимо двохчастинкову функцiю розподiлу. Для цього скориста-
ємося ланцюжком (1.54) для функцiй розподiлу довiльної кiлькостi ча-
стинок (обмежимося стацiонарним випадком), або просто подiємо градi-
єнтом∇1 за координатою першої частинки на вираз (1.66) для n2(r1, r2).
Тодi рiвняння для функцiї n2(r1, r2) можна записати у виглядi

kT∇1n2(r1, r2) = −n2∇1U(r12)−
∫
∇1U(r13)n3(r1, r2, r3)dV3. (1.72)

Вираз (1.72) називається рiвнянням Борна—Грiна. Слiд зазначити, що
це рiвняння точне, поки не зроблено наближення для того, щоб його
розщепити i отримати замкнуте рiвняння для двохчастинкової функцiї.
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У загальному випадку розв’язати повний ланцюжок рiвнянь неможли-
во. Тому необхiдно зробити деякi наближення.

Коли точка r3 знаходиться далеко вiд точок r1 i r2, то логiчно, що
n3(r1, r2, r3) → n2(r1, r2)n1(r3). Ґрунтуючись на цьому, Кiрквуд запро-
понував ввести наближення

n3(r1, r2, r3) =
n2(r1, r2)n2(r1, r3)n2(r2, r3)

n3
1

,

g3(r1, r2, r3) = g2(r1, r2)g2(r1, r3)g2(r2, r3),

яке називається суперпозицiйним наближенням Кiрквуда [5]. Тодi рiв-
няння (1.72) набуває замкненого вигляду:

−kT∇1n2(r1, r2) = n2∇1U(r12) +
n2

n3
1

∫
∇1U(r13)n2(r1, r3)n2(r2, r3)dV3,

−kT∇1lng2(r1, r2) = ∇1U(r12) + ρ

∫
∇1U(r13)g2(r1, r3)g2(r2, r3)dV3.

Щоб розв’язати це рiвняння точно, потрiбно зробити ще декiлька при-
пущень, проте не завжди можна знайти аналiтичнi розв’язки. Напри-
клад, для моделi твердих сфер у наближеннi Перкуса—Йєвiка можна
отримати рiвняння стану [8]

(
PV

NkT

)
=

1 + 2ν + 3ν2

(1− ν)2
(1.73)

через параметр, що визначає упаковку в системi: ν = 1
6
πd3n1, де d — дiа-

метр сферичної частинки. Рiвняння стану стає сингулярним лише коли
ν = 1, чого не можна досягти за реальних фiзичних умов. Нинi розро-
блено чисельнi методи для розв’язання таких iнтегро-диференцiальних
рiвнянь для кореляцiйної функцiї, i залишається говорити лише про
точнiсть отримання вiдповiдних розв’язкiв для тих чи iнших реальних
систем.

1.7 Рiдкi кристали. Рiвняння гiдродинамiки
Структурним елементом рiдких кристалiв є видовженi молекули. Для
видовжених молекул з’являються додатковi ступенi вiльностi, пов’язанi



37

з орiєнтацiєю їхнiх довгих осей. Тому поряд з положенням центра мас та
iмпульсом необхiдно ввести додатковi змiннi, якi характеризують орiєн-
тацiю, i моменти iнерцiї окремих молекул. Орiєнтацiю молекул у загаль-
ному випадку слiд описувати кутами Ейлера, але, оскiльки молекули
рiдкого кристала зазвичай сильно видовженi, то напрямок їхнiх довгих
осей можна задавати вектором одиничної довжини. Одиничний вектор
n, що характеризує середню орiєнтацiю молекул у фiзично нескiнченно
малому об’ємi, називають директором. Поряд з рiвняннями Гамiльтона
для координат та iмпульсiв центрiв мас також необхiдно враховувати
змiну орiєнтацiї та моменту iмпульсу окремої молекули. Змiна орiєн-
тацiї директора при поворотi на малий кут dϕ (вектор ϕ напрямлений
по осi обертання i за абсолютним значенням дорiвнює величинi кута
повороту) становить dn = [dϕ× n]. Звiдси випливає, що dn

dt
= [Ω× n],

де Ω = dϕ
dt

— кутова швидкiсть. Момент iмпульсу для довгих молекул
можна записати як M = JΩ, де J — момент iнерцiї молекул рiдкого
кристала. Таким чином, маємо динамiчну систему в фазовому просторi
(r,p, ϕ,M) (змiннi (ϕ,M) канонiчно спряженi). Оскiльки dϕ = n× dn,
то iнтегрування будемо проводити по простору (r,p,n,M).

Отже, фазовий простiр для функцiї розподiлу розширюється до вра-
хування орiєнтацiї та моментiв обертання молекул системи. У найза-
гальнiшому випадку гамiльтонiан системи можна записати у виглядi

H =
∑

i

pi
2

2m
+

∑
i

JΩi
2

2
+

∑
i,j

Φ(ri, rj,ni,nj), (1.74)

де Φ — енергiя взаємодiї, яка залежить не лише вiд положення молекул,
а й вiд орiєнтацiї їхнiх довгих осей. Враховуючи, що

δΦ =
∂Φ

∂n
δn = δϕ

[
n× ∂Φ

∂n

]
, (1.75)

отримаємо рiвняння Гамiльтона для моменту iмпульсу:

dM

dt
= −

[
n× ∂Φ

∂n

]
. (1.76)

Оскiльки тепер маємо рiвняння руху, то для всiх ступенiв вiльностi
можемо записати рiвняння Лiувiлля в розширеному фазовому просторi
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для функцiї розподiлу ρN(r1,p1,n1,M1, ..., r1,pN ,nN ,MN) (вона вiднор-
мована на одиницю

∫
ρNdr1dp1dn1dM1...drNdpNdnNdMN = 1):

∂ρN

∂t
+ LNρN = 0, (1.77)

де N — частинковий оператор Лiувiлля, що має вигляд

LN =
N∑

i=1

{
∂H

∂pi

∂

∂ri
− ∂H

∂ri

∂

∂pi
+

[
∂H

∂Mi × ni

]
∂

∂ni
−

[
ni × ∂H

∂ni

]
∂

∂Mi

}
.

(1.78)
Тепер ланцюжок рiвнянь ББГКI для довiльної s-частинкової фун-

кцiї розподiлу ρs =
∫

ρNdrs+1...dMN можна записати у виглядi

∂ρs

∂t
+ Lsρs =

∫ ∑
i

∂Φ

∂ri

∂ρs+1

∂pi
drs+1... +

∫ ∑
i

[
ni × ∂Φ

∂ni

]
∂ρs+1

∂Mi
...dMs+1.

(1.79)
Враховуючи рiвняння руху, оператор Ls представимо як

Ls =
s∑

i=1

{
pi

m

∂

∂ri
+

[
Mi

J
× ni

]
∂

∂ni

}
−

∑
1≤i<j≤s

{
∂Φ

∂ri

∂

∂pi
+

[
ni × ∂Φ

∂ni

]
∂

∂Mi

}
.

(1.80)
Тодi одночастинкова функцiя розподiлу визначається рiвнянням

∂ρ1

∂t
+

p1

m

∂ρ1

∂r1

− ∂Φ

∂r1

∂ρ1

∂p1

+

[
M1

J
× n1

]
∂ρ1

∂n1

−
[
n1 × ∂Φ

∂n1

]
∂ρ1

∂M1

=

= (N − 1)

∫ {
∂Φ

∂r1

∂ρ2

∂p1

+

[
n1 × ∂Φ

∂n1

]
∂ρ2

∂M1

}
dr2dp2dn2dM2. (1.81)

Тут Φ = Φ(r1, r2,n1,n2).
Зауважимо, що s-частинковi функцiї розподiлу ρs являють собою

густини ймовiрностей i вiднормованi на одиницю:
∫

ρsdr1dp1dn1dM1...drsdpsdnsdMs = 1, (1.82)

a s-частинковi функцiї розподiлу ns(r1...rs), якi залежать лише вiд ко-
ординат частинок, визначаються так:

ns(r1...rs) = N(N − 1)...(N − s + 1)

∫
ρsdp1dn1dM1...dpsdnsdMs. (1.83)
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При цьому концентрацiя ρ(r) = n1(r). У загальному випадку систему
рiвнянь для функцiй розподiлу розв’язати неможливо, але з ланцюж-
ка кiнетичних рiвнянь можна отримати рiвняння для середнiх значень
моментiв вiд функцiї розподiлу i описувати систему на основi рiвнянь
для цих моментiв. Рiвняння для середнiх значень моментiв вiд функцiї
розподiлу будуть описувати змiну густини, середньої швидкостi, сере-
днього моменту iмпульсу, середньої енергiї i т. п.

Рiвень знань щодо подробиць поведiнки системи в результатi усере-
днення знижується. Описуючи системи усередненими моментами фун-
кцiї розподiлу, можна говорити лише про змiни в системi, що вiдбувають-
ся на великих промiжках часу, значно бiльших за час релаксацiї, i на
масштабах просторових змiн, значно бiльших, нiж такi параметри, як
середня довжина вiльного пробiгу окремих частинок i радiуси всiх мо-
жливих взаємодiй у системi. Виведемо рiвняння гiдродинамiки для рiд-
кого кристала (очевидно, що за вiдсутностi орiєнтацiйних ступенiв вiль-
ностi вони повиннi переходити в рiвняння для iзотропної рiдини) [41].

Не обмежуючи загальностi, отримаємо рiвняння гiдродинамiки для
середньої швидкостi поступального u(r, t) та обертального ω(r, t) руху,
концентрацiї i директора як середньої орiєнтацiї довгих осей молекул.
Розпочнемо з означень. Очевидно, що концентрацiя буде задаватися як
ρ(r, t) ≡ N

∫
ρ1(r,p,n,M)dpdndM, тодi середню швидкiсть поступаль-

ного руху анiзотропної рiдини можна визначити як

ρ(r, t)u(r, t) ≡ N

∫
p

m
ρ1(r,p,n,M)dpdndM, (1.84)

середню кутову швидкiсть — як

ρ(r, t)ω(r, t) ≡ N

∫
M

J
ρ1(r,p,n,m)dpdndM, (1.85)

а середнє значення напрямку орiєнтацiї, який називається директором,
〈n〉 — як

ρ(r, t)〈n(r, t)〉 ≡ N

∫
nρ1(r,p,n,m)dpdndM. (1.86)

Рiвняння для концентрацiї можна отримати з рiвняння (1.81) для
одночастинкової функцiї розподiлу, обчисливши iнтеграл за всiма змiн-
ними, крiм координати. Маємо рiвняння неперервностi:

∂ρ

∂t
+∇ρu = 0. (1.87)
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Тепер рiвняння для одночастинкової функцiї розподiлу (1.81) можна
помножити на Np1 i взяти iнтеграл, як i ранiше, за всiма змiнними, крiм
координати. Отримуємо

ρm
du

dt
+

∂

∂r1

m

∫
(v1 · v1 − u · u)Nρ1dp1dn1dM1 = −

∫
∂Φ

∂r1

n2(r1, r2)dr2,

(1.88)
де густина середовища ρm = mρ , p1 = mv1 , 〈p1〉 = mu i d

dt
= ∂

∂t
+(u ∂

∂r1
).

Двохчастинкова функцiя розподiлу n2 має вигляд

n2(r1, r2) = N(N − 1)

∫
ρ2dp1dn1dM1dp2dn2dM2. (1.89)

У разi iзотропної рiдини немає iнтегралiв по n,M, тому повне рiв-
няння набуває вигляду [7]

ρm
du

dt
+

∂

∂r1

m

∫
(v1 · v1 − u · u)Nρ1dp1 = −

∫
∂Φ

∂r1

n2(r1, r2)dr2, (1.90)

де d
dt

= ∂
∂t

+ (u ∂
∂r1

). Якщо ввести координати центра мас двох частинок
R = r1+r2

2
i вiдносної вiдстанi r = r2 − r1, то можна розкласти функцiю

n2(r1, r2) = n2(r,R) = n2(r, r1 +R− r1) у ряд за другою змiнною:

n2(r, r1 + R− r1) ≈ n2(r, r1) + (R− r1)
∂

∂r1

n2. (1.91)

Перший доданок не дає внесок в iнтеграл у правiй частинi (1.90). Тодi
рiвняння (1.90) набуває вигляду

ρm
du

dt
=

∂

∂r1

σ̂, (1.92)

де тензор напружень σ̂ знаходять за формулою

σ̂ = −m

∫
(v1 · v1 − u · u)Nρ1dp1 +

1

2

∫
r · r
r

Φ′n2dr. (1.93)

Покажемо, що цей тензор у першому наближеннi за градiєнтом швид-
костi зводиться до ньютонiвського вигляду (ми опустили iндекс 1) [7]:

σ̂ = −
{

p +

[
2

3
η − κ

]
∇u

}
1̂ + 2ηε̂, (1.94)
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де 1̂ — одиничний тензор, тензор змiни швидкостей εij = 1
2
(

∂uj

∂xi
− ∂ui

∂xj
),

p — тиск, η — зсувна (динамiчна) в’язкiсть i κ — об’ємна в’язкiсть.
Тодi рiвняння (1.92) перетворюється в вiдоме рiвняння гiдродинамiки
Навьє—Стокса:

ρm
du

dt
= −∇p + η∆u + (κ +

η

3
)∇divu. (1.95)

Його треба розв’язувати разом з рiвнянням неперервностi (1.87), яке у
випадку нестисливої рiдини зводиться до умови divu = 0.

Введемо тепер поняття одночастинкової f1(r1,n1) та двохчастинко-
вої f2(r1, r2,n1,n2) функцiй розподiлу, якi залежать вiд координат та
орiєнтацiї довгих осей молекул:

f1(r1,n1) = N

∫
ρ1dp1dM1, (1.96)

f2(r1, r2,n1,n2) = N(N − 1)

∫
ρ2dp1dp2dM1dM2. (1.97)

Очевидно, що у випадку iзотропної рiдини f1 збiгається з концентра-
цiєю f1 ≡ ρ, а f2 — з двохчастинковою функцiєю n2 :f2 ≡ n2. Тодi за
означенням f2(r1, r2,n1,n2) = f1(r1,n1)f1(r2,n2)g2(r1, r2,n1,n2), де g2 —
кореляцiйна функцiя.

Аналогiчно, рiвняння для одночастинкової функцiї розподiлу (1.81)
можна помножити на NM1

J
, взяти iнтеграл за всiма змiнними, крiм ко-

ординати, i отримати рiвняння для 〈M1〉 = J〈Ω〉 = J〈ω〉. У явному
виглядi

ρ
dω

dt
+

∂

∂r1

∫
(
v1 ·M1

J
− u · ω)Nρ1dp1dn1dM1 =

= − 1

J

∫ [
n1 × ∂Φ

∂n1

]
f2dr2dn1dn2. (1.98)

Таким же чином рiвняння для одночастинкової функцiї розподiлу
(1.81) можна помножити на Nn1 i взяти iнтеграл за всiма змiнними,
крiм координати. Отримуємо рiвняння руху для директора:

ρ
d〈n〉
dt

+
∂

∂r1

∫
(v1 · n1 − u · 〈n〉)Nρ1dp1dn1dM1+

+

∫ [
n1 × M1

J

]
Nρ1dp1dn1dM1 = 0. (1.99)
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За означенням останнiй доданок є середнє вiд векторного добутку,
помножене на густину:

ρ(r, t) 〈[n× ω]〉 (r, t) ≡ N

∫ [
n1 × M1

J

]
ρ1(r,p,n,m)dpdndM. (1.100)

Отже, рiвняння для директора має вигляд

ρ
d〈n〉
dt

+
∂

∂r1

∫
(v1 ·n1−u · 〈n〉)Nρ1dp1dn1dM1 +ρ(r, t) 〈[n× ω]〉 (r, t) = 0.

(1.101)
Рiвняння гiдродинамiки (1.87)—(1.101) правильнi при довiльних фун-

кцiях розподiлу ρ1 та ρ2. Однак, якщо припустити, що iмпульси части-
нок не залежать вiд орiєнтацiї та моменту iмпульсу 1, то з достатнiм
ступенем точностi рiвняння для директора набуде простого вигляду:

ρ

{
d〈n〉
dt

+ 〈[n× ω]〉
}

= 0. (1.102)

Отримане таким чином рiвняння для директора повнiстю збiгається з
рiвнянням феноменологiчної теорiї, в якiй воно слугує для визначення
обертальної швидкостi через вiдповiдну змiну директора. У такому са-
мому наближеннi розщеплення iмпульсу та моменту iмпульсу рiвняння
(1.98) набуває вигляду

ρ
dω

dt
= − 1

J

∫ [
n1 × ∂Φ

∂n1

]
f2dr2dn1dn2. (1.103)

Надалi нам потрiбно мати запис енергiї взаємодiї. Для спрощення
припустимо, що її можна представити так [?]:

Φ(r1, r2,n1,n2) = V (r1 − r2) + W (r1 − r2)B(n1,n2). (1.104)

Перша частина такого представлення вiдповiдає за властивостi чистої
рiдини i за кореляцiї в положеннi центрiв мас окремих молекул, а дру-
га — за анiзотропнi властивостi i за встановлення далекого орiєнтацiй-
ного впорядкування в рiдкому кристалi.

1Бiльш загально, мiж рiзними ступенями вiльностi немає зчеплення. Така ситу-
ацiя має мiсце, коли часи релаксацiї за вiдповiдними змiнними сильно рiзняться.
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Крiм того, замiсть двох змiнних r1 та r2 введемо координату центра
мас частинок R ≡ 1

2
(r1+r2) i вiдносну координату ~ρ ≡ (r2−r1). Функцiя

f2(~ρ,R,n1,n2) повiльно змiнюється з R i тому iї можна розкласти в ряд:

f2(~ρ,R,n1,n2) = f2(~ρ, r1 + (R− r1),n1,n2) = f2+

+
1

2
(~ρ∇)f2 +

1

4
(~ρ∇)2f2 + ... (1.105)

Тепер на основi (1.105) i (1.104) можемо записати рiвняння для швид-
костi:

ρm(
∂

∂t
+ u

∂

∂r1

)u− ∂σ̂

∂r1

= 0 (1.106)

та рiвняння для директора:

Jρ(
∂

∂t
+ u

∂

∂r1

)ω − ~Ξ = 0, (1.107)

де тензор напружень має вигляд [41]

σ̂ = −m

∫
(v1 · v1 − u · u )f1dp1dn1dM1+

+
1

2

∫
~ρ · ~ρ
ρ

(
dV

dρ
+

dW

dρ
B(n1,n2))f2d~ρdn1dn2, (1.108)

а вектор — вигляд

− ~Ξ =

∫ [
n1 × ∂B

∂n 1

]
W (ρ)f2d~ρdn1dn2+

+
1

4

∫ [
n1 × ∂B

∂n 1

]
W (ρ)(~ρ

∂

∂r1

)2f2d~ρdn1dn2. (1.109)

Однак, щоб отримати замкнутi рiвняння гiдродинамiки, необхiдно цi
величини виразити також через гiдродинамiчнi змiннi. Для цього маємо
зробити деякi додатковi припущення. Перш за все, вiзьмемо

B(n1,n2) = P2(cosϑ), (1.110)

де P2(cosϑ) — полiном Лежандра другого порядку, а ϑ — кут мiж на-
прямками орiєнтацiї довгої осi першої n1 та другої n2 молекул. Щоб
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знайти вираз для вектора P, необхiдно вмiти обчислювати iнтеграли
вигляду ∫

Y m
l (n)f1(r,n)dn, (1.111)

оскiльки полiном Лежандра вiд вiдносного кута можна розвинути за
сферичними функцiями Y m

l (n) кожної орiєнтацiї. Перейдемо в систему
координат, пов’язану з директором. Перехiд вiд довiльної системи вiд-
лiку до системи вiдлiку, пов’язаної з директором, задається матрицею
переходу Dl

n,m, яка буде залежати вiд кутiв директора. Тодi
∫

Y m
l (n)f1(r,n)dn = ρ

∑
n

Dl
n,m〈Y m

l 〉. (1.112)

Останнє усереднення вiдбувається вiдносно системи координат, пов’яза-
ної з директором. У системi координат директора одночастинкова фун-
кцiя розподiлу просторово однорiдна [41]. Такого наближення локальної
просторової однорiдностi достатньо, щоб розглянути бiльшiсть процесiв
у рiдких кристалах. Тодi можна записати, що

〈Y n
l 〉 = δn,0(

2l + 1

4π
)Pl, (1.113)

де Pl ≡ S — середнє вiд полiнома Лежандра l-го порядку. Якщо вра-
хувати, що потрiбний елемент матрицi перетворень системи координат
Dl

m,0 = ( 4π
2l+1

)Y m
l (〈n〉), то iнтеграл, який нас цiкавить,

∫
Y m

l (n)f1(r,n)dn =
= ρY m

l (〈n〉), i аналогiчно в будь-якiй iншiй точцi простору. Задля зру-
чностi запишемо двохчастинкову функцiю розподiлу у виглядi f2 =
= f1f1g2, де g2 — кореляцiйна функцiя. Таке представлення формально
можна зробити завжди, проблема полягає лише в можливостi визначе-
ння цiєї кореляцiйної функцiї. Не будемо зупинятися на цiй проблемi,
а вважатимемо, що вона якимось чином визначена, i запишемо вирази
для тензора напружень та вектора обертань через кореляцiйну фун-
кцiю. Тодi усереднений вектор обертань набуває вигляду

Ξ = S2

∫
〈
[
n

∂P2cosϑ

∂n

]
〉W (ρ)g2(ρ)d~ρ + ..., (1.114)

σ̂ = −N

V

{〈p · p〉
m

−mu · u
}

+
1

2

∫
~ρ · ~ρ
ρ

{
dV

dρ
+

dW

dρ
B(n1,n2)

}
×

×f1f1g2d~ρdn1dn2. (1.115)
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Якщо ввести тензорний параметр порядку Qµ,ν = S
{〈nµ〉〈nν〉 − 1

3
δµ,ν

}
,

то

B(〈nµ〉〈nν〉) =
3

2
Sp(Qµ,ν(r)Qµ,ν(ŕ)). (1.116)

Тодi тензор напружень набуває досить простого вигляду:

σ̂ = −N

V

{〈p · p〉
m

−mu · u
}

+
1

2
(
N

V
)2

∫
~ρ · ~ρ
ρ

{
dV

dρ
+

dW

dρ

3

2
Sp(Qµ,ν)

2

}
g2d~ρ.

(1.117)
Цей тензор напружень можна звести до ньютонiвського вигляду [7] так
само, як це робиться для рiдин:

σ̂ = −
{

P +

[
2

3
η − χ

]
∇ul + 2ηε

}
, (1.118)

де l — одиничний тензор, а тензор змiни швидкостей εij = 1
2
(

∂uj

∂xi
− ∂ui

∂xj
).

Тиск P , в’язкiсть зсуву η та об’ємну в’язкiсть χ можна отримати у
виглядi

P =
NkT

V
− 2π

3
(
N

V
)2

∫
Θg2(ρ)ρ3dρ, (1.119)

η =
NkT

2ζV
− πζ

15kT
(
N

V
)2

∫
Ψ2Θg2(ρ)ρ3dρ, (1.120)

χ =
NkT

3ζV
− πζ

9kT
(
N

V
)2

∫
Ψ0Θg2(ρ)ρ3dρ, (1.121)

де введено позначення

Θ ≡ dV

dρ
+

dW

dρ

3

2
Sp(Qµ,ν)

2, (1.122)

а коефiцiєнт ζ = kT
D

обернено пропорцiйний коефiцiєнту дифузiї. Фун-
кцiї Ψ2 та Ψ0 задовольняють рiвняння, отриманi Кiрквудом [7]. Через
громiздкiсть ми їх не наводимо. Анiзотропною частиною енергiї взаємо-
дiї dW

dρ
3
2
Sp(Qµ,ν)

2 визначається тензор напружень, пов’язаний з дефор-
мацiями директора:

σ̂d =
1

2
(
N

V
)2

∫
~ρ · ~ρ
ρ

dW

dρ

3

2
Sp(Qµ,ν)

2g2d~ρ. (1.123)
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Але термодинамiчне означення тензора напружень деформацiй рiдкого
кристала можна записати так [?]:

σ̂d = − δFd

δ(∂γ〈nα〉)∂α〈nγ〉, (1.124)

де Fd — вiльна енергiя рiдкого кристала, записана в термiнах директо-
ра 〈n〉 2. Два останнi спiввiдношення дають змогу зв’язати потенцiал
взаємодiї мiж частинками з пружними характеристиками середовища.
Найголовнiше, що випливає з усiх наведених формул, — те, що всi ма-
кроскопiчнi характеристики системи у випадку рiдкого кристала в гi-
дродинамiчному наближеннi визначаються через мiкроскопiчнi параме-
три — характер та величину взаємодiї окремих частинок системи.

1.8 Броунiвський рух. Рiвняння Ланжевена
i Фоккера—Планка

Для опису кiнетичних явищ у середовищi великої густини, яке склада-
ється з молекул, що взаємодiють за допомогою повiльно змiнного потен-
цiалу, в бiльшостi випадкiв використовують теорiю броунiвського руху.

Розглянемо частинку маси M у рiдинi. Для неї рiвняння руху можна
записати у виглядi

v̇ = −ςv + A(t), (1.125)
де ς — коефiцiєнт тертя для одиничної маси, а A(t) — випадкова сила,
що дiє на одиничну масу. Величина A(t) стохастична з такими характе-
ристиками [10]:

〈A(t)〉 = 0, t > 0, (1.126)
〈A(t1)A(t2)〉 = ϕ(t1 − t2). (1.127)

Тут функцiя ϕ(t) парна, дуже швидко спадає до нуля i дорiвнює нулевi
для |t| > τc, де τc — середнiй час зiткнення частинки з молекулою.
Вираз (1.125) називається рiвнянням Ланжевена, i його формальний
розв’язок можна записати у виглядi

v = v0e
−ςt + e−ςt

∫ t

0

dτeςτA(τ). (1.128)

2Зв’язок мiж полем директора та вiльною енергiєю рiдкого кристала розглянуто
в роздiлi 2.
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Тодi 〈v〉v0
= v0e

−ςt i

〈
v2

〉
v0

= v2
0e
−2ςt + e−2ςt

∫ t

0

dτ1

∫ t

0

dτ2e
ς(τ1+τ2) 〈A(τ1)A(τ2)〉v0

. (1.129)

Якщо ввести новi змiннi ξ = τ1 + τ2 , θ = τ2 − τ1 i функцiю α(T ) =

=
∫ T

−T
ϕ(θ)dθ (α(T ) ⇒ α при t > τc), то двократний iнтеграл набуде ви-

гляду J(t) =
∫ t

0
dτ1

∫ t

0
dτ2e

ς(τ1+τ2) 〈A(τ1)A(τ2)〉v0
= 1

2

∫ t

0
dςξα(ξ)+

+1
2

∫ 2t

t
dςξα(2t − ξ). Для часiв, бiльших за час зiткнення t > τc, вирази

α(ξ) i α(2t−ξ) можна наближено замiнити на α, тому J(t) ≈ α
2ς

(e2ςt−1).
Вiдповiдно 〈v2〉v0

= v2
0e
−2ςt + α

2ς
(1− e−2ςt).

Однак за великих промiжкiв часу повинна виконуватися теорема
про рiвнорозподiл енергiї за ступенями вiльностi, тому limt→∞ 〈v2〉v0

=

= − α
2ς

= kT
M
. Отже, остаточно можемо записати, що

〈
v2

〉
v0

=
kT

M
+ (v2

0 −
kT

M
)e−2ςt. (1.130)

Такий опис броунiвського руху рiвнянням Ланжевена має чисто фено-
менологiчний характер. Стала ς задає обернений час релаксацiї частин-
ки i характеризує складнi динамiчнi процеси зiткнень з молекулами, якi
проходять за коротшi часи τc. Таким чином, навiть у простому феноме-
нологiчному пiдходi ми бачимо двi часовi шкали: шкалу часу зiткнень
τc i шкалу часу релаксацiї до рiвноважного стану 1/ς À τc .

У загальному випадку побудова мiкроскопiчної теорiї, яка б врахо-
вувала особливостi взаємодiї макроскопiчної частинки з середовищем,
— досить складна задача. Але можна створити дещо спрощене мiкро-
скопiчне зображення броунiвського руху [7]. Для цього розглянемо си-
стему, яка складається з N частинок середовища i однiєї броунiвської
частинки. Введемо повну функцiю розподiлу ρN+1(R,P, ri,pi), що мi-
стить у собi iнформацiю про координати та iмпульси всiх частинок се-
редовища i координату R та iмпульс P макроскопiчної частинки. За
означенням функцiя розподiлу для видiленої макроскопiчної частинки
має вигляд ρB(R,P) =

∫
ρN+1(R,P, ri, pi)dridpi, де iнтеграл береться за

координатами та iмпульсами всiх частинок середовища. Повна функцiя
розподiлу повинна задовольняти рiвняння Лiувiлля:

∂ρN+1

∂t
− i(L̂ + L̂B)ρN+1 = 0, (1.131)
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в якому оператор Лiувiлля складається з двох частин:

−iL̂ =
N∑

i=1

{
pi

m

∂

∂ri

+ mXi
∂

∂pi

}
(1.132)

та
−iL̂B =

P

M

∂

∂R
+ MX

∂

∂P
, (1.133)

де m — маса молекули середовища, M — маса броунiвської частинки,
mXi — сила, що дiє на i -у молекулу, а MX — сила, що дiє на броунiвську
частинку. Сили, якi дiють у такiй системi, записуємо так:

mXi = −
N∑

j 6=i

∂U(rirj)

∂ri

− ∂U(ri −R)

∂ri

(1.134)

i

MX = − ∂

∂R

N∑
i=1

U(ri −R). (1.135)

Тодi розв’язок рiвняння Лiувiлля формально можна записати таким
чином:

ρN+1(t) =

∫ t

0

ei(t−s)L̂(iL̂B)ρN+1(s)ds. (1.136)

Для перевiрки слiд узяти похiдну за часом вiд цього виразу. Тепер про-
iнтегруємо рiвняння Лiувiлля за координатами та iмпульсами всiх ча-
стинок середовища. У результатi отримуємо рiвняння для функцiї роз-
подiлу броунiвської частинки:

∂ρB

∂t
+

P

M

∂ρB

∂R
+ MX

∂ρB

∂P
= N

∫
∂U(r1 −R)

∂R

∂ρ1+1

∂P
dr1dp1, (1.137)

де ρ1+1 — двохчастинкова функцiя розподiлу частинка+молекула:

ρ1+1(R,P, r1,p1) =

∫
ρN+1dr2dp2...drNdpN . (1.138)

Рiвняння (1.137) — все ще динамiчне рiвняння, воно оборотне в часi.
Щоб ввести необоротнiсть, потрiбно зробити деякi додатковi припуще-
ння. А саме, частинки, з яких складається середовище, являють собою
термостат, котрий фактично i задає термодинамiчнi умови. Це означає,
що всi частинки середовища, незалежно вiд присутностi броунiвської
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частинки, перебувають в однакових термодинамiчних умовах, оскiльки
їхнiй вiдгук на видiлену частинку є дуже швидким порiвняно з рухом
броунiвської частинки. Частинки середовища набагато швидше в ча-
сi змiнюють свої стани, нiж видiлена масивна частинка. Змiна станiв
дуже великої кiлькостi частинок середовища змiнює стан (положення
та iмпульс) броунiвської частинки. Можна уявити собi повiльний рух
броунiвської частинки, яка вiдчуває опiр суцiльного середовища. Отже,
мета полягає у визначеннi опору руховi броунiвської частинки через
мiкроскопiчнi характеристики середовища. З того факту, що броунiв-
ська частинка рухається повiльно, для оцiнок можна взяти тепловий
рух частинок, за якого iмпульс P 2 ∼ MkT . Це означає, що для макро-
скопiчної частинки L̂B ∼ M− 1

2 , а L̂ ∼ m− 1
2 . Оскiльки маса частинок

середовища значно менша за масу броунiвської частинки, то завдяки
цьому iнтегральне рiвняння (1.136) можна розв’язувати методом послi-
довних наближень. Першим наближенням є ρN+1 = ρ0

NρB, де умовна
ймовiрнiсть для N частинок замiнюється рiвноважним розподiлом:

ρ0
N =

1

ZN

exp

{
− 1

kT

[
p2

2m
+

∑
i,j

U(ri, rj) +
∑

i

U(ri −R)

]}
. (1.139)

Тут статистична сума

ZN =

∫
exp

{
− 1

kT

[
p2

2m
+

∑
i,j

U(ri, rj) +
∑

i

U(ri −R)

]} ∏
i

dridpi.

(1.140)
Тодi дiя оператора iL̂B зводиться до наступного:

iL̂BρN+1 = −
{

PX

kT
+

P

M

∂

∂R
+ MX · ∂

∂P

}
ρBρ0

N . (1.141)

При дiї оператора ei(t−s)L̂ на вираз (1.41) другий член у правiй частинi
цього рiвняння зникає, оскiльки L̂ρ0

N = 0, але можуть бути вiдмiнними
вiд нуля перший i останнiй члени цього виразу. Вводимо позначення
ei(t−s)L̂X = X(t − s). Тодi двохчастинкова функцiя розподiлу частин-
ка+молекула (1.142) набуває вигляду

ρ1+1(R,P, r1,p1) = −
∫ t

0

X(t−s)(
P

kT
+M

∂

∂P
)ρB(s)ds·

∫
ρ0

Ndr2dp2...drNdpN .

(1.142)
Оскiльки−N

∫ ∂U(r1−R)
∂R ρ0

Ndr1dp1...drNdpN = MX(0) , то рiвняння (1.137)
матиме вигляд
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∂ρB

∂t
+

P

M

∂ρB

∂R
+ MX

∂ρB

∂P
=

∂

∂P

∫ t

0

MX(0)X(t− s)(
P

kT
+ M

∂

∂P
)ρB(s)ds.

(1.143)
Якщо усереднити це рiвняння за час порядку часу зiткнення i ввести
середнi значення ρ̄B = 1

τ

∫ τ

0
ρB(t + u)du ( 1

τ

∫ τ

0
MX(t + u)ρB(t + u)du =

= MX̄ρ̄B), то рiвняння для такої згладженої функцiї розподiлу можна
записати у виглядi

∂ρ̄B

∂t
+

P

M

∂ρ̄B

∂R
+ MX̄

∂ρ̄B

∂P
=

∂

∂P
γ̂ ⊗ (P + MkT

∂

∂P
)ρ̄B. (1.144)

Вираз (1.144) називається рiвнянням Фоккера—Планка. Тут MX̄ — се-
редня сила, що дiє на частинку, вiдмiнна вiд нуля лише за наявностi
зовнiшнього потенцiалу. У звичайному випадку за вiдсутностi зовнiшнiх
сил це стохастична величина, яка дорiвнює нулю для часiв, бiльших за
час зiткнення τc. Коефiцiєнт тертя визначають так:

γ̂ =
1

MkT

∫ t

0

〈F(0)F(t)〉dt (1.145)

i F = MX. В iзотропному випадку i за вiдсутностi зовнiшнiх сил це
рiвняння матиме вигляд

∂ρ̄B

∂t
+

P

M

∂ρ̄B

∂R
= γ

∂

∂P
(P + MkT

∂

∂P
)ρ̄B, (1.146)

а коефiцiєнт тертя — вигляд

γ =
1

3MkT

∫ t

0

〈F(0)F(t)〉dt. (1.147)

Якщо рiвняння (1.146) домножити на P i проiнтегрувати за P , то з
урахуванням p =

∫
Pρ̄BdP отримаємо рiвняння Ланжевена на середнє

значення iмпульсу броунiвської частинки:
dp
dt

= −γp + Fext + δF. (1.148)

Можна показати [7], що середньоквадратичне змiщення броунiвської
частинки лiнiйно залежить вiд часу:

〈
r2

〉
= 6Dt, D =

kT

γ
, (1.149)
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де D — це коефiцiєнт дифузiї.
Таким чином, приходимо до зображення явищ переносу, в якому ко-

ефiцiєнт тертя визначається потенцiалом взаємодiї в системi частинок.
Якщо броунiвська частинка має макроскопiчнi розмiри, то гiдродина-
мiчний вплив рiдини з в’язкiстю η на сферичну частинку радiусом R
визначається коефiцiєнтом тертя Стокса 6πηR, де коефiцiєнт тертя η
пов’язаний з коефiцiєнтом дифузiї броунiвської частинки спiввiдноше-
нням

D =
kT

6πηR
. (1.150)

Зрозумiло, що тепер все залежатиме вiд коефiцiєнта тертя. Ознайоми-
тися з методами його розрахунку та оцiнок можна у працi [8].

Запишемо один з розв’язкiв рiвняння Фоккера—Планка за вiдсутно-
стi зовнiшньої сили i нульової середньої швидкостi системи. У цьому
випадку рiвняння набуває вигляду

∂ρ1

∂t
= β

∂

∂p1

(
p1

m
ρ1) + kTβ

∂2ρ1

∂p2
1

. (1.151)

Знайдемо його розв’язок при початковiй умовi ρ1(p, t) = δ(p1 − p0
1). За

припущення, що β — скаляр, шукаємо розв’язок у виглядi ρ1(p, t) =
= Q(p̃1, t)exp(βt

m
), де p̃1 = p1exp(βt

m
). Тодi рiвняння Фоккера—Планка

можна записати так:
∂Q

∂t
= kTβexp(

2βt

m
)
∂2Q

∂p̃2
1

. (1.152)

Якщо ввести нову змiнну ξ = m
2β

(exp(2βt
m

) − 1), то рiвняння Фоккера—
Планка зводиться до рiвняння дифузiї:

∂Q

∂ξ
= kTβ

∂2Q

∂p̃2
1

. (1.153)

Розв’язок цього рiвняння має вигляд

Q = (4πkTβξ)
1
2 exp(−(p1 − p0

1)
2

4kTβ
ξ). (1.154)

Тепер, якщо перейти до початкових змiнних, то побачимо, що для ча-
су, який прямує до нескiнченностi, розподiл стає максвелiвським, а для
промiжного часу такий розподiл є розподiлом Гаусса з середнiм значе-
нням ¯p1(t) = p0

1exp(−βt
m

), де m
β
— стала часу.



Роздiл 2

Феноменологiчна теорiя
рiдких кристалiв

У роздiлi викладено матерiал з широко вiдомої книги [1] з фiзики рiд-
ких кристалiв для того, щоб монографiя виглядала цiлiсною i не було
потреби щоразу звертатися до першоджерела. Почнемо з визначення
рiдких кристалiв та структурних елементiв, що їх формують. На рис. 2
(див. передмову) зображено три головнi групи термотропних рiдких
кристалiв: нематики, в яких iснує тiльки орiєнтацiйне впорядкування
довгих осей молекул мезофази i немає просторового впорядкування; хо-
лестерики, в яких орiєнтацiйне впорядкування неоднорiдне i переважна
орiєнтацiя молекул описує в просторi спiраль; i смектики, в яких iснує
просторове впорядкування з утворенням молекулярних шарiв. Розгля-
немо властивостi кожної з фаз детальнiше в рамках феноменологiчної
теорiї.

2.1 Нематики

Назва нематик походить вiд грецького слова νηµα — нитка, i поясню-
ється характерними ниткоподiбними дефектами, якi спостерiгають у та-
ких матерiалах. Молекули нематикiв зазвичай видовженi. В iзотропнiй
фазi, яка являє собою густу рiдину, їхнi довгi осi орiєнтованi хаотично.
Зате зi зниженням температури виникає орiєнтацiйне впорядкування
довгих осей молекул, що обумовлює появу мезофази — нематичного
рiдкого кристала. Для характеристики такого впорядкування можна
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ввести тензорний параметр порядку:

Qij = S(r)

{
ninj − 1

3
δij

}
, (2.1)

вигляд якого зумовлений анiзотропними магнiтними та електричними
властивостями нематичного середовища. Тут S(r) — скалярний пара-
метр порядку, який визначає ступiнь впорядкування системи, тобто вiд-
носну кiлькiсть молекул, орiєнтованих у певному напрямку, ni — ком-
поненти директора — одиничного вектора, який вказує напрямок усе-
редненої орiєнтацiї молекул рiдкого кристала 〈n〉. Локальне впорядку-
вання iснує навiть в iзотропнiй фазi на вiдстанях порядку кореляцiйної
довжини. Кореляцiйна довжина — вiдстань, на якiй вiдчувається змiна
параметра порядку. Вона залежить вiд температури. Процеси, пов’язанi
зi змiною скалярного параметра порядку, розглянуто в [128].

Для опису мезофази з огляду на неперервнiсть середовища вiльну
енергiю визначають через iнварiанти Qij та його просторовi похiднi. Для
малої змiни параметра порядку використовують представлення густини
вiльної енергiї у формi Ландау—де Жена:

gb = g0 +
1

2
AQij(r)Qij(r) + BQij(r)Qjl(r)Qli(r) +

+C (Qij(r)Qji(r))
2 +

1

2
LQij,k(r)Qij,k(r), (2.2)

де кома означає похiдну, а пiдсумовування виконують за iндексами,
що повторюються; L > 0 характеризує цiну деформацiї iзотропної фа-
зи i A = A0(T − T ∗) > 0. Яку iнформацiю можна отримати з виразу
(2.2)? Перш за все можна встановити, що перехiд з iзотропної фази
в рiдкокристалiчну має бути переходом першого роду. Стан, в якому
вiльна енергiя мiнiмальна, вiдповiдає умовi Qij = 0. Важливою є вiд-
сутнiсть зв’язку мiж станами Qij i −Qij, обумовлена асиметрiєю мiж
ними. Справдi, якщо один з цих станiв вiдповiдає впорядкуванню мо-
лекул уздовж осi z, то iнший описує впорядкування в площинi xy. Немає
причин вважати, що цi два стани повиннi мати однакову вiльну енер-
гiю. Тому, оскiльки у вiльнiй енергiї (2.2) присутнiй член, пропорцiйний
Q3, фазовий перехiд має бути переходом першого роду. Де Жен вперше
використав пiдхiд Ландау для пояснення переходу нематик—iзотропна
рiдина, представивши вiльну енергiю в околi переходу без градiєнтних



54

членiв:

g = g0 + (1/2)A(T )QijQji + (1/2)B(T )QijQjkQki +

+(1/2)C(T )QijQjkQkmQmi... (2.3)

Тензор Qij має всi симетрiї параметра порядку, необхiднi для визначе-
ння переходу нематик—iзотропна рiдина (N → I). Кожен член у роз-
кладi вiльної енергiї є iнварiантним не лише вiдносно операцiй симетрiї
в нематичнiй фазi, а й будь-яких операцiй, що змiнюють фазу параме-
тра порядку, як, наприклад, глобальний поворот у просторi. Суттєвою
особливiстю цього розкладу є присутнiсть кубiчного члена, який не є
iнварiантним щодо перетворення Qij → Qji, тобто S → −S. Нематичнi
стани, що описуються S та −S, не виродженнi i, вiдповiдно, перетво-
рення S в −S для нематичної фази заборонене. Таким чином, перехiд
N → I є фазовим переходом першого роду.

Коефiцiєнти A, B та C в розкладi Ландау—де Жена залежать вiд
температури. Коефiцiєнт A повинен бути додатним для високих тем-
ператур (в iзотропнiй фазi) та вiд’ємним для низьких температур (в
нематичнiй фазi): A > 0 дає змогу отримати мiнiмум вiльної енер-
гiї при S = 0, а A < 0 — мiнiмум при S 6= 0. Найпростiша темпе-
ратурна залежнiсть A(T ) може бути представлена лiнiйною функцiєю
A(T ) = (T − TNI). Якщо перехiд був би другого роду, то TNI мала б
чiтко визначати його температуру. У нашому випадку, тобто у випадку
фазового переходу першого роду, фiзичний змiст TNI iнший: TNI ви-
значає температурну межу метастабiльностi iзотропної фази. Далi, для
спрощення, вважатимемо A, B та C додатними незалежними вiд тем-
ператури сталими. Тодi вiльну енергiю можна записати в стандартному
виглядi:

g = g0 + (1/3)a(T − TNI)S2 + (1/27)B(T )S3 + (1/9)C(T )S4, (2.4)

який треба мiнiмiзувати за скалярним параметром порядку S. Запису-
ємо рiвняння ∂g/∂S=0 в явному виглядi:

a(T − TNI)S − (1/3)BS2 + (2/3)CS3 = 0. (2.5)

Його розв’язками є Siso = 0 для iзотропної фази та Snem > 0 для не-
матичної фази. Третiй корiнь вiдповiдає або максимуму вiльної енергiї,
або вiдносному мiнiмуму, тому його можна вiдкинути.
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Крiм розглянутого вище є ще два пiдходи, якi описують виникнен-
ня орiєнтацiйного i частково позицiйного порядку в м’якiй матерiї впро-
довж фазового переходу. Феноменологiчнi теорiї базуються на iдеї Лан-
дау про те, що вiльну енергiю в околi переходу можна розкласти в ряд
за малою величиною параметра порядку. У такому пiдходi завжди скла-
дно знайти чи надати певного фiзичного змiсту коефiцiєнтам розкладу,
тобто зв’язати їх з параметрами молекулярної взаємодiї.

Теорiї iншої категорiї — це за своєю природою мiкроскопiчнi теорiї,
якi починаються з вибору вiдповiдної моделi молекулярної взаємодiї.
Наприклад, модель твердих видовжених частинок Онзагера, яка спира-
ється на ефект залежностi виключеного об’єму вiд орiєнтацiї частинок.
Вiдомо, що виключений об’єм системи твердих сферичних частинок є
ентропiйно невигiдним. Однак, якщо частинки видовженi, то виклю-
чений об’єм стає орiєнтацiйно залежною величиною. Очевидно, що ви-
ключений об’єм паралельних цилiндрiв набагато менший, нiж об’єм, не-
доступний для перпендикулярних цилiндрiв. У результатi ентропiйний
ефект виключеного об’єму веде до створення в системi орiєнтацiйно-
го впорядкування. Це базова фiзична iдея, яка лягла в основу теорiї
нематичного стану Онзагера. Останнiй розглядав цилiндричнi твердi
частинки з довжиною L та дiаметром D ¿ L. В їхньому розчинi, якщо
взаємодiя в системi лише вiдштовхувальна, вiдбувається N → I перехiд,
коли ϕL/D > 4, де ϕ = cπLD2/4 — об’ємна фракцiя частинок, c = n/V
— їхня концентрацiя. Зупинимося на деяких наслiдках знаходження мi-
нiмуму вiльної енергiї такої системи. Теорiя Онзагера передбачає, що
в точцi спiвiснування нематична та iзотропна фази мають, вiдповiдно,
ϕnem = 4.5D/L, ϕiso = 3.3D/L. Експеримент, проведений на молекулах
полi-бензил-глютамату, пiдтвердив, що фазовий перехiд N → I вiдбува-
ється за певного критичного значення об’ємної фракцiї молекул ϕ, яка
залежить лише вiд вiдношення D/L, тобто ϕL/D = const. Однак число-
вi коефiцiєнти, отриманi експериментально, не дуже добре збiгаються
з теоретичними. Розбiжнiсть в основному пов’язана з вандерваальсiв-
ським притяганням, яке теорiя Онзагера не враховує. У лiтературi на-
ведено багато модифiкацiй цiєї моделi, якi враховують взаємодiю мiж
цилiндрами, полiдисперснiсть системи, рiзну форму цилiндрiв тощо [1].
Однак вони дають лише незначнi поправки до теорiї Онзагера.

Iнший пiдхiд було запропоновано Майєром та Заупе. Теорiя Майєра—
Заупе для нематикiв — це аналог теорiї молекулярного поля Вейса для
феромагнетикiв. Вона враховує вандерваальсiвське притягання та вiд-
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штовхування мiж молекулами, але не бере до уваги ефект виключеного
об’єму. Результати розрахункiв показали, що в околi точки фазового пе-
реходу S = 0.44. Це значення скалярного параметра порядку узгоджу-
ється з експериментальними даними для термотропних нематикiв [1].

У всiх вiдомих випадках перехiд мiж нематичною та iзотропною фа-
зою був переходом першого роду. Зрозумiло, що при цьому змiнюється
симетрiя, тому перехiд N → I є слабким переходом першого роду. За
температур, вище температури переходу, дуже важливу роль будуть
вiдiгравати ефекти ближнього порядку. Довжина когерентностi ξ має
бути достатньо великою, набагато бiльшою за розмiр молекул. Її за-
лежнiсть вiд температури ξ = ξ0/

√
(T − TNI)/TNI можна встановити

експериментально з розсiяння свiтла в нематиках. У цiлому, всi резуль-
тати експериментiв досить добре узгоджуються з теорiєю середнього
поля Ландау.

В iдеальному монокристалi нематика молекули в середньому орiєн-
тованi вздовж ±n, система має одну вiсь, i тензорний параметр порядку
Qij задається виразом, наведеним ранiше. Однак у бiльшостi випадкiв
iдеальна конфiгурацiя незмiнного напрямку директора або скалярного
параметра порядку несумiсна з умовами, якi накладають зовнiшнi гра-
ницi (поверхнi) або поля (магнiтне чи електричне). Виникають рiзного
роду деформацiї неперервного поля директора i скалярного параметра
порядку, що призводить до просторової неоднорiдностi тензорного па-
раметра порядку. Проте, якщо характернi змiни Qij вiдбуваються на
вiдстанях l, значно бiльших за молекулярнi розмiри a, a

l
¿ 1, то мо-

жна перейти до описання рiдкого кристала за допомогою одиничного
векторного поля n(r), яке називають директором. У кожнiй точцi дире-
ктор вказує середню орiєнтацiю молекул у фiзично нескiнченно малому
об’ємi. Вiн змiнюється плавно в просторi за винятком деяких сингуляр-
них лiнiй або точок, де вiн просто не визначений. Такий опис уперше був
запропонований Озеном i Цохером та розвинений Франком [1,2]. Вiльна
енергiя деформацiй рiдкого кристала визначається похiдними вiд його
директора. Але не всi комбiнацiї довiльних похiдних можуть входити
у вираз для вiльної енергiї. Перш за все вiльна енергiя має бути пар-
ною функцiєю n(r), оскiльки стани з n i −n — фiзично еквiвалентнi.
По-друге, лiнiйнi по ∇n члени мають бути вiдсутнi, бо вони заборо-
ненi симетрiєю нематика. Отже, з точнiстю до (∇n)2 вiльну енергiю
деформацiй директора в об’ємi нематичного рiдкого кристала можна
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представити у виглядi [1, 2]

Fb =
1

2

∫
d3r

{
K11(divn)2 + K22(n · rotn)2 + K33(n× rotn)2

}
, (2.6)

де Kii — пружнi сталi. Вираз (2.6) називають вiльною енергiєю Франка.
Вона записана через усi можливi iнварiанти, якi вiдповiдають симетрiї
розподiлу директора. Довiльнi деформацiї рiдкого кристала можна зве-
сти до трьох [1]:

• поперечний згин (splay) з divn 6= 0;

• кручення (twist) з n · rotn 6= 0;

• поздовжнiй згин (bend) з n× rotn 6= 0.

Кожнiй з цих деформацiй вiдповiдає певна пружна стала. Всi сталi
Kii мають бути додатними, оскiльки в протилежному випадку мiнiмум
вiльної енергiї не буде вiдповiдати недеформованому рiдкому кристалу.
З мiркувань розмiрностi можна очiкувати, що Kii матимуть порядок
U
a
, де U — типова енергiя взаємодiї мiж молекулами рiдкого криста-

ла, a — молекулярний розмiр. Оскiльки U ∼ 0.1 еВ, a ∼ 15 Å, отри-
муємо Kii ∼ 10−11 Н, що добре узгоджується з експериментальними
даними. Кiлькiсть незалежних пружних сталих ранiше дуже широко
обговорювалася. Звичайно, є рiзниця в витратах енергiї за рiзних де-
формацiй. Наприклад, стала поперечного згину завжди бiльша за iншi,
а пружна стала, що вiдповiдає за кручення, завжди найменша з трьох.
Але у бiльшостi випадкiв зручно користуватися виразом вiльної енергiї
в одноконстантному наближеннi: K11 = K22 = K33 = K. Тодi

Fb =
1

2

∫
d3rK

{
(divn)2 + (rotn)2} =

1

2

∫
d3rK∂αnβ∂αnβ (2.7)

i цей запис вiдрiзняється вiд (2.6) лише поверхневими членами.

Поверхневi явища в рiдкому кристалi. Крiм об’ємної енергiї де-
формацiй рiдкого кристала у ньому завжди присутня енергiя, яка пов’я-
зана з поверхнею обмеженого зразка. Допустимi деформацiї директора
в об’ємi рiдкого кристала залежать вiд граничних умов. Поверхневий
натяг рiдкого кристала складається з двох частин: iзотропної, як у зви-
чайнiй рiдинi, та анiзотропної, яка залежить вiд орiєнтацiї молекул вiд-
носно поверхнi, що межує з рiдким кристалом. Анiзотропна взаємодiя
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молекул рiдкого кристала з зовнiшнiми поверхнями називається зчепле-
нням. Орiєнтацiю молекул у загальному випадку задають як полярним
кутом θ, так i азимутальним кутом ϕ. Таким чином, поверхневий натяг
рiдкого кристала можна записати у виглядi

σ(θ, ϕ) = σ0 + W (θ − θ0, ϕ− ϕ0), (2.8)

де W — анiзотропна частина поверхневого натягу (зчеплення), яка зале-
жить вiд рiзницi рiвноважної та дiйсної орiєнтацiй молекул бiля поверх-
нi. Якщо, наприклад, рiдкий кристал контактує з iзотропною рiдиною,
то енергiя зчеплення залежить лише вiд полярного кута.

Введемо двi енергiї зчеплення Wϕ i Wθ, якi визначають затрати енер-
гiї при змiнi азимутального та полярного кутiв вiдповiдно. У набли-
женнi малих вiдхилень енергiю зчеплення можна записати у виглядi
розкладiв W = Wθ(θ − θ0)

2 та W = Wϕ(ϕ − ϕ0)
2. Iснує представлен-

ня Рапiнi—Популара, яке дозволяє зобразити Wθ i Wϕ через сферичнi
функцiї i звести їх до вигляду

W =
1

2
Wθ sin2(θ − θ0). (2.9)

Зчеплення є значно слабшим, нiж iзотропний поверхневий натяг. Типовi
значення: σ0 ∼ 10−3 ÷ 10−2 Дж/м2, W ∼ 10−6 ÷ 10−5 Дж/м2, що на
три порядки менше. Це, однак, не заважає зчепленню бути одним з
головних факторiв, що впливають на поведiнку колоїдних частинок у
рiдких кристалах.

У найбiльш загальному випадку поверхнева енергiя рiдкого криста-
ла має вигляд [1, 2]

Fs =

∮
dsW (ν(s) · n(s))2 +

+K13

∮
ds(νn)divn−K24

∮
ds[(νn)divn− (n∇)n]ν, (2.10)

де K13 та K24 — поверхневi пружнi сталi. Останнiй член традицiйно
вiдносять до поверхневих параметрiв, хоча насправдi вiн описує дефор-
мацiї всерединi рiдкого кристала. Мiкроскопiчний розгляд [43] показує,
що коефiцiєнт W i стала K13 мають однакову мiкроскопiчну природу,
i навiть у деякому сенсi K13 породжує W . Але оскiльки внесок вiд K13

доданку пропорцiйний похiднiй вiд директора, а поверхневий доданок з
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W пропорцiйний самому директору, то у бiльшостi випадкiв врахування
внеску вiд K13 доданку лише трохи перенормовує результат. Тому на-
далi ми не будемо враховувати цей доданок i вважатимемо, що K13 = 0.
W > 0 вiдповiдає тангенцiйним (планарним) граничним умовам, коли
директор паралельний поверхнi, а W < 0 — нормальним умовам, коли
директор орiєнтується перпендикулярно поверхнi.

Поверхнева та об’ємна енергiї зрiвнюються на вiдстанi ξ ≈ K
W
, яку

називають кореляцiйною довжиною. Вона визначає вiдстань розповсю-
дження впливу поверхнi на розподiл директора всерединi рiдкого кри-
стала. Тобто W ∼ UWN

a2 , де UWN — анiзотропна частина енергiї взаємо-
дiї мiж стiнкою i молекулами нематика, a — розмiр молекул. Оскiльки
K ∼ U

a
, то ξ ∼ a U

UWN
. Випадок U

UWN
∼ 1 називають сильним зчеплен-

ням. При цьому кореляцiйна довжина порiвняна з розмiром молекул,
Fs

Fb
∼ a

l
i в континуальнiй границi a

l
¿ 1 поверхневою енергiєю можна

знехтувати. При цьому для знаходження розподiлу директора достат-
ньо мiнiмiзувати об’ємну вiльну енергiю за фiксованих крайових умов.
Якщо зчеплення слабке

(
U

UWN
À 1

)
, деформацiї в об’ємi рiдкого кри-

стала можуть порушувати впорядкування на поверхнi.

Зовнiшнi поля. Рiдкi кристали є чутливими до впливу зовнiшнiх по-
лiв. Електричне та магнiтне поля вносять додатковий внесок у вiльну
енергiю нематика:

FEH = −1

2
∆χ (nH)2 − 1

2
∆ε (nE)2 , (2.11)

де ∆χ = χ‖−χ⊥ — анiзотропiя магнiтної сприйнятливостi, а ∆ε = ε‖−ε⊥
— анiзотропiя дiелектричної проникностi. Якщо анiзотропiя додатна, то
директор орiєнтується вздовж поля, якщо вiд’ємна — перпендикулярно
до поля. Можна ввести додаткову кореляцiйну довжину, яка характе-
ризує вплив магнiтного або електричного поля на розподiл директора:
ξH =

√
K

∆χH2 , ξE =
√

K
∆εE2 . Цi величини визначають просторовi масшта-

би впливу зовнiшнього поля на розподiл директора.

Вплив скiнченного зчеплення. Розглянемо, як скiнченне зчепле-
ння з поверхнею впливає на переорiєнтацiю молекул усерединi нема-
тичного рiдкого кристала. Дослiджуємо зразок рiдкого кристала з по-
чатковою конфiгурацiєю розподiлу директора n = (0, 0, 1), обмежений
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площинами z = 0 i z = h з сильним зчепленням. Нехай ∆χ > 0. При-
кладемо магнiтне поле H = (H, 0, 0). Будемо шукати поле директора у
виглядi n = (sin θ, 0, cos θ) при θ ¿ 1. Тодi вiльну енергiю записуємо в
простому виглядi:

F =
1

2

∫ h

0

{
K33

(
dθ

dz

)2

−∆χH2θ2

}
dz +

1

2
Wθθ

2|z=0 +
1

2
Wθθ

2|z=h. (2.12)

З мiнiмуму вiльної енергiї отримуємо рiвняння

ξ2
H

d2θ

dz2
+ θ = 0 (2.13)

iз загальним розв’язком:

θ(z) = C1 cos
z

ξH

+ C2 sin
z

ξH

, (2.14)

де коефiцiєнти C1, C2 потрiбно знайти з граничних умов:

K33
dθ

dz
|z=0,h + Wθ|z=0,h = 0. (2.15)

Розв’язок iснує, коли coth h
2ξH

= K33

WξH
. Оскiльки при W →∞

H∞ =
π

h

√
K33

∆χ
, (2.16)

то
coth

πH

2H∞
=

πK33H

hWH∞
. (2.17)

З цiєї рiвностi у першому наближеннi отримуємо

H

H∞
= 1− 2K33

hW
= 1− 2LW

h
, (2.18)

де LW = K33

W
— характерна довжина зчеплення, яка визначає вiдстань

впливу граничних умов у разi кiнцевого зчеплення на розподiл директо-
ра. Отримане спiввiдношення визначає змiну критичного поля, за яко-
го вiдбувається змiна орiєнтацiї директора всерединi рiдкого кристала
при скiнченному зчепленнi iз зовнiшнiми поверхнями. Природно, у разi
зменшення зчеплення молекул рiдкого кристала з поверхнею критичне
поле зменшується.
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2.2 Холестерики

Для iншого класу рiдких кристалiв спостерiгається спiральне впоряд-
кування орiєнтацiї довгих осей молекул. Якщо в нематичнiй фазi розчи-
нити хiральнi молекули1, то в системi виникне спiралеподiбне впоряд-
кування довгих осей. Такi рiдкi кристали називають хiральними не-
матиками або холестериками. Саме вони є основним матерiалом для
створення широко вiдомих дисплеїв. У iдеальному випадку директор
n змiнюється в просторi за законом nx = cos θ, ny = sin θ, nz = 0 i
θ = qz + const. При цьому вiсь спiралi направлена вздовж осi z. Вiль-
на енергiя холестерика вiдрiзняється вiд вiльної енергiї нематика лише
одним доданком:

Fb =
1

2

∫
d3r

{
K11(divn)2 + K22(q + nrotn)2 + K33(n× rotn)2

}
. (2.19)

Мiнiмум цього функцiонала досягається, коли nrotn = −q, що й зумов-
лює спiральну структуру основного стану. Оскiльки закручення може
вiдбуватися в обох напрямках (як проти, так i за годинниковою стрiл-
кою), то q може бути або додатним, або вiд’ємним. Номiнальний крок
спiральної структури P = 2π

q
, а iнтервал перiодичностi L = P

2
= π

q
(нага-

даємо, що стани з n i −n — фiзично еквiвалентнi). Оптичнi властивостi
такого середовища модульованi з цим просторовим перiодом. Це може
привести до бреггiвського вiдбиття, якщо 2L = mλ, де λ — довжина
падаючої хвилi електромагнiтного випромiнювання.

Крок холестеричної спiралi залежить вiд зовнiшнiх чинникiв: гiдро-
статичного тиску, електричного та магнiтного полiв. Особливо добре
вивчено вплив останнiх. При додатнiй анiзотропiї магнiтної сприйня-
тливостi або дiелектричної проникностi зовнiшнє поле, яке перпенди-
кулярне осi спiралi, може її «розкрутити», оскiльки директор вимуше-
ний орiєнтуватися вздовж поля. Таким чином, iснує критичне зовнiшнє
електричне або магнiтне поле, при якому зовнiшня дiя на орiєнтацiю
директора буде сильнiша за дiю середнього поля, створеного молеку-
лами рiдкого кристала. У слабких полях спiральна структура практи-
чно не деформується. Оскiльки ∆χ > 0, то при збiльшеннi поля моле-
кулам стає енергетично вигiдно орiєнтуватися за полем. У результатi
виникають зони саме з такою орiєнтацiєю, перемежованi iз зонами, в

1Молекули, якi не тотожнi своєму дзеркальному вiдображенню.
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яких молекули невигiдно орiєнтованi в полi. У разi подальшого зро-
стання поля вигiднi зони збiльшуються, а невигiднi зменшуються. У
сильних полях виникають 180◦-нi стiнки, якi роздiляють зони з вигi-
дною орiєнтацiєю. Кожна стiнка має скiнченну довжину 2ξH . Вiдстань
мiж стiнками L = 1

2
P (H) бiльша за ξH . I нарештi, за деякого крити-

чного поля Hc стiнки стають безмежно вiддаленими, i ми отримуємо
чисту нематичну структуру. Величину критичного поля можна визна-
чити наступним чином. При H → Hc стiнки далекi одна вiд одної, тому
їхня взаємодiя несуттєва, i достатньо обчислити енергiю однiєї стiнки
в безмежному нематику. У разi чистого одномiрного кручення можемо
задати nx = cos θ(z), ny = sin θ(z). З мiнiмуму вiльної енергiї при даному
розподiлi директора знаходимо рiвняння рiвноваги

ξ2
H

d2θ

dz2
= sin θ cos θ (2.20)

з першим iнтегралом:

ξ2
H

(
dθ

dz

)2

= sin2 θ, (2.21)

який враховує, що dθ
dz
→ 0 при θ → 0 або θ → π. Вiльна енергiя (на

одиницю площi) стiнки у порiвняннi з енергiєю нематика дорiвнює

FW

∆ξH2
=

∫ {
1

2
ξ2
H

(
dθ

dz

)2

− qξH
dθ

dz
+

1

2
sin2 θ

}
. (2.22)

Перший та третiй доданки дають однаковi внески у вiльну енергiю, тому

FW

∆ξH2
=

∫ π

0

(
ξ2
P

∣∣∣∣
dθ

dz

∣∣∣∣ dθ − qξHdθ

)
= 2− πqξH . (2.23)

Таким чином, поява стiнки енергетично невигiдна за умови ξH ≤ 2
πq
.

Звiдси бачимо, що критичне поле становить Hc = π2
(

K22

∆χ

)
1
P
, де P —

крок спiралi. При полях, слабших за критичне, енергiя окремої стiнки
стає вiд’ємною, при цьому стiнки накопичуються в зразку, поки вiд-
штовхування мiж сусiднiми стiнками не приводить до рiвноваги. Ця
взаємодiя швидко спадає зi збiльшенням вiдстанi мiж стiнками, факти-
чно як exp(− L

ξH
). З цiєї причини при H < Hc може з’явитися вели-

ка кiлькiсть стiнок на одиницю довжини зразка, i крок спiралi P (H)
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слабо (логарифмiчно) розходиться при H = Hc. Така поведiнка кроку
холестеричної спiралi пiдтверджена результатами багатьох експеримен-
тiв [1].

В основному (недеформованому) станi площини з однаковою орiєн-
тацiєю директора паралельнi i знаходяться на однаковiй вiдстанi, що
дорiвнює кроку спiралi P0, одна вiд одної. Вважаємо, що вiсь спiралi
спрямована вздовж z. У слабо деформованому холестерику кожна пло-
щина змiщена на величину u(r) уздовж z, причому u — повiльно змiнна
функцiя r. За таких умов густина вiльної енергiї має бути функцiєю гра-
дiєнтiв u. Наведемо найбiльш загальний вигляд густини вiльної енергiї
холестерика за малих значень градiєнта:

fbm =
1

2
B

(
∂u

∂z

)2

+
1

2
K̃

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)2

+
1

2
K ′

(
∂2u

∂z2

)2

+

+
1

2
K ′

(
∂2u

∂z2

)2

+
1

2
K ′′∂

2u

∂z2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
. (2.24)

Тут немає членiв
(

∂u
∂x

)2, якi дають ненульовi значення вiльної енергiї
для однорiдного обертання вздовж осi x, а також членiв, несумiсних з
iснуванням осi симетрiї другого порядку. Ця вiсь паралельна локаль-
ному напрямку n у недеформованiй структурi. Для фур’є-компонент з
хвильовим вектором k < q член, що пропорцiйний K ′k4

zu
2, малий по-

рiвняно з Bk2
zu

2. Те саме стосується i членiв, пропорцiйних K ′′. Таким
чином, основний внесок у вiльну енергiю дають члени з B та K̃. Тепер
вираз для вiльної енергiї можна записати в дещо загальнiшому виглядi,
ввiвши одиничний вектор d, який перпендикулярний площинам холе-
стерика:

fbm =
1

2
B

(
P

P0 − 1

)
+

1

2
K̃(divd)2, (2.25)

де P — локальне значення кроку спiралi в деформованiй структурi.
Сталу B можна знайти з (2.19), поклавши du

dz
= const. Тодi B = K22q

2.
Щоб знайти K̃, розглянемо систему холестеричних площин у виглядi
концентричних цилiндрiв. У цилiндричних координатах це вiдповiдає
розподiлу директора nr = 0, nφ = cos θ(r), nz = sin θ(r) при θ(r + P ) =

= θ(r). Вектор d паралельний осi r, тому divd = r
|r| , звiдки fbm = 1

2r2 K̃.
Тодi вiльна енергiя холестерика набуває вигляду

f =
1

2
K22

(
dθ

dr
− q − 1

r
sin θ cos θ

)
+

1

2
K33

1

r2
cos4 θ. (2.26)
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Якщо розглянути дану вiльну енергiю в границi qr À 1 i врахува-
ти, що оптимальний розподiл директора задається рiвнянням dθ

dr
= q+

+1
r
sin θ cos θ, то внесок вiд кручення випадає i K̃ = 3

8
K33, оскiльки се-

реднє по кутах вiд cos4 θ дорiвнює 3
8
.

Таким чином, густина вiльної енергiї деформованого холестерика з
характерною довжиною деформацiї, значно бiльшою за крок спiралi,
має простий вигляд:

fbm =
1

2
B

(
∂u

∂z

)2

+
1

2
K̃

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)2

. (2.27)

У наступному параграфi доведено, що цей вираз повнiстю аналогiчний
вiльнiй енергiї смектика, тобто на великих вiдстанях структура холе-
стерика така сама, як i смектика.

2.3 Смектики
Назва смектики походить вiд грецького σµηγµα — мило, що пiдкреслює
подiбнiсть механiчних властивостей цiєї мезофази з властивостями мил.
Усi смектики мають шарувату структуру. Оскiльки смектики є бiльш
впорядкованими, нiж нематики, тому смектична фаза виникає за ниж-
чих температур. Залежно вiд орiєнтацiї молекул в окремому шарi сме-
ктики подiляють на пiдкласи. Перший пiдклас — смектики А, розмiр
шару у яких близький до розмiру довгої осi окремої молекули. Всере-
динi шару розмiщення центрiв мас молекул не має дальнього порядку.
Оптична вiсь системи перпендикулярна шарам, напрямки z та −z є
еквiвалентними. У смектиках С кожен шар, як i ранiше, є двовимiр-
ною рiдиною, але самi вони мають двi оптичнi осi. Найбiльш природно,
але не цiлком однозначно, таку особливiсть можна пояснити нахилом
довгих осей молекул до нормалi шару. На вiдмiну вiд смектикiв А та С,
в яких кожен шар є двовимiрною рiдиною, в смектиках В молекулярнi
шари мають деякi властивостi твердих тiл. Так, у них спостерiгається
вiдбивання рентгенiвських променiв, що вiдповiдає просторовому впо-
рядкуванню всерединi кожного шару. Крiм цих трьох вiдносно простих
пiдкласiв iснують i складнiшi типи смектикiв. Причина шаруватого впо-
рядкування до кiнця не зрозумiла. Можливо, вона пов’язана з ефектами
сегрегацiї: ароматичнi частини рiзних молекул намагаються зблизитися,
те саме вiдбувається i з алiфатичними ланцюгами на кiнцях молекул [1].
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Смектики А. Розглянемо iдеальний монодоменний зразок смектика
А з паралельними еквiдистантними шарами, що лежать у площинi xy.
Позначимо a вiдстань мiж шарами. Нехай тепер початковий недефор-
мований стан починає деформуватися. Якi змiннi необхiднi для того,
щоб повнiстю описати цей деформований стан? Перш за все зазначимо,
що довiльний n-й шар змiщується на величину un(x, y) i ця величина є
головною змiнною задачi. Для випадку неперервної змiни деформацiй
можна ввести неперервну змiнну z = na i розглядати неперервну вели-
чину u(x, y, z). У недеформованому станi молекули розмiщенi перпен-
дикулярно до шарiв. Як вони будуть розмiщенi в деформованому станi?
З формального погляду в деформованому станi молекули не є строго
перпендикулярними шарам. Можна вирiшити, що потрiбно ввести до-
даткову змiнну, яка характеризує кут нахилу. Однак, якщо вiдстань, на
якiй змiнюється орiєнтацiя, набагато бiльша за деяку макроскопiчну ве-
личину λ(T ) (детальнiше див. [1]), то ефекти нахилу малi. Тепер, якщо
з оптичною вiссю зв’язати одиничний вектор n, то вiн буде мати ком-
поненти nx = −∂u

∂x
¿ 1 та ny = −∂u

∂y
¿ 1. Цi спiввiдношення означають,

що в кожнiй точцi n є перпендикулярним до шарiв. З цього випливає
цiкавий наслiдок: n · rotn = 0. Отже, деформацiї кручення, що були
дозволенi в нематику, забороненi в смектику.

У деформованiй речовинi локальна густина вiдрiзняється вiд поча-
ткового значення ρ0 як ρ = ρ0 [1− θ(r)]. Для статичних деформацiй
θ(r) змiнюється так, щоб мiнiмiзувати вiльну енергiю за даного u(r).
За вiдсутностi зовнiшнього поля, яке могло б змiнити ρ, θ(r) не слiд
розглядати як незалежну змiнну. Справдi, завжди можна знайти спiв-
вiдношення мiж θ(r) i u, базуючись лише на симетрiї. Зазначимо споча-
тку, що однорiдний зсув не змiнює ρ, так що θ повинно залежати лише
вiд похiдних u, причому першого порядку. Оскiльки довiльнi поворо-
ти вiдносно довiльних осей не змiнюють густини, то залишається лише
одна можливiсть, а саме: θ = m∂u

∂z
, де m — безрозмiрна стала, яка ха-

рактеризує речовину i може мати рiзний знак. На пiдставi викладеного
вище робимо висновок, що для опису статичних явищ достатньо одного
змiщення u.

Запишемо вiльну енергiю деформацiй у термiнах похiдних u, маючи
на увазi, що ∇u малий. Це означає, що шари за всiх деформацiй нахи-
ленi на невеликi кути вiдносно свого початкового стану. Зрозумiло, що
при цьому з розгляду вилучаються сильнi деформацiї, а це не дає змоги
описати, наприклад, конфокальнi текстури. Проте у багатьох випадках
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наближення малих деформацiй є досить хорошим. Припустимо також,
що напрямки z i −z еквiвалентнi. Тодi вiльну енергiю можна записати
у виглядi

F = F0 +
1

2
B

(
∂u

∂z

)2

+
1

2
K̃

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)2

+

+
1

2
K ′

(
∂2u

∂z2

)2

+
1

2
K ′′∂

2u

∂z2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
. (2.28)

Зазначимо, що 1
2
K̃

(
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

)2

= 1
2
K̃ (divn)2 — енергiя поперечного

згину i за формою, i за змiстом повнiстю iдентична вiдповiднiй енер-
гiї нематика. Останнi доданки у виразi для вiльної енергiї включено
для повноти. За довгохвильових деформацiй їхнiй внесок малий, якщо
тiльки змiщення не змiнюється вздовж нормалi до шарiв.

Стандартнi пружнi властивостi смектика А описуються двома ста-
лими B (з розмiрнiстю енергiї, помноженої на довжину) i сталою K̃,
що має розмiрнiсть енергiї, подiленої на довжину. Введемо приведену

довжину λ =

√
K̃
B
, яку можна порiвняти з товщиною шару. Це не буде

справедливо лише поблизу фазового переходу. Таким чином, упорядку-
вання в смектику А включає в себе нематичнi властивостi й описується
поведiнкою нормалi до шарiв, а також властивостi одновимiрного твер-
дого тiла. Нематична вiльна енергiя представлена членами

fN =
1

2
K11 (divn)2 +

1

2
K33 (n× rotn)2 , (2.29)

а частина вiльної енергiї твердого тiла — членом

fS =
1

2
B

(
d− d0

d0

)2

=
1

2
Bγ2, (2.30)

де d0 — рiвноважна вiдстань мiж шарами, а d — реальна товщина шару.
Густину вiльної енергiї можна записати у термiнах кривини:

f =
1

2
K (σ1 + σ2)

2 +
1

2
Kσ1σ2 +

1

2
Bγ2, (2.31)

де σ1 = 1
R1

i σ2 = 1
R2

— головнi кривини в довiльнiй точцi. Середня
кривина

H =
1

2
(σ1 + σ2) (2.32)
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i гауссова кривина

G = σ1σ2 =
1

2
div (n · divn + n× rotn) (2.33)

напрямку входять у визначення енергiї деформацiї смектика. Класи-
чний результат теорiї поверхонь стверджує, що гауссову кривину мо-
жна виразити через директор, що в нематику представляє собою ди-
вергентний член iз замiною K = −2K24, який можна розглядати як
поверхневий.

Вiльну енергiю смектика за наявностi зовнiшнього електричного та
магнiтного полiв можна записати так:

FE,H =
1

2
∆εE2

{(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
}

+
1

2
∆χH2

{(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
}

.

(2.34)
Отже, маємо повне описання деформацiй смектика А, оскiльки мiнi-
мум вiльної енергiї за тих чи iнших умов дасть нам реальний розподiл
директора.

Смектики С. Iснують смектики С, в яких молекули в шарах мають
похилу орiєнтацiю. Для таких речовин iснують два ступенi вiльностi:
перший — С-директор — одиничний вектор c, що лежить у площи-
нi шару. При цьому, очевидно, обертання цього вектора навколо осi z
(навколо нормалi до шарiв) не змiнює вiльну енергiю системи. У цьому
сенсi вектор c є подiбний до директора в нематику. Щоб описати стани,
в яких вектор c обертається, зручно ввести вiдповiдний кут обертання
Ω. Другий ступiнь вiльностi — вертикальне змiщення шарiв u вздовж
осi z. Як i в смектику А, однорiдне змiщення не змiнює енергiї рiдкого
кристала.

Побудуємо вiльну енергiю смектикiв С, використавши змiннi Ω(r)
та u(r). Зручно використати одночасно три кути обертання Ωx = ∂u

∂y
,

Ωy = ∂u
∂x

i Ωz, причому ∂Ωx

∂x
+ ∂Ωy

∂y
= 0. Вiльна енергiя має бути функцiєю

градiєнта ∇Ω, а також залежати вiд змiни вiдстанi мiж шарами γ = ∂u
∂z
.

Вона не може мiстити доданкiв, лiнiйних за градiєнтом ∇Ω, якщо в
недеформованому станi є центр симетрiї. При операцiї вiдображення
вiдносно цього центра вектор (псевдовектор) обертання не змiнюється,
але оператор ∇ змiнює знак. Якщо початкова вiдстань мiж шарами до-
рiвнює своєму рiвноважному значенню, то доданок лiнiйний за γ також
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вiдсутнiй. Використавши те, що деякi члени в (2.28) при iнтегруваннi
по частинах перетворюються один в одного i вилучивши малi доданки,
приходимо до виразу для вiльної енергiї:

Fd = Fc + Fl + Fcl, (2.35)

де Fc пов’язано з деформацiєю поля С-директора при фiксованих ша-
рах, тодi як Fl описує деформацiю шарiв, а Fcl представляє змiшанi
доданки, що враховують обидва ефекти. У явному виглядi

Fc =
1

2
B1

(
∂Ωz

∂x

)2

+
1

2
B2

(
∂Ωz

∂y

)2

+
1

2
B3

(
∂Ωz

∂z

)2

+ B13

(
∂Ωz

∂x

)(
∂Ωz

∂z

)
,

(2.36)

Fl =
1

2
A

(
∂Ωx

∂x

)2

+
1

2
A12

(
∂Ωy

∂x

)2

+
1

2
A21

(
∂Ωx

∂y

)2

+
1

2
Bγ2, (2.37)

Fcl = C1

(
∂Ωx

∂x

)(
∂Ωz

∂x

)
+ C2

(
∂Ωx

∂y

)(
∂Ωz

∂y

)
. (2.38)

Доданки з A описують викривлення шарiв i вiдповiдають поперечному
згину. Доданки з B вiдповiдають за можливу змiну вiдстанi мiж шара-
ми. Як i в смектику А, у бiльшостi випадкiв цi доданки фактично зав-
жди залишаються малими. Перехреснi члени в останньому виразi для
вiльної енергiї описують досить тонкi ефекти, що вiдповiдають взаємо-
дiї деформацiй, зумовлених деформацiєю поля С-директора, з деформа-
цiєю смектичних поверхонь. Порядок уведених пружних сталих 10−11 Н
такий самий, як i в нематику. Мiж смектиком С i смектиком А iснує
фазовий перехiд другого роду, оскiльки вiн пов’язаний зi змiною симе-
трiї, коли нахил молекул у шарi змiнюється. Крiм того, iснує фазовий
перехiд мiж смектиком А i нематиком.

2.4 Перехiд смектика А в нематик
Перехiд мiж смектиком А i нематиком зазвичай вiдбувається з роз-
ривом неперервностi i з видiленням прихованої теплоти. Однак це не
обумовлено симетрiєю явища. Як показано в працi Мак-Мiлана [174],
за допомогою спецiальної моделi за певних значень сталих взаємодiї
можна отримати перехiд другого роду. Використаємо загальнiше фор-
мулювання i викладемо головнi iдеї.
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У нематичнiй фазi впорядкування молекул описується звичайним
параметром порядку S(T ), а в смектичнiй фазi iснує перiодична змiна
густини:

ρ(r) = ρ(z) = ρ0

[
1 + 2−

1
2 | ψ | cos (qz − ϕ)

]
, (2.39)

де ρ0 — середня густина, а | ψ | описує величину смектичного впо-
рядкування (множник 2−

1
2 вибраний тiльки для зручностi), q = 2π

d
—

хвильовий вектор хвилi густини, d — вiдстань мiж шарами i ϕ — довiль-
на фаза. Якщо параметр порядку нематичної фази вважати постiйним
S = S0(T ), то вiльну енергiю на одиницю об’єму можна так розкласти
за степенями ψ:

FSl = α |ψ|2 + β |ψ|4 . (2.40)

Це не що iнше, як вiльна енергiя Ландау з коефiцiєнтом α, залежним
вiд температури.

Тепер врахуємо, що мiж ψ та S(T ) iснує деяка взаємодiя. Якщо S(T )
збiльшується, то зростає i середнє притягання мiж сусiднiми молекула-
ми в смектичних шарах. Через таку взаємодiю оптимальне значення S
не обов’язково буде збiгатися з S0(T ). Вiдмiннiсть параметра порядку
запишемо як δS = S − S0(T ). За симетрiєю задачi додаткова енергiя
взаємодiї мiж параметрами S i ϕ повинна мати вигляд

Fint = −C |ψ|2 δS, (2.41)

де C — додатна стала. Вiльна енергiя нематика при цьому буде мати
додатковий доданок, пов’язаний зi змiною параметра порядку:

FN = FN(S0) +
1

2χ
δS2, (2.42)

де χ() — функцiя вiдгуку. Повна вiльна енергiя є сумою:

F = FS + Fint + FN . (2.43)

Останнiй вираз потрiбно мiнiмiзувати за δS, що дає δS = χCψ2 i змiнює
повну вiльну енергiю до вигляду

F = FS0 + α |ψ|2 +

(
β − 1

2
C2χ

)
|ψ|4 . (2.44)

Тепер порядок переходу залежить вiд знака третього доданка. Змiна ро-
ду фазового переходу з другого на перший обумовлена взаємодiєю обох
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параметрiв порядку. Це точний аналог так званого ефекту Родбелла—
Бiна для магнетизму, де подiбний сценарiй реалiзується за рахунок за-
лежностi обмiнної взаємодiї вiд сталої ґратки. Якщо магнiтний кристал
має малу стисливiсть, то перехiд стає фазовим переходом першого роду.

2.5 Переходи як наслiдок дiї
зовнiшнiх сил

Оскiльки смектик є м’яким середовищем, то його структуру легко змi-
нити за допомогою зовнiшнiх полiв або механiчних напружень. Для
прикладу розглянемо звичайний смектик А мiж двома скляними пла-
стинками з гомеотропними крайовими умовами. При цьому недефор-
мованi шари паралельнi площинi xy, i молекули орiєнтуються вздовж
осi z. Прикладемо до системи магнiтне поле H, направлене, наприклад,
уздовж осi x, i припустимо, що дiамагнiтна анiзотропiя 4χ додатна.
Щоб мiнiмiзувати власну вiльну енергiю, система повинна повернути
свою оптичну вiсь, але шари сильно зв’язанi мiж собою, а також зi стiн-
ками зразка. Що при цьому може вiдбуватися? Якби це був нематик,
то вище критичного поля виникла б деформацiя поздовжнього згину i
директор прийняв би форму

nx(z) 6= 0, nx ¿ 1,

ny = 0,

nz ≈ 1.

(2.45)

Оскiльки в смектику А nx = −∂u
∂x
, то u(x, y, z) = const−xnx(z). Фiзично

це означає, що шари збирались б поблизу границь зразка i обумовлю-
вали би безмежну пружну енергiю за рахунок доданка з B у виразi
(2.28).

Таким чином, має iснувати iнше вирiшення проблеми. Подивимо-
ся, чи може перiодична змiна директора задовольнити мiнiмум вiльної
енергiї. Пiдставимо u у виглядi u(x, z) = u0(z) cos kx, де k — хвильо-
ве число, оптимальне значення якого буде знайдене з мiнiмуму вiльної
енергiї. Поле змiщень задовольняє крайовi умови u0(z) = 0 при z = 0 i
z = d, де d — товщина зразка. Тодi можемо покласти u0(z) = u0sin(kzz),
де kz = π

d
. Така деформацiя шарiв вiдповiдає оптичнiй осi, яка локально
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визначається спiввiдношеннями

nx = −∂u

∂x
= ε sin(kzz) sin kx,

ny = 0,

nz ≈ 1.

(2.46)

Тепер усереднену за об’ємом вiльну енергiю (2.28) можна представити
як

〈Fd〉 =
ε2

2

{
B

k2
z

k2

〈
cos2 kzz

〉 〈
cos2 kx

〉
+ K11

〈
sin2 kzz

〉 〈
cos2 kx

〉}
. (2.47)

Також маємо врахувати енергiю взаємодiї рiдкого кристала з магнiтним
полем, яка за умов задачi приймає вигляд

〈Fm〉 = −1

2
∆χH2

〈
n2

x

〉
= −1

2
∆χH2ε2

〈
sin2 kzz

〉 〈
cos2 kx

〉
. (2.48)

Усi середнi значення 〈cos2 θ〉 та 〈
sin2 θ

〉
дорiвнюють 1

2
, тому повна вiльна

енергiя може бути записана як

〈Fd + Fm〉 =
ε2

8
B

{
k2

z

k2
+ k2λ2

}
− ε2

8
∆χH2. (2.49)

Бачимо, що iснує критичне поле, при якому пружна i магнiтна складовi
у виразi вiльної енергiї зрiвняються:

∆χH2 = 2B
k2

z

k2
= 2Bkzλ = 2π

Bλ

d
. (2.50)

Ця умова була отримана Юро, а сама нестiйкiсть називається нестiйкi-
стю Хелфрiха. Критичне поле зменшується з товщиною зразка повiль-
нiше, нiж у разi ефекту Фредерiкса в нематиках. Хоча такий перехiд у
модульований смектик за наявностi поля досить простий, спостерiгати
його дуже важко.

Бiльш реалiстичний ефект — перiодична деформацiя шарiв пiд дiєю
механiчних напруг. Перiод деформацiй 2π

k
пропорцiйний квадратному

кореню з товщини зразка. Цей ефект спостерiгався за допомогою ди-
фракцiї свiтла на перiодичнiй модуляцiї. Його легко зрозумiти, якщо
припустити, що кiлькiсть шарiв у зразку постiйна. Тодi при розширен-
нi системи можуть виникати два типи поведiнки: або шари однорiдно



72

розширюються, що вимагає затрат енергiї, яка пропорцiйна модулю B,
або вони не змiнюють товщину, але намагаються заповнити вiльний
простiр за допомогою модуляцiї. Другий сценарiй є енергетично вигi-
днiшим. Порiг можна знайти узагальненням пружної енергiї на випадок
скiнченних напруг. Для цього досить записати енергiю, пов’язану з роз-
тягом шарiв, у виглядi

Fp =
1

2
Bγ2. (2.51)

Однак лiнiйну форму γ = ∂u
∂z

треба покращити. Розглянемо випадок,
коли нахил шарiв однорiдний ∂u

∂z
= 0, ∂u

∂x
= −nx ¿ 1. Якщо згадати,

що кiлькiсть шарiв постiйна, то вiдстань мiж ними надалi дорiвнює
недеформованому iнтервалу a. Однак насправдi вiдстань мiж шарами
становитиме a cos nx ≈ a(1 − 1

2
n2

x) < a. Таким чином, виникає мале
(другого порядку) видовження: γ = −n2

x

2
= −1

2
(∂u

∂x
)2. Коли кiлькiсть

шарiв залишається постiйною, можна записати, що γ = ∂u
∂z
− n2

x

2
. Тодi

вiльна енергiя приймає вигляд

F =
1

2
Bγ2 +

1

2
K11

(
∂2u

∂x2

)2

, (2.52)

де γ задається попереднiм виразом. Тепер будемо розв’язувати задачу
методом послiдовних наближень, а саме, представимо змiщення u та
розтяг γ як суму двох доданкiв: u = u0+u1(x, z), γ = γ0+γ1, де u0 = γ0z
— однорiдне змiщення. Вiльну енергiю з точнiстю до членiв другого
порядку по змiщеннях можна записати так:

F = F0 + Bγ0
∂u1

∂z
−Bγ0

n2
x

2
+

1

2
K11

(
∂2u1

∂x2

)2

. (2.53)

Доданок з лiнiйним ∂u1

∂z
при iнтегруваннi по z дає нуль, оскiльки u1 зни-

кає на обох пластинках. Другий член у виразi для вiльної енергiї повнi-
стю iдентичний члену у виразi для ефекту Хелфрiха—Юро за наявностi
магнiтного поля. Це можна записати у виглядi рiвностi Bγ0 = ∆χH2.

Таким чином, нестiйкiсть смектика при механiчнiй дiї є повним ана-
логом нестiйкостi за наявностi зовнiшнього магнiтного поля. Просто-
рову довжину нестiйкої моди можна знайти з рiвностi γ0c = 2π λ

d
. За-

значимо, що нестiйкiсть, зумовлена розтягом, є метастабiльною. Якщо
очiкувати досить довго, то кiлькiсть шарiв буде змiнюватися за раху-
нок руху дисклiнацiй, якi тут не враховано. Просторово-перiодичнi мо-
дуляцiї смектика А спостерiгалися i за iнших експериментальних умов.
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Наприклад, спочатку зразок знаходився в полi сильного свiтлового пу-
чка i при цьому трохи нагрiвався через поглинання. Потiм iнтенсивнiсть
свiтла рiзко зменшувалася, i шари стягувалися. Якщо товщина зразка
фiксована, то скорочення шарiв може реалiзуватися через модуляцiї.
Збурення мають вигляд дуже мiлкої квадратної решiтки. Це дає змогу
записати iнформацiю в шарi смектика в дуже малому масштабi. Iнфор-
мацiю можна записувати i стирати за допомогою свiтлового променя
рiзної iнтенсивностi.

2.6 Флуктуацiї орiєнтацiї
в рiдких кристалах

Спробуємо описати можливi флуктуацiї орiєнтацiї директора в довiль-
них рiдких кристалах i з’ясувати можливий вплив таких флуктуацiй
на поведiнку мезофази. Природно, що флуктуацiї директора завжди
присутнi, а їхня наявнiсть обов’язково вплине i на фiзичнi властивостi
самої мезофази, i на поведiнку внесених у рiдкий кристал частинок, у
першу чергу на їхнiй броунiвський рух.

Нематики. Розглянемо зразок нематичного рiдкого кристала, опти-
чна вiсь якого направлена вздовж осi z. Флуктуацiї оптичної осi в до-
вiльнiй точцi r можна описати за допомогою малих компонент директо-
ра nx та ny. Вiльна енергiя деформацiй з точнiстю до другого порядку
за флуктуацiями директора має вигляд

Fd =
1

2

∫ {
K11

(
∂nx

∂z
+

∂ny

∂y

)2

+ K22

(
∂nx

∂y
− ∂ny

∂x

)2

+

+K33

(
∂nx

∂z

)2

+ K33

(
∂ny

∂z

)2
}

dr. (2.54)

Можна також одразу врахувати вплив електричного або магнiтного по-
ля:

FE,H =
1

2

∫ (
∆εE2 + ∆χH2

) (
n2

x + n2
y

)
dr. (2.55)
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Використаємо фур’є-перетворення nx,y(q) =
∫

nx,y(r)e
iqrdr i запишемо

вiльну енергiю через фур’є-компоненти:

F =
1

2
V −1

∑
q

{
K11 |nx(q)qx + ny(q)qy|2 +

+K22 |nx(q)qy − ny(q)qx|2 + K33q
2
z

(∣∣n2
x(q) + n2

y(q)
∣∣)} , (2.56)

FE,H =
1

2
V −1

∑
q

{(
∆εE2 + ∆χH2

) (∣∣n2
x(q) + n2

y(q)
∣∣)} , (2.57)

де V — об’єм зразка. Квадратичну форму пiд знаком суми можна приве-
сти до дiагонального вигляду шляхом лiнiйної замiни змiнних nx, ny →
→ n1, n2 вздовж i впоперек кожного q. У площинi (x, y) можна ввести
два одиничних вектори e1 i e2 таких, що e2 ⊥ q i e1 ⊥ e2. Компоненти
n(q) вздовж eα називають nα(q). При цьому n1(q) описують перiодичнi
деформацiї, що представляють собою сумiш поздовжнього та попере-
чного згинiв, а n2(q) — перiодичнi деформацiї, що є сумiшшю кручення
та поздовжнього згину. Тодi повна вiльна енергiя приймає доволi про-
стий вигляд:

F = F0 +
1

2
V −1

∑
q

∑
α

|nα(q)|2 {
K3q

2
‖ + Kαq2

⊥ +
(
∆εE2 + ∆χH2

)}
,

(2.58)
де q‖, q⊥ — компоненти хвильового вектора, направленi паралельно i
перпендикулярно оптичнiй осi вiдповiдно. Визначимо середнi значення
теплових флуктуацiй |nα(q)|2, використавши теорему про рiвний роз-
подiл енергiї за ступенями вiльностi:

|nα(q)|2 =
kTV

K3q2
‖ + Kαq2

⊥ + (∆εE2 + ∆χH2)
. (2.59)

З цього рiвняння можна знайти кореляцiю директора в рiзних точках.
Зокрема в одноконстантному наближеннi Kα = K3 = K маємо

〈nx(r1)nx(r2)〉 = (2V )−2
∑

q

〈|n1(q)|2 + |n2(q)|2〉 exp(−iqr), (2.60)

〈nx(r1)nx(r2)〉 = 〈ny(r1)ny(r2)〉 =
kT

4πKR
exp

(
− R

ξe + ξm

)
, (2.61)



75

де ξe =
√

K
∆εE2 i ξm =

√
K

∆εH2 — електрична та магнiтна довжини коге-
рентностi вiдповiдно. За вiдсутностi зовнiшнiх полiв кореляцiї повiльно
спадають, i не можна ввести характерну вiдстань, далi якої кореляцiї
рiзко зменшуються. Аналогiчний результат має мiсце за рiзних пру-
жних сталих. Зменшення кореляцiй за законом 1

R
спостерiгається в усiх

системах, що мають видiлену вiсь i сили взаємодiї в яких є коротко-
дiючими. Аналогiчнi кореляцiї знайдено в гайзенбергiвському ферома-
гнетику при нульовому полi. З останньої формули також бачимо, що
за наявностi зовнiшнього поля довжина кореляцiй флуктуацiй дорiв-
нює вiдповiднiй кореляцiйнiй довжинi поля. На флуктуацiях директо-
ра вiдбувається розсiяння свiтла, тому їх порiвняно легко дослiджувати
експериментально.

Обмеженi нематики. Флуктуацiї в краплинi. Очевидно, що обме-
ження довiльного зразка нематика змiнює умови появи можливих флу-
ктуацiй директора через виконання граничних умов на поверхнях, що
його обмежують. У теоретичному планi розклад в iнтеграл Фур’є уже
не придатний i потрiбно розглядати суму по можливих гармонiках ви-
никаючих флуктуацiй. А граничнi умови зумовлюють можливi флу-
ктуацiї, що виживають в обмеженому зразку. Для простих зразкiв це
не супроводжується труднощами обчислень, але для зразкiв спецiаль-
ної форми може потребувати правильного вибору основного стану i мо-
жливих флуктуацiй на його фонi. Для iлюстрацiї розглянемо приклад
крапель рiдкого кристала в полiмернiй або iншої природи iзотропнiй
матрицi. Вплив матрицi визначається лише граничними умовами для
директора на межi роздiлу двох середовищ. Крiм того, така система
колись дуже широко вивчалася в рамках практичного використання
для покращення роботи дисплеїв. Це так званi системи PDLC (polymer
disperse liquid crystal), в яких можна було досягти значної деформа-
цiї директора всерединi краплi при дiї зовнiшнього електричного або
магнiтного поля. Пiсля детальних дослiджень про цi системи частково
забули в силу не виправданих надiй швидкодiї i малих затрат енергiї,
хоча багато питань залишилися не з’ясованими. До таких належать пи-
тання можливих флуктуацiй директора всерединi крапель рiдкого кри-
стала. У бiльшостi випадкiв були врахованi такi фактори як рiзниця
пружних сталих, змiна симетрiї розподiлу директора за рахунок пере-
творення точкового дефекту в центрi краплi в дисклiнацiйну лiнiю пiд
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дiєю зовнiшнiх полiв та деякi iншi. Вивчався також вплив температу-
ри i перехiд мiж рiзними фазами рiдкого кристала. Головнi результати
отриманi методом комп’ютерного моделювання, оскiльки середовище є
нелiнiйним, а врахованi ефекти зовнiшньої дiї не пiддаються аналiти-
чному представленню [39—44]. У працi [45] робилася спроба аналiтично
видiлити нормальнi моди можливих деформацiй в краплi рiдкого кри-
стала i встановити новi типи коливань директора, вимушених геометрi-
єю обмеженого зразка. Спробуємо викласти досить просту схему визна-
чення можливих флуктуацiй директора в краплинi рiдкого кристала з
нормальними граничними умовами на межi розподiлу рiдкий кристал—
iзотропна рiдина або полiмер. Для цього необхiдно визначити спочатку
основний стан рiвноважного розподiлу директора в краплинi нематика
з нормальними граничними умовами. Це можна зробити, якщо не вра-
ховувати рiзницю пружних сталих, беручи до уваги вирази для вiльної
енергiї (2.6) за наявностi зовнiшнього електричного поля при параме-
тризацiї поля директора у виглядi n = er cosΘ(ρ, θ) − eθ sinΘ(ρ, θ), де
кут Θ описує орiєнтацiю директора вiдносно видiленої осi OZ, кут θ —
полярний кут сферичної системи координат, а ei — одиничнi вектори
вздовж радiуса краплi та вздовж полярного кута вiдповiдно. На змi-
ни вiдносно азимутального кута ϕ не зважаємо в силу повної симетрiї
розподiлу за цiєю змiнною. Рiвняння Ейлера—Лагранжа в одноконстан-
тному наближеннi за наявностi зовнiшнього електричного поля можна
записати у виглядi

∂2Θ

∂θ2
+

2

r

∂Θ

∂θ
+

1

r2

(
∂2Θ

∂θ2
+ 2

∂Θ

∂θ
ctg θ

)
− sin 2Θ

2r2

(
ctg2 θ − 1

)
+

+
2

r2
ctg θ sin2 Θ + (

R

ξe

)2 |sin2(Θ− θ)|
2

= 0. (2.62)

Отримане рiвняння має точний розв’язок Θ = θ, оскiльки при цьому
виконується рiвняння

2 ctg θ − sin 2θ

2

(
ctg2 θ − 1

)
+ 2 ctg θ sin2 Θ = 0. (2.63)

Отже, рiвноважний розподiл директора в краплi нематика за нормаль-
них граничних умов вiдповiдає радiальному розподiлу з точковим де-
фектом у центрi краплi — так званий розподiл радiального їжака. Цей
розподiл вiдповiдає основному стану як за вiдсутностi, так i за наявно-
стi зовнiшнього електричного поля. Рiзнi пружнi сталi можуть звичайно
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деформувати такий розподiл директора, але принципово при цьому нi-
чого не змiниться. Дефект з розподiлом у виглядi радiального їжака
буде завжди присутнiм. На фонi такого рiвноважного розподiлу дире-
ктора спробуємо визначити можливi флуктуацiї директора.

Розглянемо випадок вiдсутностi зовнiшнього поля. Нехай n=n0+d,
де вектор d — флуктуацiя вiд розподiлу радiального їжака n0 = er

(n0 · d = 0). Тодi можна показати [45], що флуктуацiї перпендикулярнi
до радiуса i представляють собою двi ортонормальнi моди — твiст-бенд
мода Xnl i сплей-бенд мода Znl (Xnl · Znl = 0) (рис.2.1):

d
(1)
lmn = Rnl(r)Xlm(θ, ϕ), (2.64)

d
(2)
lmn = Rnl(r)Zlm(θ, ϕ), (2.65)

де

Xlm(θ, ϕ) =
1√

l(l + 1)

[−mY m
l

sinθ
eθ − i∂Y m

l

∂θ
eϕ

]
, (2.66)

Zlm(θ, ϕ) =
1√

l(l + 1)

[
i∂Y m

l

∂θ
eθ − −mY m

l

sinθ
eϕ

]
, (2.67)

а функцiя Rnl(r) задовiльняє рiвняння

∂2R

∂r2
+

2

r

∂R

∂r
+ (k2 − l(l + 1)− 2

r2
)R = 0 (2.68)

i визначається спiввiдношенням

Rnl(r) =

(
r

r0

)−1/2

jν(knlr). (2.69)

Тут jν(knlr) — сферична функцiя Бесселя порядку ν =
√

l(l + 1)− 7/4,
r0 — радiус краплi, стала knl — n-й корiнь граничного рiвняння jν(knlr0) =
= 0.

Тодi довiльна флуктуацiя d розкладається в суму твiст-бенд i сплей-
бенд мод:

d =
∑

n,l,m

Rnl(r) [Al,m,nXlm(θ, ϕ) + Bl,m,nZlm(θ, ϕ)] , (2.70)
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Рис. 2.1. Розподiл флуктацiй директора в сферичнiй краплинi нематика з дефектом
їжаком всерединi, заданий двома модами: а — сплей-бенд мода Zlm(θ, ϕ) для l = 5
i m = 3; б — твiст-бенд мода Xlm(θ, ϕ) для l = 5 i m = 3 [45]

i з теореми про рiвнорозподiл енергiї за ступенями вiльностi можна зна-
йти середньоквадратичну амплiтуду флуктуацiй:

〈|d|2〉 =
3kT

4πKr0

∑

n,l,m

[
1

x2
n,l

]
, (2.71)

де xnl — n-й корiнь граничного рiвняння jν(x) = 0, jν(x) — сферична
функцiя Бесселя порядку ν =

√
l(l + 1)− 7/4.

Наведена формула є точним результатом для iнтенсивностi флукту-
ацiй усiх нормальних мод директора в краплинi рiдкого кристала. Для
звичайного зразка цей результат можна отримати простiше при роз-
рахунках i не виникає труднощiв з урахуванням усiх стоячих хвиль
можливих флуктуацiй, обмежених розмiрами самого зразка.

Смектики. Розглянемо недеформований смектичний рiдкий кристал
i опишемо спонтаннi флуктуацiї шарiв. Такi флуктуацiї визначають осо-
бливостi розсiювання свiтла смектиками так само, як флуктуацiї дире-
ктора в нематичному рiдкому кристалi. Знову, як i ранiше, перейдемо
до фур’є-представлення змiщення u(r) i отримаємо вiльну енергiю у
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виглядi
F =

1

2

∑
q

{
Bq2

z + K⊥q4
⊥
} |uq|2 , (2.72)

де q2
⊥ = q2

x + q2
y. Використавши знову теорему про рiвномiрний розподiл

енергiї за ступенями вiльностi, отримаємо теплове середнє:

|uq|2 =
kT

Bq2
z + K⊥q4

⊥
=

kT

B (q2
z + λ2q4

⊥)
. (2.73)

Флуктуацiї uq пов’язанi з iнтенсивнiстю розсiяного смектиком свiтла
таким спiввiдношенням:

I =
kT

B
∆ε2 q2

q2
z + λ2q4

⊥
. (2.74)

З нього випливає iснування двох рiзних режимiв. Якщо qz ∼ q⊥ 6= 0, то

I =
kT

B
∆ε2 q2

q2
z

, (2.75)

оскiльки для видимого свiтла λq ¿ 1. Iнтенсивнiсть пропорцiйна kT
B

i
порiвняна з iнтенсивнiстю розсiяння для звичайної рiдини. Це означає,
що смектик з монодоменною структурою не буде мутним подiбно нема-
тику. Якщо q лежить у площинi шарiв qz = 0, то iнтенсивнiсть приймає
вигляд

I = ∆ε2 kT

Kq2
. (2.76)

Наведена iнтенсивнiсть має вигляд, аналогiчний iнтенсивностi розсiю-
вання в нематику i є дуже високою. З фiзичної точки зору моди з qz = 0
— це чистi моди хвилеподiбної модуляцiї, при якiй шари деформуються,
а вiдстань мiж ними не змiнюється. Флуктуацiї такого типу вимагають
малих затрат енергiї i мають велику амплiтуду.



Роздiл 3

Дефекти в рiдких кристалах

Рiвноважному стану рiдкокристалiчного середовища не завжди вiдпо-
вiдає всюди неперервний розподiл директора n(r), за якого директор у
кожнiй точцi має повнiстю визначений напрямок. Часто поле n(r) має
особливi точки або лiнiї, вздовж яких напрямок директора не визна-
чений, — топологiчнi дефекти. У цьому роздiлi розглянуто лише деякi
загальнi особливостi поведiнки таких утворень. Детальнiше фiзика то-
пологiчних дефектiв висвiтлена в [3].

3.1 Топологiчнi особливостi розподiлу
директора

За довiльного повороту директора одночасно в усiх точках енергiя рiд-
кого кристала не змiнюється. Отже, стани, наприклад нематика виро-
дженi за рiвноважним напрямком директора, i цi напрямки вiдiграють
роль параметра виродження. На цiй пiдставi введено поняття про про-
стiр виродження — зону змiни параметра виродження без змiни енергiї
системи. У даному випадку це — поверхня сфери одиничного радiуса,
кожна точка якої вiдповiдає певному напрямку директора. Оскiльки
напрямки директора протилежного знака є фiзично тотожними, то дi-
аметрально протилежнi точки на сферi є еквiвалентними. Таким чи-
ном, простiр виродження нематика — це сфера, протилежнi точки якої
є еквiвалентними. Припустимо, що обходимо в фiзичному об’ємi нав-
коло якоїсь особливої зони по деякому замкнутому контуру γ i при
цьому спостерiгаємо за напрямком директора. Точка, що зображає йо-
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го в просторi виродження, також опише деякий замкнутий контур Γ.
Можливими є два випадки: контур буде замкнутий у буквальному сен-
сi або контур, вийшовши з деякої початкової точки, закiнчиться в дi-
аметрально протилежнiй точцi. У першому випадку, повернувшись у
початкову точку, контур може описати деяке цiле число петель, яке
називається числом Франка i за таких умов є, очевидно, цiлим. У дру-
гому випадку число Франка є пiвцiлим. Довiльний замкнутий контур
на поверхнi сфери можна перетворити в iнший замкнутий контур або
стягнути в точку неперервною деформацiєю. Деформацiя контуру вiд-
ображає як змiну контуру в фiзичному просторi, так i змiну самого
поля n(r). Аналогiчно можуть бути деформованi контури, якi почина-
ються i закiнчуються в дiаметрально протилежних точках. Однак такi
контури неможливо стягнути в точку, оскiльки при деформуваннi кiнцi
контуру хоча й можуть змiщуватися, але при цьому мають залишатися
на кiнцях дiаметра сфери. Iндекс Франка не є топологiчним iнварiан-
том, проте у разi довiльних неперервних перетворень залишається або
цiлим, або напiвцiлим. Звiдси випливає, що топологiчнi особливостi в
нематичному рiдкому кристалi розпадаються на двi категорiї, в кожнiй
з яких всi вони є топологiчно еквiвалентними, i можуть бути переведенi
одна в одну за допомогою неперервної деформацiї поля n(r). До першої
категорiї належать дефекти з цiлим числом Франка, якi є топологiчно
нестiйкi — їх можна усунути за допомогою неперервної деформацiї. До
другої категорiї — особливостi з напiвцiлим iндексом, якi є топологi-
чно стiйкими. Яка iз структур iснуватиме за тiєї чи iншої ситуацiї —
залежить вiд термодинамiчних умов i виходить за рамки топологiї.

Поряд з лiнiйними в нематичному рiдкому кристалi можуть iснува-
ти також точковi особливостi. Яскравим прикладом останнiх є точка, з
якої вектори n(r) розходяться в усiх напрямках. Таке утворення через
його зовнiшнiй вигляд називають їжаком. Число Франка, яке характе-
ризує точкову особливiсть, може бути лише цiлим. У термiнах нема-
тичного директора топологiчнi дефекти є зонами, в яких вiн невизна-
чений. Кожнiй такiй зонi можна приписати вiдповiдний топологiчний
заряд:

q =
1

8π

∫
dSiεijkn · (∂jn× ∂kn) , (3.1)

де iнтегрування проводиться по довiльнiй поверхнi, що оточує дефект, а
εijk — символ Левi-Чивiти. Для топологiчного заряду виконується закон
збереження енергiї.
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3.2 Дефекти в нематичному рiдкому
кристалi

У нематиках можливi як точковi, так i лiнiйнi топологiчнi дефекти
— дисклiнацiї. Необхiднiсть їхньої появи легко зрозумiти з наступно-
го простого прикладу. Уявимо собi нематик у цилiндричнiй комiрцi з
крайовими умовами, що передбачають нормальну до поверхнi цилiн-
дра орiєнтацiю директора. Природно очiкувати, що директор у кожнiй
точцi зразка буде направлений уздовж радiуса поперечного перерiзу ци-
лiндра. Очевидно також, що при цьому напрямок директора в центрi
цилiндра є невизначеним. Якщо крайовi умови на поверхнi цилiндра
вимагають паралельного напрямку директора на поверхнi, то встано-
виться розподiл з вектором n(r), орiєнтованим уздовж концентричних
кiл з центром на осi цилiндра, де напрямок директора знову буде не-
визначеним. Обидва приклади є простими iлюстрацiями iснування в
нематиках прямолiнiйних дисклiнацiй.

Нехай маємо в об’ємi нематика прямолiнiйну дисклiнацiю. Очеви-
дно, що розподiл n(r) навколо неї не залежить вiд координати вздовж
лiнiї. Це дає змогу розглядати розподiл директора лише в площинi,
перпендикулярнiй осi дисклiнацiї. Можна вважати, що директор усюди
знаходиться в цiй площинi i утворює кут θ(x, y) з вiссю x. Деякi загальнi
властивостi поведiнки директора за цих умов можна виявити без осо-
бливих труднощiв. Вiльну енергiю такого роду деформацiй записують
у виглядi

F =
1

2
K (∇θ)2 (3.2)

з рiвнянням рiвноваги:
∇2θ = 0. (3.3)

Його точний розв’язок можна записати як θ = mϕ + cost, де ϕ =
= arctan y

x
. Зробивши обхiд навколо лiнiї на 2π, повертаємося в поча-

ткову точку, тому коефiцiєнт m = dθ
dϕ

повинен бути або цiлим, або напiв-
цiлим. З останнього рiвняння випливає, що |∇θ| = m

ρ
, де ρ =

√
x2 + y2

— вiдстань до осi дисклiнацiї. Легко показати, що таке векторне поле
має div∇θ ≡ ∆2θ = 0. Враховуючи цей розв’язок, вiльну енергiю, що
припадає на одиницю довжини, записуємо так:

F =

∫ ρmax

a

2πρ
Km

2ρ2
dρ = πKm2 ln

(ρmax

a

)
, (3.4)
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Рис. 3.1. Зображення точкових дефектiв у виглядi гiперболiчного i звичайного
їжака (а) та дисклiнацiйної лiнiї, яка перпендикулярна до площини рисунка (б )

де a — радiус серцевини дисклiнацiї (порядку молекулярних розмiрiв),
а ρmax — вiдстань до iншої дисклiнацiї або до стiнки зразка. Остання
величина не дуже важлива, оскiльки входить у рiвняння (3.4) пiд зна-
ком логарифма. У наведеному виразi немає внеску вiд внутрiшньої зони
дисклiнацiї або, як кажуть, вiд серцевини дефекту.

Топологiчний заряд дисклiнацiйної лiнiї за означенням дорiвнює 1
2
.

Крiм дисклiнацiй у нематиках можуть з’являтися точковi дефекти з
топологiчними зарядами, що дорiвнюють одиницi, — радiальний i гi-
перболiчний їжаки (рис.3.1).

Щоб зрозумiти, що вiдбувається з розподiлом директора за наяв-
ностi топологiчних зарядiв, достатньо одноконстантного наближення.
Тодi поле директора визначають з мiнiмуму вiльної енергiї:

Fd =
K

2

∫
dr{(divn)2 + (rotn)2}. (3.5)

Для дисклiнацiйної лiнiї вздовж осi z n(r) можна задати у виглядi
n =

(
cos ϕ

2
, sin ϕ

2

)
, де ϕ = tan−1 y

x
— азимутальний кут у площинi xy.

З урахуванням енергiї ядра вiльну енергiю одиницi довжини дисклiна-
цiйної лiнiї записують так:

Fd =
πK

4
ln

R

rc

+ πr2
cεc, (3.6)

де rc — радiус ядра, εc — енергiя ядра. Її величину можна знайти, мiнi-
мiзуючи вiльну енергiю за радiусом ядра i отримуючи: εc = K

8r2
c
. Енергiю

замкненої дисклiнацiйної петлi радiуса R0 можна записати у виглядi

Ering ≈ 2πR0

[
1

4
πK ln

(
R0

rc

)
+ εc

]
+ 8παK (R−R0) , (3.7)
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де α = 1 − K
K24

. Мiнiмiзуючи вiльну енергiю (3.7), знаходимо радiус
дисклiнацiйної петлi:

R0 = rc exp

[
16

π

(
α− 1

4
− π

16

)]
. (3.8)

Цей результат отримано в працях [106,108].
Якщо взяти двi дисклiнацiї, що розмiщенi на вiдстанi d одна вiд

одної, то в довiльнiй точцi матимемо

|∇θ| = m

ρ1

+
m

ρ2

=
m

ρ1

+
m

d− ρ1

, (3.9)

де ρ1 та ρ2 — вiдстань вiд довiльно обраної точки до вiдповiдної дисклi-
нацiї. Знайдемо енергiю деформацiй, створену обома дисклiнацiями:

F12 =
K

2

∫ d−a

a

m

{
1

ρ1

+
1

d− ρ1

}
dρ1 = 2πKm2 ln

(
d

a

)
. (3.10)

Її можна водночас трактувати як енергiю взаємодiї мiж двома дисклi-
нацiями, i, як бачимо з формули (3.10), енергiя такої взаємодiї зростає
зi збiльшенням вiдстанi. Причому, взаємодiя мiж лiнiями протилежного
знаку є притягальною, а сила притягання на одиницю довжини дорiв-
нює

f = 2π
Km2

d
. (3.11)

Можна обчислити також взаємодiю дисклiнацiї зi стiнкою. Для цього
досить ввести зображення даної лiнiї на вiдстанi d = 2h, де h — вiд-
стань вiд лiнiї до стiнки, i обчислити енергiю деформацiї, яку вносять
обидвi лiнiї. Правда, в цьому випадку зображення матиме той самий
топологiчний заряд, i мiж ними вiдбуватиметься вiдштовхування. Лi-
нiя вiдштовхується вiд стiнки з наведеною вище силою, яку називають
силою зображення.

Бiльш загальна конфiгурацiя дисклiнацiйної лiнiї iснує у виглядi пе-
тлi. Дисклiнацiйну лiнiю з цiлою силою m завжди можна перетворити в
гладку структуру без сингулярних лiнiй. Типовий приклад такого про-
цесу вiдбувається в цилiндричному зразку з нормальними крайовими
умовами на поверхнi. Директор всюди є радiальним, i в центрi цилiн-
дра з’являється лiнiйна дисклiнацiя з силою m = ±1. Деформацiя ди-
ректора при цьому є чистим поперечним згином. Енергiя на одиницю
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довжини лiнiї становить

F = πK11 ln

(
R

a

)
, (3.12)

де R — радiус цилiндра. У той самий час може iснувати й iнша конфi-
гурацiя директора, яка описується як поперечним, так i повздовжнiм
згином. У цилiндричних координатах її записують так:

nz = cos u(ρ), nρ = sin u(ρ), nϕ = 0. (3.13)

За крайових умов u(R) = π
2
, u(0) = 0 в одноконстантному наближеннi

u(ρ) має вигляд
tan

u

2
=

ρ

R
. (3.14)

З цього розв’язку видно, що u лiнiйно зменшується до нуля при ρ → 0,
а градiєнт не має особливостей. Тобто у разi появи деформацiй з попе-
речним та поздовжнiм згинами лiнiйна дисклiнацiя не виникає. Якщо
обчислити вiльну енергiю у випадку деформацiй без особливої лiнiї, то
для наведеного розв’язку отримаємо FNS = 3πK. Отже, при ln

(
R
a

)
> 3,

що вiдповiдає умовi R > 20a, конфiгурацiя з поперечним i поздовжнiм
згинами енергетично вигiднiша, нiж конфiгурацiя з топологiчним де-
фектом.

Визначимо енергiю, яку вносить у рiдкий кристал дефект у виглядi
сингулярної точки. Такi дефекти в об’ємi рiдкого кристала називають
звичайним i гiперболiчним їжаком, а на поверхнi — буджумами. То-
чковi дефекти можуть розтягуватися в дисклiнацiйнi петлi з ненульо-
вим радiусом. Кожен з розподiлiв директора за наявностi дефектiв має
свою вiльну енергiю. Якщо розглянемо зони деформацiй радiуса R, то
енергiя радiального їжака запишеться у виглядi [55]

Erad = 8π (K −K24) R. (3.15)

Для гiперболiчного їжака отримуємо

Ehyp =
8π

3
(K + K24) R, (3.16)

а для кругового розподiлу

Ecir =
8π

3
(2K −K24) R. (3.17)
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Рiвноважний розподiл директора в обмеженому зразку визначається
мiнiмумом вiльної енергiї, що включає в себе пружну енергiю дефор-
мацiї директора разом з поверхневою енергiєю. Для типових значень
W ∼ 10−5÷ 10−6 Дж/м2 i K ∼ 10−11 Н критичний розмiр становить по-
рядку декiлькох мкм. Постає питання: як взаємодiють точковi дефекти
в нематичному рiдкому кристалi? Результат, отриманий для взаємодiї
дисклiнацiйних лiнiй у тривимiрному випадку, є справедливим для то-
чкових дефектiв у двовимiрному випадку. У тривимiрному просторi це
не так. Розмiрний аналiз показує, що точковi дефекти будуть взаємо-
дiяти з лiнiйним потенцiалом, а саме V ∼ Kd, де d — вiдстань мiж
дефектами. Цiкаво, що, наприклад, радiальний та гiперболiчний їжа-
ки притягуються як кварки, утворюючи мiж собою струну. Результати
експериментального дослiдження цього явища наведено у працi [120].

3.3 Дефекти в холестериках i смектиках

У холестериках, як i в нематиках, iснують деякi сингулярнi лiнiї, на
яких поле директора не визначене. Але оскiльки основний стан холе-
стерика представляє собою спiраль, то геометрiя таких лiнiй набагато
складнiша, нiж у нематиках. Процес утворення сингулярних лiнiй у
середовищi зi спiральним впорядкуванням запропонував Вольтера. З
огляду на спiральну структуру виконаємо наступнi операцiї. Спочатку
заморозимо холестерик, розiрвемо утворене тверде тiло вздовж довiль-
ної поверхнi i змiстимо одну сторону розрiзу вiдносно iншої на деяку
величину. Крiм того, повернемо поверхню розрiзу на деякий кут. Пiсля
цих операцiй потрiбно знову забезпечити узгодження окремих частин
рiдкого кристала. Для цього заповнимо пустоти, приберемо перекриття
двох зон i розморозимо тверде тiло. Директор повинен перебудуватися
так, щоб мiнiмiзувати енергiю. Оскiльки обидвi сторони узгодженi, поле
директора не має розриву на площинi, але розрив є на лiнiї, яка вла-
сне i є особливою лiнiєю холестерика. Її особливостi залежать вiд того,
якi операцiї симетрiї дозволено в такому середовищi. Перша операцiя —
змiщення перпендикулярно до осi спiралi. Воно може створити локаль-
ну змiну густини в замороженому станi, але в процесi розмороження
це стиснення релаксує за допомогою в’язкостi до нуля. У результатi
не виникає жодного ефекту. Наступним елементом симетрiї є змiщення
вздовж осi спiралi. Для того щоб вiдбулося самоузгодження, зсув має
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Рис. 3.2. Схематичне зображення: а — колоїдної частинки в холестерику; б, в —
дисклiнацiйних лiнiй в холестерику

бути кратним цiлому або напiвцiлому числу крокiв спiралi. Може бути
присутнiм i поворот навколо деякої осi. Якщо обертання вiдбувається
навколо осi, паралельної осi спiралi, то очевидно, що ця операцiя нiчого
не змiнює. Обертання навколо осi, яка перпендикулярна осi спiралi, є
дозволеним симетрiєю лише тодi, коли вiсь обертання паралельна або
перпендикулярна локальному директору. Можна порiвняти цi дозволенi
симетрiєю операцiї з вiдповiдними операцiями в нематику. Так, у нема-
тику всi змiщення дозволенi i тривiальнi. Єдина корисна операцiя —
обертання навколо осi, перпендикулярної недеформованому стану.

Приведемо можливий вигляд дисклiнацiйних лiнiй в холестерику
(рис. 3.2).

Основна особливiсть деформацiй у смектику полягає в тому, що за-
кручення та поздовжнiй згин є забороненими. В iдеальному випадку ми
маємо лише поперечний згин. Розглянемо крайову дислокацiю в сме-
ктику. Її формування може вiдбутися, якщо ми мiж шарами спробуємо
втиснути додатковий шар. Тодi з рiзних бокiв матимемо рiзну кiлькiсть
шарiв. Це призведе до деформацiї, яку можна визначити з рiвняння
Ейлера—Лагранжа:

K1142
⊥u = B

∂2u

∂z2
(3.18)

за умов: при z = 0 u(x < 0) = 0, u(x > 0) ≡ b
2
, де b — вектор Бюргерса.
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Розв’язок рiвняння (3.18) можна записати у виглядi

u(x, z) ≡ b

4
√

π

∫ x√
λz

−∞
exp

(−t2
)
dt. (3.19)

Тодi кут мiж нормаллю до шарiв та вiссю z задаємо виразом

θ(x) =
∂u

∂z
=

b

4
√

πλz
exp

(
− x2

4λz

)
. (3.20)

Цей кут швидко спадає зовнi параболи x2 = ±4λz. Введемо ξ — розмiр
ядра дислокацiї в напрямку x. Тепер енергiю можна обчислити, вико-
ристовуючи вираз (3.19) змiщення u(x, z):

1

2

∫
K11 (divn)2 =

K11b
2

8λξ
. (3.21)

Доданок 1
2
B

(
∂u
∂z

)2, як можна показати, просто подвоює попереднє значе-
ння енергiї. Враховуючи енергiю ядра дисклiнацiї Wc, записуємо повну
енергiю у виглядi

We =
K11b

2

2λξ
+ Wc =

Bb2λ

2ξ
+ Wc. (3.22)

Крiм крайових у смектику ще виникають гвинтовi дислокацiї. Рiв-
няння Ейлера—Лагранжа

K1142
⊥u = B

∂2u

∂z2
(3.23)

для такого випадку не має крайових умов, тому u(r, θ) = bθ
2π
, що за кон-

фiгурацiєю вiдповiдає гвинтовiй дислокацiї в кристалiчному тiлi. Цей
розв’язок повнiстю i точно мiнiмiзує вiльну енергiю:

f =
1

2
K11 (divn)2 +

1

2
Bγ2 (3.24)

i вiдповiдає випадку divn = 0. Змiщення u можна записати i в формi
ϕ = − bθ

2π
+ z, що описує iзольовану гвинтову дислокацiю як правиль-

ний гелiкоїд, де ϕ(θ) — фазова змiнна i стала в кожному шарi, а θ —
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Рис. 3.3. Приблизний вигляд дисклiнацiй в смектику: а — гексагональна структура
в системi дефектiв в краплинi смектика; б — схематичне зображення фокального ко-
нiчного дефекту в смектичному рiдкому кристалi; в — комп’ютерне 3D зображення
фокального конiчного дефекту в смектику

полярний кут. Гвинтова дислокацiя зовнi ядра в смектику має вiльну
енергiю, яку можна представити у виглядi

Bb4

128

(
1

r2
c

− 1

R

)
, (3.25)

де R — розмiр зразка, rc — радiус ядра дислокацiї. Отже, в смектику мо-
жуть виникати як дисклiнацiї, описанi ранiше, так i їхнi довiльнi комбi-
нацiї (рис. 3.3). Найпростiша дисклiнацiя, наприклад, виникає в смекти-
ку, який однiєю поверхнею граничить з iзотропною фазою, а iншою —
з повiтрям (див. рис. 3.3). Молекули смектика орiєнтуються перпенди-
кулярно до поверхнi, яка контактує з повiтрям, i паралельно поверхнi,
яка контактує з iзотропною фазою. Нехай рiзниця поверхневих натя-
гiв дорiвнює ∆σ. Тодi критичний розмiр ядра дисклiнацiї визначається
так: rc = K

∆σ
. Такi дисклiнацiї утворюють структуру i в плоскому зраз-

ку смектичного рiдкого кристала, i на краплинi смектика (див. рис. 3.3,
а, в). Однак, якщо у плоскому зразку кiлькiсть дефектiв необмежена,
то на напiвсферичнiй краплинi виникає обмежена їхня кiлькiсть, яка є
обернено пропорцiйною кривинi краплини.

Крiм того, довiльнi дисклiнацiї взаємодiють мiж собою через спричи-
ненi ними деформацiї рiдкого кристала. Взаємодiю крайових або гвин-
тових дисклiнацiй можна розглянути, розв’язавши задачу про дефор-
мацiю поля директора, обумовлену появою таких дисклiнацiй. Вiльну
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енергiю смектика за наявностi подiбних дефектiв можна записати у ви-
глядi

Fsm =
B

2

∫
d3r

{(
∂u

∂z

)2

+ λ2(∇2
‖u)2 + βρ(r)u(r)

}
, (3.26)

де λ =
√

K
B
, ρ — густина дефектiв, β характеризує сам дефект. Тепер

можна перейти до фур’є-представлення uq =
∫

d3ru(r) exp(iqr) i з умо-
ви мiнiмальностi вiльної енергiї знайти профiль змiщень за наявностi
дисклiнацiй:

uq =
βρq

q2
‖ + λq4

⊥
. (3.27)

Тодi вiльну енергiю можна записати в термiнах густини дефектiв у ви-
глядi

Fsm =
1

(2π)3

∫
d3qU(q)ρ(q)ρ(−q) =

∫
d3rU(r− r′)ρ(r)ρ(n′), (3.28)

де

U(q) =
1

2

Bβ2

q2
‖ + λq4

⊥
(3.29)

— енергiя взаємодiї. У реальному просторi

U(r) =
1

(2π)3

∫
d3q

1

2

Bβ2

q2
‖ + λq4

⊥
exp

[
i(q‖r‖ + q⊥r⊥)

]
, (3.30)

а пiсля iнтегрування

U(r) =
Bβ2

8πλ2r‖
exp

[
− r2

⊥
4λr‖

]
. (3.31)

При β = d отримуємо вiдомий ранiше результат, але з трохи вiдмiн-
ною залежнiстю вiд вiдстанi. Таким чином, у смектику можуть виника-
ти як крайовi, так i кутовi дисклiнацiї, створення яких вимагає затрат
енергiї. Крiм того, створенi дефекти взаємодiють мiж собою за рахунок
деформацiй директора. Дослiдження природи появи та взаємодiї дефе-
ктiв є цiкавою та актуальною проблемою, яка й нинi iнтенсивно розви-
вається. Стiйка увага до подiбних задач пояснюється тим, що iснує низ-
ка специфiчних рiдкокристалiчних фаз, якi не могли б сформуватися
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Рис. 3.4. Структури в системi дефектiв: а — блакитна фаза; б — кубiчна фаза,
створена дефектами в холестерику; в — кубiчна фаза, але в смектичнiй мембранi.
Бiлi плями показують розмiщення дефектiв-дiрок

без участi дефектiв (рис. 3.4). До таких фаз належить, наприклад, бла-
китна фаза — сукупнiсть подвiйно закручених цилiндрiв, у промiжках
мiж якими знаходяться дефекти, i TGB фаза, яка спершу була перед-
бачена теоретично (рис. 3.5). Вона являє собою смектик, розiрваний на
окремi зони, повернутi одна вiдносно iншої на певний кут так, що нор-
маль до шарiв описує в просторi спiраль. У промiжках мiж окремими
зонами розмiщено дефекти — дисклiнацiйнi лiнiї. Така конфiгурацiя
нагадує фазу Абрикосова для надпровiдникiв. Про всi такi екзотичнi
фази i поведiнку сукупностi дефектiв докладно йдеться в працях [1—3].
Ми обмежимось розглядом лише тих дефектiв, якi безпосередньо впли-
вають на величину i характер взаємодiї мiж колоїдними включеннями
в рiдкому кристалi, насамперед з можливих конфiгурацiй директора
навколо однiєї частинки.

3.4 Окреме включення в рiдкому кристалi

Розглянемо розподiл директора навколо окремої колоїдної частинки в
нематичному рiдкому кристалi. Маємо пружне середовище, що опису-
ється усередненим розподiлом довгих осей своїх молекул — директором,
будь-якi деформацiї рiвноважного розподiлу якого зменшують енергiю.
Тепер у таке середовище вноситься одне чужорiдне включення, яке
своєю поверхнею збурює основний стан рiдкого кристала. У феноме-
нологiчному наближеннi поверхневу енергiю в загальному випадку за-
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Рис. 3.5. TGB фаза

писують у виглядi [1]

Fs = −
∑

p

W

∮
ds [ν(s) · n(s)]2 −K24

∮
ds [(ν · n)divn− (n · ∇)n] ν.

(3.32)
Якщо включення є краплиною iншої рiдини, то слiд врахувати також
енергiю поверхневого натягу σR2

0, де σ позначає поверхневий натяг, а
R0 — розмiр включення. Порiвнюючи цю поверхневу енергiю з пру-
жною енергiєю деформацiй директора, можна стверджувати, що для
включень розмiру R0 > K

σ
рiдкий кристал не змiнює форму крапель.

За таких умов краплини iншої рiдини повнiстю еквiвалентнi твердим ча-
стинкам. Якщо директор намагається орiєнтуватися перпендикулярно
до поверхнi включення, то деформацiйна енергiя Франка становитиме
8πKR0, а поверхнева енергiя при цьому дорiвнюватиме нулю. У випад-
ку орiєнтацiї директора, паралельної до поверхнi включення, деформа-
цiйна енергiя є нульовою, а поверхнева дорiвнює 8πK

R3
0

3
. Таким чином,

поверхнева енергiя пропорцiйна радiусу включення в третьому степе-
нi, а пружна енергiя залежить вiд розмiру лiнiйно. Тому для частинок
великих розмiрiв домiнує поверхнева енергiя, а для малих включень —
пружна. Залежно вiд величини зчеплення з поверхнею, характеру кра-
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йових умов на поверхнi та розмiру колоїдної частинки в її околi може
виникати рiзний розподiл директора. Конкретну конфiгурацiю дире-
ктора знаходять з мiнiмуму вiльної енергiї з урахуванням вiдповiдних
крайових умов. При цьому може порушуватися симетрiя неперервного
розподiлу директора, результатом чого є поява топологiчних дефектiв.
З топологiчної точки зору форма поверхнi не має значення, оскiльки
неперервною деформацiєю довiльну замкнуту поверхню можна звести
до сферичної. За нормальних граничних умов у розподiлi директора вiд
самого початку iснує особлива точка, в якiй розподiл директора є неви-
значеним. Справдi, якщо уявно стягнути поверхню частинки в точку,
то напрям директора в цiй точцi буде невизначеним. Ця особлива точка
є топологiчним дефектом, який має назву радiального їжака з тополо-
гiчним зарядом +1. Згiдно з законом збереження топологiчних зарядiв
поява топологiчного заряду одного знака викликає появу топологiчно-
го заряду iншого знака. Тому в об’ємi нематика повинен з’явитися ще
один дефект з негативним топологiчним зарядом. Ним може бути або
гiперболiчний їжак, або дисклiнацiйна петля. Зазначимо, що остання
має заряд, що дорiвнює 1

2
, але за рахунок того, що n(r) ≡ −n(r), ди-

склiнацiйна петля топологiчно еквiвалентна точковому дефекту [158].
Актуальною при цьому є задача знаходження реального розподiлу

директора навколо колоїдного включення в рiдкому кристалi. У загаль-
ному випадку довiльних сталих Франка це є складною нелiнiйною зада-
чею й її аналiтичний розв’язок поки не вiдомий. Проте в одноконстан-
тному наближеннi така задача наближено розв’язана для сферичної ча-
стинки радiуса R [96]. Маючи на увазi, що n(r) є одиничним вектором,
i рiвноважний розподiл директора направлений уздовж осi z, можемо
записати компоненти n як n(r) = [sin β(r) sin γ, sin β(r) cos γ, cos β(r)], де
β — полярний, а γ — азимутальний кути. Тодi мiнiмум вiльної енергiї
визначається рiвнянням

∆β(r)− sin 2β(r)

2r2 sin2 θ
= 0 (3.33)

з нормальними граничними умовами при r = R:

(
∂β

∂r
+

β

r r=R
= −W

K
sinθ

)
.

Якщо |β(r)| ¿ 1, рiвняння (3.33) можна лiнеаризувати i отримати за-
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гальний розв’язок у виглядi розкладу

β =
∑

k

Ck

rk+1
P 1

k (cosθ),

де P 1
k (cosθ) — полiном Лежандра. Граничнi умови зумовлюють лише

член з k = 2. Тобто

β(r) = (RW/2K)R3 sin 2θ/r3, (3.34)

де W — енергiя зчеплення рiдкого кристала з поверхнею частинки, а
R — її радiус. Умова |β(r)| ¿ 1 виконується, якщо (RW/K) < 2, тобто,
вираз (3.34) є справедливим у разi слабкого зчеплення.

Якщо зчеплення на поверхнi сферичної частинки є сильним,
(RW/K) ≥ 2, в розподiлi директора виникає дисклiнацiйна лiнiя ра-
дiуса a. Просту функцiю, яка описує таку поведiнку директора, можна
записати у виглядi

β(r) = θ − 1

2
arctan

sin 2θ

cos 2θ + (a
r
)3

. (3.35)

Цi результати вперше наведено у працi [96], i на даний час вони є єдини-
ми аналiтичними виразами, що коректно описують розподiл директора
навколо сферичної частинки.

Розглянутий пiдхiд також дає змогу знайти розподiл директора да-
леко вiд включення за наявностi зовнiшнього поля. Наприклад, у ма-
гнiтному полi (3.33) модифiкується до рiвняння

∆β(r)−
(

1

2r2 sin2 θ
+
4χH2

K

)
β(r) = 0, (3.36)

розв’язок якого на великих вiдстанях можна записати у виглядi

β(r) =
1

9
√

πr

WR4

Kξ
3
2
H

K 3
2
(

r

ξH

) sin 2θ ∼ 1

r
exp

(
− r

ξH

)
. (3.37)

Тут враховано асимптотичну поведiнку функцiї Бесселя K 3
2
(x) =

=
√

π
2
e−x(x

1
3 + 3x

2
3 + 3x−

5
2 ).
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Рис. 3.6. Розподiл директора навколо сферичного включення за нормальних грани-
чних умов та сильного зчеплення молекул рiдкого кристала з поверхнею включення:
а — екваторiальне кiльце Сатурна; б — змiщене кiльце Сатурна; в — гiперболiчний
їжак

Нинi iснує велика кiлькiсть праць з комп’ютерного моделювання
розподiлу директора навколо сферичних та елiпсоїдальних частинок,
якi пiдтверджують наведенi аналiтичнi результати (3.34) i (3.35) та на-
вiть дають детальнiшу картину [99,109]. Однак важливiше те, що такий
розподiл директора навколо сферичної частинки спостерiгається й екс-
периментально [160].

Навколо сферичного включення за нормальних граничних умов ма-
ємо розподiл директора або з гiперболiчним їжаком, або з дисклiнацiй-
ною петлею, яка називається кiльцем Сатурна (рис.3.6). Усi зображенi
на рисунку конфiгурацiї спостерiгали експериментально.

У працях [55,96] за допомогою чисельних методiв показано, що для
включень малого розмiру реалiзується розподiл директора з дисклiна-
цiйною петлею, а для великих — обов’язково виникає конфiгурацiя з
гiперболiчним їжаком. У випадку тангенцiйних крайових умов у розпо-
дiлi директора з’являються двi особливi точки, якi називаються буджу-
мами, з топологiчним зарядом −1

2
. Аналiтично така конфiгурацiя ще

не описана. I нарештi, частинки зi слабким зчепленням мало деформу-
ють рiвноважний розподiл директора. Його змiни вiдчуваються лише у
межах кореляцiйної довжини K/W , яка зазвичай не перевищує 1 мкм.

Незалежно вiд величини зчеплення на далеких вiдстанях вiд частин-
ки поле n(r) не має особливостей i прямує до рiвноважного розподiлу
n0 = (0, 0, 1). Якщо представити: n = (nx, ny, 1), де |nx, ny| ¿ 1, то
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вiльну енергiю Франка можна записати в гармонiчному наближеннi:

Fb =
1

2
K

∫
d3{(∇nx)

2 + (∇ny)
2}. (3.38)

Мiнiмум такого функцiонала реалiзують nµ (µ = x, y), якi задовольня-
ють рiвняння Лапласа:

∆nµ = 0. (3.39)

За аналогiєю з класичною електростатикою на великих вiдстанях r
розв’язок можна задати у виглядi мультипольного розвинення:

nµ =
Aµ

r
+

pµr

r3
+

cij
µ rirj

r5
+ .... (3.40)

Перший член (3.40) є деяким деформацiйним зарядом, а iншим можна
приписати дипольний i квадрупольний моменти. Мультипольний роз-
клад використовують за умови вiдсутностi нелiнiйностi. Для частинок
з сильним зчепленням на малих вiдстанях це не спрацьовує, а при слаб-
кому зчепленнi мультипольний розклад завжди є справедливим.

Залишимо поки що поза увагою випадок наявностi деформацiйно-
го заряду, що вiдповiдає наявностi моменту кручення i для сферичних
частинок не має мiсця. Спробуємо використати електростатичну ана-
логiю для знаходження розподiлу директора. Розподiл директора нав-
коло сферичної частинки з гiперболiчним їжаком нагадує дипольний
розподiл. Розподiл директора з кiльцем Сатурна вiдповiдає квадру-
польнiй конфiгурацiї. Тепер потрiбно узгодити розв’язок для розподiлу
директора на великих вiдстанях з розподiлом директора, що задає по-
верхня, i визначити необхiднi коефiцiєнти мультипольного розкладу. З
мiркувань симетрiї (n має бути iнварiантним вiдносно повороту навко-
ло осi z) представимо пружний дипольний момент частинки у виглядi
pµ = (p · n0)e

µ, a квадрупольний — cµ
ij = c(n0ie

µ
j + n0je

µ
i ), де eµ

j = δµ
j —

одиничний вектор у напрямку µ = x, y, i параметр c є амплiтудою ква-
друпольного моменту. Тодi поперечнi компоненти директора записуємо
у виглядi

nx = pz
x

r3
+ 2c

zx

r5
, ny = pz

y

r3
+ 2c

zy

r5
. (3.41)

Цей розв’язок вiдтворює поле n(r) на далеких вiдстанях вiд включення
з урахуванням конфiгурацiї директора поверхнi частинки.



97

Рис. 3.7. Сольватна оболонка навколо малого включення (а) i приблизний вигляд
деформацiйної шуби у випадку сильного зчеплення: для частинки з екваторiальним
кiльцем Сатурна шуба має квадрупольну симетрiю (б ); якщо кiльце змiщене до
якогось з полюсiв, симетрiя шуби дипольна (в)

Сильне зчеплення може порушувати дзеркальну симетрiю в розпо-
дiлi директора, що призводить до появи дипольної конфiгурацiї. Гi-
перболiчний їжак, який при цьому утворюється, є нестiйким у зовнi-
шньому магнiтному (або електричному) полi, i при ξ ≈ 3R, де ξ =
=

√
K/∆χH2 — магнiтна довжина когерентностi, трансформується в

кiльце Сатурна. Експериментально такий перехiд дипольної конфiгу-
рацiї в квадрупольну спостерiгався в електричному [159] та магнiтному
полях [160]. За слабкого зчеплення для сферичних частинок завжди
маємо лише квадрупольний розподiл [107,108].

Дещо альтернативний пiдхiд до опису розподiлу директора навколо
частинок довiльної форми було запропоновано авторами [68]. Вiн ґрун-
тується на концепцiї деформацiйної шуби — деякої уявної поверхнi, яка
оточує частинку i мiстить всерединi всi нелiнiйнi деформацiї та тополо-
гiчнi дефекти. Поведiнка директора за межами шуби визначається ха-
рактером порушень симетрiї нематика пiд шубою (рис. 3.7). Фактично
шубу можна розглядати як деяку фiктивну частинку зi слабким зчепле-
нням, симетрiя якої вiдповiдає реальному розподiлу директора навколо
реальної частинки. Оцiнимо розмiр шуби R∗. Енергiя деформацiї, ство-
рена сферичною частинкою радiуса R з сильним зчепленням, дорiвнює
F strong ≈ 9

2
πKR [55]. Для оцiнок розмiру шуби припустимо, що навко-

ло включення з’явилася дисклiнацiйна лiнiя у виглядi кiльця Сатурна.
Обчислимо енергiю деформацiї, яку створювала б частинка розмiру R∗

зi слабким зчепленням. Для цього слiд проiнтегрувати вiльну енергiю
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з розподiлом директора для слабкого зчеплення:

Fweak =
π

15

W 2
c R∗2

K
. (3.42)

Тут Wc — критичне значення зчеплення для частинки довiльного розмi-
ру, за якого не виникає жодних топологiчних особливостей у розподiлi
директора. Це критичне значення наведено у працi [108] i становить
Wc = 4Ka3

R4 , де a — радiус дисклiнацiйного кiльця. Очевидно, що всере-
динi деформацiйної шуби залишилася деформацiя, створена саме таким
кiльцем:

F disc ≈ 2πKa

(
3π

4
+ 1

)
+ 8πK(R∗ − a). (3.43)

Розмiр кiльця Сатурна a ≈ 5
4
R [55]. Якщо ми хочемо, щоб працював

випадок слабкого зчеплення на поверхнi деформацiйної шуби, мусимо
вимагати Fweek + F disc = F strong, звiдки легко одержати R∗ ≈ 2R. Хоча
ця оцiнка отримана безпосередньо для квадрупольної конфiгурацiї ди-
ректора, можна припустити, що вона кардинально не змiниться i для
дипольного розподiлу. Таким чином, довiльну частинку з сильним зче-
пленням можна ефективно замiнити деякою вдвiчi бiльшою уявною ча-
стинкою зi слабким зчепленням. Хоча концепцiя деформацiйної шуби
не дає змогу кiлькiсно описати поведiнку директора навколо довiльної
колоїдної частинки, за її допомогою можна якiсно встановити характер
поля n(r) у зонi малих деформацiй. Детальнiше це питання висвiтлене
в роздiлi 5.

3.5 Броунiвський рух у нематиках
Розглянемо особливостi броунiвського руху макроскопiчних частинок у
нематичних рiдких кристалах. Пам’ятаємо, що кожна колоїдна частин-
ка в рiдкому кристалi одягається в деформацiйну шубу. В iзотропнiй
фазi це може бути сольватна оболонка, а у випадку рiдкого криста-
ла — зона сильних деформацiй директора. Якщо врахувати конфiгу-
рацiю розподiлу директора навколо сферичної частинки, то її дифузiя
буде залежати вiд напрямку руху вiдносно рiвноважного розподiлу ди-
ректора. Це призводить до анiзотропiї коефiцiєнтiв дифузiї та їхньої
залежностi вiд умов зчеплення на поверхнi частинки. Результати роз-
рахункiв з цього питання можна знайти у працях [104,126].
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Рис. 3.8. Часова залежнiсть середньоквадратичного вiдхилення броунiвської ча-
стинки в нематику

У [54] вперше продемонстровано, що броунiвcький рух частинки в
нематику дуже вiдрiзняється вiд iзотропних рiдин i має аномальнi вла-
стивостi.

У випадку рiдкого кристала маємо двi пiдсистеми, що впливають на
спостережуваний броунiвський рух колоїдних частинок. Це трансляцiй-
ний рух частинки i обертовий рух молекул рiдкого кристала. Причому
цi двi пiдсистеми описуються рiзними динамiчними ступенями вiльно-
стi з рiзними часами релаксацiї. Наявнiсть декiлькох ступенiв вiльностi
приводить до нетривiальної поведiнки колоїдної частинки при броунiв-
ському русi. Виявляється, що броунiвський рух за час спостереження,
який менший за час релаксацiї директора, вiдповiдає супердифузiї (при
t < τsup), а за час, бiльший за час релаксацiї директора, — субдифузiї
(при τsup < t < τsub ), яка за великих часових значень (при t > τsub)
переходить у звичайну дифузiю (рис. 3.8).

Показано, що, якщо представити середньоквадратичне вiдхилення
броунiвської частинки як 〈r2〉 ∝ τα, то при t < τsup для руху вздовж
директора α|| = 1.32 ± 0.01, а перпендикулярно — α⊥ = 1.20 ± 0.01. За
час τsup < t < τsub було знайдено, що α|| = 0.35± 0.01 i α⊥ = 0.30± 0.01.
За бiльший промiжок часу дифузiя стає нормальною з α = 1, але з
рiзними коефiцiєнтами дифузiї вздовж директора i перпендикулярно
до напрямку директора (рис. 3.9—3.11).
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Рис. 3.9. Часова залежнiсть автокореляцiйної функцiї швидкостi для броунiвcької
частинки з гiперболiчним дефектом: а — Cv||(τ) = 〈vx(0)vx(τ)〉 уздовж директора;
б — Cv⊥(τ) = 〈vy(0)vy(τ)〉 перпендикулярно до директора; в — в iзотропнiй фазi
нематика

Таку картину легко зрозумiти, якщо врахувати, що за час, менший
за час релаксацiї директора, деформацiйна шуба не встигає пiдлаштува-
тися пiд рiвноважний розподiл директора, i частинка отримує додатковi
iмпульси за рахунок неоднорiдностi розподiлу директора (рис.3.12). За
час, бiльший за час релаксацiї директора, деформацiйна шуба встигає
пiдлаштуватися пiд трансляцiйний рух, але з деяким запiзненням у часi
порiвняно з часом релаксацiї. На великих часових промiжках частинка
рухається разом з деформацiйною шубою [54].

Крiм того, слiд звернути увагу на ще один iстотний момент, який
потрiбно враховувати пiд час дослiдження динамiки колоїдних части-
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Рис. 3.10. Часова залежнiсть функцiї розподiлу частинок у напрямку директора:
τ = 1 c — супердифузiя; τ = 10 c — субдифузiя; τ = 40 c — звичайна дифузiя

Рис. 3.11. Залежнiсть часiв релаксацiї τsup (а) i τmin
sub (б ) вiд дiаметра броунiвської

частинки

нок. Кожна частинка, яка знаходиться в рiдкому кристалi, вдягається
в деформацiйну шубу з розмiром порядку кореляцiйної довжини. При
русi частинки разом з нею буде рухатися i її шуба, що призводить до
збiльшення iнертної маси. Ефективна маса при цьому анiзотропна i за-
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Рис. 3.12. Схематичне зображення виникнення додаткових сил, що дiють на ча-
стинку пiд час її руху в нематичному рiдкому кристалi

дається формулами [101]:

mper
eff = m + I

∫
dr

{(
∂n
∂x

)2

+

(
∂n
∂y

)2
}

, (3.44)

mpar
eff = m + I

∫
dr

(
∂n
∂z

)2

, (3.45)

де I — густина моменту iнерцiї рiдкого кристала; iндекси per та par озна-
чають напрямок руху частинки перпендикулярно i паралельно дире-
ктору. Враховуючи знайдений аналiтично розподiл директора у разi
слабкого зчеплення, отримуємо ефективну масу:

meff = m +
4I

3
(
W

4K
)2R3, (3.46)

яка може бути на порядок бiльшою, нiж маса внесеної частинки [101].
Таким чином, при вивченнi динамiки колоїдних частинок у рiдкому
кристалi слiд враховувати як змiну iнерцiйних характеристик, так i ди-
сипацiю в системi за рахунок наявностi безпосереднього впливу рiзних
ступенiв вiльностi, притаманних такому середовищу.



Роздiл 4

Типи взаємодiї колоїдних
частинок у конденсованих
середовищах

У цьому роздiлi зосередимо увагу на особливостях поведiнки сукупностi
колоїдних частинок. Зокрема, розглянемо можливi типи взаємодiй та
умови формування колоїдних структур у нематичних рiдких кристалах.

4.1 Вандерваальсiвська взаємодiя
макроскопiчних частинок

У системi частинок, розмiри яких значно бiльшi за розмiри окремих ато-
мiв або молекул, оскiльки вони самi складаються з великої їх кiлькостi,
також може виникати конденсована фаза з формуванням структур, а
по сутi конденсованих середовищ у системi макроскопiчних частинок.
Для такої системи макроскопiчних частинок також виконуються зако-
ни термодинамiки, i сама система вибирає вигiдний стан, що вiдповiдає
мiнiмуму вiльної енергiї. В таких системах конденсований стан формує-
ться лише за рахунок рiзного роду взаємодiї мiж окремими частинками,
а у бiльшостi випадкiв сама взаємодiя має також колективний характер.

Розглянемо систему макроскопiчних частинок, кожна з яких скла-
дається з великої кiлькостi атомiв або молекул. Як показано вище, мiж
усiма атомами i молекулами дiє вандерваальсiвська сила притягання,
яка обернено пропорцiйна шостому степеню вiдстанi мiж ними. Оче-
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видно, якщо рiвнодiйна таких взаємодiй мiж молекулами, що складають
кожну з частинок, є ненульовою, то навiть мiж електронейтральними
макроскопiчними частинками iснуватиме деяка взаємодiя [78]:

UV dW (r) = −
∫

dVi

∫
dVj

ρiρjC12

|ri − rj|6 . (4.1)

Тут ri−rj — вiдстань мiж елементами об’єму dVi i dVj окремих частинок,
центри мас яких знаходяться в точках ri та rj. Стала C12 визначається
лише характеристиками окремих молекул, але не геометричною фор-
мою частинок. Геометричнi фактори мiстяться в iнтегруваннi за об’є-
мом i тiльки таким чином впливають на взаємодiю. Можна ввести сталу
A12 = π2ρiρjC12, яка називається сталою Гамакера i є фундаментальною
характеристикою взаємодiї мiж двома довiльними макроскопiчними ча-
стинками. Для бiльшостi речовин A12 ∼ 4× 10−19 Дж.

Тепер взаємодiю мiж макроскопiчними частинками можемо пред-
ставити як

UV dW (r) = −A12

π2

∫ ∫
dVidVj

|ri − rj|6 . (4.2)

Залишається лише проiнтегрувати за об’ємами частинок та отримати
залежнiсть енергiї вандерваальсiвської взаємодiї вiд вiдстанi та форми
частинок в явному виглядi. Наприклад, для двох пластинок товщини
L з молекулярною густиною ρ зазначена енергiя взаємодiї на одиницю
поверхнi має вигляд

UV dW (d) = −πCL2ρ2

2d
, (4.3)

де стала Гамакера A12 = π2Cρ2. У випадку L ¿ d отримуємо

UV dW (d) = − A12

2πd2
. (4.4)

У загальному випадку мiж колоїдними частинками довiльної фор-
ми завжди iснує притягання за рахунок флуктуацiй електромагнiтного
поля, вiдоме як притягання Ван дер Ваальса [3]. Для двох сфер одна-
кового радiуса R вiдповiдний потенцiал має вигляд

UV dW (r) = −A12

6

{
2R2

r2 − 4R2
+

2R2

r2
+ ln

r2 − 4R2

r2

}
. (4.5)
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Для двох паралельних цилiндричних частинок довжиною L та радiуса
a отримуємо

UV dW (r) = −A12L
2a4

r6

{
1− L2

2r
+ ...

}
, (4.6)

UV dW (r) = −A12a

6h

{
1− 3h

2a
+ ...

}
, (4.7)

де h = r − 2a i L À a À h. Для цилiндричних частинок, що перетина-
ються, результати визначення взаємодiї мiж ними наведено в працi [3]. В
усiх зазначених вище випадках величина вандерваальсiвської взаємодiї
є порядку теплової енергiї [3]. Така взаємодiя обумовлена флуктуацi-
ями дипольного моменту на окремих макроскопiчних частинках i має
електромагнiтне походження.

4.2 Взаємодiя за рахунок просторового
розподiлу заряду

Варто також виокремити ще один тип взаємодiї електромагнiтного по-
ходження — мiж макроскопiчними частинками, якi знаходяться в чу-
жорiдному середовищi. Системи таких частинок, що знаходяться в рi-
динах, утворюють колоїдний розчин або емульсiї. У першому випадку
це система великих частинок (мiкрометрових розмiрiв), не розчинна в
рiдинi, в яку вони вносяться. Емульсiями називають розчин крапель
однiєї рiдини в iншiй. Якщо не зважати на можливу змiну форми кра-
пель рiдини, то теоретичний опис обох зазначених систем є повнiстю
еквiвалентним. Через рiзницю дiелектричних сталих частинок i сере-
довища, рiзнi потенцiали виходу носiїв заряду та за рахунок адгезiї в
середовищi може виникати перерозподiл зарядiв (iонiв i електронiв), хо-
ча саме воно залишається в цiлому електронейтральним. Вiльнi заряди
можуть «сiдати» на поверхнi частинок i змiнювати їхнi властивостi. За-
галом, зарядженi колоїднi частинки взаємодiють не лише одна з одною,
а й з iонами, що їх оточують. Попри те, що колоїднi частинки набага-
то бiльшi за розмiром, нiж самi iони, та можуть акумулювати бiльший
заряд, у першому наближеннi можна розглядати дисперсiю колоїдних
частинок у рiдинi як звичайний електролiт [79]. Навiть у таких зви-
чайних середовищах виникає питання про природу взаємодiї мiж вклю-
ченнями за рахунок факторiв, якi визначають саме середовище. Перш
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за все навiть у нейтральному середовищi може iснувати неоднорiдний
розподiл заряду, тим паче, якщо в таке середовище вносяться частинки
або краплi iншої речовини з iншими дiелектричними властивостями. З
рiзних потенцiалiв виходу носiїв заряду та можливого зрощування ко-
жна колоїдна частинка може притягнути до себе заряди одного знака.
Тодi заряди iншого знака будуть розчиненi в середовищi, не порушую-
чи його нейтральнiсть. Таким чином, за рахунок перерозподiлу зарядiв
виникає електрична статична взаємодiя [79].

Для того щоб визначити величину взаємодiї мiж частинками через
перерозподiл зарядiв на них, необхiдно розглянути поведiнку електри-
чного потенцiалу в такiй системi. Останнiй, як вiдомо, за концентрацiї
ni(r) iонiв типу i з зарядом zie в точцi r описується рiвнянням Пуассона:

∇2Φ(r) = −4π

ε

N∑
i

zieni(r). (4.8)

Концентрацiя iонiв, у свою чергу, сама залежить вiд локального значе-
ння електричного потенцiалу. Тому в лiнiйному наближеннi середнього
поля вона може бути задана як

ni(r) = n0
i exp

[
−zieΦ(r)

kT

]
. (4.9)

У загальному випадку при такому розподiлi зарядiв рiвняння для по-
тенцiалу розв’язати неможливо. Однак, якщо обмежитися електроста-
тичними енергiями iонiв, меншими за теплову енергiю (тобто припу-
стити, що поверхневi потенцiали малi), то спiввiдношення (4.9) можна
лiнеаризувати:

∇2Φ(r) = κ2Φ, (4.10)

де κ2 = 4πe2

εkT

∑N
i zien

0
i — квадрат оберненої довжини екранування. Таке

наближення має назву DLVO за першими лiтерами прiзвищ його авто-
рiв: Derjaguin, Landau, Verwey, Overbeek.

У такому наближеннi енергiя взаємодiї двох сферичних частинок
радiуса R iз зарядом Ze, що знаходяться на вiдстанi r одна вiд одної,
набуває вигляду

Uel(r) =
Z2e2

ε

(
exp (Rκ)

1 + κR

)
exp (−κr)

r
. (4.11)
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У разi сильних електролiтiв, коли концентрацiя n0 = n+(∞) = n−(∞)
дорiвнює концентрацiї введених у розчин рiзнойменних iонiв, потрiбно
розв’язати бiльш складне рiвняння:

∇2ϕ =
2en0

ε0ε
sinh

eϕ

kT
. (4.12)

Якщо знову ϕ < kT
e
, то в лiнiйному наближеннi можна отримати рiвня-

ння, аналогiчне (4.10), а саме:

∇2ϕ = κ2ϕ, (4.13)

де κ — обернена довжина Дебая:

κ = λ−D =

(
2e2n0

ε0εkT

)
. (4.14)

Типове значення довжини Дебая в сильних електролiтах становить по-
рядку 1 нм.

Для електролiту також можна записати вiльну енергiю i зазначеним
ранiше чином отримати взаємодiю мiж двома включеннями за рахунок
перерозподiлу заряду. Вiльну енергiю подвiйного електричного шару
навколо колоїдного включення на одиницю поверхнi записують так:

Fel(r) =

∫ σ

0

dσ
′
ϕs(σ

′
), (4.15)

де dσ
′
ϕs(σ

′
) визначає роботу, яку потрiбно виконати, щоб перенести

заряд dσ
′ з нульового потенцiалу до потенцiалу на поверхнi ϕs(σ

′
). Зви-

чайно, що Fel залежить вiд кута на поверхнi, але при цьому потрiбно
враховувати рiзницю коефiцiєнта адгезiї вiдповiдних зарядiв, чого ро-
бити не будемо. Електростатична енергiя системи має вигляд

Fb =
1

2
ε0ε

∫
E2dV =

1

2
ε0ε

∫
(∇ϕ)2 dV. (4.16)

Крiм цього, необхiдно врахувати ентропiю можливих конфiгурацiй, по-
в’язану з довiльним розподiлом зарядiв в електролiтi:

Fentropy = kT

∫ {∑
j

nj ln
nj

n0

−
∑

j

nj + 2n0

}
dV. (4.17)
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Тепер, якщо розглянути двi зарядженi поверхнi, то за рахунок електро-
лiту мiж ними буде iснувати сила електричної та осмотичної природи.
Зафiксуємо одну поверхню, тодi додатковий тиск, який буде дiяти на
неї зi сторони iншої пластинки, розташованої на вiдстанi d, можна ви-
значити як

pd = −∂(Fb + Fentropy)

∂d
. (4.18)

У цьому визначеннi загальний тиск складається з двох частин: пер-
ша частина описує звичайний осмотичний тиск, а друга визначається
розподiлом зарядiв в електролiтi. Останню можна знайти з тензора на-
пружень Максвелла:

σM
ij = ε0ε

(
Ei(r)Ej(r)− 1

2
E2(r)δij

)
− p(r)δij. (4.19)

Зафiксуємо двi пластинки на вiдстанi d i розв’яжемо рiвняння для ви-
значення потенцiалу. У сильному електролiтi вiдповiдне рiвняння в одно-
вимiрному випадку має перший iнтеграл:

dϕ

dx
= −

(
8n0kT

ε0ε

)
sinh

eϕ

2kT
, (4.20)

а отже, i точний розв’язок:

tanh
eϕ

4kT
= tanh

eϕi

4kT
exp(−κx), (4.21)

де ϕi — потенцiал на пластинцi. З граничних умов, накладених на гра-
дiєнт потенцiалу, знаходимо поверхневий заряд на пластинцi:

σ = 2 (2ε0εkTn0)
1
2 sinh

eϕ

2kT
. (4.22)

Повний локальний заряд має вигляд [79]

e (n+ − n−) = −ε0ε
d2ϕ

dx2
. (4.23)

Сума зарядiв n = n+ + n− описується рiвнянням

dn(x)

dx
=

ε0ε

2kT

d

dx

(
dϕ

dx

)2

, (4.24)
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яке дає точний розв’язок для концентрацiї зарядiв на поверхнi пластин-
ки:

ns = n +
σ2

2ε0εkT
. (4.25)

Для випадку eϕ
4kT

À 1 потенцiал набуває вигляду

eϕ

2kT
' ln

(
1 + exp(−κx)

1− exp(−κx)

)
, (4.26)

i для κx > 1
eϕ

kT
= 4 ln

( eϕs

4kT

)
exp(−κx) (4.27)

спадає дуже швидко зi збiльшенням вiдстанi вiд поверхнi. При цьому
поверхневий потенцiал ϕs,eff не залежить вiд зарядiв: eϕs,eff

4kT
= 1.

Тиск мiж двома пластинами, що знаходяться на вiдстанi d, можна
обчислити i в наближеннi перекриття подвiйних шарiв:

pd =
κ2

8π

2ϕ1ϕ2 cosh(κd)− ϕ2
1 − ϕ2

2

sinh2(κd)
. (4.28)

Якщо потенцiали на рiзних пластинках рiзнi, то на великих вiдстанях
маємо вiдштовхування, а на вiдстанях κd < 1 — притягання:

pd = −(ϕ1 − ϕ2)
2

8πd2
. (4.29)

Якщо ж поверхневi потенцiали однаковi, то тиск мiж двома пластинка-
ми

pd =
ϕ2

sκ
2

4π

cosh κd− 1

sinh2 κd
(4.30)

нiде не набуває вiд’ємного значення. Рiзнi значення поверхневого потен-
цiалу можна одержати, якщо припустити, що вони виникають за раху-
нок флуктуацiй [79]. Лише тодi, коли в системi стабiлiзувалася флукту-
ацiя поверхневого потенцiалу, можливою є поява притягання на малих
вiдстанях за рахунок флуктуацiй у розподiлi зарядiв.

4.3 Взаємодiя за рахунок флуктуацiй
У 1948 роцi Казимiр передбачив iснування унiверсальної притягальної
взаємодiї мiж двома незарядженими паралельними пластинами за ра-
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хунок вакуумних флуктуацiй електромагнiтного поля. Цiкаво, що на-
справдi сила Казимiра має бiльш загальний характер i виникає в ре-
зультатi флуктуацiй будь-якого пружного середовища. Зокрема, в пра-
цi [50] обчислено iндуковану флуктуацiями пружного скалярного поля
ϕ(r), енергiя якого пропорцiйна (∇ϕ)2, силу Казимiра мiж двома не-
скiнченними смужками шириною l, що знаходяться на вiдстанi h одна
вiд одної. Виявляється, що така сила має унiверсальний характер i не
залежить вiд характеристик самого поля, а визначається лише розмiр-
нiстю простору d:

fCas = −Ad
kT

h

(
l

h

)d−1

, (4.31)

де коефiцiєнт Ad = (4π)−d(d − 1)Γ(d
2
)ζ(d), Γ(d

2
) — гамма-функцiя, ζ(d)

— функцiя Рiмана.
Очевидно, що за рахунок флуктуацiй пружного поля рiдкокристалi-

чного директора мiж двома пластинками теж може i повинна виникати
подiбна взаємодiя [51]. Справдi, розглянемо рiдкий кристал мiж дво-
ма пластинками, що знаходяться в площинах z = 0 та z = h, де h —
вiдстань мiж пластинками. Вiльну енергiю довiльних деформацiй нема-
тичного рiдкого кристала можна записати у виглядi

Fd =
1

2

∫
dxdy

∫ h

0

dz
{
K11(divn)2 + K22(q + nrotn)2 + K33(n× rotn)2

}
,

(4.32)
де окремо видiлено iнтегрування вздовж нормалi до пластин. Крiм об’єм-
ної енергiї необхiдно також врахувати, що деформацiї зникають на ко-
жнiй з пластин.

У [51] знайдено додатковий внесок у вiльну енергiю, породжений
флуктуацiями директора мiж пластинами:

δFN = −kT

h2

ζ(3)

16π

(
K33

K11

+
K33

K22

)
. (4.33)

Даний вираз є аналогом енергiї Казимiра в нематичному рiдкому кри-
сталi. Подивимося, якою буде взаємодiя мiж пластинками, що обмежу-
ють смектичний рiдкий кристал. Пружну вiльну енергiю деформацiй
смектика можна записати у виглядi

FS =
1

2

∫
dxdy

∫ h

0

{
B

(
∂u

∂z

)2

+ K11

(∇2u
)2

}
. (4.34)



111

Виконавши попередню процедуру, автори [51] знайшли додатковий
член, який можна iнтерпретувати як енергiю взаємодiї мiж пластин-
ками:

δFS = −kT

h

ζ(2)

16π

(
B

K11

) 1
2

. (4.35)

Ця взаємодiя спадає зi збiльшенням вiдстанi повiльнiше, нiж вандер-
ваальсiвська, i домiнує, коли вiдстань мiж пластинками значно переви-
щує λ =

(
K11

B

) 1
2 , яка для типових смектикiв має порядок молекулярної

довжини. Енергiя взаємодiї при цьому досягає кiлькох kT i потенцiйно
може бути вимiряна експериментально.

4.4 Капiлярнi взаємодiї

Основний стан довiльного неперервного середовища можна описати в
термiнах деякого пружного поля. Пiд дiєю зовнiшнiх збудникiв вiдпо-
вiдне пружне поле деформується. Якщо в ролi збудника виступають
включення iнших фаз, то величина i характер деформацiй залежати-
муть вiд фiзичних та геометричних характеристик цих включень (ко-
лоїдних частинок). Змiна вiльної енергiї деформованого середовища по-
рiвняно з його основним (недеформованим) станом може трактуватися
як ефективна взаємодiя мiж внесеними в нього колоїдними частинками.

Розглянемо, якi можливi деформацiї пружного поля можуть iнду-
кувати взаємодiю мiж додатковими до середовища включеннями. Роз-
глянемо цей тип взаємодiї детальнiше на прикладi скалярного пружно-
го поля ϕ. Нехай в основному станi поле однорiдне в усьому просторi,
ϕ 6= ϕ(r), або, iнакше кажучи, термодинамiчне середнє всiх флуктуа-
цiй поля дорiвнює нулю. За наявностi деякого чужорiдного включення,
що може взаємодiяти з полем ϕ, однорiднiсть останнього порушується,
ϕ = ϕ(r). Можливi просторовi неоднорiдностi середовища знаходять
своє вiдображення у функцiоналi вiльної енергiї:

F =
1

2

∫ {
(∇ϕ(r))2 + 2

∑
i

fiϕ(ri)

}
dr. (4.36)

Перший доданок у (4.36) описує можливi деформацiї пружного поля
ϕ, а другий — локальну взаємодiю i-го включення з середовищем. Для
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визначення енергiї взаємодiї спочатку потрiбно знайти змiну деформа-
цiї пружного поля, що iндукує присутнiсть одного включення. Знайде-
мо змiну енергiї системи, привнесену колоїдною частинкою. Зробити це
можна як у реальному просторi, так i в фур’є-представленнi. Скориста-
ємося другим методом i запишемо

ϕ(k) =
1

(2π)3

∫
drϕ(r) exp [−ikr] . (4.37)

Вiльна енергiя при цьому набуває вигляду

F =
1

8π

1

(2π)3

∫
dk

{
k2ϕ2(k) + 2

∑
i

fiϕ(k) exp [ikri]

}
. (4.38)

Цей функцiонал мiнiмiзується полем ϕ(k), яке задовольняє рiвняння

k2ϕ(k) = −4π
∑

i

fi exp(−ikri). (4.39)

Аналогом (4.39) у реальному просторi є рiвняння Пуассона:

∆ϕ = −4π
∑

i

fi. (4.40)

Якщо пiдставити розв’язок рiвняння (4.39)

ϕ(k) = −4π
∑

i

fi
exp(−ikri)

k2
(4.41)

у вiльну енергiю (4.36), то можна легко прийти до висновку, що ефе-
ктивна взаємодiя мiж колоїдними частинками через iндукованi ними ж
деформацiї пружного середовища має вигляд

Uij =
4π

2

1

(2π)3

∑
i,j

fifj

∫
dk

exp [−ik(ri − rj)]

k2
. (4.42)

Пiсля iнтегрування за k отримуємо той самий вираз у реальному про-
сторi:

Uij =
∑
i,j

fifj

|ri − rj| . (4.43)
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Прикладом такого середовища є поверхня рiдини з поверхневим натя-
гом σ. Колоїднi частинки своєю вагою деформують поверхню, i перекрит-
тя деформацiй, створених рiзними частинками, приводить до появи так
званої капiлярної взаємодiї [80]. Оскiльки така система є двовимiрною,
вираз (4.43) має дещо iнший вигляд:

Uij =
∑
i,j

fifj

2πσ
K0(λr), (4.44)

де K0(λr) — модифiкована функцiя Бесселя. Величини fi та fj визна-
чаються геометрiєю частинок. Наприклад, для сфер

Ucap(r) = −2πσQ2K0(λr), (4.45)

де Q = R0 sin ψ, R0 — радiус контактної лiнiї, а ψ — кут створеного ме-
нiска. Цей вираз справедливий для частинок, що плавають по поверхнi
рiдини. Коли розмiри частинок перевищують рiвень рiдини, в якiй вони
знаходяться (так званi зануренi частинки), то капiлярна взаємодiя мiж
ними Ucap = σR2K0(λr) може бути на порядки сильнiшою за взаємодiю
плаваючих частинок [81].

Для рiдкого кристала за рахунок анiзотропних властивостей акту-
альною може бути взаємодiя частинок не сферичного профiлю. На вiд-
мiну вiд сферичних кульок, частинки, якi мають анiзотропну форму,
iндукують капiлярну взаємодiю, вiдмiнну вiд описаної вище. Щоб оцi-
нити її силу та масштаб, необхiдно враховувати форму викривлення
поверхнi рiдини. Якщо деформувати поверхню води, то її викривлення
затухають за експоненцiйним законом з характерною довжиною q−1 у
напрямку, перпендикулярному до джерела деформацiй. У наближеннi
qr ¿ 1, де r — вiдстань вiд центра спотворення, профiль викривлення
спадає з вiдстанню як A ln(qr), де стала A є амплiтудою викривлення.
Цей результат отриманий за умови, що скiнченна сила не може бути
прикладена до нескiнченно малої поверхнi. Оскiльки рiвняння Ейлера—
Лагранжа для пружного поля набуває вигляду рiвняння Пуассона, його
загальний розв’язок можна представити у виглядi мультипольного роз-
винення. Тобто на далеких порiвняно з розмiром частинок вiдстаннях
спотворення поверхнi є сумою внескiв монопольного, дипольного та ви-
щих членiв. Щоб створити деформацiю з монопольною компонентою
до частинки, треба прикласти силу, перпендикулярну до межi роздiлу
(наприклад, силу тяжiння). Прикладений до частинки момент сил у
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площинi, паралельнiй межi роздiлу, створює викривлення поверхнi ди-
польної природи. На вiдмiну вiд монопольного та дипольного викрив-
лень квадрупольнi (та вище) деформацiї не вимагають зовнiшньої сили
або моменту сил, прикладених до частинки. Фактично, для квадруполь-
ної та вищих компонент, що в основному мають як мiнiмум два джерела
спотворення, викривлення поверхнi збалансовано вздовж самої частин-
ки. Одним iз прикладiв можуть бути деформацiї, породженi частинкою,
кiнцi якої мають рiзну спорiдненiсть до води — один гiдрофобний, а
iнший гiдрофiльний. Гiдрофiльна частина притягає воду, тому спотво-
рення поверхнi буде направлено вгору вiдносно рiвноважного рiвня. I
навпаки, гiдрофобний кiнець вiдштовхує воду, тому вiдповiдна дефор-
мацiя пов’язана iз зниженням рiвноважного рiвня води. Результуюча
взаємодiя мiж частинками матиме вигляд притягання мiж однаковими
кiнцями та вiдштовхування мiж рiзними. Величина цiєї взаємодiї теж
може бути доволi значною. Розрахунки, якi виконано для дискiв з ра-
дiусом 2.5 мкм та максимальним викривленням поверхнi води порядку
0.3 мкм, дають енергiю викривлення поверхнi Es = 5÷10kT , що значно
перевищує енергiю 1.2kT , iндуковану гравiтацiєю. Звiдси випливає, що
капiлярна взаємодiя може зумовити появу структур на поверхнi рiдини.

Розглянемо, як приклад, взаємодiю двох зiгнутих дискiв [82, 83]. У
разi наближення один до одного їхня взаємодiя має бути такою, щоб мi-
нiмiзувати площу викривленої рiдини i тим самим мiнiмiзувати енергiю
системи. Якщо в точцi контакту висота пiдняття (або опускання) рiди-
ни однакова для обох дискiв, то викривлення поверхнi рiдини ефектив-
но зменшується. Якщо ж висота спотворення поверхнi рiдини в точцi
контакту рiзна, то в результатi зближення частинок площа викривле-
ної поверхнi, навпаки, збiльшується. Зрозумiло, що така конфiгурацiя
є енергетично невигiдною. Таким чином, агрегацiя дискiв за рахунок
капiлярної взаємодiї високого порядку, як то квадрупольна i вище, має
явно виражений селективний характер. Диски зближуються лише у то-
му напрямку, для якого висота пiдняття менiска однакова, а отже, в
результатi структура, утворена з таких дискiв, буде строго визначена
для кожної конкретної системи.

Iнколи пружне середовище може бути нелiнiйним. У найпростiшому
випадку його вiльну енергiю записують так:

F =
1

2

∫ {
(∇ϕ(r))2 + W (ϕ(r)) + 2

∑
i

fiϕ(ri)

}
dr, (4.46)
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де нелiнiйний потенцiал W (ϕ(r)) описує можливу самодiю в системi.
Зазвичай структура потенцiалу W має вигляд

W (ϕ(r)) =
1

2
aϕ2(r) +

1

4
bϕ4(r), (4.47)

де a та b — дiйснi сталi, стала a може змiнювати знак. Тодi мiнiмум
вiльної енергiї реалiзується на рiвняннi

∆ϕ(r)− dW (ϕ(r))

dϕ(r)
= −4π

∑
i

fi. (4.48)

Якщо розв’язок цього рiвняння без правої частини (фактично вiдпо-
вiдна функцiя Грiна G(ri, rj)) вiдомий, то за описаною ранiше схемою
енергiя взаємодiї описується простою формулою:

Uij =
∑
i,j

fifjG(ri, rj). (4.49)

Звичайно, визначення явного вигляду джерел деформацiй fi i fj та фун-
кцiї Грiна залишається проблемою. Але принципова схема знаходження
капiлярної взаємодiї є такою самою, як i в лiнiйному середовищi.

4.5 Взаємодiя за рахунок скалярного
параметра порядку

Рiдкий кристал може знаходитися в рiзних фазах: кристалiчнiй, власне
рiдкокристалiчнiй та iзотропнiй. Кристалiчна фаза наразi не є об’єктом
нашого дослiдження, оскiльки змiна впорядкування, спричинена коло-
їдними частинками, хоча i є в нiй значною, але локалiзується на дуже
малих вiдстанях. Тому далi зосередимося на iзотропнiй i рiдкокристалi-
чнiй фазах. В iзотропнiй фазi ще немає глобального видiленого напрям-
ку орiєнтацiї молекул, але локально таке впорядкування виникає спон-
танно. Воно характеризується скалярним параметром порядку S. На-
гадаємо, що скалярний параметр порядку визначає вiдносну кiлькiсть
молекул, якi орiєнтованi в певному напрямку. Кiлькiсть таких молекул,
зазвичай, залежить вiд температури i при переходi в рiдкокристалiчну
фазу S зростає, що вiдповiдає орiєнтацiйному впорядкуванню всього
зразка.
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Рис. 4.1. Змiна параметра порядку навколо сферичних колоїдних частинок в iзо-
тропнiй фазi рiдкого кристала

Кожна частинка, внесена в iзотропну матрицю, змiнює скалярний
параметр порядку навколо себе, утворюючи сольватну зону. Якщо такi
зони перекриваються, то мiж частинками виникає ефективна взаємо-
дiя через змiну скалярного параметра порядку (рис. 4.1). Уперше така
взаємодiя була розглянута в працях [82, 83, 121]. Її радiус визначається
кореляцiйною довжиною — вiдстанню, на якiй «вiдчувається» змiна па-
раметра порядку — i залежить вiд температури, оскiльки вiд температу-
ри залежить пружнiсть середовища та зчеплення молекул з поверхнею
включення. Така взаємодiя може виникати не лише мiж колоїдними
частинками, а й мiж зонами нематика, що флуктуативно виникають в
iзотропнiй фазi [128].

У разi малих змiн параметра порядку можна використати представ-
лення густини вiльної енергiї у формi Ландау—де Жена в одноконстан-
тному наближеннi:

fb =
1

2
aQij(R)Qij(R) +

1

2
LQij,k(R)Qij,k(R), (4.50)

де кома означає похiдну, i за iндексами, що повторюються, проводиться
пiдсумовування; a = a0(T − T ∗) > 0, L > 0 визначає цiну деформацiй
iзотропної фази. Крiм об’ємної маємо i поверхневу енергiю:

fs =
1

2
W (Qij(Rs)−Q0

ij)(Qij(Rs)−Q0
ij), (4.51)

де W — зчеплення. Тензорний параметр порядку всерединi рiдкого кри-
стала i на поверхнi включення пов’язаний зi скалярним параметром
спiввiдношеннями

Qij(R) = S(R){ninj − 1

3
δij}, Q0

ij = S0{νiνj − 1

3
δij}, (4.52)
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де n — директор, а ν — нормаль до поверхнi включення, S(R), i S0 —
скалярний параметр порядку всерединi i на поверхнi. Тепер можемо ви-
значити енергiю взаємодiї мiж двома включеннями, що знаходяться в
iзотропнiй фазi, за малих та великих концентрацiй. Поверхня кожної
частинки iндукує параметр порядку, який спадає до нуля на кореляцiй-
нiй довжинi ξ2 = L

ϕ
, де ϕ = a — нормалiзоване зчеплення. Коли зони

змiни параметра порядку перекриваються, виникає взаємодiя, що має
характер притягання. Справдi, вiльну енергiю в одиницях Lξ/2 можна
записати так:

F [Qij(r)] =

∫
d3r{Q2

ij + (∇kQij)
2}+ w

∫
d2r(Qij −Q0

ij)
2. (4.53)

Її мiнiмум реалiзується на рiвняннi

∇2Qij = Qij (4.54)

з крайовими умовами:

ν∇Qij + w(Qij −Q0
ij) = 0, (4.55)

де ν — нормаль, визначена в центрi частинки. З крайових умов i си-
метрiї задачi випливає, що достатньо розглянути iзотропний випадок
S = S(r) та n = er, де r — вiдстань вiд центра частинки, а er — ра-
дiальний орт сферичної системи координат. У цьому випадку вiльна
енергiя (4.53) зводиться до виразу

F

2π
=

∫
{(1 +

6

r2
)S2 + (

∂S

∂r
)2}r2dr + wr2[S(r)− S0]

2. (4.56)

Рiвняння для параметра порядку S(r) усерединi рiдкого кристала має
вигляд

∂2S

∂r2
+

2

r

∂S

∂r
− (1 +

6

r2
)S = 0 (4.57)

з крайовими умовами:

∂S

∂r

∣∣∣∣
r=r0

− w[S(r)− S0] = 0. (4.58)

У компактнiй формi його розв’язок можна представити як

S(r) = S0A
−1 exp [−(r − r0)]

r

(
1 +

3

r
+

3

r2

)
, (4.59)
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де фактор визначається з граничних умов:

A =
1

w

(
1 + w

r
+

4 + 3w

r2
+

9 + 3w

r3
+

9

r4

)
. (4.60)

Для визначення енергiї взаємодiї пiдставимо отриманий розподiл пара-
метра порядку у вiльну енергiю i отримаємо

F 1
int = −2

∫
d3r{(Q(1)

ij )2+(∇kQ
(1)
ij )2}, (4.61)

де Q
(1)
ij — тензорний параметр порядку, створений одним включенням

i визначений через скалярний параметр порядку. Використавши рiвня-
ння для параметра порядку, об’ємний iнтеграл вiд квадрата градiєн-
та можна перетворити на iнтеграл по поверхнi вiд виразу Q

(1)
ij ∇2Q

(1)
ij i

отримати енергiю взаємодiї у виглядi

F 1
int = −2

∫

M

d2rQ
(1)
ij ν̃2∇Q

(1)
ij , (4.62)

де ~ν — нормаль до поверхнi частинки. Для профiлю змiни параметра
порядку (4.59) кiнцевий аналiтичний результат для енергiї взаємодiї
знаходимо у виглядi

F 1
int

6π
= −

(
S0

A

)2
exp [−(d−R)]

r

(
1 +

6R

r
+

12R2

r2

)
, (4.63)

де r — вiдстань мiж включеннями. Взаємодiя описується притягаль-
ним потенцiалом типу Юкави з радiусом, який дорiвнює кореляцiйнiй
довжинi [82,83,121,132].

Отриманi вище результати є справедливими у випадку малої концен-
трацiї колоїдних частинок. За великої концентрацiї параметр порядку,
iндукований окремим включенням, узгоджується зi змiною параметра
порядку, продукованою iншими включеннями в точцi, де знаходиться
видiлене [68]. Якщо при цьому Qij змiнюється в просторi повiльно, то
наближено можна вважати, що в точцi rp

s на поверхнi частинки

Qij(r
p
s) =Qij(r

p)+ (ρ∇) Qij(r
p)+

1

2
(ρ∇)2 Qij(r

p), (4.64)

де ρ — вектор з центра частинки в rp. Введемо оператор

Aij=αij + βijk
∂

∂rk

+γijkm
∂

∂rk

∂

∂rm

, (4.65)
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де

αkl = 2

∮
dσ{νk(s)νl(s)− 1

3
δij}, (4.66)

βklm = 2

∮
dσ{νk(s)νl(s)− 1

3
δij}ρm(s) (4.67)

та
γklmn = 2

∮
dσ{νk(s)νl(s)− 1

3
δij}ρm(s)ρn(s) (4.68)

— тензорнi характеристики геометричної форми колоїдної частинки. З
мiнiмуму вiльної енергiї δF/δQij(q) = 0 знаходимо тензорний параметр
порядку, який продукують всi включення в iзотропнiй фазi:

Qij(q) =
∑

p

wAijexp(−iqrp)

1 + q2
. (4.69)

Якщо пiдставимо цей вираз для Qij(q) у вираз (4.53) для вiльної енергiї,
то отримаємо ефективну взаємодiю мiж включеннями, що знаходяться
в точках rp та rp′ у виглядi

Up,p
′ = −aξ3S2

0w
2

4π

∑

p,p′

Ap
ijA

p′
ijexp (−r)

r
, (4.70)

де µ2 = N
V

σ0w — безрозмiрна довжина екранування λ колективного
впливу всiх включень, N

V
= c — концентрацiя включень. У цьому пiдходi

знайдена енергiя взаємодiї для частинок довiльної форми. Нехай для
визначеностi маємо сферичнi частинки з нормальним зчепленням. Тодi

αrr =
8π

3
R2 = α, βrrr =

16π

9
R3, γrrrr =

4π

3
R4, (4.71)

i, вiдповiдно, енергiя взаємодiї

Up,p
′= −aξ3S2

0w
2

4π
α2{1 +

5

9
R2 ∂2

∂r2
+

1

4
R4 ∂4

∂r4
}exp (−r)

r
. (4.72)

Як бачимо, цей вираз не повнiстю вiдтворює результати [82,83] та (4.63).
Якщо розмiр включення бiльший вiд кореляцiйної довжини R > ξ, то
отримуємо

Up,p′= −πW 2R8

Lξ4

exp(−R
ξ
)

R
= −(

WR

L
)(πWR2)

R4

ξ4

exp(− r
ξ
)

r
, (4.73)



120

де (WR
L

) — зчеплення молекул з поверхнею включення, πWR2 — поверх-
нева енергiя зчеплення. Взаємодiя є притягальною i дуже суттєвою на
малих вiдстанях мiж колоїдними включеннями. Iснуванням такої вза-
ємодiї пояснюються сегрегацiя частинок i утворення комiрчаних стру-
ктур в iзотропнiй фазi [72,73].

4.6 Взаємодiя мiж колоїдними частинками
за рахунок деформацiй пружного поля
директора

Вище ми встановили, що колоїдна частинка деформує рiвноважний роз-
подiл директора в рiдкому кристалi. Якщо частинок двi, то створенi
ними деформацiї директора перекриваються. При цьому вiльна енергiя
суми деформацiй може бути бiльшою або меншою, нiж сума енергiй
окремих деформацiй. За рахунок присутностi колоїдних частинок змi-
ну вiльної енергiї можна трактувати як деяку ефективну взаємодiю мiж
ними.

Зона деформацiй директора навколо колоїдного включення зале-
жить вiд його форми та зчеплення. Слiд розрiзняти два випадки: сильне
зчеплення, RW/K > 1, де R — розмiр включення, W — енергiя зчеплен-
ня молекул рiдкого кристала з поверхнею частинки, K — пружна стала
Франка; слабке зчеплення, RW/K < 1. При сильному зчепленнi по-
ведiнка директора в об’ємi рiдкого кристала визначається крайовими
умовами на поверхнях колоїдних частинок. Як зазначено в роздiлi 3,
часто цi умови стають причиною появи топологiчних дефектiв поля
n(r). Зона значних вiдхилень директора вiд основного стану та топо-
логiчних дефектiв навколо частинки залежить вiд типу крайових умов
на нiй. Можливi конфiгурацiї директора навколо окремого сферичного
включення з рiзними типами крайових умов показано на рис. 4.2. Як
наслiдок, характер ефективної взаємодiї мiж частинками з сильним ан-
корiнгом може бути рiзним для частинок однакової форми, але рiзного
типу (нормальнi чи тангенцiальнi) крайових умов. У випадку слабкого
зчеплення поле директора слабо деформоване в усьому об’ємi рiдкого
кристала. Характер взаємодiї за таких умов визначається лише формою
колоїдних частинок.
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Рис. 4.2. Приклади топологiчних дефектiв у нематиках: а — точковий дефект (гi-
перболiчний їжак) дипольної симетрiї; б — лiнiйний дефект (кiльце Сатурна) ква-
друпольної симетрiї; в — пара точкових дефектiв (буджуми) квадрупольної симетрiї

Далi розглянемо методи розв’язання таких задач в iсторичнiй ре-
троспективi. Першою працею, присвяченою взаємодiї мiж частинками
в рiдкому кристалi, була монографiя Лопатнiкова i Намiота «Взаимо-
действие макромолекул, внедренных в жидкий кристалл» [52]. Автори
порахували взаємодiю мiж макромолекулами в нематику i смектику.
Для нематика вони вперше отримали пружну взаємодiю кулонiвсько-
го типу, яка, як буде показано нижче, не реалiзується для звичайних
симетричних частинок, а тiльки для специфiчно-асиметричних.

Наступною була визначена енергiя взаємодiї мiж сферичними ча-
стинками з тангенцiйними крайовими умовами [95].

Сферичнi частинки з тангенцiальними крайовими умовами [95].
Ранiше ми наводили вигляд розподiлу директора навколо сферичної ча-
стинки з тангенцiйними граничними умовами i звертали увагу тiльки на
симетрiю розподiлу директора, яка вiдрiзняється вiд рiвноважної лише
на полюсах, де iснують топологiчнi дефекти — буджуми (див. рис. 4.2).
Для опису ефективної взаємодiї мiж частинками можна скористатися
континуальним наближенням, а самi включення описувати полем кон-
центрацiї c(r). Вiльна енергiя окрiм добре вiдомої частини Франка має
бути доповнена доданками, що пов’язують мiж собою ∇c(r) i ∇n(r) з
урахуванням симетрiї системи та еквiвалентностi n i −n. Оскiльки в
першу чергу нас цiкавлять взаємодiї мiж далеко розташованими ча-
стинками, то у вiльнiй енергiї можемо обмежитися лише довгохвильо-
вими деформацiями. Тобто взяти до уваги тiльки доданки найнижчого
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за градiєнтами порядку. Тодi в одноконстантному наближеннi

Fc =
1

2
K{(divn)2 + (rotn)2}+ A1divn(n·∇c) + A2(n× rotn) · ∇c, (4.74)

де A1, A2 — коефiцiєнти, що характеризують форму включень. Сфери-
чнi частинки не є хiральними, тому твiст-деформацiї у (4.74) не врахо-
вуються. На великих вiдстанях вiд частинок поле директора є близь-
ким до свого рiвноважного стану: n(r) = {nx, ny, 1 +O(n2

x, n
2
y)}. Увiвши

n⊥ = (nx, ny) i ∇⊥ = (∂x, ∂y), можемо записати вiльну енергiю у виглядi

Fc =
1

2
K(∇n⊥)2 + A1(∂zc) · (∇⊥n⊥) + A2(∇⊥c) · (∂zn⊥). (4.75)

Легко помiтити, що iнтегрування частинами доданка з A2 дає змогу
привести його до вигляду члена з A1 i ввести один доданок з A = αKR3,
де R — радiус частинки, а безрозмiрний параметр α ' 1. У представ-
леннi Фур’є

Fc =
1

2
K

∫
d3q

(2π)3
{q2 | n⊥q |2 +2αR3(iq⊥cq)(−iqzn⊥−q)}, (4.76)

де cq =
∫

drc(r) exp [iqr] — фур’є-образ концентрацiї колоїдних части-
нок. З мiнiмуму вiльної енергiї отримуємо розподiл директора, спричи-
нений наявнiстю включень:

n⊥q = −αR3q⊥qz

q2
cq. (4.77)

Пiдставивши цей розподiл директора у вiльну енергiю, визначимо її в
термiнах концентрацiї:

Fc = −1

2
K(αR3)2

∫
d3q

(2π)3

(q⊥qz)
2

q2
cqc−q =

1

2

∫
d3q

(2π)3
V (q)cqc−q. (4.78)

У реальному просторi вираз (4.78) набуває вигляду

Fc =
1

2

∫
d3rc(r)c(r′)V (r− r′), (4.79)

де ефективний потенцiал взаємодiї V (r) у фур’є-представленнi має ви-
гляд

V (q) = −K(αR3)2 (q2 − q2
z)q

2
z

q2
. (4.80)
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У (4.80) перший доданок пропорцiйний q2
z , визначається зсувом коефi-

цiента при (∂zc)
2 i не описує взаємодiю мiж концентрацiями в рiзних

точках. Другий член описує ефективну взаємодiю, потенцiал якої в ре-
альному просторi можна записати як

V (r) = Kα2R6 ∂4

∂z4

1

4πr
. (4.81)

У термiнах вiдстанi мiж частинками r i кута θ мiж директором i радiусом-
вектором вiдстанi отримуємо

V (r) =
1

4π
K(αR3)2 1

r5
(9− 90 cos2 θ + 105 cos4 θ). (4.82)

З виразу (4.82) бачимо, що сферичнi частинки з тангенцiйними грани-
чними умовами взаємодiють за квадрупольним законом.

Нормальнi граничнi умови. Сильне зчеплення [55]. Розгляне-
мо випадок нормальних граничних умов. Як зазначено у роздiлi 4, у
випадку сильного зчеплення навколо сферичного включення виникає
зона деформацiй, яка має дипольну або квадрупольну симетрiю. Хоча
поблизу поверхнi частинки деформацiї є значними, зi зростанням вiд-
станi вони так чи iнакше зменшуються. Тому на достатньо великiй вiд-
станi вiд поверхнi частинки (змiст термiна «достатньо велика вiдстань»
розкриємо пiзнiше) для характеристики поля директора достатньо ли-
ше пружного дипольного pα = peα i квадрупольного cµ

ij = c(eα
i eα

j − 1
3
δij)

моментiв, де eα = n0 — одиничний вектор у напрямку диполя α-ї ча-
стинки. Можна ввести густину дипольних i квадрупольних моментiв
P(r) =

∑
α

pαδ(r − rα), Cij(r) =
∑
α

cα
ijδ(r − rα), де rα — радiус-вектор

частинки α.
Побудуємо функцiонал вiльної енергiї такої системи, включивши в

нього лише такi комбiнацiї Pi, Cij, ni та∇i, якi є iнварiантними вiдносно
поворотiв навколо n0 i замiни n на −n. Деталi цього процесу розкритi
у [55], тому перейдемо до пiдсумкового результату:

F = K

∫
d3r[

(∇ · nµ)2

2
− 4πPz∂nµ + 4π(∂zCzz)∂µnµ]. (4.83)

Звiдси
∇2nµ = 4π[Pz(r)− ∂zCzz(r)] (4.84)
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i
nµ = −

∫
d3r

1

| r− r′ |∂
′
µ[Pz(r′)− ∂zCzz(r′)]. (4.85)

Пiдставивши цей розподiл у формулу для вiльної енергiї (4.83), отрима-
ємо її вираз у термiнах густини дипольних i квадрупольних моментiв:

F

4πK
=

1

2

∫
d3rd3r′ {Pz(r)Vpp(r− r′)Pz(r′)+

+Czz(r)Vcc(r− r′)Czz(r′) + Vpc[Czz(r)Pz(r′)− Pz(r)Czz(r′)]} . (4.86)

Парнi потенцiали окремих типiв взаємодiй матимуть вигляд

Vpp = ∂µ∂µ
1

r
=

1

r3
(1− 3 cos2 θ),

Vcc = −∂2
z∂µ∂µ

1

r
=

1

r5
(9− 90 cos2 θ + 105 cos4 θ),

Vpc = ∂z∂µ∂µ
1

r
=

cos θ

r4
(15 cos2 θ − 9),

(4.87)

де θ — кут мiж радiусом-вектором вiдстанi мiж включеннями r та основ-
ним станом директора n0.

Таким чином, загальний вираз для енергiї ефективної взаємодiї мiж
двома колоїдними частинками c i c′, розташованими в точках r i r′ з
дипольним та квадрупольним моментами pz, p′z, можна записати як

U(r) = 4πK{pzp
′
zVpp +

4

9
cc′Vcc +

2

3
(cp′z − c′pz)Vpc}. (4.88)

З мiркувань розмiрностi дипольний момент пропорцiйний квадрату ра-
дiуса частинки: pz = αR2, а квадрупольний — кубу: c = −3

2
βR3. Тодi си-

ла взаємодiї мiж двома частинками з радiусами R1 i R2 вздовж директо-
ра матиме вигляд суми сил диполь-дипольної, диполь-квадрупольної та
квадруполь-квадрупольної взаємодiй:

F

4πK
= −α2R2

1R
2
2

6

r4
+ β2R3

1R
3
2

120

r6
− αβR2

1R
2
2(R1 −R2)

24

r5
. (4.89)

Слабке зчеплення. Частинки довiльної форми [68]. Детально
даний пiдхiд розглянуто у додатку 1. Тут зупинимося лише на деяких
ключових моментах. У випадку слабкого зчеплення молекул нематика
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з поверхнею частинок деформацiї директора є малими в усьому об’ємi
рiдкого кристала. Це означає, що n(r) = n0 + δn(r), де n0 — рiвнова-
жний розподiл директора за вiдсутностi включень, i завжди δn(r)⊥n0.
Будь-якi топологiчнi дефекти вiдсутнi, поле директора всюди визначе-
не i гладке. Можемо вважати n(r) визначеним навiть усерединi об’єму,
зайнятого частинками. При цьому всерединi кожної частинки розподiл
директора такий самий, яким був би за її вiдсутностi у системi. Iнакше
кажучи, кожне колоїдне включення знаходиться в полi n(r), створено-
му усiма iншими включеннями. Фактично маємо аналог наближення
молекулярного середнього поля, добре вiдомого у теорiї фазових пере-
ходiв.

На пiдставi викладеного вище запишемо поле директора на поверхнi
колоїдної частинки через його значення в її центрi:

n(s) = n0 + δn(rp) + (ρ · ∇)δn(rp) +
1

2
(ρ · ∇)2δn(rp), (4.90)

де ρ — вектор, проведений з центра частинки rp до точки s на поверхнi.
Насправдi такий розклад не є точним i не дає змогу отримати точнi
чисельнi вирази для мультипольних коефiцiєнтiв навiть для слабкого
зчеплення. Але за його допомогою отримують правильнi якiснi форму-
ли, якi пов’язують пружну взаємодiю мiж частинками iз симетрiєю поля
директора [68]. Таке представлення дає змогу, як i в [55], звести реальну
частинку до деякого точкового джерела деформацiй рiдкого кристала.
У результатi частинка довiльної форми характеризується певним набо-
ром тензорiв, що мають вигляд iнтегралiв по її поверхнi:

αkl = 2

∮
dsW (s)νk(s)νl(s),

βklm = 2

∮
dsW (s)νk(s)νl(s)ρm(s), (4.91)

γklmn =

∮
dsW (s)νk(s)νl(s)ρm(s)ρn(s).

Далi тензори можна згрупувати в оператори

Âm = αlm(n0 ·κl)+βlms(n0 ·κl)(κs ·∇)+γlmst(n0 ·κl)(κs ·∇)(κt ·∇), (4.92)

якими i визначається парна взаємодiя мiж частинками довiльної форми:

U(r) = − 1

8π

∑

m,m′=1,2,3

Âp
mÂp′

m′
∑
µ=1,2

1√
Kµµ

× (4.93)
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×




Q+
m,m′√

K33r2
⊥ + Kµµr2

‖
+ (−1)µ

Q−
m,m′

r2
⊥

(
√

K33r2
⊥ + Kµµr2

‖ −
√

Kµµr2
‖)

2

√
K33r2

⊥ + Kµµr2
‖



 ,

де r‖ i r⊥ — паралельна i перпендикулярна до директора n0 складовi
вектора вiдстанi r = rp−rp′ мiж частинками;

Q
(±)
m,m′ = (r1 · κm)(r1 · κm′)± (r2 · κm)(r2 · κm′). (4.94)

Тут κm — базиснi вектори довiльної прямокутної системи координат,
жорстко зв’язаної з кожною частинкою, r1 = r⊥×n0

r⊥
, r2 = r⊥

r⊥
i r3 =

= n0. Важливою особливiстю i перевагою розглянутого пiдходу є вихiд
за рамки одноконстантного наближення, яке для деяких нематикiв є
надто грубим. Однак надалi будемо вважати, що K11 = K22 = K33 = K.
Тодi

U(r) = − 1

8πK

∑

m,m′=1,2,3

Âp
mÂp′

m′

(
Q+

m,m′

r

)
. (4.95)

Легко показати, що Q+
m,m′ = 0 для m, а m′ = 3 i Q+

m,m′ = δmm′ для
m,m′ = 1, 2. Тодi, розкривши знак суми, вираз (4.95) можна записати
у виглядi

U(r) = −α3mα3m

4πKr
+ β3msβ3ms′(ks · ∇)(ks′ · ∇)

1

4πKr
−

−γ3mstγ3mst(ks · ∇)(ks′ · ∇)(kt · ∇)(kt′ · ∇)
1

4πKr
, (4.96)

де пiдсумовування проводиться по iндексах, що повторюються (тут m =
= 1, 2 i s, t = 1, 2, 3).

Наприклад, для сферичних частинок радiуса R маємо αlm = αδlm,
тобто

α11 = α22 = α33 =
8π

3
WR2; α31 = α32 = 0, (4.97)

βlms = 0, γlmst =
4π

15
WR4(δlmδst + δlsδmt + δltδms). (4.98)

Тодi для енергiї взаємодiї отримуємо

Upp′ =
3

2πKr5
(
4π

15
WR4)2{3− 30 cos2 θ + 35 cos4 θ}, (4.99)
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де cos θ =
r‖
r
. Як i у випадку (див. [95]) для сферичних частинок з

буджумами, взаємодiя сфер зi слабким зчепленням має квадруполь-
ний характер. Подiбний результат можна отримати i в рамках пiдходу
з [55], якщо покласти дипольний момент у виразi (4.88) нульовим. Така
ситуацiя має мiсце, наприклад, для частинок з екваторiальним кiль-
цем Сатурна (див. рис. 4.2). Отже, у всiх трьох пiдходах використано
найважливiшу особливiсть даного класу взаємодiї — їхню далекодiючу
природу. Крiм того, енергiя взаємодiї для включень розмiром 3мкм з
W = 10−5 Дж/м2, K = 10−11 Дж/м становить ∼ 5 · 103 kT . Ця величи-
на значно перевищує енергiї усiх взаємодiй, якi розглядали ранiше, i є
цiлком достатньою для утворення в рiдких кристалах термодинамiчно
стабiльних регулярних структур з колоїдних частинок.

Насамкiнець порiвняємо детальнiше пiдходи, наведенi у працях [55]
та [68], оскiльки подальший розгляд значною мiрою спирається саме
на них. Як ми бачили, в рамках пiдходу з [55] характер взаємодiї ча-
стинок з сильним зчепленням визначається симетрiєю розподiлу дире-
ктора поблизу їхнiх поверхонь. Так, частинки, що створюють дефор-
мацiї квадрупольної симетрiї (наприклад, буджуми або екваторiальне
кiльце Сатурна), взаємодiють як звичайнi електростатичнi квадруполi.
У рамках пiдходу з [68] за слабкого зчеплення частинки, власна си-
метрiя яких є квадрупольною, взаємодiють за таким самим законом.
Тут роль мультипольних моментiв вiдiграють тензори αlm, βlms i γlmst.
Так, αlm можна умовно ототожнити з пружним зарядом (монопольним
моментом) частинки, βlms — з дипольним моментом, а γlmst — з квадру-
польним. Однак мiж мультипольними i тензорними характеристиками
частинки є важлива вiдмiннiсть. Першi є ефективними величинами, де-
якими вiльними параметрами при порiвняннi теорiї та експерименту.
Вони визначаються не стiльки формою частинки, скiльки симетрiєю
розподiлу директора поблизу її поверхнi. Натомiсть тензори αlm, βlms i
γlmst є теоретично обчисленими величинами, точними характеристика-
ми форми поверхнi частинки. Тому за їхньою допомогою можна доволi
легко описати взаємодiю мiж частинками довiльної форми. Але у ви-
падку сильного зчеплення такi характеристики не є iнформативними,
оскiльки за таких умов прямий зв’язок мiж симетрiєю частинки та ди-
ректора втрачається. Проте виявляється, що переваги обох пiдходiв мо-
жна поєднати. У наступному роздiлi розвинено метод, який поєднує в
собi обидва пiдходи i є придатним для опису взаємодiї мiж частинками
довiльної форми, розмiру та сили зчеплення.



Роздiл 5

Пружнi мультиполi та симетрiя.
Взаємодiя колоїдних
частинок у нематиках

Розглянуто взаємодiю колоїдних частинок довiльної форми та розмiру
в обмежених нематичних рiдких кристалах. Запропоновано ефектив-
ний функцiонал вiльної енергiї для опису таких систем, i на його основi
отримано загальнi вирази для ефективної пружної взаємодiї мiж ча-
стинками. Встановлено зв’язок мiж симетрiєю розподiлу директора в
околi частинки та її пружними мультипольними моментами для поляр-
ного i азимутального зчеплення.

5.1 Ефективний функцiонал вiльної енергiї

Нагадаємо, що своїми особливими властивостями рiдкi кристали завдя-
чують далекому орiєнтацiйному порядку. У нематиках, зокрема, моле-
кули розташованi хаотично, але їхнi довгi осi в середньому орiєнтованi
вздовж одного напрямку, який у бiльшостi випадкiв повiльно змiню-
ється на молекулярних масштабах. На пiдставi цього можна перейти
до континуального опису рiдкого кристала шляхом введення деякого
неперервного векторного поля n(r) — директора. У кожнiй точцi дире-
ктор описує середню орiєнтацiю молекул у фiзично нескiнченно малому
об’ємi. Властивостi такого пружного неперервного середовища визнача-
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ються вiльною енергiєю Франка:

Fbulk =
1

2

∫
dx

[
K1(∇ · n)2 + K2(n · ∇ × n)2 + K3(n×∇× n)2

]
, (5.1)

де пружнi сталi K1, K2 i K3 характеризують три основнi типи дефор-
мацiй нематичного рiдкого кристала: поперечний згин, кручення i по-
здовжнiй згин. Як правило, вважають, що K1 = K2 = K3 = K (одно-
константне наближення). Тодi

Fbulk =
K

2

∫
dx

[
(∇ · n)2 + (∇× n)2

]
. (5.2)

У типових нематиках K ≈ 10 пН.
Колоїднi частинки — включення iнших фаз, що не змiшуються з рiд-

кокристалiчною — змушують молекули нематика переорiєнтовуватися
так, щоб мiнiмiзувати водночас i енергiю їхньої взаємодiї з власною по-
верхнею. У термiнах директора це виражається феноменологiчною по-
верхневою енергiєю Рапiнi—Популара:

Fsurf =

∮
dsW (s) [n(s) · ν(s)]2 , (5.3)

де ν — нормаль до поверхнi частинки в точцi s, а W — стала зчепле-
ння. W < 0 вiдповiдає нормальнiй орiєнтацiї директора на поверхнi
частинки (гомеотропне зчеплення), а W > 0 — тангенцiальнiй (планар-
не зчеплення). У типових рiдких кристалах W ≈ 5 · 10−5 Дж/м2. Для
частинок, розмiри яких не перевищують K/W ≈ 0.2мкм, деформацiї
поля директора є всюди малими. Для частинок бiльших розмiрiв вне-
сок поверхневої енергiї є значним. Тодi, як правило, крайовi умови на
поверхнi можуть бути виконанi лише з появою топологiчних дефектiв.
На рис. 5.1 показано приклади неусувних розривiв поля директора, що
виникають поблизу сферичних частинок мiкрометрового радiуса. Ро-
жева зона (шуба) мiстить топологiчнi дефекти та сильнi деформацiї
директора. За межами шуби деформацiї слабкi, вони пiдкоряються рiв-
нянню Лапласа i можуть бути представленi у виглядi мультипольного
розкладу. Топологiчнi дефекти неможливо строго описати аналiтично
в термiнах директора. Їхнiй розгляд можливий лише в рамках деяких
анзацiв або чисельних розрахункiв векторного параметра порядку.

Якщо маємо N колоїдних частинок, якi до того ж знаходяться в
рiдкому кристалi, обмеженому деякими поверхнями, то повна енергiя
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Рис. 5.1. Можливi конфiгурацiї директора навколо сферичної частинки: а — точ-
ковий дефект — гiперболiчний їжак; б — лiнiйний дефект — кiльце Сатурна; в —
пара точкових дефектiв — буджуми

такої системи є сумою

F = Fbulk +
∑

particles

Fsurf +
∑

walls

Fsurf. (5.4)

Мiнiмiзацiя подiбного функцiонала є складною нелiнiйною задачею на-
вiть для однiєї частинки в необмеженому кристалi. Тому пiдемо iншим
шляхом, i в наступному параграфi запропонуємо ефективний спосiб
опису необмежених i обмежених рiдкокристалiчних колоїдiв.

Подальший розгляд спиратиметься на одне просте i зрозумiле твер-
дження: незалежно вiд форми, розмiру та сили зчеплення рiдкого кри-
стала з поверхнею частинки на достатньо великих вiдстанях вiд її по-
верхнi вiдхилення директора вiд його основного (недеформованого) ста-
ну n0 = (0, 0, 1) є малими, n(r) ≈ (nx, ny, 1), |nµ| ¿ 1 i µ = {x, y}. За
таких умов вiльну енергiю нематика можна записати в простiшому гар-
монiчному виглядi:

Fbulk =
K

2

∫
dx(∇nµ)2. (5.5)

Тут пiдсумовування виконується за iндексом µ: (∇nµ)2 = (∇nx)
2+

+(∇ny)
2. Рiвняння Ейлера—Лагранжа для такого функцiонала є рiв-

няннями Лапласа:
∆nµ = 0. (5.6)

Отже, як i в класичнiй електростатицi, їхнi розв’язки можна записати
у виглядi мультипольного розвинення:

nµ(r) =
qµ

r
+

pα
µrα

r3
+

Qαβ
µ rαrβ

r5
+ ..., (5.7)
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де α i β пробiгають значення x, y, z, а пiдсумовування виконується за
грецькими iндексами, що повторюються. Величини qµ, pα

µ, Qαβ
µ назива-

тимемо пружними зарядами (монополями), диполями i квадруполями
вiдповiдно. При r, значно бiльших за розмiри частинки, мультипольний
розклад є справедливим незалежно вiд величини анкорiнгу W . Таким
чином, на великих вiдстанях вiд поверхнi частинки вiдхилення директо-
ра вiд його основного стану можуть бути повнiстю описанi в термiнах
пружних мультипольних моментiв. Останнi, щоправда, є невiдомими i
мають бути знайденi з асимптотик точних виразiв для n(r) або з експе-
риментальних даних.

Як випливає з (5.7), nx i ny повiльно затухають зi збiльшенням вiд-
станi. Це означає, що деформацiї, спричиненi навiть далеко розташова-
ними частинками, можуть перекриватися. Внаслiдок такого перекриття
енергiя системи починає залежати вiд взаємного (а у випадку обмеже-
них систем — вiд абсолютного) розташування частинок. Iнакше кажучи,
в нематичних рiдкокристалiчних колоїдах мiж частинками iснують ефе-
ктивнi далекодiючi взаємодiї, спричиненi деформацiями середовища, в
якому знаходяться частинки.

Нехай певним чином ми знайшли всi мультипольнi коефiцiєнти: два
пружних заряди qµ, шiсть компонентiв дипольного моменту pα

µ i де-
сять квадрупольного Qαβ

µ (по п’ять для кожного µ = {x, y}). Зверне-
мо увагу, що тензор квадрупольного моменту Q̂µ завжди може бути
приведений до симетричного вигляду, Qαβ

µ = Qβα
µ , з нульовим шпуром,

SpQ̂µ = Qαβ
µ δαβ = 0 [273].

Побудуємо деякий ефективний функцiонал вiльної енергiї, який мi-
ститиме мультипольнi коефiцiєнти i даватиме правильну поведiнку ди-
ректора на великих вiдстанях вiд поверхнi частинки. Уперше це було
показано в [55] для частинок з аксiально-симетричним розподiлом ди-
ректора бiля поверхнi. Для такої конфiгурацiї

F axial-sym
eff = K

∫
dx

[
(∇nµ)2

2
− 4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ

]
, (5.8)

де P (x) = pδ(x) i C(x) = Qδ(x) — густина вiдповiдних пружних момен-
тiв i ∂µnµ = ∂xnx + ∂yny. Неважко здогадатися, що у випадку частинок
довiльної форми ефективний функцiонал (5.8) має бути узагальнений
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до

Feff = K

∫
dx

[
(∇nµ)2

2
− 4πqµ(x)nµ − 4πpα

µ(x)∂αnµ − 4πQαβ
µ (x)∂α∂βnµ

]
,

(5.9)
де qµ(x) = qµδ(x), pα

µ(x = pα
µδ(x), Qαβ

µ (x) = Qαβ
µ δ(x) вiдiграють роль

точкових джерел деформацiй; α i β приймають значення x, y, z i пiд-
сумовування виконується за грецькими iндексами, що повторюються.
Для аксiально-симетричних частинок qµ = 0, px

x = py
y = p, Qxz

x = Qzx
x =

= Qyz
y = Qzy

y = Q/2, i функцiонал (5.94) переходить у (5.8).
Мiнiмiзуючи (5.94), бачимо, що вiдхилення директора вiд основного

стану описуються рiвняннями пуассонiвського типу:

∆nµ = −4πqµ(x) + 4π
[
∂αpα

µ(x)− ∂α∂βQαβ
µ (x)

]
. (5.10)

Нехай рiдкий кристал обмежений деякою поверхнею Σ так, що nµ

∣∣∣
Σ

=

= 0. Тодi розв’язки рiвнянь (5.10) можна знайти за допомогою теореми
Грiна:

nµ =

∫

V

dx′Gµ(x,x′)
[
qµ(x′)− ∂′αpα

µ(x′)− ∂′α∂′βQαβ
µ (x′)

]
, (5.11)

де Gµ(x,x′) — вiдповiднi функцiї Грiна, ∆Gµ(x,x′) = −4πδ(x− x′) для
всiх x,x′ в об’ємi V , обмеженому поверхнею Σ, i Gµ(x, s) = 0 для всiх
s ∈ Σ. Для необмеженого нематика Gµ(x,x′) =

∣∣x − x′
∣∣−1, i розв’язки

(5.11) зводяться до мультипольного розкладу (5.7).
На пiдставi лiнiйностi рiвнянь Ейлера—Лагранжа (5.10) для системи

з N колоїдних частинок наближено справедливим є принцип суперпо-
зицiї:

qµ(x) =
N∑

i=1

qµ,iδ(x− xi),

pα
µ(x) =

N∑
i=1

pα
µ,iδ(x− xi), (5.12)

Qαβ
µ (x) =

N∑
i=1

Qαβ
µ,iδ(x− xi).

А саме: деформацiї поля директора є сумою деформацiй, породжених
окремо кожною частинкою.
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Додамо кiлька зауважень. Зазначимо, що принцип суперпозицiї —
це принцип-припущення. Якщо маємо двi частинки i nµ(r − r1) — де-
формацiї, якi створенi першою частинкою, а nµ(r − r2) — деформацiї,
створенi другою частинкою в точцi r, то очевидно, що в силу лiнiйностi
рiвняння Лапласа їхня сума nµ(r) = nµ(r−r1)+nµ(r−r2) все одно буде
розв’язком рiвняння Лапласа, тобто вона мiнiмiзуватиме об’ємну пру-
жну енергiю (5.5) точно. Однак очевидно, що ця сума не буде точно
мiнiмiзувати поверхневу енергiю, оскiльки тiльки один доданок вiд ко-
жної частинки мiнiмiзує свою поверхневу енергiю. Це означає, що сума
nµ(r) = nµ(r−r1)+nµ(r−r2), тобто принцип суперпозицiї, — це непога-
не, але не точне наближення. Тобто точний розв’язок задачi буде мати
ще менше значення вiльної енергiї, нiж значення ефективного функцiо-
нала (5.94) з принципом суперпозицiї (5.12). Але, звичайно, iнтуїтивно
зрозумiло, що ця похибка, тобто рiзниця мiж точним значенням вiльної
енергiї i значенням ефективного функцiонала (5.94), буде зменшуватися
при збiльшеннi вiдстанi мiж частинками. Тобто принцип суперпозицiї
виконується тим краще, чим бiльша вiдстань мiж частинками. У будь-
якому випадку вiн дає головний внесок у вiльну енергiю. Далi побачимо,
що за допомогою цього принципу можна наближено (з точнiстю вiд 6 до
15%) пояснити колоїднi структури навiть на маленьких вiдстанях мiж
частинками. Тому в подальшому розглядi завжди будемо обмежуватися
принципом суперпозицiї. Вiн надає змогу отримувати простi аналiтичнi
вирази, красиво розв’язувати майже всi задачi i будувати красиву (хоч i
трохи наближену) теорiю взаємодiї колоїдних частинок у рiдких криста-
лах. Отже, надалi вважатимемо, що принцип суперпозицiї наближено
виконується всюди за межами шуби (див. рис. 5.1).

Пiдставляючи (5.11) i (5.12) у (5.94), бачимо, що енергiя колоїдної
системи є сумою власних енергiй частинок та енергiй парних взаємодiй
мiж частинками:

Feff =
N∑

i=1

U i(xi) +
N∑

i=1

∑
j<i

U ij(xi,xj). (5.13)

U i = U self
dd +U self

dQ +U self
QQ описує взаємодiю частинки з обмежувальними по-

верхнями. Детальнiше власнi енергiї частинок у нематиках розглянуто в
роздiлi 7. Тут зосередимося на двочастинкових енергiях U ij, якi, в свою
чергу, є сумами монополь-монопольної, монополь-дипольної, монополь-
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квадрупольної, диполь-дипольної, диполь-квадрупольної i квадруполь-
квадрупольної взаємодiй: U ij = Uqq + Uqd + UqQ + Udd + UdQ + UQQ, де

Uqq = −4πK qµ,i qµ,j Gµ(xi,x
′
j), (5.14)

Uqd = −4πK
{
qµ,i p

α
µ,j ∂′αGµ(xi,x

′
j) + qµ,j pα

µ,i ∂αGµ(xi,x
′
j)

}
, (5.15)

UqQ = −4πK
{

qµ,i Q
αβ
µ,j ∂′α∂′βGµ(xi,x

′
j) + qµ,j Qαβ

µ,i ∂α∂βGµ(xi,x
′
j)

}
, (5.16)

Udd = −4πK pα
µ,i p

β
µ,j ∂α∂′βGµ(xi,x

′
j), (5.17)

UdQ = −4πK
{

pα
µ,i Q

βγ
µ,j ∂α∂′β∂′γGµ(xi,x

′
j) + pα

µ,j Qβγ
µ,i ∂

′
α∂β∂γGµ(xi,x

′
j)

}
,

(5.18)
UQQ = −4πK Qαβ

µ,i Qγδ
µ,j ∂α∂β∂′γ∂

′
δGµ(xi,x

′
j). (5.19)

Вирази (5.14)—(5.19) є загальними формулами для далекодiючих пру-
жних взаємодiй мiж колоїдними частинками довiльної форми в обмеже-
них нематичних рiдких кристалах. Енергiя таких взаємодiй залежить
як вiд мультипольних коефiцiєнтiв, так i вiд конкретного вигляду фун-
кцiй Грiна. Першi визначаються взаємодiєю мiж молекулами немати-
ка та поверхнею частинки. Другi залежать вiд форми обмежувальної
поверхнi Σ i наявностi зовнiшнiх полiв. Вплив останнiх розглянуто в
роздiлi 6.

5.2 Мультипольнi коефiцiєнти
i симетрiя частинок

Iснує зв’язок мiж симетрiєю частинки i вiдповiдними їй пружними муль-
типольними моментами qµ, p

α
µ, Qαβ

µ . Власне, тут слiд роздiляти два ви-
падки. Якщо анкорiнг (зчеплення) на поверхнi частинки слабкий, то
вiдхилення директора вiд основного стану є малими в усьому дiапазо-
нi вiдстаней. Як наслiдок, мультипольнi коефiцiєнти можуть бути зна-
йденi з умови механiчної рiвноваги (нижче ми опишемо цю процедуру
детально). Якщо ж маємо справу iз сильним анкорiнгом, то внесення
частинки в нематик супроводжується, зазвичай, появою топологiчних
дефектiв. У такому випадку мультипольнi моменти вже не можна пов’я-
зати безпосередньо з симетрiєю частинки. Проте корисною тут виявля-
ється концепцiя шуби, запропонована в [68]. Оточимо частинку деякою
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поверхнею так, щоб усi топологiчнi дефекти та великi nµ мiстилися все-
рединi. Оскiльки за межами такої шуби деформацiї є малими, то поле
директора знову описується мультипольним розкладом (5.7). Симетрiя
шуби збiгається з симетрiєю розподiлу директора поблизу частинки i
може бути легко встановлена експериментально. Фактично шубу мо-
жна вважати деякою уявною частинкою з вiдповiдною симетрiєю та
слабким анкорiнгом на поверхнi. Далi будемо використовувати термiн
«частинка» саме в такому узагальненому сенсi.

Повна вiльна енергiя колоїдної системи є сумою об’ємної та поверх-
невої енергiй. Останню запишемо в узагальненiй формi Рапiнi—Популара:

Fsurf =

∮
ds Wp(s)

(
ν(s) · n(s)

)2 −
∮

ds Wa(s)
(
τ (s) · n(s)

)2
. (5.20)

Тут ν — зовнiшня нормаль, а τ — одиничний дотичний вектор у точцi
s на поверхнi частинки; Wp i Wa — сталi полярного (n · [ν × n0] = 0) i
азимутального (n · [ν × n0] 6= 0) анкорiнгу. Оскiльки анкорiнг слабкий,
то доданками типу (∇nz)

2, Wpnµnµ′ i Wanµnµ′ можна знехтувати в силу
їхньої малостi. Тодi

Fharm =
K

2

∫
dx(∇nµ)2+

+ 2

∮
dsWp(s)νz(s)νµ(s)nµ(s)− 2

∮
dsWa(s)τz(s)τµ(s)nµ(s). (5.21)

У той самий час усюди за межами частинки вiдхилення директора
описуються мультипольним розкладом (5.7). Вiдповiдно,

(∇nµ)2 =
qµqµ

r4
+

∑
α

pα
µpα

µ

r6
+ 3

pα
µrαpβ

µrβ

r8
+

+ 5
Qαβ

µ rαrβQγδ
µ rγrδ

r12
+ 4

∑
γ

Qαγ
µ Qβγ

µ rαrβ

r10
+ 4

qµp
α
µrα

r6
+

+ 6
qµQ

αβ
µ rαrβ

r8
+ 8

pα
µQβγ

µ rαrβrγ

r10
+ 4

∑
γ

pα
µQαβ

µ rβ

r8
. (5.22)

Пiдставляючи (5.7) i (5.22) в (5.21) i виконуючи iнтегрування, отри-
муємо вiльну енергiю системи як функцiю мультипольних коефiцiєнтiв:

Fharm =
1

2

∑
uv

auvmumv +
∑

u

cumu, (5.23)
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де для зручностi ми ввели вектор m = (qµ, p
α
µ, Qαβ

µ ). Тут mu,mv — не-
вiдомi мультипольнi коефiцiєнти. Величини auv виникають з об’ємної
частини енергiї. Наприклад,

a11(qxqx) ∝
∫

V

dxr−4,

a33(px
xpx

x) ∝
∫

V

dxr−6,

a14(qxpz
x) ∝

∫

V

dxzr−6

i т.п. Очевидно, що всi auu є додатними та ненульовими, auv залежать
вiд форми частинки. У свою чергу, cu є сумою двох доданкiв: cp

u i ca
u,

породжених полярним та азимутальним анкорiнгом вiдповiдно, cu =
= cp

u + ca
u. Наприклад,

cp
1(qx) ∝

∮
dsW pνzνx, ca

1(qx) ∝ −
∮

dsW aτzτx,

cp
3(px

x) ∝
∮

dsW pνzνxsx, ca
3(px

x) ∝ −
∮

dsW aτzτxsx,

cu залежать як вiд анкорiнгу, так i вiд форми частинки.
Природно вимагати, щоб наша система перебувала в рiвновазi. От-

же, її енергiя повинна бути мiнiмальною. Таким чином, можемо знайти
мультипольнi коефiцiєнти з наступної системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь ∂Fharm

∂mu
= 0:

auumu +
∑

v,v 6=u

auvmv + cu = 0 (5.24)

або в матричнiй формi:
Âm = −c. (5.25)

Оскiльки c = cp + ca, розв’язок системи (5.25) є сумою

m = mp + ma (5.26)

розв’язкiв таких систем:
Âmp = −cp, (5.27)

Âma = −ca. (5.28)

Як бачимо, кожен тип анкорiнгу породжує свiй незалежний набiр муль-
типольних коефiцiєнтiв. Тому далi розглянемо два окремi випадки.
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Полярний анкорiнг. Нехай у нас є частинка зi звичайним полярним
зчепленням на поверхнi, W a ≡ 0. Тодi мультипольнi коефiцiєнти задо-
вольняють систему (5.27). Тут пiд симетрiєю частинки розумiємо, що
певний елемент симетрiї є спiльним як для форми частинки, так i для
розподiлу W p(s). Вiдповiдно в таких термiнах частинки симетричної
форми з асиметричним анкорiнгом не вiдрiзняються вiд асиметричних
частинок з симетричним W p(s).

Припустимо для початку, що частинка має одну площину симетрiї,
яка для визначеностi збiгається з координатною площиною xz. Тодi
для будь-якої точки s = (x, y, z), в якiй ν = (νx, νy, νz), iснує точка
s′ = (x,−y, z), де ν = (νx,−νy, νz), i W p(s) = W p(s′). З таких симе-
трiйних мiркувань випливає, що, наприклад, aqxqx = K

∫
dxr−4 6= 0,

aqxpy
x

= 4K
∫

dxyr−6 = 0, cp
qy

= 2
∫

dsW pνzνys
−1 = 0 i т. д. Аналогiчно

aqxpy
x

= apx
xpy

x
= apy

xpz
x

= aqypy
y

= apx
ypy

y
= apy

ypz
y

= 0 i cp
qy

= cp
px

y
= cp

pz
y

= cp
py

x
=

= 0. Ранiше було показано, що якщо головний доданок у nµ спадає як
r−n, то головна ангармонiчна поправка веде себе як r−3n [55]. Водночас
у [68] стверджується, що частинки з однiєю вертикальною (паралель-
ною до n0) площиною симетрiї створюють деформацiї монопольного
типу. Тому квадрупольнi доданки для них вiдiграють роль ангармонi-
чних поправок i можуть бути вiдкинутi. Оскiльки порядок розташува-
ння мультипольних коефiцiєнтiв у векторi m не має значення, можемо
записати систему (5.24) у матричному виглядi Âmp = −cp:




aqx bqxpx
x

bqxpz
x

0 0 0 0 0
bqxpx

x
apx

x
bpx

xpz
x

0 0 0 0 0
bqxpz

x
bpx

xpz
x

apz
x

0 0 0 0 0
0 0 0 apy

y
0 0 0 0

0 0 0 0 apy
x

0 0 0
0 0 0 0 0 aqy bqypx

y
bqypz

y

0 0 0 0 0 bqypx
y

apx
y

bpx
ypz

y

0 0 0 0 0 bqypz
y

bpx
ypz

y
apz

y







qx

px
x

pz
x

py
y

py
x

qy

px
y

pz
y




= −




cp
qx

cp
px

x

cp
pz

x

cp
py

y

0
0
0
0




,

(5.29)
де Â є блочно-дiагональною, Â =

(
Ânh 0

0 Âh

)
. При цьому система (5.24)

розпадається на двi незалежнi пiдсистеми: неоднорiдну з матрицею Ânh

та однорiдну з матрицею Âh. Водночас Â є позитивно визначеною. Справ-
дi, за означенням складовi довiльного ненульового вектора m є коефi-
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Таблиця 5.1. Мультипольнi коефiцiєнти i симетрiя частинок
Породжуючий Коефiцiєнт Заборонена Коефiцiєнт Заборонена

iнтеграл симетрiя симетрiя

∮
ds W pνzνµ qx σxy, σyz qy σxy, σxz∮
ds W pνzνµx px

x σxy, I px
y σxy, σxz, σyz, I∮

ds W pνzνµy py
x σxy, σxz, σyz, I py

y σxy, I∮
ds W pνzνµz pz

x σyz, I pz
y σxz, I∮

ds W pνzνµxx Qxx
x σxy, σyz Qxx

y σxy, σxz∮
ds W pνzνµyy Qyy

x σxy, σyz Qyy
y σxy, σxz∮

ds W pνzνµzz Qzz
x σxy, σyz Qzz

y σxy, σxz∮
ds W pνzνµxy Qxy

x σxz, σxy Qxy
y σxy, σyz∮

ds W pνzνµxz Qxz
x — Qxz

y σxz, σyz∮
ds W pνzνµyz Qyz

x σyz, σxz Qyz
y —

Примiтка. σik означає, що координатна площина ik є площиною симетрiї
частинки, I — центр симетрiї. Якщо колоїдна частинка має хоча б один iз
заборонених елементiв симетрiї, то вiдповiдний мультипольний коефiцiєнт є
нульовим.

цiєнтами деякого мультипольного розкладу, i

mT Âm = K

∫
dx (∇nµ)2 > 0. (5.30)

Таким чином, detÂ = detÂnh · detÂh > 0. Отже, однорiдна пiдсистема
має лише тривiальний розв’язок. Неважко переконатися, що аналогi-
чний сценарiй має мiсце i для частинок iнших симетрiй: якщо деякий
cp
u дорiвнює нулю, то вiдповiдний йому мультипольний коефiцiєнт mu

теж нульовий, cp
u = 0 ⇒ mp

u = 0. Iнакше кажучи, ненульовими можуть
бути лише тi мультипольнi моменти, якi дозволенi симетрiєю частинки
(табл. 5.1).

Аналогiчна класифiкацiя була отримана в [68] на основi градiєнтного
розкладу поля директора (4.90) навколо центра частинки у виразi для
поверхневої енергiї. Однак таке наближення є досить грубим, оскiльки
∂nµ не є малим параметром на всiх вiдстанях. Зокрема, поблизу границi
шуби ∂nµ ≈ 1. Тому запропонований тут пiдхiд є бiльш послiдовним i
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правильним. У параграфi 4.6 ми умовно ототожнили мультипольнi мо-
менти частинки зi слабким анкорiнгом з тензорними характеристиками
її поверхнi αlm, βlms i γlmst. Однак тепер бачимо, що цi характеристики є
лише породжуючими елементами вiдповiдних мультипольних моментiв.
Навiть за слабкого зчеплення для кiлькiсного знаходження пружних
мультиполiв необхiдно розв’язати систему рiвнянь (5.24).

Зазначимо також, що мультипольнi коефiцiєнти m залежать вiд ви-
бору системи координат. Якщо в однiй координатнiй системi CS1 маємо
деякий набiр параметрiв m1, то в системi CS2, повернутiй чи змiщенiй
вiдносно CS1, цей набiр буде iншим m2. При цьому поле директора n(r)
є iнварiантним i не залежить вiд вибору системи координат.

Азимутальний анкорiнг. З рiвнянь (5.26) i (5.28) випливає, що да-
лекодiючi деформацiї директора можуть бути спричиненi також ази-
мутальним анкорiнгом молекул нематика на поверхнi частинок. Цiкаво
розглянути ситуацiю, за якої вiдповiднi взаємодiї породжено лише та-
ким типом зчеплення, тобто mp

u = 0 i ma
u 6= 0.

Простим прикладом є аксiально-симетричнi частинки — цилiндри
або конуси — зi спiральною «нарiзкою» (рис. 5.2 i 5.3). Мiркуючи як
i у випадку полярного анкорiнгу, приходимо до висновку, що мульти-
польнi моменти ma теж визначаються симетрiєю частинки (табл. 5.2).
Оскiльки phel ∝

∮
dsW aτzτyx i Qhel ∝

∮
dsW aτzτyxz, то phel > 0 i Qhel > 0

для правої спiралi та phel < 0 i Qhel < 0 для лiвої (див. рис. 5.2).
Взаємодiя мiж цилiндрами з «нарiзкою».
Розглянемо цилiндри (чи iншi симетричнi частинки типу елiпсої-

дiв або сфер) зi спiралеподiбним розташуванням молекул нематика на
їхнiй поверхнi(див. рис. 5.2). Такий азимутальний анкорiнг породжує
ненульовi дипольнi моменти px

y = phel = −py
x, у той час як форма са-

мої частинки має квадрупольну симетрiю (див. табл. 5.1). Тодi з (5.14)
легко отримуємо вираз для пружної диполь-дипольної взаємодiї мiж
цилiндрами зi спiральною «нарiзкою»:

Udd = −4πKphelp
′
hel(∂x∂

′
xGy(x,x′) + ∂y∂

′
yGx(x,x′)). (5.31)

Як правило, Gx 6= Gy лише в присутностi зовнiшнiх електричних або
магнiтних полiв [200]. Iнакше Gx = Gy = G, i

Udd = −4πKphelp
′
hel∂µ∂

′
µG(x,x′), (5.32)
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Рис. 5.2. Схематичне зображення цилiндрiв з однаково направленим азимуталь-
ним анкорiнгом phelp

′
hel > 0, якi притягуються вздовж осi z i вiдштовхуються в

перпендикулярному напрямку, та навпаки, якщо phelp
′
hel < 0 (див. (5.33))

що збiгається з диполь-дипольною взаємодiєю мiж звичайними аксiально-
симетричними дипольними частинками (∂µ∂

′
µ = ∂x∂

′
x+∂y∂

′
y). У випадку,

наприклад, необмеженого рiдкого кристала G(x,x′) = 1
|x−x′| i

Ubulk
dd = 4πKphelp

′
hel

(1− 3cos2θ)

r3
, (5.33)

де θ — кут мiж r i вiссю z||n0. Розподiл директора при цьому має вигляд

nx = −phel
y

r3
, (5.34)

ny = phel
x

r3
.

З виразу (5.33) випливає, що цилiндри з однаковою хiральнiстю phelp
′
hel >

> 0 притягуються вздовж осi z i вiдштовхуються в перпендикулярному
напрямку. При phelp

′
hel < 0 картина протилежна (див. рис. 5.2).

Взаємодiя мiж конусами з «нарiзкою».
Розглянемо конуси (або iншi аксiально симетричнi частинки без го-

ризонтальної площини симетрiї σxy) зi спiралеподiбним орiєнтуванням
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Рис. 5.3. Схематичне зображення конусiв з дипольними моментами p та phel, по-
родженими полярним i азимутальним анкорiнгом вiдповiдно (див. (5.37))

молекул нематика на їхнiй поверхнi (див. рис. 5.3). На вiдмiну вiд ци-
лiндрiв, конуси мають дипольну симетрiю, тому px

x = py
y = p згiдно з

табл. 5.1. Крiм того, за рахунок азимутального анкорiнгу px
y = phel =

=−py
x. Таким чином, спiралевиднi конуси взаємодiють за таким законом:

Udd = −4πK
[
pp′(∂x∂

′
xGx(x,x′) + ∂y∂

′
yGy(x,x′))+

+phelp
′
hel(∂x∂

′
xGy(x,x′) + ∂y∂

′
yGx(x,x′))

]
. (5.35)

За вiдсутностi зовнiшнiх полiв Gx = Gy = G i

Udd = −4πK(pp′ + phelp
′
hel)∂µ∂

′
µG(x,x′). (5.36)

У необмеженому рiдкому кристалi G(x,x′) = 1
|x−x′| i

Ubulk
dd = 4πK(pp′ + phelp

′
hel)

(1− 3cos2θ)

r3
, (5.37)

а розподiл директора навколо таких частинок має вигляд

nx = p
x

r3
− phel

y

r3
, (5.38)

ny = p
y

r3
+ phel

x

r3
.
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Таблиця 5.2. Мультипольнi коефiцiєнти, породженi азимутальним зче-
пленням на аксiально-симетричних частинках
Породжуючий Мультипольний Значення Мультипольний Значення

iнтеграл коефiцiєнт коефiцiєнт∮
ds W aτzτµ qx 0 qy 0∮
ds W aτzτµx px

x 0 px
y phel∮

ds W aτzτµy py
x −phel py

y 0∮
ds W aτzτµz pz

x 0 pz
y 0∮

ds W aτzτµxx Qxx
x 0 Qxx

y 0∮
ds W aτzτµyy Qyy

x 0 Qyy
y 0∮

ds W aτzτµzz Qzz
x 0 Qzz

y 0∮
ds W aτzτµxy Qxy

x 0 Qxy
y 0∮

ds W aτzτµxz Qxz
x 0 Qxz

y Qhel∮
ds W aτzτµyz Qyz

x −Qhel Qyz
y 0

Примiтка. phel > 0 i Qhel > 0 для правої спiралi; phel < 0 i Qhel < 0 для лiвої
спiралi (див. рис. 5.2).

Вирази, якiсно аналогiчнi (5.33), (5.34), (5.37), (5.38), уперше було
наведено в [191], однак отриманi нами результати передбачають втри-
чi сильнiшу взаємодiю. Автори [191] запропонували детальну класифi-
кацiю рiзних типiв нематостатичних диполiв, базуючись на жорсткiй
фiксацiї поля директора на поверхнi уявної сфери, що оточує частин-
ку та мiстить всерединi всi топологiчнi дефекти. На перший погляд,
мова йде про вже вiдому нам шубу. В певному сенсi це так. Але, як
було пiдкреслено ранiше, у працi [191] завдяки жорсткiй фiксацiї ди-
ректора поверхнева енергiя в явному виглядi нiде не фiгурує, а повна
вiльна енергiя системи вважається рiвною об’ємнiй. Можливо, в цьому
i криється причина кiлькiсних вiдмiнностей мiж нашими результатами.

5.3 Пружнi монополi

Окремої уваги заслуговують пружнi монопольнi моменти qx i qy. Сво-
їм особливим становищем вони завдячують безпосередньому зв’язку з
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моментом сил Γ, що дiють на рiдкий кристал [1]:

Γbulk =

[
n× δFbulk

δn

]
= 4πKqT , (5.39)

де qT = (qy, qx, 0) i Γdef
z = 0, оскiльки довiльний поворот навколо n0

не змiнює Fbulk. Якщо йдеться про чистий необмежений нематик, то з
умови рiвноваги δFbulk

δn
= 0 випливає вiдсутнiсть в ньому пружних моно-

полiв qT = 0. А отже, єдиним джерелом деформацiй типу 1/r є момент
зовнiшнiх (зазвичай, електричних або магнiтних) сил Γext = 4πKqT [1].
Вважається, що це твердження є справедливим i для колоїдних систем.
Справдi, припустимо, що в такiй системi виник пружний заряд qT 6= 0.
Нематики, як вiдомо, передають обертовий момент, а вiдтак, на ко-
лоїдну частинку з боку кристала дiятиме момент сил Γ = −4πKqT .
Якщо при цьому Γext = 0, то частинка, очевидно, буде змушена по-
стiйно обертатися. Зрозумiло, що така ситуацiя є нефiзичною. Таким
чином, приходимо до того самого висновку: Γext = 0 ⇒ qT = 0.
Це твердження суперечить результатам, наведеним у табл. 5.1, а тому
потребує детальнiшого аналiзу.

Рiч у тiм, що енергiя колоїдної системи не вичерпується лише об’єм-
ним доданком Fbulk, а мiстить також поверхневий член Fsurf. Тому в

загальному випадку
δFbulk

δn
= −δFsurf

δn
6= 0. У наближеннi малих дефор-

мацiй [
n× δFsurf

δn

]
≈ 2

∮
dsW (ν · n0) [n0 × ν] = Γsurf. (5.40)

Простий симетрiйний аналiз показує, що для частинок з порушеною
горизонтальною (перпендикулярною до n0) площиною симетрiї, якi до
того ж мають не бiльше однiєї вертикальної площини симетрiї, iнтеграл
(5.40) може бути ненульовим. Вiдтак, поверхня таких частинок сама-по-
собi створює момент сил в об’ємi нематика, що, в свою чергу, вiдповiдає
появi пружних монополiв без допомоги будь-яких зовнiшнiх агентiв.
При цьому їхня поява можлива i пiд дiєю моментiв зовнiшнiх сил:

qT = −Γext + Γsurf

4πK
. (5.41)

Легко побачити, що обмеження на форму колоїдних частинок, отриманi
з (5.40), повнiстю збiгаються з наведеними в табл. 5.1.
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Можна також розглянути зв’язок мiж пружними монополями та мо-
ментами сил з трохи iншого погляду. Рiвняння (5.39) є аналогом тео-
реми Остроградського—Гаусса в нематостатицi. Справдi, об’ємний iн-
теграл δF

δn
можна записати у виглядi деякого iнтеграла по замкненiй

поверхнi Σ. Мовою фiзики це означає, що момент сил, якi дiють на
об’єм нематика, має бути зрiвноважений моментом сил, створених по-
верхнею [240]. Коли маємо справу з необмеженим рiдким кристалом,
Σ може бути вибрана на r → ∞, звiдки власне i випливає (5.39). У
колоїднiй системi ситуацiя дещо iнша. Окрiм уявної поверхнi Σ iснує
також реальна поверхня частинки. Причому це поверхня iз заданими
крайовими умовами, якi i породжують додатковий член Γsurf у (5.41).
Слiд, однак, враховувати, що кiлькiсно, як це випливає з попереднього
параграфа, вираз (5.41) є неправильним. Цей факт — проста iлюстрацiя
вiдмiнностi мiж класичною електростатикою та нематостатикою. Якщо
електричний заряд є реальним точковим об’єктом, то пружний моно-
поль — це об’єкт певною мiрою штучний. Мультипольне розвинення
в нематостатицi є лише деякою абстракцiєю, яка дає змогу виконати
точкове представлення реальних колоїдних частинок.

Тут ми обмежимося лише загальними мiркуваннями щодо можли-
востi iснування пружних монополiв у нематичних рiдких кристалах.
Конкретнi приклади їх можливої реалiзацiї детально розглянутi в па-
раграфi 5.4.

5.4 Приклади пружних монополiв

Розглянемо звичайну сферичну частинку з рiзними граничними умова-
ми на її поверхнi, яка внесена в нематичний рiдкий кристал. Позначимо
енергiї зчеплення на рiзних частинах поверхнi W1, W2 i W3 (рис. 5.4).
Така частинка має лише одну площину симетрiї. У рiвноважному станi
вона може збiгатися з вертикальною координатною площиною yz або
з горизонтальною площиною xy. Якою насправдi буде рiвноважна орi-
єнтацiя, треба з’ясувати, виходячи з умови механiчної рiвноваги. Але
попередньо зазначимо, що реалiзується перший варiант. Тому для одно-
значного задання орiєнтацiї такої частинки достатньо одного кута α
(див. рис. 5.4). Спробуємо визначити, яке з двох рiвнянь (5.41) чи (5.39)
з Γdef = −Γext є коректним. Нехай зчеплення молекул рiдкого кристала
з поверхнею частинки є слабким : Wka ¿ K, де a — радiус частинки,
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Рис. 5.4. Колоїдна частинка, що своєю поверхнею iндукує монопольну поведiнку
директора на далеких вiдстанях: W1 — енергiя зчеплення нижньої напiвсферичної
колоїдної частинки, яка симетрична вiдносно площини yz i орiєнтацiя якої задається
кутом обертання α навколо осi x; W2 i W3 — енергiї зчеплення двох рiвних частин
верхньої напiвсфери

k = {1, 2, 3}. Тодi вiльну енергiю системи можна записати у виглядi

F = Fdef + Fsurface =
K

2

∫
dV (∇nµ · ∇nµ) +

∮
dS W (s)ν2

z (s)−

−2

∮
dS W (s)νz(s)νµ(s)nµ(s) +

∮
dS W (s)νµ(s)νµ(s)nµ(s)nµ(s). (5.42)

Вiдхилення директора nµ всюди зовнi частинки задають виразом

nµ(r) =
qµ

r
+

pα
µrα

r3
, (5.43)

де не представлено наступнi члени розкладу. Це не позначиться на
наших висновках, але суттєво спрощує подальшi мiркування. Справ-
дi, як ми неодноразово згадували вище, за слабкого зчеплення n(r) =
= (nx, ny, 1). Це гармонiчне наближення. Щоб знайти ангармонiчну по-
правку до нього, слiд узяти до уваги той факт, що

n(r) = (nx, ny,
√

1− n2
⊥) ≈ (nx, ny, 1− 1

2
n2
⊥). (5.44)

Тодi nµ задовольняє вже не рiвняння Лапласа, а

∆nµ +
1

2
nµ∆n2

⊥ = 0, (5.45)
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де n2
⊥ = nµnµ. Звiдси випливає, що якщо найповiльнiший гармонiчний

доданок nµ спадає зi збiльшенням вiдстанi як r−n, то ангармонiчна по-
правка поводиться як r−3n [55]. Тому, коли в мультипольному розвинен-
нi присутнiй монопольний доданок, у рамках гармонiчного наближення
квадрупольними моментами можна нехтувати.

Проiнтегрувавши (5.42) з урахуванням мультипольного розвинення
для nµ, можна знайти вiльну енергiю системи як функцiю мультиполь-
них моментiв та орiєнтацiї частинки: F (α, q, p) = Fbulk+Fsurface, де кожен
з цих доданкiв має вигляд

Fbulk =
2πK

a
(q2

x + q2
y) +

4πK

3a3
(px

x
2 + py

x
2 + pz

x
2 + px

y
2 + py

y
2 + pz

y
2) (5.46)

та

Fsurface(α, qx, qy, p
x
x, p

y
x, p

z
x, p

x
y , p

y
y, p

z
y) =

πa2

3
(2W1 + W2 + W3)+

+
2a2

3
(W3−W2) sin 2α+

π

4
(W2+W3−2W1)(p

y
y cos3 α−pz

y sin3 α+px
x cos α)+

+
π

4
(W3 −W2)(p

y
y sin3 α + pz

y cos3 α + px
x sin α) +

4a

3
(W3 −W2)qy cos 2α.

(5.47)

Механiчна рiвновага частинки передбачає мiнiмум енергiї системи
F (α, qx, qy, p

x
x, p

y
x, p

z
x, p

x
y , p

y
y, p

z
y) причому, цей мiнiмум може бути як ло-

кальним так i глобальним, ∂F
∂α

= ∂F
∂qx

= ... = 0:

4a2

3
(W3 −W2) cos 2α− 8a

3
(W3 −W2)qy sin 2α+

+
π

4
(2W1 −W2 −W3)(3p

y
y cos2 α sin α + 3pz

y sin2 α cos α + px
x sin α)+

+
π

4
(W3 −W2)(3py

y sin2 α cos α− 3pz
y cos2 α sin α + px

x cos α) = 0, (5.48a)

4πK

a
qx = 0, (5.48b)

4πK

a
qy +

4a

3
(W3 −W2) cos 2α = 0, (5.48c)

8πK

3a3
px

x +
π

4
[(W2 + W3 − 2W1) cos α + (W3 −W2) sin α] = 0, (5.48d)
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8πK

3a3
py

x = 0,
8πK

3a3
pz

x = 0,
8πK

3a3
px

y = 0, (5.48e)

8πK

3a3
py

y +
π

4

[
(W2 + W3 − 2W1) cos3 α + (W3 −W2) sin3 α

]
= 0, (5.48f)

8πK

3a3
pz

y +
π

4

[
(2W1 −W2 −W3) sin3 α + (W3 −W2) cos3 α

]
= 0. (5.48g)

Пiдставивши (5.48b)—(5.48g) в рiвняння (5.48a), легко знайти α з такого
рiвняння:

A cos 2α + B sin 2α + C sin 4α = 0, (5.49)

де
A = 6π(W2 −W3)(−512K + 9πa(W2 + W3 − 2W1)), (5.50)

B = 108π2a(W1 −W2)(W1 −W3), (5.51)

C = a(1024(W2−W3)
2 +81π2(2W 2

1 +W 2
2 +W 2

3 −2W1(W2 +W3))). (5.52)

Для подальшого аналiзу запишемо (5.49), використавши позначення
tan α = x. Тодi

Ax4 − (2B − 4C)x3 − (2B − 4C)x− A = 0. (5.53)

Не складно побачити, що лiву сторону рiвняння (5.53) можна розгляда-
ти як деяку неперервну функцiю x. Значення функцiї має рiзнi знаки на
кiнцях iнтервалу (−∞, 0] i [0, +∞). А отже, рiвняння (5.53) завжди має
дiйснi коренi. Водночас з рiвняння (5.48c) випливає, що qy є нульовим
лише якщо α =

π

4
+

πn

2
, n ∈ Z. Однак такi α не задовольняють рiвнян-

ня (5.49). Це, в свою чергу, означає, що наша система має рiвноважний
стан, у якому деформацiйний заряд присутнiй без будь-якої зовнiшньої
дiї.

Нагадаємо: з виразу (5.40) випливає, що частинки з двома ортого-
нальними площинами симетрiї не можуть бути джерелом монопольного
деформацiйного заряду. Цей факт проiлюстровано на рис.5.5, де пока-
зано залежнiсть qy i орiєнтацiї частинки вiд зчеплення W1. З рисунка
чiтко бачимо, що qy = 0, коли з’являється додаткова площина симе-
трiї: W1 = W2 або W1 = W3. Типовi значення qy є порядку 10−7 м.
Це, зокрема, означає, що пружний монополь можна спостерiгати навiть
тодi, коли зчеплення молекул рiдкого кристала з поверхнею колоїдної
частинки є малим. Справдi, енергiя вiдштовхування мiж однаковими
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Рис. 5.5. Залежнiсть монопольного моменту qy вiд зчеплення W1 (W2 =
= 11 · 10−6 Дж/м2, W3 = 2 · 10−6 Дж/м2, K = 10пН, a = 2.5 мкм)

монополями qy = −q′y = 1 · 10−7 м на вiдстанi R = 20 мкм становить
порядку 10 kT (рис. 5.6).

Так само можемо знайти деформацiйний заряд довгого цилiндра
(L À d), який вiдхилений вiд напрямку директора на деякий кут θ i
лежить у площинi Y Z. Для таких цилiндрiв α13 = 0, α23 6= 0, i тодi
деформацiйний заряд

Qcyl =
dL |W sin 2θ|

4

√
π

K
. (5.54)

Коли цилiндр лежить у площинi XY (θ = π
2
) або в площинi Y Z (θ = 0),

тодi з загальних принципiв симетрiї випливає, що Q = 0. Деформацiй-

Рис. 5.6. Енергiя монополь-монопольного вiдштовхування в одиницях kT як фун-
кцiя вiдстанi мiж частинками R (qy = −q′y = 10 · 10−7 м, U = 4πKqq′/R)
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ний заряд буде максимальним при θ = π
4
. В основному станi цилiндр має

кут нахилу θ = 0 або θ = π
2
залежно вiд спiввiдношення Wd/K [114].

Якщо при цьому на ньому iснує магнiтний момент, то зовнiшнє магнiтне
поле може фiксувати кут θ 6= 0, π/2 та iмiтувати мiж такими цилiндра-
ми пружну взаємодiю кулонiвського типу. Така ситуацiя реалiзується,
наприклад, у суспензiї феромагнiтних частинок у нематику [1]. Дефор-
мацiйний заряд може виникати i для сферичного включення, коли на
його поверхнi є несиметричнi плями, де енергiя зчеплення вiдмiнна вiд
енергiї зчеплення решти поверхнi, що створює момент кручення в роз-
подiлi директора. У цьому випадку iндукування деформацiйних зарядiв
має вигляд: Qspot = 8π

3
Wr2

0 sin 2θ, де W — рiзниця енергiї зчеплення на
плямi та на iншiй частинi поверхнi, r0 — розмiр плями, а θ — кут мiж
екватором i напрямком на пляму з центра частинки (рис. 5.7).

Рис. 5.7. Взаємодiя двох нахилених цилiндрiв (а) i виникнення деформацiйного
заряду на сферичнiй частинцi з несиметричними плямами (б )

Розглянемо взаємодiю мiж елiпсоїдами, повернутими на деякий кут
вiдносно основного напрямку директора. Iз загальної формули кулонiв-
ської взаємодiї маємо

Залишається невизначеним коефiцiєнт Qm, який, як зазначено ранi-
ше, можна визначити за формулою

Up,p′(R) = −QmQ′
m

R
+ ... (5.55)
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Qm =
W√
2πK

∮
dSν3νm, (5.56)

де iнтегрування проводиться по всiй поверхнi частинки. Кожна частин-
ка у виглядi елiпсоїда обертання характеризується енергiєю зчеплен-
ня з поверхнею Wp i параметрами елiпсоїда (θp, ψp, bp, εp), де θp — кут
мiж довгою вiссю p i директором n0, ψp — кут мiж горизонтальною
проекцiєю частинки i k1, bp — довжина довгої осi, а εp — ексцентри-
ситет, εp =

√
1− c2

p/b
2
p, з cp — коротка вiсь елiпсоїда. Надалi будемо

користуватися iндексом 1 замiсть iндекса p. Якщо ν — нормаль до по-
верхнi частинки в точцi поверхнi s з компонентами ν = (ν̃1, ν̃2, ν̃3) в
координатному базисi (x̃, ỹ, z̃) (де довга вiсь l паралельна до z̃), тодi
ν = (ν1, ν2, ν3) — це координати (k1,k2,k3). Матрицю переходу вiд однi-
єї координатної системи до iншої, зв’язану перетворенням νi = Tij ν̃j,
можна записати так:

Tij =




cos ψ cos θ − sin ψ cos ψ sin θ
sinψ cos θ cos ψ sin ψ sin θ
− sin θ 0 cos θ


 .

Визначимо деформацiйнi заряди:

Q1 =
W√
2πK

∮
dSν3ν1, (5.57)

Q2 =
W√
2πK

∮
dSν3ν2. (5.58)

Використавши, що νi = Tij ν̃j, отримаємо еквiвалентну формулу:

Q1 =
W√
2πK

F (b, ε) cos ψ sin θ cos θ,

Q2 =
W√
2πK

F (b, ε) sin ψ sin θ cos θ, (5.59)

де

F (b, ε) =

∮
dS(−ν̃2

1 + ν̃2
3), (5.60)

i проiнтегруємо (5.60) по всiй поверхнi елiпсоїда:

x̃2 + ỹ2

(1− ε2)
+ z̃2 = b2. (5.61)
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Для цього використаємо спочатку просту параметризацiю поверхнi елi-
псоїда (5.61), застосувавши перехiд вiд звичайних (x̃, ỹ, z̃) до елiпсої-
дальних координат (ε−1, τ, ϕ) з (ε−1 ≥ 1 ≥ τ ≥ −1; 2π ≥ ϕ ≥ 0), де елi-
псоїд визначений як поверхня з постiйним ексцентриситетом ε. Перехiд
вiд одних координат до iнших задаємо наступними спiввiдношеннями:

x̃2 = b2(1− ε2)(1− τ 2) cos2 ϕ,

ỹ2 = b2(1− ε2)(1− τ 2) sin2 ϕ, (5.62)
z̃ = bτ.

Елемент поверхнi ds записуємо в елiпсоїдальних координатах

ds =
√

giigjjdxidxj =
√

gττgϕϕdτdϕ (5.63)

з метричним тензором gij:

gεε = b2ε2 1− τ 2ε2

1− ε2
, (5.64)

gττ = b2 1− τ 2ε2

1− ε2
, (5.65)

gϕϕ = b2(1− ε2)(1− τ 2). (5.66)

Разом з цим трансформуються i компоненти нормалi:

ν̃1 =
∂x̃

∂ε−1

1√
gεε

, ν̃2 =
∂ỹ

∂ε−1

1√
gεε

, ν̃3 =
∂z̃

∂ε−1

1√
gεε

, (5.67)

звiдки маємо

−ν̃2
1 + ν̃2

3 =
τ 2(1− ε2)− (1− τ 2) cos2 ϕ

1− τ 2ε2
, (5.68)

а також

F (b, ε) =

∫ 1

−1

dτ

∫ 2π

0

dϕ
(−ν̃2

1 + ν̃2
3

)
. (5.69)

Проiнтегрувавши (5.69), отримаємо

F (b, ε) = πb2
√

1− ε2

{√
1− ε2

ε2
(2ε2 − 3) +

arcsin ε

ε3
(3− 4ε4)

}
. (5.70)
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У випадку малого ексцентриситету маємо асимптотику:

F (b, ε)ε⇒0 = −10

6
πb2ε2 + . . . , (5.71)

з чого робимо висновок, що деформацiйний заряд прямує до нуля як
квадрат ексцентриситету:

qm ∝ ε2. (5.72)

Запишемо остаточну формулу для кулонiвської взаємодiї мiж двома
елiпсоїдами зi слабким зчепленням у нематичному рiдкому кристалi:

U [CC] = −W1W2

8πKR
cos(ψ1 − ψ2) sin 2θ1 sin 2θ2F (b1, ε1)F (b2, ε2). (5.73)

Формула (5.73) показує, що така взаємодiя можлива лише коли θ1, θ2 6=
6= 0, π/2, тобто коли елiпсоїди не паралельнi або перпендикулярнi, а на-
хиленi до рiвноважного розподiлу директора. Тiльки нахиленi елiпсоїди
порушують симетрiю розподiлу директора у двох площинах, тобто то-
дi, коли вони створюють крутильний момент для директора (рис. 5.8).
Отримана взаємодiя U [CC] має наступнi властивостi: а) двi елiпсоїдаль-

Рис. 5.8. Елiпсоїди в комiрцi нематичного рiдкого кристала (а) та залежнiсть енер-
гiї взаємодiї двох нахилених елiпсоїдiв вiд вiдстанi мiж ними (б )

нi частинки з однаковим зчепленням на поверхнi i з однаковою орi-
єнтацiєю вiдносно директора (|ψ1 − ψ2| < π/2) притягуються за куло-
нiвським законом; б) частинки з рiзним знаком зчеплення (планарне
i гомеотропне), але з однаковою орiєнтацiєю вiдштовхуються за куло-
нiвським законом; в) частинки з однаковим зчепленням, але з проти-
лежною орiєнтацiєю до директора (|ψ1 − ψ2| > π/2) вiдштовхуються;
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г) кулонiвська взаємодiя прямує до нуля як четвертий степiнь ексцен-
триситету U

[CC]
ε⇒0 ∝ ε4. Усе це стосується випадку слабкого зчеплення. У

разi сильного зчеплення Wb/K ≥ 1 також можна застосувати отриманi
залежностi, використавши введене ранiше поняття деформацiйної шу-
би. Звичайно, що на малих вiдстанях вiд поверхнi частинки не можна
використовувати малiсть вiдхилень директора n = (nx, ny, 1) вiд основ-
ного рiвноважного розподiлу директора. Але на далеких вiдстанях вiд-
хилення вiд рiвноважного розподiлу є малими. Вони будуть малими й
у випадку сильного зчеплення, якщо використати представлення про
деформацiйну шубу, всерединi якої захованi всi сильнi деформацiї. Ви-
користавши таке представлення, можна записати поверхневу енергiю
на межi зони сильних деформацiй:

F coat
s =

∑
p

∮

coat

dSWc(s)(ν(s) · n(s))2 , (5.74)

де Wc(s) — коефiцiєнт енергiї зчеплення на межi цiєї зони. Зазначимо,
що апроксимацiя Wc(s) ≈ W на уявнiй поверхнi, де деформацiї малi
nx, ny ¿ 1, i Wc(s) < W на поверхнi утворення завжди допустима. Роз-
мiр деформацiйної шуби є значно бiльшим за розмiри дiйсної частинки
bc > b i мiстить у собi зону всiх сильних деформацiй. Оцiнки розмiрiв
деформацiйної шуби було наведено ранiше, а точнiшi розрахунки отри-
мано у працi [55], де для дипольної конфiгурацiї деформацiйної шуби
гiперболiчний їжак розмiщувався на вiдстанi z0 = 1.19a (a — розмiр
сферичної частинки). Отже, в загальному випадку bc = γb з 1 < γ < 2.
Але в будь-якому випадку зона сильних деформацiй завжди менша по-
рiвняно з зоною малих деформацiй. Це означає, що при слабкому зче-
пленнi завжди виконується умова Wc(s) < W , тому загальну поверхневу
енергiю на границi деформацiйної шуби можна апроксимувати виразом
F coat

c ≈ Fs. У разi двох колоїдних частинок iз зоною сильних деформа-
цiй (> 2γb) можна описати їхню взаємодiю, використавши концепцiю
деформацiйної шуби. При взаємодiї двох елiпсоїдiв з енергiєю зчепле-
ння Wc(s) на уявнiй поверхнi нового утворення можна оцiнити енергiї
взаємодiї U(R) i ї ї кутову залежнiсть. Функцiонал F (b, ε) записують у
виглядi нової функцiї

¯̄F (bc, εc,Wc) =

∮

coat

dSWc(S)(−ν̃2
1 + ν̃2

3), (5.75)
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де Wc, bc, εc — енергiя зчеплення та ексантрисетет. Кулонiвський потен-
цiал взаємодiї знаходять так:

U [CC]
c = −cos(ψ1 − ψ2) sin 2θ1 sin 2θ2

8πKR
¯̄F (c1) ¯̄F (c2). (5.76)

Можна оцiнити силу F (R) = −∂U/∂R, яка дiє мiж двома частинками.

Для параметрiв: Wc = 1.0 ·10−2 Дж/м2, K = 10−11 Н, bc ≈ 0.25 мкм, R =

= 0.5 мкм,
√

1− ε2 = 1/5. На пiдставi (5.70) припускаємо, що ¯̄F (c) ≈
≈ Wcb

2
c ∗ α з α ∼= 0.1, звiдки отримуємо F (R) ≈ 10−11 Н = 10 пН, що

збiгається з комп’ютерними розрахунками [56]. Така пружна взаємодiя
кулонiвського типу може реалiзуватися й експериментально. Взаємо-
дiю такого типу спостерiгали, коли частинка рухалася до деформацiй-
ної зони довiльної форми, а також при взаємодiї частинки з лiнiйною
дисклiнацiєю.

При цьому залишається поза увагою дуже важливе питання: рiзни-
ця мультипольних коефiцiєнтiв за рiзного значення сили зчеплення. У
кожного з цих коефiцiєнтiв залежнiсть вiд розмiрiв включення на один
степiнь бiльший у разi слабкого зчеплення, нiж у разi сильного зчепле-
ння. Перехiд вiд слабкого зчеплення до сильного зi змiною вiдповiд-
них коефiцiєнтiв можна простежити i в нашому пiдходi. Якщо у виразi
для поверхневої вiльної енергiї (5.21) або (5.42) залишити останнi чле-
ни розкладу, якими до цього часу нехтували, тобто обмежитися i в по-
верхневiй енергiї квадратичними за вiдхиленням директора доданками,
то при визначеннi вiдповiдних коефiцiєнтiв отримуємо перенормування
пружної сталої K на величину K(1+ 2π

3
WR0

K
). Через це кожну величину,

що визначає мультипольнi коефiцiєнти, потрiбно дiлити на цю перенор-
мовану пружну сталу. Очевидно, що при збiльшеннi зчеплення i розмiру
частинок другий член стає бiльшим за перший, а це в свою чергу зни-
жує стeпiнь залежностi вiдповiдних коефiцiєнтiв вiд розмiру частинок
i вiдповiдає експериментально перевiреним результатам. Це, звичайно,
груба оцiнка, але хоча б зрозумiло, чому у випадках слабкого i силь-
ного зчеплення отримано рiзнi залежностi мультипольних коефiцiєнтiв
вiд розмiру частинки.
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5.5 Пружнi мультиполi вищих порядкiв
Вище було зазначено, що малiсть вiдхилень директора вiд основного
стану на великих вiдстанях вiд колоїдної частинки дає змогу предста-
вити її як деякий ефективний точковий об’єкт, що характеризується
сукупнiстю пружних мультипольних моментiв. Такий пiдхiд базується
на гармонiчному наближеннi для вiльної енергiї нематичного рiдкого
кристала. Якщо поле директора має вигляд n ≈ (nx, ny, 1), то

Fhar =
K

2

∫
d3x(∇nµ)2. (5.77)

Звiдки випливає, що ∆nµ = 0, i розподiл директора може бути представ-
лений мультипольним розвиненням. Ангармонiчну поправку, пов’язану
з тим, що насправдi nz =

√
1− n2

x − n2
y =

√
1− n2

⊥ 6= 1, можна знайти
як Fanhar = K

2

∫
d3x(∇nz)

2 ≈ K
8

∫
d3x(∇n2

⊥)2. Це, в свою чергу, змiнює
рiвняння Ейлера—Лагранжа наступним чином:

∆nµ +
1

2
nµ∆n2

⊥ = 0. (5.78)

Звiдси легко побачити, що якщо провiдним членом гармонiчного на-
ближення є, наприклад, дипольний доданок, то ангармонiчна поправка
змiнюється як rµ/r

7. Тобто за таких умов усi члени мультипольного роз-
винення до 1/r5 включно мають бути розглянутi в рамках гармонiчного
наближення. Аналогiчнi мiркування є справедливими й у випадку до-
мiнуючого внеску квадрупольного члена. Ангармонiчна поправка при
цьому описується доданком rµ/r

10, i мають бути врахованi всi члени
мультипольного розвинення аж до 1/r8. Зрозумiло, що мультипольнi
взаємодiї високих порядкiв швидко спадають зi збiльшенням вiдстанi
мiж частинками, а тому можуть бути суттєвими лише для близько роз-
ташованих частинок.

У загальному випадку розв’язок рiвняння Лапласа для аксiально-
симетричних частинок набуває вигляду

nµ =
N∑

l=1

al(−1)l∂µ∂
l−1
z

1

r
, (5.79)

де al — мультипольний момент порядку l, а 2l — його мультипольнiсть;
N — максимальний порядок гармонiчного наближення. Для дипольних
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частинок N = 4, для квадрупольних N = 7. Так, a1 = p є дипольним
моментом, а a2 = c — квадрупольним. З мiркувань симетрiї для квадру-
польних частинок усi непарнi коефiцiєнти є нульовими a3 = a5 = a7 = 0,
i можна обмежитися N = 6. Усi ненульовi коефiцiєнти al є невiдомими.
Їх знаходять з асимптотичних виразiв точних розв’язкiв або за допо-
могою варiацiйних анзацiв. Цi коефiцiєнти є функцiями зчеплення W i
поверхневих пружних сталих al = al(Wa/K, K24/K,K13/K, a), а також
пружної сталої Франка K та розмiру частинки a. На жаль, цiєї зале-
жностi ми не знаємо. Але коефiцiєнти al можна знайти з iнтерполяцiї
енергiї взаємодiї у кожному конкретному експериментальному випадку.

Для знаходження енергiї системи частинки + рiдкий кристал треба
ввести деякий ефективний функцiонал вiльної енергiї Feff , мiнiмум яко-
го реалiзується на рiвняннях Ейлера—Лагранжа з розв’язками (5.79).
В одноконстантному наближеннi з пружною сталою Франка K такий
ефективний функцiонал має вигляд [265]

Feff = K

∫
d3x

{
(∇nµ)2

2
− 4π

N∑

l=1

Al(x)∂µ∂
l−1
z nµ

}
, (5.80)

звiдки отримуємо рiвняння для nµ:

∆nµ = 4π
N∑

l=1

(−1)l−1∂µ∂
l−1
z Al(x), (5.81)

де Al(x) — вiдповiднi мультипольнi моменти, а пiдсумовування викону-
ється за µ = x, y, наприклад, ∂µnµ = ∂xnx + ∂yny. Для необмеженого
простору розв’язок рiвняння (5.81) є добре вiдомим:

nµ(x) =

∫
d3x′

1

|x− x′|
N∑

l=1

(−1)l∂′µ∂
′l−1
z Al(x′). (5.82)

Якщо покладемо Al(x) = alδ(x), то легко отримаємо розв’язок (5.79).
Розглянемо Np частинок у нематичному рiдкому кристалi. Тодi Al(x) =

=
∑

i a
i
lδ(x − xi), i = 1 ÷ Np. Пiдставимо (5.82) у вираз для ефектив-

ної вiльної енергiї Feff (5.80) i отримаємо, що Feff = U self + U interaction,
де U self =

∑
i U

self
i . Тут U self

i — власна енергiя окремої частинки, а
U interaction =

∑
i<j U int

ij — сума енергiй усiх парних взаємодiй U int
ij мiж
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i-ю та j-ю частинками в необмеженому нематичному рiдкому кристалi:

U int
ij = 4πK

N∑

l,l′=1

ala
′
l′(−1)l′ (l + l′)!

rl+l′+1
Pl+l′(cos θ). (5.83)

Тут i далi al використовується для частинки i, а a′l′ — для частинки j,
r = |xi − xj|, θ — кут мiж радiусом-вектором r i вiссю z. Pl(cos θ) =

= (−1)l rl+1

l!
∂l

z
1
r
— полiном Лежандра. Таким чином, отримуємо загаль-

ний вигляд для енергiї взаємодiї мiж аксiально-симетричними колої-
дними частинками в необмеженому нематичному рiдкому кристалi з
урахуванням вищих членiв мультипольного розвинення.

Для дипольних частинок сума обмежена ненульовими a1, a2, a3 i a4.
Для квадрупольних частинок (для частинок з дефектами у виглядi бу-
джумiв та кiлець Сатурна) сума обмежена ненульовими a2, a4 i a6. Усi
коефiцiєнти можна записати як al = bla

l+1, де a — радiус частинки, bl —
безрозмiрний параметр. Далi побачимо, що для опису колоїдних части-
нок достатньо взяти три ненульових коефiцiєнта: для дипольних асиме-
тричних частинок — дипольний a1, квадрупольний a2 та октупольний
a3 моменти; для аксiально-симетричних частинок — квадрупольний a2,
гексадекапольний a4 i 64-польний a6 моменти. Тобто кожну колоїдну ча-
стинку можна ефективно представити як пружну трiаду — точку, яка
мiстить три числа — три мультипольних момента. Ми повернемось до
цього прикладу у параграфi 5.10.

Якщо рiдкий кристал обмежений деякою поверхнею (або поверх-
нями, тобто нематичною комiркою) Σ так, що nµ

∣∣∣
Σ

= 0, то потенцiал
взаємодiї набуває вигляду:

U int,confined
ij = −4πK

N∑

l,l′=1

ala
′
l′∂µ∂

′
µ∂

l−1
z ∂′l

′−1
z Gµ(xi,x

′
j), (5.84)

де Gµ(x,x′) — вiдповiднi функцiї Грiна, ∆Gµ(x,x′) = −4πδ(x− x′) для
всiх x,x′ в об’ємi V , обмеженому поверхнею Σ, i Gµ(x, s) = 0 для всiх
s ∈ Σ. Для необмеженого нематика Gµ(x,x′) =

∣∣x − x′
∣∣−1, i потенцi-

ал взаємодiї (5.84) зводиться до потенцiалу в необмеженому нематику
(5.83).
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5.6 Вплив октупольного моменту
в дипольних колоїдах

Розглянемо аксiально-симетричну колоїдну частинку з нормальними
(перпендикулярними до поверхнi) граничними умовами. У працi [167]
було наведено результати експериментальних дослiджень стосовно то-
го, що такi частинки мiстять навколо себе топологiчний точковий де-
фект — гiперболiчний їжак (рис. 5.9). У [55] запропоновано спецiальний

Рис. 5.9. Вигляд колоїдної частинки з гiперболiчним дефектом (а) i лiнiйний лан-
цюг з двох таких частинок (б )

анзац для цього розподiлу i показано, що така конфiгурацiя поля дире-
ктора справдi має найнижчу вiльну енергiю. На великих вiдстанях вiд
частинки вiдхилення nµ, µ = x, y директора вiд його основного стану
n0 = (0, 0, 1) nµ є малими (<< 1) i мають такий вигляд:

nµ = p
µ

r3
+ 3c

µz

r5
, (5.85)

де p = 2.04r2
0 i c = −0.72r3

0 (r0 — радiус частинки). Тобто якщо покласти
p = b1r

2
0, c = b2r

3
0 , то (b1, b2) = (2.04,−0.72).

Також у [55] показано, що такi частинки на великих вiдстанях по-
виннi взаємодiяти як сума диполь-дипольної, диполь-квадрупольної та
квадруполь-квадрупольної взаємодiй:

U

4πK
= −pp′2

P2(cos θ)

r3
+ (pc′ − cp′)3!

P3(cos θ)

r4
+ cc′4!

P4(cos θ)

r5
. (5.86)

Автори працi [171] використали сферичнi залiзнi частинки з диполь-
ною конфiгурацiєю директора i виконали достатньо точнi прямi вимi-
рювання пружних сил, зрiвноважуючи їх зовнiшнiм магнiтним полем.
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Рис. 5.10. Залежнiсть пружної сили вiд вiдстанi мiж двома паралельними дипо-
лями: точки — експериментальнi результати [171]; суцiльна лiнiя — b1,exp = 2.05,
b2,exp = −0.2 i b3 = 0; штрихова лiнiя — b1,theor = 2.04, b2,theor = −0.72 i
b3,theor = 0.157. На вставцi показано видiлену зону у бiльшому масштабi

Вони знайшли, що b1,exp = 2.05 i b2,exp = −0.2± 0.1 (рис. 5.10). Поряд з
хорошим збiгом дипольних моментiв бачимо значну рiзницю мiж ква-
друпольними моментами, хоча значення b2,theor = −0.72 отримано з двох
рiзних анзацiв [55]. У чому ж причина такого значного розходження?

На нашу думку, це зумовлено нехтуванням октупольним моментом
a3 = b3r

3
0. Якщо вважати октупольний момент a3 ненульовим, то енергiя

парної взаємодiї (5.83) набуває вигляду

U

4πK
=





∑3
l,l′=1 ala

′
l′(−1)l′ (l + l′)!

rl+l′+1
Pl+l′(cos θ) , r > 2rc,

∞ , r ≤ 2rc.
(5.87)

Тут al = blr
l+1
0 i rc — радiус шуби, де пiдхiд лiнiйних деформацiй є не-

застосовним. Середня рiвноважна вiдстань b мiж центрами дипольних
частинок у ланцюжку (див. рис. 5.9) отримана в результатi рiзних екс-
периментiв i чисельних розрахункiв [103, 171, 179, 212]. Вона становить
b = 2.44r0. Вiдтак, будемо вважати шубу жорсткою сферою радiуса
rc = 1.22r0.

Тодi функцiонально диполь-октупольна взаємодiя збiгається з ква-
друполь-квадрупольною UQQ + UdO = (a2a

′
2 − a1a

′
3 − a3a

′
1)

24P4(cos θ)
r5 для
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аксiально-симетричних частинок. Якщо знайдений у [55] квадруполь-
ний момент b2 = −0.72 є реальним, то октупольний момент можна оцi-
нити з такого спiввiдношення: b2

2,exp ≈ b2
2,theor − 2b1b3, звiдки b3 ≈ 0.12.

Бiльш точне значення b3 можна знайти шляхом апроксимацiї даних
[171] виразом (5.87). Тодi b3,theor = 0.157. При цьому рiзниця мiж дво-
ма кривими (b1, b2, b3) = (2.05,−0.2, 0) i (2.04,−0.72, 0.157) не перевищує
0.3% для всiх експериментальних точок (див. рис. 5.10).

Отже, вважатимемо, що дипольну частинку з гiперболiчним їжаком
можна наближено розглядати як трiаду (b1, b2, b3) = (2.04,−0.72, 0.157).
Саме такий розгляд дав змогу нам описати рiзнi 2D та 3D структури в
роздiлi 8.

5.7 Сферичнi частинки з буджумами

Розглянемо сферичнi частинки з планарними граничними умовами
(рис. 5.11) [170]. Тодi поле директора (5.79) можна представити як nµ =
= a2∂µ∂z

1
r
+a4∂µ∂

3
z

1
r
+a6∂µ∂

5
z

1
r
. Якщо ввести безрозмiрну вiдстань r ⇒ ar,

то горизонтальна проекцiя nρ = n⊥ (n2
ρ = nµnµ) поля директора матиме

вигляд

nρ = b2
3 sin θ cos θ

r3
+ b4

105 sin θ cos3 θ − 45 sin θ cos θ

r5
+

+b6
10395 sin θ cos5 θ − 9450 sin θ cos3 θ + 1575 sin θ cos θ

r7
,

(5.88)

де θ — кут мiж вiссю z i r, nx = nρ cos ϕ, ny = nρ sin ϕ, а ϕ — кут мiж ρ i x.
Усюди b2 < 0 для конфiгурацiї з буджумами. У працi [199] знайдено, що
b2 ≈ −0.28. Маємо два варiацiйних параметри b4 i b6. Фiзичне обмеже-
ння для такої конфiгурацiї дефектiв можна сформулювати наступним
чином: |nρ| < 1 для всiх вiдстаней r ≥ 1; nρ(r, θ) повинен мати лише один
мiнiмум/максимум як функцiю θ для 0 < θ < π/2. Крiм того, для всiх
r ≥ 1 потенцiал взаємодiї (5.83) має узгоджуватися з якомога бiльшою
кiлькiстю експериментальних результатiв. Як ми побачимо далi, всi цi
умови добре виконуються при (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,−0.00018).

Залежнiсть nρ(θ) на поверхнi сферичної частинки одиничного радiу-
са, r = 1, показано на рис. 5.12 для (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,−0.00018)
(лiнiя 1 ). Топологiчнi дефекти (буджуми) розмiщенi на полюсах (див.
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Рис. 5.11. Сферичнi частинки: a — колоїдна частинка (2a = 4.5 мкм), внесена
в нематичний рiдкий кристал (вигляд в поляризацiйному мiкроскопi); б — два бу-
джуми на полюсах сферичної частинки, якi вiдповiдають тангенцiйним (планарним)
граничним умовам на поверхнi сфери, при цьому агрегацiю частинок спостерiгали
пiд кутом приблизно θ ≈ 25◦ − 35◦ вiдповiдно до середнього напрямку орiєнтацiї
директора n0||z; в — iнтенсивнiсть профiлю поля директора, знайденого чисельним
обчисленням з розв’язку (5.88) для (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,−0.00018). У чорнiй
зонi поле директора направлено вздовж осi z, а деформацiї директора n2

ρ мають ма-
ксимум у свiтлих зонах; г — дiаграма поля директора для конфiгурацiї з дефектами
у виглядi буджумiв

рис. 5.11, a). Поперечнi деформацiї поля директора n2
ρ, знайдено з ви-

разу (5.88) i показано на рис. 5.11, в. У чорнiй зонi n||z, максимальнi
значення n2

ρ має в бiлих зонах. Бачимо, що рис. 5.11, а i 5.11, в практи-
чно iдентичнi. Це означає, що розв’язок (5.88) правильно аналiтично

Рис. 5.12. Горизонтальна проекцiя поля директора nρ = n⊥ на поверхнi сфери-
чної частинки радiуса r = a з планарними граничними умовами для 0 ≤ θ ≤ 90◦

(див. рис. 5.11, г): 1 — (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,−0.00018); 2 — b6 = 0,
(b2, b4, b6) = (−0.32,−0.007, 0); 3 — чистий квадрупольний член при b4, b6 = 0,
(b2, b4, b6) = (−0.28, 0, 0)
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описує буджуми бiля поверхнi частинки аж до порядку 1/r7. Зрозумi-
ло, що є також ангармонiчнi поправки, але вони спадають швидше, нiж
1/r7, як це випливає з рiвняння (5.78).

Вплив членiв вищого порядку на кутову залежнiсть потенцi-
алу взаємодiї. Енергiю взаємодiї (5.83) мiж двома сферичними ча-
стинками з буджумами можна записати у виглядi

U

4πaK
= b2

24!
P4(cos θ)

r5
+ 2b2b46!

P6(cos θ)

r7
+

+(2b2b6 + b2
4)8!

P8(cos θ)

r9
+ 2b4b610!

P10(cos θ)

r11
+ b2

612!
P12(cos θ)

r13
,

(5.89)

де r вимiрюється в радiусах частинок a i r ≥ 2. Залежнiсть сили вiд-
штовхування F = −U ′

r вiд вiдстанi мiж двома частинками дiаметра
D = 2a = 4.4 мкм у нематику 5CB (K = 7 пН) для θ = π/2 побудовано
на рис. 5.13. Можна пересвiдчитися, що її експериментальнi значення
можуть бути досить точно iнтерпольованi за допомогою трьох набо-
рiв параметрiв: 1 — (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,−0.00018); 2 — b6 = 0,
(b2, b4, b6) = (−0.32,−0.007, 0); 3 — чиста квадрупольна взаємодiя для
b4, b6 = 0, (b2, b4, b6) = (−0.28, 0, 0). Усi три набори параметрiв добре
описують експериментальнi данi на вiдстанях 1 < r/D < 1.6.

Попри те, що за трьох рiзних наборiв параметрiв отримано однако-
ве значення сили вiдштовхування вздовж напрямку θ = π/2, картини
кутової залежностi потенцiалу взаємодiї при цьому є суттєво вiдмiн-
ними. Кутову залежнiсть потенцiалу взаємодiї для двох частинок на
вiдстанi r = 2 показано на рис.5.14. Легко помiтити, що у разi набо-
ру параметрiв (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,−0.00018) (лiнiя 1 ) потен-
цiал (5.89) має мiнiмум при θ = 34.5◦, який дуже близький до спо-
стережуваного ранiше в працях [167, 168] (див. рис. 5.11, б ). А набiр
(b2, b4, b6) = (−0.32,−0.007, 0) (лiнiя 2 ) вказує на потенцiал з мiнiмумом
в θ = 44◦. Лiнiя 3 вiдображає чисту квадрупольну взаємодiю b4, b6 = 0,
(b2, b4, b6) = (−0.28, 0, 0), що має мiнiмум при θ = 49◦.

Кутову залежнiсть потенцiалу пружної взаємодiї для рiзних вiдста-
ней наведено на рис. 5.15. Мiнiмум енергiї взаємодiї зростає вiд θ = 34.5◦

до θ = 48◦ зi збiльшенням вiдстанi вiд r = 2a до r = 8a, що показано
на рис. 5.16. Це вiдповiдає результату експериментальної працi [168], де
рiвноважний кут θ змiнюється вiд θ = 30◦ до θ = 48◦ зi збiльшенням
вiдстанi мiж частинками.
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Рис. 5.13. Експериментальна залежнiсть сили вiдштовхування F мiж двома ча-
стинками дiаметром D = 2a = 4.4 мкм вiд вiдстанi x/D: 1 — F = −U ′

r з (5.89)
для θ = π/2, K = 7пН (5CB) i (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,−0.00018); 2 — b6 = 0,
(b2, b4, b6) = (−0.32,−0.007, 0); 3 — чиста квадрупольна взаємодiя при b4, b6 = 0,
(b2, b4, b6) = (−0.28, 0, 0) [184]

Рис. 5.14. Кутова залежнiсть потенцiалу взаємодiї (5.89) в одиницях kT для
двох близько розташованих кульок, r = 2a, a = 2.2 мкм, K = 7 пН: 1 —
(b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,−0.00018). Потенцiал має мiнiмум при θ = 34.5◦; 2 —
b6 = 0, (b2, b4, b6) = (−0.32,−0.007, 0). Потенцiал має мiнiмум при θ = 44◦; 3 — чиста
квадрупольна взаємодiя для b4, b6 = 0, (b2, b4, b6) = (−0.28, 0, 0) з мiнiмумом при
θ = 49◦

Вплив членiв вищого порядку на ефективну силу взаємодiї.
Проста електростатична аналогiя, запропонована в [55], передбачає, що
пружна сила пропорцiйна рiзним степеням вiдстанi мiж частинками
F ∝ r−4, r−5, r−6 для рiзних типiв взаємодiї.
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Рис. 5.15. Кутова залежнiсть потенцiалу взаємодiї (5.89) в одиницях kT для рiзних
вiдстаней: 1 — r = 2.5a, 2 — r = 3a; 3 — r = 4a; 4 — r = 5a; радiус a = 2.2 мкм,
K = 7 пН, (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,−0.00018)

Рис. 5.16. Залежнiсть положення (кута) мiнiмуму енергiї θmin вiд безрозмiрної
вiдстанi r/a для двох потенцiалiв (5.89) з (b2, b4, b6) = (−0.36, −0.023,−0.00018) (1 )
i θ = 49◦ для чистої квадрупольної взаємодiї (2 )

Але в багатьох експериментах показник степеня залежностi сили вiд
вiдстанi не вiдповiдає цiлим числам. Наприклад, F ∝ r−δ з δ = 3.6 у
працях [172, 174], або δ = 4.6 у [173, 174] для рiзних конфiгурацiй роз-
подiлу директора. У працi [174] ця невiдповiднiсть успiшно пояснена за
допомогою введення членiв вищих порядкiв у мультипольне розвинен-
ня. Подивимося, як саме врахування членiв вищого порядку в мульти-
польному розкладi може приводити до змiни степеня залежностi сили
взаємодiї вiд вiдстанi.

Розглянемо потенцiал (5.89) при θ = π/2 i (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,
−0.00018). Цей потенцiал є всюди вiдштовхувальним. Наближено пред-



165

Рис. 5.17. Залежнiсть ефективного показника степеня γeff вiд безрозмiрної вiдста-
нi r/a мiж двома частинками в перпендикулярному до основного стану директора
напрямку, θ = π/2, для потенцiалу (5.89) з (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,−0.00018)

ставимо його лише одним степеневим доданком з деяким ефективним
показником:

Uwall
same,hom ≈ C

rγeff
, (5.90)

де γeff можна знайти як γeff = −∂logU
∂logr

= −U ′
r

r
U
. На рис. 5.17 показано

залежнiсть γeff вiд безрозмiрної вiдстанi r/a. Бачимо, що на малих вiд-
станях 2 < r/a < 3 ефективний показник степеня γeff зменшується вiд
5.2 до 4.5 i збiльшується вiд 4.5 до 5 при r/a > 3.

Отже, пружнi мультипольнi моменти вищих порядкiв iстотно впли-
вають на кутову залежнiсть потенцiалу взаємодiї на коротких вiдста-
нях i на ефективний показник степеневої залежностi сили вiд вiдстанi,
що пiдтверджується експериментальним спостереженням. Таким чи-
ном, сферичнi частинки довiльного радiуса з буджумами на полюсах
можна описати трiйкою чисел (трiадою) — (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,
−0.00018).

5.8 Гексадекапольнi колоїди
У працi [270] автори взяли полiстiрольнi мiкросфери (ПМ), якi проду-
кують конiчно виродженi граничнi умови для директора на поверхнi.
Це означає, що кут нахилу директора до поверхнi становить не 90◦, як у
гомеотропному зчепленнi, i не 0◦, як у планарному зчепленнi, а близько
20◦ − 30◦. Вiсь директора лежить на конусi з рiвноважним полярним
кутом ψe ≈ 60◦ − 70◦ (рис. 5.18). Коли така полiстiрольна мiкросфера
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диспергується в однорiдному нематичному рiдкому кристалi, вона ло-
кально спотворює розподiл директора, що проявляється у появi вiсьмох
яскравих пелюсткiв навколо периметра, якi можна бачити в поляриза-
цiйний оптичний мiкроскоп (ПОМ) (див. рис. 5.18, а, б ). Така картина
вiдповiдає парi буджумiв на полюсах та кiльцю Сатурна на екваторi
одночасно.

Тодi поле директора можна записати як nµ = a2∂µ∂z
1
r

+ a4∂µ∂
3
z

1
r
+

+a6∂µ∂
5
z

1
r
. Якщо ввести безрозмiрну вiдстань r ⇒ r0r, то горизонтальна

проекцiя nρ = n⊥ (n2
ρ = nµnµ) поля директора набуває вигляду

nρ = b2
3 sin θ cos θ

r3
+ b4

105 sin θ cos3 θ − 45 sin θ cos θ

r5
+

+b6
10395 sin θ cos5 θ − 9450 sin θ cos3 θ + 1575 sin θ cos θ

r7
,

(5.91)

де θ — кут мiж вiссю z i r, nx = nρ cos ϕ,ny = nρ sin ϕ, а ϕ — кут мiж
ρ та x. На пiдставi викладеного вище можна стверджувати, що така
частинка також буде мати ненульовi мультипольнi моменти (b2, b4, b6),
а потенцiал взаємодiї мiж двома такими частинками матиме вигляд

U

4πr0K
= b2

24!
P4(cos θ)

r5
+ 2b2b46!

P6(cos θ)

r7
+

+(2b2b6 + b2
4)8!

P8(cos θ)

r9
+ 2b4b610!

P10(cos θ)

r11
+ b2

612!
P12(cos θ)

r13
,

(5.92)

де r вимiрюється в радiусах частинок r0 i r ≥ 2.
Вище показано, що сферичнi частинки з буджумами мають b2 ≈

≈ −0.36 < 0. Водночас частинка з чистим кiльцем Сатурна має b2 > 0.
Тому слiд очiкувати, що квадрупольний момент становитиме |b2| ≈ 0
для ПМ.

Пружнi взаємодiї мiж полiстирольними мiкросферами вiдрiзняю-
ться вiд усiх iнших колоїдних взаємодiй. Автори [274] використали го-
лографiчний оптичний твiзер (ГОТ) для того, щоб оптично захопити
одну стацiонарну ПМ частинку i потiм пiдвести iншу частинку на рiзнi
вiдстанi R пiд рiзними кутами до напрямку n0. Траєкторiї частинок
залежно вiд часу спостереження i рiзних початкових позицiй другої ча-
стинки показано на рис. 5.19. На рисунку час руху частинки кодується
вiдповiдно до шкали кольору i максимальний пройдений час tmax−t0 по-
значено бiля кожної траєкторiї. R|| i R⊥ — вiдповiднi паралельнi та пер-
пендикулярнi до n0 компоненти вiдстанiR мiж частинками. ПМ радiуса
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Рис. 5.18. Пружний гексадекаполь, iндукований колоїдною полiстiрольною мiкро-
сферою: а, б — фото, отриманi з ПОМ, в, д — звичайним мiкроскопом; P, A i γ по-
значають схрещенi поляризатор, аналiзатор i фазову затримуючу 530 нм пластинку
(повернуту пiд кутом 45◦ до P i A); д — схематична дiаграма iндукованого розподiлу
n(r), яка задовольняє нахиленi граничнi умови на поверхнi ПМ з постiйним кутом ψe

до нормалi s у кожнiй точцi поверхнi; е — схематичне представлення конiчно виро-
джених граничних умов; є,ж — тривимiрна вiзуалiзацiя x -ї компоненти nx поля n(r)
на самiй поверхнi ПМ для ψe = 45◦ (є) i на сферичнiй поверхнi шуби з радiусом 1.2r0

(ж); г — розрахунок за формулою (5.91) з (b2, b4, b6) = (−0.017,−0.092, 0.003) [274]
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r0 оточена виключеним об’ємом радiуса 2r0 та зоною нелiнiйних дефор-
мацiй (шубою) з вiдповiдним радiусом R = 2.4r0. На вiдмiну вiд диполь-
них та квадрупольних колоїдних частинок, кутова залежнiсть цих пру-
жних сил має вiсiм сегметiв притягання, роздiлених вiсьмома сегмен-
тами вiдштовхування. Цi кутовi сектори притягання i вiдштовхування
кiлькiсно корелюють з яскравими та темними зонами ПОМ зображень
(див. рис.5.18). Рiвняння руху мають форму ξṘ ≈ Fint, де Fint = −∇U
i U взято з (5.92). Iнтегруванням цього рiвняння отримують колоїдну
траєкторiю Rtheor(t), а фiтуванням експериментального Rexp(t) усере-
динi рiзних кутових секторiв для потенцiалу (5.89) — унiкальний набiр
мультипольних моментiв (b2, b4, b6) = (−0.017,−0.092, 0.003) (рис. 5.20).
Ця трiада моментiв дає енергiю взаємодiї, яка має два мiнiмума в ко-
жному з квадрантiв (див. рис. 5.19), i кутовi мiнiмуми залежать вiд вiд-
станi R. Наприклад, якщо вiзьмемо радiус шуби наближено rc = 1.2r0,
то мiнiмальна вiдстань мiж частинками становитиме R = 2.4r0. Для та-
кої вiдстанi кутова залежнiсть потенцiалу має два мiнiмуми при кутах
θ1 ≈ 34◦ i θ1 ≈ 72◦. Це лише трохи вiдрiзняється вiд експериментально
знайдених кутiв θ1,exp ≈ 22◦ − 26◦ та θ2,exp ≈ 64◦ − 75◦, i ця рiзниця
обумовлена порушенням точного принципу суперпозицiї, неточковiстю
частинок та внеском нелiнiйних деформацiй у зонi самої шуби на вiд-
станях вiд r0 до 1.2r0 вiд центра кожної частинки.

Квадрупольний момент b2 = −0.017 справдi виявляється малим згi-
дно з аргументами, наведеними вище. Головний внесок у взаємодiю дає
гексадекапольний момент b4 = −0.092, тому такi частинки отримали
назву гексадекапольнi колоїди.

Однак останнiй 64-польний момент b6 також має велике значення на
малих вiдстанях. Важливiсть третього 64-польного моменту b6 = 0.003
проiлюстровано на рис. 5.21. Профiтувати Rexp(t) при b6 = 0 на близь-
ких вiдстанях 2r0 < R < 4r0 неможливо. Це означає, що третiй ненульо-
вий момент b6 вiдiграє вирiшальну роль у визначеннi кутiв колоїдних
структур для ПМ частинок. Те саме ми вже бачили для простих глiцери-
нових крапель з планарними умовами, де останнiй момент b6 визначив
кут θ ≈ 34.5◦ за експериментального значення θ ≈ 30◦. Отже, полiсти-
рольнi мiкросфери можуть бути ефективно описанi як пружнi трiади
мультипольних моментiв (b2, b4, b6) = (−0.017,−0.092, 0.003) з кожним
необхiдним моментом bl.
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Рис. 5.19. Пружнi взаємодiї колоїдних гексадекаполiв: а — кутова залежнiсть вза-
ємодiї, яка дослiджувалась трекiнгом руху частинки, вiдпущеної з рiзних позицiй
вiдносно iншої фiксованої частинки; б — залежнiсть парного потенцiалу Uint вiд ку-
та θ для двох частинок на вiдстанi R = 2.4r0 (мiнiмум при θ1 ≈ 34◦ i θ1 ≈ 72◦) [274]
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Рис. 5.20. Самоорганiзацiя колоїдних гексадекаполiв: а — залежнiсть вiдстанi R вiд
часу t уздовж двох рiзних кутiв притягання: 1 — середньоквадратичне фiтування
R(t), обчислене зi спрощеного рiвняння руху з потенцiалом (5.92) та параметрами
(b2, b4, b6) = (−0.017,−0.092, 0.003); 2 — θ1 = 23◦; 3 — θ2 = 75◦. На вставцi пока-
зано залежнiсть Uint вiд R; б, в — ПОМ мiкрофотографiї самоорганiзацiї в димери
гексадекаполiв з R уздовж θ1 i θ2 до n0 вiдповiдно; г — ПОМ мiкрофотографiя зi-
гнутого колоїдного ланцюга; д, е — схематичнi дiаграми n(r) для колоїдних димерiв,
показаних на рис. 5.20 в i г. Масштаб 2 мкм [274]
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Рис. 5.21. Залежнiсть вiдстанi мiж центрами частинок вiд часу R(t) уздовж на-
прямку притягання вiдносно n0: 1 — θ1 = 23◦; 2 — фiтування з трьома мо-
ментами (b2, b4, b6) = (−0.017,−0.092, 0.003); 3 — фiтування з двома моментами
(b2, b4) = (−0.026,−0.071) [274]

5.9 Оцiнка розмiру шуби
та межi застосовностi мультипольного
розвинення

З’ясуємо вплив нелiнiйностi та межi застосовностi мультипольного роз-
винення на прикладi сферичних частинок з буджумами на полюсах. У
параграфi 5.1 ми ввели поняття шуба. Спробуємо оцiнити її величину.

Щоб визначити межi застосовностi мультипольного розвинення, оцi-
нимо величину ангармонiчних поправок:

Fanhar =
K

2

∫
d3x(∇nz)

2 =
K

8

∫
d3x

(∇n2
⊥)2

(1− n2
⊥)

=

∫
d3xfanhar(x)

i порiвняємо її з внеском гармонiчних членiв:

Fhar =
K

2

∫
d3x(∇nµ)2 =

∫
d3xfhar(x).

Якщо пiдставити розв’язок (5.88) з параметрами (b2, b4, b6) = (−0.36,
−0.023,−0.00018) у Fanhar i Fhar, то пiсля iнтегрування отримаємо Fhar =
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Рис. 5.22. Розподiл вiдношення ангармонiчної та гармонiчної енергiй εanharm(x)
(5.93) в площинi zx навколо сферичної частинки одиничного радiуса

= 3.239Ka i Fanhar = 1.065Ka, що вiдповiдає загальнiй енергiї дефор-
мацiй Fdeform = 4.3Ka. Введемо вiдношення густини ангармонiчної та
гармонiчної деформацiйної енергiй:

εanharm(x) =
fanhar(x)

fhar(x)
=

(∇n2
⊥)2

4(∇nµ)2(1− n2
⊥)

. (5.93)

На рис. 5.22 зображено εanharm(z, x) у площинi zx (n0||z). Нескладно
помiтити, що εanharm(z, x) локалiзоване в зонi 0.2a − 0.3a вiд поверхнi
частинок i швидко спадає зi збiльшенням вiдстанi до менш нiж 10%
(рис. 5.23).

Отже, можемо стверджувати, що приблизний розмiр шуби (див. рис.
5.1) становить 0.2a—0.3a, вона локалiзована на вiдстанi a < r / 1.3a.
Такi розмiри добре узгоджуються з вiдомими характеристиками топо-
логiчних дефектiв. Так, у працi [55] було знайдено, що гiперболiчний
їжак знаходиться на вiдстанi r = 1.22a, а кiльце Сатурна (дисклiнацiй-
на лiнiя) — на вiдстанi r = 1.08a вiд центра частинки.
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Рис. 5.23. Залежнiсть вiдношення ангармонiчної та гармонiчної енергiй
εanharm(θ, r) у першiй координатнiй чвертi для рiзних вiдстаней вiд центра сфе-
ричної частинки вiд θ — кута мiж r та z: 1 — r/a = 1.06; 2 — r/a = 1.1; 3 —
r/a = 1.2; 4 — r/a = 1.3

5.10 Загальна парадигма —
колоїднi частинки як пружнi трiади
в нематику

Пiдсумовуючи викладене вище, сформулюємо загальну парадигму пру-
жних взаємодiй мiж колоїдними частинками в нематичному рiдкому
кристалi. Навколо кожної колоїдної частинки можна видiлити три зо-
ни деформацiй директора. Перша — шуба — зона топологiчних дефе-
ктiв (зона 1 на рис. 5.24). Вiдхилення директора вiд основного стану є
великими, i гармонiчне наближення не працює. Як наслiдок, рiвняння
Ейлера—Лагранжа є нелiнiйними, а принцип суперпозицiї не виконуєть-
ся. Приблизний розмiр зони 1 становить 0.2a—0.3a, локалiзована вона
на вiдстанi a < r / 1.3a. Такi розмiри добре узгоджуються з вiдомими
характеристиками топологiчних дефектiв.

Одразу за шубою розташовується зона 2 на рис. 5.24. У цiй зонi
ангармонiчнi поправки є малими, i поле директора з високою точнiстю
може бути представлене мультипольним розвиненням. Важливо, що тут
спiвiснують мультипольнi моменти всiх можливих з точки зору симетрiї
порядкiв (вiд 10 до 60% деформацiй у цiй зонi створенi мультиполями
високих порядкiв). Локалiзована зона 2 на вiдстанях 1.3a / r / 4a. У
нiй наближено виконується принцип суперпозицiї i вiдбувається перехiд
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Рис. 5.24. Загальна структура розподiлу директора навколо колоїдної частинки

вiд топологiчних дефектiв до домiнантного мультипольного моменту1,
яким i описуються деформацiї в зонi 3. У зонi 2 наближено кожну коло-
їдну частинку можна представити як трiаду — набiр трьох ненульових
мультипольних моментiв.

Можемо стверджувати, що сферичнi частинки з буджумами на по-
люсах можна описати трiйкою чисел (трiадою) — (b2, b4, b6) = (−0.36,
−0.023, −0.00018). Полiстирольнi мiкросфери з працi [270] можуть бути
ефективно описанi як пружнi трiади мультипольних моментiв (b2, b4, b6) =
= (−0.017,−0.092, 0.003) з кожним необхiдним моментом bl. Дипольну
частинку з гiперболiчним їжаком можна наближено розглядати як трi-
аду (b1, b2, b3) = (2.04,−0.72, 0.157).

Зона 3 локалiзована на вiдстанях r ' 4a = 2D (див. рис. 5.24). Вне-
сок мультипольних моментiв високих порядкiв не перевищує 10%. По-
ведiнка директора визначається першим ненульовим доданком у муль-
типольному розвиненнi (5.79).

Розглянутий пiдхiд є простим i ефективним iнструментом для розу-
мiння причин, а особливо наслiдкiв iснування взаємодiй через деформа-
цiї поля директора в рiдких кристалах i дає змогу коректно описувати
2D i 3D структури, створенi такими частинками, що продемонстровано
в роздiлi 8.

1Момент найнижчого порядку.
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5.11 Поведiнка частинок
у викривленому полi директора

Розглянемо одну частинку в викривленому полi директора n(x), яка
знаходиться в точцi x. Енергiю системи РК + частинка в картезiанськiй
локальнiй системi координат, де директор має вигляд n(x) = (nx, ny, 1),
записуємо так:

Feff = K

∫
dx

[
(∇nµ)2

2
− 4πqµ(x)nµ − 4πpα

µ(x)∂αnµ − 4πQαβ
µ (x)∂α∂βnµ

]
.

(5.94)
Перший доданок у (5.94) — це об’ємна енергiя власне рiдкого кристала,
а сума трьох останнiх доданкiв — це енергiя взаємодiї частинки з рiд-
ким кристалом. Якщо вiд цього виразу вiдняти власну енергiю частинки
в незбуреному полi директора n(x) = (0, 0, 1) та енергiю об’ємних де-
формацiй директора, спричинених зовнiшнiми силами, то залишиться
власне енергiя частинки в викривленому полi директора n(x) у карте-
зiанськiй локальнiй системi координат у точцi x:

Fself,curv = −4πKqµnµ(x)− 4πKpα
µ∂αnµ(x)− 4πKQαβ

µ ∂α∂βnµ(x). (5.95)

Для подальшого розгляду введемо наступнi припущення про частинку:
якщо частинка має пружний заряд q = (qx, qy, 0), то залишаємо тiльки
перший доданок, пов’язаний з зарядом. Якщо пружний заряд у частин-
ки дорiвнює нулю, то припускаємо, що вона має принаймнi двi площини
симетрiї. Тож описуємо всi можливi дипольнi доданки (без гелiкоїдаль-
ної закрутки) для частинок з двома площинами симетрiї (або двома
вертикальними XZ i YZ (рис. 5.25, а, в, г), або однiєю вертикальною
YZ i однiєю горизонтальною XY (рис. 5.25, б в локальнiй системi коор-
динат). Внесок у гелiкоїдальний дипольний момент phel будуть давати
будь-якi аксiально-симетричнi частинки з нарiзкою (див. рис. 5.25, в, а
також рис. 5.2).

Розглянемо внески вiд квадрупольних моментiв для частинок з будь-
якими двома або трьома площинами симетрiї (рис. 5.25, а, б, г, д). Вне-
сок у гелiкоїдальний квадрупольний момент Qhel будуть давати лише
конусоподiбнi (тобто без горизонтальної площини симетрiї) аксiально-
симетричнi частинки з нарiзкою (рис. 5.25, в). Тодi, користуючись да-
ними табл. 5.1 i 5.2, записуємо вираз (5.95) у такому виглядi:
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Рис. 5.25. Дипольнi i квадрупольнi частинки: а — бананоподiбнi дипольнi частин-
ки з двома вертикальними площинами симетрiї; б — бананоподiбнi дипольнi ча-
стинки з однiєю вертикальною i однiєю горизонтальною площинами симетрiї; в —
аксiально-симетричнi дипольнi частинки зi звичайним пружним дипольним момен-
том p i гелiкоїдальним моментом phel; г — трикутна частинка з двома вертикальними
площинами симетрiї; д — квадрупольна частинка з двома рiзними квадрупольними
моментами

Fself,curv = −4πKqµnµ−

−4πK[px
x∂xnx + py

y∂yny + py
x∂ynx + px

y∂xny + pz
y∂zny]− (5.96)

−4πK[2Qxz
x ∂z∂xnx + 2Qyz

y ∂z∂yny + 2Qxz
y ∂z∂xny + 2Qyz

x ∂z∂ynx].
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Далi записуємо (5.96) у глобальнiй системi координат:

Fself,curv = FCoul,curv + FDip,curv + FQuad,curv, (5.97)

FCoul,curv = −4πKq · n, (5.98)

FDip,curv = −4πKp(l||n)divn− 4πK∆p(l||n)l⊥(l⊥∇)n−
−4πKphel(n · rotn)− 4πKpbanl⊥(n× rotn),

(5.99)

FQuad,curv = −4πKQ(n∇)divn− 4πK∆Ql⊥(l⊥∇)(n× rotn)−
−4πKQhel(l||n)n(n∇)rotn,

(5.100)

де формула (5.98) справедлива лише в околi деякого вектора n0 тако-
го, що (n − n0) · n0 ≈ 0 i вектор q перпендикулярний до n0 (фактично
вектор n0 задає основний стан, вакуум у цiй зонi, визначає деякий се-
реднiй напрямок i задає вектор заряду q у цiй зонi. Якщо, наприклад,
n0||z, то q = (qx, qy, 0)). Далi p = px

x, phel = px
y = −py

x, pban = −pz
y,

∆p = py
y − px

x, Q = 2Qxz
x , ∆Q = 2(Qxz

x −Qyz
y ), Qhel = 2Qxz

y = −2Qyz
x i ло-

кально осi уздовж вектора n = l|| та y вздовж вектора l⊥ . Зауважимо
ще раз, що вираз (5.99) описує дипольну власну енергiю у викривлено-
му полi директора для довiльної частинки з двома площинами симетрiї.
Тут вектор l|| = n(x) — вектор уздовж частинки, що збiгається з ло-
кальним директором n(x), а вектор l⊥ — перпендикулярний до нього
i лежить у вертикальнiй площинi симетрiї частинки (див. рис. 5.25).
Вираз (5.100) описує квадрупольну енергiю у викривленому полi дире-
ктора для будь-якої дипольної частинки з двома площинами симетрiї, а
також для квадрупольної частинки з трьома площинами симетрiї (див.
рис. 5.25). Фактично ми не знаємо точно напрямок вектора l⊥, його
треба визначити з мiнiмуму повної енергiї (5.97).

Застосуємо вирази (5.99) i (5.100) для конкретних випадкiв рiзних
частинок.

Для звичайних аксiально-симетричних частинок без гелiкоїдальної
нарiзки енергiя у викривленому полi директора набуває простого ви-
гляду:

Faxial-sym,curv = −4πKp(l||n)divn− 4πKQ(n∇)divn, (5.101)
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де для дипольних частинок з гiперболiчним їжаком (див. рис. 5.1, а)
треба враховувати обидва доданки, а для симетричних квадрупольних
частинок залишається лише другий доданок. Причому Q > 0 для кон-
фiгурацiї кiльце Сатурна (див. рис. 5.1, б ) i Q < 0 для конфiгурацiї з
буджумами (див. рис. 5.1, в). Цей результат збiгається з даними у пра-
цi [55] i означає, що дипольна частинка буде рухатися в зону сильних
сплей-деформацiй. Це вiдповiдає результатам експериментальних спо-
стережень за малими водяними краплями у великiй краплi нематика.
Якщо умови на границi нематика нормальнi, то краплини води збира-
ються в центрi, поблизу радiального їжака. Якщо ж умови планарнi, то
краплини води притягуються в зону поверхневих буджумiв [4].

Частинки з квадрупольною конфiгурацiєю будуть рухатися по-рiзному
залежно вiд знака енергiї зчеплення. Для планарного зчеплення W > 0
i Q < 0, а для гомеотропного Q > 0 i W < 0. Тому частинки з планар-
ним зчепленням будуть рухатися в зону великих сплей-деформацiй, а
частинки з гомеотропним зчепленням — подалi вiд таких зон.

Для аксiально-симетричних частинок з гелiкоїдальною нарiзкою
(див. рис. 5.25, в) енергiя набуває такого вигляду:

Faxial-helic,curv = −4πKp(l||n)divn− 4πKphel(n · rotn)−
−4πKQ(n∇)divn− 4πKQhel(l||n)n(n∇)rotn,

(5.102)

де p = 0 i Qhel = 0, якщо частинка має горизонтальну площину симетрiї
(див. рис. 5.2).

Для аксiально-несиметричних дипольних частинок, що мають двi
вертикальних площини симетрiї (див. рис. 5.25, а, г), енергiя має ви-
гляд

Fdip,vv,curv = −4πKp(l||n)divn− 4πK∆p(l||n)l⊥(l⊥∇)n−
−4πKQ(n∇)divn− 4πK∆Ql⊥(l⊥∇)(n× rotn).

(5.103)

Для аксiально-несиметричних дипольних бананоподiбних вертикаль-
них частинок, що мають одну вертикальну i одну горизонтальну пло-
щини симетрiї (див. рис. 5.25, б ), енергiя набуває такого вигляду:

Fbanana,curv = −4πKpbanl⊥(n× rotn)−
−4πKQ(n∇)divn− 4πK∆Ql⊥(l⊥∇)(n× rotn).

(5.104)

Зупинимось на впливi вищих похiдних на поведiнку окремої частинки
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у викривленому полi директора. Роглянемо лише випадок аксiально-
симметричних дипольних i/або квадрупольних частинок без гелiкої-
дальної нарiзки. Ефективний функцiонал для таких частинок з ура-
хуванням вищих похiдних має вигляд (5.80), а власна енергiя у викрив-
леному полi директора — вигляд

Fself,high,curv = −4πK

N∑

l=1

al∂µ∂
l−1
z nµ(x). (5.105)

У роздiлi 4 було показано, що для асиметричних дипольних ча-
стинок треба брати дипольний, квадрупольний i октупольний моменти
(a1, a2, a3), а для симетричних квадрупольних частинок — квадруполь-
ний, гексадекапольний i 64-польний моменти (a2, a4, a6). Тодi енергiя
аксiально-симетричної дипольної частинки у викривленому полi дире-
ктора в глобальнiй системi координат матиме вигляд

FDip,curv = −4πKp(l||n)divn− 4πKQ(n∇)divn− 4πKQ3(n∇)2divn,
(5.106)

де p — дипольний момент; Q — квадрупольний момент; Q3 — октуполь-
ний момент.

Аналогiчно енергiя аксiально-симетричної квадрупольної частинки
у викривленому полi директора в глобальнiй системi координат матиме
вигляд

FQuad,curv = −4πKQ(n∇)divn− 4πKQ4(n∇)3divn− 4πKQ6(n∇)5divn.
(5.107)

Зазвичай вищими похiдними можна знехтувати, але в деяких зонах
вони можуть давати iстотний внесок.

Розглянемо бiльш конкретнi експериментально спостережуванi си-
туацiї:

a) у випадку експерименту [4] маємо сферичну краплю нематичного
рiдкого кристала з нормальними граничними умовами для директора
на її поверхнi. Такi граничнi умови визначають радiальний розподiл
директора всерединi краплi з дефектом (радiальним їжаком) у центрi
(рис. 5.26). У цьому випадку основний стан директора можна предста-
вити в сферичних координатах як nr = 1, nθ = 0, nϕ = 0. Для такого
розподiлу divn = 1

r
, де r — вiдстань до центра краплi. Якщо колоїдна

частинка має деформацiйний дипольний момент, направлений уздовж
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Рис. 5.26. Розподiл директора в краплi нематика з нормальними крайовими умо-
вами

директора, то вiльна енергiя такої частинки в нашому випадку має ви-
гляд F1 = −4πKpr

1
r
. Iнакше кажучи, частинки повиннi рухатися до

центра краплi, що i спостерiгалося експериментально авторами [4]. Ди-
польний характер взаємодiї мiж частинками формує ланцюгову стру-
ктуру в центрi краплi рiдкого кристала (рис. 5.27). Подiбну картину
можна спостерiгати i тодi, коли колоїднi частинки мають квадруполь-
ну конфiгурацiю. У цьому випадку вiльну енергiю частинки визначають
так:

F2 = −4πKQ (n · ∇) divn = 4πKQ
1

r2
. (5.108)

Вiльна енергiя обернено пропорцiйна квадрату вiдстанi. Це означає, що
сила, яка рухатиме частинку до центра, залежить вiд вiдстанi i тим
бiльша, чим ближче до центра знаходиться частинка. У цьому випадку
також буде формуватися ланцюжкова структура, але не паралельна до
директора;

б) у рамках запропонованого наближення розглянемо взаємодiю ко-
лоїдних частинок з дисклiнацiйною лiнiєю, яка майже завжди присутня
в нематичному рiдкому кристалi. Нехай дисклiнацiйна лiнiя розташо-
вана вздовж осi z (рис. 5.28). У цилiндричних координатах деформацiї
директора, якi виникають за присутностi лiнiйного топологiчного дефе-
кту, можна визначити як n = (nz, nρ, nϕ) з компонентами nz = 0, nϕ = 0
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Рис. 5.27. Ланцюжок краплин води в краплi нематика [4]

та nρ = 1, де ρ — вiдстань до центра лiнiї в площинi, перпендикуляр-
нiй до осi цiєї лiнiї. Вiльну енергiю колоїдної частинки в присутностi
дисклiнацiйної лiнiї запишемо у виглядi

F1 = −4πKpdivn = −4πKp
1

ρ
. (5.109)

Вираз (5.109) описує притягання за кулонiвським законом. Якщо колої-
дна частинка має квадрупольну конфiгурацiю, то вiльну енергiю можна
записати в iншiй формi:

F2 = −4πKQ (n · ∇) divn = 4πKQ
1

ρ2
. (5.110)

Частинка з Q < 0 (наприклад, сфера з буджумами) притягується до
дисклiнацiйної лiнiї за таким законом, а частинка з Q > 0 (наприклад,
сфера з кiльцем Сатурна) вiдштовхується вiд неї. Кулонiвський хара-
ктер притягання дипольних частинок до дисклiнацiйної лiнiї пiдтвер-
джено результатами експериментiв, наведеними в [246].



182

Рис. 5.28. Краплина води в нематику з дисклiнацiйною лiнiєю

Якщо розглянемо довiльну дисклiнацiю сили m, то кут повороту θ
директора в площинi, перпендикулярнiй до дисклiнацiї, θ = mϕ, то-
му дипольна колоїдна частинка буде притягуватися до дисклiнацiї за
законом

F1 = −4πKpdivn = −4πKpm
1

ρ
cos(m− 1)ϕ, (5.111)

а квадрупольна частинка — за законом

F2 = −4πKQ (n · ∇) divn = 4πKQm
1

ρ2

[
1− sin2(m− 1)ϕ

]
; (5.112)

в) наступний приклад описує ситуацiю, коли деформацiї директора
не мають особливостей у своєму неперервному розподiлi. Маємо цилiн-
дричний зразок з нормальними граничними умовами на поверхнi зразка
(рис. 5.29). У цилiндричних координатах ρ, ϕ, z компоненти директора
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Рис. 5.29. Розподiл директора в цилiндричному зразку без особливостей

можна записати як nz = cos u(ρ), nρ = sin u(ρ), nϕ = 0 з крайовими
умовами u(R) = π

2
та u(0) = 0, де R — радiус цилiндра. В одноконстан-

тному наближеннi для u(ρ) знаходимо розв’язок tan u(ρ) = ρ
R
. Звiдси

випливає, що градiєнт поля директора не має особливостей у жоднiй
точцi всерединi цилiндра. Такий розв’язок є сумiшшю сплей- та бенд-
деформацiй. За його допомогою можемо визначити вiльну енергiю ко-
лоїдної частинки з дипольною i квадрупольною конфiгурацiями. Якщо
частинка має дипольний момент з рiзними проекцiями pz i pρ, то вiльну
енергiю записуємо у виглядi

F splay
d = −4πK (pznz + pρnρ) divn, (5.113)

F bend
d = −4πK (pznz − pρnρ) rotϕn, (5.114)

звiдки для даного розподiлу директора отримуємо

F splay
d = −4πKp

4R3

(R2 + ρ2)2
, F bend

d = 0. (5.115)

Тут враховано, що pz = p sin u i pz = p cos u. Таким чином, кожна коло-
їдна частинка з дипольним моментом буде рухатися до центра зразка.
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Рис. 5.30. Рух частинок до зони нематика, в якiй вiдбувся оптично iндукований
перехiд Фредерiкса, i залежнiсть енергiї частинок вiд вiдстанi мiж ними

Якщо таких частинок багато, то можливим є утворення ланцюжкової
структури вздовж осi цилiндричного зразка;

г) експериментально спостерiгався рух колоїдних частинок до зони
деформацiй, iндукованих лазерним випромiнюванням, або до зони, в
якiй вiдбувся оптично iндукований перехiд Фредерiкса (рис. 5.30). У
цьому випадку маємо тривимiрний розподiл директора, який у цилiн-
дричних координатах можна записати так:

nz = cos θ, nρ = sin θ cos ϕ, nϕ = − sin θ sin ϕ, (5.116)

де θ — кут мiж директором i вiссю z, а ϕ — полярний кут. Якщо ди-
ректор i напрямок лазерного променя мають деякий кут розходження,
то потрiбно взяти до уваги i ненульовi вiдхилення директора в напрям-
ку z. У всiх випадках директор сильно змiнюється в фокусi лазерного
променя. У цилiндричнiй системi координат

divn =
1

ρ

∂ (%n%)

∂ρ
+

1

%

∂nϕ

∂ϕ
+

∂nz

∂z
=

=
sin θ

%
+ cos θ

∂θ

∂%
− sin θ

∂θ

∂z
=

∂θ

∂ρ
cos θ cos ϕ− sin θ

∂θ

∂z
. (5.117)

У загальному випадку розподiл директора зовнi зони деформацiй мо-
жна записати так: θ = θ0K0(λρ) cos(λz), де K0(λρ) — функцiя Бесселя.
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Це розв’язок рiвняння

4θ =
∂2θ

∂ρ2
+

1

ρ

∂θ

∂ρ
+

∂2θ

∂z2
= 0, (5.118)

якщо θ не є функцiєю ϕ i виконуються граничнi умови:

Wθs −K
dθs

dz
= 0, (5.119)

з яких λξ = coth λL
2
, де ξ = K

W
— кореляцiйна довжина, а L — розмiр

зразка. Якщо W → ∞, то λ → π
L
. Зовнi зони деформацiй маємо iнше

рiвняння:
∂2θ

∂ρ2
+

1

ρ

∂θ

∂ρ
+

∂2θ

∂z2
+ (

π

L
)2 P

Pc

θ = 0, (5.120)

де P — iнтенсивнiсть свiтла, Pc — критичне значення iнтенсивностi для
оптичного переходу Фредерiкса. Слiд також врахувати залежнiсть iн-
тенсивностi вiд координати z:

P = P0

cosh2 L
ρ0

cosh2 z
ρ0

. (5.121)

Такий розподiл iнтенсивностi визначає рiзнi круговi зони деформацiї,
де присутнє свiтло. Розмiр зони можна взяти у виглядi ρa = ρ0 cosh L

ρ0
,

де ρ0 — радiус зони в центрi свiтла. У цьому випадку можемо знайти
розв’язок нашого рiвняння у виглядi θ = χ (ρ) ξ (z), де χ (ρ) i ξ (z) задо-
вольняють рiвняння

∂2χ

∂ρ2
+

1

ρ

∂χ

∂ρ
+ qχ = 0 (5.122)

та
∂2ξ

∂z2
+

{
(
π

L
)2 P

Pc

− q

)
ξ = 0. (5.123)

Рiвняння (5.123) еквiвалентне рiвнянню

q0 =
π2

L2

P

Pc

, (5.124)

якщо L ≥ ρ0, та q0 = 0, якщо L ¿ ρ0. Тодi маємо розв’язок:

χ(ρ) = J0

(π

L

) (
P

Pc

) 1
2

. (5.125)
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В iншому випадку
χ(ρ) = c ln cρ. (5.126)

Повертаючись до розв’язку (5.125) про розподiл директора зовнi зони
деформацiй директора, можемо стверджувати, що у випадку ρ ≤ 1

λ
,

K0 (λρ) ≈ − ln (λρ) (5.127)

можна знайти
F splay

d = −4πKpz
1

ρ
cos ϕ, (5.128)

тобто притягання колоїдної частинки до зони деформацiй за кулонiв-
ським законом, анiзотропне за кутом ϕ.



Роздiл 6

Пружнi взаємодiї
в обмежених нематиках

На практицi завжди мають справу з рiдкими кристалами, обмеженими
деякими поверхнями. Очевидно, що граничнi умови на поверхнi обме-
женого зразка безпосередньо впливають на розподiл директора в об’є-
мi, а тим самим i на можливi деформацiї директора, якi спричиненi
чужорiдними включеннями. Це, в свою чергу, може змiнити характер
i значення енергiї ефективної взаємодiї мiж частинками та iндукувати
взаємодiю частинок з обмежувальними поверхнями.

6.1 Метод функцiй Грiна для аксiально-
симетричних частинок

У попередньому роздiлi ми розвинули загальний метод опису пружних
взаємодiй мiж колоїдними частинками довiльної форми. Стисло нага-
даємо його, обмежившись сферичними частинками мiкрометрових роз-
мiрiв. Через зчеплення молекул рiдкого кристала з поверхнею такої ча-
стинки в розподiлi директора виникають топологiчнi дефекти: гiпербо-
лiчний їжак чи кiльце Сатурна у випадку гомеотропного анкорiнгу, а
у випадку планарного — буджуми. В обох випадках шуби є аксiально-
симетричними. Виберемо прямокутну систему координат так, щоб за
вiдсутностi частинок директор був паралельним осi z: n||z, n = (0, 0, 1).
Колоїднi частинки деформують рiдкий кристал, що проявляється у вiд-
хиленнях nµ, µ = x, y директора вiд основного стану. Поблизу поверхнi
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частинки деформацiї є значними, а в ядрах дефектiв n(r) взагалi неви-
значенi. Однак за межами такої шуби з нелiнiйних деформацiй поле ди-
ректора є близьким до свого основного стану. Тому для об’ємної енергiї
нематичного рiдкого кристала справедливим стає гармонiчне наближе-
ння:

F̃bulk =
K

2

∫
d3x(∇nµ)2. (6.1)

Рiвняння Ейлера—Лагранжа для такого функцiонала є рiвняннями Ла-
пласа:

∆nµ = 0, (6.2)

звiдки випливає, що за межами шуби директор може бути розвинений
за мультиполями nx(r) = p x

r3 + 3cxz
r5 , ny(r) = p y

r3 + 3cyz
r5 . Тут пружний

дипольний i квадрупольний моменти позначенi p i c вiдповiдно (ми вра-
хували симетрiї вiдповiдних шуб та прийняли, що c = 2Qxz

x = 2Qyz
y ).

Якщо цi ефективнi характеристики частинки вiдомi, можна замiнити
точний функцiонал вiльної енергiї деяким ефективним, сконструйова-
ним з пружних мультипольних моментiв. У нашому випадку

Feff = K

∫
d3x

{
(∇nµ)2

2
− 4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ

}
, (6.3)

де P (x) i C(x) — густини вiдповiдних моментiв, µ = x, y i ∂µnµ = ∂xnx+
+∂yny. Вiдповiднi рiвняння Ейлера—Лагранжа є рiвняннями Пуассона,
i їхнi загальнi розв’язки можна записати у виглядi

nµ(x) =

∫

V

d3x′G(x,x′)
[−∂′µP (x′) + ∂′µ∂

′
zC(x′)

]
, (6.4)

де G — функцiя Грiна: ∆xG(x,x′) = −4πδ(x− x′) для всiх x,x′ ∈ V (V
позначає об’єм рiдкого кристала), i G(x, s) = 0 для всiх s на поверхнi
Σ, яка обмежує V (крайовi умови вважають умовами Дiрiхле).

Через лiнiйнiсть нашого наближення для системи N частинок ви-
конується наступне: P (x) =

∑
i piδ(x − xi) i C(x) =

∑
i ciδ(x − xi). То-

дi, пiдставивши (6.4) в Feff , отримаємо, що Feff = U self + U interaction.
U self =

∑
i U

self
i є сумою всiх одночастинкових енергiй U self

i = U self
dd +

+U self
dQ +U self

QQ , якими описується взаємодiя окремої частинки з обмежу-
вальними поверхнями:

U self
dd = −2πKp2∂µ∂

′
µH(xi,x′i)|xi=x′i , (6.5)
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U self
dQ = −2πKpc(∂µ∂

′
µ∂

′
zH(xi,x′i) + ∂′µ∂µ∂zH(xi,x′i))|xi=x′i ,

U self
QQ = −2πKc2∂z∂

′
z∂µ∂

′
µH(xi,x′i)|xi=x′i .

З цих виразiв вилучено розбiжну частину власної енергiї, G(x,x′) =
= 1

|x−x′| + H(x,x′), ∆xH(x,x′) = 0.
U interaction =

∑
i<j U int

ij є сумою енергiй всiх парних взаємодiй мiж
частинками U int

ij = Udd + UdQ + UQQ, де

Udd = −4πKpp′∂µ∂
′
µG(xi,x′j), (6.6)

UdQ = −4πK
{
pc′∂µ∂

′
µ∂

′
zG(xi,x′j) + p′c∂′µ∂µ∂zG(xi,x′j)

}
,

UQQ = −4πKcc′∂z∂
′
z∂µ∂

′
µG(xi,x′j).

У наведених виразах величини без штриха вiдповiдають частинцi i,
зi штрихом — частинцi j; Udd, UdQ, UQQ — диполь-дипольна, диполь-
квадрупольна та квадруполь-квадрупольна взаємодiї.

Рiвняння (6.5) i (6.6) є загальними виразами для одно- та двохча-
стинкових енергiй у нематичному рiдкому кристалi, обмеженому до-
вiльною поверхнею Σ з нульовими крайовими умовами,nµ(s) = 0 для
всiх s ∈ Σ.

Якщо поверхня Σ знаходиться так далеко вiд частинок, що її впли-
вом можна знехтувати, то G = G0(x,x′) = 1

|x−x′| переходить у функцiю
Грiна для нескiнченного тривимiрного простору. Зрозумiло, що у такiй
системi власнi енергiї частинок є нульовими i не залежать вiд своїх по-
ложень. Варто наголосити, що ми використовуємо термiн власна енергiя
для позначення енергiї взаємодiї частинки з поверхнями, якi обмежу-
ють рiдкий кристал. Не слiд плутати його з енергiєю шуби, яка є зав-
жди ненульовою. Енергiї парних взаємодiй у необмеженому нематику
повнiстю збiгаються зi своїми електростатичними аналогами:

Udd

4πK
=

pp′

r3
(1− 3 cos2 θ),

UdQ

4πK
= (pc′ − cp′)

cos θ

r4
(15 cos2 θ − 9), (6.7)

UQQ

4πK
=

cc′

r5
(9− 90 cos2 θ + 105 cos4 θ),

де r — вiдстань мiж частинками, θ — кут мiж r та вiссю z (рис. 6.1).
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Рис. 6.1. Зони притягання (−) та вiдштовхування (+) у необмеженому нематику
(6.7): a — диполь-дипольна взаємодiя, pp′ > 0; б — диполь-квадрупольна взаємодiя,
бiльша частинка в центрi pc′ > cp′; в — квадруполь-квадрупольна взаємодiя, cc′ > 0

Розглянемо детальнiше вирази (6.5) i (6.6) у випадку нематика, обме-
женого однiєю та двома паралельними площинами (стiнка i комiрка вiд-
повiдно) з гомеотропними та планарними крайовими умовами. Будемо
вважати, що p = αa2 i c = −βa3, де a — радiус частинки.

6.2 Взаємодiя однiєї частинки зi стiнкою
Гомеотропна стiнка. Нехай маємо нескiнченну площину (стiнку) з
гомеотропними крайовими умовами. Виберемо систему координат так,
щоб z||n∞ i z = 0 на стiнцi. Нехай рiдкий кристал заповнює пiвпростiр
z < 0, а частинка знаходиться в точцi h = −z (рис. 6.2). Для такої
геометрiї функцiя Грiна має вигляд [203]

Gwall
hom(x,x′) =

1

|x− x′| −
1

|a(x)− x′| . (6.8)

Тут a(x) = (x, y,−z) для x = (x, y, z). З погляду електростатики
H(x,x′) = − 1

|a(x)−x′| є потенцiалом дзеркального зображення частин-
ки, розташованої в точцi x. Взаємодiя частинки зi стiнкою складається
з трьох частин: Uhom,wall

self = Uhom,wall
dd,self +Uhom,wall

dQ,self +Uhom,wall
QQ,self , якi задаються

виразами (6.5). У явному виглядi

Uhom,wall
dd,self =

πKα2a4

2h3
, (6.9)

Uhom,wall
dQ,self = ∓3πKαβa5

2h4
, (6.10)
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Рис. 6.2. Вiдштовхування частинки вiд гомеотропної стiнки: а — p-конфiгурацiя;
б — h-конфiгурацiя

Uhom,wall
QQ,self =

3πKβ2a6

2h5
. (6.11)

Знак «—» вiдповiдає p > 0 (p-конфiгурацiя), а знак «+» вiдповiдає
p < 0 (h-конфiгурацiя, див. рис. 6.2). Вирази (6.9)—(6.11) легко отрима-
ти з енергiй парних взаємодiй, припустивши, що на висотi h над стiнкою
знаходиться частинка з протилежним дипольним p′ = −p i таким самим
квадрупольним моментом c′ = c та подiливши отриманий результат на
два через вiдсутнiсть реального рiдкого кристала в одному з пiвпросто-
рiв. Зазначимо, що такий метод зображень неможливо застосувати у
разi планарної орiєнтацiї директора на стiнцi.

Планарна стiнка. Виберемо систему координат так, щоб z||n∞, а
рiдкий кристал заповнював пiвпростiр x > 0. Частинка знаходиться в
точцi h = x (рис. 6.3).

Рис. 6.3. Вiдштовхування частинки вiд планарної стiнки
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Щоб знайти функцiю Грiна для цього випадку, повернемо коорди-
натну систему гомеотропної стiнки CShom (x, y, z) навколо осi y на π/2.
Отримаємо CSplan (x̃, ỹ, z̃) з матрицею переходу A: x = Ax̃, x′ = Ax̃′,
такою, що x = z̃, y = ỹ, z = −x̃. Тодi Ghom(x,x′) = Ghom(Ax̃, Ax̃′) =
= Gplan(x̃, x̃′).

Опустивши далi символ «∼», запишемо шукану функцiю Грiна:

Gwall
plan(x,x′) =

1

|x− x′| −
1

|b(x)− x′| . (6.12)

Тут b(x) = (−x, y, z) для x = (x, y, z) i H(x,x′) = − 1
|b(x)−x′| . Обчислив-

ши необхiднi похiднi вiд H(x,x′), отримаємо енергiю взаємодiї частинки
з планарною комiркою:

Uplan,wall
dd,self =

3πKα2a4

4h3
, (6.13)

Uplan,wall
dQ,self = 0, (6.14)

Uplan,wall
QQ,self =

15πKβ2a6

16h5
. (6.15)

Для прямого застосування методу дзеркальних зображень треба об-
числити Udd = 4πKpp′

2r3 (1 − 3 cos2 θ) з p = p′ = αa2, θ = π/2, r = 2h
та подiлити отриманий результат на два, оскiльки над стiнкою немає
реального рiдкокристалiчного середовища. Пiсля цих операцiй маємо:
Uplan,wall

dd,self,image = πKα2a4

4h3 , що втричi менше, нiж (6.13). Таким чином, у ви-
падку планарної орiєнтацiї директора за допомогою методу зображень
отримують неправильнi результати.

6.3 Взаємодiя двох частинок
поблизу стiнки

Гомеотропна стiнка. Функцiя Грiна (6.8) дає змогу розрахувати енер-
гiю взаємодiї двох частинок поблизу гомеотропної стiнки [див. вирази(6.6)].
Так,

Uwall
dd,hom

4πK
=

pp′

r3
(1− 3 cos2 θ)− pp′

r̄3
(1− 3 cos2 θ̄), (6.16)
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Рис. 6.4. Iнтерпретацiя впливу стiнки на взаємодiю двох частинок за допомогою
методу зображень

Uwall
dQ,hom

4πK
= (pc′ − cp′)

cos θ

r4
(15 cos2 θ − 9) + (pc′ + cp′)

cos θ̄

r̄4
(15 cos2 θ̄ − 9),

(6.17)
Uwall

QQ,hom

4πK
=

cc′

r5
(9− 90 cos2 θ + 105 cos4 θ) +

cc′

r̄5
(9− 90 cos2 θ̄ + 105 cos4 θ̄),

(6.18)
де r — вiдстань мiж частинками, θ — кут мiж r i вiссю z,

r̄ =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z + z′)2

— вiдстань мiж частинкою 1 i зображенням частинки 2, а θ̄ — кут мiж
r̄ i z (рис. 6.4). Вiдповiдно, cos θ̄ = − (z+z′)

r̄
> 0.

Вирази (6.16)—(6.18) легко зрозумiти на основi методу зображень.
Взаємодiя мiж частинками 1 i 2 бiля гомеотропної стiнки складається
з прямої взаємодiї U12, взаємодiї мiж частинкою 1 та зображенням ча-
стинки 2 i навпаки (2 ⇔ 1); при вiдображеннi p переходить у −p, p′ —
у −p′, квадрупольнi моменти не змiнюються. Як i ранiше, взаємодiї iз
зображеннями характеризуються додатковим множником 1/2.

Нехай обидвi частинки розташованi на однаковiй вiдстанi h вiд стiн-
ки, тобто θ = π

2
. Якщо до того ж їхня орiєнтацiя однакова: p = αa2

1, p
′ =

= αa2
2, c = −βa3

1, c
′ = −βa3

2, то повна енергiя парної взаємодiї має вигляд

Uwall
same,hom

4πKa2
1a

2
2

= α2

(
1

r3
+

8h2 − r2

(4h2 + r2)5/2

)
+6αβ(a1+a2)

(3r2 − h2)h

(4h2 + r2)7/2
+ (6.19)
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+3β2a1a2

(
3

r5
+

3

(4h2 + r2)5/2
− 120h2

(4h2 + r2)7/2
+

560h4

(4h2 + r2)9/2

)
.

Цей потенцiал не змiнює знак i є всюди вiдштовхувальним, тому можемо
представити його у виглядi деякої степеневої залежностi:

Uwall
same,hom ≈ C

rγeff
(6.20)

з ефективним показником степеня γeff = −∂logU
∂logr

= −U ′
r

r
U
. На рис. 6.5

показано залежнiсть γeff вiд безрозмiрної вiдстанi мiж частинками r/h
у випадку диполь-дипольної (α 6= 0, β = 0, лiнiя 1 ) i квадруполь-
квадрупольної (α = 0, β 6= 0, лiнiя 2 ) взаємодiй. Бачимо, що на малих

Рис. 6.5. Залежнiсть ефективного показника степеня з (6.20) дiї мiж двома ча-
стинками, розташованими на вiдстанi h вiд гомеотропної стiнки, вiд безрозмiрної
вiдстанi мiж частинками r/h: 1 — диполь-дипольна взаємодiя, перший доданок у
(6.19); 2 — квадруполь-квадрупольна взаємодiя, третiй доданок у (6.19)

вiдстанях r/h ¿ 1 ефективний показник дорiвнює 3 i 5 вiдповiдно. Зi
зростанням вiдстанi γeff дипольної взаємодiї поступово збiльшується до
5. Подiбний ефект вiдомий в електростатицi поблизу заземленої мета-
левої площини. γeff ≈ 4 на промiжних вiдстанях також було отримано
в комп’ютерних симуляцiях. Квадрупольна взаємодiя на великих вiд-
станях r/h À 1 має той самий показник степеня γeff = 5, що й на
малих. Проте у межах 2 < r/h < 5 вiн рiзко змiнюється вiд γeff ≈ 5.9
при r/h = 2.5 до γeff ≈ 3.8 при r/h = 5. Оскiльки деякi частинки
(наприклад, з гiперболiчним їжаком) характеризуються i дипольним,
i квадрупольним моментами одночасно, то на рис. 6.6 зображено γeff

сумарної енергiї взаємодiї таких частинок з α = 2, β = 0.5 i однаковими
радiусами a = 0.5h.
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Рис. 6.6. Залежнiсть ефективного показника степеня (6.20) сумарної енергiї взає-
модiї мiж двома частинками, розташованими на вiдстанi h вiд гомеотропної стiнки,
вiд вiдстанi мiж частинками r/h (α = 2, β = 0.5, a1 = a2 = 0.5h)

За знайомою схемою використаємо функцiю Грiна (6.12), щоб знайти
вiдповiднi парнi потенцiали поблизу планарної стiнки:

Uwall
dd,plan

4πK
=

pp′

r3
(1− 3 cos2 θ)− 3pp′

r̄5
(ρ2 sin2 ϕ− r̄2 cos2 θ̄), (6.21)

Uwall
dQ,plan

4πK
= (pc′ − cp′)

cos θ

r4
(15 cos2 θ − 9) + (pc′ − cp′)

15ρ cos ϕ

r̄7
×

× (
ρ2 sin2 ϕ− r̄2 cos2 θ̄

)
, (6.22)

Uwall
QQ,plan

4πK
=

cc′

r5
(9− 90 cos2 θ + 105 cos4 θ) +

cc′

r̄9
(105ρ2 cos2 ϕ− r̄2)×

×(ρ2 sin2 ϕ− r̄2 cos2 θ̄). (6.23)
Тут ρ =

√
(z − z′)2 + (y − y′)2 — горизонтальна проекцiя вiдстанi r мiж

частинками, ρ утворює кут ϕ з вiссю z; θ — кут мiж r i z,

r̄ =
√

(x + x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

є вiдстанню мiж частинкою 1 та зображенням частинки 2, яка утворює
кут θ̄ з вiссю z; cos θ̄ = (x+x′)

r̄
> 0.

Дипольна взаємодiя для дипольної конфiгурацiї (рис.6.7, a)
Якщо обидвi частинки знаходяться на однаковiй вiдстанi вiд стiнки

h = h′, то ρ = r i ϕ = θ. Тодi взаємодiя (6.21) двох iдентичних диполiв
(див. рис.6.7, a) поблизу планарної стiнки має вигляд

Uwall,same
dd,plan

4πKa2
1a

2
2

= α2

[
1− 3 cos2 θ

r3
+

12h2 − 3 sin2 θr2

(4h2 + r2)5/2

]
. (6.24)
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Рис. 6.7. Можливi конфiгурацiї дипольних частинок поблизу планарної стiнки: а —
звичайна диполь-дипольна; б — p-p конфiгурацiя; в — h-h конфiгурацiя [172]

Цiкавою особливiстю взаємодiї (6.24) є те, що на великих вiдстанях во-
на стає iзотропною i повнiстю притягальною. Справдi, для довiльного
скiнченного h при r À h маємо

Uwall,same
dd,plan

4πKa2
1a

2
2

≈ −2α2

r3
. (6.25)

На рис. 6.8 зображено зони притягання (+) i вiдштовхування (−), якi
отриманi з (6.24). На малих вiдстанях r < h взаємодiя мiж частинками
є такою самою, як у необмеженому нематику (див. рис. 6.1, a). Але зi

Рис. 6.8. Карта дипольної взаємодiї поблизу планарної стiнки при pp′ > 0 i h = h′

зростанням вiдстанi границi зон замикаються в деяку 8-подiбну фiгуру
i утворюють кут θ = Arc cos(1/

√
3) з вiссю z так, що при r > h взаємо-

дiя є цiлком притягальною. Радiальна складова сили fr = −∂Uwall,same
dd,plan

∂r
є

нульовою. Ця лiнiя перетинає вiсь y в точцi y = rdd = 4.76h. Це означає,
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що потенцiал Uwall,same
dd,plan має мiнiмум у точцi rdd = 4.76h, тому при r > rdd

бачимо притягання, а при r < rdd — вiдштовхування мiж частинками
вздовж напрямку, перпендикулярного до директора. Насправдi цей мi-
нiмум є метастабiльним, оскiльки бiльш вигiдним з енергетичної точки
зору є напрямок θ = 0, π (рис. 6.9). У будь-якому разi ефект притя-
гання вздовж θ = π/2 поблизу планарної стiнки можна виявити лише
на великих вiдстанях r > rdd, взаємодiя є надто слабкою. На рис. 6.10
показано вiдповiдний потенцiал U⊥ в одиницях kT сферичних части-
нок радiуса a = 1 мкм з дипольним i квадрупольним коефiцiєнтами
α = 2.04, β = 0.5 вiдповiдно. Частинки розташованi на трьох рiзних
вiдстанях вiд стiнки: h = 2; 3; 4 мкм. Як бачимо, ефект притягання є
вiдчутним лише при h = 2 − 3 мкм. Однак притягання дипольних ча-
стинок поблизу планарної стiнки на великих вiдстанях спостерiгали i в
симуляцiях.

Рис. 6.9. Енергiя диполь-дипольної взаємодiї як функцiя вiдстанi r/h мiж частин-
ками з pp′ > 0: а — для всiх θ ∈ (0, π), уздовж θ = 0, π взаємодiя повнiстю притя-
гальна; б — уздовж θ = π/2; при y > rdd = 4.76h взаємодiя з вiдштовхувальної стає
притягальною

Диполь-квадрупольна взаємодiя для дипольної конфiгурацiї части-
нок (рис.6.7, a)

З виразу (6.22) знаходимо

Uwall,same
dQ,plan

4πKa2
1a

2
2

= αβ(a1 − a2)VdQ,plan(r, h), (6.26)
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Рис. 6.10. Залежнiсть енергiї U⊥ в одиницях kT вiд вiдстанi мiж двома дипольними
частинками на рiзних вiдстанях вiд планарної стiнки: 1 — h=2 мкм; 2 — h=3 мкм;
3 — h=4 мкм. Тут a1 = a2 = 1 мкм, α = 2.04, β = 0.5

VdQ,plan =
cos θ(15 cos2 θ − 9)

r4
+

15 cos θr(sin2 θr2 − 4h2)

(4h2 + r2)7/2
. (6.27)

Карту зон притягання i вiдштовхування для вiдповiдного потенцiа-
лу показано на рис. 6.11 (вважаємо, що бiльша частинка знаходиться в
центрi: a1 > a2). Як i у випадку дипольної взаємодiї, при r < h границi
зон збiгаються з вiдповiдними границями в необмеженому середовищi
(див. рис. 6.1, б ), а саме, утворюють кут θ = Arc cos(3/

√
15) з вiссю

z. Попри те, що на великих вiдстанях, при r > h, границi зон теж за-
микаються, диполь-квадрупольна взаємодiя загалом є бiльш анiзотро-
пною, нiж диполь-дипольна. Справдi, границя зон — лiнiя, вздовж якої
fr = −∂VdQ,plan

∂r
= 0, перетинає вiсь y в точцi r = rdq = 7.29h, так що при

r > rdq потенцiал взаємодiї можна наближено записати у виглядi

VdQ,plan ≈ 6 cos θ

r4
. (6.28)

Такий потенцiал є вiдштовхувальним у верхнiй пiвплощинi z > 0 i при-
тягальним у нижнiй z < 0. Як i у випадку дипольної взаємодiї, цей
ефект вiдсутнiй у класичнiй електростатицi.

Квадрупольна взаємодiя для дипольної конфiгурацiї частинок (рис.
6.7, а)

Пригадаємо, що коли частинки розташованi на однаковiй вiдстанi
вiд стiнки h = h′, то ρ = r i ϕ = θ. Тож, як випливає з (6.23), квадруполь-
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Рис. 6.11. Карта диполь-квадрупольної взаємодiї (6.26) мiж двома частинками,
розташованими на однаковiй вiдстанi h вiд планарної стiнки

квадрупольна взаємодiя має вигляд

Uwall,same
QQ,plan

4πKa2
1a

2
2

= β2a1a2VQQ,plan(r, h), (6.29)

VQQ,plan = A1 + A2 cos2 θ + A3 cos4 θ, (6.30)

де

A1 =
9

r5
+

(60h2 − 15r2)

(4h2 + r2)7/2
,

A2 = −90

r5
+

15r2

(4h2 + r2)7/2
+

105r4 − 420r2h2

(4h2 + r2)9/2
, (6.31)

A3 =
105

r5
− 105r4

(4h2 + r2)9/2
.

Вiдповiдну карту зон притягання та вiдштовхування показано на
рис. 6.12.

Очiкувано, на малих вiдстанях, r < h, частинки не «вiдчувають»
впливу стiнки (див. рис. 6.1, в). Однак при r À h лiва та права зони
вiдштовхування замикаються, а верхня та нижня розширюються вiд
θ1 = Arc cos(0.86) до θ′1 = Arc cos(1/

√
5). Границя зон, уздовж якої

радiальна складова сили fr = −∂VQQ,plan

∂r
є нульовою, перетинає вiсь y
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Рис. 6.12. Карта квадруполь-квадрупольної взаємодiї (6.29) мiж двома частинками
з h = h′ i cc′ > 0 поблизу планарної стiнки

у точцi r = rqq = 7.00h. На вiдстанях r > rqq потенцiал взаємодiї має
наступну асимптотику:

VQQ,plan ≈ −6 + 30 cos2 θ

r5
, (6.32)

тобто є вiдштовхувальним у зонi 0 ≤ θ = Arc cos(1/
√

5). У класичнiй
електростатицi подiбний ефект також вiдсутнiй.

Сумарна енергiя взаємодiї мiж частинками поблизу планарної стiн-
ки (рис. 6.7, а—в)

Повну енергiю взаємодiї мiж двома паралельними диполями, розта-
шованими на однаковiй вiдстанi h вiд стiнки з планарною орiєнтацiєю
директора (див. рис. 6.7, а), можна знайти так:

Uwall,same
plan

4πKa2
1a

2
2

= α2Vdd,plan(r, h) + αβ(a1 − a2)VdQ,plan(r, h)+ (6.33)

+β2a1a2VQQ,plan(r, h).

Для антипаралельних конфiгурацiй слiд покласти p′ = −p. При цьому
тут iснують два можливих випадки: антипаралельна конфiгурацiя p-p
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типу (p = −p′ = αa2, див. рис. 6.7, б ):

Uwall,p−p
plan

4πKa2
1a

2
2

= −α2Vdd,plan(r, h)− αβ(a1 + a2)VdQ,plan(r, h)+ (6.34)

+β2a1a2VQQ,plan(r, h)

та антипаралельна конфiгурацiя h-h типу (p = −p′ = −αa2, див.
рис. 6.7, в):

Uwall,h−h
plan

4πKa2
1a

2
2

= −α2Vdd,plan(r, h) + αβ(a1 + a2)VdQ,plan(r, h)+ (6.35)

+β2a1a2VQQ,plan(r, h).

Нескладно помiтити, що єдина рiзниця мiж двома випадками по-
лягає у знаку диполь-квадрупольної взаємодiї. Для p-p конфiгурацiї
маємо диполь-квадрупольне притягання, а для h-h — вiдштовхування.

6.4 Одна частинка в нематичнiй комiрцi

Розглянемо поведiнку колоїдної частинки в нематичнiй комiрцi — рiдко-
му кристалi, що заповнює об’єм мiж двома паралельними площинами,
роздiленими вiдстанню L. Розпочнемо з випадку гомеотропних крайо-
вих умов.

Частинка в гомеотропнiй комiрцi. Покладемо z = 0 на верхнiй
стiнцi комiрки i z = −L на нижнiй. Нехай частинка знаходиться в z =
= −h, де h — вiдстань вiд частинки до верхньої стiнки (рис. 6.13).

Для побудови функцiї Грiна вiзьмемо до уваги всi зображення ча-
стинки, розташованої в z = −h. Тодi

Gcell
hom(x,x′) =

1

|x− x′| + Hcell
hom(x,x′), (6.36)

Hcell
hom(x,x′) = −

∞∑
n=−∞

1

|An(x)− x′| +
∞∑

n=−∞
n6=0

1

|Bn(x)− x′| ,
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Рис. 6.13. Одна частинка в гомеотропнiй комiрцi (δ — змiщення вiдносно центра
комiрки; рiвноважний зсув δ ≈ β

αa практично не залежить вiд товщини комiрки L)

де An(x) = (x, y,−z + 2nL) i Bn(x) = (x, y, z + 2nL) при x = (x, y, z).
Пiдставляючи Hcell

hom у вираз (6.5), отримуємо, що Uhom,cell
self = Uhom,cell

dd,self +

+Uhom,cell
dQ,self + Uhom,cell

QQ,self , де

U self,cell
dd,hom =

πKα2a4

2

∞∑
n=−∞

1

|nL + h|3 −
πKα2a4

L3
ζ(3), (6.37)

U self,cell
dQ,hom = ∓3πKαβa5

2

∞∑
n=−∞

sign(nL + h)

|nL + h|4 , (6.38)

U self,cell
QQ,hom =

3πKβ2a6

2

∞∑
n=−∞

1

|nL + h|5 +
3πKβ2a6

L5
ζ(5). (6.39)

Тут ζ(t) =
∑∞

n=1
1
nt — дзета-функцiя Рiмана, ζ(3) = 1.202, ζ(5) = 1.036.

Знак «—» має мiсце у випадку p-конфiгурацiї, а «+» — у випадку
h-конфiгурацiї (див. рис. 6.2). Бачимо, що диполь-квадрупольна вза-
ємодiя (6.38) є нульовою, якщо частинка займає центр комiрки h = L

2

(рис. 6.14). Це зрозумiло навiть з простих мiркувань: справдi, по центру
комiрки немає жодної рiзницi мiж p < 0 i p > 0.

Наведенi вирази дають змогу наближено знайти власну енергiю ча-
стинки в околi центра гомеотропної комiрки. Для цього достатньо роз-
глянути в них лише першi доданки з n = 0,−1. Тодi для iзольованої
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частинки з ненульовим дипольним моментом α 6= 0 маємо

U self,cell
dd,hom ≈ 4πKα2a4

(
1

(L + 2δ)3
+

1

(L− 2δ)3

)
± (6.40)

±24πKαβa5

(
1

(L + 2δ)4
− 1

(L− 2δ)4

)
+

+48πKβ2a6

(
1

(L + 2δ)5
+

1

(L− 2δ)5

)
.

Отже, з умови мiнiмуму
∂Uself,cell

dd,hom

∂δ
= 0 випливає, що рiвноважний зсув

визначається розмiром частинки та спiввiдношенням квадрупольного i
дипольного коефiцiєнтiв (див. рис. 6.14):

δeq = ±β

α

a

(1 + 30 β2a2

α2L2 )
≈ ±β

α
a. (6.41)

Тут також знак «+» вiдповiдає p-конфiгурацiї, а «—» — h-конфiгурацiї
(див. рис. 6.2). Звiдки випливає, зокрема, що частинка в p-конфiгурацiї
зсувається вгору, а в h-конфiгурацiї — вниз. Цiкаво, що δeq практично
не залежить вiд товщини комiрки L.

Рис. 6.14. Залежнiсть зсуву енергiї U − Uz=L/2 частинки радiуса a1 = 2 мкм у
гомеотропнiй комiрцi товщиною L = 10 мкм вiд змiщення δ вiдносно центра комiрки:
1 — дипольна частинка з α = 2, β = 0.5; рiвноважне змiщення δ = 0.5 узгоджується
з (6.41); 2 — квадрупольна частинка з α = 0, β = 0.5
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Якщо дипольний момент є нульовим, то енергiя частинки в гомео-
тропнiй комiрцi наближено дорiвнює

U self,cell
qq,hom ≈ 48πKβ2a6

(
1

(L + 2δ)5
+

1

(L− 2δ)5

)
, (6.42)

де δ — змiщення частинки вiдносно центра комiрки z = L
2
(у рiвновазi

δeq = 0).

Частинка в планарнiй комiрцi. Розглянемо колоїдну частинку в
нематичнiй комiрцi з планарними крайовими умовами. Нехай знову
z||n∞ i частинка знаходиться на вiдстанi x = h вiд верхньої стiнки
(рис. 6.15).

Рис. 6.15. Частинка в планарнiй комiрцi (δ — змiщення вiдносно центра комiрки,
у рiвновазi δ = 0)

Використовуючи знайому схему (див. (6.12)), з функцiї (6.36) для
гомеотропної комiрки можна отримати функцiю Грiна для планарної
комiрки:

Gcell
plan(x,x′) =

1

|x− x′| + Hcell
plan(x,x′), (6.43)

Hcell
plan(x,x′) = −

∞∑
n=−∞

1

|Ãn(x)− x′| +
∞∑

n=−∞
n6=0

1

|B̃n(x)− x′| ,

де Ãn(x) = (−x + 2nL, y, z) i B̃n(x) = (x + 2nL, y, z) для x = (x, y, z).
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Пiдставивши Hcell
plan у (6.5), отримаємо власну енергiю частинки в

планарнiй нематичнiй комiрцi Uplan,cell
self = Uplan,cell

dd,self + Uplan,cell
dQ,self + Uplan,cell

QQ,self :

U self,cell
dd,plan =

3πKα2a4

4

∞∑
n=−∞

1

|nL + h|3 +
πKα2a4

2L3
ζ(3), (6.44)

U self,cell
dQ,plan = 0, (6.45)

U self,cell
QQ,plan =

15πKβ2a6

16

∞∑
n=−∞

1

|nL + h|5 +
9πKβ2a6

8L5
ζ(5). (6.46)

З виразiв (6.44)—(6.46) бачимо, що рiвноважним положенням частинки
в планарнiй комiрцi є z = L

2
(рис. 6.16).

Рис. 6.16. Залежнiсть зсуву енергiй U − Uz=L/2 частинки радiуса a1 = 2 мкм у
планарнiй комiрцi товщиною L = 10 мкм вiд змiщення δ вiдносно центра комiрки:
1 — дипольна частинка з α = 2, β = 0.5; 2 — квадрупольна частинка з α = 0, β = 0.5

Якщо обмежимося знову лише першими доданками n = 0,−1, то
знайдемо наближений вираз:

U self,cell
dd,plan ≈ 6πKα2a4

(
1

(L + 2δ)3
+

1

(L− 2δ)3

)
, (6.47)

якщо дипольний момент ненульовий. Якщо p = 0, то енергiя частинки
матиме вигляд

U self,cell
qq,plan ≈ 30πKβ2a6

(
1

(L + 2δ)5
+

1

(L− 2δ)5

)
, (6.48)

де δ — змiщення частинки вiдносно площини z = L
2
.
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6.5 Взаємодiї мiж двома частинками
в гомеотропнiй комiрцi

Розглянемо взаємодiю двох частинок у нематичнiй комiрцi з гомеотроп-
ними крайовими умовами. Нехай L — товщина комiрки (рис. 6.17).

Рис. 6.17. Двi частинки в гомеотропнiй комiрцi товщиною L

Хоча вже маємо функцiю Грiна для такої геометрiї (6.36), значно
зручнiше скористатись iншим її представленням, широко вiдомим в еле-
ктростатицi [203]:

Gcell
hom(x,x′) =

4

L
·
∞∑

n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπz

L
×

× sin
nπz′

L
Im(

nπρ<

L
)Km(

nπρ>

L
). (6.49)

Тут Im, Km — модифiкованi функцiї Бесселя, tan ϕ = y
x
, tan ϕ′ = y′

x′ ,
ρ< позначає менше з ρ =

√
x2 + y2 i ρ′ =

√
x′2 + y′2. Тодi за допомогою

(6.6) легко знаходимо диполь-дипольну взаємодiю:

Uhom
dd,cell =

16πKpp′

L3

∞∑
n=1

(nπ)2 sin
nπz

L
sin

nπz′

L
K0(

nπρ

L
). (6.50)

Диполь-квадрупольна взаємодiя матиме вигляд

Uhom
dQ,cell =

16πK

L4

∞∑
n=1

(nπ)3K0(
nπρ

L
)× (6.51)
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×
[
pc′ · sin nπz

L
cos

nπz′

L
+ p′c · cos

nπz

L
sin

nπz′

L

]
.

Бачимо, що для частинок, розташованих посерединi комiрки, z = z′ =
= L

2
, вiдповiдна взаємодiя є нульовою, Uhom

dQ,cell = 0. I, нарештi, квадруполь-
квадрупольна взаємодiя має вигляд

Uhom
QQ,cell =

16πKcc′

L5

∞∑
n=1

(nπ)4 cos
nπz

L
cos

nπz′

L
K0(

nπρ

L
), (6.52)

де ρ — горизонтальна проекцiя вiдстанi мiж частинками.
Формулу (6.52) було використано для розрахунку потенцiалу вза-

ємодiї мiж двома сферами з планарними анкорiнгом (рис. 6.18). Та-
кi крайовi умови забезпечують квадрупольну конфiгурацiю директо-
ра, α = 0, β 6= 0. Дiаметр частинок становив D = 2a = 4.4 мкм, а
знаходилися вони в центрi гомеотропної комiрки (z = L/2) товщиною
L = h = 6.5 i 8 мкм (експериментальнi данi взято з [184]). На рис. 6.18
єдиний вiльний параметр β = 0.28 (пригадаємо, що c = −βa3) для обох
товщин добре узгоджує експериментальнi та теоретичнi данi в дiапазонi
енергiй 1—1000 kT . Частинки в експериментi [184] мали конфiгурацiю
з буджумами (див. рис. 4.2), для якої β є невiдомим. Використане зна-
чення β = 0.28 є цiлком прийнятним i збiгається з емпiричними оцiнка-
ми [171].

Вплив членiв вищих порядкiв в обмеженому зразку. З ураху-
ванням мультипольних моментiв вищих, порiвняно з квадрупольним,
порядкiв взаємодiя мiж частинками описується виразом (5.83), де 1

r
=

= 1
|xi−xj | замiнене на функцiю Грiна G(x,x′). Нехай для визначеностi

маємо частинки з буджумами, якi помiщенi в гомеотропну комiрку тов-
щиною L. Для такої геометрiї функцiя Грiна Gcell

hom(x,x′) вiдповiдає фун-
кцiї Грiна G(x,x′) двох провiдних паралельних площин в електроста-
тицi (див. [203]):

Gcell
hom(x,x′) =

4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′)×

× sin
nπz

L
sin

nπz′

L
Im(

nπρ<

L
)Km(

nπρ<

L
),

(6.53)
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Рис. 6.18. Залежнiсть енергiї пружної взаємодiї мiж двома сферичними частинка-
ми з дiаметром D = 2a = 4.4 мкм у гомеотропнiй комiрцi товщиною h = 6.5 i 8 мкм:
1 — h = 1.8xD; 2 — h = 1.5xD. Суцiльнi лiнiї розрахованi за (6.52)

де ρ>/< позначає бiльше/менше з
√

x2 + y2 i
√

x′2 + y′2, а Im, Km — мо-
дифiкованi функцiї Бесселя. Тодi

Uhom
cell

16πaK
=

( a

L

)5
∞∑

n=1

(nπ)4 cos
nπz

L
cos

nπz′

L
K0(

nπρ

L
)×

× [b2
2 + 2b2b4(nπ)2

( a

L

)2

+ (b2
4 + 2b2b6)(nπ)4

( a

L

)4

+

+ 2b4b6(nπ)6
( a

L

)6

+ b2
6(nπ)8

( a

L

)8

], (6.54)

де ρ — горизонтальна (тобто така, що лежить в площинi xy) проекцiя
вiдстанi мiж частинками.

На рис. 6.19 показано отриману з виразу (6.54) залежнiсть енер-
гiї взаємодiї мiж двома сферичними частинками дiаметром D = 2a =
= 4.4 мкм, розташованими в центрi гомеотропної комiрки (z = z′ =
= L/2) товщиною L = 6.5 i 8 мкм (експериментальнi данi взято з [184]),
вiд вiдстанi мiж ними. Бачимо, що використанi параметри (b2, b4, b6) =
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Рис. 6.19. Залежнiсть енергiї пружної взаємодiї мiж частинками дiаметром D =
= 2a = 4.4 мкм, розташованими посерединi гомеотропної комiрки товщиною L = h =
= 6.5 i 8 мкм вiд вiдстанi мiж ними: 1 — h = 1.8xD; 2 — h = 1.5xD; суцiльнi лiнiї
отримано з виразу (6.54) при z = z′ = L/2 i (b2, b4, b6) = (−0.36,−0.023,−0.00018)

= (−0.36,−0.023, −0.00018) (див. також параграф 5.5) добре описують
експеримент у широкому дiапазонi енергiй 1—1000 kT .

6.6 Колоїднi взаємодiї в гомеотропнiй
нематичнiй комiрцi з рiзними
пружними сталими

Розумiння ключових особливостей взаємодiй мiж колоїдними частин-
ками в рiдкокристалiчному середовищi є необхiдною передумовою успi-
шного контролю за властивостями та поведiнкою вiдповiдних компози-
тних матерiалiв. Переважна бiльшiсть теоретичних праць, присвячених
даному питанню, базується на так званому одноконстантному набли-
женнi, яке передбачає рiвнiсть трьох пружних сталих Франка: K1, K2 i
K3 [55, 192,193,198]. Попри незначнi вiдмiнностi всi вони експлуатують
той факт, що за таких умов малi вiдхилення директора вiд основного



210

стану описуються рiвнянням Лапласа, а вiдтак їх можна записати у ви-
глядi мультипольного розвинення. Це дає змогу iстотно спростити та лi-
неаризувати задачу, представивши колоїдну частинку деяким точковим
джерелом деформацiй. Деякi з таких наближень [55, 198] пiдтвердже-
но експериментально як для необмежених [171, 258], так i обмежених
систем [184,260]. Проте вiдповiднi експерименти було проведено з нема-
тиками, що складаються з прямолiнiйних стрижнеподiбних молекул, де
пружнi сталi є досить близькими. Водночас усе бiльшу увагу приверта-
ють до себе так званi bent-core нематики, молекули яких є вигнутими.
У таких системах стала поперечного згину K1 є у декiлька разiв бiль-
шою, нiж стала поздовжнього згину K3 [259]. Природно, виникає пита-
ння про вплив анiзотропiї пружних властивостей рiдкого кристала на
взаємодiю колоїдних частинок. Зауважимо, що в подiбних нематичних
середовищах багато iнших ефектiв (особливо флексоелектричний) мо-
жуть робити внесок у мiжчастинковий потенцiал. Цi механiзми, однак,
лежать за межами нашого розгляду — ми зосередимось лише на взає-
модiях, що виникають за рахунок пружних властивостей дисперсiйно-
го середовища. Аналогiчна проблема була розглянута в параграфi 4.6
для випадку необмеженого нематичного рiдкого кристала. На практицi
завжди маємо справу з обмеженими системами. Теоретичнi [198, 199]
та експериментальнi [184,260] дослiдження однозначно вказують на те,
що присутнiсть зовнiшнiх поверхонь суттєво змiнює потенцiал взаємодiї
мiж колоїдними частинками. Тому нижче розглянемо систему частинок
довiльної форми та розмiру, що знаходяться в гомеoтропнiй нематичнiй
комiрцi з рiзними пружними сталими.

Ефективний функцiонал вiльної енергiї. Об’ємну енергiю нема-
тичного рiдкого кристала можна представити у загальновiдомiй формi
Франка—Осена:

Fbulk =
1

2

∫
dr

{
K1 (divn)2 + K2 (n · rotn)2 + K3 (n× rotn)2} , (6.55)

де n = n(r) — поле директора, K1, K2 i K3 — пружнi сталi попе-
речного згину, кручення та поздовжнього згину вiдповiдно. З метою
спрощення цього функцiонала зазвичай використовують одноконстан-
тне наближення K1 = K2 = K3 = K. За таких умов

F̃bulk =
K

2

∫
dr

{
(divn)2 + (rotn)2} . (6.56)
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Взаємодiю мiж поверхнею частинки i рiдким кристалом можна врахува-
ти за допомогою феноменологiчної поверхневої енергiї Рапiнi—Популара:

Fsurf =

∮
dsW (s) [ν(s) · n(s)]2 , (6.57)

де W — стала зчеплення, ν — зовнiшня нормаль у точцi s на поверх-
нi частинки. У результатi «змагання» мiж об’ємною та поверхневою
енергiями директор вiдхиляється вiд свого однорiдного основного стану
n0 = (0, 0, 1). Якщо вiдхилення є малими, n(r) ≈ (nx, ny, 1), то функцiо-
нал (6.56) зводиться до гармонiчного вигляду:

F̃ har
bulk =

K

2

∫
dr

∑
µ=x,y

(∇nµ · ∇nµ)2 . (6.58)

Вiдповiднi рiвняння Ейлера—Лагранжа є рiвняннями Лапласа, ∆nµ =
= 0, тому їхнi розв’язки на великих вiдстанях можна розвинути за
мультиполями

nµ(r) =
q̃µ

r
+

p̃α
µrα

r3
+

Q̃αβ
µ rαrβ

r5
+ ..., (6.59)

де α i β мають значення x, y, z (тут i далi йдеться про суму за iндекса-
ми, що повторюються). Величини q̃µ, p̃α

µ, Q̃αβ
µ , якi називають, вiдповiд-

но, пружними монопольним, дипольним i квадрупольним моментами,
визначають поведiнку директора на великих вiдстанях вiд поверхнi ча-
стинки, а вiдтак, i далекосяжнi взаємодiї мiж частинками. У [55] показа-
но, що вирази для вiдповiдних взаємодiй легко отримати, замiнивши по-
верхневу енергiю (6.57) кожної частинки деяким ефективним точковим
джерелом деформацiй мультипольного типу. Зокрема, для системи з N
аксiально-симетричних частинок замiсть повної енергiї F̃ har

bulk+
∑N

i=1 F i
surf

маємо F̃ har
bulk + F a.s.

source, де

F a.s.
source = −4πK

∫
dr

[
P̃ (r)∂µnµ + C̃(r)∂z∂µnµ

]
. (6.60)

Тут P̃ (r) =
∑N

i=1 p̃iδ(r− ri) i C̃(r) =
∑N

i=1 Q̃iδ(r− ri) — густини диполь-
ного та квадрупольного моментiв вiдповiдно. Хоча вираз (6.60) було
отримано для необмежених нематикiв, вiн залишається справедливим
i у випадку обмежених систем. Наприклад, для сферичних частинок
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радiуса a з точковим дефектом-компаньйоном p̃ = 2.04a2 i Q̃ = −0.72a3

забезпечують хороший збiг теоретичних та експериментальних потенцi-
алiв взаємодiї в планарнiй комiрцi практично довiльної товщини [260].
Проте це наближення базується на електростатичнiй аналогiї, закла-
денiй виразом (6.58). А отже, джерело (6.60) може бути некоректним у
випадку анiзотропної об’ємної енергiї (6.55). Така задача (в необмежено-
му нематику) була розглянута авторами [68] (див. також параграф 4.6),
якi отримали якiсно таке саме представлення безпосередньо з поверх-
невої енергiї Рапiнi—Популара (6.57). Припустивши слабке зчеплення
на поверхнi частинки (Wd/K < 1, d — розмiр частинки) i розвинувши
n(s) у ряд Тейлора навколо її центра, вони показали, що

N∑
i=1

F i
surf ≈

N∑
i=1

{
αi

zµnµ + βi
zµα∂αnµ + γi

zµαβ∂α∂βnµ

}
, (6.61)

де nµ, подiбно до (6.60), має бути взято в центрi ri i-ї частинки; αzµ =
= 2

∮
dsWνzνµ, βzµα = 2

∮
dsWνzνµdα, γzµαβ =

∮
dsWνzνµdαdβ i d =

= s− ri. Величини αzµ, βzµα, γzµαβ, хоча й не є мультипольними момен-
тами, задовольняють такi самi симетричнi спiввiдношення [166]. Таким
чином, вважаємо, що у нашому випадку ефективне джерело деформа-
цiй можна записати у виглядi простого узагальнення (6.60) на випадок
частинок довiльної форми:

Fsource = −4πK

∫
dr

[
qµ(r)nµ + pα

µ(r)∂αnµ + Qαβ
µ (r)∂α∂βnµ

]
, (6.62)

де K — деяка ефективна пружна стала, qµ(r) =
∑N

i=1 qi
µδ(r−ri), pα

µ(r) =

=
∑N

i=1 pα,i
µ δ(r − ri) i Qαβ

µ (r) =
∑N

i=1 Qαβ,i
µ δ(r − ri). Строго кажучи,

мультипольне розвинення (6.59) не мiнiмiзує анiзотропну вiльну енергiю
(6.55). Тому за межами одноконстантного наближення рiвняння (6.59)
маємо сприймати лише як деякий анзац поля директора. У загальному
випадку параметри цього анзацу, qµ, pα

µ i Qαβ
µ можуть вiдрiзнятися вiд

своїх одноконстантних аналогiв, позначених тiльдами. Тим не менше,
ми й далi називатимемо їх пружними мультиполями, оскiльки мiжча-
стинкова взаємодiя, як побачимо нижче, має вiдповiдну степеневу по-
ведiнку, незважаючи на анiзотропiю пружних сталих.

Зауважимо, що в рамках одноконстантного наближення K = K1 =
= K2 = K3. Але за його межами точне значення ефективної сталої K
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є, фактично, невiдомим. Це означає, що вибiр K впливає на величину
всiх мультипольних моментiв (qµ, p

α
µ, Qαβ

µ ) частинки. Якщо ми зафiксу-
ємо (qµ, p

α
µ, Qαβ

µ ), то K стає вiльним параметром, i навпаки. Єдиний спо-
сiб однозначного встановлення мультипольних моментiв (qµ, p

α
µ, Qαβ

µ ) —
вивчення розсiювання свiтла полем директора n(r).

Парнi взаємодiї. Повернiмося до геометрiї нашої задачi. Дослiджу-
вана система обмежена двома паралельними площинами з нормальними
крайовими умовами. Тобто nµ(z = 0) = nµ(z = L) = 0, де L — вiдстань
мiж площинами. За таких умов природно шукати розв’язок nµ(r) у ви-
глядi

nµ(r) =
1

4π2

∫
d2q⊥

2

L

∞∑
m=1

nµ(q)eiq⊥·r⊥ sin qzz, (6.63)

де qz = mπ
L
, q = (q⊥, qz) i r = (r⊥, z). З точнiстю до другого порядку за

малими вiдхиленнями nx i ny для об’ємної енергiї (6.55) маємо

Fbulk =
1

4π2L

∫
d2q⊥

∞∑
m=1

[K1 |nx(q)qx + ny(q)qy|2 + K2 |nx(q)qy−

− ny(q)q2
x + K3q

2
z

[|nx(q)|2 + |ny(q)|2]]. (6.64)

З (6.64) випливає, що профiлi деформацiй nx(r) i ny(r), якi мiнiмi-
зують повну енергiю Ftot = Fbulk + Fsource, задовольняють систему двох
рiвнянь δ

δnµ
Ftot = 0. Останню легко розкласти на два незалежних рiв-

няння, ввiвши ортогональний базис (e1, e2, e3), пов’язаний з кожним з
хвильових векторiв q. Для даного q базис (e1, e2, e3) повертається вiд-
носно (ex, ey, ez) на кут ϕq = arccos (ex · q⊥/q⊥) навколо осi ez‖e3. З
рис. 6.20 бачимо, що

nx = n1 cos ϕq − n2 sin ϕq,

ny = n1 sin ϕq + n2 cos ϕq.
(6.65)

Тодi Fbulk зводимо до вигляду

Fbulk =
1

4π2L

∫
d2q⊥

∞∑
m=1

{|n1(q)|2 (
K1q

2
⊥ + K3q

2
z

)
+ |n2(q)|2 (

K2q
2
⊥ + K3q

2
z

)}
.

(6.66)
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Ефективну частину вiльної енергiї (6.62) теж можемо записати в тер-
мiнах n1 i n2:

Fsource = −2K

πL

∫
d2q⊥

∞∑
m=1

N∑
i=1

[N̂ i
x [n1 cos ϕq − n2 sin ϕq] +

+ N̂ i
y [n1 sin ϕq + n2 cos ϕq]] · exp

[
iq⊥ · ri

⊥
]
sin qzz

i, (6.67)

де для компактностi запису ми ввели оператори N̂µ = qµ + pα
µ∂α+

+ Qαβ
µ ∂α∂β. Верхнiй iндекс “i” вказує на те, що N̂ i

µ побудований з муль-
типольних моментiв i-ї частинки та дiє на її координати ri

⊥ i zi.
Тепер Ftot є сумою Fbulk i Fsource, заданих виразами (6.66) i (6.67) вiд-

повiдно. Рiвняння на n1(q) та n2(q) стають незалежними, а їхнi розв’яз-
ки легко знайти:

n1(q) =
4πK

K1q2
⊥ + K3q2

z

N∑
i=1

{
N̂ i

x cos ϕq + N̂ i
y sin ϕq

}
exp

[−iq⊥ · ri
⊥
]
sin qzz

i

(6.68)
i

n2(q) =
4πK

K2q2
⊥ + K3q2

z

N∑
i=1

{
−N̂ i

x sin ϕq + N̂ i
y cos ϕq

}
exp

[−iq⊥ · ri
⊥
]
sin qzz

i.

(6.69)
Пiдставивши знайденi вирази в повну енергiю системи, бачимо, що Ftot =
=

∑
i>j U ij +

∑
i U

i, де U i — власна енергiя i-ї частинки, а U ij — енергiя
взаємодiї мiж i-ю та j-ю частинками:

U ij = −8K

L

∫
d2q⊥

∞∑
m=1

{
N̂ i

xN̂
j
x

[
cos2 ϕq

κ1q2
⊥ + κ3q2

z

+
sin2 ϕq

κ2q2
⊥ + κ3q2

z

]
+

+N̂ i
yN̂

j
y

[
sin2 ϕq

κ1q2
⊥ + κ3q2

z

+
cos2 ϕq

κ2q2
⊥ + κ3q2

z

]
+

+
[
N̂ i

xN̂
j
y + N̂ i

yN̂
j
x

] [
sin ϕq cos ϕq

κ1q2
⊥ + κ3q2

z

− sin ϕq cos ϕq

κ2q2
⊥ + κ3q2

z

]}
×

× exp
[−iq⊥ · (ri

⊥ − rj
⊥)

]
sin qzz

i sin qzz
j. (6.70)

Тут i далi κs = Ks/K, s = 1, 2, 3. Iнтегруючи останнiй вираз, знаходимо

U ij = −16πK

L

∞∑
m=1

{
N̂ i

xN̂
j
x

[
1

κ1

K0

(
ρm√
κ1/κ3

)
cos2 ϕ+
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Рис. 6.20. Схематичне зображення для довiльного хвильового вектора q поворо-
ту базису (e1, e2, e3) вiдносно фiксованого базису (ex, ey, ez) на кут ϕq навколо осi
ez‖e3, перпендикулярної до площини рисунка таким чином, що e1||q⊥

+
1

κ1

K1

(
ρm√
κ1/κ3

) √
κ1/κ3

ρm

cos 2ϕ+

+
1

κ2

K0

(
ρm√
κ2/κ3

)
sin2 ϕ− 1

κ2

K1

(
ρm√
κ2/κ3

) √
κ2/κ3

ρm

cos 2ϕ

]
+

+ N̂ i
yN̂

j
y

[
1

κ1

K0

(
ρm√
κ1/κ3

)
sin2 ϕ− 1

κ1

K1

(
ρm√
κ1/κ3

) √
κ1/κ3

ρm

cos 2ϕ+

+
1

κ2

K0

(
ρm√
κ2/κ3

)
cos2 ϕ +

1

κ2

K1

(
ρm√
κ2/κ3

) √
κ2/κ3

ρm

cos 2ϕ

]
+

+

[
N̂ i

xN̂
j
y + N̂ j

xN̂
i
y

][
1

κ1

K2

(
ρm√
κ1/κ3

)
− 1

κ2

K2

(
ρm√
κ2/κ3

)]
sin ϕ cos ϕ

}
×

× sin
mπzi

L
sin

mπzj

L
, (6.71)

де ϕ — кут мiж ρ = ri
⊥−rj

⊥ та ex, Kn(x) — модифiкована функцiя Бессе-
ля другого роду i ρm = mπρ/L. Цей вираз описує взаємодiю мiж колої-
дними частинками довiльної форми в гомеотропнiй нематичнiй комiрцi
з довiльними пружними сталими. Якщо замiнити qµ, pα

µ, Qαβ
µ в (6.71)

на −αzµ/(4πK), −βzµα/(4πK), −γzµαβ/(4πK) вiдповiдно, то на малих
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вiдстанях рiвняння (6.71) перетвориться на вираз для необмеженого
нематика:

U ij,0 = −4πK×

×
{

N̂ i
xN̂

j
x

[
1√
κ1

cos2 ϕ√
κ3ρ2 + κ1l2

− cos 2ϕ√
κ1

√
κ3ρ2 + κ1l2 −

√
κ1l2

κ3ρ2
+

+
1√
κ2

sin2 ϕ√
κ3ρ2 + κ2l2

+
cos 2ϕ√

κ2

√
κ3ρ2 + κ2l2 −

√
κ2l2

κ3ρ2

]
+

+ N̂ i
yN̂

j
y

[
1√
κ1

sin2 ϕ√
κ3ρ2 + κ1l2

+
cos 2ϕ√

κ1

√
κ3ρ2 + κ1l2 −

√
κ1l2

κ3ρ2
+

+
1√
κ2

cos2 ϕ√
κ3ρ2 + κ2l2

− cos 2ϕ√
κ2

√
κ3ρ2 + κ2l2 −

√
κ2l2

κ3ρ2

]
+

+

[
N̂ i

xN̂
j
y + N̂ j

xN̂
i
y

] 
 1√

κ1

(√
κ3ρ2 + κ1l2 −

√
κ1l2

)2

κ3ρ2
√

κ3ρ2 + κ1l2
−

− 1√
κ2

(√
κ3ρ2 + κ2l2 −

√
κ2l2

)2

κ3ρ2
√

κ3ρ2 + κ2l2


 sin ϕ cos ϕ, (6.72)

де l = |z − z′|, — вираз, знайдений у [166] для частинок зi слабким
зчепленням у необмеженому нематику (див. також параграф 4.6).

У рамках одноконстантного наближення, K1 = K2 = K3 = K,
рiвняння (6.72) зводиться до мультипольних взаємодiй Ũ ij,0 =

= −4πKN̂ i
µN̂

j
µ|ri − rj|−1, детально вивчених у [55,68,221].

Перш нiж перейти до бiльш ретельного аналiзу (6.71), припустимо,
що в комiрцi є лише двi частинки. Тодi можемо опустити верхнi iнде-
кси “i” та “j” i натомiсть використовувати штрихованi i нештрихованi
величини, тобто N̂ i

µ → N̂µ, N̂ j
µ → N̂ ′

µ i т.д.

Монополь-монопольна взаємодiя. У колоїдних частинок, що не
мають осi симетрiї, паралельної n0, i площини симетрiї, перпендику-
лярної до n0, є монопольний момент [68, 221]. Для спрощення припу-
стимо qy = q′y = 0, qx = q i q′x = q′ (це означає, що частинки також є
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симетричними вiдносно площини xz). Покладемо, що qq′ < 0. Далi по-
бачимо, що саме випадок монополiв рiзних знакiв є особливо цiкавим.
Тодi енергiя вiдповiдної монополь-монопольної взаємодiї в необмежено-
му нематичному середовищi U0

qq має вигляд (див. (6.72))

U0
qq = −2πKqq′×

×


 1√

κ1

1√
κ3ρ2 + κ1l2

− cos 2ϕ√
κ1

(√
κ3ρ2 + κ1l2 −

√
κ1l2

)2

κ3ρ2
√

κ3ρ2 + κ1l2
+

+
1√
κ2

1√
κ3ρ2 + κ2l2

+
cos 2ϕ√

κ2

(√
κ3ρ2 + κ2l2 −

√
κ2l2

)2

κ3ρ2
√

κ3ρ2 + κ2l2


 . (6.73)

В одноконстантному наближеннi (κs = 1) рiвняння (6.73) зводиться до
виразу Ũ0

qq = −4πKq̃q̃′/r, де r =
√

ρ2 + l2 = |r−r′|, що нагадує електро-
статичний закон Кулона.

Якщо ж середовище обмежене границями нематичної комiрки, то
енергiя взаємодiї описується виразом

Uqq = −16πKqq′

L

∞∑
m=1

[
1

κ1

K0

(
ρm√
κ1/κ3

)
cos2 ϕ+

+
1

κ1

K1

(
ρm√
κ1/κ3

) √
κ1/κ3

ρm

cos 2ϕ+

+
1

κ2

K0

(
ρm√
κ2/κ3

)
sin2 ϕ−

− 1

κ2

K1

(
ρm√
κ2/κ3

) √
κ2/κ3

ρm

cos 2ϕ

]
sin

mπz

L
sin

mπz′

L
, (6.74)

який зводиться до рiвняння

Ũqq = −16πKq̃q̃′

L

∞∑
m=1

sin
mπz

L
sin

mπz′

L
K0 (ρm) (6.75)

в одноконстантнiй границi (κs = 1). Порiвнюючи Uqq i Ũqq, бачимо ва-
жливу вiдмiннiсть. У той час, як Ũqq є iзотропною в площинi z = z′,
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Uqq — анiзотропна. Справдi, на малих вiдстанях (ρ ¿ √
κ1,2/κ3L) мiж

частинками, розташованими посерединi комiрки (z = z′ = L/2), взаємо-
дiя (6.74), як i (6.75), є вiдштовхувальною, Uqq = −4πKqq′

ρ
√

κ3

(
cos2 ϕ√

κ2
+ sin2 ϕ√

κ1

)
>

> 0 [див. (6.73) при l = 0], але її iзолiнiї не є колами. Бiльше того, ко-
ли вiдстань мiж частинками зростає, з’являються двi зони притягання
(рис. 6.21, а). Вони локалiзуються або вздовж осi x (якщо κ1 < κ2),
або вздовж осi y (за умови κ1 > κ2). У звичайних нематиках, напри-
клад 5CB, κ1/κ2 ≈ 1.5 i притягання сильно пригнiчене стiнками комiрки
(конфайнмент [184]). Проте чим бiльша рiзниця мiж κ1 i κ2, тим ближче
до поверхнi частинки знаходяться зони притягання. I чим бiльше κ1/κ3

чи κ2/κ3, тим повiльнiше взаємодiя слабшає зi збiльшенням вiдстанi ρ.
Нехай для визначеностi K1 = 3.1 пН, K2 = 0.31 пН i K3 = 0.88 пН (цi
величини були знайденi в [259] для C1Pbis10BB, типового bent-core не-
матика). Тодi монополi протилежного знака притягуються вздовж осi
y, якщо ρ & 0.5L. Щоб оцiнити енергiю такої взаємодiї, припустимо за
аналогiєю з [55], що q = q′ ≈ d, де d = 3 мкм — розмiр частинки, i
покладемо L = 12 мкм, K = (K1 + K2 + K3)/3. Така груба оцiнка пока-
зує, що притягання є досить сильним, його енергiя ∼ 1000 kT (лiнiя 1
на рис. 6.21, б ). Отже, стає можливим утворення лiнiйних ланцюжкiв з
великими рiвноважними вiдстанями мiж асиметричними частинками.

Дипольна взаємодiя. Розглянемо взаємодiю мiж аксiально-симет-
ричними частинками. Типовим представником останнiх є сфера з го-
меотропними крайовими умовами на поверхнi. Якщо її радiус a є доста-
тньо великим, то топологiчний дефект — гiперболiчний їжак — виникає
поблизу поверхнi частинки. Така конфiгурацiя має симетрiю диполя,
колiнеарного n0, i характеризується px

x = py
y = p. Вiдповiдно, N̂µ = p∂µ,

N̂ ′
µ = p′∂′µ, i енергiя взаємодiї в необмеженому нематику може бути

представлена так (див. (6.72)):

U0
pp =

4πKpp′

r3

κ3√
κ1

κ3 sin2 θ − 2κ1 cos2 θ

(κ3 sin2 θ + κ1 cos2 θ)5/2
, (6.76)

де θ — кут мiж r = r − r′ i n0. Поклавши κs = 1, легко знаходимо
Ũ0
pp = 4πKp̃p̃′(1 − 3 cos2 θ)/r3 — вираз, добре вiдомий з [55]. З рiвня-

ння (6.76) випливає, що взаємодiї вздовж директора (θ = 0) та в пер-
пендикулярному напрямку (θ = π/2) по-рiзному залежать вiд сталої по-
здовжнього згину K3. Справдi, U0

pp(θ = 0) = −8πpp′(K/K1)
2|z−z′|−3K3,
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Рис. 6.21. Взаємодiя двох монополiв qx i q′x протилежних знакiв, за якої частинки
розташованi посерединi комiрки (z = z′ = L/2): а — карта взаємодiї. Стрiлками
показано локальний напрямок сили F = −∇Uqq. У зафарбованiй зонi частинки
вiдштовхуються, ∂Uqq

∂ρ < 0. Зiрочками позначено мiнiмуми енергiї; κ1/κ3 = 3.5 i
κ2/κ3 = 0.35 [259]; б — залежнiсть енергiї взаємодiї вздовж осi y (ϕ = π/2): 1 —
κ1/κ2 = 10; 2 — κ1/κ2 = 6.6; 3 — κ1/κ2 = 1; qx = q′x = d, d = 3 мкм, L = 12 мкм,
K3 = 0.88 пН i K = 1.4 пН (середня пружна стала C1Pbis10BB [259])

а U0
pp(θ = π/2) = 4πpp′K2K

−1/2
1 ρ−3K

−1/2
3 . Нехай тепер K3 є значно бiль-

шою, нiж K1. Така ситуацiя можлива, наприклад, поблизу точки фа-
зового переходу з нематичної в смектичну фазу. За таких умов дефор-
мацiї поздовжнього згину (i кручення) є енергетично дуже вартiсними,
тому пружнi властивостi рiдкого кристала визначаються в першу чер-
гу сталою поперечного згину. Тобто K ≈ K1 поблизу точки переходу.
Це означає, зокрема, що в околi фазового переходу можемо очiкува-
ти посилення взаємодiї вздовж n0 i послаблення в перпендикулярному
напрямку. Цiкаво, що така редукцiя потенцiалу до одного вимiру над
точкою переходу якiсно узгоджується з поведiнкою енергiї взаємодiї при
T < TN — Sm у смектичнiй фазi. У працях [236, 237] показано, що в сме-
ктиках А взаємодiя мiж двома пружними диполями p̄ i p̄′:

U sm
pp = −πK1p̄p̄

′
(

32

l3
− 16ρ2

λl4
+

ρ4

λ2l5

)
e−

ρ2

4λl , (6.77)

де λ =
√

K1/B, а B — модуль стиснення, експоненцiйно слабшає
вздовж смектичних шарiв (z → z′) i змiнюється як 1/|z − z′|3 вздовж
нормалi до них (див. параграф 7.2).
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У гомеотропнiй комiрцi взаємодiя мiж двома аксiально-симетричними
диполями (6.71) має достатньо просту форму:

Upp =
16πKpp′

L3

κ3

κ2
1

∞∑
m=1

m2π2 sin
mπz

L
sin

mπz′

L
K0

(
ρm√
κ1/κ3

)
(6.78)

i не залежить явно вiд сталої K2, оскiльки поле директора в такiй кон-
фiгурацiї не має азимутальної складової. Вираз (6.78), як i його одно-
константний аналог,

Ũpp =
16πKp̃p̃′

L3

∞∑
m=1

m2π2 sin
mπz

L
sin

mπz′

L
K0 (ρm) ,

передбачає повнiстю iзотропну взаємодiю мiж частинками, що знахо-
дяться посерединi комiрки (z = z′ = L/2). А саме, паралельнi диполi
вiдштовхуються, антипаралельнi — притягуються. Загальною особли-
вiстю пружної взаємодiї в обмежених системах є її конфайнмент [184].
Жорстко фiксована орiєнтацiя директора на стiнках комiрки призво-
дить до експоненцiйного зменшення енергiї взаємодiї на вiдстанях ρ,
що перевищують деяку порогову ρmax ∼ L. Формально така поведiн-
ка пояснюється асимптотичним виглядом модифiкованих функцiй Бес-
селя Kn(x À 1) ∝ e−x/

√
x. З (6.78) легко бачити, що ρmax залежить

вiд вiдношення
√

K1/K3. У типових нематиках K1 < K3 i зона вза-
ємодiї в

√
K1/K3 разiв є меншою, нiж це передбачає одноконстантна

теорiя [199]. Якщо навпаки K1 > K3, то зона взаємодiї стає в
√

K1/K3

разiв бiльшою (рис. 6.22). На коротких вiдстанях (ρ . L
√

κ1/κ3) енер-
гiя Upp ∝ 1/ρ3. Якщо ρ & L

√
κ1/κ3, то взаємодiя спадає експоненцiйно.

Звернемо увагу, що хоча крива κ1 > κ3 лежить над двома iншими, вiд-
повiдна енергiя не обов’язково є бiльшою, оскiльки залежить також вiд
абсолютної величини пружних сталих.

У нематиках з великим вiдношенням K1/K3 i малим K2/K3 пру-
жний диполь може зазнавати твiст-переходу [263,264]. Така структурна
перебудова, швидше за все, змiнює величини мультипольних моментiв
i руйнує аксiальну симетрiю диполь-дипольної взаємодiї. Це питання
потребує детальнiшого дослiдження.

Квадрупольна взаємодiя. На великих вiдстанях вiд сферичної ко-
лоїдної частинки з парою точкових дефектiв (буджумiв) на полюсах
або лiнiйним дефектом (кiльцем Сатурна) на екваторi поле директора
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задається квадрупольним моментом Qxz
x = Qyz

y = Q. Враховуючи, що
N̂µ = Q∂z∂µ i N̂ ′

µ = Q′∂′z∂
′
µ, для необмеженого нематика знаходимо

U0
QQ =

4πKQQ′

r5
κ3

√
κ1

24κ2
1 cos4 θ + 9κ2

3 sin4 θ − 72κ1κ3 sin2 θ cos2 θ(
κ3 sin2 θ + κ1 cos2 θ

)9/2
.

(6.79)
В одноконстантному наближеннi (κs = 1) рiвняння (6.79) спрощується:
Ũ0
QQ = 4πKQ̃Q̃′(9− 90 cos2 θ + 105 cos4 θ)/r5. Квадруполь-квадрупольна

взаємодiя (6.79) є сильно анiзотропною. За умови QQ′ > 0 вона вiд-
штовхувальна вздовж θ = 0 i θ = π/2 та притягальна в промiжному
дiапазонi кутiв. Такий патерн взаємодiї призводить до агрегацiї ква-
друпольних частинок у лiнiйнi ланцюжки, якi спрямованi пiд деяким
кутом 0 < θmin < π/2 до основного стану директора n0. На рис. 6.23 по-
казано, що кут θthmin, який мiнiмiзує U0

QQ, є монотонно спадною функцi-
єю вiдношення K3/K1. Водночас експериментальне значення θmin ≈ 30◦

практично не залежить вiд K3/K1. Розбiжнiсть спричинена, ймовiрно,
як впливом мультипольних моментiв вищих порядкiв, так i нелiнiйни-
ми деформацiями директора поблизу ядер дефектiв [265]. Обмежив-
шись лише квадруполь-квадрупольною взаємодiєю, а вiдтак, i якiсним
рiвнем описання, бачимо, що за великих K3/K1 рiвноважний кут θthmin
прямує (але не дорiвнює) до 0◦, при малих K3/K1 θthmin прямує (але не
досягає) до 90◦, тобто поблизу точки фазового переходу з нематичної в
смектичну фазу ланцюжки частинок стають майже паралельними n0.
Подiбне зменшення кута мiж оптичною вiссю рiдкого кристала та лi-

Рис. 6.22. Залежнiсть безрозмiрної енергiї диполь-дипольної взаємодiї
Vpp = UppL

3κ2
1/(16πKpp′κ3) вiд вiдстанi мiж частинками ρ: 1 — κ1/κ3 =

= 1/2; 2 — κ1/κ3 = 1; 3 — κ1/κ3 = 2
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Рис. 6.23. Залежнiсть кута θthmin, що мiнiмiзує енергiю квадрупольної взаємодiї
(6.79), вiд K3/K1

нiєю, що з’єднує центри двох квадрупольних частинок, вiд 33◦ до 22◦ за
фазового переходу спостерiгали експериментально [184].

У гомеотропнiй комiрцi взаємодiя мiж двома квадруполями опису-
ється виразом

UQQ =
16πKQQ′

L5

κ3

κ2
1

∞∑
m=1

m4π4 cos
mπz

L
cos

mπz′

L
K0

(
ρm√
κ1/κ3

)
. (6.80)

Рiвняння (6.80), як бачимо, є досить схожим на (6.78). Тому i особли-
востi взаємодiї мiж квадрупольними та дипольними частинками досить
схожi. Справдi, квадрупольна взаємодiя iзотропна для частинок, роз-
ташованих посерединi комiрки, i на коротких вiдстанях змiнюється як
1/ρ5. При ρ & L

√
K1/K3 взаємодiя експоненцiйно слабшає.

Спробуємо встановити, яким чином анiзотропiя пружних сталих рiд-
кого кристала впливає на величину мультипольних моментiв частин-
ки. Енергiя взаємодiї мiж двома сферичними частинками з планарни-
ми крайовими умовами в гомеотропнiй комiрцi, заповненiй 5CB, була
вимiряна експериментально [184]. Наведена тут теорiя мiстить два невi-
домих параметри: ефективну пружну сталу K i квадрупольний момент
Q = Q′. Очевидно, обидва цi параметри неможливо однозначно знайти
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з мiжчастинкового потенцiалу, оскiльки UQQ ∝ K2QQ′. Щоб уникнути
невизначеностi, позначимо K = (K1+K2+K3)/3 i Q = Q′ = −βa3, де a —
радiус частинки, а β — невiдома позитивна стала. Тодi, апроксимуючи
експериментальнi данi [184] одноконстантною кривою

UQQ =
16πKQ̃Q̃′

L5

∞∑
m=1

m4π4 cos
mπz

L
cos

mπz′

L
K0 (ρm) (6.81)

з параметрами, позначеними вище, знайдемо β̃ = 0.31 (рис. 6.24). Ви-
конуючи аналогiчну процедуру з енергiєю (6.80), β = 0.4. Хоча β i β̃
рiзняться суттєво, обидва значення є близькими до 0.36, знайденого в
рамках одноконстантного наближення з iншого експерименту [262].

Рис. 6.24. Залежнiсть енергiї квадрупольної взаємодiї (1 — UQQ; 2 — ŨQQ) мiж
двома сферичними частинками з тангенцiйними крайовими умовами в комiрцi, за-
повненiй 5СВ, вiд вiдстанi мiж ними; Q = Q′ = −0.4a3 i Q̃ = Q̃′ = −0.31a3,
a = D/2 = 2.2 мкм, L =8 мкм, K1 = 6.2 пН, K2 = 3.7 пН, K3 = 8.3 пН [269] i
K = 6.1 пН. Точками позначено експериментальнi результати [184]

Як вже зазначалось вище, в необмеженому рiдкому кристалi взаємо-
дiя мiж двома квадруполями (6.79) є вiдштовхувальною вздовж дире-
ктора. Однак нещодавно у працi [261] було зазначено, що в нематиках
з K1 > 2K2 сферичнi частинки з виродженими планарними крайови-
ми умовами притягуються вздовж n0. Чисельнi розрахунки, наведенi у
[265], показали, що в такому середовищi директор на поверхнi частин-
ки вiдхиляється вiд меридiанiв. Азимутальна складова n(s) перетворює
квадруполь у хiральний диполь py

x = −px
y = −pc, де pc > 0 для правої

спiралi i pc < 0 для лiвої [221]. Тодi N̂x = −pc∂y, N̂y = pc∂x, i з рiвнян-
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ня (6.72) отримуємо

U0
pcpc

=
4πKpcp

′
c

r5

κ3√
κ2

κ3 sin2 θ − 2κ2 cos2 θ

(κ3 sin2 θ + κ2 cos2 θ)5/2
. (6.82)

Таким чином, диполi однакової хiральностi притягуються вздовж дире-
ктора (θ = 0), а протилежної — вiдштовхуються (див. [261]).

Цiкаво, що взаємодiя мiж хiральними включеннями як у необмеже-
ному нематику, так i в комiрцi,

Upcpc
=

16πKpcp
′
c

L3

κ3

κ2
2

∞∑
m=1

m2π2 sin
mπz

L
sin

mπz′

L
K0

(
ρm√
κ2/κ3

)
, (6.83)

залежить вiд сталої кручення K2, але не залежить явно вiд сталої по-
перечного згину K1. Протилежне є справедливим у випадку ахiральних
диполiв, розглянутих ранiше. Енергiя їхньої взаємодiї не залежить вiд
K2, але залежить вiд K1. Така поведiнка пояснюється типом деформа-
цiй, що домiнують у кожнiй з конфiгурацiй: твiст-бенд i сплей-бенд у
випадку хiральних та ахiральних диполiв вiдповiдно.

Ми отримали загальний вираз для енергiї взаємодiї мiж колоїдними
частинками довiльної форми та розмiру в гомеотропнiй нематичнiй ко-
мiрцi з рiзними пружними сталими Франка. Загалом нашi результати
пiдтверджують справедливiсть одноконстантного наближення для ти-
пових нематикiв, в яких K1, K2 i K3 є, зазвичай, досить близькими.
Попри те анiзотропiя пружних сталих може призводити як до кiлькi-
сних, так i до якiсних змiн мiжчастинкового потенцiалу.

Наприклад, зi збiльшенням K3/K1 зменшується кут мiж ланцюжком
квадрупольних частинок та основним станом директора. Нещодавно та-
кий ефект спостерiгали експериментально поблизу фазового переходу
нематик — смектик А [266]. Це є одним з проявiв пригнiчення взає-
модiї в площинi, перпендикулярнiй до n0, у разi наближення до точки
переходу, що якiсно узгоджується з поведiнкою енергiї взаємодiї мiж
колоїдними частинками в смектичнiй фазi.

Незалежно вiд пружних сталих, взаємодiї в комiрцi є екранованими.
Якщо проекцiя вiдстанi мiж частинками на площину комiрки переви-
щує порогове значення ρmax (близьке в типових нематиках до товщини
комiрки), то взаємодiя експоненцiйно слабшає. Тобто iснує скiнченна
зона взаємодiї. Її розмiр пропорцiйний

√
K1/K3. Це, зокрема, означає,
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що в нематиках з K1 À K3 порогове значення ρmax може зростати до
декiлькох товщин комiрки.

У рамках одноконстантного наближення взаємодiя мiж асиметри-
чними частинками (пружними монополями), розташованими посере-
динi комiрки, є iзотропною. Однак, на вiдмiну вiд електричних заря-
дiв, монополi одного знака притягуються, монополi рiзних знакiв —
вiдштовхуються. Анiзотропiя пружних сталих порушує симетрiю вза-
ємодiї, iндукуючи двi зони вiдштовхування (притягання). У слабоанi-
зотропних нематиках цi зони не цiкавi, оскiльки локалiзуються на ве-
ликих вiдстанях, за межами зони взаємодiї. Однак у середовищах, де
або K1 À K2, K3, або K2 À K1, K3, зона реальної взаємодiї стає анi-
зотропною, що за певних умов може приводити до формування термо-
динамiчно стабiльних ланцюжкiв з рiвноважними вiдстанями, значно
бiльшими, нiж у звичайних дипольних структурах.

6.7 Взаємодiя двох частинок
у планарнiй комiрцi

Розглянемо взаємодiю двох частинок у нематичнiй комiрцi з гомеотро-
пними крайовими умовами. Нехай L — товщина комiрки (рис. 6.25).

Рис. 6.25. Двi частинки в планарнiй комiрцi товщиною L

Хоча необхiдна функцiя Грiна (6.43) є вiдомою, зручнiше скориста-
тися виразом (6.49), зробивши в ньому вiдповiдне перетворення систе-
ми координат. Повернемо координатну систему гомеотропної комiрки
CShom (x, y, z) навколо осi y на π/2. Отримаємо CSplan (x̃, ỹ, z̃) з матри-
цею переходу A: x = Ax̃, x′ = Ax̃′ такою, що x = z̃, y = ỹ, z = −x̃. Тодi
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Ghom(x,x′) = Ghom(Ax̃, Ax̃′) = Gplan(x̃, x̃′). Опускаючи далi символ «∼»,
записуємо шукану функцiю Грiна у виглядi

Gcell
plan(x,x′) =

4

L
·
∞∑

n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπx

L
sin

nπx′

L
Im(

nπρ<

L
)Km(

nπρ>

L
),

(6.84)
де Im, Km — модифiкованi функцiї Бесселя, tan ϕ = y

z
, tan ϕ′ = y′

z′ ,
λn = nπ

L
, ρ< позначає менше з ρ =

√
z2 + y2 i ρ′ =

√
z′2 + y′2. За допомо-

гою (6.6) знаходимо всi пружнi взаємодiї в планарнiй комiрцi. Зокрема,
диполь-дипольну:

Uplan
dd,cell =

16πKpp′

L3
(F1 − F2 cos2 ϕ), (6.85)

де

F1 =
∞∑

n=1

(nπ)2

2
sin

nπx

L
sin

nπx′

L

[
K0(

nπρ

L
) + K2(

nπρ

L
)
]
−

−(nπ)2 cos
nπx

L
cos

nπx′

L
K0(

nπρ

L
),

F2 =
∞∑

n=1

(nπ)2 sin
nπx

L
sin

nπx′

L
K2(

nπρ

L
),

ρ — горизонтальна проекцiя вiдстанi мiж частинками, ϕ — азимуталь-
ний кут мiж ρ i z.

Диполь-квадрупольна взаємодiя має вигляд

Uplan
dQ,cell =

16πK

L4
(pc′ − cp′) cos ϕ(C1 + C2 cos2 ϕ), (6.86)

де

C1 = L

(
F ′

1ρ −
2F2

ρ

)
,

C2 = L

(
2F2

ρ
− F ′

2ρ

)
.

Квадруполь-квадрупольна взаємодiя має вигляд

Uplan
QQ,cell =

16πKcc′

L5
(D1 + D2 cos2 ϕ + D3 cos4 ϕ), (6.87)
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де

D1 = L2

(
2F2

ρ2
− F ′

1ρ

ρ

)
,

D2 = L2

(
−10F2

ρ2
+

5F ′
2ρ

ρ
+

F ′
1ρ

ρ
− F ′′

1ρρ

)
,

D3 = L2

(
8F2

ρ2
− 5F ′

2ρ

ρ
+ F ′′

2ρρ

)
.

Коли обидвi частинки знаходяться посерединi комiрки x = x′ = L
2
, то

F1 =
∑∞

n=1,odd
(nπ)2

2

[
K0(

nπρ
L

) + K2(
nπρ
L

)
] −∑∞

n=2,even(nπ)2K0(
nπρ
L

) i F2 =

=
∑∞

n=1,odd(nπ)2K2(
nπρ
L

) (F ′
1ρ < 0, F ′

2ρ < 0).
За малих вiдстаней ρ ¿ L асимптотики цих функцiй F1 → L3

4ρ3

i F2 → 3L3

4ρ3 такi, що Uplan
dd,cell = 4πKpp′

ρ3 (1 − 3 cos2 ϕ). Тобто при ρ ¿ L
стiнки комiрки не чинять практично нiякого впливу на взаємодiю мiж
частинками. За великих вiдстаней ρ ≥ L маємо F ′1ρ

F ′2ρ
= 1 − L

πρ
+ o(L

ρ
)

з точнiстю 5% вже при ρ = L. Таким чином, для ρ ≥ L радiаль-
на складова сили взаємодiї мiж частинками може бути записана як

Рис. 6.26. Карта диполь-дипольної взаємодiї (6.85) мiж двома частинками з pp′ > 0,
розташованими посерединi планарної комiрки товщиною L
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Рис. 6.27. Карта диполь-квадрупольної взаємодiї (6.86) мiж двома частинками,
розташованими посерединi планарної комiрки товщиною L

Рис. 6.28. Карта квадруполь-квадрупольної взаємодiї (6.87) мiж двома частинками
з cc′ > 0, розташованими посерединi планарної комiрки товщиною L

fρ = −∂Uc
dd,plan

∂ρ
= −16πKpp′

L3 F ′
2ρ(ρ) · (1 − L

πρ
− cos2 ϕ). Звiдки випливає,

що взаємодiя мiж паралельними диполями є притягальною (fρ < 0) при
−ϕc ≤ ϕ < ϕc, ϕc = arc cos(

√
1− L

πρ
) ≈

√
L
πρ

i вiдштовхувальною при
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Рис. 6.29. Залежнiсть нормалiзованої сили взаємодiї FL4 вiд вiдстанi R/L мiж
двома дипольними частинками в планарнiй комiрцi товщиною L, мкм: 1 — 38; 2 —
30; 3 — 20; 4 — 15; 5 — 10; 6 — 8; 7 — 6; 8 — теоретична крива, отримана з (6.85)
при p = p′ = 2.04a2 i K = 7.05 пН (рiдкий кристал MJ032358) [267]

ϕc < ϕ < 2π − ϕc. Тобто при ρ > L диполь-дипольна взаємодiя є при-
тягальною всерединi параболи z = πy2

L
i вiдштовхувальною всюди за її

межами (рис. 6.26). Подiбнi закономiрностi мають мiсце i для диполь-
квадрупольної та квадруполь-квадрупольної взаємодiй (рис. 6.27 i 6.28).

Сила взаємодiї в планарнiй нематичнiй комiрцi мiж двома частинка-
ми з гiперболiчними їжаками була вимiряна за допомогою оптичних твi-
зерiв [267]. Отриманi експериментальнi залежностi з високою точнiстю
збiгаються з виразом (6.85) для диполь-дипольної взаємодiї в широкому
дiапазонi товщини комiрок (рис. 6.29).

6.8 Бананоподiбнi частинки
в нематичнiй комiрцi

Як приклад взаємодiї мiж аксiально-несиметричними частинками роз-
глянемо випадок бананоподiбних частинок. Обмежимося лише диполь-
ною взаємодiєю в гомеотропнiй i планарнiй нематичних комiрках. По-
дiбнi частинки можна легко одержати на практицi, однак про експе-
риментальнi дослiдження вiдповiдного потенцiалу взаємодiї поки що
невiдомо.
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Гомеотропна комiрка. Систему координат для цього випадку пока-
зано на рис. 6.30, а, б. Функцiї Грiна для такої геометрiї добре вiдомi в
електростатицi [203]:

Gµ(x,x′) =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπz

L
sin

nπz′

L
Im(λnρ<)Km(λnρ>),

(6.88)
де Im, Km — модифiкованi функцiї Бесселя, tan ϕ = y

x
, tan ϕ′ = y′

x′ ,
λn = nπ

L
, ρ< позначає менше з ρ =

√
x2 + y2 i ρ′ =

√
x′2 + y′2.

Кожна бананоподiбна частинка має двi ортогональнi площини симе-
трiї. Припустимо, що цi площини є паралельними до xOz i yOz (див.
рис. 6.30, а). Тодi з наведених у табл. 5.1 даних бачимо, що дозволени-
ми дипольними коефiцiєнтами є px

x i py
y. Далi верхнi iндекси опускаємо

i вважаємо, що py > px. Звернемо увагу, що для аксiально-симетричних
частинок px = py. Отже, як випливає з (5.17),

Udd = −4πK
[
pxp

′
x∂x∂

′
xG + pyp

′
y∂y∂

′
yG

]
, (6.89)

Рис. 6.30. Рiвноважнi орiєнтацiї бананоподiбних частинок у нематичнiй комiрцi
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Udd =
8πK

L

[(
pxp

′
x + pyp

′
y

)
A1 +

(
pxp

′
x − pyp

′
y

)
A2 cos 2ϕ

]
, (6.90)

де ρ =
√

(y − y′)2 + (x− x′)2 — горизонтальна проекцiя вiдстанi мiж
частинками, а ϕ — азимутальний кут мiж ρ i вiссю x,

A1 =
∞∑

n=1

λ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
K0(λnρ), (6.91)

A2 =
∞∑

n=1

λ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
K2(λnρ). (6.92)

Пригадаємо, що аксiально-симетричнi диполi або притягуються, або
вiдштовхуються всюди всерединi гомеотропної комiрки [198,199]. Взає-
модiя мiж бананоподiбними частинками є анiзотропною. Але перш нiж
перейти до обговорення її особливостей у комiрцi, розглянемо випадок
необмеженого рiдкого кристала. Функцiя Грiна при цьому має кулонiв-
ський вигляд G(x,x′) = 1

|x−x′| , а Ubulk
dd теж є анiзотропною:

Ubulk
dd = −4πK

r3

[
pxp

′
x + pyp

′
y − 3 sin2 θ(pxp

′
x cos2 ϕ + pyp

′
y sin2 ϕ)

]
, (6.93)

де r — вiдстань мiж частинками, θ — полярний кут мiж r i Oz, ϕ —
азимутальний кут мiж ρ i Ox.

Аналогiчний вираз було отримано ранiше в [191], однак нашi резуль-
тати знову передбачають втричi сильнiшу взаємодiю.

Вiдповiдна карта зон притягання (+) i вiдштовхування (−) мiж дво-
ма частинками з z = z′ зображена на рис. 6.31.

Припустимо, що обидвi частинки розташованi в центрi гомеотропної
комiрки z = z′ = L

2
(суцiльнi лiнiї на рис. 6.31). Природно, на малих вiд-

станях ρ ¿ L взаємодiя є такою самою, як i в необмеженому нематику
Udd → Ubulk

dd . Але зi зростанням ρ бiчнi зони замикаються так, що iден-
тичнi частинки притягуються в межах деякої 8-подiбної зони вздовж осi
x при py >

√
2px . При зменшеннi рiзницi |py −

√
2px| цi зони теж змен-

шуються i при py =
√

2px стягуються в точку. За умови px√
2

< py <
√

2px

для всiх ϕ у площинi θ = π/2 взаємодiя є повнiстю вiдштовхувальною.
Якщо ж py < px√

2
, то 8-подiбна зона притягання буде орiєнтована вздовж

осi y.
Ще одним важливим питанням є залежнiсть енергiї взаємодiї вiд

вiдстанi мiж частинками. Як випливає з (6.93), у необмеженому нема-
тичному середовищi енергiя взаємодiї мiж дипольними частинками є



232

пропорцiйною ρ−3 (лiнiя 4 на рис. 6.32). У комiрцi ситуацiя дещо скла-
днiша. Потенцiал взаємодiї змiнюється як ρ−3 лише при ρ < L. На бiль-
ших вiдстанях, ρ > L, взаємодiя екранується стiнками комiрки (лiнiя
2 на рис. 6.32). Про експериментальне спостереження такого ефекту
уперше згадується в [185]. Згодом цей ефект (конфайнмент) було по-
яснено теоретично в [199] для сферичних частинок. Цей ефект своєю
появою повнiстю завдячує обмежувальним поверхням, а тому має мi-
сце незалежно вiд форми самих колоїдних частинок.

Проте розглянута вище орiєнтацiя частинок не є єдиноможливою.
Їхнi площини симетрiї можуть також бути паралельними координатним
площинам yz та xy (див. рис. 6.30, б ). За такого розташування, як ви-
пливає з табл. 5.1, ненульовою є лише одна складова дипольного мо-
менту pz

y = p 6= 0. Отже,

Udd = −4πKpp′∂z∂
′
zG, (6.94)

Udd = −16πKpp′

L

∞∑
n=1

λ2
n cos

nπz

L
cos

nπz′

L
K0(λnρ). (6.95)

Як i в попередньому випадку, взаємодiя, задана рiвнянням (6.95), екра-
нується стiнками комiрки (лiнiя 1 на рис. 6.32). Але її симетрiя є ци-

Рис. 6.31. Карта зон притягання i вiдштовхування мiж двома iдентичними бана-
ноподiбними частинками (px = p′x i py = p′y = αpx, α >

√
2), отримана з (6.90): 1 —

py = 1.5px; 2 — py = 2px; 3 — py = 3px
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Рис. 6.32. Залежнiсть енергiї диполь-дипольної взаємодiї мiж двома бананоподi-
бними частинками, розташованими посерединi гомеотропної комiрки (z = z′ = L

2 ),
вiд вiдстанi мiж ними: 2 — орiєнтацiя частинок як на рис. 6.30, а, px = p′x,
py = p′y = 2px, 2ϕ = π i Ũ = UddL

3/8πK(pxp′x + pyp′y), (Udd задається (6.90));

4 — асимптотика Ubulk
dd L3/4πK(pxp′x + pyp′y) ∝

(
L
ρ

)3

; 1 — випадок, зображений на

рис. 6.30, б, pz
y = p 6= 0 i Ũ = UddL

3/16πKpp′ (Udd описується (6.95)); 3 — вiдповiдна

асимптотика 1
4

(
L
ρ

)3

лiндричною. Так, паралельнi диполi з z = z′ притягуються всюди в
площинi комiрки.

Планарна комiрка. Виберемо систему координат, як показано на
рис. 6.30, в, г. Тодi функцiї Грiна мають вигляд

Gµ(x,x′) =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπx

L
sin

nπx′

L
Im(λnρ<)Km(λnρ>),

(6.96)
де L — товщина комiрки, Im, Km — модифiкованi функцiї Бесселя,
tan ϕ = y

z
, tan ϕ′ = y′

z′ , λn = nπ
L
, ρ< позначає менше з ρ =

√
z2 + y2 i

ρ′ =
√

z′2 + y′2. Така функцiя Грiна вже використовувалась для опи-
су взаємодiї мiж аксiально-симетричними частинками [199]. Отриманi
в [199] результати згодом було пiдтверджено експериментальними да-
ними [260] у широкому дiапазонi товщин L.

Уявимо, що частинки орiєнтованi так, як показано на рис. 6.30, в.
При цьому кожна з них має два елемента симетрiї, якi впливають на
iснування мультипольних коефiцiєнтiв. А саме, площинами σxz i σxy.
Скориставшись табл. 5.1, легко знайти, що дозволеним в такому випад-
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ку є лише pz
x = p 6= 0. Тодi

Udd = −4πKpp′∂z∂
′
zG, (6.97)

Udd =
8πKpp′

L

∞∑
n=1

λ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
[K0(λnρ) + K2(λnρ) cos 2θ] , (6.98)

де ρ =
√

(y − y′)2 + (z − z′)2 — горизонтальна проекцiя вiдстанi мiж
частинками, θ — кут мiж ρ i вiссю z. Як i в гомеoтропнiй комiрцi, на
малих вiдстанях частинки не вiдчувають впливу стiнок Udd → 4πKpp′

ρ3 (1−
− 3 cos2 θ). Але якщо ρ зростає, енергiя взаємодiї зменшується експонен-
цiйно (Kn(z →∞) ∝ e−z√

z
), а границi мiж зонами притягання i вiдштов-

хування перетворюються з прямих лiнiй на деякi параболоподiбнi кривi
(рис. 6.33).

4
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Натирання

Рис. 6.33. Карта зон притягання i вiдштовхування мiж двома однаковими банано-
подiбними частинками (p = p′), отримана з (6.98)

Припустимо, що площини симетрiї частинок є паралельними yOz i
xOz (див. рис. 6.30, г). Тодi дозволеними дипольними коефiцiєнтами є
px

x = px i py
y = py. Таким чином,

Udd = −4πK
[
pxp

′
x∂x∂

′
xG + pyp

′
y∂y∂

′
yG

]
, (6.99)

Udd =
8πK

L

[−pxp
′
xB1 + pyp

′
yB2 − pyp

′
yB3 cos 2θ

]
, (6.100)
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де

B1 = 2
∞∑

n=1

λ2
n cos

nπx

L
cos

nπx′

L
K0(λnρ), (6.101)

B2 =
∞∑

n=1

λ2
n sin

nπx

L
sin

nπx′

L
K0(λnρ), (6.102)

B3 =
∞∑

n=1

λ2
n sin

nπx

L
sin

nπx′

L
K2(λnρ). (6.103)

На малих вiдстанях, ρ ¿ L, B1 → 1
2

(
L
ρ

)3

, B2 → 1
4

(
L
ρ

)3

, а B3 →
→ 3

4

(
L
ρ

)3

i, як наслiдок, Udd → Ubulk
dd . Звернемо увагу, що тут Ubulk

dd зада-

ється виразом (6.93) з x = x′ (ϕ = π/2) , тобто Ubulk
dd = −4πK

r3

[
pxp

′
x + pyp

′
y−

−3pyp
′
y sin2 θ

]
. Приймемо для визначеностi, що px > py. Тодi легко з’ясу-

[b]

Рис. 6.34. Карта зон притягання (+) i вiдштовхування (−) мiж двома iдентичними
бананоподiбними частинками, px = p′x i py = p′y, отримана з рiвняння (6.100): 1 —
px = py; 2 — px = 2py; 3 — px = 5py; 4 — px = 10py

вати, що взаємодiя мiж такими частинками в необмеженому нематику є
або повнiстю вiдштовхувальною, або повнiстю притягальною. У комiр-
цi знову одночасно маємо i притягування, i вiдштовхування (рис. 6.34).
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Оскiльки пiдсумовування в (6.101) починається з n = 2, то B1 змен-
шується з вiдстанню швидше, нiж B2 i B3. Тому при ρ À L взаємодiя
повнiстю визначається лише коефiцiєнтами py та p′y. Через це на вели-
ких вiдстанях такi частинки поводяться як аксiально-симетричнi (лiнiя
1 на рис. 6.34). З тих самих причин при py > px не спостерiгається при-
тягання вздовж осi y. Вiдповiдна карта взаємодiї дуже нагадує випадок
аксiально-симетричних частинок.

6.9 Монополь-монопольна взаємодiя
в нематичнiй комiрцi

Покажемо, що пружнi монополi “не вiдчувають” тип комiрки, в яку
вони помiщенi. Отож, нехай ми маємо двi частинки, наприклад, елiпсо-
їдної форми (рис. 6.35). Не вдаючись у подробицi, вважатимемо, що
їхнi довгi осi лежать в площинi рисунка пiд кутами ω i ω′ до основного
стану n0, 0 < ω, ω′ < π

2
. Завдяки iснуванню в елiпсоїдiв центра симе-

Рис. 6.35. Елiпсоїдальнi частинки, якi несуть монополь-монопольну взаємодiю, в
гомеотропнiй (а) i планарнiй (б ) комiрках

трiї єдиними деформацiями за такої орiєнтацiї будуть пружнi монополi:
qy = q, q′y = q′ у гомеотропнiй i qx = q, q′x = q′ у планарних комiрках
(див. табл. 5.1). З рiвнянь (5.14) i (6.88) легко знаходимо, що монополь-
монопольна взаємодiя в гомеотропнiй комiрцi описується виразом

Uhom
qq = −16πKqq′

L

∞∑
n=1

sin
nπx

L
sin

nπx′

L
K0(λnρ), (6.104)
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де ρ =
√

(y − y′)2 + (x− x′)2. Аналогiчно з (5.14) i (6.96) знаходимо, що
в планарнiй комiрцi

Uplan
qq = −16πKqq′

L

∞∑
n=1

sin
nπz

L
sin

nπz′

L
K0(λnρ), (6.105)

де ρ =
√

(y − y′)2 + (z − z′)2. Вирази (6.104) i (6.105) показують, що
монополь-монопольна взаємодiя в нематичних колоїдах не залежить вiд
типу комiрки (рис. 6.36).

Рис. 6.36. Залежнiсть монопольної взаємодiї в нематичних колоїдах вiд вiдста-
нi мiж частинками: суцiльна лiнiя — в гомеотропнiй комiрцi; штрихова лiнiя — в
планарнiй комiрцi

Зокрема, при малих вiдстанях мiж частинками (ρ ¿ L) i (6.104),
i (6.105) збiгаються до кулоноподiбного закону Uqq = −4πKqq′ 1

r
(див.

рис. 6.36).

6.10 Аксiально-симетричнi частинки
в нематичнiй комiрцi
в зовнiшньому полi

Експериментально вплив зовнiшнього електричного поля на рiдкокри-
сталiчнi колоїди вивчався в [3,149,160,185,186]. Наприклад, у [185] опи-
сано результати спостереження двонаправленого руху колоїдних части-
нок у нематичнiй комiрцi, помiщенiй у змiнне поле. Можливе також
багатоосьове обертання частинок, спричинене зовнiшнiм полем [186].
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Ефект нелiнiйного електрофорезу дiелектричних або металевих кульок
у нематичному рiдкому кристалi нещодавно було вiдкрито i описано
в [3]. При цьому швидкiсть частинок має складову, яка є квадрати-
чною за полем, а її напрямок у загальному випадку вiдрiзняється вiд
напрямку лiнiйної швидкостi. Результати спостереження перетворення
двовимiрних гексагональних ґраток на поверхнi нематика в одновимiр-
нi ланцюжки наведено в [149]. Результати експериментального дослi-
дження iндукованого полем розширення топологiчного кiльця Сатурна
викладено в [160].

Одну з небагатьох спроб теоретичного опису впливу зовнiшнiх полiв
на взаємодiю мiж частинками було зроблено в [107], де якiсно перед-
бачено екранування квадруполь-квадрупольної взаємодiї в магнiтному
полi.

Ми розширимо метод, розвинений вище, на випадок присутностi зов-
нiшнього електричного (магнiтного) поля. Для спрощення зупинимося
лише на аксiально-симетричних частинках у гомеотропнiй i планарнiй
комiрках за рiзних орiєнтацiй поля та рiзних знаках анiзотропiї дiелект-
ричної проникностi рiдкого кристала.

Отже, розглянемо колоїдну частинку з аксiально-симетричним роз-
подiлом директора (наприклад, конфiгурацiя з гiперболiчним їжаком,
кiльцем Сатурна чи буджумами). Нехай знову основним (недеформо-
ваним) станом директора є n0||z,n0 = (0, 0, 1). Тодi, як i ранiше, за
межами шуби вiльна енергiя нематика може бути записана як

Fbulk =
K

2

∫
dx(∇nµ)2, (6.106)

де µ = x, y. Рiвняння Ейлера—Лагранжа для такого функцiонала є рiв-
няннями Лапласа:

∆nµ = 0. (6.107)

Вiдповiдно в необмеженому рiдкому кристалi за межами шуби nx(r) =
= p x

r3 + 3cxz
r5 , ny(r) = p y

r3 + 3cyz
r5 , де p i c — пружнi дипольний i квадру-

польний моменти (для аксiально-симетричних частинок використовує-
мо iнше позначення квадрупольного моменту Qxz

x = Qyz
y = Q: c = 2

3
Q).

Взагалi, p i c є невiдомими величинами. Їх можна знайти з асимптотик
точних розв’язкiв або зi спецiальних варiацiйних анзацiв. Так, авто-
ри [55] знайшли, що p та c пов’язанi з радiусом сферичної частинки a
наступним чином: p = αa2, c = −βa3, де α = 2.04, β = 0.72 для кон-
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фiгурацiї з гiперболiчним їжаком [55]. Експериментально отримано, що
α = 2.05, β = 0.2± 0.1 [171].

Припустимо, що нам вiдомi пружнi моменти p i c. Тодi можемо сфор-
мулювати деяку ефективну феноменологiчну теорiю, яка описуватиме
далекодiючi взаємодiї мiж частинками. Побудуємо знову деякий ефе-
ктивний функцiонал вiльної енергiї Feff, який даватиме нам правильний
вигляд директора далеко вiд поверхнi частинки. За вiдсутностi зовнi-
шнiх полiв Feff iз загального виразу (5.94), обмежившись в ньому до-
данками, дозволеними аксiальною симетрiєю, легко отримати

Feff = K

∫
dx

{
(∇nµ)2

2
− 4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ

}
. (6.108)

Звiдки
∆nµ = 4π [∂µP (x)− ∂z∂µC(x)] , (6.109)

де P (x) i C(x) — густини дипольного i квадрупольного моментiв, µ =
= x, y i пiдсумовування виконується за µ, ∂µnµ = ∂xnx +∂yny. У необме-
женому середовищi nµ(x) =

∫
d3x′ 1

|x−x′|
[−∂′µP (x′) + ∂′µ∂

′
zC(x′)

]
. Тому,

якщо покласти P (x) = pδ(x) i C(x) = cδ(x), отримаємо nx(r) = p x
r3 +

+ 3cxz
r5 , ny(r) = p y

r3 + 3cyz
r5 . Отже, за вiдсутностi зовнiшнього поля ефе-

ктивний функцiонал (6.108) правильно описує взаємодiю мiж частин-
кою та рiдким кристалом у термiнах −4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ.

Якщо колоїдна система перебуває пiд дiєю зовнiшнього електрично-
го або магнiтного поля, функцiонал (6.108) має бути доповнений додан-
ком, що описуватиме взаємодiю нематика з полем. Таким чином,

F field
eff = K

∫
dx

{
(∇nµ)2

2
− k2

2
(en)2 − 4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ

}
,

(6.110)
де k2 = (4πK)−1∆εE2 для електричного поля, або k2 = K−1∆χH2 для
магнiтного поля; ∆ε = ε|| − ε⊥ i ∆χ = χ|| = χ⊥ — дiелектрична та
магнiтна анiзотропiї вiдповiдно; e||E,H — орт поля. Оскiльки анiзотро-
пiя проникностi може бути як позитивною ∆ε > 0, так i негативною
∆ε < 0, k2 теж може приймати як позитивнi k2 > 0, так i негативнi
k2 < 0 значення. Нижче детально розглянемо обидва випадки, тому
важливо пам’ятати, що k2 ∝ ∆ε.

Далi зосередимо увагу лише на електричному полi. При цьому всi
отриманi результати можна легко перенести на випадок магнiтного по-
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ля шляхом замiни ∆ε
4π

E2 → ∆χH2. Крiм того, з усiх можливих орiєнта-
цiй поля виберемо лише паралельнi координатним осям x, y, z. Якщо
поле паралельне осi z, то рiвняння для nx i ny збiгаються:

∆nµ = k2nµ + 4π [∂µP (x)− ∂z∂µC(x)] . (6.111)

Якщо поле орiєнтоване вздовж осi p = x або p = y, то маємо два рiзних
рiвняння:

∆nµ = −k2δpµnµ + 4π [∂µP (x)− ∂z∂µC(x)] . (6.112)

У випадку обмеженого рiдкого кристала з нульовими граничними умо-
вами (nµ(s) = 0) на обмежувальнiй поверхнi Σ (умови Дiрiхле) розв’яз-
ки рiвнянь Ейлера—Лагранжа можна знайти за допомогою функцiй
Грiна Gµ(x,x′):

nµ(x) =

∫

V

d3x′Gµ(x,x′)
[−∂′µP (x′) + ∂′µ∂

′
zC(x′)

]
. (6.113)

При e||z функцiї Грiна Gx = Gy = G задовольняють рiвняння (∆x−
− k2)G(x,x′) = −4πδ(x−x′) для всiх x,x′, що лежать в об’ємi V, обме-
женому поверхнею Σ, i G(x, s) = 0 для всiх s ∈ Σ.

При поперечнiй орiєнтацiї поля, e||p, (p = x або p = y)

(∆x + k2δpµ)Gµ(x,x′) = −4πδ(x− x′)

для всiх x,x′ ∈ V i Gµ(x, s) = 0 для всiх s ∈ Σ.
Розглянемо N колоїдних частинок в обмеженому нематичному рiд-

кому кристалi, P (x) =
∑

i piδ(x−xi) i C(x) =
∑

i ciδ(x−xi). Пiдставляю-
чи (6.113) у F field

eff , знаходимо: F field
eff = U self+U interaction, де U self =

∑
i U

self
i ,

U self
i — енергiя взаємодiї i-ї частинки з обмежувальними поверхнями за

присутностi поля U self
i = U self

dd + U self
dQ + U self

QQ. У загальному випадку вза-
ємодiя частинки з поверхнями (власна енергiя частинки) описується
виразами

U self
dd = −2πKp2∂µ∂

′
µHµ(xi,x

′
i)|xi=x′i , (6.114)

U self
dQ = −2πKpc(∂µ∂

′
µ∂

′
zHµ(xi,x

′
i) + ∂′µ∂µ∂zHµ(xi,x

′
i))|xi=x′i ,

U self
QQ = −2πKc2∂z∂

′
z∂µ∂

′
µHµ(xi,x

′
i)|xi=x′i ,

де Hµ(x,x′) = Gµ(x,x′)− 1
|x−x′| , що дає змогу вилучити розбiжну части-

ну власної енергiї.
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U interaction =
∑

i<j U int
ij є енергiєю парної взаємодiї частинок. Так, i-та

та j-та частинки взаємодiють мiж собою за законом U int
ij = Udd + UdQ+

+ UQQ:
Udd = −4πKpp′∂µ∂

′
µGµ(xi,x

′
j), (6.115)

UdQ = −4πK
{
pc′∂µ∂

′
µ∂

′
zGµ(xi,x

′
j) + p′c∂′µ∂µ∂zGµ(xi,x

′
j)

}
,

UQQ = −4πKcc′∂z∂
′
z∂µ∂

′
µGµ(xi,x

′
j).

Тут i далi нештрихованi величини характеризують i-ту частинку, а
штрихованi — j-ту. Udd, UdQ, UQQ вiдповiдають диполь-дипольнiй, диполь-
квадрупольнiй i квадруполь-квадрупольнiй взаємодiям.

Рiвняння (6.114) i (6.115) є загальними виразами для розрахунку
власної енергiї частинок та енергiї взаємодiї мiж ними в нематику, обме-
женому довiльною поверхнею з нульовими граничними умовами nµ(s) =
= 0, в присутностi зовнiшнього електричного або магнiтного поля, па-
ралельного однiй з координатних осей x, y, z.

Насправдi, пружнi моменти p i c теж можуть змiнюватися пiд дiєю
зовнiшнього поля E. Проте для кожного значення напруженостi p(E)
i c(E) є хоча й невiдомими, проте фiксованими. Їх можна знайти як
плаваючi параметри з експериментальних даних або розв’язавши одно-
частинкову задачу чисельними методами.

Зауважимо, що внаслiдок рiзницi мiж дiелектричними проникностя-
ми рiдкого кристала i колоїдних частинок мiж останнiми може виникати
електростатична дипольна взаємодiя [201]. Грубо силу такої взаємодiї
можна оцiнити за аналогiєю iз взаємодiєю двох сфер, занурених в iзо-
тропну рiдину [201]:

Felectric = 12πε0εLC

(
ε− εLC

ε + 2εLC

)2
R6E2

r4
, (6.116)

де R — радiус сфери, ε0 — дiелектрична стала, ε — дiелектрична про-
никнiсть частинки, εLC — усереднена дiелектрична проникнiсть рiдкого
кристала, r — вiдстань мiж центрами сфер. Далi не братимемо до ува-
ги такi ефекти i зосередимося лише на тих взаємодiях мiж колоїдними
частинками, якi переносяться рiдкокристалiчним середовищем.

Розглянемо необмежений нематик з позитивною дiелектричною анi-
зотропiєю ∆ε > 0. Легко здогадатися, що в такiй системi електричне
поле може бути прикладене лише вздовж основного стану директора
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n0, тобто вздовж осi z. Тодi

∆nµ − k2nµ = 4π[∂µP (x)− ∂µ∂zC(x)], (6.117)

де µ = x, y ; k = E
√

∆ε/4πK > 0 i nµ(x → ∞) = 0. Функцiї Грiна для
такої задачi добре вiдомi:

Gµ(x,x′) =
e−k|x−x′|

|x− x′| (6.118)

i в поєднаннi з (6.115) дають змогу стверджувати, що всi взаємодiї мiж
частинками в такому випадку є екранованими:

Udd

4πK
=

pp′

r3

{
(1− 3 cos2 θ)(1 + kr) + k2r2 sin2 θ

}
e−kr, (6.119)

UdQ

4πK
= (pc′ − cp′)

cos θ

r4

{
(15 cos2 θ − 9)(1 + kr)+

+k2r2(6 cos2 θ − 4)− k3r3 sin2 θ
}

e−kr, (6.120)

UQQ

4πK
=

cc′

r5
{(9−90 cos2 θ+105 cos4 θ)(1+kr)+k2r2(4−39 cos2 θ+45 cos4 θ)+

+ k3r3(1− 9 cos2 θ + 10 cos4 θ)− k4r4 sin2 θ cos2 θ}e−kr. (6.121)

Тут r = |x− x′| — вiдстань мiж частинками, θ — кут мiж r i z. Таке
екранування квадруполь-квадрупольної взаємодiї було передбачене в
[107]. Вiдповiднi карти зон притягання i вiдштовхування наведено на
рис. 6.37.

Загалом, цi карти дуже схожi на вiдповiднi карти взаємодiї части-
нок, помiщених усередину планарної комiрки без поля [199] (див. також
тонкi лiнiї на рис. 6.43, 6.44, 6.49, де вони вiдповiдають випадку нульо-
вого поля). На таку подiбнiсть мiж впливом поля та стiнками комiрки
ранiше вказувалoся в [192].

За вiдсутностi поля E = 0, k = 0, i вирази (6.119)—(6.121) набувають
добре вiдомого вигляду [55]:

Udd

4πK
=

pp′

r3
(1− 3 cos2 θ), (6.122)
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Рис. 6.37. Карти притягання (−) i вiдштовхування (+) для диполь-дипольної (а),
диполь-квадрупольної (б ) i квадруполь-квадрупольної (в) взаємодiй у необмежено-
му нематику за присутностi поля E||z, ∆ε > > 0; штриховi лiнiї — границi зон у
нульовому полi; pp′ > 0, pc′ > cp′, cc′ > 0

UdQ

4πK
= (pc′ − cp′)

cos θ

r4
(15 cos2 θ − 9), (6.123)

UQQ

4πK
=

cc′

r5
(9− 90 cos2 θ + 105 cos4 θ). (6.124)

Фактично, цi результати вказують на асимптотичну поведiнку (6.119)—
(6.121) на малих вiдстанях 2a < r < ξ = 1/k за довiльних значень E.
Справдi, бачимо, що на рис. 6.37 суцiльнi (E 6= 0) i штрихованi (E = 0)
лiнiї збiгаються при kr < 1. Це, зокрема, означає, що зовнiшнє поле
практично не впливає на директор i потенцiал взаємодiї на вiдстанях,
менших за довжину когерентностi, ξ = 1/k, поки ξ À a. Звiдси випли-
ває важливий наслiдок: доки довжина когерентностi перевищує розмiри
частинки, доти зовнiшнє поле не може вiдчутно впливати на величини
пружних моментiв p i c. Враховуючи подiбнiсть впливу зовнiшнього по-
ля i стiнок комiрки, це твердження може бути пiдкрiплене експеримен-
тальними результатами [260]. Ця праця присвячена диполь-дипольнiй
взаємодiї в планарнiй комiрцi. Незважаючи на те, що товщина комiр-
ки змiнювалась вiд 6 до 38 мкм, для теоретичного опису експеримен-
тальних кривих було достатньо одного значення дипольного моменту
p = 2.04a2.

Навiть якщо сталi p i c змiнюються в достатньо сильних полях, зале-
жнiсть p(E), c(E) зводиться, фактично, лише до перенормування вели-
чини взаємодiї. Вона не може змiнити залежнiсть енергiї взаємодiї нi вiд
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вiдстанi, нi вiд кутiв мiж частинками. Хоча явний вигляд залежностi
мультипольних моментiв p i c вiд напруженостi поля для рiзних части-
нок та конфiгурацiй директора невiдомий, для кожного конкретного
значення E їх можна знайти, вимiрюючи Uij(r), як це було зроблено
в [198] для знаходження β = 0.28 для сферичних частинок з експери-
менту [184].

Взаємодiї в гомеотропнiй комiрцi, помiщенiй у поле. Як i ра-
нiше, введемо прямокутну систему координат з вiссю z, паралельною
до незбуреного директора n0. Нехай z = 0 на нижнiй стiнцi комiрки,
а осi x та y лежать в її площинi (див. рис. 6.30, а, не зважаючи на
форму частинок). При цьому можливими є двi орiєнтацiї поля: пер-
пендикулярно до стiнок комiрки, e = (0, 0, 1), або паралельно до них,
e = (1, 0, 0) = (0, 1, 0) унаслiдок симетрiї задачi.

Поле, перпендикулярне до стiнок комiрки
У такому випадку E||z, (en)2 = n2

z = 1−∑
µ n2

µ i вiдхилення nx i ny

задовольняють однаковi рiвняння:

∆nµ − k2nµ = 4π[∂µP (x)− ∂µ∂zC(x)] (6.125)

з крайовими умовами nµ(z = 0) = nµ(z = L) = 0, де µ = x, y. Функцiї
Грiна для такої задачi можна легко одержати узагальненням функцiї
(6.88):

Gµ(x,x′) =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπz

L
×

× sin
nπz′

L
Im(λnρ<)Km(λnρ>). (6.126)

Тут λn =
√

n2π2

L2 + k2. Пiдставляючи (6.126) у (6.115), знаходимо диполь-
дипольну взаємодiю:

Udd

16πK
=

pp′

L

∞∑
n=1

λ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
K0(λnρ), (6.127)

диполь-квадрупольну взаємодiю:

UdQ

16πK
=

1

L2

∞∑
n=1

λ2
nnπK0(λnρ)×

×
[
pc′ sin

nπz

L
cos

nπz′

L
+ cp′ cos

nπz

L
sin

nπz′

L

] (6.128)
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i квадруполь-квадрупольну взаємодiю:

UQQ

16πK
=

cc′

L3

∞∑
n=1

λ2
nn2π2 cos

nπz

L
cos

nπz′

L
K0(λnρ) (6.129)

як функцiї висот частинок z, z′ i вiдстанi мiж ними в площинi xOy
ρ =

√
(y − y′)2 + (x− x′)2.

Рис. 6.38. Залежнiсть енергiї вiдштовхування в гомеотропнiй комiрцi, помiщенiй в
поле, перпендикулярне до її стiнок E||z, вiд вiдстанi мiж частинками: а — диполь-
дипольна взаємодiя; б — квадруполь-квадрупольна взаємодiя; 1 — ∆ε > 0 i E =
= 0.99Et; 2 — E = 0; 3 — необмежений нематик; 4 — ∆ε < 0 i E = 0.99Et (a =
= 2.2 мкм, L = 7 мкм, K = 7 пН, p = p′ = 2.04a2, c = c′ = 0.2a3)

Залежнiсть Udd вiд вiдстанi ρ мiж частинками, розташованими посе-
рединi комiрки z = z′ = L

2
, показана на рис. 6.38, а. Вже очiкувано, що

при ρ ¿ L на частинки не впливають анi стiнки, анi поле: Udd → 4πKpp′
ρ3 .

Зi збiльшенням вiдстанi в нульовому полi спостерiгається експоненцiйне
екранування взаємодiї при ρ > 1.2L (лiнiя 2 на рис. 6.38, а) [198].

Розглянемо детальнiше величину λn =
√

n2π2

L2 + k2. Для подальшого
аналiзу її зручно записати у виглядi

λn =
nπ

L

√
1 +

sgn(∆ε)

n2

(
E

Et

)2

, (6.130)

позначивши Et — порогове значення напруженостi для переходу Фре-
дерiкса, Et = π

L

√
4πK
|∆ε| . Порiвнюючи вирази (6.127)—(6.129) з результа-
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тами [198], можна дiйти висновку, що зовнiшнє поле породжує послi-
довнiсть ефективних товщин комiрки:

Leff
n = L

√
n2E2

t

n2E2
t + sgn(∆ε)E2

(6.131)

i таким чином впливає на взаємодiю. У нульовому полi E = 0, Leff
n ≡ L.

Зрозумiло, що при ∆ε > 0 ефективнi товщини є меншими за реальну
товщину L (зокрема, Leff

n → 0 при E → ∞), а тому i ефекти екрану-
вання в такому рiдкому кристалi посилюються полем (лiнiя 1 на рис.
6.38, а). Протилежну картину спостерiгаємо в нематиках з негативною
анiзотропiєю ∆ε < 0. Напруженiсть поля в них не може перевищувати
порогове значення Et, за якого вiдбувається перехiд Фредерiкса i руй-
нується початковий основний стан n0 = (0, 0, 1). Поле в таких рiдких
кристалах посилює збудження, якi пов’язанi з головною синусоїдаль-
ною модою (рис. 6.39, a). Її симетрiя вiдтворює дипольний розподiл
директора (рис. 6.39, б ), в той час як квадрупольна симетрiя вiдповi-
дає косинусоїдальнiй модi, яка пригнiчується полем (рис. 6.39, в). Тому

Рис. 6.39. Якiсне пояснення ефекту деконфайнменту: a — можливi моди (1 i 2 )
деформацiй у комiрцi; б — симетрiя дипольних деформацiй збiгається з симетрiєю
першої i головної sin-моди; в — симетрiя квадрупольних деформацiй збiгається з
симетрiєю другої cos-моди

можна очiкувати, що дипольнi частинки будуть чутливiшими до впливу
зовнiшнього поля. Справдi, як випливає з (6.144), при ∆ε < 0 ефектив-
нi товщини комiрки перевищують реальну, а Leff

1 → ∞ при E → Et.
Це приводить до того, що в дiапазонi 0.7L < ρ < 8L енергiя диполь-
дипольної взаємодiї спадає навiть повiльнiше, нiж ρ−3, тобто спостерi-
гається деконфайнмент — поблизу переходу Фредерiкса поле повнiстю
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нiвелює вплив стiнок комiрки на дипольну взаємодiю. Натомiсть у ви-
разi (6.129) для квадрупольної взаємодiї пiдсумовування здiйснюється
за n ≥ 2. Оскiльки при цьому всi Leff

n є скiнченними, ефект деконфайн-
менту у випадку пружних квадруполiв вiдсутнiй (лiнiя 4 на рис. 6.38).

Далi побачимо, що в планарнiй комiрцi за певних орiєнтацiй поля
деконфайнмент має мiсце як для дипольних, так i для квадрупольних
частинок.

Поле, паралельне стiнкам комiрки
Розглянемо E||x. Тодi (en)2 = n2

x, i вiдхилення nx i ny описуються
рiзними рiвняннями:

∆nx + k2nx = 4π[∂xP (x)− ∂x∂zC(x)],

∆ny = 4π[∂yP (x)− ∂y∂zC(x)]
(6.132)

з однаковими крайовими умовами nµ(z = 0) = nµ(z = L) = 0, µ = x, y.
Вiдповiднi функцiї Грiна можна одержати з (6.126), якщо замiнити k2

на −k2 у Gx i покласти k2 = 0 у Gy. Пiдставивши знайденi функцiї в за-
гальний вираз (6.115), знаходимо диполь-дипольну взаємодiю у виглядi

Udd

8πK
=

pp′

L

∞∑
n=1

sin
nπz

L
sin

nπz′

L
(An + Bn cos 2ϕ) , (6.133)

де ϕ — азимутальний кут мiж ρ та вiссю x,

An = λ2
nK0(λnρ) + µ2

nK0(µnρ),

Bn = λ2
nK2(λnρ)− µ2

nK2(µnρ).

Тут µ = nπ
L
, а λn =

√
n2π2

L2 − k2. Аналогiчно отримуємо

UdQ

8πK
=

1

L2

∞∑
n=1

nπ (An + Bn cos 2ϕ)×

×
(

pc′ sin
nπz

L
cos

nπz′

L
+ p′c cos

nπz

L
sin

nπz′

L

) (6.134)

i
UQQ

8πK
=

cc′

L3

∞∑
n=1

n2π2 cos
nπz

L
cos

nπz′

L
(An + Bn cos 2ϕ) . (6.135)
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Рис. 6.40. Залежнiсть енергiї дипольного вiдштовхування в гомеотропнiй комiрцi
за присутностi поля E||x (див. рис. 6.30, а) i ∆ε > 0 (див. (6.133) з ϕ = 0) вiд вiдстанi
мiж частинками: 1 — E = 0; 2 — E = 0.99Et — деконфайнмент (a = 2.2 мкм,
L = 7 мкм, K = 7 пН, p = p′ = 2.04a2)

Нехай маємо справу з ∆ε > 0, k2 > 0. За таких умов паралельнi ди-
полi з z = z′ вiдштовхуються вздовж напрямку поля (ϕ = 0). Справдi,
pp′ > 0, An+Bn = λ2

n(K0(λnρ)+K2(λnρ)) > 0 i Udd > 0. Крiм того, λ1 → 0
при E → Et. Це означає, що за даної конфiгурацiї поля деконфайнмент
дипольної взаємодiї спостерiгається в нематиках з позитивною анiзо-
тропiєю дiелектричної проникностi ∆ε > 0 (рис. 6.40). Сума в рiвняннi
(6.135) починається з n = 2, i, вiдповiдно, для квадрупольних частинок
деконфайнмент знову вiдсутнiй.

Згiдно з викладеним у параграфi 6.10 взаємодiя мiж iдентичними
частинками (pp′ > 0, cc′ > 0), розташованими посерединi гомеотропної
комiрки z = z′ = L

2
, є iзотропною i вiдштовхувальною. Вирази (6.133)

i (6.135) показують, що зовнiшнє поле, прикладене паралельно стiн-
кам, порушує симетрiю взаємодiї та iндукує зони притягання. Цi зони
можуть бути локалiзованi або вздовж поля, якщо ∆ε < 0, або перпен-
дикулярно до нього, якщо ∆ε > 0 (рис. 6.41, а, б ). Енергiя взаємодiї
має мiнiмуми в точках перетину координатних осей з границями зон
(рис. 6.41, в, г). Таким чином, вiдстань ρ0 вiд початку координат до то-
чок перетину є рiвноважною вiдстанню мiж частинками. Вона залежить
вiд величини поля: чим вища напруженiсть поля, тим менша ρ0. Така
залежнiсть дає змогу керувати рiвноважними положеннями частинок
за допомогою поля. На рис. 6.42 показано, що в нематику з негативною
анiзотропiєю дiелектричної проникностi ρ0(E) може бути як завгодно
малою (звичайно, слiд враховувати природне обмеження ρ0(E) > 2a, де
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a — радiус частинки, а також можливий вплив нелiнiйних ефектiв на
малих мiжчастинкових вiдстанях). Якщо ∆ε > 0, напруженiсть поля
не може перевищувати порогового значення Et. Iнакше перехiд Фреде-
рiкса зруйнує основний стан, i все викладене вище втратить сенс. Це
накладає додатковi обмеження на рiвноважну вiдстань мiж частинка-
ми: ρ0 & 0.8 L для диполiв i ρ0 & 4.1 L для пружних квадруполiв.
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Рис. 6.41. Зони притягання (+) та вiдштовхування (−) мiж двома частинками,
що знаходяться посерединi гомеотропної комiрки, помiщеної в зовнiшнє поле, яке
паралельне її стiнкам, E||x (див. рис. 6.30, а), E = 0.99Et: а — диполь-дипольна вза-
ємодiя, pp′ > 0; б — квадруполь-квадрупольна взаємодiя, cc′ > 0; в — обезрозмiрена
енергiя дипольної взаємодiї при E = 2Et i ∆ε < 0; г — те саме для квадрупольної
взаємодiї; 1 — позитивна ∆ε; 2 — негативна ∆ε; штриховi лiнiї — границi зон при
E = 2Et i ∆ε < 0
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Рис. 6.42. Залежнiсть рiвноважної вiдстанi мiж диполями (1 ) i квадруполями
(2 ) вiд напруженостi поля, паралельного стiнкам гомеотропної комiрки, E||x (див.
рис. 6.30, а); суцiльнi лiнiї — ∆ε < 0 вздовж Θ = 0, пунктирнi лiнiї — ∆ε > 0 вздовж
Θ = π/2

Взаємодiї в планарнiй комiрцi, помiщенiй в зовнiшнє поле. Си-
стема координат для планарної комiрки зображена на рис. 6.30, б. Тут
маємо три можливi орiєнтацiї поля: перпендикулярно до стiнок комiр-
ки, e = (1, 0, 0); паралельно стiнкам, але перпендикулярно до n0, e =
= (0, 1, 0); вздовж основного стану директора n0, e = (0, 0, 1).

Поле, перпендикулярне до стiнок комiрки
Нехай E||x, (en)2 = n2

x. Тодi вiдповiднi рiвняння Ейлера—Лагранжа
збiгаються з (6.132). Однак тепер nµ задовольняє iншi крайовi умови (z
має бути замiнене на x), а саме: nµ(x = 0) = nµ(x = L) = 0, µ = x, y .
Необхiднi функцiї Грiна можна отримати з (6.126), замiнивши (x, y, z)
на (y, z, x), а також k2 → −k2 у Gx i поклавши k2 = 0 у Gy:

Gx(x,x′) =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπx

L
×

× sin
nπx′

L
Im(λnρ<)Km(λnρ>), (6.136)
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Gy(x,x′) =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπx

L
×

× sin
nπx′

L
Im(µnρ<)Km(µnρ>). (6.137)

Тут λn =
√

n2π2

L2 − k2, µn = nπ
L
, ρ< позначає менше з ρ =

√
z2 + y2 i

ρ′ =
√

z′2 + y′2, tan ϕ = y
z
, tan ϕ′ = y′

z′ . Тодi загальнi вирази (6.115) дають
нам явний вигляд шуканих взаємодiй у планарнiй комiрцi. Зокрема, для
диполь-дипольної взаємодiї маємо

Udd =
16πKpp′

L3

(
F1 − F2 cos2 θ

)
, (6.138)

де

F1 =
∞∑

n=1

L2µ2
n

2
sin

nπx

L
sin

nπx′

L
[K0(µnρ) + K2(µnρ)]−

− n2π2 cos
nπx

L
cos

nπx′

L
K0(λnρ) (6.139)

i

F2 =
∞∑

n=1

L2µ2
n sin

nπx

L
sin

nπx′

L
K2(µnρ). (6.140)

Тут ρ =
√

(y − y′)2 + (z − z′)2 , θ — кут мiж ρ i Oz. Для диполь-
квадрупольної взаємодiї знаходимо

UdQ =
16πK

L4
(pc′ − cp′) cos θ

(
C1 + C2 cos2 θ

)
, (6.141)

де

C1 = L

(
F ′

1ρ −
2F2

ρ

)
,

C2 = L

(
2F2

ρ
− F ′

2ρ

)
.

Для квадруполь-квадрупольної взаємодiї отримуємо

UQQ =
16πKcc′

L5

(
D1 + D2 cos2 θ + D3 cos4 θ

)
, (6.142)
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де

D1 = L2

(
2F2

ρ2
− F ′

1ρ

ρ

)
,

D2 = L2

(
−10F2

ρ2
+

5F ′
2ρ

ρ
+

F ′
1ρ

ρ
− F ′′

1ρρ

)
,

D3 = L2

(
8F2

ρ2
− 5F ′

2ρ

ρ
+ F ′′

2ρρ

)
.

Тут F ′
1ρ, F ′

2ρ, F ′′
1ρρ, F ′′

2ρρ позначають вiдповiднi похiднi вiд F1, F2 по ρ.
Карти зон притягання (+) i вiдштовхування (−) мiж частинками,

розташованими посерединi комiрки (x = x′ = L
2
), зображено на рис. 6.43,

де 1 — позитивна анiзотропiя дiелектричної проникностi кристала ∆ε >
> 0, 2 — негативна ∆ε < 0. Випадок вiдсутностi поля E = 0 показано
тонкими суцiльними лiнiями.

Рис. 6.43. Карти взаємодiї мiж двома частинками, що знаходяться посерединi пла-
нарної комiрки, помiщеної в поле, перпендикулярне до її стiнок, E||x (див. рис. 6.30,
б ), E = 0.99Et: а — диполь-дипольна, pp′ > 0; б — диполь-квадрупольна, де бiль-
ша частинка в центрi, pc′ > cp′; в — квадруполь-квадрупольна, cc′ > 0, взаємодiї;
штриховi лiнiї — необмежений нематик; 1 — позитивна ∆ε; 2 — негативна ∆ε

Як бачимо, при ρ ¿ L всi цi лiнiї асимптотично наближаються до
границь зон у необмеженому нематику (штриховi лiнiї). Тобто Udd →
→ 4πKpp′

ρ3 (1− 3 cos2 θ), UdQ → 4πK
ρ4 (pc′− cp′)(15 cos2 θ− 9), UQQ → 4πKcc′

ρ5 ×
×(9− 90 cos2 θ + 105 cos4 θ).

На промiжних вiдстанях ρ ∼ L спостерiгається деяке змiщення гра-
ниць зон. Проте зi зростанням ρ вiдмiнностi зникають: лiнiї 1 i 2 асим-
птотично переходять у випадок нульового поля. Тобто на великих (ρ >
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> L)вiдстанях мiж частинками поле E||x практично не впливає на вза-
ємодiю мiж ними. Тому у такiй конфiгурацiї деконфайнмент вiдсутнiй
як для дипольних, так i для квадрупольних частинок незалежно вiд
знака ∆ε.

Рис. 6.44. Карти взаємодiї мiж двома частинками, що знаходяться посерединi пла-
нарної комiрки, помiщеної в поле, яке паралельне осi y, E||y (див. рис. 6.30, б ),
E = 0.99Et: а — диполь-дипольна, pp′ > 0; б — диполь-квадрупольна, де бiльша
частинка в центрi, pc′ > cp′; в — квадруполь-квадрупольна, cc′ > 0, взаємодiї; 1 —
позитивна ∆ε; 2 — негативна ∆ε; тонкi суцiльнi лiнiї — нульове поле; штриховi
лiнiї — необмежений нематик

Рис. 6.45. Залежнiсть сили вiдштовхування частинок уздовж поля, за якого ча-
стинки знаходяться посерединi планарної комiрки, а поле направлене вздовж осi y
(див. рис. 6.44), вiд вiдстанi мiж ними: а — диполь-дипольна взаємодiя (функцiя F1);
б — квадруполь-квадрупольна взаємодiя (функцiя D1); 1 — E = 0.99Et i ∆ε < 0;
2 — E = 0; 3а — асимптотика 1

4 (L
ρ )3; 3б — 9

4 (L
ρ )5; 4 — E = 0.99Et i ∆ε > 0 —

деконфайнмент дипольної та квадрупольної взаємодiй
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Поле, паралельне стiнкам i перпендикулярне до основного стану ди-
ректора

Розглянемо E||y. Легко бачити, що для опису такої конфiгурацiї до-
статньо помiняти мiсцями нижнi iндекси x ↔ y у функцiй Грiна (6.137).

Така перестановка, фактично, зводиться до замiни λn =
√

n2π2

L2 − k2 на
µn = nπ

L
i навпаки у (6.140). Пiсля таких манiпуляцiй усi взаємодiї знову

описуються виразами (6.138), (6.141), (6.142). Для iлюстрацiї розгля-
немо випадок x = x′ = L

2
(рис. 6.44). Бачимо вже знайому картину:

на малих вiдстанях (ρ ¿ L) поле практично не впливає на взаємо-
дiю мiж частинками. Однак зi зростанням ρ вплив поля посилюється.
Наприклад, у нематиках з позитивною анiзотропiєю дiелектричної про-

Рис. 6.46. Змiна зон дипольного притягання-вiдштовхування зi зростанням напру-
женостi поля E, за якої частинки, pp′ > 0, знаходяться посерединi планарної комiрки
з ∆ε < 0, а поле прикладене вздовж осi y (див. рис. 6.30, б ). Показано перший ква-
драт карти. Штриховi лiнiї iлюструють випадок необмеженого кристала; 1 — E = 0;
2 — E = 0.99Et; 3 — E = 1.6Et; 4 — E = 1.73Et; 5 — E = 1.74Et; 6 — E = 2Et. Зона
притягання знаходиться над, а вiдштовхування — пiд кожною лiнiєю (див. також
рис. 6.47)

никностi ∆ε > 0 зовнiшнє поле вiдчутно змiщує границi мiж зонами
притягання i вiдштовхування в бiк їхнiх аналогiв у необмеженому рiд-
кому кристалi (лiнiя 1 на рис. 6.44). Крiм того, в цьому випадку при
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E → Et деконфайнмент спостерiгається не лише для дипольної, а й для
квадрупольної взаємодiї (рис. 6.45).

Дещо iншим є вплив поля E||y у нематиках з ∆ε < 0. За даної кон-
фiгурацiї поля перехiд Фредерiкса в них неможливий, а отже, жодних
обмежень на величину E немає. У достатньо сильних полях картина
взаємодiї суттєво змiнюється (рис. 6.46). Iснує, наприклад, деяке кри-
тичне значення Ecol, за якого зони вiдштовхування мiж паралельни-
ми диполями замикаються (порiвняємо карти на рис. 6.47). Справдi,

Рис. 6.47. Зони дипольного, pp′ > 0, притягання (+) i вiдштовхування (−) посере-
динi планарної комiрки з ∆ε < 0 в полi, паралельному осi y (див. рис. 6.30, б ): а —
E = 1.73Et; б — E = 1.74Et; штриховi лiнiї позначають границi зон в необмеженому
нематику

вздовж осi y θ = π/2, i Udd = 16πKpp′
L3 F1(ρ/L) (слiд пам’ятати, що ми зро-

били перестановку λn =
√

n2π2

L2 − k2 ↔ µn = nπ
L

в (6.140)). Враховуючи,

що ∆ε < 0, записуємо: k2 = ∆εE2

4πK
= −δ2π2/L2, де δ = E

Et
. На великих

вiдстанях (ρ À L) основний внесок у F1 дає перший доданок суми:

F1 ≈ π2(1 + δ2)

2
[K0(π

√
1 + δ2ρ/L) + K2(π

√
1 + δ2ρ/L)]−
− 4π2K0(2πρ/L). (6.143)

Модифiкованi функцiї Бесселя K0(x) i K2(x) мають однакову асимпто-
тику при x À 1: K0(x) ≈ K2(x) ≈ √

π
2x

e−x. Отже, вiдштовхування мiж
паралельними диполями (F1 ≥ 0) маємо за умови δ ≤ √

3. Якщо δ >
√

3,
то F1 на великих (ρ/L À 1) вiдстанях стає вiд’ємним, що вiдповiдає по-
явi притягання в цiй зонi. Вiдтак, замикання зон вiдштовхування вiд-
бувається при Ecol =

√
3Et (нагадаємо, що Et = π

L

√
4πK
|∆ε| ). Частинки
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Рис. 6.48. Зони квадрупольного, cc′ > 0, притягання (+) i вiдштовхування (−)
посерединi планарної комiрки з ∆ε < 0 в полi, паралельному осi y (див. рис. 6.30,
б ): а — E = 1.73Et; б — E = 1.74Et; штриховi лiнiї позначають границi зон у
необмеженому нематику

вiдштовхуються всерединi деякої 8-подiбної зони, яка зi збiльшенням E
стискається, але не стягується в точку (див. рис. 6.46 i 6.47). Подiбний
сценарiй реалiзується i для квадруполь-квадрупольної взаємодiї: зi зро-
станням напруженостi поля зони, бiчнi вiдносно нього, розширюються
з подальшим замиканням внутрiшнiх границь (рис. 6.48).

Поле, паралельне незбуреному директору n0

Розглянемо випадок E||n0. Вiдхилення nx i ny тепер описуються
однаковими рiвняннями (рiвняннями Гельмгольца). Функцiї Грiна Gx =

= Gy можна знайти з (6.137), поклавши µn = λn =
√

n2π2

L2 + k2. Тодi
всi взаємодiї описуються виразами (6.138), (6.141), (6.142). Карти взає-
модiї частинок з x = x′ = L/2 показано на рис. 6.49. У випадку рiдкого
кристала з негативною анiзотропiєю дiелектричної проникностi ∆ε < 0
поле змiщує границi зон притягання/вiдштовхування в бiк вiдповiдних
границь у необмеженому середовищi. I навпаки, якщо ∆ε > 0. Як i в
параграфi 6.10, можемо вважати, що поле генерує послiдовнiсть ефе-
ктивних товщин комiрки:

Leff
n = L

√
n2E2

t

n2E2
t + sgn(∆ε)E2

. (6.144)
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Рис. 6.49. Карти взаємодiї мiж двома частинками, що знаходяться посерединi
планарної комiрки, помiщеної в поле, паралельне осi z, E||z (див. рис. 6.30, б ),
E = 0.99Et: а — диполь-дипольна, pp′ > 0; б — диполь-квадрупольна, де бiльша
частинка в центрi, pc′ > cp′; в — квадруполь-квадрупольна, cc′ > 0, взаємодiї; штри-
ховi лiнiї — необмежений нематик; 1 — позитивна ∆ε; 2 — негативна ∆ε; тонкi
суцiльнi лiнiї — нульове поле

Зрозумiло, що при ∆ε > 0 ефективнi товщини зменшуються зi зростан-
ням поля. А це в свою чергу зумовлює посилення ефектiв екранування.
I навпаки: в нематиках з ∆ε < 0 ефективнi товщини є бiльшими за ре-
альну товщину комiрки , а Leff

1 при E → Et стає нескiнченною. Оскiльки
в цьому випадку Leff

1 входить i в Udd, i в UQQ, то деконфайнмент має мi-
сце для частинок обох типiв.

Отже, ми розвинули метод, запропонований у роздiлi 6, на випадок
присутностi зовнiшнього електричного або магнiтного поля. Це дало
змогу знайти вирази для диполь-дипольної, диполь-квадрупольної та
квадруполь-квадрупольної взаємодiй мiж аксiально-симетричними ча-
стинками в гомеотропнiй i планарнiй комiрках, помiщених в паралельне
або перпендикулярне до їхнiх стiнок поле. З цих виразiв випливають те-
оретичнi передбачення:

• деконфайнмент (антиекранування) взаємодiї при наближеннi еле-
ктричного поля до порогового значення для переходу Фредерiкса E →
→ Et. За певних умов поле може нiвелювати вплив стiнок комiрки i
призводити до зникнення конфайнменту (екранування) взаємодiї, опи-
саного в [184]. Ефект залежить вiд геометрiї комiрки, симетрiї розпо-
дiлу директора (дипольна чи квадрупольна), орiєнтацiї поля та знака
анiзотропiї дiелектричної проникностi ∆ε рiдкого кристала.
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Зокрема, в гомеотропнiй комiрцi деконфайнмент спостерiгається ли-
ше для дипольних частинок: а) в нематиках з негативною анiзотропiєю
дiелектричної проникностi ∆ε < 0 i полем E, перпендикулярним до
стiнок комiрки; б) в рiдких кристалах з ∆ε > 0 i полем, паралельним
стiнкам комiрки.

У комiрцi з планарними умовами: a) деконфайнмент повнiстю i зав-
жди вiдсутнiй, якщо поле E є перпендикулярним до стiнок комiрки;
б) деконфайнмент спостерiгається для всiх взаємодiй у кристалi з ∆ε >

> 0, якщо поле E є паралельним стiнкам комiрки i перпендикулярним
до n0; в) такий самий результат маємо при ∆ε < 0 i електричному полi
E||n0;

• ефект керованого притягання частинок у гомеотропнiй комiрцi,
помiщенiй в поле, яке паралельне її стiнкам. При цьому рiвноважна вiд-
стань мiж частинками ρ0(E) залежить вiд напруженостi поля E: чим
бiльше E, тим менше ρ0. У кристалах з позитивною анiзотропiєю ∆ε > 0
напруженiсть поля в такiй конфiгурацiї не може перевищувати напру-
женiсть Фредерiкса E < Et. Вiдтак, ρ0(E) є обмеженою знизу. Якщо
маємо нематик з ∆ε < 0, то обмеження на величину поля вiдсутнi i, як
наслiдок, ρ0(E) може бути як завгодно малою;

• пiд дiєю зовнiшнього поля також деформуються зони притягання i
вiдштовхування мiж частинками в планарнiй комiрцi. Особливо чутли-
вими до величини поля вони є в нематиках з ∆ε < 0 , якщо E при цьо-
му паралельне стiнкам, але перпендикулярне до n0. Iснує, наприклад,
деяке критичне значення Ecol =

√
3Et, за якого зони вiдштовхування

мiж паралельними диполями замикаються. Частинки вiдштовхуються
всерединi деякої 8-подiбної зони, яка з подальшим зростанням E сти-
скається, але не стягується в точку. Подiбний сценарiй реалiзується i
для квадруполь-квадрупольної взаємодiї: зi збiльшенням поля бiчнi вiд-
носно нього зони розширюються з подальшим замиканням внутрiшнiх
границь.



Роздiл 7

Пружнi взаємодiї
в холестеричних та смектичних
рiдких кристалах

Як ми переконалися, граничнi умови на поверхнi обмеженого зразка
впливають безпосередньо на розподiл директора в об’ємi, а тим самим i
на можливi деформацiї директора, спричиненi чужорiдними включен-
нями. Очевидно, що рiвноважний розподiл директора i його симетрiя
також будуть впливати на характер взаємодiї мiж колоїдними частин-
ками. Спробуємо це довести.

7.1 Взаємодiя в холестеричному рiдкому
кристалi

Теоретичний опис поведiнки колоїдних частинок у нематичному рiдко-
му кристалi базується на використаннi аналогiї з класичною електроста-
тикою. Колоїднi частинки, внесенi в об’єм нематичного рiдкого криста-
ла, порушують симетрiю основного стану директора, що в бiльшостi су-
проводжується появою топологiчних дефектiв. Наявнiсть точкових або
лiнiйних дефектiв поблизу видiленого включення зумовлює вiдповiдну
конфiгурацiю директора, яку можна розглядати як суму деформацiй
мультипольної природи [242]. У холестериках топологiчнi дефекти на-
вiть навколо сферичних частинок мають зовсiм iншу симетрiю i форму,
нiж у нематика. Умовно спiральна структура основного стану закручує
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дисклiнацiйну петлю навколо частинки. Тому можна очiкувати, що спе-
цифiчний тип впорядкування в холестеричних рiдких кристалах при-
зводить до суттєво iнших потенцiалiв взаємодiї мiж частинками, а вiд-
так, i до колоїдних структур з iншими характеристиками. Наприклад,
у [213] описано спостережувану структуру з пружними властивостями
твердого тiла, утвореною холестеричною спiраллю завдяки додатковiй
стабiлiзацiї топологiчних дефектiв.

Теоретично взаємодiя колоїдних частинок у холестериках дослiджу-
валася не так активно, як у нематиках. Одну зi спроб було розглянуто
в [234], де описано взаємодiю малих сферичних частинок у необмеже-
ному холестеричному середовищi. У працях [57, 231, 232] чисельно та
експериментально показано нетривiальну поведiнку директора в околi
частинок, що знаходяться в твiстованiй нематичнiй або холестеричнiй
комiрцi. Взаємодiя мiж такими частинками залежить як вiд їхнього роз-
мiру, так i вiд товщини комiрки. При цьому додатковим параметром є
довжина кроку спiралi холестерика. Для опису впливу всiх цих параме-
трiв застосуємо метод, розвинений у [192,198] для нематикiв, i знайдемо
загальнi вирази для взаємодiї малих сферичних частинок у холестери-
чнiй комiрцi, спираючись на матерiал, викладений у працi [235].

Об’ємна вiльна енергiя. Енергiю об’єму холестеричного рiдкого кри-
стала в рамках одноконстантного наближення можна записати так:

Fbulk =
K

2

∫
dr

[
(∇ · n)2 + (n · ∇ × n + q)2 + (n×∇× n)2

]
, (7.1)

де K — пружна стала, а q — хвильове число холестеричної спiралi. Цей
функцiонал мiнiмiзується наступним розподiлом директора: n0(r) =
= (cos qz, sin qz, 0). Вiсь спiралi збiгається з вiссю z, а q може бути i до-
датним, i вiд’ємним. Для визначеностi далi вважатимемо, що q > 0. Щоб
описати вiдхилення директора вiд його основного стану n0(r), якi з’яв-
ляються в колоїдних системах, достатньо ввести такi скалярнi змiннi
u(r) i v(r), що в загальному випадку n(r) = (cos(qz + u) cos v, sin(qz + u)×
× cos v, sin v. Тодi Fbulk може бути записана в термiнах u(r) i v(r):

Fbulk =
K

2

∫
dr

{
(∇v)2 + cos2 v

(
(∇u)2 − q2

)
+
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+ q

[
∂v

∂y
cos(qz + u)− ∂v

∂x
sin(qz + u)+

+ cos v sin v

(
∂u

∂x
cos(qz + u) +

∂u

∂y
sin(qz + u)

)]}
. (7.2)

Якщо при цьому u(r) i v(r) малi в об’ємi кристала i зникають на обме-
жувальних поверхнях, то

Fbulk ≈ K

2

∫
dr

[
(∇v)2 + (∇u)2 + q2v2+

+q

(
∂u

∂x
v − ∂v

∂x
u

)
cos qz + q

(
∂u

∂y
v − ∂v

∂y
u

)
sin qz

]
. (7.3)

Цей вираз збiгається з формулами, наведеними у працях [192, 194],
однак тут вiн представлений у реальному просторi. На вiдмiну вiд по-
переднiх дослiджень ми не робитимемо перетворення Фур’є для розв’я-
зання рiвнянь Ейлера—Лагранжа i знаходження u(r) i v(r). Якщо q = 0,
то (7.3) повнiстю вiдтворює об’ємну енергiю нематичного рiдкого кри-
стала [198,199].

Поверхнева енергiя як джерело деформацiй. Енергiя колоїдної
системи не вичерпується лише енергiєю об’єму. Також має бути врахо-
вана взаємодiя мiж молекулами рiдкого кристала та поверхнями части-
нок. Як i в нематиках,

Fsurf =
∑

p

∮
dsW (s) [ν(s) · n(s)]2 , (7.4)

де ν — зовнiшня нормаль у точцi s на поверхнi p-ї частинки (в цьому i
наступному роздiлах використовуємо p i p′ для нумерацiї частинок; не
слiд плутати їх з дипольними моментами). У випадку гомеотропного
(нормального) анкорiнгу стала зчеплення W (s) є вiд’ємною i навпаки
у разi планарного (тангенцiального) зчеплення. Завдяки таким поверх-
невим взаємодiям кожна частинка деформує рiдкий кристал. Нижче
обмежимося випадком малих деформацiй, що є цiлком виправданим за
умови слабкого анкорiнгу. У бiльшостi холестерикiв W ∼ 10−5 Дж/м2,
K ∼ 10−11 Дж/м2. Вiдтак, умова слабкостi WR

K
¿ 1, де R — характер-

ний розмiр частинки, виконується для R . 1/q ≈ 10−7 м, що збiгається
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з типовим кроком холестеричної спiралi. Для спрощення додатково ви-
магаємо, щоб R ¿ 1/q. Поблизу великих частинок (R > 1/q) дефор-
мацiї поля директора не є малими i описуються нелiнiйними рiвнян-
нями. У такому разi можна, за аналогiєю з нематиками, скористатися
наближенням шуби — деякої замкненої зони, що оточує частинку, i мi-
стить всерединi всi нелiнiйнi деформацiї [193, 194, 198, 199]. За межами
шуби поле директора деформоване слабо. Тому далi вважатимемо, що
n(r) = n0 + δn(r), δn = (−u sin qz, u cos qz, v) i |δn| ¿ 1. Тодi основний
внесок у поверхневу енергiю Fsurf дають доданки, лiнiйнi по δn. Не за-
буваючи водночас про малiсть частинок, розкладаємо поле директора
в ряд навколо центра мас rp p-ї частинки i отримуємо

Fsurf ' 2
∑

p

∮
dsW (s){ν(s) · n0(s)}{ν(s) · δn(s)} =

= 2
∑

p

∮
dsW (s){ν(s)·[n0(rp)+(ρ·∇)n0(rp)+(1/2)(ρ·∇)(ρ·∇)n0(rp)+· · · ]}×

× {ν(s) · [δn(rp) + (ρ · ∇)δn(rp) + (1/2)(ρ · ∇)(ρ · ∇)δn(rp) + · · · ]}.
(7.5)

Саме вимога ρq ¿ 1 виправдовує n0(s) ≈ n0(rp) + (ρ · ∇)n0(rp) + (1/2)×
×(ρ · ∇)(ρ · ∇)n0(rp) + · · · . Нехтуючи далi доданками O (ν2ρ3) (фiзична
природа такого припущення буде пояснена нижче), записуємо Fsurf у
компактнiй формi:

Fsurf =
∑

p

Âi
pδni(rp), (7.6)

де оператор Âi
p визначається формою p-ї частинки [68, 193, 194, 234] та

основним станом директора:

Âi
p = αik (kk · n0) + βiklkk (kl · ∇)n0 + γiklmkk (kl · ∇) (km · ∇)n0+

+ βikl (kk · n0) (kl · ∇) + 2γiklmkk (kl · ∇)n0 (km · ∇) +

+ γiklm (kk · n0) (kl · ∇) (km · ∇) . (7.7)

Тут ki — орти координатної системи, пов’язаної з центром кожної ча-
стинки; αil, βilm, γilmn — тензорнi характеристики поверхнi частинки,
якi мiстять всю iнформацiю про симетрiю розподiлу директора нав-
коло неї; αkl = 2

∮
dsWc(s)νk(s)νl(s),βklm = 2

∮
dsWc(s)νk(s)νl(s)ρm(s) i
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γklmn =
∮

dsWc(s)νk(s)νl(s)ρm(s)ρn(s), де вектор ρ проведено з центра
мас частинки до точки s на поверхнi.

У бiльш розгорнутому виглядi

Fsurf = Fsource =
∑

p

{
Â1

pδn1 + Â2
pδn2 + Â3

pδn3

}
=

=
∑

p

{
−Â1

pu sin qz + Â2
pu cos qz + Â3

pv
}

. (7.8)

Уводячи оператори B̂pu = −Â1
pu sin qz + Â2

pu cos qz i Ĉpv = Â3
pv, згрупу-

ємо змiннi u(r) i v(r):

Fsurf = Fsource =
∑

p

{
B̂pu(rp) + Ĉpv(rp)

}
. (7.9)

Скориставшись методом, описаним у [68,193,194,198,199], легко отрима-
ти енергiю взаємодiї колоїдних частинок в обмеженому холестеричному
рiдкому кристалi.

Енергiя парних взаємодiй. Поля u(r) i v(r), що мiнiмiзують вiльну
енергiю системи, задовольняють рiвняння Ейлера—Лагранжа:

δ (Fbulk + Fsurf)

δu (r)
=

δ (Fbulk + Fsurf)

δv (r)
= 0. (7.10)

На вiдмiну вiд нематикiв, де змiннi nxi ny є незалежними, вiльна енер-
гiя холестерикiв мiстить доданки типу ∂u

∂x
v, ∂v

∂x
u тощо. Тому строгий

розгляд Fbulk є досить складним. Використаємо пiдхiд, який запропо-
новано у [234]. Вiдкинемо недiагональнi доданки i знайдемо потенцiал
мiжчастинкової взаємодiї. Покажемо, за яких умов цей потенцiал є ко-
ректним (див. параграф 7.1). Пiсля такого розподiлу змiнних у (7.10)
матимемо два незалежних лiнiйних рiвняння для знаходження u(r) i
v(r). Їхнi розв’язки знаходимо за допомогою вiдповiдних функцiй Грi-
на:

u(r) = − 1

4πK

∑
p

∫
dr′B̂pδ(r− r′p)Gu(r− r′),

v(r) = − 1

4πK

∑
p

∫
dr′Ĉpδ(r− r′p)Gv(r− r′),

(7.11)
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де ∆Gu(r, r
′) = −4πδ(r − r′), ∆Gv(r, r

′) − q2Gv(r, r
′) = −4πδ(r − r′) i

обидвi функцiї Gu i Gv є нульовими на обмежувальних поверхнях. Ви-
раз (7.11) вiдiграє, фактично, роль принципу суперпозицiї: деформа-
цiя, яка створена системою частинок, є сумою деформацiй, створених
кожною частинкою окремо. Пiдставляючи (7.11) у вiльну енергiю си-
стеми, отримуємо її у виглядi Fbulk +Fsurf =

∑
p>p′ Up,p′ +

∑
p Up, де Up —

власна енергiя p-ї частинки, а Up,p′ — енергiя взаємодiї мiж частинками
p i p′ [193,194,198,199]. Власнi енергiї, як i в нематику, зручно записати
у виглядi

Up = − 1

8πK

[
B̂pB̂pHu(rp, rp) + ĈpĈpHv(rp, rp)

]
, (7.12)

що дає змогу вилучити з них розбiжнi доданки. Тут Hu(r, r
′) = Gu(r, r

′)−
− 1
|r−r′| i Hv(r, r

′) = Gv(r, r
′)− 1

|r−r′| . Далi, однак, нас бiльше цiкавитиме
вираз

Up,p′ = − 1

4πK

[
B̂pB̂p′Gu(rp, rp′) + ĈpĈp′Gv(rp, rp′)

]
. (7.13)

У рамках зроблених припущень вираз (7.13) описує взаємодiю двох ма-
лих (менших за крок спiралi) колоїдних частинок довiльної форми в
довiльним чином обмеженому холестерику.

Сферичнi частинки в холестеричнiй комiрцi. На практицi за-
звичай мають справу з рiдкими кристалами, обмеженими двома пара-
лельними площинами (рис. 7.1). Уведемо прямокутну систему коорди-
нат так, щоб цi площини були ортогональними до осi z i розмiщеними
в z = 0 i z = L, де L — товщина комiрки. Для такої геометрiї функцiї
Грiна добре вiдомi [198,199,221]:

Gu =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(φ−φ′) sin
nπz

L
sin

nπz′

L
Im(

nπ

L
ρ<)Km(

nπ

L
ρ>), (7.14)

Gv =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(φ−φ′) sin
nπz

L
sin

nπz′

L
×

× Im(
π

L

√
n2 + N2ρ<)Km(

π

L

√
n2 + N2ρ>). (7.15)
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Рис. 7.1. Приклади холестеричних комiрок

Тут Im(x) i Km(x) — модифiкованi функцiї Бесселя, ρ>/< позначає мен-
ше/бiльше з

√
x2 + y2 i

√
x′2 + y′2, tan φ = y/x, tan φ′ = y′/x′ i, нарештi,

q = Nπ/L, де N — натуральне число. Тодi Nπ задає кут повороту дире-
ктора n у разi проходження всiєї товщини L. Далi називатимемо таку
конфiгурацiю поверхонь Nπ-комiркою.

Нехай у комiрку помiщенi сферичнi частинки однакового радiуса
i з однорiдним анкорiнгом на поверхнi, W (s) = const. Як ми бачили
ранiше, для таких частинок αkl = αδkl, βklm = 0 i γklmn = γ(δklδmn+
+δkmδln + δknδlm). У нематиках величину γ = −4πKQ можна вважати
вiдповiдною пружному квадрупольному моменту Q. Тому, вiдкидаючи в
(7.5) доданки O (ν2ρ3), тим самим вилучаємо з розгляду моменти вищих
порядкiв (октупольний, 16-польний i т.д.). Таким чином,

Â1
p = α cos qz − γq2 cos qz − 2γq sin qz

∂

∂z
+

+ γ cos qz

(
3

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ γ sin qz

∂2

∂x∂y
, (7.16)
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Â2
p = α sin qz − γq2 sin qz + 2γq cos qz

∂

∂z
+

+ γ sin qz

(
∂2

∂x2
+ 3

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ γ cos qz

∂2

∂x∂y
, (7.17)

Â3
p = −2γq sin qz

∂

∂x
+2γq cos qz

∂

∂y
+ γ cos qz

∂2

∂x∂z
+ γ sin qz

∂2

∂y∂z
. (7.18)

Пiсля нескладних, але громiздких розрахункiв отримуємо

B̂p = γ

(
sin 2qz(

∂2

∂y2
− ∂2

∂x2
) + cos 2qz

∂2

∂x∂y

)
,

Ĉp = γ

(
−2q sin qz

∂

∂x
+ 2q cos qz

∂

∂y
+ cos qz

∂2

∂x∂z
+ sin qz

∂2

∂y∂z

)
.

Зауважимо, що хоча коефiцiєнт α не є нульовим для сфер, вiн не вхо-
дить в оператори B̂p i Ĉp, а вiдтак, не дає внесок у взаємодiю. Отже, у
випадку квадрупольних частинок джерело деформацiй можна записати
у виглядi

FQ
source =

∑
p

γp

∫
dr δ(r− rp)×

×
{
−2q sin qz

∂v

∂x
+ 2q cos qz

∂v

∂y
+ cos qz

∂2v

∂x∂z
+ sin qz

∂2v

∂y∂z
+

+ cos 2qz
∂2u

∂x∂y
+ sin 2qz

(
∂2u

∂y2
− ∂2u

∂x2

)}
. (7.19)

На пiдставi цього отримуємо вираз для енергiї взаємодiї мiж частинка-
ми:

− UQQ

4πKQQ′ = cos 2qz cos 2qz′
∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
+

+ cos 2qz sin 2qz′
(

∂4Gu

∂x∂y∂y′∂y′
− ∂4Gu

∂x∂x′∂x′∂y

)
+

+ sin 2qz cos 2qz′
(

∂4Gu

∂x′∂y∂y∂y′
− ∂4Gu

∂x∂x∂x′∂y′

)
+
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+sin 2qz sin 2qz′
(

∂2

∂y∂y

(
∂2Gu

∂y′∂y′
− ∂2Gu

∂x′∂x′

)
− ∂2

∂x∂x

(
∂2Gu

∂y′∂y′
− ∂2Gu

∂x′∂x′

))
+

+ cos qz cos qz′
∂4Gv

∂x∂x′∂z∂z′
+ sin qz sin qz′

∂4Gv

∂y∂y′∂z∂z′
+

+ cos qz sin qz′
∂4Gv

∂x∂y′∂z∂z′
+ sin qz cos qz′

∂4Gv

∂x′∂y∂z∂z′
+

+ 2q cos qz cos qz′
∂3Gv

∂x′∂y∂z′
+ 2q cos qz cos qz′

∂3Gv

∂x∂y′∂z
+

+ 2q cos qz sin qz′
∂3Gv

∂y∂y′∂z′
+ 2q sin qz cos qz′

∂3Gv

∂y∂y′∂z
−

− 2q sin qz cos qz′
∂3Gv

∂x∂x′∂z′
− 2q cos qz sin qz′

∂3Gv

∂x∂x′∂z
−

− 2q sin qz sin qz′
∂3Gv

∂x∂y′∂z′
− 2q sin qz sin qz′

∂3Gv

∂x′∂y∂z
+

+ 4q2 cos qz cos qz′
∂2Gv

∂y∂y′
+ 4q2 sin qz sin qz′

∂2Gv

∂x∂x′
−

− 4q2 cos qz sin qz′
∂2Gv

∂x′∂y
− 4q2 sin qz cos qz′

∂2Gv

∂x∂y′
. (7.20)

У додатку 1 показано, що похiднi вiд функцiй Грiна залежать не вiд
абсолютних координат (x, y) i (x′, y′) частинок, а вiд вiдстанi мiж ними
в площинi комiрки |ρ| = |ρ> − ρ<| =

√
(x′ − x)2 + (y′ − y)2 i вiд кута θ

мiж ρ i напрямком легкого орiєнтування на стiнках. Отже, для визна-
ченостi вважатимемо, що p-та частинка розташована в точцi (x, y, z),
а p′-та — в (0, 0, z′). Однак загальний вираз (7.20) аналiзувати важко.
Тому перейдемо до деяких спецiальних випадкiв. Але спершу зауважи-
мо, що хоча функцiї (7.14) i (7.15) є добре визначеними i для однакових
ρ> i ρ<, вони дають розбiжнi значення енергiї в такому випадку. Якщо
ρ> = ρ<, то ρ = 0 i, як наслiдок, U → ∞ (див. додаток 1 для явного
вигляду похiдних). Тому для дослiдження взаємодiї вздовж осi спiралi
(вiсь z) варто скористатися iншою формою функцiй Грiна [203]. Тут
цього робити не будемо.

Частинки знаходяться посерединi комiрки (z = z′ = L
2
). Нехай

обидвi частинки знаходяться посерединi комiрки, тобто z = z′ = L
2
. Тодi,

як випливає з (7.20), квадруполь-квадрупольна взаємодiя має форму
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U2k−1
QQ = −4πKQQ′

{
∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
+

∂4Gv

∂y∂y′∂z∂z′
+ 4q2 ∂2Gv

∂x∂x′

}
(7.21)

в (2k − 1)π-комiрцi, де k ∈ Z+, або

U2k
QQ = −4πKQQ′

{
∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
+

∂4Gv

∂x∂x′∂z∂z′
+ 4q2 ∂2Gv

∂y∂y′

}
(7.22)

в 2kπ-комiрцi, де ми скористалися тим, що cos nπ
2

sin nπ
2

= 0 для всiх
n ∈ Z.

З рис. 7.2 бачимо, що в сенсi симетрiї така взаємодiя досить схо-
жа на взаємодiю в планарнiй нематичнiй комiрцi. Там теж сферичнi
частинки вiдштовхуються всюди вздовж i впоперек напрямку легкого
орiєнтування. Однак у холестериках границi зон, особливо на малих
вiдстанях, є iншими. Варто додати, що карти, зображенi на рис. 7.2,
суттєво вiдрiзняються вiд отриманих чисельно в [232]. Там, щоправда,
дослiджувались великi частинки, оточенi до того ж специфiчними то-
пологiчними дефектами [57,231]. Аналiтичний опис взаємодiї мiж ними
вимагає подальших зусиль, спрямованих на пошуки правильного пред-
ставлення джерела деформацiй для такого випадку.

UQQ як функцiю вiдстанi мiж частинками в площинi xy показано на
рис. 7.3. З нього чiтко бачимо, що ефект екранування (конфайнмент)
спостерiгається i в холестериках. Екранування взаємодiї при ρ & L по-
в’язане з асимптотичною поведiнкою модифiкованих функцiй Бесселя:
за великих значень аргументу Km(x) ∝ exp [−x] /

√
x. Оскiльки явний

вигляд функцiй Грiна визначається лише геометрiєю обмежувальних
стiнок, то ефект екранування не залежить не тiльки вiд форми части-
нок, а й вiд типу рiдкого кристала. Вiн є невiд’ємним наслiдком обмеже-
ностi системи. Водночас варто зазначити, що в холестериках екранува-
ння проявляється на дещо бiльших вiдстанях. На рис. 7.3 показано ще
одну цiкаву особливiсть UQQ. На малих вiдстанях взаємодiя мiж частин-
ками квадрупольної симетрiї, строго кажучи, не є пропорцiйною 1/ρ5.
Iнша, порiвняно з нематиками, симетрiя основного стану приводить до
появи додаткових «повiльнiших» членiв у взаємодiї.

Взаємодiя мiж частинками з z = L
2
i z′ = L

4
. Доцiльно також

розглянути взаємодiю мiж частинками, якi знаходяться на рiзних вiд-
станях вiд стiнок. Щоб трохи спростити цю задачу, покладемо z = L

2
i
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Рис. 7.2. Карти квадруполь-квадрупольної взаємодiї мiж частинками, розташо-
ваними в точках (x, y, L/2) i (0, 0, L/2). Стрiлки показують напрямок сили F =
= −∇UQQ; зафарбованi дiлянки — зони вiдштовхування, UQQ

∂ρ < 0

z′ = L
4
. Тодi у випадку (2k − 1)π-комiрки матимемо

− UQQ

4πKQQ′ = cos(2k − 1)π sin
(2k − 1)π

2

(
∂4Gu

∂x∂y∂y′∂y′
− ∂4Gu

∂x∂x′∂x′∂y

)
+

+ sin
(2k − 1)π

2
sin

(2k − 1)π

4

∂4Gv

∂y∂y′∂z∂z′
+

+ sin
(2k − 1)π

2
cos

(2k − 1)π

4

∂4Gv

∂x′∂y∂z∂z′
+
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Рис. 7.3. Залежнiсть взаємодiї мiж частинками вiд напрямку натирання
стiнок π-комiрки; U = −UQQ/(4πKQQ′), z = z′ = L

2 ; штрихова лi-
нiя — вiдповiдна асимптотика у необмеженому холестерику U ' 9(L/ρ)5+
+4π2L3

(
2qπ/ρ2 + 2/ρ3 + q2π2/ρ

)
exp [−πρ/L], яка виникає з вiдомих функцiй Грiна

Gu = 1
|r−r′| i Gv =

exp[−q(r−r′)]
|r−r′|

+ 2q sin
(2k − 1)π

2
cos

(2k − 1)π

4

∂3Gv

∂y∂y′∂z
−

− 2q sin
(2k − 1)π

2
cos

(2k − 1)π

4

∂3Gv

∂x∂x′∂z′
−

− 2q sin
(2k − 1)π

2
sin

(2k − 1)π

4

∂3Gv

∂x∂y′∂z′
−

− 2q sin
(2k − 1)π

2
sin

(2k − 1)π

4

∂3Gv

∂x′∂y∂z
+

+ 4q2 sin
(2k − 1)π

2
sin

(2k − 1)π

4

∂2Gv

∂x∂x′
−

− 4q2 sin
(2k − 1)π

2
cos

(2k − 1)π

4

∂2Gv

∂x∂y′
. (7.23)

Якщо частинки знаходяться в 2kπ-комiрцi, то

− UQQ

4πKQQ′ = cos 2kπ cos kπ
∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
+

+ cos kπ cos
kπ

2

∂4Gv

∂x∂x′∂z∂z′
+ cos kπ sin

kπ

2

∂4Gv

∂x∂y′∂z∂z′
+

+2q cos kπ cos
kπ

2

∂3Gv

∂x′∂y∂z′
+ 2q cos kπ cos

kπ

2

∂3Gv

∂x∂y′∂z
+
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+ 2q cos kπ sin
kπ

2

∂3Gv

∂y∂y′∂z′
− 2q cos kπ sin

kπ

2

∂3Gv

∂x∂x′∂z
+

+ 4q2 cos kπ cos
kπ

2

∂2Gv

∂y∂y′
− 4q2 cos kπ sin

kπ

2

∂2Gv

∂x′∂y
. (7.24)

Рис. 7.4. Карти квадруполь-квадрупольної взаємодiї мiж частинками з коорди-
натами (x, y, L/2) i (0, 0, L/4). Стрiлками показано напрямок сили F = −∇UQQ;
зафарбованi дiлянки — зони вiдштовхування, UQQ

∂ρ < 0

Карти взаємодiї (рис. 7.4) для такої конфiгурацiї є значно цiкавi-
шими, нiж для попередньої. Хоча їхнiй явний вигляд залежить вiд q,
спiльною рисою є присутнiсть кiлькох вiдокремлених зон вiдштовху-
вання. Це означає, що вздовж деяких напрямкiв потенцiал взаємодiї є
немонотонним. Проте UQQ як функцiя двох змiнних (x, y) не має ло-
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кальних мiнiмумiв. Вiдповiдно, метастабiльних конфiгурацiй частинок
теж немає.

Взаємодiї у вертикальних площинах. Нехай одна частинка зна-
ходиться в центрi комiрки, z′ = L

2
, а iнша, на вiдмiну вiд попереднiх

випадкiв, може рухатися вiльно. Якщо все це вiдбувається у π-комiрцi,
то енергiя взаємодiї як функцiя координат другої частинки (x, y, z) опи-
сується виразом

− UQQ

4πKQQ′ = − cos 2qz
∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
−

− sin 2qz

(
∂4Gu

∂x′∂y∂y∂y′
− ∂4Gu

∂x∂x∂x′∂y′

)
+

+ sin qz
∂4Gv

∂y∂y′∂z∂z′
+ cos qz

∂4Gv

∂x∂y′∂z∂z′
+

+ 2q cos qz
∂3Gv

∂y∂y′∂z′
− 2q cos qz

∂3Gv

∂x∂x′∂z
−

− 2q sin qz
∂3Gv

∂x∂y′∂z′
− 2q sin qz

∂3Gv

∂x′∂y∂z
+

+ 4q2 sin qz
∂2Gv

∂x∂x′
− 4q2 cos qz

∂2Gv

∂x′∂y
, (7.25)

а якщо у 2π-комiрцi — виразом

− UQQ

4πKQQ′ = cos 2qz
∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
+sin 2qz

(
∂4Gu

∂x′∂y∂y∂y′
− ∂4Gu

∂x∂x∂x′∂y′

)
−

− cos qz
∂4Gv

∂x∂x′∂z∂z′
− sin qz

∂4Gv

∂x′∂y∂z∂z′
−

− 2q cos qz
∂3Gv

∂x′∂y∂z′
− 2q cos qz

∂3Gv

∂x∂y′∂z
−

− 2q sin qz
∂3Gv

∂y∂y′∂z
+ 2q sin qz

∂3Gv

∂x∂x′∂z′
−

− 4q2 cos qz
∂2Gv

∂y∂y′
+ 4q2 sin qz

∂2Gv

∂x∂y′
. (7.26)

На жаль, проiлюструвати тут поведiнку функцiї трьох змiнних не-
можливо. Тому зупинимося лише на взаємодiях у площинах xz i yz. Як
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i ранiше, карти взаємодiї суттєво залежать вiд типу комiрки, i склада-
ються з кiлькох вiдокремлених зон притягання-вiдштовхування (рис. 7.5).
Це, в свою чергу, вказує на iснування стацiонарних точок на енергетич-

Рис. 7.5. Карти квадруполь-квадрупольної взаємодiї в площинах xz (θ = 0, вздовж
напрямку натирання) i yz (θ = π/2, перпендикулярно до натирання). Одна частинка
знаходиться в точцi (0, 0, L/2), а iнша — в точцi (x, y, z) [рухається вiльно]. Стрiл-
ками показано напрямок сили F = −∇UQQ. У зафарбованих зонах ∂UQQ

∂ρ i ∂UQQ
∂z є

додатними. Всi карти симетричнi вiдносно площини z = L/2. Лiвi, крiм того, симе-
тричнi вiдносно площини yz, а правi — вiдносно площини xz

нiй поверхнi. Важлива вiдмiннiсть цього випадку полягає в тому, що
деякi з цих точок (позначенi зiрочками на рис. 7.5) вiдповiдають мiнi-
мумам енергiї як функцiї змiнних (x, z) i (y, z). Такий профiль енергiї
може бути причиною складної динамiки колоїдних частинок у холесте-
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ричнiй комiрцi. Так, у [232] описано експериментальнi спостереження
осцилюючого руху великих частинок у комiрках з N ≥ 2.

Роль перехресних доданкiв. Повернемося до ролi перехресних до-
данкiв (∂u

∂x
v, ∂v

∂x
u i т.д.) в об’ємнiй енергiї (7.1). У загальному випад-

ку строге послiдовне врахування таких членiв є складним. Проте їхнiй
вплив на взаємодiю частинок легко оцiнити. Справдi, можемо вважати
вiдкинуту ранiше частину вiльної енергiї деяким додатковим джерелом
деформацiй:

F
(2)
source = Kq

∑
p

∫
dr δ(r− rp)

[
(∂u

∂x
v − ∂v

∂x
u) cos qz + (∂u

∂y
v − ∂v

∂y
u) sin qz

]
.

(7.27)
Тодi, пiдставляючи незбуренi розв’язки u(r) = −(4πK)−1

∑
p

∫
dr′B̂pδ(r−

−r′p)Gu(r − r′) i v(r) = −(4πK)−1
∑

p

∫
dr′Ĉpδ(r − r′p)Gv(r − r′) , де

Gu(r− r′) i Gv(r− r′) — функцiї Грiна (7.14) i (7.15) вiдповiдно, у вираз
(7.27), бачимо, що недiагональна частина вiльної енергiї дає поправку
до UQQ:

U
(2)
QQ =

q

8π2K

{
cos qzp

[
B̂p′

∂Gu(rp, rp′)

∂xp

] [
Ĉp′Gv(rp, rp′)

]
+

+ sin qzp

[
B̂p′

∂Gu(rp, rp′)

∂yp

] [
Ĉp′Gv(rp, rp′)

]}
. (7.28)

Враховуючи асимптотику Km(x) ∝ exp [−x] /
√

x при x →∞, отримуємо
∣∣∣∣∣
U

(2)
QQ

UQQ

∣∣∣∣∣ ∝
∑

n,m exp [−(n + m)πρ/L] /(
√

nmπρ/L)
∑

n exp [−nπρ/L] /
√

nπρ/L
→ 0,

ρ

L
→∞. (7.29)

Отже, перехреснi доданки практично не впливають на взаємодiю, якщо
вiдстань мiж частинками перевищує товщину комiрки. Щоб трохи ви-
свiтлити випадок малих вiдстаней, помiстимо частинки всередину π-
комiрки, z = z′ = L/2. Аналiзуючи рис. 7.6, робимо висновок, що у
такому випадку недiагональнi доданки можуть бути важливими. Їхнiй
внесок, щоправда, залежить вiд взаємного розташування частинок i за
певних умов може бути строго нульовим. Зокрема, для такої конфiгу-
рацiї U

(2)
QQ = 0 уздовж осей x та y.

Таким чином, за малих вiдстаней мiж частинками енергiя взаємо-
дiї має складнiший вигляд, нiж у нематичному середовищi. Вiдсутнiсть



275

Рис. 7.6. Внесок перехресних доданкiв у взаємодiю в π-комiрцi, за якого частинки
розташованi в точках (x, y, L/2) i (0, 0, L/2): а —

∣∣∣U (2)
QQ/UQQ

∣∣∣ як функцiя положення

частинки в площинi xy; б — залежнiсть перетину поверхнi
∣∣∣U (2)

QQ/UQQ

∣∣∣ площиною
x = y (θ = π/4) вiд вiдстанi мiж частинками

трансляцiйної симетрiї, яка пов’язана зi спiральною перiодичнiстю, та
локальне нематичне впорядкування холестерикiв зумовлюють складний
характер карт притягання i вiдштовхування. Такi карти значною мiрою
залежать вiд числа крокiв спiралi, що вкладаються в комiрку. Особливо,
якщо частинки знаходяться на рiзних вiдстанях вiд стiнок. Карти вза-
ємодiї у вертикальних площинах (паралельних напрямку спiралi) чiтко
вказують на нетривiальну динамiку руху колоїдних частинок у холе-
стеричному середовищi.

Спiльною особливiстю колоїдних взаємодiй в обмежених холестери-
ках i нематиках є конфайнмент (ефект екранування). В обох випадках
екранування взаємодiї на вiдстанях, бiльших за товщину комiрки L, не
залежить вiд форми частинок. Природа цього ефекту цiлком визнача-
ється геометрiєю обмежувальних поверхонь. У холестериках, однак, вiн
починає проявлятися на бiльших вiдстанях.

Ще однiєю цiкавою особливiстю взаємодiї мiж сферичними частин-
ками в холестериках є присутнiсть доданкiв неквадрупольного типу (до-
данкiв, якi не поводяться як 1/ρ5 при ρ → 0) в потенцiалi взаємодiї
частинок квадрупольної симетрiї. Цей ефект є вiдображенням поруше-
ння симетрiї розподiлу директора навколо частинки у разi спiрального
основного стану.
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Внесок перехресних доданкiв, присутнiх у вiльнiй енергiї холестери-
чного рiдкого кристала, в потенцiал взаємодiї є незначним, якщо вiд-
стань мiж частинками перевищує товщину комiрки. Хоча на менших
вiдстанях їхнiм внеском у загальному випадку не можна нехтувати, вiн
може бути нульовим уздовж певних напрямкiв.

7.2 Пружна взаємодiя в смектиках
У параграфi 7.1 було показано, як змiна основного стану директора з
однорiдного на спiралеподiбний зумовлює багатшу палiтру ефективних
пружних взаємодiй мiж частинками. У смектиках орiєнтацiйний поря-
док загалом не вiдрiзняється вiд нематичного, проте вони мають шару-
вату структуру (рис. 7.7). При цьому в межах одного шару молекули
розташованi хаотично. Однак їхня орiєнтацiя в середньому зберiгається
i є перпендикулярною до площини шару (для спрощення розглядаємо
лише смектики А). Певний позицiйний порядок, присутнiй у таких се-
редовищах, накладає обмеження на деформацiї, що можуть в них iсну-
вати. Далi покажемо, що послiдовне врахування таких обмежень у рам-
ках континуального наближення приводить до суттєво iнших, немоно-
тонних потенцiалiв взаємодiї мiж малими (спiввимiрними з товщиною
смектичного шару) колоїдними частинками.

Енергiя парних взаємодiй. Якщо деформацiї, якi створенi частин-
ками, є малими (розглядаємо випадок слабкого зчеплення), то смекти-
чний рiдкий кристал може бути повнiстю описаний у термiнах скаляр-
ного поля u(r), яке в кожнiй точцi задає вiдхилення шару вздовж нор-
малi до нього (див. рис. 7.7). Феноменологiчно в рамках такого контину-
ального наближення об’ємну вiльну енергiю кристала можна записати
у гармонiчному виглядi:

Fb =
1

2

∫
dr

[
B(∇zu)2 + K(∇2

⊥u)2
]
, (7.30)

де B — модуль стиснення, K — пружна стала, ∇⊥ — оператор градi-
єнта в площинi xy (вiсь z вважаємо нормальною до площини шарiв).
Оскiльки Fb має бути iнварiантом вiдносно довiльних поворотiв систе-
ми, ∇zu в (7.30) можна замiнити на ∇zu − (∇u)2 /2. Неквадратичнi (у
такому випадку їх часто називають нелiнiйними) доданки, що з’являю-
ться пiсля такої замiни, можуть суттєво впливати на поведiнку системи.
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Рис. 7.7. Основний i деформований стани смектикiв А

Якщо, наприклад, в упорядкуваннi шарiв виникають дислокацiї, то лi-
нiйна i нелiнiйна теорiї дають iстотно рiзнi профiлi змiщень [216, 217].
При цьому експериментально пiдтверджуються лише результати нелi-
нiйної теорiї [230]. Незважаючи на це, величина взаємодiї мiж двома
дислокацiями є однаковою в обох пiдходах [217]. Ми позбавленi таких
труднощiв, оскiльки у випадку слабкого зчеплення u(r) є всюди малими
i гладкими, ∇u ¿ 1. Тому нелiнiйною частиною вiльної енергiї можна
знехтувати. Вперше пружну взаємодiю мiж частинками в смектиках
було обчислено в [52].

Увiвши деяку характеристичну довжину λ =
√

K
B

порядку товщини
шару, трохи спростимо вираз (7.30):

Fb =
B

2

∫
dr

[
(∇zu)2 + λ2(∇2

⊥u)2
]
. (7.31)

Для подальшого аналiзу зручно записати u(r) через iнтеграл Фур’є:
u(r) = 1

(2π)3

∫
dq exp(−iqr)u(q). Тодi

Fb =
1

(2π)3

∫
dq

B

2

[
q2
z |u(q)|2 + λ2q4

⊥|u(q)|2] , (7.32)

де q = (q⊥, qz) — хвильовий вектор змiщень.
Як i в нематиках, i в холестериках, молекули смектика взаємодiють

з поверхнею колоїдної частинки. Власне, така взаємодiя i є джерелом
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деформацiй рiдкого кристала. Її енергiя є унiверсальною в усiх рiдко-
кристалiчних фазах i може бути представлена у виглядi суми iнтегралiв
по поверхнях колоїдних частинок:

Fs =
∑

p

∮
dsW (s) [ν(s) · n(s)]2 . (7.33)

Тут, як i ранiше, ν(s) — вектор-нормаль, W (s) — стала зчеплення, а
n(s) — директор у точцi s на поверхнi p-ї частинки. W (s) > 0 вiдпо-
вiдає випадку планарного (тангенцiального) зчеплення, а W (s) < 0 —
гомеотропного (нормального).

Обмежимося розглядом частинок зi слабким анкорiнгом, WR/K ¿
¿ 1, де R — характерний розмiр частинки. Зазвичай, W ∼ 10−5 Дж/м2 i
K ∼ 10−11 Дж/м2. Очевидно, для частинок, спiвмiрних з товщиною ша-
ру (∼ 10−9 м), умова малостi зчеплення виконується добре. У такому ра-
зi запропонований нижче пiдхiд дозволяє визначити, принаймнi якiсно,
всi можливi деформацiї, створенi частинкою довiльної форми. У випад-
ку сильного зчеплення така задача є нелiнiйною. У нематиках на допо-
могу приходить наближення шуби (див. роздiл 5). Нагадаємо, що шуба
є замкненою зоною, яка оточує частинку i мiстить усерединi всi нелiнiй-
нi деформацiї. А її симетрiя збiгається з реальною симетрiєю розподiлу
директора. Таким чином, усюди за межами шуби деформацiї можуть
вважатися малими. Сподiваємося, що таке наближення буде корисним
i в смектичних рiдких кристалах. Отож, вважатимемо, що вiдхилення
директора вiд його стану n0 є всюди малими: n(r) = n0+δn(r), |δn| ¿ 1.
Далi з усiх смектичних фаз видiлимо смектики А, оскiльки в них зв’язок
мiж n та u є найпростiшим: δn = −∇⊥u. Тобто δnx = −∂u

∂x
, δny = −∂u

∂y
.

Запишемо поверхневу енергiю (7.33) у термiнах u(r):

Fs =
∑

p

Âp(r)u(rp), (7.34)

де оператор Âp(r) визначається формою p-ї частинки. В явному виглядi
Fs = −∑

p

∑
l=x,y

{
αzl +

∑
m βzlm(km · ∇) +

∑
m,n γzlmn(km · ∇)(kn · ∇)

}
×

×∇lu [193,194,198,199]. Тут αkl, βklm, γklmn — тензорнi характеристики,
поверхнi частинки (шуби), якi мiстять всю iнформацiю про симетрiю
розподiлу директора, αkl = 2

∮
dsWc(s)νk(s)νl(s), βklm = 2

∮
dsWc(s)νk(s)×

×νl(s)ρm(s) i γklmn =
∮

dsWc(s)νk(s)νl(s)ρm(s)ρn(s), де ρ — вектор, про-
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ведений з центра мас частинки в точку s на поверхнi. Далi пам’ятати-
мемо, що

Âp(r) = −âp∇⊥, (7.35)

де âp побудованi з певних, залежних вiд симетрiї частинки (шуби), ком-
бiнацiй тензорних коефiцiєнтiв α, β, γ i операторiв градiєнта. У пра-
цях [236, 237] вважалося, що Âp(r) = ψ∂z, де ψ було сконструйоване
з рiзних пружних моментiв (дипольного, квадрупольного i т.д.). Нам
же видається, що оператор (7.35) є бiльш доречним, оскiльки вiн при-
родно виникає внаслiдок представлення поверхневої енергiї у виглядi
точкового джерела деформацiй.

Повна енергiя системи є сумою об’ємної та поверхневої енергiй F =
= Fb + Fs. Тодi поле змiщень u(r) задовольняє рiвняння Ейлера—
Лагранжа:

δF

δu (r)
=

δ (Fb + Fs)

δu (r)
= 0. (7.36)

Для фур’є-образу u(q) вираз (7.36) є лiнiйним алгебраїчним рiвнянням:

B

2

[
q2
z + λ2q4

⊥
]
u∗(q) = −

∑
p

Âp(q), (7.37)

де Âp(q) є фур’є-представленням оператора Âp(r). Пiдставляємо розв’я-
зок цього рiвняння

u(q) = − 2

B

∑
p

A∗
p(q)

[q2
z + λ2q4

⊥]
(7.38)

у вiльну енергiю системи i знаходимо, що F =
∑

p>p′ Upp′ +
∑

p Up, де Up

— власна енергiя p-ї частинки, а Upp′ описує взаємодiю мiж частинками
p i p′ (рис. 7.8):

U0
pp′ =

1

π3B
âpâp′∂⊥∂′⊥

∫
dq

e−iqr

q2
z + λ2q4

⊥
= (7.39)

=
2

π2B
âpâp′

∫ ∞

0

q3
⊥dq⊥

∫ +∞

−∞
dqz

exp(−iqzz)J0(q⊥r⊥)

q2
z + λ2q4

⊥
. (7.40)

Тут r = rp − rp′ . Верхнiй iндекс «0» використано для позначення вже
вiдомих результатiв. Пiсля iнтегрування за всiма хвильовими векторами
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отримуємо вираз, знайдений ранiше в [236,237]:

U0
pp′ =

âpâp′

πλ2Bz
exp

(
− r2

⊥
4λz

)
. (7.41)

Бачимо, що при z → 0 U0
pp′ → 0. Тобто, частинки, розташованi в одному

шарi, не взаємодiють мiж собою. Така ситуацiя видається вкрай дивною.

Рис. 7.8. Результати чисельного1 знаходження енергiї взаємодiї мiж асиметрични-
ми (a) та аксiально-симетричними (б ) частинками як функцiї двох змiнних: а —
Ũ = Upp′π

2B/(2α2q3
0); б — Ũ = Upp′π

2B/(2β2q5
0)

Обрiзання хвильових векторiв деформацiй. У наведених вище
розрахунках не враховано шарувату структуру смектичного кристала.
А така структура накладає обмеження на хвильовi вектори деформацiй
поля директора. Суть у тому, що деформацiї з |q| ≥ q0, де q0 поряд-
ку 1/λ, не можуть давати внесок у взаємодiю, оскiльки їхнє iснування
лежить за межами континуального опису рiдких кристалiв. Бiльше то-
го, за наявностi таких короткохвильових збурень сама можливiсть ша-
руватого впорядкування молекул викликає сумнiви. Подiбне обрiзання
хвильових векторiв широко застосовується в дослiдженнях ефекту Ка-
зимiра в смектичних шарах для усунення нескiнченних значень енер-
гiї [227, 228]. Параметр обрiзання вiдповiдає найбiльш короткохвильо-
вим флуктуацiям i має порядок оберненої молекулярної довжини. Це
природне обмеження для смектикiв. Тому ми не можемо iнтегрувати за
всiма хвильовими векторами у виразi (7.39).

1Аналiтичнi результати практично iдентичнi чисельним, а тому тут не показанi.
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Строга умова |q| ≥ q0, щоправда, дуже ускладнює подальший роз-
гляд. Щоб цього уникнути, її трохи послабимо i вимагатимемо, щоб
|qz| ≤ q0 i q⊥ ≤ q0. Тодi енергiя парної взаємодiї мiж частинками визна-
чається таким iнтегралом:

Upp′ =
2

π2B
âp
⊥âp′

⊥

∫ q0

0

q3
⊥dq⊥

∫ +q0

−q0

dqz
exp(−iqzz)J0(q⊥r⊥)

q2
z + λ2q4

⊥
. (7.42)

Обчисливши його за qz, отримаємо, що

Upp′ =
2

π2B
âp
⊥âp′

⊥

∫ q0

0

W (q⊥, z)J0(q⊥r⊥)q3
⊥dq⊥, (7.43)

де

W (q⊥, z) =

∫ +q0

−q0

dqz
exp(−iqzz)

q2
z + λ2q4

⊥
= − iz

2a
{exp(−a)E1(−a + ib)−

− exp(a)E1(a + ib)− exp(−a)E1(−a− ib) + exp(a)E1(a− ib)} . (7.44)

Тут E1(x) — iнтегральна показникова функцiя E1(x) =
∫∞

x
dt e−t/t,

a = λq2
⊥z i b = q0z. Строгий аналiтичний розрахунок iнтеграла (7.43)

є досить складним, але iнтегрування легко виконується чисельно. Ре-
зультати розрахункiв для деяких спецiальних випадкiв (див. нижче)
наведено на рис. 8.7.

Для подальшого аналiтичного описання дослiджуваної системи ско-
ристаємося тим, що W (q⊥, z) як функцiя q⊥ змiнюється значно повiль-
нiше, нiж q3

⊥J0(q⊥r⊥) (рис. 7.9). Тому в (7.43) функцiю W (q⊥, z) можна
замiнити її асимптотикою для малих q⊥ (a ¿ 1):

W (q⊥, z) = −iz

(
−ie−ib

b
− ieib

b
+ E1(−ib)− E1(ib)

)
+O (

a2
)
. (7.45)

Тодi пiсля нескладних розрахункiв отримуємо

Upp′ =
2

π2B
âp
⊥âp′

⊥

[
− 2

q0

cos q0z + izE1(iq0z)− izE1(−iq0z)

]
×

×
[
2

q2
0

r2
⊥

J2(q0r⊥)− q3
0

r⊥
J3(q0r⊥)

]
. (7.46)

Оскiльки W (q⊥, z) є повiльною на всьому промiжку q⊥ ∈ [0,∞], то
вираз (7.46) є справедливим для довiльних вiдстаней мiж частинками.
Щоб проiлюструвати особливостi взаємодiї, якi випливають з цього за-
гального представлення, розглянемо нижче два спецiальнi випадки.
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Рис. 7.9. Залежнiсть енергiї взаємодiї мiж частинками вiд вiдстанi мiж ними: 1 —
W (q⊥, z); 2 — q3

⊥J0(q⊥r⊥) (r⊥ = z = λ = 1/q0, f(q⊥) = W (q⊥, z)/q3
0 i f(q⊥) =

= q3
⊥J0(q⊥r⊥)/q3

0)

Асиметричнi частинки. Для них першим ненульовим коефiцiєнтом
в розкладi оператора Âp є αz⊥ = α. Отже, головний внесок у взаємодiю
дає

Upp′ =
2α2

π2B

[
− 2

q0

cos q0z + izE1(iq0z)− izE1(−iq0z)

]
×

×
[
2

q2
0

r2
⊥

J2(q0r⊥)− q3
0

r⊥
J3(q0r⊥)

]
. (7.47)

Легко бачити, що цей потенцiал, на вiдмiну вiд U0
pp′ , не є нульовим при

z = 0, i не має сингулярностi в початку координат. Якщо z → 0, то
Upp′ → − 4α2

π2B
[2q0J2(q0r⊥)/r2

⊥ − q2
0J3(q0r⊥)/r⊥]. Зi збiльшенням вiдстанi

енергiя зменшується, повiльно осцилюючи (рис. 7.10, а). Крiм того,
(7.47) вказує на принципово iншу залежнiсть Upp′(r⊥), нiж знайдену
в [236,237]. Там, наприклад, показано, що при r⊥ = 0 (частинки знахо-
дяться одна над одною) взаємодiя є повнiстю вiдштовхувальною i моно-
тонно спадає з вiдстанню, U0

pp′ = α2

πλ2Bz
. Водночас з виразу (7.47) бачимо,

що енергiя має немонотонну природу, Upp′ =
α2q3

0

2π2B
[−2 cos q0z + iq0zE1(iq0z)−

−iq0zE1(−iq0z)]. А отже, вздовж осi z зони притягання i вiдштовхува-
ння змiнюють одна одну (рис. 7.11, а). Upp′ як функцiю двох змiнних
наведено на рис. 8.8, а. Зображений на ньому графiк отримано шляхом
чисельного обчислення iнтеграла (7.43), на пiдставi чого можна очiку-
вати формування рiзноманiтних структур у системах таких частинок.
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Рис. 7.10. Залежнiсть безрозмiрної енергiї взаємодiї мiж двома частинками, роз-
ташованими в одному смектичному шарi, z = 0, вiд вiдстанi мiж ними: а —
Ũ = Upp′π

2B/(2α2q3
0); б — Ũ = Upp′π

2B/(2β2q5
0); суцiльнi лiнiї — аналiтичнi ре-

зульти для α- i β-частинок; штриховi лiнiї — результати чисельних розрахункiв

Аксiально-симетричнi частинки. У випадку малих аксiально-си-
метричних частинок з дипольною симетрiєю (наприклад конуси) пер-
шим ненульовим коефiцiєнтом у поверхневiй енергiї є βzz⊥ = β. Тодi

Upp′ = − 2β2

π2B

∂2

∂z2

[
− 2

q0

cos q0z + izE1(iq0z)− izE1(−iq0z)

]
×

×
[
2

q2
0

r2
⊥

J2(q0r⊥)− q3
0

r⊥
J3(q0r⊥)

]
. (7.48)

Рис. 7.11. Залежнiсть безрозмiрної енергiї взаємодiї мiж двома частинками, роз-
ташованими на осi z, r⊥ = 0: а — Ũ = Upp′π

2B/(2α2q3
0); б — Ũ = Upp′π

2B/(2β2q5
0);

суцiльнi лiнiї — аналiтичнi результати для α- i β-частинок; штриховi лiнiї — резуль-
тати чисельних розрахункiв
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Попри рiзну симетрiю взаємодiя таких частинок дещо нагадує взаємо-
дiю α-частинок. Зокрема, обидва потенцiали осцилюють з майже одна-
ковими перiодами. Цiкаво, що подiбнi осциляцiї iнтенсивностi свiтла,
якi виникають у результатi iнтегрування за хвильовими векторами в
скiнченних межах, спостерiгаються також при дифракцiї Фраунгофера
на щiлинi скiнченної ширини [222] .

У межах одного смектичного шару, коли z = 0, маємо

Upp′ =
4β2

π2B

[
2q3

0J2(q0r⊥)/r2
⊥ − q4

0J3(q0r⊥)/r⊥
]

(див. рис. 7.10, б ). Як i в попередньому випадку, енергiя взаємодiї мiж
частинками, розташованими на осi z (r⊥ = 0), осцилює зi збiльшен-
ням вiдстанi: Upp′ = − β2q3

0

2π2B
∂2

∂z2 [−2 cos q0z + iq0zE1(iq0z)− iq0zE1(−iq0z)]

(див. рис. 7.11, б ). Звертаємо увагу, що U0
pp′ = − 2β2

πλ2B
1
z3 передбачає ли-

ше притягання мiж такими частинками [236,237]. Upp′ як функцiю двох
змiнних показано на рис. 8.8, б.

Зазначимо, що схожу немонотонну, але не осцилюючу залежнiсть
енергiї вiд вiдстанi отримано в [237]. А саме: за межами параболи r2

⊥ =
= 4λz частинки притягуються, всерединi — вiдштовхуються. Подiбний
характер притаманний водночас взаємодiї мiж двома дислокацiями в
смектичному рiдкому кристалi.

Очевидно, якщо в (7.47) i (7.48) покласти z = r⊥ = 0, отримає-
мо подвоєнi значення власних енергiй частинок. Як i енергiї парних
взаємодiй, одночастинковi теж є скiнченними. Зокрема, Up = − α2q3

0

2π2B
i

Up =
β2q5

0

2π2B
для асиметричних i аксiально-симетричних частинок вiдпо-

вiдно. Поки зi збiльшенням q0 їхнi абсолютнi значення зростають, Upp′

як функцiя q0 не є монотонною. Її поведiнку показано на рис. 7.12.
Як випливає з (7.47) i (7.48), величину взаємодiї мiж частинками,

спiвмiрними з товщиною шару λ, можна оцiнити як Upp′ ∼ 8a2(R
λ
)4×

×K2/λB, де використано позначення: β = −4πKd, а дипольний момент
d = aR2 [55]. У бiльшостi випадкiв B ∼ 107 Дж/м3, K ∼ 10−11 Дж/м.
Тодi для a ∼ 2 [55] i R ∼ 2λ енергiя колоїдних взаємодiй у смектичному
рiдкому кристалi становить порядку 102kT . Якщо частинки є бiльши-
ми за λ i при цьому не руйнують шарувату структуру, то в нагодi може
стати наближення шуби, описане вище. Тодi можемо отримати значе-
ння енергiї, якi узгоджуються з експериментальними даними [168]. За
порядком величини (∼ 103kT ) вони збiгаються з типовими енергiями в
нематичних рiдкокристалiчних колоїдах.
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Рис. 7.12. Залежнiсть енергiї взаємодiї мiж частинками вiд параметра обрiзання
q0 при r⊥ = 0, z = l (суцiльнi лiнiї) i при r⊥ = l, z = 0 (штриховi лiнiї): а —
Uq = Upp′π

2Bl3/(2α2); б — Uq = Upp′π
2Bl5/(2β2)

Отже, колоїднi частинки в рiдкому кристалi притягуються або вiд-
штовхуються, оскiльки створенi ними деформацiї пружного поля ди-
ректора перекриваються. У рамках континуального опису смектичного
порядку можуть iснувати лише деформацiї (змiщення смектичних ша-
рiв) з характеристичними довжинами хвиль, бiльшими за товщину ша-
ру. Таке обмеження є аналогiчним, наприклад, поняттю частоти Дебая
в твердих тiлах. Подiбнi обмеження на хвильовi вектори флуктуацiй
широко використовуються в розрахунках сили Казимiра в шаруватих
середовищах. Використовуючи цю iдею, ми отримали потенцiал взаємо-
дiї колоїдних частинок довiльної форми, який залишається правильним
у всьому дiапазонi вiдстаней мiж ними. Його характерними особливо-
стями є немонотонна осциляцiйна поведiнка та скiнченнi значення як у
горизонтальному, так i у вертикальному напрямках. Жодну з цих вла-
стивостей не було описано у попереднiх дослiдженнях, якi враховували
деформацiї з як завгодно малими довжинами хвиль. Такий потенцiал
має спричинювати осциляцiйний характер руху малих частинок у сме-
ктичному середовищi. Справдi, якщо частинка досягає мiнiмуму енергiї,
показаного на рис. 8.7, її рух припиняється, поки вона не подолає потен-
цiальний бар’єр. Крiм того, немонотонна природа потенцiала взаємодiї
забезпечує широкi можливостi для утворення рiзноманiтних колоїдних
структур у смектичних рiдкокристалiчних колоїдах.



Роздiл 8

Структури в системi
колоїдних частинок

Характерною особливiстю рiдкокристалiчних колоїдiв є iснування в них
ефективних далекодiючих взаємодiй мiж частинками через порушення
орiєнтацiйного порядку в середовищi. Цi взаємодiї є суттєво анiзотро-
пними та достатньо сильними для того, щоб забезпечувати появу у цих
системах термодинамiчно стабiльних структур з колоїдних частинок.
Таких структур експериментально спостережено доволi багато. Напри-
клад, частинки з дипольною конфiгурацiєю директора формують лiнiй-
нi ланцюжки вздовж основного стану директора n0 [4,166]. Частинки з
квадрупольним розподiлом директора агрегують в скошенi ланцюжки,
розмiщенi пiд кутом ∼ 30◦ до n0 [167—170] (рис.8.1).

Краплини глiцерину на межi роздiлу рiдкого кристала та повiтря
формують двовимiрну (2D) гексагональну структуру з рiзними сталими
ґратки [58, 149]. Причому за однакових термодинамiчних умов можна
спостерiгати як звичайну, так i щiльноупаковану ґратку (рис.8.2).

Якщо до рiдкого кристала додати оптично активнi речовини, то за
допомогою лазерного свiтла рiзної довжини хвилi сталу ґратки можна
змiнювати, i таким чином формувати фотоннi кристали з забороненими
зонами в мiкрохвильовому дiапазонi [178]. Рiзноманiтнi 2D кристалiчнi
структури спостерiгали в тонких нематичних зразках. Наприклад, авто-
ри [179] отримали стабiльну 2D гексагональну ґратку з квадрупольних
частинок та антиферомагнiтну двовимiрну ґратку з дипольних. В обме-
жених зразках можливе також утворення бiнарного 2D кристала з ди-
польних i квадрупольних частинок [182]. Двовимiрнi колоїднi структу-
ри з хiральних димерiв спостерiгали в нематичнiй твiст-комiрцi [183].
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q

а б

Рис. 8.1. Ланцюговi структури з дипольних (а) i квадрупольних (б ) частинок

Автори [180] виявили, що в сумiшi малих i великих колоїдних части-
нок малi частинки попадають у зони сильних деформацiй, якi створенi
великими частинками. Таким чином у подiбних системах формуються
вкладенi ґратки. Делокалiзацiя топологiчних дефектiв у системi близь-
ко розташованих частинок приводить до формування так званих колої-
дних ниток [181]. Колоїднi нитки незаперечно можуть бути використанi
на практицi. Не так давно авторами [58] було побудовано тривимiрний
(3D) колоїдний кристал з дипольних частинок. Отже, експериментально
спостережено i теоретично передбачено можливi причини та дослiдже-
но властивостi таких структур, що має непересiчне значення для фiзики
конденсованих середовищ, особливо для фiзики м’якої матерiї.

Рис. 8.2. Гексагональна структура в системi глiцеринових крапель на межi подiлу
рiдкий кристал — повiтря: а — вiдсутнiсть структури в iзотропнiй фазi рiдкого
кристала; б — звичайна гексагональна структура; в — спiвiснування звичайної та
щiльноупакованої гексагональних структур
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Бiльшiсть експериментальних результатiв було пояснено на основi
чисельної мiнiмiзацiї вiльної енергiї Ландау—деЖена [179,184], а також
методами молекулярної динамiки [195—197]. Однак деякi властивостi
подiбних структур можна описати за допомогою аналiтичних методiв,
розглянутих у попереднiх роздiлах.

8.1 Колоїднi кристали в нематиках
Розглянемо колоїднi 1D, 2D та 3D кристали, якi формують мiкроннi ко-
лоїднi частинки в об’ємному нематичному рiдкому кристалi. Регулярнi
структури з колоїдних частинок в об’ємi рiдкого кристала вперше спо-
стерiгалися в працi [248], а детально розглянуто в [4]. Такими структу-
рами були ланцюжки краплин води, що знаходяться у великiй краплi
нематика (рис.8.3, а) [4].

У водi знаходилася крапля нематика, в якiй, в свою чергу, були мен-
шi крапельки води, розмiрами у кiлька мiкрометрiв. Пiзнiше автори [4]
отримали 1D ланцюговi структури i 2D дипольний колоїдний кристал у
зразку рiдкого кристала, що знаходиться мiж паралельними поверхня-
ми (рис. 8.3, б ). При цьому вiдстань мiж поверхнями була лише трохи
бiльша за розмiри сферичних колоїдних кремнiєвих частинок. У пра-
цi [167] визначено, що енергiя взаємодiї мiж краплями має дипольний
характер. У той час зробити це можна було лише непрямими методами.
Справдi, якщо краплi залишити на довiльнiй вiдстанi i вiдпустити, то
взаємодiя мiж ними спричинюватиме взаємний рух. Оскiльки рiдкий
кристал є в’язким середовищем, то крiм сил взаємодiї присутня i сила
тертя. Якщо прирiвняти останню, яка в даному випадку є силою Сто-
кса, до сили, що виникає в результатi взаємодiї, то за змiною швидкостi
взаємного руху частинок можна визначити характер i величину взаємо-
дiї мiж ними. У загальному випадку спiввiдношення мiж силою тертя
та силою взаємодiї має вигляд

6πηR0
dr

dt
= F (r) , (8.1)

де η — ефективний коефiцiєнт тертя, r — вiдстань мiж включеннями.
Визначивши швидкiсть, можна встановити i характер залежностi си-
ли взаємодiї вiд вiдстанi. Звичайно, цей метод не є особливо точним,
проте експериментальнi данi вiдтворили закон змiни сили F ∝ r−4, що
вiдповiдає дипольному характеру взаємодiї.
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23 мкма б

Натирання
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a

Рис. 8.3. Ланцюжок краплин води, що знаходятья у великiй краплi нематика (а),
i 2D дипольний колоїдний кристал, утворений з антипаралельних дипольних лан-
цюжкiв (б )

Такi ланцюжки виявляються чутливими до зовнiшнього електри-
чного поля. Якщо прикласти поле вздовж ланцюжка, то мiж частин-
ками виникне додаткова електростатична диполь-дипольна взаємодiя.
Остання виникає за умови рiзних дiелектричних проникностей части-
нок i середовища, де вони знаходяться, та має вигляд

Udd = 12πε0εLC

(
ε− εLC

ε + εLC

)2
R6

0E
2

r3
, (8.2)

де ε — дiелектрична стала води, εLC —дiелектрична стала рiдкого кри-
стала, E — напруженiсть прикладеного електричного поля. Така до-
даткова дипольна взаємодiя приводить до того, що крапельки води у
разi збiльшення напруженостi поля наближаються одна до одної i утво-
рюють ланцюжок меншої довжини. При цьому кiлькiсть крапельок у
ланцюжку не змiнюється. Якщо ж електричне поле прикласти перпен-
дикулярно до ланцюжка, то можна отримати звичайне електростати-
чне диполь-дипольне вiдштовхування, яке призводить до посилення вiд-
штовхування крапель.

Взаємодiю твердих сферичних частинок з розмiрами кiлька мкм i
нормальними граничними умовами на поверхнi вивчали експеримен-
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тально в [103,167,171,179,212]. Для таких параметрiв реалiзуються умо-
ви сильного зчеплення i розподiл директора навколо включення має
дипольну конфiгурацiю з топологiчним дефектом типу гiперболiчний
їжак. Пружна дипольна взаємодiя, що виникає, зумовлює утворення
лiнiйних ланцюжкiв уздовж основного стану директора.

У випадку тангенцiальних крайових умов за формування ланцюж-
кiв вiдповiдає квадрупольна взаємодiя. Мiнiмум її енергiї досягається,
коли вектор вiдстанi мiж частинками утворює кут 49◦ з напрямком ди-
ректора. Однак на практицi цей кут близький до 30◦. Як було показано
в параграфi 5.5 на прикладi частинок з буджумами, причиною цього
є пружнi мультиполi високих порядкiв. Взагалi, з мiркувань симетрiї
будь-який грушоподiбний об’єкт, як от частинка з гiперболiчним їжа-
ком, може мати ненульовий октупольний момент. Далi покажемо, що
це дiйсно так: для коректного опису структур з дипольних колоїдних
частинок потрiбно враховувати i їхнiй октупольний момент.

Розглянемо аксiально-симетричну колоїдну частинку в необмеже-
ному нематичному рiдкому кристалi. Вкотре нагадаємо, що взаємо-
дiя молекул останнього з поверхнею частинки породжує вiдхилення
nµ, µ = x, y, директора вiд його основного стану n0 = (0, 0, 1). Достатньо
далеко вiд частинки nµ ¿ 1, так що n ≈ (nx, ny, 1). При цьому енергiю
деформацiй можна записати в гармонiчнiй формi:

Fhar =
K

2

∫
dx(∇nµ)2, (8.3)

згiдно з якою
∆nµ = 0. (8.4)

Ангармонiчна поправка до Fhar визначається функцiоналом

Fanhar =
K

2

∫
dx(∇nz)

2 ≈ K

8

∫
dx(∇n2

⊥)2,

з якого випливає, що

∆nµ +
1

2
nµ∆n2

⊥ = 0. (8.5)

Тобто якщо основний внесок у nµ дає дипольний доданок, то ангармо-
нiчна поправка веде себе як rµ/r

7. Тому всi пружнi моменти до 1/r5

включно мають бути розглянутi в рамках гармонiчного наближення.
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У загальному випадку для аксiально-симетричних частинок розв’яз-
ки рiвнянь Лапласа (8.4) можна знайти у виглядi

nµ =
N∑

l=1

al(−1)l∂µ∂
l−1
z

1

r
, (8.6)

де al — мультипольний момент порядку l, а 2l — його мультипольнiсть;
N — максимальний порядок у рамках гармонiчного наближення. Зокре-
ма, для дипольних частинок N = 4. Таким чином, a1 = p вiдповiдає
дипольному моменту, a2 = c — квадрупольному, a3 — октупольному i
a4 — гексадекапольному (попередньо зазначимо, що a4 = 0).

Узагальнення ефективного функцiонала (5.94) на випадок вищих
моментiв є достатньо простим i очевидним (до того ж наведене в пара-
графi 5.5), тому деталi цього процесу тут опускаємо. Натомiсть перейде-
мо до потенцiала парної взаємодiї Uij мiж частинками i (нештрихованi
величини) та j (штрихованi величини):

Uij = 4πK

N∑

l,l′=1

ala
′
l′(−1)l′ (l + l′)!

rl+l′+1
Pl+l′(cosθ). (8.7)

Тут r = |xi−xj|, θ — кут мiж r i z, а Pl(cosθ) = (−1)l rl+1

l!
∂l

z
1
r
позначає по-

лiноми Лежандра Pl. Якщо покласти N = 2, то Uij буде сумою вже вiдо-
мих диполь-дипольної, диполь-квадрупольної i квадруполь-квадрупольної
взаємодiй.

Аналогiчний вираз уперше було отримано в [265] при дослiдженнi
взаємодiї сферичних частинок з планарними умовами на поверхнях.
На полюсах таких частинок виникають точковi топологiчнi дефекти —
буджуми. При цьому розподiл директора має квадрупольну симетрiю
(N = 6).

У параграфi 5.7 було показано, що з урахуванням крiм a2 ще й
моментiв a4 i a6 отримуємо рiвноважний кут мiж двома квадруполь-
ними частинками в ланцюжку θmin = 34.5◦ для трiади (b2, b4, b6) =
= (−0.36,−0.023,−0.00018) (нагадаємо, що al = al+1bl, де a — радiус
частинки). Це узгоджується з експериментальним значенням θmin = 30◦

[167]. Звичайно, вираз (8.7) є незастосовним у зонi шуби, де поле дире-
ктора сильно деформоване i важливими є ангармонiчнi поправки [265].

Середня рiвноважна вiдстань b мiж центрами дипольних частинок
у ланцюжку, яка отримана в рiзних експериментах i чисельних розра-
хунках [171, 179], становить b = 2.44r0. Вiдтак, будемо вважати шубу
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жорсткою сферою радiуса rc = 1.22r0. Однак результати згаданих екс-
периментiв не дають змогу однозначно встановити положення центра
шуби. Зрозумiло, що вiн має знаходитися десь мiж центром частин-
ки i точкою, змiщеною в бiк дефекту на 0.22r0. Нижче ми розглянемо
обидва граничнi випадки. Перший називатимемо симетричною шубою,
другий — асиметричною (рис. 8.4). Таким чином, повний потенцiал
мiжчастинкової взаємодiї має вигляд

U

4πK
=





∑3
l,l′=1 ala

′
l′(−1)l′ (l + l′)!

rl+l′+1
Pl+l′(cos θ) , r > 2rc,

∞ , r ≤ 2rc,
(8.8)

де a1 = αr2
0, a2 = −βr3

0, a3 = γr4
0 — пружнi дипольний, квадрупольний i

октупольний момент.
Припустимо, що октупольний момент нульовий: a3 = 0. У працi [171]

використано сферичнi залiзнi частинки з дипольною конфiгурацiєю ди-
ректора i виконано достатньо точнi прямi вимiрювання пружних сил,
зрiвноважуючи їх зовнiшнiм магнiтним полем. Автори [171] знайшли,
що αexp = 2.05 i βexp = 0.2± 0.1.

Рис. 8.4. Одновимiрнi колоїднi структури, в яких частинки з паралельними ди-
польними моментами утворюють лiнiйнi ланцюги вздовж n0, b ≈ 2.4r0 [171, 179]:
а — симетрична шуба; б — асиметрична шуба
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Водночас, у [55] на основi спецiального дипольного анзацу показано,
що αtheor = 2.04 i βtheor = 0.72. Поряд з хорошим збiгом дипольних
моментiв бачимо значну рiзницю мiж квадрупольними, хоча значення
βtheor = 0.72 отримано з двох рiзних анзацiв [55]. У чому ж причина?

А причина криється в октупольному моментi. Справдi, функцiональ-
но диполь-октупольна взаємодiя збiгається з квадруполь-квадрупольною
UQQ + UdO = (a2a

′
2 − a1a

′
3 − a3a

′
1)

24P4(cos θ)
r5 для аксiально-симетричних

частинок. Якщо знайдений у [55] квадрупольний момент β = 0.72 вiд-
повiдає реальному значенню, то октупольний момент можна оцiнити з
такого спiввiдношення: β2

exp ≈ β2
theor − 2αγ, звiдки γ ≈ 0.12. Бiльш то-

чне значення γ можна знайти шляхом апроксимацiї даних, наведених
у [171], виразом (8.8). Тодi γ = 0.157. При цьому рiзниця мiж двома
кривими, (α, β, γ) = (2.05, 0.2, 0) i (2.04, 0.72, 0.157), не перевищує 0.3%
для всiх експериментальних точок.

Розглянемо антипаралельнi диполi в гомеотропнiй комiрцi (a1 = −a′1
i a2 = a′2, рис. 8.5). Такi частинки утворюють квазiдвовимiрний ко-
лоїдний кристал [212]. Його вертикальний перерiз має зигзагоподiбну
форму з рiвноважною вiдстанню мiж частинками a ≈ 2.3r0 та кутом
θmin ≈ 60◦ (див. рис. 8.5, а). Щоб пояснити iснування такої структури,
маємо мiнiмiзувати енергiю (8.8) за двома змiнними: r i θ. Пiсля нескла-

n
0

q
min

a

q
min

a

b

а б

Рис. 8.5. Зигзагоподiбний вертикальний перерiз квазiдвовимiрної шахiвницi, сфор-
мованої окремими антипаралельними диполями в гомеотропнiй комiрцi (а), i дво-
вимiрна структура, утворена антипаралельними ланцюжками диполiв у планарнiй
комiрцi (б ), в якiй точковi дефекти трансформуються в маленькi кiльця
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дних розрахункiв з (α, β, γ) = (2.05, 0.2, 0) отримуємо для симетричної
шуби θmin = 83.3◦ , а для асиметричної θmin = 85.8◦, що, очевидно, не
вiдповiдає реальностi.

Якщо повторити таку процедуру для антипаралельних диполiв з
(α, β, γ) = (2.04, 0.72, 0.157) (тут a1 = −a′1, a2 = a′2 i a3 = −a′3), легко
знайти, що θmin = 66.2◦ для асиметричної i θmin = 63◦ для симетри-
чної шуб. Цi значення є значно ближчими до спостережуваних 60◦ [212]
(табл. 8.1). Варто зауважити, що врахування 16-польного пружного мо-
менту посилює розбiжностi мiж теоретичними i експериментальними
величинами, а тому вважаємо, що a4 = 0.

Подiбну двовимiрну структуру утворюють i ланцюжки антипара-
лельних диполiв у планарнiй комiрцi [179]. Елементарна комiрка такого
гексагонального кристала є паралелограмом зi сторонами a = 2.54r0,
b = 2.46r0 i кутом θmin = 61◦ мiж ними (рис. 8.5, б ). Вважаючи енер-
гiю такої системи сумою енергiй парних взаємодiй (8.8) з (α, β, γ) =
= (2.04, 0.72, 0.157), легко знаходимо, що a = b = 2.44r0 i θmin = 64.2◦ для
симетричної шуби. Якщо шуба асиметрична, то a = 2.52r0, b = 2.44r0 i
θmin = 67◦ (див. табл. 8.1).

Таблиця 8.1. Експериментальнi та теоретичнi параметри колоїдних
структур

Структура Симетрична шуба Асиметрична шуба Експеримент

2D (шахова)
θmin = 63◦ θmin = 66.2◦ θmin ≈ 60◦

a = 2.44r0 a = 2.52r0 a ≈ 2.3r0

2D (гексагональна)
θmin = 64.2◦ θmin = 67◦ θmin = 61◦

a = 2.44r0 a = 2.52r0 a ≈ 2.54r0

b = 2.44r0 b = 2.44r0 b = 2.46r0

3D
A = 3.07r0 A = 3.22r0 A = 3.2r0

B = 2.44r0 B = 2.44r0 B = 2.3r0

Ψ = 1.1r0 Ψ = 1.09r0 Ψ = 1.3r0

У працi [212] уперше наведено експериментальнi результати з отри-
мання тривимiрного колоїдного кристала тетрагональної симетрiї
(рис. 8.6—8.8). Сталi ґратки було знайдено за допомогою флуоресцен-
тної конфокальної поляризацiйної мiкроскопiї: Aexp = (3.2 ± 0.1)r0,
Bexp = (2.3 ± 0.2)r0 i Ψexp = (1.3 ± 0.1)r0. Для спрощення розрахункiв
вважатимемо, що в такiй щiльно упакованiй структурi кожна частинка
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взаємодiє лише з найближчими сусiдами. Тодi, мiнiмiзуючи енергiю еле-
ментарної комiрки кристала, у випадку симетричної шуби i (α, β, γ) =
= (2.04, 0.72, 0.157) отримуємо: Atheor = 3.07r0, Btheor = 2.44r0 i Ψtheor =
= 1.1r0. Для тих самих (α, β, γ) i асиметричної шуби маємо: Atheor =
= 3.22r0, Btheor = 2.44r0 i Ψtheor = 1.09r0 (див. табл. 8.1). Зауважимо,
що ми використовуємо значення мультипольних моментiв для конфiгу-
рацiї з гiперболiчним їжаком. Проте в дво- i тривимiрних структурах
точковi їжаки трансформуються в маленькi кiльця. Ймовiрно, це трохи
змiнює коефiцiєнти (α, β, γ). Хоча детальне дослiдження цього питання
лежить за межами нашої монографiї, можемо стверджувати, що пара-
метри структур слабо залежать вiд малих змiн α, β i γ.

Гiгантська електрострикцiя. У нематиках з позитивною анiзотро-
пiєю дiелектричної проникностi тривимiрнi колоїднi кристали проявля-
ють ефект гiгантської електрострикцiї — пiд дiєю електричного поля,
паралельного n0, їхнi бiчнi розмiри зменшуються [212]. Зменшення мо-
же досягати 30% (тому, власне, така електрострикцiя i є гiгантською).
У присутностi поля колоїднi частинки взаємодiють за законом

U

4πK
=

{
−∑3

l,l′=1 ala
′
l′∂µ∂

′
µ∂

l−1
z ∂′l

′−1
z G(x,x′) , r > 2rc,

∞ , r ≤ 2rc,
(8.9)

де ∂µ∂
′
µ = ∂x∂

′
x + ∂y∂

′
y , G(x,x′) = exp [−|x− x′|/ξ] /|x − x′| — функцiя

Грiна для необмеженого нематика в зовнiшньому полi, ξ = 1
E

√
K

4πε0∆ε
—

електрична довжина когерентностi (див. параграфи 5.5 i 6.10). Оче-
видно, певним чином поле має впливати i на шуби частинок, так що
rc = rc(E). Якщо ∆ε > 0, то для молекул нематика енергетично вигi-
дною є орiєнтацiя за полем (нагадуємо, що E||n0). Поверхня частинки
цьому протидiє. Зрозумiло, що чим далi вiд поверхнi ми знаходимося
i чим меншою є пружна стала K, тим легше молекули можуть бути
переорiєнтованi. Тобто

− dx

dE
∝ x

K
, (8.10)

де x = rc − r0. З мiркувань розмiрностi випливає, що (8.10) можна
записати у виглядi

− dx

x(E)
= ηr0

√
4πε0∆ε

K
dE (8.11)
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← Рис. 8.6. Структура 3D колоїдного дипольного кристала в нематичному
рiдкому кристалi: a — зображення з флуоресцентного конфокального поля-
ризацiйного мiкроскопа горизонтальних поперечних перерiзiв 3D кристала
6×6×3, зiбраного з колоїдних частинок дiаметром 4 мкм у нематичному рiд-
кому кристалi ZLI 2806; б — 3D зображення; в — комп’ютерне моделювання,
при якому точковi гiперболiчнi їжаки вiдкриваються в маленькi дисклiнацiй-
нi кiльця; г — вiльна енергiя елементарної комiрки 3D кристала як функцiя
сталих ґраток A i B ; д — схема квазiоб’ємно-центрованої ґратки Браве

Рис. 8.7. Схематичне зображення квазiоб’ємно-центрованої ґратки Браве 3D коло-
їдного кристала з A = (3.2± 0.1)r0, B = (2.3± 0.2)r0 i Ψ = (1.3± 0.1)r0

з деяким безрозмiрним параметром η. Беручи до уваги, що x(E = 0) =
= 0.22r0, маємо

rc = r0

(
1 + 0.22e−

ηr0
ξ

)
. (8.12)

Добре вiдомо, що при r0/ξ = 3.3 вiдбувається перехiд вiд конфiгура-
цiї гiперболiчного їжака до кiльця Сатурна [264]. В експериментах з
електрострикцiєю r0/ξ < 3.3, i симетрiя директора залишається ди-
польною. Отже, можемо вважати, що шуби частинок не скорочуються
вздовж осi дефектiв (уздовж n0). Тобто в ненульовому полi шуби є,
фактично, не сферами, а видовженими сфероїдами. Тому висота еле-
ментарної комiрки B практично не залежить вiд E. Враховуючи це та
мiнiмiзуючи енергiю комiрки за A i Ψ, можемо знайти її ширину A як
функцiю прикладеного поля. Результати таких розрахункiв показано
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← Рис. 8.8. 3D колоїдний дипольний кристал у нематичному рiдкому кри-
сталi: а — стиснення 4 × 4 × 3 3D кристала, зiбраного з 4.32 мкм колоїдних
частинок у нематичному рiдкому кристалi E7 у прикладеному електричному
полi, ∆ε > 0; б — залежнiсть вiдносного бокового стиснення вiд прикладеної
напруги; в — обертання 3D кристала 6×6×3, зiбраного з колоїдних частинок
у нематичному рiдкому кристалi ZLI 2806 з ∆ε < 0; г — схематичне пред-
ставлення 3D колоїдного кристала в нематичному рiдкому кристалi ZLI 2806
з ∆ε < 0 без поля i в присутностi поля
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Рис. 8.9. Стиснення 3D колоїдного кристала в електричному полi, прикладеному
вздовж n0: а — симетрична шуба; б — асиметрична шуба; 1 — n = 2, 0; 2 — 1,5; 3 —
1,0; суцiльнi лiнiї — теоретичнi розрахунки з такими параметрами рiдкого кристала
E7: ∆ε = 13.8, K = 13.7 пН, L = 25 мкм, r0 = 2.16 мкм; кружечки — експеримен-
тальнi результати

на рис. 8.9 [213]. З нього, зокрема, випливає, що наближення асиметри-
чної шуби з η ≈ 1.5 є найбiльш вдалим, оскiльки воно одночасно добре
описує як вiдносне, так i абсолютне стиснення. Варто також зазначити,
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що гiгантська електрострикцiя не є наслiдком лише стиснення шуби.
Справдi, якщо припустити протилежне, у цьому легко переконатися:
|A−A0|/A0 не перевищує 21%. Таким чином, внесок в ефект гiгантської
електрострикцiї дає i змiна потенцiалу пружної взаємодiї мiж частин-
ками в зовнiшньому полi.

8.2 Структури на поверхнi
рiдкого кристала

8.2.1 Одна гексагональна структура

Розглянемо систему частинок мiкронного розмiру, якi знаходяться на
поверхнi довiльної рiдини. Унаслiдок капiлярних взаємодiй вони мо-
жуть утворювати кластери з кристалiчною структурою. Оскiльки енер-
гiя таких взаємодiй за абсолютною величиною не перевищує декiлька
теплових енергiй, то можна зазначити, що подiбнi структури досить
стiйкi, але мало пружнi, бо енергiя, яка їх об’єднує, не дуже велика. Як
ми бачили ранiше, енергiя взаємодiї мiж включеннями в рiдкому кри-
сталi за рахунок деформацiї пружного поля директора значно бiльша,
тому на поверхнi рiдкого кристала слiд очiкувати формування стру-
ктур, бiльш стiйких до зовнiшньої дiї. Вперше таку структуру спосте-
рiгали в системi глiцеринових крапель на поверхнi рiдкого кристала,
що межує з повiтрям [58, 59]. Експеримент проводили у такiй поста-
новцi: на поверхню глiцерину наносили краплю рiдкого кристала тов-
щиною 20—200 мкм. На межi подiлу рiдкий кристал—повiтря директор
був перпендикулярний до поверхнi, а оскiльки на глiцеринi зчеплен-
ня тангенцiйне, то директор був паралельний поверхнi подiлу рiдкий
кристал—глiцерин. Таким чином створювалися умови гiбридностi зраз-
ка. Всю систему нагрiвали, i молекули глiцерину дифундували в рiд-
кий кристал. Зi зниженням температури частина крапель залишалася
на межi контакту рiдкого кристала з повiтрям, а iнша — падала до ме-
жi подiлу рiдкого кристала та глiцерину. Розмiр крапель залежить вiд
режиму охолодження, але за сталих умов є майже однаковим.

Таким чином можна було органiзувати систему крапель глiцерину
майже однакових розмiрiв вiд 1 до 20 мкм. При цьому на поверхнi по-
дiлу рiдкий кристал—повiтря спостерiгали майже iдеальну двовимiрну
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гексагональну структуру в системi крапель, а на межi подiлу рiдкий
кристал—глiцерин — лiнiйнi ланцюжки крапель (рис.8.10).

Рис. 8.10. Спостережуванi структури в системi глiцеринових крапель на поверхнi
подiлу рiдкий кристал—повiтря та рiдкий кристал—глiцерин

Саме по собi двовимiрне впорядкування колоїдних частинок мiкро-
метрового розмiру викликає науковий iнтерес, що пiдтверджується ве-
ликою кiлькiстю публiкацiй [149, 150]. Як ми знаємо, пружна взаємо-
дiя мiж частинками є анiзотропною i сама по собi не може приводити
до iзотропного впорядкування, виявом якого є гексагональна структу-
ра. Бiльш того, за однакових термодинамiчних умов поряд зi звичай-
ною гексагональною структурою можна спостерiгати i щiльноупаковану
(рис.8.11). Щоб зрозумiти такий феномен, слiд спочатку з’ясувати, де
саме знаходяться краплi глiцерину, повнiстю чи частково вони зануренi
в рiдкий кристал, а також природу всiх можливих взаємодiй у такiй
системi.

Умови iснування контакту трьох фаз, якими в нашому випадку є
повiтря, рiдкий кристал i глiцерин, визначаються спiввiдношенням вiд-
повiдних поверхневих натягiв. З [151,152,154] вiдомо, що на межi подi-
лу рiдкий кристал—повiтря σLCA = 3.9 · 10−2 Дж/м2, рiдкий кристал—
глiцерин σLCG = 1.9 · 10−2 Дж/м2) та повiтря—глiцерин σGA = 5.5×
×10−2 Дж/м2 . У разi часткового занурення краплi глiцерину з радiусом
R0 та з вiдстанню мiж її центром i поверхнею подiлу повiтря—рiдкий
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Рис. 8.11. Спостережуванi звичайна (а, б ) та щiльноупакована (в) гексагональнi
структури в системi глiцеринових крапель на межi подiлу рiдкий кристал—повiтря

кристал h можна записати змiни поверхневих енергiй глiцерин—повiтря:

UGA = σGA2πR2
0

(
1− h

R0

)
, (8.13)

глiцерин—рiдкий кристал:

UGLC = σGLC2πR2
0

(
1 +

h

R0

)
, (8.14)

рiдкий кристал—повiтря:

ULCA = −σLCAπR2
0

(
1− h2

R2
0

)
. (8.15)

Нехай Ug = −∆mg(R0−h) є змiною гравiтацiйної енергiї при змiнi поло-
ження краплi глiцерину. Мiнiмум суми всiх енергiй ∂(UGA+UGLC+ULCA+Ug)

∂h
=

= 0
−2σGAR0 + 2σGLCR0 + 2σLCAh + ∆mg = 0 (8.16)

дає рiвноважну вiдстань центра краплi вiдносно поверхнi подiлу рiдкий
кристал—повiтря:

h

R0

=
σGA − σGLC

σLCA

− ∆mg

σLCAR0

. (8.17)

Враховуючии, що ∆m = ∆ρ4π
3

R3
0, i експериментальнi значення поверх-

невих натягiв та нехтуючи гравiтацiйною частиною енергiї, отримуємо
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h = 0, 89R0. Звiдси випливає, що краплi глiцерину не повнiстю зануренi
в рiдкий кристал i зависають на поверхнi подiлу з повiтрям (рис.8.12).

Тому на перший план виступає проблема знаходження взаємодiї ча-
стинок через деформацiї поверхнi подiлу. Звичайно, перше, що спадає
на думку, — капiлярна взаємодiя, парний потенцiал якої можна записа-
ти так:

Ug (r) ≈ 2πR6

σLCA

g2ρ2
LC ln(

r

λ
), (8.18)

та вандерваальсiвська взаємодiя:

UvdW (r) ≈ − AR

12 (r − 2R)
. (8.19)

Рис. 8.12. Положення крапель глiцерину на межi подiлу рiдкий кристал—повiтря:
а, б — масштаб 25 мкм; в, г — 50 мкм; д — схематичне зображення кристала; е, є —
схема прикладення сили
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Тут λ =
√

σLCA/
(
gρLC − ∂Π

∂h

)
— капiлярна довжина; Π ≈ K/h2 — пру-

жна частина тиску; K ∼ 10−11Н— пружна стала Франка; A ∼ 10−19 Дж—
стала Гамакера. У загальному випадку λ >> r i λ ≈ 2 мм, коли h →∞,
та λ ≈ 0.5 мм, коли h = 5 мкм. З оцiнок випливає, що обидвi енер-
гiї взаємодiї порядку kT ≈ 4 × 10−21 Дж, коли r має порядок декiлька
мкм. Така взаємодiя на порядки менша за деформацiйну i не може бути
причиною утворення просторових структур.

Тож виникає природне запитання: яке додаткове притягання, вiдсу-
тнє в iзотропнiй фазi, може виникати в рiдкому кристалi? Як показав
де Жен [154], при змiнi профiлю поверхнi рiдкий кристал—повiтря все-
рединi нематика поле директора деформується. У нашому випадку де-
формацiя директора, яка зумовлена краплею глiцерину, приводить до
появи додаткової виштовхувальної сили, аналогiчної силi Архiмеда, але
обумовленої природою рiдкого кристала:

fel =
∂

∂z
Eel(z) ∼ ∂

∂z

∮

Ω(z)

W (n̂ · ν̂)2ds, (8.20)

де Eel(z) — загальна пружна енергiя, внесена окремою частинкою, Ω(z)
— частина поверхнi краплi, що знаходиться в рiдкому кристалi, W —
енергiя зчеплення з поверхнею краплi, ν̂ — нормаль до поверхнi краплi,
а z — вертикальна координата в фiксованiй точцi. Для fel ≈ 4πWR
при W = 10−5 Дж/м2 можна знайти, що fel ∼ 10−10 Н∼ 10K, ко-
ли R = 1 мкм. Сила fel є причиною додаткової деформацiї поверхнi
подiлу рiдкий кристал—повiтря. Цю силу можна записати також як
fel = 2πσri sin ψ, де ψ — менiск на лiнiї потрiйного контакту з радiусом
ri. Вертикальна складова цiєї деформацiї ξ (r) ≈ −ri sin ψ ln r

λ
. У такому

випадку виникає iнша капiлярна взаємодiя Uelc = −felξ, або

Uelc (r) =
f 2

el

2πσLCA

ln(
r

λ
), (8.21)

що вiдповiдає взаємодiї, яку розглядали в [152]. Для fel ∼ 10K можемо
оцiнити енергiю взаємодiї:

Uelc ∼ 3× 10−19 Дж ∼ 80kT. (8.22)

Енергiя взаємодiї Uelc (R) вiдповiдає притяганню i значно слабше зале-
жить вiд розмiру краплi, нiж Ug (R) ∝ R6 при гравiтацiйному механi-
змi капiлярної взаємодiї. Eel (R) ∼ WR2 для R ¿ K/W та Eel (R) ∼
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∼ KR для R À K/W . Звичайно, загальна енергiя взаємодiї U (r) по-
винна складатися з двох частин Uelc (r), з яких перша описує пружно-
капiлярну взаємодiю, а друга Uelb (r) — чисто пружну взаємодiю [152].

Повернемося до об’ємної пружної взаємодiї. В гiбриднiй комiрцi роз-
подiл директора визначається балансом мiж енергiєю зчеплення та пру-
жною енергiєю деформацiй. Об’ємну енергiю взаємодiї для нашого ви-
падку можна апроксимувати тiльки одним членом — диполь-дипольним
вiдштовхуванням:

Uelb,thick (r) = K
α2

zR
4

r3
. (8.23)

Парний потенцiал взаємодiї Utotal = Uelc + Uelb,thick має мiнiмум:

rpair
eq =

(
6πα2

zσLCAR4K

f 2
el

)1/3

, (8.24)

що вiдповiдає рiвноважному положенню крапель в гексагональнiй ґра-
тцi rpair

eq = 13 мкм при fel = 10−10 Н, αz = 0.2 i R = 3 мкм. Для
fel ∝ 4πWR rpair

eq ∝ R2/3, або

rpair
eq = γ

(
σLCAR2K/W 2

)1/3
, (8.25)

де γ — безрозмiрна стала. Як бачимо, залежнiсть вiд розмiру крапель
нелiнiйна, i це повнiстю узгоджується з експериментальними даними.
У загальному випадку несиметричного розмiщення буджумiв мiж кра-
плями може виникати дипольна взаємодiя:

Uelb,thin (r, θ) = K
α2

xR
4

r3

(
1− 3 cos2 θ

)
, (8.26)

яка залежить вiд кута θ мiж радiусом-вектором вiдстанi та директором.
На межi подiлу рiдкий кристал—глiцерин θ = 0; маємо дипольне притя-
гання, що формує ланцюжки, якi теж спостерiгали експериментально.

Також спостерiгали перетворення гексагональної структури на лан-
цюжкову при зменшеннi товщини рiдкого кристала. Рiвноважний роз-
подiл директора в мiсцях знаходження крапель визначається гранични-
ми умовами на нижнiй поверхнi, де вiн паралельний поверхнi. Зменшен-
ня товщини зразка змiнює спiввiдношення мiж напрямком радiуса-век-
тора вiдстанi мiж краплями i рiвноважним розподiлом директора. При
цьому дипольне вiдштовхування перетворюється на притягання, яке i
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Рис. 8.13. Трансформацiя гексагональної структури в ланцюгову за наявностi зов-
нiшнього магнiтного поля

формує ланцюжки. Змiна розмiщення буджума може вiдбуватися i флу-
ктуативно, що приводить до змiни величини дипольного притягання, а
при деяких кутах вiдхилення — i до притягання, що i пояснює наяв-
нiсть щiльноупакованої структури. Перетворення гексагональної стру-
ктури на ланцюжкову спостерiгали також i тодi, коли вздовж поверхнi
прикладали магнiтне поле (рис.8.13). Дiя магнiтного поля аналогiчна
дiї поверхнi з тангенцiйними граничними умовами. Прикладене поле
вимагає переорiєнтування директора на вiдстанi кореляцiйної довжини
вiд поверхнi в напрямку поля. Це знову змiнює характер дипольної вза-
ємодiї з вiдштовхувального на притягальний, i в результатi приводить
до формування ланцюжкiв. З посиленням поля довжина ланцюжкiв
зростає, i в їхнiй системi з’являється перiодична структура.

В iншому експериментi [150] вдалося змiнювати постiйну ґратки
сформованої гексагональної структури. Для цього в рiдкий кристал
вносили оптично чутливi домiшки, якi при опромiненнi свiтлом з довжи-
ною хвилi 365 нм переходили в цис-стан1, а при опромiненнi свiтлом 435
нм поверталися в незбуджений транс-стан. Оскiльки при цьому змiню-
валася поверхнева енергiя та зчеплення молекул нематика з поверхнями
глiцеринових крапель, то змiнювалась i рiвноважна вiдстань мiж остан-
нiми на поверхнi подiлу рiдкий кристал—повiтря. Змiнюючи перiодично
освiтлення зразка, можна спостерiгати часову модуляцiю гексагональ-
ної структури зi змiною сталої ґратки (рис.8.14). За допомогою цього
механiзму вдалося побудувати фотоннi кристали з двома та трьома за-
бороненими зонами в мiкрохвильовому дiапазонi (рис.8.15).

1Йдеться про вiдому в хiмiї цис-транс iзометрiю.
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Рис. 8.14. Модуляцiя постiйної ґратки гексагональної структури пiд дiєю лазерного
випромiнювання

Рис. 8.15. Побудованi за допомогою рiдкокристалiчної емульсiї квазiфотоннi кри-
стали

8.2.2 Спiвiснування двох структур

У працях [59, 60] було продемонстовано рiвноважне спiвiснування двох
структур глiцеринових крапель на поверхнi нематичного кристала 5CB:
гексагональної та щiльної квазiгексагональної. На межi подiлу рiдкого
кристала з повiтрям спостерiгали двi рiвноважнi майже гексагональнi
структури з рiзними сталими ґратки (рис.8.16).
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Рис. 8.16. Двi рiвноважнi гексагональнi структури на межi подiлу рiдкий кристал—
повiтря: а, в — звичайна гексагональна (HL); б, г — щiльна гексагональна (DL) [60]

Перше, що привертає увагу в щiльнiй структурi — це поворот ни-
жнього буджума на деякий кут вiд вертикалi. Справдi, на рис. 8.16,
в у схрещених поляризаторах бачимо, що в звичайнiй структурi бу-
джум знаходиться внизу посерединi. Водночас на рис. 8.16, б, г бачи-
мо, що буджуми повернутi в один бiк у всiх частинках. У парагра-
фi 5.4 на рiзних прикладах було показано, що мiж повернутими на
кут θ частинками виникає кулонiвське притягання, пропорцiйне Uqq ∝
∝ −b2sin2(2θ)/r < 0. Водночас власна поверхнева енергiя частинки про-
порцiйна Uself ∝ asin2(θ) > 0. Оскiльки кулонiвське притягання пропор-
цiйне кiлькостi частинок навколо i обернено пропорцiйнe вiдстанi, то
зрозумiло, що за певної критичної вiдстанi цi доданки можуть зрiвня-
тися за модулем i за подальшого стиснення притягання стане бiльшим
за власну додатню енергiю повороту i почнеться колапс до щiльной
структури. Але диполь-дипольне вiдштовхування Uelb,thick (r) = K α2R4

r3

(8.23) залишається, i воно зупинить цей колапс на деякiй вiдстанi, що
дорiвнює перiоду щiльної структури. Ми вважаємо, що поява другої
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структури пов’язана зi спонтанним поворотом нижнього буджума i зi
спонтанним народженням пружного заряду i кулонiвського притягання.

Продемонструємо це на формулах. Повна енергiя системи має ви-
гляд

Utotal =
∑

i

(
Ui,self +

1

2

∑

j 6=i

Uij

)
=

∑
i

Fi, (8.27)

де середня енергiя на одну частинку дорiвнює Fi =
= Ui,self + 1

2

∑
neighbors Uij. Для спрощення вiзьмемо лише першу коор-

динацiйну сферу з 6 найближчих сусiдiв. Тодi середня енергiя на одну
частинку набуває вигляду

F (r, θ) = aKRsin2(θ)− 3Kb2R2sin2(2θ)G(r) +
3Kα2R4

r3
+

3f 2
el

2πσLCA

ln(
r

λ
),

(8.28)
де G(r) = 1

r
− 1√

r2+4h2 — функцiя Грiна (6.8) для частинки, що знахо-
диться на вiдстанi h вiд площини з гомеотропними граничними умо-
вами (це поверхня нематик—повiтря). У першому наближеннi можна
вважати, що ця функцiя дорiвнює просто закону Кулона G0(r) ≈ 1

r
.

Виконаємо розрахунки для обох випадкiв. Оскiльки буджум, що повер-
тається, знаходиться внизу частинки (див. рис. 8.12, б ), вважатимемо,
що h ≈ 2R. Тодi умова ∂F

∂θ
= 0 призводить до

cos(2θ) =

{
1 , r > rb,

a
12b2RG(r)

= G(rb)
G(r)

, r ≤ rb,
(8.29)

i rb — перша критична вiдстань, з якої починається поворот буджума.
Тобто буджум залишається внизу i θ = 0 для r > rb , а rb знаходимо з
умови a

12b2RG(rb)
= 1. Пiдставляючи це значення кута повороту в фор-

мулу для енергiї (8.28), знаходимо середню енергiю як функцiю тiльки
вiдстанi r мiж частинками:

F (r) = F1(r) +
3Kα2R4

r3
+

3f 2
el

2πσLCA

ln(
r

λ
), (8.30)

F1(r) =

{
0 , r > rb,

6Kb2R2G(rb)− 3Kb2R2
[
G(r) + G2(rb)

G(r)

]
, r ≤ rb.

(8.31)
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Нам треба дослiдити, за яких умов ця функцiя матиме два мiнiмуми i
максимум мiж ними. У працi [60] було дослiджено глiцериновi частин-
ки з радiусом R = 2.5 мкм у чашцi Петрi конусовидної форми (рис.
8.16, а), з якої глiцерин повiльно витiкав, i таким чином пляма з 2D
структурою повiльно стискалася. Спочатку рiвноважна вiдстань у зви-
чайнiй структурi становила r3 = 10 мкм. Коли вiдстань стала приблизно
r = rc =

√
3r3

2
≈ 8.66, то почала з’являтися друга структура з середньою

вiдстанню мiж частинками r1 = 6 мкм. Якщо ми вiзьмемо похiдну вiд
функцiї (8.30) i перейдемо до безрозмiрних змiнних x = r/R , то умова
∂F
∂r

= 0 призведе до рiвняння f(x) = 0, де

f(x) = f1(x) + 3α2

(
1

x · x3
3

− 1

x4

)
= 0, (8.32)

f1(x) =

{
0 , x > xb,

b2G′(x) ·
[

G2(xb)
G2(x)

− 1
]

, x ≤ xb.
(8.33)

З результатiв експерименту [59, 60] вiдомо, що x1 = r1

R
= 2, 4 , x2 =

= xc = rc

R
= 3.46 , x3 = rc

R
= 4 для частинок з радiусом R = 2.5 мкм, α =

= 0.2. Тобто треба знайти такi значення b i xb, щоб f(x1) = 0 i f(x2) = 0.
Тодi знайдемо, що для чисто кулонiвської взаємодiї G0(x) = 1/x маємо
b2
Coul = 0.028, xc,Coul = 3.7, а для функцiї Грiна, яка враховує поверхню

G(x) = 1
x
− 1√

x2+4ξ2
(ξ = h

R
= 2), — b2 = 0.023, xc = 3.66.

Рис. 8.17. Розрахована для експерименту залежнiсть середньої енергiї (8.30) на
одну частинку F (r) вiд вiдстанi (R = 2.5 мкм, K = 7 пН, σLCA = 3.8 · 10−2

Дж/м2, α = 0.2, fel = 88.4 пН, λ = 2 мм): 1 — функцiя Грiна (b2 = 0.023, xC = 3.66);
2 — закон Кулона (b2 = 0.028, xC = 3.7)
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Розраховану для експерименту залежнiсть середньої енергiї (8.30)
на одну частинку F (r) вiд вiдстанi [60] наведено на рис. 8.17. Бачимо,
що ця енергiя має два мiнiмуми з бар’єром мiж ними порядку kT , що
дозволяє спiвiснувати цим двом рiзним структурам. Саме такi спосте-
реження i описано в працях [59, 60]. Таким чином ми вважаємо, що в
працях [59, 60] уперше наведено результати експериментальних спосте-
режень щiльної 2D структури, яка спричинена кулонiвським пружним
притяганням мiж колоїдними частинками в нематичному рiдкому кри-
сталi.

8.3 Структури в нематику
з неоднорiдними граничними умовами

У попереднiх параграфах ми розглядали 1D, 2D та 3D колоїднi структу-
ри, стабiльнiсть яких забезпечується пружною взаємодiєю мiж частин-
ками через об’єм нематичного рiдкого кристала. Вiдтак, i їхнi ґратки є
вiдображеннями симетрiї такої взаємодiї. Бiльшiсть подiбних структур
(особливо дво- та тривимiрнi) на практицi формуються за допомогою
лазерних пiнцетiв. Через це отримати ґратки значних розмiрiв (з ве-
ликої кiлькостi частинок) складно. Крiм того, всi такi структури спо-
стерiгали в комiрках з фiксованим i однорiдним розподiлом директора
на стiнках, отриманим зазвичай механiчними методами. Проте, ще в
1991 роцi Гiббонс з колегами показали, що на спецiально синтезованих
полiмерах орiєнтацiя молекул рiдкого кристала може бути задана по-
ляризованим свiтлом [61]. Пiзнiше цей метод активно розвивався в [62—
64]. Поєднуючи його з використанням рiзних масок, можна порiвняно
легко отримувати поверхнi з наперед заданим розподiлом директора на
них [65].

Далi покажемо, що в комiрках з неоднорiдним розподiлом директора
на стiнках можливе утворення принципово iнших колоїдних структур.
Їхнi характеристики визначатимуться не потенцiалами двохчастинко-
вих взаємодiй, а лише власними енергiями частинок (енергiями взаємо-
дiї частинок зi стiнками комiрки).

Отже, розглянемо систему аксiально-симетричних колоїдних части-
нок, помiщених в нематичну комiрку з неоднорiдними крайовими умо-
вами на обмежувальних площинах. Йдеться про те, що в деяких зонах
обмежувальної поверхнi Σ вiдхилення директора nµ, де µ = x, y, вiд
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його основного стану n0 = (0, 0, 1) є ненульовими. Якщо при цьому nµ

зберiгають свою малiсть, то ефективний функцiонал вiльної енергiї не
змiнюється i збiгається з наведеним у [55] або (6.108):

F = K
∑

µ=x,y

∫
dx

{
(∇nµ · ∇nµ)

2
− 4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ

}
,

(8.34)
де K — пружна стала, P (x) i C(x) — густини пружного дипольного i
квадрупольного моментiв. Тодi nµ знову задовольняють рiвняння Пу-
ассона:

∆nµ = 4π [∂µP (x)− ∂z∂µC(x)] . (8.35)

Ранiше ми вважали, що nµ(s) = 0 для всiх s ∈ Σ. Тепер для деяких
s ∈ Σ nµ(s) 6= 0.

Розв’язки рiвнянь (8.35) при цьому знову можна знайти за допомо-
гою функцiй Грiна Gµ(x,x′):

nµ(x) =

∫

V

dx′Gµ(x,x′)
[−∂′µP (x′) + ∂′z∂

′
µC(x′)

]− 1

4π

∮

Σ

ds′nµ(s′)
∂Gµ

∂n′
(x, s′).

(8.36)
Тут ∆Gµ(x,x′) = −4πδ(x − x′) для всiх x,x′ ∈ V , Gµ(x, s) = 0 для
всiх s ∈ Σ, a n′ — зовнiшня нормаль до Σ [203]. Пiдставивши (8.36) у
(8.34) i скориставшись принципом суперпозицiї густин моментiв P (x) =
=

∑N
i=1 piδ(x − xi) i C(x) =

∑N
i=1 ciδ(x − xi), отримаємо вже знайо-

му рiвнiсть: енергiя системи є сумою власних енергiй частинок U self
i =

= Ui + Upattern
i та енергiй їхнiх парних взаємодiй Uij:

F =
∑
i<j

Uij +
N∑

i=1

[
Ui + Upattern

i

]
. (8.37)

При цьому Uij та Ui повнiстю iдентичнi вiдповiдним енергiям у комiр-
цi з однорiдними нульовими крайовими умовами (див. параграф 6.4).
Останнiй доданок — Upattern

i виникає iз зон на поверхнi Σ, в яких nµ 6= 0:

Upattern
i =

K

2
pi

∑
µ=x,y

∮

Σ

ds′nµ(s′)∂µ∂
′
nGµ(xi, s

′)+

+
K

2
ci

∑
µ=x,y

∮

Σ

ds′nµ(s′)∂z∂µ∂
′
nGµ(xi, s

′). (8.38)
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Окремий квадрат на кожнiй з пiдкладок. Щоб трохи пояснити
цi досить абстрактнi мiркування, розгляньмо сферичну частинку радi-
уса r0, помiщену в планарну комiрку (рис. 8.18), на стiнках якої є двi
квадратнi зони з ny 6= 0. Тобто крайовi умови мають такий вигляд:

nx = 0,

ny =

{
u, |z| ≤ a i |y| ≤ a,

0, |z| > a i |y| > a,

(8.39)

де u — мала додатна стала. Пригадаємо функцiю Грiна для планарної
комiрки [198,199]:

Gx = Gy =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπx

L
sin

nπx′

L
Im(λnρ<)Km(λnρ>).

(8.40)
Тут Im, Km — модифiкованi функцiї Бесселя, tan ϕ = y

z
, tan ϕ′ = y′

z′ ,
ρ>/< позначає бiльше/менше з ρ =

√
z2 + y2 i ρ′ =

√
z′2 + y′2. Нехай

для спрощення розподiл директора поблизу частинки має квадруполь-
ну симетрiю. Тодi p = 0 i c ∼ r3

0. За аналогiєю з електростатикою взає-

Рис. 8.18. Схематичне зображення планарної нематичної комiрки з двома однако-
вими квадратами, в межах яких ny > 0, на поверхнях x = 0 та x = L. Всюди за
межами квадратiв n||z

модiя частинки зi стiнками комiрки є еквiвалентною її взаємодiї з усiма
власними дзеркальними вiдображеннями. Тодi, в силу симетрiї задачi,
Ui = Ui(x) залежить лише вiд координати x i є мiнiмальною всерединi
комiрки (x = L/2). Аналогiчно, iнша частина власної енергiї U square

i як
функцiя x також є мiнiмальною при x = L/2. Але згiдно з (8.38) i (8.40)
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U square
i залежить i вiд положення частинки в площинi yz:

U square
i (

L

2
, y, z) = −4πKcu

L2

∞∑
n=1

n sin
nπ

2
×

×
[
K0

(nπ

L

√
(y − a)2 + (z − a)2

)
+ K0

(nπ

L

√
(y + a)2 + (z + a)2

)
−

−K0

(nπ

L

√
(y + a)2 + (z − a)2

)
−K0

(nπ

L

√
(y − a)2 + (z + a)2

)]
.

(8.41)

На рис. 8.19 чiтко показано, що через таку залежнiсть частинки з
додатнiм квадрупольним моментом c > 0 (наприклад, сфери з кiль-
цем Сатурна) займатимуть точки (L/2,±a,±a). Водночас вiд’ємнi ква-
друполi c < 0 (наприклад, сфери з буджумами) будуть локалiзованi
в точках (L/2,±a,∓a). Оскiльки функцiя K0(r) спадає експоненцiй-

Рис. 8.19. Безрозмiрна одночастинкова енергiя (2K|c|u)−1L2×U square
i (L/2, y, z) як

функцiя положення частинки в площинi yz при a = L (а) i схематичне зображення
рiвноважних положень частинок з кiльцем Сатурна або з буджумами (б ), при яко-
му частинки знаходяться посерединi комiрки (див. рис. 8.18), x = L/2; вiдрiзками
показано напрямок директора на стiнках комiрки

но при r À 1, екстремальнi значення одночастинкової енергiї практи-
чно не залежать вiд розмiрiв квадрата, якщо останнi достатньо великi
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(рис. 8.20). Таким чином, при a À L максимальну глибину потенцi-
альної ями (висоту бар’єра) можна знайти так:

∣∣U square
i,min

∣∣ = U square
i,max =

= 4K|c|u
L2 limr→0

∑∞
n=1 nπ sin nπ

2
K0

(
nπr
L

)
= 8K|c|u

L2 β(2), де β(r) — бета-функцiя
Дiрiхле.

Рис. 8.20. Залежнiсть глибини потенцiальної ями в одночастинковiй енергiї вiд
пiвдовжини a сторони квадрата (див. рис. 8.18), U∗ = (2K|c|u)−1L2U square

i (L/2, a, a);
максимальне значення U∗ дорiвнює 4β(2) ≈ 3.67

Тепер пригадаємо, що в утвореннi звичайних колоїдних структур
важливу роль вiдiграють пружнi моменти вищих порядкiв. Для ква-
друпольних частинок усi непарнi моменти al = 0, всi парнi al = blr

l+1
0 ,

зокрема, c = a2 = b2r
3
0. Наприклад, b2 ≈ −0.3, b4 ≈ −0.02, b6 ≈ −0.0002

для частинок з буджумами [265]. При цьому U square
i (L/2, y, z) теж змi-

нюється, а глибина її локальних мiнiмумiв становить

∣∣U square
i,min

∣∣ =
2Kur3

0

L2

{
4 |b2| β(2)− 3 |b4| r2

0

16L2

[
ζ

(
4,

1

4

)
− ζ

(
4,

3

4

)]
+

+
45 |b6| r4

0

64L4

[
ζ

(
6,

1

4

)
− ζ

(
6,

3

4

)]}
, (8.42)

де ζ(r, s) — узагальнена дзета-функцiя Рiмана. За допомогою цього ви-
разу легко встановити, що внесок вищих моментiв в одночастинкову
енергiю не перевищує 20%.

Шахiвниця на обох пiдкладках. Нехай маємо N однакових ква-
друпольних частинок, а граничнi умови (8.39) повторенi перiодично
вздовж осей y i z з перiодом 4a. Очевидно, що значення одночастин-
кової енергiї у вузлах ґратки при цьому подвоюються. Нехай кожна
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Рис. 8.21. Квадратна ґратка, сформована квадрупольними частинками (бiлими
або чорними), в планарнiй нематичнiй комiрцi з шахiвницями на обох пiдкладках;
штриховими лiнiями показано елементарнi комiрки таких структур: центри всiх ча-
стинок лежать в площинi x = L/2 (посерединi комiрки)

потенцiальна яма U ch.board
i = −2 |U square

i (L/2, a, a)| зайнята частинкою.
Тодi елементарна комiрка такої структури є квадратом зi стороною a

√
8

(рис. 8.21). Її енергiя є сумою U ch.board
i i 2UQQ, де

UQQ = −4πKcicj∂zi
∂zj

[
∂xi

∂xj
Gx(xi,xj) + ∂yi

∂yj
Gy(xi,xj)

]
(8.43)

описує квадруполь-квадрупольну взаємодiю мiж частинками, розташо-
ваними в протилежних вершинах елементарної комiрки. Взаємодiєю
мiж протилежними частинками можна знехтувати через її малiсть (не
забуваймо про конфайнмент-ефект). Це означає, що така iндукована по-
верхнею структура буде стабiльною, якщо

∣∣U ch.board
i

∣∣ перевищує як тер-
мальнi флуктуацiї, так i 2 |UQQ|. Порiвнюючи значення одно- та подвоє-
ної двохчастинкової енергiй для типових експериментальних параметрiв
r0 = 2 мкм, L = 6 мкм, K = 10 пН, u = 0.1 i c = 0.3r3

0, нескладно переко-
натися, що, наприклад, при a & 0.65L енергiя

∣∣U ch.board
i

∣∣ ≈ 2
∣∣U square

i,min

∣∣ ≈
≈ 240kT i принаймнi в 10 разiв бiльша, нiж 2 |UQQ| (рис. 8.22). Бiльш
того, за концентрацiї частинок порядку (8La2)−1, тобто одна частинка
на елементарну комiрку, можна очiкувати їхню самоорганiзацiю в ста-
бiльну структуру, описану вище. Звернемо увагу, що в звичайнiй пла-
нарнiй комiрцi пружнi квадруполi формують щiльноупаковану ґратку,
елементарна комiрка якої є паралелограмом [179].

Таким чином, неоднорiдний розподiл директора на стiнках немати-
чної комiрки може iндукувати утворення структур в об’ємi рiдкого кри-
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Рис. 8.22. Залежнiсть подвоєної енергiї 2 |UQQ| взаємодiї мiж двома пружними
квадруполями, розташованими в сусiднiх вершинах елементарної комiрки (суцiль-
на лiнiя), та одночастинкової енергiї

∣∣U ch.board
i

∣∣ (штрихова лiнiя) вiд вiдстанi a/L

(
∣∣U ch.board

i

∣∣ & 20 |UQQ| при a & 0.65L)

стала. Їхнi характеристики визначаються одночастинковими енергiями i
можуть суттєво вiдрiзнятися вiд параметрiв звичайних колоїдних стру-
ктур, сформованих за рахунок мiжчастинкових взаємодiй. Зокрема, ми
теоретично передбачаємо, що сферичнi частинки з кiльцями Сатурна
або буджумами в планарнiй комiрцi з шахiвницею за крайових умов
на обох пiдкладках формуватимуть двовимiрну квадратну ґратку з як
завгодно великою сталою.

8.4 Розподiл наноколоїдiв
у деформованих нематиках

Попереднi роздiли було присвячено формуванню структур у немати-
чних колоїдах з розмiрами частинок порядку одного мiкрометра. У та-
ких системах величина пружної енергiї взаємодiїї мiж частинками на
кiлька порядкiв перевищує kT , i тому вплив температури зводиться
до змiни пружних сталих i до броунiвського руху колоїдних частинок.
Фактично в таких системах ми знехтували ентропiєю i вiльну енергiю
системи частинок розглядали лише як внутрiшню енергiю пружної вза-
ємодiї мiж частинками, F ≈ Eint.

Розглянемо систему колоїдних частинок субмiкронних розмiрiв (по-
рядку 0.1 мкм) або нанорозмiрiв (порядку 0.01 мкм) у нематичному
рiдкому кристалi. Очевидно, що потенцiал пружної взаємодiї мiж ними
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буде порядку або навiть менше kT залежно вiд концентрацiї, i треба вра-
ховувати ентропiю, так що F = E−TS. Розглянемо тривимiрну ґратку.
Нехай f(r) — ймовiрнiсть (або функцiя розподiлу) знайти частинку у
вузлi r ґратки, f ∈ (0, 1), f̄(r) = c(r)v0, де c(r) = N

V
— концентрацiя

наночастинок, а v0 — об’єм частинки, який збiгається з елементарним
об’ємом ґратки. Розглянемо випадок, коли концентрацiя наночастинок
настiльки мала, що парною взаємодiєю мiж ними можна знехтувати i
залишити лише пряму взаємодiю з деформацiями нематика, створени-
ми зовнiшнiми чинниками. Тодi ентропiя системи матиме вигляд

S = −
∑

i

{f(r) ln f(r)− [1− f(r)] ln[1− f(r)]} =

= − 1

v0

∫
dV {f(r) ln f(r)− [1− f(r)] ln[1− f(r)]} . (8.44)

Внутрiшня енергiя становить лише частину взамодiї з деформацiями
директора:

E =
1

v0

∫
dV ε(r)f(r), (8.45)

де загальний вигляд для ε(r) наведено в (5.97). У простому випадку
аксiально-симметричних наночастинок вiн зводиться до (5.101):

ε(r) = −4πKp(l||n)divn− 4πKQ(n∇)divn (8.46)

з дипольним моментом частинки p i квадрупольним моментом Q. У
випадку, коли наночастинки сферичнi, p = 0. Тодi великий термодина-
мiчний потенцiал системи наночастинок в рiдкому кристалi записують
так:

Ωp =
1

v0

∫
dV {(ε(r)− µ)f(r)+

+
kT

v0

∫
dV {f(r) ln f(r)− [1− f(r)] ln[1− f(r)]} , (8.47)

де хiмiчний потенцiал µ знаходять з умови
∫

dV f(r) = v0N . Мiнiмi-
зуючи потенцiал (8.47), отримуємо розподiл наночастинок в рiдкому
кристалi:

f(r) =
1

1 + e(ε(r)−µ)β
≈ f0e

− ε(r)
kT , (8.48)
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де β = 1
kT

i f0 = eµβ знаходимо з умови нормування
∫

dV f(r) = v0N .
Остання наближена рiвнiсть при переходi вiд розподiлу типу Фермi—
Дiрака до розподiлу Больцмана справджується у бiльшостi випадкiв
для маленьких концентрацiй наночастинок. Тому, наприклад, розподiл
наночастинок навколо дисклiнацiйної лiнiї сили m матиме вигляд

f(r)dip = f0e
4πKpmcos(m−1)ϕ

ρkT (8.49)

для дипольних частинок (див. (5.111)) i

f(r)quad = f0e
− 4πKQm[1−sin2(m−1)ϕ]

ρ2kT (8.50)

для квадрупольних частинок (див. (5.112)), де p — дипольний момент,
а Q — квадрупольний момент наночастинки.

8.5 Комiрчаста текстура феронематикiв
Розглянемо колоїднi частинки, якi мають магнiтний або дипольний мо-
мент. Визначимо, якi основнi характеристики частинки необхiднi для
того, щоб змiнити саму нематичну матрицю. Розв’язок для розподiлу
директора на великих вiдстанях вiд частинки довiльної форми, орiєнто-
ваної вздовж директора, в одноконстантному наближеннi задовольняє
рiвняння ∇2nx = ∇2ny = 0 для збуреного директора n = n0 + δn з
компонентами δn = (nx,ny,0), яке розглядали ранiше. Можна ввести
додатково вектор обертання ω(r) такий, що δn = ω × n0, тодi ∇2ωx =
= ∇2ωy = 0, i оскiльки ωz — довiльне, то можна вимагати i ∇2ωz = 0.
У цьому випадку найзагальнiший вигляд вектора ω, який зникає на
великих вiдстанях вiд частинки, записують так:

ω =
α

r
+ β∇1

r
+ ..., (8.51)

де α — вектор, а β — тензор другого рангу, якi залежать не вiд вiдстанi, а
вiд орiєнтацiї частинки. Покажемо, що вектор α безпосередньо визначає
момент кручення Γt, який дiє на рiдкий кристал з боку частинки. З
точнiстю до членiв першого порядку по δn внесок у момент кручення
дає лише член з α. Момент кручення задаємо формулою

Γt = K

∫

Σ

dΣ∇(
1

r
) = 4πKα. (8.52)
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Якщо до частинки прикладене зовнiшнє поле, яке приводить до змiни
орiєнтацiї частинки не вздовж рiвноважного розподiлу директора, то
вона буде вiдчувати дiю моменту кручення. Крiм того, з боку нема-
тика також дiятиме момент кручення. Обидва цi моменти мають бути
врiвноваженi, якщо врiвноважена орiєнтацiя частинки. Тодi в рiвнова-
зi можна визначити невiдомий коефiцiєнт α = Γinside

4πK
, який залежить

вiд зовнiшньої дiї. За вiдмiнних вiд нуля зовнiшнiх сил маємо дефор-
мацiю на далеких вiдстанях, яка спадає як 1

r
, що фактично i зумовлює

взаємодiю кулонiвського типу на великих вiдстанях. За вiдсутностi спе-
цифiчного моменту кручення частинки α = 0, а β = −β0, оскiльки ця
величина має бути парною функцiєю вiд рiвноважного директора i при
обертаннi навколо цього рiвноважного розподiлу нiчого не змiнюється.
Тодi

ω = −β0∇
(

1

r

)
= β0

r

r3
. (8.53)

Оскiльки ω — аксiальний вектор, а ∇ (
1
r

)
— вiд’ємний, то β0 — псевдо-

скаляр, який вiдмiнний вiд нуля тiльки коли внесена частинка не має
дзеркальної симетрiї. Розглянемо сукупнiсть таких частинок, якi зану-
ренi в нематичний рiдкий кристал. Для малих концентрацiй частинок у
нематику можна припустити, що повний вектор обертання в довiльнiй
точцi можна отримати як суперпозицiю всiх деформацiй, якi приходять
в дану точку вiд усiх частинок, а саме

ω = −
∑

p

β0∇
(

1

rp

)
, (8.54)

де p — номер частинки. У такому виглядi величина ω iдентична електро-
статичному полю, створеному зарядами β0 у довiльних точках зразка.
Тодi вiдповiдно до рiвняння Пуасона

divω = 4πcβ0, (8.55)

де c — концентрацiя частинок, причому rotω = 0. Розв’язок, що задо-
вольняє всi умови, вiдповiдає спiральнiй структурi. Якщо вiсь спiралi
направити вздовж z, то ωz = qz, ωx = ωy = 0 з q = 4πcβ0. Таким чином,
частинки, якi не мають дзеркального вiдображення i внесенi в немати-
чний рiдкий кристал, зумовлюють виникнення спiральної структури в
новому середовищi. Це середовище можна назвати iндукованим холе-
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стериком. Якщо частинки мають макроскопiчнi розмiри, то таке закру-
чування не важко пояснити, оскiльки кожна частинка деформує пру-
жне поле директора i зони деформацiй складаються. Тому природно,
що самим вигiдним станом такого нового деформованого частинками
середовища може бути спiральна структура. Для мiкроскопiчних домi-
шок цього зрозумiти неможливо, оскiльки малi частинки не зможуть
закрутити директор, швидше за все, вони зорiєнтуються вздовж рiв-
новажного розподiлу. Iндукування спiральної структури в нематику у
разi внесення в нього макроскопiчних домiшок є колективним ефектом
взаємодiї частинок.

У 1970 роцi Брошар i де Жен припустили, що внесення в рiдкокри-
сталiчну матрицю феромагнiтних зерен-включень дають змогу переорi-
єнтовувати молекули рiдкого кристала за допомогою слабких магнiтних
полiв. Теоретичний аналiз показав, що в результатi колективних ефе-
ктiв перехiд Фредерiкса в такому феронематику повинен спостерiгатися
при H ∼ 10Г. Вони також передбачили ефект сегрегацiї: залежно вiд
величини прикладеного поля концентрацiя частинок плавно змiнюється
в просторi i є максимальною в центрi зразка. Автори працi [251] експери-
ментально спостерiгали колективну поведiнку зерен у рiдкому кристалi
MББA пiд дiєю слабкого зовнiшнього магнiтного поля H < 1Г. Поверх-
нi частинок були покритi активною речовиною, яка забезпечувала нор-
мальне (гомеотропне) зчеплення з молекулами рiдкого кристала. Тому в
нульовому полi магнiтнi зерна повиннi орiєнтуватися перпендикулярно
до директора. При досягненнi напруженостi H ∼ 30Г спостерiгається
поява комiрчастої структури з розмiрами комiрок порядку десяткiв мi-
крометрiв. За деякої критичної концентрацiї в центрi зразка частинки
злипаються. При цьому природа такої агрегацiї не магнiтна, оскiльки
взаємодiя мiж магнiтними диполями на порядки слабша за взаємодiю
з зовнiшнiм полем. Справдi, енергiю магнiтної диполь-дипольної взає-
модiї мiж частинками Edd = µ2/R3 можна оцiнити за допомогою набли-
женого спiввiдношення мiж середньою мiжчастинковою вiдстанню R
та концентрацiєю: R−3 ∼ c ∼ 1010 см3. За умов експерименту, про який
йдеться, Edd ∼ 4 · 10−15 ерг, а енергiя взаємодiї з зовнiшнiм магнiтним
полем H∼ 10 Г на три порядки бiльша: EH = µH ∼ 3 · 10−12 ерг.

Спробуємо пояснити iндукованi магнiтним полем комiрчастi стру-
ктури, взявши до уваги пружну взаємодiю мiж частинками через де-
формацiї поля директора. Розглянемо систему паралельних магнiтних
цилiндрiв, довгi осi яких утворюють кут θ з n0||z i лежать у площи-
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нi yz. За вiдсутностi поля рiвновага в системi досягається при θ =
= kπ/2, де k ∈ Z. Але пiд дiєю зовнiшнього магнiтного поля частин-
ки можуть вiдхилятися вiд свого рiвноважного положення. При цьо-
му, як випливає з роздiлу 5, в об’ємi нематика виникають деформа-
цiї монопольного типу ny = qy/r. Пружний заряд можемо оцiнити як
qy = (2πK)−1

∮
dsWνzνy = dL|W |

2K
sin θ cos θ, де d — дiаметр, L — довжина

цилiндра, W — стала зчеплення. Тодi енергiя взаємодiї мiж двома ци-
лiндрами, якi роздiленi вiдстанню R, має вигляд (див. (Д.2) у додатку
i [68]):

Ucyl(R) = −4πK

(
dL|W |

2K

)2

sin2 θ cos2 θ
exp [−ξ (θ) R]

R
. (8.56)

Для скорочення записiв уведемо позначення g = 4πK
(

dL|W |
2K

)2

sin2 θ cos2 θ.

Тепер маємо систему частинок iз законом взаємодiї U(r) = −g exp(−ξr)/r.
Густина вiльної енергiї для такої системи може бути записана в стан-
дартному виглядi:

F =
kT

v

∫
f(R) ln f(R)dR +

1

2v2

∫
f(R)f(R + r)U(r)dRdr, (8.57)

де функцiя f(R) описує розподiл концентрацiї частинок. Перший член
у (8.57) враховує етропiйну частину вiльної енергiї, а другий є вiльною
енергiєю взаємодiї в наближеннi середнього поля. Тепер можна знайти
умови, за яких у системi наступає нестiйкiсть в однорiдному розподi-
лi частинок. Будемо шукати розподiл концентрацiї f(R) = f0 + δf(R)
у виглядi суми однорiдної концентрацiї f0 та доданку, який описує не-
однорiдний розподiл. Для довгохвильових неоднорiдностей, масштаби
яких значно бiльшi за розмiри самих частинок, використовуємо запис

f(R + r) ≈ f(R) + (r · ∇)f(R) +
1

2
(r · ∇)2f(R) (8.58)

i отримуємо вiльну енергiю в термiнах неоднорiдної концентрацiї:

F − F0 =
1

2

∫
Nδf 2(R) + M (∇δf)2 , (8.59)

де

N = 2kT/v +
1

v2

∫ ∞

r0

U(r)dr, M = − 1

2v2

∫ ∞

r0

U(r)r2dr, (8.60)
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r0 — середнiй розмiр частинок. Для нашого випадку r0 ¿ 1 i отримуємо
у явному виглядi N ≈ 2kT

f0v
− 4πg

ξ2v2 i M ≈ 12πg
ξ4v2 . У критичнiй точцi N ∼ 4πg

ξ2v2 ,
а розмiр просторової неоднорiдностi визначаємо так:

linst =
√

2M/N ∼ 1

ξ
, (8.61)

де ξ−1 (θ) =
√

K/c |a(θ)| — довжина екранування. Для експерименту
з цилiндричними частинками [111] з дiаметром зерна d ≈ 0.1 мкм та
довжиною L ≈ 0.5 мкм при пружнiй константi K ∼ 10−7 дiн та енергiї
зчеплення W ∼ 10−3 дiн/см для концентрацiї c ≈ 1010 см−3 знаходимо,
що ξ−1 ∼ 60 мкм, тобто порядку розмiру комiрки. Для таких концен-
трацiй довжина екранування ξ−1 À 〈l〉 бiльша за середню вiдстань мiж
частинками 〈l〉 ∼ 5 мкм i вiдповiдає за просторову неоднорiднiсть кон-
центрацiї частинок.

Феронематичнi системи теоретично дослiджено у працях [113, 114].
Показано, що при прикладаннi магнiтного поля утворюється кут вiд-
хилення зерна вiд директора n0, вiдмiнний вiд π/2 i 0 для довiльного
зчеплення. Для опису експериментального результату залежно вiд вели-
чини магнiтного поля, а також концентрацiї магнiтних зерен i товщини
рiдкого кристала, зокрема в [113], було запропоновано такий вираз для
знаходження густини вiльної енергiї:

F =
1

2

[
K11(divn)2 + K22(nrotn)2 + K33(n× rotn)2

]−

−Msf(mH) +
fkT ln f

v
− fWA(nm)2

d
, (8.62)

де вектор m — одиничний вектор орiєнтацiї довгої осi магнiтної частин-
ки. У цьому виразi f = cv — вiдносний об’єм, зайнятий частинками,
v — об’єм частинки; Ms — намагнiченiсть, d — дiаметр зерен, A ∼ 1 —
стала. Такий функцiонал вiдрiзняється вiд запропонованого Брошаром
i де Женом лише останнiм доданком. Мiнiмiзуючи по f за незмiнної
кiлькостi частинок, отримуємо

f = f0 exp

[
µHm

kT
+

WAv(nm)2

dkT

]
, (8.63)

де f0 визначаємо з повної кiлькостi зерен f = Nv =
∫

f(r)dV. У [114]
показано, що зерна збираються в центрi зразка за наявностi магнiтного
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поля. Для слабкого поля H < 10Г залежнiсть f(z) має вигляд

f(z) = f
[
1 + ρ2D2(1− 12z2/D2)/48λ2

]
, (8.64)

де λ =
√

K33v
2fkT

, D — товщина зразка, ρ = MsvH/kT , Ms ∼ 340 Г, v ∼
∼ 2 · 10−15 см3.

8.6 Формування структур
у рiдкокристалiчних наноколоїдах

Розглянемо систему сферичних частинок субмiкронних (порядку 0.1
мкм) або нанорозмiрiв (порядку 0.01 мкм) у нематичному рiдкому кри-
сталi. У цьому параграфi розглянемо в наближеннi середнього поля
умови порушення однорiдного просторового розподiлу таких малень-
ких частинок. Такi частинки взаємодiють за квадрупольним законом:
ϕ2(rij) ∝ r−5

ij i залежить вiд кута θij мiж директором та радiусом-
вектором вiдстанi мiж частинками.

Для врахування температури використаємо статистичний пiдхiд до
опису поведiнки сукупностi взаємодiючих колоїдних частинок, якi зна-
ходяться на ґратцi [245]. Запишемо вiльну енергiю в самоузгодженому
пiдходi в наближеннi парної взаємодiї у виглядi

Fp =
1

2

∑
U(r− r′)f(r)f(r′)+

+ kT
∑

{f(r) ln f(r)− [1− f(r)] ln[1− f(r)]} − µ
∑

f(r), (8.65)

де U(r− r′) — потенцiал взаємодiї, f(r) — iмовiрнiсть (або функцiя роз-
подiлу) знайти частинку у вузлi r ґратки, ¯f(r) = c(r)v0. Тут c(r) = N

V
—

концентрацiя, а v0 — об’єм частинки, який збiгається з елементарним
об’ємом ґратки.

Дослiдимо функцiю розподiлу включень по вузлах початкової комiр-
ки, де µ — хiмiчний потенцiал i T — абсолютна температура. В ентро-
пiйному членi враховано, що два включення не можуть займати одну i
ту саму точку простору. Розподiл частинок може бути як однорiдним,
так i неоднорiдним залежно вiд характеру та величини взаємодiї i тем-
ператури.
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Можна вважати, що за однорiдного розподiлу f(r)/v0 = c = const,
де c — концентрацiя включень. Неоднорiдному розподiлу концентрацiї
вiдповiдає додатковий член f(r)/v0 = c± ϕ(r), де ϕ (r) — змiна просто-
рового розподiлу включень. У континуальному наближеннi змiна кон-
центрацiї в просторi є повiльною, тому

ϕ (r′) = ϕ (r) + ρi∂iϕ (r) +
1

2
ρiρj∂jϕ (r) ∂iϕ (r) + ..., (8.66)

де ρ = r − r′. Вiльну енергiю теж можна записати в термiнах змiни
концентрацiї:

F (ϕ) =
1

2v0

∫
dr

{
ξ‖

(∇‖ϕ
)2

+ ξ⊥ (∇⊥ϕ)2 + m2ϕ2
}

, (8.67)

де введено параметри

m2 ≡ β0 +
kT

c(1− c)
, β0 =

1

v0

∫
U(ρ)dρ, (8.68)

ξ‖ =
1

2v0

∫
U(ρ)ρ2

‖dρ, ξ⊥ =
1

2v0

∫
U(ρ)ρ2

⊥dρ, (8.69)

а ρ‖ та ρ⊥ — компоненти радiуса-вектора вiдстанi мiж включеннями
вздовж i перпендикулярно до директора вiдповiдно. З останнiх виразiв
бачимо, що мiнiмум функцiонала вiльної енергiї може реалiзуватися на
неоднорiдному розподiлi лише за повнiстю визначеного спiввiдношення
мiж знаками коефiцiєнтiв. Самi коефiцiєнти визначаються тiльки че-
рез величину та характер взаємодiї мiж включеннями. Для визначення
умов нестiйкостi однорiдного розподiлу включень необхiдно визначити
всi коефiцiєнти. Зробимо це, наприклад, для зразка у виглядi цилiн-
дра радiуса L i довжиною d з нормальними граничними умовами на
поверхнi у разi квадрупольного характера взаємодiї мiж сферичними
включеннями:

Uqq =
A

R5

(
3− 30 cos2 θ + 35 cos4 θ

)
. (8.70)

Нагадаємо, що

A =

(
6

πK

)(
4πWr4

0

15

)2

. (8.71)
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З умови

β0 =
kTc

c (1− c)
(8.72)

можна визначити критичну температуру kTc ' 2πAN
9
√

3d5 , за якої однорi-
дний розподiл колоїдних частинок стає нестiйким. Тут N — кiлькiсть
частинок в об’ємi V = L2d. У загальному випадку формування просто-
рових структур з перiодичним розмiщенням включень можна дослiдити
в хвильовому просторi. Для цього розглянемо фур’є-перетворення для
хвиль концентрацiї ϕ(k) =

∫
drϕ(r) exp(ikr) для довiльної функцiї ϕ(r),

що визначає обмежений об’єм з перiодичними граничними умовами. У
цьому випадку спiввiдношення, що визначає неоднорiдний розподiл ча-
стинок, можна записати як

kT

c(1− c)
= −β0 − ξ‖k

2
‖ − ξ⊥k2

⊥. (8.73)

З останнього виразу повнiстю визначаються умови, за яких однорiдний
розподiл стає нестiйким i коли з’являється перша модульована структу-
ра з хвильовими векторами k‖ та k⊥. Для модельної системи сферичних
включень у нематичному рiдкому кристалi було проведено вiдповiдне
комп’ютерне моделювання [69]. Використовували парну енергiю взає-
модiї у формi

ϕ2(rij) = ε

{(
R

rij

)12

+

(
R

rij

)5 (
3− 30 cos2 θ + 35 cos4 θ

)
}

, (8.74)

яка залежить вiд кута мiж радiусом-вектором вiдстанi rij i директором
n за припущення, що директор паралельний осi z cos θ = (rij ·z), де z —
одиничний вектор в однойменному напрямку. Введений у взаємодiю мiж
вкрапленнями додатковий член (r0/rij)

−12 не дає змоги такiй системi
колапсувати.

Результати комп’ютерних розрахункiв, якi наведено на рис. 8.23, пiд-
тверджують, що система включень в обмеженому зразку тяжiє одноча-
сно до двох способiв упорядкування [69]. Перший пов’язаний з перiо-
дичним розмiщенням площин, у яких знаходяться включення, i вiль-
ним вiд включень простором. Другий спостерiгається в межах площин
у виглядi квазiкристалiчної двовимiрної гексагональної структури. Ре-
зультати комп’ютерних розрахункiв [69] збiгаються з аналiтичними, хо-
ча зразок при моделюваннi мав кубiчну, а не цилiндричну, як у нас,
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Рис. 8.23. Результати комп’ютерних розрахункiв для системи з 128 сферичних
частинок з квадрупольним характером взаємодiї в обмеженому зразку у виглядi
куба з перiодичними граничними умовами: а — загальне тривимiрне розмiщення
частинок; б — сукупнiсть шарiв, у яких розмiщуються частинки; в — структури
частинок в окремих шарах

форму. Наведенi теоретичнi розрахунки показують, що в системi вклю-
чень, внесених у рiдкий кристал, можуть виникати рiзнi структури, об-
умовленi взаємодiєю через деформацiї пружного поля директора (див.
рис. 8.23).



Роздiл 9

Додатки

9.1 Енергiя взаємодiї за слабкого
зчеплення

Вiльну енергiю нематичного рiдкого кристала зручно записати у формi
Франка:

Fb =
1

2

∫
dr

{
K22(divn)2 + K22(n · rotn)2 + K33(n× rotn)2

}
, (9.1)

де Kii — пружнi сталi, а n — директор. Енергiю взаємодiї рiдкого кри-
стала з i-ю колоїдною частинкою можна записати у виглядi iнтеграла
по її поверхнi:

F i
s =

∮
dsWs [ν(s)× n(s)]2 , (9.2)

де n — директор, ν — нормаль до поверхнi частинки в точцi s, а Ws —
сила зчеплення, яка в загальному випадку також залежить вiд s. Зале-
жно вiд Ws i концентрацiї частинок можливi двi рiзнi фiзичнi ситуацiї:

а) за вiдносно малих Ws i високих концентрацiй колоїдних частинок
розподiл директора поблизу поверхнi кожної частинки визначається пе-
реважно сумою внескiв усiх iнших частинок, а внесок даної в n(s) є
нехтовно малим;

б) за вiдносно великих Ws поле директора поблизу кожної частинки
визначається переважно нею ж самою.

У випадку (а) доцiльно скористатися аналогом наближення моле-
кулярного поля. Формально можемо вважати поле директора заданим
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у всьому об’ємi включно з зайнятим частинками. Всерединi кожної ча-
стинки директор такий самий, як за її вiдсутностi. За таких умов можна
застосувати перетворення Фур’є для n(r) у всьому об’ємi i таким чином
iстотно спростити задачу. Тому далi зупинимося саме на випадку (а).

Поле директора може бути знайдене з умови мiнiмуму суми об’ємної
Fb та поверхневої Fs =

∑N
i=1 F i

s енергiй, де N — кiлькiсть колоїдних ча-
стинок. Вважаємо спотворення директора, якi спричиненi колоїдними
частинками, малими. Тобто

n(r) = n0 + δn(r), |δn| ¿ 1, (9.3)

де однорiдне поле n0 зображає директор за вiдсутностi будь-яких чу-
жорiдних включень. З умови нормування n2 = 1 випливає, що

δn · n0 = 0 (9.4)

з точнiстю до (δn)2. В представленнi Фур’є

δn(r) =
1

(2π)3

∫
dq exp (−iqr) δn(q). (9.5)

Пiдставляючи (9.5) у вираз для енергiї Франка (9.1), отримуємо

Fb =
1

2

1

(2π)3

∫
dq

{
K11 |q · δn(q)|2 +

+K22 |[n0 × q] · δn(q)|2 + K33 |[n0 · q] δn(q)|2} . (9.6)

У базисi
e1 =

[q⊥ × n0]

q⊥
, e2 =

q⊥
q⊥

, e3 = n0, (9.7)

де q⊥ = n0× q, i, вiдповiдно, q = (q⊥, 0, q||) i δn = (δn1, δn2, 0). Спрощу-
ємо вираз (9.6):

Fb =
1

2

1

(2π)3

∫
dq

{
Kiiq

2
⊥ + K33q

2
||
} |δni(q)|2 . (9.8)

Тепер потрiбно повторити таку саму процедуру (записати в термiнах
δn(q)) i для поверхневої енергiї (9.2). Для цього враховуємо, що радiус-
вектор r(sj) довiльної точки sj на поверхнi j-ї частинки можна записати
у виглядi

r(sj) = rj + ρ(sj), (9.9)
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де rj вказує на позицiю, наприклад, центра мас j-ї частинки, а ве-
ктор ρ проведений з центра мас у точку sj на поверхнi. Розвинемо
n(sj) ≡ n(rj + ρ) у ряд Тейлора за ρ. Це дасть змогу виразити поле
директора в довiльнiй точцi поверхнi j-ї частинки через його значення
i похiднi, якi обчисленi в центрi мас частинки. Нагадаємо, що згiдно з
концепцiєю молекулярного поля директор в об’ємi, зайнятому сторон-
нiм включенням, вважається таким самим, як i за вiдсутностi останньо-
го. Отже, з точнiстю до третiх похiдних

n(sj) = n(rj +ρ) ≈ n0 +δn(rj)+(ρ · ∇) δn(rj)+
1

2
(ρ · ∇)2 δn(rj). (9.10)

Насправдi такий розклад не є точним i не дає змогу отримати точнi
чисельнi вирази для мультипольних коефiцiєнтiв навiть для слабкого
зчеплення. Але, використовуючи такий розклад, можна отримати пра-
вильнi якiснi формули, якi пов’язують пружну взаємодiю мiж частин-
ками з симетрiєю поля директора [68]. У виразi (9.2) обмежимося лише
доданками, лiнiйними за δn. Тодi

[ν(sj)× n(sj)]
2 = 1− [ν(sj) · n(sj)]

2 ≈ 1− [ν(sj) · n0]
2−

− 2 [ν(sj) · n0] [ν(sj) · δn(rj)] + 2 [ν(sj) · n0] (ρ · ∇) [ν(sj) · δn(rj)]−
− [ν(sj) · n0] (ρ · ∇)2 [ν(sj) · δn(rj)] . (9.11)

Враховуючи (9.5) i (9.11), записуємо поверхневу енергiю Fs =
∑N

j=1 F j
s ,

де F j
s задано виразом (9.2). При цьому всi скалярнi добутки записує-

мо в локальному базисi (kj
1,k

j
2,k

j
3), пов’язаному з кожною з частинок.

Наприклад,

ν(sj) · δn(rj) =
∑

l=1,2,3

[ν(sj) · kl] [δn(rj) · kl] =
∑

l=1,2,3

νl (δn · kl) . (9.12)

У результатi отримуємо

Fs =
N∑

j=1

∮
dsWs

{
1− (ν(s) · n0)

2} +

+
1

(2π)3

N∑
j=1

∫
dq exp (−iqrj)

{
−

∑

k,l

αkl (n0 · kk) [δn(q) · kl] +
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+i
∑

k,l,m

βklm (n0 · kk) [δn(q) · kl] (q · km) +

+
∑

k,l,m,n

γklmn (n0 · kk) [δn(q) · kl] (q · km) (q · kn)

}
. (9.13)

Записанi в локальнiй системi координат тензори

αkl = 2

∮
dsWsνk(s)νl(s), (9.14)

βklm = 2

∮
dsWsνk(s)νl(s)ρm(s), (9.15)

γklmn =

∮
dsWsνk(s)νl(s)ρm(s)ρn(s) (9.16)

залежать вiд форми частинки та вiд розподiлу сили зчеплення Ws на
її поверхнi. Зручно вибирати локальний базис так, щоб тензор αkl був
дiагональним:

αkl = αkδkl.

Поверхневу енергiю (9.13) записано в локальному базисi, в той час як
об’ємну (9.8) — у спецiальному базисi (9.7). Тому маємо записати ска-
лярнi добутки δn(q) · kl з рiвняння (9.13) у базисi (9.7):

δn(q) · kl =
∑

i

[ei · δn(q)] (ei · kl) =

=
1

q⊥
{δn1(q) [(q⊥ × n0) · kl] + δn2(q) (q⊥ · kl)} . (9.17)

Нарештi записуємо умову мiнiмуму повної енергiї Fb + Fs:

δ

δni(q)
{Fb + Fs} = 0,

або
1

2

1

(2π)3

{
Kiiq

2
⊥ + K33q

2
||
}

δn∗i (q) = − δ

δni(q)
Fs, (9.18)

звiдки

δni(q) = − 2(2π)3

Kiiq2
⊥ + K33q2

||

(
δ

δni

Fs

)∗
. (9.19)
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Явний вигляд [δ/δni] Fs легко знайти з (9.13) у контекстi (9.17). Пiдстав-
ляючи знайдений вираз у (9.19), отримуємо δni(q) в явному виглядi,
звiдки пiсля пiдстановки в (9.13) маємо

Fs =
N∑

j=1

∮
dsWS

{
1− (ν(s) · n0)

2} +

+
2

(2π)3

∑

j,j′

∑

l,l′
Aj

l A
j′
l′

∫
dq exp [−iq · (rj − rj′)]×

×




[
kj

l · (q⊥ × n0)
] [

kj′
l · (q⊥ × n0)

]

q2
⊥

(
K11q2

⊥ + K33q2
‖

) +

(
kj

l · q⊥
) (

kj′
l · q⊥

)

q2
⊥

(
K11q2

⊥ + K33q2
‖

)


 , (9.20)

де для скорочення запису введено оператори:

Aj
l =

∑

k

αkl

(
n0 · kj

k

)
+

∑

k,m

βklm

(
n0 · kj

k

) (
kj

m ·
∂

∂rj

)
+

+
∑

k,m,n

γklmn

(
n0 · kj

k

) (
kj

m ·
∂

∂rj

)(
kj

n ·
∂

∂rj

)
. (9.21)

В означеннi (9.21) використано очевидну тотожнiсть:

(
kj

l · q
)
exp [−iq · (rj − rj′)] ≡ −i

(
kj

l ·
∂

∂rj

)
exp [−iq · (rj − rj′)] .

Iнтегрування (9.20) є особливо простим у базисi

r1 =
R⊥ × n0

R⊥
, r2 =

R⊥
R⊥

, r3 = n0, (9.22)

R = rj − rj′ , R⊥ = n0 ×R, (9.23)

повернутому щодо базису (9.7) на деякий кут ϕ вiдносно осi n0 = e3 =
= r3. В обох базисах величини q|| i q⊥ однаковi. Оскiльки в новому базисi

exp [−iq · (rj − rj′)] ≡ exp (−iq ·R) = exp
[−i

(
q⊥R⊥ cos ϕ + q||R||

)]
,

i знаменники в (9.20) не залежать вiд ϕ, то iнтегрування по ϕ не стано-
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вить труднощiв. Наприклад,

∫
dq

exp [−iq · (rj − rj′)]
(
kj

l · q⊥
) (

kj′
l′ · q⊥

)

q2
⊥

(
K22q2

⊥ + K33q2
||

) =

∫ ∞

0

dq⊥q⊥×

×
∫ ∞

−∞
dq||

exp [−iq ·R]

K22q2
⊥ + K33q2

||

∫ 2π

0

dϕ
exp [−iq⊥R⊥ cos ϕ]

(
kj

l · q⊥
) (

kj′
l′ · q⊥

)

q2
⊥

=

= π

∫ ∞

0

dq⊥q⊥
{
Q+

l,l′J0(q⊥R⊥) + Q−
l,l′J2(q⊥R⊥)

}∫ ∞

−∞
dq||

exp
[−iq||R||

]

K22q2
⊥ + K33q2

||
,

де Jn(x) — функцiя Бесселя n-го порядку, i

Q±
l,l′ =

(
r1 · kj

l

) (
r1 · kj′

l′

)
± (

r2 · kj
l

) (
r2 · kj′

l′

)
.

При iнтегруваннi по q⊥ i q|| скористаємося спiввiдношеннями

∫ ∞

−∞
dq||

exp
[−iq||R||

]

K22q2
⊥ + K33q2

||
=

π

q⊥
√

K22K33

exp

[
−q⊥R||

√
K22

K33

]

i
∫ ∞

0

dq⊥q⊥ exp

[
−q⊥R||

√
K22

K33

]
Jn(q⊥R⊥) =

(√
1 + γ2 − γ

)n

R⊥
√

1 + γ2
,

де γ = R||/R⊥
√

K22/K33. Не вдаючись у неважливi деталi подальших
перетворень, записуємо остаточний вираз для поверхневої енергiї:

Fs =
N∑

j=1

∮
dsWs

{
1− (ν(s) · n0)

2} +

+
1

4π

∑

j,j′

∑

l,l′
Aj

l A
j′
l′

∑
µ

1√
Kµµ





Q+
l,l′√

K33R2
⊥ + KµµR2

||
+

+(−1)µ
Q−

l,l′

R2
⊥

(√
K33R2

⊥ + KµµR2
|| −

√
KµµR2

||

)2

√
K33R2

⊥ + KµµR2
||





. (9.24)
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Пiдставивши (9.19) у вираз для об’ємної енергiї (9.8), нескладно переко-
натися, що вирази для Fb та Fs iдентичнi за винятком першого доданку
в (9.24). Цей доданок, проте, вiдповiдає енергiї окремого iзольовано-
го включення, а тому не пов’язаний з взаємодiєю мiж частинками. Iз
структури виразу (9.24) зрозумiло, що доданки з фiксованими iндекса-
ми j та j′ в повнiй енергiї Fb + Fs описують взаємодiю мiж j-ю та j′-ю
частинками через деформацiї поля директора:

Uj,j′ =
1

2π

∑

j,j′

∑

l,l′
Aj

l A
j′
l′

∑
µ

1√
Kµµ





Q+
l,l′√

K33R2
⊥ + KµµR2

||
+

+(−1)µ
Q−

l,l′

R2
⊥

(√
K33R2

⊥ + KµµR2
|| −

√
KµµR2

||

)2

√
K33R2

⊥ + KµµR2
||





. (9.25)

Цей вираз є справедливим у випадку частинок довiльної форми та слаб-
кого зчеплення i враховує рiзницю пружних сталих рiдкого кристала.

Зазначимо, що вище ми не враховували пружний K24-член у поверх-
невiй енергiї. Якщо його врахувати, то поряд з тензорними характери-
стиками αkl, βklm та γklmn можна ввести додатковi тензорнi характери-
стики:

dlm = −K24

∮
dsνlρm, dl = −K24

∮
dsνl,

pm = −K24

∮
dsν3ρm, g = −K24

∮
dsν3

(9.26)

i використати попередню схему знаходження енергiї взаємодiї. Тодi для
аксiально-симетричних частинок останню можна записати так:

U(r) =
(
(β3ls∂s + g∂l − dl∂3)

2 +

+ (γ3lst∂s∂t + pm∂m∂l − dlt∂t∂3)
2 1

4πKr
. (9.27)

Як бачимо, поверхневий член зумовлює лише перенормування коефiцi-
єнтiв при дипольному i квадрупольному доданках i не змiнює характер
взаємодiї.
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9.2 Екранування пружної взаємодiї
в системi багатьох частинок

Як i в додатку 9.1, обмежимося рамками газового наближення, тобто
вважаємо парцiальний об’єм частинок малим cv ¿ 1, де c = N/V —
їхня концентрацiя, а v — об’єм однiєї колоїдної частинки. Для деяких
реальних систем (див., наприклад, [254]) c = 1010см−3, v = 10−15см3,
cv = 10−5, отже, наше припущення є вiрним. За таких умов поле дирек-
тора

n(r) = n0 + δn(r), |δn| ¿ 1 (9.28)

плавно змiнюється в усьому об’ємi системи i може вважатися визна-
ченим навiть усерединi частинок. Знову, як i в додатку 9.1, фур’є-
представлення об’ємної енергiї нематичного рiдкого кристала записуємо
в спецiальному базисi:

e1 =
[q⊥ × n0]

q⊥
, e2 =

q⊥
q⊥

, e3 = n0, (9.29)

де q⊥ = n0 × q, i, вiдповiдно, q = (q⊥, 0, q||) i δn = (δn1, δn2, 0). Тодi

Fb =
1

2

1

(2π)3

∫
dq

{
Kiiq

2
⊥ + K33q

2
||
} |δni(q)|2 , (9.30)

де δn(q) =
∫

dr exp [qq · r] δn(r).
Директор на поверхнi p-ї частинки виразимо за допомогою градiєн-

тного розвинення δn(s) навколо її центра Rp:

n(s) ≈ n0 + δn(Rp) + (ρ · ∇) δn(Rp) +
1

2
(ρ · ∇)2 δn(Rp), (9.31)

де ρ = s−Rp. Насправдi такий розклад не є точним i не дає змогу отри-
мати точнi чисельнi вирази для мультипольних коефiцiєнтiв навiть для
слабкого зчеплення. Але за його допомогою можна отримати правильнi
якiснi формули, якi пов’язують пружну взаємодiю мiж частинками з си-
метрiєю поля директора [68] i якiсно передбачити екранування пружної
взаємодiї в системi багатьох частинок. Виберемо жорстко фiксовану в
просторi прямокутну систему координат (x, y, z) з вiссю z, паралельною
недеформованому директору n0. Пiдставимо (9.31) у скалярний добу-
ток [ν(s) · n(s)]2. У додатку 9.1 при виведеннi виразу для взаємодiї двох
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частинок через деформацiї поля директора ми обмежилися в такому до-
бутку лише лiнiйними за δnx i δny доданками. Тепер врахуємо також
квадратичнi доданки:

[ν(s) · n(s)]2 = (ν · n0)
2 +

+2 (ν · n0) (ν · δn)+2 (ν · n0) (ρ · ∇) (ν · δn)+2 (ν · n0) (ρ · ∇)2 (ν · δn) +

+ (ν · δn)2 , (9.32)

де ν = ν(s) i δn = δn(Rp). Цей вираз мiстить два малi параметри: пер-
пендикулярнi вiдхилення директора |δnx|, |δny| ∼ ε, δnz ∼ ε2 та вiдно-
шення σ = ρ/l розмiру частинки ρ до характерної довжини деформацiй
директора l. У додатку 9.1 ми обмежилися доданками, пропорцiйними
ε, σε i σ2ε. При цьому ряд Тейлора по σ є якiсно еквiвалентним мульти-
польному розвиненню. Нижче доповнимо розгляд доданком, який про-
порцiйний ε2. У випадку малих концентрацiй колоїдних частинок вiн
є несуттєвим. Однак у концентрованих розчинах середня вiдстань мiж
частинками мала, тому деформацiї, якi створенi окремим включенням,
можуть iстотно залежати вiд його оточення. Для врахування такої мо-
жливостi одних лише лiнiйних за деформацiями доданкiв недостатньо.

Запишемо скалярнi добутки [ν(s) · n(s)] у локальному базисi (k1,k2,
k3), зв’язаному з кожною частинкою. Наприклад, ν · δn =

∑
l=1,2,3(ν×

×kl)(δn · kl) = νlδnµklµ + νlδn3kl3 , де νl = (ν · kl), kl3 = (kl · n0) i δn3 =

= −1
2
(δn2

x + δn2
y). Тодi поверхнева енергiя набуває вигляду Fs = F

(0)
s +

+F
(1)
s + F

(2)
s , де

F (0)
s = N

∮
dsWs [ν(s) · n0]

2 , (9.33)

F (1)
s ≈

∑
p

∮
dsWsνlνmkl3

{
2δnµklµ + 2 (ρ · ∇) δnµklµ + (ρ · ∇)2 δnµklµ

}
,

(9.34)

F (2)
s =

∑
p

∮
dsWsνlνm

{
δnµδnνklµklν − (δn2

x + δn2
y)kl3km3

}
. (9.35)

Тут N — загальна кiлькiсть колоїдних частинок в об’ємi V нематичного
рiдкого кристала, F (1)

s та F
(2)
s — вiдповiдно лiнiйнi та квадратичнi за δnµ

складовi поверхневої енергiї. Останнi можна виразити також у термiнах
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тензорiв (9.14):

F (1)
s =

∑
p

{αlm + βlms (ks · ∇) + γlmst (ks · ∇) (ks · ∇) (kt · ∇)} δnµklµkm3 ,

(9.36)

F (2)
s =

1

2

∑
p

αlm

{
δnµδnνklµkmν −

(
δn2

x + δn2
y

)
kl3km3

}
. (9.37)

Суттєва вiдмiннiсть такого пiдходу вiд використаного в додатку 9.1 кри-
ється в доданку (9.37), який є квадратичним за δnµ i враховує таким
чином вплив решти частинок на деформацiї, створенi однiєю частин-
кою. Саме цей доданок, як побачимо далi, призводить до екранування
мiжчастинкової взаємодiї. Деякi його особливостi можна вже встанови-
ти. Так, легко побачити, що F

(2)
s є нульовим для сферичних частинок.

Справдi, αlm = αδlm i klµklν = δµν у разi сферичної геометрiї, а отже,
F

(2)
s ≡ 0.
Щоб описати ефект екранування аналiтично, перейдемо до конти-

нуальної границi у виразi (9.37). Тодi можемо замiнити суму за частин-
ками iнтегруванням по всьому об’єму рiдкого кристала

∑
p ⇒ c

∫
dV ,

де c = N/V — концентрацiя частинок:

F (2)
s =

c

2

∫
dV ãµνδnµ(x)δnν(x), (9.38)

ãµν = αlm

[
klµkmν − kl3km3δµν

]
. (9.39)

У представленнi Фур’є

F (2)
s =

c

2(2π)3

∫
dqãµνδnµ(q)δn∗ν(q). (9.40)

У виразi (9.40) тензор ãµν записаний у (x, y, z) координатнiй системi,
що не дуже зручно. Доцiльнiше представити поверхневу енергiю в тому
самому базисi (9.29), що й об’ємну енергiю (9.30). Нагадаємо, що базис
(e1, e2, e3) є повернутим на кут ψ(q) вiдносно (x, y, z) навколо осi z. У
такому базисi директор має складовi δ\ = (δn1, δn2, 0), де δnµ = ωµiδni

(µ = x, y та i = 1, 2) з матрицею повороту:

ωµi =

[
cos ψ − sin ψ
sin ψ cos ψ

]
. (9.41)
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Таким чином, у базисi (e1, e2, e3) поверхнева енергiя має вигляд

F (1)
s =

∑
p

1

2(2π)3

∫
dq

{
e−iq·rpa∗m (δn(q) · km) + eiq·rpam (δn∗(q) · km)

}
,

(9.42)
am = (k · n0) [αlm + iβlms (q · ks)− γlmst (q · ks) (q · kt)] ,

(9.43)

F (2)
s =

c

2(2π)3

∫
dqaijδni(q)δn∗j(q), (9.44)

aij = ωT
iµãµνωνj. (9.45)

Тепер можемо представити повну енергiю системи як Ftotal = F
(0)
s + Fel,

де пружна енергiя

Fel =
1

2(2π)3

∫
dqVij(q)δni(q)δn∗j(q) + b∗i (q)δni(q) + bi(q)δn∗i (q), (9.46)

Vij(q) =
(
Kiiq

2
⊥ + K33q

2
||
)
δij + caij, (9.47)

bi(q) =
∑

p

eiq·rpamkmi
. (9.48)

Тут m = 1, 2, 3, i, j = 1, 2, а δni(q) i kmi
є вiдповiдними проекцiями на

базис (e1, e2, e3).
Оскiльки F

(0)
s не залежить вiд δn, умова екстремальностi Ftotal зво-

диться до
δ

δn∗j(q)
Fel = Vij(q)δni(q) + bj(q) = 0, (9.49)

звiдки
δni(q) = −V −1

ij (q)bj(q). (9.50)
Або те саме в матричнiй формi:

[
δn1(q)
δn2(q)

]
= − 1

D

[
V22 −V12

−V12 V11

] [
b1(q)
b2(q)

]
(9.51)

з визначником D = V11V22 − V 2
12. Знайдене поле директора можемо пiд-

ставити у вираз (9.46) i отримати енергiю деформацiй нематичного рiд-
кого кристала за високої концентрацiї колоїдних частинок:

Fel = − 1

2(2π)3

∫
dqV −1

ij (q)b∗i (q)bj(q) < 0. (9.52)
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Уводимо оператори Âm такi, що

Âmeiq·r = ameiq·r, (9.53)

Âm = (kl · n0) [αlm + βlms (ks · ∇) + γlmst (ks · ∇) (kt · ∇)] , (9.54)

тодi пружну енергiю Fel записуємо у виглядi Fel = 1
2

∑
p,p′ Upp′ , де

Upp′ = − 1

(2π)3
Âp

mÂp′
m′

∫
dqeiq·(rp−rp′ )V −1

ij (q)kmi
km′

j
. (9.55)

Iндекс p означає, що слiд замiнити ∇ ⇒ ∂/∂rp в операторi Âp
m i т.д. Upp′

— енергiя взаємодiї мiж частинками p та p′, спричиненої довгохвильо-
вими деформацiями поля директора. Вираз (9.55) є справедливим для
довiльної форми та орiєнтацiї включення i враховує, крiм того, вплив
усiх iнших частинок на потенцiал парної взаємодiї.

Хоча вираз (9.55) є точним, обчислити його аналiтично досить скла-
дно. У загальному випадку потенцiал взаємодiї Upp′ = U(R,Ω) зале-
жить вiд трьох складових вектора R = rp− rp′ та вiд трьох кутiв Ейле-
ра Ω, якi визначають орiєнтацiю частинок у просторi (вважаємо, що всi
частинки орiєнтованi однаково). Щоб трохи спростити задачу, розгля-
немо аксiально-симетричнi частинки. Потенцiал їхньої взаємодiї U(R, θ)
залежить лише вiд однiєї кутової змiнної θ — кута мiж вiссю симетрiї
частинки та директором n0. Якщо θ = 0, то осi усiх частинок є пара-
лельними до основного стану директора. Тодi вся система є аксiально-
симетричною вiдносно n0, i потенцiал U = U(R⊥, R||) залежить лише
вiд величин перпендикулярної та паралельної проекцiй R на n0. Якщо
ж θ 6= 0, то в системi з’являється ще один видiлений напрямок, уздовж
якого орiєнтованi осi частинок. Нехай вектор s позначає проекцiю цьо-
го напрямку на площину, перпендикулярну до n0, s · n0 = 0. У такому
випадку U = U(R⊥, U||, ϕ, θ), де ϕ — азимутальний кут мiж R та s. Усе-
реднимо по ϕ. Для цього тензор aij з (9.44) усереднимо по ψ i вiдкинемо
недiагональнi елементи. В такому дiагональному наближеннi

aij(ψ, θ) → 〈aij〉ψ =
1

2

[
ã11 + ã22 0

0 ã11 + ã22

]
= a(θ)δij, (9.56)

де a(θ) = 1
2
(ã11 + ã22). Коефiцiєнт a(θ) залежить вiд форми частинок.

Наприклад, для цилiндрiв, радiус яких набагато менший за довжину
(r ¿ L), a(θ) = πrLW (2 − 3 sin2 θ); а для дискiв (r À L) a(θ) =
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= 2πr2W (1 − 3 cos2 θ). Хоча дiагональне наближення є точним лише
при θ = 0, воно має одну важливу властивiсть — пропагатор V −1

ij (q) в
ньому є дiагональним:

V −1
ij (q) =

[
Kiiq

2
⊥ + K33q

2
|| + ca(θ)

]−1
δij, (9.57)

що в свою чергу дає змогу знайти явний вигляд потенцiалу взаємодiї
аналiтично.

Справдi, в дiагональному наближеннi

Upp′ = − 1

8π
Âp

l Â
p′
l′ Ill′(R), (9.58)

де Ill′ = I1ll′ + I2ll′ ,

I11l′(R) =

∫
dqeiq·R (kl · [q⊥ × n0]) (kl′ · [q⊥ × n0])

π2q2
⊥

[
K11q2

⊥ + K33q2
|| + ca(θ)

] , (9.59)

I21l′(R) =

∫
dqeiq·R (kl · q⊥) (kl′ · q⊥)

π2q2
⊥

[
K11q2

⊥ + K33q2
|| + ca(θ)

] . (9.60)

Iнтеграли (9.59) та (9.60) легко обчислити в базисi

r1 =
R⊥ × n0

R⊥
, r2 =

R⊥
R⊥

, r3 = n0, R⊥ = n0 ×R, (9.61)

повернутому вiдносно базису (9.29) на деякий кут ϕ вiдносно осi n0 =
= e3 = r3. В обох базисах величини q|| i q⊥ однаковi. Оскiльки
exp [−iq ·R] = exp

[−i
(
q⊥R⊥ cos ϕ + q||R||

)]
i знаменники виразiв (9.59)

i (9.60) не залежать вiд ϕ, використовуючи iнтегрування по ϕ, отриму-
ємо

Iµll′(R) =

∫ ∞

0

dq⊥q⊥
{
Q+

l,l′J0(q⊥R⊥) + (−1)µQ−
l,l′J2(q⊥R⊥)

}×

×
∫ ∞

−∞
dq||

exp
[−iq||R||

]

π
[
Kµµq2

⊥ + K33q2
|| + ca(θ)

] , (9.62)

де µ = 1, 2, Q±
l,l′ = (r1 · kl)(r1 · kl′) ± (r2 · kl)(r2 · kl′), a J0(x) i J2(x) —

вiдповiднi функцiї Бесселя.
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Уважно розглянемо функцiю a(θ). Нехай для визначеностi маємо ци-
лiндричнi частинки, тодi a(θ) = πrLW (2− 3 sin2 θ). Якщо маємо справу
з планарним анкорiнгом W > 0, то рiвноважною орiєнтацiєю частинок
є θ = 0, i aplanar(0) = 2πrLW > 0. Якщо ж анкорiнг нормальний W < 0,
то в рiвновазi θ = π/2, i знову anormal(π/2) = −πrLW > 0.

Увiвши pµ =
√

Kµµ/K33R||, s = R⊥ i zµ =
√

ca(θ)/Kµµ, результати
iнтегрування (9.59) i (9.60) по q|| можемо записати у виглядi

Iµll′(R) =
1√

KµµK33

∫ ∞

0

dq⊥q⊥
exp

[
−pµ

√
q2
⊥ + z2

µ

]

√
q2
⊥ + z2

µ

×

× {
Q+

l,l′J0(sq⊥) + (−1)µQ−
l,l′J2(sq⊥)

}
. (9.63)

Для функцiй Бесселя справедливо

J2(x) =
2

x
J1(x)− J0(x). (9.64)

Тому, використовуючи спiввiдношення

∫ ∞

0

dq⊥q⊥
exp

[
−pµ

√
q2
⊥ + z2

µ

]

√
q2
⊥ + z2

µ

J0(sq⊥) =
exp

[−zµ

√
p2

µ + s2
]

√
p2

µ + s2
,

∫ ∞

0

dq⊥q⊥
exp

[
−pµ

√
q2
⊥ + z2

µ

]

√
q2
⊥ + z2

µ

J1(sq⊥) =
1

szµ

exp
[
−pµzµ − zµ

√
p2

µ + s2
]
,

знаходимо

Iµll′(R) =
1√

KµµK33

{
[
Q+

l,l′ + (−1)µ+1Q−
l,l′

] exp
[−zµ

√
p2

µ + s2
]

√
p2

µ + s2
+

+(−1)µQ−
l,l′

2

s2zµ

exp
[
−pµzµ − zµ

√
p2

µ + s2
]}

. (9.65)

Таким чином, потенцiал парної взаємодiї описується виразом

Upp′ = − 1

8π
Âp

l Â
p′
l′ [I1ll′(rp − rp′) + I2ll′(rp − rp′)] , (9.66)

який в одноконстантному наближеннi переходить в (9.71).
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Ранiше ми розглядали взаємодiю мiж двома окремими частинками,
що внесенi в рiдкий кристал. Якщо в системi присутнi також iншi ча-
стинки, то вони можуть впливати на потенцiал парної взаємодiї. Поки
вiдстань мiж видiленими частинками p та p′ мала, цей вплив незна-
чний. Але з її збiльшенням зростає i кiлькiсть iнших частинок мiж дво-
ма обраними. Зрозумiло, що за таких умов створенi ними деформацiї
можуть суттєво змiнювати профiль директора i, як наслiдок, потенцiал
взаємодiї. Подiбний ефект вiдчувають двоє людей, що намагаються роз-
мовляти у натовпi. Чим бiльше стороннiх спiврозмовникiв знаходиться
мiж ними, тим гiрше вони чують один одного.

Решта частинок повинна впливати на ефективну взаємодiю цих двох
частинок хоча б тому, що кожна частинка вносить змiнення в розподiл
директора. У працii [111] показано, що колективний вплив приводить
до екранування парної взаємодiї.

Щоб проiлюструвати нашi мiркування конкретним прикладом, роз-
глянемо систему цилiндричних частинок. Нехай їхнi довгi осi заданi
одиничним вектором u, направленим пiд кутом θ до n0. Директор в да-
лекiй вiд включення зонi можна представити як n(r) = n0 + δn(r), де
δn(r) = (δnx, δny, 0). Для подальшого аналiзу зручно представити δn(r)
у виглядi векторного добутку δn(r) = ω(r)× n0, де ∆ωx = ∆ωy = 0.
Оскiльки ωz може бути довiльним, покладемо ∆ωz = 0. Тодi

ω (r) = κ
1

r
+ χ : ∇1

r
+ ... (9.67)

Цiкавим тут є перший доданок. У нематичному станi n та −n еквiва-
лентнi, тому κ має бути парною функцiєю i n0, i u. Найбiльш загальний
вектор, побудований з векторiв u i n0 i парний за кожним з них, можна
записати у виглядi

κκκ = l(cos θ)n0×u, (9.68)

де l(x) — непарна функцiя x. Тодi

δn(r) =
l(cos θ)

r
u⊥. (9.69)

Звернемо увагу, що коефiцiєнт при 1/r дорiвнює нулю, коли u паралель-
ний або перпендикулярний до n0 (в останньому випадку l(0) = 0). Це
повнiстю вiдповiдає отриманим ранiше симетрiйним вимогам до iснуван-
ня пружних монополiв. Позначимо для скорочення записiв l(cos θ) = l1.
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У працi [1] показано, що в такому випадку енергiя деформацiй має ви-
гляд δF = 4πKl1 sin θδθ, з якого випливає, що якщо орiєнтацiя частин-
ки, яка паралельна директору, вiдповiдає мiнiмуму енергiї, то l1 має
бути додатнiм.

Пригадаємо, що у нас є система багатьох iдентичних частинок з ко-
ординатами rp. Тодi, користуючись (9.69), деформацiї δn(r), якi створе-
нi всiма частинками, можна записати наступним чином:

δn(r) =
∑

p

l1
|r− rp|

[
up⊥ − δn(rp)

]
.

Уведення доданку δn(rp) дало змогу врахувати, що частинки, орiєнто-
ванi вздовж n0 + δn(rp), не iндукують довгохвильових деформацiй.

Перейдемо до континуального (за розподiлом частинок) наближення∑ → c
∫

dV , де c = N/V — концентрацiя частинок. Подiявши операто-
ром ∇2 на обидвi сторони останнього рiвняння, отримаємо, що

δn(r) =cl1

∫
dr′

1

|r− r′|e
−ξexp|r−r′|u⊥(r′) (9.70)

з ξ2
exp = 4πcl1 > 0. Таким чином, вплив кожної частинки на поле дире-

ктора обмежений вiдстанню ξ−1
exp. Зрозумiло, що таке екранування по-

винне проявитися i в потенцiалi мiжчастинкової взаємодiї.
Справдi, пiсля нескладних, але громiздких розрахункiв (див. дода-

ток 9.2) отримуємо потенцiал взаємодiї в одноконстантному наближен-
нi:

Upp′ = −
∑

m,m′=x,y,z

Q+
m,m′

8πK
Âp

mÂp′
m′

[
exp [−ξ|rp − rp′|]

|rp − rp′ |
]

. (9.71)

Явний вигляд Q
(+)
m,m′ i операторiв Âm наведено у параграфi 4.6. Тут

зупинимося детальнiше лише на оберненiй довжинi екранування ξ =

=
√

c(a11+a22)
2K

, де a11 i a22 — вiдповiднi компоненти тензора:

aµν = αlm

[
klµkmν − kl3km3δµν

]
.

Нагадаємо, що (k1,k2,k3) — локальний базис, жорстко зв’язаний з ча-
стинкою, i αlm = 2

∮
dsW (s)νl(s)νm(s), де ν — нормаль до поверхнi

частинки. Отже, чiтко бачимо, що макроскопiчна концентрацiя c ча-
стинок приводить до екранування потенцiалу парної взаємодiї з дов-
жиною екранування ξ−1 ≈

√
K/|W |cS, де |W | — абсолютна величина
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зчеплення, а S — поверхня частинки. Оскiльки концентрацiя входить
лише у вираз для оберненої довжини екранування ξ, то при c −→ 0
ξ → 0, i екранування зникає. Зазначимо, що через присутнiсть тензора
αlm екранування має анiзотропну природу в тому сенсi, що воно вiдбу-
вається лише для анiзотропних деформацiйних шуб. Справдi, у випадку
сферично-симетричного розподiлу директора αlm = αδlm, kµkν = δµν i
aµν ≡ 0.

Сформулюємо просте правило: для того щоб у рiдкокристалiчному
колоїдi спостерiгалися далекодiючi пружнi взаємодiї, характерна вiд-
стань мiж частинками 〈l〉 = 1/ 3

√
c не повинна перевищувати довжину

екранування ξ−1 ≈
√

K/|W |cS.

9.3 Основнi похiднi вiд функцiй Грiна
для холестеричної комiрки

У наведених далi виразах ρ = ρ> − ρ< позначає вiдстань мiж частин-

ками в площинi xy, θ — кут мiж ρ i вiссю x, q =
Nπ

L
, µn =

nπ

L
,

λn =
π

L

√
n2 + N2 i K

(p)
m (x) =

dp

dxp
Km(x),

∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
= − 2

L

∞∑
n=1

µ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
[A0 + A2] , (9.72)

де

A0 = −µn

ρ
K ′

0(µnρ) cos2 θ − µ2
nK

′′
0 (µnρ) sin2 θ (9.73)

i

A2 =
2

ρ2
K2(µnρ) [cos 2θ + cos 4θ] +

µn

ρ
K ′

2(µnρ)

[
5

2
sin2 2θ − cos2 θ

]
−

− µ2
nK ′′

2 (µnρ) cos 2θ sin2 θ, (9.74)
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∂2

∂x∂y

(
∂2Gu

∂y′∂y′
− ∂2Gu

∂x′∂x′

)
=

∂2

∂x′∂y′

(
∂2Gu

∂y∂y
− ∂2Gu

∂x∂x

)
=

=
1

L

∞∑
n=1

µ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
×

×
[

8

ρ2
K2(µnρ)− 5µn

ρ
K ′

2(µnρ) + µ2
nK

′′
2 (µnρ)

]
sin 4θ, (9.75)

∂2Gv

∂x∂x′
= − 2

L

∞∑
n=1

λ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
[K0(λnρ) + K2(λnρ) cos 2θ] , (9.76)

∂3Gv

∂x∂x′∂z
= −2π

L2

∞∑
n=1

λ2
nn cos

nπz

L
sin

nπz′

L
[K0(λnρ) + K2(λnρ) cos 2θ] ,

(9.77)

∂3Gv

∂x∂x′∂z′
= −2π

L2

∞∑
n=1

λ2
nn sin

nπz

L
cos

nπz′

L
[K0(λnρ) + K2(λnρ) cos 2θ] ,

(9.78)

∂4Gv

∂x∂x′∂z∂z′
= −2π2

L3

∞∑
n=1

λ2
nn

2 cos
nπz

L
cos

nπz′

L
[K0(λnρ) + K2(λnρ) cos 2θ] ,

(9.79)

∂2Gv

∂y∂y′
= − 2

L

∞∑
n=1

λ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
[K0(λnρ)−K2(λnρ) cos 2θ] , (9.80)

∂3Gv

∂y∂y′∂z
= −2π

L2

∞∑
n=1

λ2
nn cos

nπz

L
sin

nπz′

L
[K0(λnρ)−K2(λnρ) cos 2θ] ,

(9.81)
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∂3Gv

∂y∂y′∂z′
= −2π

L2

∞∑
n=1

λ2
nn sin

nπz

L
cos

nπz′

L
[K0(λnρ)−K2(λnρ) cos 2θ] ,

(9.82)

∂4Gv

∂y∂y′∂z∂z′
= −2π2

L3

∞∑
n=1

λ2
nn2 cos

nπz

L
cos

nπz′

L
[K0(λnρ)−K2(λnρ) cos 2θ] ,

(9.83)

∂2Gv

∂x′∂y
=

∂2Gv

∂x∂y′
=

2

L

∞∑
n=1

λ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
K2(λnρ) sin 2θ, (9.84)

∂3Gv

∂x′∂y∂z
=

∂2Gv

∂x∂y′∂z
=

2π

L2

∞∑
n=1

λ2
nn cos

nπz

L
sin

nπz′

L
K2(λnρ) sin 2θ, (9.85)

∂3Gv

∂x′∂y∂z′
=

∂2Gv

∂x∂y′∂z′
=

2π

L2

∞∑
n=1

λ2
nn sin

nπz

L
cos

nπz′

L
K2(λnρ) sin 2θ.

(9.86)
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