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України, Київ, 2024.

Теорiя сильних взаємодiй - квантова хромодинамiка добре визначена мате-

матично. Проте, немає надiйного способу отримувати передбачення у областi

температур, що вiдповiдають густинам звичайних ядер та нейтронних зiрок,

а також частини раннього Всесвiту. Для дослiдження властивостей такої ре-

човини, як кварки i глюони, потрiбнi емпiричнi знання, якi отримуються на

прискорювачах заряджених частинок.

Рiзноманiтнi спостереження, отриманi у експериментах по зiткненню важ-

ких iонiв, описуються за допомогою рiзних, зазвичай феноменологiчних, мо-

делей. Система, яка утворюється, еволюцiонує, i тому важливим є саме ди-

намiчний опис. Таким чином, стандартними пiдходами вважаються реляти-

вiстська гiдродинамiка та транспортнi моделi. Окремо можуть описуватися

рання або кiнцева стадiя, при цьому важливо будувати самоузгоджений пе-

рехiд вiд одного опису до iншого.

Властивостi матерiї регулюються в динамiчному пiдходi заданням потен-

цiалу взаємодiї чи рiвняння стану, яке можна обчислити методами рiвнова-

жної статистичної фiзики. Граткова квантова хромодинамiка дозволяє отри-

мувати знання про властивостi матерiї в умовах нульового барiонного заря-

ду. Розширення граткових обчислень на скiнченний барiонний потенцiал є

теоретичним викликом. Важливо, щоб будь-яке рiвняння стану збiгалося з

гратковими даними.

Обчислюючи коефiцiєнти ряду Тейлора, якi пов’язанi з кумулянтами за-

рядiв, можна зробити аналiтичне продовження граткових даних на скiнчен-



ний барiонний потенцiал. При цьому збiжнiсть ряду може бути обмежена осо-

бливiстю термодинамiчного потенцiалу. Теорiя Лi-Янга пов’язує особливостi

у комплекснiй площинi з фазовими переходами i, визначивши радiус збiжно-

стi ряду та положення сингулярностi, можна оцiнити положення критичної

точки деконфайнменту. Проте, iснують i iншi, не критичнi особливостi або

iншi фазовi переходи, якi також можуть стати причинами розбiжностi ряду.

Як приклад розглядається фазовий перехiд у ядернiй матерiї, властивостi

якого вважаються добре вивченими.

Оскiльки коефiцiєнти розкладу тиску у ряд Тейлора за хiмiчними по-

тенцiалами пов’язанi з флуктуацiями, вважається, що їх вимiрювання у ре-

лятивiстських зiткненнях важких iонiв може стати важливим джерелом iн-

формацiї про рiвняння стану. На практицi, зв’язок експерименту з рiвнова-

жними результатами статистичного пiдходу є складним викликом. Зiткнен-

ня - це динамiчний процес, i густина та температура системи змiнюються,

а не вiдповiдають однiй точцi. Швидка змiна властивостей середовища мо-

же призвести до ефектiв пам’ятi, пов’язаних зi скiнченним часом релакса-

цiї у системi. Крiм того, детектори вимiрюють кiнцевi iмпульси частинок,

що утворилися у релятивiстських зiткненнях. Флуктуацiї зарядiв, що зберi-

гаються, якщо спостерiгати всi частинки, повиннi зникати. Тому, зазвичай,

розглядається певна пiдсистема. Класична статистична фiзика не передбачає

кореляцiй мiж iмпульсами частинок. У цьому випадку iмовiрнiсть частинки

потрапити у пiдпростiр детектування чи уникнути його повинна описуватися

випробуванням Бернуллi. Сукупнiсть частинок у цьому випадку вiдповiда-

тиме бiномiальному розподiлу. Цi припущення застосовуються для обчисле-

ння залежностi кумулянтiв вiд iмовiрностi детектування та порiвнюються з

передбаченнями транспортної моделi. Вiдхилення вiд бiномiального розпо-

дiлу можуть свiдчити про iснування кореляцiй у iмпульсному просторi, якi

можуть бути викликанi законами збереження енергiї iмпульсу, квантовими

ефектами, колективним рухом.

Саме зв’язок мiж флуктуацiями у координатному просторi та флуктуацiя-

ми у iмпульсному просторi розглянуто у методi пiдансамблiв. У цьому випад-
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ку статистична сума розбивається на добуток статистичних сум пiдсистем,

якi скорельованi виключно законами збереження, i будь-якi взаємодiї мiж ни-

ми є нехтовними (наприклад, об’єм кожної з пiдсистем є набагато бiльшим

за площу поверхнi мiж ними). Це дозволяє обчислити флуктуацiї як функцiї

розмiру пiдсистеми в умовах точного збереження заряду та пов’язати їх з

флуктуацiями у великому канонiчному ансамблi. При наявностi колективно-

го руху рiзнi об’єми можуть мати рiзнi швидкостi колективних потокiв. Тодi,

видiляючи певну швидкiсть чи iмпульс, можна видiляти певний об’єм систе-

ми i порiвнювати його з iншим iмпульсом - об’ємом. При цьому флуктуацiї

частинок повиннi бути сильно пов’язанi з рiвнянням стану.

Певнi незбiжностi виникають при порiвняннi результатiв такого пiдходу

з експериментом. У цьому випадку можливими можуть бути адроннi реа-

кцiї у розрiдженiй матерiї, яка утворюється пiсля кварк-глюонної плазми i

описується адронним афтербернером, або у локальному, а не глобальному за-

конi збереження заряду, який виникає внаслiдок початкового стану системи

та скiнченої швидкостi поширення сигналу у середовищi (швидкiсть звуку).

Модифiкацiя сигналу, вимiряного колаборацiєю ALICE у CERN, може бути

викликана анiгiляцiями барiон-антибарiонних пар, що призводить до змен-

шення числа протонiв та антипротонiв приблизно на п’ятнадцять вiдсоткiв.

Але невiдомо, як описувати регенерацiю цих пар, якi, наприклад, утворюю-

ться у процесах, де кiлька (в середньому п’ять) пi-мезонiв утворюють пару

барiон-антибарiон. Два можливих сценарiя є прийнятними, як випливає з до-

слiдження: локальне збереження заряду та анiгiляцiї, або повна регенерацiя

всiх пар, що анiгiлювали. Iншi спостережуванi, такi, що мають рiзну поведiн-

ку в цих двох сценарiях, запропоновано.

В умовах локальної рiвноваги кожний елемент рiдини повинен мати флу-

ктуацiї, що вiдповiдають рiвноважнiй термодинамiцi, при цьому збереження

заряду виконується завдяки кореляцiям мiж рiзними елементами. Ця нело-

кальна кореляцiя зазвичай називається балансуючою. Адже вона забезпечує

те, що флуктуацiї зарядiв, просумованi по всiм гiдродинамiчним елементам,

зникають. У загальному випадку можна розглянути вiдгук системи на флу-
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ктуацiю у якомусь фрагментi системи, при цьому балансуюча кореляцiя спо-

чатку повинна бути локалiзована до сусiднiх елементiв системи, а потiм вже

поширюватися далi. Вiдгук у лiнiйному наближеннi можна описати функцi-

ями Грiна. Пiдiйти можуть функцiї Грiна з лiнiаризованої гiдродинамiки.

Подiбний пiдхiд застосовувався до обчислення кореляцiї барiонного, електри-

чного та дивного зарядiв на Великому адронному колайдерi. Гiдродинамiчне

рiвняння у цьому випадку зводилося до рiвняння дифузiї. Проте, в умовах

прискорювачiв, що вiдповiдають нижчим енергiям, такий пiдхiд необхiдно

модифiкувати. У цьому випадку, внаслiдок скiнченної густини заряду, рiвня-

ння дифузiї перетворюється на рiвняння дифузiї з конвекцiєю, i флуктуацiї

барiонного, електричного та дивного зарядiв стають зв’язаними з флуктуацi-

ями енергiї та iмпульсу. Тому розглядається еволюцiя 7× 7 матрицi кореля-

цiй. Оцiнено вплив недiагональних елементiв цiєї матрицi та наскiльки впли-

ває закон збереження енергiї та iмпульсу на кореляцiї електричного, барiон-

ного та дивного зарядiв. Результати свiдчать, що рiзноманiтнi особливостi

рiвняння стану можуть проявлятися у особливостях балансуючої кореляцiї,

що робить її цiкавою спостережуваною.

Як приклад цього пiдходу також було розглянуто флуктуацiї енергiї-iмпульсу

в умовах, що нагадують експеримент ALICE у CERN. У цьому випадку мо-

жна окремо розглядати дифузiю та гiдродинамiчну еволюцiю енергiї-iмпульсу.

Цiкавою спостережуваною тут є так званий горб у кореляцiях поперечно-

го iмпульсу як функцiї вiдносної швидкостi та азимутального кута. Iснують

iдеї, якi пов’язують цей горб з кореляцiями початкового стану, утворенi у

глюонних трубках, або жорсткими процесами, пов’язаними з джетами. Але

важливо також враховувати кореляцiю, що утворилася у рiвноважнiй кварк-

глюоннiй плазмi. Саме таку кореляцiю i було отримано, використовуючи гi-

дродинамiку. Результати не заперечують попереднi оцiнки зсувної в’язкостi

середовища, та iнших особливостей гiдродинамiчного моделювання i досить

непогано, якiсно описують експериментальнi данi. Найбiльшу невизначенiсть

у результат вносить саме моделювання початкової кореляцiї, тому можна

стверджувати, що кореляцiї поперечного iмпульсу є цiкавою спостережува-
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ною для вивчення початкового стану.

Моделювання зiткнень важких iонiв за допомогою транспортних моде-

лей є важливим в умовах низьких енергiй. У цьому випадку транспортний

опис можна використовувати вiд початку до кiнця. Невизначеним елементом

у цьому процесi є енергiя взаємодiї. Розглядається модифiкацiя цiєї енергiї

з метою iнтегрувати фазовий перехiд першого роду. Властивостi цього пере-

ходу в динамiчнiй системi дослiджуються. У GSI є дiюча та майбутня про-

грама, яка сильно спирається на вимiри дилептонiв. Саме їх i було обрано в

якостi спостережуваної, яка дослiджувалася. Знайдено, що з фазовим перехо-

дом спостерiгаються значнi модифiкацiї кiлькостi дилептонiв, їх спектральнi

властивостi. Цей сигнал може гiпотетично спостерiгатися у майбутнiх експе-

риментах на прискорювачi SIS100.

Ключовi слова: ядро-ядернi зiткнення, релятивiстська гiдродинамiка,

рiвняння стану, транспортнi моделi, флуктуацiї, анiгiляцiї, адронна фаза.
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Abstract

Savchuk O.V. The Equation of State of Strongly Interacting Matter

and Relativistic Heavy-Ion Collisions. - Qualifying scientific work in the

form of a manuscript.

Dissertation for the degree of Doctor of Philosophy in the specialty 01.04.02

”Theoretical Physics” (104 - Physics and Astronomy). - Bogolyubov Institute for

Theoretical Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2024.

The theory of strong interactions, quantum chromodynamics, is well-defined mathemati-

cally. However, there is no reliable method for making predictions in the temperature

range corresponding to the densities of ordinary nuclei and neutron stars, as well

as parts of the early Universe. To explore the properties of such matter, like quarks

and gluons, empirical knowledge obtained at accelerators of charged particles is

required.

Various observations made in experiments on heavy-ion collisions are described

using different, usually phenomenological, models. The system that forms evolves,

hence a dynamic description is important. Thus, standard approaches include

relativistic hydrodynamics and transport models. Separately, the early or final

stage may be described, making it important to build a self-consistent transition

from one description to another.

The properties of matter are regulated in a dynamic approach by specifying

the interaction potential or the equation of state, which can be calculated using

the methods of equilibrium statistical physics. Lattice quantum chromodynamics

allows for obtaining knowledge about the properties of matter under conditions of

zero baryonic charge. Extending lattice calculations to a finite baryonic potential

is a theoretical challenge. It is important that any equation of state should coincide

with lattice data.

By calculating the Taylor series coefficients, which are related to the cumulants

of charges, it is possible to analytically continue the lattice data to a finite baryonic

potential. However, the convergence of the series may be limited by the singulari-

ty of the thermodynamic potential. The Lee-Yang theory relates singularities in
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the complex plane to phase transitions, and thus, by determining the radius of

convergence of the series and the position of the singularity, it is possible to esti-

mate the location of the critical point of deconfinement. However, there are also

other, non-critical singularities, or other phase transitions that can also cause

series divergence. As an example, a phase transition in nuclear matter, whose

properties are considered well-studied, is considered.

Since the coefficients of the pressure series expansion in terms of chemical

potentials are related to fluctuations, it is considered that their measurement

in relativistic heavy-ion collisions can become an important source of informati-

on about the equation of state. In practice, linking experiment to the equili-

brium results of the statistical approach is a challenging task. Collisions are a

dynamic process, and the density and temperature of the system change rather

than correspond to a single point. Rapid changes in the properties of the medium

can lead to memory effects associated with the finite relaxation time in the system.

Moreover, detectors measure the final momenta of particles formed in relativistic

collisions. Charge fluctuations that persist if all particles are observed should di-

sappear. Therefore, a certain subsystem is usually considered. Classical statistical

physics does not predict correlations between particle momenta. In this case, the

probability of a particle entering the detection subspace or avoiding it should be

described by a Bernoulli trial. The set of particles in this case corresponds to a

binomial distribution. These assumptions are used to calculate the dependence of

cumulants on the probability of detection and are compared with the predictions

of the transport model. Deviations from the binomial distribution can indicate the

existence of correlations in momentum space, which can be caused by conservation

laws of energy and momentum, quantum effects, collective motion.

The relationship between fluctuations in coordinate space and fluctuations in

momentum space is considered in the method of subensembles. In this case, the

statistical sum is divided into the product of statistical sums of subsystems, which

are correlated exclusively by conservation laws, and any interactions between them

are negligible (for example, the volume of each subsystem is much larger than the

surface area between them). This allows calculating fluctuations as a function

9



of the subsystem size under conditions of exact charge conservation and relating

them to fluctuations in the grand canonical ensemble. In the presence of collective

motion, different volumes may have different speeds of collective flows. Then,

by selecting a certain speed or momentum, a certain volume of the system can

be distinguished and compared with another momentum-volume. In this case,

particle fluctuations should be strongly related to the equation of state.

Certain discrepancies arise when comparing the results of this approach with

the experiment. In this case, possible reasons could be hadronic reactions in the

diluted matter formed after the quark-gluon plasma and described by a hadronic

afterburner, or in a local rather than global charge conservation law arising due

to the initial state of the system and the finite speed of signal propagation in

the medium (speed of sound). Modification of the signal measured by the ALI-

CE collaboration at CERN could be caused by annihilations of baryon-antibaryon

pairs, leading to a reduction in the number of protons and antiprotons by approxi-

mately fifteen percent. However, it is unknown how to describe the regeneration

of these pairs, which, for example, are formed in processes where several (on

average five) pi-mesons form a baryon-antibaryon pair. Two possible scenarios

are considered acceptable, as the study suggests: local charge conservation and

annihilations, or complete regeneration of all pairs that have annihilated. Other

observables, which behave differently in these two scenarios, are proposed.

In conditions of local equilibrium, each fluid element must have fluctuations

corresponding to equilibrium thermodynamics, with charge conservation ensured

by correlations between different elements. This non-local correlation is usually

called balancing. It ensures that the charge fluctuations summed over all hydrodynamic

elements disappear. In general, the system’s response to a fluctuation in some part

of the system can initially be localized to neighboring elements and then spread

further. The response in the linear approximation can be described by Green’s

functions. Green’s functions from linearized hydrodynamics may apply. Such an

approach was used to calculate the correlation of baryonic, electric, and strange

charges at the Large Hadron Collider. In this case, the hydrodynamic equation was

reduced to a diffusion equation. However, in conditions of accelerators correspondi-
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ng to lower energies, this approach needs to be modified. In this case, due to the

finite charge density, the diffusion equation transforms into a diffusion equation

with convection, and fluctuations of baryonic, electric, and strange charges become

linked with fluctuations of energy and momentum. Therefore, the evolution of a

7× 7 correlation matrix is considered. The impact of off-diagonal elements of this

matrix and how much the conservation law of energy and momentum affects the

correlations of electric, baryonic, and strange charges are estimated. The results

indicate that various features of the equation of state can manifest in the features

of the balancing correlation, making it an interesting observable.

As an example of this approach, fluctuations of energy-momentum in conditi-

ons resembling the ALICE experiment at CERN were also considered. In this case,

diffusion and the hydrodynamic evolution of energy-momentum can be separately

considered. An interesting observable here is the so-called ridge in the correlations

of transverse momentum as a function of relative rapidity and azimuthal angle.

There are ideas that link this ridge to correlations in the initial state, formed

in gluon tubes, or hard processes related to jets. However, it is also important

to consider the correlation formed in the equilibrated quark-gluon plasma. Such

a correlation was obtained using hydrodynamics. The results do not contradict

previous estimates of the shear viscosity of the medium, and other features of

hydrodynamic modeling and quite well qualitatively describe the experimental

data. The greatest uncertainty in the result is introduced by the modeling of the

initial correlation, so it can be asserted that correlations of transverse momentum

are an interesting observable for studying the initial state.

Modeling collisions of heavy ions using transport models is important in low-

energy conditions. In this case, the transport description can be used from start to

finish. An undefined element in this process is the interaction energy. Modifying

this energy to integrate a first-order phase transition is considered. The properties

of this transition in a dynamic system are investigated. GSI has an existing and

future program that heavily relies on measurements of dileptons. They were chosen

as the observable to be studied. It was found that with the phase transition,

significant modifications to the number of dileptons, their spectral properties, are

11



observed. This signal could potentially be observed in future experiments at the

SIS100 accelerator.

Keywords: nucleus-nucleus collisions, relativistic hydrodynamics, equation of

state, transport models, fluctuations, annihilations, hadronic phase.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Iснує чотири типи фундаментальних взаємодiй: силь-

на, електромагнiтна, слабка та гравiтацiйна. Цей подiл зумовлений масшта-

бами, на яких дiють цi сили, а також особливостями фундаментальних ча-

стинок, яким цi взаємодiї вiдповiдають. Найзвичнiшими для нас є електро-

магнiтна та гравiтацiйна взаємодiї. Гравiтацiя утримує людину на поверхнi

планети та примушує тiла падати. Вивчення властивостей тiл, якi падають,

стало основою для зародження фiзики.

Електромагнiтна взаємодiя вiдповiдає за властивостi атомiв хiмiчних еле-

ментiв, зокрема утримує молекулу ДНК разом. Тонкий контроль струму i

напруги електричних елементiв лежить в основi сучасної електротехнiки.

Слабкi взаємодiї проявляються при дуже великих енергiях у релятивiстських

зiткненнях лептонiв та в ядерних перетвореннях, в лабораторiях та Всесвiтi.

Сильнi взаємодiї також можуть бути виявленi в умовах високої енергiї. Крiм

того, вони iснують у нормальних умовах i в певному сенсi є визначальними.

Достатньо зазначити будову ядра, утвореного з протонiв та нейтронiв, якi

взаємодiють саме сильною взаємодiєю. Або розглядати будову протона чи

нейтрона, якi складаються з кваркiв. У цьому випадку виявляється, що май-

же вся маса частинки викликана взаємодiєю i знаходиться у переносниках

взаємодiї, якi народжуються з вакууму.

Компактнi об’єкти в всесвiтi, такi як нейтроннi зiрки, складаються з гу-

стої ядерної матерiї. Їх злиття породжує гравiтацiйнi хвилi, якi можуть бути

виявленi. У цьому випадку невiдомою фiзикою є саме сильна взаємодiя, яка

визначає властивостi речовини всерединi такої зiрки. Нажаль, немає надiйно-

го теоретичного методу для обчислення величин з квантової хромодинамiки
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в умовах ненульової густини заряду, отже, нашi знання про цю область мо-

жуть бути отриманi або з експерименту, або за допомогою феноменологiчних

моделей.

Саме для того, щоб краще визначити залежнiсть тиску вiд густини такої

матерiї, розпочався розвиток прискорювачiв при низьких та середнiх енер-

гiях, зiткнення на яких, якраз, продукують вiдповiдну густину енергiї. Це

вимагає розвитку моделей, якi вiдповiдають експериментальним спостереже-

нням. Крiм того, самi спостереження повиннi бути правильно вiдiбранi, i всi

їх особливостi та недолiки повиннi бути зрозумiлi та контрольованi. Усе це є

мотивацiєю до вивчення рiвнянь стану сильновзаємодiючої матерiї та реля-

тивiстських зiткнень важких iонiв.

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є моделювання

зiткнень протонiв i важких ядер за допомогою гiдродинамiчних, транспорт-

них та статистичних моделей. За допомогою цих моделей повинен проводити-

ся аналiз експериментальних даних. Чутливiсть рiзних спостережуваних до

особливостей рiвняння стану аналiзується, щоб пiдiбрати найкращу стратегiю

для сучасних та майбутнiх експериментiв.

Зокрема у дисертацiї було розглянуто:

• Вплив iснування фазового переходу типу рiдина-газ у ядернiй матерiї

на iнтерпретацiю граткових обчислень в умовах нульової густини.

• Особливостi експериментального спостереження флуктуацiй числа ча-

стинок у iмпульсному просторi.

• Вплив вибору пiдсистеми у якiй проводиться вимiрювання флуктуацiй,

а також їх зв‘язок з флуктуацiями рiвноважної системи у великому

канонiчному ансамблi.

• Вплив законiв збереження заряду та енергiї-iмпульсу на кореляцiї ча-

стинок, що утворюються в ультрарелятивiстських зiткненнях на LHC

та RHIC.
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• Вплив протонних анiгiляцiй у адроннiй фазi на спостережуванi пiсля

гiдродинамiчного опису системи.

• Ефекти фазового переходу при густинах, що будуть досягнутi у майбу-

тнiх експериментах SIS100 (FAIR) на народження пар лептонiв.

• Особливостi вимiрювання флуктуацiй в експериментах при низьких та

середнiх енергiях.

Об‘єктом дослiдження є сильновзаємодiюча речовина, яка утворюється в

зiткненнях протонiв i важких ядер чи може iснувати у компактних обєктах

всесвiту.

Предметом дослiдження є термодинамiчнi властивостi сильновзаємодiю-

чої матерiї та особливостi їх пошуку у умовах близьких до реальних експе-

риментiв.

Методи дослiдження. Щоб дослiдити динамiчний процес зiткнення важ-

ких ядер, застосовано гiдродинамiчнi модель в наближеннi розв‘язку Бйор-

кена, а також транспортну модель UrQMD, що описує пружнi та непружнi зi-

ткнення адронiв i включає потенцiал взаємодiї. Статистичний розгляд вклю-

чав використання термодинамiчних ансамблiв i наближення середнього поля.

Для побудови моделi експериментального спостереження було розглянуто рi-

знi статистичнi пiдходи.

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiйнiй роботi но-

вими результатами є:

• Отримано оцiнку положення термодинамiчної особливостi, викликаної

iснуванням переходу рiдина-газ при нульовому барiонному хiмiчному

потенцiалi у моделi ван дер Ваалса. Дослiджено точнiсть оцiнки радiусу

збiжностi ряду Тейлора з урахуванням iснуючої статистики.

• Отримано спiввiдношення мiж флуктуацiями у всьому iмпульсному про-

сторi та флуктуацiями у пiдсистемi. Розглянуто старшi моменти випад-
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кових величин.

• Дослiджено термодинамiчнi флуктуацiї числа частинок у пiдсистемi,

якщо вся система знаходиться у канонiчному ансамблi. Отримано їх

звязок з флуктуацiями у великому канонiчному ансамблi.

• Оцiнено радiус дiї локального збереження заряду та величину вiдповiд-

ної кореляцiї в умовах експерименту ALICE на LHC.

• Враховано вплив ефектiв протон анти-протоних анiгiляцiй у адроннiй

фазi на варiацiю протонного числа.

• Розглянуто гiпотетичний фазовий перехiд при густинi, що вiдповiдає

двом-трьом нормальним густинам ядерної матерiї. Обчислено ефекти

цього переходу на спектри та множини дилептонiв при енергiях, що

вiдповiдають майбутнiй експериментальнiй програмi у FAIR.

• Знайдено потенцiйнi виклики, якi можуть виникнути при дослiдженнях

флуктуацiй в експериментах при низьких та середнiх енергiях.

Особистий внесок здобувача. Пораховано положення найближчого ну-

ля Лi-Янга у комплекснiй площинi як функцiю температури в адрон-резонансному

газi феноменологiчним рiвнянням стану ван дер Ваальса. Для цього побудо-

вано алгоритм, що послiдовно знаходить коефiцiєнти ряду Тейлора (до 120-

го).

Дослiджено вплив iнтервалу рапiдностi, в якому вiдбувається експеримен-

тальне спостереження, на флуктуацiї зарядiв та чисел адронiв у транспортнiй

моделi UrQMD. Отримано теоретичне спiввiдношення мiж цими флуктуацi-

ями у всiй системi та пiдсистемi, якщо мiж частинками вiдсутнi будь-якi

кореляцiї за винятком закону збереження.

Отримано функцiональну залежнiсть флуктуацiй у пiдсистемi канонiчно-

го ансамблю з флуктуацiями у великому канонiчному ансамблi, якщо розби-

ття на пiдсистеми вiдбувається у координатному просторi та поверхневими

ефектами можна знехтувати.
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За допомогою транспортної моделi обчислено вплив анiгiляцiй у адроннiй

фазi на флуктуацiї протонного числа, а також ефекти локального збереження

заряду.

Розглянуто систему рiвнянь, що описують гiдродинамiчний вiдгук на збу-

рення у семи зарядах, що зберiгаються( барiонному, електричному, дивному,

енергiї та iмпульсу) для фонового розвязку, що вiдповiдає моделi Бйоркена.

Обчислено рiвноважнi кореляцiї, що виникають внаслiдок закону збережен-

ня, їх особливостi в умовах ненульової густини заряду. Рiвноважна кореляцiя

енергiї iмпульсу була обчислена в сценарiї, близькому до експерименту ALI-

CE у CERN.

Використовуючи модифiкацiю залежного вiд густини потенцiалу, що вклю-

чає гiпотетичний фазовий перехiд, проведено термодинамiчне усереднення

простору-часу з метою отримати температуру та густину, якi система дося-

гає у процесi зiткнення. Пiсля чого отриманi температура та густина були

використанi, щоб отримати спектри ди-лептонiв. При цьому розглянуто три

рiзних можливих рiвняння стану.

Обчислено флуктуацiї протонiв, нейтронiв, легких ядер у iмовiрнiсних

моделях, що вiдтворюють умови експерименту. Застосовано формули бiно-

мiальної iмовiрностi частинки опинитися всерединi чи зовнi системи, в якiй

проводиться спостереження.
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Роздiл 1

Мотивацiя

1.1 Адрони та колоровий конфейнмент

Загалом будь-якi частинки можуть формувати зв’язанi стани, якщо їх взає-

модiя притягальна. Наприклад, e− та e+ можуть формувати позитронiй, µ−

та µ+ також формують зв’язаний стан, з’єднаний електромагнiтною взаємодi-

єю. Невiдомi зв’язанi стани, сформованi виключно слабкою взаємодiєю, хоча

гiпотетичнi важкi нейтрино з розширень Стандартної моделi могли б фор-

мувати зв’язаний стан [13]. Натомiсть, сильна взаємодiя формує множину

зв’язаних станiв, названих адронами.

Не кожна комбiнацiя кваркiв та антикваркiв виступає як зв’язаний стан

у природi. Експериментально вiдомi лише стани qq̄, що називаються мезона-

ми, та стани qqq, що називаються барiонами. Пояснення вiдсутностi станiв

на кшталт qq або qqq̄ включає властивiсть кваркiв, звану ”колiр”. Вона не

пов’язана зi спектром вiдбитого або пропущеного свiтла, званого кольором

у нашому повсякденному життi, але iснує аналогiя, яка буде пояснена далi.

Колiр кваркiв має 3 власнi значення, часто позначенi як r, g та b. Кiлькiсть

кольорiв Nc = 3 та необхiднiсть їх введення обґрунтована кiлькома причина-

ми:

• Експериментально вiдомi адрони, такi як ∆++(uuu) або Ω−(sss), були б

забороненi за принципом Паулi, якби єдиним квантовим числом кваркiв
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був спiн. Вимiряний спiн ∆++ становить 3/2, що свiдчить про те, що

кожен кварк u, з якого вiн складається, має проєкцiю спiну 1/2. Отже,

без додаткових квантових чисел усi кварки u перебувають у тому ж

квантовому станi, що порушує принцип Паулi. З кольором ∆++ та Ω−

дозволенi принципом Паулi, оскiльки кожен кварк перебуває в iншому

кольоровому станi.

• Низка експериментiв вимiряла спiввiдношення вироблених адронiв до

пар µ−µ+ в зiткненнях , R = σ(e+e− →hadrons)
σ(e+e− →µ+µ−) . Це спiввiдношення пропор-

цiйне Nc i вимiрювання показують Nc = 3.

• Якщо прийняти стандартну модель з довiльною кiлькiстю кольорiв Nc,

то вона була б неренормалiзованою через так звану аксiальну аномалiю

в електрослабкому секторi. Аномалiя скасовується лише для Nc = 3. Як

побiчна заувага, це скасування аномалiї також вимагає, щоб фермiони

були згрупованi в сiм’ї кварк-лептон.

• Усi адрони, знайденi в природi, iнварiантнi вiдносно перетворень у ко-

льоровому просторi, або в математичних термiнах, адрони є синглетни-

ми представленнями групи SU(3) (детальнiше дивiться в додатку 5).

Тут аналогiя з нашим повсякденним кольором вiдiграє роль: як чер-

воний, зелений i синiй нашаровуючись дають бiлий, кольоровi кварки

складаються в ”безколiрнi” адрони. Тут ”безколiрнiсть” насправдi озна-

чає, що адрони не змiнюються - є iнварiантними - пiд час перетворень

SU(3) у кольоровому просторi. Виявляється (дивiться додаток 5 для

деталей), що комбiнацiї qqq, qq̄, qq̄qq̄, qqqqq̄ мають синглетнi представ-

лення групи SU(3) i тому можуть бути безколiрними, тодi як комбiнацiї

типу qqq̄, qq, qqqq або окремi кварки не можуть бути безколiрними за

жодних умов.

Спостережуване iснування лише безколiрних об’єктiв у природi часто нази-

вають конфайнментом або просто конфайнментом, оскiльки колiр утримує-

ться всерединi адронiв. Визнаючи роль кольору, мiкроскопiчна квантова тео-

22



рiя поля, яка описує сильну взаємодiю, називається квантовою хромодинамi-

кою. Крiм барiонiв та мезонiв конфайнмент дозволяє багато iнших комбiнацiй

кваркiв, включаючи пентакварк qqqqq̄. Варто зауважити, що у 2015 роцi два

види пентакваркiв були вiдкритi колаборацiєю LHCb на Великому адронному

колайдерi в CERN [14].

Конфайнмент передбачає, що жоден окремий вiльний кварк не може бути

спостережений. Це твердженнябуло експериментально перевiрено кiлькома

експериментами [15], вимiрюючи перерiз для включної реакцiї

pp→ q(q̄)X .

Найкращий верхнiй лiмiт для перерiзу такої реакцiї наразi встановлено

колаборацiєю CMS i становить σ < 2.3× 10−40 cm2. Це потрiбно порiвняти з

загальним перерiзом pp, який становить порядку 100 mb або 10−25 cm2. Це

означає, що якщо окремi кварки виробляються в pp зiткненнях, то макси-

мальна середня частота становить 10−15 на зiткнення. До цього часу жоден

окремий кварк не був спостережений.

Квантова хромодинамiка (КХД) пояснює конфайнмент наступним чином.

З ґраткового формулювання КХД можна отримати феноменологiчний потен-

цiал кварк-антикварк взаємодiї

V (r) = −α
r
+ κr , (1.1)

Квантова хромодинамiка пояснює конфайнмент наступним чином. З гра-

ткового формулювання КХД можна отримати феноменологiчний потенцiал

взаємодiї кварк-антикварк, який зростає з вiдстанню. Якщо спробувати вiд-

окремити кварк та антикварк та вiдтягнути їх один вiд одного, їхня енергiя

взаємодiї достатньо велика, щоб виробити нову пару кварк-антикварк з ва-

кууму. Таким чином, замiсть вiдокремленого кварка та антикварка отриму-

ються два мезони. Це пояснення не надає повного розумiння конфайнменту.

Наприклад, досi незрозумiло, за яких умов кварки не конфайнуються.

КХД передбачає, що при високiй енергiї зiткнення взаємодiя мiж квар-
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ками стає малою. Асимптотична свобода передбачає, що iснує можливiсть

отримати деконфайнованi кварки при достатньо високiй температурi та щiль-

ностi.

1.2 Кварк-глюонна плазма

Як зазначалося ранiше, з асимптотичної свободи КХД випливає, що дуже

гаряча та/або дуже щiльна речовина складається з майже не взаємодiючих

кваркiв. Було запропоновано [16], що шляхом нагрiвання та стиснення речо-

вини в зiткненнях важких iонiв отримують майже iдеальний газ деконфайно-

ваних кваркiв.

Асимптотична свобода була теоретично встановлена в рамках теорiї поля

нульової температури для взаємодiї двох кваркiв. У зiткненнi важких iонiв

фiзика значно вiдрiзняється: розмiр системи набагато бiльший, нiж розмiр

окремого нуклону, i тому можна говорити про формування середовища. Чи

буде асимптотична свобода зберiгатися у тепловiй ваннi, створенiй середови-

щем? На це питання вiдповiв Едуард Шуряк у 1978 роцi в однопетльовому

наближеннi. Вiн розрахував пропагатор глюона та потенцiал мiж двома квар-

ками в тепловому середовищi з температурою T [17]:

V (r) =
Q

4πr
e−mr (1.2)

m2 =
1

3
g2(Nc +Nf/2)T

2 (1.3)

Цей потенцiал схожий на потенцiал Дебая в класичнiй плазмi, тому га-

ряче та щiльне середовище кваркiв було названо кварк-глюонною плазмою.

Вона була отримана експериментально на Колайдерi важких iонiв з реляти-

вiстськими енергiями (RHIC) у 2000 роцi [18—21]. Крiм того, було показано,

що кварк-глюонна плазма поводить себе як рiдина з дуже низькою в’язкiстю

[22—24]. Низька в’язкiсть свiдчить про те, що КГП, отримана в зiткненнях

Au+Au на RHIC, є сильно взаємодiючою, на вiдмiну вiд ранiшої картини

слабко взаємодiючого газу (дивiться [25]).
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Рис. 1.1: Теоретичнi пiдходи до зiткнень важких iонiв [26].

Якi фiзичнi властивостi кварк-глюонної плазми? Як i за яких умов вiд-

бувається перехiд вiд гадронної матерiї до кварк-глюонної плазми? Чи є це

фазовим переходом або лише плавним переходом? Якщо фазовий перехiд, то

якого порядку? Чи iснує критична точка i якщо так, де вона розташована

i якi критичнi iндекси? Чи iснують додатковi фази? Це деякi з питань, якi

мотивують сучаснi експерименти з зiткненнями важких iонiв та теоретичнi

дослiдження. Багато з цих питань безпосередньо пов’язанi з фазовою дiагра-

мою сильно взаємодiючої матерiї.

1.3 Теорiя зiткнень важких iонiв

Теорiя зiткнень важких iонiв є досить рiзноманiтною: пiдходи варiюються вiд

повнiстю мiкроскопiчних i статичних, решiткової КХД до макроскопiчної ре-

лятивiстської гiдродинамiки. Теоретичнi пiдходи можна подiлити на чотири

гiлки, як показано на рис. 1.1: поля теоретичнi, транспортнi, гiдродинамiчнi

та статистичнi. Ця дисертацiя присвячена головним чином транспортним i гi-

дродинамiчним i статистичному пiдходам. Саме тому обговорення їх є бiльш

розширеним.
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1.3.1 Гiдродинамiчнi пiдходи

На вiдмiну вiд статистичних моделей, гiдродинамiчнi пiдходи описують ево-

люцiю згустку сильновзаємодiючої матерiї - фаєрболу, починаючи вiд терма-

лiзацiї до заморожування (стадiї коли частинки перестають взаємодiяти i їх

можна проектувати на детектори). Двi необхiднi умови застосування гiдро-

динамiки: кожна частина системи перебуває у безпосереднiй близькостi до

локальної термодинамiчної рiвноваги, а середня довжина вiльного пробiгу

набагато менший, нiж розмiр системи,

lmfp ≪ L . (1.4)

Типовi швидкостi розширення при зiткненнях важких iонiв порiвняннi зi

швидкiстю свiтла, тому гiдродинамiчна теорiя має бути релятивiстською. Ре-

лятивiстську гiдродинамiку було започатковано у 1953 роцi роботами Лан-

дау за багаточастинкове виробництво при високоенергетичних зiткненнях

протон-протон, протон-ядерний або ядро-ядернi зiткнення [27, 28]. Модель

Ландау припускала високу енергiю зiткнення, так що два зiткнувшихся ядра

представляються як плоскi диски через ефект Лоренца. Пiсля зiткнення цi

два диски повнiстю зупиняються, а результуючий плоский диск розширює-

ться уздовж. Модель передбачає гаусiвський спектр швидкостей, який дiйсно

спостерiгався на AGS та SPS для чистого заряду. На вищих енергiях ядра не

здаються зупиняються так швидко, як передбачає модель Ландау, але ско-

рiше проходять одне крiзь iнше. Це представлено плоскою дiлянкою dN/dy

на серединнiй швидкостi. Таку ситуацiю добре описує гiдродинамiчна модель

Бйоркена [29], яка припускає постiйний рух вздовж осi зiткнення. Модель

Бйоркена дозволяє зробити просту оцiнку густини енергiї, досягнутої у зi-

ткненнi, яка використовується для порiвняння з критичною енергетичною

щiльнiстю 1 ГеВ/фм3, i судити, чи була вироблена кварк-глюонна плазма.

Сучаснi пiдходи (недавнiй огляд [30]) виходять далеко за межi цих апро-

ксимацiй. Однак основнi рiвняння гiдродинамiки, якi є нiчим iншим, як збе-

реженням енергiї, iмпульсу та зарядiв, записанi в тiй же формi, як у фунда-
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ментальних роботах Ландау [27, 28]:

∂µT
µν = 0 (1.5)

∂µj
µ = 0 , (1.6)

де T µν - тензор енергiї-iмпульсу рiдини, а jµ - 4-струм збережених зарядiв.

Що змiнилося, так це

• розмiрнiсть проблеми

• рiвняння стану (EoS)

• початковi умови та симуляцiї подiя за подiєю

• умови заморожування

• в’язкi корекцiї

Поперечне розширення включено в симуляцiї (2+1)D та (3+1)D. Це ва-

жливо для опису поперечного потоку, зокрема залежностi v2(pT ), де v2 - дру-

га Фур’є гармонiка розподiлу азимутального кута dN
dφ . На вiдмiну вiд моделей

Ландау або Бйоркена, цi частковi диференцiальнi рiвняння не можуть бути

аналiтично розв’язанi та мають бути розв’язанi чисельно.

Рiвняння стану (EoS) закриває систему рiвнянь еволюцiї гiдродинамiки,

зв’язуючи тиск з енергетичною щiльнiстю та щiльностями збережених заря-

дiв:

p = p(ϵ, n) (1.7)

Всi властивостi рiдини закодованi в EoS. Велика перевага гiдродинамiки

полягає в тому, що EoS може бути явно змiнено. Таким чином можна вивчати

наслiдки передбачуваного переходу вiд кварк-глюонної плазми до газу адро-

нiв на експериментальнi спостереження [31]. При низькому µb EoS обмежено
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решiтковим КХД, але при вищому µb потрiбно застосовувати феноменологi-

чнi моделi.

1.3.2 Транспортнi пiдходи

Найбiльш загальнi мiкроскопiчнi пiдходи до зiткнень важких iонiв, якi вра-

ховують нерiвноважну еволюцiю, базуються на релятивiстськiй транспортнiй

теорiї. Транспортна теорiя формулюється в термiнах функцiї розподiлу однi-

єї частинки f (t, r⃗, p⃗), яка є не чим iншим, як густиною у фазовому просторi.

Припускаючи, що кiлькiсть частинок у данiй областi фазового простору може

змiнюватися лише через зiткнення та розпади, iгноруючи всi iншi джерела

кореляцiй, можна записати

df

dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂r⃗

p

E
+
∂f

∂p⃗
∇⃗U = Icoll , (1.8)

де Icoll - вираз, який називається iнтегралом зiткнень. Це нерелятивiст-

ське класичне рiвняння Больцмана, але воно все ще актуальне для квантових

систем. Воно може бути отримане з квантової iєрархiї рiвнянь Боголюбова-

Борна-Грiна-Кiрквуда-Iвона ББГКI для N -частинкової матрицi щiльностi,

обмежуючи її на рiвнi двох частинок та виконуючи трансформацiю Вiгне-

ра. Це обмеження припускає, що густина не надто висока:

λCompton ≪ lmfp , (1.9)

де λCompton = hc
M - довжина хвилi Комптона, i lmfp ≃ (ρσ)−1 - середнiй

вiльний шлях. Це визначає межу застосовностi для рiвняння Больцмана, яку,

однак, можна подолати, вводячи рiзнi ступенi свободи. Iнше припущення,

зроблене пiд час обмеження, - так звана гiпотеза молекулярного хаосу:

f2(p1, x1; p2, x2) = f (p1, x1)f (p2, x2) , (1.10)

що передбачає iгнорування всiх кореляцiй у фазовому просторi мiж ча-

стинками. Iнтеграл зiткнень для класичного випадку записується як
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Icoll =

∫
d3p2
E2

d3p′1
E1

d3p′2
E ′

2

×W (p, p2→ p′1, p
′
2)×

(f ′1f
′
2 − ff2) . (1.11)

У квантовому випадку рiвняння Больцмана вперше було сформульовано

Уелiнгом та Уленбеком, i тому рiвняння називається BUU (Больцман-Уелiнг-

Уленбек):

Icoll =

∫
d3p2
E2

d3p′1
E1

d3p′2
E ′

2

×W (p, p2→ p′1, p
′
2)×

(f ′1f
′
2(1 + af)(1 + af2)− ff2(1 + af ′1)(1 + af ′2)) . (1.12)

Тут a = 1 для бозонiв i a = −1 для фермiонiв. Можна побачити, що

квантове рiвняння BUU вiдрiзняється вiд класичного Больцмана лише кое-

фiцiєнтами, якi враховують квантову статистику в термiнi зiткнення.

Фiзичний сенс рiвнянь Больцмана або BUU дуже простий: для даного iн-

тервалу часу dt кiлькiсть частинок у комiрцi фазового простору змiнилася

(лiва частина) настiльки ж, наскiльки кiлькiсть частинок, що ввiйшли в неї

з iнших комiрок через зiткнення або розпади (права частина, термiн прибу-

тку) мiнус кiлькiсть частинок, що втекли в iншi комiроки через зiткнення

або розпади (права частина, термiн витоку). Рiвняння Больцмана може бути

записане в явно коварiантнiй нотацiї:

pµ
∂f

∂xµ
+m

∂Kµf

∂pµ
= Icoll , (1.13)

де Kµ - вектор чотиривимiрної сили Мiнковського. Рiвняння Больцмана,

як записане вище, вiдноситься лише до одного виду частинок, якi зазнають

2→ 2 еластичних зiткнень. При зiткненнях важких iонiв маємо справу з со-

тнями рiзних адронiв, якi також можуть зiткнутися нееластично, розпада-

тися та формувати резонанси. У цьому випадку рiвняння Больцмана пере-
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творюється на зв’язану систему рiвнянь - стiльки, скiльки є видiв адронiв.

Зазвичай цю систему розв’язують за допомогою симуляцiй методом Монте-

Карло, де частинки поширюються згiдно з рiвняннями руху, отриманими з

лiвої частини рiвняння 1.13, та зiткнення/розпади симулюються за допомо-

гою iнтегралу зiткнень.

Залежно вiд ступеня свободи, iснують чисто гадроннi транспортнi коди,

якi використовуються при низьких енергiях [32—36], пiдходи, що включають

адрони та струни (наприклад, RQMD [37], UrQMD [38], HSD [39], JAM [40],

GiBUU [41]), тiльки партони (наприклад, [42, 43], Каскад партонiв Занга [44],

BAMPS [45]) або партони, адрони та струни разом, наприклад, PHSD [46] або

AMPT [47].

30



Роздiл 2

Слiди фазового переходу

рiдина-газ у аналiтичних

властивостях квантової

хромодинамiки

2.1 Вступ

Термодинамiчнi властивостi КХД при скiнченних температурах та щiльно-

стях є важливими питаннями сучасної високоенергетичної ядерної фiзики.

Особливий iнтерес представляє фазова структура матерiї КХД та характер

переходу мiж адронами та партонаими. При нульовiй барiоннiй щiльностi,

тобто при µB = 0, цей перехiд є плавним, згiдно з симуляцiями КХД на

гратцi [48]. Природа цього переходу при скiнченних щiльностях ще не вста-

новлена. Експериментальний пошук гiпотетичної хiральної критичної точки

(КТ) КХД [49] виконується при ненульових промiжних барiонних щiльно-

стях за допомогою вимiрювань флуктуацiй у зiткненнях важких iонiв [50—

53] а також непрямих методiв решiткової теорiї калiбрування, таких як роз-

клад Тейлора навколо µB = 0 [54, 55] або аналiтичне продовження з уявного
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µB [56, 57]. Поточнi данi високої якостi КХД на решiтцi при фiзичних масах

кваркiв не показують доказiв або ознак хiральної КТ i не пiдтримують iснува-

ння фазового переходу першого або другого порядку при помiрних барiонних

щiльностях µB/T ≲ π [58—61]. Розташування або навiть iснування тiєї КТ

не встановлено дотепер. Можливостi для фазового переходу при великих ба-

рiонних щiльностях можуть бути дослiдженi в зiткненнях важких iонiв при

помiрних енергiях зiткнення, таких як експеримент CBM в FAIR [62], або за

допомогою точних спостережень за злиттям нейтронних зiрок та астрономiї

гравiтацiйних хвиль [63, 64].

На вiдмiну вiд хiральної КТ КХД, iснування фазового переходу мiж ядер-

ною рiдиною та газом з асоцiйованою КТ при Tc ≃ 20 МеВ i µcB ≃ 900 МеВ

краще встановлене як теоретично [65—69] так i експериментально [70—72] (див.

Ref. [73] для поточних емпiричних оцiнок розташування КТ). Цей перехiд

також доступний на решiтцi через ефективну теорiю [74]. Нещодавно було

вказано, що критичнiсть ядерної матерiї має значний вплив на вразливiсть

збережених зарядiв у гарячiй матерiї КХД, як у околицях регiону темпе-

ратури плавного переходу при µB = 0 [75], так i вздовж феноменологiчної

кривої заморожування в зiткненнях важких iонiв [76—78]. Незважаючи на

те, що ядерний фазовий перехiд закiнчується при Tc∼ 20 МеВ, його зали-

шки, здається, виживають в певних спостережуваних величинах до значно

вищих температур.

Наявнiсть фазового переходу та КТ вiдбивається в аналiтичних властиво-

стях термодинамiчного потенцiалу. Функцiя тиску, зокрема, стає багатозна-

чною функцiєю хiмiчного потенцiалу i виявляє особливостi гiлки розрiзу [79].

При пiдкритичних температурах цi особливостi вiдповiдають спiнодальним

нестабiльностям, при T = Tc особливостi зливаються в КТ, а при T > Tc осо-

бливостi лежать у комплексних значеннях хiмiчного потенцiалу [80]. Фазовi

переходи згладжуються в скiнченному об’ємi, їх залишки там характеризую-

ться нулями Лi-Янга великого термодинамiчного потенцiалу [81, 82].
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2.2 Термодинамiчнi точки розгалуження фазо-

вого переходу рiдина-газ

Спочатку розгляньмо систему взаємодiючих нуклонiв як класичний реальний

газ, описаний рiвнянням ван дер Ваальса(vdW). Тиск задається [83]

p(T, n) =
T n

1− b n
− a n2, (2.1)

де a > 0 i b > 0 вiдповiдно вiдповiдають притягувальним i вiдштовхувальним

взаємодiям. У великому канонiчному ансамблi (GCE) густина числа части-

нок n(T, µ) визначається через трансцендентне рiвняння [84]:

eµ/T =
n

ϕ(T ) (1− bn)
exp

[
bn

1− bn
− 2an

T

]
. (2.2)

Тут

ϕ(T ) =
dm2 T

2π2
K2(m/T ), (2.3)

де d - фактор виродження, а m - маса частинки1. Пiдставляючи n(T, µ) у

Рiвняння (2.1), можна вiдновити функцiю тиску GCE, тобто повний термо-

динамiчний потенцiал у GCE.

При заданих значеннях T i (комплексного) µ, Рiвняння (2.2) може мати

бiльше одного розв’язку, що означає, що n(T, µ) є багатозначною функцiєю.

Ця багатозначнiсть зумовлює iснування точок розгалуження. Раннi дослiдже-

ння точок розгалуження для класичного рiвняння ван дер Ваальса можна

знайти у [85]. Тут ми представляємо систематичний аналiз поведiнки точок

розгалуження, пов’язаних з переходом рiдина-газ у ядернiй матерiї, та їхньої

релевантностi для фазової дiаграми КХД.

1У нашому розглядi d = 4, m = 938 МеВ для нуклонiв. Ми iгноруємо невелику рiзницю мiж масами
протонiв i нейтронiв.
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Точки розгалуження n(T, µ) визначаються через рiвняння [79]

(∂µ/∂n)T = 0 . (2.4)

Застосувавши (2.2) це дає

2anbr
T

(1− bnbr)
2 = 1. (2.5)

Рiвняння (2.5) є кубiчним рiвнянням для nbr, яке визначає точки розгалуже-

ння. µbr вiдновлюється шляхом пiдстановки nbr у Рiвняння (2.2).

Кубiчне рiвняння (2.5) має три коренi, якi явно отримуються за допомо-

гою формул Кардано:

nbr1,2 =
1

b

(
−q1 + q2

2
± i

√
3
q1 − q2

2
+

2

3

)
, (2.6)

nbr3 =
1

b

(
q1 + q2 +

2

3

)
, (2.7)

де q1,2 =
3
√
A±

√
∆ з

A =
1

108

(
27b

a
T − 4

)
, ∆ = A2 − 1

93
. (2.8)

Третiй корiнь, nbr3, заданий Рiвнянням (2.7), є дiйсним при всiх значен-

нях T i бiльший за обмежуючу густину об’єму виключення ван дер Ваальса:

nbr3 > 1/b. Отже, nbr3 не доступний у регiонi фiзичних розв’язкiв при будь-

якiй температурi i, схоже, не пов’язаний з iснуванням переходу першого роду

у рiвняннi ван дер Ваальса. nbr3 тому буде виключений з розгляду в подаль-

шому.

Поведiнка двох вiдповiдних коренiв (2.6) квалiтативно залежить вiд зна-

чення температури. Два коренi є дiйсними при субкритичних температурах,

∆ < 0 ⇔ T < Tc = 8a/(27b). Вони вiдповiдають точкам спiнодалi субкрити-

чних iзотерм, тобто (∂p/∂n)T = 0.

При критичнiй температурi, ∆ = 0, T = Tc, два коренi стають збiжними.
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Вони збiгаються з розташуванням КТ, nbr1 = nbr2 = nc = 1/(3b).

При надкритичних температурах, ∆ > 0 ⇔ T > Tc, два коренi вiдповiд-

ають парi комплексно спряжених чисел, тобто сингулярностi лежать у ком-

плекснiй площинi. Це є проявом так званого переходу кросовера [79].

У цiй роботi ми розглядаємо лише аналiтичнi властивостi чистих фаз i не

будемо розглядати конструкцiю змiшаної фази Максвелла.

2.3 Точки розгалуження переходу ядерної рiдини-

газу

У цьому роздiлi оцiнюється залежнiсть вiд температури розташування точок

розгалуження, асоцiйованих з переходом ядерної рiдини-газу, за допомогою

рiзних моделей ядерної речовини. Нижче наведено список розглянутих моде-

лей.

2.3.1 Модель ван дер Ваальса

Як найпростiшу модель для переходу ядерної рiдини-газу ми беремо класичне

рiвняння ван дер Ваальса (2.1) для нуклонiв. Ми беремо значення параметрiв

vdW a = 329 МеВ фм3 i b = 3.42 фм3 з [86]. Цi значення параметрiв дають

енергiю зв’язку 16 МеВ у основному станi ядра при n = n0 = 0.16 фм−3

у моделi vdW, розширенiй для включення статистики Фермi (див. нижче).

Розташування точок розгалуження оцiнюються за допомогою рiвнянь (2.2)

та (2.5). Класичне рiвняння vdW передбачає перехiд ядерної рiдини-газу з

КТ при наступних значення темпертури та густини:

Tc =
8a

27b
≃ 28.5 МеВ, nc =

1

3b
≃ 0.10 фм−3. (2.9)

Модель вiдображає якiснi особливостi, асоцiйованi з переходом першого роду,

але не є точною при малих температурах, де статистику Фермi-Дiрака не

можна iгнорувати. З тих самих причин класичне рiвняння vdW переоцiнює
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значення критичної температури приблизно на 10 МеВ [86, 87].

Квантовi статистичнi ефекти враховуються у моделi квантового ван дер

Ваальса (QvdW) [86]. Модель QvdW визначається наступними рiвняннями:

p(T, µ) = pid(T, µ
∗)− an2, (2.10)

n(T, µ) = (1− b n)nid(T, µ
∗), (2.11)

µ∗ = µ− b pid(T, µ
∗) + 2 a n. (2.12)

Тут nid, pid вiдповiдно є густиною та тиском iдеального газу Фермi. У на-

ближеннi Больцмана рiвняння (2.10)-(2.12) зводяться до класичних рiвнянь

vdW (2.1) та (2.2).

Термодинамiчнi функцiї при фiксованих T та µ зазвичай визначаються

шляхом чисельного розв’язання рiвняння (2.12) вiдносно µ∗, що потiм до-

зволяє розраховувати всi iншi величини. Значення параметрiв vdW такi ж,

як i для класичної моделi vdW вище. Модель QvdW передбачає КТ при

Tc ≃ 19.7 МеВ та nc ≃ 0.07 фм−3 (µc ≃ 908 МеВ).

Необхiдно оцiнити похiдну (∂µ/∂n)T , щоб визначити термодинамiчнi то-

чки розгалуження. Для цього ми застосовуємо похiдну по n при фiксованому

T до рiвнянь (2.11) та (2.12), що дозволяє явно визначити (∂µ/∂n)T . Резуль-

туюче рiвняння (∂µ/∂n)T = 0 для точок розгалуження має вигляд

2 a nbr
T

(1− bnbr)
2 ωid(T, µ

∗
br) = 1. (2.13)

Тут ωid(T, µ
∗) є нормованою варiацiєю флуктуацiй числа частинок iдеального

квантового газу у GCE:

ωid(T, µ
∗) = 1− d η

2π2 nid

∫ ∞

0

dkk2

×

[
exp

(√
m2 + k2 − µ∗

T

)
+ η

]−2

, (2.14)

з η = +1 для фермiонiв. У наближеннi Максвелла-Больцмана (η = 0) маємо
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Рис. 2.1: Розташування термодинамiчних точок розгалуження, асоцiйованих
з переходом ядерної рiдини-газу, у площинi µB-T , оцiнене в межах квантової
моделi ван дер Ваальса ядерної речовини. Двi суцiльнi лiнiї зображують двi
спiнодалi переходу ядерної рiдини-газу при T < Tc. Пунктирна лiнiя вiдпо-
вiдає дiйснiй частинi точки розгалуження кросовера µbr при T > Tc. Коло
представляє КТ.

ωid = 1 i рiвняння (2.13) зводиться до рiвняння (2.5) класичної моделi vdW.

Тут ми розв’язуємо рiвняння (2.13) чисельно, щоб визначити µ∗br
2. При

T = Tc розв’язок рiвняння (2.13) вiдповiдає КТ. Ми використовуємо КТ як

початкову точку чисельної процедури i рухаємося маленькими кроками за

температурою незалежно для T > Tc (кросовер) i T < Tc (перехiд першого

роду), використовуючи розв’язок на попередньому кроцi як початкове набли-

ження для наступного.

Рисунок 2.1 зображує отриманi значення хiмiчного потенцiалу, що вiдпо-

вiдають точкам розгалуження. При T < Tc є два дiйснi розв’язки, якi вiдпо-

вiдають спiнодалi переходу першого роду, як обговорювалося у Роздiлi 2.2 для

класичного рiвняння vdW. Цi розв’язки зображенi на Рисунку 2.1 двома су-

2nbr розраховується за даним µ∗
br з рiвняння (2.11)
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Рис. 2.2: Залежнiсть вiд температури (a) µRbr ≡ Re[µbr] i (b) µIbr/T ≡ Im[µbr/T ],
оцiнена для системи взаємодiючих нуклонiв через класичне рiвняння ван дер
Ваальса (пунктирнi чорнi лiнiї), квантове рiвняння ван дер Ваальса (суцiльнi
чорнi лiнiї), модель середнього поля Скiрма (точково-пунктирнi синi лiнiї) та
релятивiстську модель середнього поля Валечки (точковi червонi лiнiї). То-
чки зображують вiдповiднi розташування критичних точок ядерної речовини
у вiдповiдних моделях.

цiльними лiнiями. При T = Tc два коренi спiвпадають у КТ. При T > Tc, µbr
має ненульову уявну частину, точки розгалуження вiдповiдають двом ком-

плексно спряженим кореням. Поведiнка дiйсної частини µRbr ≡ Re [µbr] при

T > Tc показана на Рисунку 2.1 пунктирною лiнiєю.

Порiвняння мiж класичною та квантовою моделями vdW може уточнити

роль статистики Фермi. Порiвняння представлено на Рисунку 2.2, де зобра-

жено залежностi вiд температури дiйсних та уявних частин µbr. Обидвi моделi

вiдображають якiсно схожу поведiнку. Класична модель vdW не дає точно-

го опису µbr при малих температурах. Це очiкуваний артефакт iгнорування

квантової статистики. Результати класичної моделi vdW наближаються до

моделi QvdW при великих температурах, де ефекти квантової статистики

стають несуттєвими.

2.3.2 Модель Скiрма

Для перевiрки надiйностi результатiв, отриманих у рамках моделi (кванто-

вого) vdW, ми розглядаємо термодинамiчнi точки розгалуження у двох аль-

тернативних моделях ядерної речовини. У моделi Скiрма ядерної речовини
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притягувальнi та вiдштовхувальнi взаємодiї моделюються через середнє поле

[88, 89],

usk(n) = −α
(
n

n0

)
+ β

(
n

n0

)γ

, (2.15)

що змiщує рiвнi енергiї одночастинкових станiв. Тут перший термiн вiдпо-

вiдає притягувальним взаємодiям середньої дальностi, а другий термiн - вiд-

штовхувальним взаємодiям короткої дальностi. Густина числа нуклонiв за-

дається самоузгодженим рiвнянням,

n(T, µ) = nid[T, µ− usk(n)] . (2.16)

Тут ми використовуємо такi значення параметрiв: n0 = 0.16 фм−3, γ = 2,

α ≃ 122.6 МеВ i β ≃ 70.4 МеВ. Цi значення параметрiв дають енергiю зв’язку

16 МеВ у основному станi ядра при n = n0 = 0.16 фм−3. Значення γ = 2

вiдповiдає так званiй жорсткiй рiвняннi стану Скiрма з модулем некомпре-

сiйностi K0 ≃ 380 МеВ. КТ у цiй моделi розташована на Tc = 21.9 МеВ,

nc = 0.06 фм−3 (µc ≃ 895 МеВ).

Похiдну (∂µ/∂n)T можна оцiнити з рiвняння (2.16) досить прямолiнiйно.

Рiвняння точки розгалуження (∂µ/∂n)T = 0 читається[
α

(
nbr
n0

)
− β γ

(
nbr
n0

)γ]
ωid[T, µ− usk(nbr)]

T
= 1. (2.17)

На практицi, рiвняння (2.17) розв’язується чисельно для величини µ∗br ≡ µ−
usk(nbr), оскiльки рiвняння (2.16) дає nbr як явну функцiю µ∗br. Як i для моделi

QvdW, розташування КТ використовується як початкова точка чисельної

процедури для визначення залежностi вiд температури точок розгалуження.

2.3.3 Модель Валечки

Остання модель ядерної речовини, що розглядається, - це модель Валечки [67,

90], яка є одним з найпростiших прикладiв релятивiстської теорiї середнього
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поля. Притягувальнi та вiдштовхувальнi взаємодiї моделюються через обмiн

скалярними σ та векторними ω мезонами вiдповiдно. Мезоннi поля обробля-

ються в наближеннi середнього поля. Взаємодiї призводять до ефективного

змiщення хiмiчного потенцiалу µ→µ∗ та маси m→m∗ нуклонiв, що при-

зводить до наступної форми гранд-канонiчного термодинамiчного потенцiа-

лу (тиску)3

p(T, µ) = pid(T, µ
∗;m∗) +

(µ− µ∗)2

2c2v
− (m−m∗)2

2 c2s
. (2.18)

Тут c2s > 0 i c2v > 0 є параметрами зв’язування, що вiдповiдають притягу-

вальним та вiдштовхувальним взаємодiям вiдповiдно. Ефективний хiмiчний

потенцiал µ∗ та ефективна маса m∗ визначаються з рiвнянь:(
∂p

∂µ∗

)
m∗

= 0 ⇐⇒ µ− µ∗ = c2v nid(T, µ
∗;m∗), (2.19)(

∂p

∂m∗

)
µ∗

= 0 ⇐⇒ m−m∗ = c2s n
s
id(T, µ

∗;m∗). (2.20)

Тут nsid - це скалярна густина iдеального газу Фермi нуклонiв. Густина числа

частинок є

n(T, µ) = nid(T, µ
∗;m∗). (2.21)

Значення параметрiв зв’язування визначаються з властивостей ядерного

основного стану (див. реф. [91] для деталей): c2s = 14.6 фм2 i c2v = 11.0 фм2.

Модель передбачає КТ ядерної речовини при Tc = 18.9 МеВ, nc = 0.07 фм−3 (µc ≃
909 МеВ).

Точки розгалуження визначаються через рiвняння (2.4). Для оцiнки (∂µ/∂n)T

ми спочатку зазначаємо, що µ = µ∗ + c2vn, як випливає з рiвнянь (2.19) та

(2.21). Отже,

(∂µ/∂n)T = (∂µ∗/∂n)T + c2v. (2.22)

3Тут ми iгноруємо внесок анти-нуклонiв, який є малим у регiонi ядерної речовини фазової дiаграми.
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(∂µ∗/∂n)T визначається застосуванням похiдної (∂/∂n)T до рiвнянь про-

мiжкiв (2.19) та (2.20), i розв’язанням отриманої системи лiнiйних рiвнянь

для (∂µ∗/∂n)T та (∂m∗/∂n)T :

(∂µ∗/∂n)T =
1 + c2s ∂m∗n∗s

∂µ∗n∗ + c2s (∂µ∗n∗ ∂m∗n∗s − ∂µ∗n∗s ∂m∗n∗)
. (2.23)

Тут n∗ ≡ nid(T, µ
∗;m∗) i n∗s ≡ nsid(T, µ

∗;m∗).

Рiвняння точок розгалуження (2.4) читається

1 + c2s ∂m∗n∗s + c2v ∂µ∗n∗

= c2s c
2
v (∂µ∗n∗s ∂m∗n∗ − ∂∗n∗ ∂m∗n∗s). (2.24)

Це рiвняння розв’язується чисельно, щоб визначити µ∗br (рiвняння промiж-

ку (2.20) використовується для зв’язку m∗ i µ∗).

2.3.4 Порiвняння мiж моделями

Рисунок 2.2 зображує залежнiсть вiд температури дiйсних та уявних частин

хiмiчного потенцiалу точки розгалуження, оцiнену у чотирьох розглянутих

моделях ядерної речовини. Якiсна поведiнка у всiх моделях узгоджується з

аналiтичними очiкуваннями, отриманими в межах класичної моделi vdW у

Роздiлi 2.2. Як зазначалося ранiше, при малих температурах значення µRbr

у класичнiй моделi vdW досить вiдрiзняються вiд усiх iнших моделей. Це

артефакт через вiдсутнiсть статистики Фермi.

Поведiнка при великих температурах якiсно схожа у всiх розглянутих

моделях. Кiлькiсно моделi QvdW та Валечки дуже схожi, тодi як модель

Скiрма дає сильнiшу залежнiсть вiд температури дiйсної частини µRbr та менш

виражений рiст температури уявної частини µIbr/T .

При великих температурах класична та квантова моделi vdW дають май-

же iдентичнi результати. Ефекти статистики Фермi незначнi при T ≳ 100 МеВ.

Аналiтичнi результати Роздiлу 2.2 дуже точно описують µRbr та µIbr у цьому

режимi.
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Рис. 2.3: Залежнiсть вiд температури (a) дiйсної частини обмежувальної то-
чки розгалуження розрiзу, i (b) уявної частини обмежувальної точки розга-
луження розрiзу. Розрахунки виконанi для моделi vdW-HRG (суцiльнi чорнi
лiнiї) та для моделi vdW лише з (анти)нуклонами (пунктирнi червонi лiнiї).
У обох випадках розглядається статистика Максвелла-Больцмана. Кола вiд-
повiдають критичним точкам вiдповiдно ядерної речовини та анти-ядерної
речовини.

2.4 Газ адронних резонансiв i ядерна речовина

2.4.1 Точки розгалуження

При температурах T ≳ 100 МеВ, якi дослiджуються в релятивiстських зi-

ткненнях важких iонiв i в теорiї ґраткових калiбрувальних полiв при скiнчен-

нiй температурi, не можна iгнорувати збудження адронних ступенiв свободи,

окрiм нуклонiв. Гаряча адронна фаза зазвичай моделюється в рамках моделi

газу адронних резонансiв (HRG). Стандартна модель HRG зазвичай не вклю-

чає властивостi ядерної речовини та асоцiйовану критичнiсть рiдина-газ.

Тут ми використовуємо модель vdW-HRG, яка була введена в референ-

цiї [75] як “мiнiмальне” розширення моделi HRG для iнкорпорацiї переходу

ядерної рiдини-газу в картину HRG. У цiй роботi ми слiдуємо цьому “мiнi-

мальному” розширенню. Модель vdW-HRG включає взаємодiї vdW для всiх

пар барiон-барiон (i, за симетрiєю, всiх пар антибарiон-антибарiон). Параме-

три a i b приймаються однаковими для всiх пар барiонiв. Їхнi значення до-

рiвнюють параметрам vdW нуклонiв (Роздiл 2.3). Це забезпечує, що модель

vdW-HRG зводиться до моделi vdW ядерної речовини в Роздiлi 2.3, коли вне-
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ски барiонних резонансiв стають незначними, як це вiдбувається для низьких

T , великих µB регiонiв фазової дiаграми ядерної речовини.

Ми не включаємо члени vdW для пар барiон-антибарiон, оскiльки взаємо-

дiї барiон-антибарiон на короткiй вiдстанi домiнуються анiгiляцiями, а не вiд-

штовхуванням на зразок твердих сфер, як у взаємодiях барiон-барiон. Наре-

штi, бiльшiсть вiдомих розсiянь мезон-мезон i мезон-барiон домiнуються фор-

муванням резонансiв. Такi взаємодiї вже включенi в картину HRG шляхом

включення резонансiв як окремих частинок. Також зазначимо, що наш спи-

сок частинок не має резонансiв з |B| = 2, тому, немає подвiйного рахування

привабливих взаємодiй мiж парами барiон-барiон та антибарiон-антибарiон.

Тиск у моделi vdW-HRG:

p(T, µ) = pM(T, µ) + pB(T, µ) + pB̄(T, µ), (2.25)

де

pM(T, µ) =
∑
j∈M

pidj (T, µj) (2.26)

pB(T, µ) =
∑
j∈B

pidj (T, µ
B∗
j )− a n2B (2.27)

pB̄(T, µ) =
∑
j∈B̄

pidj (T, µ
B̄∗
j )− a n2B̄, (2.28)

де M позначає мезони, B(B̄) для (анти)барiонiв, µ = (µB, µS, µQ) є хiмiчними

потенцiалами для чистого числа барiонiв B, дивностi S i електричного заря-

ду Q, µB(B̄)∗
j = µj− b pB(B̄)−a b n2B(B̄)

+2 a nB(B̄) де µj = Bj µB+Sj µS+Qj µQ

є хiмiчним потенцiалом для виду барiонiв j, з вiдповiдними квантовими чи-

слами Bj, Sj i Qj. nB i nB̄ є загальними густинами барiонiв i антибарiонiв

вiдповiдно.

Ми iгноруємо квантовi статистичнi ефекти для барiонiв i анти-барiонiв

в подальшому. Як було показано в Роздiлi 2.3 це є хорошою апроксимацiєю

для температур T ≳ 80 МеВ (див. Рис. 2.2). Для µQ = µS = 0, густини

43



(анти)барiонiв nB(B̄)(T, µ) визначаються трансцендентним рiвнянням:

b ϕB(T )e
±µB/T =

bnB(B̄) exp
[

bnB(B̄)

1−bnB(B̄)
− 2anB(B̄)

T

]
1− bnB(B̄)

. (2.29)

Тут

ϕB(T ) =
∑
i∈B

dim
2
i T

2π2
K2(mi/T ) . (2.30)

Сума в рiвняннi (2.30) охоплює всi барiони в HRG.

Густини nB(B̄) є багатозначними функцiями µB. Як барiони, так i антиба-

рiони призводять до появи точок розгалуження. Через симетрiю парностi за

зарядом вiдповiднi точки розгалуження пов’язанi одна з одною через транс-

формацiю µB → − µB. Точки розгалуження nB(B̄) визначаються як

dµB
dnB(B̄)

∣∣∣∣∣
µB=µbr

B

= 0. (2.31)

Координати точок розгалуження визначаються через вiдносини для кла-

сичного рiвняння vdW (Роздiл 2.2) з замiною ϕ(T )→ϕB(B̄)(T ). Рисунок 2.3

зображує залежнiсть вiд температури дiйсних та уявних частин сингулярно-

стей розрiзу, асоцiйованих з переходом ядерної рiдини-газу, оцiнених у моделi

vdW-HRG (суцiльнi чорнi лiнiї) та моделi vdW лише з (анти)нуклонами (пун-

ктирнi червонi лiнiї). Представленi лише обмежувальнi, тобто найближчi до

точки розширення µB = 0, сингулярностi. Двi симетричнi лiнiї на (a) вiдпо-

вiдають барiонам i антибарiонам. Уявнi частини двох комплексно спряжених

сингулярностей, представленi на (b), рiвнi для барiонiв та антибарiонiв. Кола

представляють критичнi точки барiонної та антибарiонної речовини. Видно,

що дiйсна частина знижується з температурою i перетинає нуль приблизно

при T ≃ 180 МеВ. Це означає, що взаємодiї vdW стають релевантними на-

вiть близько до µB = 0 при достатньо великих температурах. Це дiйсно було

продемонстровано для низки термодинамiчних величин в референцiї [75]. До-
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Рис. 2.4: Залежнiсть вiд температури (a) радiуса збiжностi rµ i (b) радiуса
збiжностi rµ/T , розрахована в моделi vdW-HRG (суцiльна лiнiя) чисельно за
допомогою аналiтичних формул Рiвнянь (2.31) i (2.33); i (синi точки) за до-
помогою оцiнювача радiуса збiжностi Mercer-Roberts (2.34) для ряду Тейлора
(2.32). Затiненi областi представляють ту частину фазової дiаграми, де ряд
Тейлора (2.32) функцiї тиску не збiгається. Чорне коло вiдповiдає критичнiй
точцi ядерної речовини в класичнiй моделi vdW.

давання барiонних резонансiв призводить до швидшого зниження µRbr/T до

нуля. З iншого боку, резонанси не впливають на поведiнку уявної частини

µIbr/T , принаймнi не в межах використаної моделi vdW-HRG.

2.4.2 Ряд Тейлора

Наявнiсть термодинамiчних точок розгалуження призводить до низки на-

слiдкiв щодо аналiтичних властивостей КХД. Особливий iнтерес становить

ряд Тейлора для тиску в КХД:

p(T, µB)− p(T, 0)

T 4
=

∞∑
n=1

χB
2n(T )

(2n)!

(µB
T

)2n
. (2.32)

Тут χB
2k(T ) = ∂2k(p/T 4)/∂(µB/T )

2k|µB=0 є сприйнятливостями числа барiонiв,

оцiненими при µB = 0. Розширення включає лише парнi порядки хiмiчного

потенцiалу, як це випливає з симетрiї парностi за зарядом КХД.

Ряд (2.32) збiгається всерединi кола в комплекснiй площинi µB/T . Збi-

жнiсть обмежена сингулярнiстю, найближчою до точки розширення, яка ле-

жить на межi кола. КТ є прикладом такої сингулярностi. Особливiсть КТ
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полягає в тому, що сингулярнiсть лежить на дiйснiй осi, що означає, що ко-

ефiцiєнти ряду Тейлора асимптотично додатнi при критичнiй температурi.

Цей факт використовується в рiзних спробах обмежити розташування КТ

КХД за допомогою оцiнки низки коефiцiєнтiв ряду Тейлора на нульовому

рiвнi хiмiчного потенцiалу, перевiряючи, що всi доступнi коефiцiєнти додатнi,

i використовуючи рiзнi оцiнювачi радiуса збiжностi [59, 92, 93]. Зауважимо,

що розбiжний ряд Тейлора може з’явитися навiть без наявностi фiзичних

фазових переходiв, наприклад, в системах лише з вiдштовхувальними взає-

модiями [94].

Термодинамiчнi сингулярностi, асоцiйованi з переходом ядерної рiдини-

газу, обмежують дiапазон збiжностi ряду Тейлора в моделi vdW-HRG. Очi-

куваний радiус збiжностi в моделi vdW-HRG задається

rµ = |µbrB | =
√

[Re(µbrB )]2 + [Im(µbrB )]
2. (2.33)

Тут µbrB - розташування обмежувальної сингулярностi. При T > Tc це вiдпо-

вiдає сингулярностям кросовера [Рiвняння (2.6)], якi обидвi лежать на одна-

ковiй вiдстанi вiд µB = 0. При T = Tc це КТ ядерної речовини. При T < Tc

обмежувальна сингулярнiсть - це точка спiнодалi, яка роздiляє газоподiбну

та механiчно нестабiльну ядернi фази (права суцiльна крива на Рис. 2.1).4

Рисунок 2.4 зображує залежнiсть вiд температури радiуса збiжностi в µB
та у безрозмiрних величинах µB/T . Для температур кросовера, T ∼ 140 −
170 МеВ, радiус збiжностi стає малим, rµ/T ∼ 2 − 3. Це вказує на реаль-

ну можливiсть, що властивостi збiжностi ряду Тейлора в повнiй КХД при

температурах кросовера можуть бути визначенi залишками переходу ядер-

ної рiдини-газу, якi проявляють себе у виглядi сингулярностей у комплекснiй

площинi.

Ми перевiряємо нашi результати моделi vdW-HRG, аналiзуючи власти-

4Точка розгалуження на межi рiдкої та механiчно нестабiльної фази (лiва суцiльна крива на Рис. 2.1)
не обмежує радiус збiжностi ряду Тейлора, незважаючи на її менше значення µbr

B . Причина в тому, що
ця точка розгалуження лежить на поверхнi Рiмана, вiдмiннiй вiд тiєї, де розташована точка розширення
µB = 0. Радiус збiжностi не впливається третiм коренем [Рiвняння (2.7)] з тiєї ж причини.
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востi збiжностi ряду Тейлора в цiй моделi безпосередньо. Спочатку ми ана-

лiзуємо радiус збiжностi за поведiнкою сприйнятливостей числа барiонiв χB
k

при µB = 0. Ми розраховуємо χB
k до порядку χB

120 чисельно, використовую-

чи ефективний алгоритм, описаний в додатку. Обчисленi значення χB
k потiм

використовуються для визначення rµ/T за допомогою рiзних оцiнювачiв.

Так званий оцiнювач спiввiдношення, rREn = |cn/cn+1|1/2 з cn ≡ χ2n/(2n)!,

не дає корисної оцiнки rµ/T . Це наслiдок того, що обмежувальна сингуляр-

нiсть лежить у комплекснiй площинi, з ненульовою уявною частиною µIbr/T ̸=
0. У такому випадку оцiнювач спiввiдношення не збiгається [60, 95].

Точна оцiнка радiуса збiжностi отримується за допомогою оцiнювача Mercer-

Roberts [96],

rMR
n =

∣∣∣∣cn+1 cn−1 − c2n
cn+2 cn − c2n+1

∣∣∣∣1/4 , (2.34)

та так званої презентацiї Domb-Sykes [97, 98] (див. деталi в [60]). Отриманi

значення rµ та rµ/T за допомогою 120 коефiцiєнтiв розкладу Тейлора зобра-

женi синiми символами на Рис. 2.4. Цi значення збiгаються з попереднiми

аналiтичними очiкуваннями, показаними суцiльними лiнiями, що вказує на

збiжнiсть оцiнювача Mercer-Roberts до правильного значення. Ми також ана-

лiзуємо, скiльки коефiцiєнтiв потрiбно, щоб отримати значущу оцiнку rµ/T .

Розрахунки показують, що rµ/T при T = 100 − 200 МеВ можна оцiнити з

точнiстю 10% за допомогою 5 − 10 ненульових коефiцiєнтiв розкладу у ряд

Тейлора (див. Табл. 4.1). Зазначимо, що ефективнiсть оцiнки rµ/T може бу-

ти покращена шляхом розгляду модифiкованого оцiнювача Mercer-Roberts з

[95]:

rMMR
n =

∣∣∣∣(n+ 1)(n− 1)cn+1 cn−1 − n2c2n
(n+ 2)ncn+2 cn − (n+ 1)2c2n+1

∣∣∣∣1/4 . (2.35)

Це показано у другому рядку Табл. 4.1.
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Оцiнювач 100 МеВ 150 МеВ 170 МеВ 200 МеВ
MR χB

16 χB
16 χB

10 χB
20

MMR χB
22 χB

10 χB
8 χB

14

Табл. 2.1: Показує кiлькiсть ведучих коефiцiєнтiв розкладу у ряд Тейлора,
необхiдних для витягу радiуса збiжностi rµ в межах 10% вiд iстинного значен-
ня через оцiнювач Mercer-Roberts (перший рядок) i модифiкований оцiнювач
Mercer-Roberts (другий рядок) в моделi vdW-HRG.

Далi ми вивчаємо властивостi збiжностi ряду Тейлора, порiвнюючи iзо-

терми тиску, розрахованi за допомогою обмеженого ряду Тейлора навколо

µB = 0, i через повний чисельний розрахунок. Рисунок 2.5 показує це порiв-

няння для iзотерми T = 150 МеВ, де аналiзується змiщений та масштабова-

ний тиск [p(T, µB) − p(T, 0)]/T 4 як функцiя µB/T . Обмежений ряд Тейлора

добре описує повний результат для µB/T < rµ/T , а також у невеликiй обла-

стi за межами rµ/T . Ми перевiрили, що ця невелика область зменшується до

нуля, коли включається все бiльше i бiльше членiв розширення, i що розбi-

жнiсть серiї при µB/T > rµ/T стає все бiльш i бiльш очевидною. Отже, для

µB/T > rµ/T ряд Тейлора може бути розглянутий хiба що як асимптотичний

ряд.

Цей розрахунок включає лише адроннi ступенi свободи. Звичайно, в пов-

нiй КХД присутнi iншi механiзми, крiм переходу ядерної рiдини-газу, якi

впливають на аналiтичнi властивостi термодинамiчного потенцiалу i якi не

охопленi моделлю vdW-HRG. Це включає, наприклад, перехiд КХД до кварк-

глюонних ступенiв свободи та асоцiйовану критичнiсть хiральностi. Iнший вi-

домий перехiд КХД - це перехiд Робержа-Вейса при уявному хiмiчному потен-

цiалi [99], що вiдбувається при температурах T > TRW, де TRW∼ 208 МеВ [100].

Цi механiзми встановлять додатковi обмеження на радiус збiжностi ряду Тей-

лора, крiм тих, що пов’язанi лише з переходом ядерної рiдини-газу, якi ми тут

вивчаємо. З iншого боку, робота, про яку йдеться тут, лише демонструє, як

наявнiсть самого переходу ядерної рiдини-газу може впливати на властивостi

збiжностi ряду Тейлора. З тих же причин ми не проводимо тут порiвняння

вищих кумулянтiв χB
2k з даними ґраткової КХД, а лише використовуємо цi
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Рис. 2.5: Залежнiсть змiщеного масштабованого тиску [p(T, µB)− p(T, 0)]/T 4

вiд µB/T , як розраховано в межах моделi vdW-HRG при T = 150 МеВ за
допомогою чисельного розв’язку [Рiвняння (2.29)] (суцiльна чорна лiнiя) i
ряду Тейлора, обмеженого χB

4 (штрихпунктирна червона лiнiя), χB
8 (точко-

ва зелена лiнiя), χB
50 (штрихова жовта лiнiя) та χB

100 (штрихпунктирна синя
лiнiя). Вертикальна штрихова лiнiя вiдповiдає значенню радiуса збiжностi
rµ/T ≃ 2.6.

величини для аналiзу поведiнки тиску, розвинутого за Тейлором.

Також слiд зазначити, що перехiд рiдина-газ у цiй роботi обробляється

на рiвнi середнього поля, i асоцiйована критична поведiнка вiдповiдає класу

унiверсальностi середнього поля. Вихiд за межi наближення середнього поля

може змiнити клас унiверсальностi та характер сингулярностi, асоцiйованої з

критичною точкою фазового переходу [79], що, у свою чергу, змiнить поведiн-

ку вищих сприйнятливостей χB
2k. Тому вивчення термодинамiчних сингуляр-

ностей за межами середнього поля може бути цiкавим майбутнiм завданням,

яке може бути досягнуто, наприклад, за допомогою методiв ренормгрупи.
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2.5 Висновки

Наявнiсть переходу ядерної рiдини-газу при температурах T ≲ 20 МеВ у

КХД призводить до появи термодинамiчних точок розгалуження у гранд

потенцiалi КХД. Цi точки розгалуження вiдповiдають спiнодалам переходу

першого порядку при T < Tc, критичнiй точцi при T = Tc, та сингулярно-

стям кросовера у комплекснiй площинi µB при T > Tc. Цей якiсний резуль-

тат, отриманий аналiтично в рамках класичного рiвняння ван дер Ваальса, є

загальним для будь-якого довiльного середньопольового опису ядерної речо-

вини, як це випливає з аргументу унiверсальностi для критичної поведiнки.

З кiлькiсної точки зору, ця поведiнка точок розгалуження виявляє помiрну

залежнiсть вiд моделi при помiрних температурах T ≲ 100 МеВ, тодi як

включення всiх iнших адронних ступенiв свободи також важливе при вищих

температурах, T ∼ 130− 180 МеВ.

Аналiз моделi газу адронних резонансiв ван дер Ваальса вказує на те, що

сигнали вiд переходу ядерної рiдини-газу чiтко видимi в аналiтичних власти-

востях КХД навiть при температурах кросовера та помiрних барiохiмiчних

потенцiалах. Зокрема, радiус збiжностi ряду Тейлора в моделi vdW-HRG до-

сягає таких малих значень, як rµ/T ∼ 2−3 для температур T ∼ 140−170 МеВ.

Такi високi температури, як правило, пов’язують лише з хiральним перехо-

дом кросовера при µB = 0. Однак, поточнi результати показують, що радi-

ус збiжностi ряду Тейлора у КХД при цих температурах чiтко демонструє

залишки переходу ядерної рiдини-газу, у регiонi, де ми очiкували сигнали

хiральної критичностi. Якщо гiпотетична хiральна критична точка знаходи-

ться глибоко в речовинi, багатiй на барiони, як вказано в недавньому аналiзi

термодинамiки КХД в межах хiрального середньопольового пiдходу [101],

спроби знайти КТ КХД за допомогою методу ряду Тейлора повиннi дуже

уважно вiдрiзняти передбачуванi сигнали передбачуваної хiральної КТ вiд

добре встановленої КТ ядерної речовини рiдина-пар.
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Про оцiнку сприйнятливостей за числом барiонiв у моде-

лi vdW-HRG

Парний порядок сприйнятливостi за числом барiонiв, χ2m, виражається при

µB = 0 через похiдну (2m− 1) порядку густини барiонiв, nB, вiдносно µB/T :

χ2m(T ) =
∂2m(p/T 4)

∂(µB/T )2m
| µB=0 =

1

T 3

∂2m−1(nB − nB̄)

∂ (µB/T )
2m−1 | µB=0 = (2.36)

2

T 3

∂2m−1nB

∂ (µB/T )
2m−1 | µB=0.

Тут ми використали Рiвняння (2.25), факт, що ∂pB(B̄)/∂µB = ±nB i ∂knB̄/∂(µB)k|µB=0 =

(−1)k+1∂knB/∂(µB)
k|µB=0.

Щоб знайти похiдну будь-якого порядку ∂knB/∂(µB/T )k|µB=0 ми перепи-

суємо Рiвняння (2.29) для густини барiонiв у наступнiй формi:

f(T, µB) = g(nB), (2.37)

де у моделi vdW-HRG

f(T, µB) = ln[b ϕB(T )] + µB/T, (2.38)

g(nB) = ln[bnB]− ln[1− bnB] +
bnB

1− bnB
− 2anB

T
, (2.39)

є логарифмами, вiдповiдно, лiвої та правої частин Рiвняння (2.29). Застосу-

вання формули Фаа дi Бруно до Рiвняння (2.37) дає,

∂nf

∂(µB/T )n
=

n∑
k=1

∂kg

∂(nB)k
Bn,k

(
∂nB

∂(µB/T )
,

∂2nB
∂(µB/T )2

, ...,
∂n−k+1nB

∂(µB/T )n−k+1

)
,

(2.40)

де Bn,k є частковими експоненцiальними полiномами Белла. Лiва частина

Рiвняння (2.40), ∂nf/∂(µB/T )n, дорiвнює одиницi для n = 1 i нулю для всiх
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n > 1. Використовуючи Bn,1

(
∂nB

∂(µB/T )
, ∂2nB

∂(µB/T )2
, ..., ∂nnB

∂(µB/T )n

)
= ∂nnB

∂(µB/T )n
, Рiвнян-

ня (2.40) можна представити у формi,

∂g

∂nB

∂nnB
∂(µB/T )n

=
∂nf

∂(µB/T )n
−

n∑
k=2

∂kg

∂(nB)k
× (2.41)

Bn,k

(
∂nB

∂(µB/T )
,

∂2nB
∂(µB/T )2

, ...,
∂n−k+1nB

∂(µB/T )n−k+1

)
,

що пов’язує n-й порядкову похiдну nB з усiма її похiдними нижчого порядку.

Для n = 1 ми отримуємо наступне з Рiвняння (2.40):

∂nB
∂(µB/T )

=

[
∂g

∂nB

]−1

= nB

[
1

(1− bnB)2
− 2anB

T

]−1

. (2.42)

Пiдставляючи (2.42) в Рiвняння (2.41), можна розрахувати похiдну друго-

го порядку, ∂2nB/∂(µB/T )2. Цю процедуру можна потiм застосовувати iте-

ративно для оцiнки всiх похiдних nB вiдносно µB/T до бажаного порядку.

Сприйнятливiсть за числом барiонiв χ2m оцiнюються з Рiвняння (2.36).
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Роздiл 3

Посиленне народження

дилептонiв як сигнал

фазового переходу

3.1 Динамiчний опис зiткнень важких iонiв з

фазовим переходом

Оцiнка випромiнювання дилептонiв з динамiчної системи яка утворилася в

результатi релятивiстського зiткнення важких iонiв (ЗВI) вимагає детально-

го мiкроскопiчного опису зазначеної еволюцiї. Для цього використано вiдо-

му та перевiрену гадронну транспортну модель UrQMD у її останнiй вер-

сiї (v3.5) [38, 102, 103]. Вона базується на траекторiях гадронiв у фазовому

просторi, їх двочастинкових зiткненнях та розпадах нестабiльних частинок.

Уявна частина взаємодiй включена через бiнарнi пружнi та нееластичнi зi-

ткнення (останнi переважно призводять до ексцитацiй резонансiв та розпадiв

на енергiях, що розглядаються у роботi, або формування кольорових флюкс-

трубок i їх фрагментацiю на вищих енергiях). Реальна частина потенцiалу

взаємодiї реалiзована через залежний вiд густини одночастинковий потенцi-

ал U(nB). Використовуючи одночастинковий потенцiал, можна розрахувати
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потенцiальну енергiю середнього поля V (nB) при густинi nB, щоб розв’язати

класичнi рiвняння руху. Традицiйно, енергiю поля на барiон розраховують,

використовуючи простий потенцiал Скiрма [38, 104]. Однак, нещодавно було

показано, як також може бути iнкорпорована бiльш складна релятивiстська

модель Хiрального Середнього Поля (CMF) [105]. У подальшому, у UrQMD

буде використовуватися CMF EoS, а також двi модифiкацiї рiвняння стану

CMF, якi мiститимуть фазовi переходи при високих барiонних густинах, з

акцентом на послiдовне вивчення впливу фазових переходiв на випромiнюва-

ння дилептонiв у енергетичному режимi SIS100 . Для попереднiх дослiджень

дилептонiв в межах UrQMD читач може звернутися до [106—108].

3.1.1 Рiвняння стану

Динамiка взаємодiї барiонiв у цьому пiдходi складається з двох внескiв: (i)

послiдовнi парнi зiткнення та (ii) потенцiал, що залежить вiд густини. Остан-

нiй включає взаємодiї багатьох тiл на скiнченнiй вiдстанi. Хоча явно потрiйнi

зiткнення не було враховано, здається, нiколи не було однозначно показано,

що їх введення призводить до iстотних змiн у динамiцi [109, 110].

Опис потенцiалу, що залежить вiд густини, в UrQMD, а також констру-

кцiя та мотивацiя для використаних фазових переходiв були детальнiше опи-

санi в [111]. Наведемо пiдсумок, а зацiкавлений читач може звернути увагу

на вищезазначену статтю. Як основу для залежного вiд густини EoS ми ви-

користано модель CMF у її найновiшiй версiї [101]. Модель CMF включає

реалiстичний опис ядерної матерiї з ядерною некомпресiйнiстю K0 = 267

MeV, порушенням хiральної симетрiї у гадронному та кварковому секторах,

а також ефективним переходом деконфайнменту. Нещодавно було показано,

як EoS CMF може бути ефективно впроваджено в рiвняння руху QMD моделi

UrQMD [105]:

ṗi = −∂H
∂ri

= −∂V
∂ri

= −
(
∂Vi
∂ni

· ∂ni
∂ri

)
−

∑
j ̸=i

∂Vj
∂nj

· ∂nj
∂ri

 ,
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де H - загальний гамiльтонiан, а V =
∑

j V [nB(rj)] - загальна потенцiальна

енергiя системи1. Похiдна потенцiалу у рiвняннi вище розраховується шляхом

сумування по всiх можливих парах барiонiв j ̸= i. Vi вiдповiдає потенцiаль-

нiй енергiї барiона в позицiї ri, а локальна густина взаємодiї nk в позицiї rk
розраховується з припущенням, що кожну частинку можна розглядати як

гаусовий хвильовий пакет [38, 112].

Крiм похiдної потенцiальної енергiї середнього поля на барiон ∂V (nB)/∂nB,

яка використовується як таблиця що подається до UrQMD, потрiбно розраху-

вати лише локальнi густини та градiєнти, необхiднi для розв’язання рiвнянь

руху для кожного барiона. Базова енергiя середнього поля на барiон V (nB)

як функцiя густини барiонiв показана оранжевою лiнiєю на верхнiй пане-

лi Рис. 3.1. Мiнiмум бiля густини насичення вiдповiдає переходу рiдина-газ

ядерної матерiї, при вищiй густинi потенцiал монотонно зростає через наяв-

нiсть вiдштовхувальних взаємодiй та вiдсутнiсть будь-яких iнших фазових

переходiв.

Для впровадження фазового переходу в модель CMF використовується

проста модифiкацiя [111]. Щоб забезпечити iснування iншого метастабiльного

стану в енергiї середнього поля на барiон при великих густинах (на додаток

до зв’язаного стану вiд переходу рiдина-газ ядерної матерiї), оригiнальний

потенцiал CMF обрiзається при густинi ncutB = 2.1n0 для PT1 i 2.6n0 для PT2.

V (nB) для nB > ncutB потiм зсувається на ∆nB = 1.7n0 i 2.6n0 вiдповiдно.

Конкретний вибiр значення для ncut мотивований двома факторами:

1. Перехiд повинен бути досяжним у експериментах iз зiткненнями важких

iонiв (що обмежує дiапазон густини до ncutB < 4− 5n0) [105].

2. Густина вища за 2n0, щоб уникнути розбiжностей з доступними обмежен-

нями вiд зiткнень важких iонiв та астрофiзичних спостережень [113].

Оскiльки енергiя складається не лише з потенцiалу, але й з кiнетичної ча-

стини, яка зростає з густиною, однакова глибина потенцiалу фактично озна-

чає вищу повну енергiю. Таким чином, стан матерiї високої густини буде

спiвiснувати з системою нижчої густини, але стане нестабiльним, як тiльки
1Тут iгнорується залежнiсть вiд iмпульсу.
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густина почне зменшуватися через розширення оточуючої її матерiї низької

густини.

Енергiя середнього поля мiж ncutB < nB < ncutB +∆nB потiм iнтерполює-

ться за допомогою полiнома третього порядку, щоб створити другий мiнiмум

в енергiї на частинку V (nB) та забезпечити неперервнiсть також її похiдної.

Iснує нескiнченна кiлькiсть способiв створення такої конструкцiї, кожен з

яких призводить до рiзних властивостей так створеного переходу. У [114]

було показано, що тиск, отриманий з таким залежним вiд густини потенцiа-

лом, вказує на нестабiльностi за межами спiнодальної лiнiї фазового переходу,

для якого густина барiонiв є параметром порядку. Крiм того, похiднi цього

тиску щодо хiмiчного потенцiалу будуть розходитися на спiнодальних лiнi-

ях, як очiкується для переходу першого роду. Для нескiнченних систем ми

тому очiкуємо, що система буде поводитися так, нiби вона проходить через

перехiд першого роду. Оскiльки ми маємо справу з системами, що є скiнчен-

ними в просторi та часi, точний фазовий перехiд не досягається, оскiльки

завжди iснує скiнченна ймовiрнiсть, що система буде в однiй з фаз або в

метастабiльному станi. Таким чином, ми перевiрили в симуляцiях кубу за-

повненого матерiєю, що дiйсно отримуємо фазове роздiлення у кластерах у

нестабiльнiй областi нашої фазової дiаграми, як показано на Рис. 3.1. Тому

є пiдстави стверджувати, що дослiджується динамiку взаємодiючої матерiї,

яка в термодинамiчному лiмiтi перейшла б через фазовий перехiд за вказаних

густин. Iншi методи можуть бути використанi для конструювання фазових

переходiв високої густини, наприклад, використання векторного функцiона-

лу густини [115]. Метою цiєї роботи є вивчення загальних ознак значного

фазового переходу в енергетичному режимi SIS100, тому ми вирiшили до-

дати значне поглиблення в потенцiал для густин, якi достатньо низькi, щоб

бути досягнутими зiткненнями важких iонiв на прискорювачах SIS18/SIS100.

Оскiльки ця процедура модифiкує EoS CMF лише при високих густинах, вона

залишає низькогустинний опис узгодженим з властивостями ядерної матерiї
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та обмеженнями граткової КХД. Результатуюча середня енергiя поля на ба-

рiон, використана для станiв CMF та PT1, а також PT2, показанi оранжевою,

зеленою та фiолетовою лiнiями на панелi (a) Рис. 3.1. Тут явно видимi дода-

тковi мiнiмуми енергiї поля призводять до наявностi двох спiвiснуючих станiв

рiзної густини.

Варто зазначити, що поточне дослiдження не використовує явної змiни

динамiчних ступенiв свободи вiд гадронiв до кваркiв, але включає ефекти

фазового переходу в рiвняннi стану на динамiку системи. Тому будь-якi ефе-

кти, якi б специфiчно залежали вiд аспектiв переходу повязаних з декон-

файнментом, не будуть включенi в транспортну симуляцiю, однак можуть

бути включенi в процедуру термодинамiчного усереднення. У випадку пере-

ходу в пiдходi середнього поля можливий пiдхiд при змiнi ступенiв свободи

було представлено в [116].

Щоб краще зрозумiти очiкуваний вплив модифiкованого потенцiалу на

фазову структуру, фазовi дiаграми двох моделей CMF-PT, у термодинамi-

чному лiмiтi, були побудованi та показанi на панелi (b) Рис. 3.1. Спiнодальнi

лiнiї [104], межi регiонiв, де матерiя стає механiчно нестабiльною, визначаю-

ться густинами, при яких iзотермiчна швидкiсть звуку стає уявною. Тиск, а

також хiмiчний потенцiал при заданих (nB, T ) можна розрахувати, викори-

стовуючи одночастинкову енергiю:

U(nB) =
∂(nB · V (nB))

∂nB
, µ(nB) = µid(nB)− U(nB) ,

P (nB, T ) = Pid(nB, T ) +

∫ nB

0

n′
∂U(n′)

∂n′
dn′ . (3.1)

де Pid(nB, T ) та µid(nB) є тиском та хiмiчним потенцiалом iдеального газу ре-

зонансiв гадронiв. Отримавши тиск, можна визначити спiнодальнi лiнiї, якi

показанi пунктирними лiнiями на Рис. 3.1. Заштрихованi областi є спiнодаль-

ними регiонами вiдповiдного EoS. Реалiзованi в цiй роботi фазовi переходи є

досить сильними, i оскiльки не було розглянуто жодної явної залежностi по-

тенцiалу вiд температури, критична точка вiдсутня при будь-якiй скiнченнiй
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температурi в обох випадках.

Важається, що пiдхiд QMD вирiшує взаємодiючу багаточастинкову си-

стему i не є наближенням середнього поля. Справдi, конкретний залежний

вiд густини потенцiал, використаний у розв’язаннi рiвнянь руху молекуляр-

ної динамiки, може бути пов’язаний з термодинамiчними величинами в на-

ближеннi середнього поля, що ми й робимо, якщо розраховуємо тиск та/або

швидкiсть звуку системи, як, наприклад, показано в [105, 114]. Модель CMF,

яка використовувалася для побудови залежного вiд густини потенцiалу, та-

кож базується на наближеннi середнього поля. Однак, як обговорювалося, на

практицi будь-яке рiвняння стану густини можливе.

Панель (b) Рис. 3.1 також включає усередненi траєкторiї центральної ко-

мiрки для центральних зiткнень при рiзних енергiях пучка, отриманi мето-

дом термодинамiчного усереднення, описаним нижче. У всiх трьох випадках

характер переходу рiдина-газ ядерної матерiї не змiнюється i показаний як сi-

ра заштрихована область. Траєкторiї показанi тiльки пiсля досягнення точки

найвищої компресiї пiд час компресiї зiткнувшихся ядер, що є прямим резуль-

татом жорсткостi EoS. На найнижчих енергiях пучка максимально досягнута

компресiя в випадках CMF та PT2 є схожою, тодi як у випадку PT1 досяга-

ються набагато бiльшi густини завдяки фазовому роздiленню. На найвищiй

енергiї ефект переходу для PT1 вже набагато менш значний, оскiльки ма-

ксимальна компресiя спектрить за межi спiнодальної областi. Тому ми могли

б очiкувати побачити ефекти фазового переходу для PT1 вже на найнижчiй

енергiї пучка, тодi як ефекти для PT2 повиннi проявитися при Elab = 2 AGeV.

Крiм того, пом’якшення також призведе до подовження тривалостi життя си-

стеми i таким чином до бiльшого випромiнювання дилептонiв, як нещодавно

було показано в рiдиннiй динамiчнiй симуляцiї [117]. Далi дослiджується, чи

виживає такий сигнал пiд час масової еволюцiї в повнiстю мiкроскопiчнiй

моделi, що не перебуває в рiвновазi. Ефекти об’ємної в’язкостi [118] не змi-

нюють тривалiсть життя системи значно, як можна бачити з подовженого

часу життя, який з’являється лише в симуляцiї з фазовим переходом. Не-

щодавнє дослiдження також показує формування густинних грудок лише в
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присутностi фазового переходу [119]. Ми спостерiгаємо майже незалежну вiд

EoS множиннiсть пiонiв, що вказує на вiдсутнiсть значного додаткового ви-

робництва ентропiї [120].

Термодинамiчне усереднення Для розрахунку випромiнювання дилепто-

нiв пiд час зiткнення буде використано пiдхiд з локальним усередененням ве-

личин з метою визначити термодинамiчнi властивостi середовища. Цей пiд-

хiд був використаний у [121—131] для вилучення властивостей середовища

з мiкроскопiчних транспортних симуляцiй. Для цiєї процедури 50000 подiй

найбiльш центральних (b < 2 fm) зiткнень Au-Au симулюються для кiлькох

енергiй пучка, використовуючи одне з трьох вищезазначених рiвнянь стану.

Для розрахунку властивостей середовища розраховується усередненi по ан-

самблю локальнi енергетична та барiонна густини на просторово-часовiй сiтцi

з ∆x,∆y,∆z,∆ct = 0.5 fm. Сiтка мiстить (100)4 комiрок, охоплюючи −25 < x

[fm] < 25 у просторi та 0 < t [fm/c] < 50 у часi. Це дозволяє охопити бiль-

шу частину (якщо не всю) систему, створену у зiткненнях Au-Au на енергiях

Elab = 1− 10 AGeV.

Властивостi середовища, тобто густина барiонiв та температура, можуть

бути вилученi з EoS CMF лише у локальнiй системi вiдлiку кожної точки сi-

тки. Тому локальна швидкiсть потоку u = γ(1, v⃗) повинна бути розрахована,

використовуючи iдеальний рiвноважний тензор енергiї-iмпульсу рiдини:

T µν = (ε+ P )uµuν − Pgµν,

та 0th компонент барiонного потоку:

N 0
B = γnB,

де ε, nB, P є енергетичною та барiонною густинами та тиском у спiврухо-

мiй системi. Використовуючи енергетичнi-, iмпульснi- та барiоннi густини,

отриманi з симуляцiй UrQMD з усередненням, та тиск з рiвняння стану, ло-

кальнi властивостi системи покою nB та T можуть бути знайденi, викори-
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стовуючи метод iтерацiй з фiксованою точкою, який також використовує-

ться в iдеальних гiдродинамiчних симуляцiях [132].2 Iснує кiлька варiантiв

визначення локальної спiврухомої системи, як-от система Ландау або систе-

ма Еккарта, якi вiдрiзняються у гiдродинамiцi другого порядку [133]. Обидва

визначення використовувалися у попереднiх реалiзацiях процедури з усере-

дненням, i значних вiдмiнностей не спостерiгалося [121, 122, 124—131]. Це,

ймовiрно, пов’язано з тим, що невеликi вiдмiнностi у швидкостi потоку не пе-

рекладаються на значнi змiни в загальному випромiнюваннi дилептонiв. Для

узгодженого визначення температури, використовуючи модель CMF у сцена-

рiї неiдеальної гiдродинамiки, потрiбно не лише включити повнi поля CMF

(векторнi та скалярнi) у симуляцiю UrQMD, але й коефiцiєнти транспор-

ту, щоб належним чином обробляти недiагональнi елементи, тензора енергiї-

iмпульсу [134]. Це вимагає належного коварiантного опису симуляцiї QMD,

який буде обговорено у майбутнiх роботах. Ми оцiнили, що використання

тензору енергiї-iмпульсу, отриманого з UrQMD, як описано в текстi, i узго-

дження цього з EoS CMF дадуть температури, якi вiдрiзняються лише на

менше нiж 2% вiд "правильної"рiвноважної температури, якби були врахо-

ванi повнi поля.

Зауважте, що ми не використовуємо метод термодинамiчного усереднення

для ранньої стадiї зiткнення, коли система далека вiд термального рiвнова-

ження. Хоча передбачається, що час релаксацiї менший за час взаємного про-

никнення [117], випромiнювання дилептонiв на дуже раннiх стадiях зiткнень

часто не розглядається через цю невизначенiсть. З iншого боку, нещодавнє

дослiдження показало, що незабаром пiсля взаємного проникнення описа-

нi системи досягають стану локальної iзотропiї та рiвноваги, i припущення

про майже гiдродинамiчний T µν виправданi [135]. Крiм отримання локаль-

ної густини та температури, процедура з усередненням дозволяє визначити

локальнi густини π, ρ−мезонiв та ∆−барiонiв, якi можуть бути використанi

для перевiрки, чи система перебуває у локальнiй хiмiчнiй рiвновазi.

2Зауважте, що в цьому методi отримана температура залежить вiд використаного рiвняння стану. Це
може призвести до рiзних результатiв, якщо основнi ступенi свободи не такi самi, як у мiкроскопiчнiй
симуляцiї.
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Було виявлено, що множиннiсть пiонiв nπ швидко перевищує прогноз ста-

тистичної моделi iдеального газу пiонiв при данiй температурi nidπ (T ) на кое-

фiцiєнт

λπ =
nπ

nidπ (T )
,

який може бути названий фугативнiстю пiонiв. Для врахування надлишку

числа пiонiв в розрахунках емiсiйної здатностi дилептонiв використовуються

значення λπ.

3.1.2 Емiсiя дилептонiв

Пiсля того, як вiдомий просторово-часовий розвиток системи вiд термодина-

мiчного усереднення, випромiненi дилептони та їх спектри як функцiя iнва-

рiантної маси пари M та кiлькостi руху пари k можна вивести зi швидкостi

випромiнення:

d8N

d4xd4k
= −λ1.3π

α2

π3M 2
fBE(k0, T )

1

3
gµν

× Im [Πµν
EM(M,k, nB, T )] , (3.2)

де α - це постiйна структури елемента, а степiнь 1.3 [126, 128] для фугативно-

стi пiонiв походить з того, що не лише пiони та мезон ρ, але й прямi розпади

iнших резонансiв, що мiстять один чи декiлька пiонiв, внесуть вклад у емi-

сiю дилептонiв. Припускається, що ефекти фугативностi на мезони ρ та ω

будуть схожi. Для визначення точних значень показникiв потрiбнi додатковi

дослiдження. Однак нашi основнi висновки будуть стосуватися частин спе-

ктрiв поза двома пiками. Властивостi середовища входять через спектральну

функцiю Πµν
EM(M,k, nB, T ), де nB, T - щiльнiсть барiонiв та температура ло-

кальної системи координат.

У цiй роботi ми використовуємо найновiшу версiю спектральної функцiї

Rapp-Wambach-van-Hees, яка була представлена в [136—138]. Ця спектральна

функцiя описує електромагнiтнi властивостi гарячої та густої адронної ре-

човини, обчисленi з внутрiшнiми ρ-, ω- та ϕ-мезонними спектральними фун-

61



кцiями з теорiї багатьох частинок [139], доповненi континуумом та 4-пiоними

взаємодiями з хiральним змiшуванням для мас вище 1 GeV.

Можна припустити, що бiльшiсть iнших джерел емiсiї дилептонiв, напри-

клад, пiзньостадiйнi гадроннi внески, такi як остаточнi розпади мезонiв π0,

η, ω та ϕ (часто називаються ”коктейльними” внесками), а також дуже раннi

часи емiсiї, можна вiдняти вiд експериментальних вимiрювань, як це було

зроблено, наприклад, у експериментах NA60 чи HADES. Тому ми симулює-

мо лише вибiрку дилептонiв, яка несе iнформацiю з гарячої та густої фази,

тобто канали з ρ, ω та ϕ в середовищi. На рис. 3.3 показанi спектральнi фун-

кцiї всiх трьох включених векторних мезонiв у вакуумi (суцiльна лiнiя) та в

середовищi (пунктирна лiнiя). Спектральна функцiя в середовищi показана

при температурi T = 120 МеВ та три рази насиченiсть ядра, що є характер-

ним для систем, створених у дiапазонi енергiй, який ми дослiджуємо. ρ-мезон

проявляє найсильнiше розширення, а також ω та ϕ розширенi в середовищi.

Цiкаво, що в середовищi ω виглядає схожим на ρ в вакуумi, що означає, що

можна помилково iнтерпретувати малий пiк у вимiрюваному спектрi диле-

птонiв як ρ, тодi як вiн походить насправдi з ω.

Слiд також зазначити, що ця швидкiсть в середовищi стає бiльш схожою

на чисто кваркову швидкiсть зi збiльшенням температури або щiльностi, що є

наслiдком дуальностi кварк-гадрон бiля переходу вiдсiчення. Це також озна-

чає, що спектральна функцiя в принципi також дiйсна для щiльностей вище

переходу вiдсiчення i тому дозволяє нам робити реалiстичнi прогнози щодо

ефекту фазового переходу. Додатковi явнi ефекти на спектральну функцiю,

наприклад, вiд критичної точки хiральностi [140] або флуктуацiй дикваркiв

[141], не є частиною цiєї роботи.

Для розумiння та iнтерпретацiї отриманих спектрiв та виборiв корисно

спочатку розглянути регiони у фазовiй дiаграмi, де дилептони випромiнюю-

ться у трьох рiзних сценарiях. Рисунок 3.1.1 показує нормалiзовану швидкiсть

випромiнювання як функцiю щiльностi барiонiв та температури для CMF, а

також EoS PT1 та PT2 (злiва направо). Для кожного рiвня стану пропоную-

ться три окремi енергiї пучка,Elab = 1, 23, 4 та 10AGeV, знизу догори. Можна
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чiтко спостерiгати, що, коли система проходить через фазовий перехiд i/або

вiдбувається помякшення рiвняння стану, емiсiя при високих щiльностях ба-

рiонiв збiльшується. Це вiдбувається для PT1 вже при 1.23 AGeV та для PT2

при 4 AGeV. Тому в разi фазового переходу ми можемо очiкувати збiльшення

емiсiї дилептонiв та можливе збiльшення вилученої температури дилептонiв

на цих енергiях пучка.

3.2 Результати

Часово-iмпульсний (надлишковий) iнварiантний масовий спектр дилептонiв

для центральних зiткнень Au-Au при п’яти рiзних енергiях пучка порiв-

нюється з використанням гадронної спектральної функцiї в середовищi на

рис. 3.4. Тут рiвняння стану CMF (суцiльнi лiнiї) порiвнюються з двома сце-

нарiями фазового переходу PT1 (пунктирнi лiнiї) та PT2 (штрихованi лiнiї).

Окрiм пiкiв для мезонiв ω та ϕ, спектр дуже плаский, i жодного виразного

пiку ρ не спостерiгається. Спостерiгається незначне розширення двох вектор-

них мезонiв зi збiльшенням енергiї пучка та, отже, зi збiльшенням щiльностi

системи. Важливо, спостерiгається систематичне пiдвищення спектрiв вна-

слiдок фазового переходу.

Для отримання кращого кiлькiсного розумiння впливу фазових перехо-

дiв, можуть бути кориснi обернений нахил, а також iнтегрованi вiдноснi ви-

промiнення. Таким чином, на рис. 3.5 показана температура дилептонiв, яка

отримана з експоненцiйного пiдгону до розподiлу iнварiантної маси в двох ма-

сових дiапазонах, 0.3 < M < 0.5 GeV (суцiльнi лiнiї) та 1.2 < M < 1.5 GeV

(пунктирнi лiнiї), як функцiя енергiї пучка. Цi масовi дiапазони були вибранi

для уникнення будь-якого забруднення вiд ω та ϕ в пiдгонцi. Як i очiкувалося,

дiапазон низьких мас показує меншу температуру, нiж промiжний дiапазон

мас, i вилучена температура монотонно зростає з енергiєю пучка. Ефекти

фазового переходу практично не видно в промiжному дiапазонi мас. Однак

низький дiапазон мас бiльш чутливий. Спостерiгається зменшення темпера-

тури для PT1 та PT2 на енергiях пучка, коли система проходить через неста-
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бiльну область, що призводить до трохи довшої емiсiї на меншiй температу-

рi. Спостережений ефект вiдповiдає лише декiльком мегаелектронвольтам в

температурi, i тому потрiбна дуже точна експериментальна визначення тем-

ператури, щоб використовувати її як сигнал.

Нарештi, на рис. 3.6 показана функцiя збудження випромiнювання диле-

птонiв (верхня панель), а також iнтегроване вiдношення множиностi диле-

птонiв для трьох рiвнянь стану. Найбiльше пiдвищення спостерiгається для

швидкостi випромiнювання дилептонiв dNll/dM при низьких масах (M = 50 MeV).

Тут можна спостерiгати збiльшення в 2-3 рази вiдразу, як тiльки створена

система потрапляє в нестабiльну область фазового переходу. Це вiдповiдає та-

кож енергiї пучка, коли ефект максимальний, тобто можна очiкувати макси-

мум у функцiї збудження швидкостi при цiй низькiй масi як функцiя енергiї

пучка.

Чiтке пiдвищення нормованого вiдносного вiдношення також видно для

обох рiвнянь стану з фазовим переходом. 3 У той час як для PT1 пiдвищення

вже значне при найнижчiй енергiї пучка, оскiльки тут вже досягнута фаза

спiвiснування, для PT2 пiдвищення вiдбувається при вищих енергiях пучка.

PT1 навiть показує максимальне пiдвищення, порiвняно з рiвнянням стану

CMF, приблизно при Elab = 6 AGeV, коли максимальне стискання системи

значно перевищує область спiнодального регiону, а ефект фазового перехо-

ду стає слабким. Для PT2 надлишок дилептонiв збiльшується до найвищої

енергiї пучка, яка вивчається. Однак ми також очiкуємо побачити максимум

навiть при вищих енергiях пучка, особливо через фазовий перехiд з крити-

чною точкою.

Очiкується, що релятивiстськi ефекти стануть бiльш значущими при збiль-

шеннi енергiй пучка вiд 1 до 10 AGeV [41, 142—148]. Їх обробка потребує ре-

лятивiстської переформулювання поточного пiдходу. До певної мiри це було

зроблено у моделi RQMD, для якої потрiбнi не лише векторнi, але й скалярнi

густинно-залежнi потенцiали як вхiднi данi. Як правильно та послiдовно ре-

3Зауважте, що ми перевiрили, що це збiльшення дiйсно обумовлене збiльшенням вiдносного випромi-
нювання дилептонiв, i що кiнцеве число пiонiв майже не змiнюється вiд рiвнянь стану.
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алiзувати фазовий перехiд у векторнiй та скалярнiй густинi ще не вирiшено

i буде зроблено у майбутнiй роботi. Якщо говорити про якiснi ефекти спо-

вiльненого розвитку, тобто бiльш тривалий термiн служби, то вони мають

бути незалежними вiд релятивiстського або нерелятивiстського опису, i, от-

же, висновки нашої роботи очiкується, що будуть стiйкими, хоча подальшi

розробки для розумiння кiлькiсних ефектiв, безперечно, необхiднi.

3.3 Висновки

Було показано, що фазовий перехiд першого роду у динамiчному необоротно-

му описi транспорту зiткнень важких iонiв призведе до значного пiдвищення

вiдношення кiлькостi дилептонiв при низькiй iнварiантнiй масi та низькiй

енергiї пучка на число заряджених пiонiв. На вiдмiну вiд попереднiх дослi-

джень, в цiй постановцi вся еволюцiя розглядається в межах узгодженого

динамiчного пiдходу, що дозволяє нам описувати вироблення частинок, а та-

кож динамiчну еволюцiю системи без введення додаткових параметрiв. Крiм

того, оскiльки ми використовуємо мiкроскопiчну транспортну модель, ефе-

кти обмеженої в’язкостi та обмеженого розмiру системи враховуються авто-

матично. Рiзна величина сигналу, порiвняно з [117], може бути зрозумiла як

результат скiнченої в’язкостi, а також рiзного пiдходу до ефективних ступе-

нiв свободи в процедурi локального термодинамiяного усереднення порiвняно

з гiдродинамiяним пiдходом.

Прогнозований коефiцiент посилення виробництва дилептонiв в 2-3 рази

при масах M ≈ 50 MeV та 1.5 по iнтегрованому дiапазону є достатньо значни-

ми та iмовiрно будуть вимiрянi у майбутнiх експериментах на SIS100. Крiм

того, спостерiгається зниження температури дилептонiв на близько 5 MeV у

дiапазонi низьких мас, коли система, створена у ядерному зiткненнi, досягає

зони фазового переходу через збiльшення енергiї пучка.
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Рис. 3.1: Панель (а): Ефективний потенцiал барiонiв як функцiя щiльностi
барiонiв nB для всiх трьох рiвнянь стану. Стандартна версiя CMF монотонно
зростає при вищих щiльностях, тодi як сценарiї PT1 та PT2 включають до-
датковi фазовi переходи, якi представленi вторинними мiнiмумами. Панель
(б): Траєкторiї пiсля усереднення центральної клiтини показанi як розрахо-
ванi за допомогою методу термодинамiчного усередненя для рiзних енергiй
пучка. Областi спiнодалi PT1 та PT2 на фазовiй дiаграмi nB-T позначенi за-
мальованими областями.
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Рис. 3.2: Iнтегроване за часом випромiнювання дилептонiв
1/Nmax

ll̄
d2Nll̄/dT dnB, нормалiзоване до його максимального значення

Nmax
ll̄

, для центральних зiткнень Au-Au та трьох рiзних рiвнянь стану та
трьох рiзних енергiй пучка. Результати розрахованi за допомогою методу
термодинамiчного усереднення. Випромiнювання показано як функцiя
температури та густини, пiдкреслюючи регiони на фазовiй дiаграмi, якi
найбiльше сприяють загальному надлишку дилептонiв. Чiткi вiдмiнностi
мiж рiвняннями стану можуть бути спостереженi, особливо якщо система
розширюється через або поблизу очiкуваного фазового переходу.
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Рис. 3.3: Спектральнi функцiї векторних мезонiв ρ (чорний), ω (червоний) та
ϕ (синiй) як функцiя їхньої iнварiантної маси. Спектральнi функцiї у ваку-
умi (суцiльнi лiнiї) порiвнюються з певним вибором спектральних функцiй у
середовищi при температурi T = 120 МеВ, щiльностi барiонiв nB = 3n0 та
трьох iмпульсу q = 300 МеВ. Мезон ρ показує найсильнiше розширення, в
той час як також мезони ω та ϕ розширенi у середовищi.
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Рис. 3.4: Спектри iнварiантної маси дилептонiв у центральних зiткненнях
Au-Au, розрахованi за допомогою CMF та двох CMF-PT рiвнянь стану для
енергiй, доступних на прискорювачi SIS18 та на майбутньому прискорювачi
SIS100. Змiни у спектрi дилептонiв у середовищi можна спостерiгати вiд 1,23
до 10 AGeV.
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Рис. 3.5: Ексцитацiйна функцiя температури дилептонiв, вилучена через екс-
поненцiальнi апроксимацiї спектра iнварiантної маси дилептонiв в двох рiзних
дiапазонах мас. Низький дiапазон мас показує меншу температуру та силь-
нiшу чутливiсть до наявностi фазового переходу.
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Рис. 3.6: Верхня панель: Випромiнювання дилептонiв dNll/dM при M = 50
MeV, iнтегрована по всiм iмпульсам у серединi рапiдностi та нормалiзова-
на до спектру заряджених пiонiв, як функцiя кiнетичної енергiї пучка що
налiтає. При цiй низькiй масi посилення швидкостi випромiнювання є дуже
сильним, якщо досягнуто фазового переходу. Максимальне посилення вiдбу-
вається при енергiї пучка, коли система входить у фазовий перехiд. Нижня
панель: Iнтегрований спектр дилептонiв на кiлькiсть заряджених пiонiв в
одиницi рапiдностi, у серединi рапiдностi, як функцiї кiнетичної енергiї пучка
що налiтає. Дилептони iнтегрованi у дiапазонi низьких мас розподiлу iнва-
рiантних мас. Можна спостерiгати чiтке та значне збiльшення спектру диле-
птонiв, як тiльки досягнуто фазового переходу (або значного пом’якшення).
Максимум посилення досягається лише пiсля того, як початкове стиснення
явно перевищує щiльностi спiвiснування фаз.
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Роздiл 4

Флуктуацiї зарядiв що

зберiгаються

4.1 Флуктуацiї числа протонiв

4.1.1 Вступ

Дослiдження фазової дiаграми сильно взаємодiючої речовини сьогоднi є однi-

єю з важливих тем в ядернiй та фiзицi частинок. Переходи мiж рiзними фаза-

ми очiкується розкрити як специфiчнi шаблони у флуктуацiях числа части-

нок у наближеннi до критичної точки (КТ) [49, 50, 149—152]. Ще сильнiший

сигнал можна очiкувати вiд змiшаної фази [153—155]. Зокрема, фазовий пе-

рехiд деконфайнменту при великiй барiоннiй густинi, що закiнчується гiпоте-

тичною КТ КХД, повинен викликати великi флуктуацiї зарядiв якi зберiга-

ються. Це загалом стосується також краще встановленого переходу першого

порядку ядерної рiдини-газу [65, 70, 156—158].

Флуктуацiї числа частинок можуть бути характеризованi центральними

моментами, ⟨(∆N)2⟩ ≡ σ2, ⟨(∆N)3⟩, ⟨(∆N)4⟩, де ⟨...⟩ позначає усереднення по

подiях, а ∆N ≡ N − ⟨N⟩. Масштабована варiацiя ω, (нормалiзований) скюв-

нес Sσ та куртозис κσ2 розподiлу числа частинок визначаються як наступнi
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комбiнацiї центральних моментiв,

ω[N ] =
σ2

⟨N⟩
=

κ2
κ1

, (4.1)

Sσ[N ] =
⟨(∆N)3⟩

σ2
=

κ3
κ2

, (4.2)

κσ2[N ] =
⟨(∆N)4⟩ − 3⟨(∆N)2⟩2

σ2
=

κ4
κ2

, (4.3)

де κn є кумулянтами розподiлу N . Розмiрно-незалежнi (iнтенсивнi) мiри флу-

ктуацiй числа частинок (4.1-4.3) також застосовуються до зарядiв якi зберi-

гаються, таких як чисте число барiонiв B та електричний заряд Q.

Маючи зазвичай довшi часи рiвноваження [159, 160], вважається, що флу-

ктуацiї зарядiв якi зберiгаються також вiдображають властивостi раннiх ста-

дiй зiткнення [151]. Дослiдження вищих мiр флуктуацiй мотивовано їхньою

бiльшою чутливiстю до критичних явищ [50, 78, 157, 161—163]. Експеримен-

тальнi дослiдження таких мiр флуктуацiй тривають [53].

Загальне число барiонiв та електричний заряд зберiгаються вiд подiї до

подiї. Тому фактичнi флуктуацiї зарядiв якi зберiгаються можна побачити

лише у скiнченних областях реестрацiї. Оптимальний вибiр областi реестра-

цiї є важливою проблемою. Якщо, з iншого боку, область реестрацiї занадто

мала, домiнують тривiальнi флуктуацiї, подiбнi до Пуассона [150, 164—166].

Область реестрацiї повинна бути достатньо великою порiвняно з довжинами

кореляцiї, що мають значення для рiзних фiзичних процесiв [167, 168].

Флуктуацiї (чистого) числа барiонiв очiкуються як важливий сигнал будь-

яких критичних явищ. Оскiльки детекцiя нейтронiв проблематична, на пра-

ктицi вивчаються розподiли (чистого) числа протонiв. У центральних зiткне-

ннях ядро-ядра флуктуацiї (чистого) числа протонiв вимiрюються при рiзних

енергiях зiткнень як функцiя розмiру iнтервалу швидкостi ∆y. При високих

енергiях зiткнень флуктуацiї вiдповiдають розподiлу Пуассона при малих

∆y ≪ 1 i вони монотонно зменшуються з ∆y. Пояснення цiєї поведiнки

нещодавно було розглянуто в [169, 170]. Основнi фiзичнi ефекти, що пригнi-

чують флуктуацiї числа протонiв, - це глобальне збереження числа барiонiв
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та вiдштовхувальнi взаємодiї мiж протонами, накриклад такi, що вiдповiла-

ють власному об’єму частинки.

Нещодавно були опублiкованi данi колаборацiї HADES для флуктуацiй

числа протонiв [171] для 5% центральних зiткнень Au+Au при енергiї зiткне-

ння у центрi мас пари нуклонiв
√
sNN = 2.42 ГеВ. Зауважимо, що при цiй

малiй енергiї виробництво антипротонiв незначне. На вiдмiну вiд даних на

енергiях RHIC та LHC, результати HADES демонструють, що масштабована

варiацiя для протонiв монотонно зростає з ∆y вiд одиницi при ∆y ≪ 1 до

ω > 2 у симетричному iнтервалi швидкостi ∆Y = 1 у системi центру мас.

Ефекти збереження барiонiв та вiдштовхувальнi взаємодiї, якi, здається, ке-

рують поведiнкою кумулянтiв числа протонiв на високих енергiях, не можуть

навiть якiсно описати данi HADES [172].

Великi флуктуацiї числа протонiв вiд подiї до подiї можуть потенцiйно

бути сигналом аномалiй у рiвняннi стану створеної речовини. Ця можливiсть

обговорюється в роботi [173], що вимагає сильних кореляцiй мiж випущеними

протонами у координатному просторi, наприклад, через можливу присутнiсть

КТ у густiй ядернiй речовинi.

4.1.2 Модель Бiномiальної Рестрацiї частинок у зiткне-

ннях важких ядер

Корекцiї прийняття бiномiального розподiлу

Нехай функцiя P (N) позначає нормалiзований розподiл iмовiрностей для

спостереження N частинок даного типу в повному фазовому просторi. Ко-

рекцiї методу бiномiальної реестрацiї (МБР) для флуктуацiй числа частинок

припускають, що iмовiрнiсть p(n, x) спостерiгати n частинок, виявлених у

скiнченнiй x-областi фазового простору, дається як

p(n, x) =
∞∑

N=n

N !

n!(N − n)!
xn(1− x)N−n P (N) ≡

∞∑
N=n

B(N, n;x)P (N) . (4.4)
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МБР для флуктуацiї числа частинок

Спочатку розглянемо МБР (4.4) застосований до частинок даного типу. Ха-

рактеристична функцiя розподiлу P (N) визначається як

FN(k) = ⟨eikN⟩ =
∞∑

N=0

eikNP (N) = exp

[ ∞∑
l=1

κl[N ]
(ik)l

l!

]
, (4.5)

де κl[N ] — l-тий кумулянт розподiлу P (N). Вiдповiдна характеристична фун-

кцiя для кiлькостi прийнятих частинок читається

fn(k|x) =
∞∑
n=0

eikn p(n|x) =
∞∑

N=0

P (N)

n0∑
n=0

eikn B(N, n|x)

=
∞∑

N=0

P (N)(1− x+ x eik)N =
∞∑

N=0

P (N)eϕ[k|x]N = FN(−iϕ[k|x]) ,

(4.6)

де ϕ[k|x] ≡ ln
(
1− x+ xeik

)
є функцiєю генерування кумулянтiв бiномiаль-

ного розподiлу та FN задано за допомогою Eq. (4.5).

Параметр прийняття 0 ≤ x ≤ 1 має просте значення x = ⟨n⟩/⟨N⟩, тобто,

вiн дорiвнює спiввiдношенню середнiх множин прийнятих та всiх частинок.

При x→ 1 ми знаходимо fn(k|x) ∼= FN(k|x), тобто, p(n|x) ∼= P (n).

fn(k|x)
x→ 0≃ 1− x⟨N⟩(1− eik)

x→ 0≃ exp
[
x⟨N⟩(eik − 1)

]
, (4.7)

що є характеристичною функцiєю розподiлу Пуассона з середнiм значенням,

рiвним x⟨N⟩.

Кумулянти розподiлу iмовiрностей p(n, x) розраховуються як

κl[n|x] =
(

d

d(ik)

)l

ln[fn(k|x)]
∣∣∣
k=0

. (4.8)

Масштабована дисперсiя, асиметрiя та ексцес для розподiлу (4.4) прийнятих
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частинок тодi представленi (4.4) наступним чином [174]:

ωα[n] ≡
κ2[n|α]
κ1[n|α]

= 1− α + αω[N ] , (4.9)

Sσα[n] =
κ3[n|α]
κ2[n|α]

=
ω[N ]

ωα[n]

{
α2Sσ[N ] + 3α(1− α)

}
+

1− α

ωα[n]
(1− 2α) , (4.10)

κσ2α[n] =
κ4[n|α]
κ2[n|α]

=
ω[N ]

ωα[n]

{
α3κσ2[N ]

}
(4.11)

+
ω[N ]

ωα[n]
(1− α)

{
6α2Sσ[N ] + α(7− 11α)

}
+

1− α

ωα[n]
{1− 6α(1− α)} ,

де

ω[N ] =
κ2[N ]

κ1[N ]
, Sσ[N ] =

κ3[N ]

κ2[N ]
, κσ2[N ] =

κ4[N ]

κ2[N ]
. (4.12)

Рiвняння (4.9) було ранiше отримано у роботах [175, 176]. При x → 1 у рiв-

няннях (4.9)-(4.11) очевидно знаходимо ωx[n] ∼= ω[N ], Sσx[n] ∼= Sσ[N ], та

κσ2x[n]
∼= κσ2[N ], тобто, мiри флуктуацiї МБР наближаються до тих, що у

повному фазовому просторi. У протилежному випадку, x→ 0, спiввiдношен-

ня кумулянтiв є Пуассонiвськими, тобто ωx[n] ∼= Sσx[n] ∼= κσ2x[n]
∼= 1.

Рiвняння (4.9)-(4.11) можна розвернути, щоб виразити флуктуацiї у пов-

ному фазовому просторi за допомогою флуктуацiй у межах даного бiномi-

ального прийняття x:

ω[N ] = 1− 1− ωx[n]

x
, (4.13)

Sσ[N ] =
ω[n]

x2ω[N ]
Sσ[n]− 1− x

x2ω[N ]
(1− 2x+ 3xω[N ]) , (4.14)

κσ2[N ] =
ω[n]

x3ω[N ]
κσ2[n] (4.15)

− 1− x

x3ω[N ]
{1− 6(1− x)x+ (7− 11x+ 6xSσ[N ])xω[N ]} .
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Треба зазначити, однак, що цi “оберненi” вiдношення слiд використовувати

з обережнiстю. За визначенням, як ω[N ], так i ωx[n] є невiд’ємними величи-

нами. Рiвняння (4.9) гарантує, що ωx[n] ≥ 0 при 0 ≤ x ≤ 1 для будь-якого

невiд’ємного значення ω[N ]. Для оберненого вiдношення (4.13), однак, це не

гарантовано: Значення 0 ≤ ωx[n] < 1 − x перетворюються Eq. (4.13) на без-

змiстовне негативне значення ω[N ]. Схожi аргументи можна застосувати до

вищих порядкiв кумулянтiв.

Розгляньмо два конкретнi приклади розподiлу P (N). Перший приклад —

це розподiл Пуассона,

P (N) = exp(−⟨N⟩) ⟨N⟩N

N !
. (4.16)

Цей розподiл може вiдповiдати, наприклад, рiвноважнiй системi невзаємо-

дiючих частинок Максвелла-Больцмана у великому канонiчному ансамблi.

Знаходимо

ω[N ] = Sσ[N ] = κσ2[N ] = 1 (4.17)

для флуктуацiй у повному фазовому просторi, тодi як Рiвняння (4.9)-(4.11)

дають

ωx[n] = Sσx[n] = κσ2x[n] = 1 (4.18)

для флуктуацiй у межах прийняття. Величини МБР (4.18) не залежать вiд

параметра прийняття x i рiвнi мiрам флуктуацiї (4.17) у повному фазовому

просторi. Ця остання властивiсть процедури МБР є унiкальною особливiстю

розподiлу Пуассона (4.16). Як наш другий приклад, ми припускаємо, що кiль-

кiсть частинок у повному фазовому просторi є фiксованою, тобто,

P (N) = δ(N −N0) . (4.19)

Такий сценарiй приблизно дiйсний для кiлькостi барiонiв у p+ p та реакцiях
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мiж ядрами при малих та середнiх енергiях зiткнення, де виробництво пар

барiон-антибарiон є незначним.

Бачимо що,

ω[N ] = 0 , Sσ[N ] = −1 , κσ2[N ] = 1 . (4.20)

Рiвняння (4.9)-(4.11) вiдповiдають бiномiальному розподiлу ймовiрностейB(n,N, x),

даючи

ωx[n] = 1− x , Sσx[n] = 1− 2x , κσ2x[n] = 1− 6x(1− x) . (4.21)

MБР для флуктуацiй заряду

У цьому пiдроздiлi, ми розглядаємо МБР для флуктуацiй зарядiв якi зберi-

гаються. Ми використовуємо позначення N+, N− та n+, n−, для позитивно та

негативно заряджених частинок у повному просторi та в регiонi прийняття x,

вiдповiдно. Тут збережений заряд може вiдповiдати будь-якому цiлому збе-

реженому числу, що переноситься адронами, наприклад електричний заряд

або барiонний номер. Без втрати загальностi, ми зосереджуємося на випадку

тiльки з електричним зарядом. Ненульовi значення електричного заряду та

барiонного номеру кiнцевих гадронiв, що виявляються у високоенергетичних

зiткненнях, є ± 1. Таким чином, чистий заряд Q прямо пов’язаний з кiлькi-

стю позитивно та негативно заряджених частинок: Q = N+ − N− = const у

повному просторi та q = n+ − n− у межах прийняття.

Функцiю розподiлу N+ та N− можна представити у наступнiй загальнiй

формi:

P(N+, N−) = δ(N+ −N− −Q) P (Nch), (4.22)
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де Nch ≡ N+ +N−. МБР вводиться як

p(n+, n−|x+, x−) =
∞∑

N+,N−=0

P(N+, N−)B(N+, n+|x+)B(N−, n−|x−) , (4.23)

де бiномiальнi розподiли визначенi в (4.4). Параметр x+ визначений як вiд-

ношення середньої кiлькостi прийнятих (вимiряних) позитивно заряджених

частинок до середньої кiлькостi всiх вироблених позитивно заряджених ча-

стинок у даному зразку подiй зiткнення, x+ = ⟨n+⟩/⟨N+⟩. Аналогiчно, x− =

⟨n−⟩/⟨N−⟩. У процедурi МБР цi величини збiгаються з ймовiрностями для

випадково вибраної позитивно (негативно) зарядженої частинки опинитися

у межах прийняття детектора. Характеристична функцiя для розподiлу чи-

стого заряду q = n+ − n− у прийняттi може бути розрахована так:

fq(k|x+, x−) ≡
∞∑

n+,n−=0

eik(n+−n−) p(n+, n−|x+, x−)

= (1− x+ + x+e
ik)Q/2 (1− x− + x−e

−ik)−Q/2 FNch
[−iΦ(k|x+, x−)] .

(4.24)

Тут

Φ(k|x+, x−) ≡
1

2

[
ln(1− x+ + x+e

ik) + ln(1− x− + x−e
−ik)
]

(4.25)

та FNch є характеристичною функцiєю розподiлу множиностi частинок у пов-

ному просторi P (Nch)

FNch
(k) ≡

∞∑
Nch=Q

P (Nch)e
ikNch = exp

[ ∞∑
l=1

κl[Nch]
(ik)l

l!

]
. (4.26)

l-й кумулянт МБР нетто-заряду, q, флуктуацiй має вигляд

κl[q|x+, x−] =
(

d

d(ik)

)l

ln[fq(k|x+, x−)]
∣∣∣
k=0

. (4.27)
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Чотири першi кумулянти мають вигляд

κ1[q] = ⟨q⟩ = x+⟨N+⟩ − x−⟨N−⟩, (4.28)

κ2[q] = ξ+2 ⟨N+⟩+ ξ−2 ⟨N−⟩+
(
∆x

2

)2

κ2[Nch] (4.29)

κ3[q] = ξ+3 ⟨N+⟩ − ξ−3 ⟨N−⟩ −
3

4
∆x
[
ξ−2 + ξ+2

]
κ2[Nch]−

(
∆x

2

)3

κ3[Nch] (4.30)

κ4[q] = ξ+4 ⟨N+⟩+ ξ−4 ⟨N−⟩+
3

4

[
ξ+2 + ξ−2

]2
κ2[Nch] + ∆x

[
ξ−3 − ξ+3

]
κ2[Nch]+

+ 3

(
∆x

2

)2 [
ξ+2 + ξ−2

]
κ3[Nch] +

(
∆x

2

)4

κ4[Nch] . (4.31)

Тут ⟨N+⟩ = (⟨Nch⟩+Q)/2, ⟨N−⟩ = (⟨Nch⟩ −Q)/2, ∆x = x− − x+, i

ξ ±1 = x± , ξ ±2 = x± (1− x± ), ξ ±3 = ξ ±2 (1− 2x± ), (4.32)

ξ ±4 = ξ ±2 (1− 6ξ ±2 ).

Як видно з рiвнянь (4.28)-(4.31), кумулянти нетто-заряду МБР розрахову-

ються з урахуванням кумулянтiв розподiлу P (Nch) зарядженої множинно-

стi в повному фазовому просторi. У випадку рiвних параметрiв приймання,

x+ = x− ≡ x, спiввiдношення кумулянтiв спрощуються до

ωx[q] ≡
κ2[q]

κ1[q]
=

⟨Nch⟩
Q

(1− x) , (4.33)

Sσx[q] ≡
κ3[q]

κ2[q]
=

Q

⟨Nch⟩
(1− 2x) , (4.34)

κσ2x[q] ≡
κ4[q]

κ2[q]
= 1 + 3x(1− x) (ω[Nch]− 2) . (4.35)

Далi ми використовуватимемо симуляцiї UrQMD для аналiзу, наскiльки при-

пущення x+ = x− вiдповiдає реальним умовам.

Вищенаведенi результати можна безпосередньо узагальнити для випадку

флуктуацiй нетто-барiонного числа. Це досягається за допомогою наступних

замiн у рiвняннях (4.33) та (4.35): q → b, Q → B, Nch → NB + NB. Для

достатньо малих енергiй зiткнень у реакцiях p+ p та ядро-ядерних реакцiях
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маємо NB ≪ NB, що означає, що число барiонiв NB приблизно дорiвнює

нетто-барiонному числу B. Тому, (NB+NB)/B
∼= 1, ω[NB+NB]

∼= ω[NB] ∼=
0 i рiвняння (4.33), (4.35) зводяться до рiвнянь (4.21).

Варто зазначити, що масштабована дисперсiя (4.33) та асиметрiя (4.34)

проявляють особливу поведiнку у випадку реакцiй e++e− та/або p+p. У цих

реакцiях всi глобально збереженi заряди дорiвнюють нулю, i тому ωx[q] ≡ ∞
та Sσx[q] ≡ 0. З iншого боку, куртозис (4.35) приймає нетривiальнi значення

для всiх типiв реакцiй.
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Рис. 4.1: Асиметрiя (4.34) (a) та куртозис (4.35) (b) як функцiї параметра
приймання x при рiзних значеннях ⟨Nch⟩/Q та ω[Nch].

Cкювнес нетто-заряду Sσx[q] (4.34) та куртозис κσ2x[q] (4.35) залежать

вiдповiдно лiнiйно та квадратично вiд параметра приймання x. Цi залежностi

показанi на рис. 4.1 для рiзних значень ⟨Nch⟩/Q та ω[Nch]. Спiввiдношення

Q/Nch визначає нахил залежностi скювнесу вiд x. Sσx[q] дорiвнює нулю при

x = 0.5 для довiльних значень Q та Nch. Параболiчна залежнiсть куртозису

κσ2x визначається лише значенням ω[Nch]. κσ2x (4.35) дорiвнює одиницi при

x = 0 та x = 1, тодi як вершина параболiчної залежностi розташована при

x = 1/2. Цi властивостi не залежать вiд значення ω[Nch]. Значення ω[Nch]

визначає вигин параболи: вона опукла для ω[Nch] < 2, увiгнута для ω[Nch] >

2, i перетворюється на горизонтальну лiнiю κσ2x = 1 для ω[Nch] = 2 [див.

рис. 4.1 (b)].

Зауважимо, що данi про реакцiї p + p свiдчать, що ω[Nch] є зростаючою
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функцiєю енергiї зiткнення зi значеннями меншими за 2 при малих енергiях

зiткнення та бiльшими за 2 при великих енергiях зiткнення [177]. Припуска-

ючи Q = 2, значення ⟨Nch⟩ та ω[Nch] представленi на рис. 4.1 вiдповiдають

приблизно даним p + p при
√
s ∼= 2 GeV, 10 GeV, 20 GeV, та 100 GeV (див.,

наприклад, Ref. [178]). Подiбнi аргументи можна застосувати до флуктуацiй

барiонного числа. Проте, слiд зазначити, що флуктуацiї NB + NB суттєво

меншi, нiж флуктуацiї N+ + N−, тобто, ω[NB + NB] ≪ ω[Nch]. На енергiях

SPS та RHIC, розглянутих у цiй роботi, можна очiкувати, що ω[NB+NB] ≤ 1.

Для двох статистично корельованих типiв частинок функцiя генерування

кумулянтiв має вигляд:

ln[F (k+, k−)] =
∞∑

n,m=1

κn,m[N+, N−]

n!m!
(ik+)

n(ik−)
m ⇒ (4.36)

ln[fq(k|x+, x−)] =
∞∑

n,m=1

κn,m[N+, N−]

n!m!
ϕ[k|x+]nϕ[−k|x−]m, (4.37)

як випливає з рiвняння (4.6). Тут κn,m[N+, N−] є спiльними кумулянтами

P (N+, N−). Вони набувають ненульових значень, якщо iснує будь-яка коре-

ляцiя мiж позитивно зарядженими та негативно зарядженими частинками.

Тодi, взявши вiдповiднi похiднi, можна отримати кумулянти розподiлу

заряду, див. рiвняння (4.27), що робить їх лiнiйними функцiями κn,m[N+, N−].

Зауважимо, що рiвняння (4.37) не включає факторiальнi моменти [179].

Зазначимо, що бiномiальний фiльтр також часто використовується для

корекцiї ефективностi виявлення [179—181], тобто для того, щоб врахувати

факт, що вимiрюванi частинки в межах приймання не виявляються з ймовiр-

нiстю 100%. Ефективнiсть виявлення зазвичай залежить вiд кiлькостi вимi-

ряних частинок та їхнiх iмпульсiв. Тому, простий бiномiальний фiльтр може

бути недостатнiм, i замiсть нього були розглянутi бiльш складнi локальнi та

залежнi вiд множинностi корекцiї ефективностi [182, 183]. Оскiльки опублi-

кованi експериментальнi данi зазвичай коригуються з урахуванням ефектив-

ностi виявлення, ми не розглядаємо корекцiї ефективностi у цiй роботi.
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4.1.3 Флуктуацiї в умовах експерименту HADES

Визначення простору де вiдбувається вимiрювання

Для зв’язку флуктуацiй у рiзних iнтервалах швидкостi ми припускаємо, що

прийом частинок є бiномiальним, тобто що кожна частинка даного типу при-

ймається детектором з фiксованою ймовiрнiстю α [184, 185]. Ця ймовiрнiсть

0 ≤ α = ⟨n⟩/⟨N⟩ ≤ 1 дорiвнює спiввiдношенню середньої кiлькостi ⟨n⟩ ча-

стинок, прийнятих у фiксованiй областi простору iмпульсiв ∆y, до середньої

кiлькостi ⟨N⟩ частинок того ж типу у “повному” просторi iмпульсiв ∆Y . Пов-

ний простiр iмпульсiв не обов’язково означає повний тiлесний кут 4π. Доста-

тньою умовою для ∆Y є повне охоплення ∆y. Основне припущення бiномiаль-

ного реестрацiї полягає в тому, що ймовiрнiсть α однакова для всiх частинок

даного типу та незалежна вiд будь-яких властивостей конкретної подiї. Це

припущення дозволяє зв’язати кумулянти у скiнченнiй областi реестрацiї з їх

значеннями у бiльшому, охоплюючому фазовому просторi.

Масштабована варiацiя, скювнес та куртозис прийнятих частинок у ∆y ≤
1 тодi представленi використовуючи розподiл (4.4). Зауважте, що параметр

реестрацiї α не залежить вiд загальної кiлькостi частинокN в кожнiй окремiй

подiї.

При α→ 1 у рiвняннях (4.9-4.11), очевидно, знаходимо ωα[n]→ω[N ], Sσα[n]→Sσ[N ],

та κσ2α[n]→κσ2[N ], тобто результати бiномiального реестрацiї наближаються

до тих, що у повному iнтервалi швидкостi ∆Y = 1. У протилежному випад-

ку, α→ 0, кумулянтнi спiввiдношення є Пуассонiвськими, та ωα[n], Sσα[n],

κσ2α[n]→ 1.

Результати HADES для флуктуацiй числа протонiв

Для опису флуктуацiй числа протонiв у центральних зiткненнях Au+Au при
√
sNN = 2.42 GeV, вимiряних колаборацiєю HADES, ми використовуємо про-

цедуру бiномiального реестрацiї, окреслену в роздiлi 4.1.3. Данi HADES для

ω, Sσ, та κσ2, вимiрянi при 5% центральних зiткненнях, представленi для 6

симетричних iнтервалiв швидкостi ∆y = 0.1, 0.2, 0.4 , 0.6, 0.8, та ∆Y = 1
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Рис. 4.2: (a): Данi HADES для розподiлу швидкостi представленi символами, а
суцiльна лiнiя показує гауссiвське наближення (4.38). (b): Параметр реестра-
цiї α для даних HADES як функцiя iнтервалу швидкостi ∆y, розрахований
за допомогою Рiвняння (4.39).
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Рис. 4.3: Масштабована варiацiя (a), скювнес (b), та куртозис (c) розподiлу
числа протонiв як функцiї iнтервалу швидкостi ∆y. Данi HADES показанi
символами. Лiнiя вiдповiдає формулам бiномiального реестрацiї (4.9-4.11).
Синi смуги представляють невизначеностi через похибки даних HADES в
iнтервалi швидкостi ∆Y = 1.

84



у системi центру мас. Було застосовано обмеження за поперечним iмпульсом

0.4 < pT < 1.6 ГеВ/c. Далi ми розглядаємо найбiльший iнтервал швидкостi

∆Y = 1 як “повний“ фазовий простiр. Величини ω[N ], Sσ[N ], та κσ2[N ] для

цього iнтервалу швидкостi розглядаються як значення у повному просторi

(4.1-4.3). Вони є вхiдними параметрами для формул бiномiального реестрацiї

(4.9-4.11).

Першим кроком процедури бiномiального реестрацiї є розрахунок вiд-

повiдних ймовiрностей α для рiзних iнтервалiв швидкостi. На рисунку 4.2

(a) представленi попереднi данi HADES розподiлу швидкостi протонiв для

10% найбiльш центральних зiткнень Au+Au [186, 187] у iнтервалi швидкостi

∆Y = 1. Ми наближаємо цi данi гауссiвським розподiлом

dN

dy
= C exp

[
− y2

2a2

]
, (4.38)

з двома параметрами C = 90/
√
2πa2 та a = 0.62, якi оцiнюють висоту та

ширину розподiлу. Для будь-якого ∆y ≤ 1 можна визначити ймовiрностi α

як

α =

∆y/2∫
−∆y/2

dy dN/dy

1/2∫
−1/2

dy dN/dy

. (4.39)

Параметр реестрацiї α як функцiя ∆y показаний на рисунку 4.2 (b). Ми пе-

ревiрили, що параметр бiномiального реестрацiї α = α(∆y), представлений

на рисунку 4.2 (b), залишається суттєво незмiнним, коли для аналiзу розподi-

лу числа протонiв використовуються вибiрка 5% центральностi та додатковi

обмеження за pT .

Масштабована варiацiя ωα[n], асиметрiя Sσα[n], та куртозис κσ2α[n] розпо-

дiлу числа протонiв як функцiї ∆y показанi на рисунку 4.3. Можна побачити,

що процедура бiномiального реестрацiї дає добрий збiг з даними HADES для

всiх ∆y < 1. Отже, знання “глобальних"кумулянтiв (у iнтервалi швидко-
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стi ∆Y = 1) достатньо для вiдновлення вiдповiдних значень для будь-якого

∆y < 1, i жодних “локальних"кореляцiй мiж iмпульсами протонiв усерединi

∆Y не спостерiгається.

Щоб знайти сигнали цих глобальних флуктуацiй, ми пропонуємо розра-

хувати функцiю кореляцiї для двох довiльних неперекривних областей швид-

костi ∆y1 та ∆y2, обидвi всерединi симетричного iнтервалу ∆Y = 1, з ⟨N⟩ як

середньою кiлькiстю протонiв всерединi iнтервалу ∆Y = 1 (див. Додаток):

ρ(n1, n2) ≡ ⟨N⟩⟨n1n2⟩ − ⟨n1⟩⟨n2⟩
⟨n1⟩⟨n2⟩

= ω[N ]− 1 . (4.40)

Рiвняння (4.40) демонструє унiверсальнi позитивнi, оскiльки ω[N ] > 1, коре-

ляцiї мiж n1 та n2. Цi кореляцiї незалежнi як вiд розмiрiв ∆y1 та ∆y2, так i

вiд їх розташування всерединi iнтервалу швидкостi ∆Y = 1. Зауважте, що

для ω[N ] = 0 цi кореляцiї були б негативними та дорiвнювали б ρ = −1 як

наслiдок глобального збереження N в iнтервалi ∆Y = 1. Негативнi значення

−1 ≤ ρ ≤ 0 вiдповiдають малим N -флуктуацiям з 0 ≤ ω[N ] ≤ 1. Було б

цiкаво перевiрити спiввiдношення (4.40) за даними HADES.

Висновки

Процедура бiномiального реестрацiї описує масштабовану варiацiю, скювнес

та куртозис розподiлу числа протонiв, що нещодавно вимiряно колаборацiєю

HADES у 5% центральних зiткненнях Au+Au при
√
sNN = 2.42 GeV у кiлькох

iнтервалах швидкостi. Формули бiномiального реестрацiї з’єднують спостере-

жуванi великi флуктуацiї числа протонiв у iнтервалi швидкостi ∆Y = 1 зi

спостережуваними флуктуацiями числа протонiв. Це вiдповiдає вiдсутностi

локальних кореляцiй мiж iмпульсами протонiв всерединi iнтервалу швидкостi

∆Y = 1.

Iснуючi данi HADES показують великi негауссовi флуктуацiї числа прото-

нiв усерединi iнтервалу швидкостi ∆Y = 1. Цi великi флуктуацiї можуть бути

викликанi аномалiями в рiвняннi стану створеної у зiткненнi речовини, якi

проявляють себе як локальнi мiжпротоннi кореляцiї в координатному просто-
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рi. Однак, великi флуктуацiї також можуть виникати через деякi глобальнi

зовнiшнi причини, якi дiйснi навiть для системи невзаємодiючих частинок.

Очевидною причиною глобальних флуктуацiй числа протонiв може бути

флуктуацiї числа учасникiв нуклонiв вiд подiї до подiї. Слiд виключити це

тривiальне джерело флуктуацiй вiд подiї до подiї. На малих енергiях зiткнень

це не просте завдання, оскiльки немає чiтких критерiїв для розрiзнення мiж

спостерiгачем та учасником нуклонiв. Дiйсно, на розглянутiй енергiї зiткне-

ння проєктильнi та цiльовi швидкостi приблизно дорiвнюють ± 0.74, що не

далеко вiд кiнематично прийнятої областi ∆Y = 1 для флуктуацiй числа про-

тонiв. Данi HADES коригуються на флуктуацiї об’єму [171]. Однак, додатковi

дослiдження в цьому напрямку були б корисними.

Iнше ускладнення на такiй низькiй енергiї зiткнення полягає в значнiй

присутностi легких ядерних фрагментiв у кiнцевому станi. Iснування великої

частки барiонiв у формi ядерних фрагментiв може генерувати великi флукту-

ацiї числа вiльних протонiв. Нарештi, колективнi потоки барiонiв на низьких

енергiях зiткнень здаються досить малими, що створює проблему для пере-

дачi кореляцiй частинок вiд координатного до iмпульсного простору.

Цiкавим наслiдком картини з глобальними флуктуацiями числа прото-

нiв та вiдсутнiстю локальних кореляцiй мiж iмпульсами протонiв є унiвер-

сальна форма (4.40) для кореляцiй множинностей у двох довiльних непере-

кривних iнтервалах швидкостi ∆y1 та ∆y2, обох всерединi швидкiсної областi

∆Y = 1. Спiввiдношення (4.40) можна перевiрити, використовуючи наявнi

данi HADES для протонiв при
√
sNN = 2.42 GeV.

Отримання рiвняння (4.40)

Нехай ∆y1 та ∆y2 будуть неперекривними областями швидкостi, обидвi в

межах iнтервалу [−0.5, 0.5], що мiстять n1 та n2 частинок вiдповiдно. Кiль-

кiсть частинок N у iнтервалi [−0.5, 0.5] описується розподiлом ймовiрностей

P (N). Для некорельованих частинок розподiл числа частинок P (n1, n2;N)
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може бути представлений у наступнiй формi:

P (n1, n2;N) = P (N)B(N, n2|α2)B(N − n2, n1|α1) , (4.41)

де α1 = ⟨n1⟩/(⟨N⟩ − ⟨n2⟩) та α2 = ⟨n2⟩/⟨N⟩. Використовуючи рiвняння 4.41

потiм знаходимо

⟨n1n2⟩ =
∑
N

∑
n1,n2

n1n2 P (n1, n2;N)

= ⟨n1⟩⟨n2⟩
(
1 +

ω[N ]− 1

N

)
. (4.42)
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4.2 Кореляцiї зарядiв що зберiгаються при скiн-

ченiй густинi заряду

4.2.1 Загальна теорiя кореляцiй, обумовлених збереже-

нням

Сприйнятливостi пов’язанi з флуктуацiями, розрахованими у Великому ка-

нонiчному ансамблi. Загалом, можна розглянути функцiю розподiлу залежно

вiд будь-якої глобально збереженої величини,

Z = Tr exp{−βiQi}. (4.43)

Тут, множники Лагранжа, βi, пов’язанi з кожною збереженою величиною

Qi. Сiм величин, Qi, - це E,Px, Py, Pz, B,Q, S, енергiя, моменти, барiонний

номер, електричний заряд та дивнiсть. Для деякого великого об’єму Ω можна

визначити флуктуацiї як

1

Ω
⟨δQiδQj⟩ =

1

Ω

∂2

∂βi∂βj
ln(Z). (4.44)

Множники Лагранжа, пов’язанi з енергiєю, - це обернена температура, тодi

як для трьох зарядiв вони дорiвнюють −µi/T , де µi - хiмiчний потенцiал, а T -

температура. Для моментiв множники Лагранжа можна пов’язати з ui/T , де

ui - швидкостi потоку. Тут термiн "сприйнятливостi"використовується в най-

загальнiшому сенсi. Зазвичай, але не завжди, визначення сприйнятливостей

заряду - це похiднi щiльностей заряду за хiмiчними потенцiалами. Це визна-

чення вiдрiзняється вiд того, яке використовується тут на коефiцiєнт T . У

використаннi тут всi "сприйнятливостi"вiдповiдають лише флуктуацiям без

додаткових множникiв,

χij =
1

Ω
⟨δQiδQj⟩. (4.45)
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Для енергiї сприйнятливiсть, ⟨δEδE⟩/Ω, - це T 2, помножене на специфiчну

теплоємнiсть. 3× 3 пiдмножина χij, яка посилається на барiонний номер, еле-

ктричний заряд та дивнiсть, - це звичайнi флуктуацiї заряду. При скiнченiй

густинi барiонiв кореляцiї мiж енергiєю та трьома зарядами стають нену-

льовими. Цi крос-терми не розглядалися настiльки ж широко, як кореляцiї,

що включають тiльки три заряди або тiльки енергiю. Нарештi, можуть бути

кореляцiї, якi включають три компоненти iмпульсу. У рiвновазi

1

Ω
⟨δPiδPj⟩ = (P + ϵ)Tδij. (4.46)

У рiвновазi кореляцiї iнтегруються до сприйнятливостей. Якщо ρi - вiд-

повiднi щiльностi,

Cij(r⃗i, r⃗j) = ⟨δρi(r⃗i)δρj(r⃗j)⟩ (4.47)

= χijδ(r⃗i − r⃗j).

У зiткненнi важких iонiв всi величини зберiгаються, тому для будь-якого

оператора A,

⟨AδQj⟩ = 0, (4.48)∫
d3rj⟨Aδρj(r⃗j)⟩ = 0,

i для будь-якої збереженої щiльностi∫
d3r′ Cij(r⃗, r⃗

′) = 0. (4.49)

Кореляцiю можна роздiлити на локальну, еквiлiбровану, частину та балансу-

ючу частину,

Cij(r⃗i, r⃗j) = χijδ(r⃗i − r⃗j) + CB,ij(r⃗i − r⃗j), (4.50)∫
d3rjCB,ij(r⃗i − r⃗j) = −χij(r⃗i).
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Якщо локальна частина не була б еквiлiброваною, то еквiвалентнiсть все ще

була б iстинною, але в цьому випадку χij не було б задано сприйнятливiстю в

еквiлiброваному станi. Замiсть цього це може бути якась динамiчна величина,

яка релаксує до еквiлiброваного значення.

При охолодженнi системи в газоподiбний стан кореляцiї мiж частинками

зникають. У цьому випадку еквiлiбрована локальна кореляцiя - це лише та,

що вiдбувається всерединi однiєї частинки, i сприйнятливостi стають

χij =
1

Ω

∑
a∈Ω

QaiQaj, (4.51)

де Qai - це заряд типу i на частинцi a. У термiнах густини фазового простору,

χij(r⃗) =
1

(2π)3

∑
h

∫
d3p fh(p⃗, r⃗)Qi(h, p⃗)Qj(h, p⃗), (4.52)

де сума розповсюджується на види адронiв. Наприклад, якщо i вiдноситься

до компоненту iмпульсу px, Qi(p⃗) = px, i якщо i вiдноситься до дивностi, Qi

просто є дивнiсть виду h. Таким чином, на момент розпаду, балансуюча ко-

реляцiя, CB,ij, охоплює всi кореляцiї мiж рiзними частинками, припускаючи,

що речовина є невзаємодiючим газом на момент розпаду.

У вiдсутностi функцiї джерела ⟨δρi(x1)δρj(x2)⟩ еволюцiонує як ⟨δρi(x1)⟩⟨δρj(x2)⟩
з кожною δρ, яка веде себе незалежно вiд просторово-часових координат x1 i

x2. Щоб задовольнити правило суми, кореляцiю можна виразити так:

⟨δjµi (x1)δj
ν
j (x2)⟩ =

∫
d4X Gµµ′

ii′ (X, x1)G
νν′

jj′ (X, x2) (4.53)

uµ′(X)Si′j′(X)uν′(X).

Тут формалiзм виражено з щiльнiстю заряду, замiненою на чотири-потiк. Це

дозволяє проектувати кореляцiї через гiперповерхню, яка не обов’язково зна-

ходиться на сталiй євклiдового часу. Для барiонних, електричних та дивних

струмiв кiлькостi jµi просто є звичайними три зарядними струмами. Густина

потоку енергiї та iмпульсу - це елементи тензора енергiї-iмпульсу, T 0µ та T kµ
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вiдповiдно, де k позначає k-ту компоненту густини iмпульсу. Функцiї Грiна

задовольняють умови нормалiзацiї,∫
dΩµG

µµ′

ii′ (X, x)uµ′(X) = δii′, (4.54)

де x вiдноситься до точки просторово-часу вздовж гiперповерхнi, де речови-

на дисоцiює, а dΩµ - диференцiйний об’єм в системi вiдлiку, де ця дисоцiя

локально одночасна. Розмах цiєї гiперповерхнi повнiстю в майбутньому вiд-

носно X, i iнтеграл охоплює весь гiпероб’єм. Якщо визначити функцiю кроку,

так що всерединi гiпероб’єму значення є одиницею, а зовнi - нуль, елемент

диференцiйного об’єму можна визначити як

dΩµ = d4y ∂µΘ(C(y)), (4.55)

де C(y) є додатнiм поза поверхнею i вiд’ємним всерединi. Наприклад, ви-

значаючи C(y) = T0 − T , визначає гiперповерхню, яка роздiляє областi з

температурою вище i нижче T0. У цьому дослiдженнi, де розглядається про-

сте розширення Бьоркена, просторово-подiбнi гiперповерхнi, подiбнi до тих,

якi можна бачити при випаровуваннi з поверхнi, не зустрiчаються.

Функцiї джерела задаються швидкiстю змiни сприйнятливостей. Якщо

колективна швидкiсть позначена uµ(x),

Sij(X) = [u · ∂ + (∂ · u)]χij(X). (4.56)

У невеликому гiдродинамiчному об’ємi δV швидкiсть змiни об’єму дорiвнює

δV ∂ ·u, а функцiя джерела - (1/δV )(u·∂)(δV χij). Отже, якщо χij зменшується

iнверсно з об’ємом, джерела немає. Це вiдбувається для барiонних, електри-

чних та дивних зарядiв для iзоентропiчного розширення невзаємодiючого га-

зу. Якщо ентропiя зберiгається, функцiю джерела можна iдентифiкувати з

Sij(x) ≈ s(u · ∂)χij

s
, (4.57)
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де s - густина ентропiї, i це стає точним для iзоентропiчних розширень. Для

ненульових щiльностей заряду можна аналогiчно замiнити s на барiоннi, еле-

ктричнi або дивнi щiльностi, хоча це не враховуватиме дифузiю заряду.

Основним викликом у розрахунках кореляцiй є пошук функцiй Грiна. У

кожнiй точцi у просторi-часi, X, розглядається невелике вiдхилення кожної

з семи величин. Потiм записуються рiвняння руху для вiдхилення. Цi рiвня-

ння змiшують рiзнi величини, тобто Gµ
ii′(X, x) є дiагональним для моментiв

x0 негайно пiсля X0, але пiсля цього з’являються позадiагональнi компонен-

ти. Якщо середнi щiльностi заряду всi нульовi, функцiї Грiна для енергiї та

iмпульсу не змiшуються з ними для барiонного номера, електричного заря-

ду або дивностi. Функцiї Грiна для заряду просто є розв’язками рiвняння

дифузiї для початкового збурення заряду в X. Якщо матриця дифузiї є дiа-

гональною, як очiкується для iдеалiзованої плазми кваркiв-глюонiв, еволюцiї

заряду не змiшували б три заряди, якщо вони були вираженi в базисi u, d, s.

Для вiдхилень енергiї та iмпульсу потрiбно врахувати гiдродинамiчну ево-

люцiю. Гiдродинамiка змiшує компоненти енергiї та iмпульсу, i якщо середнi

щiльностi заряду ненульовi, як у випадку низькоенергетичних зiткнень важ-

ких iонiв, функцiї Грiна також розвивають позадiагональнi компоненти мiж

компонентами енергiї/iмпульсу та зарядами.

4.2.2 Гiдродинамiчний вiдгук

Функцiя Грiна представляє вiдгук середовища на невелику локалiзовану флу-

ктуацiю. У цьому дослiдженнi вона обчислюється шляхом невеликого збурен-

ня заряду типу i у певнiй точцi простору-часу. Сумарне збуреня iнтегрується

до одиницi, а опис його еволюцiї зроблено у лiнiйному наближеннi. Просто-

рова ширина збурення вважається скiнченою, але дуже малою. У границi,

коли ширина прямує до нуля, початкове збуреня буде дельта-функцiєю, але

це ускладнить рiвняння еволюцiї, що включає просторовi похiднi i погано

впливає на стабiльнiсть числового методу.

Тензор пружнiх напруженостей неперервного середовища у випадку в’язкої
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рiдини в рамках системи Ландау представлений наступним чином [188]:

T µν = (ε+ P (ε, ρB, ρQ, ρS))u
µuν − gµνP + T µν

η . (4.58)

У цьому рiвняннi ε та ρ позначають енергiю та щiльнiсть часток вiдповiдно.

У цьому дослiдженнi внесок вязкого T µν
η означено вiдповiдно до рiвняння

Нав’є-Стокса,

T µν
η = −ηs

(
∇µuν +∇νuµ − 2

3
∆µν∂ · u

)
, (4.59)

де ηs - коефiцiєнт в’язкостi зсуву, а ∆µν = uµuν − gµν дiє як проектор, на

простiр ортогональний до колективної швидкостi uµ, а коварiантна похiдна

∇µ = ∆µν∂ν представляє просторовi похiднi в системi рiдини. Якщо дозволя-

ється дифузiя заряду, зарядний струм може бути виражений як:

jµi = ρiu
µ −Dij∆

µν∂νρj. (4.60)

У цьому рiвняннi D представляє матрицю сталих дифузiї. Гiдродинамiчнi

рiвняння еквiвалентнi законам збереження енергiї-моменту:

∂νT
µν = 0, (4.61)

∂νj
ν = 0.

Припускаючи, що розв’язок для ρ(t, r⃗), ε(t, r⃗) та uµ(t, r⃗) може бути роз-

кладений у ряд навколо заданого розв’язку щодо вiдхилень δρ, δε, δuµ, наша

увага в основному буде зосереджена на δT µν, який лiнiйний у цих вiдхилен-

нях. Цi вiдхилення повиннi вiдповiдати наступним рiвнянням:

∂νδj
ν = 0, (4.62)

∂νδT
µν = 0. (4.63)

Для отримання функцiї Грiна розглядається дуже мале локалiзоване вiд-
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хилення в точцi простору-часуX, яке змiнюється з часом. Можна призначити

невелике гаусове вiдхилення. Якщо початкове вiдхилення є у точцi простору-

часу x,

δjµi′(X) =
1

(2πσ2)3/2
e−|Y 2|/2σ2

, (4.64)

Y µ = Xµ − (u ·X)uµ.

Тут Y таке саме, як X, але з вiдкинутою часовою компонентою, як визна-

чено у кадрi рiдини. Ширина σ повинна бути обрана якомога меншою, але

дозволяти диференцiювання. У границi σ → 0 початкове вiдхилення стає

дельта-функцiєю у просторi координат. Для початкового вiдхилення потрi-

бно розв’язати вiдхилення у точцi простору-часу з часом x, i функцiя Грiна

буде

Gµ(X, x)ii′ = δjµi (x). (4.65)

З урахуванням наявностi дисипацiї всi розв’язки повиннi асимптотично

наближатися до рiвномiрного розв’язку. Це особливо важливо для термоди-

намiчних флуктуацiй у числi барiонiв, iмпульсу або енергiї. Подiбно до тео-

ретичного пiдходу, наведеного в [189], дослiджуються кореляцiї збережених

зарядiв, зокрема вплив недiагональних сприйнятливостей в умовах скiнчен-

ної щiльностi барiонiв.

4.2.3 Розширення Бьоркена як фонове середовище

Для найпростiшого пояснення того, як еволюцiя кореляцiй вiдбувається пiд

час гiдродинамiчного етапу сильно взаємодiючого речовини, в якостi фонової

гiдродинамiчної моделi обирається буст-iнварiантне розширення Бьоркена. В

цьому випадку еволюцiя спрощується шляхом перетворення часу t та довго-

тньої просторової координати z на так званий власний час τ та просторову
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швидкiсть η:

t = τ cosh η, z = τ sinh η. (4.66)

Енергiя та густина B,Q, S є однорiдними у всiй системi, i їх часова еволюцiя

задана:

∂τε = −ε+ P

τ
+

4ηs
3τ 2

, (4.67)

ρ = ρ0
τ0
τ
, (4.68)

де τ0, ρ0 представляють початковий час та густину. Чотири-швидкiсть є

u0 = cosh η, uz = sinh η. (4.69)

Система лiнiйних рiвнянь вiдгуку подана:

∂τδε = −1

τ
δ (ε+ P )− ∂η

ε+ P − 8ηs
3τ

τ
δuη, (4.70)

∂τ

(
ε+ P − 4ηs

3τ

)
δuη = −2

τ

(
ε+ P − 4ηs

3τ

)
δuη − ∂εP

∂ηδε

τ
(4.71)

−∂ρP
∂ηδρ

τ
+

4ηs∂
2
ηδu

η

3τ 2
,

∂τδρ = −δρ
τ

+
ρ+D∂τρ

τ
∂ηδu

η +
D

τ 2
∂2ηδρ, (4.72)

∂τ

(
ε+ P − 2ηs

3τ

)
δux,y = −1

τ

(
ε+ P − 2ηs

3τ

)
δux,y +

ηs∂
2
ηδu

x,y

τ 2
, (4.73)
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де δuη = δuz

u0 вводиться для того, щоб мати буст-iнварiантну систему рiвнянь

(однорiдну у η). Цi рiвняння описують гiдродинамiчну вiдповiдь на деяку

збуренiсть, задану стохастичним струмом jε, j⃗P⃗ , jB, jQ, jS. Ця система також

зберiгає енергiю та кiлькiсть руху у лабораторнiй системi координат:

∂tT
tt + ∂zT

tz =

(
∂τ +

1

τ

)
(cosh ηT tt − sinh η T tz) (4.74)

+
1

τ
∂η(− sinh η T tt + cosh η T tz) = 0,

∂tT
tz + ∂zT

zz =

(
∂τ +

1

τ

)
(cosh ηT tz − sinh η T zz)

+
1

τ
∂η(− sinh η T tz + cosh η T zz) = 0,

Крiм того, ρτ та ρη визначенi наступним чином:

ρτ = cosh ηδT tt − sinh η δT tz (4.75)

= δε cosh η +

(
ε+ P − 4

3τ
ηs

)
δuη sinh η,

ρη = cosh ηδT tz − sinh η δT zz

= δε sinh η +

(
ε+ P − 2

3τ
ηs

)
δuη cosh η.

Разом з ρB, ρQ, ρS, вони задовольняють закон збереження:∫
τdηρ(τ, η) = const. (4.76)

У наступних виразах:

δPη =

(
ε+ P − 4ηs

3τ

)
δuη, (4.77)

δPx,y =

(
ε+ P − 2ηs

3τ

)
δux,y,

будемо називати продольною та поперечною кiлькiстю руху вiдповiдно. Ви-

користовуючи функцiї грiна цих рiвнянь, корелятори можна виразити насту-
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пним чином:

cAB =

∫
dτjτjdηjGAA‘(η1 − ηj, τ1, τj)GBB‘(η2 − ηj, τ2, τj)

(
∂τj +

1

τj

)
χA‘B‘(τj),

(4.78)

де A,B можуть бути будь-якими з наступних: δE, δPη, δPx,y, δB, δQ, δS. Тер-

мiн cAB в Рiвняннi (4.94) не охоплює частину кореляцiї, яка повинна iснува-

ти в еквiлiброваному гiдродинамiчному середовищi вiд самого початку. Ця

початкова кореляцiя може мати будь-яку форму, але водночас обмежена за-

гальним збереженням заряду. У подальшому обговореннi ми виключимо цю

початкову кореляцiю i розглянемо її як окремий елемент, який може бути

незалежно дослiджений.

4.2.4 Проектування Кореляцiй на Фiнальнi Стани Адро-

нiв

Попереднi пiдроздiли описують, як можна знайти кореляцiї ⟨δjµi (x)δjνk (x′)⟩,
якi є функцiями простору-часу. Цi кореляцiї потiм повиннi бути спроектованi

на фiнальнi частинки. Технiки для цього вже були застосованi для флуктуа-

цiй заряджених частинок [190, 191], але для цiєї проблеми ми повиннi розши-

рити цi iдеї, щоб вони включали кореляцiї, що включають iмпульс i енергiю.

Як це було зроблено у випадку з зарядами, технiки будуть базуватися на

методi Купера-Фрея, де випромiнювання з елементу гiперповерхнi для не-

корельованих частинок з малого елементу гiперповерхнi δΩµ визначається

виразом

δdNh = (p · δΩ)d
3p

Ep
fh(p⃗, x), (4.79)

де fh(p⃗, x) - щiльнiсть фазового простору адронiв типу h та iмпульсу p⃗ у

точцi простору-часу x, при цьому x знаходиться на елементi гiперповерхнi.
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Ефективний алгоритм для генерацiї частинок, згiдно з тепловою щiльнiстю

фазового простору, включаючи в’язкi поправки, описаний в [192]. Пiдхiд тут

полягатиме в тому, що спочатку iнтегрується кожна точка джерела X. Для

кожної точки X потiм генеруються абсолютно некорельованi пари адронiв.

Два адрони некорельованi з точкою джерела X i некорельованi один з одним.

Функцiю кореляцiї у просторi iмпульсiв будується шляхом множення кореля-

цiй двох частинок на їх певну вагу.

Для обчислення ваги можна розглянути невелику кiлькiсть енергiї, iм-

пульсу та заряду, δQi, яка проходить через елемент гiперповерхнi. Для те-

плового розподiлу щiльнiсть фазового простору змiнюється шляхом змiни

множникiв Лагранжа, що вiдповiдають кожнiй збереженiй величинi,

fh(p⃗, x) = f
(0)
h (p⃗, x) exp(−δβiqi(h, p⃗)). (4.80)

Тут i вiдноситься до семи узагальнених зарядiв частинки виду h i заданих

енергiї та iмпульсу, як описано на початку цього роздiлу. Величина qi(h, p⃗) -

це сiм узагальнених зарядiв одного адрону. Сiм компонент δβ визначаються,

зафiксувавши сiм величин, δQi, якi є зарядами, що проходять через об’єм

гiперповерхнi V .

δQi =
∑
h

∫
d3p

(2π)3Ep
(p · dΩ)qi(h, p⃗)δfh(p⃗, x) (4.81)

= −
∑
h,j

∫
d3p

(2π)3Ep
(p · dΩ)qi(h, p⃗)qj(h, p⃗)f (0)h (p⃗, x)δβj.

Якщо гiперповерхня - це гiдродинамiчна система, можна iдентифiкувати p ·
dΩ/Ep як об’єм V , i праву частину можна iдентифiкувати з вразливостями,

δQi = −V χijδβj, (4.82)

δβi = −χ−1
ij δQj/V = −χ−1

ij δρj.

Пiдставивши це в рiвняння (4.80), ми маємо змiну щiльностi фазового про-
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стору

δfh(p⃗, x) = f
(0)
h

[
−qi(h, p⃗)χ−1

ij (x)δρj
]
. (4.83)

Все в квадратних дужках можна розглядати як вагу через додаткову загаль-

ну щiльнiсть заряду δρj.

Для кожного просто-часового об’єму джерела можна потiм згенерувати

двi незалежнi частинки згiдно з щiльностями фазового простору на гiперпо-

верхнi, f (0)(p⃗, x). Потiм парi призначається вага,

w(p⃗1, x1, p⃗2, x2) =

∫
d4X qi(h1, p⃗1)χ

−1
ij (x1)dΩ1,µG

µµ′

j′j (X, x1) (4.84)

uµ′(X) Sj′k′(X)uν′(X)Gνν′

k′m(X, x2)χ
−1
mn(x2)dΩ2,νqn(h2, p⃗2).

Iнтеграл по d4X можна провести за допомогою методiв Монте-Карло. Для

розглянутої у наступному роздiлi ситуацiї можна експлуатувати симетрiї, що

функцiя джерела залежить лише вiд власного часу τ i що функцiї Грiна

залежать вiд вiдносних швидкостей, для спрощення iнтегралу. Але, якщо

цi пiдходи мали б бути застосованi бiльш загально, вищевказаний iнтеграл

потребував би набагато бiльш дрiбного пiдходу.

Однiєю з переваг цього пiдходу є те, що зваженi пари генеруються мето-

дом Монте-Карло, тому вклювати ефекти розпадiв досить просто. Розпади

адронiв можуть бути симульованi з тiєю самою вагою вiд батькiвських адро-

нiв, що призначається дочiрнiм частинкам. Усi пари дочiрнiх адронiв, один з

яких обраний з кожного батька, отримують ту саму вагу, що й батькiвська

пара. Також доволi просто розглядати рiзноманiтнi бiнування кореляцiй. На-

приклад, якщо ми хочемо обчислити кореляцiї в поперечнiй енергiї як функцiї

вiдносної псевдо-бистрони, збiльшувався бiн з вiдносною псевдо-бистротою на

вагу, помножену на добуток двох поперечних енергiй.
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4.2.5 Рiвняння стану

Як рiвняння стану (EoS), використовється модель вiльної енергiї для адрон-

ної сумiшi. Фоновi заряди були зафiксованi, щоб вiдтворити Q/B = 0.4, як

у важких ядрах свинцю або золота, i S = 0. Всi траєкторiї починаються

з ε = 3 ГеВфм−3 та еволюцiонують протягом 10 фм/c. Кiнцева темпера-

тура знаходиться у межах 150± 2 МеВ. Початкова щiльнiсть барiонiв була

обрана в 8n0, де n0 = 0.16 фм−3 представляє нормальну ядерну щiльнiсть,

а в’язкiсть знаходиться у дiапазонi (6 − 8) s
4π , як очiкується для адронного

середовища. Це утримує температуру середовища нижче 190 МеВ, у межах

якої може бути гiпотетично можливим адронний тип рiвняння стану та транс-

порт. Стадiя пiсля виходу (зазвичай температури нижче 150 − 160 МеВ) не

може бути описана гiдродинамiчними моделями та вирiшується за допомо-

гою адронних "пiслясмикань"[193, 194]. Коефiцiєнт дифузiї D був обраний

нижче вiд значень, передбачених з КХД на решiтцi при нульовому барiонно-

му зарядi, ближче до значень дифузiї, передбачених гадронними фазовими

симуляцiями, з D = 1
8πT . Однак у принципi недiагональна матриця дифузiї

повинна застосовуватися до зарядiв, оскiльки дифузiя, передбачена рiзними

кiнетичними моделями, сильно впливає на масу частинок [195]. Очiкується,

що електричний заряд переважно несеться легкими мезонами, а барiонний

заряд - важкими частинками. Дивною властивiстю є те, що дифузiйнi вла-

стивостi можуть бути дуже чутливими до адронного складу середовища.

Два типи взаємодiй не мають на метi бути особливо реалiстичними, але

були побудованi для того, щоб надати можливiсть порiвняти рiзницю мiж

м’яким та жорстким рiвняння стану. З цiєю метою рiвняння стану були побу-

дованi так, щоб представляти межi очiкувань, а не якусь найкращу догадку.

Щiльностi вiльної енергiї були обранi залежно вiд щiльностi барiонiв ρB i
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Рис. 4.4: Швидкiсть звуку вiдображається для невзаємодiючого (iдеально-
го) гадронного газу резонансiв та адронної рiдини з двома iлюстративними
випадками для взаємодiй. Рiвняння стану, що включає взаємодiї, може бути
як жорстким (Жорстке-EoS), так i м’яким (М’яке-EoS) в порiвняннi з невза-
ємодiючим (Iдеальний HRG).

мали форму

fint =
∑
n=1,2

An

[
y1/3n − 1

]
, (4.85)

yn = 1 +

(
ρB − ρ0
ρn

)3

.
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Тут ρ0 було встановлено як щiльнiсть розриву, щоб рiвняння стану, вклю-

чаючи флуктуацiї, поверталося до тих, що в не взаємодiючого газу гадронiв

в цiй точцi. Параметри A1, A2, ρ1 та ρ2 потiм були налаштованi, щоб вста-

новити жорсткiсть рiвняння стану в рiзних дiапазонах щiльностi. Для обох

жорстких та м’яких рiвнянь стану ρ1 та ρ2 були встановленi вiдповiдно на

0.2 та 0.5 фм−3. Для жорсткого рiвняння стану параметри жорсткостi були

встановленi на A1 = 0.05, A2 = 0.1 ГеВ/фм3, а для м’якого рiвняння стану

A1 = −0.02, A2 = 0.01 ГеВ/фм3. У м’якому рiвняннi стану фазовий перехiд

вiдбувається з критичною точкою при T = 100 МеВ при щiльностi близько

2ρs. Цей досить екстремальний приклад повинен допомогти охопити дiапазон

флуктуацiй, якi можна було б розглядати.

Початкова щiльнiсть барiонiв була обрана так, щоб початкова щiльнiсть

барiонiв була вiсiм разiв бiльшою за ядерну насичену щiльнiсть, ρs = 0.16

фм−3, яка, оскiльки щiльнiсть барiонiв падає як 1/τ , завжди призводила до

однакової кiнцевої щiльностi барiонiв, ρ0 = (8/11)ρs, незалежно вiд рiвняння

стану. Початкова температура, Ti була налаштована для кожного рiвняння

стану, i для кожного вибору в’язкостi, так що кiнцева температура, Tf , була

150 МеВ. За побудовою, швидкiсть звуку збiгається з швидкiстю звуку не

взаємодiючої адронної сумiшi на та нижче ρ0. На рис. 4.4 швидкiсть звуку

вiдображається для трьох рiвнянь стану. Для випадку невзаємодiючого газу

швидкiсть звуку залишається досить стiйкою, з c2s ≈ 0.14. Для жорсткого

рiвняння стану максимальна швидкiсть звуку для розглянутих тут еволюцiй

була приблизно c2s,max ≈ 0.24, тодi як для м’якого рiвняння стану швидкiсть

звуку знизилася до c2s,min ≈ 0.11.

Сприйнятливостi деяких вибраних збережених зарядiв можна спостерiга-

ти на рис. 4.5. Сприйнятливостi помноженi на τ , оскiльки об’єм гiдродинамi-

чної комiрки збiльшується пропорцiйно τ у моделi Бйоркена. Таким чином, у

цьому випадку джерела функцiй є точними тими швидкостями, з якими кри-

вi на рис. 4.5 пiднiмаються або падають. Сприйнятливостi, якi включають

енергiю або номер барiону, мають сильнi пiки або яри, для тих самих умов,

коли швидкiсть звуку має максимум або мiнiмум.
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Досить помiтно, що сприйнятливiсть моменту-моменту (помножена на τ ),

(P + ϵ)Tτ , є вiдносно безособливою i, отже, досить нечутливою до рiвнян-

ня стану. Це, ймовiрно, пов’язано з тим, що взаємодiя є функцiєю щiльно-

стi барiонiв i, звичайно, є енергiєю, але майже не змiнює моменти частинок.

Було б цiкаво з’ясувати, чи iнший клас взаємодiй, наприклад, той, який змi-

нює ступенi свободи, може виявити себе, надаючи бiльше структури у цьому

випадку. Навiть якщо плоскiсть сприйнятливостi моменту-моменту призво-

дить до невеликої джерела, все одно буде внесок вiд початкової термалiзацiї,

τ < 1 фм/c. Кореляцiя поперечних компонент, наприклад, ⟨δPxδPx⟩, очiку-

ється розповсюджуватися дифузiйно [189, 196], де в’язкiсть здiйснює роль

константи дифузiї. Таким чином, кореляцiї поперечного моменту можуть бу-

ти менш чутливими до фазової структури, але бiльш чутливими до в’язкостi.

Рiвняння стану з критичною точкою мають сумiжну змiшану фазу на фазо-

вiй дiаграмi ((ρ, T )). Для м’якого рiвняння стану, показаного тут, роздiлення

фаз може вiдбуватися, але критична температура становить 100 МеВ, а тра-

єкторiї щiльностi-температури знаходяться далеко вище критичної точки, i,

отже, поза областю змiшаної фази.

В межах змiшаної фази або регiону спiвiснування, сприйнятливостi визна-

ченi неможливими, тобто флуктуацiї вже не масштабуються лiнiйно з об’ємом

[164, 197]. Тодi можна очiкувати виникнення ядерного зародження або кавiта-

цiї, що представляє собою динамiчне утворення нової фази. Цей процес роз-

гортається вiдносно повiльно i викликає виклик застосування традицiйних

методiв рiвноважної термодинамiки, таких як побудови Максвелла. У таких

випадках можна розглядати метастабiльний стан, що вiдповiдає поступовому

зростанню ядерного зародження або кавiтацiї [115, 198]. У мiжспiнодальному

регiонi механiчна нестабiльнiсть спричиняє явище, вiдоме як спiнодальний

розклад, де двi фази швидко вiдокремлюються. Iдеально це можна враху-

вати у нашому аналiзi, iнтегруючи вiдповiдне гiдродинамiчне тло. Зокрема,

включення поверхневого натягу та енергетичних членiв у гiдродинамiку мо-

же забезпечити точний опис змiшаної фази (для додаткових вiдомостей див.

[199]). Пiдхiд, описаний тут, безумовно, не буде застосовуватися, якщо трає-
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кторiя щiльностi-температури проходить через область спiвiснування фаз на

фазовiй дiаграмi. Тем не менш, варто вiдзначити, що очiкується значна стру-

ктура у сприйнятливостях, навiть якщо вона лише пролягає в непосреднiй

близькостi до областi фазового переходу.

4.2.6 Результати

Функцiї Грiна

Для отримання розв’язку необхiдно створити набiр функцiй Грiна для то-

чкових джерел у (τ, η). Використовуючи перевагу розв’язку Бйоркена, ми

розглядаємо лише (τ, 0) i отримуємо розв’язок для джерела при будь-якому

η за допомогою лоренцевих перетворень. Функцiї Грiна були обчисленi, при-

значивши початковий стан при τ у деякому зарядi X:

GXX(τ = τ, η) =
1√

2πσ2ητ
exp

{
− η2

2σ2η

}
, (4.86)

як ση → 0,GXX(τ = τ, η)→ δ(η)
τ пiдходить до розв’язку для точкового джерела

(функцiя Грiна за визначенням). Використання дуже малого, але скiнченого

сигми регуляризує нашу систему шляхом регуляризацiї високочастотних мод.

На рисунку (4.6) зображено вiдповiдь на гаусiвське джерело з σ2η = 0.01 та

τ = 1fm/c при τ = 11fm/c. Видно, що збурення в одному зарядi призводить

до вiдповiдi в iншому. Це можна уявити з виразiв, рiвнянь (4.70-4.73). Рiв-

няння (4.72), у своєму другому членi, описує конвекцiю фонового заряду за

допомогою збурення швидкостi. Це ефективно зв’язує вiдповiдi в зарядах з

вiдповiдями в енергiї-iмпульсi. Рiвняння (4.70) та (4.71) мiстять вiдповiдь на

флуктуацiї заряду через залежнiсть вiд рiвняння стану P (ε, ρB, ρQ, ρS).

Кореляцiї

Тут порiвнюються три рiвняння стану: iдеальний газ резонансiв гадронiв

(iHRG) та взаємодiючi гадроннi рiдини, одна з яких є твердiшою, а iнша
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м’якiшою за iHRG. Флуктуацiї, пов’язанi з енергiєю, продольним iмпульсом,

густиностi барiонiв, електричного заряду та дивнiстю, вiдокремленi вiд тих,

якi включають поперечний iмпульс, оскiльки кореляцiї мiж ними зникають.

Продольнi гiдродинамiчнi кореляцiї представленi на рисунку (4.7), i вони по-

казують помiтну чутливiсть до вибраного рiвняння стану.

Електричний та дивний заряди (s),(y) слабо впливають на барiонне сере-

довище, яке використовується. Однак спостерiгаються деякi ефекти навколо

∆η ≈ 0. У цьому випадку тверде рiвняння стану продукує сильнiший пiк,

тодi як м’яке рiвняння стану пригнiчує пiк в невеликiй областi. Цi вiдмiн-

ностi зникають на хвостах кореляцiй. Цей ефект вираженiший для дивного

заряду порiвняно з електричним зарядом. Це можна пояснити переходом вiд

середовища, що мiстить велику кiлькiсть дивних i заряджених мезонiв при

високих температурах, до середовища, що домiнується холодними барiонами

при виходi на фрiз-аут. Барiони, бiльш чутливi до рiвняння стану, вносять

свiй вклад у центральну частину функцiї кореляцiї, тодi як хвости створюю-

ться набагато ранiше у зiткненнi. Крос-кореляцiя мiж електричним зарядом

(Q) та дивним зарядом (S) демонструє подiбну поведiнку (t) та (s), але тут

структура пiку змiнюється з одного максимуму для iдеального газу до двох

пiкiв для твердого EoS або значно сильнiшого пiку для Soft-EoS.

Барiонний заряд (m) має бiльш виразнi особливостi. Зокрема, значення на

пiку, ∆η = 0, змiнюється вiд вiд’ємного до додатного при переходi вiд iHRG

до Soft-EoS до Hard-EoS. Взаємодiї також посилюють як максимальнi, так i

мiнiмальнi значення функцiї кореляцiї. Це можна зрозумiти з рисунку (4.5),

де швидкостi змiни τχ(τ) набагато вищi для рiвняння стану з взаємодiями,

i iнодi мають рiзний знак порiвняно з iHRG. Розкид кореляцiї тут становить

близько одиницi в просторово-часовiй швидкостi. Кореляцiї барiонного заря-

ду з електричним або дивнiстю досвiджують подiбнi ефекти вiд взаємодiй

(r),(w),(n),(o).

Кореляцiя продольного iмпульсу ⟨δPηδPη⟩ (g) для iHRG значно вужча

порiвняно з взаємодiючою версiєю. Очевидно, що в цьому випадку кореляцiя

поширюється далi для твердого рiвняння стану (вища швидкiсть звуку) та
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менше для м’якого рiвняння стану (менша швидкiсть звуку). Кореляцiя iм-

пульсу з iншими зарядами здається пропорцiйною швидкостi змiни сприйня-

тливостi.

Кореляцiї енергiї (a) мають ширину близько половини одиницi в просторово-

часовiй бистротi. Значення на пiку змiнюється для твердого i iдеального га-

зового середовища для кореляцiї ⟨δEδE⟩. Варто вiдзначити, що транспорт-

нi коефiцiєнти, що вiдповiдають в’язкостi для рiзних рiвнянь стану, майже

iдентичнi. Здається, що частина енергiї пригнiчується та перетворюється в

iмпульс. Цiкаво побачити, як ця трансформацiя проявляється в кореляцiях

при фрiз-аутi.

Баланс кореляцiї поперечного iмпульсу, рисунок (4.9) (a), слабко чутливий

до рiвняння стану. Варто зазначити, що в цьому випадку кореляцiї поширюю-

ться досить далеко, покриваючи майже 5 одиниць бистроти. Тверде рiвняння

стану має найбiльшу ширину, тодi як м’яке рiвняння стану має найменшу.

Фрiз-аут

Кiнцевий вигляд балансуючої частини, обчисленої для всiх заряджених ча-

стинок при замерзаннi, зображено на рисунку (4.14) i рисунку (4.9) вiдповiдно

для E, Pη, B, Q, S, Px та Py.

Перед партiкуляцiєю кореляцiї Px та Py мають виражений позитивний пiк

на середнiй швидкостi з вiд’ємними спадами навколо нього, рисунок (4.9) (а).

Проте пiсля переходу до частинок значення на пiку пригнiчується, тодi як яри

збiльшуються, рисунок (4.9) (б). Вiдмiнностi мiж рiвняннями стану стають

бiльш виразними, особливо в разi Hard-EoS, де ширина набагато бiльша, нiж

у двох iнших випадках.

У координатному просторi (η, ϕ) кореляцiї в поперечному iмпульсi були

предметом експериментальних дослiджень, служачи чутливим сигналом для

в’язкостi. Одним iз помiтних рисункiв, який було спостережено, є "Перевал"у

швидкостi. Кореляцiї в поперечних iмпульсах вiдчувають вплив з рiзних фi-

зичних процесiв, окрiм збереження iмпульсу. До них входять резонанснi та
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кластернi розпади, радiальнi потоки, анiзотропнi потоки, флуктуацiї початко-

вого стану та розпад струменiв [200, 201]. Всi цi ефекти, за винятком стру-

менiв, можна врахувати в (3D+1) гiдродинамiчному моделюваннi системи.

Оскiльки струмени формуються на раннiх етапах зiткнення та зазвичай не

є частиною колективного руху, їх важливо розумiти у контекстi їх внеску у

кореляцiї pt. Як свiдчить порiвняння наших результатiв з даними, гiдроди-

намiчна iсторiя та балансуюча кореляцiя повиннi становити значну частину

загальної кореляцiї.

Хоча iншi кореляцiї не мають такої великої ширини, як кореляцiя по-

перечного iмпульсу, ширина балансуючих частин збiльшується до 2 одиниць

швидкостi. Це в основному пов’язано з тепловим розподiлом частинок у швид-

костi iмпульсу, позначеним як y = η+δy, де δy має значення, сконцентрованi

в дiапазонi [−0.5, 0.5]. Цей ефект розмиває риси i призводить до набагато

бiльш гладкої кореляцiї.

Балансуючi частини для дивних та електричних зарядiв в основному збе-

рiгають свої риси, вiдрiзняючись на середнiй швидкостi, але збiгаючись на

кiнцях. Вони демонструють просту унiмодальну структуру, де сильна гiдро-

динамiчна вiдповiдь призводить до утворення бiльшої кiлькостi балансуючої

кореляцiї. Оскiльки ми розглядали лише балансуючу кореляцiю, створену

пiд час гiдродинамiчного етапу, нормалiзацiя здається пропорцiйною рiзни-

цi у схильностях при τ = 1 та τ = 11фм/c, яка, як можна здогадатися з

Рисунку (4.5), бiльша для Hard-EoS. Ця рiзниця є помiтно бiльш значущою

для барiонного заряду. Мiнiмуми навколо пiку в цьому випадку стають менш

виразними порiвняно з кореляцiєю перед замерзанням. У випадку iдеального

газу резонансних гадронiв (iHRG) балансуюча частина, здається, залишає-

ться майже постiйною навколо 0, повнiстю втрачаючи будь-яку залежнiсть

вiд швидкостi, яка була присутня ранiше.

Коли розглядається поздовжнiй iмпульс, кореляцiя зникає. Це наслiдок

трансляцiйної iнварiантностi в η. Якщо були б використанi iншi, крiм перiо-

дичних граничних умов, все було б iнакше.

Щодо енергiї, ширина тут порiвняна з електричними або дивними заряда-
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ми, а навiть бiльша, нiж ширина барiонного заряду. Крiм того, здається, що

тверде рiвняння стану стає набагато бiльш розповсюдженим порiвняно з iн-

шими рiвняннями стану, що розглядалися. Це явище вiдображає присутнiсть

гiдродинамiчних мод у вiдповiдь на початкове збурення.

4.2.7 Висновки

Тут було розглянуто матрицю кореляцiй зарядiв, що зберiгаються 7× 7 як

функцiю вiдносної бистроти точок у яких проводиться вимiрювання. Для

кореляцiй у координатному просторi кореляцiї були розбитi як функцiя вiд-

носної просторової швидкостi, ∆η, тодi як для кореляцiй на кiнцевому станi

була обрана рiзниця швидкостi iмпульсу ∆y. Тут була використана дуже про-

ста модель. Припущено було iнварiантнiсть вiдносно повздовжного перетвоня

лоренца, що є поганим вибором при нижнiх енергiях пучка, та був iгнорова-

ний поперечний потiк, що є поганим припущенням на будь-яких енергiях.

Також застосованi рiвняння стану були не особливо фiзичними. Кореляцiї

виникають внаслiдок еволюцiї сприйнятливостей i розвиваються вiдповiдно

до в’язкої гiдродинамiки та дифузiї. У фiксований власний час фрiз-ауту

кореляцiї були проекцiйованi на кореляцiї вiльних адронiв та їх продуктiв

розпаду, без їх перерозсiян у адроннiй фазi. Наприклад, тут iгнорується анi-

гiляцiя барiонiв. Були врахованi лише тепловi кореляцiї, i вiдсутнi кореляцiї

вiд початкового стану. Кореляцiї початкового стану можуть бути викликанi

струменями або мiнiструменями, або будь-якими локальними флуктуацiями

густини енергiї через механiзм зупинки ядер. Хоча iнтегрована сила таких

кореляцiй також обмежена законами збереження, їхня початкова структура

не дуже зрозумiла i може бути набагато складнiшою, нiж обговорюванi тут

тепловi кореляцiї.

Однак цi обчислення були достатнiми, щоб проiлюструвати потенцiал та-

ких кореляцiй для обмеження рiвняння стану та вiдповiдi на деякi базовi

питання. Пiдсумуємо отриманi уявлення та уроки, якi отриманi з цього до-

слiдження.
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1. Можливо систематично моделювати повну матрицю кореляцiй. Це ви-

магає одночасного врахування всiх семи величин. Оскiльки припущеня

про iнварiантнiсть вiдносно зсуву по швидкостi не вiдповiдає реальнiй

картинi при низьких енергiях, а поперечний iмпульс був iгнорований,

обчислення тут були значно спрощенi, проте представлена тут пара-

дигма безумовно може бути розширена на бiльш реалiстичнi випадки.

Бiльш реалiстичнi розрахунки спочатку вимагатимуть ретельного вра-

хування алгоритмiв для обробки додаткових розмiрностей, i додавання

поперечного потоку дозволить кореляцiям, що включають Px i Py, змi-

шуватися з iншими п’ятьма величинами.

2. Усi кореляцiї були значно чутливi до рiвняння стану та коефiцiєнтiв

транспорту. Кореляцiї часто мали нетривiальнi структури, i ширини в

бистротi були ≲ 1. Кореляцiї вiд початкового стану, якi були iгнорованi

тут, мають структури, що характеризуються ≳ 1 одиницею бистроти,

через бiльший час, який вони мають на розподiл.

Сила теплових кореляцiй для центральних зiткнень була значною, по-

дiбно за магнiтудою до тих, що бачилися експериментально в кореляцi-

ях pt− pt [202], або кореляцiях, часто називаних "Перевал"[203]. Таким

чином, тепловi кореляцiї, розглянутi тут, не переважають кореляцiй по-

чаткового стану. З огляду на їхня бiльшу ширину, є надiя, що їх можна

дещо вiдокремити вiд кореляцiй початкового стану, але покази свiдчать,

що це вимагатиме значного моделювання та аналiзу, як експерименталь-

ного, так i теоретичного.

3. Такi кореляцiї дуже сплетенi мiж собою, особливо при нижнiх енер-

гiях пучка, де чиста густина барiонiв значно вiдрiзняється вiд нуля.

На найвищих енергiях кореляцiї зарядiв, таких як барiонний номер, не

змiшуються з тими, що включають енергiю та iмпульс. Для зiткнень,

вивчених на SPS в CERN або в програмi Beam-Energy-Scan на RHIC,

кореляцiї з’являються мiж зарядами, такими як барiонний номер, та

енергiєю. Енергетичнi та iмпульснi кореляцiї потiм змiшуються в гiдро-
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динамiцi. Таким чином, важливо одночасно розглядати весь матричний

простiр кореляцiй, який включатиме такi величини, як кореляцiя мiж

барiонним номером та поперечною енергiєю.

4. Розрахунок кореляцiй за рiвнянням стану, коефiцiєнтами транспорту та

ефектами початкового стану вже представляє собою значний виклик.

Виконання зворотного розрахунку, де рiвняння стану обмежуються або

виводяться з вимiрювань, ще складнiше. З урахуванням поточних неви-

значеностей в початковому станi, особливо при нижнiх енергiях пучка,

вивчення цього класу кореляцiй на поточний час, ймовiрно, є перед-

часним. Проте, як тiльки всi елементи моделювання будуть на мiсцi

та краще зрозумiлi, цi кореляцiї можуть надати величезний внесок у

розумiння еволюцiї основних властивостей речовини пiд час зiткнення

важких iонiв. Цi кореляцiї можуть мати особливо проникливий внесок

у будь-якi фазовi переходи.

Рiвяння стану зi взаємодiєю

Оскiльки енергiя взаємодiї головним чином є функцiєю щiльностi, приро-

дньо виразити вiльну енергiю Гельмгольца як два окремi внески, якi потiм

додаються разом. Перший внесок у вiльну енергiю, вiд невзаємодiючого газу,

може бути обчислений, починаючи з гран-канонiчного ансамблю. Внесок вiд

взаємодiй потiм можна додати. Для незалежних вiд iмпульсу взаємодiй очi-

кується, що густина вiльної енергiї через взаємодiї залежить лише вiд щiль-

ностi, а не вiд температури, хоча в цьому виведеннi цього не передбачено.

Можна було б заявити, що взаємодiї надають окремий термiн до тиску, при

цьому обидва термiни оцiнюються при тому ж хiмiчному потенцiалi. Але це

представляє iнший фiзичний припущення, яке здається складнiшим у вмоти-

вуваннi, оскiльки бiльш природньо припускати, що взаємодiя внесе вклад як

функцiя щiльностей, а не як функцiя хiмiчних потенцiалiв.

Для наших цiлей нам потрiбно мати термодинамiчнi величини як функцiї

щiльностi, а не хiмiчного потенцiалу. Перехiд з одного до iншого не є особли-
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во складним, якщо у вас немає нестабiльної змiшаної фази. З цiєї причини

можна вважати розумним виразити густину вiльної енергiї як

f(ρ, T ) = ffree(ρ⃗, T ) + fint(ρ⃗, T ). (4.87)

Фактично, якщо взаємодiя залежить виключно вiд щiльностi, тобто не зале-

жить вiд iмпульсу базових частинок, тодi fint(ρ, T ) просто є густиною потен-

цiальної енергiї, i вона не залежить вiд температури.

Можна вiдразу побачити, що

µ̃tot(ρ⃗, T ) = µ̃free(ρ⃗, T ) + µ̃int(ρ⃗, T ), (4.88)

Ptot(ρ⃗, T ) = Pfree(ρ⃗, T ) + Pint(ρ⃗, T ),

ϵtot(ρ⃗, T ) = ϵfree(ρ⃗, T ) + ϵint(ρ⃗, T ).

Звернiть увагу, що це визначення Pint вiдрiзняється вiд визначення, де загаль-

ний тиск визначається розподiлом двох внескiв при тому самому хiмiчному

потенцiалi. Останнiй вибiр був би природнiм, якщо б ви працювали у гран-

канонiчному ансамблi, у термiнах ⃗̃µ, а не у термiнах густини.
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Рис. 4.7: Матриця двохточкових кореляцiй для енергiї, продольного iмпульсу,
барiонного, електричного та дивного зарядiв представлена як функцiя вiдста-
нi у просторово-часовiй швидкостi у момент фрiз-ауту τ = 11fm/c. Розглянутi
рiвняння стану включають iдеальний газ резонансiв гадронiв (синiй), тверду
гадронну рiдину (помаранчевий) та м’яку гадронну рiдину (зелений). Попе-
речнi флуктуацiї системи вiдокремленi вiд iнших спостережуваних i можуть
бути знайденi на окремому графiку. Nch - це кiлькiсть заряджених частинок
на одиницю η, як передбачено статистичною адронiзацiєю при T = 150MeV
з поперечною площею S = 100 fm2.

115



2.5

0.0

N
1

ch
E(

0)
E(

y)
[G

eV
2 ] ×10 1

(a)
5

0

5

N
1

ch
E(

0)
P

(
y)

[G
eV

2 ] ×10 2

(b) 2

0

N
1

ch
E(

0)
B(

y)
[G

eV
] ×10 1

(c)
5

0

5

N
1

ch
E(

0)
Q(

y)
[G

eV
] ×10 2

(d) 0

5

N
1

ch
E(

0)
S(

y)
[G

eV
] ×10 2

(e)

5

0

5

N
1

ch
P

(0
)

E(
y)

[G
eV

2 ] ×10 2

(f)
5

0

5

N
1

ch
P

(0
)

P
(

y)
[G

eV
2 ] ×10 2

(g)
5

0

5

N
1

ch
P

(0
)

B(
y)

[G
eV

] ×10 2

(h)
5

0

5

N
1

ch
P

(0
)

Q(
y)

[G
eV

] ×10 2

(i)
5

0

5

N
1

ch
P

(0
)

S(
y)

[G
eV

] ×10 2

(j)

2

0

N
1

ch
B(

0)
E(

y)
[G

eV
] ×10 1

(k)
5

0

5

N
1

ch
B(

0)
P

(
y)

[G
eV

] ×10 2

(l)
2

1

0

N
1

ch
B(

0)
B(

y)

×10 1

(m)
5

0

N
1

ch
B(

0)
Q(

y)

×10 2

(n) 0

5

N
1

ch
B(

0)
S(

y)

×10 2

(o)

1.0

0.5

0.0

N
1

ch
Q(

0)
E(

y)
[G

eV
] ×10 1

(p)
5

0

5

N
1

ch
Q(

0)
P

(
y)

[G
eV

] ×10 2

(q)
5

0

N
1

ch
Q(

0)
B(

y)

×10 2

(r)
0

1

N
1

ch
Q(

0)
Q(

y)
×10 1

(s)
0

2

4

N
1

ch
Q(

0)
S(

y)

×10 2

(t)

2.5 0.0 2.5
y

5

0

5

N
1

ch
S(

0)
E(

y)
[G

eV
] ×10 2

(u)

2.5 0.0 2.5
y

5

0

5

N
1

ch
S(

0)
P

(
y)

[G
eV

] ×10 2

(v)

2.5 0.0 2.5
y

0

5

N
1

ch
S(

0)
B(

y)

×10 2

(w)

2.5 0.0 2.5
y

0

2

4

N
1

ch
S(

0)
Q(

y)

×10 2

(x)

2.5 0.0 2.5
y

0.0

0.5

1.0
N

1
ch

S(
0)

S(
y)

×10 1

(y)

Рис. 4.8: Матриця двохточкових кореляцiй для енергiї, продольного iмпульсу,
барiонного, електричного та дивного зарядiв представлена як функцiя зале-
жностi вiд швидкостi iмпульсу у момент фрiз-ауту τ = 11fm/c, обчислена пi-
сля вибiрки всiх заряджених частинок. Розглянутi рiвняння стану включають
iдеальний газ резонансiв гадронiв (синiй), взаємодiючу гадронну рiдину (по-
маранчевий) та рiдину з фазовим переходом (зелений). Важливо вiдзначити,
що поперечнi флуктуацiї системи не впливають на продольнi спостережуванi,
а флуктуацiї iмпульсу повнiстю компенсуються. Nch - це кiлькiсть зарядже-
них частинок на одиницю η, як передбачено статистичною гадронiзацiєю при
T = 150MeV з поперечною площею S = 100 fm2.
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Рис. 4.9: Балансуюча частина для кореляцiй поперечного iмпульсу Px,y як
функцiя просторово-часових (лiворуч) або iмпульсних (праворуч) рiзниць
швидкостi. Як передбачено з гiдродинамiчної еволюцiї з тепловими джерела-
ми перед (лiворуч) та пiсля створення частинок (праворуч). Nch - кiлькiсть
заряджених частинок на одиницю η, передбачена статистичною адронiзацiєю
при T = 150 з поперечною площею S = 100 2.
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4.3 Локальне збереження заряду i адроннi ре-

акцiї

4.3.1 Анiгiляцiї та флуктуацiї

Нехай γB(B̄) буде коефiцiєнтами модифiкацiї середнiх виходiв (анти)барiонiв

пiд час адронної фази для конкретної енергiї зiткнення та центральностi,

тобто

〈
Nfin

B(B̄)

〉
= γB(B̄)

〈
Nhyd

B(B̄)

〉
. (4.89)

〈
Nfin

B(B̄)

〉
є кiнцевим середнiм виходом (анти)барiонiв, а

〈
Nhyd

B(B̄)

〉
є середнiм

виходом на початку адронної фази, тобто в кiнцi гiдродинамiчної еволюцiї.

γB(B̄) = 1 вiдповiдає зникненню чистого ефекту анiгiляцiй барiонiв та регене-

рацiй, тодi як γB(B̄) < 1 вiдповiдає придушенню виходiв, як спостерiгається

в транспортних моделях.

Замiсть середнього, давайте розглянемо тепер дисперсiю κ2[B − B̄] нетто

розподiлу барiонiв. Оскiльки нетто кiлькiсть барiонiв не змiнюється в анiгiля-

цiях BB̄, або в будь-якому iншому процесi КХД в цьому випадку, κ2[B − B̄]

не впливається еволюцiєю адронної фази, доки можна iгнорувати дифузiю

барiонiв у та з областi реестрацiї:

κfin2 [B − B̄] = κhyd2 [B − B̄] (4.90)

Для отримання iнтенсивної (незалежної вiд об’єму) мiри флуктуацiй нет-

то кiлькостi барiонiв зручно нормалiзувати κfin2 [B − B̄] на середню кiлькiсть

барiонiв та антибарiонiв, ⟨NB +NB̄⟩:

Bfin ≡ κfin2 [B − B̄]〈
Nfin

B +Nfin
B̄

〉 =
κhyd2 [B − B̄]〈

γB N
hyd
B + γB̄ N

hyd
B̄

〉 . (4.91)
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Випливає з рiвняння (4.91), що будь-яке придушення виходiв барiонiв у

адроннiй фазi (γB(B̄) < 1) призводить до пiдвищення нормалiзованої дисперсiї

нетто кiлькостi барiонiв. Вимiрювання такого пiдвищення є ключовою iдеєю

тут, щоб обмежити анiгiляцiю.

Флуктуацiї на LHC

Для iзоляцiї ефекту анiгiляцiї на B iншi фiзичнi механiзми, що впливають

на цю величину, повиннi бути добре контрольованi. У межi некорельованого

виробництва барiонiв при фрiз-аутi (заморозцi), як це є у випадку iдеально-

го газу резонансiв адронiв (HRG) в моделi великого канонiчного ансамблю,

величина Bhyd = κhyd2 [B − B̄]/
〈
Nhyd

B +Nhyd
B̄

〉
була б рiвною одиницi. Однак,

вiдомо з розрахункiв на перших принципах на решiтцi, що кумулянти роз-

подiлу кiлькостi барiонiв в КХД вiдхиляються вiд цiєї базової лiнiї при тем-

пературах T ∼ 150 − 160 МеВ, що вiдповiдає фрiз-аутi [59, 204]. Крiм того,

флуктуацiї кiлькостi барiонiв у зiткненнях важких iонiв модифiкованi точним

збереженням кiлькостi барiонiв [205]. Цi двi проблеми нещодавно були розгля-

нутi в Ref. [206] за допомогою узагальненої процедури фрiз-аутi Cooper-Frye,

названої субансамбльовим семплером. У подальшому ми будемо використо-

вувати цей семплер для оцiнки ефекту анiгiляцiй BB̄ на експериментально

спостережуванi флуктуацiї вiд подiї до подiї.

Ми обмежуємо нашi розрахунки центральними зiткненнями Pb-Pb при

2.76 ТеВ, де нещодавно стали доступнi вимiрювання флуктуацiй нетто-протонiв

зробленi Колаборацiєю ALICE [207]. При цiй високiй енергiї пучка ефект анi-

гiляцiї барiонiв буде найбiльш помiтним, оскiльки барiони та анти-барiони

створюються в рiвних кiлькостях. Вимiрювання варiацiї нетто-кiлькостi ча-

стинок на LHC має додаткову перевагу, оскiльки вони менш чутливi до флу-

ктуацiй об’єму [176, 208]. Субансамбльовий семплер з Ref. [206] використовує-

ться для генерацiї подiй, що складаються з адронiв та резонансiв на фрiз-аутi,

яка вiдбуватється при T = 160 МеВ та µB = 0. Процедура включає ефе-

кти виключеного об’єму барiонiв, узгодженi з даними КХД на решiтцi про
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сприйнятливостi барiонiв [209], а також точне глобальне збереження кiлько-

стi барiонiв (див. Ref. [206] для деталей). Гiперповерхня фрiз-аутi включає

колективний потiк [210, 211], взятий з моделi вибухової хвилi, iнварiантної

до повздовжнього руху [212], що вiдповiдає цилiндру r⊥ < rmax у попере-

чнiй площинi на постiйному значеннi τ = τ0 повздовжнього власного ча-

су. Поперечна швидкiсть параметризується як β⊥ = βs(r⊥/rmax)
n, з пара-

метрами βs = 0.8, rmax = 10 fm, та n = 1, взятими з Ref. [213]. Значення

τ0 = 11.6 fm/c взято для вiдтворення ефективного об’єму на одиницю швид-

костi dV/dy∼ 4000 fm3 на фрiз-аутi, як це пропонують термальнi моделi [214,

215]. Перевiрено, що з цим вибором параметрiв отримана гiперповерхня точно

вiдтворює результати числових симуляцiй гiдродинамiки на LHC у гiбриднiй

моделi UrQMD з тривiмiрною гiдродинамiкою [216]. Для врахування кiнцевої

подовжньої протяжностi системи ми накладаємо обмеження |ηs| < 4.8 на по-

довжню просторово-часову бистроту, яке, як показано в Ref. [206], в сценарiї

лоренц-iнварiантностi у повздожнiй площинi, точно вiдтворює експеримен-

тальнi оцiнки для повної областi реестрацiї заряджений частинок [217]. Це

необхiдно для належного врахування точного глобального збереження кiль-

костi барiонiв.

Згенерованi адрони та резонанси в кожнiй подiї потiм вводяться в адрон-

ний афтербернер UrQMD. Використано UrQMD у двох рiзних конфiгурацiях:

(i) стандартну конфiгурацiю, що реалiзує анiгiляцiї BB̄ та (ii) другу конфi-

гурацiю, де цi реакцiї були вимкненi. Це дозволяє встановити два крайнi ви-

падки: повну анiгiляцiю без регенерацiї, яка максимiзує ефект, та вiдсутнiсть

анiгiляцiї взагалi (повну регенерацiю). Ми додатково розглядаємо сценарiй

(iii), де ми iгноруємо стадiю афтербернера, але замiсть цього дозволяємо всiм

резонансам, виробленим на фрiз-аутi, негайно розпадатися на кiнцевi адрони.

Цей сценарiй позначений як тiльки розпади та був вивчений у оригiнальнiй

роботi, . [206]. Було згенеровано 1.76, 2.4 та 2.4 мiльйони подiй для сценарiїв

(i), (ii), (iii) вiдповiдно.

Було перевiрено, що середнi множинностi протонiв, як вимiрює експе-

римент ALICE, вiдтворюються. Через анiгiляцiю середня кiлькiсть барiонiв
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придушується на коефiцiєнт γB(B̄) = 0.84, що вiдповiдає попереднiм результа-

там [218]. Середня кiлькiсть барiонiв залишається незмiнною пiд час адрон-

ної фази, якщо анiгiляцiї вимкненi. Ефект адронного розсiювання на спе-

ктри поперечного iмпульсу протонiв полягає в збiльшеннi середнього pT з

⟨pT ⟩ = 1.14 GeV/c (тiльки розпади) до ⟨pT ⟩ = 1.32 GeV/c (афтербернер з анi-

гiляцiями) та ⟨pT ⟩ = 1.36 GeV/c (афтербернер без анiгiляцiй), покращуючи

вiдповiднiсть до даних ALICE (⟨pT ⟩ = 1.33± 0.03 GeV/c [219]) та проявляючи

малу чутливiсть до анiгiляцiй BB̄. Це вiдповiдає спостереженням з попере-

днiх дослiджень афтербернера [220, 221] та головним чином через численнi

розсiювання барiон+мезон [222].

Пiсля визначення середньої кiлькостi та забезпечення реалiстичного роз-

подiлу поперечного iмпульсу ми можемо детальнiше дослiдити ефекти анiгi-

ляцiї. З симуляцiй можна обчислити другий кумулянт κ2. Отримане вiдно-

шення B× 1
1−α показано як функцiю вiкна прийняття за швидкiстю, |y| <

∆Yacc/2, на Рис. 4.10. Додатковий множник вводився для усунення впливу

глобального збереження барiонiв [223], де α = ∆Yacc/9.6(3) [206], де 9.6(3)

представляє собою загальну ширину швидкостi системи з глобальним (ло-

кальним) збереженням.

Всi представленi кривi збiгаються з одиницею при ∆Yacc→ 0. Цей ефект

"пуассонiзацiї"очiкується вiд теплової системи [167] у границi ∆Yacc→ 0, але

зникає зi збiльшенням вiкна швидкостi.

У вiдсутностi будь-якої анiгiляцiї скорегована B майже не чутлива до фа-

зи афтербернера, оскiльки результати зi сценарiю з негайним розпадом всiх

резонансiв практично збiгаються з результатами у адроннiї фазi без анiгi-

ляцiї BB̄. У цьому випадку зкорегована маштабована варiацiя показує не-

значне зменшення з ∆Yacc, досягаючи гран-канонiчного значення приблизно

0.94 (пунктирна лiнiя) при ∆Yacc ≃ 1.5.

Коли враховуються анiгiляцiї BB̄, масштабна дисперсiя виявляє протиле-

жну поведiнку. Як функцiя ∆Yacc, вона наближається до значення приблизно

1.12 (пунктирна-точкована лiнiя) при великих ∆Yacc. Це вiдношення при ве-

ликих ∆Yacc вiдповiдає тому, що очiкується з рiвняння (4.91) для зменшення
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середньої кiлькостi барiонiв Bannih./Bno annih. = 0.94/1.12 ≃ 0.84 = γB(B̄). Ця

чутливiсть B при ∆Yacc ≳ 1 до анiгiляцiї BB̄ може бути легко зрозумiла. При

зменшеннi середньої кiлькостi часток γB(B̄) другий порядковий кумулянт κ2
залишається практично незмiнним. Не складно вважати, що цей спостере-

жуваний параметр можна використовувати для обмеження кiлькiсної ролi

анiгiляцiї барiонiв та її зворотної реакцiї пiд час гадронного розсiювання.

4.3.2 Порiвняння з експериментом

Результати моделювання щодо масштабної дисперсiї нетто-протону p порiв-

нюються з наявними експериментальними даними вiд спiвробiтникiв кола-

борацiї ALICE [207] на Рис. 4.11. Експериментальнi данi не можуть бути

скоригованi на прийняття у спосiб, схожий на Рис. (4.10). У цьому випадку

ми припускаємо, що протони можуть бути вимiрянi лише в межах прийня-

ття ALICE 0.6 < p < 1.5 GeV/c для рiзних вiдрiзкiв уздовжньої псевдо-

бистроти |η| < ∆ηacc/2. Навiть якщо ефект анiгiляцiї BB̄ в такому зменшено-

му прийняттi не настiльки очевидний, як випадковi коливання нетто-барiонiв

iнтегрованi за pT , як обговорювалося вище, спостережуваний показник все ще

чутливий до анiгiляцiї.

Бачимо, що для масштабної дисперсiї протонiв, як i для барiонiв, резуль-

тати з розпадiв та афтербернера без анiгiляцiї BB̄ практично збiгаються. Цi

сценарiї узгоджуються з експериментальними даними з помилками. Оскiль-

ки в цьому випадку ефекти глобального збереження барiонiв не скоригованi,

p зменшується зi збiльшенням покриття прийняття.

Коли включаються анiгiляцiї BB̄ (афтербернер з анiгiляцiями), результа-

ти залежностi вiд прийняття помiтно переоцiнюють данi ALICE, для ∆ηacc ≳

1. Отже, наявнi експериментальнi данi не узгоджуються з помiтним пригнi-

ченням (анти)барiонiв у гадроннiй фазi, як це передбачено UrQMD у цiй

установцi.
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Рис. 4.10: Залежнiсть вiд вiкна по бистротi флуктуацiї барiонного заряду
B = κ2[B − B̄]/

〈
B + B̄

〉
у центральних зiткненнях Pb-Pb на 0-5% на LHC,

скоригована з урахуванням збереження барiонного числа через фактор 1 −
α. Результати отриманi за допомогою рутини партiкулiзацiї субансамблю,
застосованої до моделi EV-HRG та гiперповерхнi вибухової хвилi. Рiзнi смуги
вiдповiдають рiзним сценарiям моделювання адронної фази. Червона смуга
вiдповiдає локальному збереженню барiонiв у дiапазонi швидкостей ∆Ycons =
3. Горизонтальнi смуги зображують вiдповiднi гранд-канонiчнi лiмiти, якi
очiкуються у при покриттi повного iмпульсного простору.

4.3.3 Локальне збереження числа барiонiв

Однак iснує ще одна важлива властивiсть, яка може впливати на масштабну

дисперсiю, а саме те, що кiлькiсть барiонiв зберiгається не лише глобально,

але й локально, тобто в обмеженому вiкнi уздовжньої швидкостi. Ця можли-

вiсть обговорювалася у попереднiй публiкацiї [207]. Там було аргументовано,

що данi про флуктуацiї нетто-протонiв у центральних зiткненнях Pb-Pb вияв-

лять перевагу глобального збереження над локальним збереженням барiонiв.

Аргументацiя для цього висновку базувалася на спостереженнi, що локальне

збереження у межах ∆ycons ≲ 5 одиниць у швидкостi призведе до сильнiшого
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Рис. 4.11: Залежнiсть прийняття псевдо-бистроти нетто-протону p = κ2[p −
p̄]/⟨p+ p̄⟩ вiд псевдо-бистроти в центральних зiткненнях Pb-Pb на LHC. Екс-
периментальнi данi колаборацiї ALICE [207] показанi символами з планками
помилок.

пригнiчення p, нiж в експериментi. Однак аналiз у Ref. [207] не врахував мо-

жливих ефектiв анiгiляцiї BB̄. Як ми показали тут, цей ефект призводить до

збiльшення p i, таким чином, може вiдновити узгодженiсть з даними. Отже,

важливо включити анiгiляцiю для вивчення ефектiв локального збереження.

В лiтературi обговорюються декiлька рiзних способiв моделювання ло-

кального збереження барiонiв [224—230]. Ми слiдуємо пiдходу Refs. [225, 228]

i включаємо ефект, зменшуючи обмеження у просторово-часовiй швидкостi

до |ηs| < ∆ycons/2, де ∆ycons - дiапазон локального збереження барiонiв у вiд-

ношеннi до уздовжньої швидкостi. Ми приймаємо значення ∆ycons = 3, яке

ранiше використовувалося в Ref. [228] для опису кiлькостi адронiв у малих

системах на LHC в рамках канонiчної статистичної моделi.

Обчислення, включаючи локальне збереження барiонiв для B (0.4 мiль-

йони подiй), показанi на Рис. 4.10 i Рис. 4.11 як червона полоса. Цi обчисле-
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ння включають анiгiляцiї BB̄ пiд час гадронної фази. На Рис. 4.10 корекцiя

на збереження барiонiв виконується через фактор 1 − α, де α = ∆Yacc/3.

Бачимо, що виправлене B практично збiгається з результатом глобального

збереження в межах радiуса збереження ∆Yacc < 1.5. Отже, якщо дiапазон

збереження барiонiв вiдомий, можна використовувати вiдповiдно виправлене

B для обмеження анiгiляцiї барiонiв.

Якщо дiапазон збереження не вiдомий незалежно, картинка стає зовсiм iн-

шою. Комбiнований ефект локального збереження барiонiв та анiгiляцiй BB̄

на p в прийняттi ALICE показаний червоною полосою на Рис. 4.11. У цьому

сценарiї обчислення з локальним збереженням та анiгiляцiєю узгоджуються

з експериментальними даними. У вiдсутнiсть анiгiляцiї BB̄ данi значно недо-

оцiнюються через локальне збереження, як показано в Ref. [207], однак коли

одночасно використовуються як локальне збереження, так i анiгiляцiя BB̄,

узгодженiсть з даними вiдновлюється.

4.3.4 Чи можна їх розрiзнити?

Наданi колаборацiєю ALICE данi наразi не дозволяють нам вiдрiзнити гло-

бальне збереження без анiгiляцiй BB̄ вiд локального збереження з анiгiля-

цiями BB̄, хоча можна аргументувати, що форма залежностi ∆ηacc краще

вiдтворюється останнiм сценарiєм. Для вiдповiдi на це питання бiльш точно

потрiбен додатковий аналiз i, можливо, кiлькiснi обмеження на ефект анiгi-

ляцiї та регенерацiї пiд час гадронної фази.

Один з варiантiв - дослiдити залежнiсть вiд центральностi p. Ефект га-

дронної фази (i, таким чином, анiгiляцiя BB̄) зменшується для бiльших па-

раметрiв впливу, i в основному може бути проiгнорований в периферичних зi-

ткненнях. Експериментальнi данi щодо p [207] дiйсно вказують на центральну

залежнiсть: p зменшується з 0.972± 0.015 в 0-5% центральних зiткненнях до

0.935± 0.011 в 60-70% центральних зiткненнях. Останнє значення було пока-

зано в Ref. [228] як узгоджене з локальним збереженням барiонiв з ∆ycons = 3

без анiгiляцiйBB̄. Якщо (локальне) збереження барiонiв не залежить вiд цен-
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Рис. 4.12: (a) Залежнiсть прийняття вiд швидкостi нетто барiону B = κ2[B+
B̄]/
〈
B + B̄

〉
в центральних зiткненнях Pb-Pb на LHC. Рiзнi полоси мають ту

ж саму сутнiсть, що i на Рис. 4.10. (b) Те саме, що i на Рис. 4.11, але для p.
Обчислення, показанi на цьому рисунку, не враховують флуктуацiї об’єму.

тральностi, наприклад, якщо воно визначається створенням кварк-антикварк

у раннiй стадiї зiткнення, центральна залежнiсть даних пiдтримує сценарiй

локального збереження + анiгiляцiя BB̄. Додаткову пiдтримку для цього

сценарiю можна знайти у центральнiй залежностi вiдношення p/π, де данi

вказують на погiршення в центральних зiткненнях Pb-Pb [219], узгоджене з

ефектом анiгiляцiї BB̄.

Крiм цих вказiвок, iнший спостережний параметр, який може вiдрiзня-

ти цi два сценарiї на основi експериментальних даних, буде дуже корисним.

Для розрiзнення локального збереження барiонiв вiд анiгiляцiй BB̄ бiльш

прямо ми пропонуємо дослiдити додатковий показник флуктуацiй. Зокрема

масштабна дисперсiя B ≡ κ2[B + B̄]/⟨NB +NB̄⟩ [або p для протонiв] загаль-

ної кiлькостi барiонiв (протонiв) + антибарiонiв (антипротонiв) може бути

використана для цiєї мети. Цей параметр не чутливий до збереження барiо-

нiв на LHC, оскiльки його корелятор зi збереженим нетто-барiонним числом

дорiвнює нулю через симетрiю:

cov[B + B̄,B− B̄] = cov[B,B]− cov[B̄, B̄]
⟨B⟩=⟨B̄⟩

= 0 . (4.92)

Проте, B чутливий до анiгiляцiй, тому може бути використаний для обме-

ження цього ефекту. Рисунок 4.12 показує результати обчислень для (a) B як

126



функцiю прийняття швидкостi ∆Yacc та (b) p як функцiю прийняття псевдо-

бистроти ∆ηacc. Подiбно до B та p, тут демонструється, що корекцiя на анi-

гiляцiї BB̄ узгоджує результати з даними, дозволяючи вiдрiзнити ефекти

анiгiляцiї вiд локального збереження барiонiв.
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4.4 Флуктуацiї поперечного iмпульсу

4.4.1 Теоретичний метод

У конкретному сценарiї зникнення щiльностi барiонiв ми використовуємо

формалiзм, описаний в посиланнi [231]. Припускаючи модель (1+1)D зiткне-

ння важких iонiв, з просторово-часовою швидкiстю η та власним часом τ ,

кореляцiя в системi роздiлена на двi частини:

CAB(∆η, τ) = χAB(τ)
δ(∆η)

τ
+ C ′

AB(∆η, τ). (4.93)

У цьому контекстi A,B вiдповiдають енергiї-iмпульсу та барiонним, електри-

чним та дивним зарядам, що формують матрицю розмiром 7×7. Якщо систе-

ма еквiлiбрована, сила локальної кореляцiї визначається коефiцiєнтом сприйня-

тливостi заряду, фундаментальною властивiстю речовини. Другий член, зба-

лансована кореляцiя, розповсюджується та обмежується часом, що пройшов

пiсля появи кореляцiй.

За допомогою набору функцiй Грiна, позначених як GAB(ηf − ηi, τf , τi),

якi описують вiдповiдь B при τ = τf , η = ηf на збурення A при τ = τi, η = ηi,

кореляцiя при ∆η ̸= 0 виражається наступним чином:

C ′
AB(∆η = η2 − η1, τf) =

τf∫
τ0

dτjτj

∫
dηjGAA′(η1 − ηj, τf , τj)

GBB′(η2 − ηj, τf , τj)SA′B′(τj), (4.94)

де межi в часовому iнтегруваннi вiдповiдають початковому часу еволюцiї τ0
та часу вiдмороження τf , а S(τj) є джерелом:

SAB(τ) = (∂µu
µ)χAB =

(
1

τ
+ ∂τ

)
χAB(τ). (4.95)

Однак рiвняння (4.94) не враховує початкової кореляцiї, яка має природно
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iснувати в еквiлiброваному гiдродинамiчному середовищi з самого початку.

Щоб включити цю початкову кореляцiю, ми вводимо термiн:

C0′
AB(∆η = η2 − η1, τf) = τ 20

∫
dηj1dηj2GAA′(η1 − ηj1, τf , τ0)

GBB′(η2 − ηj1, τf , τ0)C
0′
A′B′(ηj2 − ηj1, τ0), (4.96)

Тут, враховуючи збереження заряду, ми визнаємо, що
∫
dηj2C

0
AB(ηj1 −

ηj2, τ0) = −χAB(τ0)/τ0 для задоволення сумових правил, пов’язаних з зако-

нами збереження [231]. Однак точна форма функцiї залишається невiдомою.

Для цiлей нашого дослiдження ми припускаємо, що початкова кореляцiя вiд-

повiдає гаусiвi з шириною σAB:

C0
AB(ηj2 − ηj1, τ0) = − χAB(τ0)√

2πσ2ABτ0
exp

−
(ηj2

−ηj1
)2

2σ2
AB . (4.97)

Визначення точної форми кореляцiї для початкового стану гiдродинамi-

чного симуляцiї потребувало би комплексного дослiдження переносу. Хоча

цей дослiд у самому собi

має значення, нашi висновки в основному зосередженi на частинi кореля-

цiї, розвиненiй пiд час гiдродинамiчної стадiї, як описано в рiвняннi (4.94).

Тим часом, в’язка розповсюдження початкової кореляцiї зробить будь-яку

структуру в масштабi ∆η < 1 розмазаною в рiвняннi (4.96).

Функцiї Грiна можна отримати з релятивiстської гiдродинамiки [188]. Для

рiшення Бьоркена, ρ(t, r⃗), ε(t, r⃗) та uµ(t, r⃗) (електрична, дивна, барiонна та

енергетична щiльностi та чотиришвидкiсть) можуть бути розкладенi в ряд

за вiдношенням до збурень δρ, δε, δuµ. Збурення описується набором лiнiйних
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рiвнянь:

∂τδε = −1

τ
δ (ε+ P )− ∂η

ε+ P − 8ηs
3τ

τ
δuη + jε, (4.98)

∂τ

(
ε+ P − 4ηs

3τ

)
δuη = −2

τ

(
ε+ P − 4ηs

3τ

)
δuη

− ∂εP
∂ηδε

τ
+

4ηs∂
2
ηδu

η

3τ 2
+ jPη

, (4.99)

∂τδρ = −δρ
τ

+
D

τ 2
∂2ηδρ+ jρ, (4.100)

∂τ

(
ε+ P − 2ηs

3τ

)
δux,y = −1

τ

(
ε+ P − 2ηs

3τ

)
δux,y

+
ηs∂

2
ηδu

x,y

τ 2
+ jPx,y

, (4.101)

де δuη = δuz

u0 . Для функцiї Грiна jA = δA(τ − τj)δ(η − ηj)/τ вiдповiдає то-

чковому джерелу. Зв’язок мiж швидкiстю та локальним iмпульсом полягає в

наступному:

δPη =

(
ε+ P − 4ηs

3τ

)
δuη, (4.102)

δPx,y =

(
ε+ P − 2ηs

3τ

)
δux,y. (4.103)

Рiвняння стану вiдiграє ключову роль у визначеннi гiдродинамiчної ево-

люцiї системи та визначає сприйнятливостi, необхiднi для обчислення кореля-

цiй збережених зарядiв. Для нашого рiвняння стану ми використали резуль-

тати спiвпрацi HotQCD [232] для тиску та енергетичної щiльностi як функцiї

температури, та [233] для сприйнятливостейзбережених зарядiв.

На верхньому графiку (a) на рис. 4.13 показанi χEE та χPP = χPxPx
=

χPyPy
= χPηPη

як монотоннi функцiї τ . Їх найбiльша швидкiсть змiни вiд-

повiдає початковим етапам зiткнення, що свiдчить про те, що бiльшiсть ба-

лансових кореляцiй генеруються протягом цього перiоду, згiдно з рiвнянням

(4.94). Зокрема, χPP (1)
13χPP (13)

≈ 4, що свiдчить про те, що кореляцiя, створена

протягом гiдродинамiчної стадiї, має порiвняльнi характеристики з кореляцi-

єю з попереднього етапу. Схожа тенденцiя спостерiгається для χEE(1)
13χEE(13)

≈ 2.
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Рис. 4.13: Сприйнятливiсть, що створює кореляцiї енергiї-iмпульсу χPP , χEE

(a) та температура T (b) як функцiї власного часу τ вздовж рiшення Бьор-
кена з рiвнянням стану lQCD.

Панель (b) iлюструє зниження температури в результатi розширення у по-

здовжньому напрямку. Оскiльки наша модель передбачає µB, µS, µQ = 0, всi

iншi термодинамiчнi величини, такi як P, ε, s, можна обчислити для конкре-

тних значень температури.

Оскiльки рiвняння стану та сприйнятливостi добре обмеженi граткови-

ми обчисленнями, наша увага звернута на транспортнi коефiцiєнти, зокрема

на в’язкiсть (η) та дифузiю (D). Дослiдження балансових функцiй [234] на-
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Рис. 4.14: Порiвняння обчислень G2(∆η) з вимiряннями спiвпрацi ALI-
CE [235]. Параметри вiдляку вдихновленi з [213], та ηs/s було встановле-
но на рiвнi 1/(2π). Панелi (a), (b) та (c) показують результати для трьох
окремих ширин, ση0 , попередньої еквiлiбрiумної кореляцiї. Попередньо еквiлi-
брiумнi кореляцiї, крапковi лiнiї, додаються до гiдродинамiчних кореляцiй,
щоб отримати пунктирнi лiнiї, якi пiсля додавання ефектiв розпаду дають
загальну кореляцiю, позначену суцiльними лiнiями. Тому що дорiвноважна
кореляцiя має iнтегруватися до фiксованого значення, яке є вiд’ємним, мен-
шi значення ση0 знижують загальну кореляцiю для малих ∆η. Для ση0 = 4
загальна кореляцiя найбiльш наближається до вимiрювань ALICE.

дають оцiнки для дифузiйної константи, з D = T
2π та σAB = 0.5, де A ,B

можуть бути барiонними, електричними та дивними зарядами. Це залишає

нас з двома залишковими параметрами: ηs/s та ση0 = σAB, де A ,B можуть

бути E,Px, Py, Pη, тобто енергiя та iмпульс. Ми приймаємо ηs
s = 1

2π як ро-

зумну оцiнку та розглядаємо ση0 = 2, 4, 8. Цей вибiр мотивується рiзними

масштабами взаємодiй. Тепловi та рiвноважнi зазвичай є короткодiючими, з

iншого боку, потоки та мiнi-джети можуть поширюватися кiлькома одиниця-

ми швидкостi.

4.4.2 Кореляцiї поперечного iмпульсу

Колаборацiя ALICE вимiряла величину G2,

G2(η1, η2, ϕ1, ϕ2) =
1

⟨pt,1⟩⟨pt,2⟩

[∫ dpt,1dpt,2pt,1pt,2ρ2(p⃗1, p⃗2)∫
dpt,1ρ1(p⃗1)

∫
dpt,2ρ1(p⃗2)

− ⟨pt,1(η1, ϕ1)⟩⟨pt,2(η2, ϕ2)⟩
]
,
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в зiткненнях PbPb при
√
s = 2.76TeV[235], ρ2(p⃗1, p⃗2) = d6Nch

dp⃗1dp⃗2
, ρ1(p⃗) = d3Nch

dp⃗ .

Поточне вимiрювання корелятора G2 ґрунтується на вiдстеженнi дорiжок

заряджених частинок за допомогою детектора TPC у дiапазонi поперечних

iмпульсiв 0.2 ≤ pt ≤ 2.0 GeV/c та дiапазонi псевдоспiввiдношень |η| < 0.8.

Це вимiрювання iнтегрується по η1, ϕ1 та η2, ϕ2, але групується за ∆η та з

|∆ϕ| < π
2 . Отримана кореляцiя називається G2(∆η). У вимiрюваннях ALICE

кореляцiя в залишковому азимутальному прийняттi |∆ϕ| > π
2 показує майже

постiйну кореляцiю в ∆η.

Для порiвняння з експериментальними даними вiдносної псевдоспiввiдно-

шення ми перетворюємо кореляцiї в просторово-часову швидкiсть, отриманi

в гiдродинамiчному моделюваннi, на пари частинок (як це було пояснено в

[231], див. також [190, 191]). Кожнiй парi припускається вiдсутнiсть кореляцiї,

але кожнiй парi потiм призначається вага на основi кореляцiй, якi є функцi-

ями вiдносних координат їх точок випромiнювання. Якщо частинка розпада-

ється, вага також передається всiм її дочкам. Помiж вагами, якi випливають

з просторових кореляцiй, додається другий внесок, який враховує розпади

мiж дочками того самого розпада. Ми вiдняли фон, що оцiнив ALICE, вiд

даних. Кiлькiсть G2 не є iнтенсивною i масштабується як ⟨Nch⟩−1; тому ми

масштабуємо результати нашої моделi за допомогою вiдношення нашої мно-

жинностi до тiєї, яку вимiряла ALICE, щоб зробити належне порiвняння з

вимiрюваннями ALICE.

Найважливiшою недолiкою нашої моделi є те, що iгнорується поперечний

колективний рух. З цiєї причини середнiй pt з нашої моделi значно вищий, нiж

в експериментi. Оскiльки визначення G2 включає дiлення на два множники

середнього поперечного iмпульсу, вимiрювання G2 є безрозмiрним. Таким чи-

ном, iгнорування поперечного потоку може не бути настiльки серйозним, як

можна було б очiкувати. Iгнорування поперечного потоку все ще впливає на

результати у декiлькох аспектах. По-перше, кореляцiї енергiя-енергiя в си-

стемi рухається можуть перетворюватися в кореляцiї iмпульс-iмпульс через

зростання швидкостi. I навпаки, кореляцiї iмпульс-iмпульс можуть виклика-

ти кореляцiї енергiя-енергiя через зростання швидкостi. Оскiльки поперечний
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iмпульс, pt, не той самий, що px або py, i виражається як величина, яка не

є явно збереженою, складно оцiнити, як попереднi кореляцiї pt − pt можуть

бути пiд впливом зростання швидкостi елементiв рiдини. По-друге, ширина

кореляцiй в вiдноснiй швидкостi повинна звузитися зростанням швидкостi.

Якщо двi корельованi частинки з iмпульсом p⃗1 та p⃗2 будуть зростати в попе-

речному напрямi, їхня вiдносна швидкiсть зменшиться. Нарештi, вiдсутнiсть

поперечного потоку впливає на тривалiсть зiткнення. Поперечне розширення

прискорює охолодження та розпад речовини, що, в свою чергу, зменшує вiд-

носне просторове розподiлення кореляцiї. Тим не менш, наше оброблення тут

є незамiнним, оскiльки воно надає загальне уявлення про те, наскiльки багато

рейки може бути викликано ефектами збереження, що виникають внаслiдок

еволюцiї теплових чутливостей.

Кожен розрахунок, представлений на рис. 4.14, включає три внески. Пер-

ший внесок походить вiд передеквiльбриованої кореляцiї, яка потiм переда-

ється через гiдродинамiчний етап, як описано в рiвняннi (4.96). Цей внесок

характеризується гаусовською шириною початкового розподiлу, ση0 . Оскiльки

ця кореляцiя повинна iнтегруватися до вiдомого значення, яке є вiд’ємним,

меншi ширини дають сильнiшi вiд’ємнi кореляцiї при малих ∆η. Другий вне-

сок, який тут називається гiдродинамiчним внеском, походить з джерелової

функцiї в рiвняннi (4.94). Нарештi, третiй внесок - це внесок вiд частинок,

якi походять вiд дочок того самого розпаду. Рис. 4.14 показує кумулятивнi

суми цих внескiв. Початковий та заморожування часу, температура та попе-

речний радiус були встановленi на τ0 = 1 fm/c, τf = 13 fm/c, Tf = 160 MeV,

R ≈ 10.5 fm, як було запропоновано в [213], а в’язкiсть була встановлена

на ηs = s/(2π). Цей вибiр параметрiв успiшно вiдтворює множиннiсть заря-

джених частинок найбiльш центральних зiткнень PbPb при
√
s = 2.76 TeV,

вимiряних колаборацiєю ALICE [236], з dNch/dη ≈ 1600.

Три панелi iлюструють результати для трьох варiантiв ширини початкової

кореляцiї. У Панелi (а) з ση0 = 8 передеквiльбриована кореляцiя настiльки ши-

рока, що вона здається майже сталим у вiдображеному дiапазонi швидкостей,

що вiдповiдає експериментальному прийняттю. У цьому дiапазонi еквiлiбрiу-
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ση0 2 4 8
σG2

0.63 0.76 0.88

Табл. 4.1: Ширина балансуючої кореляцiї G2(∆η), витягнута з апроксимацiї
гаусiвською функцiєю, як функцiя розповсюдження початкової кореляцiї ση0 .

мована кореляцiя має провiдний внесок у вимiрювання кореляцiї, i G2 зали-

шається позитивним. Повна кореляцiя перевищує данi приблизно на постiй-

ний множник 1.7. У панелi (б) ση0 зменшується до чотирьох одиниць швидко-

стi, що призводить до сильнiших вiд’ємних кореляцiй у дiапазонi швидкостей.

Чиста кореляцiя знижується ще бiльше в панелi (в), де ση0 було встановлено

на двi одиницi. Розрахунок з використанням ση0 = 4 найближче пiдiйшов до

вимiрювань ALICE.

Для характеристики ширини розподiлу ми вiдповiдно апроксимуємо роз-

рахунок за допомогою:

G2(∆η) = A exp

{
−∆η2

2σ2G2

}
, (4.104)

в iнтервалi −1.5 < η < 1.5, де є доступнi данi. Константа A враховує загаль-

ну нормалiзацiю. Надалi ми iгноруємо можливi вiдхилення форми вiд гаусiв-

ської; однак може бути використаний бiльш складний розподiл. Результати

апроксимацiї представленi в Таблицi 4.1. Зазначимо, що ширина, витягнута з

квадратичного середнього даних (0.76) [235], узгоджується з шириною нашої

моделi (0.6 − 0.9). Внесок вiд розпадiв виявляється помiрним, на рiвнi 10%,

зi шириною, яка вiдповiдає гiдродинамiчнiй частинi.

Ширина залежить вiд вибору параметрiв в нашiй моделi. Розповсюдже-

ння функцiй Грiна в рiвняннях (4.94) та (4.96) збiльшується або зменшує-

ться з в’язкiстю та минулим часом. Оскiльки в’язкiсть змiнюється в широ-

кому дiапазонi ηs = (1 − 5)s/(4π), ширина кореляцiї змiнюється на 20%.

Однак iнтегрована сила балансуючої кореляцiї залишається приблизно одна-

ковою. Якщо початковий час гiдродинамiчного симулювання зменшується з

1 fm/c до 0.5 fm/c, ширина дорiвноважної частини в рiвняннi (4.96) збiльшує-
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ться. Крiм того, сила дорiвноважної кореляцiї змiнюється згiдно з рiвнянням

(4.97). Ми пiдтвердили, що змiна 0.5 fm/c ≤ τ0 ≤ 1 fm/c не призводить до

змiни ширини бiльше, нiж на кiлька вiдсоткiв.

Переважно позитивна кореляцiя у дiапазонi 3 одиниць навколо середнього

псевдобистроти свiдчить про те, що для вiдповiдностi даним за магнiтудою

потрiбно ση0 ∼ 4. У всiх випадках дослiджень бiльшiсть отриманої кореляцiї у

дiапазонi |∆η| < 1.5 походить вiд гiдродинамiчного внеску. Це свiдчить про

те, що структура "гребiнця"отримує бiльшу частину своєї сили вiд термалiзо-

ваної плазми кваркiв i глюонiв, що утворюється при зiткненнi важких йонiв,

а не на передеквiльбрiювальному етапi.

4.4.3 Висновки

Гiдродинамiчна вiдповiдь на локально термалiзованi флуктуацiї була вико-

ристана для оцiнки кореляцiй поперечного iмпульсу в залежностi вiд рiзницi

псевдобистрот. Ця вiдповiдь забезпечує загальну збереженiсть енергiї, заря-

ду та iмпульсу, залежно вiд транспортних властивостей середовища. Однак

важливо зазначити, що наша модель не має важливого елемента у попере-

чному розширеннi. Тому важливо бути обережними, не переiнтерпретуючи

дивовижно добре вiдповiднiсть до експериментальних даних. Результати вка-

зують на те, що модель i кореляцiя G2, вимiряна спiвробiтництвом ALICE,

мають одинаковий порядок. Це вiдповiднiсть, можливо, можна покращити

за допомогою гiдродинамiки (3+1)D та включенням постгiдродинамiчного

кiнетичного етапу.

Ми визначили форму раннього етапу як основний джерело невизначено-

стi в моделюваннi кореляцiй поперечного iмпульсу. Ця характеристика робить

кореляцiї поперечного iмпульсу привабливим спостережним у межах дослi-

джень початкового стану. Попередеквiльбрiювальнi кореляцiї повиннi вияви-

ти значну ширину, з ση0 ∼ 4, що вказує на довготривалi кореляцiї у швидкостi.

Це розширення ще бiльше пiдсилюється колективним рухом та дисипативни-

ми процесами у середовищi.
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Нашi результати свiдчать про те, що ширину кореляцiї добре описує вико-

ристана в аналiзi модель. Прогнозована кореляцiя поперечного iмпульсу чу-

тлива до попередеквiльбрiювальних кореляцiй i пiдтримує попереднi оцiнки

для спiввiдношення ηs/s. Використання енергетичних та iмпульсних схиль-

ностей як джерел балансуючої кореляцiї забезпечує зв’язок мiж експеримен-

тально вимiряними кореляцiями та рiвнянням стану. Позитивна кореляцiя,

спостережена в даних, пiдтримує iдею того, що м’яка кореляцiя поперечного

iмпульсу зумовлена тепловими флуктуацiями у середовищi квантової хромо-

динамiки, служить можливим поясненням для "гребiнця". Якщо б покращи-

ти модель за вищезазначеними напрямками, тобто включити поперечне роз-

ширення та краще моделювати розривний етап, гiдродинамiчний внесок мiг

би бути впевнено передбачений. Це, можливо, дозволило б видiлити попере-

деквiльбрiювальнi внески за аналiзом вiдмiнностей мiж моделлю та даними.
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Роздiл 5

Висновки

1. Дослiдження аналiтичних властивостей термодинамiчного потенцiалу кван-

тової хромодинамiки у частинi фазової дiаграми якi вiдповiдає газу адронiв

та резонансiв, за допомогою моделi ван дер Ваальса, показали що критична

точка ядерної матерiї може обмежувати радiус збiжностi ряду Тейлора. При

температурi, що знаходиться в околi псевдо-критичної спостерiгається пере-

мiщення нуля Лi-Янга з дiйсної вiсi на уявну. Як наслiдок властивостi ядер-

ної речовини майже не проявляються в рiвняння стану, але все одно можуть

обмежувати радiус збiжностi ряду Тейлора.

2. Рiвняння стану, яке враховує фазовий перехiд, може бути iнтегрова-

не в транспортну модель. За допомогою цiєї моделi температура та густи-

на визначаються через термодинамiчне усереднення. Дослiджено залежнiсть

траєкторiї системи вiд рiвняння стану i виявлено ефекти фазового переходу,

наприклад, iзотропне нагрiвання при проходженнi через фазовий перехiд. В

результатi час iснування системи значно збiльшується, що вiдображається на

множинностi дилептонiв. В цiлому, дилептони демонструють чутливiсть до

рiвняння стану.

3. Були отриманi аналiтичнi вирази, якi використовують Метод Бiномiаль-

ної Реєстрацiї для аналiзу флуктуацiй повного числа частинок одного типу

або заряду, а також пар скорельованих випадкових величин (два типи ча-

стинок, два заряди) у повному просторi. Особливостi Методу Бiномiальної

Реєстрацiї частинок були дослiдженi за допомогою моделювання зiткнень у
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UrQMD. Вiдмiнностi мiж теоретичними очiкуваннями та результатами моде-

лювання у транспортнiй моделi можна пояснити законами збереження енергiї

та iмпульсу. Крiм того, було зауважено вплив барiонної асиметрiї на значен-

ня скосу. Демонструється, що бiномiальний розподiл дозволяє оцiнити флу-

ктуацiї барiонiв на основi лише даних про флуктуацiї протонiв. Бiномiальнi

корекцiї ефективнiшi в обмеженiй пiдсистемi повного простору. Також були

розглянутi результати експерименту HADES, що вiдповiдають зiткненням на

низькiй енергiї. Формули Методу Бiномiальної Реєстрацiї для частинок одно-

го типу були застосованi до аналiзу експериментальних даних. Вони кiлькiсно

вiдтворюють поведiнку кумулянтiв як функцiй вiкна по рапiдностi, що мо-

же свiдчити про вiдсутнiсть кореляцiй мiж протонами, утвореними внаслiдок

зiткнень. Великi флуктуацiї в повному просторi, ймовiрно, спричиненi ефе-

ктами, не пов’язаними безпосередньо з взаємодiєю, такими як особливостi

вiдбору подiй для аналiзу, взаємодiя з матерiєю та залишковими ядерними

фрагментами, а також закони збереження загального барiонного та електри-

чного числа, якi зв’язують протони та легкi ядра.

4. Метод пiдансамблiв було застосовано для аналiзу флуктуацiй кiлькостi

протонiв на Великому Адронному Колайдерi (LHC). Пiсля генерацiї розпо-

дiлу частинок та їхнiх спектрiв на гiперповерхнi заморозки, частинки ево-

люцiонують в адроннiй фазi, моделювання якої здiйснюється за допомогою

UrQMD. Було розраховано флуктуацiї числа протонiв та оцiнено вплив рiзних

стадiй розвитку системи на цi флуктуацiї. Також було дослiджено, наскiль-

ки реалiстичним є локальне збереження заряду. В результатi встановлено,

що локальне збереження заряду, як з анiгiляцiями, так i без них, вiдповiдає

даним, отриманим колаборацiєю. Для розрiзнення цих двох сценарiїв було

запропоновано використовувати флуктуацiї сумарної кiлькостi протонiв та

антипротонiв.

5. Кореляцiї зарядiв, якi зберiгаються при скiнченнiй густинi заряду, не

можуть бути роздiленi на флуктуацiї енергiї-iмпульсу та барiонного, електри-

чного та дивного зарядiв. Таким чином, рiвняння дифузiї, що описує балансу-

ючу кореляцiю на Великому адронному колайдерi (LHC), перетворюється на
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рiвняння дифузiї-конвекцiї. Балансуюча кореляцiя є чутливою до рiвняння

стану i навiть квалiтативно вiдтворює поведiнку швидкостi звуку, що робить

її привабливим об’єктом для спостереження. Окрiм того, у умовах LHC да-

лекi кореляцiї поперечного iмпульсу можуть бути викликанi кореляцiями,

що сформувалися в термалiзованiй кварк-глюоннiй плазмi. Висока чутли-

вiсть результатiв до початкових умов слугує мотивацiєю для використання

кореляцiй поперечного iмпульсу у дослiдженнi структури початкового стану

зiткнення.
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Глосарiй

Одиницi вимiру та конвенцiї

У цiй дисертацiї використовується природна система одиниць, де ℏ = c =

kB = 1. У цiй системi всi енергiї, маси, iмпульси та температури вираженi в

електрон-вольтах (eV, keV, MeV, GeV, TeV). Енергiя 1eV є кiнетичною енергi-

єю електрона, прискореного на один вольт, 1 eV = 1.6·10−19 Дж. Температура

1 eV вiдповiдає в СI через E = kBT до 11604.5 К. Типовий масштаб довжи-

ни в дисертацiї становить 1 фм, тому конверсiї мiж енергiєю та довжиною

зручно виконувати через

E =
ℏc
L
, (5.1)

де ℏc = 0.19732 ГеВ · фм.

У дисертацiї прийнято конвенцiю високоенергетичної фiзики з метричним

тензором

gµν = diag(1,−1,−1,−1) . (5.2)

Термiни «низька енергiя», «середня енергiя» та «висока енергiя» часто ви-

користовуються в дисертацiї. Дiапазони визначенi лише приблизно, таблиця

5.1 пiдсумовує прийняту в текстi конвенцiю.
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Енергiя зiткнення
√
s [ГеВ] Акселератори

“Низька” ≲ 4.5 Bevalac, Nuclotron, SIS, AGS
“Середня” ≈ 5 – 20 SPS, RHIC (BES), FAIR, NICA, JPARC
“Висока” ≳ 130 RHIC, LHC

Табл. 5.1: Конвенцiя для найменування дiапазонiв енергiй релятивiстських
зiткнень важких iонiв.
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BUU Boltzmann-Ueling-Uhlenbeck (transport equations)
EoS Equation of State
HIC Heavy Ion Collisions
HRG Hadron Resonance Gas
QCD Quantum Chromodynamics
QGP Quark-Gluon Plasma
QMD Quantum Molecular Dynamics

Transport codes

AMPT A Multi-Phase Transport
BAMPS Boltzmann Approach to Multi-Parton Scatterings
GiBUU Gießen BUU
HSD Hadron-String Dynamics
PHSD Parton-Hadron-String Dynamics
RQMD Relativistic Quantum Molecular Dynamics
UrQMD Ultrarelativistic Quantum Molecular Dynamics

HI centers

BNL Berkley National Laboratory (Berkley, USA)
BNL Brookhaven National Laboratory (Brookhaven, USA)
CERN Center for European Nuclear Research (Geneva, Switzerland)
GSI Gesellschaft für Schwerionenforschung (Darmstadt, Germany)
JPARC Japan Proton Accelerator Research Complex (Tsukuba, Japan)

HI accelerators

AGS Alternating Gradient Synchrotron
SIS Schwerionensynchrotron
SPS Super Proton Synchrotron
RHIC Relativistic Heavy Ion Collider
LHC Large Hadron Collider

Скорочення
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Гадрони та група SU(3)

Гадрони є ступенями свободи, реалiзованими в транспортних моделях UrQMD

та SMASH, що використовуються в цiй дисертацiї. Насправдi, гадрони є одним

з основних об’єктiв дослiдження дисертацiї. Тим не менш, у головнiй частинi

було опущено два важливих питання про гадрони: ”чому тiльки певнi ком-

бiнацiї кваркiв та антикваркiв виступають як гадрони?” та ”як класифiкую-

ться гадрони?” Обидва вони вiдповiдаються за допомогою групи SU(3). За

визначенням, група SU(3) є групою матриць 3× 3 U таких, що UU† = ⊮
та detU = 1. У наступному визнається її роль у класифiкацiї гадронiв та

поясненнi кольорового ув’язнення (див. роздiл 1.1).

Гадрони та кварки є мiкроскопiчними об’єктами, тому їх властивостi ви-

значаються квантовою хвильовою функцiєю |Ψ⟩ - комплексною функцiєю

просторової координати, спiну та iнших змiнних внутрiшнього стану частин-

ки. Квадрат модулю хвильової функцiї |Ψ|2 є ймовiрнiстю знайти частинку в

данiй координатi у даному станi. Знаходження хвильової функцiї квантової

системи достатньо для прогнозування її властивостей.

Для одного кварка хвильова функцiя є добутком кольорової, ароматної,

спiнової та просторової частин:

|Ψ⟩ = |Ψcolor⟩|Ψflavor⟩|Ψspin⟩|Ψ(x)⟩ (5.3)

Зосередимось на кольоровiй частинi, яка може бути представлена як ком-

плексний вектор з 3 компонентами. Пiд час поширення вiльного кварка колiр

зберiгається. Згiдно з теоремою Нетер, кожен закон збереження вiдповiдає

симетрiї, яка в даному випадку полягає у незмiнностi взаємодiй пiд час мно-

144



ження |Ψcolor⟩ на матрицi з групи SU(3), iншими словами, незмiннiсть пiд час

кольорових обертань.

У математичних термiнах SU(3) є групою Лi i повнiстю визначається її

алгеброю Лi iнфiнiтезимальних кольорових обертань: для кожної матрицi U

з SU(3)

U = exp

{(
8∑

k=1

iαkλk/2

)}
, (5.4)

де αk — довiльнi дiйснi числа, а матрицi λk/2 називаються генераторами,

для SU(3) вони вiдомi як матрицi Гелл-Манна. Явно вираженi, λk є

λ1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 λ2 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 λ3 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 (5.5а)

λ4 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 λ5 =


0 0 i

0 0 0

−i 0 0

 λ6 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 (5.5б)

λ7 =


0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 λ8 =
1√
3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 (5.5в)

Вибiр базових векторiв у кольоровому просторi як

r =


1

0

0

 g =


0

1

0

 b =


0

0

1

 (5.6)

дозволяє ввести оператори сходинок з недiагональних матриць Гелла-

Манна та оператори проекцiї кольорового iзоспiна Ic3 та кольорового гiпер-

заряду Yc з дiагональних матриць:
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I3

Yc

V±

T±

U±

r g

b

I3

Yc

T±

U± V±

b

r g

Рис. 5.1: Оператори сходинок групи SU(3) у просторi кольорiв кваркiв.

T ± = 1
2 (λ1± iλ2)

V ± = 1
2 (λ4± iλ5)

U ± = 1
2 (λ6± iλ7)

Ic3 =
1
2λ3

Yc =
1√
3
λ8

(5.7)

Цi операцiї перетворюють кольори кваркiв i антикваркiв один в одного,

як показано на рис. 5.1. Постулюється, що iснуючi зв’язанi стани є колiрни-

ми синглетами, що означає, що дiя матрицями 5.7 на кожен окремий кварк

i антикварк перетворює весь стан у себе самого. Можна показати, що ця ви-

мога однозначно визначає кольоровi частини хвильових функцiй мезонiв та

барiонiв:

|Ψqq̄
c ⟩ =

1√
3

(
rr̄ + gḡ + bb̄

)
(5.8)

|Ψqqq
c ⟩ = 1√

6
(rgb− rbg + gbr − grb+ brg − bgr) (5.9)

Така ж математика використовується для класифiкацiї адронiв, але те-

пер SU(3) дiє у просторi ароматiв найлегших кваркiв: u, d та s. Зауважимо,

що симетрiя SU(3) кольору є точною, але симетрiя SU(3) аромату є лише

наближеною, оскiльки маси легких кваркiв не iдентичнi.

Адрони повиннi бути безкольоровими, але не обов’язково безароматними.
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Iншими словами, дозволенi всi ароматнi представлення. Можна довести, що

комбiнацiї кваркiв роздiляються на незвiднi представлення SU(3) в арома-

тному просторi наступним чином:

3
⊗

3̄ = 1
⊕

8 (5.10)

3
⊗

3
⊗

3 = 10
⊕

8
⊕

8
⊕

1 (5.11)

Це означає, що iснує 8 мезонiв (октет), якi перетворюються один в iн-

шого пiд дiєю SU(3) ароматних перетворень, i один мезон, який завжди пе-

ретворюється на себе. Що стосується барiонiв - 10 барiонiв (декуплет), якi

перетворюються один на iншого, i два фiзично еквiвалентнi октети. Синглет

вiдсутнiй у природi, оскiльки строго кажучи, необхiдно враховувати аромат

i спiн перетворення разом, i в представленнi SU(3)× SU(2) (група SU(2) тут

для спiнових перетворень) ароматний синглет вiдсутнiй. Це пояснює класи-

фiкацiю мезонiв на октет i синглет та барiонiв на декуплет i октет, як пока-

зано на Рисунку 5.2, на якому представленi найлегшi мезони та барiони, що

складаються з кваркiв u, d, s та їх антикваркiв. Доповнюючи це зображення

векторними мезонами, антибарiонами та вежею збуджень i додаючи тi, що

мiстять важчi кварки, отримуємо зоопарк адронiв, спостережуваних у експе-

риментах. Виявлено кiлька адронiв, якi можуть виходити за межi цiєї схеми

класифiкацiї. Вважається, що це тетракварки або 6-кварковi молекули.
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(а) Мезони (б) Октет барiонiв

(в) Декуплет барiонiв

Рис. 5.2: Класифiкацiя адронiв, що складаються з легких кваркiв, у найниж-
чому енергетичному станi. Зображення взяте з лекцiй з КХД Ф. Єгерленера.

148



Вдячний багатьом людям за пiдтримку та сприяння, без яких написання

цього тезису було б неможливим.

Хочу почати з вираження подяки моєму науковому керiвнику, Марку Iса-

аковичу, за його поради, якi допомогли менi просуватися вперед, а також

за його терпiння i розумiння моїх характерних особливостей. Безлiч наших

наукових дискусiй сприяли кращому розумiнню феноменологiї зiткнень важ-

ких iонiв i допомогли менi побачити фiзику за складними математичними

формулами. Також щиро дякую Володимиру Вовченку та Роману Побере-

жнюку за їх моральну пiдтримку. Вони навчили мене багатьом важливим

речам: застосовувати чисельнi методи, створювати витонченi iлюстрацiї та

писати зрозумiлий текст. Олександру Сташку я також вдячний за знайом-

ство з загальною теорiєю вiдносностi, а Володимиру Кузнєцову – за безлiч

питань, якi допомогли менi краще розiбратися в матерiалi. Колектив Iнститу-

ту Теоретичної Фiзики iм. М.М. Боголюбова заслуговує на окрему подяку за

натхнення, постiйну працю та турботу про студентiв, навiть у найскладнiших

обставинах. Цей iнститут – чудове мiсце для занять наукою.

Моє стажування в Нiмеччинi не вiдбулося б без пiдтримки Яна Стайн-

хаймера та Тетяни Галатюк. Ян чудово володiє програмуванням i знає, як

писати роботи, щоб вони користувались популярнiстю. Тетяна – справжнiй

експерт у фiзицi дилептонiв, i її ентузiазм постiйно спонукав мене до працi.

Кай Жоу ознайомив мене з штучним iнтелектом та навчанням машин. У

подальшiй роботi ми часто використовували ймовiрнiснi моделi. Хорст Што-

кер заслуговує подяки за те, що завжди був незадоволений моїми досягне-

ннями, але не вiдпускав мене. I за те, що постiйно намагався навчити мене

нiмецької мови, хоча я так i не змiг її вивчити.

Дякую Скотовi Прату за пропозицiю пройти стажування в Сполучених

Штатах Америки. Це був надзвичайно цiнний досвiд. Там я мав змогу позна-

йомитися з вченими, якi були повнi ентузiазму та захопленi своєю працею:

Павлом Данiлевiчем, Агнежкою Соренсен, П’єром Нзабахiману, Тарасом Ло-

котком.

I, нарештi, велика подяка моїм батькам за те, що вони заборонили менi
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займатися такою нестiйкою справою, як фiзика. Якби вони не радили менi

робити те, що я хочу, замiсть того, щоб шукати роботу в iндустрiї, я, напевно,

зараз був би програмiстом.

150



Лiтература

[1] O. Savchuk, “Sensitivity of transverse momentum correlations to early-stage

and thermal fluctuations”, (2024), arXiv:2402.12504 [hep-ph].

[2] O. Savchuk та S. Pratt, “Correlations of conserved quantities at finite

baryon density”, Phys. Rev. C 109, 024910 (2024), arXiv:2311 . 02046

[nucl-th].

[3] T. Reichert, O. Savchuk, A. Kittiratpattana, P. Li, J. Steinheimer, M.

Gorenstein та M. Bleicher, “Decoding the flow evolution in Au+Au reacti-

ons at 1.23A GeV using hadron flow correlations and dileptons”, Phys. Lett.

B 841, 137947 (2023), arXiv:2302.13919 [nucl-th].

[4] O. Savchuk, A. Motornenko, J. Steinheimer, V. Vovchenko, M. Bleicher,

M. Gorenstein та T. Galatyuk, “Enhanced dilepton emission from a phase

transition in dense matter”, (2022), arXiv:2209.05267 [nucl-th].

[5] O. Savchuk, R. V. Poberezhnyuk та M. I. Gorenstein, “Possible origin of

HADES data on proton number fluctuations in Au+Au collisions”, Physics

Letters B 835, 137540 (2022).

[6] O. Savchuk, V. Vovchenko, V. Koch, J. Steinheimer та H. Stoecker, “Constrai-

ning baryon annihilation in the hadronic phase of heavy-ion collisions via

event-by-event fluctuations”, Phys. Lett. B 827, 136983 (2022), arXiv:2106.

08239 [hep-ph].

[7] R. V. Poberezhnyuk, O. Savchuk, M. I. Gorenstein, V. Vovchenko та H.

Stoecker, “Higher order conserved charge fluctuations inside the mixed

phase”, (2020), arXiv:2011.06420 [hep-ph].

151

https://arxiv.org/abs/2402.12504
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.109.024910
https://arxiv.org/abs/2311.02046
https://arxiv.org/abs/2311.02046
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2023.137947
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2023.137947
https://arxiv.org/abs/2302.13919
https://arxiv.org/abs/2209.05267
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.physletb.2022.137540
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.physletb.2022.137540
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2022.136983
https://arxiv.org/abs/2106.08239
https://arxiv.org/abs/2106.08239
https://arxiv.org/abs/2011.06420


[8] M. Gazdzicki, M. I. Gorenstein, O. Savchuk та L. Tinti, “Notes on statistical

ensembles in the Cell Model”, Int. J. Mod. Phys. E 29, 2050060 (2020).

[9] R. V. Poberezhnyuk, O. Savchuk, M. I. Gorenstein, V. Vovchenko, K.

Taradiy, V. V. Begun, L. Satarov, J. Steinheimer та H. Stoecker, “Cri-

tical point fluctuations: Finite size and global charge conservation effects”,

Phys. Rev. C 102, 024908 (2020), arXiv:2004.14358 [hep-ph].

[10] V. Vovchenko, O. Savchuk, R. V. Poberezhnyuk, M. I. Gorenstein та V.

Koch, “Connecting fluctuation measurements in heavy-ion collisions with

the grand-canonical susceptibilities”, Phys. Lett. B 811, 135868 (2020),

arXiv:2003.13905 [hep-ph].

[11] O. Savchuk, R. V. Poberezhnyuk, V. Vovchenko та M. I. Gorenstein, “Bi-

nomial acceptance corrections for particle number distributions in high-

energy reactions”, Phys. Rev. C101, 024917 (2020), arXiv:1911 . 03426

[hep-ph].

[12] O. Savchuk, V. Vovchenko, R. V. Poberezhnyuk, M. I. Gorenstein та H.

Stoecker, “Traces of the nuclear liquid-gas phase transition in the analytic

properties of hot QCD”, Phys. Rev. C 101, 035205 (2020), arXiv:1909.

04461 [hep-ph].

[13] V. F. Dmitriev та V. V. Flambaum, “Decays of Fourth Generation Bound

States”, Int. J. Mod. Phys. A27, 1250179 (2012), arXiv:1208.5634 [hep-ph].

[14] R. Aaij та iн. (LHCb), “Observation of J/ψp Resonances Consistent with

Pentaquark States in Λ0
b → J/ψK−p Decays”, Phys. Rev. Lett. 115, 072001

(2015), arXiv:1507.03414 [hep-ex].

[15] K. A. Olive та iн. (Particle Data Group), “Review of Particle Physics”,

Chin. Phys. C 38, 090001 (2014).

[16] J. C. Collins та M. J. Perry, “Superdense Matter: Neutrons Or Asymptoti-

cally Free Quarks?”, Phys. Rev. Lett. 34, 1353 (1975).

[17] E. V. Shuryak, “Theory of Hadronic Plasma”, Sov. Phys. JETP 47, [Zh.

Eksp. Teor. Fiz.74,408(1978)], 212 (1978).

152

https://doi.org/10.1142/s0218301320500603
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.102.024908
https://arxiv.org/abs/2004.14358
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2020.135868
https://arxiv.org/abs/2003.13905
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.101.024917
https://arxiv.org/abs/1911.03426
https://arxiv.org/abs/1911.03426
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.101.035205
https://arxiv.org/abs/1909.04461
https://arxiv.org/abs/1909.04461
https://doi.org/10.1142/S0217751X12501795
https://arxiv.org/abs/1208.5634
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.115.072001
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.115.072001
https://arxiv.org/abs/1507.03414
https://doi.org/10.1088/1674-1137/38/9/090001
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.34.1353


[18] J. Adams та iн. (STAR), “Experimental and theoretical challenges in the

search for the quark gluon plasma: The STAR Collaboration’s critical assessment

of the evidence from RHIC collisions”, Nucl. Phys. A 757, 102 (2005),

arXiv:nucl-ex/0501009 [nucl-ex].

[19] K. Adcox та iн. (PHENIX), “Formation of dense partonic matter in relati-

vistic nucleus-nucleus collisions at RHIC: Experimental evaluation by the

PHENIX collaboration”, Nucl. Phys. A 757, 184 (2005), arXiv:nucl-ex/

0410003 [nucl-ex].

[20] I. Arsene та iн. (BRAHMS), “Quark gluon plasma and color glass condensate

at RHIC? The Perspective from the BRAHMS experiment”, Nucl. Phys. A

757, 1 (2005), arXiv:nucl-ex/0410020 [nucl-ex].

[21] B. B. Back та iн., “The PHOBOS perspective on discoveries at RHIC”,

Nucl. Phys. A 757, 28 (2005), arXiv:nucl-ex/0410022 [nucl-ex].

[22] H. Song та U. W. Heinz, “Causal viscous hydrodynamics in 2+1 dimensi-

ons for relativistic heavy-ion collisions”, Phys. Rev. C 77, 064901 (2008),

arXiv:0712.3715 [nucl-th].

[23] K. Dusling та D. Teaney, “Simulating elliptic flow with viscous hydrodynami-

cs”, Phys. Rev. C 77, 034905 (2008), arXiv:0710.5932 [nucl-th].

[24] P. Romatschke та U. Romatschke, “Viscosity Information from Relativistic

Nuclear Collisions: How Perfect is the Fluid Observed at RHIC?”, Phys.

Rev. Lett. 99, 172301 (2007), arXiv:0706.1522 [nucl-th].

[25] E. Shuryak, “Physics of Strongly coupled Quark-Gluon Plasma”, Prog. Part.

Nucl. Phys. 62, 48 (2009), arXiv:0807.3033 [hep-ph].

[26] D. Oliinychenko, “Interfaces between relativistic hydrodynamics and transport

for the dynamical description of heavy ion collisions”, дис. . . . док. (Frankfurt

U., лип. 2017).

[27] L. D. Landau, “On the multiparticle production in high-energy collisions”,

Izv. Akad. Nauk Ser. Fiz. 17, 51 (1953).

153

https://doi.org/10.1016/j.nuclphysa.2005.03.085
https://arxiv.org/abs/nucl-ex/0501009
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysa.2005.03.086
https://arxiv.org/abs/nucl-ex/0410003
https://arxiv.org/abs/nucl-ex/0410003
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysa.2005.02.130
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysa.2005.02.130
https://arxiv.org/abs/nucl-ex/0410020
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysa.2005.03.084
https://arxiv.org/abs/nucl-ex/0410022
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.77.064901
https://arxiv.org/abs/0712.3715
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.77.034905
https://arxiv.org/abs/0710.5932
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.99.172301
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.99.172301
https://arxiv.org/abs/0706.1522
https://doi.org/10.1016/j.ppnp.2008.09.001
https://doi.org/10.1016/j.ppnp.2008.09.001
https://arxiv.org/abs/0807.3033


[28] S. Z. Belenkij та L. D. Landau, “Hydrodynamic theory of multiple producti-

on of particles”, Nuovo Cim. Suppl. S 310, [Usp. Fiz. Nauk56,309(1955)],

15 (1956).

[29] J. D. Bjorken, “Highly Relativistic Nucleus-Nucleus Collisions: The Central

Rapidity Region”, Phys. Rev. D 27, 140 (1983).

[30] R. Derradi de Souza, T. Koide та T. Kodama, “Hydrodynamic Approaches

in Relativistic Heavy Ion Reactions”, Prog. Part. Nucl. Phys. 86, 35 (2016),

arXiv:1506.03863 [nucl-th].

[31] L.-G. Pang, K. Zhou, N. Su, H. Petersen, H. Stoecker та X.-N. Wang, “An

EoS-meter of QCD transition from deep learning”, (2016), arXiv:1612 .

04262 [hep-ph].

[32] J. Aichelin та H. Stoecker, “Quantum molecular dynamics. A Novel approach

to N body correlations in heavy ion collisions”, Phys. Lett. B 176, 14 (1986).

[33] C. M. Ko, “Relativistic Vlasov-Uehling-Uhlenbeck Model for High-energy

Heavy Ion Collisions”, Nucl. Phys. A 495, 321C (1989).

[34] Y. Pang, T. J. Schlagel та S. H. Kahana, “Cascade calculation of Au + Au

collisions at 11.7-GeV/c”, в 1992 Meeting of the Division of Nuclear Physics

of the American Physical Society (Preceded by 2 Workshops both on Oct

14: New Vistas in Physics with High-energy Pion Beams and Neutrons -

Their Use for Nuclear Physics and Fundamental Symmetry Tests) Santa

Fe, New Mexico, October 15-17, 1992 (1992).

[35] C. Hartnack, Z. X. Li, L. Neise, G. Peilert, A. Rosenhauer, H. Sorge, H.

Stoecker, W. Greiner та J. Aichelin, “Quantum Molecular Dynamics: A

Microscopic Model From Unilac to CERN Energies”, Nucl. Phys. A 495,

303C (1989).

[36] W. Cassing, V. Metag, U. Mosel та K. Niita, “Production of energetic

particles in heavy ion collisions”, Phys. Rept. 188, 363 (1990).

154

https://doi.org/10.1007/BF02745507
https://doi.org/10.1007/BF02745507
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.27.140
https://doi.org/10.1016/j.ppnp.2015.09.002
https://arxiv.org/abs/1506.03863
https://arxiv.org/abs/1612.04262
https://arxiv.org/abs/1612.04262
https://doi.org/10.1016/0370-2693(86)90916-0
https://doi.org/10.1016/0375-9474(89)90329-1
https://doi.org/10.1016/0375-9474(89)90328-X
https://doi.org/10.1016/0375-9474(89)90328-X
https://doi.org/10.1016/0370-1573(90)90164-W


[37] H. Sorge, H. Stoecker та W. Greiner, “RELATIVISTIC QUANTUM MOLECULAR

DYNAMICS APPROACH TO NUCLEAR COLLISIONS AT ULTRARELATI-

VISTIC ENERGIES”, Nucl. Phys. A 498, за ред. G. A. Baym, P. Braun-

Munzinger та S. Nagamiya, 567C (1989).

[38] S. A. Bass та iн., “Microscopic models for ultrarelativistic heavy ion colli-

sions”, Prog. Part. Nucl. Phys. 41, 255 (1998), arXiv:nucl-th/9803035.

[39] W. Cassing, E. L. Bratkovskaya та S. Juchem, “Excitation functions of

hadronic observables from SIS to RHIC energies”, Nucl. Phys. A 674, 249

(2000), arXiv:nucl-th/0001024 [nucl-th].

[40] Y. Nara, N. Otuka, A. Ohnishi, K. Niita та S. Chiba, “Study of relativistic

nuclear collisions at AGS energies from p + Be to Au + Au with hadronic

cascade model”, Phys. Rev. C 61, 024901 (2000), arXiv:nucl-th/9904059

[nucl-th].

[41] O. Buss, T. Gaitanos, K. Gallmeister, H. van Hees, M. Kaskulov, O. Lalakuli-

ch, A. B. Larionov, T. Leitner, J. Weil та U. Mosel, “Transport-theoretical

Description of Nuclear Reactions”, Phys. Rept. 512, 1 (2012), arXiv:1106.

1344 [hep-ph].

[42] K. Geiger та B. Muller, “Dynamics of parton cascades in highly relativistic

nuclear collisions”, Nucl. Phys. B 369, 600 (1992).

[43] D. Molnar та P. Huovinen, “Dissipation and elliptic flow at RHIC”, Phys.

Rev. Lett. 94, 012302 (2005), arXiv:nucl-th/0404065 [nucl-th].

[44] B. Zhang, “ZPC 1.0.1: A Parton cascade for ultrarelativistic heavy ion

collisions”, Comput. Phys. Commun. 109, 193 (1998), arXiv:nucl - th /

9709009 [nucl-th].

[45] Z. Xu та C. Greiner, “Thermalization of gluons in ultrarelativistic heavy ion

collisions by including three-body interactions in a parton cascade”, Phys.

Rev. C 71, 064901 (2005), arXiv:hep-ph/0406278 [hep-ph].

155

https://doi.org/10.1016/0375-9474(89)90641-6
https://doi.org/10.1016/0375-9474(89)90641-6
https://doi.org/10.1016/S0146-6410(98)00058-1
https://arxiv.org/abs/nucl-th/9803035
https://doi.org/10.1016/S0375-9474(00)00163-9
https://doi.org/10.1016/S0375-9474(00)00163-9
https://arxiv.org/abs/nucl-th/0001024
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.61.024901
https://arxiv.org/abs/nucl-th/9904059
https://arxiv.org/abs/nucl-th/9904059
https://doi.org/10.1016/j.physrep.2011.12.001
https://arxiv.org/abs/1106.1344
https://arxiv.org/abs/1106.1344
https://doi.org/10.1016/0550-3213(92)90280-O
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.94.012302
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.94.012302
https://arxiv.org/abs/nucl-th/0404065
https://doi.org/10.1016/S0010-4655(98)00010-1
https://arxiv.org/abs/nucl-th/9709009
https://arxiv.org/abs/nucl-th/9709009
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.71.064901
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.71.064901
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0406278


[46] W. Cassing та E. L. Bratkovskaya, “Parton transport and hadronization

from the dynamical quasiparticle point of view”, Phys. Rev. C 78, 034919

(2008), arXiv:0808.0022 [hep-ph].

[47] Z.-W. Lin, C. M. Ko, B.-A. Li, B. Zhang та S. Pal, “A Multi-phase transport

model for relativistic heavy ion collisions”, Phys. Rev. C 72, 064901 (2005),

arXiv:nucl-th/0411110.

[48] Y. Aoki, G. Endrodi, Z. Fodor, S. D. Katz та K. K. Szabo, “The Order of

the quantum chromodynamics transition predicted by the standard model

of particle physics”, Nature 443, 675 (2006), arXiv:hep - lat / 0611014

[hep-lat].

[49] M. A. Stephanov, K. Rajagopal та E. V. Shuryak, “Signatures of the tri-

critical point in QCD”, Phys. Rev. Lett. 81, 4816 (1998), arXiv:hep-ph/

9806219 [hep-ph].

[50] M. A. Stephanov, “Non-Gaussian fluctuations near the QCD critical point”,

Phys. Rev. Lett. 102, 032301 (2009), arXiv:0809.3450 [hep-ph].

[51] V. Koch, в Relativistic Heavy Ion Physics , за ред. R. Stock (2010), с. 626—

652, arXiv:0810.2520 [nucl-th].

[52] M. Gazdzicki та P. Seyboth, “Search for Critical Behaviour of Strongly

Interacting Matter at the CERN Super Proton Synchrotron”, Acta Phys.

Polon. B47, 1201 (2016), arXiv:1506.08141 [nucl-ex].

[53] X. Luo та N. Xu, “Search for the QCD Critical Point with Fluctuations

of Conserved Quantities in Relativistic Heavy-Ion Collisions at RHIC : An

Overview”, Nucl. Sci. Tech. 28, 112 (2017), arXiv:1701.02105 [nucl-ex].

[54] C. R. Allton, S. Ejiri, S. J. Hands, O. Kaczmarek, F. Karsch, E. Laermann,

C. Schmidt та L. Scorzato, “The QCD thermal phase transition in the

presence of a small chemical potential”, Phys. Rev. D66, 074507 (2002),

arXiv:hep-lat/0204010 [hep-lat].

[55] R. V. Gavai та S. Gupta, “QCD at finite chemical potential with six time

slices”, Phys. Rev. D78, 114503 (2008), arXiv:0806.2233 [hep-lat].

156

https://doi.org/10.1103/PhysRevC.78.034919
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.78.034919
https://arxiv.org/abs/0808.0022
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.72.064901
https://arxiv.org/abs/nucl-th/0411110
https://doi.org/10.1038/nature05120
https://arxiv.org/abs/hep-lat/0611014
https://arxiv.org/abs/hep-lat/0611014
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.4816
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9806219
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9806219
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.102.032301
https://arxiv.org/abs/0809.3450
https://doi.org/10.1007/978-3-642-01539-7_20
https://arxiv.org/abs/0810.2520
https://doi.org/10.5506/APhysPolB.47.1201
https://doi.org/10.5506/APhysPolB.47.1201
https://arxiv.org/abs/1506.08141
https://doi.org/10.1007/s41365-017-0257-0
https://arxiv.org/abs/1701.02105
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.66.074507
https://arxiv.org/abs/hep-lat/0204010
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.78.114503
https://arxiv.org/abs/0806.2233


[56] P. de Forcrand та O. Philipsen, “The QCD phase diagram for small densi-

ties from imaginary chemical potential”, Nucl. Phys. B642, 290 (2002),

arXiv:hep-lat/0205016 [hep-lat].

[57] M. D’Elia та M.-P. Lombardo, “Finite density QCD via imaginary chemi-

cal potential”, Phys. Rev. D67, 014505 (2003), arXiv:hep-lat/0209146

[hep-lat].

[58] P. de Forcrand та O. Philipsen, “The Chiral critical line of N(f) = 2+1 QCD

at zero and non-zero baryon density”, JHEP 01, 077 (2007), arXiv:hep-

lat/0607017 [hep-lat].

[59] A. Bazavov та iн., “The QCD Equation of State to O(µ6B) from Lattice

QCD”, Phys. Rev. D95, 054504 (2017), arXiv:1701.04325 [hep-lat].

[60] V. Vovchenko, J. Steinheimer, O. Philipsen та H. Stoecker, “Cluster Expansi-

on Model for QCD Baryon Number Fluctuations: No Phase Transition at

µB/T < π”, Phys. Rev. D97, 114030 (2018), arXiv:1711.01261 [hep-ph].

[61] Z. Fodor, M. Giordano, J. N. Guenther, K. Kapas, S. D. Katz, A. Pasztor,

I. Portillo, C. Ratti, D. Sexty та K. K. Szabo, “Searching for a CEP si-

gnal with lattice QCD simulations”, в 27th International Conference on

Ultrarelativistic Nucleus-Nucleus Collisions (Quark Matter 2018) Venice,

Italy, May 14-19, 2018 (2018), arXiv:1807.09862 [hep-lat].

[62] T. Ablyazimov та iн. (CBM), “Challenges in QCD matter physics –The

scientific programme of the Compressed Baryonic Matter experiment at

FAIR”, Eur. Phys. J. A53, 60 (2017), arXiv:1607.01487 [nucl-ex].

[63] E. R. Most, L. J. Papenfort, V. Dexheimer, M. Hanauske, S. Schramm,
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