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Дослідження систем із сильними кореляціями викликають значний ін-
терес. Зокрема це пов’язано із новітніми теоретичними та експеримен-
тальними досягненнями. Одним із прикладів такої системи є нульвимір-
на електронна система, де рух електронів обмежений у всіх трьох на-
прямках. Такі нанорозмірні об’єкти, що складаються зі зв’язаних еле-
ктронів, зазвичай називають квантовими точками. Якщо квантова точка
приєднана до металевих провідників, електрони з яких можуть тунелю-
вати у зв’язані стани на орбіталях КТ, то така система може розглядатись
як нанорозмірний електронний пристрій. Рівноважні та, особливо, нерів-
новажні релаксаційні ефекти у таких системах представляють значний
інтерес, пов’язаний з процесами мініатюризації електроніки. Опис еле-
ктронного транспорту через такий пристрій є досить складною задачею,
оскільки між електронами всередині КТ присутня сильна Кулонівська
взаємодія, якою не можна знехтувати. Навіть найпростіша одноорбіталь-
на квантова точка може містити два електрони з різними проекціями спі-
ну. Крім того, ще більший інтерес виникає, коли такий транспорт через
квантову точку контролюється зовнішніми магнітним або електричним
полем, додатковим провідним контактом або квантовою точкою. Такі си-
стеми є основою для побудови нанорозмірних транзисторів, кубітів та
інших електронних пристроїв.
Для дослідження таких систем зазвичай використовується метод

нерівноважних функцій Гріна в рамках формалізму Келдиша. Для
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розв’язку задачі із сильними електронними кореляцій застосовують рі-
зні чисельні та аналітичні підходи. Наприклад, такі методи як побудо-
ва ланцюгів рівнянь руху для функцій Гріна та наближення Хаббарда,
неперехресне наближення (NCA), auxiliary-mode expansion тощо, зазви-
чай використовуються для того, щоб отримати аналітичний вигляд фун-
кції Гріна квантової точки та аналітично обчислити транспортні вели-
чини. Серед чисельних методів які застосовують, варто згадати кванто-
вий метод Монте-Карло (QMC), метод Монте Карло з механізмом руху
типу ”черв’як”(inchworm MCM), залежну від часу чисельну ренорм гру-
пу (NRG), групу ренормування матриці густини (DMRG). Такі методи
можуть бути використані для безпосереднього отримання транспортних
величин, однак недоліком є втрата аналітичної інформації про систему,
яка могла б забезпечити більш детальне пояснення певних ефектів.
Іншим прикладом систем з сильними кореляціями є системи взаємо-

діючих бозе-частинок (піони, каони, глюони), які викликають значний
інтерес у зв’язку з дослідженнями нейтронних зірок, важких ядер та зі-
ткнень важких іонів. Фізика гарячих систем із високими густинами енер-
гії має справу з сильно взаємодіючими релятивістськими частинками.
При розгляді Бозе статистики вкрай важливо враховувати крім силь-

них кореляції між частинками, також і можливість бозе-ейнштейнівської
конденсації. Для передбачення та опису різних явищ, пов’язаних із кон-
денсацією піонів у таких системах, використовуються такі методи як об-
числення поляризаційного оператора, хіральна теорія збурень, пертурба-
тивна КХД, ґраткова КХД разом із методом допоміжного піонного дже-
рела тощо. Дані наближення використовуються для дослідження конден-
сації піонів у різних системах, таких як ядерне середовище, система піо-
нів у зовнішньому полі, нейтронні зірки та зіткнення важких ядер.
Перший етап дисертаційної роботи присвячений теоретичному дослі-

дженню нерівноважного електронного транспорту через нанорозмірний
пристрій, що складається з однієї квантової точки приєднаної до двох
металевих контактів, в рамках формалізму Келдиша. Квантова точка роз-
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глядається як однорівнева електронна орбіталь в рамках моделі Андерсо-
на з наявним зовнішнім магнітним полем. Кореляції, які зумовлені куло-
нівським відштовхуванням між електронами на точці, враховані при роз-
рахунку функції Гріна в наближенні подібному до наближенняХаббарда-
І, але яке дозволяє більш точно описувати динаміку. Метод заснований
на обриві ланцюга рівнянь руху для функцій Гріна. Схема є точною в так
званому атомному наближенні (atomic limit), в рамках якого коефіцієнт
тунелювання між точкою та контактами рівний нулю, а також у набли-
женні без взаємодії, коли Кулонівське відштовхування між електронами
дорівнює нулю. Явні аналітичні вирази для струму через таку систему,
справедливі для довільних значень магнітного поля, отримані для двох
важливих випадків: (i) стаціонарного режиму з постійною напругою змі-
щення між контактами та (ii) залежного від часу режиму в рамках на-
ближення широкої зони (вважається, що металеві контакти мають по-
стійну та нескінченно широку густину станів). У таких режимах струм
через квантову точку обчислюється чисельно для різних наборів параме-
трів, а його основні характеристики інтерпретуються з точки зору основ-
них фізичних процесів. Результати порівнюються з неперехресним на-
ближення (NCA) та діаграмним нерівноважним квантовимМонте-Карло
(QMC).
На наступному етапі розглядається пристрій, що складається з подвій-

ної квантової точки з сильними внутрішньо- та міжточковими кулонів-
ськими кореляціями. У такій системі струм може протікати тільки через
нижню точку, а верхня точка виступає у ролі затвору. Обидві квантові
точки розглядаються як однорівневі електронні орбіталі в рамках моделі
Андерсона. Функції Гріна отримані в рамках неперехресного наближен-
ня (NCA), яке може описувати низькотемпературні ефекти, такі як транс-
порт Кондо. Це пов’язано з тим, що таке наближення дозволяє врахувати
ефекти перевороту спіну на відміну від наближення Хаббарда-I. Дослі-
джено рівноважний транспорт. Було показано, що при низьких темпера-
турах подвійна квантова точка проходить через вузький режим Кондо,
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що призводить до дуже чутливих характеристик перемикання між трьо-
ма чітко визначеними станами - ізолятором, нормальною провідністю та
резонансним тунелюванням.
На наступному етапі дослідження була розглянута система взаємоді-

ючих Бозе частинок і античастинок при кінцевих температурах. Було
досліджено термодинамічні властивості такої системи, можливість та
умови бозе-конденсації у рамках іграшкової Скірма-подібної моделі се-
реднього поля. Середнє поле містить як притягувальну, так і відштов-
хувальну компоненти. Отримано співвідношення самоузгодженості між
середнім полем і термодинамічними функціями. Досліджено два важли-
ві випадки: 1) система з нульовим хімічним потенціалом, коли кількість
частинок дорівнює числу античастинок; 2) випадок збереження ізоспіно-
вої густини для всіх температур, що означає, що різниця між частинками
та античастинками залишається постійною, як і хімічний потенціал. Ко-
жному випадку присвячено окремий розділ дипломної роботи.
Показано, що при достатньо сильному притягуванні, в системі з

нульовим хімічним потенціалом виникає фазовий перехід першого
роду в фазу з утворенням бозе-конденсату. Цікавим результатом є
те, що конденсована фаза для такої системи характеризується сталою
загальною густиною частинок та температурою початку конденсації
𝑇𝑐 відмінною від 0. Показано, що при критичній температурі густина
енергії має розрив, що підтверджує той факт, що фазовий перехід є
переходом першого роду.
Для системи з ненульовою та сталою густиною ізоспіну, показано,

що незалежно від величини притягання середнього поля при критичній
температурі 𝑇𝑐 в системі відбувається фазовий перехід другого роду
до фази бозе-ейнштейнівського конденсату. Ця фаза існує в інтервалі
температур 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐. Отримано, що у системі частинка-античастинка,
теплоємність в точці 𝑇 = 𝑇𝑐 має розрив першої похідної, і що
конденсація відбувається лише для компоненти з більшою густиною
числа частинок (Π−-мезони).
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ABSTRACT

Zhuravel D.V. Non-equilibrium electronic transport in the system of
quantum dots and properties of bosonic systems at nonzero temperatures
in the mean field model – Bogolyubov Institute for Theoretical Physics of
the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2023.
Thesis for the Doctor of Philosophy degree in speciality 01.04.02 –

theoretical physics. – Manuscript.

Systems with strong correlations are of high interest due to recent
advancements in theoretical and experimental studies. An example of such
system is a zero-dimensional electronic system, where electron movement
is confined in all three directions. These nanoscale objects, composed
of bound electrons, are commonly referred to as quantum dots. If one
consider a quantum dot connected to metallic leads through tunneling, a
nanoscale electronic device can be created. Equilibrium and, especially, non-
equilibrium relaxation effects are of great interest due to the miniaturization
process of electronic devices nowadays. Electronic transport through such
devices poses a many-body problem as multiple electrons are typically
involved. Even the simplest one-orbital quantum dot can contain two
electrons with different spin projections. Moreover, even greater interest
arises when such transport through the quantum dot connected to metallic
leads is controlled by external magnetic or electrical fields, as well as
additional leads and quantum dots. This is how nanoscale transistors, qubits
or other microelectronic devices can be implemented.
To study such systems, the non-equilibrium Green’s function method

within the Keldysh formalism, is commonly employed. To tackle the strong
correlations between electrons various numerical and analytical approaches
are utilized. For example, such techniques as Green’s function expansion
and Hubbard approximation, non-croassing approximation, auxiliary-mode
expansion, etc. are usually employed to analytically obtain the quantum dot’s
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Green’s function and calculate transport quantities. Alternatively, numerical
methods such as the inch-worm algorithm, quantum Monte Carlo (QMC),
time-dependent numerical renormalization group (NRG) or density matrix
renormalization group (DMRG), can be used to directly obtain transport
quantities. However, these numerical methods may lack of the analytical
information that could provide a more detailed explanation of certain effects
occurring in such systems.
Another example of a system with strong correlations is a system of

interacting Bose particles (for example, system of interacting pions, kaons,
gluons). These systems have garnered significant interest due to their
investigation in heavy ion collisions, neutron stars, and heavy nuclei. In these
hot and dense matter systems, relativistic particles interact strongly with each
other.
In case of the Bose statistic it is crucial to consider the strong particle

correlations as well as the possibility of Bose-Einstein condensation in a
Bose particle system. Various methods have been employed to predict and
describe different phenomena related to pion condensation in such systems,
including the calculation of the polarization operator, chiral perturbation
theory, perturbative QCD, lattice QCD, and the method of vanishing pionic
source, among others. These methods have been utilized to study and
understand pion condensation in different scenarios, such as the nuclear
medium, pions subjected to external fields, neutron stars, and hadron
collisions.
On the first stage of reseach in this thesis the non-equilibrium electronic

transport through a nanoscale device composed of a single quantum dot
between twometallic contacts was studied theoretically within the framework
of the Keldysh formalism. The quantum dot is considered as a single-level
electronic orbital within the Anderson model with external magnetic field
applied. A Green’s function decoupling scheme is used to treat electron
correlations on the dot due to the Coulomb repulsion. This approach is
similar to the Hubbard-I approximation scheme, but captures some of the
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dynamics beyond and is exact in the so-called atomic limit, defined by
vanishing tunneling between contacts and dot, and in the non-interacting limit,
where the on-dot Coulomb repulsion is zero. Explicit analytic solutions, valid
for arbitrary magnetic fields, are obtained for two important setups: (i) the
stationary regime, with constant voltage bias between the leads, and (ii) the
time-dependent regime for metallic leads with constant density of states of
infinite width. In these regimes, the current through the dot is evaluated
numerically for various parameter sets and its main features interpreted in
terms of the underlying physical processes. The results are compared to
the non-crossing approximation (NCA) and diagrammatic non-equilibrium
quantum Monte-Carlo (inchworm QMC) where available.
On the next stage the device consisting of a double quantum dot with strong

intra- and interdot Coulomb repulsions was considered. In this design, the
current can only flow through the lower dot, but is triggered by the gate-
controlled occupancy of the upper dot. Both quantum dots are considered
as a single-level electronic orbitals within the Anderson model. Green’s
functions are obtained using non-crossing approximation (NCA) which can
describe low-temperature effects such as Kondo transport. This is due to
the fact that such an approximation allows one to take into account the
spin flip effects unlike the Hubbard-I approximation. Equilibrium transport
is considered. At low temperatures, the calculations predict the double
dot to pass through a narrow Kondo regime, resulting in highly sensitive
switching characteristics between three well-defined states – insulating,
normal conduction and resonant conduction.
Lastly, the system of interacting boson particles and antiparticles at finite

temperatures was considered. Thermodynamical properties, possibility and
conditions of Bose condensation in such system were studied at finite
temperatures within the framework of the Skyrme-like mean-field toy model.
The mean field contains both attractive and repulsive terms. Self-consistency
relations between the mean field and thermodynamic functions were derived.
Two important cases were investigated: 1) system with zero chemical
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potential, when number of particles is equal to number of antiparticles; 2)
conservation of the isospin density for all temperatures, which means that
difference between particles and antiparticles is constant as well as chemical
potential. A separate section of the thesis is devoted to each case.
It was shown that, for sufficiently strong attractive interactions, system

with a zero chemical potential develops a first-order phase transition via the
formation of a Bose condensate. An interesting prediction of the model is that
the condensed phase is characterized by a constant total density of particles
and by a temperature of phase transition 𝑇𝑐 that is different from 0 in this case.
It is shown that the energy density exhibits a jump at the critical temperature.
For the system with non-zero and conserved isospin density it is shown

that, independently of the strength of the attractive mean field, at the critical
temperature 𝑇𝑐 the system undergoes the phase transition of second order
to the Bose-Einstein condensate, which exists in the temperature interval
0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐. It was obtained that the condensation phase represents a
discontinuity of the derivative of the heat capacity at 𝑇 = 𝑇𝑐, and condensate
occurs only for the component with a higher particle-number density (Π−-
mesons) in theparticle-antiparticle system.
Structure of the thesis. This thesis consists of Introduction, two

chapters, which correspond to a non-equilibrium transport through a
nanoscale device, consisting of a single quantum dot and a quantum dot
system, and two chapters on Bose-Einstein condensation in interacting pion
systems,Bibliography that contains 120 references. Thesis includes 24
figures. The overall volume of the thesis is 147 pages of printed text.
Research, this thesis is based on, was published in leading international and

Ukrainian peer-reviewed journals [1–5].

Keywords: quantum dot, non-equilibrium electron transport, magnetic field,
Kondo physics, Bose-Einstein condensation, mean-field model, pion gas,
phase tansition.
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ВСТУП

Актуальність теми. Протягом трьох десятиліть з моменту появи пер-
ших гетероструктур арсеніду галію, в яких окремі електрони можуть не-
сти транспортні сигнали [6–9], ентузіазм щодо досліджння квантових
точок (QD), як нині прийнято називати дані пристрої, постійно збільшу-
ється. Зокрема завдяки експериментальним реалізаціям, які на даний мо-
мент включають такі речовини як, наприклад, кремнієві [10, 11] та вугле-
цеві нанотрубки [12]. Такі регульовані ”штучні атоми”забезпечують іде-
альні умови для перевірки квантової теорії в діапазонах параметрів недо-
ступних у звичайних системах. Досліджувані явища варіюються від ку-
лонівської блокади, квантового ефектуХолла [13], Кондо-ефекту [10, 14],
термоелектрики [15–19] до фазових переходів та квантової критичності
[20–22]. Крім очевидного фундаментального інтересу, транспортні вла-
стивості QD можуть бути використані у прикладних цілях, включаючи
польові транзистори [23], фотоефект [24] та інструменти візуалізації мо-
лекулярних процесів у нейродослідженнях [25].
Нанорозмірні транзистори на основі квантових точок та квантові ефе-

кти в них є напрямком активних досліджень, які мотивовані насампе-
ред процесами мінітюаризації електроніки. QD зазвичай моделюються
як однорівнева або багаторівнева орбіталь, що приєднана до двох мета-
левих контактів. Електрони у квантовій точці взаємодіють між собою за
допомогою кулонівського відштовхування, внаслідок чого у системі ви-
никають сильні електронні кореляції, для яких точні рішення недоступні,
а наближення неминучі. Серед останніх наближень, які застосовувались
для розгляду подібних систем, варто згадати теорію ефективного поля
Смірнова та Грифоні [26] у рамках формалізма Келдиша. За допомогою
цього наближення вони досліджували ерозію резонансу Кондо як наслі-
док наявності зовнішнього магнітного поля у системі; так званий i-DFT
ефект. У подальшому цей ефект було використано Стефануччі та Кур-
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том [27] для дослідження переходу від Кондо до режиму блокади Кулона;
схеми роз’єднання нерівноважних функцій Гріна, такі як розширення до-
поміжного режиму Кроя та Заалмана(auxiliary-mode expansion) [28], або
SOQRE на основі техніки підкорених бозонів (slave-bosons) [29].
Паралельно було розроблено велику різноманітність чисельних під-

ходів, починаючи від чисельної ренормгрупи (NRG), над ренормгрупою
матриці щільності (DMRG) до методу квантового Монте-Карло (QMC).
Усі ці алгоритми дають чудові практично точні результати для ситуації
рівноваги, але кожен з них стикається з власними технічними проблема-
ми - наприклад, змішування високо- і низькоенергетичних станів у мето-
дах на основі RG, проблеми ”динамічного”додатково до внутрішнього
ферміонного знака в QMC - при розгляді динаміки нерівноважної систе-
ми на довгих часових масштабах, що тягне за собою нестабільність і
експоненційне зростання обчислювальних витрат (див. Ref.[30] та поси-
лання в ньому). Нещодавно Cohen з іншими авторами [30] за допомогою
“inchworm” реалізація діаграмної QMC, змогли зменшити цю проблему
для часів еволюції, які не є надто довгими, тому метод використаний в
даній роботі буде порівняний з їх результатами.
Один з основних недоліків чисельних методів полягає в тому, що во-

ни майже не дають інформації про основні фізичні процеси, які можуть
бути головним чином відповідальними за ті чи інші процеси. Крім того,
література, яка пропагує такі методи, як правило, зосереджується на те-
хнічних аспектах, як-от збіжність розглянутої числової схеми, приділяю-
чи при цьому значно меншу увагу таким важливим характеристикам як,
наприклад, релаксація після нескінченного імпульсу або вимкнення.[30,
31] Залишається дещо незрозумілим, наскільки такі методи здатні обро-
бляти більш складні експериментальні установки.
Для опису таких систем зазвичай використовується домішкова модель,

введена Андерсоном понад 50 років тому [32] для дослідження, здавало-
ся б, не пов’язаної теми локалізованих магнітних моментів у перехідних
металах. На відміну від систем, які Андерсон мав на меті описати своєю

20



моделлю, досліджувана QD не перебуває в тепловій рівновазі, а знаходи-
ться у зовнішньому електричному полі, прикладеному між провідними
контактами. Таким чином, транспорт через квантову точку має бути опи-
саний відповідним нерівноважним формалізмом, таким як, наприклад,
формалізм Келдиша [33–35]. Теоретичний аналіз в даній роботі проведе-
ний аналогічно до [36], але, на відміну від останнього, враховує магнітне
поле та кулонівське відштовхування між електронами всередині кванто-
вої точки.
Подолання кулонівської блокади і відновлення провідності через

такий пристрій як квантова точка, що приєднана до провідних контактів,
є необхідною умовоюфункціонування нанорозмірного транзистора. Для
досягнення такого ефекту можливі різні конфігурації зовнішніх полів
або включення додаткових керуючих провідників та квантових точок.
Одним з прикладів такого керуючого зовнішнього поля, що першим
спадає на думку, є зовнішнє магнітне поле.
Частина роботи присвячена дослідженню нерівноважного електрон-

ного транспорту через одноорбітальну QD, приєднану до двох метале-
вих контактів. Електрони у точці взаємодіють між собою за допомогою
кулонівського відштовхування, а також із зовнішнім магнітним полем,
яке знімає спінове виродження орбіталі (ефект Зеемана). Контакти або
провідники, навпаки, моделюються як ідеальні некорельовані метали,
які не взаємодіють із зовнішнім магнітним полем. У досліджуваному
режимі Кондо фізика не спостерігається, оскільки, як відомо, колектив-
не екранування спіну на точці електронами провідників витримує лише
температури, напруги зміщення та магнітні поля порядку шкали Кондо
[12]. Розглянуто зміну провідності в залежності від прикладеного зов-
нішнього магнітного поля, а також релаксаційні процеси, які виникають
при прикладанні до такого пристрою імпульсу напруги та магнітного по-
ля.
Іншим способом керування провідністю каналу QD може бути

додаткова квантова точка, яка приєднана ємнісним зв’язком.Можливість
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спостерігати електронний транспорт завдяки наявному ефекту Кондо
через квантову точку приєднану до контактів (без даного ефекту
транспорт заблокований кулонівською взаємодією), спирається на той
факт, що рівень точки зайнятий одним електроном доступний для
резонансного тунелювання від контактів, і, таким чином, зазвичай
безпосередньо керується напругою затвору. [37–39] Для такого ⊥-
подібного пристрою, схематично зображеного на рис. 2.1, затвор (вивід
2) безпосередньо не контролює енергетичний рівень 𝜀1 квантової точки 1
у каналі провідності між лівим (L) і правим (R) контактами. Але завдяки
зміні напруги на затворі змінюється заселеність квантової точки 2 і саме
ця зміна зрештою ініціює початок струму через провідний канал завдяки
наявному кулонівському відштовхуванню між електронами на різних
КТ.
В наступній частині дисертаційної роботи, яка присвячена системі

квантових точок із ємнісним зв’язком, показано, що при достатньо
низькій температурі така система з подвійною квантовою точкою
дає можливість побудувати квантовий транзистор, здатний з високою
чутливістю перемикатися між трьома станами замість двох: ізолятора,
нормальної провідності та резонансної провідності за допомогою ефекта
Кондо.
Іншим прикладом систем із сильними кореляціями, які мають бути

враховані при дослідженні, є система мезонів. Інформація про фазову
структуру мезонної системи при скінченних температурах та густинах
ізоспіну має вирішальне значення для розуміння широкого спектру
явищ: від ядро-ядерних зіткнень до нейтронних зірок і космології. Ця
область є важливою частиною досліджень гарячої і щільної адронної
матерії, яка привертає в останні роки значну наукову увагу [40].
Водночас дослідження мезонних систем має свою специфіку, зумовлену
можливістю бозе-ейнштейнівської конденсації взаємодіючих бозонних
частинок.
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У другій половині дослідження увага концентрується на вивченні
властивостей взаємодіючих бозонних систем в рамках термодинамічно
узгодженої моделі середнього поля. Основними задачами є оцінка
масштабу та відношення між притягальною та відштовхувальною
компонентами потенціалу взаємодії та дослідження умов, при яких
можлива поява Бозе-конденсату у системі взаємодіючих частинок.
Проблема Бозе-конденсації пі-мезонів у ядерній матеріїї вивчалася
починаючи з піонерських робіт Мігдала та інших авторів [41]). Пізніше
дану тематику досліджувало багато авторів з використанням різних
моделей і методів. Формування класичних піонних полів при зіткненні
важких іонів обговорено в [42–45]. Системи піонів і К-мезонів зі
скінченним ізоспіновим хімічним потенціалом розглядалися в більш
сучасних дослідженнях [46–51]. Граткові розрахунки, які спираються
на першопринципи, забезпечують надійну основу розуміння поведінки
системи мезонів при скінченних температурах. Використовуючи такі
методи, було отримано нові цікаві результати для піонних систем з
великою густиною [52–54].
У дисертаційній роботі розглядається релятивістська систем взаємоді-

ючих Бозе частинок-античастинок при нульовому ізоспіновому заряді nI
і скінченній температурі, а також при ненульовому ізоспіновому заряді,
який зберігається. Бозонні частинки, які були вибрані для дослідження є
𝜋-мезони. Вибір був зроблений саме на користь цих частинок тому, що
заряджені 𝜋 -мезони є найлегшими адронами які мають ізоспіновий хімі-
чний потенціал відмінний від нуля. З іншого боку, піони є найлегшими
бозе-частинками які приймають участь у ядерних взаємодіях, тому вра-
хування народження теплових пар таких частинок при збільшенні тем-
ператури є актуальною проблемо, яку вирішує квантова статистика.
Для врахування взаємодії між бозонами було введене феноменологі-

чне середнє поле 𝑈(𝑛) подібне до поля Скирма, яке залежить лише від
повної густини мезонів 𝑛. Це середнє поле відображає наявність інших
сильно взаємодіючих частинок в системі, таких як, наприклад, 𝜌-мезони,
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пари нуклон-антинуклон, глюони або пари кварк-антикварк при високих
температурах , 𝑇 > 𝑇qgp ≈ 160 МеВ. Розрахунки для невзаємодіючого
адронного резонансного газу свідчать про те, що густина частинок може
досягати значень (0, 1 − 0, 2) fm−3 при температурах 100 − 160 МеВ, які
є нижчими фазового переходу деконфайнменту (див. напр. [55, 56]).
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, гран-

тами. Дисертаційна робота виконувалась у відділі Фізики високих
густин енергії Інституту теоретичної фізики ім. М.М. Боголюбова НАН
України в рамках держбюджетних науково-дослідних робіт (2016–2019
рр.): “Пошук нових форм сильновзаємодійної матерії в зіткненнях
адронів та ядер за високих енергій” (РК № 0118U003197); та у відділі
Теорії ядра і квантової теорії поля Інституту теоретичної фізики ім.
М.М. Боголюбова НАН України в рамках держбюджетних науково-
дослідних робіт (2019–2022 рр.): “Використання теоретико-польового
підходу для вивчення квантових систем із сильною взаємодією” (РК
№ 0117U000237). Дисертаційна робота також виконувалась в рамках
цільової програми Віділення фізики і астрономії НАН України (2017–
2022 рр.): “Структура та динаміка статистичних та квантово-польових
систем” (РК No. 0117U000240).
Мета i задачi дослiдження.Метою дисертацiйної роботи є вивчення

властивостей систем із сильними кореляціями, таких як квантові точкі
із сильним кулонівським відштовхуванням між електронами (метод
нерівноважних функцій Гріна) та системи бозонів з сильною взаємодією
(термодинамічно узгоджена модель середнього поля).
Для її досягнення було поставлено такі задачі:

• узагальнення транспортних рівнянь для випадку наявного зовнішньо-
го магнітного поля, що діє на квантову точку в моделі Андерсона;

• отримання аналітичного виразу для функції Гріна однорівневої кван-
тової точки приєднаної до провідних контактів в зовнішньому магні-
тному полі;
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• чисельні розрахунки рівноважного струму для різних значень зовні-
шнього магнітного поля та відгуку такої системи на прикладений скін-
ченний імпульс напруги та магнітного поля;

• отримання аналітичного виразу для функції Гріна Т-подібного
пристрою, що складається з двох квантових точок із ємнісним
зв’язком(провідний канал та керуючий затвор), та дослідження провід-
ності такої системи при температурах нижче температури Кондо;

• отримання самоузгоджених рівнянь для системи взаємодіючих реляти-
вістських Бозе-частинок та -античастинок у рамках термодинамічного
підходу для нульового ізоспінового заряду та ненульового, але фіксо-
ваного ізоспінового заряду;

• дослідження можливості та умов виникнення Бозе-конденсату у систе-
мі взаємодіючих частинок та античастинок із нульовим ізоспіновим
числом в залежності від співвідношенняміж притягальною та відштов-
хувальною компонентами потенціалу взаємодії;

• дослідження можливості та умов виникнення Бозе-конденсату у систе-
мі взаємодіючих частинок та античастинок із ненульовим ізоспіновим
числом в залежності від співвідношенняміж притягальною та відштов-
хувальною компонентами потенціалу взаємодії, але для випадку “слаб-
кого” притягання.
Об’єктом дослiдження є системи квантових точок із сильним

кулонівським відштовхуванням між електронами та системи бозонів з
сильною взаємодією.
Предметом дослiдження є: нерівноважний електронний транспорт

через нанорозмірний пристрій, що складається з однієї квантової точки
або системи квантових точок, що приєднані до металевих контактів;
властивості сильновзаємодіючої матерії, що народжується у ядро-
ядерних та протон-протонних зіткненях та пояснення існуючих ефектів
пов’язаних з явищем Бозе-конденсації.
Методи дослiдження. Для дослiдження рівноважного та нерівнова-

жного транспорту через квантову точку та систему квантових точок в
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зовнішньому магнітному полі використано метод нерівноважних фун-
кцій Гріна в рамках формалізму Келдиша. Даний метод застосовано до
квантової точки в моделі Андерсона та Т-подібної системи з двох кванто-
вих точок з емнісним зв’язком також в моделі Андерсона. Для отримання
аналітичних виразів для функцій Гріна було використано розширене на-
ближення Хаббарда, наближення NCA та наближенняширокої зони. Для
дослідження термодинамічних властивостей бозонних систем при нену-
льових температурах було використано термодинамічно узгоджений ме-
тод середнього поля. Середнє поле параметризоване потенціалом поді-
бним до потенціалу в моделі Скірма. Чисельні методи використано для
розв’язку нелінійних алгебраїчних та диференціальних рівнянь та обчи-
слення інтегралів.
Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiйнiй роботi

отримано наступнi оригiнальнi результати:
1. Отримано функцiю Грiна для однорiвневої квантової точки в моделi

Андерсона та при наявностi зовнiшнього магнiтного поля в рамках
наближення Хаббарда та наближення широкої зони;

2. Обчислено стацiонарний та залежний вiд часу релаксаційний струм,
що протiкає через квантову точку при прикладаннi до контактiв ім-
пульсу зовнiшнього потенцiалу та імпульсу зовнiшнього магнiтного
поля, оцінено період затухання сигналу;

3. Показано, що частоти осциляцiй затухаючого струму спiвпадають зi
змiною енергiї електрона при тунелюваннi з контакту до квантової
точки через одноелектронний рiвень;

4. Отримано функцiї Грiна для системи iз двох квантових точок, що
взаємодiють мiж собою, в рамках неперехресного наближення (NCA)
та наближення широкої зони;

5. Показано, що при температурах 𝑇 < 𝑇𝐾 спостерiгається перехiд
провiдностi квантової точки вiд стану iзолятора, до резонансного
тунелювання та до стану провiдника при збільшенні запираючого
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потенціалу затвору, причому резонансний пік розмивається для
температур 𝑇 > 𝑇𝐾 ;

6. В рамках термодинамічного підходу отримано самоузгоджені рівня-
ння для системи взаємодіючих релятивістських бозонів та антибозо-
нів;

7. Для системи пі-мезонів із потенціалом взаємодії подібним до потен-
ціалу Скирма та нульовим ізоспіном показано, що Бозе-конденсація
можлива лише для значень параметра притягання більших за крити-
чне значення 𝜅 > 𝜅 = 1;

8. Показано, що Бозе-конденсат може існувати лише в проміжку
температур 𝑇𝑐 < 𝑇 < 𝑇2 , причому 𝑇𝑐 > 0;

9. Для системи пі-мезонів із потенціалом взаємодії подібним до
потенціалу Скирма та ненульовим ізоспіном показано, що для
“слабкого” притягання, тобто 𝜅 < 𝜅 = 1, у Бозе-конденсаті може
знаходитись лише компонента системи з більшою густиною, тобто
частинки, в той час як античастинки завжди перебувають у тепловій
фазі.
Особистий внесок здобувача.
У роботах [3, 4]: 1) транспортні рівняння узагальнені для випадку

наявного зовнішнього магнітного поля, що діє на квантову точку
в моделі Андерсона; 2) отримано функцiю Грiна для однорiвневої
квантової точки в моделi Андерсона та при наявностi зовнiшнього
магнiтного поля в рамках наближення Хаббарда та наближення широкої
зони; 3) обчислено стацiонарний та залежний вiд часу релаксаційний
струм, що протiкає через квантову точку при прикладаннi до контактiв
імпульсу зовнiшнього потенцiалу та імпульсу зовнiшнього магнiтного
поля, оцінено період затухання сигналу; 4) проведено порівняння
наближення Хаббарда з наближеннями NCA та inchworm QMC; 5)
отримано функцiї Грiна для ⊥-подібної системи iз двох квантових точок,
що взаємодiють мiж собою, в рамках неперехресного наближення (NCA)
та наближення широкої зони.

27



У роботах [1, 2, 5]: 1) в рамках термодинамічного підходу для систе-
ми релятивістських 𝜋-мезонів із потенціалом взаємодії подібним до по-
тенціалу Скирма та масою 𝑚 = 140 MeV отримано розв’язки самоузго-
джених рівнянь для густини частинок в залежності від температури; 2)
отримано залежність температури початку Бозе-конденсації 𝑇𝑐 від пара-
метру взаємодії 𝜅 для системи із нульовим ізоспіном; 3) отримано значе-
ння температури виходу з конденсатної фази 𝑇2 для системи з нульовим
та ненульовим значенням ізоспіну, показано що дана температура слабо
залежить від параметру взаємодії 𝜅; 4) обчислено термодинамічні вели-
чини системи, такі як густина енергії та теплоємність, та показано, що
фазовий перехід в точці 𝑇𝑐 є фазовим переходом першого роду, а фазо-
вий перехід в точці 𝑇2 є фазовим переходом другого роду.
Практичне значення отриманих результатів.
Робота має теоретичний характер. Отримані результати можуть бу-

ти використані: 1) при дослідженні транспортних властивостей мікро-
електронних пристроїв та релаксаційних ефектів; 2) для досліджен-
ня властивостей сильновзаємодіючої матерії, що народжується у ядро-
ядерних та протон-протонних зіткненях та пояснення існуючих ефектів
пов’язаних з явищем Бозе-конденсації.
Апробацiя результатiв дисертацiї.
Результати освiтленi у дисертацiї доповiдалися на семiнарах Iнституту

теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова Нацiональної академiї наук
України, а також мiжнародних конференцiях, що проводились у м.
Будапешт, м. Марсель та м. Києвi.
Публiкацiї.
Результати даної дисертацiйної роботи представлено у 5 журнальних

публiкацiях [1–5].
Структура дисертацiї та об’єм дисертацiї.
Дисертацiйна робота складається iз вступу, чотирьох роздiлiв, що

вiдпо- вiдають логiчно завершеним етапам дослiджень, висновкiв та
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бiблiографiї, яка мiстить 120 посилань. Дисертацiя включає 24 рисунки.
Загальний обсяг роботи становить 147 сторiнку друкованого тексту.
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РОЗДІЛ 1 ЕЛЕКТРОННИЙ
ТРАНСПОРТ. ОДНОРIВНЕВАМОДЕЛЬ

АНДЕРСОНА ПРИ НАЯВНОСТI
ЗОВНIШНЬОГОМАГНIТНОГО ПОЛЯ

1.1. Вступ
У цьому розділі розглядається електронний транспорт через одноорбі-
тальну QD, приєднану до двох металевих контактів (рис. 1.1). Електрони

Рис. 1.1 Одноорбітальна квантова точка, приєднану до двох металевих
контактів

у точці взаємодіють між собою за допомогою кулонівського відштовху-
вання, а також із зовнішнім магнітним полем. Контакти або провідники,
навпаки, моделюються як ідеальні некорельовані метали, які не взаємоді-
ють із зовнішнім магнітним полем. Для дослідження такої системи буде
використана модель Андерсона[32] в рамках формалізму Келдиша[33–
35]. Теоретичний аналіз проведений аналогічно до [36], але із врахуван-
ням магнітного поля та кулонівського відштовхування між електронами
всередині квантової точки.
Експериментально транспорт через подібну систему із однієї кванто-

вої точки або системи квантових точок без магнітного поля, або у його
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присутності, досліджувався багатьма авторами у роботах [6–14] та ін-
ших. Серед даних робіт хотілось би відмітити, наприклад, роботу [14],
в якій було дослідженно провідність квантової точки в режимі Кондо. В
даній установці автори реалізували на практиці можливість керування
такими параметрами системи як висота тунелюючих бар’єрів, запираю-
чий потенціал та зовнішнє магнітне поле (рис.1.2). Було показано, що

Рис. 1.2 Зображення, отримане методом скануючої електронної мікро-
скопії, на якому показано вид зразка зверху. Правий електрод, нижній та
верхній електроди зліва керують величинами енергетичних бар’єрів між
провідними контактами та квантовою точкою. Середній електрод зліва
використовується як затвор та керує енергетичним рівнем квантової то-
чки. Провідні контакти, приєднані до квантової точки, не зображені на
рисунку. Взято зi статтi [14] (модифіковано).

при збільшенні температури, Кондо пік на графіку провідності зникає
(лівий стовпчик рис.1.3), а при збільшенні магнітного поля - розщеплю-
ється (правий стовпчик рис.1.3). В цілому дана експериментальна уста-
новка цілком відповідає теоретичній моделі описаній в даному розділі,
але для достатньо великих температур, оскільки як буде показано ниж-
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че, наближення, яке буде розглянуте в даному розділі, не може бути за-
стосоване для опису Кондо ефектів. Проте наближення NCA, яке буде
розглянуте в наступному розділі, здатне описувати подібні ефекти.
У даному розділі увага зосереджена на нерівноважному транспорті за

наявності магнітного поля та не нульової температури. У досліджува-
ному режимі параметрів Кондо фізика не спостерігається, оскільки, як
відомо, колективне екранування спіну на точці електронами провідників
витримує лише температури, напруги зміщення та магнітні поля поряд-
ку шкали Кондо [12]. Оцінка останнього дається виразом Холдейна [57,
58],

𝐸𝐾 ≃ √Γ𝑈 exp
[

−
𝜋|𝜀0||𝜀0 + 𝑈|

2Γ𝑈 ]
, (1.1)

де 𝜀0 – енергетичний рівень орбіталі, виміряний відносно енергії Фермі
електронів у контактах, яка вважається рівною нулю. Розрахунок за
допомогою 1.1 показує, що енергія Кондо на кілька порядків нижче
температури та напруги, які буде досліджено, навіть за відсутності
магнітного поля.
Для діапазону значень параметрів, які ми маємо намір вивчити, внесок

спінових флуктуацій на точці, таким чином, є малим, в той час як
флуктуації заряду залишаються важливими: при наявності лише одного
правого контакту, хімічний потенціал якого є фіксованим і рівним нулю,
квантова точка буде в рівновазі в режимі порожньої електронної орбіталі;
однак зміщення напруги, прикладене до лівого контакту, гарантує,
що рінві 𝜀0 або 𝜀0 + 𝑈 будуть зайняті і система перейде у режим
змішаної валентності(mixed valence regime).[58] Виходячи з цього, для
дослідження такої системи буде застосовано метод обриву ланцюгів
рівнянь для функцій Гріна у наближенні, яке подібне до наближення
Хаббарда(Hubbard-I approximation)[59, 60], але з більш точним описом
динаміки. Ця схема вже використовувалася деякими авторами[61] за
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Рис. 1.3 Залежність диференціальної провідності при нульовому зміщен-
ні напруги в режимі Кондо-резонансу від температури (лівий стовпчик)
та магнітного поля (правий стовпчик). Значення температури та магні-
тного поля, при яких було проведено експеримент, зображені в верхньо-
му правому кутку кожного рисунку. Взято зi статтi [14].
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відсутності магнітного полів. Було показано, що вона дає результати
близькі до результатів неперехресного наближення (NCA)[62, 63].
Розширений метод Хаббарда має такі переваги:   (i) він справедливий

для будь-якого значення магнітного поля та кулонівського відштовхува-
ння; (ii) стає точним при вимкненні кулонівського відштовхування та
тунелювання між квантовою точкою і провідниками; (iii) для важливого
випадку стаціонарного струму або залежного від часу струму із нескін-
ченно широкою та постійною густиною станів провідників (наближен-
ня WBL), метод дає явні замкнуті вирази для струму через квантову то-
чку; (iv) всі внески до функції Гріна можуть бути візуалізовані, таким чи-
ном пропонуючи інтерпретації спостережуваних спектральних особли-
востей з точки зору фізичних процесів; (v) метод коректно описує асиме-
трію спектральної ваги двох рівнів Хаббарда[64, 65]; (vi) метод може бу-
ти використаний для опису динаміки системи на великих часових інтер-
валах, на відміну від розбіжних числових методів[30]; (vii) досить про-
стий у реалізації, не потребує значих обчислювальних ресурсів та може
бути адаптований до великої різноманітності експериментально цікавих
систем.
У даному розділі увага буде зосереджена на взаємовідношенні між

величиною Кулонівського відштовхування та величиною магнітного
поля. При цьому електрон-фононна взаємодія не приймається до
уваги. Але варто відмітити, що фононний внесок у спектр потрібно
було б включити перед порівнянням з експериментом. Типовими
електрон-фононними внесками є бічні смуги та розширені резонанси в
транспортних спектрах, які при цьому не вносять якісно нових ефектів
у систему та не впливають на загальні властивості тунелювання між
контактами та квантовою точкою.[36, 66]

1.2. Модельний гамільтоніан
У даному розділі вивчається квантова точка, приєднана до двох метале-
вих контактів. Схема установки показана на Рис. 1.4. Гамільтоніан систе-
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Рис. 1.4 Квантова точка (QD) з одноелектронним рівнем 𝜀0, під’єднана
до двох металевих контактів. Кулонівське відштовхування 𝑈 і магнітне
поле B діють лише на електрони всередині квантової точки. Одноеле-
ктронна енергія 𝜀0, енергія електронів у провідниках 𝜀𝑘𝛼, елементи ту-
нельної матриці 𝑉𝑘𝛼 та зовнішнє магнітне поле є параметрами системи
та можуть залежати від часу.

ми електронів складається з трьох частин

𝐻 = 𝐻leads + 𝐻tun + 𝐻dot, (1.2)

перший з яких описує металеві контакти,

𝐻leads = ∑
𝑘𝛼𝜎

𝜀𝑘𝛼(𝑡) c†
𝑘𝛼𝜎 c𝑘𝛼𝜎 , (1.3)

де 𝜀𝑘𝛼(𝑡) залежні від часу рівні енергії в лівому (𝛼 = 𝐿) і правому
(𝛼 = 𝑅) контактах. c†

𝑘𝛼𝜎 і c𝑘𝛼𝜎 — оператори народження та знищення у
представленні вторинного квантування для електронів зі спіном 𝜎 ∈ {↑
, ↓} ≡ {+, −} відносно напрямку квантування, заданого магнітним полем.
Електрони на провідниках вважаються не взаємодіючими між собою та
із магнітним полем.
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Другий доданок,

𝐻tun = ∑
𝑘𝛼𝜎

[𝑉𝑘𝛼(𝑡) c†
𝑘𝛼𝜎d𝜎 + 𝑉 ∗

𝑘𝛼(𝑡)d†
𝜎c𝑘𝛼𝜎] , (1.4)

описує тунелювання між контактами та квантовою точкою. d±
𝜎 - опера-

тори народження та знищення у представленні вторинного квантування
для електронів зі спіном 𝜎 ∈ {↑, ↓} ≡ {+, −} у квантовій точці. Останній
доданок описує квантову точку,

𝐻dot = 𝜀0(𝑡) ∑𝜎
n𝜎 + 𝜇𝐵𝐵(𝑡) [n↑ − n↓] + 𝑈 n↑n↓ , (1.5)

де n𝜎 = d†
𝜎d𝜎 — оператор числа електронів у квантовій точці. Перші

два доданки описують один залежний від часу енергетичний рівень 𝜀0(𝑡)
(одноелектронний рівень). Третій доданок описую взаємодію електронів
із зовнішнім магнітним полем та відповідає за ефект Зеемана. Магнітне
поле 𝐵(𝑡) також є залежним від часу, а 𝜇 = 𝜇𝐵 [n↑ − n↓] магнітний
момент квантової точки. 𝜇𝐵 — магнетон Бора, включаючи коефіцієнт
Ланде́. Останній член описує Кулонівське відштовхування 𝑈(> 0) між
електронами у квантовій точці(двоелектронний рівень). Кулонівське
відштовхування є співрозмірним або навіть перевищує 𝜀0 – діапазон
параметрів, що явно виходить за рамки теорії збурень.
Залежність від часу входить трьома незалежними способами: (i) через

енергетичний рівень 𝜀0(𝑡) квантової точки та/або магнітне поле 𝐵(𝑡);
(ii) через залежний від часу загальний зсув усіх енергетичних рівнів у
кожному провіднику, 𝜀𝑘𝛼(𝑡) = 𝜀0

𝑘 + Δ𝛼(𝑡); (iii) через елементи матриці
тунелювання, які наближено є добутком деякої функції, що залежить
від часу, на матричні елементи без часової залежності, а саме 𝑉𝑘𝛼(𝑡) =
𝑢𝛼(𝑡)𝑉 0

𝑘𝛼. Крім того, як і в [36], використано припущення, що елементи
тунельної матриці залежать від 𝑘 лише через енергії 𝜀𝑘, а саме 𝑉 0

𝑘𝛼 =
𝑉 (𝜀0

𝑘𝛼). Це припущення допускає подальші спрощення.
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Експериментально часова залежність вищеописаних параметрів може
бути реалізованашляхом прикладання залежної від часу напруги зміщен-
ня та напруги затвора, а також увімкнення зовнішнього магнітного поля.

1.3. Електронний транспорт через квантову
точку

Цей розділ присвячений опису залежного від часу електронного
транспорту через квантову точку на основі формалізму Келдиша [33] та
відповідних нерівноважних функцій Гріна.
Далі буде використано позначення та загальні результати зі згаданої

вище статті [36], в якій описано електронний транспорт через QD без
кулонівської взаємодії. Струм, що тече від лівого контакту до точки,
пов’язаний зі швидкістю зменшення електронів на лівому контакті [36]

𝐽𝐿(𝑡) = −𝑒 ⟨
𝑑
𝑑𝑡𝑁𝐿(𝑡) ⟩ = 𝑖 𝑒

ℏ ⟨ [𝑁𝐿, 𝐻] ⟩ , (1.6)

де 𝑁𝐿 = ∑𝑘 c
†
𝑘𝐿c𝑘𝐿 – загальна кількість електронів на лівому

контакті. Треба зауважити, що усереднення відбувається по квантовим
та тепловим станам. У другій частині попереднього рівняння було
використано рівняння руху Гайзенберга для операторів

𝑖ℏ𝜕A(𝑡)
𝜕𝑡 = [A(𝑡), 𝐻(𝑡)] (1.7)

У [36] було показано, що середні значення в рівнянні (1.6) можна
виразити через нерівноважні функції Гріна квантової точки, а саме

𝐽𝐿(𝑡) = −2 𝑒
ℏ ∫

𝑡

−∞
𝑑𝑡1 ∫

𝑑𝜀
2𝜋 Im∑𝜎

{𝑒−𝑖𝜀(𝑡1−𝑡)×

×Γ𝐿(𝜀, 𝑡1, 𝑡) [𝐺<
𝜎𝜎(𝑡, 𝑡1) + 𝑓𝐿(𝜀)𝐺𝑟

𝜎𝜎(𝑡, 𝑡1)]} , (1.8)
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де 𝑓𝐿(𝜀) – розподіл Фермі, а Γ𝐿(𝜀, 𝑡1, 𝑡) – ширина бар’єру лівого контакту,

Γ𝛼(𝜀, 𝑡1, 𝑡) = 2𝜋𝜌(𝜀)𝑢𝛼(𝑡)𝑢𝛼(𝑡1)𝑉𝛼(𝜀𝛼(𝑡))𝑉 ∗
𝛼 (𝜀𝛼(𝑡1))×

× exp [𝑖 ∫
𝑡

𝑡1
𝑑𝑡2Δ𝛼(𝑡2)] , (1.9)

для 𝛼 ∈ {𝐿, 𝑅}. Δ𝛼(𝑡) – залежний від часу зсув енергетичних
рівнів провідника, а 𝜌(𝜀) – густина станів провідника, яка вважається
однаковою для обох контактів 𝛼 = 𝐿, 𝑅.
Нарешті, в рівнянні (1.8) також було використано меншу кореляційну

функцію та запізнювальну функцію Гріна квантової точки, які визначені
наступним чином

𝐺<
𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) = + 𝑖

ℏ ⟨d†
𝜎(𝑡′)d𝜎(𝑡) ⟩ (1.10)

та
𝐺𝑟

𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) = − 𝑖
ℏ𝜃(𝑡 − 𝑡′) ⟨ {d𝜎(𝑡),d†

𝜎(𝑡′)} ⟩ = , (1.11)

де фігурні дужки означають антикомутатори для ферміонних функцій
Гріна. У графічному зображенні в останньому рівнянні квадрат репре-
зинтує провідний контакт, а горизонтальна лінія — енергетичний рівень
квантової точки, який займає один 𝜎-електрон, зображений у вигляді си-
нього круга. Надалі приймаються одиниці ℏ = 𝑘B = 1.

1.3.1. Запізнювальна функція Гріна
В даному розділі буде застосовано техніку рівнянь руху для запізнюваль-
ної одноелектронної функції Гріна квантової точки, визначеної в (1.11).
Цей метод дає замкнену систему рівнянь і, отже, точну функцію Гріна
для КТ без взаємодій. Однак, за наявності ненульового кулонівського
доданку на точці, 𝑈n↑n↓, техніка рівнянь руху утворює нескінченний
ланцюг функцій Гріна. Тому необхідно штучно обрізати цю ієрархію,
щоб отримати замкнуту систему рівнянь. В даному розділі обрано схему
розв’язку, подібну до наближення Хаббарда-I: на першому кроці даного
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наближення лише 𝜎-електронам (або діркам) дозволяється тунелювати,
тоді як 𝑉𝑘𝛼 = 0 для протилежної проекції спіну електрона, �̄�; після цього
симетрія між обома видами електронів відновлюється шляхом переми-
кання ролей 𝜎 і �̄�. Таким чином, таке наближення точне для 𝑈 = 0 і при
відсутньому тунелюванні, 𝑉𝑘𝛼 = 0 (також відоме як атомне наближення).
Додатково дофункції Гріна квантової точки, введеної в рівнянні (1.11),

дана схема використовує функції Гріна більш високого порядку, перша з
яких описує 𝜎-електрон після тунелювання до контакту, друга і третя
�̄�-флуктуацію на точці плюс, відповідно, 𝜎-електрон на точці або на
провіднику:

𝐺𝑟
𝑘𝛼𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) = −𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′) ⟨ {c𝑘𝛼𝜎(𝑡),d†

𝜎(𝑡′)} ⟩ = , (1.12)

𝐺𝑟
𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) = −𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′) ⟨ {d𝜎(𝑡)d†

�̄�(𝑡)d�̄�(𝑡),d†
𝜎(𝑡′)} ⟩ = , and

(1.13)

𝐺𝑟
𝑘𝛼𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) = −𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′) ⟨ {c𝑘𝛼𝜎(𝑡)d†

�̄�(𝑡)d�̄�(𝑡),d†
𝜎(𝑡′)} ⟩ = .

(1.14)

Знову ж таки, на графічних ілюстраціях обидва контакти зображені як
єдиний квадрат, точка — горизонтальною лінією, електрони й дірки
— кругами та порожніми колами, а напрямок проекції спіну 𝜎 і �̄� —
синім і червоним кольорами, що відображаються як чорний і сірий для
чорно-білого варінту друку відповідно. Далі всі рівняння руху отримані з
лівих частин функцій Гріна відносно часу 𝑡. Таким чином, праві частини
функцій Гріна, що містять оператори в момент 𝑡′, ніколи не змінюються,
і їх буде опущено на діаграмах.
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Почнемо з рівняння руху для функції Гріна (1.11),

[𝑖 𝜕
𝜕𝑡 − 𝜀0(𝑡) − 𝜇𝐵𝐵𝜎] 𝐺𝑟

𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) = 𝛿(𝑡 − 𝑡′)

+ ∑
𝑘𝛼

𝑉 ∗
𝑘𝛼(𝑡)𝐺𝑟

𝑘𝛼𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) + 𝑈 𝐺𝑟
𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) , (1.15a)

або графічно

⇒ 𝑉 × + 𝑈 × . (1.15b)

Застосувавши аналогічну процедуру до першої з вищих функцій Гріна,
𝐺𝑟

𝑘𝛼𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′), отримаємо початкову функцію Гріна:

[ 𝑖 𝜕
𝜕𝑡 − 𝜀𝑘𝛼(𝑡) ] 𝐺𝑟

𝑘𝛼𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) = 𝑉𝑘𝛼(𝑡) 𝐺𝑟
𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) (1.16a)

⇒ 𝑉 × . (1.16b)

Динаміка іншої функції Гріна другого порядку у рівнянні 1.15,
𝐺𝑟

𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′), є складнішою, оскільки електрони та дірки обох спінових
проекцій можуть тунелювати до точки,

[𝑖 𝜕
𝜕𝑡 − 𝜀0(𝑡) − 𝑈 − 𝜇𝐵𝐵𝜎] 𝐺𝑟

𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) =

𝛿(𝑡 − 𝑡′) 𝑛�̄�(𝑡) + ∑
𝑘𝛼

𝑉 ∗
𝑘𝛼(𝑡)𝐺𝑟

𝑘𝛼𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′)

− 𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′) ∑
𝑘𝛼

𝑉𝑘𝛼(𝑡) ⟨ {c†
𝑘𝛼�̄�(𝑡)d𝜎(𝑡)d�̄�(𝑡),d†

𝜎(𝑡′)} ⟩

− 𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′) ∑
𝑘𝛼

𝑉 ∗
𝑘𝛼(𝑡) ⟨ {c𝑘𝛼�̄�(𝑡)d𝜎(𝑡)d†

�̄�(𝑡),d†
𝜎(𝑡′)} ⟩ , (1.17a)

де введено позначення 𝑛�̄�(𝑡) ≡ ⟨ n�̄�(𝑡) ⟩. Графічно це можна проілюстру-
вати наступним чином

⇒ 𝑉 × + 𝑉 × + 𝑉 × . (1.17b)
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Щоб отримати замкнену систему рівнянь, необхідно знехтувати двома
останніми функціями Гріна,які введені в останньому рівнянні. Фізична
мотивація такого наближення наступна: (i) для великого 𝑈 , яке нас
цікавить, система буде прагнути уникати подвійного заселення точки,
а отже, пригнічувати амплітуду ймовірності, що містять d𝜎d�̄� доданки
у другій функції Гріна правої частини рівняння (1.17); (ii) досить
велике магнітне поле фіксує бажаний напрямок проекції спіну, а, отже,
пригнічує внески перевороту спіну, за які відповідає оператор d𝜎d†

�̄�,
що входить у останню функцію Гріна у правій стороні (1.17). Тому
у розглянутому наближенні виживає лише домінуюча перша функція
Гріна в (1.17), 𝐺𝑟

𝑘𝛼𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) = −𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′) ⟨ {c𝑘𝛼𝜎(𝑡)d†
�̄�(𝑡)d�̄�(𝑡),d†

𝜎(𝑡′)} ⟩,
яка описує звичайну динаміку 𝜎-електронів, хоча й за наявності
флуктуацій �̄�-електронів на точці.
Відповідно до стандартної схеми наближення Хаббарда-І [60], фун-

кцію Гріна 𝐺𝑟
𝑘𝛼𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) можна було б факторизувати наступним чином

⟨ {c𝑘𝛼𝜎(𝑡)d†
𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎𝑏(𝑡)d�̄�(𝑡),d†

𝜎(𝑡′)} ⟩ ≃ 𝑛�̄�(𝑡) ⟨ {c𝑘𝛼𝜎(𝑡),d†
𝜎(𝑡′)} ⟩. Однак у

даній роботі буде використано більш точну схему розв’язку, яка, хоча і
схожа на схему Хаббард-I, але описує динаміку більш точно. Запишемо
ще одне рівняння руху:

[𝑖 𝜕
𝜕𝑡 − 𝜀𝑘𝛼(𝑡)] 𝐺𝑟

𝑘𝛼𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) = 𝑉𝑘𝛼(𝑡) 𝐺𝑟
𝜎𝜎,𝑈

+ 𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′)∑
𝑘′𝛼′

𝑉𝑘′𝛼′(𝑡) ⟨{c𝑘𝛼𝜎(𝑡)c†
𝑘′𝛼′�̄�(𝑡)d�̄�(𝑡),d†

𝜎(𝑡′)}⟩

− 𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′)∑
𝑘′𝛼′

𝑉 ∗
𝑘′𝛼′(𝑡) ⟨{c𝑘𝛼𝜎(𝑡)d†

�̄�(𝑡)c𝑘′𝛼′�̄�(𝑡),d†
𝜎(𝑡′)}⟩ (1.18a)

або

⇒ 𝑉 × + 𝑉 × + 𝑉 × . (1.18b)
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Аналогічно до того як було зроблено раніше та подібно до того, що
було використано Андерсоном [32], збережено лише динаміку (синього)
𝜎-електрона, що означає нехтування другим і третім внеском у правій
частині 1.18. З цими наближеннями система диференціальних рівнянь
(1.15) – (1.18) тепер є замкненою.
Введемо ”вільні”функції Гріна нульового тунелювання або, еквівален-

тно, атомного наближення для квантової точки і кожного провідника,

𝑔 𝑟
0(𝑈),𝐵(𝑡, 𝑡′) = −𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′) exp [−𝑖 ∫

𝑡

𝑡′
𝑑𝑡1𝜀0(𝑈)(𝑡1) − 𝑖 ∫

𝑡

𝑡′
𝑑𝑡1𝜇𝐵𝐵𝜎]

(1.19)

𝑔 𝑟
𝑘𝛼(𝑡, 𝑡′) = −𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′) exp [−𝑖 ∫

𝑡

𝑡′
𝑑𝑡1𝜀𝑘𝛼(𝑡1)] , (1.20)

де введено позначення 𝜀𝑈 ≡ 𝜀0 + 𝑈 для двохелектронної енергії, тобто
коли на точці одночасно знаходиться два електрона. Тепер рівняння руху
можна переписати у вигляді замкненої системи інтегральних рівнянь:

𝐺𝑟
𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) = 𝑔 𝑟

0,𝐵(𝑡, 𝑡′) + ∫
𝑡

𝑡′
𝑑𝑡1 𝑔 𝑟

0,𝐵(𝑡, 𝑡1)×

×
[∑

𝑘𝛼
𝑉 ∗

𝑘𝛼(𝑡1)𝐺𝑟
𝑘𝛼𝜎𝜎(𝑡1, 𝑡′) + 𝑈 𝐺𝑟

𝜎𝜎,𝑈 (𝑡1, 𝑡′)
]

(1.21)

𝐺𝑟
𝑘𝛼𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) = ∫

𝑡

𝑡′
𝑑𝑡1 𝑔 𝑟

𝑘𝛼(𝑡, 𝑡1) 𝑉𝑘𝛼(𝑡1) 𝐺𝑟
𝜎𝜎(𝑡1, 𝑡′) (1.22)

𝐺𝑟
𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) = 𝑔 𝑟

𝑈,𝐵(𝑡, 𝑡′) 𝑛�̄�(𝑡′) + ∫
𝑡

𝑡′
𝑑𝑡1 𝑔 𝑟

𝑈,𝐵(𝑡, 𝑡1)×

× ∑
𝑘𝛼

𝑉 ∗
𝑘𝛼(𝑡1) 𝐺𝑟

𝑘𝛼𝜎𝜎,𝑈 (𝑡1, 𝑡′) (1.23)

𝐺𝑟
𝑘𝛼𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) = ∫

𝑡

𝑡′
𝑑𝑡1 𝑔 𝑟

𝑘𝛼(𝑡, 𝑡1) 𝑉𝑘𝛼(𝑡1) 𝐺𝑟
𝜎𝜎,𝑈 (𝑡1, 𝑡′).

(1.24)
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Рівняння Дайсона (1.21)–(1.24) є основним результатом цього розділу,
який може бути використаний з деякими незначними спрощеннями. По-
перше, немає кореляцій на провідниках, і відповідні ступені вільності
можуть бути інтегровані. Підставляючи відповідно (1.22) у (1.21) та
(1.24) у (1.23), отримуємо

𝐺𝑟
𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) = 𝑔 𝑟

0,𝐵(𝑡, 𝑡′) + ∫ 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 𝑔 𝑟
0,𝐵(𝑡, 𝑡1) Σ𝑟(𝑡1, 𝑡2)𝐺𝑟

𝜎𝜎(𝑡2, 𝑡′)+

+ 𝑈 ∫ 𝑑𝑡1 𝑔 𝑟
0,𝐵(𝑡, 𝑡1)𝐺𝑟

𝜎𝜎,𝑈 (𝑡1, 𝑡′) ,

(1.25)

𝐺𝑟
𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) = 𝑔𝑟

𝑈,𝐵(𝑡, 𝑡′) 𝑛�̄�(𝑡′) + ∫ 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 𝑔 𝑟
𝑈,𝐵(𝑡, 𝑡1) Σ𝑟(𝑡1, 𝑡2) 𝐺𝑟

𝜎𝜎,𝑈 (𝑡2, 𝑡′) ,

(1.26)

де Σ𝑟(𝑡, 𝑡1) запізнювальна власна енергія тунелювання або гібридизації

Σ𝑟(𝑡, 𝑡′) = ∑
𝑘𝛼

𝑉 ∗
𝑘𝛼(𝑡) 𝑔𝑟

𝑘𝛼(𝑡, 𝑡′) 𝑉𝑘𝛼(𝑡′) =

= −𝑖 𝜃(𝑡 − 𝑡′) ∑𝛼 ∫
𝑑𝜀
2𝜋 𝑒−𝑖 𝜀(𝑡−𝑡′) Γ𝛼(𝜀, 𝑡, 𝑡′) . (1.27)

По-друге, система інтеральних рівнянь (1.25) та (1.26) може бути роз-
ділена: для цього подіємо оберненим оператором атомного наближення
g−1

0(𝑈),𝐵 = [𝑖 𝜕
𝜕𝑡 − 𝜀0(𝑈)(𝑡) − 𝜇𝐵𝐵𝜎] зліва і, помітивши, що g−1

𝑈,𝐵 = g−1
0,𝐵 − 𝑈 ,

отримаємо

g−1
0,𝐵 𝐺𝑟

𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) = 𝛿(𝑡 − 𝑡′) +

+ ∫ 𝑑𝑡1 Σ𝑟(𝑡, 𝑡1)𝐺𝑟
𝜎𝜎(𝑡1, 𝑡′) + 𝑈 𝐺𝑟

𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) (1.28)
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та

g−1
0,𝐵 𝐺𝑟

𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) = 𝛿(𝑡 − 𝑡′) 𝑛�̄�(𝑡) +

+ ∫ 𝑑𝑡1 Σ𝑟(𝑡, 𝑡1)𝐺𝑟
𝜎𝜎,𝑈 (𝑡1, 𝑡′) + 𝑈 𝐺𝑟

𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) . (1.29)

Віднявши (1.29) від (1.28) можна отримати два незалежних рівняння
Дайсона, а саме (1.26) і

𝐺𝑟
𝜎𝜎,0(𝑡, 𝑡′) = 𝑔𝑟

0,𝐵(𝑡, 𝑡′) [1 − 𝑛�̄�(𝑡′)] +

+ ∫ 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 𝑔 𝑟
0,𝐵(𝑡, 𝑡1) Σ𝑟(𝑡1, 𝑡2) 𝐺𝑟

𝜎𝜎,0(𝑡2, 𝑡′) , (1.30)

де 𝐺𝜎𝜎,0 – нова допоміжна функція Гріна, визначена як

𝐺𝑟
𝜎𝜎,0(𝑡, 𝑡′) = 𝐺𝑟

𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) − 𝐺𝑟
𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) . (1.31)

І, по-третє, можна ввести скорочене позначення,

�̃�𝑟
𝜎𝜎,0(𝑡, 𝑡′) =

𝐺𝑟
𝜎𝜎,0(𝑡, 𝑡′)

1 − 𝑛�̄�(𝑡′) (1.32a)

та

�̃�𝑟
𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) =

𝐺𝑟
𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′)
𝑛�̄�(𝑡′) , (1.32b)

яке дозволяє позбавити ”вільні”функції Гріна в ріняннях (1.26) та (1.30)
від множників 𝑛�̄� і (1 − 𝑛�̄�).
Таким чином остаточно маємо

�̃�𝑟
𝜎𝜎,0(𝑡, 𝑡′) = 𝑔𝑟

0,𝐵(𝑡, 𝑡′) +

+ ∫ 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 𝑔 𝑟
0,𝐵(𝑡, 𝑡1) Σ𝑟(𝑡1, 𝑡2) �̃�𝑟

𝜎𝜎,0(𝑡2, 𝑡′) (1.33a)
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та

�̃�𝑟
𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) = 𝑔𝑟

𝑈,𝐵(𝑡, 𝑡′) +

+ ∫ 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 𝑔 𝑟
𝑈,𝐵(𝑡, 𝑡1) Σ𝑟(𝑡1, 𝑡2) �̃�𝑟

𝜎𝜎,𝑈 (𝑡2, 𝑡′) . (1.33b)

Система 1.33 без магнітного поля та пов’язаного з ним ефектом
Зеемана 𝜇𝐵𝐵(𝑡)𝜎, присутнього у “вільних” функціях Гріна 𝑔𝑟

0,𝐵 та 𝑔𝑟
𝑈,𝐵, і

“Кулонівського зсуву” 𝜀0(𝑡) → 𝜀𝑈 ≡ 𝜀0(𝑡)+𝑈 , що входить лише в останню
функцію, узгоджується з рівнянням Дайсона для QD без кулонівської
взаємодії.[36]

1.3.2. Аналітичне продовження і ”менша”кореляційна
функція

Для того, щоб узагальнити отримані рівняння Дайсона для випадку
нерівноважного транспорту, використаємо теорему Лангрета [67, 68]. За
її допомогою можна отримати вираз для меншої кореляційної функції
Гріна,

𝐺< = [1 + 𝐺𝑟Σ𝑟] 𝐺<
0 [1 + Σ𝑎𝐺𝑎] + 𝐺𝑟Σ<𝐺𝑎 =

= 𝐺𝑟Σ<𝐺𝑎 , (1.34)

у якому часові згортки опущені. У правій частині першого рядку перший
доданок зникає[69]: у рівнянні Дайсона для запізнювальної функції
Гріна, 𝐺𝑟 = [1 + 𝐺𝑟Σ𝑟] 𝐺𝑟

0, член у дужках дорівнює 𝐺𝑟 [𝐺0]
−1, де

обернені вільні функції Гріна можна розглядати як оператор, що дає
𝛿(𝜏 −𝜏′) при його дії на впорядковану на контурі вільну функція Гріна𝐺0.
Для 𝜏 на верхній і 𝜏′ на нижній гілці контуру Келдиша маємо 𝐺0 = 𝐺<

0 ,
отже, [𝐺0]

−1 𝐺<
0 = 0.
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Тепер рівняння Келдиша (1.34) набуває вигляду

�̃�<
𝜎𝜎,0(𝑈)(𝑡, 𝑡′) =

= ∫ 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 �̃�𝑟
𝜎𝜎, 0(𝑈)(𝑡, 𝑡1) Σ<(𝑡1, 𝑡2) �̃�𝑎

𝜎𝜎,0(𝑈)(𝑡2, 𝑡′) , (1.35)

де Σ<(𝑡, 𝑡′) менша власна енергія

Σ<(𝑡, 𝑡′) = ∑
𝑘 𝛼

𝑉 ∗
𝑘𝛼(𝑡) 𝑔<

𝑘𝛼(𝑡, 𝑡′) 𝑉𝑘𝛼(𝑡′) =

= 𝑖 ∑𝛼 ∫
𝑑𝜔
2𝜋 𝑒−𝑖𝜔(𝑡−𝑡′) 𝑓𝛼(𝜔) Γ𝛼(𝜔, 𝑡, 𝑡′) . (1.36)

Випереджаючу функцію Гріна можна отримати за допомогою компле-
ксного спряження:

�̃�𝑎
𝜎𝜎,0(𝑈)(𝑡, 𝑡′) = [�̃�𝑟

𝜎𝜎,0(𝑈)(𝑡
′, 𝑡)]

∗
. (1.37)

Остаточно можна записати загальний вираз для функції Гріна на
квантовій точці у наступному вигляді

𝐺𝑥
𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) = �̃�𝑥

𝜎𝜎,0(𝑡, 𝑡′) [1 − 𝑛�̄�(𝑡′)] + �̃�𝑥
𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡′) 𝑛�̄�(𝑡′) , (1.38)

де 𝑥 це 𝑟, 𝑎, < або >. Нарешті, залежну від часу заселеність точки 𝑛𝜎(𝑡)
можна отримати наступним шляхом

𝑛𝜎(𝑡) = Im𝐺<
𝜎𝜎(𝑡, 𝑡) . (1.39)

1.4. Стаціонарний струм
Уцьому розділі наведені вище результати буде застосовано для окремого
випадку незалежного від часу струму через квантову точку. Більш
загальний випадок нестаціонарного та залежного від часу струму буде
розглянуто в наступному розділі.
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Стаціонарний струм протікає через таку систему у випадку, коли до
контактів прикладається постійна напруга, а також коли висота бар’єрів
та магнітне поле також незалежні від часу. Без явної залежності від часу,
коли 𝜕

𝜕𝑡𝑉𝑘𝛼(𝑡) = 𝜕
𝜕𝑡𝜀𝑘𝛼(𝑡) = 𝜕

𝜕𝑡Δ𝛼(𝑡) = 𝜕
𝜕𝑡𝐵(𝑡) = 0, усі функції Гріна

залежать лише від різниці часових змінних 𝑡 − 𝑡′, і рівняння Дайсона
(1.33) може бути розв’язане аналітично за допомогою перетворення
Фур’є, 𝑡 − 𝑡′ → 𝜔.
Вільна запізнювальна (випереджаюча) функція Гріна контактів визна-

чається як
𝑔𝑟(𝑎)

𝑘𝛼 (𝜔) = 1
𝜔 ± 𝜀𝑘𝛼 ± 𝑖0+ (1.40)

де ±𝑖0+ переводить граничні умови в область Фур’є. Запізнювальна,
випереджаюча та менша власна енергія, введені в рівнянні (1.27), таким
чином, набувають вигляду

Σ𝑟(𝑎)(𝜔) = ∑
𝑘𝛼

|𝑉𝑘𝛼|
2𝑔𝑟(𝑎)

𝑘𝛼 (𝜔) =

= [Λ𝐿(𝜔) + Λ𝑅(𝜔]) ∓ 𝑖
2 [Γ𝐿(𝜔) + Γ𝑅(𝜔)] =

= Λ(𝜔) ∓ 𝑖
2 Γ(𝜔) (1.41a)

та

Σ<(𝜔) = ∑
𝑘𝛼

|𝑉𝑘𝛼|
2𝑔<

𝑘𝛼(𝜔) =

= 𝑖 [Γ𝐿(𝜔)𝑓𝐿(𝜔) + Γ𝑅(𝜔)𝑓𝑅(𝜔)] . (1.41b)

Рівняння Дайсона (1.33) для допоміжних функцій Гріна тепер є
алгебраїчними,

�̃�𝑟(𝑎)
𝜎𝜎,0(𝑈)(𝜔) = 𝑔𝑟(𝑎)

0(𝑈),𝐵(𝜔) +
+ 𝑔𝑟(𝑎)

0(𝑈),𝐵(𝜔) Σ𝑟(𝑎)(𝜔) �̃�𝑟(𝑎)
𝜎𝜎,0(𝑈)(𝜔) , (1.42)
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і, таким чином, легко розв’язуються,

�̃�𝑟(𝑎)
𝜎𝜎,0(𝑈)(𝜔) = 1

𝜔 − 𝜀0(𝑈) − 𝜇𝐵𝐵𝜎 − Λ(𝜔) ± 𝑖
2Γ(𝜔)

. (1.43)

За допомогою рівняння (1.38) можна відновити початкову функцію
Гріна квантової точки,

𝐺𝑟(𝑎)
𝜎𝜎 (𝜔) = 1 − 𝑛�̄�

𝜔 − 𝜀0 − 𝜇𝐵𝐵𝜎 − Λ(𝜔) ± 𝑖
2Γ(𝜔)

+

+ 𝑛�̄�

𝜔 − 𝜀𝑈 − 𝜇𝐵𝐵𝜎 − Λ(𝜔) ± 𝑖
2Γ(𝜔)

. (1.44)

Відповідна спектральна функція

𝐴𝜎(𝜔) = 𝑖 [𝐺𝑟
𝜎𝜎(𝜔) − 𝐺𝑎

𝜎𝜎(𝜔)] = (1.45)

= Γ(𝜔)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 − 𝑛�̄�

[𝜔 − 𝜀0 − 𝜇𝐵𝐵𝜎 − Λ(𝜔)]
2 + [

1
2Γ(𝜔)]

2 +

+ 𝑛�̄�

[𝜔 − 𝜀𝑈 − 𝜇𝐵𝐵𝜎 − Λ(𝜔)]
2 + [

1
2Γ(𝜔)]

2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

(1.46)

дає можливість переписати рівняння для меньшої функції Гріна кванто-
вої точки наступним чином

𝐺<
𝜎𝜎(𝜔) = 𝑖𝐴𝜎(𝜔) [Γ𝐿(𝜔)𝑓𝐿(𝜔) + Γ𝑅(𝜔)𝑓𝑅(𝜔)]

Γ(𝜔) , (1.47)

і рівняння (1.39) для заселеності квантової точки як

𝑛𝜎 = ∫
𝑑𝜔
2𝜋 𝐴𝜎(𝜔) [Γ𝐿(𝜔)𝑓𝐿(𝜔) + Γ𝑅(𝜔)𝑓𝑅(𝜔)]

Γ(𝜔) . (1.48)
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У стаціонарному випадку самоузгоджений розв’язок останнього рівнян-
ня може бути отриманий аналітично у вигляді

𝑛𝜎 =
𝑛0

𝜎 − 𝑛0
�̄�(𝑛0

𝜎 − 𝑛𝑈
𝜎 )

1 − (𝑛0
𝜎 − 𝑛𝑈

𝜎 )(𝑛0
�̄� − 𝑛𝑈

�̄� )
, (1.49)

де

𝑛0(𝑈)
𝜎 = ∫

𝑑𝜔
2𝜋

Γ𝐿(𝜔)𝑓𝐿(𝜔) + Γ𝑅(𝜔)𝑓𝑅(𝜔)

[𝜔 − 𝜀0(𝑈) − 𝜇𝐵𝐵𝜎 − Λ(𝜔)]
2 + [

1
2Γ(𝜔)]

2 . (1.50)

Остаточно, явна залежність струму від часу в рівнянні (1.8) зникає
після інтегрування по змінній 𝑡1 (див. [36]), і вираз набуває вигляду

𝐽𝐿(𝑅) = − 𝑒
ℏ ∫

𝑑𝜀
2𝜋 ∑𝜎

Γ𝐿(𝑅)(𝜀)×

× [𝐺<
𝜎𝜎(𝜀) + 𝑓𝐿(𝑅)(𝜀) [𝐺𝑟

𝜎𝜎(𝜀) − 𝐺𝑎
𝜎𝜎(𝜀)]] =

= − 𝑒
ℏ ∫

𝑑𝜀
2𝜋 ∑𝜎

Γ𝐿(𝜀) Γ𝑅(𝜀)
Γ(𝜀) ×

× [𝑓𝑅(𝐿)(𝜀) − 𝑓𝐿(𝑅)(𝜀)] 𝐴𝜎(𝜀) .
(1.51)

Варто зауважити, що результати приведені в цьому розділі є точними у
наближенні без взаємодії (коли 𝑈 → 0), а також у атомному наближенні
(коли 𝑉𝑘𝛼 → 0) для будь-якого значення магнітного поле 𝐵.

1.5. Нерівноважний струм
У цьому розділі буде розглянуто залежний від часу струм через
КТ. Для металевих контактів, як правило, можна з упевненістю
припустити, що деталі зонної структури не мають великого значення,
і що обидва провідника характеризуються постійною та нескінченно
широкою густиною станів, іншими словами 𝜌(𝜀) = const – наближення,
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яке зазвичай називають наближенням ”широкої зони”.1 Подальші
спрощення виникають, якщо припустити, що коефіцієнти тунелювання
між точкою та контактами однакові для всіх станів провідників, тобто
незалежні від 𝑘. Тоді коефіцієнти матриці тунелювання мужуть бути
записані як 𝑉𝑘𝛼(𝑡) = 𝑢𝛼(𝑡)𝑉𝛼, при чому залежність від часу міститься
виключно у функції 𝑢𝛼(𝑡), яка може бути різною для різних контактів.
З цими наближеннями ширина бар’єру (1.9) стає незалежною від 𝜀,

Γ𝛼(𝑡1, 𝑡) = 2𝜋𝜌 𝑢𝛼(𝑡)𝑢𝛼(𝑡1)|𝑉𝛼|
2 exp [𝑖 ∫

𝑡

𝑡1
𝑑𝑡2Δ𝛼(𝑡2)] . (1.52)

Використовуючи цей факт можна виконати перетворення Фур’є в (1.27),
яке стає тривіальним, та отримати вираз для власної енергії,

Σ𝑟(𝑡, 𝑡′) = − 𝑖
2 Γ(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑡′) , (1.53)

де Γ(𝑡) = ∑𝛼 Γ𝛼(𝑡, 𝑡) = 2𝜋𝜌 ∑𝛼 𝑢2
𝛼(𝑡)|𝑉𝛼|

2. Крім того позначимо
Γ𝛼 = 2𝜋𝜌 |𝑉𝛼|

2, і надалі будемо використовувати позначення Γ(𝑡) =
∑𝛼 Γ𝛼𝑢2

𝛼(𝑡).
𝛿-функція в Σ𝑟 дозволяє виконати одне з двох інтегрувань по часу у

рівнянні Дайсона (1.33) для допоміжних функцій Гріна,

�̃�𝑟
𝜎𝜎,0(𝑈)(𝑡, 𝑡′) = 𝑔𝑟

0(𝑈), 𝐵(𝑡, 𝑡′) −

− 𝑖
2 ∫ 𝑑𝑡1 𝑔 𝑟

0(𝑈), 𝐵(𝑡, 𝑡1) Γ(𝑡1) �̃�𝑟
𝜎𝜎,0(𝑈)(𝑡1, 𝑡′) . (1.54)

Розв’язком останнього рівняння є ”вільні” функції Гріна, домножені на
затухаючу експоненту, що фізично означає скінченність часу тунелюва-

1У іншому випадку надзвичайно вузьких зон густини станів очікується, що провідність буде
характеризуватись наявністю додаткових піків та бічних смуг[70–72]

51



ння електрона,

�̃�𝑟
𝜎𝜎,0(𝑈)(𝑡, 𝑡′) = 𝑔𝑟

0(𝑈), 𝐵(𝑡, 𝑡′) exp [−1
2 ∫

𝑡

𝑡′
Γ(𝑡1)𝑑𝑡1] . (1.55)

Використавши (1.38), отримаємо вихідну функцію Гріна квантової
точки у вигляді

𝐺𝑟
𝜎𝜎(𝑡, 𝑡′) = [𝑔𝑟

0,𝐵(𝑡, 𝑡′) [1 − 𝑛�̄�(𝑡′)] + 𝑔𝑟
𝑈,𝐵(𝑡, 𝑡′)𝑛�̄�(𝑡′)] ×

× exp [−1
2 ∫

𝑡

𝑡′
Γ(𝑡1)𝑑𝑡1] . (1.56)

Як вже було показано вище, заселеність квантової точки може бути
отримана з уявної частини меншої функції Гріна при однакових часових
змінних (див. eq. (1.39)), у результаті чого

𝑛𝜎(𝑡) = ∑𝛼
Γ𝛼

∫
𝑑𝜔
2𝜋 𝑓𝛼(𝜔)×

× [[1 − 𝑛�̄�(𝑡)] |𝐴0
𝛼,𝜎(𝜔, 𝑡)|

2 + 𝑛�̄�(𝑡)|𝐴𝑈
𝛼,𝜎(𝜔, 𝑡)|

2
] (1.57)

де

𝐴0(𝑈)
𝛼,𝜎 (𝜔, 𝑡) = ∫

𝑡

−∞
𝑑𝑡1 𝑢𝛼(𝑡1) �̃�𝑟

𝜎𝜎,0(𝑈)(𝑡, 𝑡1) ×

× exp [𝑖𝜔(𝑡 − 𝑡1) + 𝑖 ∫
𝑡

𝑡1
𝑑𝑡2 Δ𝛼(𝑡2)] (1.58)

позначає відповідну спектральну функцію.
Вираз (1.57) визначає систему лінійних рівнянь відносно 𝑛𝜎 і 𝑛�̄�, яка,

вводячи скорочення

𝑛0(𝑈)
𝜎 (𝑡) = ∑𝛼

Γ𝛼
∫

𝑑𝜔
2𝜋 𝑓𝛼(𝜔)|𝐴

0(𝑈)
𝛼,𝜎 (𝜔, 𝑡)|

2
, (1.59)
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може бути записана у вигляді

𝑛𝜎(𝑡) = [1 − 𝑛�̄�(𝑡)] 𝑛0
𝜎(𝑡) + 𝑛�̄�(𝑡) 𝑛𝑈

𝜎 (𝑡) . (1.60)

Її розв’язок аналогічний розв’язку для стаціонарного випадку, eq. (1.49),
але тепер із залежними від часу 𝑛0

𝜎 і 𝑛𝑈
𝜎 .

Позначивши

𝐵0
𝛼,𝜎(𝜔, 𝑡) = ∫

𝑡

−∞
𝑑𝑡1 [1 − 𝑛�̄�(𝑡1)] 𝑢𝛼(𝑡1) �̃�𝑟

𝜎𝜎,0(𝑡, 𝑡1) ×

× exp [𝑖𝜔(𝑡 − 𝑡1) + 𝑖 ∫
𝑡

𝑡1
𝑑𝑡2Δ𝛼(𝑡2)] ,

(1.61a)

𝐵𝑈
𝛼,𝜎(𝜔, 𝑡) = ∫

𝑡

−∞
𝑑𝑡1 𝑛�̄�(𝑡1) 𝑢𝛼(𝑡1) �̃�𝑟

𝜎𝜎,𝑈 (𝑡, 𝑡1) ×

× exp [𝑖𝜔(𝑡 − 𝑡1) + 𝑖 ∫
𝑡

𝑡1
𝑑𝑡2Δ𝛼(𝑡2)] ,

(1.61b)

струм між контактами та квантовою точкою, заданий виразом (1.8),
може бути записаний у наближенні широкої зони як

𝐽𝛼(𝑡) = − 𝑒
ℏ Γ𝛼𝑢2

𝛼(𝑡) ∑𝜎
[𝑛𝜎(𝑡) +

+ ∫
𝑑𝜔
𝜋 𝑓𝛼(𝜔) Im [𝐵0

𝛼,𝜎(𝜔, 𝑡) + 𝐵𝑈
𝛼,𝜎(𝜔, 𝑡)]] . (1.62)

Доданок в першому рядку описує струм, що тече від точки до контакту
та отримується з меншої функції Гріна (обидва інтегрування в (1.8)
можуть бути проведені завдяки тому, що бар’єрні функції не залежать
від енергії). Цей доданок пропорційний заселеності точки. Другий рядок
у (1.62) є результатом інтегрування запізнювальної функції Гріна в (1.8) і
представляє собою струм у зворотному напрямку: член, що включає𝐵0

𝛼,𝜎
представляє тунелювання від контакту 𝛼 до порожньої точки, а член із
𝐵𝑈

𝛼,𝜎 до точки, яка вже зайнята електроном �̄�.
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1.6. Чисельні результати

У попередніх двох розділах було отримано вирази для струму 𝐽𝛼, що
протікає від провідних контактів до квантової точки для стаціонарного
випадку, вираз (1.51), і залежний від часу струм у рамках наближення
широкої зони, вираз (1.62). В обох випадках заселеність точки задається
аналітичним виразом (1.49). Таким чином рівняння для струмів 𝐽𝛼
в результаті залежать лише від інтегралів від відомих функцій та є
самоузгодженими.
Даний розділ присвячено схемі чисельного розрахунку струмів 𝐽𝛼,

у випадку коли провідні контакти характеризуються постійною та
нескінченно широкою густиною станів, і коли кожен стан контакту має
однакову ймовірність тунелювання до точки. У цьому випадку власна
енергія (1.53) буде мати вигляд Σ𝑟(𝑡, 𝑡′) = − 𝑖

2 ∑𝛼 Γ𝛼𝛿(𝑡−𝑡′) з константою
Γ𝛼, для якої можна застосувати перетворення Фур’є

Λ𝛼(𝜔) ≡ 0 and Γ𝛼(𝜔) ≡ Γ𝛼 . (1.63)

Введемо позначення Γ = ∑𝛼 Γ𝛼. Надалі всі величини будуть розраховані
у одиницях Γ, тобто такий комбінований коефіцієнт тунелючання є
новою одиницею виміру енергію.
У першій частині цього розділу розглянемо струм через квантову

точку в стаціонарному режимі, коли до системи прикладена постійна
напруга, 𝑒𝑉 = 𝜇𝐿 − 𝜇𝑅, і постійне зовнішнє магнітне поле (виражене
через енергетичний еквівалент𝐸𝐵 = 𝜇𝐵𝐵). Після цього буде досліджено
залежний від часу відгук системи на прикладений імпульс напруги та
магнітного поля. Усі розрахунки виконуватимуться для симетричних
бар’єрів, Γ𝐿 = Γ𝑅 = 1

2Γ, і при температурі 𝑇 = 0.1 Γ. Система
буде виведена з рівноваги шляхом прикладання напруги до лівого
контакту та зміни рівня енергії точки та магнітного поля. Правий контакт
залишатиметься при сталому хімічному потенціалі 𝜇𝑅 = 0 і Δ𝑅(𝑡) = 0
увесь час, таким чином слугуючи заземленням.
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Рис. 1.5 Стаціонарний струм через квантову точку (верхня панель)
і відповідна диференціальна провідність (нижня панель) як функції
напруги. Параметри системи 𝜇𝐿 = 𝑒𝑉 , 𝜇𝑅 = 0 Γ, 𝜀0 = 5 Γ,
𝑈 = 10 Γ. Суцільна (червона), пунктирна (синя) і пунктирна (зелена)
лінії зображають результа обчислень для різних значень зовнішнього
магнітного поля 𝐵 = 0, 1 та 4 Γ/𝜇𝐵 відповідно.
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Рис. 1.6 Стаціонарний струм та диференціальна провідність як функції
напруги розраховані в рамках наближення NCA для тих самих параме-
трів як на рис. 1.5. Для порівняння резульати розрахунку методом роз-
ширеного наближення Хаббарда з рис. 1.5 зображені сірим кольором.56



Розглянемо стаціонарний режим, при якому до КТ прикладена
постійна напруга. Квантова точка характеризується параметрами 𝜀0 =
5 Γ і 𝑈 = 10 Γ. Для таких значень параметрів характерна енергія
конденсації Кондо, обчислена за допомогою виразу Холдейна (1.1), є
рівною 𝐸𝐾 ≃ 2.4 ⋅ 10−5 Γ, що значно нижче вибраної температури,
𝑇 = 0, 1 Γ. Таким чином, навіть за відсутності магнітного поля,
система знаходиться далеко за межами режиму Кондо. На рис. 1.5
показано симетризовані струми через точку, 𝐽 = 1

2(𝐽𝐿 − 𝐽𝑅), і
відповідні диференціальні електропровідності, 𝐺diff = 𝑑𝐽/𝑑𝑉 , як
функції напруги зміщення 𝜇𝐿 = 𝑒𝑉 для різних значень магнітного поля.
А на рис. 1.6 показано відповідні результати обчислені в рамках більш
складного наближення NCA. Не складно бачити, що обидва методи
дають дуже схожі результати. Як і очікувалося, отримано струм, що
зростає стрибкоподібно зі збільшенням напруги. Крім того, положення
сходинок і їх висота збігаються для обох методів. Незважаючи на те,
що метод NCA також може бути застосований у режимі Кондо та
є більш точним у цьому сенсі, його диференціальна провідність при
досліджуваній температурі не має якісних та кількісних відмінностей
у положенні резонансів. Таким чином це є додатковим підтвердження
попереднього висновку, що в досліджуваному діапазоні параметрів
Кондо фізика не спостерігається.
Без магнітного поля (суцільна червона лінія) перший стрибок вини-

кає, коли 𝑒𝑉 досягає значення 𝜀0 і рівень порожньої точки стає енерге-
тично доступним для тунельних процесів від лівого контакту. Такі про-
цеси відбуваються з однаковою ймовірністю для обох напрямків прое-
кції спіну, і, отже, являють собою два канали провідності. Для 𝑒𝑉 > 𝜀0
ці канали являються відкритими і можуть бути зайняті одним електро-
ном(одноелектронний рівень). Для 𝑒𝑉 > 𝜀0 + 𝑈 енергія електронів на
контактах стає достатньою, щоб подолати кулонівське відштовхування
електронів всередині квантової точки, і другий електрон може зайняти
двоелектронний рівень, при тому що на КТ вже розміщений один еле-
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ктрон. Але останній процес представляє лише один додатковий канал
провідності, оскільки інший блокується принципом Паулі. Таким чи-
ном, другий стрибок суцільної червоної лінії струму на верхній панелі
рис. 1.5, при 𝜀0 + 𝑈 = 15 Γ, становить лише половину висоти стрибку
при 𝜀0 = 5 Γ. На графіку диференціальної провідності або густині ста-
нів, показаних на нижній панелі, це призводить до появи нижньої смуги
Хаббарда при 𝜀0. Спектральна вага цієї смуги в два рази більше, ніж у
верхньої смугиХаббарда при 𝜀0+𝑈 . При досить низькій температурі ши-
рина обох смуг Хаббарда визначається елементами тунельної матриці і,
таким чином, визначається як Γ.
Результати обчислень методом NCA, показані на рис. 1.6, підтверджу-

ють цю асиметрію спектральної ваги. Така асиметрія також спостерігає-
ться і при розрахунку за допомогою інших методів, в яких враховується
сильна електронна кореляція[64, 65], де функція перенесення ваги зале-
жить від енергії Фермі. Детальне порівняння диференційної провідності
обчисленої методом NCA та обчисленої за допомогою методу розшире-
ного Хаббарда I (представленого сірими лініями на рис. 1.6) показує, що
обидва методи по суті збігаються щодо опису форми нижніх смуг Хаб-
барда, тоді як NCA створює, як правило, більш м’які верхні смуги Хаб-
барда. Ці висновки залишаються справедливими і у випадку наявного
зовнішнього магнітного поля і можуть бути пов’язані з тим, що NCA
охоплює частину спінової динаміки, якою нехтують у розширеному на-
ближенні Хаббарда I. Проте порівняння обох методів із QMC (далі в цьо-
му розділі) навпаки вказує на те, що опис динаміки в методі Хаббарда
дещо кращий, ніж у NCA.
Для ненульових магнітних полів ситуація залишається подібною, хоча

енергетично вигідніший рівень ↓-спіну буде доступним раніше його
↑-спінового аналога. Таким чином, кожен із вищезазначених стрибків
струму розділяється на два при енергіях ±𝐸𝐵 відносно положення
без магнітного поля. Таке Зееманівське розщеплення при 𝐸𝐵 =
1 Γ краще спостерігається на графіках диференціальної провідності,
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представлених пунктирною синьою лінією на нижній панелі рис. 1.5.
При 𝐸𝐵 = 4 Γ (пунктирно-штриховані зелені лінії) розщеплення
набагато більше: Зеєманівські компоненти нижньої смуги Хаббарда
спостерігаються при 𝜀0 − 𝐸𝐵 = 1 Γ та 𝜀0 + 𝐸𝐵 = 9 Γ, а верхньої смуги
Хаббарда при 𝜀0 + 𝑈 − 𝐸𝐵 = 11 Γ та 𝜀0 + 𝑈 + 𝐸𝐵 = 19 Γ.
Слід зауважити, що для обох значень магнітного поля, 𝐸𝐵 = 1 і 4 Γ,

розщеплення між найближчими рівнями становить лише 2 Γ і, таким
чином, є достатньо малим, щоб дві близькі сходинки на графіку струму
(верхня панель рис. 1.5) можна було чітко розрізнити візуально. Але
на графіках диференційної провідності на нижній панелі, навпаки, всі
особливості є досить наглядними.
Далі розглянемо залежний від часу режим. Першим кроком буде порів-

няння досліджуваного методу із діаграмними результатами QMC, отри-
маними за допомогою так званого алгоритму Inchworm, розробленого
Коеном та іншими авторами у [30]. В даній роботі автори досліджували
еволюцію в часі величини, Δ𝑃 = 𝑛↑ − 𝑛↓, після вимикання магнітно-
го поля. Ця величина є різницею заселеності електронів з різною прое-
кцією спіна і характеризує степінь поляризації квантової точки. Величи-
ну кулонівської взаємодії автори обрали рівною 𝑈 = 8Γ. Встановимо
аналогічні початкові умови: почнемо з повністю поляризованого стану,
отриманого прикладанням до квантової точки великого магнітного по-
ля, 𝐵 = 90 Γ/𝜇𝐵, яке вимикається при 𝑡 = 0. Як показано на рис. 1.7,
метод, розглянутий в даній роботі, (неперервна чорна лінія) відтворює
загальну форму та залежність від часу релаксації до немагнітного стану,
передбаченого Inchworm QMC. Навіть якщо деякі кількісні відмінності
існують на проміжних масштабах часу, стає очевидним, що удоскона-
лений метод Хаббарда на відміну від більшості інших, суто чисельних
методів, обговорених Коеном [30]— є стабільним і дає адекватні резуль-
тати при розрахунках на великих проміжках часу. Використавши факт,
що 𝑛-й порядок алгоритму Inchworm QMC приблизно відповідає набли-
женню NCA 𝑛 − 1-го порядку [30], та результати зображені на рис. 1.7,
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Рис. 1.7 Релаксація від повністю поляризованого до немагнітного стану
в залежності від часу для параметрів 𝜀0 = −0.5 Γ і 𝑈 = 8 Γ. Розширений
метод Хаббард I (суцільна чорна лінія) порівняно з різними порядками
діаграмного Inchworm QMC (суцільна червона, пунктирна блакитна та
пунктирна темно-синя лінії). Дані обчислень для методу Inchworm QMC
взяті із Рис. 3 у [30].

60



можна зробити висновок, що розширене наближення Хаббард I є більш
точним, ніж перший порядок Inchworm (що відповідє NCA) на більших
часових проміжках та описує частину динаміки, охопленої лише вищи-
ми порядками схеми Inchworm.
Тепер розглянемо більш цікаву з експериментальної точки зору часову

залежність, при якій незбурена система, із заданими параметрами 𝜇𝐿 =
𝜇𝑅 = 𝜀0 = 0 Γ, виводиться з рівноваги одночасним імпульсом напруги
та магнітного поля (рис. 1.8). Імпульс має прямокутну форму, тобто

Рис. 1.8 Схема збурення КТ зовнішнім прямокутним імпульсом напруги
та магнітного поля. В початковий момент часу, тобто при 𝑡 = 0, система
знаходиться в рівновазі з заданими параметрами 𝜇𝐿 = 𝜇𝑅 = 𝜀0 = 0 Γ.
Імпульс зовнішньої напруги Δ𝐿(𝑡) = 10 Γ, Δ(𝑡) = 5 Γ та магнітного поля
𝐵 > 0 тривалістю 𝑠 діє на часовому проміжку 0 < 𝑡 < 𝑠. В момент часу
𝑡 = 𝑠 імпульс вимикається і система повертається до рівноважного стану
як і при 𝑡 < 0.

величини Δ𝐿(𝑡) = 10 Γ і Δ(𝑡) = 5 Γ додаються до енергії рівнів
незбуреної квантової точки. Відповідно збільшується енергія лівого
контакту і КТ, тоді як правий контакт залишається заземленим, 𝜇𝑅 =
Δ𝑅(𝑡) = 0 Γ. Також під час дії імпульсу напруги вмикається зовнішнє
магнітне поле. Параметри такі, що під час збурення система перебуває у
тих самих умовах, що й для напруги зміщення 𝑒𝑉 = 10 Γ у дослідженому
вище стаціонарному режимі (рис. 1.5).
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Рис. 1.9 Залежність від часу симетризованого струму через КТ, збурено-
го одночасними імпульсами напруги та магнітного поля, які прикладено
між 𝑡 = 0 і 𝑡pulse = 3 ℏ/Γ. У незбуреному стані система характеризується
параметрами 𝜇𝐿 = 𝜇𝑅 = 0 Γ, 𝜀0 = 0 Γ і 𝑈 = 10 Γ. Під час прямокутно-
го імпульсу напруги енергетичні рівні лівого контакту збільшуються на
Δ𝐿 = 10 Γ, а рівень квантової точки на Δ = 5 Γ. Суцільна червона, пун-
ктирна синя і пунктирно-точкова зелена лінії зображають результати роз-
рахунку для різних значень зовнішнього магнітного імпульсу 𝐵 = 0, 1 і
4 Γ/𝜇𝐵 відповідно.
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Як показано на рис. 1.9, струм починає протікати з початком імпуль-
су в 𝑡 = 0. Через деякий час 𝐽(𝑡) релаксує та прямує до певного ста-
ціонарного значення(якщо імпульс вважати нескінченним), навколо яко-
го відбуваються затухаючі коливання по закону exp(−Γ𝑡). Характерний
час затухання визначається оберненим коефіцієнтом тунелюванням Γ−1,
який однаковий для всіх магнітних полів, але деталі коливань і значення
стаціонарного струму залежать від величини магнітного поля. З рис. 1.9
можна знайти приблизно 𝐽stat ≃ 0, 3 𝑒Γ/ℏ для 𝐸𝐵 = 0 і 1 Γ, і трохи мен-
ше для 𝐸𝐵 = 4 Γ, що узгоджується зі значеннями для 𝐽(𝑒𝑉 = 10 Γ) з
рис. 1.5. Однак розглянутий імпульс має скінченну довжину і вимикає-
ться до повного досягнення стаціонарного стану, при 𝑡pulse = 3 ℏ/Γ. Після
цього система повертається до початкової рівноваги.
На рис. 1.10 показані результати обчислення сумарної заселеності

(три верхні криві) і окремо для кожної проекції спіну (нижні криві)
при 𝐸𝐵 = 0, 1 і 4 Γ. Очевидно, що за відсутності імпульсу та при
𝜀0 = 0 три конфігурації є виродженими: порожня, зайнята ↑- і ↓-
електроном точка виникають з однаковою ймовірністю, таким чином
пояснюючи стаціонарне значення заселеності 2/3. З рисунку також
видно, що за відсутності магнітного поля цей стаціонарний стан
залишається незмінним навіть після початку імпульсу напруги, і в
результаті відповідні червоні криві залишаються на своїх рівноважних
значеннях.
Для помірних магнітних полів, наприклад 𝐸𝐵 = 1 Γ (сині криві

на рис. 1.10), зовнішній імпульс виводить систему з рівноваги. Після
його завершення заселеності різних проекцій спіну характеризуються
виникненням затухаючих коливань, які прямують до рівноважного
значення. При цьому загальна заселеність рівня залишається постійною
через зсув фази на величину 𝜋 між ↑ і ↓-проекціями.
Для значення імпульсу магнітного поля 𝐸𝐵 = 4 Γ, показаного

жовтою та зеленими кривими, відхилення від рівноважного положення
набагато сильніше. Що більш важливо, виникає збурена рівновага,
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Рис. 1.10 Залежність від часу сумарної заселеності (верхня панель)
та заселеностей розрахованих для різних напрямків проекції спіну
електрона (нижня панель) для КТ при тих самих параметрах, що й
на рис. 1.9. Прямокутний імпульс напруги та магнітного поля діє між
𝑡 = 0 і 𝑡pulse = 3 ℏ/Γ. Суцільні червоні, пунктирні/точкові сині і
пунктирно-точкові зелені лінії зображають результати розрахунку для
різних значень зовнішнього магнітного імпульсу 𝐵 = 0, 1 і 4 Γ/𝜇𝐵
відповідно.

64



яка відрізняється від незбуреного стану: при напрузі імпульсу 𝑒𝑉 =
10 Γ, Зееманівська компонента верхньої зони Хаббарда з проекцією
спіна ↓ має енергію 𝐸 = 11 Γ (див. рис. 1.5) і таким чином стає
частково доступною для тунелювання. Таким чином, заселеності, які
відповідають різним проекціям спіну, значно відхиляються від своїх
незбурених значень, навіть якщо зміна сумарної заселеності відносно
мала.
Далі дослідимо коливальну поведінку струмів. З рис. 1.9 очевидно, що

магнітне поле впливає на період затухаючих коливань. Для дослідження
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Рис. 1.11 Перетворення Фур’є залежного від часу струму через точку
для тих самих параметрів, що й на рис. 1.9, але при імпульсі тривалістю
𝑡pulse = 10 ℏ/Γ. Імпульс обирається достатньо довгим для того, щоб
осциляції затухли і система перейшла до стаціонарного стану.

цього ефекту зручно використати Фур’є перетворення і перейти від
часового до частотного простору. На рис. 1.11 зображено струм в
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частотному просторі для параметрів системи, які були використані
на Рис. 1.9, за винятком тривалості імпульсу, який тепер становить
𝑡pulse = 10 ℏ/Γ замість 3 ℏ/Γ. Довший імпульс був обраний для того,
щоб коливання повністю зникали, таким чином створивши умови для
аналізу спектра саме у збуреному випадку. Як видно з рис. 1.11, Фур’є
обаз 𝐽(𝜔) для значення магнітного поля 𝐸𝐵 = 0 Γ(червона суцільна
лінія) має пік при 𝜀0 = 5 Γ, що енергетично відповідає нижній смузі
Хаббарда. При ввімкнені магнітного поля дана смуга відповідним чином
розщеплюється і піки спостерігаються при значеннях близьких до 𝜀0 −
𝐸𝐵 = 4 Γ та 𝜀0 + 𝐸𝐵 = 6 Γ для 𝐸𝐵 = 1 Γ (синя пунктирна крива). Для
значення магнітного поля 𝐸𝐵 = 4 Γ (зелена пунктирно-крапкова крива)
піки відповідно спостерігаються при значеннях близьких до 𝜀0 − 𝐸𝐵 =
1 Γ та 𝜀0 + 𝐸𝐵 = 9 Γ. Інтенсивність піків у 𝐽(𝜔), однак, не відповідає вазі
у густині станів — факт, який не дивує, оскільки перетворення Фур’є не
зберігає площі під функціями, а радше інтеграли від квадратів функцій
(теорема Планшереля).
Варто зауважити, що верхня смуга Хаббарда на малюнку не спосте-

рігається, оскільки, як зазначалося раніше, заповнення квантової точки
двома електронами відбувається лише для достатньо великих значень
напруги на контактах. Для досліджуваного вище випадку збуреної ім-
пульсом 𝑒𝑉 = 10 Γ системи, верхня зона лежить поза ”вікном”енергій
між правим та лівим контактом (за винятком 𝐸𝐵 = 4 Γ, де нижня зеема-
нівська компонента верхньої смуги Хаббарда з центром у𝐸 = 11 Γ може
бути частково залучена у провідність).
На завершення дослідимо ситуацію, коли прямокутний імпульс

напруги Δ𝐿 = 20 Γ і магнітний імпульс 𝐵 = 1 Γ/𝜇𝐵 прикладаються
до КТ, між 𝑡 = 0 і 𝑡pulse = 10 ℏ/Γ. Розглянемо окремо струм, що
протікає між лівим контактом та квантовою точкою 𝐽𝐿, та струм, що
протікає між правим контактом та квантовою точкою 𝐽𝑅. Рівноважний
стан системи характеризується параметрами 𝜇𝐿 = 𝜇𝑅 = 𝜀0 = 0 Γ. У
такій системі двоелектронний енергетичний рівень стає доступним і всі
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Рис. 1.12 Залежний від часу струм (верхня панель) та його Фур’є-образ
(нижня панель) для КТ, збуреної одночасним імпульсом напруги та
магнітного поля між 𝑡 = 0 і 𝑡pulse = 10 ℏ/ . У рівноважному стані без
зовнішнього поля система характеризується параметрами𝜇𝐿 = 𝜇𝑅 = 0 Γ,
𝜀0 = 0 Γ і 𝑈 = 10 Γ. Під час прикладання прямокутного імпульсу
енергетичні рівні лівого контакту збільшуються на Δ𝐿 = 20 Γ, рівень
точки на Δ = 3 Γ, а магнітне поле становить 𝐵 = 1 /𝜇𝐵. Симетричний
струм через точку зображений суцільною (червоною) лінією, пунктирна
(синя) і пунктирно-пунктирна (зелена) лінії зображають струми між
точкою та, відповідно, лівим і правим контактами.
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транспортні канали відкриті. Внаслідок цього струм 𝐽(𝑡) зображений на
верхній панелі рис. 1.12 осцилює навколо значення 1

2 𝑒Γ/ℏ замість 1
3 𝑒Γ/ℏ

як на рис. 1.9. Коли імпульс напруги увімкнено, тунелювання електронів
від лівого контакту до порожньої точки через одноелектронний рівень
вивільняє енергію Δ𝐿 − 𝜀0 − Δ ∓ 𝜎𝜇𝐵𝐵, що становить 16 Γ для
↑- і 18 Γ для ↓-електронів. Завдяки цьому на графіку Фур’є-образу
струму 𝐽𝐿 (позначеному пунктирною синьою лінією на рис. 1.12)
виникають помітні піки. Аналогічно, тунелювання від лівого контакту
до квантової точки зайнятої одним електроном через двоелектронний
рівень вивільняє Δ𝐿 − 𝜀0 − Δ − 𝑈 ∓ 𝜎𝜇𝐵𝐵, але Фур’є-образ 𝐽𝐿
характеризується досить слабким збурення навколо очікуваних значень
6 і 8 Γ. Це свідчить про те, що при доступній двоелектронній
конфігурації, струм який протікає через двоелектронний рівень в
основному стаціонарний і не робить значний внесок у динаміку. Аналіз
струму між КТ та правим контактом підтверджує дане припущення:
в залежності від напряму проекції спіну, одноелектронний рівень має
енергію 𝜀0 + Δ ± 𝜎𝜇𝐵𝐵 − Δ𝑅 = 4 або 2 Γ, в той час як енергія правого
контакту становить 𝜇𝑅 = 0 Γ, що створює чітко виражену структуру на
графіку Фур’є-образу від 𝐽𝑅 (пунктирна зелена крива на рис. 1.12). В той
час як піки пов’язані з провідністю через двоелектронний рівень навколо
очікуваних значень 12 або 14 Γ майже не помітні.
Виходячи з вище сказаного можна висунути наступне припущення:

транспорт через верхню смугу Хаббарда є переважно стаціонарним і
не дає вклад в осциляції. Даний факт підтверджується додатковими
розрахунками струму при тих самих параметрах, але з кулонівським
відштовхуванням 𝑈 = 50 Γ (рис. 1.13). В такому випадку подвійно
зайнятий стан точки недосяжний, залежність від часу 𝐽(𝑡) майже
ідентична випадку з 𝑈 = 10 Γ, але коливання відбуваються навколо
значення 1

3 𝑒Γ/ℏ замість 1
2 𝑒Γ/ℏ.

У низькочастотній області Фур’є-образ струму 𝐽𝛼(𝜔) (рис. 1.12) ха-
рактеризується сильними піками, які є результатом наявного затухання.
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Рис. 1.13 Залежний від часу симетризований струм (верхня панель) та
його Фур’є-образ (нижня панель) для КТ. Червона крива розрахована
для параметрів системи як на рис.1.12. Синя крива розрахована для тих
самих параметрів, але значно сильнішої кулонівської взаємодії𝑈 = 50 Γ,
при якій двоелектронний ріень не приймає участь у транспорті при
збуренні зовнішнім імпульсом напруги та магнітного поля. Незмінний
характер осциляцій при збуренні для різних значень кулонівського
відштовхування свідчить, що транспорт через двоелектронних рівень є
стаціонарним і не дає вклад в осциляції. 69



Плавне 1 − exp(−Γ𝑡)-подібне затухання, що лежить в основі затухаючих
коливань на верхній панелі рисунку, в результаті перетворенняФур’є дає
лоренціан з піком в точці 𝜔 = 0. Що і спостерігається в низькочастотній
області нижньої панелі рис. 1.12.

1.7. Висновки
У даному розділі було досліджено електронний транспорт через одно-
рівневу КТ із сильним кулонівським відштовхуванням між електронами
всередині квантової точки. Орбіталь приєднана до двох некорельованих
металевих контактів і знаходиться у зовнішньому магнітному полі. Роз-
глянуто стаціонарний випадок, для якого всі параметри, такі як напруга
на контактах, енергія отбіталі, величина зовнішнього магнітного поля,
коефіцієнти тунелювання, є незалежними від часу, а отже і обрахований
струм є стаціонарним і незмінним в часі. А також нестаціонарний ви-
падок, коли система збурюється імпульсом напруги та магнітного поля,
створюючи залежний від часу відгук.
Електронний транспорт досліджено за допомогою методу нерівнова-

жних функцій Гріна у рамках формалізму Келдиша. Дана схема подібна
до методів, запропонованих Яухо [36], але, на відміну від останнього,
бере до уваги прикладене зовнішнє магнітне поле, і, що більш важливо,
сильні кореляції між електронами з різними напрямками проекції спіну
всередині орбіталі, які виникають внаслідок взаємодії Кулона 𝑈 . Для да-
ного випадку точних рішень немає. Наближення, яке використовується,
було запропоноване у статті [61] та узагальнене для випадку наявного
зовнішнього магнітного поля. Основна схема роз’єднання функцій Гріна
має багато спільного з так званим наближенням Хаббард-I, але охоплює
частину динаміки, яка не розглядається останнім. У даному розділі ме-
тод адаптовано до ситуацій, коли квантова точка перебуває під дію нену-
льового магнітного поля. Розділ також містить графічне представлення
рівнянь руху, яке допомагає краще зрозуміти основні фізичні процеси.
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Розглянута неканонічна або розширена схема Хаббард-I може бути
застосована для випадку великих 𝑈 та є точною в атомній границі,
для якої елементи тунельної матриці між точкою та контактами є
рівними нулю. Крім того, вона також є точною для випадку відсутнього
кулонівського відштовхування 𝑈 на енергетичному рівні КТ для будь-
якого магнітного поля.
Після інтегрування ступенів вільності провідних контактів утворює-

ться замкнена система рівнянь (1.25) та (1.26), яку потрібно розв’язувати
самоузгоджено. Для двох випадків, досліджених у даному розділі, а саме
(i) незалежна від часу система з постійним магнітним полем і зміщенням
напруги, (ii) залежна від часу система з густиною станів, яку можна вва-
жати константою, процедура ітерації не потрібна. Явний розв’язок може
бути отриманий у вигляді інтегралів по відомим функціям, які задають
зовнішні параметри системи: ці вирази можуть бути записані як (1.51) і
(1.62), відповідно, для випадку (i) і (ii).
Чисельні методи інтегрування були використані для побудови графіків

за допомогою вищезгаданих виразів. Для стаціонарного випадку було
отримано очікуване ступінчасте зростання струму через квантову точку,
причому перший стрибок виникає як наслідок появи каналу провідності
через раніше незайняту точку, а другий - від тунелювання через уже
зайнятий рівень, який передбачає подолання 𝑈 Кулона. Важливо також
зауважити, що для вже зайнятої квантової точки принцип Паулі блокує
одну з проекцій спіну, і тому друга сходинка має удвічі меншу висоту
ніж перша. У присутності магнітного поля ефект Зеємана розщеплює
кожну сходинку на дві менших підсходинки. Ці висновки підтверджені
незалежними розрахунками NCA.
Для випадку залежного від часу режиму було показано, що даний

метод удосконаленого наближенняХаббарда I добре відтворює динаміку
релаксацій заселеності квантової точки, яка спостерігалася в нещодавніх
результатах отриманих за допомогою методу inchworm QMC[30]. Далі
було розглянуто більш складну залежність від часу, коли КТ виводиться
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з рівноваги одночасним прямокутним імпульсом напруги та магнітного
поля. Після початку імпульсу струм через квантову точку релаксує до
нового рівноважного значення у вигляді затухаючих коливань. Природу
цих коливань було досліджено за допомогою Фур’є-аналізу. Як і
очікувалося, було показано, що коливання регулюються різницею рівнів
енергії, а отже, неявно магнітним полем. Що більш важливо, аналіз
Фур’є дозволив показати, які електронні конфігурації приймають участь
у динамічних процесах , а які дають переважно стаціонарний вклад у
транспортний сигнал.
Однією з головних переваг даного методу є те, що він дозволяє

пояснити фізичну природу кожного піку в спектрі. Наприклад, було
встановлено, що для обраних параметрів динаміка струму регулюється
тунелюванням через одно-електронний рівень, тоді як транспорт, що
включає тимчасово зайнятий дво-електронний рівень, дає стаціонарний
внесок у провідність.
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РОЗДІЛ 2 ЕЛЕКТРОННИЙ ТРАНСПОРТ.
ПОДВIЙНА КВАНТОВА ТОЧКА

2.1. Вступ
Невдовзі після появи перших одноелектронних транзисторів наприкін-
ці 1980-х [73, 74], з диференціальними графіками провідності, що ре-
гулюються характерними кулонівськими діамантами завдяки послідов-
ному накачуванню електронами центрального квантового острова [13,
75], стало зрозуміло, що ефект Кондо [58] може бути використаний для
подолання кулонівської блокади та відновлення нормальної провідності.
Відтоді фізику Кондо спостерігали у багатьох нанорозмірних пристроях,
починаючи від гетероструктур GaAs/AlGaAs[37] та Si/SiGe[38] до більш
екзотичних пристроїв із одномолекулярними переходами[76–79] або ву-
глецевих нанотрубок [80]. Наявність різкого супутнього нульового піку
або резонансу Абрикосова-Зула-Кондо на графіку диференціальної про-
відності [37, 38, 76, 80–83], дає можливість реалізувати пристрій з ви-
сокочутливими комутаційними властивостями, який, наприклад, може
бути використаний в молекулярній електроніці [39, 84].
Як і інші квантові явища, резонансні спін-фліп-кореляції, що лежать

в основі ефекту Кондо, обмежені дуже низькими температурами та
зберігаються лише до кількох десятків мілікельвінів у звичайних
напівпровідникових пристроях або, в кращому випадку, до кількох
десятків Кельвінів у молекулярній електроніці [39, 79]. Хоча, наприклад,
у роботах [85, 86] автори вказують, що для магнітних домішок на
поверхні температура Кондо може сягати 100K.
Можливість спостерігати електронний транспорт завдяки наявному

ефекту Кондо через квантову точку, приєднану до контактів (без даного
ефекту транспорт заблокований кулонівською взаємодією), спирається
на той факт, що рівень точки, зайнятий одним електроном, доступний
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для резонансного тунелювання від контактів, і, таким чином, зазвичай
безпосередньо керується напругою затвору [37–39]. Для ⊥-подібного
пристрою, запропонованого в цьому розділі та схематично зображеного
на рис. 2.1, затвор (вивід 2) безпосередньо не контролює енергетичний
рівень 𝜀1 квантової точки 1 у каналі провідності між лівим (L) і правим
(R) контактами. Але завдяки зміні напруги на затворі, змінюється заселе-
ність квантової точки 2, і саме ця зміна зрештою ініціює початок струму
через провідний канал завдяки наявному кулонівському відштовхуван-
ню між електронами на різних КТ. Експериментально реалізувати кван-
тові точки з ємнісним зв’язком без міжточкового тунелювання можли-
во, наприклад, у гетероструктурах GaAs/AlGaAs [87, 88]. Також за до-
помогою двошарового графену на кремнієвій підкладціт було створено
систему з регульованими міжточковими зв’язками з мінімальним зали-
шковим міжточковим тунелюванням [89]. Як буде показано нижче, при
достатньо низькій температурі така система з подвійною квантовою то-
чкою дає можливість побудувати квантовий транзистор, здатний з висо-
кою чутливістю перемикатися між трьома станами замість двох: ізоля-
тора, нормальної провідності та резонансної провідності за допомогою
ефекта Кондо. Хоча експериментальна реалізація такого приладу є без-
перечно більш складою задачею.

2.2. Гамільтоніан системи та метод розв’язку

Для опису системи запропонованої на рис. 2.1, як і в попередньому
розділі, буде використано однодорівневу модель Андерсона [90] в
рамках наближення NCA [91–93]. Гамільтоніан моделі містить внески
від контактів, точок і від тунелювання між контактами та точками, 𝐻 =
𝐻leads + 𝐻dots + 𝐻tun. Три некорельовані між собою металеві контакти,
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Рис. 2.1 Нанорозмірний транзистор, у якому дві однорівневі КТ, 𝜀1 і 𝜀2,
з внутрішньоточковим кулонівським відштовхуванням 𝑈1 і 𝑈2 і міжто-
чковою кулонівською взаємодією 𝑈12, з’єднані з трьома некорельовани-
ми металевими контактами. Електрони можуть тунелювати з лівого (L)
контакту через нижню точку до правого (R) контакту, таким чином пред-
ставляючи собою канал транзистора. Верхній контакт контролює заряд
та заселеність верхньої КТ, яка, хоча і ізольована від каналу, запускає
струм через останній і, таким чином, діє як затвор. Тунелювання між
контактами та їх відповідними точками описується функціями гібриди-
зації Γ𝛼, де 𝛼 ∈ {𝐿, 𝑅, 2}.
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𝛼 ∈ {𝐿, 𝑅, 2}, описуються наступним чином:

𝐻leads = ∑
𝛼𝑘𝜎

𝜀𝛼𝑘 c†
𝛼𝑘𝜎 c𝛼𝑘𝜎 , (2.1a)

де c†
𝛼𝑘𝜎 та c𝛼𝑘𝜎 оператори народження та знищення 𝜎-електрону в стані

𝑘 на контакті 𝛼. Внесок від квантових точок записується як

𝐻dots = ∑
𝑖∈{1,2}

(𝜀𝑖 n𝑖 + 𝑈𝑖 n𝑖↑n𝑖↓) + 𝑈12 n1n2, (2.1b)

де n𝑖 = n𝑖↑ + n𝑖↓ — загальна заселеність квантової точки 𝑖, n𝑖𝜎 =
d†

𝑖𝜎d𝑖𝜎 кількість 𝜎-електронів на точці, а d†
𝑖𝜎 (d𝑖𝜎) відповідні оператори

народження (знищення). Таким чином, сума у   наведеному вище виразі
описує дві окремі КТ у моделі Андерсона, причому верхня точка
служить затвором, 𝑉g ≡ 𝜀2, а нижня являє собою канал провідності,
𝑉ch ≡ 𝜀1. Останній доданок у рівнянні (2.1b) враховує ємнісний
зв’язок між обома квантовими точками та може бути реалізований
експериментально, як описано в [87–89].
Фінальний внесок від тунелювання електронів з точки на провідники

і навпаки запишеться як

𝐻tun = ∑
𝛼∈{𝐿,𝑅}

𝑘𝜎

(𝑡𝛼𝑘 d†
1𝜎 c𝛼𝑘𝜎 + 𝑡∗

𝛼𝑘 c
†
𝛼𝑘𝜎 d1𝜎)

+ ∑
𝑘𝜎

(𝑡2𝑘 d†
2𝜎 c2𝑘𝜎 + 𝑡∗

2𝑘 c
†
2𝑘𝜎 d2𝜎) , (2.1c)

де перший рядок описує зв’язок електронів у точці 1 із лівим і
правим контактами, а другий рядок забезпечує тунелювання електронів
з точки 2 до верхнього провідника. Для більшості практичних випадків
амплітуди тунелювання 𝑡𝛼𝑘 залежать від 𝑘 лише неявно через відповідну
енергію рівня, 𝜀𝛼𝑘, тому тунелювання до кожного контакту повністю
визначається через силу гібридизації [36] Γ𝛼(𝜀) = 2𝜋|𝑡𝛼(𝜀)|

2𝑁𝛼(𝜀) де
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𝑁𝛼(𝜀) — підсумована за напрямками спіну густина станів контакту 𝛼
(∈ {𝐿, 𝑅, 2}). Надалі буде використано припущення, що всі три контакти
є ідентичними металами, з густиною станів, що характеризується
єдиною широкою зоною, і що тунелювання між будь-яким контактом
і відповідною квантовою точкою визначається однаковими фізичними
процесами і лише слабко залежним від енергії, таким чином, що всі три
сили гібридизації однакові, Γ𝐿(𝜀) = Γ𝑅(𝜀) = Γ2(𝜀). Зокрема, густина
станів обирається у вигляді широкого гаусіана із напівшириною 𝐷 =
70 Γ, де Γ = Γ𝐿( ̄𝜇) + Γ𝑅( ̄𝜇) – загальна сила гібридизації нижньої
точки при середньому хімічному потенціалі ̄𝜇 = 1

2 (𝜇𝐿 + 𝜇𝑅). Γ, як і
в минулому розділі, буде слугувати основною одиницею енергії. Крім
того, припускається нульове зміщення напруги та температури таке, що

̄𝜇 = 𝜇𝐿 = 𝜇𝑅 і 𝑇𝐿 = 𝑇𝑅.
Провідність 𝐺(𝑇 ) = 𝑒2𝐼0(𝑇 ) і коефіцієнт Зеєбека 𝑆(𝑇 ) =

−𝐼1(𝑇 )/[𝑒𝑇 𝐼0(𝑇 )] виражені через моменти різних порядків [94],

𝐼𝑛(𝑇 ) = 2
ℎ ∫ 𝜀𝑛

(−𝜕𝑓
𝜕𝜀 ) 𝜏eq(𝜀)d𝜀 . (2.2)

Підінтегральний вираз складається з розподілу Фермі 𝑓(𝜀) і рівноважної
транспортної функції 𝜏eq(𝜀) = 𝜋

4 𝐴1(𝜀) (𝜀). Аналогічно, заселеність точок
𝑗 = 1, 2 також виражається через розподіл Фермі та спектральні функції
квантових точок 𝐴𝑗(𝜀) [95]

𝑛𝑗 = ∫ 𝑓(𝜀 − 𝜇𝑗)𝐴𝑗(𝜀)d𝜀 .

𝐴𝑗(𝜀) = − 1
𝜋 Im∑𝜎 𝐺r

𝑗𝜎(𝜀 + 𝑖𝛿) легко отримати з відповідних точкових
функцій Гріна𝐺r

𝑗𝜎(𝜀+𝑖𝛿) = ⟨⟨d𝑗𝜎; d†
𝑗𝜎 ⟩⟩. В атомній границі точкові фун-

кції Гріна мають різкі переходи між 4 локальними власними станами ко-
жної точки. Проте гібридизація з контактами та міжточкове кулонівське
відштовхування створюють кореляції та флуктуації між цими 16 локаль-
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Рис. 2.2 Залежність провідності від напруги затвора 𝑉g ≡ 𝜀2 для високих
і низьких температур. Параметри (в одиницях Γ) 𝑉ch ≡ 𝜀1 = −7.5 Γ,
внутрішньоточкова кулонівська взаємодія 𝑈1 = 𝑈2 = 8 Γ і міжточкова
взаємодія 𝑈12 = 6 Γ. При високих температурах провідність плавно
змінюється від ізолятора до металевої. При низьких температурах
спостерігається різкий резонанс провідності при переході від ізолятора
до звичайного металевого стану.

ними станами. Останні розглядаються в рамках наближення NCA, яке
використовуватись для розгляду резонансного тунелювання зі спінови-
ми флуктуаціями, що лежать в основі ефекту Кондо. Даний ефект може
бути спостережений для значень параметрів системи, які розглядаються.

2.3. Чисельні результати
У даному випадку розглядається досить велике внутрішньоточкове
кулонівське відштовхування, 𝑈1 = 𝑈2 = 8 Γ, і помітний, але не
надто великий ємнісний міжточковий зв’язок, 𝑈12 = 6 Γ. Рівень
енергії провідного каналу нижньої точки фіксований на рівні 𝑉ch ≡
𝜀1 = −7.5 Γ, тоді як рівень верхньої точки, 𝑉g ≡ 𝜀2, змінюється.
Обчислена загальна провідність зображена на рис. 2.2. При високій
температурі графік демонструє плавний перехід між слабким ізолятором
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Рис. 2.3 Заселеність точки для різних проекцій спіну (верхня панель),
провідність (середня панель) і коефіцієнт Зеєбека або термо-ЕРС (нижня
панель) як функції 𝑉g ≡ 𝜀2. Криві розраховані для тих самих
параметрів, що й на рис. 2.2. Діапазон значень обраний у вузькій смузі в
області переходу і для різних температур. Варто зауважити, що загальна
заселеність у два рази перевищує 𝑛𝑗𝜎 (зображена на верхній панелі) як
для нижньої точки (1), так і для верхньої точки (2).
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та слабкою провідністю. При низьких температурах ізоляційний і
металевий стан набагато ближче до своїх визначальних характеристик,
і перехід дуже різкий. Крім того, існує додатковий вузький режим
підвищеної провідності прямо над напругою переходу, 𝑉 c

g ≈ −9.4 Γ, у
якому 𝐺 наближається до свого теоретичного максимуму, визначеного
квантом провідності 𝐺0 = 2𝑒2

ℎ . Варто зауважити, що така поведінка є
універсальною у тому сенсі, що не залежить від конкретного вибору
параметрів.
Для того, щоб більш детально дослідити поведінку поблизу переходу

між ізолятором та металевою провідністю було побудовано графіки
заселеності квантових точок, провідності і термо-ЕРС для тих самих
параметрів, що й на рис. 2.2, але у набагато вужчому діапазоні напруги
на затворі (рис. 2.3). Як показано на верхній панелі, верхня точка майже
подвійно зайнята для 𝑉g ≪ 𝑉 c

g , що зменшує заселеність нижньої
точки, таким чином перешкоджаючи транспорту заряду через канал.
Для 𝑉g ≫ 𝑉 c

g обидві точки близькі до одноелектронного заповнення
і виникає звичайний металевий стан, який за низької температури
має провідність приблизно 1

3𝐺0. Крім того, для низьких температур
спостерігається сильне збільшення провідності на металевій стороні
переходу поблизу 𝑉g ≳ −9.4 Γ. Для найнижчої температури, яка
розглядається, 𝑇 = 0.001 Γ, пік провідності має виражений максимум,
близький до 𝐺0. На малюнку також видно, що максимум сильно
розмивається з підвищенням температури. Це, а також той факт, що
підвищена провідність спостерігається лише в дуже вузькому режимі
напруги на затворі, вказує на те, що резонансні спінові флуктуації, що
лежать в основі ефекту Кондо, є ймовірною причиною виникнення такої
поведінки. Для такої системи можна оцінити температуру Кондо як 𝑇K ≈
8 ⋅ 10−3 Γ, що ідеально відповідає спостережуваній ерозії максимуму
провідності. Такі висновки додатково підтверджуються розрахунками
термо-ЕРС, відображеними на останній панелі Рис. 2.3. Негативна
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термо-ЕРС або термо-ЕРС,що змінює знак, є іншоюознакою транспорту
в режимі Кондо [96].

2.3.1. Аналіз спектральної густини

Спектральні функції при низьких температурах зображені на рис. 2.4, є
додатковим підтвердженням того, що підвищена провідність в металевій
області пов’язана з ефектом Кондо. Також вони розкривають деталі
раптового перемикання поведінки від практично відсутньої до майже
ідеальної провідності. Частина (a) зображає спектральну густину
нижньої квантової точки (червоний колір) і верхньої квантової точки
(синій колір) на стороні металевої провідності переходу, 𝑉g ≈ 𝑉 c

g +
0.04. Для обох графіків основний вклад дають верхня та нижня смуги
Хаббарда, розділені внутрішньоточковою кулонівською вщаємодією
𝑈1 = 𝑈2 = 8 Γ, як і очікувалося для приблизно наполовину заповнених
точок в моделі Андерсона. Що більш важливо, гострий Кондо резонанс
присутній в обох спектральних густинах саме на рівні Фермі (це
найбільш очевидно з вставок у нижній частині малюнка). Таким чином,
саме внесок Кондо провідності в спектральну густину на рівні Фермі
дозволяє подолати кулонівську блокаду та відновити ідеальну металеву
поведінку— ефект, який вже спостерігався в інших системах Кондо при
низькій температурі [97]. В області (b) на рис. 2.4, де провідний канал
пребуває у стані ізолятора, 𝑉g ≈ 𝑉 c

g − 0.04, спектральна вага нижньої КТ
переноситься на верхню смугу Хаббарда (червоний колір), що означає
малу заселеність цієї точки. Тоді як спектральна густина верхньої точки
знаходиться переважно в її нижній смузі Хаббарда (синій колір), що
вказує на майже повнісю зайняту точку затвору. Деякі внески Кондо все
ще присутні поблизу рівня Фермі, але їх недостатньо для збереження
металевої провідності в системі: як видно зі вставки i1, залишковий пік
Кондо (світло-червоний колір) лежить набагато вище рівня Фермі і тому
не дає значного внеску у провідність через нижню квантову точку.
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2.4. Висновки
В даному розділі було досліджено електронний транспорт через подвій-
ну квантову точку із сильним внутрішньо- та міжточковим кулонівським
відштовхуванням у ⊥-подібній пристрої. У такій системі струм може
протікати від витоку до стоку лише через нижню точку. Верхня точка
відіграє роль затвору та завдяки наявному міжточковому кулонівському
відштовхуванню керує потоком електронів через провідний канал ни-
жньої точки. Щоб досягти цього, напруга верхнього контакту регулює
заселеність верхньої точки. При низьких температурах спостерігається
дуже різке перемикання при підвищенні напруги на затворі: спочатку зі
стану ізолятора точка раптово переходить у режим резонансного тунелю-
вання, де провідність близька до теоретичного максимуму 𝐺0 = 2𝑒2/ℎ, а
потім у стан нормальної металевої провідності. Розрахунки коефіцієнта
Зеєбека та спектральних густин підтверджують, що ця особлива пове-
дінка перемикання тісно пов’язана з ефектом Кондо та його різким ре-
зонансом поблизу рівня Фермі. При підвищенні температури Кондо пік
розмивається і перехід стає більш плавним, а стани менш вираженими:
при збільшенні напруги затвору при температурах 𝑇 ≳ 𝑇𝐾 провідний ка-
нал плавно переходить зі стану ”поганого”провідника до стану поганого
”ізолятора”.
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Рис. 2.4 Спектральні густини нижньої та верхньої точки поблизу
переходу, 𝐴1(𝜀) і 𝐴2(𝜀), де частина (a) представляє сторону із металевою
провідністю, 𝑉g ≈ 𝑉 c

g + 0.04, а частина (b) область ізолятора, 𝑉g ≈
𝑉 c
g − 0.04, для параметрів як на рис. 2.2 у низькотемпературному режимі

𝑇 = 0.001. Вставки на нижній панелі зображають масштабовану частину
графіку нижньої (i1) і верхньої (i2) точкових спектральних функцій
поблизу рівня Фермі, причому темнішим кольором зображена частина
графіку із металевою провідністю, а світлішим сторона ізолятора.

83



84



РОЗДІЛ 3 ТЕРМОНОДИНАМIЧНI
ВЛАСТИВОСТI СИСТЕМИ

ВЗАЄМОДIЮЧИХ БОЗОНIВ ПРИ
НУЛЬОВОМУ ХIМIЧНОМУ ПОТЕНЦIАЛI

3.1. Вступ

У останніх двох розділах даної дисертації буде досліджено властивості
взаємодіючої системи бозонів в рамках іграшкової моделі з використа-
нням термодинамічно узгодженого методу середнього поля. Дослідже-
ння має на меті визначити можливість та умови Бозе-Ейнштейнівської
конденсації в такій системі в залежності від співвідношення між притя-
гувальним і відштовхувальним внесками у взаємодію середнього поля.
Дослідженню даної тематики присвячена, наприклад, серія піонер-

ських робіт Мігдала [98–101] та більш пізніх робіт інших авторів. В
роботі [99] були досліджені умови виникнення піонного конденсату в
нейтронній матерії та ядерній матерії. Показано, що конденсат виникає
при густинах 𝑛 > 𝑛±

𝑐 ≈ 0.8 𝑛0 для нейтронної матерії та при густинах
𝑛 > 𝑛𝑐 ≈ 0.6 𝑛0 для ядерної матерії, де 𝑛0 - характерна густина ядерної
матерії. Можливе утворення класичних піонних полів у релятивістських
ядро-ядерних зіткненнях обговорювалось у посиланні [42–45]. У робо-
тах [46–50] було розглянуто систему піонів зі скінченним хімічним ізо-
спіновим потенціалом при низьких температурах. Цікаві нові результати
також були отримані при вивченні систем піонів при великих густинах
за допомогою граткових методів [52, 53].
У даному розділі досліджується взаємодіюча бозонна системи при

нульовому хімічному потенціалі. Температура може сягати достатньо
великих значень, а отже і концентраціях теплових частинок може
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бути доволі великою. Елементарні розрахунки для невзаємодіючого
адронного резонансного газу показують, що густина частинок може
досягати значень (0.1 − 0.2) fm−3 при температурах 100 − 150 MeV, які
знаходяться нижче фазового переходу деконфайнменту, див. [55, 56].
За таких умов ефекти взаємодії починають відігравати значну роль.

Феноменологічне середнє поле 𝑈(𝑛), подібне до так званого потенціалу
Скірма, введене для врахування взаємодії між бозонами. Дане поле
залежить тільки від густини частинок 𝑛. Термодинамічно узгоджені
співвідношення (самоузгоджене рівняння відносно густини частинок),
отримані в рамках даного методу, можуть бути використані для
обчислення густини частинок, густини енергії та тиску як функцій
температури. Важливою відмінністю розглянутої системи є те, що на
відміну від так званої бозонної матерії, кількість бозонів не зберігається,
а визначається за допомогою мінімізація термодинамічного потенціалу.

3.2. Термодинамічно узгоджена модель
середнього поля

Розглянемо систему взаємодіючих частинок із загальної термодинамі-
чної точки зору в рамках канонічного ансамблю аналогічно до [102]. Гу-
стина вільної енергії 𝜙(𝑛, 𝑇 ), яка залежить від густини частинок 𝑛 і тем-
ператури 𝑇 , містить повну інформацію про систему багатьох частинок.
Зокрема основні співвідношення між густиною вільної енергії та інши-
ми термодинамічними величинами можна записати наступним чином:

𝜙(𝑛, 𝑇 ) = 𝜀(𝑛, 𝑇 ) − 𝑇 𝑠(𝑛, 𝑇 ) , (3.1)

𝜙(𝑛, 𝑇 ) = 𝑛𝜇(𝑛, 𝑇 ) − 𝑝(𝑛, 𝑇 ) , (3.2)

де 𝜀(𝑛, 𝑇 ) - густина енергії, 𝑝(𝑛, 𝑇 ) – тиск. Варто нагадати, що в роботі
використано систему одиниць 𝑘𝐵 = 𝑐 = ℏ = 1. Величини 𝜇(𝑛, 𝑇 )
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(хімічний потенціал) і 𝑠(𝑛, 𝑇 ) (густина ентропії) можуть бути записані
як часткові похідні від незалежних змінних (n, T)

𝜇 = (
𝜕𝜙
𝜕𝑛 )𝑇

, 𝑠 = − (
𝜕𝜙
𝜕𝑇 )𝑛

. (3.3)

Для системи взаємодіючих частинок густина вільної енергії може бути
записана як сума вільної та взаємодіючої частини

𝜙(𝑛, 𝑇 ) = 𝜙0(𝑛, 𝑇 ) + 𝜙int(𝑛, 𝑇 ) , (3.4)

де 𝜙0 – густина вільної енергії ідеальної системи без взаємодії. З (3.3)
випливає, що хімічний потенціал також можна записати у вигляді суми
«вільної» та «взаємодіючої» частини

𝜇 = 𝜇0 + (
𝜕𝜙int
𝜕𝑛 )𝑇

, де 𝜇0 ≡ (
𝜕𝜙0
𝜕𝑛 )𝑇

(3.5)

Враховуючи рівняння (3.2), (3.4) і (3.5) для системи взаємодіючих
частинок, тиск у системі може бути записаний у наступному вигляді

𝑝 = 𝑛 𝜇(𝑛, 𝑇 ) − 𝜙(𝑛, 𝑇 ) = 𝑝0(𝑛, 𝑇 ) + 𝑛 (
𝜕𝜙int
𝜕𝑛 )𝑇

− 𝜙int , (3.6)

де позначено
𝑝0(𝑛, 𝑇 ) = 𝑛 𝜇0(𝑛, 𝑇 ) − 𝜙0(𝑛, 𝑇 ) , (3.7)

Незалежні змінні 𝑛 і 𝑇 відповідають взаємодіючій системі. «Вільний»
тиск 𝑝0 в останньому рівнянні (3.7) є тиском ідеального газу, розрахова-
ний для тих самих значень термодинамічних змінних 𝑛 і 𝑇

𝑝0(𝑇 , 𝜇0) = 𝑔
3 ∫

𝑑3𝑘
(2𝜋)3

𝒌2

√𝑚2 + 𝒌2
𝑓0 [𝒌; 𝑇 , 𝜇0(𝑛, 𝑇 )] , (3.8)

де 𝑔 – фактор виродження, 𝑓0(𝒌; 𝑇 , 𝜇0) – функція розподілу ідеального
газу (Больцмана, Фермі-Дірака або Бозе-Ейнштейна).
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Введемо наступні позначення:

𝑈(𝑛, 𝑇 ) ≡ [
𝜕𝜙int(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛 ]𝑇
, (3.9)

𝑃 ex(𝑛, 𝑇 ) ≡ 𝑛 [
𝜕𝜙int(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛 ]𝑇
− 𝜙int(𝑛, 𝑇 ) . (3.10)

Не важко бачити, що між двома введеними вище величинами існує
зв’язок

𝑛𝜕𝑈(𝑛, 𝑇 )
𝜕𝑛 = 𝜕𝑃 ex(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛 . (3.11)

Підставивши 𝑃 ex(𝑛, 𝑇 ) з (3.10) у рівняння (3.6), можна отримати

𝑝 = 𝑝0(𝑇 , 𝜇0) + 𝑃 ex(𝑛, 𝑇 ) , (3.12)

Очевидно, що якщо в цьому рівнянні 𝑝0(𝑇 , 𝜇0) - тиск ідеального
газу, то величину 𝑃 ex(𝑛, 𝑇 ) слід розглядати як надлишковий тиск, який
виникає через наявність взаємодії.
З рівнянь (3.9) і (3.10) випливає, що знання величин 𝑈(𝑛, 𝑇 ) і 𝑃 ex(𝑛, 𝑇 )

еквівалентне знанню густини вільної енергії, а отже, середнє поле та
надлишковий тиск містять повну інформацію про систему.
Далі перейдемо до великого канонічного ансамлю, оськільки він

є більш зручним для опису багаточастинкових систем із змінною
кількістю частинок. У даному ансамблі незалежними змінними є
температура 𝑇 і хімічний потенціал 𝜇. Тиск 𝑝(𝑇 , 𝜇), заданий через ці
незалежні змінні, містить повну інформацію про систему. Для переходу
від канонічного ансамблю до великого канонічного ансамблю необхідно
задати умову еквівалентності середніх термодинамічних величин в обох
ансамблях. У цьому випадку густина частинок стає функцією 𝑇 і𝜇, тобто
𝑛 = 𝑛(𝑇 , 𝜇), а тиск 𝑝(𝑇 , 𝜇) визначається з (3.12) як

𝑝(𝑇 , 𝜇) = 𝑝0 [𝑇 , 𝜇0(𝑛, 𝑇 )] + 𝑃 ex [𝑛(𝑇 , 𝜇), 𝑇 ] . (3.13)
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«Вільний» тиск 𝑝0 визначається виразом (3.8), в якому «вільний»
хімічний потенціал 𝜇0 може бути виражений через 𝑇 і 𝜇 шляхом
підстановки виразу (3.9) у рівняння (3.5)

𝜇0(𝑇 , 𝜇) = 𝜇 − 𝑈 [𝑛(𝑇 , 𝜇), 𝑇 ] . (3.14)

Тиск взаємодіючого газу розраховується за допомогою рівнянь (3.12)
і (3.8), де у рівнянні (3.8) буде використано вираз для вільного хімічного
потенціалу 𝜇0 з (3.14). В результаті можна отримати наступний вираз для
тиску газу взаємодіючих частинок у великому канонічному ансамблі

𝑝(𝑇 ) = 𝑔
3 ∫

𝑑3𝑘
(2𝜋)3

𝒌2

√𝑚2 + 𝒌2
𝑓(𝒌; 𝑇 , 𝜇, 𝑛) + 𝑃ex(𝑛, 𝑇 ) , (3.15)

де мається на увазі, що 𝑛 = ⟨𝑁⟩
𝑉 = 𝑛(𝑇 , 𝜇), а також

𝑓(𝒌; 𝑇 , 𝜇, 𝑛) =
{

exp
[

√𝑚2 + 𝒌2 + 𝑈(𝑛, 𝑇 ) − 𝜇
𝑇 ]

− 1
}

−1

. (3.16)

У певному сенсі присутній перехід від канонічного ансамблю до
великого канонічного ансамблю заснований на заміні густини числа
частинок 𝑁/𝑉 , як незалежної змінної, своїм середнім значенням
⟨𝑁⟩ /𝑉 , яке залежить від хімічного потенціалу 𝜇 і температури 𝑇 .
Отже, далі під величиною n приймається середнє значення ⟨𝑁⟩ /𝑉 .
Такий перехід відповідає перетворенню Лежандра термодинамічних
потенціалів, а саме переходу від опису системи за допомогою функції
густини вільної енергії 𝜙(𝑛, 𝑇 ) до опису за допомогою тиску 𝑝(𝑇 , 𝜇) або
термодинамічного потенціалу Ω = −𝑝(𝑇 , 𝜇)𝑉 . У загальному випадку
таке перетворення означає

𝑝(𝑇 , 𝜇) = 𝑛𝜇 − 𝜙(𝑛, 𝑇 ), де 𝜇 = [
𝜕𝜙(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛 ]𝑇
. (3.17)
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Для однокомпонентного газу припущення термодинамічної границі,
тобто 𝑁/𝑉 = const, коли 𝑁 → ∞ і 𝑉 → ∞, є необхідним для того, щоб
такий перехід був справедливим.
Оскільки вільна енергія була розділена на дві частини, 𝜙(𝑛, 𝑇 ) =

𝜙0(𝑛, 𝑇 ) + 𝜙int (𝑛, 𝑇 ), перетворення Лежандра у такому випадку виглядає
наступним чином

𝑝(𝑇 , 𝜇) − 𝑝0 (𝑇 , 𝜇0) = 𝑛 (𝜇 − 𝜇0) − 𝜙int(𝑛, 𝑇 ),

де 𝜇 − 𝜇0 = [
𝜕𝜙int(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛 ]𝑇
.

(3.18)

Друге рівняння в (3.18) не розв’язується явно, а зберігається в неявній
формі з використанням скорочених позначень (3.9) і (3.10). Після чого
рівняння 3.18 набуває вигляду

𝑝(𝑇 , 𝜇) = 𝑝0[𝑇 , 𝜇 − 𝑈(𝑛, 𝑇 )] + 𝑃 ex(𝑛, 𝑇 ), (3.19)

де густина частинок 𝑛(𝑇 , 𝜇) неявно залежить від температури та хімі-
чного потенціалу. Наступним кроком буде визначення функції 𝑈(𝑛, 𝑇 )
або функції 𝑃 ex(𝑛, 𝑇 ) за допомогою іншого підходу. Наприклад, можна
визначити ці функції з віріального розкладу потенціалу взаємодії у си-
стемі багатьох частинок, або з якогось феноменологічного рівняння ста-
ну, яке описує реальні гази в канонічному ансамблі. Задача вважається
сформульованою, коли отримано функцію𝑈(𝑛, 𝑇 ) або функцію 𝑃 ex(𝑛, 𝑇 )
в явному вигляді.
Вираз (3.15) для тиску містить густину частинок 𝑛(𝑇 , 𝜇), яка досі

є невідомою величина, при заданих 𝑇 і 𝜇. Для визначення 𝑛(𝑇 , 𝜇)
використаємо наступну термодинамічну тотожність

𝑛(𝑇 , 𝜇) = 𝜕𝑝(𝑇 , 𝜇)
𝜕𝜇 (3.20)

Обчисливши похідну по 𝜇 у виразі (3.15) і використовуючи співвідно-
шення (3.11), можна отримати
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𝑛 = 𝑔 ∫
d3𝑘

(2𝜋)3 𝑓(k; 𝑇 , 𝜇, 𝑛) . (3.21)

В рамках даного підходу статистичну механіку, що розглядається,
можна вважати нелінійною, оскільки права частина виразу (3.21) для
густини частинок 𝑛 явно залежить від 𝑛. Отже, отриманий вираз
фактично є нелінійним рівнянням відносно 𝑛. Також можна бачити,
що функція 𝑓(k; 𝑇 , 𝜇, 𝑛), задана в (3.16), яка з’являється в (3.21), може
розглядатися як функція розподілу з дисперсійним співвідношенням
𝜖(𝒌) = 𝜖0(𝒌) + 𝑈(𝑛, 𝑇 ), де 𝜖0(𝒌) = √𝑚2 + 𝒌2. Отже, 𝑈(𝑛, 𝑇 ) можна
інтерпретувати як термодинамічне середнє поле, яке вносить поправку
у вільний одночастинковий спектр 𝜖0(𝒌), шляхом врахування взаємодії у
системі багатьох частинок.
Для початку розглянемо систему взаємодіючих бозонів без конденсату

при нульовому хімічному потенціалі 𝜇 = 0, що еквівалентно нульовому
значенню густини ізоспіну 𝑛𝐼 = 0 або однаковій кількості частинок та
античастинок в системі. Будемо називати цей стан газо-рідинною фазою,
щоб відрізняти його від слабо взаємодіючого газу піонів. Використаємо
термодинамічну модель середнього поля розглянуту вище (також див.
[103, 104]). Середнє поле 𝑈(𝑛, 𝑇 ) в (3.16) вважається незалежним
від температури. Таким чином одночастинкова енергія має наступний
вигляд

𝐸(𝒌, 𝑛) = √𝑚2 + 𝒌2 + 𝑈(𝑛) . (3.22)

З рівняння (3.15) отримуємо вираз для повного тиску однорідної
системи взаємодіючих бозонів при 𝜇 = 0

𝑝(𝑇 ) = 𝑔
3 ∫

𝑑3𝑘
(2𝜋)3

𝒌2

√𝑚2 + 𝒌2
𝑓(𝒌; 𝑇 ) + 𝑃ex(𝑛) , (3.23)

91



де функція розподілу тепер має вигляд

𝑓(𝒌; 𝑇 ) = {exp [
𝐸(𝒌, 𝑛)

𝑇 ] − 1}
−1

. (3.24)

Густина енергії у газо-рідинній фазі може бути отримана зі співвідноше-
ння Ейлера 𝜀 + 𝑝 = 𝑇 𝑠 + 𝜇𝑛, де густина ентропії це похідна 𝑠 = 𝜕𝑝(𝑇 )/𝜕𝑇 .
Таким чином густина енергії може бути записана у вигляді

𝜀(𝑇 ) = 𝑔 ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
√𝑚2 + 𝒌2 𝑓(𝒌; 𝑇 ) + 𝜀ex(𝑛) ,

де 𝜀ex(𝑛) ≡ 𝑛 𝑈(𝑛) − 𝑃ex(𝑛) . (3.25)

Для випадку нульового хімічного потенціалу самоузгоджене рівняння
(3.21) може бути записане у вигляді

𝑛 = 𝑔
2𝜋2 ∫

∞

0
𝑑𝑘 𝑘2

{exp [
𝐸(𝒌, 𝑛)

𝑇 ] − 1}
−1

. (3.26)

Дане рівняння відносно 𝑛 необхідно розв’язувати для кожної заданої
температури 𝑇 .

3.3. Бозе‐конденсація у взаємодіючій системі
піонів із нульовим ізотопічним спіном

З функції розподілу Бозе-Ейнштейна (3.24) випливає, що при імпульсах
𝒌 = 0 одночастинкова енергія (3.22) повинна задовольняти умові
𝐸(0, 𝑛) ≥ −𝑚, інакше функція розподілу (3.24) приймає від’ємні
значення. Саме ця умова визначає інтервал температур, де відбувається
Бозе-конденсація.
Гранична густина теплових частинок, 𝑛lim(𝑇 ), безпосередньо перед

утворенням Бозе-конденсату, тобто при 𝑈(𝑛) = −𝑚, така сама, що й в
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ідеальному релятивістському газі при 𝜇 = 𝑚

𝑛lim(𝑇 ) = 𝑔
2𝜋2 ∫

∞

0
𝑑𝑘 𝑘2

[
exp

(
√𝑚2 + 𝑘2 − 𝑚

𝑇 )
− 1

]

−1

. (3.27)

На рис. 3.1 (Права панель) ця залежність зображена як червона
пунктирна лінія, яка розділяє нормальну фазу (яка містить лише теплові
частинки) та фазу з Бозе-конденсатом (яка містить як теплові частинки,
так і конденсовані частинки). Виходячи з вищесказаного, можна зробити
наступний загальний висновок: для величини потенціалу середнього
поля меншої ніж−𝑚, у рівноважній системі бозонів з нульовим хімічним
потенціалом утворюється Бозе-конденсат.

3.3.1. Параметризація Скірма для середнього поля.
Формалізм, розглянутий у розділі 3.2, може бути застосований для
кількох цікавих із фізичної точки зору систем, наприклад, адрон-
резонансний газ [102] та піонний газ [105]. Далі підхід термодинамічно
узгодженої моделі середнього поля буде узагальнено на випадок
бозонної системи, у якій може утворюватись Бозе-конденсат. Розглянемо
потенціал взаємодії між частинками, подібний до потенціалу взаємодії
у моделі Скірма [41], який має вигляд

𝑈(𝑛) = − 𝐴 𝑛 + 𝐵 𝑛2 , (3.28)

де 𝑛 - густина частинок, 𝐴 > 0 і 𝐵 > 0 - додатньо визначені параметри.
Таким чином досліджувана бозонна система характеризується доволі
загальними властивостями: між частинками присутнє як притягання,
так і відштовхування (3.28). Причому частина середнього поля, яка
відповідає за відштовхування має більшу степінь у показнику при
густині частинок. Такий вибір зроблено для того, щоб при великих
густинах частинок в системі не відбувався колапс. З фізичної точки
зору внесок у притягуючу компоненту середнього поля на високих
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енергіях або при високих температурах (𝑇 ∝ 150 МеВ) частково може
забезпечуватись також наявністю інших адронів у реальній фізичній
системі.
Надлишковий тиск можна отримати, використавши умову термодина-

мічної узгодженості (3.11) та підставивши 𝑈(𝑛) з рівняння (3.28),

𝑃ex(𝑛) = ∫
𝑛

0
𝑑𝑛′ 𝑛′ 𝜕𝑈(𝑛′)

𝜕𝑛′ = − 1
2 𝐴 𝑛2 + 2

3 𝐵 𝑛3 . (3.29)

Маса частинок, які будуть розглядатись в рамках досліджуваної
моделі, обирається рівною𝑚 = 139МеВ, а коефіцієнт виродження 𝑔 = 3.
Ці величини відповідають характеристикам частинок, які називаються
“піонами”. Одна із причим такого вибору полягає в тому, що піони є
найлегшими мезонами, Бозе-конденсат яких може виникати у ядерній та
нейтронній матерії, що було обговорено у Вступі 3.1 до даного розділу.
Основна задача даного розділу це дослідження можливості та умови

виникнення Бозе-Ейнштейнівської конденсації в такій системі взаємоді-
ючих піонів в залежності від співвідношення між притягувальним і від-
штовхувальним внесками у взаємодію середнього поля. З цією метою ко-
ефіцієнт відштовхування 𝐵 > 0 вважається фіксованим при всіх подаль-
ших розрахунках. Його величина отримана з оцінки на основі віріаль-
ного розкладу [106], 𝐵 = 10𝑚𝑏2 при 𝑏, що дорівнює чотирьом об’ємам
частинки, тобто 𝑏 = 16𝜋𝑟3

0/3. Коефіцієнт 𝑏 = 0.45 fm3 обирається та-
ким, що відповідає радіусу піона 𝑟0 ≈ 0, 3 fm. Коефіцієнт притягання
𝐴 розглядається як параметр моделі, який буде змінюватись. Потенціал
взаємодії 𝑈(𝑛) зображено на рис. 3.1 (верхня панель) для різних значень
безрозмірного параметра 𝜅 = 𝐴/𝐴c, що характеризує силу притягання у
системі. Тут 𝐴c = 2√𝑚𝐵 - критичне значення 𝐴, при якому потенціал
досягає мінамального значення −𝑚. Значення 𝜅 ≥ 𝜅c = 1 призводять
до перетину рівня −𝑚 та появи інтервалу густини, де функція 𝐸(0, 𝑛) є
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від’ємною. Кінцеві точки цього інтервалу визначаються з рівняння

𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0 . (3.30)

Використавши потенціал 𝑈(𝑛) із (3.28), можна отримати наступні
розв’язки

𝑛1 = √
𝑚
𝐵 (𝜅 − √𝜅2 − 1) ,

𝑛2 = √
𝑚
𝐵 (𝜅 + √𝜅2 − 1) .

(3.31)

На інтервалі 𝑛1 < 𝑛 < 𝑛2 інтеграл у рівнянні (3.26) не є додатньо
визначеним, а тому такі густини не реалізуються в рівноважній системі.
При 𝜅 > 𝜅c = 1 зміна густини піонів від 𝑛 = 𝑛1 до 𝑛 = 𝑛2
можлива лише через появу конденсату у системі і переходу частини
піонів у стан із нульовим імпульсом |𝒌| = 0, так що їх загальна
густина змінюється стрибком з 𝑛 = 𝑛1 до 𝑛 = 𝑛2. Причому рівняння
𝑛 = 𝑛1, 𝑛 = 𝑛2 є рівняннями стану для системи з конденсатом і,
як буде показано далі, вони задовольняють узагальнене самоузгоджене
рівняння 3.32. Як видно з рівняння (3.31) критичне значення параметра
𝐴 отримується, коли обидва корені збігаються, тобто коли 𝜅 = 1 або
𝐴 = 𝐴c = 2√𝑚𝐵. Використавши фіксоване значення параметра 𝐵,
можна обчислити 𝐴c = 2√10𝑚𝑏 ≈ 396 MeV ⋅fm3. При значенні 𝜅 = 1,
коли вершина праболічного потенціалу дотикається рівня −𝑚, можна
обчислити значення критичної густини піонів в цій точці 𝑛0 = 𝐴𝑐/2𝐵 =

1
√10𝑏

≈ 0.7 fm−3.
Таким чином параметр 𝜅 зручно вибрати як варіаційний параметр,

тобто параметризувари варіації коефіцієнта притягання 𝐴 безрозмірним
параметром 𝜅. Всі подальші розрахунки будуть виконані для різних
значень параметра 𝜅. Критичне значення параметра 𝜅c = 1 розбиває
діапазон його значень на 2 відрізки, для яких, як буде видно далі,
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поведінка системи принципово відрізняється. Тому значення 𝜅c < 1
будемо умовно називати “слабким” притяганням, а значення 𝜅c > 1 –
“сильним” притяганням.

3.3.2. Густина частинок, густина енергії та тиск при
“слабкому притяганні”

Для “слабкого” притягання, тобто значень 𝜅 ≤ 1 очікується, що
𝑈(𝑛) ≥ −𝑚 для всіх 𝑛. Тобто “заборонених” значень густини частинок
не виникає і можна очікувати, що самоузгоджене рівняння 3.26 буде
мати розв’язки у газо-рідинній фазі для всіх значень температури. Що
свідчить про відсутність Бозе-конденсату у системі для таких значень
притягання.
Щоб отримати рівняння стану для густини частинок 𝑛(𝑇 ) треба

розв’язати самоузгоджене рівняння (3.26) для фіксованого значення
𝜅 ≤ 1 і для певного набору значень температур з заданого інтервалу.
На нижній панелі рис. 3.1 зображено результати розрахунку рівнянь
стану піонів для густини залежної від температури для різних значень
параметра 𝜅 = 0, 0.55, 0.82, 1 (чорні суцільні лінії). Видно, що,
як і очікувалось, розв’язки самоузгодженого рівняння лежать у газо-
рідинній фазі для всіх значень температури, зображених на рисунку.
Тобто для випадку “слабкого” притягання Бозе-конденсат у системі
взаємодіючих піонів при нульовому заряді ізоспіну 𝑛𝐼 не виникає.
Пунктирна чорна крива зображає ідеальний релятивістський піонний газ
із 𝜇 = 0.
Знаючи залежність 𝑛(𝑇 ), можна обчислити тиск та густину енергії

для “слабкого” притягання у газо-рідинній фазі, використавши рівняння
(3.23) та (3.25), з урахуванням виразу для 𝑃ex(𝑛) із (3.29).

3.3.3. Самоузгоджений розв’язок для змішаної фази.
Розглянемо випадок “сильного” притягання, тобто коли 𝜅 > 1. Як було
сказано вище для таких значень 𝜅 в системі виникають “заборонені”
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значення густини частинок, тобто значення, для яких 𝑈(𝑛) < −𝑚.
У зв’язку з цим можна очікувати, що самоузгоджене рівняння (3.26)
буде мати роз’язки не для всіх значень температури. Для тих значень
температури, для яких розв’язків не буде, дане рівняння потрібно
узагальнити і ввести доданок, який відповідатиме за Бозе-конденсат.
Також варто очікувати, що в діапазоні температур “з конденсатом”
розв’язки будуть лежати вище граничної густини 𝑛lim(𝑇 ). У класичному
розумінні конденсації Бозе-Ейнштейна (див., наприклад, [107]), нище 𝑇c
густина частинок складається з двох внесків: внеску теплових частинок
та конденсату. Отже, у змішаній фазі самоузгоджене рівняння (3.26)
узагальнюється таким чином (див. [41, 107])

𝑛 = 𝑛cond + 𝑔
2𝜋2 ∫𝑘≠0

𝑑𝑘 𝑘2
{exp [

𝐸(𝒌, 𝑛)
𝑇 ] − 1}

−1
, (3.32)

де 𝑛 - загальна густина частинок, яка складається з густини теплових
частинок 𝑛th (другий доданок у правій частині останнього рівняння)
та густини конденсованих частинок 𝑛cond, які мають нульовий імпульс.
Необхідно зауважити, що у даній роботі 𝑇c - це температура початку
конденсації, в той час як у підручниках це позначення зазвичай
використовується для найбільшої температури, при якій конденсація
закінчується.
Розв’язок, отриманий для рівняння стану для значення параметра

притягання 𝜅 = 1.1, зображено на нижній панелі рис. 3.1 суцільною
синьою кривою, яка складається з декількох частин.
Як було сказано вище критичне значення 𝜅c = 1 розділяє два якісно

різні режими. При 𝜅 < 𝜅c криві 𝑛(𝑇 ) неперервні, тоді як при 𝜅 > 𝜅c
вони складаються із двох частин з проміжком між ними. Цей розрив
з’являється саме між густинами 𝑛1 і 𝑛2, де 𝑈(𝑛) + 𝑚 < 0, див. нижню
панель рис. 3.1.

97



0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0 1 . 2 1 . 4 1 . 6 1 . 8
- 2 0 0

- 1 0 0

0

1 0 0

2 0 0

3 0 0

κ=
1 . 1

κ=
1κ=
0 . 8 2κ=

0 . 5 5κ=
0 . 2 7

n 2n 0

U [
Me

V]

n  [ f m - 3 ]

m π

n 1

M e a n  f i e l d  U ( n )

κ=
0

5 0 1 0 5 1 6 0 2 1 5
0 . 0

0 . 2

0 . 4

0 . 6

0 . 8

1 . 0

1 . 2

n c
T 2T 1

n 1

n 2 κ= 1 . 1
κ = 1

κ= 0 . 8 2

κ= 0 . 5 5

n [
fm

-3 ]

T  [ M e V ]

n l i m

T 0

n 0

κ= 0

i d e a l  p i o n  g a s

T c

Рис. 3.1 Верхня панель: Залежність середнього поля 𝑈(𝑛) від густини
частинок для різних значень параметра 𝜅 = 𝐴/𝐴c. Густини 𝑛1, 𝑛2 та 𝑛0
- точки перетину з лінією 𝑈 = −𝑚. Нижня панель: Залежність густини
частинок від температури для системи взаємодіючих піонів із 𝜇 = 0.
Температури 𝑇1, 𝑇2 та 𝑇0 відповідають точкам, де густини 𝑛1, 𝑛2 та 𝑛0
перетинають граничну густину 𝑛lim(𝑇 ) (червона пунктирна крива).
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Фазовий перехід з нижньої гілки самоузгодженого розв’язку в фазу
Бозе-кондесату відбувається при критичній температурі 𝑇 = 𝑇c. В цій
точці відбувається стрибок густини частинок зі значення 𝑛c = 0.06 fm−3

до значення 𝑛2 = 1.09 fm−3. Критична температура 𝑇c визначається
із точки перетину кривих тиску для газо-рідинної та змішаної фаз.
Тиск у газо-рідинній фазі розрахований для самоузгодженого розв’язку
рівняння (3.26) аналогічно до розділу 3.3.2, а у змішаній фазі на
рівнянні стану 𝑛 = 𝑛2. Обчислення тиску у змішаній фазі буде детально
обговорене в розділі 3.3.4. Результати розрахунку тисків показано на
верхній панелі рис. 3.2. Оскільки густина змінюється стрибком, це,
безумовно, фазовий перехід першого роду. Тобто, якщо досягнути
температури 𝑇c та продовжувати накачувати енергію в багаточастинкову
систему піонів, відбудеться фазовий перехід, що призведе до утворення
Бозе-конденсату навіть у системі з 𝜇 = 0. Як наслідок, густина піонів
буде мати стрибок по вертикальній лінії 𝑇 = 𝑇c. При цьому для
утворення конденсату в цій точці, необхідна додаткова кількість енергії,
яка є нічим іншим як прихованою енергією фазового переходу, про що
свідчить розрив на графіку залежності нормованої густини енергії на
нижній панелі рис. 3.2. Що і являється підтвердженням того, що даний
фазовий перехід є фазовим переходом першого роду.
При подальшому підвищенні температури, система піонів буде

еволюціонувати вздовж горизонтальної лінії 𝑛 = 𝑛2 від 𝑇c = 115 МеВ
до 𝑇2 = 219 МеВ, як показано на верхній панелі рис. 3.1 (для 𝜅 =
1.1). Рівняння (3.32) є коректним у даному конкретному випадку, де
еволюція системи протікає по лінії постійної густини 𝑛 = 𝑛2. Дійсно,
для кожної температури 𝑇 з інтервалу 𝑇c < 𝑇 ≤ 𝑇2 (див. нижню панель
рис. 3.1) густина частинок має величину 𝑛 = 𝑛2 і, таким чином, значення
середнього поля дорівнює 𝑈(𝑛2) = −𝑚. У зв’язку з цим рівняння (3.32)
можна переписати як

𝑛2 = 𝑛cond(𝑇 ) + 𝑛lim(𝑇 ) , (3.33)
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Рис. 3.2 Верхня панель: Залежність тиску нормованого на 𝑇 4 від
температури для системи взаємодіючих піонів із 𝜇 = 0 і параметром
притягання 𝜅 = 1.1. Суцільні сині лінії, позначенні як 𝑝lg і 𝑝(2)

mix,
відповідають тиску у газо-рідинній та змішаній фазах (вздовж 𝑛 = 𝑛2)
відповідно, і відображають отримане рівняння стану. Нижня панель:
Залежність густини енергії нормованої на 𝑇 4 від температури при тих
самих умовах та значеннях параметрів як на верхній панелі. Синя
суцільна крива, яка складається з декількох сегментів, позначена як 𝜀lg
та 𝜀(2)

mix з вертикальним відрізком вздовж 𝑇 = 𝑇c, являє собою рівняння
стану.
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де використано визначення (3.27) величини 𝑛lim. З рівняння (3.33)
можна бачити, що в змішаній фазі загальна густина частинок 𝑛 = 𝑛2
дійсно складається із внеску конденсату 𝑛cond та теплових частинок 𝑛th,
які досягають максимально можливого значення 𝑛lim(𝑇 ) при заданій 𝑇 .
Отже, рівняння (3.32) слід розглядати як самоузгоджений опис піонного
конденсату в рамках підходу середнього поля.
При 𝑇 > 𝑇c гілка самоузгодженого розв’язку для газо-рідинної фази

(синя пунктирна лінія на нижній панелі рис. 3.1) стає метастабільною
і має поворот (від’ємну похідну) під час наближення до граничної
густини 𝑛lim(𝑇 ) знизу. Варто зауважити, що верхній сегмент (після точки
позначеної хрестом) є нестабільним.

3.3.4. Тиск та густина енергії у змішаній фазі.

Як було показано у розділі 3.3.3, у змішаній фазі при наявності Бозе-
конденсату загальна густина частинок 𝑛 є постійною та рівною 𝑛 = 𝑛2.
Таким чином тиск у змішаній фазі може бути записаний як

𝑝mix(𝑇 ) = 𝑔
3 ∫

𝑑3𝑘
(2𝜋)3

𝒌2

√𝑚2 + 𝒌2
×

×
{

exp
[

√𝑚2 + 𝒌2 + 𝑈(𝑛2)
𝑇 ]

− 1
}

−1

+ 𝑃ex(𝑛2) , (3.34)

де 𝑈(𝑛2) = −𝑚 та 𝑃ex(𝑛) задається рівністю (3.29). Слід пам’ятати, що
частинки, які знаходяться в конденсаті, мають імпульс 𝑘 = 0 та не
дають внесок у кінетичну частину тиску (перший доданок), але дають
вклад у тиск, пов’язаний із взаємодією, через 𝑃ex (другий доданок).
На верхній панелі рисунку 3.2 показані гілки тисків, розраховані для
різних фаз. Отримане рівняння стану зображено як суцільна синя крива.
Критична температура 𝑇c = 115 МеВ отримується із точки перетину
двох гілок тиску: тиск газо-рідинної фази для 𝜅 = 1.1 і тиск змішаної
фази при 𝑛 = 𝑛2. При 𝑇 > 𝑇c гілка, що відповідає газо-рідинній
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фазі 𝑝(ms)
lg , є метастабільною (пунктирна чорна крива на верхній панелі

рис. 3.2). Хрест позначає злам, що відповідає переходу у нестабільну
область, тобто тиск розрахований на нестабільному сегменті на графіку
залежності густини від температури (на обох графіках використано
однакові позначення). Точкова та пунктирна чорні лінії підписані як 𝑝(1)

mix
та 𝑝(2)

mix на верхній панелі рис. 3.2 відповідають метастабільним станам у
змішаній фазі для піонних густин 𝑛 = 𝑛1 та 𝑛 = 𝑛2 відповідно.
У змішаній фазі густина енергії складається з кінетичної частини,

𝜀kin(𝑇 ), яка відповідає енергії теплових частинок в газо-рідинній фазі
з густиною 𝑛lg(𝑇 ). Частинки конденсату з густиною 𝑛cond(𝑇 ) мають
нульовий імпульс. Відповідно до самоузгодженого розв’язку рівняння
(3.32), у змішаній фазі сума цих густин залишається постійною, 𝑛lg(𝑇 ) +
𝑛cond(𝑇 ) = 𝑛2. Ця постійна густина 𝑛2 визначає надлишкову густину
енергії 𝜀ex(𝑛2) у змішаній фазі. Особливість змішаної фази полягає і в
тому, що маса конденсованих частинок дає ще один вклад у густину
енергії, 𝑚𝑛cond(𝑇 ). Використавши рівняння (3.25) із 𝑈(𝑛2) = −𝑚 для
того, щоб отримати 𝜀ex(𝑛2) = −𝑚𝑛 − 𝑃ex(𝑛2), та рівняння (3.33), щоб
визначити 𝑛cond(𝑇 ), можна записати густину енергії у змішаній фазі як

𝜀(2)
mix = 𝑔 ∫|𝒌|≠0

𝑑3𝑘
(2𝜋)3 (√𝑚2 + 𝒌2 − 𝑚) ×

×
[
exp

(
√𝑚2 + 𝒌2 − 𝑚

𝑇 )
− 1

]

−1

− 𝑃ex(𝑛2) . (3.35)

На рис. 3.2 (нижня панель) зображено густину енергії нормовану на 𝑇 4

при 𝜅 = 1.1, розраховану для різних фаз. Рівняння стану взаємодіючих
піонів у температурному інтервалі 0 < 𝑇 < 250 МеВ зображене
синьою суцільною кривою, яка включає в себе стрибок в точці фазового
переходу 𝑇c. Густина енергії піонів у метастабільному стані 𝜀(1)

mix
розрахована при сталій густині 𝑛 = 𝑛1 у змішаній фазі зображена чорною
точковою кривою, яка неперервно переходить у нестабільну ділянку
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самоузгодженого розв’язку в газо-рідинній області. Густина енергії
метастабільних станів у газо-рідинній фазі 𝜀(ms)

lg зображена чорним
пунктиром. Густина енергії ідеального релятивістського газу піонів при
𝜇 = 0 зображена червоною пунктирною кривою. Легко бачити, що для
𝜅 = 1.1 модель прогнозує стрибок у рівнянні стану густини енергії
приблизно на 30 МеВ/fm3 (приховане тепло) при критичній температурі
𝑇c = 115 МеВ. Як вже було зазначено раніше, це є проявом фазового
переходу першого порядку.

3.4. Висновки
У даному розділі в рамках термодинамічно узгодженої моделі середньо-
го поля було розглянуто систему сильновзаємодіючих бозонів при нульо-
вому ізоспіновому заряді, при високих температурах та густинах части-
нок. Метод був узагальнений для випадку присутнього у системі Бозе-
конденсату та застосований для дослідження системи взаємодіючих піо-
нів із потенціалом взаємодії подібним до потенціалу в моделі Скірма. Бу-
ло показано, що для конденсатних станів самоузгоджене рівняння (3.26)
узагальнюється і замінюється рівнянням (3.32).
Досліджено умови виникнення Бозе-конденсату в системі взаємодію-

чих піонів в залежності від співвідношення між притягувальним та від-
штовхувальним внесками в середнє поле 𝑈(𝑛). Критичне значення без-
розмірного коефіцієнта притягання 𝜅, яке рівне 𝜅c = 1, розбиває діа-
пазонь його значень на дві області, для яких поведінка системи прин-
ципово відрізняється. У випадку “слабкого” притягання, тобто для зна-
чень коефіцієнта 𝜅 < 𝜅c = 1, Бозе-конденсація в системі не відбуває-
ться і стани системи знаходяться в газо-рідинній фазі для всього діапа-
зону досліджуваних значень температури. Для сильного притяганя, ко-
ли 𝜅 > 𝜅c = 1, умова 𝑈(𝑛) ≥ −𝑚 перестає виконуватись для густин
з інтервалу 𝑛1 < 𝑛 < 𝑛2, і в системі виникає Бозе-конденсат при тем-
пературі 𝑇c = 115 МеВ. Густина частинок змінюється стрибком зі зна-
чення 𝑛c = 0.06 fm−3 до значення 𝑛2 = 1.09 fm−3. При цьому відбува-
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ється перехід першого роду із поглинанням прихованої теплоти в фазу
Бозе-конденсату. Підтвердженням цього є розрив на графіку залежності
теплоємності від температури.
Варто зауважити, що емпіричні дані та теоретичні розрахунки

вказують на те, що піон-піонна взаємодія досить слабка при енергіях
≤ 100 МеВ. Тим не менш, додатковий внесок у середнє поле може
забезпечуватись за рахунок притягуючої взаємодії піонів із нуклонами
у відносно холодній ядерній речовині, як показано в [98–101], або
за рахунок 𝜌-мезонних та баріон-антибаріонних пар при високих
температурах, як в [108, 109]. Очевидно, що при високих температурах
у адронній матерії буде з’являтись багато інших частинок. Вони можуть
вносити додатковий вклад у притягання в середньому полі, який
відчувають піони. За рахунок цього можуть з’явитись нові доданки
у оптичному потенціалі піонів, які будуть пропорційними до густини
цих додаткових частинок, див. [108]. За таких умов ефективна маса
піонів зменшиться, а отже зменшиться і температурний поріг для появи
конденсату піонів, як показано у рівнянні (3.30).
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РОЗДІЛ 4 ТЕРМНОДИНАМIЧНI
ВЛАСТИВОСТI СИСТЕМИ ВЗАЄМОДIЮЧИХ

БОЗОНIВ ПРИ НЕНУЛЬОВОМУ
ХIМIЧНОМУ ПОТЕНЦIАЛI

4.1. Вступ

У даному розділі буде розглянуто взаємодіючу систему Бозе частинок-
античастинок при ненульовому та збереженому ізоспіновому заряді 𝑛𝐼
і скінченній температури. Бозонні частинки умовно назвемо «піона-
ми», аналогічно до минулого розділу 2. Такий вибір зроблено, оскіль-
ки 𝜋-мезони є, по-перше, найлегшими адронами, які мають ізоспіновий
хімічний потенціал відмінний від нуля. По-друге, Бозе-конденсат піо-
нів може виникати у ядерній та нейтронній матерії [99–101], що було
більш детально обговорено в 3.1. По-третє, піони є найлегшими ядер-
ними бозонами, тому процеси створення ”температурних”пар частинок-
античастинок можуть бути описані методами квантової-статистики.
Щоб врахувати взаємодію між бозонами, вводиться феноменологічне

середнє поле 𝑈(𝑛) подібне до поля Скірма, яке залежить лише від
повної густини мезонів 𝑛, аналогічно до того, як це було зроблено
в попередньому розділі. Це середнє поле відображає наявність інших
сильно взаємодіючих частинок в системі, таких як, наприклад, 𝜌-мезони,
пари нуклон-антинуклон при низьких температурах, глюони або пари
кварк-антикварк при високих температурах, 𝑇 > 𝑇qgp ≈ 160 МеВ.
Дослідження в даній главі є розвитком запропонованого підходу у по-

передньому розділі 3 та у [41], де розглядалася бозонна система в рамках
Великого канонічного ансамблю з нульовим хімічним потенціалом. Те-
пер термодинамічні властивості такої мезонної системи будуть розгля-
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датись у канонічному ансамблі, де канонічними змінними є температу-
ра 𝑇 та ізоспінова густина 𝑛𝐼 . Досліджувана самовзаємодіюча багаточа-
стинкова система розглядається в рамках іграшкової моделі, яка може
допомогти зрозуміти процеси Бозе-Ейнштейнівської конденсації та фа-
зові переходи у широкому діапазоні температур і густин.
Підсумовуючи вищесказане, у даному розділі в рамках Канонічного

ансамблю буде розраховано термодинамічні характеристики неідеаль-
ного гарячого “піонного” газу з фіксованою густиною ізоспіну 𝑛𝐼 =
𝑛(−)

𝜋 − 𝑛(+)
𝜋 > 0, де 𝑛(∓)

𝜋 – густина 𝜋∓-мезонів, відповідно.
Даний підхід, який є фізично прозорим і достатньо зрозумілим, має

на меті полегшити розуміння більш складної картини фазової структури
мезонних систем, що виникають в кварк-мезонних моделях, наприклад,
в моделі Намбу-Йона-Ласініо та граткових розрахунках.

4.2. Модель середнього поля для системи
бозонів та антибозонів
Термодинамічні властивості системи взаємодіючих бозонних частинок
та античастинок при кінцевих температурах розглядаються в рамках
моделі термодинамічного середнього поля (див. [102–104]), аналогічно
до того, як це було зроблено в 3.2. Даний підхід заснований на
представленні вільної енергії системи частинок-античастинок у вигляді
суми двох доданків: перша частина—це вільна енергія двокомпонентної
системи без взаємодії, а друга частина відповідає за взаємодію між усіма
частинками. Таким чином густина вільної енергії 𝜙 двокомпонентної
система запишеться як:

𝜙 (𝑛1, 𝑛2, 𝑇 ) = 𝜙(0)
1 (𝑛1, 𝑇 ) + 𝜙(0)

2 (𝑛2, 𝑇 ) + 𝜙int (𝑛, 𝑇 ) . (4.1)

де 𝜙(0)
1 і 𝜙(0)

2 — густина вільної енергії для частинок першої та другої
компоненти без взаємодії, тоді як густина вільної енергії 𝜙int враховує
взаємодія в системі, 𝑛1 і 𝑛2 є густина частинок кожної компоненти
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та 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2. Далі хімічний потенціал розраховується як похідна
𝜇𝑖 = (𝜕𝜙/𝜕𝑛𝑖)𝑇 , де 𝑖 = 1, 2, що в результаті дає 𝜇(0)

𝑖 = 𝜇𝑖 − 𝑈(𝑛), де
𝜇(0)

𝑖 = 𝜕𝜙(0)
𝑖 /𝜕𝑛 і 𝑈(𝑛) ≡ 𝜕𝜙int/𝜕𝑛. Подібним чином можна записати тиск,

𝑝 = 𝜇1𝑛1 + 𝜇2𝑛2 − 𝜙, розділивши його на вільну та взаємодіючу частини

𝑝 (𝑛1, 𝑛2, 𝑇 ) = 𝑝(0)
1 + 𝑝(0)

2 + 𝑃 (𝑛, 𝑇 ) , (4.2)

де 𝑝(0)
𝑖 = 𝜇(0)

𝑖 𝑛𝑖 − 𝜙(0)
𝑖 — тиск ідеального газу, створений 𝑖-ою

компонентою системи, а 𝑃 (𝑛, 𝑇 ) ≡ 𝑛(𝜕𝜙int/𝜕𝑛)𝑇 − 𝜙int - надлишковий
тиск. Легко бачити, що із означення 𝑈(𝑛) і 𝑃 (𝑛) випливає диференційна
відповідність між цими величинами, аналогічна до 3.11:

𝑛 [
𝜕𝑈(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛 ]𝑇
= [

𝜕𝑃 (𝑛, 𝑇 )
𝜕𝑛 ]𝑇

. (4.3)

Надалі система буде розглядатись за умови, що при фіксованій
температурі взаємодіючі бозонні частинки та античастинки знаходяться
в динамічній рівновазі щодо процесів анігіляції та народження пар.
Оскільки частинки та античастинки мають протилежний знак заряду, їх
хімічні потенціали 𝜇1 та 𝜇2, відповідно, також мають протилежні знаки
(детальніше див. у [102]):

𝜇1 = −𝜇2 ≡ 𝜇 . (4.4)

Таким чином співвідношення Ейлера, яке буде містити лише густину
ізоспіну, 𝑛𝐼 = 𝑛(−) − 𝑛(+), може бути записане у наступному вигляді

𝜀 + 𝑝 = 𝑇 𝑠 + 𝜇 𝑛𝐼 , (4.5)

де 𝑛(−) — густина бозонів, а 𝑛(+) — густина антибозонів. Як вже було
сказано вище бозонна система частинок-античастинок розглядається
при збереженій густині ізоспіну 𝑛𝐼 , в той час як загальна густина
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частинок 𝑛 = 𝑛(−) + 𝑛(+) це термодинамічна величина, яка залежить від
𝑇 і 𝑛𝐼 .

1

В такій задачі хімічний потенціал керує різницею числа частинок і
античастинок 𝜇 → (𝑁 (−) − 𝑁 (+)), тоді як загальна кількість частинок
контролюється температурою 𝑇 → (𝑁 = 𝑁 (−) + 𝑁 (+)). Дійсно, якщо
була створена деяка кількість пар частинка-античастинка 𝑀 додатково
до існуючих частинок 𝑁 (−) і 𝑁 (+) в замкнутій системі, то приблизно
однакове значення 𝜇 відповідає 𝜇 → [(𝑁 (−) +𝑀)−(𝑁 (+) +𝑀)] але 𝑇 ′ →
(𝑁 (−)+𝑀 +𝑁 (+)+𝑀), де 𝑇 ′ > 𝑇 . Цей якісний аналіз вказує на існування
однозначної відповідності незалежних пар змінних (𝑇 , 𝜇) ⇔ (𝑁, 𝑁𝐼 ).
Довести, що останнє твердження є справедливим— завдання нескладне
для випадку ідеального квантового газу частинок і античастинок. Більш
детальне доведення незалежності термодинамічних змінних 𝑛 і 𝑛𝐼 у
більш загальному випадку, коли середнє поле залежить від цих змінних,
не є тривіальним.
В загальному випадку середнє поле 𝑈 залежить від обох незалежних

змінних 𝑛, 𝑛𝐼 , тобто𝑈(𝑛, 𝑛𝐼 ). З іншого боку, можна показати, що середнє
поле може бути розділе на частину, яка залежить від 𝑛 та частину яка
залежить від 𝑛𝐼 . Відповідно у такому випадку середнє поле для частинок
і античастинок може бути записане як

𝑈 (−)(𝑛, 𝑛𝐼) = 𝑈(𝑛) − 𝑈𝐼(𝑛𝐼) , (4.6)

𝑈 (+)(𝑛, 𝑛𝐼) = 𝑈(𝑛) + 𝑈𝐼(𝑛𝐼) . (4.7)

Знаки в рівняннях (4.6) і (4.7) зумовлені непарною залежністю від
ізоспінового числа 𝑛𝐼 . Для простоти розгляду частина середнього
поля, яка залежить від ізоспінової густини, буде вважатись достатньо
малою, тобто використовується припущення, що 𝑈𝐼 (𝑛𝐼 ) = 0. В такому

1Система у стані динамічної рівноваги щодо кількості піонів, утворена на проміжній стадії зіткнення
важких іонів, була розглянута у [110–112]
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наближенні надлишковий тиск також залежить лише від загальної
густини частинок 𝑃 (𝑛), так само як в попередньому розділі 3 для
системи з 𝑛𝐼 = 0. Також варто зауважити, що в такій термодинамічній
моделі середнього поля не враховується залежність середнього поля
від температури, аналогічно до того як така залежність відсутня в
наближенні Хартрі.
Відповідно до рівняння (4.2) та з урахуванням того, що 𝜇(0)

1 = 𝜇 −𝑈(𝑛)
та 𝜇(0)

2 = −𝜇 − 𝑈(𝑛), повний тиск в такій системі може бути записаний
як

𝑝 = − 𝑔𝑇 ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 ln
[

1 − exp
(

−
√𝑚2 + k2 + 𝑈(𝑛) − 𝜇

𝑇 )]
−

− 𝑔𝑇 ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 ln
[

1 − exp
(

−
√𝑚2 + k2 + 𝑈(𝑛) + 𝜇

𝑇 )]
+

+ 𝑃 (𝑛), (4.8)

де 𝑃 (𝑛) — надлишковий тиск.2

Термодинамічна узгодженість моделі середнього поля може бути
отримана, якщо поставити у відповідність два вирази, які мають
збігатись. Ці вирази записані для густини ізоспінового заряду мають
наступний вигляд

𝑛𝐼 = (
𝜕𝑝
𝜕𝜇)𝑇

, (4.9)

де тиск виражений рівнянням (4.8), і

𝑛𝐼 = 𝑔 ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 [𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇) − 𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), −𝜇)] . (4.10)

2Тут і надалі приймається система одиниць ℏ = 𝑐 = 1, 𝑘
𝐵

= 1

109



Тут 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(𝑛) з 𝜔𝑘 = √𝑚2 + 𝒌2, а 𝑓(𝐸, 𝜇) - функція розподілу
Бозе-Ейнштейна, яка має наступний вигляд

𝑓(𝐸, 𝜇) = [exp(
𝐸 − 𝜇

𝑇 ) − 1]
−1

. (4.11)

Для того щоб вирази (4.9) і (4.10) збігалися, співвідношення між
середнім полем і надлишковим тиском мусить мати наступний вигляд

𝑛 𝜕𝑈(𝑛)
𝜕𝑛 = 𝜕𝑃 (𝑛)

𝜕𝑛 . (4.12)

Дана умова забезпечує термодинамічну узгодженість моделі. У той же
час, як було показано на початку поточного розділу, це диференційне
співвідношення випливає з визначень середнього поля 𝑈(𝑛) і надлишко-
вого тиску 𝑃 (𝑛), та є частковим випадком співвідношення 4.3 за умови
незалежності поля 𝑈 від 𝑛𝐼 та 𝑇 .
Коли обидві складові системи 𝜋−-𝜋+ знаходяться в тепловій (кінети-

чній) фазі, вирази для тиску і густини енергії мають наступний вигляд

𝑝 = 𝑔
3 ∫

𝑑3𝑘
(2𝜋)3

k2

𝜔𝑘
[𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇) + 𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), −𝜇)] + 𝑃 (𝑛),(4.13)

𝜀 = 𝑔 ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 𝐸(𝑘, 𝑛) [𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇) + 𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), −𝜇)] −

− 𝑃 (𝑛) . (4.14)

4.3. Параметризація Скірма для середнього
поля

Термодинамічна модель середнього поля раніше була застосована для
деяких фізично цікавих систем таких як: адронно-резонансний газ
[102] та піонний газ [105]. Цей підхід було поширено на випадок
бозонної системи при 𝜇 = 0, в якій може виникати бозе-конденсація, у
попередньому розділі даної роботи [1, 41]. У даній главі узагальнений
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формалізм, наведений у розділі 4.2, буде використаний для опису
системи бозе частинок-античастинок, для випадку сталої густини
ізоспіну. Як було зазначено в попередньому пункті 4.2, в загальному
випадку середнє поле може бути розділене на дві частини: частину
залежну лише від повної густини частинок 𝑛 та частинку залежну лише
від ізоспінової густини 𝑛𝐼 (рівняння (4.6) і (4.7) відповідно). Будемо
вважати, що взаємодія між частинками описується середнім полем
подібним до поля у моделі Скірма, яке залежить лише від повної густини
частинок 𝑛. Грубо кажучи, береться до уваги лише сильна взаємодія.
Отже, припускається, що середнє поле має наступний вигляд

𝑈(𝑛) = − 𝐴 𝑛 + 𝐵 𝑛2 , (4.15)

де 𝐴 і 𝐵 — параметри моделі, які необхідно задати. Додаткові внески
у притягання середнього поля при високих температурах, (𝑇 ∝ 100 −
160 МеВ), можуть бути забезпечені іншими адронами, присутніми в
системі. Це, наприклад, 𝜌-мезони [108] або пари баріон-антибаріон [109].
Як було зазначено у вступі 3.1, дослідження властивостей гарячого
піонного газу при великих густинах добре мотивоване, наприклад,
утворенням середовища з низьким баріонним числом на середніх
рапідностях, що було продемонстровано в експериментах на RHIC та
LHC [113, 114].
З цієї причини розглядається загальний випадок𝐴 > 0 і досліджується

система як з притягальним, так і з відштовхувальним внеском в середнє
поле (4.15). Коефіцієнти 𝐴 та 𝐵 вибираються аналогічно до того,
як це було зроблено у попередній главі даної роботи. Коефіцієнт
відштовхування 𝐵 має фіксоване значення, яке вибирається з оцінки
на основі віріального розкладу [106], 𝐵 = 10𝑣2

0, де 𝑣0 дорівнює
чотирикратному власному об’єму частинки, тобто 𝑣0 = 16𝜋𝑟3

0/3. У
числових розрахунках приймається 𝑣0 = 0, 45 fm3, що відповідає
“радіусу частинки” піона 𝑟0 ≈ 0, 3 fm. Чисельні розрахунки будуть
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проведені для бозонів з масою 𝑚 = 139 МеВ, які умовно називаємо
“піонами”. У цьому випадку коефіцієнт відштовхування дорінює 𝐵/𝑚 =
2, 025 fm6, і є постійним для всіх подальниш розрахунків. (наприклад,
у [115] автори використовують значення 𝐵/𝑚 = 21, 6 fm6.) При цьому
коефіцієнт 𝐴, який визначає інтенсивність притягання середнього поля
(4.15), буде змінюватися. Коефіцієнт 𝐴 бажано параметризувати. Для
цього буде використано розв’язок рівняння 𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0, аналогічно
до того як це було зроблено у попередній главі та у [1, 41]. Для
заданого середнього поля (4.15) є два корені цього рівняння (𝑛1,2 =
(𝐴 ∓ √𝐴2 − 4𝑚𝐵)/2𝐵)

𝑛1 = √
𝑚
𝐵 (𝜅 − √𝜅2 − 1) , 𝑛2 = √

𝑚
𝐵 (𝜅 + √𝜅2 − 1) , (4.16)

де
𝜅 ≡ 𝐴

2 √𝑚 𝐵
. (4.17)

Тоді коефіцієнт притягання може бути параметризований як𝐴 = 𝜅𝐴c, де
𝐴c = 2√𝑚𝐵. Безрозмірний параметр 𝜅 є параметром масштабу моделі.
Коли густина ізоспіну фікована, параметр 𝜅 визначає фазову структуру
системи. Як видно з рівняння (4.16) для значень параметра 𝜅 < 1 дійсних
коренів немає. Критичне значення 𝐴c отримується, коли обидва корені
збігаються, тобто коли 𝜅 = 𝜅c = 1, тоді 𝐴 = 𝐴c = 2√𝑚𝐵.
Загалом, так само як це було зроблено в розділі 3, можна виділити два

інтервали параметра 𝜅. 1) Перший інтервал відповідає 𝜅 ≤ 1, рівняння
𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0 не має дійсних коренів. Ці значення 𝜅 умовно назвемо
“слабкою” притягальною взаємодією, і в дослідження в даному розділі
будуть розглянуті лише варіації коефіцієнта притягання 𝐴 для значень
𝜅 з цього інтервалу. 2) Другий інтервал відповідає 𝜅 > 1, рівняння
𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0 має два дійсні кореня. Значення із цього інтервалу
будемо умовно називати “сильною” притягальною взаємодією. Даний
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інтервал не є предметом даного дослідження і буде розглянутий в інших
дослідженнях.
Якщо припустити можливість бозе-ейнштейнівської конденсації в

двокомпонентній системи, то доцільно класифікувати фазову структу-
ру такої систему двома основними комбінаціями, які визначають для
“слабкого” притягання різні термодинамічні стани: (i) Обидві компонен-
ти, тобто 𝜋− частинки і 𝜋+ античастинки, знаходяться в термічній (кіне-
тичній або газово-рідинній) фазі; (ii) Частинки (𝜋−) знаходяться у фазі
конденсату, а античастинки (𝜋+) знаходяться в термічній (кінетичній або
газово-рідинній) фазі - таку комбінацію можна назвати “перехресним”
станом.
Слід зауважити, що вираз “частинки знаходяться у конденсатній

фазі“ є, звичайно, умовним. Оскільки це фаза суміші, для якої при
фіксованій температурі частина 𝜋−-мезонів знаходиться в теплових
станах з імпульсом |𝒌| > 0, а інша частина 𝜋−-компоненти знаходиться
у стані бозе-ейнштейнівського конденсату, де всі 𝜋−-мезони мають
нульовий імпульс, 𝒌 = 0.
Далі ці основні термодинамічні стани системи будуть досліджені з

використанням середнього поля (4.15).

4.4. Термодинамічні властивості системи
бозонів‐антибозонів зі “слабким
притягання”

У підході середнього поля стан системи бозонів-антибозонів в термічній
(кінетичній або газово-рідинній) фазі визначається сукупністю двох
трансцендентних рівнянь (𝑛𝐼 = const)

𝑛 = ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 [𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇) + 𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), −𝜇)] , (4.18)

𝑛𝐼 = ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 [𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇) − 𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), −𝜇)] , (4.19)
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де функція розподілу Бозе-Ейнштейна 𝑓(𝐸, 𝜇) означена в (4.11),
а 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(𝑛). Рівняння (4.18)-(4.19) слід розв’язувати
самоузгоджено відносно 𝑛 і 𝜇 для заданої температури 𝑇 з урахуванням
умови 𝑛𝐼 = const. Бозонна система розглядається в канонічному
ансамблі, де незалежними канонічними змінними є 𝑇 та 𝑛𝐼 , спін
частинок дорівнює нулю. У цьому підході хімічний потенціал 𝜇 є
термодинамічною величиною, яка залежить від канонічних змінних,
тобто 𝜇 = 𝜇(𝑇 , 𝑛𝐼 ).
У випадку перехресного стану, коли частинки, тобто 𝜋−-мезони,

знаходяться в фазі конденсату, а античастинки 𝜋+ все ще знаходяться
в термічній (кінетичній) фазі, рівняння (4.18), (4.19) слід узагальнити
та включити компоненту конденсату 𝑛(−)

cond. Крім цього, слід враховувати,
що частинки (𝜋− або компонента високої густини) можуть бути в
конденсатному стані лише якщо виконується необхідна умова:

𝑈(𝑛) − 𝜇 = −𝑚 . (4.20)

При зниженні температури від високих значень, для яких 𝜋− і 𝜋+ зна-
ходяться в термічній фазі, густина 𝜋−-компоненти, а саме 𝑛(−)(𝑇 , 𝜇), пе-
ретинає критичну криву при температурі 𝑇 (−)

c , де починає виконуватись
умова (4.20). Останнє означає, що крива 𝑛(id)

lim (𝑇 ), яка визначається анало-
гічно до 3.27 як

𝑛(id)
lim (𝑇 ) = ∫

𝑑3𝑘
(2𝜋)3 𝑓(𝜔𝑘, 𝜇)|𝜇=𝑚

, (4.21)

є критичною кривою для 𝜋−-мезонів або компоненти високої густини.
Тут 𝑓(𝜔𝑘, 𝜇) — функція розподілу Бозе-Ейнштейна, визначена в (4.11).
Як можна бачити, функція (4.21) представляє максимальну густину
теплових (кінетичних) бозоннів ідеального газу при температурі 𝑇 , коли
𝜇 = 𝑚. Отже, критична крива в наближенні середнього поля для
бозонних частинок збігається з критичною кривою для ідеального газу
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та критичною кривою для випадку 𝜇 = 0 або 𝑛𝐼 = 0, розглянутого в
попередньому розділі.
З урахуванням рівнянь (4.20) і (4.21) узагальнена система (4.18),

(4.19) може бути записана як

𝑛 = 𝑛(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛(id)

lim (𝑇 ) + ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), −𝜇) , (4.22)

𝑛𝐼 = 𝑛(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛(id)

lim (𝑇 ) − ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), −𝜇) . (4.23)

Використавши співвідношення (4.20) між середнім полем і хімічним
потенціалом, дану систему рівнянь можна звести лише до одного
рівняння для 𝑛(+):

𝑛(+) = ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), −𝜇)|𝜇=𝑈(𝑛)+𝑚
, (4.24)

де 𝑈(𝑛) = 𝑈(2𝑛(+) + 𝑛𝐼) та 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(2𝑛(+) + 𝑛𝐼). Розв’язавши
рівняння (4.24) для температур 𝑇 з інтервалу 𝑇 < 𝑇 (−)

c , можна отримати
розв’язок для густини 𝑛(+)(𝑇 ) 𝜋+мезонів.
З рівнянь (4.22), (4.23) легко бачити, що густина частинок 𝑛(+) складає-

ться лише з теплових 𝜋+ мезонів. Тоді як густина 𝑛(−) визначається двома
компонентами: конденсованих частинок (𝜋− мезонів при 𝒌 = 0) з густи-
ною 𝑛(−)

cond(𝑇 ), і теплових частинок 𝜋− мезонів при |𝒌| > 0 із густиною
𝑛(id)
lim (𝑇 ). Тоді сумарна густина 𝜋− мезонів для цих двох фаз в інтервалі

𝑇 < 𝑇 (−)
c запишеться як

𝑛(−) = 𝑛(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛(id)

lim (𝑇 ) . (4.25)

4.4.1. Чисельні розрахунки
При високих температурах, тобто при 𝑇 ≥ 𝑇 (−)

c , обидві компоненти бо-
зонної системи знаходяться в тепловій фазі і термодинамічні властивості
системи визначаються системою рівнянь (4.18) і (4.19). Розв’язавши да-

115



ну систему для заданих значень 𝑇 і 𝑛𝐼 , можна отримати функції 𝜇(𝑇 , 𝑛𝐼 )
і 𝑛(𝑇 , 𝑛𝐼 ), а потім інші термодинамічні величини.
При зменшенні температури нижче значення 𝑇 = 𝑇 (−)

c , частинки,
які є компонентою високої густини, тобто 𝜋−-мезони, починають
“опускатися” в стан конденсату, який характеризується значенням
імпульсу 𝒌 = 0. У границі, коли 𝑇 = 0, усі 𝜋−-мезони, знаходяться в
конденсованому стані і 𝑛(−) = 𝑛𝐼 . У той же час частинки компоненти
низької густини або 𝜋+-мезони перебувають в тепловій фазі при будь-
яких значеннях температури. Густина цієї компоненти 𝑛(+) зменшується
із зменшенням температура, і вона стає рівною нулю при 𝑇 = 0.
Для інтервалу температур 𝑇 < 𝑇 (−)

c рівняння (4.18), (4.19) слід
узагальнити. Термодинамічні властивості системи в даному інтервалі
визначаються рівнянням (4.24), де враховано, що 𝜇 = −𝑈(𝑛) + 𝑚 для
всіх температур цього інтервалу, оскільки компонента з густиною 𝑛(−)

знаходиться в конденсованому стані. Для іншого інтервалу необхідно
розв’язувати систему рівнянь (4.18) і (4.19), в якій 𝑛(−) знаходиться в
тепловій (кінетичній) фазі.
Для розв’язку системи рівнянь (4.18), (4.19) для теплової фази та

системи (4.24) для “перехресного” термодинамічного стану, були
використані наступні параметри системи: 𝑛I = 0.1 fm−3, 𝜅 = 0.5 і 𝜅 = 1.0.
Густина 𝑛(+) 𝜋+-мезонів і густина 𝑛(−) 𝜋−-мезонів зображені на рис. 4.1.
На цьому малюнку також зображена повна густина мезонів 𝑛 = 𝑛(+)+𝑛(−)

в залежності від температури (на рисунку ця густина позначається як
𝑛tot).
Аналізуючи поведінку системи при утворенні конденсату (див.

рис. 4.1), необхідно зауважити, що лише компонента високої густи-
ни у системі частинок та античастинок переходить у фазу із бозе-
ейнштейнівським конденсатом. Якщо застосувати ці міркування до піон-
ного газу з 𝑛𝐼 = 𝑛(−)

𝜋 − 𝑛(+)
𝜋 > 0, це означатиме, що лише 𝜋−-компонент

зазнає фазового переходу в конденсат, в той час як компонента низької
густини або 𝜋+ мезони існує лише в тепловій фазі для всього діапазону
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Рис. 4.1 Верхня панель: Залежність густин частинок 𝑛(+), 𝑛(−) і 𝑛tot =
𝑛(+) + 𝑛(−) від температури для взаємодіючого 𝜋+-𝜋− піонного газу у
моделі середнього поля. Загальна густина ізоспіну вважається сталою,
𝑛I = 0.1 fm−3, параметр притягання 𝜅 = 0.5. Максимальна густина
𝑛(id)
lim теплових піонів в ідеальному газі при 𝜇 = 𝑚𝜋 зображена червоною
пунктирною лінією. Сіра зафарбована область показує можливі стани
конденсованих частинок. Бозе-ейнштейнівська конденсація 𝜋−-мезонів
відбувається при температурі 𝑇c = 𝑇 (−)

c . Нижня панель: Те саме, що на
лівій панелі, але з параметром притягання 𝜅 = 𝜅c = 1 . Тут 𝑛1 = 𝑛2 ≡ 𝑛𝜅c
(див. рівняння (4.16)), 𝑛(−)

𝜅c = (𝑛tot + 𝑛𝐼) /2, 𝑛(+)
𝜅c = (𝑛tot − 𝑛𝐼) /2 і 𝑇𝜅c —

температура, при якій крива 𝑛(+)(𝑇 ) торкається критичної кривої 𝑛(id)
lim .
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температур. Отже, для граткових розрахунків або в експерименті (напри-
клад, при зіткненні важких іонів) має сенс шукати температуру фазового
переходу 𝑇c = 𝑇 (−)

c в фазу із бозе-ейнштейнівським конденсатом лише
для 𝜋− мезонів.
Водночас температурна залежність густини частинок 𝑛(+) (див.

рис. 4.1) дуже подібна до поведінки густини піонів 𝑛(𝑇 ) для 𝜅 ≤ 1 отри-
маній в розділі 3, де піонна система досліджена при 𝜇 = 0. Варто заува-
жити, що в даній главі було розглянуто систему піонів лише для “слаб-
кого” притягання, тобто на 𝜅 ≤ 1. Як було показано в попедерньому роз-
ділі, а також в [41], поведінка піонної системи при 𝜅 > 1 кардинально
відрізняється. У цьому випадку при підвищенні температури у системі
виникає фазовий перехід першого роду при 𝑇 = 𝑇cd < 𝑇c.

4.4.1.1. Критична температура

Рівняння (4.22) може бути використане для визначення критичної
температури 𝑇 (−)

c . Дійсно, в точці перетину з критичною кривою густина
конденсату дорівнює нулю, 𝑛(−)

cond(𝑇 (−)
c ) = 0, а густина теплових 𝜋−

частинок стає рівною 𝑛(−)(𝑇 (−)
c ) = 𝑛(id)

lim(𝑇 (−)
c ). Тоді при температурі

𝑇 = 𝑇 (−)
c в лівій частині рівняння (4.22) маємо 𝑛 = 2𝑛(id)

lim(𝑇 (−)
c )−𝑛𝐼 . Тоді

при даній температурі на критичній кривій рівняння (4.22) відносно 𝑇
запишеться так:

𝑛(id)
lim (𝑇 ) − 𝑛𝐼 = ∫

𝑑3𝑘
(2𝜋)3 𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), −𝜇)|𝜇=𝑈(𝑛)+𝑚

(4.26)

де 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(2𝑛(id)
lim − 𝑛𝐼) .

Розв’язавши рівняння (4.26) при 𝑛𝐼 = 0.1 fm−3, для 𝜅 = 0.5 і 𝜅 = 𝜅c = 1
можна отримати значення критичної температури 𝑇 (−)

c = 129 МеВ і
𝑇 (−)
c1 = 251 МеВ відповідно. Ці результати зображено на рис. 4.1, верхня
та нижня панелі відповідно.
Критична температура 𝑇 (−)

c визначає фазовий перехід з утворенням
БЕК не для всієї системи піонів, оскільки античастинки або 𝜋+-мезони,
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Рис. 4.2 Верхня панель: Залежність густини конденсату від температури
в системі взаємодіючих частинок-античастинок для трьох значень
густини ізоспіну, 𝑛I = 0.04, 0.07, 0.1 fm−3. Нижня панель: Залежність
хімічного потенціалу від температури для значень параметру притягання
𝜅 = 0.0, 0.1, 0.5, 1.0 і густини ізоспіну 𝑛I = 0.1 fm−3. Позначені точки
на кривих відповідають критичній температурі 𝑇 (−)

c . На обох панелях
використано середнє значення 𝑇c = ⟨𝑇 (−)

c ⟩.
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які являються компонентою низької густини 𝑛(+)(𝑇 ), перебувають
повністю в тепловому стані для всіх температури. Таким чином,
конденсат утворюють лише частинки або 𝜋−-мезони, тобто 𝑛cond = 𝑛(−)

cond,
і ця густина числа частинок відіграє роль параметра порядку.
Густина конденсату як функція температури, отримана в рамках нашої

моделі для трьох значень параметра притягання, 𝜅 = 0.0, 0.5, 1.0,
та для трьох значень ізоспінової густини 𝑛I = 0.04, 0.07, 0.1 fm−3,
зображена на рис. 4.2, верхня панель. При зміні параметра притягання
𝜅 критична температура 𝑇 (−)

c майже не змінюється. Найбільша різниця
не перевищує 4 МеВ для 𝑛I = 0.1 fm−3 і є набагато меншою, як можна
бачити на рис. 4.2, для менших ізоспінових густин. В такому випадку
корисно визначити лише одне середнє значення 𝑇 (−)

c як

𝑇c = ⟨𝑇 (−)
c ⟩ . (4.27)

Наприклад, для 𝑛I = 0.1 fm−3 усереднення дає 𝑇c ≈ 129 МеВ. Температу-
ра 𝑇c “сигналізує” про утворення конденсату, коли температура знижу-
ється і перетинає це значення. Варто зауважити, що критична темпера-
тура 𝑇c майже не залежить від параметра притягання 𝐴 середнього поля
(4.15). Іншими словами, середнє притягання між частинками в системі
слабо впливає на критичну температуру.
Залежність хімічного потенціалу від температури зображена на

рис. 4.2 на правій панелі для трьох значень параметра притягання, 𝜅 =
0.0, 0.1, 0.5, 1.0. Перш за все, варто зауважити, що хімічний потенціал
майже не залежить від температури, коли в системі є конденсат, тобто в
інтервалі 0 < 𝑇 ≤ 𝑇c. Значення 𝜇 змінюється від 1.02𝑚𝜋 за відсутності
притягання, 𝜅 = 0, до 𝜇 = 0.74𝑚𝜋 для критичного параметра притягання
𝜅 = 1.0. Отже, для 0 ≤ 𝜅 ≤ 1 хімічний потенціал в конденсатній
фазі знаходиться в діапазоні 103 ≤ 𝜇 ≤ 142 МеВ. Цікаво нагадати, що
при спробах апроксимувати 𝑝T спектри 𝜋−-мезонів у зіткненнях O+Au
при 200AGeV/нуклон (при середніх рапідностях) розподілом ідеального
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газу Бозе-Ейнштейна були отримані значення 𝜇 ≈ 126 МеВ, 𝑇 ≈
167 МеВ а в зіткненнях S+S при 200 AGeV/нуклон 𝜇 ≈ 118 МеВ, 𝑇 ≈
164 Мев [116]. Отже, згідно з експериментальними даними необхідний
хімічний потенціал піона знаходиться в діапазоні 𝜇 ≈ 115 − 130 МеВ
що формально можна порівняти зі значеннями хімічного потенціалу
отриманими за допомогою моделі, яка розглядається в даній роботі.

4.4.1.2. Теплоємність

Похідна хімічного потенціалу від температури має стрибок у точках
позначених на кривих маленькими чорними кружечками (див. нижню
панель на рис. 4.2). Ці точки на кривих 𝜇(𝑇 ) відповідають 𝑇 (−)

c ,
значення яких відрізняються одна від одної не більше ніж на Δ𝑇 =
4 МеВ. Як було раніше показано, це температура фазового переходу
(див. рівняння (4.27)), яка практично не залежить від інтенсивності
притягання. Щоб показати, що це фазовий перехід другого роду, було
обчислено теплоємність 𝑐v як 3

𝑐v = −𝑇 𝜕2𝜙
𝜕𝑇 2 , (4.28)

де 𝜙(𝑇 , 𝑛𝐼 ) = −𝑝(𝑇 , 𝑛𝐼 )+𝑛𝐼𝜇(𝑇 , 𝑛𝐼 ) —густина вільної енергії. Величина
𝜙(𝑇 , 𝑛𝐼 ) розрахована для двох термодинамічних сценаріїв, коли 𝑇 ≥ 𝑇c
та 𝑇 < 𝑇c.
Розв’язавши рівняння (4.18), (4.19), та використавши рівняння (4.13),

можна розрахувати тиск для випадку, коли частинки і античастинки
знаходяться в тепловій фазі, тобто 𝑇 ≥ 𝑇c. У цьому випадку густина
вільної енергії має вигляд

𝜙 = 𝑛𝐼 𝜇(𝑇 , 𝑛𝐼 ) − 1
3 ∫

𝑑3𝑘
(2𝜋)3

k2

𝜔𝑘
[𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇) + 𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), −𝜇)] −

𝑦 − 𝑃 (𝑛) , (4.29)

3Обчислена величина це об’ємна теплоємність, тобто теплоємність 𝐶V системи, поділена на об’єм 𝑉 ,
або 𝑐v = 𝐶V/𝑉 .
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де функції 𝑛(𝑇 , 𝑛𝐼 ) та 𝜇(𝑇 , 𝑛𝐼 ) відомі. Надлишковий тиск 𝑃 (𝑛) отриму-
ється шляхом інтегрування рівняння (4.12) для Скірм-подібної параме-
тризації середнього поля (4.15):

𝑃 (𝑛) = −𝐴
2 𝑛2 + 2𝐵

3 𝑛3 , (4.30)

де враховано умову 𝑃 (𝑛 = 0) = 0.
Для температур менших ніж 𝑇c, коли компонента високої густини

піонного газу (𝜋− мезони) знаходиться у фазі конденсату, а компонента
низької густини (𝜋+ мезони) знаходиться в тепловій фазі, густина вільної
енергії має наступний вигляд

𝜙 = 𝑛𝐼 [𝑈(𝑛) + 𝑚] − 1
3 ∫

𝑑3𝑘
(2𝜋)3

k2

𝜔𝑘
𝑓(𝜔𝑘, 𝜇)|𝜇=𝑚

−

− 1
3 ∫

𝑑3𝑘
(2𝜋)3

k2

𝜔𝑘
𝑓(𝐸(𝑘, 𝑛), −𝜇)|𝜇=𝑈(𝑛)+𝑚

− 𝑃 (𝑛). (4.31)

Тут повна густина піонів становить 𝑛 = 2𝑛(+) + 𝑛𝐼 , 𝜇 = 𝑈(𝑛) + 𝑚,
як у рівнянні (4.24), 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(𝑛) та 𝑛(+)(𝑇 , 𝑛𝐼 ) є розв’язком
рівняння (4.24).
Використавши у рівнянні 4.28 вираз для густини вільної енергії (4.29)

для температур 𝑇 > 𝑇c, а вираз (4.31) для температур 𝑇 < 𝑇c, можна
обчислити теплоємність нормовану на 𝑇 3 як функцію температури при
𝑛I = 0.1 fm−3 для трьох значень параметра притягання 𝜅 = 0, 0.5, 1.0.
Ці залежності зображено на Рис. 4.3 на верхній панелі. Температурна
залежність теплоємності є неперервною функцією. Однак похідна цієї
функції має скінченний розрив, що вказує на те, що це фазовий перехід
другого роду. Густина конденсату являє собою параметр порядку (строго
кажучи, це фазовий перехід третього роду). Щоб переконатися, що це
дійсно фазовий перехід другого роду без виділення прихованої теплоти
при температурі 𝑇c, було обчислено густину енергії 𝜀 для того самого
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Рис. 4.3 Верхня панель: Теплоємність, нормована на 𝑇 3, як функція тем-
ператури в системі взаємодіючих 𝜋− − 𝜋+ мезонів. Густина ізоспіну вва-
жається сталою, 𝑛I = 0.1 fm−3. Криві позначені параметром притягання
𝜅.Нижня панель: Залежність густини енергії від температури для тієї са-
мої мезонної системи та при тих самих параметрах, що й на лівій панелі.
Залежність густини ентропії від температури в околі 𝑇c відображається
на маленькій панелі для параметрів притягання 𝜅 = 0, 0.5, 1.0. Вважає-
ться, що 𝑇c = ⟨𝑇 (−)

c ⟩.
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набору параметрів 𝜅. Залежності 𝜀(𝑇 ) показані на рис. 4.3 на нижній
панелі.
Для того щоб перевірити, що перша похідна вільної енергії дійсно є

гладкою функцією, було обчислено густину ентропії 𝑠 = −𝜕𝜙(𝑇 , 𝑛𝐼 )/𝜕𝑇 .
Її залежність від температури в околі 𝑇c показана на додатковому вікні
на рис. 4.3 на нижній панелі для трьох значень параметра притягання
𝜅 = 0, 0.5, 1.0. Дійсно, можна побачити, що температурні залежності
густини енергії і густини ентропії є неперервними та гладкими при
𝑇 = 𝑇c, що доводить, що в системі відбувається фазовий перехід другого
роду при цій температурі. Цікаво також відзначити, що густина енергії
в температурному інтервалі 0 < 𝑇 ≤ 𝑇c практично не залежить від
“слабкого” притягання (0 ≤ 𝜅 ≤ 1) між частинками.
Тепер відмітимо деякі подібності між поведінкою, отриманою вище

для взаємодіючої двокомпонентної системи частинок-античастинок при
𝑛𝐼 = const, та поведінкою однокомпонентного ідеального релятивіст-
ського газу, для якого густина частинок 𝑛 вважається сталою. По-перше,
поведінка компоненти високої густини в “конденсаті” в температурному
інтервалі 𝑇 ≤ 𝑇c в системі з взаємодією, подібна до поведінки одноком-
понентного ідеального газу (𝑚 = 𝑚𝜋) при 𝑛 = const. Дійсно, це видно,
якщо порівняти залежність 𝑛 = 𝑛(−)(𝑇 ) на рис. 4.1 та залежність 𝑛 = const
на рис. 4.4 на лівій панелі. Далі варто порівняти теплоємність у цих двох
бозонних системах. Особливий інтерес викликає поведінка теплоємно-
сті в околі критичної температури.
Для випадку ідеального газу природньо досліджувати систему в

канонічному ансамблі, де канонічними змінними є 𝑇 і 𝑛. При зниженні
температури критична температура 𝑇c є точкою появи конденсату. Для
заданої густини 𝑛 ця температура може бути отримана з роз’язку
трансцендентного рівняння 𝑛 = 𝑛(id)

lim (𝑇c), де 𝑛(id)
lim (𝑇 ) визначено в (4.21).
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Густина енергії ідеального релятивістського газу у конденсатній фазі
складається з двох вкладів:

𝜀 = 𝑚 𝑛cond(𝑇 ) + ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 𝜔𝑘 𝑓(𝜔𝑘, 𝜇)|𝜇=𝑚
, (4.32)

де 𝑛cond(𝑇 ) = 𝑛 − 𝑛(id)
lim (𝑇 ). У конденсатній фазі теплоємність 𝑐v =

𝜕𝜀(𝑇 , 𝑛)/𝜕𝑇 , може бути записана як

𝑐(cond)
v = 1

4𝑇 2 ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 [
𝐸kin

sinh (𝐸kin/𝑇 )]
2

, (4.33)

де 𝐸kin = 𝜔𝑘 − 𝑚 — кінетична енергія однієї частинки. Легко
бачити, що залежність теплоємності 𝑐(cond)

v (𝑇 ) у фазі конденсату носить
універсальний характер. У цій фазі теплоємність ідеального газу не
залежить від густини частинок 𝑛. Для кожного конкретного значення 𝑛
крива 𝑐(cond)

v (𝑇 ) (визначена в (4.33)) обмежена справа значенням 𝑇c, яке, у
свою чергу, залежить від заданої густини числа частинок 𝑛. Ця функція
зображена на рис. 4.4 на середній панелі, де розглянуто два значення
густини 𝑛 = 0.1, 0.2 fm−3. Нескладно бачити, що похідна теплоємності
має скінченний розрив, що може свідчити про фазовий перехід третього
роду.Щоб переконатися в цьому, було обчислено густину енергії для тих
самих значень густини частинок. Функції 𝜀(𝑇 ) зображені на рис. 4.4 на
правій панелі. Ці функції неперервні та гладкі при 𝑇 = 𝑇c, тому при
критичній температурі виділення прихованої теплоти не відбувається.
Коротко підсумуємо результати, отримані для взаємодіючої системи

боез-частинок та -античастинок, у якій густина ізоспіну (заряду) 𝑛𝐼 збе-
рігається, а також для однокомпонентного ідеального релятивістського
газу, для якого густина частинок 𝑛 залишається постійною. Для поча-
тку варто зауважити, що обидві системи мають однакову критичну кри-
ву 𝑛(id)

lim (𝑇 ). Крім того, коли 𝑛(−)(𝑇 ), отримане для взаємодіючої системи, і
𝑛(𝑇 ), отримане для ідеального газу, перетинають критичну криву 𝑛(id)

lim (𝑇 ),
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Рис. 4.4 Ліва панель: Залежність густини частинок від температури
для ідеального однокомпонентного релятивістського газу. Горизонталь-
ні лінії відповідають двом значенням постійної густини частинок, 𝑛 =
0.1, 0.2 fm−3. Значення критичної температури для таких густин 𝑇 (0.1)

c ,
𝑇 (0.2)
c відповідно. Середня панель: Залежність теплоємності нормованої
на 𝑇 3 від температури в ідеальному однокомпонентному релятивістсько-
му газі, для якого густина частинок залишається постійною. Права па-
нель: Залежність густини енергії від температури для тієї самої системи
та за умов як на лівій панелі. Червона пунктирна лінія, позначена як 𝜖(id)

lim ,
представляє густину енергії для станів, які належать критичній кривій
𝑛(id)
lim , зображеній на лівій панелі.

обидві системи зазнають фазовий перехід другого роду або, за класифі-
кацією Еренфеста, третього порядку.
Відомо (див. [117]), що бозе-ейнштейнівська конденсація дійсно є

фазовим переходом третього роду за класифікацією загальних типів
переходів між фазами речовини, введеною Полом Еренфестом у 1933
році [118, 119]. Отже, отримана температура 𝑇c дійсно є температурою
фазового переходу другого роду (за сучасною термінологією), а густина
конденсату 𝑛cond = 𝑛(−)

cond, який виникає для 𝜋−компоненти, є параметром
порядку.

4.5. Висновки
У цьому розділі було представлено термодинамічно узгоджений метод
опису бозонної системи при кінцевих температурах та високих густинах,
яка складається з взаємодіючих частинок та античастинок при фіксова-
ній густині ізоспіну 𝑛𝐼 . Було розглянуто систему мезонних частинок з
𝑚 = 𝑚𝜋 і нульовим спіном, які умовно були названі “піонами”, оскільки
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заряджені 𝜋-мезони є найлегшими ядерними частинками і найлегшими
адронами, які з’єднуються з ізоспіновим хімічним потенціалом.
Було показано, що введена безрозмірна величина 𝜅 = 𝐴/2√𝑚𝐵, яка

сама по собі є комбінацією параметрів середнього поля 𝐴, 𝐵 та маси
частинки, є масштабним параметроммоделі аналогічно до попереднього
розділу. Крім того, цей параметр визначає різні можливі фазові сценарії,
які реалізуються в системі бозе-частинок та -античастинок. Коефіцієнт
притягання 𝐴 = 𝜅𝐴c, де 𝐴c ≡ 2√𝑚𝐵, було параметризовано за
допомогою 𝜅 таким чином, щоб 𝜅 = 1 відповідало критичному
значенню, яке розділяє режим “слабкого притягання” (𝜅 ≤ 1) та режим
“сильного притягання” (𝜅 > 1). В даному розділі було розглянуто лише
випадок “слабкого притягання”.
Було показано, що в мезонній системі частинок-античастинок, де гу-

стина ізоспіну 𝑛𝐼 зберігається, виникає бозе-ейнштейнівський конденсат
в інтервалі температур 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇c. Це є результатом фазового переходу
другого роду, що відбувається при температурі 𝑇c, а густина конденсату
є параметром порядку4. Це твердження суперечить висновкам, які були
отримані в минулому розділі та відомим результатам [1, 41, 115, 120], де
досліджувалася система з нульовим хімічним потенціалом 𝜇 = 0. Дій-
сно, в цих роботах було показано, що в разі досить сильного притягання
середнього поля (𝜅 > 1), у багатобозонній системі виникає фазовий пере-
хід першого роду і, як наслідок, утворюється бозе-конденсат, починаючи
з кінцевої температури.
Отже, незалежно від параметрів середнього поля, мультибозонна

система розвиває бозе-конденсат тільки для компоненти високої густини
(частинок). Це означає, що в піонному газі, де 𝑛𝐼 = 𝑛(−)

𝜋 − 𝑛(+)
𝜋 > 0,

лише 𝜋−-мезони зазнають фазового переходу до бозе-ейнштейнівського
конденсату. У той же час 𝜋+-мезони існують лише в тепловій фазі для
всього діапазону температур. Виходячи з вищесказаного, можна зробити

4Варто звернути увагу, що хіральна теорія збурень передбачає, що перехід між вакуумом і БЕК є
фазовим переходом другого роду з класом універсальності 𝑂(2) [46].
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висновок, що в експерименті має сенс шукати Бозе-конденсат лише для
𝜋−-мезонів.
Для опису термодинамічних властивостей система розглядалась в рам-

ках канонічного ансамблю, для якого хімічний потенціал 𝜇 є термоди-
намічною величиною, яка залежить від канонічних змінних (𝑇 , 𝑛𝐼 ). Бу-
ло розраховано залежність хімічного потенціалу від температури для рі-
зних знчень параметра притягання 𝜅 і показано, що 𝜇 ≈ const в “конден-
сатному” інтервалі температур 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇c. Величина хімічного потен-
ціалу 𝜇 ≈ const в цій області залежить від інтенсивності притягання. Во-
дночас температура 𝑇 (−)

c фазового переходу до бозе-ейнштейнівського
конденсату 𝜋−-мезонів (компонента високої густини) слабо залежить від
𝜅, що можна побачити на рис. 4.2 на верхній панелі. Для всіх значень
0 ≤ 𝜅 ≤ 1, які були розглянуті, критичні температури відрізняються
одна від одної не більше ніж на 4 МеВ. Тому можна ввести певне се-
реднє значення 𝑇c = ⟨𝑇 (−)

c ⟩ переходу до фази бозе-ейнштейнівського
конденсату.
Отримані результати відповідають відомим властивостям ідеального

релятивістського бозе-газу: конденсація Бозе-Ейнштейна являє собою
фазовий перехід третього роду або розрив похідної теплоємності [117]. В
рамках представленої моделі було отримано, що такимже чином похідна
теплоємності зазнає розриву при температурі 𝑇c, як видно на верхній]
панелі на рис. 4.3. Плавні залежності густини енергії та густини ентропії
від температури і відсутність прихованого виділення теплоти при 𝑇c на
нижній панелі рис. 4.3 доводять, що в системі насправді виникає фазовий
перехід другого роду при цій температурі.
Внесок нейтральних піонів виходить за рамки досліджень проведених

в даній роботі. Розглянутий в даному розділі аналіз можна покращити,
розглянувши ці питання більш детально і узагальнивши розрахунки
додаванням внеску, який залежить від 𝑛𝐼 , в середнє поле.
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