
Мiнiстерство освiти i науки України
Волинський нацiональний унiверситет iменi Лесi Українки

Нацiональна академiя наук України
Iнститут теоретичної фiзики iменi М. М. Боголюбова

Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису

Шутовський Арсен Миколайович

УДК 538.9

Дисертацiя

Ефекти фазової когерентностi у тунельних

надпровiдних контактах на основi однозонних та

двозонних надпровiдникiв

01.04.02 Теоретична фiзика
10 Природничi науки (104 Фiзика та астрономiя)

Подається на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання iдей, результатiв i текстiв
iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне джерело.

А. М. Шутовський

Науковий керiвник: Сахнюк Василь Євгенович,
кандидат фiзико-математичних наук, доцент

Луцьк — 2023





3

АНОТАЦIЯ

Шутовський А. М. Ефекти фазової когерентностi у тунельних надпровiдних
контактах на основi однозонних та двозонних надпровiдникiв — Квалiфiкацiйна
наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (10 —
Природничi науки). — Iнститут теоретичної фiзики iменi М. М. Боголюбова НАН
України, Київ, 2023.

У дисертацiї дослiджено вплив так званих ефектiв розпаровування на струм-
фазову залежнiсть у тунельних надпровiдних контактах типу SIS для довiльних
концентрацiй немагнiтних домiшок при температурах, близьких до критичної тем-
ператури Tc. Важливо вiдзначити, що така обставина дозволяє розв’язати задачу
шляхом застосування вiдомої теорiї Гiнзбурга-Ландау, яка є асимптотичною фор-
мою мiкроскопiчної теорiї надпровiдностi при температурах, близьких до кри-
тичної температури Tc. Добре вiдомо, що в рамках теорiї Гiнзбурга-Ландау не
можна нехтувати просторовою поведiнкою параметра впорядкування. Для ту-
нельних надпровiдних контактiв типу SIS iз немагнiтними домiшками довiльної
концентрацiї можна показати, що параметр впорядкування ∆(ζ) є одним iз двох
розв’язкiв замкнутої системи двох лiнiйних iнтегральних рiвнянь. Варто зауважи-
ти, що згаданi вище лiнiйнi iнтегральнi рiвняння є чинними поблизу IS — границi.
У глибинi надпровiдника параметр впорядкування ∆(ζ) є розв’язком так званого
рiвняння Гiнзбурга-Ландау, яке є нелiнiйним диференцiальним рiвнянням дру-
гого порядку. У даному дослiдженнi диференцiальне рiвняння другого порядку
для комплексної функцiї ∆(ζ) зведено до диференцiального рiвняння другого по-
рядку для дiйсної функцiї f (ζ). Отримане рiвняння має доданок, який мiстить
так звану надплинну швидкiсть vs (ζ). Цей доданок враховує наявнiсть ефектiв
розпаровування. Також зрозумiло, що рiвняння Гiнзбурга-Ландау i замкнута си-
стема двох лiнiйних iнтегральних рiвнянь мають область їхньої спiльної чинностi.
Внаслiдок цього гранична умова для рiвняння Гiнзбурга-Ландау мiстить констан-
ту q∞, яка також присутня у формулах для асимптотичних розв’язкiв замкнутої
системи двох лiнiйних iнтегральних рiвнянь. Аналiтичний вираз для константи
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q∞ отримано шляхом застосування так званого методу квазiортогональностi до
асимптотики. Пiсля цього представлення комплексного параметра впорядкуван-
ня ∆(ζ) через його абсолютне значення f (ζ) пiдставляється у вiдомий вираз для
густини струму j (ζ) у теорiї Гiнзбурга-Ландау. Тодi вдається отримати представ-
лення густини струму j через деяку функцiю f+ (φ), яка є одним iз розв’язкiв
замкнутої системи двох алгебричних рiвнянь. Ця замкнута система розв’язується
шляхом чисельних розрахункiв, але вдалось отримати також i наближенi аналi-
тичнi розв’язки.

Дослiджено динамiку флюксонiв у чистому i довгому джозефсонiвському кон-
тактi з нетривiальною струм-фазовою залежнiстю. Побудовано аналiтичний роз-
в’язок модифiкованого рiвняння синус-Ґордона для прозоростi дiелектричного
прошарку, близької до одиницi. Розглянуто також i бiльш реалiстичний випадок,
у якому враховано потiк неспарених електронiв через контакт, на який подається
деякий постiйний струм. За допомогою узагальненого рiвняння синус-Ґордона за-
писано закон еволюцiї енергiї контакту в часi. На основi закону збереження енергiї
контакту отримано аналiтичну формулу для рiвноважної швидкостi флюксона.

Дослiджено рiвноважнi струмовi стани в шаруватих надпровiдних структурах
типу SIS′IS у загальному випадку. Це означає, що на прозорiстьD прошарку дiеле-
ктрика i на товщину d промiжного надпровiдника не накладено нiяких обмежень.
Поставлену задачу розв’язано в рамках методу функцiї Грiна. На основi дифе-
ренцiального рiвняння другого порядку для матричної функцiї Грiна в конфiгу-
рацiйному представленнi побудовано диференцiальне рiвняння першого порядку
для матричних функцiй Грiна в так званому t-представленнi шляхом виконання
процедури згладжування просторової поведiнки функцiй Грiна на довжинах по-
рядку атомних розмiрiв. Отриманi диференцiальнi рiвняння також називаються
квазiкласичними рiвняннями. Така ж процедура виконується з метою переходу
вiд тривимiрної густини струму j⃗ (r⃗) до одновимiрної густини струму j (z), яку
подано через функцiї Грiна в t-представленнi. Дослiдження проведено для темпе-
ратур, якi не є близькими до критичної температури Tc. Така обставина дозволяє
застосувати так звану модель з кусково-сталим параметром впорядкування. У
рамках цiєї моделi квазiкласичнi рiвняння є точно розв’язуваними диференцiаль-
ними рiвняннями. Отриманi вирази для функцiй Грiна в t-представленнi пiдстав-

ляються в густину струму j (z) на площинi z =
d

2
. Внаслiдок цього отримано

новий аналiтичний вираз для струм-фазової залежностi.
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Побудовано метод функцiонального iнтегрування у теорiї двощiлинної над-
провiдностi. Сформульоване наближення середнього поля використовується з ме-
тою запровадити матричну функцiю Грiна в конфiгурацiйному представленнi.
Для дослiдження тунельних надпровiдних контактiв на основi двощiлинних над-
провiдникiв побудовано квазiкласичнi рiвняння для матричних функцiй Грiна в
t-представленнi. Також отримано представлення густини струму j (z) через фун-
кцiї Грiна в t-представленнi. Задачу розв’язано в рамках моделi з кусково-сталими
параметрами впорядкування, бо дослiдження проведено для температур, якi не є
близькими до критичної температури Tc. Густину струму j (z) обчислено на пло-
щинi z = 0. Отриманий аналiтичний вираз для струм-фазової залежностi можна
використовувати з метою аналiзу симетрiй параметрiв впорядкування.

Ключовi слова: надпровiдний контакт, параметр впорядкування, лiнiйне iн-
тегральне рiвняння, рiвняння Гiнзбурга-Ландау, густина струму, струм-фазова
залежнiсть, функцiя Грiна, квазiкласичне рiвняння.
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ABSTRACT

Shutovskyi A. M. Phase coherence effects in superconducting tunnel junctions
based on single-band and two-band superconductors — Qualification scientific work in
the form of manuscript.

Thesis for candidate degree in natural sciences (doctor of philosophy), speciality
01.04.02 “Theoretical physics” (10 — Natural sciences). — Bogolyubov Institute for
Theoretical Physics of the NAS of Ukraine, Kyiv, 2023.

The thesis considers the influence of the so-called depairing effects on the current-
phase relation in the superconducting tunnel junctions of an SIS type for arbitrary
concentrations of nonmagnetic impurities at the temperatures close to the critical
temperature Tc. It is important to note that such a circumstance can enable one to
solve the problem by a way to apply the well known Ginzburg-Landau theory that is
an asymptotical form of microscopic theory of superconductivity at the temperatures
close to the critical temperature Tc. In the framework of the Ginzburg-Landau theory,
it is well known that the spatial behavior of the order parameter cannot be neglected.
For the superconducting tunnel junctions of an SIS type with nonmagnetic impurities
of arbitrary concentrations, it can be shown that the order parameter ∆(ζ) is one
of the two solutions to the closed system of the two linear integral equations. It is
significant to note that the above-mentioned linear integral equations are valid near
the IS interface. In the depth of the superconductor, the order parameter ∆(ζ) is a
solution to the so-called Ginzburg-Landau equation that is a nonlinear second order
differential equation. In the current research, the second order differential equation for
the complex function ∆(ζ) is transformed into the second order differential equation
for the real function f (ζ). The obtained equation has a term that contains the so-
called superfluid velocity vs (ζ). This term takes into account the depairing effects. It
is also understood that the Ginzburg-Landau equation and the closed system of the
two linear integral equations has a domain of their common validity. As a result, the
boundary condition for the Ginzburg-Landau equation contains the constant q∞ that
is also present in the formulas for the asymptotic solutions to the closed system of the
two linear integral equations. The analytical expression for the constant q∞ is obtained
by a way to apply the so-called method of quasi-orthogonality to asymptotes. After
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that, the representation of the complex order parameter ∆(ζ) via its absolute value
f (ζ) is substituted into the well known expression for the current density j (ζ) in
the Ginzburg-Landau theory. As a result, the current density j is presented via some
function f+ (φ) that is one of the solutions to the closed system of the two algebraic
equations. This closed system is solved by a way to perform the numerical calculations,
but the approximate analytical solutions are also obtained.

The fluxon dynamics in pure and long Josephson junctions with nontrivial current-
phase relation is investigated. An analytical solution of the modified sine-Gordon
equation is obtained for the dielectric layer transparencies close to unity. The more
realistic case that takes into account the flow of unpaired electrons across a junction
biased by the spatially uniform direct current bias is also considered. The generalized
sine-Gordon equation is used with the aim to write down the law that describes the
time evolution of the junction energy. The conservation law of the junction energy
is applied with the aim to derive an analytical expression for the equilibrium fluxon
velocity.

The equilibrium current states in the layered superconducting structures of an
SIS′IS type are investigated in the general case. This means that no restrictions on
the dielectric layer transparency D and the thickness d of an intermediate layer are
imposed. The problem is solved in the framework of the Green’s function method.
The second order differential equation for the matrix Green’s function in the confi-
guration representation is transformed into the first order differential equations for the
matrix Green’s functions in the so-called t-representation by a way to perform a spatial
smoothing procedure on the length scales of an order of an atomic size. The obtained
differential equations are also called the quasiclassical equations. The same procedure
is performed with the aim to replace the three-dimensional current density j⃗ (r⃗) by the
one-dimensional current density j (z) that is presented via the Green’s functions in the
t-representation. In the current research, it is supposed that the temperatures are not
close to the critical temperature Tc. Such a sircumstance can enable one to apply the
so-called model with a piecewise constant order parameter. In the framework of this
model, the quasiclassical equations are the exactly solvable differential equations. The
derived expressions for the Green’s functions in the t-representation are substituted

into the one-dimensional current density j (z) on the plane z =
d

2
. As a result, a new

analytical expression for the current-phase relation is obtained.

The functional integration method in the two band superconductivity theory is
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constructed. The formulated mean field approximation is used to introduce the matrix
Green’s function in the configuration representation. The quasiclassical equations for
the matrix Green’s functions in the t-representation are derived in order to study the
superconducting tunnel junctions based on two-gap superconductors. The expression
for the current density j (z) in terms of the Green’s functions in the t-representation is
also derived. The problem is solved in the framework of the model with the piecewise
constant order parameters, because it is supposed that the temperatures are not close
to the critical temperature Tc. The current density j (z) is calculated on the plane
z = 0. The obtained analytical expression for the current-phase relation is used to
analyze the pairing symmetries of the order parameters.

Key words : superconducting junction, order parameter, linear integral equation,
Ginzburg-Landau equation, current density, current-phase relation, Green’s function,
quasiclassical equation.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Ефект Джозефсона [1] є одним iз найяскравiших проя-
вiв ефектiв квантової когерентностi у макроскопiчному масштабi у фiзицi конден-
сованих систем. Дослiдження цього ефекту в просторово неоднорiдних надпровiд-
них композицiях (в ролi прикладiв можуть бути тунельнi надпровiднi контакти
типу SIS, SNS, SIS′IS та SINIS; лiтери S, I та N означають вiдповiдно надпровiд-
ник, дiелектрик та нормальний метал) — це питання, iнтерес до якого невпинно
зростає та привертає увагу багатьох дослiдницьких колективiв [2].

При розглядi надпровiдних контактiв з’ясування таких питань як залежнiсть
густини струму в контактi вiд рiзницi фаз мiж берегами контакту j (φ), темпера-
тури, товщини нормального прошарку, коефiцiєнта проходження електронiв крiзь
дiелектрик та наявностi немагнiтних домiшок у контактi дає можливiсть краще
зрозумiти фiзику просторово неоднорiдних надпровiдних композицiй та дозволяє
iдентифiкувати фiзичнi процеси, якi формують надпровiдний струм за рiзних
умов. А це є важливим питанням для прикладного застосування Джозефсонiв-
ських контактiв [3].

Традицiйно формi залежностi j (φ) не придiляли достатньої уваги та вважали,
що j ∼ sinφ. Таку синусоїдну струм-фазову залежнiсть вважали справедливою
особливо для температур, близьких до критичної температури Tc. Однак, деталь-
ний аналiз надпровiдних контактiв дає змогу врахувати низку ефектiв, якi безпо-
середньо впливають на форму залежностi струму вiд рiзницi фаз. Як наслiдок,
виникає струм-фазова залежнiсть, яка за своєю математичною структурою сут-
тєво вiдрiзняється вiд традицiйної синусоїдної. При розглядi джозефсонiвського
струму в тунельному надпровiдному контактi типу SIS важливим питанням є вра-
хування впливу прозоростi дiелектричного прошарку D та наявностi немагнiтних
домiшок довiльної концентрацiї. Виявляється, що якщо D набуває немалих зна-
чень, то числове значення критичного струму контакту може бути близьким до
термодинамiчно критичного струму масивного надпровiдника. Внаслiдок немалих
значень струму виникає ефект розпаровування куперiвських пар та з’являється
додаткове, крiм спричиненого просторовою неоднорiднiстю, зменшення модуля
параметра впорядкування, що є особливо вiдчутним поблизу просторової неодно-
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рiдностi. В результатi це вiдобразиться в ангармонiйностi j (φ). Для температур,
близьких до критичної, це питання є ще далеким вiд остаточного вивчення.

Iнша цiкава просторово неоднорiдна система може бути одержана шляхом по-
слiдовного розмiщення двох SIS — контактiв. Шарувата надпровiдна структура
типу SIS′IS цiкава тим, що в нiй за певних значень товщини промiжного надпро-
вiдного прошарку може проявлятися так званий режим резонансного тунелюван-
ня [4]. Крiм того в таких структурах можуть iснувати два режими електронного
транспорту [5] залежно вiд товщини промiжного прошарку: когерентний режим,
у якому струм на контактi є пропорцiйний прозоростi бар’єра D, та режим, у яко-
му ця когерентнiсть порушується зi збiльшенням товщини промiжного прошар-
ку S′ i струм стає пропорцiйним D2. Ефекти фазової когерентностi у шаруватих
надпровiдних структурах є також важливими з точки зору їхнього практичного
використання, що продемонстровано нещодавнiми експериментами з можливостi
виготовлення джозефсонiвських контактiв iз бажаними для iнженерiї властиво-
стями, використовуючи вiдомi методи нашарування [6,7].

Наступним ускладненням у планi дослiдження тунельного надпровiдного кон-
такту є використання двозонних надпровiдникiв. Великий iнтерес до таких стру-
ктур спостерiгається в останнi роки пiсля вiдкриття надпровiдностi в диборидi
магнiю та залiзовмiсних надпровiдниках, для надпровiдного стану яких характер-
ною є наявнiсть двох параметрiв впорядкування ∆1 i ∆2 та, вiдповiдно, двох фаз
φ1 i φ2. В таких надпровiдниках можуть реалiзовуватися стани з s++ симетрi-
єю, коли обидвi фази є однаковими (φ1 = φ2), або стани з s± симетрiєю, коли двi
фази зсунутi на π (φ1 = φ2 + π) [8]. У сполуцi MgB2 симетрiя параметрiв впоряд-
кування є добре вiдомою [9]: фази обох параметрiв впорядкування для основного
стану є рiвними (s++ симетрiя). Для залiзовмiсних надпровiдникiв наразi обго-
ворюється [10, 11] можливiсть реалiзацiї s++ симетрiї або s± симетрiї параметрiв
впорядкування i це питання є вiдкритим. Хорошим iнструментом для дослiдже-
ння симетрiї параметрiв впорядкування є фазочутливi методи, в основi яких є
ефект Джозефсона. Тому теоретичнi дослiдження залежностi струму вiд рiзни-
цi фаз є важливою складовою в розумiннi симетрiї параметрiв впорядкування у
незвичайних надпровiдниках.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiйна робота виконувалась на кафедрi теоретичної та комп’ютерної фiзики iменi
А. В. Свiдзинського Волинського нацiонального унiверситету iменi Лесi Україн-
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ки. Представленi у дисертацiї результати частково отриманi вiдповiдно до пла-
нiв науково-дослiдних робiт, якi виконувалися спiльно з Iнститутом теоретичної
фiзики iменi М. М. Боголюбова Нацiональної академiї наук України при гранто-
вiй пiдтримцi Державного фонду фундаментальних дослiджень за конкурсними
проєктами №Ф76/123—2017 та №Ф76/6—2018: «Вплив просторової неоднорiдно-
стi та залежних вiд часу збурень на властивостi надпровiдних контактiв» (2017
рiк, номер державної реєстрацiї 0117U007266), «Стацiонарнi властивостi планар-
них надпровiдних контактiв типу SIS′IS» (2018 рiк, номер державної реєстрацiї
0018U005518c).

Мета i задачi дослiдження. Мета роботи — з’ясувати механiзми форму-
вання несинусоїдної залежностi струму вiд рiзницi фаз у тунельних надпровiдних
контактах на основi однозонних та двозонних надпровiдникiв. Зокрема, в дисер-
тацiйнiй роботi були поставленi такi завдання:

• Дослiдити вплив ефектiв розпаровування на залежнiсть струму вiд рiзницi
фаз у тунельних надпровiдних контактах типу SIS за наявностi немагнi-
тних домiшок довiльної концентрацiї для областi температур, близьких до
критичної.

• Дослiдити динамiку флюксонiв у чистому i довгому джозефсонiвському
контактi з нетривiальною струм-фазовою залежнiстю. Побудувати аналi-
тичний розв’язок модифiкованого рiвняння синус-Ґордона для прозоростi
дiелектричного прошарку, близької до одиницi. Розглянути також i бiльш
реалiстичний випадок, у якому враховується потiк неспарених електро-
нiв через контакт, на який подається деякий постiйний струм. За допомо-
гою узагальненого рiвняння синус-Ґордона записати закон еволюцiї енергiї
контакту в часi. На основi закону збереження енергiї контакту отримати
аналiтичну формулу для рiвноважної швидкостi флюксона.

• Для шаруватих надпровiдних структур типу SIS′IS у рамках моделi з
кусково-сталим параметром впорядкування побудувати квазiкласичнi рiв-
няння для функцiй Грiна в t-представленнi та на їхнiй основi дослiдити
залежнiсть струму вiд рiзницi фаз.

• Представити статистичну суму двощiлинного надпровiдника у формi фун-
кцiонального iнтеграла та сформулювати наближення середнього поля.
Побудувати систему рiвнянь Горькова для мацубарiвських функцiй Грi-
на.
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• Побудувати квазiкласичнi рiвняння для функцiй Грiна в t-представленнi
у надпровiдних SIS — контактах на основi двощiлинних надпровiдникiв.
Одержати формулу для залежностi струму вiд рiзниць фаз та з’ясувати
вплив симетрiї параметрiв впорядкування у надпровiднику на цю зале-
жнiсть.

Об’єкт дослiдження. У данiй дисертацiйнiй роботi об’єктом дослiдження
є тунельнi надпровiднi SIS — контакти на основi однозонних та двозонних над-
провiдникiв i шаруватi надпровiднi структури типу SIS′IS на основi однозонних
надпровiдникiв.

Предмет дослiдження. У данiй дисертацiйнiй роботi предметом дослiдже-
ння є рiвноважнi струмовi стани та, зокрема, залежнiсть густини струму вiд рi-
зницi фаз у надпровiдних контактах типу SIS та SIS′IS, ефекти розпаровування,
симетрiя параметрiв впорядкування у двозонних надпровiдниках.

Методи дослiдження. Для опису рiвноважних струмових станiв у над-
провiдному SIS — контактi поблизу критичної температури використано теорiю
Гiнзбурга-Ландау. Граничнi умови для параметра впорядкування знайденi ме-
тодом квазiортогональностi до асимптотики. Метод температурних (мацубарiв-
ських) функцiй Грiна, в рiвняннях для яких виконано процедуру згладжування
та в пiдсумку одержано квазiкласичнi рiвняння у t-представленнi, використано
для одержання струм-фазових залежностей у шаруватому SIS′IS — контактi на
основi однозонних надпровiдникiв та в тунельному SIS — контактi на основi дво-
зонних надпровiдникiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основними результатами, якi
визначають наукову новизну та виносяться на захист, є такi результати:

• для контактiв на основi однозонних надпровiдникiв
1. Одержано нову формулу для залежностi струму вiд рiзницi фаз у надпро-

вiдних контактах типу SIS iз врахуванням впливу ефектiв розпаровування
та немагнiтних домiшок довiльної концентрацiї. Показано, що при нема-
лiй прозоростi дiелектричного прошарку, коли ефекти розпаровування є
суттєвими, залежнiсть струму вiд рiзницi фаз є вiдмiнною вiд синусоїдної
залежностi j ∼ sinφ, характерної для D ≪ 1.

2. Дослiджено динамiку флюксонiв у чистому i довгому джозефсонiвському
контактi з нетривiальною струм-фазовою залежнiстю. Побудовано аналi-
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тичний розв’язок модифiкованого рiвняння синус-Ґордона для прозоростi
дiелектричного прошарку, близької до одиницi. Розглянуто також i бiльш
реалiстичний випадок, у якому враховано потiк неспарених електронiв че-
рез контакт, на який подається деякий постiйний струм. За допомогою
узагальненого рiвняння синус-Ґордона записано закон еволюцiї енергiї кон-
такту в часi. На основi закону збереження енергiї контакту отримано ана-
лiтичну формулу для рiвноважної швидкостi флюксона.

3. Для просторово неоднорiдних надпровiдних структур типу SIS′IS у рам-
ках моделi з кусково-сталим параметром впорядкування побудовано ква-
зiкласичнi рiвняння для функцiй Грiна в t-представленнi та подано через
цi функцiї загальну формулу для густини струму. В пiдсумку одержано
новий аналiтичний результат для струм-фазової залежностi j (φ), чинний
для довiльних значень коефiцiєнта проходження електронiв D та товщи-
ни промiжного прошарку d. Показано, що залежнiсть струму вiд d не є
монотонною функцiєю у зв’язку з перiодичнiстю залежностi коефiцiєнта
проходження електронiв вiд d. Нова формула мiстить у собi вже вiдомi
результати для SIS — контакту (d = 0), SINIS — контакту (∆1 = 0) та
SNS — контакту (∆1 = 0 та D = 1).

• для контактiв на основi двозонних надпровiдникiв

4. Метод функцiонального iнтеграла, який виявився досить ефективним у те-
орiї однощiлинної надпровiдностi, узагальнено на випадок надпровiдникiв
iз двома енергетичними щiлинами.

5. Спираючись на представлення статистичної суми надпровiдника у фор-
мi функцiонального iнтеграла, побудовано основнi рiвняння двощiлинного
надпровiдника в наближеннi середнього поля.

6. Побудовано квазiкласичнi рiвняння для функцiй Грiна в t-представленнi,
спираючись на якi виконано мiкроскопiчний опис стацiонарних струмових
станiв у тунельному надпровiдному контактi на основi двозонних надпро-
вiдникiв та одержано нову аналiтичну формулу для залежностi струму
вiд рiзниць фаз параметрiв впорядкування. Показано, що числове значе-
ння струму в контактi залежить вiд симетрiї параметрiв впорядкування:
для s± симетрiї числове значення критичного струму контакту є приблизно
на 25% меншим вiд вiдповiдного числового значення критичного струму
контакту для s++ симетрiї.
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Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теоретичний
характер. Отриманi результати є внеском у теоретичний опис стацiонарного ефе-
кту Джозефсона в надпровiдних контактах рiзних геометрiй та можуть бути осно-
вою для подальших теоретичних дослiджень, а також можуть використовуватися
для аналiзу експериментальних даних. Представлена в дисертацiї схема опису
надпровiдних контактiв використовується в науковiй роботi спiвробiтникiв кафе-
дри теоретичної та комп’ютерної фiзики iменi А. В. Свiдзинського Волинського
нацiонального унiверситету iменi Лесi Українки та Iнституту теоретичної фiзи-
ки iменi М. М. Боголюбова Нацiональної академiї наук України. Окремi частини
дисертацiї можуть використовуватись у спецкурсах для аспiрантiв.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiйснив
науковий керiвник роботи кандидат фiзико-математичних наук, доцент Василь
Євгенович Сахнюк. У спiльних публiкацiях авторовi дисертацiї належать:

• отримання граничних умов для рiвняння Гiнзбурга-Ландау в надпровiд-
них контактах типу SIS за наявностi немагнiтних домiшок довiльної кон-
центрацiї та аналiз залежностi струму вiд рiзницi фаз;

• побудова аналiтичного розв’язку модифiкованого рiвняння синус-Ґордона
для близької до одиницi прозоростi дiелектричного прошарку, застосуван-
ня узагальненого рiвняння синус-Ґордона з метою записати закон еволюцiї
енергiї контакту в часi, застосування закону збереження енергiї контакту
з метою отримати аналiтичну формулу для рiвноважної швидкостi флю-
ксона;

• розв’язок квазiкласичних рiвнянь для функцiй Грiна шаруватих надпро-
вiдних структур типу SIS′IS, представлення через цi функцiї густини стру-
му на контактi та одержання формули для струм-фазової залежностi;

• побудова представлення статистичної суми двозонного надпровiдника у
формi функцiонального iнтеграла та формулювання на його основi набли-
ження середнього поля, побудова системи рiвнянь Горькова для мацуба-
рiвських функцiй Грiна;

• побудова квазiкласичних рiвнянь у t-представленнi для функцiй Грiна ту-
нельного SIS — контакту на основi двозонних надпровiдникiв, одержання
та аналiз формули для залежностi струму вiд рiзниць фаз.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї були представ-
ленi на таких конференцiях:
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• VIII Мiжнародна наукова конференцiя «Релаксацiйнi, нелiнiйнi й акусто-
оптичнi процеси та матерiали» (1—4 червня 2016 року, Луцьк).

• VII Young Scientists Conference «Problems of Theoretical Physics» (13—15
грудня 2016 року, Київ).

• VIII International Conference for Professionals & Young Scientists (29 трав-
ня — 2 червня 2017 року, Харкiв).

• II Мiжнародна наукова конференцiя «Актуальнi проблеми фундаменталь-
них наук» (1—5 червня 2017 року, Луцьк).

• VIII International Young Scientists Conference «Problems of Theoretical Phy-
sics» (12—14 грудня 2017 року, Київ).

• IX Мiжнародна наукова конференцiя «Релаксацiйнi, нелiнiйнi й акустоо-
птичнi процеси i матерiали» (1—5 червня 2018 року, Луцьк).

• IX Conference of Young Scientists «Problems of Theoretical Physics» (4—5
грудня 2018 року, Київ).

• III Мiжнародна наукова конференцiя «Актуальнi проблеми фундаменталь-
них наук» (1—5 червня 2019 року, Луцьк).

• IV Мiжнародна наукова конференцiя «Актуальнi проблеми фундаменталь-
них наук» (1—5 червня 2021 року, Луцьк).

• XXI Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi статисти-
чної фiзики та теорiї конденсованої речовини (11—12 жовтня 2021 року,
Львiв).

• XI Мiжнародна наукова конференцiя «Релаксацiйнi, нелiнiйнi й акустоо-
птичнi процеси i матерiали» (1—5 червня 2022 року, Луцьк).

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 17 наукових праць, iз
яких: 4 статтi у провiдних наукових виданнях України [12–15], 2 статтi у мiжна-
родних дослiдницьких журналах [16,17] та 11 тез конференцiй [18–28].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя має такi складовi: вступ, роз-
дiл iз оглядом лiтератури, три роздiли основної частини з викладеними резуль-
татами дослiджень дисертанта, загальнi висновки, список використаних джерел,
одну таблицю та 19 рисункiв. Робота викладена на 184 сторiнках (повний обсяг
разом з лiтературою — 198). Бiблiографiчний список мiстить 151 найменування
публiкацiй у вiтчизняних та закордонних виданнях.

У Вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiдження, сформульовано мету ро-
боти, визначено наукову новизну i практичну цiннiсть отриманих результатiв та
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наведено стислу характеристику дисертацiї.

У першому роздiлi зроблено короткий огляд лiтератури за темою дисерта-
цiйної роботи. Представленi рiзнi пiдходи, якi використовуються при теоретично-
му вивченнi просторово неоднорiдних надпровiдних структур тунельного типу, та
проаналiзовано наявнi результати з цiєї тематики.

Другий роздiл присвячений дослiдженню впливу ефектiв розпаровування
на залежнiсть струму вiд рiзницi фаз SIS — контактiв за наявностi немагнiтних
домiшок. Область дослiджуваних температур вважається близькою до критичної.
Для дослiдження просторової поведiнки параметра впорядкування у надпровiд-
нику поблизу IS — границi використовуються лiнiйнi iнтегральнi рiвняння, з яких,
використовуючи метод квазiортогональностi до асимптотики, знайдено граничну
умову для рiвняння Гiнзбурга-Ландау. В рiвняннi Гiнзбурга-Ландау збережений
доданок iз надплинною швидкiстю, що вiдображає вплив струму на значення па-
раметра впорядкування. Одержано та проаналiзовано залежнiсть струму вiд рi-
зницi фаз для рiзних значень прозоростi дiелектричного прошарку та довжини
вiльного пробiгу електронiв. Розглянуто асимптотичний випадок, коли прозорiсть
дiелектричної плiвки є близькою до одиницi. Дослiджено динамiку флюксонiв у
чистому i довгому джозефсонiвському контактi з нетривiальною струм-фазовою
залежнiстю. Побудовано аналiтичний розв’язок модифiкованого рiвняння синус-
Ґордона для прозоростi дiелектричного прошарку, близької до одиницi. Розгляну-
то також i бiльш реалiстичний випадок, у якому враховано потiк неспарених еле-
ктронiв через контакт, на який подається деякий постiйний струм. За допомогою
узагальненого рiвняння синус-Ґордона записано закон еволюцiї енергiї контакту в
часi. На основi закону збереження енергiї контакту отримано аналiтичну формулу
для рiвноважної швидкостi флюксона.

Третiй роздiл присвячений дослiдженню струмових станiв шаруватих над-
провiдних структур типу SIS′IS у рамках моделi з кусково-сталим параметром впо-
рядкування, яка є чинною для температур, неблизьких до критичної. В основi до-
слiдження використано метод функцiй Грiна, для яких виконано процедуру згла-
джування їхньої просторової поведiнки на довжинах порядку атомних. В резуль-
татi були одержанi квазiкласичнi рiвняння для функцiй Грiна в t-представленнi.
Розв’язуючи цi рiвняння з вiдповiдними граничними умовами, в пiдсумку одер-
жано новий аналiтичний результат для залежностi струму вiд рiзницi фаз, чин-
ний для довiльних значень коефiцiєнта проходження електронiв D та для рiзних



23

значень товщини промiжного прошарку d. Показано, що нова формула увiбрала
низку вiдомих ранiше результатiв для рiзних асимптотичних випадкiв.

У четвертому роздiлi побудовано представлення статистичної суми двозон-
ного надпровiдника у формi функцiонального iнтеграла та сформульовано набли-
ження середнього поля. Одержано рiвняння для мацубарiвських функцiй Грiна,
за допомогою яких побудовано квазiкласичнi рiвняння в t-представленнi для ту-
нельного SIS — контакту на основi двозонних надпровiдникiв. Подано густину
струму через функцiї Грiна в t-представленнi. Розв’язано квазiкласичнi рiвняння
для функцiй Грiна в t-представленнi та одержано струм-фазову залежнiсть. Про-
аналiзовано залежнiсть струму вiд рiзницi фаз для рiзних значень температури
та коефiцiєнта мiжзонного зв’язку. З’ясовано вплив симетрiї параметрiв впоряд-
кування на числове значення струму.
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РОЗДIЛ 1
ЗАЛЕЖНIСТЬ СТРУМУ ВIД РIЗНИЦI ФАЗ У

ДЖОЗЕФСОНIВСЬКИХ КОНТАКТАХ

У 1962 роцi фiзик-теоретик Браян Девiд Джозефсон зробив своє знамените
передбачення [1] щодо можливостi протiкання надпровiдного струму через кон-
такт двох надпровiдникiв, роздiлених тонким дiелектричним прошарком, навiть
за вiдсутностi рiзницi потенцiалiв мiж ними (стацiонарний ефект Джозефсона).
У тiй самiй статтi Джозефсон показав, що якщо струм перевищує певне критичне
значення, то на контактi з’являється вiдмiнна вiд нуля напруга V i крiм стацiо-
нарного струму через надпровiдний контакт протiкатиме також i нестацiонарний

струм, який осцилює iз частотою ω =
2eV
ℏ

(нестацiонарний ефект Джозефсона).
Варто наголосити на тому, що дуже швидко це передбачення було пiдтверджене
на експериментi [29, 30]. Подальшi дослiдження ефекту Джозефсона привели до
розумiння [31], що цей ефект властивий не тiльки SIS — контактам, а й бага-
тьом iншим просторово неоднорiдним надпровiдним системам, утворених двома
надпровiдниками, мiж якими наведений слабкий зв’язок за допомогою прошарку
нормального металу, феромагнетика, геометричного звуження тощо.

Для характеристики надпровiдного стану використовують комплексну фун-
кцiю ∆ = |∆| eiφ, яку називають параметром впорядкування. Модуль параметра
впорядкування |∆| визначає енергетичну щiлину в спектрi квазiчастинкових збу-
джень у надпровiднику. Що стосується фази, то виникає непереборне бажання
з’ясувати, чи має фаза параметра впорядкування φ спостережуванi наслiдки та
чи дiйшов Джозефсон до їхнього вiдкриття. Якщо надпровiдний контакт утворено
на основi надпровiдникiв, якi описуються за допомогою параметрiв впорядкуван-
ня ∆1e

iφ1 та ∆2e
iφ2, то через такий надпровiдний контакт, як виявилося [1], може

протiкати пропорцiйний синусовi рiзницi фаз φ = φ1 − φ2 надпровiдний струм

j (φ) = jc sinφ. (1.0.1)

Отриманий Джозефсоном результат (1.0.1) є надзвичайно цiкавий. Справдi,
фази кожного з надпровiдникiв самi по собi не є визначенi, а за наявностi струму
мiж фазами встановлюється когерентнiсть: їхня рiзниця стає визначеною величи-
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ною [32]. З цiєї причини ефект Джозефсона можна розглядати як прояв фазової
когерентностi у макроскопiчному масштабi. Максимальний струм jc, який фiгурує
у формулi (1.0.1), називається критичним струмом надпровiдного контакту.

Залежнiсть струму вiд рiзницi фаз є важливою характеристикою джозефсо-
нiвських контактiв. Спiввiдношення (1.0.1) є її найпростiшим виразом, який за-
звичай використовується при вивченнi динамiки та продуктивностi пристроїв на
основi джозефсонiвських контактiв [33–39].

Рис. 1.1: Типи струм-фазових залежностей у надпровiдних контактах. Рисунок
взято з [2].

Однак, для багатьох просторово неоднорiдних надпровiдних композицiй за-
лежнiсть струму вiд рiзницi фаз може суттєво вiдрiзнятися вiд синусоїдної, що,
власне, пояснюється впливом геометрiї контакту, його параметрiв i числового зна-
чення струму [2,31]. Можливi типи струм-фазової залежностi зображенi на рисун-
ку (1.1).

Крива a вiдповiдає стандартнiй синусоїднiй залежностi струму вiд рiзницi фаз.
Для складнiших струм-фазових залежностей струм на контактi може досягати
максимального значення як при рiзницi фаз φ ⩽

π

2
(крива b) [40–43] так i при

рiзницi фаз φ ⩾
π

2
(крива c) [44]. Можлива реалiзацiя також i бiльш екзотичних

залежностей для jc < 0, що властиво для так званих π — контактiв [45].
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Iснують численнi можливостi побудови просторово неоднорiдних надпровiдних
структур за наявностi слабкого зв’язку мiж надпровiдниками, в яких може спо-
стерiгатися ефект Джозефсона. Однак, лише кiлька конфiгурацiй представляють
iнтерес як для теоретичного вивчення так i для їхнього практичного використа-
ння [2,34]. До таких структур належить тунельний надпровiдний SIS — контакт,
про який уже згадувалося вище в контекстi вiдкриття Джозефсона. Важливим є
також SNS — контакт, у якому слабкий зв’язок мiж надпровiдниками наведений
через прошарок нормального металу. Проте, на вiдмiну вiд тунельного контакту
механiзм проникнення електронiв через прошарок нормального металу є дещо iн-
ший. Струм у системi протiкає внаслiдок iншого ефекту [32, 46]. У нормальному
металi, де немає ефективного притягання мiж електронами, не можуть виника-
ти куперiвськi пари. Вони утворюються у надпровiднику та характеризуються
хвильовою функцiєю, яка внаслiдок неперервностi проникає в нормальну область
на вiдстань порядку довжини когерентностi ξ0. Тому хвости хвильових функцiй
куперiвських пар злiва та справа вiд надпровiдникiв, на основi яких утворено
контакт, перекриваються та виникає ситуацiя, коли спаренi електрони будуть i
в нормальному прошарку. Це є так званий ефект близькостi, який забезпечує
наявнiсть надпровiдного струму в SNS — контактi. Iнтерес до таких структур
невпинно зростає [47–50].

У теорiї опису надпровiдних контактiв iснує широке розмаїття схем та методiв,
у рамках яких вивчається залежнiсть струму вiд рiзницi фаз, а саме: метод ту-
нельного гамiльтонiана [32]; точна схема, заснована на формалiзмi функцiй Грiна,
що задовольняють рiвняння Горькова [51]; квазiкласичний пiдхiд [52, 53]; теорiя
Гiнзбурга-Ландау [54] тощо. Переваги, недолiки та труднощi у використаннi цих
пiдходiв описанi в монографiї [46].

Найпотужнiшим, звичайно, є метод функцiй Грiна. Однак, для виконання пов-
нiстю самоузгодженого розрахунку струму в надпровiдних контактах методом
функцiй Грiна необхiдно ще розв’язати систему рiвнянь Горькова [51], яка в кон-
фiгурацiйному представленнi має такий вигляд:

(
iωn − ξ̂

)
Gωn

(r⃗, r⃗′) + ∆ (r⃗)Fωn
(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′) ,(

iωn + ξ̂
)
Fωn

(r⃗, r⃗′)+
∗
∆ (r⃗)Gωn

(r⃗, r⃗′) = 0.

Тодi одержанi розв’язки для функцiй Грiна Gωn
(r⃗, r⃗′) та Fωn

(r⃗, r⃗′) будуть не-
лiнiйними функцiоналами параметра впорядкування ∆(r⃗). А умова самоузгодже-
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ностi
∗
∆ (r⃗) = |g|T

∑
ωn

Fωn
(r⃗, r⃗)

виглядатиме як нелiнiйне iнтегральне рiвняння вiдносно функцiї ∆(r⃗). Очевидно,
що з технiчної точки зору це є доволi складною задачею навiть для виконання чи-
сельних розрахункiв, а знаходження аналiтичного розв’язку в загальному випадку
є неможливим. Тому при дослiдженнi струм-фазової залежностi в надпровiдних
контактах широко вживаною є модель iз кусково-сталим параметром впорядкува-
ння. У цiй моделi параметр впорядкування вважається сталим у межах кожного
з надпровiдникiв, на основi яких утворено надпровiдний контакт. А залежнiсть
параметра впорядкування вiд температури звичайно зберiгається [2, 31,46].

Використання такої моделi, коли параметр впорядкування ∆(r⃗) мiняється в
мiрилi довжини когерентностi ξ0, не приводить до якiсної похибки в одержаних
результатах для струму [32, 46]. Але поблизу критичної температури параметр
впорядкування мiняється в мiрилi довжини ξ (T ) ∼ ξ0/

√
1− T/Tc ≫ ξ0 i така

спрощена модель є непридатною. Тому для одержання коректного результату не-
обхiдно враховувати просторову змiну параметра впорядкування.

Поблизу критичної температури розв’язок системи рiвнянь Горькова можна
одержати наближено у виглядi розкладу за степенями параметра впорядкування,
який є малим поблизу критичної температури. Вiдкривається можливiсть побудо-
ви самоузгодженої теорiї, а тi сумнiви, що виникають у моделi з кусково-сталим
параметром впорядкування, знiмаються. Вiдповiдну теорiю, яку запропонували
Гiнзбург i Ландау [54], можна розглядати як асимптотичну форму мiкроскопi-
чної теорiї надпровiдностi поблизу критичної температури [46]. У теорiї Гiнзбурга-
Ландау вдається побудувати представлення густини струму через параметр впо-
рядкування, тому в рамках цiєї теорiї дослiдження рiвноважних струмових станiв
у надпровiдних контактах, по сутi, переноситься на вивчення просторової пове-
дiнки параметра впорядкування.

У теорiї Гiнзбурга-Ландау для параметра впорядкування маємо диференцi-
альне рiвняння [54]

ξ2 (T )

ξ20
∆′′ (ζ)− 1

∆2
∞
|∆(ζ)|2∆(ζ) + ∆ (ζ) = 0.

Тут рiвняння виписано для випадку порушення однорiдностi лише в одному
напрямку та запроваджено безрозмiрну змiнну ζ =

z

ξ0
. За наявностi струму в
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контактi параметр впорядкування записують у виглядi формули

∆(ζ) = ∆∞f (ζ) exp
{
2imχ (ζ)± iφ

2

}
, (1.0.2)

у якiй фiгурує параметр впорядкування ∆∞ =

√
8π2

7ζ (3)
Tc
√

1− T/Tc в просто-

рово однорiдному надпровiднику поблизу Tc. Величина φ є стрибком фази на
контактi. Функцiя χ (ζ) є неперервною складовою фази параметра впорядкуван-
ня, яка пов’язана з надплинною швидкiстю vs (ζ) за допомогою спiввiдношення
dχ (ζ)

dζ
= ξ0vs (ζ). Функцiя f (ζ) є розв’язком диференцiального рiвняння

ξ2 (T )

ξ20
f ′′ (ζ)− 4m2ξ2 (T ) v2s (ζ) f (ζ) + f (ζ)− f 3 (ζ) = 0. (1.0.3)

Строга послiдовна схема дослiдження залежностi струму вiд рiзницi фаз у
надпровiдних контактах, спираючись на теорiю Гiнзбурга-Ландау, була представ-
лена в роботi [55] (див. також монографiї [32, 46]). Автори [32, 46, 55] показали,
що рiвняння (1.0.3) можна використовувати тодi, коли характерна вiдстань, на
якiй зазнає просторової змiни параметр впорядкування, дорiвнює ξ (T ). Поблизу
границi IS параметр впорядкування змiнюється швидше: характерною вiдстанню
є довжина когерентностi ξ0 ≪ ξ (T ), тому рiвняння Гiнзбурга-Ландау втрачає у
цiй областi свою чиннiсть i параметр впорядкування є розв’язком уже лiнiйного
iнтегрального рiвняння. Саме завдяки останньому вдається одержати граничну
умову для рiвняння Гiнзбурга-Ландау [55–57]. Така схема дає можливiсть дослi-
дити залежнiсть струму вiд рiзницi фаз у надпровiдних контактах без модельного
представлення для параметра впорядкування, тобто виконати всi розрахунки са-
моузгодженим чином.

Вiдповiдний результат: для SIS — контакту [32]

j =
3π2

14ζ (3)

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)
1∫

0

xD (x) dx

 sinφ (1.0.4)

та для SNS — контакту [46]

j ∼=
5env0
2p0d

e−d/ξ0
(
1− T

Tc

)2

sinφ. (1.0.5)

Формули (1.0.4) та (1.0.5) одержанi в припущеннi, що коефiцiєнт проходження
електронiв крiзь прошарок дiелектрика в SIS — контактi є малим (D ≪ 1), а тов-
щина нормального прошарку в SNS — контактi є великою (d≫ ξ0). За таких умов
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можна вважати, що числове значення струму в контактi є малим у порiвняннi з
термодинамiчним критичним струмом масивного надпровiдника, а його вплив на
параметр впорядкування є несуттєвим i другий доданок у рiвняннi (1.0.3), який
вiдображає цей вплив, можна вiдкинути. Однак, для немалих D ефекти розпаро-
вування можуть бути суттєвими, тому з метою одержання коректного результату
для струм-фазової залежностi необхiдно зберiгати в рiвняннi (1.0.3) доданок iз
надплинною швидкiстю.

Дослiдження струм-фазової залежностi у надпровiдних контактах для темпе-
ратур, близьких до критичної, iз врахуванням ефектiв розпаровування виконува-
лось у роботах [40–43, 58, 59] (див. також огляд [2]). Спiльний результат усiх цих
робiт — вiдмiнна вiд простої синусоїдної (формули (1.0.4) та (1.0.5)), властивої
для D ≪ 1, залежнiсть струму вiд рiзницi фаз.

Рис. 1.2: Залежнiсть струму вiд рiзницi фаз. Верхня крива вiдповiдає чисельному
результатовi, а нижня — аналiтичному. Горизонтальна пряма позначає критичне
значення струму в однорiдному випадку. Рисунок взято з [41].

У [42] дослiджувався вплив прозоростi на залежнiсть j (φ) у тунельних над-
провiдних структурах типу SIS для температур, близьких до критичної, та за
наявностi немагнiтних домiшок. За основу в роботi взято так званi рiвняння Уза-
деля [60], якi є асимптотичною формою рiвнянь мiкроскопiчної теорiї надпро-
вiдностi за наявностi немагнiтних домiшок високої концентрацiї (це означає, що
l≪ ξ0). Лiтерою l позначають довжину вiльного пробiгу електронiв. Було розгля-
нуто кiлька значень коефiцiєнта проходження електронiв i побудовано вiдповiднi
залежностi струму вiд рiзницi фаз, а також одержано аналiтичнi результати для
частинних iнтервалiв рiзницi фаз.
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У роботах [40,41] одержано досить ефективний для всього iнтервалу змiни рi-
зницi фаз аналiтичний результат для струм-фазової залежностi тунельного кон-
такту за вiдсутностi домiшок. Вiдповiдна формула має такий вигляд:

j (φ) =
α sinφ

β − cosφ
. (1.0.6)

Тут величини α та β є функцiями температури та коефiцiєнта проходження
електронiв. Графiчно залежнiсть (1.0.6) зображена на рисунку (1.2). Як бачимо,
залежнiсть j (φ) суттєво вiдрiзняється вiд синусоїдної залежностi зi збiльшенням
коефiцiєнта проходження електронiв, а максимум струму змiщується в напрямку
областi φ <

π

2
. Подiбнi дослiдження виконанi в [58].

Однак, дослiдження впливу ефектiв розпаровування на струм-фазову зале-
жнiсть iще далеке вiд завершення, особливо за наявностi немагнiтних домiшок. I
саме цей випадок буде детально розглядатись у нашому дослiдженнi.

Шляхом послiдовного розмiщення двох тунельних SIS — контактiв одержимо
шарувату надпровiдну структуру типу SIS′IS [5, 61], у якiй вважається, що мо-
дуль параметра впорядкування внутрiшнього надпровiдника є меншим за модуль
параметра впорядкування зовнiшнiх надпровiдникiв. Iншими словами, маємо не-
рiвнiсть |∆′| < |∆|. Якщо |∆′| = 0, то одержимо SINIS — контакт [62], у якому
поєднанi тунельний тип провiдностi з ефектом близькостi. Яскравою особливi-
стю надпровiдних контактiв iз двома дiелектричними прошарками є те, що в них
може реалiзовуватись так зване резонансне тунелювання [4, 63–66] i числове зна-
чення критичного струму такого контакту може перевищувати критичний струм
контакту з одним дiелектричним прошарком [4]. Такi контакти розглядаються як
дуже перспективнi у планi їхнього практичного використання [6,67–70], що проде-
монстровано експериментами з можливостi виготовлення джозефсонiвських кон-
тактiв iз бажаними для iнженерiї властивостями, використовуючи вiдомi методи
нашарування [6, 7].

У теоретичних дослiдженнях джозефсонiвського струму в двобар’єрних над-
провiдних структурах найпоширенiшим є їхнє модельне представлення, у якому
наявнiсть дiелектричних прошаркiв моделюється подвiйним дельта-функцiйним
бар’єром. Що стосується параметра впорядкування, то вiн вважається сталим у
межах кожного з надпровiдникiв, якi утворюють контакт.

Розглядаючи двобар’єрний джозефсонiвський контакт як зв’язану трирiвневу
квантово-механiчну систему, метод типу файнманiвського [34, 71] у [72] був уза-
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гальнений на випадок SISIS — контакту, в якому всi три надпровiдники вважаю-
ться iдентичними. У роботах [73,74] з метою дослiдження стацiонарних властиво-
стей надпровiдних структур типу SISIS використовувався модифiкований метод
Охти [75]. Одержана формула [74]

I = I0

 γ

2
∣∣∣cos φ

2

∣∣∣ + 1

 sinφ (1.0.7)

для залежностi струму вiд рiзницi фаз мiстить два доданки: перший вiдповiдає
тунелюванню куперiвських пар мiж дотичними надпровiдниками, а другий дода-
нок є наслiдком прямої взаємодiї мiж зовнiшнiми надпровiдниками.

У формулi (1.0.7) величина φ є рiзницею фаз мiж зовнiшнiми надпровiдника-
ми. Якщо γ = 0, то струм-фазова залежнiсть (1.0.7) перетвориться на класичну
синусоїдну залежнiсть струму вiд рiзницi фаз у тунельному SIS — контактi.

Хоча феноменологiчний опис джозефсонiвських контактiв i дає змогу зрозумi-
ти загальнi риси властивих таким контактам властивостей, але все ж таки такий
пiдхiд не є задовiльним. Особливо якщо взяти до уваги те, що ми маємо в роз-
порядженнi потужнi iнструменти, в основi яких використовується мiкроскопiчна
теорiя надпровiдностi [31, 32,46].

Використовуючи метод функцiй Грiна, теоретичне дослiдження особливостей
протiкання надпровiдного струму в тривимiрному SIS′IS — контактi за вiдсутностi
немагнiтних домiшок виконувалось у [5]. Показано, що в таких контактах можуть
iснувати два режими електронного транспорту залежно вiд товщини промiжного
прошарку: когерентний режим, у якому струм через контакт є пропорцiйний про-
зоростi бар’єра, та режим, у якому ця когерентнiсть порушується зi збiльшенням
товщини промiжного надпровiдника i струм стає пропорцiйним D2.

Експериментальне дослiдження струму Джозефсона в двобар’єрних тунельних
контактах iз тонким промiжним прошарком (товщини порядку довжини когерен-
тностi) виконувалось у [4]. Використовуючи в основi експерименту двобар’єрну
структуру типу Nb/Al−AlOx −Nb/Al−AlOx −Nb, автори пiдтвердили, що чи-
слове значення джозефсонiвського струму через одинарний тунельний контакт
є меншим, нiж через подвiйний. З метою теоретичного пояснення цього ефекту
використано модель SIS′IS — контакту з кусково-сталим представленням для па-
раметра впорядкування. При цьому вважалося, що його модуль у внутрiшньому
надпровiднику S′ є меншим, нiж у надпровiднику S. А це приводить до форму-
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вання профiлем параметра впорядкування вiдповiдних надпровiдникiв квантової
потенцiальної ями. Тому в промiжному прошарку iснують дискретнi енергетичнi
рiвнi, завдяки яким з’являються додатковi канали джозефсонiвського тунелюва-
ння. Як наслiдок, це приводить до збiльшення критичного струму Джозефсона
в двобар’єрних джозефсонiвських контактах. Вiдповiднi теоретичнi розрахунки
наведенi також у [4], спираючись на формалiзм рiвнянь Боголюбова-де-Жена.
Однак, одержати явний аналiтичний результат для джозефсонiвського струму в
цьому формалiзмi не вдається i лише використання процедури чисельних обчи-
слень дозволило одержати залежнiсть струму вiд рiзницi фаз.

Рис. 1.3: Температурна залежнiсть джозефсонiвського струму в контактi мiж дво-
зонним надпровiдником s± симетрiї з критичною температурою Tc = 41 K та
однозонним надпровiдником з рiзною TR

c , вказаною на графiку. Безрозмiрний па-

раметр ε =
RN,σ

RN,π
вiдображає парцiальнi внески зон σ та π надпровiдника з двома

щiлинами в опiр тунельного контакту. Кривi побудовано для сталих зв’язку в дво-
зонному надпровiднику Vππ = 0 та Vσπ = Vπσ = −0.35 |Vσσ| [76].

У планi аналiтики значно ефективнiшим є квазiкласичний пiдхiд [46], суть яко-
го полягає в побудовi рiвнянь теорiї надпровiдностi для функцiй, у яких виконано
операцiю згладжування просторової поведiнки по атомнiй довжинi. Це означає,
що дрiбномасштабнi змiни нехтуються i беруться до уваги лише великомасшта-
бнi змiни (на довжинах порядку довжини когерентностi). Досягнутi в результатi
спрощення роблять цей метод найрезультативнiшим у теорiї надпровiдних конта-
ктiв.
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В останнi роки особлива увага придiляється тунельним джозефсонiвським кон-
тактам на основi двозонних надпровiдникiв. Причиною такого пiдвищеного iнте-
ресу до таких структур є вiдкриття у 2001 роцi надпровiдностi у бiнарнiй сполуцi
MgB2 з двома незалежними енергетичними щiлинами [77]. Пiзнiше з’ясувалося,
що багатозоннiсть надпровiдного стану властива також i залiзовмiсним надпро-
вiдникам [10,11]. Ключове питання, яке постає в дослiдженнях багатозонних над-
провiдникiв, є симетрiя параметра впорядкування. Диборид магнiю має двi s-
хвильовi енергетичнi щiлини з однаковими фазами в σ та π зонах, що властиво
для випадку s++ симетрiї параметра впорядкування [8, 9, 78]. Для залiзовмiсних
надпровiдникiв питання симетрiї параметра впорядкування, незважаючи на чи-
сленнi дослiдження, залишається вiдкритим [79,80]. Розглядаються рiзнi варiанти
симетрiї спарювання: p-хвильова [81], d-хвильова [82,83] та незалежно запропоно-
вана в роботах [84–86] s± симетрiя. Однак, незважаючи на наявнi теоретичнi до-
слiдження та експериментальнi данi [87], у яких здебiльшого схильнi до реалiзацiї
s± симетрiї як найбiльш енергетично вигiдної для залiзовмiсних надпровiдникiв,
питання симетрiї параметра впорядкування та кiлькостi надпровiдних щiлин у
такого класу надпровiдникiв залишаються дискусiйними й досi.

Додатковим i досить потужним джерелом iнформацiї про симетрiю параметра
впорядкування є залежнiсть струму вiд рiзницi фаз у надпровiдних контактах.
Це пов’язано з тим, що фазочутливi методики дають найточнiшу iнформацiю
про симетрiю параметра впорядкування у незвичайних надпровiдниках i є досить
ефективним iнструментом для її iдентифiкацiї у надпровiдних сполуках, де ця
проблема залишається вiдкритою [88–95]. Тому це є додатковим чинником, що
пiдживлює iнтерес у дослiдженнi ефекту Джозефсона в надпровiдних контактах
на основi багатозонних надпровiдникiв.

Численнi роботи присвяченi дослiдженню ефекту Джозефсона в надпровiдних
контактах, що включають двозоннi надпровiдники [10,76,96–105]. Дуже корисним
є також огляд [106]. Для дослiдження таких контактiв застосовуються рiзнi пiд-
ходи: формалiзм рiвнянь Боголюбова-де-Жена [96], метод тунельного гамiльтонi-
ана [97], метод функцiй Грiна [98,99], метод функцiонального iнтеграла [100].

Шляхом застосування квазiкласичних рiвнянь Айленбергера вдалось отрима-
ти формулу Амбегаокара-Баратова [103]

Iij =
πT

eRij

∑
ωn

∆Li (ωn)∆Rj (ωn)√
ω2
n +∆2

Li (ωn)
√
ω2
n +∆2

Rj (ωn)
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для контактiв, якi утворено на основi двозонних надпровiдникiв. Фiзичнi вели-
чини ∆Li (ωn) та ∆Rj (ωn) є параметрами впорядкування лiвого та правого над-
провiдникiв вiдповiдно. Iндекси i та j позначають номер зони в надпровiднику та
набувають значень 1 та 2. Фiзична величина Rij називається нормальним опором
контакту для зон i та j.

Рис. 1.4: Струм-фазовi залежностi для джозефсонiвських контактiв, якi утворено
на основi двозонних надпровiдникiв iз s± симетрiєю та s++ симетрiєю. Графiки
побудовано для рiзних параметрiв iнтерфейсу гетероструктури та надпровiдних
берегiв. Також варто зауважити, що T = 0.001 Tc [107].

Цiкавий результат формула Амбегаокара-Баратова дає для тунельного конта-
кту, коли один iз електродiв є двозонним надпровiдником з s± симетрiєю, а iнший
електрод є звичайним однозонним надпровiдником [76]. У таких контактах, тобто
при однакових зонних внесках у нормальний опiр, струм може досягати максиму-
му при вiдмiнних вiд нуля температурах. Якщо ж зоннi внески в нормальний опiр
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є рiзними, то критичний струм контакту дорiвнює нулевi при певнiй температурi,
яка є вiдмiнною вiд температури надпровiдного переходу. Це проiлюстровано на
рисунку (1.3).

Така поведiнка критичного струму вказує на перемикання основного стану
джозефсонiвської системи з 0 на π зi збiльшенням температури. У [96] була вияв-
лена можливiсть 0–π перемикання в S±IS — контактах при певному вiдношеннi
коефiцiєнтiв проходження електронiв для кожної зони на iнтерфейсi контакту.

Струм-фазова залежнiсть точкового контакту, сформованого однозонним i ба-
гатозонним надпровiдниками, дослiджувалась у [101]. Узагальнюючи метод ма-
триць переходу на випадок багатозонного надпровiдника, у статтi [102] розглянуто
точковий контакт мiж двома двозонними надпровiдниками.

Ефект Джозефсона в залiзовмiсних надпровiдниках дослiджувався переважно
для контактiв, утворених звичайним s-хвильовим надпровiдником та залiзовмi-
сним двозонним надпровiдником з s± або s++ симетрiєю параметра впорядкува-
ння [78, 108–120]. Джозефсонiвськi контакти, в яких обидва залiзовмiснi надпро-
вiдники є двозонними, вивчались у роботах [97, 107, 121, 122]. Досить ефективна
модель, в основi якої використовувався формалiзм рiвнянь Боголюбова-де-Жена,
була запропонована в [107, 122] для опису ефекту Джозефсона в надпровiдних
контактах типiв S±IS± та S++IS++, коли обидва надпровiдники є iдентичними
двозонними надпровiдниками. Шляхом застосування чисельного розв’язку рiв-
нянь автори статтi [107] одержали залежнiсть струму вiд рiзницi фаз у таких
контактах. Це проiлюстровано на рисунку (1.4).

З того ж таки рисунка (1.4) слiдує, що критичний струм джозефсонiвського
контакту на основi s++ надпровiдникiв набуває бiльших значень, нiж для конта-
кту на основi s± надпровiдникiв. Проте, бiльш вагомим є висновок про те, що
лише для надпровiдникiв iз s± симетрiєю параметра впорядкування та лише при
певних спiввiдношеннях параметрiв iнтерфейсу та надпровiдних берегiв можлива
реалiзацiя π-контакту. Аналiз температурної залежностi для критичного струму
пiдтверджує можливiсть основного стану джозефсонiвського контакту з рiзницею
фаз, рiвною π.

У згаданих вище роботах, присвячених дослiдженню ефекту Джозефсона в
надпровiдних контактах на основi двозонних надпровiдникiв, переважно викори-
стовуються моделi, що приводять до необхiдностi знаходження розв’язкiв рiвнянь
Горькова або Боголюбова-де-Жена. Однак, ця задача є доволi складною. Простi-
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шою є схема, в основi якої використовують квазiкласичнi рiвняння, що можуть
бути записанi у формi Айленбергера та мiстити функцiї Грiна зi збiжними ар-
гументами. Однак, зручнiшими є квазiкласичнi рiвняння у t-представленнi для
функцiй Грiна з незбiжними аргументами, що дозволяє використати властивостi
аналiтичностi функцiй Грiна та просто виконати їхню побудову [32, 46]. Такий
пiдхiд продемонстрував свою ефективнiсть у випадку надпровiдних контактiв на
основi однозонних надпровiдникiв. Щодо надпровiдних контактiв на основi дво-
зонних надпровiдникiв, то квазiкласичнi рiвняння у t-представленнi вперше були
використанi в наших дослiдженнях [16], результати яких i будуть представленi в
данiй дисертацiї.
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РОЗДIЛ 2

ВПЛИВ ЕФЕКТIВ РОЗПАРОВУВАННЯ НА ЗАЛЕЖНIСТЬ
СТРУМУ ВIД РIЗНИЦI ФАЗ У ТУНЕЛЬНИХ

ДЖОЗЕФСОНIВСЬКИХ КОНТАКТАХ IЗ НЕМАГНIТНИМИ
ДОМIШКАМИ ДОВIЛЬНОЇ КОНЦЕНТРАЦIЇ

У цьому роздiлi дисертацiї дослiджено вплив ефектiв розпаровування на фор-
му залежностi густини струму j вiд рiзницi фаз φ у тунельних надпровiдних
контактах типу SIS за наявностi немагнiтних домiшок довiльної концентрацiї.
Розглядатиметься загальний випадок без додаткових умов на прозорiсть дiеле-
ктричного прошарку D. Область температур вважається близькою до критичної,
тому в основi дослiдження використовується теорiя Гiнзбурга-Ландау [54], яка є
асимптотичною формою мiкроскопiчної теорiї надпровiдностi поблизу критичної
температури Tc [46]. У цiй теорiї густина струму подається через параметр впо-
рядкування, просторова поведiнка якого описується нелiнiйним диференцiальним
рiвнянням другого порядку — рiвнянням Гiнзбурга-Ландау [54].

Знаходження граничних умов для рiвняння Гiнзбурга-Ландау є ключовою про-
блемою, що постає при застосуваннi вiдповiдної теорiї до опису надпровiдних кон-
тактiв. У поданiй тут задачi вирiшити цю проблему вдається завдяки тому, що
поблизу IS — границi, тобто на вiдстанях порядку довжини когерентностi ξ0, про-
сторова поведiнка параметра впорядкування описується системою двох лiнiйних
iнтегральних рiвнянь [32], з яких, використовуючи потужний метод квазiортого-
нальностi до асимптотики [57], знаходяться граничнi умови.

Залежнiсть густини струму j вiд рiзницi фаз φ для рiзних значень прозоро-
стi дiелектричного прошарку D та для рiзних значень довжини вiльного пробiгу
електронiв l проаналiзовано шляхом виконання чисельних розрахункiв. Крiм того
вдається розвинути досить ефективну аналiтику. Нова аналiтична формула для
струм-фазової залежностi виявилася несинусоїдною i доволi добре узгоджується
з чисельними розрахунками.

Використовуючи одержану в цьому роздiлi нову формулу для струм-фазової
залежностi, також буде проаналiзовано динамiку флюксонiв у тунельному над-
провiдному SIS — контактi.
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2.1. Модель та основнi рiвняння

Для початку нам потрiбно розiбратися з геометрiєю задачi. Будемо вважати,
що пiвпростори z < 0 та z > 0 зайнятi двома масивними надпровiдниками. Що
стосується тонкої дiелектричної плiвки, то вона займає площину z = 0. Якщо ми
дослiджуємо тунельнi надпровiднi контакти типу SIS iз немагнiтними домiшками
довiльної концентрацiї, то нам варто брати до уваги те, що просторову поведiнку
параметра впорядкування поблизу границi IS потрiбно описувати за допомогою
замкненої системи двох лiнiйних iнтегральних рiвнянь [32]

∆(ζ) =
ρ

2

+∞∑
n=−∞

1∫
0

dx

x

+∞∫
−∞

∆n (ζ
′)

[
exp

{
−|2n

′ + 1|
x

|ζ − ζ ′|
}
+

+(sign (ζζ ′))R (x) exp

{
−|2n

′ + 1|
x

(|ζ|+ |ζ ′|)
}]

dζ ′ (2.1.1)

та

∆n (ζ) = ∆ (ζ) +
1

2λ

1∫
0

dx

x

+∞∫
−∞

∆n (ζ
′)

[
exp

{
−|2n

′ + 1|
x

|ζ − ζ ′|
}
+

+(sign (ζζ ′))R (x) exp

{
−|2n

′ + 1|
x

(|ζ|+ |ζ ′|)
}]

dζ ′. (2.1.2)

У двох лiнiйних iнтегральних рiвняннях (2.1.1) та (2.1.2) присутня безрозмiр-
на змiнна ζ =

z

ξ0
. Тут ми маємо довжину когерентностi ξ0 =

v0
2πTc

, у формулi для

якої фiгурує швидкiсть Фермi v0. У лiнiйному iнтегральному рiвняннi (2.1.1) при-
сутня безрозмiрна константа зв’язку ρ = |g|N (0), у формулi для якої фiгурують
константа ефективного притягання g та густина електронних станiв на поверхнi

фермi-сфери N (0) =
m2v0
2π2

. У лiнiйному iнтегральному рiвняннi (2.1.2) присутня

безрозмiрна довжина вiльного пробiгу електронiв λ =
l

ξ0
, яка визначає рiвень за-

бруднення надпровiдника. Якщо λ ≪ 1, то надпровiдник є гранично брудний. А
якщо λ≫ 1, то надпровiдник є досить чистий. Фiзична величина λ фiгурує також

у спiввiдношеннi |2n′ + 1| = |2n+ 1| + 1

λ
, за допомогою якого визначається без-

розмiрне число n′. Змiнна iнтегрування x = cos θ мiстить кут θ падiння електрона
на границю IS.

Функцiю R (x) =
α2

x2 + α2
називають коефiцiєнтом вiдбивання електронiв вiд

дельта-функцiйного потенцiального бар’єра U (z) = U0δ (z), за допомогою якого
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i моделюється тонка дiелектрична плiвка. Також ми запровадили безрозмiрний

параметр α =
mU0

p0
, який мiстить фермi-iмпульс p0 = mv0. Поняття прозоростi

дiелектричного прошарку D (x) = 1−R (x) ми теж будемо використовувати. Має

також мiсце зв’язок α2 =
1

D (1)
− 1. Якщо D (1) ≡ D, то тодi α2 =

1

D
− 1.

Той факт, що лiнiйнi iнтегральнi рiвняння (2.1.1) та (2.1.2) описують просторо-
ву поведiнку параметра впорядкування поблизу границi IS, означає, що в правому
надпровiднику (z > 0) цi рiвняння є справедливими для z ∼ ξ0.

За наявностi немагнiтних домiшок довiльної концентрацiї характерна довжина
теорiї Гiнзбурга-Ландау визначається за допомогою формули

ξ (T ) = ξ0


7ζ (3)

12

χ

(
ξ0
l

)
1− T

Tc


1

2

, (2.1.3)

у якiй присутнi позначення ζ (3) =
+∞∑
n=1

1

n3
∼= 1, 20 та

χ

(
ξ0
l

)
=

8

7ζ (3)

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
{
2n+ 1 +

ξ0
l

} . (2.1.4)

Оскiльки T ≲ Tc, то з формули (2.1.3) випливає, що ξ0 ≪ ξ (T ). У глибинi
правого надпровiдника, тобто для z ∼ ξ (T ), параметр впорядкування буде вже
розв’язком диференцiального рiвняння Гiнзбурга-Ландау

ξ2 (T )

ξ20
∆′′ (ζ)− 1

∆2
∞
|∆(ζ)|2∆(ζ) + ∆ (ζ) = 0, (2.1.5)

у якому фiгурує позначення

∆2
∞ =

8π2T 2
c

7ζ (3)

(
1− T

Tc

)
.

Оскiльки перехiд вiд лiнiйних iнтегральних рiвнянь (2.1.1) та (2.1.2) до дифе-
ренцiального рiвняння Гiнзбурга-Ландау (2.1.5) має бути плавним, то обов’язково
знайдеться така точка z, у якiй усi три рiвняння зберiгатимуть свою чиннiсть
одночасно. Для такої точки має мiсце умова

ξ0 ≪ z ≪ ξ (T ) . (2.1.6)



40

З нерiвностi (2.1.6) видно, що точка z є «нескiнченнiстю» у порiвняннi з дов-
жиною когерентностi ξ0 та «нулем» у порiвняннi з характерною довжиною те-
орiї Гiнзбурга-Ландау ξ (T ). Iншими словами, нам потрiбно спочатку розв’язати
замкнену систему лiнiйних iнтегральних рiвнянь (2.1.1) та (2.1.2) з метою отри-
мати асимпотику параметра впорядкування ∆(ζ) на «нескiнченностi», яку далi
потрiбно буде прирiвняти до асимптотики розв’язку диференцiального рiвняння
Гiнзбурга-Ландау (2.1.5) в «нулi». Отриманий аналiтичний вираз для параметра
впорядкування ∆(ζ) потрiбно буде пiдставляти у формулу [32,46]

j (ζ) = i
7ζ (3)

16π2
env0
p0ξ0T 2

c

(
∆
d
∗
∆

dζ
−
∗
∆
d∆

dζ

)
χ

(
ξ0
l

)
(2.1.7)

для густини струму в мiкроскопiчнiй теорiї Гiнзбурга-Ландау за наявностi не-
магнiтних домiшок довiльної концентрацiї. У формулi (2.1.7) з’явилася фiзична
величина n, яка називається концентрацiєю електронiв.

2.2. Лiнiйнi iнтегральнi рiвняння

Замкнену систему двох лiнiйних iнтегральних рiвнянь (2.1.1) та (2.1.2) потрi-
бно розв’язати. Буде значно зручнiше, якщо ми будемо робити це шляхом переходу
до парних i непарних функцiй. Варто зауважити, що це дозволить нам викону-
вати iнтегрування по ζ ′ вiд 0 до +∞ замiсть наявного в лiнiйних iнтегральних
рiвняннях (2.1.1) та (2.1.2) iнтегрування по ζ ′ вiд −∞ до +∞.

Нехай маємо такi парнi функцiї:

∆s (ζ) =
∆ (ζ) + ∆ (−ζ)

2
, ∆n,s (ζ) =

∆n (ζ) + ∆n (−ζ)
2

. (2.2.1)

Тодi замкнена система лiнiйних iнтегральних рiвнянь (2.1.1) та (2.1.2) дозво-
ляє отримати для парних функцiй (2.2.1) таку замкнену систему:

∆s (ζ) =
∑
n

+∞∫
0

∆n,s (ζ
′)
{
K(n) (ζ − ζ ′) +K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′,

∆n,s (ζ) = ∆s (ζ) +

+∞∫
0

∆n,s (ζ
′)
{
K̃(n) (ζ − ζ ′) + K̃(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′. (2.2.2)
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З метою спрощення записiв у формулi (2.2.2) використано символ
∑
n

замiсть

символа
+∞∑

n=−∞
. Також ми запровадили такi позначення:

K(n) (ζ) =
ρ

2

1∫
0

dx

x
exp

(
−|2n

′ + 1|
x

|ζ|
)
,

K̃(n) (ζ) =
1

2λ

1∫
0

dx

x
exp

(
−|2n

′ + 1|
x

|ζ|
)
. (2.2.3)

Варто зауважити, що для iнтегральних ядер (2.2.3) виконуються деякi дуже
кориснi спiввiдношення. Ми будемо отримувати тi спiввiдношення, використовую-
чи добре вiдомi властивостi iнтегралiв у симетричних межах вiд парної та непарної
пiдiнтегральних функцiй. Розгляньмо для початку iнтеграл

+∞∫
0

{
K(n) (ζ − ζ ′) +K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

+∞∫
−∞

K(n) (ζ − ζ ′) +K(n) (ζ + ζ ′)

2
dζ ′ =

=
1

2

+∞∫
−∞

K(n) (ζ ′ − ζ) dζ ′ + 1

2

+∞∫
−∞

K(n) (ζ ′ + ζ) dζ ′. (2.2.4)

У формулi (2.2.4) взято до уваги те, що K(n) (−ζ) = K(n) (ζ). Шляхом засто-
сування замiн ζ ′ − ζ = ζ ′′ та dζ ′ = dζ ′′ можна виконати перетворення

+∞∫
−∞

K(n) (ζ ′ − ζ) dζ ′ =
+∞∫
−∞

K(n) (ζ ′′) dζ ′′. (2.2.5)

Замiни ζ ′ + ζ = ζ ′′ та dζ ′ = dζ ′′ дозволяють виконати перетворення

+∞∫
−∞

K(n) (ζ ′ + ζ) dζ ′ =

+∞∫
−∞

K(n) (ζ ′′) dζ ′′. (2.2.6)

Iнтеграли (2.2.5) та (2.2.6) пiдставляємо у формулу (2.2.4). Замiсть змiнної
iнтегрування ζ ′′ будемо писати ζ ′. Тодi ми отримуємо iнтеграл

+∞∫
0

{
K(n) (ζ − ζ ′) +K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

+∞∫
−∞

K(n) (ζ ′) dζ ′ = 2

+∞∫
0

K(n) (ζ ′) dζ ′,
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який за допомогою перетворення

2

+∞∫
0

K(n) (ζ ′) dζ ′ = ρ

1∫
0

dx

x

+∞∫
0

exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ ′
)
dζ ′ =

ρ

|2n′ + 1|

зводиться до iнтеграла
+∞∫
0

{
K(n) (ζ − ζ ′) +K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

ρ

|2n′ + 1|
. (2.2.7)

Якщо взяти до уваги тотожнiсть [55]

ρ
∑
n

1

|2n+ 1|
= 1,

яка називається правилом «обрiзання» на дебаївськiй частотi ωD, то на основi
iнтеграла (2.2.7) можна отримати iнтеграл

∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

{
K(n) (ζ − ζ ′) +K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ = 1. (2.2.8)

Розгляньмо тепер iнтеграл

2

+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ − ζ ′)−K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

=

+∞∫
−∞

ζ ′
{
K(n) (ζ − ζ ′)−K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

+∞∫
−∞

ζ ′K(n) (ζ ′ − ζ) dζ ′ −

−
+∞∫
−∞

ζ ′K(n) (ζ ′ + ζ) dζ ′. (2.2.9)

Замiни ζ ′ − ζ = ζ ′′ та dζ ′ = dζ ′′ дозволяють виконати перетворення
+∞∫
−∞

ζ ′K(n) (ζ ′ − ζ) dζ ′ =
+∞∫
−∞

(ζ + ζ ′′)K(n) (ζ ′′) dζ ′′. (2.2.10)

Замiни ζ ′ + ζ = ζ ′′ та dζ ′ = dζ ′′ дозволяють виконати перетворення
+∞∫
−∞

ζ ′K(n) (ζ ′ + ζ) dζ ′ =

+∞∫
−∞

(ζ ′′ − ζ)K(n) (ζ ′′) dζ ′′. (2.2.11)
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Оскiльки
+∞∫
−∞

ζ ′′K(n) (ζ ′′) dζ ′′ = 0,

то iнтеграли (2.2.10) та (2.2.11) перетворюються на iнтеграли

+∞∫
−∞

ζ ′K(n) (ζ ′ − ζ) dζ ′ = ζ

+∞∫
−∞

K(n) (ζ ′′) dζ ′′ (2.2.12)

та
+∞∫
−∞

ζ ′K(n) (ζ ′ + ζ) dζ ′ = −ζ
+∞∫
−∞

K(n) (ζ ′′) dζ ′′ (2.2.13)

вiдповiдно.
Iнтеграли (2.2.12) та (2.2.13) пiдставляємо у формулу (2.2.9). Замiсть змiнної

iнтегрування ζ ′′ будемо писати ζ ′. Тодi ми отримуємо iнтеграл

+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ − ζ ′)−K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ = ζ

+∞∫
−∞

K(n) (ζ ′) dζ ′ = 2ζ

+∞∫
0

K(n) (ζ ′) dζ ′,

остаточний вигляд якого є таким:
+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ − ζ ′)−K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

ρζ

|2n′ + 1|
. (2.2.14)

На основi тотожностi (2.2.14) можна отримати тотожнiсть

∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ − ζ ′)−K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ = ζ. (2.2.15)

З формули (2.2.3) випливає, що K̃(n) (ζ) =
1

ρλ
K(n) (ζ). Це означає, що на основi

iнтегралiв (2.2.7) та (2.2.14) можна вже одразу отримати iнтеграли

+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ − ζ ′) + K̃(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

1

λ |2n′ + 1|
(2.2.16)

та
+∞∫
0

ζ ′
{
K̃(n) (ζ − ζ ′)− K̃(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

ζ

λ |2n′ + 1|
(2.2.17)
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вiдповiдно.
Справедливiсть отриманих тотожностей (2.2.8) та (2.2.16) дозволяє зробити

висновок про те, що замкнена система (2.2.2) двох лiнiйних iнтегральних рiвнянь
має точний розв’язок, який можна подати у виглядi таких двох формул:

∆s (ζ) = A, ∆n,s (ζ) =

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣A. (2.2.18)

У формулi (2.2.18) ми запровадили деяку сталу A.
Нехай маємо такi непарнi функцiї:

∆a (ζ) =
∆ (ζ)−∆(−ζ)

2
, ∆n,a (ζ) =

∆n (ζ)−∆n (−ζ)
2

. (2.2.19)

Тодi замкнена система лiнiйних iнтегральних рiвнянь (2.1.1) та (2.1.2) дозво-
ляє отримати для непарних функцiй (2.2.19) таку замкнену систему:

∆a (ζ) =
∑
n

+∞∫
0

∆n,a (ζ
′)
{
K(n) (ζ − ζ ′)−K(n) (ζ + ζ ′)+

+ (sign (ζζ ′))
[
K(n) (|ζ|+ |ζ ′|) +K

(n)
D (|ζ|+ |ζ ′|)

]}
dζ ′,

∆n,a (ζ) = ∆a (ζ) +

+∞∫
0

∆n,a (ζ
′)
{
K̃(n) (ζ − ζ ′)− K̃(n) (ζ + ζ ′)+

+ (sign (ζζ ′))
[
K̃(n) (|ζ|+ |ζ ′|) + K̃

(n)
D (|ζ|+ |ζ ′|)

]}
dζ ′. (2.2.20)

У формулi (2.2.20) ми запровадили такi позначення:

K
(n)
D (ζ) =

ρ

2

1∫
0

τ (x) dx

x
exp

(
−|2n

′ + 1|
x

|ζ|
)
,

K̃
(n)
D (ζ) =

1

2λ

1∫
0

τ (x) dx

x
exp

(
−|2n

′ + 1|
x

|ζ|
)
. (2.2.21)

Тут τ (x) = 2R (x)− 1 = 1− 2D (x). Замкнену систему (2.2.20) можна подати
в дещо простiшому виглядi для випадку, коли ζ > 0. Тодi матимемо:

∆a (ζ) =
∑
n

+∞∫
0

∆n,a (ζ
′)
{
K(n) (ζ − ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′,

∆n,a (ζ) = ∆a (ζ) +

+∞∫
0

∆n,a (ζ
′)
{
K̃(n) (ζ − ζ ′) + K̃

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′. (2.2.22)
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За допомогою детального аналiзу замкненої системи (2.2.22) лiнiйних iнте-
гральних рiвнянь для функцiй ∆a (ζ) та ∆n,a (ζ) можна зробити висновок про те,
що асимптотики цих функцiй для випадку, коли ζ → +∞ (z ≫ ξ0), є лiнiйними.
Це дає нам змогу записати функцiї ∆a (ζ) та ∆n,a (ζ) у такому виглядi:

∆a (ζ) = ζ + q∞ + ψa (ζ) ,

∆n,a (ζ) =

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ (ζ + q∞) + ψn,a (ζ) . (2.2.23)

Для функцiй ψa (ζ) та ψn,a (ζ), якi фiгурують у формулi (2.2.23), мають мiсце
такi двi умови:

lim
ζ→+∞

ψa (ζ) = 0,

lim
ζ→+∞

ψn,a (ζ) = 0. (2.2.24)

Далi потрiбно пiдставляти вирази (2.2.23) у перше лiнiйне iнтегральне рiвня-
ння замкненої системи (2.2.22). Тодi ми приходимо до формули

ζ + q∞ + ψa (ζ) =

=
∑
n

+∞∫
0

{∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ (ζ ′ + q∞) + ψn,a (ζ
′)

}{
K(n) (ζ − ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′,

яку можна подати також i в такому виглядi:

ζ + q∞ + ψa (ζ) =
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ − ζ ′)−K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′+

+
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ + ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′+

+ q∞
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

{
K(n) (ζ − ζ ′) +K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′−

− q∞
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′)−K(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′+

+
∑
n

+∞∫
0

ψn,a (ζ
′)
{
K(n) (ζ − ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′.
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Якщо взяти до уваги iнтеграли (2.2.8) та (2.2.15), то щойно отриману тото-
жнiсть можна перетворити на тотожнiсть

ψa (ζ) =
∑
n

+∞∫
0

ψn,a (ζ
′)
{
K(n) (ζ − ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′+

+
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ + ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′−

− q∞
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′)−K(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′. (2.2.25)

Далi потрiбно пiдставляти вирази (2.2.23) у друге лiнiйне iнтегральне рiвняння
замкненої системи (2.2.22). Тодi ми приходимо до формули

ψn,a (ζ)− ψa (ζ) =

+∞∫
0

ψn,a (ζ
′)
{
K̃(n) (ζ − ζ ′) + K̃

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′+

+

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζ ′
{
K̃(n) (ζ + ζ ′) + K̃

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′−

− q∞
∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ + ζ ′)− K̃(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′, (2.2.26)

для отримання якої взято до уваги iнтеграли (2.2.16) та (2.2.17).

2.3. Метод квазiортогональностi до асимптотики

З метою знаходження невiдомої сталої q∞ ми спочатку будемо iнтегрувати
лiнiйне iнтегральне рiвняння (2.2.25) по ζ вiд 0 до +∞. Тодi

+∞∫
0

ψa (ζ) dζ =
∑
n

+∞∫
0

dζ

+∞∫
0

ψn,a (ζ
′)
{
K(n) (ζ − ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ +

+
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

dζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ + ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ −

− q∞
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

dζ

+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′)−K(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′. (2.3.1)
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У подвiйних iнтегралах отриманої тотожностi (2.3.1) доцiльно буде змiнити
порядок iнтегрування i виконати замiни ζ ←→ ζ ′. Це означає, що ми можемо
перетворити тотожнiсть (2.3.1) на тотожнiсть

+∞∫
0

ψa (ζ) dζ =
∑
n

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

{
K(n) (ζ − ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ +

+
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ −

− q∞
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

dζ

+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′)−K(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′. (2.3.2)

У правiй частинi тотожностi (2.3.2) ми будемо спочатку обчислювати другий
i третiй подвiйнi iнтеграли. Для цього потрiбно взяти до уваги такi функцiї:

K(n) (ζ + ζ ′) +K
(n)
D (ζ + ζ ′) = ρ

1∫
0

R (x) dx

x
exp

{
−|2n

′ + 1|
x

(ζ + ζ ′)

}
,

K(n) (ζ + ζ ′)−K(n)
D (ζ + ζ ′) = ρ

1∫
0

D (x) dx

x
exp

{
−|2n

′ + 1|
x

(ζ + ζ ′)

}
.

Маючи цi функцiї, можна обчислити такi iнтеграли:
+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

ρ

|2n′ + 1|3

1∫
0

x2R (x) dx,

+∞∫
0

dζ

+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′)−K(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′ =

ρ

|2n′ + 1|2

1∫
0

xD (x) dx.

Тодi тотожнiсть (2.3.2) набуває такого вигляду:
+∞∫
0

ψa (ζ) dζ =
∑
n

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

{
K(n) (ζ − ζ ′) +K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ +

+
∑
n

ρ

|2n+ 1| |2n′ + 1|2

1∫
0

x2R (x) dx−
∑
n

ρq∞
|2n+ 1| |2n′ + 1|

1∫
0

xD (x) dx−

−
∑
n

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′)−K(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′. (2.3.3)
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Якщо взяти до уваги iнтеграл (2.2.7) та iнтеграл
+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′)−K(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′ =

ρ

|2n′ + 1|

1∫
0

D (x) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dx,

то тотожнiсть (2.3.3) перетвориться на тотожнiсть

∑
n

ρ

|2n+ 1| |2n′ + 1|2

1∫
0

x2R (x) dx−
∑
n

ρq∞
|2n+ 1| |2n′ + 1|

1∫
0

xD (x) dx−

−
∑
n

ρ

|2n′ + 1|

1∫
0

D (x) dx

+∞∫
0

ψn,a (ζ) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dζ =

+∞∫
0

ψa (ζ) dζ −

−
∑
n

ρ

|2n′ + 1|

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ. (2.3.4)

Далi потрiбно iнтегрувати тотожнiсть (2.2.26) по ζ вiд 0 до +∞. У подвiйних
iнтегралах, якi виникнуть, потрiбно буде змiнити порядок iнтегрування i виконати
замiни ζ ←→ ζ ′. Тодi ми можемо записати, що

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ −
+∞∫
0

ψa (ζ) dζ =

=

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ − ζ ′) + K̃

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ +

+

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ + ζ ′) + K̃

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ −

− q∞

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

dζ

+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ + ζ ′)− K̃(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′. (2.3.5)

Другий i третiй подвiйнi iнтеграли, якi фiгурують у правiй частинi щойно
отриманої тотожностi (2.3.5) перетворюємо за допомогою таких функцiй:

K̃(n) (ζ + ζ ′) + K̃
(n)
D (ζ + ζ ′) =

1

λ

1∫
0

R (x) dx

x
exp

{
−|2n

′ + 1|
x

(ζ + ζ ′)

}
,

K̃(n) (ζ + ζ ′)− K̃(n)
D (ζ + ζ ′) =

1

λ

1∫
0

D (x) dx

x
exp

{
−|2n

′ + 1|
x

(ζ + ζ ′)

}
.



49

Маючи цi функцiї, можна обчислити такi iнтеграли:

+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ + ζ ′) + K̃

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

1

λ |2n′ + 1|3

1∫
0

x2R (x) dx,

+∞∫
0

dζ

+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ + ζ ′)− K̃(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′ =

1

λ |2n′ + 1|2

1∫
0

xD (x) dx.

Тодi тотожнiсть (2.3.5) набуває такого вигляду:

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ −
+∞∫
0

ψa (ζ) dζ =

=

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ − ζ ′) + K̃(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ +

+
1

λ |2n+ 1| |2n′ + 1|2

1∫
0

x2R (x) dx− q∞
λ |2n+ 1| |2n′ + 1|

1∫
0

xD (x) dx−

−
+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ + ζ ′)− K̃(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′. (2.3.6)

Якщо взяти до уваги iнтеграл (2.2.16) та iнтеграл

+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ + ζ ′)− K̃(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′ =

1

λ |2n′ + 1|

1∫
0

D (x) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dx,

то тотожнiсть (2.3.6) перетвориться на тотожнiсть

q∞
λ |2n+ 1| |2n′ + 1|

1∫
0

xD (x) dx− 1

λ |2n+ 1| |2n′ + 1|2

1∫
0

x2R (x) dx+

+
1

λ |2n′ + 1|

1∫
0

D (x) dx

+∞∫
0

ψn,a (ζ) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dζ =

+∞∫
0

ψa (ζ) dζ −

−
∣∣∣∣ 2n+ 1

2n′ + 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ. (2.3.7)
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Тотожнiсть (2.3.7) потрiбно домножити на
ρ

|2n+ 1|
та просумувати отриманий

результат по n вiд −∞ до +∞. Тодi ми отримуємо тотожнiсть

∑
n

ρq∞

λ |2n+ 1|2 |2n′ + 1|

1∫
0

xD (x) dx−
∑
n

ρ

λ |2n+ 1|2 |2n′ + 1|2

1∫
0

x2R (x) dx+

+
∑
n

ρ

λ |2n+ 1| |2n′ + 1|

1∫
0

D (x) dx

+∞∫
0

ψn,a (ζ) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dζ =

=

+∞∫
0

ψa (ζ) dζ −
∑
n

ρ

|2n′ + 1|

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ. (2.3.8)

Тотожностi (2.3.4) та (2.3.8) мають однаковi правi частини, внаслiдок чого
однаковими є також i лiвi частини цих тотожностей. У такому випадку ми отри-
муємо тотожнiсть, у якiй стала ρ скорочується. Якщо взяти до уваги спiввiдно-
шення ∣∣∣∣ 2n+ 1

2n′ + 1

∣∣∣∣+ 1

λ |2n′ + 1|
= 1,

то можна прийти до тотожностi

∑
n

1

|2n+ 1|

1∫
0

D (x) dx

+∞∫
0

ψn,a (ζ) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dζ =

=
∑
n

1

|2n+ 1|2 |2n′ + 1|

1∫
0

x2R (x) dx−
∑
n

q∞

|2n+ 1|2

1∫
0

xD (x) dx. (2.3.9)

Варто наголосити на тому, що тотожнiсть (2.3.9) можна подати в дещо про-
стiшому виглядi, якщо запровадити нову функцiю

qn,a (ζ) = q∞

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣+ ψn,a (ζ) . (2.3.10)

Тодi ми отримуємо «перше необхiдне спiввiдношення»

∑
n

1

|2n+ 1|

1∫
0

D (x) dx

+∞∫
0

qn,a (ζ) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dζ =

= χ (λ)

1∫
0

x2R (x) dx, (2.3.11)
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у якому фiгурує позначення для суми

χ (λ) =
+∞∑

n=−∞

1

|2n+ 1|2 |2n′ + 1|
. (2.3.12)

Самого лише спiввiдношення (2.3.11) нам не вистачає. Ми повиннi знайти ще
одне спiввiдношення. Для цього ми будемо повертатися до лiнiйного iнтеграль-
ного рiвняння (2.2.25), яке потрiбно домножити на ζ. Отримане рiвняння будемо
iнтегрувати по ζ вiд 0 до +∞. Тодi виходить, що

+∞∫
0

ζψa (ζ) dζ =
∑
n

+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

ψn,a (ζ
′)
{
K(n) (ζ − ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ +

+
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ + ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ −

− q∞
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′)−K(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′. (2.3.13)

У подвiйних iнтегралах отриманої тотожностi (2.3.13) доцiльно буде змiнити
порядок iнтегрування i виконати замiни ζ ←→ ζ ′. Це означає, що ми можемо
перетворити тотожнiсть (2.3.13) на тотожнiсть

+∞∫
0

ζψa (ζ) dζ =
∑
n

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ − ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ +

+
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ + ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ −

− q∞
∑
n

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′)−K(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′. (2.3.14)

Варто наголосити на тому, що тотожнiсть (2.3.14) можна перетворити за до-
помогою таких двох iнтегралiв:

+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ + ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

ρ

|2n′ + 1|4

1∫
0

x3R (x) dx,

+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

{
K(n) (ζ + ζ ′)−K(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′ =

ρ

|2n′ + 1|3

1∫
0

x2D (x) dx.
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Тодi тотожнiсть (2.3.14) набуває такого вигляду:

+∞∫
0

ζψa (ζ) dζ =
∑
n

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ − ζ ′)−K(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ +

+
∑
n

ρ

|2n+ 1| |2n′ + 1|3

1∫
0

x3R (x) dx−
∑
n

ρq∞

|2n+ 1| |2n′ + 1|2

1∫
0

x2D (x) dx+

+
∑
n

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ + ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′. (2.3.15)

Якщо взяти до уваги iнтеграл (2.2.14) та iнтеграл

+∞∫
0

ζ ′
{
K(n) (ζ + ζ ′) +K

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

=
ρ

|2n′ + 1|2

1∫
0

xR (x) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dx,

то тотожнiсть (2.3.15) перетвориться на тотожнiсть

∑
n

ρ

|2n+ 1| |2n′ + 1|3

1∫
0

x3R (x) dx−
∑
n

ρq∞

|2n+ 1| |2n′ + 1|2

1∫
0

x2D (x) dx+

+
∑
n

ρ

|2n′ + 1|2

1∫
0

xR (x) dx

+∞∫
0

ψn,a (ζ) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dζ =

=

+∞∫
0

ζψa (ζ) dζ −
∑
n

ρ

|2n′ + 1|

+∞∫
0

ζψn,a (ζ) dζ. (2.3.16)

Ми повиннi знайти ще одну тотожнiсть, у правiй частинi якої була би присутня
рiзниця

+∞∫
0

ζψa (ζ) dζ −
∑
n

ρ

|2n′ + 1|

+∞∫
0

ζψn,a (ζ) dζ.

З метою втiлення у життя цього задуму нам потрiбно повертатися до лiнiйно-
го iнтегрального рiвняння (2.2.26) та домножити його на ζ. Отримане рiвняння
будемо iнтегрувати по ζ вiд 0 до +∞. У подвiйних iнтегралах, якi виникнуть,
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потрiбно буде змiнити порядок iнтегрування i виконати замiни ζ ←→ ζ ′. Тодi ми
можемо записати, що

+∞∫
0

ζψn,a (ζ) dζ −
+∞∫
0

ζψa (ζ) dζ =

=

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K̃(n) (ζ − ζ ′) + K̃

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ +

+

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K̃(n) (ζ + ζ ′) + K̃

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ −

− q∞

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ + ζ ′)− K̃(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′. (2.3.17)

Варто наголосити на тому, що тотожнiсть (2.3.17) можна перетворити за до-
помогою таких двох iнтегралiв:

+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K̃(n) (ζ + ζ ′) + K̃

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

1

λ |2n′ + 1|4

1∫
0

x3R (x) dx,

+∞∫
0

ζdζ

+∞∫
0

{
K̃(n) (ζ + ζ ′)− K̃(n)

D (ζ + ζ ′)
}
dζ ′ =

1

λ |2n′ + 1|3

1∫
0

x2D (x) dx.

Тодi тотожнiсть (2.3.17) набуває такого вигляду:

+∞∫
0

ζψn,a (ζ) dζ −
+∞∫
0

ζψa (ζ) dζ =

=

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K̃(n) (ζ − ζ ′)− K̃(n) (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ +

+
1

λ |2n+ 1| |2n′ + 1|3

1∫
0

x3R (x) dx− q∞

λ |2n+ 1| |2n′ + 1|2

1∫
0

x2D (x) dx+

+

+∞∫
0

ψn,a (ζ) dζ

+∞∫
0

ζ ′
{
K̃(n) (ζ + ζ ′) + K̃

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′. (2.3.18)
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Якщо взяти до уваги iнтеграл (2.2.17) та iнтеграл

+∞∫
0

ζ ′
{
K̃(n) (ζ + ζ ′) + K̃

(n)
D (ζ + ζ ′)

}
dζ ′ =

=
1

λ |2n′ + 1|2

1∫
0

xR (x) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dx,

то тотожнiсть (2.3.18) перетвориться на тотожнiсть

q∞

λ |2n+ 1| |2n′ + 1|2

1∫
0

x2D (x) dx− 1

λ |2n+ 1| |2n′ + 1|3

1∫
0

x3R (x) dx−

− 1

λ |2n′ + 1|2

1∫
0

xR (x) dx

+∞∫
0

ψn,a (ζ) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dζ =

+∞∫
0

ζψa (ζ) dζ −

−
∣∣∣∣ 2n+ 1

2n′ + 1

∣∣∣∣
+∞∫
0

ζψn,a (ζ) dζ. (2.3.19)

Тотожнiсть (2.3.19) потрiбно домножити на
ρ

|2n+ 1|
та просумувати отрима-

ний результат по n вiд −∞ до +∞. Тодi ми отримуємо тотожнiсть

∑
n

ρq∞

λ |2n+ 1|2 |2n′ + 1|2

1∫
0

x2D (x) dx−

−
∑
n

ρ

λ |2n+ 1|2 |2n′ + 1|3

1∫
0

x3R (x) dx−

−
∑
n

ρ

λ |2n+ 1| |2n′ + 1|2

1∫
0

xR (x) dx

+∞∫
0

ψn,a (ζ) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dζ =

=

+∞∫
0

ζψa (ζ) dζ −
∑
n

ρ

|2n′ + 1|

+∞∫
0

ζψn,a (ζ) dζ. (2.3.20)

У правiй частинi тотожностi (2.3.20) сформувалася рiзниця

+∞∫
0

ζψa (ζ) dζ −
∑
n

ρ

|2n′ + 1|

+∞∫
0

ζψn,a (ζ) dζ,
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яка фiгурує також у правiй частинi тотожностi (2.3.16). Це означає, що однако-
вими є також i лiвi частини тотожностей (2.3.16) та (2.3.20). У такому випадку
ми отримуємо тотожнiсть

∑
n

1

|2n+ 1| |2n′ + 1|

1∫
0

xR (x) dx

+∞∫
0

ψn,a (ζ) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dζ =

=
∑
n

q∞

|2n+ 1|2 |2n′ + 1|

1∫
0

x2D (x) dx−

−
∑
n

1

|2n+ 1|2 |2n′ + 1|2

1∫
0

x3R (x) dx. (2.3.21)

Варто наголосити на тому, що тотожнiсть (2.3.21) можна подати в дещо про-
стiшому виглядi, якщо перейти до функцiї (2.3.10).

Тодi ми отримуємо «друге необхiдне спiввiдношення»

∑
n

1

|2n+ 1| |2n′ + 1|

1∫
0

xR (x) dx

+∞∫
0

qn,a (ζ) exp

(
−|2n

′ + 1|
x

ζ

)
dζ =

=
q∞
3
χ (λ)− χ1 (λ)

1∫
0

x3R (x) dx, (2.3.22)

у якому виникло позначення для суми

χ1 (λ) =
+∞∑

n=−∞

1

|2n+ 1|2 |2n′ + 1|2
. (2.3.23)

Продемонстрований метод побудови спiввiдношень (2.3.11) та (2.3.22) є вiдо-
мим як «метод квазiортогональностi до асимптотики» [57].

Спiввiдношення (2.3.11) та (2.3.22) побудовано з метою отримати можливiсть
обчислювати сталу q∞ наближено. Вибiр функцiї qn,a (ζ) у виглядi сталої

qn,a (ζ) =

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣Γ (2.3.24)

перетворює формулу (2.3.22) на формулу

q∞ =
3χ1 (λ)

χ (λ)

1∫
0

x3R (x) dx+ 3Γ

1∫
0

x2R (x) dx. (2.3.25)
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Якщо ми пiдставимо формулу (2.3.24) у формулу (2.3.11), то знайдемо сталу

Γ =
χ (λ)

S2

1∫
0

x2R (x) dx

1∫
0

xD (x) dx

, (2.3.26)

у якiй виникло позначення для суми

S2 =
+∞∑

n=−∞

1

|2n+ 1|2
=
π2

4
.

Далi потрiбно пiдставляти сталу (2.3.26) у формулу (2.3.25), внаслiдок чого
ми приходимо до результату

q∞ =
3χ1 (λ)

χ (λ)

1∫
0

x3R (x) dx+
3χ (λ)

S2


1∫

0

x2R (x) dx


2

1∫
0

xD (x) dx

. (2.3.27)

2.4. Рiвняння Гiнзбурга-Ландау

Ми вже наголошували на тому, що якщо z ∼ ξ (T ), то просторову поведiн-
ку параметра впорядкування ∆(ζ) потрiбно описувати за допомогою рiвняння
Гiнзбурга-Ландау (2.1.5). З метою знаходження загального розв’язку цього рiв-
няння доцiльно буде перейти вiд комплексної функцiї ∆(ζ), яка має розмiрнiсть
температури T , до деякої дiйсної функцiї f (ζ), яка вже є безрозмiрною.

Нехай мiж функцiями ∆(ζ) та f (ζ) має мiсце зв’язок

∆(ζ) = ∆∞f (ζ) exp
{
2imχ (ζ)± iφ

2

}
. (2.4.1)

З формули (2.4.1) видно, що величини ∆∞f (ζ) та 2mχ (ζ)± φ

2
є, вiдповiдно,

модулем i фазою параметра впорядкування ∆(ζ). Варто зауважити, що знаки
«плюс» та «мiнус» обираємо для областей z > 0 та z < 0 вiдповiдно. Що сто-
сується функцiї χ (ζ), то вона є неперервною функцiєю, внаслiдок чого можна
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записати умову lim
ζ→−0

χ (ζ) = lim
ζ→+0

χ (ζ) = 0. Функцiя χ (ζ) дає змогу запровадити

надплинну швидкiсть vs (ζ) за допомогою формули

dχ (ζ)

dζ
= ξ0vs (ζ) . (2.4.2)

На основi представлення (2.4.1) знаходимо квадрат модуля

|∆(ζ)|2 = ∆2
∞f

2 (ζ) , (2.4.3)

похiдну першого порядку

∆′ (ζ) = ∆∞ [f ′ (ζ) + 2imξ0vs (ζ) f (ζ)] exp
{
2imχ (ζ)± iφ

2

}
(2.4.4)

та похiдну другого порядку

∆′′ (ζ) = ∆∞
[
f ′′ (ζ)− 4m2ξ20v

2
s (ζ) f (ζ)+

+
2imξ0
f (ζ)

d

dζ

{
f 2 (ζ) vs (ζ)

}]
exp

{
2imχ (ζ)± iφ

2

}
. (2.4.5)

Далi нам потрiбно пiдставляти формули (2.4.1), (2.4.3) та (2.4.5) у рiвняння
Гiнзбурга-Ландау (2.1.5). Пiсля скорочення на ∆∞ exp

{
2imχ (ζ)± iφ

2

}
матимемо

рiвняння

ξ2 (T )

ξ20
f ′′ (ζ)− 4m2ξ2 (T ) v2s (ζ) f (ζ) + f (ζ)− f 3 (ζ) +

+
2imξ2 (T )

ξ0f (ζ)

d

dζ

[
f 2 (ζ) vs (ζ)

]
= 0. (2.4.6)

У рiвняннi (2.4.6) потрiбно видiлити дiйсну та уявну частини, внаслiдок чого
отримуємо диференцiальне рiвняння другого порядку

ξ2 (T )

ξ20
f ′′ (ζ)− 4m2ξ2 (T ) v2s (ζ) f (ζ) + f (ζ)− f 3 (ζ) = 0 (2.4.7)

та диференцiальне рiвняння першого порядку
d

dζ

[
f 2 (ζ) vs (ζ)

]
= 0, загальний

iнтеграл якого можна подати за допомогою формули

f 2 (ζ) vs (ζ) = C1. (2.4.8)

Для знаходження загального розв’язку диференцiального рiвняння другого
порядку (2.4.7) та сталої iнтегрування C1 спочатку потрiбно буде знайти деякi
умови для функцiї f (ζ) та похiдної f ′ (ζ).
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Якщо для координати z виконується умова (2.1.6), то аналiтичний вираз для
параметра впорядкування ∆(ζ) є, фактично, асимптотикою рiвняння Гiнзбурга-
Ландау (2.1.5) в «нулi».

Математично це можна описати за допомогою такого розкладу:

∆(ζ) ∼= ∆′ (+0) ζ +∆(+0) , ζ → +0. (2.4.9)

Розклад (2.4.9) побудовано для випадку правого надпровiдника. Зрозумiло,
що аналогiчний розклад можна побудувати також i для випадку лiвого надпро-
вiдника. Вiдповiдний розклад має такий вигляд:

∆(ζ) ∼= ∆′ (−0) ζ +∆(−0) , ζ → −0. (2.4.10)

Замiна ζ → −ζ перетворює розклад (2.4.10) на такий розклад:

∆(−ζ) ∼= −∆′ (−0) ζ +∆(−0) , ζ → +0. (2.4.11)

На основi розкладiв (2.4.9) та (2.4.11) отримуємо такi розклади:

∆s (ζ) =
∆′ (+0)−∆′ (−0)

2
ζ +

∆(+0) + ∆ (−0)
2

,

∆a (ζ) =
∆′ (+0) + ∆′ (−0)

2
ζ +

∆(+0)−∆(−0)
2

, ζ → +0. (2.4.12)

На основi формул (2.2.18), (2.2.23) та (2.2.24) отримуємо такi асимптотики:

∆s (ζ) = A, ∆a (ζ) = C (ζ + q∞) , ζ → +∞. (2.4.13)

Записи ζ → +∞ та ζ → +0 означають нерiвностi z ≫ ξ0 та z ≪ ξ (T ), якi є
складовими частинами єдиної подвiйної нерiвностi (2.1.6).

Це означає, що асимптотики (2.4.12) та (2.4.13) є однаковими. Тодi ми можемо
записати такi двi тотожностi:

∆′ (+0)−∆′ (−0)
2

ζ +
∆(+0) + ∆ (−0)

2
= A,

∆′ (+0) + ∆′ (−0)
2

ζ +
∆(+0)−∆(−0)

2
= C (ζ + q∞) . (2.4.14)

З рiвностей (2.4.14) отримуємо такi чотири рiвностi:

∆(+0) + ∆ (−0) = 2A, ∆′ (+0)−∆′ (−0) = 0,

∆(+0)−∆(−0) = 2Cq∞, ∆′ (+0) + ∆′ (−0) = 2C. (2.4.15)
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Якщо вiд четвертого рiвняння системи (2.4.15) вiдняти друге рiвняння цiєї ж
системи, то можна отримати тотожнiсть ∆′ (−0) = C. Це означає, що в третьому
рiвняннi системи (2.4.15) можна замiнити сталу C на ∆′ (−0). Утворене внаслiдок
цього рiвняння ∆(+0) − ∆(−0) = 2q∞∆

′ (−0) та друге рiвняння розглядуваної
системи можна переписати в такому виглядi:

∆′ (+0) = ∆′ (−0) , ∆(+0) = ∆ (−0) + 2q∞∆
′ (−0) . (2.4.16)

Рiвностi (2.4.16) можна об’єднати в матричну рiвнiсть(
∆′ (+0)

∆ (+0)

)
=

(
1 0

2q∞ 1

)(
∆′ (−0)
∆ (−0)

)
.

Далi потрiбно розглянути функцiї (2.4.1) та (2.4.4) для двох асимптотичних
випадкiв ζ → −0 та ζ → +0. Оскiльки надплинна швидкiсть vs (ζ) є неперервною
функцiєю, то для неї має мiсце умова vs (−0) = vs (+0) ≡ vs (0). Для спрощення
записiв будемо використовувати також i такi позначення:

f (−0) ≡ f−, f (+0) ≡ f+, f ′ (−0) ≡ f ′−, f ′ (+0) ≡ f ′+.

Тодi ми отримуємо такi результати:

∆(−0) = ∆∞f− exp
(
−iφ

2

)
,

∆′ (−0) = ∆∞ [f ′− + 2imξ0vs (0) f−] exp
(
−iφ

2

)
,

∆(+0) = ∆∞f+ exp
(
i
φ

2

)
,

∆′ (+0) = ∆∞ [f ′+ + 2imξ0vs (0) f+] exp
(
i
φ

2

)
. (2.4.17)

Формули (2.4.17) потрiбно пiдставляти у формули (2.4.16). Тодi ми отримуємо
такi двi рiвностi:

[f ′+ + 2imξ0vs (0) f+] exp (iφ) = f ′− + 2imξ0vs (0) f−,

f+ exp (iφ) = f− + 2q∞ [f ′− + 2imξ0vs (0) f−] .

Якщо повидiляти в утворених рiвняннях дiйснi та уявнi частини, то можна
отримати чотири рiвняння, якi утворюють таку замкнену систему:

f ′+ cosφ− 2mξ0vs (0) f+ sinφ = f ′−,

f ′+ sinφ+ 2mξ0vs (0) f+ cosφ = 2mξ0vs (0) f−,

f+ cosφ = f− + 2q∞f
′
−,

f+ sinφ = 4q∞mξ0vs (0) f−. (2.4.18)
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Розгляньмо замкнену систему (2.4.18). Очевидно, що перше рiвняння цiєї си-
стеми є представленням величини f ′− через величини f+ та f ′+. Якщо пiдставити
це представлення у третє рiвняння замкненої системи (2.4.18), то можна отрима-
ти представлення величини f− через величини f+ та f ′+. Знайденi представлення
для величин f− та f ′− через величини f+ та f ′+ потрiбно пiдставляти в друге та
четверте рiвняння замкненої системи (2.4.18), внаслiдок чого ми приходимо до
такої замкненої системи:

a11f
′
+ + a12f+ = 0,

a21f
′
+ + a22f+ = 0. (2.4.19)

У замкненiй системi (2.4.19) маємо такi коефiцiєнти:

a11 = sinφ+ 4q∞mξ0vs (0) cosφ,

a12 = −8q∞m2ξ20v
2
s (0) sinφ,

a21 = 8q2∞mξ0vs (0) cosφ,

a22 =
{
1− 16q2∞m

2ξ20v
2
s (0)

}
sinφ− 4q∞mξ0vs (0) cosφ. (2.4.20)

На основi замкненої системи (2.4.19) двох лiнiйних рiвнянь iз двома невiдо-
мими можна отримати тотожнiсть (a11a22 − a12a21) f+ = 0, яка виконується тодi i
тiльки тодi, коли виконується умова

a11a22 − a12a21 = 0. (2.4.21)

Маючи коефiцiєнти (2.4.20), можна обчислити рiзницю

a11a22 − a12a21 = {sinφ− 4q∞mξ0vs (0)} {sinφ+ 4q∞mξ0vs (0)} ,

яка перетворює тотожнiсть (2.4.21) на тотожнiсть

{sinφ− 4q∞mξ0vs (0)} {sinφ+ 4q∞mξ0vs (0)} = 0. (2.4.22)

Наслiдком тотожностi (2.4.22) є умова 4q∞mξ0vs (0) = sinφ, яку можна подати
також i за допомогою формули

vs (0) =
sinφ

4q∞mξ0
. (2.4.23)

Тепер можна знайти сталу iнтегрування C1 у формулi (2.4.8). Якщо розглянути
цю формулу для асимптотичного випадку, коли ζ → +0, та взяти до уваги умову
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(2.4.23), то можна прийти до результату

C1 = f 2+vs (0) =
f 2+ sinφ

4mξ0q∞
. (2.4.24)

Якщо пiдставити сталу iнтегрування (2.4.24) у рiвняння (2.4.8), то можна
отримати представлення для надплинної швидкостi

vs (ζ) =
f 2+ sinφ

4mξ0q∞

1

f 2 (ζ)
. (2.4.25)

На основi представлення (2.4.25) отримуємо представлення

4m2ξ2 (T ) v2s (ζ) f (ζ) =

(
f 2+

2τq∞
sinφ

)2
1

f 3 (ζ)
, (2.4.26)

у якому фiгурує позначення

τ =
ξ0

ξ (T )
. (2.4.27)

Якщо запровадити позначення

I =
f 2+

2τq∞
sinφ, (2.4.28)

то тотожнiсть (2.4.26) перетвориться на тотожнiсть

4m2ξ2 (T ) v2s (ζ) f (ζ) =
I2

f 3 (ζ)
. (2.4.29)

Далi потрiбно перетворити рiвняння Гiнзбурга-Ландау (2.4.7) за допомогою
позначення (2.4.27) та отриманого представлення (2.4.29). Тодi виходить, що

1

τ 2
f ′′ (ζ)− I2

f 3 (ζ)
+ f (ζ)− f 3 (ζ) = 0. (2.4.30)

Диференцiальне рiвняння другого порядку (2.4.30) потрiбно домножити на
добуток 2f ′ (ζ), внаслiдок чого ми отримуємо диференцiальне рiвняння

d

dζ

{
1

τ 2
(f ′)

2
+
I2

f 2
+ f 2 − f 4

2

}
= 0

та перший iнтеграл рiвняння Гiнзбурга-Ландау

1

τ 2
(f ′)

2
+
I2

f 2
+ f 2 − f 4

2
= C2. (2.4.31)
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З метою знаходження невiдомої сталої iнтегрування C2, яка фiгурує в дифе-
ренцiальному рiвняннi першого порядку (2.4.31), ми будемо виконувати у цьому
ж рiвняннi граничний перехiд ζ → +∞. З фiзичної точки зору це означає, що ми
заглиблюємось у надпровiдник та отримуємо просторово однорiдний випадок. У
такому випадку функцiя f (ζ) буде сталою величиною, яку логiчно буде позначити
через f∞. Що стосується похiдної першого порядку f ′ (ζ), то вона прямуватиме
до нуля. Те саме можна сказати i про похiдну другого порядку f ′′ (ζ). Тодi ми
можемо записати такi три границi:

lim
ζ→+∞

f (ζ) = f∞, lim
ζ→+∞

f ′ (ζ) = 0, lim
ζ→+∞

f ′′ (ζ) = 0.

Тодi з диференцiального рiвняння першого порядку (2.4.31) випливає формула
для сталої iнтегрування

C2 = f 2∞ −
f 4∞
2

+
I2

f 2∞
,

яку далi потрiбно пiдставляти в рiвняння (2.4.31). Тодi ми отримуємо диференцi-
альне рiвняння першого порядку

1

τ 2
(f ′)

2
+ f 2 − f 4

2
+
I2

f 2
= f 2∞ −

f 4∞
2

+
I2

f 2∞
,

яке можна звести до такого вигляду:

1

τ 2
(f ′)

2 − f 2∞ − f 2

f 2

{
f 2 − I2

f 2∞
− f 2

2

(
f 2∞ + f 2

)}
= 0. (2.4.32)

Варто наголосити на тому, що безрозмiрну величину I можна представити
через f∞. Для цього виконуємо граничний перехiд ζ → +∞ у диференцiальному
рiвняннi другого порядку (2.4.30). За таких обставин ми приходимо до тотожностi

− I2

f 3∞
+ f∞ − f 3∞ = 0, з якої випливає результат

I2 = f 4∞
(
1− f 2∞

)
. (2.4.33)

Далi пiдставляємо формулу (2.4.33) в рiвняння (2.4.32). Внаслiдок цього ми
приходимо до рiвняння

1

τ 2
(f ′)

2 − f 2∞ − f 2

f 2

{
f 2 − f 2∞

(
1− f 2∞

)
− f 2

2

(
f 2∞ + f 2

)}
= 0,

остаточний вигляд якого є таким:

f 2

τ 2
(f ′)

2 −
(
f 2∞ − f 2

)2(f 2
2

+ f 2∞ − 1

)
= 0. (2.4.34)
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Диференцiальне рiвняння першого порядку (2.4.34) потрiбно розглянути для
асимптотичного випадку, коли ζ → +0. Тодi виходить, що

f 2+
τ 2

(f ′+)
2 −

(
f 2∞ − f 2+

)2(f 2+
2

+ f 2∞ − 1

)
= 0. (2.4.35)

Варто зауважити, що величину f ′+ можна подати через величину f+. Якщо
пiдставити умову (2.4.23) у четверте рiвняння системи (2.4.18), то можна отри-
мати рiвняння (f− − f+) sinφ = 0. Оскiльки sinφ може бути довiльним, то це
означає, що

f− = f+. (2.4.36)

Друге та третє рiвняння системи (2.4.18) можна подати також i за допомогою
формул

f ′+ sinφ+ 2mξ0vs (0) (f+ cosφ− f−) = 0 (2.4.37)

та
f+ cosφ− f− = 2q∞f

′
− (2.4.38)

вiдповiдно.
Якщо пiдставити рiвняння (2.4.38) у рiвняння (2.4.37), то можна прийти до

тотожностi f ′+ sinφ + 4q∞mξ0vs (0) f
′
− = 0, яка через наявнiсть отриманої ранiше

умови (2.4.23) перетворюється на тотожнiсть (f ′− + f ′+) sinφ = 0. Тодi внаслiдок
довiльностi величини sinφ випливає умова

f ′− = −f ′+. (2.4.39)

Умови (2.4.36) та (2.4.39) пiдставляємо в рiвняння (2.4.38). У такому випадку
ми отримуємо рiвняння 2q∞f

′
+ = f+ (1− cosφ), з якого випливає умова

f ′+
f+

=

(
sin

φ

2

)2
q∞

. (2.4.40)

Граничну умову (2.4.40) пiдставляємо в рiвняння (2.4.35), а вираз (2.4.28) для
безрозмiрної величини I пiдставляємо у формулу (2.4.33). Внаслiдок цього ми
приходимо до такої замкненої системи:(

sin
φ

2

)4
τ 2q2∞

f 4+ −
(
f 2∞ − f 2+

)2(f 2+
2

+ f 2∞ − 1

)
= 0,

f 4∞
(
1− f 2∞

)
=

f 4+
4τ 2q2∞

(sinφ)2 . (2.4.41)
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Далi потрiбно буде знайти розв’язок замкненої системи (2.4.41) двох рiвнянь,
внаслiдок чого величина f+ уже буде вiдомою. Тодi величина f ′+, яка визначається
за допомогою формули (2.4.40), теж уже буде вiдомою. У такому випадку можна
вважати, що початковi умови для диференцiального рiвняння другого порядку
(2.4.30) уже знайдено!

2.5. Густина струму

Далi нам потрiбно перетворювати вираз (2.1.7) для одновимiрної густини стру-
му j (ζ). Якщо подiлити похiдну першого порядку (2.4.4) на функцiю (2.4.1), то
можна отримати формулу для вiдношення

1

∆

d∆

dζ
=
f ′ (ζ)

f (ζ)
+ 2imξ0vs (ζ) . (2.5.1)

На основi вiдношення (2.5.1) отримуємо вiдношення

1
∗
∆

d
∗
∆

dζ
=
f ′ (ζ)

f (ζ)
− 2imξ0vs (ζ) . (2.5.2)

Якщо вiд вiдношення (2.5.2) вiдняти вiдношення (2.5.1), то ми прийдемо до
рiзницi

1
∗
∆

d
∗
∆

dζ
− 1

∆

d∆

dζ
= − 4imξ0vs (ζ) . (2.5.3)

Добуток тотожностей (2.4.3) та (2.5.3) дає нам рiзницю

∆
d
∗
∆

dζ
−
∗
∆
d∆

dζ
= − 4imξ0∆

2
∞f

2 (ζ) vs (ζ) . (2.5.4)

Варто наголосити на тому, що представлення (2.4.25) для надплинної швид-
костi vs (ζ) та позначення (2.4.28) для безрозмiрної величини I дозволяють нам
отримати формулу

2mξ0
τ

f 2 (ζ) vs (ζ) =
f 2+

2τq∞
sinφ = I,

з якої випливає результат

f 2 (ζ) vs (ζ) =
τI

2mξ0
. (2.5.5)

Формулу (2.5.5) потрiбно пiдставляти у формулу (2.5.4). Якщо запровадити
запис I ≡ I (φ), то можна прийти до результату

∆
d
∗
∆

dζ
−
∗
∆
d∆

dζ
= − 2iτ∆2

∞I (φ) . (2.5.6)
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Далi пiдставляємо рiзницю (2.5.6) у формулу (2.1.7) для одновимiрної густини
струму j (ζ). Використовуючи запис j (ζ) ≡ j (φ), приходимо до формули

j (φ) =
env0
p0ξ0

√
12

7ζ (3)
χ

(
ξ0
l

)(
1− T

Tc

) 3
2

I (φ) . (2.5.7)

Формулу (2.5.7) можна звести до формули I =
j

j0
, у якiй фiгурує позначення

j0 =
env0
p0ξ0

√
12

7ζ (3)
χ

(
ξ0
l

)(
1− T

Tc

) 3
2

.
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Рис. 2.1: Залежнiсть безрозмiрної густини струму
j

j0
вiд рiзницi фаз φ для таких

двох випадкiв: фiксоване значення безрозмiрної довжини вiльного пробiгу еле-
ктронiв λ та рiзнi значення прозоростi дiелектричного прошаркуD (лiвий графiк);
фiксоване значення прозоростi дiелектричного прошарку D та рiзнi значення без-
розмiрної довжини вiльного пробiгу електронiв λ (правий графiк).

Замкнену систему (2.4.41) двох рiвнянь потрiбно розв’язати з метою знайти
залежнiсть f+ (φ) та пiдставити її у вираз (2.4.28). Пiсля цього потрiбно буде
пiдставляти знайдену залежнiсть I (φ) у формулу (2.5.7) для струм-фазової зале-
жностi j (φ). Знайти точний аналiтичний розв’язок системи (2.4.41) у загальному
випадку непросто, внаслiдок чого вдаємося до чисельних розрахункiв.

На лiвому графiку рисунка (2.1) видно, що зi збiльшенням коефiцiєнта прохо-
дження електронiв D форма кривої починає вiдрiзнятися вiд синусоїдної i струм
досягає свого максимального значення для рiзницi фаз φ <

π

2
. Струм досягає



66

максимального значення для рiзницi фаз φ =
π

2
тодi, коли D ≪ 1. Очевидним

також є i те, що якщо D > 0.5, то максимальне значення струму швидко набли-
жається до деякого значення, яке насправдi є максимальним значенням струму
для просторово однорiдного випадку.

Але питання про вплив довжини вiльного пробiгу електронiв на струм-фазову
залежнiсть є теж не менш важливим. На правому графiку рисунка (2.1) видно,
що безрозмiрна довжина вiльного пробiгу електронiв λ суттєво впливає на форму
струм-фазової залежностi i вже для безрозмiрної довжини λ ⩽ 0.1 максимальне
значення струму є суттєво меншим вiд вiдповiдного максимального значення у
випадку вiдсутностi немагнiтних домiшок. А якщо λ ⩾ 10, то вплив немагнiтних
домiшок є, фактично, вiдсутнiм. Наявнiсть немагнiтних домiшок вiдображається
також i на формi струм-фазової залежностi: максимум струму змiщується в бiк
менших значень рiзницi фаз φ.
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Рис. 2.2: Залежнiсть критичного струму на контактi вiд безрозмiрної довжини
вiльного пробiгу електронiв λ для рiзних значень прозоростi D дiелектрично-
го прошарку (аналiтичнi розрахунки). Горизонтальна лiнiя вiдповiдає значенню
критичного струму для просторово однорiдного надпровiдника.

З рисунка (2.2) видно, що критичне значення струму суттєво залежить вiд
безрозмiрної довжини вiльного пробiгу електронiв λ. Якщо зменшується прозо-
рiсть дiелектричного прошарку D, то струм швидше досягає свого максимального
значення. Якщо збiльшувати D i зменшувати λ, то критичний струм буде рости
повiльно та наближатиметься до горизонтальної лiнiї, яка вiдповiдає значенню
критичного струму для просторово однорiдного надпровiдника.
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Отже, значення прозоростi дiелектричного прошарку та наявнiсть немагнiтних
домiшок довiльної концентрацiї суттєво впливають на форму залежностi густини
струму j вiд рiзницi фаз φ у тунельних надпровiдних контактах типу SIS.
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Рис. 2.3: Залежностi функцiй f 2+ та f 2∞ вiд рiзницi фаз φ для таких двох випад-
кiв: фiксоване значення безрозмiрної довжини вiльного пробiгу електронiв λ та
рiзнi значення прозоростi дiелектричного прошарку D (лiвий графiк); фiксоване
значення прозоростi дiелектричного прошарку D та рiзнi значення безрозмiрної
довжини вiльного пробiгу електронiв λ (правий графiк).

На графiках рисунка (2.3) нижня лiнiя (у парах iз однаковим типом лiнiй)
вiдповiдає асимптотичнiй поведiнцi функцiї f 2 (ζ) поблизу границi IS (це означає,
що ζ → +0), тобто вiдповiдає величинi f 2+. Верхня лiнiя вiдповiдає асимптотичнiй
поведiнцi функцiї f 2 (ζ) у глибинi надпровiдника (це означає, що ζ → +∞), тобто
вiдповiдає величинi f 2∞.

На лiвому графiку рисунка (2.3) видно, що значення параметра впорядкування
поблизу границi IS та в глибинi надпровiдника мало вiдрiзняються одне вiд одного
для рiзницi фаз φ < φc. Тобто саме в цiй областi вiдображається те, як впливає на
еволюцiю системи наявнiсть бар’єра з рiзними можливими значеннями прозоростi
дiелектричного прошарку.

На правому графiку рисунка (2.3) видно, що наслiдком збiльшення безрозмiр-
ної довжини вiльного пробiгу електронiв λ є зменшення рiзницi мiж значеннями
функцiй f 2+ та f 2∞. Тобто навiть для заданого значення прозоростi дiелектрично-
го прошарку концентрацiя немагнiтних домiшок помiтно впливає на еволюцiю
системи в областi 0 ⩽ φ ⩽ φc.
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2.5.1. Аналiтичнi результати. На додаток до вже отриманих чисельних
результатiв можна також отримати аналiтичнi результати. На графiках рисунка
(2.3) видно, що внаслiдок збiльшення D та зменшення λ функцiя f 2∞ швидко
наближається до одиницi для рiзницi фаз φ > φc. А для асимптотичних випадкiв
D ≲ 1 та λ≪ 1 значення функцiї f 2∞ є близькими до одиницi на всьому iнтервалi
змiни рiзницi фаз φ. У такому випадку ми можемо перетворити замкнену систему
(2.4.41) за допомогою замiни f 2∞ = 1−ε. Оскiльки параметр ε є близьким до нуля,
то можна обмежитися лише доданками з ε у першому степенi. Тодi ми отримуємо
рiвняння

f 4+

(
sin

φ

2

)4
τ 2q2∞

+
(
1− f 2+

){
ε−

f 2+
2

(
1− f 2+

)}
= 0 (2.5.8)

та

ε =
f 4+ (sinφ)2

4τ 2q2∞
. (2.5.9)

Рiвняння (2.5.9) потрiбно пiдставляти в рiвняння (2.5.8). Тодi ми приходимо
до рiвняння

f 4+

(
sin

φ

2

)4
τ 2q2∞

−
f 2+
2

(
1− f 2+

)2
+
(
1− f 2+

) f 4+ (sinφ)2

4τ 2q2∞
= 0,

яке внаслiдок скорочення на f 2+ ̸= 0 та виконання усiх елементарних спрощень
перетворюється на квадратне рiвняння

{
1 +

(sinφ)2

2τ 2q2∞

}
f 4+ − 2

1 +

(
sin

φ

2

)2
τ 2q2∞

 f 2+ + 1 = 0 (2.5.10)

для величини f 2+.
Квадратне рiвняння (2.5.10) має розв’язок

f 2+ =

√
1 + 2τ 2q2∞ − 1√

1 + 2τ 2q2∞ − cosφ
. (2.5.11)

Якщо пiдставити розв’язок (2.5.11) у формулу (2.4.28), то можна прийти до
струм-фазової залежностi

I (φ) =
τq∞√

1 + 2τ 2q2∞ + 1

sinφ√
1 + 2τ 2q2∞ − cosφ

. (2.5.12)
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Отримана аналiтична формула (2.5.12) для струм-фазової залежностi врахо-
вує вплив прозоростi дiелектричного прошарку, яка, до речi, може змiнюватися
вiд нуля до одиницi, та наявнiсть у контактi немагнiтних домiшок довiльної кон-
центрацiї.
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Рис. 2.4: Залежнiсть безрозмiрної густини струму
j

j0
вiд рiзницi фаз φ для таких

двох випадкiв: фiксоване значення безрозмiрної довжини вiльного пробiгу еле-
ктронiв λ та рiзнi значення прозоростi дiелектричного прошаркуD (лiвий графiк);
фiксоване значення прозоростi дiелектричного прошарку D та рiзнi значення без-
розмiрної довжини вiльного пробiгу електронiв λ (правий графiк). Верхня крива
(у парах) вiдповiдає чисельному результатовi, а нижня — аналiтичному.

На графiках рисунка (2.4) зображено струм-фазовi залежностi, якi вiдповiда-
ють чисельним розрахункам та аналiтичнiй формулi (2.5.12). Як бачимо, обидва
результати добре узгоджуються мiж собою та мають незначну вiдмiннiсть побли-
зу максимуму струму. На лiвому графiку рисунка (2.4) видно, що дана вiдмiннiсть
слабне для менших значень прозоростi дiелектричного прошарку. На правому гра-
фiку рисунка (2.4) легко бачити, що внаслiдок збiльшення безрозмiрної довжини
вiльного пробiгу електронiв λ росте не лише значення струму, а й рiзниця мiж
чисельним та аналiтичним результатами в областi критичного струму. Це поясню-
ється тим, що при збiльшеннi λ функцiя f 2∞ наближається до одиницi повiльнiше
(правий графiк рисунка (2.3)).

Оскiльки вираз для густини струму отримано, то вже можна взятися до роз-
гляду деяких частинних випадкiв. Оскiльки густина струму визначається значе-
нням сталої q∞, то нам варто зосередитися на поведiнцi цiєї величини.
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Нехай λ ≫ 1, тобто l ≫ ξ0. У такому частинному випадку надпровiдний
контакт буде гранично чистим. Тодi з формули (2.3.27) випливає, що [41]

q∞ =
π4

28ζ (3)

1∫
0

x3R (x) dx+
21ζ (3)

π2


1∫

0

x2R (x) dx


2

1∫
0

xD (x) dx

.

Нехай λ ≪ 1, тобто l ≪ ξ0. У такому частинному випадку надпровiдний
контакт буде гранично брудним. Тодi з формули (2.3.27) випливає, що

q∞ = 3λ

1∫
0

x3R (x) dx+ 3λ


1∫

0

x2R (x) dx


2

1∫
0

xD (x) dx

.

Розгляньмо далi залежнiсть величини q∞ та густини струму j вiд прозоростi
дiелектричного прошарку D. Якщо D ≪ 1, то у порiвняннi iз другим доданком
правої частини формули (2.3.27) перший доданок дає незначний внесок у значе-
ння величини q∞. Тодi ми вiдкидаємо перший доданок у правiй частинi формули

(2.3.27), а в другому доданку виконуємо наближення
1∫

0

x2R (x) dx ∼=
1

3
. Тодi ми

отримуємо формулу

q∞ ∼=
4χ (λ)

3π2


1∫

0

xD (x) dx


−1

. (2.5.13)

З формули (2.5.13) видно, що q∞ ≫ 1. Тодi для залежностi (2.5.12) матиме

мiсце асимптотика I (φ) ∼=
sinφ

2τq∞
, у вираз для якої потрiбно пiдставляти знайдену

асимптотику (2.5.13). Отже, формула (2.5.7) зводиться до формули

j (φ) ∼=
21ζ (3)

64χ (λ)

env0
p0ξ0

χ

(
ξ0
l

)
∆2
∞
T 2
c


1∫

0

xD (x) dx

 sinφ.

На лiвому графiку рисунка (2.1) видно, що якщо D ≲ 1, то струм досягає
свого максимального значення для рiзницi фаз φ ≪ 1. Тодi в першому рiвняннi
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системи (2.4.41) вiдкидаємо доданок iз величиною
(
sin

φ

2

)4
, яка є нескiнченно

малою, та отримуємо два рiвняння

f 2∞ = 1−
f 2+
2

(2.5.14)

та

f 2∞ = f 2+. (2.5.15)

Варто зауважити, що наближення sinφ ∼= φ дає змогу перетворити друге
рiвняння замкненої системи (2.4.41) на рiвняння

f 4∞
(
1− f 2∞

)
=

φ2f 4+
4τ 2q2∞

, (2.5.16)

а формулу (2.4.28) перетворює на формулу

I (φ) =
φf 2+
2τq∞

. (2.5.17)

Якщо пiдставити рiвняння (2.5.14) у рiвняння (2.5.16), то можна прийти до
результату

f 2+ =
8τ 2q2∞(

φ+
√
φ2 + 4τ 2q2∞

)2 . (2.5.18)

Формулу (2.5.18) пiдставляємо у формулу (2.5.17). Тодi виходить, що

I (φ) =
4τq∞φ(

φ+
√
φ2 + 4τ 2q2∞

)2 . (2.5.19)

Рiвняння (2.5.14) перетворює подвiйну нерiвнiсть
2

3
⩽ f 2∞ ⩽ 1 на нерiвнiсть

f 2+ ⩽
2

3
. Якщо взяти до уваги розв’язок (2.5.18), то ми одержимо нерiвнiсть

12τ 2q2∞(
φ+

√
φ2 + 4τ 2q2∞

)2 ⩽ 1,

наслiдком якої є нерiвнiсть φc ⩽ φ ≪ 1. Ця подвiйна нерiвнiсть, у формулi для

якої використано позначення для фази φc =
2τq∞√

3
, є, до речi, областю визначення

функцiй (2.5.18) та (2.5.19).
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Якщо пiдставити рiвняння (2.5.15) у рiвняння (2.5.16), то можна прийти до
результату

f 2+ = 1− φ2

4τ 2q2∞
. (2.5.20)

Формулу (2.5.20) пiдставляємо у формулу (2.5.17). Тодi виходить, що

I (φ) =
φ

2τq∞

(
1− φ2

4τ 2q2∞

)
. (2.5.21)

Рiвняння (2.5.15) перетворює подвiйну нерiвнiсть
2

3
⩽ f 2∞ ⩽ 1 на подвiйну

нерiвнiсть
2

3
⩽ f 2+ ⩽ 1. Якщо взяти до уваги розв’язок (2.5.20), то ми одержимо

промiжок 0 ⩽ φ ⩽ φc, на якому функцiї (2.5.20) та (2.5.21) є справедливими.
Для рiзницi фаз φ = φc струм досягає свого максимального значення, яке

вiдповiдає термодинамiчно критичному струмовi.
Якщо φ > φc, то функцiя f 2∞ є близькою до одиницi. За таких обставин ми

можемо скористатися аналiтичною формулою (2.5.12). Оскiльки τq∞ ≪ 1, то

I (φ) =
τq∞ sinφ

2τ 2q2∞ + 4
(
sin

φ

2

)2 . (2.5.22)

Другий доданок у правiй частинi формули (2.3.27) є несуттєвим у порiвняннi
iз першим доданком, тому для сталої q∞ будемо мати вираз

q∞ =
3χ1 (λ)

χ (λ)

1∫
0

x3R (x) dx.

2.6. Динамiка флюксонiв у довгому джозефсонiвському конта-
ктi з нетривiальною струм-фазовою залежнiстю

Iснування бездисипацiйного струму [1,29,34,35], що протiкає через тунельний
SIS — контакт, є одним iз найяскравiших явищ надпровiдностi. Числове значення
цього струму залежить вiд рiзницi φ = θL − θR мiж фазами θL та θR макроско-
пiчних хвильових функцiй лiвого та правого надпровiдникiв (також вiдомої як
фаза Джозефсона). У найпростiшому випадку цю залежнiсть вважають синусої-
дною [123]. Синусоїдний закон використовується в основних пiдручниках [34,35] i в
бiльшостi наукових робiт, якi стосуються ефекту Джозефсона. Насправдi рiзниця
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фаз φ пiдлаштовується пiд абсолютне значення бездисипацiйного струму, що про-
тiкає через тунельний SIS — контакт, увiмкнений у коло джерела струму. Загалом,
коли джозефсонiвський контакт помiщають у зовнiшнє магнiтне поле, рiзниця фаз
φ залежить вiд просторових координат. Ця залежнiсть визначається так званим
рiвнянням Фарела-Пренджа або стацiонарним рiвнянням синус-Ґордона [124]. Це
є диференцiальне рiвняння другого порядку, в якому фiгурує фiзична величина
λj, яка називається джозефсонiвською глибиною проникнення.

Критичний струм IC контакту може бути меншим вiд струму IB, який пода-
ється на контакт вiд зовнiшнього джерела. Як наслiдок, на контактi з’являється
спад напруги i рiзниця фаз φ вже є функцiєю часу [124]. У цьому випадку за-
кон еволюцiї рiзницi фаз φ у часi є розв’язком нестацiонарного рiвняння синус-
Ґордона [125,126]. Це рiвняння повнiстю iнтегрується за допомогою перетворення
зворотного розсiяння [125]. На додаток до джозефсонiвської глибини проникне-
ння λj з’являється так звана швидкiсть Свiхарта c̄, яка є максимальною швид-
кiстю електромагнiтних хвиль у контактi. Розв’язки нестацiонарного рiвняння
синус-Ґордона можна подати у виглядi топологiчних солiтонiв, якi описують про-
никнення зовнiшнього магнiтного поля через контакт у виглядi окремих вихорiв
(флюксонiв), що несуть квант магнiтного потоку. Флюксони топологiчно захищенi
вiд малих збурень i їхня чудова стабiльнiсть приводить до їхнього застосування в
рiзних програмах квантових обчислень [127–129]. Величезне число публiкацiй уже
присвячено дослiдженню динамiки флюксонiв у джозефсонiвських контактах, але
в бiльшiй частинi цих робiт залежнiсть надпровiдного струму IS вiд рiзницi фаз
φ є синусоїдною [125,126,130].

Упродовж останнiх двох десятилiть несинусоїднi струм-фазовi залежностi до-
слiджували для тунельних надпровiдних контактiв рiзних типiв [2, 131, 132]. На-
приклад, бiгармонiйна струм-фазова залежнiсть може з’являтись у надпровiдних
контактах типiв SFS (надпровiдник/феромагнетик/надпровiдник) та SIFS (над-
провiдник/дiелектрик/феромагнетик/надпровiдник) [133, 134], а також i в аси-
метричних масивах трибар’єрних СКВIДiв [135]. Така струм-фазова залежнiсть
породжує новi цiкавi явища: релятивiстське уповiльнення часу [135]; розповсю-
дження флюксона без випромiнювання [136, 137] та значнi змiни швидкостi вте-
чi [138]. Складнiша струм-фазова залежнiсть виникає також i для контактiв типiв
SIS [16] та SISIS [139], якi утворено на основi двощiлинних надпровiдникiв.

У цьому пунктi ми маємо намiр представити нове рiвняння з метою опису
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джозефсонiвської фазової динамiки з несинусоїдною струм-фазовою залежнiстю.
Використана в цьому дослiдженнi нетривiальна струм-фазова залежнiсть може
виникати в задачах, у яких так званi ефекти розпаровування [12, 41–43] є суттє-
вими. Вплив прозоростi дiелектричного прошарку на залежнiсть надпровiдного
струму вiд рiзницi фаз у чистому тунельному SIS — контактi дослiджували в
роботах [41] та [58]. Стосовно джозефсонiвського контакту з немагнiтними домi-
шками довiльної концентрацiї, то йому присвячено вже роботу [12]. Метою да-
ного пункту є дослiдження властивостей джозефсонiвських вихорiв (флюксонiв)
нестацiонарного модифiкованого рiвняння синус-Ґордона з нетривiальною струм-
фазовою залежнiстю, яку отримано в роботi [12]. Але з метою спрощення чи-
сельних розрахункiв будемо вважати, що джозефсонiвський контакт є гранично
чистим. На додаток до цього ми будемо дослiджувати динамiку флюксонiв i для
бiльш реалiстичного випадку, який бере до уваги потiк неспарених електронiв че-
рез контакт, увiмкнений у коло джерела постiйного струму. Це означатиме, що
в нестацiонарному рiвняннi синус-Ґордона з’явиться доданок, який вiдповiдатиме
за дисипацiю енергiї джозефсонiвського контакту. Згаданий вище доданок мiсти-
тиме обернений до опору контакту коефiцiєнт, який, очевидно, має залежати вiд
прозоростi дiелектричного прошарку. Цю залежнiсть буде взято до уваги з метою
розрахунку швидкостi флюксона як функцiї постiйного струму.

2.6.1. Надпровiдний струм. Варто наголосити на тому, що струм-фазову
залежнiсть (2.5.12) можна записати також i в бiльш компактному виглядi. З цiєю
метою доцiльно буде запровадити безрозмiрний параметр

ε =
1√

1 + 2τ 2q2∞
, (2.6.1)

для якого виконується нерiвнiсть 0 < ε < 1. За таких обставин ми приходимо до
несинусоїдної струм-фазової залежностi

I (φ) =
Imax

√
1− ε2 sinφ

1− ε cosφ
, (2.6.2)

у формулi для якої ми маємо максимальне значення струму

Imax =
ε

(1 + ε)
√
2
. (2.6.3)

Оскiльки ми вважаємо, що джозефсонiвський контакт є гранично чистим, то
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це означає, що для безрозмiрних параметрiв τ та q∞ мають мiсце формули

τ 2 =

{
ξ0

ξ (T )

}2

=
12

7ζ (3)

(
1− T

Tc

)
(2.6.4)

та

q∞ =
π4

28ζ (3)

1∫
0

y3R (y) dy +
21ζ (3)

π2


1∫

0

y2R (y) dy


2

1∫
0

yD (y) dy

(2.6.5)

вiдповiдно.
Тут ми маємо функцiї

D (y) =
y2

y2 +

(
mU0

p0

)2

та R (y) = 1 − D (y), якi називаються коефiцiєнтами проходження i вiдбивання
вiдповiдно. Тут y = cos θ. З формули для коефiцiєнта проходження D (y) можна
отримати формулу (

mU0

p0

)2

=
1

D (1)
− 1.

Надалi ми будемо використовувати позначення D (1) ≡ D. Тодi ми можемо
записати формулу (

mU0

p0

)2

=
1

D
− 1.

Обрахунки всiх трьох iнтегралiв у формулi (2.6.5) дають нам змогу прийти до
остаточного результату

q∞ =
π4

56ζ (3)

(
1

D
− 1

)[
1 +

{
1

D
− 1

}
ln (1−D)

]
+

+
42ζ (3)

π2

(
1

D
− 1

)3

{√
D

1−D
− arctg

√
D

1−D

}2

1 +

{
1

D
− 1

}
ln (1−D)

(2.6.6)

для сталої величини q∞.
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Якщо пiдставити остаточний результат (2.6.6) для сталої величини q∞ у фор-
мулу (2.6.1) для безрозмiрного параметра ε, який можна трактувати як мiру не-
синусоїдностi струм-фазової залежностi (2.6.2), то можна прийти до залежностi
ε (D). З рисунка (2.5) видно, що функцiя ε (D) монотонно зростає вiд ε (0) = 0 до
ε (1) = 1.

Рис. 2.5: Параметр ε як функцiя прозоростi дiелектричного прошаркуD для трьох
рiзних значень температури.

Якщо пiдставити формулу (2.6.4) для величини τ 2 у формулу (2.6.1), то можна

отримати залежнiсть безрозмiрного параметра ε вiд вiдношення
T

Tc
. При темпе-

ратурах, близьких до критичної, ця залежнiсть є суттєвою для D ≲
1

2
. А якщо

D ≳
4

5
, то параметр ε майже досягає свого максимального значення ε = 1. Ми

встановимо температуру T = 0.98 Tc для всiх подальших обрахункiв.

Оскiльки Imax ≡ IC , то на основi формули (2.6.2) можна отримати залежнiсть
надпровiдного струму IS вiд рiзницi фаз φ у виглядi формули

IS (φ) =
IC
√
1− ε2 sinφ

1− ε cosφ
. (2.6.7)
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2.6.2. Модифiковане рiвняння синус-Ґордона. Нас цiкавить динамiка
магнiтного потоку через великий джозефсонiвський контакт. У цьому випадку
фаза Джозефсона залежить як вiд просторової координати, так i вiд часу. Для
нетривiальної струм-фазової залежностi (2.6.7) можна побудувати модифiковане
рiвняння синус-Ґордона

∂2φ

∂x2
− 1

c̄2
∂2φ

∂t2
− 1

λ2j

√
1− ε2 sinφ
1− ε cosφ

= 0. (2.6.8)

ε=0.037

ε=0.67

ε=0.96

ε=0.997

-π π 2π 3π
φ

0.5

1

1.5

2

U(φ)

Рис. 2.6: Допомiжний потенцiал U (φ) для рiзних значень параметра ε.

Варто наголосити на тому, що рiзнi модифiкацiї рiвняння синус-Ґордона не
є рiдкiстю у фiзицi за межами джозефсонiвських контактiв. Вони використову-
ються з метою опису динамiки дислокацiй [140], спiнових хвиль у 3He [141] чи
нелiнiйних електромагнiтних хвиль у дiракiвських надґратках [142]. Для спроще-

ння записiв доцiльно запровадити безрозмiрнi змiннi x̃ =
x

λj
та t̃ =

c̄t

λj
, але знак

«тильда» у перетвореному рiвняннi синус-Ґордона ми будемо опускати. Тодi при-
ходимо до диференцiального рiвняння другого порядку в частинних похiдних

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2
= −
√
1− ε2 sinφ
1− ε cosφ

= −U ′ (φ) , (2.6.9)

у якому запровадили допомiжний потенцiал

U (φ) =

√
1− ε2
ε

ln

(
1− ε cosφ

1− ε

)
(2.6.10)

з метою спрощення аналiзу рiвняння. Допомiжний потенцiал (2.6.10) зображено
на рисунку (2.6). Параметр ε може змiнюватись вiд 0 до 1. Якщо ε → 0, то
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вдається вiдтворити стандартне рiвняння синус-Ґордона, бо для такого випадку
має мiсце границя

lim
ε→0

U (φ) = 2
(
sin

φ

2

)2
.

Якщо ε→ 1, то свердловини потенцiалу U (φ) стають бiльш вузькими, а висота
бар’єра

∆U = U (π)− U (0) =

√
1− ε2
ε

ln

(
1 + ε

1− ε

)
прямує до нуля. Якщо зовнiшнє магнiтне поле є слабким, то |φ| ≪ 1. Тодi за
допомогою наближень cosφ ∼= 1 та sinφ ∼= φ вдається перетворити модифiкова-
не рiвняння синус-Ґордона (2.6.9) на лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння
другого порядку в частинних похiдних

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2
+

(
1 + ε

1− ε

)1/2

φ = 0,

загальний розв’язок якого потрiбно шукати у виглядi формули

φ (x, t) = φ (0, 0) exp {i (qx− ωt)} .

Як наслiдок, ми отримуємо аналiтичну формулу

ω (q) =

{(
1 + ε

1− ε

)1/2

+ q2

}1/2

для джозефсонiвської плазмової частоти. Що стосується джозефсонiвської пла-
змової частоти ω (0) для нескiнченно великих довжин хвиль, то вона буде зроста-
ти, якщо зростатиме параметр ε.

2.6.3. Розв’язки модифiкованого рiвняння синус-Ґордона. Ми запро-
вадили модифiковане рiвняння синус-Ґордона (2.6.9), яке описує динамiку флю-
ксонiв у довгому джозефсонiвському контактi з нетривiальною струм-фазовою
залежнiстю (2.6.7). Нас цiкавить окремий випадок розв’язкiв поступальної хвилi
φ = φ (x− V t), яка поширюється зi сталою безрозмiрною швидкiстю V . Якщо
запровадити нову просторову змiнну ξ = x − V t, то диференцiальне рiвняння
другого порядку в частинних похiдних (2.6.9) перетвориться на звичайне дифе-
ренцiальне рiвняння другого порядку

(
1− V 2

) d2φ
dξ2

=

√
1− ε2 sinφ
1− ε cosφ

= U ′ (φ) (2.6.11)
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для рiзницi фаз φ (ξ), яке можна вважати ньютонiвським рiвнянням руху частин-
ки маси 1 − V 2 > 0 у потенцiальному полi −U (φ). Вiдомо, що квант магнiтного
потоку в довгому джозефсонiвському контактi переноситься топологiчними солi-
тонами (флюксонами). Солiтони — це просторово локалiзованi хвилi, для яких
мають виконуватись такi граничнi умови:

lim
ξ→−∞

φ (ξ) = 0, lim
ξ→+∞

φ (ξ) = ±2π, lim
ξ→±∞

dφ

dξ
= 0. (2.6.12)

Знаки «+» та «−» обираємо для флюксона та антифлюксона вiдповiдно. Без
втрати загальностi ми будемо розглядати тiльки флюксони. Як наслiдок, модифi-
коване рiвняння синус-Ґордона (2.6.11) вдається переписати у виглядi диферен-
цiального рiвняння першого порядку(

dφ

dξ

)2

=
2U (φ)

1− V 2
=

2
√
1− ε2

ε (1− V 2)
ln

(
1− ε cosφ

1− ε

)
. (2.6.13)

За допомогою розкладу

1

ε
ln

(
1− ε cosφ

1− ε

)
= 1− cosφ+

+∞∑
n=1

[
1− (cosφ)n+1

] εn

n+ 1

рiвняння (2.6.13) перетвориться на рiвняння(
dφ

dξ

)2

=
2
√
1− ε2

1− V 2

{
1− cosφ+

+∞∑
n=1

[
1− (cosφ)n+1

] εn

n+ 1

}
. (2.6.14)

Якщо D ≪ 1, то в такому частинному випадку замiсть формули (2.6.6) для
сталої величини q∞ будемо мати таку асимптотику:

q∞ ∼=
28ζ (3)

3π2
1

D
, D ≪ 1. (2.6.15)

Оскiльки константа q∞ є нескiнченно великою, то з формули (2.6.1) видно, що
параметр ε є нескiнченно малим. Тодi диференцiальне рiвняння (2.6.9) перетво-
рюється на стандартне рiвняння синус-Ґордона φtt − φxx + sinφ = 0, солiтоннi
розв’язки якого є добре вiдомi [125]:

φ (x, t) = 4 arctg

(
exp

{
±x− x0 − V t√

1− V 2

})
.

Але якщо в правiй частинi диференцiального рiвняння (2.6.14) обмежитись
лiнiйною залежнiстю за параметром ε, то можна прийти до цiлком iнтегровного
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диференцiального рiвняння першого порядку(
dφ

dξ

)2

=
4

1− V 2

(
sin

φ

2

)2{
1 + ε

(
cos

φ

2

)2}
,

яке є тотожним до подвiйного рiвняння синус-Ґордона. Розв’язок цього рiвняння
є добре вiдомий [141]:

tg
(φ
2

)
+

√
1 + ε

sh (z)
= 0, z = ± (x− x0 − V t)

(
1 + ε

1− V 2

)1/2

.

Якщо в правiй частинi диференцiального рiвняння (2.6.14) обмежитись ква-
дратичною залежнiстю за параметром ε, то можна прийти до вже потрiйного
рiвняння синус-Ґордона.

Нехай тепер D ≲ 1. За таких обставин замiсть формули (2.6.6) для сталої
величини q∞ ми будемо мати вже таку асимптотику:

q∞ ∼=
π4

56ζ (3)
(1−D) , D ≲ 1. (2.6.16)

На жаль, неможливо знайти точний аналiтичний розв’язок диференцiального
рiвняння першого порядку (2.6.13) для довiльних значень параметра ε. Тому ми
змушенi вдаватися до чисельних розрахункiв. Це було зроблено для кiлькох зна-
чень параметра ε, серед яких є крайнi та промiжнi значення. Цi значення також
наведенi в таблицi (2.1).

Просторову поведiнку фази Джозефсона, яка задовольняє модифiковане рiв-
няння синус-Ґордона (2.6.11) для флюксона, подано на рисунку (2.7) у випадку
рiзних значень параметра ε. Просторову поведiнку безрозмiрного магнiтного по-

ля
H

H0
=
dφ

dξ
, яке проникає в серцевину флюксона, подано на рисунку (2.8). Тут

ми маємо величину H0 =
ℏ

2eµ0λjΛ
, яку подано через повну глибину проникнення

Λ = λ1+λ2+d. Величини λ1 та λ2 є лондонiвськими глибинами проникнення для
надпровiдникiв, а величина d є товщиною тонкої дiелектричної плiвки.

На основi рисункiв (2.7) та (2.8) нам вдається зробити такi висновки:
• Якщо параметр ε зростає, то зростає також i приблизна ширина флюксона.

Таке зростання є найбiльш помiтним для ε→ 1, але є незначним для iнших
випадкiв.

• Значне вiдхилення вiд синусоїдної струм-фазової залежностi робить межi
флюксона бiльш виразними. Якщо ε→ 1, то просторова поведiнка рiзницi
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фаз φ є майже лiнiйною в ядрi флюксона. Графiк залежностi безрозмiрно-

го магнiтного поля
H

H0
вiд просторової координати ξ є бiльш коробковий.

Якщо значення параметра ε є неблизькими до 1, то межi флюксона є до-
сить розмитими. При цьому максимальне значення H (ξ = 0) магнiтного
поля, яке проникає в серцевину флюксона, зменшується.

Таблиця 2.1
Значення прозоростi дiелектричного прошарку D та безрозмiрного

параметра ε, якi використовувались у рисунках (2.7) та (2.8).

D 0.01 0.2 0.5 0.8
ε 0.037 0.67 0.96 0.997

З асимптотики (2.6.16) видно, що стала величина q∞ є нескiнченно малою для
D ≲ 1. У такому частинному випадку безрозмiрний параметр ε буде близьким до
1. Оскiльки допомiжний потенцiал U (φ) стає значно плоским для асимптотичного
випадку, коли ε ≲ 1, то ми можемо розвинути допомiжний потенцiал U (φ) в ряд
Тейлора в околi рiзницi фаз φ = π. Отже,

U (φ) ≈ U (π) +
U ′′ (π)

2
(φ− π)2 =

=

√
1− ε2
ε

ln

(
1 + ε

1− ε

)
− 1

2

(
1− ε
1 + ε

)1/2

(φ− π)2 . (2.6.17)

Чисельнi результати рисунка (2.7) показують, що просторова поведiнка рiзницi
фаз φ у серцевинi флюксона є майже лiнiйною для асимптотичного випадку, коли
ε ≲ 1. Це означає, що ми маємо обмежитись у розкладi (2.6.17) лише сталим
доданком. Якщо запровадити новий параметр δ = 1 − ε, то δ → 0 для випадку,
коли ε → 1. За таких обставин постiйний член у розкладi (2.6.17) спадає як
δ1/2 ln (1/δ), тодi як квадратичний член спадає швидше як δ1/2. Диференцiальне
рiвняння першого порядку (2.6.13) у серцевинi флюксона можна замiнити бiльш
спрощеною версiєю:

dφ

dξ
=

√
2U (π)

1− V 2
=

√
2
√
1− ε2

ε (1− V 2)
ln

(
1 + ε

1− ε

)
≡ C (ε) , |ξ| < ξi. (2.6.18)

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння першого порядку (2.6.18) має
такий вигляд:

φ (ξ) = C (ε) ξ + A1, |ξ| < ξi. (2.6.19)
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З рисунка (2.7) видно, що якщо ξ < −ξi, то φ ∼= 0. Застосування наближень
cosφ ∼= 1 та sinφ ∼= φ дозволяють нам перетворити модифiковане рiвняння синус-
Ґордона (2.6.11) на лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння другого порядку
зi сталими коефiцiєнтами, яке має такий вигляд:
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Рис. 2.7: Просторовий розподiл рiзницi фаз φ для одного флюксона в довгому джо-
зефсонiвському контактi з рiзними значеннями прозоростi дiелектричного про-
шарку D. Обрахунки проведено для температури T = 0.98 Tc та безрозмiрної
швидкостi флюксона V = 0.5.

d2φ

dξ2
−

{(
1 + ε

1− ε

)1/4
1√

1− V 2

}2

φ = 0, ξ < −ξi. (2.6.20)

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння другого порядку (2.6.20) має
такий вигляд:

φ (ξ) = A exp

{(
1 + ε

1− ε

)1/4
ξ√

1− V 2

}
, ξ < −ξi. (2.6.21)



83

З рисунка (2.7) видно, що якщо ξ > ξi, то φ ∼= 2π. Застосування наближень
cosφ ∼= 1 та sinφ = sin (φ− 2π) ∼= φ−2π дозволяють нам перетворити модифiко-
ване рiвняння синус-Ґордона (2.6.11) на лiнiйне диференцiальне рiвняння другого
порядку зi сталими коефiцiєнтами, яке має такий вигляд:
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Рис. 2.8: Просторовий розподiл безрозмiрного магнiтного поля
H

H0
=
dφ

dξ
для одно-

го флюксона в довгому джозефсонiвському контактi з рiзними значеннями прозо-
ростi дiелектричного прошаркуD. Значення параметрiв є такими ж як i у випадку
рисунка (2.7).

d2φ

dξ2
−

{(
1 + ε

1− ε

)1/4
1√

1− V 2

}2

(φ− 2π) = 0, ξ > ξi. (2.6.22)

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння другого порядку (2.6.22) має
такий вигляд:

φ (ξ) = 2π + A2 exp

{
−
(
1 + ε

1− ε

)1/4
ξ√

1− V 2

}
, ξ > ξi. (2.6.23)
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Чотири невiдомi сталi величини A, A1, A2 та ξi знаходимо за допомогою таких
чотирьох умов:

φ (−ξi − 0) = φ (−ξi + 0) , φ′ (−ξi − 0) = φ′ (−ξi + 0) ,

φ (ξi − 0) = φ (ξi + 0) , φ′ (ξi − 0) = φ′ (ξi + 0) .

Тодi ми отримуємо результати

ξi = −
√
1− V 2

(
1− ε
1 + ε

)1/4

+ π

{
2
√
1− ε2

ε (1− V 2)
ln

(
1 + ε

1− ε

)}−1/2
, (2.6.24)

A1 = π, A2 = −A та

A = C (ε)
√

1− V 2

(
1− ε
1 + ε

)1/4

exp

{(
1 + ε

1− ε

)1/4
ξi√

1− V 2

}
.

Варто наголосити на тому, що позначення

χ =

√
2 (1− ε)

ε
ln

(
1 + ε

1− ε

)
дозволяє переписати сталу величину A у виглядi формули

A = χ exp

(
π

χ
− 1

)
. (2.6.25)

Отже, для внутрiшньої областi |ξ| < ξi просторова поведiнка рiзницi фаз опи-
сується лiнiйною залежнiстю φ (ξ) = C (ε) ξ + π. Нахил флюксона визначається
сталою C (ε), яка спадає як δ1/4

√
ln (1/δ) для випадку, коли ε→ 1. Оскiльки ядро

флюксона розташоване в областi |ξ| < ξi, то величина ξi за своїм фiзичним змi-
стом є напiвшириною флюксона. З формули (2.6.24) для напiвширини флюксона
видно, що якщо ε → 1, то ξi > 0. Це є наслiдком того, що перший доданок у
правiй частинi формули (2.6.24) стає нескiнченно малим, а другий збiльшується.
Розрахунок напiвширини флюксона на основi аналiтичної формули (2.6.24) дає
значення ξi ≈ 2.74 для параметрiв рисунка (2.7), що є близьким до чисельного
результату.

2.6.4. Узагальнене рiвняння синус-Ґордона. У фiзично реалiстичному
випадку потрiбно враховувати потiк неспарених електронiв через контакт. Крiм
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того, на контакт може подаватися деякий постiйний струм IB. У такому випад-
ку закон еволюцiї фази Джозефсона визначається за допомогою узагальненого
рiвняння синус-Ґордона

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2
+

√
1− ε2 sinφ
1− ε cosφ

+ α (ε)
∂φ

∂t
+ γ = 0. (2.6.26)

Безрозмiрний параметр

α (ε) =
ℏωj

2eR (D) IC
(2.6.27)

вiдповiдає за внесок неспарених електронiв у загальний струм, а безрозмiрний

параметр γ =
IB
IC

є безрозмiрним зовнiшнiм струмом. У формулi (2.6.27) також

маємо джозефсонiвську плазмову частоту ωj =
c̄

λj
та опiр контакту R (D), який

визначається за допомогою формули [32,46]

1

R (D)
= e2v0N (0)

1∫
0

zD (z) dz. (2.6.28)

Для iнтеграла
1∫

0

zD (z) dz =
1

2

[
1 +

{
1

D
− 1

}
ln (1−D)

]
мають мiсце такi двi границi:

lim
D→0

1∫
0

zD (z) dz = 0, lim
D→1

1∫
0

zD (z) dz =
1

2
.

Тодi для параметра (2.6.27) мають мiсце вже такi двi границi:

lim
ε→0

α (ε) = 0, α1 ≡ lim
ε→1

α (ε) =
ℏωjev0N (0)

4IC
.

Стала величина α1 буде розглядатись як деяке максимальне значення, якого
набуває безрозмiрний параметр (2.6.27) у випадку максимальної прозоростi дiеле-
ктричного прошарку. Оскiльки значення α1 = 0.2 вiдповiдає найпоширенiшому
порядковi параметрiв дисипацiї у довгих джозефсонiвських контактах [126], то ми
будемо використовувати його також i для наших розрахункiв.

Узагальнене рiвняння синус-Ґордона (2.6.26) вперше детально вивчалось у ро-
ботi [125]. Якщо нас цiкавить динамiка флюксона в джозефсонiвському контактi
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у момент часу t → +∞, то ми можемо використати наближення енергетичного
балансу, яке розглядалось у згаданiй вище роботi.

Якщо ми домножимо узагальнене рiвняння синус-Ґордона (2.6.26) на частинну

похiдну першого порядку
∂φ

∂t
, то можемо прийти до тотожностi

∂

∂t

{
(φx)

2 + (φt)
2

2
+ U (φ)

}
=

∂

∂x

(
∂φ

∂x

∂φ

∂t

)
− γ∂φ

∂t
− α (ε)

(
∂φ

∂t

)2

та проiнтегрувати її по x вiд −∞ до +∞. Внаслiдок цього ми отримуємо закон
еволюцiї

dE

dt
= − γ

+∞∫
−∞

∂φ

∂t
dx− α (ε)

+∞∫
−∞

(
∂φ

∂t

)2

dx (2.6.29)

енергiї контакту

E =

+∞∫
−∞

{
(φx)

2 + (φt)
2

2
+ U (φ)

}
dx (2.6.30)

в часi.
Припустiмо, що в контактi є тiльки один флюксон, для якого мають мiсце

граничнi умови (2.6.12). За таких обставин перший доданок у правiй частинi то-
тожностi (2.6.29) дорiвнює ±2πγV . Знаки «+» та «−» обираємо для флюксона та
антифлюксона вiдповiдно. Без втрати загальностi ми будемо розглядати тiльки

флюксони. Варто зауважити, що в момент часу t≫ 1

α (ε)
флюксон буде рухати-

ся з деякою рiвноважною швидкiстю V∞. Дисипацiя енергiї контакту внаслiдок
тунелювання неспарених електронiв [другий iнтеграл у правiй частинi тотожно-
стi (2.6.29)] буде скомпенсована споживанням енергiї через наявнiсть постiйного
струму, який подається на контакт. Отже, повна енергiя має бути сталою, тобто

має виконуватись умова
dE

dt
= 0. Якщо прирiвняти праву частину тотожностi

(2.6.29) до нуля, то можна отримати рiвняння

2πγV∞ = α (ε)

+∞∫
−∞

(
∂φ

∂t

)2

dx = α (ε)V 2
∞

2π∫
0

dφ

dξ
dφ =

= α (ε)V 2
∞

√
2
√
1− ε2

ε (1− V 2
∞)

2π∫
0

{
ln

(
1− ε cosφ

1− ε

)}1/2

dφ (2.6.31)
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та, як наслiдок, аналiтичну формулу

V∞ =
sign (γ)√

1 +

{
4α (ε)

πγ
Φ (ε)

}2
(2.6.32)

для рiвноважної швидкостi флюксона, яку подано через iнтеграл
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Рис. 2.9: Залежнiсть рiвноважної швидкостi флюксона вiд постiйного струму для
рiзних значень параметра ε. На вставцi зображено функцiю Φ (ε) [визначається
формулою (2.6.33)].

Φ (ε) =
1

4

√√
1− ε2
2ε

2π∫
0

{
ln

(
1− ε cosφ

1− ε

)}1/2

dφ→

→

{
1 + ε

6 +O
(
ε2
)
, ε→ 0,

0, ε→ 1.
(2.6.33)

Якщо ε→ 0 (випадок синусоїдної струм-фазової залежностi), то можна поба-
чити, що результат (2.6.32) для рiвноважної швидкостi V∞ зводиться до вiдомої
формули МакЛафлiна-Скотта [125].
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Рiвноважну швидкiсть флюксона V∞ як функцiю безрозмiрного зовнiшнього
струму γ зображено на рисунку (2.9).

Допомiжна функцiя Φ (ε) визначає поведiнку нахилу залежностi V∞ (γ) для
асимптотичного випадку, коли |γ| ≪ 1. У такому асимптотичному випадку для
рiвноважної швидкостi флюксона має мiсце наближення V∞ ≈

πγ

4α (ε) Φ (ε)
. На

вкладцi рисунка (2.9) видно, що функцiя Φ (ε) досягає свого максимального зна-
чення для ε ≲ 1. Це значення трохи перевищує одиницю для майже всiх значень
параметра ε за винятком вузького iнтервалу при ε→ 1. У межах цього iнтервалу
функцiя Φ (ε) стрiмко прямує до нуля. Для випадку нескiнченно малої прозоро-
стi дiелектричного прошарку надпровiднiсть є сильною i дисипативнi ефекти, якi
є наслiдком потоку неспарених електронiв через контакт, є слабкими. За таких
обставин α (ε) Φ (ε) → 0, внаслiдок чого нахил залежностi V∞ (γ) є великим. Це
означає, що флюксоновi притаманна висока рухливiсть. Таке є можливим у ви-
падку синусоїдної струм-фазової залежностi. Якщо параметр ε збiльшується, то
рiвноважна швидкiсть флюксона зменшується, бо надпровiднiсть є суттєво осла-
бленою. Якщо D → 1, то ε → 1 та Φ (ε) → 0. I ми знову повиннi спостерiгати
збiльшення швидкостi флюксона. Це має вiдбуватися для дуже високої прозоростi
дiелектричного прошарку D > 0.99, що наврядчи буде досягнуто. Це вiдбувається
через те, що енергiя флюксона

E (V∞) ≈
8√

1− V 2
∞

=
2πγ

α (ε) Φ (ε)

√
1 +

{
4α (ε)

πγ
Φ (ε)

}2

(2.6.34)

розбiгається при Φ (ε) → 0. Максимальне значення магнiтного поля, яке прони-
кає в серцевину флюксона, зменшується при ε → 1. А розмiр флюксона рiзко
збiльшується. Це все показано на рисунку (2.8). Реальна довжина джозефсонiв-
ського контакту, дослiджена в експериментах, наврядчи перевищує 30λj. Тому
дуже малоймовiрним є те, що такi великi флюксони можна буде коли-небудь ви-
вчати. Робимо висновок про те, що збiльшення рiвноважної швидкостi флюксона
при ε → 1 є математичним об’єктом, який не може описувати реальнi фiзичнi
процеси.

2.7. Висновки та обговорення

У даному роздiлi представлено дослiдження залежностi струму вiд рiзницi фаз
у тунельних надпровiдних контактах типу SIS за наявностi немагнiтних домiшок.
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Область розглядуваних температур вважалася близькою до критичної, а тому в
основi дослiдження використовувалась теорiя Гiнзбурга-Ландау, в якiй густина
струму подається через параметр впорядкування. Тому, фактично, задача зво-
дилася до дослiдження просторової поведiнки параметра впорядкування, який
у теорiї Гiнзбурга-Ландау є розв’язком нелiнiйного диференцiального рiвняння
другого порядку.

Показано, що в надпровiднiй областi поблизу границi IS (на вiдстанях поряд-
ку довжини когерентностi ξ0) рiвняння Гiнзбурга-Ландау не працює, а просто-
рова поведiнка параметра впорядкування описується за допомогою лiнiйного iн-
тегрального рiвняння. Розглядаючи область ξ0 ≪ z ≪ ξ (T ), встановлено, що
асимптотика розв’язку лiнiйного iнтегрального рiвняння є лiнiйною, а вiдноше-
ння коефiцiєнтiв цiєї асимптотики однозначно визначається ядром рiвняння i це
є ключовим результатом, завдяки якому вдалось одержати граничну умову для
рiвняння Гiнзбурга-Ландау.

На основi отриманих результатiв у роботi проведено аналiз впливу прозоростi
дiелектричного прошарку та немагнiтних домiшок на форму залежностi струму
вiд рiзницi фаз. Встановлено, що збiльшення коефiцiєнта прозоростi D приводить
до вiдмiнної вiд стандартної синусоїдної, властивої для D ≪ 1, струм-фазової
залежностi i ця вiдмiннiсть є особливо помiтною для D, близьких до одиницi.
Максимум струму в контактi досягається при значеннi рiзницi фаз φk <

π

2
.

Показано, що наявнiсть немагнiтних домiшок також вiдображається на зале-
жностi струму вiд рiзницi фаз, а особливо вiдчутним є їхнiй вплив на крити-
чний струм контакту — його числове значення швидко зменшується зi збiльшен-
ням концентрацiї домiшок. Однак, вже при довжинi вiльного пробiгу електронiв
l ⩾ 10 ξ0 вплив домiшок практично вiдсутнiй.

Крiм чисельних розрахункiв у роботi також знайдено для струм-фазової зале-
жностi новий аналiтичний результат, чинний для широкого iнтервалу змiни кое-
фiцiєнта проходження електронiв та довiльної концентрацiї немагнiтних домiшок.
Незважаючи на певне наближення, використане при одержаннi нової формули,
одержанi на її основi результати дуже добре узгоджуються з чисельними розра-
хунками. Несуттєва вiдмiннiсть виникає лише при немалих D у вузькому околi
рiзницi фаз, яка вiдповiдає критичному значенню струму в контактi.

Дослiджено динамiку флюксонiв у чистому i довгому джозефсонiвському кон-
тактi з нетривiальною струм-фазовою залежнiстю. Побудовано аналiтичний роз-
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в’язок модифiкованого рiвняння синус-Ґордона для прозоростi дiелектричного
прошарку, близької до одиницi. Розглянуто також i бiльш реалiстичний випадок,
у якому враховано потiк неспарених електронiв через контакт, на який подається
деякий постiйний струм. За допомогою узагальненого рiвняння синус-Ґордона за-
писано закон еволюцiї енергiї контакту в часi. На основi закону збереження енергiї
контакту отримано аналiтичну формулу для рiвноважної швидкостi флюксона.
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РОЗДIЛ 3
СТАЦIОНАРНI ВЛАСТИВОСТI ШАРУВАТИХ НАДПРОВIДНИХ

КОНТАКТIВ ТИПУ SIS′IS

Цей роздiл присвячено дослiдженню стацiонарних властивостей шаруватих
надпровiдних структур типу SIS′IS [5, 61]. Варто наголосити на тому, що в цьому
дослiдженнi розглянуто загальний випадок. Це означає, що на товщину d промi-
жного надпровiдника S′ та на прозорiсть дiелектричного прошарку D не накла-
дено нiяких додаткових обмежень.

Дослiдження проведено за допомогою методу функцiй Грiна [32,46], для яких
використано процедуру згладжування просторової поведiнки на довжинах поряд-
ку атомних розмiрiв. Це дало змогу отримати так званi квазiкласичнi рiвнян-
ня [32, 46], якi описують просторову поведiнку функцiй Грiна в масштабi довжи-
ни когерентностi ξ0. Показано, що найкомпактнiше цi рiвняння можна записати
за допомогою так званого t-представлення. У цьому ж представленнi записано
вираз для густини струму. Розв’язки диференцiальних рiвнянь першого порядку
для функцiй Грiна в кожнiй з трьох областей, зайнятих надпровiдниками, зна-
йдено в рамках так званої моделi з кусково-сталим параметром впорядкування.
Модулi параметра впорядкування у лiвому та правому надпровiдниках вважалися
однаковими, але вiдмiнними вiд його значення у промiжному прошарку S′.

Запропонована схема розрахункiв дозволила отримати новий аналiтичний ре-
зультат для залежностi густини струму j вiд рiзницi фаз φ, який, до речi, є спра-
ведливим для довiльних значень коефiцiєнта проходження електронiв D крiзь
подвiйний дельта-функцiйний бар’єр та для довiльних значень товщини d промi-
жного прошарку S′. З отриманої формули можна вiдтворити низку ранiше вiдо-
мих результатiв для рiзних надпровiдних контактiв: SNS, SINIS, SISIS та SIS. Це,
власне, i є оцiнкою правильностi отриманого результату.

3.1. Модель та основнi рiвняння

Для початку потрiбно вдало обрати систему координат. Будемо вважати, що
площина XOY збiгається iз серединою промiжного прошарку S′, товщина якого
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дорiвнює d. Тонкi дiелектричнi плiвки збiгаються iз площинами z = ±d
2
. Що сто-

сується лiвого та правого надпровiдникiв, то вони займають область |z| > d

2
. На

площинi XOY ми маємо трансляцiйну iнварiантнiсть, а просторова однорiднiсть
порушується лише в напрямку осi OZ. Тонкi дiелектричнi плiвки, якi помiщено
мiж трьома надпровiдниками, можна змоделювати за допомогою потенцiального
поля

U (z) =
U0

2

[
δ

(
z − d

2

)
+ δ

(
z +

d

2

)]
. (3.1.1)

Потенцiальне поле (3.1.1) моделює потенцiальний бар’єр. Це означає, що має
мiсце нерiвнiсть U0 > 0.

Метод температурних або мацубарiвських функцiй Грiна — це надзвичайно
потужний математичний iнструмент, який до того ж є широковживаним у мiкро-
скопiчнiй теорiї надпровiдностi. Варто наголосити на тому, що термодинамiчнi
величини надпровiдника можна представити через вищезгаданi функцiї Грiна,
якi, до речi, є розв’язками замкненої системи рiвнянь Горькова

(
iωn − ξ̂

)
Gωn

(r⃗, r⃗′) + ∆ (r⃗)Fωn
(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′) ,(

iωn + ξ̂c

)
Fωn

(r⃗, r⃗′)+
∗
∆ (r⃗)Gωn

(r⃗, r⃗′) = 0.
(3.1.2)

Параметр впорядкування ∆(r⃗), який фiгурує у замкненiй системi диферен-
цiальних рiвнянь другого порядку (3.1.2), є загальним розв’язком iнтегрального
рiвняння

∗
∆ (r⃗) = |g|T

∑
ωn

Fωn
(r⃗, r⃗) . (3.1.3)

Iнтегральне рiвняння (3.1.3) називається умовою самоузгодженостi. Система
двох диференцiальних рiвнянь (3.1.2) та умова самоузгодженостi (3.1.3) мiстять
непарну мацубарiвську частоту ωn = πT (2n+ 1) з числами n ∈ Z та сталу зв’язку
g. Також у системi рiвнянь (3.1.2) ми маємо позначення для диференцiальних опе-

раторiв ξ̂ =
1

2m

{
ˆ⃗p− eA⃗ (r⃗)

}2

− µ та ξ̂c =
1

2m

{
ˆ⃗p+ eA⃗ (r⃗)

}2

− µ. Ми бачимо, що

диференцiальнi оператори ξ̂ та ξ̂c вiдрiзняються один вiд одного лише знаком за-
ряду e. Надалi ми будемо вважати, що магнiтне поле A⃗ (r⃗) вiдсутнє. Це означає,

що A⃗ (r⃗) ≡ 0. У такому випадку ξ̂ = ξ̂c =

(
ˆ⃗p
)2

2m
− µ. Що стосується замкненої си-

стеми диференцiальних рiвнянь другого порядку (3.1.2), то в даному частинному



93

випадку вона перетворюється на таку замкнену систему:
(
iωn − ξ̂

)
Gωn

(r⃗, r⃗′) + ∆ (r⃗)Fωn
(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′) ,(

iωn + ξ̂
)
Fωn

(r⃗, r⃗′)+
∗
∆ (r⃗)Gωn

(r⃗, r⃗′) = 0.
(3.1.4)

Варто наголосити на тому, що для роботи зручнiше використовувати матри-
чну форму запису рiвнянь (так званий формалiзм Намбу). Для цього необхiдно
додатково запровадити ще двi функцiї Грiна, якi є розв’язками такої замкненої
системи рiвнянь:

(
iωn − ξ̂

)
F̃ωn

(r⃗, r⃗′) + ∆ (r⃗) G̃ωn
(r⃗, r⃗′) = 0,(

iωn + ξ̂
)
G̃ωn

(r⃗, r⃗′)+
∗
∆ (r⃗) F̃ωn

(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′) .
(3.1.5)

Тодi замкненi системи (3.1.4) та (3.1.5) можна об’єднати в одне матричне ди-
ференцiальне рiвняння другого порядку{

iωn − σz ξ̂ − ∆̂ (r⃗)
}
Ĝωn

(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′) (3.1.6)

для матричної функцiї Грiна

Ĝωn
(r⃗, r⃗′) =

(
Gωn

(r⃗, r⃗′) −F̃ωn
(r⃗, r⃗′)

−Fωn
(r⃗, r⃗′) G̃ωn

(r⃗, r⃗′)

)
. (3.1.7)

У матричному рiвняннi (3.1.6) для матричної функцiї Грiна (3.1.7) фiгурують

матрицi σz =

(
1 0

0 −1

)
та ∆̂ (r⃗) =

(
0 ∆ (r⃗)
∗
∆ (r⃗) 0

)
. За наявностi потенцiального

поля U (r⃗) матричне рiвняння (3.1.6) для матричної функцiї Грiна (3.1.7) матиме
вже такий вигляд:{

iωn − σz
[
ξ̂ + U (r⃗)

]
− ∆̂ (r⃗)

}
Ĝωn

(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′) . (3.1.8)

Деталi отримання формули для густини струму j⃗ (r⃗) через функцiю Грiна
Gωn

(r⃗, r⃗′) можна знайти в [32,46]. Тут ми випишемо її кiнцевий вигляд:

j⃗ (r⃗) =
ie

m
T
∑
ωn

lim
r⃗′→r⃗

(∇r⃗′ −∇r⃗)Gωn
(r⃗, r⃗′) . (3.1.9)

Далi ми будемо розглядати матричне диференцiальне рiвняння (3.1.8) для
конкретного випадку: шаруватих надпровiдних контактiв типу SIS′IS.
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3.2. Квазiкласичнi рiвняння

У надпровiднику рух куперiвських пар, як цiлого, можна вважати квазiкла-
сичним. Адже iмпульс mvs, який пов’язаний iз рухом куперiвської пари, є значно

меншим за фермi-iмпульс p0. Це, до речi, випливає з оцiнки vcs ∼
∆

p0
∼ Tc
p0

. У тако-

му випадку має мiсце вiдношення
mvs
p0
≪ Tc

EF
∼ a

ξ0
, у якому фiгурує позначення

для атомної довжини a. Маючи такий малий параметр, а вiн особливо малий для
низькотемпературних надпровiдникiв, можна виконати так звану операцiю згла-
джування по атомнiй довжинi a просторової поведiнки функцiй, з якими маємо
справу. Зокрема, це може стосуватися параметра впорядкування ∆(r⃗). Це дає
змогу знехтувати дрiбномасштабними змiнами, залишивши лише великомасшта-
бнi змiни на довжинах порядку довжини когерентностi ξ0. Виконання такої проце-
дури дозволяє понизити порядок диференцiальних рiвнянь Горькова та отримати
нову систему досить таки простих рiвнянь. Хоча сама процедура є дещо копiткою,
але її можна виконати лише один раз. Пiсля цього отриманi рiвняння можна ви-
користовувати для надпровiдних контактiв рiзних типiв.

Ми вже наголошували на тому, що просторова однорiднiсть порушується лише
в напрямку осi OZ. Це означає, що U (r⃗) ≡ U (z). Те саме стосується i параме-
тра впорядкування ∆(r⃗). Тодi ми можемо записати, що ∆(r⃗) ≡ ∆(z). Отже,
матричне диференцiальне рiвняння другого порядку (3.1.8) перетворюється на
диференцiальне рiвняння другого порядку{

iωn − σz
[
ξ̂ + U (z)

]
− ∆̂ (z)

}
Ĝωn

(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′) , (3.2.1)

у якому фiгурує позначення для матрицi

∆̂ (z) =

(
0 ∆ (z)

∗
∆ (z) 0

)
. (3.2.2)

Маючи матричну функцiю Грiна (3.1.7), ми можемо запровадити поняття ма-
тричної функцiї Грiна в iмпульсному представленнi. Щоби зробити це, нам варто
спочатку розглянути диференцiальне рiвняння другого порядку{

ξ̂ + U (z)
}
ψ
(k)
p⃗ (r⃗) = ξp⃗ ψ

(k)
p⃗ (r⃗) , (3.2.3)

у якому фiгурує дисперсiйне спiввiдношення ξp⃗ =
p2

2m
−µ. Iндекс k може набувати

значень 1 та 2. Загальним розв’язком диференцiального рiвняння другого порядку
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(3.2.3) є тривимiрна хвильова функцiя

ψ
(k)
p⃗ (r⃗) =

exp (ip⃗⊥r⃗)

2π
χ(k)
pz

(z) . (3.2.4)

У формулi (3.2.4) використано позначення для iмпульсу pz > 0 i так званого
поперечного iмпульсу p⃗⊥ = pxe⃗x + pye⃗y. Якщо пiдставити тривимiрну хвильову
функцiю (3.2.4) у диференцiальне рiвняння другого порядку (3.2.3), то можна
отримати одновимiрне диференцiальне рiвняння{

− 1

2m

∂2

∂z2
+ U (z)

}
χ(k)
pz

(z) =
p2z
2m

χ(k)
pz

(z) , (3.2.5)

розв’язками якого є одновимiрнi хвильовi функцiї

χ(1)
pz

(z) =
1√
2π

[
C1

2
e−ipzz + i (C2 − 1) exp

{
−ipz

d

2

}
sign

(
z +

d

2

)
sin pz

(
z +

d

2

)
+

+ iC3 exp

{
−ipz

d

2

}
sign

(
z − d

2

)
sin pz

(
z − d

2

)
+

1 + C4

2
eipzz

]
(3.2.6)

та
χ(2)
pz

(z) = χ(1)
pz

(−z) . (3.2.7)

У формулi (3.2.6) сталi коефiцiєнти C1, C2, C3 та C4 потрiбно шукати за фор-

мулами C1 = (C2 − 1) e−ipzd + C3, C2 =

(
1 +

iK

2pz

)
C4, C3 = −

iK

2pz
C4e

ipzd та

C4 =
e−ipzd(

1 +
iK

2pz

)2

e−ipzd +

(
K

2pz

)2

eipzd
.

Тут маємо позначення K = mU0. Маючи сталi коефiцiєнти C4 та C1, ми мо-
жемо обчислити прозорiсть дiелектричного прошарку

D = |C4|2 =
1

1 +

(
K

pz

)2(
cos pzd+

K

2pz
sin pzd

)2

та коефiцiєнт вiдбивання R = |C1|2 = 1 − D вiдповiдно. Дуже корисними є то-

тожностi |C2|2 − |C3|2 = D,
∗
C3 C2−

∗
C2 C3 =

∗
C1 C4 та

∗
C1 C4+

∗
C4 C1 = 0. Для

одновимiрних хвильових функцiй (3.2.6) та (3.2.7) виконується умова нормуван-
ня

+∞∫
−∞

χ∗(k)pz
(z)χ

(k′)
p′z

(z) dz = δk,k′δ (pz − p′z) . (3.2.8)
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Що стосується тривимiрних хвильових функцiй (3.2.4), то для них виконується
вже умова нормування∫

ψ
∗(k)
p⃗ (r⃗)ψ

(k′)
p⃗′ (r⃗) dr⃗ = δk,k′δ (p⃗− p⃗′) . (3.2.9)

Маючи тривимiрнi хвильовi функцiї (3.2.4), ми можемо побудувати для ма-
тричної функцiї Грiна (3.1.7) розклад

Ĝωn
(r⃗, r⃗′) =

∑
i,k

∫
dp⃗

∫
dp⃗′ Ĝi,k

ωn
(p⃗, p⃗′)ψ

(i)
p⃗ (r⃗)ψ

∗(k)
p⃗′ (r⃗′) . (3.2.10)

За допомогою умови нормування (3.2.9) та розкладу (3.2.10) для матричної
функцiї Грiна (3.1.7) ми можемо отримати вираз для матричної функцiї Грiна в
iмпульсному представленнi

Ĝi,k
ωn

(p⃗, p⃗′) =

∫
dr⃗

∫
dr⃗′ Ĝωn

(r⃗, r⃗′)ψ
∗(i)
p⃗ (r⃗)ψ

(k)
p⃗′ (r⃗′) . (3.2.11)

Далi нам потрiбно переходити вiд матричного рiвняння (3.2.1) для матричної
функцiї Грiна (3.1.7) у конфiгурацiйному представленнi до матричного рiвняння
для матричної функцiї Грiна (3.2.11) в iмпульсному представленнi. Для цього
ми будемо використовувати диференцiальне рiвняння другого порядку (3.2.1), на
основi якого можна записати тотожнiсть∫

dr⃗

∫
dr⃗′ψ

∗(i)
p⃗ (r⃗)ψ

(k)
p⃗′ (r⃗′)

{
iωnĜωn

(r⃗, r⃗′)− σz
[
ξ̂ + U (z)

]
Ĝωn

(r⃗, r⃗′)−

− ∆̂ (z) Ĝωn
(r⃗, r⃗′)

}
=

∫
dr⃗

∫
dr⃗′ψ

∗(i)
p⃗ (r⃗)ψ

(k)
p⃗′ (r⃗′) δ (r⃗ − r⃗′) . (3.2.12)

Розгляньмо другий доданок у фiгурних дужках формули (3.2.12). Ми зможе-
мо перетворити цей доданок, якщо подiємо оператором ξ̂ + U (z) на матричну
функцiю Грiна (3.2.10) у конфiгурацiйному представленнi. Беручи до уваги ди-
ференцiальне рiвняння другого порядку (3.2.3), ми можемо отримати тотожнiсть[

ξ̂ + U (z)
]
Ĝωn

(r⃗, r⃗′) =
∑
i,k

∫
dp⃗

∫
dp⃗′ξp⃗ Ĝ

i,k
ωn

(p⃗, p⃗′)ψ
(i)
p⃗ (r⃗)ψ

∗(k)
p⃗′ (r⃗′) . (3.2.13)

Розклади (3.2.10) та (3.2.13) дозволяють перетворити лiву частину тотожностi
(3.2.12). Що стосується правої частини цiєї тотожностi, то там знiмається одне iн-
тегрування через наявнiсть функцiї δ (r⃗ − r⃗′). Використовуючи умову нормування
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(3.2.9), ми можемо перетворити тотожнiсть (3.2.12) на матричне рiвняння

(iωn − σzξ) Ĝi,k
ωn

(p⃗, p⃗′)−
∑
i′

∫
dp⃗′′

{∫
ψ
∗(i)
p⃗ (r⃗) ∆̂ (z)ψ

(i′)
p⃗′′ (r⃗) dr⃗

}
Ĝi′,k

ωn
(p⃗′′, p⃗′) =

= δi,kδ (p⃗− p⃗′) (3.2.14)

для матричної функцiї Грiна (3.2.11) в iмпульсному представленнi. Тут вико-
ристано позначення ξp⃗ ≡ ξ. У фiгурних дужках формули (3.2.14) виконується
iнтегрування по x та по y. Це є прямим наслiдком того факту, що параметр впо-
рядкування ∆ залежить лише вiд координати z. У такому випадку ми приходимо
до перетворення∫

ψ
∗(i)
p⃗ (r⃗) ∆̂ (z)ψ

(i′)
p⃗′′ (r⃗) dr⃗ = δ (p⃗⊥ − p⃗′′⊥)

+∞∫
−∞

χ∗(i)pz
(z) ∆̂ (z)χ

(i′)
p′′z

(z) dz. (3.2.15)

З формули (3.2.15) видно, що матричнi елементи параметра впорядкування
мiстять функцiю δ (p⃗⊥ − p⃗′′⊥) = δ (px − p′′x) δ

(
py − p′′y

)
. Це означає, що має мiсце

так звана дiагональнiсть за поперечними iмпульсами p⃗⊥ та p⃗′′⊥. У правiй частинi
рiвняння (3.2.14) фiгурує функцiя δ (p⃗− p⃗′) = δ (p⃗⊥ − p⃗′⊥) δ (pz − p′z), яка є дiаго-
нальною за поперечними iмпульсами p⃗⊥ та p⃗′⊥. Очевидно, що цiєю ж властивiстю
володiє також i матрична функцiя Грiна Ĝi,k

ωn
(p⃗, p⃗′) в iмпульсному представленнi.

Тодi Ĝi,k
ωn

(p⃗, p⃗′) = Ĝi,k
ωn

(p⃗⊥, pz, p
′
z) δ (p⃗⊥ − p⃗′⊥). Використовуючи вищевказанi обста-

вини, матричне рiвняння (3.2.14) перетворюється на рiвняння

(iωn − σzξ) Ĝi,k
ωn

(p⃗⊥, pz, p
′
z)−

−
∑
i′

+∞∫
0

dp′′z

 +∞∫
−∞

χ∗(i)pz
(z) ∆̂ (z)χ

(i′)
p′′z

(z) dz

 Ĝi′,k
ωn

(p⃗⊥, p
′′
z , p
′
z) =

= δi,kδ (pz − p′z) . (3.2.16)

Для подальшої роботи нам потрiбно заготувати деякi важливi спiввiдношення.
Оскiльки характернi значення iмпульсiв є близькими до фермi-iмпульсу p0, то має

мiсце розклад ξ =
p2

2m
− p20
2m

=
1

2m
(p− p0) (p+ p0) ∼= v0 (p− p0). Тут використано

позначення для фермi-швидкостi v0 =
p0
m

. З формули для величини ξ можна

отримати формулу p = p0 +
ξ

v0
. Цiлком аналогiчна формула має мiсце також i

для штрихованого iмпульсу p′: p′ = p0 +
ξ′

v0
. Також має мiсце так звана рiвнiсть
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поперечних iмпульсiв p2x + p2y = (p′x)
2
+
(
p′y
)2. Але якщо перейти до сферичної

системи координат, то p sin θ = p′ sin θ′. У такому випадку знаходимо зв’язок

sin θ′ ∼=
(
1 +

ξ − ξ′

p0v0

)
sin θ (3.2.17)

мiж кутами θ i θ′ iз точнiстю до величин першого порядку по ξ та ξ′. З тiєю ж
точнiстю отримуємо результат для косинусiв

cos θ′ ∼= cos θ − ξ − ξ′

p0v0
sin θ tg θ. (3.2.18)

Не менш важливим для нас є перетворення рiзницi pz−p′z. За допомогою тото-

жностi ξ − ξ′ = p2

2m
− (p′)2

2m
=

1

2m
(pz − p′z) (pz + p′z)

∼= v0 (pz − p′z) cos θ приходимо
до результату

pz − p′z ∼=
ξ − ξ′

v0x
, (3.2.19)

у якому використано позначення cos θ ≡ x. Оскiльки pz = p cos θ, то ми можемо
записати формулу x =

pz√
p2x + p2y + p2z

i нерiвнiсть 0 < x < 1. На основi пере-

творення (3.2.19) ми можемо, фактично, одразу виписати надзвичайно важливi

тотожностi δ (pz − p′z) ∼= v0xδ (ξ − ξ′) та dp′z ∼=
dξ′

v0x
. Ми будемо використовувати

цi перетворення з метою переходу в матричних рiвняннях (3.2.16) для функцiй
Грiна до змiнних ξ та ξ′. Для зручностi записiв дуже доцiльно буде запровадити
позначення Ĝi,k

ωn
(p⃗⊥, pz, p

′
z) ≡

〈
ξ, i
∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, ξ′〉 та

+∞∫
−∞

χ∗(i)pz
(z) ∆̂ (z)χ

(i′)
p′′z

(z) dz ≡
〈
i, pz

∣∣∣∆̂ (z)
∣∣∣ i′, p′′z〉 ≡ 〈ξ, i ∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ i′, ξ′′〉 .
У такому випадку матричне рiвняння (3.2.16) перетворюється на рiвняння

(iωn − σzξ)
〈
ξ, i
∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, ξ′〉−
− 1

v0x

+∞∫
−∞

dξ′′
∑
i′

〈
ξ, i
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ i′, ξ′′〉〈ξ′′, i′ ∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, ξ′〉 =

= v0xδi,kδ (ξ − ξ′) . (3.2.20)

Маючи iнтегральне рiвняння (3.2.20) для матричної функцiї Грiна, ми можемо
вже переходити до так званого t-представлення. Для цього потрiбно домножити
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рiвняння (3.2.20) на
eiξt−iξ

′t′

2πv0x
та проiнтегрувати отримане матричне рiвняння за

змiнними ξ та ξ′. У такому випадку ми приходимо до рiвняння

(
iωn + iσz

∂

∂t

) +∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′
〈
ξ, i
∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, ξ′〉 eiξt−iξ′t′
2πv0x

−

−
+∞∫
−∞

dξ′′

v0x

∑
i′

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′
〈
ξ, i
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ i′, ξ′′〉〈ξ′′, i′ ∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, ξ′〉 eiξt−iξ′t′
2πv0x

=

=
δi,k
2π

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′eiξt−iξ
′t′δ (ξ − ξ′) . (3.2.21)

Тобто, фактично, ми виконуємо зворотне перетворення Фур’є до простору
змiнних, спряжених до ξ та ξ′. При цьому використовується такий повний набiр
функцiй:

eiξt√
2πv0x

,
e−iξt√
2πv0x

.

Фур’є-образи для матричних функцiй Грiна у так званому t-представленнi ми
будемо визначати за допомогою формули

〈
t, i
∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, t′〉 =
1

2πv0x

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′
〈
ξ, i
∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, ξ′〉 eiξt−iξ′t′. (3.2.22)

Якщо домножити (3.2.22) на
v0x

2π
eiξ2t

′−iξ1t та проiнтегрувати отриманий резуль-
тат за змiнними t i t′, то можна прийти до результату

〈
ξ1, i

∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, ξ2〉 =
v0x

2π

+∞∫
−∞

dt

+∞∫
−∞

dt′
〈
t, i
∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, t′〉 eiξ2t′−iξ1t. (3.2.23)

Використання формул (3.2.22), (3.2.23) та

1

2π

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′eiξt−iξ
′t′δ (ξ − ξ′) = 1

2π

+∞∫
−∞

eiξ(t−t
′)dξ = δ (t− t′)

дає змогу перейти вiд рiвняння (3.2.21) до так званого iнтегро-диференцiального
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рiвняння (
iωn + iσz

∂

∂t

)〈
t, i
∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, t′〉−
−

+∞∫
−∞

dt′′
∑
i′

〈
t, i
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ i′, t′′〉〈t′′, i′ ∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, t′〉 = δi,kδ (t− t′) . (3.2.24)

Записуючи iнтегро-диференцiальне рiвняння (3.2.24) для матричних функцiй
Грiна

〈
t, i
∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, t′〉 у так званому t-представленнi, ми запровадили позначення
для матричних елементiв

〈
t, i
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ i′, t′〉 =
1

2πv0x

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′
〈
ξ, i
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ i′, ξ′〉 eiξt−iξ′t′. (3.2.25)

Оскiльки iндекси i та i′ можуть набувати значень 1 та 2, то матричних еле-
ментiв (3.2.25) буде чотири. Для пiдрахунку цих матричних елементiв спочатку
потрiбно обчислити всi чотири матричнi елементи типу

〈
ξ, i
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ i′, ξ′〉 =

+∞∫
−∞

χ∗(i)pz
(z) ∆̂ (z)χ

(i′)
p′z

(z) dz. (3.2.26)

Що стосується одновимiрних хвильових функцiй χ(i)
pz
(z), то для них використо-

вуємо аналiтичнi вирази (3.2.6) та (3.2.7), якi ми вже отримували ранiше. Варто
наголосити також i на тому, що цi функцiї можна окремо розглянути на кожному

iз таких трьох промiжкiв: z < −d
2
, |z| < d

2
та z >

d

2
. У такому випадку аналiтичну

формулу (3.2.6) для одновимiрної хвильової функцiї χ(1)
pz

(z) можна переписати в
такому виглядi:

(2π)
1
2 χ(1)

pz
(z) =


eipzz + C1e

−ipzz, z < −d
2 ,

C2e
ipzz + C3e

−ipzz, |z| < d
2 ,

C4e
ipzz, z > d

2 .

Що стосується аналiтичної формули (3.2.7) для одновимiрної хвильової фун-
кцiї χ(2)

pz
(z), то її можна переписати вже так:

(2π)
1
2 χ(2)

pz
(z) =


C4e

−ipzz, z < −d
2 ,

C2e
−ipzz + C3e

ipzz, |z| < d
2 ,

e−ipzz + C1e
ipzz, z > d

2 .
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Якщо i = 1 та i′ = 1, то

〈
ξ, 1
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ 1, ξ′〉 =

+∞∫
−∞

χ∗(1)pz
(z) ∆̂ (z)χ

(1)
p′z

(z) dz =

=

−d/2∫
−∞

dz

2π
∆̂ (z)

[
e−ipzz+

∗
C1 (pz) e

ipzz

] [
eip

′
zz + C1 (p

′
z) e

−ip′zz
]
+

+

d/2∫
−d/2

dz

2π
∆̂ (z)

[
∗
C2 (pz) e

−ipzz+
∗
C3 (pz) e

ipzz

] [
C2 (p

′
z) e

ip′zz + C3 (p
′
z) e

−ip′zz
]
+

+

+∞∫
d/2

dz

2π
∆̂ (z)

∗
C4 (pz)C4 (p

′
z) e

−i(pz−p′z)z. (3.2.27)

Тут ми маємо надзвичайно важливий момент, який полягає у процедурi згла-
джування просторової поведiнки функцiй на довжинах порядку атомних розмiрiв.
Маючи експоненти ei(pz+p′z)z та ei(pz−p

′
z)z, ми будемо брати до уваги те, що першi

наближено рiвнi e2izp0 cos θ та осцилюють на атомних довжинах. В експонентах
другого типу великi iмпульси Фермi знищуються, внаслiдок чого цi експоненти

наближено рiвнi exp

{
i
ξ − ξ′

v0x
z

}
та осцилюють на довжинах порядку довжини

когерентностi ξ0 ≫ a. Ми маємо поставити собi за мету врахувати лише велико-
масштабнi змiни, внаслiдок чого експоненти першого типу ми будемо вiдкидати.
Варто зауважити, що сталi коефiцiєнти C1, C2, C3, C4, R та D є повiльними фун-
кцiями iмпульсiв pz та p′z. Це дозволяє нам обчислювати вищезгаданi коефiцiєнти,
використовуючи наближення pz ∼= p0x та p′z ∼= p0x. Враховуючи все вищесказане,
формула (3.2.27) перетворюється на формулу

〈
ξ, 1
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ 1, ξ′〉 =

−d/2∫
−∞

dz

2π
∆̂ (z)

[
e−i(pz−p

′
z)z + |C1|2 ei(pz−p

′
z)z
]
+

+

d/2∫
−d/2

dz

2π
∆̂ (z)

[
|C2|2 e−i(pz−p

′
z)z + |C3|2 ei(pz−p

′
z)z
]
+

+ |C4|2
+∞∫

d/2

dz

2π
∆̂ (z) e−i(pz−p

′
z)z. (3.2.28)
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Щойно отриману формулу (3.2.28) перетворюємо за допомогою знайденої ра-
нiше тотожностi (3.2.19) та нової змiнної iнтегрування t1 =

z

v0x
. Для спрощення

записiв ми будемо використовувати позначення a =
d

v0x
. У такому випадку ми

отримуємо формулу

〈
ξ, 1
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ 1, ξ′〉 = v0x

−a/2∫
−∞

dt1
2π

∆̂ (v0xt1)
[
e−i(ξ−ξ

′)t1 +Rei(ξ−ξ
′)t1
]
+

+ v0x

a/2∫
−a/2

dt1
2π

∆̂ (v0xt1)
[
|C2|2 e−i(ξ−ξ

′)t1 + |C3|2 ei(ξ−ξ
′)t1
]
+

+ v0xD

+∞∫
a/2

dt1
2π

∆̂ (v0xt1) e
−i(ξ−ξ′)t1. (3.2.29)

Маючи матричнi елементи типу (3.2.29), ми вже можемо обчислювати матри-
чнi елементи типу (3.2.25). Якщо i = 1 та i′ = 1, то для матричного елемента〈
t, 1
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ 1, t′′〉 ми можемо записати формулу

〈
t, 1
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ 1, t′′〉 =

=

−a/2∫
−∞

dt1∆̂ (v0xt1) [δ (t1 − t) δ (t1 − t′′) +Rδ (t1 + t) δ (t1 + t′′)] +

+

a/2∫
−a/2

dt1∆̂ (v0xt1)
[
|C2|2 δ (t1 − t) δ (t1 − t′′) + |C3|2 δ (t1 + t) δ (t1 + t′′)

]
+

+ D

+∞∫
a/2

dt1∆̂ (v0xt1) δ (t1 − t) δ (t1 − t′′) . (3.2.30)

Варто зауважити, що iнтегрування по змiннiй t1 у формулi (3.2.30) для матри-
чного елемента

〈
t, 1
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ 1, t′′〉 виконується елементарно. I все через наявнiсть
дельта-функцiй у виразах для пiдiнтегральних функцiй. Якщо виконати iнтегру-
вання з дельта-функцiями, то формула (3.2.30) перетвориться на формулу〈

t, 1
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ 1, t′′〉 = δ (t′′ − t) ∆̂1,1 (t, x) , (3.2.31)
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у якiй використано позначення для матрицi

∆̂1,1 (t, x) = θ
(
−a
2
− t
)
∆̂ (v0xt)+

+
[
θ
(
t+

a

2

)
− θ

(
t− a

2

)] [
|C2|2 ∆̂ (v0xt) + |C3|2 ∆̂ (−v0xt)

]
+

+ θ
(
t− a

2

) [
R∆̂ (−v0xt) +D∆̂ (v0xt)

]
.

Цiлком аналогiчно шукаємо iншi три матричнi елементи. Одразу виписуємо
для них кiнцевi результати:〈

t, 1
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ 2, t′′〉 = δ (t′′ − t) ∆̂1,2 (t, x) ,〈
t, 2
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ 1, t′′〉 = δ (t′′ − t) ∆̂2,1 (t, x) ,〈
t, 2
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ 2, t′′〉 = δ (t′′ − t) ∆̂2,2 (t, x) . (3.2.32)

Матричнi функцiї ∆̂1,2 (t, x), ∆̂2,1 (t, x) та ∆̂2,2 (t, x) шукаємо за такими фор-
мулами:

∆̂1,2 (t, x) =
[
θ
(
t+

a

2

)
− θ

(
t− a

2

)] [ ∗
C2 C3∆̂ (v0xt)+

∗
C3 C2∆̂ (−v0xt)

]
+

+
∗
C1 C4θ

(
t− a

2

) [
∆̂ (−v0xt)− ∆̂ (v0xt)

]
,

∆̂2,1 (t, x) =
[
θ
(
t+

a

2

)
− θ

(
t− a

2

)] [ ∗
C3 C2∆̂ (v0xt)+

∗
C2 C3∆̂ (−v0xt)

]
+

+
∗
C1 C4θ

(
t− a

2

) [
∆̂ (v0xt)− ∆̂ (−v0xt)

]
,

∆̂2,2 (t, x) = θ
(
−a
2
− t
)
∆̂ (−v0xt)+

+
[
θ
(
t+

a

2

)
− θ

(
t− a

2

)] [
|C2|2 ∆̂ (−v0xt) + |C3|2 ∆̂ (v0xt)

]
+

+ θ
(
t− a

2

) [
D∆̂ (−v0xt) +R∆̂ (v0xt)

]
.

З вищевиписаних результатiв для матричних елементiв
〈
t, i
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ i′, t′′〉 слi-
дує, що вони є дiагональнi у змiнних t та t′′. Це означає, що має мiсце загальна
формула 〈

t, i
∣∣∣∆̂ (z)

∣∣∣ i′, t′′〉 = δ (t′′ − t) ∆̂i,i′ (t, x) .

Це дозволяє виконати в iнтегро-диференцiальному рiвняннi (3.2.24) iнтегру-
вання по змiннiй t′′. Для стислостi записiв доцiльно буде запровадити нове по-
значення

〈
t, i
∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, t′〉 ≡ Ĝi,k
ωn

(t, t′). У такому випадку iнтегро-диференцiальне



104

рiвняння (3.2.24) перетворюється на диференцiальне рiвняння першого порядку(
iωn + iσz

∂

∂t

)
Ĝi,k

ωn
(t, t′)−

∑
i′

∆̂i,i′ (t, x) Ĝi′,k
ωn

(t, t′) = δi,kδ (t− t′) .

Проте, надалi зручнiше буде працювати не з функцiями Ĝi,k
ωn

(t, t′), а з новими
функцiями Ĝi,k (t, t′) = Ĝi,k

ωn
(t, t′)σz, рiвняння для яких отримуємо на основi ви-

щевиписаного за допомогою множення його на σz лiворуч i праворуч. Внаслiдок
цього приходимо до диференцiального рiвняння першого порядку(

i
∂

∂t
+ iωnσz

)
Ĝi,k (t, t′)−

∑
i′

σz∆̂
i,i′ (t, x) Ĝi′,k (t, t′) = δi,kδ (t− t′) . (3.2.33)

Ми будемо розв’язувати останнi чотири диференцiальнi рiвняння, використо-
вуючи модель iз кусково-сталим параметром впорядкування. Ця модель є досить
таки широковживаною в теорiї надпровiдних контактiв. У нiй нехтують змiною
параметра впорядкування пiд впливом струму чи скiнченної прозоростi та при-
ймають, що модуль параметра впорядкування є сталим у межах кожного з над-
провiдникiв. При цьому допускається стрибок фази параметра впорядкування при
переходi через контакт. Цей стрибок будемо позначати через φ. Тому без втрати
загальностi можемо вважати, що на лiвому березi фаза параметра впорядкува-
ння дорiвнює −φ

2
. Що стосується правого берега, то на ньому фаза параметра

впорядкування дорiвнює
φ

2
. Отже, для дослiджуваного контакту

∆(z) = ∆

[
θ

(
−d
2
− z
)
exp

(
−iφ

2

)
+ θ

(
z − d

2

)
exp

(
i
φ

2

)]
+

+ ∆1

[
θ

(
z +

d

2

)
− θ

(
z − d

2

)]
. (3.2.34)

Наближення для параметра впорядкування ∆(z) можна подати також i за
допомогою формули

∆(z) =


∆exp

(
−iφ2

)
, z < −d

2 ,

∆1, |z| < d
2 ,

∆exp
(
iφ2
)
, z > d

2 .

В рамках моделi з кусково-сталим параметром впорядкування (3.2.34) потрi-
бно розглянути також i матрицю (3.2.2). Очевидно, що цю матрицю можна подати
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також i за допомогою формули

∆̂ (z) =
∆ (z)+

∗
∆ (z)

2
σx + i

∆(z)−
∗
∆ (z)

2
σy. (3.2.35)

Тут ми маємо матрицi σx =

(
0 1

1 0

)
та σy =

(
0 −i
i 0

)
. Далi потрiбно пiдстав-

ляти наближення (3.2.34) у формулу для матрицi (3.2.35). Виконуючи нескладнi
перетворення, приходимо до формули

∆̂ (z) = ∆σx cos
φ

2
+ ∆σy sin

φ

2
+ θ

(
z − d

2

)(
∆σx cos

φ

2
−∆σy sin

φ

2
−∆1σx

)
+

+ θ

(
z +

d

2

)(
∆1σx −∆σx cos

φ

2
−∆σy sin

φ

2

)
. (3.2.36)

Матрицю (3.2.36) можна переписати в дещо iншому виглядi, якщо запровади-
ти позначення для нової змiнної t =

z

v0x
. У такому випадку

∆̂ (v0xt) = ∆σx cos
φ

2
+ ∆σy sin

φ

2
+

+ θ
(
t− a

2

)(
∆σx cos

φ

2
−∆σy sin

φ

2
−∆1σx

)
+

+ θ
(
t+

a

2

)(
∆1σx −∆σx cos

φ

2
−∆σy sin

φ

2

)
. (3.2.37)

Цiлком аналогiчно можна отримати матрицю

∆̂ (−v0xt) = ∆σx cos
φ

2
−∆σy sin

φ

2
+

+ θ
(
t− a

2

)(
∆σx cos

φ

2
+ ∆σy sin

φ

2
−∆1σx

)
+

+ θ
(
t+

a

2

)(
∆σy sin

φ

2
+ ∆1σx −∆σx cos

φ

2

)
. (3.2.38)

3.3. Густина струму

Представлення тривимiрної густини струму j⃗ (r⃗) через мацубарiвську функцiю
ГрiнаGωn

(r⃗, r⃗′) подається за допомогою вiдомої формули (3.1.9), яка, власне, є до-
повненням до замкненої системи двох диференцiальних рiвнянь другого порядку
(3.1.2) для мацубарiвських функцiй Грiна Gωn

(r⃗, r⃗′) та Fωn
(r⃗, r⃗′). У попередньо-

му пунктi виконано перехiд вiд матричного диференцiального рiвняння другого
порядку (3.2.1) для матричної функцiї Грiна (3.1.7) у конфiгурацiйному пред-
ставленнi до так званих квазiкласичних рiвнянь (3.2.33) для матричної функцiї



106

Грiна Ĝi,k (t, t′) у t-представленнi, якiй вiдповiдає матрична функцiя Грiна

Ĝωn
(r⃗, r⃗′) = Ĝωn

(r⃗, r⃗′)σz =

(
Gωn

(r⃗, r⃗′) F̃ωn
(r⃗, r⃗′)

−Fωn
(r⃗, r⃗′) −G̃ωn

(r⃗, r⃗′)

)
(3.3.1)

у конфiгурацiйному представленнi. Очевидно, що доповненням до квазiкласичних
рiвнянь (3.2.33) для функцiй Грiна у t-представленнi має бути вираз густини стру-
му через функцiї Грiна у цьому ж представленнi. З формули (3.1.7) видно, що
функцiя Грiна Gωn

(r⃗, r⃗′) стоїть у першому рядку та першому стовпцi матричної
функцiї Грiна Ĝωn

(r⃗, r⃗′). Якщо видiлити в матричнiй рiвностi (3.2.10) елементи,
якi стоять у першому рядку та першому стовпцi, то можна отримати розклад

Gωn
(r⃗, r⃗′) =

∑
i,k

∫
dp⃗

∫
dp⃗′ Gi,k

ωn
(p⃗, p⃗′)ψ

(i)
p⃗ (r⃗)ψ

∗(k)
p⃗′ (r⃗′) . (3.3.2)

Щойно виписаний розклад (3.3.2) потрiбно пiдставляти у вираз для густини
струму (3.1.9). Використовуючи позначення ∇r⃗ ≡ ∇, отримуємо вираз для три-
вимiрної густини струму

j⃗ (r⃗) =
ie

m
T
∑
ωn

∫
dp⃗

∫
dp⃗′
∑
i,k

Gi,k
ωn

(p⃗, p⃗′)
[
ψ
(i)
p⃗ (r⃗)∇ψ∗(k)p⃗′ (r⃗)−

− ψ
∗(k)
p⃗′ (r⃗)∇ψ(i)

p⃗ (r⃗)
]
. (3.3.3)

Враховуючи явний вигляд тривимiрної хвильової функцiї ψ(k)
p⃗ (r⃗) (визначає-

ться за допомогою формули (3.2.4)), ми можемо переписати формулу для густини
струму в такому виглядi:

j⃗ (r⃗) =
eT

m (2π)2

∑
ωn

∑
i,k

∫
dp⃗

∫
dp⃗′Gi,k

ωn
(p⃗, p⃗′) ei(p⃗⊥−p⃗

′
⊥)r⃗
[
e⃗zJ

k,i
p′z,pz

(z)+

+ (p⃗⊥ + p⃗′⊥)χ
(i)
pz
(z)χ

∗(k)
p′z

(z)
]
. (3.3.4)

Тут використано позначення для чотирьох величин

Jk,i
p′z,pz

(z) = χ
∗(k)
p′z

(z) p̂zχ
(i)
pz
(z)− χ(i)

pz
(z) p̂zχ

∗(k)
p′z

(z) .

Ми маємо диференцiальний оператор p̂z = −i
∂

∂z
у формулi для чотирьох ве-

личин Jk,i
p′z,pz

(z). Варто наголосити на тому, що властивiсть

Gi,k
ωn

(p⃗, p⃗′) = Gi,k
ωn

(p⃗⊥, pz, p
′
z) δ (p⃗⊥ − p⃗′⊥)
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дає змогу виконати у формулi (3.3.4) iнтегрування по p⃗′⊥. У такому випадку ми
отримуємо формулу

j⃗ (r⃗) =
eT

m (2π)2

∑
ωn

∑
i,k

∫
dp⃗⊥

+∞∫
0

dpz

+∞∫
0

dp′z G
i,k
ωn

(p⃗⊥, pz, p
′
z)
[
e⃗zJ

k,i
p′z,pz

(z)+

+ 2p⃗⊥χ
(i)
pz
(z)χ

∗(k)
p′z

(z)
]
. (3.3.5)

Вираз (3.3.5) для тривимiрної густини струму j⃗ (r⃗) ми будемо перетворювати,
беручи до уваги позначення Gi,k

ωn
(p⃗⊥, pz, p

′
z) ≡ ⟨ξ, i |Gωn

| k, ξ′⟩. Також доцiльно буде
перетворити багатократний iнтеграл у формулi (3.3.5) за допомогою замiн:

px = p sin θ cosα ∼=
(
p0 +

ξ

v0

)√
1− x2 cosα,

py = p sin θ sinα ∼=
(
p0 +

ξ

v0

)√
1− x2 sinα,

pz = p cos θ ∼= x

(
p0 +

ξ

v0

)
,

p′z
∼= x

(
p0 +

ξ

v0

)
+
ξ′ − ξ
v0x

.

Цi замiни дають змогу перейти вiд iнтегрування по змiнних px, py, pz та p′z до
iнтегрування по змiнних α, x, ξ та ξ′. Елемент об’єму dpxdpydpzdp′z можна подати
через елемент об’єму dαdxdξdξ′ за допомогою перетворення

dpxdpydpzdp
′
z = |J | dαdxdξdξ′,

у якому фiгурує так званий якобiан переходу

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂px
∂α

∂px
∂x

∂px
∂ξ

∂px
∂ξ′

∂py
∂α

∂py
∂x

∂py
∂ξ

∂py
∂ξ′

∂pz
∂α

∂pz
∂x

∂pz
∂ξ

∂pz
∂ξ′

∂p′z
∂α

∂p′z
∂x

∂p′z
∂ξ

∂p′z
∂ξ′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

v0x

∣∣∣∣∣∣∣
−py ∂px

∂x
∂px
∂ξ

px
∂py
∂x

∂py
∂ξ

0 ∂pz
∂x

∂pz
∂ξ

∣∣∣∣∣∣∣ = −
px
v0x

∣∣∣∣∣∂px∂x
∂px
∂ξ

∂pz
∂x

∂pz
∂ξ

∣∣∣∣∣−

− py
v0x

∣∣∣∣∣
∂py
∂x

∂py
∂ξ

∂pz
∂x

∂pz
∂ξ

∣∣∣∣∣ = 1

2v0x

∂pz
∂x

∂

∂ξ

(
p2x + p2y

)
− 1

2v0x

∂pz
∂ξ

∂

∂x

(
p2x + p2y

)
.

Обчислюючи елементарнi похiднi, ми нарештi отримуємо шуканий якобiан пе-

реходу J =
m2

x

(
1 +

ξ

p0v0

)2

та перетворення

dp⃗⊥dpzdp
′
z = m2

(
1 +

ξ

p0v0

)2

dα
dx

x
dξdξ′
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для елемента об’єму dp⃗⊥dpzdp′z. Варто наголосити також i на тому, що на поверхнi
Фермi ξ ∼= 0. У такому випадку знайдене перетворення для елемента об’єму можна
переписати в такому виглядi:

dp⃗⊥dpzdp
′
z
∼= m2dα

dx

x
dξdξ′.

Далi потрiбно пiдставляти щойно виписане перетворення для елемента об’єму
у вираз (3.3.5) для тривимiрної густини струму j⃗ (r⃗). Варто зауважити, що iнте-
грування по змiннiй α можна вже одразу виконати. У квадратних дужках фор-
мули (3.3.5) ми маємо доданок 2p⃗⊥χ

(i)
pz
(z)χ

∗(k)
p′z

(z), який не дає нiякого внеску для
густини струму. I все через те, що

2π∫
0

p⃗⊥dα =

2π∫
0

(pxe⃗x + pye⃗y) dα =

(
p0 +

ξ

v0

)√
1− x2

2π∫
0

(e⃗x cosα + e⃗y sinα) dα = 0.

Тодi формула (3.3.5) для тривимiрної густини струму j⃗ (r⃗) перетворюється на
формулу j⃗ (r⃗) = j (z) e⃗z, у якiй фiгурує позначення для вже одновимiрної густини
струму

j (z) =
em

2π
T
∑
ωn

∑
i,k

1∫
0

dx

x

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′ ⟨ξ, i |Gωn
| k, ξ′⟩ Jk,i

p′z,pz
(z) . (3.3.6)

На основi перетворення (3.2.22) ми можемо отримати обернене перетворення
для матричних функцiй Грiна

〈
ξ, i
∣∣∣Ĝωn

∣∣∣ k, ξ′〉 =
v0x

2π

+∞∫
−∞

dt

+∞∫
−∞

dt′eiξ
′t′−iξtĜi,k

ωn
(t, t′)

та перетворення для самих функцiй Грiна

⟨ξ, i |Gωn
| k, ξ′⟩ = v0x

2π

+∞∫
−∞

dt

+∞∫
−∞

dt′eiξ
′t′−iξtGi,k

ωn
(t, t′) ,

яке потрiбно пiдставляти у вираз (3.3.6) для одновимiрної густини струму. Вна-
слiдок цього ми приходимо до формули

j (z) =
1

2

e

m
N (0)T

∑
ωn

1∫
0

dx

+∞∫
−∞

dt

+∞∫
−∞

dt′
∑
i,k

Gi,k
ωn

(t, t′) Ik,i (x, t, t′) , (3.3.7)
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у якiй фiгурують так звана густина електронних станiв N (0) =
m2v0
2π2

на поверхнi
Фермi та iнтеграли

Ik,i (x, t, t′) =

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′e−iξt+iξ′t′Jk,i
p′z,pz

(z) . (3.3.8)

У нашому теоретичному дослiдженнi густина струму j залежить лише вiд
координати z. Це видно з формули (3.3.7). Якщо подивитися на праву частину
цiєї формули, то можна побачити, що координата z фiгурує лише в одному мiсцi: у
чотирьох величинах Jk,i

p′z,pz
(z). А цi чотири величини визначаються через хвильовi

функцiї χ(i)
pz
(z) та χ

∗(k)
p′z

(z). З формул (3.2.6) та (3.2.7) видно, що одновимiрнi
хвильовi функцiї χ(1)

pz
(z) та χ(2)

pz
(z) мають рiзнi аналiтичнi вирази на всiх трьох

промiжках z < −d
2
, |z| < d

2
та z >

d

2
. А це означає, що рiзнi аналiтичнi вирази

на всiх трьох вищезгаданих промiжках матиме також i наша одновимiрна густина
струму j (z). Шукати аналiтичний вираз для одновимiрної густини струму окремо
для кожного iз трьох промiжкiв — це, м’яко кажучи, нерацiонально. Ми будемо
робити це для випадку, коли −∞ < z < +∞. Для цього доцiльно буде спочатку
записати розклад

j (z) =
1

2π

+∞∫
−∞

j̃ (q) e−iqzdq, (3.3.9)

з якого випливає формула для Фур’є-образу

j̃ (q) =

+∞∫
−∞

j (z) eiqzdz. (3.3.10)

Далi потрiбно пiдставляти вираз (3.3.7) для одновимiрної густини струму у
вираз (3.3.10) для Фур’є-образу j̃ (q), внаслiдок чого отримуємо формулу

j̃ (q) =
1

2

e

m
N (0)T

∑
ωn

1∫
0

dx

+∞∫
−∞

dt

+∞∫
−∞

dt′
∑
i,k

Gi,k
ωn

(t, t′)

+∞∫
−∞

eiqzIk,i (x, t, t′) dz.

Беручи до уваги формулу (3.3.8) для iнтегралiв Ik,i (x, t, t′), ми можемо отри-
мати перетворення

+∞∫
−∞

eiqzIk,i (x, t, t′) dz =

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′e−iξt+iξ′t′

+∞∫
−∞

eiqzJk,i
p′z,pz

(z) dz. (3.3.11)
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Для обчислення iнтегралiв (3.3.11) ми маємо спочатку обчислити всi чотири
величини Jk,i

p′z,pz
(z), схема пiдрахунку яких є цiлком аналогiчною до схеми пiдра-

хунку матричних елементiв (3.2.26): залишаємо лише тi комплекснi експоненти,

якi залежать вiд рiзницi pz − p′z ∼=
ξ − ξ′

v0x
; коефiцiєнти при вищезгаданих експо-

нентах, якi є функцiями iмпульсiв pz та p′z, ми будемо обчислювати шляхом засто-
сування наближень pz ∼= p0x та p′z ∼= p0x. Тому ми можемо вже одразу виписати

всi чотири величини Jk,i
p′z,pz

(z), наприклад, на промiжку z < −d
2
. Для зручностi

записiв ми будемо переходити до нової змiнної t1 =
z

v0x
. Тодi матимемо:

J1,1
p′z,pz

(v0xt1) =
p0x

π

[
ei(ξ−ξ

′)t1 −Re−i(ξ−ξ′)t1
]
,

J1,2
p′z,pz

(v0xt1) = −
p0x

π

∗
C1 C4e

−i(ξ−ξ′)t1,

J2,1
p′z,pz

(v0xt1) =
p0x

π

∗
C1 C4e

−i(ξ−ξ′)t1,

J2,2
p′z,pz

(v0xt1) = −
p0x

π
De−i(ξ−ξ

′)t1,

t1 < −
a

2
.

У так званому t-представленнi областi |z| < d

2
, у якiй розмiщено промiжний

прошарок S′, вiдповiдає область |t1| <
a

2
. У такому випадку ми отримуємо такi

формули:

J1,1
p′z,pz

(v0xt1) =
p0x

π

[
|C2|2 ei(ξ−ξ

′)t1 − |C3|2 e−i(ξ−ξ
′)t1
]
,

J1,2
p′z,pz

(v0xt1) =
p0x

π

[
∗
C2 C3e

i(ξ−ξ′)t1−
∗
C3 C2e

−i(ξ−ξ′)t1
]
,

J2,1
p′z,pz

(v0xt1) =
p0x

π

[
∗
C3 C2e

i(ξ−ξ′)t1−
∗
C2 C3e

−i(ξ−ξ′)t1
]
,

J2,2
p′z,pz

(v0xt1) =
p0x

π

[
|C3|2 ei(ξ−ξ

′)t1 − |C2|2 e−i(ξ−ξ
′)t1
]
,

|t1| <
a

2
.

На промiжку z >
d

2
мають мiсце вже такi формули:

J1,1
p′z,pz

(v0xt1) =
p0x

π
Dei(ξ−ξ

′)t1,

J1,2
p′z,pz

(v0xt1) = −
p0x

π

∗
C1 C4e

i(ξ−ξ′)t1,

J2,1
p′z,pz

(v0xt1) =
p0x

π

∗
C1 C4e

i(ξ−ξ′)t1,

J2,2
p′z,pz

(v0xt1) =
p0x

π

[
Rei(ξ−ξ

′)t1 − e−i(ξ−ξ′)t1
]
,

t1 >
a

2
.
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Iнтеграли
+∞∫
−∞

eiqzJk,i
p′z,pz

(z) dz вже можна обчислювати. Якщо i = 1 та k = 1, то

ми можемо записати, що

+∞∫
−∞

eiqzJ1,1
p′z,pz

(z) dz = v0x

+∞∫
−∞

dt1e
iv0xqt1J1,1

p′z,pz
(v0xt1) .

Iнтеграл у правiй частинi ми будемо записувати у виглядi суми трьох iнтегра-
лiв iз промiжками iнтегрування t1 < −

a

2
, |t1| <

a

2
та t1 >

a

2
. На кожному з цих

промiжкiв потрiбно замiнити величину J1,1
p′z,pz

(v0xt1) на її вiдповiдний аналiтичний
вираз. У такому випадку ми приходимо до формули

+∞∫
−∞

eiqzJ1,1
p′z,pz

(z) dz =
p0v0x

2

π

−a/2∫
−∞

dt1e
iv0xqt1

[
ei(ξ−ξ

′)t1 −Re−i(ξ−ξ′)t1
]
+

+
p0v0x

2

π

a/2∫
−a/2

dt1e
iv0xqt1

[
|C2|2 ei(ξ−ξ

′)t1 − |C3|2 e−i(ξ−ξ
′)t1
]
+

+
p0v0x

2D

π

+∞∫
a/2

dt1e
iv0xqt1ei(ξ−ξ

′)t1,

яку далi потрiбно пiдставляти у формулу (3.3.11). Тодi виходить, що

+∞∫
−∞

eiqzI1,1 (x, t, t′) dz =

= 4πp0v0x
2

−a
2∫

−∞

dt1e
iv0xqt1 [δ (t− t1) δ (t′ − t1)−Rδ (t+ t1) δ (t

′ + t1)] +

+ 4πp0v0x
2

a
2∫

−a
2

dt1e
iv0xqt1

[
|C2|2 δ (t− t1) δ (t′ − t1)− |C3|2 δ (t+ t1) δ (t

′ + t1)
]
+

+ 4πp0v0x
2D

+∞∫
a
2

dt1e
iv0xqt1δ (t− t1) δ (t′ − t1) .

Обчислюючи елементарнi iнтеграли з дельта-функцiями, приходимо до такого
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результату:
+∞∫
−∞

eiqzI1,1 (x, t, t′) dz = 4πp0v0x
2δ (t− t′)

{
θ
(
−a
2
− t
)
eiv0xqt +

+
[
θ
(
t+

a

2

)
− θ

(
t− a

2

)](
|C2|2 eiv0xqt − |C3|2 e−iv0xqt

)
+

+ θ
(
t− a

2

) (
Deiv0xqt −Re−iv0xqt

)}
.

Цiлком аналогiчно отримуємо також i такi три iнтеграли:
+∞∫
−∞

eiqzI1,2 (x, t, t′) dz = 4πp0v0x
2δ (t− t′)

{
−

∗
C1 C4θ

(
t− a

2

) (
eiv0xqt + e−iv0xqt

)
+

+
[
θ
(
t+

a

2

)
− θ

(
t− a

2

)]( ∗
C2 C3e

iv0xqt−
∗
C3 C2e

−iv0xqt
)}

,

+∞∫
−∞

eiqzI2,1 (x, t, t′) dz = 4πp0v0x
2δ (t− t′)

{
∗
C1 C4θ

(
t− a

2

) (
eiv0xqt + e−iv0xqt

)
+

+
[
θ
(
t+

a

2

)
− θ

(
t− a

2

)]( ∗
C3 C2e

iv0xqt−
∗
C2 C3e

−iv0xqt
)}

,

+∞∫
−∞

eiqzI2,2 (x, t, t′) dz = 4πp0v0x
2δ (t− t′)

{
θ
(
t− a

2

) (
Reiv0xqt −De−iv0xqt

)
+

+
[
θ
(
t+

a

2

)
− θ

(
t− a

2

)](
|C3|2 eiv0xqt − |C2|2 e−iv0xqt

)
−

− θ
(
−a
2
− t
)
e−iv0xqt

}
.

Знайденi вирази для iнтегралiв
+∞∫
−∞

eiqzIk,i (x, t, t′) dz потрiбно пiдставляти у

вираз для Фур’є-образу

j̃ (q) =
1

2

e

m
N (0)T

∑
ωn

1∫
0

dx

+∞∫
−∞

dt

+∞∫
−∞

dt′

G1,1
ωn

(t, t′)

+∞∫
−∞

eiqzI1,1 (x, t, t′) dz +

+G2,1
ωn

(t, t′)

+∞∫
−∞

eiqzI1,2 (x, t, t′) dz +G1,2
ωn

(t, t′)

+∞∫
−∞

eiqzI2,1 (x, t, t′) dz +

+ G2,2
ωn

(t, t′)

+∞∫
−∞

eiqzI2,2 (x, t, t′) dz

 .
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Через наявнiсть функцiї δ (t− t′) iнтегрування по змiннiй t′ виконується еле-
ментарно, пiсля чого отриманий вираз для j̃ (q) можна вже пiдставляти в розклад
(3.3.9) для одновимiрної густини струму j (z). У такому випадку

j (z) = 2πev0N (0)Tθ

(
−d
2
− z
)∑

ωn

1∫
0

xdx
{
G1,1

ωn
(t, t)−RG1,1

ωn
(−t,−t)−

−
∗
C1 C4G

2,1
ωn

(−t,−t)+
∗
C1 C4G

1,2
ωn

(−t,−t)−DG2,2
ωn

(−t,−t)
}
+

+ 2πev0N (0)T

[
θ

(
z +

d

2

)
− θ

(
z − d

2

)]∑
ωn

1∫
0

xdx
{
|C2|2G1,1

ωn
(t, t)−

− |C3|2G1,1
ωn

(−t,−t)+
∗
C2 C3G

2,1
ωn

(t, t)−
∗
C3 C2G

2,1
ωn

(−t,−t) +

+
∗
C3 C2G

1,2
ωn

(t, t)−
∗
C2 C3G

1,2
ωn

(−t,−t) + |C3|2G2,2
ωn

(t, t)−

− |C2|2G2,2
ωn

(−t,−t)
}
+ 2πev0N (0)Tθ

(
z − d

2

)∑
ωn

1∫
0

xdx
{
DG1,1

ωn
(t, t)−

−
∗
C1 C4G

2,1
ωn

(t, t)+
∗
C1 C4G

1,2
ωn

(t, t)−G2,2
ωn

(−t,−t) +RG2,2
ωn

(t, t)

}
.

Тут використано позначення t =
z

v0x
. Обчислюючи одновимiрну густину стру-

му j (z) на площинi z =
d

2
, ми приходимо до формули

j

(
d

2

)
= πev0N (0)T

∑
ωn

1∫
0

xdx
{
|C2|2G1,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
−

− |C3|2G1,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
+DG1,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
+

∗
C2 C3G

2,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
−

−
∗
C3 C2G

2,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
−

∗
C1 C4G

2,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
+

∗
C3 C2G

1,2
ωn

(a
2
,
a

2

)
−

−
∗
C2 C3G

1,2
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
+

∗
C1 C4G

1,2
ωn

(a
2
,
a

2

)
−G2,2

ωn

(
−a
2
,−a

2

)
+

+ |C3|2G2,2
ωn

(a
2
,
a

2

)
− |C2|2G2,2

ωn

(
−a
2
,−a

2

)
+RG2,2

ωn

(a
2
,
a

2

)}
. (3.3.12)

3.4. Умова зшивання

Знайдений аналiтичний вираз (3.3.12) дозволяє обчислювати одновимiрну гу-

стину струму j (z) на площинi z =
d

2
, тобто на правому контактi. Фiзичну ве-
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личину j

(
d

2

)
подано через функцiї Грiна Gi,k

ωn
(t, t′) для таких двох частинних

випадкiв: t = t′ = −a
2

та t = t′ =
a

2
. Для знаходження функцiй Грiна на лiвому

та правому контактах потрiбно спочатку розв’язати так званi квазiкласичнi рiв-
няння (3.2.33), тобто диференцiальнi рiвняння першого порядку для матричних
функцiй Грiна Ĝi,k (t, t′) у t-представленнi. Вищезгаданi рiвняння дуже зручно
iнтегрувати окремо на кожному iз таких трьох промiжкiв: t < −a

2
, |t| < a

2
та

t >
a

2
.

3.4.1. Лiвий надпровiдник. У нашому дослiдженнi лiвий надпровiдник

розмiщено в областi z < −d
2
. У так званому t-представленнi цiй областi вiдповiдає

область t < −a
2
. Для такого частинного випадку матрицi (3.2.37) та (3.2.38) уже

не будуть функцiями змiнної t. Спрощенi аналiтичнi вирази для цих матриць
потрiбно використати з метою пiдрахунку матриць ∆̂i,i′ (t, x), якi, очевидно, також
уже не будуть функцiями змiнної t. Отже, на промiжку t < −a

2
ми маємо такi

аналiтичнi вирази:

∆̂1,1 (t, x) = σz∆̂−φ, ∆̂1,2 (t, x) = 0,

∆̂2,1 (t, x) = 0, ∆̂2,2 (t, x) = σz∆̂φ.

Тут ∆̂φ = i∆
(
σx sin

φ

2
+ σy cos

φ

2

)
. Беручи до уваги спрощенi аналiтичнi ви-

рази для матриць ∆̂i,i′ (t, x), ми можемо переписати диференцiальнi рiвняння пер-
шого порядку (3.2.33) у такому виглядi:{

i
∂

∂t
+ iωnσz − ∆̂−φ

}
Ĝ1,1 (t, t′) = δ (t− t′) ,{

i
∂

∂t
+ iωnσz − ∆̂φ

}
Ĝ2,1 (t, t′) = 0,{

i
∂

∂t
+ iωnσz − ∆̂φ

}
Ĝ2,2 (t, t′) = δ (t− t′) ,{

i
∂

∂t
+ iωnσz − ∆̂−φ

}
Ĝ1,2 (t, t′) = 0. (3.4.1)

Отриману щойно систему (3.4.1) чотирьох диференцiальних рiвнянь першого
порядку для матричних функцiй Грiна Ĝi,k (t, t′) у так званому t-представленнi
вже можна розв’язувати. Для початку ми можемо розглянути, наприклад, друге
рiвняння системи (3.4.1), тобто диференцiальне рiвняння першого порядку для
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матричної функцiї Грiна Ĝ2,1 (t, t′). Для спрощення записiв будемо використову-
вати позначення Â (φ) = ωnσz + i∆̂φ = ωnσz − ∆σy cos

φ

2
− ∆σx sin

φ

2
. Для цiєї

матрицi виконується умова
{

Â (φ)
}2

= ω̃2
n. Тут ми запровадили позначення для

частоти ω̃n =
√
ω2
n +∆2. У такому випадку друге рiвняння системи (3.4.1) є ди-

ференцiальним рiвнянням першого порядку{
∂

∂t
+ Â (φ)

}
L̂2,1 (t, t′) = 0 (3.4.2)

для матричної функцiї
L̂2,1 (t, t′) = iĜ2,1 (t, t′) . (3.4.3)

Варто зауважити, що диференцiальне рiвняння першого порядку (3.4.2) для
матричної функцiї (3.4.3) можна переписати також i в такому виглядi:

∂L̂2,1 (t, t′)

∂t
= −Â (φ) L̂2,1 (t, t′) . (3.4.4)

Ми будемо розв’язувати диференцiальне рiвняння (3.4.4), пiдвищуючи поря-
док цього диференцiального рiвняння. Для цього варто продиференцiювати то-
тожнiсть (3.4.4) по змiннiй t. У такому випадку ми можемо записати вираз для
похiдної другого порядку

∂2L̂2,1 (t, t′)

∂t2
= −Â (φ)

∂L̂2,1 (t, t′)

∂t
=
{

Â (φ)
}2

L̂2,1 (t, t′) = ω̃2
nL̂

2,1 (t, t′) ,

з якого випливає диференцiальне рiвняння вже другого порядку(
∂2

∂t2
− ω̃2

n

)
L̂2,1 (t, t′) = 0. (3.4.5)

Отримане диференцiальне рiвняння другого порядку (3.4.5) можна подати та-
кож у виглядi таких двох тотожностей:

∂

∂t

[
∂L̂2,1 (t, t′)

∂t
+ ω̃nL̂

2,1 (t, t′)

]
− ω̃n

[
∂L̂2,1 (t, t′)

∂t
+ ω̃nL̂

2,1 (t, t′)

]
= 0,

∂

∂t

[
∂L̂2,1 (t, t′)

∂t
− ω̃nL̂

2,1 (t, t′)

]
+ ω̃n

[
∂L̂2,1 (t, t′)

∂t
− ω̃nL̂

2,1 (t, t′)

]
= 0.

Першу iз двох тотожностей варто домножити на
1

2ω̃n
e−ω̃nt. Другу тотожнiсть

потрiбно домножити на − 1

2ω̃n
eω̃nt. Це дає нам змогу отримати похiднi вiд добуткiв
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у лiвих частинах тотожностей. Тодi матимемо:

∂

∂t

{
e−ω̃nt

[
L̂2,1 (t, t′)

2
+

1

2ω̃n

∂L̂2,1 (t, t′)

∂t

]}
= 0,

∂

∂t

{
eω̃nt

[
L̂2,1 (t, t′)

2
− 1

2ω̃n

∂L̂2,1 (t, t′)

∂t

]}
= 0.

Звiдси випливає, що вирази, на якi дiє диференцiальний оператор
∂

∂t
, не за-

лежать вiд змiнної t. Тобто цi вирази дорiвнюють деяким сталим величинам, якi
можна дуже легко знайти, розглядаючи загальнi розв’язки диференцiальних рiв-

нянь на межi t = −a
2
. Оскiльки

∂L̂2,1 (t, t′)

∂t

∣∣∣∣∣
t=−a

2

= −Â (φ) L̂2,1
(
−a
2
, t′
)
, то ми

отримуємо такi результати:

L̂2,1 (t, t′)

2
+

1

2ω̃n

∂L̂2,1 (t, t′)

∂t
=
ω̃n − Â (φ)

2ω̃n
L̂2,1

(
−a
2
, t′
)
exp

{
ω̃n

(
t+

a

2

)}
,

L̂2,1 (t, t′)

2
− 1

2ω̃n

∂L̂2,1 (t, t′)

∂t
=
ω̃n + Â (φ)

2ω̃n
L̂2,1

(
−a
2
, t′
)
exp

{
−ω̃n

(
t+

a

2

)}
.

Внаслiдок додавання щойно отриманих двох тотожностей ми отримуємо фор-
мулу для загального розв’язку

L̂2,1 (t, t′) =

(
ω̃n − Â (φ)

2ω̃n
exp

{
ω̃n

(
t+

a

2

)}
+

+
ω̃n + Â (φ)

2ω̃n
exp

{
−ω̃n

(
t+

a

2

)})
L̂2,1

(
−a
2
, t′
)
. (3.4.6)

Варто наголосити на тому, що формулу (3.4.6) для загального розв’язку ди-
ференцiального рiвняння першого порядку (3.4.2) можна подати в бiльш компа-
ктному виглядi. Якщо розглянути функцiю

X̂φ (τ) =
ω̃n − Â (φ)

2ω̃n
eω̃nτ +

ω̃n + Â (φ)

2ω̃n
e−ω̃nτ (3.4.7)

та її похiдну першого порядку

∂X̂φ (τ)

∂τ
=

1

2ω̃n
eω̃nτ

[
ω̃2
n − ω̃nÂ (φ)

]
+

1

2ω̃n
e−ω̃nτ

[
−ω̃2

n − ω̃nÂ (φ)
]
=

=
1

2ω̃n
eω̃nτ

[{
Â (φ)

}2

− ω̃nÂ (φ)

]
+

1

2ω̃n
e−ω̃nτ

[
−
{

Â (φ)
}2

− ω̃nÂ (φ)

]
=

= −Â (φ)

{
1

2ω̃n
eω̃nτ

[
ω̃n − Â (φ)

]
+

1

2ω̃n
e−ω̃nτ

[
ω̃n + Â (φ)

]}
,
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то можна скласти таке диференцiальне рiвняння першого порядку:

∂X̂φ (τ)

∂τ
= −Â (φ) X̂φ (τ) , X̂φ (0) = 1. (3.4.8)

У формулi (3.4.8) ми маємо диференцiальне рiвняння першого порядку для
матричної функцiї (3.4.7) за наявностi певної початкової умови. Це означає, що
ми маємо справу iз так званою задачею Кошi. Варто наголосити на тому, що
загальний розв’язок задачi Кошi (3.4.8) знаходиться елементарно. Його можна
подати в такому компактному виглядi:

X̂φ (τ) = e−Â(φ)τ . (3.4.9)

Аналiтичнi вирази (3.4.7) та (3.4.9) для матричної функцiї X̂φ (τ) потрiбно
обов’язково порiвняти мiж собою. Це дає нам змогу встановити справедливiсть
операторної тотожностi

e−Â(φ)τ =
ω̃n − Â (φ)

2ω̃n
eω̃nτ +

ω̃n + Â (φ)

2ω̃n
e−ω̃nτ . (3.4.10)

Щойно отримана операторна тотожнiсть (3.4.10) дає нам змогу подати загаль-
ний розв’язок (3.4.6) однорiдного диференцiального рiвняння першого порядку
(3.4.2) за допомогою формули

L̂2,1 (t, t′) = e−Â(φ)tM̂ 2,1 (t′) , (3.4.11)

у якiй фiгурує позначення M̂ 2,1 (t′) = exp
{
−Â (φ)

a

2

}
L̂2,1

(
−a
2
, t′
)
. Отриманий

загальний розв’язок (3.4.11) для однорiдного диференцiального рiвняння першо-
го порядку (3.4.2) хоч i має компактний вигляд, але для роботи все ж таки до-
цiльнiше буде взяти до уваги операторну тотожнiсть (3.4.10) з метою перетворити
формулу (3.4.11) на формулу

L̂2,1 (t, t′) =
ω̃n − Â (φ)

2ω̃n
M̂ 2,1 (t′) eω̃nt +

ω̃n + Â (φ)

2ω̃n
M̂ 2,1 (t′) e−ω̃nt. (3.4.12)

У формулi (3.4.12) потрiбно позбутися доданка з експонентою e−ω̃nt, яка роз-
бiгається для випадку, коли t→ −∞. Для цього записуємо матрицю

M̂ 2,1 (t′) =

(
α21 (t

′) c21 (t
′)

d21 (t
′) β21 (t

′)

)
(3.4.13)
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та матрицю

ω̃n + Â (φ) =

(
ω̃n + ωn i∆exp

(
iφ2
)

−i∆exp
(
−iφ2

)
ω̃n − ωn

)
=

=

(
−i∆b exp

(
iφ2
)

i∆exp
(
iφ2
)

−i∆exp
(
−iφ2

)
i∆
b exp

(
−iφ2

)) , (3.4.14)

у якiй фiгурує позначення b = −ω̃n + ωn

i∆
exp

(
−iφ

2

)
. Матрицю (3.4.14) треба по-

множити на матрицю (3.4.13). Внаслiдок цього ми приходимо до формули[
ω̃n + Â (φ)

]
M̂ 2,1 (t′) =

(
−i∆b exp

(
iφ2
)

i∆exp
(
iφ2
)

−i∆exp
(
−iφ2

)
i∆
b exp

(
−iφ2

))(α21 (t
′) c21 (t

′)

d21 (t
′) β21 (t

′)

)
=

=

(
a11 a12

a21 a22

)
, (3.4.15)

з якої випливають такi чотири рiвностi:

a11 = i∆exp
(
i
φ

2

)
[d21 (t

′)− bα21 (t
′)] ,

a12 = −i∆b exp
(
i
φ

2

)[
c21 (t

′)− 1

b
β21 (t

′)

]
,

a21 =
i∆

b
exp

(
−iφ

2

)
[d21 (t

′)− bα21 (t
′)] ,

a22 = −i∆exp
(
−iφ

2

)[
c21 (t

′)− 1

b
β21 (t

′)

]
.

Нехай виконуються такi двi умови:

c21 (t
′) =

1

b
β21 (t

′) , d21 (t
′) = bα21 (t

′) . (3.4.16)

Умови (3.4.16) перетворюють матрицю (3.4.13) на матрицю

M̂ 2,1 (t′) =

(
α21 (t

′) 1
bβ21 (t

′)

bα21 (t
′) β21 (t

′)

)
(3.4.17)

та дозволяють отримати такi чотири умови:

a11 = 0, a12 = 0, a21 = 0, a22 = 0.

Цi умови перетворюють тотожнiсть (3.4.15) на тотожнiсть[
ω̃n + Â (φ)

]
M̂ 2,1 (t′) = 0. (3.4.18)
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Матрицю (3.4.17), тотожнiсть (3.4.18) та тотожнiсть

ω̃n − Â (φ)

2ω̃n
M̂ 2,1 (t′) =

2ω̃n −
[
ω̃n + Â (φ)

]
2ω̃n

M̂ 2,1 (t′) = M̂ 2,1 (t′) ,

яка є прямим наслiдком тотожностi (3.4.18), потрiбно пiдставляти у формулу
(3.4.12) для загального розв’язку однорiдного диференцiального рiвняння першо-
го порядку (3.4.2). Тодi ми можемо записати, що

L̂2,1 (t, t′) = eω̃nt

(
α21 (t

′) 1
bβ21 (t

′)

bα21 (t
′) β21 (t

′)

)
. (3.4.19)

Розгляньмо тепер перше рiвняння системи (3.4.1), тобто диференцiальне рiв-
няння першого порядку для матричної функцiї Грiна Ĝ1,1 (t, t′). Це рiвняння є,
фактично, диференцiальним рiвнянням першого порядку{

∂

∂t
+ Â (−φ)

}
L̂1,1 (t, t′) = δ (t− t′) (3.4.20)

для матричної функцiї
L̂1,1 (t, t′) = iĜ1,1 (t, t′) . (3.4.21)

Для знаходження загального розв’язку неоднорiдного диференцiального рiв-
няння першого порядку (3.4.20) доцiльно буде розглянути iнтеграл

1

2π

+∞∫
−∞

eiξ(t−t
′)dξ = δ (t− t′) .

Оскiльки
{

Â (−φ)
}2

= ω̃2
n, то цей iнтеграл можна замiнити iнтегралом

1

2π

+∞∫
−∞

dξ
{
iξ + Â (−φ)

}{
−iξ + Â (−φ)

} eiξ(t−t
′)

ξ2 + ω̃2
n

= δ (t− t′) .

Щойно записаний iнтеграл можна переписати також i в такому виглядi:{
∂

∂t
+ Â (−φ)

}
1

2π

+∞∫
−∞

dξ
{
−iξ + Â (−φ)

} eiξ(t−t
′)

ξ2 + ω̃2
n

= δ (t− t′) . (3.4.22)

Якщо запровадити функцiю

K (t− t′, ω̃n) = −
1

2π

+∞∫
−∞

eiξ(t−t
′)

ξ2 + ω̃2
n

dξ, (3.4.23)
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то можна отримати тотожнiсть

1

2π

+∞∫
−∞

dξ
{
−iξ + Â (−φ)

} eiξ(t−t
′)

ξ2 + ω̃2
n

=

{
∂

∂t
− Â (−φ)

}
K (t− t′, ω̃n) ,

яку потрiбно пiдставляти у формулу (3.4.22). Тодi ми приходимо до рiвняння{
∂

∂t
+ Â (−φ)

}{
∂

∂t
− Â (−φ)

}
K (t− t′, ω̃n) = δ (t− t′) ,

яке є, по сутi, неоднорiдним диференцiальним рiвнянням першого порядку{
∂

∂t
+ Â (−φ)

}
L̂1,1
1 (t− t′) = δ (t− t′) (3.4.24)

для матричної функцiї

L̂1,1
1 (t− t′) =

{
∂

∂t
− Â (−φ)

}
K (t− t′, ω̃n) (3.4.25)

або неоднорiдним диференцiальним рiвнянням другого порядку(
∂2

∂t2
− ω̃2

n

)
K (t− t′, ω̃n) = δ (t− t′) (3.4.26)

для функцiї (3.4.23). Застосування параметризацiї

1

ξ2 + ω̃2
n

=
1

2ω̃n

(
1

ω̃n − iξ
+

1

ω̃n + iξ

)
=

=
1

2ω̃n

 0∫
−∞

eω̃nτe−iξτdτ +

+∞∫
0

e−ω̃nτe−iξτdτ

 =
1

2ω̃n

+∞∫
−∞

e−ω̃n|τ |e−iξτdτ

дозволяє виконати для функцiї (3.4.23) перетворення

K (t− t′, ω̃n) = −
1

2π

+∞∫
−∞

eiξ(t−t
′) dξ

2ω̃n

+∞∫
−∞

e−ω̃n|τ |e−iξτdτ =

= − 1

2ω̃n

1

2π

+∞∫
−∞

dτ

+∞∫
−∞

e−ω̃n|τ |e−iξ(τ−(t−t
′))dξ =

= − 1

2ω̃n

+∞∫
−∞

e−ω̃n|τ |dτ

2π

+∞∫
−∞

e−iξ(τ−(t−t
′))dξ =

= − 1

2ω̃n

+∞∫
−∞

e−ω̃n|τ |δ (τ − (t− t′)) dτ = − 1

2ω̃n
e−ω̃n|t−t′|. (3.4.27)
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Для функцiї (3.4.23) потрiбно побудувати похiдну першого порядку

∂

∂t
K (t− t′, ω̃n) = −

i

2π

+∞∫
−∞

ξeiξ(t−t
′)

ξ2 + ω̃2
n

dξ. (3.4.28)

Застосування параметризацiї

ξ

ξ2 + ω̃2
n

=
1

2i

(
1

ω̃n − iξ
− 1

ω̃n + iξ

)
=

=
1

2i

 0∫
−∞

eω̃nτe−iξτdτ −
+∞∫
0

e−ω̃nτe−iξτdτ

 = −
+∞∫
−∞

sign τ

2i
e−ω̃n|τ |e−iξτdτ

дозволяє виконати для похiдної (3.4.28) перетворення

∂

∂t
K (t− t′, ω̃n) =

1

2π

+∞∫
−∞

eiξ(t−t
′)dξ

+∞∫
−∞

sign τ

2
e−ω̃n|τ |e−iξτdτ =

=
1

2π

+∞∫
−∞

dτ

+∞∫
−∞

sign τ

2
e−ω̃n|τ |e−iξ(τ−(t−t

′))dξ =

=

+∞∫
−∞

sign τ

2
e−ω̃n|τ |dτ

2π

+∞∫
−∞

e−iξ(τ−(t−t
′))dξ =

=

+∞∫
−∞

sign τ

2
e−ω̃n|τ |δ (τ − (t− t′)) dτ =

sign (t− t′)
2

e−ω̃n|t−t′|. (3.4.29)

Функцiю (3.4.27) та її похiдну першого порядку (3.4.29) потрiбно пiдставляти
у формулу (3.4.25) для матричної функцiї L̂1,1

1 (t− t′). Тодi ми можемо записати
формулу

L̂1,1
1 (t− t′) = 1

2ω̃n

[
ω̃n sign (t− t′) + Â (−φ)

]
e−ω̃n|t−t′|. (3.4.30)

Розгляньмо рiзницю тотожностей (3.4.20) та (3.4.24). Якщо ми будемо шукати
матричну функцiю L̂1,1 (t, t′) у виглядi розкладу

L̂1,1 (t, t′) = L̂1,1
0 (t, t′) + L̂1,1

1 (t− t′) , (3.4.31)

то матрична функцiя L̂1,1
0 (t, t′) буде загальним розв’язком однорiдного диферен-

цiального рiвняння першого порядку{
∂

∂t
+ Â (−φ)

}
L̂1,1
0 (t, t′) = 0. (3.4.32)
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Для однорiдного диференцiального рiвняння першого порядку (3.4.32) можна
побудувати загальний iнтеграл

L̂1,1
0 (t, t′) = e−Â(−φ)tM̂ 1,1 (t′) =

ω̃n − Â (−φ)
2ω̃n

M̂ 1,1 (t′) eω̃nt+

+
ω̃n + Â (−φ)

2ω̃n
M̂ 1,1 (t′) e−ω̃nt. (3.4.33)

Для частинного випадку, коли t → −∞, матрична функцiя (3.4.33) має бути
збiжною. Внаслiдок цього повинна виконуватись умова[

ω̃n + Â (−φ)
]
M̂ 1,1 (t′) = 0, (3.4.34)

з якої випливає формула для матрицi

M̂ 1,1 (t′) =

 α11 (t
′) −1

∗
b
β11 (t

′)

−
∗
b α11 (t

′) β11 (t
′)

 . (3.4.35)

Тотожнiсть (3.4.34), матрицю (3.4.35) та тотожнiсть

ω̃n − Â (−φ)
2ω̃n

M̂ 1,1 (t′) =
2ω̃n −

[
ω̃n + Â (−φ)

]
2ω̃n

M̂ 1,1 (t′) = M̂ 1,1 (t′) ,

яка є прямим наслiдком тотожностi (3.4.34), потрiбно пiдставляти у формулу
(3.4.33) для загального розв’язку однорiдного диференцiального рiвняння першо-
го порядку (3.4.32). Тодi ми можемо записати, що

L̂1,1
0 (t, t′) = eω̃nt

 α11 (t
′) −1

∗
b
β11 (t

′)

−
∗
b α11 (t

′) β11 (t
′)

 . (3.4.36)

Далi потрiбно пiдставляти матричнi функцiї (3.4.30) та (3.4.36) у формулу для
розкладу (3.4.31). Тодi виходить, що

L̂1,1 (t, t′) = eω̃nt

 α11 (t
′) −1

∗
b
β11 (t

′)

−
∗
b α11 (t

′) β11 (t
′)

+

+
1

2ω̃n

[
ω̃n sign (t− t′) + Â (−φ)

]
e−ω̃n|t−t′|. (3.4.37)

Що стосується матричних функцiй (3.4.19) та (3.4.37), то їх потрiбно пiдстав-
ляти у формули (3.4.3) та (3.4.21) вiдповiдно. Для кращого сприйняття формул
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ми будемо використовувати такi позначення:

α21 (t
′)

i
exp

(
−ω̃n

a

2

)
≡ α1 (t

′) ,
β21 (t

′)

i
exp

(
−ω̃n

a

2

)
≡ β1 (t

′) ,

α11 (t
′)

i
exp

(
−ω̃n

a

2

)
≡ γ1 (t

′) ,
β11 (t

′)

i
exp

(
−ω̃n

a

2

)
≡ δ1 (t

′) .

Тодi для матричних функцiй Грiна в t-представленнi ми отримуємо аналiтичнi
вирази

Ĝ1,1 (t, t′) =

 γ1 (t
′) −1

∗
b
δ1 (t

′)

−
∗
b γ1 (t

′) δ1 (t
′)

 exp
{
ω̃n

(
t+

a

2

)}
+

+
1

2iω̃n

[
ω̃n sign (t− t′) + Â (−φ)

]
e−ω̃n|t−t′| (3.4.38)

та

Ĝ2,1 (t, t′) =

(
α1 (t

′) 1
bβ1 (t

′)

bα1 (t
′) β1 (t

′)

)
exp

{
ω̃n

(
t+

a

2

)}
. (3.4.39)

3.4.2. Правий надпровiдник. Що стосується правого надпровiдника, то

його розмiщено вже в областi z >
d

2
. У так званому t-представленнi цiй обла-

стi вiдповiдає область t >
a

2
. Як i у випадку лiвого надпровiдника, для правого

надпровiдника матрицi (3.2.37) та (3.2.38) теж уже не будуть функцiями змiнної
t. Спрощенi аналiтичнi вирази для цих матриць потрiбно використати з метою
пiдрахунку матриць ∆̂i,i′ (t, x), якi, очевидно, також уже не будуть функцiями
змiнної t. Отже, на промiжку t >

a

2
ми маємо такi аналiтичнi вирази:

σz∆̂
1,1 (t, x) = ∆̂φ − 2i∆Rσx sin

φ

2
,

σz∆̂
1,2 (t, x) = 2i∆

∗
C4 C1σx sin

φ

2
,

σz∆̂
2,1 (t, x) = −2i∆

∗
C4 C1σx sin

φ

2
,

σz∆̂
2,2 (t, x) = ∆̂−φ + 2i∆Rσx sin

φ

2
.

Беручи до уваги спрощенi аналiтичнi вирази для матриць σz∆̂i,i′ (t, x), ми мо-
жемо отримати замкнену систему двох диференцiальних рiвнянь першого поряд-
ку для матричних функцiй Грiна Ĝ1,1 (t, t′) та Ĝ2,1 (t, t′). Ця система має такий
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вигляд: {
i
∂

∂t
+ iωnσz − ∆̂φ + 2i∆Rσx sin

φ

2

}
Ĝ1,1 (t, t′)−

− 2i∆
∗
C4 C1σx sin

φ

2
Ĝ2,1 (t, t′) = δ (t− t′) ,{

i
∂

∂t
+ iωnσz − ∆̂−φ − 2i∆Rσx sin

φ

2

}
Ĝ2,1 (t, t′)+

+ 2i∆
∗
C4 C1σx sin

φ

2
Ĝ1,1 (t, t′) = 0.

(3.4.40)

Що стосується замкненої системи двох диференцiальних рiвнянь першого по-
рядку для матричних функцiй Грiна Ĝ2,2 (t, t′) та Ĝ1,2 (t, t′), то вона матиме вже
такий вигляд: {

i
∂

∂t
+ iωnσz − ∆̂−φ − 2i∆Rσx sin

φ

2

}
Ĝ2,2 (t, t′)+

+ 2i∆
∗
C4 C1σx sin

φ

2
Ĝ1,2 (t, t′) = δ (t− t′) ,{

i
∂

∂t
+ iωnσz − ∆̂φ + 2i∆Rσx sin

φ

2

}
Ĝ1,2 (t, t′)−

− 2i∆
∗
C4 C1σx sin

φ

2
Ĝ2,2 (t, t′) = 0.

(3.4.41)

Розгляньмо замкнену систему (3.4.40) двох диференцiальних рiвнянь першого
порядку для матричних функцiй Грiна Ĝ1,1 (t, t′) та Ĝ2,1 (t, t′). Варто наголосити
на тому, що цю недiагональну систему рiвнянь можна звести до такої дiагональної
системи: {

∂

∂t
+ Â (φ)

}
L̂ (t, t′) = δ (t− t′) ,{

∂

∂t
+ Â (−φ)

}
M̂ (t, t′) = δ (t− t′) . (3.4.42)

Система (3.4.42) є системою двох диференцiальних рiвнянь першого порядку
для таких матричних функцiй:

L̂ (t, t′) = iĜ1,1 (t, t′) +
∗
C1
∗
iC4

Ĝ2,1 (t, t′) ,

M̂ (t, t′) = iĜ1,1 (t, t′)− C4

iC1
Ĝ2,1 (t, t′) . (3.4.43)

Розгляньмо спочатку перше рiвняння системи (3.4.42), яке є неоднорiдним ди-
ференцiальним рiвнянням першого порядку для матричної функцiї L̂ (t, t′). Варто
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наголосити на тому, що загальний розв’язок неоднорiдного диференцiального рiв-
няння можна подати у виглядi розкладу

L̂ (t, t′) = L̂0 (t, t
′) + L̂1 (t− t′) , (3.4.44)

у формулi для якого ми маємо загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного ди-
ференцiального рiвняння першого порядку{

∂

∂t
+ Â (φ)

}
L̂0 (t, t

′) = 0 (3.4.45)

та частинний розв’язок неоднорiдного диференцiального рiвняння першого по-
рядку

L̂1 (t− t′) =
{
∂

∂t
− Â (φ)

}
K (t− t′, ω̃n) =

=
1

2ω̃n

[
ω̃n sign (t− t′) + Â (φ)

]
e−ω̃n|t−t′|. (3.4.46)

Диференцiальне рiвняння першого порядку (3.4.45) є подiбним до диферен-
цiального рiвняння першого порядку (3.4.2), яке виникало для випадку лiвого
надпровiдника. Беручи до уваги операторну тотожнiсть (3.4.10), ми можемо вже
одразу записати, що

L̂0 (t, t
′) = e−Â(φ)tÊ (t′) =

ω̃n − Â (φ)

2ω̃n
Ê (t′) eω̃nt +

ω̃n + Â (φ)

2ω̃n
Ê (t′) e−ω̃nt. (3.4.47)

У формулi (3.4.47) потрiбно позбутися доданка з експонентою eω̃nt, яка розбi-
гається для випадку, коли t→ +∞. Для втiлення у життя вищезгаданого задуму
варто записати умову [

ω̃n − Â (φ)
]
Ê (t′) = 0, (3.4.48)

яка буде виконуватись тодi i тiльки тодi, коли матрична функцiя Ê (t′) матиме
такий вигляд:

Ê (t′) =

 α (t′) −
∗
b β (t′)

−1
∗
b
α (t′) β (t′)

 . (3.4.49)

Тотожнiсть (3.4.48), матрицю (3.4.49) та тотожнiсть

ω̃n + Â (φ)

2ω̃n
Ê (t′) =

2ω̃n −
[
ω̃n − Â (φ)

]
2ω̃n

Ê (t′) = Ê (t′) ,
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яка є прямим наслiдком тотожностi (3.4.48), потрiбно пiдставляти у формулу
(3.4.47) для загального розв’язку однорiдного диференцiального рiвняння першо-
го порядку (3.4.45). Тодi ми можемо записати, що

L̂0 (t, t
′) = e−ω̃nt

 α (t′) −
∗
b β (t′)

−1
∗
b
α (t′) β (t′)

 . (3.4.50)

Далi потрiбно пiдставляти матричнi функцiї (3.4.46) та (3.4.50) у формулу для
розкладу (3.4.44). Тодi виходить, що

L̂ (t, t′) = e−ω̃nt

 α (t′) −
∗
b β (t′)

−1
∗
b
α (t′) β (t′)

+

+
1

2ω̃n

[
ω̃n sign (t− t′) + Â (φ)

]
e−ω̃n|t−t′|. (3.4.51)

Цiлком аналогiчно розв’язується друге рiвняння системи (3.4.42) для матри-
чної функцiї M̂ (t, t′), внаслiдок чого ми можемо вже одразу виписати загальний
розв’язок

M̂ (t, t′) = e−ω̃nt

(
γ (t′) bδ (t′)
1
bγ (t

′) δ (t′)

)
+

+
1

2ω̃n

[
ω̃n sign (t− t′) + Â (−φ)

]
e−ω̃n|t−t′|. (3.4.52)

Що стосується матричних функцiй (3.4.51) та (3.4.52), то їх потрiбно пiдстав-
ляти у формули (3.4.43). З отриманих формул можна легко знайти матричнi фун-
кцiї Грiна Ĝ1,1 (t, t′) та Ĝ2,1 (t, t′). Для кращого сприйняття формул ми будемо ви-
користовувати такi позначення:

α (t′)

i
exp

(
−ω̃n

a

2

)
≡ α2 (t

′) ,
β (t′)

i
exp

(
−ω̃n

a

2

)
≡ β2 (t

′) ,

γ (t′)

i
exp

(
−ω̃n

a

2

)
≡ γ2 (t

′) ,
δ (t′)

i
exp

(
−ω̃n

a

2

)
≡ δ2 (t

′) .

Тодi для матричних функцiй Грiна в t-представленнi ми отримуємо аналiтичнi
вирази

Ĝ1,1 (t, t′) = 1

2iω̃n

[
ω̃n sign (t− t′) +DÂ (φ) +RÂ (−φ)

]
e−ω̃n|t−t′| +

+

Dα2 (t
′) +Rγ2 (t

′) Rbδ2 (t
′)−D

∗
b β2 (t

′)
R
b γ2 (t

′)− D
∗
b
α2 (t

′) Dβ2 (t
′) +Rδ2 (t

′)

 exp
{
ω̃n

(a
2
− t
)}

(3.4.53)
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та

Ĝ2,1 (t, t′) =
∗
C1 C4

2iω̃n

[
Â (φ)− Â (−φ)

]
e−ω̃n|t−t′| +

+
∗
C1 C4

 α2 (t
′)− γ2 (t′) −

∗
b β2 (t

′)− bδ2 (t′)
−1

∗
b
α2 (t

′)− 1
bγ2 (t

′) β2 (t
′)− δ2 (t′)

 exp
{
ω̃n

(a
2
− t
)}

. (3.4.54)

3.4.3. Промiжний прошарок. Що стосується промiжного прошарку, то

його розмiщено вже в областi |z| < d

2
. У так званому t-представленнi цiй областi

вiдповiдає область |t| < a

2
. Як i у випадку крайнiх надпровiдникiв, для промiжно-

го прошарку S′ матрицi (3.2.37) та (3.2.38) теж уже не будуть функцiями змiнної
t. Спрощенi аналiтичнi вирази для цих матриць потрiбно використати з метою
пiдрахунку матриць ∆̂i,i′ (t, x), якi, очевидно, також уже не будуть функцiями
змiнної t. Отже, на промiжку |t| < a

2
ми маємо такi аналiтичнi вирази:

∆̂1,1 (t, x) = ∆1σx

(
|C2|2 + |C3|2

)
,

∆̂1,2 (t, x) = ∆1σx

(
∗
C2 C3 +

∗
C3 C2

)
,

∆̂2,1 (t, x) = ∆1σx

(
∗
C2 C3 +

∗
C3 C2

)
,

∆̂2,2 (t, x) = ∆1σx

(
|C2|2 + |C3|2

)
.

Беручи до уваги спрощенi аналiтичнi вирази для матриць σz∆̂i,i′ (t, x), ми мо-
жемо отримати замкнену систему двох диференцiальних рiвнянь першого поряд-
ку для матричних функцiй Грiна Ĝ1,1 (t, t′) та Ĝ2,1 (t, t′). Ця система має такий
вигляд: {

i
∂

∂t
+ iωnσz −

(
|C2|2 + |C3|2

)
iσy∆1

}
Ĝ1,1 (t, t′)−

−
(
C2

∗
C3 +

∗
C2 C3

)
iσy∆1Ĝ2,1 (t, t′) = δ (t− t′) ,{

i
∂

∂t
+ iωnσz −

(
|C2|2 + |C3|2

)
iσy∆1

}
Ĝ2,1 (t, t′)−

−
(
C2

∗
C3 +

∗
C2 C3

)
iσy∆1Ĝ1,1 (t, t′) = 0.

(3.4.55)

Що стосується замкненої системи двох диференцiальних рiвнянь першого по-
рядку для матричних функцiй Грiна Ĝ2,2 (t, t′) та Ĝ1,2 (t, t′), то вона матиме вже
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такий вигляд: {
i
∂

∂t
+ iωnσz −

(
|C2|2 + |C3|2

)
iσy∆1

}
Ĝ2,2 (t, t′)−

−
(
C2

∗
C3 +

∗
C2 C3

)
iσy∆1Ĝ1,2 (t, t′) = δ (t− t′) ,{

i
∂

∂t
+ iωnσz −

(
|C2|2 + |C3|2

)
iσy∆1

}
Ĝ1,2 (t, t′)−

−
(
C2

∗
C3 +

∗
C2 C3

)
iσy∆1Ĝ2,2 (t, t′) = 0.

(3.4.56)

Ми розв’яжемо замкнену систему (3.4.55) двох диференцiальних рiвнянь пер-
шого порядку для матричних функцiй Грiна Ĝ1,1 (t, t′) та Ĝ2,1 (t, t′). Розглядаючи
суму та рiзницю диференцiальних рiвнянь, ми можемо перетворити замкнену си-
стему (3.4.55) на таку замкнену систему:{

∂

∂t
+ ωnσz − |C2 − C3|2 σy∆1

}
i
[
Ĝ1,1 (t, t′)− Ĝ2,1 (t, t′)

]
= δ (t− t′) ,{

∂

∂t
+ ωnσz − |C2 + C3|2 σy∆1

}
i
[
Ĝ1,1 (t, t′) + Ĝ2,1 (t, t′)

]
= δ (t− t′) . (3.4.57)

Якщо запровадити позначення A1 = C2 − C3 та A2 = C2 + C3, то два дифе-
ренцiальнi рiвняння першого порядку замкненої системи (3.4.57) для матричних
функцiй Грiна Ĝ1,1 (t, t′) та Ĝ2,1 (t, t′) можна записати у виглядi одного диферен-
цiального рiвняння першого порядку{

∂

∂t
+ ωnσz − |Ak|2 σy∆1

}
i
[
Ĝ1,1 (t, t′) + (−1)k Ĝ2,1 (t, t′)

]
= δ (t− t′) . (3.4.58)

Для матрицi Âk (ωn) = ωnσz − |Ak|2 σy∆1, яку ми запровадимо для зручно-

стi запису, виконується тотожнiсть
{

Âk (ωn)
}2

= {Ωk (ωn)}2, у формулi для якої

фiгурує позначення для частоти Ωk (ωn) =

√
ω2
n +∆2

1 |Ak|4. У такому випадку ди-
ференцiальне рiвняння першого порядку (3.4.58) є диференцiальним рiвнянням
першого порядку {

∂

∂t
+ Âk (ωn)

}
L̂(k) (t, t′) = δ (t− t′) (3.4.59)

для матричної функцiї

L̂(k) (t, t′) = i
[
Ĝ1,1 (t, t′) + (−1)k Ĝ2,1 (t, t′)

]
. (3.4.60)
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Далi потрiбно розв’язати, тобто проiнтегрувати диференцiальне рiвняння пер-
шого порядку (3.4.59) для матричної функцiї (3.4.60). Для початку варто запи-
сати вищезгадане рiвняння у такому виглядi:

∂L̂(k) (t, t′)

∂t
+ Âk (ωn) L̂

(k) (t, t′) = δ (t− t′) . (3.4.61)

Диференцiальне рiвняння першого порядку (3.4.61) потрiбно домножити злiва
на матрицю eÂk(ωn)t. У правiй частинi утвореної тотожностi варто взяти до уваги
вiдому властивiсть f (x) δ (x− x′) = f (x′) δ (x− x′), внаслiдок чого ми приходимо
до рiвняння

eÂk(ωn)t
∂L̂(k) (t, t′)

∂t
+ Âk (ωn) e

Âk(ωn)tL̂(k) (t, t′) = eÂk(ωn)t
′
δ (t− t′) .

З цим рiвнянням значно легше працювати через те, що сума в лiвiй частинi

перетворюється на похiдну
∂

∂t

{
eÂk(ωn)tL̂(k) (t, t′)

}
. Праву частину перетворюємо

за допомогою тотожностi δ (t− t′) = ∂

∂t

{
sign (t− t′)

2

}
. Внаслiдок виконаних пе-

ретворень отримуємо диференцiальне рiвняння першого порядку

∂

∂t

{
eÂk(ωn)tL̂(k) (t, t′)− sign (t− t′)

2
eÂk(ωn)t

′
}

= 0

та його загальний iнтеграл

exp
{

Âk (ωn) t
}
L̂(k) (t, t′)− sign (t− t′)

2
exp

{
Âk (ωn) t

′
}
=

= exp
{
−Âk (ωn)

a

2

}
L̂(k)

(
−a
2
, t′
)
+

sign
(a
2
+ t′
)

2
exp

{
Âk (ωn) t

′
}
,

який можна переписати також i в такому виглядi:

L̂(k) (t, t′) = exp
{
−Âk (ωn)

(
t+

a

2

)}
L̂(k)

(
−a
2
, t′
)
+

+
sign (t− t′) + sign

(a
2
+ t′
)

2
exp

{
−Âk (ωn) (t− t′)

}
. (3.4.62)

Матрична функцiя (3.4.62) є загальним розв’язком неоднорiдного диференцi-
ального рiвняння першого порядку (3.4.61). Доданок у правiй частинi формули
(3.4.62), у якому фiгурує стала iнтегрування L̂(k)

(
−a
2
, t′
)
, є загальним розв’язком

вiдповiдного однорiдного рiвняння. Iнший доданок у правiй частинi формули



130

(3.4.62) є частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння. У формулi (3.4.62) для
загального розв’язку неоднорiдного диференцiального рiвняння першого порядку
(3.4.61) ми маємо матричнi експоненти типу exp

{
−Âk (ωn) τ

}
, якi є дуже схо-

жими на матричнi експоненти exp
{
−Â (φ) t

}
та exp

{
−Â (−φ) t

}
iз пунктiв про

лiвий i правий надпровiдники. Цiлком аналогiчно до того, як ми встановлювали
справедливiсть операторної тотожностi (3.4.10), ми також можемо легко встано-
вити справедливiсть операторної тотожностi

exp
{
−Âk (ωn) τ

}
= ch {Ωk (ωn) τ} − Âk (ωn)

sh {Ωk (ωn) τ}
Ωk (ωn)

. (3.4.63)

Якщо взяти до уваги позначення (3.4.60), яке ми запровадили вище, то фор-
мулу (3.4.62) для загального розв’язку неоднорiдного диференцiального рiвняння
першого порядку (3.4.61) можна переписати в такому виглядi:

Ĝ1,1 (t, t′) + (−1)k Ĝ2,1 (t, t′) =
= exp

{
−Âk (ωn)

(
t+

a

2

)} [
Ĝ1,1

(
−a
2
, t′
)
+ (−1)k Ĝ2,1

(
−a
2
, t′
)]

+

+
sign

(a
2
+ t′
)
+ sign (t− t′)

2i
exp

{
−Âk (ωn) (t− t′)

}
. (3.4.64)

Оскiльки iндекс k набуває значень 1 та 2, то з формули (3.4.64) можна отрима-
ти рiзницю Ĝ1,1 (t, t′)− Ĝ2,1 (t, t′) та суму Ĝ1,1 (t, t′)+ Ĝ2,1 (t, t′). Звiдси випливають
аналiтичнi формули для матричних функцiй Грiна Ĝ1,1 (t, t′) та Ĝ2,1 (t, t′), якi є
справедливими на промiжку |t| < a

2
i додатково залишаються справедливими

у двох точках t = ±a
2

внаслiдок неперервностi функцiй Грiна при переходi че-

рез контакти. Справедливiсть формули (3.4.64) на лiвiй межi t = −a
2

вже взято
до уваги, про що свiдчить наявнiсть у правiй частинi цiєї формули матричних
функцiй Ĝ1,1

(
−a
2
, t′
)

та Ĝ2,1
(
−a
2
, t′
)
, через якi подано сталу iнтегрування. Якщо

взяти до уваги справедливiсть формули (3.4.64) на правiй межi t =
a

2
, то можна

прийти до матричної тотожностi

Ĝ1,1
(a
2
, t′
)
+ (−1)k Ĝ2,1

(a
2
, t′
)
=

= exp
{
−Âk (ωn) a

}[
Ĝ1,1

(
−a
2
, t′
)
+ (−1)k Ĝ2,1

(
−a
2
, t′
)]

+

+
sign

(a
2
+ t′
)
+ sign

(a
2
− t′
)

2i
exp

{
−Âk (ωn)

(a
2
− t′
)}

, (3.4.65)
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з якої легко отримуємо систему чотирьох лiнiйних рiвнянь з чотирма невiдомими
у виглядi двох рiвностей[

∗
C1 +

∗
C4 (−1)k

] [
C4 (−1)k α2 (t

′) + C1γ2 (t
′)
]
+

+
ωn + ω̃n sign

(a
2
− t′
)

2iω̃n
exp

(
−ω̃n

∣∣∣a
2
− t′
∣∣∣) =

(
chΩka−

ωn shΩka

Ωk

)
×

×

γ1 (t′) + (−1)k α1 (t
′) +

ωn − ω̃n sign
(a
2
+ t′
)

2iω̃n
exp

(
−ω̃n

∣∣∣a
2
+ t′
∣∣∣)
+

+
sign

(a
2
+ t′
)
+ sign

(a
2
− t′
)

2i

chΩk

(a
2
− t′
)
−
ωn shΩk

(a
2
− t′
)

Ωk

+

+
i∆1 |Ak|2 shΩka

Ωk

{
∗
b

[
γ1 (t

′) +
ωn − ω̃n

2iω̃n
exp

(
−ω̃n

∣∣∣a
2
+ t′
∣∣∣)]+

+(−1)k+1 bα1 (t
′)
}

(3.4.66)

та [
C1 + C4 (−1)k+1

]
∗
C4 (−1)k

∗
b

[
α2 (t

′) +
ωn + ω̃n

2iω̃n
exp

(
−ω̃n

∣∣∣a
2
− t′
∣∣∣)]+

+

∗
C1

b

[
γ2 (t

′) +
ωn + ω̃n

2iω̃n
exp

(
−ω̃n

∣∣∣a
2
− t′
∣∣∣)]
 =

i∆1 |Ak|2 shΩka

Ωk
×

×

γ1 (t′) + (−1)k α1 (t
′) +

ωn − ω̃n sign
(a
2
+ t′
)

2iω̃n
exp

(
−ω̃n

∣∣∣a
2
+ t′
∣∣∣)
+

+
sign

(a
2
+ t′
)
+ sign

(a
2
− t′
)

2i

i∆1 |Ak|2 shΩk

(a
2
− t′
)

Ωk
−

−
(
chΩka+

ωn shΩka

Ωk

){
∗
b

[
γ1 (t

′) +
ωn − ω̃n

2iω̃n
exp

(
−ω̃n

∣∣∣a
2
+ t′
∣∣∣)]+

+(−1)k+1 bα1 (t
′)
}
. (3.4.67)

Рiвностi (3.4.66) та (3.4.67) отримано з матричної рiвностi (3.4.65), беручи до
уваги умови неперервностi функцiй Грiна при переходi через контакти. Матричнi
функцiї Ĝ1,1

(
−a
2
, t′
)

та Ĝ2,1
(
−a
2
, t′
)

обчислено шляхом застосування отриманих
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на промiжку t < −a
2

розв’язкiв (3.4.38) та (3.4.39), справедливiсть яких зберi-

гається також i на межi t = −a
2
. Матрицi Ĝ1,1

(a
2
, t′
)

та Ĝ2,1
(a
2
, t′
)

обчислено

за допомогою отриманих на промiжку t >
a

2
розв’язкiв (3.4.53) та (3.4.54), якi

є справедливими також i на межi t =
a

2
. Матрична тотожнiсть (3.4.65), з якої

отримано рiвностi (3.4.66) та (3.4.67), називається «умовою зшивання»!
З формули для матричної функцiї Грiна у t-представленнi

Ĝi,k (t, t′) =

(
Gi,k

ωn
(t, t′) F̃ i,k

ωn
(t, t′)

−F i,k
ωn

(t, t′) −G̃i,k
ωn

(t, t′)

)
видно, що функцiя Грiна Gi,k

ωn
(t, t′) стоїть у першому рядку та першому стовпцi

виписаної вище матричної функцiї Грiна. Тодi з формули (3.4.64) для загального
розв’язку диференцiального рiвняння першого порядку (3.4.61) ми можемо отри-
мати формулу

G1,1
ωn

(t, t′) + (−1)kG2,1
ωn

(t, t′) =

=

chΩk

(a
2
+ t
)
−
ωn shΩk

(a
2
+ t
)

Ωk


{
γ1 (t

′) + (−1)k α1 (t
′)+

+
ωn − ω̃n sign

(a
2
+ t′
)

2iω̃n
exp

(
−ω̃n

∣∣∣a
2
+ t′
∣∣∣)
+

i∆1 |Ak|2 shΩk

(a
2
+ t
)

Ωk
×

×
{
∗
b

[
γ1 (t

′) +
ωn − ω̃n

2iω̃n
exp

(
−ω̃n

∣∣∣a
2
+ t′
∣∣∣)]+ (−1)k+1 bα1 (t

′)

}
+

+
sign

(a
2
+ t′
)
+ sign (t− t′)

2i

{
chΩk (t− t′)−

ωn shΩk (t− t′)
Ωk

}
. (3.4.68)

3.5. Струм-фазова залежнiсть

Формула (3.4.68) для функцiй Грiна G1,1
ωn

(t, t′) та G2,1
ωn

(t, t′) є справедливою на
промiжку |t| < a

2
та на межах t = ±a

2
, внаслiдок чого вона дозволяє обчислювати

такi 4 величини: G1,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
, G2,1

ωn

(
−a
2
,−a

2

)
, G1,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
та G2,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
.

Але таке стане можливим лише пiсля того, як буде знайдено двi невiдомi сталi
iнтегрування α1 (t

′) та γ1 (t′). Для цього потрiбно розв’язати систему чотирьох лi-
нiйних рiвнянь для чотирьох невiдомих α1 (t

′), γ1 (t′), α2 (t
′) та γ2 (t′). Ця система,

яку подано у виглядi рiвностей (3.4.66) та (3.4.67), легко розв’язується!
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Якщо t = t′ = −a
2
, то згадана вище система розв’язується ще легше. Для

такого частинного випадку формула (3.4.68) перетворюється на формулу

G1,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
+ (−1)kG2,1

ωn

(
−a
2
,−a

2

)
= γ1

(
−a
2

)
+ (−1)k α1

(
−a
2

)
+

ωn

2iω̃n
,

яку ми будемо розглядати як систему двох лiнiйних рiвнянь для двох невiдомих
величин α1

(
−a
2

)
та γ1

(
−a
2

)
. Тодi матимемо:

α1

(
−a
2

)
= G2,1

ωn

(
−a
2
,−a

2

)
, γ1

(
−a
2

)
= G1,1

ωn

(
−a
2
,−a

2

)
− ωn

2iω̃n
. (3.5.1)

Варто зауважити, що якщо t = t′ = −a
2
, то рiвностi (3.4.66) та (3.4.67) до-

зволяють отримати систему чотирьох лiнiйних рiвнянь для чотирьох невiдомих
величин α1

(
−a
2

)
, γ1
(
−a
2

)
, α2

(
−a
2

)
та γ2

(
−a
2

)
. Цю систему можна звести до си-

стеми двох лiнiйних рiвнянь для двох невiдомих α1

(
−a
2

)
та γ1

(
−a
2

)
, якi можна

подати через величини G1,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
та G2,1

ωn

(
−a
2
,−a

2

)
за допомогою отриманих

формул (3.5.1). Тодi ми отримуємо систему двох лiнiйних рiвнянь для двох не-
вiдомих G1,1

ωn

(
−a
2
,−a

2

)
та G2,1

ωn

(
−a
2
,−a

2

)
. З метою спрощення записiв ми будемо

використовувати такi позначення:

a11 =
2∑

k=1

[
C1 + C4 (−1)k

] [(∗
b +

1

b

)
chΩka +

+

{(
∗
b −

1

b

)
ωn +

(
1

b
− 1
∗
b

)
i
∗
b ∆1 |Ak|2

}
shΩka

Ωk

]
,

a12 =
2∑

k=1

(−1)k
[
C1 + C4 (−1)k

] [(1
b
− b
)
chΩka −

−
{(

b+
1

b

)
ωn + 2i∆1 |Ak|2

}
shΩka

Ωk

]
,

a21 =
2∑

k=1

(−1)k
[
∗
C1 +

∗
C4 (−1)k+1

] [(
1
∗
b
−
∗
b

)
chΩka −

−

{(
∗
b +

1
∗
b

)
ωn − 2i∆1 |Ak|2

}
shΩka

Ωk

]
,

a22 =
2∑

k=1

[
∗
C1 +

∗
C4 (−1)k+1

][(
b+

1
∗
b

)
chΩka +

+

{(
b− 1

∗
b

)
ωn +

(
1

b
− 1
∗
b

)
ib∆1 |Ak|2

}
shΩka

Ωk

]
. (3.5.2)
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Також ми будемо використовувати такi позначення:

b1 =
1

2i

2∑
k=1

[
C1 + C4 (−1)k

] [(∗
b −

1

b

)
chΩka +

+

{(
∗
b +

1

b

)
ωn +

(
1

b
+

1
∗
b

)
i
∗
b ∆1 |Ak|2

}
shΩka

Ωk

]
,

b2 =
1

2i

2∑
k=1

(−1)k+1

[
∗
C1 +

∗
C4 (−1)k+1

] [(
∗
b +

1
∗
b

)
chΩka +

+

(
∗
b −

1
∗
b

)
ωn

shΩka

Ωk

]
. (3.5.3)

Тодi ми можемо записати таку систему:

a11G
1,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
+ a12G

2,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
= b1,

a21G
1,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
+ a22G

2,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
= b2. (3.5.4)

Розв’язок системи (3.5.4) має такий вигляд:

G1,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
=

a22b1 − a12b2
a11a22 − a12a21

, G2,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
=

a11b2 − a21b1
a11a22 − a12a21

. (3.5.5)

Якщо взяти до уваги коефiцiєнти (3.5.2), то можна обчислити визначник

a11a22 − a12a21 =
16

∆2

{
ω2
n +∆2

[
1−D

(
sin

φ

2

)2]
+ Fωn

(x, a, φ)

}
, (3.5.6)

у формулi для якого фiгурує позначення для функцiї

Fωn
(x, a, φ) =

{
ω2
n +

∆2

2

[
1 +

(
cos

φ

2

)2]}
(chΩ1a chΩ2a− 1)+

+ ω̃n

(
ω2
n +∆1∆ |A1|2 cos

φ

2

) shΩ1a

Ω1
chΩ2a +

+ ω̃n

(
ω2
n +∆1∆ |A2|2 cos

φ

2

) shΩ2a

Ω2
chΩ1a +

+
{(
ω2
n +∆1∆ |A1|2 cos

φ

2

)(
ω2
n +∆1∆ |A2|2 cos

φ

2

)
+

+
∆2

2

(
ω2
n +∆2

1 |A1|2 |A2|2
)(

sin
φ

2

)2} shΩ1a

Ω1

shΩ2a

Ω2
. (3.5.7)

Далi потрiбно використати коефiцiєнти (3.5.2) та (3.5.3) для пiдрахунку двох
визначникiв a22b1 − a12b2 та a11b2 − a21b1 у формулi (3.5.5). Отриманi вирази для
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двох величин G1,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
та G2,1

ωn

(
−a
2
,−a

2

)
потрiбно просумувати по непарних

частотах ωn. Тi доданки, якi внаслiдок замiни ωn → −ωn змiнюють свiй знак
на протилежний, будуть вiдсутнiми пiд знаком суми по ωn. Адже безпосереднiм
наслiдком властивостi f (−ωn) = −f (ωn) є тотожнiсть

∑
ωn

f (ωn) = 0.

Тодi ми отримуємо такi результати:∑
ωn

G1,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
=
∑
ωn

4D sinφ+ Eωn
(x, a, φ)

a11a22 − a12a21
,

∑
ωn

G2,1
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
=
∑
ωn

8
∗
C1 C4 exp

(
i
φ

2

)
sin

φ

2
a11a22 − a12a21

. (3.5.8)

У формулi (3.5.8) фiгурує позначення для функцiї

Eωn
(x, a, φ) = 2 (chΩ1a chΩ2a− 1) sinφ+

4∆1

∆
|A1|2 ω̃n

shΩ1a chΩ2a

Ω1
sin

φ

2
+

+
4∆1

∆
|A2|2 ω̃n

chΩ1a shΩ2a

Ω2
sin

φ

2
+

{
4∆1

∆

(
|A1|2 + |A2|2

)
ω2
n sin

φ

2
−

− 2
(
ω2
n −∆2

1 |A1|2 |A2|2
)
sinφ

} shΩ1a shΩ2a

Ω1Ω2
. (3.5.9)

З аналiзу систем рiвнянь (3.4.1), (3.4.40), (3.4.41), (3.4.55) та (3.4.56) випливає,
що формули для функцiй Грiна Ĝ2,2 (t, t′) та Ĝ1,2 (t, t′) можна отримати з уже
знайдених формул для функцiй Грiна Ĝ1,1 (t, t′) та Ĝ2,1 (t, t′) шляхом одночасного
виконання таких замiн:

φ→ −φ, Ĝ1,1 (t, t′)→ Ĝ2,2 (t, t′) , Ĝ2,1 (t, t′)→ Ĝ1,2 (t, t′) .

Тодi на основi результатiв (3.5.8) ми отримуємо такi результати:∑
ωn

G2,2
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
= −

∑
ωn

4D sinφ+ Eωn
(x, a, φ)

a11a22 − a12a21
,

∑
ωn

G1,2
ωn

(
−a
2
,−a

2

)
= −

∑
ωn

8
∗
C1 C4 exp

(
−iφ

2

)
sin

φ

2
a11a22 − a12a21

. (3.5.10)

Ми отримали значення геть усiх чотирьох функцiй Грiна в t-представленнi
на лiвому контактi, тобто для частинного випадку t = t′ = −a

2
. Але отриманих

формул (3.5.8) та (3.5.10) для функцiй Грiна на лiвому контактi, якi потрiбно буде
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пiдставляти у формулу (3.3.12) для густини струму j
(
d

2

)
на правому контактi,

не досить.
На додаток до знайдених аналiтичних формул (3.5.8) та (3.5.10) для функцiй

Грiна в t-представленнi на лiвому контактi нам потрiбно знайти також i формули
для функцiй Грiна в t-представленнi на правому контактi. Це означає, що нам
потрiбно розглянути частинний випадок t = t′ =

a

2
.

Для частинного випадку t = t′ =
a

2
формули (3.4.66) та (3.4.68) перетворюю-

ться на формули(
chΩka−

ωn shΩka

Ωk

){
γ1

(a
2

)
+ (−1)k α1

(a
2

)
+
ωn − ω̃n

2iω̃n
exp (−ω̃na)

}
+

+
i∆1 |Ak|2 shΩka

Ωk

{
∗
b

[
γ1

(a
2

)
+
ωn − ω̃n

2iω̃n
exp (−ω̃na)

]
+ (−1)k+1 bα1

(a
2

)}
=

=

[
∗
C1 +

∗
C4 (−1)k

] [
C4 (−1)k α2

(a
2

)
+ C1γ2

(a
2

)]
+

ωn

2iω̃n
− 1

2i
(3.5.11)

та (
chΩka−

ωn shΩka

Ωk

){
γ1

(a
2

)
+ (−1)k α1

(a
2

)
+
ωn − ω̃n

2iω̃n
exp (−ω̃na)

}
+

+
i∆1 |Ak|2 shΩka

Ωk

{
∗
b

[
γ1

(a
2

)
+
ωn − ω̃n

2iω̃n
exp (−ω̃na)

]
+ (−1)k+1 bα1

(a
2

)}
=

= G1,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
+ (−1)kG2,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
− 1

2i
(3.5.12)

вiдповiдно.
Тотожностi (3.5.11) та (3.5.12) мають однаковi лiвi частини, внаслiдок чого

вони мають однаковi правi частини. Тодi ми отримуємо тотожнiсть[
∗
C1 +

∗
C4 (−1)k

] [
C4 (−1)k α2

(a
2

)
+ C1γ2

(a
2

)]
=

= G1,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
− ωn

2iω̃n
+ (−1)kG2,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
,

яку можна подати також i в такому виглядi:

C4 (−1)k α2

(a
2

)
+ C1γ2

(a
2

)
=

=
[
C1 + C4 (−1)k

] [
G1,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
− ωn

2iω̃n
+ (−1)kG2,1

ωn

(a
2
,
a

2

)]
.
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Щойно отриману тотожнiсть можна вважати системою двох лiнiйних рiвнянь
для двох невiдомих величин α2

(a
2

)
та γ2

(a
2

)
. Тодi матимемо:

α2

(a
2

)
= G1,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
− ωn

2iω̃n
+
C1

C4
G2,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
,

γ2

(a
2

)
= G1,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
− ωn

2iω̃n
+
C4

C1
G2,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
. (3.5.13)

Варто зауважити, що якщо t = t′ =
a

2
, то рiвностi (3.4.66) та (3.4.67) до-

зволяють отримати систему чотирьох лiнiйних рiвнянь для чотирьох невiдомих
величин α1

(a
2

)
, γ1

(a
2

)
, α2

(a
2

)
та γ2

(a
2

)
. Цю систему можна звести до системи

двох лiнiйних рiвнянь для двох невiдомих α2

(a
2

)
та γ2

(a
2

)
, якi можна подати

через величини G1,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
та G2,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
шляхом застосування вже отриманих

формул (3.5.13). Тодi ми отримуємо систему двох лiнiйних рiвнянь для двох не-
вiдомих величин G1,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
та G2,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
. Нехай маємо такi позначення:

c11 =
2∑

k=1

(−1)k
[
b

{
chΩka+

(
ωn +

i∆1 |Ak|2

b

)
shΩka

Ωk

}
−
[
C1 + C4 (−1)k+1

]
×

×

 ∗
C1

b
+

∗
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∗
b
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(
ωn + ib∆1 |Ak|2
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Ωk

} ,
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[
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(
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b

)
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}
+
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×

×

 ∗
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∗
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+

∗
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(
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c21 =

2∑
k=1

[
∗
b

{
chΩka+

(
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i∆1 |Ak|2
∗
b

)
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Ωk

}
+
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 ∗
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b
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∗
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∗
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∗
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∗
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(
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i∆1 |Ak|2
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−
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 ∗
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∗
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b
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∗
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} . (3.5.14)
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Нехай маємо також i такi позначення:

d1 =
2∑

k=1

(−1)k

2i

[
b
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(
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i∆1 |Ak|2
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)
shΩka
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×
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+

∗
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∗
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(
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} . (3.5.15)

Тодi систему двох лiнiйних рiвнянь для двох невiдомих величин G1,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
та

G2,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
можна записати в такому виглядi:

c11G
1,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
+ c12G

2,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
= d1,

c21G
1,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
+ c22G

2,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
= d2. (3.5.16)

Розв’язок системи (3.5.16) двох лiнiйних рiвнянь для двох невiдомих величин
має такий вигляд:

G1,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
=

c22d1 − c12d2
c11c22 − c12c21

, G2,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
=

c11d2 − c21d1
c11c22 − c12c21

. (3.5.17)

Якщо взяти до уваги коефiцiєнти (3.5.14), то можна отримати досить таки
несподiваний результат c11c22 − c12c21 = − (a11a22 − a12a21), який приємно дивує.
Далi потрiбно використати коефiцiєнти (3.5.14) та (3.5.15) для пiдрахунку двох
визначникiв c22d1 − c12d2 та c11d2 − c21d1 у формулi (3.5.17). Отриманi вирази
для двох величин G1,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
та G2,1

ωn

(a
2
,
a

2

)
потрiбно просумувати по непарних

частотах ωn. Тодi ми отримуємо такi результати:∑
ωn

G1,1
ωn

(a
2
,
a

2

)
=
∑
ωn

4D sinφ− (R−D)Eωn
(x, a, φ)

a11a22 − a12a21
,

∑
ωn
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ωn

(a
2
,
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2

)
=
∑
ωn

2
∗
C1 C4

{
4 exp

(
i
φ

2

)
sin

φ

2
+ Eωn

(x, a, φ)
}

a11a22 − a12a21
. (3.5.18)
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На основi результатiв (3.5.18) ми отримуємо такi результати:∑
ωn

G2,2
ωn

(a
2
,
a

2

)
= −

∑
ωn

4D sinφ− (R−D)Eωn
(x, a, φ)
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,

∑
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2

)
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∑
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∗
C1 C4

{
4 exp

(
−iφ

2

)
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φ

2
+ Eωn

(x, a, φ)
}

a11a22 − a12a21
. (3.5.19)

Отриманi результати (3.5.8), (3.5.10), (3.5.18) та (3.5.19) потрiбно пiдставляти
у формулу (3.3.12). Внаслiдок цього ми отримуємо струм-фазову залежнiсть

j

(
d

2

)
= πev0N (0)T

∑
ωn

1∫
0

∆2x

[
D sinφ+

1 +D

8
Eωn

(x, a, φ)

]
dx

ω2
n +∆2

[
1−D

(
sin

φ

2

)2]
+ Fωn

(x, a, φ)

(3.5.20)

у шаруватих надпровiдних структурах типу SIS′IS.
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Рис. 3.1: Залежнiсть безрозмiрної густини струму
j

j0
вiд рiзницi фаз φ у випадку

рiзних значень товщини d промiжного прошарку S′. У чисельних розрахунках
покладено: D (1) = 0.1 та T = 0.5 T ′c (величина T ′c є критичною температурою
промiжного прошарку S′). Також маємо позначення j0 = πev0N (0)Tc.

Формула (3.5.20), яка є основним результатом даного роздiлу, мiстить у собi
низку ранiше вiдомих результатiв для частинних випадкiв.

Розгляньмо спочатку частинний випадок, коли ∆1 = ∆. Для такого частин-
ного випадку надпровiднi контакти типу SIS′IS перетворюються на надпровiднi
контакти типу SISIS.
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Нехай тепер ∆1 = 0. Для такого випадку промiжний прошарок S′ перетворю-
ється на нормальний метал N . Що стосується формули (3.5.20), то вона перетво-
рюється на формулу

j

(
d

2

)
=
∑
ωn

1∫
0

2πev0N (0)T∆2xD sinφ

(ω̃2
n + ω2

n) ch 2ωna+ 2ω̃nωn sh 2ωna+∆2 (R +D cosφ)
dx, (3.5.21)

яка описує стацiонарнi властивостi надпровiдних контактiв типу SINIS.
Струм-фазову залежнiсть (3.5.21) можна також проаналiзувати для асимпто-

тичного випадку, коли R≪ 1. Такий випадок означає вiдсутнiсть дiелектричного
прошарку I. За таких обставин формула (3.5.21) зводиться до формули [143]

j

(
d

2

)
=
∑
ωn

1∫
0

2πev0N (0)T∆2x sinφ

(ω̃2
n + ω2

n) ch 2ωna+ 2ω̃nωn sh 2ωna+∆2 cosφ
dx, (3.5.22)

яка описує стацiонарнi властивостi надпровiдних контактiв типу SNS.

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0.11
0.105

0.110

0.115

0.120

0.125

0.130

0.135

0.140

0.145

 

 

j c/
j 0

d/

Рис. 3.2: Графiк залежностi для безрозмiрного критичного струму
jc
j0

вiд товщини

d промiжного прошарку S′.

Варто наголосити на тому, що не менш важливу роль вiдiграє також i вплив
товщини d промiжного прошарку S′ на форму залежностi густини струму вiд
рiзницi фаз. Якщо d≫ ξ0, то формула (3.5.20) перетворюється на формулу

j

(
d

2

)
=
π∆2

8
ev0N (0)T

∑
ωn

1∫
0

x (1 +D)
Ẽωn

(x, a, φ)

F̃ωn
(x, a, φ)

dx, (3.5.23)



141

у якiй фiгурують позначення для функцiй
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Рис. 3.3: Графiк залежностi для прозоростi дiелектричного прошарку D (1) вiд
товщини d промiжного прошарку S′.

Якщо d ≪ ξ0, то Eωn
(x, a, φ) ∼= 0 та Fωn

(x, a, φ) ∼= 0. Взявши до уваги цi
наближення, ми можемо застосувати так зване правило сумацiї за непарними
мацубарiвськими частотами [144,145]

T
∑
ωn

1

ω2
n + α2

=
1

2α
th

α

2T
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з метою перетворити формулу (3.5.20) на формулу [146,147]

j

(
d

2

)
= πev0N (0)∆

sinφ

2

1∫
0

xD (x) dx√
1−D (x)

(
sin

φ

2

)2 th ∆

√
1−D (x)

(
sin

φ

2

)2
2T

,

яка описує стацiонарнi властивостi надпровiдних контактiв типу SIS.
У всiх формулах фiгурують такi функцiї:

R (x) = 1−D (x) , D (x) =
1

1 +

(
mU0

p0x

)2{
cos (dp0x) +

mU0

2p0x
sin (dp0x)

}2 .

На рисунку (3.1) зображено залежнiсть безрозмiрної густини струму
j

j0
вiд

рiзницi фаз φ у шаруватих надпровiдних структурах типу SIS′IS. Чисельнi роз-
рахунки проведено на основi отриманої в даному дослiдженнi струм-фазової за-
лежностi (3.5.20). Для визначеностi використано спiввiдношення Tc = 7.4 T ′c мiж
критичною температурою Tc крайнiх надпровiдникiв та критичною температурою
T ′c промiжного прошарку S′. Варто наголосити на тому, що вищеподане спiввiд-
ношення мiж критичними температурами — це спiввiдношення мiж критичними
температурами нiобiю (Nb) та алюмiнiю (Al) у шаруватих надпровiдних конта-
ктах типу NbIAlINb. Густина струму j є ще функцiєю товщини d промiжного
прошарку S′. З метою отримати графiки, якi подано на рисунку (3.1), розгляну-
то такi випадки: d = 0.014 ξ0, d = 0.044 ξ0 та d = 0.1 ξ0. Варто наголосити на
тому, що для кожного iз цих трьох розглянутих випадкiв максимум безрозмiрної

густини струму
j

j0
перебуває в областi φ >

π

2
. Варто наголосити також i на тому,

що числове значення критичного струму для товщини d = 0.044 ξ0 є вищим вiд
вiдповiдного числового значення для товщини d = 0.014 ξ0. Такий цiкавий факт
можна пояснити залежнiстю прозоростi дiелектричного прошарку D вiд товщини
d промiжного прошарку S′, адже згадана вище залежнiсть є перiодичною функцi-
єю.

На рисунку (3.3) видно, що прозорiсть дiелектричного прошарку D може до-
рiвнювати одиницi для певних значень товщини d промiжного прошарку S′. Це
є так званi режими резонансного тунелювання у шаруватих надпровiдних стру-
ктурах типу SIS′IS. Найбiльш яскравий прояв режимiв резонансного тунелювання
можна спостерiгати на рисунку (3.2), який мiстить залежнiсть критичного струму
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вiд товщини d промiжного прошарку S′. Густину струму j подано через прозорiсть
дiелектричного прошарку D. Однак, густину струму j подано також i через фун-
кцiї Eωn

(x, a, φ) та Fωn
(x, a, φ). Як наслiдок, спостерiгаються згаснi коливання

критичного струму. Зi збiльшенням товщини d промiжного прошарку S′ середнє
значення критичного струму зменшується.

3.6. Висновки та обговорення

У цьому роздiлi дисертацiї ми дослiдили залежнiсть струму вiд рiзницi фаз
у двобар’єрних надпровiдних контактах, використовуючи в основi дослiдження
метод функцiй Грiна в t-представленнi. Для струм-фазової залежностi одержано
новий аналiтичний результат, iз аналiзу якого можемо зробити такi висновки:

• зменшення товщини промiжного прошарку приводить до змiщення значе-
ння рiзницi фаз, при якому струм у контактi досягає критичного значення,
в область φ >

π

2
;

• для критичного струму зi змiною товщини d промiжного прошарку кон-
такту спостерiгаються осциляцiї, якi пов’язанi з тим, що коефiцiєнт про-
ходження електронiв крiзь подвiйний дельта-функцiйний потенцiальний
бар’єр, за допомогою якого моделюються дiелектричнi плiвки, є перiоди-
чною функцiєю змiнної d. Однак, цi осциляцiї є згаснi, що пов’язано з
послабленням зв’язку мiж зовнiшнiми надпровiдниками зi збiльшенням
товщини промiжного прошарку контакту;

• показано, що одержана формула для залежностi струму вiд рiзницi фаз
увiбрала низку ранiше вiдомих результатiв для асимптотичних випадкiв,
що дослiджувались окремо рiзними авторами.
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РОЗДIЛ 4

МIКРОСКОПIЧНИЙ РОЗРАХУНОК ДЖОЗЕФСОНIВСЬКОГО
СТРУМУ В ТУНЕЛЬНИХ НАДПРОВIДНИХ КОНТАКТАХ НА

ОСНОВI ДВОЩIЛИННИХ НАДПРОВIДНИКIВ

У цьому роздiлi дослiджено стацiонарнi властивостi тунельних надпровiдних
контактiв типу SIS на основi двощiлинних надпровiдникiв. Також варто наголоси-
ти на тому, що в цьому теоретичному дослiдженнi розглянуто загальний випадок.
Мається на увазi те, що на прозорiсть дiелектричного прошарку D не накладено
нiяких додаткових обмежень.

Теоретичне дослiдження проведено за допомогою вiдомого методу функцiй
Грiна [32,46], для яких виконано процедуру згладжування просторової поведiнки
на довжинах порядку атомних розмiрiв. Це дозволило побудувати так званi ква-
зiкласичнi рiвняння [32, 46], якi описують просторову поведiнку функцiй Грiна
в масштабi довжини когерентностi ξ0. Показано, що найкомпактнiше цi рiвняння
можна записати за допомогою так званого t-представлення. У цьому представлен-
нi записано також i вираз для густини струму. Розв’язки диференцiальних рiвнянь
першого порядку для функцiй Грiна в кожнiй з двох областей, зайнятих масив-
ними надпровiдниками, знайдено в рамках так званої моделi з кусково-сталими
параметрами впорядкування. Модулi параметрiв впорядкування у лiвому та пра-
вому надпровiдниках вважалися однаковими, а фази — рiзними.

Запропонована схема розрахункiв дозволила отримати аналiтичну формулу
для залежностi густини струму j вiд чотирьох рiзниць фаз χi − φk (iндекси i та
k можуть набувати значень 1 та 2), яка, до речi, є справедливою для довiльних
значень коефiцiєнта проходження електронiв D крiзь дельта-функцiйний потен-
цiальний бар’єр. Виявилося, що отриманий результат можна використовувати з
метою аналiзу симетрiй параметрiв впорядкування.

Метод функцiонального iнтегрування — це iнтегрування у просторi функцiй.
Ще в далекому 1925 роцi Норберт Вiнер запропонував цей метод, але спiльнота
фiзикiв-теоретикiв не звернула тодi на нього нiякої уваги. Ситуацiя рiзко змiни-
лась у 1948 роцi з появою статтi Рiчарда Файнмана, у якiй амплiтуду ймовiрностi
переходу частинки вiд однiєї точки простору до другої було подано у виглядi iн-
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теграла по всiх можливих траєкторiях, якi поєднують мiж собою початкову та
кiнцеву точки.

Метод функцiонального iнтегрування виявився корисним у теорiї однощiлин-
ної надпровiдностi, де вдалося побудувати представлення статистичної суми над-
провiдника у формi функцiонального iнтеграла [148]. Подiбну технiку вдалося
розвинути i в теорiї двощiлинної надпровiдностi, з чого й почнеться цей роздiл.

4.1. Статистична сума двощiлинного надпровiдника

Статистичну суму двощiлинного надпровiдника можна подати за допомогою
формули

Z = Sp

exp
{
−βĤ0

}
Tτ exp

−
β∫

0

Ĥint (τ) dτ


 . (4.1.1)

У формулi (4.1.1) ми маємо позначення для так званого уявного часу τ , який

може мiнятися вiд 0 до β =
1

T
. Оператор Ĥ0 називається гамiльтонiаном системи

вiльних електронiв i визначається за допомогою формули

Ĥ0 =
∑
l,σ

∫
ψ̂†l,σ (r⃗) ξ̂ψ̂l,σ (r⃗) dr⃗. (4.1.2)

У формулi (4.1.2) наявний так званий iндекс зони l, який за наявностi двох
енергетичних щiлин може набувати значень 1 та 2. Оператор ξ̂ визначається за

допомогою формули ξ̂ =

(
ˆ⃗p
)2

2m
−EF =

(
ˆ⃗p
)2

2m
− p20
2m

. У формулi (4.1.2) ми маємо двi

операторнi функцiї ψ̂†l,σ (r⃗) та ψ̂l,σ (r⃗), якi називаються операторами породження
i знищення вiдповiдно. Цi оператори є операторами статистики Фермi, внаслiдок
чого для них мають мiсце антикомутацiйнi спiввiдношення. Також ми маємо у
формулi (4.1.1) операторну функцiю

Ĥint (τ) = eτĤ0Ĥinte
−τĤ0, (4.1.3)

у якiй фiгурує оператор ефективного притягання мiж електронами

Ĥint = −
∑
l,l′

gl,l′

∫
ψ̂†l,↑ (r⃗) ψ̂

†
l,↓ (r⃗) ψ̂l′,↓ (r⃗) ψ̂l′,↑ (r⃗) dr⃗. (4.1.4)

Оскiльки оператор (4.1.4) має бути ермiтовим оператором, то це означає, що
для сталих зв’язку gl,l′ мають виконуватись умови (gl,l′)

∗ = gl,l′ та gl,l′ = gl′,l. Для
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оператора (4.1.4) можна використовувати також i запис

Ĥint = −
∑
l,l′

gl,l′

∫
M̂ †

l (r⃗) M̂l′ (r⃗) dr⃗, (4.1.5)

у якому фiгурує позначення

M̂l (r⃗) = ψ̂l,↓ (r⃗) ψ̂l,↑ (r⃗) . (4.1.6)

Якщо оператор (4.1.5) описує ефективне притягання мiж електронами, то цей
оператор можна звести до такого дiагонального вигляду:

Ĥint = −
∑
l

∫
Â
†
l (r⃗) Âl (r⃗) dr⃗. (4.1.7)

Мiж формулами (4.1.5) та (4.1.7) потрiбно встановити зв’язок. Для цього ми
будемо записувати операторну функцiю Âl (r⃗) у виглядi розкладу

Âl (r⃗) =
∑
l′

al,l′M̂l′ (r⃗) . (4.1.8)

У формулi (4.1.8) ми запровадили сталi коефiцiєнти al,l′, якi будемо вважати
дiйсними. Тодi на основi розкладу (4.1.8) отримуємо розклад

Â
†
l (r⃗) =

∑
l′

al,l′M̂
†
l′ (r⃗) . (4.1.9)

Розклади (4.1.8) та (4.1.9) пiдставляємо у формулу (4.1.7), пiсля чого потрiбно
порiвняти отриманий результат iз формулою (4.1.5). Тодi виходить, що∑

l′′

al′′,lal′′,l′ = gl,l′. (4.1.10)

Якщо пiдставити оператор (4.1.7) у вираз для операторної функцiї (4.1.3), то
можна прийти до результату

Ĥint (τ) = −
∑
l

∫
Â
†
l (r⃗, τ) Âl (r⃗, τ) dr⃗. (4.1.11)

У формулi (4.1.11) ми можемо перейти вiд конфiгурацiйного представлення
до iмпульсного, якщо взяти до уваги такi два розклади:

Âl (r⃗, τ) =
1√
V

∑
p⃗

Âl (p⃗, τ) e
ip⃗r⃗, Â

†
l (r⃗, τ) =

1√
V

∑
p⃗

Â
†
l (p⃗, τ) e

−ip⃗r⃗. (4.1.12)
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Тодi формула (4.1.11) перетворюється на формулу

Ĥint (τ) = −
∑
l,p⃗

Â
†
l (p⃗, τ) Âl (p⃗, τ) . (4.1.13)

Операторна функцiя (4.1.13) дозволяє обчислювати операторнi експоненти

e−Ĥint(τk)∆τ = exp

∑
l,p⃗

Â
†
l (p⃗, τk) Âl (p⃗, τk)∆τ

 , (4.1.14)

якi фiгурують у формулi для впорядкованої експоненти

Tτ exp

−
β∫

0

Ĥint (τ) dτ

 =

= lim
n→+∞

[
e−Ĥint(τn)∆τe−Ĥint(τn−1)∆τ · ... · e−Ĥint(τk)∆τ · ... · e−Ĥint(τ2)∆τe−Ĥint(τ1)∆τ

]
.

У цiй формулi, як i у формулi (4.1.14), ми запровадили позначення для таких

величин: ∆τ =
β

n
та τk = k∆τ .

Функцiональний iнтеграл будуватимемо на основi параметризацiї

eÂB̂ =

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dη e−ξ
2−η2 e(ξ+iη)Â e(ξ−iη)B̂

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dη e−ξ
2−η2

+
+∞∑
m=2

(
ÂB̂
)m
−
(
Â
)m (

B̂
)m

m!
. (4.1.15)

Розгляньмо параметризацiю (4.1.15) для такого частинного випадку:

Â√
∆τ

= Â
†
l (p⃗, τk) ,

B̂√
∆τ

= Âl (p⃗, τk) ,
ξ + iη√

∆τ
= ζl (p⃗, τk) .

У такому разi комутатор
[
(ξ + iη) Â, (ξ − iη) B̂

]
−

пропорцiйний нескiнченно

малiй величинi (∆τ)2. Така обставина дозволяє нам перетворити параметризацiю
(4.1.15) за допомогою наближення e(ξ+iη)Â e(ξ−iη)B̂ ∼= e(ξ+iη)Â+(ξ−iη)B̂. Операторний

ряд
+∞∑
m=2

(
ÂB̂
)m
−
(
Â
)m (

B̂
)m

m!
мiститиме доданки, якi пропорцiйнi нескiнченно

малим величинам (∆τ)2, (∆τ)3 i так далi. Це означає, що цей операторний ряд
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можна вiдкинути. Наведенi вище мiркування дозволяють суттєво перетворити
параметризацiю (4.1.15), внаслiдок чого приходимо до результату

eÂ
†
l (p⃗,τk)Âl(p⃗,τk)∆τ ∼=

∼=

∫
dζl (p⃗, τk)

∫
d
∗
ζ l (p⃗, τk) e

−|ζl(p⃗,τk)|2∆τeζl(p⃗,τk)Â
†
l (p⃗,τk)∆τ+

∗
ζl(p⃗,τk)Âl(p⃗,τk)∆τ∫

dζl (p⃗, τk)

∫
d
∗
ζ l (p⃗, τk) e

−|ζl(p⃗,τk)|2∆τ
.

За допомогою цiєї тотожностi знаходимо операторнi експоненти (4.1.14) та
впорядковану експоненту

Tτ exp

−
β∫

0

Ĥint (τ) dτ

 =

=

∫
Dζ1

∫
D
∗
ζ1

∫
Dζ2

∫
D
∗
ζ2 e

−βE0 Tτ exp

−
β∫

0

ĤQ (τ) dτ

∫
Dζ1

∫
D
∗
ζ1

∫
Dζ2

∫
D
∗
ζ2 e

−βE0

. (4.1.16)

У формулi (4.1.16) використано такi позначення:

lim
n→+∞

n∏
k=1

∏
p⃗

dζl (p⃗, τk) ≡ Dζl,

lim
n→+∞

n∏
k=1

∏
p⃗

d
∗
ζ l (p⃗, τk) ≡ D

∗
ζ l .

У формулi (4.1.16) маємо також i такi позначення:

E0 =
1

β

∑
l,p⃗

β∫
0

|ζl (p⃗, τ)|2 dτ,

ĤQ (τ) = −
∑
l,p⃗

[
ζl (p⃗, τ) Â

†
l (p⃗, τ)+

∗
ζ l (p⃗, τ) Âl (p⃗, τ)

]
. (4.1.17)

У формулах (4.1.17) ми можемо перейти вiд iмпульсного представлення до
конфiгурацiйного, якщо взяти до уваги такi розклади:

ζl (r⃗, τ) =
1√
V

∑
p⃗

ζl (p⃗, τ) e
ip⃗r⃗,

∗
ζ l (r⃗, τ) =

1√
V

∑
p⃗

∗
ζ l (p⃗, τ) e

−ip⃗r⃗. (4.1.18)
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Тодi застосування розкладiв (4.1.12) та (4.1.18) дозволяє нам перетворити
формули (4.1.17) на формули

E0 =
1

β

∑
l

β∫
0

dτ

∫
dr⃗ |ζl (r⃗, τ)|2 (4.1.19)

та
ĤQ (τ) = −

∑
l

∫
dr⃗

[
ζl (r⃗, τ) Â

†
l (r⃗, τ)+

∗
ζ l (r⃗, τ) Âl (r⃗, τ)

]
. (4.1.20)

Далi пiдставляємо представлення (4.1.16) у формулу (4.1.1) для статистичної
суми двощiлинного надпровiдника. Тодi ми приходимо до формули

Z =

∫
Dζ1

∫
D
∗
ζ1

∫
Dζ2

∫
D
∗
ζ2 exp (−βE0)ZB

[
ζl,
∗
ζ l

]
∫
Dζ1

∫
D
∗
ζ1

∫
Dζ2

∫
D
∗
ζ2 exp (−βE0)

, (4.1.21)

у якiй фiгурує позначення

ZB

[
ζl,
∗
ζ l

]
= Sp

exp
{
−βĤ0

}
Tτ exp

−
β∫

0

ĤQ (τ) dτ


 . (4.1.22)

Iндекс «B» поставлено на честь Миколи Миколайовича Боголюбова, який
уперше почав розглядати функцiонали типу (4.1.22).

З отриманої формули (4.1.21) видно, що задача про обчислення статистичної
суми двощiлинного надпровiдника розбивається на двi послiдовнi задачi:

• спочатку потрiбно обчислити функцiонал (4.1.22), який можна трактувати
як статистичну суму системи вiльних електронiв, що перебувають у полi
комплексних джерел електронних пар ζl (r⃗, τ);

• обчислений у першому пунктi функцiонал далi потрiбно усереднити по
простору джерел електронних пар iз Гауссiвським розподiлом

exp (−βE0) = exp

−∑
l

β∫
0

dτ

∫
dr⃗ |ζl (r⃗, τ)|2

 .

Варто зауважити, що формулу (4.1.21) можна звести до формули

Z =

∫
Dζ1

∫
D
∗
ζ1

∫
Dζ2

∫
D
∗
ζ2 exp

{
−βΩ

[
ζl,
∗
ζ l

]}
∫
Dζ1

∫
D
∗
ζ1

∫
Dζ2

∫
D
∗
ζ2 exp (−βE0)

, (4.1.23)
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у якiй фiгурує термодинамiчний потенцiал

Ω

[
ζl,
∗
ζ l

]
=

1

β

∑
l

β∫
0

dτ

∫
dr⃗ |ζl (r⃗, τ)|2−

− 1

β
ln Sp

exp
{
−βĤ0

}
Tτ exp

−
β∫

0

ĤQ (τ) dτ


 . (4.1.24)

4.2. Наближення середнього поля

Розбиття задачi про обчислення статистичної суми двощiлинного надпровiд-
ника на двi послiдовнi задачi вiдкриває широкi можливостi для побудови пев-
ної наближеної схеми обчислення функцiонального iнтеграла (4.1.23). На основi
розгляду чисельника формули (4.1.23) можна легко зробити висновок про те, що
найбiльший внесок в iнтеграл даватимуть саме тi функцiональнi змiннi, якi вiдпо-
вiдають мiнiмумовi функцiонала (4.1.24). Це означає, що нам потрiбно дослiдити
цей функцiонал на мiнiмум. Для дослiдження функцiонала (4.1.24) на мiнiмум
доцiльно буде запровадити функцiю

ζl (r⃗, τ ;λ) =
∑
l′

al,l′∆l′ (r⃗, τ) + λ

[
ζl (r⃗, τ)−

∑
l′

al,l′∆l′ (r⃗, τ)

]
. (4.2.1)

Функцiя (4.2.1) мiстить деякий параметр λ, який будемо вважати дiйсним.
Також ми запровадили деякi функцiї ∆l (r⃗, τ), яких ранiше не було. Цi функцiї
потрiбно буде пiдiбрати так, щоб вони робили функцiонал (4.1.24) мiнiмальним.
Тобто функцiї ∆l (r⃗, τ) i є шуканими функцiональними змiнними. Для подальших
обчислень виконуємо у формулi (4.1.24) замiну ζl (r⃗, τ) −→ ζl (r⃗, τ ;λ), внаслiдок
чого ми отримуємо функцiю

Ω (λ) =
1

β

∑
l

β∫
0

dτ

∫
dr⃗ |ζl (r⃗, τ ;λ)|2−

− 1

β
ln Sp

exp
{
−βĤ0

}
Tτ exp

−
β∫

0

Ĥ (τ, λ) dτ


 , (4.2.2)

у якiй фiгурує позначення для операторної функцiї

Ĥ (τ, λ) = −
∑
l

∫
dr⃗

[
ζl (r⃗, τ ;λ) Â

†
l (r⃗, τ)+

∗
ζ l (r⃗, τ ;λ) Âl (r⃗, τ)

]
. (4.2.3)
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Маючи функцiю (4.2.2), ми можемо побудувати такий розклад:

Ω (1) = Ω (0) + lim
λ→0

dΩ (λ)

dλ
+

1

2
lim
λ→0

d2Ω (λ)

dλ2
+ ... (4.2.4)

У лiвiй частинi формули (4.2.4) маємо величину Ω (1) ≡ Ω

[
ζl,
∗
ζ l

]
. У правiй

частинi формули (4.2.4) маємо величину

Ω (0) =
1

β

∑
l,l′

gl,l′

β∫
0

dτ

∫
dr⃗

∗
∆l (r⃗, τ)∆l′ (r⃗, τ)−

− 1

β
ln Sp

exp
{
−βĤ0

}
Tτ exp

−
β∫

0

Ĥ (τ, 0) dτ


 , (4.2.5)

у формулi для якої фiгурує операторна функцiя

Ĥ (τ, 0) = −
∑
l

∫
dr⃗

[
ζl (r⃗, τ ; 0) Â

†
l (r⃗, τ)+

∗
ζ l (r⃗, τ ; 0) Âl (r⃗, τ)

]
=

= −
∑
l,l′

gl,l′

∫
dr⃗
[ ∗
∆l (r⃗, τ) M̂l′ (r⃗, τ) + M̂ †

l (r⃗, τ)∆l′ (r⃗, τ)
]
. (4.2.6)

Функцiї ∆l (r⃗, τ) пiдбираємо так, щоб виконувалась умова

lim
λ→0

dΩ (λ)

dλ
= 0. (4.2.7)

Якщо ми пiдставимо функцiю (4.2.2) в умову (4.2.7), то одержимо iнтегральнi
рiвняння для середнього поля ∆l (r⃗, τ), якi мають такий вигляд:

∗
∆l (r⃗, τ) =

Sp

exp
{
−βĤ0

}
M̂ †

l (r⃗, τ)Tτ exp

−
β∫

0

Ĥ (τ, 0) dτ




Sp

exp
{
−βĤ0

}
Tτ exp

−
β∫

0

Ĥ (τ, 0) dτ




. (4.2.8)

Величина (4.2.5) є термодинамiчним потенцiалом у наближеннi середнього поля.

4.3. Рiвняння для функцiй Грiна

За наявностi двох енергетичних щiлин гамiльтонiан системи вiльних електро-
нiв, якi перебувають у полi комплексних джерел електронних пар, можна подати



152

за допомогою формули [149]

ĤB =
∑
l,σ

∫
ψ̂†l,σ (r⃗) ξ̂ψ̂l,σ (r⃗) dr⃗ −

−
∑
l,l′

gl,l′

∫ [ ∗
∆l (r⃗) ψ̂l′,↓ (r⃗) ψ̂l′,↑ (r⃗) + ∆l′ (r⃗) ψ̂

†
l,↑ (r⃗) ψ̂

†
l,↓ (r⃗)

]
dr⃗. (4.3.1)

Комплекснi функцiї ∆l (r⃗) називаються параметрами впорядкування. Маючи
вираз (4.3.1) для гамiльтонiана ĤB, ми вже можемо запровадити такi чотири
функцiї Грiна:

Gl (r⃗, r⃗
′; τ − τ ′) =

〈
Tτ ψ̂

†
l,↓ (r⃗

′, τ ′) ψ̂l,↓ (r⃗, τ)
〉
,

Fl (r⃗, r⃗
′; τ − τ ′) =

〈
Tτ ψ̂

†
l,↑ (r⃗, τ) ψ̂

†
l,↓ (r⃗

′, τ ′)
〉
,

G̃l (r⃗, r⃗
′; τ − τ ′) =

〈
Tτ ψ̂l,↑ (r⃗

′, τ ′) ψ̂†l,↑ (r⃗, τ)
〉
,

F̃l (r⃗, r⃗
′; τ − τ ′) =

〈
Tτ ψ̂l,↓ (r⃗, τ) ψ̂l,↑ (r⃗

′, τ ′)
〉
. (4.3.2)

Кутовi дужки у формулi (4.3.2) означають усереднення

〈
Â
〉
=

Sp
{

Â exp
(
−βĤB

)}
Sp
{
exp

(
−βĤB

)} .

Також у формулi (4.3.2) використано скорочений запис

Tτ Â (τ1) B̂ (τ2) = θ (τ1 − τ2) Â (τ1) B̂ (τ2)− θ (τ2 − τ1) B̂ (τ2) Â (τ1) .

Що стосується операторiв породження i знищення, то вони беруться в гайзен-
бергiвському представленнi. Це означає, що мають мiсце такi формули:

ψ̂†l,σ (r⃗, τ) = exp
{
τĤB

}
ψ̂†l,σ (r⃗) exp

{
−τĤB

}
,

ψ̂l,σ (r⃗, τ) = exp
{
τĤB

}
ψ̂l,σ (r⃗) exp

{
−τĤB

}
.

Варто зауважити, що всi чотири функцiї Грiна (4.3.2) можна вважати елемен-
тами матрицi

Ĝl (r⃗, r⃗
′; τ − τ ′) =

(
Gl (r⃗, r⃗

′; τ − τ ′) −F̃l (r⃗, r⃗
′; τ − τ ′)

−Fl (r⃗, r⃗
′; τ − τ ′) G̃l (r⃗, r⃗

′; τ − τ ′)

)
. (4.3.3)
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Тодi за допомогою похiдних

∂ψ̂†l,↑ (r⃗, τ)

∂τ
=
[
ĤB, ψ̂

†
l,↑ (r⃗, τ)

]
−
= ξ̂ψ̂†l,↑ (r⃗, τ)−

∗
E l (r⃗) ψ̂l,↓ (r⃗, τ)

та
∂ψ̂l,↓ (r⃗, τ)

∂τ
=
[
ĤB, ψ̂l,↓ (r⃗, τ)

]
−
= − ξ̂ψ̂l,↓ (r⃗, τ)− El (r⃗) ψ̂†l,↑ (r⃗, τ) ,

у виразах для яких фiгурує позначення El (r⃗) =
∑
l′

gl,l′∆l′ (r⃗), можна обчислити

частинну похiдну першого порядку
∂

∂τ
Ĝl (r⃗, r⃗

′; τ − τ ′) та скласти для матричної
функцiї Грiна (4.3.3) диференцiальне рiвняння другого порядку{

∂

∂τ
+ σz ξ̂ + Êl (r⃗)

}
Ĝl (r⃗, r⃗

′; τ − τ ′) = − δ (τ − τ ′) δ (r⃗ − r⃗′) . (4.3.4)

У рiвняннi (4.3.4) фiгурує матриця Êl (r⃗) =
∑
l′

gl,l′∆̂l′ (r⃗), яку подано через

матрицю

∆̂l (r⃗) =

(
0 ∆l (r⃗)

∗
∆l (r⃗) 0

)
. (4.3.5)

Варто зауважити, що ми можемо спростити диференцiальне рiвняння другого
порядку в частинних похiдних (4.3.4) шляхом побудови для матричної функцiї
Грiна (4.3.3) представлення у виглядi суми за всiма непарними мацубарiвськими
частотами ωn = πT (2n+ 1) з числами n ∈ Z. Якщо пiдставити розклад

Ĝl (r⃗, r⃗
′; τ − τ ′) = T

∑
ωn

Ĝl,ωn
(r⃗, r⃗′) e−iωn(τ−τ ′)

у рiвняння (4.3.4), то можна прийти до рiвняння{
iωn − σz ξ̂ − Êl (r⃗)

}
Ĝl,ωn

(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′) (4.3.6)

для мацубарiвської функцiї Грiна

Ĝl,ωn
(r⃗, r⃗′) =

(
Gl,ωn

(r⃗, r⃗′) −F̃l,ωn
(r⃗, r⃗′)

−Fl,ωn
(r⃗, r⃗′) G̃l,ωn

(r⃗, r⃗′)

)
. (4.3.7)

Якщо розглядати випадок наявностi потенцiального поля U (r⃗), то замiсть
рiвняння (4.3.6) будемо мати рiвняння{

iωn − σz
[
ξ̂ + U (r⃗)

]
− Êl (r⃗)

}
Ĝl,ωn

(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′) . (4.3.8)
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4.4. Квазiкласичнi рiвняння

Для початку нам потрiбно розiбратися iз геометрiєю задачi. Будемо вважати,
що тонка дiелектрична плiвка збiгається iз площиною z = 0. Що стосується двох
масивних надпровiдникiв, то вони займають пiвпростори z < 0 та z > 0. У такому
випадку просторова однорiднiсть порушується лише в напрямку осi OZ. I тодi
рiвняння (4.3.8) перетворюється на рiвняння{

iωn − σz
[
ξ̂ + U (z)

]
− Êl (z)

}
Ĝl,ωn

(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′) . (4.4.1)

Вiдомо, що тонку дiелектричну плiвку потрiбно моделювати за допомогою
дельта-функцiйного потенцiального бар’єра. Це означає, що U (z) = U0δ (z). Для
побудови квазiкласичних рiвнянь потрiбно розв’язати тривимiрне диференцiальне
рiвняння другого порядку{

ξ̂ + U (z)
}
ψ
(k)
p⃗ (r⃗) = ξp⃗ ψ

(k)
p⃗ (r⃗) (4.4.2)

з дисперсiйним спiввiдношенням ξp⃗ =
p2

2m
− EF =

p2

2m
− p20

2m
. Iндекс k набуває

значень 1 та 2.
Загальний розв’язок тривимiрного диференцiального рiвняння (4.4.2) можна

подати за допомогою формули

ψ
(k)
p⃗ (r⃗) =

exp (ip⃗⊥r⃗)

2π
χ(k)
pz

(z) . (4.4.3)

Якщо пiдставити тривимiрну хвильову функцiю (4.4.3) у тривимiрне диферен-
цiальне рiвняння другого порядку (4.4.2), то можна прийти до вже одновимiрного
диференцiального рiвняння другого порядку{

− 1

2m

∂2

∂z2
+ U (z)

}
χ(k)
pz

(z) =
p2z
2m

χ(k)
pz

(z) , (4.4.4)

яке має такi розв’язки [146]:

χ(1)
pz

(z) =
1√
π
sin pzz,

χ(2)
pz

(z) =
1√
π

{√
D cos pzz +

√
R (sign z) sin pzz

}
. (4.4.5)

У формулi (4.4.5) використано такi позначення:

R = 1−D, D =
p2z

p2z +K2
, K = mU0.
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Коефiцiєнти R та D називаються коефiцiєнтами вiдбивання i проходження
вiдповiдно. Оскiльки U0 > 0, то K > 0. Також має мiсце нерiвнiсть pz > 0.

Для одновимiрних функцiй (4.4.5) та тривимiрних функцiй (4.4.3) мають мiсце
умови нормування

+∞∫
−∞

χ(k)
pz

(z)χ
(k′)
p′z

(z) dz = δk,k′δ (pz − p′z) (4.4.6)

та ∫
ψ
∗(k)
p⃗ (r⃗)ψ

(k′)
p⃗′ (r⃗) dr⃗ = δk,k′δ (p⃗− p⃗′) (4.4.7)

вiдповiдно.
Маючи тривимiрнi хвильовi функцiї (4.4.3), ми можемо подати мацубарiвську

функцiю Грiна (4.3.7) у виглядi розкладу

Ĝl,ωn
(r⃗, r⃗′) =

∑
i,k

∫
dp⃗

∫
dp⃗′ Ĝi,k

l,ωn
(p⃗, p⃗′)ψ

(i)
p⃗ (r⃗)ψ

∗(k)
p⃗′ (r⃗′) . (4.4.8)

За допомогою умови нормування (4.4.7) та розкладу (4.4.8) для матричної
функцiї Грiна (4.3.7) ми можемо отримати вираз для матричної функцiї Грiна в
iмпульсному представленнi

Ĝi,k
l,ωn

(p⃗, p⃗′) =

∫
dr⃗

∫
dr⃗′ Ĝl,ωn

(r⃗, r⃗′)ψ
∗(i)
p⃗ (r⃗)ψ

(k)
p⃗′ (r⃗′) . (4.4.9)

Далi нам потрiбно переходити вiд матричного рiвняння (4.4.1) для матричної
функцiї Грiна (4.3.7) у конфiгурацiйному представленнi до матричного рiвняння
для матричної функцiї Грiна (4.4.9) в iмпульсному представленнi. Для цього нам
потрiбно пiдставляти вищеподаний розклад (4.4.8) для матричної функцiї Грiна
(4.3.7) у диференцiальне рiвняння другого порядку (4.4.1). Тодi ми отримуємо
iнтегральне рiвняння

(iωn − σzξ) Ĝi,k
l,ωn

(p⃗, p⃗′)−

−
∑
i′

∫
dp⃗′′

{∫
ψ
∗(i)
p⃗ (r⃗) Êl (z)ψ(i′)

p⃗′′ (r⃗) dr⃗

}
Ĝi′,k

l,ωn
(p⃗′′, p⃗′) =

= δi,kδ (p⃗− p⃗′) (4.4.10)

для матричної функцiї Грiна (4.4.9) в iмпульсному представленнi. Тут ми запро-
вадили позначення ξp⃗ ≡ ξ. У фiгурних дужках формули (4.4.10) виконується
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iнтегрування по x та по y. Це є прямим наслiдком того факту, що параметри впо-
рядкування залежать лише вiд координати z. У такому випадку ми приходимо до
перетворення∫

ψ
∗(i)
p⃗ (r⃗) Êl (z)ψ(i′)

p⃗′′ (r⃗) dr⃗ = δ (p⃗⊥ − p⃗′′⊥)
+∞∫
−∞

χ(i)
pz
(z) Êl (z)χ(i′)

p′′z
(z) dz. (4.4.11)

З формули (4.4.11) видно, що матричнi елементи параметрiв впорядкування
мiстять функцiю δ (p⃗⊥ − p⃗′′⊥) = δ (px − p′′x) δ

(
py − p′′y

)
. Це означає, що має мiсце

так звана дiагональнiсть за поперечними iмпульсами p⃗⊥ та p⃗′′⊥. У правiй частинi
рiвняння (4.4.10) фiгурує функцiя δ (p⃗− p⃗′) = δ (p⃗⊥ − p⃗′⊥) δ (pz − p′z), яка є дiаго-
нальною за поперечними iмпульсами p⃗⊥ та p⃗′⊥. Очевидно, що цiєю ж властивiстю
володiє також i матрична функцiя Грiна Ĝi,k

l,ωn
(p⃗, p⃗′) в iмпульсному представлен-

нi. Тодi Ĝi,k
l,ωn

(p⃗, p⃗′) = Ĝi,k
l,ωn

(p⃗⊥, pz, p
′
z) δ (p⃗⊥ − p⃗′⊥). Використовуючи вищевказанi

обставини, матричне рiвняння (4.4.10) перетворюється на рiвняння

(iωn − σzξ) Ĝi,k
l,ωn

(p⃗⊥, pz, p
′
z)−

−
∑
i′

+∞∫
0

dp′′z

 +∞∫
−∞

χ(i)
pz
(z) Êl (z)χ(i′)

p′′z
(z) dz

 Ĝi′,k
l,ωn

(p⃗⊥, p
′′
z , p
′
z) =

= δi,kδ (pz − p′z) . (4.4.12)

Перетворення (3.2.19) дозволяє дещо спростити рiвняння (4.4.12). Якщо взяти
до уваги позначення Ĝi,k

l,ωn
(p⃗⊥, pz, p

′
z) ≡

〈
ξ, i
∣∣∣Ĝl,ωn

∣∣∣ k, ξ′〉 та

〈
ξ, i
∣∣∣Êl (z)∣∣∣ i′, ξ′〉 =

+∞∫
−∞

χ(i)
pz
(z) Êl (z)χ(i′)

p′z
(z) dz, (4.4.13)

то рiвняння (4.4.12) перетвориться на рiвняння

(iωn − σzξ)
〈
ξ, i
∣∣∣Ĝl,ωn

∣∣∣ k, ξ′〉−
− 1

v0x

+∞∫
−∞

dξ′′
∑
i′

〈
ξ, i
∣∣∣Êl (z)∣∣∣ i′, ξ′′〉〈ξ′′, i′ ∣∣∣Ĝl,ωn

∣∣∣ k, ξ′〉 =

= v0xδi,kδ (ξ − ξ′) . (4.4.14)

Далi нам потрiбно переходити до так званого t-представлення. Для цього ми

домножимо iнтегральне рiвняння (4.4.14) на
eiξt−iξ

′t′

2πv0x
. Отримане внаслiдок цього



157

рiвняння проiнтегруємо за змiнними ξ та ξ′ вiд −∞ до +∞. Тодi для матричної
функцiї Грiна

Ĝi,k
l,ωn

(t, t′) =
1

2πv0x

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′
〈
ξ, i
∣∣∣Ĝl,ωn

∣∣∣ k, ξ′〉 eiξt−iξ′t′ (4.4.15)

у так званому t-представленнi отримуємо iнтегро-диференцiальне рiвняння

(
iωn + iσz

∂

∂t

)
Ĝi,k

l,ωn
(t, t′)−

+∞∫
−∞

dt′′
∑
i′

〈
t, i
∣∣∣Êl (z)∣∣∣ i′, t′′〉 Ĝi′,k

l,ωn
(t′′, t′) =

= δi,kδ (t− t′) , (4.4.16)

яке мiстить позначення для матричних елементiв

〈
t, i
∣∣∣Êl (z)∣∣∣ i′, t′〉 =

1

2πv0x

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′
〈
ξ, i
∣∣∣Êl (z)∣∣∣ i′, ξ′〉 eiξt−iξ′t′. (4.4.17)

У нашому дослiдженнi замiсть матрицi (4.3.5) будемо мати матрицю

∆̂l (z) =

(
0 ∆l (z)

∗
∆l (z) 0

)
. (4.4.18)

Матрицю Êl (z) =
∑
l′

gl,l′∆̂l′ (z) пiдставляємо у праву частину тотожностi

(4.4.13) та приходимо до тотожностi〈
ξ, i
∣∣∣Êl (z)∣∣∣ i′, ξ′〉 =

∑
l′

gl,l′
〈
ξ, i
∣∣∣∆̂l′ (z)

∣∣∣ i′, ξ′〉 , (4.4.19)

у якiй фiгурують матричнi елементи

〈
ξ, i
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ i′, ξ′〉 =

+∞∫
−∞

χ(i)
pz
(z) ∆̂l (z)χ

(i′)
p′z

(z) dz. (4.4.20)

Далi потрiбно пiдставляти спiввiдношення (4.4.19) у праву частину тотожностi
(4.4.17). Тодi ми приходимо до тотожностi〈

t, i
∣∣∣Êl (z)∣∣∣ i′, t′〉 =

∑
l′

gl,l′
〈
t, i
∣∣∣∆̂l′ (z)

∣∣∣ i′, t′〉 , (4.4.21)
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у якiй фiгурують матричнi елементи〈
t, i
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ i′, t′〉 =
1

2πv0x

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′
〈
ξ, i
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ i′, ξ′〉 eiξt−iξ′t′. (4.4.22)

Якщо i = 1 та i′ = 1, то з формули (4.4.20) випливає, що

〈
ξ, 1
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ 1, ξ′〉 =

+∞∫
−∞

χ(1)
pz

(z) ∆̂l (z)χ
(1)
p′z

(z) dz =

=
1

2

+∞∫
−∞

dz
[
∆̂l (z) + ∆̂l (−z)

]
χ(1)
pz

(z)χ
(1)
p′z

(z)+

+
1

2

+∞∫
−∞

dz
[
∆̂l (z)− ∆̂l (−z)

]
χ(1)
pz

(z)χ
(1)
p′z

(z) . (4.4.23)

У формулi (4.4.23) ми маємо добуток χ(1)
pz

(z)χ
(1)
p′z

(z), який можна подати через

комплекснi експоненти ei(pz+p′z)z ∼= e2izp0x та ei(pz−p
′
z)z ∼= exp

{
i
ξ − ξ′

v0x
z

}
. Оскiльки

ми маємо намiр врахувати лише великомасштабнi змiни, то експоненти першого
типу доведеться вiдкинути. За таких обставин〈

ξ, 1
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ 1, ξ′〉 =
1

4π

+∞∫
−∞

dz
[
∆̂l (z) + ∆̂l (−z)

]
cos (pz − p′z) z. (4.4.24)

Якщо взяти до уваги перетворення (3.2.19) та запровадити нову змiнну iнте-
грування t1 =

z

v0x
, то формула (4.4.24) перетвориться на формулу

〈
ξ, 1
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ 1, ξ′〉 =
v0x

4π

+∞∫
−∞

dt1

[
∆̂l (v0xt1) + ∆̂l (−v0xt1)

]
cos (ξ − ξ′) t1. (4.4.25)

До правої частини щойно отриманої матричної тотожностi (4.4.25) ми будемо
додавати «очевидний нуль», явний вигляд якого буде видно в такiй формулi:〈

ξ, 1
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ 1, ξ′〉 =
v0x

4π

 +∞∫
−∞

dt1

[
∆̂l (v0xt1) + ∆̂l (−v0xt1)

]
cos (ξ − ξ′) t1 +

+ i

+∞∫
−∞

dt1

[
∆̂l (v0xt1) + ∆̂l (−v0xt1)

]
sin (ξ − ξ′) t1

 .
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Тодi ми можемо записати, що

〈
ξ, 1
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ 1, ξ′〉 =
v0x

4π

+∞∫
−∞

dt1

[
∆̂l (v0xt1) + ∆̂l (−v0xt1)

]
ei(ξ−ξ

′)t1. (4.4.26)

Далi розглядаємо формулу (4.4.22) для випадку, коли i = 1 та i′ = 1. Якщо
взяти до уваги результат (4.4.26), то можна прийти до формули

〈
t, 1
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ 1, t′〉 =
1

2

+∞∫
−∞

dt1

[
∆̂l (v0xt1) + ∆̂l (−v0xt1)

]
δ (t1 + t) δ (t1 + t′) .

Пiсля обчислення iнтеграла отримуємо формулу〈
t, 1
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ 1, t′〉 = δ (t− t′) ∆̂1,1
l (t, x) ,

у якiй фiгурує позначення для матричної функцiї

∆̂1,1
l (t, x) =

1

2

[
∆̂l (v0xt) + ∆̂l (−v0xt)

]
.

Цiлком аналогiчно обчислюємо iншi три матричнi елементи. Що стосується
коефiцiєнтiв R та D, то до них застосовуємо наближення pz ∼= p0x та p′z ∼= p0x. За
таких обставин ми приходимо до таких трьох формул:〈

t, 1
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ 2, t′〉 = δ (t− t′) ∆̂1,2
l (t, x) ,〈

t, 2
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ 1, t′〉 = δ (t− t′) ∆̂2,1
l (t, x) ,〈

t, 2
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ 2, t′〉 = δ (t− t′) ∆̂2,2
l (t, x) .

Тут ми маємо такi три матричнi функцiї:

∆̂1,2
l (t, x) =

1

2

[√
R (sign t) + i

√
D
] [

∆̂l (v0xt)− ∆̂l (−v0xt)
]
,

∆̂2,1
l (t, x) =

1

2

[√
R (sign t)− i

√
D
] [

∆̂l (v0xt)− ∆̂l (−v0xt)
]
,

∆̂2,2
l (t, x) =

1

2

[
∆̂l (v0xt) + ∆̂l (−v0xt)

]
.

Отже, в загальному випадку має мiсце формула〈
t, i
∣∣∣∆̂l (z)

∣∣∣ i′, t′〉 = δ (t− t′) ∆̂i,i′

l (t, x) . (4.4.27)
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Якщо пiдставити властивiсть (4.4.27) у тотожнiсть (4.4.21), то можна прийти
до властивостi 〈

t, i
∣∣∣Êl (z)∣∣∣ i′, t′〉 = δ (t− t′) Ê i,i

′

l (t, x) , (4.4.28)

у якiй фiгурують матричнi функцiї

Ê i,i
′

l (t, x) =
∑
l′

gl,l′∆̂
i,i′

l′ (t, x) . (4.4.29)

Якщо взяти до уваги властивiсть (4.4.28), то отримане iнтегро-диференцiальне
рiвняння (4.4.16) зведеться до диференцiального рiвняння першого порядку(

iωn + iσz
∂

∂t

)
Ĝi,k

l,ωn
(t, t′)−

∑
i′

Ê i,i
′

l (t, x) Ĝi′,k
l,ωn

(t, t′) = δi,kδ (t− t′) .

Проте, надалi зручнiше буде працювати не з функцiями

Ĝi,k
l,ωn

(t, t′) =

(
Gi,k

l,ωn
(t, t′) −F̃ i,k

l,ωn
(t, t′)

−F i,k
l,ωn

(t, t′) G̃i,k
l,ωn

(t, t′)

)
,

а з новими функцiями

Ĝi,kl (t, t′) = Ĝi,k
l,ωn

(t, t′)σz =

(
Gi,k

l,ωn
(t, t′) F̃ i,k

l,ωn
(t, t′)

−F i,k
l,ωn

(t, t′) −G̃i,k
l,ωn

(t, t′)

)
, (4.4.30)

рiвняння для яких отримуємо на основi вищевиписаного за допомогою множення
його на σz лiворуч i праворуч. Внаслiдок цього приходимо до диференцiального
рiвняння першого порядку(

i
∂

∂t
+ iωnσz

)
Ĝi,kl (t, t′)−

∑
i′

σzÊ i,i
′

l (t, x) Ĝi
′,k
l (t, t′) = δi,kδ (t− t′) . (4.4.31)

Якщо температура T неблизька до критичної температури Tc, то просторовою
поведiнкою параметрiв впорядкування можна знехтувати [150]. За таких обставин
ми можемо застосовувати модель iз кусково-сталими параметрами впорядкуван-
ня. У такому випадку можна записати представлення

∆l (z) = ∆l [θ (−z) exp (iφl) + θ (z) exp (iχl)] . (4.4.32)

Тодi матрицю (4.4.18), яку можна подавати також i за допомогою формули

∆̂l (z) =
σx
2

[
∆l (z)+

∗
∆l (z)

]
+
iσy
2

[
∆l (z)−

∗
∆l (z)

]
,
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будемо перетворювати за допомогою представлення (4.4.32). У такому випадку
ми отримуємо матрицю

∆̂l (z) =
∆lσx
2
{θ (−z) [exp (iφl) + exp (−iφl)] + θ (z) [exp (iχl) + exp (−iχl)]}+

+
i∆lσy
2
{θ (−z) [exp (iφl)− exp (−iφl)] + θ (z) [exp (iχl)− exp (−iχl)]} ,

за допомогою якої знаходимо матрицi ∆̂l (v0xt) та ∆̂l (−v0xt). Цi двi матричнi
функцiї слiд використати з метою пiдрахунку матричних функцiй ∆̂i,i′

l (t, x), якi
далi потрiбно пiдставляти у формулу (4.4.29).

Тодi матрицi σzÊ1,1l (t, x) та σzÊ2,2l (t, x) шукаємо за такими формулами:

σzÊ1,1l (t, x) =
1

4

[
σx

(
E

(1)
l − E

∗(1)
l + E

(2)
l − E

∗(2)
l

)
+

+ iσy

(
E

(1)
l + E

∗(1)
l + E

(2)
l + E

∗(2)
l

)]
,

σzÊ2,2l (t, x) = σzÊ1,1l (t, x) . (4.4.33)

З метою пiдрахунку матриць σzÊ1,2l (t, x) та σzÊ2,1l (t, x) буде дуже доцiльно
розглянути лiвий та правий надпровiдники окремо.

Якщо t < 0, то мають мiсце такi формули:

CσzÊ1,2l (t, x) =
1

4

[
σx

(
E

(2)
l − E

∗(2)
l − E(1)

l + E
∗(1)
l

)
+

+ iσy

(
E

(2)
l + E

∗(2)
l − E(1)

l − E
∗(1)
l

)]
,

∗
C σzÊ2,1l (t, x) = CσzÊ1,2l (t, x) , t < 0. (4.4.34)

У формулi (4.4.34) ми запровадили комплексне число C =
√
R + i

√
D, для

якого має мiсце умова |C|2 = 1. Також маємо такi позначення:

E
(1)
l =

∑
l′

gl,l′∆l′ exp (iφl′) ,

E
(2)
l =

∑
l′

gl,l′∆l′ exp (iχl′) .

Якщо t > 0, то мають мiсце вже такi формули:

CσzÊ2,1l (t, x) =
1

4

[
σx

(
E

(2)
l − E

∗(2)
l − E(1)

l + E
∗(1)
l

)
+

+ iσy

(
E

(2)
l + E

∗(2)
l − E(1)

l − E
∗(1)
l

)]
,

∗
C σzÊ1,2l (t, x) = CσzÊ2,1l (t, x) , t > 0. (4.4.35)
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4.5. Густина струму

У попередньому пунктi ми побудували квазiкласичнi рiвняння (4.4.31) для ма-
тричних функцiй Грiна (4.4.30) у так званому t-представленнi. Згаданi вище рiв-
няння є диференцiальними рiвняннями першого порядку, внаслiдок чого робота з
такими рiвняннями є значно зручнiшою вiд роботи з диференцiальним рiвнянням
другого порядку (4.4.1) для матричної функцiї Грiна (4.3.7) у конфiгурацiйному
представленнi.

Очевидно, що доповненням до квазiкласичних рiвнянь (4.4.31) має бути вираз
густини струму через функцiї Грiна в t-представленнi. З метою пошуку згаданого
вище виразу нам потрiбно спочатку записати представлення тривимiрної густини
струму j⃗ (r⃗) через функцiю Грiна Gl,ωn

(r⃗, r⃗′).
У мiкроскопiчнiй теорiї двощiлинної надпровiдностi аналiтична формула для

густини струму j⃗ (r⃗) без магнiтного поля
(
A⃗ (r⃗) ≡ 0

)
має такий вигляд:

j⃗ (r⃗) =
ie

m
T
∑
l,ωn

lim
r⃗′→r⃗

(∇r⃗′ −∇r⃗)Gl,ωn
(r⃗, r⃗′) . (4.5.1)

Далi потрiбно подати тривимiрну густину струму j⃗ (r⃗) через функцiї Грiна в
iмпульсному представленнi Gi,k

l,ωn
(p⃗, p⃗′). З цiєю метою нам потрiбно повертатися

до матричної рiвностi (4.4.8) та видiлити в нiй елементи, якi стоять у першому
рядку та першому стовпцi. Тодi ми отримуємо розклад

Gl,ωn
(r⃗, r⃗′) =

∑
i,k

∫
dp⃗

∫
dp⃗′ Gi,k

l,ωn
(p⃗, p⃗′)ψ

(i)
p⃗ (r⃗)ψ

∗(k)
p⃗′ (r⃗′) ,

який далi пiдставляємо у вираз (4.5.1) для тривимiрної густини струму j⃗ (r⃗). За
таких обставин можна обчислити наявну у формулi (4.5.1) границю i запровадити
запис ∇r⃗ ≡ ∇. Тодi виходить, що

j⃗ (r⃗) =
ie

m
T
∑
l,ωn

∫
dp⃗

∫
dp⃗′
∑
i,k

Gi,k
l,ωn

(p⃗, p⃗′)
[
ψ
(i)
p⃗ (r⃗)∇ψ∗(k)p⃗′ (r⃗)−

− ψ
∗(k)
p⃗′ (r⃗)∇ψ(i)

p⃗ (r⃗)
]
. (4.5.2)

Формулу (4.4.3) пiдставляємо у формулу (4.5.2) та приходимо до результату

j⃗ (r⃗) =
eT

m (2π)2

∑
l,ωn

∑
i,k

∫
dp⃗

∫
dp⃗′Gi,k

l,ωn
(p⃗, p⃗′) ei(p⃗⊥−p⃗

′
⊥)r⃗
[
e⃗zJ

k,i
p′z,pz

(z)+

+ (p⃗⊥ + p⃗′⊥)χ
(i)
pz
(z)χ

(k)
p′z

(z)
]
, (4.5.3)



163

у якому фiгурує позначення для чотирьох величин

Jk,i
p′z,pz

(z) = χ
(k)
p′z

(z) p̂zχ
(i)
pz
(z)− χ(i)

pz
(z) p̂zχ

(k)
p′z

(z) . (4.5.4)

Тут ми маємо диференцiальний оператор p̂z = −i ∂
∂z

. Варто наголосити на

тому, що властивiсть Gi,k
l,ωn

(p⃗, p⃗′) = Gi,k
l,ωn

(p⃗⊥, pz, p
′
z) δ (p⃗⊥ − p⃗′⊥) дає змогу суттєво

спростити формулу (4.5.3). Пiсля iнтегрування по p⃗′⊥ отримуємо вираз

j⃗ (r⃗) =
eT

m (2π)2

∑
l,ωn

∑
i,k

∫
dp⃗⊥

+∞∫
0

dpz

+∞∫
0

dp′z G
i,k
l,ωn

(p⃗⊥, pz, p
′
z)
[
e⃗zJ

k,i
p′z,pz

(z)+

+ 2p⃗⊥χ
(i)
pz
(z)χ

(k)
p′z

(z)
]
. (4.5.5)

Перейдiмо у формулi (4.5.5) до змiнних iнтегрування α, x, ξ та ξ′ за допомогою
формул, якi ми мали в роздiлi про шаруватi надпровiднi контакти типу SIS′IS. У

такому разi результати Gi,k
l,ωn

(p⃗⊥, pz, p
′
z) ≡ ⟨ξ, i |Gl,ωn

| k, ξ′⟩ та
2π∫
0

p⃗⊥dα = 0 дають

нам змогу перетворити формулу (4.5.5) на формулу j⃗ (r⃗) = j (z) e⃗z, у якiй фiгурує
позначення для вже одновимiрної густини струму

j (z) =
em

2π
T
∑
l,ωn

∑
i,k

1∫
0

dx

x

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′ ⟨ξ, i |Gl,ωn
| k, ξ′⟩ Jk,i

p′z,pz
(z) . (4.5.6)

Оберненим до перетворення (4.4.15) є перетворення

〈
ξ, i
∣∣∣Ĝl,ωn

∣∣∣ k, ξ′〉 =
v0x

2π

+∞∫
−∞

dt

+∞∫
−∞

dt′eiξ
′t′−iξtĜi,k

l,ωn
(t, t′) ,

з якого випливає перетворення

⟨ξ, i |Gl,ωn
| k, ξ′⟩ = v0x

2π

+∞∫
−∞

dt

+∞∫
−∞

dt′eiξ
′t′−iξtGi,k

l,ωn
(t, t′) . (4.5.7)

Далi пiдставляємо представлення (4.5.7) у формулу (4.5.6) для одновимiрної
густини струму j (z). Тодi ми приходимо до формули

j (z) =
1

2

e

m
N (0)T

∑
l,ωn

1∫
0

dx

+∞∫
−∞

dt

+∞∫
−∞

dt′
∑
i,k

Gi,k
l,ωn

(t, t′) Ik,i (x, t, t′) , (4.5.8)
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у якiй фiгурують так звана густина електронних станiв N (0) =
m2v0
2π2

на поверхнi
Фермi та iнтеграли

Ik,i (x, t, t′) =

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′e−iξt+iξ′t′Jk,i
p′z,pz

(z) . (4.5.9)

Далi пiдставляємо одновимiрнi хвильовi функцiї (4.4.5) у формулу (4.5.4) та
обчислюємо всi чотири величини Jk,i

p′z,pz
(z), беручи до уваги лише великомасштабнi

змiни. Це означає, що ми обмежимось лише експонентами ei(pz−p
′
z)z, коефiцiєнти

при яких обчислимо шляхом застосування наближень pz ∼= p0x та p′z ∼= p0x. Якщо
виконати замiну z = v0xt1 та врахувати перетворення (3.2.19), то можна прийти
до таких чотирьох величин:

J1,1
p′z,pz

(v0xt1) = J2,2
p′z,pz

(v0xt1) ∼=
p0x

2π

[
ei(ξ−ξ

′)t1 − e−i(ξ−ξ′)t1
]
,

J1,2
p′z,pz

(v0xt1) ∼=
p0x

2π

[{√
R (sign t1) + i

√
D
}
ei(ξ−ξ

′)t1 −

−
{√

R (sign t1)− i
√
D
}
e−i(ξ−ξ

′)t1
]
,

J2,1
p′z,pz

(v0xt1) ∼=
p0x

2π

[{√
R (sign t1)− i

√
D
}
ei(ξ−ξ

′)t1 −

−
{√

R (sign t1) + i
√
D
}
e−i(ξ−ξ

′)t1
]
. (4.5.10)

Оскiльки z = v0xt1, то формула (4.5.9) перетвориться на формулу

Ik,i (x, t, t′) =

+∞∫
−∞

dξ

+∞∫
−∞

dξ′e−iξt+iξ′t′Jk,i
p′z,pz

(v0xt1) . (4.5.11)

Формули (4.5.10) пiдставляємо у формулу (4.5.11) та отримуємо такi чотири
iнтеграли:

I1,1 (x, t, t′)

2πp0x
=
I2,2 (x, t, t′)

2πp0x
= δ (t− t1) δ (t′ − t1)− δ (t+ t1) δ (t

′ + t1) ,

I1,2 (x, t, t′)

2πp0x
=
{√

R (sign t1) + i
√
D
}
δ (t− t1) δ (t′ − t1)−

−
{√

R (sign t1)− i
√
D
}
δ (t+ t1) δ (t

′ + t1) ,

I2,1 (x, t, t′)

2πp0x
=
{√

R (sign t1)− i
√
D
}
δ (t− t1) δ (t′ − t1)−

−
{√

R (sign t1) + i
√
D
}
δ (t+ t1) δ (t

′ + t1) . (4.5.12)
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Далi пiдставляємо всi iнтеграли (4.5.12) у формулу (4.5.8) для одновимiрної
густини струму j (z). Тодi ми отримуємо вираз

j (z) = πev0N (0)T
∑
l,ωn

1∫
0

xdx
[
G1,1

l,ωn
(t, t)−G1,1

l,ωn
(−t,−t) +G2,2

l,ωn
(t, t)−

− G2,2
l,ωn

(−t,−t) +
{√

R (sign z) + i
√
D
}{

G2,1
l,ωn

(t, t)−G1,2
l,ωn

(−t,−t)
}
−

−
{√

R (sign z)− i
√
D
}{

G2,1
l,ωn

(−t,−t)−G1,2
l,ωn

(t, t)
}]

, (4.5.13)

у якому використано позначення для величини t =
z

v0x
.

Одновимiрну густину струму j (z), яка визначається за допомогою формули
(4.5.13), ми будемо обчислювати на границi IS. Це означає, що z = 0. За таких
обставин формула (4.5.13) перетворюється на формулу

j (0) = 2πiev0N (0)T
∑
l,ωn

1∫
0

x
√
D (x)

[
G2,1

l,ωn
(0, 0)−G1,2

l,ωn
(0, 0)

]
dx. (4.5.14)

4.6. Розв’язки квазiкласичних рiвнянь

З формули (4.5.14) видно, що з метою пiдрахунку густини струму j (0) на
границi IS потрiбно спочатку знайти функцiї Грiна G1,2

l,ωn
(t, t′) та G2,1

l,ωn
(t, t′) для

випадку, коли t = t′ = 0. Це означає, що нам потрiбно розв’язати квазiкласичнi
рiвняння (4.4.31), тобто диференцiальнi рiвняння першого порядку для функцiй
Грiна (4.4.30) у так званому t-представленнi. Вищезгаданi рiвняння дуже зручно
iнтегрувати окремо на кожному iз таких двох промiжкiв: t < 0 та t > 0.

4.6.1. Лiвий надпровiдник. У нашому дослiдженнi лiвий надпровiдник
розмiщено в областi z < 0. У так званому t-представленнi цiй областi вiдповiдає
область t < 0. Для такого випадку нам потрiбно взяти до уваги матричнi функцiї
(4.4.33) та (4.4.34) з метою перетворити квазiкласичнi рiвняння (4.4.31). За таких
обставин для матричних функцiй Грiна Ĝ1,1l (t, t′) та Ĝ2,1l (t, t′) має мiсце система
двох диференцiальних рiвнянь, яку можна подати у виглядi одного рiвняння(

∂

∂t
+ Âk

)
L̂(k) (t, t′) = δ (t− t′) (4.6.1)

для матричної функцiї

L̂(k) (t, t′) = i
[
Ĝ1,1l (t, t′) + (−1)k

∗
C Ĝ2,1l (t, t′)

]
. (4.6.2)
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Для матрицi

Âk = ωnσz +
iσx
2

[
E

(k)
l − E

∗(k)
l

]
− σy

2

[
E

(k)
l + E

∗(k)
l

]
виконується умова

(
Âk

)2
=
{
ω(k)
n

}2

, у якiй ω(k)
n =

√
ω2
n +

∣∣∣E(k)
l

∣∣∣2. Ми також маємо
iндекс k, який може набувати значень 1 та 2.

Це означає, що з формули (4.6.2) можна отримати такi результати:

Ĝ2,1l (t, t′) =
C
2i

[
L̂(2) (t, t′)− L̂(1) (t, t′)

]
,

Ĝ1,1l (t, t′) =
1

2i

[
L̂(1) (t, t′) + L̂(2) (t, t′)

]
. (4.6.3)

Диференцiальне рiвняння першого порядку (4.6.1) потрiбно розв’язати, тобто
проiнтегрувати. З цiєю метою ми будемо повертатися до результатiв (3.4.26) та
(3.4.27). Якщо виконати замiну ω̃n → ω(k)

n , то можна отримати диференцiальне
рiвняння другого порядку(

∂2

∂t2
−
{
ω(k)
n

}2
)
K
(
t− t′, ω(k)

n

)
= δ (t− t′) (4.6.4)

та його розв’язок

K
(
t− t′, ω(k)

n

)
= − 1

2ω
(k)
n

exp
{
− |t− t′|ω(k)

n

}
. (4.6.5)

Диференцiальне рiвняння другого порядку (4.6.4) для функцiї (4.6.5) можна
вважати диференцiальним рiвнянням першого порядку(

∂

∂t
+ Âk

)
f̂ (k) (t− t′) = δ (t− t′) (4.6.6)

для матричної функцiї

f̂ (k) (t− t′) =
(
∂

∂t
− Âk

)
K
(
t− t′, ω(k)

n

)
. (4.6.7)

Замiна ω̃n → ω(k)
n перетворює похiдну (3.4.29) на похiдну

∂

∂t
K
(
t− t′, ω(k)

n

)
=

sign (t− t′)
2

exp
{
− |t− t′|ω(k)

n

}
. (4.6.8)

Функцiю (4.6.5) та похiдну (4.6.8) пiдставляємо у формулу (4.6.7), внаслiдок
чого ми приходимо до результату

f̂ (k) (t− t′) = 1

2ω
(k)
n

[
ω(k)
n sign (t− t′) + Âk

]
exp

{
− |t− t′|ω(k)

n

}
. (4.6.9)
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Загальний розв’язок диференцiального рiвняння першого порядку (4.6.1) ми
будемо шукати у виглядi розкладу

L̂(k) (t, t′) = L̂
(k)
0 (t, t′) + f̂ (k) (t− t′) . (4.6.10)

Далi нам потрiбно пiдставляти розклад (4.6.10) у диференцiальне рiвняння
першого порядку (4.6.1). Якщо взяти до уваги диференцiальне рiвняння першого
порядку (4.6.6), то для матричної функцiї L̂(k)

0 (t, t′) можна отримати однорiдне
диференцiальне рiвняння першого порядку(

∂

∂t
+ Âk

)
L̂
(k)
0 (t, t′) = 0, (4.6.11)

загальний розв’язок якого можна подати за допомогою формули

L̂
(k)
0 (t, t′) = exp

(
−tÂk

)
Ê(k) (t′) . (4.6.12)

Матрична функцiя Ê(k) (t′) є сталою iнтегрування. Цiлком аналогiчно до того,
як ми встановлювали справедливiсть операторної тотожностi (3.4.10), ми також
можемо легко встановити справедливiсть операторної тотожностi

exp
(
−tÂk

)
=
ω
(k)
n − Âk

2ω
(k)
n

exp
{
tω(k)

n

}
+
ω
(k)
n + Âk

2ω
(k)
n

exp
{
−tω(k)

n

}
. (4.6.13)

Матричну експоненту (4.6.13) пiдставляємо у формулу (4.6.12) та отримуємо
загальний розв’язок

L̂
(k)
0 (t, t′) =

ω
(k)
n − Âk

2ω
(k)
n

Ê(k) (t′) exp
{
tω(k)

n

}
+

+
ω
(k)
n + Âk

2ω
(k)
n

Ê(k) (t′) exp
{
−tω(k)

n

}
. (4.6.14)

У загальному розв’язку (4.6.14) потрiбно позбутися доданка з експонентою
exp

{
−tω(k)

n

}
, яка розбiгається для випадку, коли t→ −∞. Для цього ми будемо

множити матрицю

ω(k)
n + Âk =

(
ω
(k)
n + ωn iE

(k)
l

−iE∗(k)l ω
(k)
n − ωn

)
= i

(
bkE

(k)
l E

(k)
l

−E∗(k)l − 1
bk
E
∗(k)
l

)
, (4.6.15)

у якiй фiгурує позначення bk =
ω
(k)
n + ωn

iE
(k)
l

, на матрицю

Ê(k) (t′) =

(
αk (t

′) ck (t
′)

ak (t
′) βk (t

′)

)
. (4.6.16)
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Тодi ми приходимо до формули[
ω(k)
n + Âk

]
Ê(k) (t′) = i

(
bkE

(k)
l E

(k)
l

−E∗(k)l − 1
bk
E
∗(k)
l

)(
αk (t

′) ck (t
′)

ak (t
′) βk (t

′)

)
=

=

(
A

(k)
11 A

(k)
12

A
(k)
21 A

(k)
22

)
, (4.6.17)

з якої випливають такi чотири рiвностi:

A
(k)
11 = iE

(k)
l [ak (t

′) + bkαk (t
′)] ,

A
(k)
12 = ibkE

(k)
l

[
ck (t

′) +
1

bk
βk (t

′)

]
,

A
(k)
21 = −

iE
∗(k)
l

bk
[ak (t

′) + bkαk (t
′)] ,

A
(k)
22 = −iE∗(k)l

[
ck (t

′) +
1

bk
βk (t

′)

]
.

Нехай виконуються такi двi умови:

ak (t
′) + bkαk (t

′) = 0, ck (t
′) +

1

bk
βk (t

′) = 0. (4.6.18)

Умови (4.6.18) перетворюють матрицю (4.6.16) на матрицю

Ê(k) (t′) =

(
αk (t

′) − 1
bk
βk (t

′)

−bkαk (t
′) βk (t

′)

)
(4.6.19)

та дозволяють отримати такi чотири умови:

A
(k)
11 = 0, A

(k)
12 = 0, A

(k)
21 = 0, A

(k)
22 = 0.

Цi умови перетворюють тотожнiсть (4.6.17) на тотожнiсть[
ω(k)
n + Âk

]
Ê(k) (t′) = 0. (4.6.20)

Матрицю (4.6.19), тотожнiсть (4.6.20) та тотожнiсть

ω
(k)
n − Âk

2ω
(k)
n

Ê(k) (t′) =
2ω

(k)
n −

[
ω
(k)
n + Âk

]
2ω

(k)
n

Ê(k) (t′) = Ê(k) (t′) ,

яка є прямим наслiдком тотожностi (4.6.20), потрiбно пiдставляти у формулу
(4.6.14) для загального розв’язку однорiдного диференцiального рiвняння першо-
го порядку (4.6.11). Тодi ми можемо записати, що

L̂
(k)
0 (t, t′) =

(
αk (t

′) − 1
bk
βk (t

′)

−bkαk (t
′) βk (t

′)

)
exp

{
tω(k)

n

}
. (4.6.21)
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Далi потрiбно пiдставляти матричнi функцiї (4.6.9) та (4.6.21) у формулу для
розкладу (4.6.10). Тодi виходить, що

L̂(k) (t, t′) =

(
αk (t

′) − 1
bk
βk (t

′)

−bkαk (t
′) βk (t

′)

)
exp

{
tω(k)

n

}
+

+
1

2ω
(k)
n

[
ω(k)
n sign (t− t′) + Âk

]
exp

{
− |t− t′|ω(k)

n

}
. (4.6.22)

4.6.2. Правий надпровiдник. Правий надпровiдник розмiщено в областi
z > 0, якiй вiдповiдає область t > 0 у t-представленнi. Для такого випадку нам
потрiбно взяти до уваги матричнi функцiї (4.4.33) та (4.4.35) з метою перетворити
квазiкласичнi рiвняння (4.4.31). За таких обставин для матричних функцiй Грiна
Ĝ1,1l (t, t′) та Ĝ2,1l (t, t′) має мiсце система двох диференцiальних рiвнянь, яку можна
подати у виглядi одного рiвняння(

∂

∂t
+ Âk

)
M̂ (k) (t, t′) = δ (t− t′) (4.6.23)

для матричної функцiї

M̂ (k) (t, t′) = i
[
Ĝ1,1l (t, t′) + (−1)k CĜ2,1l (t, t′)

]
. (4.6.24)

Варто наголосити на тому, що зi щойно поданої формули (4.6.24) ми можемо
отримати такi результати:

Ĝ2,1l (t, t′) =

∗
C
2i

[
M̂ (2) (t, t′)− M̂ (1) (t, t′)

]
,

Ĝ1,1l (t, t′) =
1

2i

[
M̂ (1) (t, t′) + M̂ (2) (t, t′)

]
. (4.6.25)

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння першого порядку (4.6.23) ми
будемо шукати у виглядi розкладу

M̂ (k) (t, t′) = M̂
(k)
0 (t, t′) + f̂ (k) (t− t′) . (4.6.26)

Далi нам потрiбно пiдставляти розклад (4.6.26) у диференцiальне рiвняння
першого порядку (4.6.23). Якщо взяти до уваги диференцiальне рiвняння першого
порядку (4.6.6), то для матричної функцiї M̂ (k)

0 (t, t′) можна отримати однорiдне
диференцiальне рiвняння першого порядку(

∂

∂t
+ Âk

)
M̂

(k)
0 (t, t′) = 0, (4.6.27)
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загальний розв’язок якого можна подати за допомогою формули

M̂
(k)
0 (t, t′) = exp

(
−tÂk

)
F̂ (k) (t′) =

ω
(k)
n − Âk

2ω
(k)
n

F̂ (k) (t′) exp
{
tω(k)

n

}
+

+
ω
(k)
n + Âk

2ω
(k)
n

F̂ (k) (t′) exp
{
−tω(k)

n

}
. (4.6.28)

У загальному розв’язку (4.6.28) потрiбно позбутися доданка з експонентою
exp

{
tω(k)

n

}
, яка розбiгається для випадку, коли t → +∞. Для цього ми будемо

шукати сталу iнтегрування F̂ (k) (t′) з умови[
ω(k)
n − Âk

]
F̂ (k) (t′) = 0. (4.6.29)

Оскiльки

ω(k)
n − Âk =

(
ω
(k)
n − ωn −iE(k)

l

iE
∗(k)
l ω

(k)
n + ωn

)
= i

 1
∗
bk
E

(k)
l −E(k)

l

E
∗(k)
l −

∗
bk E

∗(k)
l

 ,

то умова (4.6.29) буде виконуватись тодi, коли

F̂ (k) (t′) =

 γk (t
′)

∗
bk δk (t

′)
1
∗
bk
γk (t

′) δk (t
′)

 . (4.6.30)

Тотожнiсть (4.6.29), матрицю (4.6.30) та тотожнiсть

ω
(k)
n + Âk

2ω
(k)
n

F̂ (k) (t′) =
2ω

(k)
n −

[
ω
(k)
n − Âk

]
2ω

(k)
n

F̂ (k) (t′) = F̂ (k) (t′) ,

яка є прямим наслiдком тотожностi (4.6.29), потрiбно пiдставляти у формулу
(4.6.28) для загального розв’язку однорiдного диференцiального рiвняння першо-
го порядку (4.6.27). Тодi ми можемо записати, що

M̂
(k)
0 (t, t′) =

 γk (t
′)

∗
bk δk (t

′)
1
∗
bk
γk (t

′) δk (t
′)

 exp
{
−tω(k)

n

}
. (4.6.31)

Далi потрiбно пiдставляти матричнi функцiї (4.6.9) та (4.6.31) у формулу для
розкладу (4.6.26). Тодi виходить, що

M̂ (k) (t, t′) =

 γk (t
′)

∗
bk δk (t

′)
1
∗
bk
γk (t

′) δk (t
′)

 exp
{
−tω(k)

n

}
+

+
1

2ω
(k)
n

[
ω(k)
n sign (t− t′) + Âk

]
exp

{
− |t− t′|ω(k)

n

}
. (4.6.32)
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4.7. Струм-фазова залежнiсть

Сталi iнтегрування αk (t
′), βk (t′), γk (t′) та δk (t′), якi фiгурують у формулах

(4.6.22) та (4.6.32), потрiбно шукати з так званої «умови зшивання». Тут ми
маємо на увазi умови неперервностi для матричних функцiй Грiна Ĝ1,1l (t, t′) та
Ĝ2,1l (t, t′) при переходi через границю IS, що з математичної точки зору означає
наявнiсть таких двох рiвностей:

lim
t→−0
Ĝ1,1l (t, t′) = lim

t→+0
Ĝ1,1l (t, t′) , lim

t→−0
Ĝ2,1l (t, t′) = lim

t→+0
Ĝ2,1l (t, t′) . (4.7.1)

Якщо t → −0, то мають мiсце формули (4.6.3). Що стосується формул для
функцiй Грiна (4.6.25), то вони справедливi для випадку, коли t → +0. Тодi ми
пiдставляємо формули (4.6.3) та (4.6.25) в «умову зшивання» (4.7.1), внаслiдок
чого приходимо до таких матричних рiвностей:

∗
C
[
M̂ (2) (0, t′)− M̂ (1) (0, t′)

]
= C

[
L̂(2) (0, t′)− L̂(1) (0, t′)

]
,

L̂(1) (0, t′) + L̂(2) (0, t′) = M̂ (1) (0, t′) + M̂ (2) (0, t′) . (4.7.2)

Якщо t′ = 0, то рiвностi (4.7.2) перетворюються на такi рiвностi:
∗
C
[
M̂ (2) (0, 0)− M̂ (1) (0, 0)

]
= C

[
L̂(2) (0, 0)− L̂(1) (0, 0)

]
,

L̂(1) (0, 0) + L̂(2) (0, 0) = M̂ (1) (0, 0) + M̂ (2) (0, 0) . (4.7.3)

Далi потрiбно пiдставляти матричнi функцiї (4.6.22) та (4.6.32) у двi матричнi
тотожностi (4.7.3). Тодi ми отримуємо таку замкнену систему:

∗
C

[
γ2 (0)
∗
b2

− γ1 (0)
∗
b1

]
− C [b1α1 (0)− b2α2 (0)] =

{ ∗
C − C

} i

2

{
E
∗(2)
l

ω
(2)
n

−
E
∗(1)
l

ω
(1)
n

}
,

γ1 (0) + γ2 (0)− α1 (0)− α2 (0) = 0,

∗
C [γ2 (0)− γ1 (0)]− C [α2 (0)− α1 (0)] =

{ ∗
C − C

} ωn

2

{
1

ω
(1)
n

− 1

ω
(2)
n

}
,

γ1 (0)
∗
b1

+
γ2 (0)
∗
b2

+ b1α1 (0) + b2α2 (0) = 0. (4.7.4)

Далi пiдставляємо матрицi (4.4.30) та (4.6.22) у тотожнiсть (4.6.2). Тодi якщо
t→ −0 та t′ = 0, то ми отримуємо такi формули:

α1 (0) = iG1,1
l,ωn

(0, 0)− i
∗
C G2,1

l,ωn
(0, 0)− ωn

2ω
(1)
n

,

α2 (0) = iG1,1
l,ωn

(0, 0) + i
∗
C G2,1

l,ωn
(0, 0)− ωn

2ω
(2)
n

. (4.7.5)
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Далi пiдставляємо матрицi (4.4.30) та (4.6.32) у тотожнiсть (4.6.24). Тодi якщо
t→ +0 та t′ = 0, то ми отримуємо такi формули:

γ1 (0) = iG1,1
l,ωn

(0, 0)− iCG2,1
l,ωn

(0, 0)− ωn

2ω
(1)
n

,

γ2 (0) = iG1,1
l,ωn

(0, 0) + iCG2,1
l,ωn

(0, 0)− ωn

2ω
(2)
n

. (4.7.6)

Формули (4.7.5) та (4.7.6) пiдставляємо в замкнену систему (4.7.4) чотирьох
лiнiйних рiвнянь i приходимо до такої замкненої системи:

a11

[
iG1,1

l,ωn
(0, 0)

]
+ a12

[
i
∗
C G2,1

l,ωn
(0, 0)

]
= d1,

a21

[
iG1,1

l,ωn
(0, 0)

]
+ a22

[
i
∗
C G2,1

l,ωn
(0, 0)

]
= d2. (4.7.7)

У лiвих частинах рiвнянь системи (4.7.7) присутнi такi коефiцiєнти:

a11 = −
{ ∗
C + C

}{
b1 +

1
∗
b1

}
−
{ ∗
C − C

}{
b2 +

1
∗
b1

}
,

a12 =
{ ∗
C + C

}{
b1 +

1
∗
b1

}
−
{ ∗
C − C

}{
b2 +

1
∗
b1

}
,

a21 = −
{ ∗
C + C

}{
b2 +

1
∗
b2

}
−
{ ∗
C − C

}{
b1 +

1
∗
b2

}
,

a22 = −
{ ∗
C + C

}{
b2 +

1
∗
b2

}
+
{ ∗
C − C

}{
b1 +

1
∗
b2

}
. (4.7.8)

У правих частинах рiвнянь системи (4.7.7) присутнi такi коефiцiєнти:

d1 =
{ ∗
C − C

}[b1 − b2
2
−

{
b1 +

1
∗
b1

}
ωn

2ω
(1)
n

]
−
{ ∗
C + C

}{
b1 +

1
∗
b1

}
ωn

2ω
(1)
n

,

d2 =
{ ∗
C − C

}[b2 − b1
2
−

{
b2 +

1
∗
b2

}
ωn

2ω
(2)
n

]
−
{ ∗
C + C

}{
b2 +

1
∗
b2

}
ωn

2ω
(2)
n

. (4.7.9)

Внаслiдок розв’язування системи (4.7.7) отримуємо формулу

G2,1
l,ωn

(0, 0) =
C
i

a11d2 − a21d1
a11a22 − a12a21

. (4.7.10)

Детальний аналiз диференцiальних рiвнянь першого порядку (4.4.31) показує,
що формули для функцiй Грiна Ĝ2,2l (t, t′) та Ĝ1,2l (t, t′) можна отримати з уже
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знайдених формул для функцiй Грiна Ĝ1,1l (t, t′) та Ĝ2,1l (t, t′) шляхом одночасного
виконання таких замiн:

√
D → −

√
D, Ĝ1,1l (t, t′)→ Ĝ2,2l (t, t′) , Ĝ2,1l (t, t′)→ Ĝ1,2l (t, t′) .

Тодi ми пiдставляємо коефiцiєнти (4.7.8) та (4.7.9) у формулу (4.7.10) для
величини G2,1

l,ωn
(0, 0), яка пiсля виконання замiни

√
D → −

√
D перетвориться на

величину G1,2
l,ωn

(0, 0). У такому разi отримуємо рiзницю

G2,1
l,ωn

(0, 0)−G1,2
l,ωn

(0, 0) =

√
D (x)

4Fl (x, ωn)

{
E
∗(2)
l E

(1)
l − E

∗(1)
l E

(2)
l

}
, (4.7.11)

у якiй фiгурує позначення для функцiї

Fl (x, ωn) = R (x)ω(1)
n ω(2)

n +
D (x)

2

ω2
n + ω(1)

n ω(2)
n +

∑
i,k

gl,igl,k∆i∆k cos (χi − φk)

 .
Тут використано позначення для таких двох функцiй:

R (x) = 1−D (x) , D (x) =
x2

x2 +

(
mU0

p0

)2 .

Далi нам потрiбно пiдставляти рiзницю (4.7.11) у вираз (4.5.14) для густини
струму j (0) ≡ j. Тодi ми приходимо до формули

j =
∑
i,k

ji,k sin (χi − φk) , (4.7.12)

яка мiстить позначення для чотирьох величин

ji,k = πev0N (0)T∆i∆k

∑
l

gl,igl,k
∑
ωn

1∫
0

xD (x) dx

Fl (x, ωn)
. (4.7.13)

Струм-фазова залежнiсть (4.7.12) є основним результатом нашого теоретично-
го дослiдження. Густина струму на контактi залежить вiд чотирьох рiзниць фаз
χi − φk, бо iндекси i та k можуть набувати значень 1 та 2. Варто наголосити
також i на тому, що чотири величини ji,k також є функцiями чотирьох рiзниць
фаз χi − φk. Оскiльки поставлену задачу розв’язано в рамках моделi з кусково-
сталими параметрами впорядкування, то залежнiсть густини струму j вiд рiзниць
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фаз χi−φk є справедливою тодi, коли температура T є неблизькою до критичної
температури Tc.

Струм-фазову залежнiсть (4.7.12) отримано для довiльного D ∈ (0; 1), але ще
додатково потрiбно дослiджувати вплив ефектiв розпаровування на залежнiсть
густини струму вiд рiзниць фаз для асимптотичного випадку, коли D ≲ 1. Адже
цi ефекти є суттєвими, якщо прозорiсть дiелектричного прошарку D є близькою
до одиницi [2, 12,151].

i=1

k=2i=2

k=1

Рис. 4.1: Схематичне зображення складових повного струму, що протiкає з одного
надпровiдника в iнший крiзь плiвку дiелектрика в тунельному надпровiдному
контактi.
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Рис. 4.2: Струм-фазова залежнiсть у тунельному надпровiдному контактi, який
утворено на основi однакових надпровiдникiв iз s++ та s± симетрiями параметрiв
впорядкування при рiзних значеннях температури T . Для проведення чисельних

розрахункiв покладено: g1,1 = 0.3, g2,2 = 0.15, g1,2 = 0.1 та
mU0

p0
=

1√
19

.

Якщо D ≪ 1, то формула (4.7.13) перетворюється на формулу

ji,k = πev0N (0)T∆i∆k

∑
l

gl,igl,k
∑
ωn

1

ω
(1)
n ω

(2)
n

1∫
0

xD (x) dx.
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Сумацiю за непарними мацубарiвськими частотами ωn = πT (2n+ 1), яка є у
формулi (4.7.13), можна виконати для таких частинних випадкiв:

• φ2 = φ1 та χ2 = χ1 (s++ симетрiя);
• φ2 = φ1 + π та χ2 = χ1 + π (s± симетрiя).

Тодi формула (4.7.13) зводиться до формули

j

j0
=
T

Tc

2∑
l=1

1∫
0

xD (x) sin (χ1 − φ1) dx

D̃ (x)
Q±l (T ) th

Q±l (T ) D̃ (x)

2
, (4.7.14)

яка мiстить позначення j0 =
π

2
ev0N (0)Tc, Q±l (T ) = gl,1

∆1

T
± gl,2

∆2

T
та

D̃ (x) =

√
1−D (x)

(
sin

χ1 − φ1

2

)2

.
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Рис. 4.3: Струм-фазова залежнiсть у тунельному надпровiдному контактi, який
утворено на основi однакових надпровiдникiв iз s++ та s± симетрiями параметрiв
впорядкування при рiзних значеннях коефiцiєнта мiжзонного зв’язку g1,2. Варто

зауважити, що g1,1 = 0.3, g2,2 = 0.15, T = 0.001 Tc та
mU0

p0
=

1√
19

.

Знаки «+» та «−» у формулi для Q±l (T ) обираємо для випадкiв s++ симетрiї
та s± симетрiї вiдповiдно. Варто наголосити на тому, що прямими наслiдками
умови (4.1.10) є такi три нерiвностi:

g1,1 > 0, g2,2 > 0, g1,1g2,2 − (g1,2)
2 > 0.
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Як бачимо, права частина формули (4.7.12) складається з чотирьох доданкiв,
кожен iз яких описує протiкання струму з першої та другої зон першого надпро-
вiдника до обох зон другого надпровiдника, що схематично зображено на рисунку
(4.1).

На рисунку (4.2) зображено графiки залежностi безрозмiрної густини струму
j

j0
вiд рiзницi фаз χ1 − φ1 для обох типiв симетрiї параметрiв впорядкування i

при рiзних значеннях температури T . Як бачимо, максимальний струм досягає
бiльших значень у випадку, коли надпровiдники, з яких складається тунельний
надпровiдний контакт, мають s++ симетрiю. Якщо ж контакт утворено на основi
надпровiдникiв iз s± симетрiєю, то в такому випадку критичний струм контакту
приблизно на 25% є меншим. Також ми бачимо, що зi зменшенням температури
T максимум струму в контактi досягається для рiзницi фаз χ1 − φ1 >

π

2
. Це є

найбiльш помiтним для температури T = 0.001 Tc.
Вплив константи мiжзонного зв’язку g1,2 на значення струму в контактi зо-

бражено на рисунку (4.3). Як бачимо, характер цього впливу несуттєво залежить
вiд симетрiї параметрiв впорядкування. Зi збiльшенням коефiцiєнта мiжзонного
зв’язку g1,2 числове значення густини струму зростає.

4.8. Висновки та обговорення

У цьому роздiлi метод функцiонального iнтеграла, який виявився досить ефе-
ктивним у теорiї однощiлинної надпровiдностi, поширений на випадок надпровiд-
никiв iз двома енергетичними щiлинами. Показано, що в методi фукцiонального
iнтеграла наближення середнього поля формулюється найбiльш природним чи-
ном.

Головним результатом цього роздiлу є одержана формула для залежностi стру-
му вiд рiзницi фаз у тунельному надпровiдному контактi, який утворено на основi
двозонних надпровiдникiв. З аналiзу цiєї формули встановлено, що струм у конта-
ктi формується чотирма внесками — це тунелювання куперiвських пар з першої i
другої зон одного надпровiдника до обох зон другого надпровiдника. Показано, що
числове значення струму в контактi залежить вiд симетрiї параметра впорядку-
вання: для s++ симетрiї критичний струм контакту суттєво переважає критичний
струм контакту, який утворено на основi надпровiдникiв iз s± симетрiєю.

З аналiзу впливу константи мiжзонного зв’язку g1,2 на струм у контактi вста-
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новлено, що зi збiльшенням коефiцiєнта мiжзонного зв’язку g1,2 числове значення
густини струму зростає, а характер цього впливу несуттєво залежить вiд симетрiї
параметрiв впорядкування.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi представлено результати теоретичного дослiдження
рiвноважних струмових станiв у надпровiдних контактах iз тунельним типом про-
вiдностi. У дослiдженнi зроблено головний акцент на вивченнi фундаментальних
фiзичних механiзмiв, що спричиняють вiдхилення залежностi струму вiд рiзницi
фаз вiд стандартної синусоїдної форми. Для цього було розглянуто тунельний над-
провiдний SIS — контакт у широкому iнтервалi значень коефiцiєнта проходження
електронiв та за наявностi немагнiтних домiшок довiльної концентрацiї, що дозво-
лило з’ясувати вплив прозоростi та домiшок на струм-фазову залежнiсть у таких
контактах. Розглянуто шарувату надпровiдну структуру типу SIS′IS з довiльною
товщиною промiжного прошарку та при довiльних значеннях прозоростi подвiй-
ного дельта-функцiйного бар’єра, сформованого двома дiелектричними прошар-
ками. Окрiм цього, у роботi вперше для дослiдження струм-фазової залежностi у
тунельних надпровiдних контактах типу SIS на основi двозонних надпровiдникiв
застосовано формалiзм квазiкласичних рiвнянь у t-представленнi, який ранiше
ефективно використовувався для контактiв на основi однозонних надпровiдникiв.

На основi отриманих у ходi дослiджень результатiв ключовi висновки можна
сформулювати так:

1. Врахування ефектiв розпаровування у тунельних надпровiдних контактах
типу SIS поблизу критичної температури приводить до вiдмiнної вiд стан-
дартної синусоїдної струм-фазової залежностi, властивої таким контактам
при малiй прозоростi дiелектрика. Показано, що зi збiльшенням коефiцiєн-
та проходженняD значення рiзницi фаз, при якiй струм у контактi досягає
максимуму, змiщується в напрямку нуля. Домiшки суттєво впливають на
струм у контактi при довжинi вiльного пробiгу електронiв l ∼ ξ0. Зi збiль-
шенням довжини вiльного пробiгу цей вплив швидко зменшується i вже
при l ⩾ 10 ξ0 є несуттєвим.

2. Дослiджено динамiку флюксонiв у чистому i довгому джозефсонiвському
контактi з нетривiальною струм-фазовою залежнiстю. Побудовано аналi-
тичний розв’язок модифiкованого рiвняння синус-Ґордона для прозоростi
дiелектричного прошарку, близької до одиницi. Розглянуто також i бiльш
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реалiстичний випадок, у якому враховано потiк неспарених електронiв че-
рез контакт, на який подається деякий постiйний струм. За допомогою
узагальненого рiвняння синус-Ґордона записано закон еволюцiї енергiї кон-
такту в часi. На основi закону збереження енергiї контакту отримано ана-
лiтичну формулу для рiвноважної швидкостi флюксона.

3. У моделi з кусково-сталим параметром впорядкування отримано нову фор-
мулу для залежностi струму вiд рiзницi фаз у двобар’єрному надпровiд-
ному SIS′IS — контактi. За допомогою аналiзу одержаного результату по-
казано, що критичний струм контакту є осциляцiйною функцiєю товщи-
ни промiжного прошарку. Зi збiльшенням товщини осциляцiї починають
згасати, що пов’язано з послабленням зв’язку мiж зовнiшнiми надпровiд-
никами. Зi зменшенням товщини промiжного прошарку числове значення
рiзницi фаз, при якiй струм у контактi досягає максимуму, змiщується в
область φ >

π

2
.

4. Для двозонного надпровiдника виконано представлення статистичної суми
у виглядi функцiонального iнтеграла. Показано, що в такому представлен-
нi задача про обчислення статистичної суми розбивається на двi послiдовнi
задачi:

• обчислення статистичної суми системи вiльних електронiв, що перебу-
вають у полi комплексних джерел електронних пар ζl (r⃗, τ);

• усереднення статистичної суми, одержаної у першому пунктi, по про-
стору джерел електронних пар iз Гауссiвським розподiлом.

Використовуючи представлення статистичної суми у виглядi функцiональ-
ного iнтеграла, сформульовано наближення середнього поля та побудова-
но основнi рiвняння мiкроскопiчної теорiї надпровiдностi у методi функцiй
Грiна.

5. Побудовано квазiкласичнi рiвняння для функцiй Грiна в t-представленнi,
за допомогою яких виконано мiкроскопiчний опис стацiонарних струмових
станiв у тунельному надпровiдному контактi на основi двозонних надпро-
вiдникiв та одержано нову аналiтичну формулу для залежностi струму вiд
рiзниць фаз параметрiв впорядкування. Аналiзуючи одержану формулу
для випадкiв, коли фази обох параметрiв впорядкування у надпровiдни-
ку є однаковi (s++ симетрiя) та зсунутi на π (s± симетрiя), встановлено,
що в обох випадках зi зменшенням температури максимум струму у кон-
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тактi досягається при рiзницi фаз на контактi χ1 − φ1 >
π

2
. Показано,

що числове значення струму в контактi залежить вiд симетрiї параметрiв
впорядкування: для s± симетрiї числове значення критичного струму кон-
такту є приблизно на 25% меншим вiд вiдповiдного числового значення
критичного струму контакту для s++ симетрiї. Останнiй факт може ви-
користовуватися в експериментальних дослiдженнях симетрiї параметрiв
впорядкування двозонних надпровiдникiв.
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