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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Ефект Джозефсона є одним iз найяскравiших проявiв
ефектiв квантової когерентностi у макроскопiчному масштабi у фiзицi конден-
сованих систем. Дослiдження цього ефекту в просторово неоднорiдних надпро-
вiдних композицiях (прикладом можуть бути надпровiднi контакти SIS, SIS′IS iз
тунельним типом провiдностi; лiтери S та I означають вiдповiдно надпровiдник та
дiелектрик) — це питання, iнтерес до якого невпинно зростає та привертає увагу
багатьох дослiдницьких колективiв.

При розглядi надпровiдних контактiв з’ясування таких питань як залежнiсть
густини струму в контактi вiд рiзницi фаз мiж берегами контакту j (φ), темпера-
тури, товщини нормального прошарку, коефiцiєнта проходження електронiв крiзь
дiелектрик та наявностi немагнiтних домiшок у контактi дає можливiсть краще
зрозумiти фiзику просторово неоднорiдних надпровiдних композицiй та дозволяє
iдентифiкувати фiзичнi процеси, якi формують надпровiдний струм за рiзних
умов. А це є важливим питанням для прикладного застосування джозефсонiв-
ських контактiв.

Традицiйно формi залежностi j (φ) не придiляли достатньої уваги та вважа-
ли, що j ∼ sinφ. Таку синусоїдну струм-фазову залежнiсть вважали справедли-
вою особливо для температур, близьких до критичної температури Tc. Однак,
детальний аналiз надпровiдних контактiв дає змогу врахувати низку ефектiв, якi
безпосередньо впливають на форму залежностi струму вiд рiзницi фаз. Як наслi-
док, виникає струм-фазова залежнiсть, яка за своєю математичною структурою
вiдрiзняється вiд синусоїдної. При розглядi джозефсонiвського струму в тунель-
ному надпровiдному контактi типу SIS важливим питанням є врахування впливу
прозоростi дiелектричного прошарку D та немагнiтних домiшок. Виявляється,
що коли D набуває немалих значень, то числове значення критичного струму
контакту може бути близьким до термодинамiчно критичного струму масивного
надпровiдника. Внаслiдок немалих значень струму виникає ефект розпаровува-
ння куперiвських пар та з’являється додаткове, крiм спричиненого просторовою
неоднорiднiстю, зменшення модуля параметра впорядкування, що є особливо вiд-
чутним поблизу просторової неоднорiдностi. В результатi це вiдобразиться в ан-
гармонiйностi j (φ). Для температур, близьких до критичної, це питання є ще
далеким вiд остаточного вивчення.

Iнша цiкава просторово неоднорiдна система може бути одержана шляхом по-
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слiдовного розмiщення двох SIS — контактiв. Шарувата надпровiдна структура
типу SIS′IS цiкава тим, що в нiй за певних значень товщини промiжного надпровiд-
ного прошарку може проявлятися так званий режим резонансного тунелювання.
Ефекти фазової когерентностi у шаруватих надпровiдних структурах є також ва-
жливими з точки зору їхнього практичного використання, що продемонстровано
нещодавнiми експериментами з можливостi виготовлення джозефсонiвських кон-
тактiв iз бажаними для iнженерiї властивостями, використовуючи вiдомi методи
нашарування.

Наступним ускладненням у планi дослiдження тунельного надпровiдного кон-
такту є використання двозонних надпровiдникiв. Великий iнтерес до таких стру-
ктур спостерiгається в останнi роки пiсля вiдкриття надпровiдностi в диборидi
магнiю та залiзовмiсних надпровiдниках, для надпровiдного стану яких характер-
ною є наявнiсть двох параметрiв впорядкування ∆1 i ∆2 та, вiдповiдно, двох фаз
φ1 i φ2. В таких надпровiдниках можуть реалiзовуватися стани з s++ симетрiєю,
коли обидвi фази є однаковими (φ1 = φ2), або стани з s± симетрiєю, коли двi фази
зсунутi на π (φ1 = φ2 + π). У сполуцi MgB2 симетрiя параметрiв впорядкування
є добре вiдомою: фази обох параметрiв впорядкування для основного стану є
рiвними (s++ симетрiя). Для залiзовмiсних надпровiдникiв наразi обговорюється
можливiсть реалiзацiї s++ симетрiї або s± симетрiї параметрiв впорядкування i
це питання є вiдкритим. Хорошим iнструментом для дослiдження симетрiї пара-
метрiв впорядкування є фазочутливi методи, в основi яких є ефект Джозефсо-
на. Тому теоретичнi дослiдження залежностi струму вiд рiзницi фаз є важливою
складовою в розумiннi симетрiї параметрiв впорядкування у незвичайних надпро-
вiдниках.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiйна робота виконувалась на кафедрi теоретичної та комп’ютерної фiзики iменi
А. В. Свiдзинського Волинського нацiонального унiверситету iменi Лесi Україн-
ки. Представленi у дисертацiї результати частково отриманi вiдповiдно до пла-
нiв науково-дослiдних робiт, якi виконувалися спiльно з Iнститутом теоретичної
фiзики iменi М. М. Боголюбова Нацiональної академiї наук України при гранто-
вiй пiдтримцi Державного фонду фундаментальних дослiджень за конкурсними
проєктами №Ф76/123—2017 та №Ф76/6—2018: «Вплив просторової неоднорiдно-
стi та залежних вiд часу збурень на властивостi надпровiдних контактiв» (2017
рiк, номер державної реєстрацiї 0117U007266), «Стацiонарнi властивостi планар-
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них надпровiдних контактiв типу SIS′IS» (2018 рiк, номер державної реєстрацiї
0018U005518c).

Мета i завдання дослiдження. Мета роботи — з’ясувати механiзми фор-
мування несинусоїдної залежностi струму вiд рiзницi фаз у тунельних надпро-
вiдних контактах на основi однозонних та двозонних надпровiдникiв. Завдання
дисертацiйної роботи були такi:

• дослiдити вплив ефектiв розпаровування на залежнiсть струму вiд рiзницi
фаз у тунельних надпровiдних контактах типу SIS iз немагнiтними домi-
шками довiльної концентрацiї для областi температур, близьких до кри-
тичної;

• дослiдити динамiку флюксонiв у джозефсонiвських контактах iз несину-
соїдною струм-фазовою залежнiстю;

• для шаруватих SIS′IS — контактiв у рамках моделi з кусково сталим пара-
метром впорядкування дослiдити особливостi фазової залежностi струму
в широкому дiапазонi прозоростi дiелектричних прошаркiв;

• використовуючи представлення статистичної суми двозонного надпровiд-
ника у формi функцiонального iнтеграла, сформулювати наближення се-
реднього поля;

• побудувати квазiкласичнi рiвняння для функцiй Грiна в t-представленнi
у надпровiдних SIS — контактах на основi двозонних надпровiдникiв та
дослiдити залежнiсть струму вiд рiзниць фаз для широкого дiапазону про-
зоростi дiелектричного прошарку.

Об’єктами дослiдження у данiй дисертацiйнiй роботi є тунельнi надпровiднi
SIS — контакти на основi однозонних та двозонних надпровiдникiв i шаруватi
надпровiднi структури типу SIS′IS на основi однозонних надпровiдникiв.

Предметом дослiдження є рiвноважнi струмовi стани та, зокрема, залежнiсть
густини струму вiд рiзницi фаз у надпровiдних контактах типiв SIS та SIS′IS, ефе-
кти розпаровування, симетрiї параметрiв впорядкування у двозонних надпровiд-
никах.

Методи дослiдження. Для опису рiвноважних струмових станiв у над-
провiдному SIS — контактi поблизу критичної температури використано теорiю
Гiнзбурга-Ландау. Граничнi умови для параметра впорядкування знайденi ме-
тодом квазiортогональностi до асимптотики. Метод температурних (мацубарiв-
ських) функцiй Грiна, в рiвняннях для яких виконано процедуру згладжування
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та в пiдсумку одержано квазiкласичнi рiвняння у t-представленнi, використано
для одержання струм-фазових залежностей у шаруватому SIS′IS — контактi на
основi однозонних надпровiдникiв та в тунельному SIS — контактi на основi дво-
зонних надпровiдникiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основними результатами, якi
визначають наукову новизну та виносяться на захист, є такi результати:

• для контактiв на основi однозонних надпровiдникiв
1. Встановлено струм-фазову залежнiсть у надпровiдних SIS — контактах,

яка є чинною за наявностi немагнiтних домiшок довiльної концентрацiї та
з врахуванням ефектiв розпаровування. Показано, що при немалiй прозо-
ростi дiелектричного прошарку, коли ефекти розпаровування є суттєвими,
залежнiсть струму вiд рiзницi фаз є вiдмiнною вiд синусоїдної залежностi
j ∼ sinφ, характерної для D ≪ 1.

2. Запропоновано модифiковане рiвняння синус-Ґордона з несинусоїдною за-
лежнiстю струму вiд рiзницi фаз для аналiзу впливу прозоростi дiеле-
ктричного прошарку на просторову поведiнку флюксона. Показано, що
зi збiльшенням D магнiтне поле розподiлено бiльш рiвномiрно по областi
флюксона, без вираженого максимуму на осi флюксона, як це властиво
для малих D.

3. Для просторово неоднорiдних надпровiдних структур типу SIS′IS у рамках
моделi з кусково сталим параметром впорядкування побудовано квазiкла-
сичнi рiвняння для функцiй Грiна в t-представленнi та подано через цi
функцiї загальну формулу для густини струму.

4. Одержано нову аналiтичну формулу для струм-фазової залежностi, яка
є чинною для довiльних значень коефiцiєнта проходження електронiв та
товщини промiжного прошарку d. Показано, що залежнiсть струму вiд
d не є монотонною функцiєю через перiодичнiсть залежностi коефiцiєнта
проходження електронiв вiд d. Нова формула увiбрала ранiше вiдомi ре-
зультати для частинних випадкiв: SIS — контакт (d = 0), SINIS — контакт
(∆1 = 0) та SNS — контакт (∆1 = 0 та D = 1).

• для контактiв на основi двозонних надпровiдникiв
5. Метод функцiонального iнтеграла, який виявився досить ефективним у те-

орiї однощiлинної надпровiдностi, узагальнено на випадок надпровiдникiв
iз двома енергетичними щiлинами. Показано, що в методi функцiонально-
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го iнтеграла наближення середнього поля виглядає найприроднiшим.
6. Побудовано квазiкласичнi рiвняння для функцiй Грiна в t-представленнi,

спираючись на якi виконано мiкроскопiчний опис стацiонарних струмових
станiв у тунельному надпровiдному контактi на основi двозонних надпро-
вiдникiв та одержано нову аналiтичну формулу для залежностi струму
вiд рiзниць фаз параметрiв впорядкування. Показано, що числове значе-
ння струму в контактi залежить вiд симетрiї параметрiв впорядкування:
для s± симетрiї числове значення критичного струму контакту є приблизно
на 25% меншим вiд вiдповiдного числового значення критичного струму
контакту для s++ симетрiї.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теоретичний
характер. Отриманi результати є внеском у теоретичний опис стацiонарного ефе-
кту Джозефсона в надпровiдних контактах рiзних геометрiй та можуть бути осно-
вою для подальших теоретичних дослiджень, а також можуть використовуватися
для аналiзу експериментальних даних. Представлена в дисертацiї схема опису
надпровiдних контактiв використовується в науковiй роботi спiвробiтникiв кафе-
дри теоретичної та комп’ютерної фiзики iменi А. В. Свiдзинського Волинського
нацiонального унiверситету iменi Лесi Українки та Iнституту теоретичної фiзи-
ки iменi М. М. Боголюбова Нацiональної академiї наук України. Окремi частини
дисертацiї можуть використовуватись у спецкурсах для аспiрантiв.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiйснив
науковий керiвник роботи кандидат фiзико-математичних наук, доцент Василь
Євгенович Сахнюк. У спiльних публiкацiях авторовi дисертацiї належить низка
результатiв.

При виконаннi роботи [1] здобувач отримав граничнi умови для рiвняння Гiнз-
бурга-Ландау в надпровiдних контактах типу SIS iз немагнiтними домiшками до-
вiльної концентрацiї та проаналiзував залежностi струму вiд рiзницi фаз.

У дослiдженнi [2] динамiки флюксонiв у джозефсонiвських контактах iз не-
синусоїдною струм-фазовою залежнiстю здобувач описав просторовий розподiл
рiзницi фаз та розподiл магнiтного поля в областi флюксона.

У роботi [3] здобувач отримав розв’язки квазiкласичних рiвнянь для функцiй
Грiна шаруватих надпровiдних структур типу SIS′IS та представив через цi фун-
кцiї густину струму на контактi, внаслiдок чого вдалось отримати формулу для
струм-фазової залежностi.
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У роботi [4] здобувач побудував представлення статистичної суми двозонного
надпровiдника у формi функцiонального iнтеграла та сформулював на його основi
наближення середнього поля, а в роботi [5] побудував систему рiвнянь Горькова
для мацубарiвських функцiй Грiна.

У роботi [6] здобувач побудував квазiкласичнi рiвняння у t-представленнi для
функцiй Грiна тунельного SIS — контакту на основi двозонних надпровiдникiв,
а також одержав аналiтичну формулу для залежностi струму вiд рiзниць фаз i
проаналiзував її.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї були представ-
ленi на таких конференцiях:

• VIII Мiжнародна наукова конференцiя «Релаксацiйнi, нелiнiйнi й акусто-
оптичнi процеси та матерiали» (1—4 червня 2016 року, Луцьк).

• VII Young Scientists Conference «Problems of Theoretical Physics» (13—15
грудня 2016 року, Київ).

• VIII International Conference for Professionals & Young Scientists (29 трав-
ня — 2 червня 2017 року, Харкiв).

• II Мiжнародна наукова конференцiя «Актуальнi проблеми фундаменталь-
них наук» (1—5 червня 2017 року, Луцьк).

• VIII International Young Scientists Conference «Problems of Theoretical Phy-
sics» (12—14 грудня 2017 року, Київ).

• IX Мiжнародна наукова конференцiя «Релаксацiйнi, нелiнiйнi й акустоо-
птичнi процеси i матерiали» (1—5 червня 2018 року, Луцьк).

• IX Conference of Young Scientists «Problems of Theoretical Physics» (4—5
грудня 2018 року, Київ).

• III Мiжнародна наукова конференцiя «Актуальнi проблеми фундаменталь-
них наук» (1—5 червня 2019 року, Луцьк).

• IV Мiжнародна наукова конференцiя «Актуальнi проблеми фундаменталь-
них наук» (1—5 червня 2021 року, Луцьк).

• XXI Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi статисти-
чної фiзики та теорiї конденсованої речовини (11—12 жовтня 2021 року,
Львiв).

• XI Мiжнародна наукова конференцiя «Релаксацiйнi, нелiнiйнi й акустоо-
птичнi процеси i матерiали» (1—5 червня 2022 року, Луцьк).
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Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 17 наукових праць, iз
яких: 4 статтi у провiдних наукових виданнях України [1, 3–5], 2 статтi у мiжна-
родних дослiдницьких журналах [2, 6] та 11 тез конференцiй [7–17].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя має такi складовi: вступ, роз-
дiл iз оглядом лiтератури, три роздiли основної частини з викладеними резуль-
татами дослiджень дисертанта, загальнi висновки, список використаних джерел,
одну таблицю та 19 рисункiв. Робота викладена на 184 сторiнках (повний обсяг
разом з лiтературою — 198). Бiблiографiчний список мiстить 151 найменування
публiкацiй у вiтчизняних та закордонних виданнях.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiдження, сформульовано мету ро-
боти, визначено наукову новизну i практичну цiннiсть отриманих результатiв та
наведено стислу характеристику дисертацiї.

У першому роздiлi зроблено короткий огляд лiтератури за темою дисерта-
цiйної роботи. Представлено рiзнi пiдходи, якi використовуються при теоретично-
му вивченнi просторово неоднорiдних надпровiдних структур тунельного типу, та
проаналiзовано наявнi результати з цiєї тематики.

У другому роздiлi дослiджено вплив ефектiв розпаровування на форму за-
лежностi густини струму j вiд рiзницi фаз φ у тунельних надпровiдних конта-
ктах типу SIS у випадку наявностi немагнiтних домiшок довiльної концентрацiї.
Вважається, що просторова однорiднiсть порушена лише в напрямку осi OZ: два
пiвпростори z < 0 та z > 0 зайнятi двома масивними надпровiдниками, а тон-
ка дiелектрична плiвка займає площину z = 0. Наявнiсть дiелектричної плiв-
ки моделюється дельта-функцiйним потенцiалом U (z) = U0δ (z). На коефiцiєнт
проходження електронiв D крiзь дельта-функцiйний потенцiальний бар’єр нiякi
додатковi умови не накладаються. Область температур вважається близькою до
критичної, тому в основi дослiдження використовується теорiя Гiнзбурга-Ландау
як асимптотична форма мiкроскопiчної теорiї надпровiдностi поблизу критичної
температури Tc.

У цiй теорiї можна представити густину струму через параметр впорядкування
∆(ζ) за допомогою формули

j (ζ) =
7iζ (3)

16π2
env0
p0ξ0T 2

c

(
∆
d

∗
∆

dζ
−

∗
∆
d∆

dζ

)
χ

(
ξ0
l

)
.
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Тут ζ = z/ξ0 – безрозмiрна змiнна, де ξ0 = v0/ (2πTc) – довжина когерентностi;

χ (ξ0/l) =
8

7ζ (3)

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2 (2n+ 1 + ξ0/l)
, ζ (3) =

+∞∑
n=1

n−3 ∼= 1.20, l – довжина

вiльного пробiгу електронiв, яка, власне, i характеризує вмiст домiшок у надпро-
вiднику.

Просторова поведiнка параметра впорядкування описується нелiнiйним дифе-
ренцiальним рiвнянням другого порядку — рiвнянням Гiнзбурга-Ландау

ξ2 (T )

ξ20
∆′′ (ζ)− 1

∆2
∞
|∆(ζ)|2∆(ζ) + ∆ (ζ) = 0, (1)

де ∆2
∞ =

8π2T 2
c

7ζ (3)

(
1− T

Tc

)
– квадрат параметра впорядкування у глибинi зразка

у просторово однорiдному випадку; ξ (T ) = ξ0

{
7ζ (3)

12

χ (ξ0/l)

1− T/Tc

}1/2

– характерна

довжина в теорiї Гiнзбурга-Ландау для випадку наявностi немагнiтних домiшок.
За наявностi струму в контактi параметр впорядкування зручно представити

у виглядi формули

∆(ζ) = ∆∞f (ζ) exp

{
2imχ (ζ)± iφ

2

}
. (2)

Величини ∆∞f (ζ) та 2mχ (ζ)±φ/2 є, вiдповiдно, модулем i фазою параметра
впорядкування. Знаки «плюс» та «мiнус» обираються для областей z > 0 та
z < 0 вiдповiдно. Що стосується функцiї χ (ζ), то вона є неперервною складовою
фази параметра впорядкування. Через цю функцiю запроваджується надплинна

швидкiсть vs (ζ) за допомогою формули
dχ (ζ)

dζ
= ξ0vs (ζ).

Використовуючи представлення (2), на основi (1) одержимо:

ξ2 (T )

ξ20
f ′′ (ζ)− 4m2ξ2 (T ) v2s (ζ) f (ζ) + f (ζ)− f 3 (ζ) = 0, (3)

f 2 (ζ) vs (ζ) = const.

У рiвняннi (3) важливим є другий доданок, який мiстить надплинну швид-
кiсть. Саме цей доданок i вiдображає вплив струму на просторову поведiнку па-
раметра впорядкування. У численнiй кiлькостi статей, присвячених дослiдженню
надпровiдних контактiв, коефiцiєнт проходження електронiв вважається малим,
що зумовлює невеликi числовi значення струму. Малi значення струму несуттє-
во впливають на просторову поведiнку параметра впорядкування, що дозволяє
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знехтувати доданком iз надплинною швидкiстю у рiвняннi Гiнзбурга-Ландау. У
нашому дослiдженнi на коефiцiєнт проходження електронiв нiякi додатковi умо-
ви не накладались. Отже, вiн може змiнюватись у широкому iнтервалi значень,
внаслiдок чого числове значення струму може бути близьким до термодинамiчно
критичного струму. Наслiдком немалих значень струму є помiтний ефект роз-
паровування. Врахування даного ефекту вiдображається у збереженнi доданка з
надплинною швидкiстю у рiвняннi Гiнзбурга-Ландау, що i було зроблено в даному
роздiлi.

Оскiльки рiвняння Гiнзбурга-Ландау одержується в припущеннi, що градiєнти
параметра впорядкування є малi, то його використовують для опису просторової
змiни параметра впорядкування на вiдстанях порядку характерної довжини в
теорiї Гiнзбурга-Ландау ξ (T ). Проте при наближеннi до границi IS параметр впо-
рядкування змiнюється значно швидше – на вiдстанях порядку довжини когерен-
тностi ξ0. Тому в цiй областi рiвняння Гiнзбурга-Ландау втрачає свою чиннiсть i
для коректного опису просторової поведiнки параметра впорядкування необхiдно
звернутися до мiкроскопiчної теорiї надпровiдностi, з якої для параметра впоряд-
кування одержуємо систему з двох лiнiйних iнтегральних рiвнянь:

∆(ζ) =
ρ

2

+∞∑
n=−∞

1∫
0

dx

x

+∞∫
−∞

∆n (ζ
′)

[
exp

{
−|2n′ + 1|

x
|ζ − ζ ′|

}
+

+(sign (ζζ ′))R (x) exp

{
−|2n′ + 1|

x
(|ζ|+ |ζ ′|)

}]
dζ ′,

∆n (ζ) = ∆ (ζ) +
1

2λ

1∫
0

dx

x

+∞∫
−∞

∆n (ζ
′)

[
exp

{
−|2n′ + 1|

x
|ζ − ζ ′|

}
+

+(sign (ζζ ′))R (x) exp

{
−|2n′ + 1|

x
(|ζ|+ |ζ ′|)

}]
dζ ′.

У цих рiвняннях: ρ = |g|N (0) – безрозмiрна константа зв’язку, де g – кон-
станта ефективного притягання мiж електронами, а N (0) – густина електронних
станiв на поверхнi фермi-сфери; λ = l/ξ0 – безрозмiрна довжина вiльного пробiгу
електронiв. Якщо λ≪ 1, то надпровiдник є гранично брудний, а при λ≫ 1 – чи-
стий. Змiнна iнтегрування x = cos θ мiстить кут θ падiння електрона на границю
IS. Функцiя R (x) = (U0/v0)

2
/[

x2 + (U0/v0)
2
]

– коефiцiєнт вiдбиття електронiв
вiд бар’єра U (z) = U0δ (z) (функцiя D (x) = 1−R (x) – коефiцiєнт проходження).

Важливою проблемою, що постає у цьому роздiлi, є знаходження граничних
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умов для рiвняння Гiнзбурга-Ландау. Розв’язати цю проблему вдається завдяки
тому факту, що поблизу границi IS, на вiдстанях порядку довжини когерентностi
ξ0, просторова поведiнка параметра впорядкування описується системою лiнiйних
iнтегральних рiвнянь. Однак, якщо вiдiйти вглиб надпровiдника, на вiдстань по-
рядку ξ (T ), то лiнiйне iнтегральне рiвняння втрачає свою чиннiсть i параметр
впорядкування буде описуватись рiвнянням Гiнзбурга-Ландау. Зрозумiло, що пе-
рехiд вiд лiнiйного iнтегрального рiвняння до рiвняння Гiнзбурга-Ландау та нав-
паки не може вiдбуватися рiзко. Тому логiчно вважати, що iснує така область,
де чинними є обидва рiвняння. Зрозумiло, що це область великих z у порiвняннi
з довжиною когерентностi та малих z у порiвняннi з характерною довжиною у
теорiї Гiнзбурга-Ландау. Тому, розглядаючи систему лiнiйних iнтегральних рiв-
нянь i рiвняння Гiнзбурга-Ландау в областi їхньої спiльної чинностi, знаходимо
граничну умову для рiвняння Гiнзбурга-Ландау. В результатi задача про одержа-
ння формули для струм-фазової залежностi зводиться до знаходження розв’язку
такої системи двох алгебричних рiвнянь:(

sin
φ

2

)4
τ 2q2∞

f 4+ −
(
f 2∞ − f 2+

)2(f 2+
2

+ f 2∞ − 1

)
= 0,

f 4∞
(
1− f 2∞

)
=

f 4+
4τ 2q2∞

(sinφ)2 . (4)

У цiй системi використано такi позначення: τ = ξ0/ξ (T );

q∞ =
3χ1 (λ)

χ (λ)

1∫
0

x3R (x) dx+
12χ (λ)

π2


1∫

0

x2R (x) dx


2

1∫
0

xD (x) dx


−1

,

де χ (λ) =
+∞∑

n=−∞

1

(2n+ 1)2 |2n′ + 1|
, χ1 (λ) =

+∞∑
n=−∞

1

(2n+ 1)2 (2n′ + 1)2
, f+ – значе-

ння функцiї f (ζ) при z ≪ ξ (T ), |2n′ + 1| = |2n+ 1|+1/λ, f∞ – значення функцiї
f (ζ) вглибинi надпровiдника (f∞ = 1 без врахування ефектiв розпаровування).
Знайшовши розв’язок системи (4), струм-фазова залежнiсть знаходиться за такою

формулою: I =
f 2+

2τq∞
sinφ, I =

j

j0
, j0 =

env0
p0ξ0

√
12

7ζ (3)
χ

(
ξ0
l

)(
1− T

Tc

)3/2

.

У пiдсумку систему двох алгебричних рiвнянь (4) було розв’язано чисельно.
Але завдяки тому, що f 2∞ мало вiдрiзняється вiд одиницi (суттєвiше ця вiдмiннiсть
проявляється лише для околу значень рiзницi фаз φc, для якої струм досягає
максимуму), вдалось також розвинути доволi непогану аналiтику.
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В результатi одержано нову аналiтичну формулу для залежностi струму вiд
рiзницi фаз

I (φ) =
IC
√

1− ε2 sinφ

1− ε cosφ
. (5)

0 1 2 3
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Рис. 1: Залежнiсть безрозмiрної густини струму вiд рiзницi фаз: 1) для рiзних значень прозо-
ростi плiвки дiелектрика D при фiксованому значеннi безрозмiрної довжини вiльного пробiгу
електронiв λ (лiвий графiк); 2) для рiзних значень безрозмiрної довжини вiльного пробiгу еле-
ктронiв λ при фiксованому значеннi прозоростi плiвки дiелектрика D (правий графiк). Верхня
крива (у парах) вiдповiдає чисельному результатовi, а нижня — аналiтичному.

IC = ε
/[

(1 + ε)
√
2
]

– критичний струм контакту, ε =
(
1 + 2τ 2q2∞

)−1/2 – без-
розмiрний параметр, що визначає мiру вiдхилення вiд синусоїдної залежностi.
На графiках Рис. 1 зображено струм-фазовi залежностi, якi вiдповiдають чисель-
ним розрахункам та аналiтичнiй формулi (5). Як бачимо, обидва результати до-
бре узгоджуються мiж собою та мають незначну вiдмiннiсть поблизу максимуму
струму. На лiвому графiку Рис. 1 видно, що дана вiдмiннiсть слабне для менших
значень прозоростi дiелектричного прошарку. На правому графiку Рис. 1 бачи-
мо, що внаслiдок збiльшення безрозмiрної довжини вiльного пробiгу електронiв
λ росте не лише значення струму, а й рiзниця мiж чисельним та аналiтичним ре-
зультатами в областi критичного струму. Це пояснюється тим, що при збiльшеннi
λ функцiя f 2∞ наближається до одиницi повiльнiше. Також помiтною є вiдмiннiсть
струм-фазової залежностi вiд синусоїдної зi збiльшенням коефiцiєнта проходжен-
ня електронiв.

Покладаючись на отриманий вираз для струму, в дисертацiйнiй роботi також
дослiджено динамiку флюксонiв у довгих джозефсонiвських контактах iз несину-
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соїдною залежнiстю струму вiд рiзницi фаз. Для цього використовувалось моди-
фiковане рiвняння синус-Ґордона

∂2φ

∂x2
− 1

c̄2
∂2φ

∂t2
− 1

λ2j

√
1− ε2 sinφ

1− ε cosφ
= 0, (6)

у якому λj – джозефсонiвська глибина проникнення, c̄ – швидкiсть Свiхарта. При

запровадженнi змiнної ξ =
x

λj
− V

c̄t

λj
диференцiальне рiвняння другого порядку

в частинних похiдних (6) змiнюватиметься на звичайне диференцiальне рiвняння

другого порядку
(
1− V 2

) d2φ
dξ2

=

√
1− ε2 sinφ

1− ε cosφ
. Одержанi на основi цього дифе-

ренцiального рiвняння результати зображено на Рис. 2. Для обрахунку значення

магнiтного поля використовувалась формула
H

H0
=
dφ

dξ
.
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Рис. 2: Просторовий розподiл рiзницi фаз φ (лiвий графiк) та безрозмiрного магнiтного поля
H

H0

=
dφ

dξ
(правий графiк) у довгому джозефсонiвському контактi з такими значеннями коефi-

цiєнта проходження D: 0.01 (ε = 0.037); 0.2 (ε = 0.67); 0.5 (ε = 0.96); 0.8 (ε = 0.997). Обрахунки
проведено для безрозмiрної швидкостi флюксона V = 0.5 та температури T = 0.98 Tc.

З Рис. 2 бачимо, що збiльшення коефiцiєнта проходження електронiв набли-
жає просторовий розподiл рiзницi фаз до апроксимацiї її лiнiйною функцiєю на
значнiй внутрiшнiй частинi областi флюксона. Щодо магнiтного поля, то зi збiль-
шенням коефiцiєнта проходження поле бiльш рiвномiрно розподiлене по областi
флюксона. Межi є чiткiшими, а максимум є менш вираженим на вiдмiну вiд ви-
падку D ≪ 1, коли на осi флюксона маємо помiтний максимум i поле швидко
спадає при вiддаленнi вiд серцевини. В роботi дослiджувався також i бiльш реа-
лiстичний випадок, у якому на контакт подається постiйний струм, що перевищує
критичний струм контакту. Як наслiдок, виникає потiк неспарених електронiв.
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У такiй ситуацiї для флюксона маємо важливу характеристику — рiвноважну
швидкiсть. Аналiз цiєї швидкостi показав, що рухливiсть флюксона є високою
для малих значень коефiцiєнта проходження електронiв. Це пов’язано з тим, що
за цiєї умови надпровiднiсть є сильною i дисипативнi ефекти, пов’язанi з потоком
неспарених електронiв через контакт, є слабкими. Натомiсть при збiльшеннi про-
зоростi дiелектричного прошарку D дисипативнi ефекти зростають, а рухливiсть
флюксонiв зменшується.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню залежностi густини струму вiд рi-
зницi фаз у шаруватих надпровiдних структурах типу SIS′IS при довiльному зна-
ченнi коефiцiєнта проходження електронiв через двi тонкi дiелектричнi плiвки та
при довiльнiй товщинi внутрiшнього прошарку. Вважається, що зовнiшнi областi
z < −d/2 та z > d/2 зайнятi однаковими надпровiдниками S iз критичною тем-
пературою Tc, а внутрiшня область |z| < d/2 зайнята надпровiдником S′ iз кри-
тичною температурою T ′

c < Tc. Область дослiджуваних температур вважається
неблизькою до критичної, що дозволяє використовувати широковживану в теорiї
надпровiдних контактiв модель iз кусково сталим параметром впорядкування. У
цiй моделi вважають модуль параметра впорядкування сталим у межах кожного з
надпровiдникiв. При цьому допускається стрибок фази параметра впорядкування
внаслiдок переходу через контакт. Отже, для розглядуваного SIS′IS — контакту
маємо таке наближення:

∆(z) =


∆exp

(
−iφ

2

)
, z < −d/2,

∆1, |z| < d/2,

∆exp

(
iφ

2

)
, z > d/2.

В основi дослiдження використано метод функцiй Грiна, в якому маємо до
справи матричне диференцiальне рiвняння другого порядку{

iωn − σz

[
ξ̂ + U (z)

]
− ∆̂ (z)

}
Ĝωn

(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′) (7)

для матричної функцiї Грiна

Ĝωn
(r⃗, r⃗′) =

(
Gωn

(r⃗, r⃗′) −F̃ωn
(r⃗, r⃗′)

−Fωn
(r⃗, r⃗′) G̃ωn

(r⃗, r⃗′)

)
. (8)

У рiвняннi (7): U (z) =
U0

2

{
δ

(
z − d

2

)
+ δ

(
z +

d

2

)}
– подвiйний дельта-функ-

цiйний бар’єр, що використовується для моделювання двох дiелектричних плiвок;
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σz =

(
1 0

0 −1

)
– матриця Паулi; ξ̂ =

1

2m

(
ˆ⃗p
)2

−µ; ∆̂ (z) =

(
0 ∆ (z)

∗
∆ (z) 0

)
. Через

функцiю Грiна подається густина струму:

j⃗ (r⃗) =
ieT

m

∑
ωn

lim
r⃗′→r⃗

(∇r⃗′ −∇r⃗)Gωn
(r⃗, r⃗′) .

Отже, для розв’язання поставленої в цьому роздiлi задачi необхiдно знайти
розв’язок рiвняння (7). Проте тут є можливiсть певного спрощення, що досягає-
ться шляхом переходу до квазiкласичних рiвнянь у t-представленнi. В основi побу-
дови цих рiвнянь використовується процедура згладжування просторової поведiн-
ки функцiй Грiна на атомних довжинах. Цей метод виявився доволi ефективним
у теорiї надпровiдних контактiв для температур, неблизьких до критичної. Деталi
процедури побудови квазiкласичних рiвнянь у t-представленнi для контакту типу
SIS можна знайти в монографiї Свiдзинський А. В. Мiкроскопiчна теорiя над-
провiдностi. Луцьк: Волинський нацiональний унiверситет iменi Лесi Україн-
ки, 2011. 420 с. У нашому дослiдженнi для побудови цих рiвнянь принагiдно кон-
такту типу SIS′IS необхiдно перейти до простору iмпульсiв. Для цього виконуємо

розклад Ĝωn
(r⃗, r⃗′) =

∑
i,k

∫
dp⃗

∫
dp⃗′Ĝi,k

ωn
(p⃗, p⃗′)ψ

(i)
p⃗ (r⃗)ψ

∗(k)
p⃗′ (r⃗′) матричної функцiї

Грiна (8) за повним набором власних функцiй ψ(k)
p⃗ (r⃗), якi є розв’язками вiдповiд-

ної одночастинкової задачi:
{
ξ̂ + U (z)

}
ψ
(k)
p⃗ (r⃗) =

(
p2

2m
− p20

2m

)
ψ
(k)
p⃗ (r⃗).

Перехiд у простiр iмпульсiв дозволяє скористатися тим, що характернi зна-
чення iмпульсiв електронiв, якi дають основний внесок у надпровiднi ефекти, є
близькi до фермiївського. В розрахунках виникають експоненти двох типiв: пер-
шi exp {i (pz + p′z) z} = exp (2izp0 cos θ) осцилюють на атомних довжинах, а другi

exp {i (pz − p′z) z} = exp

{
i (ξ − ξ′)

z

v0x

}
осцилюють на довжинах порядку довжи-

ни когерентностi ξ0 ≫ a. Маючи на метi зберегти лише великомасштабнi змiни,
першi експоненти вiдкидатимемо. Вiдповiдна процедура означає згладжування
просторової поведiнки функцiй на довжинах порядку атомних розмiрiв. Пiсля цiєї
процедури виконуємо зворотне перетворення Фур’є в простiр змiнних, спряжених

до ξ та ξ′, завдяки повному наборовi функцiй:
eiξt√
2πv0x

,
e−iξt

√
2πv0x

, t =
z

v0x
.

Тодi ми приходимо до квазiкласичних рiвнянь(
i
∂

∂t
+ iωnσz

)
Ĝi,k (t, t′)−

∑
i′

σz∆̂
i,i′ (t, x) Ĝi′,k (t, t′) = δi,kδ (t− t′) (9)

https://bit.ly/3xaUI9U
https://bit.ly/3xaUI9U
https://bit.ly/3xaUI9U
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для матричної функцiї Грiна

Ĝi,k (t, t′) =

(
Gi,k

ωn
(t, t′) F̃ i,k

ωn
(t, t′)

−F i,k
ωn

(t, t′) −G̃i,k
ωn

(t, t′)

)
у t-представленнi.

Рiвняння (9) розв’язуються окремо для кожної з надпровiдних областей, а
далi цi розв’язки зшиваються на площинах z = −d/2 та z = d/2, що дозволяє
зафiксувати невiдомi сталi. Маючи вирази для функцiй Грiна, знаходимо нову
формулу для залежностi густини струму вiд рiзницi фаз

j

j0
=
T

Tc

∑
ωn

1∫
0

∆2x

[
D sinφ+

1 +D

8
Eωn

(x, a, φ)

]
dx

ω2
n +∆2

[
1−D

(
sin

φ

2

)2]
+ Fωn

(x, a, φ)

. (10)

Тут D (x) =

{
1 +

(
mU0

p0x

)2 [
cos (dp0x) +

mU0

2p0x
sin (dp0x)

]2}−1

– коефiцiєнт про-

ходження електронiв через подвiйний δ-функцiйний бар’єр, j0 = πev0N (0)Tc. У
формулi (10) також фiгурують позначення для двох функцiй

Eωn
(x, a, φ) = 2 (chΩ1a chΩ2a− 1) sinφ+

4∆1

∆
|A1|2 ω̃n

shΩ1a chΩ2a

Ω1
sin

φ

2
+

+
4∆1

∆
|A2|2 ω̃n

chΩ1a shΩ2a

Ω2
sin

φ

2
+

{
4∆1

∆

(
|A1|2 + |A2|2

)
ω2
n sin

φ

2
−

− 2
(
ω2
n −∆2

1 |A1|2 |A2|2
)
sinφ

} shΩ1a shΩ2a

Ω1Ω2

та

Fωn
(x, a, φ) =

{
ω2
n +

∆2

2

[
1 +

(
cos

φ

2

)2]}
(chΩ1a chΩ2a− 1)+

+ ω̃n

(
ω2
n +∆1∆ |A1|2 cos

φ

2

) shΩ1a

Ω1
chΩ2a +

+ ω̃n

(
ω2
n +∆1∆ |A2|2 cos

φ

2

) shΩ2a

Ω2
chΩ1a +

+
{(
ω2
n +∆1∆ |A1|2 cos

φ

2

)(
ω2
n +∆1∆ |A2|2 cos

φ

2

)
+

+
∆2

2

(
ω2
n +∆2

1 |A1|2 |A2|2
)(

sin
φ

2

)2} shΩ1a

Ω1

shΩ2a

Ω2
.

На Рис. 3, використовуючи (10), побудовано графiки залежностi безрозмiрної
густини струму j/j0 вiд рiзницi фаз φ у шаруватих надпровiдних структурах типу
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SIS′IS. Для визначеностi використано спiввiдношення Tc = 7.4 T ′
c мiж критичною

температурою Tc крайнiх надпровiдникiв та критичною температурою T ′
c промi-

жного прошарку S′. Використане спiввiдношення мiж критичними температура-
ми — це спiввiдношення мiж критичними температурами нiобiю (Nb) та алюмiнiю
(Al) у шаруватих надпровiдних контактах типу Nb/AlOx/Al/AlOx/Nb. Розгляну-
то такi значення товщини промiжного прошарку S′: d = 0.014 ξ0, d = 0.044 ξ0 та
d = 0.1 ξ0. Для кожного з цих трьох розглянутих випадкiв максимум безрозмiр-
ної густини струму j/j0 знаходиться в областi φ > π/2. Зауважимо, що числове
значення критичного струму для товщини d = 0.044 ξ0 є вищим вiд вiдповiдно-
го числового значення для товщини d = 0.014 ξ0. Такий цiкавий факт можна
пояснити перiодичною залежнiстю коефiцiєнта проходження електронiв D крiзь
подвiйний дельта-функцiйний потенцiальний бар’єр, за допомогою якого моделю-
ються дiелектричнi плiвки, вiд товщини d промiжного прошарку S′. Саме через цю
залежнiсть можемо спостерiгати осциляцiї критичного струму зi змiною товщини
d промiжного прошарку контакту. Однак, цi осциляцiї є згаснi, що пов’язано з
послабленням зв’язку мiж зовнiшнiми надпровiдниками зi збiльшенням товщини
промiжного прошарку контакту.

0 1 2 3 4 5 6

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10  d=0.014
 d=0.044
 d=0.1

j/j
0

Рис. 3: Злiва: Струм-фазова залежнiсть у випадку рiзних значень товщини d промiжного про-
шарку S′. У розрахунках використано: D (1) = 0.1 та T = 0.5 T ′

c. Справа: Графiк залежностi

для безрозмiрного критичного струму
jc
j0

вiд товщини d промiжного прошарку S′. На вбудовано-

му графiку показано перiодичну залежнiсть коефiцiєнта проходження електронiв вiд товщини
промiжного прошарку.

Формула (10) для залежностi струму вiд рiзницi фаз увiбрала низку ранi-
ше вiдомих результатiв для надпровiдних контактiв типiв SINIS, SNS та SIS. На
додаток до загальностi одержаного результату це можна також розглядати як
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пiдтвердження його достовiрностi.
У четвертому роздiлi побудовано представлення статистичної суми двозон-

ного надпровiдника у формi функцiонального iнтеграла та, використовуючи це
представлення, сформульовано наближення середнього поля, яке у формалiзмi
функцiонального iнтеграла виглядає найбiльш природним чином. Також було до-
слiджено рiвноважнi струмовi стани в планарних надпровiдних контактах типу
SIS на основi двощiлинних надпровiдникiв для широкого iнтервалу змiни коефi-
цiєнта проходження електронiв через дiелектричну плiвку, яку моделюємо дельта-
функцiйним потенцiальним бар’єром U (z) = U0δ (z). В основi цього дослiдження
маємо матричне диференцiальне рiвняння другого порядку{

iωn − σz

[
ξ̂ + U (z)

]
− Êl (z)

}
Ĝl,ωn

(r⃗, r⃗′) = δ (r⃗ − r⃗′)

для мацубарiвської функцiї Грiна

Ĝl,ωn
(r⃗, r⃗′) =

(
Gl,ωn

(r⃗, r⃗′) −F̃l,ωn
(r⃗, r⃗′)

−Fl,ωn
(r⃗, r⃗′) G̃l,ωn

(r⃗, r⃗′)

)
.

Тут є так званий iндекс зони l, який у теорiї двощiлинної надпровiдностi може на-
бувати значень 1 та 2; Êl (z) =

∑
l′

gl,l′∆̂l′ (z), де gl,l′ – сталi зв’язку, g1,2 – константа

мiжзонного зв’язку,

∆̂l (z) =

(
0 ∆l (z)

∗
∆l (z) 0

)
.

Що стосується комплексних функцiй ∆l (z), то вони називаються параметрами
впорядкування. Оскiльки температури вважаються неблизькими до критичної, то
параметри впорядкування можна подати у виглядi кусково сталої функцiї

∆l (z) =

{
∆l exp (iφl) , z < 0,

∆l exp (iχl) , z > 0.
(11)

З метою обрахунку густини струму використовувалась формула

j⃗ (r⃗) =
ieT

m

∑
l,ωn

lim
r⃗′→r⃗

(∇r⃗′ −∇r⃗)Gl,ωn
(r⃗, r⃗′) .

На основi процедури згладжування просторової поведiнки функцiй на довжи-
нах порядку атомних розмiрiв побудовано так званi квазiкласичнi рiвняння, якi
описують просторову поведiнку функцiй Грiна в масштабi довжини когерентностi
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ξ0. Показано, що найкомпактнiше цi рiвняння можна записати за допомогою так
званого t-представлення. У цьому представленнi записано також i вираз для гу-
стини струму. Розв’язки диференцiальних рiвнянь першого порядку для функцiй
Грiна в кожнiй з двох областей, зайнятих масивними надпровiдниками, знайдено
в рамках моделi з кусково сталими параметрами впорядкування (11). В результатi
одержано аналiтичну формулу для струм-фазової залежностi

j =
∑
i,k

ji,k sin (χi − φk) , (12)

яка мiстить позначення для чотирьох величин

ji,k = πev0N (0)T∆i∆k

∑
l

gl,igl,k
∑
ωn

1∫
0

xD (x) dx

Fl (x, ωn)
, (13)

де D (x) =
x2

x2 + (U0/v0)
2 – коефiцiєнт проходження електронiв,

Fl (x, ωn) = R (x)ω(1)
n ω(2)

n +
D (x)

2

ω2
n + ω(1)

n ω(2)
n +

∑
i,k

gl,igl,k∆i∆k cos (χi − φk)

 ,

R (x) = 1 − D (x) – коефiцiєнт вiдбивання електронiв. Формула (12) виражає
складну залежнiсть струму вiд чотирьох рiзниць фаз.

Сумацiю за непарними мацубарiвськими частотами ωn = πT (2n+ 1), яка є у
формулi (13), можна виконати для таких частинних випадкiв:

• φ2 = φ1 та χ2 = χ1 (s++ симетрiя);
• φ2 = φ1 + π та χ2 = χ1 + π (s± симетрiя).

Тодi формула (12) зводиться до формули

j

j0
=
T

Tc

2∑
l=1

1∫
0

xD (x) sin (χ1 − φ1) dx

D̃ (x)
Q±

l (T ) th

{
Q±

l (T ) D̃ (x)

2

}
,

яка мiстить позначення j0 =
π

2
ev0N (0)Tc, Q±

l (T ) = gl,1
∆1

T
± gl,2

∆2

T
та

D̃ (x) =

√
1−D (x)

(
sin

χ1 − φ1

2

)2

.

На Рис. 4 зображено графiки залежностi безрозмiрної густини струму j/j0 вiд
рiзницi фаз χ1−φ1 для обох типiв симетрiї параметрiв впорядкування i при рiзних
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значеннях температури T . Як бачимо, максимальний струм досягає бiльших зна-
чень у випадку, коли надпровiдники, з яких складається тунельний надпровiдний
контакт, мають s++ симетрiю. Якщо ж контакт утворено на основi надпровiдни-
кiв iз s± симетрiєю, то в такому випадку критичний струм контакту приблизно
на 25% є меншим. Також ми бачимо, що зi зменшенням температури T максимум
струму в контактi досягається для рiзницi фаз χ1−φ1 > π/2. Це є найбiльш помi-
тним для температури T = 0.001 Tc. Вплив константи мiжзонного зв’язку g1,2 на
значення струму в контактi несуттєво залежить вiд симетрiї параметрiв впоряд-
кування. Зi збiльшенням коефiцiєнта мiжзонного зв’язку g1,2 числове значення
густини струму зростає.
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Рис. 4: Залежнiсть безрозмiрної густини струму вiд рiзницi фаз у тунельному надпровiдно-
му контактi, який утворено на основi однакових надпровiдникiв iз s++ (злiва) та s± (справа)
симетрiями параметрiв впорядкування при рiзних значеннях температури T . Для виконання
розрахункiв використано: g1,1 = 0.3, g2,2 = 0.15, g1,2 = 0.1 та U0/v0 = 19−1/2.

ВИСНОВКИ

1. В результатi дослiдження рiвноважних струмових станiв у тунельних над-
провiдних контактах типу SIS при температурах, близьких до критичної,
та за наявностi немагнiтних домiшок одержано формулу для залежностi
струму вiд рiзницi фаз, чинну для довiльної концентрацiї немагнiтних до-
мiшок. На основi цiєї формули показано, що врахування ефектiв розпаро-
вування приводить до вiдмiнної вiд синусоїдної струм-фазової залежностi,
властивої таким контактам при малiй прозоростi дiелектрика. Зi збiльше-
нням коефiцiєнта проходження D значення рiзницi фаз, при якiй струм
у контактi досягає максимуму, змiщується в напрямку нуля. Вплив домi-
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шок на струм у контактi стає вiдчутним при зменшеннi довжини вiльного
пробiгу електронiв у область l < 10 ξ0. I навпаки, зi збiльшенням довжи-
ни вiльного пробiгу цей вплив швидко зменшується i вже при l > 10 ξ0 є
несуттєвим.

2. Запропоновано модифiковане рiвняння синус-Ґордона з несинусоїдною за-
лежнiстю струму вiд рiзницi фаз для аналiзу впливу прозоростi дiеле-
ктричного прошарку на просторову поведiнку флюксона. Показано, що
зi збiльшенням D магнiтне поле розподiлено бiльш рiвномiрно по областi
флюксона без вираженого максимуму на осi флюксона, як це властиво для
малих D.

3. У моделi з кусково сталим параметром впорядкування отримано нову фор-
мулу для залежностi струму вiд рiзницi фаз у двобар’єрному надпровiд-
ному SIS′IS — контактi для довiльної товщини промiжного надпровiдника
та довiльних значень коефiцiєнта проходження електронiв. Показано, що
критичний струм контакту є осциляцiйною функцiєю товщини промiжно-
го прошарку. Зi збiльшенням товщини осциляцiї згасають, що пов’язано
з послабленням зв’язку мiж зовнiшнiми надпровiдниками. Зi зменшенням
товщини промiжного прошарку числове значення рiзницi фаз, при якiй
струм у контактi досягає максимуму, змiщується в область φ > π/2.

4. Використання методу функцiонального iнтеграла дає можливiсть роздi-
лити задачу про обчислення статистичної суми двозонного надпровiдника
на двi послiдовнi задачi: 1) обчислення статистичної суми системи вiль-
них електронiв, що перебувають у полi комплексних джерел електронних
пар; 2) усереднення статистичної суми, одержаної у першому пунктi, по
простору джерел електронних пар iз Гауссiвським розподiлом. Показано,
що представлення статистичної суми у виглядi функцiонального iнтеграла
дозволяє сформулювати для двозонного надпровiдника наближення сере-
днього поля найбiльш природним чином.

5. Побудовано квазiкласичнi рiвняння для функцiй Грiна в t-представленнi,
за допомогою яких виконано мiкроскопiчний опис стацiонарних струмових
станiв у тунельному надпровiдному контактi на основi двозонних надпро-
вiдникiв та одержано нову аналiтичну формулу для залежностi струму вiд
рiзниць фаз параметрiв впорядкування. Аналiзуючи одержану формулу
для випадкiв, коли фази обох параметрiв впорядкування у надпровiднику
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є однаковi (s++ симетрiя) та зсунутi на π (s± симетрiя), встановлено, що
для обох випадкiв зi зменшенням температури максимум струму в конта-
ктi досягається при рiзницi фаз на контактi χ1 − φ1 > π/2. Показано, що
числове значення струму в контактi залежить вiд симетрiї параметрiв впо-
рядкування: для s± симетрiї критичний струм приблизно на 25% менший
вiд критичного струму контакту для s++ симетрiї. Останнiй факт може ви-
користовуватися в експериментальних дослiдженнях симетрiї параметрiв
впорядкування двозонних надпровiдникiв.
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АНОТАЦIЯ

Шутовський А. М. Ефекти фазової когерентностi у тунельних над-
провiдних контактах на основi однозонних та двозонних надпровiдни-
кiв. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика». — IТФ iм. М. М. Боголюбова
НАН України, Київ, 2023.

У дисертацiї дослiджено вплив ефектiв розпаровування та немагнiтних домi-
шок на форму залежностi густини струму вiд рiзницi фаз у тунельних надпровiд-
них контактах типу SIS для температур, близьких до критичної, внаслiдок чого
в основi дослiдження використовувалась теорiя Гiнзбурга-Ландау, яка є асимпто-
тичною формою мiкроскопiчної теорiї надпровiдностi поблизу критичної темпе-
ратури. Одержану нову формулу для струм-фазової залежностi, яка виявилась
несинусоїдною, використано з метою дослiдження динамiки флюксонiв у чистому
та довгому джозефсонiвському контактi. Запропоновано модифiковане рiвняння
синус-Ґордона з несинусоїдною залежнiстю струму вiд рiзницi фаз iз метою ана-
лiзу впливу прозоростi дiелектричного прошарку на просторову поведiнку флю-
ксона. Показано, що при збiльшеннi прозоростi дiелектричного прошарку крити-
чне магнiтне поле буде зменшуватися. Для температур, неблизьких до критичної,
рiвноважнi струмовi стани у просторово неоднорiдних надпровiдних композицiях
дослiджуються методом квазiкласичних рiвнянь, якi розв’язуються в рамках мо-
делi з кусково сталими параметрами впорядкування. Як наслiдок, отримано такi
новi аналiтичнi результати: струм-фазову залежнiсть у шаруватих надпровiдних
структурах типу SIS′IS, з якої можна вiдтворити низку ранiше вiдомих результа-
тiв для рiзних надпровiдних контактiв; струм-фазову залежнiсть для тунельних
надпровiдних контактiв типу SIS у теорiї двозонної надпровiдностi, метод функцiй
Грiна якої побудовано за допомогою теорiї середнього поля, яку сформульовано
на основi побудованого представлення статистичної суми двозонного надпровiдни-
ка у формi функцiонального iнтеграла. З’ясувалося, що за допомогою одержаної
аналiтичної формули для струм-фазової залежностi можна дослiджувати симетрiї
параметрiв впорядкування.

Ключовi слова: надпровiдний контакт, параметр впорядкування, лiнiйне iн-
тегральне рiвняння, рiвняння Гiнзбурга-Ландау, густина струму, струм-фазова
залежнiсть, функцiя Грiна, квазiкласичне рiвняння.
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ABSTRACT

Shutovskyi A. M. Phase coherence effects in superconducting tunnel
junctions based on single-band and two-band superconductors. — Manusc-
ript.

Thesis for the Doctor of Philosophy degree (Candidate of Sciences in Physics and
Mathematics) in speciality 01.04.02 «Theoretical Physics». — Bogolyubov Institute
for Theoretical Physics of the NAS of Ukraine, Kyiv, 2023.

The thesis considers the influence of depairing effects on the current-phase relati-
on in an SIS tunnel junction for arbitrary concentrations of nonmagnetic impurities
in the Ginzburg-Landau theory. In the presence of nonmagnetic impurities, the order
parameter ∆(ζ) can be found by a way to solve the closed system of two linear integral
equations that are valid near the IS interface. In the depth of the superconductor, the
order parameter ∆(ζ) is a solution to the so-called Ginzburg-Landau equation that is a
nonlinear second order differential equation. In the current research, the second order
differential equation for the complex function ∆(ζ) is transformed into the second
order differential equation for the real function f (ζ). The obtained equation has a
term that contains the so-called superfluid velocity vs (ζ). This term takes into account
the depairing effects. It is also understood that the Ginzburg-Landau equation and the
closed system of the two linear integral equations have a domain of their common vali-
dity. As a result, the boundary condition for the Ginzburg-Landau equation contains
the constant q∞ that is also present in the formulas for the asymptotic solutions to the
closed system of the two linear integral equations. The analytical expression for the
constant q∞ is obtained by a way to apply the so-called method of quasi-orthogonality
to asymptotes. After that, the representation of the complex order parameter ∆(ζ) via
its absolute value f (ζ) is substituted into the well known expression for the current
density j (ζ) in the Ginzburg-Landau theory. As a result, the current density j is
presented via some function f+ (φ) that is one of the solutions to the closed system
of the two algebraic equations. This closed system is solved by a way to perform the
numerical calculations, but the approximate analytical solutions are also obtained.

The fluxon dynamics in pure and long Josephson junctions with nontrivial current-
phase relation is investigated. An analytical solution of the modified sine-Gordon
equation is obtained for the dielectric layer transparencies close to unity. The more
realistic case that takes into account the flow of unpaired electrons across a junction
biased by the spatially uniform direct current bias is also considered. The generalized
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sine-Gordon equation is used with the aim to write down the law that describes the
time evolution of the junction energy. The conservation law of the junction energy
is applied with the aim to derive an analytical expression for the equilibrium fluxon
velocity.

The equilibrium current states in the layered superconducting structures of an
SIS′IS type are investigated in the general case. This means that no restrictions on
the dielectric layer transparency D and the thickness d of an intermediate layer are
imposed. The problem is solved in the framework of the Green’s function method.
The second order differential equation for the matrix Green’s function in the confi-
guration representation is transformed into the first order differential equations for
the matrix Green’s functions in the so-called t-representation by a way to perform a
spatial smoothing procedure on the length scales of an order of an atomic size. The
obtained differential equations are also called the quasiclassical equations. The same
procedure is performed for the three-dimensional current density j⃗ (r⃗) in order to deri-
ve the one-dimensional current density j (z) in terms of the Green’s functions in the
t-representation. In the current research, the temperatures are not close to the criti-
cal temperature. As a result, the model with a piecewise constant order parameter is
applied. The derived expressions for the Green’s functions in the t-representation are
substituted into the one-dimensional current density j (z) on the plane z = d/2. As a
result, a new analytical expression for the current-phase relation is obtained.

The functional integration method in the two-band superconductivity theory is
constructed. The formulated mean field approximation is used to introduce the matrix
Green’s function in the configuration representation. The quasiclassical equations for
the matrix Green’s functions in the t-representation are derived in order to study the
superconducting tunnel junctions based on two-gap superconductors. The expression
for the current density j (z) in terms of the Green’s functions in the t-representation
is also derived. The problem is solved in the framework of the model with the piecewi-
se constant order parameters, because the temperatures are not close to the critical
temperature. The current density j (z) is calculated on the plane z = 0. The obtai-
ned analytical expression for the current-phase relation is used to analyze the pairing
symmetries of the order parameters.

Keywords: superconducting junction, order parameter, linear integral equation,
Ginzburg-Landau equation, current density, current-phase relation, Green’s function,
quasiclassical equation.
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