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АНОТАЦIЯ

Щур О.В. Часова структура активностi iмпульсних неадаптивних нейро-

нiв за наявностi прямих i опосередкованих затриманих зворотних зв’язкiв. -

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-

нiстю 01.04.02 “Теоретична фiзика” (104 - Фiзика та астрономiя). - Iнститут

теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України, Київ, 2022.

Одним з основних питань сучасної нейронауки – мiждисциплiнарної галу-

зi, яка займається вивченням нервової системи на рiзних рiвнях, – є проблема

нейронного кодування, а саме з’ясування механiзмiв кодування i переробки

iнформацiї/сигналiв в мозку. Зокрема, вона включає в себе питання обробки

iнформацiї у нейронах. Зазвичай нейрони генерують стереотипнi електричнi

iмпульси, що називаються потенцiалами дiї або спайками. У бiльшостi випад-

кiв iнформацiя у нервовiй системi передається точним часовим положенням

спайкiв. Оскiльки нейрони генерують окремi iмпульси, i така генерацiя є ви-

падковим процесом, з математичної точки зору активнiсть нейрона, як i його

стимуляцiю, слiд описувати як точковий стохастичний процес. Проте резуль-

татiв такого опису мало, що пояснюється складнiстю такого математичного

пiдходу.

В експериментах часто вимiрюють мiжспайковi iнтервали (МСI) – часовi

iнтервали мiж двома послiдовно згенерованими спайками одним нейроном.

Це дозволяє обчислити функцiю розподiлу МСI, а також визначити регуляр-

нiсть нейронної активностi. Останнє визначається за допомогою коефiцiєнту

варiацiї МСI.

Якщо розподiл МСI є експоненцiйним та окремi МСI є незалежними, це

означає, що точковий процес, який описує генерацiю спайкiв, є пуассонiв-

ським, а отже, процесом без пам’ятi (iнтенсивнiсть процесу не залежить вiд

попереднiх подiй та є сталою). Також нейронна активнiсть є нерегулярною
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(коефiцiєнт варiацiї рiвний одиницi). Часто у теоретичних та експеримен-

тальних роботах припускається, що нейронна активнiсть є пуассонiвською.

Важливо перевiрити, чи завжди таке припущення є обґрунтованим.

У дисертацiйнiй роботi дослiджується одна з можливих причин, яка може

зробити нейронну активнiсть непуассонiвською, а саме наявнiсть затриманого

зворотного зв’язку. Затриманий зворотний зв’язок (ЗЗ) може бути результа-

том перебування нейрона у реверберативнiй нейроннiй мережi з затримками

мiжнейронної комунiкацiї, або бути опесередкованим одним з структурних

елементiв нейрона – аутапсом. Про iснування та важливу функцiональну роль

аутапсiв – синапсiв вiд нейрона до самого себе – свiдчать нещодавнi експери-

менти. Саме тому у дисертацiйнiй роботi було дослiдженно вплив двох типiв

затриманого ЗЗ – гальмiвного та збуджувального – на статистику нейронної

активностi. Для цього було знайдено функцiю розподiлу МСI та її момен-

ти для поодинокого нейрона з пороговим характером вiдповiдi на стимул,

а також нейрона з двома типами затриманого ЗЗ. Нейронна стимуляцiя та

активнiсть були описанi за допомогою точкових стохастичних процесiв без за-

стосування наближень. Було доведено, що у жодному з зазначених випадкiв

нейронна активнiсть не є пуассонiвською. Також було показано, що змiнюючи

затримку зворотного зв’язку можна керувати регулярнiстю нейронної актив-

ностi. Окрiм цього, було доведено, що наявнiсть збуджувального затриманого

ЗЗ сприяє генерацiї нейроном пачкових спайкiв, якi грають важливу роль у

процесах навчання та пам’ятi. Отриманi результати можуть бути викори-

станi при аналiзi експериментальних даних, а саме гiстограм мiжспайкових

iнтервалiв, щоб з’ясувати, чи має дослiджуваний нейрон аутапс.

Ще одним важливим питанням нейронного кодування є конденсацiя iн-

формацiї. Вiдомо, що на периферiї нервової системи iнформацiя про об’єкти

представлена в надлишковiй формi, з багатьма неiстотними деталями. У ви-

щих вiддiлах мозку цi ж самi об’єкти представленi в бiльш абстрактнiй формi,

коли рiзним однотипним об’єктам вiдповiдає одне й те ж представлення. Це
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i є конденсацiя iнформацiї. Ранiше було запропоновано можливий фiзичний

механiзм конденсацiї iнформацiї як сходження деякого набору траєкторiй ре-

верберуючої нейронної мережi до одного i того ж перiодичного режиму (атра-

ктора), який i вважається вище зазначеним дискретним символом. Важливо,

що у реверберативнiй нейроннiй мережi з затримками мiжнейронної комунi-

кацiї наявний опосередкований затриманий зворотний зв’язок. У дисертацiй-

нiй роботi було дослiджено динамiку реверберативної iмпульсної нейронної

мережi з затримками мiжнейронної комунiкацiї, що викликана рiзними по-

чатковими стимулами, з метою з’ясування фiзичного механiзму сходження

траєкторiй.

У дисертацiйнiй роботi було одержано наступнi новi результати:

• Для моделi iнтегруючого нейрона з втратами з порогом двiйка одержа-

но вичерпний опис статистики довжин вихiдних МСI в термiнах твiрної

функцiї моментiв, яку знайдено явно. Для моделi зв’язуючого нейро-

на з порогом 2 обчислено функцiю розподiлу вихiдних МСI у випадку

стимуляцiї потоком iмпульсiв, iнтервали мiж якими розподiленi згiдно

розподiлу Ерланга. В обох випадках одержана функцiя розподiлу не є

експоненцiйною.

• Було дослiджено вплив наявностi лiнiї затриманого зворотного зв’язку

на статистику активностi iмпульсних нейронiв у двох випадках: гальмiв-

ного зворотного зв’язку та збуджувального. Для цього було доведено,

що за стимуляцiї нейрона з гальмiвним або збуджувальним затриманим

ЗЗ будь-яким точковим процесом вiдновлення, у тому числi процесом

Пуассона, його стохастична активнiсть виходитиме на стацiонарний ре-

жим. Було знайдено умову iснування та єдиностi такого стацiонарного

режиму, а також явнi формули для обчислення його характеристик.

• Для класу нейронних моделей, що стимулюються точковим процесом

вiдновлення, було отримано зв’язок мiж функцiєю розподiлу вихiдних
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МСI для нейрону з затриманим гальмiвним ЗЗ та вiдповiдною фун-

кцiєю розподiлу для такого ж нейрона, але без ЗЗ, а також функцiєю

розподiлу МСI для вхiдного потоку. Було доведено для широкого класу

нейронних моделей з затриманим гальмiвним ЗЗ, що функцiя розподiлу

вихiдних МСI має розрив у точцi, що вiдповiдає затримцi ЗЗ. Ранiше

це було доведено лише для моделi зв’язуючого нейрона, а також по-

казано шляхом чисельного моделювання для iнтегруючого нейрона з

втратами.

• Для класу нейронних моделей з з затриманим збуджувальним ЗЗ з по-

рогом 2 при стимуляцiї процесом Пуассона було отримано функцiю роз-

подiлу МСI, виражену через функцiю розподiлу МСI для такого ж ней-

рона, але без ЗЗ. Було доведено для класу моделей нейронiв зi збуджу-

вальним затриманим ЗЗ, що функцiя розподiлу має особливiсть типу

δ-функцiї Дiрака у точцi, що вiдповiдає затримцi ЗЗ. Ранiше це було

доведено лише для моделi зв’язуючого нейрона з порогом 2, а також

показано шляхом чисельного моделювання для зв’язуючого нейрона з

порогом 4 та iнтегруючого нейрона з втратами з порогом 2.

• За допомогою комп’ютерного моделювання було дослiджено реверба-

тивну динамiку iмпульсної нейронної мережi з затримками мiжнейрон-

ної комунiкацiї, що викликана рiзними початковими стимулами. Було

спостережено два типи самоорганiзованої в часовiй областi поведiнки:

1) об’єднання декiлькох динамiчних траєкторiй у одну траєкторiю; 2)

сходження кiлькох спочатку рiзних траєкторiй в один перiодичний ре-

жим. Встановлено, що фiзичним механiзмом процесу сходження рiзних

динамiчних траєкторiй, викликаних рiзними початковими стимулами,

є iмпульсацiя нейронiв.

Матерiали дисертацiї представленi в 4 журнальних публiкацiях та одному

препринтi.
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Робота складається iз вступу, п’яти роздiлiв, що вiдповiдають логiчно за-

вершеним етапам дослiджень, висновкiв та бiблiографiї, яка мiстить 109 по-

силань. Дисертацiя включає 24 рисунки та 4 таблицi. Загальний об’єм роботи

становить 145 сторiнок друкованого тексту.

Ключовi слова: статистика нейронної активностi, точковий процес Пу-

ассона, процес вiдновлення, функцiя розподiлу густини iмовiрностi, моменти

функцiї розподiлу, твiрна функцiя моментiв, затриманий зворотний зв’язок,

аутапс, мiжспайковий iнтервал, реверберативна нейронна мережа, атрактор,

перцепцiя, стабiльнiсть, обробка сигналiв, перiодичний режим.
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ABSTRACT

Shchur O.V. Temporal structure of activity of spiking non-adaptive neurons

with direct and indirect delayed feedback. – Manuscript.

Thesis for the Doctor of Philosophy in the speciality 01.04.02 ”Theoretical

physics” (104 - Physics and astronomy). – Bogolyubov Institute for Theoretical

Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2022.

One of the main issues in modern neuroscience – an interdisciplinary field that

studies the nervous system at various levels – is the problem of neural coding,

namely the elucidation of the mechanisms of coding and processing of informati-

on/signals in the brain. In particular, it includes issues of information processing in

neurons. Typically, neurons generate stereotyped electrical impulses called action

potentials or spikes. In most cases, information in the nervous system is transmi-

tted by the exact temporal position of the spikes. Since neurons generate separate

impulses, and such generation is a random process, from a mathematical point of

view, the activity of the neuron, as well as its stimulation, should be described as

a point stochastic process. However, the results of such a description are few, due

to the complexity of the mathematical approach.

In experiments interspike intervals (ISIs) – the intervals between two sequenti-

ally generated by a neuron spikes – are often measured. This allows to estimate the

probability density function (PDF) of ISIs, as well as to determine the regularity

of neural activity. The latter is measureed by the coefficient of variation of the

ISIs.

If the distribution of ISIs is exponential and individual ISIs are independent, it

means that the point process that describes the generation of spikes is Poissonian,

and therefore it is a process without memory (the process intensity does not

depend on previous events and is constant). Also, neural activity is irregular

(coefficient of variation is equal to one). It is often assumed in theoretical and

experimental work that neural activity is Poissonian. It is important to check
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whether such an assumption is valid in all cases.

The thesis investigates one of the possible causes that can make neural acti-

vity non-Poissonian, namely the presence of delayed feedback. Delayed feedback

may be the result of a neuron being embedded into a recurrent neural network

with delayed interneuronal communication, or may be mediated by one of the

structural elements of the neuron, an autapse. Recent experiments have shown

the existence and functional importance of autapses, synapses from the neuron

to itself. That is why in the dissertation the influence of two types of delayed

feedback (inhibitory and excitatory) on the statistics of neural activity were studi-

ed. For this purpose, the ISIs PDF and its moments have been found for a single

neuron with the threshold-type reaction to a stimulus, as well as a neuron wi-

th delayed feedback. Neural stimulation and activity have been described using

point stochastic processes without any approximation made. It has been proven

that in none of these cases the neural activity is Poissonian. It has also been

shown that by changing the feedback delay, the regularity of neural activity can

be controlled. In addition, it has been proven that the presence of excitatory

delayed feedback promotes the generation of bursts, which play an important

role in learning and memory. The obtained results can be used in the analysis of

experimental data, namely histograms of ISIs to determine whether the studied

neuron has an autapse.

Another important issue of neural coding is the information condensation. It is

known that on the periphery of the nervous system, information about objects is

presented in an excessive form, with many insignificant details. In the higher parts

of the brain, the same objects are represented in a more abstract form, when di-

fferent objects of the same type correspond to the same representation. This consi-

tutes the information condensation. Previously, a possible physical mechanism of

information condensation was proposed as the convergence of a set of trajectories

of a recurrent neural network to the same periodic regime (attractor), which is

considered to be the discrete symbol mentioned above. It is important that in a
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recurrent neural network with delayed interneuronal communication, there is an

indirect delayed feedback. In the dissertation, the dynamics of a recurrent neural

network with delayed interneuronal communication, caused by different initial sti-

muli, has been investigated in order to elucidate the physical mechanism of the

convergence of different trajectories.

The following new results were obtained in the thesis:

• For the model of leaky integrate-and-fire neuron with threshold 2, the stati-

stics of ISIs is fully described in terms of the moment generating function,

which is found explicitly. For the model of binding neuron with threshold 2,

the ISIs PDF is found in the case of stimulation with stream of impulses, the

intervals between which are distributed according to the Erlang distribution.

In both cases, obtained PDF is not exponential.

• The influence of delayed feedback on the statistics of the activity of spi-

king neurons was studied in case of two types of feedback: inhibitory and

excitatory. For this purpose, it has been proved that upon stimulation with

a point renewal process, including the Poisson process, of a neuron with

inhibitory or excitatory delayed feedback, its stochastic activity will reach

stationary state. The condition for the existence and uniqueness of such a

stationary state has been found as well as explicit formulas for calculating

its characteristics.

• For the class of neural models stimulated with a renewal process, a relati-

onship between the output ISIs PDF for a neuron with delayed inhibitory

feedback and the corresponding PDF for the same neuron, but without

feedback, and the ISIs PDF for input stream has been derived. It was proved

for a wide class of neural models with delayed inhibitory feedback that the

ISIs PDF has a jump-type discontinuity at the point corresponding to the

feedback delay. This has previously been proven only for the binding neuron

model with threshold 2, and also shown by means of numerical simulations
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for the binding neuron model with threshold 3 and the leaky integrate-and-

fire neuron with threshold 2.

• For the class of neural models with delayed excitatory feedack with a thre-

shold of 2, when stimulated with a Poisson process, the ISIs PDF has been

derived, and it is expressed through the ISIs PDF for the same neuron, but

without feedback. It has been proved for a class of neural models with exci-

tatory delayed feedback that the ISIs PDF has a δ-function type pecularity

at the point corresponding to the feedback delay. This has previously been

proven only for the binding neuron model, and also shown by means of

numerical simulations for the leaky integrate-and-fire neuron.

• The recurrent dynamics of the spiking neural network with delays of inter-

neuronal communication, caused by various initial stimuli, has been studied

with the help of computer simulation. Two types of self-organized behavior

in the time domain have been observed: 1) merging of several dynamical

trajectories into one trajectory; 2) convergence of several initially different

trajectories into one periodic regime. It has been established that the physi-

cal mechanism of the convergence of different dynamic trajectories caused

by different initial stimuli is neuronal spiking.

The materials of the thesis are presented in 4 journal publications and one

preprint.

The work consists of an introduction, five sections which correspond to the

logically completed stages of research, conclusions and a bibliography that contai-

ns 109 references. The thesis includes 24 figures and 4 tables. The total number

of printed pages is 145.

Keywords: statistics of neuronal activity, Poisson point process, renewal

process, probability density function, moments of probability density function,

moment-generating function, delayed feedback, autapse, interspike interval, recurrent
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neural network, attractor, perception, stability, signal processing, periodic regime.
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Вступ

Актуальнiсть роботи. Одне з основних питань в дослiдженнi мозку -

це як мозок робить розум (how brain makes mind). Частина цього питання

- проблема нейронного кодування (neural coding). Це з’ясування механiзмiв

кодування i переробки iнформацiї/сигналiв в реальних нейронних системах.

Проблема нейронного кодування є мiждисциплiнарною i потребує зусиль фi-

зикiв, математикiв, кiбернетикiв, бiологiв.

Одним з питань нейронного кодування є обробка iнформацiї у нейронах.

Нейрони генерують стереотипнi електричнi iмпульси, що називаються спай-

ками. Вважається, що iнформацiя у нервовiй системi передається не фор-

мою таких електричних iмпульсiв, а їхнiм часовим положенням. Нейронна

активнiсть є випадковою, тому математично її слiд описувати як точковий

стохастичний процес [1]. Результатiв такого опису нейронної активностi то-

чковими стохастичними процесами мало, що пояснюється складнiстю такого

математичного пiдходу.

Вважається, що на нейронний вхiд подається випадкова послiдовнiсть

iмпульсiв, яка є реалiзацiєю певного точкового процесу, i ставиться задача

з’ясувати статистику часових iнтервалiв мiж послiдовно згенерованими ней-

роном у вiдповiдь на вхiдний стимул спайками (мiжспайкових iнтервалiв).

Якщо розподiл мiжспайкових iнтервалiв є експоненцiйним та окремi мiж-

спайковi iнтервали є незалежними, це означає, що точковий процес, який

описує генерацiю спайкiв, є пуассонiвським, а отже, процесом без пам’ятi та

без будь-якої часової структури. Пiд останнiм мається на увазi, що iнтенсив-

нiсть процесу не залежить вiд попереднiх подiй та є сталою. Точковий процес
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Пуассона часто використовується як модель нейронної активностi (див., на-

приклад, [2]). Тому є актуальним перевiрити, чи завжди таке припущення є

достатньо обґрунтованим.

Нещодавнi експериментальнi дослiдження виявили поширенiсть у голов-

ному мозку та важливiсть для його функцiонування нейронiв з аутапса-

ми [3, 4]. Це такi нейрони, якi iмпульси, що вони генерують, посилають не

тiльки до iнших нейронiв, а й на самих себе. Тобто має мiсце затриманого

зворотного зв’язку, який може бути збуджувальним або гальмiвним в зале-

жностi вiд типу нейрону. Тому є актуальним дослiдження впливу наявностi

затриманого зворотного зв’язку на статистику активностi iмпульсних нейро-

нiв.

Ще одним важливим питанням нейронного кодування є конденсацiя iн-

формацiї. Вiдомо, що на периферiї нервової системи iнформацiя про об’єкти

представлена в надлишковiй формi, з багатьма неiстотними деталями. У ви-

щих вiддiлах мозку цi ж самi об’єкти представленi в бiльш абстрактнiй фор-

мi, коли рiзним однотипним об’єктам вiдповiдає одне й те ж представлення.

Це i є конденсацiя iнформацiї. Ранiше було запропоновано можливий фiзи-

чний механiзм конденсацiї iнформацiї як сходження деякого набору траєкто-

рiй реверберуючої нейронної мережi до одного i того ж перiодичного режиму

(атрактора), який i вважається вище зазначеним дискретним символом [5].

Важливо, що у реверберативнiй нейроннiй мережi з затримками мiжнейрон-

ної комунiкацiї наявний опосередкований затриманий зворотний зв’язок. У

зв’язку з вище зазначеним, актуальним постає з’ясування фiзичного механi-

зму редукцiї iнформацiї в реверберуючiй нейроннiй мережi внаслiдок само-

органiзацiї в часовiй областi.

Об’єктами дослiдження є iмпульснi неадаптивнi нейрони. Предметами

дослiдження є часовi властивостi їхньої активностi, зокрема за наявностi за-

триманого зворотного зв’язку.

Метою дисертацiйної роботи є дослiдження впливу затриманого зво-
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ротного зв’язку на часову структуру активностi iмпульсних неадаптивних

нейронiв. Затриманий зворотний зв’язок може бути опесередкований безпо-

сердньо структурним елементом нейрона – аутапсом, або бути результатом

перебування нейрона у реверберативнiй нейроннiй мережi з затримками мiж-

нейронної комунiкацiї. Для досягнення поставленої мети було поставлено такi

задачi :

1. дослiдити статистику активностi поодиноких iмпульсних неадапатив-

них нейронiв, а саме iнтегруючого нейрона з втратами та зв’язуючого

нейрона;

2. дослiдити статистику активностi iмпульсних неадапативних нейронiв

з гальмiвним затриманим зворотним зв’язком при стимуляцiї точком

процесом Пуассона, а також процесом вiдновлення;

3. дослiдити статистику активностi iмпульсних неадапативних нейронiв з

збуджувальним затриманим зворотним зв’язком при стимуляцiї точком

процесом Пуассона;

4. з’ясувати фiзичний механiзм редукцiї iнформацiї в реверберуючiй ней-

роннiй мережi внаслiдок самоорганiзацiї в часовiй областi.

Методи дослiдження включають аналiтичне дослiдження статистики ак-

тивностi iмпульсних нейронiв. Для верифiкацiї одержаних результатiв бу-

ли проведенi чисельнi моделювання стохастичної динамiки методом Монте-

Карло. Також проводилося комп’ютерне моделювання динамiки ревербера-

тивної нейронної мережi. Аналiз динамiчних траєкторiй вiдбувався за допо-

могою розроблених здобувачем комп’ютерних програм.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй роботi бу-

ло одержано наступнi новi результати:

• Для моделi iнтегруючого нейрона з втратами з порогом двiйка одержано
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вичерпний опис статистики довжин вихiдних мiжiмпульсних iнтервалiв

в термiнах твiрної функцiї моментiв, яку знайдено явно.

• Для моделi зв’язуючого нейрона з порогом 2, у випадку стимуляцiї то-

чковим процесом вiдновлення, знайдено вираз для перетворення Ла-

пласа функцiї розподiлу вихiдних мiжспайкових iнтервалiв. За його до-

помогою було обчислено функцiю розподiлу вихiдних мiжспайкових iн-

тервалiв у випадку стимуляцiї потоком iмпульсiв, iнтервали мiж якими

розподiленi згiдно розподiлу Ерланга.

• Було дослiджено вплив наявностi лiнiї затриманого зворотного зв’язку

на статистику активностi iмпульсних нейронiв у двох випадках: гальмiв-

ного зворотного зв’язку та збуджувального. Для цього було доведено,

що за стимуляцiї нейрона з гальмiвним або збуджувальним затриманим

зворотним зв’язком будь-яким точковим процесом вiдновлення, у тому

числi процесом Пуассона, його стохастична активнiсть виходитиме на

стацiонарний режим. Було знайдено умову iснування та єдиностi тако-

го стацiонарного режиму, а також явнi формули для обчислення його

характеристик.

• Для класу нейронних моделей, що стимулюються точковим процесом

Пуассона i задовольняють накладенi умови, було отримано зв’язок мiж

функцiєю розподiлу вихiдних мiжспайкових iнтервалiв для нейрону з

затриманим гальмiвним зворотним зв’язком та вiдповiдною функцiєю

розподiлу для такого ж нейрона, але без зворотного зв’язку. Також бу-

ло знайдено зв’язок мiж моментами функцiї розподiлу вихiдних мiж-

спайкових iнтервалiв для нейрону з затриманим гальмiвним зворотним

зв’язком та моментами вiдповiдної функцiї розподiлу для такого ж ней-

рона, але без зворотного зв’язку.

• Для класу нейронних моделей, що стимулюються точковим процесом
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вiдновлення i задовольняють накладенi умови, було отримано зв’язок

мiж функцiєю розподiлу вихiдних мiжспайкових iнтервалiв для нейро-

ну з затриманим гальмiвним зворотним зв’язком, функцiєю розподiлу

вхiдних мiжспайкових iнтервалiв та функцiєю розподiлу вихiдних мiж-

спайкових iнтервалiв для нейрона без зворотного зв’язку. Також було

знайдено твiрну функцiю моментiв i моменти функцiї розподiлу вихi-

дних мiжспайкових iнтервалiв для нейрону з затриманим гальмiвним

зворотним зв’язком при стимуляцiї процесом вiдновлення.

• Для класу нейронних моделей з порогом 2, що задовольняють накладе-

нi умови, було отримано зв’язок мiж функцiєю розподiлу довжин мiж-

спайкових iнтервалiв для нейрону з затриманим збуджувальним зворо-

тним зв’язком та вiдповiдною функцiєю розподiлу для такого ж нейро-

на, але без зворотного зв’язку. Також було знайдено зв’язок мiж момен-

тами функцiї розподiлу довжин мiжспайкових iнтервалiв для нейрону зi

збуджувальним зворотним зв’язком та моментами вiдповiдної функцiї

розподiлу для такого ж нейрона, але без зворотного зв’язку.

• Було дослiджено ревербативну динамiку iмпульсної нейронної мережi,

що викликана рiзними початковими стимулами. Було дослiджено фiзи-

чний механiзм процесу сходження динамiчних траєкторiй, викликаних

рiзними початковими стимулами. Встановлено, що таким механiзмом є

iмпульсацiя нейронiв.

Практичне значення отриманих результатiв. Отриманi результати

можуть бути використанi при аналiзi експериментальних даних, а саме гiсто-

грам мiжспайкових iнтервалiв, щоб з’ясувати, чи має дослiджуваний нейрон

аутапси.

Публiкацiї. Результати даної дисертацiйної роботи представлено у 4 жур-

нальних публiкацiях [6–9] та одному препринтi [10].
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Особистий внесок здобувача. У роботi [6] здобувачем було проаналi-

зовано файли траєкторiй iмпульсної нейронної мережi за допомогою розро-

блених ним програм. Внесок здобувача у роботу [7] полягає у формулюваннi

постановки задачi (50%), розробцi методу розв’язання (50%), розв’язаннi за-

дачi (100%), чисельнiй перевiрцi (100%), написаннi i оформленнi публiкацiї

(60%). Внесок здобувача у роботу [8] полягає у формулюваннi постановки

задачi (100%), розробцi методу розв’язання (90%), розв’язаннi задачi (100%),

чисельнiй перевiрцi (100%), написаннi i оформленнi публiкацiї (80%). Внесок

здобувача у роботу [9] полягає у знаходженнi твiрної функцiї моментiв та

моментiв функцiї розподiлу вихiдних мiжспайкових iнтервалiв, чисельнiй пе-

ревiрцi (100%), написаннi i оформленнi публiкацiї (50%). Внесок здобувача у

роботу [10] полягає у розробцi методу розв’язання (20%), розв’язаннi задачi

(100%), чисельнiй перевiрцi (100%), написаннi i оформленнi публiкацiї (95%).

Апробацiя результатiв дисертацiї. Матерiали роботи було представ-

лено на семiнарах в Iнститутi теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН

України, а також на таких конференцiях та семiнарах:

1. Neural Coding 2016: 12th International Neural Coding Workshop, 29 сер-

пня – 2 вересня 2016 року, Кельн, Нiмеччина;

2. 17 Всеукраїнська школа-семiнар зi статистичної фiзики та теорiї кон-

денсованої речовини, 8 - 9 червня 2017 року, Львiв, Україна;

3. VIII Conference of Young Scientists “Problems of Theoretical Physics”, 12

- 14 грудня 2017 року, Київ, Україна;

4. Боголюбовськi читання 2018 присвяченi 100-рiччю Нацiональної ака-

демiї наук України, Iнститут теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова

НАН України, 22-23 лютого 2018 року;

5. Nonlinear analysis and application, 4-rd International Conference in memory

of V.S.Melnik, 4 - 6 квiтня 2018 року, Київ, Україна (2 доповiдi);
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6. 18 Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi стати-

стичної фiзики та теорiї конденсованої речовини, 7 - 8 червня 2018 року,

Львiв, Україна;

7. IX Conference of Young Scientists “Problems of Theoretical Physics”, 4 - 5

грудня 2018 року, Київ, Україна;

8. EPS conference “Statistical Physics of Complex Systems”, 7 - 11 травня

2019 року, Стокгольм, Швецiя;

9. 19 Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi стати-

стичної фiзики та теорiї конденсованої речовини, 13 - 14 червня 2019

року, Львiв, Україна;

10. Bogolyubov Kyiv Conference “Problems of Theoretical and Mathematical

Physics”, 24 - 26 вересня 2019 року, Київ, Україна;

11. X Conference of Young Scientists “Problems of Theoretical Physics”, 23 - 24

грудня 2019 року, Київ, Україна;

12. Youth and Progress of Biology: XVI International Scientific Conference for

Students and PhD Students, dedicated to the 75th anniversary of the faculty

of biology of Ivan Franko national university of Lviv and 90th anniversary

from the birthday of prof. M.P. Derkach, 27 - 29 квiтня 2020 року, Львiв,

Україна;

13. Neural Coding 2021: 14th International Neural Coding Workshop, 26 - 30

липня 2021 року, Сiетл, США (2 доповiдi);

14. Cпiльний семiнар Wigner Research Center for Physics i Center for Cogniti-

ve Computation Центральноєвропейського унiверситету, 29 березня 2022

року, Будапешт, Угорщина;
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15. Семiнар Iнституту експериментальної медицини, 18 травня 2022 року,

Будапешт, Угорщина;

16. 2022 International Conference on Mathematical Neuroscience – Digital Edi-

tion, 6 - 8 липня 2022 року.

Структура дисертацiйної роботи. Робота складається iз вступу, п’яти

роздiлiв, що вiдповiдають логiчно завершеним етапам дослiджень, висновкiв

та бiблiографiї, яка мiстить 109 посилань. Дисертацiя включає 24 рисунки та

4 таблицi. Загальний об’єм роботи становить 145 сторiнок друкованого тексту.

У Розд. 1 дослiджується статистика активностi 2 моделей поодиноких iм-

пульсних неадапативних нейронiв: iнтегруючий нейрон з втратами при його

стимуляцiї точковим процесом Пуассона, та зв’язуючий нейрон, який стиму-

люється потоком випадкових iмпульсiв, що є реалiзацiєю процесу вiдновлен-

ня. У наступних роздiлах дослiджується вплив наявностi лiнiї затриманого

зворотного зв’язку на статистику активностi iмпульсних нейронiв. Зокрема

у Розд. 2 описується статистика активностi нейрона з гальмiвним затрима-

ним зворотним зв’язком при його стимуляцiї точковим процесом Пуассона.

У Розд. 3 результати попереднього роздiлу узагальненi на випадок проце-

су вiдновлення. У Розд. 4 дослiджується вплив збуджувального затриманого

зворотного зв’язку на статистику активностi iмпульсних нейронiв. У Розд. 5

дослiджується ревербативна динамiка iмпульсної нейронної мережi, що ви-

кликана рiзними початковими стимулами.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. До-

слiдження за темою дисертацiї проводились згiдно з темами вiддiлу синерге-

тики Iнституту теоретичної фiзики iм. М. М. Боголюбова НАН України:

• “Динамiка утворення просторово-неоднорiдних структур у багаточас-

тинкових системах”, № 0118U003535;

• “Iндукованi шумом динамiка та кореляцiї в нерiвноважних системах”,
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№ 0120U101347;

• “Математичнi моделi нерiвноважних процесiв в вiдкритих системах”, №

0120U100857.
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Роздiл 1

Статистика активностi поодинокого нейрона

1.1 Вступ

Iнформацiя в мозку в основному представлена у виглядi нервових iмпуль-

сiв. Усi цi iмпульси приблизно однаковi за висотою та шириною i називаю-

ться спайками, див. Рис. 1.1. Єдине, що має значення — це момент часу, коли

такий iмпульс був згенерований або отриманий. При записi спайкiв за допо-

могою належних бiофiзичних iнструментiв отримується сильно нерегулярна

послiдовнiсть. Її називають послiдовнiстю спайкiв (англ. spike train).

Важко знайти будь-який рацiональний змiст у таких моментах отрима-

ння спайкiв, або часових промiжках мiж ними — мiжcпайкових iнтервалах

(МСI). Насправдi ситуацiя ще гiрша: у бiльшостi випадкiв цi послiдовностi не

вiдтворюються, якщо до експериментальної тварини кiлька разiв застосувати

однакову стимуляцiю. Це може бути головною причиною, чому нейронауковцi

в основному цiкавляться саме статистичними властивостями послiдовностей

спайкiв. Фiзики-теоретики також намагаються передбачити, якою саме мо-

же бути статистика i як вона змiнюється при змiнi стимулiв або параметрiв

моделi. Дискусiя у цьому напрямку триває. Як насправдi представлена кори-

сна iнформацiя у послiдовностях спайкiв? Що є iстотно важливим: середня

кiлькiсть спайкiв за одиницю часу (частотне кодування), чи їх точнi часовi по-

Матерiали цього роздiлу базуються на публiкацiях [9, 10].
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Рис. 1.1: Приклад електричної активностi в середовищi нейронiв. За-

пис зроблено електродом, який помiщено в середовище. Отже, реєструє-

ться активнiсть декiлькох нейронiв одночасно. У випадку генерацiї ней-

роном вихiдного iмпульсу його мембранний потенцiал рiзко змiнюється.

На малюнку в цi моменти видно короткочаснi стрибки напруги — спай-

ки. Рiзнi спайки мають рiзну висоту, оскiльки належать рiзним ней-

ронам, якi знаходяться на рiзних вiдстанях вiд реєструючого електро-

ду. Окремий нейрон генерує спайки однакової висоти. Модифiковано з

https://backyardbrains.com/experiments/spikerbox.

ложення (часове кодування)? На це питання немає чiткої вiдповiдi. Спочатку

ми припускали, що частотне кодування працює на периферiї нервової систе-

ми. Прикладом актюатора на периферiї нервової системи є нервово-м’язовi

синапси мотонейронiв [11]. Єдина команда, яка передається м’язу вiд мото-

нейрона, — це сила скорочення. Але сила скорочення визначається концен-

трацiєю нейромедiатора, який видiляється з нейронних закiнчень з кожним

приходом спайку. Чим бiльше спайкiв за одиницю часу, тим вищий рiвень

нейромедiатора, i тим бiльша сила скорочення м’язу. Отже, у цьому випадку

має мiсце частотне кодування. Прикладом на сенсорнiй периферiї головного

мозку є рецептор нюху [12], де кiлькiсть спайкiв за одиницю часу залежить

вiд концентрацiї запаху.

Але навiть на сенсорнiй периферiї часове кодування може бути паради-
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гмою кодування. Це спостерiгається, наприклад, для ехолокацiї [13], де часове

положення спайкiв з двох вух повинне бути визначеним з точнiстю до мiкро-

секунд.

Зрозумiло також, що в механiзмi часового кодування послiдовнiсть спай-

кiв може нести бiльше iнформацiї, нiж у частотному кодуваннi. Це може бути

важливим для складнiших iнтелектуальних завдань, нiж скорочення м’язiв

або сприйняття запаху.

На жаль, бiльшiсть спроб обчислити статистику активностi нейронiв ви-

ключає можливiсть часового кодування через використання так званого ди-

фузiйного наближення. У такому пiдходi нейронний стимул моделюється як

дифузiйний стохастичний процес, наприклад, Вiнера або Орнштейна-Уленбе-

ка, див. [14, 15]. У дифузiйному процесi будь-який скiнченний iнтервал часу

мiстить нескiнченно багато нескiнченно малих спайкiв, отриманих при дифе-

ренцiюваннi процесу Вiнера. Тому у такому випадку для механiзму часового

кодування немає мiсця. У той же час вихiдна активнiсть нейрона, стиму-

льована дифузiйним процесом, представлена скiнченними спайками, що ге-

неруються, коли напруга нейронної мембрани перевищує порiг збудження.

Iнтервали часу мiж цими спайками є скiнченними, див. Рис. 1.2.

Цi спайки представляють собою не дифузiйний, а точковий процес, i, от-

же, їх не можна подавати в iнший нейрон в рамках дифузiйного наближення.

Це означає, що пiдхiд дифузiйного наближення не є завершеним i самоузго-

дженим. Тому була зроблена спроба обчислити статистику вихiдної активно-

стi нейрона без дифузiйного наближення.

1.1.1 Стохастичнi точковi процеси

Як уже було зазначено, природно описувати активнiсть нейрона у ви-

глядi послiдовностi спайкiв як стохастичний точковий процес [1]. Згiдно [1],
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Рис. 1.2: Часовий хiд мембранного потенцiалу нейрона, що змодельований

дифузiйним процесом. У моменти досягнення мембранним потенцiалом V (t)

порогу збудження V0 генеруються вихiднi iмпульси (спайки). Модифiковано

з A Iolov, S Ditlevsen & A Longtin, DOI 10.1186/2190-8567-4-4.

âõ✐äíèé ïîò✐ê✱ pin(t)

✭ïðîöåñ â✐äíîâëåííÿ✮

íåéðîí ︸︷︷︸
t

âèõ✐äíèé ïîò✐ê✱ p0(t)

✕ òðèâàë✐ñòü ❒Ñ■

Рис. 1.3: Схематичне зображення поодинокого iмпульсного нейрона, що пе-

ретворює вхiдний потiк iмпульсiв на iнший, вихiдний потiк.

для точкового стохастичного процесу iмовiрнiсть подiї на часовому промiжку

[T ;T +∆T ) є наступною:

Pr[одна подiя на iнтервалi [T ;T +∆T ) |NT ,wT ] = µ(T ;NT ,wT )∆T ; (1.1)

Pr[бiльше однiєї подiї на iнтервалi [T ;T +∆T ) |NT ,wT ] = o(T,∆T ),

де введенi наступнi позначення:

NT — кiлькiсть подiй, якi вiдбулися до моменту часу T ;

wT = [w1, w2, . . . , wNT
] — вектор моментiв часу, коли цi NT подiй вiдбули-

ся;

µ(T ;NT ,wT ) — iнтенсивнiсть процесу;
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lim∆T→0
o(T,∆T )

∆T = 0.

Частковим випадком точкового процесу є процес вiдновлення. Для стацiо-

нарного процесу вiдновлення iнтенсивнiсть процесу µ(T ;NT ,wT ) залежить

лише вiд того, скiльки часу пройшло з моменту настання останньої подiї:

µ(T ;NT ,wT ) = h(T − wNT
). (1.2)

Стацiонарний процес вiдновлення повнiстю описується функцiєю розпо-

дiлу iнтервалiв мiж послiдовними подiями.

Найбiльш простим точковим процесом є точковий процес Пуассона. То-

чковий процес Пуассона є частковим випадком процесу вiдновлення. Iнтен-

сивнiсть стацiонарного процесу Пуассона µ(T ;NT ,wT ) не залежить вiд попе-

реднiх подiй та часу та є сталою:

µ(T ;NT ,wT ) = λ, (1.3)

де λ > 0 – iнтенсивнiсть процесу Пуассона.

У контекстi нейронної активностi вважатимемо, що на нейрон подається

послiдовнiсть збуджувальних iмпульсiв, яка є реалiзацiєю деякого стацiонар-

ного стохастичного точкового процесу вiдновлення (у деяких випадках ми

будемо розглядати частковий випадок процесу вiдновлення, а саме пуассо-

нiвський процес), див. Рис. 1.3. Вхiдний процес вiдновлення повнiстю опису-

ється функцiєю розподiлу iнтервалiв часу мiж двома послiдовними спайками

pin(t), де t — довжина МСI. Нейрон перетворює вхiдний потiк iмпульсiв на

вихiдний потiк. У цьому роздiлi ми будемо цiкавитися розподiлом МСI ви-

хiдного потоку та його моментами для поодинокого нейрона, позначену як

p0(t)2, t — довжина МСI.

У випадку, якщо вхiдний потiк є реалiзацiєю стацiонарного процесу Пу-

ассона, функцiя розподiлу вхiдних МСI є експоненцiйною:

pin(t) = λe−λt. (1.4)
2У подальшому верхнiй iндекс “0” означатиме, що дана величина стосується поодинокого нейрона, або

без зворотного зв’язку, а верхнiй iндекс “in” — вхiдного потоку.
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1.2 Статистика активностi iнтегруючого нейро-

на з втратами з порогом 2

У цьому пiдроздiлi дослiджується статистика активностi iнтегруючого

нейрона з втратами (див. п. 1.2.1) з порогом 2.3 Спочатку буде коротко сфор-

мульовано одержанi ранiше результати. Вони стосуються статистики атив-

ностi iнтегруючого нейрона з втратами (IНВ) з порогом 2. Зокрема, ранi-

ше, [17, 18], були одержанi явнi вирази для функцiї розподiлу вихiдних МСI

на початковiй дiлянцi значень довжини МСI. Розподiл вхiдних iмпульсiв вва-

жається пуассонiвським. Для бiльших значень МСI функцiя розподiлу пред-

ставлена у виглядi сум кратних iнтегралiв. Це дозволило обчислити перший

момент функцiї розподiлу (середнiй МСI). У цьому пiдроздiлi ми знаходимо

iнше представлення функцiї розподiлу, яке дозволяє обчислити твiрну фун-

кцiю моментiв. Ця функцiя дозволяє обчислити моменти розподiлу всiх по-

рядкiв шляхом застосування диференцiювання до твiрної функцiї. Крiм того,

за теоремою Куртiса [19] твiрна функцiя моментiв повнiстю визначає саму

функцiю розподiлу.

1.2.1 Модель iнтегруючого нейрона з втратами (IНВ)

Одна з найбiльш простих i найбiльш вживаних в теоретичних нейронауках

модель — iнтегруючий нейрон з втратами (IНВ) [20] — характеризується трьо-

ма позитивними константами: τ — час релаксацiї; V0 — порiг збудження; h —

величина вхiдного iмпульсу. У будь-який момент t стан IНВ характеризується

невiд’ємним дiйсним числом V (t), яке iнтерпретується як вiдхилення транс-

мембранної рiзницi потенцiалiв вiд стану спокою в бiк деполяризацiї, або,

iншими словами, величина збудження. Тут вважається, що в станi спокою
3Див. [16], де розглянуто випадок вищих порогiв.
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h

V0

V

t1 t2 t3 t4 tout
Рис. 1.4: Часова залежнiсть напруги на мембранi нейрона в тригернiй зонi

вiдносно потенцiалу спокою пiд дiєю вхiдних iмпульсiв у моделi iнтегрую-

чого нейрона з втратами. t1, t2, t3, t4, tout — моменти надходження вхiдних

iмпульсiв, h — висота вхiдного iмпульсу, V0 — висота порогу збудження.

V = 0, а деполяризацiї вiдповiдає позитивне значення V . Наявнiсть втрат

означає, що за вiдсутностi зовнiшнiх стимулiв величина V (t) експоненцiйно

зменшується:

V (t+ s) = V (t)e−s/τ , s > 0. (1.5)

Вхiднi стимули — це вхiднi iмпульси. Одержання вхiдного iмпульсу в момент

t пiдвищує V (t) на величину h:

V (t) → V (t) + h. (1.6)

Нейрон характеризується пороговим значенням збудження V0. Останнє

означає, що як тiльки виконано умову V (t) > V0, IНВ генерує вихiдний iм-

пульс, або спайк, i переходить в стан спокою, V (t) = 0. Спайк — миттєва

перезарядка нейронної мембрани до напруги протележного знаку, яка супро-

воджує пострiл нейрона i генерацiю вихiдного iмпульса. Також кажуть, що

нейрон стрiляє, коли вiн генерує спайк.

Перелiченi вище властивостi моделi iнтегруючого нейрона з втратами про-

iлюстрованi на Рис. 1.2.1, де при надходженнi 5 зовнiшнiх iмпульсiв однакової
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амплiтуди h напруга перевищує потенцiал деполяризацiї V0 i нейрон створює

електричний iмпульс (стрiляє), пiсля чого напруга миттєво спадає до потен-

цiалу спокою V (t) = 0.

У цьому пiдроздiлi дослiджується статистика активностi IНВ з порогом

2. Останнє означає, що вiдносно параметрiв h i V0 ми робимо наступне при-

пущення:

0 < h < V0 < 2h. (1.7)

1.2.2 Попереднi результати

З (1.5) i (1.6) випливає, що IНВ може згенерувати вихiдний iмпульс тiльки

в момент одержання вхiдного. Умова (1.7) означає, що одного вхiдного iм-

пульсу, застосованого до IНВ в станi спокою, не досить для генерацiї вихiдно-

го iмпульсу, але вже два вхiдних iмпульси, отриманi за короткий промiжок

часу, можуть збудити IНВ вище порогу i згенерувати вихiдний iмпульс.

Ввважаємо, що описаний в пiдроздiлi 1.2.1 нейрон стимулюється потоком

вхiдних iмпульсiв, який утворює стохастичний процес Пуассона iнтенсивностi

λ. Останнє означає, що ймовiрнiсть одержати на входi МСI тривалостi t з

точнiстю dt дається наступним виразом:

e−λt λ dt,

а також, що вхiднi МСI статистично незалежнi. Введемо наступнi позначення

T2 = τ ln(
h

V0 − h
), T3 = τ ln(

V0

V0 − h
), Θm = T2+(m−3)T3, m = 3, . . . . (1.8)

У роботах [17,18] одержано наступну формулу для функцiї розподiлу ви-

хiдних МСI:

p0(t)dt =
m−1∑︂

k=2

(︁
P 0
k (t)λdt− P−

k (t)λdt
)︁
+P 0

m(t)λdt, t ∈ ]Θm; Θm+1], m ≥ 2, (1.9)
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де p0(t)dt — це ймовiрнiсть одержати вихiдний МСI тривалостi t з точнiстю

dt. Функцiї в правiй частинi (1.9) визначаються наступним чином:

P 0
k+1(t)λ dt =

t∫︂

Θk+1

P−
k (s)λ ds e

−λ(t−s)λ dt, t ≥ Θk+1, k = 2, 3, . . . , (1.10)

P−
k (t)λdt = e−λtλkdt

t1∫︂

t1

dt1

t2∫︂

t2

dt2· · ·
tk−1∫︂

tk−1

dtk−1, (1.11)

де границi iнтегрування визначаються з наступних нерiвностей:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 ≤ t1 ≤ t−Θk+1,

T2 + τ ln

(︄
∑︁

1≤j≤i

etj/τ

)︄
≤ ti+1,

ti+1 ≤ τ ln

(︄
e(t−Θk+1−i)/τ −

∑︁
1≤j≤i

etj/τ

)︄
,

i = 1, . . . , k − 2.

(1.12)

Отже, функцiя розподiлу вихiдних МСI повнiстю визначається функцiєю

P−
k (t) при рiзних k = 2, 3, . . . . Її фiзичний змiст є наступним: якщо нейрон

стартує зi стану спокою, V (0) = 0, то вираз P−
k (t)λdt дає ймовiрнiсть одер-

жати вiд вхiдного процесу Пуассона k послiдовних вхiдних iмпульсiв так, що

останнiй з них потрапляє в iнтервал [t; t + dt[ i при цьому не вiдбулось по-

стрiлу нейрона (не було перевищено порогу збудження V0). У свою чергу,

P 0
k (t)λ dt дає ймовiрнiсть одержати k iмпульсiв, останнiй в iнтервалi [t; t+dt[

так, що пострiлiв не вiдбулось до (k-1)-го iмпульсу включно. Зауважимо, що

в формулi (1.11) при фiксованому t k не може приймати значень, бiльших вiд

kmax, де

kmax =

[︃
t− T2

T3

]︃
+ 2,

а квадратнi дужки позначають цiлу частину числа.
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1.2.3 Нове представлення функцiї розподiлу МСI

У цьому роздiлi ми подамо (1.11), (1.12) у бiльш простому виглядi, зру-

чному для обчислення твiрної функцiї моментiв. Введемо з цiєю метою новi

змiннi iнтегрування:

zi = e−
t−Θk+2−i

τ

∑︂

1≤j≤i

e
tj
τ , i = 1, . . . , k − 1.

Область iнтегрування (1.12) у нових змiнних набуває наступного вигляду:
⎧
⎪⎨
⎪⎩
e−

t−Θk+1
τ ≤ z1 ≤ 1,

zi ≤ zi+1 ≤ 1, i = 1, . . . , k − 2.
(1.13)

Визначник якобiану переходу до нових змiнних має наступний вигляд:
⃓⃓
⃓⃓det ||∂zj

∂ti
||
⃓⃓
⃓⃓ = 1

τ k−1
z1

∏︂

2≤i≤k−1

(zi−1 − βzi),

де β = e−
T3
τ . Враховуючи (1.13) i останнє, (1.11) можна подати в наступному

виглядi:

P−
k (t) = e−λt(λτ)k−1

1∫︂

Bk(t)

dz1
z1

1∫︂

z1

dz2
z2 − βz1

· · ·
1∫︂

zk−2

dzk−1

zk−1 − βzk−2
, (1.14)

де

Bk(t) = e−
t−Θk+1

τ .

Якщо ввести набiр допомiжних функцiй fi(x) наступними спiввiдношеннями:

f0(x) ≡ 1, fi+1(x) =

1∫︂

x

dy

y − βx
fi(y), i = 0, . . . , (1.15)

то (1.14) можна записати так:

P−
k (t) = e−λt(λτ)k−1

1∫︂

Bk(t)

dx

x
fk−2(x). (1.16)
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Останнiй вираз разом з (1.9) i (1.10) далi використовується для обчислення

твiрної функцiї моментiв.

1.2.4 Твiрна функцiя моментiв

Моментами ймовiрнiсного розподiлу p0(t) називаються величини µ0
n, за-

данi формулою4

µ0
n =

∫︂ ∞

−∞
tnp0(t)dt. (1.17)

Тут перший момент — середнє значення випадкової величини, у нашому ви-

падку — МСI. Обчислення конкретних моментiв може бути складним з огляду

на складнiсть виразу для p0(t). Задача спрощується при використаннi твiрної

функцiї моментiв.

Згiдно означення твiрна функцiя моментiв M 0
t (z) визначається наступною

формулою:

M 0
t (z) =

∫︂ ∞

−∞
etzp0(t)dt. (1.18)

Для її обчислення, представимо функцiю розподiлу p0(t) (1.9) через до-

помiжнi функцiї fi(x) (1.15). Для цього спочатку запишемо вираз (1.10) для

P 0
k (t) через функцiї fi(x), пiдставивши у нього (1.16):

P 0
k+1(t) = λ(t−Θk+1)P

−
k (t) + e−λtrk

∫︂ 1

Bk+1(t)

ln(x)

x
fk−2(x)dx, (1.19)

де r = λτ .

Перегрупувавши доданки у сумi в правiй частинi (1.9) та пiдставивши

туди (1.16) та (1.19), можна отримати наступний вираз для функцiї розподiлу

p0(t) через функцiї fi(x):

p0(t)dt = λte−λtdt+ e−λtdt
m∑︂

k=3

rk−2

∫︂ 1

Bk(t)

dx

x
fk−3(x)(λ(t−Θk)− 1 + r ln(x)),

t ∈]Θm; Θm+1], m ≥ 2.

4В нашому випадку t ≤ 0 ⇒ p0(t) = 0.
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Отримане використаємо в (1.18) для обчислення твiрної функцiї розподi-

лу:

M 0
t (z) =

λ2

(λ− z)2
+

λz

(λ− z)2

∞∑︂

m=3

rm−2e−(λ−z)ΘmIm(z), z < λ, (1.20)

де введено наступнi допомiжнi функцiї Im(z):

Im(z) =

∫︂ 1

0

dx fm(x)x
r−τz−1, m = 0, 1, . . . .

Знайдемо рекурентне спiввiдношення для функцiй Im(z), пiдставивши

(1.15) в останнiй вираз:

Im(z) = Φ(β, 1, r − τz)Im−1(z), m = 1, 2, . . . ; I0(z) =
1

r − τz
. (1.21)

Тут Φ(β, 1, r − τz) — трансцедент Лерха:

Φ(z, s, a) =
1

Γ(s)

∫︂ 1

0

dx

1− zx
(− ln(x))s−1xa−1,

або у виглядi суми:

Φ(z, s, a) =
∞∑︂

n=0

zn

(n+ a)s
. (1.22)

З рекурентного cпiввiдношення (1.21) слiдує, що

Im(z) =
1

r − τz
(Φ (β, 1, r − τz))m , m = 0, 1 . . . .

Пiдставимо останнiй вираз у (1.20) та використаємо означення Θm (1.8):

M 0
t (z) =

λ2

(λ− z)2
+

λz

(λ− z)2
r

r − τz
e−(λ−z)T2

∞∑︂

m=0

(︂
rβr(1− z

λ )Φ (β, 1, r − τz)
)︂m

.

(1.23)

Тут ряд
∑︁∞

m=0

(︁
rβr(1− z

λ )Φ (β, 1, r − τz)
)︁m збiгається в околi точки z = 0,

оскiльки rβrΦ (β, 1, r) < 1. Останнє доведено у теоремi 3 роботи [18].

Остаточно, пiсля пiдсумовування у правiй частинi (1.23), в околi точки

z = 0 твiрна функцiя моментiв має наступний вигляд:

M 0
t (z) =

λ2

(λ− z)2
+ ar

λz

(λ− z)2
r

r − τz

ezT2

1− rβrezT3Φ(β, 1, r − τz)
, (1.24)
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де a = e−
T2
τ .

Оскiльки в околi нуля твiрна функцiя моментiв скiнченна, то, згiдно тео-

реми Куртiса [19], отримана твiрна функцiя моментiв (1.24) повнiстю визна-

чає саму функцiю розподiлу p0(t).

1.2.5 Моменти функцiї розподiлу МСI

За допомогою твiрної функцiї моментiв (1.24) можна знайти моменти фун-

кцiї розподiлу:

µ0
n =

dnM 0
t (z)

dzn

⃓⃓
⃓⃓
z=0

=
(n+ 1)!

λn
+ ar

∑︂

k1+k2+k3+k4+k5=n

(︃
n

k1, k2, k3, k4, k5

)︃
×

× dk1

dzk1

(︃
λ

(λ− z)2

)︃⃓⃓
⃓⃓
z=0

dk2

dzk2

(︃
r

r − τz

)︃⃓⃓
⃓⃓
z=0

dk3

dzk3

(︂
ez(T2−T3)

)︂⃓⃓
⃓⃓
z=0

×

× dk4

dzk4

(︃
1

e−zT3 − rβrΦ(β, 1, r − τz)

)︃⃓⃓
⃓⃓
z=0

dk5z

dzk5

⃓⃓
⃓⃓
z=0

. (1.25)

В останньому виразi було використане правило Лейбнiца. Обчислимо по-

хiднi, що входять в нього:

dk1

dzk1

(︃
λ

(λ− z)2

)︃⃓⃓
⃓⃓
z=0

=
(k1 + 1)!

λk1+1
; (1.26)

dk2

dzk2

(︃
r

r − τz

)︃⃓⃓
⃓⃓
z=0

=
k2!rτ

k2

rk2+1
=

k2!

λk2
; (1.27)

dk3

dzk3

(︂
ez(T2−T3)

)︂⃓⃓
⃓⃓
z=0

= (T2 − T3)
k3; (1.28)

dk5z

dzk5

⃓⃓
⃓⃓
z=0

= δk5,1; (1.29)
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dk4

dzk4

(︃
1

e−zT3 − rβrΦ(β, 1, r − τz)

)︃⃓⃓
⃓⃓
z=0

= δk4,0
1

1− rβrΦ(β, 1, r)
+

+

k4∑︂

l=1

(−1)ll!

(1− rβrΦ(β, 1, r))l+1
Bk4,l(g

′(0), g′′(0), . . . , g(k4−l+1)(0)), (1.30)

що слiдує з формули Фаа дi Бруно для знаходження вищих похiдних вiд

складених функцiй. Тут

g(m)(0) =
dm

dzm
(︁
e−zT3 − rβrΦ(β, 1, r − τz)

)︁⃓⃓⃓⃓
z=0

=

= (−1)mTm
3 − rβr dm

dzm
(Φ(β, 1, r − τz))

⃓⃓
⃓⃓
z=0

,

а Bk4,l(g
′(0), g′′(0), . . . , g(k4−l+1)(0)) — частковi полiноми Белла:

Bk,l(g1, g2, . . . , gk−l+1) =

=
∑︂ n!

j1!j2! · · · jk−l+1!

(︂g1
1!

)︂j1 (︂g2
2!

)︂j2
· · ·
(︃

gk−l+1

(k − l + 1)!

)︃jk−l+1

,

де сума береться по всiх послiдовностях j1, j2, j3, . . . , jk−l+1 невiд’ємних цiлих

чисел таких, що виконуються такi двi умови:

j1 + j2 + j3 + . . .+ jk−l+1 = l,

j1 + 2j2 + 3j3 + . . .+ (k − l + 1)jk−l+1 = k.

Для знаходження похiдної вiд трансцедента Лерха, використаємо його

представлення у виглядi суми (1.22):

dm

dzm
(Φ(β, 1, r − τz))

⃓⃓
⃓⃓
z=0

=
dm

dzm

(︄ ∞∑︂

s=0

βs

(s+ r − τz)

)︄⃓⃓
⃓⃓
⃓
z=0

=
∞∑︂

s=0

βsm!τm

(s+ r)m+1
=

m!τmΦ(β,m+ 1, r).

Тому маємо, що

g(m)(0) = (−1)mTm
3 − rβrm!τmΦ(β,m+ 1, r) =

=
1

λm

(︁
(−1)m(λT3)

m −m!rm+1βrΦ(β,m+ 1, r)
)︁
.
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З означення полiномiв Белла, слiдує, що

Bk4,l(g
′(0), g′′(0), . . . , g(k4−l+1)(0)) =

1

λk4
Bk4,l(g1, g2, . . . , gk4−l+1), (1.31)

де введено позначення gm = λmg(m)(0). Пiдставимо знайдемо похiднi (1.26-

1.30) у вираз для моментiв (1.25) та врахуємо (1.31):

µ0
n =

(n+ 1)!

λn
+ ar

∑︂

k1+k2+k3+k4=n−1

(︃
n

k1, k2, k3, k4, 1

)︃
(k1 + 1)!

λk1+1

k2!

λk2
(T2 − T3)

k3×

×
(︃

δk4,0
1− rβrΦ(β, 1, r)

+

k4∑︂

l=1

(−1)ll!

(1− rβrΦ(β, 1, r))l+1

1

λk4
Bk4,l(g1, g2, . . . , gk4−l+1)

)︃
=

=
(n+ 1)!

λn
+

n!ar

λn

1

1− rβrΦ(β, 1, r)

n−1∑︂

k3=0

(λ(T2 − T3))
k3

k3!

(︄
n−1−k3−k4∑︂

k1=0

(k1 + 1)

)︄
×

×
n−1−k3∑︂

k4=0

(︄
δk4,0 +

1

k4!

k4∑︂

l=1

(−1)ll!

(1− rβrΦ(β, 1, r))l
Bk4,l(g1, g2, . . . , gk4−l+1)

)︄
.

Остаточно, пiсля спрощення попереднього виразу та замiни iндексiв су-

мування, отримуємо наступний вираз для моментiв:

µ0
n =

(n+ 1)!

λn
+

+
n!ar

2λn

1

1− rβrΦ(β, 1, r)

n−1∑︂

m=0

(λ(T2 − T3))
m

m!

n−1−m∑︂

k=0

(n−m− k)(n−m− k + 1)×

×

(︄
δk,0 +

1

k!

k∑︂

l=1

(−1)ll!

(1− rβrΦ(β, 1, r))l
Bk,l(g1, g2, . . . , gk−l+1)

)︄
,

gm = (−λT3)
m −m!rm+1βrΦ(β,m+ 1, r). (1.32)

Поклавши в останньому виразi n = 1, для першого моменту маємо:

µ0
1 =

2

λ
+

1

λ

ar

1− rβrΦ(β, 1, r)
, (1.33)

що збiгається з отриманим ранiше у [18, Рiвн. (46)]. Зауважимо, що у позна-

ченнях роботи [18] I(a, r) = βrΦ(β, 1, r).
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Згiдно (1.32) при n = 2 другий момент має наступний вигляд:

µ0
2 =

6

λ2
+

2

λ2

ar

1− rβrΦ(β, 1, r)

(︄
3 + λT2+

+
rβrΦ(β, 1, r)

1− rβrΦ(β, 1, r)

(︃
λT3 + r

Φ(β, 2, r)

Φ(β, 1, r)

)︃)︄
. (1.34)

1.2.6 Чисельна перевiрка

Для чисельної перевiрки одержаних формул було написано програму, яка

моделювала динамiку мембранного потенцiалу нейрона, стимульованого по-

током вхiдних iмпульсiв, якi утворюють стохастичний процес Пуассона. По-

ведiнка нейрона моделювалась протягом такого часу, щоб в результатi було

одержано 1000000 вихiдних iмпульсiв, що дозволило обчислити густину ймо-

вiрностi p0(t) i моменти розподiлу, як означено в (1.17). Моделювання повто-

рювалось для рiзних значень iнтенсивностей вхiдного потоку λ. Результати

обчислення 2-го i 3-го моментiв i їх порiвняння з формулою (1.34) i (1.32) при

n = 3 показано на Рис. 1.5.

1.3 Статистика активностi зв’язуючого нейро-

на з порогом 2

У цьому пiдроздiлi дослiджується статистика активностi зв’язуючого ней-

рона з порогом 2, що стимулюється потоком вiдновлення з функцiєю розпо-

дiлу МСI pin(t), де t — довжина МСI.

1.3.1 Модель зв’язуючого нейрона
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Рис. 1.5: Залежнiсть другого µ0
2 та третього µ0

3 моментiв функцiї розподiлу

тривалостей МСI вiд iнтенсивностi вхiдного потоку λ. Ромби — результати

чисельного моделювання методом Монте Карло, суцiльна лiнiя — обчислення

згiдно формул (1.34) i (1.32) при n = 3. Тут V0 = 20 мВ, h = 11.2 мВ, τ = 20

мс.

У роботi [21] була запропонована модель зв’язуючого нейрона (ЗН). У цiй

моделi кожен вхiдний iмпульс зберiгається в нейронi в незмiнному виглядi

протягом фiксованого часу τ . Пiсля τ одиниць часу вхiдний iмпульс повнi-

стю зникає. Також модель зв’язуючого нейрона характеризується порогом

збудження N0 ∈ {2, 3, 4, . . .}. Значення порогу N0 вказує, скiльки вхiдних iм-

пульсiв повинно одночасно зберiгатися у нейронi, щоб викликати генерацiю

вихiдного iмпульсу. У цьому пiдроздiлi ми розглядатимемо лише випадок по-

рогу N0 = 2.

1.3.2 Попереднi результати

Для випадку пуассонiвського вхiдного потоку, тобто коли вхiднi МСI роз-

подiленi згiдно експоненцiйної функцiї розподiлу (1.4), у роботi [22] були одер-

жанi явнi вирази для функцiї розподiлу вихiдних МСI та середнього МСI. Пi-

знiше, у роботi [23] було отримано перетворення Лапласа функцiї розподiлу

45



вихiдних МСI для зв’язуючого нейрона з порогом 2 з миттєвим збуджуваль-

ним зворотним зв’язком у випадку, коли нейрон стимулюється стохастичним

точковим процесом вiдновлення:

L{po_if(t); s} =
L{χ(τ − t)pin(t); s}

1− L{χ(t− τ)pin(t); s}
, (1.35)

де τ — час зберiгання внутрiшньої пам’ятi в моделi зв’язуючого нейрона,

χ(t) позначає функцiю Хевiсайда. Наявнiсть миттєвого зворотного зв’язку

означає, що на початку кожного МСI у ЗН уже зберiгається один iмпульс,

який пiсля τ одиниць часу зникає.

1.3.3 Функцiя розподiлу МСI та її моменти

У роботi [24] було отримано зв’язок мiж перетвореннями Лапласа функцiї

розподiлу вихiдних МСI для нейрона, що стимулюється процесом вiдновле-

ння, з миттєвим збуджувальним зворотним зв’язком po_if(t), того ж самого

нейрона без зворотного зв’язку p0(t) та функцiї розподiлу вхiдних МСI pin(t):

L{po_if(t); s} =
L{p0(t); s}
L{pin(t); s}

. (1.36)

Отже, з Рiвн. (1.35) та (1.36) можна отримати наступний вираз для пере-

творення Лапласа функцiї розподiлу вихiдних МСI для зв’язуючого нейрона

з порогом 2 без зворотного зв’язку у випадку, коли нейрон стимулюється сто-

хастичним точковим процесом вiдновлення з функцiєю розподiлу МСI pin(t):

L{p0(t); s} =
L{pin(t); s}L{χ(τ − t)pin(t); s}

1− L{χ(t− τ)pin(t); s}
. (1.37)

Обернувши перетворення Лапласа у виразi (1.37), можна отримати фун-

кцiю розподiлу p0(t) вихiдних МСI для ЗН з порогом 2, що стимулюється

потоком вiдновлення. До того ж перетворення Лапласа функцiї розподiлу

p0(t) дозволяє обчислити всi її моменти, означенi Рiвн. (1.17):

µ0
n = (−1)n

dnL{p0(t); s}
dsn

⃓⃓
⃓⃓
s=0

.
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1.3.4 Випадок пуассонiвського вхiдного потоку

Розглянемо зв’язуючий нейрон з порогом 2, стимульований потоком збу-

джувальних iмпульсiв, який є реалiзацiєю точкового процесу Пуассона з по-

стiйною iнтенсивнiстю λ > 0. Тодi iнтервали мiж вхiдними iмпульсами роз-

подiленi експоненцiйно згiдно формули (1.4).

Формула (1.37) пiсля пiдстановки у неї останнього виразу дозволяє обчи-

слити моменти функцiї розподiлу вихiдних МСI:

µ0
n = (−1)n

dn

dsn

(︄(︃
λ

λ+ s

)︃2
1− e−τ(λ+s)

1− λ
λ+se

−τ(λ+s)

)︄⃓⃓
⃓⃓
⃓
s=0

=

=
n!

λn

n∑︂

k=0

1

k!

(︄
k∑︂

j=0

(−1)jj!

(eτλ − 1)j+1
Bk,j(g1, g2, . . . , gk−j+1)

)︄
×

×

(︄
(−1)k(eτλ − 1)(n− k + 1) +

n−k∑︂

l=1

(−1)k+l(n− k − l + 1)

l!
eτλ(τλ)l

)︄
,

gl = (τλ)leτλ + (−1)l+1l!, (1.38)

де B0,0 = 1 i Bk,0 = 0 для k ≥ 1.

Поклавши в останньому виразi n = 1, для першого моменту маємо:

µ0
1 =

2

λ
+

1

λ(eτλ − 1)
,

що збiгається з отриманим ранiше виразом для першого моменту [22, ст. 1823].

Згiдно (1.38) при n = 2 другий момент має наступний вигляд:

µ0
2 =

6e2τλ + eτλ(2τλ− 6) + 2

λ2(1− eτλ)2
.

1.3.5 Випадок вхiдного потоку Ерланга

Оскiльки опис розподiлу МСI гамма-розподiлом широко використовується

в теоретичних та експериментальних дослiдженнях [25], розглянемо також
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випадок, коли вхiднi МСI розподiленi згiдно розподiлу Ерланга порядку n,

що є частинним випадком гамма-розподiлу:

pin(t) = λe−λt (λt)
n−1

(n− 1)!
, λ > 0, n = 1, 2, . . . . (1.39)

Поклавши в останньому виразi n = 1, отримуємо випадок пуассонiвського

вхiдного потоку, розглянутий вище.

Пiдставивши (1.39) у (1.35), отримуємо наступну формулу для перетворе-

ння Лапласа функцiї розподiлу вихiдних МСI:

L{p0(t); s} =
λn

(s+ λ)n

λn

(s+λ)n − e−τ(λ+s)λn
∑︁n−1

k=0
τk

k!(s+λ)n−k

1− e−τ(λ+s)λn
∑︁n−1

k=0
τk

k!(s+λ)n−k

. (1.40)

Обернувши перетворення Лапласа останнього виразу, отримуємо вiдпо-

вiдну функцiю розподiлу:

p0(t) = λ2ne−λt

(︄
t2n−1

(2n− 1)!
+

∞∑︂

l=1

χ(t− lτ)λln×

×
(︂ ∑︂

m0+m1+...+mn−1=l

(︃
l

m0,m1, . . . ,mn−1

)︃
τ
∑︁n−1

k=0 kmk

∏︁n−1
k=0 k!

mk

×

× (t− lτ)n(l+2)−
∑︁n−1

k=0 kmk−1

(n(l + 2)−
∑︁n−1

k=0 kmk − 1)!
− 1

λn

n−1∑︂

p=0

τ p

p!
×

×
∑︂

m0+m1+...+mn−1=l−1

(︃
l − 1

m0,m1, . . . ,mn−1

)︃
τ
∑︁n−1

k=0 kmk

∏︁n−1
k=0 k!

mk

×

× (t− lτ)n(l+1)−p−
∑︁n−1

k=0 kmk−1

(n(l + 1)− p−
∑︁n−1

k=0 kmk − 1)!

)︂)︄
. (1.41)

Поклавши в останнiй формулi n = 1, отримаємо вираз для функцiї розпо-

дiлу для ЗН з порогом 2, що стимулюється пуассонiвським потоком iмпульсiв,

що повнiстю збiгається з отриманим ранiше виразом [22, Рiвн. (3)].

У випадку, коли вхiднi МСI розподiленi згiдно розподiлу Ерланг-2, тобто

згiдно (1.39) для n = 2, з Рiвн. (1.40) отримуємо наступнi першi два моменти

функцiї розподiлу:

µ0
1 =

4eλτ − 2− 2λτ

λ (eλτ − 1− λτ)
, (1.42)
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та

µ0
2 =

20e2λτ + 6(1 + λτ)2 + 2eλτ
(︁
−9− 9λτ + 2λ2τ 2

)︁

λ2 (1− eλτ + λτ)
2 . (1.43)
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Роздiл 2

Статистика активностi нейрона з затриманим

гальмiвним ЗЗ, стимульованого процесом Пуассона

2.1 Вступ

Мозок складається з багатьох нейронiв, з’єднаних мiж собою. У мозку

є два головнi типи нейронiв — збуджувальнi та гальмiвнi. Для виконання

когнiтивних завдань в корi головного мозку повинен пiдтримуватися баланс

мiж активнiстю цих двох типiв нейронiв [26, 27]. Нещодавно було вiдзначе-

но важливiсть розгальмування кори (cortical disinhibition), тобто тимчасово-

го зменшення активностi гальмiвних нейронiв, для навчання та пам’ятi [28],

сенсомоторної iнтеграцiї [29], локомоцiї [30], соцiальної поведiнки [31] та ува-

ги [32]. Розгальмування може бути досягнуте рiзними способами, наприклад,

шляхом нейромодуляцiї [30,31], передачою гальмiвних стимулiв на далекi вiд-

станi (мiж рiзними частинами кори) [33], а також на рiвнi локальних ланцю-

гiв. В останньому випадку для деяких типiв гальмiвних нейронiв їх розгаль-

мування здiйснюється за рахунок гальмування прямої подачi (feedforward

inhibition), отриманого вiд iнших нейронiв [34]. Навпаки, для нейронiв, що

експресують парвальбумiн (PV-нейрони), основним джерелом гальмування є

аутаптична передача [3]. Останнє означає, що PV-нейрони посилають сина-

птичнi зв’язки не тiльки до iнших нейронiв, але i на себе самих. Такi синапси

Матерiали цього роздiлу базуються на публiкацiях [7, 10].
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називаються аутапсами. Вони також були знайденi в iнших вiддiлах мозку

за межами кори головного мозку [35–38]. Однак функцiя аутапсiв за межами

кори ще не дослiджена [39].

Як уже було зазначено у Розд. 1.1, бiльшiсть нейронiв мозку стимулюю-

ться послiдовностями спайкiв, якi виглядають випадковими [2, 40–45]. Мате-

матично такi послiдовностi зазвичай описуються як стохастичний точковий

процес [1], див. Розд. 1.1.1. Часто для опису активностi нейронiв використову-

ється найпростiший випадок точкового процесу, а саме процес Пуассона. Для

процесу Пуассона, iнтенсивнiсть точкового процесу, означена Рiвн. (1.1), є по-

стiйною (1.3). Вона не залежить вiд попередньої iсторiї точкового процесу. Це

призводить до того, що розподiл МСI є експоненцiйним (1.4) та окремi МСI

є незалежними. У деяких випадках опис нейронної активностi процесом Пу-

ассона експериментально пiдтверджується [40–42]. Проте в багатьох iнших

випадках як i експериментальнi данi [2, 43–45], так i теоретичнi мiркуван-

ня [46] виключають можливiсть, що активнiсть нейронiв може бути описана

процесом Пуассона.

Якщо послiдовнiсть спайкiв є реалiзацiєю процесу Пуассона, то регуляр-

нiсть МСI, або регулярнiсть спайкiв, є низькою. Проте є експериментальнi до-

кази того, що деякi нейрони кори генерують спайки з точнiстю до мiлiсекунди

у вiдповiдь на сенсорнi стимули [47,48]. У роботi [49] було експериментально

встановлено, що гальмiвнi аутапси пiдвищують точнiсть синхронiзацiї спайкiв

на мiлiсекундному масштабi. Останнє важливо в ситуацiях, коли iнформацiя

в мозку передається за допомогою точних часових положень спайкiв (згадане

у Розд. 1.1 часове кодування).

Вплив рiзних типiв аутапсiв на нейронну активнiсть детально вивчала-

ся, див., наприклад, [50–59]. Хоча теоретичних дослiджень нейронiв з ау-

тапсами багато, бiльшiсть iз них використовують чисельний пiдхiд, напри-

клад [50,53–58]. Аналiтичнi, математично строгi результати щодо активностi

нейронiв з аутапсами є нечисленнними i отриманi для окремих нейронних
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моделей, якщо стимуляцiя є детермiнiстичною, наприклад, постiйним стру-

мом [59]. Єдиною аналiтично дослiдженою нейронню моделлю з аутапсом при

стохастичної стимуляцiї є ЗН [51,52]. Так, для моделi ЗН аналiтично було до-

ведено, що коли зв’язуючий нейрон iз збуджувальним аутапсом [51] або галь-

мiвним [52] стимулюється пуассонiвським потоком збуджувальних iмпульсiв,

отриманий вихiдний потiк не є пуассонiвським.

У цьому роздiлi дослiджується статистика активностi нейрона з галь-

мiвним аутапсом, або, iншими словами, затриманим гальмiвним зворотним

зв’язком (ЗЗ), оскiльки такi нейрони є поширеними в корi головного мозку, а

також тому, що наявнiсть затриманого гальмiвного ЗЗ може бути причиною

появи часової структури у вихiднiй нейроннiй активностi (непуассонiвської

статистики), навiть якщо її немає у вхiдному потоцi (з пуассонiвською ста-

тистикою).

У цьому роздiлi ми отримуємо аналiтичнi результати для ряду нейронних

моделей, коли стимулюючий процес є пуассонiвським. Акцент зроблений на

ролi гальмiвного аутапсу, або затриманого гальмiвного ЗЗ. Це означає, що

ми приймаємо як задану функцiю щiльностi ймовiрностi МСI p0(t) для того

ж самого нейрона, але без зворотного зв’язку, коли вiн стимулюється пуас-

сонiвським потоком збуджувальних iмпульсiв, див. верхню частину Рис. 2.1.

Маючи функцiю розподiлу p0(t), ми обчислюємо функцiю розподiлу p(t) ви-

хiдних МСI для нейрона iз затриманим гальмiвним ЗЗ, див. Розд. 2.3. У цiй

роботi ми розглядаємо швидке хлорне гальмування, див. Розд. 2.2.2.

Ми математично сторого розраховуємо розподiл iнтервалiв мiж спайками

для нейрона з гальмiвним аутапсом не для однiєї конкретної моделi, а для на-

бору неадаптивних спайкових нейронанних моделей, зазначених у Розд. 2.2.1,

який включає модель IНВ та ЗН. Отриманий загальний вираз для розподi-

лу вихiдних МСI p(t) перевiряється чисельним моделюванням стохастичного

процесу, див. Рис. 2.2. Виявилося, що початкового вiдрiзка, знайденого для

p(t), достатньо для вираження статистичних моментiв p(t) через моменти
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p0(t), див. Розд. 2.3.2. Отриманi в цьому роздiлi результати застосовуються

до випадку нейрона з порогом 2, див. Розд. 2.3.4. Ми показали, що тодi роз-

подiл вихiдних МСI p(t) має модельно-незалежну частину, коли ймовiрнiсть

деяких тривалостей МСI не залежить вiд нейронної моделi, i вона знайдена

явно. Для IНВ з порогом 2 при стимуляцiї потоком Пуассона обчислюються

першi два моменти p(t). Помiчено, що регулярнiсть спайкiв, згенерованих

нейроном з гальмiвним аутапсом, може збiльшуватися в порiвняннi з випад-

ком нейрона без ЗЗ, див. Рис. 2.3.

Протягом усiх розрахункiв ми очiкуємо, що активнiсть нейронiв перейшла

на стацiонарний режим. Це не обов’язково так, що для будь-якої нейронної

моделi та початкових умов стохастична активнiсть з часом наближається до

стацiонарного режиму. У Розд. 2.3.1 ми вказуємо умову на нейронну модель,

див. Рiвн. (2.11), яка гарантує вихiд нейронної активностi на стацiонарний

режим, i знаходимо точнi характеристики цього стацiонарного режиму.

2.2 Методи

2.2.1 Клас нейронних моделей, якi дослiджуються

У цьому роздiлi ми розглядаємо множину детермiнiстичних нейронних

моделей iз затриманим гальмiвним ЗЗ пiд час стохастичної стимуляцiї. Ней-

рон перетворює вхiдний точковий пуассонiвських потiк збуджувальних iм-

пульсiв у вихiдний потiк, див. Рис. 2.1. Замiсть того, щоб вказувати конкре-

тну нейронну модель, розглянемо клас нейронних моделей, якi задовольня-

ють наступним умовам:

1. Нейрон є детермiнiстичним, тобто пiд дiєю однакових стимулiв нейрон

створює однаковi послiдовностi спайкiв.
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2. Нейрон стимулюється пуассонiвським потоком збуджувальних iмпуль-

сiв. Це означає, що окремi iнтервали мiж вхiдними iмпульсами є не-

залежними та їх довжини є розподiленими експоненцiйно, див. Рiвн.

(1.4).

3. Нейрон може досягнути порогу збудження лише в момент отримання

вхiдного iмпульсу.

4. Вiдразу пiсля досягнення порогу збудження нейрон генерує спайк i не-

гайно повертається у стан спокою, в якому залишається до отримання

вхiдного iмпульсу.

5. Вихiдна статистика описується функцiєю розподiлу вихiдних мiжспай-

кових iнтервалiв p0(t), де t — довжина вихiдного МСI.

Також ми припускаємо, що, починаючи зi стану спокою, нейрону потрiбно

бiльше одного вхiдного iмпульсу для того, щоб досягнути порогу збудження

i згенерувати вихiдний спайк.

Нейроннi моделi, що задовольняють вказанi вище умови, включають iде-

альний iнтегратор [20], IНВ [20] (див. Розд. 1.2.1), а також ЗН [60] (див. Розд.

1.3.1). Звернiть увагу, що розглянутий клас нейронних моделей є пiдмножи-

ною вiдновлювальних (renewal), або неадаптивних, нейронiв, як визначено

в [61].

2.2.2 Тип зворотного зв’язку

Оскiльки ми розглядаємо нейроннi моделi з гальмiвним аутапсом, кожен

раз, коли нейрон генерує спайк, вiн також входить у лiнiю зворотного зв’язку,

якщо в лiнiї зворотного зв’язку ще немає iмпульсу, див. нижню панель Рис.

2.1. Це додатково означає, що лiнiя зворотного зв’язку може передавати не
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бiльше одного iмпульсу одночасно. Iмпульсу в лiнiї зворотного зв’язку потрi-

бнi ∆ одиниць часу, щоб потрапити в нейрон. Беручи до уваги всi згаданi

властивостi зворотного зв’язку, на початку МСI, тобто одразу пiсля остан-

нього пострiлу, у лiнiї зворотного зв’язку завжди є iмпульс. Якщо лiнiя ЗЗ

була порожньою безпосередньо перед останнiм пострiлом, то iмпульс надхо-

дить у лiнiю ЗЗ через цей пострiл. Iнакше вiн потрапив у лiнiю ЗЗ внаслiдок

попереднього пострiлу i все ще не пройшов повнiстю всю лiнiю ЗЗ. Час, по-

трiбний iмпульсу з лiнiї ЗЗ, щоб досягти нейрона, називається часом життя

i позначається як s, див. нижню панель Рис. 2.1.

Властивостi дiї iмпульсу з лiнiї гальмiвного зворотного зв’язку на нейрон

базується на швидкому гальмуваннi аутапсами PV-нейронiв [62]. Передача iм-

пульсiв по таких аутапсах здiйснюється через рецептори гамма-амiномасляної

кислоти типу А, що є проникними для iонiв хлору. Iмпульс, опосередкований

такими рецепторами, має шунтуючий ефект на збудливу мембрану нейронiв.

Це означає, що збудження / деполяризацiя, якщо така є, зменшується внаслi-

док гальмiвних вхiдних iмпульсiв. Крiм того, гальмiвний iмпульс не впливає

на стан нейронiв, якщо вiн знаходиться у станi спокою. Це тому, що рiв-

новажний потенцiал для iонiв хлору дорiвнює потенцiалу спокою. Наскiльки

зменшується збудження через гальмiвний iмпульс залежить вiд сили гальмiв-

ного синапсу. У цiй роботi ми припускаємо, що гальмiвний iмпульс негайно

повертає нейрон до його стану спокою. Пiсля цього гальмiвний iмпульс не

впливає на нейронний стан.

Зауважимо, що випадок миттєвого гальмiвного зворотного зв’язку (тоб-

то, коли ∆ = 0) вiдповiдає нейрону без зворотного зв’язку для нейронних

моделей, якi дослiджуються в цiй роботi.

Отже, ми припускаємо, що лiнiя затриманого гальмiвного ЗЗ має такi

властивостi:

1. якщо нейрон вистрiлив, то цей iмпульс попадає у лiнiю зворотного
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Рис. 2.1: Зверху: нейрон без зворотного зв’язку, що стимулюється пуассонiв-

ським потоком вхiдних iмпульсiв. Знизу: нейрон iз гальмiвним затриманим

зворотним зв’язком. Як нейрон на рисунку, ми розглядаємо будь-яку ней-

ронну модель, що задовольняє набору умов 1-5 у Розд. 2.2.1.

зв’язку, але лише за умови, що у нiй ще немає iмпульсу;

2. часова затримка ∆ > 0 у лiнiї ЗЗ є сталою;

3. пiсля отримання нейроном iмпульсу з лiнiї зворотного зв’язку вiн мит-

тєво повертається до свого стану спокою, та цей iмпульс негайно забу-

вається.

Основною метою цього роздiлу є отримання розподiлу p(t) iнтервалiв мiж

iмпульсами, що генеруються нейроном з гальмiвним аутапсом при його сти-

муляцiї потоком Пуассона, де t позначає тривалiсть МСI, див. нижню панель

Рис. 2.1. Важливо пiдкреслити, що ми прагнемо виразити p(t) через затрим-

ку зворотного зв’язку ∆ та розподiл iнтервалiв мiж спайками для вихiдного

потоку за вiдсутностi зворотного зв’язку, p0(t), див. верхню панель Рис. 2.1.
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2.3 Результати та їх обговорення

2.3.1 Функцiя розподiлу МСI

Позначимо як f(s) функцiю розподiлу часiв життя s на початку мiжспай-

кового iнтервалу у стацiонарному режимi. Також введемо густину умовної

iмовiрностi p(t|s), яка дозволяє знайти густину iмовiрностi отримати мiж-

спайковий iнтервал тривалiстю t за умови, що на його початку час життя

дорiвнював s. Тодi у стацiонарному режимi функцiя розподiлу p(t) може бу-

ти знайдена за допомогою наступного спiввiдношення [63]:

p(t) =

∆∫︂

0

ds p(t|s)f(s). (2.1)

Функцiя розподiлу часiв життя в стацiонарному режимi та вихiд

на нього

Припустимо, що iснує ансамбль однакових нейронiв. Кожен з них на поча-

тку МСI, тобто в момент останнього пострiлу, має iмпульс у лiнiї зворотного

зв’язку з часом життя s. Крiм того, припустимо, що на початку s має роз-

подiл f0(s). Зрозумiло, що розподiл s можна змiнити лише пiсля пострiлу

нейрона. Позначимо розподiл, отриманий пiсля n-го пострiлу кожного з ней-

ронiв ансамблю як fn(s). У цьому пунктi ми доводимо, що fn(s) збiгається

до розподiлу f(s), який залишається незмiнним пiсля подальших пострiлiв

(стацiонарний).

У роботi [63], щоб знайти розподiл часiв життя f(s), було введено перехi-

дну функцiю P(s|s′). Вона дає густину ймовiрностi отримати на початку МСI

iмпульс у лiнiї ЗЗ з часом життя s за умови, що на початку попереднього МСI
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час життя iмпульсу був рiвним s′. Щоб визначити точний вираз для P(s|s′)

ми враховуємо, що пiсля одного пострiлу час життя може або зменшитися,

або стати рiвним ∆. Тому має мiсце наступне:

s′ ⩽ s < ∆ ⇒ P(s|s′) = 0. (2.2)

Якщо ж s < s′, то пострiл, який зумовлює перехiд вiд s′ до s, вiдбувається

без участi лiнiї зворотного зв’язку. Тому

s < s′ ⇒ P(s|s′)ds = p0(s′ − s)ds, (2.3)

де p0(s) — функцiя розподiлу МСI для нейрона без ЗЗ.

Нарештi, можливо, стартуючи з s′, отримати s = ∆ пiсля наступного

пострiлу. Для того, щоб це сталося, необхiдно i достатньо, щоб протягом пер-

ших s′ одиниць часу не було пострiлiв. Iмовiрнiсть цього дає комплементарна

кумулятивна функцiя розподiлу МСI P 0(s′):

P 0(s′) = 1−
s′∫︂

0

p0(t)dt, (2.4)

що дає iмовiрнiсть вiдсутностi пострiлiв протягом перших s одиниць часу

МСI. Маючи останнє на увазi, можна зробити висновок, що в площинi (s, s′)

на прямiй (s = ∆, s′ – довiльне) P(s|s′) має особливiсть виду:

P 0(s′)δ(s−∆). (2.5)

Тепер, беручи до уваги (2.2-2.5), перехiдну функцiю P(s|s′) можна запи-

сати у наступному виглядi:

P(s|s′) = p0(s′ − s) + P 0(s′)δ(s−∆); s, s′ ∈]0;∆]. (2.6)

Таким чином, якщо розподiл часу життя s на початку одного МСI був
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fn(s), то на початку наступного МСI вiн визначається як

fn+1(s) =

∆∫︂

0

ds′ P(s|s′)fn(s′) =

=

∆∫︂

s

ds′ p0(s′ − s)fn(s
′) + δ(s−∆)

∆∫︂

0

ds′ P 0(s′)fn(s
′),

(2.7)

де було враховано явний вигляд перехiдної функцiї P(s|s′) (2.6).

Оскiльки fn(s) є функцiєю розподiлу, то вона є нормованою на 1:

∆∫︂

0

ds fn(s) = 1.

За допомогою Рiвн. (2.7), можна перевiрити, що норма розподiлу часiв

життя на початку кожного МСI не змiнюється:

∆∫︂

0

ds fn+1(s) =

∆∫︂

0

ds fn(s). (2.8)

Згiдно Рiвн. (2.7), fn(s) може бути представленим таким чином:

fn(s) = gn(s) + anδ(s−∆),

де gn(s) ∈ C([0;∆]), an ∈ [0; 1]. Тодi (2.7) можна переписати як наступну

систему рiвнянь на gn(s) i an:
⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

an+1 =
∆∫︁
0

ds′ P 0(s′)gn(s
′) + anP

0(∆);

gn+1(s) =
∆∫︁
s

ds′ p0(s′ − s)gn(s
′) + anp

0(∆− s).

(2.9)

Однак, оскiльки має мiсце рiвнiсть (2.8), коефiцiєнт an може бути визна-

чений з функцiї gn(s):

an = 1−
∆∫︂

0

ds gn(s),
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який пiсля пiдстановки у друге рiвняння системи (2.9), дає автономний вираз

для послiдовностi {gn(s)}:

gn+1(s) =

∆∫︂

s

ds′ p0(s′ − s)gn(s
′) + p0(∆− s)(1−

∆∫︂

0

ds′ gn(s
′)). (2.10)

Припустимо, що p0(s) ∈ F = C([0;∆]), s ∈ [0;∆]. Тодi Рiвн. (2.10) може

бути записане через оператор M : F → F :

(Mg)(s) =

∆∫︂

s

ds′ p0(s′ − s)g(s′) + p0(∆− s)(1−
∆∫︂

0

ds′ g(s′)).

Якщо ми введемо оператор M̃ : F → F такий, що M = Inv M̃ Inv, де

(Inv g)(s) = g(∆ − s), тодi попереднє рiвняння може бути записане таким

чином:

(M̃g)(s) =

s∫︂

0

ds′ p0(s− s′)g(s′) + p0(s)(1−
∆∫︂

0

ds′ g(s′)).

Якщо виконується умова
∆∫︂

0

p0(s)ds+∆ sup
s∈[0;∆]

p0(s) < 1, (2.11)

тодi оператор M̃ : F → F є стискаючим. З цього слiдує, що послiдовнiсть

{gn(s)}, визначена рiвнiстю gn+1(s) = (M̃g)(s), збiгається до нерухомої точки

оператора M̃ . Це доводить iснування та єдинiсть стацiонарної функцiї розпо-

дiлу часiв життя f(s). Стацiонарний розподiл g(s) є розв’язком наступного

iнтегрального рiвняння:

g(s) =

s∫︂

0

ds′ p0(s− s′)g(s′) + p0(s)(1−
∆∫︂

0

ds′ g(s′)).

Його роз’язок є таким [64, ст. 631]:

g(s) =
g0(s)

1 +
∆∫︁
0

g0(s′)ds′
, (2.12)
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де

g0(s) =
∞∑︂

k=0

(V kp0)(s), (2.13)

i оператор V визначений наступним чином:

(V ϕ)(s) =

s∫︂

0

ds′ p0(s− s′)ϕ(s′), ϕ ∈ F .

Легко переконатися, що ||V || < 1. Останнє гарантує збiжнiсть ряду в

(2.13).

Отже, в стацiонарному режимi, функцiя розподiлу часiв життя f(s), має

наступну форму:

f(s) = g(s) + a δ(∆− s), (2.14)

де g(s) задається Рiвн. (2.12) та (2.13), а коефiцiєнт a визначається з умови

нормованостi f(s):

a =
1

1 +
∆∫︁
0

g0(s′)ds′
. (2.15)

Зауважимо, що результати цього пункту для функцiї розподiлу часiв жи-

ття f(s) слiдують лише з властивостей 1, 2 лiнiї ЗЗ (див. Розд. 2.2.2), та

припущення, що активнiсть нейрона без зворотного зв’язку описується то-

чковим процесом вiдновлення, що слiдує з умов 1-5 Розд. 2.2.1.

Отриманi у цьому роздiлi аналiтичнi результати є справедливими, якщо

виконується умова (2.11), що забезпечує iснування єдиного стацiонарного роз-

подiлу часiв життя f(s). Насправдi, умова (2.11) еквiвалентна вимозi, що

вихiднi МСI за вiдсутностi ЗЗ, якi є меншими за затримку ЗЗ ∆, є мало-

iмовiрними. Ця умова узгоджується з бiологiчними деталями синаптичної

передачi. Справдi, коли синапс (аутапс) передає iмпульси з високою часто-

тою, тобто короткi МСI мають велику iмовiрнiсть, час синаптичної передачi

може бути подовженим до сотень мс через асинхронне синаптичне вивiльне-

ння. Експериментально встановлено, що останнє може статися з аутапсами

62



PV-нейронiв [65]. Однак ми припускаємо, що вплив гальмiвного iмпульсу з

лiнiї зворотного зв’язку на нейрон є миттєвим (див. Розд. 2.2.2 вище).

Густина умовної iмовiрностi p(t|s)

Що стосується функцiї густини умовної iмовiрностi p(t|s), у [66] доведе-

но, що для класу нейронних моделей з затриманим гальмiвним зворотним

зв’язком, що розглядається в даному роздiлi,

p(t|s) = χ(s− t)p0(t) + P 0(s)p0(t− s), (2.16)

де P 0(s) дається Рiвн. (2.4), а χ(t) — функцiя Хевiсайда.

Формула (2.16) отримана з наступних мiркувань. Якщо s > t, то лiнiя

зворотного зв’язку не встигне вплинути на активнiсть нейрону до моменту

найближчого пострiлу i розподiл мiжспайкових iнтервалiв буде таким же, як

i для нейрону без зворотного зв’язку, тобто p0(t). Тому

s > t ⇒ p(t|s)ds = p0(t)ds. (2.17)

Якщо ж s < t, то це означає, що в момент часу s з лiнiї зворотного зв’язку

приходить гальмiвний iмпульс, який повертає нейрон до початкового стану i

далi його активнiсть до наступного пострiлу уже не залежить вiд лiнiї зворо-

тного зв’язку, бо вона до кiнця мiжспайкового iнтервалу залишиться пустою.

Тодi iмовiрнiсть того, що мiжспайковий iнтервал буде рiвний t > s, дорiв-

нює добутку iмовiрностi вiдсутностi пострiлу на промiжку ]0; s], яка рiвна

P 0(s), та iмовiрностi отримати мiжспайковий iнтервал тривалiстю (t− s) за

вiдсутностi зворотного зв’язку, тобто p0(t− s). Тому

s < t ⇒ p(t|s)ds = P 0(s)p0(t− s)ds. (2.18)

З Рiвн. (2.17-2.18) безпосередньо слiдує вираз (2.16) для умовної iмовiрностi

p(t|s).
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Загальний вираз для функцiї розподiлу вихiдних МСI

Iз виразiв (2.1), (2.12-2.16) можна зробити висновок, що для знаходження

функцiї розподiлу мiжспайкових iнтервалiв для нейрону зi затриманим галь-

мiвним ЗЗ p(t) потрiбно знати лише аналогiчну функцiю розподiлу для того

ж нейрону без зворотного зв’язку p0(t) та величину затримки ЗЗ ∆.

Пiдставимо (2.14) y (2.1) i використавши (2.16), отримаємо такий загаль-

ний вираз для функцiї розподiлу p(t) вихiдних МСI для нейрона з затрима-

ним гальмiвним ЗЗ:

p (t) =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

t∫︁
0

P 0 (s) p0 (t− s) g (s) ds+ p0 (t)

(︃
∆∫︁
t

g (s) ds+ a

)︃
, t < ∆;

aP 0 (∆) p0 (t−∆) +
∆∫︁
0

P 0 (s) p0 (t− s) g (s) ds, t > ∆.

(2.19)

Бачимо, що шукана функцiя розподiлу p(t) має розрив у точцi, що вiдпо-

вiдає тривалостi вихiдного МСI, рiвного затримцi в лiнiї ЗЗ ∆:

lim
t→∆−

p(t)− lim
t→∆+

p(t) = a p0(∆).

Отже, маємо наступний алгоритм знаходження функцiї розподiлу p(t),

якщо вiдома p0(t):

1. обчислiть функцiю g(s), використовуючи Рiвн. (2.12), а коефiцiєнт a з

Рiвн. (2.15);

2. знайдiть P 0(t) за допомогою Рiвн. (2.4);

3. пiдставте все згадане вище у Рiвн. (2.19).

Нижче (Розд. 2.3.3 – 2.3.4) ми проiлюструємо отриманi результати у ви-

падку, коли є явний вираз для p0(t).
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2.3.2 Моменти функцiї розподiлу МСI

Позначимо за допомогою µn i µ0
n n-i моменти p(t) i p0(t) вiдповiдно:

µ0
n =

∫︂ ∞

0

tnp0(t)dt, (2.20)

µn =

∫︂ ∞

0

tnp(t)dt. (2.21)

Перший момент µ1 функцiї розподiлу p(t) — це середня тривалiсть вихi-

дного МСI.

Пiдставивши в означення (2.21) моментiв µn вираз для функцiї розподiлу

МСI p(t) (2.19), отримуємо такий вираз:

µn =

∆∫︂

0

dt tn
t∫︂

0

ds P 0(s)p0(t− s)g(s) +

∆∫︂

0

dt tnp0(t)

⎛
⎝

∆∫︂

t

ds g(s) + a

⎞
⎠+

+ aP 0(∆)

∞∫︂

∆

dt tnp0(t−∆) +

∞∫︂

∆

dt tn
∆∫︂

0

ds P 0(s)p0(t− s)g(s) =

= A1 + A2 + A3 + A4.

Розглянемо спочатку доданок A3. Пiсля замiни змiнної iнтегрування t на

(t−∆) отримаємо наступне:

A3 = aP 0(∆)

∞∫︂

0

dt (t+∆)np0(t).

Використовуючи визначення (2.20) моментiв µ0
n розподiлу для нейрону без

зворотного зв’язку i беручи до уваги, що функцiя розподiлу p0(t) нормована

на одиницю, маємо:

A3 = aP 0(∆)
n∑︂

k=0

(︃
n

k

)︃
µ0
k∆

n−k.
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У A4 змiнимо порядок iнтегрування:

A4 =

∆∫︂

0

ds P 0 (s) g(s)

∞∫︂

∆

dt tnp0(t− s),

а потiм i змiнну iнтегрування t на (t− s):

A4 =

∆∫︂

0

ds P 0(s)g(s)

∞∫︂

∆−s

dt (t+ s)np0(t).

Зауважимо, що
∞∫︁

∆−s

dt =
∞∫︁
0

dt−
∆−s∫︁
0

dt. Використовуючи це i нормованiсть

p0(t), а також визначення µ0
n, можна отримати наступне:

A4 =

∆∫︂

0

ds P 0(s)g(s)

(︄
n∑︂

k=0

(︃
n

k

)︃
µ0
ks

n−k

)︄
−

∆∫︂

0

ds P 0(s)g(s)

∆−s∫︂

0

dt (t+ s)np0(t).

(2.22)

Змiнимо порядок iнтегрування в A1. Це дасть такий же вираз як i другий

доданок у (2.22). У результатi пiсля вiднiмання маємо:

µn =

∆∫︂

0

dt tnp0(t)

⎛
⎝

∆∫︂

t

ds g(s) + a

⎞
⎠+ aP 0(∆)

n∑︂

k=0

(︃
n

k

)︃
µ0
k∆

n−k+

+
n∑︂

k=0

(︃
n

k

)︃
µ0
k

∆∫︂

0

ds sn−kP 0(s)g(s).

(2.23)

2.3.3 Початковий вiдрiзок функцiї розподiлу МСI для

нейрона без ЗЗ

Тут ми розглядаємо нейрон без зворотного зв’язку. Зрозумiло, що завдя-

ки умовам 2-3 на нейроннi моделi (див. Розд. 2.2.1) пострiл нейрона може

вiдбутись тiльки в момент одержання вхiдного iмпульса.
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Нехай останнiй пострiл вiдбувся у момент 0 (початок МСI). Позначимо як

t час мiж останнiм i наступним пострiлами. Функцiя розподiлу t i є функцiєю

p0(t).

Зрозумiло, що для кожної з моделей, якi належать множинi, зазначенiй

у Розд. 2.2.1, iснує таке цiле число n, що для нескiнченно малих значень

часу t отримання (n− 1)-ого та менше iмпульсiв на часовому iнтервалi ]0; t]

не викличе пострiлу нейрона, а n-ий вхiдний iмпульс на цьому короткому

промiжку часу зумовлює генерацiю спайку. При цьому не залишається шансiв

для (n + 1)-ого iмпульсу викликати пострiл. Для бiльших значень t пострiл

нейрона може бути викликаний вхiдним iмпульсом з номером n або бiльше.

У такому випадку кажуть, що нейрон має порiг n. Це може бути реалiзовано,

наприклад, для моделi IНВ (див. Розд. 1.2.1), коли виконується умова

(n− 1)h < V0 < nh,

а також для моделi ЗН (див. Розд. 1.3.1) з порогом N0 = n.

Далi, для будь-якого нейрону, що задовольняє умови 1-5 у Розд. 2.2.1, iснує

початковий iнтервал значень t, [0;Tn], такий, що цi значення можуть бути зу-

мовленi приходом зовнiшнього iмпульсу лише пiд номером n. Для з’ясування

величини Tn нам слiд так розташувати в часi першi (n − 1) вхiдних iмпуль-

сiв, щоб одержати найменше збудження в момент одержання n-го вхiдного.

Пiсля цього Tn слiд вибрати найбiльше з таких, що n-й вхiдний, одержаний

в момент Tn, викличе пострiл. Найменше збудження в момент Tn вiд перших

(n−1) вхiдних буде тодi, коли вони розташованi найближче до моменту часу

0. Граничний випадок одержання всiх їх в момент 0 дає збудження в момент

Tn.

Наприклад, для моделi ЗН Tn = τ . Для моделi IНВ Tn можна знайти з

умови

V (Tn) = (n− 1)he−Tn/τ = V0 − h,
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звiдки

Tn = τ log

(︃
(n− 1)h

V0 − h

)︃
.

Згiдно з означенням Tn, будь-якi n вхiдних iмпульсiв, одержанi на iнтер-

валi ]0;Tn], викличуть пострiл в момент одержання останнього з них. p0(t) dt

— це ймовiрнiсть одержати (n − 1) вхiдних iмпульсiв на iнтервалi ]0; t[ i n-й

в iнтервалi [t; t + dt[. Якщо вхiдний потiк — це процес Пуассона, то p0(t) на

iнтервалi ]0;Tn] — розподiл Ерланга порядку n:

p0(t) dt = e−λt (λt)
n−1

(n− 1)!
λdt, t ≤ Tn, (2.24)

де λ — iнтенсивнiсть процесу Пуассона. Останнiй вираз узгоджується з [18,

Рiвн. (21)], де p0(t) на ]0;Tn] знайдено для iнтегруючого нейрона з втратами з

порогом 2, а також з [22, Рiвн. (3)], де p0(t) на ]0;Tn] знайдено для зв’язуючого

нейрону з тим же порогом.

Зауважимо, що фiзичнi властивостi нейрона присутнi в (2.24) тiльки че-

рез Tn. Хiд функцiї p0(t) на ]0;Tn] не залежить вiд фiзичних характеристик

нейрона, а повнiстю визначається вхiдним процесом.

2.3.4 Випадок нейрона з порогом 2

Розглянемо в якостi прикладу нейрон з порогом 2. Далi ми вважатимемо,

що виконується наступна умова:

∆ < T2. (2.25)

Накладання цiєї умови дозволяє знайти модельно-незалежний початко-

вий вiдрiзок функцiї розподiлу p(t) для будь-якого нейрону з порогом 2 зi

швидким гальмiвним зворотним зв’язком, який задовольняє накладенi нами

ранiше умови на клас нейронних моделей (див. Розд. 2.2.1).
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Щоб знайти функцiю розподiлу часiв життя f(s) = g(s) + a δ(∆ − s),

використаємо Рiвн. (2.12) та (2.13) для знаходження g(s), а коефiцiєнт a ви-

значимо з Рiвн. (2.15):

g (s) =
aλ

2

(︂
1− e−2λ(∆−s)

)︂
, (2.26)

a =
4e2λ∆

1 + e2λ∆ (2λ∆+ 3)
. (2.27)

Останнi два вирази узгоджуються з отриманими ранiше iншим способом

для зв’язуючого нейрону з порогом 2 [52, Рiвн. (15-16)].

Оскiльки для класу нейронних моделей без зворотного зв’язку, що розгля-

даються, iснує початковий вiдрiзок функцiї розподiлу довжин мiжспайкових

iнтервалiв (2.24), що є однаковим для усiх моделей з однаковим порогом, то

i те саме ж справедливо i для вiдповiдних нейронних моделей зi зворотним

зв’язком. Знайдемо його.

Для мiжспайкових iнтервалiв t < ∆ за допомогою першої з формул (2.19)

пiсля пiдстановки у неї (2.24), n = 2, (2.27) i (2.26) можна знайти функцiю

розподiлу :

p (t) =
2λe−λt

3 + 2∆λ+ e−2λ∆
×

×
(︃
1

6
λ3t3 − 1

2
λ2t2 + λ2t∆+ λt

(︃
3

2
+

1

4
e−2λ∆ +

1

4
e−2λ(∆−t)

)︃)︃
. (2.28)

Цей вираз повнiстю узгоджується з виразом, отриманим ранiше для ЗН

[52, Рiвн. (21)].

Аналогiчно для ∆ < t < T2 з другої формули (2.19) пiсля iнтегрування:

p (t) =
2λe−λt

3 + 2∆λ+ e−2λ∆
×

×
(︃
λt

(︃
1

2
λ2∆2 +

5

2
λ∆+

7

4
+

1

4
e−2λ∆

)︃
− 1

3
λ3∆3 − 2λ2∆2 − 2λ∆

)︃
. (2.29)

Справедливiсть отриманих формул (2.28-2.29) була перевiрена за допомо-

гою чисельного моделювання методом Монте-Карло стохастичної динамiки
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Рис. 2.2: Приклад функцiї розподiлу МСI для вихiдного потоку IНВ з по-

рогом 2 без ЗЗ ((а), використовується Рiвн. (2.24), n = 2) та з гальмiвним

ЗЗ ((б), використовується Рiвн. (2.28), (2.29). Для обох графiкiв: τ = 20 мс,

V0 = 20 мВ, h = 11.2 мВ, λ = 62.5 с−1. ∆ = 4 мс у (б). (в) — моделювання

Монте-Карло для p(t) (отримано 10 000 000 вихiдних МСI).

IНВ, див. Рис. 2.2. Як бачимо, результати чисельного моделювання, зображе-

нi на графiку (в), вiдтворюють результати аналiтичних розрахункiв, зобра-

жених на графiку (б). Також на Рис. 2.2, графiк (б), добре видно особливiсть

функцiї розподiлу p(t) в околi точки, що вiдповiдає довжинi МСI, рiвнiй часу

затримки в лiнiї ЗЗ. Ця особливiсть вiдсутня для функцiї розподiлу МСI для

вихiдного потоку того ж нейрона, але без ЗЗ, графiк (а).

Щоб знайти моменти функцiї розподiлу p(t), потрiбно пiдставити (2.24),

n = 2, (2.26) i (2.27) у вираз (2.23). Наприклад, для середнього МСI µ1 пiсля

обрахунку всiх iнтегралiв у (2.23), n = 1, отримуємо:

µ1 = a(µ0
1 +∆) =

4e2λ∆

1 + e2λ∆ (2λ∆+ 3)

(︁
µ0
1 +∆

)︁
. (2.30)

Остання формула повнiстю узгоджується з отриманою ранiше для ЗН з

порогом 2 [52, Рiвн. (23)].

Аналогiчно для другого моменту µ2, використовуючи Рiвн. (2.23), n = 2,

маємо:

µ2 =
2
(︁
−1 + 2µ0

1λ+ 8e∆λ(1− µ0
1λ) + e2∆λ

(︁
−7 + 6λ(µ0

1 +∆) + 2µ0
2λ

2
)︁)︁

λ2 (1 + e2λ∆ (2λ∆+ 3))
.

(2.31)

Варто зауважити, що отриманi формули у цьому пiдроздiлi є справедли-
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Рис. 2.3: Середнє µ1 (а), другий момент µ2 (б) та коефiцiєнт варiацiї (в)

функцiї розподiлу МСI для IНВ з порогом 2, стимульованого пуассонiвським

потоком та з затриманим гальмiвним ЗЗ. Ромби позначають результати чи-

сельної симуляцiї методом Монте-Карло (отримано 10 000 000 вихiдних

МСI для кожного значення ∆), неперервна лiнiя — обчислення згiдно фор-

мул (2.30) (а), (2.31) (б), i (2.32) (в). Для всiх графiкiв: τ = 20 мс, V0 = 20

мВ, h = 11.2 мВ, λ = 62.5 с−1, ∆ ∈ [0; 4.8] мс.

вими для цiлого класу нейронних моделей, тодi як ранiше вони були отриманi

лише для однiєї моделi.

Cереднiй МСI µ1 (2.30) разом iз другим моментом µ2 (2.31) можна вико-

ристовувати для обчислення коефiцiєнта варiацiї (CV) МСI:

CV =

√︁
µ2 − µ2

1

µ1
. (2.32)

Чим менший коефiцiєнт варiацiї МСI, тим вищою є регулярнiсть спайкiв.

Рiвн. (2.30) i (2.31) перевiрялися чисельно за допомогою моделювання

Монте-Карло моделi IНВ з порогом 2 з затриманим гальмiвним ЗЗ при сти-

муляцiї точковим процесом Пуассона. Симуляцiї виконувались для рiзних

значень затримки лiнiї зворотного зв’язку ∆. Значення ∆ були обранi вiдпо-

вiдно до умов (2.11) та (2.25), щоб аналiтичнi результати, отриманi в поточно-

му пiдроздiлi, були справедливими. На Рис. 2.3, вiдображенi результати для

середнього µ1 (а), другого моменту µ2 (б) та коефiцiєнту варiацiї (в) розпо-

дiлу вихiдних МСI. Для аналiтичних розрахункiв, у Рiвн. (2.30) i (2.31) були
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пiдставленi вирази для перших двох моментiв для IНВ з порогом 2 без ЗЗ

(1.33) i (1.34). Спiвпадiння результатiв аналiтичних та чисельних розрахун-

кiв, що вiдображено на Рис. 2.3, вказує на справедливiсть отриманих у даному

роздiлi результатiв. Зi зростанням затримки ЗЗ ∆ монотонно зростають i се-

реднiй МСI, графiк (а), i другий момент функцiї розподiлу МСI, графiк (б),

i регулярнiсть спайкiв, графiк (в). На останнє вказує зменшення коефiцiєн-

ту варiацiї зi зростанням ∆. Збiльшення регулярностi спайкiв узгоджується

з експериментальним спостереженням, що гальмiвнi аутапси пiдвищують то-

чнiсть генерецiї спайкiв на мiлiсекундному масштабi [49]. Зауважте, що точки

на трьох графiках зi значенням ∆ = 0 вiдповiдають випадку нейрона без ЗЗ.
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Роздiл 3

Статистика активностi нейрона з затриманим

гальмiвним ЗЗ, стимульованого процесом вiдновлення

3.1 Вступ

Як було зазначено у Розд. 2.1, теоретичнi дослiдження активностi ней-

ронiв з гальмiвними аутапсами є чисельними. Проте єдиним розглянутим

типом стохастичної стимуляцiї в аналiтичних дослiдженнях є стохастичний

точковий процес Пуассона [51, 52]. Це й не дивно. Для процесу Пуассона iн-

тенсивнiсть точкового процесу завжди однакова (1.3). Вона не залежить вiд

попередньої iсторiї реалiзацiї процесу. Ця властивiсть значно спрощує аналi-

тичнi мiркування та обчислення. Iнша ситуацiя iз загальним стохастичним

процесом вiдновлення. У цьому випадку, на вiдмiну вiд процесу Пуассона,

iнтенсивнiсть процесу залежить вiд попередньої iсторiї точкового процесу, а

саме вiд часу, коли вiдбулася остання подiя (1.2). Добре вiдомо, що в будь-

якiй задачi щодо стохастичних точкових процесiв замiна процесу Пуассона

бiльш загальним процесом справедливо представляє собою аналiтичнi тру-

днощi [1, ст. 277], [67, ст. 5-6].

У цьому роздiлi ми намагаємось визначити, якi типи статистики може ма-

ти нейрон iз затриманим гальмiвним зворотним зв’язком, якщо вiн стимулю-

ється послiдовнiстю випадкових збуджувальних iмпульсiв, що є реалiзацiєю

Матерiали цього роздiлу базуються на публiкацiї [10].
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не пуассонiвського процесу, але все ще процесу вiдновлення. Акцент роби-

ться на ролi затриманого гальмiвного зворотного зв’язку. Це означає, що ми

приймаємо за задану функцiю густини ймовiрностi МСI p0(t) того ж самого

нейрона, але без зворотного зв’язку, коли вiн стимулюється потоком збуджу-

вальних iмпульсiв, iнтервали мiж якими випадково розподiленi вiдповiдно до

розподiлу pin(t), див. Рис. 3.1. Тут pin(t)dt i p0(t)dt — ймовiрнiсть отримання

вiдповiдно вхiдного та вихiдного МСI тривалостi в межах iнтервалу [t; t+dt[.

Знаючи pin(t) та p0(t), ми знайдемо функцiю розподiлу вихiдних МСI p(t)

для нейрону з затриманим гальмiвним зворотним зв’язком, див. нижню ча-

стину Рис. 3.1. У цьому роздiлi, ми також розглядаємо швидке шунтуюче

гальмування, описане у Розд. 2.2.2 вище.

Вiдповiдь було отримано для класу спайкових неадаптивних нейронних

моделей, див. Розд. 3.2, що включає модель IНВ та ЗН. Отриманий загаль-

ний вираз для p(t) перевiрено чисельним моделюванням стохастичного про-

цесу, а також аналiтично для розглянутого в Розд. 2 випадку стимуляцiї типу

Пуассона.

3.2 Методи

Як i в попередньому роздiлi, у цьому роздiлi ми також розглядамо клас

нейронних моделей, якi (без зворотного зв’язку) задовольняють усiм умовам,

вказаним у Розд. 2.2.1, окрiм умови 2. Оскiльки у цьому роздiлi розглядається

бiльш загальний випадок стимуляцiї нейрона стохастичним потоком збуджу-

вальних iмпульсiв, що є реалiзацiєю потоку вiдновлення, (i включає в себе

випадок стимуляцiї потоком Пуассона), умова 2 на клас нейронних моделей,

що розглядатиметься, є наступною:

2. Нейрон стимулюється стохастичним процесом вiдновлення збуджуваль-

них iмпульсiв. Функцiя розподiлу iнтервалiв часу мiж цими iмпульсами за-
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Рис. 3.1: Зверху: нейрон без зворотного зв’язку, що стимулєються точковим

процесом вiдновлення. Знизу: нейрон iз гальмiвним затриманим зворотним

зв’язком. Як нейрон на рисунку, ми розглядаємо будь-яку нейронну модель,

що задовольняє набору умов, зазначених у Розд. 3.2.

дається pin(t), де t — довжина МСI.

Також у цьому роздiлi ми припускаємо, що затриманий гальмiвний зво-

ротний зв’язок має такi ж властивостi, зазначенi в Розд. 2.2.2.

Основною метою цього роздiлу також є отримання розподiлу p(t) iнтер-

валiв мiж iмпульсами, що генеруються нейроном з гальмiвним аутапсом при

стимуляцiї стохастичним точковим процесом вiдновлення, де t позначає три-

валiсть МСI, див. нижню панель Рис. 3.1 . Важливо пiдкреслити, що ми

прагнемо виразити p(t) через затримку ЗЗ ∆, розподiл iнтервалiв мiж спай-

ками для вхiдного потоку pin(t) та вихiдного потоку у випадку вiдсутностi

ЗЗ, p0(t).

3.3 Результати та їх обговорення

3.3.1 Загальний вираз для функцiї розподiлу МСI
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Схема знаходження функцiї розподiлу МСI p(t) є такою ж, як i у попе-

редньому роздiлi (див. Розд. 2.3). Тобто p(t) можна отримати за допомогою

виразу (2.1). Для цього треба знати функцiю розподiлу часiв життя f(s) та

густину умовної iмовiрностi p(t|s).

Оскiльки вираз для функцiї розподiлу часiв життя f(s) у стацiонарному

режимi знаходився з припущень, що активнiсть нейрона без ЗЗ описується

процесом вiдновлення, та властивостей 1 i 2 лiнiї ЗЗ, то результати щодо f(s),

отриманi у Розд. 2.3.1, справедливi i у випадку гальмiвного нейрона зi ЗЗ, що

стимулюєтьcя потоком вiдновлення. Тому вираз для f(s) = g(s) + a δ(∆− s)

дається Рiвн. (2.12) та (2.15) за умови виконання умови (2.11) на функцiю

розподiлу для нейрона без ЗЗ p0(t) та затримку в лiнiї ЗЗ ∆.

Що стосується густини умовної iмовiрностi p(t|s), то її вигляд є iншим у

випадку стимуляцiї нейрона потоком вiдновлення, а не Пуассона. Щоб зна-

йти p(t|s), розглянемо рiзнi випадки спiввiдношень мiж тривалiстю вихiдного

МСI t i часом життя s (див. Рис. 3.2). Звернiть увагу, що на початку кожного

МСI, тобто у момент часу 0, був отриманий вхiдний iмпульс, внаслiдок чого

нейрон стрiляє. Тому у момент часу 0, вхiдний стохастичний процес почи-

нається заново, оскiльки вiн є процесом вiдновлення. У той же момент часу

нейрон перебуває у станi спокою, а в лiнiї зворотного зв’язку є гальмiвний

iмпульс iз часом життя s ∈]0;∆].

Перший можливий випадок — отримати вихiдний МСI тривалiстю t <

s (див. верхню панель Рис. 3.2). Останнє означає, що iмпульс вiд лiнiї ЗЗ

не досягає нейрона пiд час поточного МСI. Таким чином iмовiрнiсть p(t)dt

отримати МСI тривалостi в межах [t; t + dt[ для нейрона зi ЗЗ така ж, як i

для того ж самого нейрона без ЗЗ, тобто

p(t|s) = p0(t), t < s.

Другий випадок — отримання вихiдного МСI тривалiстю t > s. У цьому

випадку слiд розглянути два взаємовиключнi сценарiї. Перший — це вiдсу-
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Рис. 3.2: Взаємозв’язки мiж t, s, а також параметрами s′ i s′′ у трьох вза-

ємовиключних подiях. Верхня панель: подiя “отримання першого вихiдного

iмпульсу у момент часу t < s ”. Середня панель: подiя “отримання першого

вихiдного iмпульсу у момент часу t > s за умови, що перший вхiдний iмпульс

надходить пiсля моменту часу s ”. Нижня панель: подiя “отримання першого

вихiдного iмпульсу в момент часу t > s за умови, що перший вхiдний iмпульс

надходить до моменту часу s ”.
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тнiсть вхiдних iмпульсiв протягом iнтервалу часу ]0; s] (див. середню панель

Рис. 3.2). Подiя “отримання першого вихiдного iмпульсу у момент часу t > s

за умови, що перший вхiдний iмпульс надходить пiсля iмпульсу, що надхо-

дить iз лiнiї ЗЗ”, складається з континууму альтернативних подiй, iндексо-

ваних параметром s′′ ∈]s; t[. s′′ позначає час надходження першого вхiдного

iмпульсу пiд час поточного МСI. Кожна з альтернативних подiй складається

з наступних двох послiдовних та статистично незалежних подiй:

1. Перший вхiдний iмпульс отримано в момент часу s′′ ∈]s; t[. Така подiя

має ймовiрнiсть pin(s′′)ds′′.

2. Вихiдний iмпульс згенеровано в момент часу t > s′′. У момент s′′, вiдра-

зу пiсля отримання вхiдного iмпульсу, завдяки умовi 3 на клас нейрон-

них моделей, нейрон перебуває в тому ж станi, що i на початку МСI у

випадку миттєвого збуджувального зворотного зв’язку, описаного у [24].

Пiсля моменту часу s затриманий гальмiвний ЗЗ вже не впливає на стан

нейрона. Вхiдний стохастичний процес вiдновлення також починається

заново у момент часу s′′. Таким чином, щiльнiсть ймовiрностi отрима-

ти вихiдний МСI тривалiстю t дорiвнює po_if(t − s′′), де po_if(t) — це

функцiя розподiлу для того ж самого нейрона, але з миттєвим збуджу-

вальним зворотним зв’язком замiсть гальмiвного.

Тому ймовiрнiсть розглянутої альтернативної подiї, що iндексується па-

раметром s′′, є pin(s′′)po_if(t− s′′)ds′′dt. Її внесок у p(t|s) є таким:

p(t|s) =
t∫︂

s

ds′′ pin(s′′)po_if(t− s′′), t > s.

Iнший сценарiй у випадку t > s — це подiя “отримання першого вихiдного

iмпульсу в момент t > s, якщо перший вхiдний iмпульс надходить ранiше,

нiж iмпульс з лiнiї ЗЗ”. Вiн складається з континууму альтернативних подiй,

iндексованих двома параметрами s′ ∈]0; s] i s′′ ∈]s; t[ (див. нижню панель на
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Рис. 3.2). s′ i s′′ — це моменти отримання двох послiдовних iмпульсiв iз вхiдної

лiнiї пiд час одного МСI, а саме останнього перед i першого пiсля отримання

iмпульсу з лiнiї ЗЗ вiдповiдно. Кожна альтернативна подiя складається з

трьох послiдовних та статистично незалежних подiй:

1. Останнiй iмпульс iз вхiдної лiнiї до моменту часу s досягає нейрона в

момент s′ < s, i нейрон не стрiляв протягом часового iнтервалу ]0; s′].

Позначимо щiльнiсть ймовiрностi об’єднання таких подiй (отримання

вхiдного iмпульсу в даний момент s′ i вiдсутнiсть пострiлiв протягом

часового iнтервалу ]0; s′]) як P̃
0
(s′).

2. Наступний вхiдний iмпульс пiсля вхiдного iмпульсу у момент часу s′

отримано в момент s′′ > s. Щiльнiсть ймовiрностi такої подiї є pin(s′′ −

s′). Вона не залежить вiд стану нейрона або попереднiх вхiдних iмпуль-

сiв, оскiльки очiкується, що вхiдний потiк є потоком вiдновлення.

3. Нейрон генерує вихiдний iмпульс в момент t > s′′. У момент часу s′′,

одразу пiсля отримання вхiдного iмпульсу, нейрон перебуває в тому

ж станi, що i на початку МСI у випадку миттєвого збуджувального

ЗЗ. Тому щiльнiсть ймовiрностi отримати вихiдний МСI тривалiстю t є

po_if(t− s′′).

Таким чином ймовiрнiсть розглянутої альтернативної подiї, що iндексує-

ться параметрами s′ i s′′, є P̃
0
(s′)pin(s′′ − s′)po_if(t− s′′)ds′ ds′′dt.

Нарештi, пiсля розгляду 3 типiв взаємовиключних подiй, густину умовної

iмовiрностi p(t|s) можна записати таким чином:

p(t|s) = χ(s− t)p0(t)+

t∫︂

s

ds′′po_if(t−s′′)

⎛
⎝pin(s′′) +

s∫︂

0

ds′P̃
0
(s′)pin(s′′ − s′)

⎞
⎠ ,

(3.1)

де χ(s− t) позначає функцiю Хевiсайда.
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У роботi [24] було отримано таке спiввiдношення мiж функцiєю розподi-

лу для нейрона без ЗЗ p0(t) та функцiєю розподiлу для того ж нейрона з

миттєвим збуджувальним ЗЗ po_if(t):

p0(t) =

t∫︂

0

dt′ pin(t′)po_if(t− t′).

Пiсля застосування перетворення Лапласа над останнiм виразом можна

отримати перетворення Лапласа функцiї розподiлу для нейрона з миттєвим

збуджувальним po_if(t) (1.36).

Для того, щоб обчислити p(t), нам ще потрiбно знайти точний вираз для

розподiлу P̃
0
(s′). Його можна знайти наступним чином. Щiльнiсть ймовiрно-

стi вiдсутностi пострiлiв нейрона протягом перших t′ одиниць часу поточного

МСI дається комплементарною кумулятивною функцiєю розподiлу тривало-

стi МСI для нейрона без зворотного зв’язку P 0(t′) (2.4).

Подiя “вiдсутнiсть пострiлiв нейрона протягом перших t′ одиниць часу по-

точного МСI” може бути представлена як сума двох взаємовиключних подiй.

Перша така подiя — це подiя “вiдсутнiсть вхiдних iмпульсiв протягом перших

t′ одиниць часу поточного МСI”. Щiльнiсть ймовiрностi такої подiї дається

комплементарною кумулятивною функцiєю розподiлу тривалостi МСI для

вхiдного потоку:

P in(t′) = 1−
t′∫︂

0

dt′′ pin(t′′). (3.2)

Друга можлива подiя — це подiя “вiдсутнiсть пострiлiв нейрона протя-

гом перших t′ одиниць часу поточного МСI за умови, що протягом цього

часу нейрон отримав хоча б один вхiдний iмпульс”. Така подiя може бути

представлена як континуум альтернативних подiй, iндексованих параметром

s′ ∈]0; t′]. Альтернативна подiя складається з двох послiдовних незалежних

подiй. Перша подiя полягає в тому, що у момент s′ нейрон отримує вхiдний iм-

пульс i не стрiляв протягом часового iнтервалу ]0; s′]. Iмовiрнiсть такої подiї є
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P̃
0
(s′)ds′. Друга подiя — це вiдсутнiсть вхiдних iмпульсiв протягом iнтервалу

часу ]s′; t′]. Звернiть увагу, що у момент часу s′ вхiдний стохастичний про-

цес вiдновлення починається заново. Таким чином, ймовiрнiсть другої подiї

є P in(t′ − s′)dt′.

Отже, функцiю P̃
0
(s′) можна отримати, розв’язавши наступне iнтеграль-

не рiвняння:

P 0(t′) = P in(t′) +

t′∫︂

0

ds′ P̃
0
(s′)P in(t′ − s′). (3.3)

Виконуючи над останнiм рiвнянням перетворення Лапласа та використо-

вуючи спiввiдношення (2.4) та (3.2), можна отримати перетворення Лапласа

функцiї P̃
0
(s):

L{P̃ 0
(t); s} =

L{pin(t); s} − L{p0(t); s}
1− L{pin(t); s}

. (3.4)

Пiсля пiдставлення виразу (3.1) для густини умовної ймовiрностi p(t|s) у

рiвнiсть (2.1) та врахувавши, що f(s) можна представити як у Рiвн. (2.14),

можна отримати такi вирази для p(t):

p(t) =

t∫︂

0

ds g(s)

t∫︂

s

ds′′ po_if(t− s′′)

(︄
pin(s′′)+

+

s∫︂

0

ds′P̃
0
(s′)pin(s′′ − s′)

)︄
+ p0(t)

(︄ ∆∫︂

t

ds g(s) + a

)︄
, t < ∆; (3.5)

p(t) =

∆∫︂

0

ds g(s)

t∫︂

s

ds′′ po_if(t− s′′)

⎛
⎝pin(s′′) +

s∫︂

0

ds′P̃
0
(s′)pin(s′′ − s′)

⎞
⎠+

+ a

t∫︂

∆

ds′′ po_if(t− s′′)

⎛
⎝pin(s′′) +

∆∫︂

0

ds′P̃
0
(s′)pin(s′′ − s′)

⎞
⎠ , t > ∆. (3.6)

Звернiть увагу, що вiдповiдно до Рiвн. (3.5) та (3.6), отримана функцiя

розподiлу p(t) має розрив у точцi, що вiдповiдає тривалостi вихiдного МСI,
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рiвного затримцi в лiнiї ЗЗ ∆:

lim
t→∆−

p(t)− lim
t→∆+

p(t) = a p0(∆).

Пiдводячи пiдсумок, якщо вiдомi функцiї розподiлу вихiдних МСI для то-

го ж самого нейрона без ЗЗ p0(t) та вхiдних МСI pin(t), то функцiя розподiлу

вихiдних МСI для нейрона з гальмiвним затриманим ЗЗ p(t) можна знайти

наступним чином:

1. обчислiть функцiю g(s), використовуючи Рiвн. (2.12), а коефiцiєнт a з

Рiвн. (2.15);

2. обернiть перетворення Лапласа (1.36) функцiї po_if(t);

3. обернiть перетворення Лапласа (3.4) функцiї P̃
0
(t) ;

4. пiдставте все згадане вище у Рiвн. (3.5) та (3.6).

3.3.2 Випадок пуассонiвського вхiдного потоку

Для перевiрки отриманих вище результатiв розглянемо нейрон, стиму-

льований випадковим потоком збуджувальних iмпульсiв, який є реалiзацiєю

точкового процесу Пуассона з постiйною iнтенсивнiстю λ > 0. Тодi iнтервали

мiж вхiдними iмпульсами розподiленi експоненцiйно згiдно Рiвн. (1.4).

Згiдно [24] вiдношення мiж функцiєю розподiлу p0(t) для нейрона без

зворотного зв’язку, стимульованого потоком Пуассона, i функцiєю розподiлу

po_if(t) для того самого нейрона з миттєвим зворотним зв’язком виглядає

наступним чином:

po_if(t) = p0(t) +
1

λ

d

dt
p0(t). (3.7)

Пiсля пiдстановки (1.4) i (3.7) в (3.1), i враховуючи (3.3), можна отримати

вираз для p(t|s), що спiвпадає з Рiвн. (2.16), отриманим у випадку пуассонiв-

ського вхiдного потоку. Звернiть увагу, що у розглянутому випадку вхiдного
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потоку Пуассона вираз для густини умовної iмовiрностi p(t|s) простiший у

порiвняннi з бiльш загальним випадком вхiдного потоку вiдновлення, див.

Рiвн. (3.1). Що стосується f(s), то мiркування, наведенi у Розд. 2.3.1, є спра-

ведливими i у випадку пуассонiвського вхiдного потоку, i у випадку потоку

вiдновлення.

Таким чином, розглянутий у цьому роздiлi загальний випадок вхiдного

потоку вiдновлення включає випадок потоку Пуассона, розглянутий у Розд.

2.

3.3.3 Випадок нейрона з порогом 2, стимульованого по-

током Ерланг-2

Щоб проiлюструвати випадок, коли вхiдний потiк є потоком вiдновлення,

але не є пуассонiвським, по-перше, розглянемо нейронну модель без зворо-

тного зв’язку, яка задовольняє накладеним умовам на нейроннi моделi (див.

Розд. 3.2). Передбачається, що вхiднi МСI розподiленi вiдповiдно до розподi-

лу Ерланг-2 (1.39), n = 2.

Вiдтепер i надалi у цьому пунктi вважається, що нейрон має порiг 2. Це

означає, що 2 вхiднi iмпульси можуть збудити нейрон достатньо для досягне-

ння ним порогу збудження i, як наслiдок, генерацiї вихiдного iмпульсу. Це

може бути реалiзовано, наприклад, для стандартної моделi IНВ (див. Розд.

1.2.1), що задовольняє умовi (1.7).

Аналогiчно до випадку пуассонiвського вхiдного потоку, детально обго-

вореного у Розд. 2.3.3), у розглянутому випадку iснує область тривалостей

МСI t ∈]0;T2[ така, що отриманий вхiдний iмпульс у момент t, що є другим

вхiдним iмпульсом з початку поточного МСI гарантовано спричинить гене-

рацiю вихiдного iмпульсу. Значення T2 не залежить вiд типу вхiдного потоку

(пуассонiвський чи загальний процес вiдновлення), а залежить вiд деталей

83



нейронної моделi.

З визначення T2 випливає, що для МСI тривалiстю менше T2 одиниць часу

подiя генерацiї нейроном вихiдного iмпульсу складається з двох послiдовних

незалежних подiй отримання вхiдного iмпульсу. Тому в такому випадку

p0(t) = λe−λt (λt)
3

3!
, t < T2. (3.8)

Останнє разом з (1.39), n = 2, дозволяє знайти функцiю розподiлу P̃
0
(s′),

s′ < T2. Оскiльки має мiсце Рiвн. (3.4), вираз для P̃
0
(s′) є таким:

P̃
0
(s′) = pin(s′), s′ < T2. (3.9)

Крiм того, для МСI, менших за T2, подiя пострiлу розглянутого нейро-

на, але з миттєвим збуджувальним ЗЗ, є подiєю отримання одного вхiдного

iмпульсу (один iмпульс вже отриманий нейроном на початку МСI через мит-

тєвий ЗЗ). Таким чином, функцiя розподiлу МСI для нейрона з миттєвим

збуджувальним ЗЗ po_if(t) така сама, як i функцiя розподiлу МСI для вхi-

дного потоку pin(t) (1.39), n = 2:

po_if(t) = pin(t) = λ2te−λt, t < T2. (3.10)

По-друге, розглянемо випадок, коли до нейрона, розглянутого у цьому

пунктi, додається лiнiя затриманого гальмiвного ЗЗ. Припустимо, що затрим-

ка в лiнiї ЗЗ ∆ задовольняє умову (2.25).

Звернiть увагу, що для знаходження f(s) явний вираз для p0(t) потрiбен

лише для аргументiв у межах iнтервалу ]0;∆]. Таким чином, якщо викону-

ється умова (2.25), функцiю розподiлу часiв життя f(s) = g(s) + a δ(∆ − s)

можна знайти в розглянутому випадку нейрона з порогом 2, стимульованого

потоком Ерланг-2. Пiсля пiдстановки вiдповiдної для цього випадку функцiї

розподiлу p0(t) (3.8) у Рiвн. (2.12), (2.13) для g(s), можна отримати наступне:

g(s) =
aλe−λ(∆−s)

2
(sinh(λ(∆− s))− sin(λ(∆− s))), s ∈ [0;∆], (3.11)
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де

a =
8

2e−λ∆ (cos (λ∆) + sin (λ∆)) + 2λ∆+ e−2λ∆ + 5
. (3.12)

Нарештi, вирази для pin(t) (1.39), n = 2, p0(t) (3.8), P̃
0
(t) (3.9), po_if(t)

(3.10), i g(s) (3.11) можна пiдставити у (3.5), щоб знайти функцiю розподiлу

для нейрона з гальмiвним ЗЗ p(t) для МСI t < ∆:

p(t) =
aλe−λ(2∆+t)

2880

(︄
− 45(2 + λt) + 45e2λt

(︂
2 + λt

(︁
− 3 + λt(1 + λt)

)︁)︂
+

+ λ2t2
(︂
45 + λt

(︁
75 + 2e2λ∆(150− 30λt+ 60λ∆+ λ3t3)

)︁)︂
+

+ 60eλ∆
(︃
eλtλ3t3 cos

(︁
λ(t−∆)

)︁
+ 3λt(−4 + λ2t2) cos(λ∆)−

− 3eλt
(︂
− 4 + λt

(︁
4 + λt(−2 + λt)

)︁)︂
sin
(︁
λ(t−∆)

)︁
+

+
(︂
12 + λ2t2(−6 + λt)

)︂
sin(λ∆)

)︃)︄
,

(3.13)

i у (3.6) для знаходження p(t) для МСI t ∈]∆;T2[:

p(t) =
aλe−2λ(t+∆)

2880

(︄
15eλt

(︂
− 6 + λt

(︁
− 3 + λt(3 + 5λt)

)︁)︂
+

+ eλ(t+2∆)

(︃
90 + 5λ3t3

(︁
45 + 2λ∆(3 + λ∆)(9 + 2λ∆)

)︁
+

+ 60λ∆
(︂
− 15 + λ∆

(︁
15 + λ∆(10 + λ∆)

)︁)︂
−

− 15λ2t2
(︂
3 + 2λ∆

(︁
− 15 + λ∆(λ∆(10 + λ∆) + 15)

)︁)︂
+

+ 3λt
(︂
255 + 2λ∆

(︁
λ∆(5 + λ∆)(−45 + λ∆(15 + 2λ∆))− 135

)︁)︂)︃
+

+ 60eλ(t+∆)
(︂
3λt(−4 + λ2t2) cos(λ∆) +

(︁
12 + λ2t2(−6 + λt)

)︁
sin(λ∆)

)︂)︄
,

(3.14)

де коефiцiєнт a дається Рiвн. (3.12).

Звернiть увагу, що вирази для функцiї розподiлу МСI p(t) (3.13) та (3.14)

отриманi без зазначення конкретної нейронної моделi. Наприклад, замiсть
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Рис. 3.3: Приклад функцiї розподiлу МСI для вхiдного потоку Ерланг-2

((а), використовується Рiвн. (1.39), n = 2) та для вихiдного потоку ЗН з

порогом 2 iз затриманим гальмiвним ЗЗ, стимульованого потоком Ерланг-2

((б), використовуються Рiвн. (3.13) та (3.14)). Для обох графiкiв: τ = 8 мс,

λ = 1 мс−1. ∆ = 2, 5 мс у (б). (в) — моделювання Монте-Карло для p(t)

(отримано 1 000 000 вихiдних МСI). Загальна ймовiрнiсть пiд кривими

становить 0.996981 (а) та 0.905041 (б), (в).

моделi IНВ ми можемо розглянути iдеальний iнтегратор або модель ЗН. Це

означає, що на деякому початковому iнтервалi тривалостей МСI функцiя роз-

подiлу p(t) є однаковою для цiлого класу нейронних моделей iз затриманим

гальмiвним ЗЗ, що розглядається в цьому роздiлi. Подальший хiд p(t) буде

залежати вiд функцiї розподiлу МСI для нейрона без ЗЗ p0(t), що є рiзним

для рiзних моделей.

Вирази (3.13) та (3.14) для p(t) були чисельно перевiренi за допомогою

моделювання методом Монте-Карло моделi ЗН з порогом 2, стимульованого

потоком Ерланг-2 (1.39), n = 2, та iз затриманим гальмiвним ЗЗ. Параметри

моделi були обранi так, щоб виконувалися умови (2.25) та (2.11). Результати

моделювання наведенi на Рис. 3.3. Як бачимо, результати чисельного мо-

делювання, зображенi на графiку (в), вiдтворюють результати аналiтичних

розрахункiв, зображених на графiку (б). Також на Рис. 3.3, графiк (б), до-

бре видно особливiсть функцiї розподiлу p(t) в околi точки, що вiдповiдає
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довжинi МСI, рiвнiй часу затримки в лiнiї ЗЗ.

Середнє та коефiцiєнт варiацiї МСI

Також у розглянутому випадку можна розрахувати моменти p(t) (2.21).

Перший момент µ1 можна використовувати разом з другим моментом µ2 для

обчислення коефiцiєнта варiацiї тривалостi МСI 2.32 для оцiнки регулярностi

нейронної активностi.

Власне, пiсля пiдстановки виразiв для p(t) (3.5) i (3.6) в означення мо-

ментiв (2.21), отримується спiввiдношення мiж моментами для нейрона iз

затриманим гальмiвним ЗЗ i моментами для того самого нейрона, але з мит-

тєвим збуджувальним ЗЗ. Далi, з Рiвн. (1.36) можна отримати моменти для

нейрона з миттєвим збуджувальним ЗЗ, вираженi через моменти для нейрона

без ЗЗ (2.20):

µo_if
n = (−1)n

dnL{po_if(t); s}
dsn

⃓⃓
⃓⃓
s=0

= (−1)n
dn

dsn

(︃
L{p0(t); s}
L{pin(t); s}

)︃⃓⃓
⃓⃓
s=0

. (3.15)

Тут µ
o_if
n позначає n-ий момент функцiї розподiлу МСI для нейрона з мит-

тєвим збуджувальним ЗЗ:

µo_if
n =

∫︂ ∞

0

tnpo_if(t)dt. (3.16)

З (3.15) випливає, що для розглянутого вхiдного потоку, а саме, задано-

го Рiвн. (1.39), n = 2, має мiсце наступне спiввiдношення мiж моментами

функцiї розподiлу МСI для нейрона з миттєвим ЗЗ µ
o_if
n i без ЗЗ µ0

n:

µo_if
n = µ0

n −
2n

λ
µ0
n−1 +

n(n− 1)

λ2
µ0
n−2,

де µ0
n — n-ий момент функцiї розподiлу МСI для нейрона без ЗЗ, стимульо-

ваного потоком Ерланг-2.

Останнє разом з Рiвн. (3.5), (3.6), (1.39), n = 2, (3.8-3.11) може бути пiд-

ставлено в (2.21) для знаходження моментiв µn функцiї розподiлу МСI для
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нейрона з порогом 2 та з затриманим гальмiвним ЗЗ, стимульованого пото-

ком Ерланг-2, припускаючи, що виконується умова (2.25) для ∆. Наприклад,

середнiй вихiдний МСI µ1 є наступним:

µ1 =
a

2λ

(︁
−1 + 2λ(µ0

1 +∆) + e−2λ∆
)︁
, (3.17)

а другий момент µ2 дається таким виразом:

µ2 =
ae−2λ∆

2λ2
(−7 + 4λµ0

1 + e2λ∆(−17 + 2λ(4µ0
1 + 5∆+ λµ0

2))+

+ 4eλ∆(8− 4λµ0
1 + (−1 + λµ0

1) cos(λ∆) + (1− λµ0
1) sin(λ∆))).

(3.18)

Коефiцiєнт a в (3.17) та (3.18) дається виразом (3.12).

У випадку моделi ЗН моменти µn функцiї розподiлу МСI для нейрона iз

затриманим гальмiвним ЗЗ, що стимулюється непуассонiвським потоком вiд-

новлення, можуть бути обчисленi явно, бо можна явно обчислити вiдповiднi

моменти для нейрона без ЗЗ. Наприклад, якщо розподiлом вхiдних МСI є

розподiл Ерланг-2, то Рiвн. (1.42) разом i (1.43) дають першi два моменти µ0
1

i µ0
2 вiдповiдно для моделi ЗН з порогом 2 без ЗЗ.

Рiвн. (1.42) i (1.43) були використанi для чисельної перевiрки формул

(3.17) та (3.18) шляхом чисельного моделювання методом Монте-Карло мо-

делi ЗН з порогом 2 з затриманим гальмiвним ЗЗ при стимуляцiї потоком

Ераланг-2. Моделювання проводилося для рiзних значень затримки в лiнiї

ЗЗ ∆. Значення затримки були обранi вiдповiдно до умов (2.11) та (2.25),

щоб отриманi в поточному роздiлi результати були застосовними (для отри-

мання бiльш детальної iнформацiї про умову (2.11), див. Розд. 2.3.1). На Рис.

3.4 вiдображенi результати для середнього µ1, графiк (а), другого моменту µ2,

графiк (б), та коефiцiєнту варiацiї розподiлу вихiдних МСI, графiк (в). Спiв-

падiння результатiв аналiтичних та чисельних розрахункiв вказує на справе-

дливiсть отриманих у даному роздiлi результатiв. I середнє µ1, графiк (a), i

другий момент µ2, графiк (б), є бiльшими для нейрона зi ЗЗ в порiвняннi з

випадком нейрона без зворотного зв’язку (коли ∆ = 0). Навпаки, регуляр-

нiсть спайкiв може зменшуватися або збiльшуватися порiвняно з випадком
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Рис. 3.4: Середнє µ1 (а), другий момент µ2 (б) та коефiцiєнт варiацiї (в) фун-

кцiї розподiлу МСI для ЗН з порогом 2, стимульованого потоком Ерланг-2, та

з затриманим гальмiвним ЗЗ. Точки позначають результати чисельної симу-

ляцiї методом Монте-Карло, неперервна лiнiя — обчислення згiдно формул

(3.17) i (1.42) (а); (3.18), (1.42) i (1.43) (б); (2.32) (в). Для всiх графiкiв: τ = 8

мс, λ = 1 мс−1, ∆ ∈ [0; 2.9] мс.

нейрона без ЗЗ залежно вiд часу затримки ЗЗ ∆ для розглянутої моделi ЗН

з конкретними параметрами, як це видно з графiка коефiцiєнту варiацiї (в).

Крiм того, iснує оптимальне значення часової затримки ЗЗ ∆ для збiльшення

регулярностi спайкiв.

3.3.4 Твiрна функцiя моментiв та моменти функцiї роз-

подiлу МСI

Щоб знайти моменти функцiї розподiлу p(t), спочатку обчислимо її твiрну

функцiю моментiв Mt(z):

Mt(z) =

∞∫︂

0

dt eztp(t).

Для цього спочатку пiдставимо в останнiй вираз (2.1), а потiм (3.1). Пiсля

змiни порядку iнтегрування можна отримати такий вираз для твiрної функцiї
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моментiв Mt(z):

Mt(z) = M 0
t (z) +

∆∫︂

0

ds f(s)

s∫︂

0

ds′ ezs
′×

×

(︄
p0(s′)−M

o_if
t (z)pin(s′) + P̃

0
(s′)
(︂
M in

t (z)−
s−s′∫︂

0

ds′′ ezs
′′
pin(s′′)

)︂)︄
, (3.19)

де M
o_if
t (z) — твiрна функцiя моментiв для того самого нейрона, але з мит-

тєвим ЗЗ:

M
o_if
t (z) =

∞∫︂

0

dt eztpo_if(t).

З (3.2) слiдує, що M
o_if
t (z) може бути записана через твiрну функцiю

моментiв функцiї розподiлу вхiдних МСI M in
t (z) та твiрну функцiю моментiв

для нейрона без ЗЗ M 0
t (z):

M
o_if
t (z) =

M 0
t (z)

M in
t (z)

, (3.20)

де

M in
t (z) =

∞∫︂

0

dt eztpin(t)

i M 0
t (z) дається Рiвн. (1.18).

n-ий момент функцiї розподiлу p(t) µn (2.21) може бути обчислений, якщо

n раз продиференцiювати вiдповiдну твiрну функцiю моментiв Mt(z) (3.19)

у точцi z = 0:

µn =
dnMt(z)

dzn

⃓⃓
⃓⃓
z=0

= µ0
n(z) +

∆∫︂

0

ds f(s)

s∫︂

0

ds′

(︄
(s′)

n
p0(s′)+

+
n∑︂

k=0

(︃
n

k

)︃
(s′)

n−k
(︂
P̃

0
(s′)
(︁
µin
k −

s−s′∫︂

0

ds′′ (s′′)
k
pin(s′′)

)︁
− µ

o_if
k pin(s′)

)︄
, (3.21)

де µ
o_if
k — n-ий момент po_if(t), означений у (3.16):

µo_if
n =

dnM
o_if
t (z)

dzn

⃓⃓
⃓⃓
⃓
z=0

.
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Оскiльки має мiсце формула (3.20), моменти µ
o_if
k можуть бути записанi

через моменти функцiй розподiлу p0(t) i pin(t):

µo_if
n = µ0

n +
n∑︂

k=1

(︃
n

k

)︃
µ0
n−k

k∑︂

l=1

(−1)ll!Bk,l(µ
in
1 , µ

in
2 , . . . , µ

in
k−l+1), (3.22)

де µ0
n i µin

n позначають n-i моменти функцiй роподiлу p0(t) i pin(t) вiдповiдно.

Bk,l(µ
in
1 , µ

in
2 , . . . , µ

in
k−l+1) позначають неповнi експоненцiйнi полiноми Белла.

З (3.21) i (3.22) видно, що для знаходження моментiв розподiлу p(t), не-

обхiдно знати pin(t), моменти розподiлу p0(t) µ0
n i явний вираз для p0(t) для

аргументiв в межах iнтервалу [0;∆].
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Роздiл 4

Статистика активностi нейрона з затриманим

збуджувальним ЗЗ

4.1 Вступ

Як уже було зазначено у Розд. 2.1, нейрони з аутапсами є поширени-

ми компонентами нервової системи. Експериментально встановлено, що, як

i нейрони з гальмiвними аутапсами, нейрони зi збуджувальними аутапсами

можуть виконувати важливi функцiї. Так, для морських зайцiв нейрони зi

збуджувальними аутапсами є ключовими для iнiцiацiї та пiдтримки харчо-

вої поведiнки [68]. У корi головного мозку ссавцiв теж є нейрони зi збуджу-

вальними аутапсами. Вони є надзвичайно поширеними серед пiрамiдальних

нейронiв шару V, i рiдко формуються iншими збуджувальними нейронами

кори [4]. Така селективнiсть свiдчить на користь iснування функцiї збуджу-

вальних аутапсiв. Дiйсно, у роботi [4] експериментально пiдтверджено, що

збуджувальнi аутапси сприяють генерацiї нейроном пачкових (англ. burst)

спайкiв. Пачковими спайками називають такi кiлька (2-6) послiдовних спай-

кiв, роздiлених мiж собою значно бiльш короткими часовими промiжками,

нiж iншi спайки у послiдовностi iмпульсiв, згенерованiй одним нейроном. Па-

чковi спайки можуть грати важливу роль у функцiонуваннi нервової системи,

зокрема у передачi iнформацiї, її оборобцi та запам’ятовуваннi [69].

Матерiали цього роздiлу базуються на публiкацiї [8].
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Рис. 4.1: Верхня панель: нейрон без зворотного зв’язку, що стимулюється

пуассонiвським потоком вхiдних iмпульсiв. Нижня панель: нейрон зi збуджу-

вальним затриманим зворотним зв’язком. Як нейрон на рисунку, ми роз-

глядаємо будь-яку нейронну модель, що задовольняє набору умов, вказаних

у Розд. 4.2.1.

У цьому роздiлi ми розглядаємо нейрон зi збуджувальним аутапсом i на-

магаємося з’ясувати, який вплив має наявнiсть затриманого збуджувального

зворотного зв’язку на статистичнi властивостi нейронної активностi. Мате-

матично задача є аналогiчною поставленiй у Розд. 2 i полягає у знаходженнi

функцiї розподiлу мiжспайкових iнтервалiв для нейрону з затриманим збу-

джувальним зворотним зв’язком p(t), який стимулюється пуассонiвським по-

током збуджувальних iмпульсiв, див. верхню частину Рис. 4.1, за умови,

що вiдома аналогiчна функцiя розподiлу p0(t) для нейрону без зворотного

зв’язку та властивостi лiнiї зворотного зв’язку (затримки ∆ у нiй), див. ни-

жню частину Рис. 4.1.
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4.2 Методи

4.2.1 Клас нейронних моделей, якi дослiджуються

Ми розглядаємо клас нейронних моделей (див. верхню частину Рис. 4.1),

властивостi яких описанi у Розд. 2.2.1. Накладемо ще одну додаткову умову, а

саме розглядатимемо лише нейрони з порогом 2 (див. Розд. 2.3.3). Нагадаємо,

що для такого класу нейронiв за умови стимуляцiї точковим процесом Пуас-

сона без ЗЗ функцiя розподiлу для МСI у межах iнтервалу ]0;T2] задається

формулою (2.24), n = 2.

4.2.2 Тип зворотного зв’язку

Додамо до нейрону збуджувальний аутапс, або лiнiю затриманого збу-

джувального ЗЗ (див. нижню частину Рис. 4.1) з такими властивостями:

1. якщо нейрон вистрiлив, то цей iмпульс попадає у лiнiю зворотного

зв’язку, але лише за умови, що у нiй ще немає iмпульсу;

2. часова затримка у цiй лiнiї ∆ > 0 є сталою, i вона задовольняє умову

(2.25);

3. iмпульс, що приходить з лiнiї зворотного зв’язку, є iдентичним до iм-

пульсiв з вхiдної лiнiї.

4.3 Результати та їх обговорення

4.3.1 Функцiя розподiлу МСI
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Схема знаходження функцiї розподiлу мiжспайкових iнтервалiв є такою

ж, як i у випадку гальмiвного зворотного зв’язку, тобто її можна отримати

за допомогою виразу (2.1). Для цього треба знати функцiю розподiлу часiв

життя f(s) та густину умовної iмовiрностi p(t|s) для випадку збуджувального

затриманого ЗЗ.

Вираз для функцiї розподiлу часiв життя f(s) у стацiонарному режимi

(див. Розд. 2.3.1) знаходився за тих же самих умов на нейроннi моделi, що

накладаються у цьому роздiлi. Оскiльки у даному роздiлi ми розглядаємо

лише нейрони з порогом 2 зi затримкою ЗЗ ∆, для якої виконується умова

(2.25), то для такої множини нейронних моделей функцiя розподiлу у ста-

цiонарному режимi f(s) = g(s) + a δ(∆− s) уже була отримана у Розд.2.3.4

i дається Рiвн. (2.26) i (2.27) за умови виконання умови (2.11) на функцiю

розподiлу для нейрона без ЗЗ p0(t) та затримку в лiнiї ЗЗ ∆. Що стосується

умовної iмовiрностi p(t|s), то її вигляд є iншим у випадку збуджувального

затриманого ЗЗ.

Зараз ми розглянемо рiзнi випадки спiввiдношення мiж s i t з метою отри-

мати точний вираз для p(t|s). По-перше, iмовiрнiсть отримати мiжспайковий

iнтервал довжиною t меншою, нiж час життя s, не залежить вiд наявностi

лiнiї зворотного зв’язку i є такою ж, як i для нейрона без зворотного зв’язку.

Тому

t < s ⇒ p(t|s) dt = p0(t) dt.

По-друге, iснує ненульова iмовiрнiсть отримати вихiдний МСI довжиною

t = s. Для того, щоб це сталося, нейрон повинен отримати рiвно один iмпульс

з вхiдної лiнiї перед отриманням iмпульсу з лiнiї зворотного зв’язку. Умова

(2.25) на затримку ЗЗ ∆ забезпечує те, що в момент часу t ∈]s − ϵ; s + ϵ[

нейрон буде достатньо збуджений для досягнення ним порогу збудження в

момент приходу iмпульсу з лiнiї зворотного зв’язку. Iмовiрнiсть такої подiї,

тобто отримання першого вiд початку МСI iмпульсу з пуассонiвського вхi-
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дного потоку у момент часу t з точнiстю dt, є λte−λt. Тому

t ∈]s− ϵ; s+ ϵ[⇒ p(t|s)ds = λte−λtδ(t− s)ds.

По-третє, якщо ми отримали мiжспайковий iнтервал довжини t > s, це

означає, завдяки умовi (2.25) на затримку ЗЗ ∆, що перед отриманням ней-

роном iмпульсу з лiнiї зворотного зв’язку вiн перебував в станi спокою, тобто

до цього не отримав жодного iмпульсу з вхiдної лiнiї. Iмовiрнiсть такої подiї

є e−λsds. Одразу пiсля отримання iмпульса з лiнiї зворотного зв’язку нейрон

перебуває в такому ж станi, що i на початку мiспайкового iнтервалу у ви-

падку миттєвого зворотного зв’язку (тобто, коли ∆ = 0; див. [24]) замiсть

затриманого. Тодi маємо наступне:

t > s ⇒ p(t|s) dt = e−λspo_if(t− s) dt,

де функцiя розподiлу МСI po_if(t) для нейрона з миттєвим ЗЗ, який стиму-

люється пуассонiвським потоком iмпульсiв, дається Рiвн. (3.7).

Отже, вираз для умовної iмовiрностi p(t|s) можна записати у наступному

виглядi:

p(t|s) = χ(s− t)p0(t) + λte−λtδ(t− s) + e−λspo_if(t− s), (4.1)

де χ(t) — функцiя Хевiсайда.

Пiсля пiдстановки (4.1) i (2.14) в (2.1), можна отримати наступнi загальнi

точнi вирази для рiзних областей довжин мiжспайкових iнтервалiв:

p(t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t∫︁
0

ds e−λspo_if(t− s)g(s)+

+p0(t)(
∆∫︁
t

ds g(s) + a) + g(t)λte−λt, t < ∆;

aλ∆e−λ∆δ(t−∆), t ∈]∆− ϵ; ∆ + ϵ[;

ae−λ∆po_if(t−∆)+

+
∆∫︁
0

ds e−λspo_if(t− s)g(s), t > ∆.

(4.2)

97



Бачимо, що отримана функцiя розподiлу p(t) має особливiсть у виглядi δ-

функцiї Дiрака у точцi, що вiдповiдає затримцi у лiнiї зворотного зв’язку.

Отже, маємо наступний алгоритм для знаходження функцiї розподiлу

МСI для нейрона з затриманим збуджувальним ЗЗ p(t), якщо вiдома вiд-

повiдна функцiя розподiлу для того ж нейрона без ЗЗ p0(t):

1. знайти po_if(t) за допомогою рiвняння (3.7);

2. пiдставити отриманий вираз для po_if(t), функцiю розподiлу МСI для

нейрона без ЗЗ p0(t) та функцiю розподiлу f(s), що дається Рiвн. (2.26)

i (2.27), у (4.2).

4.3.2 Модельно-незалежний початковий вiдрiзок розпо-

дiлу МСI

У випадку збуджувального зворотного зв’яку аналогiчно до випадку галь-

мiвного ЗЗ (див. Розд. 2.3.4 i 3.3.3) також iснує початковий вiдрiзок функцiї

розподiлу p(t), що є однаковим для усiх моделей, що розглядаються у дано-

му роздiлi (див. Розд. 4.2.1). Ми можемо знайти p(t) на цьому початковому

вiдрiзку ]0;T2[, пiдставивши (2.24), n = 2, (3.7), (2.27) та (2.26) у (4.2). У

результатi отримаємо наступне:

p(t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λe−λt

3 + 2∆λ+ e−2λ∆
(e−2λ∆

(︁
1− e2λt(1 + λt)

)︁
+

+λt(7 + 2∆λ)− 2λ2t2), t < ∆;
4λ∆e−λ∆

3 + 2∆λ+ e−2λ∆
δ(t−∆), t ∈]∆− ϵ; ∆ + ϵ[;

λe−λt, t ∈]∆;T2[.
(4.3)

Цей вираз, доведений тут для будь-якої нейронної моделi, яка задовiльняє

умови, зазначенi у Розд. 4.2.1), повнiстю узгоджується з [51, Рiвн. (12-14)],
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Рис. 4.2: Приклад функцiї розподiлу МСI для вихiдного потоку IНВ з поро-

гом 2 без ЗЗ ((а), використовується Рiвн. (2.24), n = 2) та зi збуджувальним

ЗЗ ((б), використовується Рiвн. (4.3)). Для обох графiкiв: τ = 20 мс, V0 = 20

мВ, h = 11.2 мВ, λ = 62.5 с−1. ∆ = 4 мс у (б). (в) — моделювання Монте-

Карло для p(t) (отримано 1 000 000 вихiдних МСI). Загальна ймовiрнiсть

пiд кривими становить 0.03726 (a) та 0.42205 (б).

де була отримана функцiя розподiлу МСI лише для моделi ЗН. Варто за-

уважити, що отриманий у даному роздiлi початковий вiдрiзок ]0;T2[ функцiї

розподiлу p(t) (4.3) однаковий для всiх моделей нейронiв, що задовольняють

зазначенi умови.

Справедливiсть отриманих формул (4.3) була перевiрена за допомогою

чисельного моделювання методом Монте-Карло стохастичної динамiки IНВ

(див. Рис. 4.2). Параметри моделi було обрано такими, щоб виконувалися

умови (2.11) та (2.25). Як бачимо, результати чисельного моделювання, зо-

браженi на графiку (в), вiдтворюють результати аналiтичних розрахункiв,

зображених на графiку (б). Також на Рис. 4.2, графiк (б), добре видно осо-

бливiсть функцiї розподiлу p(t) в околi точки, що вiдповiдає довжинi МСI,

рiвнiй часу затримки в лiнiї ЗЗ ∆. Ця особливiсть вiдсутня для функцiї роз-

подiлу МСI для вихiдного потоку того ж нейрона, але без ЗЗ, графiк (а).

Також загальна iмовiрнiсть МСI тривалiстю t ∈]0;T2[ значно бiльша у ви-

падку нейрона зi збуджвальним ЗЗ, графiк (б), нiж за вiдсутностi ЗЗ, графiк

(а).
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Рис. 4.3: Середнє µ1 (а), другий момент µ2 (б) та коефiцiєнт варiацiї (в)

функцiї розподiлу МСI для IНВ з порогом 2, стимульованого пуассонiвським

потоком та з затриманим збуджувальним ЗЗ. Ромби позначають результати

чисельної симуляцiї методом Монте-Карло (отримано 10 000 000 вихiдних

МСI для кожного значення ∆), неперервна лiнiя — обчислення згiдно формул

(4.5) (а), (4.7) (б), i (2.32) (в). Для всiх графiкiв: τ = 20 мс, V0 = 20 мВ,

h = 11.2 мВ, λ = 62.5 с−1, ∆ ∈ [0; 4.8] мс.

4.3.3 Моменти функцiї розподiлу МСI

n-ий момент функцiї розподiлу p(t) µn може бути виражений через мо-

менти функцiї розподiлу нейрона без ЗЗ µ0
n, означенi у Рiвн. (2.20), пiсля

пiдстановки (4.2) i (3.7) у (2.21):

µn = aλ∆n+1e−λ∆ +

∆∫︂

0

dt tn

⎛
⎝p0(t)

∆∫︂

t

ds g(s) + g(t)λ∆e−λ∆ + ap0(t)

⎞
⎠+

+
n∑︂

k=0

(︃
n

k

)︃(︃
µ0
k −

1

λ
kµ0

k−1

)︃⎛
⎝ae−λ∆∆n−k +

∆∫︂

0

ds g(s)e−λssn−k

⎞
⎠ .

(4.4)

Точний вираз для першого моменту p(t) (середнiй МСI) є таким:

µ1 =
2
(︁
−1 + λµ0

1 + e2λ∆(−1 + λµ0
1 + 2λ∆)

)︁

λ
(︁
1 + e2λ∆(2λ∆+ 3)

)︁ . (4.5)
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У випадку миттєвого ЗЗ, тобто коли ∆ = 0, для середнього МСI маємо:

µ
o_if
1 = µ0

1 −
1

λ
. (4.6)

Що стосується другого моменту µ2 функцiї розподiлу вихiдних МСI p(t),

точний вираз є наступним:

µ2 =
2

λ2
(︁
1 + e2λ∆(2λ∆+ 3)

)︁(︁4 + λ− 4µ0
1λ+ µ0

2λ
2+

+e2∆λλ(−1 + µ0
2λ+ 2∆λ) + 2e∆λ(−2−∆2λ3 +∆3λ3)

)︁
.

(4.7)

У випадку миттєвого ЗЗ маємо наступний вираз для другого моменту:

µ
o_if
2 = µ0

2 −
2

λ
µ0
1. (4.8)

(4.6) i (4.8) повнiстю узгоджуються з [24, Рiвн. (7),(8)], де були отриманi

зв’язки мiж першими двома моментами для нейрона з миттєвим зворотним

зв’язком та для такого ж нейрона, але без зворотного зв’язку.

Рiвн. (4.5) i (4.7) перевiрялися чисельно за допомогою моделювання Мон-

те-Карло моделi IНВ з порогом 2 з затриманим збуджувальним ЗЗ при стиму-

ляцiї точковим процесом Пуассона. Симуляцiї виконувались для рiзних зна-

чень затримки лiнiї зворотного зв’язку ∆. Значення ∆ були обранi вiдповiдно

до умов (2.11) та (2.25), щоб аналiтичнi результати, отриманi в даному роздi-

лi, були справедливими. На Рис. 4.3, вiдображенi результати для середнього

µ1 (а), другого моменту µ2 (б) та коефiцiєнту варiацiї (в) розподiлу вихiдних

МСI. Для аналiтичних розрахункiв у Рiвн. (4.5) i (4.7) були пiдставленi вирази

для перших двох моментiв для IНВ з порогом 2 без ЗЗ (1.33) i (1.34). Спiвпа-

дiння результатiв аналiтичних та чисельних розрахункiв, що вiдображено на

Рис. 4.3, вказує на справедливiсть отриманих у даному роздiлi результатiв. Зi

зростанням затримки ЗЗ ∆ монотонно спадають i середнiй МСI, графiк (а),

i другий момент функцiї розподiлу МСI, графiк (б), i регулярнiсть спайкiв,

графiк (в). На останнє вказує зменшення коефiцiєнту варiацiї зi зростанням

∆. Зауважте, що точки на трьох графiках зi значенням ∆ = 0 вiдповiдають

випадку нейрона з миттєвим збуджувальним ЗЗ, описаним у [24].
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Рис. 4.4: Приклади послiдовностей спайкiв для вхiдного потоку Пуассона з

iнтенсивнiстю λ = 130 с−1 (а), для вихiдного потоку IНВ з порогом 2 без

ЗЗ (λ = 300 с−1) (б) та зi збуджувальним ЗЗ (λ = 220 с−1) (в). Значення λ

обиралися таким чином, що загальна кiлькiсть спайкiв на iнтервалi 0 — 500

мс була однакова для всiх розглянутих випадкiв. Можна помiтити, що у ви-

падку (б) спайки розподiленi бiльш рiвномiрно, нiж у випадку (а). Зауважте

послiдовностi МСI тривалiстю ∆ у перiоди мiж † та ‡ у випадку (в).

Незважаючи на нерегулярнiсть активностi нейронiв зi збуджувальним ЗЗ,

вони можуть генерувати пачковi iмпульси, роздiленi ∆ одиницями часу. Це

пояснюється наявнiстю δ-функцiї у розподiлi вихiдних МСI p(t), див. Рiвн.

(4.2). Приклад такої нейронної активностi можна бачити на Рис. 4.4, (в).

Така поведiнка узгоджується з експериментальним спостереженням, що збу-

джувальнi аутапси сприяють генерацiї нейроном пачкових iмпульсiв [4].
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Роздiл 5

Cамоорганiзацiя нейронної активностi в часовiй областi

за наявностi опосередкованих затриманих зворотних

зв’язкiв

5.1 Вступ

Записи електричної активностi нейронiв нижньої скроневої кори (inferi-

or temporal colliculus, IТ) виявили клiтини з незвичайними властивостями в

порiвняннi з клiтинами первинної зорової кори [70–72]. По-перше, цi клiтини

мають надзвичайно розширенi рецептивнi поля, тобто вiдгукуються на зоровi

стимули пред’явленi практично в будь-якому мiсцi зорового поля. По-друге,

цi клiтини є вибiрковими для складних функцiй / об’єктiв, таких як скла-

днi форми, тобто реагують на однi вiзуальнi об’єкти i не реагують на iншi.

По-третє, ця селективнiсть iнварiантна вiдносно перетворень, таких як змi-

на положення об’єкту у просторi, його орiєнтацiя, розмiр, колiр, текстура,

контраст, мiсце розташування на сiткiвцi ока [73, 74]. Крiм цього, вiдповiдь

цих клiтин стабiльна зi змiною контексту та наявностi iнших об’єктiв (толе-

рантнiсть до шуму). Це виглядає так, нiби первиннi зоровi сигнали позбав-

ляються надмiрної iнформацiї пiд час процесу обробки на вiзуальних шля-

хах [74–76]. Цiкаво, що схожа редукцiя iнформацiї характерна для сенсорних

Матерiали цього роздiлу базуються на публiкацiї [6].
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шляхiв iнших модальностей, таких як слух [77] i нюх [78, 79], а також для

первинних зорових областей, див. огляд в [80].

На сенсорнiй периферiї iнформацiя про зовнiшнiй свiт мiстить всi данi,

якi первиннi сенсорнi одиницi, такi як фоторецепторнi клiтини ока, або оль-

факторнi рецептори нюху здатнi вiдчувати i передавати далi. У певному сенсi

представлення зовнiшнього свiту на сенсорнiй периферiї може розглядатися

як неперервне [81]. З iншого боку, в бiльш центральних дiлянках мозку, як

IТ або мультимодальнi областi, де вiдбувається розпiзнавання i сприйняття

/ перцепцiя реальних об’єктiв, представлення реального свiту є концепту-

альним i таким чином має бiнарний, дискретний характер. Цей процес пере-

творення вхiдних сенсорних стимулiв вiд неперервного, надмiрно деталiзова-

ного представлення до бiнарного концептуального вiдбувається за рахунок

редукцiї надлишкової iнформацiї. Це явище iнодi називається конденсацiєю

iнформацiї [81]. Зокрема, у зоровому сприйняттi також використовується тер-

мiн “редукцiя розмiрностi” [74].

Головне питання цього роздiлу : яким може бути фiзичний механiзм кон-

денсацiї iнформацiї? Вiзуальне сприйняття швидке: демонстрацiї зображення

протягом 50 мс достатньо для формування вiдповiдного стану сприйняття

(розпiзнавання пред’явленого об’єкту). Важко очiкувати фiзичних структур-

них змiн в нейроннiй мережi протягом цього короткого перiоду. Якщо ми

погоджуємося з H. Barlow [82] та Френсiсом Крiком [83], що “активнiсть ней-

ронiв i є процесом мислення”, то слiд очiкувати, що саме просторово-часовий

паттерн нейронної активностi в мережi i є тим фiзичним субстратом, який

змiнюється в процесi сприйняття (розпiзнавання) i, врештi-решт, формує стан

сприйняття предмета, який було пред’явлено сенсорнiй периферiї.

Можливий механiзм такої змiни запропонував D. MacKay як самоорга-

нiзацiю в часовiй областi [84]. Завдяки самоорганiзацiї, просторово-часова

динамiка нейронної активностi в iмпульснiй мережi здатна виходити на один

i той же режим у вiдповiдь на кiлька рiзних початкових стимулiв. Це мо-
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жна розглядати як фiзичний механiзм редукцiї надмiрної iнформацiї. Цей

механiзм був перевiрений у [5] для мережi, що складається з 5 зв’язуючих

нейронiв. Було виявлено, що ця проста мережа може мати кiлька сотень рi-

зних перiодичних режимiв, кожен з яких є результатом стимуляцiї будь-яким

стимулом з вiдповiдної режиму множини. Отримання одного i того ж кiнце-

вого режиму у вiдповiдь на рiзнi стимули означає, що вiдповiднi динамiчнi

траєкторiї зближуються i, нарештi, збiгаються в часi, i це може бути тим фi-

зичним механiзмом, який робить певнi клiтини в IТ нечутливими до певних

вiдмiнностей у первинних зорових стимулах.

У теорiї механiчних динамiчних систем збiжнiсть траєкторiй є добре вi-

домим явищем, яке є наслiдком механiчного / в’язкого тертя. Системи цього

типу можна описати диференцiйними рiвняннями, що пiддаються стандар-

тному аналiзу на стiйкiсть. В iмпульснiй мережi електричнi втрати у нейро-

нах є аналогом тертя в механiчнiй системi. Це пояснюється тим, що внаслiдок

втрат електрична енергiя, пов’язана з напругою на мембранi нейрона, розсiю-

ється в тепло аналогiчно розсiянню механiчної енергiї через механiчне тертя.

Але динамiка нейронiв не є гладкою, кожен нейронний пострiл вносить роз-

рив в функцiї, якi описують динамiку стану нейронної мережi, що робить

цi системи непридатними для стандартного аналiзу на стiйкiсть. Це може

пояснити нечисленнiсть дослiджень цих систем. Серед таких дослiджень, ме-

режа нейронiв, розглянута в [85, 86], має нульовi затримки мiжнейронної ко-

мунiкацiї. Мережа складається з нейронiв без втрат (iдеальнi iнтегратори) i

знаходиться пiд дiєю постiйних зовнiшнiх збуджувальних стимулiв, застосо-

ваних до кожного нейрона. У [87] аналiзується аналогiчна система, але вра-

ховуються скiнченнi затримки коммунiкацiї мiж нейронами. Незважаючи на

явнi обмеження, такi як використання одного i при цьому нефiзичного сти-

мулу, а саме постiйне збудження кожного нейрону, цiкавi висновки зробленi

в [85–87]. Зокрема спостережено, що iснує багато перiодичних режимiв, якi

досягаються за кiлька пострiлiв кожного з нейронiв.
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Метою дослiдження цього роздiлу є з’ясування можливих елементарних

фiзичних процесiв та подiй, що лежать в основi збiжностi рiзних динамiчних

траєкторiй, запущених рiзною початковою стимуляцiєю реверберативної ней-

ронної мережi, з можливiстю збiжностi їх в єдину траєкторiю та подальшого

переходу цiєї траєкторiї до перiодичного режиму.

У контекстi сприйняття / розпiзнавання ми придiляємо особливу увагу

перiодичним режимам з наступної причини. Ефективна операцiя сприйняття

/ перцепцiї включає в себе можливiсть звiтувати про те, що було сприйнято,

див., наприклад, [76]. Цим перцепцiя вiдрiзняється вiд рецепцiї, де найшвид-

ша реакцiя може принести найкращий результат, наприклад [88]. Здатнiсть

звiтувати передбачає, що сприйнятий об’єкт зберiгається в короткочасовiй

пам’ятi. Це узгоджується з виявленням декiлькох типiв пам’ятi в IТ, див. [89].

Одним з вiдомих механiзмiв короткочасової пам’ятi є так зване довготривале

потенцiювання (long-term potentiation) певних синапсiв [90]. Для виникнення

довготривалого потенцiювання необхiдне повторне стимулювання тих самих

синапсiв. Саме при входженнi нейронної мережi в перiодичний режим таке

повторне стимулювання може бути ефективно забезпечено.

Iснують численнi експериментальнi докази того, що деякi реальнi нейрон-

нi ансамблi можуть знаходитися в перiодичному режимi [91–93]. Серед них

— осцилюючо-подiбна активнiсть, що викликається стимулами, див. [94–97].

Активнiсть окремих нейронiв в такiй осцилюючо-подiбнiй активностi вiдбу-

вається з постiйним фазовим зсувом вiдносно iнших нейронiв. При цьому

вiдсутня жорстка фазова прив’язка до моменту застосування стимулу. Це

свiдчить про те, що цi явища мають самоорганiзований, синергетичний ха-

рактер. Також подiбнi експериментальнi свiдчення можуть бути отриманi зi

спостереження так званих унiтарних подiй в моторнiй корi пiд час пiдготовки

та виконання рухiв, див. [98–100].
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5.2 Методи дослiджень

Для проведення комп’ютерного моделювання ми використовуємо мережу

з дев’яти збуджувальних IНВ (деталi нейронної моделi див. у Розд. 1.2.1),

розташованих на квадратнiй гратцi певного геометричного розмiру, див. Рис.

5.1. Тривалiсть затримки мiжнейронного зв’язку розраховується на основi

мiжнейронної вiдстанi та швидкостi розповсюдження нейронного iмпульсу.

Кожен нейрон має той самий порiг збуддження V0, час релаксацiї τ i висоту

поодинокого вихiдного збуджувального iмпульсу h. У пiдписi до Рис. 5.1 та

5.2 даються числовi значення. Мережа повнiстю зв’язана, тобто в результатi

пострiлу одного нейрона iмпульс надсилається до всiх iнших нейронiв. Крiм

того, кожен нейрон має додатковий зовнiшнiй збуджувальний вхiд, який ви-

користовується для надходження початкового стимулу, необхiдного для запу-

ску реверберативної динамiки. Приклад одного зi стимулiв для всiєї мережi

наведено на Рис. 5.1, 5.3.

Стани мережi в ходi еволюцiї генеруються з часовим кроком dt = 0.1

мс. Затримки мiжнейронного зв’язку, якi не дорiвнюють цiлiй кiлькостi dt,

заокругленi, наприклад, затримка по дiагоналi приймається рiвною 2,8 мс за-

мiсть 10
√
8 dt. Стан IНВ виражається у цiлих числах, див. Розд. 5.2.1 нижче.

Це дозволяє здiйснювати еволюцiю за допомогою цiлочисельної арифметики

в комп’ютерi i з’ясувати точнi перiодичнi режими мережi.

5.2.1 Симуляцiя iнтегруючого нейрона з втратами за до-

помогою цiлих чисел

Динамiка iмпульсної нейронної мережi може бути нестабiльною. Це по-

яснюється тим, що в деяких динамiчних станах нескiнченно мала затримка
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Рис. 5.1: Мережа, що використовується для моделювання. Мережа повнi-

стю зв’язана (внутрiшнi зв’язки не показано). Швидкiсть розповсюджен-

ня iмпульсiв v = 1 м/с. Часова затримка передачi iмпульсу мiж нейро-

нами з позицiями (i, j) та (k, l) розрахована на основi евклiдової вiдстанi:

d(i,j),(k,l) = 1 ·
√︁

(i− k)2 + (j − l)2/v. Кожен вхiдний iмпульс, отриманий вiд

внутрiшнього зв’язку, пiдвищує рiвень збудження V IНВ на 2.71 мВ. Внутрi-

шнi синаптичнi ваги W(i,j),(k,l) = 1 для всiх i, j, k, l = 0, 1, 2, (i, j) ̸= (k, l).

Iмпульси, отриманi вiд зовнiшнiх зв’язкiв (показанi стрiлками), пiдвищують

збудження V безпосередньо над порогом збудження V0 i викликають пострiл.
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Рис. 5.2: Приклад двох рiзних стимулiв (послiдовностей вхiдних збуджуваль-

них iмпульсiв), застосованих до одного i того ж IНВ, який викликає одна-

ковi виходи. Кожен нейрон має порiг збудження V0 = 20 мВ, час релаксацiї

τ = 20 с. Тригерний вхiдний спайк отримується в момент часу tout. Обидва

стимули викликають один i той самий вихiд (спайк в той самий момент часу

tout), незважаючи на вiдмiннiсть часового положення вхiдних спайкiв #2 –

#4 в рисунках (а) i (б). Рiзнi часовi положення спайкiв призводять до рiзного

збудження, pe на рисунках. Рiзниця в значеннi pe зникає пiсля досягнення

порогу збудження, оскiльки на виходi одержується один i той же спайк в той

самий момент часу.
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Рис. 5.3: Приклад одного стимулу для початку реверберативної динамiки.

Показанi моменти надходження початкових тригерних iмпульсiв точно вiд-

повiдають положенням подiлок на Рис. 5.1. Кожна точка вказує момент дося-

гнення порогу вiдповiдного нейрона (вертикальна вiсь) за рахунок стимулу.

Нейрон #0 завжди досягає порогу збудження в момент початку стимуляцiї.

в надходженнi тригерного iмпульсу може перешкодити нейрону досягти по-

рогу збудження у вiдповiдний момент часу. Тодi нейронна iмпульсацiя буде

iнiцiйована наступним чи подальшим спайком. У результатi момент пострiлу

нейрона змiниться на скiнченну величину, i ця змiна може бути збiльшена

пiд час подальшої еволюцiї. Нестабiльнiсть вимагає, щоб при пошуку перiо-

дичного режиму в комп’ютерi стани були абсолютно точно вiдтворенi пiсля

перiоду цього режиму. Якщо динамiка станiв мережi описується в комп’ютерi

числами з плаваючою точкою (дробовими числами), то абсолютно точне вiд-

творення недосяжне, оскiльки точна рiвнiсть чисел в комп’ютерi не може

бути встановлена для чисел з плаваючою точкою, див. [101], де ця проблема

детально аналiзується.

Для подолання цiєї складностi був розроблений метод моделювання, в

якому стан нейрона описується без використання дробових чисел [102]. У

цьому методi вся множина станiв IНВ, а саме iнтервал дiйсних чисел [0;V0],

апроксимується скiнченним набором дискретних значень, нерiвномiрно роз-

подiлених на [0;V0]. Кожне дискретне значення позначається парою цiлих
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чисел (n, i). Як i надходження вхiдного iмпульсу, так i еволюцiя за час dt,

призводять до змiни цiєї пари за певним правилом, яке наближено вiдтворює

змiни напруги на мембранi IНВ. Це моделює еволюцiю станiв IНВ, виражених

у термiнах чисел з плаваючою точкою за допомогою еволюцiї станiв, вира-

жених у виглядi цiлих чисел, i робить їх придатними для точного порiвняння

на комп’ютерi. Двi моделi позначаються як fpLIF та intLIF. Якiсть такого

наближення була перевiрена шляхом генерацiї тригерних моментiв як fpLIF,

так i intLIF пiд дiєю досить довгих випадкових послiдовностей вхiдних iм-

пульсiв. Було встановлено, що з вiдповiдним вибором параметрiв наближення

в моделi intLIF, послiдовностi моментiв пострiлiв для обох моделей спiвпада-

ють один з одним точно, якщо вони виражаються у виглядi цiлого числа dt.

Нижче буде коротко викладено деталi моделi intLIF.

При чисельному моделюваннi динамiчної системи час в нiй змiнюється

дискретно на малий крок dt, звiдси маємо таку апроксимацiю неперервного

часу t:

T = {0, dt, 2dt, 3dt, . . .}.

Тому при моделюваннi нейронної мережi замiсть нецiлих значень часу

t використовуватимемо число, що позначає кiлькiсть малих крокiв dt, яка

минула з початку часової еволюцiї системи.

Аналогiчним чином апроксимуємо напругу на нейронi з iнтервалу можли-

вих значень

V (t) ∈ [0;V0[. (5.1)

Оберемо значення, апроксимуючi напругу, наступним чином:

Vα =
{︁
αV0, α

2V0, α
3V0, . . .

}︁
, де α = e−dt/τ .

Вони розбивають початковий iнтервал (5.1):

[0;V0[= 0 ∪ [αV0;V0[∪[α2V0;αV0[∪ . . . .
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Якщо напруга V (t) попадає в якийсь з iнтервалiв [αn+1V0;α
nV0[, то спiв-

ставлятимемо їй цiле число n. Похибка при цьому

∆V = (1− α)V0

виявляється занадто великою, щоб адекватно апроксимувати поведiнку IНВ.

Тому кожен з iнтервалiв [αn+1V0;α
nV0[ розiб’ємо на N частин:

[αn+1V0;α
nV0[=

N−1⋃︂

i=0

[αn+1V0 + i · cn;αn+1V0 + (i+ 1) · cn[,

де cn визначається з формули:

cn =
(︁
αnV0 − αn+1V0

)︁
/N. (5.2)

По аналогiї з введенням n як характеристики стану нейрона введемо ще

i цiле число i. З вiдомого значення напруги значення n та i обчислюються

наступним чином:

n = −[logα

(︃
V0

V

)︃
]− 1, (5.3)

i = [
(︁
V − αn+1V0

)︁
/cn], (5.4)

де [x] означає цiлу частину вiд x.

Напругу можна отримати з вiдомих n та i за допомогою формули

Vn,i = αnV0

(︃
α +

i

N
(1− α)

)︃
. (5.5)

У змодельованiй для даної роботи нейроннiй мережа (див. Рис. 5.1) вико-

ристовувались наступнi данi апроксимацiї:

• ширина порогової подiлки, точнiсть грубої апроксимацiї

∆V = 0.0997504 мВ;

• ширина кроку всерединi порогової подiлки, точнiсть тонкої апроксима-

цiї ∆V/N = 4.98752 · 10−11 мВ;

• кiлькiсть внутрiшнiх подiлок N = 2000000000;
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• коефiцiєнт затухання за час dt α = 0.9950124792.

Стан нейрона описувався 4 цiлими числами: n, i, fire та empty. Якщо

fire==1, то на наступному кроцi по часу нейрон стрiляє; якщо empty==1,

то нейрон щойно вистрiлив i напруга на ньому рiвна напрузi спокою, тобто

V = 0. n та i визначаються згiдно формул (5.3) та (5.4) вiдповiдно. Код на С

для них виглядає наступним чином:

n = - floor(log(V0/V)/log(al)) - 1;

тут V0 позначає V0, а al — α. Аналогiчний код записується i для n. З формули

для обчислення напруги (5.5) випливає наступний код на С:

V = empty ? 0 : pow(al, n)*V0*(al + (double)i/N*(1 - al));

Аналогiчно для формули (5.2).

Стан кожного з аксонiв описується одним цiлим числом, яке вказує, через

яку кiлькiсть dt iмпульс з даного аксону прийде до нейрону на другому його

кiнцi. Якщо це значення рiвне −1, це означає, що в аксонi вiдсутнiй iмпульс.

Загалом система описується 81 фазовою змiнною: 9 напруг нейронiв i 72 стани

аксонiв (мiж кожними двома нейронами є два аксони в обидва напрямки).

При цьому напруга на кожному нейронi представлена четвiркою цiлих чисел

n, i, fire та empty, як пояснено вище.

5.2.2 Збiр даних про динамiку мережi

Для моделювання динамiки нейронної мережi та її дослiдження було роз-

роблено серiю програм. Програми написано на мовi С/С++. Текст програ-

ми для вiдшукання перiодичних режимiв розроблений науковим керiвником.

Додатковi програми було розроблено здобувачем для аналiзу згенерованих

траєкторiй.
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Збiр даних про динамiку мережi полягає в перерахуваннi всiх перiодичних

режимiв, на якi виходить динамiка мережi, отримуючи початковий стимул з

певної множини S. Тут мається на увазi, що мережа може виходити на деякi

перiодичнi режими iмпульсацiї, якi не обов’язково пов’язанi будь-яким про-

стим способом зi стимулом. Цей перiодичний режим досягається за рахунок

самоорганiзацiї в часовiй областi. Багато рiзних початкових стимулiв може

призвести до того ж перiодичного паттерну. Множина стимулiв складається

з наборiв моментiв вхiдних тригерних iмпульсiв {t0 = 0, t1, . . . , t8}, де ti озна-

чає момент часу (в одиницях dt) досягнення порогу збудження нейроном #i

внаслiдок надходження зовнiшнього стимулу, див. Рис 5.3. Кожен момент ча-

су ti може приймати будь-яке значення з множини {0, 1, 2, 3, 4} за винятком

t0, що завжди дорiвнює 0. Ми залишаємо початковий момент пострiлу для

нейрона #0 незмiнним, щоб усунути виродження завдяки рiвномiрному зсу-

ву початкових моментiв пострiлу для всiх нейронiв. Таким чином, перший

стимул у множинi S є {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0} i останнiй — {0, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4}

з загальною кiлькiстю стимулiв 58 = 390 625. Для кожного окремого сти-

мулу ми розглядаємо момент надходження останнього вхiдного тригерного

iмпульсу з цього стимулу як t = 0 для подальшої еволюцiї мережi.

Пiсля застосування стимулу з S еволюцiя мережi вiдбувається з кроком

по часу dt без зовнiшньої стимуляцiї, доки не досягнутий динамiчний стан,

iдентичний до вже спостережуваного на цiй траєкторiї. Оскiльки динамiка є

детермiнiстичною, це спiвпадiння означає, що був досягнутий перiодичний ре-

жим. Вся послiдовнiсть станiв, що утворює один цикл перiодичного режиму,

знаходиться мiж першою i другою появою двох однакових станiв, один з яких

входить в послiдовнiсть. Результат кожного запуску активностi мережi зберi-

гався в двох таблицях бази даних Oracle Berkeley Database. В першiй таблицi,

IniNum.db, перша колонка мiстить початковий стимул. Друга колонка скла-

дається з пари номера знайденого перiодичного режиму та часу релаксацiї,

необхiдного для виходу мережi на цей перiодичний режим пiсля закiнчення
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початкової стимуляцiї. Для деяких стимулiв вся активнiсть в мережi зникає.

Цей стан був пронумерований нулем. В другiй таблицi, NumPesta.db, пер-

ша колонка мiстить представника пеpiодичного режиму. Власне, це був саме

повторюваний стан вже згаданий вище. Друга колонка - це номер знайдено-

го режиму. Стимульована двома рiзними послiдовностями вхiдних iмпульсiв,

мережа може переходити в один i той же режим у двох рiзних точках циклу,

див. Рис. 5.7 (в). Щоб не вважати цi два випадки як два рiзнi режими, було

виконано вiдповiдну перевiрку.

Для спостереження процесу збiжностi траєкторiй пiд час наближення до

певного перiодичному режиму, було згенеровано весь набiр траєкторiй, що

вiдповiдають цьому перiодичному режиму. Для кожної траєкторiї були отри-

манi файли, де записанi послiдовнi стани однiєї траєкторiї з моменту розряд-

ки зовнiшнiх стимулiв до виходу на перiодичний режим i один перiод, див.

Рис. 5.4. Потiм файли траєкторiй було проаналiзовано здобувачем за допо-

могою додатково розроблених програм.

5.3 Результати

5.3.1 Перiодичнi режими та їхнi домени

Пiсля застосування всiх стимулiв з множини S, була знайдена множина з

102 перiодичних режимiв. Вона роздiляє множину S на 102 + 1 пiдмножини,

якi не перетинаються i вiдповiдають рiзним перiодичним режимам. “1” по-

значає кiнцевий стан мережi, коли будь-яка активнiсть вiдсутня. Гiстограма

розмiрiв пiдмножин наведена на Рис. 5.5.

У теорiї динамiчних систем використовується термiн “басейн аттрактора”.

Басейн складається з усiх точок фазового простору системи, якi збiгаються до

вiдповiдного аттрактора за рахунок динамiки. Тут розглядаються не фазовi

115



54 104 23 1428070780 0 0 1 13 1 0 24 1994964231 0 0 1 13 0 1

1 13 0 1 1 13 1 0 55 1059603403 0 0 1 13 0 1 54 856821513 0 0

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 8 12 20 8 18 8 12 20 7 3 7 3 3 7 3 7 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 5 -1 -1 -1 -1 -1 20 18 20 12 8 12 8 8 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

55 104 24 1428070780 0 0 1 13 0 1 25 1994964231 0 0 1 13 0 1

1 13 0 1 1 13 0 1 56 1059603403 0 0 1 13 0 1 55 856821513 0 0

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 10 10 14 10 14 22 20 22 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 7 11 19 7 17 7 11 19 6 2 6 2 2 6 2 6 22 14 10 20 10 22 14 10

-1 -1 4 -1 -1 -1 -1 -1 19 17 19 11 7 11 7 7 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Рис. 5.4: Фрагмент файлу iз записаними двома послiдовними динамiчними

станами траєкторiї. Перше число — це кiлькiсть dt, яка пройшла з моменту

розрядки зовнiшнього стимулу, наступне — довжина перiоду. Далi йдуть 9

блокiв по 4 числа, кожен з яких описує стан нейрону за допомогою чисел n,

i, fire та empty. Наступнi 72 числа описуть стани аксонiв.
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Рис. 5.5: Гiстограма розмiрiв домену аттрактора. Використано 285290 стиму-

лiв, що призводять до одного з 102 перiодичних кiнцевих станiв. Ще 105335

стимулiв, що призводять до зникнення активностi, тут не представленi.

перiод (мс) 3.0 3.2 3.4 3.6 4.0 6.8 7.2 10.4

кiлькiсть режимiв 5 20 11 29 19 6 6 6

Табл. 5.1: Кiлькiсть режимiв з заданим перiодом.

точки (кожна фазова точка складається з станiв усiх iндивiдуальних нейронiв

та аксонiв), а точки у множинi стимулiв (кожна точка складається з моментiв

надходження початкового тригерного iмпульсу для кожного нейрона). Тому

для зазначених пiдмножин замiсть “басейну аттрактора” використовується

термiн “домен аттрактора”.

Перiоди виявлених режимiв наведенi в Табл. 5.1.

Для даного перiодичного режиму кожен з 9 нейронiв стрiляє однакову

кiлькiсть разiв протягом всього циклу. Це число залежить вiд довжини перi-

оду, як показано в Табл. 5.2.
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спайкiв в циклi 1 2 3

тривалiсть перiоду (мс) 3.0, 3.2, 3.4, 3.6, 4.0 6.8, 7.2 10.4

Табл. 5.2: Кiлькiсть спайкiв за перiод.
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Рис. 5.6: Гiстограма часiв релаксацiї, необхiдних для досягнення перiодично-

го режиму.

5.3.2 Сценарiї виходу на перiодичний режим

Перш нiж динамiчна траєкторiя потрапляє на перiодичний режим, кожен

нейрон стрiляє вiд 1 до 10 разiв. Час релаксацiї, необхiдний для виходу на

перiодичний режим, показаний на Рис. 5.6. У деяких випадках всi траєкторiї,

що належать до одного перiодичного режиму, мають однакову тривалiсть, в

iнших випадках траєкторiї можуть мати кiлька рiзних довжин.

Було помiчено кiлька можливих шляхiв виходу системи на перiодичний

режим. Три приклади наведено на Рис. 5.7. Перший реалiзується, якщо всi
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Рис. 5.7: Траєкторiї до перiодичного режиму (а) - режим #83; (б) - режим

#34; (в) - режим #96, показанi не всi траєкторiї.

траєкторiї зливаються в одну задовго до початку перiодичного режиму, див.

Рис. 5.7, (а). Другий реалiзується, якщо всi траєкторiї об’єднуються в меншу

кiлькiсть рiзних траєкторiй, якi еволюцiонують деякий час, перш нiж вхо-

дити в цикл в однiй точцi, див. Рис. 5.7, (б). Третiй реалiзується, якщо всi

траєкторiї входять у цикл у двох рiзних точках, див. Рис. 5.7, (в).

При аналiзi два стани мережi вважалися рiзними, якщо стан будь-якого з

двох вiдповiдних аксонiв чи нейронiв у двох станах мережi не спiвпав. Тому

синхроннiсть пострiлiв всiх вiдповiдних нейронiв на двох рiзних траєкторi-

ях ще не означає, що траєкторiї вже зiйшлися, оскiльки подрiбен ще повний

збiг станiв аксонiв. Те саме стосується встановлення перiодичностi: вiдтво-
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рений паттерн iмпульсацiї ще не гарантує досягнення перiодичного режиму.

Приклад останнього можна спостерiгати на Рис. 5.8.

5.3.3 Досягнення порогу збудження необхiдне для схо-

дження траєкторiй

Для перевiрки робочої гiпотези, сформульованої на початку роздiлу i

в заголовку цього пiдроздiлу, всi траєкторiї, що вiдповiдають 102 перiоди-

чним кiнцевим станам, були збереженi в окремi файли. Розроблено програ-

му, яка аналiзує те, що вiдбулося перед тим, як двi або бiльше траєкторiй

об’єднуються в одну. Програма була застосована до множин траєкторiй, що

вiдповiдають кожному перiодичному режиму. Результат роботи програми по-

казав, що на момент сходження траєкторiй один чи бiльше нейронiв в мережi

досягають порогу збудження. Також спостерiгалися досягнення порогу збу-

дження, пiсля яких не було сходження траєкторiй. Це приводить до висновку,

що досягнення порогу збудження нейронами є необхiдною передумовою схо-

дження траєкторiй.

5.3.4 Стiйкiсть знайдених перiодичних режимiв

Було перевiрено стiйкiсть перiодичних кiнцевих станiв. Чисельне моделю-

вання виконувалося у цiлих числах. Тому для перевiрки стiйкостi можна ви-

користовувати лише скiнченне збурення стану, а не як завгодно мале. Стан

дослiджуваної мережi описується значеннями часу життя iмпульсiв у всiх

аксонах, а також рiвнем збудження в кожному нейронi. Стiйкiсть усiх вияв-

лених 102 перiодичних режимiв була перевiрена окремо по вiдношенню до

аксонних та нейронних збурень. Для того, щоб збурити стан одного нейро-

на, була обчислена напруга збудження V , що вiдповiдає змiнним стану (n, i)
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Рис. 5.8: (а) Моменти пострiлiв нейронiв на всiх траєкторiях, що вiдповiда-

ють одному домену. Домен для цього режиму (#6) включає 710 рiзних сти-

мулiв. Перiодичний режим починається пiсля 9,8 мс i має перiод 10,4 мс. (б)

- (г) - приклади початкових стимулiв, що забезпечують цей режим. Звернiть

увагу, що момент t = 0 в (а) вiдповiдає моменту надходження останнього

тригерного iмпульсу зi стимулу, а саме, t = 0.4 мс у (б), (г), i t = 0.3 мс у (в).
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величина збурення напруги 1% 0.5% 0.1%

стiйкi 10 47 81

нестiйкi, загалом 92 55 21

нестiйкi внаслiдок виходу на iнший перiоди-

чний режим
36 35 20

нестiйкi внаслiдок виходу на невiдомий ранi-

ше перiодичний режим
7 1 0

нестiйкi внаслiдок зникнення активностi 49 19 1

Табл. 5.3: Результат перевiрки стабiльностi щодо збурень нейронної напруги.

(див. роздiл 5.2.1 вище) i змiнена на величину до ±1%. Нова пара (n, i) , що

вiдповiдає новому значенню V , була знайдена i використовувалася як новий

(збурений) нейронний стан. Пiсля цього у мережi вiдбувалася вiльна дина-

мiка, доки не було досягнуто перiодичного стану або зникнення активностi.

Якщо досягнутий перiодичний режим був таким самим, як i до збурення, i це

вiдбувається для збурення будь-якого з 9 нейронiв, з яких складається мере-

жа, i для всiх станiв, що утворюють цикл перiодичного режиму, незбурений

режим вважався стабiльним щодо нейронного збурення. Отриманi результа-

ти наведенi в Табл. 5.3. Найменше можливе збурення нейронного стану може

бути досягнуто, якщо в парi (n, i) значення i змiнити на i± 1. Це вiдповiдає

збуренню нейронної напруги вiд 2.49·10−10% до 2.51·10−10%. За умов такого

збурення всi 102 перiодичнi стани виявилися стiйкими.

Для того, щоб перевiрити стiйкiсть по вiдношенню до аксонного збурен-

ня, час життя iмпульсу (якщо вiн є) в аксонi був збурений на ±dt. Якщо час

життя був рiвним затримцi в аксонi, то застосовувалось тiльки збурення +dt.

Якщо час життя був нульовим, то застосовувалось тiльки збурення −dt. Далi

було виконано дослiдження аналогiчно описаному вище для збурень нейрон-
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величина аксонного збурення dt = 0.1 мс

стiйкi 31

нестiйкi, загалом 71

нестiйкi внаслiдок виходу на iнший перiоди-

чний режим
43

нестiйкi внаслiдок виходу на невiдомий ранi-

ше перiодичний режим
8

нестiйкi внаслiдок зникнення активностi 20

Табл. 5.4: Результат перевiрки стiйкостi щодо збурення станiв аксонiв. Час

життя iмпульса в аксонi був збурений на dt.

них станiв. Результат подано в Табл. 5.4.

Частково було дослiджено як впливає на склад множини перiодичних ста-

нiв змiна темпу втрат в IНВ. З цiєю метою було дослiджено ту ж саму систему

з тим самим набором стимулiв, але з часом релаксацiї IНВ τ = 200 мс замiсть

20 мс. В результатi був отриманий набiр з 67 рiзних перiодичних режимiв з

перiодами 3.0, 3.2, 3.4, 3.6, 4.8, 6.6. 7.2, 10.4 мс, що досить близько до того,

що вказано в Табл. 5.1. Цього можна було очiкувати, оскiльки значення мо-

жливих перiодiв обумовлюються значеннями часiв затримки мiжнейронної

комунiкацiї.

5.4 Обговорення

У контекстi обробки сигналiв / iнформацiї процес нейронної iмпульсацiї

призводить до генерацiї спайку, який можна розглядати як абстрактне пода-

ння набору вхiдних спайкiв у нейрон [60]. Через каскад таких абстракцiй де-
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кiлька рiзних траєкторiй можуть зливатися в одну, що можна розглядати як

редукцiю зайвої iнформацiї, присутньої в початкових стимулах. Цей же меха-

нiзм може бути вiдповiдальним за толерантнiсть до шуму, що спостерiгається

пiд час сприйняття / перцепцiї [76,82]. Остаточне досягнення перiодичного ре-

жиму може розглядатися як ефект, що лежить в основi сприйняття, див. Рис.

5.4, оскiльки перiодична / повторна iмпульсацiя призводить до формування

короткочасної пам’ятi через довготривале потенцiювання [90]. Вважається,

що пам’ять потрiбна для сприйняття [76].

один пострiл

нейрону — аб-

стракцiя в одному

нейронi

⇒

сходження трає-

кторiй — редукцiя

надлишкової iн-

формацiї

⇒

перiодичний ре-

жим — остаточна

абстракцiя i

запам’ятовування

Рис. 5.9: Можливий шлях сприйняття як емерджентного явища через само-

органiзацiю у часовiй областi.

Спрощена нейронна динамiка та припущення щодо обробки сигналу, втi-

ленi в симуляцiї, мають деякi очевиднi обмеження:

1. Розгляд спирається на зворотнi зв’язки та реверберацiю. Обробка си-

гналу вiдбувається в одному i тому ж мiсцi шляхом процесiв самоорганiзацiї i

виходу на перiодичний режим. Такi процеси без сумнiву присутнi у сприйнят-

тi, див., наприклад, [103,104] для зору i [105] для слуху. З iншого боку, обробка

сигналу в режимi, коли нейронна активнiсть просуваєтся вперед через серiю

нейронних мереж також має мiсце, див. [106, 107]. Обидва режими можуть

бути об’єднанi, див., наприклад, [108].

2. Невелика кiлькiсть нейронiв (n = 9). Насправдi для IТ [70] встановлено,

i очiкується для iнших сенсорних систем [82], що об’єкти реальної дiйсностi

представленi в мозку активнiстю малих нейронних ансамблiв. Чи може та-

кий ансамбль мати всього 9 нейронiв? Для вiдповiдi на це питання потрiбне

подальше дослiдження з бiльшою мережею.

124



3. Звичайно, реальнi нейроннi мережi, на вiдмiну вiд цiєї симуляцiї, пiсля

входження в перiодичний режим не вiдтворюють його постiйно. Насправдi

слiд очiкувати режиму, близького до перiодичного, який врештi-решт пере-

ривається механiзмом, який тут не розглядається.

4. Єдинi структурнi змiни, про якi ми тут згадуємо, - це на завершально-

му етапi обробки, а саме - довгострокове потенцiювання синапсiв внаслiдок

перiодичного режиму. Одним з можливих механiзмiв швидких структурних

змiн є тремтiння дендритних шипiв [109].

У той же час, ми бачимо, що динамiка реверберативної нейронної мережi

може бути багата рiзними режимами, що виникають через просторово-часову

самоорганiзацiю. Це надiляє мережу витонченими можливостями обробки си-

гналiв / iнформацiї. Цi питання залишаються для подальшого вивчення.
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Висновки

Що стосується статистики активностi поодиноких iмпульсних неадапа-

тивних нейронiв, було дослiджено двi нейроннi моделi: iнтегруючий нейрон

з втратами при його стимуляцiї вхiдними iмпульсами, якi утворюють стоха-

стичний процес Пуассона, та зв’язуючий нейрон, який стимулюється потоком

випадкових iмпульсiв, що є реалiзацiєю процесу вiдновлення. Для моделi iн-

тегруючого нейрона з втратами з порогом двiйка одержано вичерпний опис

статистики довжин вихiдних мiжiмпульсних iнтервалiв в термiнах твiрної

функцiї моментiв, яку знайдено явно, Рiвн. (1.24). Для моделi зв’язуючого

нейрона з порогом 2, у випадку стимуляцiї точковим процесом Пуассона,

знайдено явно всi моменти функцiї розподiлу вихiдних МСI, Рiвн (1.38). У

випадку стимуляцiї ЗН загальним потоком вiдновлення знайдено вираз для

перетворення Лапласа функцiї розподiлу вихiдних МСI, Рiвн. (1.37). За його

допомогою було обчислено функцiю розподiлу вихiдних МСI у випадку сти-

муляцiї потоком iмпульсiв, iнтервали мiж якими розподiленi згiдно розподiлу

Ерланга, Рiвн. (1.41).

Також було дослiджено вплив наявностi лiнiї затриманого ЗЗ на стати-

стику активностi iмпульсних нейронiв у двох випадках: гальмiвного та збу-

джувального. Для цього було доведено, що за стимуляцiї нейрона з галь-

мiвним або збуджувальним ЗЗ будь-яким точковим процесом вiдновлення,

у тому числi процесом Пуассона, його стохастична активнiсть виходитиме

на стацiонарний режим. Було знайдено умову iснування та єдиностi такого

стацiонарного режиму, Рiвн. (2.11).

Для класу нейронних моделей, що стимулюються точковим процесом Пу-
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ассона i задовольняють накладенi умови (див. Розд. 2.2.1), було отримано

зв’язок мiж функцiєю розподiлу вихiдних мiжспайкових iнтервалiв для ней-

рону з затриманим гальмiвним зворотним зв’язком та вiдповiдною функцiєю

розподiлу для такого ж нейрона, але без зворотного зв’язку, Рiвн. (2.19). Бу-

ло доведено, що функцiя розподiлу вихiдних МСI для нейрону з затриманим

гальмiвним зворотним зв’язком при стимуляцiї процесом Пуассона має роз-

рив для довжин мiжспайкових iнтервалiв рiвних затримцi у лiнiї зворотного

зв’язку. Також було знайдено зв’язок мiж моментами функцiї розподiлу ви-

хiдних МСI для нейрону з затриманим гальмiвним зворотним зв’язком та

моментами вiдповiдної функцiї розподiлу для такого ж нейрона, але без зво-

ротного зв’язку, Рiвн. (2.23).

Для класу нейронних моделей, що стимулюються точковим процесом вiд-

новлення i задовольняють накладенi умови (див. Розд. 3.2), було отримано

зв’язок мiж функцiєю розподiлу вихiдних мiжспайкових iнтервалiв для ней-

рону з затриманим гальмiвним зворотним зв’язком, функцiєю розподiлу вхi-

дних МСI та функцiєю розподiлу вихiдних МСI для нейрона без зворотного

зв’язку, Рiвн. (3.5-3.6). Було доведено, що функцiя розподiлу вихiдних МСI

для нейрону з затриманим гальмiвним зворотним зв’язком при стимуляцiї

процесом вiдновленя, як i при стимуляцiї процесом Пуассона, має розрив для

довжин мiжспайкових iнтервалiв рiвних затримцi у лiнiї зворотного зв’язку.

Також було знайдено твiрну функцiю моментiв i моменти функцiї розподi-

лу вихiдних МСI для нейрону з затриманим гальмiвним зворотним зв’язком

при стимуляцiї процесом вiдновлення, Рiвн. (3.19) i (3.21). Зi зростанням за-

тримки ЗЗ регулярнiсть спайкiв може як i зростати, так i спадати, див. Рис.

3.4, причому може iснувати оптимальне значення затримки ЗЗ, при якому

регулярнiсть нейронної активностi є найбiльшою.

Для класу нейронних моделей з порогом 2, що задовольняють накладе-

нi умови (див. Розд. 4.2.1), було отримано зв’язок мiж функцiєю розподiлу

довжин мiжспайкових iнтервалiв для нейрону з затриманим збуджувальним
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зворотним зв’язком та вiдповiдною функцiєю розподiлу для такого ж нейро-

на, але без зворотного зв’язку, Рiвн. (4.2). Було доведено, що функцiя розпо-

дiлу для нейрону зi збуджувальним зворотним зв’язком має особливiсть типу

δ-функцiї Дiрака у точцi, що вiдповiдає затримцi у лiнiї зворотного зв’язку

∆. Також було знайдено зв’язок мiж моментами функцiї розподiлу довжин

мiжспайкових iнтервалiв для нейрону зi збуджувальним зворотним зв’язком

та моментами вiдповiдної функцiї розподiлу для такого ж нейрона, але без

зворотного зв’язку, Рiвн. (4.4). Зi зростанням затримки ЗЗ ∆ моменти фун-

кцiї розподiлу МСI i регулярнiсть спайкiв можуть зменшуватися, див. Рис.

4.3. Незважаючи на нерегулярнiсть активностi нейронiв зi збуджувальним

ЗЗ, вони можуть генерувати пачковi iмпульси, роздiленi ∆ одиницями часу.

Це пояснюється наявнiстю δ-функцiї у розподiлi вихiдних МСI.

Було показано, що для розглянутого класу нейронних моделей без зворо-

тного зв’язку iснує початковий вiдрiзок функцiї розподiлу довжин мiжспай-

кових iнтервалiв, хiд функцiї розподiлу на якому повнiстю визначається вхi-

дним процесом та порогом нейрона. Фiзичнi властивостi нейрона визначають

довжину цього модельно-незалежного вiдрiзка. Такий модельно-незалежний

початковий вiдрiзок функцiї розподiлу вихiдних МСI був знайдений для ней-

рона з затриманим гальмiвним ЗЗ з порогом 2 при виконаннi додаткової умо-

ви на затримку у лiнiї ЗЗ (2.25) при стимуляцiї процесом Пуассона, Рiвн.

(2.28-2.29), i процесом Ерланг-2, Рiвн. (3.13-3.14), а також для всього класу

розглянутих моделей нейрона з затриманим збуджувальним ЗЗ, Рiвн. (4.3).

Загалом наявнiсть затриманого зворотного зв’язку робить неможливим опи-

сати статистику активностi нейрону експоненцiйним або iншим простим роз-

подiлом. Також за допомогою затриманого зворотного зв’язку можна регу-

лювати регулярнiсть спайкiв. Одержанi аналiтичнi формули було перевiрено

шляхом чисельного моделювання динамiк нейронiв з конкретними фiзични-

ми параметрами.

Також було дослiджено ревербативну динамiку iмпульсної нейронної ме-
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режi, що викликана рiзними початковими стимулами. Крiм кiнцевих станiв з

вiдсутнiстю будь-якої активностi, спостерiгалися два типи самоорганiзованої

поведiнки: 1) об’єднання декiлькох динамiчних траєкторiй у одну траєкторiю;

2) сходження кiлькох спочатку рiзних траєкторiй в один перiодичний режим.

На початку цього дослiдження очiкувалося, що збiжнiсть / злиття рiзних

траєкторiй вiдбувається за рахунок пострiлiв нейронiв. Пострiл нейрона вiд-

бувається в момент отримання останнього (тригерного) вхiдного iмпульсу.

Позицiї iмпульсiв, що передують тригерному, можуть дещо вiдрiзнятися, не

змiнюючи момент пострiлу, див. Рис. 5.2. Таким чином, два рiзнi вхiднi сти-

мули нейрону зливаються в один вихiдний спайк, створений в той же момент

часу. Через послiдовне злиття в нейронах, з яких складається мережа, двi рi-

знi динамiчнi траєкторiї можуть зближатися i з часом об’єднуватися в одну.

Отриманi результати пiдтверджують, що необхiдною умовою цього є досягне-

ння нейронами порогу збудження. Цей висновок робиться шляхом строгого

аналiзу файлiв траєкторiй безпосередньо перед сходженням i пiсля цього. У

всiх випадках сходження траєкторiй було помiчено, що у деяких нейронiв

дещо iнше пiдпорогове збудження на рiзних траєкторiях. Цi нейрони одно-

часно досягли порогу збудження перед сходженням, i ця невелика рiзниця в

збудженнi була забута. Для одного нейрона цей механiзм показаний на Рис.

5.2.

Отриманi результати щодо статистики активностi нейронiв зi зворотним

зв’язком можуть бути використанi при аналiзi експериментальних даних, а

саме гiстограм мiжспайкових iнтервалiв, щоб з’ясувати, чи має дослiджува-

ний нейрон аутапси.
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[28] Letzkus, J.J., Wolff, S.B.E., Lüthi, A.: Disinhibition, a Circuit Mechanism

for Associative Learning and Memory. Neuron 88, 264–276 (2015)

[29] Lee, S., Kruglikov, I., Huang, Z.J., Fishell, G., Rudy, B.: A disinhibitory ci-

rcuit mediates motor integration in the somatosensory cortex. Nat. Neurosci.

16, 1662–1670 (2013)

[30] Fu, Y., Tucciarone, J.M., Espinosa, J.S., Sheng, N., Darcy, D.P., Nicoll,

R.A., Huang, Z.J., Stryker, M.P.: A cortical circuit for gain control by

behavioral state. Cell 156, 1139–1152 (2014)

[31] Marlin, B.J., Mitre, M., D’Amour, J.A., Chao, M. V., Froemke, R.C.:

Oxytocin enables maternal behaviour by balancing cortical inhibition.

Nature 520, 499–504 (2015)

[32] Sridharan, D., Knudsen, E.I.: Selective disinhibition: A unified neural

mechanism for predictive and post hoc attentional selection. Vision Res.

116, 194–209 (2015)

[33] Zhang, S., Xu, M., Kamigaki, T., Hoang Do, J.P., Chang, W.-C., Jenvay, S.,

Miyamichi, K., Luo, L., Dan, Y.: Long-range and local circuits for top-down

modulation of visual cortex processing. Science 345, 660–665 (2014)

[34] Pfeffer, C.K., Xue, M., He, M., Huang, Z.J., Scanziani, M.: Inhibition of

inhibition in visual cortex: The logic of connections between molecularly

distinct interneurons. Nat. Neurosci. 16, 1068–1076 (2013)

[35] Pouzat, C., Marty, A.: Autaptic inhibitory currents recorded from

interneurones in rat cerebellar slices. J. Physiol. 509, 777–783 (1998)

134



[36] Cobb, S.R., Halasy, K., Vida, I., Nýiri, G., Tamás, G., Buhl, E.H., Somogyi,
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