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Àíîòàöiÿ

Ñêðèïíèê Ò. Â. Ìåòîä íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü òà íîâi iíòåãðîâíi

êëàñè÷íi i êâàíòîâi ñèñòåìè.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷-

íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.04.02 � òåîðåòè÷íà ôiçèêà (ïðèðîäíè÷i íà-

óêè, 104 � ôiçèêà òà àñòðîíîìiÿ), Iíñòèòóò òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè iì. Ì.Ì.

Áîãîëþáîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó ìåòîäiâ òåîði¨ êëàñè÷íèõ òà êâàíòî-

âèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì òà ðiâíÿíü ñîëiòîííîãî òèïó. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹-

òüñÿ iç âñòóïó, âîñüìè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.

Ó âñòóïi äàíà çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ðîáîòè: îáãðóíòîâàíî àêòóàëü-

íiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó ðîáîòè òà ií.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi � � Êëàñè÷íi r-ìàòðèöi çi ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìå-

òðàìè� � ðîçãëÿäà¹òüñÿ òåîðiÿ çàãàëüíèõ êîñîñèìåòðè÷íèõ òà íåêîñîñè-

ìåòðè÷íèõ êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü, ¨õ àíàëiòè÷íà ñòðóêòóðà òà âëàòèâîñòi.

Â ïiäðîçäiëi 1.2 äàíî îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà âèçíà÷åííÿ. Â ïiäðîçäiëi 1.3

ðîçãëÿíóòî íåêîñîñèìåòðè÷íèé àíàëîã àíàëiòè÷íî¨ ïîâåäiíêè êëàñè÷íèõ

r-ìàòðèöü â òî÷êàõ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ. Â ïiäðîçäiëi òàêîæ ñôîðìó-

ëüîâàíî ãiïîòåçó ïðî àíàëiòè÷íó ïîâåäiíêó êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü â îêîëi

îñîáëèâèõ òî÷îê.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ íàçèâà¹òüñÿ �Måòîäè ïîáóäîâè êëàñè÷íèõ

r-ìàòðèöü�. Â íüîìó íàâåäåíi ìåòîäè ïîáóäîâè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü òà

ðîçãëÿíóòi ¨õ êîíêðåòíi ïðèêëàäè. Ó ïiäðîçäiëi 2.2 îêðåñëåíà çàãàëüíà

ñõåìà çâ'ÿçêó êëàñè÷íèõ r- ìàòðèöü ç òåîði¹þ êëàñè÷íèõ R-îïåðàòîðiâ.

Ó ïiäðîçäiëàõ 2.3 ïîáóäîâàíi �äåôîðìîâàíi� ðàöiîíàëüíi r-ìàòðèöi. Ó ïiä-

ðîçäiëi 2.4 ïîáóäîâàíi äåôîðìîâàíi r-ìàòðèöi �çêðó÷åíi� çà äîïîìîãîþ
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àâòîìîðôiçìó ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Ó ïiäðîçäiëi 2.5 îïèñàíî ìåòîä �ðå-

äóêöié� r-ìàòðèöü ïî äi¨ ãðóïè àâòîìîðôiçìiâ ùî ïðèâîäèòü äî r-ìàòðèöü

ç ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó. Ó ïiäðîçäiëi 2.6 îïèñàíî ìåòîä K- çêðóòó r-

ìàòðèöü.

Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìà¹ íàçâó �Íåñêií÷åííî-âèìiðíi

àëãåáðè Ëi i êëàñè÷íi r-ìàòðèöi�. Ó ïiäðîçäiëi 3.2 îïèñàíi îäíîïîëþñíi

r-ìàòðè÷íi àëãåáðè g−r â ðåãóëÿðíèõ òî÷êàõ. Òàêîæ ÿâíî îïèñàíi ôiëü-

òðîâàíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ àëãåáðè g−r . Ó ïiäðîçäiëi 3.3 îïèñàíà

êâàçiãðàäóéîâàíà ñòðóêòóðà àëãåáðè g−r òà ïîáóäîâàíi äîïîâíÿëüíà ïiä-

àëãåáðà g+
r òà ïîâíà r-ìàòðè÷íà àëãåáðà gr = g−r + g+

r . Öåíòðàëüíèì ìî-

ìåíòîì ïiäðîçäiëó ¹ ïîíÿòòÿ ìóëüòèïëiêàòîðà, òîáòî òàêî¨ ìåðîìîðôíî¨

ôóíêöi¨ f(u) ùî f(u)g−r ⊂ g−r . Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ïîáóäîâàíà ÿâíà ôîðìóëà

êâàçiãðàäóéîâàíèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü â àëãåáði gr òà ¨¨ ïiäàë-

ãåáðàõ g−r , g
+
r . Òèï êâàçiãðàäóþâàííÿ ïðè öüîìó çàëåæèòü âiä �ïîðÿäêó�

ìóëüòèïëiêàòîðà. Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ïîáóäîâàíà �êàíîíi÷íà� ôîðìà êëàñè-

÷íèõ r-ìàòðèöü. Ó ïiäðîçäiëi 3.6 îïèñàíi äóàëüíi ïðîñòîðè äî àëãåáð g−r ,

g+
r òà gr. Ó ïiäðîçäiëi 3.7 îïèñàíi áàãàòîïîëþñíi r-ìàòðè÷íi àëãåáðè â ðå-

ãóëÿðíèõ òî÷êàõ òà âiäïîâiäíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ. Ó ïiäðîçäiëàõ

3.8- 3.9 îïèñàíi îäíî- òà áàãàòîïîëþñíi r-ìàòðè÷íi àëãåáðè â îñîáëèâèõ

òî÷êàõ òà âiäïîâiäíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ.

×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìà¹ íàçâó �Iíòåãðîâíi ñèñòåìè

òà êëàñè÷íi r-ìàòðèöi�. Â äàííîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíi ìàòðèöi Ëàêñà i ií-

òåãðàëè ðóõó êëàñè÷íî � iíòåãðîâíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ïîâ'ÿçàíèõ ç

êëàñè÷íèì r-ìàòðèöÿìè. Ó ïiäðîçäiëi 4.2 îïèñàíi ïåðøà r-ìàòðè÷íà äóæ-

êà Ëi-Ïóàñîíà òà êîìóòàòàâíà àëãåáðà iíòåãðàëiâ ðóõó �Ëàêñ-iíòåãðîâíèõ�

ñèñòåì. Ó ïiäðîçäiëi 4.3 îïèñàíèé çàãàëüíèé ñïîñiá ïîáóäîâè ìàòðèöü

Ëàêñà ïî êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ çi ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè. Òàêèì

÷èíîì ïîáóäîâàíi ìàòðèöi Ëàêñà ùî âiäïîâiäàþòü íåîñîáëèâèì òî÷êàì

êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü. Òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâàíi, çîîêðåìà, ìàòðèöi Ëàêñà

ìîäåëåé òèïó Ãîäåíà. Òàêîæ â öüîìó ïiäðîçäiëi îïèñàíi ìàòðèöi Ëàêñà
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ùî âiäïîâiäàþòü îñîáëèâèì òî÷êàì êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü. Òàêèì ÷èíîì

ïîáóäîâàíi, çîîêðåìà, ìàòðèöi Ëàêñà ìîäåëåé òèïó Äæåéíñà � Êàììiíãñà

� Äiêå, áàãàòîáîçîííèõ ìîäåëåé, ìîäåëåé Òîäè òà ¨õ äåôîðìàöié.

Ï'ÿòèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìà¹ íàçâó �Ñîëiòîííi ðiâíÿííÿ: çà-

ãàëüíà ñõåìà.� Â äàííîìó ðîçäiëi îïèñàíèé çàãàëüíèé ìåòîä ïîáóäîâè ñî-

ëiòîííèõ ðiâíÿíü â äâîõ âèìiðàõ, ùî áàçó¹òüñÿ íà êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ

çi ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè. Âèêëàäåíî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ öüî-

ãî ìåòîäó äî íîâèõ ñîëiòîííèõ ðiâíÿíü âiäêðèòèõ àâòîðîì (àíiçîòðîïíå

ðiâíÿííÿ ÍØ ç ïîõiäíîþ, ìîäèôiêîâàíi àáåëåâà òà íåàáåëåâi i¹ðàðõi¨ Òî-

äè, �ïîäâî¹íà� âåêòîðíà i¹ðàðõiÿ Ëàíäàó � Ëiôøèöÿ, àíiçîòðîïíà i¹ðàð-

õiÿ ç äâîìà çñóâàìè òà ií.). Ó ïiäðîçäiëàõ 5.2-5.3 îïèñàíi ìàòðèöi Ëàêñà,

äðóãà r-ìàòðè÷íà äóæêà Ëi-Ïóàñîíà òà êîìóòàòàâíà àëãåáðà iíòåãðàëiâ

ðóõó. Ó ïiäðîçäiëi 5.4 îïèñàíi ðiâíÿííÿ íóëüîâî¨ êðèâèçíè ç çàãàëüíèìè

U − V ïàðàìè çi çíà÷åííÿìè â áàãàòîïîëþñíèõ r-ìàòðè÷íèõ àëãåáðàõ. Ó

ïiäðîçäiëi 5.5 îïèñàíi iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨ ç çàãàëüíèìè U − V ïàðàìè çi

çíà÷åííÿìè â r-ìàòðè÷íèõ àëãåáðàõ â ðåãóëÿðíèõ òî÷êàõ. Âîíè ñïiâïàäà-

þòü ç óçàãàëüíåíîþ i¹ðàðõi¹þ ðiâíÿíü òèïó Ëàíäàó-Ëiâøèöÿ òà i¹ðàðõi¹þ

óçàãàëüíåíîãî êiðàëüíîãî ïîëÿ. Ó ïiäðîçäiëàõ 5.6-5.10 îïèñàíi iíòåãðîâíi

i¹ðàðõi¨ ç çàãàëüíèìè U−V ïàðàìè çi çíà÷åííÿìè â r-ìàòðè÷íèõ àëãåáðàõ

â ñèíãóëÿðíèõ òî÷êàõ. Äåòàëüíiøå, ó ïiäðîçäiëi 5.6-5.7 îïèñàíi �çñóíóòi�

r-ìàòðè÷íi äóæêè Ëi-Ïóàñîíà òà �çñóíóòi� iíòåãðàëè ðóõó. Ó ïiäðîçäiëàõ

5.8-5.9 îïèñàíi �ìàëi� iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨ â ñèíãóëÿðíèõ òî÷êàõ òà íàâåäå-

íî ¨õ ïðèêëàäè: i¹ðàðõiÿ àíiçîòðîïíîãî äâîêîìïîíåíòíîãî ðiâíÿííÿ ÍØ

ç ïîõiäíîþ, âåêòîðíå óçàãàëüíåííÿ i¹ðàðõi¨ ðiâíÿííÿ Ëàíäàó-Ëiâøèöÿ. Ó

ïiäðîçäiëi 5.10 îïèñàíi �âåëèêi� iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨ â ñèíãóëÿðíèõ òî÷êàõ

òà íàâåäåíî ¨õ ïðèêëàäè: àíiçîòðîïíà i¹ðàðõiÿ ç äâîìà çñóâàìè, �ïîäâî-

¹íà� âåêòîðíà i¹ðàðõiÿ ðiâíÿíü Ëàíäàó-Ëiâøèöÿ, ìîäèôiêîâàíi àáåëåâi i

íåàáåëåâi ðiâíÿííÿ Òîäè.

Øîñòèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìà¹ íàçâó �Êâàíòîâi iíòåãðîâíi

ñèñòåìè òà êëàñè÷íi r-ìàòðèöi�. Â äàííîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî øèðîêèé
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êëàñ êâàíòîâî � iíòåãðîâíèõ ìîäåëåé, ùî áàçóþòüñÿ íà êëàñè÷íèõ íå-

êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíi êâàíòîâî � iíòåãðîâíi

ìîäåëi òèïó Ãîäåíà òà Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, êâàíòîâî �

iíòåãðîâíi ìîäåëi òèïó Äæåéíñà-Êàìiíãñà-Äiêå òà êâàíòîâî � iíòåãðîâíi

áàãàòîáîçîííi ìîäåëi, ùî óçàãàëüíþþòü äèìåðè Áîçå � Õàááàðäà. Äåòàëü-

íiøå, ó ïiäðîçäiëi 6.2 îïèñàíi êâàíòîâî � iíòåãðîâíi ìîäåëi òèïó Ãîäåíà ùî

áàçóþòüñÿ íà êëàñè÷íèõ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ. Ó ïiäðîçäiëi 6.3

îïèñàíi êâàíòîâî � iíòåãðîâíi ìîäåëi Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó

ïîëi ùî áàçóþòüñÿ íà êëàñè÷íèõ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ. Ó ïiä-

ðîçäiëi 6.4 îïèñàíi êâàíòîâî�iíòåãðîâíi ìîäåëi òèïó Äæåéíñà-Êàìiíãñà-

Äiêå ùî áàçóþòüñÿ íà êëàñè÷íèõ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ. Ó ïiä-

ðîçäiëi 6.5 îïèñàíi äåòàëüíî äîäàòêîâi ëiíiéíi iíòåãðàëè Ëàêñ-iíòåãðîâíèõ

ìîäåëåé ùî áàçóþòüñÿ íà ñèìåòðiÿõ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi. Ó ïiäðîçäiëi

6.6 äåòàëüíî îïèñàíi ðàöiîíàëüíi ìîäåëi òèïó Äæåéíñà-Êàìiíãñà-Äiêå.

Ó ïiäðîçäiëi 6.7 äåòàëüíî îïèñàíi Z2-ãðàäóéîâàíi ìîäåëi òèïó Äæåéíñà-

Êàìiíãñà-Äiêå. Ó ïiäðîçäiëi 6.8 îïèñàíi óçàãàëüíåíi áàãàòîáîçîííi äèìåðè

Áîçå- Õàááàðäà.

Ñüîìèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìà¹ íàçâó �Àíçàö Áåòå òà êëà-

ñè÷íi r-ìàòðèöi.� Â öüîìó ðîçäiëi àëãåáðà¨÷íèé àíçàö Áåòå ïîøèðåíî

íà âèïàäîê êâàíòîâî�iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ïîâ'ÿçàíèõ ç êëàñè÷íèìè íå-

êîñîñèìåòðè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè. Ó âèïàäêó àëãåáð Ëi ñåði¨ gl(n), n > 2

i¹ðàðõi÷íèé àíçàö Áåòå óçàãàëüíåíî íà íåñòàíäàðòíi ëàíöþæêè âêëàäå-

íèõ ïiäàëãåáð. Âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî äiàãîíàëiçîâàíî Zp�ãðàäóéîâàíi ãà-

ìiëüòîíiàíè Ãîäåíà òà óçàãàëüíåíi ìîäåëi òèïó Äæåéíñà-Êàìiíãñà-Äiêå òà

äèìåðiâ Áîçå�Õàááàðäà, ùî áàçóþòüñÿ íà Z2�ãðàäóéîâàíèõ r-ìàòðèöÿõ.

Äåòàëüíiøå, ó ïiäðîçäiëi 7.2 ðîçãëÿíóòî àëãåáðà¨÷íèé àíçàö Áåòå ó íàé-

ïðîñòiøîìó âèïàäêó g = sl(2). Ó ïiäðîçäiëi 7.3 ðîçãëÿíóòî àëãåáðà¨÷íèé

àíçàö Áåòå ó âèïàäêó g = gl(n) òà ñòàíäàðòíîãî ëàíöþæêà âêëàäåíèõ

ïiäàëãåáð gl(n) ⊃ gl(n − 1) ⊃ gl(n − 2) ⊃ ... ⊃ gl(1). Ðîçãëÿíóòî òðè

ïàðàìåòðè÷íèõ ñiìåéñòâà r-ìàòðèöü, ùî äîïóñêàþòü äàíèé ìåòîä, à òà-
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êîæ âiäïîâiäíi êâàíòîâi iíòåãðîâíi ìîäåëi òà ¨õ òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìåòîäîì

àíçàöó Áåòå. Çíàéäåíî ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi ñïåêòð ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨

êâàäðàòè÷íèõ êâàíòîâèõ iíòåãðàëiâ. Ó ïiäðîçäiëi 7.4 ðîçãëÿíóòî àëãåáðà-

¨÷íèé àíçàö Áåòå ó âèïàäêó g = gl(n) òà íåñòàíäàðòíîãî ëàíöþæêà âêëà-

äåíèõ ïiäàëãåáð ùî âêëþ÷àþòü îáìåæåííÿ gl(n) ⊃ gl(n1) ⊕ gl(n − n1).

Çíàéäåíî ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi ñïåêòð ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ êâàäðàòè÷íèõ

êâàíòîâèõ iíòåãðàëiâ. Ó ïiäðîçäiëi 7.5 ðîçâèíóòèé ìåòîä çàñòîñîâàíî äî

âèïàäêó êâàíòîâèõ ñèñòåì Ãîäåíà áàçîâàíèõ íà Zp-ãðàäóéîâàíèõ êëàñè-

÷íèõ r-ìàòðèöÿõ. Ó ïiäðîçäiëi 7.6 ðîçâèíóòèé ìåòîä çàñòîñîâàíî äî âè-

ïàäêó êâàíòîâèõ ìîäåëåé Äæåéíñà-Êàìiíãñà-Äiêå òà óçàãàëüíåíèõ äèìå-

ðiâ Áîçå�Õàááàðäà áàçîâàíèõ íà Z2-ãðàäóéîâàíèõ êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ.

Âîñüìèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìà¹ íàçâó �Iíòåãðîâíi ôåðìiîí-

íi ìîäåëi i êëàñè÷íi r-ìàòðèöi.� Â äàííîìó ðîçäiëi áóäó¹òüñÿ ñiìåéñòâî

iíòåãðîâíèõ ôåðìiîííèõ ìîäåëåé òèïó ÁÊØ ç êiëüêîìà òèïàìè ôåðìiî-

íiâ òà ãàìiëüòîíiàíàìè s- òà p + ip � òèïó. Äåòàëüíiøå, ó ïiäðîçäiëi 8.2

îïèñàíà �ôåðìiîíiçàöiÿ� äåÿêèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïðåäñòàâëåíü ïðîñòèõ

àëãåáðè Ëi. Ïiäðîçäië 8.3 ïðèñâÿ÷åíèé iíòåãðîâíèì ôåðìiîííèì ìîäåëÿì

s�òèïó ùî áàçóþòüñÿ íà ðàöiîíàëüíèõ r-ìàòðèöÿõ. Ïîêàçàíî ùî iñíó¹ òðè

òèïè iíòåãðîâíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ, ùî ìiñòÿòü m òèïiâ ôåðìiîíiâ, à ñàìå

ãàìiëüòîíiàíè ïîâÿçàíi ç àëãåáðàìè gl(2m), sp(2m) òà so(2m) âiäïîâiäíî.

Ïiäðîçäië 8.4 ïðèñâÿ÷åíèé iíòåãðîâíèì ôåðìiîííèì ìîäåëÿì p+ ip�òèïó

ùî áàçóþòüñÿ íà Z2-ãðàäóéîâàíèõ r-ìàòðèöÿõ. Ïîêàçàíî ùî iñíó¹ òðè

òèïè iíòåãðîâíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ, ùî ìiñòÿòü m òèïiâ ôåðìiîíiâ, à ñàìå à

ñàìå, ãàìiëüòîíiàíè ïîâÿçàíi ç àëãåáðàìè gl(2m), sp(2m) òà so(2m) âiä-

ïîâiäíî. Ïiäðîçäië 8.5 ïðèñâÿ÷åíèé äiàãîíàëiöi¨ îòðèìàíèõ iíòåãðîâíèõ

ôåðìiîííèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ìåòîäîì àíçàöó Áåòå.

Íàðåøòi, ó Âèñíîâêàõ íàâåäåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.

Êëþ÷îâi ñëîâà: êëàñè÷íi òà êâàíòîâi iíòåãðîâíi ñèñòåìè, êëàñè÷íi r-

ìàòðèöi, íåñêií÷åííî-âèìiðíi àëãåáðè Ëi, ñîëiòîííi ðiâíÿííÿ,àíçàö Áåòå.
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Abstract

Skrypnyk T. V. The method of non-skew-symmetric r-matrices and new

integrable classical and quantum systems.

Thesis for obtaining of scienti�c degree of the habilitated doctor of sciences

in physics and mathematics according to speciality 01.04.02 � theoretical

physics (natural sciences, 104 � physics and astronomy), Institute of Theoreti-

cal Physics named after M.M. Bogolyubov of the National Academy of Sci-

ences of Ukraine.

The thesis is devoted to the development of the methods of the theory

of classical and quantum integrable systems and equations of soliton type.

The thesis consists of the Introduction, eight chapters, conclusions and the

bibliographic list.

In the Introduction the general characteristics of the present work is given:

the actuality of the thesis topic is grounded, the aim of the thesis is formulated.

In the �rst chapter � �Classical r-matrices with spectral parameters� the

theory of the general skew- and non skew-symmetric classical r-matrices and

their analytical behavior is considered. The main de�nitions and notations are

given in the section 1.2. The non-skew-symmetric analogue of the analytical

behavior of the classical r-matrix is considered in the section 1.3. In this

section the hypothesis about the analytical behavior of the classical r-matric

in the neighborhood of singular points is also formulated.

The second chapter of the thesis is called �The methods of constructi-

on of the classical r-matrices�. In this chapter the methods of construction

of the classical r-matrices are given and their concrete examples are consi-

dered. In section 2.2. the general scheme of connection of classical r-matrices

with classical R-operators is reminded. In section 2.3 �deformed� rational r-

matrices are constructed. In section 2.4 �deformed� rational r-matrices are
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�twisted� with the help of the �nite-order automorphism. In section 2.5. the

general method of �twisting� of the classical r-matrices with the help of the

�nite-order automorphism is described. It leads, in particular, to the classical

r-matrices from section 2.4. In section 2.6 the so-called method of K-twist of

the r-matrix is described.

The third chapter is called �In�nite-dimensional Lie algebras and classical

r-matrices�. In the section 3.2 the one-poled r-matrix Lie algebras g−r in the

regular points are described. The corresponding �ltered commutation relati-

ons are given. In the section 3.3 quasigraded structure of the algebra g−r is

described and the complementary subalgebra g+
r and the full r-matrix Lie

algebra gr = g−r +g+
r are constructed. The central object in this section is the

�multiplicator�, i.e. such the function f(u) that f(u)g−r ⊂ g−r . In the section

3.4 the quasigraded structure if the algebras gr, g−r , g
+
r is constructed. The

type of the quasigrading depends on the �order� of the multiplicator f(u). In

the section 3.5 �canonical� form of the classical r-matrix is presented. In the

section 3.6 dual spaces to the algebras g−r , g
+
r and gr are described. In the

section 3.7. many-point r-matrix Lie algebras in the regular points and the

corresponding commutation relations are presented. In the sections 3.8 -3.9

one-point and many-point r-matrix Lie algebras in the singular points and

the corresponding commutation relations are given.

The forth chapter of the thesis is called �integrable systems and classical

r-matrices�. In this chapter Lax matrices and integrals of motion of classi-

cally integrable hamiltonian systems governed by the classical r-matrices

are constructed. In section 4.2 the �rst r-matrix bracket and the algebra of

integrals of motion of Lax-integrable systems are described. In section 4.3 the

method of the construction of the Lax matrices using classical r-matrices with

spectral parameters is given. In such a way Lax matrices of the Gaudin-type

models are constructed. Lax matrices that corresponds to special points of

the classical r-matrices are also described. In such a way are constructed Lax

matrices of Jaynes-Cummings-Dicke models, of many-boson models, of Toda



9

models and their deformations.

The �fth chapter of the thesis is called �Soliton equations: the general

scheme�. In this chapter the general method of construction of soliton equati-

ons based on classical r-matrices with spectral parameters is given. Examples

of the applications of this method to construction of new soliton equations

are exposed. They include anisotropic derivative Shredinger hierarchy, modi-

�ed abelian and non-abelian Toda-�eld hierarchy, �doubled� vector Landau-

Lifshitz hierarchy, anisotropic hierarchy with double shifts etc. In the sections

5.2-5.3 the Lax matrices, second r-matrix bracket and commutative algebra

of integrals of motion are described. In the section 5.4 zero-curvature equati-

ons with U − V pairs with the values in many-poled r-matrix algebras are

presented. In section 5.5. the case of the regular points of the classical r-

matrices is considered. The corresponding soliton hierarchies coincide with the

generalized Landau-Lifshitz hierarchy and generalized chiral �eld hierarchy.

In the section 5.6-5.10 integrable hierarchies with U−V pairs with the values

in many-poled r-matrix algebras in singular points are considered. In more

details, in the sections 5.6-5.7 �shifted� r-matrix Poisson brackets and �shifted�

integrals of motion are described. In the sections 5.8-5.9 �small� integrable hi-

erarchies with the U−V pairs corresponding to singular points of the classical

r-matrices are introduced. Their concrete examples are considered. They are:

hierarchy of the anisotropic dNS equation and vector generalization of the

Landau-Lifshits hierarchy. In the section 5.10 �large� integrable hierarchies

with U − V - pairs the values in singular points are described. They are ani-

sotropic �double-shift� hierarchy, �doubled� vector Landau-Lifshitz hierarchy,

modi�ed abelian and non-abelian Toda-�eld hierarchies.

The six chapter of the thesis is called �Quantum integrable systems and

classical r-matrices�. In this chapter a wide class of quantum integrable models

that are based on classical non-skew-symmetric r-matrices is constructed.

In particular, quantum integrable models of Gaudin-type with and without

external magnetic �eld, quantum integrable models of Jaynes-Cummings-
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Dicke-type and many-boson models that generalize Bose-Hubbard dimer

models are obtained. In more details, in the section 6.2 quantum integrable

models that generalize Gaudin models are described. In the section 6.3

generalized Gaudin models in an external magnetic �eld are presented. In the

section 6.4 Jaynes-Cummings-Dicke-type models based on the classical non-

skew-symmetric r-matrices are introduced. In the section 6.5 additional linear

integrals of Lax-integrable systems connected with symmetries of classical r-

matrices are calculated. In the section 6.6 �rational� models of the Jaynes-

Cummings-Dicke-type are described in details. In the section 6.7 �Z2-graded�

models of the Jaynes-Cummings-Dicke type are presented. In the section 6.8

many-boson generalization of Bose-Hubbard dimmers are proposed.

The seventh paragraph of the thesis is entitled as �Bethe ansatz and classi-

cal r-matrices�. In this chapter algebraic Bethe ansatz is prolonged onto the

case of quantum-integrable models based on classical non-skew-symmetric r-

matrices. In the case of the Lie algebras of the type gl(n), n > 2 nested Bethe

ansatz is generalized onto non-standard chains of the embedded subalgebras.

Using it Zp-graded hamiltonians of the Gaudin type, generalized Jaynes-

Cummings-Dicke-type hamiltonians and generalized Bose-Hubbard dimmer

hamiltonians are diagonalized. In more details, in the section 7.2. algebraic

Bethe ansatz is considered in the simplest case g = sl(2). In the section 7.3.

the case g = gl(n) and nested Bethe ansatz based on the standard chain of

the embedded subalgebras gl(n) ⊃ gl(n − 1) ⊃ gl(n − 2) ⊃ ... ⊃ gl(1) is

analyzed. Three parametric families of the classical r-matrices, that admit

this method are considered. In the section 7.4 the nested Bethe ansatz on

g = gl(n) compatible with the restriction gl(n) ⊃ gl(n1) ⊕ gl(n − n1) is

proposed. The spectrum of the generating function of quadratic integrals of

motion is found. In the section 7.5 the developed method is applied to the

generalized Gaudin model based on Zp-graded classical r-matrices. In the

section 7.6 this method is applied to quantum models of Jaynes-Cummings-

Dicke type and to generalized Bose-Hubbard dimmers based on Z2-graded
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classical r-matrices.

The eights chapter of the thesis is called �Integrable fermion models and

classical r-matrices�. In this chapter the family of integrable fermion models

of the BCS-type with several types of fermions and hamiltonians of s- and

p + ip- type are obtained. In more details, in the section 8.2. fermionization

of some fundamental representations of simple Lie algebras is described. The

section 8.3 is dedicated to integrable fermion models of the s-type based on

the classical rational r-matrices. It is shown that there exist three types of

integrable fermion hamiltonians of s-type that contain m-types of the fermi-

ons, namely the models connected with the Lie algebras gl(m), sp(2m) and

so(2m) correspondingly. The subsection 8.4. is dedicated to integrable fermi-

on models of p+ ip-type that contain m-types of the fermions and are based

on Z2-graded classical r-matrices. It is shown that there exist three types of

integrable fermion hamiltonians of p + ip- type that contain m-types of the

fermions, namely the models connected with the Lie algebras gl(m), sp(2m)

and so(2m) correspondingly.

Finally in the section �Conclusions� the main results of the thesis are listed.

Key words:

Classical and quantum integrable systems, classical r-matrices, in�nite-

dimensional Lie algebras, soliton equations, Bethe ansatz.
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BÑÒÓÏ

Öiëêîì iíòåãðîâíi ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè ãðàþòü âàæëèâó ðîëü â òåîðå-

òè÷íié òà ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi ïî÷èíàþ÷è ç 19 ñòîði÷÷ÿ ç ÷àñiâ ðîáiò

Ëióâiëÿ, Íåéìàíà, Êëåáøà òà Êîâàëåâñüêî¨.

Ñèëüíèì ïîøòîâõîì äëÿ ðîçâèòêó òåîði¨ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì òà ¨õ çà-

ñòîñóâàíü áóëî âiäêðèòòÿ ó 70-õ ðîêàõ ÕÕ ñòîði÷÷ÿ ðiâíÿíü ñîëiòîííîãî

òèïó òà ¨õ öiëêîâèòî¨ iíòåãðîâíîñòi ÿê íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ãàìiëüòîíî-

âèõ ñèñòåì [20]. Öå ïðèâåëî äî ðÿäó ôóíäàìåíòàëüíèõ òåîðåòè÷íèõ íà-

ñëiäêiâ ÿê â êëàñè÷íié, òàê i â êâàíòîâié òåîði¨ íåëiíiéíèõ ïîëiâ ó äâîõ

âèìiðàõ [34] à òàêîæ äî ñòðiìêîãî ðîçâèòêó àñîöiéîâàíî¨ òåîði¨ ñêií÷åí-

íîâèìiðíèõ êëàñè÷íèõ òà êâàíòîâèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì.

Îäíèì ç âàæëèâèõ òåõíi÷íèõ çíàõiäîê öi¹¨ òåîði¨ áóëî âiäêðèòòÿ êî-

ìóòàòîðíîãî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü ðóõó � òàê çâàíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ Ëàêñà [50], ùî iñíó¹ ÿê äëÿ ðiâíÿíü ñîëiòîííîãî òèïó, òàê

i äëÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì. Öå äîçâîëèëî ïîâ'ÿçàòè

äàííó òåîðiþ ç òåîði¹þ ðiâíÿíü òèïó Åéëåðà�Àðíîëüäà íà ñêií÷åííî- i

íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáðàõ Ëi �ïðèõîâàíèõ ñèìåòðié�.

Iíøîþ êëþ÷îâîþ çíàõiäêîþ áóëî âiäêðèòòÿ êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü [62]

ùî ñëóãóþòü äëÿ çàäàííÿ äóæêè Ïóàññîíà ìiæ ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè

ìàòðèöi Ëàêñà. Öÿ çíàõiäêà ñëóãó¹ îñíîâîþ íå ëèøå òåîði¨ êëàñè÷íèõ ií-

òåãðîâíèõ ñèñòåì, à i äëÿ ¨õ êâàíòîâèõ àíàëîãiâ ùî îäåðæóþòüñÿ ìåòîäîì

êâàíòóâàííÿ âiäïîâiäíèõ äóæîê Ïóàññîíà, ùî ïðèçâåëî äî âiäêðèòòÿ, òàê

çâàíèõ, êâàíòîâèõ R-ìàòðèöü òà òåîði¨ êâàíòîâèõ ãðóï.

Äîâãèé ÷àñ â òåîði¨ �Ëàêñ � iíòåãðîâíèõ� ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì îñíîâíà

óâàãà ïðèäiëÿëàñÿ, òàê çâàíèì, êîñîñèìåòðè÷íèì êëàñè÷íèì r-ìàòðèöÿì,

îñêiëüêè ç òàêèìè r-ìàòðèöÿìè ìîæíà àñîöiþâàòè íå ëèøå ëiíiéíó, à é

êâàäðàòè÷íó Ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó, ÿêà ïiñëÿ äåôîðìàöiéíîãî êâàíòóâà-

ííÿ ïðèâîäèòü äî ñòðóêòóðè êâàíòîâî¨ ãðóïè. Òåîðiÿ êëàñè÷íèõ iíòåãðîâ-
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íèõ ñèñòåì, à òàêîæ ðiâíÿíü ñîëiòîííîãî òèïó ùî áàçó¹òüñÿ íà êëàñè÷íèõ

íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ òà ñàìà òåîðiÿ òàêèõ r-ìàòðèöü çàëèøà-

ëàñÿ ñëàáî ðîçðîáëåíîþ. Òîìó âàæëèâîþ çàäà÷åþ ¹ ðîçâèòîê òàêî¨ òåîði¨,

à òàêîæ ïîáóäîâà ôiçè÷íî öiêàâèõ ïðèêëàäiâ âiäïîâiäíèõ ñêií÷åííîâè-

ìiðíèõ ñèñòåì òà ðiâíÿííü ñîëiòîííîãî òèïó. Öüîìó ïðèñâÿ÷åíà ïåðøà

÷àñòèíà äèñåðòàöi¨.

Â ñïåöiàëüíié ëiòåðàòóði øèðîêî ïîáóòóâàëà äóìêà ùî êâàíòîâà ií-

òåãðîâíiñòü ñèñòåì ç ëiíiéíîþ r-ìàòðè÷íîþ ñòðóêòóðîþ ¹, ñâîãî ðîäó,

�àðòåôàêòîì� êâàíòîâî¨ iíòåãðîâíîñòi ñèñòåì ùî áàçóþòüñÿ íà êâàíòîâèõ

ãðóïàõ i êâàíòîâèõ R-ìàòðèöÿõ i ùî, â íàñëiäîê öüîãî, êâàíòîâi iíòåãðîâ-

íi ñèñòåìè àñîöiéîâàíi ëèøå ç êîñîñèìåòðè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè. Ïðîòå,

ÿê áóëî ïîêàçàíî àâòîðîì äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåíííÿ, öå ïîìèëêîâà

òî÷êà çîðó: êâàíòîâi iíòåãðîâíi ñèñòåìè àñîöiþþòüñÿ òàêîæ ç çàãàëüíè-

ìè íåêîñîñèìåòðè÷íèìè r-ìàòðèÿìè, ùî æîäíèì ÷èíîì íå ïîâ'ÿçàíi ç

êâàíòîâèìè ãðóïàìè. Âèêëàäó öèõ ðåçóëüòàòiâ, ¨õ çàñòîñóâàíü äî ôiçè-

÷íî öiêàâèõ ìîäåëåé, çîêðåìà äî ìîäåëåé òèïó ÁÊØ òà ðîçâèòêó ìåòîäiâ

òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíèõ êâàíòîâî � iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ïðèñâÿ÷åíà

äðóãà ÷àñòè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåíííÿ.

Aêòyaëüíicòü òeìè.

Îäíi¹þ ç âàæëèâèõ çàäà÷ ñó÷àñíî¨ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ ðîçðîáêà ìå-

òîäiâ äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé êëàñè÷íî¨ òà êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè i êëàñè÷íî¨

òà êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ ïîçà ðàìêàìè òåîði¨ çáóðåíü. Êëàñè÷íi òà êâàí-

òîâi iíòåãðîâíi ìîäåëi ¹ ïðèêëàäàìè ìîäåëåé, â äîñëiäæåííi ÿêèõ ìîæíà

ñóòò¹âî ïðîñóíóòèñü i íàáóòè íåîáõiäíèé äëÿ öi¹¨ ìåòè äîñâiä. Îñîáëèâi-

ñòþ öèõ ìîäåëåé ¹ íàÿâíiñòü ïðèõîâàíèõ ñèìåòðié, ÿêi äîçâîëÿþòü âèêî-

ðèñòîâóâàòè ñó÷àñíi àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè äëÿ ¨õ äîñëiäæåíü. Àêòóàëüíiñòü

òåìàòèêè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îáóìîâëåíà òèì, ùî â íié ïðåäñòàâëåíî

ïîáóäîâà i âèâ÷åííÿ àëãåáð Ëi ïðèõîâàíèõ ñèìåòði¨, ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî

çíàõîäæåííÿ íîâèõ êëàñè÷íèõ i êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì i ðîçâè-

òîê àëãåáðà¨÷íèõ ìåòîäiâ îáðàõóíêó ñïåêòðó ãàìiëüòîíiàíiâ ïîáóäîâàíèõ
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êâàíòîâèõ ñèñòåì.

3â'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Ðåçóëüòàòè, ùî óâiéøëè â äèñåðòàöiéíó ðîáîòó, áóëè îòðèìàíi â ðàì-

êàõ ïëàíîâî¨ íàóêîâî¨ òåìàòèêè âiääiëó ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ â òåîðå-

òè÷íié ôiçèöi Iíñòèòóòó òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè òåìà �Êâàí-

òîâi ñèìåòði¨ i âëàñòèâîñòi iíòåãðîâíèõ òà êâàíòîâî-ïîëüîâèõ ñèñòåì�,

2001�2004 ðð., øèôð 1.2.2, 1.4.7, � ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI 0101U000331; òå-

ìà �Ñèìåòði¨, iíòåãðîâíi ñèñòåìè, êëàñè÷íi i êâàíòîâi ïîëÿ�, 2005�2007

ðð., øèôð 1.4.7, � ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI 0101U006883; òåìà �Ìåòîäè òåîði¨

ñèìåòðié òà ïðîáëåìè íåëiíiéíî¨ äèíàìiêè â ñó÷àñíié òåîði¨ ïîëÿ òà òåîði¨

åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê�, 2008�2010 ðð., øèôð 1.4.7, � ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI

0106U007885).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçâèòîê òåîði¨ êëàñè÷íèõ òà êâàíòîâèõ

iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ùî áàçóþòüñÿ íà òåîði¨ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü

òà âiäïîâiäíèõ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð Ëi.

Çîêðåìà, ó äèñåðòàöi¨ ðîçâ'ÿçóâàëèñü íàñòóïíi çàäà÷i:

• Ðîçâèòîê ìåòîäiâ ïîáóäîâè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü çi ñïåêòðàëüíè-

ìè ïàðàìåòðàìè òà ïîáóäîâà íîâèõ êëàñiâ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-

ìàòðèöü.

• Ïîáóäîâà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð ïðèõîâàíèõ ñèìåòðié ñòàðòó-

þ÷è ç äàííî¨ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi.

• Ïîáóäîâà âñåìîæëèâèõ ìàòðèöü Ëàêñà ùî âiäïîâiäàþòü äàííié r-

ìàòðèöi, àíàëiç âiäïîâiäíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñè-

ñòåì òà âèÿâëåííÿ íîâèõ ôiçè÷íî öiêàâèõ ïðèêëàäiâ òàêèõ ñèñòåì.

• Ïîáóäîâà i¹ðàðõié ñîëiòîííèõ ðiâíÿííü ùî âiäïîâiäàþòü äàííié êëà-
ñè÷íié r-ìàòðèöi çi ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè òà çíàõîäæåííÿ íî-

âèõ öiêàâèõ ïðèêëàäiâ ñîëiòîííèõ ðiâíÿííü ó äâîõ âèìiðàõ.
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• Ïîáóäîâà êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ùî áàçóþòüñÿ íà êëàñè÷íèõ

íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ, çíàõîäæåííÿ ôiçè÷íî öiêàâèõ ïðè-

êëàäiâ òàêèõ ñèñòåì.

• Ðîçâèòîê ìåòîäiâ òî÷íîãî çíàõîäæåííÿ ñïåêòðó êâàíòîâî � iíòåãðîâ-
íèõ ñèñòåì òà çíàõîäæåííÿ ñïåêòðó êîíêðåòíèõ ìîäåëåé ïîâ'ÿçàíèõ

ç íåêîñîñèìåòðè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè.

Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ êëàñè÷íi òà êâàíòîâi ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè

òà àëãåáðè ¨õ ñèìåòðié.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ìåòîäè ïîáóäîâè êëàñè÷íèõ òà êâàíòîâèõ

iíòåãðîâíèõ ñèñòåì òà ðiâíÿííü ñîëiòîííîãî òèïó, à òàêîæ ìåòîäè çíàõî-

äæåííÿ ñïåêòðó êâàíòîâî � iíòåãðîâíèõ ñèñòåì.

Â ðîáîòi áóëî çàñòîñîâàíî íàñòóïíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: ìåòîä êëà-

ñè÷íî¨ r-ìàòðèöi, ìåòîä àëãåáðà¨÷íîãî àíçàöó Áåòå.

Hayêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âïåðøå:

1. Ïîáóäîâàíi íîâi êëàñè êëàñè÷íèõ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü çi

ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè.

2. Äîâåäåíî, ùî ç êîæíîþ íåâèðîäæåíîþ êëàñè÷íîþ r-ìàòðèöåþ çi

ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè ìîæíà àñîöiþâàòè íåñêií÷åííîâèìiðíó

êâàçiãàðäóéîâàíó àëãåáðó ïðèõîâàíèõ ñèìåòðié âiäïîâiäíèõ iíòåãðîâ-

íèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì. ßâíî ïîáóäîâàíi áàçèñè â öèõ àëãåáðàõ òà

îáðàõîâàíi âiäïîâiäíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ.

3. Ïðåä'ÿâëåíî êîíñòðóêòèâíèé ñïîñiá ïîáóäîâè ïî äàííié r-ìàòðèöi

âñiõ ìåðîìîðôíèõ îïåðàòîâiâ Ëàêñà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ãàìiëüòîíî-

âèõ ñèñòåì, ùî ¨é âiäïîâiäàþòü. Ïîáóäîâàíi íîâi ïðèêëàäè iíòåãðîâ-

íèõ ñèñòåì ùî îäåðæóþòüñÿ öèì ìåòîäîì.

4. Ðîçâèíóòî ìåòîä ïîáóäîâè iíòåãðîâíèõ i¹ðàðõié ðiâíÿííü ñîëiòîííîãî

òèïó ïî äàííié êëàñè÷íié r-ìàòðèöi òà ïðåä'ÿâëåíî êîíñòðóêòèâíèé
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ìåòîä ïîáóäîâè U − V �ïàð äëÿ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿííü íóëüîâî¨ êðè-

âèçíè. Ïîáóäîâàíî íîâi ïðèêëàäè òàêèõ ðiâíÿíü.

5. Ïîêàçàíî, ùî ðåäóêöiÿ â òåîði¨ ñîëiòîííèõ ðiâíÿííü òà òåîði¨ ñêií-

÷åííîâèìiðíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ïîâ'ÿçàíà çi ñïåöiàëüíèìè òî-

÷êàìè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü â ÿêèõ âîíè ñòàþòü âèðîäæåíèìè àáî

ñèíãóëÿðíèìè.

6. Ïîáóäîâàíà òåîðiÿ êâàíòîâî � iíòåãðîâíèõ ñèñòåì, ùî áàçó¹òüñÿ íà

êëàñè÷íèõ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ. Ïîáóäîâàíi íîâè ïðèêëà-

äè òàêèõ ñèñòåì. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíi iíòåãðîâíi óçàãàëüíåííÿ:

(a) ñïiíîâèõ ëàíöþæêiâ Ãîäåíà.

(b) ñïiíîâèõ ëàíöþæêiâ Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ïîëi.

(c) ñïií � áîçîííèõ ìîäåëåé òèïó Äæåéíñà � Êàìiíãñà � Äiêå.

(d) áîçîííèõ ìîäåëåé òèïó äèìåðiâ Áîçå � Õàááàðäà.

7. Ïîáóäîâàíi ñïiíîâi ëàíöþæêè çàñòîñîâàíi äî êîíñòðóþâàííÿ iíòå-

ãðîâíèõ ôåðìiîííèõ ìîäåëåé òèïó ÁÊØ � Ði÷àðäñîíà. Ïîáóäîâàíî

p + ip � àíàëîãè ìîäåëåé Ði÷àðäñîíà ç îäíèì òà áàãàòüìà òèïàìè

ôåðìiîíiâ òà çíàéäåíî ¨õ ñïåêòð ìåòîäîì àíçàöó Áåòå.

8. Ìåòîä àëãåáðà¨÷íîãî àíçàöó Áåòå ðîçøèðåíî íà êëàñ êâàíòîâî � iíòå-

ãðîâíèõ ñèñòåì ïîâ'ÿçàíèõ ç íåêîñîñèìåòðè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè. Ïî-

êàçàíî, ùî ó âèïàäêó àëãåáð gl(n) i¹ðàðõi÷íèõ àíçàö Áåòå ìîæå áóòè

çàñòîñîâàíèé äî íåñòàíäàðòíèõ ëàíöþæêiâ âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð ùî

âêëþ÷àþòü âêëàäåííÿ gl(n) ⊃ gl(n−p)⊕gl(p). Òàêèì ÷èíîì, çíàéäå-

íî ñïåêòð êâàíòîâî � iíòåãðîâíèõ ìîäåëåé ùî áàçóþòüñÿ íà àëãåáði

gl(n), çîêðåìà, Zp � ãðàäóéîâàíèõ ìîäåëåé òèïó Ãîäåíà òà òèïó Ãî-

äåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, à òàêîæ óçàãàëüíåíèõ ìîäåëåé

Äæåéíñà � Êàìiíãñà � Äiêå òà óçàãàëüíåíèõ äèìåðiâ Áîçå � Õàááàðäà

(âèïàäîê p = 2).
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Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ðåçóëüòàòi, îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨, ¹ âàæëèâèìè â:

1. Òåîði¨ ìàãíåòèçìó (òåîði¨ ðiâíÿíü òèïó Ëàíäàó � Ëiôøèöÿ, ùî îïèñó¹

äèíàìiêó âåêòîðà íàìàãíi÷åíîñòi).

2. Ôiçèöi êîíäåíñîâàíîãî ñòàíó (òåîði¨ íàäïðîâiäíîñòi ìàëèõ ìåòàëåâèõ

ãðàíóë).

3. ßäåðíié ôiçèöi (òåîði¨ ïðîòîí � íåéòðîííèõ âçà¹ìîäié).

4. Êâàíòîâié îïòèöi (òåîði¨ âçà¹ìîäi¨ ñâiòëà ç ðå÷îâèíîþ).

Êðiì òîãî, çíà÷íà ÷àñòèíà ðåçóëüòàòiâ ìà¹ çàãàëüíî � òåîðåòè÷íèé

õàðàêòåð i ¹ âàæëèâîþ ïðè ïîáóäîâi òà àíàëiçi êëàñè÷íèõ òà êâàíòîâèõ

iíòåãðîâíèõ ñèñòåì áóäü ÿêî¨ ôiçè÷íî¨ iíòåðïðèòàöi¨.

Ocoáècòèé âíecoê çäoáóâa÷a.

Ïîäàâëÿþ÷à áiëüøiñòü ïóáëiêàöié, íà ÿêèõ áàçó¹òüñÿ äèñåðòàöiÿ, âè-

êîíàíà àâòîðîì äèñåðòàöi¨ áåç ñïiâàâòîðñòâà.

Aïpoáaöiÿ poáîòè.

Ìàòåðiàëè äèñåðòàöi¨ ïðîéøëè àïðîáàöiþ íà ñåìiíàðàõ IÒÔ ÍÀÍ

Óêðà¨íè (Êè¨â, 2000-2018), Iíñò. ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, óíiâåðñèòåòiâ

ì. Àíæåð (Ôðàíöiÿ), ì. Òóð (Ôðàíöiÿ), ì. Ïàðèæ VI-VII (Ôðàíöiÿ), ì.

Ëiîí (Ôðàíöiÿ), ì. Óòðåõò (Ãîëàíäiÿ), ì. Ìiëàí (Iòàëiÿ), ì. Ðèì (Iòàëiÿ),

ì. Êàòàíüÿ (Iòàëiÿ), Ìiæíàðîäíîãî Iíñòèòóòó ÑIÑÑÀ (ì. Òði¹ñò, Iòàëiÿ),

äîïîâiäàëèñÿ íà IV, V, VI, VII ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ �Symmetry in

Nonlinear Mathematical Physics� (Êè¨â, ÷åðâåíü 2001; 2003; 2005; 2007),

ìiæíàðîäíîìó êîëîêâióìi �Òåîðåòèêî-ãðóïîâi ìåòîäè ó ôiçèöi� (Äóáíà,

ñåðïåíü 2000), XIII Ãóöóëñüêié ðîáî÷ié íàðàäi �Ìåòîäè òåîðåòè÷íî¨ òà

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� (Êè¨â, âåðåñåíü 2000), Ðîáî÷ié íàðàäi ÍÀÒÎ �Íåêî-

ìóòàòèâíi ñòðóêòóðè ó ôiçèöi i ìàòåìàòèöi� (Êè¨â, âåðåñåíü 2000), ìiæíà-

ðîäíié êîíô. ç ái-ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì (Áåäëåâî, Ïîëüøà, ñåðïåíü 2001),
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ìiæíàðîäíié êîíô. �Êâàíòîâi ãðóïè òà iíòåãðîâíi ñèñòåìè� (Ïðàãà, ×å-

õiÿ, ÷åðâåíü 2002), ìiæíàðîäíié êîíô. �Êâàíòîâi ãðóïè òà iíòåãðîâíi ñè-

ñòåìè� (Ïðàãà, ×åõiÿ, ÷åðâåíü 2003), ìiæíàðîäíié íàðàäi �Classical and

Quantum Integrable Systems� (Äóáíà, Ðîñiÿ, 22-25 ñi÷íÿ 2007), �The 2007

Twente Conference on Lie Groups� (Åíñõåäå, Íiäåðëàíäè, 12-14 ãðóäíÿ,

2007), ìiæíàðîäíié êîíô. � 30 ðîêiâ ái-ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì� (Áåäëåâî,

Ïîëüøà, ñåðïåíü 2008), ìiæíàðîäíié êîíô. ïðîåêòó ÅÍIÃÌÀ (Òði¹ñò, Iòà-

ëiÿ, æîâòåíü 2008), ìiæíàðîäíié êîíô. �Êâàíòîâi ãðóïè òà iíòåãðîâíi ñè-

ñòåìè� (Ïðàãà, ×åõiÿ, ÷åðâåíü 2009), íàóêîâèõ çáîðàõ IÒÔ ÍÀÍÓ ( Êè¨â,

Óêðà¨íà, áåðåçåíü 2010), ìiæíàðîäíié êîíô. ïðîåêòó ÄIÀÄÅÌ ( Àíæåð,

Ôðàíöiÿ, âåðåñåíü 2012), ìiæíàðîäíié êîíô. ç êâàíòîâèõ iíòåãðîâíèõ ñè-

ñòåì (Êè¨â, Óêðà¨íà, ÷åðâåíü 2013), ìiæíàðîäíié êîíô. ïàìÿ'òi Ï.I.Ãîëîäà

(Êè¨â, Óêðà¨íà, ëèïåíü 2014), ìiæíàðîäíié êîíô. �Ôiçèêà i ìàòåìàòèêà íå-

ëiíiéíèõ ôåíîìåíiâ�, (Ãàëiïîëi, Iòàëiÿ, ÷åðâåíü 2015), ìiæíàðîäíié êîíô.

� Iíòåãðîâíi ñèñòåìè i ñïîðiäíåíi ñòðóêòóðè ( Ãåòòiíãåí, Íiìå÷÷èíà, áåðå-

çåíü 2016), ìiæíàðîäíié êîíô. �50 ðîêiâ ìåòîäó îáåðíåíî¨ çàäà÷i�, (Ãàëi-

ïîëi, Iòàëiÿ, ÷åð. 2017).

Ïóáëiêàöi¨. Çà ìàòåðiàëàìè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî 53 ñòàòòi [7], [65]-

[115] ó ðåôåðîâíèõ íàóêîâèõ æóðíàëàõ.
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Ðîçäië 1

Êëàñè÷íi r-ìàòðèöi çi ñïåêòðàëüíèìè

ïàðàìåòðàìè

1.1. Âñòóï

Òåîðiÿ êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü âåäå ñâié âiäëiê âiä ðîáîòè Ñêëÿíiíà [62],

õî÷à â íåÿâíié (êîìïîíåíòíié) ôîðìi êëàñè÷íi r-ìàòðèöi ïðèñóòíi âæå â

ðîáîòi Ãîäåíà [37]. Êëàñè÷íi r-ìàòðèöi ðîçïîäiëÿþòüñÿ íà äèíàìi÷íi òà

íåäèíàìi÷íi, êîñîñèìåòðè÷íi òà íåêîñîñèìåòðè÷íi. Òåîðiÿ íåäèíàìi÷íèõ

êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü áóëà ðîçðîáëåíà â ðîáîòàõ Á¹ëàâiíà òà Äðií-

ôåëüäà [2, 3] òà çàâåðøåíà â ðîáîòàõ Ñòîëiíà [64].

Â öié ãëàâi ìè ðîçãëÿíåìî òåîðiþ çàãàëüíèõ êîñîñèìåòðè÷íèõ òà íå-

êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü, ¨õ àíàëiòè÷íó ñòðóêòóðó òà âëàòèâîñòi.

1.2. Ïîçíà÷åííÿ i âèçíà÷åííÿ

Íåõàé g � ïðîñòà ñêií÷åííî-âèìiðíà àëãåáðà Ëi àáî ðåäóêòèâíà àëãåáðà

Ëi gl(n). Íåõàé {Xα|α = 1, dimg} � áàçèñ â àëãåáði Ëi, ùî çàäîâîëüíÿ¹

íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ:

[Xα, Xβ] =

dimg∑
γ=1

Cγ
αβXγ. (1.2.1)

Íåõàé ( , ) � áiëiíiéíà ñèìåòðè÷íà iíâàðiàíòíà ôîðìà íà àëãåáði Ëi g,

gαβ êîìïîíåíòè íåâèðîäæåíî¨ iíâàðiàíòíî¨ ôîðìè: gαβ = (Xα, Xβ). Íà-

äàëi ïiäíÿòòÿ ÷è îïóñêàííÿ òåíçîðíèõ iíäåêñiâ áóäå çäiéñíþâàòèñü çà äî-
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ïîìîãîþ ìåòðèêè gαβ = (Xα, Xβ) ÷è ¨¨ îáåðíåíî¨ gαβ. Ìè áóäåìî âèêîðè-

ñòîâóâàòè íàñòóïíå âèçíà÷åííÿ:

Âèçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiÿ r(u1, u2) äâîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ çi çíà÷åí-

íÿì â g⊗ g íàçèâà¹òüñÿ êëàñè÷íîþ r-ìàòðèöåþ, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹

óçàãàëüíåíå êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ ßíãà-Áàêñòåðà:

[r12(u1, u2), r13(u1, u3)] = [r23(u2, u3), r12(u1, u2)]− [r32(u3, u2), r13(u1, u3)],

(1.2.2)

r12(u1, u2) ≡
dimg∑
α,β=1

rαβ(u1, u2)Xα ⊗Xβ ⊗ 1 etc.

Çàóâàæåííÿ 1. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ìàòðèöÿ r(u1, u2) êîñîñèìåòðè÷íà,

òîáòî r12(u1, u2) = −r21(u2, u1) òî ðiâíÿííÿ (1.2.2) ïåðåõîäèòü â çâè÷àéíå

êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà:

[r12(u1, u2), r13(u1, u3)] = [r23(u2, u3), r12(u1, u2) + r13(u1, u3)]. (1.2.3)

Âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.2.3) êîñîñèìåòðè÷íèìè. Òîìó êîæíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.2.3) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.2.2). Çàóâàæèìî òà-

êîæ, ùî ó âèïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü iñíó¹ òàêà �óíiôîðìiçóþ-

÷à� ïàðàìåòðèçàöiÿ, ùî r12(u1, u2) = r12(u1 − u2), òîáòî r-ìàòðèöÿ åôå-

êòèâíî ¹ ôóíêöi¹þ îäíî¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ i âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ (1.2.3)

ìîæå áóòè çàïèñàíå â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

[r12(u), r13(v)] = [r23(v − u), r12(u) + r13(v)]. (1.2.4)

Öåé ôàêò íåñïðàâåäëèâèé äëÿ çàãàëüíèõ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ êëàñè÷íèõ

r-ìàòðèöü. Íàðåøòi çàóâàæèìî, ùî êîñîñèìåòðè÷íi r-ìàòðèöi, ÿê ôóí-

êöi¨ óíiôîðìiçóþ÷îãî ïàðàìåòðó ðîçäiëÿþòüñÿ íà òðè êëàñè: ðàöiîíàëüíi,

òðèãîíîìåòðè÷íi òà åëiïòè÷íi [2]. Àíàëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ äëÿ íåêîñîñè-

ìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü íå âiäîìà.

Ìîæíî ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ òðè êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi â ïðîñòîði

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2.2):
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1. êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ: r12(u1, u2)→ Adg(u1)⊗Adg(u2)r12(u1, u2).

2. ðåïàðàìåòðèçàöi¨: r12(u1, u2)→ r12(v1, v2), äå ui = ui(vi), i ∈ 1, 2.

3. ïåðåìàøòàáóâàííÿ: r12(u1, u2) → f(u2)r12(u1, u2), äå ô-öiÿ f(u2) �

äîâiëüíà.

Çàóâàæåííÿ 2. Çàóâàæèìî, ùî ïåðåìàøòàáóâàííÿ íå ¹ ïåðåòâîðåííÿì

ñèìåòði¨ çâè÷àéíîãî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà (1.2.3) òîáòî

âîíî íå çáåðiãà¹ êîñîñèìåòðè÷íiñòü r-ìàòðèöi.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå âèçíà÷åííÿ:

Âèçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöiÿ c(u) îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ u çi çíà÷åííÿì

â àëãåáði Ëi g íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì åëåìåíòîì çñóâó, ÿêùî âîíà ¹

ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ:

[r12(u, v), c1(u)]− [r21(v, u), c2(v)] = 0. (1.2.5)

Çâåðíåìî óâàãó, ùî óçàãàëüíåíi åëåìåíòè çñóâó óòâîðþþòü ëiíiéíèé

ïðîñòið, òîáòî ¨õ ìîæíî äîäàâàòè i ìíîæèòè íà êîíñòàíòè.

1.3. Àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü

Îäíîþ ç íàéáiëüø âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü ç ñïå-

êòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè ¹ ¨õ àíàëiòè÷íà ïîâåäiíêà. Íà ñüîãîäíiøíié äåíü

íå iñíóþ êëàñèôiêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2.2). Òîìó ìè áóäåìî ðîáèòè

äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ ïðî àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi r-ìàòðèöü r(u, v).

Âèçíà÷åííÿ 3. Êëàñè÷íà r-ìàòðèöÿ r(u, v) áóäå íàçèâàòèñü íåâèðîäæå-

íîþ, ÿêùî â äåÿêié âiäêðèòié îáëàñòi U × U ⊂ C2 âîíà ìà¹ íàñòóïíèé

ðîçêëàä:

r(u, v) =
Ω

(u− v)
+ r0(u, v) (1.3.6)
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äå r0(u, v) ðåãóëÿðíà â U × U - ôóíêöiÿ, òîáòî ìà¹ ðîçêëàä â ôîðìàëüíi

ðÿäè Òåéëîðà ïî çìiííèõ u òà v, à Ω ∈ g⊗ g ¹ òåíçîðíèì Êàçèìiðîì:

Ω =

dimg∑
α,β=1

gαβXα ⊗Xβ. (1.3.7)

Çàóâàæåííÿ 3. Ç âëàñòèâîñòi (1.3.6) ñëiäó¹ ùî r-ìàòðèöÿ r(u, v) ¹ íå-

âèðîäæåíîþ â îáëàñòi U × U â çâè÷àéíîìó ñåíñi, òîáòî detr(u, v) 6= 0.

Ç âëàñòèâîñòi (1.3.6) ñëiäó¹ òàêîæ, ùî íå iñíó¹ òàêî¨ ïiäàëãåáðè g′ ⊂ g i

ïiäïðîñòîðó g′′ ⊂ g, ùî r(u, v) ∈ g′ ⊗ g àáî r(u, v) ∈ g⊗ g′′, ∀u, v ∈ U .

Âèçíà÷åííÿ 4. Ìè áóäåìî íàçèâàòè òî÷êè u òà v �ðåãóëÿðíèìè� ÷è �íå

îñîáëèâèìè�, ÿêùî âîíè íàëåæàòü îáëàñòi U .

Íàäàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè íåâèðîäæåíi ó âêàçàíîìó âèùå

ñåíñi êëàñè÷íi r-ìàòðèöi. Íàïðèêëàä, êëàñè÷íi êîñîñèìåòðè÷íi r-ìàòðèöi

¹ íåâèðîäæåíèìè, ÿê ç òî÷êè çîðó iñíóâàííÿ ðîçêëàäó (1.3.6), òàê i â

çâè÷àéíîìó ìàòðè÷íîìó ñåíñi [2]. Òèì íå ìåíøå, ìîæóòü iñíóâàòè òî÷êè,

ùî íå íàëåæàòü âiäêðèòié îáëàñòi U , äå àíàëiòè÷íi âëàòèâîñòi (1.3.6) íå
ìàþòü ìiñöÿ. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå âèçíà÷åííÿ:

Âèçíà÷åííÿ 5. Áóäåìî íàçèâàòè òî÷êó ν0, ùî íàëåæàòü ðîçøèðåíié êîì-

ïëåêñíié ïëîùèíi �ñèíãóëÿðíîþ� , �îñîáëèâîþ� àáî �ñïåöiàëüíîþ�, ÿêùî

îäíà âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà ç íàñòóïíèõ äâîõ âèìîã

(i) r(u, ν0) ∈ g(u−1, u))⊗ gν0
0 (1.3.8)

(ii) r(ν0, v) ∈ gν0
0 ⊗ g(v−1, v)) (1.3.9)

äëÿ äåÿêî¨ ïiäàëãåáðè gν0
0 , òà äåÿêîãî íåòðèâiàëüíîãî ïiäïðîñòîðó gν0

0 , êî-

æåí ç ÿêèõ íå ñïiâïàäà¹ ç óñi¹þ àëãåáðîþ Ëi g.

Çàóâàæåííÿ 4. Tî÷êà ν0 òàêà, ùî r(u, ν0) = 0 (òîáòî, êîëè ïiäïðîñòið

gν0
0 òðèâiàëüíèé ) ìîæå íå áóòè îñîáëèâîþ òî÷êîþ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi,
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òîìó ùî ïðåòâîðåííÿì r(u, v) → f−1(v)r(u, v) äå f(ν0) = 0, r-ìàòðèöÿ

ìîæå áóòè çðîáëåíà íåâèðîäæåíîþ i íåñèíãóëÿðíîþ â öié òî÷öi. Â òàêîìó

âèïàäêó òî÷êà ν0 ¹ ñïåöiàëüíîþ òî÷êîþ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ óìîâà (ii).

Ç âèçíà÷åííÿ (5) ñëiäó¹ çîêðåìà, ùî r-ìàòðèöÿ r(u, v) ¹ âèðîäæåíîþ â

ñïåöiàëüíèõ òî÷êàõ â çâè÷àéíîìó ìàòðè÷íîìó ñåíñi òîáòî det r(u, ν0) = 0

÷è det r(ν0, v) = 0 âiäïîâiäíî.

Çàóâàæåííÿ 5. Çàóâàæèìî, ùî êðiì îñîáëèâèìõ òî÷îê ν0, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâè det r(u, ν0) = 0 ìîæíà øóêàòè òàêi òî÷êè v = ν0, ùî r(u, v)

ìàþòü ïîëþñè ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó â òî÷öi ν0. Ïiñëÿ ìíîæåííÿ r-ìàòðèöi

íà äåÿêó ôóíêöiþ âiä çìiííî¨ v îòðèìó¹òüñÿ r-ìàòðèöÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹

óìîâi det r(u, ν0) = 0 òîáòî öåé âèïàäîê ¹ åêâiâàëåíòíèì ïîïåðåäíüîìó.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâè (i)-(ii) åôåêòèâíî îçíà÷àþòü, ùî òî÷êà ν0 íå

íàëåæèòü äî âiäêðèòî¨ îáëàñòi U . Â óñiõ âiäîìèõ âèïàäêàõ àíàëiòè÷íà

ïîâåäiíêà r-ìàòðèöi â îêîëi îñîáëèâîõ òî÷êè v = ν0 ìà¹ ôîðìó:

r(u, v) = (v − ν0)
k Ω

(u− v)
+ r̃0(u, v), (1.3.10)

äå r̃0(u, v) öå g⊗g-çíà÷íà ôóíêöiÿ ðåãóëÿðíà â îêîëi òî÷êè u = ν0, v = ν0.

Ãiïîòåçà 1.1. Ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi êîæíó êëàñè÷íó r-

ìàòðèöþ r(u, v) ìîæíî çâåñòè äî òàêî¨ ôîðìè, ùî â îêîëi ñïåöiàëüíî¨

òî÷êè v = ν0 âèêîíó¹òüñÿ ðîçêëàä (1.3.10) äëÿ äåÿêîãî öiëîãî k > 0.

1.4. Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíóëè âèçíà÷åííÿ òà îïèñàëè òåîðiþ çàãàëüíèõ

êëàñè÷íèõ íåäèíàìi÷íèõ r-ìàòðèöü. Ìè ðîçãëÿíóëè íåêîñîñèìåòðè÷íèé

àíàëîã àíàëiòè÷íî¨ ïîâåäiíêè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü â òî÷êàõ çàãàëüíî-

ãî ïîëîæåííÿ [105] òà ñôîðìóëþâàëè ãiïîòåçó ïðî àíàëiòè÷íó ïîâåäiíêó

êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü â îêîëi îñîáëèâèõ òî÷îê [114].
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Ðîçäië 2

Måòîäè ïîáóäîâè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü

2.1. Âñòóï

Â öié ãëàâi áóäóòü íàâåäåíi ìåòîäè ïîáóäîâè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü òà ðîç-

ãëÿíóòi ¨õ ïðèêëàäè. Îäíèì òàêèõ ìåòîäiâ ¹ òåîðiÿ R-îïåðàòîðiâ [17].

Îñíîâíèì ïðèêëàäîì R-îïåðàòîðiâ ¹ R�îïåðàòîð òèïó Àäëåðà � Êîñòàí-

òà � Ñàéìñà [17], ùî áàçó¹òüñÿ íà ðîçêëàäi àëãåáðè Ëi â ñóìó äâîõ ïiäàë-

ãåáð. Äîáðå âiäîìèì ¹ çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ R�îïåðàòîðiâ ãðàäóéîâàíèõ

àëãåáð Ëi [14, 15]. Â ñåði¨ íàøèõ ðîáiò [7], [65]-[77] áóëî çàïðîïîíîâàíî

çàñòîñîâóâàòè ìàéæå ãðàäóéîâàíi àáî êâàçiãðàäóéîâàíi àëãåáðè Ëi â òåî-

ði¨ R �îïåðàòîðiâ òèïó Àäëåðà � Êîñòàíòà - Ñàéìñà (öÿ iäåÿ â íåÿâíîìó

âèãëÿäi ìiñòèëàñü â ðîáîòàõ [42] � [43]).

Â äàííîìó ðîçäiëi ìè áóäó¹ìî êëàñè÷íi r-ìàòðèöi, ùî âiäïîâiäàþòü

íàéïðîñòiøèì êâàçiãðàäóéîâàíèì äåôîðìàöiÿì àëãåáð ïåòåëü â îäíîði-

äíîìó ãðàäóþâàííi [75, 83, 84]. Ìè òàêîæ ðîçãëÿäà¹ìî ìåòîä çñóâó êëàñè-

÷íèõ r-ìàòðèöü íà ïîñòiéíèé òåíçîð [2] òà óçàãàëüíþ¹ìî éîãî íà âèïàäîê

íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü [96]. Ìè ïîêàçó¹ìî éîãî çâ'ÿçîê ç òåîði¹þ

R�îïåðàòîðiâ, ùî âiäïîâiäàþòü òðèêóòíîìó ðîçêëàäó àëãåáð Ëi [96].

Ðîçãëÿíóòî òàêîæ ìåòîä ðåäóêöi¨ r-ìàòðèöi âiäíîñíî àâòîìîðôiçìó

ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó [18] òà çàñòîñîâàíî éîãî äî êâàçiãðàäóéîâàíèõ àëãåáð

Ëi â îñíîâíîìó òà ïðîìiæíèõ êâàçiãðàäóéóâàííÿõ [79]-[82]. Ìè ðîçãëÿäà-

¹ìî êîìáiíîâàíèé ìåòîä ïîáóäîâè r-ìàòðèöü, ùî âêëþ÷à¹ êâàçiãðàäóéî-

âàíó äåôîðìàöiþ, çñóâ òà ðåäóêöiþ âiäíîñíî àâòîìîðôiçìó [104]. Òàêîæ

îïèñàíî K � çêðó÷åíi r-ìàòðèöi [88], ïîâ'ÿçàíi ç àëãåáðàìè âiäáèòòÿ [35].
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2.2. Êëàñè÷íi r-ìàòðèöi òà òåîðiÿ R-îïåðàòîðiâ.

2.2.1. R-îïåðàòîðè i àëãåáðè Ëi

Âèçíà÷åííÿ 6. Íåõàé g̃ � íåñêií÷åííîâèìiðíà àëãåáðà Ëi, R �� ëiíié-

íå âiäîáðàæåííÿ g̃ → g̃, ùî çàäîâîëüíÿ¹ êëàñè÷íîìó ðiâíÿííþ ßíãà �

Áàêñòåðà, çàïèñàíîìó â îïåðàòîðíié ôîðìi [17]:

R([R(X), Y ]+[X,R(Y )])− [R(X), R(Y )] =
1

4
[X, Y ], ∀X, Y ∈ g̃. (2.2.1)

Âiäîáðàæåííÿ R íàçèâà¹òüñÿ êëàñè÷íèì R-îïåðàòîðîì.

Âiäîìi äâà êëàñè êëàñè÷íèõ R-îïåðàòîðè: îïåðàòîðè Êîñòàíòà � Àäëå-

ðà � Ñàéìñà (äàëi ÊÀÑ) i �òðèêóòíi� R-îïåðàòîðè.

Ðîçãëÿíåìî öi âèïàäêè äåòàëüíiøå. Íåõàé àëãåáðà Ëi g̃ ìà¹ ðîçêëàä â

ïðÿìó ñóìó äâîõ ïiäàëãåáð g̃± ÿê ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ:

g̃ = g̃+ + g̃−,

Íåõàé P± áóäóòü îïåðàòîðàìè ïðîåêöié íà ïiäàëãåáðè g̃± âiäïîâiäíî. Âi-

äîìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ìîæëèâî âèçíà÷èòè, òàê çâàíèé, R-îïåðàòîð

òèïó ÊÀÑ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

R =
1

2
(P+ − P−). (2.2.2)

Ðîçãëÿíåìî �òðèêóòíèé� R-îïåðàòîð. Íåõàé àëãåáðà Ëi g̃ ìà¹ òðèêóòíèé

ðîçêëàä:

g̃ = g̃+ + g0 + g̃−, (2.2.3)

äå ñóìà ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ, g̃± i g0 çàìêíóòi ïiäàëãåáðè

Ëi i, êðiì òîãî, g̃± � g0-ìîäóëi. Íåõàé R0 áóäå ðîçâ'ÿçêîì ìîäèôiêîâàíîãî

ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà (2.2.1) íà g0. Òîäi, íàñòóïíà ôîðìóëà:

R =
1

2
P+ +R0 −

1

2
P−, (2.2.4)

äå P± � ¹ îïåðàòîðàìè ïðîåêöi¨ íà ïiäàëãåáðè g̃±, çàäà¹ ðîçâ'ÿçîê ìîäè-

ôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà (2.2.1) íà g.
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Çàóâàæåííÿ 6. Â âèïàäêó àëãåáð Ëi ç òðèêóòíèì ðîçêëàäîì ìîæëèâî

òàêîæ îòðèìàòè R-îïåðàòîð ÊÀÑ ïîêëàäàþ÷è â ôîðìóëi äëÿ òðèêóòíî-

ãî îïåðàòîðà R0 = ±1
2P0. Â öüîìó âèïàäêó ÊÀÑ R-îïåðàòîð âiäïîâiäà¹

ðîçêëàäó ÊÀÑ ç g+ = (g+ + g0), g− = g− ÷è g+ = g+, g− = (g0 + g−).

2.2.2. Êëàñè÷íi r�ìàòðèöi òà êëàñè÷íi R-îïåðàòîðè. Íåõàé g̃ �

àëãåáðà Ëi g-çíà÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ u. Âiäîìî [57],

ùî ÿêùî R-îïåðàòîð, çàïèñàíèé ÿê iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð i ìà¹ ÿäðî òî:

R(X)(u1) =

∮
u2=0

(r12(u1, u2), X2(u2))2 du2, (2.2.5)

äå r12(u1, u2) � ¹ g ⊗ g-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ äâîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ,

X2 ≡ 1 ⊗ X, ( , ) � iíâàðiàíòíà íåâèðîäæåíà áiëiíiéíà ôîðìà íà g,

òîäi ôóíêöiÿ r12(u1, u2) çàäîâîëüíÿ¹ óçàãàëüíåíîìó êëàñè÷íîìó ðiâíÿí-

íþ ßíãà�Áàêñòåðà. Òîáòî, îòðèìàâøè R-îïåðàòîðè, ùî çàäîâîëüíÿþòü

ìîäèôiêîâàíîìó ðiâíÿííþ ßíãà-Áàêñòåðà (2.2.1) i âèðàõîâóþ÷è ¨õ ÿäðà

ÿê iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ìîæëèâî çêîíñòðóþâàòè ÿâíî ðiøåííÿ óçà-

ãàëüíåíîãî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ ßíãà�Áàêñòåðà. Ó âèïàäêó R-îïåðàòîðiâ

òèïó ÊÀÑ i òðèêóòíèõ R-îïåðàòîðiâ ìîæëèâî äàòè ÿâíi ôîðìóëè äëÿ

r(u1, u2), âèêîðèñòîâóþ÷è áàçèñ â àëãåáði Ëi g̃ i áàçèñ â äóàëüíîìó ïðî-

ñòîði g̃∗ ïî âiäíîøåííþ äî ñòàíäàðòíîãî ñïàðþâàííÿ:

〈X, Y 〉 =

∮
u=0

(X(u), Y (u))
du

u
, (2.2.6)

äå X(u) ∈ g̃, Y (u) ∈ g̃∗.

Ðîçãëÿíåìî öi äâà âèïàäêè äåòàëüíiøå.

1.Âèïàäîê R-îïåðàòîðiâ ÊÀÑ. Íåõàé àëãåáðà g̃ (g-çíà÷íèõ ôóíêöié

çìiííî¨ u) äîïóñêà¹, ÿê ëiíiéíèé ïðîñòið, ðîçêëàä â ñóìó äâîõ ïiäàëãåáð.

Íåõàé Xm
α ≡ Xm

α (u), äå m ∈ Z, α ∈ 1, dimg áàçèñ â àëãåáði Ëi g̃, ùî óçãî-

äæåíèé ç öèì ðîçêëàäîì, òîáòî Xm
α ∈ g̃+ äëÿm ≥ 0, Xm

α ∈ g̃− äëÿm < 0.
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Íåõàé Y m
α ≡ Y m

α (u) � áàçèñ â äóàëüíîìó ïðîñòîði g̃∗ îðòîãîíàëüíèé äî

áàçèñó Xm
α ïî âiäíîøåííþ äî ââåäîíîãî ñïàðþâàííÿ 〈 , 〉. Òîäi, ÿê ñëiäó¹

iç ÿâíî¨ ôîðìè R-îïåðàòîðà ÊÀÑ (2.2.2), ôóíêöiÿ r12(u1, u2) âèãëÿäó:

r1,2(u1, u2) =
1

2

(dimg∑
α=1

∑
m≥0

Xm
α (u1)⊗ Y m

α (u2)−
dimg∑
α=1

∑
m<0

Xm
α (u1)⊗ Y m

α (u2)
)

(2.2.7)

çàäîâîëüíÿ¹ óçàãàëüíåííîìó êëàñè÷íîìó ðiâíÿííþ ßíãà � Áàêñòåðà.

2.Âèïàäîê òðèêóòíîãî R-îïåðàòîðà. Íåõàé àëãåáðà Ëi g̃ g-çíà÷íèõ

ôóíêöié âiä çìiííî¨ u äîïóñêà¹ òðèêóòíèé ðîçêëàä g̃ = g̃+ + g0 + g̃−.

Íåõàé Xm
α ≡ Xm

α (u), äå m ∈ Z, α ∈ 1, dimg � áàçèñ â àëãåáði g̃ óçãîäæå-

íèé ç öèì ðîçêëàäîì, òîáòî Xm
α ∈ g̃+, ÿêùî m > 0, Xm

α ∈ g̃− ÿêùî m < 0

i X0
α ≡ Xα ∈ g0. Íåõàé Y m

α ≡ Y m
α (u) � áàçèñ â ëiíiéíîìó ïðîñòîði g̃∗

îðòîãîíàëüíèé äî áàçèñó Xm
α ïî âiäíîøåííþ äî ñïàðþâàííþ 〈 , 〉. Òîäi,

ÿê ñëiäó¹ ç ÿâíî¨ ôîðìè R-îïåðàòîðà (2.2.4), ôóíêöiÿ r12(u1, u2) âèãëÿäó:

r1,2(u1, u2) =
1

2

∑
m>0

dimg∑
α=1

Xm
α (u1)⊗ Y m

α (u2) +

dimg0∑
α,β=1

bαβXα ⊗Xβ−

− 1

2

∑
m<0

dimg∑
α=1

Xm
α (u1) ⊗ Y m

α (u2), (2.2.8)

çàäîâîëüíÿ¹ óçàãàëüíåííîìó êëàñè÷íîìó ðiâíÿííþ ßíãà�Áàêñòåðà, ÿêùî

b12 =

dimg0∑
α,β=1

bαβXα ⊗Xβ

çàäîâiëüíÿ¹ ìîäèôiêîâàíîìó ðiâíÿííþ ßíãà�Áàêñòåðà íà g0.

2.2.3. Ñèìåòði¨ i ìåòîä �çñóâó� êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü. Â öüîìó

ïiäðîçäiëi ìè íàâåäåìî îäèí ç ìåòîäiâ ïîáóäîâè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü i

ïîÿñíèìî éîãî çâ'ÿçîê ç òåîði¹þ êëàñè÷íèõ R-îïåðàòîðiâ.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå âèçíà÷åííÿ.
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Âèçíà÷åííÿ 7. Êëàñè÷íà g⊗g� çíà÷íà r-ìàòðèöÿ r12(u1, u2) íàçèâà¹òüñÿ

g0� iíâàðiàíòíîþ, äå g0 � ïiäàëãåáðà Ëi àëãåáðè g ÿêùî

[r12(u1, u2), X ⊗ 1 + 1⊗X] = 0, ∀X ∈ g0.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé r12(u1, u2) � g0-iíâàðiàíòíà êëàñè÷íà r-

ìàòðèöÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâié óìîâi:

r12(u1, u2) + r21(u2, u1) = αΩ
(0)
12 , (2.2.9)

äå Ω
(0)
12 � òåíçîðíà ôóíêöiÿ Êàçèìiðà íà g0. Íåõàé c12 � ïîñòiéíèé

íåêîñîñèìåòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìîäèôiêîâàíîãî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ ßí-

ãà�Áàêñòåðà íà g0:

[c12, c13]− [c23, c12] + [c32, c13] = −α[Ω
(0)
32 , c13]. (2.2.10)

òîäi ôóíêöiÿ

rc12(u1, u2) = r12(u1, u2) + c12

çàäîâîëüíÿ¹ óçàãàëüíåíå êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà.

Çàóâàæåííÿ 7. Ðiâíÿííÿ (2.2.10) � öå îäíà ç ìîæëèâèõ òåíçîðíèõ ôîðì

ïîñòiéíîãî ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà íà g0. Çàìiíîþ:

b12 = c12 +
α

2
Ω

(0)
12

âîíî ìîæå áóòè çâåäåíî äî ñòàíäàðòíî¨ òåíçîðíî¨ ôîðìè ìîäèôiêîâàíèõ

ðiâíÿíü ßíãà � Áàêñòåðà íà g0:

[b12, b13]− [b23, b12] + [b32, b13] =
α2

4
[Ω

(0)
23 ,Ω

(0)
13 ]. (2.2.11)

Çàóâàæåííÿ 8. Ó âèïàäêó α = 0 ìè îòðèìó¹ìî, ùî r12(u1, u2) � êîñî-

ñèìåòðè÷íà r-ìàòðèöÿ, à c12 � ïîñòiéíèé íåêîñîñèìåòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

óçàãàëüíåíîãî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà.
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Ïîêàæåìî òåïåð çâ'ÿçîê r-ìàòðèöü ç ÿäðàìè R�îïåðàòîðiâ òðèêó-

òíèõ i òèïó ÊÀÑ. Ñïåðøó íàãàäà¹ìî, ùî ìîæëèâî ðîçãëÿíóòè òðèêóòíi

R�îïåðàòîðè R = 1
2P++R0− 1

2P− ó âèïàäêó R0 = 1
2P0, äå P0� ïðîåêöiéíèé

îïåðàòîð íà ïiäàëãåáðó g0. Ïðèïóñòèìî, ùî g0 ⊂ g, òîáòî ùî X ∈ g0 ⊂ g̃

íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ u. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 2.2. ßäðî r(u1, u2) ¹ g0�iíâàðiàíòíèì, òîáòî:

[r12(u1, u2), X ⊗ 1 + 1⊗X] = 0,∀X ∈ g0.

Ïðèïóñòèìî, ùî g̃∗± = g̃∓. Â öüîìó âèïàäêó ëåãêî ïîêàçàòè, ùî P ∗± =

P∓. Íåõàé, áiëüøå òîãî, ïiäàëãåáðà g0 áóäå íàïiâïðîñòîþ àáî ðåäóêòèâíîþ

(âðàõîâóþ÷è ãðàíè÷íèé âèïàäîê, êîëè g0 ¹ àáåëåâîþ). Â öüîìó âèïàäêó

g∗0 ' g0 i ëåãêî ïîêàçàòè, ùî P ∗0 = P0 i éîãî ÿäðî ñïiâïàäà¹ ç òåíçîðíèì

Êàçèìiðîì íà g0. Ç öüîãî ñëiäó¹, ùî R + R∗ = P0. Ç iíøîãî áîêó, ÿäðî

îïåðàòîðà R +R∗ ñïiâïàäà¹ ç âèðàçîì r12(u1, u2) + r21(u2, u1).

Îòæå, ìè äîâåëè íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé g̃∗± = g̃∓ i ïiäàëãåáðà g0 ¹ íàïiâïðîñòîþ ÷è

ðåäóêòèâíîþ. Òîäi:

r12(u1, u2) + r21(u2, u1) = Ω0.

Iíøèìè ñëîâàèì, ìè ïîêàçàëè, ùî êëàñè÷íi r-ìàòðèöi ùî ìàþòü ñïå-

öiàëüíi âëàñòèâîñòi ñèìåòði¨, ñïiâïàäàþòü ç ÿäðàìè ÊÀÑ R� îïåðòîðiâ

òèïó R = 1
2(P+ + P0)− 1

2P−. Ëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî êëàñè÷íi r-ìàòðèöi

rc12(u1, u2), çâ'ÿçàíi ç R� îïåðàòîðàìè R′ = 1
2P+ + R0 − 1

2P−, äå R0� äî-

âiëüíå ðiøåííÿ ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà íà g0. Äiéñíî,

R′−R = R0− 1
2P0. Ç iíøîãî áîêó, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ÿäðî c12 îïåðàòîðà

C ≡ R0− 1
2P0 íà g0, ðîçãëÿíóòå ÿê åëåìåíò ïðîñòîðó g0⊗g0, çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ (2.2.10) ç α = 1. Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî r12(u1, u2) i rc12(u1, u2)

ñïiâïàäàþòü ç ÿäðàìè ÊÀÑ i òðèêóòíèõ � R-îïåðàòîðiâ, àñîöiéîâàíèõ ç

àëãåáðàìè Ëi ç òðèêóòíèìè ðîçêëàäàìè.



40

2.3. �Äåôîðìîâàíi� ðàöiîíàëüíi r-ìàòðèöi.

Çàòîñó¹ìî ìåòîä êëàñè÷íèõ R�îïåðàòîðiâ äî êîíñòðóþâàííÿ êëàñè÷íèõ

r-ìàòðèöü â ñêëàäíiøîìó âèïàäêó. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå:

Âèçíà÷åííÿ 8. Íåñêií÷åííîâèìiðíà àëãåáðà Ëi g̃ íàçèâà¹òüñÿ Z- êâàçi-
ãðàäóéîâàíîþ òèïó (p, q), ÿêùî âîíà äîïóñêà¹ ðîçêëàä:

g̃ =
∑
j∈Z

gj, òàêèé ùî [gi, gj] ⊂
q∑

k=−p

gi+j+k.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 2.4. Íåõàé g̃� êâàçiãðàäóéîâàíà àëãåáðà Ëi òèïó (0, 1) ÷è

(1, 0). Òîäi g̃ äîïóñêà¹ ðîçêëàä ÊÀÑ ç g̃± =
∑
j∈Z±

gj.

Ðîçãëÿíåìî âàæëèâèé êëàñ òàêèõ àëãåáð. Íåõàé g � äåÿêà ñêií÷åí-

íîâèìiðíà àëãåáðà Ëi ç äóæêîþ Ëi [ , ]. Îäíà ç ìîæëèâèõ ðåàëi-

çàöié, îïèñàíèõ âèùå êâàçiãðàäóéîâàíèõ àëãåáð Ëi, öå ïðîñòið ïåòåëü

g(u−1, u) = g⊗Pol(u, u−1) (ìè áóäåìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

g(u−1, u)) äëÿ éîãî ðîçøèðåííÿ ðÿäàìè Ëîðàíà) çi ñïåöiàëüíî âèçíà÷åíîþ

äóæêîþ Ëi. Äiéñíî, íåõàé X i
α = Xα ⊗ ui ∈ gi � áàçèñ â àëãåáði g̃, äå Xα �

áàçèñíèé åëåìåíò íàïiâïðîñòî¨, àáî ðåäóêòèâíî¨ àëãåáðè Ëi g. Òîäi ëåãêî

áà÷èòè, ùî íà òàêèõ áàçèñíèõ åëåìåíòàõ ïîòðiáíà äóæêà Ëi, ìîæå áóòè

âèçíà÷åíà íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

[X i
α, X

j
β]F = [Xα, Xβ]i+j + F (Xα, Xβ)i+j+1, (2.3.12)

äå [Xα, Xβ]i+j ≡ [Xα, Xβ] ⊗ ui+j, F (Xα, Xβ)i+j+1 ≡ F (Xα, Xβ) ⊗ ui+j+1 à

êîñîñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ F ( , ), çàäîâîëüíÿ¹ äâîì âèìîãàì:∑
c.p. {α,β,γ}

[F (Xα, Xβ), Xγ] + F ([Xα, Xβ], Xγ) = 0. (2.3.13a)

∑
c.p. {α,β,γ}

F (F (Xα, Xβ), Xγ) = 0. (2.3.13b)
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Óìîâà (2.3.13b) ¹ òîòîæíiñòþ ßêîái äëÿ äóæîê Ëi , âèçíà÷åíèõ çà äîïîìî-

ãîþ F : [ , ]1 = F ( , ). Óìîâà (2.3.13a) ¹ óìîâîþ ñóìiñíîñòi äâîõ äóæîê Ëi

[ , ] i [ , ]1. Ïðîáëåìà êîíñòðóþâàííÿ ñóìiñíèõ äóæîê Ëi äîñëiäæóâàëàñü

â áàãàòüîõ ðîáîòàõ. Ìè âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [46]:

Òâåðäæåííÿ 2.5. Íåõàé àëãåáðà Ëi g òàêà, ùî H2(g, g) = 0. Íåõàé δ

� ñòàíäàðòíèé êîãðàíè÷íèé îïåðàòîð íà g-çíà÷íèõ ïîëiôîðìàõ. Òîäi:

1. Iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ Φ1 : g→ g, ùî F = δΦ1 ðîçâ'ÿó¹ (2.3.13a).

2. Óìîâà (2.3.13b) åêâiâàëåíòíà íàñòóïíîìó ðiâíÿíþ íà Φ1:

Φ1(δΦ1(X, Y ))− [Φ1(X),Φ1(Y )] = δΦ2(X, Y ), (2.3.14)

äëÿ äåÿêîãî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ Φ2 : g→ g.

Ïðèêëàä 2.1. Íàéïðîñòiøèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Φ2 ≡ 0 âiäïîâiäà¹ âè-

ïàäêó Φ2
1 = 0. Öå ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ (2.3.14) äî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ ßí-

ãà�Áàêñòåðà íà g, çàïèñàíîãî â îïåðàòîðíié ôîðìi:

Φ1([Φ1(X), Y ] + [X,Φ1(Y )])− [Φ1(X),Φ1(Y )] = 0, (2.3.15)

òîáòî, áóäü � ÿêèé íiëüïîòåíòíèé ðîçâ'ÿçîê ïîñòiéíîãî ðiâíÿííÿ ßí-

ãà�Áàêñòåðà çàäà¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.3.14).

Ïðèêëàä 2.2. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êëàñè÷íèõ ìàòðè÷íèõ àëãåáð Ëi

g = gl(n), so(n), sp(n) i äâîõ êîëàíöþãiâ Φ1, Φ2 çàäàíèõ íàñòóïíèìè

ôîðìóëàìè:

Φ1(X) =
1

2
(AX +XA), Φ2(X) =

1

4
(AXA− 1

2
(A2X +XA2)),

äå A � ìàòðèöÿ òàêà, ùî (AX + XA) ∈ g. Ïðÿìèì îáðàõóíêîì ëåãêî

ïîêàçàòè, ùî òàêi êîëàíöþãè çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (2.3.14). Ëåãêî ïî-

êàçàòè, òàêîæ, ùî δΦ1(X, Y ) = XAY − Y AX.

Âèçíà÷åííÿ 9. Ìè ïîçíà÷àòèìåìî íåñêií÷åííîâèìiðíó àëãåáðó Ëi çêîí-

ñòðóþâàíó çà äîïîìîãîþ êîöèêëà F = δΦ1 ÷åðåç g̃F . Ïî ñàìié êîíñòðóêöi¨

àëãåáðè Ëi g̃F ¹ êâàçiãðàäóéîâàíèìè òèïó (0, 1) i äîïóñêàþòü ðîçêëàä â

ïðÿìó ñóìó äâîõ ïiäàëãåáð g̃F = g̃F+ + g̃F−.
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Îòæå, ìè çêîíñòðóþâàëè ñïåöiàëüíi êâàçiãðàäóéîâàíi àëãåáðè g̃F , ÿê

àëãåáðè ïåòåëü ç ìîäèôiêîâàíîþ äóæêîþ Ëi. Çàðàç ìè ðåàëiçó¹ìî àëãåáðè

g(u−1, u) ÿê ñïåöiàëüíi ïiäàëãåáðè â àëãåáði g(u−1, u)) âiäíîñíî ñòàíäàð-

òíî¨ äóæêè Ëi. Öå íåîáõiäíî äëÿ êîíñòðóþâàííÿ âiäïîâiäíèõ êëàñè÷íèõ

r-ìàòðèöü çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè äëÿ ÿäðà ÊÀÑ R-îïåðàòîðà.

Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà g(u−1, u)). Ðîçãëÿíå-

ìî ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè g̃Φ−, g̃Φ+
, g̃Φ ∈ g(u−1, u)), íàòÿãíóòi íà íàñòóïíi

áàçèñíi åëåìåíòè:

X̃n
a = (1 + uΦ1 + u2Φ2 + u3Φ3 + ....) · (Xαu

n) ≡ Φ(u) · (Xαu
n), (2.3.16)

äå n < 0, n ≥ 0 i n ∈ Z âiäïîâiäíî.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Ëåìà:

Ëåìà 2.1. Íåõàé H2(g, g) = 0 i êîëàíöþãè Φ1, Φ2 çàäîâîëüíÿþòü ðiâ-

íÿííþ (2.3.14). Òîäi êîåôiöi¹íòè Φk, k > 2 ìîæóòü áóòè âèáðàíi òàê,

ùî Φ(u)([X, Y ] + uδΦ1(X, Y )) = [Φ(u)(X),Φ(u)(Y )]. Êîåôiöi¹íòè ðÿäó

Φ(u) âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî àâòîìîðôiçìîìó g(u) àëãåáðè g(u−1, u))

íàñòóïíîãî âèãëÿäó: g(u) = 1 +
n∑
k=1

gku
k, gk ∈ Aut(g).

Çàóâàæåííÿ 9. Êîåôiöi¹íòè Φk, k > 2 ñ òî÷íiñòþ äî íåîäíîçíà÷íîñòi,

ïîâ'ÿçàíî¨ ç àâòîìîðôiçìîì g(u), îáðàõîâóþòüñÿ âèêîðèñòîâóþ÷è íàñòó-

ïíó ðåêóðåíòíó ôîðìóëó:

δΦk(X, Y ) = −Φk−1(δΦ1(X, Y )) +
k−1∑
l=1

[Φl(X),Φk−l(Y )]. (2.3.17)

Ç öüîãî ñëiäó¹, çîêðåìà, ùî ÿêùî Φ2 = 0, òî Φk = 0, ∀k > 2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ Ëåìó, ëåãêî äîâåñòè íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.6. Íåõàé H2(g, g) = 0 i êîëàíöþãè Φ1, Φ2 çàäîâîëüíÿ-

þòü ðiâíÿííÿ (2.3.14). Òîäi ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè g̃Φ, g̃Φ+
, g̃Φ− óòâîðþ-

þòü çàìêíóòi ïiäàëãåáðè â àëãåáði g(u−1, u)). Áiëüøå òîãî, öi àëãåáðè ¹

êâàçiãðàäóéîâàíèìè i g̃Φ ' g̃F , g̃Φ+
' g̃F+

, g̃Φ− ' g̃F−.
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Çàóâàæåííÿ 10. Âiäçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó Φk = 0,∀k > 1 àëãåáðà g̃Φ

ðåàëiçîâó¹òüñÿ ÿê ïiäàëãåáðà àëãåáðè ïåòåëü íàòÿãíóòà íà ìîíîìè:

X̃n
a = (Xαu

n + Φ1(Xα)un+1).

Çàóâàæèìî, òàêîæ ùî ó öüîìó âèïàäêó g̃Φ íå ¹ içîìîðôíîþ àëãåáði ïåòåëü

g(u, u−1) îñêiëüêè îáðàç çâîðîòíüîãî âiäîáðàæåííÿ ¹ ôîðìàëüíèì ðÿäîì

Ëîðàíà i, âçàãàëi êàæó÷è, íå íàëåæèòü äî ïðîñòîðó ïîëiíîìiâ Ëîðàíà.

Ïðèêëàä 2.3. Íåõàé g = gl(n), so(n), sp(n) � êëàñè÷íà ìàòðè÷íà àëãå-

áðà Ëi i êîëàíöþãè Φ1, Φ2 âèçíà÷åíi ÿê â ïðèêëàäi (2.2). Ïðÿìèì îáðà-

õóíêîì, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (2.3.17), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âiäîáðà-

æåííÿ Φ(u), â öüîìó âèïàäêó, âèçíà÷åíå íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

Φ(u)(X) =
√

1 + AuX
√

1 + Au.

Îòæå, ìè îòðèìàëi ôóíêöiîíàëüíó ðåàëiçàöiþ àëãåáðè g̃F .

Äëÿ êîíñòðóþâàííÿ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ôóí-

êöiîíàëüíó ðåàëiçàöiþ äóàëüíîãî ïðîñòîðó. Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñòàí-

äàðòíå ñïàðþâàííÿ ìiæ åëåìåíòàìè X(u) ∈ g̃Φ i Y (u) ∈ g̃∗Φ âèãëÿäó:

〈X(u), Y (u)〉 =

∮
u=0

(X(u), Y (u)),

äå ( , ) � íåâèðîäæåíà iíâàðiàíòíà ôîðìà íà àëãåáði g. Âiäíîñíî òàêîãî

ñïàðþâàííÿ, áàçèñíi åëåìåíòè äóàëüíîãî ïðîñòîðó g̃∗Φ, ìàþòü âèãëÿä:

Ỹ −na = (1 + uΦ∗1 + u2Φ∗2 + ...)−1 · (Xαun−1), (2.3.18)

äå Xα � áàçîâèé åëåìåíò äóàëüíîãî áàçèñó: (Xβ, X
α) = δαβ i Φ∗k � ëiíiéíèé

îïåðàòîð íà g, äóàëüíèé äî Φk ïî âiäíîøåííþ äî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ( , ):

(Φk(X), Y ) = (X,Φ∗k(Y )).

Ïðèêëàä 2.4. Íåõàé Φ2 = 0 i Φ2
1 = 0. Â öüîìó âèïàäêó ôîðìóëà (2.3.18)

íàáóâà¹ íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

Ỹ −na = (1 + uΦ∗1)
−1 · (Xαun−1) = (1− uΦ∗1) · (Xαun−1). (2.3.19)
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Ïðèêëàä 2.5. Íåõàé g = gl(n), so(n), sp(n) � êëàñè÷íà ìàòðè÷íà àëãå-

áðà Ëi i êîëàíöþãè Φ1, Φ2 âèçíà÷åíi ÿê â ïðèêëàäi (2.2), òîäi:

Ỹ −na =
√

(1 + Au)−1Xαun−1
√

(1 + Au)−1. (2.3.20)

Çàóâàæåííÿ 11. Ç ÿâíî¨ ôîðìè áàçèñíèõ åëåìåíòiâ àëãåáðè òà äóàëü-

íîãî ïðîñòîðó ó ôóíêöiîíàëüíié ðåàëiçàöi¨ çðîçóìiëî, ùî g̃∗Φ i g̃Φ íå ñïiâ-

ïàäàþòü ÿê ïðîñòîðè ôóíêöié âiä ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðó. Ìîæëèâî

ïîêàçàòè òàêîæ, ùî âîíè íå ñïiâïàäàþòü ÿê g̃Φ� ìîäóëi. Öå îçíà÷à¹, ùî

âiäïîâiäíà r-ìàòðèöÿ áóäå íåêîñîñèìåòðè÷íîþ.

Òåïåð, âèêîðèñòîâóâþ÷è ôîðìóëó äëÿ ÿäðà ÊÀÑ R�îïåðàòîðà, ëåãêî

ïîêàçàòè, ùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [84]:

Tåîðåìà 2.1. Íåõàé H2(g, g) = 0. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ Φ(u) :

g(u−1, u)) → g(u−1, u)), Φ(u) =
∞∑
k=0

Φku
k òàêå, ùî Φ0 = 1, Φ1, Φ2 çàäî-

âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (2.3.14) i êîåôiöi¹íòè Φk âèáðàíi çãiäíî Ëåìè 2.1.

Òîäi ôóíêöiÿ äâîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ rΦ(u, v):

rΦ(u, v) =

dimg∑
α=1

Φ(u) · (Xα)⊗ (Φ(v)−1)∗ · (Xα)

(u− v)
(2.3.21)

çàäîâîëüíÿ¹ óçàãàëüíåíîìó êëàñè÷íîìó ðiâíÿííþ ßíãà � Áàêñòåðà.

Çàóâàæåííÿ 12. Êëàñè÷íà r-ìàòðèöÿ (2.3.21) ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó àë-

ãåáðè Ëi g = gl(n) áóëà ïiçíiøå ïåðåâiäêðèòà â ðîáîòi [47].

Ïðèêëàä 2.6. Ðîçãëÿíåìî íiëüïîòåíòíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2.3.14) òàêi,

ùî Φ2
1 = 0, Φ2 = 0. Âiäïîâiäíà r-ìàòðèöÿ (2.3.21) íàáóäå âèãëÿäó:

rΦ1
(u, v) =

dimg∑
α=1

(1 + uΦ1) · (Xα)⊗ (1− vΦ∗1) · (X∗α)

(u− v)
. (2.3.22)

Âðàõîâóþ÷è, ùî Φ2
1 = 0 i ðîáëÿ÷è ïðîñòi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìà¹ìî:

rΦ1
(u, v) =

Ω

(u− v)
+

dimg∑
α,β=1

Φαβ
1 Xα ⊗Xβ, (2.3.23)
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äå Φαβ
1 = gβγ(Φ1)

α
γ , gβγ = (Xβ, Xγ). Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

r0 =
dimg∑
α=1

Φαβ
1 Xα ⊗Xβ çàäîâîëüíÿþòü ïîñòiéíå ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà

[(r0)12, (r0)13] = [(r0)23, (r0)12]− [(r0)32, (r0)13].

Îòæå ìè îòðèìàëè â iíøèé ñïîñiá çñóíóòó ðàöiîíàëüíó r-ìàòðèöþ.

Ïðèêëàä 2.7. Ðîçãëÿíåìî êëàñè÷íi ìàòðè÷íi àëãåáðè Ëi g = gl(n), g =

so(n), g = sp(n) i êîëàíöþãè Φ1, Φ2 âèçíà÷åíi ÿê â ïðèêëàäi (2.2). Â

öüîìó âèïàäêó, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèêëàäè (2.5) i (2.3), ëåãêî ïîêàçàòè,

ùî ôîðìóëà (2.3.21) íàáóäå íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

rΦ(u, v) =
1

(u− v)

dim g∑
α=1

√
1 + AuXα

√
1 + Au⊗(

√
1 + Av)−1X∗α(

√
1 + Av)−1.

(2.3.24)

Öå, òàê çâàíà, iðàöiîíàëüíà êëàñè÷íà r-ìàòðèöÿ [84].

Ó âèïàäêó äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü A = diag(a1, ..., an) i ñòàíäàðòíîãî

ìàòðè÷íîãî áàçèñó Xα = Xij, X∗α = Xji îäåðæèìî íàñòóïíó ôîðìóëó [83]:

rΦ(u, v) =
1

(u− v)

n∑
i,j=1

√
1 + aiu

√
1 + aju√

1 + aiv
√

1 + ajv
Xij ⊗Xji. (2.3.25)

2.4. Äåôîðìîâàíi �çêðó÷åíi� r-ìàòðèöi.

Iíøèì ïðèêëàäîì êâàçiãðàäóéîâàíèõ àëãåáð ç ðîçêëàäîì ÊÀÑ ¹ �çêðó÷å-

íi� ïiäàëãåáðè â êâàçiãðàäóéîâàíèõ àëãåáðàõ Ëi g̃σF :

g̃σF =
⊕
j∈Z

gj ⊗ uj, (2.4.26)

äå g =
p−1∑
k=0

gk � Z/pZ-ãðàäóþâàííÿ àëãåáðè g i j îçíà÷à¹ êëàñ åêâiâàëåí-

òíîñòi j ∈ Z modp Z. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [82]:
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Òâåðäæåííÿ 2.7. Ïiäïðîñòið g̃σF ¹ çàìêíóòîþ ïiäàëãåáðîþ â àëãåáði g̃F

òîäi, i òiëüêè òîäi, êîëè:

F (gi, gj) ⊂ gi+j+1. (2.4.27)

Äëÿ êî�ãðàíèöü F = δΦ1 óìîâà (2.4.27) ìîæå áóòè äåòàëiçîâàíà [104]:

Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé F = δΦ1, òîäi óìîâà (2.4.27) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ

òîäi, i òiëüêè òîäi, êîëè:

Φ1(gi) ⊂ gi+1 (2.4.28)

Çàóâàæåííÿ 13. Âèêîðèñòîâóþ÷è àâòîìîðôiçì σ, óìîâà (2.4.28) ìîæå

áóòè ïåðåïèñàíà íàñòóïíèì ÷èíîì [104]:

σ · Φ1 = e
2πi
p Φ1 · σ. (2.4.29)

2.4.1. Ôóíêöiîíàëüíà ðåàëiçàöiÿ àëãåáðè g̃σF Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóí-

êöiîíàëüíó ðåàëiçàöiþ àëãåáðè g̃F , ïîáóäîâàíó â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîç-

äiëi, ìîæëèâî ðåàëiçóâàòè àëãåáðó Ëi g̃σF ÿê ïiäàëãåáðó g̃σΦ â ïðîñòîði

ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà g(u−1, u)), íàòÿãíóòó ñêií÷åííèìè ëiíiéíèìè

êîìáiíàöiÿìè íà íàñòóïíèé íàáið ôîðìàëüíèõ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ:

X̃kp+j
j̄,α

= (1+uΦ1+u2Φ2+....)·(Xαu
n) ≡ ukp+jΦ(u)·(Xj̄,α), k ∈ Z, j ∈ 1, p

(2.4.30)

äå Xj̄,α � áàçèñíèé åëåìåíò ïiäïðîñòîðó gj. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ðåàëiçà-

öiþ, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [104]:

Òâåðäæåííÿ 2.8. Ëiíiéíèé ïðîñòið g̃σΦ ¹ çàìêíóòîþ ïiäàëãåáðîþ àëãå-

áðè g̃σ òîäi, i òiëüêè òîäi êîëè:

σ · Φ(u) = Φ(u) · σ. (2.4.31)

Çàóâàæåííÿ 14. Ðiâíÿííÿ (2.4.31) òÿãíå çà ñîáîþ ðiâíîñòi:

σ · Φk = e
2πik
p Φk · σ. (2.4.32)
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2.4.2. Ôóíêöiîíàëüíà ðåàëiçàöiÿ äóàëüíîãî ïðîñòîðó. Íàïèøåìî

òåïåð ôóíêöiîíàëüíó ðåàëiçàöiþ ïðîñòîðó (g̃σΦ)∗. Âèçíà÷èìî ñïàðþâàííÿ

ìiæ åëåìåíòàìè X(u) ∈ g̃σΦ i Y (u) ∈ (g̃σΦ)∗ íàñòóïíèì ÷èíîì:

〈X(u), Y (u)〉 =

∮
u=0

(X(u), Y (u))
du

u
,

äå ( , ) � íåâèðîäæåíà iíâàðiàíòíà ôîðìà íà àëãåáði g.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ïðè òàêîì ó âèáîði ñïàðþâàííÿ, äóàëüíi åëåìåíòè

äî ââåäåíîãî áàçèñó â àëãåáði Ëi g̃σΦ ìàþòü íàñòóïíó ôîðìó:

Ỹ kp+j
α = u−kp−j(1 + uΦ∗1 + u2Φ∗2 + ...)−1 · (X−j,α), (2.4.33)

äå X−j,α � áàçèñíèé åëåìåíò äóàëüíîãî ïðîñòîðó g−j:

(Xiβ, X
−j,α) = δi,−jδ

α
β , i, j ∈ 0, p− 1, α ∈ 1, dimgi, β ∈ 1, dimg−j.

2.4.3. Ïåðøèé ðîçêëàä ÊÀÑ i äåôîðìîâàíi �çêðó÷åíi� r-ìàòðèöi.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî àëãåáðè g̃σΦ ¹ êâàçiãðàäóéîâàíèìè àëãåáðàìè òèïó (0, 1),

à îòæå äîïóñêàþòü ðîçêëàä ÊÀÑ

g̃σΦ = (g̃σΦ)+ + (g̃σΦ)−

ç ïiäàëãåáðàìè

(g̃σΦ)+ ≡
∑
j≥0

gj, (g̃σΦ)− ≡
∑
j<0

gj,

äå gj ≡ gj̄ ⊗ uj. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðîçêëàä, ÿâíi ôîðìóëè (2.4.30) i

(2.4.33) äëÿ áàçèñó i äóàëüíîãî áàçèñó â àëãåáði Ëi g̃σΦ i äóàëüíîìó ïðî-

ñòîði (g̃σΦ)∗ i ôîðìóëó äëÿ r-ìàòðèöi, ùî ¹ ÿäðîì ÊÀÑ R-îïåðàòîðà, ìè

îòðèìó¹ìî, ùî:

rσΦ(u, v) = Φ(u)⊗ (Φ−1(v))∗

(p−1∑
j=0

ujvp−j
dim gj∑
α=1

Xj,α ⊗X−j,α
)

(up − vp)
, (2.4.34)

äå Xj,α �� áàçèñíèé åëåìåíò ïiäïðîñòîðó g−j i X
−j,α � áàçèñíèé åëåìåíò

äóàëüíîãî ïiäïðîñòîðó, çàäîâiëüíÿ¹ óçàãàëüíåíîìó êëàñè÷íîìó ðiâíÿííþ

ßíãà�Áàêñòåðà.
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2.4.4. Äðóãèé ðîçêëàä ÊÀÑ i äåôîðìîâàíi �çñóíóòi� r-ìàòðèöi.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî â äåÿêèõ âèïàäêàõ, àëãåáðà Ëi g̃σΦ äîïóñêà¹ iíøèé

ðîçêëàä â ñóìó äâîõ ïiäàëãåáð

g̃σΦ = (g̃σΦ)′+ + (g̃σΦ)′−, (2.4.35)

äå

(g̃σΦ)′+ = g0+ +
∑
j>0

gj, (g̃σΦ)′− = g0− +
∑
j<0

gj, (2.4.36)

gj = gj̄⊗uj i g0̄ = g0++g0− ¹ ðîçêëàäîì ïiäàëãåáðè g0̄ â ñóìó ïiäïðîñòîðiâ.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [104]:

Òâåðäæåííÿ 2.9. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè (i) [g0±, g0±] ⊂
g0±, (ii) F (g0−, g0−) = 0, (iii) F (g0−, g−1) ⊂ g0−, òîäi ïiäïðîñòîðè (g̃σΦ)±,

çàäàíi ôîðìóëîþ (2.4.36), ¹ çàìêíóòèìè ïiäàëãåáðàìè Ëi.

Çàóâàæåííÿ 15. Âiäçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó àëãåáðè ïåòåëü îäíi¹¨ óìîâè

(i) äîñòàòíüî äëÿ òîãî, ùîá (g̃σΦ)± áóëè ïiäàëãåáðàìè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå Òâåðäæåííÿ îòðèìó¹ìî íàñòóïíó Òåîðåìó [104]:

Tåîðåìà 2.2. Íåõàé c12 =
dim g0∑
α,β=1

cαβX
0,α ⊗ X0,β � ÿäðî îïåðàòîðà R0 =

P0− ïðîåêöi¨ íà ïiäàëãåáðó g0−, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì Òâåðäæåííÿ 2.9.

Òîäi íàñòóïíà ôóíêöiÿ äâîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ:

rσ,cΦ (u, v) = Φ(u)⊗ (Φ−1(v))∗
((p−1∑

j=0

ujvp−j
dim gj∑
α=1

Xj,α ⊗X−j,α
)

(up − vp)
+

+

dim g0∑
α,β=1

cαβX
0,α ⊗ X0,β

)
, (2.4.37)

çàäîâîëüíÿ¹ óçàãàëüíåíå êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ ßíãà�Áàêñòåðà.

Çàóâàæåííÿ 16. Âiäçíà÷èìî, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è òåíçîð c12, ìîæíà

ââåñòè ëiíiéíèé îïåðàòîð C : g0̄ → g0− íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:
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C(X0,β) =
dim g0∑
α=1

cαβX
0,α çà äîïîìîãîþ ÿêîãî óìîâè Òâåðäæåííÿ 2.9 ïå-

ðåïèñóþòüñÿ â iíøèé ñïîñiá. Óìîâà (i) çàïèñó¹òüñÿ ÿê ìîäèôiêîâàíå ðiâ-

íÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà íà g0̄:

[C(X0,α), C(X0,β)] = C([X0,α, C(X0,β)]+[C(X0,α), X0,β])−C([X0,α, X0,β]),

(2.4.38)

Óìîâà (ii) íàáóäå âèãëÿäó:

F (C(X0,α), C(X0,β)) = 0, ∀X0,α, X0,β ∈ g0̄, (2.4.39)

à óìîâà (iii) çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

C(F (C(X0,α), X−1,β) = F (C(X0,α), X−1,β), ∀X0,α ∈ g0̄, ∀X0,β ∈ g−1.

(2.4.40)

Ïðèêëàä 2.8. Ó âèïàäêó p = 1 ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ôîðìóëó [104]:

rσ,cΦ (u, v) = Φ(u)⊗ (Φ−1(v))∗
(v dimg∑

α=1
Xα ⊗Xα

(u− v)
+

dimg∑
α,β=1

cαβX
α ⊗Xβ

)
.

2.5. Ìåòîä �ðåäóêöié� âiäíîñíî àâòîìîðôiçìó.

Iíøèì ìåòîäîì ïîáóäîâè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü ¹, òàê çâàíèé, ìåòîä ðå-

äóêöié âiäíîñíî ãðóïè ñèìåòðié. Íåõàé G � ñêií÷åíà ïiäãðóïà â ãðóïi

àâòîìîðôiçìiâ àëãåáðè g. Íåõàé g ∈ G � ¨¨ äîâiëüíèé åëåìåíò, g̃ � éîãî

ïðîäîâæåííÿ íà àëãåáðó âñiõ g�çíà÷íèõ ôóíêöié âiä îäíî¨ êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨ âèçíà÷åíå íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

g̃ ·X(u) = g ·X(ug),

äå ãðóïà G äi¹ çà ÿê ãðóïà ïåðåòâîðåíü ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

i ug îáðàç òî÷êè u ïiä äi¹þ åëåìåíòà g: g · u = ug.
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Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) áóäå iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî äi¨ öi¹¨ ãðóïè:

g̃ ⊗ g̃ · r12(u, v) = r12(u, v). (2.5.41)

Òîäi ìîæëèâî âèçíà÷èòè íîâó - �ðåäóêîâàíó� ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ G

êëàñè÷íó r-ìàòðèöþ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ [18]:

rG12(u, v) =
∑
g∈G

g̃ ⊗ id · r12(u, v) =
∑
g∈G

id⊗ g̃ · r12(u, v). (2.5.42)

Îñíîâíèé ïðèêëàä öi¹¨ êîíñòðóêöi¨ ïîâ'ÿçàíèé ç âèïàäêîì, êîëè

G = Zp � ãðóïà, ïîðîäæåíà àâòîìîðôiçìîì σ àëãåáðè Ëi g ñêií÷åíîãî

ïîðÿäêó p: G = {1, σ, ..., σp−1}. Â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî, ùî iñíó¹ ïà-

ðàìåòðèçàöiÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè òàêà, ùî uσ = ε
2πi
p u. Òîáòî, â öüîìó

âèïàäêó:

σ̃X(u) = σX(ε
2πik
p u).

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä íàéïðîñòiøî¨G � iíâàðiàíòíî¨ r-ìàòðèöi i ¨¨ ðåäóêöi¨:

Ïðèêëàä 2.9. Íåõàé êëàñè÷íà r-ìàòðèöÿ çàäà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìó-

ëîþ:

r12(u, v) =
vΩ12

u− v
.

Çàâäÿêè òîìó, ùî òåíçîðíèé Êàçèìið Ω12 àëãåáðè g ¹ iíâàðiàíòíèì ïiä

äi¹þ àâòîìîðôiçìiâ àëãåáðè g, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî:

σ̃ ⊗ σ̃ · r12(u, v) = r12(u, v).

Â öüîìó âèïàäêó, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (2.5.42), ìè îòðèìà¹ìî íà-

ñòóïíó r-ìàòðèöþ [26] (äèâ. òàêîæ [96]):

r(u, v) =
vpΩ

(0)
12

up − vp
+
vp−1uΩ

(1)
12

up − vp
+ ...+

vup−1Ω
(p−1)
12

up − vp
, (2.5.43)

äå Ω(j) =
dim gj∑
α=1

Xj,α⊗X−j,α � òåíçîðíèé Êàçèìið, îáìåæåíèé íà ïiäïðîñòið

gj, äå ñàì ïiäïðîñòið gj âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: σ · gj = ε
2πij
p gj.

Öå òàê çâàíà Zp-ãðàäóéîâàíà r-ìàòðèöÿ ùî äîïóñêà¹ òðèãîíîìåòðè÷íó

ïàðàìåðèçàöiþ.
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Ïðèêëàä 2.10. Ðîçãëÿíåìî r-ìàòðèöþ rvΦ(u, v) ≡ vrΦ(u, v). Íåõàé, ÿê i

ðàíiøå, G = Zp ãðóïà ïîðîäæåíà àâòîìîðôiçìîì σ ïîðÿäêó p àëãåáðè Ëi

g i uσ = ε
2πi
p u. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ Φ(u) i àâòîìîðôiçì σ òàêi, ùî ìà¹

ìiñöå íàñòóïíà ðiâíiñòü:

σ̃ · Φ(u) = Φ(u) · σ̃.

Â öüîìó âèïàäêó ëåãêî âèâåñòè, ùî σ̃⊗ σ̃ · rvΦ(u, v) = rvΦ(u, v). Âèêîðèñòî-

âóþ÷è ôîðìóëó (2.5.42), ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíó r-ìàòðèöþ:

rσΦ(u, v) = Φ(u)⊗ (Φ−1(v))∗

(p−1∑
j=0

ujvp−jΩ(j̄)
)

(up − vp)
, (2.5.44)

ùî ñïiâïàäà¹ çi çêðó÷åíîþ äåôîðìîâàíîþ r-ìàòðèöåþ.

2.6. K � çêðó÷åíi íåêîñîñèìåòðè÷íi r-ìàòðèöi.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çêîíñòðóþ¹ìî íåêîñîñèìåòðè÷íi êëàñè÷íi r-

ìàòðèöi çi ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè ñòàðòóþ÷è ç ñòàíäàðòíî¨ êîñî-

ñèìåòðè÷íî¨ r-ìàòðèöi çi ñïåêòðàëüíèì ïàðàìåòðîì i ñiìåéñòâà àâòîìîð-

ôiçìiâ àëãåáðè g.

Íåõàé U ⊂ C áóäå äåÿêà âiäêðèòà ìíîæèíà â êîìïëåêñíié ïëîùèíi.

Íåõàé σ(u) � ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ σ : U → Aut(g), òîáòî

σ(u)([X, Y ]) = [σ(u)(X), σ(u)(Y )],∀X, Y ∈ g.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ: σ1(u1) = σ(u1) ⊗ 1,

σ2(u2) = 1⊗σ(u2) i ò.ä. Íåõàé σ̃(u) áóäå ïiäíÿòòÿì àâòîìîðôiçìó σ(u) íà

àëåãåáðó g- çíà÷íèõ ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ u

ç ïîòî÷êîâèì ìíîæåííÿì ôóíêöié çàäàíå ôîðìóëîþ:

σ̃(u)X(u) = σ(u)X(−u),

äå, ïî âèçíà÷åííþ, σ(u)Y (u) ≡
∞∑

k=−n
σ(u)(Yk)u

k,∀Y (u) =
∞∑

k=−n
Yku

k ∈

g(u−1, u)). Íà ðiâíi òåíçîðíîãî äîáóòêó ìè ìà¹ìî íàñòóïíó ïðèðîäíþ äiþ:

σ̃1(u1)σ̃2(u2)r12(u1, u2) = σ1(u1)σ2(u2)r12(−u1,−u2).
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Î÷åâèäíî, ìè ìà¹ìî, ùî σ̃(u)([X(u), Y (u)]) = [σ̃(u)(X(u)), σ̃(u)(Y (u))],

äå X(u), Y (u) ∈ g(u−1, u)) i g(u−1, u)) ¹ àëãåáðîþ g� çíà÷íèõ ìåðîìîð-

ôíèõ ôóíêöié âiä u. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [88]:

Tåîðåìà 2.3. Íåõàé r12(u1 − u2)� êîñîñèìåòðè÷íà r-ìàòðèöÿ, òîáòî

ìåðîìîðôíèé ðîç'âÿçîê ðiâíÿííÿ (1.2.3). Íåõàé îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ

àâòîìîðôiçìiâ σ(u) àëãåáðè g çàäîâiëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó:

r12(u1−u2)+σ̃1(u1)σ̃2(u2)r12(u1−u2) = σ̃1(u1)r12(u1−u2)+σ̃2(u2)r12(u1−u2).

(2.6.45)

Òîäi ôóíêöiÿ

rσ12(u1, u2) = r12(u1 − u2)− σ̃2(u2)r12(u1 − u2) (2.6.46)

¹ íåêîñîñèìåòðè÷íèì ðîç'âÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.2.2).

Ðîçãëÿíåìî äâà íàéáiëüø öiêàâèõ êëàñà r-ìàòðèöü (2.6.46) àñîöiéîâà-

íèõ ç ïîñòiéíèì iíâîëþòèâíèì ÷è âíóòðiøíiì àâòîìîðôiçìîì âiäïîâiäíî.

Çàâäÿêè òîìó ôàêòó, ùî çàãàëüíèé àâòîìîðôiçì àëãåáðè Ëi ¹ äîáóòêîì

âíóòðiøíüîãî àâòîìîðôiçìó i ïîñòiéíîãî çîâíiøíüîãî àâòîìîðôiçìó i, ùî

îñòàííié ó âñiõ, êðiì îäíîãî âèïàäêà, ìà¹ äðóãèé ïîðÿäîê, ìîæíà ñêàçàòè,

ùî âèïàäîê çàãàëüíîãî σ(u) ¹ êîìáiíàöi¹þ öèõ äâîõ ñèòóàöié. Âiäçíà÷èìî,

ùî öi äâi ñèòóàöi¨ ìîæóòü ìàòè íåòðèâiàëüíå ïåðåêðèòòÿ, ùî âiäïîâiäà¹

ïîñòiéíîìó âíóòðiøíüîìó àâòîìîðôiçìó äðóãîãî ïîðÿäêó.

2.6.1. Âèïàäîê iíâîëþòèâíîãî àâòîìîðôiçìó. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê

σ(u) ≡ σ, σ2 = 1. Â öüîìó âèïàäêó óìîâà (2.6.45) íàáóâà¹ ôîðìè:

(1⊗ 1− σ̃1)
(
r12(u1 − u2) + σ̃1σ̃2r12(u1 − u2)

)
=

= (1 − σ̃2)
(
r12(u1 − u2) + σ̃1σ̃2r12(u1 − u2)

)
= 0.

i ¹ åêâiâàëåíòíîþ óìîâi àíòèiíâàðiàíòíîñòi r-ìàòðèöi r12(u1 − u2) ïî âiä-

íîøåííþ äî σ̃:

r12(u1−u2) = −σ̃1σ̃2r12(u1−u2) = −σ1σ2r12(u2−u1) = σ1σ2r21(u1−u2).
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(2.6.47)

Ç öi¹¨ óìîâè ñëiäó¹, çîêðåìà, ùî ôóíêöiÿ rσ2
12(u) ≡ σ2r12(u) ¹ ñèìåòðè÷íîþ:

rσ2
12(u) = rσ1

21(u).

Ôîðìóëà (2.6.46) íàáóâà¹ ïðîñòiøîãî âèãëÿäó:

rσ12(u1, u2) = r12(u1−u2)−σ2r12(u1 +u2) = r12(u1−u2)+σ1r12(−u1−u2).

(2.6.48)

Öåé êëàñ r-ìàòðèöü äåòàëüíî ðîçãëÿíóòèé â ðîáîòi [85]. Òóò ìè îáìåæè-

ìîñü ðîçãëÿäîì îäíîãî ïðèêëàäó.

Ïðèêëàä 2.11. Íåõàé g = so(3), i Xi, i ∈ 1, 3 � ñòàíäàðòíèé îðòîíîðìî-

âàíèé áàçèñ so(3) ç êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

[Xi, Xj] = εijkXk.

Ðîçãëÿíåìî êëàñè÷íó åëiïòè÷íó r-ìàòðèöþ Ñêëÿíiíà [62]:

r(u− v) =
3∑

k=1

rk(u− v)Xk ⊗Xk, (2.6.49)

äå rk(u) âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ôóíêöi¨ ßêîái:

r1(u) =
1

sn(u)
, r2(u) =

dn(u)

sn(u)
, r3(u) =

cn(u)

sn(u)
. (2.6.50)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî r12(u− v) = −r12(v − u) çàâäÿêè òîìó ôàêòó, ùî ôóí-

êöi¨ rk(u) ¹ íåïàðíèìè. Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî iñíó¹ äâà âàæëèâi ãðàíè÷íi

âèïàäêè öi¹¨ åëiïòè÷íî¨ r-ìàòðèöi, à ñàìå òðèãîíîìåòðè÷íà i ðàöiîíàëüíà

ãðàíèöi çàäàíi ôîðìóëàìè:

r1(u) = r2(u) =
1

sh(u)
, r3(u) =

ch(u)

sh(u)
(2.6.51)

òà

r1(u) = r2(u) = r3(u) =
1

u
. (2.6.52)
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� äâà î÷åâèäíèõ àâòîìîðôiçìè àëãåáðè so(3), ùî çáåðiãàþòü äiàãîíàëüíó

ôîðìó r-ìàòðèöi i çàäîâiëüíÿþòü óìîâi (2.6.47). Öå òàêi àâòîìîðôiçìè:

1) σ(Xk) = Xk (òðèâiàëüíèé àâòîìîðôiçì). Âií ïðîäóêó¹ íàñòóïíó

åëiïòè÷íþ r-ìàòðèöþ [83]:

rσ(u, v) =
3∑

k=1

(rk(u− v)− rk(u+ v))Xκ ⊗Xκ. (2.6.53)

2) σ(X3) = X3, σ(X2) = −X2, σ(X1) = −X1. Âií ïðîäóêó¹ iíøó åëiïòè÷íó

r-ìàòðèöþ:

rσ(u, v) =
2∑

a=1

(ra(u−v)+ra(u+v))Xa⊗Xa+(r3(u−v)−r3(u+v))X3⊗X3.

(2.6.54)

Çàóâàæèìî, ùî r-ìàòðèöi (2.6.53) i (2.6.54) iñíóþòü òàêîæ äëÿ òðèãîíîìå-

òðè÷íîãî i ðàöiîíàëüíîãî âèïàäêiâ çàäàíèõ ôîðìóëàìè (2.6.51) i (2.6.52).

2.6.2. Âèïàäîê âíóòðiøíüîãî àâòîìîðôiçìó. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê

íåïîñòiéíîãî âíóòðiøíüîãî àâòîìîðôiçìó: σ(u)(X) = AdK(u)X, äå K(u)

� G-çíà÷íà ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ u, à G � ãðóïà Ëi àëãåáðè g.

Â öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (2.6.45) íàáóâà¹ ôîðìè êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

äëÿ ãðóïîâîãî åëåìåíòó K(u) i r-ìàòðèöi r12(u1 − u2):

r12(u1 − u2)K1(u1)K2(u2) +K1(u1)K2(u2)r12(−u1 + u2) =

K1(u1)r12(−u1 − u2)K2(u2) +K2(u2)r12(u1 + u2)K1(u1) (2.6.55)

Âiäïîâiäíà r-ìàòðèöÿ rσ12(u1, u2) ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä [88]:

rσ12(u1, u2) ≡ rK12(u1, u2) = r12(u1−u2)−1⊗K(u2)r12(u1 +u2)1⊗K−1(u2).

(2.6.56)

Ìè áóäåìî íàçèâàòè öþ r-ìàòðèöþ K-çêðó÷åíîþ r-ìàòðèöåþ. Ðîçãëÿíå-

ìî ïðèêëàäè r-ìàòðèöü (2.6.56).
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Ïðèêëàä 2.12. Íåõàé g = so(3), ¨ ¨ áàçèñ Xk i åëiïòè÷íà r-ìàòðèöÿ r(u−
v) áóäå âèçíà÷åíà ÿê â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi. Âèêîðèñòà¹ìî içîìîðôiçì

so(3) ' sl(2) i ââåäåìî ñòàíäàðòíèé êîðåíåâèé áàçèñ â sl(2): X0 = iX3,

X± = i(X1 ± iX2) ç êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

[X0, X±] = ±X±, [X+, X−] = 2X0.

Â öüîìó áàçèñi ìè áóäåì ìàòè, ùî êîñîñèìåòðè÷íà åëiïòè÷íà r-ìàòðèöÿ

íàáóâà¹ âèãëÿäó:

r(u− v) = r0(u− v)X0 ⊗X0 + r+(u− v)(X+ ⊗X− +X− ⊗X+)+

+ r−(u − v)(X+ ⊗X+ + X− ⊗X−), (2.6.57)

äå r0(u) = r3(u), r+(u) = 1
4(r2(u) + r1(u)), r−(u) = 1

4(r2(u) − r1(u)) i

ri(u) âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (2.6.50). Â ðàöiîíàëüíîìó i òðèãîíîìåòðè÷íîìó

âèïàäêàõ r2(u) = r1(u) i, îòæå, r−(u) ≡ 0.

Ëåãêî áà÷èòè ùî r-ìàòðèöÿ (2.6.57) ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê åëåìåíò

ïðîñòîðó sl(2) ⊗ sl(2) i âiäïîâiäíèé ãðóïîâèé àâòîìîðôiçì ÿê åëåìåíò

ãðóïè SL(2). Âðàõîâóþ÷è, ùî ìàòðèöÿ K(u) â ôîðìóëi (2.6.55) âèçíà÷å-

íà ç òî÷íiñòþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæíèêà, ìîæíà ðîçøèðèòè öþ ãðóïó äî

ãðóïè GL(2) ââàæàþ÷è, ùî åëåìåíò K(u) íàëåæèòü äî GL(2).

Ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì, âèêîðèñòîâóþ÷è Òåîðåìó äîäàâàííÿ äëÿ åëi-

ïòè÷íèõ ôóíêöié ßêîái [8], ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìàòðèöÿ:

K(u) ≡ K(u, ξ) = diag(k1(u), k2(u)) ≡ diag(
sn(u)

cn(u)
+
sn(ξ)

cn(ξ)
,−sn(u)

cn(u)
+
sn(ξ)

cn(ξ)
)

çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.6.55) äëÿ äîâiëüíîãî ξ. Öå äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè

íîâó íåêîñîñèìåòðè÷ó åëiïòè÷íó r-ìàòðèöþ, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó

(2.6.56). Âîíà ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

rK(u, v) = r0(u, v)X0⊗X0 + r+−(u, v)X+⊗X−+ r−+(u, v)X−⊗X++

+ r++(u, v)X+ ⊗X+ + r−−(u, v)X− ⊗X−, (2.6.58)
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äå âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè çàäàíi ôîðìóëàìè:

r+−(u, v) = r+(u− v)− r+(u+ v)
k2(v)

k1(v)
,

r−+(u, v) = r+(u− v)− r+(u+ v)
k1(v)

k2(v)
,

r++(u, v) = r−(u− v)− r−(u+ v)
k1(v)

k2(v)
,

r−−(u, v) = r−(u− v)− r−(u+ v)
k2(v)

k1(v)
,

r0(u, v) = r0(u− v)− r0(u+ v).

Ó âèïàäêó ξ = 0 k2(v) = −k1(v) i r-ìàòðèöi (2.6.58) i (2.6.54) ñïiâïàäàþòü.

Íàâåäåíi âèùå ôîðìóëè äëÿ r-ìàòðèöi rK(u, v) ìàþòü ìiñöå òàêîæ â

ðàöiîíàëüíîìó i òðèãîíîìåòðè÷íîìó âèïàäêàõ. Â öèõ âèïàäêàõ íåîáõi-

äíî âèêîðèñòîâóâàòè ôóíêöi¨ ri(u), çàäàíi ôîðìóëàìè (2.6.51) ÷è (2.6.52)

i áðàòè çà ìàòðèöþ K(u) ìàòðèöi K(u) = diag(
sh(u)

ch(u)
+
sh(ξ)

ch(ξ)
,
sh(ξ)

ch(ξ)
−

sh(u)

ch(u)
) ÷è K(u) = diag(u + ξ, ξ − u) âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî, ùî â ðàöiî-

íàëüíîìó i òðèãîíîìåòðè÷íîìó âèïàäêó r++(u, v) = r−−(u, v) = 0.

2.7. Âèñíîâêè

Â äàííié ãëàâi îïèñàíî ÷îòèðè îñíîâíèõ ìåòîäè ïîáóäîâè êëàñè÷íèõ r-

ìàòðèöü (ìåòîä êëàñè÷íîãî R�îïåðàòîðà, ìåòîä �çñóâó�, ìåòîä �ðåäóêöi¨�

âiäíîñíî àâòîìîðôiçìó òà ìåòîä K -�çêðóòó�). Ïîáóäîâàíi íîâi êëàñè íå-

êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü. Îðèãiíàëüíà ÷àñòèíà ðåçóëüòàòiâ äàííîãî

ðîçäiëó îïóáëiêîâàíà â ðîáîòàõ [7], [65]- [77], [79]-[82],[83, 84, 88, 96, 104].
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Ðîçäië 3

Íåñêií÷åííî-âèìiðíi àëãåáðè Ëi i êëàñè÷íi

r-ìàòðèöi.

3.1. Âñòóï

Â öüîìó ðîçäiëi îïèñàíî äâà ìåòîäà ïîáóäîâè íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð

Ëi ç ðîçêëàäîì Êîñòàíòà � Àäëåðà � Ñàéìñà áàçóþ÷èñü íà çàãàëüíèõ íå-

äèíàìi÷íèõ êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ çi ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè [105].

Ïåðøèé ìåòîä óçàãàëüíþ¹ òàê çâàíèé ìåòîä Ãåëüôàíäà�×¹ð¹äíiêà [4],

[21].Âií ïîëÿãà¹ â êîíñòðóþâàííi äåÿêèõ ñïåöiàëüíèõ ôiëüòðîâàíèõ ïiäàë-

ãåáð â àëãåáði g(u−1, u)) äîïîâíÿëüíèõ äî ïiäàëãåáðè g((u)). Äðóãèé ìåòîä

¹ óçàãàëüíåííÿì ìåòîäó Ãîëîäà [42]-[43] i ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi ïî r-ìàòðèöi

ñïåöiàëüíèõ êâàçiãðàäóéîâàíèõ àëãåáð Ëi ç ïðèðîäíiì ðîçêëàäîì Àäëåðà

� Êîñòàíòà � Ñàéìñà [105]. Êëþ÷îâó ðîëü â äàííîìó ïiäõîäi âiäiãðà¹ ïî-

íÿòòÿ �ìóëüòèïëiêàòîðà� [55]. Êâàçiãðàäóéîâàíà ñòðóêòóðà r-ìàòðè÷íèõ

àëãåáð Ëi äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè ¨õ ïiäôàêòîð-àëãåáðè ñêií÷åííî¨ êîðîçìið-

íîñòi, ùî â ñâîþ ÷åðãó äîçâîëÿ¹ àñîöiþâàòè ç òàêèìè àëãåáðàìè ñêií÷åí-

íîâèìiðíi iíòåãðîâíi ñèñòåìè. Ìè ÿâíî îïèñó¹ìî òàêîæ äóàëüíi ïðîñòîðè

äî ïîáóäîâàíèõ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð Ëi òà ¨õ ñêií÷åííîâèìiðíèõ

ïiäôàêòîð-àëãåáð. Îïèñàíî òàêîæ áàãàòîïîëþñíi àëãåáðè Ëi ïîâ'ÿçàíi ç

êëàñè÷íèì r-ìàòðèöÿìè [106]. Ïîêàçàíî, ùî ¨õ ñòðóêòóðà çàëåæèòü âiä

òîãî, ÷è ¹ ïîëþñ �ðåãóëÿðíîþ� ÷è �ñèíãóëÿðíîþ� òî÷êîþ r-ìàòðèöü [114].

Çêîíñòðóéîâàíà êàíîíi÷íà ôîðìà êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi [105].Ïðèêëàäè r-

ìàòðè÷íèõ àëãåáð ïîâ'ÿçàíèõ ç êîñîñèìåòðè÷íîìè r-ìàòðèöÿìè ðîçãëÿ-

íóòi â ðîáîòàõ [97], [99].
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3.2. Îäíîïîëþñíi r-ìàòðè÷íi àëãåáðè â ðåãóëÿðíèõ

òî÷êàõ.

Â öüîìó ðîçäiëi ìè îïèøåìî íàéïðîñòiøèé ñïîñiá êîíñòðóþâàííÿ ñïåöi-

àëüíèõ íåñêií÷åííî-âèìiðíèõ àëãåáð Ëi g̃−r ñòàðòóþ÷è ç äîâiëüíî¨ êëàñè-

÷íî¨ r-ìàòðèöi (1.2.2). Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå îçíà÷åííÿ:

Âèçíà÷åííÿ 10. Íåñêií÷åííîâèìiðíà àëãåáðà Ëi g̃ íàçèâà¹òüñÿ Z+ �

ôiëüòðîâàíîþ, ÿêùî:

g̃ =
∑
j≥0

g(j), òà [g(i), g(j)] ⊂
i+j+1∑
k=0

g(i+j+1−k).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà:

Tåîðåìà 3.1. Ç áóäü-ÿêèì ðîçâÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.2.2), ùî ìà¹ ðîçêëàä

(1.3.6), ìîæíà àñîöiþâàòè Z+� ôiëüòðîâàíó àëãåáðó Ëi g̃−r ìåðîìîð-

ôíèõ ôóíêöié îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ çi çíà÷åííÿì â g.

Äîâåäåííÿ.Ìè áóäåìî äîâîäèòè öþ òåîðåìó ÿâíî, êîíñòðóþþ÷è áàçèñ

àëãåáðè g̃−r , áóäóþ÷è âiäïîâiäíi ôiëüòðîâàíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî r-ìàòðèöÿ r(u, v) =
dimg∑
α,β=1

rαβ(u, v)Xα ⊗ Xβ ìà¹ ðîçêëàä

(1.3.6) i ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó g-çíà÷íó ôóíêöiþ âiä çìiííî¨ u:

X(m),α(u) =
1

m!
∂mv (r12(u, v), Xα

2 )2|v=0 =
1

m!

dimg∑
β=1

∂mv (rβα(u, v))|v=0Xβ,

(3.2.1)

äå m ≥ 0, α ∈ 1, dimg, ( , )2 � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â äðóãîìó òåíçîðíîìó

ïðîñòîði i Xα
2 = 1⊗Xα. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3.1. Åëåìåíòè {X(m),α(u)|m ≥ 0, α ∈ 1, dimg} óòâîðþ-

þòü çàìêíóòó àëãåáðó Ëi ç ôiëüòðîâàíèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíî-

øåííÿìè:
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[X(m),β(u), X(l),γ(u)] =

dimg∑
α=1

Cβγ
δ X(l+m+1),δ(u)+

dimg∑
δ,κ=1

( m∑
s=0

1

s!l!
Cβ
δκ(∂

s
1∂

l
2r0)

δγX(m−s),κ(u)−
l∑

s=0

1

s!m!
Cγ
δκ(∂

s
1∂

m
2 r0)

δβX(l−s),κ(u)
)
,

(3.2.2)

äå Cβγ
δ � ñòðóêòóðíi êîíñòàíòè àëãåáðè Ëi â äóàëüíîìó áàçèñi i

(∂m1 ∂
l
2r0)

γβ ≡ (∂mu ∂
l
vr
γβ
0 (u, v))|u,v=0.

Íàðåøòi, êëàäó÷è ïî âèçíà÷åííþ

(g̃−r )(m) ≡ SpanC{X(m),α(u), α ∈ 1, dimg}, (3.2.3)

g̃−r =
∑
m≥0

(g̃−r )(m), ìè îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Ïðèêëàä 3.1. Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé ôiëüòðîâàíi êîìóòàöiéíi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (3.2.2), ùî âèêîíóþòüñÿ äëÿ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ X(0),α(u),

X(1),γ(u) i ¹ íàéáiëüø âàæëèâèìè äëÿ çàñòîñóâàííÿ:

[X(0),β(u), X(0),γ(u)] =

dimg∑
δ=1

Cβγ
δ X(1),δ(u)+

dimg∑
δ,κ=1

(Cβ
δκr

δγ
0 −C

γ
δκr

δβ
0 )X(0),κ(u),

(3.2.4)

[X(0),β(u), X(1),γ(u)] =

dimg∑
δ=1

Cβγ
δ X(2),δ(u)−

dimg∑
δ,κ=1

Cγ
δκr

δβ
0 X

(1),κ(u)+

+

dimg∑
δ,κ=1

(Cβ
δκ(∂2r0)

δγ − Cγ
δκ(∂1r0)

δβ)X(0),κ(u), (3.2.5)

[X(1),β(u), X(1),γ(u)] =

dimg∑
δ=1

Cβγ
δ X(3),δ(u) +

dimg∑
δ,κ=1

(
Cβ
δκ(∂2r0)

δγ−

− Cγ
δκ(∂2r0)

δβ)X(1),κ(u) + (Cβ
δκ(∂1∂2r0)

δγ − Cγ
δκ(∂1∂2r0)

δβ)X(0),κ(u)
)
.

(3.2.6)
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Êëàñè÷íà r-ìàòðèöÿ r(u, v) âèçíà÷åíà ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåííÿ ñè-

ìåòðié. Îïèøåìî ÿê ïîáóäîâàíèé ôiëüòðîâàíèé áàçèñ çìiíþ¹òüñÿ ïiä äi¹þ

öèõ ïåðåòâîðåíü. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3.2. (i) Ôiëüòðîâàíi áàçèñè {X(m),κ(u)} i {X(m),κ
g (u)} àñî-

öiéîâàíi ç r-ìàòðèöÿìè r(u, v) i rg(u, v) ≡ Adg(u1) ⊗ Adg(u2)r(u, v) ïîâÿ-

çàíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

X(m),α
g (u) = Adg(u) ·

m∑
k=0

dimg∑
β=1

1

(m− k)!
(Adg(m−k)(v)|v=0

)αβX
(k),β(u),

äå g(m−k)(v)|v=0 = (
dm−kg(v)

dvm−k
)|v=0.

(ii) Ôiëüòðîâàíi áàçèñè X(m),κ(λ(u)) i X(k),δ(u(λ)) àñîöiéîâàíi ç r-

ìàòðèöÿìè r(λ, µ) i r(u(λ), v(µ)) ïîâÿçàíi íàñòóïíèì ïåðåòâîðåííÿì:

X(m),α(λ) =
m∑
k=0

Bm,k(u
(1), u(2), ..., u(m+1−k))X(k),α(u),

äå Bm,k(u
(1), u(2), ..., u(m+1−k)) � öå ïîëiíîìè Áåëëà i u(s) ≡ (

dsu(λ)

dλs
)|λ=0.

Äóæå âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ äëÿ òåîði¨ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ¹ iñíóâàí-

íÿ àëãåáðè Ëi ç ðîçêëàäîì â ñóìó äâîõ ïiäàëãåáð (ñõåìà Êîñòàíòà-Àäëåðà-

Ñiìïñà). Îïèøåìî îäíå ç ìîæëèâèõ âêëàäåíü àëãåáðè g̃−r , ÿê îäíi¹¨ ç òà-

êèõ äâîõ ïiäàëãåáð â áiëüøó àëãåáðó.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç g̃(u−1, u)) àëãåáðó ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà âiä

îäíî¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ u çi çíà÷åííÿì â g i g̃((u)) àëãåáðó ôîðìàëüíèõ

ðÿäiâ Òåéëîðà çi çíà÷åííÿìè â g. Ìà¹ ìiñöå íàòóïíå òâåðäæåííÿ [105]:

Òâåðäæåííÿ 3.3. Àëãåáðà Ëi g̃−r ¹ äîïîâíÿëüíîþ äî àëãåáðè Ëi g̃((u)) â

àëãåáði Ëi g̃(u−1, u)) òîáòî:

g̃(u−1, u)) = g̃((u)) + g̃−r , (3.2.7)

äå ñóìà ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ âåêòîðèõ ïðîñòîðiâ.
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3.3. Êâàçiãðàäóéîâàíà ñòðóêòóðà g̃−r . Àëãåáðè g̃+
r , g̃r.

ßê áóëî ÿâíî ïîêàçàíî âèùå, ìîæíà àñîöiþâàòè ôiëüòðîâàíó àëãåáó Ëi

g̃−r ç êîæíîþ êëàñè÷íîþ r-ìàòðèöåþ r(u, v). Òèì íå ìåíøå, âèêîðèñòîâó-

âàííÿ ôiëüòðîâàíîãî áàçèñà (3.2.1), íå çàâæäè çðó÷íå äëÿ çàñòîñóâàííÿ.

Òîìó ¹ áàæàíèì çíàõîäæåííÿ iíøîãî áàçèñó ç áiëüø ïðîñòèìè êîìóòàöié-

íèìè ñïiââiäíîøåííÿìè i ÿñíèìè àëãåáðà¨÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè. Äiéñíî,

âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî àëãåáðà g̃−r , ìà¹ áiëüø òîíêó àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó íiæ

ôiëüòðîâàíà. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå âèçíà÷åííÿ:

Âèçíà÷åííÿ 11. Íåñêií÷åííî�âèìiðíà àëãåáðà g̃ íàçèâà¹òüñÿ Z (Z(±))-

êâàçiãðàäóéîâàíîþ òèïó (0, q), ÿêùî iñíó¹ òàêå öiëå ÷èñëî q, ùî:

g̃ =
∑

j∈Z(Z(±))

gj, [gi, gj] ⊂
q∑

k=0

gi+j+k,∀i, j ∈ Z(Z(±)). (3.3.8)

Íàäàëi ìè áóäåìî çàöiêàâëåíi â êîíñòðóþâàííi êâàçiãðàäóéîâàíîãî áà-

çèñó â àëãåáði g̃−r . Äëÿ öüîãî íàì áóäå ïîòðiáíî íàñòóïíå âèçíà÷åííÿ [55]:

Âèçíà÷åííÿ 12. Íåõàé g̃− áóäå äîâiëüíà äîïîâíÿëüíà ïiäàëãåáðà â àëãå-

áði g-çíà÷íèõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà äî àëãåáðè g-çíà÷íèõ ôîðìàëü-

íèõ ðÿäiâ Òåéëîðà. Ðÿä Ëîðàíà f(u) =
∞∑

k=−n
fku

k, fk ∈ C íàçèâà¹òüñÿ

ìóëüòèïëiêàòîðîì àëãåáðè g̃−, ÿêùî f(u)g̃− ⊂ g̃−. ßêùî fn 6= 0, òî ÷èñëî

n íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ìóëüòèïëiêàòîðà.

Íàì áóäå íåîáõiäíà òàêîæ íàñòóïíà Òåîðåìà [55]:

Tåîðåìà 3.2. Íåõàé ïiäñòèëàþ÷à ñêií÷åííî-âèìiðíà àëãåáðà g áóäå ïðî-

ñòîþ i g̃− áóäå äîâiëüíîþ g�çíà÷íîþ äîïîâíÿëüíîþ ïiäàëãåáðîþ äî àëãå-

áè ôîðìàëüíèõ g-çíà÷íèõ ðÿäiâ Òåéëîðà â àëãåái ôîðìàëüíèõ g�çíà÷íèõ

ðÿäiâ Ëîðàíà. Òîäi ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(i) âñi ìóëüòèïëiêàòîðè àëãåáè g̃− ìàþòü íåâiä'¹ìíi ïîðÿäêè.

(ii) äîïîâíåííÿ äî ìíîæèíè âñiõ ïîðÿäêiâ ìóëüòèïëiêàòîðiâ àëãåáðè

g̃− ó ìíîæèíi âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ ñêií÷åííèì.
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Çàóâàæåííÿ 17. Ç íàâåäåíî¨ Òåîðåìè ñëiäó¹, çîêðåìà, ùî äëÿ äîâiëüíî¨

àëãåáè g̃− çàâæäè iñíóþòü ìóëüòèïëiêàòîðè ñêií÷åííèõ ïîðÿäêiâ. Çàâ-

äÿêè òîìó ôàêòó, ùî âñi ïîðÿäêè ¹ äîðäàòíiìè ÷èñëàìè, çàâæäè iñíó¹

ìóëüòèïëiêàòîð ìiíiìàëüíîãî ïîðÿäêó.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà:

Tåîðåìà 3.3. Íåõàé n áóäå ïîðÿäêîì ìóëüòèïëiêàòîðà g̃−r , òîäi íà g̃−r

iñíó¹ ñòðóêòóðà Z−� êâàçiãðàäóéîâàíî¨ àëãåáè Ëi òèïó (0, 2n− 1).

Iäåÿ äîâåäåííÿ. Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ ÿâíèì êîíñòðóþâàííÿì êâàçiãðà-

äóéîâàíèõ ïiäïðîñòîðiâ (g−r )j i âiäïîâiäíèõ êâàçiãðàäóéîâàíèõ áàçèciâ.

Âèçíà÷åìî øóêàíi ïiäïðîñòîðè (g−r )j çà äîïîìîãîþ ôiëüòðîâàíèõ ïiäïðî-

ñòîðiâ (3.2.3) i ìóëüòèïëiêàòîðiâ f(u) íàñòóïíèì ÷èíîì:

(g−r )−i−kn = fk(u)(g−r )(i−1) i ∈ 1, n, k ≥ 0. (3.3.9)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî g̃−r =
∞∑
j=1

(g−r )−j. Áàçèñ â ïiäðîñòîðàõ (g−r )−j äå j = i +

kn+ 1 ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

X̃(j),α(u) ≡ fk(u)X(i),α(u) =
fk(u)

i!

dimg∑
β=1

∂iv(r
βα(u, v))|v=0Xβ, (3.3.10)

äå i ∈ 1, n, α ∈ 1, dimg, k ≥ 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôiëüòðîâàíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (3.2.2) i âè-

çíà÷åííÿ (3.3.9), ìè îòðèìó¹ìî:

[(g−r )−(i1+k1n), (g
−
r )−(i2+k2n)] ⊂

i1+i2−1∑
s=0

(g−r )(s−(i1+i2+(k1+k2)n)). (3.3.11)

âðàõîâóþ÷è, ùî i1, i2 ∈ 1, n, ìè îòðèìó¹ìî, ùî ìàêñèìàëüíå âiäõèëåííÿ

âiä ãðàäóéîâàíîãî çàêîíó ìíîæåííÿ Ëi ðiâíå q = 2n− 1.

Öå äîâîäèòü Òåîðåìó.

Âêëàäåííÿ àëãåáðè Ëi g̃−r â àëãåáðó ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà, çêîí-

ñòðóéîâàíå â ìèíóëîìó ïiäðîçäiëi, íå ¹ íàéáiëüø ïðèðîäíå âêëàäåííÿ
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ç àëãåáðà¨÷íî¨ òî÷êè çîðó. Çàðàç ìè ïîêàæåìî ÿê çêîíñòðóþâàòè iíøå

áiëüø ïðèðîäíå âêëàäåííÿ àëãåáðè g̃−r â iíøó àëãåáðó. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî

êâàçiãðàäóéîâàíà ñòðóêòóðà äîçâîëÿ¹ äîïîâíèòè àëãåáó Ëi g̃−r iíøîþ êâà-

çiãðàäóéîâàíoþ àëãåáîþ Ëi g̃+
r äî �ïîâíî¨� r-ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè g̃r i êîæíà

ç òðüîõ ïiäàëãåáð â òðiéöi (g̃−r , g̃
+
r , g̃r) âèçíà÷à¹òüñÿ ñàìîþ r-ìàòðèöåþ.

Áiëüøå òîãî, ðîçêëàä g̃r = g̃−r + g̃+
r ¹ íàñëiäêîì êâàçiãðàäóéîâàíî¨ ñòðó-

êòóðè. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3.4. Iñíó¹ Z+-êâàçiãðàäóéîâàíà àëãåáðà Ëi g̃
+
r òèïó (0, 2n−

1), ùî ëiíiéíèé ïðîñòið g̃r = g̃−r +g̃+
r , äå ñóìà ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ âåêòîðíèõ

ïðîñòîðiâ, öå Z-êâàçiãðàäóéîâàíà àëãåáðà òèïó (0, 2n− 1).

Iäåÿ äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè äàííå òâåðäæåííÿ, íåîáõiäíî ïîøèðèòè

ôîðìóëó (3.3.10) íà âiä'¹ìíi ñòåïåíi k. Âíàñëiäîê êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíî-

øåíü (3.2.2) ôîðìóëà (3.3.10) ïîøèðþ¹òüñÿ íà âiä'¹ìíi ñòåïåíi k i åëåìåí-

òè X̃(m+kn),α(u), k ∈ Z, m ∈ 1, n, α ∈ 1, dimg ôîðìóþòü çàìêíåíó àëãåáðó

Ëi. Ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè öþ àëãåáðó g̃r. Âîíà âêëþ÷à¹ g̃−r ÿê ïiäàëãåáðó.

Ïîçíà÷åìî çà g̃+
r äîïîâíÿëüíèé äî g̃−r ïiäïðîñòið â àëãåáði g̃r. Ïiäïðî-

ñòið g̃+
r íàòÿãíóòèé íà áàçèñíi åëåìåíòè X̃(m+kn),α(u), k < 0, m ∈ 1, n,

α ∈ 1, dimg. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî g̃+
r � çàìêíåíà àëãåáðà Ëi.

Çàóâàæåííÿ 18. Çàóâàæèìî, ùî ïåðåõiä äî êâàçiãðàäóéîâàíîãî áàçèñó,

ìîæå áóòè iíòåðïðèòîâàíî ÿê ïåðåõiä äî iíøîãî áàçèñó â àëãåáðè ôîð-

ìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà g̃(u−1, u)). Äiéñíî, ëåãêî áà÷èòè, ùî

X̃(i−kn+1),α(u) ≡ f−k(u)X(i),α(u) = ukn−i−1Xα + o(ukn−i−1)

äå k > 0, i ∈ 0, n− 1. Îòæå, êâàçiãðàäóéîâàíèé áàçèñ â çêîíñòðóéîâà-

íié àëãåáði Ëi g̃+
r , ìîæå áóòè iíòåðïðèòîâàíèé ÿê iíøèé áàçèñ â àëãåáði

ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Òåéëîðà. Íå äèâëÿ÷èñü íà öå, ìè âiääà¹ìî ïåðåâàãó

iíøié iíòåðïðèòàöi¨. Ìè âèçíà÷à¹ìî àëãåáðè Ëi g̃−r , g̃
+
r , g̃r â äóñi âèçíà-

÷åíü [10], òîáòî ¨õ åëåìåíòè ñïiâïàäàþòü ç ñêií÷åííèìè ëiíiéíèìè êîì-

áiíàöiÿìè íåñêií÷åííîãî íàáîðó áàçèñíèõ åëåìåíòiâ X̃(i+kn),α(u), k ∈ Z,
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i ∈ 1, n, α ∈ 1, dimg. Öå âèçíà÷åííÿ ¹ óçãîäæåíèì ç ìíîæåííÿì Ëi îñêiëü-

êè äóæêà Ëi ñêií÷åííî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ åëåìåíòiâ X̃(i+kn),α(u) ¹ çíîâó

ñêií÷åííîþ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ X̃(i+kn),α(u), k ∈ Z, i ∈ 1, n,

α ∈ 1, dimg. ßêùî âèêîðèñòîâóâàòè äàííå âèçíà÷åííÿ, òî î÷åâèäíî, ùî

àëãåáðè g̃+
r i g̃((u)), à òàêîæ g̃r i g̃(u−1, u)) íå ¹ içîìîðôíèìè. Áiëüøå òî-

ãî, â óñiõ âiäîìèõ ïðèêëàäàõ, f(u) íå òiëüêè ôîðìàëüíèé ðÿä Ëîðàíà,

àëå i êîíêðåòíà ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà òié ñàìié Ðiìàíîâié

ïîâåðõíi, ùî é âiäïîâiäíà êëàñè÷íà r-ìàòðèöÿ r(u, v). Îòæå, çêîíñòðóéî-

âàíi àëãåáðè Ëi g̃−r , g̃
+
r , g̃r ìîæóòü áóòè ðîçãëÿíóòi ÿê àëãåáðè ñïåöiàëü-

íèõ ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié íà òié ñàìié Ðiìàíîâié ïîâåðõíi, ùî é äàíà

r-ìàòðèöÿ.

Çàóâàæåííÿ 19. Çàóâàæèìî, ùî çêîíñòðóéîâàíi â öüîìó ðîçäiëi êâàçi-

ãðàäóéîâàííÿ íå ¹ îäíîðiäíèìè, òîáòî:

[(gr)−i, (gr)−j] ⊂
q(−i,−j)∑
s=0

(gr)s−(i+j), (3.3.12)

äå q(−i,−j) ≤ q = 2n− 1 i, çîêðåìà, q(−1,−1) = 1:

[(gr)−1, (gr)−1] ⊂ (gr)−2 + (gr)−1,

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó q(−i,−j) = i+ j − 1 ÿêùî i, j ≤ n.

Ñàìå öå äóæå ñïåöiàëüíå íåîäíîðiäíå êâàçiãðàäóéîâàííÿ çàáåçïå÷ó¹

ðîçêëàä àëãåáðè g̃r â ïðÿìó ñóìó àëãåð Ëi ÿê âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ ÿêùî

q > 1. Iíøèìè ñëîâàìè, òiëüêè òàêå ñïåöiàëüíå êâàçiãðàäóéþâàííÿ ìà¹

âëàñòèâiñòü, ùî g̃−r ≡
∞∑
i=1

(gr)−i ¹ çàìêíóòîþ àëãåáðîþ Ëi. Âñi îäíîðiäíi

êâàçiãðàäóéîâàííÿ ç q > 1 (n > 1) íå çàáåçïå÷óþòü öþ âëàñòèâiñòü, à

îòæå íå ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òåîði¨ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì.

Çàóâàæåííÿ 20. Ìîæíî âèêîðèñòàòè iíøèé ìóëüòèïëiêàòîð àëãåáðè g̃−r

äëÿ òîãî, ùîá çêîíñòðóþâàòè êâàçiãðàäóéîâàíèé áàçèñ, àëå â çàñòîñóâà-

ííÿõ íåîáõiäíà íàéïðîñòiøà ôîðìà òàêîãî êâàçiãðàäóéîâàííÿ ïîâ'ÿçàíà
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ç ìóëüòèïëiêàòîðîì ìiíiìàëüíîãî ïîðÿäêó nr, ÿêèé, íàäàëi, áóäå ïîçíà-

÷àòèñü ïðîñòî ÿê n, çàëåæíîãî âiä êîíêðåòíî¨ ìàòðèöi r(u, v). Âiäïîâiä-

íà òðiéêà (g̃−r , g̃
+
r , g̃r) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñàìîþ r-ìàòðèöåþ i áó-

äå íàçèâàòèñÿ êëàñè÷íîþ r-ìàòðè÷íîþ òðiéêîþ. Çàóâàæèìî, ùî òðiéêà

(g̃−r , g̃
+
r , g̃r) â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå ¹ òðiéêîþ Ìàíiíà, îñêiëüêè â çàãàëü-

íîìó âèïàäêó (g̃±r )∗ 6= g̃∓r .

3.3.1. Iäåàëè i ñêií÷åííîâèìiðíi ôàêòîð àëãåáè. Iñíóâàííÿ ìóëüòè-

ïëiêàòîðiâ ÷è, åêâiâàëåíòíî, ñïåöiàëüíèõ êâàçiãðàäóéîâàíü ¹ äóæå âàæëè-

âîþ ñòðóêòóðíîþ âëàòèâiñòþ àëãåáðè g̃−r , çîêðåìà, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå:

Òâåðäæåííÿ 3.5. Íåõàé f(u) áóäå ìóëüòèïëiêàòîð àëãåáðè g̃−r ñêií-

÷åííîãî ïîðÿäêó n, òîäi:

(i) ïiäïðîñòið Jf ≡ f(u)g̃−r =
∞∑
l=1

n∑
i=1

(g−r )−i−ln ¹ iäåàëîì àëãåáðè g̃−r .

(ii) iñíó¹ íåñêií÷åííå ÷èñëî âêëàäåíèõ iäåàëiâ àëãåáðè g̃−r : g̃
−
r = Jf0 ⊃

Jf1 ⊃ Jf2 ⊃ · · · ⊃ Jfk ⊃ · · · , äå Jfk ≡ fk(u)g̃−r =
∞∑
l=k

n∑
i=1

(g−r )−i−ln.

(iii) êîðîçìiðíiñòü iäåàëó Jfk â Jfk−1 ¹ ðiâíîþ ndimg.

Çàóâàæåííÿ 21. Âèêîðñòîâóþ÷è öå òâåðäæåííÿ ìîæíà âèçíà÷èòè ñòðó-

êòóðó ñêií÷åííîâèìiðíî¨ àëãåáðè Ëi íà êîæíîìó ôàêòîð-ïðîñòîði g̃−r /Jfk

i çêîíñòðóéþâàòè iíòåãðîâíó ñèñòåìó íà ¨¨ äóàëüíîìó ïðîñòîði.

Ïiäàëãåáðà g̃+
r ìà¹ áiëüøå iäåàëiâ, íiæ ïiäàëãåáðà g̃−r . Ñòðóêòóðà iäåà-

ëiâ ïiäàëãåáðè g̃+
r ïîâòîðþ¹ ñòðóêòóðó iäåàëiâ àëãåáðè g-çíà÷íèõ ïîëiíî-

ìiâ Òåéëîðà. Íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì êâàçiãðàäóþâàííÿ g̃+
r :

Òâåðäæåííÿ 3.6. (i) Íåõàé M ≥ 0, òîäi JrM =
∞∑

k=M

(gr)k ¹ iäåàëîì â g̃+
r .

(ii) Iñíó¹ íåñêií÷åííå ÷èñëî âêëàäåíèõ iäåàëiâ àëãåáðè g̃+
r :

g̃+
r = Jr0 ⊃ Jr1 ⊃ Jr2 ⊃ · · · ⊃ Jrk ⊃ · · · .

(iii) Êîðîçìiðíiñòü iäåàëiâ JrM â JrM−1 ¹ ðiâíîþ dimg.

Çàóâàæåííÿ 22. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå òâåðäæåííÿ, ìîæíà âèçíà÷èòè

ñòðóêòóðó ñêií÷åííîâèìiðíî¨ àëãåáðè Ëi íà ôàêòîð-ïðîñòîðàõ g̃+
r /J

r
M i

çêîíñòðóþâàòè iíòåãðîâíi ñèñòåìè íà ¨õ äóàëüíèõ ïðîñòîðàõ.
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3.4. Êâàçiãðàäóéîâàíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

ßê áóëî ïîêàçàíî â ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ, àëãåáðè Ëi g̃−r i g̃r ¹ êâàçiãðà-

äóéîâàíèìè. Îñêiëüêè äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó áóëî äåùî ñõåìàòè÷íèì, â

öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çêîíñòðóþ¹ìî êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ â àëãåáðàõ

g̃−r , áiëüø ÿâíî, âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñàíi â Tåîðåìi 3.2 êâàçiãðàäóéîâàíi

áàçèñè. Ïðèïóñòèìî äëÿ ñïðîùåííÿ ùî ìóëüòèïëiêàòîð ìà¹ âèãëÿä

f(u) = u−n +
∞∑
k=n

fku
k.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3.7. Íåõàé áàçèñíi åëåìåíòè X̃ i+1+nl1(u), X̃j+1+nl2(u),

i, j ∈ 0, n− 1, l1, l2 ∈ Z àëãåáðè g̃−r áóäóòü âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (3.3.10).

Òîäi ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåí-

òàìè X̃ i+1+nl1(u),X̃j+1+nl2(u):

[X̃(i+1+nl1),β(u), X̃(j+1+nl2),γ(u)] =

=

dimg∑
δ=1

Cβγ
δ X̃(i+j+2+n(l1+l2)),δ(u)+

i∑
s=0

dimg∑
δ,κ=1

Cβ
δκ

(∂s1∂
j
2r0)

δγ

s!j!
X̃(i+1−s+n(l1+l2)),κ(u)

−
j∑
s=0

dimg∑
δ,κ=1

Cγ
δκ

(∂s1∂
i
2r0)

δβ

s!i!
X̃(j+1−s+n(l1+l2)),κ(u), ÿêùî i+ j + 2 ≤ n.

(3.4.13)

[X̃(i+1+nl1),β(u), X̃(j+1+nl2),γ(u)] =

dimg∑
δ=1

Cβγ
δ X̃(i+j+2+n(l1+l2)),δ(u)

−
dimg∑
α,δ=1

n−1∑
s=0

(∂s1∂
i+j+1−n
2 r0)

α
δ

s!(i+ j + 1− n)!
Cβ,γ
α X̃(n−s+n(l1+l2)),δ(u)

+
i∑

s=0

dimg∑
δ,κ=1

Cβ
δκ

(∂s1∂
j
2r0)

δγ

s!j!
X̃(i+1−s+n(l1+l2)),κ(u)−
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−
j∑
s=0

dimg∑
δ,κ=1

Cγ
δκ

(∂s1∂
i
2r0)

δβ

s!i!
X̃(j+1−s+n(l1+l2)),κ(u), ÿêùî i+ j + 1 ≥ n.

(3.4.14)

Çàóâàæåííÿ 23. Âiäçíà÷èìî, ùî çãiäíî ç íàøèõ âèçíà÷åíü áàçèñíi åëå-

ìåíòè X̃(m),α(u), α ∈ 1, dimg óòâîðþþòü ïiäïðîñòið (gr)−m.

Ðîçãëÿíåìî äâà êëàñè ïðèêëàäiâ àëãåáð Ëi g̃±r i g̃r i âiäïîâiäíèõ êâàçi-

ãðàäóéîâàíèõ ñòðóêòóð. Âîíè áóäóòü ïîâÿçàíi ç ìóëüòèïëiêàòîðàìè ïåð-

øîãî i äðóãîãî ïîðÿäêiâ.

Ïðèêëàä 3.2. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê r-ìàòðèöü i àëãåáð Ëi g̃−r , ùî ìàþòü

ìóëüòèïëiêàòîðè ïîðÿäêó îäèí. Â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî:

f(u) = u−1 + uf1 + ...

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå ëåãêî îòðèìó¹ìî ùî:

X(1),α(u) = X̃(2),α(u)−
dimg∑
κ=1

(r0)
β
κX̃

(1),κ(u). (3.4.15)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.4.15) â ôiëüòðîâàíi êîìóòàöiéíi ñïiââiä-

íîøåííÿ (3.2.4) i áåðó÷è äî óâàãè, ùî ïî ñàìîìó îçíà÷åííþ êâàçiãðà-

äóéîâàíîãî áàçèñó X̃(n+1),α(u) ≡ fn(u)X(0),α(u), ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíi

êâàçiãðàäóéîâàíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ âèáðàíîãî áàçèñó:

[X̃(n+1),β(u), X̃(m+1),γ(u)] =

dimg∑
δ=1

Cβγ
δ X̃(n+m+2),δ(u)+

+

dimg∑
δ,ε,κ=1

(Cβ
δκr

δγ
0 − C

γ
δκr

δβ
0 − C

βγ
δ (r0)

δ
κ)X̃

(n+m+1),κ(u), (3.4.16)

äå n,m ∈ Z äëÿ âèïàäêó àëãåá Ëi g̃r, i n,m ∈ Z± äëÿ âèïàäêó àëãåáð g̃∓r .

ßê ìè áà÷èìî, âiäõèëåííÿ â öèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåííÿõ âiä

ãðàäóéîâàíîãî çàêîíó ìíîæåííÿ Ëi ¹ q = 2degf − 1 = 1. Ðîçãëÿíóòèé

ïðèêëàä ¹ íàéïðîñòiøèì âèïàäêîì êâàçiãðàäóéîâàíèõ àëãåáð Ëi, ùî ìà-

þòü ñõåìó Êîñòàíòà-Àäëåðà-Ñiìñà.
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Ïðèêëàä 3.3. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê r-ìàòðèöü i àëãåáð Ëi g̃r, ùî ìàþòü

ìóëüòèïëiêàòîðè äðóãîãî ïîðÿäêó i íàñòóïíî¨ ôîðìè:

f(u) = u−2 + f2u
2 + ...

Â ðåçóëüòàòi, îòðèìó¹ìî:

[X̃(2m+1),β(u), X̃(2n+1),γ(u)] =

dimg∑
α=1

Cβγ
α X̃(2m+2n+2),α(u)+

+

dimg∑
δ,κ=1

(Cβ
δκr

δγ
0 − C

γ
δκr

δβ
0 )X̃(2m+2n+1),κ(u), (3.4.17)

[X̃(2n+1),β(u), X̃(2m+2),γ(u)] =

dimg∑
α=1

Cβγ
α X̃(2n+2m+3),δ(u)−

−
dimg∑

α,δ,κ=1

(
Cγ
δκr

δβ
0 + Cβγ

α (r0)
α
κ

)
X̃(2n+2m+2),κ(u)+

+

dimg∑
α,κ=1

(
Cβ
δκ(∂2r0)

δγ − Cγ
δκ(∂1r0)

δβ − Cβγ
α (∂1r0)

α
κ

)
X̃(2n+2m+1),κ(u),

(3.4.18)

[X̃(2n+2),β(u), X̃(2m+2),γ(u)] =

dimg∑
α=1

Cβγ
α X̃(2n+2m+4),α(u)+

+

dimg∑
α,δ,κ=1

(Cβ
δκ(∂2r0)

δγ − Cγ
δκ(∂2r0)

δβ − Cβγ
α (∂2r0)

α
κ)X̃(2n+2m+2),κ(u)+

+

dimg∑
α,δ,κ=1

(
Cβ
δκ(∂1∂2r0)

δγ−Cγ
δκ(∂1∂2r0)

δβ−Cβγ
α (∂1∂2r0)

α
κ

)
X̃(2n+2m+1),κ(u).

(3.4.19)
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3.5. Êàíîíi÷íà ôîðìà êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü.

Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè äóàëüíi ïðîñòîðè çêîíñòðóéîâàíèõ àëãåáð Ëi

(g̃+
r )∗, g̃∗r, íåîáõiäíî âèâåñòè ñïåöiàëüíó ôîðìó çàãàëüíî¨ êëàñè÷íî¨ r-

ìàòðèöi çi ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà:

Tåîðåìà 3.4. Íåõàé f(u) áóäå ìóëüòèïëiêàòîðîì g̃−r ïîðÿäêó n,

(i) òîäi, âiäïîâiäíà r-ìàòðèöÿ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà â íàñòó-

ïíié ôîðìi:

r(u, v) =

dimg∑
γ=1

n∑
j=1

X̃(j),γ(u)⊗ Ỹ (j−n)
γ (v)

f(u)− f(v)
, (3.5.20)

äå X̃(j+1),γ(u) ≡ X(j),γ(u), X(j),γ(u) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.2.1), òîá-

òî X(j),γ(u) = 1
j!

dimg∑
β=1

∂jv(r
βγ(u, v))|v=0Xβ i g-çíà÷íà ôóíêöiÿ Ỹ

(j−n)
γ (v) ¹

ëîêàëüíî � ìåðîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ ç ïîëþñîì â òî÷öi v = 0 ïîðÿäêó

≤ n− j + 1.

(ii) ÿâíèé âèãëÿä ôóíêöié Ỹ
(j)
γ (v) íàñòóïíèé:

Ỹ (−j)
γ (v) =

n−1∑
i=0

(F−1)jiY
(i)
γ (v), (3.5.21)

äå F öå n×n òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè F j
i = F

(1)
j−i

ÿêùî j ≥ i, F j
i = 0 ÿêùî j < i òà F

(1)
0 = 1,

F (1)
m ≡

l∑
m=1

(−1)m
∑

l1+l2+...+lm=l

f−n+l1....f−n+lm,

Y (i)
α (v) ≡

dimg∑
α,β=1

1

i!
(∂iurαβ(u, v))|u=0X

β. (3.5.22)

çîêðåìà, ÿêùî f(u) = u−n +
∞∑
k=0

fku
k, òî F = id i Ỹ

(−j)
γ (v) = Y

(j)
γ (v).
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Çàóâàæåííÿ 24. Íàâåäåííà âèùå ôîðìóëà äëÿ r-ìàòðèöi ¹ óçàãàëüíå-

íîþ òåîðåìîþ äîäàâàííÿ äëÿ àëãåáðî-çíà÷íèõ ôóíêöié. Äiéñíî, ó âè-

ïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü òàêèõ, ùî rαβ(u, v) = −rβα(v, u), ëåãêî

ïîêàçàòè, ùî Y (m)
α (v) = −X(m)

α (v). Ïðèïóñòèìî, ùî, áiëüøå òîãî, ìóëü-

òèïëiêàòîð f(u) òàêèé, ùî f−n+k = 0,∀k ∈ 1, n− 1. Â öüîìó âèïàä-

êó, â ñèëó ïóíêòó (ii) Òåîðåìè, ìè îòðèìó¹ìî Ỹ (−i)
γ (v) = Y

(i)
γ (v). Îòæå

Ỹ
(j−n)
α (v) = −X(n−j)

α (v). Â ðåçóëüòàòi äëÿ êëàñè÷íèõ êîñîñèìåòðè÷íèõ

ìàòðèöü, ùî çàëåæàòü âiä ðiçíèöi ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòðiâ, îòðèìó¹òüñÿ

íàñòóïíà Òåîðåìà äîäàâàííÿ:

r(u−v) ≡
dimg∑
α=1

X(0),α(u−v)⊗Xα =

dimg∑
α=1

n∑
j=1

X(j−1),α(u)⊗X(n−j)
α (v)

f(v)− f(u)
. (3.5.23)

Ïðèêëàä 3.4. Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé ïðèêëàä îòðèìàíèõ âèùå ôîð-

ìóë äëÿ r-ìàòðèöi. Íåõàé n = 1 i áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêó ïàðàìå-

òðèçàöiþ r(λ, µ), ùî f(λ) = λ−1. Â öüîìó âèïàäêó ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå

ïðåäñòàâëåííÿ ìàòðèöi r(λ, µ):

r(λ, µ) =

dimg∑
γ=1

X̃(1),γ(λ)⊗ Ỹ (0)
γ (µ)

1
λ −

1
µ

, äå (3.5.24)

X̃(1),α(λ) =

dimg∑
β=1

(rβα(λ, 0))Xβ = λ−1(1+λr1+λ2r2+...)·(Xα) ≡ 1

λ
r(λ)·(Xα),

i ìè ââåëè äëÿ çðó÷íîñòi íàñòóïíi îïåðàòîðíi ïîçíà÷åííÿ:

rk+1(X
a) =

dimg∑
β=1

1

k!
∂kλ(rβα0 (λ, 0))|λ=0Xβ (3.5.25)

Ïîðàõó¹ìî ÿâíî åëåìåíòè Ỹ (0)
γ (µ). Âîíè äàþòüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

Ỹ (0)
γ (µ) = −1

µ

dimg∑
α=1

∞∑
m=0

µm(Cm
0 )αγXα,
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äå Cm
0 � öå ìàòðè÷íi åëåìåíòè ìàòðèöi C ïåðåòâîðåíi âiä ôiëüòðîâàíîãî

äî êâàçiãðàäóéîâàíîãî áàçèñó. Ìîæíà ïîêàçàòè [105] ùî ìàòðèöÿ Cm
0 ñïiâ-

ïàäà¹ ç êîåôiö¹íòàìè ðîçêëàäó r−1(λ) ïo ñòåïåíÿõ λ: r−1(λ) =
∞∑
m=0

Cm
0 λ

m.

Â ðåçóëüòàòi ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ÿâíèé âèðàç äëÿ åëåìåíòiâ Ỹ (0)
γ (µ):

Ỹ (0)
γ (µ) = −r

−1(µ)(Xγ)

µ
. (3.5.26)

Âiäïîâiäíà r-ìàòðèöÿ íàáóâà¹ íàñòóïíî¨ ôîðìè:

r(λ, µ) =

dimg∑
γ=1

r(λ)(Xγ)⊗ r−1(µ)(Xγ)

λ− µ
. (3.5.27)

Öå â òî÷íîñòi r-ìàòðèöÿ ââåäåíà â [84] ç iíøèõ ìiðêóâàíü.

3.5.1. Äóàëüíi ïðîñòîðè (g̃−r )∗ i g̃((u))∗. Äëÿ ïîáóäîâè ìàòðèöü Ëà-

êñà íåîáõiäíî äàòè îïèñ äóàëüíèõ ïðîñòîðiâ äî çêîíñòðóéîâàíèõ àëãåáð.

Ðîçãëÿíåìî äóàëüíi ïðîñòîðè äî àëãåá Ëi g̃(u−1, u)), g̃((u)), g̃−r . Ç öi¹þ

ìåòîþ ââåäåìî ñïàðþâàííÿ íà g̃(u−1, u)) çàäàíå ôîðìóëîþ:

〈X(u), Y (u)〉 = resu=0(X(u), Y (u)). (3.5.28)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå ñïàðåííÿ ìîæíà iäeíòèôiêóâàòè ïðîñòîðè g̃(u−1, u))

i g̃(u−1, u))∗. Òîìó ìè ìà¹ìî:

g̃(u−1, u))∗ = g̃((u))∗ + (g̃−r )∗.

Îïèøåìî ôóíêöiîíàëüíi ðåàëâçàöi¨ ïðîñòîðiâ g̃((u))∗ i (g̃−r )∗. Âèÿâëÿ¹òüñÿ

ùî, íå äèâëÿ÷èñü íà òå, ùî àëãåáðà ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Òåéëîðà g̃((u)), íå

çàëåæèòü âiä ðîçãëÿäóâàíî¨ r-ìàòðèöi, ðåàëiçàöiÿ ïðîñòîðó g̃((u))∗, ùî

âiäïîâiäà¹ ðîçáèòòþ g̃(u−1, u)) = g̃((u)) + g̃−r , áóäå çàëåæàòè âiä íå¨. Ìè

áóäåìî ïîçíà÷àòè ðåàëiçàöiþ öüîãî äóàëüíîãî ïðîñòîðó ÷åðåç g̃((u))∗r.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:
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Òâåðäæåííÿ 3.8. Åëåìåíò äóàëüíîãî ïðîñòîðó g̃((u))∗r çàãàëüíîãî ïî-

ëîæåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçêëàäó g̃(u−1, u)) = g̃((u)) + g̃−r i ñïàðþâàííþ

(3.5.28), ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

L+(v) =
∞∑
k=0

dimg∑
α=1

Y (k),α(v)L(k)
α =

∞∑
k=0

dimg∑
α,β=1

1

k!
(∂kur

αβ(u, v))|u=0L
(k)
α Xβ.

(3.5.29)

Çàóâàæåííÿ 25. Âiäçíà÷åìî, ùî ó âèïàäêó çàãàëüíèõ íåêîñîñèìåòðè-

÷íèõ r-ìàòðèöü çàëåæíiñòü áàçèñíèõ åëåìåíòiâ

Y (k),α(v) =

dimg∑
β=1

1

k!
(∂kur

αβ(u, v))|u=0Xβ

ïðîñòîðó g̃((v))∗r âiä ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðó v ¹ âiäìiííîþ âiä çàëåæíî-

ñòi áàçèñíèõ åëåìåíòiâ X(k),α(u) =
dimg∑
β=1

1
k!(∂

k
v r

βα(u, v))|v=0Xβ àëãåáðè g̃−r

âiä ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðó u. Öå çíà÷èòü, ùî íåìîæëèâî îòîòîæíèòè öi

ïðîñòîðè ÿê ïðîñòîðè ôóíêöié âiä ñïåòðàëüíîãî ïàðàìåòðó. Òiëüêè ó âè-

ïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü, òîáòî êîëè rαβ(u, v) = −rαβ(v, u) ôîð-

ìóëè äëÿ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ ñïiâïàäàþòü ç òî÷íiñòþ äî çàìiííè u↔ v.

3.5.2. Äiÿ àëãåáð g̃−r i g̃((u)) íà g̃((u))∗r. Ç ìåòîþ çàñòîñóâàíü äî òå-

îði¨ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì, áóäå íåîáõiäíî ÿâíî âèçíà÷èòè äiþ àëãåáð g̃−r ,

g̃((u)) íà ïðîñòîði g̃((u))∗r. Íåõàé X
(m),α(u) � çêîíñòðóéîâàíèé ôiëüòðîâà-

íèé áàçèñ àëãåáðè g̃−r , Y
(l),β(u) áóäå ââåäåíèé âèùå áàçèñ ïðîñòîðó g̃((u))∗r

äóàëüíèé äî ìîíîìiàëüíîãî áàçèñó. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3.9. Äiÿ àëãåáðè g̃−r íà ïðîñòîði g̃((u))∗r â çêîíñòðóéîâà-

íîìó áàçèñi äà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

[X(m),α(u), Y (l),β(u)] =

dimg∑
γ=1

Cαβ
γ Y (l+m+1),γ(u)−



73

−(
m∑
s=0

dimg∑
γ,δ=1

Cα
γδ

(∂l1∂
s
2r0)

βγ

s!l!
Y (m−s),δ(u)+

l∑
s=0

dimg∑
γ,δ=1

Cβ
γδ

(∂s1∂
m
2 r0)

γα

s!m!
Y (l−s),δ(u)),

(3.5.30)

Çàóâàæåííÿ 26. Âiäçíà÷åìî, ùî âçàãàëi êàæó÷è, ôîðìóëà äi¨ (3.5.30)

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïðè¹äíàíî¨ äi¨. Äiéñíî, ÿê ëåãêî áà÷èòè, ôîðìóëà

(3.5.30) ñïiâïàäà¹ ç ôîðìóëîþ (3.2.2) òiëüêè ó âèïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ

r-ìàòðèöü, òîáòî êîëè rβγ0 (u, v) = −rγβ0 (v, u).

Ïåðåéäåìî äî îïèñó êîïðè¹äíàíî¨ äi¨ àëãåáè g̃((u)) íà ïðîñòîði g̃((u))∗r.

Ïðîáëåìà äi¨ ìîíîìiàëüíîãî áàçèñó àëãåáðè g̃((u)) íà g̃((u))∗r ïîëÿãà¹ â

òîìó, ùî ¨¨ äiÿ çà äîïîìîãîþ êîìóòàòîðà íå çáåðiãà¹ ïðîñòið g̃((u))∗r ÿê

ëiíiéíèé ïðîñòið íàòÿãíóòèé íà åëåìåíòè Y (m),α(u). Òîìó êîïðè¹äíàíà

äiÿ âiäìiííà âiä êîìóòàòîðà. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3.10. Êîïðè¹äíàíà äiÿ åëåìåíòà X(u) ∈ g̃((u)) íà Y (u) ∈
g̃((u))∗r çàäà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

ad∗X(u) · Y (u) = −P ∗r ([X(u), Y (u)]), (3.5.31)

äå P ∗r � ïðîåêòîð íà ïðîñòið g̃((u))∗r.

Çàóâàæåííÿ 27. Ç ÿâíî¨ ôîðìè êîïðè¹äíàíàíî¨ äi¨ åëåìåíòà X(u) ∈
g̃((u)) ñëiäó¹, ùî äëÿ ¨¨ çíàííÿ íåîáõiäíî çíàòè ëèøå äiþX(u) íà îñíîâíié

÷àñòèíè ôóíêöi¨ Y (u), òîáòî êîïðè¹äíàíà äiÿ åëåìåíòó X(u) íà ïðîñòði

g̃((u))∗r òàêà ñàìà ÿê i éîãî äiÿ íà ïðîñòði ïåòåëü g ⊗ u−1Pol(u−1), òîáòî

íå çàëåæèòü âiä r-ìàòðèöi. Öåé ôàêò áóâ âïåðøå ïîìi÷åíèé â [15] äëÿ

âèïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ r-ìàòðèöü.

3.6. Äóàëüíi ïðîñòîðè g̃∗r i (g̃
+
r )
∗.

Òåïåð ìè çêîíñòðóþ¹ìî äóàëüíi ïðîñòîðè äî àëãåáð Ëi g̃r i g̃+
r , ùî áóëè

ââåäåíi âèùå, i íîâó ðåàëiçàöiþ äóàëüíîãî ïðîñòîðó (g̃−r )∗, ùî âiäïîâiä-

à¹ êâàçiãðàäóéîâàíîìó áàçèñó. Öå äàñòü íàì çìîãó, çîêðåìà, ðîçãëÿíóòè
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�ñêií÷åííi� ìàòðèöi Ëàêñà, ùî íàëåæèòü ñêií÷åííîâèìiðíèì ôàêòîðàì

àëãåáðè (g̃−r )∗. Ùîá çðîáèòè öå, ìè âèêîðèñòà¹ìî çêîíñòðóéîâàíó êàíîíi-

÷íó ôîðìó êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [105]:

Tåîðåìà 3.5. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi g-çíà÷íi ôóíêöi¨:

Ỹ (i+nk)
α (v) ≡ f−k−1(v)Ỹ (i−n)

α (v) (3.6.32)

äå áàçèñíi åëåìåíòè Ỹ
(i−n)
α (v), i ∈ 1, n, α ∈ 1, dimg âèçíà÷åíi ÿê â Òåî-

ðåìi (3.4). Òîäi:

(i) åëåìåíòè äóàëüíèõ ïðîñòîðiâ L∓(v) ∈ (g̃∓r )∗ çàãàëüíîãî ïîëîæå-

ííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçêëàäàì g̃r = g̃−r + g̃+
r i ñïàðþâàííþ (3.5.28),

ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

L−(v) =
∞∑
k=0

n−1∑
i=0

dimg∑
α=1

l̃(i+nk+1),αỸ (i+nk+1)
α (v), (3.6.33)

L+(v) =
∞∑
k=1

n−1∑
i=0

dimg∑
α=1

l̃(i−nk+1),αỸ (i−nk+1)
α (v). (3.6.34)

(ii) åëåìåíò çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ ïðîñòîðó g̃∗r, ùî âiäïîâiäà¹ ñïàðþ-

âàííþ (3.5.28), ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

L(v) =
∞∑

k=−∞

n−1∑
i=0

dimg∑
α=1

l̃(i+nk+1),αỸ (i+nk+1)
α (v), (3.6.35)

(iii) äóæêè Ïóàñîíà ìiæ êîìïîíåíòàìè ìàòðèöi Ëàêñà ïîâòîðþþòü

êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ êâàçiãðàäóéîâàíîãî áàçèñó àëãåáðè g̃r:

{l̃(i+1+nk1),β, l̃(j+1+nk2),γ} =

=

dimg∑
δ=1

Cβγ
δ l̃(i+j+2+n(k1+k2)),δ +

i∑
s=0

dimg∑
δ,α=1

Cβ
δα

(∂s1∂
j
2r0)

δγ

s!j!
l̃(i−s+1+n(k1+k2)),α−

−
j∑
s=0

dimg∑
δ,α=1

Cγ
δα

(∂s1∂
i
2r0)

δβ

s!i!
l̃(j−s+1+n(k1+lk2)),α, ÿêùî i+ j + 2 ≤ n.

(3.6.36)
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{l̃(i+1+nk1),β, l̃(j+1+nk2),γ} =

dimg∑
δ=1

Cβγ
δ l̃(i+j+2+n(k1+k2)),δ(u)+

+
i∑

s=0

dimg∑
δ,α=1

Cβ
δα

(∂s1∂
j
2r0)

δγ

s!j!
l̃(i−s+1+n(k1+k2)),α−

−
j∑
s=0

dimg∑
δ,α=1

Cγ
δα

(∂s1∂
i
2r0)

δβ

s!i!
l̃(j−s+1+n(k1+k2)),α, ÿêùî i+ j + 1 ≥ n,

(3.6.37)

äå ìè ïðèïóñòèëè ùî f(u) = u−n +
∞∑
k=n

fku
k.

(iiii) ìàòðèöi Ëàêñà L−(v) i L+(v) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi òåíçîðíi

äóæêè Ëi-Ïóàñîíà:

{L+
1 (u), L+

2 (v)} = ([r12(u, v), L+
1 (u)]− [r21(v, u), L+

2 (v)]), (3.6.38a)

{L−1 (u), L−2 (v)} = −([r12(u, v), L−1 (u)]− [r21(v, u), L−2 (v)]), (3.6.38b)

{L+
1 (u), L−2 (v)} = −([r12(u, v), L+

1 (u)] + [r21(v, u), L−2 (v)]). (3.6.38c)

Çàóâàæåííÿ 28. Âiäçíà÷åìî, ùî íà âiäìiíó âiä àëãåáð g̃r,g̃±r ìè äîçâî-

ëÿ¹ìî ¨õ äóàëüíèì ïðîñòîðàì áóòè øèðøèìè i âêëþ÷àòè ôîðìàëüíi ðÿäè

Ëîðàíà. Çàâäÿêè òîìó ôàêòó, ùî àëãåáðà g̃r ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç ñêií÷åí-

íèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié áàçèñíèõ åëåìåíòiâ, òàêå âèçíà÷åííÿ êîðåêòíå.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíîìó Òâåðäæåííi [105]:

Òâåðäæåííÿ 3.11. Çêîíñòðóéîâàíi áàçèñè ïðîñòîðiâ (g̃+
r )∗ i g̃((u))∗r ïî-

â'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ñêií÷åííèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì, òîáòî ìîæíà

îòîòîæíèòè ïðîñòîðè (g̃+
r )∗ i g̃((u))∗r ÿê ïðîñòîðè ôóíêöié.

Çàóâàæåííÿ 29. Ç Òâåðäæåííÿ (3.11) ñëiäó¹, ùî ìîæíà îòîòîæíèòè äó-

àëüíi ïðîñòîðè (g̃+
r )∗ i g̃((u))∗r. Ìîæíà òàêîæ îòîòîæíèòè ïðîñòîðè g̃((u))

i çêîíñòðóéîâàíi â öüîìó ïiäðîçäiëi ïðîñòîðè (g̃−r )∗ ÿê ôîðìàëüíi ðÿäè

Ëîðàíà çàâäÿêè òîìó ôàêòó, ùî:

Ỹ (j+nl),β(v) ≡ f−l−1(v)Ỹ (j−n)
α (v) = −vj+nl−1Xβ + o(vj+nl−1), l ≥ 0, j ∈ 1, n,
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Îòæå, ìîæíà ðîçãëÿäàòè åëåìåíò Ỹ (j+nl)
β (v) ÿê áàçèñ ó ïðîñòîði g̃((u))

àëüòåðíàòèâíèé äî ìîíîìiàëüíîãî áàçèñó vi+nkXα. Òèì íå ìåíøå, öå îòî-

òîæíåííÿ ¹ ôîðìàëüíèì (íà ïðîòèâàãó ðîçãëÿäóâàíîãî â Òâåðäæåííi

(3.11)) îñêiëüêè Ỹ
(m)
α (v), m ≥ 0 âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç vmXα i íàâïàêè ÿê

íåñêií÷åííà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ (ôîðìàëüíi ðÿäè). Öå íå äà¹ ìîæëèâî-

ñòi îòîòîæíèòè öi ïðîñòîðè ÿê ïðîñòîðè ôóíêöi¨. Íàñëiäêîì öüîãî ¹ íå-

ìîæëèâiñòü îòîòîæíåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïóàñîíîâèõ ïiäïðîñòîðiâ â

(g̃−r )∗, ùî iñíóþòü çàâäÿêè êâàçiãðàäóéîâàíié ñòðóêòóði àëãåáðè g̃−r , ç ïiä-

ïðîñòîðàìè â g̃((u)) íàòÿãíóòèìè íà ïîëiíîìiàëüíèé âiä u áàçèñ.

3.6.1. Êîïðè¹äíàíà äiÿ g̃r íà g̃∗r: ÿâíà ôîðìà. Îïèøåìî êîïðè¹äíà-

íó äiþ àëãåáðè g̃r â ïðîñòîði g̃∗r â òåðìiíàõ çêîíñòðóéîâàíîãî áàçèñó (òàêà

äiÿ íåîáõiäíà, íàïðèêëàä, ïðè ðîçãëÿäi ðiâíÿíü Ëàêñà). Ç öi¹þ ìåòîþ íå-

îáõiäíî âèêîðèñòàòè âiäîìó äiþ g̃r íà (g̃+
r )∗ ' g̃((u))∗r.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3.12. Íåõàé ìóëüòèïëiêàòîð ìà¹ ôîðìó f(u) =
1

un
+

∞∑
k=n

fku
k. Òîäi:

(i) êîïðè¹äíàíà äiÿ àëãåáðè g̃r íà ïðîñòîði g̃
∗
r äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

[X̃(i+1+nk),α(u), Ỹ (−j−nl),β(u)] =

=

dimg∑
γ=1

Cαβ
γ Ỹ (−j−i−1−n(l+k)),γ(u)−

( i∑
s=0

dimg∑
γ,δ=1

Cα
γδ

(∂j1∂
s
2r0)

βγ

s!j!
Ỹ (−i+s−n(l+k)),δ(u)+

+

j∑
s=0

dimg∑
γ,δ=1

Cβ
γδ

(∂s1∂
i
2r0)

γα

s!i!
Ỹ (−j+s−n(l+k)),δ(u)

)
, ÿêùî i+ j < n,

(3.6.39)

[X̃(i+1+nk),α(u), Ỹ (−j−nl),β(u)] =

dimg∑
γ=1

Cαβ
γ

(
Ỹ (−i−j−1−n(l+k)),γ(u)+
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n∑
s=1

(∂
(i+j+1−n)
1 ∂s−1

2 r0)
γδ

(s− 1)!(i+ j + 1− n)!
Ỹ

(s−n−n(l+k))
δ (u)

)
−

−
( i∑
s=0

dimg∑
γ,δ=1

Cα
γδ

(∂j1∂
s
2r0)

βγ

s!j!
Ỹ (−i+s−n(l+k)),δ(u)

+

j∑
s=0

dimg∑
γ,δ=1

Cβ
γδ

(∂s1∂
i
2r0)

γα

s!i!
Ỹ (−j+s−n(l+k)),δ(u)

)
, ÿêùî i+ j ≥ n.

(3.6.40)

Çàóâàæåííÿ 30. Ìîæëèâî òàêîæ îòðèìàòè ÿâíó ôîðìóëó êîïðè¹äíàíî¨

äi¨ äëÿ âèïàäêó çàãàëüíèõ ìóëüòèïëiêàòîðiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó

(3.5.30) i çàãàëüíèé çâÿçîê ìiæ êâàçiãðàäóéîâàíèì i ôiëüòðîâàíèì áàçè-

ñîì äóàëüíîãî ïðîñòîðó îïèñàíèé â Òåîðåìi 3.4. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó öi

ôîðìóëè ìàþòü ãðîìiçêèé õàðàêòåð, òîìó íå áóäóòü âèïèñàíi ÿâíî.

3.7. Áàãàòîïîëþñíi àëãåáðè Ëi â ðåãóëÿðíèõ òî÷êàõ.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè îïèøåìî âêëàäåííÿ àëãåáðè g̃−,νr â áiëüøó àëãåáðó.

Çêîíñòðóéîâàíà àëãåáðà Ëi áóäå âàæëèâà äëÿ áàãàòüîõ çàñòîñóâàíü. Ç öi-

¹þ ìåòîþ âiäçíà÷èìî, ùî ïî ñàìîìó âèçíà÷åííþ àëãåáðà g̃−,νr ñêëàäà¹òüñÿ

çi ñïåöiàëüíèõ g-çíà÷íèõ ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié ç ïîëþñîì â òî÷öi ν. Àíà-

ëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæëèâî ðîçãëÿíóòè àëãåáðó Ëi g-çíà÷íèõ ìåðîìîðôíèõ

ôóíêöié ç ïîëþñàìè â iíøèõ òî÷êàõ u = νk, k ∈ 1, N . Âèÿâëÿ¹òüñÿ,ùî

ïðÿìà ñóìà öèõ ïiäàëãåáð ¹ òàêîæ çàìêíóòîþ àëãåáðîþ Ëi, â ÿêó g̃−,νr

âêëàäà¹òüñÿ ÿê îäíà ç êîìïîíåíò (ÿê ïiäàëãåáðà ç ïîëþñàìè ν1 ≡ ν). Ìà¹

ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà:

Tåîðåìà 3.6. Íåõàé ïàðàìåòðè νk,νl, k, l ∈ 1, N áóäóòü òàêi, ùî ó

îêîëi òî÷îê u = νk, v = νl ìàòðèöÿ r(u, v) ìà¹ ðîçêëàä (1.3.6). Òîäi:

(i) ç äîâiëüíèì ðîçâÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.2.2) i äîâiëüíî¨ òî÷êè u = νk, â

îêîëi ÿêî¨ ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä (1.3.6), ìîæíà àñîöiþâàòè Z+-ôiëüòðîâàíó

àëãåáðó Ëi g̃−,νkr ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié âiä îäíî¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ çi
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çíà÷åííÿì â àëãåáði Ëi g.

(ii) ïðÿìà ñóìà âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ:

g̃−,Nr =
N∑
k=1

g̃−,νkr

¹ çàìêíóòîþ àëãåáðîþ Ëi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà íàáîðó òî÷îíê νk, k ∈
1, N , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Òåîðåìè.

Äîâåäåííÿ. Ïóíêò (i) Òåîðåìè ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.1 ç çàìi-

íîþ ν → νk. Äîâåäåìî ïóíêò (ii) Òåîðåìè. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîðàõóâà-

òè êîìóòàöiéi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ãåíåðàòîðàìè X(m),νk,α(u), X(n),νl,β(u),

k 6= l. Ðîçêëàäàþ÷è ïðàâó i ëiâó ÷àñòèíó óçàãàëüíåíîãî êëàñè÷íîãî ðiâ-

íÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà â ðÿäè Òåéëîðà â îêîëi òî÷îê u2 = νk, u3 = νl,

ïîêëàäàþ÷è u1 = u, ïîðiâíþþ÷è ðîçêëàäè îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi ïî ñòåïå-

íÿõ (u2−νk), (u3−νl) i âçÿâøè äî óâàãè âèçíà÷åííÿ ôóíêöié X(m),νk,α(u),

X(n),νl,β(u), ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ:

[X(m),νk,α(u), X(n),νl,β(u)] =
m∑
s=0

dimg∑
δ,γ=1

Cα
δγ

(∂sνk∂
n
νl
rδβ(νk, νl)

s!n!
X(m−s),νk,γ(u)−

−
n∑
s=0

dimg∑
δ,γ=1

Cβ
δγ

∂sνl∂
m
νk
rδα(νl, νk)

s!m!
X(n−s),νl,γ(u). (3.7.41)

Ç öèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü i ñàìîãî âèçíà÷åííÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ

g̃−,Nr , g̃−,νkr ñëiäó¹, ùî g̃−,Nr ¹ àëãåáðîþ Ëi. Ïóíêò (ii) Òåîðåìè äîâåäåíî.

Ïðèêëàä 3.5. Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé âèïàäîê êîìóòàöiéíèõ ñïiââiä-

íîøåíü (3.7.41) äåòàëüíiøå. Ìè ìà¹ìî:

[X(0),νk,α(u), X(0),νl,β(u)] =

dimg∑
δ,γ=1

Cα
δγr

δβ(νk, νl)X
(0),νk,γ(u)−

−
dimg∑
δ,γ=1

Cβ
δγr

δα(νl, νk)X
(0),νl,γ(u). (3.7.42)
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[X(0),νk,α(u), X(1),νl,β(u)] =

dimg∑
δ,γ=1

Cα
δγ∂νlr

δβ(νk, νl)X
(0),νk,γ(u)−

−
dimg∑
δ,γ=1

Cβ
δγ∂νlr

δα(νl, νk)X
(0),νl,γ(u)−

dimg∑
δ,γ=1

Cβ
δγr

δα(νl, νk)X
(1),νl,γ(u).

(3.7.43)

[X(1),νk,α(u), X(1),νl,β(u)] =

=

dimg∑
δ,γ=1

Cα
δγ∂νk∂νlr

δβ(νk, νl)X
(0),νk,γ(u)+

dimg∑
δ,γ=1

Cα
δγ∂νlr

δβ(νk, νl)X
(1),νk,γ(u)−

−
dimg∑
δ,γ=1

Cβ
δγ∂νl∂νkr

δα(νl, νk)X
(0),νl,γ(u)−

dimg∑
δ,γ=1

Cβ
δγ∂νkr

δα(νl, νk)X
(1),νl,γ(u).

(3.7.44)

3.8. Îäíîïîëþñíi àëãåáðè â îñîáëèâèõ òî÷êàõ.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ââåäåìî i îïèøåìî íåñêií÷åííî-âèìiðíi àëãåáðè Ëi

àñîöiéîâàíi ç îñîáëèâèìè òî÷êàìè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü.

Äëÿ òîãî, ùîá àñîöiþâàòè ç r-ìàòðèöåþ r(u, v) íåñêií÷åííî-âèìiðíó

àëãåáðó Ëi â ñèíãóëÿðíié òî÷öi v = ν0, ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òå ñàìå

âèçíà÷åííÿ, ùî i ó âèïàäêó íåñèíãóëÿðíèõ òî÷îê, òîáòî ìè çêîíñòðóþ¹ìî

íàáið áàçèñíèõ åëåìåíòiâ öi¹¨ àëãåáðè íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

X(m),ν0,α(u) =
1

m!
∂mv (r12(u, v), Xα

2 )2|v=ν0
=

1

m!

dimg∑
β=1

∂mv (rβα(u, v))|v=ν0
Xβ,

(3.8.45)

äå m ≥ 0, α ∈ 1, dimḡν0

k , ( , )2 ñêàëÿðèé äîáóòîâ â äðóãîìó òåíçîðíî-

ìó ïðîñòîði i Xα
2 = 1 ⊗ Xα. Ïiäïðîñòîðè ḡν0

k ⊂ g âèçíà÷åíi íàñòóïíîþ

ôîðìóëîþ:

(∂kv r(u, v))|v=ν0
∈ g(u−1, u))⊗ ḡν0

k . (3.8.46)
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Ç óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà (1.2.2) ìîæíà âèâåñòè, âè-

êîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàäè r-ìàòðèöü r12(u1, u2) i r13(u1, u3), â ðÿäè Òåéëîðà

ïî ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàì (u2 − ν0) i (u3 − ν0), ùî áàçèñíi åëåìåí-

òè (3.8.45) óòâîðþþòü çàìêíåíó àëãåáðó Ëi. Àëå äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè â

ÿâíié ôîðìi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ â öié àëãåáði, íåîáõiäíî çíàòè

àíàëiòè÷íi âëàòèâîñòi ôóíêöi¨¨ r23(u2, u3) â îêîëi �äiàãîíàëi' u2 = u3. Ç

öi¹þ ìåòîþ ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ðîçêëàä (1.3.10).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà:

Tåîðåìà 3.7. Íåõàé v = ν0 áóäå îñîáëèâîþ òî÷êîþ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi

r(u, v). Íåõàé â îêîëi öi¹¨ òî÷êè ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä (1.3.10) ç k = 1. Òîäi

åëåìåíòè {X(0),ν0,α(u), X(m),ν0,β(u)|m > 0, α ∈ 1, dimḡν0
0 , β ∈ 1, dimg}

óòâîðþþòü áàçèñ â íåñêií÷åííî âèìiðíié àëãåáði Ëi g̃−,ν0
r ç íàñòóïíèìè

êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

[X(0),ν0,α(u), X(0),ν0,β(u)] = −
dimḡ

ν0
0∑

γ=1

Cαβ
γ X(0),ν0,γ(u)+

+

dimg∑
γ=1

dimḡ
ν0
0∑

δ=1

Cα
γδr̃

γβ
0 (ν0, ν0)X

(0),ν0,δ(u)−
dimg∑
γ=1

dimḡ
ν0
0∑

δ=1

Cβ
γδr̃

γα
0 (ν0, ν0)X

(0),ν0,δ(u),

(3.8.47a)

[X(0),ν0,α(u), X(l),ν0,β(u)] = −
l−1∑
s=0

dimg∑
γ,δ=1

Cβ
γδ

∂s1 r̃
γα
0 (ν0, ν0)

s!
X(l−s),ν0,δ(u)+

+

dimg
ν0
0∑

γ,δ=1

Cα
γδ

∂l2r̃
γβ
0 (ν0, ν0)

l!
X(0),ν0,δ(u)−

dimg
ν0
0∑

γ,δ=1

Cβ
γδ

∂l1r̃
γα
0 (ν0, ν0)

l!
X(0),ν0,δ(u),

(3.8.47b)

[X(m),ν0,α(u), X(l),ν0,β(u)] =

dimg∑
γ=1

Cαβ
γ X(l+m),ν0,γ(u)+
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dimg∑
γ,δ=1

(
m−1∑
s=0

Cα
γδ

∂s1∂
l
2r̃
γβ
0 (ν0, ν0)

s!l!
X(m−s),ν0,δ(u)−

l−1∑
s=0

Cβ
γδ

∂s1∂
m
2 r̃

γα
0 (ν0, ν0)

s!m!
X(l−s),ν0,δ(u))

+

dimg
ν0
0∑

γ,δ=1

Cα
γδ

∂m1 ∂
l
2r̃
γβ
0 (ν0, ν0)

l!m!
X(0),ν0,δ(u)−

dimg
ν0
0∑

γ,δ=1

Cβ
γδ

∂l1∂
m
2 r̃

γα
0 (ν0, ν0)

l!m!
X(0),ν0,δ(u),

(3.8.47c)

äå Cαβ
γ ñòðóêòóðíi êîíñòàíòè àëãåáðè g â äóàëüíîìó áàçèñi [Xα, Xβ] =

dimg∑
γ=1

Cαβ
γ Xγ i ìè ââåëè íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

∂k1∂
l
2r̃
γα
0 (ν0, ν0) ≡ (∂ku∂

l
vr̃
γα
0 (u, v))|u,v=ν0

.

Çàóâàæåííÿ 31. Çâåðíåìî óâàãó íà òåõíi÷íó âàæëèâiñòü óìîâè k = 1

â ðîçêëàäi (1.3.10), ÿêà çàáåçïå÷ó¹ ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü áàçèñó àëãåáðè

g̃−,ν0
r , îòðèìàíîãî äèôåðåíöiþâàííÿì r-ìàòðèöi ïî ïàðàìåòðó v.

Çàóâàæåííÿ 32. Çâåðíåìî óâàãó íà ðiçíèöþ â ñòðóêòóði àëãåáðè g̃−,ν0
r ,

ùî âiäïîâiäà¹ ñïåöiàëüíié òî÷öi v = ν0 âiä àëãåáðè g̃−,νr , ùî âiäïîâiäà¹ íå-

ñèíãóëÿðíié òî÷öi v = ν. Çîêðåìà, íà âiäìiíó âiä àëãåáðè g̃−,νr , ïiäàëãåáðà

g̃−,ν0
r ìiñòèòü ïiäïðîñòið ãîëîìîðôíèõ ïî u = ν0 � ôóíêöié íàòÿãíåíèé íà

åëåìåíòè {X(0),ν0,α(u)}, ÿêèé óòâîðþ¹, ÿê ñëiäó¹ ç êîìóòàöiéíèõ ñïiââiä-

íîøåíü (3.8.47a), ñêií÷åííî-âèìiðíó àëãåáðó Ëi.

Ïðèêëàä 3.6. Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé ïðèêëàä êîìóòàöiéíèõ ñïiââiä-

íîøåíü (3.8.47), òîáòî êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ áàçèñíèìè åëå-

ìåíòàìè X(0),ν0,α(u), X(1),ν0,γ(u), ÿêèé ¹ âàæëèâèì äëÿ çàñòîñóâàíü:

[X(0),ν0,α(u), X(0),ν0,β(u)] = −
dimḡ

ν0
0∑

γ=1

Cαβ
γ X(0),ν0,γ(u)+

+

dimg∑
γ=1

dimḡ
ν0
0∑

δ=1

Cα
γδr̃

γβ
0 (ν0, ν0)X

(0),ν0,δ(u)−
dimg∑
γ=1

dimḡ
ν0
0∑

δ=1

Cβ
γδr̃

γα
0 (ν0, ν0)X

(0),ν0,δ(u),

(3.8.48a)
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[X(0),ν0,α(u), X(1),ν0,β(u)] = −
dimg∑
γ,δ=1

Cβ
γδr̃

γα
0 (ν0, ν0)X

(1),ν0,δ(u)+

dimg∑
γ=1

dimg
ν0
0∑

δ=1

Cα
γδ∂2r̃

γβ
0 (ν0, ν0)X

(0),ν0,δ(u)−
dimg∑
γ=1

dimg
ν0
0∑

δ=1

Cβ
γδ∂1r̃

γα
0 (ν0, ν0)X

(0),ν0,δ(u),

(3.8.48b)

[X(1),ν0,α(u), X(1),ν0,β(u)] =

dimg∑
γ=1

Cαβ
γ X(2),ν0,γ(u)+

+

dimg∑
δ,γ=1

∂2(C
α
δγr

δβ
0 (ν0, ν0)− Cβ

δγ + rδα0 (ν0, ν0))X
(1),ν0,γ(u)

+

dimg∑
γ=1

dimg
ν0
0∑

δ=1

∂1∂2(C
α
γδr

δβ
0 (ν0, ν0)− Cβ

γδr
δα
0 (ν0, ν0))X

(0),ν0,δ(u). (3.8.48c)

3.9. Áàãàòîïîëþñíi àëãåáðè â îñîáëèâèõ òî÷êàõ.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè îïèøåìî âêëàäåííÿ àëãåáðè g̃−,ν0
r â áiëüøó àëãåáðó.

Çêîíñòðóéîâàíi àëãåáðè Ëi áóäóòü çóñòði÷àòèñü â áàãàòüîõ çàñòîñóâàííÿõ,

çîêðåìà äî òåîði¨ ñîëiòîíèõ ðiâíÿíü.

Âiäçíà÷èìî, ùî ïî ñàìié êîíñòðóêöi¨ àëãåáðà g̃−,ν0
r ñêëàäà¹òüñÿ çi ñïå-

öiàëüíèõ g-çíà÷íèõ ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié ç ïîëþñàìè â òî÷öi ν0 ïëþñ

ñêií÷åííî-âèìiðíà ïiäàëãåáðà ôóíêöié ðåãóëÿðíèõ â òî÷öi ν0. Àíàëîãi-

÷íèì ÷èíîì ìîæëèâî ðîçãëÿíóòè àëãåáðè Ëi ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié ç ïî-

ëþñàìè â ðåãóëÿðíèõ òî÷êàõ u = νk, k ∈ 1, N i iíøèõ ñïåöiàëüíèõ òî÷êàõ

ν
(i)
0 , i ∈ 1,M . Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðÿìà ñóìà öèõ ïiäàëãåáð ¹ çàìêíåíîþ

àëãåáðîþ Ëi, â ÿêó àëãåáðà g̃−,ν0
r ïðèðîäíèì ÷èíîì âêëàäà¹òüñÿ ÿê îäíà

ç êîìïîíåíò (ÿê ïiäàëãåáðà ç ïîëþñàìè â òî÷öi ν0 ≡ ν
(1)
0 ).

Íåõàé gν0

k , ḡ
ν0

k áóäóòü ïiäïðîñòîðè g âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

(∂kv r(u, v))|v=ν0
∈ g(u−1, u))⊗ ḡν0

k , (∂kur(u, v))|u=ν0
∈ gν0

k ⊗ g(v−1, v)).
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Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3.13. Íåõàé ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè g̃−,νkr íàòÿãíåíi íà áàçè-

ñíi åëåìåíòè X(n),νk,α(u), α ∈ 1, dimg, n ≥ 0 i ëiíiéíi ïðîñòîðè g̃
−,ν(i)

0
r

íàòÿãíåíi íà åëåìåíòè X(m),ν
(i)
0 ,β(u), β ∈ 1, dimḡ

ν
(i)
0
m , m ≥ 0 , äå òî÷êè

νk ¹ ðåãóëÿðíèìè òî÷êàìè êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi r(u, v) i ν
(i)
0 ¹ ¨¨ ñèí-

ãóëÿðíèìè òî÷êàìè, óòâîðþþòü çàìêíåíi àëãåáðè Ëi. Íåõàé òîêîæ

r-ìàòðèöÿ r(u, v) áóäå àíàëiòè÷íîþ â îêîëàõ òî÷îê νk, ν
(i)
0 ïîçà äiàãî-

íàëëþ u = v. Òîäi ñóìà âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ:

g̃−,N,Mr =
N∑
k=1

g̃−,νkr +
M∑
i=1

g̃−,ν
(i)
0

r (3.9.49)

i çàìêíåíîþ àëãåáðîþ Ëi.

Çàóâàæåííÿ 33. Çâåðíåìî óâàãó, ùî ÷èñëî N ðåãóëÿðíèõ òî÷îê ó âè-

çíà÷åíi áàãàòîòî÷êîâî¨ àëãåáðè ¹ äîâiëüíèì, â òîé ÷àñ, ÿê ÷èñëîM ñèíãó-

ëÿðíèõ òî÷îê ¹ îáìåæåíèì çâåðõó äåÿêèì öiëèì ÷èñëîìM0 ñïåöèôi÷íèì

äëÿ êîæíî¨ r-ìàòðèöi r(u, v).

Çàóâàæåííÿ 34. Çàóâàæèìî, ùî, íà âiäìiíó âiä áàçèñíèõ åëåìåíòiâ

X(0),νk,α(u), X(0),νl,α(u) â ðåãóëÿðíèõ òî÷êàõ, áàçèñíi åëåìåíòè X(0),ν
(i)
0 ,β(u)

i X(0),ν
(j)
0 ,β(u) â ñèíãóëÿðíèõ òî÷êàõ ìîæóòü áóòè ëiíiéíî çàëåæíèìè, òîá-

òî ñóìà (3.9.49), â çàãàëi êàæó÷è, íå ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè Òâåðäæåííÿ íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî ïîïàðíi

êîìóòàòîðè áàçèñíèõ åëåìåíòiâ ïiäàëãåáð g̃−,νkr , g̃−,νlr , g̃−,ν
(i)
0

r , g̃−,ν
(j)
0

r âèðà-

æàþòüñÿ â òåðìiíàõ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ öèõ ñàìèõ ïiäàëãåáð. Äëÿ âè-

ïàäêó áàçèñíèõ åëåìåíòiâ, ùî âiäïîâiäàþòü äâóì ðåãóëÿðíèì òî÷êàì öåé

ôàêò âæå áóâ ïîêàçàíèé. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äâîõ ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê òà

îäíî¨ ñèíãóëÿðíî¨ òà ðåãóëÿðíî¨ òî÷êè. Ç öi¹þ ìåòîþ íåîáõiäíî ðîçãëÿ-

íóòè óçàãàëüíåíå êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà i ðîçêëàñòè éîãî

â ðÿäè Òåéëîðà â îêîëi òî÷îê u2 = ν
(i)
0 , u3 = ν

(j)
0 i u2 = νk, u3 = ν

(j)
0

âiäïîâiäíî. Ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì, ïîêëàäàþ÷è u1 ≡ u i ïîðiâíþþ÷è ïðà-

âó i ëiâó ÷àñòèíó óçàãàëüíåíèõ êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü ßíãà � Áàêñòåðà ïiñëÿ
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çðîáëåíèõ ðîçêëàäiâ, ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíå:

[X(m),ν
(i)
0 ,α(u), X(n),ν

(j)
0 ,β(u)] =

=
m∑
s=0

dimg
ν
(i)
0
s∑

δ=1

dimg
ν
(i)
0
m−s∑

γ=1

Cα
δγ

∂s
ν

(i)
0

∂n
ν

(j)
0

rδβ(ν
(i)
0 , ν

(j)
0 )

s!n!
X(m−s),ν(i)

0 ,γ(u)

−
n∑
s=0

dimg
ν
(j)
0
s∑

δ=1

dimg
ν
(j)
0
n−s∑

γ=1

Cβ
δγ

∂s
ν

(j)
0

∂m
ν

(i)
0

rδα(ν
(j)
0 , ν

(i)
0 )

s!m!
X(n−s),ν(j)

0 ,γ(u), (3.9.50a)

[X(m),νk,α(u), X(n),ν
(j)
0 ,β(u)] =

m∑
s=0

dimg∑
δ,γ=1

Cα
δγ

(∂sνk∂
n

ν
(j)
0

rδβ(νk, ν
(j)
0 )

s!n!
X(m−s),νk,γ(u)

−
n∑
s=0

dimg
ν
(j)
0
s∑

δ=1

dimg
ν
(j)
0
n−s∑

γ=1

Cβ
δγ

∂s
ν

(j)
0

∂mνkr
δα(ν

(j)
0 , νk)

s!m!
X(n−s),ν(j)

0 ,γ(u). (3.9.50b)

Öå äîâîäèòü Òâåðäæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 35. Íà âiäìiíó âiä ñïiââiäíîøåíü (3.8.47), ñïiââiäíîøåííÿ

(3.9.50a)-(3.9.50b) ìàþòü ìiñöå äëÿ äîâiëüíî¨ çàëåæíîñòi r(u, v) âiä u i v

íà äiàãîíàëi u = v â îêîëi ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê.

3.10. Âèñíîâêè

Â äàííîìó ðîçäiëi ïî äîâiëüíié êëàñè÷íié ìàòðèöi çi ñïåêòðàëüíèìè ïà-

ðàìåòðàìè ïîáóäîâàíi íåñêií÷åííîâèìiðíi êâàçiãðàäóéîâàíi àëãåáðè Ëi ç

ðîçêëàäîì Àäëåðà � Êîñòàíòà � Ñàéìñà òà ¨õ äóàëüíi ïðîñòîðè. Ïîáó-

äîâàíi òàêîæ áàãàòîïîëþñíi r-ìàòðè÷íi àëãåáðè òà ïîêàçàíî, ùî ¨õ ñòðó-

êòóðà çàëåæèòü âiä òîãî, ùî ÷è ¹ ïîëþñ ðåãóëÿðíîþ ÷è ñèíãóëÿðíîþ

òî÷êîþ r-ìàòðèöi. Îðèãiíàëüíà ÷àñòèíà ðîçäiëó áàçó¹òüñÿ íà ðîáîòàõ àâ-

òîðà [105, 106, 114].
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Ðîçäië 4

Êëàñè÷íi iíòåãðîâíi ñèñòåìè òà r-ìàòðèöi.

4.1. Âñòóï

Âàæëèâiñòü êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü â òåîði¨ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ïîëÿãà¹ â

ìîæëèâîñòi çàäàííÿ äóæêè Ïóàññîíà ìiæ åëåìåíòàìè ìàòðèöi Ëàêñà òà-

êèì ÷èíîì, ùî ¨¨ ñïåêòðàëüíi iíâàðiàíòè Ïóàñîí�êîìóòóþòü [18, 35, 27].

Êðiì òîãî, ÿê ïîêàçàíî â äàííîìó ðîçäiëi, ïî äàííié êëàñè÷íié r-ìàòðèöi

ìîæíà ïîáóäóâàòè âñi ìåðîìîðôíi ìàòðèöi Ëàêñà ùî ¨é âiäïîâiäàþòü

[105, 114]. Âiäïîâiäíà êîíñòðóêöiÿ ó âèïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü

áåðå ñâié ïî÷àòîê â ðîáîòàõ [21, 4, 15]. Ó äàííîìó ðîçäiëi ìè óçàãàëüíþ¹-

ìî öþ êîíñòðóêöiþ íà âèïàäîê íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü. Âàæëèâîþ

âiäìiííiñòþ íåêîñîñèìåòðè÷íîãî âèïàäêó âiä âèïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ

r-ìàòðèöü ¹ òå ùî â öüîìó âèïàäêó ïðîñòið ìàòðèöü Ëàêñà íå ñïiâïàäà¹

ç r-ìàòðè÷íîþ àëãåáðîþ Ëi i âiäïîâiäíi áàçèñíi åëåìåíòè âèçíà÷àþòüñÿ

ðiçíèìè ôîðìóëàìè [105, 114].

Iíøà iäåÿ, ùî ðîçâèâà¹òüñÿ â äàííîìó ðîçäiëi, ¹ iäåÿ ðîçãëÿäó êëà-

ñè÷íèõ r-ìàòðèöü i âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü Ëàêñà ó ñèíãóëÿðíèõ òî÷êàõ.

Iñíóâàííÿ ñïåöiàëüíèõ ìàòðèöü Ëàêñà áóëî âiäçíà÷åíî âæå â ðîáîòi [16],

ïðîòå ¨õ çâ'ÿçêó ç îñîáëèâèìè òî÷êàìè r-ìàòðèöi âèÿâëåíî íå áóëî.

Â öüîìó ðîçäiëi ìè îïèñó¹ìî ñòðóêòóðó ìàòðèöü Ëàêñà ïîâ'ÿçàíó

ç ñèíãóëÿðíèìè òî÷êàìè r-ìàòðèöü. Ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ç òàêèìè òî-

÷êàìè ïîâ'ÿçàíà ðåäóêöiÿ, òîáòî çìåíøåííÿ ÷èñëà íåçàëåæíèõ äèíàìi-

÷íèõ çìiííèõ ó âiäïîâiäíèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåìàõ. Ìè òàêîæ áóäó¹ìî

íàéáiëüø õàðàêòåðíi îäíîïîëþñíi ìàòðèöi Ëàêñà ïîâ'ÿçàíi ç îñîáëèâè-
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ìè òî÷êàìè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü, çîêðåìà, òàê çâàíi, �åëåìåíòè çñóâó�,

îäíîáîçîííi ìàòðèöi Ëàêñà, p − q � ÷àñòèíó ìàòðèöi Ëàêñà ñèñòåìè Òî-

äè, i ¨¨ äåôîðìàöi¨ i ò.ä. Ïîáóäîâàíi òàêîæ ïîâíi ìàòðèöi Ëàêñà âiä-

ïîâiäíèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì, à ñàìå: ìàòðèöi Ëàêñà óçàãàëüíåíèõ ñè-

ñòåì Ãîäåíà, ñèñòåì Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, êëàñè÷íèõ

ñèñòåì òèïó Äæåéíñà � Êàììiíãñà � Äiêå, áàãàòîáîçîííèõ ñèñòåì, ñè-

ñòåì Òîäè òà ¨¨ äåôîðìàöi¨. Ðîçãëÿíóòî âiäïîâiäíi êëàñè÷íi ãàìiëüòîíià-

íè òà iíòåãðàëè ðóõó. Ðåçóëüòàòè äàííîãî ðîçäiëó áàçóþòüñÿ íà ðîáîòàõ

[79, 83, 87, 90, 91, 95, 98, 105, 107, 108, 109, 114].

4.2. Ïåðøà òåíçîðíà äóæêà Ëi-Ïóàñîíà i êîìóòàòèâ-

íà àëãåáðà iíòåãðàëiâ ðóõó.

Â öüîìó êîðîòêîìó ïiäðîçäiëi ìè íàãàäà¹ìî êiëüêà çàãàëüíèõ ôàêòiâ ùî-

äî çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü â òåîði¨¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ iíòå-

ãðîâíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì.

Âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñè÷íó r-ìàòðèöþ r(u, v), ìîæíà âèçíà÷èòè â ïðî-

ñòîði ïåâíèõ g-çíà÷íèõ ôóíêöié îäíîãî êîìïëåêñíîãî ïàðåìåòðó u òàê-

çâàíó òåíçîðíó äóæêó Ëi- Ïóàñîíà [27]:

{L1(u), L2(v)} = [r12(u, v), L1(u)]− [r21(v, u), L2(v)], (4.2.1)

äå L1(u) = L(u)⊗ 1, L2(v) = 1⊗ L(v), L(u) =
dimg∑
a=1

La(u)Xa.

Äóæêà (4.2.1) êîñîñèìåòðè÷íà ïî âèçíà÷åííþ, à óìîâà ßêîái äëÿ íå¨

âèêîíó¹òüñÿ ÿêùî r-ìàòðèöÿ çàäîâîëüíÿ¹ óçàãàëüíåíå êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ

ßíãà-Áàêñòåðà.

Çàóâàæåííÿ 36. Â êîñîñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó, êîëè r21(v, u) =

−r12(u, v) äóæêà (4.2.1) Ñïiâïàäà¹ ç ëiíiéíîþ äóæêîþ Ñêëÿíiíà:

{L1(u), L2(v)} = [r12(u, v), L1(u) + L2(v)].
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Íàäàëi ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî �ïiäñòèëàþ÷à� ñêií÷åííîâèìiðíà àëãå-

áðà Ëi g ¹ ìàòðè÷íîþ àëãåáðîþ Ëi, ÷è ðåàëiçîâàíà ÿê ïiäàëãåáðà ïîâíî¨

ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè. Öå íàäàñòü íàì ìîæëèâiñòü çàïèñóààòè iíâàðiàíòíi

ôóíêöi¨ G íà g∗ â ôîðìi ñëiäiâ ñòåïåíiâ ìàòðèöi Ëàêñà.

Çàñòîñóâàííÿ äóæîê (4.2.1) äî òåîði¨ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì áàçó¹òüñÿ íà

íàñòóïíié òåîðåìi [27]:

Tåîðåìà 4.1. Íåõàé ìàòðèöÿ Ëàêñà L(u) çàäîâîëüíÿ¹ ëiíiéíó äóæêó

Ïóàñîíà (4.2.1). Òîäi :

{trLk(u), trLm(v)} = 0, ∀k,m ≥ 0.

Òåîðåìà (4.1) çàáåçïå÷ó¹ âåëèêèé íàáið ôóíêöié â iíâîëþö¨¨, ÿêi ñïiâ-

ïàäàþòü ç iíòåãðàëàìè ðóõó äåÿêî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè. Â íàñòóïíèõ

ïiäðîçäiëàõ ìè ïîÿñíåìî ÿê êîíñòðóþâàòè òàêi ñèñòåìè àëãîðèòìi÷íî,

ñòàðòóþ÷è ç áóäü-ÿêî¨ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi r(u, v). Îñíîâíà öiëü íàñòó-

ïíèõ ïiäðîçäiëiâ áóäå çêîíñòðóþâàòè ìàòðèöi Ëàêñà L(u) ÿê ôóíêöiþ

ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòðiâ i äèíàìi÷íèõ çìiííèõ, äåòàëiçóâàâøè äóæêó Ëi-

Ïóàñîíà ìiæ íèìè.

4.3. Ìàòðèöi Ëàêñà i r-ìàòðèöÿ

Â öüîìó ðîçäiëi ìè çêîíñòðóþ¹ìî çàãàëüíi ìàòðèöi Ëàêñà L(u), ùî âiäïî-

âiäàþòü r-ìàòðèöi r(u, v). Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìè ïðèïóñòèìî, ùî L(u)

ëîêàëüíî ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðó u. Ç ìåòîäîëî-

ãi÷íîþ öiëëþ ìè áóäåìî ðîçðiçíÿòè äâi ñèòóàöi¨: òàê çâàíi �îäíîòî÷êîâi�

òà �áàãàòîòî÷êîâi� ìàòðèöi Ëàêñà. Äëÿ ïðîñòîòè ìè ðîçãëÿíåìî ñïåðøó

�îäíîòî÷êîâi� ìàòðèöi Ëàêñà. Ñòðóêòóðà ìàòðèöi Ëàêñà ðiçíà äëÿ âèïàä-

êiâ �ðåãóëÿðíèõ� i �ñèíãóëÿðíèõ� òî÷îê êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü. Òîìó ìè

ðîçãëÿíåìî öi äâi ñèòóàöi¨ îêðåìî.

4.3.1. Ìàòðèöi Ëàêñà â ðåãóëÿðíèõ òî÷êàõ Íåõàé ν áóäå äîâiëüíà

�ðåãóëÿðíà� òî÷êà ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè â îêîëi ÿêî¨ ôóíêöiÿ
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L(u) ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ ÿê ôóíêöiÿ âiä u. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ôóíêöiþ

ñïåêòðàëüíîãî ïàðåìåòðó v:

Y (m),ν,a(v) ≡
dimg∑
b=1

1

m!
(∂mu r

ab(u, v))|u=νXb, a ∈ 1, dimg.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 4.1. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî M ≥ 0 ìàòðèöi Ëàêñà íàñòó-

ïíî¨ ôîðìè:

L+,M,ν(v) =
M∑
m=0

dimg∑
a=1

L(m),ν
a Y (m),ν,a(v) (4.3.2)

çàäîâîëüíÿ¹ ëiíiéíó r-ìàòðè÷íó äóæêó:

{L+,M,ν
1 (u), L+,M,ν

2 (v)} = [r12(u, v), L+,M,ν
1 (u)]−[r21(v, u), L+,M,ν

2 (v)] (4.3.3)

ÿêùî êîîðäèíàòíi ôóíêöi¨ L
(m),ν
a çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíó äóæêó Ëi-

Ïóàñîíà:

{L(m),ν
a , L

(n),ν
b } =

dimg∑
c=1

Cc
a,bL

(m+n),ν
c , ÿêùî m+ n ≤M, (4.3.4a)

{L(m),ν
a , L

(n),ν
b } = 0, ÿêùî m+ n > M. (4.3.4b)

Çàóâàæåííÿ 37. Âiäçíà÷èìî, ùî öå òâåðäæåííÿ åôåêòèâíî îçíà÷à¹, ùî

äëÿ äîâiëüíî¨ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi r(u, v) ìàòðèöÿ Ëàêñà L+,M,ν(v) ¹ äó-

àëüíèì åëåìåíòîì ïiäôàêòîð àëãåáðè ïåòåëü:

g+,M,ν ' (g⊗ Pol(u− ν))/(g⊗ (u− ν)M+1Pol(u− ν)).

Òåîðåìà 4.1 Çàáåçïå÷ó¹ øèðîêèé íàáið ôóíêöié â iíâîëþö¨¨, ùî ñïiâ-

ïàäàþòü ç iíòåãðàëàìè ðóõó ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè àñîöiéîâàíîþ ç ìà-

òðèöåþ Ëàêñà (4.3.2). Êîìòóþ÷i iíòåãðàëè êîíñòðóþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ
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ðîçêëàäó ïîðîäæóþ÷î¨ ôóíêöi¨ â ôîðìàëüíèé ðÿä Ëîðàíà. Âîíè ìîæóòü

áóòè çàïèñàíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

Ik,νm = resu=ν

(
(u− ν)−(m+1)tr(L+,M,ν(u))k

)
(4.3.5)

Âiäïîâiäíi ãàìiëüòîíîâi ðiâíÿíÿ ðóõó ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

dL
(m),ν
a

dtk,νm
= {Ik,νm , L(m),ν

a },

äå tk,νm öå �÷àñ�, ùî âiäïîâiäâ¹ ãàìiëüòîíiàíó Ik,νm .

4.3.2. Ïðèêëàä: ìàòðèöi Ëàêñà óçàãàëüíåíî¨ äçèãè. Íàéïðîñòiøèé

ìîæëèâèé ïðèêëàä îäíîòî÷êîâèõ ìàòðèöü Ëàêñà àñîöiéîâàíèõ ç ðåãóëÿð-

íèìè òî÷êàìè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü âiäïîâiäà¹ âèáîðó M = 0 â ôîðìóëi

(4.3.2). Ìàòðèöÿ Ëàêñà L+,(0),ν(v) çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

L+,0,ν(v) =

dimg∑
a=1

L(0),ν
a Y (0),a(v) =

dimg∑
a,b=1

rab(ν, v)L(0),ν
a Xb (4.3.6)

Âiäïîâiäíà äóæêà Ëi-Ïóàñîíà âiäòâîðþ¹ äóæêó Ëi àëãåáðè g:

{L(0),ν
a , L

(0),ν
b } =

dimg∑
c=1

Cc
abL

(0),ν
c .

Ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ I2(L(0),ν(v)) = 1
2tr(L

(0),ν(v))2 iíòåãðàëiâ äðóãîãî ïî-

ðÿäêó ïî äèíàìi÷íèì çìiííèì ïðîäóêó¹, çîêðåìà, íàñòóïíi iíòåãðàëè:

I2,ν
−2 =

1

2

dimg∑
a,b=1

gabL(0),ν
a L

(0),ν
b , I2

−1 =
1

2

dimg∑
a,b=1

rab0 (ν, ν)L(0),ν
a L

(0),ν
b

I2,ν
0 =

1

2

dimg∑
a,b,c,d=1

(
gcdr

ac
0 (ν, ν)rbd0 (ν, ν)− 2(∂vr

ab
0 (u, v))|u=v=ν

)
L(0),ν
a L

(0),ν
b .

Iíòåðàë I2,ν
−2 ¹ ôóíêöi¹þ Êàçåìiðà i íå ïðîäóêó¹ ãàìiëüòîíîâèõ ïîòîêiâ.

Iíòåãðàëè I2,ν
−1 i I2,ν

0 ¹ ãàìiëüòîíaìè çàãàëüíî¨ iíòåãðîâíî¨ äçèãè [105].
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4.3.3. Màòðèöi Ëàêñà â ñèíãóëÿðíèõ òî÷êàõ: ðåäóêöiÿ. Ðîçãëÿ-

íåìî ìàòðèöi Ëàêñà â ñïåöiàëüíèõ òî÷êàõ. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

êiëüêà íîâèõ ïîçíà÷åíü. Íåõàé u = ν0 áóäå ñïåöiàëüíîþ òî÷êîþ êëàñè÷íî¨

r-ìàòðèöi â îêîëi ÿêî¨ r(u, v) ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ ÿê ôóíêöiÿ u. Âèçíà÷åìî

ïiäïðîñòîðè gν0
m ⊂ g, ùî çàëåæèòü âiä ÿâíî¨ ôîðìè êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi

r(u, v) i ñèíãóëÿðíî¨ òî÷êè ν0 íàñòóïíèì ÷èíîì:

(∂mu r(u, v))|u=ν0
∈ gν0

m ⊗ g(v−1, v)),m ≥ 0. (4.3.7)

Çàóâàæåííÿ 38. Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi, ÿêà çàäîâîëü-

íÿ¹ â îêîëi òî÷êè u = ν0 óìîâó (1.3.10) ç k = 1 ìà¹ìî gν0
m = g äëÿ m > 0.

ßê i â âèïàäêó ðåãóëÿðíèõ òî÷îê êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi ìè áóäåìî ðîç-

ãëÿäàòè íàñòóïíi ôóíêöi¨ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðó v:

Y (m),ν0,a(v) ≡ 1

m!
〈Xa ⊗ 1, (∂mu r12(u, v))|u=ν0

〉 =

=
1

m!

dimg∑
b=1

(∂mu r
ab(u, v))|u=ν0

Xb, a ∈ 1, dimgν0
m.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ôîðìóëà [106]:

Òâåðäæåííÿ 4.2. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà M ≥ 0 ìàòðèöi Ëàêñà

íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

L+,M,ν0(v) =
M∑
m=0

dimg
ν0
m∑

a=1

L(m),ν0
a Y (m),ν0,a(v) (4.3.8)

äå êîîðäèíàòíi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíó äóæêó Ïóàñîíà:

{L(m),ν0
a , L

(n),ν0

b } =

dimg
ν0
m+n∑

c=1

Cc
a,bL

(m+n),ν0
c , ÿêùî m+ n ≤M, (4.3.9a)

{L(m),ν0
a , L

(n),ν0

b } = 0, ÿêùî m+ n > M. (4.3.9b)
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äå a ∈ 1, dimgν0
m, b ∈ 1, dimgν0

n , çàäîâîëüíÿ¹ r-ìàòðè÷íó äóæêó Ëi-

Ïóàñîíà:

{L+,M,ν0

1 (u), L+,M,ν0

2 (v)} = [r12(u, v), L+,M,ν0

1 (u)]− [r21(v, u), L+,M,ν0

2 (v)].

(4.3.10)

ßê i â âèïàäêó ðåãóëÿðíèõ òî÷îê êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü òåîðåìà (4.1)

çàáåçïå÷ó¹ âåëèêó êiëüêiñòü ôóíêöié â iíâîëþö¨¨, ùî ñïiâïàäàþòü ç iíòå-

ãðàëàìè ðóõó iíòåãðîâíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì àñîöiéîâàíèõ ç ìàòðèöåþ

Ëàêñà (4.3.8). Âiäïîâiäíi iíòåãðàëè êîíñòðóþþòüñÿ ðîçêëàäîì ãåíåðóþ-

÷èõ ôóíêöié â àëåãáðó ïîëiíîìiâ Ëîðàíà. Ïîäiáíî äî âèïàäêó ðåãóëÿðíèõ

òî÷îê âîíè ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

Ik,ν0
m = resu=ν0

(
(u− ν0)

−(m+1)tr(L+,M,ν0(u))k
)

(4.3.11)

Âiäïîâiäíi ãàìiëüòîíîâi ðiâíÿííÿ çàïèñóþòüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì:

dL
(m),ν0
a

dtk,ν0
m

= {Ik,ν0
m , L(m),ν0

a },

äå tk,ν0
m - öå �÷àñ�, ùî âiäïîâiäà¹ ãàìiëüòîíiíàíó Ik,ν0

m .

Çàóâàæåííÿ 39. Íåîáõiäíî ïiäêðåñëèòè, ùî çà äîïîìîãîþ ðîçãëÿäó

ñèíãóëÿðíî¨ òî÷êè ν0 êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi r(u, v) ìè çäiéñíèëè ðåäó-

êöiþ â ñêií÷åííîâèìiðíèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåìàõ àñîöiéîâàíèõ ç äàíîãþ

r-ìàòðèöåþ. Äiéñíî, ìàòðèöÿ Ëàêñà (4.3.8) ìiñòèòü ìåíøå êîîðäèíàòíèõ

ôóíêöié - äèíàìi÷íèõ çìiííèõ ðîçãëÿäóâàíîõ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè, òî-

ìó ùî ïî ñàìîìó âèçíà÷åííþ ñïåöiàëüíèõ òî÷îê êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü

dimgν0
0 çàâæäè ìåíüøå íiæ dimg. Îòæå ðîçìiðíiñòü âñiõ ãàìiëüòîíîâèõ

ñèñòåì àñîöiéîâàíèõ ç ìàòðèöåþ Ëàêñà (4.3.8) äëÿ ôiêñîâàíîãî M ìåíü-

øå íiæ ðîçìiðíiñòü ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì àñîöiéîâàíèõ ç (4.3.2) äëÿ òîãî

æM . Â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ ìè ðîçãëÿíåìî êiëüêà ïðèêëàäiâ ðåäóêîâàíèõ

îäíîòî÷êîâèõ ìàòðèöü Ëàêñà ó âiäïîâiäíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåìàõ.
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Çàóâàæåííÿ 40. Ïiäêðåñëèìî iíøó âàæëèâó âiäìiííiñòü â ñòðóêòóði ií-

òåãðîâíèõ ñèñòåì àñîöiéîâàíèõ ç ðåãóëÿðíà i ñèíãóëÿðíèìè òî÷êàìè êëà-

ñè÷íèõ r-ìàòðèöü. Ïåðøèé òèï iíòåãðîâíèõ ñèñòåì � öå ñèñòåìè òèïó

Åéëåðà � Àðíîëüäà íà äóàëüíèõ ïðîñòîðàõ

gM,ν ≡ g̃+,ν(u)/(u− ν)M g̃+,ν(u), äå g̃+,ν(u) ≡
∞∑
m=0

g(u− ν)m.

Âàæëèâî, ùî êîæíà àëãåáðà gM,ν ìiñòèòü ïðîñòó ÷àñòèíó içîìîðôíó äî

g. Îòæå äi¹ íåçâiäíèì ÷èíîì íà êîæíîìó ç ïiäïðîñòîðiâ g(u − ν)m. Ç

öüîãî ñëiäó¹ íåìîæëèâiñòü ïîäàëüøî¨ ðåäóêöi¨ ìàòðèöi Ëàêñà (4.3.2) äëÿ

ôiêñîâàíîãî M .

Äðóãèé òèï iíòåãðîâíèõ ñèñòåì- öå ñèñòåìè òèïó Åéëåðà � Àðíîëüäà

íà äóàëüíèõ ïðîñòîðàõ

gM,ν0 ≡ g̃+,ν0(u)/(u− ν0)
M g̃+,ν0(u), äå g̃+,ν0(u) =

∞∑
m=0

gν0
m(u− ν0)

m.

Âàæëèâèì ¹ òå, ùî êîæíà ïiäàëãåáðà gM,ν0 ìiñòèòü íå ïðîñòó ÷àñòèíó gν0
0 ,

ùî äi¹, âçàãàëi êàæó÷è, íå íåçâiäíèì ÷èíîì íà ïðîñòîðàõ gν0
m(u − ν0)

m.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ìîæëèâî çäiéñíþâàòè ïîäàëüøó ðåäóêöiþ â îïåðàòîðàõ

Ëàêñà (4.3.8) äëÿ ôiêñîâàíîãîM . Îòæå ìíîæèíà âñiõ ìîæëèâèõ ìàòðèöü

Ëàêñà â öüîìó âèïàäêó øèðøå. Ìè iëþñòðó¹ìî öå â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

4.3.4. Óçàãàëüíåíi åëåìåíòè çñóâó Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé, àëå

âàæëèâèé ïðèêëàä ìàòðèöü Ëàêñà àñîöiéîâàíèõ ç ñïåöiàëüíèìè òî÷êàìè

êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü. Íèìè ¹ �òðèâiàëüíi� ìàòðèöi Ëàêñà, ùî ñïiâïàäà-

þòü ç óçàãàëüíåíèìè åëåìåíòàìè çñóâó.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà:

Tåîðåìà 4.2. Íåõàé ν0 ∈ C áóäå ôiêñîâàíà òî÷êà (ðîçøèðå-

íî¨) êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè òàêà, ùî r12(ν0, v) ⊂ gν0
0 ⊗ g(v−1, v)),

(∂ur12(u, v))|u=ν0
⊂ gν0

1 ⊗ g(v−1, v)), äå gν0
0 ⊂ g, gν0

1 ⊆ g, g(v−1, v)) ¹ àë-

ãåáðà g-çíà÷íèõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà. Íåõàé Xa ∈ (gν0
0 /[g

ν0
0 , g

ν0
0 ])∗,
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Xb ∈ (gν0
1 /[g

ν0
0 , g

ν0
1 ])∗. Òîäi íàñòóïíi g-çíà÷íi ôóíêöi¨:

c(0),ν0,a(v) = 〈Xa ⊗ 1, r12(ν0, v)〉1, (4.3.12a)

c(1),ν0,b(v) = 〈Xb ⊗ 1, (∂ur12(u, v))|u=ν0
〉1, (4.3.12b)

äå 〈 , 〉1 îçíà÷à¹ ñïàðþâàííÿ â ïåðøié êîìïîíåíòi òåíçîðíîãî äîáóòêó

g⊗ g, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1.2.5) äëÿ âiäïîâiäíî¨ r-ìàòðèöi r12(u, v).

Çàóâàæåííÿ 41. Âiäçíà÷åìî, ùî ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó åëåìåíòiâ çñóâó

àñîöiéîâàíèõ ç äàíîþ ñïåöiàëüíîþ òî÷êîþ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi äîðiâíþ¹

n = dim(gν0
0 /[g

ν0
0 , g

ν0
0 ]) + dim(gν0

1 /[g
ν0
0 , g

ν0
1 ])

i óçàãàëüíåíèé åëåìåíò çñóâó àñîöiéîâàíèé ç òî÷êîþ ν0 çàïèñó¹òüñÿ íà-

ñòóïíèì ÷èíîì:

c(0),ν0(v) =

dim(g
ν0
0 /[g

ν0
0 ,g

ν0
0 ])∑

a=1

cac
(0),ν0,a(v) +

(dimg
ν0
1 /[g

ν0
0 ,g

ν0
1 ])∑

b=1

cbc
(1),ν0,b(v).

Çàóâàæåííÿ 42. Ïîÿñíåìî àëãåáðà¨÷íó ïðèðîäó çêîíñòðóéîâàíèõ åëå-

ìåíòiâ çñóâó. Ç öi¹þ ìåòîþ íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè ôàêòîð�àëãåáðó

g2,ν0 ≡ g̃+,ν0(u)/(u− ν0)
2g̃+,ν0(u), äå g̃+,ν0(u) =

∞∑
m=0

gν0
m(u− ν0)

m.

Àëãåáðà g2,ν0 ¹ íàïiâïðÿìèé äîáóòîê àëãåáðè gν0
0 i àáåëåâîãî iäåàëó gν0

1 . Öÿ

àëãåáðà ìà¹ íàñòóïíèé iäåàë [g2,ν0, g2,ν0] = [gν0
0 , g

ν0
0 ] + [gν0

0 , g
ν0
1 ]. Áiëüøå òî-

ãî ôàêòîð àëãåáðà g2,ν0/[g2,ν0, g2,ν0] ¹ àáåëåâîþ. Åëåìåíò çñóâó (4.3.12) öå

ìàòðèöÿ Ëàêñà äóàëüíà äî öüîãî ôàêòîðó. Âiäçíà÷åìî, ùî ÿêùî gν0
0 = g

òîáòî òî÷êà ν0 = ν ¹ ðåãóëÿðíîþ, òîäi îïèñàíi ôàêòîðè i âiäïîâiäíi åëå-

ìåíòè çñóâó ¹ òðèâiàëüíèìè. Òîìó åëåìåíòè çñóâó ìîæóòü áóòè àñîöiéî-

âàíi òiëüêè çi ñïåöiàëüíèìè òî÷êàìè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü.
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Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî äëÿ îòðèìàííÿ îñòàòî÷íî¨ ôîðìóëè äëÿ åëåìåí-

òiâ çñóâó, íåîáõiäíî äîäàòêîâî àíàëiçóâàòè ñòðóêòóðó ôàêòîð-ïðîñòîðiâ

gν0
0 /[g

ν0
0 , g

ν0
0 ] i gν0

1 /[g
ν0
0 , g

ν0
1 ] ¹ äâà âèïàäêè, êîëè îñòàòî÷íà ôîìóëà îòðèìó-

¹òüñÿ íåãàéíî. Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi íàñëiäêè Tåîðåìè 4.2:

Íàñëiäîê 4.1. Íåõàé ν0 ∈ C áóäå òàêà òî÷êà ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè, ùî r12(ν0, v) ⊂ gν0
0 ⊗ g(v−1, v)) i ïiäàëãåáðà gν0

0 ¹ àáåëåâîþ, òîäi

ìàòðèöÿ Ëàêñà

L+,0,ν0(v) =

dimg
ν0
0∑

a=1

dimg∑
b=1

car
ab(ν0, v)Xb = c(v), (4.3.13)

¹ óçàãàëüíåíèì åëåìåíòîì çñóâó, òîáòî çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (1.2.5).

Íàñëiäîê 4.2. Íåõàé ν0 ∈ C áóäå òàêà òî÷êà ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè, ùî r12(ν0, v) = 0. òîäi ìàòðèöÿ Ëàêñà

L+,1,ν0(v) =

dimg
ν0
1∑

a=1

dimg∑
b=1

ca(∂ur
ab(u, v))|u=ν0

Xb = c(v), (4.3.14)

¹ óçàãàëüíåíèì åëåìåíòîì çñóâó, òîáòî çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (1.2.5)

Ïðèêëàä 4.1. Ðîçãëÿíåìî ñòàíäàðòíó ðàöiîíàëüíó r-ìàòðèöþ

r12(u, v) =
Ω12

u− v
.

Ðîçãëÿíåìî ñïåöiàëüíó òî÷êó öi¹¨ r-ìàòðèöi. Â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ òiëü-

êè îäíà òàêà òî÷êà: u =∞. Mè ìà¹ìî: r12(∞, v) = 0. Îòæå Íàñëiäîê 4.2

çàñòîñîâàíèé â öüîìó âèïàäêó. Ìàëèé ïàðìåòð çà ÿêèì íåîáõiäíî ðîç-

êëàäàòè r-ìàòðèöþ â îêîëi öi¹¨ òî÷êè ¹ t(u) = u−1. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ

äà¹:

limu→∞∂u−1r12(u, v) = Ω12.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4.3.14), ìè íåãàéíî îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé åëå-

ìåíò çñóâó:

c(v) ≡ L+,1,ν0(v) =

dimg∑
a=1

caX
a.
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Ïðèêëàä 4.2. Ðîçãëÿíåìî çêðó÷åíó ðàöiîíàëüíó r-ìàòðèöþ (2.5.43) ç

p = h, òîáòî àâòîìîðôiçì σ ¹ àâòîìîðôiçìîì Êîêñòåðà i àëãåáðà g0 ¹

aáåëåâîþ. ßê áóëî ïîÿñíåíî âèùå, iñíóþòü òiëüêè äâi ñïåöiàëüíèìi òî÷êè

r-ìàòðèöi (2.5.43): u = ν0 = 0 i u = ν0 = ∞. Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè

âiäïîâiäíi åëåìåíòè çñóâó îêðåìî.

Íåõàé ν0 = 0. B öüîìó âèïàäêó:

r12(0, v) = −Ω(0).

ïiäàëãåáðà gν0
0 ñïiâïàä¹ ç aáåëåâîþ ïiäàëãåáðîþ g0 i òîìó ¹ çàñòîñîâíèì

Tâåðäæåííÿ 4.1. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4.3.13), ìè îòðèìó¹ìî íàñòó-

ïíèé åëåìåíò çñóâó:

c(v) = L+,0,ν0(v) = −
dimg0∑
a=1

caX
a.

Íåõàé ν0 = ∞. Â öüîìó âèïàäêó r12(∞, v) = 0 ìàëèé ïàðàìåòð, çà

äîïîìîãîþ ÿêîãî íåîáõiäíî ðîçêëàäàòè r-ìàòðèöþ â îêîëi òî÷êè u = ∞
¹ t(u) = u−1. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äà¹:

limu→∞∂u−1r12(u, v) = vΩ
(h−1)
12 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4.3.14), ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé åëåìåíò:

c(v) ≡ L+,1,ν0(v) = v

dimg1∑
a=1

caX
a.

Ïðèêëàä 4.3. Ðîçãëÿíåìî çêðó÷åíó äåôîðìîâàíó r-ìàòðèöþ (2.5.44) i

àñîöiéîâàíi åëåìåíòè çñóâó, ùî âiäïîâiäàþòü äâóì ñïåöiàëüíèì òî÷êàì

öi¹¨ r-ìàòðèöi, à ñàìå òî÷êàì u = 0 i u = ∞. Îáìåæåìîñü ðîçãëÿäîì

âèïàäêó êîêñòåðiâñüêîãî àâòîìîðôiçìó σ, òîáòî âèïàäêó p = h.

Íåõàé ν0 = 0. Òîäi ïiäàëãåáðà g0
0 ñïiâïàäà¹ ç ïiäàëãåáðîþ g0, i âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè Tâåðæäåííÿ 4.1. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4.3.13), ìè

îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé åëåìåíò çñóâó:

c(v) = L+,0,0(v) = −
dimg0∑
a=1

ca(Φ
−1(v))∗(Xa).
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Íåõàé ν0 = ∞. Òîäi ïiäàëãåáðà g∞0 ñïiâïàäà¹ ç ïiäàëãåáðîþ Φ′1(g−1) aáå-

ëåâî¨ ïiäàëãåáðè g0 i çíîâó âèêîíóþòüñÿ óìîâè Tâåðæäåííÿ 4.1. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4.3.13), ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé åëåìåíò çñóâó:

c(v) = L+,0,∞(v) = v

dimg1∑
a=1

dimg0∑
b=1

(Φ′1)
b
acb(Φ

−1(v))∗(Xa). (4.3.15)

4.3.5. Ìàòðèöÿ Ëàêñà ñèñòåì òèïó Òîäè: p− q-÷àñòèíà Íåõàé g =
p−1∑
j=0

gj, Zp = Z/pZ öå ãðàäóþâàííÿ g, òîáòî [gi, gj] ⊂ gi+j, äå j îçíà÷à¹ êëàñ

åêâiâàëåíòíîñòi åëåìåíòiâ j ∈ Z modp Z. Íåõàé, áiëüøå òîãî, p = h ÷èñëî

Êîêñòåðà, òàê ùî g0 ìîæå áóòè îòîòîæíåíî ç Êàðòàíiâñüêîþ ïiäàëãåáðîþ

h ⊂ g. Ïiäïðîñòið g1 íàòÿãíóòèé íà åëåìåíòè Xαi, X−θ, à ïiäïðîñòið g−1

íà åëåìåíòè X−αi, Xθ, äå αi ∈ P , i P ¹ ìíîæèíîþ ïðîñòèõ êîðåíiâ, ∆

� ìíîæèíà âñiõ êîðåíiâ, θ � íàéäîâøèé êîðiíü i {Xα, X−α, Hi|α ∈ ∆, i ∈
1, rankg} � áàçèñ Êàðòàíà�Âåéëÿ àëãåáðè g.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ [114]:

Òâåðäæåííÿ 4.3. Íåõàé ν0 ∈ C ¹ òàêà òî÷êà ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè, ùî r12(ν0, v) ⊂ gν0
0 ⊗ g(v−1, v)), äå gν0

0 ' g0. Íåõàé, áiëüøå

òîãî, gν0
1 ' g1. Íåõàé q ≡

rankg∑
i=1

qiHi. Òîäi ç äàíîþ r-ìàòðèöåþ r(u, v) i

¨¨ ñïåöiàëüíîþ òî÷êîþ ν0 ìîæíà àñîöiþâàòè iíòåãðîâíó ñèñòåìó òèïó

Òîäè ç íàñòóïíîþ p− q ÷àñòèíîþ ìàòðèöi Ëàêñà:

L+,1,ν0(v) =

rankg∑
i=1

piY
(0),ν0,i(v) +

∑
α∈P∪−θ

eα(q)Y (1),ν0,α(v). (4.3.16)

Çàóâàæåííÿ 43. Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ïîâíó ìàòðèöþ Ëàêñà ñèñòåì

òèïó Òîäè i âiäïîâiäíi êîìóòóþ÷i iíòåãðàëè, íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè òàêîæ

ïîñòiéíó ÷àñòèíó ìàòðèöi Ëàêñà, ùî ¹ åëåìåíòîì çñóâó. Ìè ðîçãëíåìî

ïîâíó ìàòðèöþ Ëàêñà ñèñòåì òèïó Òîäè â íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ.

Ïðèêëàä 4.4. Ðîçãëÿíåìî çêðó÷åíó ðàöiîíàëüíó r-ìàòðèöþ (2.5.43), ùî

âiäïîâiäà¹ êîêñòåðîâñüêîìó àâòîìîðôiçìó g. Ðîçãëÿíåìî ñïåöiàëüíó òî-

÷êó r-ìàòðèöi u = ν0 = 0 i çêîíñòðóþ¹ìî áàçèñíi åëåìåíòè Y (m),ν0,a(v) â
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öié òî÷öi. Âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíó ôîìó òåíçîðiâ Ω
(0)
12 i Ω

(1)
12 , çîêðåìà òå, ùî

Ω
(0)
12 =

rankg∑
i=1

Hi ⊗Hi ìè îòðèìó¹ìî:

Y (0),0,i(v) ≡ Hi, Y
(1),0,−α(v) ≡ v−1X−α, α ∈ P ∪ −θ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è Òâåðäæåííÿ 4.3, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ìàòðèöþ Ëàêñà:

L(v) =

rankg∑
i=1

piHi + v−1(
∑

α∈P∪−θ

eα(q)X−α), (4.3.17)

ùî ¹ p -q-÷àñòèíîþ ìàòðèöi Ëàêñà çàìêíóòîãî ëàíöþæêà Òîäè [14].

Ïðèêëàä 4.5. Ðîçãëÿíåìî çêðó÷åíó äåôîðìîâàíó r-ìàòðèöþ (2.5.44).

Íåõàé σ áóäå êîêñòåðîâñüêèì àâòîìîðôiçìîì, òîáòî p = h. Òî÷êà u =

ν0 = 0 ¹ ñïåöiàëüíîþ òî÷êîþ öi¹¨ r-ìàòðèöi. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ Ëàêñà

(4.3.8) ç M = 1 â òî÷öi u = 0. Ç öi¹þ ìåòîþ êîíêðåòèçó¹ìî áàçèñíi

åëåìåíòè Y (0),ν0,a(v) i Y (1),ν0,a(v) â öié òî÷öi. Ëåãêî áà÷èòè, gν0
0 = g0̄, g

ν0
1 =

g1̄, òîáòî gν0
0 iäåíòèôiêó¹òüñÿ ç ïiäàëãåáðîþ Êàðòàíà h, à ïiäïðîñòið gν0

1

íàòÿãíóòèé íà åëåìåíòè Xαi, X−θ, αi ∈ P , îòæå çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ óìîâè

Tâåðäæåííÿ 4.3. Îáðàõóíîê äà¹:

Y (0),0,i(v) = (Φ−1(v))∗(Hi),

Y (1),0,−α(v) = v−1(Φ−1(v))∗(X−α) + (Φ−1(v))∗(Φ∗1(X−α)),

Âèêîðèñòîâóþ÷è Tâåðäæåííÿ 4.3, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó p− q-÷àñòèíó ìà-
òðèöi Ëàêñà:

L(v) =

rankg∑
i=1

pi(Φ
−1(v))∗(Hi)+

+
∑

α∈P∪−θ

eα(q)
(
v−1(Φ−1(v))∗(X−α) + (Φ−1(v))∗(Φ∗1(X−α))

)
. (4.3.18)

Çàóâàæåííÿ 44. Íà âiäìiíó âiä ñòàíäàðòíîãî ëàíöþæêà Òîäè, öÿ ìà-

òðèöÿ Ëàêñà ïðîäóêó¹ íåòðèâiàëüíó äèíàìiêó ñàìà ïî ñîái áåç äîäàòêîâèõ

ïîñòiéíèõ äîäàíêiâ â íié. Íå äèâëÿ÷èñü íà öå, äëÿ òîãî, ùîá ðîçãëÿäàòè

âñi ìîäåëi òèïó Òîäè îäíîòèïíî, ìè áóäåìî òàêîæ ðîçãëÿäàòè ðîçøèðåííÿ

öi¹¨ ìàòðèöi Ëàêñà çà äîïîìîãîþ ïîñòiéíî¨ ÷àñòèíè.
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4.3.6. Áîçîííi ìàòðèöi Ëàêñà. Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çêîíñòðóþ¹-

ìî áîçîííi ìàòðèöi Ëàêñà âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíi êëàñè÷íi r-ìàòðèöi

çi ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè. Äëÿ öi¹¨ öiëi ìè ðîçãëÿíåìî ïåâíi òèïè

ñïåöiàëüíèõ òî÷îê u = ν0 r-ìàòðèöi r(u, v), àëå ñïåðøó ââåäåìî êiëüêà

ïîçíà÷åíü.

Ðîçãëÿíåìî ðåäóêòèâíó ïiäàëãåáðó gK0 ⊂ g, ùî âiäïîâiäà¹ íàáîðó êî-

ðåíiâ ∆K ⊂ ∆. Ç öèìè äàíèìè ìîæíà àñîöiþâàòè êàíîíi÷íèé áàçèñ êëà-

ñè÷íî¨ àëãåáðè Ãåéçåíáåðãà HK íàñòóïíèì ÷èíîì:

{b+
α , b

−
β } = δαβ, {b+

α , b
+
β } = {b−α , b−β } = 0, äå α, β ∈ (∆/∆K)+. (4.3.19)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ [91] ùî ìîæíà ðåàëiçóâàòè àëãåáðó gK0 çà äîïîìîãîþ êîîð-

äèíàò �íàðîäæåííÿ-çíèùåííÿ� b+
α , b

−
β . Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà [91]:

Tåîðåìà 4.3. Íåõàé äëÿ àëãåáðà g áóäå íàïiâïðîñòîþ ç íàáîðîì êîðåíiâ

∆. Íåõàé gK0 ⊂ g áóäå ¨¨ ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà, ùî ìiñòèòü ïiäàëãåáðó

Êàðòàíà h ⊂ g i ìà¹ ∆K ìíîæèíîþ ñâî¨õ êîðåíiâ. Íåõàé K ∈ h áóäå

òàêèé åëåìåíò h, ùî α(K) = 0 äëÿ α ∈ ∆K i b−β , b
+
α , äå α, β ∈ (∆/∆K)+

� êîîðäèíàòè �íàðîäæåííÿ-çíèùåííÿ�, ùî óòâîðþþòü àëãåáðó Ãàéçåí-

áåðãà HK (4.3.19). Òîäi íàñòóïíi ôóíêöi¨

M b
H = −

∑
β∈(∆/∆K)+

β(H)b−β b
+
β , (4.3.20a)

M b
Xα

=
∑

γ−β=α,
β,γ∈(∆/∆K)+

N−β,γb
−
β b

+
γ , (4.3.20b)

äå H ∈ h, Xα ∈ ga, α ∈ ∆K óòâîðþþòü àëãåáðó Ëi içîìîðôíó äî gK0 .

Òåïåð ìè ìîæåìî àñîöiþâàòè áîçîííó ìàòðèöþ Ëàêñà ç r-ìàòðèöåþ

r(u, v) i ¨ ¨ ñïåöiàëüíèìè òî÷êàìè. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà [108]:

Tåîðåìà 4.4. Íåõàé g(v−1, v)) � àëãåáðà Ëi ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà çi

çíà÷eííÿì â g. Íåõàé ïiäàëãåáðè gK0 , g
K
±1 áóäóòü ðåäóêòèâíà i íiëüïî-

òåíòíà ïiäàëãåáðè â g òàêi, ùî g = gK0 + gK1 + gK−1. Íåõàé c(gK0 ) áóäå
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öåíòðîì gK0 . Íåõàé u = ν0 áóäå òàêîþ ñïåöiàëüíîþ òî÷êîþ r-ìàòðèöi,

ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òðè óìîâè:

(i) r12(ν0, v) ∈ gν0
0 ⊗ g(v−1, v)), äå gν0

0 ⊆ gK0 ⊂ g,

(ii) ∂ur12(u, v)|u=ν0
∈ gν0

1 ⊗ g(v−1, v)), äå (gK1 + gK−1) ⊆ gν0
1 ⊆ g,

(iii) ∂2
ur12(u, v)|u=ν0

∈ gν0
2 ⊗ g(v−1, v)), äå c(gK0 ) ⊆ gν0

2 ⊆ g.

òîäi íàñòóïíà ìàòðèöÿ Ëàêñà:

LBose(v) =

dimg
ν0
0∑

a=1

dimg∑
b=1

l(0)
a (b−β , b

+
α )rab(ν0, v)Xb+

+
∑

α∈(∆/∆K)+

dimg∑
b=1

b+
α

√
α(K)∂ur

αb(u, v)|u=ν0
Xb+

∑
α∈(∆/∆K)+

dimg∑
b=1

b−α
√
α(K)∂ur

−αb(u, v)|u=ν0
Xb+

rankg∑
i=1

dimg∑
b=1

1

2
ki∂

2
ur

ib(u, v)|u=ν0
Xb,

(4.3.21)

äå K =
rankg∑
i=1

kiHi ∈ c(gK0 ), ki äîâiëüíi êîíñòàíòè i êîîðäèíàòè l
(0)
a (b−β , b

+
α )

âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç b−β , b
+
α âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (4.3.20), çàäîâîëü-

íÿ¹ òåíçîðíó äóæêó Ëi-Ïóàñîíà(4.2.1).

Çàóâàæåííÿ 45. Ïîÿñíåìî àëãåáðà¨÷íå ïîõîäæåííÿ ìàòðèöi Ëàêñà

(4.3.21). Äëÿ öüîãî âiäçíà÷èìî, ùî ôàêòîð-àëãåáðà

g3,ν0 ≡ g̃+,ν0(u)/(u− ν0)
3g̃+,ν0(u)

¹ íàïiâïðÿìîþ ñóìîþ ïiäàëãåáðè gν0
0 i íiëüïîòåíòííî¨ àëãåáðè gν0

1 + gν0
2 .

Îñòàííÿ àëãåáðà ìà¹ öåíòð � ïiäàëãåáðó gν0
2 . Çàâäÿêè òîìó, ùî gν0

0 ⊆ gK0
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ïiäïðîñòîðè gν0
2

⋂
[gK0 , g

K
0 ] i gν0

2

⋂
gK±1 áóäóòü iäåàëàìè â g3,ν0. Ôàêòîðè-

çóþ÷è g3,ν0 ïî öèì iäåàëàì ìè îòðèìó¹ìî ôàêòîð�àëãåáðó, ùî ìà¹ iäå-

àë gν0
1

⋂
gK0 . Íàðåøòi, ôàêòîðèçóþ÷è îòðèìàíó ôàêòîð�àëãåáðó ïî öüîìó

iäåàëó, ìè îòðèìó¹ìî ôàêòîð�àëãåáðó içîìîðôíó íàïiâïðÿìié ñóìi gν0
0 i

àëãåáðè Ãåéçåíáåðãà HK . Ìàòðèöÿ Ëàêñà (4.3.21) íàëåæèòü äóàëüíîìó

ïðîñòîðó äî öi¹¨ àëãåáðè.

Ïðèêëàä 4.6. Ðîçãëÿíåìî ñòàíäàðòíó ðàöiîíàëüíó r-ìàòðèöþ, à ñàìå:

r12(u, v) =
Ω12

u− v
.

Äëÿ òîãî, ùîá çêîíñòðóþâàòè ïîòðiáíó áîçîííó ìàòðèöþ Ëàêñà, ìè áóäå-

ìî ðîçãëÿäàòè ñïåöiàëüíó òî÷êó öi¹¨ r-ìàòðèöi, à ñàìå, òî÷êó u =∞. Ìè

ìà¹ìî r12(∞, v) = 0, òîáòî â ïîçíà÷åííÿõ Òåîðåìè 4.4 ìà¹ìî g∞0 = 0. Öå

ñïðîùó¹ ôîðìó øóêàíî¨ ìàòðèöi Ëàêñà. Ìàëèé ïàðàìåòð, çà ÿêèì íåîá-

õiäíî ðîçêëàäàòè r-ìàòðèöþ â îêîëi òî÷êè u = ∞ öå t(u) = u−1. Ïðÿìå

îá÷èñëåííÿ äà¹:

limu→∞∂u−1r12(u, v) = Ω12.

limu→∞∂
2
u−1r12(u, v) = 2vΩ12.

Tîáòî â íàøîìó âèïàäêó g∞1 = g∞2 = g. Òîìó óìîâè (i)-(iii) Tåîðåìè 4.4

çàâæäè âèêîíóþòüñÿ. Áiëüøå òîãî, iñíóþòü ðiçíi âêëàäåííÿ òðèâiàëüíî¨

ïiäàëãåáðè g∞0 = 0 â ðiçíi ðåäóêòèâíi ïiäàëãåáðè gK0 . Iíøèìè ñëîâàìè,

iñíó¹ áàãàòî ðiçíèõ òèïiâ áîçîííèõ ìàòðèöü Ëàêñà ç ðiçíèì ÷èñëîì áîçî-

íiâ, àñîöiéîâàíèõ ç òîþ ñàìîþ ðàöiîíàëüíîþ r-ìàòðèöåé i òî÷êîþ u =∞.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêó ïiäàëãåáðó gK0 . Âiäïîâiäíà áîçîííà ìàòðèöÿ (4.3.21) çà-

ïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

LBose(v) = v

rankg∑
i=1

kiHi +
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K)(b+

αX−α + b−αXα). (4.3.22)

Ïðîiëþñòðó¹ìî ìàòðèþ Ëàêñà (4.3.22) ôiçè÷íî âàæëèâèì ïðèêëàäîì

g = gl(n) i åëåìåíòîì K íàñòóïíî¨ ôîðìè: K = diag(k1, ..., k1, kn). Âiäïî-

âiäíà ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà gl(n)K0 ìà¹ âèãëÿä gl(n)K0 = gl(n−1)⊕gl(1).
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Íiëüïîòåíòíi ïiäàëãåáðè gl(n)K±1 çàïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

gl(n)K−1 = SpanC{X1n, ..., Xn−1n}, gl(n)K1 = SpanC{Xn1, ..., Xnn−1}.

Âiäïîâiäíà êëàñè÷íà àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà íàòÿãó¹òüñÿ íà êîîðäèíàòíi

ôóíêöi¨ b+
ni, b

−
nj, i, j ∈ 1, n− 1:

{b+
ni, b

−
nj} = δij, {b+

ni, b
+
nj} = {b−ni, b−nj} = 0.

Áîçîííà ìàòðèöÿ Ëàêñà (4.3.22) ìà¹ â öüîìó âèïàäêó íàñòóïíèé âèãëÿä:

LBose(v) = v(k1

n−1∑
i=1

Xii+knXnn)+
√

(k1 − kn)
n−1∑
i=1

(b+
niXin+b−niXni). (4.3.23)

Ïðèêëàä 4.7. Íåõàé σ áóäå àâòîìîðôiçìîì äðóãîãî ïîðÿäêó êîìïëå-

êñíî¨ ïðîñòî¨ àëãåáðè Ëi g. Íåõàé g = g0 + g1 áóäå âiäïîâiäíå Z2-

ãðàäóþâàííÿ g, òîáòî

[g0, g0] ⊂ g0, [g0, g1] ⊂ g1, [g1, g1] ⊂ g0

Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó çêðó÷åíó r-ìàòðèöþ (2.5.43) ç p = 2:

r(u, v) =
v2

u2 − v2
Ω0

12 +
uv

u2 − v2
Ω1

12, (4.3.24)

äå Ω0
12 =

dim g0∑
α=1

X0,α⊗X0,α,Ω1
12 =

dim g1∑
α=1

X1,α⊗X1,α, Xj,α,X
j,α äóàëüíi áàçèñè.

Äëÿ òîãî, ùîá çêîíñòðóþâàòè áîçîííó ìàòðèöþ Ëàêñà, ìè ïðèïóñòè-

ìî, ùî àâòîìîðôiçì σ i âiäïîâiäíå Z2�ãðàäóþâàííÿ àëãåáðè g òàêå, ùî

g0 = gK0 , g1 = gK1 + gK−1,

äå àëãåáðà gK0 ¹ ðåäóêòèâíîþ, ïiäàëãåáðè gK0 ¹ íiëüïîòåíòíèìè i ðîçêëàä

g = gK−1 + gK0 + gK1 ¹ òðèêóòíèì, òîáòî [gK0 , g
K
0 ] ⊂ gK0 , [gK0 , g

K
±1] ⊂ gK±1.

Äëÿ òîãî, ùîá öi âèçíà÷åííÿ áóëè óçãîäæåíèìè íåîáõiäíî âèìàãàòè, ùîá,

áiëüøå òîãî, àëãåáðè gK±1 áóëè Àáåëåâi, òîáòî ÿêùî α, β ∈ (∆/∆K)+, òî

α + β /∈ (∆/∆K)+ (òàêi ãðàäóþâàííÿ i ðîçêëàäè ïîâÿçàíi ç åðìiòîâèìè
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ñèìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè). r-ìàòðèöÿ (4.3.24) çàïèñó¹òüñÿ â öüîìó âè-

ïaäêó íàñòóïíèì ÷èíîì:

r(u, v) =
v2

u2 − v2

(rankg∑
i=1

Hi ⊗Hi +
∑

α∈(∆K)+

(Xα ⊗X−α +X−α ⊗Xα)
)
+

+
uv

u2 − v2

∑
α∈(∆/∆K)+

(Xα ⊗X−α + X−α ⊗Xα). (4.3.25)

Ðîçãëÿíåìî îäíó ç îñîáëèâèõ òî÷îê r-ìàòðèöi (4.3.24), à ñàìå, òî÷êó u =

∞. Ìàëèé ïàðàìåòð, çà ÿêèì ñëiä ðîçêëàäàòè r-ìàòðèöþ â îêîëi òî÷êè

u =∞, öå t(u) = u−1. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äà¹:

r(∞, v) = 0,

limu→∞∂u−1r12(u, v) = vΩ1
12,

limu→∞∂
2
u−1r12(u, v) = 2v2Ω0

12.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî Ω1
12 ∈ (gK1 ⊗ gK−1) ⊕ (gK−1 ⊗ gK1 ) i Ω0

12 ∈
gK0 ⊗ gK0 ëåãêî ïîêàçàòè, ùî óìîâè (i)-(iii) Tåoðåìè 4.4 çàäîâîëíÿþòüñÿ

îñêiëüêè g∞0 = gK0 , g
∞
1 = gK1 + gK−1, g

∞
2 = gK0 . çàóâàæèìî ùî, íà âiäìiíó

âiä ðàöiîíàëüíîãî âèïàäêó, öi óìîâè çàäîâiëüíÿþòüñÿ òiëüêè äëÿ îäíîãî

ôiêñîâàíîãî âèáiðó ïiäàëãåáðè gK0 , g
K
±1, à ñàìå äëÿ âèáîðó âèêîðèñòàíîãî

â îçíà÷åííi r-ìàòðèöi (4.3.25). Áàçóþ÷èñü íà òåîðåìi 4.4 ç r-ìàòðèöåþ

(4.3.25) ìîæíà àñîöiéþâàòè íàñòóïíó áîçîííó ìàòðèöþ Ëàêñà:

LBose(v) = v
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K)(b+

αX−α + b−αXα) + v2

rankg∑
i=1

kiHi,

(4.3.26)

Ïðîiëþñòðó¹ìî ðîçãëÿäóâàíèé ïðèêëàä ôiçè÷íî íàéáiëüø âàæëèâèì âè-

ïàäêîì g = gl(n) i K = diag(k1, k1, ...., k1, kn). Âiäïîâiäíà ðåäóêòèâííà

ïiäàëãåáðà gl(n)K0 i íiëüïîòåíòíi ïiäàëãåáðè gl(n)K±1 áóëè îïèñàíi â ïîïå-

ðåäíüîìó ïðèêëàäi. Ïiäàëãåáðà Ãeéçåíáåðãà íàòÿãíóòà íà åëåìåíòè b+
ni,

b−nj, i, j ∈ 1, n− 1 i îäèíèöþ:

{b+
ni, b

−
nj} = δij, {b+

ni, b
+
nj} = {b−ni, b−nj} = 0.
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àñîöiéîâàíèé áîçîííèé îïåðàòîð Ëàêñà çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

LBose(u) = v2(k1

n−1∑
i=1

Xii + knXnn) + v
√

(k1 − kn)
n−1∑
i=1

(b+
niXin + b−niXni)

Ïðèêëàä 4.8. Ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íó àëãåáðó Ëi g = gl(n) çi ñòðàíäàð-

òíèì áàçèñîì Xij, i, j ∈ 1, n i àíiçîòðîïíó r-ìàòðèöþ (2.3.25). ßê áóëî

ïîÿñíåíî âèùå, r-ìàòðèöÿ (2.3.25) ìà¹ n-áîçîííèõ òî÷îê u = ν
(k)
0 = −a−1

k ,

k ∈ 1, n. Äiéñíî, ìè ìà¹ìî:

rA(−a−1
k , v) = − 1

(1 + akv)

n∑
i,j=1,i 6=k,j 6=k

√
(ak − ai)(ak − aj)
(1 + aiv)(1 + ajv)

Xij ⊗Xji.

(4.3.27)

Íàäàëi ìè ïðèïóñòèìî, ùî ai 6= aj ÿêùî i 6= j, òîáòî âñi ñïåöiàëüíi

òî÷êè ν
(k)
0 , k ∈ 1, n, ¹ ðiçíèìè. Çà ëîêàëüíèé ïàðàìåòð â îêîëi òî÷êè

u = ν
(k)
0 áóäå âèáðàíà ôóíêöiÿ uk =

√
ak
√

1 + aku. Ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ

∂l1rA(−a−1
k , v) ≡ ∂lukrA(u, v)|u=−a−1

k
, ìè îòðèìó¹ìî

∂1rA(−a−1
k , v) = − 1

(1 + akv)3/2

n∑
j=1,j 6=k

√
(ak − aj)
(1 + ajv)

(Xkj⊗Xjk+Xjk⊗Xkj),

(4.3.28)

∂2
1rA(−a−1

k , v) = − 2

(1 + akv)2
Xkk ⊗Xkk−

n∑
i,j=1,i 6=k,j 6=k

√
ak − ai

√
ak − aj(2 + (1 + akv)(

aj
ak − aj

+
ai

ak − ai
))

ak(1 + akv)2
√

(1 + aiv)(1 + ajv)
Xij⊗Xji

(4.3.29)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ôîðìóëè ëåãêî áà÷èòè, ùî g
ν

(k)
0

0 = gl(n − 1) ⊂ gKk
0 ,

g
ν

(k)
0

1 = Cn−1 ⊕ Cn−1 = gKk
1 ⊕ gKk

−1, g
ν

(k)
0

2 = gl(n − 1) ⊕ gl(1) = gKk
0 i óìîâè
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(i)-(iii) Òåîðåìè 4.4 çàäîâîëüíÿþòüñÿ äëÿ ôiêñîâàíîãî âèáîðó åëåìåíòà

Kk i ïiäàëãåáð gKk
0 , gKk

±1. Òóò, ïî ñàìîìó îçíà÷åííþ, Kk = k1,k

n∑
i=1,i 6=k

Xii +

kk,kXkk, g
Kk
0 = SpanC{Xkk;Xij, i, j ∈ 1, n, i, j, 6= k} i gKk

1 = SpanC{Xkj, j ∈
1, n}, gKk

−1 = SpanC{Xjk, j ∈ 1, n− 1}.
Âiäçíà÷èìî, ùî ïiäàëãåáðà g

ν
(k)
0

0 = gl(n − 1) áîçîíiçó¹òüñÿ çà äîïîìî-

ãîþ çàãàëüíèõ ôîðìóë (4.3.20). Äëÿ òîãî, ùîá çäiéñíèòè öþ áîçîíiçàöiþ,

íåîáõiäíî âðàõóâàòè, ùî îçíà÷åííÿ ïiäàëãåáð gKk
±1 çàëåæèòü âiä iíäåêñó

k. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî â ôîðìóëàõ (4.3.20) âèáið ïîçèòèâíèõ êîðåíiâ òåæ

íå ¹ ôiêñîâàíèì, àëå çàëåæàòèìå âiä iíäåêñó k. Äåòàëüíiøå: ìè áóäåìî

íàçèâàòè êîðåíi, ùî âiäïîâiäàþòü ïiäàëãåáði gKk
1 (òîáòî αkj, j 6= k, äå

αkj(Xii) = δki − δji), ïîçèòèâíèìè, à êîðåíi, ùî âiäïîâiäàþòü ïiäàëãå-

áði gKk
−1 (òîáòî αjk, j 6= k) � íåãàòèâíèìè. Çà òàêîãî âèáîðó ôîðìóëè

áîçîíiçàöi¨ (4.3.20b), (4.3.20a) äàäóòü äëÿ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ ïiäàëãåáð

g
ν

(k)
0

0 ' gl(n− 1) íàñòóïíó âiäïîâiäü:

M bk
Xij

= b−kib
+
kj, (4.3.30)

äå i, j 6= k i êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ¹ êàíîíi÷íèìè:

{b+
ki, b

−
mj} = δijδkm, {b+

ki, b
+
mj} = {b−ki, b

−
mj} = 0. (4.3.31)

Çêîíñòðóþâàâøè áîçîííi òî÷êè ν
(k)
0 , k ∈ 1, n, áîçîíiçóâàâøè âiäïîâiäíi

ïiäàëãåáðè g
ν

(k)
0

0 i âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (4.3.27)-(4.3.29), ìîæíà íàïè-

ñàòè îäíîáîçîííi ìàòðèöi Ëàêñà (4.3.21) íàñòóïíèì ÷èíîì:

Lak(v) = −
( 1

(1 + akv)

n∑
i,j=1,i6=k,j 6=k

√
(ak − ai)(ak − aj)
(1 + aiv)(1 + ajv)

b−kib
+
kjXji+

+
n∑

j=1,j 6=k

√
kk,k − kj,k√
(1 + akv)3

√
(ak − aj)
(1 + ajv)

(b+
kjXjk + b−kjXkj)+

+
1

(1 + akv)2
(

n∑
i=1,i 6=k

ki,kXii + kk,kXkk)
)
, (4.3.32)

äå ki,k = kj,k, ∀i, j 6= k.
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4.3.7. Çàãàëüíi áàãàòîòî÷êîâi ìàòðèöi Ëàêñà. Íàéáiëüø öiêàâèì ç

òî÷êè çîðó çàñòîñóâàííÿ äî òåîði¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì

¹, òàê çâàíi, áàãàòîòî÷êîâi ìàòðèöi Ëàêñà. ßê ìè ïîáà÷èìî äàëi, âîíè

âèçíà÷àþòü, âçà¹ìîäiþ÷i ñèñòåìè, äå êîæíà ïiäñèñòåìà âèçíà÷åíà çà äî-

ïîìîãîþ îäíîòî÷êîâî¨ ìàòðèöi Ëàêñà.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìíîæèíó îñîáëèâèõ òî÷îê ν(i)
0 , i ∈ 1, S i íåîñî-

áëèâèõ òî÷îê νk, k ∈ 1, N . Êîæíà ç öèõ òî÷îê âèçíà÷à¹ ñâié âëàñíèé íàáið

ìàòðèöi Ëàêñà ïðîíóìåðîâàíèõ öiëèì ÷èñëîì, ÿêå âèçíà÷à¹ ìàêñèìàëü-

íèé ïîðÿäîê ïîëþñà â öié òî÷öi. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ [106]:

Òâåðäæåííÿ 4.4. Íåõàé ìàòðèöi Ëàêñà L+,Mk,νk(v) i L+,Mi,ν
(i)
0 (v) áó-

äóòü âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (4.3.2) i (4.3.8), i ¨õ êîîðäèíàòíi ôóíêöi¨

çàäîâîëüíÿþòü äóæêè Ïóàñîíà (4.3.4) i (4.3.9). Íåõàé, áiëüøå òîãî,

êîîðäèíàòíi ôóíêöi¨ L
(m),ν

(i)
0

a i L
(n),νk
b , ùî âiäïîâiäþòü ðiçíèì òî÷êàì

ν
(i)
0 , νk; k ∈ 1, N, i ∈ 1, S êîìóòóþòü âiäíîñíî äóæêè Ïóàñîíà:

{L(m),ν
(i)
0

a , L
(n),ν

(j)
0

b } = {L(m),ν
(i)
0

a , L
(n),νk
b } = {L(m),νk

a , L
(n),νl
b } = 0.

òîäi íàñòóïíà ìàòðèöÿ:

L(v) =
S∑
i=1

L+,Mi,ν
(i)
0 (v) +

N∑
k=1

L+,Mk,νk(v) =

=
S∑
i=1

Mi∑
m=0

dimg
ν
(i)
0
m∑

a=1

L(m),ν
(i)
0

a Y (m),ν
(i)
0 ,a(v) +

N∑
k=1

Mk∑
m=0

dimg∑
a=1

L(m),νk
a Y (m),νk,a(v).

(4.3.33)

çàäîâîëüíÿ¹ òåíçîðíi äóæêè Ïóàñîíà (4.2.1), òîáòî:

{L1(u), L2(v)} = [r12(u, v), L1(u)]− [r21(v, u), L2(v)].

Çàóâàæåííÿ 46. Âiäçíà÷èìî, ùî ÷èñëî N ðåãóëÿðíèõ òî÷îê ó âèçíà-

÷åííi áàãàòîòî÷êîâèõ ìàòðèöü Ëàêñà ¹ äîâiëüíèì, â òîé ÷àñ, ÿê ÷èñëî S

ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê îáìåæåíå çâåðõó äåÿêèì íåâiä'¹ìíèì öiëèì ÷èñëîì

S0 ñïåöèôi÷íèì äëÿ êîíêðåòíî¨ r-ìàòðèöi r(u, v), çîêðåìà S0, ìîæå áóòè

ðiâíå íóëþ, ÿê ó âèïàäêó åëiïòè÷íî¨ r-ìàòðèöi Ñêëÿíiíà.
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Òâåðäæåííÿ âèùå îçíà÷à¹, ùî, äëÿ òîãî, ùîá çêîíñòðóâàòè çàãàëüíó

ìàòðèöþ Ëàêñà ñêií÷åííîâèìiðíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè, ùî âiäïîâiäâ¹

äàííié r-ìàòðèöi r(u, v), íåîáõiäíî çêîíñòðóþâàòè ¨¨ îäíîòî÷êîâi ÷àñòè-

íè i ïîòiì âçÿòè ¨õ ñóìó. Ôàçîâèé ïðîñòið ðåçóëüòóþ÷î¨ ñèñòåìè ¹ ïðÿ-

ìèì äîáóòêîì ôàçîâèõ ïðîñòîðiâ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì àñîöiéîâàíèõ ç

îäíîòî÷êîâèìè ìàòðèöÿìè Ëàêñà. Iíòåãðàëè ðóõó çàëåæàòèìóòü âiä âñiõ

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié. Âîíè ìàþòü âèãëÿä:

Ik,νIm = resu=νI

(
(u− νI)−(m+1)trLk(u)

)
, (4.3.34)

äå νI ∈ {ν(i)
0 , νk; k ∈ 1, N, i ∈ 1, S}.

Biäïîâiäíi ãàìiëüòîíîâi ðiâíÿííÿ çàïèñóþòüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì:

dL
(m),νI
a

dtk,νJm

= {Ik,νJm , L(m),νI
a },

äå tk,νJm - ÷àñ, ùî âiäïîâiäà¹ iíòåãðàëó Ik,νJm .

Çàóâàæåííÿ 47. Çàâäÿêè òîìó ôàêòó, ùî iíòåãðîâíi ñèñòåìè àñîöiéîâàíi

ç ðiçíèìè ðåãóëÿðíèìè òî÷êàìè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü i ìàòðèöÿìè Ëàêñà

ç ôiêñîâàíèì ìàêñèìàëüíèì ïîðÿäêîì ïîëþñiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè, ÷èñëî

ñóòò¹âî ðiçíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì áóäå åôåêòèâíî çà-

ëåæàòè âiä ÷èñëà ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê ðîçãëÿäóâàíî¨ r-ìàòðèöi r(u, v).

4.3.8. Óçàãàëüíåíi ñèñòåìè Ãîäåíà. Íàéïðîñòiøèé i íàéçàãàëüíiøèé

ïðèêëàä áàãàòîòî÷êîâèõ ìàòðèöü Ëàêñà öå óçàãàëüíåíi ñèñòåìè Ãîäåíà.

Ìàòðèöi Ëàêñà öi¹¨ ñèñòåìè öå ñóìà N îäíîòî÷êîâèõ ìàòðèöü Ëàêñà

L+,νk(u), ùî âiäïîâiäàþòü ðåãóëÿðíèì òî÷êàì νk:

LN(v) =
N∑
k=1

dimg∑
a=1

L(0),νk
a Y (0),νk,a(v) =

N∑
k=1

dimg∑
a,b=1

rab(νk, v)L(0),νk
a Xb (4.3.35)

äå äóæêa Ïóàñîíà (4.3.4) çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíì ÷èíîì:

{L(0),νk
a , L

(0),νl
b } = δkl

dimg∑
c=1

Cc
a,bL

(0),νk
c , (4.3.36)



107

òîáòî ñïiâïàäà¹ ç äóæêîþ Ëi � Ïóàñîíà íà g⊕N . Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíèé

ãàìiëüòîíiàí äðóãîãî ïîðÿäêó I2,νk
−1 . Ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ S(m)

a = L
(0),νm
a ,

ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ôîðìó ãàìiëüòîíiàíiâ HG
k ≡ I2,νk

−1 [83]:

HG
k =

N∑
m=1,m6=k

dim g∑
a,b=1

ra,b(νm, νk)S
(m)
a S

(k)
b +

dim g∑
a,b=1

ra,b0 (νk, νk)S
(k)
a S

(k)
b , (4.3.37)

äå ra,b(νm, νk) � öå ìàòðè÷íi åëåìåíòè çàãàëüíî¨ íåêîñîñèìåòðè÷íî¨ êëà-

ñè÷íî¨ r-ìàòðèöi, à ra,b0 (νk, νk) � ìàòðè÷íi åëåìåíòè ¨¨ ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè.

Öi iíòåãðàëè ¹ óçàãàëüíåíèìè êëàñè÷íèìè ãàìiëüòîíiàíàìè Ãîäåíà [83].

4.3.9. Óçàãàëüíåíi ãàìiëüòîíiàíè Ãîäåíà â çîâíiøíüîìó ìàãíi-

òíîìó ïîëi. Íàñòóïíèé ïðîñòèé ïðèêëàä áàãàòîòî÷êîâèõ ìàòðèöü Ëà-

êñà ¹ ìàòðèöi Ëàêñà óçàãàëüíåíèõ ñèñòåì Ãîäåíà â çîâíiøíüîìó ìàãíi-

òíîìó ïîëi. Ìàòðèöÿ Ëàêñà öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ñóìîþ îäíîòî÷êîâèõ ìàòðèöü

Ëàêñà L+,νk(u), ùî âiäïîâiäàþòü N ðåãóëÿðíèì òî÷êàì νk i åëåìåíòó çñó-

âó, ùî âiäïîâiäà¹ äåÿêié ñèíãóëÿðíié òî÷öi ν(i)
0 (÷è áiëüø çàãàëüíî ¨õ äî-

âiëüíié ñóìi). Äëÿ ïðîñòîòè ìè íå áóäåìî êîíêðåòèçóâàòè ÿâíó ôîðìó

åëåìåíòó çñóâó, ïîçíà÷àþ÷è éîãî ïðîñòî c(u) =
dimg∑
a=1

ca(u)Xa. Âiäïîâiäíà

ìàòðèöÿ Ëàêñà çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

LN,c(v) =
N∑
k=1

dimg∑
a,b=1

rab(νk, v)L(0),νk
a Xb +

dimg∑
a=1

ca(v)Xa, (4.3.38)

äå äóæêà Ïóàñîíà (4.3.4) ìà¹ ñòàíäàðòíèé âèãëÿä:

{L(0),νk
a , L

(0),νl
b } = δkl

dimg∑
c=1

Cc
a,bL

(0),νk
c , (4.3.39)

òîáòî ñïiâïàäà¹ ç äóæêîþ Ëi�Ïóàñîíà íà g⊕N . Âèêîðèñòàâøè ââåäåíi âè-

ùå ïîçíà÷åííÿ S(m)
a = L

(0),νm
a ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ÿâíèé âèãëÿä ãà-

ìiëüòîíiàíiâ äðóãîãî ïîðÿäêó HG,c
k ≡ I2,νk

−1 [87]:
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HG,c
k =

N∑
m=1,m6=k

dim g∑
a,b=1

ra,b(νm, νk)S
(m)
a S

(k)
b +

dim g∑
a,b=1

ra,b0 (νk, νk)S
(k)
a S

(k)
b +

+

dim g∑
a=1

S(k)
a ca(νk). (4.3.40)

Öi iíòåãðàëè ¹ óçàãàëüíåíèìè êëàñè÷íèìè ãàìiëüòîíiàíàìè Ãîäåíà â çîâ-

íiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi [87], ðîëü ÿêîãî ãðà¹ åëåìåíò çñóâó c(u).

4.3.10. Óçàãàëüíåíi ìîäåëi òèïó Äæåéíñà � Êàìiíãñà � Äiêå. Íà-

ñòóïíèé áiëüø ñêëàäíèé êëàñ ôiçè÷íî öiêàâèõ ìîäåëåé àñîöiéîâàíèõ ç

ìàòðèöÿìè Ëàêñà, ùî ìàþòü �ñèíãóëÿðíi� òà �ðåãóëÿðíi� ïîëþñè ¹ ìî-

äåëi òèïó Äæåéíñà � Êàìiíãñà � Äiêå. Âiäïîâiäíà ìàòðèöÿ Ëàêñà ¹ ñó-

ìîþ íàñòóïíèõ �åëåìåíòàðíèõ� ìàòðèöü Ëàêñà: N -ñïiíîâèõ ìàòðèöü Ëà-

êñà (4.3.6) àñîöiéîâàíèõ ç N ðåãóëÿðíèìè òî÷êàìè ν1,..., νN , áîçîííîþ

ìàòðèöåþ Ëàêñà (4.3.21) àñîöiéîâàíîþ çi ñïåöiàëüíîþ òî÷êîþ ν0 i åëå-

ìåíò çñóâó c(v) =
dimg∑
a=1

ca(v)Xa àñîöiéîâàíèé ç òîþ ñàìîþ ÷è áóäü-ÿêîþ

iíøîþ ñïåöiàëüíîþ òî÷êîþ r-ìàòðèöi:

LJCD(v) = LN(v) + LBose(v) + c(v).

Äåòàëüíiøå:

LJCD(v) =
N∑
k=1

dimg∑
a,b=1

rab(νk, u)S(k)
a Xb+

dimg
ν0
0∑

a=1

dimg∑
b=1

l(0)
a (b−β , b

+
α )rab(ν0, v)Xb+

+
∑

α∈(∆/∆K)+

dimg∑
b=1

√
α(K)(b+

α∂ur
αb(u, v)|u=ν0

+ b−α∂ur
−αb(u, v)|u=ν0

)Xb+

+

rankg∑
i=1

dimg∑
b=1

1

2
ki∂

2
ur

ib(u, v)|u=ν0
Xb +

dimg∑
a=1

ca(u)Xa, (4.3.41)

äå ν0 � ñïåöiàëüíà áîçîííà òî÷êà êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi. Ìîæíà âèïèñàòè

ÿâío íàñòóïíi êâàäðàòè÷íi ãàìiëüòîíiàíè:

HJCD
l ≡ I2,νl

−1 =
1

2
resu=νltrL

2(v)
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ÿêi ¹ òî÷íèìè àíàëîãàìè óçàãàëüíåíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà äëÿ âèïàäêó

ìîäåëåé ÄÊÄ. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äà¹:

HJCD
l = HG,c

l +

dimg∑
b=1

(

dimg
ν0
0∑

a=1

l(0)
a (b−β , b

+
α )rab(ν0, νl)+

∑
α∈(∆/∆K)+

b+
α

√
α(K)∂ur

αb(u, νl)|u=ν0
)S

(l)
b

+

dimg∑
b=1

(
∑

α∈(∆/∆K)+

b−α
√
α(K)∂ur

−αb(u, νl)|u=ν0
+

rankg∑
i=1

1

2
ki∂

2
ur

ib(u, νl)|u=ν0
)S

(l)
b ,

(4.3.42)

äå HG,c
l � öå óçàãàëüíåíèé ãàìiëüòîíiàí Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó

ïîëi (4.3.40). Âiäçíà÷èìî, ùî êðiì ãàìiëüòîíiàíiâHJCD
l iñíóþòü òàêîæ ãà-

ìiëüòîíiàíè H0
m ≡ I2,ν0

m = 1
2resu=ν0

(u−ν0)
−(m+1)trL2(v), àëå äëÿ òîãî, ùîá

çàïèñàòè ¨õ ÿâíó ôîðìó, íåîáõiäíî êîíêðåòèçóâàòè êëàñè÷íó r-ìàòðèöþ

r(u, v) i ¨ ¨ àíàëiòè÷íó ïîâåäiíêó â îêîëi òî÷êè u = ν0.

Ïðèêëàä 4.9. Ðîçãëÿíåìî Z2-ãðàäóéîâàíó r-ìàòðèöþ (2.5.43). Öÿ r-

ìàòðèöÿ ìà¹ äâi ñïåöiàëüíi òî÷êè u = 0 i u = ∞. Ðîçãëÿíåìî äðóãó ç

íèõ. Áàçóþ÷èñü íà òåîðåìi 4.4, ìîæíà àñîöiþâàòè ç r-ìàòðèöåþ (2.5.43) i

ñïåöiàëüíîþ òî÷êîþ u =∞ íàñòóïíó áîçîííó ìàòðèöþ Ëàêñà:

LBose(u) = u(
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K)(b+

αX−α+
√
α(K)b−αXα)+u2

rankg∑
i=1

kiHi,

(4.3.43)

N -ñïiíîâà ìàòðèöÿ Ëàêñà, ùî âiäïîâiäàþ¹ Z2-ãðàäóéîâàíié r-ìàòðèöi, çà-

ïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

LSpin(u) =
N∑
k=1

u2

(ν2
k − u2)

(rankg∑
i=1

S
(k)
i Hi+

∑
α∈(∆K)+

S(k)
α X−α+

∑
α∈(∆K)+

S
(k)
−αXα

)
+

N∑
k=1

uνk
(ν2
k − u2)

( ∑
α∈(∆/∆K)+

S(k)
α X−α +

∑
α∈(∆/∆K)+

S
(k)
−αXα

)
. (4.3.44)
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Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ïîâíó ìàòðèöþ Ëàêñà òèïó ÄÊÄ, íåîáõiäíî îïè-

ñàòè åëåìåíòè çñóâó, ùî ãðàþòü â ÄÊÄ-ìîäåëÿõ ðîëü ïàðàìåòðiâ äåòþ-

íiíãó. Ìîæëèâî ïîêàçàòè [107], ùî çàâæäè iñíó¹ åëåìåíò çñóâó íàñòóïíî¨

ôîðìè: c(u) =
rankg∑
i=1

ciHi, äå
rankg∑
i=1

ciα(Hi) = 0, ∀α ∈ ∆K , òîáòî c(u) ∈ z(gK0 ).

Îáðàõó¹ìî ÿâío ÄÊÄ òèïó iíòåãðàëè HJCD
l . Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äà¹:

HJCD
l = νl

∑
α∈(∆/∆K)+

√
α(K)(b+

αS
(l)
−α + b−αS

(l)
−α) + ν2

l

rankg∑
i=1

kiS
(l)
i +HG,c

l .

(4.3.45)

äå HG,c
l � öå Z2-ãðàäóéîâàíi ãàìiëüòîíiàíè òèïó Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó

ìàãíiòíîìó ïîëi, ùî çàïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

HG,c
l =

N∑
k=1

( ν2
l

(ν2
k − ν2

l )

(rankg∑
i=1

S
(k)
i S

(l)
i +

∑
α∈(∆K)+

S(k)
α S

(l)
−α+

∑
α∈(∆K)+

S
(k)
−αS

(l)
α

)
+

+
νkνl

(ν2
k − ν2

l )

∑
α∈(∆/∆K)+

(
S(k)
α S

(l)
−α+S

(k)
−αS

(l)
α

))
−1

2

dimgK0∑
a,b=1

gabS(l)
a S

(l)
b +

rankg∑
i=1

ciS
(l)
i ,

(4.3.46)

i gab êîìïîíåíòè iíâàðiàíòíî¨ ìåòðèêè (ôîðìè Êiëëiíãà�Êàðòàíà).

Ñïåöèôiêó¹ìî ðîçãëÿäóâàíi Z2-ãðàäóéîâàíi ìîäåëi â ôiçè÷íî íàé-

áiëüø âàæëèâîìó ïðèêëàäi g = gl(n) i âèïàäêó íàéáiëüø âèðîäæåíî-

ãî åëåìåíòó K, ùî ìà¹ ôîðìó K = diag(k1, k1, ...., k1, kn). Âiäïîâiäíà

ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà gl(n)K0 öå gl(n)K0 = gl(n − 1) ⊕ gl(1). Íiëüïî-

òåíòíi ïiäàëãåáðè gl(n)K±1 ìàþòü ôîðìó gl(n)K−1 = SpanC{X1n..., Xn−1n},
gl(n)K1 = SpanC{Xn1, ..., Xnn−1}. Ïiäàëãåáðà Ãåéçåíáåðãà íàòÿãíóòà íà

åëåìåíòè b+
ni, b

−
nj, i, j ∈ 1, n− 1:

{b+
ni, b

−
nj} = δij, {b+

ni, b
+
nj} = {b−ni, b−nj} = 0.

Áîçîííà ìàòðèöÿ Ëàêñà çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
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LBose(u) = u2(k1

n−1∑
i=1

Xii+knXnn)+u
√

(k1 − kn)
n−1∑
i=1

(b+
niXin+b−niXni).

N -ñïiíîâà ìàòðèöÿ Ëàêñà ìà¹ âèãëÿä:

LSpin(u) =
N∑
k=1

u2

(ν2
k − u2)

( n−1∑
i,j=1

S
(k)
ij Xji + S(k)

nnXnn

)
+

+
N∑
k=1

uνk
(ν2
k − u2)

n−1∑
i=1

(
S

(k)
in Xni + S

(k)
ni Xin

)
. (4.3.47)

à óçàãàëüíåíèé åëåìåíò çñóâó, ùî ãðà¹ ðîëü äåòþíiíãó ¹ íàñòóïíèì:

c(u) = c1

n−1∑
i=1

Xii + cnXnn.

Iíòåãðàëè HJCD
l ìîäåëi ÄÊÄ çàïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

HJCD
l =

n∑
i=1

(kiν
2
l + ci)S

(l)
i + νl

∑
α∈(∆/∆K)+

√
α(K)(b+

αS
l
−α + b−αS

(l)
α )−

− 1

2

N∑
k=1

dimgK0∑
a,b=1

gabS(k)
a S

(l)
b . (4.3.48)

4.3.11. Óçàãàëüíåíi êëàñè÷íi ìîäåëi Áîçå�Õàááàðäà. Iíøèé ôi-

çè÷íî öiêàâèé êëàñ iíòåãîâíèõ ìîäåëåé àñîöiéîâàíèõ ç áàãàòîòî÷êîâèìè

ìàòðèöÿìè Ëàêñà ¹ óçàãàëüíåíi ìîäåëi äèìåðiâ Áîçå�Õàááàðäà [109].

Îòðèìàâøè îäíîáîçîííi ìàòðèöi Ëàêñà (÷è òî÷íiøå ìàòðèöi Ëàêñà,

ùî ìiñòÿòü îäèí òèï áîçîíiâ) ìîæíà ïåðåéòè äî ðîçãëÿäó �áàãàòîáîçîí-

íèõ� ìàòðèöü Ëàêñà, ÷è òî÷íiøå ìàòðèöü Ëàêñà, ùî ìiñòÿòü áàãàòî òèïiâ

áîçîíiâ. Äëÿ öüîãî âiäçíà÷èìî, ùî iñíóþòü âèïàäêè, êîëè ðîçãëÿäóâàíà

r-ìàòðèöÿ ìà¹ äâi ÷è áiëüøå ñïåöiàëüíèõ òî÷îê ν(1)
0 , ν

(2)
0 , ..., ν

(S)
0 , ùî çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâàì Tåîðåìè 4.4. Â öüîìó âèïàäêó ìîæíà ðîçãëÿíóòè

ñóìó âiäïîâiäíèõ �îäíîáîçîííèõ� ìàòðèöü Ëàêñà:

LB(u) =
S∑
i=1

Lν
(i)
0 (u), (4.3.49)
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äå

Lν
(i)
0 (v) =

dimg∑
b=1

(

dimg
ν
(i)
0

0∑
a=1

l(0)
a (b−β,i, b

+
α,i)r

ab(ν
(i)
0 , v)+

∑
α∈(∆/∆Ki

)+

b+
α,i

√
α(Ki)∂ur

αb(u, v)|
u=ν

(i)
0

)Xb

+

dimg∑
b=1

(
∑

α∈(∆/∆Ki
)+

b−α,i
√
α(Ki)∂ur

−αb(u, v)|
u=ν

(i)
0

+

rankg∑
j=1

1

2
kj,i∂

2
ur

jb(u, v)|
u=ν

(i)
0

)Xb,

(4.3.50)

i êîîðäèíàòíi ôóíêöi¨ b−β,j, b
+
α,i ìàþòü êàíîíi÷íi äóæêè Ïóàñîíà:

{b+
α,i, b

−
β,j} = δijδα,β, {b+

α,i, b
+
β,j} = {b−α,i, b−β,j} = 0, (4.3.51)

α ∈ (∆/∆Ki
)+, β ∈ (∆/∆Kj

)+.

Òóò ôîðìà ìàòðèöi Ëàêñà Lν
(i)
0 (v), åëåìåíòiâ Êàðòàíîâñüêî¨ ïiäàëãå-

áðè Ki =
rankg∑
j=1

kj,iHj, ïiäàëãåáð gKi
0 , ïiäñèñòåì êîðåíiâ ∆Ki

i äîäàòêîâèõ

ïiäñèñòåì (∆/∆Ki
)±, à òàêîæ ñàìå âèçíà÷åííÿ ïîçèòèâíèõ i íåãàòèâíèõ

êîðåíiâ i ò.ä. ìîæå çàëåæàòè âiä ñïåöiàëüíî¨ òî÷êè ν(i)
0 .

Çàóâàæåííÿ 48. Ìîæíà ðîçãëÿíóòè áiëüø çàãàëüíó ìàòðèöþ Ëàêñà áà-

ãàòîáîçîííî¨ ìîäåëi äîäàâøè äî ìàòðèöi Ëàêñà (4.3.50) äîâiëüíèé åëåìåíò

çñóâó c(u). Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ, ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê áåç çñóâó.

Ðîçêëàäàþ÷è ãåíåðóþ÷è ôóíêöi¨ trLk(u) çà ñòåïåíÿìè ñïåêòðàëüíîãî

ïàðàìåòðà u îòðèìó¹òüñÿ íàáið Ïóàñîí - êîìóòóþ÷èõ ôóíêöié, ÿêi ñïiâïà-

äàþòü ç iíòåãðàëàìè ðóõó ðîçãëÿäóâàíèõ áàãàòî-áîçîííèõ ñèñòåì. Ñåðåä

êîìóòóþ÷èõ iíòåãðàëiâ â öüîìó íàáîði ¹ íàñòóïíi ãàìiëüòîíiàíè:

H
(−k)

ν
(i)
0

= I
2,ν

(i)
0

k =
1

2
res

u=ν
(i)
0

(u− ν(i)
0 )−k−1trL2(u).

Íà æàëü, íåìîæëèâî çàïèñàòè ¨õ ÿâíó ôîðìó â çàãàëüíîìó âèïàäêó, òîá-

òî áåç ñïåöèôiêàöi¨ êîíêðåòíî¨ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi r(u, v) i ¨¨ àíàëiòè÷íî¨

ïîâåäiíêè â îêîëi òî÷êè u = ν0. Íèæ÷å ìè ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíi ïðèêëà-

äè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü i âiäïîâiäíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ H(−k)

ν
(i)
0

.
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Ïðèêëàä 4.10. Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó Ëi g = gl(n) i àíiçîòðîïíó êëàñè÷íó

r-ìàòðèöþ (2.3.25). ßê áóëî âiäçíà÷åíî, r-ìàòðèöÿ (2.3.25) ìà¹ n ñïåöi-

àëüíèõ òî÷îê u = ν
(k)
0 = −a−1

k , k ∈ 1, n. Âiäïîâiäíà îäíîòî÷êîâà áîçîííà

ìàòðèöÿ Ëàêñà çêîíñòðóéîâàíà â ïðèêëàäi (4.8). Âîíà ìà¹ ôîðìó:

Lak(v) = −
( 1

(1 + akv)

n∑
i,j=1,i6=k,j 6=k

√
(ak − ai)(ak − aj)
(1 + aiv)(1 + ajv)

b−kib
+
kjXji+

+
n∑

j=1,j 6=k

√
kk,k − kj,k√
(1 + akv)3

√
(ak − aj)
(1 + ajv)

(b+
kjXjk + b−kjXkj)+

+
1

(1 + akv)2
(

n∑
i=1,i 6=k

ki,kXii + kk,kXkk)
)
,

äå ki,k = kj,k, ∀i, j 6= k. Íàäàëi ìè ïîêëàäåìî äëÿ ñïðîùåííÿ ki,j = k2
i δij.

Çàãàëüíà êëàñè÷íà áàãàòîáîçîííà ìàòðèöÿ Ëàêñà àñîöiéîâàíà ç àíiçî-

òðîïíîþ r-ìàòðèöåþ çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

LB(v) =
n∑
k=1

Lak(v).

Âiäïîâiäíi äóæêè Ëi�Ïóàñîíà ¹ êàíîíi÷íèìè:

{b+
ki, b

−
mj} = δijδkm, {b+

ki, b
+
mj} = {b−ki, b

−
mj} = 0. (4.3.52)

Êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié tr(LB(v))m ¹ Ïóàñîí - êî-

ìóòóþ÷èìè i âèçíà÷àþòü ãàìiëüòîíiàí iíòåãðîâíî¨ ñèñòåìè êëàñè÷íèõ

âçà¹ìîäiþ÷èõ áîçîíiâ. Ñåðåä íèõ ¹, çîêðåìà, íàñòóïíi ãàìiëüòîíiàíè:

I2,ak
m =

1

2
resv=−a−1

k
(1 + akv)−m−1(LB(v))2.

Öiêàâèìè ¹ ãàìiëüòîíiàíè H(2)
ai ≡ I2,ai

−2 , i ∈ 1, n. Âîíè ìàþòü ôîðìó:

1

a2
i

H(2)
ai

=
1

2

(
(

n∑
l=1,l 6=i

b−il b
+
il )

2 + (
n∑

l=1,l 6=i

b−lib
+
li )

2
)

+

+
n∑

k,l=1,l 6=k,l,k 6=i

ki
√

(ak − al)√
(ai − ak)(ai − al)

(b+
ikb

+
lib
−
lk + b−ikb

−
lib

+
lk)+
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+
n∑

l=1,l 6=i

√
−1kikl
ai − al

(b+
il b

+
li + b−il b

−
li ) +

n∑
l=1,l 6=i

k2
i

ai

al
ai − al

(b−lib
+
li − b

−
il b

+
il ).

(4.3.53)

Öi ãàìiëüòîíiàíè ìàþòü íàñòóïíó iíòåðïðèòàöiþ: ïåðøèé äîäàíîê â íèõ ¹

âåêòîðíèì àíàëîãîì íåëiíiéíîñòi Êåððà. Äðóãèé äîäàíîê � öå òðèáîçîííà

âçà¹ìîäiÿ: íîâèé ôåíîìåí âiäñóòíié â ñòàíäàðòíîìó n = 2 äèìåði Áîçå �

Õàááàðäà. Òðåòié äîäàíîê ¹ âåêòîðíèì àíàëîãîì äîäàíêó �ïåðåñêîêó� â

äèìåði Áîçå � Õàááàðäà. Âiäçíà÷èìî, ùî �ïåðåñêîê� ìà¹ ìiñöå ëèøå ìiæ

ïàðàìè áîçîíiâ ïðîíóìåðîâàíèõ iíäåêñàìè i, j òa j, i âiäïîâiäíî. ×åòðâåð-

òèé äîäàíîê � öå êiíåòè÷íèé ÷ëåí. Äëÿ òîãî, ùîá ïîáà÷èòè ùî ãàìiëü-

òîíiàí (4.3.53) äiéñíî âiäïîâiäà¹ óçàãàëüíåííþ ìîäåëi Áîçå � Õàááàðäà,

íåîáõiäíî çðîáèòè êàíîíi÷íó çàìiíó çìiííèõ b+
ij =

√
−1a−ji,b

−
kl =

√
−1a+

lk

ÿêùî i > j, k > l. Â âèïàäêó n = 2 ïiñëÿ öi¹¨ êàíîíi÷íî¨ çàìiíè ãàìiëüòî-

íiàí H(2)
ai ñïiâïàäå ç ãàìiëüòîíiàíîì äèìåðà Áîçå�Õàááaðäà [32], [52].

4.3.12. Ïîâíà ìàòðèöÿ Ëàêñà ñèñòåì òèïó Òîäè. Ðîçãëÿíåìî iíøèé

âàæëèâèé ïðèêëàä áàãàòî-òî÷êîâèõ, à ñàìå äâîòî÷êîâèõ ìàòðèöü Ëàêñà.

ßê âæå áóëî çàóâàæåíî, ìàòðèöi Ëàêñà ñèñòåì òèïó Òîäè ñêëàäàþòüñÿ ç

p-q�÷àñòèíè i åëåìåíòó çñóâó. Îáèäâi ÷àñòèíè âiäïîâiäàþòü ñïåöiàëüíèì

òî÷êàì êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü. Íàãàäà¹ìî ùî p-q-÷àñòèíà ìàòðèöü Ëàêñà

áóëà çêîíñòðóéîâàíà â ïiäðîçäiëi 4.3.5 Âîíà âiäïîâäà¹ ñïåöiàëüíié òî÷öi

r-ìàòðèöi (íàäàëi ìè ¨¨ áóäåìî ïîçíà÷àòè ν(1)
0 ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

òâåðæäåíÿÿ 4.3 i ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

L+,2,ν
(1)
0 (v) =

rankg∑
i=1

piY
(0),ν

(1)
0 ,i(v) +

∑
α∈P∪−θ

eα(q)Y (1),ν
(1)
0 ,α(v). (4.3.54)

Åëåìåíò çñóâó âäïîâiäà¹ iíøié ñïåöiàëüíié òî÷öi êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi. Ïî-

çíà÷åìî ¨¨ ν(2)
0 . Íàäàëi ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî öÿ òî÷êà ¹ òàêîþ, ùî
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çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Íàñëiäêiâ 4.1-4.2, òîáòî:

cν
(2)
0 (v) ≡ L+,0,ν

(2)
0 (v) =

dimg
ν
(2)
0

0∑
a=1

dimg∑
b=1

car
ab(ν

(2)
0 , v)Xb

àáî

cν
(2)
0 (v) ≡ L+,1,ν

(2)
0 (v) =

dimg
ν
(2)
0

1∑
a=1

dimg∑
b=1

ca(∂ur
ab(u, v))|

u=ν
(2)
0
Xb.

Îòæå ìè ìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ìàòðèöi Ëàêñà ñèñòåìè òèïó Òîäè:

LT (u) = L+,2,ν
(1)
0 (u) + cν

(2)
0 (u)

Iíòåãðîâíèé ãàìiëüòîíiàí öi¹¨ ñèñòåìè êîíñòðóþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

H
(0)
0 = I

2,ν1
0

0 =
1

2
res

u=ν
(1)
0

(u− ν(1)
0 )−1(LT (u))2. (4.3.55)

Éîãî ÿâíà ôîðìà ìîæå áóòè íàïèñàíà ëèøå ïiñëÿ ñïåöèôiêàöi¨ êëàñè÷íî¨

r-ìàòðèöi i ñïåöiàëüíî¨ òî÷êè ν(1)
0 . Íèæ÷å ìè ðîçãëÿíåìî äâà ïðèêëàäè

ìàòðèöü Ëàêñà ñèñòåì òèïó Òîäè i ïîðàõó¹ìî âiäïîâiäíi ãàìiëüòîíiàíè.

Ïðèêëàä 4.11. Ðîçãëÿíåìî �çêðó÷åíó� ðàöiîíàëüíó r-ìàòðèöþ (2.5.43),

ùî âiäïîâiäà¹ êîêñòåðiâñüêîìó àâòîìîðôiçìó àëãåáðè g. Ôiêñó¹ìî îñîáëè-

âó òî÷êó öi¹¨ r-ìàòðèöi, à ñàìå u = ν
(1)
0 = 0 i âiäïîâiäíó ¨é ìàòðèöþ Ëàêñà

(4.3.17) ç ïðèêëàäó 4.4:

L+,2,0(v) =

rankg∑
i=1

piHi + v−1(
∑

α∈P∪−θ

eα(q)X−α).

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ äðóãó îñîáëèâó òî÷êó öi¹¨ r-ìàòðèöi, à ñàìå u = ν
(2)
0 =

∞ i âiäïîâiäíó ¨é ìàòðèöþ Ëàêñà (4.3.17) � åëåìåíò çñóâó ç ïðèêëàäó 4.2:

c∞(v) ≡ L+,1,∞(v) = v
∑

α∈P∪−θ

cαXα,

äå êîíñòàíòè cα � äîâiëüíi. Ìàòðèöÿ Ëàêñà ëàíöþæêà Òîäè ìà¹ ôîðìó:

LT (v) =

rankg∑
i=1

piHi + v−1(
∑

α∈P∪−θ

eα(q)X−α) + v
∑

α∈P∪−θ

cαXα.
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Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äà¹ íàñòóïíó âiäïîâiäü äëÿ ãàìiëüòîíiàíà (4.3.55):

H
(0)
0 =

1

2

rankg∑
i=1

p2
i +

∑
α∈P∪−θ

cαe
α(q). (4.3.56)

Ãàìiëüòîíiàí (4.3.56) ñïiâïàäà¹ çi ñòàíäàðòíèì ãàìiëüòîíiàíîì çàìêíóòî-

ãî ëàíöþæêà Òîäè àñîöiéîâàíîãî ç ïðîñòîþ àëãåáðîþ Ëi g. ßêùî c−θ = 0,

òî ãàìiëüòîíiàí (4.3.56) îïèñó¹ âiäêðèòèé ëàíöþæîê Òîäè.

Ïðèêëàä 4.12. Ðîçãëÿíåìî çêðó÷åíó äåôîðìîâàíó r-ìàòðèöþ (2.5.44),

ùî âiäïîâiäà¹ êîêñòåðiâñüêîìó àâòîìîðôiçìó àëãåáðè g. Ôiêñó¹ìî ñïå-

öiàëüíó òî÷êó öi¹¨ r-ìàòðèöi, à ñàìå, òî÷êó u = ν
(1)
0 = 0 i âiäïîâiäíó

ìàòðèöþ Ëàêñà (4.3.18) ç ïðèêëàäó 4.5:

L(v) =

rankg∑
i=1

pi(Φ
−1(v))∗(Hi)+

+
∑

α∈P∪−θ

eα(q)
(
v−1(Φ−1(v))∗(X−α) + (Φ−1(v))∗(Φ∗1(X−α))

)
.

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ äðóãó ñïåöiàëüíó òî÷êó öi¹¨ r-ìàòðèöi, à ñàìå, òî÷êó

u = ν
(2)
0 =∞ i âiäïîâiäíèé åëåìåíò çñóâó ç ïðèêëàäó 4.3:

c(v) = L+,0,∞(v) = v
∑

α∈P∪−θ

rankg∑
i=1

(Φ′1)
i
−αci(Φ

−1(v))∗(Xα),

äå êîíñòàíòè ci ¹ äîâiëüíèìè. Ïîâíà ìàòðèöÿ Ëàêñà äåôîðìîâàíîãî ëàí-

öþæêà Òîäè ìà¹ ôîðìó:

LdT (v) =

rankg∑
i=1

(pi +
∑

α∈P∪−θ

eα(q)(Φ∗1)
i
−α)(Φ−1(v))∗(Hi)+

+v−1
∑

α∈P∪−θ

eα(q)(Φ−1(v))∗(X−α)+v
∑

α∈P∪−θ

rankg∑
i=1

(Φ′1)
i
−αci(Φ

−1(v))∗(Xα).

(4.3.57)

Âðàõîâó÷è, ùî

Φ−1(v) = 1− (Φ1v+Φ2v
2 + ...)+(Φ1v+Φ2v

2 + ...)2− (Φ1v+Φ2v
2 + ...)3 + ...
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ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíó âiäïîâiäü äëÿ ãàìiëüòîíiàíà (4.3.55)

H
(0)
0 =

1

2

rankg∑
i=1

p2
i −

rankg∑
i=1

∑
α∈P∪−θ

pie
α(q)(Φ∗1)

α
i −

−
∑

α,β∈P∪−θ

eα(q)+β(q)(Φ∗2)
β
−α +

∑
α∈P∪−θ

eα(q)cα. (4.3.58)

Ãàìiëüòîíiàí (4.3.58) ¹ ìàãíiòíîþ äåôîðìàöi¹þ çâè÷àéíîãî ãàìiëüòî-

íiàíó òèïó Òîäè, äå ïàðàìåòðè äåôîðìàöi¨ ¹ ìàòðè÷íi åëåìåíòè òåíçîðiâ

Φ∗1, Φ∗2. Ùîá áà÷èòè öå äîñèòü ïåðåïèñàòè ãàìiëüòîíiàí (4.3.59) y ôîðìi:

H0
0 =

1

2

rankg∑
i=1

(pi −
∑

α∈P∪−θ

eα(q)(Φ∗1)
α
i )2 − 1

2

rankg∑
i=1

(
∑

α∈P∪−θ

eα(q)(Φ∗1)
α
i )2−

−
∑

α,β∈P∪−θ

eα(q)+β(q)(Φ∗2)
β
−α +

∑
α∈P∪−θ

eα(q)cα. (4.3.59)

Ïðèêëàä 4.13. Äåòàëiçó¹ìî öåé ïðèêëàä ó âèïàäêó àëãåáðè Ëi g = gl(n)

i âiäîáðàæåííÿ Φ(u), ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

Φ(u)(X) = (1 + Au)
1
2X(1 + Au)

1
2 (4.3.60)

Â öüîìó âèïàäêó ëåãêî ïîêàçàòè ùî Φ′1(X) = A
1
2XA

1
2 à òàêîæ

Φ1(X) = Φ∗1(X) =
1

2
(AX+XA), Φ2(X) = Φ∗2(X) =

1

4
(AXA−1

2
(A2X+XA2)).

Áiëüøå òîãî ìè ìà¹ìî ùî Φ∗(u)(X) = Φ(u)(X), à îòæå:

(Φ∗(u))−1(X) = (1 + Au)−
1
2X(1 + Au)−

1
2

ïîòðiáíà ìàòðèöÿ A � òàêà ùî σ · Φ(u) = Φ(u) · σ � ìà¹ ôîðìó [79]:

A =
n−1∑
i=1

aiXii+1 + anXn1,

äå ïàðàìåòðè ai äîâiëüíi i Xij, i, j ∈ 1, n � ñòàíäàðòíèé áàçèñ àëãåáðè

gl(n). Áàçèñ êàðòàíiâñüêî¨ ïiäàëãåáðè â öüîìó âèïàäêó ñïiâïàäà¹ ç åëå-

ìåíòàìè Hi = Xii, i ∈ 1, n, åëåìåíòè Xα, X−α α ∈ P � öå Xii+1 i Xi+1i,
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åëåìåíòè Xθ i X−θ � öå X1n i Xn1 âiäïîâiäíî. Ìàòðèöÿ q çàïèñó¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì: q =
n∑
i=1

qiXii. Îòæå ìàòðèöÿ Ëàêñà (4.3.57) ìà¹ âèãëÿä:

LdT (v) =
n∑
i=1

(pi+
1

2
(aie

qi−qi+1 +ai−1e
qi−1−qi))(1+Au)−

1
2Xii(1+Au)−

1
2 +

+ v−1
n∑
i=1

eqi−qi+1(1 + Au)−
1
2Xi+1i(1 + Au)−

1
2 +

+ v
n∑
i=1

ci(1 + Au)−
1
2Xii+1(1 + Au)−

1
2 ,

äå ìà¹òüñÿ íà óâàçi öèêëi÷íiñòü iíäåêñiâ qn+1 ≡ q1, Xnn+1 ≡ Xn1, q−1 ≡ qn.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíó ôîðìóëó (4.3.59) i ÿâíi ôîðìè äëÿ âiäîáðà-

æåíü Φ∗1, Φ∗2 ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè ëåãêî îòðèìàòè íàñòóïíó ôîðìó äå-

ôîðìîâàíîãî ãàìiëüòîíiàíó Òîäè ó öüîìó âèïàäêó:

H
(0)
0 =

1

2

n∑
i=1

(
pi−

1

2
(aie

qi−qi+1+ai−1e
qi−1−qi)

)2−1

2

n∑
i=1

a2
i e

2(qi−qi+1)+
n∑
i=1

cie
qi−qi+1.

(4.3.61)

Iíòåãðîâíèé ãàìiëüòîíiàí (4.3.61) áóâ âïåðøå îòðèìàíèé â [79]. Ïðèêëàäè

iíøèõ êëàñè÷íèõ ìàòðè÷íèõ àëãåáð Ëi òàêîæ ðîçãëÿíóòî ó [79].

4.4. Âèñíîâêè

Â äàííîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíi ìàòðèöi Ëàêñà i iíòåãðàëè ðóõó êëàñè÷íî �

iíòåãðîâíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ïîâ'ÿçàíèõ ç êëàñè÷íèì r-ìàòðèöÿìè.

Çîêðåìà, ïîáóäîâàíi ìàòðèöi Ëàêñà óçàãàëüíåíèõ ìîäåëåé Ãîäåíà, ìîäå-

ëåé òèïó Äæåéíñà � Êàììiíãñà � Äiêå, áàãàòîáîçîííèõ ìîäåëåé, ìîäåëåé

Òîäè òà ¨õ äåôîðìàöié. Îðèãiíàëüíà ÷àñòèíà äàííîãî ðîçäiëó áàçó¹òüñÿ

íà ïóáëiêàöiÿõ [79, 83, 87, 90, 91, 95, 98, 105, 107, 108, 109, 114].
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Ðîçäië 5

Ñîëiòîííi ðiâíÿííÿ: çàãàëüíà ñõåìà.

5.1. Âñòóï

Ïiäõiä äî êîíñòðóþâàííÿ ñîëiòîííèõ ðiâíÿíü ó äâîõ âèìiðàõ, ùî ðîçâè-

âà¹òüñÿ â äàííîìó ðîçäiëi, âèíèê íåçàëåæíî òà ó äåùî ðiçíèõ ôîðìàõ

ó ñåðiÿõ ðîáiò äâîõ ãðóï àâòîðiâ: Ï.I.Ãîëîäà [6, 42] òà Ôëÿøêè, Íþåëà

i Ðàò'þ [36, 54]. Ó ðîáîòàõ [36, 54] öåé ïiäõiä çàñòîñîâóâàñÿ äî àëãåáðè

ïåòåëü, à ó ðîáîòàõ Ãîëîäà äî àëãåáðè ïåòåëü òà åëiïòè÷íèõ àëãåáð ùî

âèíèêàþòü ó êîíòåêñòi ðiâíÿííÿ Ëàíäàó � Ëiôøèöÿ. Â äàííié ãëàâi ìè

ðîçâèâà¹ìî öåé ïiäõiä, ïîøèðþþ÷è éîãî íà äîâiëüíi r-ìàòðè÷íi àëãåáðè

çêîíñòðóéîâàíi â ãëàâi 3. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè îïèñó¹ìî çàãàëüíó ñõåìó ïîáó-

äîâè U − V �ïàð ñîëiòîííèõ i¹ðàðõié ñòàðòóþ÷è ç êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi çi

ñïåêòðàëüíèì ïàðàìåòðàìè [105, 106, 115]. ßê i ó âèïàäêó ñêií÷åííîâè-

ìiðíèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì, ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèìóòüñÿ iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨

ïîáóäîâàíi ïî ðåãóëÿðíèì i ñèíãóëÿðíèìè òî÷êàìè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü.

Âàæëèâó ðîëü ó öié êîíñòðóêöi¨ âiäiãðàâàòèìóòü òàêîæ åëåìåíòè çñóâó.

Ïîáóäîâàíi iíòåãðîâíi ðiâíÿííÿ ðîçïàäàþòüñÿ íà äâà ïiäêëàñè: òàê

çâàíi �åâîëþöiéíi� ðiâíÿííÿ ùî óòâîðþþòü �ìàëi� i¹ðàðõi¨ i �íååâîëþöiéíi�

ðiâíÿííÿ � òàê çâàíi �íåãàòèâíi� ïîòîêè, ùî ðàçîì ç åâîëþöiéíèìè ðiâ-

íÿííÿìè óòâîðþþòü �âåëèêi� i¹ðàðõi¨. Äëÿ êîæíî¨ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi

çi ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè iñíó¹ ñòàíäàðòíà ìàëà òà âåëèêà i¹ðàð-

õi¨ ùî ñïiâïàäàþòü ç óçàãàëüíåíèìè i¹ðàðõiÿìè ìàãíåòèêà Ãàéçåíáåðãà òà

êiðàëüíîãî ïîëÿ [105, 106]. Êëàñè÷íi r-ìàòðèöi ùî ìàþòü îñîáëèâi òî÷êè

ïîðîäæóþòü òàêîæ äîäàòêîâi âåëèêi i ìàëi i¹ðàðõi¨ ç íèìè ïîâ'ÿçàíi [115].
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Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî êîíêðåòíi ïðèêëàäè iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü ìà-

ëèõ òà âåëèêèõ i¹ðàðõié ïîâ'ÿçàíèõ ç ðiçíèìè êëàñè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè.

Ñåðåä íèõ àíiçîòðîïíå ðiâíÿííÿ ÍØ ç ïîõiäíîþ, âåêòîðíå óçàãàëüíåííÿ

ðiâíÿíü Ëàíäàó � Ëiôøèöÿ, à òàêîæ íàñòóïíi âåëèêi i¹ðàðõi¨: �ïîäâî¹-

íà� âåêòîðíà i¹ðàðõiÿ Ëàíäàó � Ëiôøèöÿ, àíiçoòðîïíà i¹ðàðõiÿ ç äâîìà

çñóâàìè, ìîäèôiêîâàíà i¹ðàðõiÿ Òîäè.

Çàóâàæèìî ùî äëÿ çàñòîñóâàíü âàæëèâèìè áóäóòü îäíîïîëþñíi ÷è

äâîïîëþñíi ïiäàëãåáðè çàãàëüíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ r-ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè Ëi i

âiäïîâiäíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ. Íå äèâëÿ÷èñü íà öå, ç ìiðêóâàíü

çàãàëüíîñòi, ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàãàëüíó áàãàòîòî÷êîâó ñèòóàöiþ.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó áàçóþòüñÿ íà ðîáîòàõ [71, 73, 74, 76, 77, 80, 81, 82,

89, 105, 106, 115].

5.2. Ìàòðèöi Ëàêñà i òåíçîðíi äóæêè

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè äåòàëüíî îïèøåìî äóàëüíèé ïðîñòið äî çàãàëüíî¨

áàãàòîòî÷êîâî¨ àëãåáðè Ëi g̃−,N,Mr =
N∑
k=1

g̃−,νkr +
M∑
i=1

g̃
−,ν(i)

0
r i çàãàëüíó ìàòðè-

öþ Ëàêñà, ÿê åëåìåíò öüîãî ïðîñòîðó. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè ðîçãëÿíåìî ëiíiéíi

òåíçîðíi äóæêè Ïóàñîíà íàñòóïíî¨ ôîðìè:

{L−,(νI)1 (u), L
−,(νJ)
2 (v)} = [r12(u, v), L

−,(νI)
1 (u)]−[r21(v, u), L

−,(νJ)
2 (v)], (5.2.1)

äå L−,(νI)1 (u) = L−,(νI)(u)⊗1, L−,(νJ)
2 (v) = 1⊗L−,(νJ)(v) i L−,(νI)(u), L−,(νI)(v)

ìàòðèöi Ëàêñà, ùî âiäïîâiäàþòü òî÷êàì νI , νJ , ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi

P ≡ {ν(i)
0 , νk; k ∈ 1, N, i ∈ 1,M}. ßâíà ôîðìà ìàòðèöü L−,(νI), L−,(νJ) áóäå

ñïåöèôiêîâàíà íèæ÷å.

Äóæêè (5.2.1) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíi. Äiéñíî, êîñîñèìåòðè÷íiñòü äóæîê

(5.2.1) ¹ î÷åâèäíîþ. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî òîòîæíiñòü ßêîái äëÿ äóæîê

(5.2.1) ¹ íàñëiäêîì óçàãàëüíåíîãî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòå-

ðà. Ïîêàæåìî, ùî öi äóæêè ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi äóæîê Ëi �

Ïóàñîíà íà äóàëüíîìó ïðîñòîði äî àëãåáðè Ëi g̃−,N,Mr .
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Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [115]:

Òâåðäæåííÿ 5.1. Iñíó¹ ñïàðþâàííÿ 〈 , 〉 : (g̃−,N,Mr )∗× g̃−,N,Mr → C òàêå,

ùî åëåìåíò çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ ïðîñòîðó (g̃−,N,Mr )∗ ìà¹ ôîðìó:

L−,N,M(v) =
M∑
i=1

L−,(ν
(i)
0 )(v) +

N∑
k=1

L−,(νk)(v), (5.2.2)

äå

L−,(ν
(i)
0 )(v) =

∞∑
m=0

dimg
ν
(i)
0
m∑

α=1

l(m),ν
(i)
0 ,α(v − ν(i)

0 )mXα, (5.2.3)

L−,(νk)(v) =
∞∑
m=0

dimg∑
α=1

l(m),νk,α(v − νk)mXα (5.2.4)

¹ åëåìåíòàìè çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ äóàëüíèõ ïðîñòîðiâ g̃
−,ν(i)

0
r i g̃−,νkr

âiäïîâiäíî, à äóæêè Ïóàñîíà ìiæ äèíàìi÷íèìè çìiííèìè � êîìïîíåí-

òè ìàòðèöi Ëàêñà ïîâòîðþþòü êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ââåäåíîãî

áàçèñó â àëãåáði g̃−,N,Mr .

5.3. Iíòåãðàëè ðóõó â iíâîëþöi¨ íà ïðîñòîði (g̃−,N,Mr )∗.

Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè îïèñàëè çàãàëüíèé åëåìåíò ïðîñòîðó (g̃−,N,Mr )∗

i ïðèðîäíi äóæêè Ëi � Ïóàñîíà { , } íà (g̃−,N,Mr )∗, çàïèñàíi â òåíçîðíié

ôîðìi. Äëÿ òîãî, ùîá çêîíñòðóþâàòè iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨, íåîáõiäíî îòðè-

ìàòè íåñêií÷åííèé íàáið êîìóòàòèâíèõ ôóíêöié íà (g̃−,N,Mr )∗ ïî âiäíî-

øåííþ äî äóæêè Ëi � Ïóàñîíà { , }. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà:

Tåîðåìà 5.1. Ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ IνI ,m(u) = tr(L−,(νI)(u))m, IνJ ,n(u) =

tr(L−,(νJ)(v))n, äå òî÷êè νI , νJ íàëåæàòü äî ìíîæèíè P ≡ {ν(i)
0 , νk; k ∈

1, N, i ∈ 1,M}, êîìóòóþòü ïî âiäíîøåííþ äî äóæêè Ëi � Ïóàñîíà { , },
ùî äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.2.1):

{tr(L−,(νI)(u))m, tr(L−,(νJ)(v))n} = 0,
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Çàóâàæåííÿ 49. Òåîðåìà 5.1 ¹ äóàëiçîâàíîþ âåðñi¹þ âiäïîâiäíèõ Òåîðåì

ç [77]-[78], ùî áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨R�îïåðàòîðà. Öÿ Òåîðåìà çàáåçïå÷ó¹N+

M� ñåðié ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié IνI ,m(u) êîìóòàòèâíèõ iíòåãðàëiâ ñòåïåíi

m íà (g̃−,N,Mr )∗. Ôiêñîâàíà ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ IνI ,m(u) ïðîäóêó¹ iíòåãðàëè

IνI ,mn ÿê ôóíêöié çìiííèõ l(m),νk,α i l(s),ν
(i)
0 ,β çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäó:

IνI ,m(u) = tr(L(νI)(u))m =
∞∑
n=0

IνI ,mn (u− νI)n.

Ôóíêöi¨ IνI ,mn ¹ ïîëiíîìàìè ïî çìiííèõ l(m),νk,α, l(s),ν
(i)
0 ,β. Ìè âèêîðèñòîâó-

âàòèìî ¨õ, ãåíåðóþ÷è êîìóòàòèâíi ïîòîêè ñîëiòîííèõ ðiâíÿíü.

5.4. Ðiâíÿííÿ íóëüîâî¨ êðèâèçíè i àëãåáðè g̃−,N,Mr

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè óçàëüíåìî îäèí ç îñíîâíèõ Ëi-àëãåáðà¨÷íèõ ïiäõî-

äiâ äî òåîði¨ ñîëiòîíèõ ðiâíÿíü íà âèïàäîê áàãàòîòî÷êîâèõ r-ìàòðè÷íèõ

àëãåáð
N∑
k=1

g̃−,νkr +
M∑
i=1

g̃
−,ν(i)

0
r . Öåé ïiäõiä áàçó¹òüñÿ íà ðiâíÿííÿõ íóëüîâî¨

êðèâèçíè i ¨õ iíòåðïðèòàöi¨ ÿê óìîâè óçãîäæåíîñòi äâóõ êîìóòóþ÷èõ ãà-

ìiëüòîíîâèõ ïîòîêiâ çàïèñàíèõ â ôîðìi ðiâíÿíü Åéëåðà � Àðíîëüäà.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà:

Tåîðåìà 5.2.
N∑
k=1

g̃−,νkr +
M∑
i=1

g̃
−,ν(i)

0
r � çíà÷íi ôóíêöi¨ ∇Iνk,mn , ∇Iνl,ps , ∇Iν

(i)
0 ,m
n ,

∇Iν
(j)
0 ,m
n , k, l ∈ 1, N , i, j ∈ 1,M , äå

∇Iνk,mn (u) ≡
dimg∑
α=1

∑
s≥0

∂Iνk,mn

∂l(s),νk,α
X(s),νk,α(u), (5.4.5a)

∇Iν
(i)
0 ,m
n (u) ≡

∑
s≥0

dimg
ν
(i)
0
s∑

α=1

∂I
ν

(i)
0 ,m
n

∂l(s),ν
(i)
0 ,α

X(s),ν
(i)
0 ,α(u), (5.4.5b)
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¹ àëãåáðàçíà÷íèìè ãðàäi¹íòàìè ôóíêöié Iνk,mn , I
ν

(i)
0 ,m
n çàäîâîëüíÿþòü ðiâ-

íÿííÿì íóëüîâî¨ êðèâèçíè:

∂∇Iνk,mn

∂tνl,ps
− ∂∇Iνl,ps

∂tνk,mn
+ [∇Iνk,mn ,∇Iνl,ps ] = 0, (5.4.6a)

∂∇Iνk,mn

∂t
ν

(j)
0 ,p
s

− ∂∇Iν
(j)
0 ,p
s

∂tνk,mn
+ [∇Iνk,mn ,∇Iν

(j)
0 ,p
s ] = 0, (5.4.6b)

∂∇Iν
(i)
0 ,m
n

∂t
ν

(j)
0 ,p
s

− ∂∇Iν
(j)
0 ,p
s

∂t
ν

(i)
0 ,m
n

+ [∇Iν
(i)
0 ,m
n ,∇Iν

(j)
0 ,p
s ] = 0. (5.4.6c)

Çàóâàæåííÿ 50. Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíi ðiâíÿííÿ íóëüîâî¨ êðèâèçíè,

ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ðiâíÿííÿ îäíi¹¨ �âåëè÷åçíî¨� iíòåãðîâíî¨ i¹ðàðõi¨

ç
N∑
k=1

g̃−,νkr +
M∑
i=1

g̃
−,ν(i)

0
r � çíà÷íèìè U − V -ïàðàìè. Àëå, çàâäÿêè ñòðóêòóði

àëãåáðè, òîìó ôàêòó, ùî êîæíèé îïåðàòîð ç U − V �ïàðè ïðèéìà¹ çíà÷å-
ííÿ òiëüêè â îäíié ïiäàëãåáði g̃−,νkr ÷è g̃

−,ν(i)
0

r i òîìó ôàêòó, ùî ðiâíÿííÿ

íóëüîâî¨ êðèâèçíè ìiñòèòü òiëüêè îäíó ïàðó àëãåáðîçíà÷íèõ åëåìåíòiâ,

îòðèìàíi iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨ åôåêòèâíî âèçíà÷àþòüñÿ òiëüêè ïàðîþ ïiä-

àëãåáð g̃−,νkr i g̃−,νlr , g̃−,νkr i g̃−,ν
(j)
0

r ÷è g̃
−,ν(i)

0
r i g̃−,ν

(j)
0

r âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî,

iñíóþòü iíòåãðîâíi ïiäi¹ðàðõi¨ ç U − V �ïàðàìè, ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ
òiëüêè â g̃−,νkr ÷è g̃

−,ν(i)
0

r . Â ðåçóëüòàòi, ÷èñëî íååêâiâàëåíòíèõ iíòåãðîâíèõ

i¹ðàðõié àñîöiéîâàíèõ ç r-ìàòðèöÿìè r(u, v), âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì íåiçî-

ìîðôíèõ ïiäàëãåáð â ìíîæèíi g̃−,νkr , g̃−,ν
(i)
0

r , k ∈ 1, N , i ∈ 1,M0, äå M0 ��

ìàêñèìàëüíå ÷èñëî ñïåöiàëüíèõ òî÷îê êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi r(u, v). Çàâ-

äÿêè òîìó ôàêòó, ùî ïiäàëãåáðè g̃−,νkr , k ∈ 1, N ¹ içîìîðôíèìè, ÷èñëî

íååêâiâàëåíòíèõ iíòåãðîâíèõ i¹ðàðõié àñîöiéîâàíèõ ç r-ìàòðèöåþ r(u, v),

åôåêòèâíî âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì ¨¨ ñïåöiàëüíèõ òî÷îê.

Ìè íàçèâàòèìåìî iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨, ùî ìiñòÿòü òiëüêè g̃−,νkr � çíà÷íi

÷è g̃
−,ν(i)

0
r � çíà÷íi U − V � ïàðè, �ìàëèìè� i¹ðàðõiÿìè, à i¹ðàðõi¨ ç g̃−,νkr +

g̃−,νlr � çíà÷íèìè, g̃−,νkr + g̃
−,ν(j)

0
r � çíà÷íèìè, ÷è g̃

−,ν(i)
0

r + g̃
−,ν(j)

0
r � çíà÷íèìè

U − V � ïàðàìè, �âåëèêèìè� i¹ðàðõiÿìè.
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5.5. Iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨ i ðåãóëÿðíi òî÷êè r-ìàòðèöü.

Â öüîìó ðîçäiëi ìè îïèøåìî íàéïðîñòiøi ïðèêëàäè iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü,

ùî íàëåæàòü äî îïèñàíèõ ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìàëèõ i âåëèêèõ iíòå-

ãðîâíèõ i¹ðàðõié, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðåãóëÿðíèì òî÷êàì r-ìàòðèöü.

5.5.1. Óçàãàëüíåíà i¹ðàðõiÿ ðiâíÿíü òèïó Ëàíäàó � Ëiâøèöÿ. Â

öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çêîíñòðóþ¹ìî ÿâíó ôîðìó íàéïðîñòiøîãî iíòåãðîâ-

íîãî ðiâíÿííÿ àñîöiéîâàíîãî ç ïiäàëãåáðîþ g̃−,νkr äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨

ðåãóëÿðíî¨ òî÷êè νk. Öi ðiâíÿííÿ áóäóòü óçàãàëüíþâàòè çíàìåíèòi ðiâ-

íÿííÿ Ëàíäàó � Ëiâøèöÿ òà ìàãíåòèêà Ãàéçåíáðãà. Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíó

ìàòðèöþ Ëàêñà L−,(νk)(u), ùî íàëåæèòü äî ïðîñòîðó (g̃νkr )∗:

L−,(νk)(u) =
∞∑
m=0

dimg∑
α=1

(u− νk)ml(m),νk,αXα.

Ðîçãëÿíåìî ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ êîìóòóþ÷èõ iíòåãðàëiâ äðóãîãî ïîðÿäêó:

I2(L−,(νk)(u)) =
1

2
tr(L−,(νk)(u))2.

Óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿíü Ëàíäàó � Ëiâøèöÿ áóäå âiäïîâiäàòè äâîì íàéïðî-

ñòiøèì iíòåãðàëàì îòðèìàíèì ç ôóíêöi¨ I2(L−,(νk)(u)) ðîçêëàäîì ïî ñòå-

ïåíÿõ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðó u− νk:

I2(L−,(νk)(u)) =
∞∑
m=0

Iνk,2m (u− νk)m.

Iíòåãðàëè Iνk,2m ¹ ïîëiíîìàìè. Íàéïðîñòiøi iíòåãðàëè Iνk,2m ìàþòü ôîðìó:

Iνk,20 =
1

2

dimg∑
α,β=1

gαβl
(0),νk,αl(0),νk,β, Iνk,21 =

dimg∑
α,β=1

gαβl
(0),νk,αl(1),νk,β.

�õ ãðàäi¹íòè ¹ U − V � ïàðîþ óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Ëàíäàó �Ëiâøèöÿ:

U νk(u) ≡ ∇Iνk,20 =

dimg∑
α=1

l(0),νk
α X(0),νk,α(u), (5.5.7a)
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V νk(u) ≡ ∇Iνk,21 =

dimg∑
α=1

(l(0),νk
α X(1),νk,α(u) + l(1),νk

α X(0),νk,α(u)). (5.5.7b)

Âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ íóëüîâî¨ êðèâèçíè (5.4.6a) ç t2−,νk1 ≡ tk, t
2−,νk
0 ≡ xk:

∂U νk(u)

∂tk
− ∂V νk(u)

∂xk
+ [U νk(u), V νk(u)] = 0, (5.5.8)

ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó ôîðìi ïàðè äâîõ g� çíà÷íèõ ðiâíÿíü:

∂xkL
(0),νk = [L(0),νk, L(1),νk − r0(νk, νk)(L

(0),νk)], (5.5.9a)

∂tkL
(0),νk−∂xkL(1),νk = [r0(νk, νk)(L

(1),νk), L(0),νk]+[L(1),νk, r0(νk, νk)(L
(0),νk)]

+ [L(0),νk, (∂1r0(νk, νk)− ∂2r0(νk, νk))(L
(0),νk)], (5.5.9b)

äå L(i),νk ≡
dimg∑
α=1

l
(i),νk
α Xα, r0(L

(0),νk) ≡
dimg∑
α,δ=1

rδα0 (νk, νk)l
(0),νk
α Xδ i ò.ä. Ñèñòåìà

öèõ ðiâíÿíü ¹ óçàãàëüíåíèì ðiâíÿííÿì Ëàíäàó � Ëiâøèöÿ àñîöiéîâàíèì

ç ïðîñòîþ àëãåáðîþ Ëi g. Äëÿ òîãî, ùîá íàïèñàòè çàìiñòü ñèñòåìè äâîõ

äèôåðåíöiéíèõ ðâàíÿíü (5.5.9), îäíó ñèñòåìó äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü â

÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ, íåîáõiäíî âèðàçèòè L(1),νk ÷åðåç L(0),νk , ∂xkL
(0),νk , âè-

êîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (5.5.9a) i ïiäñòàâèòè îòðèìàíi âèðàçè â ðiâíÿííÿ

(5.5.9b). Ôîðìà îòðèìàíî¨ çàëåæíîñòi L(1),νk âiä L(0),νk , ∂xkL
(0),νk , îòæå i

ôîðìà ðåçóëüòóþ÷èõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ áóäå çàëåæàòè âiä

ðiâíÿíü êîïðè¹äíàíî¨ îðáiòè ãðóïè G, äî ÿêî¨ íàëåæèòü L(0),νk . Ìè iëþ-

ñòðó¹ìî öþ ïðîöåäóðó â íàéïðîñòiøîìó, àëå íàéáiëüø öiêàâîìó âèïàäêó:

Ïðèêëàä 5.1. Íåõàé g = sl(2). Â öüîìó âèïàäêó êîïðè¹äíàíi îðáiòè

ãðóïè SL(2) îïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ðiâíÿííÿì:

(L(0),νk)2 = ckId, (5.5.10)

äå ck�äîâiëüíå ÷èñëî. Â öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (5.5.9a) ðîçâÿçó¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

L(1),νk = r0(νk, νk)(L
(0),νk)+

1

4ck
[L(0),νk, ∂xkL

(0)]+c(L(0),νk)L(0),νk, (5.5.11)
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äå c(L(0),νk) ¹ ñêàëÿðíîþ ôóíêöi¹þ âiä L(0),νk , ÿêà îáðàõîâó¹òüñÿ âèêî-

ðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî iíòåãðàë Iνk,21 (L) = tr(L(0),νkL(1),νk) = cνk,21 ¹

ïîñòiéíèé ïî âiäíîøåííþ äî âñiõ ÷añîâèõ ïîòîêiâ. Ïîêëàäàþ÷è cνk,21 = 0 i

ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî íà âèáðàíié îðáiòi tr(L(0),νk)2 = 2ck îòðèìà¹ìî:

L(1),νk =
1

4ck
[L(0),νk, ∂xkL

(0),νk]− 1

2ck
tr
(
r0(νk, νk)(L

(0),νk)L(0),νk
)
L(0),νk+

+ r0(νk, νk)(L
(0),νk). (5.5.12)

Ç ìåòîþ çðó÷íîñòi, ìè ïîêëàäåìî, íàäàëi, ck = 1
4 . Ïiäñòàâëÿþ÷è ðiâíiñòü

(5.5.12) â ðiâíÿííÿ (5.5.9b), ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

∂tkL
(0),νk = [L(0),νk, ∂2

xk
L(0),νk]−2∂xk

(
tr
(
r0(νk, νk)(L

(0),νk)L(0),νk
)
L(0),νk

)
+

+
(

[r0(νk, νk)([L
(0), ∂xkL

(0),νk]), L(0),νk]+[[L(0),νk, ∂xkL
(0),νk], r0(νk, νk)(L

(0),νk)]
)

+∂xkr0(νk, νk)(L
(0),νk)+[L(0),νk, (∂1r0(νk, νk)−∂2r0(νk, νk)−r2

0(νk, νk))(L
(0),νk)].

(5.5.13)

Öå ðiâíÿííÿ ¹ íàéáiëüø çàãàëüíèì iíòåãðîâíèì sl(2)� çíà÷íèì ðiâíÿí-

íÿì Ëàíäàó � Ëiâøèöÿ. Íà âiäìiíó âiä ñòàíäàðòíîãî ðiâíÿííÿ Ëàíäàó �

Ëiâøèöÿ, âîíî ìiñòèòü äîäàòêîâi ÷ëåíè ïåðøîãî i òðåòüîãî ïîðÿäêó ïî

äèíàìi÷íèì çìiííèì.

Âiäçíà÷åìî, ùî ðiâíÿííÿ (5.5.13) ìîæå áóòè ñïðîùåíå äî áiëüø ïðî-

ñòîãî i âïiçíàâàííîãî âèãëÿäó. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 5.2. Óçàãàëüíåíà sl(2)�çíà÷íå ðiâíÿííÿ Ëàíäàó � Ëiâøè-

öÿ ìîæå áóòè çàïèñàíî â íàñòóïíié ôîðìi:

∂tkL
(0),νk = [L(0),νk, ∂2

xk
L(0),νk] + 2∂xkr

sym
0 (νk, νk)(L

(0),νk)−

− (tr rsym0 (νk, νk))∂xL
(0),νk − 2∂xk

(
tr
(
rsym0 (νk, νk)(L

(0),νk)L(0)
)
L(0),νk

)
+

+ [L(0),νk, (∂1r0(νk, νk)− ∂2r0(νk, νk)− r2
0(νk, νk))(L

(0),νk)],

äå rsym0 (νk, νk) � öå ñèìåòðè÷íà ÷àñòèíà òåíçîðà r0(νk, νk) çàïèñàíîãî â

îðòîãîíàëüíîìó áàçèñi.
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Çàóâàæåííÿ 51. Âiäçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü

ìè ìà¹ìî, ùî rsym0 (νk, νk) = 0, à îòæå äðóãèé, òðåòié i ÷åòâåðòèé

äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi îòðèìàíîãî ðiâíÿííÿ çíèêà¹ i âîíî íàáóâà¹

ñòàíäàðòí¨ ôîðìè ðiâíÿíü Ëàíäàó � Ëiâøèöÿ ç òåíçîðîì àíiçîòðîïi¨

J(νk) = (∂1r0(νk, νk) − ∂2r0(νk, νk) − r2
0(νk, νk)), ÿêèé ¹ ñèìåòðè÷íèì çàâ-

äÿêè êîñîñèìåòðè÷íîñòi r-ìàòðèöi r(u, v).

5.5.2. Âåëèêà i¹ðàðõiÿ: i¹ðàðõiÿ óçàãàëüíåíîãî êiðàëüíîãî ïîëÿ.

Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé �âiä'¹ìíèé� ïîòiê âåëèêî¨ i¹ðàðõi¨, ùî âiäïîâiä-

à¹ àëãåáði Ëi g̃−,νkr + g̃−,νlr i äåÿêèì ôiêñîâàíèì ðåãóëÿðíèì òî÷êàì νk i νl.

Ïåðåõiä äî ðiâíÿíü �âåëèêî¨� i¹ðàðõi¨ îçíà÷à¹ �ïîäâî¹ííÿ� àëãåáðè, ÿêå âå-

äå äî �ïîäâî¹ííÿ� êîìóòóþ÷èõ ïîòîêiâ òîáòî �ïîäâî¹ííÿ� ÷àñiâ â i¹ðàðõi¨ i

îäíî÷àñíî �ïîäâî¹ííÿ� íåçàëåæíèõ äèíàìi÷íèõ çìiííèõ. Ïðîiëþñòðó¹ìî

öå êîíêðåòíèì ïðèêëàäîì.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi Ëàêñà L−,(νk)(u) i L−,(νl)(u), ùî íàëåæàòü äî ïðî-

ñòîðiâ (g̃νkr )∗ i (g̃νlr )∗ âiäïîâiäíî:

L−,(νk)(u) =
∞∑
m=0

dimg∑
α=1

(u−νk)ml(m),νk,αXα, L−,(νl)(u) =
∞∑
n=0

dimg∑
β=1

(u−νl)nl(n),νl,βXβ.

Ðîçãëÿíåìî ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ iíòåãðàëiâ äðóãîãî ïîðÿäêó:

I2(L−,(νk)(u)) =
1

2
tr(L−,(νk)(u))2, I2(L−,(νl)(u)) =

1

2
tr(L−,(νl)(u))2.

Óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿíü êåðàëüíîãî ïîëÿ âiäïîâiäà¹ äâóì íàéïðîñòiøèì ií-

òåãðàëàì îòðèìàíèì ç ôóíêöié I2(L−,(νk)(u)) i I2(L−,(νl)(u)) ðîçêëàäîì çà

ñòåïåíÿìè (u− νk) i (u− νl):

I2(L−,(νk)(u)) =
∞∑
m=0

Iνk,2m (u− νk)m, I2(L−,(νl)(u)) =
∞∑
n=0

Iνl,2n (u− νk)n.

Î÷åâèäíî, ùî Iνk,2m , Iνl,2n ¹ ïîëiíîìàìè. Íàéïðîñòiøi ç íèõ íàñòóïíi:

Iνk,20 =
1

2

dimg∑
α,β=1

gαβl
(0),νk,αl(0),νk,β, Iνl,2,0 =

1

2

dimg∑
α,β=1

gαβl
(0),νl,αl(0),νl,β.
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�õ àëãåáðîçíà÷íi ãðàäi¹íòè çàïèñóþòüñÿ ìàþòü âèãëÿä:

U(u) = ∇Iνk,20 =

dimg∑
α=1

l(0),νk
α X(0),νk,α(u), V (u) = ∇Iνl,20 =

dimg∑
α=1

l(0),νl
α X(0),νl,α(u)

(5.5.14)

Ðiâíÿííÿ íóëüîâî¨ êðèâèçíè (5.4.6a) ç t2,νk0 ≡ xk, t
2,νl
0 ≡ xl äàþòü íàñòóïíi

ðiâíÿííÿ íà êîìïîíåíòè l(0),νk
α i l(0),νl

β ìàòðèöü U − V :

∂xll
(0),νk
α = −

dimg∑
α,β,δ=1

Cβ
δ,αr

δγ(νk, νl)l
(0),νk
β l(0),νl

γ , (5.5.15a)

∂xkl
(0),νl
α = −

dimg∑
α,β,δ=1

Cγ
δ,αr

δβ(νl, νk)l
(0),νk
β l(0),νl

γ , (5.5.15b)

äå ìè âèêîðèñòàëè êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (3.7.42) äëÿ áàçèñíèõ åëå-

ìåíòiâ X(0),νk,α(u), X(0),νl,β(u).

Ââîäÿ÷è íåçàëåæíi âiä ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðó ìàòðèöi:

L(0),νk =

dimg∑
β=1

l
(0),νk
β Xβ, L(0),νl =

dimg∑
γ=1

l(0),νl
γ Xγ

ìîæíà ïåðåïèñàòè ðiâíÿííÿ (5.5.15a) â ìàòðè÷íié ôîðìi:

∂xlL
(0),νk = −[L(0),νk, r(νk, νl)(L

(0),νl)], (5.5.16a)

∂xkL
(0),νl = −[L(0),νl, r(νl, νk)(L

(0),νk)], (5.5.16b)

äå r(νk, νl)(L(0),νl) ≡
dimg∑
γ,δ=1

rδγ(νk, νl)l
(0),νl
γ Xδ i ò.ä.

Ðiâíÿííÿ (5.5.16) ¹ íàéáiëüø çàãàëüíèìè àíiçîòðîïíèìè ðiâíÿííÿìè

òèïó êiðàëüíîãî ïîëÿ, äå ðîëü òåíçîðiâ àíiçîòðîïi¨ ãðàþòü êîìïîíåíòè

r-ìàòðèöi rδγ(νk, νl) i rδγ(νl, νk). Â âèïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü

ðiâíÿííÿ (5.5.16) ñïiâïàäà¹ ç ñòàíäàðòíèì ðiâíÿííÿì àíiçîòðîïíîãî êi-

ðàëüíîãî ïîëÿ [22].
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Çàóâàæåííÿ 52. Âiäçíà÷èìî, ùî ïîäâî¹ííÿ i¹ðàðõi¨ ïðèâåëî äî ïîäâî¹í-

íÿ äèíàìi÷íèõ çìiííèõ: ìè ìà¹ìî äâi ìàòðèöi äèíàìi÷íèõ çìiííèõ L(0),νl i

L(0),νk â òîé ÷àñ, ÿê ó âèïàäêó ìàëî¨ i¹ðàðõi¨ (óçàãàëüíåíî¨ i¹ðàðõi¨ Ëàíäàó

� Ëiâøèöÿ) ìè ìàëè òiëüêó îäíó ìàòðèöþ äèíàìi÷íèõ çìiííèõ L(0),νk .

Ïðèêëàä 5.2. Íåõàé sl(2) ' so(3). Â öüîìó âèïàäêó, îòîòîæíþþ÷è àë-

ãåáðó Ëi sl(2) ' so(3) ç òðüîõâèìiðíèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, à äóæêó Ëi

ç âåêòîðíèì äîáóòêîì äâîõ âåêòîðiâ, ìîæíà ïåðåïèñàòè ðiâíÿííÿ (5.5.16)

ó âåêòîðíié ôîðìi:

∂xl
−→
L (0),νk = −[

−→
L (0),νk × r(νk, νl)(

−→
L (0),νl)],

∂xk
−→
L (0),νl = −[

−→
L (0),νl × r(νl, νk)(

−→
L (0),νk)],

äå r(νl, νk) äi¹ íà
−→
L (0),νl ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð íà âåêòîð. Çàóâàæèìî, ùî

âåêòîðè
−→
L (0),νk ,

−→
L (0),νl çàäîâîëüíÿþòü âèìîãàì (

−→
L (0),νi,

−→
L (0),νi) = ci, i ∈

k, l, ÿêi ¹ íàñëiäêîì ïîñòiéíîñòi ãàìiëüòîíiàíiâ Iνk,20 , Iνl,20 ïî âiäíîøåííþ

äî âñiõ ÷àñîâèõ ïîòîêiâ.

5.6. Ìàòðèöi Ëàêñà i �çñóíóòi� äóæêè Ïóàñîíà.

Äëÿ òîãî, ùîá ìàòè çìîãó îòðèìàòè âñi iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨ â ïðîñòîði ðîç-

ìiðíîñòi 1+1, áóäå íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè áiëüø çàãàëüíi iíòåãðàëè îòðè-

ìàíi ç iíòåãðàëiâ IνI ,m(u) ïðîöåäóðîþ �çñóâó àðãóìåíòó�. Öi iíòåãðàëè

ïåðåñòàþòü áóòè êîìóòàòèâíèìè ïî âiäíîøåííþ äî äóæêè (5.2.1), àëå ¹

êîìóòàòèâíèìè âiäíîñíî, òàê çâàíî¨, �çñóíóòî¨� äóæêè ïîáóäîâàíî¨ çà äî-

ïîìîãîþ ïîñòiéíî¨ äóæêè:

{L−,(νI)1 (u), L
−,(νJ)
2 (v)}c = [r12(u, v), c

(νI)
1 (u)]− [r21(v, u), c

(νJ)
2 (v)]. (5.6.17)

îçíà÷åíîþ çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ïîñòiéíî¨ (òîáòî íåçàëåæíî¨ âiä äèíàìi-

÷íè¨õ çìiííèõ) ìàòðèöi c(νI)(u) ∈ g, àñîöiéîâàíîþ ç òî÷êîþ νI .

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:
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Òâåðäæåííÿ 5.3. (i) ôîðìóëà (5.6.17) âèçíà÷à¹ äóæêó Ïóàñîíà íà ïðî-

ñòîði (g̃−,N,Mr )∗.

(ii) äóæêà (5.6.17) ¹ óçãîäæåíîþ ç äóæêîþ (5.2.1).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñóìiñíiñòü ëiíiéíî¨ i ïîñòiéíî¨ òåíçîðíèõ äóæîê, ìî-

æëèâî âèçíà÷èòè íàñòóïíó �çñóíóòó� òåíçîðíó äóæêó:

{L−,(νI)1 (u), L
−,(νJ)
2 (v)}2 = [r12(u, v), L

−,(νI)
1 (u) + c

(νI)
1 (u)]−

− [r21(v, u), L
−,(νJ)
1 (u) + c

(νJ)
2 (v)]. (5.6.18)

Ðîçãëÿíåìî óìîâè, ïðè ÿêèõ ïðàâà i ëiâà ÷àñòèíà âèðàçó (5.6.18) ¹ ñóìi-

ñíèìè i íå çâîäÿòüñÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè (5.2.1). Äëÿ öi¹¨ ìåòè íåîáõi-

äíî ðîçãëÿíóòè ðiâíiñòü (5.6.18) ÿê ôóíêöiîíàëüíó ðiâíiñòü, òîáòî âðàõó-

âàòè ðîçêëàä ôóíêöié L−,(νI)1 (u), L−,(νJ)
2 (v) çà ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðà-

ìè. Âiäçíà÷èìî, ùî ìè ïîêè ùî íå ôiêñóâàëè çàëåæíiñòü c(νI)
1 (u), c(νJ)

2 (v)

âiä ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòðiâ u i v. Ëåãêî áà÷èòè, ùî â âèïàäêó îäíà-

êîâî¨ ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi ìàòðèöü L−,(νI)1 (u) i c(νI)
1 (u), L−,(νJ)

2 (v) i

c
(νJ)
2 (v) âiä u i v ïðîñòà çàìiíà çìiííèõ L−,(νI)1 (u) → L

−,(νI)
1 (u) + c

(νI)
1 (u),

L
−,(νJ)
2 (v) → L

−,(νJ)
2 (v) + c

(νJ)
2 (v) ïåðåòâîðþ¹ äóæêè (5.6.18) äî ñòàíäàð-

òíî¨ ôîðìè (5.2.1). Îòæå, çàëåæíiñòü c(νI)
1 (u) i c(νJ)

2 (v) ïîâèííà âiäðiçíÿ-

òèñÿ âiä çàëåæíîñòi L−,(νI)1 (u) i L−,(νJ)
2 (v) âiä ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòðiâ u i

v äëÿ òîãî, ùîá ââåäåíà êîíñòðóêöiÿ áóëà íåòðèâiàëüíîþ. Çàâäÿêè òîìó

ôàêòó, ùî L−,(νI)1 (u), L−,(νJ)
2 (v) ¹ ðÿäàìè Òåéëîðà çà çìiííèìè (u − νI),

(v − νJ), åëåìåíòè c(νI)
1 (u), c(νJ)

2 (v) ïîâèííi ìàòè ïîëþñè â òî÷êàõ νI , νJ .

Ç iíøîãî áîêó, ïîðiâíÿííÿ ïðàâî¨ i ëiâî¨ ñòîðîíè âèðàçó (5.6.18), ïîêàçó¹,

ùî ôóíêöi¨ c(νI)
1 (u), c(νJ)

1 (u) íå ìîæóòü áóòè äîâiëüíèìè ðÿäàìè Ëîðàíà

äëÿ òîãî, ùîá âèðàçè (5.6.17), (5.6.18) áóëè óçãîäæåíèìè. Äiéñíî, ôóíêöi¨

{L−,(νI)1 (u), L−,(νJ)
2 (v)} ¹ ðÿäaìè Òåéëîðà çà çìiííèìè (u − νI) i (v − νJ).

Îòæå ëiâà ñòîðîíà ðiâíîñòåé (5.6.17) i (5.6.18) íå ìiñòèòü íåãàòèâíèõ ñòå-

ïåíiâ çìiííèõ (u − νI), (v − νJ), â òîé ÷àñ, ÿê ¨õ ïðàâà ñòîðîíà ìiñòèòü

åëåìåíòè c(νI)
1 (u), c(νJ)

2 (v), òîáòî ìîæå ìàòè ïîëþñè â òî÷êàõ νI , νJ .

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà:
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Tåîðåìà 5.3. (i) Äóæêè (5.6.17) i (5.6.18) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèìè

ÿêùî ôóíêöiÿ c
(νI)
1 (u) ¹ óçàãàëüíåíèì åëåìåíòîì çñóâó ç ïîëþñîì â òî-

÷öi u = νI ïîðÿäêó íå áiëüøå, íiæ îäèí òàêèì, ùî âèêîíó¹òüñÿ íàñòó-

ïíà ðiâíiñòü:

[r12(νI , v), c
(νI)
−1 ⊗ 1] = 0, (5.6.19)

äå c
(νI)
−1 ¹ ëèøêîì óçàãàëüíîãî åëåìåíòó çñóâó c(νI)(u) â òî÷öi u = νI .

(ii) ßêùî òî÷êà νI ¹ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi, òîäi

âiäïîâiäíèé åëåìåíò c(νI)(u) â äóæöi (5.6.18) ¹ òðèâiàëüíèì.

(iii) ßêùî r-ìàòðèöÿ r(u, v) â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè νI = ν
(i)
0 çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâi (1.3.10) ç k = 1, òîäi óìîâà (5.6.19) âèêîíó¹òüñÿ àâòîìà-

òè÷íî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà c(ν
(i)
0 )(u) àñîöiéîâàíîãî ç öi¹þ òî÷êîþ.

Íàäàëi, ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè äóæêè çñóíóòi òiëüêè çà äîïîìîãîþ

åëåìåíòiâ çñóâó, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì Òåîðåìè 5.3. ßâíà ôîðìà öèõ

äóæîê íàñòóïíà:

{L−,(νk)
1 (u), L

−,(νl)
2 (v)}2 = [r12(u, v), L

−,(νk)
1 (u)]− [r21(v, u), L

−,(νl)
1 (u)],

(5.6.20a)

{L−,(νk)
1 (u), L

−,(ν(j)
0 )

2 (v)}2 = [r12(u, v), L
−,(νk)
1 (u)]−

− [r21(v, u), L
−,(ν(j)

0 )
1 (u) + c

(ν
(j)
0 )

2 (v)], (5.6.20b)

{L−,(ν
(i)
0 )

1 (u), L
−,(ν(j)

0 )
2 (v)}2 = [r12(u, v), L

−,(ν(i)
0 )

1 (u) + c
(ν

(i)
0 )

1 (u)]−

− [r21(v, u), L
−,(ν(j)

0 )
1 (u) + c

(ν
(j)
0 )

2 (v)], (5.6.20c)

äå [r12(u, v), c
(ν

(i)
0 )

1 (u)] − [r21(v, u), c
(ν

(i)
0 )

2 (v)] = 0, i ∈ 1,M ïî ñàìîìó âèçíà-

÷åííþ åëåìåíòiâ çñóâó.

5.7. Iíòåãðàëè ðóõó i çñóíóòà äóæêà íà (g̃−,N,Mr )∗.

Â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ìè âèçíà÷èëè çñóíóòó äóæêó Ëi � Ïóàñîíà

{ , }2 íà (g̃−,N,Mr )∗ çà äîïîìîãîþ óçàãàëüíåíèõ åëåìåíòiâ çñóâó. Äëÿ òîãî,
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ùîá çêîíñòðóþâàòè iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨, áóäå íåîáõiäíî îòðèìàòè íåñêií-

÷åíèé íàáið ôóíêöi¨ â iíâîëþöi¨ íà (g̃−,N,Mr )∗ ïî âiäíîøåííþ äî çêîíñòðó-

éîâàíî¨ äóæêè { , }2. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà:

Tåîðåìà 5.4. Ãåíåðóþ÷è ôóíêöi¨ IνI ,m(u) = tr(L−,(νI)(u) + c(νI)(u))m,

IνJ ,n(u) = tr(L−,(νJ)(v) + c(νJ)(u))n, äå òî÷êè νI , νJ íàëåæàòü ìíîæèíi

P ≡ {ν(i)
0 , νk|k ∈ 1, N, i ∈ 1,M}, à c(νJ)(u) ¹ óçàãàëüíåíèìè åëåìåíòàìè

çñóâó òàêèìè, ùî c(νk)(u) = 0 i c(ν
(i)
0 )(u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì Òâåðäæå-

ííÿ 5.3, êîìóòóþòü ïî âiäíîøåííþ äî çñóíóòèõ äóæîê Ëi � Ïóàñîíà

{ , }2, ùî çàäàþòüñÿ ôîðìóëîþ (5.6.20):

{tr(L−,(νk)(u))m, tr(L−,(νl)(v))n}2 = 0,

{tr(L−,(νk)(u))m, tr(L−,(ν
(j)
0 )(v) + c(ν

(j)
0 )(u))n}2 = 0,

{tr(L−,(ν
(i)
0 )(u) + c(ν

(i)
0 )(u))m, tr(L−,(ν

(j)
0 )(v) + c(ν

(j)
0 )(u))n}2 = 0.

Çàóâàæåííÿ 53. Òåîðåìà 5.4 ¹ äóàëiçîâàíîþ âåðñi¹þ âiäïîâiäíî¨ Òåîðå-

ìè ç ðîáîòè [31], ùî áàçó¹òüñÿ íà êëàñè÷íèõ R-îïåðàòîðàõ i êëàñè÷íîìó

äóáëi. Òåîðåìà äà¹ íàáið ç N + M�ñåðié ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié êîìóòóþ-

÷èõ iíòåãðàëiâ íà ïðoñòîði (g̃−,N,Mr )∗ ïî âiäíîøåííþ äî çñóíóòî¨ äóæêè.

Ôiêñîâàíà ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ ïðîäóêó¹ iíòåãðàëè Iνk,mn , ùî ìàþòü òàêó

ñàìó ôîðìó, ùî â íåçñóíóòîìó âèïàäêó i iíòåãðàëè Ic,ν
(i)
0 ,m

n , ùî çàëåæàòü

âiä êîìïîíåíòiâ åëåìåíòà çñóâó i âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäiâ:

Ic,ν
(i)
0 ,m(u) ≡ tr(L(νI)(u) + c(ν

(i)
0 )(u))m =

∞∑
n=−m

Ic,ν
(i)
0 ,m

n (u− ν(i)
0 )n. (5.7.21)

ßê ëåãêî ïîêàçàòè, ôóíêöi¨ Ic,ν
(i)
0 ,m

n ¹ íåîäíîðiäíèìè çàâäÿêè ïðèñóòíîñòi

åëåìåíòà çñóâó ïîëiíîìàìè ïî çìiííèõ l(s),ν
(i)
0 ,β. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâó-

âàòè ¨õ ùîá ãåíåðóâàòè êîìóòàòèâíi ïîòîêè ñîëiòîííèõ i¹ðàðõié, ùî ìà-

þòü U −V �ïàðè, ÿêi ìiñòÿòü ïîñòiéíèé äîäàíîê ïîâÿçàíèé ç ïðèñóòíiñòþ
åëåìåíòà çñóâó ó âiäïîâiäíèõ êîìóòóþ÷èõ iíòåãðàëàõ.

Çàóâàæåííÿ 54. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ìè ïîêëàäåìî c(ν
(i)
0 )(u) = 0 ìè

îòðèìó¹ìî iíòåãðàëè Iν
(i)
0 ,m
n ðîçãëÿíóòi â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi.
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5.7.1. Ðiâíÿííÿ íóëüîâî¨ êðèâèçíè i çñóíóòi iíòåãðàëè ðóõó. Â

öüîìó ïiäðîçäiëi ìè óçàãàëüíèìî ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó (5.4), ïîøèðèâøè

¨õ íà çñóíóòi äóæêè i iíòåãðàëè ðóõó. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [115]:

Tåîðåìà 5.5.
N∑
k=1

g̃−,νkr +
M∑
i=1

g̃
−,ν(i)

0
r -çíà÷íi ôóíêöi¨ ∇Iνk,mn , ∇Iνl,ps , ∇Ic,ν

(i)
0 ,m

n ,

∇Ic,ν
(j)
0 ,m

n , k, l ∈ 1, N , i, j ∈ 1,M , äå

∇Iνk,mn (u) ≡
dimg∑
α=1

∑
s≥0

∂Iνk,mn

∂l(s),νk,α
X(s),νk,α(u), (5.7.22a)

∇Ic,ν
(i)
0 ,m

n (u) ≡
∑
s≥0

dimg
ν
(i)
0
s∑

α=1

∂I
c,ν

(i)
0 ,m

n

∂l(s),ν
(i)
0 ,α

X(s),ν
(i)
0 ,α(u), (5.7.22b)

¹ àëãåáðîçíà÷íèìè ãðàäi¹íòàìè ôóíêöié Iνk,mn , I
c,ν

(i)
0 ,m

n çàäîâîëüíÿþòü

ðiâíÿííþ íóëüîâî¨ êðèâèçíè:

∂∇Iνk,mn

∂t
ν

(j)
0 ,p
s

− ∂∇Ic,ν
(j)
0 ,p

s

∂tνk,mn
+ [∇Iνk,mn ,∇Ic,ν

(j)
0 ,p

s ] = 0, (5.7.23a)

∂∇Ic,ν
(i)
0 ,m

n

∂t
ν

(j)
0 ,p
s

− ∂∇Ic,ν
(j)
0 ,p

s

∂t
ν

(i)
0 ,m
n

+ [∇Ic,ν
(i)
0 ,m

n ,∇Ic,ν
(j)
0 ,p

s ] = 0. (5.7.23b)

5.8. Ìàëi iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨, ùî ìàþòü U − V �
ïàðè, ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â îäíié i òié ñàìié r-ìàòðè÷íié ïiäàëãåáði

g̃
−,ν(j)

0
r àñîöiéîâàíié ç îñîáëèâîþ òî÷êîþ ν

(j)
0 . Ìè âèïèøåìî ÿâíî âiäïîâiäíi

iíòåãðàëè ðóõó, ¨õ ìàòðè÷íi ãðàäi¹íòè � U − V -ïàðè ñîëiòîííèõ ðiâíÿíü

� à òàêîæ ñàìi öi ðiâíÿííÿ.
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5.8.1. Çàãàëüíi U − V -ïàðè. Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè çàãàëüíi g̃−,ν
(i)
0

r �

çíà÷íi U − V � ïàðè äëÿ ðiâíÿíü íóëüîâî¨ êðèâèçíè â ðàìêàõ íàøîãî ïiä-
õîäó, íåîáõiäíî ñïåðøó ðîçãëÿíóòè âiäïîâiíi ìàòðèöi Ëàêñà òà iíòåãðîâíi

ãàìiëüòîíiàíè. Ìàòðèöi Ëàêñà i âiäïîâiäíi iíòåãðàëè áóäóòü çàëåæàòè âiä

åëåìåíòiâ çñóâó. Çàóâàæèìî, îäíà÷å, ùî åëåìåíòè çñóâó íå âïëèíóòü íà

âiäïîâiäíi äóæêè Ëi � Ïóàñîíà ó âèïàäêó îäíîòî÷êîâèõ àëãåáð.

Íåõàé c(ν
(i)
0 )(v) áóäå åëåìåíò çñóâó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (1.2.5). Âiä-

ïîâiäíà çñóíóòà ìàòðèöÿ Ëàêñà ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

L−,(ν
(i)
0 )(v) = c(ν

(i)
0 )(v) +

∞∑
m=0

dimg
ν
(i)
0
m∑

α=1

l(m),ν
(i)
0 ,α(v − ν(i)

0 )mXα. (5.8.24)

ßâíèé âèãëÿä ìàòðèöi Ëàêñà i iíòåãðàëiâ ðóõó çàëåæàòèìå âiä ÿâíîãî

âèãëÿäó åëåìåíòó çñóâó c(ν
(i)
0 )(v). Ó âèïàäêó iíòåãðîâíèõ i¹ðàðõié, ùî ïî-

â'ÿçàíi ç ïiäàëãåáðàìè g̃
−,ν(i)

0
r ôîðìè åëåìåíòà çñóâó ìîæå áóòè ðiçíîþ.

Ìè îáìåæèìîñÿ åëåìåíòàìè çñóâó, ùî ìàþòü ïîëþñè ïåðøîãî ïîðÿäêó:

c(ν
(i)
0 )(v) = c(−1)(v − ν(i)

0 )−1 +
∞∑
k=0

c(k)(v − ν(i)
0 )k,

äëÿ äåÿêèõ c(k) ∈ g. Iíòåãðàëè Ic,ν
(i)
0 ,m(u) äàþòüñÿ ðîçêëàäàìè:

Ic,ν
(i)
0 ,m(v) ≡ tr(L−,(ν

(i)
0 )(v) + c(ν

(i)
0 )(v))m =

∞∑
n=−m

Ic,ν
(i)
0 ,m

n (v − ν(i)
0 )n.

Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ ìè íàäàëi ïðèïóñòèìî, ùî c(k) ∈ g
ν

(i)
0

k , k ≥ 0 òàê, ùî

àíàëiòè÷íà ÷àñòèíà ôóíêöié c(ν
(i)
0 )(v) ìîæå áóòè óñóíóòà ïåðåâèçíà÷åííÿì

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié l(k),ν
(i)
0 ,α: l(k),ν

(i)
0 ,α → l(k),ν

(i)
0 ,α + c(k),α. Ðîçãëÿíåìî

íàéïðîñòiøi iíòåãðàëè � I
c,ν

(i)
0 ,2

0 , Ic,ν
(i)
0 ,2

1 , Ic,ν
(i)
0 ,2

2 . Âîíè ìàþòü ôîðìó:

I
c,ν

(i)
0 ,2

0 =
1

2

dimg
ν
(i)
0

0∑
α,β=1

gαβl
(0),ν

(i)
0 ,αl(0),ν

(i)
0 ,β +

dimgc−1∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

1∑
β=1

gαβc
(−1),αl(1),ν

(i)
0 ,β,

(5.8.25a)
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I
c,ν

(i)
0 ,2

1 =

dimg
ν
(i)
0

0∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

1∑
β=1

gαβl
(0),ν

(i)
0 ,αl(1),ν

(i)
0 ,β +

dimgc−1∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

2∑
β=1

gαβc
(−1),αl(2),ν

(i)
0 ,β.

(5.8.25b)

I
ν

(i)
0 ,2

2 =
1

2

dimg
ν
(i)
0

1∑
α,β=1

gαβl
(1),ν

(i)
0 ,αl(1),ν

(i)
0 ,β +

dimg
ν
(i)
0

0∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

2∑
β=1

gαβl
(0),ν

(i)
0 ,αl(2),ν

(i)
0 ,β+

dimgc−1∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

3∑
β=1

gαβc
(−1),αl(3),ν

(i)
0 ,β, (5.8.25c)

äå gc−1 � öå ïiäïðîñòið â g, â ÿêîìó ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ åëåìåíò c(−1).

Âiäïîâiäíi ìàòðè÷íi ãðàäi¹íòè, ùî ãåíåðóþòü íàéïðîñòiøi U−V � ïàðè
ñîëiòîííèõ ðiâíÿíü, çàïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∇Ic,ν
(i)
0 ,2

0 =

dimg
ν
(i)
0

0∑
α,β=1

gαβl
(0),ν

(i)
0 ,αX(0),ν

(i)
0 ,β(u)+

dimgc−1∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

1∑
β=1

gαβc
(−1),αX(1),ν

(i)
0 ,β(u),

(5.8.26a)

∇Ic,ν
(i)
0 ,2

1 =

dimg
ν
(i)
0

0∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

1∑
β=1

gαβl
(1),ν

(i)
0 ,βX(0),ν

(i)
0 ,α(u)+

+

dimg
ν
(i)
0

0∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

1∑
β=1

gαβl
(0),ν

(i)
0 ,αX(1),ν

(i)
0 ,β(u)+

dimgc−1∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

2∑
β=1

gαβc
(−1),αX(2),ν

(i)
0 ,β(u).

(5.8.26b)

∇Ic,ν
(i)
0 ,2

2 =

dimg
ν
(i)
0

0∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

2∑
β=1

gαβl
(2),ν

(i)
0 ,βX(0),ν

(i)
0 ,α(u)+

dimg
ν
(i)
0

1∑
α,β=1

gαβl
(1),ν

(i)
0 ,αX(1),ν

(i)
0 ,β(u)
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+

dimg
ν
(i)
0

0∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

2∑
β=1

gαβl
(0),ν

(i)
0 ,αX(2),ν

(i)
0 ,β(u)+

dimgc−1∑
α=1

dimg
ν
(i)
0

3∑
β=1

gαβc
(−1),αX(3),ν

(i)
0 ,β(u),

(5.8.26c)

Çàóâàæåííÿ 55. Çàóâàæèìî, ùî U−V -ïàðà (5.8.26) ìiñòèòü äîäàòêîâèé
ïîñòiéíèé äîäàíîê. Òàêi äîäàíêè ¹ òèïîâèìè äëÿ i¹ðàðõié ðiâíÿíü ÍØ òà

ìÊÄÂ, ÿêi ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè iíòåãðîâíèõ i¹ðàðõié ïîâ'ÿçàíèõ çi

ñïåöiàëüíèìè òî÷êàìè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü.

Ñòðóêòóðà iíòåãðîâíî¨ i¹ðàðõi¨ çàëåæàòèìå â ïåðøó ÷åðãó âiä ìàòðè-

÷íîãî ãðàiäi¹íòó, ÿêèé áóäå âèáðàíèé íà ðîëü U� îïåðàòîðà. Âií âèçíà-

÷à¹ ÷èñëî êîìïîíåíò (ïîëiâ) â ðåçóëüòóþ÷îìó íåëiíiéíîìó iíòåãðîâíîìó

ðiâíÿííi, òîáòî ôóíêöiîíàëüíà ðîçìiðíiñòü âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè äèôåðåí-

öiéíèõ ðiâíÿíü âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié l(k),ν
(i)
0 ,α, ùî

âõîäÿòü â âèçíà÷åííÿ U -îïåðàòîðà. Iíøi ôóíêöi¨ l(l),ν
(i)
0 ,α, ùî âõîäÿòü â

âèçíà÷åííÿ V � îïåðàòîðà ç ðiâíÿíü íóëüîâî¨ êðèâèçíè, âèðàæàþòüñÿ

÷åðåç l(k),ν
(i)
0 ,α i ¨¨ x� ïîõiäíi, äå x� öå �÷àñ�, ùî âiäïîâiäà¹ ãàìiëüòîíî-

âîìó ïîòîêó ãàìiëüòîíiàíà, ÷èé ìàòðè÷íèé ãðàäi¹íò ïðîäóêó¹ U� îïå-

ðàòîð. Íàéáiëüø ïðèðîäíié âèáið U� îïåðàòîðà � öå íàéïðîñòiøèé ìà-

òðè÷íèé ãðàäi¹íò ∇Ic,ν
(i)
0 ,2

0 . Â öüîìó âèïàäêó V � îïåðàòîð íàéïðîñòiøîãî

�íîìiíóþ÷îãî� ðiâíÿííÿ i¹ðàðõi¨ � öå ∇Ic,ν
(i)
0 ,2

1 . Çàâäÿêè íàÿâíîñòi ìåòðè-

êè gαβ â âèçíà÷åííi iíòåãðàëó Ic,ν
(i)
0 ,2

0 i ìîæëèâié íå íàïiâïðîñòié ïðèðî-

äi åëåìåíòó çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ ïðîñòîðó g
ν

(i)
0

0 , ÷èñëî D êîîðäèíàòíèõ

ôóíêöié , ùî âõîäÿòü â éîãî âèçíà÷åííÿ, ìîæå áóòè ðiâíèì ÷è ìåíøèì

íiæ dimg
ν

(i)
0

0 . Òóò ìè ïðèõîäèìî äî ðåäóêöi¨, òîáòî ïîíèæåííþ ÷èñëà íå-

çàëåæíèõ êîìïîíåíò â ñîëiòîííèõ ðiâíÿííÿõ, ÿêà ìà¹ ìiñöå â ñïåöiàëü-

íèõ òî÷êàõ êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü r(u, v). Äiéñíî, ðîçãëÿäàþ÷è U -îïåðàòîð

∇Ic,ν
(i)
0 ,2

0 , ìè ïðèõîäèìî äî iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü ç ÷èñëîì íåçàëåæíèõ êîì-

ïîíåíò D ≤ dimg
ν

(i)
0

0 < dimg. Ó âèïàäêó òî÷îê çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ νk,

ðiâíÿííÿ i¹ðàðõiõ ìàþòü âñi D = dimg � êîìïîíåíò. Çìåíøåííÿ ÷èñëà

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié, ùî âõîäÿòü â U - îïåðàòîð, i ¹ ïîòðiáíà ðåäóêöiÿ.
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Çàóâàæåííÿ 56. Iíòåãðàëè Icν
(i)
0 ,2

0 ÷è ∇Ic,ν
(i)
0 ,2

1 ìîæóòü áóòè òðèâiàëüíè-

ìè, ÿêùî dimg
ν

(i)
0

0 = 0, íàâiòü ÿêùî dimg
ν

(i)
0

0 > 0. Â öüîìó âèïàäêó çà U

÷è V îïåðàòîð íåîáõiäíî âèáèðàòè iíøèé ãðàäi¹íò ç íàáîðó ∇Ic,ν
(i)
0 ,m

n .

5.9. Iíòåãðîâíi ðiâíÿííÿ.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ÿâíó ôîðìó iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü, ùî âiäïî-

âiäàþòü ìàòðè÷íèì ãðàäi¹íòàì ∇Ic,ν
(i)
0 ,m

k , çîêðåìà, ìàòðè÷íèì ãðàäi¹í-

òàì (5.8.26), íåîáõiäíî çíàòè ÿâíó ôîðìó êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü

r-ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè Ëi â ñïåöiàëüíèõ òî÷êàõ. Ìè çðîáèìî öå çà ïðèïó-

ùåííÿ àíàëiòè÷íî¨ âëàñòèâîñòi (1.3.10) r-ìàòðèöi r(u, v) â îêîëi òî÷êè

v = ν
(i)
0 . Â öüîìó âèïàäêó g

ν
(i)
0

k = g, k > 0.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 5.4. Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) â îêîëi òî÷êè u = v = ν
(i)
0

ìà¹ ðîçêëàä (1.3.10). Òîäi ðiâíÿííÿ íóëüîâî¨ êðèâèçíè, ùî âiäïîâiäàþòü

U − V ïàði (5.8.26a)-(5.8.26b), òîáòî U = ∇Ic,ν
(i)
0 ,2

0 , V = ∇Ic,ν
(i)
0 ,2

1 , åêâi-

âàëåíòíi íàñòóïíié ñèñòåìi ìàòðè÷íèõ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü:

∂tL
(0) − ∂xL(1) = [L(0), L(1)]− [L(0), r0(L

(1))] + [L(1), r0(L
(0))]+

+ [L(0), (∂1r0 − ∂2r0)(L
(0))]− [L(1), ∂2r0(c

(−1))] + [c(−1), ∂1r0(L
(1))]+

+ [c(−1), (∂1∂
2
1r0 − ∂2

1∂1r0)(c
(−1))]. (5.9.27a)

∂xL
(0) = −([L(0), r0(L

(0))] + [L(1), c(−1)] + [c(−1), ∂1∂2r0(c
(−1))]). (5.9.27b)

äå ìàòðèöi L(0) i L(1) âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

L(0) ≡
dimg

ν
(i)
0

0∑
α=1

dimg∑
β=1

gαβl
(0),ν

(i)
0 ,αXβ, L(1) ≡

dimg
ν
(i)
0

1∑
α=1

dimg∑
β=1

gαβl
(1),ν

(i)
0 ,αXβ

à îïåðàòîðè ∂k1∂
l
2r0, k, l ∈ 0, 2 ìàþòü âèãëÿä:

∂k1∂
l
2r0(X) ≡ 〈∂k1∂l2(r0)12(ν

(i)
0 , ν

(i)
0 ), 1⊗X〉2.
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Çàóâàæåííÿ 57. Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ç äâîõ íàáîðiâ äèôåðåíöiéíèõ

ðiâíÿíü (5.9.27) îäèí íàáið äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ

íà êîìïîíåíòè ìàòðèöi L(0), íåîáõiäíî âèðàçèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿ-

ííÿ (5.9.27b), ìàòðèöþ L(1) ÷åðåç ìàòðèöi L(0), ∂xL(0) i c(−1) i ïiäñòàâèòè

¨¨ ÿâíó ôîðìó â ðiâíÿííÿ (5.9.27a). Ìè ïðîiëþñòðó¹ìî öå íà ïðèêëàäàõ.

5.9.1. Ïðèêëàä: àíiçîòðîïíå äâîêîìïîíåíòíå ðiâíÿííÿ ïÍØ

Íåõàé g = so(3). Ðîçãëÿíåìî àíiçîòðîïíó r-ìàòðèöþ â òàêié ïàðàìåòði-

çàöi¨:

r(λ, µ) =
λ1λ2λ3

(λ2 − µ2)

3∑
k=1

µk
λk
Xk ⊗Xk, (5.9.28)

äå λ2
k = λ2 − a2

k, µ
2
k = µ2 − a2

k i ai, i ∈ 1, 3 - äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Ðîçãëÿíåìî ñïåöiàëüíó òî÷êó µ = a3 i ïîêëàäåìî a3 = 0 (öå çàâæäè ìîæå

áóòè äîñÿãíóòî çà äîïîìîãîþ çñóâó ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðó). Â öüîìó

âèïàäêó r-ìàòðèöÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó:

r(λ, µ) =
1

(λ2 − µ2)

(
λ(µ1λ2X1⊗X1+µ2λ1X2⊗X2)+µλ1λ2X3⊗X3

)
, (5.9.29)

Îäíîïîëþñíà r-ìàòðè÷íà àëãåáðà g̃−,0r â òî÷öi µ = 0 ìà¹ âèãëÿä:

g̃−,0r = SpanC{
λ2

λ2k+1
a1X1,

λ1

λ2k+1
a2X2,

λ1λ2

λ2k+2
X3|k ≥ 0}.

Åëåìåíò çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ äóàëüíîãî ïðîñòîðó çàïèñó¹òüñÿ òàê:

L−,0(µ) = (l
(0)
1 X1 + l

(0)
2 X2) + µl

(1)
3 X3 + µ2(l

(2)
1 X1 + l

(2)
2 X2) + µ3l

(3)
3 X3 + ...

Âiäïîâiäíèé åëåìåíò çñóâó ìà¹ âèãëÿä:

c0(µ) =
c

µ
X3.

Íàéïðîñòiøi íåòðèâiàëüíi çñóíóòi iíòåãðàëè çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè:

Ic,0,20 =
1

2

(
(l

(0)
1 )2 + (l

(0)
2 )2

)
+ cl

(1)
3 , (5.9.30a)
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Ic,0,22 =
(
l
(0)
1 l

(2)
1 + l

(0)
2 l

(2)
2

)
+

1

2
(l

(1)
3 )2 + cl

(3)
3 . (5.9.30b)

�õíi ìàòðè÷íi ãðàäi¹íòè:

∇Ic,0,20 = (
λ2

λ
l
(0)
1 a1X1 +

λ1

λ
l
(0)
2 a2X2) + c

λ1λ2

λ2
X3, (5.9.31a)

∇Ic,0,22 = (
λ2

λ
l
(2)
1 a1X1 +

λ1

λ
l
(2)
2 a2X2) + l

(1)
3

λ1λ2

λ2
X3 +

1

λ2
∇Ic,0,20 (5.9.31b)

ïiäñòàâëåíi â ðiâíÿííÿ íóëüâî¨ êðèâèçíè, ïðîäóêóþòü íàñòóïíi äèôåðåí-

öiéíi ðiâíÿííÿ íà êîîðäèíàòíi ôóíêöi¨ l(1)
3 , l(0)

1 , l(0)
2 , l(2)

1 , l(2)
2 :

a1(∂tl
(0)
1 − ∂xl

(2)
1 ) = a2(l

(0)
2 l

(1)
3 − cl

(2)
2 ), (5.9.32a)

a2(∂tl
(0)
2 − ∂xl

(2)
2 ) = −a1(l

(0)
1 l

(1)
3 − cl

(2)
1 ), (5.9.32b)

∂xl
(1)
3 = a1a2(l

(0)
1 l

(2)
2 − l

(0)
2 l

(2)
1 ), (5.9.32c)

∂xl
(0)
1 = a1a2(l

(0)
2 l

(1)
3 − cl

(2)
2 ). (5.9.32d)

∂xl
(0)
2 = −a1a2(l

(0)
1 l

(1)
3 − cl

(2)
1 ). (5.9.32e)

Ðåçóëüòóþ÷i ðiâíÿííÿ â ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ, çàïèñóþòüñÿ íà êîîðäèíà-

òíié ôóíêöi¨ l(0)
1 , l(0)

2 , ùî âõîäÿòü ó âèçíà÷åííÿ ∇Ic,0,20 ÿê U� îïåðàòîðà. Ç

ìåòîþ ¨õ îòðèìàííÿ íåîáõiäíî âèðàçèòè l(1)
3 ÷åðåç l(0)

1 , l(0)
2 , âèêîðèñòîâóþ-

÷è ïîñòiéíiñòü iíòåãðàëó Ic,0,20 ïî âiäíîøåííþ äî âñiõ ÷àñîâèõ ïîòîêiâ (ìè

ïîêëàäåìî éîãî çíà÷åííÿ ðiâíèì íóëþ), âèðàçèòè l(2)
2 , l(2)

1 ÷åðåç l(0)
1 , l(0)

2 òà
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¨õ ïîõiäíi, âèêîðèñòîâóþ÷è äèôåðåíöiéíi ðiâíîñòi (5.9.32d)- (5.9.32e) i ïiä-

ñòàâèòè öå âñå â ðiâíîñòi (5.9.32a)- (5.9.32b). Â ðåçóëüòàòi, ìè îòðèìà¹ìî

íàñòóïíi äèôåðåíöiéíi ðiâíÿííÿ:

∂tl
(0)
1 − a−2

1 ∂xl
(0)
1 =

1

a1a2c
∂2
xl

(0)
2 −

1

c2
∂x(l

(0)
1 ((l

(0)
1 )2 + (l

(0)
2 )2)), (5.9.33a)

∂tl
(0)
2 − a−2

2 ∂xl
(0)
2 = − 1

a1a2c
∂2
xl

(0)
1 −

1

c2
∂x(l

(0)
2 ((l

(0)
1 )2 + (l

(0)
2 )2)). (5.9.33b)

Ââîäÿ÷è íîâèé äâîêîìïîíåíòíèé âåêòîð l(0)
1 = s1, l

(0)
2 = s2, äiàãîíàëüíó

äâà íà äâà ìàòðèöþ A = diag(a1, a2) i ñèìïëåêòè÷íó äâà íà äâà ìàòðèöþ

J , ìè ìîæåìî ïåðåïèñàòè ðiâíÿííÿ (5.9.33) ÿê îäíå íåëiíiéíå äèôåðåí-

öiéíå ðiâíÿííÿ â ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ äëÿ äâîêîìïîíåíòíîãî âåêòîðó ~s:

∂t~s− A−2∂x~s =
1

c

1

detA
J∂2

x~s−
1

c2
∂x((~s, ~s)~s).

Öå ðiâíÿííÿ ¹ àíiçîòðîïíîþ äåôîðìàöi¹þ ðiâíÿííÿ ÍØ ç ïîõiäíîþ. Äié-

ñíî, â ÷àñòêîâî àíiçîòðîïíîìó âèïàäêó a1 = a2 = a 6= 0, ïiñëÿ ââåäåííÿ

íîâî¨ ÷àñîâî¨ çìiííî¨ τ = t − a−2x i îáìåæåííÿ íà äiéñíó ôîðìó su(2),

ëåãêî ïîêàçàòè, ùî öå ðiâíÿííÿ ïåðåõîäèòü â ðiâíÿííÿ ÍØ ç ïîõiäíîþ.

5.9.2. Ïðèêëàä: âåêòîðíå óçàãàëüíåííÿ i¹ðàðõi¨ ðiâíÿííÿ ËË.

Ðîçãëÿíåìî áiëüø ñêëàäíèé ïðèêëàä ðåäóêöié â iíòåãðîâíèõ i¹ðàðõiÿõ

àñîöiéîâàíèõ ç àëãåáðàìè âèùîãî ðàíãó. Â âèïàäêó àëãåáð Ëi âèùèõ ðàí-

ãiâ iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ ¹ ìàòðè÷íèìè i¹ðàðõiÿìè.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîêàæåìî ÿê çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíèõ òî÷îê r-

ìàòðèöü ðåäóêóâàòè öi i¹ðàðõi¨ äî âåêòîðíèõ.

Íåõàé g öå àëãåáðà Ëi so(n) çi ñòàíäàðòíèì ìàòðè÷íèì áàçèñîì Xij,

i, j ∈ 1, n, Xji = −Xij. Ðîçãëÿíåìî àíiçîòðîïíó so(n) ⊗ so(n)� çíà÷íó

r-ìàòðèöþ â íàñòóïíié ïàðàìåòðèçàöi¨:

r(λ, µ) =
n∑

i,j=1

λiλj
µiµj

Xij ⊗Xij

(λ2 − µ2)
, (5.9.34)
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äå λ2
k = λ2 − a2

k, µ
2
k = µ2 − a2

k, ai, i ∈ 1, n � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Öÿ r-ìàòðèöÿ ¹ áàãàòîâèìiðíèì óçàãàëüíåííÿì ðîçãëÿíóòî¨ â ïîïå-

ðåäíüîìó ðîçäiëi r-ìàòðèöi. Àëå äëÿ n > 3 i äîâiëüíèõ êîíñòàíò ai öÿ

r-ìàòðèöÿ íå ìà¹ åëåìåíòiâ çñóâó. Òîìó íå iñíó¹ (n− 1) � êîìïîíåíòíèõ

óçàãàëüíåíü ñîëiòîííîãî ðiâíÿííÿ îïèñàíîãî â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi.

Ëåãêî áà÷èòè ùî r-ìàòðèöÿ (5.9.34) ìà¹ n ñïåöiàëüíèõ òî÷îê λ2 = a2
i i

ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê µ2 = a2
k, ñèíãóëÿðíiñòü ÿêèõ óñóâà¹òüñÿ äîìíîæåííÿì

r-ìàòðèöi íà ôóíêöiþ f(µ) = µk. Äiéñíî, ïðÿìèé îáðàõóíîê äà¹:

rµk(λ, ak) =
n∑

i=1,i 6=k

λiλk√
a2
k − a2

i

Xik ⊗Xik

(λ2 − a2
k)
,

r(ak, µ) =
n∑

i,j=1,i,j 6=k

√
a2
k − a2

i

√
a2
k − a2

j

µiµj

Xij ⊗Xij

(a2
k − µ2)

.

òîìó, â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî, ùî gak0 = so(n− 1), ḡak0 = Rn−1.

Ðîçãëÿíåìî îäíó çi ñïåöiàëüíèõ òî÷îê r-ìàòðèöi, à ñàìå, òî÷êó µ =

a1, i âèïèøåìî âiäïîâiäíó îäíîòî÷êîâó íåñêií÷åííîâèìiðíó àëãåáðó Ëi i

ìàëó i¹ðàðõiþ ñîëiòîííèõ ðiâíÿíü. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî áàçèñ

â îäíîòî÷êîâié àëãåáði, ùî âiäïîâiäà¹ òî÷öi µ = a1 i r-ìàòðèöi rµ1(λ, µ) =

µ1r(λ, µ), ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

g̃−,a1 = SpanC{
λiλj

(λ2 − a2
1)
k
Xij|k > 0, i, j ∈ 1, n, i < j}.

Çîîêðåìà, íåòðèâiàëüíi áàçèñíi åëåìåíòè X
(k),a1

ij (u), k ∈ 0, 2, i, j ∈ 2, n

(ëîêàëüíèé ïàðàìåòð ðîçêëàäiâ â îêîëi öi¹¨ òî÷êè ¹ µ1) ìàþòü âèãëÿä:

X
(0),a1

1j (u) =
λ1λj√
a2

1 − a2
j

X1j

(λ2 − a2
1)
, X

(1),a1

ij (u) =
λiλj√

a2
1 − a2

i

√
a2

1 − a2
j

Xij

(λ2 − a2
1)

X
(2),a1

1j (u) =
λ1λj√
a2

1 − a2
j

X1j

(λ2 − a2
1)

2
− λ1λj

2
√

(a2
1 − a2

j)
3

X1j

(λ2 − a2
1)
.
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åëåìåíò çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ äóàëüíîãî ïðîñòîðó çàïèñó¹òüñÿ òàê:

L−,a1(µ) =
n∑
j=2

l
(0)
1j X1j + µ1

n∑
i,j=2

l
(0)
ij Xij + µ2

1

n∑
j=2

l
(2)
1j X1j + ....

Íàéïðîñòiøi íåòðèâiàëüíi êîìóòóþ÷i iíòåãðàëè ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

Ia1,2
0 =

1

2

n∑
j=2

(l
(0)
1j )2, Ia1,2

2 =
1

2

n∑
i,j=2,i<j

(l
(0)
ij )2 +

n∑
j=2

l
(0)
1j l

(2)
1j .

Âiäïîâiäíi ìàòðè÷íi ãðàäi¹íòè ëåãêî îáðàõîâóþòüñÿ i ìàþòü ôîðìó:

∇Ia1,2
0 =

n∑
j=2

l
(0)
1j

λ1λj√
a2

1 − a2
j

X1j

(λ2 − a2
1)
,

∇Ia1,2
2 =

n∑
j=2

l
(0)
1j

λ1λj√
a2

1 − a2
j

X1j

(λ2 − a2
1)

2
+

n∑
i,j=2,i<j

l
(1)
ij

λiλj√
a2

1 − a2
i

√
a2

1 − a2
j

Xij

(λ2 − a2
1)

+
n∑
j=2

(l
(2)
1j −

l
(0)
1j

2(a1 − aj)
)

λ1λj√
a2

1 − a2
j

X1j

(λ2 − a2
1)
.

Ïîêëàäàþ÷è U = ∇Ia1,2
0 , V = ∇Ia1,2

2 i ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíi âèðàçè â

ðiâíÿííÿ íóëüîâî¨ êðèâèçíè, ìè ïðèõîäèìî äî íàñòóïíèõ äèôåðåíöiéíèõ

ñïiââiäíîøåíü íà êîîðäèíàòíi ôóíêöi¨ l(0)
1j , l

(1)
ij , l

(2)
1j :

∂tl
(0)
1j − ∂xl̃

(2)
1j = −

n∑
i=2

l
(0)
1i l

(1)
ij

(a1 − ai)
, (5.9.35a)

∂xl
(0)
1j =

n∑
i=2

l
(0)
1i l

(1)
ij , (5.9.35b)

∂xl
(1)
ij = (l̃

(2)
1i l

(0)
1j − l̃

(2)
1j l

(0)
1i ), (5.9.35c)

l̃
(2)
1j ≡ (l

(2)
1j −

l
(0)
1j

2(a1 − aj)
). (5.9.35d)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (5.9.35b), âèðàçèìî l(1)
ij ÷åðåç l(0)

1j i ¨ ¨ ïîõiäíi:

l
(1)
ij = (l

(0)
1i ∂xl

(0)
1j − l

(0)
1j ∂xl

(0)
1i ),

äå ìè âðàõóâàëè, ùî Ia1,2
0 ¹ ïîñòiéíèì âiäíîñíî âñiõ ÷àñîâèõ ïîòîêiâ i ïî-

êëàëè éîãî çíà÷åííÿ ðiâíèì íóëþ. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé âèðàç i ðiâíÿííÿ

(5.9.35c), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ôîðìóëó äëÿ êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié l̃(2)
1i :

l̃
(2)
1i = −∂2

xl
(0)
1i + c(l

(0)
1k )l

(0)
1i ,

äå c(l(0)
1k ) � äåÿêà ôóíêöiÿ âiä äèíàìi÷íèõ çìiííèõ l(0)

1k , ÿâíà ôîðìà ÿêî¨

îáðàõîâóþ¹òüñÿ âèêîðèñòîâóþ÷è ïîñòiéíiñòü iíòåãðàëó Ia1,2
2 ïî âiäíîøåí-

íþ äî âñiõ ÷àñîâèõ ïîòîêiâ. Ïîêëàäàþ÷è çíà÷åííÿ Ia1,2
2 íóëåì, âçÿâøè äî

óâàãè, ùî ∂xI
a1,2
0 = ∂2

xI
a1,2
0 = 0, à îòæå

n∑
j=2

l
(0)
1j ∂xl

(0)
1j = 0,

n∑
j=2

l
(0)
1j ∂

2
xl

(0)
1j = −

n∑
j=2

∂xl
(0)
1j ∂xl

(0)
1j ,

ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ c(l(0)
1k ):

c(l
(0)
1k ) = −3

2

n∑
j=2

(∂xl
(0)
1j )2 − 1

2

n∑
j=2

l
(0)
1j l

(0)
1j

(a1 − aj)
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå âñå i ðiâíÿííÿ (5.9.35a) i ââîäÿ÷è íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

si = l
(0)
1i+1, Ĵ = diag(j1, ...., jn−1) = diag(

1

(a1 − a2)
, ....,

1

(a1 − an)
)

ïiñëÿ çàìiíè çíàêó ÷àñîâîãî ïîòîêó ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíi äèôåðåíöiéíi

ðiâíÿííÿ â ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ äëÿ n− 1� êîìïîíåíòíîãî âåêòîðà −→s :

∂t
−→s = ∂x(∂

2
x
−→s +

3

2
〈∂x−→s , ∂x−→s 〉−→s ) +

3

2
〈−→s , Ĵ−→s 〉∂x−→s . (5.9.36)

Öå ðiâíÿííÿ ¹ âåêòîðíèì óçàãàëüíåííÿì ïåðøîãî âèùîãî ïîòîêó ðiâíÿíü

i¹ðàðõi¨ Ëàíäàó � Ëiâøèöÿ [45]. Âiäçíà÷èìî, ùî âåêòîðíîãî óçàãàëüíåííÿ

ñàìîãî ðiâíÿííÿ Ëàíäàó � Ëiâøèöÿ íå iñíó¹. Àëå iñíó¹ ìàòðè÷íå éîãî

óçàãàëüíåííÿ. Âiäïîâiäíà i¹ðàðõiÿ çàïèñó¹òüñÿ äëÿ ñïiíó S, ùî íàëåæèòü

äî so(n) i ìà¹ n(n−1)
2 � êîìïîíåíò, â òîé ÷àñ, ÿê i¹ðàðõiÿ ðiâíÿíü (5.9.36)

çàïèñó¹òüñÿ äëÿ (n − 1) êîìïîíåíò âåêòîðà −→s . Öå ¹ ïðîÿâîì ðåäóêöi¨ â

iíòåãðîâíèõ i¹ðàðõiÿõ ïîâ'ÿçàíîþ çi ñïåöiàëüíîþ òî÷êîþ r-ìàòðèöi.
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5.10. Âåëèêi i¹ðàðõi¨ i �âiä'¹ìíi� ïîòîêè.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî òàê çâàíi âåëèêi iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨.

Ïåðåõiä äî ðiâíÿíü âåëèêî¨ i¹ðàðõi¨ îçíà÷à¹ ïîäâî¹ííÿ àëãåáðè, ùî âåäå,

â ñâîþ ÷åðãó, äî ïîäâî¹ííÿ ÷èñëà êîìóòàòèâíèõ ïîòîêiâ, òîáòî äî ïîäâî-

¹ííÿ ÷àñiâ â i¹ðàðõi¨, i îäíî÷àñíå ïîäâî¹ííÿ ÷èñëà äèíàìi÷íèõ çìiííèõ.

U − V � ïàðè iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü òàêèõ i¹ðàðõié ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ

â àëãåáðàõ g̃−,νkr + g̃−,νlr , g̃−,νkr + g̃
−,ν(i)

0
r ÷è g̃

−,ν(j)
0

r + g̃
−,ν(i)

0
r . Ñåðåä ðiâíÿíü

âåëèêî¨ i¹ðàðõi¨ ¹ ðiâíÿííÿ ìàëèõ ïiäi¹ðàðõié ç U − V � ïàðàìè, ùî ïðè-
éìàþòü çíà÷åííÿ â îäíié i òié ñàìi îäíoòî÷êîâié ïiäàëãåáði i ðiâíÿííÿ

ç U�îïåðàòîðîì, ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â îäíié îäíîòî÷êîâié ïiäàëãåáði

i V �îïåðàòîðîì, ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â iíøié îäíîòî÷êîâié ïiäàëãåáði.

Òàêi ðiâíÿííÿ iíîäi íàçèâàþòü âiä'¹ìíèìè ïîòîêàìè iíòåãðîâíèõ i¹ðàðõié

ïîâ'ÿçàíèõ ç îäíîòî÷êîâèìè ïiäàëãåáðàìè.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ òîãî, ùîá çàïèñàòè âiäïîâiäíi âiä'¹ìíi ïîòîêè ií-

òåãðîâíèõ i¹ðàðõié, íå ïîòðiáíî çíàòè àíàëiòè÷íó ïîâåäiíêó r-ìàòðèöi â

îêîëi äiàãîíàëi, òîìó âiäïîâiäíi iíòåãðîâíi ðiâíÿííÿ ìîæóòü áóòè çàïèñàíi

â äîñòàòíüî çàãàëüíié ôîðìi áåç ñïåöèôiêàöi¨ êîíêðåòíî¨ ôîðìè r-ìàòðèöi

i ¨¨ àíàëiòè÷íî¨ ïðâåäiíêè. Áiëüøå òîãî, öi ðiâíÿííÿ ìàþòü (ôîðìàëüíî)

òó ñàìó ôîðìó äëÿ ðåãóëÿðíèõ i ñèíãóëÿðèíõ òî÷îê ïî ìîäóëþ òîãî ôà-

êòó, ùî ÷èñëî íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò ó âiäïîâiäíèõ ðiâíÿííÿõ áóäå ðiçíèì

i åëåìåíòè çñóâó áóäóòü òðèâiàëüíèìè äëÿ âèïàäêó ðåãóëÿðíèõ òî÷îê. Òî-

ìó ìè íå áóäåìî ðîçãëÿäàòè îêðåìî âèïàäêè ðåãóëÿðíèõ i ñèíãóëÿðèíõ

òî÷îê r-ìàòðèöü îòðèìóþ÷è âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ÿê ÷àñòêîâi âèïàäêè çà-

ãàëüíî¨ êîíñòðóêöi¨.

5.10.1. Iíòåãðîâíi ðiâíÿííÿ. ßâíà ôîðìà. Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòi-

øèé ìîæëèâèé ïðèêëàä âiä'¹ìíîãî ïîòîêó iíòåãðîâíî¨ i¹ðàðõi¨. Ç öi¹þ

ìåòîþ ðîçãëÿíåìî äâà ãàìiëüòîíiàíà (5.8.26a) i ¨õ ìàòðè÷íi ãðàäi¹íòè çà-
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ïèñàíi äëÿ äâîõ ðiçíèõ òî÷îê ν(i)
0 i ν(j)

0 :

∇Ic,ν
(i)
0 ,2

0 =

dimg
ν
(i)
0

0∑
α,β=1

gαβl
(0),ν

(i)
0 ,αX(0),ν

(i)
0 ,β(u)+

dimgc
ν
(i)
0
−1∑

α=1

dimg
ν
(i)
0

1∑
β=1

gαβc
ν

(i)
0 ,αX(1),ν

(i)
0 ,β(u),

(5.10.37)

∇Ic,ν
(j)
0 ,2

0 =

dimg
ν
(j)
0

0∑
α,β=1

gαβl
(0),ν

(j)
0 ,αX(0),ν

(j)
0 ,β(u)+

dimgc
ν
(i)
0
−1∑

α=1

dimg
ν
(j)
0

1∑
β=1

gαβc
ν

(j)
0 ,αX(1),ν

(j)
0 ,β(u).

(5.10.38)

Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ íóëüîâî¨ êðèâèçíè:

∂∇Ic,ν
(i)
0 ,2

0

∂tj,20

− ∂∇Ic,ν
(j)
0 ,2

0

∂ti,20

+ [∇Ic,ν
(i)
0 ,2,∇Ic,ν

(j)
0 ,2] = 0. (5.10.39)

Çàóâàæåííÿ 58. Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ ìè íàäàëi ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïà-

äîê, êîëè ïiäàëãåáðè g̃
−,ν(j)

0
r , g̃−,ν

(i)
0

r íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Öå ïðèâåäå äî âè-

êëþ÷åííÿ ç ðîçãëÿäó êëàñó iíòåãðîâíèõ ìîäåëåé, ùî ìîæóòü áóòè íàçâàíi

óçàãàëüíåíèìè ìîäåëÿìè Òiðiíãà [89].

Cèñòåìà ðiâíÿíü (5.10.39) ìîæå áóòè çàïèñàíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

∂tj,20
L(0),ν

(i)
0 = −

(
[L(0),ν

(i)
0 , r(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 )(L(0),ν

(j)
0 )]+[L(0),ν

(i)
0 , ∂

ν
(j)
0
r(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 )(Cν

(j)
0 )]

+ [Cν
(i)
0 , ∂

ν
(i)
0
r(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 )(L(0),ν

(j)
0 )] + [Cν

(i)
0 , ∂

ν
(i)
0
∂
ν

(j)
0
r(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 )(Cν

(j)
0 )]
)

(5.10.40a)

∂ti,20
L(0),ν

(j)
0 = −

(
[L(0),ν

(j)
0 , r(ν

(j)
0 , ν

(i)
0 )(L(0),ν

(i)
0 )]+[L(0),ν

(j)
0 , ∂

ν
(i)
0
r(ν

(j)
0 , ν

(i)
0 )(Cν

(i)
0 )]

+ [Cν
(j)
0 , ∂

ν
(j)
0
r(ν

(j)
0 , ν

(i)
0 )(L(0),ν

(i)
0 )] + [Cν

(j)
0 , ∂

ν
(i)
0
∂
ν

(j)
0
r(ν

(j)
0 , ν

(i)
0 )(Cν

(i)
0 )]
)
,

(5.10.40b)
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äå r(ν(i)
0 , ν

(j)
0 )(L(0),ν

(j)
0 ) ≡ 〈r12(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 ), 1⊗L(0),ν

(j)
0 〉2 i ìè ââåëè ïîçíà÷åííÿ:

L(0),ν
(i)
0 =

dimg
ν
(i)
0

0∑
γ=1

l(0),ν
(i)
0

γ Xγ, L(0),ν
(j)
0 =

dimg
ν
(j)
0

0∑
γ=1

l(0),ν
(j)
0

γ Xγ,

Cν
(i)
0 =

dimg
ν
(i)
0

1∑
γ=1

cν
(i)
0
γ Xγ, Cν

(j)
0 =

dimg
ν
(j)
0

1∑
γ=1

cν
(j)
0
γ Xγ.

Çàóâàæåííÿ 59. Âiäçíà÷èìî ðåäóêöiþ, ÿêà ìà¹ ìiñöå â îñîáëèâèõ òî-

÷êàõ êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü. Äiéñíî, ðîçãëÿíóòi U − V � ïàðè i ðåçóëü-

òóþ÷i ñîëiòîííi ðiâíÿííÿ ìiñòÿòü, ó âèïàäêó ñèíãóëÿðèíõ òî÷îê, òiëüêè

dimg
ν

(i)
0

0 + dimg
ν

(j)
0

0 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié, â òîé ÷àñ, ÿê ó âèïàäêó ðåãó-

ëÿðíèõ òî÷îê νk, νl ÷èñëî êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ çàïèñó¹òüñÿ

âiäïîâiäíå ñîëiòîííå ðiâíÿííÿ, äîðiâíþ¹ ïîäâî¹íié ðîçìiðíîñòi àëãåáðè g.

Ìîæëèâà ñèòóàöiÿ, êîëè â ñèíãóëÿðíié òî÷öi v = ν
(i)
0 ìà¹ ìiñöå ðiâ-

íiñòü r12(u, ν
(i)
0 ) = 0, r12(u, ν

(j)
0 ) 6= 0. Â öüîìó âèïàäêó, äëÿ òîãî, ùîá

ðiâíÿííÿ (5.10.40b) áóëè íåòðèâiàëüíèìè ¨õ íåîáõiäíî ïåðåâèçíà÷èòè. Íå-

õàé f(v) áóäå òàêà ôóíêöiÿ, ùî rf12(u, v) = f(v)r12(u, v) íåòðèâiàëüíà i

íåñèíãóëÿðíà â òî÷öi v = ν
(i)
0 . Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è íàñòóïíèé íàñëiäîê

óçàãàëüíåíîãî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà:

[rf12(u1, u2), r13(u1, u3)] = [r23(u2, u3), r
f
12(u1, u2)]− [rf32(u3, u2), r13(u1, u3)],

i ìîæíà îòðèìàòè, çàìiñòü ñèñòåìè ðiâíÿíü (5.10.40), íàñòóïíó ñèñòåìó:

∂tj,20
L(0),ν

(i)
0 = −

(
[L(0),ν

(i)
0 , r(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 )(L(0),ν

(j)
0 )]+[L(0),ν

(i)
0 , ∂

ν
(j)
0
r(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 )(Cν

(j)
0 )]

+ [Cν
(i)
0 , ∂

ν
(i)
0
r(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 )(L(0),ν

(j)
0 )] + [Cν

(i)
0 , ∂

ν
(i)
0
∂
ν

(j)
0
r(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 )(Cν

(j)
0 )]
)

(5.10.41a)

∂ti,20
L(0),ν

(j)
0 = −

(
[L(0),ν

(j)
0 , rf(ν

(j)
0 , ν

(i)
0 )(L(0),ν

(i)
0 )]+[L(0),ν

(j)
0 , ∂

ν
(i)
0
rf(ν

(j)
0 , ν

(i)
0 )(Cν

(i)
0 )]

+[Cν
(j)
0 , ∂

ν
(j)
0
rf(ν

(j)
0 , ν

(i)
0 )(L(0),ν

(i)
0 )]+[Cν

(j)
0 , ∂

ν
(i)
0
∂
ν

(j)
0
rf(ν

(j)
0 , ν

(i)
0 )(Cν

(i)
0 )]
)
.

(5.10.41b)
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Çàóâàæèìî, ùî òiëüêè äðóãå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âiä-

ïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (5.10.40).

Ó âàæëèâîìó ÷àñòêîâîìó ïðèêëàäi, êîëè îäèí ç åëåìåíòiâ çñóâó ¹ òðè-

âiàëüíèì, íàïðèêëàä Cν
(j)
0 = 0 ðiâíÿííÿ (5.10.41) ñïðîùóþòüñÿ äî ôîðìè:

∂tj,20
L(0),ν

(i)
0 = −

(
[L(0),ν

(i)
0 , r(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 )(L(0),ν

(j)
0 )]+[Cν

(i)
0 , ∂

ν
(i)
0
r(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 )(L(0),ν

(j)
0 )]
)

(5.10.42a)

∂ti,20
L(0),ν

(j)
0 = −

(
[L(0),ν

(j)
0 , rf(ν

(j)
0 , ν

(i)
0 )(L(0),ν

(i)
0 )]+[L(0),ν

(j)
0 , ∂

ν
(i)
0
rf(ν

(j)
0 , ν

(i)
0 )(Cν

(i)
0 )]
)
.

(5.10.42b)

Ñèñòåìà öèõ ðiâíÿíü ìîæå áóòè íàçâàíîþ óçàãàëüíåíîþ íåàáåëåâîþ ñè-

ñòåìîþ Òîäè îñêiëüêè, â ñïåöiàëüíîìó ÷àñòêîâîìó ïðèêëàäi çêðó÷åíèõ

ðàöiîíàëüíèõ r-ìàòðèöü, öi ðiâíÿííÿ ñïiâïàäàþòü çi çâè÷àéíîþ íåàáåëå-

âîþ ñèñòåìîþ Òîäè. Ó âèïàäêó ðàöiîíàëüíèõ r-ìàòðèöü, çêðó÷åíèõ çà

äîïîìîãîþ êîêñòåðiâñüêîãî àâòîìîðôiçìó, öi ðiâíÿííÿ, ÿê ëåãêî ïîêàçà-

òè, åêâiâàëåíòíi çâè÷àéíèì ñêií÷åííîêîìïîíåíòíèì ðiâíÿííÿì Òîäè.

Íàðåøòi, ó âèïàäêó, êîëè îáèäâà åëåìåíòè çñóâó âèáðàíi íóëüîâèìè

Cν
(i)
0 = Cν

(j)
0 = 0, ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü:

∂tj,20
L(0),ν

(i)
0 = −[L(0),ν

(i)
0 , r(ν

(i)
0 , ν

(j)
0 )(L(0),ν

(j)
0 )], (5.10.43a)

∂ti,20
L(0),ν

(j)
0 = −[L(0),ν

(j)
0 , rf(ν

(j)
0 , ν

(i)
0 )(L(0),ν

(i)
0 )]. (5.10.43b)

Öi ðiâíÿííÿ ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ðåäóêöiÿ ðiâíÿíü óçàãàëüíåíèõ êi-

ðàëüíèõ ïîëiâ [106] i ñïiâïàäàþòü ç íèìè, êîëè òî÷êè ν(i)
0 , ν(j)

0 ¹ ðåãóëÿð-

íèìè òî÷êàìè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü.

Çàóâàæåííÿ 60. Âiäçíà÷åìî, ùî â ðiâíÿííÿõ (5.10.43) âèêîðèñòîâóþ-

òüñÿ iíòåãðàëè Iν
(i)
0 ,2

0 i Iν
(j)
0 ,2

0 . ßê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å, öi iíòåãðàëè ìî-

æóòü áóòè òðèâiàëüíi. Íåçâàæàþ÷è íà öå ðiâíÿííÿ (5.10.42) (5.10.43), ìà-

þòü ìiñöå, àëå çàïèñóþòüñÿ âîíè çà äîïîìîãîþ iíøèõ, òàê çâàíèõ, âèùèõ
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ãàìiëüòîíiàíiâ Iν
(i)
0 ,p

0 i Iν
(j)
0 ,q

0 äëÿ äåÿêèõ p, q > 2. Âiäïîâiäíi ñîëiòîííi ðiâ-

íÿííÿ áóäóòü òèìè æ, àëå ïîòðiáíî ïåðåâèçíà÷èòè ìàòðèöi L(0),ν
(i)
0 , L(0),ν

(j)
0

íàñòóïíèì ÷èíîì:

L(0),ν
(i)
0 =

dimg
ν
(i)
0

0∑
γ=1

∂I
ν

(i)
0 ,p

0

∂l(0),ν
(i)
0 ,γ

Xγ, L(0),ν
(j)
0 =

dimg
ν
(j)
0

0∑
γ=1

∂I
ν

(j)
0 ,q

0

∂l(0),ν
(j)
0 ,γ

Xγ. (5.10.44)

Çàóâàæåííÿ 61. Âiäçíà÷åìî, ùî äëÿ òîãî, ùîá çðîáèòè îäíó ÷è äâi ç

òî÷îê ν(i)
0 , ν(j)

0 ðåãóëÿðíèìè, íåîáõiäíî ïðîñòî ïîêëàñòè ν(i)
0 → νk i ν

(i)
0 →

νl â öèõ ðiâíÿííÿõ i âðàõóâàòè, ùî ìàòðèöi Cνk , Cνl â öüîìó âèïàäêó,

òðèâiàëüíi, à òàêîæ, ùî gνk0 = gνk1 = gνk0 = gνk1 = g, gνl0 = gνl1 = gνl0 = gνl1 = g.

5.10.2. Ïðèêëàä: àíiçîòðîïíà i¹ðàðõiÿ ç äâîìà çñóâàìè. Íåõàé

g = so(3). Íåõàé X1, X2, X3 � ñòàíäàðòíèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ àë-

ãåáðè so(3). Ðîçãëÿíåìî àíiçîòðîïíó r-ìàòðèöþ â òàêié ïàðàìåòðèçàöi¨:

r(λ, µ) =
λ1λ2λ3

(λ2 − µ2)

3∑
k=1

µk
λk
Xk ⊗Xk, (5.10.45)

äå λ2
k = λ2 − a2

k, µ
2
k = µ2 − a2

k, ai, i ∈ 1, 3 ¹ äîâiëüíèìè êîìïëåêñíèìè

÷èñëàìè. Â ïîðiâíÿííi ç ïîçíà÷åííÿìè ôîðìóëè (2.3.25) ìè çðîáèëè çà-

ìiíó ak → a−2
k , u → λ2, v → µ2 i äîìíîæèëè r-ìàòðèöþ íà µ1µ2µ3. Öÿ

r-ìàòðèöÿ ìà¹ òðè îñîáëèâi òî÷êè µ2 = a2
i , i ∈ 1, 3.

Ðîçãëÿíåìî äâi ñïåöiàëüíi òî÷êè öi¹¨ r-ìàòðèöi, íàïðèêëàä, òî÷êè a1 i

a2. Îïèøåìî âiäïîâiäíi îäíîòî÷êîâi íåñêií÷åííîâèìiðíi àëãåáðè Ëi. Ïðà-

âèëüíèì ëîêàëüíèì ïàðàìåòðîì â îêîëi öèõ òî÷îê ïî âiäíîøåííþ äî ÿêèõ

ñëiä äèôåðåíöiþâàòè r-ìàòðèöþ äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè áàçèñíi åëåìåí-

òè öèõ àëãåáð, ¹ ïàðàìåòðè µ1 i µ2 âiäïîâiäíî. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äà¹:

g̃−,a1 = SpanC{
λ2λ1

λ2+2k
1

X3,
λ1λ3

λ2+2k
1

X2,
λ2λ3

λ2+2k
1

X1},

g̃−,a2 = SpanC{
λ2λ1

λ2+2k
2

X3,
λ2λ3

λ2+2k
2

X1,
λ1λ3

λ2+2k
2

X2}.
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Åëåìåíòè äóàëüíîãî ïðîñòîðó çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ çàïèñóþòüñÿ òàê:

L−,a1(µ) = (l
(0),a1

3 X3+l
(0),a1

2 X2)+µ1l
(1),a1

1 X1+µ
2
1(l

(2),a1

3 X3+l
(2),a1

2 X2)+µ
3
1l

(3),a1

1 X1+..

L−,a2(µ) = (l
(0),a2

3 X3+l
(0),a2

2 X1)+µ2l
(1),a1

2 X2+µ
2
2(l

(2),a2

3 X3+l
(2),a2

1 X1)+µ
3
2l

(3),a2

2 X2+..

Âiäïîâiäíi åëåìåíòè çñóâó ìàþòü âèãëÿä [107]:

ca1(µ) =
c1

µ1
X1, ca2(µ) =

c2

µ2
X2.

Íàéïðîñòiøi çñóíóòi êîìóòóþ÷i iíòåãðàëè ìàþòü ôîðìó:

Ic,a1,2
0 =

1

2

(
(l

(0),a1

2 )2 + (l
(0),a1

3 )2
)

+ c1l
(1),a1

1 ,

Ic,a2,2
0 =

1

2

(
(l

(0),a2

1 )2 + (l
(0),a2

3 )2
)

+ c2l
(1),a2

2 .

�õ ìàòðè÷íi ãðàäi¹íòè çàïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∇Ic,a1,2
0 = (

√
a2

1 − a2
2

λ1λ3

λ2
1

l
(0),a1

2 X2 +
√
a2

1 − a2
3

λ1λ2

λ2
1

l
(0),a1

3 X3

)
+ c1

λ2λ3

λ2
1

X1,

∇Ic,a2,2
0 = (

√
a2

1 − a2
1

λ2λ3

λ2
2

l
(0),a2

1 X1 +
√
a2

2 − a2
3

λ1λ2

λ2
2

l
(0),a2

3 X3

)
+ c2

λ1λ3

λ2
2

X2.

Îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíi ñîëiòîííi ðiâíÿííÿ âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíó ôîð-

ìóëó (5.10.40). Äëÿ öi¹¨ ìåòè ïîêëàäåìî ν(i)
0 = a1, ν

(j)
0 = a2 i ïîðàõó¹ìî

çíà÷åííÿ r-ìàòðèöi i ¨¨ ïîõiäíèõ â öèõ òî÷êàõ. Ìè îòðèìà¹ìî:

r12(a1, a2) =
√
a2

3 − a2
1X1 ⊗X1, r12(a2, a1) =

√
a2

3 − a2
2X2 ⊗X2,

∂λ1
r12(λ, µ)|λ=a1,µ=a2

=

√
a2

2 − a2
3√

a2
1 − a2

2

X3 ⊗X3,

∂λ2
r12(λ, µ)|λ=a2,µ=a1

=

√
a2

1 − a2
3√

a2
2 − a2

1

X3 ⊗X3,

∂λ1
∂µ2

r12(λ, µ)|λ=a1,µ=a2
=

√
a2

1 − a2
3

a2
1 − a2

2

X2 ⊗X2,

∂λ2
∂µ1

r12(λ, µ)|λ=a2,µ=a1
=

√
a2

2 − a2
3

a2
2 − a2

1

X1 ⊗X1,
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∂µ1
r12(λ, µ)|λ=a2,v=a1

= ∂µ2
r12(λ, µ)|λ=a1,µ=a2

= 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå â ñïiââiäíîøåííÿ (5.10.40), îòðèìó¹ìî íàñòóïíi ðiâíÿí-

íÿ äëÿ ôóíêöié S2 ≡ l
(0),a1

2 , S3 ≡ l
(0),a1

3 , T1 ≡ l
(0),a2

1 , T3 ≡ l
(0),a2

3 :

∂t2S2 = −(
√
a2

3 − a2
1S3T1 − c1

√
a2

2 − a2
3√

a2
1 − a2

2

T3), (5.10.46a)

∂t2S3 = −(−
√
a2

3 − a2
1S2T1 + c1c2

√
a2

1 − a2
3

(a2
1 − a2

2)
), (5.10.46b)

∂t1T1 = (
√
a2

3 − a2
2S2T3 + c2

√
a2

1 − a2
3√

a2
2 − a2

1

S3), (5.10.46c)

∂t1T3 = (−
√
a2

3 − a2
2S2T1 + c1c2

√
a2

2 − a2
3

(a2
2 − a2

1)
), (5.10.46d)

äå t1 ≡ ta1,2
0 , t2 ≡ ta2,2

0 . Öi ðiâíÿííÿ ¹ ïåðøèì íåãàòèâíèì ïîòîêîì äî

àíiçîòðîïíî¨ ìîäèôiêàöi¨ ïÍØ ðîçãëÿíóòîãî â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ.

5.10.3. Ïðèêëàä: �ïîäâî¹íà� i¹ðàðõiÿ ðiâíÿíü Ëàíäàó-Ëiâøèöÿ.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ðåäóêöié â iíòåãðîâíèõ i¹ðàðõiÿõ àñîöiéîâàíèõ ç àë-

ãåáðàìè Ëi âèùîãî ðàíãó. Ó âèïàäêó çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ òàêi iíòåãðîâ-

íi i¹ðàðõi¨ ¹ �ïîäâî¹íèìè� ìàòðè÷íèìè i¹ðàðõiÿìè [105], [106]. Ìè ïðîäå-

ìîíñòðó¹ìî ÿê ñïåöiàëüíi òî÷êè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèö âåäóòü äî �ïîäâî¹-

íèõ� âåêòîðíèõ i¹ðàðõié.

Íåõàé g ' so(n) ç ñòàíäàðòíèì áàçèñîì Xij, i, j ∈ 1, n, Xji = −Xij.

Ðîçãëÿíåìî àíiçîòðîïíó r-ìàòðèöþ (2.3.25) íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

r(λ, µ) =
n∑

i,j=1

λiλj
µiµj

Xij ⊗Xij

(λ2 − µ2)
, (5.10.47)

äå λ2
k = λ2 − a2

k, µ
2
k = µ2 − a2

k, ai, i ∈ 1, n � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà. Â

ïîðiâíÿííi ç ïîçíà÷åííÿìè ôîðìóëè (2.3.25) ìè çðîáèëè çàìiíó ak → a−2
k ,

u→ λ2, v → µ2.
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Çàóâàæåííÿ 62. r-ìàòðèöÿ (5.10.47) ¹ ïðÿìèì óçàãàëüíåííÿì ðîçãëÿ-

íóòî¨ â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäó r-ìàòðèöi. Àëå äëÿ n > 3 i çàãàëüíèõ

ïàðàìåòðiâ àíiçîòðîïi¨ ai öÿ r-ìàòðèöÿ íå ìiñòèòü íåòðèâiàëüíèõ åëåìåí-

òiâ çñóâó [107]. Òîìó ðiâíÿííÿ, îòðèìàíi â öüîìó ïiäðîçäiëi, íå áóäóòü

óçàãàëüíþâàòè ñîëiòîííi ðiâíÿííÿ îòðèìàíi â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi.

ßê óæå çàçíà÷àëîñü âèùå r-ìàòðèöÿ (5.10.47) ìà¹ n ñïåöiàëüíèõ òî-

÷îê µ2 = a2
i . Ðîçãëÿíåìî äâi ôiêñîâàíi ñïåöiàëüíi òî÷êè öi¹¨ r-ìàòðèöi, à

ñàìå, òî÷êè µ = a1 i µ = an. Íàäàëi ðîçãëÿíåìî çàìiñòü r-ìàòðèöi r(λ, µ)

åêâiâàëåíòíó r-ìàòðèöþ

rµ1µn(λ, µ) = µ1µnr(λ, µ)

ç òèì, ùîá óíèêíóòè ñèíãóëÿðíîñòi â âèáðàíèõ òî÷êàõ. Âiäïîâiäíi îäíî-

òî÷êîâi íåñêií÷åííîâèìiðíi àëãåáðè Ëi áóäóòü ìàòè âèãëÿä:

g̃−,a1 = SpanC{
λiλj

(λ2 − a2
1)
k
Xij|k > 0, i, j ∈ 1, n, i < j},

g̃−,an = SpanC{
λiλj

(λ2 − a2
n)
k
Xij|k > 0, i, j ∈ 1, n, i < j}.

Íåòðèâiàëüíi áàçèñíi åëåìåíòè X(0),a1

ij (λ) i X(0),an
ij (λ) (çà ëîêàëüíi ïàðàìå-

òðè â ðîçêëàäàõ áóäóòü âèáðàíi çìiííi µ1 i µn âiäïîâiäíî) ìàþòü ôîðìó:

X
(0),a1

1j (λ) =
√
a2

1 − a2
n

λ1λj√
a2

1 − a2
j

X1j

(λ2 − a2
1)
,

X
(0),an
in (λ) =

√
a2
n − a2

1

λnλi√
a2
n − a2

i

Xin

(λ2 − a2
n)
,

äå i ∈ 1, n− 1, j ∈ 2, n.

Åëåìåíòè äóàëüíîãî ïðîñòîðó çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ çàïèñóþòüñÿ òàê:

L−,a1(µ) =
n∑
j=2

l
(0),a1

1j X1j + µ1

n∑
i,j=2

l
(1),a1

ij Xij + µ2
1

n∑
j=2

l
(2),a1

1j X1j + ...,

L−,an(µ) =
n−1∑
j=1

l
(0),an
jn Xjn + µn

n−1∑
i,j=1

l
(1),an
ij Xij + µ2

n

n−1∑
j=1

l
(2),an
jn Xjn + ....
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Íàéïðîñòiøi íåòðèâiàëüíi êîìóòóþ÷i iíòåãðàëè ìàþòü âèãëÿä:

Ia1,2
0 =

1

2

n∑
i=2

(l
(0),a1

1j )2, Ian,20 =
1

2

n∑
i=2

(l
(0),a2

jn )2.

�õíi ìàòðè÷íi ãðàäi¹íòè ¹ íàñòóïíèìè:

∇Ia1,2
0 =

√
a2

1 − a2
n

n∑
j=2

λ1λj√
a2

1 − a2
j

l
(0),a1

1j X1j

(λ2 − a2
1)
,

∇Ian,20 =
√
a2
n − a2

1

n−1∑
j=1

λnλj√
a2
n − a2

j

l
(0),an
jn Xjn

(λ2 − a2
n)
.

Âîíè óòâîðþþòü U−V �ïàðó äëÿ ðiâíÿíü íóëüâî¨ êðèâèçíè íàéïðîñòiøîãî
ñîëiòîííîãî ðiâíÿííÿ ðîçãëÿíóòî¨ âåëèêî¨ i¹ðàðõi¨. Ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ:

L(0),a1(µ) =
n∑
j=2

l
(0),a1

1j X1j, L(0),an(µ) =
n−1∑
j=1

l
(0),an
jn Xjn,

ïîêëàäàþ÷è ν(i)
0 = a1, ν

(j)
0 = an, ji =

√
a2
i − a2

n√
a2

1 − a2
i

i ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî

rµ1µn(a1, an) =
n−1∑
i=1

√
a2
i − a2

1√
a2
n − a2

i

Xin⊗Xin, rµ1µn(an, a1) =
n∑
i=2

√
a2
i − a2

n√
a2

1 − a2
i

X1i⊗X1i

ìè îòðèìó¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (5.10.43), íàñòóïíi äèôåðåíöiéíi

ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié l(0),a1

1j , l(0),an
jn :

∂t1l
(0),an
1n = −

n−1∑
i=2

jil
(0),an
in l

(0),a1

1i , (5.10.48a)

∂t1l
(0),an
in = jil

(0),an
1n l

(0),a1

1i , i ∈ 2, n− 1 (5.10.48b)

∂tnl
(0),a1

1n = −
n−1∑
i=2

j−1
i l

(0),an
in l

(0),a1

1i , (5.10.48c)
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∂tnl
(0),a1

1i = j−1
i l

(0),a1

1n l
(0),an
in , i ∈ 2, n− 1. (5.10.48d)

Ðiâíÿííÿ (5.10.48a), (5.10.48c) ñëiäóþòü ç ðiâíÿíü (5.10.48b), (5.10.48d)

i ïîñòiéíîñòi ãàìiëüòîíiàíiâ Ia1,2
0 , Ian,20 ïî âiäíîøåííþ äî âñiõ ÷àñòîâèõ

ïîòîêiâ. Ðiâíÿííÿ (5.10.48b), (5.10.48d) ¹ ïîòðiáíèìè ñîëiòîííèìè ðiâíÿ-

ííÿìè. Ïîêëàäàþ÷è çíà÷åííÿ iíòåãðàëiâ Ia1,2
0 i Ian,20 ðiâíèìè c+ i c− âiä-

ïîâiäíî, âèðàæàþ÷è l(0),a1

1n i l(0),an
1n ÷åðåç l(0),a1

1i i l(0),an
in i ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ:

s−i = l
(0),an
in , s+

i = l
(0),a1

1i , i ∈ 2, n− 1,

ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ äëÿ äâîõ (n−2)�êîìïîíåíòíèõ âåêòîðiâ:

∂t1s
−
i =

√
c− − 〈

−→
s−,
−→
s−〉jis+

i , (5.10.49a)

∂tns
+
i =

√
c+ − 〈

−→
s+,
−→
s+〉j−1

i s−i . (5.10.49b)

Òåïåð ðåäóêöiÿ, ùî ìàëà ìiñöå â ñïåöiàëüíèõ òî÷êàõ, ¹ î÷åâèäíîþ: çàìiñòü

àíiçîòðîïíîãî ðiâíÿííÿ òèïó êiðàëüíîãî ïîëÿ ç n(n − 1)� êîìïîíåíòàìè

[76], ìè îòðèìàëè íåëiíiéíå âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ç 2(n− 2)� êîìïîíåíòàìè.

5.10.4. Ïðèêëàä: ìîäèôiêîâàíi íåàáåëåâi ðiâíÿííÿ Òîäè. Ðîçãëÿ-

íåìî âåëèêó iíòåãðîâíó i¹ðàðõiþ, àñîöiéîâàíó çi çêðó÷åíèìè äåôîðìîâà-

íèìè r-ìàòðèöÿìè (2.5.44), ùî çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ

Φ(u) i êîìóòóþ÷îãî ç íèì àâòîìîðôiçìó σ [104]:

rσΦ(u, v) = Φ(u)⊗ (Φ−1(v))∗

(p−1∑
j=0

ujvp−j
dim gj∑
α=1

Xj,α ⊗X−j,α
)

(up − vp)
,

äå g =
p∑
j=1

gj, p- ïîðÿäîê àâòîìîðôiçìó σ, σ(X) = e2πik/pX äëÿ X ∈ gk.
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Ðåçóëüòóþ÷i iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨ áóäóòü ìîäèôiêîâàíèìè íåàáåëåâèìè

i¹ðàðõiÿìè òèïó Òîäè [82]. ßê âæå âêàçóâàëîñü âèùå, r-ìàòðèöÿ (2.5.44)

ìà¹ äâi îñîáëèâi òî÷êè: v = 0 i v = ∞. Îïèøåìî âiäïîâiäíi îäíîòî÷êîâi

àëãåáðè i ¨õ äóàëüíi ïðîñòîðè. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äà¹:

g̃−,0 = Φ(u)(u−1g−1 + u−2g−2 + ...+ u−pg0 + ....),

g̃−,∞ = Φ(u)(g0 + ug1 + u2g2 + ...+ upg0 + .....).

Äëÿ òîãî, ùîá â ÿâíîìó âèãëÿäi íàïèñàòè ìàòðèöþ Ëàêñà, àñîöiéîâàíó ç

öèìè òî÷êàìè, ÿê ðÿä ïî çìiííèõ u i u−1 âiäïîâiäíî, íåîáõiäíî âðàõóâàòè

ðîçêëàäè ôóíêöi¨ Φ(u) â ñòåïåíåâi ðÿäè â îêîëi òî÷îê u = 0 i u =∞:

Φ(u) = (1 +uΦ1 +u2Φ2 + ...), Φ(u) = (uΦ′1 + Φ0 +u−1Φ−1 +u−2Φ−2 + ...).

Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Φ′1 ¹ íåâèðîäæåíèì (ÿêùî âîíî âèðîäæå-

íå, òî öå ïðèçâåäå äî äîäàòêîâî¨ ðåäóêöi¨ íå çâ'ÿçàíî¨ ç àâòîìîðôiçìîì

σ). Â öüîìó âèïàäêó ÿâíà ôîðìà åëåìåíòó äóàëüíîãî ïðîñòîðó íàñòóïíà:

L−,0(v) = v1L(1) + v2L(2) + ....,

L−,∞(v) = v−1L(−1) + v−2L(−2) + ....,

äå L(i) ∈ gī i ìè âèêîðèñòàëè ðîçêëàä ôóíêöi¨ Φ(v) â îêîëi òî÷îê v = 0

i v = ∞ âiäïîâiäíî, à òàêîæ òîé ôàêò, ùî Φk(gī) → gi+k, Φ′1(gī) → gi+1,

ÿêèé ñëiäó¹ ç óìîâè σ̃ · Φ(u) = Φ(u) · σ̃.
Çàâäÿêè îïèñàíié ôîðìi åëåìåíòiâ äóàëüíîãî ïðîñòîðó, íàéïðîñòiøi ç

íåòðèâiàëüíèõ iíòåãðàëiâ ìàþòü ïîðÿäîê p. Âîíè ìàþòü âèãëàÿä:

I0,p
p =

dimg1̄∑
α1,α2,...,αp=1

gα1α2...αpl
(1),α1l(1),α2...l(1),αp,

I∞,p−p = −
dimg−1∑

α1,α2,...,αp=1

gα1α2...αpl
(−1),α1l(−1),α2...l(−1),αp,

äå gα1α2...αp ¹ G�iíâàðiàíòíèìè òåíçîðàìè íà àëãåáði g.
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Âiäïîâiäíi ìàòðè÷íi ãðàäi¹íòè çàïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∇I0,p
p =

1

u

dimg−1∑
α=1

∂I0,p
p

∂l(1),α
Φ(u)(X−1,α),

∇I∞,p−p =

dimg−1∑
α=1

∂I∞,p−p
∂l(−1),α

Φ(u)(Φ′−1
1 (X0,α)),

äå ìè âèêîðèñòàëè òîé ôàêò, ùî êîîðäèíàòíi ôóíêöi¨ l(1),α âiäïîâiäàþòü

åëåìåíòàì
1

u
Φ(u)(X−1,α) àëãåáðè g̃−,0, êîîðäèíàòíi ôóíêöi¨ l(−1),α âiäïî-

âiäàþòü åëåìåíòàì −Φ(u)(Φ′−1
1 (X0,α)) àëãåáðè g̃−,∞.

Áåðó÷è∇I0,p
p i∇I∞,p−p çà U−V � ïàðó äëÿ ñîëiòîíîãî ðiâíÿííÿ, ìè îòðè-

ìà¹ìî âiäïîâiäíå ñîëiòîííå ðiâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíó ôîðìóëó

(5.10.43) i ïîêëàâøè åëåìåíòè çñóâó c0(u) i c∞(u) ðiâíèìè íóëþ.

Ïîêëàäåìî ν(i)
0 =∞, ν(j)

0 = 0. Â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî r(0,∞) = 0,

òîìó íåîáõiäíî ìíîæèòè r-ìàòðèöþ íà ôóíêöiþ f(v) = v. Â ðåçóëüòàòi

îòðèìà¹ìî:

rv(0,∞) = −Φ′−1
1 ⊗ 1 · Ω0

12, r(∞, 0) = Φ′1 ⊗ 1 · Ω(−1)
12 .

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå â ôîðìóëó (5.10.43), ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíi ðiâíÿííÿ:

∂t0,pp L
(0),∞ = −[L(0),∞, r(∞, 0)(L(0),0)] = −[L(0),∞,Φ′1(L

(0),0)], (5.10.50a)

∂t∞,p−p L
(0),0 = [L(0),0, rv(0,∞)(L(0),∞)] = [L(0),0,Φ′−1

1 (L(0),∞)], (5.10.50b)

äå ìè ïîêëàëè, ïî ñàìîìó âèçíà÷åííþ, ùî:

L(0),∞ =

dimg−1∑
α=1

∂I∞,p−p
∂l(−1),α

X1,α ∈ g1, L(0),0 =

dimg1∑
α=1

∂I0,p
p

∂l(1),α
X−1,α ∈ g−1,

i âèêîðèñòàëè â ôîðìóëi (5.10.44), ùî çãîðòêà ðîáèòüñÿ ïî äóàëüíîìó

áàçèñó, ÿêèé ìà¹ âèãëÿä (X−1,α)∗ = X1,α, (X1,α)∗ = X−1,α.
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Ðiâíÿííÿ (5.10.50) ¹ σ-ðåäóêîâàíèì ðiâíÿííÿì òèïó àíiçîòðîïíîãî êi-

ðàëüíîãî ïîëÿ. �õ ìîæíà íàçâàòè òàêîæ ìîäèôiêîâàíèìè íåàáåëåâèìè

ðiâíÿííÿìè Òîäè. Äëÿ òîãî, ùîá ïðîäåìîíñòðóâàòè öå, âiäçíà÷èìî, ùî,

âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü

[Φ(u)(X),Φ(u)(Y )] = Φ(u)([X, Y ] + uδΦ1(X, Y )),

ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ãîìîìîðôiçì:

Φ′1(δΦ1(X, Y )) = [Φ′1(X),Φ′1(Y )], ∀X, Y ∈ g.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ðiâíiñòü, ââîäÿ÷è íîâó ìàòðèöþ

L̃(0),∞ = Φ′−1
1 (L(0),∞) ∈ g0̄,

ïîêëàäàþ÷è t∞,p−p = x, t0,pp = t, ïåðåòâîðèìî ðiâíÿííÿ (5.10.50) äî ôîðìè:

∂tL̃
(0),∞ = −δΦ1(L̃

(0),∞, L(0),0), (5.10.51a)

∂xL
(0),0 = [L(0),0, L̃(0),∞]. (5.10.51b)

Âiäçíà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ (5.10.51) ìîæå áóòè îòðèìàíå òàêîæ áåñïîñåðå-

äíüî, âèêîðèñòîâóþ÷è ââåäåíó âèùå U − V �ïàðó i óìîâó

[Φ(u)(X),Φ(u)(Y )] = Φ(u)([X, Y ] + uδΦ1(X, Y )).

ßê i ó âèïàäêó çâè÷àéíî¨ íåàáåëåâî¨ ñèñòåìè Òîäè, ðîáëÿ÷è çàìiíó:

L(0),0 = g0C
(−1)g−1

0 , L̃(0),∞ = −(∂xg0)g
−1
0 ,

äå C(−1) ¹ ïîñòiéíèì åëåìåíòîì ïðîñòîðó g−1, g0 � öå ãðóïîâèé åëåìåíò

ãðóïè Ëi G0 àëãåáðè Ëi g0, ìè ïåðåòâîðþ¹ìî ðiâíÿííÿ (5.10.51) äî ôîðìè:

∂t
(
(∂xg0)g

−1
0

)
= −δΦ1

(
(∂xg0)g

−1
0 , g0C

(−1)g−1
0

)
, (5.10.52)

äå δΦ1(X, Y ) ≡ [Φ1(X), Y ] + [X,Φ1(Y )]− Φ1([X, Y ]). Öi ðiâíÿííÿ åêâiâà-

ëåíòíi ìîäèôiêîâàíèì íåàáåëåâèì ðiâíÿííÿì Òîäè ââåäåíèì â [85].
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5.10.5. Ïðèêëàä: ìîäèôiêîâàíi àáåëåâi ðiâíÿííÿ Òîäè. Ðîçãëÿíå-

ìî àáåëåâèé âèïàäîê. Â öüîìó âèïàäêó ãðóïà G0 ñïiâïàäà¹ ç ïiäãðóïîþ

Êàðòàíà i åëåìåíò g0 ìîæå áóòè ïàðàìåòðèçîâàíèé íàñòóïíèì ÷èíîì:

g0 = exp
rankg∑
i=1

φiHαi. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ïàðàìåòðèçàöiþ îòðèìó¹ìî:

L̃(0),∞ = −
rankg∑
i=1

∂xφiHαi,

L(0),0 =
∑

αi∈P
⋃
−Θ

c(−1)
αi

e−αi(φ)X−αi,

äå P � öå íàáið ïðîñòèõ êîðåíiâ, θ � öå íàéäîâøèé êîðiíü, Hαi � áàçèñíèé

åëåìåíò ïiäàëãåáðè Êàðòàíà, ùî âiäïîâiäà¹ ïðîñòîìó êîðåíþ αi, Xα � öå

åëåìåíò íiëüïîòåíòíî¨ ïiäàëãåáðè, ùî âiäïîâiäà¹ êîðåíþ α.

Âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ (5.10.52) íàáóâàþòü íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

∂2
txφk = −

rankg∑
i=1

∑
αj∈P

⋃
−Θ

〈δΦ1(Hαi, X−αj), Hαk〉c(−1)
αj

∂xφie
−αj(φ).

(5.10.53)

Ðiâíÿííÿ (5.10.53) ¹ íàéçàãàëüíiøèìè ìîäèôiêîâàíèìè ðiâíÿííÿìè Òîäè.

Â ñïåöiàëüíîìó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó êëàñè÷íèõ ìàòðè÷íèõ àëãåáð Ëi

gl(n), so(n), sp(n) i êîöèêëó δΦ1, ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

δΦ1(X, Y ) = XAY − Y AX

ðiâíÿííÿ (5.10.53) äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî â ðàáîòi [81]. Â ÷àñòêîâîìó âèïàä-

êó g = gl(n) i ìàòðèöi A, ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ A =
n−1∑
i=1

Xii+1 +Xn1, äå

(Xij)kl = δikδjl i c
(−1)
αj = 1, j ∈ 1, n ðiâíÿííÿ (5.10.53) íàáóâàþòü âèãëÿäó:

∂2
xtφi = ∂xφi(e

φi+1−φi − eφi−φi−1),

äå i ∈ 1, n, n + 1 ≡ 1. Öi ðiâíÿííÿ ñïiâïàäàþòü ç ïåðiîäè÷íèì âèïàäêîì

íåñêií÷åííîãî ìîäèôiêîâàíîãî ëàíöþæêà Òîäè îòðèìàíîãî â [61].
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5.11. Âèñíîâêè

Â ðîçäiëi îïèñàíèé çàãàëüíèé ìåòîä ïîáóäîâè ñîëiòîííèõ ðiâíÿíü â äâîõ

âèìiðàõ, ùî áàçó¹òüñÿ íà êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ. Âèêëàäåíî ïðèêëàäè

çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó äî ñîëiòîííèõ ðiâíÿíü âiäêðèòèõ àâòîðîì

(àíiçîòðîïíå ðiâíÿííÿ ÍØ ïîõiäíîþ, ìîäèôiêîâàíi àáåëåâà òà íåàáåëå-

âi i¹ðàðõi¨ Òîäè, �ïîäâî¹íà� âåêòîðíà i¹ðàðõiÿ Ëàíäàó � Ëiôøèöÿ, àíi-

çîòðîïíà i¹ðàðõiÿ ç äâîìà çñóâàìè òà ií.). Ðîçäië áàçó¹òüñÿ íà ðîáîòàõ

[71, 73, 74, 76, 77, 80, 81, 82, 89, 105, 106, 115].
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Ðîçäië 6

Êâàíòîâi iíòåãðîâíi ñèñòåìè òà êëàñè÷íi

r-ìàòðèöi.

6.1. Âñòóï

Êâàíòîâi iíòåãðîâíi ìîäåëi, ïîâ'ÿçàíi ç êëàñè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè, âiäîìi ç

÷àñiâ ðîáiò Ãîäåíà [37]. Äîâãèé ÷àñ ó ëiòåðàòóði ïîáóòóâàëà äóìêà ùî òà-

êi ìîäåëi ïîâ'ÿçàíi ëèøå ç êîñîñèìåòðè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè i ¨õ êâàíòîâà

iíòåãðîâíiñòü ¹ íå áiëüø íiæ �àðòåôàêòîì� êâàíòîâî¨ iíòåãðîâíîñòi ìîäå-

ëåé, ùî áàçóþòüñÿ íà êâàíòîâèõ R� ìàòðèöÿõ, îñêiëüêè êîñîñèìåòðè÷íi

r-ìàòðèöi îäåðæóþòüñÿ ÿê �êâàçiêëàñè÷íi� ãðàíèöi êâàíòîâèõ R-ìàòðèöü.

Îðèãiíàëüíîþ iäå¹þ àâòîðà áóëî ïîâ'ÿçàòè êâàíòîâó iíòåãðîâíiñòü ç

íåêîñîñèìåòðè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè, ùî, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå ïîâ'ÿ-

çàíi ç êâàíòîâèìè ãðóïàìè òà ïîõiäíèìè âiä íèõ ñòðóêòóðàìè. Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è öþ iäåþ ó äàííîìó ðîçäiëi ìè áóäó¹ìî êâàíòîâi iíòåãðîâíi

ñïiíîâi ëàíöþæêè òèïó Ãîäåíà ïî äîâiëüíié êëàñè÷íié r-ìàòðèöi çi ñïå-

êòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè. ßêùî r-ìàòðèöÿ êîñîñèìåòðè÷íà, òî ïîáóäî-

âàíi êâàíòîâi ëàíöþæêè ñïiâïàäàþòü çi ñòàíäàðòíèìè ëàíöþæêàìè Ãî-

äåíà. Äëÿ r-ìàòðèöü, ùî ìàþòü íåòðèâiàëüíi åëåìåíòè çñóâó, ìè áóäó¹-

ìî òàêîæ êâàíòîâi iíòåãðîâíi ìîäåëi òèïó ìîäåëåé Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó

ìàãíiòíîìó ïîëi. Òàêîæ ó äàííîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîâåäåíà êâàíòîâà

iíòåãðîâíiñòü êëàñè÷íèõ ìîäåëåé òèïó ÄÊÄ, ùî áóëè çêîíñòðóéîâàíi ó

ïîïåðåäíüìó ðîçäiëi, òà êâàíòîâà iíòåãðîâíiñòü áàãàòîáîçîííèõ ìîäåëåé

òèïó äèìåðiâ Áîçå � Õàááàðäà ó âèïàäêó àëãåáð gl(n) òà Êàðòàí � iíâà-

ðiàíòíèõ r-ìàòðèöü. Äåòàëüíî ðîçãëÿíóòi ïðèêëàäè ìîäåëåé òèïó ÄÊÄ
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òà äèìåðiâ Áîçå � Õàááàðäà àñîöiéîâàíèõ ç ðàöiîíàëüíèìè òà Z2� ãðàäó-

éîâàíèìè r-ìàòðèöÿìè. Îêðåìî ðîçãëÿíóòi äîäàòêîâi ëiíiéíi iíòåãðàëè,

ïîâ'ÿçàíi ç ñèìåòðiÿìè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü. �õ âèêîðèñòàíî ïðè ïîáóäîâi

iíòåãðîâíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ìîäåëåé òèïó ÄÊÄ òà äèìåðiâ ÁÕ.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó ¹ êâàíòîâèìè àíàëîãàìè ðåçóëüòàòiâ ðîçäiëó

4. Ìàòåðiàë äàííîãî ðîçäiëó áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíèõ ðàáîòàõ àâòîðà: [84,

87, 90, 91, 95, 96, 98, 104, 108, 109, 111, 112].

6.2. Ñïiíîâi ëàíöþæêè i êëàñè÷íi r-ìàòðèöi.

6.2.1. Çàãàëüíèé âèïàäîê. Íåõàé g � ïðîñòà (÷è ðåäóêòèâíà) àëãåáðà

Ëi. Íåõàé Xα, α = 1, dimg � äåÿêèé ¨¨ áàçèñ ç êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíî-

øåííÿìè:

[Xα, Xβ] =

dimg∑
γ=1

Cγ
αβXγ.

Íåõàé Ŝ(i)
α , α = 1, dimg, i = 1, N � ëiíiéíi îïåðàòîðè â äåÿêîìó ãiëüáåðòî-

âîìó ïðîñòîði, ùî óòâîðþþòü àëãåáðó Ëi, içîìîðôíó äî g⊕N ç êîìóòàöié-

íèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

[Ŝ(i)
α , Ŝ

(j)
β ] = δij

dimg∑
γ=1

Cγ
αβŜ

(j)
γ . (6.2.1)

Ìè áóäåìî íàçèâàòè Ŝα α-êîìïîíåíòîþ óçàãàëüíåíîãî ñïiíîâîãî îïåðà-

òîðà. Îïåðàòîðè Ŝ(i)
α iíòåðïðèòóþòüñÿ ÿê êîìïîíåíòè óçàãàëüíåíîãî ñïi-

íîâîãî îïåðàòîðà, ùî âiäïîâiäà¹ i � òîìó âóçëó óçàãàëüíåíîãî ñïiëüíîãî

ëàíöþæêà.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [84]:

Tåîðåìà 6.1. Íåõàé r(u, v) � êëàñè÷íà r-ìàòðèöÿ ç ðîçêëàäîì (1.3.6)

i r0(u, v) � ¨¨ ðåãóëÿðíà ÷àñòèíà. Íåõàé νl, l ∈ 1, N - ðåãóëÿðíi òî÷êè
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êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi. Òîäi îïåðàòîðè ĤG
l , l ∈ 1, N âèãëÿäó:

ĤG
l =

dimg∑
α,β=1

N∑
k 6=l

rαβ(νk, νl)Ŝ
(k)
α Ŝ

(l)
β +

1

2

dimg∑
α,β=1

rαβ0 (νl, νl)(Ŝ
(l)
α Ŝ

(l)
β + Ŝ

(l)
β Ŝ

(l)
α )

(6.2.2)

óòâîðþþòü êîìóòàòèâíó ïiäàëãåáðó â óíiâåðñàëüíié îãîðòóþ÷èé àëãå-

áði A(g⊕N) i âñiõ ¨¨ ïðåäñòàâëåííÿõ.

Çàóâàæåííÿ 63. Ó âèïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü ìè ìà¹ìî, ùî

rα,β0 (νl, νl) = −rβ,α0 (νl, νl).

Îòæå, äîäàòêîâèé ÷ëåí â ãàìiëüòîíiàíi ĤG
l ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íóëü i ìè

îòðèìó¹ìî ñòàíäàðòíi ãàìiëüòîíiàíi Ãîäåíà [5].

Çàóâàæåííÿ 64. Ãàìiëüòîíiàíè ĤG
l ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi:

Ĥ l =
1

2
resu=νltrL̂

2(u), (6.2.3)

äå L̂(u) � êâàíòîâèé îïåðàòîð Ëàêñà:

L̂(u) =
N∑
k=1

dim g∑
α,β=1

Ŝkαr
αβ(νk, u)Xβ.

6.2.2. Âèïàäîê äåôîðìîâàíî¨ ðàöiîíàëüíî¨ r-ìàòðèöi rφ(u, v)

Ðîçãëÿíåìî äåôîðìîâàíó r-ìàòðèöþ rφ(u, v), ùî äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

rφ(u, v) =
Φ(u) · Φ−1(v)(Ω)

(u− v)
,

äå Ω � òåíçîðíèé êàçèìið.

Ç Òåîðåìè 6.1 ñëiäó¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 6.1. Íåõàé g � íàïiâïðîñòà ÷è ðåäóêòèâíà àëãåáðà Ëi. Íåõàé

âiäîáðàæåííÿ Φ(u) : g→ g, Φ(u) = 1+uΦ1+u2Φ2+u3Φ3+.... òàêå ùî Φ1,

Φ2 çàäîâiëüíÿþòü óìîâó (2.3.14). Òîäi â îêîëi òî÷îê u = νk, νl, k, l ∈ 1, N

òàêèõ, ùî detΦ(νk) 6= 0, îïåðàòîðè ĤG
l , l = 1, N :
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ĤG
l =

dimg∑
α,β=1

N∑
k 6=l

(Φ(νk)Φ
−1(νl))

αβ

(νk − νl)
Ŝ(k)
α Ŝ

(l)
β +

+
1

2

dimg∑
α,β=1

(∂νlΦ(νl)Φ
−1(νl))

αβ(Ŝ(l)
α Ŝ

(l)
β + Ŝ

(l)
β Ŝ

(l)
α ) (6.2.4)

óòâîðþþòü êîìóòàòèâíó ïiäàëãåáðó â óíiâåðñàëüíié îãîðòóþ÷èé àëãå-

áði A(g⊕N) i ó âñiõ ¨¨ ïðåäñòàâëåííÿõ.

Ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíi ïðèêëàäè óçàãàëüíåíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà,

ùî âiäïîâiäàþòü äåôîðìîâàíié r-ìàòðèöi rφ(u, v).

6.2.3. Çñóíóòà r-ìàòðèöÿ Íåõàé r-ìàòðèöÿ rφ(u, v) âèçíà÷åíà íàñòó-

ïíèì ÷èíîì:

rΦ(u, v) =
ĉ

(u− v)
+

dimg∑
α=1

Φαβ
1 Xα ⊗Xβ,

ùî âiäïîâiäà¹ âèïàäêó Φ2
1 = 0, Φk = 0, k > 1 ó âiäîáðàæåííi Φ(u).

Òîäi, âiäïîâiäíi ãàìiëüòîíiàíi ĤG
l , l = 1, N íàáóâàþòü âèãëÿäó:

ĤG
l =

dimg∑
α,β=1

N∑
k 6=l

(
gαβŜ

(k)
α Ŝ

(l)
β

(νk − νl)
+Φαβ

1 Ŝ(k)
α Ŝ

(l)
β )+

1

2

dimg∑
α,β=1

Φαβ
1 (Ŝ(l)

α Ŝ
(l)
β + Ŝ

(l)
β Ŝ

(l)
α ).

Çàóâàæèìî, ùî òåíçîð r0 =
dimg∑
α=1

Φαβ
1 Xα ⊗Xβ íåêîñîñèìåòðè÷íèé íiëüïî-

òåíòíèé ðîçâ'ÿçîê ïîñòiéíîãî ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà:

[(r0)12, (r0)13] = [(r0)23, (r0)12]− [(r0)32, (r0)13].

6.2.4. Àíiçîòðîïíà r-ìàòðèöÿ Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê g = gl(n), g =

so(n), g = sp(n) i àíiçîòðîïíó r-ìàòðèöþ rA(u, v), ùî äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

rA(u, v) =
1

(u− v)

n∑
ij=1

√
(1 + aiu)(1 + aju)

(1 + aiv)(1 + ajv)
Xij ⊗Xji.
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i âiäïîâiäà¹ âèïàäêó Φ(u)(X) =
√

1 + AuX
√

1 + Au ç äiàãîíàëüíîþ ìà-

òðèöåþ A = diag(a1, a2, ..., an).

Âiäïîâiäíi óçàãàëüíåíi ãàìiëüòîíiàíi Ãîäåíà çàïèñóþòüñÿ òàê:

ĤG
l =

N∑
k=1

1

(νk − νl)

n∑
ij=1

√
(1 + aiνk)(1 + ajνk)

(1 + aiνl)(1 + ajνl)
ŜkijŜ

l
ji+

+
1

2

n∑
ij=1

(
ai

(1 + aiνl)
+

aj
(1 + ajνl)

)ŜlijŜ
l
ji.

Òóò íà ÷èñëà νk íàêëàäåíà óìîâà ðåãóëÿðíîñòi (1 + aiνk) 6= 0,∀k ∈
1, N, i ∈ 1, n, à êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ óçàãàëüíåíèõ ñïiíîâèõ îïåðà-

òîðiâ Ŝlij � öå ñòàíäàðòíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ àëãåáð gl(n), so(n)

or sp(n). Íàïðèêëàä, äëÿ âèïàäêó g = gl(n), ìè ìà¹ìî:

[Ŝmij , Ŝ
n
kl] = δmn(δkjŜ

n
il − δilŜnkj).

6.2.5. Âèïàäîê r-ìàòðèöi rσ(u, v). Íåõàé r(u − v) � êëàñè÷íà êîñî-

ñèìåòðè÷íà r-ìàòðèöÿ. Íåõàé σ(u) � äåÿêà ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ âiä u,

ùî çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (2.6.45). ßê áóëî ïîêàçàíî ó â ðîçäiëi 2 σ(u)-

çêðó÷åíà r-ìàòðèöÿ rσ(u, v) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

rσ(u, v) = r(u− v)− σ2(u)r(u+ v).

Íåõàé νk, k ∈ 1, N � íåíóëüîâi êîìïëåêñíi ÷èñëà, ùî íå ñïiâïàäàþòü ç

ïîëþñàìè ôóíêöi¨ σ(u) i νk 6= ±νl. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé íàñëiäîê Òåîðåìè

6.1:

Íàñëiäîê 6.2. Íåõàé àâòîìîðôiçì σ(u), r-ìàòðèöÿ r(u − v) i òî÷êè

νk, k ∈ 1, N áóäóòü âèçíà÷åíi ÿê âèùå. Òîäi îïåðàòîðè ĤG
l , l ∈ 1, N :

ĤG
l =

N∑
k 6=l

dimg∑
α,β=1

(rαβ(νk − νl)Ŝ(k)
α Ŝ

(l)
β − (σ2(νl) · r)αβ(νk + νl)Ŝ

(k)
α Ŝ

(l)
β )−

− 1

2

dimg∑
α,β=1

(σ2(νl) · r(2νl))αβ(Ŝ(l)
α Ŝ

(l)
β + Ŝ

(l)
β Ŝ

(l)
α ) (6.2.5)



164

óòâîðþþòü êîìóòàòèâíó ïiäàëãåáðó â óíiâåðñàëüíié îãîðòóþ÷èé àëãå-

áði àëãåáðè A(g⊕N) òà ¨¨ ïðåäñòàâëåííÿõ.

Íàéáiëüø âàæëèâèìè êëàñàìè îòðèìàíèõ êâàíòîâèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ¹

âèïàäêè, êîëè σ(u) ïîñòiéíèé iíâîëþòèâíé, àáî âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì.

6.2.6. Âèïàäîê iíâîëþòèâíîãî àâòîìîðôiçìó. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê

σ(u) ≡ σ i σ2 = 1. Â öüîìó âèïàäêó òåíçîð rσ2
12(2u) ¹ ñèìåòðè÷íèì i äî-

äàòêîâî¨ ñèìåòðèçàöi¨ îïåðàòîðiâ Ŝ(l)
α , Ŝ(l)

β ó ôîðìóëi (6.2.5) íå ïîòðiáíî.

Â öüîìó âèïàäêó óçàãàëüíåíi êâàíòîâi ãàìiëüòîíiàíè Ãîäåíà ĤG
l çàïèñó-

þòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

ĤG
l =

N∑
k=1,k 6=l

dimg∑
α,β=1

(rαβ(νk−νl)−(rσ2)αβ(νk+νl))Ŝ
(k)
α Ŝ

(l)
β −

dimg∑
α,β=1

(rσ2)αβ(2νl)Ŝ
(l)
α Ŝ

(l)
β .

(6.2.6)

6.2.7. Âèïàäîê âíóòðiøíüîãî àâòîìîðôiçìó. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê

σ(u) = AdK(u). Â öüîìó âèïàäêó ôîðìóëà (6.2.5) äëÿ óçàãàëüíåíèõ ãà-

ìiëüòîíiàíiâ ĤG
l , l ∈ 1, N íàáóâà¹ âèãëÿäó:

ĤG
l =

N∑
k 6=l

dimg∑
α,β,γ=1

(rαβ(νk − νl)− rαβ(νk + νl)(AdK(νl))
β
γ)Ŝ(k)

α Ŝ
(l)
β −

− 1

2

dimg∑
α,β,γ=1

rαγ(2νl)(AdK(νl))
β
γ(Ŝ(l)

α Ŝ
(l)
β + Ŝ(l)

α Ŝ
(l)
β ) (6.2.7)

äå νk, k ∈ 1, N � äåÿêi íåíóëüîâi êîìïëåêñíi ÷èñëà, ùî íå ñïiâïàäàþòü ç

íóëÿìè, ÷è ïîëþñàìè ôóíêöi¨ K(u) i νk 6= ±νl.

6.3. Ñïiíîâi ëàíöþæêè ó ìàãíiòíîìó ïîëi.

6.3.1. Çàãàëüíèé âèïàäîê. Îòðèìà¹ìî êâàíòîâi àíàëîãè ãàìiëüòîíi-

àíiâ (4.3.40), ùî áóäóòü iíòåðïðèòóâàòèñÿ ÿê ãàìiëüòîíiàíè ñèñòåìè ç
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N -ñïiíiâ ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi i ïîêàæåìî ¨õ êîìóòàòèâíiñòü.

Ðîçãëÿíåìî çñóíóòi êâàíòîâi îïåðàòîðè Ëàêñà:

L̂c(u) = L̂(u)+c(u) =

dim g∑
β=1

L̂βc (u)Xβ ≡
N∑
k=1

dimg∑
α,β=1

rα,β(νk, u)ŜkαXβ+

dimg∑
α=1

cα(u)Xα.

(6.3.8)

Óçàãàëüíåíèé åëåìåíò çñóâó c(u) ¹ c-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ u ÿê â

êëàñè÷íîìó òàê i â êâàíòîâîìó âèïàäêó i çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííþ çñóâó

(1.2.5). Îïåðàòîð Ëàêñà (6.3.8) ¹ êâàíòóâàííÿì êëàñè÷íîãî îïåðàòîðà Ëà-

êñà N äçèã ó çîâíiøíüîìó ïîëi ùî áóâ çêîíñòðóéîâàíèé â ðîçäiëi 4.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [87]:

Tåîðåìà 6.2. Íåõàé r(u, v) � êëàñè÷íà r-ìàòðèöÿ i r0(u, v) � ¨¨ ðåãó-

ëÿðíà ÷àñòèíà, νk - ¨¨ ðåãóëÿðíi òî÷êè. Íåõàé åëåìåíò çñóâó c(u) íå

ìà¹ ïîëþñiâ â òî÷êàõ u = νk. Òîäi:

(i) Ãàìiëüòîíiàíè ĤG,c
l = 1

2resu=νlI
2
c (u), äå I2

c (u) =
dimg∑
α,β=1

gαβL̂
α
c (u)L̂βc (u)

ìàþòü íàñòóïíèé ÿâíèé âèãëÿä:

ĤG,c
l =

dimg∑
α,β=1

( N∑
k 6=l

rαβ(νk, νl)Ŝ
(k)
α Ŝ

(l)
β +

1

2
rαβ0 (νl, νl)(Ŝ

(l)
α Ŝ

(l)
β +Ŝ

(l)
β Ŝ

(l)
α )
)
+

dimg∑
α=1

cα(νl)Ŝ
l
α.

(6.3.9)

(ii) Ãàìiëüòîíiàíè ĤG,c
l , l ∈ 1, N óòâîðþþòü êîìóòàòèâíó ïiäàëãåáðó

â óíiâåðñàëüíié îãîðòóþ÷èé àëãåáði A(g⊕N) i ¨¨ ïðåäñòàâëåííÿõ.

6.3.2. Âèïàäîê êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê

êëàñè÷íèõ êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü r12(u, v) = −r21(v, u). Âiäïîâiäíi

ãàìiëüòîíiàíè Ãîäåíà â ìàãíiòíîìó ïîëi ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

Ĥc
l =

dimg∑
α,β=1

N∑
k 6=l

rαβ(νk, νl)Ŝ
(k)
α Ŝ

(l)
β +

dimg0∑
α=1

cα(νk)Ŝ
l
α, (6.3.10)
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äå åëåìåíò çñóâó c(u) çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi:

[r12(u, v), c1(u) + c2(v)] = 0.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ÿâíî ðîç'âÿçîê ðiâíÿííÿ çñóâó, ïðèïóñòèìî, ùî

êîñîñèìåòðè÷íà r-ìàòðèöÿ ìà¹ ñèìåòðiþ ïî âiäíîøåííþ äî äåÿêî¨ cêií-

÷åííîâèìiðíî¨ ãðóïè Ëi G0 ⊂ G, äå G � ãðóïà Ëi àëãåáðè Ëi g, òîáòî:

Adg ⊗ Adgr(u, v) = r(u, v),∀g ∈ G0.

Â òàêîìó âèïàäêó ëåãêî áà÷èòè, ùî

[r(u, v), X ⊗ 1 + 1⊗X] = 0,∀X ∈ g0,

äå g0 � àëãåáðà Ëi ãðóïè ËiG0. Îòæå c ≡
dimg0∑
α=1

cαXα ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì

îäíîðiäíèì (òîáòî c(νk) = c) åëåìåíòîì çñóâó.

Çàóâàæåííÿ 65. ßêùî r12(u, v) =
Ω12

u− v
� ñòàíäàðòíà r-ìàòðèöÿ ßíãà

òî òîäi [r(u, v), X ⊗ 1 + 1⊗X] = [
Ω12

(u− v)
, X ⊗ 1 + 1⊗X] = 0, ïî ñàìîìó

âèçíà÷åííþ òåíçîðíîãî êàçiìiðó Ω12. Îòæå, äîâiëüíèé ïîñòiéíèé åëåìåíò

àëãåáðè g ìîæå áóòè âèáðàíèé çà åëåìåíò çñóâó. Âiäïîâiäíi óçàãàëüíåíi

ãàìiëüòîíiàíè Ãîäåíà ó ìàãíiòíîìó ïîëi (6.3.10) ¹ ñòàíäàðòíèìè [63], [60].

6.4. Êâàíòîâi iíòåãðîâíi ìîäåëi òèïó ÄÊÄ

6.4.1. Áoçîííèé îïåðàòîð Ëàêñà Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî

êâàíòîâi àíàëîãè êëàñè÷íèõ ìîäåëåé Äæåéíñà � Êàìiíãñà � Äiêå çêîí-

ñòðóéîâàíèõ â ðîçäiëi 4. Ìè ðîçãëÿíåìî êâàíòóâàííÿ L(u) → L̂(u),

{ , } → [ , ] ëiíiéíî¨ r-ìàòðè÷íî¨ äóæêè çàäàíå ôîðìóëîþ:

[L̂1(u), L̂2(v)] = [r12(u, v), L̂1(u)]− [r21(v, u), L̂2(v)], (6.4.11)

äå L̂1(u) = L̂(u)⊗ 1, L̂2(v) = 1⊗ L̂(v), L̂(u) =
dimg∑
a=1

L̂a(u)Xa.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [106]:
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Tåîðåìà 6.3. Íåõàé g(v−1, v)) áóäå àëãåáðîþ Ëi ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëî-

ðàíà. Íåõàé ïiäàëãåáðè gK0 , g
K
±1 âèçíà÷åíi ïî íàïiâïðîñòîìó åëåìåíòó K

áóäóòü ðåäóêòèâíîþ i íiëüïîòåíòíèìè ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè g i c(gK0 )

� öåíòð àëãåáðè gK0 . Íåõàé u = ν0 áóäå òàêîþ òî÷êîþ ðîçøèðåíî¨ êîì-

ïëåêñíî¨ ïëîùèíè ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òðè óìîâè:

(i) r12(ν0, v) ∈ g0
ν0
⊗ g(v−1, v)), äå g0

ν0
⊆ gK0 ⊂ g,

(ii) ∂ur12(u, v)|u=ν0
∈ g1

ν0
⊗ g(v−1, v)), äå (gK1 + gK−1) ⊆ g1

ν0
⊆ g,

(iii) ∂2
ur12(u, v)|u=ν0

∈ g2
ν0
⊗ g(v−1, v)), äå c(gK0 ) ⊆ g2

ν0
⊆ g.

Òîäi îïåðàòîð Ëàêñó âèãëÿäó:

L̂(v) =

dimg0
ν0∑

a=1

dimg∑
b=1

l̂(0)
a rab(ν0, v)Xb +

∑
α∈(∆/∆K)+

dimg∑
b=1

l̂(1)
α ∂ur

αb(u, v)|u=ν0
Xb+

+
∑

α∈(∆/∆K)+

dimg∑
b=1

l̂
(1)
−α∂ur

−αb(u, v)|u=ν0
Xb+

rankg∑
i=1

dimg∑
b=1

1

2
ki∂

2
ur

ib(u, v)|u=ν0
Xb,

(6.4.12)

äå K =
rankg∑
i=1

kiHi ∈ c(gK0 ) i êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ äèàìi÷íèìè

çìiííèìè l̂
(0)
a , l̂

(1)
a ¹ íàñòóïíèìè:

[l̂(0)
a , l̂

(0)
b ] =

dimg0
ν0∑

c=1

Cc
abl̂

(0)
b , [l̂(0)

a , l̂
(1)
±β] =

dimg1
ν0∑

γ=1

C±γa,±β l̂
(1)
±γ, [l̂(1)

α , l̂
(1)
β ] = α(K)δα+β,01̂

çàäîâiëüíÿ¹ êâàíòîâié àëãåáði Ëàêñà (6.4.11).

Ïðîàíàëiçó¹ìî ñòðóêòóðó àëãåáðè Ëàêñà, ùî âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó Ëà-

êñà (6.4.12). ×àñòèíà àëãåáðè Ëàêñà çãåíåðîâàíà åëåìåíòàìè l̂(1)
α óòâîðþ¹

àëãåáðó Ëi içîìîðôíó àëãåáði Ãàéçåíáåðãà. Äiéñíî, ìè ìà¹ìî:

[l̂(1)
α , l̂

(1)
β ] = α(K)δα+β,01̂.
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òîìó çàìiíà çìiííèõ:

l̂(1)
α = (α(K))1/2b̂+

α , l̂
(1)
−α = (α(K))1/2b̂−α

ïðèâîäèòü öi ñïiââiäíîøåííÿ äî êàíîíi÷íèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü

àëãåáðè Ãàéçåíáåðãà HK :

[b̂+
α , b̂

−
β ] = δα,β1̂, [b̂+

α , b̂
+
β ] = [b̂−α , b̂

−
β ] = 0, äå α, β ∈ (∆/∆K)+. (6.4.13)

Îäæå, ùîá îòðèìàòè ÷èñòî áîçîííèé îïåðàòîð Ëàêñà, íåîáõiäíî âèðàçèòè

ïiäàëãåáðó g0
ν0
ùî íàëåæèòü ðåäóêòèâíié ïiäàëãåáðèi gK0 ÷åðåç áîçîííi

îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ � çíèùåííÿ.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [106].

Tåîðåìà 6.4. Íåõàé àëãåáðà g áóäå íàïiâïðîñòîþ ç ìíîæåíîþ êîðåíiâ

∆. Íåõàé gK0 ⊂ g � ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà, ùî ìiñòèòü ïiäàëãåáðó Êàð-

òàíà h ⊂ g i ìà¹ ∆K íàáîðîì ñâî¨õ êîðåíiâ. Íåõàé K ∈ h áóäå òàêèé

åëåìåíò ïiäàëãåáðè h, ùî α(K) = 0 äëÿ α ∈ ∆K i b̂−β , b̂
+
α áîçîííi îïåðàòî-

ðè íàðîäæåííÿ � çíèùåííÿ ùî âiäïîâiäàþòü êîðåíÿì α, β ∈ (∆/∆K)+.

Òîäi, íàñòóïíi åëåìåíòè äðóãîãî ïîðÿäêó â àëãåáði U(HK):

M̂ b
H = −

∑
β∈(∆/∆K)+

β(H)b̂−β b̂
+
β , (6.4.14a)

M̂ b
Xα

=
∑

γ−β=α,
β,γ∈(∆/∆K)+

N−β,γ b̂
−
β b̂

+
γ , (6.4.14b)

äå H ∈ h, Xα ∈ ga, α ∈ ∆K, óòâîðþþòü àëãåáðó Ëi içîìîðôíó gK0 .

Çàâäÿêè Òåîðåìi (6.4) i óìîâi g0
ν0
⊂ gK0 ìîæëèâî âèðàçèòè åëåìåíòè

ïiäàëãåáðè g0
ν0
, òîáòî îïåðàòîðè l̂(0)

a ÷åðåç áîçîííi îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ

� çíèùåííÿ i âðåøòi îòðèìàòè íàñòóïíèé áîçîííèé îïåðàòîð Ëàêñà:

L̂Bose(v) =
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=

dimg∑
b=1

(

dimg0
ν0∑

a=1

l̂(0)
a (b̂−β , b̂

+
α )rab(ν0, v)+

∑
α∈(∆/∆K)+

b̂+
α

√
α(K)∂ur

αb(u, v)|u=ν0
)Xb+

+

dimg∑
b=1

(
∑

α∈(∆/∆K)+

b̂−α
√
α(K)∂ur

−αb(u, v)|u=ν0
+

rankg∑
i=1

1

2
ki∂

2
ur

ib(u, v)|u=ν0
)Xb.

(6.4.15)

Çàóâàæåííÿ 66. Âiäçíà÷èìî ùî äëÿ äàííî¨ ñèíãóëÿðíî¨ òî÷êè ν0 ìîæå

iñíóâàòè êiëüêà ìîæëèâîñòåé àñîöiþâàííÿ ç öi¹þ òî÷êîþ áîçîííîãî îïå-

ðàòîðà Ëàêñà. Ìè ïðîiëþñòðó¹ìî öå íà ïðèêëàäi ðàöiîíàëüíèõ ìàòðèöü.

6.4.2. Ãàìiëüòîíiàíè òèïó Äæåéíñà � Êàìiíãñà � Äiêå Ïîáóäó-

âàâøè êâàíòîâi áîçîííi îïåðàòîðè Ëàêñà, ìîæíà ïåðåéòè äî êîíñòðóêöi¨

ñïií � áîçîííèõ îïåðàòîiâ Ëàêñà i ñïií � áîçîííèõ ãàìiëüòîíiàíiâ. Äëÿ

öüîãî ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè îïåðàòîðè Ëàêñà óçàãàëüíåíèõ ñèñòåì Ãîäå-

íà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi i ïîáóäîâàíi áîçîííi îïåðàòîðè Ëàêñà.

Êîìáiíóþ÷è ¨õ ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíå

Íàñëiäîê 6.3. Íåõàé òî÷êè ν1,..., νN ëåæàòü â îáëàñòi ðåãóëÿðíîñòi

r-ìàòðèöi r(u, v), òîáòî â îêîëi òî÷îê νi ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä (1.3.6).

Íåõàé c(u) =
dimg∑
a=1

ca(u)Xa � äîâiëüíèé åëåìåíò çñóâó. Òîäi, êâàíòîâèé

îïåðàòîð:

L̂(v) =
N∑
k=1

dimg∑
a,b=1

rab(νk, u)Ŝ(k)
a Xb +

dimg0
ν0∑

a=1

dimg∑
b=1

l̂(0)
a (b̂−β , b̂

+
α )rab(ν0, v)Xb+

∑
α∈(∆/∆K)+

dimg∑
b=1

(b̂+
α

√
α(K)∂ur

αb(u, v)|u=ν0
+b̂−α

√
α(K)∂ur

−αb(u, v)|u=ν0
)Xb

+

rankg∑
i=1

dimg∑
b=1

1

2
ki∂

2
ur

ib(u, v)|u=ν0
Xb +

dimg∑
a=1

ca(u)Xa (6.4.16)

çàäîâiëüíÿ¹ àëãåáðó Ëàêñà (6.4.11).
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Ïîðàõó¹ìî ãàìiëüòîíiàíè: ĤJCD
l = 1

2resu=νltrL̂
2(v) ùî ¹ òî÷íèìè àíà-

ëîãàìè ãàìiëüòîíiàíiâ òèïó Ãîäåíà ó âèïàäêó ìîäåëåé Äiêå. Ïðÿìèé îáðà-

õóíîê äà¹ ¨õ íàñòóïíó ôîðìó:

ĤJCD
l = ĤG,c

l +

dimg0
ν0∑

a=1

dimg∑
b=1

l̂(0)
a (b̂−β , b̂

+
α )Ŝ

(l)
b r

ab(ν0, νl)+

+
∑

α∈(∆/∆K)+

dimg∑
b=1

b̂+
α Ŝ

(l)
b

√
α(K)∂ur

αb(u, νl)|u=ν0
+

dimg∑
b=1

(
∑

α∈(∆/∆K)+

b̂−α Ŝ
(l)
b

√
α(K)∂ur

−αb(u, νl)|u=ν0
+

rankg∑
i=1

1

2
kiŜ

(l)
b ∂

2
ur

ib(u, νl)|u=ν0
),

(6.4.17)

äå ĤG,c
l � ¹ N� ñïiíîâèé ãàìiëüòîíiàí Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó

ïîëi.Äàëi ìè ïîêæåìî êâàíòîâó êîìóòàòèâíiñòü ãàìiëüòîíiàíiâ (6.4.17).

6.4.3. Êâàíòîâà êîìóòàòèâíiñòü ãàìiëüòîíiàíiâ òèïó ÄÊÄ Ñòàí-

äàðòíèì ñïîñîáîì îòðèìàííÿ ãàìiëüòîíiàíiâ òèïó ÄÊÄ ó âèïàäêó àë-

ãåáð Ëi g = sl(2) ¹ çàñòîñóâàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ãðàíèöi i, òàê çâàíîãî,

ïðåäñòàâëåííÿ Ãîëüñòåéíà � Ïðèìàêîâà äî ñòàíäàðòíèõ ñïiíîâèõ îïåðà-

òîðiâ Ëàêñà. Ó âèïàäêó àëãåáð Ëi âèùèõ ðàíãiâ, ÿâíà ôîðìà ïðåäñòàâ-

ëåííÿ Ãîëüñòåéíà � Ïðèìàêîâà ïîâèííà çàëåæàòè âiä òèïó êîïðè¹äíàíî¨

îðáiòè. Äëÿ âèïàäêó çàãàëüíèõ êîïðè¹äíàíèõ îðáiò ÿâíi ôîðìóëè òèïó

Ãîëüñòåéíà � Ïðèìàêîâà íåâiäîìi. Ïðîòå, äëÿ íàøèõ öiëåé äîñòàòíüî ¨¨

àñèìïòîòè÷íî¨ âåðñi¨.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [106]:

Tåîðåìà 6.5. Íåõàé àëãåáðà Ëi g ¹ íàïiâïðîñòîþ ç íàáîðîì êîðåíiâ ∆.

Íåõàé gK0 ⊂ g áóäå ¨¨ ðåäóêòèâíîþ ïiäàëãåáðîþ ùî ìiñòèòü ïiäàëãåáðó

Êàðòàíà h ⊂ g i ìà¹ ∆K íàáîðîì ñâî¨õ êîðåíiâ. Íåõàé K ∈ h � òàêèé

åëåìåíò h, ùî α(K) = 0 äëÿ α ∈ ∆K b̂−β , b̂
+
α , α, β ∈ (∆/∆K)+, b̂

−
β , b̂

+
α ,

α, β ∈ (∆/∆K)+ � áîçîííi îïåðàòîðè �íàðîäæåííÿ � çíèùåííÿ�. Òîäi
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íàñòóïíi åëåìåíòè àëãåáðè U(HK):

ŜεHα
=
α(K)

ε2
1̂−

∑
β∈(∆/∆K)+

β(Hα)b̂−β b̂
+
β , H ∈ h (6.4.18a)

ŜεXα
=

∑
γ−β=α,

β,γ∈(∆/∆K)+

N−β,γ b̂
−
β b̂

+
γ , α ∈ ∆K (6.4.18b)

ŜεXα
=

√
α(K)

ε
b̂+
α + (

∑
γ−β=α,

β,γ∈(∆/∆K)+

√
γ(K)

2
√
β(K)

N−β,γ b̂
−
β b̂

+
γ +

+
∑

γ+β=α,
β,γ∈(∆/∆K)+

√
β(K)

2
√
γ(K)

Nβ,γ b̂
+
β b̂

+
γ ) + O(ε), (6.4.18c)

ŜεX−α =

√
α(K)

ε
b̂−α + (

∑
γ−β=−α,

β,γ∈(∆/∆K)+

√
β(K)

2
√
γ(K)

N−β,γ b̂
−
β b̂

+
γ +

+
∑

γ+β=α,
β,γ∈(∆/∆K)+

√
γ(K)

2
√
β(K)

N−β,−γ b̂
−
β b̂
−
γ ) + +O(ε), (6.4.18d)

óòâîðþþòü àñèìïòîòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè g, òîáòî â ãðàíèöi

ìàëîãî ïàðàìåòðó ε îòðèìó¹ìî:

[Ŝεa, Ŝ
ε
b] =

dimg∑
c=1

Cc
abŜ

ε
c +O(1).

Äåòàëüíiøå, îïåðàòîðè (6.4.18a)-(6.4.18b) óòâîðþþòü òî÷íå ïðåä-

ñòàâëåííÿ ïiäàëãåáðè gK0 , à iíøi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ áàçîâèõ

åëåìåíòiâ ¹ àñèìïòîòè÷íèìè:

[ŜεXα1
, ŜεXα2

] = Nα1,α2
ŜεXα1+α2

+O(1), ÿêùî α1+α2 6= 0, α1,∈ ∆, α2 ∈ ∆/∆K ,

(6.4.19a)
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[ŜεXα
, ŜεX−α] = ŜεHα

+O(1), α ∈ (∆/∆K), (6.4.19b)

[ŜεHi
, ŜεXα

] = α(Hi)Ŝ
ε
Xα

+O(1), i ∈ 1, rankg, α ∈ (∆/∆K). (6.4.19c)

Ìè áóäåìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 6.1. Íåõàé êëàñè÷íà r-ìàòðèöÿ çàäîâiëüíÿ¹ óìîâè (i)-

(iii) Òåîðåìè (6.3). Íåõàé K � åëåìåíò ïiäàëãåáðè Êàðòàíà, ùî öåíòðà-

ëiçó¹òüñÿ ïiäàëãåáðîþ gK0 , i 〈 , 〉1 � ñïàðþâàííÿ â ïåðøié êîìïîíåíòi

òåíçîðíîãî äîáóäêó. Òîäi g-çíà÷íi ôóíêöi¨:

c(0)(v) = 〈K∗ ⊗ 1, r12(ν0, v)〉1, c(1)(v) = 〈K∗ ⊗ 1, (∂ur12(u, v))|u=ν0
〉1

¹ óçàãàëüíåíèìè åëåìåíòàìè çñóâó.

Âèêîðñòîâóþ÷è öå ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [108]:

Òâåðäæåííÿ 6.2. Óçàãàëüíåíi ãàìiëüòîíiàíè ÄÊÄ (6.4.17) ñïiâïàäà-

þòü ç ãðàíèöåþ âåëèêîãî ñïiíó â (N + 1)-òîìó ñïiíi â óçàãàëüíåíèõ

ãàìiëüòîíiàíàõ Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ç (N + 1) � ñïi-

íàìè.

Êîìáiíóþ÷è ïîïåðåäí¹ Òâåðäæåííÿ i óçàãàëüíåíå àñèìïòîòè÷íå ïðåä-

ñòàâëåííÿ Ãîëüñòåéíà�Ïðèìàêîâà, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó Òåîðåìó [106]:

Tåîðåìà 6.6. Óçàãàëüíåíi iíòåãðàëè ÄÊÄ âçà¹ìíî êîìóòóþòü:

[ĤJCD
k , ĤJCD

l ] = 0.

Äîâiâøè êîìóòàòèâíiñòü óçàãàëüíåíèõ iíòåãðàëiâ ÄÊÄ ĤJCD
l , ìîæíà

çêîíñòðóþâàòè óçàãàëüíåíèé ãàìiëüòîíiàí ÄÊÄ ĤJCD ÿê ¨õ ëiíiéíó êîì-

áiíàöiþ. Çîêðåìà, ìîæíà ïîêëàñòè:

ĤJCD =
N∑
l=1

ĤJCD
l =

N∑
l=1

rankg∑
i=1

dimg∑
b=1

1

2
kiŜ

(l)
b ∂

2
ur

ib(u, νl)|u=ν0
+

N∑
l=1

dimg∑
b=1

cb(νl)Ŝ
(l)
b
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+
N∑
l=1

∑
α∈(∆/∆K)+

dimg∑
b=1

√
α(K)(b̂+

α∂ur
αb(u, νl)|u=ν0

+b̂−α∂ur
−αb(u, νl)|u=ν0

)Ŝ
(l)
b +

+
N∑
l=1

dimg0
ν0∑

a=1

dimg∑
b=1

l̂(0)
a (b̂−β , b̂

+
α )Ŝ

(l)
b r

ab(ν0, νl) +
N∑
l=1

ĤG,c
l . (6.4.20)

Öåé ãàìiëüòîíiàí ìîæå áóòè iíòåðïðèòîâàíèé ÿê ãàìiëüòîíiàí ùî îïè-

ñó¹ âçà¹ìîäiþ ìîëåêóëè ç N n-ðiâíåâèõ àòîìiâ, äå n ≡ rankg ç áàãàòüìà

ìîäàìè åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Ïåðøèé äîäàíîê îïèñó¹ âiëüíó åíåðãiþ

àòîìà, äðóãèé äîäàíîê (ó âèïàäêó êîëè c(u) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ó ïiäàë-

ãåáði Êàðòàíà h) îïèñó¹, òàê çâàíèé äåòþíiíã, à êîìïîíåíòè åëåìåíòó

çñóâó ¹ ïàðàìåòðàìè äåòþíiíãó, íàñòóïíi äâà äîäàíêè îïèñóþòü âçà¹ìî-

äiþ ìîëåêóëè ç ïîëåì, ï'ÿòèé äîäàíîê îïèñó¹ äîäàòêîâó ïî âiäíîøåííþ

äî ñòàíäàðòíîãî ÄÊÄ � ãàìiëüòîíiàíó âçà¹ìîäiþ àòîìà ç ïîëåì i, íàðå-

øòi, îñòàííié äîäàíîê � ñóìà óçàãàëüíåíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà � îïè-

ñó¹ àòîìíó âçà¹ìîäiþ. Ãàìiëüòîíiàí ĤJCD
l íå ìiñòèòü êiíåòè÷íîãî ÷ëåíó.

Ùîá ââåñòè éîãî íåîáõiäíî ââåñòè äîäàòêîâi iíòåãðàëè êîìóòó÷i ç ĤJCD
l .

6.5. Äîäàòêîâi iíòåãðàëè i ñèìåòði¨ r-ìàòðèöi.

6.5.1. Çàãàëüíèé âèïàäîê. Íåõàé L̂(u) =
dimg∑
a=1

L̂a(u)Xa � îïåðàòîð

Ëàêñà, ùî çàäîâiëüíÿ¹ òåíçîðíó äóæêó Ëi � Ïóàñîíà ç êëàñè÷íîþ r-

ìàòðèöåþ i äîâiëüíîþ äîïóñòèìîþ çàëåæíiñòþ L̂a(u) âiä u.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà:

Tåîðåìà 6.7. Íåõàé g� íàïiâïðîñòà àëãåáðà Ëi i g0 � ¨¨ ïiäàëãåáðà.

Íåõàé M̂a, a ∈ 1, dimg0 � äåÿêi îïåðàòîðè, ùî äiþòü íà îïåðàòîðè Ëàêñà

L̂(u) ïðè¹äíàíèì ïðåäñòàâëåííÿì ïiäàëãåáðè g0:

[M̂a, L̂b(u)] =

dimg∑
c=1

Cc
abL̂c(u), äå a ∈ 1, dimg0, b ∈ 1, dimg. (6.5.21)

Òîäi
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(i) îïåðàòîðè M̂a óòâîðþþòü àëãåáðó içîìîðôíó äî ïiäàëãåáðè g0:

[M̂a, M̂b] =

dimg0∑
c=1

Cc
abM̂c, a, b ∈ 1, dimg0 (6.5.22)

(ii) ïiäàëãåáðà Ëi, ïîðîäæåíà îïåðàòîðàìè M̂a, öåíòðàëiçó¹ àëãåáðó

iíòåãðàëiâ ãåíåðîâàíèõ trL̂2(u):

[M̂a, trL̂
2(u)] = 0, a ∈ 1, dimg0.

Çàóâàæåííÿ 67. Äàíà Òåîðåìà äîçâîëÿ¹ ñóòò¹âî ðîçøèðèòè êîìóòàòèâ-

íó ïiäàëãåáðó ïîðîäæåíó îïåðàòîðàìè Ĥl = 1
2resu=νltrL̂

2(u). Äiéñíî, êî-

æíà êîìóòàòèâíà ïiäàëãåáðà, çêîíñòðóéîâàíà çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ

M̂a, áóäå êîìóòóâàòè ç Àáåëåâîþ ïiäàëãåáðîþ ãåíåðîâàíîþ îïåðàòîðàìè

Ĥl. Íà ðîëü òàêî¨ ïiäàëãåáðè ìîæíà âçÿòè ïiäàëãåáðó Ãåëüôåíäà � Öå-

òëiíà àëãåáðè U(g0) (äå g0 ãåíåðîâàíî îïåðàòîðàìè M̂a) ÷è ïðîñòî äåÿêó

êîìóòàòèâíó ïiäàëãåáðó àëãåáðè g0.

6.5.2. Âèïàäîê óçàãàëüíåíèõ ìîäåëåé Ãîäåíà. Â öüîìó ïiäðîçäiëi

ìè çêîíñòðóþ¹ìî øóêàíi îïåðàòîðè M̂a äëÿ âèïàäêó óçàãàëüíåíèõ ìî-

äåëåé Ãîäåíà i óçàãàëüíåíèõ ìîäåëåé Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó

ïîëi. Ðîçãëÿíåìî ñïåðøó âèïàäîê óçàãàëüíåíèõ ìîäåëåé Ãîäåíà. Ìà¹ ìi-

ñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [106]:

Òâåðäæåííÿ 6.3. Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) ¹ g0-iíâàðiàíòíîþ. Íå-

õàé νk, k ∈ 1, N -ðåãóëÿðíi òî÷êè r-ìàòðèöi. Íåõàé L̂(u) =
dimg∑
b,d=1

rbd(νk, u)Ŝ
(k)
b Xd =

dimg∑
d=1

L̂d(u)Xd � îïåðàòîð Ëàêñà óçàãàëüíåíî¨ ìî-

äåëi Ãîäåíà. Òîäi îïåðàòîðè M̂ spin
a =

N∑
n=1

Ŝ
(k)
a , a ∈ 1, dimg0 çàäîâiëüíÿþòü

óìîâi (6.5.21).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê óçàãàëüíåíèõ ìîäåëåé Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìà-

ãíiòíîìó ïîëi. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [106]:



175

Òâåðäæåííÿ 6.4. Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) ¹ g0-iíâàðiàíòíîþ. Íåõàé

νk, k ∈ 1, N � ðåãóëÿðíi òî÷êè r-ìàòðèöi i L̂(u) =
dimg∑
b,d=1

(rbd(νk, u)Ŝ
(k)
b +

cd(u))Xd =
dimg∑
d=1

L̂d(u)Xd � îïåðàòîð Ëàêñà óçàãàëüíåíî¨ ìîäåëi Ãîäåíà ó

çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi. Íåõàé z(c(u)) öåíòàëiçó¹ åëåìåíò c(u) â

àëãåáði g. Òîäi îïåðàòîðè M̂ spin
a =

N∑
n=1

Ŝ
(k)
a , äå Xa ∈ g0

⋂
z(c(u)) çàäîâiëü-

íÿþòü ñïiââiäíîøåííÿì (6.5.21).

Çàóâàæåííÿ 68. Âiäçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó óçàãàëüíåíèõ ìîäåëåé Ãîäå-

íà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, ñèìåòðiÿ ìîäåëi ïîíèæó¹òüñÿ i ñïiâ-

ïàäà¹ ç ïåðåòèíîì ñèìåòði¨ r-ìàòðèöi i åëåìåíòà çñóâó c(u).

6.5.3. Âèïàäîê ìîäåëåé òèïó ÄÊÄ. Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿ-

íåìî àëãåáðó äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ äëÿ óçàãàëüíåíèõ ìîäåëåé ÄÊÄ àñî-

öiéîâàíèõ ç êëàñè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè ùî ìàþòü äîäàòêîâi ñèìåòði¨. Ç

öi¹þ ìåòîþ ìè çêîíñòðóþ¹ìî âiäïîâiäíi îïåðàòîðè ñèìåòði¨ ñïåðøó äëÿ

áîçîííèõ îïåðàòîðiâ Ëàêñà. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [106]:

Òâåðäæåííÿ 6.5. Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) ¹ g0-iíâàðiàíòíîþ, äå g0 ⊂
gK0 . Íåõàé ν0 � ñïåöiàëüíà òî÷êà r-ìàòðèöi, îïèñàíà â Òåîðåìi 6.3 i

L̂(u) � ¹ îïåðàòîð Ëàêñà (6.4.12). Òîäi îïåðàòîðè M̂ bos
Xa

, Xa ∈ g0, çàäàíi

ôîðìóëàìè (6.4.14), çàäîâiëüíÿþòü óìîâi (6.5.21).

Îòðèìàâøè àëãåáðó ñèìåòðié áîçîííèõ îïåðàòîðiâ Ëàêñà i îïåðàòîðiâ

Ëàêñà ñèñòåì òèïó Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, ìè ìîæåìî

çôîðìóëþâàòè íàñòóïíó Òåîðåìó [106]:

Tåîðåìà 6.8. Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) ¹ g0-iíâàðiàíòíîþ, äå g0 ⊂ gK0 .

Íåõàé L̂(u) � îïåðàòîð Ëàêñà (6.4.15), ùî âiäïîâiäà¹ óçàãàëüíåíié ìîäåëi

ÄÊÄ ç ìàòðèöåþ äåòþíiíãó � åëåìåíòîì çñóâó c(u). Òîäi îïåðàòîðè:

M̂Xa
= M̂ bos

Xa
+ M̂ spin

Xa
,
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äå Xa ∈ g0

⋂
z(c(u)) óòâîðþþòü àëãåáðó ñèìåòði¨ óçàãàëüíåíî¨ ìîäåëi

ÄÊÄ:

[M̂Xa
, trL̂2(u)] = 0.

6.5.4. Çàãàëüíèé ãàìiëüòîíiàí Êàðòàí-ñèìåòðè÷íèõ ìîäåëåé

ÄÊÄ. Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çêîíñòðóþ¹ìî çàãàëüíèé ãàìiëüòîíiàí ÷àñ-

òêîâî ñèìåòðè÷íî¨ ìîäåëi ÄÊÄ ùî ìiñòèòü êiíåòè÷íèé äîäàíîê. Ç öi¹þ

ìåòîþ ìè ðîçãëÿíåìî g0-iíâàðiàíòíó r-ìàòðèöþ, äå ïiäàëãåáðà g0 ìiñòèòü

ïiäàëãåáðó Êàðòàíà h àëãåáðè g. Áiëüøå òîãî, ìè ïðèïóñòèìî ùî öåíòðà-

ëiçàòîð z(c(u)) åëåìåòíòà çñóâó c(u), ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â êîíñòðóêöi¨

ãàìiëüòîíiàíiâ ĤJCD
l òàêîæ ìiñòèòü ïiäàëãåáðó Êàðòàíà h. Öå âiäáóâà¹-

òüñÿ, íàïðèêëàä, êîëè c(u) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â h. Â òàêié ñèòóàöi¨ ìîæíà

äîäàòè äî çêîíñòðóéîâàíèõ êîìóòóþ÷èõ iíòåãðàëiâ ĤJCD
l òàêîæ êîìóòó-

þ÷i îïåðàòîðè M̂Hi
, i ∈ 1, rankg. Âiäïîâiäíèé çàãàëüíèé ÄÊÄ � ãàìiëüòî-

íiàí çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

ĤJCD =

rankg∑
i=1

wiM̂Hi
+ g

N∑
l=1

ĤJCD
l , (6.5.23)

äå ïàðàìåòðè g i wi òîáòî êîåôiöi¹íò âçà¹ìîäi¨ i ÷àñòîòè ¹ äîâiëüíèìè.

Çàóâàæåííÿ 69. Ìîæíî ðîçãëÿíóòè òðîõè áiëüø çàãàëüíèé ãàìiëüòî-

íiàí, à ñàìå ĤJCD =
rankg∑
i=1

wiM̂Hi
+

N∑
l=1

glĤ
JCD
l , àëå âèìîãà ùî ĤJCD íå

ìiñòèòü ÷ëåíiâ òèïó àòîì-àòîìíî¨ âçà¹ìîäi¨ ó âèïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ

r-ìàòðèöü âåäå äî âèáîðó g1 = g2 = .. = gl = g.

Ãàìiëüòîíiàí (6.5.23) âñå ùå ìiñòèòü äåÿêó çàëèøêîâó ñèìåòðiþ. Ìà¹

ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [106]:

Òâåðäæåííÿ 6.6. Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) ¹ g0-iíâàðiàíòíîþ, äå

g0 ⊂ gK0 . Íåõàé gW0 � ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà ùî öåíòðàëiçó¹ åëåìåòíò

ïiäàëãåáðè Êàðòàíà W =
rankg∑
i=1

wiHi. Òîäi îïåðàòîðè M̂Xa
= M̂ bos

Xa
+M̂ spin

Xa
,
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äå Xa ∈ g0

⋂
gW0
⋂
z(c(u)) óòâîðþþòü àëãåáðó ñèìåòðié óçàãàëüíåíîãî

ãàìiëüòîíiàíó ÄÊÄ (6.5.23), òîáòî:

[M̂Xa
, ĤJCD] = 0.

Íàñëiäîê 6.4. ßêùî åëåìåíò W ïiäàëãåáðè Êàðòàíà ¹ åëåìåíòîì çà-

ãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òîáòî wi 6= wj, i, j ∈ 1, rankg, òîäi àëãåáðà ñèìå-

òði¨ ãàìiëüòîíiàíó (6.5.23) ñïiâïàäà¹ ç ïiäàëãåáðîþ Êàðòàíà ïîðîäæå-

íîþ îïåðàòîðàìè M̂Hi
.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ÷àñòêîâî ñèìåòðè÷íèõ êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü àë-

ãåáðà ñèìåòði¨ ÿêèõ ìiñòèòü ïiäàëãåáðó Êàðòàíà i âiäïîâiäíi óçàãàëüíåíi

ãàìiëüòîíiàíè òèïó ÄÊÄ. Îñíîâíèì ïðèêëàäîì òàêèõ r-ìàòðèöü ¹ äiàãî-

íàëüíi â êîðåíåâîìó áàçèñi r-ìàòðèöi íàñòóïíî¨ ÿâíî¨ ôîðìè:

r(u, v) =

rankg∑
i=1

ri(u, v)Hi⊗Hi+
∑

α∈(∆)+

(rα(u, v)Xα⊗X−α+r−α(u, v)X−α⊗Xα)

(6.5.24)

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè äiàãîíàëüíi åëåìåíòè çñóâó âèãëÿäó:

c(u) =

rankg∑
i=1

ci(u)Hi.

Ïðèêëàä 6.1. Íåõàé g = gl(n). Ó öüîìó âèïàäêó ïiäàëãåáðà Êàðòàíà

ñïiâïàäà¹ ç àëãåáðîþ äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü i Hi ≡ Xii, i ∈ 1, n � ¨¨ îðòî-

íîðìîâàíèé áàçèñ. Ìíîæèíà âñiõ êîðåíiâ ñïiâïàäà¹ ç ëiíiéíèìè ôîðìàìè

αij = wi − wj, äå wi(Hj) = δij, i âiäïîâiäíi íîðìàëiçîâàíi åëåìåíòè êî-

ðåíåâèõ ïðîñòîðiâ gαij öå Xαij ≡ Xij (i 6= j). Äiàãîíàëüíà â öüîìó áàçèñi

r-ìàòðèöÿ ìà¹ âèãëÿä:

r(u, v) =
n∑
i=1

rii(u, v)Xii⊗Xii+
n∑

i,j=1,i<j

(rij(u, v)Xij⊗Xji+rji(u, v)Xji⊗Xij).

Äiàãîíàëüíèé åëåìåíò çñóâó äà¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ:

c(u) =

rankg∑
i=1

cii(u)Xii.
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Óçàãàëüíåíi ãàìiëüòîíiàíè ÄÊÄ (6.5.23) ùî âiäïîâiäàþòü r-ìàòðèöi

(6.5.24) i äiàãîíàëüíèì åëåìåíòàì çñóâó ìàþòü âèãëÿä:

ĤJCD = −
rankg∑
i=1

wi
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β b̂

+
β +

+
N∑
l=1

rankg∑
i=1

(wi +
g

2
ki∂

2
ur

i(u, νl)|u=ν0
+ gci(νl))Ŝ

(l)
i +

+g
N∑
l=1

∑
α∈(∆/∆K)+

√
α(K)

(
b̂+
α Ŝ

(l)
−α∂ur

α(u, νl)|u=ν0
+b̂−α Ŝ

(l)
α ∂ur

−α(u, νl)|u=ν0

)
+

+ g

N∑
l=1

dimg0
ν0∑

a=1

dimg∑
b=1

l̂(0)
a (b̂−β , b̂

+
α )Ŝlbr

ab(ν0, νl) + g

N∑
l=1

ĤG
l . (6.5.25)

Öåé ãàìiëüòîíiàí ìîæå áóòè iíòåðïðèòîâàíèé ÿê ãàìiëüòîíiàí ùî îïèñó¹

âçà¹ìîäiþ ìîëåêóëè N n-ðiâíåâèõ àòîìiâ, äå n ≡ rankg ç áàãàòüìà ìî-

äàìè åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Ïåðøèé äîäàíîê � êiíåòè÷íèé ÷ëåí, ùî

îïèñó¹ åíåðãiþ (∆/∆K)+�ìîä åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Äðóãèé äîäàíîê

âiäïîâiäà¹ âiëüíié åíåðãi¨ N àòîìiâ ç n = rankg åíåðãåòè÷íèìè ðiâíÿ-

ìè, êîæåí ç ÿêèõ ìà¹ åíåðãiþ εi(νl) = (wi +
g

2
ki∂

2
ur

i(u, νl)|u=ν0
+ gci(νl)),

i ∈ 1, n. Íàñòóïíi äâà äîäàíêè îïèñóþòü ñòàíäàðòíó âçà¹ìîäiþ àòîì

� ïîëå â íàáëèæåííi �õâèëi ùî îáåðòà¹òüñÿ� ç êîíñòàíòàìè âçà¹ìîäi¨

g±α(νl) = g
√
α(K)∂ur

±α(u, νl)|u=ν0
. Ï'ÿòèé äîäàíîê îïèñó¹ äîäàòêîâó ïî

âiäíîøåííþ äî ñòàíäàðòíî¨ ìîäåëi ÄÊÄ âçà¹ìîäiþ àòîì � ïîëå äðóãî-

ãî ïîðÿäêó ïî áîçîííèõ îïåðàòîðàõ. I, íàðåøòi, îñòàííié äîäàíîê � ñó-

ìà óçàãàëüíåíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà, îïèñó¹ àòîì-àòîìíó âçà¹ìîäiþ.

Öåé äîäàíîê ¹ íóëåì ó âèïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü. Â íàñòóïèõ

ðîçäiëàõ ìè ðîçãëÿíåìî êiëüêà êëàñiâ ïðèêëàäiâ êàðòàí � iíâàðiàíòíèõ

ìàòðèöü i âiäïîâiäíi çàãàëüíi iíòåãðîâíi ìîäåëi òèïó ÄÊÄ.
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6.6. Ðàöiîíàëüíi ìîäåëi òèïó ÄÊÄ

6.6.1. Îïåðàòîðè Ëàêñà i ãàìiëüòîíiàíè òèïó ÄÊÄ Êîíêðåòèçó¹-

ìî çàãàëüíèé ãàìiëüòîíiàí òèïó ÄÊÄ äëÿ âèïàäêó êëàñè÷íèõ ðàöiîíàëü-

íèõ r-ìàòðèöü äëÿ âèãëÿäó:

r12(u− v) =
Ω12

(u− v)
=

dimg∑
a,b=1

gabX
a ⊗Xb

(u− v)
, (6.6.26)

äå gαβ � íåâèðîäæåíà iíâàðiàíòíà ìåòðèêà íà g.

Íåõàé g ÿê i ðàíiøå - íàïiâïðîñòà àëãåáðà Ëi àáî ðåäóêòèâíà àëãåáðà

gl(n). Íåõàé ∆ � íàáið ¨¨ êîðåíiâ, gα � êîðåíåâèé ïiäïðîñòið, Xα � éîãî

áàçèñíèé åëåìåíò. Íåõàé ∆K ⊂ ∆ � çàìêíóòà ñèìåòðè÷íà ïiäìíîæèíà

ìíîæèíè âñiõ êîðåíiâ. Íåõàé K =
rankg∑
i=1

kiHi òàêèé åëåìåíò ïiäàëãåáðè

Êàðòàíà ùî α(K) = 0,∀α ∈ ∆K à gK ⊂ g � ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà ùî

ìiñòèòü ïiäàëãåáðó Êàðòàíà h i ìà¹ ìíîæèíîþ ñâî¨õ êîðåíiâ ïiäìíîæè-

íó ∆K . Âèêîðñòîâóþ÷è çàãàëüíó ôîðìóëó (6.4.16), ëåãêî îòðèìàòè ùî

îïåðàòîð Ëàêñà òèïó ÄÊÄ äëÿ öüîãî âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä:

L̂(u) = uL̂(−2) + L̂(−1) +
N∑
k=1

L̂(k)

u− νk
, (6.6.27)

äå

L̂(−2) =

rankg∑
i=1

kiHi, (6.6.28a)

L̂(−1) =

rankg∑
i=1

ciHi +
∑
α∈∆K

cαXα +
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(−K)(b̂+

αX−α + b̂−αXα),

(6.6.28b)

L̂(k) =

rankg∑
i=1

Ŝ
(k)
i Hi +

∑
α∈∆+

Ŝ(k)
α X−α +

∑
α∈∆+

Ŝ
(k)
−αXα, (6.6.28c)
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Òóò ci, cα, ki � êîíñòàíòè, Ŝ
(k)
±α, Ŝ

(k)
i � êîìïîíåíòè óçàãàëüíåíîãî ñïiíîâîãî

îïåðàòîðà ó âóçëi k i b̂+
α , b̂

−
α áîçîííi îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ-çíèùåííÿ.

Ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ iíòåãðàëiâ äðóãîãî ïîðÿäêó ìà¹ âèãëÿä:

I(2)(L̂(u)) = u2Î2 + uÎ1 + Ĥ0 +
N∑
k=1

Ĥk

(u− νk)
+

N∑
k=1

Î−2k

(u− νk)2
. (6.6.29)

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîðè Î2, Î1 i Î−2k, k ∈ 1, N � îïåðàòîðè Êàçèìiðà

âiäïîâiäíî¨ äóæêè Ëi. Íåòðèâiàëüíi îïåðàòîðè äðóãîãî ïîðÿäêó Ĥ0 i Ĥk

ìàþòü � ïî ìîäóëþ êîíñòàíò � íàñòóïíó ôîðìó:

Ĥ0 =
N∑
k=1

rankg∑
i=1

kiŜ
(k)
i +

1

2

∑
α∈(∆/∆K)+

α(−K)(b̂+
α b̂
−
α + b̂−α b̂

+
α ), (6.6.30)

Ĥk =

rankg∑
i=1

ciŜ
(k)
i

+
∑
α∈∆K

cαŜ
(k)
α +

∑
α∈(∆/∆K)+

√
α(−K)(b̂+

α Ŝ
(k)
−α + b̂−α Ŝ

(k)
α )+

+ νk

rankg∑
i=1

kiŜ
(k)
i +

N∑
l=1,l 6=k

(Ŝ(l), Ŝ(k))

(νl − νk)
. (6.6.31)

ßê ñëiäó¹ ç âèêëàäåíî¨ âèùå òåîði¨, âîíè âçà¹ìî êîìóòóþòü.

Áiëüøå òîãî â âèïàäêó ðàöiîíàëüíî¨ r-ìàòðèöi ìîæíà ïîêàçàòè [94] ùî

[I(2)(L̂(u)), I(2)(L̂(v))] = 0.

Çà ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi ìîæíà âçÿòè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ öèõ iíòåãðàëiâ:

Ĥ = Ĥ0 + g

N∑
l=1

Ĥl (6.6.32)

Âîíà ìà¹, ç òî÷íiñòþ äî êîíñòàíòè, íàñòóïíèé ÿâíèé âèãëÿä:

Ĥ =
∑

α∈(∆/∆K)+

(
α(−K)b̂+

α b̂
−
α + g

√
α(−K)

N∑
l=1

(b̂+
α Ŝ

(l)
−α + b̂−α Ŝ

(l)
α )
)
+

(6.6.33)
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+
N∑
l=1

rankg∑
i=1

((gνl + 1)ki + gci)Ŝ
(l)
i + g

N∑
l=1

∑
α∈∆K

cαŜ
(l)
α . (6.6.34)

Äëÿ òîãî ùîá ââåñòè â öåé ãàìiëüòîíiàí áiëüø çàãàëüíèé êiíåòè÷íèé ÷ëåí,

íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè äîäàòêîâi ëiíiéíi iíòåãðàëè ùî iñíóþòü â íàñëiäîê

ãåîìåòðè÷íî¨ ñèìåòði¨ êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà,

ùî ¹ íàñëiäêîì çàãàëüíî¨ Òåîðåìè 6.8:

Tåîðåìà 6.9. Íåõàé L(u) � îïåðàòîð Ëàêñà óçàãàëüíåíî¨ ìîäåëi ÄÊÄ

âèçíà÷åíî¨ ôîðìóëàìè (6.6.27), (6.6.28) ç cα = 0,∀α ∈ ∆K. Íåõàé

K =
rankg∑
i=1

kiHi, C =
rankg∑
i=1

ciHi � ïîñòiéíi åëåìåíòè ïiäàëãåáðè h, gK i

gC � ¨õ ðåäóêòèâíi öåíòðàëiçàòîðè ó àëãåáði g i ∆K, ∆C âiäïîâiäíi íà-

áîðè êîðåíiâ. Íåõàé g0 � ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà àëãåáðè g ùî ìiñòèòü

Êàðòàíiâñüêó ïiäàëãåáðó i ìà¹ ∆0 ≡ ∆K

⋂
∆C íàáîðîì ñâî¨õ êîðåíiâ.

Òîäi

(i) îïåðàòîðè

M̂α =
∑

γ−β=α,
β,γ∈(∆/∆K)+

N−β,γ b̂
−
β b̂

+
γ +

N∑
k=1

Ŝ(k)
α , äå α ∈ ∆0, (6.6.35a)

M̂i = −
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β b̂

+
β +

N∑
k=1

Ŝ
(k)
i , äå i ∈ 1, rankg (6.6.35b)

¹ ñèìåòðiÿìè óçàãàëüíåíî¨ ìîäåëi ÄÊÄ, òîáòî

[M̂α, Ĥk] = [M̂i, Ĥk] = 0, ∀α ∈ ∆0, ∀i ∈ 1, rankg.

(ii) îïåðàòîðè (6.6.35) óòâîðþþòü àëãåáðó Ëi içîìîðôíó äî g0.

Òåïåð, ìàþ÷è äîäàòêîâi êîìóòóþ÷i iíòåãðàëè M̂i, ùî âiäïîâiäàþòü

åëåìåíòàì ïiäàëãåáðè Êàðòàíà, ìîæíà íàïèñàòè çàãàëüíèé ãàìiëüòîíiàí

ÄÊÄ ç äîâiëüíèì êiíåòè÷íèì ÷ëåíîì. Âií ìà¹ âèãëÿä:
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Ĥ ′ =

rankg∑
i=1

wiM̂
b
Hi

+ g
N∑
l=1

Ĥl =

= −
rankg∑
i=1

wi(
∑

α∈(∆/∆K)+

α(Hi)b̂
−
α b̂

+
α ) +

rankg∑
i=1

N∑
k=1

wiŜ
(k)
i +

+ g

rankg∑
i=1

N∑
k=1

(νlki+ ci)Ŝ
(k)
i + g

∑
α∈(∆/∆K)+

√
α(−K)

N∑
l=1

(b̂+
α Ŝ

(l)
−α + b̂−α Ŝ

(l)
α )

(6.6.36)

äå êîíñòàíòè wi i ∈ 1, rankg ¹ äîâiëüíèìè.

Ââåäåííÿ êîíñòàíò wi â ãàìiëüòîíiàí çìåíøó¹ íåàáåëåâó ñèìåòðiþ óçà-

ãàëüíåíèõ ìîäåëåé ÄÊÄ. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé àíàëîã Òåîðåìè 6.6:

Tåîðåìà 6.10. Íåõàé ãàìiëüòîíiàí H ′ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6.6.36),

K =
rankg∑
i=1

kiHi, C =
rankg∑
i=1

ciHi, W =
rankg∑
i=1

wiHi � ïîñòiéíi åëåìåíòè ïiäàë-

ãåáðè h i gK, gC, gW � ¨õ ðåäóêòèâíi ñòàáiëiçàòîðè â àëãåáði g, ∆K, ∆C,

∆W âiäïîâiäíi íàáîðè êîðåíiâ. Íåõàé g′0 � ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà àëãå-

áðè g, ùî ìiñòèòü êàðòàíiâñüêó ïiäàëãåáðó i ìà¹ ∆′0 ≡ ∆K

⋂
∆C

⋂
∆W

íàáîðîì ñâî¨õ êîðåíiâ. Tîäi îïåðàòîðè M̂ b
Xα

i M̂ b
Hi
∀α ∈ ∆0,∀i ∈ 1, rankg

¹ ñèìåòðiÿìè óçàãëüíåíî¨ ìîäåëi ÄÊÄ

[M̂α, H
′] = [M̂i, H

′] = 0, ∀α ∈ ∆0, ∀i ∈ 1, rankg

i óòâîðþþòü àëãåáðó Ëi içîìîðôíó äî g′0.

6.7. Ìîäåëi ÄÊÄ i çñóíóòi Z2- ãðàäóéîâàíi r-ìàòðèöi

6.7.1. Çñóíóòi Z2- ãðàäóéîâàíi r-ìàòðèöi Íåõàé σ � iíâîëþòèâíèé

àâòîìîðôiçì àëãåáðè Ëi g, íåõàé g = g0+g1 � âiäïîâiäíå Z2-ãðàäóéîâàííÿ

àëãåáðè g:

[g0, g0] ⊂ g0, [g0, g1] ⊂ g1, [g1, g1] ⊂ g0

Íåõàé Ω0
12 � òåíçîðíèé Êàçèìið íà àëãåáði g0, c12 � ïîñòiéíèé íåêîñî-

ñèìåòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà íà g0:
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[c12, c13]− [c23, c12] + [c32, c13] = [Ω0
32, c13]. (6.7.37)

Òîäi, ÿê ñëiäó¹ ç ðåçóëüòàòiâ Ãëàâè 2 ôóíêöiÿ:

r12(u, v) =
v2

u2 − v2
Ω0

12 +
uv

u2 − v2
Ω1

12 + c12, (6.7.38)

äå Ω0
12 =

dim g0∑
α=1

X0,α ⊗X0,α, Ω1
12 =

dim g1∑
α=1

X1,α ⊗X1,α, i Xj,α, X
j,α � äóàëüíi

áàçèñè ïðîñòîðó gj çàäîâiëüíÿ¹ óçàãàëüíåíå êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ ßíãà �

Áàêñòåðà. Äëÿ òîãî ùîá çêîíñòðóþâàòè ìîäåëi òèïó ÄÊÄ àñîöiéîâàíi ç

Z2-ãðàäóþâàííÿì àëãåáðè g, ïðèïóñòèìî,ÿê i â Ãëàâi 4 ùî ãðàäóþâàííÿ

òàêå ùî:

g0 = gK0 , g1 = gK1 + gK−1,

äå gK0 � ðåäóêòèâíà, gK±1 íiëüïîòåíòíi i ðîçêëàä g = gK−1 +gK0 +gK1 � òðè-

êóòíèé. Äëÿ òîãî ùîá öi âèçíà÷åííÿ áóëè óçãîäææåíèìè áóäåìî âèìàãà-

òè ùîá gK±1 áóëè, áiëüøå òîãî, àáåëåâèìè. Òîáòî, ÿêùî α, β ∈ (∆/∆K)+,

òî α + β /∈ (∆/∆K)+. Òàêi ãðàäóþâàííÿ i ðîçêëàäè ïîâ'ÿçàíi ç åðìiòîâè-

ìè ñèìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè. Âiäïîâiäíà r-ìàòðèöÿ (6.7.38) çàïèñó¹òüñÿ

íàñòóïèì ÷èíîì:

r12(u, v) =
v2

u2 − v2

(rankg∑
i=1

Hi ⊗Hi +
∑

α∈(∆K)+

(Xα ⊗X−α +X−α ⊗Xα)
)
+

+
uv

u2 − v2

∑
α∈(∆/∆K)+

(Xα ⊗X−α + X−α ⊗Xα) + c12. (6.7.39)

6.7.2. Îïåðàòîðè Ëàêñà òèïó ÄÊÄ. Ðîçãëÿíåìî ñïåöiàëüíó òî÷êó

r-ìàòðèöi (6.7.38), à ñàìå, òî÷êó u = ∞. Ìàëèé ïàðàìåòð â îêîëi òî÷êè

u =∞ öå ν(u) = u−1. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äà¹:

r12(∞, v) = c12,

limu→∞∂u−1r12(u, v) = vΩ1
12,
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limu→∞∂
2
u−1r12(u, v) = 2v2Ω0

12.

Âèêîðñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî ïî ñàìîìó âèçíà÷åííþ c12 ∈ gK0 ⊗ gK0 ,

Ω1
12 ∈ (gK1 ⊗ gK−1) ⊕ (gK−1 ⊗ gK1 ), i Ω0

12 ∈ gK0 ⊗ gK0 , ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

óìîâè (i)-(iii) Òåîðåìè 6.3 ¹ âèêîíàíi îñêiëüêè g0
∞ = gK0 , g

1
∞ = gK1 + gK−1,

g2
∞ = gK0 . Çàóâàæèìî ùî, íà âiäìiíó âiä ðàöiîíàëüíîãî âèïàäêó, öi óìîâè

çàäîâiëüíÿþòüñÿ òiëüêè äëÿ âèáðàíèõ ïiäàëãåáð gK0 , g
K
±1, à ñàìå äëÿ òèõ

ïiäàëãåáð, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó âèçíà÷åííi r-ìàòðèöü (6.7.39).

Áàçóþ÷èñü íà Òåîðåìi 6.3, ìîæíà àñîöiþâàòè ç r-ìàòðèöåþ (6.7.39)

íàñòóïíèé îïåðàòîð Ëàêñà òèïó Áîçå:

L̂Bose(u) = −
dimh∑
i=1

dimgK0∑
b=1

cib(
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β b̂

+
β )Xb+

+
∑
α∈∆K

dimgK0∑
b=1

cαb(
∑

γ−β=α,
β,γ∈(∆/∆K)+

N−β,γ b̂
−
β b̂

+
γ )Xb

+u(
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K)b̂+

αX−α+
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K)b̂−αXα)+u2

rankg∑
i=1

kiHi,

(6.7.40)

N - ñïiíîâèé îïåðàòîð Ëàêñà, ùî âiäïîâiäà¹ çñóíóòié Z2- ãðàäóéîâàíié r-

ìàòðèöi, ìà¹ âèãëÿä:

L̂Spin(u) =
N∑
k=1

u2

(ν2
k − u2)

(rankg∑
i=1

Ŝ
(k)
i Hi+

∑
α∈(∆K)+

Ŝ(k)
α X−α+

∑
α∈(∆K)+

Ŝ
(k)
−αXα

)
+

+
N∑
k=1

uνk
(ν2
k − u2)

( ∑
α∈(∆/∆K)+

Ŝ(k)
α X−α+

∑
α∈(∆/∆K)+

Ŝ
(k)
−αXα

)
+

dimgK0∑
a,b=1

cabŜ(k)
a Xb.

(6.7.41)

Äëÿ îïèñó ïîâíî¨ ìàòðèöi Ëàêñà òèïó ÄÊÄ íåîáõiäíî îïèñàòè íåîáõi-

äíi åëåìåíòè çñóâó ùî ãðàþòü â ìîäåëÿõ ÄÊÄ ðîëü ïàðàìåòðiâ äåòþ-

íiíãó. Âîíè ìàþòü âèãëÿä c(u) =
rankg∑
i=1

ciHi, äå êîåôiöi¹íòè ci òàêi, ùî
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rankg∑
i=1

ciα(Hi) = 0, ∀α ∈ ∆K . Ïîâíèé îïåðàòîð Ëàêñà òèïó ÄÊÄ ¹ ñóìîþ

öèõ òðüîõ ÷àñòèí:

L̂(u) = L̂Bose(u) + L̂Spin(u) + c(u).

6.7.3. Z2-ãðàäóéîâàíi ãàìiëüòîíiàíè òèïó ÄÊÄ Â öüîìó ïiäðîç-

äiëi ìè ïîðàõó¹ìî ãàìiëüòîíiàíè ĤJCD
l äëÿ çñóíóòî¨ Z2-ãðàäóéîâàíî¨ r-

ìàòðèöi, îá÷èñëèìî ¨õ ñèìåòðiþ i çàïèøåìî �ïîâíèé� ãàìiëüòîíiàí ĤJCD.

Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè (6.4.17) äà¹:

ĤJCD
l = ĤG

l +νl
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K)(b̂+

α Ŝ
(l)
−α+b̂−α Ŝ

(l)
α )+

rankg∑
i=1

(ν2
l ki+ci)Ŝ

(l)
i +

−
dimh∑
i=1

dimgK0∑
b=1

cib(
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β b̂

+
β )Ŝ

(l)
b +

+
∑
α∈∆K

dimgK0∑
b=1

cαb(
∑

γ−β=α,
β,γ∈(∆/∆K)+

N−β,γ b̂
−
β b̂

+
γ )Ŝ

(l)
b , (6.7.42)

äå c =
rankg∑
i=1

ciHi ∈ c(gK0 ) � åëåìåíò çñóâó, ĤG
l � öå Z2- ãðàäóéîâàíèé

ãàìiëüòîíiàí òèïó Ãîäåíà, ùî äà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ÿâíîþ ôîðìóëîþ:

ĤG
l =

N∑
k=1

( ν2
l

(ν2
k − ν2

l )

(rankg∑
i=1

Ŝ
(k)
i Ŝ

(l)
i +

∑
α∈(∆K)+

Ŝ(k)
α Ŝ

(l)
−α+

∑
α∈(∆K)+

Ŝ
(k)
−αŜ

(l)
α

)
+

+
νkνl

(ν2
k − ν2

l )

∑
α∈(∆/∆K)+

(
Ŝ(k)
α Ŝ

(l)
−α + Ŝ

(k)
−αŜ

(l)
α

)
+

dimgK0∑
a,b=1

cabŜ(k)
a Ŝ

(l)
b

)
+

+
1

2

dimgK0∑
a,b=1

(cab − 1

2
gab)(Ŝ(l)

a Ŝ
(l)
b + Ŝ

(l)
b Ŝ

(l)
a ),

äå gab � êîìïîíåíòè iíâàðiàíòíî¨ ìåòðèêè.



186

Ðîçãëÿíåìî ãåîìåòðè÷íi ñèìåòði¨ iíòåãðàëiâ ĤJCD
l i çêîíñòðóþ¹ìî ïîâ-

íèé ãàìiëüòîíiàí ÄÊÄ ĤJCD. ßê áóëî ïîÿñíåíî â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, ñè-

ìåòði¨ ãàìiëüòîíiàíiâ ĤJCD
l çàëåæàòü âiä ñèìåòði¨ r-ìàòðèöi. Çàâäÿêè òî-

ìó ôàêòó, ùî Ω0̄
12 i Ω1̄

12 ¹ g
K
0 - iíâàðiàíòíèìè òåíçîðàìè, ñèìåòði¨ r-ìàòðèöi

ñïiâïàäóòü ç ïiäàëãåáðîþ g0 ⊂ gK0 ùî ðåàëiçóþòü ñèìåòði¨ òåíçîðó c12:

[c12, X1 +X2] = 0, X ∈ gK0 .

Ïðèïóñòèìî, ùî òåíçîð c12 ¹ Êàðòàí�ñèìåòðè÷íèì, òîáòî h ⊂ g0. Â öüîìó

âèïàäêó ìîæíà çêîíñòðóþâàòè âiäïîâiäíèé çàãàëüíèé ãàìiëüòîíiàí ÄÊÄ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

ĤJCD =

rankg∑
i=1

wiM̂Hi
+ g

N∑
l=1

ĤJCD
l .

÷è, áiëüø ÿâíî:

ĤJCD = −
rankg∑
i=1

wi
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β b̂

+
β +

N∑
l=1

rankg∑
i=1

(wi+gkiν
2
l +gci)Ŝ

(l)
i +

+ g

N∑
l=1

νl
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K)(b̂+

α Ŝ
l
−α + b̂−α Ŝ

(l)
α )−

− g
N∑
l=1

(dimh∑
i=1

dimgK0∑
b=1

cib
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β b̂

+
β Ŝ

(l)
b +

+
∑
α∈∆K

dimgK0∑
b=1

cαb(
∑

γ−β=α,
β,γ∈(∆/∆K)+

N−β,γ b̂
−
β b̂

+
γ )Ŝ

(l)
b

)
+

+
g

2

N∑
k,l=1

dimgK0∑
a,b=1

cab(Ŝ(k)
a Ŝ

(l)
b + Ŝ

(l)
b Ŝ

(k)
a )− g

2

N∑
k,l=1

dimgK0∑
a,b=1

gabŜ(k)
a Ŝ

(l)
b .

(6.7.43)

Öåé ãàìiëüòîíiàí îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ ìîëåêóëè N n-ðiâíåâèõ àòîìiâ,

äå n = rankg ç áàãàòüìà ìîäàìè åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Ïåðøèé äî-

äàíîê â íüîìó � êiíåòè÷íèé ÷ëåí, ùî îïèñó¹ âiëüíó åíåðãiþ (∆/∆K)+-
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ìîä åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Äðóãèé äîäàíîê âiäïîâiäà¹ âiëüíié åíåð-

ãi¨ N àòîìiâ ç n åíåðãåòè÷íèìè ðiâíÿìè, êîæåí ç ÿêèõ ìà¹ åíåðãiþ

εi(νl) = (wi + gkiν
2
l + gci), i ∈ 1, n. Íàñòóïíèé äîäàíîê îïèñó¹ âçà¹ìî-

äiþ ç àòîì � ïîëå â íàáëèæåííi õâèëi, ùî îáåðòà¹òüñÿ ç êîíñòàíòàìè

âçà¹ìîäi¨ g±α(νl) = gνl
√
α(K), ÷åòâåðòèé äîäàíîê ¹ Øòàðêiâñüêèì çñó-

âîì, ï'ÿòèé äîäàíîê îïèñó¹ äîäàòêîâó âçà¹ìîäiþ àòîì � ïîëå i, íàðåøòi,

øîñòèé i ñüîìèé äîäàíêè, âiäïîâiäàþòü àòîìíié âçà¹ìîäi¨.

Îñíîâíà ðiçíèöÿ ìiæ ðàöiîíàëüíèìè i Z2� ãðàäóéîâàíèìè ãàìiëüòîíi-

àíàìè òèïó ÄÊÄ ïîëÿãà¹ â ôîðìi çàëåæíîñòi εi(νl), g±α(νl) âiä l. Äåòàëü-

íiøå, ïåðåõîäÿ÷è äî Z2- ãðàäóéîâàíîãî âèïàäêó, îòðèìó¹ìî ãàìiëüòîíiàí

â ÿêîìó ïîñòiéíi âçà¹ìîäi¨ àòîì � ïîëå çàëåæíi âiä íîìåðó àòîìó ó ìîëå-

êóëi. Äîäàòêîâi äîäàíêè â Z2� ãðàäóéîâàíîìó âèïàäêó ¹ ïëàòîþ çà öå i íå

ìîæóòü áóòè çðîáëåíi íóëÿìè, íàâiòü ÿêùî c12 = 0. Äiéñíî, íàéïðîñòiøèé

ãàìiëüòîíiàí (6.7.43) ìà¹ ôîðìó:

ĤJCD = −
rankg∑
i=1

wi
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β b̂

+
β +

N∑
l=1

rankg∑
i=1

(wi+gkiν
2
l +gci)Ŝ

(l)
i +

+ g

N∑
l=1

νl
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K)(b̂+

α Ŝ
l
−α + b̂−α Ŝ

(l)
α )− g

2

N∑
k,l=1

dimgK0∑
a,b=1

gabŜ(k)
a Ŝ

(l)
b .

(6.7.44)

Iíøèé ïðîñòèé ãàìiëüòîíiàí (6.7.43) ïîâ'ÿçàíèé ç iíøèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâ-

íÿíü (6.7.37), à ñàìå c12 = Ω0̄
12. Â öüîìó âèïàäêó, âèêîðèñòîâóþ÷è âè-

çíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ M̂a = M̂Bose
a + M̂Spin

a i âiäíiìàþ÷è âiä ãàìiëüòîíiàíó

(6.7.43) iíòåãðàë Ĉ2(M) =
dimgK0∑
a,b=1

gabM̂aM̂b , îòðèìó¹ìî ãàìiëüòîíiàí:

ĤJCD = −
rankg∑
i=1

wi
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β b̂

+
β +

N∑
l=1

rankg∑
i=1

(wi+gkiν
2
l +gci)Ŝ

(l)
i +

g
N∑
l=1

νl
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K)(b̂+

α Ŝ
l
−α+b̂−α Ŝ

(l)
α )−g

2

dimh∑
i=1

(
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β b̂

+
β )2−
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− g

2

∑
α∈∆K

( ∑
γ−β=α,
ε−δ=−α,

β,γ,δ,ε∈(∆/∆K)+

N−β,γN−δ,εb̂
−
β b̂

+
γ b̂
−
δ b̂

+
ε +

+
∑

γ−β=−α,
ε−δ=α,

β,γ,δ,ε∈(∆/∆K)+

N−β,γN−δ,εb̂
−
β b̂

+
γ b̂
−
δ b̂

+
ε

)
. (6.7.45)

Îñòàííi äîäàíêè â ãàìiëüòîíiàíi (6.7.45) (÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ïî áîçîííèì

îïåðàòîðàì íàðîäæåííÿ � çíèùåííÿ) ¹ íåëiíiéiñþ Êåððà óçàãàëüíåíîãî íà

âèïàäîê áàãàòüîõ áîçîííèõ ìîä. Âiäçíà÷èìî, ùî ãàìiëüòîíiàí (6.7.45) íå

ìiñòèòü äîäàòêîâèõ ÷ëåíiâ âçà¹ìîäi¨ òèïó àòîì � àòîì ÷è àòîì � ïîëå.

6.8. Z2-ãðàäóéîâàíi ìîäåëi ÄÊÄ. Âèïàäîê g = gl(n).

Ñïåöèôiêó¹ìî òåïåð ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó äëÿ âèïàäêó àë-

ãåáðè gl(n) òà òðèâiàëüíîãî òåíçîðà çñóâó: c12 = 0.

6.8.1. Z2 � ãðàäóéîâàíi r-ìàòðèöi: âèïàäîê àëãåáðè gl(n). Íåõàé

σ - àâòîìîðôiçì äðóãîãî ïîðÿäêó àëãåáðè gl(n). Íåõàé gl(n) = gl(n)0 +

gl(n)1 � âiäïîâiäíå Z2- ãðàäóþâàííÿ, òîáòî:

[gl(n)0, gl(n)0] ⊂ gl(n)0, [gl(n)0, gl(n)1] ⊂ gl(n)1, [gl(n)1, gl(n)1] ⊂ gl(n)0

Â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ:

r(u, v) =
v2

u2 − v2
Ω12

0 +
uv

u2 − v2
Ω12

1 (6.8.46)

äå Ω12
0

=
dimgl(n)0∑
α=1

X0,α ⊗ X0,α, Ω12
1

=
dimgl(n)1∑
α=1

X1,α ⊗ X1,α, çàäîâiëüíÿ¹ óçà-

ãàëüíåíå êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà.

Êîíêðåòèçó¹ìî Z2-ãðàäóþâàííÿ àëãåáðè gl(n). Ïîêëàäåìî ùî:

gl(n)0 = SpanC{Xij|i, j ∈ 1, n1 ∪ n1 + 1, n} = gl(n1)⊕ gl(n− n1),

gl(n)1 = SpanC{Xij, Xji|i ∈ 1, n1, j ∈ n1 + 1, n}.
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âiäïîâiäíà r-ìàòðèöÿ (6.8.46) íàáóâà¹ ôîðìè:

r(u, v) =
v2

u2 − v2
(

n1∑
i,j=1

Xij ⊗Xji +
n∑

i,j=n1+1

Xij ⊗Xji)+

+
uv

(u2 − v2)

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(Xij ⊗Xji + Xji ⊗Xij). (6.8.47)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî åëåìåíò çñóâó c(u) äëÿ r-ìàòðèöi (6.8.47) ìà¹ âèãëÿä

c(u) = (c1

n1∑
i=1

Xii + cn

n∑
j=n1+1

Xjj).

6.8.2. Óçàãàëüíåíi ìîäåëi Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïî-

ëi. Îïèøåìî ÿâíî óçàãàëüíåíi ìîäåëi Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó

ïîëi, ùî âiäïîâiäàþòü äàíié r- ìàòðèöi. Îïåðàòîðè Ëàêñà óçàãàëüíåíèõ

ìîäåëåé Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi äëÿ r-ìàòðèöi (6.8.47) ìà-

þòü âèãëÿä:

L̂S(u) =
N∑
k=1

( u2

(ν2
k − u2)

(

n1∑
i,j=1

Ŝ
(k)
ij Xji +

n∑
i,j=n1+1

Ŝ
(k)
ij Xji)+

+
νku

(ν2
k − u2)

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(Ŝ
(k)
ji Xij+Ŝ

(k)
ij Xji)

)
+
(
c1

n1∑
i=1

Xii+cn

n∑
i=n1+1

Xii),

(6.8.48)

äå îïåðàòîðè Ŝ
(m)
ij , i, j ∈ 1, n, m ∈ 1, N óòâîðþþòü ïðåäñòàâëåííÿ

gl(n)⊕N :

[Ŝ
(m)
ij , Ŝ

(p)
kl ] = δmp(δkjŜ

(m)
il − δilŜ

(m)
kj ).

Ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ iíòåãðàëiâ äðóãîãî ïîðÿäêó ìà¹ íàñòóíèé ðîçêëàä:

τ̂Sn (u) = ĤS
0 +

N∑
l=1

ν2
l

ν2
l − u2

ĤS
νl

+
N∑
l=1

ν4
l

(ν2
l − u2)2

Ĉl,

äå Ĉl = 1
2

n∑
i,j=1

S
(l)
ji S

(l)
ij � ôóíêöi¨ Êàçèìiðà, ĤS

0 i ĤS
νl
� íåòðèâiàëüíi iíòå-

ãðàëè. Iíòåãðàëè òèïó Ãîäåíà ĤS
νl
, l ∈ 1, N ìàþòü âèãëÿä:
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ĤS
νl

=
N∑

k=1,k 6=l

( ν2
l

(ν2
k − ν2

l )
(

n1∑
i,j=1

Ŝ
(k)
ji Ŝ

(l)
ij +

n∑
i,j=n1+1

Ŝ
(k)
ji Ŝ

(l)
ij )+

+
νkνl

(ν2
k − ν2

l )

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(Ŝ
(k)
ji Ŝ

(l)
ij +Ŝ

(k)
ij Ŝ

(l)
ji )
)
−(

n1∑
i,j=1

Ŝ
(l)
ji Ŝ

(l)
ij +

n∑
i,j=n1+1

Ŝ
(l)
ji Ŝ

(l)
ij )−

− 1

2

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(Ŝ
(l)
ji Ŝ

(l)
ij + Ŝ

(l)
ij Ŝ

(l)
ji ) +

(
c1

n1∑
i=1

Ŝ
(l)
ii + cn

n∑
i=n1+1

Ŝ
(l)
ii

)
.

(6.8.49)

Äîäàòêîâi ëiíiéíi iíòåãðàëè, ïîâ'ÿçàíi ç ñèìåòði¹þ r-ìàòðèöi, íàñòóïíi:

M̂S
ij =

N∑
k=1

Ŝ
(k)
ij , i, j ∈ 1, n1 ∪ 1 + n1, n. (6.8.50)

6.8.3. Îïåðàòîðè Ëàêñà òèïó Áîçå ßê ñëiäó¹ ç òåîði¨ âèêëàäåíî¨

â Ãëàâi 4, äëÿ Z2� ãðàäóéîâàíî¨ r-ìàòðèöi (6.8.47) iñíó¹ äâi ñïåöiàëüíi

�áîçîííi òî÷êè� [108] [109]. Ç íèìè ïîâ'ÿçàíî äâà áîçîííõ îïåðàòîðà Ëàêñà:

L̂B(u) = u
√
k1 − kn

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(b̂+
ijXji+b̂

−
ijXij)+u

2(k1

n1∑
i=1

Xii+kn

n∑
i=n1+1

Xii),

(6.8.51)

L̂A(u) =

n1∑
i,j=1

n∑
s=n1+1

â−jsâ
+
isXji −

n∑
i,j=n1+1

n1∑
s=1

â−siâ
+
sjXji−

−u−1
√
k′1 − k′n

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(â+
ijXji+â

−
ijXij)−u−2(k′1

n1∑
i=1

Xii+k
′
n

n∑
i=n1+1

Xii),

(6.8.52)

äå îïåðàòîðè â±ip, b̂
±
ip çàäîâiëüíÿþòü êàíîíi÷íèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíî-

øåííÿì:

[â+
ip, â

−
jr] = δi,jδpr1̂, [â+

ip, â
+
jr] = 0, [â−ip, â

−
jr] = 0.
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[b̂+
ip, b̂

−
jr] = δi,jδpr1̂, [b̂+

ip, b̂
+
jr] = 0, [b̂−ip, b̂

−
jr] = 0.

[â+
ip, b̂

−
jr] = [â−ip, b̂

+
jr] = [â+

ip, b̂
+
jr] = [â−ip, b̂

−
jr] = 0.

À äîäàòêîâi �ãåîìåòðè÷íi� iíòåãðàëè ìàþòü âèãëÿä:

M̂B
ij =

n1∑
p=1

b̂−pib̂
+
pj, i, j ∈ n1 + 1, n, M̂B

kl = −
n∑

p=n1+1

b̂−lpb̂
+
kp, k, l ∈ 1, n1,

(6.8.53a)

M̂A
ij =

n1∑
s=1

â−siâ
+
sj, i, j ∈ n1 + 1, n, M̂A

kl = −
n∑

s=n1+1

â−lsâ
+
ks. k, l ∈ 1, n1,

(6.8.53b)

6.8.4. Îïåðàòîðè Ëàêñà i ãàìiëüòîíiàíè ìîäåëåé ÄÊÄ. Ó çâ'ÿçêó

ç iñíóâàííÿì äëÿ äàíî¨ r-ìàòðèöi äâîõ áîçîííèõ îïåðàòîðiâ Ëàêñà, ç íåþ

ìîæíà àñîöiþâàòè äâi ðiçíi ìîäåëi òèïó ÄÊÄ. Ðîçãëÿíåìî êîæíó ç íèõ.

Âèïàäîê 1. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé îïåðàòîð Ëàêñà:

L̂S,B(v) = L̂S(v) + L̂B(v),

äå îïåðàòîðè L̂S(v), L̂B(v) âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.8.48), (6.8.51). Âiäïî-

âiäíi ãåîìåòðè÷íi iíòåãðàëè ìàþòü âèãëÿä:

M̂S,B
ij = M̂S

ij + M̂B
ij , i, j ∈ 1, n1∪ ∈ 1 + n1, n,

äå îïåðàòîðè M̂S
ij i M̂

B
ij çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (6.8.50), (6.8.53a).

Ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ êâàíòîâèõ iíòåãðàëiâ äðóãîãî ïîðÿäêó:

τ̂S,Bn (u) =
2∑

k=0

ĤS,B
2k u2k +

N∑
l=1

ν2
l

ν2
l − u2

ĤS,B
νl

+
N∑
l=1

ν4
l

(ν2
l − u2)2

Ĉl,
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äå Ĉl =
n∑

i,j=1

S
(l)
ij S

(l)
ji � îïåðàòîð Êàçèìiðà l - òî¨ êîïi¨ àëãåáðè gl(n), ĤS,B

2k

i ĤS,B
νl

� íåòðèâiàëüíi iíòåãðàëè. Ïîðàõó¹ìî ÿâíî iíòåãðàëè ĤS,B
νl

:

ĤS,B
νl

= ĤS
νl

+νl
√
k1 − kn

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(b̂+
ijŜ

(l)
ji +b̂−ijŜ

(l)
ij )+ν2

l (k1

n1∑
i=1

Ŝ
(l)
ii +kn

n∑
i=n1+1

Ŝ
(l)
ii ).

Óçàãàëüíåíèé ãàìiëüòîíiàí òèïó ÄÊÄ ìà¹ âèãëÿä:

ĤS,B =
n∑
i=1

wiM̂
S,B
ii +

N∑
l=1

ĤS,B
νl

=
n∑

i=n1+1

n1∑
j=1

(wi − wj)b̂−jib̂+
ji+

+
N∑
l=1

( n1∑
i=1

(wi + c1 + ν2
l k1)Ŝ

(l)
ii +

n∑
i=n1+1

(wi + cn + ν2
l kn)Ŝ

(l)
ii

)
+

+
√
k1 − kn

N∑
l=1

νl

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(b̂+
ijŜ

(l)
ji + b̂−ijŜ

(l)
ij )−

− 1

2
(

N∑
k,l=1

n1∑
i,j=1

Ŝ
(l)
ij Ŝ

(k)
ji +

N∑
k,l=1

n∑
i,j=n1+1

Ŝ
(l)
ij Ŝ

(k)
ji ).

Ïåðøèé ÷ëåí â öüîìó ãàìiëüòîíiàíi âiäïîâiäà¹ êiíåòè÷íié åíåðãi¨ áàãà-

òüîõ ìîä åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, äðóãèé ÷ëåí � âiëüíà åíåðãiÿ N àòîìiâ,

òðåòié ÷ëåí îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ àòîìîì òà ïîëåì â óçàãàëüíåíié Λ-

êîíôiãóðàöi¨. Íàðåøòi, îñòàííié ÷ëåí îïèñó¹ àòîì � àòîìíó âçà¹ìîäiþ.

Âèïàäîê 2. Ðîçãëÿíåìî iíøèé ñïií � áîçîííèé îïåðàòîð Ëàêñà:

L̂S,A(v) = L̂S(v) + L̂A(v),

äå îïåðàòîðè L̂S(v), L̂A(v) âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.8.48), (6.8.52). Äëÿ

öüîãî îïåðàòîðà Ëàêñà äîäàòêîâi ãåîìåòðè÷íi iíòåãðàëè, ïîâ'ÿçàíi ç ñè-

ìåòði¹þ r-ìàòðèöi íàñòóïíi:

M̂S,A
ij = M̂S

ij + M̂A
ij , i, j ∈ 1, n1∪ ∈ 1 + n1, n,



193

äå M̂S
ij i M̂A

ij çàäàíi ôîðìóëàìè (6.8.50), (6.8.53b). Ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ

êâàíòîâèõ iíòåãðàëiâ äðóãîãî ïîðÿäêó çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

τ̂S,An (u) =
2∑

k=0

ĤS,A
2k u

−2k +
N∑
l=1

ν2
l

ν2
l − u2

ĤS,A
νl

+
N∑
l=1

ν4
l

(ν2
l − u2)2

Ĉl,

äå Ĉl =
n∑

i,j=1

S
(l)
ij S

(l)
ji � ôóíêöiÿ Êàçèìiðà l-òî¨ êîïi¨ àëãåáðè gl(n), ĤS,A

2k i

ĤS,A
νl

íåòðèâiàëüíi iíòåãðàëè. Iíòåãðàë ĤS,A
νl

ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

ĤS,A
νl

= ĤS
νl

+ ν−1
l

√
k′1 − k′n

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(â+
ijŜ

(l)
ji + â−ijŜ

(l)
ij )+

n1∑
i,j=1

n∑
s=n1+1

â−jsâ
+
isŜ

(l)
ji −

n∑
i,j=n1+1

n1∑
s=1

â−siâ
+
sjŜ

(l)
ji −ν

−2
l (k′1

n1∑
i=1

Ŝ
(l)
ii +k′n

n∑
i=n1+1

Ŝ
(l)
ii ).

�Ôiçè÷íèé� ãàìiëüòîíiàí òèïó ÄÊÄ çàïèñó¹òüñÿ íàñòóíèì ÷èíîì:

ĤS,A =
n∑
i=1

wiM̂
S,A
ii +

N∑
l=1

ĤS,A
νl

+
1

2
(

n1∑
i,j=1

M̂S,A
ij M̂S,A

ji +
n∑

i,j=n1+1

M̂S,A
ij M̂S,A

ji ),

äå ìè âèêîðèñòàëè òîé ôàêò, ùî â àëãåáðó êîìóòóþ÷èõ iíòåãðàëiâ ìîæíà

âêëþ÷èòè îïåðàòîð Êàçèìiðà ĈS,A
M = (

n1∑
i,j=1

M̂S,A
ij M̂S,A

ji +
n∑

i,j=n1+1

M̂S,A
ij M̂S,A

ji )

àëãåáðè ñèìåòðié gl(n1)⊕ gl(n− n1). Áiëüø ÿâíî, îòðèìó¹ìî:

ĤS,A =

n1∑
j=1

n∑
i=n1+1

(wi − wj)â−jiâ+
ji +

N∑
l=1

( n1∑
i=1

(wi + c1 − ν−2
l k′1)Ŝ

(l)
ii +

+
n∑

i=n1+1

(wi+cn−ν−2
l k′n)Ŝ

(l)
ii

)
+
√
k′1 − k′n

N∑
l=1

ν−1
l

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(â+
ijŜ

(l)
ji +â−ijŜ

(l)
ij )

+
1

2
(

n1∑
i,j=1

n∑
s,p=n1+1

â−jsâ
+
isâ
−
ipâ

+
jp +

n∑
i,j=n1+1

n1∑
s,p=1

â−siâ
+
sjâ
−
pjâ

+
pi). (6.8.54)

Ïåðøèé ÷ëåí â öüîìó ãàìiëüòîíiàíi âiäïîâiäà¹ êiíåòè÷íié åíåðãi¨ áàãàòüîõ

ìîä åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, äðóãèé ÷ëåí � âiëüíà åíåðãiÿ N � àòîìiâ,

òðåòié ÷ëåí îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ àòîìîì òà ïîëåì â óçàãàëüíåíié Λ -

êîíôiãóðàöi¨. Îñòàííié ÷ëåí îïèñó¹ óçàãàëüíåíó íåëiíiéíiñòü Êåððà.
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6.9. Óçàãàëüíåíi ìîäåëi Áîçå � Õàááàðäà

6.9.1. Áàãàòîáîçîííi îïåðàòîðè Ëàêñà. Îòðèìàâøè â ïîïåðåäíüîìó

ðîçäiëi êâàíòîâi îïåðàòîðè Ëàêñà, ùî ìiñòÿòü áîçîííi ñòóïåíi ñâîáîäè, ïå-

ðåéäåìî äî êîíñòðóþâàííÿ áàãàòîáîçîííèõ îïåðàòîðiâ Ëàêñà i âiäïîâiä-

íèõ áàãàòîáîçîííèõ ãàìiëüòîíiàíiâ. Ç öi¹þ ìåòîþ çàóâàæèìî, ùî ìîæóòü

iñíóâàòè ñèòóàöi¨¨ êîëè ðîçãëÿäóâàíà r-ìàòðèöÿ ìà¹ äâi ÷è áàãàòî òî÷îê

ν
(1)
0 , ν

(2)
0 , ..., ν

(M)
0 ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâè Òåîðåìè 6.3. Â öüîìó âèïàäêó

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ñóìè âiäïîâiäíèõ îäíîáîçîííèõ îïåðàòîðiâ Ëàêñà:

L̂B(u) =
M∑
i=1

L̂ν
(i)
0 (u), (6.9.55)

äå îäíîáîçîííi îïåðàòîðè Ëàêñà çàäàþòüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ

L̂ν
(i)
0 (v) =

dimg
ν
(i)
0

0∑
a=1

dimg∑
b=1

l̂(0)
a (b̂−β,i, b̂

+
α,i)r

ab(ν
(i)
0 , v)Xb+

+
∑

α∈(∆/∆Ki
)+

dimg∑
b=1

√
α(Ki)(b̂

+
α,i∂ur

αb(u, v)|
u=ν

(i)
0

+b̂−α,i∂ur
−αb(u, v)|

u=ν
(i)
0

)Xb

+

rankg∑
j=1

dimg∑
b=1

1

2
kj,i∂

2
ur

jb(u, v)|
u=ν

(i)
0
Xb, (6.9.56)

à îïåðàòîðè b̂−β,j, b̂
+
α,i ìàþòü êàíîíi÷íi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ:

[b̂+
α,i, b̂

−
β,j] = δijδα,β1̂, [b̂+

α,i, b̂
+
β,j] = [b̂−α,i, b̂

−
β,j] = 0, α ∈ (∆/∆Ki

)+, β ∈ (∆/∆Kj
)+.

(6.9.57)

Òóò ôîðìà îïåðàòîðiâ Ëàêñà L̂ν
(i)
0 (v), åëåìåíòiâ ïiäàëãåáðè Êàðòàíà Ki =

rankg∑
j=1

kj,iHj, à òàêîæ ïiäàëãåáðè gKi
0 , ïiäñèñòåìè êîðåíiâ ∆Ki

i äîïîâíÿëüíi

ïiäñèñòåìè (∆/∆Ki
)± ìîæóòü çàëåæàòè âiä ñïåöiàëüíî¨ òî÷êè ν(i)

0 .

Âiäçíà÷èìî, ùî Òåîðåìà 6.3 ìà¹ ñïðàâó ç ôiêñîâàíèì êîðåíåâèì áàçè-

ñîì â àëãåáði g i ôiêñîâàíîþ ïiäàëãåáðîþ Êàðòàíà. Àëå ç òåîði¨ íàïiâïðî-

ñòèõ àëãåáð Ëi âiäîìî ùî iñíóþòü ðiçíi êîðåíåâi áàçèñè i ðiçíi ïiäàëãåáðè
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Êàðòàíà â àëãåáði g. Ìîæóòü iñíóâàòè ñïåöiàëüíi òî÷êè ν(i)
0 , i ∈ 1,M ′ ùî

Òåîðåìà 6.3 çàäîâiëüíÿ¹òüñÿ äëÿ íèõ ïðè iíøîìó âèáîði ïiäàëãåáðè Êàð-

òàíà i êîðåíåâîìó áàçèñi. Òàêi òî÷êè äàþòü äîäàòêîâi áîçîííi îïåðàòîðè

Ëàêñà. Ïðèêëàä òàêî¨ ñèòóàöi¨ â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó àëãåáðè g = sl(2)

ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [95]. Â ïîäàëüøîìó âèêëàäi ìè îáìåæèìîñü ïðîñòi-

øîþ ñèòóàöi¹þ êîëè âñi áîçîííi òî÷êè ν
(i)
0 i áîçîííi îïåðàòîðè Ëàêñà

âiäïîâiäàþòü îäíîìó ôiêñîâàíîìó âèáîðó ïiäàëãåáðè Êàðòàíà i îäíîìó

ôiêñîâàíîìó êîðåíåâîìó áàçèñó.

6.9.2. Êâàíòîâà iíòåãðîâíiñòü Êâàíòîâà iíòåãðîâíiñòü ãàìiëüòîíîâèõ

ñèñòåì, ùî êåðóþòüñÿ ëiíiéíèìè r-ìàòðè÷íèìè äóæêàìè, íå ñëiäó¹ íàïðÿ-

ìó ç ¨õ êëàñè÷íî¨ iíòåãðîâíîñòi. Â ðîáîòi [109] ìè äîâåëè êîìóòàòèâíiñòü

ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié τ̂(u) ≡ trL̂2(u) ó âèïàäêó àëãåáðè Ëi g = gl(n).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [109]:

Tåîðåìà 6.11. Íåõàé g = gl(n), r-ìàòðèöÿ r(u, v) ìà¹ ðîçêëàä 1.3.6 i

äiàãîíàëüíà â êîðåíåâîìó áàçèñi. Òîäi:

[τ̂(u), τ̂(u)] = 0. (6.9.58)

Ðîçêëàäàþ÷è ôóíêöiþ τ̂(u), îòðèìó¹ìî, çàâäÿêè Òåîðåìi 6.11, íàáið

êîìóòóþ÷èõ îïåðàòîðiâ ùî ñïiâïàäàþòü ç iíòåãðàëàìè ðóõó äåÿêî¨ êâàí-

òîâî¨ Ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè. ßêùî âiäïîâiäíèé îïåðàòîð Ëàêñà ìà¹ ïîëþ-

ñè â òî÷êàõ ν(i), òî ñåðåä êâàíòîâèõ iíòåãðàëiâ ¹ íàñòóïíi ãàìiëüòîíiàíè:

Ĥ
(k)

ν(i) =
1

2
resu=ν(i)(u− ν(i))k−1τ̂(u).

Â íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ ìè êîíêðåòèçó¹ìî ÿâíó ôîðìó öèõ êâàíòîâèõ

ãàìiëüòîíiàíiâ ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó.

6.9.3. Äîäàòêîâi iíòåãðàëè i ñèìåòði¨ r-ìàòðèöü. Ó ïîïåðåäíiõ ðîç-

äiëàõ áóëè çêîíñòðóéîâàíi äîäàòêîâi �ãåîìåòðè÷íi� iíòåãðàëè, ùî ïîâ'ÿ-

çàíi ç ñèìåòðiÿìè r-ìàòðèöi. Òåïåð ìè êîíêðåòèçó¹ìî ¨õ äëÿ âèïàäêó áà-

ãàòîáîçîííèõ ìîäåëåé. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [109]:
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Òâåðäæåííÿ 6.7. Íåõàé ν
(i)
0 , i ∈ 1,M � ñïåöiàëüíi òî÷êè êëàñè÷íî¨ r-

ìàòðèöi, ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì Òåîðåìè 6.3. Íåõàé Ki � âiäïîâiäíi

åëåìåíòè Êàðòàíiâñüêî¨ ïiäàëãåáðè i gKi
0 � ¨õíi öåíòðàëiçàòîðè. Íåõàé

îïåðàòîðè b̂−β,j, b̂
+
α,i, α ∈ (∆/∆Ki

)+, β ∈ (∆/∆Kj
)+ ìàþòü êàíîíi÷íi

êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ:

[b̂+
α,i, b̂

−
β,j] = δijδα,β1̂, [b̂+

α,i, b̂
+
β,j] = 0, [b̂−α,i, b̂

−
β,j] = 0. (6.9.59)

Íåõàé îïåðàòîðè M̂ bi
H , M̂

bi
Xa

äå H,Xα ∈ g0 çàäàíi ôîðìóëàìè:

M̂ bi
H = −

∑
β∈(∆/∆Ki

)+

β(H)b̂−β,ib̂
+
β,i, M̂ bi

Xα
=

∑
γ−β=α,

β,γ∈(∆/∆Ki
)+

N−β,γ b̂
−
β,ib̂

+
γ,i,

à îïåðàòîð L̂B(u) =
M∑
i=1

L̂ν
(i)
0 (u) � îïåðàòîð Ëàêñà (6.9.55) áàãàòîáîçîí-

íî¨ ìîäåëi i r-ìàòðèöÿ r(u, v) ¹ g0- iíâàðiàíòíà, äå g0 ⊂
M⋂
k=1

gKi
0 . Òîäi

îïåðàòîðè M̂B
Xa

=
M∑
i=1

M̂ bi
Xa
, Xa ∈ g0 óòâîðþþòü àëãåáðó ñèìåòðié óçà-

ãàëüíåíî¨ áàãàòîáîçîííî¨ ìîäåëi, òîáòî:

[M̂B
Xa
, tr(L̂B(u))2] = 0.

Ðîçãëÿíåìî íàéâàæëèâiøèé ïðèêëàä äiàãîíàëüíèõ â êîðåíåâîìó áàçè-

ñi r-ìàòðèöü (6.5.24). Âîíè ìàþòü íàñòóïíó ÿâíó ôîðìó:

r(u, v) =

rankg∑
i=1

ri(u, v)Hi⊗Hi+
∑
α∈∆+

(rα(u, v)Xα⊗X−α+r−α(u, v)X−α⊗Xα)

Î÷åâèäíî, ùî òàêi r-ìàòðèöi ¹ Êàðòàí-ñèìåòðè÷íèìè, òîáòî h ⊂ g0. Áiëü-

øå òîãî, î÷åâèäíî, ùî h ⊂ gKi
0 äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòó Ki ïiäàëãåáðè

Êàðòàíà. Òîìó, çàâäÿêè Òåîðåìi (6.5) i Òâåðäæåííþ (6.7), ìè îòðèìó¹ìî

ùî ∀H ∈ h îïåðàòîð:

M̂B
H = −

M∑
i=1

∑
β∈(∆/∆Ki

)+

β(H)b̂−β,ib̂
+
β,i (6.9.60)
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êîìóòó¹ ç τ̂(u).

Âèêîðñòîâóþ÷è ïóíêò (ii) Òåîðåìè 6.7, îòðèìó¹ìî ùî M̂B
H i M̂B

H ′ êî-

ìóòóþòü ìiæ ñîáîþ ∀H,H ′ ∈ h. Îòæå, äëÿ äiàãîíàëüíèõ â êîðåíåâîìó

áàçèñi r-ìàòðèöü ìîæíà ðîçøèðèòè àëãåáðó iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ êî-

ìóòàòèâíî¨ àëãåáðè içîìîðôíî¨ äî ïiäàëãåáðè Êàðòàíà i ãåíåðîâàíî¨ rankg

îïåðàòîðàìè M̂B
H , H ∈ h. Âiäçíà÷èìî, òàêîæ, ùî îïåðàòîðè (6.9.60) ¹ àíà-

ëîãàìè îïåðàòîðiâ ÷èñëà ÷àñòèíîê.

6.9.4. Ïðèêëàä: çñóíóòi Z2-ãðàäóéîâàíi r-ìàòðèöi Â öüîìó ïiäðîç-

äiëi ìè ðîçãëÿíåìî ïiäêëàñ äiàãîíàëüíèõ â êîðåíåâîìó áàçèñi r-ìàòðèöü

i âiäïîâiäíi áàãàòîáîçîííi ìîäåëi. Ìè îáìåæèìîñü âèïàäêîì g = gl(n).

Ñïåöiàëüíi òî÷êè Z2-ãðàäóéîâàíî¨ r-ìàòðèöi i áîçîííèé îïåðàòîð Ëàêñà:

u =∞. Ðîçãëÿíåìî ñïåöiàëüíó òî÷êó r-ìàòðèöi (6.7.39), à ñàìå òî÷êó u =

∞. Ïàðàìåòð, ïî âiäíîøåííþ äî ÿêîãî ïîòðiáíî ðîçêëàäàòè r-ìàòðèöþ â

îêîëi òî÷êè u =∞, öå ν(u) = u−1. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äà¹:

r(∞, v) = c0
12, limu→∞∂u−1r12(u, v) = vΩ1

12, limu→∞∂
2
u−1r12(u, v) = 2v2Ω0

12.

Âðàõîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî ïî ñàìîìó îçíà÷åííþ c0
12 ∈ gK0 ⊗gK0 , Ω1

12 ∈ (gK1 ⊗
gK−1)⊕(gK−1⊗gK1 ) i Ω0

12 ∈ gK0 ⊗gK0 , ëåãêî ïîêàçàòè ùî óìîâè (i)-(iii) Òåîðåìè
6.3 çàäîâiëüíÿþòüñÿ îñêiëüêè g∞0 = gK0 , g

∞
1 = gK1 + gK−1, g

∞
2 = gK0 .

Ïðèïèøåìî äåÿêó ìàòðèöþ K ùî öåíòðàëiçó¹òüñÿ ïiäàëãåáðîþ gK0 :

K ≡ K∞ =
rankg∑
i=1

ki,∞Hi äî òî÷êè u =∞. Áàçóþ÷èñü íà Òåîðåìi 6.3, ìîæíà

àñîöiþâàòè ç r-ìàòðèöåþ (6.7.39) íàñòóïíèé áîçîííèé îïåðàòîð Ëàêñà:

L̂∞(u) =

dimh∑
i=1

dimgK0∑
b=1

cib(αi(C∞)1̂−
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β,∞b̂

+
β,∞)Xb+

+
∑
α∈∆K

dimgK0∑
b=1

cαb
∑

γ−β=α,
β,γ∈(∆/∆K)+

N−β,γ b̂
−
β,∞b̂

+
γ,∞Xb
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+ u
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K∞)(b̂+

α,∞X−α + b̂−α,∞Xα) + u2

rankg∑
i=1

ki,∞Hi, (6.9.61)

äå αi = H∗i i C∞ ∈ c(gK0 ) � äåÿêà ôiêñîâàíà ìàòðèöÿ ùî íàëåæàòü öåíòðó

ïiäàëãåáðè gK0 . Ó âèïàäêó äiàãîíàëüíèõ r-ìàòðèöü öåé îïåðàòîð Ëàêñà

çàïèñó¹òüñÿ áiëüø ïðîñòî:

L̂∞(u) =

dimh∑
i=1

cii(αi(C∞)1̂−
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β,∞b̂

+
β,∞)Hi+

+
∑
α∈∆K

cα,−α(
∑

γ−β=α,β,γ∈(∆/∆K)+

N−β,γ b̂
−
β,∞b̂

+
γ,∞)X−α+

+ u
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K∞)(b̂+

α,∞X−α + b̂−α,∞Xα) + u2

rankg∑
i=1

ki,∞Hi, (6.9.62)

äå îïåðàòîðè b̂+
α,∞, b̂

−
β,∞, α ∈ (∆/∆K)+ çàäîâiëüíÿþòü êàíîíi÷íi êîìóòà-

öiéíi ñïiââiäíîøåííÿ:

[b̂+
α,∞, b̂

−
β,∞] = δα,β1̂, [b̂−α,∞, b̂

−
β,∞] = 0, [b̂+

α,∞, b̂
+
β,∞] = 0.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê àëãåáðè g = gl(n) ç îïèñàíèì Z2 - ãðàäóþâàí-

íÿì òàêèì, ùî gK0 = gl(n1) + gl(n2), gK1 ' gK−1 = Cn1×n2. Äëÿ òî-

ãî ùîá îòðèìàòè áiëüø ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îïåðàòîðiâ Ëàêñà ïîòði-

áíî ñïåöèôiêóâàòè ïðåäñòàâëåííÿ Éîðäàíà � Øâiíãåðà äëÿ ïiäàëãåáðè

gK0 = gl(n1) + gl(n2) ó öüîìó âèïàäêó. Åëåìåíò K = K∞ ìà¹ íàñòóïíó

ôîðìó: K∞ = diag(k1, ..., kn1
, kn1+1, ..., kn), k1 = ... = kn1

, kn1+1 = ... = kn.

Ìè ìà¹ìî: ∆K = {αij|i, j ∈ 1, n1 or i, j ∈ n1 + 1, n} Ìè ìà¹ìî òàêîæ ùî

∆K = {αij|i, j ∈ 1, n1 or i, j ∈ n1 + 1, n}. Ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà gl(n)K

ìà¹ âèãëÿä: gl(n)K = gl(n1) ⊕ gl(n2). Â öüîìó âèïàäêó îòðèìó¹òüñÿ íà-

ñòóïíà ðåàëiçàöiÿ ïiäàëãåáðè gl(n)K â òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ íàðîäæåííÿ �

çíèùåííÿ [91]:

M̂ b∞
Xij

= cn,∞δij 1̂ +

n1∑
p=1

b̂−pi,∞b̂
+
pj,∞, i, j ∈ n1 + 1, n, (6.9.63a)
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M̂ b∞
Xij

= c1,∞δij 1̂−
n∑

p=n1+1

b̂−jp,∞b̂
+
ip,∞, i, j ∈ 1, n1, (6.9.63b)

äå îïåðàòîðè b̂+
ip,∞, b̂

−
jr,∞ çàäîâiëüíÿþòü êàíîíi÷íi êîìóòàöiíi ñïiââiäíîøå-

ííÿ:

[b̂+
ip,∞, b̂

−
jr,∞] = δi,jδpr1̂, [b̂+

ip,∞, b̂
+
jr,∞] = 0, [b̂−ip,∞, b̂

−
jr,∞] = 0.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó n1 = 1 or n1 = n− 1, îòðèìó¹òüñÿ ñòàíäàðòíå

ïðåäñòàâëåííÿ Éîðäàíà � Øâiíãåðà àëãåáðè gl(n− 1). Îòæå, ÿâíà ôîðìà

îïåðàòîðà Ëàêñà (6.9.62) â öüîìó âèïàäêó íàñòóïíà:

L̂∞(u) =

n1∑
i,j=1

cij(c1,∞δij 1̂−
n∑

p=n1+1

b̂−jp,∞b̂
+
ip,∞)Xji

+
n∑

i,j=n1+1

cij(cn,∞δij 1̂ +

n1∑
p=1

b̂−pi,∞b̂
+
pj,∞)Xji+

+u
√
k1 − kn

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(b̂+
ij,∞Xji+b̂

−
ij,∞Xij)+u

2(k1

n1∑
i=1

Xii+kn

n∑
i=n1+1

Xii).

(6.9.64)

Îïåðàòîð Ëàêñà (6.9.64) âèçíà÷à¹ êâàíòîâi iíòåãðîâíi áàãàòîáîçîííi ìî-

äåëi. Ùîá îòðèìàòè àíàëîã ãàìiëüòîíiàíó äèìåðó Áîçå � Õàááàðäà, ùî

ìiñòèòü äîäàíîê òèïó �ïåðåñêîêó�, ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè ñêëàäíiøèé îïå-

ðàòîð Ëàêñà. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè ââåäåìî ùå îäèí áîçîííèé îïåðàòîð Ëàêñà.

Ñïåöiàëüíi òî÷êè Z2- ãðàäóéîâàíî¨ r-ìàòðèöi i áîçîííèé îïåðàòîð Ëàêñà:

u = 0. Ðîçãëÿíåìî iíøó ñïåöiàëüíó òî÷êó r-ìàòðèöi (6.7.39), à ñàìå, òî÷êó

u = 0. Ïàðàìåòð ïî âiäíîøåííþ äî ÿêîãî ïîòðiáíî ðîçêëàäàòè r-ìàòðèöþ

â îêîëi öi¹¨ òî÷êè, öå ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð u. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äà¹:

r(0, v) = −Ω0
12+c

0
12, (∂ur12(u, v))|u=0 = −v−1Ω1

12, ∂
2
ur12(u, v)|u=0 = −2v−2Ω0

12.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî, ïî ñàìîìó îçíà÷åííþ, c0
12 ∈ gK0 ⊗ gK0 ,

Ω1
12 ∈ (gK1 ⊗ gK−1)⊕ (gK−1 ⊗ gK1 ) i Ω0

12 ∈ gK0 ⊗ gK0 , ëåãêî ïîêàçàòè ùî óìîâè

(i) � (iii) Òåîðåìè 6.3 çàäîâiëüíÿþòüñÿ áî g0
0 = gK0 , g

0
1 = gK1 +gK−1, g

0
2 = gK0 .

Ïðèïèøåìî ìàòðèöþK ≡ K0 =
rankg∑
i=1

ki,0Hi äî òî÷êè u = 0. Áàçóþ÷èñü

íà Òåîðåìi 6.3, àñîöiþ¹ìî ç r-ìàòðèöåþ (6.7.39) îïåðàòîð Ëàêñà:

L̂0(u) =

dimh∑
i=1

dimgK0∑
b=1

(cib − gib)(αi(C0)1̂−
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β,0b̂

+
β,0)Xb+

+
∑
α∈∆K

dimgK0∑
b=1

(cαb − gαb)(
∑

γ−β=α,
β,γ∈(∆/∆K)+

N−β,γ b̂
−
β,0b̂

+
γ,0)Xb

− u−1
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K0)(b̂

+
α,0X−α + b̂−α,0Xα)− u−2

rankg∑
i=1

ki,0Hi,

äå ïîñòiéíèé åëåìåíò C0 íàëåæèòü öåíòðó àëãåáðè gK0 . Ó âèïàäêó äiàãî-

íàëüíèõ r-ìàòðèöü öåé îïåðàòîð Ëàêñà çàïèñó¹òüñÿ áiëüø ïðîñòî:

L̂0(u) =

dimh∑
i=1

(cii − 1)(αi(C0)1̂−
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β,0b̂

+
β,0)Hi+

+
∑
α∈∆K

(cα,−α − 1)(
∑

γ−β=α,
β,γ∈(∆/∆K)+

N−β,γ b̂
−
β,0b̂

+
γ,0)X−α

− u−1
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K0)(b̂

+
α,0X−α + b̂−α,0Xα)− u−2

rankg∑
i=1

ki,0Hi, (6.9.65)

äå îïåðàòîðè b̂+
α,0, b̂

−
β,0, α ∈ (∆/∆K)+ çàäîâiëüíÿþòü êàíîíi÷íèì êîìóòà-

öiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

[b̂+
α,0, b̂

−
β,0] = δα,β1̂, [b̂−α,0, b̂

−
β,0] = [b̂+

α,0, b̂
+
β,0] = 0.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê àëãåáðè g = gl(n) ç îïèñàíèì Z2- ãðàäóþâàííÿì

òàêèì, ùî gK0 = gl(n1) + gl(n2), gK1 ' gK−1 = Cn1×n2. Âèêîðñòîâóþ÷è
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ôîðìóëè òèïó Éîðäàíà � Øâiíãåðà, îòðèìó¹ìî:

M̂ b0
Xij

= cn,0δij 1̂ +

n1∑
p=1

b̂−pi,0b̂
+
pj,0, i, j ∈ n1 + 1, n, (6.9.66a)

M̂ b0
Xij

= c1,0δij 1̂−
n∑

p=n1+1

b̂−jp,0b̂
+
ip,0, i, j ∈ 1, n1, (6.9.66b)

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå â ÿâíó ôîðìó îïåðàòîðà Ëàêñà (6.9.65), îòðèìó¹ìî:

L̂0(u) =

n1∑
i,j=1

(cij − 1)(c1,0δij −
n∑

p=n1+1

b̂−jp,0b̂
+
ip,0)Xji+

+
n∑

i,j=n1+1

(cij − 1)(cn,0δij +

n1∑
p=1

b̂−pi,0b̂
+
pj,0)Xji−

u−1
√
k1,0 − kn,0

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(b̂+
ij,0Xji+b̂

−
ij,0Xij)−u−2(k1,0

n1∑
i=1

Xii+kn,0

n∑
i=n1+1

Xii),

(6.9.67)

äå îïåðàòîðè b̂+
ip,0, b̂

−
jr,0 çàäîâiëüíÿþòü êàíîíi÷íèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiä-

íîøåííÿì:

[b̂+
ip,0, b̂

−
jr,0] = δi,jδpr1̂, [b̂+

ip,0, b̂
+
jr,0] = 0, [b̂−ip,0, b̂

−
jr,0] = 0.

Çàãàëüíèé áîçîííèé îïåðàòîð Ëàêñà i iíòåãðîâíi êâàíòîâi ãàìiëüòîíiàíè

Ðîçãëÿíåìî ñóìó áîçîííèõ îïåðàòîðiâ (6.9.62) i (6.9.65):

L̂B(u) = L̂∞(u) + L̂0(u),

ùî çàäîâiëüíÿ¹ r-ìàòðè÷íó àëãåáðó ç òi¹þ ñàìîþ Z2-ãðàäóéîâàíîþ êëàñè-

÷íîþ r-ìàòðèöåþ ÿêùî îïåðàòîðè Ëàêñà, ùî âiäïîâiäàþòü òî÷êàì u = 0

i u =∞, êîìóòóþòü:

[b̂+
α,0, b̂

−
β,∞] = [b̂−α,0, b̂

−
β,∞] = [b̂+

α,0, b̂
+
β,∞] = 0.
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Iíòåãðàëè, àñîöiéîâàíi ç öèì îïåðàòîðîì Ëàêñà, ðàõóþòüñÿ ÿê ðîçêëàäè

ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ τ(u) ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðó u:

τ(u) =
1

2
tr(L̂B(u))2 =

4∑
k=−4

Ĥku
k.

Âèêîðñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ëàêñà, ëåãêî ïîêàçàòè ùî Ĥ4,

Ĥ−4 � êîíñòàíòè i Ĥ3 = Ĥ1 = Ĥ−1 = Ĥ−3 = 0. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äà¹:

Ĥ2 =
n∑
i=1

(cii − 1)ki,∞(M̂ b0
Hi

+ M̂ b∞
Hi

), Ĥ−2 =
n∑
i=1

ciiki,0(M̂
b0
Hi

+ M̂ b∞
Hi

)

Öiêàâèì ¹ ãàìiëüòîíiàí Ĥ0, ÿêèé (ç òî÷íiñòþ äî êîíñòàíò) ìà¹ âèãëÿä:

Ĥ0 = −
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K0)

√
α(K∞)(b̂+

α,0b̂
−
α,∞ + b̂−α,0b̂

+
α,∞)+

+
1

2

rankg∑
i=1

(
cii(M̂ b0

Hi
+ M̂ b∞

Hi
)− M̂ b0

Hi

)2
+

+
1

2

∑
α∈(∆K)+

(
cα,−α(M̂ b0

Xα
+ M̂ b∞

Xα
)− M̂ b0

Xα

)(
c−α,α(M̂ b0

X−α
+ M̂ b∞

X−α
)− M̂ b0

X−α

)
+

1

2

∑
α∈(∆K)+

(
c−α,α(M̂ b0

X−α
+M̂ b∞

X−α
)−M̂ b0

X−α

)(
cα,−α(M̂ b0

Xα
+M̂ b∞

Xα
)−M̂ b0

Xα

)
,

(6.9.68)

äå îïðåàòîðè M̂ b
Hi

i M̂ b
Xα

äàþòüñÿ ôîðìóëàìè (6.4.14b),(6.4.14a).

Ó âèïäêó c0̄
12 = 0 ãàìiëüòîíiàí (6.9.68) ìà¹ ïðîñòiøó ôîðìó:

Ĥ0 = −
∑

α∈(∆/∆K)+

√
α(K0)

√
α(K∞)(b̂+

α,0b̂
−
α,∞ + b̂−α,0b̂

+
α,∞)+

+
1

2

rankg∑
i=1

(M̂ b0
Hi

)2 +
1

2

∑
α∈(∆K)+

(M̂ b0
Xα
M̂ b0

X−α
+ M̂ b0

X−α
M̂ b0

Xα
). (6.9.69)

Â iíøîìó ïðîñòîìó âèïàäêó c0̄
12 = Ω0̄

12 ìè îòðèìó¹ìî åêâiâàëåíòíèé ãà-

ìiëüòîíiàí ïî ìîäóëþ çàìiíè: b̂±α,0 ↔ b̂±α,∞.
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Çàóâàæèìî, ùî ãàìiëüòîíiàíè (6.9.68) i (6.9.69) íå ìiñòÿòü êiíåòè÷íèõ

÷ëåíiâ. Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ¨õ íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè ãåîìåòðè÷íi iíòå-

ãðàëè, ùî iñíóþòü çàâäÿêè Êàðòàí � iíâàðiàíòíîñòi r-ìàòðèöi. Äåòàëüíi-

øå: çàâäÿêè Òåîðåìi 6.5 i Íàñëiäêó 6.7, îòðèìó¹ìî, ùî ∀Hi ∈ h îïåðàòîðè:

M̂B
Hi

= −(
∑

β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β,0b̂

+
β,0 +

∑
β∈(∆/∆K)+

β(Hi)b̂
−
β,∞b̂

+
β,∞)

êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ i ç ôóíêöi¹þ τ̂(u). Çàãàëüíèé iíòåãðîâíèé ãàìiëü-

òîíiàí ùî ìiñòèòü êiíåòè÷íèé ÷ëåí, ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

Ĥ =

rankg∑
i=1

wiM̂
B
Hi

+ gĤ0. (6.9.70)

Ðîçãëÿíåìî íàéáiëüø öiêàâèé âèïàäîê g = gl(n), gK0 = gl(n1) + gl(n2). Â

öüîìó âèïàäêó M̂B
Hi
≡ M̂B

Xii
i M̂B

Xij
äàþòüñÿ íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè:

M̂B
Xij

=

n1∑
p=1

b̂−pi,0b̂
+
pj,0 +

n1∑
p=1

b̂−pi,∞b̂
+
pj,∞, ÿêùî i, j ∈ n1 + 1, n,

M̂B
Xij

= −(
n∑

p=n1+1

b̂−jp,0b̂
+
ip,0 +

n∑
p=n1+1

b̂−jp,∞b̂
+
ip,∞), ÿêùî i, j ∈ 1, n1.

Ãàìiëüòîíiàí Ĥ0 çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Ĥ0 = −
√
k1,0 − kn,0

√
k1,∞ − kn,∞

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(b̂+
ij,0b̂

−
ij,∞ + b̂−ij,0b̂

+
ij,∞)+

+
1

2
(

n1∑
i,j=1

+
n∑

i,j=n1+1

)
(
cij(M̂ b0

Xij
+M̂ b∞

Xij
)−M̂ b0

Xij

)(
cji(M̂ b0

Xji
+M̂ b∞

Xji
)−M̂ b0

Xji

)
,

(6.9.71)

äå îïåðàòîðè M̂ b∞
Xij

i M̂ b0
Xji

äàþòüñÿ ôîðìóëàìè (6.9.63) i (6.9.66) âiäïîâiäíî.

Iñíóþòü êiëüêà ïðîñòèõ ðiøåíü ïîñòiéíîãî ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ

ßíãà � Áàêñòåðà íà ïiäàëãåáði gK0 . Ïåðøi ç íèõ � äâà çãàäàíi ðîçâ'ÿç-

êè c0̄
12 = 0, c0̄

12 = Ω0̄
12. Iíøèé ðîçâ'ÿçîê: c0̄

12|gl(n2) = 0, c0̄
12|gl(n1) = Ω0̄

12,
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äå gK0 = gl(n1) + gl(n2). Âiäïîâiäíèé ãàìiëüòîíiàí (6.9.71) çàïèñó¹òüñÿ ó

öüîìó âèïàäêó òàê:

Ĥ0 = −
√
k1,0 − kn,0

√
k1,∞ − kn,∞

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(b̂+
ij,0b̂

−
ij,∞ + b̂−ij,0b̂

+
ij,∞)+

+
1

2

n1∑
i,j=1

M̂ b∞
Xij
M̂ b∞

Xji
+

1

2

n∑
i,j=n1+1

M̂ b0
Xij
M̂ b0

Xji
. (6.9.72)

Çàãàëüíèé êâàíòîâî-iíòåãðîâíèé ãàìiëüòîíiàí ç êiíåòè÷íèì ÷ëåíîì íà-

ñòóïíèé:

Ĥ = −
n1∑
i=1

wi(
n∑

p=n1+1

b̂−ip,0b̂
+
ip,0 +

n∑
p=n1+1

b̂−ip,∞b̂
+
ip,∞)+

+
n∑

i=n1+1

wi(

n1∑
p=1

b̂−pi,0b̂
+
pi,0 +

n1∑
p=1

b̂−pi,∞b̂
+
pi,∞)−

−
√
k1,0 − kn,0

√
k1,∞ − kn,∞

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(b̂+
ij,0b̂

−
ij,∞ + b̂−ij,0b̂

+
ij,∞)+

+
1

2

n1∑
i,j=1

(c1,∞δij 1̂−
n∑

p=m1+1

b̂−jp,∞b̂
+
ip,∞)(c1,∞δij 1̂−

n∑
p=m1+1

b̂−ip,∞b̂
+
jp,∞)+

+
1

2

n∑
i,j=n1+1

(cn,0δij 1̂ +

n1∑
p=1

b̂−pi,0b̂
+
pj,0)(cn,0δij 1̂ +

n1∑
p=1

b̂−pj,0b̂
+
pi,0). (6.9.73)

Ïåðøi äâà ÷ëåíè â öüîìó ãàìiëüòîíiàíi êiíåòè÷íi, òðåòié ÷ëåí � ìàòðè÷íå

óçàãàëüíåííÿ äîäàíêó �ïåðåñêîêó�, ÷åòâåðòèé i ïÿòèé ÷ëåíè � ìàòðè÷íå

óçàãàëüíåííÿ êåðiâñüêî¨ íåëiíiéíîñòi.

Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé âèïàäîê iç ìiíiìàëüíèì ÷èñëîì áîçîíiâ,

òîáòî âèïàäîê n1 = 1. Â öüîìó ïèïàäêó gK0 = gl(1)+gl(n−1), gK±1 = Cn−1

i ìè ìà¹ìî n − 1 áîçîíiâ àñîöiéîâàíèõ ç òî÷êîþ u = ∞ i n − 1 áîçîíiâ

àñîöiéîâàíèõ ç òî÷êîþ u = 0. Âiäïîâiäíi ôîðìóëè áîçîíiçàöi¨ äàþòüñÿ â

öüîìó âèïàäêó ñóìîþ äâîõ ôîðìóë Éîðäàíà � Øâiíãåðà:

M̂B
Xij

= b̂−1i,0b̂
+
1j,0 + b̂−1i,∞b̂

+
1j,∞, äå i, j ∈ 2, n.
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M̂B
X11

= −(
n∑
p=2

b̂−1p,0b̂
+
1p,0 +

n∑
p=2

b̂−1p,∞b̂
+
1p,∞).

Â öüîìó âèïàäêó ãàìiëüòîíiàí (6.9.71) çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Ĥ0 = −
√
k1,0 − kn,0

√
k1,∞ − kn,∞

n∑
j=2

(b̂+
1j,0b̂

−
1j,∞ + b̂−1j,0b̂

+
1j,∞)+

+
1

2

(
c11(M̂ b0

X11
+ M̂ b∞

X11
)− M̂ b0

X11

)2
+

1

2

n∑
i,j=2

(
cij(M̂ b0

Xij
+ M̂ b∞

Xij
)− M̂ b0

Xij

)(
cji(M̂ b0

Xji
+ M̂ b∞

Xji
)− M̂ b0

Xji

)
. (6.9.74)

Âiäçíà÷èìî, ùî îïåðàòîðè M̂ b∞
Xij

i M̂ b0
Xji

ìiñòÿòü äîäàíîê �çñóâó�. Ãàìiëü-

òîíiàí (6.9.74) ìà¹ n− 1 íåçàëåæíèõ êîìóòóþ÷èõ iíòåãðàëiâ M̂B
Hi

= M̂B
Xii
,

i ∈ 2, n íàñòóïíî¨ ôîðìè:

M̂B
Xii

= b̂−1i,0b̂
+
1i,0 + b̂−1i,∞b̂

+
1i,∞.

Çàãàëüíèé áàãàòîáîçîííèé ãàìiëüòîíiàí, ùî ìiñòèòü êiíåòè÷íèé ÷ëåí, ìà¹

ôîðìó (6.9.70). Â ïðîñòîìó c0̄
12 = 0 � âèïàäêó âií çàïèñó¹òüñÿ òàê:

Ĥ =
n∑
i=2

wi(b̂
−
1i,0b̂

+
1i,0 + b̂−1i,∞b̂

+
1i,∞)−

− g
√
k1,0 − kn,0

√
k1,∞ − kn,∞

n∑
j=2

(b̂+
1j,0b̂

−
1j,∞ + b̂−1j,0b̂

+
1j,∞)+

+
g

2

(
c1,0−

n∑
i=2

b̂−1i,0b̂
+
1i,0

)2
+
g

2

n∑
i,j=2

(b̂−1i,0b̂
+
1j,0 + cn,0δij)(b̂

−
1j,0b̂

+
1i,0 + cn,0δij).

(6.9.75)

Öå íàéïðîñòiøèé áàãàòîáîçîííèé àíàëîã äèìåðó Áîçå � Õàááàðäà [95].

Iíøèé ïðîñòèé âèïàäîê � öå c0̄
12|gl(n−1) = 0, c0̄

12|gl(1) = Ω0̄
12, ÿêèé ¹

åêâiâàëåíòíèì ïîêëàäàííþ c11 = 1, cij = 0, i, j > 1. Çàãàëüíèé áàãàòî-

áîçîííèé ãàìiëüòîíiàí (6.9.70) çàïèñó¹òüñÿ â öüîìó âèïàäêó íàñòóïíèì

÷èíîì:
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Ĥ =
n∑
i=2

wi(b̂
−
1i,0b̂

+
1i,0 + b̂−1i,∞b̂

+
1i,∞)−

− g
√
k1,0 − kn,0

√
k1,∞ − kn,∞

n∑
j=2

(b̂+
1j,0b̂

−
1j,∞ + b̂−1j,0b̂

+
1j,∞)+

+
g

2

(
c1,∞−

n∑
i=2

b̂−1i,∞b̂
+
1i,∞
)2

+
g

2

n∑
i,j=2

(b̂−1i,0b̂
+
1j,0+cn,0δij)(b̂

−
1j,0b̂

+
1i,0+cn,0δij).

(6.9.76)

Öåé ãàìiëüòîíiàí ¹ iíòåãðîâíèì �âåêòîðíèì� óçàãàëüíåííÿì äèìåðó Áî-

çå�Õàááàðäà. Äiéñíî, ó âèïàäêó n = 2 ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ãàìiëü-

òîíiàí:

Ĥ = w2(b̂
−
12,0b̂

+
12,0 + b̂−12,∞b̂

+
12,∞)−

− g
√
k1,0 − k2,0

√
k1,∞ − k2,∞(b̂+

12,0b̂
−
12,∞ + b̂−12,0b̂

+
12,∞)+

+
g

2

(
c1,∞ − b̂−12,∞b̂

+
12,∞

)2
+
g

2
(b̂−12,0b̂

+
12,0 + cn,0)

2. (6.9.77)

ùî âòî÷íîñòi ñïiâïàäà¹ ç ãàìiëüòîíiàíîì äèìåðà Áîçå�Õàááàðäà [32]-[52].

6.10. Âèñíîâêè

Â äàííîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî øèðîêèé êëàñ êâàíòîâî � iíòåãðîâíèõ ìîäå-

ëåé, ùî áàçóþòüñÿ íà êëàñè÷íèõ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ. Çîêðå-

ìà, ïîáóäîâàíi êâàíòîâî � iíòåãðîâíi ìîäåëi òèïó Ãîäåíà òà Ãîäåíà ó çîâíi-

øíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, êâàíòîâî � iíòåãðîâíi ìîäåëi òèïó Äæåéíñà - Êà-

ìiíãñà - Äiêå òà êâàíòîâî � iíòåãðîâíi áàãàòîáîçîííi ìîäåëi, ùî óçàãàëü-

íþþòü äèìåðè Áîçå � Õàááàðäà. Ðåçóëüòàòè, ïðåäñòàâëåíi â äàííîìó ðîç-

äiëi, îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [84, 87, 90, 91, 95, 96, 98, 104, 108, 109, 111, 112].
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Ðîçäië 7

Àíçàö Áåòå òà êëàñè÷íi r-ìàòðèöi.

7.1. Âñòóï

Àëãåáðà¨÷íèé àíçàö Áåòå âèíèê ó ðîáîòàõ Ëåíiíãðàäñüêî¨ øêîëè ìàòå-

ìàòè÷íî¨ ôiçèêè ïiä êåðiâíèöòâîì ïðîôåñîðà Ë.Ä.Ôàä¹¹âà â 1979 ðîöi

äëÿ âèïàäêó êâàäðàòè÷íèõ (êâàíòîâî�ãðóïîâèõ) ñòðóêòóð, ïîâ'ÿçàíèõ ç

iíòåãðîâíèìè ìîäåëÿìè òåîði¨ ïîëÿ òà êâàíòîâèìè R � ìàòðèöÿìè [34].

Àëãåáðà¨÷íèé àíçàö Áåòå ó ñâî¨é Ëi�àëãåáðà¨÷íié âåðñi¨, ïîâ'ÿçàíié ç

êëàñè÷íèìè êîñîñèìåòðè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè i àëãåáðîþ Ëi sl(2), áóâ ôîð-

ìàëiçîâàíèé ó ðîáîòi [63], àëå â íå ÿâíié ôîðìi ìiñòèâñÿ âæå ó ïðàöÿõ Ãî-

äåíà [37]. Âèïàäîê êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü i àëãåáð Ëi âèùèõ ðàíãiâ

ðîçãëÿäàâñÿ ó ðîáîòi [40].

Â ñåði¨ ðîáiò àâòîðà äèñåðòàöi¨ [86], [92], [110], [113] àëãåáðà¨÷íèé àí-

çàö Áåòå áóâ óçàãàëüíåíèé íà âèïàäîê íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü òà

àëãåáð Ëi ñåði¨ gl(n). Ó âèïàäêó âèùèõ ðàíãiâ (n > 2) àëãåáðà¨÷íèé àíçàö

Áåòå ñòà¹ �ãíiçäîâèì�, àáî �i¹ðàðõi÷íèì� òîáòî ïîòðåáó¹ äëÿ ñâî¹¨ ðåàëi-

çàöi¨ ëàíöþæêà âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð. Ñòàíäàðòíèé ëàíöþæîê âêëàäåíèõ

ïiäàëãåáð, ùî äëÿ àëãåáðè gl(n) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê â êâàíòîâî � ãðó-

ïîâîìó [49], òàê i â Ëi � àëãåáðà¨÷íîìó âèïàäêó, ñïiâïàäà¹ ç ëàíöþæêîì

gl(n) ⊃ gl(n) ⊃ ... ⊃ gl(1). Äëÿ âèïàäêó êëàñè÷íèõ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ

r-ìàòðèöü ìè ðåàëiçó¹ìî àíçàö Áåòå ùî áàçó¹òüñÿ íà ëàíöþæêó âêëà-

äåíü gl(n) ⊃ gl(n) ⊃ ... ⊃ gl(1). Ïðîòå, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âèìîãà ôiêñàöi¨

ëàíöþæêà ïiäàëãåáð gl(n) ⊃ gl(n) ⊃ ... ⊃ gl(1) íàêëàäà¹ ñåðéîçíi îáìå-

æåííÿ íà ôîðìó âiäïîâiäíèõ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü. Iñíó¹ âñüîãî
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òðè ñiìåéñòâà íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü, ÿêi öèì îáìåæåííÿì çàäî-

âiëüíÿþòü.

Ùîá ðîçøèðèòè êëàñ äîïóñòèìèõ r-ìàòðèöü, ìè ðîçãëÿäà¹ìî óçà-

ãàëüíåíó âåðñiþ i¹ðàðõi÷íîãî àíçàöó Áåòå, ùî áàçó¹òüñÿ íà ëàíöþæêàõ

âêëàäåíü ïîâ'ÿçàíèõ ç ðiçíèìè ðåäóêöiÿìè ç àëãåáðè gl(n) íà ïiäàëãåáðó

gl(n− k)⊕ gl(k). Ìè ïîêàçó¹ìî, ùî êëàñ äîïóñòèìèõ r-ìàòðèöü â öüîìó

âèïàäêó âêëþ÷à¹, çîêðåìà, Zp � ãðàäóéîâàíi r-ìàòðèöi. Ìè çàñòîñîâó¹-

ìî öþ êîíñòðóêöiþ äëÿ äiàãîíàëiçàöi¨ Zp � ãðàäóéîâàíèõ ìîäåëåé òèïó

Ãîäåíà, çêîíñòðóéîâàíèõ ó ïîïåðåäíüìó ðîçäiëi, òà ó âèïàäêó gl(n) äî

ìîäåëåé òèïó ÄÊÄ i óçàãàëüíåíèõ äèìåðiâ Áîçå � Õàááàðäà.

7.2. Âèïàäîê àëãåáðè sl(2)

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ àëãåáðà¨÷íîãî àíçàöó Áåòå íåîáõiäíî äåòàëüíiøå ðîç-

ãëÿíóòè àëãåáðó êâàíòîâèõ îïåðàòîðiâ Ëàêñà.

7.2.1. Îïåðàòîðè Ëàêñà òà êâàíòîâi iíòåãðàëè. Êâàíòóâàííÿ ëiíié-

íî¨ òåíçîðíî¨ äóæêè Ïóàñîíà äîñÿãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì L(u)→ L̂(u), äå

L̂(u) � ìàòðèöÿ Ëàêñà ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî ¹ îïåðàòîðàìè â ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði H, òàêà, ùî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ:

[L̂1(u), L̂2(v)] = [r12(u, v), L̂1(u)]− [r21(v, u), L̂2(v)], (7.2.1)

Äëÿ âèïàäêó çàãàëüíî¨ so(3)⊗ so(3)�çíà÷íî¨ r-ìàòðèöi:

r12(u, v) ≡
3∑

α,β=1

rαβ(u, v)Xα ⊗Xβ

öi ñïiââiäíîøåííÿ çàïèñóþòüñÿ â êîìïîíåíòíié ôîðìi íàñòóïíèì ÷èíîì:

[L̂α(u), L̂β(v)] =
3∑

γ,δ=1

(cαγδr
γβ(u, v)L̂δ(u)− cβγδr

γα(v, u)L̂δ(v)). (7.2.2)
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Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi êâàäðàòè÷íi ïî åëåìåíòàõ àëãåáðè Ëàêñà ôóíêöi¨:

τ̂(u) =
1

2
tr(L̂(u))2 =

1

2

3∑
αβ=1

gαβL̂
α(u)L̂β(u), (7.2.3)

äå gαβ = (Xα, Xβ) i ( , ) � iíâàðiàíòíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [86]:

Tåîðåìà 7.1. Íåõàé îïåðàòîðè L̂(u) çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿì

(7.2.1). Íåõàé r(u, v) � so(3) ⊗ so(3)-çíà÷íà r-ìàòðèöÿ ç ðîçêëàäîì

(1.3.6). Òîäi ôóíêöiÿ τ̂(u) ¹ ãåíåðàòîðîì êîìóòàòèâíî¨ àëãåáðè:

[τ̂(u), τ̂(v)] = 0. (7.2.4)

Çàóâàæåííÿ 70. Äîâåäåíà Òåîðåìà ¹ ñïðàâåäëèâîþ äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ

òèïiâ sl(2)� çíà÷íèõ îïåðàòîðiâ Ëàêñà L̂(u), ùî çàäîâiëüíÿþòü äóæêó

(7.2.1) äëÿ äàíî¨ êëàñè÷íî¨ íåäèíàìi÷íî¨ r-ìàòðèöi r(u, v).

7.2.2. Àëãåáðà¨÷íèé àíçàö Áåòå. Ðîçãëÿíåìî êîðåíåâèé áàçèñ àëãå-

áðè so(3) ' sl(2): X3 = ix3, X± = i(x1± ix2) ç íàñòóïíèìè ñòàíäàðòíèìè

êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

[X3, X±] = ±X±, [X+, X−] = 2X3.

Â öüîìó áàçèñi ìè ìà¹ìî, ùî: (X±, X∓) = 2, (X3, X3) = 1, X3 = X3,

X± = 1
2X∓. Ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëüíó â êîðåíåâîìó áàçèñi r-ìàòðèöþ:

r(u, v) = (
1

2
r−(u, v)X+⊗X−+

1

2
r+(u, v)X−⊗X++r3(u, v)X3⊗X3) (7.2.5)

Îïåðàòîð Ëàêñà â sl(2)� áàçèñi çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

L̂(u) = L̂3(u)X3 + L̂+(u)X+ + L̂−(u)X−.

Äóàëüíi êîìïîíåíòè Lα(u) =
3∑

β=1

gαβL
β(u) ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

L+(u) = 2L−(u), L−(u) = 2L+(u), L3(u) = L3(u).
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Âiäïîâiäíi íåòðèâiàëüíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìàþòü ôîðìó:

[L̂+(u), L̂3(v)] = −(r3(u, v)L̂+(u) + r−(v, u)L̂+(v)), (7.2.6a)

[L̂−(u), L̂3(v)] = (r3(u, v)L̂−(u) + r+(v, u)L̂−(v)), (7.2.6b)

[L̂+(u), L̂−(v)] = 2(r+(u, v)L̂3(u) + r−(v, u)L̂3(v)), (7.2.6c)

Ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ êâàíòîâèõ ãàìiëüòîíiàíiâ τ çàïèñó¹òüñÿ òàê:

τ̂(u) = L̂2
3(u) +

1

2
(L̂+(u)L̂−(u) + L̂−(u)L̂+(u)). (7.2.7)

Íåõàé H � ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëàêñà. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî â ïðîñòîði ïðåäñòàâëåííÿ H iñíó¹ âàêóóìíèé âåêòîð |0〉 òàêèé,
ùî

L̂3(u)|0〉 = Λ3(u)|0〉, L̂+(u)|0〉 = 0.

Ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì ëåãêî ïîêàçàòè, ùî âàêóóìíèé âåêòîð ¹ òàêîæ âëà-

ñíèì âåêòîðîì äëÿ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ êâàíòîâèõ ãàìiëüòîíiàíiâ:

τ̂(u)|0〉 = (Λ3(u)2 + ∂uΛ3(u) + (r−0 (u, u) + r+
0 (u, u))Λ3(u))|0〉,

äå ìè âèêîðèñòàëè íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:

[L̂+(u), L̂−(u)] = 2(∂uL̂3(u) + (r−0 (u, u) + r+
0 (u, u))L̂3(u)).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [86]:

Tåîðåìà 7.2. Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè òèïó Áåòå:

|v1v2 · · · vM〉 = L̂−(v1)L̂−(v2) · · · L̂−(vM)|0〉,

äå ïàðàìåòðè vi çàäîâiëüíÿþòü óçàãàëüíåíèì ðiâíÿííÿì Áåòå:

Λ3(vi)−
M∑

j=1,j 6=i

r3(vj, vi) = r3
0(vi, vi)−

1

2
(r+

0 (vi, vi)+r−0 (vi, vi)), i ∈ 1,M.
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(7.2.8)

Òîäi âåêòîðè |v1v2 · · · vM〉 ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨

êâàíòîâèõ ãàìiëüòîíiàíiâ τ̂(u): τ̂(u)|v1v2 · · · vM〉 = Λ(u|{vi})|v1v2 · · · vM〉
ç íàñòóïíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè:

Λ(u|{vi}) = (Λ3(u)−
M∑
i=1

r3(vi, u))2 −
M∑
i=1

r+(vi, u)r−(vi, u)+

+ (r+
0 (u, u) + r−0 (u, u))Λ3(u) + ∂uΛ3(u). (7.2.9)

Çàóâàæåííÿ 71. Çàóâàæèìî, ùî ïðè âèâîäi ðiâíÿíü Áåòå i ôîðìóëè äëÿ

ñïåêòðó ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿâíî¨ ôîðè r-ìàòðèöi

r(u, v). �äèíà ði÷ íåîáõiäíà äëÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè ¹ äiàãîíàëüíiñòü r-

ìàòðèöi r(u, v) â êîðåíåâîìó áàçèñi i âëàñòèâiñòü (1.3.6).

7.3. Âèïàäîê àëãåáðè gl(n) i ñòàíäàðòíîãî ëàíöþæêà

ïiäàëãåáð

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî àëãåáðà¨÷íèé àíçàö Áåòå äëÿ âèïàä-

êó àëãåáðè gl(n). Ðåçóëüòàòè öüîãî ïiäðîçäiëó óçàãàëüíþþòü ðåçóëüòàòè

ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó íà âèïàäîê äîâiëüíîãî n.

7.3.1. r-ìàòðèöÿ i åëåìåíòè çñóâó Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó Ëi g = gl(n).

Íåõàé Xij, i, j = 1, n � ñòàíäàðòíèé áàçèñ àëãåáðè gl(n) ç êîìóòàöiéíèìè

ñïiââiäíîøåííÿìè:

[Xij, Xkl] = δkjXil − δilXkj. (7.3.10)

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíå êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ ßíãà � Áàêñòåðà:

[r12(u1, u2), r
13(u1, u3)] = [r23(u2, u3), r

12(u1, u2)]− [r32(u3, u2), r
13(u1, u3)],

(7.3.11)
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äå r12(u1, u2) ≡
n∑

i,j,k,l=1

rij,kl(u1, u2)Xij ⊗ Xkl ⊗ 1, r13(u1, u3) ≡
n∑

i,j,k,l=1

rij,kl(u1, u3)Xij ⊗ 1⊗Xkl i rij,kl(u, v) � ìàòðè÷íi åëåìåíòè r-ìàòðèöi

r(u, v).

Âèçíà÷åííÿ 13. Ìè áóäåìî íàçèâàòè gl(n) � çíà÷íó r-ìàòðèöþ äiàãî-

íàëüíîþ â êîðåíåâîìó áàçèñi ÿêùî âîíà ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

r(u1, u2) ≡
n∑

i,j=1

rji(u1, u2)Xij ⊗Xji. (7.3.12)

Äiàãîíàëüíi â êîðåíåâîìó áàçèñi r-ìàòðèöi ¹ àâòîìàòè÷íî Êàðòàí �

iíâàðiàíòíèìè. Çâîðîòí¹ íå âiðíî: íå âñi Êàðòàí�iíâàðiàíòíi r-ìàòðèöi

äiàãîíàëüíi â êîðåíåâîìó áàçèñi.

Ó âèïàäêó äiàãîíàëüíèõ r-ìàòðèöü óçàãàëüíåíå êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ

ßíãà � Áàêñòåðà (7.3.11) ïåðåïèñó¹òüñÿ â êîìïîíåíòíié ôîðìi íàñòóïíèì

÷èíîì:

rij(u1, u2)rjl(u1, u3)−ril(u1, u2)rjl(u2, u3)−ril(u1, u3)rij(u3, u2) = 0, (7.3.13)

äå i, j, l ∈ 1, n i âñi òðè iíäåêñà íå ñïiâïàäàþòü ìiæ ñîáîþ.

Óçàãàëüíåíi åëåìåíòè çñóâó ìàþòü âèãëÿä c(u) =
n∑

i,j=1

cij(u)Xij i çàäî-

âiëüíÿþòü ðiâíÿííþ çñóâó:

[r12(u1, u2), c(u1)⊗ 1]− [r21(u2, u1), 1⊗ c(u2)] = 0. (7.3.14)

Â ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî öiêàâèòèñü ëèøå äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè

çñóâó, òîáòî åëåìåíòàìè çñóâó íàñòóïíî¨ ôîðìè:

c(u) =
n∑
i=1

cii(u)Xii.

7.3.2. Àëãåáðà îïåðàòîðiâ Ëàêñà Ðîçãëÿíåìî òåíçîðíó äóæêó Ëi:

[L̂(u1)⊗ 1, 1⊗ L̂(u2)] = [r12(u1, u2), L̂(u1)⊗ 1]− [r21(u2, u1), 1⊗ L̂(u2)],



213

(7.3.15)

äå L̂(u) =
n∑

i,j=1

L̂ij(u)Xij, r21(u2, u1) = P 12r12(u1, u2)P
12.

Òåíçîðíà äóæêà (7.3.15) ó âèïàäêó äiàãîíàëüíèõ r-ìàòðèöü (7.3.12)

ïåðåïèñó¹òüñÿ â êîìïîíåíòíié ôîðìi íàñòóïíèì ÷èíîì:

[L̂ij(u1), L̂kl(u2)] = δil(rkl(u1, u2)L̂kj(u1) + rij(u2, u1)L̂kj(u2))−

− δkj(rkl(u1, u2)L̂il(u1) + rij(u2, u1)L̂il(u2)). (7.3.16)

Çàóâàæåííÿ 72. ßâíà ôîðìà îïåðàòîðiâ L̂ij(u) ÿê ôóíêöié êîìïëåêñíî-

ãî ïàðàìåòðó u çàëåæèòü âiä êîíêðåòíî¨ r-ìàòðèöi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

7.3.3. Êâàíòîâi iíòåãðàëè. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ëiíiéíi i êâàäðàòè÷íi

ôóíêöi¨ ïî áàçèñíèì åëåìåíòàì àëãåáðè Ëàêñà:

t̂n(u) = trnL̂(u) =
n∑
i=1

L̂ii(u), τ̂n(u) =
1

2
trnL̂

2(u) =
1

2

n∑
i,j=1

L̂ij(u)L̂ji(u).

(7.3.17)

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [109]:

Tåîðåìà 7.3. Íåõàé L̂(u) � îïåðàòîð Ëàêñà, ùî çàäîâiëüíÿ¹ êîìóòàöié-

íi ñïiââiäíîøåííÿ (7.3.15) ç äiàãîíàëüíîþ â êîðåíåâîìó áàçèñi êëàñè÷íîþ

r-ìàòðèöåþ.

Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) â äåÿêîìó îêîëi U × U ⊂ C2 äîïóñêà¹ ðîç-

êëàä (1.3.6). Òîäi îïåðàòîðíî-çíà÷íi ôóíêöi¨ τ̂n(u) i t̂n(u) ¹ ãåíåðàòîðàìè

êîìóòàòèâíî¨ àëãåáðè, òîáòî:

[t̂n(u), t̂n(v)] = 0, [τ̂n(u), t̂n(v)] = 0, [τ̂n(u), τ̂n(v)] = 0.

Çàóâàæåííÿ 73. Íåîáõiäíî ïiäêðåñëèòè, ùî îïåðàòîð:

t̂n(u) = trnL̂(u) =
n∑
i=1

L̂ii(u)
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âçàãàëi êàæó÷è, íå íàëåæèòü äî öåíòðó àëãåáðè îïåðàòîðiâ Ëàêñà. Äiéñíî,

íàâiòü â íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó äiàãîíàëüíèõ r-ìàòðèöü ç êîìóòàöiéíèõ

ñïiââiäíîøåíü (7.3.16) ñëiäó¹ ùî:

[t̂n(u), L̂kl(v)] = (rll(v, u)− rkk(v, u))L̂kl(v). (7.3.18)

Öåé âèðàç íå ¹ íóëåì ÿêùî rkk(u, v) 6= rll(u, v).

Ç Òåîðåìè 7.3 ñëiäó¹:

Íàñëiäîê 7.1. Íåõàé òî÷êè νl íàëåæàòü äî âiäêðèòî¨ îáëàñòi U . Òîäi

âñi îïåðàòîðè âèãëÿäó Ĥνl = −resu=νl τ̂n(u) i Ĉνm = −resu=νm t̂n(u), l,m ∈
1, N âçà¹ìíî êîìóòóþòü.

Çàóâàæåííÿ 74. Îïåðàòîðè Ĥνl ¹ òî÷íèìè àíàëîãàìè óçàãàëüíåíèõ ãà-

ìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà [84] i ñïiâïàäàþòü ç íèìè çà ñïiöiàëüíîãî âèáîðà îïå-

ðàòîðó Ëàêñà. Ç ðiâíîñòi (7.3.18) ëåãêî âèâåñòè ùî îïåðàòîðè Ĉνl íàëå-

æàòü äî öåíòðó àëãåáðè îïåðàòîðiâ Ëàêñà.

7.3.4. I¹ðàðõi÷íèé àíçàö Áåòå: âèïàäîê ñòàíäàðòíîãî ëàíöþæêà

ïiäàëãåáð. Îñíîâíà iäåÿ i¹ðàðõi÷íîãî àíçàöó Áåòå, ùî áóâ çàïðîïîíî-

âàíèé â êâàíòîâî � ãðóïîâîìó âèïàäêó â ðîáîòi [49] i â Ëi � àëãåáðà-

¨÷íîìó âèïàäêó (äëÿ ïiäâèïàäêó êîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöü) â ðîáîòi

[40], ¹ çâåäåííÿ ïðîáëåìè äiàãîíàëiçàöi¨ ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié êîìóòóþ-

÷èõ iíòåãðàëiâ àëãåáðè gl(n) äî òî¨ ñàìî¨ ïðîáëåìè ó âèïàäêó àëãåáðè

Ëi gl(n − 1) i, òî çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó ðåêóðñèâíî, âèêîðèñòîâóþ-

÷è i¹ðàðõiþ âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð gl(n) ⊃ gl(n − 1)... ⊃ gl(1). Â öüîìó

ðîçäiëi ìè ïîêàæåìî çàñòîñîâíiñòü öüîãî ìåòîäó äëÿ ïåâíîãî êëàñó íåêî-

ñîñèìåòðè÷íèõ êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü i çêîíñòðóþ¹ìî âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ

Áåòå i ôîðìóëè äëÿ ñïåêòðiâ ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié êâàíòîâèõ iíòåãðàëiâ

ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêó.

Äiàãîíàëiçàöiÿ. Äiàãîíàëiçó¹ìî ôóíêöiþ τ̂n(u) çà äîïîìîãîþ i¹ðàðõi÷íîãî

àíçàöó Áåòå. Íåõàé V � ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè îïåðà-
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òîðiâ Ëàêñà. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêèé âåêòîð Ω ∈ V , ùî:

L̂ii(u)Ω = Λii(u)Ω, L̂kl(u)Ω = 0, i, k, l ∈ 1, n, k > l (7.3.19)

i âåñü ïðîñòið V , ïîðîäæåíèé äi¹þ îïåðàòîðiâ L̂kl(u), k < l íà âåêòîð Ω.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà [110]:

Tåîðåìà 7.4. Íåõàé äiàãîíàëüíà r-ìàòðèöÿ r(u, v) çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi

(1.3.6) i íàñòóïíèì äâîì óìîâàì:

(i) rji(u, v) = r−,i(u, v), rij(u, v) = r+,i(u, v) ∀j ∈ i+ 1, n,∀i ∈ 1, n− 1,

(7.3.20a)

(ii) r22(u, v) = r33(u, v) = ... = rnn(u, v) (7.3.20b)

àáî

(ii)′ ∂vr22(u, v) = ∂vr33(u, v) = ... = ∂vrnn(u, v) òà

(r0
−,i(u, u) + r0

+,i(u, u)) = 0, ∀i ∈ 1, n− 1. (7.3.20c)

Òîäi ñïåêòð ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ τ̂n(u) ó ïðîñòîði V ìà¹ âèãëÿä:

2Λn(u) =
n∑
k=1

(
Λkk(u) +

Mk−1∑
j=1

rkk(v
(k−1)
j , u)−

Mk∑
j=1

rkk(v
(k)
j , u)

)2
+

+
n∑
k=1

(
∂u + (r0

−,k(u, u) + r0
+,k(u, u))

)(
(n− k)Λkk(u)−

n∑
i=k+1

Λii(u)+

(n−k)

Mk−1∑
j=1

rkk(v
(k−1)
j , u)

)
−

n∑
k=1

(n−k+1)

Mk∑
j=1

r−,k(v
(k)
j , u)r+,k(v

(k)
j , u),

(7.3.21)

äå M0 = Mn = 0, Mk, k ∈ 1, n− 1 � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà, r−,n(u, v) ≡
r+,n(u, v) ≡ 0 i áèñòðîòè v

(k)
i , k ∈ 1, n− 1, i ∈ 1,Mk çàäîâiëüíÿþòü

íàñòóïíi ðiâíÿííÿ Áåòå:
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Λ11(v
(1)
i )− Λ22(v

(1)
i )− (r0

11(v
(1)
i , v

(1)
i ) + r0

22(v
(1)
i , v

(1)
i ))+

+
n

2
(r0
−,1(v

(1)
i , v

(1)
i )+r+,1(v

(1)
i , v

(1)
i ))−n− 2

2
(r0
−,2(v

(1)
i , v

(1)
i )+r+,2(v

(1)
i , v

(1)
i ))

)
=

M1∑
j=1;j 6=i

(
r11(v

(1)
j , v

(1)
i ) + r22(v

(1)
j , v

(1)
i )
)
−

M2∑
j=1

r22(v
(2)
j , v

(1)
i ), (7.3.22a)

Λk+1k+1(v
(k+1)
i )− Λk+2k+2(v

(k+1)
i )− (r0

k+1k+1(v
(k+1)
i , v

(k+1)
i )+

+r0
k+2k+2(v

(k+1)
i , v

(k+1)
i ))+

n− k
2

(r0
−,k+1(v

(k+1)
i , v

(k+1)
i )+r+,k+1(v

(k+1)
i , v

(k+1)
i ))

− n− k − 2

2
(r0
−,k+2(v

(k+1)
i , v

(k+1)
i ) + r0

+,k+2(v
(k+1)
i , v

(k+1)
i )) =

=

Mk+1∑
j=1;j 6=i

(rk+1k+1(v
(k+1)
j , v

(k+1)
i ) + rk+2k+2(v

(k+1)
j , v

(k+1)
i ))−

−
Mk∑
j=1

rk+1k+1(v
(k)
j , v

(k+1)
i )−

Mk+2∑
j=1

rk+2k+2(v
(k+2)
j , v

(k+1)
i ), k ∈ 1, n− 3,

(7.3.22b)

Λn−1n−1(v
(n−1)
i )−Λnn(v

(n−1)
i )−(r0

n−1n−1(v
(n−1)
i , v

(n−1)
i )+r0

nn(v
(n−1)
i , v

(n−1)
i ))+

+ r0
−,n−1(v

(n−1)
i , v

(n−1)
i ) + r+,n−1(v

(n−1)
i , v

(n−1)
i ) =

Mn−1∑
j=1;j 6=i

(rn−1n−1(v
(n−1)
j , v

(n−1)
i )+rnn(v

(n−1)
j , v

(n−1)
i ))−

Mn−2∑
j=1

rn−1n−1(v
(n−2)
j , v

(n−1)
i ).

(7.3.22c)

Òóò r0
±,i(u, v), r0

ii(u, v), i ∈ 1, n îçíà÷àþòü ðåãóëÿðíi ÷àñòèíè ôóíêöié

r±,i(u, v) i rii(u, v) âiäïîâiäíî.

Çàóâàæåííÿ 75. Ó âèùå íàâåäåíèõ ôîðìóëàõ ñïåêòðó i ðiâíÿíü Áå-

òå, íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè óìîâó (ii) ÷è (ii)' . Òîáòî êëàñòè r22(u, v) =

r33(u, v) = ... = rnn(u, v) àáî ∂vr22(u, v) = ∂vr33(u, v) = ... = ∂vrnn(u, v) i

(r0
−,i(u, u) + r0

+,i(u, u)) = 0, ∀i ∈ 1, n− 1.

Iäåÿ äîâåäåííÿ.Äiàãîíàëiçàöiÿ ôóíêöi¨ τ̂n(u) çäiéñíþ¹òüñÿ ðåêóðñèâíî,

âèêîðèñòîâóþ÷è ëàíöþæîê âêëàäåíü gl(n) ⊃ gl(n− 1) ⊃ · · · ⊃ gl(1).
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Ñïåêòð ëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ Îïèøåìî äîäàòêîâi ëiíiéíi iíòåãðàëè, ùî ïî-

â'ÿçàíi ç ñèìåòði¹þ (Êàðòàí � iíâàðiàíòíiñòþ r-ìàòðèöi). Ïðèïóñòèìî, ùî

ñåðåä êâàíòîâèõ äèíàìi÷íèõ çìiííèõ iñíóþòü êâàíòîâi îïåðàòîðè M̂Xkk
,

k ∈ 1, n òàêi, ùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà óìîâà [92]:

[M̂Xkk
, L̂ij(u)] = (δki − δkj)L̂ij(u). (7.3.23)

Â öüîìó âèïàäêó ìîæíà ïîêàçàòè, ùî [M̂Xkk
, M̂Xll

] = 0, k, l ∈ 1, n i

[M̂Xkk
, trL̂(u)] = 0, [M̂Xkk

, trL̂2(u)] = 0, k ∈ 1, n,

òîáòî iñíóþòü äîäàòêîâi êîìóòóþ÷i iíòåãðàëè äiàãîíàëiçîâíi ðàçîì ç

τ̂n(u). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [110]:

Òâåðäæåííÿ 7.1. Äiÿ äîäàòêîâèõ ëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ M̂Xii
, i ∈ 1, n íà

âåêòîðàõ Áåòå V(v
(1)
m1, ..., v

(n−1)
mn−1 ) ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

M̂Xii
V(v(1)

m1
, ..., v(n−1)

mn−1
) = mi(M1, ...,Mn−1)V(v(1)

m1
, ..., v(n−1)

mn−1
),

äå

mi(M1, ...,Mn−1) = mii +Mi−1 −Mi,

Òóò mii � âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà M̂Xii
íà âàêóóìíîìó âåêòîði Ω:

M̂Xii
Ω = miiΩ

i, ïî ñàìîìó âèçíà÷åííþ, M0 = Mn = 0.

(Äîâåäåííÿ öüîãî Òâåðäæåííÿ ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íîãî

Òâåðäæåííÿ ó âèïàäêó ðàöiîíàëüíî¨ r-ìàòðèöi [92]).

Äëÿ ïîâíîòè ïîðàõó¹ìî ñïåêòð ëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ îòðèìàíèõ çà äî-

ïîìîãîþ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ t̂n(u). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [110]:

Òâåðäæåííÿ 7.2. Äiÿ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ ëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ t̂n(u) íà

âåêòîðàõ Áåòå V(v
(1)
m1, ..., v

(n−1)
mn−1 ) ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

t̂n(u)V(v(1)
m1
, ..., v(n−1)

mn−1
) =

n∑
k=1

(Λkk(u)+

Mk−1∑
i=1

rkk(v
(k−1)
i , u)−

Mk∑
i=1

rkk(v
(k)
i , u))

× V(v(1)
m1
, ..., v(n−1)

mn−1
).
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Çàóâàæåííÿ 76. Ó âèïàäêó r-ìàòðèöü, ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâó

(7.3.20b), ôîðìóëà äi¨ îïåðàòîðà t̂n(u) ñïðîùó¹òüñÿ äî âèãëÿäó:

t̂n(u)V(v(1)
m1
, ..., v(n−1)

mn−1
) = (

n∑
k=1

Λkk(u) +

M1∑
i=1

r22(v
(1)
i , u)−

M1∑
i=1

r11(v
(1)
i , u))

× V(v(1)
m1
, ..., v(n−1)

mn−1
).

7.4. Ïðèêëàä: âèïàäîê ðàöiîíàëüíî¨ r-ìàòðèöi

7.4.1. Âåêòîðè Áåòå i ñïåêòð iíòåãðàëiâ ðóõó Âèêîðèñòîâóþ÷è ðå-

çóëüòàòè ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó i êîíêðåòèçóþ÷è ¨õ äëÿ âèïàäêó ðàöiî-

íàëüíî¨ r-ìàòðèöi, îòðèìó¹ìî íàñòóïó Òåîðåìó [90], [91]:

Tåîðåìà 7.5. Ñïåêòð ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ êâàäðàòè÷íèõ iíòåãðàëiâ ðóõó

íà i¹ðàðõi÷íèõ âåêòîðàõ Áåòå ìà¹ íàñòóïèé âèãëÿä:

Λn(u) =
1

2

n∑
i=1

Λ2
ii(u)−1

2

n∑
i=1

(n−2i+1)∂uΛii(u)−Λ11(u)

M1∑
i=1

1

(u− v(1)
i )

+

+
n−1∑
k=2

Λkk(u)(

Mk−1∑
i=1

1

(u− v(k−1)
i )

−
Mk∑
i=1

1

(u− v(k)
i )

)+Λnn(u)

Mn−1∑
i=1

1

(u− v(n−1)
i )

+

+
n−1∑
k=1

Mk∑
i,j=1,i 6=j

1

(u− v(k)
i )(u− v(k)

j )
+

n−1∑
k=1

Mk∑
i=1

Mk+1∑
j=1

1

(u− v(k)
i )(u− v(k+1)

j )
,

(7.4.24)

äå áèñòðîòè v
(k)
i çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíÿííÿ Áåòå:

Λ11(v
(1)
i )−Λ22(v

(1)
i ) = 2

M1∑
j=1;j 6=i

1

(v
(1)
i − v

(1)
j )
−

M2∑
j=1

1

(v
(1)
i − v

(2)
j )

, (7.4.25a)

Λk+1k+1(v
(k+1)
i )− Λk+2k+2(v

(k+1)
i ) = 2

Mk+1∑
j=1;j 6=i

1

(v
(k+1)
i − v(k+1)

j )
−
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−
Mk∑
j=1

1

(v
(k+1)
i − v(k)

j )
−

Mk+2∑
j=1

1

(v
(k+1)
i − v(k+2)

j )
, k ∈ 1, n− 3, (7.4.25b)

Λn−1n−1(v
(n−1)
i )−Λnn(v

(n−1)
i ) =

Mn−1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(n−1)
i − v(n−1)

j )
−
Mn−2∑
j=1

1

(v
(n−1)
i − v(n−2)

j )
.

(7.4.25c)

Äëÿ îáðàõóíêó ñïåêòðó çêîíñòðóéîâàíèõ çàãàëüíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ íå-

îáõiäíî òàêîæ äiàãîíàëiçóâàòè äîäàòêîâi iíòåãðàëè Mii.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïà Òåîðåìà [91]:

Tåîðåìà 7.6. Ñïåêòð äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ M̂Xii
, i ∈ 1, n íà i¹ðàðõi-

÷íèõ âåêòîðàõ Áåòå ìà¹ âèãëÿä:

mi(M1, ...,Mn−1) = mii +Mi−1 −Mi, (7.4.26)

äå mii � âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ M̂Xii
íà âàêóóìíîìó âåêòîði Ω:

M̂Xii
Ω = miiΩ.

i, ïî ñàìîìó âèçíà÷åííþ, M0 = Mn = 0.

7.4.2. Âèïàäîê ìîäåëåé ÄÊÄ Êîíêðåòèçó¹ìî ðåçóëüòàòè ïîïåðå-

äíüîãî ïiäðîçäiëó ÿêi ñïðàâåäëèâi äëÿ áóäü ÿêèõ îïåðàòîðiâ Ëàêñà, ùî

âiäïîâiäàþòü ðàöiîíàëüíié r-ìàòðèöi i ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ ç âàêóóìíèì

âåêîðîì íà âèïàäîê îïåðàòîðiâ Ëàêñà ðàöiîíàëüíî¨ ìîäåëi ÄÊÄ. Äëÿ öüî-

ãî ðîçãëÿíåìî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëàêñà â Ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði V ,

ùî âiäïîâiäà¹ àëãåáði gl(n)⊕N ⊕HK , äå HK îïèñàíà â ïîïåðåäíüîìó ðîç-

äiëi àëãåáðà Ãàéçåíáåðãà, ùî çàëåæèòü âiä åëåìåíòó ïiäàëãåáðè Êàðòàíà

K =
n∑
i=1

kiXii. Îïåðàòîð Ëàêñà ìîäåëi Äiêå ó âèïàäêó cαij = 0, αij ∈ ∆K

ìà¹ ôîðìó:

L̂(u) = uL̂(−2) + L̂(−1) +
N∑
m=1

L̂(m)

u− νm
, äå L̂(−2) =

n∑
i=1

kiXii,
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L̂(−1) =
n∑
i=1

ciXii +
n∑

i,j=1,i<j

√
(kj − ki)b̂+

ijXji +
n∑

i,j=1,i<j

√
(kj − ki)b̂−ijXij,

L̂(m) =
n∑

i,j=1

Ŝ
(m)
ij Xji.

Ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè îïåðàòîðiâ Ëàêñà áóäå ìà-

òè âèãëÿä: V = (⊗Ni=1V
λ(i)

) ⊗ V HK äå V λ(i)

� ïðîñòið íåçâiäíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè gl(n)(m) ïðîíóìåðîâàíèé ñòàðøèìè âåêòîðàìè

λ(m) = (λ
(m)
1 , ...., λ

(m)
n ):

Ŝ
(m)
ii Ωm = λ

(m)
i Ωm, Ŝ

(m)
kl Ωm = 0, i, k, l ∈ 1, n, k < l;m ∈ 1, N,

(7.4.27)

V HK � ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ HK ç âàêóóìíèì âåêòîðîì Ω0:

b̂+
klΩ0 = 0, k, l ∈ 1, n, k < l. (7.4.28)

ëåãêî áà÷èòè, ùî âàêóóìíèé âåêòîð äëÿ àëãåáðè Ëàêñà ìà¹ âèãëÿä:

Ω = Ω0 ⊗Ω1 ⊗ · · · ⊗ΩN .

Îòæå, ìîæíà çàñòîñîâóâàòè òåõíiêó i¹ðàðõi÷íîãî àíçàöó Áåòå îïèñàíîãî

ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi äî ðàöiîíàëüíî¨ ìîäåëi ÄÊÄ. Áóäåìî ìàòè:

Λii(u) = uki + ci +
N∑
m=1

λ
(m)
i

u− νm
, (7.4.29)

äå L̂ii(u)Ω = Λii(u)Ω. Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç â Òåîðåìó 7.5, îòðèìó¹-

ìî ÿâíó ôîðìóëó ñïåêòðó ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ êâàäðàòè÷íèõ iíòåãðàëiâ ó

âèïàäêó ðàöiîíàëüíèõ ìîäåëåé ÄÊÄ. Ïîðàõó¹ìî ÿâíî ñïåêòð iíòåãðàëiâ

Ĥ0, Ĥm i äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ M̂Xii
. Cïðàâåäëèâèé íàñòóïíèé Íàñëiäîê

Òåîðåì 7.5,7.6:

Íàñëiäîê 7.2. Ñïåêòð iíòåãðàëiâ Ĥ0, Ĥm íà i¹ðàðõi÷íèõ âåêòîðàõ Áåòå

ìà¹ íàñòóïíó ÿâíó ôîðìó:
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h0(M1, ..,Mn−1) =
n∑
i=1

N∑
m=1

kiλ
(m)
i −k1M1+

n−1∑
i=2

ki(Mi−1−Mi)+knMn−1+

+
1

2

n∑
i=1

(
c2
i − (n − 2i + 1)ki

)
,

hm({v(1)
i }, ..., {v

(n−1)
i }) =

( n∑
i=1

(νmki + ci)λ
(m)
i +

N∑
l=1,l 6=m

λ
(m)
i λ

(l)
i

νm − νl
)
−

− λ(m)
1

M1∑
i=1

1

νm − v(1)
i

+
n−1∑
k=2

λ
(m)
k (

Mk−1∑
i=1

1

νm − v(k−1)
i

−
Mk∑
i=1

1

νm − v(k)
i

)+

+ λ(m)
n

Mn−1∑
i=1

1

νm − v(n−1)
i

äå áèñòðîòè v
(k)
i , i ∈ 1,Mk çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíÿííÿ Áåòå:

v
(1)
i (k1−k2)+(c1−c2)+

N∑
k=1

(λ
(k)
1 − λ

(k)
2 )

v
(1)
i − νk

=

M1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(1)
i − v

(1)
j )
−

M2∑
j=1

1

(v
(1)
i − v

(2)
j )

,

v
(m+1)
i (km+1 − km+2) + (cm+1 − cm+2) +

N∑
k=1

(λ
(k)
m+1 − λ

(k)
m+2)

v
(m+1)
i − νk

=

=

Mm+1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(m+1)
i − v(m+1)

j )
−
Mm∑
j=1

1

(v
(m+1)
i − v(m)

j )
−
Mm+2∑
j=1

1

(v
(m+1)
i − v(m+2)

j )
,

m ∈ 1, n− 3,

v
(n−1)
i (kn−1 − kn) + (cn−1 − cn) +

N∑
k=1

(λ
(k)
n−1 − λ

(k)
n )

v
(n−1)
i − νk

=

=

Mn−1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(n−1)
i − v(n−1)

j )
−

Mn−2∑
j=1

1

(v
(n−1)
i − v(n−2)

j )
.

Ñïåêòð iíòåãðàëiâ M̂Xii
, i ∈ 1, n íà âåêòîðàõ Áåòå ìà¹ âèãëÿä:

mi(M1, ...,Mn−1) =
n∑
l=1

λ
(l)
ii + (Mi−1 −Mi), äå M0 = Mn = 0. (7.4.30)
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Çàóâàæåííÿ 77. Ñïåêòð óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíà ÄÊÄ çàïèñó¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

h′({v(1)
i }, ..., {v

(n−1)
i }) =

n∑
i=1

wimi(M1, ...,Mn−1)+g
N∑
i=1

hm({v(1)
i }, ..., {v

(n−1)
i }),

äå mi(M1, ...,Mn−1), hm({v(1)
i }, ..., {v

(n−1)
i }) âèçíà÷åíi âèùå.

7.5. Âèïàäîê àëãåáðè gl(n) i íåñòàíäàðòíîãî ëàí-

öþæêà ïiäàëãåáð

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîêàæåìî ÿê óçàãàëüíèòè i¹ðàðõi÷íèé àíçàö Áå-

òå âèêîðèñòîâóþ÷è ðåäóêöiþ ïðîáëåìè äiàãîíàëiçàöi¨ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨

êîìóòàòèâíèõ iíòåãðàëiâ íà àëãåáði gl(n) äî öi¹¨ æ ïðîáëåìè íà ïiäàë-

ãåáði gl(n1) ⊕ gl(n − n1). Öÿ ïðîöåäóðà äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçóâàòè êâàíòîâi

iíòåãðîâíi ìîäåëi àñîöiéîâàíi ç r-ìàòðèöÿìè íåñóìiñíèìè çi ñòàíäàðòíèì

ëàíöþæêîì âêëàäåíü: gl(n) ⊃ gl(n− 1) ⊃ ... ⊃ gl(1).

7.5.1. Ðåäóêöiÿ íà ïiäàëãåáðó gl(n1)⊕gl(n−n1) Íåõàé V áóäå ïðîñòî-

ðîì íåçâiäíîãî ïðîñòîðó ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè îïåðàòîðiâ Ëàêñà. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî iñíó¹ âàêóóìíèé âåêòîð Ω ∈ V òàêèé, ùî:

L̂ii(u)Ω = Λii(u)Ω, L̂kl(u)Ω = 0, i, k, l ∈ 1, n, k > l (7.5.31)

i âåñü ïðîñòið V çãåíåðîâàíèé äi¹þ îïåðàòîðiâ L̂kl(u), k < l íà âåêòîð

Ω. Äëÿ òîãî ùîá äiàãîíàëiçóâàòè ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ τ̂(u) i çêîíñòðóéî-

âàòè âiäïîâiäíèé íàáið âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ðåäóêó¹ìî öþ ïðîáëåìó äî

àíàëîãi÷íî¨ ïðîáëåìè íà ïiäàëãåáði gl(n1)⊕ gl(n− n1).

Ðåäóêöiÿ ïðîáëåìè íà ïiäàëãåáðó Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið V0 ⊂ V ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðiâ v òàêèõ, ùî:

L̂lk(u)v = 0, k ≤ n1, l > n1,
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äå n1 ∈ 1, n � äåÿêå öiëå ÷èñëî. Âèêîðñòîâóþ÷è êîìóòàöiéíi ñïiââiäíî-

øåííÿ â àëãåáði îïåðàòîðiâ Ëàêñà, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî öåé ïiäïðîñòið ¹

iíâàðiàíòíèì ïî âiäíîøåííþ äî äi¨ ïiäàëãåáðè àëãåáðè îïåðàòîðiâ Ëàêñà

ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â ïiäàëãåáði gl(n1)⊕ gl(n− n1).

Äëÿ òîãî, ùîá çäiéñíèòè íåîáõiäíó ðåäóêöiþ íà ïiäàëãåáðó, ìè ââå-

äåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ òà çäiéñíèìî áàãàòî äîïîìiæíèõ îáðàõóíêiâ. À

ñàìå, íàì íåîáõiäíî ìîäèôiêóâàòè ÷àñòèíè îïåðàòîðiâ Ëàêñà, ùî íàëå-

æàòü gl(n1) òà gl(n− n1), à ñàìå ïiäíÿòè ¨õ äiþ ç ïî÷àòêîâèõ ïðîñòîðiâ ó

òåíçîðíèé äîáóòîê ïî÷àòêîâèõ ïðîñòîðiâ íà M êîïié n-âèìiðíèõ ôóíäà-

ìåíòàëüíèõ ïðåäñòàâëåíü íàñòóïíèì ÷èíîì:

Â(1)(u) =

n1∑
i,j=1

L̂ij(u)Xij −
M∑
k=1

n1∑
i,j=1

rij(vk, u)X
(k)L
ji Xij.

D̂(1)(u) =
n∑

i,j=n1+1

L̂ij(u)Xij +
M∑
k=1

n∑
j=n1+1

rij(vk, u)X
(k)R
ji Xij,

äå âåðõíié iíäåêñ L îçíà÷à¹ ëiâó äiþ, à âåðõíié iíäåêñ R � ïðàâó äiþ.

Íåõàé

τ̂ (1)
n1

(u) =
1

2
trn1

(Â(1)(u))2, τ̂
(1)
n−n1

(u) =
1

2
trn−n1

(D̂(1)(u))2.

Ïðèïóñòèìî, ùî çàäîâiëüíÿþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè íà r-ìàòðèöþ:

rji(u, v) = r−,n1
(u, v), rij(u, v) = r+,n1

(u, v), ∀i ∈ 1, n1, j ∈ n1 + 1, n.

(7.5.32)

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà:

Tåîðåìà 7.7. Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) òàêà ùî çàäîâiëüíÿþòüñÿ óìîâè

(7.5.32). Íåõàé òàêîæ

raa(u, v) = rbb(u, v),∀a, b ∈ 1, n1 òà rkk(u, v) = rll(u, v),∀k, l ∈ n1 + 1, n

(7.5.33)
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àáî

∂vraa(u, v) = ∂vrbb(u, v), ∀a, b ∈ 1, n1,

∂vrkk(u, v) = ∂vrll(u, v), ∀k, l ∈ n1 + 1, n

òà âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ óìîâà (r0
−,n1

(u, u) + r0
+,n1

(u, u)) = 0.

(7.5.34)

Íåõàé vi1...iM ,j1,...jM ∈ V0, äå ïiäïðîñòið V0 ¹ ïiäïðîñòîðîì îçíà÷åíèì âè-

ùå. Òîäi, âåêòîðè íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

v(v1, ..., vM) =

n1∑
i1,...,iM=1

n∑
j1,...,jM=n1+1

L̂i1j1(v1)...L̂iM jM (vM)vi1...iM ,j1,...jM

¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè îïåðàòîðà τ̂n(u) ÿêùî âåêòîðè

V =

n1∑
i1,...,iM=1

vi1,...iM ,j1,....,jMe
∗
i1
⊗ ...⊗ e∗iM ⊗ ej1 ⊗ ...⊗ ejM

(òóò ei öå áàçèñíi âåêòîðè â ïðîñòîði Cn � âåêòîðè ñòîâï÷èêè ç îäèíè-

öåþ íà i� òîìó ìiñöi i íóëÿìè ñêðiçü iíøå i e∗i � äóàëüíi áàçèñíi âåêòîði

â ïðîñòîði Cn � âåêòîð ðÿäêè ç îäèíèöåþ íà ìiñöi i i íóëÿìè ñêðiçü ií-

øå) ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè îïåðàòîðiâ τ̂
(1)
n1 (u) i τ̂

(1)
n−n1

(u) i ìàþòü ìiñöå

íàñòóïíi ðiâíÿííÿ Áåòå:

resu=vi(τ̂
(1)
n1

(u)+ τ̂
(1)
n−n1

(u)− n
2

M∑
j=1

r−,n1
(vj, u)r+,n1

(vj, u)Id) = 0,∀i ∈ 1,M.

(7.5.35)

Âëàñíi çíà÷åííÿ Λn(u), Λ
(1)
n1 (u), Λ

(1)
n−n1

(u) îïåðàòîðiâ τ̂n(u) i τ̂
(1)
n1 (u),

τ̂
(1)
n−n1

(u) çâ'ÿçàíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

Λn(u) = Λ(1)
n1

(u) + Λ
(1)
n−n1

(u)− n

2

M∑
j=1

r−,n1
(vj, u)r+,n1

(vj, u)+

+
1

2

(
∂u + (r0

−,n1
(u, u) + r0

+,n1
(u, u))

)(
(n− n1)cn1

(u)− n1cn−n1
(u)
)
,
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äå cn1
(u) i cn−n1

(u) ¹ ñïåêòðîì ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ Êàçèìiðà t̂n1
(u) i

t̂n−n1
(u) ïiäàëãåáð Ëàêñà çi çíà÷åííÿìè â ïiäàëãåáðàõ gl(n1) i gl(n−n1) i

çi ñòàðøèìè âàãàìè (Λ11(u), ....,Λn1n1
(u)) i (Λn1+1n1+1(u), ....,Λnn(u)) âiä-

ïîâiäíî.

7.5.2. Äiàãîíàëiçàöiÿ êâàäðàòè÷íî¨ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨. Äëÿ òî-

ãî, ùîá äiàãîíàëiçóâàòè êâàäðàòè÷íó ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ êîìóòàòèâíèõ

êâàíòîâèõ iíòåãðàëiâ, íåîáõiäíî çàñòîñóâàòè ðåêóðñèâíî Òåîðåìó 7.7. Ç

öi¹þ ìåòîþ ïîòðiáíî çàôiêñóâàòè ëàíöþæîê âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð, ùî

âæèâà¹òüñÿ â ðåêóðñi¨. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíèé ëàíöþæîê

ïiäàëãåáð: gl(n) ⊃ gl(n− n1) ⊃ gl(n− n1− n2) ⊃ gl(n− (n1 + ...+ np−1)),

äå n1 + n2 + ... + np = n, äîïîâíåíèé ïiäëàöþæêàìè gl(nk) ⊃ gl(nk −
1) ⊃ ... ⊃ gl(1), k ∈ 1, p. Âèáið ëàíöþæêà âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð äëÿ

ðåêóðñi¨ â i¹ðàðõi÷íîìó àíçàöi Áåòå íàêëàäå äåÿêi óìîâè íà âiäïîâiäíó

êëàñè÷íó r-ìàòðèöþ. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà Òåîðåìà:

Tåîðåìà 7.8. Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) çàäîâiëüíÿ¹ óìîâó (1.3.6) i íà-

ñòóïíi äâi óìîâè:

rji(u, v) = r−,n1+...+ns(u, v), rij(u, v) = r+,n1+...+ns(u, v),

∀i ∈ 1 + n1 + ...+ ns−1, n1 + ...+ ns, j ∈ n1 + ...+ ns + 1, n, s ∈ 1, p− 1

(7.5.36)

rji(u, v) = r−,i(u, v), rij(u, v) = r+,i(u, v),

∀i ∈ 1 + n1 + ...+ ns−1, n1 + ...+ ns − 1,∀j ∈ i+ 1, n1 + ...+ ns, s ∈ 1, p

(7.5.37)

íàðÿäó ç óìîâîþ:

raa(u, v) = rbb(u, v),∀a, b ∈ 1, n1 i rkk(u, v) = rll(u, v),∀k, l ∈ n1 + 1, n

(7.5.38)

òîäi ñïåêòð ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ êâàäðàòè÷íèõ êâàíòîâèõ iíòåãðàëiâ äà-
¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:
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Λn(u) =
1

2

( n∑
k=1

(
Λkk(u) +

Mk−1∑
j=1

rkk(v
(k−1)
j , u)−

Mk∑
j=1

rkk(v
(k)
j , u)

)2
+

+

p∑
k=1

nk∑
l=1

(
∂u + r0−,l+n1+...+nk−1

(u, u) + r0+,l+n1+...+nk−1
(u, u)

)
×

×
(

(nk− l)Λl+n1+...+nk−1,l+n1+...+nk−1
(u)−

nk∑
i=l+1

Λi+n1+...+nk−1,i+n1+...+nk−1
(u) + (nk− l)×

×
Ml+n1+...+nk−1−1∑

j=1

rl+n1+...+nk−1,l+n1+...+nk−1
(v

(l+n1+...+nk−1−1)
j , u)

)
−

p∑
k=1

nk−1∑
l=1

(nk − l+ 1)×

×
Ml+n1+...+nk−1∑

j=1

r−,l+n1+...+nk−1
(v

(l+n1+...+nk−1)
j , u)r+,l+n1+...+nk−1

(v
(l+n1+...+nk−1)
j , u)+

+

p−1∑
k=1

(nk − 1)
(
∂u + r0−,n1+...+nk+1(u, u) + r0+,n1+...+nk+1(u, u)

)
×

×
Mn1+...+nk∑

j=1

rn1+...+nk+1,n1+...+nk+1(v
(n1+...+nk)
j , u)+

+

p−1∑
k=1

nk−1∑
l=1

(
∂u + r0−,n1+...+nk−1+l(u, u) + r0+,n1+...+nk−1+l(u, u)

)
×

×
Mn1+...+nk∑

j=1

rn1+...+nk,n1+...+nk
(v

(n1+...+nk)
j , u)−

−
p−1∑
k=1

(n−(n1+...+nk−1))

Mn1+...+nk∑
j=1

r−,n1+...+nk
(v

(n1+...+nk)
j , u)r+,n1+...+nk

(v
(n1+...+nk)
j , u)+

+

p∑
k=2

(n− (n1 + ...+ nk))
(
∂u + r0−,n1+...+nk

(u, u) + r0+,n1+...+nk
(u, u)

)
×

×
Mn1+...+nk−1∑

j=1

rn1+...+nk−1+1,n1+...+nk−1+1(v
(n1+...+nk−1)
j , u)

+

p∑
k=1

(
∂u + r0−,n1+...+nk−1

(u, u) + r0+,n1+...+nk−1
(u, u)

)(
(n− (n1 + ..+ nk)×

×
nk∑
l=1

Λn1+...+nk+l,n1+...+nk+l(u)− nk
n−(n1+...+nk)∑

l=1

Λn1+...+nk+l,n1+...+nk+l(u)
)
, (7.5.39)

äå M0 = Mn = 0, Mk, k ∈ 1, n− 1 � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà, r−,n(u, v) ≡
r+,n(u, v) ≡ 0 i áèñòðîòè v

(k)
i , k ∈ 1, n− 1, i ∈ 1,Mk çàäîâiëüíÿþòü

íàñòóïíèì ðiâíÿííÿÿ Áåòå:

Λn1+...+nk,n1+...+nk
(v

(n1+...+nk)
i )− Λn1+...+nk+1,n1+...+nk+1(v

(n1+...+nk)
i )−
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−(r0n1+...+nk,n1+...+nk
(v

(n1+...+nk)
i , v

(n1+...+nk)
i )+r0n1+...+nk+1,n1+...+nk+1(v

(n1+...+nk)
i , v

(n1+...+nk)
i ))

−
Mn1+...+nk∑
j=1;j 6=i

(rn1+...+nk,n1+...+nk
(v

(n1+...+nk)
j , v

(n1+...+nk)
i )+

+ rn1+...+nk+1,n1+...+nk+1(v
(n1+...+nk)
j , v

(n1+...+nk)
i ))+

+

Mn1+...+nk−1∑
j=1

rn1+...+nk,n1+...+nk
(v

(n1+...+nk−1)
j , v

(n1+...+nk)
i )+

+

Mn1+...+nk+1∑
j=1

rn1+...+nk+1,n1+...+nk+1(v
(n1+...+nk+1)
j , v

(n1+...+nk)
i ))

+
(n− (n1 + ..+ nk−1))

2
(r0−,n1+...+nk

(v
(n1+...+nk)
i , v

(n1+...+nk)
i )+

+ r0+,n1+...+nk
(v

(n1+...+nk)
i , v

(n1+...+nk)
i ))−

− (n− (n1 + ..+ nk+1))

2
(r0−,n1+...+nk+1

(v
(n1+...+nk)
i , v

(n1+...+nk)
i )+

+ r0+,n1+...+nk+1
(v

(n1+...+nk)
i , v

(n1+...+nk)
i ))−

−(nk−1)(r0−,n1+...+nk+1(v
(n1+...+nk)
i , v

(n1+...+nk)
i )+r0+,n1+...+nk+1(v

(n1+...+nk)
i , v

(n1+...+nk)
i ))−

−1

2

nk−1∑
l=1

(r0−,n1+...+nk+l(v
(n1+...+nk)
i , v

(n1+...+nk)
i )+r0+,n1+...+nk+l(v

(n1+...+nk)
i , v

(n1+...+nk)
i )) = 0,

(7.5.40)

ùî âiäïîâiäàþòü ëàíöþæêó

gl(n) ⊃ gl(n− n1) ⊃ ... ⊃ gl(n− (n1 + ...+ np−1))

à òàêîæ ðiâíÿííÿì Áåòå:

Λkk(v
(k)
i )− Λk+1k+1(v

(k)
i )− (r0kk(v

(k)
i , v

(k)
i ) + r0k+1k+1(v

(k)
i , v

(k)
i ))+

+
n1 + ....+ ns − k + 1

2
(r0−,k(v

(k)
i , v

(k)
i ) + r+,k(v

(k)
i , v

(k)
i ))−

− n1 + ....+ ns − k − 1

2
(r0−,k+1(v

(k)
i , v

(k)
i ) + r0+,k+1(v

(k)
i , v

(k)
i ))

=

Mk∑
j=1;j 6=i

(rkk(v
(k)
j , v

(k)
i ) + rk+1k+1(v

(k)
j , v

(k)
i ))−

Mk−1∑
j=1

rkk(v
(k−1)
j , v

(k)
i )−

−
Mk+1∑
j=1

rk+1k+1(v
(k+1)
j , v

(k)
i )
)
, (7.5.41)

k ∈ n1 + ....+ ns−1 + 1, n1 + ....+ ns, ùî âiäïîâiäàþòü ïiäëàöþæêàì

gl(ns) ⊃ gl(ns − 1) ⊃ ... ⊃ gl(1), s ∈ 1, p.
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Çàóâàæåííÿ 78. Âiäçíà÷èìî, ùî íóìåðàöiÿ âåðõíiõ iíäåêñiâ áèñòðîò v(k)
j

âèáðàíà òàêèì ñàìèìè ÷èíîì ÿê íóìåðàöiÿ âåðõíiõ iíäåêñiâ áèñòðîò â

àíçàöi Áåòå, ùî âiäïîâiäà¹ ëàíöþæêó gl(n) ⊃ gl(n− 1) ⊃ ... ⊃ gl(1).

7.5.3. Âèïàäîê ìîäåëåé òèïó Ãîäåíà. Êîíêðåòèçó¹ìî îòðèìàíi âiä-

ïîâiäi äëÿ ñïåêòðó i ðiâíÿíü Áåòå äëÿ âèïàäêó óçàãàëüíåíèõ ìîäåëåé Ãî-

äåíà ç òà áåç çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Iíøèìè ñëîâàìè, ïîðàõó¹ì

ñïåêòð âiäïîâiäíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ. Äëÿ òîãî ùîá çðîáèòè öå, íåîáõiäíî

ñïåöèôiêóâàòè ÿâíó ôîðìó ôóíêöié Λii(u).

Ó âèïàäêó ìîäåëåé òèïó Ãîäåíà, àëãåáðà Ëàêñà ñïiâïàäà¹ ç ïðÿìîþ

ñóìîþ N àëãåáð gl(n). Âiäïîâiäíèé ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àë-

ãåáðè gl(n)⊕N ìà¹ âèãëÿä V = (⊗Nl=1V
λ(l)

), äå V λ(l)

� ïðîñòið íåçâiäíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ l� òî¨ êîïi¨ àëãåáðè gl(n) ïðîíóìåðîâàíèé ñòàðøèìè âàãà-

ìè λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
n ), l ∈ 1, N . Â ïðîñòîði ïðåäñòàâëåííÿ V iñíó¹ âåêòîð

Ω òàêèé ùî

Ŝ
(l)
ii Ω = λ

(l)
i Ω, Ŝ

(l)
ij Ω = 0, i, j ∈ 1, n, i < j; l ∈ 1, N.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Ëàêñà, ëåãêî áà÷èòè, ùî Ω ñïiâ-

ïàäà¹ ç âàêóóìíèì âåêòîðîì äëÿ âiäïîâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëà-

êñà. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ (íàñëiäîê Òåîðåìè 7.8):

Òâåðäæåííÿ 7.3. Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì (1.3.6),

(7.5.36), (7.5.37), (7.5.38). Òîäi ñïåêòð óçàãàëüíåíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãî-

äåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ìà¹ âèãëÿä:

hm = h0
m +

n∑
k=1

λ
(m)
k

(Mk−1∑
j=1

rkk(v
(k−1)
j , νm)−

Mk∑
j=1

rkk(v
(k)
j , νm)

)
, (7.5.42)

äå M0 = Mn = 0 i h0
l � âëàñíå çíà÷åííÿ öèõ ãàìiëüòîíiàíiâ íà âàêóóì-

íîìó âåêòîði Ω:

h0
m =

n∑
k=1

( N∑
s=1,s6=l

rkk(νs, νm)λ
(s)
k λ

(m)
k +r0

kk(νl, νm)(λ
(l)
k )2
)
+

n∑
k=1

ckk(νm)λ
(m)
k +
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+

p∑
k=1

nk∑
l=1

(
r0
−,l+n1+...+nk−1

(νm, νm)+r0
+,l+n1+...+nk−1

(νm, νm)
)
((nk−l)λ(m)

l+n1+...+nk−1

−
nk∑

i=l+1

λ
(m)
i+n1+...+nk−1

)+

p∑
k=1

(
r0
−,n1+...+nk−1

(νm, νm)+r0
+,n1+...+nk−1

(νm, νm)
)
×

×
(
(n− (n1 + ..+ nk)

nk∑
l=1

λ
(m)
n1+...+nk+l − nk

n−(n1+...+nk)∑
l=1

λ
(m)
n1+...+nk+l

)
,

(7.5.43)

ckk(νm) � êîìïîíåíòè åëåìåíòó çñóâó � çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ

i áèñòðîòè v
(i)
k , k ∈ 1,Mi, i ∈ 1, n− 1 çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Áåòå

(7.5.40), (7.5.41) ç Λkk(u) =
N∑
m=1

λ
(m)
k rkk(νm, u) + ckk(u).

7.6. Ïðèêëàä: âèïàäîê Zp�ãðàäóéîâàíèõ r-ìàòðèöü.

7.6.1. Zp � ãðàäóéîâàíi êëàñè÷íi r-ìàòðèöi. Íåõàé g � íàïiâïðîñòà

àáî ðåäóêòèâíà àëãåáðà Ëi. Íåõàé g =
p−1∑
j=0

gj � Zp = Z/pZ � ãðàäóþâàííÿ

àëãåáðè g, òîáòî: [gi, gj] ⊂ gi+j, äå j îçíà÷à¹ êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi j ∈ Z
mod p Z. Âiäîìî ùî Zp � ãðàäóþâàííÿ àëãåáðè g ìîæå áóòè âèçíà÷åíî çà

äîïîìîãîþ äåÿêîãî àâòîìîðôiçìó σ ïîðÿäêó p, òàêîãî ùî σ(gi) = e2πik/pgi
i g0 � àëãåáðà σ-iíâàðiàíòiâ: σ(g0) = g0. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi äàííi ìîæíà

âèçíà÷èòè íàñòóïíó êëàñè÷íó r-ìàòðèöþ (äèâ. Ãëàâó 2):

rσ(u1, u2) =

p−1∑
j=0

uj1u
p−j
2 Ω

(j)
12

(up1 − u
p
2)

, (7.6.44)

äå Xα,j � áàçèñ ïðîñòîðó gj, X
α,−j � äóàëüíèé áàçèñ ïðîñòîðó g−j

i Ω
(j)
12 =

dim gj∑
α=1

gαβ
j
Xα,j ⊗ Xβ,−j � îïåðàòîð ïðîåêöi¨ íà ïiäïðîñòið gj,

gαβ
j
≡ (Xα,−j, Xβ,j). Çîêðåìà, Ω(0) � òåíçîðíèé Êàçèìið ïiäàëãåáðè g0.
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7.6.2. Âèïàäîê àëãåáðè gl(n). Ïîâåðíåìîñü äî àëãåáðè g = gl(n) i ðîç-

ãëÿíåìî ¨¨ Zp- ãðàäóþâàííÿ ùî âiäïîâiäà¹ ðîçêëàäó n = n1 +n2 + ....+np

òàêîìó ùî ãðàäóéîâàíi ïiäïðîñòîðè ñêëàäàþòüñÿ ç áëî÷íèõ ìàòðèöü.

Çîêðåìà, g0 = diag(G11, G22, ..., Gpp) äå Gii ∈ gl(ni) etc. Öå ãðàäóþ-

âàííÿ âiäïîâiäà¹ âíóòðiøíüîìó àâòîìîðôiçìó σ = Adg, äå g � äiàãî-

íàëüíà ìàòðèöÿ g = diag(g1, g2, ..., gn), ïðè÷îìó g1 = ... = gn1
= 1,

gn1+1 = ... = gn1+n2
= ε, gn1+n2+1 = ... = gn1+n2+n3

= ε2, · · · ,
gn1+...+np−1+1 = ... = gn = εp−1, ε = e

2πi
p . Âiäïîâiäíà r-ìàòðèöÿ çàïèñà-

íà ó ôîðìi (7.6.44) äëÿ p > 2 íå çàäîâiëüíÿ¹ óìîâè àíçàöó Áåòå (7.5.36),

(7.5.37) íi äëÿ ÿêîãî ëàíöþæêà âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð. Äëÿ òîãî ùîá çàäî-

âîëüíèòè óìîâè (7.5.36), (7.5.37) íåîáõiäíî çäiéñíèòè ïåðåòâîðåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi. Ðåçóëüòóþ÷à r-ìàòðèöÿ äà¹òüñÿ íàñòóïíèì Òâåðäæåííÿì:

Òâåðäæåííÿ 7.4. Íåõàé g = gl(n) i Zp- ãðàäóþâàííÿ âèçíà÷åíå ÿê âèùå.

Òîäi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi r-ìàòðèöÿ (7.6.44) ïðèâîäèòüñÿ äî

íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

r12(u, v) =
Ω12

u− v
+
C12

v
, (7.6.45)

äå Ω12 =
n∑

i,j=1

Xij ⊗Xji i òåíçîð C
12 âèçíà÷åíèé íàñòóïíèì ÷èíîì:

C12 =

p−1∑
s=1

n1+n2+...+ns∑
i=1+n1+...+ns−1

n∑
j=n1+n2+...+ns+1

Xij ⊗Xji. (7.6.46)

Çàóâàæåííÿ 79. Âiäçíà÷èìî ùî ðîçãëÿäóâàíà r-ìàòðèöÿ çàäîâîëüíÿ¹

óìîâi ðåãóëÿðíîñòi (1.3.6) ç:

r0(u, v) =
C12

v
.

Âiäçíà÷èìî òàêîæ ùî öÿ r-ìàòðèöÿ äiàãîíàëüíà â êîðåíåâîìó áàçèñi.

Ïðèêëàä 7.1. Ó âèïàäêó p = 2 r-ìàòðèöÿ (7.6.44) ìà¹ âèãëÿä:

r12(u1, u2) =
u2

2

u2
1 − u2

2

(

n1∑
i,j=1

Xij ⊗Xji +
n∑

i,j=n1+1

Xij ⊗Xji)+
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+
u1u2

u2
1 − u2

2

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(Xij ⊗Xji + Xji ⊗Xij). (7.6.47)

Ïiñëÿ êaëiáðóâàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ðåïàðàìåòðèçàöi¨ i äiëåííÿ íà u2
2

âiäïîâiäíà r-ìàòðèöÿ çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

r12(u1, u2) =

n∑
i,j=1

Xij ⊗Xji

u1 − u2
+

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

Xij ⊗Xji

u2
. (7.6.48)

Âèçíà÷èìî äiàãîíàëüíèé åëåìåíò çñóâó äëÿ r-ìàòðèöi (7.6.45).

Òâåðäæåííÿ 7.5. Çàãàëüíèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò çñóâó äëÿ r-

ìàòðèöi (7.6.45) ìà¹ âèãëÿä:

c(u) =
1

u
diag(c1, ..., cn), äå

c1 = c2 = ... = cn1
, cn1+1 = ... = cn1+n2

, ..., cn1+...+np−1+1 = ... = cn1+n2+...+np.

Ïðèêëàä 7.2. Â íàéïðîñòiøîìó íåòðèâiàëüíîìó p = 2 âèïàäêó äiàãî-

íàëüíèé åëåìåíò çñóâó ìà¹ âèãëÿä:

c(u) =
1

u
(cn1

n1∑
i=1

Xii + cn1+n2

n∑
i=n1+1

Xii).

7.6.3. Zp- ãðàäóéîâàíi r-ìàòðèöi i óçàãàëüíåíi ìîäåëi Ãîäåíà.

Äëÿ Zp � ãðàäóéîâàíî¨ r-ìàòðèöi (7.6.44), ùî âiäïîâiäà¹ âèïàäêó g = gl(n)

âêàçàíîìó Zp � ãðàäóéîâàííþ (7.6.45), îïåðàòîð Ëàêñà òèïó Ãîäåíà çàïè-

ñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

L̂(u) =
N∑
m=1

( n∑
i,j=1

Ŝ
(m)
ij Xji

νm − u
+

1

u

p−1∑
s=1

n1+n2+...+ns∑
i=1+n1+...+ns−1

n∑
j=1+n1+...+ns

Ŝ
(m)
ij Xji

)
.

(7.6.49)

Îïåðàòîð Ëàêñà òèïó Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ìà¹ âèãëÿä:

L̂c(u) = L̂(u) +
1

u

p∑
k=1

cn1+...+nk

n1+...+nk∑
i=1+n1+...+nk−1

Xii. (7.6.50)
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Âiäïîâiäíi ãàìiëüòîíiàíè òèïó Ãîäåíà i ãàìiëüòîíiàíè òèïó Ãîäåíà ó çîâ-

íiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

Ĥνl =
N∑

m=1,m 6=l

( n∑
i,j=1

Ŝ
(m)
ij Ŝ

(l)
ji

νm − νl
+

1

νl

p−1∑
s=1

n1+n2+...+ns∑
i=1+n1+...+ns−1

n∑
j=1+n1+...+ns

Ŝ
(m)
ij Ŝ

(l)
ji

)
+

+
1

2νl

p−1∑
s=1

n1+n2+...+ns∑
i=1+n1+...+ns−1

n∑
j=1+n1+...+ns

(Ŝ
(l)
ij Ŝ

(l)
ji + Ŝ

(l)
ji Ŝ

(l)
ij ), (7.6.51)

Ĥc
νl

= Ĥνl +
1

νl

p∑
k=1

cn1+...+nk

n1+...+nk∑
i=1+n1+...+nk−1

Ŝ
(l)
ii . (7.6.52)

Â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëiçàöiþ öèõ ãàìiëüòîíiàíiâ

ìåòîäîì óçàãàëüíåíîãî i¹ðàðõi÷íîãî àíçàöó Áåòå çãiäíî äî íîâî¨ i¹ðàð-

õi÷íî¨ ñõåìè îïèñàíî¨ â ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ. Àëå ñïåðøó ïðèâåäåìî

íåáàíàëüíèé p = 2 ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 7.3. Ó âèïàäêó p = 2 îïåðàòîð Ëàêñà òèïó Ãîäåíà (7.6.50) ó

çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ìà¹ âèãëÿä:

L̂c(u) =
N∑
m=1

( n∑
i,j=1

Ŝ
(m)
ij Xji

νm − u
+

1

u

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

Ŝ
(m)
ij Xji

)
+

+
1

u
(cn1

n1∑
i=1

Xii + cn1+n2

n∑
i=n1+1

Xii).

Âiäïîâiäíi ãàìiëüòîíiàíè òèïó Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi çà-

ïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Ĥc
νl

=
N∑

m=1,m 6=l

( n∑
i,j=1

Ŝ
(m)
ij Ŝ

(l)
ji

νm − νl
+

1

νl

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

Ŝ
(m)
ij Ŝ

(l)
ji

)
+

+
1

2νl

n1∑
i=1

n∑
j=n1+1

(Ŝ
(l)
ij Ŝ

(l)
ji + Ŝ

(l)
ji Ŝ

(l)
ij )+

1

νl
(cn1

n1∑
i=1

Ŝ
(l)
ii +cn1+n2

n∑
i=n1+1

Ŝ
(l)
ii ).

Îïåðàòîð Ëàêñà i ãàìiëüòîíiàíè òèïó Ãîäåíà îòðèìàþòüñÿ ïîêëàäàííÿì

cn1
= cn1+n2

= 0 ó íàâåäåíèõ âèùå ôîðìóëàõ.



233

7.6.4. I¹ðàðõi÷íèé àíçàö Áåòå äëÿ Zp-ãðàäóéîâàíèõ r-ìàòðèöü.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó i¹ðàðõi÷íîãî àíçàöó Áåòå. Äëÿ ïî÷àòêó âiäçíà-

÷èìî, ùî ðîçãëÿäóâàíi r-ìàòðèöi â êàëiáðîâöi (7.6.45) çàäîâiëüíÿþòü

óìîâàì (7.5.36), (7.5.37) äëÿ ëàíöþæêà âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð âèãëÿäó

gl(n) ⊃ gl(n − n1) ⊃ gl(n − n1 − n2) ⊃ gl(n − (n1 + ... + np−1)), äå

n1 + n2 + ...+ np = n. Äiéñíî, ìè ìà¹ìî ùî

rji(u, v) =
1

u− v
+

1

v
,

∀i ∈ 1 + ...+ ns−1, n1 + ...+ ns, j ∈ n1 + ...+ ns + 1, n, s ∈ 1, p− 1,

(7.6.53)

rji(u, v) =
1

u− v
, äëÿ âñiõ iíøèõ iíäåêiâ i, j, (7.6.54)

òîìó óìîâè (7.5.36) i (7.5.37) çàäîâîëüíÿþòüñÿ. Äåòàëüíiøå, ìè ìà¹ìî ùî:

r−,n1+...+ns(u, v) =
1

u− v
+

1

v
, r+,n1+...+ns(u, v) =

1

u− v
, ∀s ∈ 1, p− 1,

r−,i(u, v) = r+,i(u, v) =
1

u− v
.

Áiëüøå òîãî, çàìiñòü óìîâè (7.5.38), ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ñèëüíiøà óìîâà:

rii(u, v) =
1

u− v
, i ∈ 1, n. (7.6.55)

Äëÿ çàñòîñîâíîñòi àíçàöó Áåòå íåîáõiäíî ãàðàíòóâàòè iñíóâàííÿ âàêóóì-

íîãî âåêòîðà â ïðîñòîði ïðåäñòàâëåíü, àëå, ÿê âêàçóâàëîñü âèùå, äëÿ ìî-

äåëåé òèïó Ãîäåíà, öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî. Îòæå, íåîáõiäíî

ëèøå ñïåöèôiêóâàòè Òâåðäæåííÿ 7.3 äëÿ r-ìàòðèöi (7.6.45).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé íàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 7.3:

Íàñëiäîê 7.3. Ñïåêòð óçàãàëüíåíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà (7.6.51) i

óçàãàëüíåíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi

(7.6.52) â ïðîñòîði íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè gl(n)⊕N ùî íó-

ìåðó¹òüñÿ ñòàðøîþ âàãîþ λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
n ), l ∈ 1, N ìà¹ âèãëÿä:

hl = h0
l +

n∑
k=1

λ
(l)
k

(Mk−1∑
j=1

1

(v
(k−1)
j − νl)

−
Mk∑
j=1

1

(v
(k)
j − νl)

)
, (7.6.56)
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äå h0
l � âëàñíå çíà÷åííÿ öüîãî ãàìiëüòîíiàíó íà âàêóóìíîìó âåêòîði Ω:

h0
l =

n∑
k=1

N∑
s=1,s6=l

λ
(s)
k λ

(l)
k

νs − νl
+

1

νl

p∑
k=1

cn1+...+nk

n1+...+nk∑
i=n1+...+nk−1+1

λ
(l)
i +

+

p∑
k=1

1

νl

(
(n−(n1+..+nk)

nk∑
m=1

λ
(l)
n1+...+nk+m−nk

n−(n1+...+nk)∑
m=1

λ
(l)
n1+...+nk+m

)
,

(7.6.57)

i cn1+...+nk � êîìïîíåíòè åëåìåíòó çñóâó, à áèñòîðîòè v
(i)
k , k ∈ 1,Mi,

i ∈ 1, n− 1 çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíèì ðiâíÿííÿì Áåòå:

N∑
m=1

λ
(m)
n1+...+nk − λ

(m)
n1+...+nk+1

(νm − v(n1+...+nk)
i )

+
cn1+...+nk − cn1+...+nk+1

v
(n1+...+nk)
i

+
(nk + nk+1)

2

1

v
(n1+...+nk)
i

=

Mn1+...+nk∑
j=1;j 6=i

2

(v
(n1+...+nk)
j − v(n1+...+nk)

i )
−
Mn1+...+nk−1∑

j=1

1

(v
(n1+...+nk−1)
j − v(n1+...+nk)

i )

Mn1+...+nk+1∑
j=1

1

(v
(n1+...+nk+1)
j − v(n1+...+nk)

i )
, (7.6.58a)

k ∈ 1, p− 1, ùî âiäïîâiäàþòü ëàíöþæêó

gl(n) ⊃ gl(n− n1) ⊃ gl(n− n1 − n2) ⊃ gl(n− (n1 + ...+ np−1)),

n1 + n2 + ...+ np = n i íàñòóïíèì ðiâíÿííÿì Áåòå:

N∑
m=1

λ
(m)
k − λ(m)

k+1

(νm − v(k)
i )

=

Mk∑
j=1;j 6=i

2

v
(k)
j − v

(k)
i

−
Mk−1∑
j=1

1

(v
(k−1)
j − v(k)

i )
−
Mk+1∑
j=1

1

(v
(k+1)
j − v(k)

i )

(7.6.59)

k ∈ n1 + ....+ ns−1 + 1, n1 + ....+ ns − 1 ùî âiäïîâiäàþòü ëàíöþæêó:

gl(ns) ⊃ gl(ns − 1) ⊃ ... ⊃ gl(1), s ∈ 1, p.

Çàóâàæåííÿ 80. Âiäçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó ñèñòåì Ãîäåíà áåç çîâíi-

øíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ íåîáõiäíî ïîêëàñòè cn1+...+nk = 0, k ∈ 1, p ó âñiõ

îòðèìàíèõ âèùå ôîðìóëàõ.
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Çàóâàæåííÿ 81. Âiäçíà÷èìî, ùî ñïåêòð (7.6.57) ãàìiëüòîíiàíiâ òèïó Ãî-

äåíà äëÿ ðîçãëÿíóòèõ r-ìàòðèöü ìà¹ òîé ñàìèé âèãëÿä ùî i äëÿ âèïàä-

êó ðàöiîíàëüíèõ r-ìàòðèöü, àëå áèñòðîòè v(k)
i çàäîâîëüíÿþòü iíøîìó íà-

áîðó ðiâíÿíü Áåòå, à ñàìå: ðiâíÿííÿ Áåòå, ùî âiäïîâiäàþòü ïiäëàíöþêó

gl(n) ⊃ gl(n−n1) ⊃ gl(n−n1−n2) ⊃ gl(n−(n1 + ...+np−1)), ¹ âiäìiííèìè

âiä ðiâíÿíü Áåòå, ùî îòðèìóþòüñÿ ó âèïàäêó ðàöiîíàëüíî¨ r-ìàòðèöi.

Ïðèêëàä 7.4. Â íàéïðîñòiøîìó íåáàíàëüíîìó âèïàäêó p = 2 ¹äèíà ãðó-

ïà ðiâíÿíü Áåòå, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü ó âèïàäêó ðà-

öiîíàëüíî¨ r-ìàòðèöi, ¹ íàñòóïíîþ:

N∑
m=1

λ
(m)
n1 − λ

(m)
n1+1

(νm − v(n1)
i )

+
cn1
− cn1+n2

v
(n1)
i

+
n

2

1

v
(n1)
i

=

Mn1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(n1)
j − v(n1)

i )
−

−
Mn1−1∑
j=1

1

(v
(n1−1)
j − v(n1)

i )
−

Mn1+1∑
j=1

1

(v
(n1+1)
j − v(n1)

i )
.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî âèïàäîê p = 2, ìîæå ðîçãëÿäàòèñü â ðàìêàõ íàøî¨

ñõåìè áåçïîñåðåäíüî, íå çàñòîñòîâóþ÷è êàëiáðîâàëüíå ïåðåòâîðåííÿ äî r-

ìàòðèöi (7.6.47). Âiäçíà÷èìî, ùî åêâiâàëåíòíi ðiâíÿííÿ Áåòå îòðèìóþòüñÿ

ó âèïàäêó p = 2 âèêîðèñòîâóâóþ÷è àíàëiòè÷íèé àíçàö Áåòå [103].

7.7. Z2-ãðàäóéîâàíèé âèïàäîê

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè äiàãîíàëiçó¹ìî ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ êâàíòîâèõ ãà-

ìiëüòîíiàíiâ óçàãàëüíåíèõ Z2 � ãðàäóéîâàíèõ ìîäåëåé ÄÊÄ i ÁÕ. Ìè

ïî÷íåìî ç áiëüø çàãàëüíî¨ ñèòóàöi¨.

7.7.1. Çàãàëüíèé âèïàäîê. Íåõàé V � ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëå-

ííÿ àëãåáðè îïåðàòîðiâ Ëàêñà. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âàêóóìíèé âåêòîð

Ω ∈ V òàêèé, ùî:

L̂ii(u)Ω = Λii(u)Ω, L̂kl(u)Ω = 0, i, k, l ∈ 1, n, k > l (7.7.60)



236

i âåñü ïðîñòið V ãåíåðîâàíèé äi¹þ ãåíåðàòîðiâ L̂kl(u), k < l íà âåêòîð Ω.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé íàñëiäîê çàãàëüíî¨ Òåîðåìè 7.8:

Tåîðåìà 7.9. Íåõàé r-ìàòðèöÿ r(u, v) çàäàíà ôîðìóëîþ (6.8.47). Òîäi

(i) âëàñíi çíà÷åííÿ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ τ̂n(u) ìàþòü âèãëÿä:

Λn(u, {v(k)
j }) =

1

2

n∑
i=1

Λ2
ii(u)− 1

2

n∑
i=1

(n− 2i+ 1)(u2∂u2 − 1)Λii(u)+

+
n∑
k=1

Λkk(u)(

Mk−1∑
i=1

u2

(v
(k−1)
i )2 − u2

−
Mk∑
i=1

u2

(v
(k)
i )2 − u2

)+

+
n−1∑
k=1

Mk∑
i,j=1,i 6=j

u4

((v
(k)
i )2 − u2)((v

(k)
j )2 − u2)

−

−
n−1∑
k=1

Mk∑
i=1

Mk+1∑
j=1

u4

((v
(k)
i )2 − u2)((v

(k+1)
j )2 − u2)

−

− n

2

Mn1∑
j=1

u2

(v
(n1)
i )2 − u2

+
1

2

(
(n− n1)

n1∑
i=1

Λii(u)− n1

n∑
i=n1+1

Λii(u)
)
,

(7.7.61)

äå M0 = Mn = 0, Mk, k ∈ 1, n− 1 � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà i áèñòðîòè

v
(k)
i , k ∈ 1, n− 1, i ∈ 1,Mk çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíÿííÿ Áåòå:

Λkk(v
(k)
i )− Λk+1k+1(v

(k)
i ) +

n

2
δkn1

=

Mk∑
j=1;j 6=i

2(v
(k)
i )2

(v
(k)
j )2 − (v

(k)
i )2
−

−
Mk−1∑
j=1

(v
(k)
i )2

(v
(k−1)
j )2 − (v

(k)
i )2

−
Mk+1∑
j=1

(v
(k)
i )2

(v
(k+1)
j )2 − (v

(k)
i )2

, k ∈ 1, n− 1,

(7.7.62)

Âëàñíi çíà÷åííÿ äîäàòêîâèõ ëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ M̂ii, i ∈ 1, n, ùî âiäïî-

âiäàþòü Êàðòàí-ñèìåòði¨ r-ìàòðèöi çàïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

mi(M1, ...,Mn−1) = mii +Mi−1 −Mi,
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äå mii � âëàñíå çíà÷åííÿ M̂ii íà âàêóóìíîìó âåêòîði Ω:

M̂iiΩ = miiΩ.

7.7.2. Ñïåêòð Z2 � ãðàäóéîâàíèõ ìîäåëåé òèïó ÄÊÄ. ßê áóëî ïî-

êàçàíî â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, ç äàíîþ r-ìàòðèöåþ (6.8.47) ìîæíà àñî-

öiþâàòè äâà òèïó ìîäåëåé òèïó ÄÊÄ. Íèæ÷å ìè îá÷èñëèìî ¨õ ñïåêòð.

Âèïàäîê 1 Çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi âèùå ðåçóëüòàòè äî ïåðøî¨ ìîäåëi òè-

ïó ÄÊÄ. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè êîíêðåòèçó¹ìî ôîðìó âëàñíèõ çíà÷åíü Λii(u),

i ∈ 1, n i ïðîñòîðó ïðåäñòàâëåííÿ V . Âií ñïiâïàäå â ðîçãëÿíóòîìó âè-

ïàäêó ç òåíçîðíèì äîáóòêîì ïðîñòîðó V = (⊗Nl=1V
λ(l)

), äå V λ(l)

� ïðîñòið

íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè gl(n) ïðîíóìåðîâàíèé ñòàðøîþ âàãîþ

λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
n ), l ∈ 1, N i áîçîííîãî ïðîñòîðà Ôîêà HB. Âåêòîð ñòàð-

øî¨ âàãè ìà¹ âèãëÿä ΩSB = ΩS ⊗ΩB, äå

Ŝ
(l)
ii ΩS = λ

(l)
i ΩS, Ŝ

(l)
ij ΩS = 0, i, j ∈ 1, n, i < j; l ∈ 1, N.

i ΩB âàêóóìíèé âåêòîð áîçîíiâ òèïó B.

Âèêîðñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðó Ëàêñà, ëåãêî áà÷èòè, ùî ΩAB

ñïiâïàäà¹ ç âàêóóìíèì âåêòîðîì äëÿ âiäïîâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè

Ëàêñà, à ôóíêöi¨ Λii(u) äëÿ öüîãî òèïó ìîäåëåé ÄÊÄ ìàþòü âèãëÿä:

Λii(u) =
n∑
i=1

( N∑
l=1

λ
(l)
i

u2

ν2
l − u2

+ ci + kiu
2
)
,

äå ki = k1 ÿêùî i ∈ 1, n1, ki = kn ÿêùî i ∈ n1 + 1, n, ci = c1 ÿêùî i ∈ 1, n1.

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð Òåîðåìó 7.9, ìè îòðèìó¹ìî, ùî ñïåêòð ãåîìåòðè-

÷íèõ iíòåãðàëiâ M̂S,B
ii , i ∈ 1, n ìà¹ âèãëÿä:

mSB
i (M1, ...,Mn−1) =

N∑
m=1

λ
(m)
i +Mi−1 −Mi

à ñïåêòð iíòåãðàëiâ ĤSB
νl

äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

hSBl = hSB,0l + ν2
l

n−1∑
i=1

Mi∑
k=1

(λ
(l)
i − λ

(l)
i+1)

(ν2
l − (v

(i)
k )2)

,
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äå h0
l � âëàñíå çíà÷åííÿ íà âàêóóìíîìó âåêòîði:

hSB,0l = ν2
l

N∑
k=1,k 6=l

n∑
i=1

λ
(k)
i λ

(l)
i

(ν2
k − ν2

l )
−

n∑
i=1

(λ
(l)
i )2 −

n∑
i=1

(n− 2i+ 1)λ
(l)
i +

+ (c1 + k1ν
2
l +

1

2
(n− n1))

n1∑
i=1

λ
(l)
i + (cn + knν

2
l −

1

2
n1)

n−n1∑
i=1

λ
(l)
i+n1

i áèñòðîòè v(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1, n− 1 çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííÿì Áåòå:

N∑
l=1

(λ
(l)
k − λ

(l)
k+1)(v

(k)
i )2

ν2
l − (v

(k)
i )2

+
(
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n

2
) + (k1 − kn)(v(k)
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δkn1

=
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i )2

(v
(k)
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i )2
−
Mk−1∑
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−
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,

(7.7.63)

Ñïåêòð óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíà ÄÊÄ ĤS,B äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

hS,B =
n∑
i=1

wim
S,B
i +

N∑
l=1

hS,Bl .

Âèïàäîê 2. Çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi âèùå ðåçóëüòàòè äî äðóãî¨ ìîäåëi òè-

ïó ÄÊÄ. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè êîíêðåòèçó¹ìî ôîðìó âëàñíèõ çíà÷åíü Λii(u),

i ∈ 1, n i ïðîñòîðó ïðåäñòàâëåííÿ V . Âií ñïiâïàäå â ðîçãëÿíóòîìó âè-

ïàäêó ç òåíçîðíèì äîáóòêîì ïðîñòîðó (⊗Nl=1V
λ(l)

), äå V λ(l)

� ïðîñòið íå-

çâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè gl(n) ïðîíóìåðîâàíèé ñòàðøîþ âàãîþ

λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
n ), l ∈ 1, N i áîçîííîãî ïðîñòîðà Ôîêà HA. Âåêòîð ñòàð-

øî¨ âàãè ìà¹ âèãëÿä ΩSA = ΩS ⊗ ΩA, äå ΩS âèçíà÷åíå ÿê âèùå i ΩA

âàêóóìíèé âåêòîð áîçîíiâ òèïó A. Âèêîðñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðó

Ëàêñà, ëåãêî áà÷èòè, ùî ΩSA ñïiâïàäà¹ ç âàêóóìíèì âåêòîðîì äëÿ âiäïî-

âiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëàêñà, à ôóíêöi¨ Λii(u), i ∈ 1, n äëÿ öüîãî

òèïó ìîäåëåé ÄÊÄ ìàþòü âèãëÿä:

Λii(u) =
n∑
i=1

( N∑
l=1

λ
(l)
i

u2

ν2
l − u2

+ ci − k′iu−2
)
.
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äå k′i = k′1 ÿêùî i ∈ 1, n1, k′i = k′n ÿêùî i ∈ n1 + 1, n, ci = c1 ÿêùî i ∈ 1, n1,

ci = cn ÿêùî i ∈ n1 + 1, n.

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð Òåîðåìó 7.9, ìè îòðèìó¹ìî, ùî ñïåêòð ãåîìåòðè-

÷íèõ iíòåãðàëiâ M̂S,A
ii , i ∈ 1, n ìà¹ âèãëÿä:

mSA
i (M1, ...,Mn−1) =

N∑
m=1

λ
(m)
i +Mi−1 −Mi (7.7.64)

à ñïåêòð iíòåãðàëiâ ĤSA
νl

äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

hSAl = hSA,0l + ν2
l

n−1∑
i=1

Mi∑
k=1

(λ
(l)
i − λ

(l)
i+1)

(ν2
l − (v

(i)
k )2)

,

äå h0
l � âëàñíå çíà÷åííÿ íà âàêóóìíîìó âåêòîði:

hSA,0l = ν2
l

N∑
k=1,k 6=l

n∑
i=1

λ
(k)
i λ

(l)
i

(ν2
k − ν2

l )
−

n∑
i=1

(λ
(l)
i )2 −

n∑
i=1

(n− 2i+ 1)λ
(l)
i +

+ (c1 − k′1ν−2
l +

1

2
(n− n1))

n1∑
i=1

λ
(l)
i + (cn − k′nν−2

l −
1

2
n1)

n−n1∑
i=1

λ
(l)
i+n1

i áèñòðîòè v(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1, n− 1 çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííÿì Áåòå:

N∑
l=1

(λ
(l)
k − λ

(l)
k+1)(v

(k)
i )2

ν2
l − (v

(k)
i )2

+
(
(c1 − cn)− (k′1 − k′n)(v

(k)
i )−2 +

n

2

)
δkn1

=

=

Mk∑
j=1;j 6=i

2(v
(k)
i )2

(v
(k)
j )2 − (v

(k)
i )2
−
Mk−1∑
j=1

(v
(k)
i )2

(v
(k−1)
j )2 − (v

(k)
i )2
−
Mk+1∑
j=1

(v
(k)
i )2

(v
(k+1)
j )2 − (v

(k)
i )2

.

(7.7.65)

Äëÿ îáðàõóíêó ñïåêòðó óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíà ÄÊÄ ĤS,A íåîá-

õiäíî âiäçíà÷èòè, ùî âåêòîðè Áåòå, ÿêi ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè ãåíåðóþ÷î¨

ôóíêöi¨ êâàäðàòè÷íèõ iíòåãðàëiâ, ¹ òàêîæ ñòàðøèìè âåêòîðàìè äëÿ ïðåä-

ñòàâëåííÿ àëãåáðè ñèìåòði¨ gl(n1) ⊕ gl(n − n1) ïîðîäæåíî¨ îïåðàòîðàìè
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M̂S,A
ij . Öåé ôàêò äîâîäèòüñÿ òàêèì ñàìèì ÷èíîì, ÿê i ó âèïàäêó ðàöiî-

íàëüíî¨ r�ìàòðèöi. Âèêîðñòîâóþ÷è öå, ìè îòðèìà¹ìî, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ

îïåðàòîðó ĈS,A
M íà âåêòîðàõ Áåòå ìàþòü âèãëÿä:

cS,AM =
n∑
i=1

(mSA
i )2 +

n1∑
i=1

(n1 − 2i+ 1)mSA
i +

n−n1∑
i=1

(n− n1 − 2i+ 1)mSA
n1+i,

äå mSA
i âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (7.7.64).

Ñïåêòð óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíà ÄÊÄ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

hS,A =
n∑
i=1

wim
S,A
i +

N∑
l=1

hS,Al +
1

2
cS,AM .

7.7.3. Cïåêòð Z2-ãðàäóéîâàíèõ ìîäåëåé Áîçå � Õàááàðäà. Ðîç-

ãëÿíåìî âèïàäîê àëãåáðè Ëi g = gl(n) òà íàéïðîñòiøî¨ Z2 � ãðàäóéîâàíî¨

êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi ç òðèâiàëüíèì çñóâîì c12 = 0. Çàñòîñó¹ìî çàãàëü-

íó Òåîðåìó 7.9 äî âiäïîâiäíèõ óçàãàëüíåíèõ äèìåðiâ ÁÕ. Ç öi¹þ ìåòîþ

ïîòðiáíî ñïåöèôiêóâàòè âëàñíi çíà÷åííÿ Λii(u), i ∈ 1, n i ïðîñòið ïðåä-

ñòàâëåííÿ V .

Ó âèïàäêó �ìàòðè÷íèõ� äèìåðiâ Áîçå � Õàááàðäà àëãåáðà Ëàêñà ñïiâ-

ïàäà¹ ç ïðÿìîþ ñóìîþ äâóõ êîïié àëãåáðè Ãàéçåíáåðãà, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹

ðîçìiðíiñòü 2n1(n− n1) + 1. Ïðîñòið íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü öi¹¨ àëãåáðè

ìà¹ âèãëÿä V = H0 ⊗H∞, äå H0, H∞ � ïðîñòîðè Ôîêà ùî âiäïîâiäàþòü

äâóì òèïàì áîçîíiâ. Â ïðîñòîði ïðåäñòàâëåííÿ V iñíó¹ ñòàðøèé âåêòîð

Ω0,∞ òàêèé, ùî:

b̂+
ij,0Ω0,∞ = 0, b̂+

ij,∞Ω0,∞ = 0, i ∈ 1, n1, j ∈ n1 + 1, n.

Âií ñïiâïàäà¹ ç òåíçîðíèì äîáóòêîì âàêóóìíèõ âåêòîðiâ äâîõ âèäiâ áî-

çîíiâ: Ω0,∞ = Ω0 ⊗ Ω∞. Ç ñàìîãî îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Ëàêñà öi¹¨ ìîäå-

ëi ëåãêî áà÷èòè ùî Ω0,∞ ¹ âàêóóìíèì âåêòîðîì òàêîæ äëÿ âiäïîâiäíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëàêñà.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ âàêóóìíîãî âåêòîðà i ñàìîãî îïåðàòîðà
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Ëàêñà, ìè îòðèìó¹ìî ùî ôóíêöiÿ Λii(u) äëÿ ìîäåëåé òèïó Áîçå � Õàá-

áàðäà ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

Λii(u) = ki,∞u
2 − ki,0u−2, i ∈ 1, n,

äå ki,∞ = k1,∞ ÿêùî i ∈ 1, n1, ki,∞ = ki,∞ ÿêùî i ∈ n1 + 1, n, ki,0 = k1,0

ÿêùî i ∈ 1, n1, ki,0 = ki,0 ÿêùî i ∈ n1 + 1, n.

Çàâäÿêè òîìó ôàêòó, ùî äîäàòêîâi iíòåãðàëè M̂B
ii , i ∈ 1, n àíóëþþòü

âàêóóìíèé âåêòîð, ìè îòðèìó¹ìî ùî ¨õíi âëàñíi çíà÷åííÿ íà i¹ðàðõi÷íèõ

âåêòîðàõ Áåòå çàïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

mB
i (M1, ...,Mn−1) = Mi−1 −Mi.

Ñïåêòð ¹äèíîãî íåçàëåæíîãî âiä M̂B
ii êâàäðàòè÷íîãî iíòåãðàëó Ĥ0 äà¹òüñÿ

íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

h0 = (kn,∞ − k1,∞)

Mn1∑
j=1

(v
(n1)
j )2 +

1

2

n∑
k=1

(Mk −Mk−1)
2 −

n∑
k=1

Mk +
n

2
Mn1

.

äå M0 = Mn = 0, Mk, k ∈ 1, n− 1 � äîäàòíi öiëi ÷èñëà i áèñòðîòè v(k)
i ,

k ∈ 1, n− 1, i ∈ 1,Mk çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíÿííÿ òèïó Áåòå:

(
(k1,∞−kn,∞)(v

(k)
i )2−(k1,0−kn,0)(v(k)

i )−2+
n

2

)
δkn1

=

Mk∑
j=1;j 6=i

2(v
(k)
i )2

(v
(k)
j )2 − (v

(k)
i )2

−
Mk−1∑
j=1

(v
(k)
i )2

(v
(k−1)
j )2 − (v

(k)
i )2

−
Mk+1∑
j=1

(v
(k)
i )2

(v
(k+1)
j )2 − (v

(k)
i )2

, k ∈ 1, n− 1.

(7.7.66)

7.8. Âèñíîâêè

â öüîìó ðîçäiëi àëãåáðà¨÷íèé àíçàö Áåòå ïîøèðåíî íà âèïàäîê êâàí-

òîâî � iíòåãðîâíèõ ñèñòåì ïîâ'ÿçàíèõ ç êëàñè÷íèìè íåêîñîñèìåòðè÷íè-

ìè r-ìàòðèöÿìè. Ó âèïàäêó àëãåáð Ëi ñåði¨ gl(n) i¹ðàðõi÷íèé àíçàö
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Áåòå óçàãàëüíåíî íà íåñòàíäàðòíi ëàíöþæêè âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è éîãî äiàãîíàëiçîâàíî Zp�ãðàäóéîâàíi ãàìiëüòîíiàíè Ãîäå-

íà òà óçàãàëüíåíi ìîäåëi òèïó ÄÊÄ òà äèìåðè ÁÕ, ùî áàçóþòüñÿ íà

Z2�ãðàäóéîâàíèõ r-ìàòðèöÿõ. Ðåçóëüòàòè äàííîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi

â ðîáîòàõ [86, 92, 110, 113].
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Ðîçäië 8

Iíòåãðîâíi ôåðìiîííi ìîäåëi i êëàñè÷íi

r-ìàòðèöi

8.1. Âñòóï

Iíòåãðîâíi ôåðìiîííi ìîäåëi òèïó ÁÊØ çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ôåðìiîí-

íiâ ìàþòü äîâãó iñòîðiþ. Âïåðøå âîíè ç'ÿâèëèñÿ â ðîáîòi Ði÷àðäñîíà [58],

äå çàñòîñîâóâàëèñÿ äî ìîäåëåé ôiçèêè ÿäðà. Ïåðøà ìîäåëü Ði÷àðäñîíà

[58] ìiñòèëà ëèøå îäèí òèï ôåðìiîíiâ. Çãîäîì Ði÷àðäñîíîì áóëà çàïðîïî-

íîâàíà òî÷íî�ðîçâ'ÿçíà ìîäåëü ç äâîìà òèïàìè ôåðìiîíiâ [59], ùî áóëà

iíòåðïðèòîâàíà ÿê T = 1 ïðîòîí�íåéòðîííà ìîäåëü ôiçèêè ÿäðà.

Íîâèé iíòåðåñ äî ìîäåëåé Ði÷àðäñîíà âèíèê ïiñëÿ 1997 ðîêó, êîëè áóâ

âiäêðèòèé ¨õ çâ'ÿçîê ç ðàöiîíàëüíîþ ìîäåëëþ Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìà-

ãíiòíîìó ïîëi ùî áàçó¹òüñÿ íà àëãåáði Ëi sl(2) [28]. Â ðîáîòàõ ðiçíèõ àâòî-

ðiâ [24, 25] ìîäåëü Ði÷àðäñîíà ç îäíèì òèïîì ôåðìiîíiâ äîñëiäæóâàëîñü

ñó÷àñíèìè ìåòîäàìè. Ó ðîáîòi [51] áóëî ïîêàçàíî ùî ïðîòîí � íåéòðîí-

íà ìîäåëü Ði÷àðäñîíà òåæ ìîæå áóòè iíòåðïðèòîâàíà ÿê ìîäåëü Ãîäåíà

ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, ùî âiäïîâiäà¹ ðàöiîíàëüíié r-ìàòðèöi òà

áàçó¹òüñÿ íà àëãåáði Ëi sp(2). Â ðîáîòàõ [29, 30] ìîäåëi Ãîäåíà ó çîâíi-

øíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, ùî âiäïîâiäàþòü ðàöiîíàëüíèì r-ìàòðèöÿì òà

àëãåáðàì Ëi so(6), so(8) áóëè çàñòîñîâàíi äëÿ êîíñòðóþâàííÿ iíòåãðîâíèõ

ìîäåëåé ç áàãàòüìà òèïàìè ôåðìiîíiâ.

Ó ñåði¨ ðîáiò [93, 92, 94] àâòîð äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíóâàâ âèêîðèñòîâóâà-

òè äëÿ ïîáóäîâè iíòåãðîâíèõ ôåðìiîííèõ ìîäåëåé òèïó Ði÷àðäñîíà íåêî-

ñîñèìåòðè÷íi r-ìàòðèöi òà àëãåáðó Ëi sl(2). Òàêèì ÷èíîì, çîêðåìà, áóëà



244

ïîáóäîâàíà, òàê çâàíà, p + ip � ìîäåëü òèïó ÁÊØ [92]. Âiäçíà÷èìî, ùî

êiëüêîìà ìiñÿöÿìè ïiçíiøå öÿ æ ìîäåëü áóëà ïåðåâiäêðèòà â ðîáîòi [39].

Â äàííîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ìè îïèñó¹ìî iíòåãðîâíi ìîäåëi òèïó

ÁÊØ ç áàãàòüìà òèïàìè ôåðìiîíiâ ùî îäåðæàíi çà äîïîìîãîþ êëàñè-

÷íèõ r-ìàòðèöü. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè êîíñòðóþ¹ìî ÿâíi ôîðìóëè ôåðìiîíiçà-

öi¨ äåÿêèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáð gl(n),sp(n) òà so(2n).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨ òà ðàöiîíàëüíi ñïiíîâi ñèñòåìè

Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, ôîðìà ÿêîãî óçãîäæåíà ç ôîðìîþ

ñòàðøî¨ âàãè âiäïîâiäíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ, ìè áóäó¹ìî

iíòåãðîâíi êâàíòîâi ñèñòåìè ç áàãàòüìà òèïàìè ôåðìiîíiâ [100, 101, 102],

ùî ñïiâïàäàþòü ç ìîäåëëþ Ði÷àðäñîíà ó âèïàäêó g = sp(2) òà ìîäåëÿìè

[29, 30] ó âèïàäêó g = so(6),so(8).

Ðîçãëÿíóòî òàêîæ âèïàäîê íåêîñîñèìåòðè÷íèõ Z2-ãðàäóéîâàíèõ êëà-

ñè÷íèõ r-ìàòðèöü i àëãåáð Ëi gl(n),sp(n), so(2n) i ïîêàçàíî ùî ¨ì âiä-

ïîâiäàþòü iíòåãðîâíi ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ òèïó p+ ip ç áàãàòüìà òèïàìè

ôåðìiîíiâ [101, 102]. Çîêðåìà, äëÿ âèïàäêó àëãåáðè sp(2) ïîáóäîâàíi ìî-

äåëi ¹ p+ ip � àíàëîãàìè ïðîòîí � íåéòðîííî¨ ìîäåëi Ði÷àðäñîíà.

Âñi ïîáóäîâàíi iíòåãðîâíi ôåðìiîííi ìîäåëi äiàãîíàëiçîâàíi ìåòîäîì

àíàëiòè÷íîãî aíçàöó � Áåòå [103].

8.2. Ïðîñòi àëãåáðè Ëi i ¨õ �ôåðìiîíiçàöiÿ�

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè îïèøåìî ôåðìiîíiçàöiþ äåÿêèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ

ïðåäñòàâëåíü ïðîñòèõ àëãåáð so(2n), sp(2n) òà ðåäóêòèâíî¨ àëãåáðè gl(n).

8.2.1. Ïðîñòi àëãåáðè Ëi i ¨õ ðåäóêòèâíi ïiäàëãåáðè.

Çàãàëüíèé âèïàäîê. Íåõàé g � êîìïëåêñíà ïðîñòà àëãåáðà Ëi ÷è ðåäó-

êòèâíà àëãåáðà gl(n). Íåõàé Xa, a = 1, dimg � áàçèñ â g ç êîìóòàöiéíèìè
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ñïiââiäíîøåííÿìè:

[Xa, Xb] =

dimg∑
c=1

Cc
abXc.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè êîðåíåâèé áàçèñ â àë-

ãåáði g. Äåòàëüíiøå, íåõàé ∆ � íàáið êîðåíiâ àëãåáðè g, ∆+ � íàáið

ïîçèòèâíèõ êîðåíiâ, gα � êîðåíåâèé ïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ êîðåíþ α,

Xα � áàçèñíèé åëåìåíò öüîãî êîðåíåâîãî ïðîñòîðó, Hi � áàçèñíèé âå-

êòîð ïiäàëãåáðè Êàðòàíà h. Áàçèñ â àëãåáði g ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ

{Xα, α ∈ ∆;Hi, i ∈ 1, rankg}. Âiäïîâiäíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìà-
þòü ôîðìó:

[Xα1
, Xα2

] = Nα1,α2
Xα1+α2

, ÿêùî α1 + α2 6= 0, (8.2.1a)

[Xα, X−α] = Hα, (8.2.1b)

[Hi, Xα] = α(Hi)Xα, (8.2.1c)

äå Hα ≡
rankg∑
i=1

α(Hi)Hi. Ñïiââiäíîøåííÿ îðòîíîðìîâàíîñòi çàïèñóþòüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

(Xα, Xβ) = δα+β,0, (Xα, Hi) = 0, (Hi, Hj) = δij.

Çàóâàæåííÿ 82. Çàóâàæèìî, ùî íàäàëi â öüîìó ïiäðîçäiëi, ëàòèíñüêi ií-

äåêñè a, b, c, d áóäóòü iíäåêñóâàòè áàçèñíi åëåìåíòè àëãåáðè g, íåçàëåæíî

âiä ¨õ ïîäiëó íà êîðåíåâi ïðîñòîðè i êàðòàíiâñüêi åëåìåíòè, iíäåêñè i, j áó-

äóòü iíäåêñóâàòè áàçèñ â ïiäàëãåáði Êàðòàíà, à ãðåöüêi iíäåêñè α, β, γ, δ

áóäóòü îçíà÷àòè êîðåíi, ùî íàëåæàòü äî ∆.

Íàì áóäå ïîòðiáíèé òàêîæ îïèñ ðåäóêòèâíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g. Íå-

õàé ∆K ⊂ ∆ áóäå çàìêíóòèé ñèìåòðè÷íèé ïiäíàáið ç íàáîðó âñiõ êîðåíiâ.
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Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò K =
rankg∑
i=1

kiHi, ùî α(K) = 0 äëÿ α ∈ ∆K . Ðåäó-

êòèâíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè g âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì K i ïiäíàáîðó∆K

ç íàáîðó êîðåíiâ ∆. Ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè òàêi ïiäàëãåáðè gK0 . Áàçèñ

öèõ ïiäàëãåáð ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ {Xα, α ∈ ∆K ;Hi, i ∈ 1, rankg}
(rankg = dimh).

Êîæíà ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà gK0 çàáåçïå÷ó¹ ñâié ðîçêëàä àëãåáðè g:

g = gK−1 + gK0 + gK1 ,

äå [gK0 , g
K
0 ] ⊂ gK0 , [gK0 , g

K
±1] ⊂ gK±1, [gK±1, g

K
±1] ⊂ gK±1 i ïiäàëãåáðè

gK±1 ¹ íiëüïîòåíòíèìè ïiäàëãåáðàìè ïîðîäæåíèìè áàçèñíèìè åëåìåíòàìè

{Xα, α ∈ (∆/∆K)±}.
Ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà gK0 ñêëàäà¹òüñÿ ç íàïiâïðîñòî¨ ÷àñòèíè � iäå-

àëó [gK0 , g
K
0 ] i öåíòðó � àáåëåâî¨ ïiäàëãåáðè c(gK0 ) ⊂ h. Çàóâàæèìî,

ùî, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ àëãåáðè gK0 , ëåãêî ïîêàçàòè, ùî åëåìåíò

K =
rankg∑
i=1

kiHi íàëåæèòü äî öåíòðó c(gK0 ).

Âèïàäîê àëãåáðè g = gl(n) Àëãåáðà g = gl(n) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ n × n

ìàòðèöü. Ïðèðîäíié áàçèñ àëãåáðè gl(n) ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ Xij,

i, j ∈ 1, n, ùî ¹ n× n-ìàòðèöÿìè ç íàñòóïíèìè ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè:
(Xij)ab = δiaδjb. Êàðòàíiâñüêà ïiäàëãåáðà ñïiâïàäà¹ ç àëãåáðîþ äiàãîíàëü-

íèõ ìàòðèöü i Hi ≡ Xii, i ∈ 1, n ¹ ¨¨ îðòîíîðìîâàíèì ïî âiäíîøåííþ äî

ôîðìè (X, Y ) = trXY áàçèñîì. Íàáið âñiõ êîðåíiâ ñïiâïàäà¹ ç ëiíiéíèìè

ôîðìàìè αij = αi − αj, äå αi(Hj) = δij i âiäïîâiäíi íîðìàëiçîâàíi åëå-

ìåíòè êîðåíåâîãî ïðîñòîðó gαij öå Xαij ≡ Xij (i 6= j). Äîâiëüíèé åëåìåíò

êàðòàíiâñüêî¨ ïiäàëãåáðè ìà¹ ôîðìó K =
n∑
i=1

kiXii i αij(K) = ki − kj.

Íàáið âñiõ ïðîñòèõ êîðåíiâ ñêëàäàþòü êîðåíi αii+1, i ∈ 1, n− 1.

Ðîçãëÿíåìî âèðîäæåíèé åëåìåíò K ∈ h ùî ìà¹ ôîðìó K =
n∑
i=1

kiXii,

äå k1 = k2 = ... = kp, kp+1 = ... = kn. Âiäïîâiäíà ðåäóêòèâíà ïiä-

àëãåáðà gl(n)K0 : gl(n)K0 = gl(p) ⊕ gl(n − p). Íàáið êîðåíiâ ∆K ìà¹ âè-
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ãëÿä: ∆K = {αij : i, j ∈ 1, p
⋃
i, j ∈ p+ 1, n}. Àáåëåâi ïiäàëãå-

áðè gl(n)K±1 ìàþòü ôîðìó: gl(n)K1 = SpanC{Xij, i ∈ 1, p, j ∈ p+ 1, n},
gl(n)K−1 = SpanC{Xij, j ∈ 1, p, i ∈ p+ 1, n}. Âiäïîâiäíèé ïiäíàáið êîðåíiâ:
(∆/∆K)± = {±αij, i ∈ 1, p, j ∈ p+ 1, n}.

Âèïàäîê g = sp(2m) Öÿ àëãåáðà Ëi ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàòðèöü X ó ïðî-

ñòîði ðîçìiðíiñòþ n = 2m òàêèõ, ùî Xw = −wX, äå w � ìà-

òðèöÿ ñèìïëåêòè÷íî¨ ôîðìè â ëiíiéíîìó ïðîñòîði ðîçìiðíîñòi 2m:

w =

(
0 1m

−1m 0

)
. Âiäïîâiäíà ìàòðèöÿ X ÿâíî çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì: X =

(
a11 a12

a21 a22

)
, äå ïiäìàòðèöi aij äiþòü ó ïðîñòîði ðîçìiðíîñòi

m i çàäîâiëüíÿþòü âèìîãàì:

a22 = −aT11, a12 = aT12, a21 = aT21.

Êàðòàíiâñüêà ïiäàëãåáðà íàòÿãó¹òüñÿ íà íàñòóïíi äiàãîíàëüíi ìàòðèöi:

Hi = Xii −Xi+m,i+m, i ∈ 1,m. (8.2.2)

Áàçèñ â êàðòàíiâñüêié ïiäàëãåáði îðòîíîðìîâàíèé ïî âiäíîøåííþ äî ôîð-

ìè (X, Y ) = 1
2trXY . Íàáið âñiõ ïîçèòèâíèõ êîðåíiâ ñïiâïàäà¹ ç ëiíiéíèìè

ôîðìàìè α−i,j = αi − αj, α+
i,j = αi + αj òà 2αi, äå αi(Hj) = δij, i < j,

i, j ∈ 1,m. Âiäïîâiäíi íîðìàëiçîâàíi áàçèñíi åëåìåíòè êîðåíåâèõ ïðîñòî-

ðiâ g±α±i,j , g±2αi äàþòüñÿ ôîðìóëàìè:

Xα−i,j
= Xi,j −Xj+m,i+m, X−α−i,j = Xj,i−Xi+m,j+m i < j; i, j ∈ 1,m,

(8.2.3a)

Xα+
i,j

= Xi,j+m +Xj,i+m, X−α+
i,j

= Xi+m,j +Xj+m,i, i < j; i, j ∈ 1,m,

(8.2.3b)
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X2αi =
√

2Xi,i+m, X−2αi =
√

2Xi+m,i, i ∈ 1,m, (8.2.3c)

äå Xij � áàçèñíèé åëåìåíò àëãåáðè gl(2m) âèçíà÷åíèé ó ïîïåðå-

äíüîìó ïðèêëàäi. Íàáið âñiõ ïðîñòèõ êîðåíiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç êîðå-

íiâ α−i,i+1, i ∈ 1,m− 1 òà 2αm. Ðîçãëÿíåìî âèðîäæåíèé åëåìåíò

K ∈ h ôîðìè K =
m∑
i=1

kiHi, äå k1 = k2 = ... = km. Âiä-

ïîâiäíà ðåäóêòèâíà ïiäàëãåáðà ìà¹ âèãëÿä sp(2m)K0 = gl(m). Íà-

áið êîðåíiâ ∆K ìà¹ ôîðìó ∆K = {α−i,j : i, j ∈ 1,m}. Íiëü-

ïîòåíòíi ïiäàëãåáðè sp(2m)K±1 ¹ àáåëåâèìè i çàïèñóþòüñÿ íàñòó-

ïíèì ÷èíîì: sp(2m)K1 = SpanC{Xα+
i,j
, X2αi, i < j; i, j ∈ 1,m},

sp(2m)K−1 = SpanC{X−α+
i,j
, X−2αi, i < j; i, j ∈ 1,m}. Âiäïîâiäíèé ïiäíàáið

êîðåíiâ: (∆/∆K)± = {±α+
i,j,±2αi, i, j ∈ 1,m, i < j}.

Âèïàäîê àëãåáðè g = so(2m). Àëãåáðà Ëi so(2m) ñêëàäà¹òüñÿ ç ìà-

òðèöü X â ïðîñòîði ðîçìiðíîñòi 2m òàêèõ, ùî Xs = −sX, äå s �

ìàòðèöÿ ñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè â ëiíiéíîìó ïðîñòîði ðîçìið-

íîñòi 2m: s =

(
0 1m

1m 0

)
. Âiäïîâiäíà ìàòðèöÿ X çàïèñó¹òüñÿ òàê:

X =

(
a11 a12

a21 a22

)
, äå ïiäìàòðèöi aij äiþòü ó ïðîñòîði ðîçìiðíîñòi m i

çàäîâiëüíÿþòü âèìîãàì:

a22 = −aT11, a12 = −aT12, a21 = −aT21.

Ïiäàëãåáðà Êàðòàíà ìà¹ íàñòóïíèé áàçèñ:

Hi = Xii −Xi+m,i+m, i ∈ 1,m. (8.2.4)

Öåé áàçèñ êàðòàíiâñüêî¨ ïiäàëãåáðè ¹ îðòîíîðìîâàíèé ïî âiäíîøåííþ äî

ôîðìè (X, Y ) = 1
2trXY . Íàáið ïîçèòèâíèõ êîðåíiâ ñïiâïàäà¹ ç ëiíiéíèìè

ôîðìàìè α−i,j = αi − αj, α+
i,j = αi + αj äå αi(Hj) = δij, i < j; i, j ∈ 1,m.
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Íîðìàëiçîâàíi áàçèñíi åëåìåíòè êîðåíåâèõ ïðîñòîðiâ g±α±i,j , g±2αi äàþòüñÿ

ôîðìóëàìè:

Xα−i,j
= Xi,j −Xj+m,i+m, X−α−i,j = Xj,i−Xi+m,j+m i < j; i, j ∈ 1,m,

(8.2.5a)

Xα+
i,j

= Xj,i+m−Xi,j+m, X−α+
i,j

= Xi+m,j −Xj+m,i, i < j; i, j ∈ 1,m,

(8.2.5b)

äå Xij � áàçèñíi åëåìåíòè àëãåáðè gl(2m) âèçíà÷åíi ÿê âèùå. Íàáið âñiõ

ïðîñòèõ êîðåíiâ ñêëàä¹òüñÿ ç êîðåíiâ α−i,i+1, i ∈ 1,m− 1 òà α+
m−1,m.

Ðîçãëÿíåìî âèðîäæåíèé åëåìåíò K ∈ h ôîðìè K =
m∑
i=1

kiHi,

äå k1 = k2 = ... = km. Âiäïîâiäíà ðåäóêòèâíà ïiäàë-

ãåáðà öå so(2m)K0 = gl(m). Íàáið êîðåíiâ ∆K ìà¹ âèãëÿä

∆K = {α−i,j : i, j ∈ 1,m}. Íiëüïîòåíòíi ïiäàëãåáðè so(2m)K±1 ¹ àáå-

ëåâèìè i ìàþòü âèãëÿä: so(2m)K1 = SpanC{Xα+
i,j
, i < j; i, j ∈ 1,m},

sp(2m)K−1 = SpanC{X−α+
i,j
, i < j; i, j ∈ 1,m}. Âiäïîâiäíèé ïiäíàáið êîðåíiâ

� öå (∆/∆K)± = {±α+
i,j, i, j ∈ 1,m, i < j}.

8.2.2. Ôåðìiîíiçàöiÿ. Âàæëèâèì òåõíi÷íèì çàñîáîì â êîíñòðóþâàí-

íi iíòåãðîâíèõ ìîäåëåé òèïó ÁÊØ ¹ ôåðìiîíiçàöiÿ iíòåãðîâíèõ ñïiíî-

âèõ ãàìiëüòîíiàíiâ, ùî áàçóþòüñÿ íà àëãåáðàõ Ëi. Ïiä ôåðìiîíiçàöi¹þ

ìè áóäåìî ðîçóìiòè ðåàëiçàöiþ êîìïëåêñíî¨ àëãåáðè Ëi (ïðÿìî¨ ñóìè ¨¨

N -êîïié) ÷åðåç n (÷è nN) ôåðìiîíèõ îïåðàòîðiâ íàðîäæåííÿ-çíèùåííÿ

(òîáòî ÷åðåç åëåìåíòè êîìïëåêñíî¨ àëãåáðè Êëiôôîðäà â ïðîñòîði ðîç-

ìiðíîñòi 2n (÷è 2nN)). Êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ôåðìiîíèõ îïåðàòî-

ðiâ � öå ñòàíäàðòíi àíòèêîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ. Äåòàëüíiøå. Íåõàé

ck,i,c
†
l,j, k, l ∈ 1, N , i, j ∈ 1, n áóäóòü ôåðìiîííèìè îïåðàòîðàìè íàðîäæå-
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ííÿ � çíèùåííÿ, òîáòî:

c†k,icl,j + cl,jc
†
k,i = δklδij1, c†k,ic

†
l,j + c†l,jc

†
k,i = 0, ck,icl,j + cl,jck,i = 0.

(8.2.6)

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñòàíäàðòíå ïðåäñòàâëåííÿ ôåðìiîííî¨ àëãå-

áðè ç âàêóóìíèì âåêòîðîì |0〉 òàêå, ùî:

cl,j|0〉 = 0, ∀l ∈ 1, N, j ∈ 1, n.

i âåñü ïðîñòið ïðåäñòàâëåííÿ íàòÿãíóòèé íà åëåìåíòè:

c†k1,i1
c†k2,i2

....c†kq,iq |0〉 äå ks ∈ 1, N, is ∈ 1, n, (ks, is) 6= (kt, it) ÿêùî s 6= t.

Iñíóþòü ðiçíi ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨, ùî çàëåæàòü âiä âèáðàíî¨ àëãå-

áðè Ëi i âèáðàíîãî êëàñó ¨¨ ïðåäñòàâëåíü. Â íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ ìè

çêîíñòðóþ¹ìî ôåðìiîíiçàöiþ ïåâíèõ êëàñiâ ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íèõ ìà-

òðè÷íèõ àëãåáð Ëi.

Çàóâàæåííÿ 83. Çâåðíåìî óâàãó, ùî â çàñòîñóâàííÿõ, iíäåêñ i áóäå íó-

ìåðóâàòè ðiçíi òèïè ôåðìiîíiâ,à iíäåêñ l áóäå íóìåðóâàòè ôåðìiîíè òîãî

æ òèïó.

Âèïàäîê g = gl(n) Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çêîíñòðóþ¹ìî ôåðìiîííó ðåà-

ëiçàöiþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè g = gl(n). Ìà¹ ìiñöå

íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [100]:

Òâåðäæåííÿ 8.1. Íåõàé ck,i,c
†
l,j, i, j ∈ 1, n, k, l ∈ 1, N çàäîâiëüíÿþòü

ñïiââiäíîøåííÿì (8.2.6). Ôiêñó¹ìî äåÿêå öiëå ÷èñëî p ∈ 1, n− 1. Òîäi:

(i) íàñòóïíi îïåðàòîðè:

Ŝ
(l)
ij = cl,ic

†
l,j, äå i, j ∈ 1, p, l ∈ 1, N, (8.2.7a)

Ŝ
(l)
ij = c†l,icl,j, äå i, j ∈ p+ 1, n, l ∈ 1, N, (8.2.7b)
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Ŝ
(l)
ij = cl,icl,j, äå i ∈ 1, p, j ∈ p+ 1, n, l ∈ 1, N, (8.2.7c)

Ŝ
(l)
ij = c†l,ic

†
l,j, äå j ∈ 1, p, i ∈ p+ 1, n, l ∈ 1, N (8.2.7d)

óòâîðþþòü ôåðìiîííó ðåàëiçàöiþ àëãåáðè gl(n)⊕N .

(ii) îïåðàòîðè (8.2.7), äiþ÷i íà ôåðìiîííèé âàêóóìíèé âåêòîð |0〉, ïî-
ðîäæóþòü cêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëi gl(n)⊕N çi ñòàð-

øîþ âàãîþ Λ = (λ(1), λ(2), .., λ(N)), äå λ(1) = λ(2) = ... = λ(N) = λ,

λ = (λ1, λ2, ...., λn) òà λ1 = λ2 = ... = λp = 1, λp+1 = λp+2 = ... = λn = 0.

Ïðèêëàä 8.1. Â íàéïðîñòiøîìó gl(2)⊕N -âèïàäêó ¹äèíèé çìiñòîâíèé âè-

áið � öå p = 1 i ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíi ôîðìè ôåðìiîíiçàöi¨ [92]:

Ŝ
(l)
21 = c†l,2c

†
l,1, Ŝ

(l)
12 = cl,1cl,2, Ŝ

(l)
22 = c†l,2cl,2, Ŝ

(l)
11 = cl,1c

†
l,1, l ∈ 1, 2, ...N.

(8.2.8)

Ïiñëÿ îáìåæåííÿ íà ïiäàëãåáðó sl(2)⊕N i çàìiíè Ŝ(l)
12 = Ŝ

(l)
+ , Ŝ(l)

21 = Ŝ
(l)
− ,

Ŝ
(l)
11 − Ŝ

(l)
22 = 2Ŝ

(l)
3 , ìè îòðèìó¹ìî ñòàíäàðòíó ôåðìiîíiçàöiþ àëãåáðè Ëi

sl(2), ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ìîäåëi ÁÊØ � Ði÷àðäñîíà [28],[24].

Âèïàäîê g = sp(2m). Àëãåáðà Ëi sp(2m) âàæëèâà äëÿ çàñòîñóâàíü â ÿäåð-

íié ôiçèöi. Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çêîíñòðóþ¹ìî ¨¨ ôåðìiîíiçàöiþ. Äëÿ

öüîãî áóäå çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè êîðåíåâèé áàçèñ, ùî áóâ îïèñàíèé

âèùå. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [100]:

Òâåðäæåííÿ 8.2. Íåõàé ck,i,c
†
l,j, i, j ∈ 1, 2m, k, l ∈ 1, N çàäîâiëüíÿþòü

ñïiââiäíîøåííÿ (8.2.6), òîäi:

(i) Íàñòóïíi îïåðàòîðè:

Ŝ
(l)
i = (1− (c†l,icl,i + c†l,i+mcl,i+m)), äå i ∈ 1,m, l ∈ 1, N, (8.2.9a)
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Ŝ
(l)

α−i,j
= (cl,ic

†
l,j − c

†
l,j+mcl,i+m), äå i < j, i, j ∈ 1,m, l ∈ 1, N, (8.2.9b)

Ŝ
(l)

α+
ij

= (cl,icl,j+m + cl,jcl,i+m), äå i < j, i, j ∈ 1,m, l ∈ 1, N, (8.2.9c)

Ŝ
(l)
2αi

=
√

2cl,icl,i+m, äå i ∈ 1,m, l ∈ 1, N, (8.2.9d)

Ŝ
(l)

−α−i,j
= (Ŝ

(l)

α−i,j
)†, Ŝ

(l)

−α+
i,j

= (Ŝ
(l)

α+
i,j

)†, Ŝ
(l)
−2αi

= (Ŝ
(l)
2αi

)†, äå i < j; i, j ∈ 1,m, l ∈ 1, N

(8.2.9e)

óòâîðþþòü ðåàëiçàöiþ àëãåáðè Ëi sp(2m)⊕N .

(ii) Îïåðàòîðè (8.2.9), äiþ÷i íà ôåðìiîííèé âàêóóì |0〉, ïîðîäæóþòü

cêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè sp(2m)⊕N çi ñòàðøîþ âàãîþ

Λ = (λ(1), λ(2), .., λ(N)), äå λ(1) = λ(2) = ... = λ(N) = λ, λ = (1, 1, ...., 1).

Ïðèêëàä 8.2. Â íàéïðîñòiøîìó sp(2)⊕N� âèïàäêó ¹äèíi íåòðèâiàëüíi áà-

çèñíi åëåìåíòè àëãåáðè � öå Ŝ(l)
1 , Ŝ(l)

±2α1
, ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨ äëÿ ÿêèõ

åêâiâàëåíòíi ôîðìóëàì ç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ içîìîð-

ôiçìîì ìàëèõ ðîçìiðíîñòåé: sp(2) ' sl(2).

Ïðèêëàä 8.3. Ó âèïàäêó sp(4)⊕N , òîáòî, êîëè m = 2, ìè îòðèìó¹ìî

íàñòóïíi ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨:

Ŝ
(l)
1 = (1− (c†l,1cl,1 + c†l,3cl,3)), quadŜ

(l)
2 = (1− (c†l,2cl,2 + c†l,4cl,4)),

Ŝ
(l)

α−1,2
= (cl,1c

†
l,2 − c

†
l,4cl,3), Ŝ

(l)

α+
1,2

= (cl,1cl,4 + cl,2cl,3),

Ŝ
(l)
2α1

=
√

2cl,1cl,3, Ŝ
(l)
2α2

=
√

2cl,2cl,4,

Ŝ
(l)

−α−1,2
= (Ŝ

(l)

α−1,2
)†, Ŝ

(l)

−α+
1,2

= (Ŝ
(l)

α+
1,2

)†, Ŝ
(l)
−2α1

= (Ŝ
(l)
2α1

)†, Ŝ
(l)
−2α2

= (Ŝ
(l)
2α2

)†,

äå l ∈ 1, N . Öÿ ôåðìiîíiçàöiÿ åêâiâàëåíòíà äî ôåðìiîíiçàöi¨ ïîáóäîâàíî¨

â ðîáîòi [51] äëÿ g = so(5). Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ içîìîðôiçìîì ìàëèõ ðîçìið-

íîñòåé sp(4) ' so(5) .
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Âèïàäîê àëãåáðè g = so(2m) Àëãåáðà Ëi g = so(2m) òåæ âàæëèâà äëÿ

çàñòîñóâàííü. Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè îïèøåìî ¨¨ ôåðìiîíiçàöiþ. Ìà¹ ìiñöå

íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [100]:

Òâåðäæåííÿ 8.3. Íåõàé ck,i,c
†
l,j, i, j ∈ 1, 2m, k, l ∈ 1, N çàäîâiëüíÿþòü

ñïiââiäíîøåííÿ (8.2.6), òîäi:

(i) Íàñòóïíi îïåðàòîðè:

Ŝ
(l)
i = (1− (c†l,icl,i + c†l,i+mcl,i+m)), äå i ∈ 1,m, l ∈ 1, N, (8.2.10a)

Ŝ
(l)

α−i,j
= (cl,ic

†
l,j − c

†
l,j+mcl,i+m), äå i < j; i, j ∈ 1,m, l ∈ 1, N, (8.2.10b)

Ŝ
(l)

α+
ij

= (cl,jcl,i+m − cl,icl,j+m), äå i < j; i, j ∈ 1,m, l ∈ 1, N, (8.2.10c)

Ŝ
(l)

−α−i,j
= (Ŝ

(l)

α−i,j
)†, Ŝ

(l)

−α+
i,j

= (Ŝ
(l)

α+
i,j

)†, äå i < j; i, j ∈ 1,m, l ∈ 1, N (8.2.10d)

óòâîðþþòü ôåðìiîííó ðåàëiçàöiþ àëãåáðè Ëi so(2m)⊕N .

(ii) Îïåðàòîðè (8.2.10), äiþ÷è íà ôåðìiîííèé âàêóóì |0〉, ïîðîäæó-

þòü ñêií÷åííîâèìiðíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè so(2m)⊕N çi ñòàðøîþ âà-

ãîþ Λ = (λ(1), λ(2), .., λ(N)), äå λ(1) = λ(2) = ... = λ(N) = λ, λ = (1, 1, ...., 1).

Ïðèêëàä 8.4. Â so(4)⊕N � âèïàäêó, òîáòî, êîëè m = 2 ìè îòðèìó¹ìî

íàñòóïíi ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨:

Ŝ
(l)
1 = (1− (c†l,1cl,1 + c†l,3cl,3)), Ŝ

(l)
2 = (1− (c†l,2cl,2 + c†l,4cl,4)),

Ŝ
(l)

α−1,2
= (cl,1c

†
l,2 − c

†
l,4cl,3), Ŝ

(l)

α+
1,2

= (cl,2cl,3 − cl,1cl,4),

Ŝ
(l)

−α−1,2
= (Ŝ

(l)

α−1,2
)†, Ŝ

(l)

−α+
1,2

= (Ŝ
(l)

α+
1,2

)†,

äå l ∈ 1, N
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8.3. Ðàöiîíàëüíi r-ìàòðèöi i ôåðìiîííi ìîäåëi

8.3.1. Ðàöiîíàëüíi ãàìiëüòîíiàíè Ãîäåíà â çîâíiøíüîìó ïîëi. Ãà-

ìiëüòîíiàíè Ãîäåíà â çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi äëÿ àëãåáðè Ëi g ìà-

þòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

Ĥl =
N∑

k=1,k 6=l

dimg∑
a,b=1

gabŜ
(k)
a Ŝ

(l)
b

(νl − νk)
+

dimg∑
a=1

kaŜ(l)
a , (8.3.11)

÷è, â òåðìiíàõ êîðåíåâîãî áàçèñà:

Ĥl =
N∑

k=1,k 6=l

1

(νl − νk)
(rankg∑
i=1

Ŝ
(k)
i Ŝ

(l)
i +

∑
α∈∆+

Ŝ(k)
α Ŝ

(l)
−α+

∑
α∈∆+

Ŝ
(k)
−αŜ

(l)
α

)
+

dimg∑
a=1

kaŜ(l)
a .

(8.3.12)

Çàóâàæåííÿ 84. Âiäçíà÷èìî, ùî äîäàòêîâî äî ãàìiëüòîíiàíiâ Ĥl, çàâ-

æäè iñíóþòü îïåðàòîðè Êàçèìiðà, ùî êîìóòóþòü çi âñiìà ãàìiëüòîíiàíàìè

i ìàþòü âèãëÿä:

Ĉ2
l =

dimg∑
a,b=1

gabŜ(l)
a Ŝ

(l)
b .

Çàóâàæåííÿ 85. Âiäçíà÷èìî, òàêîæ, ùî äëÿ àëãåáðè Ëi âèùèõ ðàíãiâ

îïåðàòîðè (8.3.11) ÷è (8.3.12) íå óòâîðþþòü ïîâíîãî ñiìåéñòâà êîìóòàòèâ-

íèõ iíòåãðàëiâ. Äëÿ òîãî, ùîá çêîíñòðóþâàòè òàêå ñiìåéñòâî, íåîáõiäíî

âèçíà÷èòè, òàê çâàíi, âèùi ãàìiëüòîíiàíè Ãîäåíà. Ìè íå áóäåìî îáãîâîðþ-

âàòè ïðîáëåìó êîíñòðóþâàííÿ âèùèõ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà ó êâàíòîâîìó

âèïàäêó, îñêiëüêè äëÿ çàñòîñóâàíàü íåîáõiäíî çíàòè ëèøå êâàäðàòè÷íi ãà-

ìiëüòîíiàíè (8.3.11) i ëiíiéíi iíòåãðàëè ïîâ'ÿçàíi ç ñèìåòði¹þ r-ìàòðèöi.

8.3.2. Ñèìåòði¨ ðàöiîíàëüíèõ ñèñòåì Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ïîëi.

Ïîáóäó¹ìî àëãåáðó ñèìåòðié ñèñòåì Ãîäåíà â ìàãíiòíîìó ïîëi.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ:
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Òâåðäæåííÿ 8.4. Íåõàé g0 � àëãåáðà Ëi, ùî öåíòðàëiçó¹ çîâíiøí¹ ìà-

ãíiòíå ïîëå K, òîáòî [Xa, K] = 0, ∀Xa ∈ g0. Òîäi, íàñòóïíi îïåðàòîðè:

M̂a =
N∑
k=1

Ŝ(k)
a , a ∈ 1, dimg0

äå g0 óòâîðþþòü àëãåáðó Ëi içîìîðôíó äîg0 i êîìóòóþòü ç ãàìiëüòî-

íiàíàìè Ãîäåíà (8.3.11).

Çàóâàæåííÿ 86. Âiäçíà÷èìî, ùî ãåîìåòðè÷íà ñèìåòðiÿ ðàöiîíàëüíèõ

ñèñòåì Ãîäåíà âèçíà÷à¹òüñÿ ñèìåòði¹þ çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ K ∈
g. Ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè K ∈ h i g0 = gK0 .

8.3.3. Ðàöiîíàëüíi ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ �âèùèõ ðàíãiâ�.

Ðàöiîíàëüíi ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ ó ñïiíîâié ôîðìi. Äëÿ îòðèìàííÿ ãàìiëü-

òîíiàíiâ ÁÊØ, íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè íàñòóïíó êîìáiíàöiþ ðàöiîíàëüíèõ

ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà ó ìàãíiòíîìó ïîëi:

Ĥ =
N∑
l=1

νlĤl.

Áiëüø ÿâíî:

Ĥ =

dimg∑
a=1

N∑
l=1

νlk
aŜ(l)

a +
1

2

N∑
k,l=1,k 6=l

(rankg∑
i=1

Ŝ
(k)
i Ŝ

(l)
i +

∑
α∈∆+

(Ŝ(k)
α Ŝ

(l)
−α+Ŝ

(k)
−αŜ

(l)
α )
)
.

(8.3.13)

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ôiçè÷íî çìiñòîâíèé ãàìiëüòîíiàí, íåîáõiäíî âè-

êîðèñòàòè ñèìåòðiþ ãàìiëüòîíiàíà (8.3.13), ùî ñïiâïàäà¹ ç öåíòðàëiçàòî-

ðîì çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ K. Ïðèïóñòèìî, ùî K íàëåæèòü äî

ïiäàëãåáðè Êàðòàíà h àëãåáðè g, òîäi ¨¨ ðåäóêòèâíèé öåíòðàëiçàòîð gK0

ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòàìè M̂a =
N∑
n=1

Ŝ
(k)
a , äå Xa ∈ gK0 . Îòæå, åëåìåíòè

Êàçèìiðà Ĉ2
gK0

öüîãî öåíòðàëiçàòîðà êîìóòóþòü ç óñiìà óçàãàëüíåíèìè ãà-

ìiëüòîíiàíàìè Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi i ìîæíà âêëþ÷èòè
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¨õ â çêîíñòðóéîâàíå êîìóòàòèâíå ñiìåéñòâî ðàçîì ç îïåðàòîðàìè Êàçèìi-

ðà Ĉ2
l , l ∈ 1, N êîæíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi gl ' g ç ïðÿìî¨ ñóìè g⊕N . Êðiì

òîãî, ìîæíà âêëþ÷èòè â êîìóòàòèâíå ñiìåéñòâî òàêîæ êîæíèé ëiíiéíèé

iíòåãðàë, ùî íàëåæèòü �ãëîáàëüíié� êàðòàíiâñüêié ïiäàëãåáði. Çîêðåìà,

íàñòóïíèé iíòåãðàë: ĥδK =
N∑
l=1

rankg∑
i=1

δK(Hi)Ŝ
(l)
i , äå δK ≡

∑
α∈(∆/∆K)+

α. Öå

äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿíóòè ãàìiëüòîíiàí:

ĤgBCS =
N∑
l=1

νlĤl +
1

2

N∑
l=1

Ĉ2
l −

1

2
Ĉ2

gK0
− 1

2
ĥδK , (8.3.14)

ùî çàïèñó¹òüñÿ â íîðìàëüíî âïîðÿäêîâàíié ôîðìi íàñòóïíèì ÷èíîì:

ĤgBCS =
N∑
l=1

rankg∑
i=1

νlkiŜ
(l)
i +

N∑
k,l=1

∑
α∈(∆/∆K)+

Ŝ
(l)
−αŜ

(k)
α , (8.3.15)

Ãàìiëüòîíiàí (8.3.15) ¹ çàãàëüíèì iíòåãðîâíèì ÁÊØ ãàìiëüòîíiàíîì çà-

ïèñàíèì â ñïiíîâié ôîðìi. Éîãî ÿâíà ôîðìà çàëåæèòü âiä âèáðàíîãî åëå-

ìåíòà K êàðòàíiâñüêî¨ ïiäàëãåáðè.

Çàóâàæåííÿ 87. Âiäçíà÷èìî, ùî, çàâäÿêè íàøîìó âèáîðó çîâíi-

øíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ãàìiëüòîíiàí (8.3.15) êîìóòó¹ ç îïåðàòîðàìè

M̂i =
N∑
k=1

Ŝ
(k)
i , i ∈ 1, rankg ùî ïðåäñòàâëÿþòü êàðòàíiâñüêó ñèìåòðiþ i

¹ ïîâ'ÿçàíèìè ç îïåðàòîðàìè ÷èñëà ÷àñòèíîê.

Ðàöiîíàëüíi ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ ó ôåðìiîííié ôîðìi: âèïàäîê gl(n). Ðîç-

ãëÿíåìî àëãåáðó Ëi gl(n) i ñïåöiàëüíî âèáðàíèé åëåìåíò K. Äåòàëüíiøå,

K =
n∑
i=1

kiXii, äå k1 = k2 = ..kp, kp+1 = ... = kn i öiëå ÷èñëî p ∈ 1, n− 1

âèáðàíå â òàêèé æå ñïîñiá, ÿê ó ôîðìóëàõ ôåðìiîíiçàöi¨ (8.2.7). Äëÿ çðó-

÷íîñòi, ìè áóäåìî äîäàòêîâî êëàñòè k1 = −kn 6= 0. Âiäïîâiäíà àëãåáðà

gK0 ñïiâïàäà¹ ç gl(p)⊕ gl(n− p). Ïiäìíîæèíà êîðåíiâ (∆/∆K)+ ñïiâïàäà¹

ç ìíîæèíîþ êîðåíiâ αij = αi − αj, äå i ∈ 1, p, j ∈ p+ 1, n. Çàñòîñîâó-

þ÷è çàãàëüíó ôîðìóëó (8.3.15) äëÿ öüîãî âèáîðó àëãåáðè g i êîðåíåâî¨
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ïiäñèñòåìè (∆/∆K)+, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ñïiíîâèé ãàìiëüòîíiàí:

ĤgBCS =
N∑
l=1

n∑
i=1

kiνlS
(l)
ii +

N∑
k,l=1

p∑
i=1

n∑
j=p+1

S
(l)
ji S

(k)
ij . (8.3.16)

Ïiñëÿ ôåðìiîíiçàöi¨ âií çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

ĤgBCS =
N∑
l=1

n∑
i=1

νlc
†
l,icl,i − g

N∑
k,l=1

p∑
i=1

n∑
j=p+1

c†l,jc
†
l,ick,ick,j, (8.3.17)

äå ìè âèêîðñòàëè ÿâíó ôîðìó åëåìåíòà K, ïîäiëèëè ãàìiëüòîíiàí íà kn,

ïîêëàëè g ≡ k−1
1 i âiäíÿëè âiä íüîãî âàêóóìíó åíåðãiþ E0 ≡ p

N∑
l=1

νl.

Âèïàäîê gl(2m). Äëÿ îòðèìàííÿ ôiçè÷íî¨ iíòåðïðèòàöi¨ ãàìiëüòîíiàíó

(8.3.17), ÿê ãàìiëüòîíiàíó ïàðíî¨ âçà¹ìîäi¨, ìè îáìåæèìîñü âèïàäêîì

n = 2m, p = m i ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè cl,i, c
†
l,i i cl,i+m, c

†
l,i+m, âiä-

ïîâiäàþòü äâóì ñòàíàì ôåðìiîíà ç íîìåðîì l òèïó i, i ïðîòèëåæíèìè

ñïiíàìè:

cl,i ≡ cl,i,−, c
†
l,i ≡ c†l,i,−, cl,i+m ≡ cl,i,+, c

†
l,i+m ≡ c†l,i,+, i ∈ 1,m, l ∈ 1, N.

Â òàêèõ ïîçíà÷åííÿõ ãàìiëüòîíiàí (8.3.17) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

ĤgBCS =
N∑
l=1

εl

m∑
i=1

(c†l,i,−cl,i,−+ c†l,i,+cl,i,+)− g
N∑

k,l=1

m∑
i,j=1

c†l,j,+c
†
l,i,−ck,i,−ck,j,+,

(8.3.18)

Ïåðøèé ÷ëåí â ãàìiëüòîíiàíi (8.3.18) � öå êiíåòè÷íèé ÷ëåí ôåðìiîíiâ ç

âiëüíèìè åíåðãiÿìè εl ≡ νl. Äðóãèé ÷ëåí îïèñó¹ ïàðíó âçà¹ìîäiþ ôåðìiî-

íiâm ðiçíèõ òèïiâ. Âçà¹ìîäiÿ âiäáóâà¹òüñÿ ìiæ ôåðìiîíàìè ïðîòåëåæíèõ

ñïiíiâ i íå çàëåæèòü âiä ¨õ òèïó ÷è âiä íîìåðà ôåðìiîíó ôiêñîâàíîãî òèïó.

Çàóâàæèìî, ùî ç çàãàëüíèõ Ëi � òåîðåòè÷íèõ ìiðêóâàíü âèêëàäåíèé

âèùå, ñèìåòðiÿ ãàìiëüòîíiàíó (8.3.18), ñïiâïàäà¹ ç àëãåáðîþ Ëi gl(m) ⊕
gl(m) ç íàñòóïíèìè áàçèñíèìè åëåìåíòàìè:

M̂ij =
N∑
l=1

cl,i,−c
†
l,j,−, i, j ∈ 1,m, M̂st =

N∑
l=1

c†l,s,+cl,t,+, s, t ∈ m+ 1, 2m.
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(8.3.19)

Öÿ àëãåáðà Ëi ìiñòèòü êîìóòàòèâíó ïiäàëãåáðó Êàðòàíà îïåðàòîðiâ ÷èñëà

÷àñòèíîê M̂ii, M̂ss, i ∈ 1,m, s ∈ m+ 1,m.

Ïðèêëàä 8.5. Ðîçãëÿíåìî íàéáiëüø öiêàâèé ïðèêëàä gl(4)(m = 2). Â

öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî äâà òèïè ôåðìiîíiâ, ùî ìîæóòü áóòè iíòåðïðè-

òîâàíi ÿê ïðîòîíè i íåéòðîíè. Ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ:

cl,1,− ≡ nl,−, c
†
l,1,− ≡ n†l,−, cl,1,+ ≡ nl,+, c

†
l,1,+ ≡ n†l,+,

cl,2,− ≡ pl,−, c
†
l,2,− ≡ p†l,−, cl,2,+ ≡ pl,+, c

†
l,2,+ ≡ p†l,+,

ìè îòðèìó¹ìî iíòåãðîâíèé ïðîòîí-íåéòðîííèé ãàìiëüòîíiàí òèïó ÁÊØ:

ĤgBCS =
N∑
l=1

εl(n
†
l,−nl,− + n†l,+nl,+ + p†l,−pl,− + p†l,+pl,+)−

−g
N∑

k,l=1

(
n†l,+n

†
l,−nk,−nk,++p†l,+p

†
l,−pk,−pk,++p†l,+n

†
l,−nk,−pk,++n†l,+p

†
l,−pk,−nk,+

)
.

(8.3.20)

Àëãåáðà ñèìåòði¨ öüîãî ãàìiëüòîíiàíó ñïiâïàäa¹ ç àëãåáðîþ gl(2) ⊕ gl(2)

ç íàñòóïíèìè áàçèñíèìè åëåìåíòàìè:

M̂11 =
N∑
l=1

(1− n†l,−nl,−), M̂22 =
N∑
l=1

(1− p†l,−pl,−), (8.3.21a)

M̂12 =
N∑
l=1

nl,−p
†
l,−, M̂21 =

N∑
l=1

pl,−n
†
l,−. (8.3.21b)

M̂33 =
N∑
l=1

n†l,+nl,+, M̂44 =
N∑
l=1

p†l,+pl,+, (8.3.21c)

M̂34 =
N∑
l=1

n†l,+pl,+, M̂43 =
N∑
l=1

p†l,+nl,+. (8.3.21d)
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Öÿ àëãåáðà Ëi ìiñòèòü êîìóòàòèâíó ïiäàëãåáðó Êàðòàíà îïåðàòîðiâ ÷èñëà

÷àñòèíîê M̂ii, i ∈ 1, 4, òîáòî ÷èñëî ïðîòîíiâ i íåéòðîíiâ ç êîæíèì ç äâîõ

çíà÷åíü ñïiíà δ ∈ (+,−) ¹ �õîðîøèì� êâàíòîâèì ÷èñëîì.

Ðàöiîíàëüíi ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ ó ôåðìiîííié ôîðìi: âèïàäîê sp(2m). Ðîç-

ãëÿíåìî àëãåáðó Ëi sp(2m) i ñïåöiàëüíèé åëåìåíò K =
m∑
i=1

kiHi, äå

k1 = k2 = ... = km, ùî çàäà¹ çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå. Çàñòîñîâóþ÷è

çàãàëüíó ôîðìóëó (8.3.15) äëÿ öüîãî âèáîðó àëãåáðè Ëi g i êîðåíåâî¨ ïiä-

ñèñòåìè (∆/∆K)+, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ñïiíîâèé ãàìiëüòîíiàí:

ĤgBCS =
N∑
l=1

m∑
i=1

kiνlS
(l)
i +

N∑
k,l=1

( m∑
i=1

S
(l)
−2αi

S
(k)
2αi

+
m∑

i,j=1,i<j

S
(l)

−α+
i,j
S

(k)

α+
i,j

)
, (8.3.22)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨ (8.2.9) i ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ:

cl,i ≡ cl,i,−, c
†
l,i ≡ c†l,i,−, cl,i+m ≡ cl,i,+, c

†
l,i+m ≡ c†l,i+m, i ∈ 1,m, l ∈ 1, N

ìè îòðèìó¹ìî, ç òî÷íiñòþ äî âàêóóìíî¨ åíåðãi¨ E0 ≡ m
N∑
l=1

νl, íàñòóïíèé

âèðàç äëÿ ãàìiëüòîíiàíó (8.3.22):

ĤgBCS =
N∑
l=1

m∑
i=1

εl(c
†
l,i,−cl,i,−+c†l,i,+cl,i,+)−2g

N∑
k,l=1

m∑
i=1

c†l,i,+c
†
l,i,−cl,i,−cl,i,+−

− g
N∑

k,l=1

m∑
i,j=1,i<j

(c†l,j,+c
†
l,i,− + c†l,i,+c

†
l,j,−)(ck,i,−ck,j,+ + ck,j,−ck,i,+),

(8.3.23)

äå εl = νl, g = k−1
m i ìè âèêîðèñòàëè, ùî â öüîìó âèïàäêó, k1 = k2 = ... =

km i ïîäiëèëè ãàìiëüòîíiàí (8.3.22) íà (−km).

Ïåðøèé ÷ëåí â ãàìiëüòîíiàíi (8.3.23) � êiíåòè÷íèé. Äðóãèé i òðåòié

îïèñó¹ ïàðíó âçà¹ìîäiþ ôåðìiîíiâ m ðiçíèõ òèïiâ. Âçà¹ìîäiÿ ìà¹ ìiñöå

ìiæ ôåðìiîíàìè ïðîòèëåæíèõ ñïiíiâ i íå çàëåæèòü âiä ¨õ òèïó ÷è íîìåðó.

Öÿ âçà¹ìîäiÿ ¹ ìåíø ñèìåòðè÷íîþ, íiæ ðîçãëÿíóòà â ïîïåðåäíüîìó ïiä-

ðîçäiëi ó âèïàäêó g = gl(2m). Ç çàãàëüíèõ ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ âèùå,
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ñëiäó¹, ùî àëãåáðà ñèìåòði¨ äëÿ öi¹¨ ìîäåëi ¹ àëãåáðîþ Ëi gl(m) ïîðîäæå-

íîþ îïåðàòîðàìè:

M̂i =
N∑
l=1

(1− (c†l,i,−cl,i,− + c†l,i,+cl,i,+)), äå i ∈ 1,m.

M̂α−i,j
=

N∑
l=1

(cl,i,−c
†
l,j,− − c

†
l,j,+cl,i,+), äå i < j, i, j ∈ 1,m,

M̂−α−i,j = (M̂α−i,j
)†, äå i < j, i, j ∈ 1,m.

Ðîçãëÿíåìî íàéáiëüø öiêàâèé ïðîòîí � íåéòðîííèé ïðèêëàä:

Ïðèêëàä 8.6. Íåõàé g = sp(4) (m = 2). Â öüîìó âèïàäêó ¹ äâà òèïè ôåð-

ìiîíiâ, ùî ìîæóòü áóòè iíòåðïðèòîâàíi ÿê ïðîòîíè i íåéòðîíè. Ââîäÿ÷è,

ÿê i ó âèïàäêó gl(4), íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

cl,1,− ≡ nl,−, c
†
l,1,− ≡ n†l,−, cl,1,+ ≡ nl,+, c

†
l,1,+ ≡ n†l,+,

cl,2,− ≡ pl,−, c
†
l,2,− ≡ p†l,−, cl,2,+ ≡ pl,+, c

†
l,2,+ ≡ p†l,+,

îòðèìó¹ìî iíòåãðîâíèé ïðîòîí � íåéòðîííèé ãàìiëüòîíiàí òèïó ÁÊØ:

ĤgBCS =
N∑
l=1

εl(n
†
l,−nl,−+n†l,+nl,++p†l,−pl,−+p†l,+pl,+)−2g

N∑
k,l=1

(n†l,+n
†
l,−nk,−nk,+

+ p†l,+p
†
l,−pk,−pk,+)− g

N∑
k,l=1

(p†l,+n
†
l,− + n†l,+p

†
l,−)(nk,−pk,+ + pk,−nk,+).

(8.3.24)

Ç çàãàëüíèõ ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ âèùå, ñèìåòðiÿ ãàìiëüòîíiàíó (8.3.24)

ñïiâïàäà¹ ç àëãåáðîþ Ëi gl(2) ç íàñòóïíèì áàçèñíèìè åëåìåíòàìè:

M̂1 =
N∑
l=1

(1− (n†l,−nl,−+n†l,+nl,+)), M̂2 =
N∑
l=1

(1− (p†l,−pl,−+ p†l,+pl,+)),

(8.3.25a)
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M̂α−1,2
=

N∑
l=1

(nl,−p
†
l,−−p

†
l,+nl,+), M̂−α−1,2 =

N∑
l=1

(pl,−n
†
l,−−n

†
l,+pl,+). (8.3.25b)

Ãàìiëüòîíiàí (8.3.24) áóâ âïåðøå çàïðîïîíîâàíèé â ðîáîòi [59]. Âií áóâ

ïåðåâiäêðèòèé â êîíòåêñòi òåîðié iíòåãðîâíèõ ñèñòåì â ðîáîòi [51], âèêî-

ðèñòîâóþ÷è àëãåáðó Ëi so(5), ùî ¹ içîìîðôíîþ äî sp(4).

Ðàöiîíàëüíi ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ ó ôåðìiîííié ôîðìi: âèïàäîê so(2m).

Îòðèìà¹ìî ãàìiëüòîíiàí ÁÊØ, àñîöiéîâàíèé ç àëãåáðîþ Ëi so(2m). Äëÿ

öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨ (8.2.10) i ñïåöiàëüíî âèáðàíèé

åëåìåíò K =
m∑
i=1

kiHi, äå k1 = k2 = ... = km, ùî çàäà¹ çîâíiøí¹ ìàãíiòíå

ïîëå. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíó ôîðìóëó (8.3.15) äëÿ öüîãî âèáîðó àë-

ãåáðè g i êîðåíåâî¨ ïiäñèñòåìè (∆/∆K)+, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ñïiíîâèé

ãàìiëüòîíiàí:

ĤgBCS =
N∑
l=1

m∑
i=1

kiνlS
(l)
i +

N∑
k,l=1

m∑
i,j=1,i<j

S
(l)

−α+
i,j
S

(k)

α+
i,j
, (8.3.26)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨ (8.2.10) i ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ:

cl,i ≡ cl,i,−, c
†
l,i ≡ c†l,i,−, cl,i+m ≡ cl,i,+, c

†
l,i+m ≡ c†l,i,+, i ∈ 1,m, l ∈ 1, N

îòðèìó¹ìî (ç òî÷íiñòþ äî âàêóóìíî¨ åíåðãi¨ E0 ≡ m
N∑
l=1

νl) íàñòóïíèé âè-

ðàç äëÿ ãàìiëüòîíiàíó (8.3.26):

ĤgBCS =
N∑
l=1

m∑
i=1

εl(c
†
l,i,−cl,i,− + c†l,i,+cl,i,+)−

− g
N∑

k,l=1

m∑
i,j=1,i<j

(c†l,i,+c
†
l,j,− − c

†
l,j,+c

†
l,i,−)(ck,j,−ck,i,+ − ck,i,−ck,j,+),

(8.3.27)

äå εl = νl, g = k−1
m , i ìè âèêîðèñòàëè, ùî k1 = k2 = ... = km i ïîäiëèëè

ãàìiëüòîíiàí (8.3.26) íà (−km).
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Ïåðøèé ÷ëåí â ãàìiëüòîíi (8.3.27) � öå êiíåòè÷íèé ÷ëåí. Òðåòié îïè-

ñó¹ ïàðíó âçà¹ìîäiþ ôåðìiîíiâ m ðiçíèõ òèïiâ. Âçà¹ìîäiÿ íå çàëåæèòü

âiä òèïó ÷è íîìåðó ôåðìiîíiâ. Âîíà ìåíø ñèìåòðè÷íà, íiæ ó âèïàäêó

g = gl(2m). Ç çàãàëüíèõ ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ âèùå, ñëiäó¹, ùî àëãåáðà

ñèìåòði¨ öi¹¨ ìîäåëi öå gl(m), ùî äà¹òüñÿ òèìè ñàìèìè ôîðìóëàìè ùî i ó

âèïàäêó sp(2m).

Ïðèêëàä 8.7. Íåõàé g = so(4) (m = 2). Â öüîìó âèïàäêó ¹ äâà òèïè

ôåðìiîíiâ, ùî iíòåðïðèòóþòüñÿ ÿê ïðîòîíè i íåéòðîíè. Ââîäÿ÷è ïîçíà÷å-

ííÿ:

cl,1,− ≡ nl,−, c
†
l,1,− ≡ n†l,−, cl,1,+ ≡ nl,+, c

†
l,1,+ ≡ n†l,+,

cl,2,− ≡ pl,−, c
†
l,2,− ≡ p†l,−, cl,2,+ ≡ pl,+, c

†
l,2,+ ≡ p†l,+,

ìè îòðèìó¹ìî òàêèé iíòåãðîâíèé ïðîòîí � íåéòðîííèé ãàìiëüòîíiàí:

ĤgBCS =
N∑
l=1

εl(n
†
l,−nl,− + n†l,+nl,+ + p†l,−pl,− + p†l,+pl,+)−

− g
N∑

k,l=1

(p†l,+n
†
l,− − n

†
l,+p

†
l,−)(nk,−pk,+ − pk,−nk,+). (8.3.28)

Àëãåáðà ñèìåòði¨ öüîãî ãàìiëüòîíiàíó ñïiâïàäà¹ ç gl(2) i çàäà¹òüñÿ òèìè

ñàìèì ôîðìóëàìè, ùî i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó g = sp(4).

8.3.4. Äiàãîíàëiçàöiÿ. Â öüîìó ðîçäiëi ìè îïèøåìî ñïåêòð îòðèìàíèõ

ãàìiëüòîíiàíiâ òèïó ÁÊØ â òåðìiíàõ ðiøåíü ðiâíÿíü Áåòå.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëi g⊕N , íàçèâà¹òüñÿ ïðåäñòàâ-

ëåííÿì çi ñòàðøîþ âàãîþ Λ = (λ(1), ...., λ(N)), λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
rankg),

l ∈ 1, N ÿêùî iñíó¹ òàêèé âåêòîð Ω, ùî:

Ŝ
(l)
i Ω = λ

(l)
i Ω, Ŝ(l)

α Ω = 0, i ∈ 1, rankg, ∀α ∈ ∆+,∀ l ∈ 1, N.

(8.3.29)

Íàø ðîçãëÿä ïðîáëåìè äiàãîíàëiçàöi¨ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà ó çîâíiøíüî-

ìó ìàãíiòíîìó ïîëi áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíié Òåîðåìi [25]:
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Tåîðåìà 8.1. Ñïåêòð ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà Ĥl ó çîâíiøíüîìó ìà-

ãíiòíîìó ïîëi K â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðåäñòàâëåííi àëãåáðè g⊕N çi

ñòàðøîþ âàãîþ (λ(1), λ(2), ...., λ(N)) õàðàêòèðèçó¹òüñÿ áèñòðîòàìè v
(i)
k ,

k ∈ 1,Mi, i ∈ 1, rankg òà ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

hl = (λ(l), K) +
N∑

k=1,k 6=l

(λ(l), λ(k))

νl − νk
−

rankg∑
i=1

Mi∑
k=1

(λ(l), αi)

νl − v(i)
k

, (8.3.30)

äå áèñòðîòè v
(i)
k çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíÿííÿ Áåòå:

(K,αi) +
N∑
l=1

(λ(l), αi)

v
(i)
k − νl

=

Mi∑
l=1,l 6=k

(αi, αi)

v
(i)
k − v

(i)
l

+

rankg∑
j=1,j 6=i

Mj∑
l=1

(αi, αj)

v
(i)
k − v

(j)
l

, (8.3.31)

à αi, i ∈ 1, rankg � öå ïðîñòi êîðåíi.

Çàóâàæåííÿ 88. Ó âèïàäêó ðåäóêòèâíî¨ àëãåáðè gl(n) ïîòðiáíî ïîêëà-

ñòè ñêðiçü â öié Òåîðåìi rankg→ rankg− 1.

Iíøèé ôàêò, ùî áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñü ïðè âèâåäåííi ñïåêòðó óçà-

ãàëüíåíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ÁÊØ � íàñòóïíà âëàñòèâiñòü âåêòîðiâ Áåòå:

Òâåðäæåííÿ 8.5. Êîæíèé âåêòîð Áåòå ¹ âåêòîðîì ñòàðøî¨ âàãè äëÿ

ïðåäñòàâëåíü àëãåáð ñèìåòði¨ gK0 .

Çàóâàæåííÿ 89. Âiäçíà÷èìî, ùî ç öüîãî Òâåðäæåííÿ i òîãî ôàêòó, ùî

ãàìiëüòîíiàíè Ãîäåíà êîìóòóþòü ç ãëîáàëüíîþ ñïiíîâîþ àëãåáðîþ gK0 , ñëi-

äó¹, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà i ãàìiëüòîíiàíiâ òèïó ÁÊØ

íà âåêòîðàõ Áåòå ¹ âèðîäæåíèìè ç êðàòíiñòþ âèðîäæåííÿ ðiâíîþ ðîçìið-

íîñòi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè gK0 , ùî âiäïîâiäà¹ äàíîìó âåêòîðó Áåòå.

Íèæ÷å ìè ðîçãëÿíåìî, âèïàäîê çà âèïàäêîì, òðè êëàñè êëàñè÷íèõ

ìàòðè÷íèõ àëãåáð Ëi, âiäïîâiäíi ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ, ¨õ ñïåêòð i ðiâíÿííÿ

Áåòå. Ìè íå áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìîâó àëãåáðè Êëiôôîðäà, à áiëüø

çðó÷íó ìîâó íàïiâïðîñòèõ àëãåáð Ëi òà ¨õ ïðåäñòàâëåííÿ.
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Âèïàäîê gl(n) Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëiçàöiþ ãàìiëü-

òîíiàíiâ ÁÊØ ó âèïàäêó gl(n). Ìè îáìåæèìîñü ðîçãëÿäîì íàéáiëüø ôi-

çè÷íî öiêàâîãî âèïàäêó n = 2m.

Ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè gl(2m)⊕N öå V =

(⊗Nl=1V
λ(l)

), äå V λ(l)

� öå ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ l-òî¨ êîïi¨

àëãåáðè gl(2m) ïðîíóìåðîâàíî¨ ñòàðøèìè âàãàìè λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
2m),

l ∈ 1, N . Óìîâà (8.3.29) â öüîìó âèïàäêó ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

Ŝ
(l)
ii Ω = λ

(l)
i Ω, Ŝ

(l)
ij Ω = 0, i, j ∈ 1, 2m, i < j; l ∈ 1, N, (8.3.32)

äå Ω � öå ñòàðøèé âåêòîð. Ìè ðîçãëÿíåìî ïðåäñòàâëåííÿ ç íàñòóïíîþ

ñòàðøîþ âàãîþ:

λ
(l)
1 = λ

(l)
1 = ... = λ(l)

m = 1, λ
(l)
m+1 = λ

(l)
m+2 = ... = λ

(l)
2m = 0, ∀l ∈ 1, N.

Çàóâàæèìî, ùî âåêòîð Ω ñïiâïàäà¹ ç ôåðìiîííèì âàêóóìîì |0〉.
Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [100]:

Òâåðäæåííÿ 8.6. Ñïåêòð óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíà ÁÊØ (8.3.18)

ìà¹ âèãëÿä:

hgBCS = 2

Mm∑
i=1

v
(m)
i ,

äå áèñòðîòè v
(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1, 2m− 1 çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Áåòå:

M1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(1)
i − v

(1)
j )
−

M2∑
j=1

1

(v
(1)
i − v

(2)
j )

= 0, (8.3.33a)

M2∑
j=1;j 6=i

2

(v
(2)
i − v

(2)
j )
−

M1∑
j=1

1

(v
(2)
i − v

(1)
j )
−

M3∑
j=1

1

(v
(2)
i − v

(3)
j )

= 0, (8.3.33b)

· · ·
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Mm−1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(m−1)
i − v(m−1)

j )
−
Mm−2∑
j=1

1

(v
(m−1)
i − v(m−2)

j )
−

Mm∑
j=1

1

(v
(m−1)
i − v(m)

j )
= 0,

(8.3.33c)

2km +
N∑
k=1

1

v
(m)
i − νk

=

Mm∑
j=1;j 6=i

2

(v
(m)
i − v(m)

j )
−

Mm−1∑
j=1

1

(v
(m)
i − v(m−1)

j )
−

−
Mm+1∑
j=1

1

(v
(m)
i − v(m+1)

j )
, (8.3.33d)

Mm+1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(m+1)
i − v(m+1)

j )
−

Mm∑
j=1

1

(v
(m+1)
i − v(m)

j )
−
Mm+2∑
j=1

1

(v
(m+1)
i − v(m+2)

j )
= 0,

(8.3.33e)

· · ·

M2m−2∑
j=1;j 6=i

2

(v
(2m−2)
i − v(2m−2)

j )
−

M2m−3∑
j=1

1

(v
(2m−2)
i − v(2m−3)

j )
−

−
M2m−1∑
j=1

1

(v
(2m−2)
i − v(2m−1)

j )
= 0, (8.3.33f)

M2m−1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(2m−1)
i − v(2m−1)

j )
−

M2m−2∑
j=1

1

(v
(2m−1)
i − v(2m−2)

j )
= 0. (8.3.33g)

Ïðèêëàä 8.8. Â íàéïðîñòiøîìó m = 1 � âèïàäêó ñïåêòð çâè÷àéíîãî

ãàìiëüòîíiàíà ÁÊØ � Ði÷àðäñîíà [58], ùî äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (8.3.18), çà-

ïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

hgBCS = 2

M2∑
i=1

v
(1)
i ,
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äå áèñòðîòè v(1)
i , i ∈ 1,M1 çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíÿííÿ òèïó Áåòå

(òóò ìè ïîêëàëè k1 = g−1):

2k1 +
N∑
k=1

1

v
(1)
i − νk

=

M1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(1)
i − v

(1)
j )

.

Ñïåêòð mi, i ∈ 1, 2 äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ � îïåðàòîðiâ ÷èñëà ÷àñòèíîê

M̂ii, i ∈ 1, 2 íà âåêòîðàõ Áåòå çàëåæèòü ëèøå âiä N òà M1 i ìà¹ ôîðìó:

m1 = N −M1, m2 = M1.

Ïðèêëàä 8.9. Âàæëèâèì ïðèêëàäîì ¹ ïðîòîí � íåéòðîííèé m = 2 �

âèïàäîê. Ñïåêòð óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíà ÁÊØ ĤgBCS (8.3.18) ìà¹

âèãëÿä:

hgBCS = 2

M2∑
i=1

v
(2)
i ,

äå áèñòðîòè v(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1, 3 çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíèì ðiâíÿííÿì

Áåòå (òóò k2 = g−1):

M1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(1)
i − v

(1)
j )
−

M2∑
j=1

1

(v
(1)
i − v

(2)
j )

= 0,

2k2+
N∑
k=1

1

v
(2)
i − νk

=

M2∑
j=1;j 6=i

2

(v
(2)
i − v

(2)
j )
−

M1∑
j=1

1

(v
(2)
i − v

(1)
j )
−

M3∑
j=1

1

(v
(2)
i − v

(3)
j )

,

M3∑
j=1;j 6=i

2

(v
(3)
i − v

(3)
j )
−

M2∑
j=1

1

(v
(3)
i − v

(2)
j )

= 0.

Ñïåêòð mi, i ∈ 1, 4 äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ � îïåðàòîðiâ ÷èñëà ÷àñòèíîê

M̂ii, i ∈ 1, 4 íà âåêòîðàõ Áåòå çàëåæèòü ëèøå âiä N òà Mi i ìà¹ ôîðìó:

m1 = N −M1, m2 = N + (M1 −M2), m3 = (M2 −M3), m4 = M3.
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Âèïàäîê sp(2m). Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëiçàöiþ ãàìiëü-

òîíiàíiâ ÁÊØ ó âèïàäêó g = sp(2m).

Ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè sp(2m)⊕N öå V =

(⊗Nl=1V
λ(l)

), äå V λ(l)

� öå ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ l-òî¨ êîïi¨

àëãåáðè sp(2m) ïðîíóìåðîâàíî¨ ñòàðøèìè âàãàìè λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
m ),

l ∈ 1, N . Óìîâà (8.3.29) â öüîìó âèïàäêó ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

Ŝ
(l)
i Ω = λ

(l)
i Ω, Ŝ

(l)

α−ij
Ω = 0, Ŝ

(l)

α+
ij
Ω = 0, Ŝ

(l)
2αi

Ω = 0, i, j ∈ 1,m, i < j; l ∈ 1, N,

(8.3.34)

äå Ω öå âåêòîð ñòàðøî¨ âàãè. Ìè ðîçãëÿíåìî ïðåäñòàâëåííÿ ç íàñòóïíîþ

ñòàðøîþ âàãîþ:

λ
(l)
1 = λ

(l)
1 = ... = λ(l)

m = 1, ∀l ∈ 1, N.

Çàóâàæèìî, ùî âåêòîð Ω ñïiâïàäà¹ ç ôåðìiîííèì âàêóóìîì |0〉.
Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [100]:

Òâåðäæåííÿ 8.7. Ñïåêòð óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíà ÁÊØ ĤgBCS

(8.3.23) ìà¹ âèãëÿä:

hgBCS = 2

Mm∑
i=1

v
(m)
i ,

äå áèñòðîòè v
(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1,m çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Áåòå:

M1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(1)
i − v

(1)
j )
−

M2∑
j=1

1

(v
(1)
i − v

(2)
j )

= 0, (8.3.35a)

M2∑
j=1;j 6=i

2

(v
(2)
i − v

(2)
j )
−

M1∑
j=1

1

(v
(2)
i − v

(1)
j )
−

M3∑
j=1

1

(v
(2)
i − v

(3)
j )

= 0, (8.3.35b)

· · ·

Mm−2∑
j=1;j 6=i

2

(v
(m−2)
i − v(m−2)

j )
−
Mm−3∑
j=1

1

(v
(m−2)
i − v(m−3)

j )
−
Mm−1∑
j=1

1

(v
(m−2)
i − v(m−1)

j )
= 0,
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(8.3.35c)

Mm−1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(m−1)
i − v(m−1)

j )
−
Mm−2∑
j=1

1

(v
(m−1)
i − v(m−2)

j )
−

Mm∑
j=1

2

(v
(m−1)
i − v(m)

j )
= 0,

(8.3.35d)

2km+
N∑
k=1

2

v
(m)
i − νk

=

Mm∑
j=1;j 6=i

4

(v
(m)
i − v(m)

j )
−
Mm−1∑
j=1

2

(v
(m)
i − v(m−1)

j )
. (8.3.35e)

Ïðèêëàä 8.10. Ó ôiçè÷íî âàæëèâîìó m = 2 ïðîòîí � íåéòðîííîìó âè-

ïàäêó ñïåêòð óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíà ÁÊØ ĤgBCS (8.3.24) ìà¹ âè-

ãëÿä:

hgBCS = 2

M2∑
i=1

v
(2)
i ,

äå áèñòðîòè v(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1, 2 çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíèì ðiâíÿííÿì

Áåòå (òóò k2 = g−1):

M1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(1)
i − v

(1)
j )
−

M2∑
j=1

2

(v
(1)
i − v

(2)
j )

= 0,

2k2 +
N∑
k=1

2

v
(2)
i − νk

=

M2∑
j=1;j 6=i

4

(v
(2)
i − v

(2)
j )
−

M1∑
j=1

2

(v
(2)
i − v

(1)
j )

.

Öi ðiâíÿííÿ Áåòå, â êîíòåêñòi ïðîòîí � íåéòðîííî¨ ìîäåëi Ði÷àðäñîíà [59],

áóëè îòðèìàíi â ðîáîòi [51] âèêîðèñòîâóþ÷è àëãåáðó Ëi so(5) ' sp(4).

Ñïåêòð mi, i ∈ 1, 2 äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ � îïåðàòîðiâ ÷èñëà ÷àñòèíîê

M̂i, íà âåêòîðàõ Áåòå çàëåæèòü ëèøå âiä N òà M1, M2 i ìà¹ âèãëÿä:

m1 = N −M1, m2 = N + (M1 − 2M2)
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Âèïàäîê so(2m) Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëiçàöiþ ãàìiëü-

òîíiàíiâ ÁÊØ ó âèïàäêó so(2m).

Ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè so(2m)⊕N öå V =

(⊗Nl=1V
λ(l)

), äå V λ(l)

� öå ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ i-òî¨ êîïi¨

àëãåáðè so(2m) ïðîíóìåðîâàíî¨ ñòàðøèìè âàãàìè λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
m ),

l ∈ 1, N . Óìîâà (8.3.29) â öüîìó âèïàäêó ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

Ŝ
(l)
i Ω = λ

(l)
i Ω, Ŝ

(l)

α−kr
Ω = 0, Ŝ

(l)

α+
kr

Ω = 0, i, k, r ∈ 1,m, k < r; l ∈ 1, N,

(8.3.36)

äå Ω öå âåêòîð ñòàðøî¨ âàãè. Ìè ðîçãëÿíåìî ïðåäñòàâëåííÿ ç íàñòóïíîþ

ñòàðøîþ âàãîþ:

λ
(l)
1 = λ

(l)
1 = ... = λ(l)

m = 1, ∀l ∈ 1, N.

Çàóâàæèìî, ùî âåêòîð Ω ñïiâïàäà¹ ç ôåðìiîííèì âàêóóìîì |0〉.
Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ [100]:

Òâåðäæåííÿ 8.8. Ñïåêòð óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíà ÁÊØ ĤgBCS

(8.3.27) ìà¹ âèãëÿä:

hgBCS = 2

Mm∑
i=1

v
(m)
i ,

äå áèñòðîòè çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíÿííÿ Áåòå:

M1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(1)
i − v

(1)
j )
−

M2∑
j=1

1

(v
(1)
i − v

(2)
j )

= 0, (8.3.37a)

M2∑
j=1;j 6=i

2

(v
(2)
i − v

(2)
j )
−

M1∑
j=1

1

(v
(2)
i − v

(1)
j )
−

M3∑
j=1

1

(v
(2)
i − v

(3)
j )

= 0, (8.3.37b)

· · ·

Mm−3∑
j=1;j 6=i

2

(v
(m−3)
i − v(m−3)

j )
−
Mm−4∑
j=1

1

(v
(m−3)
i − v(m−4)

j )
−
Mm−2∑
j=1

1

(v
(m−3)
i − v(m−2)

j )
= 0,
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(8.3.37c)

Mm−2∑
j=1;j 6=i

2

(v
(m−2)
i − v(m−2)

j )
−
Mm−3∑
j=1

1

(v
(m−2)
i − v(m−3)

j )
−
Mm−1∑
j=1

1

(v
(m−2)
i − v(m−1)

j )
−

−
Mm∑
j=1

1

(v
(m−2)
i − v(m)

j )
= 0, (8.3.37d)

Mm−1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(m−1)
i − v(m−1)

j )
−

Mm−2∑
j=1

1

(v
(m−1)
i − v(m−2)

j )
= 0, (8.3.37e)

2km+
N∑
k=1

2

v
(m)
i − νk

=

Mm∑
j=1;j 6=i

2

(v
(m)
i − v(m)

j )
−
Mm−2∑
j=1

1

(v
(m)
i − v(m−2)

j )
. (8.3.37f)

Ïðèêëàä 8.11. Â íàéáiëüø âàæëèâîìó ïðîòîí � íåéòðîííîìó m = 2-

âèïàäêó, ñïåêòð ãàìiëüòîíiàíiâ ÁÊØ ĤgBCS (8.3.28) íàñòóïíèé:

hgBCS = 2

M2∑
i=1

v
(2)
i ,

äå áèñòðîòè v(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1, 2 çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Áåòå:

M1∑
j=1;j 6=i

2

(v
(1)
i − v

(1)
j )

= 0, (8.3.38a)

2k2 +
N∑
k=1

2

v
(2)
i − νk

=

M2∑
j=1;j 6=i

2

(v
(2)
i − v

(2)
j )

. (8.3.38b)

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî äâà íåçàëåæíèõ íàáîðè ðiâ-

íÿíü Áåòå. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ içîìîðôiçìîì so(4) ' so(3) ⊕ so(3). Áiëüøå

òîãî, ëåãêî âèâåñòè, ùîM1 = 0 (âèâîäèòüñÿ äîìíîæåííÿì ïåðøîãî ðiâííÿ

Áåòå íà v(1)
i i ïiäñóìîâóâàííÿì ðåçóëüòàòó çà iíòåêñîì i). Îòæå, ðiâííÿ
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(8.3.38a) åôåêòèâíî çíèêà¹ i çàëèøà¹òüñÿ ëèøå ðiâíÿííÿ (8.3.38b), ùî

ñïiâïàäà¹ ç ðiâííÿìè Áåòå äëÿ so(3) � ìàãíåòèêiâ Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó

ìàãíiòíîìó ïîëi òà ïðåäñòàâëåííÿì çi ñïèíîì îäèíèöÿ â êîæíîìó âóçëi

ñïiíîâîãî ëàíöþæêà. Öå âiäîáðàæà¹ òîé ôàêò, ùî çêîíñòðóéîâàíi ãàìiëü-

òîíiàíè ÁÊØ ó so(4)� âèïàäêó ìîæóòü áóòè ïîâíiñòþ ïåðåïèñàíi â òåð-

ìiíàõ so⊕N(3) ïiäàëãåáðè àëãåáðè Ëi so⊕N(4).

Ñïåêòð mi, i ∈ 1, 2 äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ � îïåðàòîðiâ ÷èñëà ÷àñòèíîê

M̂i íà âåêòîðàõ Áåòå çàëåæèòü ëèøå âiä N , M2 (M1 = 0) i ìà¹ ôîðìó:

mi = N −M2, i ∈ 1, 2.

8.4. Z2-ãðàäóéîâàíi r-ìàòðèöi i ôåðìiîííi ìîäåëi

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîáóäó¹ìî iíòåãðîâíi ìîäåëi ÁÊØ px + ipy-òèïó ç

áàãàòüìà ðiçíîâèäàìè ôåðìiîíiâ ñòàðòóþ÷è ç Z2-ãðàäóéîâàíèõ r-ìàòðèöü

i âiäïîâiäíèõ ñèñòåì òèïó Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi.

8.4.1. Z2-ãðàäóéîâàíi r-ìàòðèöi i ñèñòåìè òèïó Ãîäåíà

Z2-ãðàäóéîâàíi r-ìàòðèöi. Íàãàäà¹ìî ñòðóêòóðó Z2- ãðàäóéîâàíèõ r-

ìàòðèöü, ââåäåíèõ ó ðîçäiëi (2). Íåõàé àëãåáðà Ëi g, ¨ ¨ ðåäóêòèâíà ïiäàë-

ãåáðà gK0 , ïiäàëãåáðè gK±1 i ñèñòåìè êîðåíiâ ∆, ∆K âèçíà÷åíi ÿê â ïîïåðå-

äíüîìó ðîçäiëi. Ðîçãëÿíåìî êëàñè÷íó r-ìàòðèöþ çàäàíó ôîðìóëîþ:

r12(u, v) =
2v

u2 − v2

(rankg∑
i=1

Hi ⊗Hi +
∑

α∈(∆K)+

(Xα ⊗X−α +X−α ⊗Xα)
)
+

+
2u

u2 − v2

∑
α∈(∆/∆K)+

(Xα ⊗X−α + X−α ⊗Xα). (8.4.39)

Öÿ r-ìàòðèöÿ ïîâ'ÿçàíà iç Z2-ãðàäóéîâàííÿì àëãåáðè g: g = g0 + g1, äå

g0 = gK0 , g1 = gK1 + gK−1.
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Öÿ r-ìàòðèöÿ ìà¹ íàñòóïíèé åëåìåíò çñóâó: c(u) = u−1K, äå K �

åëåìåíò ïiäàëãåáðè Êàðòàíà, ùî öåíòðàëiçó¹òüñÿ ïiäàëãåáðîþ gK0 .

Ìàòðèöÿ Ëàêñà òà óçàãàëüíåíi ãàìiëüòîíiàíè Ãîäåíà Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

Ëàêñà óçàãàëüíåíèõ ñèñòåì Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, ùî

âiäïîâiäà¹ r-ìàòðèöi (8.4.39). Âîíà ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

L̂(u) =
N∑
k=1

( 2u

(ν2
k − u2)

(

rankg∑
i=1

Ŝ
(k)
i Hi +

∑
α∈(∆K)+

(Ŝ(k)
α X−α + Ŝ

(k)
−αXα))+

+
2νk

(ν2
k − u2)

∑
α∈(∆/∆K)+

(Ŝ(k)
α X−α + Ŝ

(k)
−αXα)

)
+

1

u

rankg∑
i=1

kiHi,

Âiäïîâiäíi ãàìiëüòîíiàíè òèïó Ãîäåíà çàïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Ĥl =
N∑

k=1,k 6=l

( 2νl
(ν2
k − ν2

l )
(

rankg∑
i=1

Ŝ
(k)
i Ŝ

(l)
i +

∑
α∈(∆K)+

(Ŝ(k)
α Ŝ

(l)
−α + Ŝ

(k)
−αŜ

(l)
α ))+

+
2νk

(ν2
k − ν2

l )

∑
α∈(∆/∆K)+

(Ŝ(k)
α Ŝ

(l)
−α + Ŝ

(k)
−αŜ

(l)
α )
)
− 1

2νl

(rankg∑
i=1

Ŝ
(l)
i Ŝ

(l)
i +

∑
α∈(∆K)+

(Ŝ(l)
α Ŝ

(l)
−α+Ŝ

(l)
−αŜ

(l)
α )
)
+

1

2νl

∑
α∈(∆/∆K)+

(
Ŝ(l)
α Ŝ

(l)
−α+Ŝ

(l)
−αŜ

(l)
α

)
+

1

νl

rankg∑
i=1

kiŜ
(l)
i ,

(8.4.40)

äå K =
rankg∑
i=1

kiHi.

Çàóâàæåííÿ 90. Àëãåáðà ñèìåòði¨ ðîçãëÿíóòèõ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà ó

çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ñïiâïàäà¹ ç ãëîáàëüíîþ ñïiíîâîþ àëãåáðîþ

gK0 . Âîíà ìiñòèòü ïiäàëãåáðó içîìîðôíó ïiäàëãåáði Êàðòàíà.

8.4.2. Óçàãàëüíåíi ìîäåëi ÁÊØ òèïó px + ipy Â öüîìó ðîçäiëi ìè

âèïèøåìî óçàãàëüíåíi ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçãëÿíóòèì

Z2� ãðàäóéîâàíèì r-ìàòðèöÿì.
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Ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ òèïó px + ipy ó ñïiíîâié ôîðìi. Ùîá îòðèìàòè ãà-

ìiëüòîíiàíè ÁÊØ òèïó px + ipy, íåîáõiäíî ñïåðøó ðîçãëÿíóòè ¨õ ñïiíîâi

àíàëîãè. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ Z2�

ãðàäóéîâàíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ Ãîäåíà ó ìàãíiòíîìó ïîëi:

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

ν−1
l Ĥl +

1

2

N∑
l=1

ν−2
l Ĉ2

l , (8.4.41)

äå Ĉ2
l � îïåðàòîðè Êàçèìiðà l� òî¨ êîïi¨ àëãåáðè g â g⊕N . Ìà¹ìî:

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
k=1

ν−2
l

rankg∑
i=1

kiŜ
(l)
i +

N∑
k,l=1

ν−1
k ν−1

l

∑
α∈(∆/∆K)+

(Ŝ(k)
α Ŝ

(l)
−α + Ŝ

(k)
−αŜ

(l)
α ),

(8.4.42)

äå K =
rankg∑
i=1

kiHi íàëåæèòü äî öåíòðó àëãåáðè Ëi gK0 .

Ïåðåïèøåìî ãàìiëüòîíiàí Ĥpx+ipy
gBCS â íîðìàëüíî � âïîðÿäêîâàíié ôîðìi:

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
k=1

ν−2
l

rankg∑
i=1

(ki + δK(Hi))Ŝ
(l)
i + 2

N∑
k,l=1

ν−1
k ν−1

l

∑
α∈(∆/∆K)+

Ŝ
(k)
−αŜ

(l)
α ,

(8.4.43)

äå δK ≡
∑

α∈(∆/∆K)+

α.

Ãàìiëüòîíiàí (8.4.43) ¹ çàãàëüíèì iíòåãðîâíèì ãàìiëüòîíiàíîì ÁÊØ

px + ipy- òèïó çàïèñàíèì ó ñïiíîâié ôîðìi.

Çàóâàæåííÿ 91. Ãàìiëüòîíiàí (8.4.43) êîìóòó¹ ç ãëîáàëüíèìè îïåðàòî-

ðàìè M̂i =
N∑
n=1

Ŝ
(k)
i , i ∈ 1, rankg, ùî ïðåäñòàâëÿþòü Êàðòàíiâñüêó ñèìå-

òðiþ i âêëþ÷àþòüñÿ â êîìóòàòèâíå ñiìåéñòâî ùî äiàãîíàëiçó¹òüñÿ îäíî÷à-

ñíî ç Ĥpx+ipy
gBCS . Öå îçíà÷à¹ ùî ÷èñëî ôåðìiîíiâ êîæíîãî òèïó ¹ �õîðîøèì�

êâàíòîâèì ÷èñëîì.



274

8.4.3. Ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ òèïó px + ipy: âèïàäîê àëãåáðè gl(n).

Çàðàç ìè ãîòîâi îòðèìàòè ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ òèïó gl(n) ç áàãàòüìà òèïà-

ìè ôåðìiîíiâ. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè cêîðèñòó¹ìîñÿ ôîðìóëàìè ôåðìiîíiçàöi¨

(8.2.7) i ñïåöiàëüíî âèáðàíèì åëåìåíòîì K îïèñàíèì â ïiäðîçäiäi 8.2.2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíó ôîðìóëó (8.4.43) äëÿ öüîãî âèáîðó àëãåáðè g

i êîðåíåâî¨ ïiäñèñòåìè (∆/∆K)+, ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ñïiíîâèé ãà-

ìiëüòîíiàí:

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

ν−2
l

( p∑
i=1

(kp + (n− p))S(l)
ii +

n∑
i=p+1

(kn − p)S(l)
ii

)
+

+ 2
N∑

k,l=1

ν−1
k ν−1

l

p∑
i=1

n∑
j=p+1

Ŝ
(k)
ji Ŝ

(l)
ij , (8.4.44)

ÿêèé äà¹ (ç òî÷íiñòþ äî êîíñòàíòè) ïiñëÿ ôåðìiîíiçàöi¨ (8.2.7) íàñòóïíèé

ãàìiëüòîíiàí òèïó ÁÊØ:

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

εl
( p∑
i=1

(−kp − (n− p))c†l,icl,i +
n∑

i=p+1

(kn − p)c†l,icl,i
)
+

+ 2
N∑

k,l=1

p∑
i=1

n∑
j=p+1

√
εk
√
εlc
†
l,jc
†
l,ick,ick,j, (8.4.45)

äå ìè ââåëè íàñòóïíå î÷åâèäíå ïîçíà÷åííÿ: εl ≡ ν−2
l .

Ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ òèïó px+ipy: âèïàäîê àëãåáðè gl(2m). Ðîçãëÿíåìî ñïå-

öiàëüíèé âèïàäîê n = 2m, p = m, ïîêëàäåìî k2m = −km i áóäåìî ââàæà-

òè ùî îïåðàòîðè cl,i, c
†
l,i i cl,i+m, c

†
l,i+m âiäïîâiäàþòü äâîì ðiçíèì ñòàíàì

ôåðìiîíà íîìåðó l i òèïó i:

cl,i ≡ cl,i,−, c
†
l,i ≡ c†l,i,−, cl,i+m ≡ cl,i,+, c

†
l,i+m ≡ c†l,i,+, i ∈ 1,m, l ∈ 1, N.

Â òàêèõ ïîçíà÷åííÿõ ìè áà÷èìî ùî ãàìiëüòîíiàí (8.4.45) (ïiñëÿ äiëåííÿ

íà −(km +m)) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

m∑
i=1

εl(c
†
l,i,−cl,i,−+c†l,i,+cl,i,+)−g

N∑
k,l=1

√
εk
√
εl

m∑
i,j=1

c†l,j,+c
†
l,i,−ck,i,−ck,j,+,
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(8.4.46)

äå g ≡ 2(km +m)−1.

Ïåðøèé ÷ëåí â ãàìiëüòîíiàíi (8.4.46) - öå êiíåòè÷íèé ÷ëåí ôåðìiîíiâ

ç âiëüíèìè åíåðãiÿìè εl ≡ ν−2
l . Äðóãèé ÷ëåí îïèñó¹ ïàðíó âçà¹ìîäiþ m

òèïiâ ôåðìiîíiâ. Âçà¹ìîäiÿ ìà¹ ìiñöå òiëüêè ìiæ ôåðìiîíàìè, ùî çíàõî-

äÿòüñÿ â ïðîòèëåæíèõ ñòàíàõ i ¨¨ ñèëà íå çàëåæèòü âiä òèïó ôåðìiîíà,

àëå çàëåæèòü âiä éîãî íîìåðà, òîáòî:

gk,i;l,j = g
√
εk
√
εl, i, j ∈ 1,m, k, l ∈ 1, N.

Ç çàãàëüíèõ ñèìåòðiéíèõ ìiðêóâàíü, àëãåáðà ñèìåòðié ãàìiëüòîíiàíó

(8.4.46) içîìîðôíà àëãåáði Ëi gl(m)⊕ gl(m) ç íàñòóïíèìè ãåíåðàòîðàìè:

M̂ij =
N∑
l=1

cl,i,−c
†
l,j,−, i, j ∈ 1,m, M̂st =

N∑
l=1

c†l,s,+cl,t,+, s, t ∈ m+ 1, 2m.

Öÿ àëãåáðà Ëi ìiñòèòü êîìóòàòèâíó ïiäàëãåáðó îïåðàòîðiâ ÷èñëà ÷àñòèíîê

M̂ii, M̂ss, i ∈ 1,m, s ∈ m+ 1,m, òîáòî ÷èñëî ÷àñòèíîê êîæíîãî òèïó

i ∈ 1,m ç êîæíèì ñïiíîì δ ∈ (+,−) ¹ �õîðîøèì� êâàíòîâèì ÷èñëîì.

Ïðèêëàä 8.12. Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé ïðèêëàä îäíîãî òèïó ôåðìiî-

íiâ m = 1 (g = gl(2)). Â öüîìó âèïàäêó ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ãàìiëü-

òîíiàí:

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

εl(c
†
l,−cl,−+ c†l,+cl,+)−g

N∑
k,l=1

√
εk
√
εlc
†
l,+c

†
l,−ck,−ck,+. (8.4.47)

Âií ñïiâïàäà¹ ç ãàìiëüòîíiàíîì ÁÊØ òèïó px + ipy âiäêðèòèì ó ðîáîòàõ

[92] i [39]. Àëãåáðà ñèìåòðié ãàìiëüòîíiàíó (8.4.48) � öå àëãåáðà gl(1)⊕gl(1)

ç íàñòóïíèìè ãåíåðàòîðàìè:

M̂11 =
N∑
l=1

cl,−c
†
l,−, M̂22 =

N∑
l=1

c†l,+cl,+.
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Ïðèêëàä 8.13. Ðîçãëÿíåìî áiëüø ñêëàäíèé âèïàäîê m = 2 (g = gl(4)).

Â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî äâà òèïè ôåðìiîíiâ, ùî ìîæóòü áóòè ïðîií-

òåðïðèòîâàíi ÿê ïðîòîíè i íåéòðîíè. Ââîäÿ÷è íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

cl,1,− ≡ nl,−, c†l,1,− ≡ n†l,−, cl,1,+ ≡ nl,+, c†l,1,+ ≡ n†l,+,

cl,2,− ≡ pl,−, c†l,2,− ≡ p†l,−, cl,2,+ ≡ pl,+, c†l,2,+ ≡ p†l,+,

ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé iíòåãðîâíèé ïðîòîí � íåéòðîííèé ãàìiëüòîíiàí:

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

εl(n
†
l,−nl,− + n†l,+nl,+ + p†l,−pl,− + p†l,+pl,+)−

− g
N∑

k,l=1

√
εk
√
εl
(
n†l,+n

†
l,−nk,−nk,+ + p†l,+p

†
l,−pk,−pk,+ + p†l,+n

†
l,−nk,−pk,+

+ n†l,+p
†
l,−pk,−nk,+

)
. (8.4.48)

Ç çàãàëüíèõ Ëi-òåîðåòè÷íèõ ìiðêóâàíü, ñèìåòðiÿ ãàìiëüòîíiàíó (8.4.48)

äà¹òüñÿ àëãåáðîþ Ëi gl(2)⊕ gl(2) ç íàñòóïíèìè ãåíåðàòîðàìè:

M̂ij =
N∑
l=1

cl,i,−c
†
l,j,−, i, j ∈ 1, 2, M̂st =

N∑
l=1

c†l,s,+cl,t,+, s, t ∈ 3, 4.

Öÿ àëãåáðà Ëi ìiñòèòü êîìóòàòèâíó ïiäàëãåáðó � àëãåáðó îïåðàòîðiâ ÷è-

ñëà ÷àñòèíîê M̂ii, i ∈ 1, 4, òîáòî â öüîìó âèïàäêó ÷èñëî ïðîòîíiâ i íåé-

òðîíiâ êîæíîãî ñïiíó δ ∈ (+,−) ¹ �õîðîøèì� êâàíòîâèì ÷èñëîì.

8.4.4. Ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ òèïó px+ ipy: âèïàäîê àëãåáðè sp(2m).

Ðîçãëÿíåìî ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ òèïó px + ipy, ùî àñîöiéîâàíi ç àëãå-

áðîþ sp(2m). Ç öi¹þ ìåòîþ ìè ðîçãëÿíåìî ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨ (8.2.9)

i ñïåöiàëüíî âèáðàíèé åëåìåíò K îïèñàíèé â ïiäðîçäiëi 8.2.2. Çîâíiøí¹

ìàãíiòíå ïîëå i ñàìà r-ìàòðèöÿ âèçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ öüîãî åëåìåíó K

i ìàþòü ñïiëüíó ç íèì ãðóïó ñèìåòðié.

Çàñòîñîâóþ÷è çàãàëüíó ôîðìóëó (8.4.43) äëÿ öüîãî âèáîðó àëãåáðè g

åëåìåíòó K i êîðåíåâî¨ ïiäñèñòåìè (∆/∆K)+ ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé

ñïiíîâèé ãàìiëüòîíiàí òèïó ÁÊØ:
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Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

ν−2
l

m∑
i=1

(ki +m+ 1)S
(l)
i +

+ 2
N∑

k,l=1

ν−1
k ν−1

l

( m∑
i,j=1,i<j

S
(l)

−α+
i,j
S

(k)

α+
i,j

+
m∑
i=1

S
(l)
−2αi

S
(k)
2αi

)
, (8.4.49)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨ (8.2.9) i ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ:

cl,i ≡ cl,i,−, c†l,i ≡ c†l,i,−, cl,i+m ≡ cl,i,+, c†l,i+m ≡ c†l,i,+, i ∈ 1,m, l ∈ 1, N

ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ãàìiëüòîíiàíà (8.4.49):

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

m∑
i=1

εl(c
†
l,i,−cl,i,− + c†l,i,+cl,i,+)−

− 2g
N∑

k,l=1

√
εk
√
εl

m∑
i=1

c†l,i,+c
†
l,i,−ck,i,−ck,i,+−

−g
N∑

k,l=1

√
εk
√
εl

m∑
i,j=1,i<j

(c†l,j,+c
†
l,i,−+c†l,i,+c

†
l,j,−)(ck,i,−ck,j,+ +ck,j,−ck,i,+),

(8.4.50)

äå εl = ν−2
l , g = 2(km + (m+ 1))−1 (äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ãàìiëüòîíiàí

(8.4.50) ìè âiäíÿëè âiä ãàìiëüòîíiàíà (8.4.49) âàêóóìíó åíåðãiþ (km+(m+

1))m
N∑
l=1

εl, ïîìíîæèëè öåé ãàìiëüòîíiàí íà−(km+(m+1))−1 i âèêîðèñòàëè

òå, ùî â íàøîìó âèïàäêó k1 = ... = km).

Ïåðøèé ÷ëåí â ãàìiëüòîíiàíi (8.4.50) � êiíåòè÷íèé. Äðóãèé i òðåòié

÷ëåíè îïèñóþòü ïàðíó âçà¹ìîäiþ m ðiçíèõ òèïiâ ôåðìiîíiâ. Âçà¹ìîäiÿ

âiäáóâà¹òüñÿ ëèøå ìiæ ôåðìiîíàìè ùî çíàõîäÿòüñÿ â ïðîòèëåæíèõ ñòà-

íàõ i íå çàëåæàòü âiä ¨õíüîãî òèïó, àëå çàëåæèòü âiä íîìåðó ôåðìiîíó

êîæíîãî òèïó. Âçà¹ìîäiÿ ¹ ìåíø ñèìåòðè÷íîþ, íiæ â ðîçãëÿíóòîìó ïîïå-

ðåäíüîìó ïðèêëàäi âèïàäêó àëãåáðè g = gl(2m). Ç çàãàëüíèõ ìiðêóâàíü

âèêëàäåíèõ âèùå ñëiäó¹, ùî àëãåáðà ñèìåòði¨ äëÿ öi¹¨ ìîäåëi ñïiâïàäà¹ ç



278

àëãåáðîþ gl(m) ïîðîäæåíîþ íàñòóïíèìè îïåðàòîðàìè:

M̂i =
N∑
l=1

(1− (c†l,i,−cl,i,− + c†l,i,+cl,i,+)), äå i ∈ 1,m.

M̂α−i,j
=

N∑
l=1

(cl,i,−c
†
l,j,− − c

†
l,j,+cl,i,+), äå i < j, i, j ∈ 1,m,

M̂−α−i,j = (M̂α−i,j
)†, äå i < j, i, j ∈ 1,m.

Ðîçãëÿíåìî íàéáiëüø ôiçè÷íî öiêàâèé ïðèêëàä ïîäiáíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ.

Ïðèêëàä 8.14. Íåõàé m = 2 (g = sp(4)). Â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹-

ìî äâà òèïè ôåðìiîíiâ, ùî ìîæóòü áóòè ïðîiíòåðïðèòîâàíi ÿê ïðîòîíè i

íåéòðîíè. Ââîäÿ÷è íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

cl,1,− ≡ nl,−, c
†
l,1,− ≡ n†l,−, cl,1,+ ≡ nl,+, c

†
l,1,+ ≡ n†l,+,

cl,2,− ≡ pl,−, c
†
l,2,− ≡ p†l,−, cl,2,+ ≡ pl,+, c

†
l,2,+ ≡ p†l,+,

ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíi iíòåãðîâíi ïðîòîí � íåéòðîííi ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ

òèïó px + ipy:

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

εl(n
†
l,−nl,− + n†l,+nl,+ + p†l,−pl,− + p†l,+pl,+)−

− 2g
N∑

k,l=1

√
εk
√
εl(n

†
l,+n

†
l,−nk,−nk,+ + p†l,+p

†
l,−pk,−pk,+)−

− g
N∑

k,l=1

√
εk
√
εl(p

†
l,+n

†
l,− + n†l,+p

†
l,−)(nk,−pk,+ + pk,−nk,+). (8.4.51)

Ãàìiëüòîíiàí (8.4.51) ¹ òî÷íèì px + ipy � àíàëîãîì ïðîòîí � íåéòðîíîãî

ãàìiëüòîíiàíó Ði÷àðäñîíà [59]. Ç çàãàëüíèõ Ëi � òåîðåòè÷íèõ ìiðêóâàíü

ñëiäó¹, ùî àëãåáðà ñèìåòði¨ ãàìiëüòîíiàíó (8.4.51) ñïiâïàäà¹ ç àëãåáðîþ

Ëi gl(2) i ïîðîäæó¹òüñÿ íàñòóïíèìè ãåíåðàòîðàìè:

M̂1 =
N∑
l=1

(1− (n†l,−nl,−+n†l,+nl,+)), M̂2 =
N∑
l=1

(1− (p†l,−pl,−+ p†l,+pl,+)),
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M̂α−1,2
=

N∑
l=1

(nl,−p
†
l,−−p

†
l,+nl,+), M̂−α−1,2 =

N∑
l=1

(pl,−n
†
l,−−n

†
l,+pl,+), äå l ∈ 1, N.

8.4.5. Ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ òèïó px + ipy: âèïàäîê àëãåáðè so(2m)

Ðîçãëÿíåìî ãàìiëüòîíiàíòè ÁÊØ òèïó px + ipy àñîöiéîâàíi ç àëãåáðîþ

so(2m). Ç öi¹þ ìåòîþ ìè âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨ (8.2.10)

i ñïåöiàëüíî âèáðàíèé åëåìåíò K îïèñàíèé â ïiäðîçäiëi 8.2.2. Çîâíiøí¹

ìàãíiòíå ïîëå i r-ìàòðèöÿ âèçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ öüîãî åëåìåíòó K i

ìàþòü ç íèì îäíàêîâó ãðóïó ñèìåòði¨.

Çàñòîñîâóþ÷è çàãàëüíó ôîðìóëó (8.4.43) äëÿ öüîãî âèáîðó àëãåáðè Ëi

g åëåìåíòó K i êîðåíåâî¨ ïiäñèñòåìè (∆/∆K)+, ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé

ãàìiëüòîíiàí ÁÊØ çàïèñàíèé ó ñïiíîâié ôîðìi:

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

ν−2
l

m∑
i=1

(ki +m− 1)S
(l)
i + 2

N∑
k,l=1

ν−1
k ν−1

l

m∑
i,j=1,i<j

S
(l)

−α+
i,j
S

(k)

α+
i,j
,

(8.4.52)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨ (8.2.10) i ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ:

cl,i ≡ cl,i,−, c†l,i ≡ c†l,i,−, cl,i+m ≡ cl,i,+, c†l,i+m ≡ c†l,i,+, i ∈ 1,m, l ∈ 1, N

ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ãàìiëüòîíiàíà (8.4.52):

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

m∑
i=1

εl(c
†
l,i,−cl,i,− + c†l,i,+cl,i,+)−

−g
N∑

k,l=1

√
εk
√
εl

m∑
i,j=1,i<j

(c†l,i,+c
†
l,j,−−c

†
l,j,+c

†
l,i,−)(ck,j,−ck,i,+−ck,i,−ck,j,+),

(8.4.53)

äå εl = ν−2
l , g = 2(km + (m − 1))−1 i ìè âèêîðèñòàëè, ùî â ðîçãëÿäóâà-

íîìó âèïàäêó k1 = ... = km, âiäíÿëè âiä ãàìiëüòîíiàíó (8.4.52) âàêóóìíó

åíåðãiþ (km + (m− 1))m
N∑
l=1

εl i ïîìíîæèëè éîãî íà −(km + (m− 1))−1.



280

Ïåðøèé ÷ëåí ãàìiëüòîíiàíà (8.4.53) � êiíåòè÷íèé. Äðóãèé îïèñó¹ ïàð-

íó âçà¹ìîäiþ ôåðìiîíiâ m ðiçíèõ òèïiâ. Âçà¹ìîäiÿ ¹ ìåíø ñèìåòðè÷íà

íiæ ó âèïàäêó g = gl(2m). Ç çàãàëüíèõ ìiðêóâàíü ñëiäó¹, ùî àëãåáðà ñè-

ìåòði¨ öi¹¨ ìîäåëi öå gl(m) i ¨ ¨ áàçèñ çäà¹òüñÿ òèìè æ ôîðìóëàìè ùî i â

âèïàäêó sp(2m).

Ïðèêëàä 8.15. Íåõàé g = so(4) (m = 2). Â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹-

ìî äâà òèïè ôåðìiîíiâ ùî ìîæóòü áóòè ïðîiíòåðïðèòîâàíi ÿê ïðîòîíè i

íåéòðîíè. Ââîäÿ÷è íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

cl,1,− ≡ nl,−, c†l,1,− ≡ n†l,−, cl,1,+ ≡ nl,+, c†l,1,+ ≡ n†l,+,

cl,2,− ≡ pl,−, c†l,2,− ≡ p†l,−, cl,2,+ ≡ pl,+, c†l,2,+ ≡ p†l,+,

ìè îòðèìó¹ìî ïðîòîí � íåéòðîííèé ãàìiëüòîíiàí ÁÊØ âèãëÿäó:

Ĥ
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

εl(n
†
l,−nl,− + n†l,+nl,+ + p†l,−pl,− + p†l,+pl,+)−

− g
N∑

k,l=1

√
εk
√
εl(p

†
l,+n

†
l,− − n

†
l,+p

†
l,−)(nk,−pk,+ − pk,−nk,+). (8.4.54)

ç çàãàëüíèõ ìiðêóâàíü (äèâ. Âèùå) ñëiäó¹, ùî àëãåáðà ñèìåòði¨ ãàìiëü-

òîíiàíó (8.4.54) � öå àëãåáðà Ëi gl(2) i ¨¨ áàçèñ äà¹òüñÿ òèìè æ ñàìèìè

ôîðìóëàìè ùî i ó âèïàäêó àëãåáðè Ëi sp(4).

8.5. Äiàãîíàëiçàöiÿ.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè îïèøåìî ñïåêòð îòðèìàíèõ â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîç-

äiëi ãàìiëüòîíiàíiâ òèïó ÁÊØ â òåðìiíàõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü òèïó Áåòå.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè g⊕N íàçèâà¹òüñÿ ïðåäñòàâëåííÿ

çi ñòàðøîþ âàãîþ Λ = (λ(1), ...., λ(N)), λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
rankg), l ∈ 1, N ÿêùî

iñíó¹ òàêèé âåêòîð Ω, ùî:

Ŝ
(l)
i Ω = λ

(l)
i Ω, Ŝ(l)

α Ω = 0, i ∈ 1, rankg, ∀α ∈ ∆+,∀ l ∈ 1, N.

(8.5.55)
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Íàø ðîçãëÿä áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíié Òåîðåìi [103]:

Tåîðåìà 8.2. Íåõàé g = gl(n), so(2m) àáî sp(2m) i åëåìåíò K Êàðòà-

íiâñüêî¨ ïiäàëãåáðè îçíà÷åíèé ÿê â ðîçäiëi 8.3.3. Òîäi ñïåêòð ãàìiëüòîíi-

àíiâ Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi Ĥl (8.4.40) â ñêií÷åíîìiðíî-

ìó ïðåäñòàâëåííi àëãåáðè Ëi g⊕N çi ñòàðøîþ âàãîþ (λ(1), λ(2), ...., λ(N))

õàðàêòåðèçó¹òüñÿ áèñòðîòàìè v
(i)
k , k ∈ 1,Mi, i ∈ 1, rankg i ìà¹ íàñòó-

ïíó ôîðìó:

hl = h0
l + 2νl

rankg∑
i=1

Mi∑
k=1

(λ(l), α̃i)

(ν2
l − (v

(i)
k )2)

, (8.5.56)

äå:

h0
l = 2νl

N∑
k=1,k 6=l

(λ(k), λ(l))

(ν2
k − ν2

l )
− 1

2νl

(
(λ(l), λ(l))+(ρK , λ(l))

)
+

1

2νl
(2K+ρK , λ

(l)),

(8.5.57)

âëàñíå çíà÷åííÿ ãàìiëüòîíiàíó Ĥl íà ñòàðøîìó âåêòîði Ω, ρK =∑
α∈(∆K)+

α, ρK =
∑

α∈(∆/∆K)+

α i áèñòðîòè v
(i)
k çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííÿì

Áåòå:

N∑
l=1

(λ(l), α̃i)

(νl)2 − (v
(i)
k )2

+
1

4(v
(i)
k )2

(2K+ρK−ρK , α̃i) =

Mi∑
l=1,l 6=k

(α̃i, α̃i)

(v
(i)
l )2 − (v

(i)
k )2
−

− (α̃i, α̃i)

4(v
(i)
k )2

+

rankg∑
j=1,j 6=i

Mj∑
l=1

(α̃j, α̃i)

(v
(j)
l )2 − (v

(i)
k )2

, (8.5.58)

äå α̃i, i ∈ 1, rankg � ïðîñòi êîðåíi.

Çàóâàæåííÿ 92. Âðàõîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ (8.4.41) ãàìiëüòîíiàíó Ĥpx+ipy
gBCS

i ÿâíó ôîðìó ñïåêòðó îïåðàòîðiâ Êàçèìiðà, ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíó âiä-

ïîâiäü äëÿ éîãî ñïåêòðó:

h
px+ipy
gBCS =

N∑
l=1

1

ν2
l

(K + ρK , λ
(l)) + 2

N∑
l=1

rankg∑
i=1

Mi∑
k=1

(λ(l), α̃i)

(ν2
l − (v

(i)
k )2)

. (8.5.59)
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Çàóâàæåííÿ 93. Çàââäÿêè ñïåöiàëüíié ôîðìi åëåìåíòiâ K i ρK òiëüêè

îäèí òèï ðiâíÿíü (8.5.58) � ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü îäíîìó ïðîñòîìó

êîðåíþ ç ìíîæèíè (∆/∆K)+, ìiñòèòü äîäàíîê ïðîïîðöiéíèé äî (v
(i)
k )−2.

8.5.1. Âèïàäîê àëãåáðè gl(n). Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî äi-

àãîíàëiçàöiþ çêîíñòðóéîâàíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ÁÊØ ó âèïàäêó àëãåáðè

gl(n). Äëÿ ïðîñòîòè ìè îáìåæèìîñü íàéáiëüø öiêàâèì âèïàäêîì n = 2m.

Ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè gl(2m)⊕N öå V =

(⊗Nl=1V
λ(l)

), äå V λ(l)

� ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ l� òî¨ êîïi¨ àë-

ãåáðè gl(2m) çi ñòàðøîþ âàãîþ λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
2m), l ∈ 1, N . Â ïðîñòîði

ïðåäñòàâëåííÿ V iñíó¹ ñòàðøèé âåêòîð Ω òàêèé, ùî:

Ŝ
(l)
ii Ω = λ

(l)
i Ω, Ŝ

(l)
ij Ω = 0, i, j ∈ 1, 2m, i < j; l ∈ 1, N. (8.5.60)

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðåäñòàâëåííÿ ç íàñòóïíîþ ñòàðøîþ âàãîþ:

λ
(l)
1 = λ

(l)
1 = ... = λ(l)

m = 1, λ
(l)
m+1 = λ

(l)
m+2 = ... = λ

(l)
2m = 0, ∀l ∈ 1, N.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ öüîãî ïðåäñòàâëåííÿ Ω ñïiâïàäà¹ ç ôåðìiîíèì

âàêóóìîì|0〉.
Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé íàñëiäîê Òåîðåìè [101]:

Íàñëiäîê 8.1. Ñïåêòð óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíó ÁÊØ Ĥ
px+ipy
gBCS

(8.4.46) ìà¹ âèãëÿä:

h
px+ipy
gBCS = 2

Mm∑
i=1

E
(m)
i , (8.5.61)

äå åíåðãi¨ E
(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1, 2m− 1 çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Áåòå:

M1∑
j=1;j 6=i

2E
(1)
j

(E
(1)
i − E

(1)
j )
−

M2∑
j=1

E
(2)
j

(E
(1)
i − E

(2)
j )

= 0, (8.5.62a)

M2∑
j=1;j 6=i

2E
(2)
j

(E
(2)
i − E

(2)
j )
−

M1∑
j=1

E
(1)
j

(E
(2)
i − E

(1)
j )
−

M3∑
j=1

E
(3)
j

(E
(2)
i − E

(3)
j )

= 0, (8.5.62b)
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· · ·

Mm−1∑
j=1;j 6=i

2E
(m−1)
j

(E
(m−1)
i − E(m−1)

j )
−
Mm−2∑
j=1

E
(m−2)
j

(E
(m−1)
i − E(m−2)

j )
−
Mm∑
j=1

E
(m)
j

(E
(m−1)
i − E(m)

j )
= 0,

(8.5.62c)

N∑
k=1

εk

E
(m)
i − εk

= −2

g
+

Mm∑
j=1;j 6=i

2E
(m)
j

(E
(m)
i − E(m)

j )
−

Mm−1∑
j=1

E
(m−1)
j

(E
(m)
i − E(m−1)

j )
−

−
Mm+1∑
j=1

E
(m+1)
j

(E
(m)
i − E(m+1)

j )
, (8.5.62d)

Mm+1∑
j=1;j 6=i

2E
(m+1)
j

(E
(m+1)
i − E(m+1)

j )
−
Mm∑
j=1

E
(m)
j

(E
(m+1)
i − E(m)

j )
−
Mm+2∑
j=1

E
(m+2)
j

(E
(m+1)
i − E(m+2)

j )
= 0,

(8.5.62e)

· · ·

M2m−2∑
j=1;j 6=i

2E
(2m−2)
j

(E
(2m−2)
i − E(2m−2)

j )
−

M2m−3∑
j=1

E
(2m−3)
j

(E
(2m−2)
i − E(2m−3)

j )
−

−
M2m−1∑
j=1

E
(2m−1)
j

(E
(2m−2)
i − E(2m−1)

j )
= 0, (8.5.62f)

M2m−1∑
j=1;j 6=i

2E
(2m−1)
j

(E
(2m−1)
i − E(2m−1)

j )
−

M2m−2∑
j=1

E
(2m−2)
j

(E
(2m−1)
i − E(2m−2)

j )
= 0. (8.5.62g)

Çàóâàæåííÿ 94. Ñïåêòð äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ M̂ii, i ∈ 1, 2m ìà¹ òó

ñàìó ôîðìó ùî i â âèïàäêó ðàöiîíàëüíèõ r-ìàòðèöü [91] i çàïèñó¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì [103]:

mi(M1, ...,M2m−1) =
N∑
l=1

λ
(l)
i + (Mi−1−Mi), äå M0 = M2m = 0. (8.5.63)
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Ïðèêëàä 8.16. Â íàéïðîñòiøîìó m = 1-âèïàäêó ñïåêòð px + ipy ãàìiëü-

òîíiàíó ÁÊØ Ĥ
px+ipy
gBCS (8.4.47) ìà¹ ôîðìó [92], [94]:

h
px+ipy
gBCS = 2

M2∑
i=1

E
(1)
i ,

äå åíåðãi¨ E(1)
i , i ∈ 1,M1 çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíèì ðiâíÿííÿì òèïó Áåòå:

N∑
k=1

εk

E
(1)
i − εk

= −2

g
+

M1∑
j=1;j 6=i

2E
(1)
j

(E
(1)
i − E

(1)
j )

,

ñïåêòð mi, i ∈ 1, 2 äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ ùî ¹ îïåðàòîðàìè ÷èñëà ÷àñòè-

íîê M̂ii, i ∈ 1, 2 ìà¹ âèãëÿä:

m1 = N −M1, m2 = M1.

Ïðèêëàä 8.17. Ó âàæëèâîìó m = 2 ïðîòîí�íåéòðîííîìó âèïàäêó

ñïåêòð óçàãàëüíåíèõ ãàìiëüòîíiàíàíiâ ÁÊØ ĤgBCS (8.4.48) ìà¹ ôîðìó:

h
px+ipy
gBCS = 2

M2∑
i=1

E
(2)
i ,

äå åíåðãi¨ E(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1, 3 çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíÿííÿ òèïó

Áåòå:
M1∑

j=1;j 6=i

2E
(1)
j

(E
(1)
i − E

(1)
j )
−

M2∑
j=1

E
(2)
j

(E
(1)
i − E

(2)
j )

= 0,

N∑
k=1

εk

E
(2)
i − εk

= −2

g
+

M2∑
j=1;j 6=i

2E
(2)
j

(E
(2)
i − E

(2)
j )
−

M1∑
j=1

E
(1)
j

(E
(2)
i − E

(1)
j )
−

M3∑
j=1

E
(3)
j

(E
(2)
i − E

(3)
j )

,

M3∑
j=1;j 6=i

2E
(3)
j

(E
(3)
i − E

(3)
j )
−

M2∑
j=1

E
(2)
j

(E
(3)
i − E

(2)
j )

= 0.

Ñïåêòð mi, i ∈ 1, 4 äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ, òîáòî îïåðàòîðiâ ÷èñëà ÷àñòè-

íîê M̂ii, i ∈ 1, 4 ìà¹ âèãëÿä:

m1 = N −M1, m2 = N + (M1−M2), m3 = (M2−M3), m4 = M3.
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8.5.2. Äiàãîíàëiçàöiÿ. Âèïàäîê àëãåáðè sp(2m) Â öüîìó ïiäðîçäi-

ëi ìè ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëiçàöiþ çêîíñòðóéîâàíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ÁÊØ ó

âèïàäêó àëãåáðè g = sp(2m). Ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè

sp(2m)⊕N ìà¹ ôîðìó V = (⊗Nl=1V
λ(l)

) äå V λ(l)

� ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåä-

ñòàâëåííÿ l-òî¨ êîïi¨ àëãåáðè sp(2m) ç ñòàðøîþ âàãîþ λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
m ),

l ∈ 1, N . Iñíó¹ âåêòîð ñòàðøî¨ âàãè Ω òàêèé, ùî:

Ŝ
(l)
i Ω = λ

(l)
i Ω, Ŝ

(l)

α−ij
Ω = 0, Ŝ

(l)

α+
ij
Ω = 0, Ŝ

(l)
2αi

Ω = 0, i, j ∈ 1,m, i < j; l ∈ 1, N,

(8.5.64)

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðåäñòàâëåííÿ ç íàñòóïíîþ ñòàðøîþ âàãîþ:

λ
(l)
1 = λ

(l)
1 = ... = λ(l)

m = 1, ∀l ∈ 1, N.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé íàñëiäîê Òåîðåìè 8.2:

Íàñëiäîê 8.2. Ñïåêòð óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíó ÁÊØ Ĥ
px+ipy
gBCS

(8.4.50) ìà¹ âèãëÿä:

h
px+ipy
gBCS = 2

Mm∑
i=1

E
(m)
i , (8.5.65)

äå åíåðãi¨ E
(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1,m çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Áåòå:

M1∑
j=1;j 6=i

2E
(1)
j

(E
(1)
i − E

(1)
j )
−

M2∑
j=1

E
(2)
j

(E
(1)
i − E

(2)
j )

= 0, (8.5.66a)

M2∑
j=1;j 6=i

2E
(2)
j

(E
(2)
i − E

(2)
j )
−

M1∑
j=1

E
(1)
j

(E
(2)
i − E

(1)
j )
−

M3∑
j=1

E
(3)
j

(E
(2)
i − E

(3)
j )

= 0, (8.5.66b)

· · ·

Mm−2∑
j=1;j 6=i

2E
(m−2)
j

(E
(m−2)
i − E(m−2)

j )
−
Mm−3∑
j=1

E
(m−3)
j

(E
(m−2)
i − E(m−3)

j )
−
Mm−1∑
j=1

E
(m−1)
j

(E
(m−2)
i − E(m−1)

j )
= 0,
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(8.5.66c)

Mm−1∑
j=1;j 6=i

2E
(m−1)
j

(E
(m−1)
i − E(m−1)

j )
−
Mm−2∑
j=1

E
(m−2)
j

(E
(m−1)
i − E(m−2)

j )
−
Mm∑
j=1

2E
(m)
j

(E
(m−1)
i − E(m)

j )
= 0,

(8.5.66d)

N∑
k=1

2εk

E
(m)
i − εk

= −2

g
+

Mm∑
j=1;j 6=i

4E
(m)
j

(E
(m)
i − E(m)

j )
−

Mm−1∑
j=1

2E
(m−1)
j

(E
(m)
i − E(m−1)

j )
.

(8.5.66e)

Çàóâàæåííÿ 95. Ñïåêòð äîäàòêîâèõ ãàìiëüòîíiàíiâ M̂i, i ∈ 1,m çàïèñó-

¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì [103]:

mi(M1, ...,Mm) =
N∑
l=1

λ
(l)
i +(Mi−1−Mi), äå i ∈ 1,m−1,M0 ≡ 0. (8.5.67a)

mm(M1, ...,Mm) =
N∑
l=1

λ
(l)
i + (Mm−1 − 2Mm). (8.5.67b)

Ïðèêëàä 8.18. Â íàéáiëüø âàæëèâîìó ïðîòîí � íåéòðîííîìó m = 2�

âèïàäêó ñïåêòð ãàìiëüòîíiàíó ÁÊØ Ĥ
px+ipy
gBCS (8.4.51) ìà¹ ôîðìó:

h
px+ipy
gBCS = 2

M2∑
i=1

E
(2)
i ,

äå åíåðãi¨ E(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1, 2 çàäîâiëüíÿþò íàñòóïíèì ðiâíÿííÿì

Áåòå:

M1∑
j=1;j 6=i

2E
(1)
j

(E
(1)
i − E

(1)
j )
−

M2∑
j=1

2E
(2)
j

(E
(1)
i − E

(2)
j )

= 0,
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N∑
k=1

2εk

E
(2)
i − εk

= −2

g
+

M2∑
j=1;j 6=i

4E
(2)
j

(E
(2)
i − E

(2)
j )
−

M1∑
j=1

2E
(1)
j

(E
(2)
i − E

(1)
j )

.

Ñïåêòð mi, i ∈ 1, 2 äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ � îïåðàòîðiâ ÷èñëà ÷àñòèíîê

M̂i, i ∈ 1, 2 ìà¹ ôîðìó:

m1 = N −M1, m2 = N + (M1 − 2M2)

8.5.3. Äiàãîíàëiçàöiÿ: âèïàäîê àëãåáðè so(2m) Â öüîìó ïiäðîçäiëi

ìè ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëiçàöiþ çêîíñòðóéîâàíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ÁÊØ ó âè-

ïàäêó g = so(2m). Ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè so(2m)⊕N

ìà¹ âèãëÿä V = (⊗Nl=1V
λ(l)

), äå V λ(l)

� ïðîñòið íåçâiäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ

l�òî¨ êîïi¨ àëãåáðè so(2m) çi ñòàðøîþ âàãîþ λ(l) = (λ
(l)
1 , ...., λ

(l)
m ), l ∈ 1, N .

Äiÿ íà âåêòîð ñòàðøî¨ âàãè çàäà¹òüñÿ ôîðìóëàìè:

Ŝ
(l)
i Ω = λ

(l)
i Ω, Ŝ

(l)

α−kr
Ω = 0, Ŝ

(l)

α+
kr

Ω = 0, i, k, r ∈ 1,m, k < r; l ∈ 1, N.

(8.5.68)

Ìè ðîçãëÿíåìî ïðåäñòàâëåííÿ ç íàñòóïíîþ ñòàðøîþ âàãîþ:

λ
(l)
1 = λ

(l)
1 = ... = λ(l)

m = 1, ∀l ∈ 1, N.

Çàóâàæèìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó Ω ñïiâïàäà¹ ç ôåðìiîííèì âàêóóìîì |0〉.
Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé íàñëiäîê Òåîðåìè 8.2.

Íàñëiäîê 8.3. Ñïåêòð óçàãàëüíåíîãî ãàìiëüòîíiàíó ÁÊØ Ĥ
px+ipy
gBCS

(8.4.53) ìà¹ âèãëÿä:

h
px+ipy
gBCS = 2

Mm∑
i=1

E
(m)
i , (8.5.69)

äå åíåðãi¨ E
(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1,m çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííÿ òèïó Áåòå:

M1∑
j=1;j 6=i

2E
(1)
j

(E
(1)
i − E

(1)
j )
−

M2∑
j=1

E
(2)
j

(E
(1)
i − E

(2)
j )

= 0, (8.5.70a)
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M2∑
j=1;j 6=i

2E
(2)
j

(E
(2)
i − E

(2)
j )
−

M1∑
j=1

E
(1)
j

(E
(2)
i − E

(1)
j )
−

M3∑
j=1

E
(3)
j

(E
(2)
i − E

(3)
j )

= 0, (8.5.70b)

· · ·

Mm−3∑
j=1;j 6=i

2E
(m−3)
j

(E
(m−3)
i − E(m−3)

j )
−
Mm−4∑
j=1

E
(m−4)
j

(E
(m−3)
i − E(m−4)

j )
−
Mm−2∑
j=1

E
(m−2)
j

(E
(m−3)
i − E(m−2)

j )
= 0,

(8.5.70c)

Mm−2∑
j=1;j 6=i

2E
(m−2)
j

(E
(m−2)
i − E(m−2)

j )
−
Mm−3∑
j=1

E
(m−3)
j

(E
(m−2)
i − E(m−3)

j )
−
Mm−1∑
j=1

E
(m−1)
j

(E
(m−2)
i − E(m−1)

j )

−
Mm∑
j=1

E
(m)
j

(E
(m−2)
i − E(m)

j )
= 0, (8.5.70d)

Mm−1∑
j=1;j 6=i

2E
(m−1)
j

(E
(m−1)
i − E(m−1)

j )
−

Mm−2∑
j=1

E
(m−2)
j

(E
(m−1)
i − E(m−2)

j )
= 0, (8.5.70e)

N∑
k=1

2εk

E
(m)
i − εk

= −2

g
+

Mm∑
j=1;j 6=i

2E
(m)
j

(E
(m)
i − E(m)

j )
−

Mm−2∑
j=1

E
(m−2)
j

(E
(m)
i − E(m−2)

j )
.

(8.5.70f)

Çàóâàæåííÿ 96. Ñïåêòð äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ M̂i, i ∈ 1,m çàïèñó¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì [103]:

mi(M1, ...,Mm) =
N∑
l=1

λ
(l)
i + (Mi−1 −Mi), äå i ∈ 1,m− 2,M0 ≡ 0.

(8.5.71a)
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mm−1(M1, ...,Mm) =
N∑
l=1

λ
(l)
i + (Mm−2 −Mm−1 −Mm), (8.5.71b)

mm(M1, ...,Mm) =
N∑
l=1

λ
(l)
i + (Mm−1 −Mm). (8.5.71c)

Ïðèêëàä 8.19. Ó ôiçè÷íî âàæëèâîìó m = 2 âèïàäêó ñïåêòð ãàìiëüòî-

íiàíó Ĥpx+ipy
gBCS (8.4.54) ìà¹ ôîðìó:

h
px+ipy
gBCS = 2

M2∑
i=1

E
(2)
i ,

äå åíåðãi¨ E(k)
i , i ∈ 1,Mk, k ∈ 1, 2 çàäîâiëüíÿþòü ðiâíÿííÿì Áåòå:

M1∑
j=1;j 6=i

2E
(1)
j

(E
(1)
i − E

(1)
j )

= 0, (8.5.72a)

N∑
k=1

2εk

E
(2)
i − εk

= −2

g
+

M2∑
j=1;j 6=i

2E
(2)
j

(E
(2)
i − E

(2)
j )

. (8.5.72b)

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî äâà íàáîðà íåçàëåæíèõ ðiâ-

íÿíü Áåòå. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ içîìîðôiçìîì so(4) ' so(3)⊕so(3). Ç ïåðøîãî

íàáîðó öèõ ðiâíÿíü ëåãêî âèâîäèòüñÿ ùî M1 = 0. Îòæå, åôåêòèâíî iñíó¹

òiëüêè îäíå ðiâíÿííÿ (8.5.72b) ùî ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿííÿì Áåòå äëÿ Z2-

ãðàäóéîâàíîãî so(3) � ìàãíåòèêó Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi

i ïðåäñòàâëåííþ çi ñïiíîì îäèíèöÿ ó êîæíîìó âóçëi ñïiíîâîãî ëàíöþæêà.

8.6. Âèñíîâêè

Â äàííîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíå øèðîêå ñiìåéñòâî iíòåãðîâíèõ ôåðìiîí-

íèõ ìîäåëåé òèïó ÁÊØ ç êiëüêîìà òèïàìè ôåðìiîíiâ òà iíòåãðîâíè-
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ìè ãàìiëüòîíiàíàìè s- òà px + ipy � òèïó. Ïîáóäîâàíi ìîäåëi óçàãàëü-

íþþòü ðåçóëüòàòè Ði÷àðäñîíà â ÿäåðíié ôiçèöi òà ââîäÿòü px + ipy -

àíàëîãè éîãî ìîäåëåé. Ðåçóëüòàòè äàííîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ

[93, 92, 94, 100, 101, 102, 103].
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Îñíîâíi ðåçóëüòàòè òà âèñíîâêè

Íà çàâåðøåííÿ ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè:

1. Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä ïîáóäîâè êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü çi ñïå-

êòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè øëÿõîì iíôåíiòåçèìàëüíèõ äåôîðìàöié

àëãåáð ïåòåëü. Òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâàíî øèðîêèé êëàñ êëàñè÷íèõ r-

ìàòðèöü, ùî ¹ äåôîðìàöiÿìè ñòàíäàðòíèõ ðàöiîíàëüíèõ r-ìàòðèöü.

Òàêîæ îá'¹äíàíî ìåòîä �äåôîðìàöié� ç ìåòîäîì �çñóâó� òà �çêðóòó� r-

ìàòðèöü çà äîïîìîãîþ àâòîìîðôiçìó òà îäåðæàíi �çñóíóòi� òà �çêðó-

÷åíi� äåôîðìîâàíi r-ìàòðèöi.

2. Ïîáóäîâàíî àëãåáðè Ëi ïðèõîâàíèõ ñèìåòðié ñòàðòóþ÷è ç êëàñè÷íî¨

r-ìàòðèöi çi ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè. Ïîêàçàíî, ùî êëàñè÷íà

r- ìàòðèöÿ ïîðîäæó¹ ïó÷îê íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð Ëi ùî íó-

ìåðó¹òüñÿ äðóãèì ñïåêòðàëüíèì ïàðàìåòðîì r-ìàòðèöi. Äîâåäåíî,

ùî íåîñîáëèâèõ òî÷êàõ ïó÷êà âiäïîâiäíi r-ìàòðè÷íi àëãåáðè ìàþòü

êâàçiãðàäóéîâàíó ñòðóêòóðó òà ïîáóäîâàíî ¨õ ðîçøèðåííÿ � êâà-

çiãðàäóéîâàíi àëãåáðè Ëi ç ðîçêëàäîì Êîñòàíòà � Àäëåðà � Ñàéì-

ñà, ùî ¹ óçãîäæåíèì ç êâàçiãðàäóéîâàííÿì. Ïîêàçàíî, ùî â îñîáëè-

âèõ òî÷êàõ, äå r-ìàòðèöÿ âèðîäæó¹òüñÿ, ñòðóêòóðà âiäïîâiäíèõ r-

ìàòðè÷íèõ àëãåáð çìiíþ¹òüñÿ.

3. Ðîçðîáëåíî ìåòîä ïîáóäîâè ìàòðèöü Ëàêñà ñòàðòóþ÷è ç äàíî¨ êëàñè-

÷íî¨ r-ìàòðèöi çi ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè. Ïîêàçàíî, ùî êîæíié

r-ìàòðèöi âiäïîâiäà¹ ïó÷îê ìàòðèöü Ëàêñà, ùî íóìåðó¹òüñÿ ïåðøèì

ñïåêòðàëüíèì ïàðàìåòðîì r-ìàòðèöi. Ïîêàçàíî, ùî iñíóþòü íåîñî-

áëèâi çíà÷åííÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ïðè ÿêèõ ìàòðèöÿ Ëàêñà

îïèñó¹ ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè òèïó Åéëåðà � Àðíîëüäà íà �ïiäñòèëà-

þ÷ié� íàïiâïðîñòié àëãåáði Ëi g òà ¨¨ ðîçøèðåííÿõ òèïó íàâiâïðÿìî¨
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ñóìè òà ùî iñíóþòü �îñîáëèâi� çíà÷åííÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà

ïðè ÿêîìó ñòðóêòóðà ìàòðèöü Ëàêñà çìiíþ¹òüñÿ. Äîñëiäæåíî ñòðó-

êòóðó ìàòðèöü Ëàêñà â îñîáëèâèõ òî÷êàõ, çîêðåìà, îïèñàíi, òàê çâà-

íi, �åëåìåíòè çñóâó�, à òàêîæ �áîçîííi� Ëàêñîâi ìàòðèöi. Äîñëiäæåíà

ñòðóêòóðà áàãàòîïîëþñíèõ ìàòðèöü Ëàêñà. Ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó

êîëè âñi ïîëþñè ìàòðèöü Ëàêñà íåîñîáëèâi, òî ¨ì âiäïîâiäàþòü óçà-

ãàëüíåíi ñèñòåìè Ãîäåíà òà ¨õ ðîçøèðåííÿ. Ïîêàçàíî, ùî ìàòðèöÿì

Ëàêñà çi ñïåöiàëüíèìè ïîëþñàìè âiäïîâiäàþòü, çîêðåìà, óçàãàëüíåíi

ñèñòåìè Ãîðäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, ñïií-áîçîííi ìîäåëi

òèïó ÄÊÄ, áàãàòîáîçîííi ìîäåëi òèïó äèìåðiâ Áîçå � Õàááàðäà òà

óçàãàëüíåíi ëàíöþæêè Òîäè.

4. Ðîçðîáëåíî ìåòîä ïîáóäîâè iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòêîâèõ ïîõi-

äíèõ â ïðîñòîði ðîçìiðíîñòi äâà ñòàðòóþ÷è ç êëàñè÷íî¨ r-ìàòðèöi çi

ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè. Ïðåäñòàâëåíi ÿâíi ôîðìóëè U − V �

ïàð â íàéïðîñòiøèõ �íîìiíóþ÷èõ� ðiâíÿíü âiäïîâiäíèõ i¹ðàðõié. Ïî-

êàçàíî, ùî iñíóþòü äâà òèïè i¹ðàðõié: �ìàëi� i¹ðàðõi¨, ùî âêëþ÷àþòü

ëèøå ðiâíÿííÿ åâîëþöiéíîãî òèïó i �âåëèêi� i¹ðàðõi¨, ùî ìiñòÿòü ðiâ-

íÿííÿ �ìàëèõ� i¹ðàðõié òà ¨õ, òàê çâàíi, íåãàòèâíi ïîòîêè. Ïîêàçàíî,

ùî ðåäóêöi¨ â iíòåãðîâíèõ i¹ðàðõiÿõ ïîâ'ÿçàíi ç îñîáëèâèìè òî÷êà-

ìè r-ìàòðèöü, â ÿêèõ âîíè ñòàþòü ñèíãóëÿðíèìè àáî âèðîäæåíåìè.

Ïîáóäîâàíi çàãàëüíi iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨ ùî ïîâ'ÿçàíi ç íåîñîáëèâèìè

òî÷êàìè r-ìàòðèöü. Ïîêàçàíî, ùî âiäïîâiäíi �ìàëi� i¹ðàðõi¨ ñïiâïàäà-

þòü ç ðiçíîìàíiòíèìè óçàãàëüíåíèìè ðiâíÿííÿìè Ëàíäàó � Ëiôøè-

öÿ, à �âåëèêi� i¹ðàðõi¨ � ç óçàãàëüíåíèìè i¹ðàðõiÿìè òèïó êiðàëüíîãî

ïîëÿ. Äîñëiäæåíî òàêîæ ðåäóêîâàíi iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨ ïîâ'ÿçàíi ç

îñîáëèâèìè òî÷êàìè r-ìàòðèöü i ïîáóäîâàíi ïðèêëàäè òàêèõ i¹ðàð-

õié. Ïîêàçàíî, ùî ðiâíÿííÿ �âåëèêèõ� iíòåãðîâíèõ i¹ðàðõié ìîæíà

âèïèñàòè â çàãàëüíîìó âèãëÿäi áåç ñïåöèôiêàöi¨ êîíêðåòíî¨ ôîðìè

r-ìàòðèöü. Ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ òðè òèïè òàêèõ i¹ðàðõié: ðåäóêîâàíi

ðiâíÿííÿ òèïó àíiçàòðîïíîãî êiðàëüíîãî ïîëÿ, r-ìàòðè÷íå óçàãàëüíå-
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ííÿ àáåëåâèõ òà íåàáåëåâèõ ðiâíÿíü Òîäè òà íîâèé êëàñ iíòåãðîâíèõ

ðiâíÿíü ÿêi ìè íàçâàëè �i¹ðàðõiÿìè ç ïîäâiéíèì çñóâîì�. Ïîáóäîâàíî

ïðèêëàäè òàêèõ i¹ðàðõié.

5. Ïîêàçàíî, ùî ç êëàñè÷íèìè íåêîñîñèìåòðè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè çi

ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè ìîæíà àñîöiþâàòè êâàíòîâi iíòåãðîâíi

ñèñòåìè. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî ç äîâiëüíèìè êëàñè÷íèìè íåêîñîñè-

ìåòðè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè ìîæíà àñîöiþâàòè iíòåãðîâíi óçàãàëüíåí-

íÿ êâàíòîâèõ ëàíöþæêiâ Ãîäåíà. Ïîêàçàíî òàêîæ, ùî ç êëàñè÷íèìè

r-ìàòðèöÿìè ÿêi ìàþòü íåòðèâiàëüíi åëåìåíòè çñóâó ìîæíà àñîöi-

þâàòè êâàíòîâi iíòåãðîâíi ëàíöþæêè Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ìàãíi-

òíîìó ïîëi, ç êëàñè÷íèìè r-ìàòðèöÿìè, ùî ìàþòü îñîáëèâi òî÷êè

�áîçîííîãî� òèïó, ìîæíà àñîöiþâàòè êâàíòîâi iíòåãðîâíi ñèñòåìè òè-

ïó ÄÊÄ i êâàíòîâi áàãàòîáîçîííi ìîäåëi òèïó äèìåðiâ ÁÕ. Äåòàëüíî

ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè àëãåáð gl(n) òà êëàñè÷íèõ ðàöiîíàëüíèõ i Z2-

ãðàäóéîâàíèõ r-ìàòðèöü.

6. Ðîçâèíóòî ìåòîä àëãåáðà¨÷íîãî àíçàöó Áåòå (éîãî Ëi�àëãåáðà¨÷íà

âåðñiÿ), ùî áàçó¹òüñÿ íà êëàñè÷íèõ íåêîñîñèìåòðè÷íèõ r-ìàòðèöÿõ.

Ó âèïàäêó àëãåáð gl(n) ðîçâèíóòî ìåòîä i¹ðàðõi÷íîãî àíçà-

öó Áåòå ùî áàçó¹òüñÿ íà ëàíöþæêó âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð. Ðîç-

ãëÿíóòî âèïàäêè ñòàíäàðòíîãî ëàíöþæêà âêëàäåíèõ ïiäàëãåáð

gl(n) ⊃ gl(n − 1) ⊃ ... ⊃ gl(1) òà íåñòàíäàðòíèõ ëàíöþæêiâ ùî

áàçóþòüñÿ íà ðåäóêöiÿõ òèïó gl(n) ⊃ gl(n − p) ⊕ gl(p). Ðîçâèíóòèé
ìåòîä çàñòîñîâàíî äî Zp�ãðàäóéîâàíèõ êëàñè÷íèõ r-ìàòðèöü òà âiä-

ïîâiäíèõ ìîäåëåé òèïó Ãîäåíà i, ó âèïàäêó p = 2, äî ìîäåëåé ÄÊÄ

òà ÁÕ.

7. Áàçóþ÷èñü íà çêîíñòðóéîâàíèõ ãàìiëüòîíiàíàõ Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó

ìàãíiòíîìó ïîëi, ïîáóäîâàíi iíòåãðîâíi ôåðìiîííi ìîäåëi òèïó ÁÊØ

� Ði÷àðäñîíà. Ç öi¹þ ìåòîþ ïîáóäîâàíi ôîðìóëè ôåðìiîíiçàöi¨ ñïi-

íîâèõ îïåðàòîðiâ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïðåäñòàâëåíü êëàñè÷íèõ ìàòðè-
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÷íèõ àëãåáð gl(n), so(2n) òà sp(2n). Âèêîðèñòîâóþ÷è ¨õ òà óçàãàëü-

íåíi ãàìiëüòîíiàíè Ãîäåíà ó çîâíiøíüîìó ïîëi, ïîáóäîâàíi iíòåãðîâíi

ôåðìiîííi ãàìiëüòîíiàíè òèïó ÁÊØ. Ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ äâà òèïè

òî÷íèõ àíàëîãiâ ãàìiëüòîíiàíiâ ÁÊØ � òàê çâàíi �s� òà �p+ ip� � òè-

ïè, ùî áàçó¹òüñÿ íà ðàöiîíàëüíèõ òà Z2 � ãðàäóéîâàíèõ r-ìàòðèöÿõ.

Ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó àëãåáð ðàíãó îäèí, ãàìiëüòîíiàíè ÁÊØ ìi-

ñòÿòü ëèøå îäèí òèï ôåðìiîíiâ, â òîé ÷àñ, ÿê ó âèïàäêó àëãåáð Ëi âè-

ùèõ ðàíãiâ âiäïîâiäíi ìîäåëi ìiñòÿòü áàãàòî òèïiâ ôåðìiîíiâ. Çîêðå-

ìà, iíòåãðîâíi ìîäåëi ùî áàçóþòüñÿ íà àëãåáðàõ gl(4), sp(4) òà so(4)

ìiñòÿòü äâà òèïè ôåðìiîíiâ i ìîæóòü iíòåðïðèòóâàòèñü ÿê iíòåãðîâíi

ïðîòîí � íåéòðîííi ìîäåëi ôiçèêè ÿäðà.
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