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АНОТАЦIЯ

Назаренко А.В. Статистичнi властивостi систем iз сильною вза-

ємодiєю та ефекти гравiтацiї. – Квалiфiкацiйна наукова праця на

правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.04.02 – теоретична фiзика (104 – фiзика та астро-

номiя). – Iнститут теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України,

Київ, 2020.

Дисертацiю присвячено отриманню фазових дiаграм i рiвнянь стану си-

стем багатьох частинок iз сильною та ґравiтацiйною взаємодiями, спiльний

розгляд яких обумовлюється наявнiстю подiбних станiв як конденсатного,

надплинного, рiдино- i газоподiбного, а також наявнiстю фазових переходiв.

Особлива увага придiляється впливу геометрiї простору-часу i додаткових

вимiрiв на стан речовини iз сильною взаємодiєю. Окрiм того, деякi системи

характеризуються отриманими функцiями розподiлу i мультифрактальними

величинами, а системи зi скiнченним числом ступенiв вiльностi – геометри-

чними параметрами i квантовими спектрами.

У першому роздiлi дисертацiї описано термодинамiчнi стани гадронних

систем, якi складаються з нуклонiв (протонiв i нейтронiв) i пiонiв за вiдносно

низьких температур i густин, якi реалiзуються, зокрема, у зiткненнях важких

iонiв за середнiх енерґiй або на фiнальнiй стадiї релятивiстських зiткнень.

У пiдроздiлi 1.1 розвинуто модель системи релятивiстських нуклонiв з

прямою взаємодiєю з виключеними ступенями вiльностi мезонiв, в якiй вiд-

творено рiвноважнi властивостi ядерної матерiї, критичнi параметри фазо-

вого переходу рiдина-газ у симетричнiй матерiї (з рiвним числом протонiв

i нейтронiв), а також енерґетичний спектр надплинної нейтронної матерiї в
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наближеннi Бардiна-Купера-Шрiфера. Результати пiдроздiлу 1.2 розширю-

ють дiаграму стану ядерної матерiї на випадок ґравiтацiйно деформованого

простору. Завдяки узагальненню моделi Валечки квантової гадронодинамi-

ки, знайдено критичнi параметри фазового переходу рiдина-газ симетричної

ядерної матерiї у конформно-пласкому просторi-часi за малих вiдхилень мас-

штабного фактору. У пiдроздiлi 1.3, наявнiсть значної кiлькостi пiонiв в ядер-

них процесах обумовлює врахування тричастинкової взаємодiї мiж ними. У

запропонованiй моделi виявлено фазовий перехiд рiдина-газ в конденсатi пiо-

нiв з ненульовим електричним зарядом за нульової температури, а також

рiдино- i газоподiбнi фази за високих температур з нульовим хiмiчним потен-

цiалом.

Другий роздiл дисертацiї присвячено окремим процесам i ефектам на рi-

зних стадiях ультрарелятивiстських ядро-ядерних зiткнень, в яких проявля-

ється кваркова структура гадронiв, а саме, швидкоплинним процесам за уча-

стю партонiв на раннiй стадiї зiткнення i механiзму прояву компактних дода-

ткових вимiрiв на стадiї рiвноважної кварк-ґлюонної речовини. Окрiм того,

придiляється увага термодинамiчним властивостям випромiнювання (фото-

нiв) за надвисоких, планкiвських температур.

У пiдроздiлi 2.1, на кiнетичному етапi релятивiстських ядерних зiткнень

описано еволюцiю та анiзотропiю потокiв партонiв, iснування яких має визна-

чальний вплив на спостережуванi iнтерферометричнi данi. Виявлено, що не-

значне число жорстких партонiв обумовлює вiд’ємну провiднiсть i нестiйкiсть

м’якої компоненти (поля) при електромагнiтнiй взаємодiї, що сприяє iзотро-

пiзацiї поля. Результати пiдроздiлу 2.2 показують, що термалiзована кварк-

ґлюонна речовина у зiткненнях ядер приводить за умов Арканi-Хамеда, Дi-

мопулоса i Двалi до ненульової ймовiрностi прояву додаткових компактних

просторових вимiрiв, число яких не перевищує шiсть у випадку конфайнмен-

ту i є необмеженим, але обумовленим температурою, в режимi домiнування

випромiнювання. На основi введеного в пiдроздiлi 2.3 нового закону дода-
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вання 4-iмпульсу, що враховує планкiвське обмеження на енерґiю згiдно з

принципами подвiйної спецiальної теорiї вiдносностi, знайдено термодинамi-

чнi функцiї та модифiкований закон Стефана-Больцмана випромiнювання

чорного тiла за високих температур. Показано, що випромiнювання вiдбу-

вається за температури вище порогової i з густиною енерґiї, що прямує до

певного скiнченного значення.

У третьому роздiлi враховується така топологiчна особливiсть компа-

ктних двовимiрних просторiв як рiд, яку може мати пiдпростiр додаткових

вимiрiв, поки iснуючий (наш) тривимiрний простiр залишається топологiчно

тривiальним. Вивчається часова еволюцiя геометрiй рiманових поверхонь ро-

ду один (тор) i роду два (крендель), а також квантовi спектри геометричних

характеристик: просторово- i часоподiбних iнтервалiв, площi. У статистично-

му описi спектру довжин випадкових двовимiрних ґрафiв, породжених спе-

цифiчною групою симетрiй, розглядаються аспекти симетризацiї польових

величин на рiмановiй поверхнi роду два.

Так, у пiдроздiлi 3.1, iз застосуванням гамiльтонового пiдходу описано

часову еволюцiю геометрiї тороїдального простору в (2+1)-вимiрнiй ґравiта-

цiї Черна-Саймонса з модельним джерелом, наявнiсть якого при квантуваннi

приводить або до розщеплення вироджених станiв власного часу, або до зня-

ття виродження спектра площi. Для двопараметричної рiманової поверхнi

роду два, означеної в пiдроздiлi 3.2, отримано канонiчнi змiннi дiя-кут за

допомогою геометричної теорiї Вейля-Петерсона. Побудованi на їх базi ґене-

ратори Лоренца i гамiльтонiан задають часову еволюцiю геометрiї поверхнi

за сценарiєм “великого вiдскоку” i визначають квантовий дискретний спектр

площi фазового простору. У пiдроздiлi 3.3, за допомогою статистичної мiри

як ряду за групою симетрiй рiманової поверхнi роду два, обчислено мульти-

фрактальнi показники спектру довжин напрямлених ґрафiв восьмигiлкового

дерева Кейлi. Виявлено застосовнiсть теорiї ланцюгiв Маркова для опису

вказаного спектру i мiри.
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Четвертий роздiл присвячено вивченню статистичних властивостей си-

стем електрично заряджених тiл з ґравiтацiйною взаємодiєю, де електроста-

тичне вiдштовхування вiдiґрає провiдну роль, щоб запобiгти колапсу. Дослi-

дження ґрунтується як на розв’язках рiвнянь класичної теорiї поля в пер-

шому наближеннi за константами взаємодiї, так i на точному розв’язку рiв-

нянь Ейнштейна-Максвела для екстремальних чорних дiр за умови рiвностi

констант ґравiтацiйної i електромагнiтної взаємодiї. Природа гiпотетичних

екстремальних чорних дiр надає додаткову перспективу застосування рiзних

статистик (Бозе-Ейнштейна, iнфiнiтної та iн.) i порiвняння їх ролi у великому

канонiчному ансамблi.

Виходячи iз загальної теорiї вiдносносностi в пiдроздiлi 4.1, за допомо-

гою Пуанкаре-iнварiантної процедури редукцiї польових ступенiв вiльностi

методами механiки Дiрака з в’язами отримано гамiльтонiв опис та канонiчну

реалiзацiю алґебри Пуанкаре в термiнах частинкових змiнних в першому на-

ближеннi за ґравiтацiйною сталою. Поєднуючи результат iз релятивiстською

електромагнiтною взаємодiєю в першому наближеннi за константою зв’язку,

у пiдроздiлi 4.2 знайдено термодинамiчнi функцiї, що характеризують ефект

екранування в слабконеiдеальнiй системi релятивiстських зарядiв з прямою

ґравiтацiйною взаємодiєю в калiбрувально-iнварiантнiй схемi обчислень. У

пiдроздiлi 4.3 для ансамблю екстремальних чорних дiр, описуваному ста-

тичним розв’язком Маджумдара-Папапетру рiвнянь Ейнштейна-Максвела,

здiйснено порiвняння середнього значення ґравiтацiйної затримки часу в ста-

тистицi Бозе-Ейнштейна, iнфiнiтнiй, Фермi-Дiрака i класичнiй.

У п’ятому роздiлi описано можливi термодинамiчнi стани в моделях бозе-

конденсатної темної матерiї з дво- i тричастинковою взаємодiями iз засто-

суванням вiдповiдних модифiкацiй рiвняння Ґроса-Пiтаєвського. У випадку

темної матерiї галактичного гало з ґравiтацiйною i парною розсiювальною

взаємодiями, зазвичай присутньому ефекту суцiльного обертання надається

iнше тлумачення, яке походить з припущення про структурованiсть части-
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нок темної матерiї. На пiдставi аналiзу, модель з тричастинковою взаємодiєю

замiнює модель з парною взаємодiєю у випадку темної матерiї галактичного

ядра i демонструє появу двох термодинамiчних фаз: рiдино- i газоподiбної.

У пiдроздiлi 5.1 показано, що просторовий розподiл частинок, отрима-

ний у запропонованiй моделi з деформованим комутатором для хвильової

функцiї бозе-конденсату з ґравiтацiйною i парною взаємодiями в наближеннi

Томаса-Фермi, збiгається з вiдомим розподiлом бозе-конденсатної темної ма-

терiї (гало галактик) з повiльним обертанням. Для стацiонарного рiвняння

Ґроса-Пiтаєвського з ґравiтацiйною i тричастинковою взаємодiями у пiдроз-

дiлi 5.2 отримано чисельнi розв’язки i термодинамiчнi функцiї, за допомо-

гою яких виявлено iснування рiдино- i газоподiбного станiв, фазовий перехiд

першого роду мiж якими обумовлюється квантовими флуктуацiями. Надано

оцiнки фiзичних величин для моделi темної матерiї галактичного ядра.

Ключовi слова: статистична фiзика i термодинамiка, ядро-ядернi зiткнен-

ня, теорiя ґравiтацiї, рiвняння стану, фазовi переходи першого роду, рiвняння

Ґроса-Пiтаєвського, гадрони, кварки i ґлюони, темна матерiя, додатковi ви-

мiри.
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ABSTRACT

Nazarenko A.V. Statistical properties of the systems with strong

interaction and the effects of gravity. –– Qualification scientific work

in the form of manuscript.

Thesis for doctor of sciences degree in speciality 01.04.02 –– theoretical

physics (104 –– physics and astronomy). –– Bogolyubov Institute for Theoret-

ical Physics of the NAS of Ukraine, Kyiv, 2020.

The dissertation is aimed at obtaining the phase diagrams and equations of

state of systems of many particles with strong and gravitational interactions,

the joint consideration of which is conditioned by the presence of similar states

as condensate, superfluid, liquid and gaseous, and the presence of phase transi-

tions. Moreover, attention is paid to the influence of space-time geometry and

extra dimensions on the state of matter with strong interaction. There are some

systems which are characterized by the distribution functions and multifractal

quantities, by geometric parameters and quantum spectra in the case of a finite

number of degrees of freedom.

The first Section of the dissertation deals with the thermodynamic states of

hadron systems, that consist of nucleons (protons and neutrons) and pions at

relatively low temperatures and densities, which are realized, in particular, in

collisions of heavy ions at intermediate energies or in the final stage of relativistic

collisions.

In Section 1.1 it is constructed a model of a system of relativistic nucleons

with direct interaction with eliminated degrees of freedom of mesons, in which

the equilibrium properties of nuclear matter, critical parameters of the liquid-

gas phase transition in symmetric nuclear matter with equal numbers of pro-

tons and neutrons, and the energy spectrum of the superfluid neutron matter in
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the Bardeen-Cooper-Schrieffer approximation are successfully reproduced. The

results of Section 1.2 extend the diagram of nuclear matter to the case of grav-

itationally deformed space. Within the generalization of the Walecka model of

quantum hadrodynamics, the critical parameters of the liquid-gas phase tran-

sition of symmetric nuclear matter in conformally-flat space-time with small

deviations of the scale factor are found. In view of a significant number of

pions in nuclear processes, we take into account the three-particle interaction

between them. Such a model reveals a liquid-gas phase transition in the con-

densate of pions with a total non-zero electric charge at zero temperature, as

well as liquid and gaseous phases at high temperatures with zeroth chemical

potential.

The second Section of the dissertation deals with the certain processes and

effects at chosen stages of ultrarelativistic nuclear-nuclear collisions, in which

the quark structure of hadrons is manifested, namely, transient processes involv-

ing partons at the early stage of collision and the mechanism of manifestation

of compact extra dimensions at the stage of equilibrated quark-gluon matter.

In addition, attention is paid to the thermodynamic properties of radiation

(photons) at ultrahigh, Planck temperatures.

In Section 2.1, at the kinetic stage of relativistic nuclear collisions, the evo-

lution and anisotropy of partonic fluxes are described, the existence of which

determines the observed interferometric data. It was found that a small num-

ber of hard partons causes the negative conductivity and instability of the

soft component (field) during electromagnetic interaction, which stimulate the

isotropization of the field. The results of Section 2.2 show that the thermal-

ized quark-gluon matter in the collisions of nuclei leads under the conditions of

Arkani-Hamed, Dimopoulos and Dvali to a non-zero probability of manifesta-

tion of extra compact spatial dimensions, the number of which does not exceed

six in the case of confinement and is unlimited, but determined by temperature,

in the mode of dominance of radiation. In Section 2.3, due to the new law of
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the addition of a 4-momentum introduced, which takes into account the Planck

limit on energy according to the principles of the doubly special relativity, ther-

modynamic functions and a modified Stephen-Boltzmann law of black body

radiation at high temperatures are found. It is shown that radiation occurs at

temperatures above the threshold, and an energy density goes to certain finite

value.

The third Section takes into account a genus as the topological feature

of compact two-dimensional spaces, which may be treated as a subspace in

additional dimensions, while the existing (our) three-dimensional space remains

topologically trivial. The time evolution of the geometries of Riemann surfaces

of the genus one (torus) and the genus two (two-holed torus) is studied, as

well as the quantum spectra of geometric characteristics, namely, space and

time intervals, areas. In the statistical description of the spectrum of lengths of

random two-dimensional graphs, aspects of symmetrization of field quantities

on the Riemann surface of genus two are considered.

Thus, in Section 3.1, using the Hamiltonian approach, we describe the time

evolution of the geometry of toroidal space in (2+1)-dimensional Chern-Simons

gravity with a source, the presence of which during quantization leads either to

eliminating the degeneracy of area or to splitting of degenerate states of proper

time. For the two-parameter Riemann surface in genus two, defined in Section

3.2, the canonical action-angle variables are obtained using the Weyl-Petersson

geometric theory. The Lorentz generators and Hamiltonian built on their basis

determine the time evolution of surface geometry according to the “big bounce”

scenario and determine also the quantum discrete spectrum of the phase space

area. In Section 3.3, using a statistical measure as a series over the group of

symmetries of the Riemann surface in genus two, multifractal exponents of the

length spectrum of directed graphs of octagonal Cayley tree are calculated. The

applicability of Markov chain theory for the description of the length spectrum

and the measure is revealed.
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The fourth Section is devoted to the study of the statistical properties of

systems of charged bodies with gravitational interaction, where electrostatic re-

pulsion plays a leading role in preventing collapse. The study is based both on

the solution of the equations of classical field theory in the first order approxima-

tion in interaction constants and on the exact solution of the Einstein-Maxwell

equations for extremal black holes, as a limit case of equality of gravitational

and electromagnetic interaction constants. The nature of hypothetical extremal

black holes provides additional possibility for the application of various statistics

(Bose-Einstein, infinite, etc.) and a comparison of their role in a grandcanonical

ensemble.

Starting from the general relativity theory in Section 4.1 and using the

Poincare-invariant procedure for reducing field degrees of freedom by Dirac

mechanics with constraints, it is obtained a Hamiltonian description and the

canonical realization of the Poincare algebra in terms of particle variables in the

first order approximation in the gravitational constant. Combining the result

with the relativistic electromagnetic interaction in the first order approximation

in the coupling constant, in Section 4.2 we found thermodynamic functions that

characterize the screening effect in a weakly non-ideal system of relativistic

charges with direct gravitational interaction in the gauge-invariant scheme. In

Section 4.3, the static Majumdar-Papapetrou solution of the Einstein-Maxwell

equations defines the ensemble of extremal black holes and serves to comparing

mean value of the gravitational time delay in Bose-Einstein, infinite, Fermi-

Dirac, and classical statistics.

The fifth Section describes possible thermodynamic states in models of Bose-

condensate dark matter with two- and three-particle interactions using appro-

priate modifications of the Gross-Pitaevski and Poisson equations. In the case

of dark matter of a galactic halo with gravitational and pairwise scattering in-

teractions, another treatment of effect, usually given by rigid rotation, comes

from the assumption of the compositeness of dark matter particles. Based on
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the analysis, the model with three-particle interaction replaces the model with

pairwise interaction in the case of dark matter in the galactic nuclei and demon-

strates the appearance of two thermodynamic phases: liquid and gaseous.

The results of Section 5.1 show that the spatial particle distribution obtained

in the proposed model with a deformed commutation relations for the Bose-

condensate wave function and with gravitational and pairwise interactions in the

Thomas-Fermi approximation coincides with the known distribution of Bose-

condensate dark matter (of galactic halo). For the stationary Gross-Pitaevski

equation with gravitational and three-particle interactions, numerical solutions

and thermodynamic functions are obtained in Section 5.2. These reveal the

existence of liquid and gaseous states, the first order phase transition between

which is due to quantum fluctuations. Estimates of physical quantities for the

dark matter model of the galactic nuclei are made.

Key words : statistical physics and thermodynamics, nuclear-nuclear col-

lisions, the theory of gravity, equation of state, first order phase transition,

Gross-Pitaevski equation, hadrons, quarks and gluons, dark matter, extra di-

mensions.
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ВСТУП

Обґрунтування та актуальнiсть теми дослiджень. Основну ува-

гу в роботi зосереджено на фiзичних системах з двома фундаментальними

взаємодiями: сильнiй i ґравiтацiйнiй. Побiжний погляд на об’єкти мiкро та

макросвiту (зокрема, атомнi ядра, зорi та їх скупчення) дозволяє встановити

спiльну рису цих взаємодiй – притягання, необхiдне для утворення матерiї,

багаточастинкових структур, неоднорiднiсть i розмаїття яких завдячує ефе-

ктам вiдштовхування (тiєї чи iншої природи). Обчислювальнi труднощi при

описi систем з такими взаємодiями змушують нас звертатись до спрощених

моделей, якi складають частину наукового пошуку.

Актуальнiсть роботи обумовлена необхiднiстю опису властивостей мате-

рiї в ядро-ядерних зiткненнях, темної матерiї, а також явищ з одночасним

проявом сильної i ґравiтацiйної взаємодiй.

Однiєю з фундаментальних задач теоретичної фiзики є отримання ха-

рактеристик систем багатьох частинок (речовини) як функцiй температури,

густини i складу, що визначають фазову дiаграму стану речовини.

Застосування єдиного пiдходу – рiвноважного статистичного опису i тер-

модинамiки – до систем iз сильною та ґравiтацiйною взаємодiєю, якi iснують

на рiзних просторових масштабах, обумовлюється з теоретичної точки зору

подiбними станами: конденсатним i надплинним [50, 51, 232, 290], рiдино- i

газоподiбним [254], а також наявнiстю фазових переходiв [73, 323]. Хоча рiв-

новажний пiдхiд сильно спрощує картину явищ, вiн виявляє напрям складної

динамiки систем i робить наочним процес роздiлення фаз, що буває важко

досягнути в мiкроскопiчному формулюваннi [99].

Окрiм того, стани деяких систем можуть проявлятися i/або обумовлю-

ватися геометрично як в конфiгурацiйному просторi, так i в просторi iнших
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характеристик. Тодi зручно оперувати функцiєю розподiлу, геометричними

величинами i квантовими спектрами [14, 392], мультифрактальними показни-

ками [391].

Через розбiжнiсть вигляду i значень параметрiв взаємодiї у вакуумi та

середовищi доводиться оминати фундаментальнi теорiї, i звертатись до екс-

периментальних даних за подiбних умов задач.

Так, моделi з сильною взаємодiєю здебiльшого спираються на данi з ре-

лятивiстських зiткнень важких гадронiв на прискорювачах частинок [378].

Хоча доступнi вiдомостi є опосередкованими i не охоплюють деталi, їх виста-

чає для статистичного i кiнетичного опису процесiв в середовищi, а також

застосування ефективної квантової гадронодинамiки [356].

Помiж мотивуючих нас експериментiв вiдзначимо дослiдження мульти-

фрагментацiї перегрiтих ядер [39, 103, 104, 180, 341] як ядерного фазового

переходу рiдина-газ, передбаченого, зокрема, в рамках польової моделi Ва-

лечки [254, 356, 322, 323] та її модифiкацiй [161, 306, 349]. Для встановлення

ролi релятивiзму у випаровуваннi ядер та критичних параметрiв ми пропо-

нуємо модель системи нуклонiв з виключеними ступенями вiльностi мезонiв,

яка слугує подальшим розвитком теорiї прямих взаємодiй [260]. Окрiм того,

розгляд надплинної нейтронної матерiї [51, 239] на базi внеску куперiвських

пар у моделi в наближеннi Бардiна-Купера-Шрiфера [36] та порiвняння з вi-

домими результатами [32, 55, 161, 212, 213, 228, 283, 291, 292, 349] покликанi

вказати на провiднi ефекти та шляхи покращення обчислень.

Разом з тим, узагальнення моделi Валечки на випадок конформно-плаского

простору-часу [371] з рiвним числом протонiв i нейтронiв покликане виявити

змiну критичних параметрiв переходу рiдина-газ за малих змiн масштабного

фактору завдяки перемасштабуванню об’єму i змiнi енерґетичного спектру.

Таким чином, вказанi задачi та їх результати приводять до фазової дiа-

грами ядерної матерiї у пласкому та конформно-пласкому просторi-часi за

вiдносно малих температур i густин.
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Окрiм того, термодинамiка систем гадронiв має описувати не лише про-

вiдну нуклонну складову, але й стани мезонiв. Для дослiдження природно

обрати пi-мезони, число (множиннiсть) яких є великим в ядерних зiткнен-

нях, i зосередитись на станах пiонної матерiї в системi вiдлiку, пов’язанiй з

нею.

На iснування конденсату пiонiв [242, 326, 354, 387] натякають зiткнен-

ня протон-ядро [297], якi надали спектр дилептонiв i межi ефективної маси

пiонiв у середовищi. Пов’язуючи неоднозначнiсть свiдчень з рiзними фазами

конденсату [192], доцiльно обмежити кiральнi моделi [337, 358] три-пiонною

взаємодiєю i описати фазовий перехiд рiдина-газ.

Теоретично, рiдино- i газоподiбна фази пiонної матерiї можуть виникати

в рiзних температурних режимах, зокрема, на фiнальнiй стадiї релятивiст-

ського ядро-ядерного зiткнення, повна картина якого є досить складною.

У роботi ми зосереджуємося на окремих процесах на раннiй (кiнетичнiй)

i рiвноважнiй кварк-ґлюоннiй стадiях, коли фiзика гадронiв незастосовна.

Виявлена на Колайдерi релятивiстських важких iонiв [7, 5, 187] незале-

жнiсть iнтерферометричних об’ємiв вiд енерґiї, а також початковi умови гi-

дродинамiчної еволюцiї мають обумовлюватися розвиненими на раннiй стадiї

ядерних зiткнень поперечними потоками некогерентних партонiв, еволюцiя i

анiзотропiя яких визначаються в кiнетичному та польовому пiдходах. Хоча,

локальна рiвновага вимагає бодай часткової iзотропiзацiї системи [249, 253],

її механiзм в моделi iз електрично взаємодiючими м’якими i жорсткими пар-

тонами пов’язується з нестiйкiстю i вiд’ємною провiднiстю їхнiх пучкiв.

Iдея застосовностi рiвняння дифузiї в таких задачах, яке, зазвичай, описує

хаотичнi блукання [338], стимулює їх незалежний розгляд у багатозонному

середовищi з адгезiєю [275, 276], пов’язаною з ефективною масою частинки.

На стадiї рiвноважної кварк-ґлюонної матерiї iз визначеним рiвнянням

стану залучаємо ефекти ґравiтацiї. Так, надбання теорiї струн [91] надихають

на пошуки прояву додаткових вимiрiв, необхiдних для єдиної теорiї фунда-
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ментальних вазємодiй. Зокрема, концепцiя [22] породила iдею їх виявлення

через появу мiкроскопiчних чорних дiр [48, 168] в зiткненнях ядер. Радше,

переоцiнка ймовiрностi такого сценарiю спонукає до розгляду механiзму про-

яву компактних додаткових вимiрiв в рамках мiкроскопiчної космологiчної

моделi з кварк-ґлюонною речовиною.

Дана задача також пов’язана з процесами ранньої еволюцiї Всесвiту. Зна-

чна роль випромiнювання (фотонiв) в цю епоху штовхає до вивчення його

властивостей за надвисоких температур.

Виходячи з подвiйної спецiальної теорiї вiдносностi (ПСТВ) з додатковим

обмеженням на енерґiю [15, 16, 221] та браку її прямого пiдтвердження, ми

звертаємось до версiї ПСТВ з новим законом додавання 4-iмпульсу для опи-

су нових термодинамiчних ефектiв при випромiнюваннi чорного тiла (газу

фотонiв) за планкiвських температур.

Хоча задача з додатковими компактними вимiрами сформульована для

топологiї багатовимiрного тора з фiксованою геометрiєю [22], навiть у двох

(додаткових) вимiрах iснує нескiнченне число топологiй i геометрiй простору,

властивостi якого потребують окремого вивчення.

Так, в модельному (2+1)-вимiрному просторi-часi, теорiя ґравiтацiї еквiва-

лентна польовiй теорiї Черна-Саймонса [360] i вимагає асоцiювання простору

з рiмановою поверхнею фiксованого роду (тором, зокрема). Таке формулю-

вання потребує послiдовної редукцiї полiв до скiнченного числа глобальних

змiнних для опису часової еволюцiї геометрiї простору. Окрiм того, iдея вiд-

сутностi у свiтi з квантовими (i тепловими) флуктуацiями абсолютних зна-

чень довжини i кута [14] привела до появи квантової геометрiї на тлi (2+1)-

вимiрної квантової ґравiтацiї [110, 111, 112, 301, 302, 303] iз знаходженням

спектрiв просторово- i часоподiбних iнтервалiв, площi. Таким чином, кванту-

вання теорiї у тороїдальному Всесвiтi з обертанням виявляє спектри величин,

а також розщеплення квантових рiвнiв часу, як в ефектi Зеємана.

Пiсля тора роду один природно розглянути рiманову поверхню роду два
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(крендель). Для опису властивостей такого простору пасує теорiя Вейля-

Петерсона. Iнтерес до еволюцiї його геометрiї стимулює знаходження iнварi-

антiв щодо групи вiдображень класiв (поверхнi), утворюючи з яких канонiчнi

ґенератори Лоренца i гамiльтонiан [210], вiдтворюється новiтнiй космологi-

чний сценарiй з “великим вiдскоком” [26] для глобальних змiнних.

Разом з тим, симетризацiя локальних величини (полiв) пiд дiєю групи

симетрiй рiманової поверхнi приводить до рядiв Пуанкаре [392]. Однак, не-

спроможнiсть обчислити такий ряд точно навiть за симетрiями поверхнi роду

два i поступова стохастизацiя членiв ряду обумовлюють наближення ланцю-

гiв Маркова, що стає предметом вивчення в теорiї хаоса [144, 353].

У статистичному пiдходi звернемося до низки ґравiтацiйних систем з рi-

зними вiдштовхувальними взаємодiями: електростатичною i розсiювальною.

Суперечностi на тлi термодинамiки слабконеiдеального газу релятивiст-

ських точкових зарядiв в наближеннi Дебая-Хюкеля [194, 390, 47, 175, 195],

можна показати, спричиненi обчислювальними труднощами, якi усуваються

i за наявностi ґравiтацiйної взаємодiї. Окрiм того, розрахунки узгоджуються

з теорiєю кулонiвської плазми [369, 393]. Однак, ґраничний випадок за умови

рiвностi констант ґравiтацiйної i електромагнiтної взаємодiй робить частин-

ки вiльними в статистичному пiдходi, що потребує звернення до розв’язку

рiвнянь Ейнштейна-Максвела для екстремальних чорних дiр [222, 287].

Надаючи оцiнку середнiй затримцi часу, обумовленiй ґравiтацiєю в ансам-

блi гiпотетичних екстремальних чорних дiр [154, 222, 287], можна визначити

роль iнфiнiтної статистики, якою їх надiлили в працi [344]. Для цього, приро-

дно порiвняти затримку часу для ансамблiв у статистиках Бозе-Ейнштейна,

iнфiнiтнiй, Фермi-Дiрака i класичнiй.

Значний внесок темної матерiї та її роль у Всесвiтi (особливо у форму-

ваннi галактик) спонукає до з’ясування її природи i властивостей, якому слу-

гують спостережуванi данi супутникiв i обсерваторiй [208, 308]. Приписуючи

темнiй матерiї бозе-конденсатне походження [50] без завчасних припущень
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про склад, пошук вiдповiдей можливий через аналiз функцiї розподiлу, рота-

цiйних кривих та термодинамiчних функцiй за умови рiвноваги, яка в наших

моделях забезпечується дво- i тричастинковим розсiюванням частинок темної

матерiї, що протидiє тяжiнню i дозволяє iснування рiзних термодинамiчних

фаз: рiдино- i газоподiбної.

Зв’язок роботи з науковими програмами i темами. Робота вико-

нана у рамках дослiджень, що проводяться у вiддiлi математичних методiв в

теоретичнiй фiзицi Iнституту теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова: тема

“Квантовi симетрiї i властивостi iнтегровних та квантово-польових систем”,

2001-2004 рр., шифр 1.2.2, 1.4.7, № д.р. в УкрIНТЕI 0101U000331; тема “Симе-

трiї, iнтегровнi системи, класичнi i квантовi поля”, 2005-2007 рр., шифр 1.4.7,

№ д.р. в УкрIНТЕI 0101U006883; тема “Методи теорiї симетрiй та проблеми

нелiнiйної динамiки в сучаснiй теорiї поля та теорiї елементарних частинок”,

2007-2011 рр., шифр 1.4.7, № д.р. в УкрIНТЕI 0106U007885; тема “Нелiнiйнi

квантовi осцилятори, iнтегровнi моделi та квантово-польовi системи: симетрiї

i застосування”, 2012-2016 рр., шифр 1.4.7, № д.р. в УкрIНТЕI 0112U000052;

тема “Симетрiї, деформацiї та iнтегровнiсть в моделях квантових полiв i ча-

стинок” 2017-2021 рр., шифр 1.4.7, № д.р. в УкрIНТЕI 0117U000238.

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є знаходження фазо-

вих дiаграм i рiвняння стану систем iз сильною та ґравiтацiйною взаємодiями

в рамках запропонованих моделей в статистичному пiдходi. Основна увага в

роботi придiляється окремим явищам в ядернiй i темнiй матерiї, високое-

нерґетичним явищам з одночасним врахуванням сильної взаємодiї i ефектiв

ґравiтацiї, а також розвиненню пiдходiв до задач квантової ґравiтацiї, термо-

динамiки систем електрично заряджених тiл з ґравiтацiйною взаємодiєю.

Поетапне дослiдження пов’язано з такими задачами i завданнями:

1. Розвинути квантову модель релятивiстських нуклонiв з прямою взає-

модiєю (з виключеними на класичному рiвнi ступенями вiльностi полiв σ, ω
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i ρ мезонiв) з параметрами, що вiдтворюють рiвноважнi властивостi ядерної

матерiї за нульової температури; знайти критичнi параметри фазового пере-

ходу типу рiдина-газ в симетричнiй ядернiй матерiї; встановити енерґетичний

спектр надплинної нейтронної матерiї за нульової температури.

2. Узагальнити польову модель Валечки гадронодинамiки у випадку кон-

формно-плаского простору-часу i оцiнити критичнi параметри фазового пере-

ходу рiдина-ґаз симетричної ядерної матерiї за змiною масштабного фактору.

3. Побудувати модель π±-речовини з тричастинковою взаємодiєю, яка за-

безпечує iснування рiдиноподiбного стану, i описати фазовий перехiд типу

рiдина-газ в конденсатi пiонiв, а також в системi за ненульової температури.

4. Описати еволюцiю потокiв партонiв на раннiй стадiї ядерних зiткнень

та оцiнити їхню анiзотропiю в кiнетичнiй моделi вiльного розльоту i в абелевiй

польовiй моделi для подальшого вiдтворення iнтерферометричних характе-

ристик матерiї в (не)центральних зiткненнях. Розвинути модель з абелевим

полем для електрично заряджених партонiв з метою аналiзу процесу iзотро-

пiзацiї м’якої моди партонiв (поля).

5. За умов концепцiї Арканi-Хамеда–Дiмопулоса–Двалi виникає можли-

вiсть передачi енерґiї вiд кварк-ґлюонної речовини до ґравiтацiйних мод у

звичайних трьох i в додаткових просторових вимiрах, ймовiрнiсть якої слiд

визначити в рамках вiдповiдної квантової моделi космологiчного типу

6. Для випромiнювання чорного тiла з обмеженою максимальною енерґi-

єю фотона i кожної окремо взятої моди вивести термодинамiчнi функцiї (в

наближеннi середнього поля) i аналог закону Стефана–Больцмана.

7. Поєднуючи гамiльтонову механiку з в’язями i групу гомотопiй, редуку-

вати (2+1)-вимiрну теорiю Черна–Саймонса на торi з модельним джерелом до

гамiльтонової системи зi скiнченним числом глобальних змiнних. При кван-

туваннi iнтервалiв i площi, задати форми джерел, що приводять до розще-

плення вироджених станiв власного часу i зняття виродження спектра площi.

8. Знайти ґенератори групи Фукса рiманової поверхнi роду два на осно-
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вi двопараметричного восьмикутника у просторi Лобачевського. За допомо-

гою розкладу на Y-блоки знайти параметри Фенхеля–Нiльсена i два-форму

Вейля–Петерсона (ВП), звести її до канонiчного вигляду в термiнах площi

ВП, обмеженої iзопериметричною орбiтою в просторi параметрiв, i кутової

змiнної. Побудувати ґенератори Лоренца i гамiльтонiан для опису класичної

еволюцiї моделi i знаходження квантового спектру площi ВП.

9. Побудувати статистичну суму моделi напрямлених ґрафiв восьмигiл-

кового дерева Кейлi, породженого групою Фукса двопараметричної рiмано-

вої поверхнi роду два. Обчислити мультифрактальнi характеристики спектру

довжин ґрафiв та звести його обчислення до ланцюга Маркова внаслiдок сто-

хастизацiї ряду (суми).

10. Для опису ефекту екранування в слабконеiдеальнiй системi реляти-

вiстських точкових зарядiв з прямою ґравiтацiйною взаємодiєю редукувати

ступенi вiльностi ґравiтацiйного поля за допомогою вiдомої процедури i обчи-

слити термодинамiчнi i парну кореляцiйну функцiї в наближеннi кiльцевих

дiаграм.

11. У великому канонiчному ансамблi екстремальних чорних дiр, за умови

балансу мiж силами ґравiтацiйного притягання i електростатичного вiдштов-

хування, вивести середнє значення ґравiтацiйної затримки часу у статистицi

Бозе–Ейнштейна, iнфiнiтнiй, Фермi–Дiрака i класичнiй.

12. На основi функцiоналу енерґiї в наближеннi Томаса–Фермi для бозе-

конденсату з ґравiтацiйним притяганням i парним розсiюванням обчислити

статистичну суму та термодинамiчнi функцiї, пов’язанi з розв’язком рiвняння

Ґроса–Пiтаєвського; деформувати комутацiйнi спiввiдношення для хвильової

функцiї i модифiкувати обчислення для вiдтворення ефекту суцiльного обер-

тання темної матерiї гало карликових галактик.

13. З врахуванням квантових кiнематичних аспектiв отримати термоди-

намiчнi функцiї бозе-конденсатної темної матерiї (галактичного ядра) з вiд-

штовхувальною тричастинковою взаємодiєю. Визначити умови iснування рi-
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дино- i газоподiбних станiв, а також з’ясувати роль квантових ефектiв у пе-

реходi мiж станами.

Об’єктом дослiдження є системи багатьох частинок iз сильною та ґравi-

тацiйною взаємодiєю. Специфiка кожної з них визначається не лише складом,

але й вибором додаткової (вiдштовхувальної) взаємодiї. Врахування тих чи

iнших ґравiтацiйних ефектiв в системах iз сильною взаємодiєю залежить вiд

густини енерґiї речовини, що розглядається.

Предметом дослiдження є фазовi дiаграми i рiвняння стану речовини,

фазовi переходи (першого роду), роль топологiї i геометрiї простору в еволю-

цiї систем, вплив матерiї на властивостi простору-часу i додатковi просторовi

вимiри.

Методи дослiдження. У роботi використано вiдомi аналiтичнi методи

теоретичної фiзики та математики, зокрема, диференцiальної геометрiї, тео-

рiї представлень та деформованих алґебр, а також чисельнi методи для зна-

ходження на компьютерi розв’язкiв неiнтеґровних диференцiальних рiвнянь,

значень деяких iнтеґральних функцiй, великих масивiв випадкових траєкто-

рiй та їх характеристик.

Наукова новизна одержаних результатiв. У роботi дослiджено фi-

зичнi системи багатьох частинок iз сильною та ґравiтацiйною взаємодiєю.

Виявлено наявнiсть рiдино- i газоподiбних станiв в ядернiй, пiоннiй i темнiй

матерiї. Описано енерґетичний спектр надплинної нейтронної матерiї. Шля-

хом порiвняння з результатами у вiдомих статистиках оцiнено прояв iнфiнi-

тної статистики. Отримано характеристики двопараметричної рiманової по-

верхнi роду два. Виявлено умови прояву ґравiтацiйних ефектiв в мiкросвiтi,

зокрема прояву додаткових вимiрiв. Розвинуто моделi хаотичних блукань в

багатозонному середовищi i виявлено наявнiсть перехiдної дифузiї.

Основними науковими результатами, що виносяться на захист, є такi:

♦ Розвинуто модель системи релятивiстських нуклонiв з прямою взаємо-
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дiєю, в якiй вiдтворено рiвноважнi властивостi ядерної матерiї, критичнi па-

раметри фазового переходу рiдина-газ у симетричнiй матерiї, а також енерґе-

тичний спектр надплинної нейтронної матерiї в наближеннi Бардiна-Купера-

Шрiфера.

♦ Знайдено критичнi параметри фазового переходу рiдина-газ симетри-

чної ядерної матерiї у конформно-пласкому просторi-часi за малих вiдхилень

масштабного фактора.

♦ Встановлено наявнiсть переходу рiдина-газ в конденсатi пiонiв з не-

нульовим електричним зарядом за нульової температури, а також рiдино- i

газоподiбної фаз за високих температур з нульовим хiмiчним потенцiалом.

♦ Для ранньої стадiї релятивiстських ядерних зiткнень описано еволюцiю

та анiзотропiю потокiв партонiв, якi мають визначальний вплив на основнi

спостережуванi iнтерферометричнi данi. Показано, що незначне число жорс-

тких партонiв обумовлює вiд’ємну провiднiсть i нестiйкiсть м’якої компонен-

ти (поля) при електромагнiтнiй взаємодiї, що сприяє iзотропiзацiї.

♦ Показано, що термалiзована кварк-ґлюонна речовина у зiткненнях ядер

приводить за умов Арканi-Хамеда, Дiмопулоса i Двалi до ненульової ймовiр-

ностi прояву додаткових компактних просторових вимiрiв, число яких не пе-

ревищує шiсть у випадку конфайнменту i є необмеженим, але обумовленим

температурою, в режимi домiнування випромiнювання.

♦ За умови планкiвського обмеження зверху на енерґiю введено новий

закон додавання 4-iмпульсiв, на пiдставi якого знайдено термодинамiчнi фун-

кцiї та модифiкований аналог закону Стефана–Больцмана випромiнювання

чорного тiла за високих температур. Показано, що випромiнювання вiдбува-

ється за температури вище порогової i з обмеженою зверху густиною енерґiї.

♦ Описано часову еволюцiю геометрiї тороїдального простору в (2+1)-

вимiрнiй ґравiтацiї Черна–Саймонса з модельним джерелом, наявнiсть якого

при квантуваннi приводить або до розщеплення вироджених станiв власного

часу, або до зняття виродження спектра площi.
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♦ Для двопараметричного випадку рiманових поверхонь роду два отрима-

но канонiчнi змiннi дiя-кут за допомогою геометричної теорiї Вейля–Петерсо-

на. Побудованi ґенератори Лоренца i гамiльтонiан задають часову еволюцiю

геометрiї поверхнi за сценарiєм “великого вiдскоку” i визначають квантовий

спектр площi фазового простору.

♦ За допомогою статистичної мiри як ряду за групою симетрiй рiманової

поверхнi роду два, обчислено мультифрактальнi показники спектра довжин

напрямлених ґрафiв восьмигiлкового дерева Кейлi. Виявлено застосовнiсть

теорiї ланцюгiв Маркова для опису вказаного спектру i мiри.

♦ У калiбрувально-iнварiантнiй схемi обчислень знайдено термодинамiчнi

функцiї, що характеризують ефект екранування в слабконеiдеальнiй системi

релятивiстських зарядiв з прямою ґравiтацiйною взаємодiєю.

♦ Для ансамблю екстремальних чорних дiр, описуваному статичним роз-

в’язком Маджумдара–Папапетру рiвнянь Ейнштейна–Максвела, отримано

середнє значення ґравiтацiйної затримки часу у статистицi Бозе–Ейнштейна,

iнфiнiтнiй, Фермi–Дiрака i класичнiй.

♦ Показано, що просторовий розподiл частинок, отриманий у запропо-

нованiй моделi з деформованим комутатором для хвильової функцiї бозе-

конденсату з ґравiтацiйною i парною взаємодiями в наближеннi Томаса–Фермi,

вiдтворює вiдомий розподiл бозе-конденсатної темної матерiї гало карлико-

вих галактик з повiльним обертанням.

♦ Чисельно отримано розв’язки стацiонарного рiвняння Ґроса–Пiтаєвсь-

кого з ґравiтацiйною i тричастинковою взаємодiями i термодинамiчнi фун-

кцiї, за допомогою яких виявлено iснування рiдино- i газоподiбного станiв,

фазовий перехiд першого роду мiж якими обумовлюється квантовими флу-

ктуацiями. Надано оцiнки фiзичних величин для темної матерiї галактичного

ядра.
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Практичне значення одержаних результатiв. Результати, представ-

ленi в дисертацiї мають теоретичний характер i є важливими для дослiджень

систем iз сильною i ґравiтацiйною взаємодiєю. Результати для систем iз силь-

ною взаємодiєю слугують теоретичним обґрунтуванням для спостережуваних

i передбачених ефектiв на ранньому та гадронному етапi ядро-ядерних зi-

ткнень. Дослiдження моделей з ґравiтацiйними ефектами створює перспекти-

ву для експериментальної перевiрки засад об’єднання фундаментальних взає-

модiй. Розвиток моделей бозе-конденсатної темної матерiї сприяє з’ясуванню

її природи, що є актуальною задачею астрофiзики. Новi вiдомостi про власти-

востi частинок з нетривiальними комутацiйними спiввiдношеннями i таких,

що описуються iнфiнiтною статистикою, дозволяють краще збагнути їх спо-

стережуванi ознаки.

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 24 фахових науко-

вих виданнях. Список праць за темою дисертацiї [1a–24a] подано пiсля анота-

цiї та в додатку А. В списку бiблiографiчних посилань на першоджерела працi

за темою дисертацiї подано за посиланнями [17, 78, 126, 127, 129, 146, 261, 262,

263, 264, 265, 266, 267, 268, 269, 270, 271, 273, 274, 275, 276, 277, 334, 336].

Особистий внесок здобувача. Викладенi в дисертацiї оригiнальнi ре-

зультати отримано автором самостiйно або за його безпосередньої участi.

Тринадцять робiт [261, 262, 263, 264, 265, 266, 267, 268, 269, 270, 271, 273, 277]

є одноосiбними. У виконаних iз спiвавторами роботах, здобувачевi належить:

— польове формулювання моделi пiонiв з тричастинковою взаємодiєю,

знаходження її розв’язкiв i умов фазового переходу рiдина-газ [17];

— знаходження термодинамiчних функцiй випромiнювання чорного тiла

з обмеженням на енерґiю в наближеннi середнього поля [78];

— порiвняння макроскопiчних характеристик µ-бозе-конденсату i темної

матерiї карликових галактик [126];

— статистичне формулювання моделi ансамблю екстремальних чорних
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дiр i обчислення середньої затримки часу [127];

— чисельне знаходження розв’язкiв польових рiвнянь i термодинамiчних

функцiй в наближеннi Томаса-Фермi i з врахуванням квантових ефе-

ктiв; опис двох фаз i механiзму переходу мiж ними [129];

— обчислення компонент потокiв вiльних партонiв в системах вiдлiку

Екарта i Ландау-Лiфшиця; аналiтичне виведення слабкоанiзотропної

функцiї розподiлу [146];

— формулювання i обчислення характеристик двопараметричної рiма-

нової поверхнi роду два [274];

— знаходження аналiтичного розв’язку для функцiї розподiлу у багато-

зонному середовищi, обчислення середньоквадратичного вiдхилення,

компьютерне моделювання [275, 276];

— обчислення потокiв партонiв в кiнетичному описi вiльного розльоту

для реалiстичних нецентральних ядерних зiткнень [334];

— формулювання польової моделi i обчислення польових потокiв [336].

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дослiджень

доповiдалися на наукових семiнарах вiддiлу математичних методiв в теорети-

чнiй фiзицi Iнституту теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України

та наукових конференцiях:

— Bogolyubov Kyiv Conference “Problems of Theoretical and Mathematical

Physics”. September 24–26, 2019, Bogolyubov Institute for Theoretical

Physics, Kyiv (Ukraine);

— XI Bolyai-Gauss-Lobachevsky Conference: Non-Euclidean, Non-Commu-

tative Geometry and Quantum Physics. May 19-24, 2019, Bogolyubov

Institute for Theoretical Physics, Kyiv (Ukraine);

— Conference on Physics of Disordered Systems. October 14–16, 2013, Franko

Lviv National University, Lviv (Ukraine);

— International conference “Quantum groups and quantum integrable sys-
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tems”. June 18–21, 2013, Bogolyubov Institute for Theoretical Physics,

Kyiv (Ukraine);

— 8-th Bolyai-Gauss-Lobachevsky Conference: Non-Euclidean Geometry in

Modern Physics and Mathematics. May 22-25, 2012, Institute of Electron

Physics, Uzhgorod (Ukraine);

— International Conference “Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics”.

June 21-27, 2009, Institute of Mathematics, Kyiv (Ukraine);

— Zimanyi 2007 Winter School on Heavy Ion Physics. December 5-7, 2007,

KFKI RMKI, Budapest (Hungary);

— International Conference “Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics”.

June 24-30, 2007, Institute of Mathematics, Kyiv (Ukraine);

— Workshop of European Research Group on Ultrarelativistic Heavy Ion

Physics. March 9-15, 2006, Joint Institute for Nuclear Research, Dubna

(Russia);

— International Conference “Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics”.

June 20-26, 2005, Institute of Mathematics, Kyiv (Ukraine);

— Bogolyubov Kyiv Conference “Modern Problems of Mathematics and Theoreti-

cal Physics”. September 13–16, 2004, Bogolyubov Institute for Theoretical

Physics, Kyiv (Ukraine);

— Annual International Conference “Relativistic Astrophysics, Gravitation

and Cosmology”. May 21-23, 2003, Astronomical Observatory of Kyiv

Taras Shevchenko National University, Kyiv (Ukraine).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається iз змiсту,

вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що мiстить

393 найменування, i додатку. Повний обсяг дисертацiї становить 336 сторiнок,

на 32 з яких мiститься список використаних джерел, має 40 рисункiв.
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РОЗДIЛ 1

ТЕРМОДИНАМIКА СИСТЕМ ГАДРОНIВ

Знаходження характеристик ядерної матерiї, як функцiй температури,

густини i спiввiдношення мiж протонами та нейтронами, є важливою зада-

чею ядерної фiзики. Її мета полягає у побудовi фазової дiаграми ядерної

матерiї, головною особливiстю якої є фазовий перехiд рiдина-газ. Для екс-

периментальної перевiрки результатiв рiвноважного термодинамiчного опису

(об’ємних властивостей) доводиться дослiджувати не лише ядра в основному

та збудженому станах, а також сильнозбудженi ядра, далекi вiд рiвноваги, в

ядро-ядерних зiткненнях за значних енерґiй.

Можливiсть тлумачення розпаду збуджених ядер на нуклони та фраґмен-

ти в зiткненнях важких iонiв як випаровування перегрiтої краплi ядерної

матерiї була предметом численних теоретичних праць (див. [27, 254, 306]).

Арґументи щодо придатностi та обґрунтованостi термодинамiчного пiдходу

випливають з подiбностi мiж взаємодiєю Ван-дер-Ваальса та нуклонними вза-

ємодiями [172, 310, 327, 356]. Перевiрка термодинамiчної теорiї для процесiв

розпаду перегрiтих ядер привела до низки експериментiв, проведених на при-

скорювачах та колайдерах в рiзних країнах свiту [39, 103, 180, 341]. Пiдсумки

декiлькох експериментальних груп опублiковано в роботi [104], де пiдтвер-

джено iснування ядерного фазового переходу рiдина-газ.

Причиною застосування термодинамiки є труднощi мiкроскопiчного опи-

су ядерних процесiв за участю багатьох частинок. Однак, в моделях систем

нуклонiв виникає проблема вiдмiнностi констант взаємодiї у вiльному про-

сторi та в середовищi [37]. Також часто виявляється, що визначенi в рiзних

моделях (як з польовою так i прямою взаємодiями) константи взаємодiї не

збiгаються. Тим не менш, вже надано адекватний опис як рiвноважних вла-
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стивостей ядерних систем так i фазового переходу рiдина–газ, що дозволяє

пояснити зворотний процес, а саме – нуклеосинтез в еволюцiї Всесвiту.

Серед теоретичних пiдходiв до гадронодинамiки вiдзначимо рiзнi моди-

фiкацiї теоретико-польової моделi Валечки [356, 323]. Цi модифiкацiї (див.

[349, 254, 27]) зроблено для бiльш точного опису властивостей ядерної ма-

терiї в пласкому просторi-часi. Перевагою польових моделей є можливiсть

вiдносно простого узагальнення на випадок викривленого простору–часу, що

може сприяти дослiдженню (зiткнень) важких iонiв в сильному ґравiтацiй-

ному полi, зокрема на рiзних етапах еволюцiї Всесвiту, та/або в неiнерцiйних

системах вiдлiку. З низки праць (див. [371, 374]) вже вiдомо, що спектри вiль-

них частинок iстотно залежать вiд метрики та кривини простору-часу. Цей

факт має вiдобразитися на (термо)динамiчних характеристиках сильновзає-

модiючих частинок.

Таким чином, не лише ядро-ядернi зiткнення на прискорювачах, але й

рiзнi ситуацiї, якi реалiзуються у Всесвiтi, надають додаткову можливiсть

для рiзнобiчного вивчення властивостей ядерної матерiї.

Серед космiчних об’єктiв значну увагу привертають нейтроннi зорi. Так,

робота Мiґдала [239] простимулювала дослiдження надплинностi нейтронної

матерiї, якому вже присвячено чимало теоретичних праць [212, 228, 283].

Хоча справжнi нейтроннi зорi складаються не з чисто нейтронної матерiї, а

надплинний стан не може iснувати в усiх областях зорi, однак пiсля роботи

Мiгдала з’явилася додаткова експериментальна перспектива для перевiрки

ядерних моделей.

Разом з тим передбачено, що складовою нейтронних зiр може бути конден-

сат пiонiв. Його iнтенсивному дослiдженню (за допомогою моделей iз само-

дiєю типу φ4) присвячено роботи Мiґдала iз спiвавторами [387]. Можливiсть

спостереження конденсату пiонiв в зiткненнях важких iонiв спонукала його

теоретичне вивчення протягом останнiх десятилiть [242, 326, 354]. Цей кон-

денсатний стан уявляють у виглядi “крапель” з пiонiв або/i пiонної рiдини.
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У цьому роздiлi представлено результати дослiджень фазового перехо-

ду рiдина-газ в симетричнiй ядернiй матерiї, яка еквiвалентна односортнiй

системi, а також в пiоннiй матерiї з тричастинковою взаємодiєю. В рамках

розвиненої моделi з прямою взаємодiєю наводяться значення енерґетичної

щiлини у спектрi надплинної нейтронної матерiї.

1.1. Стани системи нуклонiв з прямою взаємодiєю

Протягом останнiх рокiв низка багаточастинкових ядерних процесiв успi-

шно пояснена та чисельно описана в рамках ефективної теоретико-польової σ-

моделi [321] квантової гадронодинамiки (КГД). Хоча лiнiйна модель вiдобра-

жає провiднi ефекти в ядернiй матерiї (за низької густини) [349, 356], однак,

включаючи нелiнiйну самодiю мезонiв, вдається точнiше описати бiльш ши-

рокий клас фiзичних ситуацiй. Справдi, скалярна (σ-σ) самодiя зазвичай вво-

диться у σ-модель для досягнення адекватного значення модуля стисливостi

K ядерної речовини. Самодiя ω-мезонiв приводить до пом’якшення рiвня-

ння стану за високих густин, що дозволяє, наприклад, отримати граничну

масу нейтронної зорi близько 1.8 сонячної маси [161]. Пiдсумовуючи, можна

припустити, що нелiнiйностi не обмежуються лише цими самодiями.

Необхiднiсть уведення нелiнiйностей у явний спосiб зумовлена як потрi-

бними характеристиками так i наближенням, що використовується при їх ви-

веденнi. Таким наближенням є наближення середнього поля, яке на практицi

не враховує внескiв з ненульовим iмпульсом передачi, що визначає часову та

просторову залежнiсть взаємодiї мiж нуклонами. Це означає, що бозоннi поля

можуть бути просто вираженi через густину нуклонiв i виключенi з середньої

енерґiї. Iншими словами, виникає перспектива переформулювати взаємодiю

мiж нуклонами у виглядi прямої взаємодiї (без носiїв).

Взагалi, розв’язати польовi рiвняння КГД не є тривiальною проблемою.

Iнший пiдхiд полягає в (i) усуненнi полiв (носiїв взаємодiї мiж нуклонами) на
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класичному рiвнi та (ii) подальшому квантування отриманої теорiї. Оскiль-

ки швидкiсть нуклонiв в атомному ядрi в нормальному станi сягає близько

1/4 швидкостi свiтла [383], то реалiстична модель ядерної матерiї повинна

будуватися на принципах спецiальної вiдносностi, i процедура усунення по-

ля повинна зберiгати Пуанкаре-iнварiантну структуру теорiї. Така процедура

була розроблена в нашiй роботi [259] на гамiльтонову рiвнi, необхiдному для

квантування та статистичних дослiджень. Важливо, що, розв’язуючи систему

польових рiвнянь, ми можемо отримати нелiнiйнi розв’язки за константами

взаємодiї, власне, в межах лiнiйної теорiї поля. Таким чином, пiсля прове-

дення квантування цi нелiнiйностi вiдiграватимуть роль у термодинамiчнiй

картинi. З iншого боку, якщо ми маємо намiр застосувати наближення се-

реднього поля, можна негайно спростити пошук розв’язкiв у тому сенсi, як

описано вище.

Врахування нелiнiйних ефектiв, що з’являються у розв’язках класичних

польових рiвнянь, пропонує схему побудови ядерних моделей. Однак потрi-

бно знати, як здiйснюється квантування класичної теорiї без мезонних полiв

i чим явно нехтується в наближеннi середнього поля заради простоти пошу-

ку розв’язкiв. Цi питання розглядаються тут в контекстi фiзичних явищ, i

ми використовуємо розв’язки у першому порядку за константами взаємодiї,

якi знайдено у нашiй статтi [260]. Таким чином, ми починаємо реалiзовувати

нашу схему з лiнiйної теорiї, яка застосовна до ядерної матерiї за низької гу-

стини, коли можна вивчати надплиннiсть ядерної матерiї та фазовий перехiд

рiдина–газ. Дослiдження щiльних об’єктiв, як нейтроннi зорi, не є коректним

у даному наближеннi. Причому лiнiйна теорiя слабко враховує вiдмiннiсть

мiж чисто протонним та чисто нейтронним потенцiалами взаємодiї. Споча-

тку, ми виводимо рiвняння стану ядерної матерiї та описуємо фазовий пе-

рехiд рiдина–газ. Заради повноти опису, також обчислимо характеристики

надплинної нейтронної матерiї.
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1.1.1. Гамiльтонiан системи нуклонiв. Реалiзацiя запропонованого

пiдходу вимагає схеми квантування класичних виразiв. Тут ми обмежимо-

ся квантовим описом теорiї у першому порядку наближення за константами

взаємодiї, що служить першим кроком до квантування нелiнiйних теорiй.

Через малий час життя масивних квантiв, що переносять взаємодiю, зне-

хтуємо конденсатом вiльних мезонiв. Отже, вважатимемо, що скалярнi та

векторнi поля, якi вiдiграють роль носiїв взаємодiї мiж нуклонами в теорiї

поля, не мають власних ступенiв вiльностi. Це дозволяє виключити цi поля

з опису та переформулювати динамiку системи в термiнах прямої взаємодiї

мiж частинками. Процедура виключення ступенiв вiльностi поля за допомо-

гою методiв гамiльтонової механiки з в’язями (у значеннi Дiрака) розроблена

в [259]. Вона зберiгає гамiльтонову структуру та Пуанкаре-iнварiантнiсть те-

орiї. Завдяки цiй процедурi вже одержано гамiльтонiв опис релятивiстських

систем частинок зi скалярними та векторними прямими взаємодiями (лише

в термiнах канонiчних змiнних частинок) в лiнiйному наближеннi за кон-

стантою взаємодiї [260]. У даному наближеннi отримана взаємодiя може бути

представлена як суперпозицiя рiзних взаємодiй. Таким чином, приходимо до

класичного гамiльтонiану для числа A релятивiстських точкових частинок:

H =
A∑
a=1

cp0a +
1

2

∫ [
g2ρJ⃗

µ(x)A⃗µ(x) + g2vJ
µ(x)Aµ(x)− g2sJ(x)A(x)

]
d3x, (1.1)

де p0a =
√
m2
ac

2 + p2
a.

Струми J , Jµ, J⃗µ записуються як J(x) =
∑A

a=1 jaδ
3(xa−x), де ja позначає

m/p0a, pµa/p0a, i τ⃗apµa/p0a у скалярному, векторному та iзовектор–векторному

випадку, вiдповiдно. У той самий час, цi величини визначають вiдповiднi

поля: A(α)(x) =
∑A

a=1 jaG
(α)
a (xa − x), де функцiя

G(α)
a (x) =

∫
d3k

(2π)3
e−ikx

k2 + µ2α − [(kpa)/p
0
a]
2

(1.2)

залежить вiд параметра µα, пов’язаного з масою мезона спiввiдношенням

µα = mαc/~ (α = s, v, ρ).
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На цьому етапi a-та частинка (з масою ma та iзоспiном τ⃗a) описується

координатами xa та спряженими iмпульсами pa. Зауважимо, що, виключаючи

польовi ступенi вiльностi, канонiчнi координати xa не є коварiантними, згiдно

з теоремою про невзаємодiю [84]. У коварiантних виразах ми використовуємо

метрику Мiнковського ‖ηµν‖ = diag(1,−1,−1,−1), яка пiдiймає 4–iндекси µ,

ν; g2α – константи взаємодiї. Змiннi τ⃗a, A⃗µ(x) є 3-компонентними векторами в

iзоспiновому просторi. Окрiм того, τ⃗a2 = const, як в рiвняннях Вонга [363].

Даний опис релятивiстської системи здiйснюється у миттєвiй формi ре-

лятивiстської динамiки [95], за допомогою якої усувається хронометрична

свобода дiї. Аналогiчно, систему релятивiстських частинок (нуклонiв) мо-

жна сформулювати в iншiй формi релятивiстської динамiки, бiльш зручнiй

для проведення розрахункiв, або спричиненою фiзичними умовами. Є робо-

ти, присвяченi вивченню ядерної матерiї у фронтальнiй формi динамiки (див.

[240]). Наш формалiзм може також бути розвинений у цiй формi.

Виведений класичний Пуанкаре–iнварiантний гамiльтонiан (1.1) служить

вiдправною точкою у формулюваннi нашої моделi системи релятивiстських

нуклонiв, якi обмiнюються вiртуальними скалярними та векторними мезона-

ми. Близькi значення мас протонiв i нейтронiв дозволяють вiдразу покласти

ma = m, де емпiрично m = 939 МеВ/c2. Тодi, вiдмiннiсть мiж протоном та

нейтроном визначається лише проекцiєю iзоспiна τ = ±1/2.

Зазвичай, квантова динамiка релятивiстської системи фермiонiв опису-

ється рiвнянням Дiрака. Квантуючи поле Дiрака, гамiльтонiан Дiрака мо-

же бути представлений в термiнах операторiв народження та знищення, якi

враховують принцип Паулi для фермiонiв. Так ми негайно переходимо до

представлення вторинного квантування. Бiльше того, покладається нормаль-

не впорядкування операторiв народження та знищення.

Конструюючи гамiльтонiан у представленнi вторинного квантування, ми
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використовуємо квантове поле Дiрака у представленнi Шрьодiнгера:

ψ̂(x) =
1

(2π~)3/2

∫
d3p√
2p0

ψ̂(p)e
i
~px, (1.3)

ψ̂(p) =
∑
Σ

[
âp,Σu

(+)
Σ (p) + b̂†−p,Σu

(−)
Σ (−p)

]
. (1.4)

Тут â†p,Σ, âp,Σ i b̂†p,Σ, b̂p,Σ – оператори народження та знищення вiльного ну-

клона та антинуклона з iмпульсом p та набором квантових чисел Σ = (σ, τ),

що включає проекцiю спiна σ = ±1/2 на вiсь z i проекцiю iзоспiна τ = ±1/2.

Припускається, що ортогональнi спiнори u
(±)
Σ (p) (ū(±)

Σ1
(p)u

(∓)
Σ2

(p) = 0) є нор-

мованими:

ū
(±)
Σ1

(p)u
(±)
Σ2

(p) = ±2mcδΣ1,Σ2
, u

(±)†
Σ1

(p)u
(±)
Σ2

(p) = 2p0δΣ1,Σ2
. (1.5)

Перше спiввiдношення забезпечує Лоренц–iнварiантнiсть умови нормуван-

ня, а наявнiсть античастинок у теоретико-польовому формалiзмi випливає

з принципу причинностi.

Ми окремо квантуємо класичнi поля та їх джерела (струми) за допомогою

правил для одночастинкових функцiй. Тодi, квантованi струми i поля є

Ĵ(x) =
1

(2π~)3

∫
d3p′√
2p0′

∫
d3p√
2p0

ˆ̄ψ(p′)j(p)ψ̂(p)e−ikx

∣∣∣∣∣
k=(p′−p)/~

, (1.6)

Â(x) =
1

(2π~)3

∫
d3p′√
2p0′

∫
d3p√
2p0

ˆ̄ψ(p′)j(p)ψ̂(p)

k2 + µ2α − [(kp)/p0]2
e−ikx

∣∣∣∣∣
k=(p′−p)/~

,(1.7)

де p0 =
√
m2c2 + p2. Вектор k визначає iмпульс передачi.

У випадку нелiнiйних розв’язкiв за константами взаємодiї, коли очiкує-

ться прояв ефекту запiзнення, квантування струмiв та полiв повинно здiй-

снюватися за правилами для багаточастинкових функцiй, i залежнiсть кван-

тованих величин вiд спiнорiв буде четвертого та вищого порядкiв.

Оператор Гамiльтона записується на основi гамiльтонiану Дiрака як

Ĥ = c :

∫
d3x ˆ̄ψ(x)(−i~γ · ∇+mc)ψ̂(x) : +Ŵ . (1.8)
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Взаємодiю у квантовiй теорiї виразимо через комбiнацiю струмiв та полiв, що

понижують та збiльшують число частинок (квантiв):

Ŵ =
1

4
:

∫ [
g2ρ

ˆ⃗µ
J(x)

ˆ⃗†
µA(x) + g2v Ĵ

µ(x)Â†
µ(x)− g2s Ĵ(x)Â

†(x)

]
d3x : +h.c. (1.9)

Цей гамiльтонiан можна використати для перевiрки припущень, зробле-

них ранiше. Як зазначалося, у розглянутому випадку можна описати як над-

плиннiсть, так i фазовий перехiд рiдина-газ. Розпочнемо з останнього, що

вимагає знаходження рiвняння стану в наближеннi середнього поля.

За низьких густин можна знехтувати спiнорною структурою хвильових

функцiй i звести їх до нерелятивiстського вигляду:

ū
(±)
Σ1

(p1)√
2p01

u
(±)
Σ2

(p2)√
2p02

≈ ±δΣ1,Σ2
, ū

(±)
Σ1

(p1)u
(∓)
Σ2

(p2) ≈ 0. (1.10)

Однак, слiд зберегти залежнiсть взаємодiї вiд iмпульсiв, щоб спостерiгати

перехiд мiж зв’язаним та незв’язаним станами нуклонної системи. Отже, ми

розглянемо систему нуклонiв з релятивiстською взаємодiєю в рамках нере-

лятивiстської квантової механiки та статистики. Окрiм того, вiдновимо зале-

жнiсть вiд об’єму V за допомогою замiни:∫
e−ikxd3x = V δk,0,

∫
(.....)

d3p

(2π~)3
=

1

V

∑
p

(.....), (1.11)

що потрiбно для знаходження тиску.

За температур, що нас цiкавлять, внеском антинуклонiв можна знехту-

вати [254]. Справдi, термiчнi розподiли вiльних частинок та античастинок

вiдповiдно є

〈â†p,Σâp,Σ〉 =
1

1 + exp [(cp0 − µτ)/T ]
, 〈b̂†p,Σb̂p,Σ〉 =

1

1 + exp [(cp0 + µτ)/T ]
,

(1.12)

де µτ – хiмiчний потенцiал. Тодi, за наших умов маємо 〈b̂†p,Σb̂p,Σ〉 � 〈â†p,Σâp,Σ〉.



41

Фiзичнi спрощення та симетризацiя взаємодiї приводять до кiнцевого ви-

разу для гамiльтонiану:

Ĥ = Ĥ0 + Ŵ , Ĥ0 =
∑
p,Σ

cp0â†p,Σâp,Σ, (1.13)

Ŵ =
1

4V

∑
k

∑
p1,p2
Σ1,Σ2

[Γp1,p2
(k) + Γp1+~k,p2−~k(k)]â

†
p1+~k,Σ1

â†p2−~k,Σ2
âp2,Σ2

âp1,Σ1
.

(1.14)

Матричний елемент Γ, залежний вiд iмпульсiв, є

Γp1,p2
(k) = g2v

pµ1pµ2/p
0
1p

0
2

k2 + µ2v
+ g2ρ

pµ1pµ2/p
0
1p

0
2

k2 + µ2ρ
τaτb − g2s

m2/p01p
0
2

k2 + µ2s
, (1.15)

де ефективнi маси M2
α (α = s, v, ρ), означенi як

2

M2
α(p1,p2;k)

=
1

k2 + µ2α − [(kp1)/p
0
1]
2
+

1

k2 + µ2α − [(kp2)/p
0
2]
2

враховують ефект скiнченностi швидкостi передачi взаємодiї.

Отже, теоретично виведена взаємодiя має 4–фермiонний вигляд, запропо-

нований Намбу [255, 256] у фiзицi високих енерґiй.

У термодинамiчному описi системи релятивiстських нуклонiв ми припу-

скаємо, що ядерна матерiя знаходиться за умов β-рiвноваги щодо реакцiї

n↔ p+e+ ν̄. Ми враховуємо лише об’ємнi ефекти i нехтуємо внеском поверх-

нi1. Фактично, в нашому пiдходi дослiджуються загальнi властивостi ядерної

матерiї. Вони мають тлумачитись як екстраполяцiя характеристик ядер зi

скiнченним числом нуклонiв.

Позначимо через µp i µn хiмiчнi потенцiали протонної та нейтронної ком-

понент. Знайдемо термодинамiчний потенцiал з виразу

Ω = −T ln Tr e−β(Ĥ−µpẐ−µnN̂), (1.16)
1В рамках крапельної моделi ядер з числом A нуклонiв енерґiя на один нуклон може бути описана

формулою Бете–Вайцзекера: E/A = −aV + aSA
−1/3 + ..., де aV вiдповiдає об’ємнiй енергiї, aS – внесок

поверхнi.
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де β = 1/T – обернена температура. Окрiм того, використовуємо позначення

Ẑ =
∑
p,σ

â†
p,σ,+ 1

2

âp,σ,+ 1
2
, N̂ =

∑
p,σ

â†
p,σ,− 1

2

âp,σ,− 1
2

для операторiв числа протонiв i нейтронiв.

Покладемо

Ĥ0 ≡ Ĥ0 − µpẐ − µpN̂ =
∑
p,Σ

(cp0 − µτ)â
†
p,Σâp,Σ. (1.17)

У представленнi взаємодiї пишемо

e−β(Ĥ−µpẐ−µnN̂) = e−βĤ0σ̂(β), (1.18)

σ̂(β) = Tλexp

− β∫
0

Ŵ (λ)dλ

 , Ŵ (λ) = eλĤ0Ŵ e−λĤ0. (1.19)

Тодi, можемо подати термодинамiчний потенцiал у виглядi

Ω = Ω0 − T ln〈σ̂(β)〉, (1.20)

де потенцiал Ω0 системи невзаємодiючих нуклонiв та середнє є

Ω0 = −T lnTr e−βĤ0, 〈σ̂(β)〉 =
Tr
[
e−βĤ0σ̂(β)

]
Tr exp (−βĤ0)

. (1.21)

Легко знайти, що

Ω0 = −T
∑
p,Σ

ln
[
1 + e−β(cp

0−µτ )
]
. (1.22)

Уведемо функцiонал:

Q(α) = ln

〈
Tλ exp

−α β∫
0

Ŵ (λ)dλ

〉 , (1.23)

який пов’язаний з середнiм спiввiдношенням 〈σ̂(β)〉 = Q(1).
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Оскiльки неможливо точно обчислити Q(1), застосуємо теорiю збурень.

Розкладаючи Q(α) в ряд за степенями параметра α, обмежимося першим

ненульовим членом. Оскiльки Q(0) = 0, перший член розкладу є

dQ(α)

dα

∣∣∣∣
α=0

= −

〈 β∫
0

Ŵ (λ)dλ

〉
= −βW̄ . (1.24)

Пiсля обчислення слiду приходимо до формули:

W̄ =
1

2V

∑
p1,p2
Σ1,Σ2

[(
C2
v + C2

ρτ1τ2
) pµ1p2µ
p01p

0
2

− C2
s

m2c2

p01p
0
2

]
np1,Σ1

np2,Σ2
, (1.25)

де np,Σ = (1+exp [β(cp0 − µτ)])
−1; C2

α ≡ g2α/µ
2
α – параметри, що характеризу-

ють носiї взаємодiї мiж нуклонами. Завдяки iзотропiї матерiї, можна вiдразу

вiдкинути член, лiнiйний за скалярним добутком p1p2.

Оскiльки густини протонної та нейтронної компонент є

ρp =
1

V

∑
p,σ

np,σ,+ 1
2
, ρn =

1

V

∑
p,σ

np,σ,− 1
2
, (1.26)

а повна густина ρ є їх сумою, ρ = ρp + ρn, поправка W̄ на взаємодiю, яка

збiгається з середньою енерґiєю взаємодiї, записується так:

W̄ =
1

2
V C2

vρ
2 +

1

8
V C2

ρρ
2δ2 − 1

2
V C2

s

(
1

V

∑
p,σ

mcnp,Σ√
m2c2 + p2

)2

; (1.27)

δ2 ≡
(
ρp − ρn
ρp + ρn

)2

= (1− 2y)2.

Параметр δ враховує асиметрiю мiж числом нейтронiв i протонiв; y = ρp/ρ

визначає частку протонiв в матерiї i є сталим у β–рiвновазi. Легко бачити,

що нерiвнiсть ρp/ρn 6= 1 приводить до iзовекторної взаємодiї, яка посилює

вiдштовхування мiж нуклонами. Зауважимо, що вираз для енерґiї симетрiї,

означеної як

a ≡ 1

2

∂2(W̄/A)

∂δ2

∣∣∣∣
δ=0

=
1

8
C2
ρρ
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збiгається з вiдомою ґраницею за великих густин для лiнiйних моделей [161].

Отже, застосовуючи анзац про застосовнiсть наближення середнього поля

(MFA), ми одержуємо формулу для термодинамiчного потенцiалу

Ω = Ω0 + W̄ . (1.28)

Дослiдимо фазовий перехiд рiдина–газ в MFA. Однак, дослiдження над-

плинностi вимагає iншого пiдходу i буде проведено згодом. Разом з тим, над-

плиннiсть ядерної матерiї може iснувати в обмеженому iнтервалi густин ρ,

коли сили притягання мiж нуклонами переважають над силами вiдштовху-

вання.

В обраному наближеннi, використовуючи теорему про малi поправки до

термодинамiчних функцiй [384], середня енерґiя E описується формулою

E = E0 + W̄ , E0 =
∑
p,Σ

cp0np,Σ. (1.29)

Взагалi кажучи, знайдена середня енерґiя є функцiєю хiмiчних потенцiа-

лiв µp, µn, i температури T . Як буде показано, тiльки у випадку T = 0 вона

може бути явно виражена через густину нуклонiв.

Одержанi формули (1.28), (1.29) демонструють лiнiйну залежнiсть термо-

динамiчних функцiй вiд вiдношень g2/µ2. Це означає, що константи C2
s , C2

v ,

C2
ρ можуть бути сумами вiдношень g2/µ2 усiх скаляр–iзоскалярних, вектор–

iзоскалярних, вектор–iзовекторних мезонiв, вiдповiдно. Тодi, описуючи реа-

лiстичнi процеси, параметри C2
α можуть тлумачитись як iнтеґральнi хара-

ктеристики у сенсi, згаданому вище, i, фактично, не бути характеристиками

окремих мезонiв.

У подальших дослiдженнях зручно перейти вiд повних функцiй Ω, E до

потенцiалу i середньої енерґiї на нуклон, а саме, ω ≡ Ω/A, e ≡ E/A.

1.1.2. Рiвноважнi властивостi за нульової температури. Спершу,

знайдемо середню енергiю при T = 0. За такої умови необхiдно покласти всi
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числа np,Σ рiвними одиницi пiд поверхнею Фермi, яка є сферою у даному

випадку, та рiвними нулевi за її межами в (1.29). Радiус сфери Фермi визна-

чається iмпульсом Фермi

pF = ~kF, kF =

(
6π2ρ

γ

)1/3

, (1.30)

де γ – спiн-iзоспiновий фактор виродження. Так у випадку симетричної ядер-

ної матерiї, маємо γ = 4.

У термодинамiчнiй ґраницi можна замiнити пiдсумовування за дискре-

тними значеннями p (в об’ємi V ) iнтеґруванням, що вiдразу дає

E =
γV c

16π2~3

{
pF(m

2c2 + 2p2F)
√
m2c2 + p2F − (mc)4Arcsinh

pF
mc

}
+

1

8
V C2

ρρ
2δ2

+
1

2
V C2

vρ
2 − 1

2
V C2

sρ
2

(
3mc

2p2F

)2 [√
m2c2 + p2F −

(mc)2

pF
Arcsinh

pF
mc

]2
.(1.31)

Якщо покласти C2
α = 0 (α = s, v, ρ), то одержимо вiдомий вираз для енерґiї

iдеального газу вiльних релятивiстських фермiонiв [384].

За нульової температури, тиск у системi нуклонiв визначається похiдною

вiд повної енергiї E за об’ємом V , що дає рiвняння стану у явному виглядi:

P =
γc

16π2~3

{
pF

(
2

3
p2F −m2c2

)√
m2c2 + p2F + (mc)4Arcsinh

pF
mc

}
+
1

8
C2
ρρ

2δ2 +
1

2
C2
vρ

2 − 1

2
C2
sρ

2

(
3mc

2p2F

)2

×

4

9

p4F
m2c2 + p2F

−

[
m2c2 + 1

3p
2
F√

m2c2 + p2F
− m2c2

pF
Arcsinh

pF
mc

]2 . (1.32)

Iзотермiчна стисливiсть K при T = 0 є однiєю з найважливiших характе-

ристик ядерної матерiї i визначається з виразу:

K−1 =
3cp2F√

m2c2 + p2F
+

9

4
C2
ρρδ

2 + 9C2
vρ

−9

2
C2
sρ

m2c2

m2c2 + p2F

[
1 +

mc

pF

mc√
m2c2 + p2F

Arcsinh
pF
mc

]
. (1.33)
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Щоб розпочати дослiдження поведiнки ядерної матерiї, маємо визначити

три параметра: C2
s , C2

v , C2
ρ . Перш за все, їх значення повиннi вiдтворювати

об’ємнi властивостi ядерної матерiї при T = 0: нормальну густину ядер, зна-

чення енерґiї зв’язку ϵ ≡ E/A −mc2 та стисливостi у випадку симетричної

матерiї (коли N = Z), енерґiю симетрiї (асиметрiї) a.

Обираючи значення параметрiв моделi з Таб. 1.1 (~c = 197.35 МеВ·фм),

одержуємо значення рiвноважних характеристик, якi наведено у Таб. 1.2.

Таблиця 1.1

Параметри моделi

C2
s/~c [фм2] C2

v/~c [фм2] C2
ρ/~c [фм2]

51.962 47.269 8.614

Таблиця 1.2

Рiвноважнi властивостi

ρ0 [фм−3] ϵ [МеВ] a [МеВ] K−1 [МеВ]

0.16 -15.5 34 294.4

Ми обираємо густину ρ0, рiвною центральнiй густинi ядер, яка є однако-

вою для ядер з рiзним числом нуклонiв. Значення стисливостi не є однозна-

чним. Декларується, що прийнятнi значення K−1 лежать в iнтервалi 250 −
350 МеВ [306]. Як показано на Рис. 1.1, рiвноважне значення енерґiї на нуклон

вiдповiдає мiнiмуму енерґiї, залежної вiд густини. Також видно, що нуклони

не можуть бути у зв’язаному станi, якщо ρ < 0.01 фм−3 або ρ > 0.32 фм−3.

Вiдзначимо, що вiдомо рiзнi параметризацiї КГД з або без врахування

нелiнiйних ефектiв. Усi параметризацiї (див. [349, 254, 27]), зробленi в MFA,

приводять до нерiвностi C2
s > C2

v , яка задовольняється тут. Серед лiнiйних те-

орiй ми видiлимо TW-параметризацiю [349], яка забезпечує ρ0 = 0.148 фм−3,

ϵ = −16.3 МеВ,K−1 = 240 МеВ i a = 32 МеВ. Порiвняння цiєї параметризацiї
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Рис. 1.1. Залежнiсть енерґiї–маси на нуклон вiд густини симетричної ядерної

матерiї при T = 20 МеВ, T = 15 МеВ, T = 10 МеВ, T = 5 МеВ, T = 0 (згори

донизу).

з деякими параметризацiями для нелiнiйних моделей обговорюється в робо-

тi [27]. Можна сказати, що лiнiйнi теорiї описують провiднi ефекти в ядернiй

матерiї, але демонструють чутливiсть до змiни модельних параметрiв та iншу

поведiнку за високої густини.

Отже, ми вiдтворили термодинамiчнi властивостi матерiї при T = 0 i зна-

йшли значення параметрiв моделi, якi потрiбнi для подальшого дослiдження

системи нуклонiв за ненульової температури.

1.1.3. Фазовий перехiд “рiдина–газ”. Розглянемо систему реляти-

вiстських нуклонiв з рiвним числом нейтронiв та протонiв за ненульової тем-

ператури2. У цьому випадку ми маємо рiвностi N = Z, δ = 0, γ = 4 i

µn = µp = µ, якi показують, що симетрична ядерна матерiї поводиться як

однокомпонентна система.

При T 6= 0, хiмiчний потенцiал µ визначається з умови:

γ

2π2~3

∞∫
0

p2dp

exp
[(
c
√
m2c2 + p2 − µ

)
/T
]
+ 1

= ρ. (1.34)

2Традицiйно, вказуємо температуру в одиницях енерґiї: 1 МеВ вiдповiдає температурi 1.2 · 1010 К.
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З цiєї формули неможливо знайти явний вигляд для хiмiчного потенцiалу як

функцiю температури та густини. Тодi, будемо розглядати µ як незалежну

змiнну замiсть ρ. Беручи це до уваги, густина параметризується так

ρ(T, µ) = αI0(T, µ), (1.35)

де α ≡ γ(mc/~)3/(2π2) = 21.828 фм−3. Уведемо iнтеґрали:

Iξ(T, µ) =

∞∫
0

(1 + z2)ξz2dz

exp
[(
mc2

√
1 + z2 − µ

)
/T
]
+ 1

. (1.36)

Середня енерґiя взаємодiї w(T, µ) ≡ W̄/A в термiнах T i µ є

w(T, µ) =
α

2
C2
vI0(T, µ)−

α

2
C2
s

I2−1/2(T, µ)

I0(T, µ)
. (1.37)

Середню енерґiю i термодинамiчний потенцiал на одну частинку для вiль-

них (невзаємодiючих) нуклонiв можна подати так:

e0(T, µ) = mc2
I1/2(T, µ)

I0(T, µ)
, ω0(T, µ) = −T K(T, µ)

I0(T, µ)
; (1.38)

K(T, µ) =

∞∫
0

z2ln

{
1 + exp

[
µ−mc2

√
1 + z2

T

]}
dz. (1.39)

Залежнiсть повної середньої енерґiї e ≡ E/A = e0+w вiд густини ρ за рiзних

значень температури показано на Рис. 1.1.

Щоб дослiдити фазовий перехiд “рiдина–газ” у системi релятивiстських

нуклонiв, виведемо формулу для тиску з вiльної енерґiї

f(T, µ) = ω0(T, µ) + µ+ w(T, µ), (1.40)

використовуючи спiввiдношення:

P = ρ2
(
∂f

∂ρ

)
T

= ρ2(T, µ)

(
∂f(T, µ)

∂µ

)
T

/(
∂ρ(T, µ)

∂µ

)
T

. (1.41)
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У такий спосiб, знаходимо тиск

P (T, µ) = αTK(T, µ) +
α2

2
C2
vI

2
0(T, µ)−

α2

2
C2
sI

2
−1/2(T, µ)

×
[
2
1− J−1/2(T, µ)/I−1/2(T, µ)

1− J0(T, µ)/I0(T, µ)
− 1

]
, (1.42)

який виражається через новi iнтеґрали:

Jξ(T, µ) =

∞∫
0

(1 + z2)ξz2dz[
exp

[(
mc2

√
1 + z2 − µ

)
/T
]
+ 1
]2 . (1.43)

Формули (1.35), (1.42) задають рiвняння стану у параметричному виглядi.

Iзотерми, одержанi за їх допомогою, зображено на Рис. 1.2. Стрiмке зростан-

ня iзотерм (праворуч) вiдповiдає рiдкiй фазi. Газоподiбна фаза представлена

лiвими частинами iзотерм, де тиск повiльно змiнюється зi змiною густини.

Рис. 1.2. Iзотерми симетричної ядерної матерiї при T = 12 МеВ, T =

11.336 МеВ, T = 10.8 МеВ, T = 10 МеВ (згори донизу).

Щоб обчислити параметри критичної точки фазового переходу, звернемо-

ся до умов рiвноваги однокомпонентної системи:(
∂P

∂ρ

)
T

= 0,

(
∂2P

∂ρ2

)
T

= 0. (1.44)
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Нашi чисельнi оцiнки критичної густини, температури та тиску наведено у

Таб. 1.3. Виявляється, що вiдношення ρc/ρ0 є близьким до значення 0.33, яке

вiдповiдає моделi Ван-дер-Ваальса.

Таблиця 1.3

Параметри критичної точки

ρc [фм−3] Tc [МеВ] Pc [МеВ/фм3]

0.0514 11.336 0.191

Також, знайдено криву спiвiснування рiдини–газу за допомогою правила

Максвела. Гiлка кривої на Рис. 1.3 для низької густини (ρ < ρc) описує пару,

у той час, коли гiлка для ρ > ρc вiдповiдає рiдкiй фазi.

Рис. 1.3. Крива спiвiснування рiдини–газу симетричної ядерної матерiї.

Порiвняємо одержанi параметри з вiдомими. Екстраполяцiя експеримен-

тальних даних для енерґiї зв’язку дає значення −15.5 МеВ для ядерної мате-

рiї, що враховується в нашiй моделi. Також, значення Tc фазового переходу в

ядернiй матерiї може бути знайдене екстраполяцiєю експериментальних да-

них, одержаних рiзними дослiдницькими групами для типових ядер. Данi

ISiS i EOS Collaboration приводять до Tc = 13.6 МеВ i Tc = 12.9 МеВ, вiдпо-

вiдно. Оскiльки, цi значення одержано з точнiстю 2 МеВ, наше (теоретичне)
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значення виглядає прийнятним. З iншого боку, воно вiдрiзняється вiд iнших

теоретичних оцiнок, наприклад, вiд [254], де Tc = 14.4 МеВ.

Оскiльки параметри критичної точки вже оцiнено в численних теорети-

чних роботах з використанням рiзних моделей, ми зосередимося на особли-

востях нашої моделi. По-перше, ми застосували модель, послiдовно отриману

в рамках теорiї прямої взаємодiї. Такий пiдхiд є альтернативою польовим

i ефективним теорiям i, водночас, здатний описати реалiстичнi властиво-

стi ядерної матерiї. По-друге, фазовий перехiд рiдина–газ головним чином

пов’язаний з релятивiстською кiнематикою, яка залишається єдиним реля-

тивiстським ефектом у MFA, виключаючи скiнченнiсть швидкостi переда-

чi взаємодiї. Роль релятивiстської кiнематики легко довести, розглядаючи

нерелятивiстський випадок, в якому скалярна взаємодiя описується членом

−V C2
σρ

2/2 у W̄ . Тодi знак W̄ буде визначатися сталим виразом C2
s − C2

v , що

виключає можливiсть переходу мiж рiдким та газоподiбним станами.

1.1.4. Надплиннiсть у системi нейтронiв. Теоретичнi дослiдження

надплинностi в ядернiй матерiї розпочато пiсля створення теорiї Бардiна-

Купера-Шрiфера (БКШ) надпровiдностi металiв (теорiя надплинностi еле-

ктронного газу в металах) [36], i роботи Бора iз спiвробiтниками [51], де опи-

сано механiзм утворення куперiвських пар нуклонiв. Якщо надплиннiсть еле-

ктронного газу забезпечується електрон–фононною взаємодiєю, надплиннiсть

ядерної матерiї пов’язана з конкуренцiєю мiж силами притягання i вiдштов-

хування, викликаними обмiном скалярними i векторними мезонами, вiдпо-

вiдно.

У наближеннi БКШ виконано численнi роботи, присвяченi надплинно-

стi нейтронної речовини. Використовуючи феноменологiчнi потенцiали мiж-

ядерної взаємодiї, отриманi результати є бiльш-менш iдентичними i зiбранi,

наприклад, в [212]. Вони показують, що пiдхiд БКШ дає завищенi значення

для енерґетичного спектру надплинного стану i, отже, є потреба у врахуван-
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нi поляризацiйних ефектiв. Аналогiчнi висновки одержано з релятивiстських

моделей [228, 283] на основi ефективної теоретико-польової σ-моделi кванто-

вої гадронодинамiки.

Маючи лише якiснi передбачення в рамках пiдходу БКШ, спроби зроби-

ти розрахунки на основi бiльш точних реалiстичних потенцiалiв привели до

бажаних оцiнок енерґетичного спектру. Однак, це досягнуто цiною втрати

єдностi серед пiдходiв [32, 213, 55]. З цiєї причини важко сказати, якi резуль-

тати повиннi бути стандартними [89]. З iншого боку, розроблено та перевiрено

рiзнi модифiкацiї наближення хаотичних фаз (НХФ), якi обiцяють бути то-

чними при використаннi простих моделей [191, 291, 292, 324, 343]. Зрозумiло,

що розрахунки в модифiкованому НХФ (iз залученням варiацiйного принци-

пу) залишаються громiздкими i складними для застосування до моделей з

реалiстичними потенцiалами.

Цi факти стимулюють нас дослiдити надплиннiсть нейтронiв, використо-

вуючи нашу мiкроскопiчну модель в рамках пiдходу БКШ. Ми обмежимося

цим простим наближенням, оскiльки детальне дослiдження надплинностi та

iнших явищ втрачає сенс без знання якiсних властивостей моделi.

Модельний гамiльтонiан, який ми використовуємо, має 4-фермiонну фор-

му i є лiнiйним за константами зв’язку. Вiн отриманий шляхом квантування

релятивiстського (Пуанкаре-iнварiантного) класичного гамiльтонiану пiсля

редукцiї ступенiв вiльностi мезонних полiв. Як вiдомо [349, 161], лiнiйнi моделi

вiдображають провiднi ефекти в ядернiй матерiї (за малої густини). Заува-

жимо, що, включаючи нелiнiйнi мезоннi самодiї, можна описати бiльш широ-

кий клас фiзичних явищ. За низької густини можна дослiдити надплиннiсть

ядерної речовини та фазовий перехiд рiдина–газ, який вже розглянуто ранi-

ше. Обидва ефекти дозволяють знехтувати спiнорною структурою квантово-

го поля Дiрака нуклонiв та внеском античастинок. Останнє стає очевидним,

пам’ятаючи, що тепловий розподiл антинуклонiв описується виразом, що зни-

кає за T → 0. Окрiм того, слiд вiдновити залежнiсть вiд повного об’єму V , а
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релятивiстський вигляд взаємодiї мiж нуклонами повинен бути збережений,

щоб спостерiгати перехiд мiж зв’язаними та незв’язаними станами. Таким

чином, цi фiзичнi спрощення дозволяють вивчати систему з релятивiстською

взаємодiєю в рамках нерелятивiстського (статистичного) пiдходу. Хоча ми

маємо намiр застосувати наближення БКШ, слiд зробити деякi узагальне-

ння внаслiдок релятивiстської форми взаємодiї. Вони полягають у введеннi

двох функцiй для опису енерґетичної щiлини, чия конкуренцiя визначати-

ме енерґетичний спектр. Як зазначалося вище, ця конкуренцiя пов’язана iз

взаємодiями за посередництвом скалярних i векторних мезонiв.

Фактично, притягання домiнує над вiдштовхуванням у певнiй областi зна-

чень iмпульсу (або густини) i послаблюється за межами цiєї областi. Це озна-

чає, що в двох фiзично рiзних ситуацiях ми повиннi використовувати два

рiзних пiдходи [386]. Там, де переважають сили притягання, працює наближе-

ння БКШ. Цей природний факт дає нам фiзичну основу для оцiнки iмпульсу

обрiзання, який характеризує надплинну область для релятивiстських моде-

лей в межах формалiзму БКШ [228].

Розпочнемо дослiдження з гамiльтонiану взаємодiючих нейтронiв:

Ĥ = Ĥ0 + Ŵ , (1.45)

де

Ĥ0 =
∑
p,σ

cp0â†p,σâp,σ, p0 =
√
m2c2 + p2, (1.46)

– гамiльтонiан вiльних нейтронiв. Iндекс σ = ± позначає проекцiю спiна на

вiсь z, а саме, ±~/2; â†p,σ, âp,σ позначають оператори народження та знищення

вiльних нейтронiв; c – швидкiсть свiтла.

Взаємодiя Ŵ має вигляд

Ŵ =
1

V

∑
p1,p2

Wp1,p2
â†p2,+â

†
−p2,−â−p1,−âp1,+; (1.47)

Wp1,p2
=

1

2

[
Γp1

(
p2 − p1

~

)
+ Γp2

(
p2 − p1

~

)]
, (1.48)
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де збережено лише члени, що вiдповiдають за куперiвськi пари. Пiдсумовува-

ння за iмпульсами здiйснюється в iнтервалi, обмеженому iмпульсом обрiзання

pc, який характеризує область надплинностi i визначається нижче.

Величини Γp(k) у випадку iзотропної i однорiдної матерiї є

Γp(k) =
g2v

k2 − [(kp)/p0]2 + µ2v
+

g2ρ/4

k2 − [(kp)/p0]2 + µ2ρ

− g2s(mc/p
0)2

k2 − [(kp)/p0]2 + µ2s
, (1.49)

де g2i (i = s, v, ρ) – константи взаємодiї; µi – характеристики мезонiв, пов’язанi

з масами mi так µi = mic/~.

У межах областi надплинностi ми iґноруємо залежнiсть матричних еле-

ментiв вiд квадрату iмпульсу передачi k2 (= [(p1 − p2)/~]2), тодi одержуємо

Wp1,p2
= C2

v +
1

4
C2
ρ −

1

2
C2
s

m2c2

(p01)
2
− 1

2
C2
s

m2c2

(p02)
2
, (1.50)

де p01,2 =
√
m2c2 + p2

1,2; C2
i ≡ g2i /µ

2
i (i = s, v, ρ) – параметри носiїв взаємодiї

мiж нейтронами. Значення параметрiв C2
i знайдено вище. Лише вiдзначимо,

що вони задовольняють нерiвностi: C2
s > C2

v > C2
ρ , C2

s > C2
v + C2

ρ/4.

Обране наближення значно спрощує обчислення i нехтує релятивiстським

ефектом скiнченностi швидкостi передачi взаємодiї пiд час обмiну мезонами.

Завдяки малим комптонiвським довжинам хвиль важких мезонiв, дане на-

ближення виявляється справедливим.

Перетворимо гамiльтонiан з матричним елементом (1.50) так:

Ĥ ′ = e−ŜĤeŜ; (1.51)

Ŝ =
1

2V

∑
p1,p2

C2
s

m2c

(p01p
0
2)

2
(p02 − p01)â

†
p2,+â

†
−p2,−â−p1,−âp1,+. (1.52)

Це перетворення – канонiчне, бо оператор Ŝ – антиермiтовий, Ŝ† = −Ŝ.

У лiнiйному наближеннi, яким ми обмежимось, пишемо

Ĥ ′ = Ĥ0 + Ŵ + [Ĥ0, Ŝ] ≡ Ĥ0 + Ŵ ′. (1.53)
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Завдяки комутацiйному спiввiдношенню для операторiв Фермi

[a†p,±ap,±, â
†
p2,+â

†
−p2,−â−p1,−âp1,+] =

= (δp,±p2
− δp,±p1

)â†p2,+â
†
−p2,−â−p1,−âp1,+, (1.54)

взаємодiя набуває вигляду

Ŵ ′ =
1

V

∑
p1,p2

W ′
p1,p2

â†p2,+â
†
−p2,−â−p1,−âp1,+; (1.55)

W ′
p1,p2

= C2
v +

1

4
C2
ρ − C2

s

m2c2

p01p
0
2

. (1.56)

Отже, бачимо, що здiйснене перетворення факторизує скалярну взаємо-

дiю i робить її схожою на член взаємодiї в моделi БКШ.

В рамках статистичного пiдходу до надплинностi, де число частинок не є

фiксованим, використовуємо розширений гамiльтонiан:

Ĥ =
∑
p,σ

εpâ
†
p,σâp,σ + Ŵ ′, εp = cp0 − µ, (1.57)

де µ – хiмiчний потенцiал нейтронiв.

Надалi ми застосовуємо формалiзм, розвинений Боголюбовим в теорiї над-

плинностi [372]. Альтернативний пiдхiд до надплинностi i надпровiдностi роз-

винутий Горьковим на базi кореляцiйних функцiй (див. [386]).

Вiд гамiльтонiану (1.57) перейдемо до модельного гамiльтонiану:

Ĥm =
∑
p,σ

εpâ
†
p,σâp,σ +

+
1

V

∑
p1,p2

W ′
p1,p2

(λ∗p2
â−p1,−âp1,+ + λp1

â†p2,+â
†
−p2,− − λ∗p2

λp1
), (1.58)

де комплексне число λp визначається з рiвняння

λp = 〈â−p,−âp,+〉 =
Tr[â−p,−âp,+ exp (−Ĥm/T )]

Tr exp (−Ĥm/T )
. (1.59)

Тут T — температура системи (в одиницях енерґiї).
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Використання модельного гамiльтонiану замiсть H ґрунтується на еквiва-

лентностi результатiв, якi одержуються на їх основi, у термодинамiчнiй межi

(див. [372]). Практично, така замiна означає, що ми нехтуємо внеском взає-

модiї мiж куперiвськими парами i залишаємось з одночастинковим спектром.

Введемо величини:

∆V ≡ 1

V

∑
p

λp, ∆S ≡
1

V

∑
p

mc

p0
λp; (1.60)

∆p ≡ C2
s∆S

mc

p0
−
(
C2
v +

1

4
C2
ρ

)
∆V. (1.61)

Величина ∆p, як буде видно, вiдiграє роль енерґетичної щiлини у спектрi

надплинної матерiї i вiдповiдає енерґiї зв’язку куперiвської пари нейтронiв.

Енерґетична щiлина, яку ми шукаємо, залежить вiд iмпульса i визначається

рiзницею мiж скалярною та векторною взаємодiями.

Тепер оператор (1.58) перепишеться так

Ĥm = Λ +
∑
p,σ

εpâ
†
p,σâp,σ −

∑
p

(∆pâ
†
p,+â

†
−p,− +∆∗

pâ−p,−âp,+), (1.62)

де зiрка означає комплексне спряження, а стала Λ є

Λ ≡ − 1

V

∑
p1,p2

W ′
p1,p2

λ∗p2
λp1

= V

[
C2
s |∆S|2 −

(
C2
v +

1

4
C2
ρ

)
|∆V|2

]
. (1.63)

Щоб дiагоналiзувати одержаний гамiльтонiан, згiдно з Боголюбовим [372]

перейдемо вiд операторiв нейтронiв до операторiв квазiчастинок:

âp,+ = upb̂p,+ + vpb̂
†
−p,−, (1.64)

â−p,− = upb̂−p,− − vpb̂
†
p,+. (1.65)

Це перетворення є канонiчним, якщо |up|2 + |vp|2 = 1.

Пiсля пiдстановки операторiв в гамiльтонiан i запису комплексних чисел

як up = |up|eiϕ, vp = |vp|eiψ, ∆p = |∆p|eiξ, виводимо спiввiдношення: ϕ +
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ψ − ξ = 0. Ця умова пов’язує фази комплексних величин, але не визначає

їх. Ми усуваємо свободу вибору фаз за допомогою накладання додаткових

(калiбрувальних) умов: ξ = 0, ϕ = −ψ. Враховуючи їх, абсолютнi значення

комплексних чисел повиннi задовольняти рiвняння:

2εp|up||vp| = ∆p(|up|2 − |vp|2). (1.66)

Його розв’язками є

|up|2 =
1

2

1 +
εp√

ε2p +∆2
p

 , |vp|2 =
1

2

1− εp√
ε2p +∆2

p

 . (1.67)

Пiсля пiдстановки в модельний гамiльтонiан приходимо до виразу:

Ĥm = K +
∑
p

√
ε2p +∆2

p

(
b̂†p,+b̂p,+ + b̂†−p,−b̂−p,−

)
; (1.68)

K = Λ−
∑
p

[√
ε2p +∆2

p − εp

]
. (1.69)

Нам потрiбно знайти рiвняння для параметрiв ∆V, ∆S, якi виражаються

через λp. Середнє λp легко знайти:

λp ≡ 〈â−p,−âp,+〉

=
1

2

∆p√
ε2p +∆2

p

tanh

√
ε2p +∆2

p

2T
, (1.70)

де використано температурний розподiл квазiчастинок, а саме,〈
b̂†p,σb̂p,σ

〉
=

1

exp
(√

ε2p +∆2
p/T

)
+ 1

. (1.71)

Далi, розглянемо систему при T = 0, коли tanh = 1. Використовуючи

вирази (1.60), (1.61), одержимо бажану систему рiвнянь:

∆V =
1

2V

∑
p

C2
s∆Smc/p

0 − (C2
v + C2

ρ/4)∆V√
ε2p + [C2

s∆Smc/p0 − (C2
v + C2

ρ/4)∆V]2
, (1.72)
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∆S =
1

2V

∑
p

mc

p0
C2
s∆Smc/p

0 − (C2
v + C2

ρ/4)∆V√
ε2p + [C2

s∆Smc/p0 − (C2
v + C2

ρ/4)∆V]2
. (1.73)

Завдяки врахуванню релятивiстських ефектiв, цi рiвняння узагальнюють рiв-

няння для енерґетичної щiлини в рамках теорiї БКШ. За їх допомогою ми

дослiдимо енерґетичний спектр системи в надплинному станi.

Зосередимося на енерґiї зв’язку куперiвської пари нейтронiв. Щоб оцiнити

величину енерґетичної щiлини, необхiдно знати модельнi параметри C2
i , якi

повиннi вiдтворювати рiвноважнi властивостi ядерної матерiї. Їхнi значення

наведено у Таб. 1.1.

Замiнимо пiдсумовування iнтеґруванням в рiвняннях (1.72), (1.73):

1

V

∑
p

(.....) =

∫
(.....)

d3p

(2π~)3
=

1

2π2~3

pc∫
0

(.....)p2dp.

Ефективний iмпульс обрiзання pc для релятивiстських моделей визначається

з умови занулення пiдiнтеґральної функцiї, залежної вiд iмпульса, як по-

казано в [228]. Оскiльки чисельний аналiз дає pc/~ ≈ 1.5 фм−1, то вираз

mc/p0 слабко вiдрiзняється вiд 1. Отже, з прийнятною точнiстю покладемо

∆ = ∆V ≈ ∆S. Пiсля цього, рiвняння для ∆V, ∆S зводяться до одного:

1 =
1

4π2~3

pc∫
0

C2
smc/p

0 − C2
v − C2

ρ/4√
ε2p +∆2[C2

smc/p
0 − C2

v − C2
ρ/4]

2
p2dp, (1.74)

та залежнiсть щiлини вiд iмпульсу стає

∆p = ∆

(
C2
s

mc

p0
− C2

v −
1

4
C2
ρ

)
. (1.75)

Оскiльки µi > 3 фм−1 (i = s, v, ρ), беручи до уваги, що µi > pc/~, можна

тепер арґументувати замiну матричного елементу (1.48) на (1.50).

Покладемо хiмiчний потенцiал µ рiвним c
√
m2c2 + p2F, де pF – iмпульс

Фермi. Оскiльки εpF = 0, то цiкаво розглянути залежнiсть енерґетичної щi-

лини ∆F ≡ ∆pF на рiвнi Фермi вiд густини ρ, яка пов’язана з iмпульсом Фермi
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формулою:

pF = ~
(
6π2ρ

γ

)1/3

,

тут γ = 2 – спiнове виродження.

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0
 Our Result
 Argonne

F [
M

eV
]

 [fm-3]

Рис. 1.4. Злежнiсть енерґетичної щiлини на рiвнi Фермi вiд густини нейтронiв.

Наведено результат для нашої моделi (суцiльна) i для моделi з потенцiалом

Argonne (пунктирна).

Результат чисельних обчислень наведено на Рис. 1.4, де максимальне зна-

чення енерґетичної щiлини для нейтронної матерiї становить 1.902 МеВ при

ρ = 0.025 фм−3. Для порiвняння, на Рис. 1.4 наведено типову залежнiсть

щiлини вiд густини в наближеннi БКШ в синглетному 1S0 станi [212]. Видно,

що максимальне значення щiлини для нейтронної матерiї становить близько

2.8 МеВ. Розбiжнiсть у значеннях максимумiв на Рис. 1.4 можна пояснити

вiдмiннiстю мiж мiкроскопiчним потенцiалом, який ми використовували, i

феноменологiчним потенцiалом типу Argonne. Бiльше того, параметри нашої

моделi одержано для рiвноважних властивостей (симетричної) ядерної ма-

терiї, а не з даних про нейтронну матерiю. Такий вибiр дає повну картину

можливостей моделi з єдиною системою параметрiв, яка добре описує фазо-

вий перехiд рiдина-газ [263]. Можна очiкувати, що iнший вибiр параметрiв
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може привести до кращого узгодження. Тим не менш, iншi характеристи-

ки (положення максимума, область надплинного стану) на цих рисунках є

близькими. З цiєї точки зору нашi результати є прийнятними для опису над-

плинностi. З iншого боку, i 2.8 МеВ i 1.9 МеВ не є реалiстичними значеннями

для щiлини – вони надто великi, що пов’язано з використанням наближення

БКШ. Тому подальшi дослiдження повиннi здiйснюватись за його межами i

враховувати поляризацiйнi ефекти в середовищi [212].

1.2. Випаровування ядерної матерiї у конформно-пласкому

просторi

Теоретичнi моделi зiткнень важких iонiв, якi базуються на припущеннi

про локальну рiвновагу, вимагають рiвняння стану ядерної речовини як вхi-

днi данi. Один з пiдходiв, який часто використовується для опису гадронних

взаємодiй, включає рiзнi модифiкацiї моделi Валечки [356, 323], в яких взає-

модiї ефективно реалiзуються в термiнах середнiх полiв. Цi модифiкацiї зро-

блено для точного опису властивостей ядер та ядерної речовини в пласкому

просторi-часi. Тут ми узагальнюємо лiнiйну модель Валечки на випадок де-

формованого простору–часу та отримуємо рiвняння стану. Такi два завдання

можуть служити першими кроками дослiдження (зiткнень) важких iонiв у

сильному ґравiтацiйному полi, яке могло iснувати у Всесвiтi на рiзних етапах

еволюцiї та/або в неiнерцiйних системах вiдлiку. З численних праць (див.,

наприклад, [371, 374]) вже вiдомо, що спектри вiльних частинок iстотно за-

лежать вiд метрики та кривини простору–часу. Цей факт повинен впливати

на (термо)динамiчнi характеристики (сильно)взаємодiючих частинок, якi ви-

ражаються через параметри метрики.

В принципi, не важко зрозумiти вплив кривини на динамiку багаточа-

стинкової системи. Вiдомо (див. [76]), що класична динамiка частинок у ви-

кривленому просторi визначається приливною силою, спричиненою нетривi-
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альною кривиною. Звернемо увагу на деякi факти з космологiчних моделей з

постiйною кривиною K просторової геометрiї Всесвiту. Якщо K > 0, сусiднi

траєкторiї (геодезийнi) є стiйкими i осцилюють одна бiля одної з характер-

ною частотою, що визначається K. Якщо K < 0, траєкторiї є експоненцiйно

нестiйкими i розбiгаються з показником Ляпунова, визначеним |K|. Отже,

частинки, як правило, локалiзуються або делокалiзуються завдяки кривинi

(або приливнiй силi, якщо говорити з точки зору механiки Ньютона). Цi си-

туацiї зображено на Рис. 1.5 i можуть вiдповiдно тлумачитися спостерiгачем,

пов’язаним з тестовою частинкою, як ефективна притягальна або вiдштовху-

вальна взаємодiї мiж частинками.

Рис. 1.5. Схематична поведiнка частинок у просторах з K > 0 i K < 0.

В принципi, додаткове притягання або вiдштовхування повиннi змiнити

критичну температуру Tc ядерного фазового переходу рiдина-газ. Очевидно,

що притягання пiдтримує створення рiдкої фази i, тим самим, збiльшує Tc.

Навпаки, ефективне вiдштовхування зменшує Tc. Такий погляд з класичної

динамiки має мiсце, але можна зробити бiльш глибший аналiз.

Справдi, можна передбачити двi причини, якi змiнюють термодинамiчнi

характеристики ядерної матерiї в слабковикривленому просторi–часi. Перша

причина пов’язана зi змiною об’єму Всесвiту (у порiвняннi з об’ємом Всесвiту

Мiнковського). Друга полягає у змiнi енерґетичного спектра E квантових

частинок.

Перша причина впливає лише на величину термодинамiчних функцiй, як

тиск i густина, пропорцiйнi оберненому об’єму, i зберiгає залежнiсть цих ве-
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личин вiд температури. Тому, вважаємо, що змiна Tc спричинена другою при-

чиною, тобто змiною квантового спектру. Це припущення легко пiдтвердити.

А саме, тепловий розподiл частинок визначається спiввiдношенням E/T , яке

демонструє зв’язок мiж спектром i змiною температури.

Наша мета – оцiнити цi ефекти у випадку конформно-плаского простору–

часу, що враховує розширення та/або колапс Всесвiту.

1.2.1. Узагальнення моделi Валечкi. Однiєю з найпростiших моде-

лей квантової гадродинамiки (КГД) є лiнiйна модель Валечки, яка мiстить

поле барiонiв N , яке складається з протонної i нейтронної компонент, поля

скалярного σ̂ та векторного Âµ мезонiв. Усi поля та взаємодiї описуються

Лоренц-ковариантно. Скалярнi та векторнi компоненти є найважливiшими

для опису об’ємних властивостей, якi є головними тут.

Зазвичай, застосовуючи наближення середнього поля, припускається, що

розглядається система вiдлiку (спокою), пов’язана з матерiєю, так що потiк

барiонiв N̄ γ⃗N = 0, а барiонне число зберiгається. Окрiм того, якщо густина

барiонiв N̄γ0N i скалярна густина N̄N є достатньо великими, оператори ме-

зонних полiв апроксимуються їх очiкуваними значеннями, якi є класичними

полями:

σ̂ → 〈σ̂〉 ≡ σ, Âµ → 〈Âµ〉 ≡ (A,0).

Для стацiонарної i однорiдної системи, σ i A є сталими i не залежать вiд

простору-часу, i, оскiльки, матерiя знаходиться у спокої, векторний потенцiал

покладається A = 0.

В принципi, не складно узагальнити вихiднi рiвняння моделi Валечки на

випадок викривленого простору–часу. Однак, значно ускладнюється задача

пошуку розв’язкiв польових рiвнянь. Беручи це до уваги, розпочнемо дослi-

дження ядерної матерiї в слабковикривленому просторi на рiвнi середнього
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поля, коли канонiчний тензор енерґiї–iмпульсу має вигляд:

Tµν[g] = iN̄γµ∂νN +

(
1

2
m2
sσ

2 − 1

2
m2
vA

2

)
gµν, (1.76)

де gµν – метрика Мiнковського; γµ – матрицi Дiрака.

Польовi рiвняння моделi записуються так

σ =
gs
m2
s

N̄N, (1.77)

A =
gv
m2
v

N̄γ0N, (1.78)

0 = (iγµ∂µ − gvγ
0A−M∗)N, (1.79)

де однорiдне скалярне поле σ зсуває барiонну масу M до значення M∗ ≡
M − gsσ, а векторне поле A зсуває енерґетичний спектр. Квантово-польовий

оператор N означено у звичайний спосiб з використанням нормальних мод

рiвняння Дiрака.

Маючи Tµν[g], можна сконструювати тензор енерґiї–iмпульсу системи в

нетривiальному просторi–часi. Ця процедура є такою.

У слабковикривленому просторi–часi з метрикою ḡµν, деякий функцiонал

дiї можна подати так

S[ḡ] = S[g] +

∫
δS[ḡ]

δḡµν

∣∣∣∣
ḡ=g

(ḡµν − gµν)d4x. (1.80)

Ми зосередимося на стацiонарнiй, конформно-пласкiй метрицi ḡµν(x) =

a2(x)gµν, де a(x) = 1 + h(x) – масштабний фактор, такий що h(x) � 1. Це

означає, що функцiя h(x) є обмеженою у цiлому просторi i дозволяє застосу-

вати теорiю збурень в лiнiйному наближеннi за h(x), коли

ḡµν(x) ≈ [1 + 2h(x)]gµν, (1.81)

i просторова кривина, K = 6a−3(x)∇2a(x), задається виразом:

K ≈ 6∇2h(x). (1.82)
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Використовуючи означення тензора енерґiї–iмпульсу,

Tµν[g] =
2√
−g

δS[g]

δgµν
, (1.83)

знаходимо поправку до функцiоналу дiї, яка визначається формулою:

S[ḡ] = S[g]−
∫ √

−gT µµ [g]h(x)d4x. (1.84)

За допомогою корисних спiввiдношень,

gνρ(x)
δ

δgρµ(x)
= ḡνρ(x)

δ

δḡρµ(x)
,

(
g(x)

ḡ(x)

)1/2

≈ 1− 4h(x), g = det (gµν),

(1.85)

де ми припустили на мить залежнiсть gµν вiд простору i часу, тензор Tµν[ḡ(x)]

легко виводиться в нашому наближеннi:

Tµ
ν[ḡ(x)] = [1− 4h(x)]Tµ

ν[g(x)]

− 2√
−g(x)

gνρ(x)
δ

δgρµ(x)

∫ √
−g(x′)T µµ [g(x′)]h(x′)d4x′. (1.86)

Пiсля пiдстановки вiдомої варiацiї,

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν, (1.87)

остаточно одержуємо, що

Tµ
ν[ḡ(x)] = Tµ

ν[g] + h(x)
(
T λλ [g]δ

ν
µ − 4Tµ

ν[g]
)
. (1.88)

Цей вираз є лiнiйною функцiєю вiд h(x), яка робить його явно залежним

вiд простору. Хоча ми плануємо дослiдити поведiнку термодинамiчних фун-

кцiй зi змiною значень h(x), а залежнiсть Tµν[ḡ(x)] вiд простору є поза нашим

iнтересом, h(x) визначає енерґетичний спектр i, отже, повинна бути означена.

Через рiвнiсть T µµ [ḡ(x)] = T µµ [g], коли залежнiсть вiд h(x) зникає, вiд ме-

трики ḡµν(x) слiд вимагати, щоб скалярна кривина R[ḡ(x)] = 0 майже всюди.

Для конкретики, дослiдимо ядерну матерiю в просторi з

h(x) = uθ(z), (1.89)
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де θ(z) – функцiя Хевiсайда. Зауважимо, що просторова кривина,K = 6uδ′(z),

є нульовою майже всюди, але є екстремально великою при z = 0.

Взагалi кажучи, функцiя (1.89) описує плаский Всесвiт, який при z >
0 розширюється (колапсує) у порiвняннi з простором Мiнковського, якщо

u > 0 (u < 0). Така функцiя схожа на наближення для дилатона у виглядi

кiнка (антикiнка). Подiбний масштабний фактор вже з’являвся в контекстi

двовимiрної дилатонної ґравiтацiї [31].

Гамiльтонiан системи,

H =

∫
T 0
0 [ḡ]

√
−ḡd3x =

∫ (
T 0
0 [g] + h(x)T λλ [g]

)
d3x, (1.90)

потрiбен для дослiдження термодинамiки.

Запишемо гамiльтонiан (та iншi величини) моделi в лiнiйному наближеннi

за параметром u з (1.89), а саме,

H = H0 + u∆H, (1.91)

де збурення, спричинене деформацiєю геометрiї простору–часу, є

∆H =M∗

∫
N̄Nθ(z)d3x+ gvA

∫
N̄γ0Nθ(z)d3x+ V0

(
m2
sσ

2 −m2
vA

2
)
. (1.92)

Надалi, зручно ввести “об’єми”:

Vn =

∫
an(x)d3x ≈ V0

(
1 +

1

2
nu

)
, (1.93)

V0 – об’єм простору Мiнковського.

Оскiльки поле N розкладається за пласкими хвилями, нагадаємо Фур’є

образ θ(z)-функцiї:
∞∫

−∞

θ(z)e−ikzdz = πδ(k)− P i

k
. (1.94)

Останнiй член в правiй частинi (1.94) приводить до недiагонального внеску

добутку операторiв народження i знищення. Використовуючи наближення

середнього поля, яке нехтує такими членами, не дiагоналiзуємо його.
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Тепер обговоримо розв’язок польових рiвнянь у випадку слабковикрив-

леного простору–часу, який забезпечує екстремум функцiоналу дiї i повинен

пiдставлятися в тензор енерґiї–iмпульсу. Позначимо поля як F = (N, σ,A) i

подамо у виглядi:

F = F0 + u∆F,

де F0 – розв’язок рiвнянь (1.77)-(1.79); ∆F – збурення.

Тодi, розкладемо функцiонал дiї:

S[ḡ, F ] = S[ḡ, F0] +

∫
δS[ḡ, F ]

δF

∣∣∣∣
F=F0

(F − F0)d
4x. (1.95)

Другий доданок у правiй частинi переписується так:

u

∫ (
δS[g, F0]

δF0(x)
− δ

δF0(x)

∫ √
−gT µµ [g, F0]h(y)d

4y

)
∆F (x)d4x. (1.96)

Завдяки незбуреним польовим рiвнянням маємо, що δS[g, F0]/δF0 = 0. Варi-

ацiйна похiдна вiд виразу, що мiстить слiд T µµ [g, F0], також випадає, оскiльки

приводить до члена порядку u2. Як наслiдок, одержуємо

S[ḡ, F ] = S[ḡ, F0].

Тому, в першому наближеннi, розв’язок F0 визначає екстремум дiї S[ḡ, F ], i

достатньо пiдставити F0 в компоненти тензора енерґiї–iмпульсу.

1.2.2. Рiвняння стану системи нуклонiв. Отже, динамiка барiонiв

у викривленому та пласкому просторi-часi – рiзна. Цей факт стимулює нас

до вивчення термодинамiчних характеристик ядерної матерiї в нетривiаль-

ному просторi. Дослiдимо залежнiсть критичних параметрiв (як критична

температура Tc, тиск Pc i густина барiонiв ρc) фазового переходу рiдина–газ

вiд параметра u. Аби знайти потрiбнi залежностi, одержимо рiвняння стану

ядерної матерiї.

Наш пiдхiд до ядерної матерiї ґрунтується на знаходженнi (середнього

значення) тензора енерґiї–iмпульсу,

〈Tµν[ḡ(x)]〉 ≡ Tr
{
Tµ

ν[ḡ(x)]e−β(H−µB)
}/

Tr e−β(H−µB), (1.97)
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у багаточастинковому квантовому станi за скiнченної температури i густини,

де µ i β ≡ 1/T – хiмiчний потенцiал i обернена температура; B =
∫
N̄γ0Nd3x

– барiонний заряд. Здiйснюючи обчислення в лiнiйному наближеннi за u,

можна замiнити гамiльтонiан H на H0 в останнiй формулi.

Густина середньої енерґiї, тиск та слiд тензора енерґiї–iмпульсу однорiдної

симетричної (коли N = Z) ядерної матерiї в просторi–часi Мiнковського є

E ≡ 〈T 0
0 [g]〉 = ε+

1

2
c2sρ

2
s +

1

2
c2vρ

2
B, (1.98)

P ≡ −〈T ii [g]〉 = p− 1

2
c2sρ

2
s +

1

2
c2vρ

2
B, (1.99)

〈T λλ [g]〉 = M∗ρs + 2c2sρ
2
s − c2vρ

2
B, (1.100)

де c2i ≡ g2i /m
2
i ; i ми ввели позначення:

ε =
γ

2π2

∞∫
0

E(p)(f+(p) + f−(p))p
2dp, (1.101)

p = −T γ

2π2

∞∫
0

{ln [1− f+(p)] + ln [1− f−(p)]} p2dp, (1.102)

ρs =
γ

2π2

∞∫
0

M∗

E(p)
(f+(p) + f−(p))p

2dp, (1.103)

ρB =
γ

2π2

∞∫
0

(f+(p)− f−(p))p
2dp, (1.104)

де f±(p) = (1 + exp β(E(p)∓ ν))−1 – нуклонний i антинуклонний термiчнi

розподiли, залежнi вiд ефективного хiмiчного потенцiалу ν = µ−gvA; E(p) =√
M 2

∗ + p2; γ = 4 – фактор спiн-iзоспiнового виродження.

Зауважимо, що маса нуклона набуває емпiричного значенняM = 939 МеВ,

i тiльки вiдношення констант взаємодiї до мас (позначенi через c2i ) потрiбно

визначити у безмежнiй матерiї (нехтуючи поверхневими ефектами). Факти-

чно, ми маємо два параметри, якi слiд пiдiбрати, щоб вiдтворити, перш за все,

рiвноважнi властивостi симетричної ядерної матерiї. Тут ми використовуємо
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набiр безрозмiрних параметрiв, c2sM 2 = 359.348, c2vM 2 = 275.116, знайдений

в [322] для лiнiйної моделi Валечки.

У частинi простору (z > 0) з перемасштабованою метрикою, знаходимо

густину енерґiї i тиск:

E(u) ≡ 〈T 0
0 [ḡ(x)]〉 = E + 2u

[
1

2
M∗ρs − 2ε− 3

2
c2vρ

2
B

]
, (1.105)

P (u) ≡ −〈T ii [ḡ(x)]〉 = P − 2u

[
1

2
M∗ρs + 2p+

1

2
c2vρ

2
B

]
. (1.106)

Зауважимо, що такi самi формули виводяться за допомогою й iншої технiки,

що описується в роздiлi 1.2.3.

При T = 0, iснує зв’язок мiж енерґiєю i тиском неоднорiдної системи:∫
[P (x)δdV3 + δ(E(x)dV3)] = 0, (1.107)

де
∫
E(x)dV3 – повна енерґiя у власному об’ємi V3; dV3 ≈ [1 + 3h(x)]dV0;

δdV3/dV0 = 3δh(x).

Спiввiдношення (1.107) є наслiдком збереження тензора енерґiї–iмпульсу

в заданому квантовому станi:

〈T νµ [ḡ(x)]〉;ν = 0. (1.108)

Густину барiонiв ρB(u) у пiвпросторi z > 0 знаходимо так:

ρB(u) ≡
∂P (u)

∂ν
= (1− 4u)ρB. (1.109)

Величини P (u) i ρB(u) задають рiвняння стану в параметричнiй формi, де T

i ν – незалежнi термодинамiчнi параметри. У певному сенсi, наше рiвняння

стану подiбне до барометричної формули, що описує змiну тиску i густини над

земною поверхнею. Видно, що при u > 0 (u < 0), коли Всесвiт розширюється

(колапсує), барiонна густина є меншою (бiльшою) нiж у просторi Мiнковсько-

го, хоча повний барiонний заряд зберiгається. Отже, вплив зовнiшнього поля

h(x) на ядерну матерiю подiбний до дiї зовнiшнього електростатичного поля
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на кристали: поле приводить до виникнення поляризацiї (додаткового тиску

у нашому випадку) i деформацiї форми тiла.

Аби повнiстю описати модель, слiд сформулювати рiвняння для ефектив-

ної маси M∗ (або σ):

M∗ =M − c2sρs. (1.110)

Воно визначає M∗ самоузгодженим чином i випливає з теорiї в тривiальному

просторi. Аналогiчно, використовуємо розв’язок для поля A з [323].

Результати чисельних розрахункiв в областi з z > 0, наведено на Рис. 1.6

та Таб. 1.4. Як i очiкувалось, у випадку u > 0, пов’язаному з ефективним

притяганням, критична температура фазового переходу рiдина–газ збiльшу-

ється. У той же час значення критичного тиску i густини барiонiв зменшу-

ються, оскiльки вони обернено пропорцiйнi об’єму Всесвiту, збiльшеному по-

рiвняно з об’ємом простору Мiнковського. На вiдмiну вiд цього випадку, iнша

поведiнка параметрiв спостерiгається при u < 0.

Таблиця 1.4

Критичнi параметри ядерної матерiї при z > 0

u Tc [МеВ] Pc [МеВ/фм3] ρc [фм−3]

-0.01 11.8 0.55 0.074

-0.005 15.3 0.5 0.068

0 18.3 0.43 0.064

0.005 21.3 0.36 0.06

0.01 24.8 0.31 0.054

Важливо зауважити наслiдки, отриманi з даних Таб. 1.4. Хоча вигляд

масштабного фактору суттєво залежить вiд фiзичної ситуацiї, видно, що йо-

го невелике вiдхилення може суттєво змiнити критичнi параметри симетри-

чної ядерної матерiї. Окрiм того, вiрогiдно, що критична точка може бути

вiдсутньою в гiперболiчному просторi за певних значень u. Це явище слiд
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враховувати при дослiдженнi ядерної матерiї у викривленому просторi–часi

або поблизу джерел сильного ґравiтацiйного поля.
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Рис. 1.6. Фазова дiаграма симетричної ядерної матерiї з рiзними значеннями

параметра u при T = 18.3 МеВ (z > 0).

У контекстi фiзики важких iонiв, зауважимо, що тут описано лише ефе-

кти в об’ємi, тобто об’ємнi властивостi ядер. В принципi, слiд враховувати

скiнченнiсть ядер, оскiльки термодинамiчнi характеристики ядерної речови-

ни та ядер рiзнi. Окрiм того, приливна сила буде впливати на ядра за iстотної

змiни ґравiтацiйного поля на мiжнуклоннiй вiдстанi.

1.2.3. Альтернативний пiдхiд. У просторi–часi з метрикою ḡµν =

a2(x)gµν, функцiонал дiї S =
∫
Ld4x моделi Валечки визначається густиною

лаґранжiана:

L = N̄
(
D̂ − gvAγ

0a−1
)
Na4 − m2

s

2
σ2a4 +

m2
v

2
A2a2, (1.111)
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де

D̂ = ia−1γµ∂µ +
3

2
ia−2(γi∂ia)−M∗ (1.112)

– оператор Дiрака.

Мезони описуються класичними полями σ i A, якi є, загалом, функцi-

ями просторових координат. Однак, працюючи з середнiми полями, ми не

включаємо члени просторової еволюцiї цих полiв в лаґранжiан, оскiльки їх

залежнiсть вiд координат фiксована.

Зробимо два (конформних) перетворення, щоб модифiкувати лаґранжi-

ан. По-перше, пiдставимо a−3/2N замiсть N , щоб спростити оператор Дiрака.

По-друге, необхiдно замiнити поле σ на a−1σ заради перемасштабування ком-

птонiвських довжин хвиль (~/mc) всiх частинок.

Пiсля цих пiдстановок, модель Валечки у конформно-пласкому просторi–

часi зводиться до моделi з масами, залежними вiд координат:

L = N̄
[
iγµ∂µ −M∗ −Mh(x)− gvAγ

0
]
N − 1

2
m2
sσ

2a2 +
1

2
m2
vA

2a2. (1.113)

Легко бачити, що L у просторi з метрикою ḡµν можна вiдразу вивести за

допомогою замiни мас, m → ma. При m = 0, модель iнварiантна вiдносно

конформних перетворень, як має бути.

Припустимо, що σ = const, A = const i задовольняють рiвняння:

gs

∫
N̄Nd3x = m2

sσV2, gv

∫
N̄γ0Nd3x = m2

vAV2, (1.114)

якi випливають з варiацiї функцiоналу дiї.

Гамiльтонiан моделi є H = H0 + u∆H, де збурення визначається так

∆H =M

∫
N̄Nθ(z)d3x+ V0

(
1

2
m2
sσ

2 − 1

2
m2
vA

2

)
. (1.115)

Легко одержуємо термодинамiчний потенцiал в нашому наближеннi:

Ω = −V0P + uV0∆ω, (1.116)
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де P задається виразом (1.99),

∆ω =
1

2
Mρs +

1

2
c2vρ

2
B − 1

2
c2sρ

2
s. (1.117)

Ця поправка збiгається з внеском слiду (1.100).

За такого означення тиску: P (x) = −δΩ/δV4(x), приходимо до (1.106).

1.3. Рiдиноподiбнi стани π+π− матерiї

Можливiсть спостереження конденсату пiонiв в зiткненнях важких iонiв

спонукала до теоретичних та експериментальних дослiджень протягом остан-

нiх десятилiть [187, 354]. Ймовiрно, пiонний конденсат також є складовою

нейтронних зiр. Його теоретичний опис зазвичай робиться в рамках феноме-

нологiчних моделей, що ведуть до самодiї типу φ4 пiонних ступенiв вiльностi

(див. [387, 242, 326]).

Оскiльки пiони є бозонами Ґолдстоуна для спонтанно порушеної кiральної

симетрiї, реалiстичного опису пiонної пiдсистеми слiд чекати вiд кiральної мо-

делi. За температури, нижчої за температуру кiрального фазового переходу

Tχ ≈ 150 МеВ, зауважимо загальну властивiсть вiдомих кiральних моделей,

а саме, в наближеннi третього порядку вони приводять до притягальної дво-

частинкової взаємодiї (пов’язаною з членом φ4) та тричастинкового вiдштов-

хування (пов’язаного з членом φ6). Щоб показати це, звернемося до моделей

Скiрма [337] та Вайнберга [358], де взаємодiї можна подати вiдповiдно як

VSkyrme(ν) ≡ −f 2πm2Tr(U + U † − 2)/4 = f 2πm
2(ν2/2!− ν4/4! + ν6/6!− . . .),

VWeinberg(ν) ≡ f 2πm
2ν2/(2 + ν2/2) = f 2πm

2(ν2/2− ν4/8 + ν6/32− . . .).

Тут ми використовуємо U = exp (iτ⃗ · π⃗/fπ) ∈ SU(2); ν2 = π⃗2/f 2π ; fπ та m –

константа розпаду пiона та його маса.

Звернемо увагу, що вказанi взаємодiї є обмеженими функцiями ν. Також

зауважимо, що взаємодiя Ґасера–Лейтвiлера, порядку p4 [118, 119], є притя-
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гальною, а експериментальнi данi пiдтверджують iснування трипiонних ко-

реляцiй в зiткненнях важких iонiв [3]. Отже, якщо обмежитись розглядом

наближення третього порядку (що веде до релятивiстської квантової моделi

типу φ6), можна очiкувати на наявнiсть фазових переходiв першого роду у

пiоннiй пiдсистемi.

Справдi, з молекулярної фiзики вiдомо, що нерелятивiстська модель φ6,

на вiдмiну вiд φ4, дозволяє спостерiгати не лише фазовий перехiд другого ро-

ду в конденсатний стан, але i його газоподiбну та рiдку фази. Це описується

розв’язками вiдповiдного рiвняння Ґроса–Пiтаєвського [115, 184]. Зауважимо,

що модель φ6 вже використовувалася в ядернiй гiдродинамiцi та квантовiй

теорiї поля [35]. Тут ми намагаємось отримати подiбнi результати (без сту-

пенiв вiльностi π0 мезонiв) в контекстi фiзики надгустих iонiв та нейтронних

зiр, де пiонний конденсат вiдiграє важливу роль у “пом’якшеннi” нуклонного

рiвняння стану [387].

Очевидно, що слiд врахувати суттєво рiзний характер взаємодiй у молеку-

лярнiй фiзицi та пiоннiй пiдсистемi. Окрiм того, ми дослiдимо умови iснуван-

ня рiдкої фази за високих температур (за температури, вищої за температуру

Tcond фазового переходу в конденсатний стан) з використанням тiєї ж моделi.

Не виключено, що гаряча π+π− рiдина може виникати в релятивiстських зi-

ткненнях важких iонiв, де пiони вiдiграють провiдну роль на кiнцевiй стадiї.

Зауважимо, що колективнi явища в зiткненнях “частинка–ядро” та “ядро–

ядро” добре вiдомi i мають враховуватися. Iснування гарячої пiонної рiдини

вже було передбачено у працi [192].

Оскiльки рiдкий конденсат π+π− мезонiв термодинамiчно вiдрiзняється

вiд газоподiбного конденсату, то таку вiдмiннiсть слiд враховувати у спробах

його реєстрацiї в зiткненнях важких iонiв. З iншого боку, система з великого

числа пiонiв за високих температур, як ми побачимо нижче, також може

знаходитись у рiдкiй фазi, що може суттєво впливати на динамiку нуклонiв.

Ми говоримо “рiдина”, коли маємо справу з густою фазою в термодинамiцi.
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Однак, та сама “рiдина” – це стан з великою амплiтудою пiонного поля з

теоретико-польової точки зору.

1.3.1. Стани конденсату пiонiв. Густина лаґранжiану L(π†, π) нашої

моделi є

L = ∂µπ
†∂µπ −m2π†π +

A

2!
(π†π)2 − B

3!
(π†π)3, (1.118)

де передбачається нормальне впорядкування операторiв i вiдсутнiсть еле-

ктромагнiтної взаємодiї. ПокладемоA = m2/g2,B = 3m2λ/2g4,m = 140 МеВ;

g i λ – параметри моделi, якi слiд визначити.

Стала g вiдiграє роль константи розпаду пiона в середовищi замiсть ва-

куумного значення fπ. Параметр моделi λ вводиться для ефективного враху-

вання членiв вищого порядку розкладу кiральної взаємодiї. Щоб проаналiзу-

вати межi значень λ, подамо кiральнi взаємодiї (якi розглянуто вище) так:

V (ν) = a2ν
2 − a4ν

4 + a6ν
6λ(ν), де an ≡ |V (n)(0)|/n! i ν2 = 2π†π/g2. Виявля-

ється, що λ(ν) – неперервна функцiя, яка спадає вiд 1 до 0, коли ν пробiгає

вiд 0 до ∞. Отже, якщо |ν| > 1, стала λ, що замiнює точну функцiю λ(ν),

повинна бути меншою за 1, щоб узгодити наш феноменологiчний пiдхiд з

кiральною теорiєю.

Ми використовуємо анзац про застосовнiсть наближення середнього поля

у широкому iнтервалi температур. Окрiм того, ми обмежимось двома випад-

ками: i) T = 0, коли операторне поле π можна замiнити класичним компле-

ксним полем ϕ, яке є параметром порядку, що описує конденсат; ii) T > Tcond,

коли вiдсутнi аномальнi середнi, i поле π визначається квантовими флуктуа-

цiями χ. Наша мета – дослiдити рiдиноподiбнi стани π+π−-матерiї у цих двох

режимах.

Природно почати з дослiдження фаз пiонного конденсату при T = 0,

який виникає у нейтронних зорях та ядрах з густиною, вищою за густину на-

сичення. Такiй ситуацiї вiдповiдає густина лаґранжiану L(ϕ∗, ϕ). Фактично,

замiна π на ϕ нагадує перехiд вiд квантової електродинамiки до класичного
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опису електромагнетизму, коли велике число фотонiв знаходиться наближе-

но в одному станi. У нашому випадку, перебування великого числа пiонiв в

єдиному станi (конденсатi Бозе–Ейнштейна) дозволяє нам ввести класичну

функцiю ϕ. На вiдмiну вiд теорiї Максвела, L(ϕ∗, ϕ) мiстить квантову сталу

~ (~ = 1 в наших одиницях). З iншого боку, квантове значення класичних

полiв розглянуто в працi [170].

З варiацiї класичного функцiоналу дiї, одержуємо рiвняння:(
∂2

∂t2
−∇2

)
ϕ+m2ϕ− A|ϕ|2ϕ+

B

2
|ϕ|4ϕ = 0, (1.119)

яке в стацiонарному випадку (за умов збереження енерґiї/заряду) формально

збiгається з рiвнянням Ґроса–Пiтаєвського (яке визначає стан системи) без

потенцiальної ями [115].

Застосування рiвняння (1.119) вимагає виконання наступних умов. По-

перше, повне число пiонiв (множиннiсть) має бути достатньо великим, щоб

мати змогу використовувати концепцiю конденсату Бозе–Ейнштейна. По-дру-

ге, щоб замiнити польовий оператор класичним полем, слiд припустити роз-

рiдженiсть системи i наявнiсть достатньо низької температури. Це дозволяє

уникнути квантового та термiчного виснаження конденсату.

Розв’язок рiвняння (1.119) суттєво залежить вiд фiзичних та ґраничних

умов. Розглянемо точний статичний квазi-одновимiрний розв’язок (“бульба-

шка”), який записується так:

ϕ(t, z) = ηk(z) exp
(
−imt

√
1− k2

)
, (1.120)

де ηk(z) – дiйсна функцiя.

Залежнiсть вiд часу зосереджена у фазi, що вiдповiдає деякому заряду

Q. Насправдi така пiдстановка приводить до великого класу розв’язкiв ηk(z)

в термiнах елементарних i елiптичних функцiй [309, 139, 140]. Однак, ми

зацiкавленi у стiйкому, локалiзованому розв’язку iз збережуваним зарядом.
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Для ґраничних умов lim
z→±∞

ηk(z) = 0, lim
z→±∞

η′k(z) = 0, iснує солiтоноподi-

бний розв’язок [309]:

ηk(z) =
2gk√√

1− 4λk2cosh(2kmz) + 1
. (1.121)

Одержаний результат описує тонкий шар густої фази, зосередженої мiж роз-

рiдженими фазами, i забезпечує локалiзацiю енерґiї. Його можна iнтерпрету-

вати як область щiльної пiонної матерiї вздовж осi ядро–ядерного зiткнення,

геометрiя i умови якого тут не враховуються.

Легко показати, що розв’язок (1.120) є псевдоскаляром: достатньо замiни-

ти координату z i (квазi)iмпульс k на −z i −k. Як i повинно бути, ця операцiя

змiнює знак функцiї ϕ(t, z).

Параметром порядку системи служить скалярна густина n(z) ≡ |ϕ(t, z)|2.
Аби визначити (термодинамiчну) фазу пiонної матерiї в щiльнiй областi, озна-

чимо заряд Q (рiзницю мiж числом частинок та античастинок) i повну енер-

ґiю E одиницi площi:

Q = 8g2
√
1− k2√
λ

arctanh

√
1−

√
1− 4λk2

1 +
√
1− 4λk2

, (1.122)

E = m
√

1− k2Q+
g2mk

λ

−g
2m

λ3/2
(1− 4λk2) arctanh

1−
√
1− 4λk2

2k
√
λ

. (1.123)

Данi величини параметризуються незалежною змiнною k. Зi змiною k пове-

дiнка функцiй Q та E визначається параметром λ. У той самий час, параметр

моделi g впливає лише на амплiтуду характеристик.

Оскiльки заряд Q зберiгається в часi, введемо хiмiчний потенцiал µ ≡
∂E/∂Q, який обчислюється так:

µ = (∂E/∂k)/(∂Q/∂k).

Хоча залежнiсть µ вiд k можна знайти явно, ми не наводимо її через громi-

здкий вигляд. Лише вiдзначимо, що µ > 0. Це узгоджується з результатом з
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[242], де розглядалися краплi з багатьох пiонiв за низьких температур.

Як показано на Рис. 1.7, центральна густина ν ≡ n(0)/g2 i хiмiчний по-

тенцiал µ демонструють загин, типовий для фазового переходу першого роду.

Точка переходу, яка збiгається з точкою самоперетину залежностi ε ≡ E/mg2

вiд q ≡ Q/g2, вiдповiдає побудовi Максвелла на дiаграмi залежностi µ вiд q.

Однак, частина ґрафiка iз загином не реалiзується, оскiльки зображає нестiй-

кий (i метастабiльний) стан. Щiльну фазу природно асоцiювати з рiдиною, а

розрiджену – з газом. Наголосимо, що обидвi гiлки – квантовi флюїди.

На Рис. 1.7 видно, що фазовий перехiд першого роду у пiонному конден-

сатi вiдбувається при 0.25 < λ < 0.268, тобто λ < 1, як було зазначено вище.

Так, при λ ≈ 0.268, стiйкий та метастiйкi розв’язки збiгаються. Це визна-

чає критичну точку: в нiй похiдна вiд ν, як функцiя вiд q, розбiжна. Для

λ = 0.25 домiнує парна притягальна взаємодiя, i система прямує до колапсу.

У цьому випадку заряд обмежується значенням q ≈ 5.3. З припущення про

iснування фазового переходу першого роду покладемо тут λ = 0.26. Значення

константи g обговорюється у випадку гарячої пiонної матерiї.

1.3.2. Гаряча пiонна рiдина. Зосередимося на описi π+π−-матерiї за

високих температур в наближеннi середнього поля (MFA), коли поле π цiлком

визначається квантовими флуктуацiями χ. Запишемо операторне поле χ у

скiнченному об’ємi так

χ(x) =
∑
p

[
apup(x) + b†pu

∗
p(x)

]
, (1.124)

up(x) =
1√
2EpV

exp (−iEpt+ ipx). (1.125)

У законi дисперсiї Ep =
√

p2 +m2
∗, m∗ позначає ефективну масу, яку слiд

визначити; a†p, b†p (ap, bp) – оператори народження (знищення) частинок i

античастинок з такими комутацiйними спiввiдношеннями:

[ap, a
†
q] = δp,q, [bp, b

†
q] = δp,q.
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Рис. 1.7. Центральна густина ν, повна енерґiя ε, вiдношення хiмiчного потен-

цiалу µ до m у безрозмiрних одиницях як функцiї приведеного заряду q.

Оператор Гамiльтона, H =
∫
(H0+W)d3x, що випливає з L(χ†, χ), визна-

чається такими складовими:

H0 = ∂tχ
†∂tχ+∇χ†∇χ+m2

∗χ
†χ, (1.126)

W = (m2 −m2
∗)χ

†χ− A

2!
(χ†χ)2 +

B

3!
(χ†χ)3. (1.127)

Маємо

H =
∑
p

Ep(np + n̄p) +

∫
Wd3x, (1.128)

де np ≡ a†pap i n̄p ≡ b†pbp – оператори числа частинок та античастинок.
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Розглядаючи член взаємодiї як збурення, термодинамiчний потенцiал є

Ω = T
∑
γ,p

ln
[
1− eβ(γµ−Ep)

]
+ VWMFA, (1.129)

де µ – хiмiчний потенцiал, β = 1/T – обернена температура, γ = ±1.

В обраному наближеннi

WMFA = (m2 −m2
∗)σ +m2(bσ3 − 2aσ2), (1.130)

де σ = 〈χ†χ〉 служить параметром порядку; a = 1/2g2, b = 3λ/2g4.

Знайдемо термодинамiчно спряженi величини до σ im∗ з умов екстремуму

потенцiалу ∂Ω/∂m∗ = 0, ∂Ω/∂σ = 0, якi приводять до рiвняння,

σ =
1

V

∑
γ,p

1

2Ep

1

eβ(Ep−γµ) − 1
, (1.131)

i вiдношення мас s2 ≡ m2
∗/m

2 = 1− 4aσ + 3bσ2.

Подальше дослiдження термодинамiчних властивостей гарячої пiонної ма-

терiї здiйснимо у термодинамiчнiй ґраницi, коли сума за iмпульсами замiню-

ється iнтеґралом. Внеском поверхнi знехтуємо.

Виявляється, аби коректно розв’язати в’язь, зручно оперувати безрозмiр-

ною змiнною s замiсть σ. Це приводить до розщеплення значень σ на двi

гiлки: σ = (2g2/9λ)[1 ±
√

1− (9/2)λ(1− s2)]. Таке представлення σ дає два

рiвняння: F±(s, T, µ) = 0, де

F±(s, T, µ) = 1±
√

1− 9

2
λ(1− s2)− λ

2

(
3m

2πg

)2

s2

×
∑
γ

∞∫
0

dk√
1 + k2

k2

eβ(ms
√
1+k2−γµ) − 1

. (1.132)

Розв’язком рiвнянь є функцiя s(T, µ), яка обчислюється чисельно.

Можна сказати, що таке розщеплення вiдповiдає за iснування двох фаз

гарячої пiонної матерiї. Якщо s = 1, одержуємо лише стан iдеального газу.
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При включеннi взаємодiї (s 6= 1), може з’явитися нова фаза, яку називаємо

гарячою пiонною рiдиною. Виникнення цiєї фази завдячує члену шостого

порядку у взаємодiї.
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Рис. 1.8. Залежнiсть скалярної густини σ (в МеВ2) i приведеної ефективної

маси s ≡ m∗/m вiд температури.

Для обчислення термодинамiчних функцiй потрiбно знати значення двох

параметрiв нашої моделi, а саме, g i λ. Ми вже припустили, що λ = 0.26 для

реалiзацiї фазового переходу рiдина–газ в конденсатi. Щоб пiдiбрати констан-

ту g, спробуємо звернутися до експериментальних даних DLS Collaboration та

одержати необхiдну iнформацiю зi спектра дiлептонiв в зiткненнях протон–

ядро [297]. Якщо вважати, що основний внесок у спектр дає анiгiляцiя гаря-

чої π+π−-матерiї, можна дiйти висновку, що порiг знищення пiона не дорiв-

нює подвiйнiй масi вiльного пiона (2m), але менший i приблизно становить

2ms = 260 МеВ. Наше припасування до спектрiв [297], яке залежить вiд iн-

варiантної маси кiнцевого дiелектрона, дає нам температуру файєрбола, що

утворюється при цьому зiткненнi, рiвну T = 75 МеВ. Отже, щоб знайти g

в хiмiчнiй рiвновазi (µ = 0), нам потрiбно пiдставити цi данi у нашi рiвнян-
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ня. З рiвняння F+(s, T, 0) = 0 отримаємо, що g ≈ 8 МеВ. Використовуючи

рiвняння F−(s, T, 0) = 0, виходить iнше значення g. Однак, фазовий перехiд

рiдина–газ тодi не спостерiгається.

Припускаючи хiмiчну рiвновагу, iснує єдина можливiсть спостерiгати пе-

рехiд в рiдку фазу зi змiною температури. Дiйсно, щiльна “рiдка” фаза з’яв-

ляється iз збiльшенням температури (див. Рис. 1.8), що вiдрiзняє її вiд моле-

кулярної фiзики, де число частинок зберiгається. На це явище вже вказано

в [192]. Критична температура фазового переходу в нашiй моделi становить

близько 42.3 МеВ i є меншою за 136 МеВ, як було передбачено в [192]. Однак,

це означає, що при T = 75 МеВ файєрбола пiони перебувають у рiдкiй фазi,

якщо сценарiй з g ≈ 8 МеВ реалiзується в природi. Цей результат вимагає

додаткових теоретичних та експериментальних перевiрок.
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Висновки до роздiлу 1

У роздiлi 1 розглянуто термодинамiчнi властивостi систем гадронiв: си-

метричної ядерної матерiї за скiнченної температури в просторi-часi Мiнков-

ського i конформно-пласкому, надплинної нейтронної матерiї, i пiонної мате-

рiї за рiзних умов. В симетричнiй ядернiй матерiї i пiоннiй матерiї описано

фазовi переходи “рiдина-газ” та знайдено їхнi критичнi параметри.

Основними висновками, що виносяться на захист є такi:

– Розвинуто модель системи релятивiстських нуклонiв з прямою взаємо-

дiєю, в якiй вiдтворено рiвноважнi властивостi ядерної матерiї, критичнi па-

раметри фазового переходу рiдина-газ у симетричнiй матерiї, а також енерґе-

тичний спектр надплинної нейтронної матерiї в наближеннi Бардiна-Купера-

Шрiфера.

– Знайдено критичнi параметри фазового переходу рiдина-газ симетри-

чної ядерної матерiї (з рiвним числом протонiв i нейтронiв) у конформно-

пласкому просторi-часi за малих вiдхилень масштабного фактора.

– Встановлено наявнiсть переходу рiдина-газ в конденсатi пiонiв з нену-

льовим електричним зарядом за нульової температури, а також рiдино- i га-

зоподiбної фаз за високих температур з нульовим хiмiчним потенцiалом.

Результати роздiлу опублiковано в 4 працях [17, 263, 266, 267].
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РОЗДIЛ 2

СИСТЕМИ БАГАТЬОХ ЧАСТИНОК ЗА ВИСОКИХ ГУСТИН

ЕНЕРҐIЇ

Релятивiстськi ядро-ядернi зiткнення надають унiкальну можливiсть до-

слiдження ядерної речовини за екстремальних умов: високої температури i

тиску. За таких умов ядерна речовина кардинально змiнює свої властиво-

стi у порiвняння зi звичайною ядерною матерiєю. Так, сильно змiнюються

властивостi гадронiв, виникають колективнi взаємодiї, проявляється кварк-

ґлюонна структура гадронiв. За великого числа учасникiв процесiв, очiкує-

ться, що статистично-термодинамiчний опис ансамблей сильновзаємодiючих

частинок може бути застосовним на стадiях релятивiстських ядро-ядерних

зiткнень i пов’язаним з непертурбативним пiдходом до квантової хромодина-

мiки (КХД) за скiнченної температури (див. [378]).

Рис. 2.1. Просторово-часова картина ядро-ядерного зiткнення.

Ми спираємося на просторово-часову картину зiткнення iз вказаними на

Рис. 2.1 етапами еволюцiї речовини. Її цiлiснiсть забезпечується, зокрема,
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тим, що фiнал кожного етапу задає початковi умови еволюцiї наступного.

На особливу увагу заслуговує стан матерiї, що передує зiткненню i визна-

чає в момент зiткнення початкове ґлюонне поле, яке надалi еволюцiонує за

Янґом i Мiлсом. Отже, стан ядер, що стикаються, ми тлумачимо за концепцi-

єю конденсата кольорового скла МакЛерана-Венугопалана [131, 232, 233, 234,

235]. В наших задачах, ми звертаємося до початкової просторової конфiгура-

цiї самодiючого поля, коли ненульовими компонентами хромоелектричного i

хромомагнiтного полiв є повздовжнi Ez i Hz.

Здебiльшого, ми зосереджуємося на окремих процесах та явищах на рi-

зних стадiях ядро-ядерного зiткнення (див. Рис. 2.1). Опис всiєї картини за-

лишається поза нашою увагою за виключенням задачi про еволюцiю попере-

чних потокiв партонiв на кiнетичному етапi, результат якої чинить значний

вплив на iнтерферометричнi показники, якi перевiряються в експериментах.

Однак, необхiднi доповнення зроблено спiвавторами в рамках моделi гiдроди-

намiчного розширення матерiї [11]. Ми оцiнюємо i посилаємося на остаточний

результат для iнтерферометричних радiусiв та спектра пiонiв у зiткненнях

Au+Au на Колайдерi релятивiстських важких iонiв (RHIC). Значним дося-

гненням задачi є шлях вирiшення “НВТ-загадки” [3, 4, 7].

Ефекти ґравiтацiї розглядатимуться на етапi рiвноважної системи кваркiв

i ґлюонiв iз визначеним рiвнянням стану з метою оцiнити ймовiрнiсть прояву

додаткових просторових вимiрiв за великих ґустин енерґiї. Наше дослiджен-

ня мотивоване теоретичними припущеннями i передбаченнями iнших авторiв

i перевiряє фiзичнi засади їхнiх результатiв. Зокрема, в роботi [8] показано,

що пучок високоенерґетичних частинок може охолоджуватися, випаровую-

чи ґравiтони у додатковi вимiри. Окрiм того, у низцi праць [200, 48, 168]

(див. посилання там) припускається, що за енерґiй Великого гадронного ко-

лайдера (LHC) i за умови iснування додаткових вимiрiв, можуть виникати

бiльш екзотичнi ґравiтацiйнi об’єкти як мiкроскопiчнi чорнi дiри. Це вказує

на експериментальну можливiсть виявлення додаткових вимiрiв завдяки час-
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тковому порушенню закону збереження енерґiї i появi/зникненню ґравiтонiв

з додаткових вимiрiв, як передбачено теорiєю суперструн.

Звертаючись до Рис. 2.1, тодi, до явищ на гадронному етапi зiткнень слiд

вiднести фазовi переходи мiж рiдино- i газоподiбним станами в пiдсистемi

пiонiв, якi описано у попередньому роздiлi.

Перехiд вiд кваркiв (i ґлюонiв) до гадронiв iз низкою ґравiтацiйних ефе-

ктiв привертає iнтерес також з точки зору астрофiзики i космологiї, моделi

якої використовуються, зокрема, для опису додаткових вимiрiв. Це дозво-

ляє краще зрозумiти процеси у першi мiкросекунди пiсля Великого вибуху.

За таких умов, припускається, можуть проявитися також ефекти нещодавно

запропонованої подвiйної спецiальної теорiї вiдносностi, яка накладає обме-

ження не лише на швидкiсть частинок у природi, але й енерґiю. У нашiй

версiї теорiї одержано термодинамiчнi функцiї випромiнювання (газу фото-

нiв) чорного тiла i виявлено вiдхилення його поведiнки вiд закону Стефана-

Больцмана.

2.1. Дотермiчнi потоки партонiв та їхня анiзотропiя

Першi результати фемтоскопiї або аналiзу Ханберi Брауна–Твiса (НВТ)

експериментiв на Колайдерi релятивiстських важких iонiв (RHIC), як це було

вперше оголошено STAR Collaboration, виявили несподiванi результати – так

звану головоломку HBT [2, 3, 4, 7]. Загадка передбачає, по-перше, що абсолю-

тнi значення iнтерферометричних радiусiв/об’ємiв в центральних зiткненнях

Au+Au суттєво не змiнюються на RHIC порiвняно з енергiями SPS в ЦЕР-

Нi для зiткнень Pb+Pb, незважаючи на високу множиннiсть. Це суперечило,

очiкуваному на той час, закону пропорцiйностi мiж iнтерферометричними

об’ємами i множиннiстю. По-друге, вiдношення зовнiшнього та бiчного ра-

дiусiв виявилося iншим, нiж очiкувалося в стандартних гiдродинамiчних та

гадронних каскадних картинах. Спiввiдношення, вимiряне STAR та PHENIX
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на RHIC є близьким до одиницi в широкому iнтервалi iмпульсiв. На пер-

ший погляд цi спостереження суперечать iснуванню кварк-ґлюонної плазми

та змiшаної фази, оскiльки це передбачає тривале пiонне випромiнювання,

яке зазвичай приводить до великого значення спiввiдношення радiусiв.

Ми надаємо пояснення особливостей встановленої поведiнки iнтерферо-

метричних радiусiв на основi аналiзу часової еволюцiї спостережуваних i по-

чаткових потокiв дотермiчної партонної речовини, якi передують гiдродина-

мiчному розширенню. Також вказано можливi сценарiї дотермiчної еволюцiї

партонної речовини та надано оцiнку колективної швидкостi на раннiй стадiї

ультрарелятивiстських ядро-ядерних зiткнень.

2.1.1. Кiнетичний i теоретико-польовий описи потокiв. Пробле-

ма формування початкової поперечної швидкостi на дотермiчнiй стадiї пар-

тонiв неминуче приводить до складної речовини на початковому етапi уль-

трарелятивiстських ядро-ядерних зiткнень та проблеми термалiзацiї. Ми не

торкаємося цiєї дуже складної теми, лише розглядаємо досить просту фiзи-

чну картину та застосовуємо її феноменологiчно.

Спершу уявiмо ящик (розмiру L), який має iдеальнi рефлекторнi стiн-

ки i мiстить стоячi (електромагнiтнi) хвилi всерединi. Потiм зiткнемо два

таких ящика з енерґiєю, яка дозволяє їм повнiстю розбитися. Тодi стоячi

хвилi будуть знищенi через стохастизацiю, i сильнi кореляцiї мiж фазами

хвиль “вперед” i “назад” з дискретними iмпульсами, скажiмо, 2π/L i −2π/L,

сформованими вiдбиванням вiд протилежних стiнок, зникнуть. Замiсть них

виникнуть хаотичнi фази αpi:

sin
2πxT
L

=
1

2

(
exp

2πixT
L

− exp
−2πixT

L

)
⇒
∑

ρpie
αpieipixT .

У випадку слабкого поля ми тодi побачимо, скажiмо, два некогерентних фо-

тона, що рухаються протилежно, наприклад, в поперечнiй площинi.

Наведемо тепер аналогiю з високо-енерґетичними ядро-ядерними зiткнен-
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нями, зображуючи їх як зiткнення двох “ящикiв” (якi мiстять багато “малень-

ких ящикiв” – нуклонiв). Через некомутативнiсть оператора числа ґлюонiв

з оператором бусту Лоренца, iснує величезне число когерентних партонiв у

швидко рухомому ящику – цей стан, ймовiрно, можна представити в рамках

пiдходу конденсата кольорового скла (ККС) [232, 233, 234, 28, 235]. Вiдповiд-

но, пiсля зiткнення буде не просто два ґлюони, а класичне кольорове поле

(через велике число заповнення), що розширюється у вакуумi.

Коли число заповнення зменшується, можна побачити картину розшире-

ння системи незв’язаних партонiв. Це може назвати “вибухом партонiв”, коли

багато прихованих ступенiв вiльностi, пов’язаних з некогерентними партона-

ми i якi мають значний поперечний iмпульс, звiльняються майже раптово.

Оцiнка часу термалiзацiї для цiєї системи є досить складною проблемою, про

яку ми лише згадаємо пiзнiше. Так виглядає, що партони взаємодiють досить

слабко, i механiзм нестiйкостi [248] працює не так швидко, як потрiбно для

досягнення дуже малого часу (меншого за 1 фм/c) симетризацiї iмпульсу,

який потрiбен в гiдродинамiчних моделях для опису елiптичних потокiв.

Знову спростимо проблему i розглянемо розвиток поперечної швидкостi

на дотермiчнiй стадiї в наближеннi вiльного розльоту для цих слабковзаємо-

дiючих частинок.

Почнемо з простого нерелятивiстського прикладу. Покладемо початковий

розподiл за iмпульсами частинок з масою m у виглядi ґаусового, сферично-

симетричного, з шириною, що вiдповiдає тепловому розподiлу Больцмана з

однорiдною температурою T0, без потокiв: u(t = 0, r) = 0. Також врахуємо

сферично-симетричний профiль Ґауса (з радiусом R0) для густини частинок.

Нехай частинки просто вiльно розлiтаються. Тодi, згiдно з [12], колективнi

швидкостi, якi можна означити в будь-який момент часу t за Екартом як

ui =

∫
d3p

m4
pif(t,x; p),
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є

u(t, r) = r
tT0

mR2
0 + T0t2

.

Видно, що колективнi швидкостi в системi з вiльним розльотом зростають зi

зменшенням частинкової маси, зростають разом з початковим параметром T0

для m 6= 0, i не залежать вiд початкової “температури” при m = 0. Якiсно,

те саме має мiсце для релятивiстського газу партонiв.

Розглянемо релятивiстську картину партонiв з початковим розподiлом

“поперечного iмпульсу” при власному часi Бйоркена τ=1 фм/c, що вiдпо-

вiдає компонентам Фур’є для кольорового поля в картинi ККС, наведеним в

[193]. Припустимо, що пiсля зiткнення такий поперечний спектр буде у не-

когерентних партонiв. Що стосується повздовжнiх компонент, ми будемо ви-

користовувати локальний тривимiрний iзотропний квазiтермiчний розподiл,

як це було запропоновано в [183] на основi механiзму продукування партонiв

Швiнґера: партони, створенi iмпульсом сильного хромоелектричного поля в

процесi зiткнення, розподiляються (локально) досить iзотропно через обме-

жену в часi дiю поля. Давайте скористаємося буст-iнварiантним наближенням

для серединної хуткостi та початковим профiлем Вудса–Саксона для густини

енерґiї в поперечнiй площинi. Тодi функцiя розподiлу партонiв у початковий

момент власного часу τ = τ0 є:

f0 =
1

exp mT

T cosh θ − 1

1

exp 1
δ (rT −R) + 1

, (2.1)

де θ – рiзниця мiж частинковою i рiдинною хуткостями. Головнi параметри

розподiлу узгоджуються з [193, 183]: T = 0.465Λs, δ = 0.67 фм, Λs = 1.3 ГеВ,

τ0 = 1 фм/c, R = 7.3 фм, маса партона приймається рiвною m = m0 =

0.0358Λs.

Еволюцiя цiєї функцiї визначається рiвнянням вiльного розльоту:

pµ
∂f

∂xµ
= 0. (2.2)
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Розв’язок цього рiвняння описується функцiєю розподiлу f на будь-якiй гi-

перповерхнi τ = const за допомогою такої замiни арґументiв функцiї f0:

rT → rT − pT

mT

(
τ cosh θ −

√
τ 20 + τ 2 sinh2 θ

)
, (2.3)

θ → arcsinh

(
τ

τ0
sinh θ

)
. (2.4)

Далi, розглянемо властивостi розширення такого вiльного потоку буст-

iнварiантної та цилiндрично-симетричної скiнченної системи у вакуумi як

перше наближення, та обговоримо можливу повну картину ранньої дотер-

мiчної стадiї.

2.1.1.1. Колективнi швидкостi i локальна анiзотропiя в системi

партонiв. Дослiдимо стадiю вiльного розльоту за припущення, що некоге-

рентна система партонiв виникає в момент порядку 1 фм/c як локально iзо-

тропний буст-iнварiантний i слабковзаємодiючий газ. Тодi, частинки вiльно

летять у вакуумi. Сам процес приведе до локальної анiзотропiї, яку ми роз-

глядаємо в цьому роздiлi. Збiльшення анiзотропiї може компенсуватися про-

цесом турбулентностi (нестiйкостi) та поступовою термалiзацiєю, пов’язаною

з внеском Балеску–Ленарда для полiв КХД.

Аналiз локальної анiзотропiї функцiї розподiлу можна провести двома

способами. Перший – пов’язаний з вивченням властивостей функцiї розподi-

лу, тодi як другий виявляє вiдмiннiсть мiж просторовими компонентами тен-

зора енерґiї-iмпульсу у локальнiй системi вiдлiку. В обох випадках ми змуше-

нi розглядати розподiл та тензор енерґiї-iмпульсу в рухомiй системi вiдлiку,

що визначається колективною швидкiстю. Тут ми застосуємо як означення

Екарта так i Ландау-Лiфшиця колективних швидкостей v(x), що вiдносяться

до малих елементiв об’єму, пов’язаних з точкою (xµ).

Зв’язок мiж глобальною системою вiдлiку та локальною, що рухається

зi швидкiстю v = (vi), дається перетворенням Лоренца, яке визначається
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матрицею:

(Λµν) =


γ viγ

vjγ δij + vivj(γ − 1)/v2

 , (2.5)

де γ = 1/
√
1− v2 – фактор Лоренца; v ≡ |v|.

Тодi, перетворення контраварiантного вектора та тензора виглядають так:

aµ = Λµνa
ν
∗, aµν = Λµλa

λσ
∗ Λνσ, (2.6)

де aµ∗ i aµν∗ позначають вiдповiднi об’єкти у рухомiй системi вiдлiку.

Зокрема, 3-вектор p перетворюється як

p = p∗ +
v

v2
(vp∗)(1−

√
1− v2) + v2E∗√
1− v2

, (2.7)

де E∗ =
√
m2 + p2

∗.

Можна оцiнити анiзотропiю розподiлу iмпульсiв в рiзних системах вiдлiку,

пов’язаних з рiзними точками, де 3-iмпульс p∗ визначає p згiдно з (2.7).

Локальна анiзотропiя також проявляється в структурi тензора енерґiї-

iмпульсу, який в псевдо-декартових координатах є

T µν(x) =

∫
pµpνf(x, p)pTdpTdydϕ, (2.8)

де Лоренц–iнварiантна мiра iнтеґрування d3p/E в декартових змiнних запи-

сана в змiнних Бйоркена: (pµ) = (mT cosh y, pT cosϕ, pT sinϕ,mT sinh y).

Щоб знайти T µν для центральної хуткостi, ми чисельно обчислюємо тен-

зор енерґiї-iмпульсу (2.8) iз повздовжньою координатою z = 0 (η = 0), ко-

ли τ = t. Через симетрiйнi властивостi розподiлу, знаходимо T tz = T xz =

T yz = 0. Нехай ψ задає кутовий напрям щодо радiальної осi x. Зауважимо,

що T xy = 0 при ψ = nπ/2, n = 0,±1,±2, .... Фiксуючи ψ = 0, ненульовими
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компонентами тензора енерґiї-iмпульсу будуть такi

(T µν) =


T tt T tx 0 0

T tx T xx 0 0

0 0 T yy 0

0 0 0 T zz

 . (2.9)

Зрозумiло, що напрям колективних швидкостей v в глобальнiй системi

вiдлiку при z = 0 має збiгатися з вектором rT i, тому, v = (v cosψ, v sinψ, 0).

Тензор T µν∗ у рухомiй системi вiдлiку, пов’язанiй з локальною швидкiстю

v, визначається з (2.9) з використанням матрицi Λµν, оберненої до (2.5). (Фа-

ктично, матриця Λµ
ν виводиться з (2.5) замiною vi → −vi.) У випадку бусту,

тензори енерґiї-iмпульсу в двох системах вiдлiку пов’язанi як

T µν∗ = Λλ
µT λσΛσ

ν. (2.10)

Система вiдлiку Екарта. Зосередимося на обчисленнi колективної швид-

костi. У цьому пунктi розглянемо 4-швидкiсть, означену за Екартом:

uµE =
Nµ

√
NνN ν

, (2.11)

де потiк частинок Nµ обчислюється так:

Nµ =

∫
pµf(x, p)pTdpTdydϕ.

Колективна 3-швидкiсть задається лише як vE = uE/uE0 . Залежнiсть по-

перечної швидкостi vE =
√
v2x + v2y вiд rT при η = 0 зображено лiворуч на

Рис. 2.2.

Маючи значення колективної швидкостi, можна записати функцiю роз-

подiлу у фiксованiй точцi простору-часу в рухомiй системi вiдлiку Екарта

за допомогою перетворення Лоренца (2.7). При τ = τ0 = 1 фм/c розподiл

є iзотропним, як i повинно бути для початкової умови. З ростом τ , розпо-

дiл стає все бiльш анiзотропним, що вiдображається на розвитку колективної

швидкостi.
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Рис. 2.2. Лiворуч: Поперечна колективна швидкiсть партонiв в наближеннi

вiльного розльоту. Початковий стан для часу 1 фм/c задається (2.1). Пун-

ктирна крива вiдповiдає τ=1.5 фм/c, суцiльна – 3 фм/c. Праворуч: Компо-

ненти тензора енерґiї-iмпульсу, T tt∗ (суцiльна), T xx∗ (розривна), T yy∗ (пунктир-

на), T zz∗ (штрих-пунктирна), T tx∗ (штрих-пунктирна-пунктирна), при τ =1,

1.5, 3 фм/c (згори донизу) та ψ = 0. Рухома система Екарта.
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Анiзотропiя також спостерiгається, порiвнюючи компоненти тензора енерґiї-

iмпульсу в рухомiй системi вiдлiку, яка вводиться за допомогою формули

(2.10). Результат чисельних розрахункiв наведено на Рис. 2.2 праворуч, де

абревiатура “Arb. units” означає, що функцiя розподiлу – не нормована.

Для τ = τ0 = 1 фм/c маємо T xx∗ = T yy∗ = T zz∗ , що вказує на iзотропiю в

початковий момент. З ростом τ , значення T zz∗ виявляється значно меншим за

T xx∗ i T yy∗ , якi також вiдрiзняються.

Зауважимо, що пiдстановка v = vE в (2.10) не прибирає компоненту T tx∗
у всiй областi значень rT. Надалi ми покажемо, що умова T tx∗ = 0 визначає

систему вiдлiку за Ландау-Лiфшицем.

Система вiдлiку Ландау-Лiфшиця. Означення колективної швидко-

стi за Ландау-Лiфшицем можна сформулювати так:

uµL =
T µνuLν
uλLTλσu

σ
L

. (2.12)

Загалом, цей вираз є рiвнянням для uµL, яке слiд розв’язати (чисельно). Однак,

у випадку цилiндричної симетрiї, коли вiльний розльот вiдбувається вздовж

осi rT, колективну швидкiсть можна знайти точно.

Пiдставляючи вираз для T µν∗ , компоненти колективної 4-швидкостi в ру-

хомiй системi вiдлiку набувають вигляду:

(uµ∗L) = (1, 0, 0, 0) =

(
1,
T tx∗
T tt∗

, 0, 0

)
. (2.13)

З умови T tx∗ = 0 i з (2.10) знаходимо швидкiсть в глобальнiй системi

вiдлiку:

vL =
T tt + T xx

2T tx

(
1−

√
1− 4(T tx)2

(T tt + T xx)2

)
. (2.14)

Поведiнку vL зображено на Рис. 2.3 лiворуч. Швидкiсть vL також зникає

при τ = τ0. Хоча vL є близькою до vE (див. Рис. 2.2), вони повнiстю не

збiгаються, оскiльки система не є в локально рiвноважному станi.
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Рис. 2.3. Лiворуч: Поперечна колективна швидкiсть партонiв в наближеннi

вiльного розльоту. Початковий стан для часу 1 фм/c задається (2.1). Пун-

ктирна крива вiдповiдає τ=1.5 фм/c, суцiльна – 3 фм/c. Праворуч: Компо-

ненти тензора енерґiї-iмпульсу, T tt∗ (суцiльна), T xx∗ (розривна), T yy∗ (пунктир-

на), T zz∗ (штрих-пунктирна), при τ =1.5, 3 фм/c (згори донизу) та ψ = 0.

Рухома система Ландау-Лiфшиця.
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Для v = vL у виразi (2.10), анiзотропiя тензора енерґiї-iмпульсу спостерi-

гається на Рис. 2.3 праворуч i якiсно збiгається для системи вiдлiку Екарта

на Рис. 2.2 праворуч.

Аналiз слабкої анiзотропiї. З Рис. 2.2–2.3 (праворуч) видно, що про-

сторовi дiагональнi компоненти тензора енерґiї-iмпульсу системи партонiв,

якi були рiвними в початковий момент часу [183], вiдрiзняються впродовж

вiльного разльоту: T yy∗ (x) > T xx∗ (x) > T zz∗ (x). Значення компонент T µν∗ (x),

пов’язанi з напрямами колективних швидкостей, не рiвнозначно спадають з

часом. Вiдповiдно, функцiя розподiлу частинок втрачає iзотропiю в просторi

iмпульсiв. Тодi, повчально параметризувати цю анiзотропiю як залежнiсть

вiд τ = t i rT за фiксованого z = 0.

Корисно проаналiзувати випадок слабкої анiзотропiї i зв’язати наш ре-

зультат з iншими моделями. З цiєю метою, подамо функцiю розподiлу (2.1),

(2.3), (2.4) у виглядi f = F ·W , де

F (a) =
1

exp a
T − 1

, W (b) =
1

exp b−R
δ + 1

. (2.15)

За фiксованих z = 0 i ψ = 0, арґументами цих функцiй є

a2 = E2 + ξp2z, (2.16)

b2 = r2T − 2
rTpx

m2 + p2
T

τ0(
√

1 + ξE − a)

+
p2
T

(m2 + p2
T)

2
τ 20 (
√
1 + ξE − a)2, (2.17)

де ми ввели параметр анiзотропiї ξ(τ) = τ 2/τ 20 − 1; E =
√
m2 + p2. Зауважи-

мо, що таку залежнiсть ξ вiд власного часу τ вiдомо з [299] для врахування

повздовжнього буст-iнварiантного розширення системи партонiв.

Запишемо функцiю розподiлу f в лiнiйному наближеннi за ξ:

f ≈ fiso +
ξ(τ)

2

{
W (rT)

dF (E)

dE

p2z
E

− F (E)
dW (rT)

drT

pxEτ0
m2 + p2

T

(
1− p2z

E2

)}
,

(2.18)
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де fiso ≡ F (E)W (rT) – початкова iзотропна функцiя розподiлу в глобальнiй

системi вiдлiку.

Видно, що перший член в дужках {} вiдповiдає iмпульснiй анiзотропiї

завдяки неоднорiдностi, поки другий член характеризує просторову неодно-

рiднiсть.

У випадку аксiальної симетрiї покладемо ψ = 0, i перехiд до рухомої

системи вiдлiку, яка пов’язана з точкою (x, y = 0, z = 0), задається так:

px =
px∗ + vE∗√
1− v2

, E =
E∗ + vpx∗√
1− v2

, (2.19)

py = py∗, pz = pz∗, E∗ =
√
m2 + p2

∗. (2.20)

В лiнiйному наближеннi за параметром анiзотропiї, коли v також вважа-

ється малою величиною i можна знехтувати добутком vξ, знаходимо

f∗ ≈ f ∗iso −W (rT)
dF (E∗)

dE∗ px∗v +
ξ(τ)

2

{
W (rT)

dF (E∗)

dE∗

(pz∗)
2

E∗

−F (E∗)
dW (rT)

drT

px∗E∗τ0
m2 + (p∗

T)
2

[
1−

(
pz∗
E∗

)2
]}

, (2.21)

де f ∗iso ≡ F (E∗)W (rT) – iзотропна функцiя розподiлу в рухомiй системi.

Радiальна колективна швидкiсть v, фактично, є залежним параметром.

Згiдно з означенням Екарта,

vE =

∫
pxf(x, p)

d3p

E

/∫
f(x, p)d3p , (2.22)

(де ми знов поклали ψ = 0, i напрям колективної швидкостi збiгається з вiссю

x), в лiнiйному наближеннi одержуємо

vE ≈ ξ(τ)
λ0∫
fisod3p

, (2.23)

де

λn = −τ0
2

∫
p2xE

nF (E)

m2 + p2
T

(
1− p2z

E2

)
dW (rT)

drT
d3p. (2.24)
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Подiбнi обчислення можна провести для колективної швидкостi Ландау-

Лiфшиця. Результат виглядає так:

vL ≈ ξ(τ)
λ1

T iso
tt + T iso

xx

, (2.25)

де T iso
tt i T iso

xx – компоненти тензора енерґiї-iмпульсу, знайденi за допомогою

iзотропної функцiї розподiлу fiso ≡ F (E)W (rT) в глобальнiй системi вiдлiку.

Тепер порiвняємо нашi результати iз запропонованою П. Роматшке i спiв-

авторами параметризацiєю в роботi [298]. Там передбачалось, що функцiя

анiзотропного розподiлу h(p) не залежить вiд просторово-часових координат

i будується з (довiльної) iзотропної функцiї розподiлу шляхом масштабування

одного напрямку в просторi iмпульсiв,

h(p) = hiso(
√

p2 + ξ(np)2), (2.26)

де n – напрям анiзотропiї, ξ > −1 – сталий параметр, що вiдображає “силу”

анiзотропiї. Ми опускаємо тут константу нормування N(ξ), яка використо-

вується в [298], але не є важливою в нашiй задачi через збереження числа

частинок упродовж еволюцiї, що ґарантується рiвнянням (2.2).

В лiнiйному наближеннi за ξ, розподiл h(p) перепишеться як

h(p) ≈ hiso(p) + ξ
dhiso(p)

dp

(np)2

2p
. (2.27)

Легко бачити, що вираз (2.18) для центральної областi z = 0, vz = 0 зво-

диться до останньої формули (2.27) для ξ = τ 2/τ 20 −1, при векторi анiзотропiї

n, напрямленому вздовж осi z (обраному в [298] в частковому випадку), а та-

кож за просторово однорiдного розподiлу, W (rT) ≡ const, та для безмасових

частинок з E = |p∗| ≡ p.

В неоднорiдному випадку i в локальнiй системi вiдлiку, асоцiйованiй з

точкою (x, y = 0, z = 0), можна подати лiнеаризований вираз (2.21) як

f∗(τ,x,p∗) ≈ f ∗iso(x, |p∗|) + ξ(τ)g(x,p∗). (2.28)
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2.1.1.2. Задача про еволюцiю на дотермiчному етапi. Як це бу-

ло продемонстровано в [299, 298], анзац (2.26) є корисним для аналiтичних

дослiджень закону дисперсiї та iзотропiзацiї, обумовлених нестiйкiстю. Оста-

ння може бути спричинена анiзотропiєю iмпульсу в системi ультрареляти-

вiстських електро- або кольорово заряджених частинок. Вираз (2.28) також

можна використати для цiєї мети. Однак, у нашому випадку, коли припуска-

ється, що початкова система партонiв формується в квазiтермiчному станi

завдяки механiзму Швiнґера в iмпульсi хромоелектричного поля, проблема

полягає в тому, щоб оцiнити, чи цей стан, по-перше, зберiгає свою (локаль-

ну) iзотропiю завдяки механiзму нестiйкостi/турбулентностi, а потiм, чи вiн

переходить у справжнiй тепловий стан завдяки взаємодiям.

Вище ми бачили, як анiзотропiю, спричинену вiльним розширенням скiн-

ченної системи у вакуумi, можна охарактеризувати в лiнiйному наближеннi

одним параметром ξ, який є функцiєю власного часу τ . Можна оцiнити мо-

жливий темп зростання анiзотропiї так:

R(τ) ≡ 1

f ∗(τ)

df ∗(τ)

dτ
' 2τ

τ 20

g∗

f ∗iso
. (2.29)

Наближена рiвнiсть записується для випадку τ
τ0
− 1 � 1.

Для пiдтримки початкової iзотропiї системи партонiв в ультрарелятивiст-

ських зiткненнях важких iонiв, темп R(τ) повинен бути меншим за 1/τiso,

де τiso – характерний (релаксацiйний) час iзотропiзацiї, зумовленої нестiйкi-

стю. Оцiнювання величини τiso i швидкостi термалiзацiї внаслiдок взаємодiї

є окремою задачею.

Отже, ми проаналiзували розвиток поперечних колективних потокiв в

скiнченнiй нетепловiй системi партонiв в наближеннi вiльного розльоту. Ре-

зультати подано на Рис. 2.2–2.3 (лiворуч). Зауважимо, що на вiдмiну вiд не-

релятивiстського випадку, коли початкова iзотропiя в локальних системах

спокою функцiї розподiлу зберiгається пiд час еволюцiї, ультрарелятивiст-

ська еволюцiя не є локально рiвноважною, а функцiя розподiлу та тензор
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енерґiї–iмпульсу стають анiзотропними в локальних системах вiдлiку. Та-

ким чином, розвиток поперечних швидкостей не пов’язаний з гiдродинамiкою

ультрарелятивiстського газу. Хоча, виявлено, що отриманий розвиток попе-

речних швидкостей можна апроксимувати гiдродинамiчним розширенням з

аномально-жорстким рiвнянням стану: P = 0.45ϵ (“нормальну” верхню межу

P = ϵ/3 має ультрарелятивiстський газ).

Можливо, короткий час термалiзацiї [158] не потрiбен для розвитку спо-

стережуваних радiальних потокiв. Як показано, вони виникають i, навiть,

бiльш ефективно, на дотермiчнiй або псевдотермiчнiй стадiї. Заперечення

проти такого сценарiю може означати проблему не радiальних, а елiпти-

чних потокiв [159]. Останнiм потрiбна бiльш рання термалiзацiя для того,

щоб початкова геометрична асиметрiя в поперечнiй площинi ефективнiше

трансформувалась в асиметрiю iмпульсу. Дотермiчнi поперечнi потоки мо-

жуть розмити таку асиметрiю iмпульсiв.

Пiсля виключення не-учасникiв, рiшенням проблеми може бути врахува-

ння залишку поперечно спрямованого кутового моменту, який система уча-

сникiв успадковує в площинi реакцiї вiдразу пiсля зiткнення внаслiдок зсуву

центра мас ядер, пов’язаного з прицiльним параметром [331]. Як показано в

[83, 189], вiдповiдний нахил головної осi поздовжнього розширення вносить

позитивний внесок в асиметрiю iмпульсiв частинок в площинi, поперечнiй

до пучка, або в коефiцiєнт v2. Врахування гри мiж дотепловою поперечною

швидкiстю та кутовим моментом, якого набуває система учасникiв в нецен-

тральних зiткненнях, може вiдкрити новий шлях у розумiннi проблеми ево-

люцiї речовини в ядро–ядерних зiткненнях.

Гiдродинамiчна картина з початково ненульовим поперечним потоком має

допомогти в описi вiдносної незалежностi iнтерфометричних об’ємiв вiд енер-

ґiї в центральних зiткненнях Au+Au та Pb+Pb за рахунок посилення попере-

чних потокiв з енерґiєю. Окрiм того, переважно позитивнi просторово-часовi

кореляцiї для точок випромiнювання, якi зменшують зовнiшнiй радiус, ре-
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алiзуються лише в гiдродинамiчнiй картинi з досить потужним поперечним

потоком в початковий момент.

2.1.1.3. Реалiстичнi Au+Au зiткнення. Розглянемо реалiстичнi при-

клади, що ґрунтуються на початкових умовах з концепцiї ККС.

Згiдно iз результатами [193], час τ0 ≈ 3/Λs (де Λs = g2µ ≡ 4παsµ, i µ2

– дисперсiя гауссової ваги кольорових зарядiв партонiв) є прийнятним мас-

штабом для формування ґлюонiв з фiзично означеною енерґiєю, i одержано

однорiдний розподiл поперечних ґлюонiв, що визначає спектр iмпульсiв на

гiперповерхнi (t2 − x2L)
1/2 = τ0; η = 1

2 ln
t+xL
t−xL ' 0, y = 1

2 ln
p0+pL
p0−pL .

Для pT < 1.5Λs, розподiл має вигляд [193]:

dN

d2pTd2xTdηdy
= f0(Teff)δ(y − η)

≡ a1(b)

g2

(
exp

(√
p2T +m2

eff

/
Teff

)
− 1

)−1

δ(y − η), (2.30)

де meff = a2Λs, Teff = a3Λs; a2 = 0.0358, a3 = 0.465.

Для скiнченних систем ми апроксимуємо профiль розподiлу ґлюонiв за до-

помогою елiпсоїдального ґаусiану ρ(b, rT ) = ρ0(b) exp (−r21/R2
1 − r22/R

2
2), одер-

жаного з кращого пiдбору густини числа учасникiв зiткнення з прицiльним

параметром b = (b, 0). Зауважимо вiдмiннiсть просторового розподiлу тут

вiд розподiлу Вудса-Саксона, який був вжитий ранiше.

Стала a1(b) в (2.30) визначається з порiвняння повного числа ґлюонiв з

результатами [193] i залежить вiд способу розмиття δ-функцiї в (2.30). Для

b = 0 в зiткненнях Au+Au, покладемо a1 ≈ 0.09 пiсля замiни dN
d2pTdxTdηdy

→
f0

(
Teff

cosh (y−η)

)
.

Отже, виходимо з такої початкової локальної буст-iнварiантної густини

фазового простору f при τ0:

f(x, p)|τ0 ≡
dN

d3xd3p

∣∣∣∣
τ0

=
f0(

Teff
cosh (y−η))

τ0mT cosh(y − η)

ρ(b, rT )

ρ0(b)
. (2.31)
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Нехай фактична термалiзацiя вiдбувається в момент τi = 1 фм/c > τ0 i

партони просто вiльно розлiтаються мiж τ0 i τi (див. деталi τ -еволюцiї густини

фазового простору в [331, 146]), i раптово термалiзуються при τi з тиском

P (ϵ; τi, x), який вiдповiдає результатам КХД на ґратцi.

Тодi, для τ0 = 0.3 фм/c, що вiдповiдає Λs = 2 ГеВ [193], задамо про-

фiль густини енерґiї з параметрами: ϵ(τ0, b = 0; r = 0) ≈ 0.09Λ4
s/g

2, шири-

на ґаусiана Rϵ(τ0, b = 0) ≈ 5.33 фм; ϵ(τi = 1, b = 0; r = 0) ≈ 0.022Λ4
s/g

2;

Rϵ(τi, b = 0) ≈ 5.4 фм.

На пiдставi даних про спектр пiонiв i iнтерферометричнi радiуси, покла-

демо Λ4
s/g

2 ≈ 6 ГеВ4 i, отже, ϵ(τ0 = 0.3, r = 0) = 67 ГеВ/фм3.

Рис. 2.4. Колективна швидкiсть, розвинена на дотермiчнiй стадiї для моменту

τi = 1 фм/c, починаючи з τ0 = 0.3 фм/c. Результати наведено для вiльного

розльоту партонiв, поширення вiльного класичного поля, i гiдродинамiчної

еволюцiї iдеальної рiдини з рiвнянням стану p = ϵ/3. Лiворуч: нецентральнi

зiткнення з b = 6.3 фм. Праворуч: центральнi зiткнення з b = 0.

Результати для колективних потокiв для b = 0 i b = 6.3 фм зображено

на Рис. 2.4. Ми спостерiгаємо подiбну поведiнку поперечної швидкостi та її

анiзотропiю на дотермiчнiй стадiї для центральних i нецентральних зiткнень.

Для центральних зiткнень, значення iнтереферометричних характеристик

пiонiв, отриманi за участю спiвавторiв у повнiй гiдрокiнетичнiй моделi [11, 53]
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з початковими потоками, наведенi на Рис. 2.5. Порiвняння з експерименталь-

ними даними пiдтверджує необхiднiсть врахування потокiв на раннiй стадiї

для коректного опису спостережуваних.

Рис. 2.5. Одночастинковий iмпульсний спектр пiонiв (знизу) та пiоннi iн-

терферометричнi радiуси: Rlong (вгорi лiворуч), Rside i Rout (вгорi право-

руч), обчисленi в гiдрокiнетичнiй моделi (HKM) та отриманi у вимiрюваннях

PHENIX Collaboration для центральних Au+Au зiткнень (для центральностi

0− 5%) при 200 A · ГеВ на RHIC.

2.1.1.4. Поширення поля. Розглянемо тепер потоки на раннiй дотер-

мiчнiй стадiї за допомогою класичного поля. Спростимо ситуацiю до простого

випадку буст-iнварiантної еволюцiї вiльного поля з моменту τ0 ≈ 3/Λs [193].

Тим самим, ми приходимо до теорiї Максвела з 4-потенцiалом Aµ у просторi–
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часi з псевдо-цилiндричною метрикою

ds2 = dτ 2 − τ 2dη2 − dx2 − dy2,

де τ =
√
t2 − x2L, η = 1

2 ln
t+xL
t−xL .

Накладаючи калiбрування Aτ = 0, яке використовується в концепцiї ККС,

динамiчними змiнними моделi є Φ ≡ Aη, Ai (i = x, y). Будемо припускати,

що цi потенцiали та всi спостережуванi не залежать вiд просторово-часової

хуткостi η. Потенцiали Ax i Ay пов’язанi умовою ∂iAi = 0, яка випливає з

калiбрувальної умови (Кулона).

Еволюцiя потенцiалiв диктується рiвняннями Максвела:

∂2τAi +
1

τ
∂τAi −∆TAi = 0, (2.32)

∂2τΦ− 1

τ
∂τΦ−∆TΦ = 0, (2.33)

де ∆T = ∂i∂i.

Компоненти тензора енерґiї–iмпульсу, необхiднi для знаходження коле-

ктивної швидкостi, визначаються з вiдомої формули:

T µν = −F µλF ν
λ +

1

4
gµνF λσFλσ, (2.34)

де Fλσ = ∂λAσ − ∂σAλ.

Якщо T µν – вiдомi, колективна швидкiсть визначається згiдно з Ландау–

Лiфшицем з рiвнянь:

uµ =
T µνuν
uλTλσuσ

, u2 = 1. (2.35)

Зосередимося на початкових умовах для польових рiвнянь. Ми застосову-

ємо умови, якi використовуються для ґлазми [131]:

∂τAi|τ0 = 0, Φ|τ0 = 0, (2.36)

Ez ∼
∂τΦ

τ

∣∣∣∣
τ0

6= 0, Hz ∼ Fxy|τ0 6= 0. (2.37)
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Вони означають, що в початковий момент τ0 електричне i магнiтне поле є

повздовжнiм, а поперечнi компоненти вiдсутнi. Iншими словами, шуканий

польовий потiк вiдсутнiй при τ0, i ми знаходимо (при η = 0):

Ttt|τ0 ≡ ε(rT ) =
1

2

(
∂rTΨ

rT

∣∣∣∣
τ0

)2

+
1

2

(
∂τΦ

τ

∣∣∣∣
τ0

)2

, (2.38)

Ttx|τ0 = 0. (2.39)

Оберемо початковий профiль для густини енерґiї подiбним до випадку си-

стеми партонiв (частинок) при b = 0: ε(rT ) = ϵ0 exp
(
− r2T

2R2

)
. Щоб вiдтворити

його, у початковий момент (власного) часу ми використовуємо такi профiлi

для потенцiалiв поля:

∂rTΨ|τ0 =
√
αrTf(rT ), ∂τΦ|τ0 =

√
1− ατ0f(rT ), (2.40)

де f(rT ) ≡
√

2ε(rT ); α – деяка стала. Оскiльки потенцiали Ψ, Φ – дiйснi,

маємо 0 6 α 6 1. У той самий час, величини Ttt(τ, rT , φ = 0, η = 0),

Ttx(τ, rT , φ = 0, η = 0), i v(τ, rT ) не залежать вiд α.

Надалi, тлумачимо цi спiввiдношення (разом з ∂τΨ|τ0 = 0 i Φ|τ0 = 0) як

початковi умови нашої задачi.

Розв’язок виражається через амплiтуду поля в момент τ0:

Ψ0(kT ) =
√
αf̃(kT ), Φ0(kT ) =

√
1− αf̃(kT ), (2.41)

тут

f̃(kT ) =

∞∫
0

f(rT )J0(kTrT )rTdrT . (2.42)

.

Тодi, часова залежнiсть амплiтуд набуває вигляду:

Ψ̃(τ, kT ) = Ψ0(kT )
πkT τ0
2

[J1(kT τ0)Y0(kT τ)− J0(kT τ)Y1(kT τ0)], (2.43)

Φ̃(τ, kT ) = Φ0(kT )
πkT τ

2
[J1(kT τ0)Y1(kT τ)− J1(kT τ)Y1(kT τ0)]. (2.44)
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Просторова залежнiсть вiдновлюється за перетворення Беселя–Фур’є:

Ψ(τ, rT ) = rT

∞∫
0

Ψ̃(τ, kT )J1(kTrT )dkT , (2.45)

Φ(τ, rT ) =

∞∫
0

Φ̃(τ, kT )J0(kTrT )dkT , (2.46)

де вже проiнтеґровано за кутами.

Таким чином, визначаємо еволюцiю тензора енерґiї–iмпульсу (2.34) i по-

перечних потокiв згiдно з (2.35). Результат подано на Рис. 2.4. Видно, що вiн

схожий на вiльний розльот партонiв.

2.1.2. Iзотропiзацiя абелевого поля. Аналiз експериментальних да-

них свiдчить про утворення кварк-ґлюонної плазми (КҐП) в ультрареляти-

вiстських ядро–ядерних зiткненнях [25, 29, 4, 6]. Її локальну термалiзацiю та

iзотропiзацiю переважно пов’язують зi швидкими процесами, стимульовани-

ми нестiйкiстю за малих часiв пiсля зiткнення [249, 250, 251, 253].

У сучаснiй картинi зiткнень важких iонiв [378], рання стадiя характеризу-

ється великим числом партонiв з “малими” iмпульсами порядку Λs, якi при-

родно розглядати як класичне поле Янґа–Мiлса (ґлазму) у вакуумi [131, 201].

Початковi умови еволюцiї ґлазми визначаються концепцiєю ККС МакЛера-

на–Венугопалана (МВ) [232, 233, 234, 28, 235], де джерела поля до зiткнен-

ня описуються випадково розподiленими валентними кварками гадронiв, що

стикаються, i розташованими (внаслiдок скорочення Лоренца) на нескiнчен-

но тонких листах, що рухаються вздовж свiтлового конуса. Цi джерела також

трактуються як жорсткi партони з “великими” iмпульсами, якi швидко поки-

дають систему пiсля зiткнення. Таким чином, оригiнальна модель МВ нехтує

взаємодiєю поля з середовищем жорстких партонiв.

Просторово-часову динамiку полiв Янґа–Мiлса у вакуумi (“плавлення

ККС”) за припущення буст-iнварiантностi, розподiл енерґiї та число ґлюонiв
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вже дослiджували чисельно (див. [209]). Бiльше того, було показано, що по-

рушення буст-iнварiантностi спричиняє неабелеву нестiйкiсть Вайбеля [357],

що змушує польовi (м’якi) моди зростати разом з власним часом [300]. Однак,

ефект iзотропiзацiї залишався поза цим розглядом.

З iншого боку, жорсткi партони (утворенi пiсля моменту зiткнення) з ве-

ликим поперечним iмпульсом pT описують в рамках теорiї переносу, i якщо

нехтувати м’яким класичним полем, то еволюцiя цих партонiв визначається

рiвнянням Больцмана з iнтеґралом зiткнення [130, 38, 145, 245, 97, 257]1.

Однак, стверджується, що колективнi процеси, спричиненi м’яким калiбру-

вальним полем, повиннi домiнувати при переходi нестiйкої кварк–ґлюонної

плазми до рiвноваги. Такi нестiйкостi виникають внаслiдок анiзотропного

розподiлу жорстких партонiв [98, 364, 30, 10].

Третiй режим, коли зворотна реакцiя поля на жорсткi партони (як ча-

стинки) все ще слабка, але самодiя останнiх є сильно нелiнiйною, описується

ефективною дiєю “жорстких петель”, яку виведено в [252] для довiльної анi-

зотропiї простору iмпульсiв.

Цiкаво вiдзначити, що чисельнi дослiдження анiзотропних мод жорстких

партонiв у поєднаннi з нестiйкими м’якими модами виявили тенденцiю неа-

белевих калiбрувальних полiв до “абелiанiзацiї” на стадiї нестiйкостi [23, 98].

Це означає, що польовi комутатори стають набагато меншими, нiж значен-

ня самого поля. Окрiм того, динамiка абелевого та неабелевого полiв якiсно

однакова, якщо цi поля вiдносно слабкi.

Тут ми розглядаємо сценарiй еволюцiї поля з початковими умовами, по-

дiбними до ККС, коли також враховується наявнiсть анiзотропного (за iм-

пульсами) середовища жорстких партонiв. Наша мета – аналiтично оцiнити

поведiнку такої системи в короткочасному iнтервалi у режимi слабкої взаємо-

дiї, коли можливе застосування абелiанiзованого варiанту поля. Хоча остання
1Цей перелiк мiстить також деякi роботи щодо пiдходiв в наближеннi часiв релаксацiї до рiвняння

Больцмана.
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умова вимагає розгляду системи за вiдносно великих часiв пiсля зiткнення

ядер (як це випливає з чисельних дослiджень), але це значно спрощує задачу.

Однак, як вже згадано в [146, 336, 334], рання термалiзацiя не є необхiдною

для опису пiонних спектрiв, якi спостерiгаються експериментально.

Оскiльки анiзотропiя iмпульсного простору проявляється в коефiцiєнтах

переносу, обчислимо компоненти тензора провiдностi та дослiдимо вплив не-

стiйкостей на нього. Очiкується, що зворотна реакцiя може привести до вiд’єм-

ної провiдностi в буст-iнварiантному випадку.

2.1.2.1. Формулювання моделi. У просторi–часi з метрикою

ds2 = dτ 2 − τ 2dη2 − dr2T − r2Tdφ
2, (2.47)

τ =
√
t2 − z2, η =

1

2
ln
t+ z

t− z
, (2.48)

(τ i η – власний час i просторова-часова хуткiсть) розглянемо теорiю

Максвела з 4-потенцiалом Aµ.

Вiльна теорiя з нульовою хуткiстю для центральних зiткнень, коли по-

тенцiали параметризуються як Aτ = 0 (ККС-подiбне калiбрування), Aη ≡
Φ(τ, rT ),ArT = 0,Aφ ≡ Ψ(τ, rT ), вже випробувана вище для опису просторово-

часової еволюцiї польового потоку (колективної швидкостi) на дотермiчному

етапi зiткнень. Одержанi результати якiсно збiгаються з висновками неабеле-

вої моделi з працi [113].

Узагальнимо рiвняння абелевого поля шляхом включення джерел:

∂2τΦ− 1

τ
∂τΦ− ∂2rTΦ− 1

rT
∂rTΦ = Jη(τ, rT ), (2.49)

∂2τΨ+
1

τ
∂τΨ− ∂2rTΨ+

1

rT
∂rTΨ = Jφ(τ, rT ). (2.50)

Тут, Jτ = 0, JrT = 0, i закон збереження (заряду) виконується автоматично.

У контекстi ядро–ядерних зiткнень, наявнiсть джерел обумовлюється се-

редовищем. Враховуючи жорстку партонну компоненту (яка виглядає як ча-

стинкова пiдсистема), наша мета – дослiдити польову i частинкову динамiку.
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Компоненти струму у просторi–часi Мiнковського є

Jµ = g

∫
pµ(f+ − f−)

d3p

p0
, (2.51)

де p0 ≡ |p| (випадок безмасових партонiв), f± – функцiї розподiлу (скаляр-

них) партонiв. Вважатимемо розподiл партонiв анiзотропним в просторi iм-

пульсiв i однорiдним в конфiгурацiйному. Еволюцiя функцiй f± описується

рiвняннями Власова, якi формулюються нижче. Зазначимо, що “−g” вiдпо-

вiдає заряду електрона в контекстi електродинамiки.

Зауважимо, що польову модель з нетривiальною правою стороною рiвнянь

вже дослiджено в [24].

Нехай (pµ) = (pT cosh y, pT cosϕ, pT sinϕ, pT sinh y), де y – iмпульсна ху-

ткiсть. У таких термiнах маємо

Jτ = g

∫
p2T cosh θ(f+ − f−)dpTdydϕ, (2.52)

Jη = −τg
∫
p2T sinh θ(f+ − f−)dpTdydϕ, (2.53)

JrT = −g
∫
p2T cos ξ(f+ − f−)dpTdydϕ, (2.54)

Jφ = −rTg
∫
p2T sin ξ(f+ − f−)dpTdydϕ, (2.55)

де θ = y − η, ξ = ϕ− φ.

Враховуючи Jτ = JrT = 0, рiзниця f+ − f− є непарною функцiєю θ i ξ.

Еволюцiя розподiлiв f± ґенерується рiвняннями Власова:

(L̂± gF̂ )f± = 0, (2.56)

де L̂ ≡ pµ∂µ, F̂ ≡ pµFµν∂
ν
p , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

Для випадково розподiлених партонiв в початковий момент τ0, покладемо

f 0+ = f 0− = f 0, де f 0 визначається як (dNh/d
3xd3p)|τ0, i L̂f 0 = 0. Отже,

система є зарядово нейтральною, а струми вiдсутнi при τ0.

Використовуючи криволiнiйнi координати, одержуємо

L̂ = pT

(
cosh θ∂τ +

sinh θ

τ
∂η + cos ξ∂rT +

sin ξ

rT
∂φ

)
, (2.57)
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F̂ = −∂τΦ
τ
∂y +

∂rTΦ

τ
(sinh θ sin ξ∂ϕ − cosh θ cos ξ∂y)

+
∂τΨ

rT
(sinh θ sin ξ∂y + cosh θ cos ξ∂ϕ) +

∂rTΨ

rT
∂ϕ. (2.58)

Видно, що оператор сили Лоренца F̂ є оператором повороту в просторi iм-

пульсiв i, тому, зберiгає абсолютне значення поперечного iмпульсу pT . Очiку-

ється, що така структура сили Лоренца приводить до перерозподiлу iмпульсу

за рiзними напрямами i обумовлює нестiйкiсть у системi.

2.1.2.2. Розв’язок рiвнянь. Зосередимося на розв’язках системи рiв-

нянь Максвела–Власова. Поле є домiнантним на раннiй стадiї ядерних зi-

ткнень (на вiдмiну вiд жорстких частинок), тому опис його динамiки є при-

орiтетним. Тодi, виразимо частинковi струми через поле. Через складнiсть

рiвнянь Власова, застосуємо наближення для їх розв’язання.

Флуктуацiю функцiї розподiлу, що виникає упродовж малого часового

iнтервалу ∆τ , знайдемо в лiнiйному наближеннi за g:

f± = f 0 ∓ gδf. (2.59)

У цьому наближеннi просторово-часова еволюцiя поправки δf , яка визна-

чає рiзницю f+ − f− = −2gδf i струми, описується рiвнянням:

L̂δf = F̂ f 0. (2.60)

Зауважимо, що це наближення не дозволяє дослiдити iзотропiзацiю кi-

нематичної частини тензора енерґiї–iмпульсу частинок (жорстких партонiв),

пропорцiйної до суми f+ + f−. Однак, таке наближення дозволяє виявити

нестiйкiсть в системi.

Якщо τ → τ0, iснує наближений розв’язок, який є короткотривалим в часi

i локалiзованим у просторi,

δf ≈ τ − τ0
pT cosh θ

F̂ f 0. (2.61)
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Легко перевiрити, що дiя еволюцiйного оператора L̂ на цей вираз дає

L̂
τ − τ0
pT cosh θ

F̂ f 0 = F̂ f 0 + (τ − τ0)W (τ), (2.62)

де

W (τ) =

[
∂τ +

tanh θ

τ
(∂η + tanh θ)

+
cos ξ

cosh θ
∂rT +

sin ξ

rT cosh θ
∂φ

]
(F̂ f 0). (2.63)

Отже, якщо τ → τ0, останнiй доданок у правiй сторонi (2.62) зникає.

Аби зрозумiти це наближення, введемо G – розв’язок такого рiвняння:

L̂G(τ, θ, rT |τ ′, θ′, r′T ) =
δ(τ − τ ′)

τ
δ(θ − θ′)δ2(rT − r′T ), (2.64)

де праворуч стоїть 4-мiрна δ-функцiя щодо мiри τdτdθd2rT .

У випадку τ0 → 0, скористаємося rT замiсть (rT , φ) i подамо G так:

G(τ, θ, rT |τ ′, θ′, r′T ) =

= lim
ε→+0

i

(2π)4pT

∫
eiω[τ cosh (ξ−θ)−τ

′ cosh (ξ−θ′)]−ikT (rT−r′T )

kTvT − ω cosh ξ − iε
ωdωdξd2kT , (2.65)

де vT ≡ pT/pT , i враховано загасання Ландау:

lim
ε→+0

1

x− iε
= P 1

x
+ iπδ(x). (2.66)

За вiдсутностi просторової дисперсiї, kT � ω cosh ξ, маємо

G(τ, θ, rT |τ ′, θ′, r′T ) ≈
1

pT
Θ(τ cosh θ − τ ′ cosh θ′)

×δ(τ sinh θ − τ ′ sinh θ′)δ2(rT − r′T ). (2.67)

де Θ – функцiя Хевiсайда: Θ(x < 0) = 0, Θ(x = 0) = 1/2, Θ(x > 0) = 1.

Для скейлiнгу Бйоркена, коли θ ≈ 0, i рiвних θ i θ′, одержуємо

G(τ, θ, rT |τ ′, θ′, r′T ) ≈
Θ(τ − τ ′)

pT τ ′ cosh θ′
δ(θ − θ′)δ2(rT − r′T ). (2.68)
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Те саме випливає з умов τ sinh θ = const i sinh θdτ + τ cosh dθ = 0, де dτ =

τ − τ ′, dθ = θ − θ′.

За малих τ i незмiнностi пiдiнтеґрального виразу, одержуємо∫
G(τ, θ, rT |τ ′, θ′, r′T )F (τ ′, θ′, r′T )τ ′dτ ′dθ′d2r′T ≈

≈ τ

pT cosh θ
F (τ, θ, rT ), (2.69)

що визначає розв’язок неоднорiдного кiнетичного рiвняння з джерелом F .

Для початкових буст-iнварiантних розподiлiв в центральних зiткненнях

важких iонiв, маємо f 0 = f 0(pT , θ) = f 0(pT ,−θ) (де f 0 – функцiя вiд rT ).

Тодi, одержуємо

Jη = ση(τ)∂τΦ, Jφ = σφ(τ)∂τΨ, (2.70)

де означено провiдностi:

ση(τ) = 2(τ − τ0)σ0, σφ(τ) = −(τ − τ0)σ0. (2.71)

Спiльний множник, залежний вiд початкового розподiлу партонiв, є

σ0 ≡ −2πg2
∞∫
0

dpT

∞∫
−∞

dy∂yf
0pT tanh θ. (2.72)

Видно, що функцiї ση(τ) i σφ(τ) мають рiзнi знаки. Це говорить про наяв-

нiсть вiд’ємної провiдностi, яка пов’язана з нестiйкiстю у системi. Механiзм

цiєї нестiйкостi легко пояснити: маємо ситуацiю, коли частинки (партони)

вiддають енерґiю полю.

Тепер проаналiзуємо властивостi σ0. Спершу припустимо, що початковий

розподiл f 0 є добутком функцiї вiд (pT , θ) i просторового розподiлу (dNh/d
3x)|τ0

у поперечнiй площинi. Беручи до уваги парнiсть початкового розподiлу щодо

змiнної θ, знаходимо

σ0 = A
dNh

d3x

∣∣∣∣
τ0

> 0, (2.73)

де A – додатна стала, яка виникає пiсля iнтеґрування за iмпульсами.
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Отже, σφ < 0, поки ση > 0, i вiд’ємна провiднiсть – у поперечнiй площинi.

З’ясуємо, як вiд’ємна провiднiсть проявляється в лабораторнiй системi

вiдлiку. Вирази (2.70) вiдображають закон Ома, де Eη ≡ Fτη = ∂τΦ, Eφ ≡
Fτφ = ∂τΨ – напруженостi електричного поля. Для Ei = Fti в просторi Мiн-

ковського, знаходимо, що Eη = τEz, Eφ = rT cosh η(− sinφEx + cosφEy) +

rT sinh η(− sinφFzx + cosφFzy). В таких термiнах компоненти струму є

Jt = − sinh ησηEz, Jz = cosh ησηEz, (2.74)

Jx = −sinφ

rT
σφEφ, Jy =

cosφ

rT
σφEφ. (2.75)

Для η = 0 i φ = 0, маємо Jt = Jx = 0, Jy = σφEy, Jz = σηEz. Отже,

вiд’ємна провiднiсть проявляється за певних умов, пов’язаних зi значеннями

кутiв в лабораторнiй системi вiдлiку. Ефект вказує на утворення пучкiв [253].

Замiсть довiльного розподiлу (dNh/d
3x)|τ0, дослiдимо частковий випадок

з (dNh/d
3x)|τ0 = const, що спрощує задачу.

Коли σ0 є сталою, просторова залежнiсть потенцiалiв поля вiдразу виво-

диться з перетворення Беселя–Фур’є:

Φ(τ, rT ) =

∞∫
0

Φ0(kT )gη(τ, kT )J0(kTrT )dkT , (2.76)

Ψ(τ, rT ) = rT

∞∫
0

Ψ0(kT )gφ(τ, kT )J1(kTrT )dkT , (2.77)

де використано початковi умови, подiбнi до ККС:

gη|τ0 = 0,
∂τgη
τ

∣∣∣∣
τ0

= kT , (2.78)

gφ|τ0 = 1, τ∂τgφ|τ0 = 0. (2.79)

Для довiльного τ0 6= 0, функцiї gη(τ, kT ), gφ(τ, kT ) виражаються в термiнах

функцiй Гейне. Такi вирази є досить складними для евристичного аналiзу

моделi та її застосування. З цiєї причини ми виписуємо gη,φ для τ0 → 0:

gη = − kT
2σ0

exp

(
1

2
σ0τ

2

)
M

(
− k2T
4σ0

,
1

2
;−σ0τ 2

)
, (2.80)



113

gφ =
1

τ

√
2

σ0
exp

(
−1

4
σ0τ

2

)
M

(
k2T − σ0
2σ0

, 0;
1

2
σ0τ

2

)
, (2.81)

ду M(a, b; z) – функцiя Вiтекера.

Таким чином, поява вiд’ємної провiдностi σφ приводить до зростання де-

яких компонент магнiтного та електричного полiв у порiвняннi з випадком

теорiї без партонного середовища. Важливо, що магнiтне поле демонструє

зростання, вiдводячи частину енерґiї з резервуара частинок. Отже, нестiйко-

стi пов’язанi з наявнiстю експонент в gη,φ; а функцiї Вiтекера лише змiнюють

фазу коливань у порiвняннi з вiльною теорiєю.

Якщо σ0 → 0 i τ0 → 0, приходимо до вiдомих виразiв (див.[201]):

gη(τ, kT ) = τJ1(kT τ), gφ(τ, kT ) = J0(kT τ), (2.82)

де Jn(z) – функцiя Беселя.

Тепер визначимо функцiї Φ0(kT ) i Ψ0(kT ) з початкових умов. Зауважимо,

що Ψ0(kT ) i Φ0(kT ) – флуктуюючi величини в рамках концепцiї ККС, i спосте-

рiгається лише парний корелятор потенцiалiв (Янґа–Мiлса). Однак, потенцi-

али поля в нашому пiдходi не є стохастичними величинами на вiдмiну вiд

iдеологiї ККС, i ми прагнемо задати початковi умови на основi статистично

усереднених компонент тензора енерґiї–iмпульсу, що враховують просторову

неоднорiднiсть.

Щоб вивести Ψ0(kT ) i Φ0(kT ), застосуємо розподiл густини енерґiї та ви-

могу вiдсутностi польового потоку в початковий момент. Для центральної

хуткостi (η = 0) i φ = 0 (усi поперечнi напрями є еквiвалентними тут), коли

Ttt = Tττ , Ttx = Tτx, маємо

Ttt|τ0 ≡ ε(rT )

=
1

2

(
∂rTΨ

rT

∣∣∣∣
τ0

)2

+
1

2

(
∂τΦ

τ

∣∣∣∣
τ0

)2

, (2.83)

Ttx|τ0 = 0, (2.84)

де, припускається, що ε(rT ) – вiдома функцiя.



114

Трюк полягає у розподiленнi енерґiї мiж рiзними компонентами:

∂rTΨ|τ0 =
√
αrTf(rT ),

∂τΦ

τ

∣∣∣∣
τ0

=
√
1− αf(rT ), (2.85)

де f(rT ) ≡
√
2ε(rT ), а α – деяка стала. Оскiльки потенцiали Ψ, Φ – дiйснi,

то 0 6 α 6 1. Виявляється, α ≈ 1/2, що випливає з порiвняння електричної

та магнiтної напруженостей у чисельному пiдходi. Однак, спостережуванi у

вiльнiй теорiї не залежать вiд α.

Отже, знаходимо

Ψ0(kT ) =
√
αf̃(kT ), Φ0(kT ) =

√
1− αf̃(kT ), (2.86)

тут

f̃(kT ) =

∞∫
0

f(rT )J0(kTrT )rTdrT . (2.87)

Цi вирази остаточно визначають поля в нашiй моделi.

2.1.2.3. Застосування. Моди класичного поля зазвичай iнтерпретую-

ться як м’якi партони, потоки яких, як показано в [334], з початковим просто-

ровим ґаусовим розподiлом енерґiї приводять до прийнятних спектрiв пiонiв,

що утворюються в зiткненнях на RHIC. Тому, оберемо подiбний профiль гу-

стини енерґiї в початковий момент,

ε(rT ) = E exp

(
− r2T
2R2

)
, (2.88)

де E = 45 ГеВ/фм3, R = 3.768 фм.

Тодi, знаходимо

f̃(kT ) = 23/2
√
ER2 exp (−k2TR2). (2.89)

На цьому етапi буст-iнварiантна функцiя розподiлу f 0 (яка визначає про-

вiдностi) є повнiстю довiльною. Тому, конкретизуємо її вигляд.
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Сконструюємо f 0 з iзотропної функцiї,

N0 exp

(
−p

0

ph

)
, (2.90)

за допомогою замiни y → θ в p0 = pT cosh y i перемасштабування одного з

вимiрiв в iмпульсному просторi:

f 0 = N(ζ) exp

(
−pT
ph

√
cosh2 θ + ζ sinh2 θ

)
. (2.91)

Тут, ph – характерний iмпульс, ζ > −1 – параметр, що описує силу анiзотропiї

партонного середовища; N(ζ) – константа нормування.

Зауважимо, що ζ > 0 вiдповiдає скороченню розподiлу вздовж напряму

осi z, тодi як −1 < ζ < 0 вiдповiдає розтягуванню розподiлу.

Стала N(ζ) визначається з умови рiвностi густини числа частинок в iзо-

тропнiй та анiзотропнiй системах i дорiвнює

N(ξ) = N0

√
1 + ζ. (2.92)

Пiсля iнтеґрування за iмпульсами, провiдностi визначаються множником

σ0 = 4πg2N0p
2
hC(ζ), (2.93)

C(ζ) =
2

3
(1 + ζ)3/2F

([
2,

3

2

]
,

[
5

2

]
,−ζ

)
. (2.94)

Коефiцiєнт C(ζ) в iнтервалi ζ ∈ (−1,∞) задається гiпергеометричною

функцiєю F , i є таким, що C(−1) = 0 (для теорiї без джерел), C(0) = 2/3

(для iзотропного середовища), C(∞) = π/2.

Рис. 2.6 (знизу) показує, як експоненцiйно зростаюча енерґiя, що пере-

дається вiд жорстких до м’яких партонiв, розподiляється мiж магнiтними та

електричними полями при σ0 6= 0. Поздовжнє електричне поле все ще домiнує

(вiдповiдно до початкових умов). Тим не менш, бачимо, що поперечне магнi-

тне поле демонструє нестiйку поведiнку, чого нема у вiльнiй теорiї. Оскiльки

пiдсистема частинок передає енерґiю полю, загальна густина енерґiї поля (як

сума компонент) має тенденцiю до зростання в часi.
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Рис. 2.6. Часова еволюцiя густини польової енерґiї, розщеплена на повздов-

жню i поперечну, електричну (E) та магнiтну (B) компоненти при rT =

0.1 фм, η = 0, φ = 0. Верхня панель вiдповiдає вiльнiй теорiї з σ0 = 0.

Нижня панель демонструє зростання EL i BT при σ0 = 0.25 фм−2.
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Зауважимо, що подiбну модель з абелевим полем i жорсткими партона-

ми, коли нехтується буст-iнварiантнiсю полiв, розглянуто в [299] в контекстi

кварк–ґлюонної плазми (КҐП).

2.1.2.4. Висновки. Нами розглянуто модель дотермiчної стадiї ядро-

ядерних зiткнень, яка враховує м’яку (pT < Λs) i жорстку (pT > Λs) ком-

поненти партонiв iз провiдним внеском першої. В рамках польового пiдхо-

ду, ми концентруємо увагу на еволюцiї м’якої компоненти, яка описується

буст-iнварiантним абелевим полем. За посередництвом електромагнiтної вза-

ємодiї, ми визначаємо вплив жорсткої компоненти на динамiку поля. Через

початкову анiзотропiю розподiлу партонiв та умови задачi, подiбнi до тих,

що встановлює концепцiя конденсата кольорового скла, жорстка компонен-

та проявляє себе через струми – джерела поля. З рiвнянь Максвела-Власова

випливає, що струми жорсткої компоненти виражаються у застосованому на-

ближеннi через напруженостi поля за законом Ома, а провiдностi для рiзних

компонент вiдрiзняються знаком, i виникає вiд’ємна провiднiсть. Це свiдчить

про передачу енерґiї вiд жорсткої компоненти до м’якої, що обумовлює її

нестiйкiсть i веде до її (часткової) iзотропiзацiї.

Таким чином, у данiй задачi мiрою анiзотропiї виступають коефiцiєнти

переносу – електропровiдностi, одна з яких набуває вiд’ємного значення, що

свiдчить про нестiйкiсть i обумовлює iзотропiзацiю у системi партонiв на до-

термiчнiй стадiї ядро-ядерних зiткнень.

2.2. Прояв додаткових вимiрiв в системi кваркiв i ґлюонiв

Очiкування прояву ґравiтацiйних ефектiв при ТеВ-енерґiях випливають,

зокрема, з концепцiї Арканi-Хамеда, Дiмопуласа i Двалi (АДД) [22], де пе-

редбачається, що електрослабкий масштаб mEW ∼ 103 ГеВ визначає єдиний

фундаментальний масштаб найкоротшої вiдстанi в природi. Якщо закони ґра-

вiтацiї не змiнюються на вiдстанях до довжини Планка, можна припустити,
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що фундаментальна маса Mf в (3 + d) + 1-вимiрнiй теорiї має порядок mEW

за деякого значення d (число компактних додаткових вимiрiв в рамках сце-

нарiю Калузи–Кляйна). Як зазначено в концепцiї АДД [22], для задоволення

цiєї вимоги параметр d повинен дорiвнювати 2. При d = 0, вiдновлюється

звичайна маса Планка, MPl =
√

~c/(16πG) ≈ 1.72 · 1018 ГеВ. Бiльше того,

такий пiдхiд дозволяє визначити фундаментальний масштаб L додаткових

вимiрiв:

Ld ∼ M 2
Pl

M 2+d
f

. (2.95)

Оскiльки, обернено-квадратичний закон ґравiтацiйного притягання був

перевiрений лише на вiдстанях, що перевищують 1 мм (див. [214] та посилан-

ня там), припускають, що рiзниця в силi взаємодiї, спричинена “витiканням”

ґравiтацiйного поля в додатковi вимiри, якi можуть сягати 1 мм, не пору-

шує вiдомi лабораторнi, астрофiзичнi або космологiчнi данi. У цiй картинi,

частинки та сили прив’язуються до 3-брани, вкладеної у багатовимiрний Все-

свiт, а єдиною силою у всьому просторi є ґравiтацiя.

Оскiльки доказiв наявностi додаткових вимiрiв в низькоенерґетичних (кла-

сичних та квантових) процесах немає, припускається, що їх поява пов’язана з

надгустим станом енерґiї та речовини як термалiзована кварк–ґлюонна пла-

зма, передбачена квантовою хромодинамiкою. Отже, метою даного дослiдже-

ння є визначення ймовiрностi прояву додаткових вимiрiв в ультрарелятивiст-

ських зiткненнях важких iонiв.

Механiзм прояву додаткових вимiрiв можна роздiлити на два етапи: i)

створення матерiальним джерелом ґравiтацiйного поля в наших трьох про-

сторових вимiрах; ii) перенесення частини енерґiї цiєї компоненти поля в до-

датковi вимiри, де виникають новi моди ґравiтацiйного поля. Такий механiзм

схожий на передачу “струсу” (деформацiї) мiж шарами в теорiї пружностi.

Така аналогiя є буквальною через математичний зв’язок мiж загальною тео-

рiєю вiдносностi та теорiєю пружностi [307, 188, 286].
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Тут ми розвиваємо феноменологiчну модель, що включає матерiальне

джерело, яке описується моделлю мiшка (MIT Bag model), i ґравiтацiйне поле,

представлене двома масштабними факторами, якi вiдображають двi фiзично

рiзнi групи вимiрiв, топологiя яких фiксована. Константа зв’язку (ґравiта-

цiйна стала в (3 + d) + 1-вимiрному просторi–часi) у цiй моделi визначається

з (2.95).

Хоча ми застосовуємо пiдхiд з квантової космологiї (мiнiсуперпростору),

але мiж нею та нашою моделлю є кiлька вiдмiнностей. Ми закладаємо, що

4-вимiрний Всесвiт вже iснує, тодi як квантова космологiя розглядає вини-

кнення та еволюцiю Всесвiту з “нiчого”.

2.2.1. Модель. Гамiльтонiв опис. Зупинимось на формулюваннi мо-

делi, що мiстить два взаємодiючих учасника: ґравiтацiйне поле i щiльну речо-

вину, що знаходиться у кварк–ґлюоннiй фазi. Припускається, що однорiдна

та iзотропна речовина знаходиться в тривимiрному просторi, тодi як ґравiта-

цiйне поле поширюється в 3 + d вимiрах. Звичайно, часоподiбний параметр

еволюцiї також представлений у моделi i є спiльним для матерiї та поля. Тодi,

щiльна матерiя, яка утворюється в ядерних зiткненнях, вiдiграє роль джере-

ла ґравiтацiйного поля в трьох вимiрах, збудження якого викликає появу мод

ґравiтацiйного поля в додаткових вимiрах, число яких ми хочемо оцiнити.

Нехай матерiя зосереджена у файєрболi з радiусом rf ≈ 7 фм, i всi триви-

мiрнi явища вiдбуваються в об’ємi цiєї областi. Термодинамiчнi властивостi

(тиск P i густина енерґiї ε) кварк–ґлюонної фази описуються в рамках моделi

мiшка [138] з врахуванням лише легких кваркiв i ґлюонiв,

P =
π2

90
gT 4 −B, ε =

π2

30
gT 4 +B, (2.96)

де T – температура, g = 37 – виродження, B1/4 = 200 МеВ – стала мiшка.

Щоб оцiнити ймовiрнiсть прояву додаткових просторових вимiрiв, нам

слiд, очевидно, звернутися до квантової картини, яка забезпечує вiдповiдний
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базис. Точнiше, нам слiд розглянути версiю квантової ґравiтацiї або космо-

логiї, щоб знайти квантовi стани (мiкро) всесвiту та обчислити амплiтуду

переходу мiж 3- та 3 + d-вимiрними просторами.

Ми не враховуємо варiацiї топологiї та геометрiї додаткового простору,

якi можуть виникнути. Навiть, використовуючи ґравiтацiйний континуаль-

ний iнтеґрал, сума по всiх топологiях не є обчислюваною, оскiльки не iснує

алгоритму для встановлення вiдповiдностi, чи мають два 3 + d-вимiрнi мно-

говиди однакову топологiю. Бiльше того, є проблема (навiть у двох вимiрах)

iснування великого числа геометрiй складної топологiї. Без збурень неможли-

во однозначно i фiзично задовiльно визначити теорiю. У вищих вимiрах цi

проблеми є неконтрльованими. З цих причин ми змушенi розглянути модель

з фiксованою топологiєю (додаткового) простору, що дозволяє застосувати

канонiчне квантування ґравiтацiйного поля.

Зауважимо, що канонiчне квантування вимагає встановлення ґраничних

умов та вирiшення проблеми впорядкування операторiв. Цi проблеми є за-

гальними для моделей квантової космологiї (мiнiсуперпростору), що ґрунту-

ються на рiвняннi Вiлера–ДеВiта, i мають концептуальне значення для розу-

мiння еволюцiї Всесвiту.

Повертаючись до фiксування топологiї, нехай додатковi вимiри є компа-

ктними i описуються циклiчними змiнними ϕn ∈ (0, 2πL), де L – фунда-

ментальна довжина теорiї у вищих вимiрах, n = 1, d. Тодi, додатковий d-

вимiрний многовид Σd буде компактним i iзоморфним до

S× S . . .× S︸ ︷︷ ︸
d

. (2.97)

Нагадаємо, що в оригiнальних моделях Калузи–Кляйна, простiр–час по-

кладався, принаймнi локально, у виглядi многовиду-добутку R4 × Σd, де Σd

– компактний “внутрiшнiй простiр”, який спочатку ототожнювався з колом.

Заради простоти, ми використовуємо спiльний масштабний фактор b для

додаткових вимiрiв. Якщо b = 0, то цi вимiри – вiдсутнi, i ми маємо справу
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з теорiєю у чотиривимiрному просторi–часi. Таке наближення не дозволяє

дослiджувати варiацiї геометрiї для заданої топологiї. Тим не менш, це може

бути ефективним, якщо розмiри вимiрiв однакового порядку.

Подiбним чином можна ввести спiльний масштабний фактор для трьох

вимiрiв, i 3-простiр є конформно-пласким i iзотропним.

При x2 + y2 + z2 < r2f , де матерiя надгуста, потенцiали однорiдного ґравi-

тацiйного поля, a i b, введемо так:

ds2 = −dt2 + a2(t)(dx2 + dy2 + dz2) + b2(t)
d∑

n=1

dϕ2n, (2.98)

що приводить до формалiзму з “часом Хаббла”.

Для x2+y2+z2 � r2f , метрика асимптотично стає метрикою Мiнковського

(d = 0 i b = 0).

Квантовi стани моделi описуються хвильовою функцiєю 〈a, b|3 + d〉, за-

лежною вiд d. Звiдси випливає, що амплiтуда переходу ”3” → ”3 + d” для

фiксованого b, яке вiдiграє роль параметру, означена як∣∣∣∣∫ dµ(a)〈3|a, 0〉〈a, b|3 + d〉
∣∣∣∣ , (2.99)

де µ(a) – мiра iнтеґрування.

З нормованої хвильової функцiї 〈a, b|3+ d〉 можна також знайти ймовiрнi

значення b за фiксованих a i d за профiлем густини ймовiрностi,

|〈a, b|3 + d〉|2. (2.100)

Iнша можливiсть опису додаткових вимiрiв полягає у знаходженнi хвильо-

вої функцiї 〈3 + d|a, b1, b2, . . . , bd〉, залежної вiд 1 + d масштабних факторiв.

Такий пiдхiд можна було б використати для дослiдження конфiгурацiй (гео-

метрiй) 3 + d-мiрного простору. Однак, ми обмежимося простим випадком,

окресленим ранiше.



122

Тут, починаючи з дiї релятивiстської системи “ґравiтацiйне поле+iдеальна

рiдина”, ми переформульовуємо динамiку в термiнах канонiчних змiнних, по-

трiбних для подальшого квантування.

Для матерiї, розташованiй в областi x2+y2+z2 < r2f 3-простору, має мiсце

закон збереження енерґiї:

ε̇+ 3
ȧ

a
(ε+ P ) = 0, (2.101)

де крапка означає похiдну за t.

Рiвняння (2.96) приводять до рiвняння стану,

P =
1

3
ε− 4

3
B, (2.102)

а шляхом iнтеґрування (2.101) одержуємо залежнiсть густини енерґiї ε вiд

масштабного фактору:

ε = B +
E
a4
, (2.103)

де E = π2gT 4/30, i масштабний фактор при t = t0 покладається a0 = 1.

Отже, функцiонал дiї iдеальної рiдини в системi спокою матерiї є

SM = −
∫
εa3dtd3x

= −Vf
∫ (

Ba3 +
E
a

)
dt, (2.104)

де Vf = 4πr3f /3 – об’єм файєрбола.

Зауважимо, що послiдовне виведення SM можна здiйснити, наприклад, за

допомого формалiзму з працi [105].

Аби записати функцiонал дiї для ґравiтацiйного поля, нам потрiбно зна-

йти скалярну кривину (3 + d) + 1-вимiрного простору–часу. Опустимо вне-

сок, що мiстить чотиривимiрну кривину. Однак, загалом, цей член видається

важливим, оскiльки виникає як квантова поправка до дiї для матерiї. Заува-

жимо, що “квантова поправка” зазвичай включає нескiнченне число членiв
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вищого порядку за кривиною, але в нашому розглядi цiлком опускається, а

функцiонал дiї формулюється згiдно з Ейнштейном.

Незникаючими символами Крiстофеля другого роду будуть

Γ0
xx = Γ0

yy = Γ0
zz = aȧ, Γ0

ϕnϕn
= bḃ,

Γx0x = Γy0y = Γz0z =
ȧ

a
, Γϕn0ϕn =

ḃ

b
, (2.105)

i скаляр Рiччi подається у виглядi:

R[a, b] = G[a, b] +
2

a3bd
d2(a3bd)

dt2
, (2.106)

де можна проiґнорувати останнiй член у правiй сторонi, який приводить до

повної похiдної за еволюцiйним параметром. Введемо позначення:

G[a, b] = −6
ȧ2

a2
− 6d

ȧ

a

ḃ

b
− d(d− 1)

ḃ2

b2
. (2.107)

Як обговорювалося вище, ґравiтацiйне поле має бути однорiдним i нетри-

вiальним всерединi тривимiрного файєрбола, тодi як метрика у просторi поза

ним асимптотично прямує до метрики Мiнковського (без додаткових вимi-

рiв). Тому, можна обмежити область iнтеґрування у функцiоналi дiї об’ємом,

заповненим кварк–ґлюонною речовиною. Таке наближення означає, що ми

нехтуємо поверхневим внеском, де ґрадiєнт тиску, ґравiтацiйнi потенцiали та

кривина, в принципi, можуть бути досить великими. Це наближення працює,

якщо профiлi розподiлу речовини та масштабнi фактори зберiгаються. Легко

зрозумiти, що змiни у розподiлi матерiї пов’язанi з поздовжнiми гiдродинамi-

чними хвилями, що поширюються зi швидкiстю звуку cs ≡
√

dP/dε ≈ 0.57c.

Тодi, характерний час цих змiн можна оцiнити як τc = rf/cs ≈ 12.3 фм/c,

який є спiвмiрним з часом життя файєрбола. Тодi випливає, що час процесу

має обмежуватись величиною τc � ∆t.

Отже, функцiя Лаґранжа системи записується так

L = Vf
[
M 2

PlG[a, b]a
3bd − U(a)

]
, (2.108)



124

де застосовано спiввiдношення M 2+d
f = M 2

Pl/
∫
ddϕn i введено потенцiал для

матерiї U(a) = Ba3 + E/a.
Канонiчнi iмпульси, спряженi до масштабних факторiв a i b, вiдповiдно є

pa ≡ ∂L

∂ȧ
= −6M 2

PlVfa
2bd

(
2
ȧ

a
+ d

ḃ

b

)
, (2.109)

pb ≡ ∂L

∂ḃ
= −2dM 2

PlVfa
3bd−1

(
(d− 1)

ḃ

b
+ 3

ȧ

a

)
. (2.110)

Розв’язуючи цi спiввiдношення вiдносно швидкостей ȧ, ḃ, знаходимо

ȧ =
1

2(2 + d)M 2
PlVfab

d

(
d− 1

3
pa −

b

a
pb

)
, (2.111)

ḃ =
1

d(d+ 2)M 2
PlVfa

2bd−1

(
b

a
pb −

d

2
pa

)
. (2.112)

Канонiчний гамiльтонiан системи є

H ≡ ȧpa + ḃpb − L

=
d(d− 1)a2p2a − 6dabpapb + 6b2p2b

12d(d+ 2)M 2
PlVfa

3bd
+ VfU(a). (2.113)

Скористаємося цiєю функцiєю пiсля замiни класичних змiнних операторами

для формулювання рiвняння Вiлера–ДеВiта.

2.2.2. Ймовiрнiсть прояву додаткових вимiрiв. До квантування,

зробимо деякi модифiкацiї. Завдяки загальнiй коварiантностi, система на кла-

сичному рiвнi повинна описуватися гамiльтоновою в’яззю H = 0, яку можна

переписати так

12

d(d+ 2)

(
bpb −

d

2
apa

)2

= a2
[
p2a − κ2abdU(a)

]
, (2.114)

де введено коефiцiєнт κ2 ≡ 24M 2
PlV

2
f /(~c)6 ≈ 2.5 · 1036 МеВ−4.

За вiдсутностi коректної ґраницi при d → 0, зробимо канонiчне перетво-

рення. Зручно ввести новi змiннi ξd = abd/2, vd = bd (залежнi вiд d) замiсть



125

масштабних факторiв a, b. Канонiчнi iмпульси пов’язанi так

pξ = pab
−d/2, pv =

1

dbd

(
bpb −

d

2
apa

)
, (2.115)

pa =
√
vdpξ, pb = dv

1−1/d
d

(
pv +

ξd
2vd

pξ

)
. (2.116)

У термiнах нових канонiчних змiнних, одержуємо

12d

d+ 2
v2dp

2
v = ξ2d

[
p2ξ − κ2 ξd√

vd
U

(
ξd√
vd

)]
. (2.117)

При d = 0, це рiвняння зводиться до такого:

p2ξ − κ2 ξ0√
v0
U

(
ξ0√
v0

)
= 0, (2.118)

де ξ0 = a, v0 = 1, pξ = pa, як i повинно бути.

Згiдно зi схемою канонiчного квантування, замiнимо iмпульснi змiннi ди-

ференцiальними операторами:

pξ → −i
∂

∂ξd
, pv → −i

∂

∂vd
. (2.119)

Рiвняння Вiлера–ДеВiтта з нормальним впорядкуванням операторiв за-

писується як [
ξ2d
∂2

∂ξ2d
− 12d

d+ 2
v2d
∂2

∂v2d
+ κ2 ξ3d√

vd
U

(
ξd√
vd

)]
Ψd = 0. (2.120)

При d = 0, воно зводиться до звичайного диференцiального рiвняння:[
∂2

∂a2
+ κ2aU(a)

]
Ψ0 = 0. (2.121)

Зауважимо, що ця ґраниця має сенс завдяки вигляду (просторово-часового

iнтервалу i) гамiльтонiана, де параметр d може бути фрактальною (не цiлою)

величиною. Окрiм того, за неперервної змiни d топологiя (2.97) додаткових

вимiрiв теж стає фрактальною. Однак, ми тут не обговорюємо аспекти фра-

ктальної топологiї.
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Для деяких функцiй U(x), цi рiвняння можна розв’язати точно. Однак,

для достатньо великих значень виразу κ2U(x) в нашому розглядi цiлком за-

стосовне квазiкласичне ВКБ наближення.

Також зауважимо, що ми не накладали ґраничнi умови на нашу мо-

дель, що можна тлумачити як псевдо-евклiдовий аналог пропозицiї “без меж”

Хартлi–Хокiнга.

Далi дослiдимо частковi режими рiвняння стану моделi.

Випадок зв’язаної матерiї. Нехай B � E , i U(a) ≈ Ba3. У цьому

випадку (холодної матерiї), тиск речовини – вiд’ємний, i наближено рiвний

−B. Динамiка ґравiтацiйного поля сильно пригнiчена в цьому режимi. Тiльки

зi зменшенням B, можна очiкувати змiну поля. Однак, такий (зв’язаний) стан

матерiї, передбачений КХД, треба дослiдити для кращого розумiння явищ,

що виникають при об’єднаннi сильної та ґравiтацiйної взаємодiй.

Стисло опишемо схему подальших обчислень. Обмежуючись першою кван-

товою поправкою, хвильова функцiя набуває вигляду:

Ψ ∼ eiS/~, S ≈ S0 +
~
i
Sq, (2.122)

де сталу Планка ~ записано явно; S0 – класична дiя, яка задовольняє рiвняння

Гамiльтона–Якобi:

12d

d+ 2
v2d

(
∂S0

∂vd

)2

= ξ2d

[(
∂S0

∂ξd

)2

− κ2 ξd√
vd
U

(
ξd√
vd

)]
. (2.123)

Квантову поправку Sq знаходимо з рiвняння:

2ξ2d
∂S0

∂ξd

∂Sq
∂ξd

+ ξ2d
∂2S0

∂ξ2d
=

12d

d+ 2

(
2v2d

∂S0

∂vd

∂Sq
∂vd

+ v2d
∂2S0

∂v2d

)
. (2.124)

Пiдставляючи U(a), хвильова функцiя в наближеннi ВКБ є

Ψd ∼
vd
ξd

exp

(
iκ
√
B

3

2 + d

6− d

ξ3d
vd

)
, (2.125)

Ψ0 ∼
1

a
exp

(
iκ

√
B

3
a3

)
=

√
vd
ξd

exp

(
iκ

√
B

3

ξ3d

v
3/2
d

)
. (2.126)



127

З вигляду Ψd видно, що число додаткових вимiрiв обмежується d = 6.

При d > 6, хвильова функцiя стає дiйсною i експоненцiйно загасає. Оскiльки

κ
√
B ≈ 6.3 · 1023, Ψd>6 зникає. З iншого боку, хвильова функцiя

Ψ∗
d ∼

vd
ξd

exp

(
−iκ

√
B

3

2 + d

6− d

ξ3d
vd

)
, (2.127)

експоненцiйно зростає при d > 6 i, тому, такий стан – нефiзичний. Це пiд-

тверджує, що число додаткових вимiрiв в данiй моделi не перевищує шiсть.

Використовуючи знайденi хвильовi функцiї, розглянемо амплiтуду пере-

ходу з 3- до 3 + d-вимiрного простору за фiксованого vd. Припустимо, що всi

компактнi вимiри є вiдкритими, тобто vd = 1. У цьому випадку, хвильова

функцiя описується загальним виразом:

〈ξd|3 + d〉 =
√
Ξ

ξd
exp

(
iκ
√
B

3

2 + d

6− d
ξ3d

)
. (2.128)

Ця хвильова функцiя нормується по вiдношенню до мiри iнтеґрування:
∞∫
Ξ

|〈ξd|3 + d〉|2dξd = 1, (2.129)

де нижня межа обрана такою, що Ξ > 0. Якщо Ξ = 1, маємо точно мас-

штабний фактор простору–часу Мiнковського. Це означає, що iнеґрування

за областю ξd ∈ (Ξ,∞) враховує лише геометрiю розширення. Процес кола-

псу (коли ξd ∈ (0,Ξ)) слiд iґнорувати в системi, щоб виключити нефiзичну

ситуацiю. Математично, iнтеґрування в межах ξd ∈ (0,Ξ) приводить до роз-

бiжностей.

Амплiтуду переходу означимо як

T (d) ≡

∣∣∣∣∣∣
∞∫
Ξ

〈3|ξd〉〈ξd|3 + d〉dξd

∣∣∣∣∣∣ . (2.130)

Результат обчислень можна подати так:

T (d) =

∣∣∣∣1 + izU

(
1,

5

3
,−iz

)∣∣∣∣ , (2.131)



128

де U(a, b, z) – функцiя Кумера,

z = κ
√
B

3
Ξ3

(√
3
2 + d

6− d
− 1

)
. (2.132)

При z → ∞ i d > 0, амплiтуда переходу прямує до T ≈ 1/(3z). При d→ 0

(z → 0), маємо використати (2.131), тому T (0) = 1.

У цьому випадку можна ввести густину ймовiрностi:

P(d) = T 2(d)

/ 6∫
0

T 2(x)dx , (2.133)

яка залежить вiд параметра µ ≡ κ
√
BΞ3/3. Ми не розглядаємо d < 0.

Поведiнку P(d) зображено на Рис. 2.7. Вiдразу випливає, що ймовiрнiсть

прояву додаткових вимiрiв є скiнченною.

0 1 2 3 4 5 6
0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

P
(d
)

d

Рис. 2.7. Густина ймовiрностi прояву додаткових вимiрiв при µ = 0.11 (су-

цiльна лiнiя) i µ = 0.01 (пунктирна лiнiя).

Використовуючи P(d), дослiдимо середнє число додаткових вимiрiв:

〈d〉 =
6∫

0

xP(x)dx, (2.134)

як функцiю вiд µ. Отже, одержуємо 〈d〉 → 3, коли µ→ 0, i 〈d〉 → 0 при µ→
∞. Щоб вiдтворити 〈d〉 = 2, передбачене парадигмою АДД, маємо µ ≈ 0.11. В
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принципi, можна тлумачити Λeff ≡ BΞ6 як густину енерґiї вакууму. Значення

〈d〉 = 2 одержується для Λeff ≈ 4.36 · 10−38 МеВ4. Оскiльки космологiчна

стала часто iнтерпретується як енерґiя вакууму, видно, що ця величина Λ =

3.956 · 10−35 МеВ4 (згiдно з [41, 339]) є бiльшою за Λeff .

Випадок домiнування випромiнювання. Покладемо E � B, i U(a) ≈
E/a. Тодi, температура кварк–ґлюонного газу є значно вищою за B1/4 =

200 МеВ. Цей випадок цiкавий тим, що густина енерґiї (i температура) матерiї

може змiнюватися завдяки ґравiтацiйним ефектам i за наявностi додаткових

вимiрiв, поки стала B припускається незмiнною.

Оскiльки густина енерґiї E – функцiя температури T , яка може змiню-

ватись, введемо квазi-iмпульс k = κ
√
E в якостi вiльного параметру, i хара-

ктерний квазi-iмпульс K ≈ 2.2 · 1023 для T = 200 МеВ. Тодi, k > K.

Рiвняння Вiлера–ДеВiта без ґраничних умов для системи, де домiнує ви-

промiнювання, розв’язується точно i дає хвильову функцiю:

Ψ0 ∼ exp (ika) = exp

(
ik

ξd√
vd

)
, (2.135)

Ψd ∼ vλd
√
ξdH

(1)
1
2

√
1+ 48d

d+2λ(λ−1)
(kξd) , (2.136)

де H(1)
ν – функцiя Ханкеля; λ – довiльне число, таке що Reλ > 0.

Зауважимо, що Ψd є нескiнченною при ξd = 0, якщо λ(λ−1) > 0. Справдi,

подальший аналiз доводить, що λ(λ− 1) < 0 i λ = 1/2− iµ, µ ∈ R. В остан-

ньому випадку, iндекс функцiї Ханкеля – чисто уявне число, що приводить

до зникнення хвильової функцiї при ξd = 0.

Для k > 1023, розглянемо асимптотичний вираз для Ψd (з точнiстю до

сталої фази):

Ψd ∼ vλd exp (ikξd)

(
1 + iλ(λ− 1)

6d

d+ 2

1

kξd
+O

(
1

(kξd)2)

))
, (2.137)

де опустимо член порядку O
(
1/(k2ξ2d)

)
.

З iншого боку, пiдхiд ВКБ приводить до такої класичної дiї i першої кван-



130

тової поправки:

S0 =
√
c+ ξ2dk

2 −
√
c ln

(
2
c+

√
c
√
c+ ξ2dk

2

ξd

)
−

√
c

2

√
d+ 2

3d
ln vd + C1,

Sq =
1

2
ln

ξd√
c+ ξ2dk

2
−
√

3d

d+ 2
ln

(
2
c+

√
c
√
c+ ξ2dk

2

ξd

)
+ C2,

де c, C1, C2 – довiльнi константи.

Використовуючи цi формули, спробуємо проаналiзувати узгодженiсть на-

ближених розв’язкiв i пов’язати константи.

Перш за все, розкладемо S0 i Sq у той самий спосiб як i Ψd:

S0 = C1 −
√
c ln (2k

√
c)−

√
c

2

√
d+ 2

3d
ln vd + ξdk −

c

2ξdk
+O

(
c2

k2ξ2d

)
,

Sq = C2 −
1

2
ln k −

√
3d

d+ 2
ln (2k

√
c)−

√
3d

d+ 2

√
c

ξdk
+O

(
1

k2ξ2d

)
.

Порiвнюючи exp (iS0 + Sq) з Ψd з (2.137), зручно покласти

C1 =
√
c ln (2k

√
c), C2 =

1

2
ln k +

√
3d

d+ 2
ln (2k

√
c), c =

3d

d+ 2
s2, (2.138)

де s служить новим параметром замiсть c.

Порiвнюючи цей вираз з (2.137) знов, виводимо, що s = 2iλ i λ(λ − 1) =

−(s2 − 2is)/4. Для того, щоб s2 − 2is ∈ R (оператор Гамiльтона має бути

(квазi)ермiтовим), знаходимо параметризацiю, s = 2µ+ i, яка дає s2 − 2is =

1 + 4µ2, де µ ∈ R.

Ми iнтерпретуємо випадок µ = 0 як основний стан системи. Без втра-

ти загальних властивостей, зосередимося на цiй ситуацiї. Ясно, що збудженi

стани є менш ймовiрними нiж даний випадок.

Тепер обговоримо умову нормування для хвильової функцiї. Будемо знов

припускати, що vd = 1. Тодi, масштабний фактор ξd пробiгає значення вiд 0

до ∞, оскiльки немає проблеми з вiд’ємним тиском i колапсом. Завдяки Z2

симетрiї просторово–часового iнтервалу (вiдносно iнверсiї знаку масштабних

факторiв), межi змiни ξd можна розширити до (−∞,+∞).
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Зауважимо, що асимптотичний вираз для Ψd має полюс при ξd = 0. Ця

властивiсть є важливою для процедури нормування. Щоб означити контур

iнтеґрування в околi ξd = 0, звернемось до точного розв’язку (2.136): симетрiя

профiлю |Ψd|2 в межах ξd ∈ (−∞, 0) i ξd ∈ (0,+∞) зберiгається, тiльки якщо

ξd → ξd + i0+.

Використовуючи вiдому формулу для δ-функцiї Дiрака:

1

2π

∞∫
−∞

eikxdx = δ(k), (2.139)

хвильова функцiя |3, k〉 = exp (ikξd)/
√
2π при d = 0 нормується так

〈3, q|3, k〉 = δ(k − q). (2.140)

Це вiдношення лише вiдображає збереження енерґiї в трьох вимiрах.

Умова нормування для хвильової функцiї при d > 0,

|3 + d, k〉 = 1√
2π

exp (ikξd)

(
1− i

3d

2(d+ 2)

1

kξd

)
, (2.141)

виглядає як

〈3 + d, q|3 + d, k〉 ≈
∞∫

−∞

dξd
2π

eiξd(k−q)
[
1− 3d

2(d+ 2)

(
1

k
− 1

q

)
i

ξd + i0+

]
(2.142)

= δ(k − q)− 3d

2(d+ 2)

q − k

kq
θ(q − k). (2.143)

Видно, що густина енерґiї матерiї змiнюється за додаткових вимiрiв.

Зауважимо, що член O(1/(k2ξ2d)) в |3 + d, k〉 пiсля iнтеґрування дає вели-

чину порядку O((k− q)2/(k2q2)). Тому, наше наближення працює для малих

вiдхилень енерґiї |k − q|/k. Функцiя θ така, що θ(0) = 1/2.

Пiсля отримання всiх необхiдних iнґредiєнтiв, обчислимо амплiтуду пере-

ходу вiд 3- до 3 + d-вимiрного простору:

〈3, q|3 + d, k〉 = δ(k − q)− 3d

2(d+ 2)

1

k
θ(q − k). (2.144)
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Тут, θ-функцiя Хевiсайда описує охолодження матерiї. Зрозумiло, що цей

процес пов’язаний з передачею енерґiї вiд матерiї до вищих вимiрiв.

Окрiм того, iснує iнший процес, який полягає у змiнi об’єму системи. Якщо

vd 6= 1, маємо замiнити q на q/
√
vd в останнiй формулi.

Ймовiрнiсть прояву додаткових вимiрiв у випадку домiнування випромi-

нювання визначається так:

W =

∞∫
0

|〈3, q|3 + d, k〉|2dk. (2.145)

Як прийнято [370], слiд зробити замiну:

δ2(k − q) → δ(k − q)
1

2L

L∫
−L

eiξd(k−q)dξd = δ(k − q). (2.146)

Обмежуючись членом порядку 1/q, знаходимо

W = 1− 3d

2(d+ 2)

1

q
. (2.147)

Тобто, для збудження додаткових вимiрiв потрiбна значна енерґiя (або темпе-

ратура T ). Однак, модель передбачає нескiнченне число додаткових вимiрiв

на вiдмiну вiд випадку зв’язаної матерiї. Оскiльки

Wd→∞ = 1− 3

2q
, (2.148)

проблематично знайти густину ймовiрностi в нашому наближеннi.

Отже, ми розглянули модель в 3+ d просторових вимiрах з матерiєю, яка

описується моделлю мiшка, з метою оцiнити ймовiрнiсть прояву та число ком-

пактних додаткових вимiрiв в ядро–ядерних зiткненнях. Ґравiтацiйна стала

в (3+d)+1-вимiрному просторi–часi введена на основi парадигми АДД [22], а

топологiя додаткових вимiрiв покладається тороїдальною, згiдно iз сценарiєм

Калузи–Кляйна.

Заради спрощення, амплiтуду переходу вiд 3- до 3+d-вимiрного простору

обчислено в двох режимах моделi мiшка: i) випадок повнiстю зв’язаної матерiї
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(що еквiвалентно моделi з космологiчною сталою); ii) випадок домiнування

випромiнювання, коли сталою мiшка нехтуємо.

У першому випадку число додаткових вимiрiв обмежено d = 6, що узго-

джується з передбаченням теорiї суперструн.

У другому випадку показано, що густина енерґiї (температура) матерiї

змiнюється за присутностi додаткових вимiрiв, число яких тут необмежено.

Можна визначити середнє число додаткових вимiрiв у першому випадку.

За певних умов одержується 〈d〉 = 2, як предбачено АДД.

Важливо пiдкреслити, що ймовiрнiсть виникнення додаткових вимiрiв є

скiнченною в обидвох режимах. Ймовiрнiсть промiжного режиму тут не роз-

глядалася i є предметом окремого дослiдження.

2.3. Газ фотонiв з планкiвським обмеженням енерґiї

Нещодавна деформацiя спецiальної теорiї вiдносностi, яку називають по-

двiйною спецiальною теорiєю вiдносностi (ПСТВ), спiльно враховує двi iнва-

рiантнi фундаментальнi шкали, якi накладають вiдповiднi обмеження: одна

з них – шкала швидкостi, обмежена швидкiстю свiтла, а iнша – енерґетична

шкала, природно обмежена енерґiєю Планка [16, 15, 216, 217, 221]. ПСТВ ва-

жлива для опису динамiки (елементарних) частинок за дуже високих енерґiй,

якi наближаються до масштабу Планка. Вважається, що на такому масштабi

на структуру простору–часу можуть впливати ефекти квантової ґравiтацiї.

Спочатку ПСТВ була введена алгебраїчно з використанням певних дефор-

мацiй групи Лоренца [216, 217]. Пiзнiше, її ввели на основi кiлькох фiзичних

постулатiв, включаючи вимогу її зведення до спецiальної теорiї вiдносностi у

ґраницi низьких енерґiй [16, 15].

У звичайнiй спецiальнiй теорiї вiдносностi iмпульс змiнюється при пере-

твореннi Лоренца ґенератором нескiнченно малого бусту J як

δp0 = {J, p0} = p1, δp1 = {J, p1} = p0, (2.149)
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де розглянуто 1+1 вимiри, i {, } позначає дужку Пуасона.

З iншого боку, ПСТВ модель Магейхо–Смолiна [221] набуває вигляду

δp0 = {J, p0} =
(
1− p0

κ

)
p1, δp1 = {J, p1} = p0 −

p21
κ
, (2.150)

де κ вiдiграє роль енерґiї Планка (обмеження).

Завдяки фактору 1 − p0/κ, для p0 = κ, маємо δp0 = 0, i, отже, iнва-

рiантнiсть енерґiї Планка. При перетвореннi (2.150), знаходимо iнварiантну

велчину p2/(1− p0/κ)
2, де p2 = p20 − p21.

Моделi ПСТВ передбачають, що iмпульс частинки перетворюється не-

лiнiйно пiд дiєю групи Лоренца. У цьому вiдношеннi, iснує безлiч способiв

реалiзувати нелiнiйнi представлення групи Лоренца, що пiдкоряються вище-

згаданим постулатам, але для розвинення теорiї iснують два основнi шляхи:

або працювати в звичайному просторi–часi, або дослiджувати простiр–час

iз залученням координат, що не комутують. У некомутативному випадку,

для визначення класичної динамiки Гамiльтона використовуються неканонi-

чнi дужки Пуассона. Зрозумiло, що залежно вiд вибору вихiдних припущень,

моделi можуть приводити до рiзних фiзичних наслiдкiв або передбачень.

Тут ми пропонуємо нове правило “κ-додавання” для енерґiй частинок та

вивчаємо його властивостi, а потiм вводимо вiдповiдний гамiльтонiан для

одномодової багатофотонної системи. На його основi, припускаючи незале-

жнiсть рiзних мод, ми дослiджуємо термодинамiку випромiнювання чорного

тiла в рамках ПСТВ i отримуємо основнi термодинамiчнi величини. Нашi роз-

рахунки приводять до досить незвичних результатiв, особливостi яких аналi-

зуються та iлюструються графiками. Окрiм основних наслiдкiв та висновкiв,

ми даємо також коротке порiвняння з вiдповiдними аспектами у деяких су-

мiжних роботах.
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2.3.1. Нове правило додавання енерґiї та гамiльтонiан. Точне

дисперсiйне спiввiдношення для ПСТВ в моделi Магейхо–Смолiна [176] є

E2 − p2

(1− E/κ)2
= m2, (2.151)

де p0 = E i p = |p⃗|; m – маса спокою. Це спiввiдношення перетворюється у

звичайне дисперсiйне спiввiдношення через (пряме/зворотнє) вiдображення

ϵ =
E

1− E/κ
, π⃗i =

p⃗i
1− E/κ

, (2.152)

E =
ϵ

1 + ϵ/κ
, p⃗i =

π⃗i
1 + ϵ/κ

, (2.153)

так що, маємо ϵ2 − π2 = m2.

Рiвняння (2.153) показує, що E = κ у межi ϵ → ∞, i з ϵ > 0 в (2.153),

маємо E 6 κ, що вказує на iснування максимальної енерґiї в Природi.

Замiсть недеформованого закону збереження енерґiї, ϵtot = ϵ1 + ϵ2, ми

пропонуємо новий закон з ПСТВ:

Etot = E1 ⊕κ E2, (2.154)

з “κ-додаванням”

a⊕κ b =

a
1−a/κ +

b
1−b/κ

1 + 1
κ

(
a

1−a/κ +
b

1−b/κ

) . (2.155)

Ясно, що κ-додавання зводиться до звичайного додавання у межi κ→ ∞.

Властивостi κ-додавання: 1) κ-додавання комутативне: a⊕κ b = b⊕κ a;

2) воно асоцiативне: (a ⊕κ b) ⊕κ c = a ⊕κ (b ⊕κ c); 3) iснує 0-тотожнiсть:

a⊕κ0 = a; 4) iснує обернений елемент 	κa для a: a⊕κ(	κa) = 0,що дає 	κa =

− a
1−2a/κ ; 5) κ-додавання κ i будь-якого елемента a дає κ: a⊕κκ = limb→κ a⊕κ

b = κ. Остання властивiсть вказує, що енергiя Планка – максимальна енергiя:

E ⊕κ κ = κ. Окрiм того, для будь-яких додатних енергiй E1, E2 (6= κ) ми

знаємо, що E1 ⊕κ E2 < κ. Отже, енергiя Планка – максимальна енерґiя, так

само, як швидкiсть свiтла – максимальна швидкiсть.
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Фотони на планкiвському масштабi. Фотони задовольняють дефор-

моване дисперсiйне спiввiдношення на планкiвському масштабi, яке збiгає-

ться з недеформованою теорiєю, тобто E = p.

Однак, енерґiя фотона задовольняє деформований закон збереження енер-

ґiї, заданий κ-додаванням. Отже, повна енерґiя для n фотонiв вiдрiзняється

вiд числа n енерґiй одного фотона, En photons 6= nE1 photon.

Наприклад, енерґiя двох тотожних фотонiв на планкiвському масштабi

задовольняє

E2 photons = E1 photon ⊕k E1 photon =
2E1 photon

1 + E1 photon/κ
. (2.156)

Якщо покласти

n�κ a = a⊕κ a⊕κ · · · ⊕κ a︸ ︷︷ ︸
n

(2.157)

енерґiя n фотонiв задається як

En photons = n�κ E1 photon =
nE1 photon

1 + (n− 1)E1 photon/κ
(2.158)

де вимагаємо E1 photon = hν 6 κ. Цiкаво, що

lim
n→∞

En photons = κ. (2.159)

Отже, гамiльтонiан тотожних фотонiв на планкiвському масштабi є

H =
Nhν

1 + (N − 1)hν/κ
(2.160)

де оператори народження/знищення фотона задовольняють

[a, a†] = 1, N = a†a (2.161)

i число станiв фотона береться як N |n〉 = n|n〉, n = 0, 1, 2, . . ..

Гамiльтонiан (2.160) багатьох одномодових (монохроматичних) фотонiв,

зв’язаних звичайними бозонними формулами (2.161), принципово вiдрiзняє-

ться вiд вiдомого вiльного (або лiнiйного) гамiльтонiану: вiн забезпечує не-

тривiальну самодiю в кожнiй модi. Iншими словами, κ-додавання (2.158) при-

родно приводить до самодiї в гамiльтонiанi (2.160).
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Спiльне з класом деформованих осциляторiв. Варто зазначити, що

нелiнiйний гамiльтонiан (2.160) також можна отримати iншим способом поза

ПСТВ, а саме в рамках теорiї деформованих осциляторiв (бозонiв).

Конкретний деформований осцилятор (ДО) з операторами народження i

знищення ã†, ã, якi задовольняють спiввiдношення

[ã, ã†] = ϕκ(N + 1)− ϕκ(N), ϕκ(N) ≡ ã†ã =
N

1 + κ−1(N − 1)hν
, (2.162)

визначається вiдповiдною функцiєю структурної деформацiї (ФСД) ϕκ(N)

(див. [237]), яка тут залежить вiд параметра деформацiї hν/κ. Це приводить

до вiльного гамiльтонiану деформованих бозонiв:

H̃ = hν ã†ã = hν ϕκ(N),

який збiгається з (2.160).

У цьому випадку, самодiя схована в деформацiї. Якщо κ−1 → 0, H i H̃

зводяться до лiнiйного гамiльтонiану звичайних фотонiв.

Явний вигляд ФСД в (2.162) показує її рацiональну залежнiсть вiд опера-

тора числа збуджень N . Дуже подiбний ДО, чия ФСД ϕµ(N) = N/(1 + µN)

також має рацiональний тип N -залежностi, вiдомий як µ-осцилятор Янусi-

са [171]. Важливо, що ДО з рацiональною нелiнiйнiстю принципово вiдрiзняю-

ться вiд вiдомих одно- i дво-параметричних ДО Фiбоначчi [20, 51, 220, 68, 21]

на основi ФСД експоненцiйного типу. Останнi допускають також 3-, 4- i 5-

параметричнi розширення (експоненцiйного типу), поданi в [77, 243, 57], i всi

три належать до ДО класу Фiбоначчi [121]. Навпаки, ДО з рацiональною

нелiнiйнiстю в ФСД, як µ-осцилятор i подiбнi, не є Фiбоначчi, але є квазi-

Фiбоначчi ДО [121].

Є низка робiт по дослiдженню рiзних аспектiв µ-осцилятора i µ-аналогiв

моделi Бозе-газу. Згадаймо роботи, що розвивають модель µ-Бозе газу в кон-

текстi n-частинкового розподiлу та кореляцiйних функцiй [122, 123], або з

точки зору µ-деформованої термодинамiки [293]. Нещодавно було запропо-
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новано застосування µ-бозе конденсату [126] для ефективного моделювання

загальних властивостей темної матерiї, що оточує карликовi галактики.

2.3.2. Випромiнювання чорного тiла. В принципi, iснують рiзнi мо-

жливостi опису модифiкованого спектру випромiнювання, що складається з

нескiнченного числа фотонних мод з рiзними частотами. Найбiльш обґрун-

тована точка зору на ПСТВ багаточастинкових систем [224] пропонує збе-

регти стандартну аддитивну форму повної енерґiї i, отже, знехтувати не-

локальною взаємодiєю мiж рiзними модами. На практицi ми використовує-

мо κ-додавання лише для тотожних частинок, тобто для фотонiв однакової

довжини хвилi. Таким чином, κ-додавання, математично сформульоване для

довiльно вiддалених частинок, викликає додаткове (нелокальне) притягання

мiж монохроматичними фотонами, що зменшує їх загальну енерґiю-масу. У

той же час, густина таких фотонiв виявляється порядку планкiвської густи-

ни, κ3(~c)−3.

За цих умов, ми не розглядаємо проблему “футбольного м’яча” в ПСТВ

[164], яка стосується переважно макроскопiчних тiл, i вiдкидаємо її завдяки

фокусуванню на щiльнiй (i компактнiй) системi, що складається з невзаємо-

дiючих пiдмножин тотожних квантiв свiтла. Однак, подiбно до iнших теорiй

ПСТВ, члени 1/κ-розкладу повної енерґiї-маси розбiгаються за степеневим

законом iз збiльшенням числа фотонiв [164], тодi як точний вираз не переви-

щює κ. Це пов’язано з особливiстю врахування додаткового притягання, яке

породжується модифiкацiєю додавання енерґiї-iмпульсу.

Застосовуючи планкiвське обмеження лише до пiдсистеми тотожних фо-

тонiв з однаковою циклiчною частотою ω та числом (заповнення) фотонiв nω,

пишемо

E({nω}) =
∑
ω

Eω,n, Eω,n =
~ωnω

1 + ~ω(nω − 1)/κ
, (2.163)

де операцiя пiдсумовування вiдображає дискретнiсть спектру у скiнченному

об’ємi V ; дисперсiйне спiввiдношення в трьох просторових вимiрах також є
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ω = c|k|, де k – хвильовий вектор.

Видно, що, загалом, Eω,n < ~ωnω. Фiзично, це означає наявнiсть дода-

ткового (далекодiючого) притягання мiж тотожними фотонами, яке зростає

разом з nω. Отже, випромiнювання фотонiв вимагає високотемпературного

режиму, порiвнюючи температуру з характерною енерґiєю порядку κ, щоб

подолати притягальний бар’єр.

З iншого боку, енерґiя окремого фотона ~ω обмежена умовою ~ωmax = κ,

оскiльки Eω,n = κnω/(nω − 1 + κ/~ω) > κ при ~ω � κ, що є поза ПСТВ.

Ми припускаємо, що подiбнi обмеження можуть також виникати в iнших

системах бозонiв з додатковим притяганням, навiть не пов’язаних iз (моди-

фiкованою) спецiальною теорiєю вiдносностi. Надалi, ми опишемо термоди-

намiчнi властивостi таких систем.

Велика статистична сума. Формула (2.163) використовується для озна-

чення статистичної суми Ztot газу фотонiв в об’ємi V у великому канонiчно-

му ансамблi з температурою T = β−1, активнiстю z, i статистичними вагами

exp (−βEω,n), якi означено за Ґiбсом. Оскiльки фотоннi моди з рiзними ω

розглядаються окремо, функцiю Ztot подамо так

lnZtot =
∑
ω

lnZω, (2.164)

Zω = e−βκ
∞∑
n=0

zn exp

(
βκ

1− µω
1 + µω(n− 1)

)
, µω =

~ω
κ
. (2.165)

Зауважимо, що залежнiсть параметра деформацiїї µω вiд ω схожа на зале-

жнiсть параметра деформацiї вiд iмпульсу в [351].

Оскiльки значення Eω,n при nω > 1 лежать всерединi енерґетичної зони

скiнченної ширини, ~ω 6 Eω,n 6 κ, ряд (2.165) розбiгається при z = 1. Отже,

наявнiсть активностi z < 1 ґарантує збiжнiсть статистичної суми. Тодi, z

визначається вiд’ємним хiмiчним потенцiалом ν = −|ν| як z = exp (βν), що

вiдповiдає системi з ефективним притяганням.
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Головна особливiсть обчислення (2.165) пов’язана з фактором ∼ 1/(1 +

µωn) у мiрi Ґiбса. Його роль статистично можна оцiнити за допомогою пара-

метра порядку (середнього поля):

σ(z, x, µω) =
e−x

Zω

∞∑
n=0

1− µω
1 + µω(n− 1)

zn exp

(
x

1− µω
1 + µω(n− 1)

)
. (2.166)

Надалi x ≡ βκ, а також припускається, що Zω = Z(z, x, µω).
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Рис. 2.8. Залежнiсть середнього поля σ вiд активностi z за рiзних значень µ.

Суцiльнi кривi описують точнi залежностi (2.166), якi знайдено чисельно для

βκ = 0.1. Пунктирнi кривi, найближчi до суцiльних, одержано аналiтично в

наближеннi MFA (2.169), тобто при βκ = 0.

Можна переконатися, що σ ≈ 1 при x � 1. Нетривiальна термодинамiка

виникає при x � 1, що вимагає температур T , вищiх за κ. Якщо 0 < µ < 1,

то 0 6 σ 6 1. За нефiзичних µ > 1, iснує область (z, x), де σ < 0.

Здiйснимо обчислення у припущеннi, що x < 1 i 0 < µ < 1. Iснування па-

раметра порядку дозволяє оцiнити статистичну суму i термодинамiчнi фун-

кцiї в наближеннi середнього поля (MFA), замiнюючи фактор (1 − µω)/(1 +

µω(n− 1)) у статистичних вагах (2.165) середнiм полем σω. Самоузгоджений
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опис вимагає одночасного формулювання рiвнянь для статистичної суми i σω:

ZMFA
ω ≡ e−x

∞∑
n=0

zn exp (xσω), (2.167)

σω ≡ e−x

ZMFA
ω

∞∑
n=0

1− µω
1 + µω(n− 1)

zn exp (xσω). (2.168)

Одержуємо

ZMFA
ω =

ex(σω−1)

1− z
, σω = Λ (z, µω) , (2.169)

де функцiя

Λ(z, µ) =
(1− µ)(1− z)

µ
Φ(z, 1, µ−1 − 1) (2.170)

виражається аналiтично через трасцендент Лерха

Φ(z, s, a) =
∞∑
n=0

zn

(a+ n)s
(2.171)

i зображена пунктирними кривими на Рис. 2.8. Зауважимо, що σω збiгається з

σ(z, 0, µω), i рiвняння моделi в наближеннi MFA є простими для розв’язання.

Аби зв’язати ZMFA
ω з Zω, розкладемо Zω = e−x

∑
n z

n exp (xσω + xsω,n) в

ряд за флуктуацiями sω,n = (1−µω)/(1+µω(n− 1))− σω. Простi обчислення

приводять до формули:

Zω = ZMFA
ω + ex(σω−1)

∞∑
k=1

(−xσω)k
k∑

m=0

(−µωσω)−m(1− µω)
m

m!(k −m)!
Φ(z,m, µ−1

ω − 1),

(2.172)

де використано бiномiальний розклад та означення Φ(z, s, a). Зауважимо, що

член з iндексом k = 1 зникає завдяки (2.169).

Термодинамiчнi функцiї однiєї моди. При обчисленнi термодинамi-

чних функцiй обмежимося першими ненульовими членами розкладу за ма-

лим параметром x = βκ, який явно залежить вiд T . Маємо

Nω =
(
z∂z lnZMFA

ω

)
β,σω

+O(x)

=
z

1− z
+O(x), (2.173)
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Uω = −
(
∂β lnZMFA

ω

)
z,σω

+O(x)

= κ[1− Λ(z, µω)] +O(x), (2.174)

Sω =
(
lnZMFA

ω − x∂x lnZMFA
ω

)
z,σω

+O(x)

= − ln (1− z) +O(x). (2.175)

Cω =
(
x2∂2x lnZ(2)

ω

)
z,σω

+O(x3), (2.176)

де Nω = (z∂z lnZω)β, Uω = − (∂β lnZω)z i Sω = (lnZω − x∂x lnZω)z – пов-

не середнє число фотонiв, повна внутрiшня енерґiя i ентропiя. Цi функцiї

вiдразу оцiнено в наближеннi MFA. Чисельна перевiрка пiдтверджує добре

узгодження Nω(z) (2.173) з точною залежнiстю, яку одержано для x� 1.

Теплоємнiсть Cω вимагає використання статистичної суми у наступному

порядку теорiї збурень:

Z(2)
ω (z, x, µω, σω) = ZMFA

ω (z, x, σω) [1 + F (z, x, µω, σω)] , (2.177)

F (z, x, µω, σω) ≡ x2

2

[
(1− µω)

2(1− z)

µ2ω
Φ(z, 2, µ−1

ω − 1)

−2σωΛ(z, µω) + (σω)
2
]
+ x[Λ(z, µω)− σω], (2.178)

де функцiя F вважається малою поправкою.

З виразу lnZ(2)
ω = lnZMFA

ω +F (в лiнiйному наближеннi за F ), знаходимо

Cω = x2υ(z, µω) +O(x3), (2.179)

де функцiя υ(z, µ) = ∂2xF (z, x, µ,Λ(z, µ)) є

υ(z, µ) =
(1− µ)2(1− z)

µ2
Φ(z, 2, µ−1 − 1)− Λ2(z, µ). (2.180)

Видно, що вона збiгається з дисперсiєю (енерґiї)〈(
1− µ

1 + µ(n− 1)

)2
〉

MFA

−
〈

1− µ

1 + µ(n− 1)

〉2

MFA

. (2.181)

Зауважимо, що Cω ≡ (−β2∂βUω)z,σω = 0 випливає з пiдстановки Uω до (2.174)

або покладання x = 0 в (2.179).
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Для аналiзу корисно порiвняти безрозмiрну внутрiшню енерґiю одного

фотона uω = Uω/(κNω), яка одержується з (2.174) i (2.173), з точною

u(z, x, µω) =
µω
∑∞

n=0 n[1 + µω(n− 1)]−1wn(z, x, µω)∑∞
n=0 nwn(z, x, µω)

, (2.182)

означеною за допомогою статистичних ваг:

wn(z, x, µ) = zn exp

(
x

1− µ

1 + µ(n− 1)

)
. (2.183)
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Рис. 2.9. Безрозмiрна внутрiшня енерґiя фотона uω (лiворуч) i дисперсiя υ

(праворуч) як функцiї активностi z за деяких µ. Суцiльнi кривi представля-

ють точнi залежностi (2.182) i (2.180) при βκ = 0.1. Пунктирнi кривi одер-

жано аналiтично в наближеннi MFA.

Фактично, uω в наближеннi середнього поля i u(z, x, µω) при x = 0.1 збi-

гаються на Рис. 2.9 лiворуч, що пiдтверджує застосовнiсть нашого пiдходу в

режимi високих T . Оскiльки повна внутрiшня енерґiя Uω зростає вiд 0 до κ

при z → 1, коли Nω → ∞, це пояснює зникнення uω (i u(z, x, µω)) при z → 1.

Також видно, що внутрiшня енерґiя фотона κuω прямує до ~ω при z → 0.

Тепер, розглянемо теплоємнiсть Cω одномодової пiдсистеми. Поведiнку

υ(z, µ) зображено на Рис. 2.9 праворуч, де її пiки в точках (zp, µp) вказують

на значнi флуктуацiї, якi можна пов’язати з перехiдними процесами i якi

пригнiчуються при x� 1. Тому, очiкується iснування двох фаз в цiй моделi.

Зауважимо, що з (2.180) випливає: limµ→1 υ(z, µ) = z(1 − z). Тому, при

µ→ 1, має мiсце дзеркальна симетрiя вiдносно точки z = 0.5.
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Характеристики випромiнювання. За великих V замiнемо дискре-

тний енерґетичний спектр неперервним. Тодi, число квантових станiв в iн-

тервалi (ω, ω+dω) задається величиною (V ω2/π2c3) dω, яка враховує двi по-

ляризацiї фотонiв [289].

Завдяки адитивностi енерґiй рiзних мод, енерґiя випромiнювання, зосе-

реджена в частотному iнтервалi (ω, ω + dω) є dE = Uω(V ω
2/π2c3) dω. Отже,

спектральна густина випромiнювання,

1

4πV

dE
dω

=
κ3

4π3c3~2
e(z, x, µω), (2.184)

визначається функцiєю, яка виводиться з Zω:

e(z, x, µ) = µ3
∑∞

n=0 n[1 + µ(n− 1)]−1wn(z, x, µ)∑∞
n=0wn(z, x, µ)

. (2.185)

Оскiльки, κµω = ~ω i xµω = β~ω не залежать вiд κ, маємо

lim
κ→∞

κ3e(z, x, µω) =
(~ω)3

z−1 exp (β~ω)− 1
, (2.186)

що вiдтворює формулу Планка для спектральної густини випромiнювання [289].

Пiсля замiни в (2.164) пiдсумовування iнтеґруванням за ω з верхнею ме-

жею ωmax = κ/~, як арґументовано вище, знаходимо повну енерґiю:

E =
V κ4

π2(~c)3
ε(z, x). (2.187)

Тут

ε(z, x) =

1∫
0

e(z, x, µ)dµ, ε0(z) = lim
x→0

ε(z, x), (2.188)

– безрозмiрна енерґiя випромiнювання, зображена на Рис. 2.10.

Аналiтично, ε0(z) =
∫ 1

0 [1− Λ(z, µ)]µ2dµ i дорiвнює

ε0(z) =
z

4
+
z2

12
− z(1− z)

(
Li1(z)

6
− Li2(z)

2
− Li3(z)

)
−z(1− z)

∞∑
k=1

zk

k4
(k + 1) ln (k + 1), (2.189)
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Рис. 2.10. Температурна залежнiсть безрозмiрної енерґiї випромiнювання ε

з (2.188) за рiзних z (чисельний результат). Пунктирнi прямi вiдображають

значення енерґiї при T → ∞, якi випливають з ε0(z) в (2.189).

де Lis(z) – полiлогарифмiчна (або Бозе) функцiя: Lis(z) =
∑∞

k=1 z
k/ks.

З Рис. 2.10 видно, що за фiксованого значення активностi z̄ повна енерґiя

випромiнювання (в одиницях V κ4/π2(~c)3) обмежена (коли T → ∞) вiдповiд-

ним значенням ε0(z̄). Монотонна функцiя ε0(z) має такi характернi значення:

ε0(0) = 0 i ε0(1) = 1/3, якi випливають з означення Λ(z, µ).

Порiвняємо (2.187) з законом Стефана–Больцмана: ESB = π2V T 4/(15~3c3)

[289]. Поки ESB → ∞ при T → ∞, результат ПСТВ передбачає скiнченне

значення енерґiї випромiнювання за будь-яких великих температур T � κ.

Подiбнiсть ESB i E полягає у законi четвертого порядку, який визначає зале-

жнiсть повної енерґiї випромiнюванняde вiд T i κ вiдповiдно.

Повне число фотонiв у випромiнюваннi чорного тiла, повна енерґiя та

повна ентропiя в наближеннi середнього поля обчислюються аналiтично на

основi (2.173)–(2.175):

NMFA =
V κ3

3π2(~c)3
z

1− z
, (2.190)

EMFA =
V κ4

π2(~c)3
ε0(z), (2.191)
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SMFA = − V κ3

3π2(~c)3
ln (1− z). (2.192)

Рiвняння стану виводиться iз спiввiдношення βPV = lnZtot. З використан-

ням виразiв в наближеннi MFA, одержуємо

PV = TSMFA − EMFA. (2.193)

Ця формула вiдрiзняється вiд P = ESB/(3V ) для ультрарелятивiстських ча-

стинок. З iншого боку, розклад функцiй (2.190)–(2.193) в ряд до членiв пер-

шого порядку за z (коли 0 < z � 1 для − ln z ∼ βκ) дає

Ñ =
V κ3

3π2(~c)3
z, Ẽ =

V κ4

4π2(~c)3
z, (2.194)

S̃ =
V κ3

3π2(~c)3
z, P̃ =

κ4z

12π2(~c)3

(
4
T

κ
− 3

)
, (2.195)

так, що спiввiдношення для ультрарелятивiстських частинок S̃ = 4Ẽ/(3T ) i

P̃ = Ẽ/(3V ) зберiгаються при T =κ. Також, S̃/Ñ =const, подiбно до звичай-

ного газу фотонiв [289].
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Рис. 2.11. Температурний порiг випро-

мiнювання фотонiв як функцiя вiд z.
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Рис. 2.12. Функцiя η(z), яка визначає

залежнiсть теплоємностi CMFA вiд z.

Однак, формули (2.190)–(2.193) не вiдтворюють вiдомi вирази для випро-

мiнювання чорного тiла в межi κ→ ∞, оскiльки одержанi в наближеннi MFA

для режиму високих температур.
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Випромiнювальна здатнiсть в моделi з ефективним притяганням задає-

ться умовою P > 0, яка реалiзується за температур T , вищих за порiг Tth.

Порогову температуру Tth, за якої система починає випромiнювати, знайде-

мо з вимоги P = 0. Формула (2.193) дозволяє оцiнити TMFA
th як функцiю

активностi z. Аналiтично знаходимо

TMFA
th (z)

κ
= −3

ε0(z)

ln (1− z)
, lim

z→0

TMFA
th (z)

κ
=

3

4
, (2.196)

i ця залежнiсть зображена на Рис. 2.11.

Шляхом iнтеґрування (2.179) одержується повна теплоємнiсть в MFA:

CMFA =
V

T 2

κ5

π2(~c)3
η(z), (2.197)

де ми означили η(z) = (1− z)η1(z)− (1− z)2η2(z), i

ηα(z) =

1∫
0

(
Φ(z, 3− α, µ−1 − 1)

)α
(1− µ)2dµ, α = 1, 2. (2.198)

Функцiї η1,2 можна аналiтично обчислити в явному виглядi. Результат обчи-

слень подано на Рис. 2.12.

Випишемо цi функцiї:

η1(z) =
1

3
+

z

30
+

∞∑
n=2

(
n2 + 10n+ 1

3(n− 1)4
− 2

n(n+ 1)

(n− 1)5
lnn

)
zn, (2.199)

η2(z) =
1

3
+
z

6
+

(
4 ln 2− 79

30

)
z2 +

∞∑
n=3

(
2n

(n− 1)4
lnn

+2
(n− 1)2

(n− 2)5
ln (n− 1) +

1

3(n− 1)
− n+ 1

(n− 1)3

+
n

6(n− 2)2
− n(n− 1)

(n− 2)4
+ An

)
zn. (2.200)

Коефiцiєнт A3 = 0 i An>4 =
∑n−3

k=1 I(n− 2− k, k), де

I(n, k) =

1∫
0

µ2(1− µ)2

(1 + µn)(1 + µk)
dµ (2.201)
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=
(n+ 1)2

n4(n− k)
ln (n+ 1)− (k + 1)2

k4(n− k)
ln (k + 1)

+
1

6n3k3
[2k2n2 + 9kn(n+ k) + 6(n2 + kn+ k2)], n 6= k;(2.202)

I(n, n) =
n2 + 12n+ 12

3n4
− 2

(n+ 1)(n+ 2)

n5
ln (n+ 1). (2.203)

Знаходимо, що I(n, n) = limk→n I(n, k), i I(n− 1, n− 1) вже використано як

коефiцiєнт в (2.199).

Зауважимо, що теплоємнiсть звичайного випромiнювання чорного тiла

має залежнiсть C ∼ V T 3 в той час, коли CMFA ∼ V κ5T−2. Однак, незвична

поведiнка CMFA є наслiдком скiнченної ширини енерґетичної зони в систе-

мi [289] (подiбно до магнiтних систем), що припускалося на початку.

2.3.3. Пiдсумки. Запропоновано оригiнальне правило κ-додавання, сти-

мульоване ПСТВ, яке демонструє вирiшальну роль енерґiї Планка κ. Це пра-

вило природно привело нас до нелiнiйного гамiльтонiана одномодових пiдси-

стем фотонiв iз самодiєю. Цей гамiльтонiан, що має нелiнiйну (рацiональну)

залежнiсть вiд оператора числа збуджень i враховує незалежнiсть рiзних мод,

використано для оцiнки основних термодинамiчних величин випромiнювання

чорного тiла. Наявнiсть масштабу κ проявилася в наших основних результа-

тах та фiзичних наслiдках.

Перш за все, енерґiя одномодової пiдсистеми лежить всерединi енерґети-

чної зони скiнченної ширини, верхня межа якої визначається κ, що впливає

на термодинамiчнi властивостi.

Як випливає з рiвняння (2.196) i показано на Рис. 2.11, у нашому пiд-

ходi з’являється порогова температура Tth (залежна вiд z). Це означає, що

випромiнювання виникає при T > Tth(z). Така властивiсть випромiнювання

чорного тiла може мати важливi наслiдки та несподiванi прояви.

Варто пiдкреслити особливу поведiнку одномодової та повної теплоємно-

стi (див. Рис. 2.9 i Рис. 2.12), а також її незвичну залежнiсть вiд температури.
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Отримано цiкаве рiвняння стану, яке суттєво вiдрiзняється вiд того, що вiдо-

мо в стандартнiй фiзицi випромiнювання чорного тiла.

Прокоментуємо деякi роботи з фiзики чорного тiла на основi деформова-

ної термодинамiки [226, 18, 142, 347, 71, 366] i порiвняємо їх висновки з вiдо-

мим результатом [289] та з представленими вище. У згаданих роботах основна

новизна, що з’являється внаслiдок деформацiї, полягає в певнiй модифiкацiї

префакторiв у виведених версiях закону Стефана–Больцмана. Окрiм того,

константа Стефана починає залежати вiд параметра деформацiї. Закон зсуву

Вiна все ще зберiгається для деформованого бозе-газу, хоча з певним вклю-

ченням параметра деформацiї. В [71] формула Планка для деформованого

бозе-газу справдi вiдрiзняється вiд звичайної: у формулi Планка з’являються

новi члени, якi вiдповiдають за взаємодiю мiж фотонами. Подiбно до випадку

iдеального бозе-газу, загальна енерґiя деформованого бозе-газу пропорцiйна

до T 4. Особливiстю є те, що стала Стефана–Больцмана ефективно зменшує-

ться при деформацiї.

Бiльшiсть представлених тут результатiв принципово вiдрiзняється вiд

згаданих, а саме, це стосується енерґiї, яка лежить у скiнченнiй зонi, осо-

бливої поведiнки питомої теплоємностi та iснування порогової температури,

з якої починається випромiнювання. Можна сподiватись на подальший роз-

виток даної моделi та на застосування результатiв для опису реалiстичних

об’єктiв в астрофiзицi та для ефективного моделювання в космологiї.
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Висновки до роздiлу 2

У роздiлi 2 розглянуто стани матерiї за високих густин енерґiї, якi вини-

кають в ультрарелятивiстських ядро-ядерних зiткненнях i передбачаються в

космологiї. За допомогою методiв космологiї проаналiзовано сценарiй прояву

додаткових вимiрiв в системi кваркiв i ґлюонiв. Вивчено ефект додатково-

го принципу вiдносностi, помiтна роль якого може проявлятися на ранньому

етапi еволюцiї Всесвiту.

Основними висновками, що виносяться на захист є такi:

– Для ранньої стадiї релятивiстських ядерних зiткнень описано еволюцiю

та анiзотропiю потокiв партонiв, якi мають визначальний вплив на основнi

спостережуванi iнтерферометричнi данi. Показано, що незначне число жорс-

тких партонiв обумовлює вiд’ємну провiднiсть i нестiйкiсть м’якої компонен-

ти (поля) при електромагнiтнiй взаємодiї, що сприяє iзотропiзацiї.

– Показано, що термалiзована кварк-ґлюонна речовина у зiткненнях ядер

приводить за умов Арканi-Хамеда, Дiмопулоса i Двалi до ненульової ймо-

вiрностi прояву додаткових компактних просторових вимiрiв, число яких не

перевищує шiсть у випадку конфайнменту i є необмеженим, але обумовленим

температурою, в режимi домiнування випромiнювання.

– За умови планкiвського обмеження зверху на енерґiю введено новий за-

кон додавання 4-iмпульсiв, на пiдставi якого знайдено термодинамiчнi фун-

кцiї та модифiкований аналог закону Стефана–Больцмана випромiнювання

чорного тiла за високих температур. Показано, що випромiнювання вiдбува-

ється за температури вище порогової i з обмеженою зверху густиною енерґiї.

Результати роздiлу опублiковано в 6 працях [78, 146, 268, 269, 334, 336].
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РОЗДIЛ 3

ЕФЕКТИ ҐРАВIТАЦIЇ В (2+1)-ВИМIРНОМУ ПРОСТОРI-ЧАСI

У цьому роздiлi ми враховуємо таку топологiчну особливiсть компактних

двовимiрних просторiв як рiд, яку може мати, зокрема, пiдпростiр додатко-

вих вимiрiв, поки наш тривимiрний простiр залишається топологiчно тривi-

альним: безмежним i пласким. Так, рiд g двовимiрних, компактних рiманових

поверхонь визначається за теоремою Ґауса-Боне i асоцiюється з числом ручок

(або дiрок), приєднаних до сфери Рiмана [376].

Рiмановi поверхнi часто використовуються в задачах теорiї струн [91],

низьковимiрної ґравiтацiї [211, 279] i квантової геометрiї [181]. Деколи, хао-

тична поведiнка в Природi обумовлюється особливiстю простору [144].

Тут, ми оперуємо рiмановими поверхнями роду один i два. Математично,

вони еквiвалентнi двовимiрним перiодичним ґраткам. Так, поверхня з g = 1,

або тор, спорiднена з чотирикутною ґраткою на площинi; а крендель з g = 2

– з восьмикутною ґраткою в просторi Лобачевського. Перiоди ґраток, твiрнi

комiрок, а також параметри, якi їх визначають, є глобальними у просторi

величинами, число незалежних серед яких пов’язано з g.

Автори робiт [360, 230] зауважили, що загальна теорiя вiдносностi в (2+1)

вимiрах еквiвалентна калiбрувальнiй ISO(2, 1) теорiї поля Черна-Саймонса

зi скiнченним числом глобальних ступенiв вiльностi, якi визначаються топо-

логiєю. Формулювання в термiнах глобальних величин, що задають фiзичний

фазовий простiр, робить ґравiтацiю у малому числi вимiрiв точно розв’язною

та квантованою [360]. Завдяки цьому факту загальнi аспекти квантування ха-

рактеристик порожнього простору-часу в (2+1) вимiрах вже вiдомi [111].

Зазвичай глобальнi змiннi вводяться ad hoc. Потiм, симплектична стру-

ктура iндукується за допомогою переформулювання як функцiоналу дiї так
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i вiдповiдної варiацiйної задачi в рамках звичайного метричного формалi-

зму Арновiта-Дезера-Мiзнера (АДМ) [246, 162, 163] або на пiдставi спiввiд-

ношень в групi гомотопiй теорiї Черна-Саймонса [279, 280, 281]. В рамках

геометричного пiдходу, дужка Пуасона вводиться згiдно з теорiєю Вейля-

Петерсона [109, 74].

У включених до дисертацiї працях [264, 265, 273, 274], глобальнi величини

та дужка Пуасона мiж ними, необхiднi для опису класичної динамiки i кван-

тування геометричних характеристик, визначаються двома способами, кожен

з яких застосовується у випадку поверхнi певного роду.

У випадку тороїдального простору, ми послiдовно редукуємо польову тео-

рiю Черна-Саймонса з додатковим джерелом та заданими ґенераторами ево-

люцiї до теорiї в термiнах чотирьох глобальних змiнних. Такий перехiд здiй-

снюється за допомогою запропонованої нами процедури, яка використовує

механiку Дiрака з в’язами [373, 375] та гомотопiчну групу [376]. Включення

додаткового джерела забезпечує прояв нових ефектiв у порiвняннi з поро-

жнiм тороїдальним Всесвiтом (див. [62, 63, 106, 111, 225]).

Для версiї поверхнi роду два [329], ми застосовуємо теорiю Вейля-Петер-

сона [169] для опису симплектичної структури простору двох глобальних па-

раметрiв, з яких конструюємо ґенератори еволюцiї. Спершу, використовуючи

рецепт з [9], знаходимо явнi вирази для ґенераторiв (Фукса) симетрiй поверхнi

i параметрiв Фенхеля-Нiльсена. За сценарiєм “великого вiдскоку” з петльової

ґравiтацiї [210], задаємо динамiку в просторi глобальних величин.

Таким чином, ми розглядаємо класичнi i квантовi моделi зi скiнченним

числом канонiчних ступенiв вiльностi. З класичних рiвнянь руху, продикто-

ваних ґравiтацiєю, знаходимо часову еволюцiю геометрiї просторiв в космоло-

гiчному сенсi. Здiйснюючи квантування, одержуються спектри геометричних

характеристик, таких як просторовi i часовi iнтервали, площа.

Однак, в рамках задачi про симетризацiю локальних величин на поверхнi

роду два, яка необхiдна для побудови польових теорiй i зводиться до обчисле-
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ння ряду за групою Фукса, ми вивчаємо подiбну з математичної точки зору

статистичну модель [270]. Там, знаходимо спектр випадкових ґрафiв, поро-

джених групою iзометрiй поверхнi, застосовуємо теорiю ланцюгiв Маркова

для його опису, i наводимо його мультифрактальнi показники [391, 338].

Такий пiдхiд обумовлений описом випадкових блукань на деревi Кейлi у

задачi (див. [353, 79]) та її належнiстю до класу стохастичних моделей явищ

на нетривiальних геометричних носiях, серед яких вiдзначимо турбулентнiсть

[174, 114], дифузiю, обмежену аґрегацiєю [342], полiмери [352, 166], динамiку

частинок у випадковому магнiтному полi [69, 67]. Зокрема, рiмановi поверхнi

також використовуються в моделях бiльярду як геометричнi носiї [144, 284].

3.1. Геометрiя тороїдального Всесвiту та спектри

характеристик

Класичнi i квантовi аспекти порожнього тороїдального Всесвiту добре ви-

вченi в лiтературi (див. [62, 63]). Тому, зосередимось на нових ефектах, спри-

чинених додатковою взаємодiєю iз статичним джерелом (моментом) в моделi

(2+1)-ґравiтацiї Черна-Саймонса.

Зауважимо, що в працях [141, 60] вже розглянуто взаємодiю поля зi спiном

частинок. Також iснують моделi [112], де поля топологiчної природи взаємо-

дiють з ґравiтацiйним.

У нашiй моделi, перш за все, знайдемо топологiчнi (глобальнi) ступенi

вiльностi, на число яких вказують топологiчнi арґументи: фiзичний фазовий

простiр має складатися з двох пар глобальних канонiчних змiнних, необхi-

дних для опису динамiки i квантування. Тому, “глобалiзацiя” локальної теорiї

поля з джерелом є важливою та цiкавою задачею.

Для переходу вiд локально-польового формулювання до канонiчного гло-

бального, ми пропонуємо таку процедуру: i) пошук розв’язку рiвнянь поля за

топологiчних умов з введенням глобальних змiнних в рамках гамiльтонового
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опису; ii) усунення зайвих ступенiв вiльностi за допомогою методiв гамiльто-

нової механiки Дiрака з в’язями [373]. Це дозволяє уникнути повернення до

функцiонала дiї для знаходження дужки Пуасона мiж параметрами та вiд-

разу проквантувати теорiю в термiнах канонiчних змiнних. Схожий пiдхiд до

(2+1)-мiрної ґравiтацiї на торi використано в [225].

Класичнi розв’язки рiвнянь поля (з джерелом i без нього) дозволяють

визначити часову еволюцiю твiрних векторiв плаского тора, чия фундамен-

тальна область – паралелограм. Iншими словами, можна вiдстежити змiну

геометрiї тороїдального Всесвiту з часом.

Вiдомо [62], що твiрнi вектори тора (паралелограма, чиї протилежнi сто-

рони ототожнюються) в моделi без космологiчної сталої (i без джерел) є лiнiй-

ними функцiями часу, а метрика простору-часу є метрикою Казнера. Очiку-

ється, що подiбна залежнiсть має мiсце i за наявностi сталого в часi джерела

(момента), але швидкiсть змiни геометрiї може вiдрiзнятися.

Iншим i важливим аспектом ґравiтацiї в (2+1) вимiрах простору-часу є її

квантовi властивостi, зокрема, спектри геометричних характеристик i амплi-

туди переходу мiж рiзними квантовими станами.

Незважаючи на те, що задачам (2+1)-вимiрної ґравiтацiї присвячено чи-

сленнi роботи, чимало з них в певному сенсi є формальними через труднощi

з баченням фiзичних процесiв [279, 280, 281]. Схема канонiчного квантування

зручна для опису та розумiння динамiки, ймовiрностей, а також для фiзи-

чного тлумачення [106]. Однак, вона стикається з проблемою впорядкування

операторiв, якiй ми придiляємо увагу.

Традицiйно, квантовi властивостi геометрiї простору–часу характеризу-

ються спектрами операторiв довжини, часу та площi. Виявляється, у (2+1)

вимiрах просторовоподiбнi величини неперервнi, тодi як спектр часоподiбних

iнтервалiв є дискретним [111]. Окрiм того, часто спостерiгається, що квантовi

стани геометричних характеристик вироджуються через високу симетрiю си-

стеми. Тодi можна передбачити результати включення джерела (зовнiшнього
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поля): або наявнiсть джерела лiквiдує виродження квантових станiв, або при-

веде до розщеплення квантових рiвнiв.

Ми зосередимось на розщепленнi дискретних станiв часоподiбних iнтер-

валiв. Подiбне явище добре вiдоме в квантовiй механiцi: це – ефект Зеємана

(розщеплення квантових станiв атома у зовнiшньому магнiтному полi). У

цьому випадку розщеплення виникає внаслiдок взаємодiї однорiдного магнi-

тного поля iз сумарним кутовим моментом електронiв. Застосовуючи цi iдеї

до квантової ґравiтацiї, дослiдимо квантовi стани Всесвiту з обертанням.

Ми також оцiнимо ймовiрнiсть переходу мiж станами, що вiдповiдають

рiзним площам компактного Всесвiту в рамках моделi iз зовнiшнiм глобаль-

ним кутовим моментом. Зазначимо працю [106], де амплiтуда переходу мiж

квантовими станами з рiзними модулями тора обчислюється в рамках чистої

теорiї Черна-Саймонса.

3.1.1. Глобальнi змiннi ґравiтацiї Черна–Саймонса.

Гамiльтонiв опис польової теорiї. Як зазначалося вище, є можливiсть

отримати низку нових (квантових) ефектiв при розглядi непорожнього (2+1)-

вимiрного Всесвiту з функцiоналом дiї, який узагальнює дiю Черна-Саймонса

шляхом включення взаємодiї iз моментом Iµa :

I =
1

2

∫
ϵµνλeaµ

(
∂νωλa − ∂λωνa + ϵabcω

b
νω

c
λ

)
d3x−

∫
Iµaω

a
µd

3x. (3.1)

Тут, трiада eaµ i спiнова зв’язнiсть ωaµ – незалежнi змiннi1. Груповi iндекси a,

b пiднiмаються i опускаються за допомогою метрики Мiнковського ‖ηab‖ =

diag(−1, 1, 1); ϵ012 = −ϵ012 = 1; ϵij ≡ ϵ0ij; ∂µ ≡ ∂/∂xµ.

Щоб зберегти iнварiантнiсть дiї при (iнфiнiтезимальних) калiбрувальних

перетвореннях:

δωaµ = ∂µτ
a + ϵabcωµbτc, (3.2)

1Iндекси a, b, µ, ν пробiгають вiд 0 до 2; iндекси α, β, i, j пробiгають вiд 1 до 2.



156

джерело Iµa має задовольняти умову:

∂µI
µ
a + ϵa

bcωµbI
µ
c = 0. (3.3)

Шарування простору–часу M → R × Σ0, де зрiзи Σt = {x ∈ M|x0 = t}
сталого часу утворюють однопараметричну сiм’ю Σ = {Σt|t ∈ R} дифеомор-

фних замкнених поверхонь роду g > 0, приводить до дiї:

I =

∫
dt

∫
Σt

d2xL (3.4)

з густиною функцiї Лаґранжа

L = −ϵijηabeai ω̇bj − ea0Ra − ωa0(Ta + I0a)− ωai I
i
a. (3.5)

Форми кривини та кручення визначаються так:

Ra ≡ ∂1ω2a − ∂2ω1a + ϵabcω
b
1ω

c
2, (3.6)

Ta ≡ ∂1e2a − ∂2e1a + ϵabc(e
b
1ω

c
2 + ec2ω

b
1). (3.7)

Завдяки формулюванню теорiї Черна-Саймонса без метрики, динамiка си-

стеми описується легко, але виникає проблема iнтерпретацiї результатiв. Щоб

пов’язати метричну ґравiтацiю з калiбрувальною теорiєю Черна-Саймонса,

означимо метрику у стандартний спосiб:

gµν = ηabe
a
µe

b
ν. (3.8)

Таке означення пов’язує спостережуванi геометрiї простору-часу i калiбру-

вальної теорiї в термiнах внутрiшнiх змiнних eaµ i ωaµ. Окрiм того, припускає-

ться, що топологiя простору з нульовою кривиною, а також спiнова зв’язнiсть

є нетривiальними. Це дозволяє зафiксувати ненульове значення кручення Ta
за допомогою джерела. З iншого боку, ненульове кручення не приводить до

нетривiальної топологiї (але до каспiв), що використано в системi “частин-

ки+поле” [141, 60].
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Розвинемо загальний формалiзм з нетривiальним крученням, який засто-

совний i для чистої теорiї Черна-Саймонса. Зауважимо, що член взаємодiї з

джерелом вимагає, щоб момент Iµa був два-формою, яку можна утворити з

один-форм, як iнтеґрали руху.

Для формулювання гамiльтонової динамiки, введемо канонiчнi iмпульси,

спряженi до eaµ(t,x) i ωaµ(t,x):

pµa(t,x) ≡
∂L(t,x)
∂ėaµ(t,x)

, πµa (t,x) ≡
∂L(t,x)
∂ω̇aµ(t,x)

. (3.9)

Нетривiальнi дужки Пуасона є

{eaµ(t,x), pνb (t,y)} = {ωaµ(t,x), πνb (t,y)} = δab δ
ν
µδ

2(x− y). (3.10)

Оскiльки лаґранжiан – вироджений за Дiраком (див. [373]), з (3.9) одер-

жимо первиннi в’язi (рiвняння першого порядку) в гамiльтоновiй картинi:

p0a = 0, π0a = 0, (3.11)

pia = 0, πia − ϵijηabe
b
j = 0. (3.12)

В’язi свiдчать про неможливiсть виразити швидкостi ėaµ, ω̇aµ через iмпульси.

Зауважимо, що канонiчну структуру теорiй Черна–Саймонса вже проана-

лiзовано, зокрема, в [33]. Тим не менш, ми проаналiзуємо рiвняння, узагаль-

ненi включенням джерела.

Хоча в [360, 279] також декларується, що eaµ i ωaµ – незалежнi змiннi, вони

виявляються канонiчно спряженими в гамiльтоновому описi. Справдi, так є,

якщо виключити iмпульси (3.9) з опису i врахувати в’язi (3.12). Така редукцiя

вимагає замiни дужки Пуасона на дужку Дiрака, яка i буде визначати новi

комутацiйнi спiввiдношення. Тут ми зберiгаємо розширений фазовий простiр

до знаходження розв’язкiв польових рiвнянь, i виключаємо всi зайвi ступенi

вiльностi за допомогою єдиної дужки Дiрака.
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Перетворення Лежандра приводить до канонiчного гамiльтонiану

H =

∫
Σ

d2x
[
ea0Ra + ωa0(Ta + I0a) + pµa ė

a
µ + π0aω̇

a
0

+
(
πia − ϵijηabe

b
j

)
ω̇ai + ωai I

i
a

]
. (3.13)

Невизначенi швидкостi ėaµ, ω̇aµ вiдiграють роль множникiв Лаґранжа.

З умови збереження в’язей p0a = 0, π0a = 0 в часi,

{p0a, H} = 0, {π0a, H} = 0, (3.14)

знаходимо вториннi в’язi:

Ra = 0, Ta + I0a = 0. (3.15)

В’язi (3.12) зберiгаються в часi, якщо

ω̇ai = ∂iω
a
0 + ϵabcω

b
iω

c
0, (3.16)

ėai = ∂ie
a
0 + ϵabc(ω

b
ie
c
0 + ebiω

c
0)− ηabϵijI

j
b . (3.17)

Оскiльки функцiї ėai , ω̇ai входять у гамiльтонiан в комбiнацiї з в’язями, їх

можна замiнити даними виразами.

Маючи повну систему в’язей, видно, що, рiвняння p0a = 0, π0a = 0 є в’язями

першого роду. Отже, поля ea0, ωa0 є довiльними функцiями. Щоб позбутися

калiбрувальної свободи, накладемо калiбрувальну умову:

ea0 = δa0 , ωa0 = 0, (3.18)

яка приводить до рiвнянь ω̇ai = 0, ė0i = 0, ėαi = ϵαβω
β
i −ηαβϵijI

j
β. Однак, теорiя

все ще залишається iнварiантною вiдносно SO(2) калiбрувальних перетво-

рень, якi випливають з (3.2).

Комутацiйнi спiввiдношення мiж функцiями в’язей показують, що (3.12) –

система в’язей другого роду, яка ефективно зменшує число ступенiв вiльностi.
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Iснує двi можливостi. Перша полягає в негайному квантуваннi польових

в’язей (першого роду), дiя яких на хвильову функцiю дає нуль i, тим самим,

визначає її [111, 301, 303]. Другий пiдхiд вимагає пошуку розв’язкiв класи-

чних рiвнянь в’язей з подальшим квантуванням теорiї [360]. Ми обираємо

другий шлях.

Розв’язки для полiв за топологiчних умов. Отже, ми маємо всi необ-

хiднi рiвняння, що описують динамiку. Тепер знайдемо розв’язки, залежнi вiд

топологiї простору. Наша стратегiя полягає в розкладi полiв за базисом аналi-

тичних функцiй, притаманних для поверхнi фiксованого роду. Тодi динамiчнi

та топологiчнi в’язi повиннi обрiзати нефiзичнi моди i зберегти фiзичнi. Ми

iлюструємо такий пiдхiд у випадку простору Σ з топологiєю тора T 2.

Як вiдомо [376], тор задається як T 2 = R2/Z2, де Z2 – дискретна гру-

па, яка складається з векторiв з цiлочисельними координатами. Функцiї на

торi – двоперiодичнi функцiї в R2: f(x1, x2) = f(x1 + 1, x2) = f(x1, x2 + 1).

Тодi, Фур’є-експоненти exp 2πi(nx1 +mx2), n,m ∈ Z, служать в якостi бази-

сних функцiй. Враховуючи це, символ
∫
Σ d

2x означає iнтеґрал за компактною

областю {(x1, x2)|x1, x2 ∈ [−1/2, 1/2]}.
Нехай ωai i πia – незалежнi змiннi теорiї. Пiсля пiдстановки eai = ϵijη

abπjb з

(3.12) в рiвняння Ta + I0a = 0, одержуємо закон Ґауса, що обмежує iмпульси:

∂iπ
i
a + ϵab

cωbiπ
i
c = I0a . (3.19)

У термiнах πia iнтервал записується так:

ds2 = −(dt− π20dx
1 + π10dx

2)2 +
∑
α=1,2

(π2αdx
1 − π1αdx

2)2. (3.20)

В’язь Ra = 0 показує, що простiр-час є всюди пласким. Однак, нетривi-

альнiсть топологiї вказує на неможливiсть стягнути довiльну замкнену криву

на поверхнi Σ в точку i приводить до сiм’ї глобально нееквiвалентних геоме-

трiй. Наявнiсть глобальної геометрiї є очевидною: якщо простiр – топологiчно

нетривiальний, зв’язнiсть дає внесок у фазу Ааронова–Бома вздовж кривої,
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яку не можливо стягнути в точку. Отже, зв’язнiсть визначається голономiями

(петлями Вiльсона):

ρ̂[γ] = P exp

∮
γ

dxµ ωaµĴa, (3.21)

де P позначає впорядкування вздовж шляху i Ĵa – ґенератори калiбрувальної

групи SO(2, 1). Оскiльки зв’язнiсть ωaµ є пласкою, ρ̂[γ] залежить лише вiд

гомотопiчного класу γ.

Загалом, слiд писати петлi з повною ISO(2, 1) зв’язнiстю. Однак, завдя-

ки польовим рiвнянням, ISO(2, 1) голономiї цiлком визначаються SO(2, 1)

зв’язностями. Очевидно, що у топологiчно тривiальному просторi голономiї

зводяться до одиничних операторiв, i ωaµ = 0.

У нашому випадку, є двi незалежнi голономiї ρ̂[γ1], ρ̂[γ2] вздовж колових

перетинiв тора, i фундаментальна група π1(Σ) ' Z2 з двох ґенераторiв [γ1],

[γ2] є абелевою. Це означає, що спiнова зв’язнiсть є нетривiальною i визначає-

ться двома глобальними параметрами, якi комутують в сенсi дужки Пуасона.

Цi параметри i є шуканими ступенями вiльностi, якi ми хочемо видiлити за

допомогою редукцiї. Фазовий простiр у цьому випадку буде описуватись дво-

ма парами канонiчних змiнних, i ми шукаємо двопараметричну сiм’ю метрик

gµν, iндукованих на Σ.

Враховуючи зазначенi арґументи i припускаючи всюди незмiннiсть дже-

рела, ступенi вiльностi системи повнiстю визначаються польовими змiнними у

фiксованiй точцi простору. Нехай ωai (t,0), πia(t,0) служать такими змiнними,

а iншi ступенi вiльностi тодi фiксуються в’язями:

ωai (t,x)− ωai (t,0) = 0, πia(t,x)− πia(t,0) = 0. (3.22)

Як вказано вище, функцiї на торi можна розкласти в ряди Фур’є. Дужки

Пуасона мiж коефiцiєнтами розкладу ωai (t,x) i πia(t,x) дорiвнюють 1 або 0

(але не δ–функцiї). Тодi, в’язi (3.22) вимагають зникнення коефiцiєнтiв при

exp 2πi(nx1 +mx2) для n,m 6= 0. Отже, ωai (t,0) збiгається з коефiцiєнтом
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при 1, i {ωai (t,0), π
j
b(t,0)} = δab δ

j
i .

Пiдстановка ωai (t,0) i πia(t,0) замiсть локальних полiв у в’язi приводить

до системи алґебраїчних рiвнянь, якi пов’язують мiж собою глобальнi змiннi.

З умови нульової кривини, знаходимо

ωai = γaui, ∂µ(γ
aui) = 0. (3.23)

Оскiльки накладенi умови вимагають, щоб поле ωai було сталим, лише гло-

бальнi SO(2) калiбрувальнi перетворення, якi параметризуються сталими τ a

в (3.2), є дозволеними. Зрозумiло, що вони змiнюють (повертають) вектор

γa, але не ui. Оскiльки калiбрувально-iнварiантнi параметри ui є глобаль-

ними (сталими), знаходимо, що вектор γa також не залежить вiд часової та

просторових змiнних. Ситуацiя, коли γaγa = 1, є фiзично доцiльною.

Iмпульси pi, спряженi до ui, знайдемо з формули:

∫
Σ

ωai π
i
ad

2x = ui

γa ∫
Σ

πiad
2x

 ≡ uip
i. (3.24)

Як i повинно бути, вираз для pi визначається коефiцiєнтом при 1 у розкладi

Фур’є поля πia. Таким чином, дужка Пуасона мiж ui i pi є

{ui, pj} = δji . (3.25)

Отже, ми описуємо простiр розв’язкiв як ко-дотичну в’язку T ∗R2. Величини

ui i pi повнiстю визначаються з початкових умов задачi.

Оскiльки спiввiдношення (3.25) має мiсце для змiнних в однаковi моменти

часу, то ṗi = 0 при сталих ui. У нашому калiбруваннi, маємо

π̇i0 = −I i0, π̇iα = ϵαβϵ
ijujγ

β − I iα. (3.26)

Тодi, враховуючи, що γa – сталий вектор, одержуємо додаткову умову, яка

обмежує вигляд джерела I ia: γaπ̇ia = ṗi = −γaI ia = 0.
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Легко знайти розв’язок рiвнянь (3.26):

πi0 = π̄i0 −
∫

dt I i0, πiα = π̄iα + ϵαβϵ
ijujγ

βt−
∫

dt I iα. (3.27)

Незалежнi вiд часу величини π̄ia задовольняють умову:

ϵab
cγbπ̄icui = I0a , (3.28)

яка випливає з (3.19). Окрiм того, видно, що вимагається γaI0a = 0.

Одержуємо загальний розв’язок:

πi0 = piγ0 + ii0, πiα = piγα + ϵαβϵ
ijujγ

βt+ iiα, (3.29)

де iia – розв’язок неоднорiдного рiвняння.

Проаналiзуємо деякi ситуацiї в теорiї без джерела. Позначимо частину

iнтервалу, залежну лише вiд просторових змiнних, як

dσ2 = (p2dx1 − p1dx2)2 + (γαγα)t
2(u1dx

1 + u2dx
2)2. (3.30)

Якщо вектор γa – просторовоподiбний, як припускалося вище, i γαγα = 1,

приходимо до вiдомого виразу для iнтервала тороїдального Всесвiту [106], а

саме, ds2 = −dt2 + dσ2.

Для часоподiбного вектора γa з γaγa = −1, iнтервал набуває вигляду

ds2− = −dt2 + 2sign(γ0)dtdΦ− dΦ2 + (γαγα)t
2dΨ2, (3.31)

де dΦ ≡ p2dx1 − p1dx2, dΨ ≡ u1dx
1 + u2dx

2. Видно, що змiннi Φ i Ψ –

перiодичнi, оскiльки такими є x1 i x2. Окрiм того, змiнна Φ є часоподiбною.

Отже, за фiксованих t i Ψ, iнтервал ds2− стає часоподiбним i продукує

замкненi часоподiбнi кривi. Тодi, випливає, що розв’язок з часоподiбним ве-

ктором γa приводить до метрики Гьоделя з порушеною причиннiстю.

Зауважимо, що iнтервали (3.30), (3.31) iнварiантнi щодо SO(2) калiбру-

вальних перетворень (в iнфiнiтезимальному виглядi):

δγα = ϵαβγβτ0. (3.32)
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Тепер, слiд редукувати вихiдний фазовий простiр, обмежений польовими

рiвняннями i топологiчними умовами, до фiзичного простору T ∗R2 з пар ui,

pi. Це можна зробити за допомогою замiни повної системи нелiнiйних в’язей

(разом з калiбрувальними) на спiввiдношення для польових змiнних, що ви-

ражаються в термiнах фiзичних змiнних, якi задовольняють систему в’язей.

Усунення полiв здiйснюється просто: слiд пiдставити вирази для полiв в тер-

мiнах ui, pi у динамiчнi величини i ввести дужку Дiрака, яка збiгається з

дужкою Пуасона (3.25).

Зауважимо, що наша параметризацiя полiв змiнними ui, pi узагальнює

вiдому параметризацiю в iншому пiдходi [106, 63] у випадку теорiї без джерела

i збiгається з нею при Iµa = 0.

3.1.2. Спостережуванi у квантовiй картинi. Наступним кроком є

дослiдження геометрiї простору iз заданою топологiєю за допомогою геоме-

тричних характеристик, а саме, iнтервалу та площi Всесвiту.

На класичному рiвнi (2+1)-ґравiтацiя – це система зi скiнченним числом

ступенiв вiльностi, квантування яких здiйснюється за звичайними принципа-

ми квантової механiки. Записуючи рiвняння Шрьодiнгера, нам слiд визначи-

ти параметр еволюцiї λ в системi, побудованiй за принципами загальної теорiї

вiдносностi. У рамках формалiзму Арновiта-Дезера-Мiзнера (АДМ) за нульо-

вого значення космологiчної сталої параметр еволюцiї означено як λ = 1/t

(див. [162, 163]). Однак, через вiдсутнiсть канонiчного гамiльтонiана, з рiвня-

ння Шрьодiнгера випливає лише те, що хвильовi функцiї не повиннi залежати

вiд λ i, отже, часу t. Тому задача квантової механiки зводиться до пошуку

власних значень операторiв геометричних величин i власних функцiй, якi

вiдiграватимуть роль хвильових функцiй.

Порожнiй всесвiт. По-перше, доцiльно розглянути квантування у ви-

падку теорiї без джерел з метою вiдпрацювання пiдходу, який можна надалi

застосувати до моделi з додатковою взаємодiєю. Тодi, проквантуємо довжи-
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ну, час та площу у пласкому тороїдальному Всесвiтi та порiвняємо нашi ре-

зультати з отриманими в iнших пiдходах, таких як спiнова пiна та петльова

квантова ґравiтацiя. Це цiкаво, оскiльки схема канонiчного квантування вра-

ховує повний набiр в’язей на вiдмiну вiд пiдходiв, де гамiльтоновою в’яззю

нехтують. Тим не менш, очiкується, що ми побачимо тi самi властивостi спе-

ктрiв просторовоподiбних та часоподiбних iнтервалiв, зокрема, неперервнiсть

та дискретнiсть, про якi вже вiдомо.

Введемо новi канонiчнi змiннi,

U =
√
(u1)2 + (u2)2, P =

u1p
1 + u2p

2√
(u1)2 + (u2)2

(3.33)

J0 = u2p
1 − u1p

2, Ω = arctan
u2
u1
, (3.34)

зручнi для подальшого формулювання. Дужки Пуасона мiж ними є

{U, P} = {J0,Ω} = 1. (3.35)

Окрiм того, введемо новi просторовi координати:

dϕ = sinΩdx1 − cosΩ dx2, dψ = cosΩdx1 + sinΩdx2. (3.36)

Якобiан повороту змiнних дорiвнює одиницi. Тодi, координати ϕ, ψ ∈ [0, 1] –

перiодичнi з одиничним перiодом, як i початковi.

Пiсля канонiчного перетворення iнтервал ds2 на основi розв’язку (3.30) з

γαγα = 1 набуває вигляду:

ds2 = −dt2 +

(
Pdϕ− J0

U
dψ

)2

+ t2U 2dψ2. (3.37)

Отже бачимо, що базисними векторами плаского тороїдального Всесвiту (який

уявляється як паралелограм з утотожненими протилежними сторонами) є

(tU, 0) i (−J0/U, P ). За наявностi кутового момента J0, координати ϕ i ψ

вже не є ортогональними. Бiльше того, оскiльки метрика явно залежить вiд

еволюцiйного параметра t, неможливо знайти хвильову функцiю, незалежну
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вiд t. Аби обiйти цю труднiсть, спробуємо перетворити цей вираз так, щоб

метрика мала спiльний масштабний фактор, який проквантуємо.

Враховуючи, що U , P i J0 – сталi, корисно звести останнiй вираз до бiльш

симетричного за два кроки. Перший полягає у замiнi:

t→ tUP, (3.38)

яка є лише переозначенням калiбрування (3.18), а саме, ea0 = UPδa0 .

Друге перетворення має вигляд:(
ϕ

ψ

)
→ Â

(
ϕ

ψ

)
, Â =

 U J0U
−2P−1

0 U−1

 ∈ SL(2,R). (3.39)

Оскiльки det Â = 1, область визначення змiнних ϕ i ψ зберiгається.

Отже, перетворення дають

ds2 = Q
(
−dt2 + dϕ2 + t2dψ2

)
, (3.40)

де сталий масштабний фактор є

Q ≡ U 2P 2 =
(
u1p

1 + u2p
2
)2
. (3.41)

Метрика (3.40) збiгається з анiзотропною метрикою Казнера i описує Все-

свiт, який розширюється вздовж осi ψ. Видно, що фактор Q не можна усуну-

ти замiною координат, якобiан якої дорiвнює одиницi. Однак, метрику можна

звести до метрики Мiнковського,

ds2 = −dτ 2 + dx2 + dy2, (3.42)

за допомогою перетворення координат:

τ =
√
Qt coshψ, x =

√
Qt sinhψ, y =

√
Qϕ. (3.43)

Зауважимо, що масштабний фактор Q, який визначається топологiчними

ступенями вiльностi uii pi, дорiвнює площi двовимiрної поверхнi фiксованого
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часу:

A = tQ. (3.44)

Тодi,
√
Q – лiнiйна характеристика тороїдального Всесвiту, i довжини кривих

мають бути пропорцiйними до цiєї величини, яка квантується.

Дiйсно, довжину просторовоподiбної кривої c: [0, 1] → Σt означимо як

L = ℓ
√
Q, ℓ =

1∫
0

dλ
√
w2
ϕ(λ) + t2w2

ψ(λ), (3.45)

де wϕ(λ) = dϕ(λ)/dλ, wψ(λ) = dψ(λ)/dλ – кутовi швидкостi, якi задають

напрям кривої за певного значення λ.

З iншого боку, власний час частинки, яка рухається вздовж часоподiбної

кривої, задається формулою:

T = τ
√

−Q, τ =

1∫
0

dt
√

1− w2
ϕ(t)− t2w2

ψ(t). (3.46)

Отже, величини, якi пiдлягають квантуванню i визначають спектри довжини

i часу, зосереджено в
√
Q. На класичному рiвнi, мiрою L i T є iнтеґральнi

характеристики ℓ i τ . При квантуваннi, з фiзичної точки зору замiнимо ℓ на

планкiвську довжину, а τ – на планкiвський час, якi тут дорiвнюють 1.

В принципi, квантування виразiв L i T можна вiдразу здiйснити за допо-

могою замiни iмпульсiв P , J0 операторами:

P → P̂ = −i
∂

∂U
, J0 → Ĵ0 = i

∂

∂Ω
. (3.47)

Однак, ми зiткнемося з проблемою впорядкування операторiв в схемi кано-

нiчного квантування. У зв’язку з цим, вкажимо два шляхи. Перший полягає

у симетричному квантуваннi. У цьому випадку маємо

Q̂ = −
(
U
∂

∂U
+

1

2

)2

, Q̂Ψγ(U,Ω) = −(γ + 1/2)2Ψγ(U,Ω), (3.48)

де Ψγ(U,Ω) – хвильова функцiя.
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Другий метод використовує нормальне впорядкування, коли

Q̂ = −U 2 ∂
2

∂U 2
, Q̂Ψγ(U,Ω) = −γ(γ + 1)Ψγ(U,Ω). (3.49)

Надалi, будемо працювати у такому пiдходi. Тим не менш, в обидвох ви-

падках видно, що спектр оператора Q̂ – вироджений, оскiльки вiн не фiксує

залежнiсть хвильової функцiї вiд кута Ω.

Без додаткових симетрiйних принципiв неможливо сказати, чи спектр γ є

дискретним або неперервним. Справдi, як передбачено у петльовiй квантовiй

ґравiтацiї [111] i в моделi спiнової пiни (див. [110, 87]), Q має бути Казимiром

SO(2, 1), означеним так:

Q = −J2
0 + J2

1 + J2
2 , (3.50)

де Ja – канонiчнi ґенератори, з комутацiйним спiввiдношеннями в термiнах

дужки Пуасона:

{J1, J2} = J0, {J1, J0} = J2, {J2, J0} = −J1. (3.51)

Аби переконатися, що Q – Казимiр, наведемо арґументи. Фактично, UP =

u1p
1+u2p

2 – дилатацiя, яка дозволяє вiдтворити можливий вигляд ґенерато-

рiв J1 i J2:

J1 = u1p
0 = cosΩ

√
Q+ J2

0 , J2 = u2p
0 = sinΩ

√
Q+ J2

0 , (3.52)

де p0 ≡
√
(p1)2 + (p2)2.

Такi ґенератори задовольняють спiввiдношення (3.50) i (3.51). Ґенератори

Ja можна подати в iншому виглядi, як в [278]. Однак, для збереження умов

(3.51), нашi вирази та iншi мають бути пов’язанi канонiчним перетворенням.

Зауважимо, що вигляд ґенераторiв нагадує iнтеґрали руху безмасової ча-

стинки з двома ступенями вiльностi. Отже, з точки зору динамiки тороїдаль-

ний Всесвiт – точковий об’єкт у фазовому просторi.
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Тлумачення Q в якостi Казимiра надає потужний засiб для знаходження

власних значень оператора Q̂. Порiвняння (3.45) i (3.46) вказує, що власнi

значення Q̂ для просторовоподiбних величин мають бути додатними, а для

часоподiбних – вiд’ємними. Цей факт вимагає використання двох рiзний серiй

представлень алґебри so(2, 1).

При квантуваннi, замiнимо Ja операторами Ĵa iз спiввiдношеннями:

[Ĵ1, Ĵ2] = iĴ0, [Ĵ1, Ĵ0] = iĴ2, [Ĵ2, Ĵ0] = −iĴ1. (3.53)

Утворимо для зручностi новi оператори:

Ĥ = Ĵ0, Ĵ± = ±iĴ1 + Ĵ2, (3.54)

[Ĥ, Ĵ±] = ±Ĵ±, [Ĵ−, Ĵ+] = 2Ĥ. (3.55)

В термiнах останнiх, оператор Казимiра набуває вигляду

Q̂ = −Ĥ2 +
1

2
(Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+). (3.56)

У просторi власних векторiв |m〉, m ∈ Z оператора Ĥ, маємо

Ĥ|m〉 = m|m〉, (3.57)

Ĵ±|m〉 =
√
−γ(γ + 1) +m(m± 1)|m± 1〉. (3.58)

Як арґументовано в [111], застосуємо незвiднi унiтарнi представлення D±
n i Cs,

що приводять до розкладу Планшереля L2-функцiї на групi SO(2, 1). Тут, Cs
– представлення головної серiї з γ = is− 1/2 (s ∈ R) i m ∈ Z, що забезпечує

додатне значення Казимiра у просторовоподiбному випадку. Дискретнi серiї

представлень D±
n задають γ = n − 1 (n ∈ N). У цьому випадку, Казимiр

має вiд’ємнi значення, потрiбнi для часоподiбних величин. Представлення

D+
n охоплює значення m = n, n + 1, n + 2, . . ., а D−

n охоплює m = −n,−n −
1,−n− 2, . . ..

Таким чином, з теорiї представлень випливає

L̂Ψ =
√
s2 + 1/4 Ψ, T̂Ψ =

√
n(n− 1) Ψ. (3.59)
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З iншого боку, використання симетричного квантування (3.48) дає

L̂Ψ = sΨ, T̂Ψ = (n− 1/2)Ψ. (3.60)

Такi спектри одержуються завдяки представленням групи SU(1, 1), яка двiчi

накриває групу Лоренца SO(2, 1).

Нашi результати у двох схемах квантування узгоджуються з власними

значеннями операторiв довжини i часу, вiдомими в лiтературi [111]. Це до-

зволяє пов’язати канонiчний пiдхiд i гомотопiчну групу з моделлю спiнової

пiни i петльовою квантовою ґравiтацiєю.

Нагадаємо тлумачення спектра часу. Власнi значення оператора T̂ вка-

зують на дозволенi значення часу, необхiднi для проходження часоподiбного

шляху. Якщо часоподiбна крива – геодезiйна i описує траєкторiю вiльної ма-

сивної частинки, спектр часу може визначати час життя цiєї частинки.

Тепер розглянемо квантування площi A Всесвiту. Iснують ситуацiї, коли

A = 0, що вiдповiдає сингулярностям, виродженню простору. Цi сингулярно-

стi є початком i, можливо, кiнцем еволюцiї Всесвiту, i становлять iнтерес на

класичному i, особливо, квантовому рiвнях.

Застосовуючи спектр Q̂, одержуємо неперервний спектр оператора площi:

Âψ ≡ tQ̂ψ = taψ, a ∈ R+, (3.61)

де a = s2 + 1/4 у схемi нормального впорядкування, i a = s2 – в схемi симе-

тричного впорядкування. Цей результат також вiдомий в лiтературi.

За наявностi схем квантування просторовоподiбних i часоподiбних iнтер-

валiв у вiльнiй теорiї, узагальнимо модель включенням взаємодiї.

Розщеплення квантових рiвнiв часоподiбних iнтервалiв. Для по-

будови нових моделей i опису нових ефектiв на квантовому рiвнi, зауважимо,

що оператори Q̂ i Ĵ0 мають дiйсний спектр, i обидва застосовнi для опису

спостережуваних. Однак, розглянутi вище спектри просторовоподiбних i ча-

соподiбних величин визначалися лише Q̂. Тому, доцiльно розглянути моделi,
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якi залучають обидва оператори.

Одна з можливостей полягає у побудовi моделi, де Q̂ має дискретний

спектр. Тодi, наявнiсть Ĵ0 буде приводити до розщеплення квантових рiвнiв

оператора Q̂. Подiбна ситуацiя реалiзується в ефектi Зеємана, де використо-

вується компактна група SO(3). У нашому випадку, розщеплення торкнеться

спектрiв часоподiбних кривих.

Далi ми показуємо, як включення джерела приводить до розщеплення

вироджених станiв часоподiбних iнтервалiв. Зрозумiло, що головна задача –

знайти вигляд додаткової взаємодiї. Окрiм того, говорячи про Всесвiт, не мо-

жна уявити якесь джерело поза Всесвiтом, як зовнiшнє однорiдне магнiтне

поле в ефектi Зеємана. Тодi, додаткову взаємодiю слiд конструювати в термi-

нах тих самих змiнних, якими описуємо Всесвiт. Однак, додаткова взаємодiя

може керуватися вiльним параметром.

Нехай джерело Iµa має компоненти:

I0a = 0, I i0 = 0, I iα = ϵijϵαβujγ
βhJ0, (3.62)

де h – вiльний параметр, що включає (виключає) взаємодiю.

Таке джерело задовольняє усi необхiднi умови, одержанi в описi польової

динамiки. Вигляд джерела забезпечує вiдсутнiсть кручення. Статичнiсть Iµa
виключає можливiсть врахування кiнематичного члена, який описує еволю-

цiю джерела у функцiоналi дiї, i ми дослiджуємо замкнену систему.

За наявностi джерела (3.62) iнтервал записується так:

ds2I = −dt2 + (p2dx1 − p1dx2)2 + t2(1− hJ0)
2(u1dx

1 + u2dx
2)2. (3.63)

Отже, включення джерела приводить до замiни ui 7→ ui(1 − hJ0) у виразi

для метрики вiльної теорiї i впливає на швидкiсть змiни геометрiї простору

з часом.

Повторимо перетворення координат, наведенi вище, щоб одержати

ds2I = Q(1− hJ0)
2
(
−dt2 + dϕ2 + t2dψ2

)
. (3.64)
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Власний час на основi нової метрики набуває вигляду

TI =
√
−Q(1− hJ0)2. (3.65)

Якщо “зовнiшнє поле” h дорiвнює нулевi, цей вираз збiгається з (3.46).

Появу J0 у виразi для TI можна пов’язати з обертанням Всесвiту. Тому,

ми дослiджуємо вплив обертання на спектр часу.

При квантуваннi, замiнимо класичний вираз Q(1−hJ0)2 оператором, вла-

снi значення i власнi функцiї якого легко знайти:

T̂IΨ(U,Ω) =
√
n(n− 1)|1− hm| Ψ(U,Ω). (3.66)

Видно, що додаткова взаємодiя продукує сiм’ї станiв (мультиплети) i при-

водить i до зменшення, i до збiльшення часу. Можна припустити, що час

збiльшується за однакового напряму руху часоподiбної кривої i обертання. У

випадку протилежних напрямiв кривої i обертання, маємо зменшення часу.

Таким чином, включення додаткового джерела суттєво впливає на час

життя частинки, яка описується часоподiбним iнтервалом. При цьому, ам-

плiтуда переходу мiж станами з рiзними числами m є екстремально малою

через ортогональнiсть власних функцiй оператора повороту Ĵ0.

Взаємодiя впливає i на спектр довжин, однак через його неперервнiсть ми

його не розглядаємо.

Модель з фiксованим крученням. Розглянемо iншу модель з джере-

лом J0
a = Jδ0a, J ia = 0, де J = const > 0 – глобальний кутовий момент на

просторовiй поверхнi Σ. Одержуємо розв’язок польових рiвнянь:

ωai = γaui, γa = δa1 , (3.67)

π11 = p1, π21 = p2, π12 = tu2 + J
cos2 θ

u1
, π22 = −tu1 + J

sin2 θ

u2
, (3.68)

де θ – довiльний кут, i γaγa = 1, як припускалося ранiше.

Просторовий iнтервал i площа, записанi на основi розв’язку, є

dσ2 = (p2dx1 − p1dx2)2
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+

[(
tu1 − J

sin2 θ

u2

)
dx1 +

(
tu2 + J

cos2 θ

u1

)
dx2
]2
, (3.69)

A = t(u1p
1 + u2p

2) +
J

u1u2

(
u2p

2 cos2 θ − u1p
1 sin2 θ

)
. (3.70)

Можна ототожнити J з кутовим моментом Всесвiту, подiбно до чорної

дiри BTZ [62].

Хоча залежнiсть dσ2 i A вiд канонiчних змiнних ui i pi виглядає простою,

їх iнтерпретацiя не є очевидною. Тому, перепишемо просторовий iнтервал у

комплекснiй формi:

dσ2 =
∣∣p2 − i

(
tu1 − Ju−1

2 sin2 θ
)∣∣2 ∣∣dx1 + Tdx2

∣∣2 , (3.71)

де

T =
−p1 − i(tu2 + Ju−1

1 cos2 θ)

p2 − i(tu1 − Ju−1
2 sin2 θ)

= T1 + iT2 (3.72)

– модуль тора [376].

Через бiголоморфну еквiвалентнiсть пласких торiв у комплекснiй площи-

нi, якi описуються парами комплексних чисел (p2− i(tu1−Ju−1
2 sin2 θ),−p1−

i(tu2 + Ju−1
1 cos2 θ)) i (1, T ) [376], одержуємо зв’язок мiж (2+1)-ґравiтацiєю i

комплексною геометрiєю, що пiдтверджує застосування останньої у низько-

вимiрнiй теорiї [109, 74].

Для бiльш повної вiдповiдностi з теорiєю рiманових поверхонь, розташу-

ємо паралелограм (плаский тор) у верхнiй пiвплощинi H = {x + iy|y > 0}.
Покладемо θ = 0, щоб sin2 θ = 0, i введемо функцiї:

τ1 =
t2u1u2 − p1p2

(p2)2 + (tu1)2
, τ2 = −t u1p

1 + u2p
2

(p2)2 + (tu1)2
, (3.73)

якi збiгаються з T1 i T2 при J = 0.

Складовi комплексної величини

π = − i

2t
(p2 + itu1)

2 = π1 + iπ2 (3.74)

є канонiчними iмпульсами, спряженими до τ1 i τ2 (див. [106]):

{τα, πβ} = δβα. (3.75)
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Отже, дiйсна та уявна компоненти модуля задаються так

T1 = τ1 +
J

2
√
ππ̄
, T2 = τ2 −

J

2π1
√
ππ̄

(√
ππ̄ − π2

)
, (3.76)

де риска означає комплексне спряження. Вони не комутують у сенсi дужки

Пуассона, якщо J 6= 0, i вiдiграють роль “коварiантних” координат.

Модулярнi перетворення [376],

S : T → −T−1, π → T̄ 2π, (3.77)

T : T → T + 1, π → π, (3.78)

зберiгають площу:

A = 2tτ2
√
ππ̄ − Jt

π1

(√
ππ̄ − π2

)
= 2tT2

√
ππ̄. (3.79)

При J 6= 0, перетворення S не є канонiчним i означає, що iнверсiя напряму

базисних векторiв паралелограма (плаского тора) дає фiзично нееквiвален-

тний тор. Iншими словами, тор з базисними векторами (1, T ) не є фiзично

еквiвалентним тору з (−T, 1) i (T,−1). З iншого боку, завдяки перетворенню

T , тор з (1, T ) є еквiвалентним тору з (1, T + n), n ∈ Z.

Отже, фiзична еквiвалентнiсть вимагає не лише збереження площi, але

й iнших характеристик як орiєнтацiя. Тому, система з J 6= 0 має нижчу

(порушену) симетрiю у порiвняннi з випадком J = 0. На квантовому рiвнi

наш висновок вiдобразиться в додатковiй умовi на хвильову функцiю для

системи без джерела, яка є вiдомою [106].

Зауважимо, що порушена комутативнiсть компонент модуля (коварiан-

тних координат) в термiнах дужки Пуасона за наявностi джерела природно

пояснюється теоремою про невзаємодiю [84].

Отже, ми перейшли вiд ui, pi до нових канонiчних змiнних τα, πα в тер-

мiнах яких природно тлумачити геометрiю моделi. Надалi, знайдемо власнi

значення i власнi функцiї оператора площi (пiсля квантування), який уза-

гальнено включенням (сталого) кутового моменту J .
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Розпочнемо дослiдження квантових властивостей з формалiзму в термi-

нах ui, pi, який називають “спiнорним представленням” [106, 61]. Канонiчне

квантування за допомогою замiни класичних змiнних на оператори:

p1,2 → p̂1,2 = −i
∂

∂u1,2
; {ui, pj} = δji → [ui, p̂

j] = iδji , (3.80)

приводить до квантово-механiчної задачi:

−it

(
u1

∂

∂u1
+ u2

∂

2∂u2
+

1

2

)
ψa − J i

∂

u1∂u2
ψa = Aψa, (3.81)

яка визначає спектр площi A та власнi функцiї (стани) ψa(u1, u2).

Таке впорядкування операторiв забезпечує зв’язок з вiдомими результата-

ми. Коли кутовий момент J вiдсутнiй, рiвняння (3.81) задовольняється хви-

льовою функцiєю з [106]:

u
ia−1/2
1 exp

(
ip
u2
u1

)
. (3.82)

Якщо включити взаємодiю, що порушує симетрiю, можемо скористатися

виразом (3.82) при p ≡ 0:

ψa(u1, u2) ∼ u
ia−1/2
1 , (3.83)

де a > 0 – дiйсний неперервний параметр, який визначає спектр: A = ta.

Як i очiкувалося, хвильова функцiя не залежить вiд часу t. З iншого боку,

вона та власнi значення не мiстять кутовий момент J . Це пояснюється тим,

що залежнiсть хвильової функцiї вiд J привела б до залежностi вiд t. Однак,

взаємодiя усуває виродження квантових станiв, пов’язане з параметром p.

Оскiльки хвильова функцiя залишається iнварiантною при модулярному

перетвореннi T , вона вiдповiдає всiм можливим конфiґурацiям тора з фiксо-

ваною площею.

Амплiтуду переходу мiж станами з вiдмiнними числами a можна визна-
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чити з внутрiшнього добутку хвильових функцiй, а саме2,

〈a′|a〉 ≡ C

∞∫
0

ui(a−a
′)−1du = C

∞∫
−∞

eik(a−a
′)dk, (3.84)

де C – стала нормування; k = ln u.

Використовуючи iнтеґральне представлення для δ-функцiї, знаходимо

〈a′|a〉 = 2πCδ(a′ − a),

∞∫
0

〈a′|a〉da = 1, (3.85)

що свiдчить про екстремально малу ймовiрнiсть переходу (у данiй моделi)

мiж станами з рiзною площею; тут C = (2π)−1.

Перед розглядом моделi в термiнах модулярних змiнних, зауважимо, що

оператор, який мiстить J , анiгiлює хвильову функцiю (3.83). Зрозумiло, що

ця властивiсть має проявитися в термiнах iнших змiнних.

При канонiчному квантуваннi, замiсть класичної величиниA введемо псев-

додиференцiальний оператор:

Â = 2t
√

∆1/2 + Jt

√ ∂2

∂τ12
+

∂2

∂τ22
− ∂

∂τ2

∫ dτ1, (3.86)

де iнтеґрал – антипохiдна,

∆1/2 = −τ22
(
∂2

∂τ12
+

∂2

∂τ22

)
+ iτ2

∂

∂τ1
− 1

4
(3.87)

– оператор Мааса ваги 1/2. Такий вигляд диференцiального оператора ви-

пливає з узгодження результатiв вiльної теорiї Черна–Саймонса в спiнорному

представленнi i теорiї в термiнах модуля [106, 61].

Оскiльки антипохiдна i похiдна зазвичай комутують,∫
dτ1

∂

∂τ1
=

∂

∂τ1

∫
dτ1 = 1, (3.88)

2Оскiльки ψa залежить лише вiд u1, ми не виписуємо iнтеґрал за u2, який усувається нормуванням.
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антипохiдна повинна анулювати сталу (по вiдношенню до даної змiнної).

Згiдно з висновками в спiнорному представленнi про анiгiлюючу дiю опе-

ратора взаємодiї на хвильову функцiю, знаходимо, що хвильова функцiя за-

лежить лише вiд τ2. Це автоматично дає

2t

√
−τ22

∂2

∂τ22
− 1

4
ψa = Aψa. (3.89)

Подiбно до випадку з J = 0, дана задача розглядається i розв’язується в

контекстi допомiжної [61]:

−4t2
(
τ2

2 ∂
2

∂τ22
+

1

4

)
ψa = A2ψa. (3.90)

Її розв’язком є такi власнi значення i власнi функцiї:

A = ta, ψa(τ1, τ2) ∼ τ
(ia+1)/2
2 . (3.91)

Одержана хвильова функцiя вже не визначається хвильовою формою Мааса,

як при J = 0. При a = 0 хвильова функцiя ψ0(τ1, τ2) ∼ τ
1/2
2 є “скороченою” у

порiвняннi з вiльною теорiєю [61]:

Ψ0(τ1, τ2) ∼ τ
1/2
2 η2(τ),

де η(τ) – функцiя Дедекiнда.

Дивно, що включення джерела J приводить до спрощення теорiї. Однак,

це досягається усуненням виродження квантових станiв.

В термiнах модуля, амплiтуда переходу мiж станами з рiзною площею є

〈a′|a〉 = C ′
∞∫
0

τ−i(a′−a)/2+1dτ

τ 2
. (3.92)

де τ−2 в мiрi iнтеґрування випливає з мiри на верхнiй пiвплощинi [376]:

dτ1dτ2
τ22

.
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Замiною змiнної iнтеґрування вираз (3.92) зводиться до (3.85), тобто ви-

рази в термiнах (ui, p
i) i (τα, πα) –еквiвалентнi. Окрiм того, вони схожi на

умову нормування пласких хвиль, що описують вiльну частинку в квантовiй

механiцi. Стан з a = 0 нiчим не видiлений тут, i ймовiрнiсть переходу до нього

також екстремально мала.

3.1.3. Пiдсумки. Нами застосовано теорiю в’язей Дiрака для редукцiї

фазового простору топологiчної ґравiтацiї Черна–Саймона у (2+1) вимiрах.

Такий пiдхiд дозволяє нам витягти канонiчнi (глобальнi) топологiчнi змiн-

нi з локальної теорiї поля. Таким чином, розроблена схема є альтернативою

процедурi параметризацiї полiв глобальними змiнними, що характеризують

геометрiю простору нульової кривини з топологiєю тора. Бiльше того, наша

модель узагальнює теорiю шляхом включення кутового моменту та резуль-

тати, вiдомi в лiтературi.

Ми показали, що квантування просторовоподiбних та часоподiбних кри-

вих в термiнах глобальних змiнних приводить до спектрiв, отриманих в рам-

ках петльової квантової ґравiтацiї та моделi спiнової пiни. Це досягнуто шля-

хом iнтерпретацiї конформного фактора метрики, який квантується, в якостi

Казимiра SO(2, 1). Цей факт встановлює зв’язок мiж рiзними пiдходами.

За рахунок включення взаємодiї поля Черна-Саймонса з кутовим момен-

том спецiальної форми, дослiджено ефект розщеплення квантових виродже-

них рiвнiв часу. Таким чином, квантовi властивостi непорожнього Всесвiту є

бiльш багатими на вiдмiну вiд випадку порожнього простору-часу.

Показано, що в системi зi сталим крученням порушується симетрiя: мо-

дулярне перетворення, що зберiгає площу, не приводить до фiзично еквiва-

лентних станiв. На квантовому рiвнi цей ефект знiмає виродження власної

хвильової функцiї оператора площi. На пiдставi обчислень амплiтуди перехо-

ду, показана ортогональнiсть станiв з рiзною площею.



178

3.2. Еволюцiя геометрiї рiманової поверхнi роду два

Дослiдимо геометродинамiку поверхнi роду два, пов’язану з гiперболiчним

восьмикутником, який вкладається в диск Пуанкаре i який переходить сам

у себе при поворотах на кут π/2. Ототожнюючи протилежнi сторони такої

областi, достатньо використати два дiйсних незалежних параметра, щоб опи-

сати геометрiю восьмикутника i вигляд ґенераторiв групи Фукса. Для опису

еволюцiї геометрiї, ми оперуємо iнварiантами простору параметрiв замiсть

рiманової метрики, яка нам невiдома. Зауважимо, що iнволюцiя подiбних по-

верхонь i пов’язанi з нею ґенератори обговорюються в [59, 329].

Пiсля означення простору Тейхмюлера [169] для сiм’ї заданих поверхонь,

знаходимо змiннi Фенхеля–Нiльсена, як глобальнi координати на ньому, що

дозволяє надiлити простiр параметрiв симплектичною два-формою Вейля–

Петерсона за теоремою Вольперта [361]. Надалi, демонструємо, що простiр

параметрiв можна щiльно покрити замкненими кривими сталого периметра

восьмикутника, i описуємо дифеоморфiзм, породжений iзопериметричною

в’яззю. Ми розглядаємо множину iзопериметричних орбiт як засiб для подаль-

шої параметризацiї i квантування [392].

Визначаємо канонiчно спряженi змiннi дiя–кут для iзопериметричних ор-

бiт за допомогою ототожнення дiї з площею Вейля–Петерсона, яка обмежує-

ться замкненою орбiтою в просторi параметрiв. Це – головний пункт нашого

пiдходу на вiдмiну вiд формалiзму, який базується на локальних параметрах

Фенхеля–Нiльсена поверхнi [181]. Так, ми приходимо до задачi про квантува-

ння площi Вейля–Петерсона, яка подiбна до задачi петльової квантової ґра-

вiтацiї/космологiї [302].

Щоб описати геометродинамiку i здiйснити квантування, ми розширює-

мо алґебру змiнних дiя–кут до ґенераторiв su(1, 1), якi пов’язанi з алґеброю

Лоренца в (2+1)-мiрному просторi–часi. Такий пiдхiд дозволяє нам сформу-

лювати релятивiстську динамiку рiманової поверхнi як канонiчне перетворен-
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ня, яке ґенерується бустом. Реалiзацiя цього приводить до сценарiю “великого

вiдскоку” [26, 210] (який є альтернативою до “великого вибуху”) у просторi па-

раметрiв. Зауважимо, що квантування Всесвiту, у виглядi рiманової поверхнi

роду два, алґебраїчно сформульовано в [281].

3.2.1. Восьмикутник i рiманова поверхня. Модель Пуанкаре дво-

вимiрного гiперболiчного простору задається вiдкритим диском

D = {z = x+ iy||z| < 1} (3.93)

i метрикою ds2 = 4|dz|2/(1− |z|2)2.
Геодезiйна в (D, ds2) – дуга кола всерединi D з радiусомR i центром в точцi

z0 =
√
1 +R2 exp (iϕ), яка лежить поза одиничним диском. У частковому

випадку, геодезiйнi, якi виходять з початку координат є евклiдовими прямими

(дiаметрами). Усi геодезiйнi ортогонально перетинають ґраницю диска ∂D.

Група всiх iзометрiй γ, що зберiгають орiєнтацiю в просторi, диску (D, ds2),

позначається як Isom+(D) i дiє через перетворення Мьобiуса:

z 7→ γ[z] =
uz + v

vz + u
, z ∈ D, (3.94)

де u i v задовольняють спiввiдношення |u|2−|v|2 = 1; ū, v̄ – вiдповiднi компле-

ксно спряженi величини. Отже, ототожнимо ґенератор γ з елементом групи

SU(1, 1) =


 u v

v u

∣∣∣∣∣∣ |u|2 − |v|2 = 1

 . (3.95)

Рiманова поверхня S розумiється тут як компактний двовимiрний орiєн-

тований многовид з метрикою сталої вiд’ємної кривини. Така поверхня одер-

жується з гiперболiчного просто зв’язаного восьмикутника F в D шляхом

склеювання протилежних сторiн, сформованих з восьми геодезiйних дуг, пе-

ретини яких утворюють вершини.

Нехай вершини знаходяться в точках a exp (ikπ/2), b exp [i(α + kπ/2)] (див.

Рис. 3.1 лiворуч), де 0 < α < π/2, 0 < a, b < 1 i k = 0, 3. Вимагаємо, щоб су-
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Рис. 3.1. Восьмикутник з a = 0.8, α = π/3 i ґенератори gk групи Фукса.

ма внутрiшнiх кутiв восьмикутника F дорiвнювала 2π, i гiперболiчна площа

Area(F) = 4π у випадку поверхнi роду два – за теоремою Ґауса–Боне.

Нехай параметри (a, α) – незалежнi дiйснi змiннi. Знаходимо, що b i вну-

трiшнiй кут β при вершинах a exp (ikπ/2) є

b =
(√

2a cos α̃
)−1

, tan β =
1− a2

1− b2
; α̃ = α− π

4
. (3.96)

За їх допомогою визначаємо область A дозволеної змiни параметрiв (a, α):

−π/4 < α̃ < π/4,
(√

2 cos α̃
)−1

< a < 1, (3.97)

яку показано далi на Рис. 3.3.

Для правильного восьмикутника, слiд покласти a = 2−1/4, α = π/4.

У нашому випадку, ґраниця восьмикутника ∂F формується з геодезiйних

двох типiв (позначених через “±”), якi цiлком визначаються радiусами R±

i кутами ϕ± + kπ/2, k = 0, 3, якi визначають положення центрiв кiл (дуг).

Геометричнi умови приводять до параметризацiї:

R± =
1

2a

√
T 2
± + (1− a2)2, ϕ± = arctan

[(
T±

1 + a2

)±1
]
, (3.98)

тут T± = a2 ± tan α̃ i 0 < ϕ+ < α < ϕ− < π/2.

Пов’яжемо модельний восьмикутник F з вiдповiдною поверхнею S i гру-

пою Фукса Γ ⊂ Isom+(D), iзоморфною фундаментальнiй групi π1(S).

Оскiльки протилежнi сторони F мають однаковi довжини, означимо iзо-

метрiю gk ∈ Isom+(D), яка вiдображає геодезiйний ґраничний сегмент sk+4 в
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sk для всiх k = 0, 3 (див. Рис. 3.1 праворуч). Ототожнюючи довiльну точку

z ∈ sk+4 з gk[z] ∈ sk, одержуємо замкнену поверхню. Чотири iзометрiї gk та

оберненi g−1
k ґенерують групу Фукса Γ з єдиним спiввiдношенням:

g0g
−1
1 g2g

−1
3 g−1

0 g1g
−1
2 g3 = id, (3.99)

i, тодi, означимо поверхню S як D/Γ.

Нами вперше одержано таку залежнiсть g0 i g1 вiд (a, α):

g0 = N(a, α̃)

 a(1− tan α̃) (a2 − tan α̃) + i(1− a2)

(a2 − tan α̃)− i(1− a2) a(1− tan α̃)

 ,(3.100)

g1 = N(a, α̃)

 a(1 + tan α̃) (1− a2) + i(a2 + tan α̃)

(1− a2)− i(a2 + tan α̃) a(1 + tan α̃)

 ,(3.101)

тут

N(a, α̃) =
− cos α̃√

(1− a2)(2a2 cos2 α̃− 1)
.

Решта ґенераторiв одержується за допомогою поворотiв:

g2,3 = Rπ
2
g0,1R

−1
π
2
, g−1

k = RπgkR
−1
π ; (3.102)

Rφ =

 exp (iφ/2) 0

0 exp (−iφ/2)

 .

Припишемо поверхнi мiтку групи ґенераторiв Γ. Двi мiченi поверхнi (S,Γ)

i (S ′,Γ′) є еквiвалентно мiченими, якщо iснує iзометрiя γ : S → S ′, яка

задовольняє g′k = γgkγ
−1. Тодi, всi еквiвалентно мiченi поверхнi утворюють

еквiвалентно мiчений клас [S,Γ] представлення рiманової поверхнi S.

Множина всiх еквiвалентно мiчених класiв замкнених i компактних рiма-

нових поверхонь роду g формує простiр Тейхмюлера Tg. Дiйсна розмiрнiсть

Tg, як векторного простору, дорiвнює 6g − 6 згiдно з теоремою Рiмана–Роха.

У нашому випадку, рiмановi поверхнi приводять до пiдпростору повного T2.
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3.2.2. Структура простору параметрiв.

Симплектична два-форма. Гiперболiчна рiманова поверхня роду g без

ґраницi завжди мiстить систему з 3g− 3 простих замкнених геодезiйних, якi

анi гомотопiчнi одна однiй, анi гомотопiчно тривiальнi. Розрiз вздовж тих

геодезiйних завжди розбиває поверхню на 2g−2 пар штанiв (Y-блоки, сфери

з трьома дiрками), якi вiдiграють роль будiвельних блокiв для поверхнi [58].

У нашому випадку, поверхня S є дводiрковим тором, який можна розбити

на двi пари штанiв за допомогою системи з трьох замкнених геодезiйних (див.

Рис. 3.2 лiворуч). Ця хiрургiя приводить до обчислення параметрiв Фенхеля–

Нiльсена: довжин ℓk зазначених геодезiйних i вiдповiдних твiстiв τk (див.

означення в [9, 58, 169] та схематичне зображення τ3, як гiперболiчної вiдстанi

(зсуву) мiж основами перпендикулярiв до γ3, на Рис. 3.2 праворуч).

Рис. 3.2. Лiворуч: Розбиття на штани восьмикутника з a = 0.8, α = π/3.

Точки p0, . . . p7 є серединами сторiн. Праворуч: Двоє штанiв, якi склеюються

вздовж γ3.

Нами знайдено такi величини для можливого розбиття на штани [272]:

ℓ1,2 = 2 arccosh
a2

1− a2
, ℓ3 = 2 ln

1 + a

1− a
, (3.103)

τ1,2 = arccosh

[
2a2 − 1

a2(1− b2)
− 1

]
, τ3 = ln

1 + a

1− a
. (3.104)

Оскiльки простiр Тейхмюлера T2 гомеоморфний до R6, можна утотожнити

змiннi Фенхеля–Нiльсена з глобальними координатами у ньому. Окрiм того,



183

простiр Тейхмюлера володiє додатковою структурою, а саме, симплектичною

два-формою Вейля–Петерсона. Завдяки теоремi Вольперта [169, 362], ця два-

форма для компактних замкнених рiманових поверхонь роду g набуває про-

стого вигляду в термiнах змiнних Фенхеля–Нiльсена,

ωWP =
1

2

3g−3∑
k=1

dℓk ∧ dτk, (3.105)

яка iнварiантна за будь-якого розбиття на штани. Пiсля введення θk = 2πτk/ℓk,

простий твiст Дена θk → θk + 2π дає iзометрично ту саму поверхню.

Пiдстановка виразiв для ℓk i τk в (3.105) зводить форму Вейля–Петерсона

до вигляду

ωWP =
8a

(1− a2)(2a2 cos2 α̃− 1)
da ∧ dα̃. (3.106)

Щоб переконатись в унiкальностi останньої формули, розглянемо iнше

розбиття на штани. У термiнах наших параметрiв, нове розбиття приводить

лише до замiни:

a↔ b, α̃ ↔ −α̃, (3.107)

у функцiях довжин та твiстiв для попереднього розбиття. Хоча одержується

набiр нових функцiй, результуюча два-форма ωWP залишається незмiнною.

Отже, множина A дозволених параметрiв (a, α) є симплектичним много-

видом (A, ωWP), а два-форму (3.106) можна розглядати як елемент її площi.

Iзопериметричнi орбiти. Оскiльки гiперболiчна площа дозволених во-

сьмикутникiв завжди дорiвнює 4π, найпростiший спосiб контролювати гло-

бальнi змiни поверхнi полягає у розглядi периметра восьмикутника:

P = 8 arccosh
1− a2b2 +

√
(1− a2)2 + (1− b2)2

(1− a2)(1− b2)
. (3.108)

Хоча периметр P залишається, вочевидь, iнварiантом при автоморфiзмi

та розбиттi на штани, вiн може набувати того самого значення для рiзних пар

(a, α). Опишемо тут вiдповiднi орбiти. Навпаки, два параметра плаского во-
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сьмикутника з тим самим автоморфiзмом i властивiстю гомотетiї однозначно

визначаються при фiксуваннi площi та периметра.

Для подальших обчислень корисно ввести двi допомiжнi величини:

T ≡ tanh (P/16), ε = ±1, (3.109)

де остання вiдображає iснування двох листiв в A з рiзними sign α̃.

Для заданої T (P ), найбiльше та найменше значення a при α̃ = 0 є

a±(T ) =
1

2

√
2 + T 2 ±

√
(2 + T 2)2 − 8. (3.110)

Розв’язком рiвняння (2 + T 2)2 = 8 є Treg =
√

2
√
2− 2, що приводить до

величин Preg = 8 arccosh (5 + 4
√
2) i areg = 2−1/4, якi вiдповiдають правиль-

ному восьмикутнику. Отже, Preg ≈ 24.457 є найменшим значенням P серед

можливих, i траєкторiя в A для Preg стягується в точку.

Iзопериметричнi орбiти можна параметризувати так

a(T, φ) =
1

2

√
2 + T 2 + cosφ

√
(2 + T 2)2 − 8, (3.111)

α̃(T, φ) = arctan

√
2
√
(2 + T 2)2 − 8 sinφ

2
√
3T 2 − 2− cosφ

√
(2 + T 2)2 − 8

, (3.112)

де використано циклiчну змiнну φ ∈ [0, 2π).

Цi орбiти показано на Рис. 3.3 (лiворуч) для P вiд P = 25 до P = 41

з кроком 2. Хоча роль периметра восьмикутника не зрозумiла з фiзичної

точки зору, важливо, що iзопериметрична в’язь ґарантує щiльне покриття

простору A, який має специфiчну форму, вiдповiдними орбiтами. Цей факт

дозволяє проквантувати (A, ωWP) у дусi [392]. Щоб реалiзувати це, слiд ото-

тожнити площу Вейля–Петерсона AWP(P ) областi в A, обмежену кривою

для фiксованого P , зi змiнною дiї, тобто iнтеґралом “руху”. Тодi, квантува-

ння має дати число квантових “комiрок” всерединi областi. Так виглядає,

що цього достатньо, якщо не залучено додатковi фiзичнi принципи (окрiм
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Рис. 3.3. Лiворуч: Простiр параметрiв A i орбiти сталого периметра. Право-

руч: Площа Вейля–Петерсона областi, обмеженої iзопериметричною кривою.

Суцiльну криву одержано чисельно; пунктирна крива задається (3.116).

квантування). Однак, будемо вимагати SO(2,1)-симетрiю динамiки згiдно з

(2+1)-ґравiтацiєю Лоренца.

На пiдставi форми (3.106), означимо площу Вейля–Петерсона:

AWP(P ) ≡
∫

P=const

ωWP

=

x+(T )∫
x−(T )

8dx

(1− x)
√
2x− 1

arccosh f(x, T ), (3.113)

де x ≡ a2; функцiї x±(T ) ≡ a2±(T ) визначаються (3.110);

f(x, T ) =
1√

1− T 2

√
2x− 1

x

√
T 2 − x

T 2 − 2x+ 1
, (3.114)

i враховано позначення (3.109).

Для аналiтичної оцiнки (3.113), застосуємо асимптотичний розклад:

arccosh z = ln (2z)− 1

2 · 2z2
− 1 · 3

2 · 4 · 4z4
− 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 · 6z4
− . . . . (3.115)

Врахування лише логарифмiчного члена дає

A
(0)
WP(P ) = F (T,

√
2x+(T )− 1)− F (T,

√
2x−(T )− 1), (3.116)

де

F (T, ξ) = 16 ln
2√

1− T 2
arctanh ξ + 8 ln ξ ln (1 + ξ) + 8 dilog ξ
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+8 dilog (1 + ξ) + 4
∑
ϵ=±1

{
dilog

T + ϵξ

T − ϵ
− dilog

T + ϵξ

T + ϵ

+dilog

[
1− ξ

2
+ ϵi

1 + ξ

2

]
− dilog

[
1 + ξ

2
+ ϵi

1− ξ

2

]
+dilog

√
2T 2 − 1 + ϵξ√
2T 2 − 1 + ϵ

− dilog

√
2T 2 − 1 + ϵξ√
2T 2 − 1− ϵ

}
. (3.117)

Тут, дiлогарифмiчну функцiю означено як

dilog z =
∞∑
p=1

(1− z)p

p2
. (3.118)

На Рис. 3.3 (праворуч) показано, що A(0)
WP(P ) прямує до чисельно знайде-

ної залежностi AWP(P ) за великих P , але поведiнка при P → Preg виглядає

невiрною. Однак, похiдну dAWP(P )/dP можна обчислити точно.

Глобальнi канонiчнi змiннi. Щоб знайти канонiчнi змiннi для iзопери-

метричних орбiт, ми вводимо величину:

Q(x, T ) =

√
2

4

1− T 2√
T 2 − x−

[
F (u, k)

1− T 2
− Π(u, ν1, k)

1− x−
+

Π(u, ν2, k)

T 2 − 2x− + 1

]
, (3.119)

де F i Π – елiптичнi iнтеґрали першого i третього роду.

Амплiтуда u, модуль k, параметри ν1 i ν2 задаються так:

u =

√
x− x−
x+ − x−

, k =

√
x+ − x−
T 2 − x−

,

ν1 =
x+ − x−
1− x−

, ν2 = 2
x+ − x−

T 2 − 2x− + 1
. (3.120)

Тодi, симплектична форма Вейля–Петерсона набуває вигляду

ωWP = εdQ(x, T ) ∧ dP. (3.121)

Iнтеґрування за x дає

dAWP

dP
≡

∮
P=const

εdQ(x, T ) =

x+∫
x−

dQ(x, T )−
x−∫
x+

dQ(x, T )
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= 2Q(x+, T ), (3.122)

де значення амплiтуди u = 1 приводить до повних елiптичних iнтеґралiв.

Означимо змiнну дiї (або “кутовий момент”) так:

J(P ) =
1

4π
AWP(P ), (3.123)

i знайдемо кутову змiнну Φ з рiвняння ωWP = 2dΦ∧ dJ ; дужка Пуасона тодi

є {J,Φ}WP = 1. Спершу, маємо

dΦ =
πε

Q(x+, T )
dQ(x, T ),

∮
P=const

dΦ = 2π, (3.124)

де застосовано правило обчислення iнтеґралiв з ε (див. (3.122)).

За фiксованого P , приходимо до виразу для кутової змiнної:

Φ = πε
Q(x, T )

Q(x+, T )
, Φ ∈ [−π, π]. (3.125)

Тепер, тривiально проквантувати систему в термiнах J i Φ, що вiдразу

приводить нас до оцiнки спектру площi фазового простору (у планкiвських

одиницях) за вiдносно великих n:

AWP ∼ 4πn, n ∈ N. (3.126)

Ми уточнимо цю формулу нижче при розглядi теорiї вiдносностi.

3.2.3. Релятивiстська кiнематика. На цьому етапi, геометродинамi-

ка рiманової поверхнi в рамках розглядуваної моделi є довiльною через чисто

калiбрувальну природу. Маємо лише геометричнi в’язi, якi визначають “фi-

зичний сектор” змiни параметрiв. Однак, не має означення часу i функцiї

Гамiльтона, яка б ґенерувала фiзичну еволюцiю змiнних J i Φ. Тому, зверне-

мося до (2+1)-ґравiтацiї, де SO(2, 1) ∼ SU(1, 1) вiдiграє роль групи Лоренца.

Це дозволяє побудувати динамiчну модель.
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Розширимо число спостережуваних за допомогою комбiнування J i Φ:

J0 = J, J± =
√
J2 − C exp (∓iΦ), (3.127)

де C – стала, така що J2 > C.

Алґебра Пуассона нових змiнних є алґеброю Лi su(1, 1):

{J+, J−}WP = 2iJ0, {J±, J0}WP = ±iJ±. (3.128)

Бiльш загально, замiсть ґенераторiв J0,± можна ввести безмежне число

величин Ln = J exp (inΦ), n ∈ Z, якi ґенерують алґебру Вiта.

Оскiльки еволюцiя консервативної системи зазвичай описується канонi-

чним перетворенням, знаходимо, що SU(1,1)-перетворення є канонiчними тут.

Введемо матрицю

M =

 J0 J+

J− J0

 . (3.129)

Її визначник C ≡ J2
0 − J+J− є Казимiром алґебри su(1, 1).

Дiя матрицi U ∈ SU(1, 1) виглядає так M 7→ M̃ = UMU † i зберiгає

Казимiр, detM̃ = C.
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Рис. 3.4. Кутовий момент J i кут Φ як функцiї внутрiшнього часу τ ; C = 0,

i a0 = 0.8, α0 = π/3 є початковими даними. Еволюцiя поверхнi розпочина-

ється з безмежної площi Вейля–Петерсона при τ → −∞, стягується i знов

розширюється до безмежної площi при τ → ∞.
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Релятивiстську кiнематику поверхнi можна зґенерувати бустом:

Uτ =

 cosh (τ/2) sinh (τ/2)

sinh (τ/2) cosh (τ/2)

 . (3.130)

З обчислень M(τ) = UτM(0)U †
τ , виводимо траєкторiї для J0,± або, еквiва-

лентно, для J i Φ:

J(τ) = J̆ cosh τ +

√
J̆2 − C sinh τ cos Φ̆, (3.131)

Φ(τ) = arccos
J̆ sinh τ +

√
J̆2 − C cosh τ cos Φ̆√
J2(τ)− C

, (3.132)

де J̆ = J [P (a0, α0)], Φ̆ = Φ[a0, P (a0, α0)] – значення функцiй (3.123), (3.125)

при τ = 0.

З iншого боку, еволюцiю можна описати рiвняннями Гамiльтона:

∂τJ ≡ {J,H}WP =
√
J2 − C cosΦ, (3.133)

∂τΦ ≡ {Φ, H}WP = − J√
J2 − C

sinΦ, (3.134)

де гамiльтонiан

H(J,Φ, C) =
√
J2 − C sinΦ (3.135)

належить до алґебри so(2, 1).

Звичайно, вигляд гамiльтонiану залежить вiд умов конкретної фiзичної

задачi. У релятивiстськiй космологiї, рiзнi сценарiї приводять до модифiкацiй

(3.135), якi обговорюються, зокрема, в [210].

У нашому випадку, часову залежнiсть функцiй J(τ), Φ(τ) зображено на

Рис. 3.4. Графiки демонструють “вiдскок” (подiбний до м’яча пiсля стискан-

ня) у просторi параметрiв. З нулiв похiдних вiд (3.131), (3.132) за τ , знаходимо

характеристики “вiдскоку”:

τb = −arctanh

(√
J̆2 − C

J̆
cos Φ̆

)
,
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Рис. 3.5. Траєкторiя еволюцiї рiманової поверхнi з C = 0. Груба лiнiя – трає-

кторiя з ε = 1 i початковою умовою a0 = 0.8, α0 = π/3 (квадрат), пунктирна

лiнiя – для ε = −1.

Jb =

√
J̆2 sin2 Φ̆ + C cos2 Φ̆, Φb = ε

π

2
. (3.136)

В принципi, нас цiкавить вигляд траєкторiї в просторi параметрiв A без

конкретизацiї еволюцiйного параметра або часу. Її знаходимо з в’язi:

H{J [P (a, α)],Φ[a, P (a, α)], C} = E, (a, α) ∈ A, (3.137)

де стала E – значення функцiї Гамiльтона H для початкових даних.

На перший погляд, рiвняння (3.137) говорить, що точки траєкторiї визна-

чаються з абстрактного рiвняння h(a, α, C,E) = 0 з додатковими сталими

C i E. Однак, хочемо наголосити на його структурi, яка вiдображає ланцюг

наших побудов.

У термiнах a i α класична траєкторiя виглядає як на Рис. 3.5, де не-

хтується впливом сталої C через її квантову природу, коли C ∼ ~2. Цiкаво

зауважити, що геометрiя системи не прямує до правильного восьмикутника

(груба точка), який має найбiльшу iнформацiйну ентропiю [270]. За значень

amin = 1/
√
2 i amax = 1, якi вiдповiдають нескiнченно далекому минулому i

нескiнченно далекому майбутньому, кут α гiперболiчного восьмикутника ся-

гає одного самого значення – π/4. Отже, геометрiя з α = π/4 є особливою
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тут. Також зауважимо, що є двi конфiгурацiї для ε = ±1 (лiва та права,

вiдносно α̃ = 0), якi не змiшуються протягом всiєї еволюцiї, яка ґенерується

бустом. Обрана преференцiя зберiгається вiд початку до кiнця. Однак, як

бачили ранiше, iснує дифеоморфiзм, який ґенерується умовою збереження

периметра гiперболiчного восьмикутника i дозволяє перехiд мiж “фазами” з

ε = ±1. Його комбiнацiя з дiєю буста може допомогти у побудовi нового сце-

нарiю класичної геометродинамiки, навiть у випадку, коли рiманова метрика

простору параметрiв (модулiв) є невiдомою.

Повертаючись до задачi про квантування, ґенератор J0 та його спектр

описують площу Вейля–Петерсона. З цiєї причини, його власнi значення ма-

ють бути додатними i дискретними.

Використаємо звичний базис SU(1,1), в якому оператор Казимiра i J0 дi-

агональнi. Дiя su(1, 1) ґенераторiв на цей ортонормований базис є

C|j,m〉 = j(j − 1)|j,m〉, J0|j,m〉 = m|j,m〉, (3.138)

J+|j,m〉 =
√

(m− j + 1)(m+ j)|j,m+ 1〉,

J−|j,m〉 =
√
(m− j)(m+ j − 1)|j,m− 1〉.

Iснує два типи (дискретних) представлень: додатна серiя з 1/2 6 j 6 m =

j + N; i вiд’ємна серiя з −1/2 > j > m = j − N. Ми обмежимось незвi-

дним представленням з додатним спiном j, причому, покладемо j = 1/2. Це

приводить до спектру (в планкiвських одиницях):

AWP = 4π

(
n+

1

2

)
, n ∈ N. (3.139)

У класичнiй картинi AWP = 0 для Preg, поки AWP нiколи не зникає на кван-

товому рiвнi. Це означає, що конфiгурацiя з правильним восьмикутником

недосяжна через квантовий ефект.

Хоча базису su(1, 1) достатньо для квантування AWP, як глобальної хара-

ктеристики A, вiн виглядає не придатним для знаходження спектрiв iнших

геометричних спостережуваних.
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3.2.4. Пiдсумки. Ми придiлили значну увагу структурi простору до-

зволених параметрiв A, що визначає геометрiю поверхнi Рiмана роду два з ав-

томорфiзмом четвертого порядку. По-перше, використовуючи теорiю Вейля–

Петерсона (ВП), двомiрний простiр A надiляється фундаментальною симпле-

ктичною два-формою. Далi, ми щiльно покриваємо A орбiтами, породженими

iзопериметричною в’яззю, яка накладається на фундаментальну область по-

верхнi. Стверджується, що iснування орбiт обумовлено означенням поверхнi

Рiмана. Знайдено канонiчно спряженi змiннi дiя–кут для iзопериметричних

орбiт шляхом ототожнення ВП-площi областi, обмеженою орбiтою, зi змiн-

ною дiї. Надалi, побудовано релятивiстську модель в термiнах спецiальних

iнварiантiв без знання рiманової метрики простору A.

Для побудови фiзично значущої моделi ми розширили набiр глобальних

канонiчних змiнних до ґенераторiв алґебри su(1, 1). Це приводить до того,

що Казимiр алґебри вiдiграє роль додаткового параметра. Припускаємо, що

його значення має бути мiнiмальним i ненульовим. Однак, пiсля квантування

це приводить до незникаючого дискретного спектра ВП-площi фазового про-

стору на вiдмiну вiд початкової класичної теорiї, де ВП-площа обертається

в нуль для рiманової поверхнi, асоцiйованої з правильним гiперболiчним во-

сьмикутником. Слiд враховувати, що ВП-площа визначає геометрiю поверхнi

з точнiстю до дифеоморфiзма в класичнiй теорiї. Також, для знаходження

квантових спектрiв величин системи за iнших умов, можуть знадобитися не-

скiнченнi алґебри Вiта та Вiрасоро замiсть su(1, 1).

Ми дослiдили релятивiстську кiнематику або вiльну геометродинамiку рi-

манової поверхнi, породжену бустом Лоренца. Залежнiсть глобальних змiн-

них вiд часу описує сценарiй “великого вiдскоку”, подiбний для величин рiзно-

го походження. Однак, розв’язуючи рiвняння вiдносно параметрiв поверхнi,

ми отримали траєкторiю (незалежну вiд визначення часу) у просторi A. У

цiй картинi система не прямує до конфiґурацiї правильного восьмикутника,

якому вiдповiдає максимальна iнформацiйна ентропiя [270], i на протязi всiєї
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еволюцiї зберiгає рiзновид Z2 симетрiї, пов’язаної з дозволеним дiапазоном

кутової змiнної.

3.3. Статистичнi властивостi восьмигiлкового дерева Кейлi

У рамках загальної задачi про обчислення ряду за заданою дискретною

групою Γ з метою симетризацiї локальної (польової) величини F (z),

FΓ(z) =
∑
γ∈Γ

F (γ[z]), z ∈ C,

розглянемо статистичну модель, де Γ – група Фукса рiманової поверхнi роду

два (яку описано вище), а FΓ(0) вiдповiдає статистичнiй сумi з вагами Боль-

цмана, залежними вiд спектру гiперболiчних довжин ґрафiв восьмигiлкового

дерева Кейлi з кореневою точкою z = 0.

Процес отримання ґрафiв дерева можна ототожнити iз випадковими стриб-

ками частинки мiж центрами комiрок октагональної (восьмикутної) ґратки

у напрямку ґраницi областi (одиничного диску). Такий рух, який контрулює-

ться числомN стрибкiв, ми характеризуємо сумою вiдстаней мiж вiдвiданими

вузлами дерева {γ[0]|γ ∈ Γ} i кореневою точкою.

Отже, розглядувана модель є детермiнованою за побудовою, а статисти-

чна сума формулюється для заданого поколiння N . Для її обчислення ми

застосовуємо як числовi, так i статистичнi методи. Перший – необхiдний для

виявлення основних властивостей моделi, зокрема, мультифрактальних по-

казникiв, якi ми вiдтворюємо за допомогою другого, аналiтичного, пiдходу.

В рамках статистичного методу створено схему обчислення спектру довжин

i зведення статистичної суми до мультиплiкативного ланцюга Маркова в на-

ближеннi хаотичних блукань.

3.3.1. Простiр та симетрiї. Подiбно до задачi попереднього пiдроздi-

лу, усi геометричнi конструкцiї розглядатимуться в просторi (D, ds2), де D
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– одиничний диск (3.93) у комплекснiй площинi z = x + iy з iнтервалом ds

простору вiд’ємної кривини. Роль трансляцiй у ньому вiдiграють iзометрiї,

що задаються перетворенням Мьобiуса (3.94).

Розв’язок рiвняння геодезiйної z(s) = x(s) + iy(s) в (D, ds2) визначається

x(s) =
cosϕ cosh s+R sinϕ sinh s√

1 +R2 cosh s+R
,

y(s) =
R cosϕ sinh s− sinϕ cosh s√

1 +R2 cosh s+R
, (3.140)

якi означено для s ∈ (−∞,+∞) i якi описують дугу всерединi D з радiусом

R i центром в точцi z0 =
√
1 +R2 exp (iϕ), що лежить за межами D.

Введемо структуру на диску D: ґратку, породжену дiєю певної групи Γ, що

встановлює “перiодичний закон”, i асоцiйовану з нею фундаментальну область

F , яка вiдiграє роль елементарної комiрки. Тут, в якостi Γ ми обираємо групу

Фукса варiанту рiманової поверхнi роду два, яка задається ґенераторами gk
i g−1

k в термiнах двох незалежних параметрiв (a, α) згiдно з (3.100), (3.101),

(3.102). А елементарною комiркою F ґратки є двопараметричний восьмику-

тник з вершинами в точках a exp (ikπ/2) i b exp i(α + kπ/2), де 0 < a, b < 1,

k = 0, 3. Усi необхiднi зв’язки мiж вказаними величинами наведено у попере-

дньому пiдроздiлi.

Тодi, можна побудувати октагональну ґратку iз заданим фундаменталь-

ним восьмикутником. За побудовою, дiя елементiв групи γ ∈ Γ на F поро-

джує дочiрнi комiрки, якi покривають диск:

D =
⋃
γ∈Γ

γF .

Першi вiсiм комiрок g±1
k F (k = 0, 3) показано на Рис. 3.6 лiворуч. Видно,

що g±1
k F ∩F ⊂ ∂F , як i повинно бути. Звичайно, ця властивiсть зберiгається

для всiх сусiднiх комiрок.

3.3.2. Показники спектра ґрафiв. Побудуємо восьмигiлкове дерево

Кейлi, iзометрично вкладене в D, як ґратку, дуальну до октагональної. Iн-
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Рис. 3.6. Лiворуч: Фундаментальний восьмикутник з a = 0.8, α = π/3 i дочiр-

нi комiрки. Праворуч: Чверть восьмикутника i вузли дерева Кейлi першого

та другого поколiнь (схематично з’єднанi прямими, а не геодезiйними).

шими словами, ми розглядаємо ґраф без самоперетинiв, який з’єднує центри

сусiднiх восьмикутникiв попереднього та наступного поколiнь (див. Рис. 3.6

праворуч). Фiзично, таку конструкцiю можна iнтерпретувати як модель де-

яких полiмерiв.

Скористаємося загальним виразом для статистичної суми напрямлених

блукань в невпорядкованому середовищi на двовимiрнiй ґратцi:

ZN(q) =
∑
{z}

N∏
t=1

p(zt−1|zt) exp

[
q

N∑
t=1

V (zt, t)

]
, (3.141)

де N – число поколiнь; zt – точка t-го поколiння випадкової траєкторiї; V

– випадковий потенцiал середовища; p – ймовiрнiсть переходу; параметру q

можна надати сенс оберненої температури.

Вираз для ZN(q) подiбний до iнтеґралу за шляхами фейнманiвського

квантування, а також до формули слiду Сельберга [144, 392], яка вимагає

пошуку спектра геодезiйних. Ця обставина обумовлює нашу зацiкавленiсть

до розглядуваної задачi.

Ми вивчаємо ґрафи N -го поколiння, вузли яких вiдповiдають набору чи-

сел {i1, i2, . . . iN}, де 1 6 it 6 8, 1 6 t 6 N . Також припускаємо, що

zt = γi1γi2 . . . γit[0], V (zt, t) = d(0, zt)/N, (3.142)
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p(zt−1|zt) → p(it−1|it) =

 1, |it − it−1| 6= 4

0, |it − it−1| = 4
, (3.143)

де {γi|i = 1, 8} ≡ {g0, g1, g2, g3, g−1
0 , g−1

1 , g−1
2 , g−1

3 }.
За побудовою, точки zt i zt−1 є центрами сусiднiх комiрок, пов’язанi гiлкою

дерева. Означення ймовiрностi переходу p(it−1|it) (узгоджене з означенням ґе-

нераторiв γi, i = 1, 8) виключає можливiсть повернення до вiдвiданих вузлiв.

Гiперболiчна вiдстань d(z, w) на диску (D, ds2) визначається так:

cosh d(z, w) = 1 +
2|z − w|2

(1− |z|2)(1− |w|2)
. (3.144)

У частковому випадку маємо

d(0, z) = ln
1 + |z|
1− |z|

. (3.145)

У такий спосiб приходимо до виразу для статистичної суми нашої моделi:

ZN(q) =
8∑

i1=1

. . .

8∑
iN=1

(
N∏
t=1

p(it−1|it)

)
exp

[
q
1

N

N∑
t=1

ρi1,i2...it

]
, (3.146)

де ρi1,i2...it ≡ d(0, γi1γi2 . . . γit[0]) – гiперболiчна (геодезiйна) вiдстань мiж то-

чкою t-го поколiння i кореневою точкою O(z = 0).

Статистична сума є сумою ваг Больцмана, якi залежать вiд “iнтеґралу

дiї”, лiнiйного за гiперболiчною вiдстанню вiд заданої кореневої точки:

L(i1, i2, . . . , iN) ≡
N∑
t=1

ρi1,i2...it. (3.147)

Важливо зауважити, що ZN(q) є також функцiєю параметрiв (a, α), якi

використано при означеннi ґенераторiв групи Γ. Тому, при дослiдженнi вла-

стивостей моделi з ZN(q|a, α), фiксуємо параметри ґратки.

Оскiльки всi траєкторiї не мають самоперетинiв i однозначно визначенi,

число ґрафiв ZN(0) дорiвнює числу кiнцевих точок, v(N) = 8 × 7N−1, i ста-

тистичну суму (3.146) можна переписати так

ZN(q) =

v(N)∑
i=1

eqLi(N)/N , (3.148)
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де Li(N) – iнтеґральна гiперболiчна довжина i-го ґрафа N -го поколiння.

Отже, головна мета – оцiнити ряд (3.148), залежний вiд спектру довжин

{Li(N)}. Щоб розв’язати задачу, спершу проведемо чисельнi дослiдження

для виявлення основних властивостей моделi. По-друге, аналiтично обчисли-

мо характеристики в статистичному пiдходi.

Приклад спектру довжин, який одержано чисельно, подано на Рис. 3.7,

де значення числа подiй залежить вiд вибору ширини дiапазону. Видно, що

розподiл довжин Li наближається до розподiлу Ґауса,

∼ exp

(
−(L− L̄N)

2

2σ2N

)
, (3.149)

з параметрами, якi означено формулами

L̄N =
1

v(N)

v(N)∑
i=1

Li(N), σ2N =
1

v(N)

v(N)∑
i=1

(Li(N)− L̄N)
2, (3.150)

що приводять до L̄5 ≈ 41.97, σ25 ≈ 44.5657.

Хоча процес прямування розподiлу до ґаусового є повiльним, вiн озна-

чає, що структура, зґенерована дискретною групою Γ описує невпорядкова-

не середовище i/або напрямленi випадковi блукання. Незважаючи на те, що

Рис. 3.7 побудовано для фiксованих параметрiв ґратки, модель виявляє ту

саму тенденцiю для довiльної дозволеної пари (a, α).

Ми здiйснюємо подальший аналiз в рамках концепцiї мультифрактально-

стi, яка полягає у визначеннi масштабної залежностi критичних показникiв

[391]. Для цього, введемо мультифрактальнi моменти порядку q:

m
(q)
N =

ZN(q)

Zq
N(1)

. (3.151)

Тодi, масштабний показник, який зветься спектром мас, є

τN(q) =
2

ln v(N)
lnm

(q)
N , (3.152)

де множник 2 вiдповiдає розмiрностi геометричного носiя (простору), а v(N)

дорiвнює числу “клiтинок”, якими покривається розглядувана структура.
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Рис. 3.7. Число подiй як функцiя гiперболiчної вiдстанi L(N = 5) та апро-

ксимацiя ґаусiаном для ґратки з a = 0.8, α = π/3.

Показник τN(q) має властивiсть самоусереднення, тому введемо

τ(q) = lim
N→∞

τN(q), (3.153)

що визначає спектр фрактальних вимiрiв Dq = τ(q)/(1− q).

Результат обчислень (обмежених N 6 5) подано на Рис. 3.8, де нелiнiйна

залежнiсть τ вiд q вказує на мультифрактальну поведiнку.

Окрiм знаходження залежностi τ(q), iснує iнший еквiвалентний спосiб

опису мультифрактальностi. Зокрема, множину показникiв мультифракталь-

них моментiв (3.151) пов’язують зi спектром сингулярностей f(α) фракталь-

ної мiри [147, 148]. Функцiю f(α) називають також спектральною функцiєю,

i задається вона перетворенням Лежандра:

f(α) = qα + τ(q), α(q) = −dτ(q)

dq
, (3.154)

де α – вiдомий показник Лiпшиця–Гьольдера.3 Отже, f(α) визначає вимiр-

нiсть пiдсистеми, яка характеризується силою сингулярностi α. У термiнах

термодинамiки, α i f(α) – внутрiшня енерґiя e i ентропiя s(e) [173, 182].
3Ми зберiгаємо прийняте позначення для цього показника [391]. Вважаємо, що завжди зрозумiло з

контексту, чи α – кут, який визначає геометрiю восьмикутника, чи сила сингулярностi.
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Рис. 3.8. Мультифрактальна поведiнка показника τ(q) для N = 5. Суцiльна,

пунктирна i штрих-пунктирна кривi вiдповiдають ґраткам з (a = 0.8, α =

π/3), (a = 2−1/4, α = π/4) i (a = 0.9, α = π/8), вiдповiдно.

Функцiя f(α) завжди додатна на iнтервалi [αmin, αmax], де

αmin = lim
q→+∞

τ(q)/(1− q), αmax = lim
q→−∞

τ(q)/(1− q), (3.155)

i найбiльше її значення вiдтворює (фрактальну) розмiрнiсть структури, на

якiй розглядається модель.

Спектральну функцiю f(α) для N = 5 зображено на Рис. 3.9. Можна

зробити висновок про значну роль низьковимiрних пiдмножин ґрафiв при

вiдхиленнi форми ґратки вiд правильної. Через неможливiсть встановлення

пiдмножини ґрафiв, що забезпечує провiдний внесок, при обчисленнi стати-

стичної суми слiд враховувати всi ґрафи. Однак, це не виключає можливостi

наближеної оцiнки їхнiх довжин.

Для уточнення вiдмiнностей кривих на Рис. 3.9, звернемось до iнформа-

цiйної ентропiї S, яку означено так [391]:

S = αS = f(αS),
df(α)

dα

∣∣∣∣
αS

= 1. (3.156)

Значення αS i f(αS) можна прямо обчислити при q = 1.
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Рис. 3.9. Спектр сингулярностей f(α) для N = 5. Суцiльна, пунктирна та

штрих-пунктирна кривi вiдповiдають ґраткам з (a = 0.8, α = π/3), (a =

2−1/4, α = π/4), and (a = 0.9, α = π/8), вiдповiдно.

Знаходимо, що S(a = 0.9, α = π/8) ≈ 1.783 < S(a = 0.8, α = π/3) ≈
1.865 < S(a = 2−1/4, α = π/4) ≈ 1.95. Це спiввiдношення має просте поясне-

ння: i) завдяки особливiй симетрiї, правильний восьмикутник має найвищу

ентропiю, яка не перевищує 2 в нашiй моделi; ii) бiльше вiдхилення вiд пра-

вильної симетрiї приводить до зменшення ентропiї.

Оскiльки наша задача, математично, є задачею про додавання незале-

жних випадкових величин, характерну поведiнку можна вивести з централь-

ної ґраничної теореми (ЦҐТ), i розвинути пiдхiд з її застосуванням.

По-перше, зведемо еволюцiю до мультиплiкативного процесу Маркова.

Для цього, скористаємося правилом трикутника в (D, ds2):

cosh d(0, zt) = cosh d(0, zt−1) cosh d(zt, zt−1)

− sinh d(0, zt−1) sinh d(zt, zt−1) cos θt,t−1, (3.157)

де θt,t−1 – кут, протилежний до сторони (0, zt).

Завдяки тотожностям

d(0, γn[0]) = nd(0, γ[0]), d(γ̃[0], γ̃γ[0]) = d(0, γ[0]), (3.158)
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для матриць з дiйсними компонентами на головнiй дiагоналi, одержуємо, що

d(zt, zt−1) = d(0, γit[0]) i

cosh d(0, zt) = cosh d(0, zt−1) cosh ℓit − sinh d(0, zt−1) sinh ℓit cos θt,t−1, (3.159)

де, враховуючи симетрiю ґратки, ℓi = δ+i ℓ+ + δ−i ℓ−,

ℓ+ = d(0, γ2k−1[0]), ℓ− = d(0, γ2k[0]), k = 1, 4, (3.160)

δ+i =
4∑

k=1

δi,2k−1, δ−i =
4∑

k=1

δi,2k. (3.161)

Для вiдносно великих d(0, zt) i d(0, zt−1) маємо

d(0, zt) = d(0, zt−1) + ln (cosh ℓit − sinh ℓit cos θt,t−1). (3.162)

Тепер зручно ввести величини

ξi,j = d(0, γiγj[0])−
ℓi + ℓj

2
, i, j = 1, 8, (3.163)

що описують логарифмiчний внесок для другого поколiння.

Нехтування флуктуацiями θt,t−1 у вищих поколiннях приводить до оцiнки:

L(i1, i2, . . . , iN) ' Nℓi1 +
N∑
t=2

(N + 1− t)ξit−1,it p(it−1|it) 6= 0. (3.164)

Дана формула є точною для i1 = i2 = . . . = iN , коли θt,t−1 = π.

В принципi, можна ввести величини ξ(n)i1,i2,...,in
∼ d(0, γi1γi2 . . . γin[0]), якi вi-

дiграють роль кореляцiй вищих порядкiв i якi є асиметричними за iндексами,

на вiдмiну вiд симетричної матрицi ξi,j = ξj,i. Окрiм того, матрицi ξ(n) бiльш

точно враховують значення кутiв θt,t−1, тобто флуктуацiї.

Використовуючи (3.164), легко дати теоретичну оцiнку для спектра дов-

жин N -го поколiння:

Lth
min(N) = Nmin(ℓ+, ℓ−) +

N(N − 1)

2
min(ξi,j), for p(i|j) 6= 0,
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L̄th
N = N

ℓ+ + ℓ−
2

+
N(N − 1)

2
ξ̄, ξ̄ =

1

56

8∑
i,j=1

p(i|j)ξi,j, (3.165)

Lth
max(N) = Nmax(ℓ+, ℓ−) +

N(N − 1)

2
max(ξi,j)

=
N(N + 1)

2
max(ℓ+, ℓ−).

Пiдстановка формули (3.164) в (3.146) приводить до виразу для статисти-

чної суми як неоднорiдного мультиплiкативного ланцюга Маркова:

ZN(q) '
8∑

i1=1

. . .
8∑

iN=1

exp (qℓi1)
N∏
t=2

P t(it−1|it), (3.166)

де показниковi функцiї вiдiграють роль початкової умови, i

P t(it−1|it) = p(it−1|it) exp
[
q
N + 1− t

N
ξit−1,it

]
(3.167)

– статистична вага переходу, яка залежить вiд t.

Таким чином, спектр {Li(N)} i статистична сума для довiльного N пов-

нiстю визначаються довжинами ℓ± i матрицею ξi,j у даному наближеннi.

Проаналiзуємо властивостi ядра в (3.166) за малих |q|:

Ki1,iN (q,N) ≡
8∑

i2=1

. . .
8∑

iN−1=1

N∏
t=2

P t(it−1|it). (3.168)

По-перше, має мiсце представлення для вектора:

Ki(q,N) ≡
8∑

iN=1

Ki,iN (q,N)

' K+(q,N)δ+i +K−(q,N)δ−i , (3.169)

яке одержується на базi напiваналiтичних спостережень i вiдображає симе-

трiю ґратки в нашiй моделi; δ±i визначається з (3.161). Завдяки цьому роз-

кладу, (3.166) переписується як

ZN(q) ' 4 exp (qℓ+)K+(q,N) + 4 exp (qℓ−)K−(q,N). (3.170)
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Ймовiрнiсть переходу з початкового стану i до кiнцевого f за N крокiв є

Pi,f(q,N) ≡ Ki,f(q,N)

Ki(q,N)
,

8∑
f=1

Pi,f(q,N) = 1. (3.171)

Можна переконатися, що Pi,f(0, N → ∞) → 1/8, тобто ланцюг (3.166) є

ергодичним при q = 0. Такий висновок одержується i при розглядi середнього

значення l̄ (середнiй крок ґрафiв), яке дорiвнює

l̄ ≡ lim
N→∞

L̄

N 2
→ 1

2
ξ̄. (3.172)

Цей результат не залежить вiд початкової умови.

Тепер, розташовуючи довжини ґрафiв у порядку зростання L1 6 L2 6
. . . 6 Ls (s < v(N)), перепишемо статистичну суму (3.148) як

ZN(q) = v(N)
s∑
i=1

Wie
qli,

s∑
i=1

Wi = 1, (3.173)

де li = Li/N , i Wi позначає вагу орбiти для довжини Li.

Надалi, коефiцiєнти Wi припускаються випадково розподiленими. Тобто,

значення Wi не залежить вiд Wk для i 6= k, що дозволяє застосувати модель

хаотичних блукань. Припускаючи застосовнiсть ЦҐТ при N → ∞, моделює-

мо розподiл довжин li N -го поколiння ґрафiв за допомогою розподiлу Ґауса:

W(N)(l) = AN exp

(
−(l −Nl̄)2

2Ns2

)
, (3.174)

де Nl̄ = L̄N/N , Ns2 = σ2N/N
2, коли N → ∞; AN – стала нормування. Можна

теоретично оцiнити l̄ i s2 за допомогою (3.164) i (3.165).

Ми вже бачили на Рис. 3.7, що ґаусове наближення добре узгоджується

з чисельними даними. Застосування розподiлу Ґауса може значно спростити

обчислення ряду за групою Γ.

Застосовуючи наближений розподiл (3.174), замiнимо суми (3.173) iнте-
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Рис. 3.10. Мультифрактальна поведiнка показника τ(q) для N = 5 i (a =

0.8, α = π/3). Точки та криву одержано на основi статистичних сум (3.148),

(3.176), вiдповiдно.

ґралами за великих N :

ZN(q) ≈ v(N)

ℓmax(N)∫
ℓmin(N)

W(N)(l)e
qldl,

ℓmax(N)∫
ℓmin(N)

W(N)(l)dl = 1, (3.175)

де ℓmin(N) = Lmin(N)/N i ℓmax(N) = Lmax(N)/N обрiзають хвости ґаусiана.

Пiсля простих обчислень одержуємо, що

ZN(q) ≈
8

7
CN(q) expN

(
1

2
q2s2 + ql̄ + ln 7

)
, (3.176)

де коефiцiєнт

CN(q) =

erf
(
ℓmax(N)−Nl̄−qNs2√

2Ns2

)
+ erf

(
Nl̄+qNs2−ℓmin(N)√

2Ns2N

)
erf
(
ℓmax(N)−Nl̄√

2Ns2

)
+ erf

(
Nl̄−ℓmin(N)√

2Ns2

) (3.177)

вiдповiдає за поверхневi ефекти, якi несуттєвi на безмежнiй ґратцi Бете.

Порiвняння значень τ(q), якi отримано чисельно та аналiтично на осно-

вi (3.176), зроблено на Рис. 3.10. Видно, що теоретична формула працює

в обмеженому iнтервалi q (малi |q|) i задовiльно описує показник τ(q) при
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1 < N < ∞. Однак, зауважимо, що iснує можливiсть покращити теоре-

тичний результат за допомогою включення кореляцiй вищого порядку ξ(n),

наявнiсть яких враховує процеси за межами теорiї Маркова.

3.3.3. Пiдсумки. Ми зосередилися на обчисленнi ряду за групою си-

метрiй гiперболiчної октагональної ґратки з парою незалежних параметрiв.

Щоб розвинути аналiтичний пiдхiд, побудовано модель напрямлених випад-

кових ґрафiв восьмигiлкового дерева Кейлi як дуальної ґратки до заданої

октагональної. Обмежуючись ґрафами певного поколiння, ряд за групою по-

дано як статистичну суму з вагами Больцмана для ансамблю сумарних гi-

перболiчних вiдстаней мiж кореневою точкою i вузлами ґрафа.

Як результат, аналiтично знайдено спектр довжин, а статистичну суму

зведено до мультиплiкативного ланцюга Маркова iз застосуванням централь-

ної ґраничної теореми. Це свiдчить про безлад i застосовнiсть методу хаоти-

чних блукань в наших обчисленнях. Отримано спектр масштабних показникiв

за допомогою концепцiї мультифрактальностi.

Проведене дослiдження пов’язано iз задачею про обчислення слiду Сель-

берга [392], що використовується при квантуваннi систем на рiманових по-

верхнях i вимагає знання спектра довжин геодезiйних (див. [284]). Подiбнi

обчислення також здiйснюються при симетризацiї польових функцiй щодо

дiї вiдповiдної групи i збiгаються з обчисленнями рядiв Дiрiхле або Пуанка-

ре. Лише зауважимо повiльну збiжнiсть цих рядiв, що вимагає використання

акуратних наближень, одному з яких ми присвятили цю роботу.

Бiльше того, в наших роботах [275, 276] окремо дослiджено хаотичну по-

ведiнку частинки в одновимiрному багатозонному середовищi, кожна зона

якого встановлює власний коефiцiєнт дифузiї, адгезiї та швидкiсть дрейфа.

З аналiтично знайденої функцiї розподiлу, середньоквадратичного вiдхиле-

ння та ймовiрностi знаходження частинки в точцi простору-часу, виявлено

наявнiсть перехiдної суб- та супер дифузiї за рiзних умов задачi.
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Висновки до роздiлу 3

У роздiлi 3 розглянуто модельнi двовимiрнi простори, що описуються рi-

мановими поверхнями роду один (тор) i два (крендель) i еволюцiонують за

рiзними сценарiями (2+1)-вимiрної ґравiтацiї.

Так, у випадку тороїдального Всесвiту, використано теорiю Черна-Сай-

монса з модельним джерелом, за допомогою якої описано класичну часову

еволюцiю простору i знайдено квантовий спектр геометричних характери-

стик. З iншого боку, еволюцiю поверхнi роду два описано за сценарiєм “ве-

ликого вiдскоку” (big bounce), запропонованого в теорiї петльової квантової

ґравiтацiї. Окрiм того, вказанi моделi вiдрiзняються способом знаходження

топологiчних ступенiв вiльностi та симплектичної структури фазового про-

стору, що розширює арсенал теоретичних методiв дослiдження.

Основними висновками, що виносяться на захист є такi:

– У гамiльтоновому пiдходi описано часову еволюцiю геометрiї тороїдаль-

ного простору в (2+1)-вимiрнiй ґравiтацiї Черна-Саймонса з модельним дже-

релом, наявнiсть якого при квантуваннi приводить або до розщеплення ви-

роджених станiв власного часу, або до зняття виродження спектра площi.

– Для двопараметричного випадку рiманових поверхонь роду два отрима-

но канонiчнi змiннi дiя-кут за допомогою геометричної теорiї Вейля–Петерсо-

на. Побудованi ґенератори Лоренца i гамiльтонiан задають часову еволюцiю

геометрiї поверхнi за сценарiєм “великого вiдскоку” i визначають квантовий

спектр площi фазового простору.

– За допомогою статистичної мiри як ряду за групою симетрiй рiманової

поверхнi роду два, обчислено мультифрактальнi показники спектра довжин

напрямлених ґрафiв восьмигiлкового дерева Кейлi. Виявлено застосовнiсть

теорiї ланцюгiв Маркова для опису вказаного спектру i мiри.

Результати роздiлу опублiковано у 8 працях [264, 265, 270, 271, 273, 274,

275, 276].
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РОЗДIЛ 4

СТАТИСТИЧНИЙ ОПИС СИСТЕМ ТIЛ З ҐРАВIТАЦIЙНОЮ I

ЕЛЕКТРОМАГНIТНОЮ ВЗАЄМОДIЯМИ

Зазвичай, статистичний опис класичних систем взаємодiючих частинок

вимагає гамiльтонового формулювання динамiки в термiнах канонiчних змiн-

них. Однак, фундаментальнi взаємодiї в природi описуються за допомогою

полiв, вiльнi моди яких в класичному статистичному описi приводять до вi-

домих розбiжностей, якi стимулювали появу квантової механiки. За умов,

коли вiльне випромiнювання є несуттєвим, i за низьких енерґiй, коли мо-

жна знехтувати процесами народження та знищення частинок, доцiльним є

переформулювання динамiки частинок в термiнах прямої взаємодiї мiж ни-

ми з виключеними з опису польовими ступенями вiльностi. Очевидно, що

процедура виключення полiв – носiїв взаємодiї – потребує знаходження i

пiдстановки розв’язку польових рiвнянь, виражених через (канонiчнi) змiн-

нi частинок. Однак, релятивiстська природа взаємодiй вимагає збереження

Пуанкаре-iнварiантностi одержуваної теорiї, оскiльки редукцiя не є канонi-

чним перетворенням. Через математичнi труднощi, доводиться часто звер-

татись до наближених методiв розв’язання рiвнянь поля, а також обирати

метод редукцiї, що ґарантує збереження релятивiстських симетрiй.

Серед методiв редукцiї, вiдзначимо гамiльтонову механiку Дiрака з в’язями

[375, 373], де фiксованi (рiвняннями в’язей) ступенi вiльностi усуваються за

допомогою дужки Дiрака, яка визначає новий фазовий простiр. Така схема

апробована в роботах [258, 259, 260] для електромагнiтної взаємодiї.

Зосереджуючись на моделi з ґравiтацiйною взаємодiєю, побудуємо, спер-

шу, Пуанкаре-iнварiантний гамiльтонiв опис системи частинок з ґравiтацiй-

ною взаємодiєю у першому порядку за ґравiтацiйною сталою з точним враху-
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ванням релятивiзму. Це потребує знаходження метрики простору-часу [156],

збурення в яку вносять матерiальнi частинки, у загальнiй теорiї вiдносностi.

Далi, обчислимо термодинамiчнi функцiї слабконеiдеальної системи ча-

стинок з ґравiтацiйною i (вiдштовхувальною) електромагнiтною взаємодiями

в наближеннi кiльцевих дiаграм [382], провiдним ефектом в якому є екрану-

вання електричного заряду.

У нерелятивiстському випадку i за вiдсутностi тяжiння, ефект екранува-

ння описується теорiєю Дебая-Хюкеля, яка визначає короткосяжний екрано-

ваний потенцiал (i парну кореляцiйну функцiю), що використовується для

знаходження вищiх поправок до вiльної енерґiї системи, її вiрiальних коефi-

цiєнтiв [369, 393]. Обчислення парної кореляцiйної функцiї в системi зарядiв

з далекосяжною взаємодiєю здiйснюється, зокрема, за допомогою ланцюжка

рiвнянь Боголюбова [384], а також рiвняння Орнштейна-Цернiке [393], бiльш

вiдомого в теорiї рiдин i розчинiв.

Як випливає з робiт [47, 175, 194, 195, 390], опис екранування в системах

з рiзним ступенем врахування релятивiзму (поправок за c−2) стикається iз

труднощами через залежнiсть потенцiалу взаємодiї вiд iмпульсiв частинок.

Неоднозначнiсть результатiв походить з вiдмiнностей схем обчислень i ви-

глядiв взаємодiї (обумовлених, зокрема, калiбруванням). Пiдсумовуючи, мо-

жна лише стверджувати, що внесок у вiльну енерґiю, обумовлений роботою

з екранування, має вигляд:

Fекр =
æ3V

12πβ
f 3/2(βmc2), (4.1)

де æ2 = 4πe2βN/V – параметр Дебая для N частинок iз зарядом |e| i масою

m в об’ємi V за температури T = β−1. Вигляд функцiї f(βmc2) залежить вiд

моделi i наближень, i f = 1 – у нерелятивiстському випадку.

Тому, ми намагаємося вiднайти спiльну схему обчислень Fекр для слабко-

неiдеальної системи частинок з далекосяжними взаємодiями: електромагнi-

тною (в наближеннi e2) i ґравiтацiйною (в наближеннi Gm2) в калiбруваннях
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Кулона i Лоренца з точним врахуванням релятивiзму. У дослiдженнi газу

тотожних (скалярних) частинок за умови електронейтральностi, яка забез-

печується термостатом, покладаємо Gm2 � e2, що свiдчить про провiдний

внесок електромагнетизму. Роль ґравiтацiї зводиться до участi в екрануваннi,

оскiльки самостiйне дослiдження газу iз ґравiтацiйною взаємодiєю стикається

з можливiстю колапсу [379, 381].

Однак, виняткова ситуацiя, коли Gm2 = e2, привертає особливий iнте-

рес. У нерелятивiстськiй теорiї вона означає взаємну компенсацiю сил парної

взаємодiї: Кулона i Ньютона. За такої умови частинки стають вiльними, що

також видно з термодинамiки. Бiльш ретельне вивчення цього випадку по-

требує звернення до загальної теорiї вiдносностi.

Справдi, для рiвнянь Ейнштейна-Максвела iснує точний розв’язок Мад-

жумдара-Папапетру [222, 287], який описує статичну систему екстремаль-

них чорних дiр (ЧД), тобто електрично заряджених сингулярних об’єктiв з

Gm2 = e2 i метрикою в глобальному часi. Вивченню їхнiх властивостей при-

свячено чимало праць, серед яких вiдзначимо [154, 344]. Довiльне розташу-

вання таких ЧД у просторi, зазвичай, обмежується лише умовою вiдсутностi

перекриття горизонтiв подiй з ґравiтацiйним радiусом r+ = Gmc−2.

Нами запропоновано статистично характеризувати ансамбль з тотожних

екстремальних ЧД величиною середньої затримки часу, спричинену ґравi-

тацiєю ЧД, в точках досяжного спостерiгачевi простору. Однак, навiть для

однорiдного розподiлу ЧД у заданiй частинi простору, будемо враховува-

ти вiрогiднiсть конфiгурацiй з певного числа ЧД, обумовлену внутрiшнi-

ми (квантовими) властивостями ЧД, якi гiпотетично випливають з теорiї

струн. Ця теорiя закликає враховувати внутрiшнi ступенi вiльностi, недося-

жнi для зовнiшнього спостерiгача, якi роблять ЧД розрiзненими. Це озна-

чає, що з мiркувань квантової теорiї, вони є анi бозонами, анi фермiонами.

У роботi [344] екстремальним ЧД приписується iнфiнiтний тип статистики

[236, 137, 244, 282, 101], який займає промiжне положення мiж статистикою
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Бозе-Ейнштейна i Фермi-Дiрака. Тому, ми порiвнюємо середню затримку ча-

су в ансамблях статичних екстремальних ЧД в рiзних статистиках.

4.1. Гамiльтонiв опис прямої ґравiтацiйної взаємодiї

Виключення ступенiв вiльностi поля, як носiя взаємодiї, ґрунтується на

пiдстановцi розв’язку польових рiвнянь в рiвняння руху частинок. Через

складну форму рiвнянь Ейнштейна [102], можна звернутись до лiнеаризо-

ваної теорiї, знайти розв’язки рiвнянь поля за допомогою методу функцiй

Ґрiна, i негайно виключити польовi змiннi в iнтеґралi дiї [348, 100]. Це при-

водить до дiї типу Фокера, нелокальнiсть якої є перешкодою при переходi

до гамiльтонової механiки. Подiбнi проблеми виникають при гамiльтонiза-

цiї електродинамiки Вiлера–Фейнмана [359]. Iнший спосiб полягає в усуненнi

польових ступенiв вiльностi пiсля переходу до гамiльтонового опису. Ґравi-

тацiйне поле вже усувалося в постньютонiвському наближеннi [312] в рамках

канонiчного формалiзму Арновiта–Дезера–Мiзнера (АДМ) в системi “частин-

ки+поле” [388]. Але зауважимо, що пряма пiдстановка розв’язку в термiнах

канонiчних змiнних частинок у рiвняння руху частинок та/або гамiльтонiан

системи не є коректною з наступної точки зору. Вiдомо, що коварiантнi поло-

ження частинок не можуть бути канонiчними пiсля редукцiї поля [84]. Окрiм

того, пряма пiдстановка не ґарантує збереження комутацiйних спiввiдношень

у сенсi дужки Пуасона мiж компонентами енерґiї-iмпульсу, якi задають ка-

нонiчну реалiзацiю алгебри Пуанкаре. Цi факти стимулювали появу нового

пiдходу [81, 259], заснованого на теорiї в’язей Дiрака [96]. Рiвняння поля в

рамках цього пiдходу розглядаються як в’язi, якi необхiдно усунути, що i буде

зроблено далi.

Спершу, перейдемо до гамiльтонового формулювання класичної реляти-

вiстської системи точкових частинок у зовнiшньому ґравiтацiйному полi. На-

далi, дослiдимо теорiю Ейнштейна у першому порядку за ґравiтацiйною ста-
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лою i одержимо гамiльтонiан вiльного ґравiтацiйного поля. У гамiльтоново-

му описi системи “поле+частинки”, змiннi поля та частинок розглядаються

на рiвних правах. Усуваючи калiбрувальнi ступенi вiльностi, переформулю-

ємо калiбровано-iнварiантно динамiку системи в термiнах спостережуваних

(фiзичних змiнних). Надалi, ефективно виключимо фiзичнi ступенi вiльно-

стi ґравiтацiйного поля в першому порядку наближення за ґравiтацiйною

сталою. Це робиться за три етапи [259]: (i) пошук розв’язкiв рiвнянь поля;

(ii) перехiд до канонiчних змiнних вiльного поля; (iii) редукцiя вiльного по-

ля шляхом накладення додаткових в’язей. Цi в’язi усуваються за допомогою

дужки Дiрака. Як результат, отримуємо гамiльтонiв формалiзм у змiнних

частинок.

4.1.1. Гамiльтонiв опис системи “частинки+ґравiтацiйне поле”.

Розглянемо систему з N точкових частинок, якi описуються свiтовими лiнiя-

ми у викривленому просторi–часi1 γa : τa 7→ xµa(τa). Коварiантний N -часовий

формалiзм не може бути використаний для побудови гамiльтонової картини.

Щоб означити дужку Пуасона системи точкових частинок з полем, маємо за-

стосувати одночасовий формалiзм. Введемо спiльний еволюцiйний параметр

t i покладемо τa = t, x0a(t) = t. Тодi, координати xa(t) = (xia(t)) та швидко-

стi ẋa(t) = (ẋia(t)) є динамiчними змiнними частинок. Лаґранжiан системи

точкових частинок в ґравiтацiйному полi задається так:

L(t) = −
N∑
a=1

ma

√
g00(t,xa) + 2g0i(t,xa)ẋia(t) + gik(t,xa)ẋia(t)ẋ

k
a(t). (4.2)

Перейдемо у стандартний спосiб [388, 219] вiд десяти полiв gµν до функцiй
1Ґрецькi iндекси µ, ν, . . . пробiгають вiд 0 до 3; латинськi iндекси з середини алфавiту, i, j, k, . . . пробi-

гають вiд 1 до 3, i на обидва типи iндексiв розповсюджується конвенцiя про пiдсумовування. Латинськi

iндекси з початку алфавiту, a, b, позначають частинки i пробiгають вiд 1 до N . Сума за такими iндексами

вказується явно. Швидкiсть свiтла c покладається рiвною одиницi.
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N , N i, i 3-мiрної метрики γik (або γik):

γik ≡ −gik, γik = −gik + g0ig0k

g00
, γikγ

kj = δji , (4.3)

N i ≡ g0kγ
ki =

g0i

g00
, N ≡

√
g00 − gikN iNk =

√
1

g00
. (4.4)

З використанням рiвностей g0i = −gikNk i uia(t) ≡ ẋia(t)−N i(t,xa), маємо

L(t) = −
N∑
a=1

ma

√
N 2(t,xa)− γik(t,xa)uia(t)u

k
a(t). (4.5)

Означимо канонiчнi iмпульси частинок так:

kai(t) ≡ − ∂L(t)

∂ẋia(t)
= − maγik(t,xa)u

k
a(t)√

N 2(t,xa)− γik(t,xa)uia(t)u
k
a(t)

. (4.6)

Швидкiсть частинки виражається в термiнах канонiчних змiнних як

ẋia(t) = N i(t,xa)−
N(t,xa)k

i
a(t)√

m2
a + γik(t,xa)kai(t)kak(t)

, kia(t) = γik(t,xa)kak(t).

(4.7)

Вiдразу знаходимо канонiчний гамiльтонiан:

H = −
N∑
a=1

kaiẋ
i
a − L =

N∑
a=1

[
N
√
m2
a + γikkaikak − kaiN

i

]
, (4.8)

який ґенерує часову еволюцiю в термiнах дужки Пуасона:

{xia(t), kbj(t)} = −δabδij. (4.9)

У випадку слабкого ґравiтацiйного поля, подамо метрику у виглядi

gµν = ηµν − hµν, gµν = ηµν + hµν, (4.10)

де ‖ηµν‖ = diag(1,−1,−1,−1) – метрика плаского простору–часу.

У лiнiйному наближеннi маємо gµλgλν = δµν i одержуємо гамiльтонiан:

H =
N∑
a=1

√
m2
a + k2

a +
1

2

∫
Jµνh

µνd3x. (4.11)
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Струм Jµν – тензор енерґiї–iмпульсу вiльних частинок, який має вигляд

Jµν =
N∑
a=1

kaµkaν√
m2
a + k2

a

δ3(x− xa), (4.12)

ka0 = k0a =
√
m2
a + k2

a, kai = −kia.

Тепер слiд ввести гамiльтонiан, який ґенерує еволюцiю поля hµν. Для цьо-

го звернемося до загальної теорiї вiдносностi.

Точна густина лаґранжiану ґравiтацiйного поля теорiї Ейнштейна [385] є

L =
1

16πG

[
−gµν(ΓλµσΓσλν − ΓλµνΓ

σ
λσ)
√

−det(gµν) + ∂µω
µ

]
, (4.13)

де дiвергентний член i зв’язнiсть є

ωµ =
√

−det(gµν)∂νgλσ(g
µνgλσ − gµλgνσ), (4.14)

Γλµν =
1

2
gλσ(∂νgσµ + ∂µgσν − ∂σgµν). (4.15)

Надалi використовуємо позначення

∂µ ≡ ∂/∂xµ, ∂0f = ∂f/∂t ≡ ḟ . (4.16)

Умова слабкостi ґравiтацiйного поля з метрикою (4.10) вiдразу приводить

до густини лаґранжiану:

L = − 1

16πG
Γ, Γ = ηµν(ΓλµσΓ

σ
λν − ΓλµνΓ

σ
λσ), (4.17)

де зв’язнiсть набуває вигляду

Γλµν =
1

2
ηλσ(∂νhσµ + ∂µhσν − ∂σhµν). (4.18)

Прямi обчислення дають

4Γ = −πikπik + πiiπ
k
k + 2∂ih00(∂ih

k
k − ∂kh

k
i )− 2∂ihji∂jh

k
k

+∂jhii∂jh
k
k + 2∂jh

i
k∂

khji + ∂jh
k
i ∂jh

i
k + Ω, (4.19)
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де введено позначення:

πik ≡ ḣik − ∂ih0k − ∂kh0i, (4.20)

Ω ≡ −2∂0[(h00−hkk)∂ih0i]+2∂i[(h00−hkk)ḣ0i]+4∂i[h0k∂
kh0i−h0i∂kh0k]. (4.21)

Вiдкидаючи дiвергентний член Ω, одержуємо вираз:

L =
1

32πG

[
1

2
πikπ

ik − 1

2
πiiπ

k
k − ∂ih00(∂ih

k
k − ∂kh

k
i ) + ∂ihji∂jh

k
k

− 1

2
∂jh

i
i∂
jhkk − ∂jh

i
k∂

khji +
1

2
∂jh

i
k∂

jhki

]
. (4.22)

Канонiчнi польовi iмпульси теорiї є

p0µ ≡ ∂L
∂ḣ0µ

= 0, (4.23)

pik ≡ ∂L
∂ḣik

=
1

32πG

(
πik − δikπll

)
. (4.24)

Дужка Пуасона задається спiввiдношеннями:

{hµν(t,x), pλσ(t,y)} = Iλσµν δ
3(x− y), Iλσµν =

1

2
(δλµδ

σ
ν + δλν δ

σ
µ). (4.25)

Рiвняння (4.23) визначає первиннi в’язi [373]. З врахуванням (4.23), зна-

ходимо густину канонiчного гамiльтонiану (див. [373])

H = 16πG

(
pikp

ik − 1

2
piip

k
k

)
+ 2pik∂ih0k +

1

32πG

[
∂ih00(∂ih

k
k − ∂kh

k
i )

− ∂ihji∂jh
k
k +

1

2
∂jh

i
i∂
jhkk + ∂jh

i
k∂

khji −
1

2
∂jh

k
i ∂

jhik

]
. (4.26)

Використовуючи вирази (4.11) i (4.26), приходимо до гамiльтонiану систе-

ми “частинки+поле”:

H =
N∑
a=1

√
m2
a + k2

a +
1

2

∫
J ikhikd

3x+

∫ (
Hg +

1

2
h00T

0 + h0iT
i

)
d3x, (4.27)

тут

Hg = 16πG

(
pikp

ik − 1

2
piip

k
k

)
− 1

64πG
hkl∆(P ikP lj − P klP ij)hij, (4.28)
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T 0 = J00 +
1

16πG
∆P ikhik, T i = J0i − 2∂kp

ik, (4.29)

P ik = ηik +∆−1∂i∂k. (4.30)

Обернений оператор до лапласiану ∆ ≡ −∂i∂i визначається рiвнянням

∆−1δ3(x) = − 1

4π|x|
. (4.31)

В’язi (4.23) пов’язанi з калiбрувальною iнварiантнiстю рiвнянь руху. Ви-

мога збереження (4.23) в часi ґенерує вториннi в’язi. Повна система в’язей

p0µ ≈ 0, T µ ≈ 0 (4.32)

є першого роду, оскiльки {p0µ, T ν} = 0. Будемо записувати рiвняння в’язей з

використанням “слабкої рiвностi”, щоб вiдрiзнити вiд рiвнянь руху.

Змiннi, спряженi до iмпульсiв p0µ i функцiй T µ, є нефiзичними i довiль-

ними. Вони не фiксуються рiвняннями руху. Цю довiльнiсть можна усуну-

ти за допомогою накладання додаткових калiбрувальних умов. Iнший шлях

полягає у переходi до калiбрувально-iнварiантного опису. Такий пiдхiд був

започаткований Дiраком для електромагнiтного поля i застосовується для

калiбрувально-iнварiантного переформулування динамiки нашої системи.

Можна переконатися, що польовi змiннi

Q0 = −8πG∆−1Pikp
ik, Qi = −1

2
∆−1[∂khik + P l

i∂
khlk] (4.33)

задовольняють такi комутацiйнi спiввiдношення в сенсi дужок Пуасона:

{Qµ(t,x), T
ν(t,y)} = δνµδ

3(x− y), {Qµ, Qν} = 0. (4.34)

Тодi, пари (h0µ, p
0µ) i (Qµ, T

µ) утворюють канонiчний базис калiбрувальних

ступенiв вiльностi. Тепер, зосередимося на канонiчних змiнних, якi вiдповiд-

ають калiбрувально-iнварiантним ступеням вiльностi. По-перше, роздiлимо

фiзичнi i калiбрувальнi ступенi вiльностi за допомогою розкладу [373]:

hik = h⊥ik + hLik, h⊥ik = P lm
ik hlm, hLik = Llmik hlm, (4.35)
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pik = pik⊥ + pikL , pik⊥ = P ik
lmp

lm, pikL = Liklmp
lm. (4.36)

Тут, проектори задаються так:

P ik
lm =

1

2
(P i

l P
k
m + P i

mP
k
l − P ikPlm), Liklm = I iklm − P ik

lm. (4.37)

Тодi, використовуючи спiввiдношення (4.29) i (4.33), одержуємо

hLik = −8πGPik∆
−1(T 0 − J00) + ∂iQk + ∂kQi, (4.38)

pikL = − 1

16πG
P ik∆Q0 +

1

2
∂k∆−1(T i − J0i)

+
1

2
∂i∆−1(T k − J0k) +

1

2
∂i∂k∆−2∂l(T

l − J0l). (4.39)

Для поперечних (фiзичних) складових польових змiнних, маємо

{h⊥ik(t,x), plm⊥ (t,y)} = P lm
ik δ

3(x− y). (4.40)

Розщеплення (4.35)–(4.36) iндукує канонiчне перетворення:

((xia, kai), (hik, p
ik)) 7→ ((yia, qai), (h

⊥
ik, p

ik
⊥ ), (Qµ, T

µ)). (4.41)

Перетворення частинкових змiнних ґенерується функцiоналом:

F =

∫
QµJ

µ0d3x. (4.42)

У рамках лiнеаризованої теорiї одержуємо

yia = xia + {xia, F}, qai = kai + {kai, F}. (4.43)

Враховуючи рiвняння (4.32) i перетворення (4.41), знаходимо

H =
N∑
a=1

√
m2
a + q2

a +
1

2

∫
J ik
(
h⊥ik − 8πGPik∆

−1J00
)
d3x+

∫
H⊥

g d
3x

+8πG

∫ (
1

4
J00∆−1J00 + J0i∆−1PikJ

0k +
1

4
∂iJ

0i∆−2∂kJ
0k

)
d3x. (4.44)
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Гамiльтонiан H не залежить вiд калiбрувальних змiнних h0µ i Qµ, а струм i

фiзичний гамiльтонiан поля задаються виразами:

Jµν =
N∑
a=1

qµaq
ν
a√

m2
a + q2

a

δ3(x− ya), H⊥
g = 16πGp⊥ikp

ik
⊥ − 1

64πG
hik⊥∆h

⊥
ik. (4.45)

Отже, ми виключили калiбрувальнi ступенi вiльностi i перейшли до опису

в термiнах спостережуваних Дiрака. На цьому етапi, польовi i частинковi

змiннi – рiвноправнi, що може бути використано для рiзних цiлей. Однак, ми

виключимо фiзичнi ступенi вiльностi ґравiтацiйного поля з опису системи.

4.1.2. Редукцiя ступенiв вiльностi поля. Переформулюємо систему

в термiнах частинкових змiнних, що особливо ефективно, коли вiльне випро-

мiнювання не є важливим. Зробимо це за три кроки. (i) Розв’яжемо гамiльто-

новi рiвняння поля в лiнiйному наближеннi за ґравiтацiйною сталою за допо-

могою методу функцiй Ґрiна. У даному наближеннi, випередний, запiзнений

та симетричний розв’язки збiгаються, i ми використовуємо симетричну фун-

кцiю Ґрiна. (ii) За допомогою вiдповiдного перетворення видiлимо канонiчнi

змiннi вiльного поля, якi є розв’язками однорiдних рiвнянь. (iii) Прирiвняє-

мо вiльне поле до нуля. Виключимо зафiксованi змiннi за допомогою дужки

Дiрака i знайдемо гамiльтонiан.

Запишемо гамiльтоновi рiвняння руху для h⊥ik i pik⊥ :

ḣ⊥ik = 32πGp⊥ik, ṗik⊥ = −1

2
P ik
lmJ

lm +
1

32πG
∆hik⊥ . (4.46)

Комбiнуючи, їх можна переписати так:

ḧ⊥ik −∆h⊥ik = −16πGP lm
ik Jlm, pik⊥ =

1

32πG
ḣik⊥ . (4.47)

Загальний розв’язок системи (4.47) подамо як

h⊥ik = ϕ⊥ik + ĥ⊥ik, pik⊥ = χik⊥ + p̂ik⊥ (4.48)
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Нехай змiннi ϕ⊥ik i χik⊥ є загальним розв’язком однорiдних рiвнянь:

ϕ̈⊥ik −∆ϕ⊥ik = 0, χik⊥ =
1

32πG
ϕ̇ik⊥ . (4.49)

Функцiї ĥ⊥ik залежать вiд частинкових змiнних i задовольняють неоднорiднi

польовi рiвняння з точковоподiбними джерелами. Вони визначаються так:

ĥ⊥ik = P lm
ik ĥlm,

ĥµν = −16πG
N∑
a=1

∫
Gλσ
µν

[
(t− t′)2 − (x− ya(t

′))2
] qaλ(t′)qaσ(t′)√

m2
a + q2

a(t
′)
dt′, (4.50)

де

Gλσ
µν

[
(x0)2 − x2

]
=

1

2

(
δλµδ

σ
ν + δλν δ

σ
µ − ηλσηµν

)
G
[
(x0)2 − x2

]
. (4.51)

Пiдставимо симетричну функцiю ҐрiнаG
[
(x0)2 − x2

]
оператора Д’Аламбера.

Використовуючи вiльночастинковi рiвняння iз сталими в часi iмпульсами ча-

стинок, iнтеґрування дає

ĥµν = −4G
N∑
a=1

qaµqaν − 1
2ηµνm

2
a√

[qa(x− ya)]2 +m2
a(x− ya)2

. (4.52)

Тодi, iз залученням означення (4.24), знаходимо

p̂ik⊥ = P ik
lmp̂

lm, p̂ik =
1

32πG

[
Dtĥik − ∂iĥ0k − ∂kĥ0i + δik(Dtĥ

l
l − 2∂lĥ

l
0)
]
,

(4.53)

де Dt – часова похiдна:

Dt =
N∑
a=1

qia√
m2
a + q2

a

∂

∂yia
. (4.54)

Легко перевiрити, що одержанi розв’язки задовольняють в’язi в лiнiйному

наближеннi за ґравiтацiйною сталою:

J00 +
1

16πG
∆P ikĥik ≡ 0, J0i − 2∂kp̂

ik ≡ 0. (4.55)

Наступний крок нашої процедури редукцiї полягає в (канонiчному) пере-

ходi до польових змiнних ϕ⊥ik, χ
ik
⊥ згiдно iз спiввiдношеннями (4.48).
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Таке перетворення зачiпає частинковi змiннi:

yia = zia +

∫ [(
ϕ⊥lm +

1

2
ĥ⊥lm

)
∂p̂lm⊥
∂πai

−
(
χlm⊥ +

1

2
p̂lm⊥

)
∂ĥ⊥lm
∂πai

]
d3x, (4.56)

qai = πai −
∫ [(

ϕ⊥lm +
1

2
ĥ⊥lm

)
∂p̂lm⊥
∂zia

−
(
χlm⊥ +

1

2
p̂lm⊥

)
∂ĥ⊥lm
∂zia

]
d3x. (4.57)

У термiнах нових змiнних ненульовi дужки Пуасона є

{zia(t), πbj(t)} = −δabδij, {ϕ⊥ik(t,x), χlm⊥ (t,y)} = P lm
ik δ

3(x− y). (4.58)

Щоб завершити процедуру, залишається покласти ϕ⊥ik ≈ 0, χik⊥ ≈ 0, i

усунути зафiксоване поле за допомогою дужки Дiрака, яка конструюється

так. Оскiльки ϕLik ≡ 0 i χikL ≡ 0 для вiльного поля, можна вiдновити канонiчнi

змiннi ϕik i χik, так що ϕ⊥ik = P lm
ik ϕlm, χik⊥ = P ik

lmχ
lm. Тодi, дужка Дiрака

{F,G}∗ = {F,G} −
∫
{F, ϕik(t,x)}I iklm{χlm(t,x), G}d3x (4.59)

просто збiгається з канонiчною дужкою Пуасона для частинок.

Вiдкидаючи внесок вiльного поля в гамiльтонiанi, одержуємо

H =
N∑
a=1

√
m2
a + π2

a +
1

4

∫
J ik
(
ĥ⊥ik − 16πGPik∆

−1J00
)
d3x

+8πG

∫ (
1

4
J00∆−1J00 + J0i∆−1PikJ

0k +
1

4
∂iJ

0i∆−2∂kJ
0k

)
d3x. (4.60)

Видно, що виключення поля привело до зменшення внеску взаємодiї вдвiчi.

Тепер, струм, залежний вiд частинкових змiнних, є

Jµν =
N∑
a=1

πµaπ
ν
a√

m2
a + π2

a

δ3(x− za). (4.61)

Поля ĥik i p̂ik в нових змiнних зберiгають вигляд (4.52), (4.53).

Якщо до гамiльтонiану додати вираз

−1

4
Dt

∫ [
16πGJ00∆−1Pikp̂

ik + J0i∆−1
(
∂kĥik + P l

i∂
kĥlk

)]
d3x, (4.62)
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остаточно знаходимо

H =
N∑
a=1

√
m2
a + π2

a +
1

4

∫
Jµνĥµνd

3x. (4.63)

Пiсля виключення вiльного поля метрика набуває вигляду:

gµν = ηµν − 4G
N∑
a=1

πaµπaν − 1
2ηµνm

2
a√

[πa(x− za)]2 +m2
a(x− za)2

, (4.64)

де πa0 =
√
m2
a + π2

a.

Комбiнацiя рiвнянь (4.43) i (4.56) дає спiввiдношення мiж коварiантними

положеннями частинок i канонiчними змiнними:

xia = zia +
1

2

∫ (
ĥlm

∂p̂lm

∂πai
− p̂lm

∂ĥlm
∂πai

)
d3x. (4.65)

Дужки Дiрака мiж положеннями частинок,

{xia, x
j
b}

∗ =

∫ (
∂ĥlm
∂πbj

∂p̂lm

∂πai
− ∂p̂lm

∂πbj

∂ĥlm
∂πai

)
d3x 6≡ 0, (4.66)

показують, що xia не можуть бути канонiчними змiнними, що узгоджується з

теоремою про невзаємодiю [84].

Пуанкаре-iнварiантнiсть початкової системи приводить до десяти збере-

жуваних величин, якi в термiнах канонiчних змiнних дають канонiчну ре-

алiзацiю алґебри Пуанкаре. Пiсля редукцiї поля, знаходимо вирази для 4-

iмпульсу i 4-поворотiв, якi походять вiд ґенераторiв системи “частинки+поле”:

P 0 =
N∑
a=1

√
m2
a + π2

a +
1

4

∫
Jµνĥµνd

3x,

P i =
N∑
a=1

πia, M ik =
N∑
a=1

(ziaπ
k
a − zkaπ

i
a),

Mk0 =
N∑
a=1

zka
√
m2
a + π2

a +
1

4

∫
xkJµνĥµνd

3x− tP k. (4.67)
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Сингулярнi члени самодiї виключаються за допомогою процедури, що ви-

користовує потенцiал Рiса [156], i ґенератори задовольняють комутацiйнi спiв-

вiдношення алґебри Пуанкаре у першому порядку за G:

{P µ, P ν}∗ = 0, {P µ,M νλ}∗ = ηµνP λ − ηµλP ν,

{Mµν,Mλσ}∗ = −ηµλM νσ + ηνλMµσ − ηνσMµλ + ηµσM νλ. (4.68)

Виявляється, що

{xia,Mk0}∗ = xka{xia, H}∗ − δikt, (4.69)

тобто частинковi координати задовольняють умову свiтової лiнiї.

4.1.3. Пiдсумки. Отримано калiбрувально-iнварiантне формулювання

лiнеаризованої теорiї тяжiння, коли частинковi та польовi змiннi тлумачаться

рiвноправно. Щоб одержати опис в термiнах лише частинкових змiнних, ми

ефективно виключили польовi ступенi вiльностi за допомогою теорiї в’язей

Дiрака. Ця процедура розроблена у нашiй працi [259] i використана тут в

першому порядку теорiї збурень за ґравiтацiйною сталою.

Процедура усунення поля дозволяє отримати зв’язок мiж коварiантни-

ми положеннями частинок i канонiчними змiнними. Окрiм того, такий пiд-

хiд забезпечує Пуанкаре-iнварiантнiсть теорiї: десять ґенераторiв Пуанкаре

в термiнах частинкових змiнних задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

алґебри Пуанкаре в даному наближеннi.

Знайдено вираз для метричного тензора в теорiї Ейнштейна, який зале-

жить вiд канонiчних частинкових змiнних (див. (4.64)) i узгоджується з ре-

зультатом працi [156] в термiнах конфiгурацiйних змiнних.

Зауважимо, що вираз (4.60) для гамiльтонiану взаємодiючих частинок мо-

жна тлумачити як такий, що отриманий у калiбруваннi, подiбному до калi-

брування Кулона в електродинамiцi, а (4.63) – у коварiантному калiбруваннi

Лоренца. Оскiльки рiзниця мiж (4.63) i (4.60) задається похiдною (4.62), то

вказанi гамiльтонiани пов’язанi канонiчним перетворенням.
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4.2. Екранування в слабконеiдеальному релятивiстському газi

точкових зарядiв з ґравiтацiйною взаємодiєю

У рамках традицiйної статистичної механiки, яка базується на розподi-

лi Ґiбса та рiвняннi Лiувiля, для класичних нерелятивiстських систем взає-

модiючих частинок розвинуто потужнi дiаграмнi методи [231, 382, 369, 393]

знаходження статистичної суми, кореляцiйних функцiй тощо. Дiаграмна те-

хнiка дозволила обчислити вiльну енерґiю та iншi термодинамiчнi функцiї

системи зарядiв з кулонiвською далекодiючою взаємодiєю. Так, перша нену-

льова поправка до вiльної енерґiї описує екранування зарядiв i одержується

шляхом пiдсумовування кiльцевих дiаграм – внескiв попарновзаємодiючих

частинок [382, 369, 393]. Однак, фундаментальнi взаємодiї у фiзицi адекватно

описуються теорiєю поля, яка має релятивiстську та калiбрувальну природу.

Тому застосування такої дiаграмної технiки в статистичному описi потре-

бує переформулювання взаємодiй в термiнах канонiчних змiнних частинок.

Здiйснюючи перехiд вiд теорiї поля до теорiї прямих взаємодiй, потенцiали

мiжчастинкової релятивiстської взаємодiї (на вiдмiну вiд нерелятивiстського

випадку) виявляються залежними вiд канонiчних iмпульсiв частинок. Однак,

про iснування загальної схеми перегрупування i обчислення дiаграм для за-

лежних вiд iмпульсiв потенцiалiв нам невiдомо.

У пiонерськiй роботi [194] була здiйснена спроба обчислення статистичної

суми системи зарядiв з гамiльтонiаном iз слабкорелятивiстською взаємодiєю

Дарвiна [85] шляхом пiдсумовування ряду кiльцевих дiаграм, безпосередньо

сформованих на базi залежного вiд iмпульсiв потенцiалу. Такий спосiб уза-

гальнення нерелятивiстської дiаграмної технiки зустрiвся з проблемою розбi-

жностi вiльної енерґiї. Однак з’явилась низка пiдходiв [194, 390, 47] розрахун-

ку вiльної енерґiї, яка дозволила уникнути зазначеної розбiжностi. Запропо-

нованi калькулятивнi схеми не змогли обiйтись без “додаткових принципiв”

побудови релятивiстської статистичної механiки в межах окремої задачi. З
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iншого боку, вiдмiннiсть закладених рiзними авторами “принципiв”, а разом

з тим i результатiв, стала предметом дискусiї в лiтературi [175, 195].

Тому, зосереджуючись на обчисленнi статистичної суми та термодинамi-

чних функцiй релятивiстської системи зарядiв з гамiльтонiаном першого по-

рядку за взаємодiєю, ми обрали послiдовний шлях, що полягає у застосуваннi

iснуючої (нерелятивiстської) дiаграмної технiки до ефективного потенцiалу,

одержаного усередненням за iмпульсами релятивiстського потенцiалу.

4.2.1. Ефективний потенцiал взаємодiї. Скористаємося результа-

тами праць [258, 259, 261], де одержано Пуанкаре-iнварiантнi гамiльтонiани

з прямою мiжчастинковою взаємодiєю у першому наближеннi за константою

взаємодiї з точним врахуванням релятивiстської кiнематики. В загальному

виглядi функцiю Гамiльтона системи N тотожних частинок iз суперпозицiєю

електромагнiтної та ґравiтацiйної взаємодiй у даному наближеннi (∼ e2, G) в

термiнах канонiчних змiнних (xia, pai) запишемо так2:

H =
N∑
a=1

p0a +
1

2

N∑′

a,b=1

Uab, U =
1

2

N∑′

a,b=1

Uab, (4.70)

Uab =

∫ [
jµaa

b
µ +

1

2
tµνa h

b
µν

]
d3x =

1

V

∑
k

ν(k)uabe
−ikrab, (4.71)

rab = xa − xb, ν(k) =
4π

k2
, n =

k

|k|
, p0a =

√
m2 + p2

a.

Тут jµa – парцiальний вiльночастинковий 4-струм a-ї частинки; tµνa – тензор

енерґiї–iмпульсу вiльної a-ї частинки; V – об’єм системи; штрих над знаком

суми означає, що a 6= b. 4-Потенцiал електромагнiтного поля abµ та ґравiта-

цiйне поле hbµν, якi створюються частинкою b, знаходяться з вiдповiдних по-

льових рiвнянь з точковим джерелом (див. [258, 259, 261]). Однак конкретний
2Грецькi iндекси µ, ν, . . . пробiгають вiд 0 до 3; латинськi iндекси i, j, k пробiгають вiд 1 до 3. Пiдсумо-

вування за такими типами iндексiв здiйснюється згiдно конвенцiї з метрикою ‖ηµν‖ = diag(1,−1,−1,−1).

Iндекси a, b позначають частинки i пробiгають вiд 1 до N . Швiдкiсть свiтла c = 1.



224

вигляд iмпульсної частини uab потенцiалу мiжчастинкової взаємодiї (4.71) за-

лежить вiд умов редукцiї калiбрувальної свободи рiвнянь електромагнiтного

та ґравiтацiйного полiв. Так iз застосуванням калiбрувальної умови Лоренца

одержується вираз

uab =
p0b/p

0
a

(p0b)
2 − (npb)2

{
e2pµapbµ −G

[
2(pµapbµ)

2 −m4
]}
. (4.72)

Використовуючи калiбрування Кулона, маємо

uab = e2
[
1− papb − (npa)(npb)

(p0b)
2 − (npb)2

p0b
p0a

]
−G

{
p0ap

0
b − (npa)(npb) +

+

(
2[p2

a − (npa)
2] +

[papb − (npa)(npb)]
2

(p0b)
2 − (npb)2

)
p0b
p0a

−

−4[papb − (npa)(npb)]} . (4.73)

Незважаючи на зовнiшню вiдмiннiсть одержаних потенцiалiв, знайденi га-

мiльтонiани є фiзично еквiвалентними, що випливає з незалежностi значень

спостережуваних величин вiд вибору калiбрування [373]. В рамках теорiї пря-

мих взаємодiй, канонiчнi перетворення, що пов’язують гамiльтонiани з (4.72)

i (4.73), можна знайти в [259, 261]. З iншого боку, статистична сума (вiльна

енерґiя) є калiбрувально-iнварiантною величиною [377], тому гамiльтонiани

з iмпульсними частинами (4.72) та (4.73) повиннi приводити до однакових

значень статистичних та термодинамiчних величин.

Запишемо статистичну суму системи N тотожних частинок:

ZN =
1

N !

∫
e−βH

N∏
a=1

d3xad
3pa

(2π)3
, (4.74)

де β−1 = T – температура системи.

Тепер здiйснимо iнтеґрування за канонiчними iмпульсами частинок, щоб

знайти ефективний потенцiал. Подамо вираз (4.74) так:

ZN =
Z id
N

V N

∫
〈e−βU〉

N∏
a=1

d3xa, (4.75)
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де статистична сума Z id
N вiльних релятивiстських частинок має вигляд [177]

Z id
N =

1

N !
(ξV )N , ξ =

∫
e−βp

0
a
d3pa
(2π)3

, (4.76)

а середнє за iмпульсами (з функцiєю розподiлу вiльних частинок) означається

формулою

〈e−βU〉 = 1

ξN

∫
e−β(H0+U)

N∏
a=1

d3pa
(2π)3

; H0 =
N∑
a=1

p0a. (4.77)

Прагнення знайти ефективний потенцiал, лiнiйний за взаємодiєю, вiдразу

вказує на рiзнi результати обчислень 〈uab〉 для взаємодiй (4.72) i (4.73).

Тому, для аналiзу властивостей середнього та його обчислення зручно

ввести симетризований потенцiал парної взаємодiї Vab(= Vba):

Vab =
1

2
(Uab + Uba) =

1

V

∑
k

ν(k)vabe
−ikrab, U =

1

2

N∑′

a,b=1

Vab. (4.78)

Взаємодiю мiж частинками a i b в термiнах симетризованого потенцiалу Vab
можна тлумачити як взаємодiю за допомогою вiртуальної фотонної та ґра-

вiтонної петлi. Подiбна однопетльова взаємодiя виникає i в квантовiй теорiї

поля у лiнiйному наближеннi за константою взаємодiї, яка там забезпечує

спiльний характер фундаментальних взаємодiй.

Симетризовану iмпульсну частину vab потенцiалу подамо у виглядi:

vab = f ᾱa Aᾱβ̄f
β̄
b . (4.79)

Тут f ᾱa – залежний лише вiд канонiчного iмпульсу pa “вектор”; Aᾱβ̄ – стала

симетрична матриця; ᾱ, β̄ – мульти-iндекси. Зображення vab у виглядi (4.79)

не є однозначним.

Так, iмпульсну частину vab симетризованого релятивiстського потенцiалу

можна подати у виглядi квадратичної форми:

vab = f
[µ][ν]
a(ξ)(α)A

(ξζ)(αβ)
[µλ][νσ] f

[λ][σ]
b(ζ)(β), (4.80)
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де iндекси ξ, ζ = 1, 2 нумерують взаємодiї: електромагнiтну, гравiтацiйну;

iндекси α, β = 1, 2 вiдповiдають суб’єктам взаємодiй: “струму”, “полю”.

Для взаємодiї, записаної на базi формули (4.72), компоненти вектора fa
та матрицi A означено так:

f
[µ][ν]
a(1)(1) =

pµa
p0a
ℓν, f

[µ][ν]
a(1)(2) =

pµap
0
a

(p0a)
2 − (npa)2

ℓν, (4.81)

f
[µ][ν]
a(2)(1) =

pµap
ν
a

p0a
, f

[µ][ν]
a(2)(2) =

2pµap
ν
a − ηµνm2

(p0a)
2 − (npa)2

p0a, (4.82)

A
(αβ)(ξζ)
[µλ][νσ] =

1

2
gξδξζηµληνσδ(3− α− β), (4.83)

де ℓµ – довiльний сталий 4-вектор, такий що ℓµℓµ = 1; g1 = e2, g2 = −G.

Для скорочення запису сукупностi iндексiв позначимо як ᾱ = {(ξ)(α)[µ][ν]},
β̄ = {(ζ)(β)[λ][σ]}, i приходимо до (4.79), тобто vab = f ᾱa Aᾱβ̄f

β̄
b з Aᾱβ̄ = Aβ̄ᾱ.

Вираз (4.79) можна переписати так:

vab =
1

2

[
f ᾱa Aᾱβ̄f

β̄
a + f ᾱb Aᾱβ̄f

β̄
b − (f ᾱa − f ᾱb )Aᾱβ̄(f

β̄
a − f β̄b )

]
=

=
1

2

[
uaa + ubb − (f ᾱa − f ᾱb )Aᾱβ̄(f

β̄
a − f β̄b )

]
. (4.84)

Пiсля прямого пiдставляння виразiв (4.72) i (4.73) виявляється, що uaa є

однаковою для вихiдних гамiльтонiанiв,

uaa =
e2 −Gm2

1 + [n× va]2
, va =

pa
m
, (4.85)

i описує дiю рухомого заряда на нерухомий з врахуванням скiнченностi швид-

костi передачi взаємодiї. Тому iмпульсну частину vab подамо у виглядi:

vab = vinvab + vgaugeab , (4.86)

де

vinvab =
1

2
(uaa + ubb), vgaugeab = −1

2
(f ᾱa − f ᾱb )Aᾱβ̄(f

β̄
a − f β̄b ). (4.87)

Складова vinvab є iнварiантом вiдносно групи канонiчних перетворень, яка ви-

значає клас еквiвалентних гамiльтонiанiв (4.70). В той час, складова vgaugeab iм-

пульсної частини потенцiалу залежить вiд способу фiксування калiбрувальної
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свободи польових рiвнянь i змiнюється вiдносно зазначеної групи канонiчних

перетворень. Легко бачити, що vgaugeab < 0 i |vgaugeab | < |vinvab |. Окрiм того, величи-

на vgaugeab зникає у нерелятивiстськiй межi (коли зникає залежнiсть взаємодiї

вiд iмпульсiв). Оскiльки, статистична сума не повинна залежати вiд вибору

калiбрувальних умов, ми повиннi виключити внесок vgaugeab , використовуючи

канонiчне перетворення, або на пiдставi його малостi у порiвняннi з vinvab .

Отже, ми знаходимо ефективний потенцiал мiжчастинкової взаємодiї з

(4.77), враховуючи лише vinvab з vab:

W = −1

β
ln〈e−βU〉 = −1

β
ln (1− β〈U〉+ ...) . (4.88)

У лiнiйному наближеннi за константою взаємодiї, маємо

W =
1

2

N∑′

a,b=1

Wab, Wab =
1

V

∑
k

ν(k)〈uaa〉e−ikrab. (4.89)

Введемо ефективну константу взаємодiї Q2 = 〈uaa〉, i одержуємо

Q2(mβ) = (e2 −Gm2)
K0(mβ)

K2(mβ)
, (4.90)

де Kn(z) – функцiя Макдональда. Тут, електромагнiтна та ґравiтацiйна вза-

ємодiї характеризуються спiльною функцiєю вiд mβ. Це можна пояснити по-

дiбнiстю польових рiвнянь у першому порядку наближення [259, 261].

Проаналiзуємо межi дiапазону значень Q2(mβ):

lim
z→0

Q2(z) = 0, lim
z→∞

Q2(z) = e2 −Gm2.

Перший випадок вiдповiдає межi T → ∞, коли взаємодiя зникає за високих

температур, i зникає вiдмiннiсть мiж електромагнiтною та ґравiтацiйною вза-

ємодiями. Однак, у нашому пiдходi значення температур обмежено зверху

умовою T < m. Другий випадок – нерелятивiстська межа (c→ ∞).

При розглядi моделi, коли кiнематична частина гамiльтонiану є реляти-

вiстською, а взаємодiя – нерелятивiстська, з огляду на попередню формулу

слiд покласти Q2 = e2 −Gm2.
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4.2.2. Термодинамiчнi функцiї. Пiсля iнтеґрування за канонiчними

iмпульсами у виразi для статистичної суми (4.74) слабконеiдеальної одно-

сортної системи частинок (електронного газу) з електромагнiтною та ґравi-

тацiйною взаємодiями подамо величину ZN так:

ZN = Z id
NQN , QN =

1

V N

∫
e−βW

N∏
a=1

d3xa, (4.91)

де QN – конфiґурацiйний iнтеґрал з потенцiалом (4.89).

Запишемо вiльну енерґiю Гельмгольца F = −T lnZN у виглядi ряду [393]:

F = F id + F ′ + F ′′ − 1

β
(B2 +B3 + . . .). (4.92)

тут

F id = −T lnZ id
N (4.93)

– вiльна енерґiя невзаємодiючих релятивiстських частинок; поправка F ′ вiд-

повiдає високотемпературному наближенню для взаємодiї (для однорiдного

розподiлу частинок); F ′′ характеризує роботу по екрануванню заряду i скла-

дається з ряду кiльцевих дiаграм; Bn – вiрiальнi коефiцiєнти.

Тут ми зосередимося лише на обчисленнi поправок F ′, F ′′, нехтуючи вi-

рiальними коефiцiєнтами. Так як термодинамiчна рiвновага у системi заря-

дiв забезпечується ефектом екранування [369], спочатку зупинимося на обчи-

сленнi F ′′. Для потенцiалу парної взаємодiї в координатному представленнi

та представленнi Фур’є,

W (r) =
1

V

∑
k

ν(k)Q2(mβ)e−ikr =
Q2(mβ)

r
, (4.94)

значення F ′′ можна знайти за допомогою замiни e2 на Q2(mβ) у вiдомих

формулах для кулонiвської плазми [382, 369, 393]. Одержуємо

F ′′ = − æ3V

12πβ

[(
1− rg

r0

)
K0(mβ)

K2(mβ)

]3/2
, (4.95)
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де æ2 = 4πe2βN/V – параметр Дебая; r0 = e2/m – класичний радiус електро-

на, rg = Gm – його ґравiтацiйний радiус.

Рiвняння (4.95) вiдразу вказує на умову застосування рiвноважного опису

системи: r0 > rg, що виключає ґравiтацiйно колапсуючi об’єкти. Дана умова

виконується автоматично для електронного газу (rg/r0 ∼ 10−6).

Зауважимо, що навiть у нерелятивiстському випадку обчислення стати-

стичної суми ґравiтуючих об’єктiв (за вiдсутностi вiдштовхування, обумовле-

ного електромагнiтною взаємодiєю) втрачає фiзичний сенс через нестiйкiсть

i можливiсть колапсу. На калькулятивному рiвнi це проявляється через роз-

бiжнiсть iнтеґралiв, як показано в [380]. Тому, для систем, де домiнує ґра-

вiтацiйна взаємодiя, слiд використовувати нерiвноважну статистичну меха-

нiку [381]. За її допомогою можна, зокрема, описувати астрофiзичнi проце-

си [379].

Вираз F ′′ також одержується за допомогою екранованого потенцiалу [393]:

G(r) =
1

V

∑
k

G(k)e−ikr, G(k) =
4πQ2(mβ)

k2 + 4πQ2(mβ)βN/V
, (4.96)

який задовольняє рiвняння Орнштейна–Цернiке:

−βG(r12) = −βW (r12) + β2N

V

∫
W (r13)G(r32)d

3r3. (4.97)

Тодi,

F ′′ =
1

2

N 2

V

∫
d3r

1∫
0

dλW (r)G(r, λ), (4.98)

де G(r, λ) випливає з G(r) замiною Q2(mβ) на λQ2(mβ); λ – параметр вклю-

чення взаємодiї.

Якщо знехтувати ґравiтацiйною взаємодiєю (G = 0), одержимо вираз для

вiльної енерґiї заряджених частинок у наближеннi кiльцевих дiаграм:

F = F id − æ3V

12πβ

(
K0(mβ)

K2(mβ)

)3/2

, (4.99)
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оскiльки F ′ = 0 для електромагнiтної взаємодiї. Вiдсутнiсть F ′ випливає

з умови електронейтральностi системи, яка вимагає введення зарядженого

фону з протилежним знаком заряду при розглядi односортної системи [369].

Вiдзначимо, що F ′ природньо зникає при розглядi двокомпонентної системи

зарядiв протилежного знаку [393].

Вiдзначимо, наш пiдхiд базується на стандартнiй дiаграмнiй технiцi для

ефективного потенцiалу i дає скiнченне значення вiльної енерґiї системи за-

рядiв, що не вимагає додаткових “принципiв” релятивiстської статистичної

механiки, на вiдмiну вiд пiдходiв в [390, 47].

Повертаючись до розгляду електронного газу з ґравiтацiйною взаємодiєю,

згiдно означення F ′ (див. [393]), маємо писати

F ′ =
1

2

N 2

V

∫ (
−Gm

2

r

K0(mβ)

K2(mβ)

)
d3r. (4.100)

Iнтеґрування по всьому простору приводить до ненульового i, взагалi кажучи,

розбiжного значення величини F ′, що обумовлено вiдсутнiстю вiдштовхува-

ння. Однак, у слабконеiдеальному електронному газi, коли кiнетична енерґiя

домiнує над взаємодiєю (а також є електромагнiтне вiдштовхування), значе-

ння F ′ має бути обмежено належним вибором меж iнтеґрування.

Припускаючи, що ґравiтацiйнi сили беруть участь лише у формуваннi

зарядового екранування, перепишемо останню формулу так:

F ′ = −1

2

N 2

V

K0(mβ)

K2(mβ)

d∫
0

4πGm2

r
r2dr = −1

4
NT

rg
r0
, (4.101)

де d−2 = æ2K0(mβ)/K2(mβ). Легко бачити, що за вiдсутностi електромагнi-

тної взаємодiї, коли r0 → 0, F ′ → ∞ згiдно (4.100) та висновкiв в [380].

Пiсля пiдстановки (4.101), (4.95) в (4.92), одержуємо вираз для вiльної

енерґiї ґравiтуючого електронного газу:

F = F id − 1

4
NT

rg
r0

− æ3V

12πβ

[(
1− rg

r0

)
K0(mβ)

K2(mβ)

]3/2
. (4.102)
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Цей вираз втрачає сенс за вiдсутностi електромагнiтної взаємодiї.

На основi формули (4.102) для вiльної енерґiї знаходимо середнє значення

енерґiї та тиск електронного газу:

E = E id − æ3V

8πβ

[(
1− rg

r0

)
K0(mβ)

K2(mβ)

]3/2{
3− 2K2

1(mβ)

K2(mβ)K0(mβ)

}
, (4.103)

P =
TN

V

{
1− e2β

6
æ

[(
1− rg

r0

)
K0(mβ)

K2(mβ)

]3/2}
. (4.104)

Якщо rg = 0, то одержанi формули у нерелятивiстськiй ґраницi вiдтворю-

ють вiдомi результати для кулонiвської плазми [369].

Зауважимо, що в екстремальному випадку rg = r0 (e2 = Gm2) у наведе-

них формулах зникає внесок взаємодiї, i вiдтворюються формули iдеального

класичного газу. Однак, наявнiсть електростатичного та ґравiтацiйного полiв

має впливати на пробну частинку в такiй системi. Вивченню такого впливу

присвячена наступна задача, що спирається на точний розв’язок загальної

теорiї вiдносностi.

4.3. Роль статистики в ансамблi екстремальних чорних дiр

Через властивiсть екстремальностi, що полягає в еквiвалентностi електри-

чного заряду i маси однiєї чорної дiри3, стало можливим знайти статичний

розв’язок рiвнянь Ейнштейна–Максвела для ансамблю багатьох тотожних

чорних дiр [222, 287, 154] та вивчити унiкальнi фiзичнi явища за рiзних умов.

Квантово-механiчний погляд на систему таких “частинок” привiв до приро-

дного питання про тип статистики, що керує колективом екстремальних чор-

них дiр (ЧД) [344]. Обговорюючи це, з’явилася низка моделей [344, 236, 93,

94], якi використовували широкий клас деформованих (квантових) алґебр,

якi узагальнюють алґебру Гейзенберга. Не менш важливим питанням зали-
3Очiкується, що екстремальна конфiґурацiя для зарядженої чорної дiри є кiнцевою точкою випарову-

вання Хокiнга i вiдповiдає стабiльному квантовому основному стану [157, 132].
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шилося розкриття прояву статистики у значущих ефектах. Вiдкидаючи мо-

жливi високоенерґетичнi процеси за участю чорних дiр, їх ансамбль часто

асоцiюється з квантовим газом [236, 94, 320]. Таке тлумачення не завжди є

фiзично правильним. Це спонукало нас випробувати евристичний пiдхiд для

аналiзу властивостей статичної системи чорних дiр, не порушуючи фiзичних

основ її рiвноважного iснування.

Тут ми не маємо справи з жодним аспектом квантової ґравiтацiї i не звер-

таємося до термодинамiки (макроскопiчної) чорної дiри з великим числом

ступенiв вiльностi та наслiдкiв випромiнювання Хокiнга.

Ми обмежуємось вивченням макроскопiчних властивостей ансамблю, сфор-

мованого з класичних статичних конфiґурацiй ЧД, якi є найбiльш вiрогi-

дними у зазначенiй статистицi. Це чимось схоже на систему спiнiв, якi мо-

жуть змiнювати свiй напрям у вузлах ґратки, але не рухаються в просторi.

Розглядаючи ґравiтацiйнi об’єкти, нас цiкавить середнє значення часового

масштабного фактору метрики простору–часу, пов’язане з ґравiтацiйним по-

тенцiалом, на вiдмiну вiд магнiтного поля спiнової системи. Очiкується, що

необхiдна залежнiсть усередненого потенцiалу взаємодiї вiд середнього числа

чорних дiр буде регулюватися закладеною статистикою.

З точки зору загальної вiдносностi, наша мета – оцiнити середню енерґiю–

масу пробної частинки i середню затримку часу. Поки перша характеристика

може залежати вiд ґравiтацiї, взаємодiй i статистики, друга є властивiстю

простору–часу. Ми використовуємо (квантовi) статистики чотирьох типiв, у

тому числi iнфiнiтну, введену в [137, 244] i застосовану в [344]. Вважаємо

за необхiдне порiвняти макроскопiчнi величини, знайденi в статистицi Бозе–

Ейнштейна, Фермi–Дiрака, класичнiй та iнфiнiтнiй.

Розглянемо великий канонiчний ансамбль екстремальних чорних дiр, i

знайдемо характеристики для чотирьох типiв статистики.
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4.3.1. Статистичнi характеристики ансамблю чорних дiр. Ми

виходимо з розв’язку Маджумдара–Папапетру [222, 287] рiвнянь Ейнштейна–

Максвела для N статичних та екстремальних чорних дiр з рiвними масами

m i електричними зарядами Q = m (в одиницях G = c = ~ = 1) з центрами

в точках {ai ∈ R3}Ni=1:

ds2 = −U−2
N (r) dt2 + U 2

N(r) dr
2, UN(r) = 1 +

N∑
i=1

m

|r− ai|
; (4.105)

dr2 = dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2).

Вирази (4.105) визначають метрику простору–часу gµν(r) i електростатичний

потенцiал поля At = U−1
N (r) в M4 ' R × (R3\{Bi}Ni=1), де Bi = {r ∈

R3| |r − ai| 6 r+} – куля радiуса r+ = m, який вiдповiдає горизонту подiй

екстремальної чорної дiри. У випадку однiєї чорної дiри з центром в a1 = 0,

замiна r → r −m приводить до розв’язку Райзнера–Нордстрьома [154].

Ми здiйснимо евристичне дослiдження макроскопiчних властивостей ан-

самблю чорних дiр в рiзних статистиках, серед яких є iнфiнiтна, застосов-

нiсть якої арґументувалася в [344]. У випадку статичної i дiагональної ме-

трики (4.105), доцiльно знайти середнє значення величини
√
−gtt, яка задає

ґравiтацiйний i електростатичний потенцiал At, створений системою екстре-

мальних чорних дiр. Окрiм того, ця величини є мiрою ґравiтацiйної затримки

часу, як пояснюється нижче.

У системi вiдлiку спокою, нехай N випадково розподiлених (у просторi)

екстремальних чорних дiр задають фонове поле (геометрiю) у данiй точцi r

розташування статичної пробної частинки. Згiдно з (4.105), iнфiнiтезималь-

ний iнтервал власного часу там дорiвнює dτ(r) = U−1
N (r)dt, де t – глобальний

час (використання якого робить метричний тензор статичним [385]). Тодi,

ефект локальної затримки часу оцiнюється вiдношенням iнтервалiв власного

i глобального часу ∆τ/∆t, яке визначається функцiєю U−1
N (r). Отже, власний

час пливе повiльнiше зi збiльшенням UN(r).
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Рiвняння U−1
N (r) = const ґенерує еквiпотенцiальнi орбiти (поверхнi), якi

утворюють, загалом, багатозв’язний многовид однакового плину часу.

Надалi, звернемось до релятивiстської механiки частинки з масою m0,

означену на безмежно великiй вiддалi вiд джерел ґравiтацiйного поля. При

вiльному русi, енерґiя частинки E в статичному полi зберiгається [385] i ви-

значається як

E = −m0 gtt
dt

ds
= m0

√
−gtt√
1− v2

; (4.106)

v =

√
gij dxidxj

dτ
=

√
gij dxidxj√
−gtt dt

, (4.107)

де gij – просторовi компоненти метрики gµν.

Пiсля пiдстановки gtt = U−2
N (r) в E, накладемо кiнематичну в’язь v = 0,

щоб виключити релятивiстську затримку часу. Це приводить до енерґiї–маси

статичної пробної частинки в просторi–часi, сформованому чорними дiрами:

EN(r) = m0 U
−1
N (r), E0 = m0. (4.108)

Зауважимо, що, порiвнюючи EN(r) з електростатичним потенцiалом At =

U−1
N (r), EN(r) можна iнтерпретувати як енерґiю притягання зарядженої про-

бної частинки до системи з N тотожних, але протилежного знаку зарядiв

(якi перебувають в рiвновазi завдяки ґравiтацiї).

Нехай (локальна) статистична вага певної конфiґурацiї чорних дiр опису-

ється мiрою Ґiбса exp (−βEN(r)), яка контролюється ефективною темпера-

турою T = β−1. Замiсть температури будемо використовувати безрозмiрний

параметр x = βm0, який, фактично, є порядку m0/m i припускається малим.

Оскiльки загальнi властивостi переважно закодовано у масi, ми очiкуємо

на змiни енерґiї–маси завдяки колективнiй взаємодiї i статистичним ефектам.

Отже, ми шукаємо ефективну масу m∗(r) пробної частинки у великому ка-

нонiчному ансамблi екстремальних чорних дiр i оцiнюємо вплив взаємодiї в

термiнах макроскопiчних (термодинамiчних) параметрiв, властивiсть притя-

гання якої повинна приводити до m∗/m0 6 1 при m0 → 0.
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Вiдзначимо працi [94, 320], де змiна маси чорної дiри спричинена модифi-

кацiєю рiвнянь Ейнштейна через деформування статистики. Оцiнку впливу

однiєї чорної дiри на iншу в бiнарнiй системi, зроблено в [319]. Вiдмiтимо

також [52, 46], де показано рiвновагу мiж пробною частинкою i джерелом

(статичного) ґравiтацiйного та електричного поля, якщо вони є екстремаль-

ними, тобто мають рiвнi маси та заряди.

Для знаходження характеристик, введемо твiрний функцiонал, подiбний

на велику статистичну суму в термiнах (z, T, V ):

Z{d}(r) =
∞∑
N=0

dN z
N QN(r), (4.109)

QN(r) =

∫ ( N∏
i=1

dai

)
ρN({ai}) exp (−βEN(r)). (4.110)

Тут, z – активнiсть; QN – конфiґурацiйний iнтеґрал; ρN({ai}) задає розподiл

чорних дiр у просторi; dN – комбiнаторний фактор або виродження (dN=0 =

1), який визначається статистикою. Зокрема, dN = 1 для звичайної Бозе

системи (позначена як “BE”); dN = 1/N ! вiдповiдає класичнiй (Cl) системi

тотожних частинок (подiбних до атомiв i молекул). У загальному випадку

невизначеної (довiльної) статистики, присвоюємо iндекс “{d}” для Z{d} та

iнших функцiй. В [241, 56] також продемонстровано, як використовувати рiзнi

конструкцiї статистичної суми у випадку декiлької чорних дiр.

Функцiонал (4.109) дозволяє знайти значення середнiх величин згiдно

iз стандартними термодинамiчними спiввiдношеннями, однак не є статисти-

чною сумою у прямому її розумiннi.

У статичнiй моделi робота сил вiдсутня, i термодинамiка є радше обме-

женою. Тому, зосередимося на знаходженнi лише ефективної маси

m∗(r) = −(∂β lnZ{d}(r))z,V . (4.111)

Iснує можливiсть визначення середнього значення вiдm∗(r) у просторi. Однак,

така процедура тут не використовується через низку наступних припущень.
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Зосередимося на однорiдному розподiлi ЧД ρN({ai}) = [(1− µ3)V ]−N , де

V = 4πR3/3 – повний об’єм, i µ = m/R < 1 – мiра ґравiтацiйної взаємодiї, яка

служить параметром моделi. Умова однорiдностi приводить до трансляцiйної

iнварiантностi макроскопiчних функцiй всерединi сфери з радiусом R, яка

мiстить чорнi дiри. У припущеннi
∑N

i=1 ai ' 0, покладемо Z{d} = Z{d}(0),

нехтуючи поверхневими ефектами.

Вигляд розподiлу ρN({ai}) враховує недосяжнiсть внутрiшньої областi ко-

жної чорної дiри для спостерiгача, тобто |r−ai| > r+ = m для всiх ai, i мале

значення об’єму Vol(Bi) = 4πm3/3 у порiвняннi з V . Однак, це ще не виклю-

чає можливостi перекриття горизонтiв подiй чорних дiр.

Хоча статистична сума Z{d} включає довiльно велике число куль {Bi}N→∞
i=1

скiнченних розмiрiв, середнє число чорних дiр в ансамблi є

N{d} = (z∂z lnZ{d})T,V
∣∣
x=0

, (4.112)

i узгоджується з V при µ−3 > N{d}. Тут ми покладаємо x = 0, оскiльки

взаємодiя пробної частинки з чорними дiрами не впливає на їх число.

Можна пiдсумувати, що властивостi системи чорних дiр визначаються

активнiстю z i параметром µ, який фiксує розмiр (об’єм) системи для зада-

ної маси m чорної дiри. Хоча останнє твердження означає наявнiсть ґраницi

системи з однорiдним розподiлом чорних дiр (частинок) скiнченного розмiру,

число дiр регулюється параметром z i типом обраної статистики. У той самий

час, температура контролює вплив системи чорних дiр на пробну частинку.

Iнтерес до спостережуваних, якi одержуються за допомогою тестової ча-

стинки в рiзних точках об’єму системи, фактично вимагає вивчення ансамблю

статичних пробних частинок (формулювання якого спрощується в однорiдно-

му випадку) на тлi системи чорних дiр. Розподiл Гiбса показує неможливiсть

отримати будь-яку iнформацiю про систему екстремальних чорних дiр при

x→ ∞ i дозволяє згладити флуктуюючi величини.
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Обчислення статистичної суми. При усередненнi за конфiґурацiями,

скористаємося допомiжною формулою [389]:

e−1/κ = 1−
∞∫
0

J1(p) e
−p2κ/4 dp, κ > 0, (4.113)

де J1(p) – функцiя Беселя першого роду.

Завдяки трансляцiйнiй iнварiантностi, iнтеґрал QN набуває вигляду:

QN = 1−
∞∫
0

J1(p) e
−p2/(4x)(ξ(p))N dp, x = βm0, (4.114)

ξ(p) =
1

(1− µ3)V

∫
exp

(
− p2

4x

m

|a|

)
da. (4.115)

Маємо

(1− µ3) ξ(p) =
3

R3

R∫
m

exp

(
− p2

4x

m

a

)
a2da (4.116)

=
(
2− sµ+ s2µ2

) e−sµ
2

− µ3

2

[
(2− s+ s2)e−s

+s3E1(sµ)− s3E1(s)
]
, (4.117)

де s = p2/(4x), i En(s) – експоненцiйний iнтеґрал:

En(s) =

∞∫
1

e−tst−ndt. (4.118)

Поведiнка ξ здебiльшого визначається виразом exp (−sµ) i коригується за

допомогою розкладу:

(1− µ3)esµξ = (1− µ3)−
(
2µ4 − 3µ3 + µ

) s
2
+O(s2), (4.119)

де коефiцiєнти бiля sn для довiльного n > 0 зникають при µ = 1.

Враховуючи лише перший член у правiй частинi рiвностi, апроксимуємо

ξ функцiєю, яка вiдтворює найважливiшi властивостi:

ξ̃(p) = exp

(
− p2

4x
µ

)
, ξ̃(0) = ξ(0), ξ̃(p)

p→∞−→ ξ(p). (4.120)
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Замiна ξ на ξ̃ в (4.114) приводить до виразу

Q̃N = exp

(
− x

1 + µN

)
. (4.121)

Зауважимо, що вираз для Q̃N можна формально одержати iншими спосо-

бами. Дiйсно, один з них полягає у наївнiй замiнi UN(0) на ŨN = 1+mN/Rh,

деRh = N/(
∑N

i=1 |ai|−1) – середня гармонiйна вiдстань, яка не вимагає подаль-

шого усереднення за {ai}.
Iнший шлях пропонує використати мультипольний розклад функцiї UN(R),

коли R � |ai| для всiх ai, який слiд обмежити першим членом, щоб одержати

ŨN = 1+mN/R. Отже, цi приклади пiдтверджують вигляд Q̃N у провiдному

наближеннi. Однак, поправки наступних порядкiв до Q̃N будуть рiзними.

Таким чином, велика статистична сума зводиться до виразу

Z̃{d} =
∞∑
N=0

dN z
N exp

(
− x

1 + µN

)
. (4.122)

Зокрема, маємо Z̃{d}(µ = 0) = ψ{d}(z)e
−x, де

ψ{d}(z) =
∞∑
N=0

dN z
N . (4.123)

Це приводить до m∗ = m0, як i повинно бути, коли R → ∞ (µ→ 0).

Функцiя Z̃{d} викликає самостiйний iнтерес i може бути застосована, на-

приклад, для дослiдження квантових багаточастинкових Бозе-систем з µ-

деформованим спектром [171, 78], пропорцiйним до [N ]µ = N/(1 + µN), що

ефективно враховує притягання. Вираз (4.122) також є зручним для констру-

ювання моделей, якi використовують рiзнi статистики, шляхом вибору dN .

Зауважимо, що можна ввести функцiю розподiлу ймовiрностi для одно-

мiрного хаотичного блукання вздовж осi y ∈ (−∞; +∞) i в часi t > 0 зi

швидкiстю дрейфа v,

P(y, τ ; v) =
1√
4πt

exp

(
−(y − vτ)2

4τ

)
, (4.124)
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щоб формально переписати (4.122) так

Z̃{d} = e−y
2/4

∞∑
N=0

dN
√
τN

P(y, τN ; v)

P(y, τ0; v)
(4.125)

при y = 2
√
x i v = 2

√
−µ−1 ln z; де наявнiсть v 6= 0 вiдiграє ключову роль для

збiжностi. Отже, Z̃{d} визначає середнє вiд
√
τN з дискретним еволюцiйним

параметром τN = 1 + µN i τ0 = 1 в моделi хаотичних блукань. Хоча ця вiд-

повiднiсть походить лише з вигляду (4.105), застосування моделi хаотичних

блукань до системи чорних дiр пiдтверджується їх випадковим розподiлом:

включення кожної нової чорної дiри до ансамблю супроводжується кроком у

“часi” хаотичних блукань.

Використовуючи (4.122), введемо середнє поле (див. [78] i Роздiл 2.3):

σ{d}(z, x, µ) =
1

Z̃{d}

∞∑
N=0

dN z
N

1 + µN
exp

(
− x

1 + µN

)
, (4.126)

яке вiдразу визначає ефективну масу m∗ = m0 σ{d} згiдно з (4.111). Воно не

залежить вiд просторових координат, i його можна оцiнити чисельно.

Аналогiчно означимо середнє число чорних дiр (див. (4.112)):

N{d}(z, µ) =
1

Z̃{d}

∞∑
N=0

N dN z
N exp

(
− x

1 + µN

)∣∣∣∣∣
x=0

. (4.127)

Поле σ{d} також характеризує середню затримку часу 〈∆τ/∆t〉 в ансамблi

чорних дiр, який пiдкоряється статистицi, позначенiй як “{d}”. Вплив конкре-

тної статистики на енерґiю–масу i затримку часу полягає в нерiвноправному

врахуваннi рiзних конфiґурацiй чорних дiр за допомогою вагових коефiцiєн-

тiв dN . Зокрема, опускаючи на мить активнiсть z, бачимо, що BE-статистика

(dN = 1) ґарантує рiвнi ваги для всiх конфiґурацiй, поки Cl-статистика (з

dN = 1/N !) пригнiчює багаточастинковi конфiґурацiї за тих самих макроско-

пiчних параметрiв.

Щоб аналiтично оцiнити σ{d}, замiнимо дрiб 1/(1+µN) в (4.122) виразом

σ + sN , де 0 6 σ 6 1 – довiльна, на мить, стала (середнє поле), i sN =
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1/(1 + µN) − σ вiдiграє роль флуктуацiй. Розклад Z̃{d} за sN приводить до

виразу

Z̃{d} =
∞∑
N=0

dN z
Ne−xσ

[
1 +

∞∑
k=1

(−x)k

k!
(sN)

k

]
, (4.128)

На цьому етапi, Z̃{d} не залежить вiд σ. Також припускається, що x – мале.

Зафiксуємо σ з умови
∑∞

N=0 dN z
NsN = 0, що дає

σ = Λ{d}(z, µ), Λ{d}(z, µ) =
Φ{d}

(
z, 1, µ−1

)
µψ{d}(z)

, (4.129)

де

Φ{d}(z, s, a) =
∞∑
N=0

dN z
N

(a+N)s
. (4.130)

Згiдно з правилами наближення середнього поля (MFA), маємо

ZMFA
{d} = ψ{d}(z) e

−xσ, (4.131)

де σ розглядається як незалежна змiнна при обчисленнi термодинамiчних

спiввiдношень (похiдних). В’язь σ = Λ{d}(z, µ) слiд пiдставляти лише у кiн-

цевi вирази.

Пiдставляючи (4.131) замiсть Zd в (4.111), знаходимо

σMFA
{d} = Λ{d}(z, µ). (4.132)

Отже, бачимо,

σMFA
{d} (z, µ) = σ{d}(z, 0, µ), (4.133)

що випливає з (4.126).

Середнє число чорних дiр легко знаходимо з (4.112):

NMFA
{d} (z) = z∂z lnψ{d}(z). (4.134)

Зауважимо, що (4.132) i (4.134) представляють характеристики ансамблю

екстремальних чорних дiр за нульової пробної маси m0 → 0 i дозволяють

визначити вiдношення m∗/m0 i середню затримку часу у заданiй статистицi.
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В принцiпi, функцiя σ{d}(N ) радше наближено характеризує ефективну

енерґiю–масу m∗ пробної частинки через нехтування iншими видами взаємо-

дiї, окрiм ґравiтацiйної. Однак, σ{d}(N ) при m0 → 0 описує, незалежно вiд

наявностi пробної частинки, два значних ефекта: 1) середню затримку часу

як властивiсть самого простору–часу, i 2) вплив статистики, яка видiляє ста-

тистично значимi конфiґурацiї чорних дiр, якi спiльно формують властивостi

простору–часу.

4.3.2. Конкретизацiя статистики. Для кращого розумiння, згадай-

мо основнi iдеї нашого пiдходу. Власне, ми маємо намiр розрахувати низку

середнiх та унiверсальних характеристик, чисельнi значення яких повиннi

визначатися параметрами чорних дiр, їх розподiлом у просторi та статисти-

чними вагами, продиктованими статистикою для заданого числа чорних дiр.

Це означає, що температура та маса пробної частинки вiдiграють допомiжну

роль, i на цьому етапi їх слiд виключити з опису.

Хоча iснує кiлька способiв обчислення середнiх, ми дотримуємося стати-

стичної фiзики систем з довiльним числом частинок. Записуючи функцiю

розподiлу, яка формально залежить вiд T i m0, ми отримуємо необхiднi се-

реднi величини, використовуючи стандартнi термодинамiчнi спiввiдношення.

Пiсля обчислення похiдних, слiд застосувати обмеження m0 = x = 0. Тодi,

мiтка “MFA” означає низку перетворень, що дозволяють одержати значення

величин при x = 0 i, якщо потрiбно, знайти поправки до них при x 6= 0.

Аналiзуючи формули (4.132) i (4.134), можна бачити, що цi функцiї –

зваженi арифметичнi середнi. Це не має дивувати, оскiльки енерґiя та число

частинок є адитивними величинами.

Статистика Бозе–Ейнштейна. Щоб випробувати наш пiдхiд i проана-

лiзувати його наслiдки, спершу розглянемо найпростiший випадок статисти-

ки Бозе, коли фактори виродження дорiвнюють dN = 1. Тодi, допомiжнi



242

функцiї, означенi для 0 6 z < 1, є

ψBE(z) =
1

1− z
, ΛBE(z, µ) =

1− z

µ
Φ
(
z, 1, µ−1

)
, (4.135)

де Φ(z, s, a) =
∑∞

N=0 z
N (a+N)−s – трансцендент Лерха.

У цих термiнах одержуємо

σMFA
BE = ΛBE(z, µ), NMFA

BE =
z

1− z
. (4.136)

Рис. 4.1. Середнє поле σ{d} як

функцiя середнього числа чорних

дiр N для рiзних µ у статистицi

Бозе (a), класичнiй (b), iнфiнiтнiй

(c). Суцiльнi кривi демонструють

залежнiсть σ{d} вiд N{d}, зада-

ну параметрично (4.126), (4.127)

i знайдену чисельно при x = 0.2.

Пунктирнi кривi, найближчi до

вiдповiдних суцiльних, одержано

в MFA з використанням (4.136),

(4.138), (4.142) (разом з (4.139)),

вiдповiдно.

Поведiнка (4.126) при dN = 1 i (4.136) на Рис. 4.1(a) пiдтверджує засто-

совнiсть нашого пiдходу i свiдчить про зменшення ефективної маси через

ґравiтацiю та про посилення затримки часу зi збiльшенням середнього числа

чорних дiр.
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Щоб коректно тлумачити результати, необхiдно врахувати умову N < µ−3

розташування числа N чорних дiр (без перекриття горизонтiв) у повному

об’ємi V = 4πR3/3 > 4πm3N /3.

Класична статистика. Цей випадок нерозрiзнених частинок використо-

вує dN = 1/N ! i приводить до допомiжних функцiй:

ψCl(z) = ez, ΛCl(z, µ) =
Γ(µ−1) e−z

µΓ(µ−1 + 1)
M
(
µ−1, µ−1 + 1, z

)
, (4.137)

де M(a, b, z) – функцiя Кумера; Γ(z) – гама-функцiя.

Використовуючи їх при довiльному z > 0, вiдразу маємо

σMFA
Cl = ΛCl(z, µ), NMFA

Cl = z. (4.138)

На Рис. 4.1(b) спостерiгається збiг чисельно порахованої залежностi σCl(NCl)

i аналiтично виведеної функцiї σMFA
Cl (NMFA

Cl ). Також, легко бачити подiбнiсть

поведiнки функцiй у BE i Cl випадках.

Iнфiнiтна статистика. Цей тип статистики вiдповiдає спецiальному ви-

падку q = 0 так званої куонної статистики, яка визначається комутацiйними

спiввiдношеннями aia†j−qa
†
jai = δi,j (iншi спецiальнi значення q = −1 i +1 вiд-

повiдають випадкам Фермi- i Бозе-статистики). Тому, в iнфiнiтнiй (або “Inf”)

статистицi, маємо aia
†
j = δi,j. Бiльше iнформацiї про Inf-статистику можна

знайти в [344, 236, 137, 244, 282, 101].

Застосування цього типу статистики до екстремальних чорних дiр обґрун-

товано у працi [344]. Подальше дослiдження iнфiнiтної статистики в [236]

приводить до формули для повного числа чорних дiр, яка легко адаптується

до нашої моделi:

NMFA
Inf =

1

z−1 − z
=

1

2

(
z

1 + z
+

z

1− z

)
, 0 < z < 1. (4.139)

Щоб обчислити середнє поле σMFA
Inf = ΛInf(z, µ), знайдемо ваговi коефiцiєнти

dN i допомiжнi функцiї з використанням формул (4.139), (4.134), (4.129):

dN =
Γ([N/2] + 1/2)

Γ(1/2) Γ([N/2] + 1)
; (4.140)
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ψInf(z) =

√
1 + z

1− z
; (4.141)

ΛInf(z, µ) =

√
1− z

1 + z

[
2F1

(
1

2
,
1

2µ
;
1

2µ
+ 1; z2

)
+

z

1 + µ
2F1

(
1

2
,
1

2µ
+

1

2
;
1

2µ
+

3

2
; z2
)]

. (4.142)

Тут, [N/2] означає цiлу частину числа N/2, i 2F1(a, b; c; z) – гiпергеометрична

функцiя Ґауса. Коефiцiєнти dN означено так, що d2k+1 = d2k, k ∈ N.

Повчально порiвняти поведiнку середнього поля у трьох статистиках, в

яких допускається iснування необмеженого числа частинок. З Рис. 4.1(c) ви-

дно, що σInf є бiльшою за величиною нiж σBE i σCl для того самого значення

N , що пояснюється ефективним вiдштовхуванням, яке походить вiд внеску

статистики Фермi–Дiрака i описується доданком z/(1+ z) в (4.139). З iншого

боку, те, що значення σCl є найменшим серед всiх, є радше результатом вра-

хування (нерозрiзнених) реплiк системи чорних дiр, якi незалежно дiють на

пробну частинку, що нефiзично.

Отже, бачимо, що ґравiтацiя, яка зростає разом iз збiльшенням числа

чорних дiр, приводить до зменшення енерґiї–маси пробної частинки i до по-

силення затримки часу. Однак, (квантова) статистика суттєво впливає на цю

тенденцiю.

Порiвняння поведiнки середнього поля σ{d} в цих статистиках можна про-

довжити за допомогою Рис. 4.2. Однак, у випадку x = 1, тобто при m0 = m i

T ' m, можна бачити вiдносне значення ефективної маси m∗/m окремої чор-

ної дiри як результат ґравiтацiйного впливу (без електростатичного) решти

чорних дiр з ансамблю.

На закiнчення, розглянемо випадок статистики Фермi–Дiрака з обмеже-

ним числом дозволених станiв, яка вводиться нижче.

Статистика Фермi–Дiрака. Нехай g – число дозволених станiв (енер-

ґiї) системи чорних дiр в об’ємi V . Тодi, коефiцiєнти dN = 0 при N > g.

Число способiв розподiлення N 6 g нерозрiзнених частинок помiж g рiвнiв
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Рис. 4.2. Середнє поле σ як функцiя середнього числа чорних дiр N при

x = 1 i за рiзних µ. Кривi демонструють залежнiсть σ{d} вiд N{d}, задану

параметрично (4.126), (4.127) i знайдену чисельно в BE-, Cl- i Inf-статистиках.

енерґiї, максимально з одною частинкою на рiвень, задається бiномiальним

коефiцiєнтом,

dN =
g!

N ! (g −N)!
. (4.143)

Це вiдразу приводить до допомiжних функцiй, означених при 0 6 z < 1:

ψFD(z) ≡
g∑

N=0

dN z
N = (1 + z)g, (4.144)

ΛFD(z, µ) ≡ 1

ψFD(z)

g∑
N=0

dN z
N

1 + µN

=
2F1(−g, µ−1; 1 + µ−1;−z)

(1 + z)g
. (4.145)

Останню функцiю можна зв’язати з полiномами Якобi P (α,β)
n (x).

Використовуючи їх, одержимо

σMFA
FD = ΛFD(z, µ), NMFA

FD = g
z

1 + z
. (4.146)

Ґраничне значення g = 1 дає максимальну енерґiю m0/(1 + µ) пробної

частинки в системi (див. (4.121)), яка асоцiюється з рiвнем Фермi. З iншого

боку, уся (однорiдна) система чорних дiр може тлумачитися як єдина частин-
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ка, яка характеризується параметром µ. Отже, ця ситуацiя показує, що iншi

взаємодiї (як спiн-спiнова) на дають тут внеску в енерґiю.
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Рис. 4.3. Середнє поле σ як функцiя середнього числа чорних дiр N при

µ = 0.1. Кривi вiдображають залежнiсть σ{d} вiд N{d}, задану (4.147)–(4.150).

Тепер порiвняємо вплив чотирьох статистик (а саме, BE, FD при g = 1,

Inf та Cl), використовуючи розклад функцiй Λ{d}(z, µ) i NMFA
{d} (z) за активнi-

стю z � 1, i покладаючи m0 = 0 (x = 0) у кiнцевих виразах. Тобто, подамо

теоретичнi результати, якi не залежать вiд наявностi пробної частинки за ма-

лої густини чорних дiр, вимагаючи одночасно µ→ 0. Опускаючи абревiатуру

“MFA”, маємо

N{d}(z) = z [1 + ν{d}(z)], (4.147)

σ{d}(z, µ) = 1− µz

1 + µ
[1 + λ{d}(z, µ)], (4.148)

де поправки ν{d}(z) i λ{d}(z, µ), якi визначають вiдхилення, є

νBE = z + z2, νFD = −z + z2, νInf = z2, νCl ≡ 0, (4.149)

λBE =
z

1 + 2µ
, λFD = −z, λInf = λCl = − µz

1 + 2µ
. (4.150)

Видно, що νInf = (νBE + νFD)/2 i λInf = (λBE + λFD)/2, як припускалося.

Рис. 4.3, на основi наближених формул (4.147)–(4.150), демонструє посла-

блення ґравiтацiйних ефектiв ( що еквiвалентно посиленню електростатично-
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го вiдштовхування) через принцип Паулi у системi фермiонних екстремаль-

них чорних дiр.

Слiд пiдкреслити, що повна картина затримки часу у FD-статистицi, яка

описується (4.146), показує значну вiдмiннiсть вiд BE- i Inf-статистики. По-

перше, середнє число чорних дiр прямує до його ґраничного значення, рiвне

безмежностi для BE- i Inf-статистики, але до g/2 – для FD-статистики. Вiд-

повiдно, ґраничне значення затримки часу σMFA
{d} спадає до нуля в BE- i Inf-

статистицi, поки у FD-статистицi σMFA
FD сягає деякого скiнченного значення,

залежного вiд µ.

З цiєї причини, щоб оцiнити ефект FD-статистики i порiвняти її з BE-

i Inf-статистикою (всi типи розглядаються у наближеннi (4.147)–(4.150), що

показано на Рис. 4.3), ми замiнюємо обмеженi функцiї (4.146) вiд z вираза-

ми (4.147), (4.148), якi, в принципi, не є обмеженими. Практично, наближенi

результати вiдрiзняються вiд точних за побудовою.

Ми вже проiнтерпретували ситуацiю для g = 1 вище. Випадок g > 1

вимагає врахування рiзних станiв чорних дiр, якi можуть бути пов’язанi як

з їх положеннями в просторi, так i з внутрiшнiми ступенями вiльностi, що

вимагають детального вивчення, але не в межах нашої моделi.

4.3.3. Пiдсумки. У прийнятих одиницях, умова екстремальностi, яка

ґрунтується на рiвностi сил Кулона та Ньютона, приводить до спiввiдношення

мiж масою m i електричним зарядом Z (в одиницях заряду електрона):

α−1/2 m

MPl
= |Z|, (4.151)

MPl ' 1.22 · 1019 ГеВ · c−2, α−1/2 ' 11.7,

де MPl =
√

~c/G – маса Планка; α = e2/(4πε0~c) – стала тонкої структури.

Емпiрично, невiдомо такi елементарнi частинки, здатнi задовольнити цю

умову. Це принципово вiдрiзняє екстремальнi чорнi дiри вiд елементарних

частинок через велику масу m > 1.04 · 1018 ГеВ/c2 (з нижньою ґраницею
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для |Z| = 1), яка радше вiдповiдає теорiям великого об’єднання. Однак, при-

пускаючи наявнiсть такої маси у квазiкласичних екстремальних чорних дiр

в основному станi, не зрозумiло, чи випадок m > MPl, коли комптонiвська

довжина хвилi є меншою за ґравiтацiйний радiус r+ = Gm/c2, має квантово-

механiчне тлумачення.

Ще одна принципова вiдмiннiсть мiж вiдомими частинками та чорними

дiрами виявляється при зверненнi до квантової статистики, якiй вони пiдко-

ряються. Поки першi належать або до бозонiв, або до фермiонiв, екстремаль-

нi чорнi дiри дають логiчну можливiсть бути анi фермiонами, анi бозонами

[344]. Це випливає з припущення, що внутрiшнi ступенi вiльностi чорних дiр

пiд горизонтом подiй можуть еволюцiонувати (що робить чорнi дiри розрi-

зненими), хоча ззовнi конфiґурацiя чорних дiр залишається статичною.

Доповнюючи цi особливостi екстремальних чорних дiр обґрунтованим при-

пущенням, що вони представляють стабiльнi та кiнцевi квантовi стани випро-

мiнювання Хокiнга [157, 132], ми отримуємо фiзичну мотивацiю для вивчення

їх як особливих частинок з нетривiальною внутрiшньою структурою, яка має

проявлятися у статистичному описi ансамблю. Вiдмовляючись вiд завдання

їх пошуку у Всесвiтi, ми вивчаємо фiзичнi прояви статистики, якi приписуємо

чорним дiрам вручну на основi логiчних мiркувань.

Ми дослiдили статистичнi властивостi заряджених екстремальних чорних

дiр на основi статичного розв’язку рiвнянь Маджумдара–Папапетру рiвнянь

Ейнштейна–Максвела [222, 287, 154]. Хоча це передбачає динамiчну рiвнова-

гу (далекодiючих сил Кулона i Ньютона) в системi N чорних дiр за умови

екстремальностi m2
i/M

2
Pl = αZ2

i (i = 1, N), ми покладаємо характеристики

чорних дiр такими: mi = m i Zi = Z, щоб сформувати ансамбль тотожних i

заморожених “частинок” з радiусом r+. Як зазначається у посиланнях [52, 46],

така iдентифiкацiя робить баланс сил бiльш стабiльним, особливо якщо в за-

дачi передбачається наявнiсть пробної (i “екстремальної”) частинки. Ми в

основному зосереджуємося на ефектi затримки часу, яку вiдчуває пробна ча-
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стинка. Для цього ми сформулювали статистичну суму на основi мiри Ґiбса i

знайшли статистичнi характеристики звичайним чином. Ми формально вве-

ли “температуру” статичної системи для проведення розрахункiв, яка випадає

з кiнцевих виразiв.

Оскiльки динамiчна рiвновага вимагає лише вiдсутнiстi перекриття гори-

зонтiв, використовуємо рiвномiрний розподiл чорних дiр. Це дозволяє негайно

отримати середнє значення затримки часу в об’ємi без додаткового усередне-

ння за положенням пробної частинки у просторi. Здiйснюючи розрахунки,

нехтуємо екрануванням електричного заряду, що виправдано в розрiдженiй

i однорiднiй системi, коли радiус Дебая втрачає сенс.

Ми знаходимо затримку в часi на основi ефективної енерґiї–маси пробної

частинки, яка тут не є унiверсальною характеристикою, оскiльки вона не

враховує iншi взаємодiї, окрiм ґравiтацiйної. Хоча затримку часу правильно

визначено в межi нульової пробної маси, ефективна енерґiя–маса важкої (i

екстремальної) пробної частинки може чинити ґравiтацiйний вплив на систе-

му чорних дiр.

Тип квантової статистики враховується шляхом встановлення статисти-

чної ваги конфiґурацiї з фiксованим числом чорних дiр, що може посили-

ти/послабити ефект ґравiтацiї i привести до рiзної затримки часу. Статисти-

чнi ваги визначають середнє число чорних дiр та затримку часу, якi отриму-

ються в наближеннi середнього поля i не залежать вiд характеристик пробної

частинки, тодi як параметр µ = r+/R (R – фiксований радiус системи) слу-

жить мiрою впливу та розподiлу чорних дiр у просторi. Завдяки параметру

µ, енерґiя пробної частинки в системi представляє енерґетичну зону скiнченої

ширини i може бути описана деформованими µ числами, якi використано в

[171, 78, 124, 125].

Розглядаючи тут узагальнену квантову статистику, можна дiйти такого

висновку. Завдяки однаковiй статистичнiй вазi всiх конфiгурацiй чорних дiр в

статистицi Бозе–Ейнштейна, ефект затримки часу (в основному) виявляється
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бiльш значущим, нiж у статистицi Фермi–Дiрака, продиктованiй принципом

Паулi, i в iнфiнiтнiй статистицi, ефект якої є промiжним мiж цими двома.

Оскiльки власний час спостерiгача оцiнюється добутком затримки часу

σ i деякого iнтервалу глобального часу, вiдмiннiсть у кiлька вiдсоткiв σ мо-

же значно посилитися i, таким чином, вплинути на швидкiсть еволюцiйних

процесiв. Хоча результати, отриманi у рамках розглянутих статистик, вигля-

дають подiбними, див. Рис. 4.1, загальний ефект, завдяки згаданому фактору,

може виявитися значним.
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Висновки до роздiлу 4

У роздiлi 4 застосовано Пуанкаре-iнварiантну процедуру редукцiї ступенiв

вiльностi ґравiтацiйного поля для отримання прямої ґравiтацiйної взаємодiї в

системi релятивiстських частинок. На цiй пiдставi обчислено термодинамiчнi

функцiї i описано ефект екранування в слабконеiдеальному релятивiстському

газi точкових зарядiв iз слабкою ґравiтацiйною взаємодiєю.

Для рiвних значень електромагнiтної i ґравiтацiйної констант взаємодiї, у

статистичному дослiдженнi використано вiдомий розв’язок рiвнянь Ейнштей-

на-Максвела, що описує ансамбль статичних екстремальних чорних дiр. Оцi-

нюючи величину середньої затримки часу у просторi, виявлено вплив обраних

квантових статистик, яким можуть пiдкорятись чорнi дiри.

Основними висновками, що виносяться на захист є такi:

– У калiбрувально-iнварiантнiй схемi обчислень знайдено термодинамiчнi

функцiї, що характеризують ефект екранування в слабконеiдеальнiй системi

релятивiстських зарядiв з прямою ґравiтацiйною взаємодiєю.

– Для ансамблю екстремальних чорних дiр, описуваному статичним роз-

в’язком Маджумдара–Папапетру рiвнянь Ейнштейна–Максвела, отримано

середнє значення ґравiтацiйної затримки часу у статистицi Бозе–Ейнштейна,

iнфiнiтнiй, Фермi–Дiрака i класичнiй. Зокрема виявлено, що затримка часу

в iнфiнiтнiй статистицi є меншою нiж в статистицi Бозе-Ейнштейна.

Результати роздiлу опублiковано в 3 працях [127, 261, 262].
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РОЗДIЛ 5

МОДЕЛI БОЗЕ-КОНДЕНСАТНОЇ ТЕМНОЇ МАТЕРIЇ

Поняття темної матерiї (ТМ) є досить старим [43, 368] i широко прийнятим

у наш час. Її iснування пiдтверджується як спостереженнями ґравiтацiйного

лiнзування, так i даними про ротацiйнi кривi галактик. Однак, незважаючи

на величезну кiлькiсть теоретичних та експериментальних дослiджень, оста-

точна природа ТМ залишається досi невiдомою.

В останнi десятилiття серед розмаїття пiдходiв до ТМ [19, 40, 54, 64, 65,

116, 153, 155, 178, 179, 296, 317], придiляється увага класу моделей бозе-

конденсатної темної матерiї (конденсат Бозе–Ейнштейна, БЕК), до якого на-

лежить “розпорошена ТМ” (FDM), модель “квантової хвильової функцiї ТМ”

(ψDM), ТМ скалярного поля, надлегка ТМ, див. [330, 202, 165], а також огля-

ди [345, 205, 167, 350, 108, 107] з численними посиланнями. Окрiм того, з цим

класом тiсно пов’язанi моделi надплинної ТМ [42, 290].

Основною специфiкою моделей БЕК ТМ є наявнiсть далекодiючих коре-

ляцiй. Iснують варiацiї моделей, залежно вiд (i) сорту та значень маси скла-

дових ТМ, що варiюються вiд 10−32 еВ до 10−21 еВ i навiть вище, а також

залежно вiд того, (ii) чи нехтують самодiєю [330, 165], або частинки ТМ вiд-

чувають якусь самодiю, малу чи нi, парну [133, 50] чи бiльш складну. Випадок

без самодiї є найбiльш обмеженим i вимагає, щоб маса частинки “розпороше-

ної ТМ” (FDM) становила 10−22 еВ для стабiльностi серцевини з ТМ. Тому,

iснує бiльше можливостей при врахуваннi певних самодiй. Серед дослiджених

самодiй, вiдзначимо, окрiм найпопулярнiшої парної, також логотропну [72],

cos- та cosh-типу [73, 305, 13, 229]. Дослiдження ролi рiзноманiтних самодiй

надлегких частинок ТМ надзвичайно важливi.

Клас FDM моделей перевершує моделi холодної темної матерiї (CDM) [49]
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тим, що їм вдається вирiшити проблеми CDM, якi виникають на малому

(тобто галактичному або субгалактичному) масштабi. Зокрема, показано, що

БЕК сценарiй ТМ, який використовує рiвняння Ґроса–Пiтаєвського (ГП) з

квартичним членом у потенцiалi скалярної самодiї, спiльно з рiвнянням Пуа-

сона, дозволяє подолати [149, 90] вiдому проблему каспу/серцевини моделей

CDM. Окрiм того, власнi iнструменти моделей БЕК ТМ є досить ефективни-

ми, щоб належним чином розглядати ґравiтацiйний колапс [185] гало ТМ [13,

151]. Також, добре описано спостережуванi розподiли ТМ в галактиках [308]

та кривi обертання галактик [50, 151, 34, 196, 92, 367, 197, 80, 66]. Прогно-

зи БЕК ТМ перевiряються за допомогою спостережень галактик рiзної мор-

фологiї. Їх вивчення починається з надкомпактних карликових (UCD) гала-

ктик [204], для яких запропоновано новий сценарiй походження; або з вибiрки

з восьми найяскравiших карликових сфероїдальних супутникiв Чумацького

Шляху, якi, як вважалося, обмежують розмiр гало в моделi БЕК ТМ в рам-

ках наближення Томаса–Фермi [92]. Модель БЕК ТМ застосована також до

найбiльших галактик як Чумацький Шлях, що разом з 12 сусiднiми кар-

ликовими галактиками iз SPARC використовуються для перевiрки астрофi-

зичного ефекту обертання гало [367]. Варто згадати, що база даних SPARC

дискових галактик типу Хаббла вiд H0 до Irr (де бiльшiсть належить до гала-

ктик малої поверхнi) часто використовується для порiвняння прогнозiв БЕК

ТМ зi спостережуваною галактичною кiнематикою. Вибiрка з 12 карликових

галактик iз SPARC [197] та 139 галактик рiзних типiв, вибранi з бази даних

вiдповiдно до якостi [80], добре описуються моделлю БЕК ТМ з повiльним

обертанням. Окрiм того, БЕК ТМ iз надмасивною чорною дiрою в центрi

гало порiвнювали з профiлем густини Наварро-Френка-Вайта (NFW), вста-

новивши 20 галактик SPARC з бажаною точнiстю даних [66]. Обидвi моделi

добре описують спостереження, але незрозумiло, якiй з них надати перевагу.

Окрiм того, вважається, що FDM успiшно вирiшує спiввiдношення мас

серцевина/гало [13, 316, 34]. Загалом, пiдхiд БЕК до моделювання ТМ, який
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базується на (модифiкованих версiях) системи рiвнянь Ґроса–Пiтаєвського–

Пуасона, допомагає описати вiдомi та виявляє можливi особливостi чи явища,

характернi для галактичної серцевини та гало ТМ.

Зазначимо запропонованi в лiтературi типи бозе-кандидатiв на БЕК ТМ:

окрiм звичайних (але невизначених) бозонiв, популярними є аксiони (з ма-

сою вiд 10−20 еВ до 1 еВ) [328, 285, 88, 143, 314], бозони Штюкельберга

[134], i навiть масивнi ґравiтони [86, 196] (про ґраницi маси якого, див. [294]).

Окрiм того, в деяких роботах дослiджуються специфiчнi версiї деформова-

них бозонiв (що пiдкоряються статистицi, вiдмiнної вiд Бозе) у ролi частинок

ТМ [101, 128], визнанi завдяки факту iснування конденсату, аналогiчному

БЕК. Звернемо увагу, що опис галактичних кривих обертання, отриманий

в рамках так званого µ-деформованого пiдходу, виявляється вдалим [128],

навiть без урахування видимої (барiонної) складової галактик.

Зокрема, в нашiй роботi [126], математичний апарат якої тут опускається,

описано макроскопiчнi i термодинамiчнi властивостi галактичного гало ТМ,

що складається з конденсату вiльних бозонiв з µ-деформованими функцiями

середнiх. Залежнiсть вiд параметра деформацiї µ привноситься за допомогою

змiни вагових коефiцiєнтiв у виразi для статистичної суми, середнього числа

частинок та iнших термодинамiчних величин. Без явного врахування ґравiта-

цiйної взаємодiї, деформацiя забезпечує додаткове далекосяжне притягання

мiж бозонами, яке регулюється значенням µ i ефект якого є спiвмiрним з дiєю

тяжiння. Як результат, критична температура конденсацiї T (µ)
c виявляється

вищою за Tc звичайного БЕК, що розширює межi iснування конденсатної ТМ,

зокрема, у мiжзоряному просторi. Окрiм того, повна маса µ-деформованого

конденсату M (µ) краще узгоджується iз спостережуваними значеннями нiж

маса MBEC в моделi iз ґравiтацiйною та парною взаємодiями [149].

Таким чином, бiльш вдалий опис властивостей ТМ за допомогою дефор-

мованих частинок у порiвняннi iз звичайними бозонами може свiдчити про

специфiчну природу (i структуру) частинок ТМ. Ми використовуємо це при-
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пущення в задачi наступного пiдроздiлу.

5.1. Термодинамiка темної матерiї з парною взаємодiєю

Розглянемо модель БЕК ТМ з парною взаємодiєю, сформульовану на

основi нерелятивiстського рiвняння Ґроса–Пiтаєвського i, яка, як видно з

робiт [50, 149, 367, 197], добре описує спостережуванi кривi обертання кар-

ликових галактик.

Перевага цiєї моделi пов’язана з чiткою роллю провiдних ефектiв, якi вра-

ховуються на тлi математичних спрощень, якi також залучають наближення

Томаса–Фермi. Так, поведiнка системи визначається ньютонiвським ґравiта-

цiйним притяганням та вiдштовхувальним розсiюванням. Вивчаючи стацiо-

нарнi розв’язки гiдродинамiчного типу завдяки представленню Маделунга

для хвильової функцiї конденсату, застосовуються результати Чандрасека-

ра [70]. Перш за все, проведений аналiз вказує на полiтропний iндекс, рiвний

n = 1 для рiвняння стану, що визначає залежнiсть тиску вiд густини. Також

встановлено вплив теплових флуктуацiй [150, 152].

Тут, ми хочемо отримати її послiдовний опис, використовуючи рiзнi те-

оретичнi пiдходи. Вважаємо новим отримання середнiх макроскопiчних ха-

рактеристик iз статистичної суми, якi повиннi збiгатися з результатами, що

базуються на розв’язку рiвняння Ґроса–Пiтаєвського. Однак, ми не наклада-

ємо геометричних обмежень, використанi в диференцiальному численнi.

Оскiльки обертання всiєї ТМ ще не отримало остаточного пояснення (i

часто асоцiюється з процесами на раннiй стадiї еволюцiї Всесвiту [367]), ми

по-iншому вiдтворюємо викликанi ним ефекти. Бiльш конкретно, ми пропо-

нуємо пов’язати цi ефекти iз (статистичними) властивостями частинок ТМ

при скiнченiй температурi. Для цього припускаємо, що довжина кореляцiї

набагато бiльша вiдстанi мiж частинками, що забезпечується малою масою

частинок. Таким чином, використовуючи модель бозе-конденсатної ТМ, мо-
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жна визначити параметри частинок ТМ з макроскопiчних характеристик,

якщо розподiл частинок, який враховує повiльне обертання, задовiльно опи-

сує спостережуванi. На практицi, ми деформуємо комутацiйнi спiввiдношення

для хвильової функцiї конденсату, що еквiвалентно замiнi мiри iнтеґруван-

ня в статистичнiй сумi. Використовуючи зв’язок мiж двома обчислювальни-

ми пiдходами (на основi статистичної суми та рiвняння Ґроса–Пiтаєвського),

маємо намiр отримати модифiковане рiвняння Ґроса–Пiтаєвського. Факти-

чно, температура має замiнити вiдцентрову енерґiю в одержаних виразах. Це

не суперечить концепцiї конденсату, якщо температура залишається досить

низькою. Однак очiкується, що неоднорiднiсть ентропiї у просторi буде ва-

жливим наслiдком такої деформацiї: вона повинна сягати мiнiмального зна-

чення в областi з високою густиною частинок i максимуму у розрiдженому

середовищi. Хоча ентропiя скрiзь дорiвнює нулевi в моделi з обертанням.

З iншого боку, маємо можливiсть вивчити наслiдки деформацiї в коорди-

натному представленнi, оскiльки, зазвичай, деформацiї вводяться в iмпуль-

сному представленнi [125, 78].

5.1.1. Статистична сума конденсату iз взаємодiєю. Розглянемо

статистичну суму Z бозонiв з масою m, якi описуються хвильовою функцi-

єю ψ(r) i повiльно обертаються з циклiчною частотою ω у декартовiй (xy)-

площинi при заданiй температурi T = β−1 i хiмiчному потенцiалi µ:

Z = C

∫
DψDψ∗J [ψ, ψ∗] exp (−β Γω[ψ, ψ∗]), (5.1)

Γω[ψ, ψ
∗] ≡ E[ψ, ψ∗]−

∫
ν(r) ρ(r)dr, (5.2)

ν(r) ≡ µ+
mω2

2
(x2 + y2), (5.3)

де C – стала нормування, i частинкова густина ρ(r) = |ψ(r)|2 > 0 визначає

повне число частинок:

N [ρ] =

∫
dr ρ(r). (5.4)
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Якобiан J [ψ, ψ∗] = Det ‖{ψ(r1), ψ∗(r2)}‖ геометрично визначає мiру iнте-

ґрування в загальному випадку i виражається в термiнах дужок Пуасона1

для функцiх ψ(r) та комплексно спряженої до неї ψ∗(r):

{ψ(r1), ψ(r2)} = {ψ∗(r1), ψ
∗(r2)} = 0,

{ψ(r1), ψ∗(r2)} = −iδ3(r1 − r2). (5.5)

Обчислимо (5.1) для моделi бозонної хмари, яка геометрично описується

кулею B = {r ∈ R3| |r| 6 R}, Vol(B) = 4πR3/3, i задається функцiоналом

енерґiї в наближеннi Томаса–Фермi (з нехтуванням кiнетичною енерґiєю):

E[ψ, ψ∗] =
U

2

∫
B

dr ρ(r)
(
1 + κ2∆−1

)
ρ(r). (5.6)

Тут, U = 4π~2a/m i κ2 = 4πGm2/U – модельнi параметри, якi залучають

ґравiтацiйну сталу G i довжину розсiяння a; ∆−1 – оператор, обернений до

лапласiану, такий, що ∆∆−1 = ∆−1∆ = 1.

Перший член в (5.6) описує парне вiдштовхування, а другий – ґравiтацiйну

взаємодiю, для опису якої використовується нерелятивiстський ґравiтацiйний

потенцiал V (r), який задовольняє рiвняння Пуасона:

∆V (r) = 4πGρ(r), r ∈ B. (5.7)

Щоб означити континуальний iнтеґрал (за шляхами) Z , використовуємо

перетворення Маделунга:

ψ =
√
ρ eiϕ, ρ ∈ [0; +∞), ϕ ∈ [0; 2π). (5.8)

Оскiльки мiра J DψDψ∗ ∼
∏

{r∈B} dρ(r) dϕ(r), означимо нормування так

Z = Z−1
vac

∫
Dρ exp (−β Γω[ψ, ψ∗]), (5.9)

1У класичнiй картинi цi спiввiдношення замiнюють квантовi, [âr, â†s] = δ3(r− s), для операторiв наро-

дження i знищення в координатному представленнi.
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Zvac =

∫
Dρ exp (−βE[ψ, ψ∗]). (5.10)

Отже, статистична сума нормується за допомогою її вакуумного значення

Zvac, щоб Z(ν = 0) = 1. Такий вибiр ґарантує усунення чисто флуктуюючих

ступенiв вiльностi, якi не фiксуються хiмiчним потенцiалом.

Для системи в кулi B, в якiй природно ввести сферичнi координати (r,Ω)

(де Ω = (θ, φ) описує точку на одиничнiй сферi), маємо

∆ =
1

r

∂2

∂r2
r +

1

r2
∆Ω, (5.11)

∆Ω =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
, (5.12)

δ3(r− r′) =
1

r r′ sin θ
δ(r − r′) δ(θ − θ′) δ(φ− φ′). (5.13)

Надалi, ми використовуємо дiйснi ортонормованi функцiї {Φnlm(r,Ω)|n ∈
N; l = 0, 1, . . . ; −l 6 m 6 l} [135, 136]:

Φnlm(r,Ω) =

√
2

R3
Nln jl

(
aln

r

R

)
ylm(Ω), (5.14)

Nln =
aln√

a2ln + hl(hl − 1)− l(l + 1) jl(aln)
, (5.15)∫

B

Φnlm(r,Ω)Φn′l′m′(r,Ω) dr = δn,n′ δl,l′ δm,m′, (5.16)

dr = r2 dr dΩ = r2 sin θ dr dθ dφ,

система яких є розв’язком задачi:

∆Φnlm = −
(aln
R

)2
Φnlm, (5.17)

(r∂rΦnlm(r,Ω) + hl Φnlm(r,Ω))|r=R = 0, (5.18)

розв’язана в термiнах сферичних функцiй Беселя [1],

jl(z) = zl
(
−1

z

d

dz

)l
sin z

z
, yl(z) = −zl

(
−1

z

d

dz

)l
cos z

z
, (5.19)
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i дiйсних ортонормованих сферичних гармонiк,

ylm(Ω) =


√
2Km

l P
m
l (cos θ) cos (mφ), m > 0

K0
l Pl(cos θ), m = 0

√
2Km

l P
|m|
l (cos θ) sin (|m|φ), m < 0

Km
l =

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

. (5.20)

Тут, Pm
l (z) – полiноми Лежандра.

Система {aln}, яка залежить вiд hl, визначає спектр системи, де кожне

число aln є n-м додатним коренем рiвняння (умови Робена):

alnj
′
l(aln) + hl jl(aln) = 0, 0 < al 1 < al 2 < . . . . (5.21)

Фактично, використовуючи це спiввiдношення при скiнченому hl, можна ви-

разити похiдну j′l через jl, коли накладаються змiшанi ґраничнi умови.

Зауважимо, що умови (5.18), (5.21) виникають через фiзичну потребу по-

довження притягального потенцiалу (який включає обертовий) за межi B.

При r > R, потенцiал має (мультипольний) вигляд [70]:

Vout(r) = c−1 +
∞∑
l=0

cl

(
R

r

)l+1

Pl(cos θ), (5.22)

∆Vout(r) = 0, r > R,

cl – сталi. Комбiнуючи двi ґраничнi умови,

Vin(r)|r=R = Vout(r)|r=R,

∂rVin(r)|r=R = ∂rVout(r)|r=R, (5.23)

ми спроможнi визначити hl (див. нижче).

Покладаючи ω = 0, розмiр Rκ = π/κ бозонної хмари виникає у результатi

конкуренцiї мiж вiдштовхуванням, пов’язаним з потенцiалом U , та притяга-

нням, викликаним тяжiнням. Випадок R < Rκ задовольняє умову ρ(r) > 0
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i описує деяку геометричну в’язь, накладену на R. Однак, модель з незале-

жним (довiльним) R виглядає бiльш загальною.

Використовуючи повноту системи {Φnlm(r,Ω)}, пишемо

δ3(r− r′) =
∑
n,l,m

Φnlm(r,Ω)Φnlm(r
′,Ω′), (5.24)

ρ(r) =
1√
V

∑
n,l,m

ξnlmΦnlm(r,Ω), (5.25)

де ξnlm – новi безрозмiрнi змiннi.

Розв’язок загальної задачi у кулi B,

∆+ p2

∆+ q2
Gp,q(r|r′) = δ3(r− r′), Gp,q(r|r′)||r|=0 <∞, (5.26)

можна знайти у виглядi:

Gp,q(r|r′) = δ3(r− r′) + (q2 − p2) gp(r|r′), (5.27)

(∆ + p2) gp(r|r′) = δ3(r− r′), (5.28)

gp(r|r′) =
∑
n,l,m

Φnlm(r,Ω)Φnlm(r
′,Ω′)

p2 − (aln/R)2
. (5.29)

Виконуючи пiдсумовування за {aln} згiдно з [136], функцiя Ґрiна gp(r|r′)
оператора Гельмгольца подається так

gp(r|r′) =
∑
l,m

gp (l)(r|r′) ylm(Ω) ylm(Ω′), (5.30)

gp (l)(r|r′) = p jl(p r<) [yl(p r>)− jl(p r>)Hl(pR)] , (5.31)

Hl(z) =
zy′l(z) + hlyl(z)

zj′l(z) + hljl(z)
,

r< = min(r, r′), r> = max(r, r′).

Введенi позначення зводять iнтеґрали до алґебраїчних виразiв:

E[ψ, ψ∗] =
U

2

∫
B

dr

∫
B

dr′ρ(r)G0,κ(r|r′) ρ(r′)
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=
U

2V

∑
n,l,m

[
1−

(
κR

aln

)2
]
(ξnlm)

2, (5.32)

N [ρ] =
√
6h0

∞∑
n=1

ξn 0 0

a0n
√
a20n + h0(h0 − 1)

. (5.33)

Обчислення iнтеґралу Ґауса вимагає, щоб всi доданки в E були додатними,

тобто за умови κR < min aln. Оскiльки R = Rκ у базовiй моделi без обер-

тання [149], будемо строго вимагати π < min aln. Ми використовуємо цей

критерiй для вибору hl (i {aln}).
Також знаходимо

1

R2

∫
B

r2 (1− P2(cos θ)) ρ(r)dr =
√
6

∞∑
n=1

2 + h0 − 6h0/a
2
0n

a0n
√
a20n + h0(h0 − 1)

ξn 0 0

−
√

6

5

∞∑
n=1

2 + h2

a2n
√
a22n + h2(h2 − 1)− 6

ξn 2 0, (5.34)

де враховано, що
1∫

0

j0(a0nt) t
4 dt =

[
h0 + 2

a20n
− 6h0
a40n

]
j0(a0n), (5.35)

1∫
0

j2(a2nt) t
4 dt =

h2 + 2

a22n
j2(a2n). (5.36)

Оцiнюючи якобiан перетворення ρ(r) 7→ ξnlm як√√√√√det

∥∥∥∥∥∥V
∫
B

∂ρ(r)

∂ξnlm

∂ρ(r)

∂ξn′l′m′
dr

∥∥∥∥∥∥ = 1, (5.37)

маємо еквiвалентнiсть мiр iнтеґрування в континуальному iнтеґралi:∫
Dρ =

∏
n,l,m

∞∫
−∞

dξnlm, (5.38)

Iнтеґрування за {ξnlm|n = 1, 2, . . . ; l = 0, 1, 2, . . . ; −l 6 m 6 l} дає

Z = Z0Z2, Zl = exp

( ∞∑
n=1

Fnl

)
, l = 0, 2; (5.39)
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де Zvac ∼ D−1/2(x, q), i

D(x, q) =
∞∏
n=1

∞∏
l=0

[
q

(
1− x2

a2ln

)]2l+1

(5.40)

– визначник Фредгольма Det
∥∥q(1 + κ2∆−1)

∥∥ для оператора, означеного в B;

x = κR i q = βU/V .

Статистичнi суми Z0 i Z2 визначаються через

Fn0 =
V β/(3U)

a20n − x2

[
3h0µ+mω2R2

(
2 + h0 − 6h0/a

2
0n

)]2
a20n + h0(h0 − 1)

, (5.41)

Fn2 =
V β/(15U)

a22n − x2
m2ω4R4(h2 + 2)2

a22n + h2(h2 − 1)− 6
. (5.42)

Вiдразу видно, що функцiї Fnl наслiдують сингулярностi, якi виникають при

змiнi параметра x = κR.

Надалi, означимо великий термодинамiчний потенцiал

Ωω(T, V, µ) = −T
∞∑
n=1

(Fn0 + Fn2), (5.43)

такий що

−Ωω

V
=

µ2

2U
A1(x, h0) + µvA2(x, h0) + U

v2

2
[A3(x, h0) +B(x, h2)]; (5.44)

v =
ω2

2πGm
. (5.45)

Здiйснюючи формальне пiдсумовування за {aln} за правилами:

2
∞∑
n=1

1

a2ln − x2
=
x2 − l(l + 1− hl)

hl x2
− x2 + hl(hl − 1)− l(l + 1)

hlx[xj′l(x) + hljl(x)]
j′l(x), (5.46)

2
∞∑
n=1

1

a2ln + hl(hl − 1)− l(l + 1)
=

1

l + hl
, (5.47)

2
∞∑
n=1

1

a20n
=

2 + h0
3h0

, 2
∞∑
n=1

1

a22n
=

4 + h2
7(2 + h2)

, (5.48)

функцiї Ai(x, h0) i B(x, h2) набувають вигляду

A1(x, h0) =
3h0j1(x)

x[xj′0(x) + h0j0(x)]
, (5.49)
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A2(x, h0) = 1 +
x2(2 + h0)− 6h0

2x[xj′0(x) + h0j0(x)]
j1(x), (5.50)

A3(x, h0) =
[x2(2 + h0)− 6h0]

2

12h0x[xj′0(x) + h0j0(x)]
j1(x) + x2

4h0 + 5

15h0
− 1, (5.51)

B(x, h2) =
2 + h2
60

x2
[

(2 + h2) j2(x)

xj′2(x) + h2j2(x)
− 1

]
(5.52)

З потенцiалу Ωω(T, V, µ) знаходимо середнє число частинок N = V ρ̄, се-

редню енерґiю E i тиск P :

ρ̄ =
µ

U
A1 + vA2, (5.53)

E
V

=
µ2

2U
A1 − U

v2

2
(A3 +B), (5.54)

P =
µ2

2U
A1 + µvA2 + U

v2

2
(A3 +B)

=
U

2A1

[
ρ̄2 + v2

(
A1A3 − A2

2 + A1B
)]
. (5.55)

Повна ентропiя, S ≡ −∂TΩω = 0, зникає тут. Видно, що елiпсоїдальний ви-

гляд хмари приводить до додаткових внескiв в E i P , пов’язаних з B(x, h2).

За вiдсутностi обертання (ω = v = 0), знак термодинамiчних функцiй

визначається A1 при x = π:

A1(π, h0) = −3h0
π2

, A2(π, h0) =
3h0
π2

− h0
2
,

A3(π, h0) = −3h0
π2

+ 1 + h0 − π2
(
h0
12

+
1

15

)
,

B(π, h2) =
2 + h2
60

15π2 − π4

π2 − 9 + 3h2
. (5.56)

Щоб задовольнити E > 0 i P > 0 (знак N залежить також вiд sign(µ)),

слiд вимагати h0 < 0. Дiйсно, покладаючи h0 = −1, знаходимо, що a0 1 ≈
4.27479 > π. У той самий час, a0 1 = π/2 для h0 = 1 приводить до розбiжностi

iнтеґралу Ґауса Z та вiд’ємних величин E < 0, P < 0. Зауважимо, що фактор

A1 = 3/π2 вже виникав в диференцiальному пiдходi [149]. Вiдразу анонсуємо,

що h2 = 3, яке дає a2 1 ≈ 4.4934. Це вiдомо з [367, 70] i вiдтворюється нижче.
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Виявляється, що хiмiчний потенцiал µ > 0, i центральна густина хмари

без обертання дорiвнює µ/U . Щоб знайти µ при T = 0 i x = π, обернемо

формулу для N . Маємо

µ = G
m2N
Rκ

+ Uv

(
π2

6
− 1

)
, Rκ =

π

κ
. (5.57)

Ця величина дорiвнює роботi сил притягання при перенесеннi частинки з

безмежно вiддаленої областi до ґраницi хмари.

З iншого боку, з умови екстремуму функцiонала Γω[ψ, ψ
∗] в термiнах дуж-

ки Пуасона (5.5),

{ψ(r),Γω[ψ, ψ∗]} = 0, (5.58)

одержується стацiонарне рiвняння Ґроса–Пiтаєвського для шуканої густини

конденсату ρω при T = 0:

U
(
1 + κ2∆−1

)
ρω = µ+

mω2r2

3
(1− P2(cos θ)) . (5.59)

Його розв’язок задається iнтеґралом:

ρω(r, θ) = U−1

∫
B

Gκ,0(r|r′) ν(r′) dr′

= v + (ρc − v)j0(κr)−
v

6

x2 (2 + h2)

xj′2(x) + h2j2(x)
j2(κr)P2(cos θ); (5.60)

ρc = v +
h0
[
µ/U − v + v x2 (2 + h0)/(6h0)

]
xj′0(x) + h0j0(x)

, (5.61)

де центральна густина, ρc = ρω(0, θ), залежить вiд x.

Якщо виключити тяжiння, x = κ = 0, i обертання, v = ω = 0, одержимо

однорiдний розподiл ρ0(r) = (µ/U)Θ(R−r), обмежений ґраницею i записаний

за допомогою функцiї Хевiсайда Θ(z).

Iнтеґрування ρω(r, θ) за об’ємом кулi B дає число частинок N [ρω], яке збi-

гається з (5.53). Окрiм того, вiдповiднiсть мiж статистичною сумою i розв’язком

рiвняння Ґроса–Пiтаєвського виражається спiввiдношенням:

−2Ωω =

∫
B

ν(r)ρω(r, θ)dr. (5.62)
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Згiдно з (5.27), знаходимо ефективний потенцiал:

Vin(r, θ) = U−1

∫
B

gκ(r|r′) ν(r′) dr′

= − v

κ2
+

µ

κ2U

[
1− h0j0(κr)

xj′0(x) + h0j0(x)

]
− v

6κ2
x2(2 + h0)− 6h0
xj′0(x) + h0j0(x)

j0(κr)

+v
r2

6
[1− P2(cos θ)] +

v

6κ2
x2 (2 + h2)

xj′2(x) + h2j2(x)
j2(κr)P2(cos θ),(5.63)

який задовольняє рiвняння всерединi кулi B:

∆Vin = ρω, r 6 R. (5.64)

Вкажемо спiввiдношення мiж Vin, ρω i хiмiчним потенцiалом ν(r):

ρω(r, θ) = U−1 ν(r)− κ2 Vin(r, θ). (5.65)

Щоб визначити параметри h0 i h2, пов’яжемо потенцiали Vin i Vout з (5.22)

за допомогою ґраничних умов (5.23). Зрозумiло, що c−1, c0 i c2 вважаються

ненульовими, поки решта випадають з розгляду.

Оскiльки спiввiдношення мiж потенцiалами має мiсце для довiльних до-

зволених x, зафiксуємо x = π заради спрощення. Використовуючи централь-

ну густину ρc як незалежну змiнну замiсть хiмiчного потенцiалу µ, приходимо

до виразу

Vin(r, θ) = −ρc
κ2

[
1

h0
+ j0(κr)

]
+ v

r2

6
[1− P2(cos θ)] +

+
v

κ2
j0(κr)−

v

κ2
2 + h0
6h0

(
π2 − 6h0

2 + h0

)
+

+
v

κ2
π4

6

2 + h2
π2 − 9 + 3h2

j2(κr)P2(cos θ). (5.66)

Давайте пов’яжемо члени з P2(cos θ). Одержуємо пару рiвнянь:

c2 = − v

κ2
π2

6

{
1− 6 + 3h2

π2 − 9 + 3h2

}
,

−3c2 = − v

κ2
π2

6

{
2− (2 + h2)(π

2 − 9)

π2 − 9 + 3h2

}
. (5.67)
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Розв’язуючи, виводимо, що h2 = 3, як i повинно бути [70].

Пiдстановка h2 = 3 i h0 = 1 в Vin вiдтворює (з точнiстю до множника

4πG) ефективний потенцiал з [367]. Це також приводить до c−1 = 0.

Однак, ми вже зауважили вище, що пiдстановка h0 = 1 приводить до

розбiжного iнтеґралу Ґауса Z i вiд’ємних термодинамiчних функцiй E i P .

Можливiсть замiни h0 = 1 на h0 = −1 можна обґрунтувати невизначенi-

стю трьох коефiцiєнтiв c−1, c0 i h0 за допомогою двох (ґраничних) умов, якi

накладаються на члени з r−1 i r0.

Здiйснюючи фiзичний аналiз розв’язку, покладемо h2 = 3 i h0 = −1. Це

вiдразу обмежує значення параметра x < a0 1 ≈ 4.275.

Усереднюючи розподiл ρω(r, θ) за кутовими змiнними,

ρ̃ω(r) = 〈ρω(r, θ)〉 = ρc[η + (1− η) j0(κr)], (5.68)

знаходимо профiль маси M(r) i дотичну швидкiсть υtan(r) пробної частинки:

M(r) = 4πm

r∫
0

ρ̃ω(r∗) r
2
∗dr∗ =

4πmρcr
3

3

[
1 + (1− η)

3

κr
j1(κr)

]
, (5.69)

υtan(r) =

√
G
M(r)

r
= υ0

√
η

3
(κr)2 + (1− η) (κr) j1(κr), (5.70)

де υ0 =
√
Uρc/m i η = v/ρc.

Щоб зафiксувати радiус R, накладемо умову ρ̃ω(R) = 0, яка вiдразу дає

спiввiдношення мiж 0 6 η < 1 i π 6 x < a0 1:

η = − j0(x)

1− j0(x)
. (5.71)

Це дозволяє видiлити дозволенi значення v i R (для заданих κ i ρc) i вирiшити

задачу про застосовнiсть наближення Томаса–Фермi.

Ротацiйнi кривi υtan(r) при 0 6 η < 1 успiшно застосовуються для поясне-

ння спостережуваних даних карликових галактик [149, 367]. З iншого боку,

частинковий розподiл при η > ηmax (ηmax ' 0.1785 на iнтервалi x ∈ [π; 2π])
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Рис. 5.1. Усереднений розподiл частинок (5.68) (пунктирнi лiнiї) i дотична

швидкiсть (5.70) (суцiльнi лiнiї) як безрозмiрнi функцiї радiальної вiдстанi

r/Rκ за рiзних η. Сiрi лiнiї вiдповiдають η = 0 (без обертання), чорнi – для

η = 0.22.

не має ґраничного радiуса R (див. Рис. 5.1). Загалом, його вiдсутнiсть ускла-

днює iнтерпретацiю результатiв в наближеннi Томаса–Фермi. На практицi,

використовується обмеження, зроблене в [197].

Оскiльки бозонна хмара має елiпсоїдальну форму, яку можна виявити з

рiвняння ρω(r, θ) = const, деякi макроскопiчнi характеристики можна вiд-

коригувати для її наочного врахування [367, 70]. Ми опускаємо тут такий

розгляд (який неодноразово наводився в лiтературi).

5.1.2. Модифiковане рiвняння Ґроса–Пiтаєвського. Тепер введе-

мо додаткову взаємодiю в систему за допомогою формалiзму статистичної

суми. Обмежимося включенням потенцiалу, який iмiтує обертання системи в

цiлому, вивчене ранiше. Технiчно, ми змiнюємо комутацiйнi спiввiдношення

для макроскопiчної хвильової функцiї i отримуємо нетривiальну мiру конти-

нуального iнтеґрування, яка приводить до внеску до енерґiї.
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Отже, ми постулюємо деформованi дужки Пуасона:

{ψ(r1), ψ(r2)} = {ψ∗(r1), ψ
∗(r2)} = 0,

{ψ(r1), ψ∗(r2)} = −iF (r1; ρ) δ
3(r1 − r2), (5.72)

де F (r1; ρ) – функцiонал вiд густини ρ = |ψ|2 в точцi r1 (або r2).

Використовуючи перетворення Маделунга (5.8), спiввiдношення (5.72) дає

{ρ(r1), ϕ(r2)} = F (r2; ρ) δ
3(r1 − r2), (5.73)

що виконується при ϕ(r) = ϕ̃(r)F (r; ρ) з канонiчною змiнною ϕ̃(r), яка задо-

вольняє (5.73) з F ≡ 1.

Конструюючи статистичну суму, врахуємо (5.72) i означимо

Z∗ = C

∫
DψDψ∗ J [ψ, ψ∗] exp (−βΓ0[ψ, ψ

∗]), (5.74)

Γ0[ψ, ψ
∗] = E[ψ, ψ∗]− µN [ρ], (5.75)

J [ψ, ψ∗] =
∏
r∈B

F (r; ρ), (5.76)

де N i E задаються як (5.4) i (5.6).

Застосовуючи рiвнiсть det Â = exp (Tr ln Â) до дiагональної матрицi Â =

‖{ψ(r1), ψ∗(r2)}‖, одержимо внесок до енерґiї, залежний вiд температури:

E∗[ψ, ψ
∗] = E[ψ, ψ∗]− T

V

∫
B

lnF (r; ρ) dr. (5.77)

Оскiльки E∗[ψ, ψ
∗] залежить вiд ρ (але не ϕ), сформулюємо задачу як

Z∗ = Z−1
vac

∫
Dρ exp (−β Γ∗[ψ, ψ

∗]), (5.78)

Γ∗[ψ, ψ
∗] ≡ E∗[ψ, ψ

∗]− µN [ρ]. (5.79)

З умови екстремуму Γ∗[ψ, ψ
∗], тобто δΓ∗[ψ, ψ

∗]/δρ(r) = 0, приходимо до

модифiкованого (статичного) рiвняння Ґроса–Пiтаєвського:

U
(
1 + κ2∆−1

)
ρ(r) = µ+ T s(r), (5.80)
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s(r) =
1

V

∫
B

1

F (r1; ρ)

δF (r1; ρ)

δρ(r)
dr1. (5.81)

Оскiльки розподiл повiльно обертової конденсатної ТМ, як видно з [367,

197], дозволяє успiшно описувати кривi обертання гало карликових галактик,

у нашому евристичному пiдходi припустимо, що s(r) ∼ (r/R)2. Нижче ми

обговоримо умови, накладенi на F та явний, хоча i гiпотетичний, вигляд s(r).

Як арґументовано вище, розглянемо випадок

s(r) = µ̃

〈
3

2

r2

R2
sin2 θ − 1

〉
= µ̃

(
r2

R2
− 1

)
, (5.82)

де 0 6 µ̃ – модельний параметр, який характеризує iнтенсивнiсть взаємодiї;

〈(. . .)〉 означає середнє за кутами.

Оцiнемо температуру T в (5.80), яка замiнює вираз ∼ mω2R2. Використо-

вуючи типовi характеристики БЕК ТМ з [197], знаходимо

µ̃T =
mω2R2

kB

= T0

(
mc2

10−17 еВ

)( ω

10−16 с−1

)2( R

1 кпк

)2

, (5.83)

T0 ' 1.23 · 10−23 К, kBT0 ' 1.06 · 10−27 еВ, (5.84)

де величини записано у вiдповiдних одиницях; kB ' 8.6173 · 10−5 еВ · К−1 –

стала Больцмана.

Отже, одержане значення температури є малим i на багато порядкiв є

нижчим за критичну температуру конденсацiї вiльних бозонiв [152].

Найбiльш вагомим арґументом для нас при виборi вигляду функцiї s(r) є

така властивiсть твiрного функцiоналу: F → 0 при N → ∞, що приводить до

комутування хвильових функцiй ψ(r) i ψ∗(r). Це подiбно до замiни квантових

операторiв народження i знищення комплексними числами.

Отже, найпростiший вигляд локального F є

F (r; ρ) = exp

[
−λ3 ρ(r)

(
1− r2

R2

)]
, r 6 R, (5.85)
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B

lnF (r; ρ)
dr

V
= −µ̃

(
N [ρ]− σ2[ρ]

R2

)
, (5.86)

σ2[ρ] =

∫
B

r2ρ(r) dr, µ̃ =
λ3

V
,

де λ – кореляцiйна довжина, яка припускається бiльшою за мiжчастинко-

ву вiдстань, λ3 � V/N , заради iснування конденсатного стану. У випадку

iдеального газу бозонiв, можна було б використати теплову довжину хвилi

λT =
√

2π~2/(mkBT ). Надалi, ми припускаємо, що λ не залежить вiд термо-

динамiчних змiнних.

Таким чином, розв’язок (5.80) є

ρT (r) = ṽ + (ρ̃c − ṽ) j0(κr), ṽ =
6µ̃

x2
T

U
, (5.87)

де центральна густина ρ̃c визначається з (5.61) замiною µ i v на µ − µ̃ T i ṽ,

вiдповiдно.

Пiсля введення η = ṽ/ρ̃c i звернення до (5.71) одержуємо, що дозволений

радiус R = x/κ є неявною функцiєю температури T ; R = π/κ при T = 0.

Як очiкувалося, (5.87) формально збiгається з (5.68) i приводить до рота-

цiйної кривої (5.70). Однак, термодинамiка такої системи дещо iнша.

Дiйсно, використовуючи попереднi результати, коли

σ2[ρ]

R2
=

√
6

∞∑
n=1

2 + h0 − 6h0/a
2
0n

a0n
√
a20n + h0(h0 − 1)

ξn 0 0, (5.88)

статистична сума, Z∗ = exp (−βΩµ̃), визначається потенцiалом Ωµ̃(T, V, µ):

−Ωµ̃

V
=

(µ− µ̃T )2

2U
A1(x, h0) + (µ− µ̃T )ṽA2(x, h0) + U

ṽ2

2
A3(x, h0), (5.89)

Покладемо знов h0 = −1, i переконуємося, що

−2Ωµ̃ =

∫
B

(µ+ Ts(r)) ρT (r) dr. (5.90)
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Середнє число частинок N = V ρ̄T , середня енерґiя E i тиск P є

ρ̄T =
µ− µ̃T

U
A1 + ṽA2, (5.91)

P =
(µ− µ̃T )2

2U
A1 + (µ− µ̃T )ṽA2 + U

ṽ2

2
A3

=
U

2A1

[
ρ̄2T + ṽ2(A1A3 − A2

2)
]
, (5.92)

E = PV. (5.93)

Цiкаво, що (5.93) збiгається з термодинамiчним спiввiдношенням для кон-

денсату без обертання при T = 0 (порiвняйте (5.54) i (5.55) при v = 0) [149].

Фiзично, ми розглядаємо вихiдну систему, але з деформованими частинками.

Таке пояснення пiдтверджується моделями iдеального газу бозонiв з дефор-

мованими комутацiйними спiввiдношеннями [293].

На вiдмiну вiд моделi з обертанням, ентропiя не зникає тут:

S =

∫
B

s(r)ρT (r) dr =
λ3

A1

[
−ρ̄T

(
A1 −

6

x2
A2

)
+ ṽ

6

x2
(A1A3 − A2

2)

]
. (5.94)

Локально, вона визначається функцiєю s(r), яка має мiнiмальне значення в

точцi r = 0 i сягає максимального значення на ґраницi r = R.

Аналiзуючи

lnF =

∫
B

lnF (r; ρ)
dr

V
= −λ3ρ̃c

[
2

5
η +

6

x2
(1− η)j2(x)

]
, (5.95)

де η = ṽ/ρ̃c. Видно, що lnF < 0 для 0 6 η < 1 i x < a0 1.

Зауважимо, що ненульова температура в нашiй моделi не приводить до

появи теплової хмари (з частинок ТМ та/або збуджень), з опису якої, можна

визначити критичнi параметри переходу в конденсатний стан (див. [150]).

Неконденсатнi ступенi вiльностi не включено у статистичну суму тут. Ми по-

казуємо, як статистичнi властивостi конденсату деформованих бозонiв змi-

нюються залежно вiд температури (набагато нижчої за температуру конден-

сацiї): вона посилює додаткову (локальну) взаємодiю мiж частинками, яка
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успадковується вiд деформацiї. Це приводить до неоднорiдної ентропiї, але

до розподiлу частинок, як i у випадку конденсату звичайних бозонiв з по-

вiльним обертанням (лише iз замiною ṽ на v = ω2/2πGm).

5.1.3. Пiдсумки. Оптимiстичнi наслiдки, а також вiдсутнiсть термо-

динамiчних функцiй в роботах [50, 149, 197] спонукали нас дослiдити модель

БЕК ТМ з парним вiдштовхуванням та повiльним обертанням в iншому пiд-

ходi, який ґрунтується на обчисленнi статистичної суми.

Незважаючи на те, що статистична сума приводить до середнiх та термо-

динамiчних функцiй, отримано функцiї Ґрiна, якi є iнструментом для пошуку

локальних величин. Це дозволяє вiдтворити вiдомi результати [367] та зро-

бити низку узагальнень. Перш за все, ми не зв’язуємо κ i R вiдношенням

κR = π i використовуємо x = κR як вiльний параметр, обмежений умовою

x < a0 1 ≈ 4.275, що є наслiдком спроби сформулювати в замкненому ви-

глядi (5.21) ґраничнi умови, накладенi в [367, 70]. Для довiльних x, можна

проконтролювати обчислення статистичної суми i термодинамiчних функцiй.

Узгодження x з циклiчною частотою ω визначає ґраничний радiус R для мо-

делi з обертанням (див. (5.71)).

Теоретичне дослiдження можливостi опису обертання шляхом деформацiї

комутацiйних спiввiдношень для хвильової функцiї конденсату приводить до

змiни мiри iнтеґрування у виразi для статистичної суми. Формально, отри-

мується ефективний функцiонал енерґiї, який залежить вiд температури, а

з його варiацiї за хвильовою функцiєю одержується модифiковане рiвняння

Ґроса–Пiтаєвського. Дiйсно, такий пiдхiд приводить до розподiлу частинок

як в моделi з обертанням. Фiзично цiкаво, що цей тип деформацiї задає ентро-

пiю, неоднорiдну в просторi. Керуючись умовою комутативностi (в термiнах

дужок Пуасона) для хвильової функцiї та комплексно спряженої до неї за

високої густини частинок, забезпечується мiнiмум ентропiї в центрi системи

та максимум на ґраницi. Окрiм того, така деформацiя не порушує спiввiдно-
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шення мiж повною енерґiєю та тиском за вiдсутностi обертання [149].

Для вiдтворення обертання функцiонал деформацiї F задається неодно-

значно. Хоча ми вимагали його локальнiсть, для частинкових систем, значно

менших за галактики, можна використати

F = exp

[
−µ̃
(
N [ρ]− σ2[ρ]

R2

)]
. (5.96)

Як результат, одержується s(r) у тому самому виглядi (5.82).

Хоча параметр µ̃ припускається малим, ми не використовували жодних

наближень. Ще бiльше можливостей з’являється, якщо дозволити розклад за

µ̃. Для певних цiлей зручно ввести, наприклад, альтернативний вираз,

F =
1 + (1− α)µ̃ σ2[ρ]/R2

1 + µ̃N [ρ]− αµ̃ σ2[ρ]/R2
, (5.97)

де 0 6 α 6 1. Коли σ2[ρ]/R2 → 0, одержується система, подiбна до [293], де

розвинуто µ̃-формалiзм.

Якщо врахувати внесок кiнетичної енерґiї, у моделi з деформацiєю очiкує-

ться поява додаткових членiв взаємодiї, що походять з неї. Таке узагальнення

є предметом майбутнiх дослiджень.

Данi спостережень залишають можливiсть того, що ТМ має самодiю.

Однак, природа частинок ТМ далека вiд повного розумiння. Тому, увага при-

дiляється таким кандидатам, як слабковзаємодiючi масивнi частинки (WI-

MP) [19], аксiони [65, 317] та стерильнi нейтрино [54]. Вiдзначимо також вiчнi

чорнi дiри [40, 64], сильновзаємодiючi масивнi частинки та надслабковзаємо-

дiючi частинки, i навiть електромагнiтно взаємодiючi масивнi частинки [116],

якi, можливо, прихованi в нейтральних атомоподiбних станах.

Оскiльки, серед зазначених кандидатiв є фермiони, утворення з них бо-

зоноподiбних композитiв може зiграти роль в розумiннi ТМ, а також для

застосування нашої моделi. З описової точки зору, деформацiйний пiдхiд мо-

жна застосувати i для вивчення структурованих частинок [125].
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5.2. Темна матерiя з тричастинковою самодiєю та її стани

Нещодавно, значну увагу привернула вiдштовхувальна самодiя шостого

порядку у скалярному потенцiалi в БЕК, яка якiсно змiнює ситуацiю в БЕК

ТМ [215]. Зокрема, це може привести до нетривiальної фазової структури

ядра в центральнiй частинi гало ТМ. Згадаймо роботу [73], яка продемон-

струвала iснування двох фаз – “розрiдженої” та “щiльної” – у спiввiдношеннi

маса-радiус (хоча це зроблено в контекстi аксiонних зiрок з ремаркою, що

аналогiчнi ознаки можуть мати мiсце в системi аксiонної ТМ).

Дослiдимо термодинамiчнi наслiдки включення (вiдштовхувального) чле-

на тричастинкової самодiї в потенцiалi моделi БЕК ТМ. Це вимагає викори-

стання чисельних методiв для знаходження профiлiв густини ТМ разом з їх

властивостями стiйкостi. На їх основi одержуються основнi термодинамiчнi

функцiї БЕК ТМ. Детальний аналiз останнiх, особливо їх взаємних зале-

жностей, дає iнформацiю про виникаючi фази (стiйкi, метастiйкi та нестiйкi

областi) та наявнiсть фазового переходу першого роду.

Спершу, наведемо арґументи на користь обраної моделi, з особливою ува-

гою до ролi члена самодiї шостого порядку у потенцiалi БЕК ТМ.

Далi, у вiдповiднiй модифiкованiй версiї рiвняння Ґроса–Пiтаєвського ми

розглядаємо член секстичної самодiї разом iз потенцiалом ґравiтацiйної вза-

ємодiї, що використовується нелокально. Через останню обставину ми маємо

справу з єдиним рiвнянням замiсть нелiнiйної системи Шрьодiнгера–Пуасона.

Як важливий етап аналiзу, розглянемо наближенням Томаса–Фермi (коли че-

рез спрямування ~ → 0 виключається кiнетичний член).

Потiм, дослiджуємо повну модель. А саме, з урахуванням квантових про-

цесiв виконуються обчислення вiдповiдних термодинамiчних функцiй. На цiй

пiдставi, ми встановлюємо iснування i детально аналiзуємо двi рiзнi фази, що

реалiзуються в ядрi з ТМ.
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5.2.1. Побудова моделi. Опишемо критерiї, якi дозволяють сформу-

лювати модель ТМ (разом з умовами її застосовностi). Нашi арґументи ви-

пливають iз порiвняння емпiричних даних для галактик та властивостей де-

яких теоретичних моделей ТМ, утвореної з частинок (та полiв) Бозе.

Масштабний критерiй для взаємодiй. Серед можливих критерiїв вiд-

бору моделей, здатних описувати спостережуванi, зосередимося на скейлiнгу.

Застосовуючи масштабування, оберемо найбiльш реалiстичну модель.

Розгляд вибiрки спостережуваних галактик у широкому дiапазонi мас до-

зволяє нам спiввiднести розмiр серцевини r0 i густину маси ρ0 в центрi. Вста-

новлено, що таке вiдношення є близьким до ρ0 ∝ r−β0 з β ≈ 1. Дiйсно, β = 1.3

для дослiджуваної вибiрки галактик. Близький результат отримано в [75] з

аналiзу карликових сфероїдальних галактик, який дає подiбну кореляцiю мiж

радiусом гало та густиною маси, а саме, ρ0 ∝ r−1.2
0 .

Спершу, розглянемо масштабнi спiввiдношення розпорошеної ТМ (FDM),

в якiй частинки описуються хвильовою функцiєю ψ(r) e−iγt/~ i масою m. Згi-

дно з FDM, стацiонарнi рiвняння Шрьодiнгера–Пуасона є

γ ψ = − ~2

2m
∆ψ +mVgr ψ, ∆Vgr(r) = 4πGρ(r), (5.98)

де ∆ – оператор Лапласа (лапласiан); ρ = m|ψ|2.
Система має точну масштабну симетрiю з параметром λ:

r → λ−1r, ρ→ λ4ρ , ψ → λ2ψ, γ → λ2γ . (5.99)

Вона приводить до масштабного спiввiдношення ρ0 ∝ r−4
0 мiж радiусом r0 i

центральною густиною ρ0. Однак, в [90] показано, що це суперечить спосте-

реженням. Дiйсно, значення β = 4 є далеким вiд β = 1.3. Хоча реалiстичнi

моделi мають бути застосовними для опису ТМ, як очiкується, для великих

вибiрок галактик, а не для окремих виключень.

Важливий висновок випливає з моделi FDM: щоб досягти значення β ' 1,

слiд враховувати самодiю мiж частинками темної матерiї.
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Включення ψ4-самодiї у модель FDM приводить до масштабного спiввiд-

ношення з β = 2, близьким до значення з [90]. Однак, загалом, розв’язки

є нестiйкими i, отже, не вирiшують проблему. Тим не менш, є можливiсть

отримати стабiльнi розв’язки в потрiбному дiапазонi параметрiв, поєдную-

чи вiдштовхувальний i притягальний потенцiали так, щоб запобiгти колапсу

гало або втечi частинок назовнi.

Продовжуючи аналiз, протестуємо в деталях ψ6-модель. Зрозумiло, що

рiвняння FDM з вiдштовхувальним членом ψ6 не задовольняють масштабну

симетрiю (5.99). Це ускладнює пошук спiввiдношення мiж r0 i ρ0.

Ми змушенi застосувати пiдстановку, щоб продемонструвати, що розв’язок

проблеми можна знайти в рамках моделi ψ6. Згiдно з [314], оцiнимо внесок

членiв повної енерґiї, використовуючи експоненцiйний анзац. Цей трюк вже

використано в лiтературi для дослiдження стiйкостi скалярного поля ТМ.

Отже, нехай повна енерґiя E (у нескiнченному об’ємi з елементом dV (r) =

4πr2 dr) та її густина E для сферично-симетричного гало ТМ є

E =

∞∫
0

E(r) dV (r), E = Eq + Eint + Egr, (5.100)

де

Eq =
~2

2m

∣∣∣∣dψdr
∣∣∣∣2 , Eint =

U

3
|ψ|6, Egr =

1

2
ρ Vgr. (5.101)

Хвильова функцiя ψ нормується так, щоб дати повне число частинок N :

N =

∞∫
0

|ψ(r)|2 dV (r). (5.102)

Застосуємо експоненцiйний анзац для ψ, який задовольняє (5.102):

Φ(r) =

√
N

πr30
e−

r
r0 . (5.103)

Вiн моделює польову поведiнку у внутрiшнiй областi r . rs для деякого rs,

але не працює у зовнiшнiй областi.
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Пiсля пiдстановки (5.103) замiсть ψ в (5.100), одержуємо

E = a
N

r20
+ b

N 3

r60
− c

N 2

r0
, (5.104)

a =
~2

2m
, b =

U

81π2
, c =

5Gm2

16
. (5.105)

Щоб обчислити дiю оператора ∆ та оберненого до нього на функцiю f(r) у

сферично-симетричному випадку (при знаходженнi Vgr), достатньо викори-

стати їхнi радiальнi частини, означенi так

∆rf(r) = ∂2rf(r) +
2

r
∂rf(r), (5.106)

∆−1
r f(r) = −1

r

r∫
0

f(s) s2 ds−
R∫
r

f(s) s ds. (5.107)

де R – радiус кулi, де зосереджена матерiя. Покладемо тут R → ∞.

Енерґiя E подається у виглядi:

E = b
N

r60
(N −N−)(N −N+), (5.108)

N± =
c r50
2b

[
1±

√
1− 4ab

c2r60

]
> 0. (5.109)

У зв’язаному станi: −∞ < E < 0, що приводить до умови N− < N < N+. З

оцiнки N , як геометричного середнього
√
N−N+, одержуємо N ∝ r20.

Тепер оцiнимо центральну густину:

ρ0 ∝
N

r30
∝ r−1

0 . (5.110)

Ця залежнiсть з β = 1 одержується через низку наближень i не може

служити остаточною вiдповiддю. Однак, отримана оцiнка є обнадiйливою i

спонукає дослiдити модель з потенцiалом ψ6.

Профiль “серцевина+хвiст”. Оскiльки модель ψ6 фактично враховує

тричастинкову взаємодiю, яка є доречною за певних умов у малiй областi про-

стору (як серцевина), знаходження розподiлу ТМ у великiй областi простору

вимагає розширення моделi iз запозиченням iдеї з iнших моделей.
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Моделювання великомасштабної структури у ψDM моделi показує, що

iснують структури (як пучки та порожнини), схожi на витоки з CDM. У той

самий час, розподiл ТМ на менших, галактичних масштабах вiдрiзняється

через хвильову природу ψDM. Її визначною рисою є формування когерентних

стоячих хвиль, якi утворюють пласку серцевину в центрi галактичного гало

ТМ. Такi серцевини добре описуються солiтоноподiбним розв’язком рiвнянь

Шрьодiнгера–Пуасона, також вiдомого як розв’язок бозонної зорi, i оточенi

некогерентною фазою, яка вiдтворюється профiлем Наварро–Френка–Вайта

(НФВ) [315, 167].

Таким чином, профiль ψDM часто подається як

ρ(r) = ρcore(r) θ(ra − r) + ρNFW (r) θ(r − ra) , (5.111)

де θ(r) – функцiя Хевiсайда. У точцi r = ra, вимагається ρcore(ra) = ρNFW (ra).

Значення ra обирається, наприклад, iз зв’язку мас центрального солiтона i

усього гало ТМ:

Ms ∝M
1/3
halo . (5.112)

Таке спiввiдношення виникає в [315, 316] i вiдображає також рiвнiсть енерґiй

на одиничну масу для серцевини i для огортуючої областi НФВ [34].

Рис. 5.2. Розв’язок для FDM-серцевини iз зовнiшньою НФВ частиною.

Часткове “розширення” (5.111) моделi FDM, яке описується так

−∆rψ(r) + κUgr(r)ψ(r) = γ̃ ψ(r), (5.113)
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Ugr(r) = −1

r

r∫
0

ψ2(s) s2 ds−
∞∫
r

ψ2(s) s ds, (5.114)

зображено на Рис. 5.2 для центральної густини ρ0 = 0.15 M� pc−3 i маси

частинки m = 1.6 · 10−23 еВ/c2;

κ =
8πG

~2
ρ0m

2r4∗ ' 1.106; r∗ = 1 kpc. (5.115)

Слiд ще довести, що форма (5.111) профiлю ТМ, складеного iз солiтонопо-

дiбного розв’язку рiвнянь поля у внутрiшнiй областi i хвоста НФВ у зовнiшнiй

областi гало, залишається правильною для самодiючого поля. Це пiдтверджу-

ється оцiнкою внеску кожного члена в повну енерґiю. Те саме можна зробити

при розглядi спiввiдношень доданкiв у рiвняннях Шрьодiнгера–Пуасона.

Розглянемо показник загасання g(r) самодiї Eint по вiдношенню до ґравi-

тацiйного члена Egr, якi задано в (5.101). Отже, введемо

g(r) =
q(r)

q(0)
, q(r) =

Eint(r)
Egr(r)

. (5.116)

Оцiнюючи g(r), знов використовуємо (5.103) i одержуємо

g(r) =
Vgr(0)

Vgr(r)
e−4 r

r0 ' r

r0
e−4 r

r0 , r > r0. (5.117)

З iншого боку, iснує внутрiшня область r < rs з g(r) ∼ 1, де rs – деякий

характерний радiус. Ця область повинна мiстити близько 1/4 повної маси

гало, як у польовiй невзаємодiючiй моделi.

Оскiльки, g(1.2 r0) ≈ 0.01 i g(1.9 r0) ≈ 0.001, можна знехтувати самодiєю

у зовнiшнiй областi гало. У той самий час, наближення НФВ залишається

дiйсним у зовнiшнiй частинi гало навiть у випадку поля з самодiєю.

5.2.2. Наближення Томаса–Фермi. Хоча розподiл (5.111) є перспе-

ктивним з точки зору спостережень, модель ψ6 та її властивостi викликають

окрему цiкавiсть. Тому, ми маємо намiр дослiдити пiдсистему бозонiв з ґра-

вiтацiйною та тричастинковою взаємодiєю, яка може бути вирiшальною за

високої густини частинок в невеликiй областi простору, як галактичне ядро.
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Ми розпочнемо з моделi БЕК з тричастинковою взаємодiєю в сферично-

симетричному випадку за вiдсутностi гiдродинамiчних потокiв.

Введемо хiмiчний потенцiал µ̃ i опишемо конденсат дiйсною функцiєю

ψ(r) радiальної змiнної r = |r|. Вихiдним пунктом нашого дослiдження є

функцiонал енерґiї у кулi B = {r ∈ R3| |r| 6 R}:

Γ = 4π

R∫
0

[
~2

2m
(∂rψ(r))

2 +mψ2(r)Vext(r) +
U

3
ψ6(r)− µ̃ψ(r)2

]
r2 dr; (5.118)

∆rVext(r) = 4πGm|ψ(r)|2, (5.119)

де ∆r – радiальна частина оператора Лапласа (5.106).

Для спрощення опису введемо безрозмiрнi величини:

ψ(r) =
√
ϱ0 χ(ξ), r = r0 ξ,

A = 4π
Gm3ϱ0r

4
0

~2
, B = U

ϱ20r
2
0m

~2
, u = µ̃

mr20
~2

, (5.120)

де χ(ξ) – дiйсне безрозмiрне поле; ϱ0 i r0 характеризують типовi значення

центральної густини частинок i розмiру системи.

Отже, приходимо до виразу

Γ = Γ0

ξB∫
0

[
1

2
(∂ξχ)

2 − uχ2 + Aχ2φ+
B

3
χ6

]
ξ2 dξ,

Γ0 =
4π~2r0ϱ0

m
, ∆ξφ(ξ) = χ2(ξ), (5.121)

де R = r0ξB; ∆ξ i ∆−1
ξ задаються як (5.106) i (5.107) в термiнах змiнної ξ

замiсть r; також, χ(ξ) = ψ(r)/
√
ϱ0, див. (5.120).

Вiдразу оцiнимо значення параметрiв моделi. Звертаючись до вiдомих да-

них для галактичних ядер, припустимо, що центральна густина маси ρ0 =

mϱ0 є порядку 10−20 кгм−3, i маса легких бозонiв m є порядку 10−22 еВ c−2.

Використаємо означення параметра A для знаходження характерного радiуса
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r0, який визначає R = r0ξB. Одержуємо

r0 ' 0.824 kpc

[
A

10

]1/4 [
mc2

10−22 еВ

]−1/2 [ ρ0
10−20 кг м−3

]−1/4

. (5.122)

Оскiльки реалiстичнi значення r0 є меншими за 1 кпк, оцiнимо мiру ґравiта-

цiйної взаємодiї як A ∼ 10. Зауважимо, що (5.122) не є спiввiдношенням мiж

r0 i ρ0, яке обговорювалося ранiше.

Поки тяжiння виглядає як кумулятивний ефект всiєї системи, (термо) ди-

намiка внутрiшнiх процесiв визначається вiдштовхувальною взаємодiєю мiж

бозонами, представленою параметром B > A.

Характерною густиною енерґiї є величина ε0 = ~2ϱ0/(mr20). Її комбiнува-

ння з (5.122) дає

ε0 ' 33.82 еВ см−3

[
A

10

]−1/2 [
mc2

10−22 еВ

]−1 [ ρ0
10−20 кг м−3

]3/2
. (5.123)

В одиницях тиску, 33.82 еВ см−3 ' 5.42 · 10−12 Па.

Детальний аналiз моделi на основi Γ здiйснено у наступному пiдроздiлi.

Однак, перед розглядом повної моделi дослiдимо властивостi моделi в набли-

женнi Томаса–Фермi (при ~ → 0):

ΓTF = Γ0

ξB∫
0

[
−u η + Aηφ+

B

3
η3
]
ξ2 dξ, (5.124)

де η(ξ) = χ2(ξ) визначає локальну густину частинок.

Частинковий розподiл η(ξ) знаходимо з умови екстремуму функцiонала

ΓTF, тобто δΓTF/δη(ξ) = 0, що дає iнтеґральне рiвняння:

Bη2(ξ) + Aφ(ξ)− u = 0, φ(ξ) = ∆−1
ξ η(ξ). (5.125)

Зосередимося на розв’язку, який задовольняє умови:

η(0) = η0, η′(0) = 0, η(ξB) = 0. (5.126)
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Хiмiчний потенцiал µ(ξ) системи в ґравiтацiйному полi [384] є такий, що

µ(ξ) + Aφ(ξ) = u, (5.127)

i вводиться для подальших потреб. З врахуванням (5.125), µ(ξ) визначає ча-

стинкову густину η(ξ) так

µ(ξ) = Bη2(ξ), µ(ξB) = 0. (5.128)

Комбiнуючи, µ(ξ) задовольняє рiвняння:

∆ξµ = − A√
B
µ1/2, µ(0) = Bη20, µ′(0) = 0. (5.129)

Щоб обчислити η i µ, спершу перетворимо φ(ξ) так

φ(ξ) = −1

ξ

ξ∫
0

η(s) s2 ds−
ξB∫
ξ

η(s) s ds = −υ(ξB) +
1

ξ

ξ∫
0

υ(s) ds, (5.130)

де допомiжне поле υ(ξ) означено як

∂ξυ(ξ) = ξ η(ξ), υ(0) = 0; υ(ξ) =

ξ∫
0

η(s) s ds. (5.131)

Отже, рiвняння (5.129) розв’язується з µ(0) = ν, де новий параметр

ν = Aυ(ξB) + u > 0 (5.132)

поглинає невiдому сталу υ(ξB) завдяки довiльностi u < 0.

Перетворення (5.130) дозволяє переписати ΓTF як

ΓTF

Γ0
=

ξB∫
0

[
−u η(ξ) + B

3
η3(ξ)

]
ξ2 dξ − A

2

ξB∫
0

[υ(ξB)− υ(ξ)]2 dξ. (5.133)

Тут легко розпiзнати внески вiдштовхувальної та притягальної взаємодiй.

Щоб вивести (5.125) з варiацiї (5.133) за η, слiд врахувати спiввiдношення

(5.131). Отже, (5.125) зводиться до системи рiвнянь:

∂ξυ(ξ) = ξ η(ξ), υ(0) = 0, (5.134)



283

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
0,00

0,02

0,04

0,06

0,08

0,10

0,12

0,14

Рис. 5.3. Просторовий залежнiсть густини частинок η(ξ) = χ2(ξ) в моделях

з квантовими флуктуацiями (суцiльнi кривi) i в наближеннi Томаса–Фермi

(пунктирнi кривi) при A = 10 i за однакових початкових умов. Чорнi i червонi

кривi вiдповiдають B = 20 i B = 30.

η(ξ) =

√√√√√η20 −
k

ξ

ξ∫
0

υ(s) ds, η0 =

√
ν

B
, (5.135)

де параметри η0 i k = A/B вважаються заданими. Рiвняння (5.135) показує,

що функцiя η(ξ) зникає за деякого значення ξ = ξB, яке залежить вiд заданих

параметрiв (див. Рис. 5.3, пунктирнi кривi).

Самоузгодженим чином на ґраницi ξ = ξB знаходимо:

A

ξB

ξB∫
0

υ(ξ) dξ = ν, u = − A

ξB

ξB∫
0

η(ξ) ξ2 dξ. (5.136)

Отже, вiд’ємний хiмiчний потенцiал u збiгається з (безрозмiрним) ґравiтацiй-

ним потенцiалом всiєї системи на ґраницi областi.

Щоб знайти поля η(ξ) i υ(ξ), розв’язуємо рiвняння (5.135) чисельно з

використанням методу Ейлера, оскiльки вони не iнтеґруються аналiтично.

Зокрема, при A = B = ν, що досягається перемасштабуванням, задача

зводиться до рiвняння Лейна–Емдена з полiтропним iндексом p = 1/2 для
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функцiїї θ(ξ) = η2(ξ) (див. (5.129)):

∆ξθ(ξ) = −θp(ξ), θ(0) = 1. (5.137)

Зауважимо, що для нього вiдомо ξexactB ' 2.75269805 [160].

У загальному випадку, ми шукаємо макроскопiчнi характеристики систе-

ми, наприклад, екстремальне значення функцiонала ΓexTF, яке одержується з

ΓTF пiдстановкою розв’язку η(ξ).

Технiчно, змiнюючи A, B та ν, чисельно знаходимо функцiї η(ξ) i υ(ξ) (ра-

зом зi значеннями ξB i υ(ξB)) згiдно з (5.134) i (5.135). Тодi, використовуючи

спiввiдношення u = ν − Aυ(ξB) i (5.133), обчислюємо ΓexTF.

При знаходженнi макроскопiчних характеристик, звернемось до термоди-

намiчних спiввiдношень при T = 0:

dp(ξ) = η(ξ) dµ(ξ), p(ξB) = 0, (5.138)

ε(ξ) = η(ξ)µ(ξ)− p(ξ), ε(ξB) = 0, (5.139)

де функцiї p(ξ) i ε(ξ) визначають (безрозмiрний) середнiй тиск P i повну

внутрiшню енерґiю E:

P =
3

ξ3B

ξB∫
0

p(ξ) ξ2 dξ, E =

ξB∫
0

ε(ξ) ξ2 dξ. (5.140)

Надалi, ξ3B/3 характеризує об’єм системи.

Таким чином, слiд проiнтеґрувати спiввiдношення Ґiбса–Дюгема (5.138), i

пiдставити p(ξ) в рiвняння Ейлера (5.139), щоб знайти ε(ξ). Так одержуються

точнi вирази:

p(ξ) =
2

3
Bη3(ξ), ε(ξ) =

1

3
Bη3(ξ), (5.141)

якi задають рiвняння стану при пiдстановцi розв’язку для η(ξ).

Повчально виразити ґравiтацiйну енерґiю Egr,

Egr =
A

2

ξB∫
0

η(ξ)φ(ξ)ξ2dξ, (5.142)
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внутрiшню енерґiю E i повну енерґiю Etot = E + Egr в термiнах ґравiтацiй-

ного потенцiалу u на ґраницi:

uN = −A N 2

ξB
, N =

ξB∫
0

η(ξ) ξ2 dξ. (5.143)

Використовуючи допомiжнi величини i формули:

n(ξ) =

ξ∫
0

η(s) s2 ds, N = n(ξB), (5.144)

φ(ξ) = −N
ξB

−
ξB∫
ξ

n(s)

s2
ds, (5.145)

∂ξ

(
n2(ξ)

ξ

)
+
n2(ξ)

ξ2
= 2

n(ξ) ∂ξn(ξ)

ξ
, (5.146)

1

η(ξ)
∂ξp(ξ) = ∂ξµ(ξ) = −An(ξ)

ξ2
, (5.147)

одержуємо

Egr = −2A

3

N 2

ξB
, E =

A

9

N 2

ξB
, Etot = −5A

9

N 2

ξB
; (5.148)

ξB∫
0

p(ξ)ξ2dξ =
2A

9

N 2

ξB
. (5.149)

Цi вирази є частковим випадком загальних результатiв [384] для ґравiтуючих

систем з полiтропним рiвнянням стану при T = 0.

5.2.3. Врахування квантових флуктуацiй. Повернемось до моделi

з квантовою кiнематикою, яка описується функцiоналом (5.121). Її польовi

рiвняння мають вигляд:
1

2
∆ξχ+ uχ− Aχφ−Bχ5 = 0, ∆ξφ = χ2. (5.150)

Комбiнування рiвнянь i введення υ(ξ), як вище, дають

2
Γ

Γ0
=

ξB∫
0

[
(∂ξχ)

2 − u∗ χ
2(ξ)− A∗

2ξ2
[υ(ξB)− υ(ξ)]2 +

B∗

3
χ6(ξ)

]
ξ2 dξ, (5.151)
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∆ξχ+ νχ− χ
A∗

ξ

ξ∫
0

υ(s) ds−B∗χ
5 = 0, (5.152)

∂ξυ(ξ) = ξ χ2(ξ), υ(0) = 0, (5.153)

ν = A∗υ(ξB) + u∗, (5.154)

де A∗ = 2A, B∗ = 2B i ν (замiсть u∗ = 2u) – довiльнi додатнi параме-

три. Ґраниця системи ξB визначається з умови χ(ξB) = 0 i є першим нулем

осцилюючої функцiї χ(ξ). Звичайно, значення ξB тут вiдрiзняються вiд зна-

йдених в наближеннi Томаса–Фермi за тих самих параметрiв A i B, що видно

на Рис. 5.3.

Аби знайти розв’язок зi скiнченим початковим значенням χ0 = χ(0) <∞,

слiд покласти χ′(0) = 0. Щоб одержати загасаючий розв’язок (обмежений для

дозволених ξ), сформулюємо наступнi умови, що фiксують χ0.

Пiдставляючи розклад χ(ξ) = χ0+C2ξ
2+ . . . при ξ → 0 в (5.152), (5.153),

знаходимо систему алґебраїчних рiвнянь:

6C2 + νχ0 −B∗χ
5
0 = 0,

νC2 −
A∗

6
χ3
0 − 5B∗χ

4
0C2 = 0. (5.155)

З них випливає, що χ0 має задовольняти рiвняння S(A∗, B∗, ν, χ0) = 0, де

S(A∗, B∗, ν, z) = A∗z
2 − (5B∗z

4 − ν)(ν −B∗z
4), (5.156)

разом з умовою 2C2 = χ′′(0) 6 0. В’язi обмежують χ0: (ν/5B∗)
1/4 < χ0 <

(ν/B∗)
1/4.

На практицi, спостерiгається три режими (для заданих A∗, B∗ i ν): 1)

вiдсутнiсть розв’язку; 2) єдиний розв’язок; 3) пара (додатних) розв’язкiв. За-

звичай, для фiксованих A∗ i B∗, але при збiльшеннi ν, всi режими спостерi-

гаються у зазначенiй послiдовностi.

Вiдсутнiсть розв’язку (5.155) на кроцi 1) приводить до єдино можливого

розв’язку автономного рiвняння (5.152): χ(ξ) = 0. На етапi 2) одержується
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мiнiмально допустиме значення νmin. Починаючи з цього порогового значен-

ня, система починає еволюцiонувати. На етапi 3) з двох можливих розв’язкiв

χ0 обирається найменший, бо найбiльший приводить до розбiжної χ(ξ).

Фактично, всi величини у моделi, обчисленi за фiксованих A i B, є фун-

кцiями вiльного параметра ν. Таким чином, коли говоримо про залежнiсть a

вiд b, слiд розумiти ґрафiк: a(b) = {(b(ν), a(ν))|ν > νmin}.

0,34
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4,5
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 B

Рис. 5.4. Характеристики поля χ(ξ) як функцiї вiд ν при A = 10. Чорна i

червона кривi вiдповiдають B = 20 i B = 30. Панель (a) демонструє поча-

тковi значення χ0 з (5.155). Панель (b) показує значення першого нуля, коли

χ(ξB) = 0. Кривi побудовано при νblackmin ' 2.066 i νredmin ' 1.805, якi знайдено

чисельно.

Можливi залежностi χ0 вiд ν показано на Рис. 5.4 (a). Значення ξB також

продемонстровано на Рис. 5.4 (b): вони обмежують розмiр системи. Приклади

розподiлiв η(ξ) при ξ 6 ξB зображено на Рис. 5.3 (суцiльнi кривi).

На Рис. 5.4 спостерiгаємо двi рiзнi моди у поведiнцi моделi, роздiленi то-

чкою повороту. Ми припускаємо, що змiна режиму пов’язана з фазовим пе-
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реходом, який ми дослiдимо. Зауважимо, що розмiр системи на Рис. 5.4 (b)

залежить не лише вiд параметрiв взаємодiї A i B (на вiдмiну вiд [149]), але

й вiд ν, яке визначає домiнуючу фазу матерiї.

Для аналiзу властивостей моделi означимо хiмiчний потенцiал µq(ξ) так

µq(ξ) + Aφ(ξ)− 1

2χ(ξ)
∆ξχ(ξ) = u. (5.157)

Згiдно з рiвнянням руху (5.150), µq визначає χ як

µq(ξ) = Bχ4(ξ), µq(ξB) = 0. (5.158)

Замiнюючи µ на µq в (5.138)–(5.139), вiдтворюються вирази (5.141) для

густини внутрiшньої енерґiї ε(ξ) i локального тиску p(ξ) при η = χ2.

Внутрiшнiй тиск p(ξ) просторово еволюцiонує як

∂ξp(ξ)

η(ξ)
= ∂ξµq(ξ) = −An(ξ)

ξ2
+ ∂ξ

(
1

2χ(ξ)
∆ξχ(ξ)

)
, (5.159)

що вiдрiзняється вiд (5.147) в наближеннi Томаса–Фермi. Це – складне гiдро-

статичне рiвняння (подiбне до (15) в [153]), i ми не розв’язуємо його. Однак,

всi необхiднi поля можна знайти з рiвнянь (5.152)–(5.154).

Тим не менш, (5.159) вказує, що внутрiшнiй тиск p є результатом балансу

мiж тяжiнням i квантовими флуктуацiями, внески яких цiкаво оцiнити.

Щоб зробити це, звернемося до бiльш простих i вiдомих спiввiдношень:

p =
2

3
Bχ6 =

2

3

[
1

2
χ∆ξχ+ uχ2 − Aχ2φ

]
, (5.160)

де вже пiдставлено (5.150).

Оскiльки хiмiчний потенцiал u складається з двох доданкiв, згiдно з (5.154),

введемо такi (парцiальнi) компоненти тиску:

pν =
1

3

(
χ∆ξχ+ νχ2

)
, (5.161)

pgr = −2

3
Aη [υ(ξB) + φ(ξ)] , (5.162)
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якi дають pν + pgr = p за побудовою. Видно, що pν ∼ χ2 i вiдповiдає за

хвильовi флуктуацiї, якi регулюються вiльним параметром ν, поки pgr ∼ χ4

i описує парну взаємодiю, яка контролюється ґравiтацiйною сталою G, яка

входить в параметр A.

Середнє значення тиску pgr задається виразом:

V Pgr = −2

3
A

ξB∫
0

υ(ξ)[υ(ξB)− υ(ξ)] dξ < 0. (5.163)

Це означає, що тиск, створений взаємодiями, є додатним P − Pgr > 0. У той

самий час, складова Pν > 0 пiдтримує тиск всерединi системи. З iншої точки

зору, дiя тиску Pν (середнього значення вiд pν) еквiвалентна зовнiшньому

впливу на систему.

Покажемо, як pν можна пов’язати iз зовнiшним полем h теорiї Ландау [384].

Перш за все, припустимо, що незбурена теорiя задається ΓTF. Пов’язуючи

збурення з включенням квантових флуктуацiй i поля ν, яке задається рука-

ми, частина повного функцiонала Γ, яка описує збурення, подається так

2
Γpert

Γ0
= −

ξB∫
0

η(ξ)h(ξ) ξ2dξ, (5.164)

h(ξ) =
1

χ(ξ)
∆ξχ(ξ) + ν. (5.165)

Тодi, рiвняння руху записується як (δΓ/δη(ξ))h=const = 0, що приводить до

(5.150). Це означає, що частинкова густина η(ξ) є параметром порядку (спря-

женим до h) такої теорiї. Щоб приписати фiзичний змiст цьому збуренню,

бачимо, що добуток η(ξ)h(ξ) є нiщо iнше, як тиск pν.

Фазовi переходи часто пов’язанi зi змiною iнтенсивних параметрiв, та-

ких як температура i тиск (за вiдсутностi магнiтного та електричного полiв).

Оскiльки T = 0 у нашiй моделi, змiни викликаються тиском. Мiкроскопi-

чно, припущення про фазовий перехiд тепер можна обґрунтувати наявнiстю
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збурення Pν, яке пов’язано з квантовими флуктуацiями, а також виглядом

взаємодiї, який ґарантує iснування двох нееквiвалентних фаз матерiї.
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Рис. 5.5. Середня густини σ за фiксованих A = 10, B = 20 i змiнi ν (a) i Πν

(b). Панель (b) показує метастабiльнi (AB i A′B′) i нестiйкий (BB′) стани.

Пряму AA′ побудовано за правилом Максвелла. З’єднання мiж ключовими

точками на панелi (b) схематично перенесено на панель (a).

5.2.4. Термодинамiчнi величини i двi фази. Для аналiзу макро-

скопiчних властивостей моделi скористаємося набором величин:

P =
2B

ξ3B

ξB∫
0

χ6(ξ) ξ2dξ, (5.166)

Πν = −(B/A)

ξ3B

ξB∫
0

[
(∂ξχ(ξ))

2 − νχ2(ξ)
]
ξ2dξ, (5.167)

σ =
3

ξ3B

ξB∫
0

χ2(ξ) ξ2dξ, (5.168)

τ =
3

ξ3B

ξB∫
0

(∂ξχ(ξ))
2ξ2dξ, (5.169)

одержаних за допомогою усереднення за об’ємом V = ξ3B/3 вiдповiдних фун-

кцiй: p(ξ) (внутрiшнiй тиск), (B/A) pν(ξ) (премасштабований для зручностi



291

тиск збурення), η(ξ) = χ2(ξ) (частинкова густина) i −χ(ξ)∆ξχ(ξ) (мiра флу-

ктуацiй). Оскiльки цiкавi для нас функцiї залежать вiд ν, χ0 i ξB, ми також

придiляємо увагу їх поведiнцi. Опустимо розгляд величин, пов’язаних з да-

ними, наприклад, як внутрiшня енерґiя E = V P/2.

Щоб конвертувати значення безрозмiрних величин τ , ε, p, P i Πν у фiзичнi

одиницi, слiд домножити їх на ε0 з (5.123). Значення густини маси є ρ0σ.

Перед детальним описом процесiв у системi, перевiримо гiпотезу про на-

явнiсть фазового переходу. Оскiльки змiнною характеристикою матерiї є її

густина σ, прослiдкуємо за її перетвореннями за рiзних (зовнiшнiх) факторiв

як ν i Πν. Результати обчислень подано на Рис. 5.5. Вiдразу зауважимо, що за-

лежнiсть σ вiд мiри флуктуацiй τ (задана ґрафiком σ(τ) = {(τ(ν), σ(ν))|ν >
νmin}) виглядає подiбно до Рис. 5.5 (a) i тут не наводиться.

Перш за все, звернемо увагу на стрiмку змiну σ(ν) на Рис. 5.5 (a) при

νmin ' 2.066. Як вказано вище, χ(ξ) = 0 i, як наслiдок, σ = 0 при ν < νmin,

поки σ(νmin) > 0. Це можна iнтерпретувати як фазовий перехiд першого роду.

Це явище виникає завдяки правилу знаходження початкового значення χ0,

див. (5.155). Однак, воно не є предметом нашого дослiдження. Бiльш цiкавою

є поведiнка матерiї в околi точки повороту O, тобто при ν → νmin.

Щоб збагнути процеси в околi точки O, звернемося до Рис. 5.5 (b). Дiй-

сно, загин на Рис. 5.5 (b) виявляє фазовий перехiд першого роду, який вказує

на iснування “газової” та “рiдиноподiбної” фаз матерiї. Цей процес вiдрiзняє-

ться вiд вiдомого кипiння води через розгляд квантової системи при T = 0 i

механiзм на основi квантових флуктуацiй або, альтернативно, пов’язаний зi

стисканням Πν (яке може виявитись бiльш зручним у подальшому поясненi

процесiв i змiн макроскопiчних величин).

Характеристики, обчисленi чисельно, зображено на Рис. 5.6 i поводяться

як багатозначнi функцiї вiд Πν. Цi ґрафiки вiдповiдають iзотермам при T = 0.

Змiнюючи параметр B (i A), можна дiйти висновки, що область наявностi

загину, спроектована на вiсь Πν, залишається незмiнною завдяки масшта-
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Рис. 5.6. Залежнiсть безрозмiрних характеристик вiд Πν при A = 10. Чорнi i

червонi лiнiї вiдповiдають B = 20 i B = 30.

бному фактору B/A, який включено в означення Πν. Це означає, що нема

можливостi досягти критичної точки фазового переходу, коли ∂Πν/∂f = 0 i

∂2Πν/∂f
2 = 0 одночасно для будь-якої f з цих функцiй, при змiнi B (i A). У

порiвняннi з водою, в данiй моделi нема природного параметра, подiбного до

температури, збiльшення якого приводило б до кипiння. Ми припускаємо, що

при T > 0 також неможливо спостерiгати подiбний процес, оскiльки темпера-

тура випаровування може виявитися значно вищою за критичну температуру

iснування конденсату i збiгатися (в енерґетичних одиницях) з ґравiтацiйною

енерґiєю системи. Тим не менш, Рис. 5.6 дозволяє виявити умови перехо-
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ду мiж газовою та рiдиноподiбною фазами при T = 0, якщо така ситуацiя

реалiзується в природi.

Розглядаючи для зручностi Πν як зовнiшнє стискання i опускаючи фiзи-

чну iнтерпретацiю областi нестiйкостi (як BB′ на Рис. 5.5), Рис. 5.6 дозволяє

зробити наступнi висновки. З посиленням стискання Πν, починаючи з най-

меншого, видно, що розмiр системи ξB (b) зменшується, а середня густина σ

(c) зростає на протязi процесу. У той самий час, центральна густина χ2
0 (див.

(f)) i флуктуацiї τ (a) слабко змiнюються на першому етапi, але значно зро-

стають пiсля переходу у бiльш щiльну, рiдиноподiбну фазу. Подiбна поведiнка

спостерiгається у хiмiчного потенцiала u (e) та внутрiшнього тиску P (див.

(d), де кривi для рiзних B накладаються). Природно, що точка спiвiснування

двох фаз, u = 0, лежить в областi нестiйкостi.

Зауважимо, що на всiх рисунках iз залежностями вiд стискання Πν спосте-

рiгається спiльна властивiсть – iснування тої самої пари особливих значень

Πν, тобто Π
(1)
ν ' 9.65 · 10−3 i Π(2)

ν ' 13.65 · 10−3 у безрозмiрних одиницях

(або, у фiзичних одиницях, Π(1)
ν ' 5.23 · 10−14 Па i Π(2)

ν ' 7.40 · 10−14 Па).

Завдяки цьому, кривi дiляться на три областi якiсно вiдмiнної поведiнки: двi

“нормальнi” частини, якi пов’язанi зi стiйкими станами системи та вiдповiд-

ають стисканням Πν 6 Π
(1)
ν i Πν > Π

(2)
ν , i iнтервал нестiйкостi. Видно, що

в областi нестiйкостi має мiсце зворотна (за напрямом) поведiнка функцiй у

порiвняннi з нормальними (стiйкими) частинами кривих.

Нашi результати передбачають значнi флуктуацiї τ у щiльному станi ТМ.

Фiзично, це вiдбувається завдяки зростанню ролi вiдштовхування χ6 мiж ча-

стинками iз збiльшенням густини σ. Хоча, пов’язуючи τ з ефективною темпе-

ратурою, рiдиноподiбна фаза ТМ, можна припустити, перебуває в термалiзо-

ваному станi, що вже вiдзначалося в [179]. Одночасне зростання “температу-

ри” τ i густини σ нагадує поведiнку води в iнтервалi температур t = 0÷ 4◦C.

Роль сприйнятливостi системи при стисканнi вiдiграє iзотермiчна стисли-
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Рис. 5.7. Поведiнка оберненої стисливостi K−1 i внутрiшнього тиску P при

A = 10. Чорна i червона кривi вiдповiдають B = 20 i B = 30.

вiсть K. Вона та її обернена величина K−1, означенi тут як

K =
∂σ

∂Πν
, K−1 =

∂Πν

∂σ
, (5.170)

також є важливими характеристиками i обчислюються чисельно (з втратою

точностi) з використанням залежностей на Рис 5.6 (c). Результат зображено

на Рис. 5.7 (a).

Найбiльш важлива додатна частина, з K−1 > 0, складається з двох гiлок,

якi описують двi рiзнi фази матерiї з їх особливими властивостями. Цiкаво за-

уважити, що зворотна стисливiсть поводиться як стала для низьких значень

стискання, скажiмо для Πν 6 Π
(1)
ν , а також виявляє зростання для великих

значень Πν, коли Πν > Π
(2)
ν .

З iншого боку, вiд’ємна частина оберненої стисливостi, K−1 < 0, описує

область нестiйкостi за промiжних значень стискання, тобто Π
(1)
ν < Πν < Π

(2)
ν .

У рiвноважнiй статистицi, цiєю областю зазвичай нехтують в фiзичнiй кар-

тинi. Однак, як показано в деяких статтях, iснують структури (матерiали) з

вiд’ємними K, див. [198, 120, 190, 247]. Окрiм того, як продемонстровано в де-

яких роботах [117, 218], належної уваги вимагають точки з нульовою ефектив-

ною швидкiстю звуку (якi могли б з’явитись в нашiй моделi при Πν = Π
(1)
ν i

Πν = Π
(2)
ν ). Таким чином, область нестiйкостi разом з її ґраничними точками
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можна було б розглянути бiльш ретельно в контекстi моделi ТМ.

Залежнiсть внутрiшнього тиску P (i внутрiшньої енерґiї E) вiд середньої

густини σ на Рис. 5.7 (b) показує наявнiсть радше фазового переходу дру-

гого роду з поворотною точкою, в якiй ∂2P/∂σ2 = 0. Чисельне дослiдження

залежностей P вiд σ за рiзних значень A i B, якi тут не наводяться, не

пiдтверджує наявностi загину (який супроводжує фазовий перехiд першого

роду).

Отже, зображене рiвняння стану також виявляє двi фази. Однак, воно не

дозволяє прояснити механiзм фазового переходу. Окрiм того, зi збiльшенням

значення B, система переходить у рiдиноподiбний стан за менших значень σ,

що свiдчить про посилення ролi тричастинкової взаємодiї.

Є ще одна властивiсть у параметра B (при фiксованому A < B): чим

бiльшим є (значення) B, тим вищими є величини ξB(Πν), K−1(Πν) i P (σ);

навпаки, зворотну поведiнку демонструють функцiї η(ξ), χ0(Πν), χ0(ν), ξB(ν),

τ(Πν), u(Πν) i σ(Πν). Нарештi, є окремий випадок – величина P (Πν), див.

Рис. 5.7 (d), яка (майже) не показує залежностi вiд B.

Адiабатичну швидкiсть звуку cs можна знайти (у фiзичних одиницях) так

cs =

√
ε0
ρ0

∂p

∂η

∣∣∣∣∣
η=χ2

0

=
~
√
2B

mr0
χ2
0. (5.171)

Оцiнка значень cs дає

cs ' 2.36 · 106 см с−1

[
A

10

]−1/4 [
B

20

]1/2 [ χ0

0.4

]2
×
[

mc2

10−22 еВ

]−1/2 [ ρ0
10−20 кг м−3

]1/4
, (5.172)

що узгоджується з передбаченнями iнших моделей [153].

5.2.5. Пiдсумки. Отриманi результати засвiдчують, що включення вiд-

штовхувальної самодiї шостого порядку надлегкої ТМ в рамках модифiкацiї

рiвняння Ґроса–Пiтаєвського приводить до нетривiальних властивостей БЕК
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ТМ i, отже, до несподiваної структури галактичного ядра. Основнi резуль-

тати дослiдження отримано чисельно i представлено у виглядi Рис. 5.4-5.7 з

вiдповiдними коментарями.

Як зазначалося, нетривiальну фазову структуру ядра в центральнiй ча-

стинi гало ТМ помiчено в роботi [73] (а саме, iснування розрiдженої та щiльної

фаз та пов’язаного з ними фазового переходу нульового роду, що спостерiгає-

ться через спiввiдношення маса-радiус). На вiдмiну вiд неї, ми продемонстру-

вали як наявнiсть двох фаз (що складаються зi стiйкої, двох метастабiльних

та нестiйкої гiлок), так i фазового переходу першого роду.

Вже зазначалося, що фазовi переходи в ТМ можуть викликати ґравiта-

цiйнi хвилi [318, 82, 44], також див. [45]. Особливо, це може мати мiсце при

виникненнi нетривiальної фазової структури, коли зливаються або стикаю-

ться двi галактики (див. [44, 203, 223]). Цiкаво дослiдити можливу ґенерацiю

ґравiтацiйних хвиль, спричинених фазовими переходами (в ядрi ТМ), як опи-

сано тут, i, можливо, з розширенням моделi шляхом включення динамiчних

аспектiв. Доти, поки не одержано такi результати, рисунки 5.4-5.7 можуть

розглядатися як фрагмент (iз фiксованим часом) всiєї картини.
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Висновки до роздiлу 5

У роздiлi 5 розглянуто макроскопiчнi властивостi моделей бозе-конденсат-

ної темної матерiї з дво- та тричастинковими взаємодiями. Окрему увагу ми

придiлили можливим особливим властивостям частинок темної матерiї, спри-

чинених їх композитнiстю i описаних за допомогою деформацiй термодина-

мiчних i комутацiйних спiввiдношень.

У запропонованiй картинi явищ, ми приписуємо провiдну роль парнiй вза-

ємодiї при описi динамiки частинок галактичного гало темної матерiї, поки

тричастинкова взаємодiя, за нашим припущенням, вiдiграє значну роль у

компактному i щiльному галактичному ядрi темної матерiї. Асимптотично,

на великих вiдстанях вiд центра галактик, доцiльно використовувати розпо-

дiл темної матерiї, запропонований Наварро, Френком i Вайтом.

До нових явищ в нашому пiдходi слiд вiднести можливий прояв складе-

ностi частинок гало темної матерiї, а також наявнiсть рiдиноподiбного стану

в галактичному ядрi темної матерiї (за певних умов).

Основними висновками, що виносяться на захист є такi:

– Показано, що просторовий розподiл частинок, отриманий у запропо-

нованiй моделi з деформованим комутатором для хвильової функцiї бозе-

конденсату з ґравiтацiйною i парною взаємодiями в наближеннi Томаса–Фермi,

вiдтворює вiдомий розподiл бозе-конденсатної темної матерiї гало карлико-

вих галактик з повiльним обертанням.

– Чисельно отримано розв’язки стацiонарного рiвняння Ґроса–Пiтаєвсь-

кого з ґравiтацiйною i тричастинковою взаємодiями i термодинамiчнi фун-

кцiї, за допомогою яких виявлено iснування рiдино- i газоподiбного станiв,

фазовий перехiд першого роду мiж якими обумовлюється квантовими флу-

ктуацiями. Надано оцiнки фiзичних величин для темної матерiї галактичного

ядра.

Результати роздiлу опублiковано в 3 працях [126, 129, 277].
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ВИСНОВКИ

У роботi дослiджено фiзичнi системи багатьох частинок iз сильною та

ґравiтацiйною взаємодiєю. Виявлено наявнiсть рiдино- i газоподiбних станiв

в ядернiй, пiоннiй i темнiй матерiї. Описано енерґетичний спектр надплинної

нейтронної матерiї. Шляхом порiвняння з результатами у вiдомих статисти-

ках оцiнено прояв iнфiнiтної статистики. Отримано характеристики двопара-

метричної рiманової поверхнi роду два. Виявлено умови прояву ґравiтацiйних

ефектiв в мiкросвiтi, зокрема прояву додаткових вимiрiв. Розвинуто моделi

хаотичних блукань в багатозонному середовищi i виявлено наявнiсть перехi-

дної дифузiї.

В дисертацiйнiй роботi отримано такi результати.

◦ Розвинуто модель системи релятивiстських нуклонiв з прямою взаємо-

дiєю, в якiй вiдтворено рiвноважнi властивостi ядерної матерiї, критичнi па-

раметри фазового переходу рiдина-газ у симетричнiй матерiї, а також енерґе-

тичний спектр надплинної нейтронної матерiї в наближеннi Бардiна-Купера-

Шрiфера.

◦ Знайдено критичнi параметри фазового переходу рiдина-газ симетри-

чної ядерної матерiї (з рiвним числом протонiв i нейтронiв) у конформно-

пласкому просторi-часi за малих вiдхилень масштабного фактора.

◦ Встановлено наявнiсть переходу рiдина-газ в конденсатi пiонiв з нену-

льовим електричним зарядом за нульової температури, а також рiдино- i га-

зоподiбної фаз за високих температур з нульовим хiмiчним потенцiалом.

◦ Для ранньої стадiї релятивiстських ядерних зiткнень описано еволюцiю

та анiзотропiю потокiв партонiв, якi мають визначальний вплив на основнi

спостережуванi iнтерферометричнi данi. Показано, що незначне число жорс-

тких партонiв обумовлює вiд’ємну провiднiсть i нестiйкiсть м’якої компонен-
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ти (поля) при електромагнiтнiй взаємодiї, що сприяє iзотропiзацiї.

◦ Показано, що термалiзована кварк-ґлюонна речовина у зiткненнях ядер

приводить за умов Арканi-Хамеда, Дiмопулоса i Двалi до ненульової ймо-

вiрностi прояву додаткових компактних просторових вимiрiв, число яких не

перевищує шiсть у випадку конфайнменту i є необмеженим, але обумовленим

температурою, в режимi домiнування випромiнювання.

◦ За умови планкiвського обмеження зверху на енерґiю введено новий за-

кон додавання 4-iмпульсiв, на пiдставi якого знайдено термодинамiчнi фун-

кцiї та модифiкований аналог закону Стефана–Больцмана випромiнювання

чорного тiла за високих температур. Показано, що випромiнювання вiдбува-

ється за температури вище порогової i з обмеженою зверху густиною енерґiї.

◦ Описано часову еволюцiю геометрiї тороїдального простору в (2+1)-

вимiрнiй ґравiтацiї Черна–Саймонса з модельним джерелом, наявнiсть якого

при квантуваннi приводить або до розщеплення вироджених станiв власного

часу, або до зняття виродження спектра площi.

◦ Для двопараметричного випадку рiманових поверхонь роду два отрима-

но канонiчнi змiннi дiя-кут за допомогою геометричної теорiї Вейля–Петерсо-

на. Побудованi ґенератори Лоренца i гамiльтонiан задають часову еволюцiю

геометрiї поверхнi за сценарiєм “великого вiдскоку” i визначають квантовий

спектр площi фазового простору.

◦ За допомогою побудованої статистичної мiри як ряду за групою симе-

трiй рiманової поверхнi роду два, обчислено мультифрактальнi показники

спектра довжин напрямлених ґрафiв восьмигiлкового дерева Кейлi. Вияв-

лено застосовнiсть теорiї ланцюгiв Маркова для опису вказаного спектру i

мiри.

◦ У калiбрувально-iнварiантнiй схемi обчислень знайдено термодинамiчнi

функцiї, що характеризують ефект екранування в слабконеiдеальнiй системi

релятивiстських зарядiв з прямою ґравiтацiйною взаємодiєю.

◦ Для ансамблю екстремальних чорних дiр, описуваному статичним роз-
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в’язком Маджумдара–Папапетру рiвнянь Ейнштейна–Максвела, отримано

середнє значення ґравiтацiйної затримки часу у статистицi Бозе–Ейнштейна,

iнфiнiтнiй, Фермi–Дiрака i класичнiй. Зокрема виявлено, що затримка часу

в iнфiнiтнiй статистицi є меншою нiж в статистицi Бозе-Ейнштейна.

◦ Показано, що просторовий розподiл частинок, отриманий у запропо-

нованiй моделi з деформованим комутатором для хвильової функцiї бозе-

конденсату з ґравiтацiйною i парною взаємодiями в наближеннi Томаса–Фермi,

вiдтворює вiдомий розподiл бозе-конденсатної темної матерiї гало карлико-

вих галактик з повiльним обертанням.

◦ Чисельно отримано розв’язки стацiонарного рiвняння Ґроса–Пiтаєвсь-

кого з ґравiтацiйною i тричастинковою взаємодiями i термодинамiчнi фун-

кцiї, за допомогою яких виявлено iснування рiдино- i газоподiбного станiв,

фазовий перехiд першого роду мiж якими обумовлюється квантовими флу-

ктуацiями. Надано оцiнки фiзичних величин для темної матерiї галактичного

ядра.
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