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Дисертацiя присвячена теоретичному вивченню системи сильно-
взаємодiючих частинок, що утворюється в процесi зiткнення релятивiстських
ядер, а також аналiзу та iнтерпретацiї нових експериментальних даних по
iмпульсним розподiлам адронiв.

В дисертацiї проведено симуляцiї ядро-ядерних та протон-протонних ре-
лятивiстських зiткнень у дiапазонi енергiй прискорювачу SPS методом ультра-
релятивiстської квантової молекулярної динамiки (UrQMD). Для того, щоб оха-
рактеризувати загальнi властивостi еволюцiї системи, що утворюється у зiткне-
ннях ядер, побудовано просторово-часовi поверхнi так званого пiонного фрiза-
уту. Цi гiперповерхнi визначаються рiвнянням nπ(t, r, z) = nc, де t є часовою
координатою в системi центра мас двох ядер, r i z є поперечними i поздовжнiми
координатами, вiдповiдно. Отриманi гiперповерхнi найбiльш повно характери-
зують часовi та просторовi масштаби для рiзних енергiй зiткнення.

Проведено аналiз нових експериментальних даних колаборацiї NA61/SHINE
по вимiрюванню кiлькостi народжених у непружних протон-протонних зiткне-
ннях пi-мезонiв при енергiях зiткнення

√
s = 6.3 − 17.3 ГеВ. Проведено по-

рiвняння iз вiдповiдними експериментальними даними колаборацiї NA49 по
зiткненню ядер свинцю при тих самих енергiях зiткнення. Теоретичний ана-
лiз, проведений в рамках кiнетичної моделi UrQMD, показав, що вiдмiннiсть
мiж кiлькiстю народжених π− мезонiв по вiдношенню на один нуклон-учасник
у протон-протонних та ядро-ядерних зiткненнях при енергiях експерименту
NA61/SHINE можна бiльшою мiрою пояснити врахуванням iзоспiнових ефе-
ктiв. Це означає, що рiзниця мiж даними протон-протонних та ядро-ядерними
зiткненнями в основному спричинена вiдмiнностями мiж протон-протонними,
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протон-нейтронними, та нейтрон-нейтронними зiткненнями, а не так званими
ефектами середовища у ядро-ядерних зiткненнях.

В результатi детального теоретичного аналiзу протон-протонних зiткнень
було показано, що для таких адронiв як π+,K+, Λ та p, може виникати немоно-
тонна залежнiсть середньої поперечної маси у центральному дiапазонi рапiдно-
стей вiд енергiї зiткнення. Цей ефект виникає як наслiдок комбiнацiї вкладiв вiд
процесiв зi збудженням та розпадом адронних резонансiв та струн. Вказано на
те, що цей ефект є досить чуттєвим до властивостей важких резонансiв, якi на
даний момент є досить маловiдомими i, як наслiдок, можуть бути бiльш точно
визначенi у вiдповiдних експериментах iз протон-протонних зiткнень. Вiдповiд-
нi експериментальнi дослiдження нинi проводяться колаборацiєюNA61/SHINE.

В роботi проведено аналiз процесу роздiлення системи на спектатори та
учасники, що вiдбувається на початковiй стадiї зiткнення релятивiстських ядер.
Зокрема, побудовано спрощену аналiтичну модель для опису процесу роздiле-
ння. Аналiтичний опис отримано на основi кiнетичного рiвняння Больцмана,
використовуючи той факт, що спектатори завжди рухаються iз вiдомою поча-
тковою швидкiстю, i припущенням, що весь процес роздiлення вiдбувається
внаслiдок нуклон-нуклонних зiткнень на початковiй стадiї. Модель добре узго-
джується iз Монте-Карло симуляцiями в рамках кiнетичної моделi UrQMD, i
показує, що процес роздiлення закiнчується при часi t ≈ 1.5 tc, де tc – час ма-
ксимального перекриття ядер, що визначається початковою швидкiстю (t = 0

вiдповiдає моменту “дотику” налiтаючих ядер). Отримано, що у нецентральних
зiткненнях ядер система учасникiв набуває великого моменту iмпульсу, який
необхiдно враховувати у гiдродинамiчному описi. Також показано, що модель
спiвпадає з ейкональною моделлю Глаубера-Ситенка у границi t→∞.

Окрему увагу у роботi придiлено питанню флуктуацiй системи центру мас
учасникiв. В середньому система центра мас учасникiв спiвпадає iз системою
центру мас двох налiтаючих ядер, але внаслiдок флуктуацiй ця тотожнiсть не
виконується на рiвнi окремих подiй. Тому цi флуктуацiї можуть мати суттєву
роль при порiвняннi експериментальних даних по розподiлам по рапiдностi iз
вiдповiдними обчисленнями у гiдродинамiчних моделях, якi описують еволю-
цiю системи учасникiв. В роботi побудовано спрощену аналiтичну модель для
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розрахунку флуктуацiй рапiдностi центру мас системи учасникiв, вважаючи що
кiлькiсть нуклонiв-учасникiв iз кожного iз ядер можна наблизити бiномiаль-
ним розподiлом. Отримано, що у випадку зiткнень важких ядер цi флуктуацiї
описуються розподiлом Гаусса iз шириною, що є монотонно зростаючою фун-
кцiєю прицiльного параметру зiткнення. Вказано, що флуктуацiї центру мас
учасникiв є меншими у центральних зiткненнях бiльш легких ядер у порiвнян-
нi iз нецентральними зiткненнями з тою самою середньою кiлькiстю учасникiв
бiльш важких ядер. Розподiл Гауса для флуктуацiй рапiдностi центра мас уча-
сникiв було згодом пiдтверджено експериментально колаборацiєю ALICE на
Великому Адронному Колайдерi.

В дисертацiї також дослiджуються рiвноважнi властивостi нагрiтої адрон-
ної матерiї. Добре вiдомо, що множинностi рiзних сортiв адронiв, помiряних в
експериментах iз зiткнення ядер при рiзних енергiях, непогано (на рiвнi 10%)
описуються моделлю адронно-резонансного (АРГ) газу. Модель АРГ являє со-
бою багатокомпонентний невзаємодiючий газ експериментально вiдомих адро-
нiв i резонансiв, що знаходяться у хiмiчнiй рiвновазi. За допомогоюформалiзму
S матрицi можна показати, що модель АРГ враховує взаємодiї типу притягання,
якi призводять до формування вузьких резонансiв. У той же час, у стандар-
тному варiантi моделi АРГ не враховано вiдштовхувальнi взаємодiї, наприклад
вiдштовхування типу твердої серцевини, що притаманне нуклон-нуклоннiй вза-
ємодiї. Для врахування такого типу взаємодiй в роботi проведено узагальнення
пiдходу термодинамiчного середнього поля на випадок багатокомпонентних
систем. За конструкцiєю, цей пiдхiд задовольняє вимогам термодиначiчної са-
моузгодженостi. В рамках формалiзму середнього поля враховано взаємодiю
типу твердої серцевини у моделi АРГ, зокрема, вперше використано наближе-
ння Карнагена-Старлiнга, яке є бiльш точним за широко вживану модель ван
дер Ваальса. Показано, що модель ван дер Ваальса є придатною для опису
феноменлогiї хiмiчного фрiзауту у зiткненнях релятивiстьских ядер за умо-
ви r . 0.5 фм, де r – параметр радiусу твердої серцевини адрона, який тут
вважається однаковим для всiх адронiв.

Модель АРГ iз взаємодiєю типу твердої серцевини використано для ана-
лiзу рiвняння стану адронної матерiї у контекстi вiдповiдного рiвняння стану
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отриманого нещодавно iз перших принципiв, в рамках КХД на ґратцi. Пока-
зано, що при занадто малому значеннi адронного радiусу, r . 0.13 фм, тиск
у моделi АРГ перевищує тиск вiльного газу кваркiв та глюонiв, що призвело
б до домiнування адронного газу над фазою кварк-глюонної плазми при висо-
ких температурах. З iншого боку показано, що при занадто великому значеннi
адронного радiусу, r & 0.40 фм, неможливо описати данi КХД на ґратцi при
температурах T . 160 МеВ, де очiкується фаза адронного газу. З цих двох
спостережень отримано наступне обмеження на величину “середнього” радiусу
адрона: 0.13 . r . 0.40 фм.

Ключовi слова: ядро-ядернi зiткнення, протон-протоннi зiткнення, iмпульснi
розподiли, кiнетичний опис, флуктуацiї, рiвняння стану, адронно-резонансний
газ, модель твердих сфер, середнє поле.
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ABSTRACT

Vovchenko V. Yu. Evolution of interacting many-particle system created in
relativistic heavy-ion collisions. - Manuscript.

Thesis for the Doctor of Philosophy degree (Candidate of Physico-Mathematical
Sciences) in the specialty 01.04.02 «theoretical physics». - Taras ShevchenkoNational
University of Kyiv, Bogolyubov Institute for Theoretical Physics of the National
Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis deals with the theoretical description of the strongly interacting many-
particle system created in heavy-ion collisions, as well as the analysis and interpretati-
on of new experimental data on momentum spectra of hadrons.

Simulations of relativistic nucleus-nucleus and proton-proton collisions in
the framework of ultrarelativistic quantum molecular dynamics (UrQMD) were
performed in the present work. The so-called pionic freeze-out hypersurfaces
were used to characterize the general features of the evolution of the system
created in heavy-ion collisions. The hypersurfaces are defined through the equation
nπ(t, r, z) = nc, where t is the time varible, r and z are transverse and longitudi-
nal center-of-mass coordinates, respectively. The constructed hypersurfaces yield the
most general picture of the temporal and spatial scales of heavy-ion collisions for
various collision energies.

The manuscript presents a detailed analysis of the new pion production data of
the NA61/SHINE collaboration for proton-proton collisions at

√
s = 6.3−17.3 GeV.

In particular, the new p-p data are contrasted with the old Pb-Pb data of the NA49
collaboration. The UrQMD model analysis shows that differences between p-p and
Pb-Pb collisions regarding the π− production per wounded nucleon at NA61/SHINE
energies can be largely accounted for through the isospin effects. This means that
differences in the π− production between p-p, p-n, and n-n collisions, rather than
some medium effects, are likely responsible for the observed difference between the
p-p and Pb-Pb data.

The UrQMDmodel analysis of p-p collisions at NA61/SHINE energies suggests a
possibility of a non-monotonous collision energy dependence of the mean transverse
mass of π+, K+, Λ, and p at mid-rapidity. This effect results from the energy-
dependent interplay of resonance and string excitation processes. It is found that
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the effect is rather sensitive to the details of how the poorly known, higher-mass
resonances are modeled. The corresponding p-pmeasurement can therefore constrain
the poorly known properties of these higher-mass resonance. These measurements
are presently being performed by the NA61/SHINE collaboration.

The process of partition into spectators and participants at an early stage of
nucleus-nucleus collisions is studied in some detail in this thesis. In particular, a
simplified analytic model to describe the partition process is presented. The analytic
description is obtained on the basis of the kinetic Boltzmann equation, using the
fact that spectators always move with the known, initial velocity, and assuming
that the partition takes place through the first-chance nucleon-nucleon collisions at
an early stage. The obtained model is well consistent with UrQMD Monte Carlo
simulation results. The model shows that the partition process becomes complete at
time t ≈ 1.5 tc, where tc – is the maximum nuclei overlap time, defined by the initial
nuclei velocity (t = 0 corresponds to the initial time moment when the colliding
nuclei “touch” each other). It is shown that the participant system attains a sizable
angular momentum in mid-central collisions, which should be taken into account in
the hydrodynamic description. It is also shown that the model reproduces the eikonal
Glauber-Sitenko model in the limit t→∞.

A special attention is paid to the fluctuations of the center of mass of the parti-
cipants. The center of mass of the participant system coincides with the collider
center of mass system on average. However, due to fluctuations this not the case of
the event-by-event basis. These fluctuations can therefore have an important effect
on comparison of rapidity-dependent observables between hydro simulations, which
describe the evolution of the participant system, and experiment. This work presents
a simplified analytic model to calculate the fluctuations of the rapidity of the center of
mass of the participants. The model predictions are obtained by assuming that parti-
cipant number distribution for each of the colliding nuclei is given by the binomial
distribution. In the case of the collisions of heavy nuclei, the participant rapidity
fluctuations are shown to be described by the Gaussian distribution. The width of this
distribution is a monotonically increasing function of the impact parameter. It is poi-
nted out that participant center of mass fluctuations are smaller in central collisions
of smaller nuclei than in non-central collisions of heavier nuclei with the same mean
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number of participatns. The Gaussian distribution of the participant center of mass
rapidity fluctuations was later confirmed experimentally by the ALICE collaboration
at the Large Hadron Collider.

The thesis also deals with the equilibrium properties of hadronic matter. It is
well known that mean multiplicities of many hadron species measured in heavy-ion
collisions at various collision energies are described on a 10% level by the hadron
resonance gas (HRG) model. The standard HRG model is multi-component gas of
non-interacting exprimentally charted hadrons and resonances, which are in the state
of chemical equilibrium. It can be shown within the S matrix approach to statisti-
cal mechanics that the attractive interactions resulting in the formation of narrow
resonances are accounted for in the HRGmodel. At the same time, the standard HRG
model cannot account for repulsive interactions, such as the hard-core type interacti-
on present in the nucleon-nucleon potential. To take these repulsive interactions
into account, the present work employs the thermodynamic mean field approach,
generalized here to the of multi-component systems. The approach preserves the
thermodynamic consistency by construction. The mean-field approach is then used
to include hard-core hadron-hadron interactions into the HRG model. In particular,
the Carnahan-Starling approach is applied within the HRG model for the first ti-
me, which yields an improved accuracy compared to the commonly used van der
Waals model. It is shown that the van der Waals excluded volume model is appropri-
ate to describe the heavy-ion collisions chemical freeze-out phenomenology when
r . 0.5 fm, where r is the hadron hard-core radius parameter, assumed to be the
same for all hadron species.

TheHRGmodelwith hard-core interactions is also applied to study the equation of
state of hadronic matter at zero chemical potentials. This is done in the context of the
recent, first-principle lattice QCD data. It is shown that the pressure of the hadronic
matter overshoots the Stefan-Boltzmann limit of massless quarks and gluons if the
hadron hard-core radius is too small, r . 0.13 fm. In such a case one would expect
the hadronic phase to be dominant at high temperatures – a picture not supported by
lattice QCD results. On the other hand, for a too large hadron radii, r & 0.40 fm, it
becomes impossible to describe the lattice QCD data at temperatures T . 160 MeV,
where a hadronic gas phase is expected. These considerations lead to the following
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restriction on the mean hadron radius: 0.13 . r . 0.40 fm.

Keywords: nucleus-nucleus collisions, proton-proton collisions, momentum spectra,
kinetic description, fluctuations, equatiom of state, hadron resonance gas, hard-core
interactions, mean field.

List of publications:

1. D. Anchishkin, A. Muskeyev, V. Vovchenko, and S. Yezhov, “The Space-Time
Structure of Relativistic Nucleus-Nucleus Collisions,” Uzhgorod University
Herald. Physics Series 29, 124 (2011) [in Ukrainian].

2. D. V. Anchishkin, A. O. Muskeyev, V. Y. Vovchenko, and S. N. Yezhov,
“Evolution of the Hadronic System Created in Relativistic Heavy-Ion Colli-
sions,” Problems of Atomic Science and Technology 77, 115 (2012).

3. D. Anchishkin, V. Vovchenko, and L. P. Csernai, “Pionic freeze-out
hypersurfaces in relativistic nucleus-nucleus collisions,” Physical Review C
87, 014906 (2013).

4. D. Anchishkin, V. Vovchenko, and S. Yezhov, “Hadronic Reaction Zones in
Relativistic Nucleus–Nucleus Collisions,” International Journal of Modern
Physics E 22, 1350042 (2013).

5. V. Vovchenko, D. Anchishkin, and L. P. Csernai, “Longitudinal fluctuations of
the center of mass of the participants in heavy-ion collisions,” Physical Review
C 88, 014901 (2013).

6. V. Y. Vovchenko, D. V. Anchishkin, and M. I. Gorenstein, “System-size and
energy dependence of particle momentum spectra: The UrQMD analysis of
p+p and Pb+Pb collisions,” Physical Review C 90, 024916 (2014).

7. V. Vovchenko, D. Anchishkin, and L. P. Csernai, “Time dependence of partition
into spectators and participants in relativistic heavy-ion collisions,” Physical
Review C 90, 044907 (2014).

8. V. Y. Vovchenko, D. V. Anchishkin, and M. I. Gorenstein, “Mean transverse
mass of hadrons in proton-proton reactions,” Nuclear Physics A 936, 1 (2015).

9. D. Anchishkin and V. Vovchenko, “Mean-field approach in the multi-
component gas of interacting particles applied to relativistic heavy-ion collisi-



13

ons,” Journal of Physics G Nuclear Physics 42, 105102 (2015).
10. V. Vovchenko, D. V. Anchishkin, and M. I. Gorenstein, “Hadron resonance gas

equation of state from lattice QCD,” Physical Review C 91, 024905 (2015).
11. R. V. Poberezhnyuk, V. Vovchenko, D. V. Anchishkin, and M. I.Gorenstein,

“Quantum van derWaals andWalecka models of nuclear matter,” International
Journal of Modern Physics E 26, 1750061 (2017).

12. D. Anchishkin, A. Muskeyev, V. Vovchenko, and S. Yezhov, “The space-
time structure of relativistic nucleus-nucleus collisions,” in Proceedings of the
International School-seminar “New Physics and Quantum Chromodynamicsat
External Conditions”, Dnipropetrovsk, Ukraine, 3-6 May 2011, pp. 5-12.

13. D. Anchishkin, A. Muskeyev, V. Vovchenko, and S. Yezhov, “Zone of reactions
as a tool in studying the space-time structure of relativistic nucleus-nucleus
collisions,” in Book of abstracts of XX International School-Seminar of Galyna
Puchkovska “Spectroscopy of Molecules and Crystals”, Beregove, Crimea,
Ukraine, September 20-27, 2011, p.23.

14. V. Vovchenko. D. Anchishkin, "Pionic freeze-out hypersurfaces in relativi-
stic nucleus-nucleus collisions,"in Book of abstracts of the Young scientists
conference «Science of the XXI century», Kyiv, Ukraine, 15-16 May, 2013,
pp. 5-6 [in Ukrainian].

15. V. Vovchenko, D. Anchishkin, and L. Csernai, “Time dependence of partition
into spectators and participants in relativistic heavy-ion collisions,” in Book
of abstracts of the VI Young scientists conference “Problems of Theoretical
Physics”, Kyiv, Ukraine, November 25-27, 2014, pp. 17–18.

16. V. Vovchenko, I. Kisel, and D. Anchishkin, “Event-by-event extraction of ki-
netic and chemical freeze-out properties in the CBM experiment,” in Book of
abstracts of the “Quark Matter 2015” conference, Kobe, Japan, September 27–
October 3, 2015, p. 137.

17. V.Vovchenko, “Critical fluctuations inmodelswith van derWaals interactions,”
in Book of abstracts of the “Critical Point and Onset of Deconfinement 2016”
conference, Wroclaw, Poland, May 30 – June 4, 2016, pp. 5–6.

18. V. Vovchenko and H. Stoecker, “Analysis of hadron yield data within hadron
resonance gas model with multi-component eigenvolume corrections,” in Book



14

of abstracts of the “Strangeness in Quark Matter 2016” conference, Berkeley,
CA, USA, June 26 – July 1, 2016, pp. 4–5.



Змiст

Перелiк умовних позначень 18

Вступ 19

Роздiл 1: Фiзика зiткнення релятивiстських ядер 25
1.1 Загальнi уявлення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.2 Основнi теоретичнi пiдходи для опису зiткнення релятивiстських

ядер . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.2.1 Теплова модель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.2.2 Мiкроскопiчнi кiнетичнi моделi . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.2.3 Гiдродинамiчнi моделi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.2.4 Гiбриднi моделi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.3 Процес фрiзауту та просторово-часова структура системи . . . . . . 33
1.4 Вiдкритi питання . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Роздiл 2: Iмпульснi спектри адронiв у протон-протонних та ядро-
ядерних зiткненнях 37

2.1 Вступ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2 Моделювання в UrQMD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3 Множиннiсть пi-мезонiв та iзоспiновi ефекти . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.4 Втрата енергiї налiтаючих нуклонiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.5 Iмпульснi спектри пi-мезонiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.5.1 Розподiл по рапiдностi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.5.2 Розподiли по поперечнiй масi . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.6 Резонанснi та струннi вклади у процеси народження пi-мезонiв в
протон-протонних реакцiях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.7 Середня поперечна маса адронiв у протон-протонних реакцiях . . 56
2.8 Висновки до 2-го роздiлу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

15



16

Роздiл 3: Особливостi процесу утворення системи учасникiв на поча-
тковiй стадiї зiткнення ядер 61

3.1 Вступ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.2 Аналiтична модель опису процесу роздiлення на учасники та спе-

ктатори . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.2.1 Початковi умови та балiстичний режим . . . . . . . . . . 62
3.2.2 Роздiлення на спектатори та учасники . . . . . . . . . . . 66
3.2.3 Поперечний розподiл спектаторiв . . . . . . . . . . . . . 68
3.2.4 Густина бiнарних реакцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.3 Часова залежнiсть рiзних величин на стадiї роздiлення . . . . . . . . . . 73
3.3.1 Кiлькiсть учасникiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.3.2 Момент iмпульсу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.3.3 Завихренiсть . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.4 Порiвняння iз iншими моделями початкової стадiї . . . . . . . . . . . . . . 83
3.5 Поздовжнi флуктуацiї системи центру мас учасникiв . . . . . . . . . . . 84

3.5.1 Визначення рапiдностi системи учасникiв через кiлькiсть
спектаторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.5.2 Iмовiрнiсть кiлькостi спектаторiв . . . . . . . . . . . . . . 86
3.5.3 Гаусова апроксимацiя та розподiл рапiдностi учасникiв . 87
3.5.4 Ультрарелятивiстська границя та розподiл у центрально-

му дiапазонi рапiдностей . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
3.6 Результати розрахункiв для флуктуацiй рапiдностi системи цен-

тру мас . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
3.6.1 Оцiнки iз iнших теоретичних моделей . . . . . . . . . . . 94

3.7 Висновки до 3-го роздiлу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Роздiл 4: Пiдхiд середнього поля у статистичних системах i його за-
стосування у моделi адронно-резонансного газу 99

4.1 Вступ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.2 Термодинамiчна теорiя середнього поля для однокомпонентного

газу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.3 Одночастинкове представлення взаємодiючого класичного газу . . 104

4.3.1 Вiдповiднiсть гамiльтонiану середнього поля . . . . . . . 106



17

4.4 Модель середнього поля для мультикомпонентного газу . . . . . . . . 108
4.4.1 Збереження зарядiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

4.5 Процедура виключеного об’єму . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.5.1 Середнi поля, якi пропорцiйнi температурi . . . . . . . . 111
4.5.2 Однокомпонентний газ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
4.5.3 Вiрiальний розклад для мультикомпонентного газу . . . . 118
4.5.4 Виключений об’єм у мульти-компонентному газi: проце-

дура ван дер Ваальса I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
4.5.5 Виключений об’єм у мульти-компонентному газi: проце-

дура ван дер Ваальса II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
4.6 Пiдхiд середнього поля у моделi адронно-резонансного газу . . . . . 123
4.7 АРГ iз виключеним об’ємом на стадiї фрiзауту . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.8 Порiвняння взаємодiючого АРГ iз даними КХД на ґратцi . . . . . . . 130
4.9 Висновки до 4-го роздiлу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

Висновки 135

Список використаних джерел 137

Додатки 156
А Список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi

про апробацiю результатiв дисертацiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156



Перелiк умовних позначень

• КГП - кварк-глюонна плазма

• КХД - квантова хромодинамiка

• с.ц.м. – система центру мас
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Вступ

Актуальнiсть теми. Дослiдження властивостей процесу зiткнення релятивiст-
ських ядер є одним iз актуальних напрямiв сучасної фiзики високих енергiй, як
з теоретичної, так i з експериментальної точки зору. При зiткненнi ядер утво-
рюється сильновзаємодiюча система при високих значеннях густини енергiї.
Вважається, що при достатньо великих енергiях у процесi зiткнення на де-
який час утворюється стан матерiї, що зветься кварк-глюонною плазмою (КГП).
Основними ступенями вiльностi у КГП є кварки i глюони, якi, згiдно кванто-
вiй хромодинамiцi (КХД), є елементарними частинками, що беруть участь у
сильнiй взаємодiї. Згiдно сучасних космологiчних уявлень, подiбний стан ма-
терiї був домiнуючим у Всесвiтi протягом перших мiкросекунд пiсля Великого
Вибуху. Експериментально, зiткнення важких ядер дослiджуються вже протя-
гом близько 40 рокiв, починаючи з експериментiв у Берклiєвськiй нацiональнiй
лабораторiї i закiнчуючи експериментами на Великому Адронному Колайдерi
в CERN. Крiм того, iснує декiлька проектiв експериментiв на майбутнiх при-
скорювачах, що знаходяться на стадiї конструкцiї або планування. Основними
задачами цих експериментiв є перевiрка базових властивостей КХД, а також ви-
вчення явищ, якi на даний момент не можуть бути описанi iз перших принципiв
через технiчнi складнощi.

Система, яка утворюється у зiткненнях релятивiстських ядер, швидко роз-
ширюється у вакуумi i з часом переходить у систему адронiв, що далi розпо-
всюджуються вiльно i у пiдсумку реєструються у детекторi. Через явище так
званого конфайнменту кварки i глюони не можуть бути задетектованi напря-
му, що робить неможливим прямий експериментальний аналiз властивостей
КГП. Експериментально визначаються середнi числа адронiв, що народжую-
ться у зiткненнi ядер, їх iмпульснi розподiли, а також кореляцiї та флуктуацiї
цих величин. Фiзичний аналiз процесу зiткнення, як правило, здiйснюється за
допомогою рiзних феноменологiчних моделей опису зiткнення ядер, якi, вико-
ристовуючи рiзнi фiзичнi припущення, передбачають значення рiзних величин,
що вимiрюються експериментально.
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Серед основних пiдходiв до опису еволюцiї системи, що виникає у зiткнен-
нях релятивiстських ядер можна видiлити кiнетичнi моделi та методи реляти-
вiстської гiдродинамiки. Також набувають поширення моделi, якi комбiнують
цi два класи. У той же час, стадiя хiмiчного фрiзауту, тобто середнi виходи
рiзних адронiв, як правило, добре описується аналiтичною моделлю адронно-
резонансного газу, для роботи з якою необхiдно використовувати методи реля-
тивiстської статистичної фiзики, деякi з яких ще не є повнiстю розробленими.

Зв’язок з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiйна робо-
та є частиною дослiджень кафедри теоретичної фiзики фiзичного факультету
Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Змiст робо-
ти узгоджений з планом роботи по бюджетнiй темi №11БФ051-01, пiдроздiл
3 "Взаємодiя частинок i електромагнiтного випромiнювання з конденсованим
середовищем i наноструктурами".

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiджень, представлених у дисертацiї,
є вивчення процесу еволюцiї системи сильно-взаємодiючих частинок, що утво-
рюється в процесi зiткнення релятивiстських iонiв, а також фiзичний аналiз та
iнтерпретацiя iмпульсних спектрiв адронiв, якi вимiрюються на експериментi.

Для досягнення мети було поставлено наступнi задачi:

1. Проаналiзувати та порiвняти iмпульснi розподiли адронiв у ядро-ядерних
та протон-протонних зiткненнях з точки зору теоретичного моделювання
та нових експериментальних даних колаборацiй NA49 та NA61/SHINE.

2. Дослiдити процес утворення системи учасникiв на початковiй стадiї ядро-
ядерних зiткнень.

3. Проаналiзувати впливфлуктуацiй поздовжньої рапiдностi системи центру
мас учасникiв при рiзних центральностях зiткнення на спостережуванi.

4. Модифiкувати формалiзм середнього поля для опису статистичних си-
стем та використати його у моделi адронно-резонансного газу для того,
щоб врахувати ван дер Ваальсiвськi взаємодiї мiж адронами.
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Об’єктом дослiдження є утворення та процес еволюцiї системи сильно-
взаємодiючих адронiв, що утворюється у зiткненнях релятивiстських ядер.

Предметом дослiдження є рiвноважнi та нерiвноважнi властивостi взаємо-
дiючої системи адронiв.

Методами дослiдження є релятивiстська транспортна теорiя, методи
Монте-Карло та методи релятивiстської статистичної фiзики.

Науковановизна одержанихрезультатiв. Показано,що вiдмiннiсть мiж кiль-
кiстю народжених π− мезонiв по вiдношенню на один нуклон-учасник у протон-
протонних та ядро-ядерних зiткненнях при енергiях експериментуNA61/SHINE
можна в основному пояснити врахуванням iзоспiнових ефектiв.

Для протон-протонних реакцiй показано, що у залежностях середньої по-
перечної маси адронiв π+, K+, Λ та p у центральному дiапазонi рапiдностей
вiд енергiї може виникати немонотоннiсть як наслiдок комбiнацiї вкладiв вiд
процесiв зi збудженням та розпадом адронних резонансiв та струн. Також вка-
зано на те, що цей ефект є досить чуттєвим до властивостей важких резонансiв,
якi на даний момент є досить маловiдомими i, як наслiдок, можуть бути бiльш
точно визначенi у вiдповiдних експериментах iз протон-протонних зiткнень.

Побудовано аналiтичну модель для опису роздiлення системи на учасники
та спектатори на початковiй стадiї зiткнення ядер i показано, що цей процес
роздiлення закiнчується при часi t ≈ 1.5tc, де tc – час максимального перекри-
ття ядер, що визначається початковою швидкiстю ядер. Показано, що модель
спiвпадає з ейкональною моделлю Глаубера-Ситенка у границi t→∞.

Побудовано спрощену аналiтичну модель для розрахунку флуктуацiй рапi-
дностi центру мас системи учасникiв та показано, що цi флуктуацiї описуються
розподiлом Гаусса iз шириною,що визначається прицiльним параметром зiткне-
ння. Вказано на необхiднiсть врахування цих флуктуацiй при аналiзi залежних
вiд рапiдностi величин, що вимiрюються в експериментi.

Сформульовано формалiзм середнього поля для врахування взаємодiї мiж
частинками у одно- та багато-компонентному релятивiстському газi. В рамках
запропонованого формалiзму враховано взаємодiю типу твердої серцевини у
моделi адронно-резонансного газу. Зокрема, вперше використано наближення
Карнагена-Старлiнга, яке є бiльш точним за широко вживану модель ван дер
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Ваальса, у моделi адронно-резонансного газу. Також отримано обмеження на
величину радiусу твердої серцевини адронiв iз порiвняння моделi АРГ iз розра-
хунками КХД на ґратцi при нульовому хiмiчному потенцiалi.

Практичне значення одержаних результатiв.

• Правильне врахування iзоспiнових ефектiв, яке було запропоноване в ро-
ботi, може бути використане у теперiшнiх та майбутнiх експериментах при
порiвняннi виходiв адронiв у протон-протонних та ядро-ядерних зiткненнях.

• Отриманi у моделi для опису роздiлення на спектатори та учасники ре-
зультати дозволяють накласти обмеження на мiнiмальний початковий час та
початковий профiль швидкостей у гiдродинамiцi.

• Отриманий розподiлфлуктуацiй поздовжньої рапiдностi системи центрамас
учасникiв може бути використаний для коректного порiвняння спостережу-
ваних величин розрахованих у гiдродинамiчних моделях iз експериментом.

• Побудований у роботi формалiзм середнього поля може бути використаний
для ефективного врахування ван дер Ваальсiвських взаємодiй у моделях
адронного рiвняння стану.

Особистий внесок здобувача. Результати опублiковано в роботах [1–11].

• В роботах [1–4, 6, 8] здобувачем проведенi симуляцiї зiткнень релятивiст-
ських ядро-ядерних та протон-протонних зiткнень у дiапазонi енергiй при-
скорювача SPS методом ультра-релятивiстської квантової молекулярної ди-
намiки. Побудовано просторово-часовi гiперповерхнi, що найбiльш повно
характеризують просторово-часову структуру системи, що утворюється у
зiткненнях релятивiстських ядер при цих енергiях. Також в рамках цiєї мо-
делi автором проведено розрахунки iмпульсних спектрiв рiзних адронiв та
проведено порiвняння iз новими експериментальними даними колаборацiї
NA61/SHINE.

• В роботах [5, 7] автором побудовано аналiтичну модель для визначення
густини розподiлу флуктуацiй рапiдностi системи центру мас учасникiв.
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В рамках моделi проведено розрахунки та показано, що цi флуктуацiї є
суттєвими у периферiйних зiткненнях ядер.

• В роботах [9, 10] автором розвинено формалiзм середнього поля для враху-
вання взаємодiй мiж адронами у термодинамiчних моделях адронного рiв-
няння стану, та дослiджено роль взаємодiї типу твердої серцевини у моделi
АРГ у контекстi порiвняння iз даними КХД на гратцi, а також стадiї хiмi-
чного фрiзауту у зiткненнях ядер. В роботi [11] цей формалiзм застосовано
для опису ядерної матерiї.

Автор брав участь у постановцi задач дослiджень, обговореннi результатiв i
написаннi всiх робiт [1–11].

Апробацiя результатiв роботи. Основнi результати дисертацiї доповiдались
та обговорювались на наукових семiнарах кафедри теоретичної фiзики Київ-
ського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, Iнституту теорети-
чної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України (м. Київ, Україна), Iнституту
важких йонiв iм. Гельмгольця (м. Дармштадт, Нiмеччина), Франкфуртського iн-
ституту перспективних дослiджень, Iнституту теоретичної фiзики унiверситету
iменi Гете (м. Франкфурт, Нiмеччина), Брукхейвенської Нацiональної Лабо-
раторiї (м. Аптон, Нью-Йорк, США), а також були представленi на наукових
конференцiях та зборах:

• Науковiй конференцiї молодих вчених «НаукаXXI сторiччя», Київ, Україна,
12-14 Травня 2010

• Науковiй конференцiї студентiв, аспiрантiв та молодих учених «Сучаснi
проблеми фiзики», Київ, Україна, 11-13 Травня 2011

• International School-Seminar «New Physics and Quantum Chromodynamics at
External Conditions», Dnipropetrovsk, Ukraine, 3-6 May 2011

• XX International School-Seminar of Galyna Puchkovska «Spectroscopy of
Molecules and Crystals», Beregove, Ukraine, 22-29 September 2011

• Науковiй конференцiї молодих учених «НаукаXXI сторiччя», Київ, Україна,
15-16 травня 2013
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• 24th CBM Collaboration Meeting, Krakow, Poland, 8-12 September 2014

• VI Young scientists conference “Problems of Theoretical Physics” dedicated to
the 105-th anniversary of M.M. Bogolyubov, Kyiv, Ukraine, 25-27 November
2014

• 26th CBM Collaboration Meeting, Prague, Czech Republic, 14-18 September
2015

• Critical Point and Onset of Deconfinement 2016, 30 May-4 June 2016, Wroclaw,
Poland

• Strangeness in Quark Matter 2016, 26 June - 1 July 2016, Berkeley, CA, USA

Публiкацiї. Представленi у дисертацiї матерiали опублiковано у 18 роботах.
Серед них 11 статей в провiдних українських та мiжнародних реферованих
журналах [1–11] та 7 друкованих матерiалiв конференцiй [12–18]

Структура дисертацiйної роботи. Робота складається iз вступу, 4 роздiлiв,
висновкiв, списку використаних джерел (177 найменувань). Обсяг дисертацiї
складає 157 сторiнок машинописного тексту, мiстить 46 рисункiв та 1 таблицю.



Роздiл 1

Фiзика зiткнення релятивiстських ядер

1.1 Загальнi уявлення
В експериментах iз зiткнення релятивiстських ядер проводяться дослiдже-

ння властивостей сильно-взаємодiючої матерiї при високих температурах та
значеннях густини речовини та енергiї [19]. Згiдно сучасних космологiчних
уявлень, подiбний стан матерiї домiнував у ранньому Всесвiтi протягом перших
мiкросекунд пiсля Великого Вибуху. Основними задачами таких експеримен-
тiв є перевiрка базових властивостей квантової хромодинамiки (КХД) – теорiї
сильної взаємодiї, яка є частиною Стандартної Моделi елементарних частинок.
Також iнтерес представляє вивчення явищ, якi на даний момент не можуть
бути описанi в рамках КХД iз перших принципiв через технiчнi складнощi та
обмежену обчислювальну спроможнiсть. Результати експериментiв дають змогу
накласти обмеження на рiзноманiтнi феноменологiчнi пiдходи опису властиво-
стей КХД, та поглибити рiвень розумiння теорiї сильної взаємодiї. Активно
проводиться дослiдження фазових переходiв у КХД: згiдно сучаснiй парадигмi
при високих температурах та густинах система переходить у стан так званої
кварк-глюонної плазми (КГП) – стану речовини у якому ступенями вiльностi у
явному виглядi є кварки та глюони. Окремий iнтерес також представляє процес
спонтанного порушення кiральної симетрiї, якою з досить високою точнiстю ха-
рактеризується Лагранжiан КХД. Вважається, що цей процес є вiдповiдальним
за генерацiю домiнуючої частки маси нуклонiв, i, вiдповiдно, мас атомних ядер
та макроскопiчних об’єктiв, що з них складаються.

Сучаснi прискорювачi здатнi розганяти ядра до релятивiстських швидко-
стей, iз кiнетичною енергiю, яка є значно бiльшою за масу ядра. При зiткненнi
таких ядер утворюється сильно збуджена матерiя iз барiонною густиною, яка в
декiлька разiв бiльша за густину матерiї в атомному ядрi. Характерним енерге-
тичним масштабом для релятивiстських ядро-ядерних зiткнень є гiга-електрон-
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вольт (ГеВ): 1 ГеВ = 109 еВ. Типовою одиницею довжини є фемтометр (фм):
1 фм = 10−15 м. За таких масштабiв природно працювати у системi одиниць, де
швидкiсть свiтла c та приведена стала Планка ~ = h/(2π) є безрозмiрними оди-
ницями, тобто ~ = c = 1. У такiй системi одиницею маси або iмпульсу є енергiя,
час можна вимiрювати у фемтометрах, а добуток одиниць енергiї та довжини
є безрозмiрною величиною: 1 ГеВ·фм ' 5.07. Для зручностi також покладемо
рiвною одиницi сталу Больцмана kB = 1.

В Табл. 1.1 наведено характеристики основних iснуючих та майбутнiх при-
скорювачiв для проведення експериментiв iз зiткнення релятивiстських ядер.

Табл. 1.1: Прискорювачi, на яких проводяться експерименти по зiткненню ре-
лятивiстських ядер
Прискорювач тип ядер дiапазон енергiй
BNL-AGS Au+Au Ekin = 2− 10.8A ГеВ √

s
NN

= 2.7− 5 ГеВ
CERN-SPS Pb+Pb Ekin = 20− 200A ГеВ √

s
NN

= 6− 19 ГеВ
BNL-RHIC Au+Au Ekin = 0− 21.3A ТеВ √

s
NN

= 2− 200 ГеВ
CERN-LHC Pb+Pb Ekin ' 105A ТеВ √

s
NN
' 14 ТеВ

GSI-FAIR (майб.) Au+Au Ekin = 10− 40A ГеВ √
s
NN

= 4.7− 9 ГеВ
JINR-NICA (майб.) U+U Ekin = 7− 60A ГеВ √

s
NN
' 4− 11 ГеВ

Величини Ekin i √s
NN

у Табл. 1.1 визначають енергiю зiткнення ядер. Ekin

– кiнетична енергiя нуклона з ядра-снаряду у лабораторнiй системi (у лабо-
раторнiй системi ядро-мiшень знаходиться в станi спокою), а √s

NN
– сумарна

енергiя пари нуклонiв з налiтаючих ядер в системi центра мас ядер. Величини
Ekin i √s

NN
пов’язанi мiж собою спiввiдношенням: √s

NN
=
√

2m (Ekin + 2m),
деm = 938 МеВ/c2 – маса нуклона.

Вигляд можливої фазової дiаграми сильно-взаємодiючої матерiї наведено на
Рис. 1.1 у координатах T (температура) та µB (барiонний хiмiчний потенцiал).
Цей схематичний вигляд було запропоновано у роботi Фукусiми таХатсуди [20].
Зображена фазова дiаграма є дуже схематичною i не мiстить кiлькiсних оцiнок.
Це пов’язано iз тим, що прямi кiлькiснi розрахунки в рамках КХД є проблема-
тичними через неабелевiсть теорiї, неможливiсть застосування теорiї збурень
на бiльшiй частинi фазової дiаграми, та обмеженi обчислювальнi ресурси для
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симуляцiй в рамках КХД на ґратцi. Iз властивостей холодних атомних ядер,
експериментально достовiрно вiдомою є точка фазової дiаграми при нульовiй
температурi та нормальний ядернiй густинi n0 ' 0.16 фм−3. Внаслiдок ван-дер-
Ваальсiвської природи нуклон-нуклонної взаємодiї також вiдомою є наявнiсть
фазового переходу типу рiдина-пара при низьких температурах, яка спосте-
рiгалась в експериментах iз зiткнення ядер при енергiях порядку кiлькасот
МеВ [21–23]. При нульовому хiмiчному потенцiалi термодинамiчнi властивостi
КХД можуть бути визначенi iз перших принципiв за допомогою розрахункiв в
рамках КХД на ґратцi. Зокрема, було встановлено, що перехiд деконфайнменту
вiд фази адронного газу до КГП при µB = 0 не є справжнiм фазовим переходом,
а є так званим переходом типу кроссовер, коли усi термодинамiчнi величини
у дiапазонi температур переходу змiнюються швидко, але плавно [24]. Регiон
температур кроссоверу – 150-190 МеВ. Сучаснi розрахунки на ґратцi здатнi
передбачити детальну температурну залежнiсть багатьох рiзноманiтних термо-
динамiчних величин [25, 26]. У той же час структура фазової дiаграми при
ненульовiй барiоннiй густинi залишається невизначеною. Вважається, що при
малих температурах та високих значеннях барiонної густини перехiд мiж адро-
нами та кварками є фазовим переходом першого роду. Це, у свою чергу, вказує
на можливу наявнiсть критичної точки на фазовiй дiаграмi, однак експеримен-
тального пiдтвердження це припущення поки не отримало.
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Рис. 1.1: Фазова дiаграма ядерної матерiї. Взято з [20].

Змiнюючи маси та енергiю ядер, що зiштовхуються, можна дослiджувати
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рiзнi областi на фазовiй дiаграмi. Непрямим пiдтвердженням утворення КГП
у зiткненнях ядер є експериментальнi данi, якi були отриманi колаборацiями
NA49 [27] та STAR [28], i якi були узгодженi iз передбаченнями теоретичних
моделей, якi включають перехiд до фази КГП. Таким чином вважається, що кра-
пляКГПутворюється в лабораторних умовах у експериментах SPS, RHIC i LHC.
У той же час, цi самi данi також можуть бути описанi статистичною моделлю
адронно-резонансного газу (АРГ), яка не мiстить у явному виглядi партонних
ступеней вiльностi [29]. Дiапазон енергiй√s

NN
= 6−20 ГеВ прискорювачiв SPS

та RHIC представляє окремий iнтерес для дослiджень оскiльки за цих енергiй
зiткнення виникає система iз найбiльшою середньою барiонною густиною [30],
яка ймовiрно лежить в областi фазового переходу до кварк-глюонної плазми
на фазовiй дiаграмi КХД, i яка може бути чуттєвою до явищ, пов’язаних з
можливою наявнiстю критичної точки. Дослiдження у цьому дiапазонi енергiй
плануються проводитись iз використанням надсучасного обладнання на майбу-
тнiх прискорювальних комплексах FAIR та NICA.

1.2 Основнi теоретичнi пiдходи для опису зi-
ткнення релятивiстських ядер

Основними пiдходами для дослiдження еволюцiї системи при зiткненнях
релятивiстських ядер є моделi, якi використовують методи релятивiстської ста-
тистичної фiзики, мiкроскопiчнi кiнетичнi моделi, релятивiстська гiдродинамi-
ка, а також гiбриднi моделi, якi об’єднують останнi два пiдходи. Використання
того чи iншого пiдходу, як правило, залежить вiд конкретних задач, якi необ-
хiдно розв’язати для конкретної системи. На Рис. 1.2 схематично зображено
стадiї еволюцiї системи, яка виникає у зiткненнях релятивiстських ядер згiдно
сучаснiй парадигмi. Як правило, рiзнi стадiї та рiзнi спостережуванi величини
найкраще описуються в рамках рiзних пiдходiв. Нище наведено деякi з найбiльш
поширених iз них.
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Рис. 1.2: Стадiї реакцiї зiткнення релятивiстських ядер.

1.2.1 Теплова модель

Ймовiрно найбiльш простою моделлю для опису релятивiстських ядро-
ядерних зiткнень є так звана теплова модель, або модель адронно-резонансного
газу (АРГ) [31]. У цiй моделi робиться припущення того, що пiд час зiткне-
ння ядер в системi встановлюється локальна термодинамiчна рiвновага i новi
частинки в системi народжуються з термального джерела у вiдповiдностi iз ста-
тистичним розподiлом. Порiвнюючи цю модель iз експериментальними даними
щодо виходу рiзних адронiв можна вiдновити такi термодинамiчнi параметри
системи, як температура та барiонний хiмiчний потенцiал, що у свою чергу
дозволяє поставити у вiдповiднiсть рiзним експериментам точки на фазовiй
дiаграмi ядерної матерiї [32–35]. Виявилося, що теплова модель здатна дуже
добре описати експериментальнi данi на вже iснуючих експериментах. На даний
момент ця модель є основним iнструментом для оцiнки ймовiрностi народже-
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ння рiзних частинок, навiть тих, характеристики яких ще не дослiджувалися
на iснуючих прискорювачах. Таким чином теплова модель вiдiграє значну роль
пiд час постановки фiзичних задач на майбутнiх прискорювачах, зокрема того,
що стосується проектування таких вимiрювань, якi ще не проводились у мину-
лому. У той же час, ця модель непридатна для опису динамiки зiткнення ядер,
зокрема, властивостей КГП, i тому iснує потреба у бiльш складних моделях.

1.2.2 Мiкроскопiчнi кiнетичнi моделi

У мiкроскопiчних кiнетичних моделях опису зiткнення ядер розв’язується
багатокомпонентна система релятивiстських кiнетичних рiвнянь Больцмана для
частинок рiзного сорту (рiзноманiтнi барiони i мезони, що можуть народжу-
ватися в процесi зiткнення, також можуть розглядатися i партоннi ступенi
свободи). Найбiльш вдалими серед цих моделей є монте-карлiвськi кiнети-
чнi моделi, у яких використовується молекулярна динамiка i у яких моделю-
ється розповсюдження частинок у системi iз врахуванням рiзноманiтних реа-
кцiй мiж частинками. Прикладами таких моделей є RQMD (Relativistic Quantum
Molecular Dynamics) [36], UrQMD (Ultrarelativistic Quantum Molecular Dynami-
cs) [37, 38], HSD (Hadron String Dynamics) [39], PHSD (Parton Hadron String
Dynamics) [40, 41], BAMPS (Boltzmann Approach to MultiParton Scatterings) [42],
AMPT (A Multi-Phase Transport) [43], та JAM [44].

До перевагмонте-карлiвських кiнетичнихмоделей над iншимимоделямимо-
жна вiднести те, що вони описують еволюцiю системи на мовi мiкроскопiчних
процесiв, властивостi яких були визначенi або розрахунками iз перших прин-
ципiв, або у вiдповiдних експериментах. Ще однiєю перевагою є вiдсутнiсть
чисельних нестiйкостей, якi часто виникають, наприклад у гiдродинамiчних мо-
делях при чисельному розв’язаннi рiвнянь.

До недолiкiв можна вiднести обмеження переважно двочастинковими реа-
кцiями, що робить опис системи непридатним при високих енергiях зiткнення,
зокрема коли в процесi еволюцiї утворюється КГП. З цiєї причини цi моделi в
основному придатнi для опису зiткнень при бiльш низьких енергiях, наприклад
тим, що вiдповiдають експериментам BNL-AGS i CERN-SPS. При бiльш висо-
ких енергiях зiткнення цi моделi застосовнi для опису лише стадiї адронного
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газу.
На початковiй стадiї домiнують бiнарнi зiткнення нуклонiв iз налiтаючих

ядер. Вони, як правило, описуються за допомогою моделей iз формуванням та
фрагментацiєю струн. Прикладами моделей, у яких це реалiзовано, є FRITI-
OF [45] та PYTHIA [46].

1.2.3 Гiдродинамiчнi моделi

У гiдродинамiчних моделях [47, 48] опису зiткнення використовується при-
пущення про те, що на певнiй стадiї еволюцiї система перебуває у станi, який
є досить близьким до локальної термодинамiчної рiвноваги. В цих моделях
адронна матерiя описується, як сукупнiсть двох або бiльше струменiв рiдини.
У найбiльш простiй моделi iдеальної гiдродинамiки розв’язуються рiвняння:

∂µT
µν = 0, (1.1)

∂µN
µ = 0, (1.2)

де T µν = (e + P )uµuν − Pgµν – тензор енергiї-iмпульсу, uµ = (γ, γv) – гiдро-
динамiчна 4-швидкiсть, e – густина енергiї, P – тиск, Nµ = nuµ, n – густина
частинок. Для того, щоб система рiвнянь була замкнутою, необхiдно також
рiвняння стану сильновзаємодiючої матерiї e = e(T, µ), яке може бути зада-
но феноменологiчно або iз розрахункiв квантової хромодинамiки. Як правило,
рiвняння гiдродинамiки описують систему пiсля завершення початкової стадiї
iзотропiзацiї i термалiзацiї адронiв (τ ∼ 1 фм/c), i до утворення адронного газу
(τ ∼ 7−10фм/c), коли густина системи падає настiльки, що її опис на мовi реля-
тивiстської гiдродинамiки вже не єможливим. Iдеальна гiдродинамiка виявилася
несподiвано успiшною у своєму описi багатьох спостережуваних у зiткненнях
важких ядер при високих енергiях, якi досягаються на BNL-RHIC та CERN-
LHC. Цей успiх пов’язують iз низьким значеннями нормованого коефiцiєнту
зсувної в’язкостi η/s КХД матерiї при температурах, що досягаються у зiткне-
ннях ядер, зокрема поблизу гiпотетичного переходу деконфайнменту [49]. У
той же час, активно розвивається застосування методiв релятивiстської гiдроди-
намiки для опису вiдхилень системи вiд локальної термодинамiчної рiвноваги.
Найбiльш вживаним є пiдхiд Iзраеля-Стюарта [50], який фактично є реляти-
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вiстськи самоузгодженим узагальненням рiвнянь Нав’є-Стокса. Також активно
розвиваються пiдходи, що враховують поправки бiльш високих порядкiв [51], а
також анiзотропна гiдродинамiка [52–54].

Вперше гiдродинамiчний опис зiткнення релятивiстських ядер застосував
Ландау [55], де у виглядi початкової умови по завершеннi стадiї термалiзацiї
обрано статичний однорiдний диск. Ця модель є двовимiрною i застосовувалась
для енергiй зiткнення Ekin = 10 − 100А ГеВ. Модель Ландау є однiєю з най-
простiших гiдродинамiчних моделей поряд iз одновимiрними моделями сфери-
чного розширення [56] для низьких енергiй i моделi Бйоркена [57] для високих
енергiй. Нинi найбiльш вживаними є тривимiрнi гiдродинамiчнi моделi, у яких
рiвняння гiдродинамiки розв’язуються чисельно. Прикладами таких моделей
є VISH2+1 [58], MUSIC [59], vHLLE [60], та iEBE-VISHNU [61]. Основними
труднощами гiдродинамiчного опису, окрiм припущення про локальну термо-
динамiчну рiвновагу, є також проблема задання початкових умов i рiвняння
стану КХД матерiї.

Для задання початкових умов в гiдродинамiцi, як правило, використовують
просторовi розподiли барiонiв, отриманi на основi ейкональної моделi Глаубера-
Ситенка [62, 63], моделi пораненого нуклона [64], моделi Монте-Карло Глау-
бер [65], Color Glass Condensate [66–69], IP-Glasma [70]. Iнший пiдхiд полягає у
застосуваннi кiнетичних моделей, в яких симулюється початкова стадiя еволю-
цiї для знаходження необхiдних розподiлiв.

1.2.4 Гiбриднi моделi

Останнiм часом великий iнтерес представляють так званi гiбриднi моделi, у
яких поєднується гiдродинамiчний та кiнетичний описи зiткнення ядер [71, 72].
При цьому, по завершеннi гiдродинамiчного опису системи за вiдомою фун-
кцiєю розподiлу в результатi гiдродинамiчної симуляцiї генеруються адрони
вiдповiдно до формули Купера-Фрая [73] i подальша еволюцiя адронного га-
зу моделюється монте-карлiвськими кiнетичними моделями. Перехiд до стадiї
адронного газу вiдбувається на просторово-часовiй гiперповерхнi, яка визначає
умови, за яких гiдродинамiчний опис системи стає неможливим. Як правило, гi-
дродинамiчний опис стає неможливим коли густина частинок або температура
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стають занадто малими, i в такому випадку перехiд вiдбувається на гiперпо-
верхнi постiйної критичної густини або температури. Цю гiперповерхню часто
ототожнюють з так званою гiперповерхнею рiзкого фрiзауту [3], яка також ви-
користовується у чистих гiдродинамiчних моделях для розрахунку адронних
спектрiв одразу по закiнченню гiдродинамiчної стадiї.

1.3 Процес фрiзауту та просторово-часова стру-
ктура системи

Процес фрiзауту у ядро-ядерних зiткненнях – це, за визначенням, процес
встановлення кiнцевого хiмiчного складу адронiв в результатi зiткнення ядер
(хiмiчний фрiзаут) та встановлення кiнцевого iмпульсного спектру адронiв (кi-
нетичнийфрiзаут). Цей процес виникає внаслiдокшвидкого розширення адрон-
ної системи у вакуумi.Характеристики системина стадiї фрiзауту, а саме виходи
рiзних сортiв частинок на стадiї хiмiчного фрiзауту та їх iмпульснi розподiли
на стадiї кiнетичного фрiзауту, безпосередньо вимiрюються на експериментi.
В рамках концепцiї фрiзауту окремий iнтерес представляють такi об’єкти, як
просторово-часовi гiперповерхнi фрiзауту. Гiперповерхня так званого рiзко-
го фрiзауту умовно вiддiляє просторово-часову область, у якiй вiдбуваються
адроннi реакцiї вiд областi, де реакцiй немає. У випадку хiмiчного фрiзауту
мова йде про область де вiдбуваються непружнi реакцiї iз народженням нових
адронiв, а у випадку кiнетичного фрiзауту це є будь-якi реакцiї мiж адронами.
Насправдi, таке уявлення про iснування гiперповерхонь рiзкого фрiзауту є де-
що iдеалiзованим описом процесу фрiзауту у зiткненнях релятивiстських ядер.
Зокрема, дослiдження в рамках транспортних моделей показали, що процес
фрiзауту вiдбувається у видовженiй просторово-часовiй областi ненульового
об’єму [74–76], а не на деякiй 3-вимiрнiй просторово-часовiй гiперповерхнi.
Тим не менше, концепцiя гiперповерхнi рiзкого фрiзауту успiшно використову-
ється в рамках формалiзму Купера-Фрая, зокрема для розрахунку iмпульсних
спектрiв адронiв у гiдродинамiчних моделях або для здiйснення переходу до
стадiї адронного газу у гiбридних моделях.

Гiперповерхнi фрiзауту безпосередньо несуть iнформацiю про просторово-
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часову структуру взаємодiючої адронної системи,що утворюється при зiткненнi
ядер. Такий об’єкт є надзвичайно корисним для отримання наочного уявлен-
ня про еволюцiю системи, що виникає у зiткненнях ядер. Такi знання, у свою
чергу, дають змогу формулювати методи та моделi для опису та розв’язання
рiзних задач. Кiлькiсне дослiдження просторово-часової структури може мати
наступний вигляд: це є проведення аналiзу залежностi деякої фiзичної вели-
чини вiд просторово-часової точки в системi (t, r) в рамках динамiчної моделi
опису зiткнення ядер. Наочний аналiз подiбного плану було проведено в рам-
ках транспортної моделi UrQMD в роботах [1–4], де у якостi фiзичних величин
використовувались 4-густина адронних реакцiй, тобто кiлькiсть рiзноманiтних
адронних реакцiй в одиницi просторово-часового об’єму, а також густина кiль-
костi та енергiї пi-мезонiв, якi народжуються в системi.

Рис. 1.3: Тривимiрна гiперповерхня постiйної iнварiантної густини кiлькостi
негативно заряджених пiонiв для умов експерименту SPS при енергiях (а)Ekin =

40A ГеВ та (б) Ekin = 158A ГеВ. Взято з [3].

У загальному випадку, просторо-часова структура будь-якої фiзичної ве-
личини f визначається її залежнiстю вiд 4-х просторо-часових координат
(t, x, y, z). У той же час, центральнi зiткнення ядер мають ярковиражену азиму-
тальну симетрiю. Внаслiдок цiєї симетрiї центральних зiткнень ядер цi густи-
ни не будуть залежати вiд азимутального куту ϕ у площинi x-y при переходi
до цилiндричних координат, тобто f(t, x, y, z) = f(t, r, z). На Рис. 1.3 у ко-
ординатах (t, r, z) наведено гiперповерхнi пiонного фрiзауту nπ(t, r, z) = nc,
розрахованi в UrQMD у роботi [3] для центральних зiткнень ядер свинцю при
енергiях Ekin = 40A ГеВ та Ekin = 158A ГеВ. Тут величина nπ є Лоренц-
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iнварiантною густиною негативно заряджених пi-мезонiв. Результати, зображе-
нi на Рис. 1.3 вiдображають досить повну iнформацiю про типову просторово-
часову структуру центральних зiткнень релятивiстських ядер для дiапазона
енергiй Ekin = 40 − 158A ГеВ. Слiд зазначити, що цi результати вiдповiдають
моделюванню у рамках UrQMD. У той же час, вони є досить типовими i для
розрахункiв i в iнших моделях.

1.4 Вiдкритi питання
Протягом останнiх 20-30 рокiв галузь релятивiстських ядро-ядерних зi-

ткнень активно розвивалась i було отримано багато результатiв. У той же час
у галузi залишається багато нез’ясованих питань, якi нинi активно дослiджую-
ться. До найважливiших iз них можна вiднести наступнi:

• Який вигляд має рiвняння стану КХД при ненульовiй барiоннiй густинi?
Якою є природафазових переходiв мiж адронними та партонними ступенями
свободи? Чи є на фазовiй дiаграмi критична точка? Цi питання є основою
поточних експериментальних програм NA61/SHINE у CERN [77, 78] та
RHIC Beam Energy Scan у BNL [79, 80].

• Як вiдрiзняються результати вимiрювання рiзних величин у протон-
протонних та ядро-ядерних зiткненнях при однiй i тiй самiй енергiї зiткнен-
ня? Вважається, що збуджене сильновзаємодiюче середовище утворюється
у ядро-ядерних зiткненнях, але не у протон-протонних. Вiдповiдно, ефе-
кти наявностi такого середовища можна побачити порiвнюючи результати
спостережень у протон-протонних та ядро-ядерних зiткненнях. У той же
час, коректна iнтерпретацiя результатiв залишається непростою задачею че-
рез наявнiсть iнших ефектiв, якi треба враховувати, а також недостатнiй на
даний момент набiр вiдповiдних експериментiв.

• Чи утворюється у ядро-ядерних зiткненнях локальна термодинамiчна рiвно-
вага i якими є межi застосування гiдродинамiчного опису? Як змiнюються
загальнi характеристики взаємодiючої системи, зокрема початковi умови
гiдродинамiки, при переходi вiд центральних зiткнень до суттєво нецен-
тральних? Якою є роль флуктуацiй у початковому станi гiдродинамiки?
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• Якою є роль взаємодiї мiж адронами на рiвняння стану адронної фази КХД?
Адроннафаза у зiткненнях релятивiстських ядер традицiйно описується мо-
деллю iдеального адронно-резонансного газу, у якiй нехтується усiма адрон-
ними взаємодiями, якi не описуютьсяформуваннямрезонансiв.У тойже час,
iз фiзики ядерної матерiї та iз властивостей нуклон-нуклонного розсiяння
вiдомо, що при малих вiдносних вiдстанях мiж нуклонами наявне сильне
вiдштовхування. Роль такої взаємодiї у моделi адронно-резонансного газу
досi не з’ясована повнiстю.

Декiлька з наведених вище питань розглядаються у даному дисертацiйному
дослiдженнi.



Роздiл 2

Iмпульснi спектри адронiв у
протон-протонних та ядро-ядерних

зiткненнях

2.1 Вступ

Основною спостережуваною величиною у експериментах iз ядро-ядерних та
протон-протонних зiткнень є iмпульснi спектри рiзних адронiв, тобто їх розпо-
дiл по iмпульсах. Порiвняння iз рiзними моделями опису зiткнення ядер тодi
дозволяє зробити висновок про коректнiсть закладених у модель рiзноманiтних
фiзичних припущень. У перiод з 1999 по 2002 роки, експериментальнi данi сто-
совно спектрiв рiзних адронiв у Pb+Pb зiткненнях при енергiях plab =20A, 30A,
40A, 80A, та 158A ГеВ/c були отриманi колаборацiєю NA49 на прискорювачi
Super Proton Synchrotron (SPS) у CERN [27, 81, 82]. Цi результати узгоджуються
iз припущенням про появу деконфайнменту у центральних Pb+Pb зiткненнях
при енергiї приблизно 30A ГеВ/c [83–85]. Подальшого прогресу у розумiннi
ефектiв, пов’язаних iз появою деконфайнменту, можна досягти за допомо-
гою детального аналiзу (як теоретичного, так i експериментального) iмпуль-
сних спектрiв адронiв у протон-протонних, протон-ядерних та ядро-ядерних
зiткненнях. Це є основною мотивацiєю програми NA61/SHINE на прискорюва-
чi SPS у CERN, яку присвячено дослiдженню залежностi iмпульсних спектрiв
вiд розмiру системи та енергiї зiткнення [77, 78]. Паралельно iз NA61/SHINE
також було запущено програму Beam Energy Scan (BES) на прискорювачi BNL
RHIC [79, 80]. Обидвi програми були вмотивованi результатами, якi були отри-
манi колаборацiєюNA49 стосовно появи деконфайнменту та можливостi знайти
пiдтвердження наявностi критичної точки нафазовiй дiаграмi сильновзаємодiю-
чої матерiї. Цi дослiдження буде також продовжено у майбутнiх експериментах,
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зокрема у експериментi FAIR-CBM [86]. У цьому експериментi будуть вико-
ристовуватися пучки iз високою iнтенсивнiстю, а також детектори iз високою
геометричною ефективнiстю, що дозволить проводити дослiдження рiдкiсних
спостережуваних – мульти-дивних гiперонiв та мезонiв iз вiдкритою чарiвнiстю
– у протон-протонних, протон-ядерних та ядро-ядерних зiткненнях. Початок
роботи експерименту CBM [87] заплановано на 2020 рiк, iз пучками з енергiєю
до 11A ГеВ на прискорювачi SIS100. Можливий додаток у виглядi кiльця SIS300
пiдвищить дiапазон енергiй до 35A ГеВ пiсля 2025 року.

Нещодавно, колаборацiя NA61/SHINE опублiкувала [88] данi щодо iмпуль-
сних спектрiв негативно заряджених пi-мезонiв, якi народжуються у непружних
(p+p) реакцiях при енергiях зiткнення plab = 20, 31, 40, 80, та 158 ГеВ/c. Ця
публiкацiя є першим кроком у дослiдженнях залежностi iмпульсних спектрiв
вiд розмiрiв системи, якi проводить NA61/SHINE. Аналiз iнших систем, таких
як 7Be+9Be, Ar+Ca та Xe+La, нинi триває.

У даному роздiлi розглядаються iмпульснi спектри рiзноманiтних адронiв,
що виникають у непружних p+p зiткненнях, а також проводиться порiвняння iз
вiдповiдними даними iз центральних Pb+Pb зiткнень. В першу чергу, цi дослi-
дження стосуються негативно заряджених пi-мезонiв. Виконується аналiз вiд-
мiнностей, що спостерiгаються на експериментi при переходi вiд p+p до Pb+Pb
зiткнень та проводиться порiвняння iз тими вiдмiнностями, якi передбачаються
теоретично, в рамках моделi UrQMD-3.3p2 [37, 38]. При цьому використовує-
ться каскадна версiя UrQMD (без гiдродинамiки) i аналiзується, в першу чергу,
залежнiсть основних характеристик спектру пi-мезонiв вiд енергiї зiткнення.
Особливу увагу необхiдно придiлити iзоспiновим ефектам, особливо коли мова
йде про порiвняння результатiв стосовно протон-протонних та ядро-ядерних
зiткнень.

2.2 Моделювання в UrQMD
Модель UrQMD належить до класу монте-карлiвських мiкроскопiчних мо-

делей опису зiткнення ядер (протонiв). Численнi порiвняння з експерименталь-
ними даними вказують на те, що ця модель адекватно описує зiткнення ядер при
енергiях, що вiдповiдають експериментам AGS, SPS та RHIC (див. Табл. 1.1).
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Розглянемо детальнiше як працює UrQMD. У цiй моделi розв’язується кi-
нетичне рiвняння Больцмана за рахунок симуляцiї розповсюдження частинок
(адронiв) i всiх можливих двочастинкових реакцiй мiж ними в процесi еволюцiї,
у тому числi реакцiй мiж частинками рiзного сорту. Для отримання гладких
функцiй розподiлу, як правило, проводиться статистичне усереднення з великої
кiлькостi подiй, якi вiдповiдають одному i тому ж типу зiткнення ядер. Кiлькiсть
подiй залежить вiд конкретної фiзичної задачi, i, типово, може налiчувати вiд
103 до 106 подiй. Пiдхiд молекулярної динамiки полягає в тому, що еволюцiя
системи визначається розв’язком класичних коварiантних рiвнянь руху у формi
Гамiльтона

dqj

dτ
=
∂H

∂pj
(2.1)

dpj

dτ
= −∂H

∂qj
j = 1, · · · , N. (2.2)

Крiм того, розглядаються та моделюються усi можливi зiткнення мiж будь-якою
парою адронiв. Критерiєм зiткнення є умова

d ≤ d0 =

√
σtot
π
, (2.3)

де d – найменша вiдстань мiж частинками в системi центра мас цих двох ча-
стинок, σtot - повний перерiз розсiяння, який залежить вiд енергiї зiткнення
та типу частинок. В цьому пiдходi частинки, по сутi, рухаються як класичнi,
але тут також врахованi такi квантовi ефекти, як розсiяння частинок, прин-
цип Паулi заборони деяких реакцiй, народження нових частинок у реакцiях, а
також стохастичний розпад частинок. Наприкiнцi еволюцiї в UrQMD, адрони
розповсюджуються вiльно. Таким чином, розрахунки в UrQMD можна напряму
порiвнювати iз експериментальними даними.

2.3 Множиннiсть пi-мезонiв та iзоспiновi ефекти
У дiапазонi енергiй SPS, середня множиннiсть пi-мезонiв у розрахунку

на один нуклон-учасник є подiбною у непружних протон-протонних та ядро-
ядерних зiткненнях при однiй i тiй же енергiї зiткнення. Вiдповiдно, для того
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щоб виявити рiзницю у фiзичних процесах, що вiдбуваються у p+p та у ядро-
ядерних зiткненнях при одних i тих самих енергiях, необхiдно мати всебiчний
набiр експериментальних даних. Використаємо для нашого аналiзу нещодавнi
данi колаборацiї NA61/SHINE для p+p реакцiй [88], а також данi колаборацiї
NA49 для Pb+Pb зiткнень [27, 81, 82].

Як було зазначено вище, для аналiзу використовується модель UrQMD. При
кожнiй енергiї зiткнення було згенеровано приблизно 2 · 106 непружних p+p
реакцiй та приблизно 5 · 104 центральних Pb+Pb зiткнень. Центральнi Pb+Pb
зiткнення означено в експериментi наступним чином: це 7.2% найбiльш цен-
тральних iз усiх зареєстрованих непружних подiй для енергiй plab =20A, 30A,
40A, 80AГеВ/c та 5% для plab = 158AГеВ/c. У моделюваннi UrQMDтакий вiдбiр
вiдповiдає обмеженню згори на прицiльний параметр зiткнення: b < 4 фм для
енергiй plab = 20−80AГеВ/c та b < 3.4фмдля plab = 158AГеВ/c. Слiд вiдмiтити,
що у експериментах iз фiксованою мiшенню вiдбiр центральних подiй виконує-
ться у дещо iнший спосiб: оскiльки прицiльний параметр неможливо визначити
експериментально, то мiрою центральностi подiї є кiлькiсть спектаторiв, яку
було зареєстровано за допомогою калориметру нульового кута розсiяння. Тим
не менш, для перших моментiв випадкових величин (наприклад це є середня
кiлькiсть деяких адронiв, що народжуються у зiткненнi) цi два критерiї вiдбору
центральностi працюють практично еквiвалентно [89]. Бiльше складнощей може
виникнути при розглядi флуктуацiй [90].

Експериментальнi результати для середньої кiлькостi негативно заря-
джених пi-мезонiв 〈π−〉 по вiдношенню до середньої кiлькостi нуклонiв-
учасникiв 〈Np〉 (〈Np〉 = 2 для p+p зiткнень) наведено на Рис. 2.1. Для
бiльш зручного порiвняння iз експериментом використано енергетичну шка-
лу F =

(√
s
NN
− 2mN

)3/4
/
(√

s
NN

)1/4. Iз експериментальних даних наведених
на Рис. 2.1 видно, що при всiх енергiях SPS, величина 〈π−〉/〈Np〉 є бiльшою
у центральних Pb+Pb зiткненнях нiж у непружних p+p зiткненнях. Результати
UrQMD розрахункiв наведено на Рис. 2.1 лiнiями. Видно, що у випадку непру-
жних p+p реакцiй, результати UrQMD добре узгоджуються iз даними для двох
найвищих енергiй SPS (80 and 158A ГеВ), але недооцiнюють експериментальнi
данi 〈π−〉/〈Np〉 при бiльш низьких енергiях.
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Рис. 2.1: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення середньої множинностi π−, яку нор-
мовано на середню кiлькiсть учасникiв. Експериментальнi данi NA49 для цен-
тральних Pb+Pb зiткнень та NA61/SHINE для непружних p+p реакцiй зображе-
но символами. Лiнiями зображено передбачення моделi UrQMD для непружних
p+p (пунктирна), центральних Pb+Pb (суцiльна), and непружних N+N (пунктир-
на з точками) зiткнень.

 [GeV]NNs
4 6 8 10 12 14 16 18

M
ul

tip
lic

ity

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

UrQMD, inelastic N+N
-πp+p

p+n
n+n

 [GeV]NNs
4 6 8 10 12 14 16 18

M
ul

tip
lic

ity

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

UrQMD, inelastic N+N

+πp+p
p+n
n+n

Рис. 2.2: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення середнiх множинностей π− (злiва) та
π+ (справа) мезонiв у непружних p+p, p+n та n+n реакцiях при енергiях SPS,
якi було розраховано у моделi UrQMD.
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Для бiльш коректного порiвняння мiж p+p та Pb+Pb зiткненнями необхiдно
враховувати iзоспiновi ефекти. У процесi зiткнення ядер в системi вiдбуваються
три рiзнi типи нуклон-нуклонних реакцiй: p+p (протон-протон), p+n (протон-
нейтрон), та n+n (нейтрон-нейтрон). Розрахованi в UrQMD множинностi π− та
π+ в непружних p+p, p+n, та n+n реакцiях для енергiй SPS наведено на Рис. 2.2.
Рiзниця мiж множинностями π− та π+ у рiзних типах N+N зiткнень приблизно
однакова. Таким чином, можна очiкувати, що iзоспiновi ефекти проявляються
найбiльш сильно при найменших енергiях зiткнень, коли абсолютнi значення
множинностей стають малими.

Ядро-ядерне зiткнення можна представити як набiр p+p, p+n та n+n реа-
кцiй. Вага кожного iз цих трьох вкладiв у повну множиннiсть у A+A зiткненнях
буде залежати вiд атомного числа A та електричного заряду Z ядер, що зi-
штовхуються. Множиннiсть певного сорту адронiв у фiктивнiй N+N реакцiї
можна представити як сконструйоване правильним чином середнє по p+p, p+n,
та n+n зiткненням, що мають мiсце у A+A зiткненнi. Для множинностi пiонiв πi

(i = +,−, 0) отримуємо:

〈πiNN〉 = αpp 〈πipp〉 + αpn 〈πipn〉 + αnn 〈πinn〉 , (2.4)

де αpp = Z2/A2, αpn = 2(A−Z)Z/A2, та αnn = (A−Z)2/A2 є комбiнаторними
ймовiрностями p+p, p+n, та n+n зiткнень, вiдповiдно. Для легких ядер та для
ядер середньої ваги Z ∼= 0.5A, у той час як для важких ядер Z ∼= 0.4A. Таким
чином αpp ∼= 0.16, αpn ∼= 0.48, та αnn ∼= 0.36 для Pb+Pb зiткнень, у той час
як αpp ∼= αnn ∼= 0.25, та αpn ∼= 0.5 у зiткненнях ядер середньої та малої ваги.
Вiдносний вклад вiд n+n реакцiй зростає у A+A зiткненнях iз збiльшенням
атомного числа.

Поведiнка розрахованої в UrQMD за допомогою (2.4) величини 〈π−NN〉/2,
яка є середньою множиннiстю π− мезонiв у розрахунку на один учасник у
фiктивному N+N зiткненнi, наведено на Рис. 2.1 лiнiєю типу пунктир-точка.
Iз цього рисунку видно, що значна частина вiдмiнностей мiж p+p та Pb+Pb
зiткненнями по вiдношенню до величини 〈π−〉/〈Np〉 пояснюється iзоспiновими
ефектами.

Результати UrQMD розрахункiв для нормованої на кiлькiсть учасникiв се-
редньої множинностi усiх пi-мезонiв наведено на Рис. 2.3 (злiва). Цi резуль-
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Рис. 2.3: Злiва: Те саме, що i на Рис. 2.1 але для середньої множинностi усiх
пi-мезонiв. Справа: Рiзниця мiж середнiми множинностями пi-мезонiв у розра-
хунку на один нуклон-учасник у центральних Pb+Pb та непружних p+p зiткне-
ннях. Суцiльнi символи вiдображають данi колаборацiй NA49 та NA61/SHINE,
у той час як розрахунки UrQMD показано вiдкритими символами.

тати порiвнюються iз експериментальними даними, опублiкованими в робо-
тi [88]. Середня множиннiсть усiх пi-мезонiв розраховується в UrQMD як
〈π〉 = 〈π+〉 + 〈π0〉 + 〈π−〉. Для того, щоб отримати оцiнку цiєї величини iз
експериментальних даних використовується формула

〈π〉 =
3

2

(
〈π+〉 + 〈π−〉

)
. (2.5)

У цiй формулi вважається, що середня множиннiсть нейтральних пi-мезонiв
виражається як 〈π0〉 = 0.5 (〈π+〉 + 〈π−〉). Величини 〈π+〉 та 〈π−〉 було помiря-
но колаборацiєю NA49 в центральних Pb+Pb зiткненнях. У той же час, даних
для 〈π+〉 у p+p реакцiях на даний момент ще не iснує. Таким чином, для того,
щоб отримати експериментальну оцiнку величини 〈π〉 у p+p реакцiях, у робо-
тi [88] разом iз рiвнянням (2.5) додатково використовується наближений вираз
〈π+〉 ∼= 〈π−〉+ 2/3 [91]. В роботi було зроблено спостереження, що коректнiсть
цього виразу iз непоганою точнiстю справджується в розрахунках UrQMD. Для
того, щоб обчислити 〈π〉 в UrQMD просто сумуються значення 〈π+〉, 〈π0〉, 〈π−〉
розрахованi у моделi для p+p, p+n, та n+n реакцiях. Результати UrQMD розра-
хункiв для середньої множинностi пi-мезонiв в p+p та N+N реакцiях наведено
на Рис. 2.3.

В результатi видно, що середня множиннiсть пi-мезонiв у розрахунку на
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один нуклон-учасник є бiльшою в непружних p+p реакцiях нiж у центральних
Pb+Pb зiткненнях при малих енергiях SPS. Можливе пояснення зменшення ви-
ходу пi-мезонiв у A+A зiткненнях було наведено у роботi [92], де розглядалась
система пi-мезонiв, нуклонiв та дельта-резонансiв. Коли система, що утворю-
ється у A+A зiткненнях наближається до хiмiчної рiвноваги, то початковий
надлишок дельта-резонансiв, якi народились на початковiй стадiї у p+p, n+n, та
n+n зiткненнях, зменшується. Мiкроскопiчний процес, який описує поглинання
∆ має вигляд ∆ +N → N +N i вiн присутнiй в моделi UrQMD. Це i спричиняє
зменшення кiлькостi пi-мезонiв на виходi.

Як показано на Рис. 2.3 (справа), рiзниця мiж експериментальними значен-
нями 〈π〉/〈Np〉 у Pb+Pb та p+p зiткненнях збiльшується iз енергiєю зiткнення
ядер i змiнює знак (стає додатною) приблизно при Elab ≈ 40A ГеВ. Цей злам
у рiзницi мiж нормованими на число нуклонiв-учасникiв множинностями пi-
мезонiв у Pb+Pb та p+p зiткненнях буз передбачений в рамках Статистичної
Моделi Початкової Стадiї [83] як наслiдок появи деконфайнменту. На Рис. 2.3
видно, що така поведiнка спостерiгається i в UrQMD, хоча змiна знаку вiдбува-
ється при суттєво меншiй енергiї Elab ≈ 10A ГеВ замiсть 40A ГеВ.

2.4 Втрата енергiї налiтаючих нуклонiв
Введемо величинуKloss, яка буде характеризувати частку початкової кiнети-

чної енергiї, яку втрачає кожний нуклон через народження вторинних частинок.
У системi центру мас протонiв (або ядер), що зiштовхуються ця величина озна-
чена як

Kloss =

√
s
NN
/2− (〈EB〉 − 〈EB〉)/〈Np〉
√
s
NN
/2−mN

(2.6)

де 〈EB〉 та 〈EB〉 є, вiдповiдно, середнiми значеннями енергiї барiонiв та анти-
барiонiв у кiнцевому станi системи (нуклони-спектатори тут не розглядаються)
а√s

NN
/2 є початковою енергiю одного нуклона в системi центру мас.

Експериментальнi данi щодо iмпульсних спектрiв барiонiв та анти-барiонiв
у p+p реакцiях ще не було опублiковано, тому можна робити лише модельнi
оцiнки. Розраховану в UrQMD величинуKloss у непружних p+p та у центральних
Pb+Pb зiткненнях наведено на Рис. 2.4 (злiва). Видно, що у Pb+Pb зiткненнях
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Рис. 2.4: Результати розрахункiв UrQMD для величиниKloss (2.6). Злiва: Зале-
жнiсть вiд енергiї зiткнення для непружних p+p (пунктирна лiнiя) та централь-
них Pb+Pb (суцiльна крива) зiткнень. Експериментальнi данi для непружностi
позначено трикутними символами для Pb+Pb i кружечком для p+p [93]. Справа:
Залежнiсть вiд масового числаA у випадку строго центральних (b = 0) зiткнень
ядер при фiксованiй енергiї зiткнення рiвнiй 158A ГеВ.

ця величина збiльшується iз енергiєю зiткнення. Цi результати не суперечать
даним колаборацiї NA49 щодо так званої непружностi K [93], яка дуже тiсно
пов’язана iз Kloss, i зображена трикутними символами на Рис. 2.4 (злiва). Iз
результатiв UrQMD випливає, що при енергiях Elab ≥ 20A ГеВ виконується
наступна нерiвнiсть

Kloss(p + p) < Kloss(Pb + Pb) , (2.7)

тобто, у Pb+Pb зiткненнях, кожний нуклон передає бiльшу у порiвняннi iз не-
пружними p+p реакцiями частину своєї початкової кiнетичної енергiї на наро-
дження вторинних частинок при тiй самiй енергiї зiткнення на один нуклон
√
s
NN
/2. Як видно iз Рис. 2.3, нерiвнiсть (2.7) корелює iз нерiвнiстю стосовно

множинностi усiх пi-мезонiв на один нуклон-учасник(
〈π〉
〈Np〉

)
p+p

<

(
〈π〉
〈Np〉

)
Pb+Pb

. (2.8)

Для дослiдження залежностi втрати енергiї (2.6) вiд розмiрiв системи про-
ведемо додатковi UrQMD розрахунки для строго центральних (прицiльний па-
раметр b = 0) ядро-ядерних зiткнень iз рiзним масовим числом A. Додатковi
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розрахунки були проведенi для зiткнень S+S (A=32) та In+In (A=113) при енер-
гiї plab = 158A ГеВ/c. Результати розрахункiв, якi наведено на Рис. 2.4 (справа),
вiдповiдають монотонному зростанню величини Kloss iз масовим числом при
найвищiй енергiї SPS. Це зростання величини Kloss можна пояснити збiльшен-
ням кiлькостi нуклонiв-учасникiв: ймовiрнiсть того, що в системi з’являються
вториннi непружнi зiткнення iз участю нуклонiв-учасникiв зростає iз Np i це
призводить до додаткової втрати енергiї.

З iншого боку, на Рис. 2.4 та 2.3 видно, що при малих енергiях зiткнення
(Elab ≤ 10A ГеВ) нерiвностi (2.7) та (2.8), отриманi внаслiдок UrQMD розра-
хункiв, змiнюються на протилежнi:

Kloss(p+ p) > Kloss(Pb+ Pb) , (2.9)(
〈π〉
〈Np〉

)
p+p

>

(
〈π〉
〈Np〉

)
Pb+Pb

. (2.10)

Це пояснюється наявнiстю мiкроскопiчних процесiв типу ∆ + N → N + N , а
також реакцiй злиття мезон+барiон→ барiон у щiльнiй барiоннiй системi, яка
утворюється у ядро-ядерних зiткненнях. З Рис. 2.3 випливає, що перехiд вiд
(2.10) до (2.8) справдi спостерiгається в експериментальних даних для p+p та
Pb+Pb зiткнень, але при суттєво бiльшiй енергiї зiткнення Elab ≥ 40A ГеВ.

2.5 Iмпульснi спектри пi-мезонiв

2.5.1 Розподiл по рапiдностi
Розподiли π− мезонiв по рапiдностi dN/dy у непружних p+p реакцiях [88]

та у центральних Pb+Pb зiткненнях [27, 81] представлено на Рис. 2.5 для рiзних
енергiй зiткнення. Лiнiями представлено результати розрахункiв в UrQMD. Ви-
дно, що UrQMD недооцiнює повний вихiд π− мезонiв у p+p реакцiях при всiх
енергiях окрiм найбiльшої (plab = 158A ГеВ/c). Цi розбiжностi є найбiльш суттє-
вими у центральному дiапазонi рапiдностей. Схоже спостереження було також
зроблено у роботi [94, 95]. Вiдзначимо, що представленi нами результати не
суперечать результатам, отриманим у попереднiй версiї UrQMD-2.3 [96].

Як видно з Рис. 2.5 (справа), UrQMD набагато краще описує данi по пi-
мезонам у центральних Pb+Pb зiткненнях, нiж у непружних p+p реакцiях. Це
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Рис. 2.5: Розподiлиπ− мезонiв по рапiдностi у непружних p+p реакцiях (злiва) та
у центральних Pb+Pb (справа) зiткненнях. Експериментальнi данi колаборацiй
NA61/SHINE та NA49 позначено символами з вусами у той час як результати
розрахункiв в UrQMD позначено лiнiями.

спостереження є досить пiдозрiлим оскiльки протон-протоннi спектри розгля-
даються в UrQMD як вхiднi данi для опису ядро-ядерних зiткнень у режимi
каскаду. Це означає, що якщо вносити змiни в UrQMD для того, щоб описати
данi NA61/SHINE [88], то необхiдно це робити у такий спосiб, що зберегти
добрий опис даних у ядро-ядерних зiткненнях.

Ширина розподiлу dN/dy по рапiдностi є важливою величиною, що хара-
ктеризує процес народження вторинних частинок. Ця ширина означено як

σ ≡
√
〈y2〉 − 〈y〉2 , (2.11)

де (k = 1, 2)

〈yk〉 =

∫
dy yk (dN/dy)∫
dy (dN/dy)

. (2.12)

Вiдмiтимо, що, у випадку p+p зiткнень, або A + A зiткнень однакових ядер,
〈y〉 = 0 у системi центру мас.

Залежнiсть вiд енергiї зiткнення ширини σ розподiлу по рапiдностi π− ме-
зонiв у непружних p+p наведено на Рис. 2.6. Видно, що виконується нерiвнiсть

σ(Pb + Pb) > σ(p + p) (2.13)

для всього дiапазону енергiй SPS. Результати розрахункiв UrQMD якiсно вiд-
повiдають експериментальним даним. Тим не менше, UrQMD значення для
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данi колаборацiй NA61/SHINE та NA49 позначено символами у той час як
результати розрахункiв в UrQMD позначено суцiльними лiнiями.

ширини σ(p + p) перевищують експериментальнi при малих енергiях SPS. Це
пояснюється недооцiнкою UrQMD кiлькостi пi-мезонiв у центральному дiапа-
зонi рапiдностей, як видно iз Рис. 2.5 (злiва).

Вiдмiтимо, що залежнiсть ширини розподiлу по рапiдностi рiзних адронiв
у Au+Au було також нещодавно дослiджено з використанням UrQMD у робо-
тi [97].

2.5.2 Розподiли по поперечнiй масi

Розподiли π− мезонiв по поперечнiй масi у центральному дiапазонi ра-
пiдностей зображено на Рис. 2.7 для непружних p+p (злiва) та центральних
Pb+Pb (справа) зiткнень. Експериментальнi данi колаборацiй NA61/SHINE [88]
та NA49 [27, 81] зображено символами з вусами. Данi вiдповiдають центрально-
му дiапазону рапiдностей 0 < y < 0.2. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають результатам
розрахункiв в UrQMD. В iнтервалi 0.2 < mT −mπ < 0.7 ГеВ/c2, поведiнку наве-
дених вище спектрiв можна достатньо точно наблизити простою експонентою

dN

mTdmT
= A exp

(
− mT

T

)
, (2.14)
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Рис. 2.7: Розподiли π− мезонiв по поперечнiй масi у центральному дiапазонi ра-
пiдностей у непружних p+p (злiва) та у центральних Pb+Pb (справа) зiткненнях.
Результати розрахункiв UrQMD зображено суцiльними лiнiями у той час як данi
колаборацiй NA61/SHINE та NA49 зображено символами з вусами. Точковими
лiнiями зображено експоненцiйне наближення (2.14) даних UrQMD в iнтервалi
0.2 < mT −mπ < 0.7 ГеВ/c2.

де A та T є параметрами наближення (апроксимацiї), mT ≡
√
p2
T +m2

π є по-
перечною масою, що вiдповiдає поперечному iмпульсу пi-мезона pT , а mπ є
масою пi-мезона. Залежнiсть параметру T , що є оберненим нахилом у попере-
чному спектрi π−, вiд енергiї зiткнення у p+p та у Pb+Pb зiткненнях наведено
на Рис. 2.8 (злiва). Iз цього рисунку помiтно, що для усього дiапазону енергiй
SPS виконується нерiвнiсть

T (p + p) < T (Pb + Pb) . (2.15)

Результати UrQMD розрахункiв якiсно вiдображають поведiнку експеримен-
тальних даних, де також виконується (2.15). У той же час, при порiвняннi iз
експериментом, UrQMD систематично переоцiнює значення параметру T у p+p
зiткненнях при всiх енергiях SPS.

Параметр оберненого нахилу залежить вiд маси адрона. Цю залежнiсть у
випадку p+p та центральних Pb+Pb зiткнень при енергiї plab = 158A GeV/c
представлено на Рис. 2.9. Наведенi на рисунку данi колаборацiї NA49 [81, 82, 27]
стосовно поперечних спектрiв π−, K−, та протонiв вiдповiдають наступним
iнтервалам по рапiдностi: 0 < y < 0.2 для π−, −0.1 < y < 0.1 для K−, та
−0.5 < y < −0.1 для протонiв. Для центральних Pb+Pb зiткнень справджуються
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Рис. 2.8: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення параметру T оберненого нахилу
(злiва) та середньої поперечної маси 〈mT 〉 (справа) mT -спектру π− мезонiв у
центральному дiапазонi рапiдностей в непружних p+p та у центральних Pb+Pb
зiткненнях. Лiнiї вiдповiдають розрахункам в UrQMD у той час як експеримен-
тальнi данi колаборацiй NA49 та NA61/SHINE зображено символами з експери-
ментальними вусами.
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Рис. 2.9: Залежнiсть параметру оберненого нахилу вiд маси адрона у непружних
p+p та у центральних Pb+Pb зiткненнях при енергiї plab = 158A ГеВ/c. Вiдкритi
символи вiдповiдають розрахункам UrQMD у той час як данi колаборацiй NA49
[81, 82, 27] та попереднi данi колаборацiї NA61/SHINE [98] зображено повними
символами.
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наступнi нерiвностi:

Tπ < TK < Tp , (2.16)

тобто досить сильний рiст параметру T iз масою частинки. На мовi гiдродинамi-
ки такий зрiст вiдображає наявнiсть колективного руху у поперечному напрямi в
ядро-ядерних зiткненнях: при однiй i тiй самiй поперечнiй швидкостi струменю
адронної рiдини у частинок iз бiльшою масою буде бiльший iмпульс.

Данi колаборацiї NA61/SHINE [98] вказують на суттєво iншу поведiнку у
непружних p+p зiткненнях:

Tπ ∼= TK ∼= Tp . (2.17)

Замiсть сильного росту параметру T iз масою адрона, який спостерiгається у
Pb+Pb зiткненнях, значення T залишається приблизно однаковим для π−, K−,
та протонiв у p+p зiткненнях.

Дослiдимо тепер поведiнку середньої поперечної маси. На Рис. 2.8 (справа)
наведено середню поперечну масу π− у центральному дiапазонi рапiдностей як
функцiю енергiї зiткнення для p+p та Pb+Pb зiткнень. Усереднена по iзоспiну
середня поперечна маса 〈mT 〉 π− та π+ мезонiв у нуклон-нуклонних зiткненнях
має вигляд подiбний до виразу (2.4) :

〈mNN
T 〉 = αpp 〈mpp

T 〉 + αpn 〈mpn
T 〉 + αnn 〈mnn

T 〉 , (2.18)

На Рис. 2.10 представлено результати розрахункiв UrQMD для середньої попе-
речної маси π− мезонiв (злiва) та π+ мезонiв (справа) у центральному дiапазонi
рапiдностей (0 < y < 0.2) у непружних p+p, p+n, та n+n зiткненнях. На ри-
сунках помiтним є падiння 〈mT 〉 у випадку π− у n+n зiткненнях у дiапазонi
лабораторної енергiї вiд 20 до 40 ГеВ. Аналогiчний ефект спостерiгається i для
π+ у p+p зiткненнях. Врахування можливої наявностi такого ефекту є дуже ва-
жливою для аналiзу експериментальних даних стосовно p+p та A+A зiткнень, i
тому розглядається бiльш детально у наступному пiдроздiлi.
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Рис. 2.10: Розрахована в UrQMD залежнiсть вiд енергiї зiткнення середньої
поперечної маси π− мезонiв (злiва) та π+ мезонiв (справа) у центральному
дiапазонi рапiдностей (0 < y < 0.2) у непружних p+p, p+n та n+n зiткненнях.
Данi UrQMD зображено символами, а лiнiї зображено для наочностi.

2.6 Резонанснi та струннi вклади у процеси на-
родження пi-мезонiв в протон-протонних реакцiях

Розрахунки, якi проведено в UrQMD-3.3, вказують на можливу наявнiсть
немонотонної залежностi поперечної маси π+ мезонiв у p+p зiткненнях (а та-
кож π− у n+n зiткненнях) при енергiях SPS. Фiзично, можливу наявнiсть такої
немонотонностi можна пов’язати iз наявнiстю двох рiзних джерел народження
пi-мезонiв: збудження та розпад барiонних резонансiв N ∗ and ∆, та збуджен-
ня та розпад адронних струн. У випадку p+p зiткнень основними непружними
процесами є наступнi:

p+ p→ p+ ∆+ , p+ p→ n+ ∆++ , p+ p→ ∆+ + ∆+ ,

p+ p→ ∆0 + ∆++ , p+ p→ p+N+ , p+ p→ N+ + ∆+ ,

p+ p→ N 0 + ∆++ . (2.19)

Модель UrQMD включає у себе станиN ∗ iз масамиm = 1440, . . . , 2250 МеВ та
∆ iз масамиm = 1232, . . . , 1950 МеВ [37, 38]. Версiя UrQMD-3.3, за допомогою
якої були проведенi розрахунки також включає N ∗ та ∆ резонанси iз штучно
великими масами [99]. Якщо розглядати π− та π+ у кiнцевому станi, то вiдразу
можна помiтити рiзницю мiж ними: лише ∆0 та N 0 приводять до народження
π− при розпадi, у той час як розпади барiонних резонансiв, ∆+ та N+, наро-
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Рис. 2.11: Результати UrQMD розрахункiв стосовно народження π+ мезонiв у
центральному дiапазонi рапiдностей (0 < y < 0.2) у непружних p+p реакцiях.
Показано вклади вiд двох рiзних джерел π+ мезонiв: 1) барiоннi резонанси, якi
виникають у вiдповiдностi iз (2.19) (точковi лiнiї); 2) струни, якi виникають у
вiдповiдностi iз (2.20) (пунктирнi лiнiї). Злiва: Вклади fB та fs у множиннiсть
π+ мезонiв iз двох джерел. Справа: Парцiальнi величини fB 〈mT 〉B та fs 〈mT 〉s
поперечної маси 〈mT 〉 iз двох джерел.

джують π+, а в результатi розпадiв ∆++ завжди народжується π+ i нiколи не
народжується π−.

Реакцiї, якi записанi у (2.19), дають основний вклад у перерiз непружних
p+p реакцiй при малих енергiях зiткнення. Проте, при енергiях √sNN ≥ 4 ГеВ
можливiсть збудження струн,

p + p → струна + струна , (2.20)

вiдкриває новi канали народження пi-мезонiв. В iнтервалi енергiй √sNN ≥
(6 ÷ 8) ГеВ народження струн дає домiнуючий вклад у перерiз непружних p+p
реакцiй в моделюваннi UrQMD [37].

На Рис. 2.11 зображено два вклади до множинностi (злiва) та до середньої
поперечної маси 〈mT 〉 (справа) для π+ у центральному iнтервалi рапiдностей,
0 < y < 0.2, якi було розраховано для непружних p+p зiткнень в рамках
UrQMD: 1) збудження барiонних резонансiв у вiдповiдностi iз (2.19) та їх
розпади на π+ та нуклон; 2) збудження струн у вiдповiдностi iз (2.20) та їх
розпади на π+ та будь-якi iншi адрони.
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Рис. 2.12: Результати UrQMD розрахункiв стосовно народження π+ мезонiв у
центральному дiапазонi рапiдностей (0 < y < 0.2) у непружних p+p реакцiях.
Показано вклади вiд трьох рiзних джерел π+ мезонiв: 1) усi барiоннi резонанси
(точковi лiнiї); 2) усi мезоннi резонанси (пунктирно-точковi лiнiї); 3) ‘прямi’
мезони iз розпадiв струн (пунктирнi лiнiї). Злiва: Частки повної множинностi
π+ вiд трьох джерел. Справа: Частковi вклади до значення 〈mT 〉 вiд трьох
джерел.

Значення 〈mT 〉 тодi можна записати як

〈mT 〉 = fB 〈mT 〉B + fs 〈mT 〉s . (2.21)

У виразi (2.22), fB та fs вiдповiдають часткамповної множинностiπ+ вiд збудже-
них барiонiв (2.19) та вiд струн (2.20), у той час як 〈mT 〉B та 〈mT 〉s є значеннями
середнiх поперечних мас, що вiдповiдають цим двом механiзмам. Iз Рис. 2.11
(злiва) видно, що fs > fB для всiх енергiй SPS, i fs стає значно бiльшою за
fB iз зростанням енергiї зiткнення. Тим не менш, при малих енергiях SPS ця
нерiвнiсть частково компенсується протилежною нерiвнiстю стосовно середнiх
мас, 〈mT 〉B > 〈mT 〉s. Частковi вклади у 〈mT 〉 вiд розпадiв резонансiв та струн,
якi означено у (2.22), показано на Рис. 2.11 (справа). Взаємодiя мiж цими двома
вкладами приводить до немонотонної поведiнки їх суми (〈mT 〉) для π+ мезонiв
у областi Elab = 20− 40 ГеВ, що вiдображено на Рис. 2.10 (справа).

Має сенс також дослiдити iнше роздiлення, використовуючи три джерела:
усi барiоннi резонанси (у тому числi i тi, якi виникають напряму у вiдповiдностi
до (2.19), а також внаслiдок розпадiв струн), усi мезоннi резонанси (виникають
внаслiдок фрагментацiї струн, а також внаслiдок розпадiв важких резонансiв),
i ‘прямi’ пi-мезони, що виникають внаслiдок розпадiв струн (без промiжних
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Рис. 2.13: Точками зображено результати UrQMD розрахункiв стосовно сере-
дньої поперечної маси 〈mT 〉 для π− (злiва) та π+ (справа) для усiх додатних
рапiдностей (y > 0) у непружних p+ p, p+ n та n+ n зiткненнях. Данi UrQMD
зображено символами, а лiнiї проведено для наочностi.

станiв iз барiонними резонансами). На Рис. 2.12 зображено цi три вклади у
непружних p+p зiткненнях в результатi UrQMD розрахункiв. На лiвiй панелi
зображено частки повної множинностi вiд рiзних джерел, а на правiй панелi
зображенi парцiальнi вклади до 〈mT 〉 для π+ мезонiв у центральному дiапазонi
рапiдностей 0 < y < 0.2. Зменшення 〈mT 〉 для π+ мезонiв iз енергiєю зiткнення,
яку видно на Рис. 2.10 (справа), можна пояснити взаємодiєю цих трьох вкладiв:
сильне падiння барiонного вкладу iз енергiєю зiткнення, зростання мезонного
вкладу, та приблизно вклад вiд ‘прямих’ пi-мезонiв iз струн, який мало залежить
вiд енергiї зiткнення.

Зазначимо, що немонотонна поведiнка величини 〈mT 〉 є певною специфiкою
того, що розглядається саме центральний дiапазон рапiдностей. Необхiднiсть
розглядати у першу чергу саме цей дiапазон пов’язана iз iснуючими обмежен-
нями детекторiв, внаслiдок чого цей центральний дiапазон є найбiльш зручним
для експериментального аналiзу. У той же час, як видно iз Рис. 2.13, в UrQMD
розрахунках середньої поперечної маси для усiх пi-мезонiв (без будь-якого
обмеження на iнтервал рапiдностей) не спостерiгається нiякої немонотонно-
стi i це узгоджується iз старими експериментальними даними стосовно p+p
зiткнень [100].
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2.7 Середня поперечна маса адронiв у протон-
протонних реакцiях

Унаявних дотепер експериментальних даних нiколи не спостерiгалось немо-
нотонної залежностi середньої поперечної маси вiд енергiї зiткнення у протон-
протонних реакцiях. Взагалi, слiд вiдмiтити, що дослiдження залежностi вiд
енергiї зiткнення середньої поперечної маси адронiв у центральних Pb+Pb зi-
ткненнях вiдiгравало важливу роль у пошуку сигналiв появи деконфайнмен-
ту, який проводився колаборацiєю NA49 [27, 81, 82]. Важливим результатом
у даному контекстi було спостереження сходинкоподiбної поведiнки середньої
поперечної маси рiзних адронiв. Середня поперечна маса 〈mT 〉 рiзних адронiв
(π−, K±, p, та p) у центральному дiапазонi рапiдностей в центральних Pb+Pb
зiткненнях зростає iз енергiяєю зiткнення прималих та великих енергiях, яле за-
лишається приблизно постiйною у iнтервалi енергiй SPS√sNN = 7.6−17.3 ГеВ
(див. Рис. 8 у [27]). Саме у цьому iнтервалi енергiй очiкується перехiд мiж кон-
файнментом та деконфайнментом iз утворення змiшаної фази. Описана вище
залежнiсть середньої поперечної маси 〈mT 〉 i справдi є типовою для фазового
переходу 1-го роду [101–103].

У попередньому пiдроздiлi було отримано немонотонну залежнiсть сере-
дньої поперечної маси π+ мезонiв у p + p зiткненнях в результатi UrQMD роз-
рахункiв. Наявнiсть такої немонотонностi пояснюється наявнiстю двох джерел:
барiонних резонансiв та струн. Проте треба вiдмiтити, що версiя UrQMD-3.3
[99] включає у себе барiоннi резонанси N ∗ and ∆ iз штучно великими масами,
яких немає в таблицях Particle Data Group. У бiльш новiй версiї (UrQMD-3.4)
надважкi резонанси було виключено. Використаємо цю бiльш нову версiю для
аналiзу середньої поперечної маси рiзних адронiв у центральному дiапазонi
рапiдностей.

Результати розрахункiв в UrQMD-3.4 для енергетичної залежностi середньої
поперечної маси π+ та π− мезонiв у центральному дiапазонi рапiдностей в p+p
зiткненнях наведено на Рис. 2.14. Результати якiсно схожi на тi, що були отри-
манi у версiї UrQMD-3.3: для π+ маємо монотонну залежнiсть, а для π+ провал
в дiапазонi plab = 20 − 40A ГеВ. Варто зазначити, що глибина цього провалу
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Рис. 2.14: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення
√
s середньої поперечної маси π−

(лiва панель) та π+ (права панель) мезонiв у p + p реакцiях. Використовується
дiапазон рапiдностей 0 < y < 0.2. Суцiльними лiнiями показано результати
розрахункiв в UrQMD-3.4. Символами iз вусами у лiвiй позначено експеримен-
тальнi данi iз [88].

стала дещо меншою у порiвняннi iз UrQMD-3.3, що є наслiдком виключення в
UrQMD-3.4 надважких резонансiв.

Роздiлення джерел для пi-мезонiв, яке було зроблено у попередньому пiдроз-
дiлi для пояснення немонотонностi середньої поперечної масиможна проводити
i для iнших адронiв. Тодi, в загальному випадку, середню поперечну масу 〈mT 〉
будь-якого адрона можна представити у виглядi

〈mT 〉 = fB 〈mT 〉B + fS 〈mT 〉S , (2.22)

де fB(
√
s) та fS(

√
s) є частками повної множинностi адрона вiд розпадiв ре-

зонансiв (2.19) та вiд розпадiв струн (2.20), вiдповiдно. Вiдмiтимо, що у цьому
виразi величини 〈mT 〉B та 〈mT 〉S, якi також залежать вiд енергiї зiткнення

√
s,

є значеннями середньої поперечної маси адронiв, що виникають у цих двох
джерелах.

У додаток до π± мезонiв розглянемо також поведiнку середньої поперечної
маси K±, Λ, протонiв та антипротонiв. Саме цi адрони зазвичай реєструються
на експериментi iз найкращою ефективнiстю та статистикою. Для K− та p мо-
жна одразу зробити висновок, що вони не можуть з’явитися внаслiдок розпадiв
барiонних резонансiв, якi входять у (2.19). На Рис. 2.15 злiва наведено резуль-
тати UrQMD розрахункiв для енергетичної залежностi величини 〈mT 〉 − m у
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Рис. 2.15: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення
√
s середньої поперечної маси рiзних

адронiв у p + p реакцiях. Використовується дiапазон рапiдностей 0 < y <

0.2. Вусами зображено статистичнi похибки. Злiва: K− (пунктирна лiнiя) та
антипротони (точкова лiнiя). Справа: Протони (суцiльна лiнiя), Λ (пунктирна
лiнiя), та K+ (точково-пунктирна лiнiя).

центральному дiапазонi рапiдностей для цих адронiв. Немонотонних дiлянок у
залежностi 〈mT 〉 вiд енергiї зiткнення

√
s не спостерiгається. На вiдмiну вiдK−

та p, протони входять до продуктiв розпаду резонансiв, згiдно (2.19). Вiдмiтимо,
що важкi резонанси N ∗ також мають наступний канал розпаду: N ∗ → Λ +K+.
Можна зробити висновок, що рiвняння (2.22) можна також використовувати i
для опису поведiнки 〈mT 〉 для p,Λ, таK+ у p+p реакцiях. Результати розрахун-
кiв в UrQMD для цих адронiв наведено на Рис. 2.15 справа. З рисунку видно,
що для цих адронiв характерна немонотонна поведiнка у залежностi 〈mT 〉 −m
вiд
√
s у центральному дiапазонi рапiдностей (0 < y < 0.2). Так само, як i у

випадку π+ ця немонотоннiсть зникає якщо розглядати необмежений iнтервал
рапiдностей.

Як було зазначено вище, версiї UrQMD-3.3 та UrQMD-3.4 вiдрiзняються
спектром резонансiв, якi розглядаються у моделюваннi: в UrQMD-3.3 у цьому
спектрi наявнi надважкi резонанси. Має сенс бiльш детально дослiдити вплив
барiонного спектру на середню поперечну масу адронiв у p+p реакцiях. На
Рис. 2.16 злiва та справа наведено результати розрахункiв середньої поперечної
маси для, вiдповiдно, π+ та протонiв, якi отримано iз використанням трьох
рiзних моделей: UrQMD 3.3 та 3.4, а також Hadron String Dynamics (HSD-2.5)
[104, 105, 39]. Зазначимо, що число барiонiв у моделi HSD є ще меншим нiж
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у UrQMD-3.4: не всi адрони, якi є у таблицях PDG включено у моделювання.
Вiдмiтимо також, що p + p реакцiї при енергiях

√
s ∼= 2.6 ГеВ описуються в

HSD-2.5 струнною моделлю FRITIOF [45].
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Рис. 2.16: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення
√
s середньої поперечної маси π+

(лiва панель) та протонiв (права панель) мезонiв у p+p реакцiях. Використовує-
ться дiапазон рапiдностей 0 < y < 0.2. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають розрахункам
UrQMD-3.4, пунктирнi – UrQMD-3.3, а точковi – HSD-2.5.

Як видно iз Рис. 2.16, i UrQMD-3.3 i UrQMD-3.4 передбачають немонотонну
залежнiсть 〈mT 〉 вiд

√
s у випадку π+ мезонiв та протонiв у центральному дiапа-

зонi рапiдностей, у той час як результати розрахункiв в HSD, де спектр барiонiв
є вiдносно малонаселеним, дають монотонний зрiст 〈mT 〉 iз енергiєю зiткнення
як для π+ так i для протонiв. Наявнiсть немонотонностi у енергетичнiй зале-
жностi середньої поперечної маси адронiв може бути встановлена сучасними та
майбутнiми експериментами, зокрема NA61/SHINE.

2.8 Висновки до 2-го роздiлу
У даному роздiлi проведено детальний аналiз залежностi спектрiв рiзних

адронiв, у першу чергу π− мезонiв, вiд енергiї зiткнення та розмiру системи за
допомогою моделювання у рамках UrQMD p+p та Pb+Pb зiткнень та порiвняння
iз експериментами.

Результати UrQMD вказують на те, що при енергiях SPS (Elab ≥ 10A ГеВ),
кожний нуклон-учасник витрачає бiльшу частку своєї початкової кiнетичної
енергiї на народження вторинних частинок у ядро-ядерних зiткненнях нiж у не-
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пружних p+p зiткненнях. Проте, при малих енергiях зiткнення (Elab ≤ 10A ГеВ)
спостерiгається протилежна поведiнка: втрата енергiї на один нуклон-учасник
стає бiльшою у непружних p+p зiткненнях. Цей результат також корелює iз
вiдповiдною нерiвнiстю для середньої множинностi пi-мезонiв у розрахунку на
один нуклон-учасник: (〈π〉/〈Np〉)p+p та (〈π〉/〈Np〉)Pb+Pb. Змiна знаку у рiзницi
мiж (〈π〉/〈Np〉)p+p та (〈π〉/〈Np〉)Pb+Pb i справдi спостерiгається в експеримен-
тальних даних NA61/SHINE, але при суттєво вищiй енергiї Elab

∼= 40A ГеВ.
UrQMD недооцiнює повний вихiд π− мезонiв у центральному дiапазонi ра-

пiдностей у непружних p+p зiткненнях при всiх енергiях SPS окрiм найвищої,
plab = 158A ГеВ/c. У той же час, UrQMD добре описує експериментальнi данi
при тих же енергiях для центральних Pb+Pb зiткнень. Таким чином, будь-якi
змiни, якi будуть внесенi у модель для опису нових p+p даних можуть при цьо-
му зiпсувати опис Pb+Pb даних. Розрахунки UrQMD щодо ширини розподiлу
по рапiдностi пi-мезонiв та параметру оберненого нахилу поперечного спектру
якiсно вiдповiдають експериментальним даним: обидвi величини монотонно
зростають iз енергiєю зiткнення, i обидвi величини мають бiльше значення у
Pb+Pb зiткненнях нiж у p+p зiткненнях.

Важливим аспектом проведеного аналiзу є необхiднiсть правильного враху-
вання iзоспiнових ефектiв при порiвняннi даних у протон-протонних та ядро-
ядерних зiткненнях, особливо при невисоких енергiях зiткнення. Показано, що
як множиннiсть, так i поперечнi спектри π− та π+ мезонiв суттєво вiдрiзняються
у p+p, p+n, та n+n зiткненнях, зокрема, розрахунки UrQMD вказують на те, що
значення 〈mT 〉 можуть вiдрiзнятися у цих реакцiях на 20−30 МеВ/c2 при малих
енергiях SPS.

Розрахунки в UrQMD-3.3 та UrQMD-3.4 передбачають наявнiсть немоно-
тонної дiлянки у залежностях середньої поперечної маси π+, K+, протонiв та
Λ у центральному дiапазонi рапiдностей вiд енергiї зiткнення у p+p реакцiях
при малих енергiях SPS. У той же час, в моделi HSD-2.5, у якiй барiонний
спектр є бiднiшим нiж у UrQMD, такої немонотонностi не спостерiгається.
Наявнiсть таких немонотонностей може бути перевiрена у майбутньому кола-
борацiєю NA61/SHINE.



Роздiл 3

Особливостi процесу утворення системи
учасникiв на початковiй стадiї зiткнення

ядер

3.1 Вступ

Iз самого початку зiткнення двох ядер деякi нуклони з цих ядер почина-
ють приймати участь у зiткненнях i стають учасниками. Кiлькiсть нуклонiв,
якi прийняли участь у реакцiях, збiльшується iз часом у той час як кiлькiсть
нуклонiв, що не приймали участь у зiткненнях, зменшується. У пiдсумку, по-
чаткова система роздiляється на двi пiдсистеми: учасники та спектатори. Ця
стадiя роздiлення є початковою стадiєю зiткнення ядер пiд час якої рух адронiв
у поперечному напрямку є незначним i кiнець цiєї стадiї не може наступити
ранiше встановлення локальної термодинамiчної рiвноваги в системi, коли стає
можливим гiдродинамiчний опис пiдсистеми учасникiв. З цього випливає, що
коректний опис цiєї стадiї є важливим для накладання правильних обмежень на
початковi умови у гiдродинамiчних моделях. У рамках оптичної границi моделi
Глаубера-Ситенка [62–65] можна отримати усереднений по великiй кiлькостi
подiй розподiл учасникiв по поперечним координатам. Такий розподiл, який є
гладкою функцiєю поперечних координат x та y, має широке застосування у
якостi початкового розподiлу у багатьох гiдродинамiчних моделях [106, 107].
Модель Монте-Карло Глаубер (МК-Глаубер), у свою чергу, дозволяє промоде-
лювати початкову стадiю роздiлення системи на учасники та спектатори на рiвнi
окремих подiй, i це дозволяє задавати флуктуюючi початковi умови та розгляда-
ти гiдродинамiчний розвиток системи для окремих подiй [108–110]. Флуктуацiї
коефiцiєнтiв колективних потокiв зазвичай пов’язують iз початковими просто-
ровими флуктуацiями [111, 112], що дає можливiсть накласти деякi умови на
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початкову геометрiю системи [113, 114]. У той же час флуктуацiї можуть та-
кож виникати пiд час гiдродинамiчного розширення системи, особливо у тому
випадку, якщо має мiсце фазовий перехiд у сильно-взаємодiючiй матерiї [115–
117].

У той час як поперечний розподiл (а також флуктуацiї цього розподiлу) бу-
ли досить ретельно дослiдженi у лiтературi у рамках моделi Глаубера-Ситенка,
мало уваги придiлялось часовiй динамiцi процесу роздiлення на спектатори
та учасники. Ця динамiка представляє окремий iнтерес для периферiйних (не-
центральних) зiткнень ядер, у яких учасники отримують ненульовий момент
iмпульсу, що у свою чергу вiдображає появу обертання у площинi реакцiї. У
данiй роботi розроблено аналiтичну модель для опису початкової стадiї, яка ба-
зується на кiнетичному рiвняннi Больцмана, i яка може бути вiднесена до класу
Глауберiвських моделей.

Ще одним важливим питанням, яке пов’язане iз процесом роздiлення на
учасники i спектатори, є флуктуацiї кiлькостi спектаторiв. Внаслiдок цих флу-
ктуацiй, у кожнiй окремiй подiї, кiлькiсть спектаторiв iз ядра-снаряду може бути
вiдмiнною вiд кiлькостi спектаторiв у ядрi-мiшенi, що приводить до того, що
результуюча пiдсистема учасникiв є асиметричною i має ненульовий повний iм-
пульс. Описанi вище флуктуацiї є найбiльш суттєвими у випадку периферiйних
зiткнень ядер i вони детально дослiджуються у данiй роботi.

3.2 Аналiтична модель опису процесу роздiлен-
ня на учасники та спектатори

3.2.1 Початковi умови та балiстичний режим

Використаємо кiнетичний пiдхiд для розгляду процесу роздiлення на уча-
сники та спектатори на початковiй стадiї зiткнення ядер. У нульовому набли-
женнi зробимо припущення балiстичного режиму, тобто знехтуємо усiма ре-
акцiями мiж адронами i роздiлимо усю систему на нуклони з ядра-снаряду
(A) та ядра-мiшенi (B). У такому випадку одночастинкова функцiя розподiлу,
f

(0)
A(B)(x, p), нуклонiв iз вiдповiдного ядра описується рiвнянням Больцмана без
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зiткнень та без зовнiшнiх полiв:

pµ∂µf
(0)
A(B)(x, p) = 0 . (3.1)

Розв’язок цього рiвняння має вигляд

f
(0)
A(B)(x, p) = FA(B) [r− v(t− t0), p] , (3.2)

де FA(B)(r, p; t0) є функцiєю розподiлу нуклонiв у початковий момент часу,
t0, v = p/Ep є швидкiстю нуклонiв та Ep =

√
m2 + p2. Початковий момент

часу, t0, вiдповiдає моменту часу, який передує будь-якiй взаємодiї у системi,
тобто жодного зiткнення або будь-яких внутрiшнiх змiн у налiтаючих ядрах не
вiдбувається у iнтервалi часу мiж t = −∞ та t0.

Вважаємо, що початкову функцiю розподiлу нуклонiв у ядрах можна пред-
ставити як добуток просторового та iмпульсного розподiлiв

FA(B)(r, p; t0) = ρA(B)(r; t0) gA(B)(p) . (3.3)

Тут ρA(B)(r; t0) є початковим просторовим розподiлом нуклонiв у снарядi (мi-
шенi), а gA(B)(p) є вiдповiдно початковим iмпульсним розподiлом. Система
центру мас двох ядер i система спокою налiтаючого ядра пов’язанi мiж собою
перетворенням Лоренца у координатах (t, z). Враховуючи це, а також те, що
просторова густина є нульовою компонентою 4-потоку, можна записати поча-
ткову просторову густину, ρA(B)(r; t0), у системi центра мас двох ядер через
вiдповiднi компоненти 4-потоку системи спокою ядра

ρA(B)(r; t0) = γ0

{
ρLRA(B)[x, y, γ0(z − vA(B)t0)]

+vA(B) j
A(B),LR
z [x, y, γ0(z − vA(B)t0)]

}
, (3.4)

де vA = −vB = v0 є початковою швидкiстю у системi центра мас ядер,
γ0 = 1/

√
1− v2

0, ρLRA(B)(x, y, z) та jA(B),LR
z (x, y, z) є, вiдповiдно, початковими

просторовим розподiлом нуклонiв та z-компонентою 4-потоку нуклонiв у си-
стемi спокою снаряда (мiшенi).

У якостi просторового розподiлу нуклонiв у системi спокою ядра викори-
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стаємо розподiл Вудса-Саксона

ρLRA(B)(x, y, z) = ρ
WS

(x∓ b/2, y, z)

= cρ

{
1 + exp

[√
(x∓ b/2)2 + y2 + z2 −R0

a

]}−1

, (3.5)

де a = 0.545 fm та R0 є радiусом ядра. Тут множник нормування cρ визнача-
ється iз умови

∫
drρ

WS
(r) = A, де A є масовим числом ядра. У наведеному

вище виразi ми одразу врахували зсув ядра по x-координатi внаслiдок нену-
льового прицiльного параметру b. Зазначимо, що наш пiдхiд не обмежений
застосуванням стандартного профiлю Вудса-Саксона, iншi профiлi, наприклад
три-параметричний Вудс-Саксон, можуть також бути використанi. Припускаю-
чи, що початковий iмпульсний розподiл нуклонiв у ядрi є iзотропним робимо
висновок, що потiк jA(B),LR

z у системi спокою ядра рiвний нулю, i таким чином,
початкова густина ρA(B)(r; t0) у системi центра мас двох ядер має вигляд

ρA(B)(r; t0) = γ0 ρWS
[x∓ b/2, y, γ0(z − vA(B)t0)] . (3.6)

Зазначимо, що вираз (3.6) визначає просторову густину нуклонiв у рухо-
мiй системi вiдлiку i має правильне нормування, тобто

∫
dr ρA(B)(r; t0) = A.

Для того, щоб задати початковий iмпульсний розподiл у системi центра мас
знехтуємо Фермi-рухом у порiвняннi iз колективним рухом, оскiльки ми маємо
справу iз ультрарелятивiстськими енергiями зiткнення ядер. У такому випадку
початковий iмпульсний розподiл gA(B)(p) має вигляд

gA(B)(p) = δ2(p⊥) δ
(
pz − pA(B)

)
, (3.7)

де pA та pB є початковими iмпульсами нуклонiв у снарядi (мiшенi).
У пiдсумку, початкова функцiя розподiлу FA(B)(r, p; t0) може бути записана

як

FA(B)(r, p; t0) = γ0 ρWS
[x∓ b/2, y, γ0(z− vA(B)t0)] δ

2(p⊥) δ
(
pz − pA(B)

)
. (3.8)

З цього виразу видно, що ядро-мiшень та ядро-снаряд рухаються iз протиле-
жнимишвидкостями i вони повнiстю роздiленi просторово у момент часу t = t0,
що вказує на те, що заданi нами початковi умови вiдповiдають тiй вимозi, що у
системi немає зiткнень до початкового моменту часу t0.
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Неважко побачити, що у безпосередньому випадку, коли iмпульсний розпо-
дiл має вигляд (3.7), вираз (3.8) задає розв’язок рiвняння Больцмана у вiдсутно-
стi зiткнень, де параметр t0 вiдiграє роль часової змiнної. Дiйсно, iз виразу (3.2)
випливає, що залежну вiд часу функцiю розподiлу у системi центра мас ядер
можна записати як розв’язок рiвняння Больцмана у наступному виглядi

f
(0)
A(B)(t, r,p) = γ0 ρWS

(x∓ b/2, y, γ0[z −
pz
Ep

(t− t0)− vA(B)t0])

×δ2(p⊥) δ
(
pz − pA(B)

)
= γ0 ρWS

(x∓ b/2, y, γ0[z − vA(B)t]) δ
2(p⊥) δ

(
pz − pA(B)

)
=

γ0 cρ δ
2(p⊥) δ

(
pz − pA(B)

)
1 + exp

{
1
a

[√
(x∓ b/2)2 + y2 + γ2

0

(
z − vA(B)t

)2 −R0

]} ,(3.9)
де Ep ≡ p0 є енергiєю частинки iз 4-iмпульсом p i pz/Ep = vz.

Видно, що розв’язок рiвняння Больцмана (3.9) має точно таку саму структу-
ру що i початкова умова (3.8). Отримана балiстична функцiя розподiлу вiдобра-
жає рiвномiрний рух ядра, яке розподiлене по Вудсу-Саксону, i яке стиснуте у
напрямку осi z внаслiдок Лоренцевого стиснення. У момент часу t = 0, густини
налiтаючих ядер максимально перекриваються, а координати z їх центрiв спiв-
падають будучи рiвними нулю. Для того, щоб наша модель краще спiвставлялась
iз монте-карлiвськими кiнетичними моделями, є сенс використовувати часову
вiсь, для якої момент часу t = 0 вiдповiдає ситуацiї, коли координати z цен-
трiв налiтаючих ядер знаходяться на вiдстанi, що дорiвнює Лоренц-стиснутому
дiаметру ядра, 2R0/γ0 (Рис. 3.1). Таким чином, момент часу t = 0 приблизно
вiдповiдає тому моменту, коли в системi починають виникати першi реакцiї мiж
нуклонами. Зокрема, у випадку центральних зiткнень ядер це означає, що у мо-
мент часу t = 0 налiтаючi ядра “дотикаються” одне одного. У вiдповiдностi iз
описаною вище часовою шкалою час максимального перекриття ядер визначає-
ться як tc = R0/(γ0 v0). В результатi отримуємо, що залежна вiд часу балiстична
функцiя нуклонiв окремого ядра має вигляд

f
(0)
A(B)(t, r,p) = ρ

(0)
A(B)(t, r) δ

2(p⊥) δ
(
pz − pA(B)

)
=

γ0 cρ δ
2(p⊥) δ

(
pz − pA(B)

)
1 + exp

{
1
a

[√
(x∓ b/2)2 + y2 + γ2

0 (z ±R0/γ0 ∓ v0t)
2 −R0

]} , (3.10)
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де ρ(0)
A(B)(t, r) = γ0 ρWS

(x∓ b/2, y, γ0[z ∓ v0(t− tc)]).

A

B

.
. z

t=0

A

B

. z

t=0.5t
c

z

t=t
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B

. z
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. z
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c

A
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Рис. 3.1: Схематичний вигляд еволюцiї системи у представленiй моделi. Нукло-
ни, якi не прийняли участi у жоднiй реакцiї до поточного моменту часу позна-
чено синiми (вiдкритими) кружками у той час як нуклони, що вже вступили у
реакцiї позначено червоними (суцiльними) кружками.

3.2.2 Роздiлення на спектатори та учасники
Сформулюємо модель, яка безпосередньо описує роздiлення нуклонiв на

системи спектаторiв та учасникiв. Припустимо, що нуклони iз ядра-снаряду
(мiшенi) стають учасникамилишеу зiткненнях iз нуклонами iз ядра-мiшенi (сна-
ряду). Позначимо fSA(B)(t, r,p) як функцiю розподiлу нуклонiв iз ядра-снаряду
(мiшенi), якi не приймали участь у реакцiях до моменту часу t у системi цен-
тру мас двох ядер. Iз визначення випливає, що у границi t → ∞, ця функцiя
розподiлу описує спектаторiв. Враховуючи це означення, а також вищезгадане
припущення щодо тих зiткнень, у яких нуклони стають учасниками, функцiї
розподiлу fSA(B)(t, r,p) можна описати кiнетичним рiвнянням Больцмана, яке
описує розвиток системи на мовi двочастинкових зiткнень, ґрунтується на при-
пущеннi локального молекулярного хаосу, i якому iнтеграл зiткнень мiстить
лише доданок, що описує лише сток частинок iз фазового об’єму. Для нуклонiв
iз ядра-снаряду маємо

pµ∂µf
S
A(t, r,p) = −1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′1

fSA(t, r,p) f
(0)
B (t, r,p1)W (p, p1|p′, p′1),

(3.11)
деW (p, p1|p′, p′1) є швидкiстю переходу.

Для того, щоб провести iнтегрування у виразi (3.11) використаємо швид-
кiсть переходу W (p, p1|p′, p′1) = s σ(s, θ) δ4(p + p1 − p′ − p′1) для пружних дво-
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частинкових реакцiй, де s ≡ (p + p1)
2 i де σ(s, θ) є диференцiйним перерiзом

нуклон-нуклонних зiткнень.
Оскiльки ми розглядаємо тiльки доданок зi стоком, то лише повний перерiз

входить у пiдсумковий результат. Пiсля iнтегрування виразу (3.11) по iмпульсам
p′ та p′1 маємо

pµ∂µf
S
A(t, r,p) = −1

2

∫
d3p1

Ep1

dΩσ(s, θ)
1

2

√
s(s− 4m2)fSA(t, r,p) f

(0)
B (t, r,p1).

(3.12)
Враховуючи те, що

1

2

∫
dΩσ(s, θ) = σ

NN
(s), а також використовуючи явний

вигляд для функцiї f (0)
B (3.10) проведемо iнтегрування по змiннiй p1

pµ∂µf
S
A(t, r,p) = −σNN

(s)

Ep0

1

2

√
s(s− 4m2)fSA(t, r,p) ρ

(0)
B (t, r). (3.13)

Так як функцiя fSA(t, r,p) описує нуклони, якi не брали участь у реакцiях, i
iмпульсний розподiл яких залишається початковим, то її можна представити у
виглядi

fSA(t, r,p) = ρSA(t, r) δ2(p⊥) δ(pz − pA), (3.14)

де pA = −pB = p0 та ρSA(t, r) є залежною вiд часу просторовою густиною

нуклонiв-спектаторiв. Тодi, враховуючи що Ep0 =

√
s

2
та p0 =

1

2

√
s− 4m2,

отримуємо рiвняння для ρSA(t, r)

pµ0∂µρ
S
A(t, r) = −2σ

NN
p0ρ

S
A(t, r) ρ

(0)
B (t, r), (3.15)

ρSA(t0, r) = ρ
(0)
A (t0, r). (3.16)

Вираз у правiй частинi рiвняння (3.15) пропорцiйний кiлькостi двочастинкових
реакцiй мiж нуклонами iз ядра-снаряду (A) i нуклонами iз ядра-мiшенi (B) у
елементi 4-об’єму в околi точки (t, r). Видно, що цей вираз визначається тiльки
просторовими густинами, вiдносноюшвидкiстю та перерiзом нуклон-нуклонної
реакцiї. З цього випливає, що якщо трактувати σ

NN
як повний перерiз усiх дво-

частинкових нуклон-нуклонних реакцiй, то рiвняння (3.16) описує зменшення
iз часом кiлькостi невзаємодiючих нуклонiв у результатi будь-яких двочастин-
кових реакцiй, а не лише пружних зiткнень. Розв’язок рiвняння (3.15) iз поча-
тковою умовою (3.16) має вигляд

ρSA(t, r) = ρ
(0)
A (t, r) exp

{
−2σ

NN
v0

∫ t

t0

dt′ρ
(0)
B [t′, r− vA(t− t′)]

}
, (3.17)
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де v0 = p0/Ep0 i vA = (0, 0, v0). Аналогiчно отримуємо вiдповiдну функцiю
розподiлу для нуклонiв iз ядра-мiшенi

ρSB(t, r) = ρ
(0)
B (t, r) exp

{
−2σ

NN
v0

∫ t

t0

dt′ρ
(0)
A [t′, r− vB(t− t′)]

}
, (3.18)

де vB = (0, 0,−v0).

3.2.3 Поперечний розподiл спектаторiв

Неважко помiтити, що наша модель є дуже подiбною до моделi Глаубера-
Ситенка у оптичнiй границi, яку часто використовують для опису зiткнень реля-
тивiстських ядер. Справдi, у нашому спрощеному пiдходi ми розглядаємо лише
двочастинковi реакцiї мiж нуклонами, якi завжди рухаються прямо вздовж осi
зiткнення ядер, а iмовiрнiсть реакцiї визначається перерiзом нуклон-нуклонних
реакцiй. Такi самi припущення використовують i у моделi Глаубера-Ситенка.
Однiєю iз величин, якi можна розрахувати у моделi Глаубера-Ситенка є попе-
речний розподiл поранених нуклонiв (учасникiв) [64, 65], який досить часто
використовується для задання початкових умов у гiдродинамiчних моделях

T part(x, y) = T part
A (x, y) + T part

B (x, y)

= TA(x− b/2, y)

[
1−

(
1− σ

NN
TB(x+ b/2, y)

A

)A]

+TB(x+ b/2, y)

[
1−

(
1− σ

NN
TA(x− b/2, y)

A

)A]
≈ TA(x− b/2, y) [1− exp {−σ

NN
TB(x+ b/2, y)}]

+TB(x+ b/2, y) [1− exp {−σ
NN
TA(x− b/2, y)}] , (3.19)

де TA(B)(x, y) =
∫
dz ρ

WS
(x, y, z) є функцiєю товщини (яка нормована на кiль-

кiсть нуклонiвA). Вiдповiдно, поперечний розподiл спектаторiв можна записати
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як

T spec(x, y) = T tot(x, y)− T part(x, y)

= TA(x− b/2, y)

(
1− σ

NN
TB(x+ b/2, y)

A

)A
+TB(x+ b/2, y)

(
1− σ

NN
TA(x− b/2, y)

A

)A
≈ TA(x−b/2, y) exp {−σ

NN
TB(x+b/2, y)}

+TB(x+b/2, y) exp {−σ
NN
TA(x−b/2, y)} . (3.20)

Для кiлькiсного порiвняння нашої моделi iз вищезгаданою моделлю
Глаубера-Ситенка розрахуємо у нашiй моделi поперечний розподiл спектато-
рiв. У вiдповiдностi iз нашою моделлю поперечний розподiл спектаторiв iз
ядра-снаряду T spec

A (x, y) можна записати як

T spec
A (x, y) = lim

t→∞

∫
dp

∫
dz fSA(t, r,p)

= lim
t→∞

∫
dz ρ

(0)
A (t, r) exp

{
−2σ

NN
v0

∫ t

−∞
dt′ρ

(0)
B [t′, r− vA(t− t′)]

}
. (3.21)

Для iнтегрування виразу пiд експонентою використаємо

ρ
(0)
B [t′, r− vA (t− t′)] = γ0 ρWS

[x+ b/2, y, γ0(z − v0t+ 2v0t
′ − v0tc)] ,

i виконаємо перетворення змiнної iнтегрування:

t′ =
1

2v0γ0
[z′ − γ0z + v0γ0(t+ tc)] .

Враховуючи границю t → ∞, а також вираз для визначення функцiї товщини
ядра, виконаємо iнтегрування по новiй змiннiй z′ пiд експонентною i отримуємо

T spec
A (x, y) = lim

t→∞

∫
dz ρ

(0)
A (t, r) exp {−σ0TB(x+ b/2, y)} . (3.22)

Враховуючи те, що
∫
dz ρ

(0)
A (t, r) = TA(x− b/2, y) маємо у пiдсумку

T spec
A (x, y) = TA(x− b/2, y) exp {−σ

NN
TB(x+ b/2, y)} . (3.23)

Аналогiчно отримуємо поперечний розподiл спектаторiв iз ядра-мiшенi

T spec
B (x, y) = TB(x+ b/2, y) exp {−σ

NN
TA(x− b/2, y)} . (3.24)
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Порiвнюючи вирази (3.23)-(3.24) iз (3.20) можна зробити висновок, що наша
модель сумiсна iз Глауберiвським пiдходом для опису зiткнення релятивiст-
ських ядер. Бiльш того, модель дозволяє вивчати залежнi вiд часу властивостi
процесу подiлу системи на спектатори та учасники на початковiй стадiї ядро-
ядерного зiткнення.

3.2.4 Густина бiнарних реакцiй
В рамках нашої моделi можна обчислити густину Γ(t, r) бiнарних зi-

ткнень мiж нуклонами iз налiтаючих ядер, яка визначає їх кiлькiсть в одиницi
просторово-часового об’єму. Оскiльки цi нуклони, що приймають участь у цих
реакцiях, рухаються вздовж осi зiткнення ядер, то їхня вiдносна швидкiсть
дорiвнює 2v0. Iз використанням явного вигляду (3.10) балiстичних функцiй роз-
подiлу f (0)

A(B) нуклонiв iз налiтаючих ядер запишемо 4-густину бiнарних реакцiй
як

Γcoll(t, r) = σ
NN

2v0 ρ
(0)
A (t, r) ρ

(0)
B (t, r). (3.25)

Повна кiлькiсть бiнарних зiткнень Ncoll має вигляд

Ncoll =

∫
dt dr Γcoll(t, r) (3.26)

= σ
NN

2v0γ
2
0

∫
dt dr ρ

WS

(
x− b/2, y, γ0[z − v0(t− tc)]

)
×ρ

WS

(
x+ b/2, y, γ0[z + v0(t− tc)]

)
.

Зробимо замiну змiнних (t, z) → (z1, z2) де z1 = γ0[z − v0(t − tc)], z2 = γ0[z +

v0(t− tc)]. Отримуємо

Ncoll = σ
NN

∫
dr⊥

∫
dz1 ρWS

(
x− b/2, y, z1

) ∫
dz2 ρWS

(
x+ b/2, y, z2

)
= σ

NN

∫
dxdy TA

(
x− b/2, y

)
TB
(
x+ b/2, y

)
= σ

NN
A2 t(b), (3.27)

де t(b) є функцiєю перекриття ядер, яка залежить вiд прицiльного параметру
ядер. Зазначимо, що тут вона нормована на одиницю. Запис (3.27) спiвпадає iз
вiдповiдним виразом для середнього числа бiнарних зiткнень в аналiтичнiй мо-
делi Глаубера-Ситенка. Однак вiдмiтимо, що наша модель дозволяє аналiзувати
також i часову та поздовжню структури бiнарних реакцiй.
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Рис. 3.2: Густина бiнарних реакцiй Γ̃coll(t, z) у координатах (t, z) для Pb+Pb
зiткнень. Енергiя зiткнення є √s

NN
= 2.76 ТеВ, а прицiльний параметр рiвний

b = 0.7bmax. Вiсь зiткнення z нормовано γ-фактором γ0, що вiдповiдає енергiї
зiткнення ядер.

Розглянемо величину Γ̃coll(t, z) =
∫
dxdyΓcoll(t, r), яка вiдображає двови-

мiрну просторово-часову структуру бiнарних реакцiй у координатах (t, z). Цю
величину зображено на Рис. 3.2. Видно, що часова шкала tc є природною для
характеризування початкової стадiї.

Має сенс порiвняти нашу аналiтичну модель iз моделлю МК-Глаубер. У цiй
моделi природнiм чином враховуються кореляцiї внаслiдок механiзму зiткнень
(кореляцiї “близнюкiв” [118]), тобто тойфакт,що нуклониможуть прореагувати
один з одним тiльки якщо вони знаходяться поруч у поперечнiй площинi. Для
того, щоб провести порiвняння розглянемо таку величину як частота бiнарних
реакцiй νcoll(t) =

∫
dzΓ̃coll(t, z), яку можна розрахувати як у нашiй моделi, так

i у моделi МК-Глаубер. Для того, щоб розрахувати цю величину у МК-Глаубер,
виконаємо звичну процедуру (описану наприклад у [119]), але iз додатковим
кроком для визначення часової залежностi.
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Рис. 3.3: Частота бiнарних реакцiй νcoll(t) у Pb+Pb зiткненнях розрахована
за допомогою запропонованої моделi, а також моделi Монте Карло Глаубер.
Енергiя зiткнення є√s

NN
= 2.76ТеВ, а прицiльний параметр рiвний b = 0.7bmax.

1. Згенеруємо початковi координати нуклонiв у налiтаючих ядрах iз вико-
ристанням розподiлу Вудса-Саксона iз тими самими параметрами, що i у
нашiй аналiтичнiй моделi.

2. Розглянемо усi можливi бiнарнi реакцiї мiж нуклонами iз налiтаючих ядер.
Для цього розраховуємо вiдстань dtrans мiж ними у поперечнiй площинi.

У випадку, якщо виконується нерiвнiсть dtrans <

√
σ

NN

π
, зареєструємо

бiнарне зiткнення.

3. Для кожного бiнарного зiткнення розрахуємо момент часу, що вiдповiдає

цьому зiткнення як t =
|z1 − z2|

2v0
, де z1 та z2 є поздовжними координатами

двох нуклонiв, що приймають участь у зiткненнi, у момент часу t = 0.

Частота бiнарних реакцiй, розрахована у нашiй аналiтичнiй моделi, i у моде-
лi МК-Глаубер наведена на Рис. 3.3. На рисунку видно, що обидва графiки
практично спiвпадають, що вказує на те, що наша модель вiдповiдає моделi
МК-Глаубер, а також те, що флуктуацiї мiж окремими подiями та кореляцiї
“близнюкiв” мало впливають на частоту бiнарних реакцiй.
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3.3 Часова залежнiсть рiзних величин на стадiї
роздiлення

Для дослiджень часової структури процесу подiлу спектаторiв та учасникiв
розглянемо таку величину як залежний вiд часу поперечний розподiл T s(t;x, y)

нуклонiв, якi не приймали участi у реакцiях до моменту часу t. Цей розподiл
можна записати як

T s(t;x, y) = T s
A(t;x, y) + T s

B(t;x, y), (3.28)

T s
A(B)(t;x, y) =

∫
dp

∫
dz fSA(B)(t, r,p)

=

∫
dz ρ

(0)
A(B)(t, r) exp

{
−2σ

NN
v0

∫ t

−∞
dt′ρ

(0)
B(A)[t

′, r− vA(B)(t− t′)]
}
.(3.29)

Цей вираз можна також переписати через початковий розподiл Вудса-Саксона:

T s
A(B)(t;x, y) =

∫
dz γ0ρWS

(x∓ b/2, y, γ0[z ∓ v0(t− tc)])×

exp

{
−2σ

NN
v0

∫ t

t0

dt′γ0ρWS
(x± b/2, y, γ0[z ∓ v0(t+tc)± 2v0t

′])

}
. (3.30)

Має сенс ввести змiннi z̃ = γ0z та t̃ = t/tc, де, як було сказано вище,
tc = R0/(γ0v0) є часом максимального просторового перекриття густин (див.
Рис. 3.1). Дослiдження в рамках монтекарлiвських моделей показують, що
цей момент часу вiдповiдає максимуму частоти нуклон-нуклонних реакцiй
[3, 4, 120] i може бути iнтерпретований як залежний вiд енергiї зiткнення
часовий масштаб для початкової стадiї зiткнення ядер. Цей момент часу tc

зменшується iз збiльшенням енергiї зiткнення ядер i знаходиться у наступних
iнтервалах: tc ' 1 − 2 фм/c для енергiй SPS, tc ' 0.1 − 0.8 фм/c для енергiй
RHIC та tc ∼ 10−2 − 10−3 фм/c для енергiй LHC.

T s
A(B)(t̃;x, y) =

∫
dz̃ρ

WS
[x∓ b/2, y, z̃ ∓R0(t̃− 1)]×

exp

{
−2σ

NN
R0

∫ t̃

−∞
dt̃′ρ

WS
[x± b/2, y, z̃ ∓R0(t̃+ 1)± 2R0t̃

′]

}
. (3.31)
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Рис. 3.4: Часова залежнiсть повної кiлькостi нуклонiв-учасникiв у Pb+Pb зiткне-
ннях при енергiях (a) SPS та RHIC (σ

NN
= 33 мб) i (b) LHC (σ

NN
= 70 мб) для

рiзних значень прицiльного параметру. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають розрахун-
кам, проведеним у нашiй моделi, у той час як пунктирною лiнiєю у (a) позначенi
розрахунки в моделi UrQMD при енергiї√s

NN
= 17.3 ГеВ.

3.3.1 Кiлькiсть учасникiв
Повна кiлькiсть учасникiв (або повний барiонний заряд) у момент часу t

може бути записана як

Npart(t) = 2A−
∫
dxdy [T s

A(t;x, y) + T s
B(t;x, y)] . (3.32)

Часова залежнiсть повної кiлькостi нуклонiв-учасникiв у Pb+Pb зiткненнях
наведена на Рис. 3.4 для енергiй (a) SPS та RHIC (σ

NN
= 33 mb) i (b) LHC (σ

NN
=

70mb) для трьох рiзних центральностей: b = 0, 0.4bmax, 0.7bmax, де bmax = 2R0 та
R0 = 6.53 фм. Видно, що змiна у значеннi перерiзу нуклон-нуклонних реакцiй,
яка, по сутi, вiдображає усю рiзницюмiж енергiямиRHIC таLHC, має незначний
вплив на часову залежнiстьNpart(t) i приводить лише до незначного збiльшення
кiлькостi учасникiв для заданого прицiльного параметру. З Рис. 3.4 також видно,
що процес формування системи учасникiв є найбiльш iнтенсивним у iнтервалi
часу t ' 0.5− 1 tc i закiнчується приблизно при t ' 1.5tc.

Має сенс провести порiвняння мiж нашою спрощеною аналiтичною моделлю
та бiльш складною моделлю, такою як UrQMD [37, 38]. Часова залежнiсть пов-
ної кiлькостi учасникiв (барiонного заряду) може бути розрахована в UrQMD
як середнє по всiм подiям значення величини Npart(t) = 2A − Nspec(t), де
Nspec(t) визначається у кожному зiткненнi у результатi аналiзу послiдовностi
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всiх адронних реакцiй. Результати UrQMD розрахункiв для величини Npart(t)

у Pb+Pb зiткненнях при найбiльшiй енергiї SPS √s
NN

= 17.3 ГеВ зображено
на Рис. 3.4a пунктирними лiнiями. Вiдмiтимо, що часова вiсь iз UrQMD, яку
зображено на Рис. 3.4a, вiдповiдає часовiй вiсi, яка використовується у нашiй
спрощенiй моделi, тобто у момент часу t = 0 налiтаючi ядра “дотикаються”
одне одного. Порiвняння iз UrQMD (суцiльнi лiнiї на Рис. 3.4) вказує на те, що
моделi в цiлому добре узгодженi. У той же час видно, що кiлькiсть учасникiв у
UrQMD продовжує зростати, також i у моменти часу t > 1.5tc, хоча це зростан-
ня i незначне. Це можна пояснити бiль складною динамiкою зiткнень в UrQMD
у порiвняннi iз нашою аналiтичною моделлю.

3.3.2 Момент iмпульсу

Наша модель дозволяє вивчати часову залежнiсть повного моменту iмпульсу
системи учасникiв, що представляє окремий iнтерес. Повний момент iмпульсу
вже сформованої системи учасникiв є величиною, що зберiгається, має нену-
льове значення у нецентральних зiткненнях ядер [121, 122] та може приймати
велике значення (L ≈ 106~ для енергiй LHC [5]). Момент iмпульсу вказує
на наявнiсть обертання у початковому гiдродинамiчному станi. Позначимо за-
лежний вiд часу момент iмпульсу системи учасникiв як LPtot(t). Цю величину
можна розрахувати як рiзницю мiж повним моментом iмпульсуLtot та залежним
вiд часу моментом iмпульсу LStot(t) нуклонiв, якi не приймали участi у реакцiях
до моменту часу t. Означенi вище величини можна записати як

Ltot = pzin

∫
dxdy x [TA(x− b/2, y)− TB(x+ b/2, y)] , (3.33)

LStot(t) = pzin

∫
dxdy x

[
T SA (t;x, y)− T SB(t;x, y)

]
, (3.34)

LPtot(t) = Ltot − LStot(t), (3.35)

де pzin =
√
s/4−m2

N є початковим iмпульсом нуклона з налiтаючого ядра.
Залежнiсть повного моменту iмпульсу учасникiв вiд прицiльного параметру

у рiзнi моменти часу наведено на Рис. 3.5. Вiдмiтимо, що значення моменту
iмпульсу наведено в одиницях ~. Видно, що, так само як i у випадку часової
залежностi кiлькостi учасникiв, повний момент iмпульсу учасникiв зростає iз
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Рис. 3.5: Залежнiсть повного моменту iмпульсу учасникiв вiд прицiльного па-
раметру у рiзнi моменти часу у Pb+Pb зiткненнях при енергiї

√
s = 2.76 ТеВ.

часом i досягає максимального значення наприкiнцi процесу роздiлення на
спектатори та учасники.

Окремий iнтерес представляє така величина, як часова залежнiсть моменту
iмпульсу у розрахунку на один нуклон-учасник. Така величина вiдображає сере-
днiй вклад нуклонiв-учасникiв у повний момент iмпульсу. Тут треба вiдмiтити,
що кiлькiсть нуклонiв-учасникiв також змiнюється iз часом. Залежнiсть момен-
ту iмпульсу у розрахунок на один учасник вiд прицiльного параметру у рiзнi
моменти часу наведено на Рис. 3.6. Видно, що, як i у випадку повного моменту
iмпульсу, ця величина зростає iз часом для усiх значень прицiльного параме-
тру. З цього можна зробити висновок, що, для будь-якого фiксованого значення
прицiльного параметру b, швидкiсть зростання повної кiлькостi учасникiв Np

є меншою за швидкiсть зростання повного моменту iмпульсу учасникiв. Iн-
шою подiбнiстю до поведiнки повного моменту iмпульсу є те, що у залежностi
нормованого моменту iмпульсу вiд прицiльного параметра також наявний ма-
ксимум, який дещо зсунуто у напрямку бiльших значень b. Серед вiдмiнностей
можна зазначити те, що момент iмпульсу на один учасник не прямує до нуля
при збiльшеннi прицiльного параметру, що є iндикатором того, що обертання та
завихренiсть присутнi у початковому гiдродинамiчному станi навiть у найбiльш
периферiйних зiткненнях, i їх необхiдно враховувати.
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Рис. 3.6: Залежнiсть моменту iмпульсу учасникiв у розрахунку на один нуклон-
учасник у рiзнi моменти часу для Pb+Pb зiткнень при енергiях

√
s = 2.76 ТеВ.

Цiкаво порiвняти швидкiсть зростання iз часом моменту iмпульсу учасникiв
iз вiдповiдною швидкiстю зростання кiлькостi нуклонiв-учасникiв. Для цього
проведемо порiвняння часових залежностей вiдповiдних нормованих величин:
Npart(t)/Npart(∞) таLPtot(t)/L

P
tot(∞), деNpart(∞) таLPtot(∞) це, вiдповiдно, пiд-

сумковi значення повного числа учасникiв та повного моменту iмпульсу уча-
сникiв наприкiнцi стадiї роздiлення. Часову залежнiсть цих величин наведено
на Рис. 3.7.

З Рис. 3.7 видно, що збiльшення iз часом кутового моменту вiдбувається iз
деяким запiзненням у порiвняннi iз числом учасникiв, i є найбiльш iнтенсивним
у iнтервалi t ' 0.75 − 1.25tc. Це можна пояснити тим, що рiзнi нуклони дають
рiзний вклад у повний момент iмпульсу i нуклони iз найбiльшим вкладом пе-
реходять до системи учасникiв в середньому у бiльш пiзнi моменти часу. Цей
висновок також можна зробити проаналiзувавши часову залежнiсть моменту
iмпульсу, який нормовано на число учасникiв (див. Рис. 3.6).

Цiкаво дослiдити залежнiсть моменту iмпульсу вiд енергiї зiткнення ядер,
а також вiд профiлю ядерної густини. Момент iмпульсу сформованої системи
учасникiв може бути записаний через функцiї товщини ядер TA(B)(x, y) та через
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Рис. 3.7: Часова залежнiсть кiлькостi учасникiв та повного моменту iмпульсу
учасникiв, якi нормованi на свої пiдсумковi значення. Розглянуто Pb+Pb зiткне-
ння.

пiдсумковий поперечний розподiл спектаторiв T SA(B)(x, y) як

Ltot = pzi

∫
dxdy x [TA(x− b/2, y)− TB(x+ b/2, y)] , (3.36)

LStot = pzi

∫
dxdy x

[
T SA (x, y)− T SB(x, y)

]
, (3.37)

LPtot = Ltot − LStot. (3.38)

Нагадаємо, що поперечний розподiл спектаторiв визначається рiвнянням (3.20).
Iншийпiдхiд полягає у тому,щоусi нуклони в областi геометричного перекриття
ядер вважаються учасниками [121–124].

З Рис. 3.8 видно, що момент iмпульсу при енергiях LHC (√sNN = 2.76 ТеВ)
на два порядки бiльший, нiж при енергiях SPS (√sNN = 17.32ГеВ) та на порядок
бiльший, нiж при енергiях RHIC (√sNN = 200 ГеВ).

Момент iмпульсу має найбiльше значення для ядер iз розподiлом ядерної
густини у виглядi Вудса-Саксона (3.6), внаслiдок присутностi дифузiйного краю
iз хвостом, який ефективно збiльшує значення моменту iмпульсу. Для ядер
iз однорiдною густиною нуклонiв та рiзким краєм ми вважаємо усi нуклони в
областi перекриття ядер учасниками, а усi iншi нуклони – спектаторами (модель
“твердих” сфер). У цьому випадку момент iмпульсу менший приблизно у два
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Рис. 3.8: Залежнiсть повного моменту iмпульсу учасникiв вiд прицiльного па-
раметру у Pb+Pb зiткненнях для енергiй (a) LHC та (b) SPS для рiзних профiлiв
ядерної густини.

рази у порiвняннi iз профiлем Вудса-Саксона. Якщо ще додатково врахувати
наявнiсть деякої прозоростi у зонi перекриття внаслiдок кiнцевого значення
нуклон-нуклонного перерiзу (модель “м’яких” сфер), то при енергiях LHC/SPS
момент iмпульсу зменшується приблизно на 2%/15% у порiвняннi iз “твердими”
сферами (див. Рис. 3.8).

З наведених вище розрахункiв випливає, що при заданнi початкових умов
у гiдродинамiчних моделях опису iснує деяка неоднозначнiсть при врахуваннi
повного моменту iмпульсу учасникiв.

3.3.3 Завихренiсть

Класична (нерелятивiстська) завихренiсть учасникiв у площинi реакцiї (x, z)
визначається як

ωy = ωxz = −ωzx =
1

2

(
∂zv

P
x − ∂xvPz

)
, (3.39)

де vP є середньою 3-швидкiстю учасникiв. Появу завихреностi у площинi реа-
кцiї в зiткненнях важких йонiвможна пов’язати з наявнiстюненульового кутово-
го моменту системи учасникiв i, як було показано у гiдродинамiчних дослiдже-
ннях, завихренiсть продовжує вiдiгравати роль протягом усiєї гiдродинамiчної
еволюцiї до етапу фрiзауту [125, 126]. Таку величину як завихренiсть можна
використовувати для дослiдження обертання у площинi реакцiї. Можна вiдмi-
тити, що iз завихренiстю досить тiсно пов’язана поляризацiя Λ гiперонiв, яку
можна визначати експериментально [127]. Можливiсть експериментального де-
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тектування обертання за допомогою Ханберi-Бран-Твiсс iнтерферометрiї було
також дослiджено у роботах [128–130].

Незважаючина те,щонашамодель не описує еволюцiю сформованої системи
учасникiв, ми все рiвно можемо провести дослiдження виникнення завихреностi
на стадiї формування цiєї системи. Для цього знехтуємо поперечним рухом уча-
сникiв на стадiї формування (режим без “стопiнгу”), i тодi їх середня швидкiсть
визначається як

vPx (t, r) ≈ vPy (t, r) ≈ 0, (3.40)

vPz (t, r) ≈ v0
ρPA(t, r)− ρPB(t, r)

ρPA(t, r) + ρPB(t, r)
, (3.41)

ρPA(B)(t, r) ≈ ρ
(0)
A(B)(t, r)− ρ

S
A(B)(t, r). (3.42)

Тут ρPA(B)(t, x, y, z) є залежною вiд часу просторовою густиною учасникiв iз
ядра-снаряду (мiшенi). Для релятивiстського випадку використаємо означення
iз роботи [131]

ωµν =
1

2
(∇νu

µ −∇µuν) , (3.43)

де uµ = γ(1,v), ∇α = ∆β
α∂β i ∆µν = gµν − uµuν . Подiбно до [125] знехтуємо

колективним прискоренням у порiвняннi iз обертанням, тобто вважаємо, що
|∂τuµ| � |∂xuz|, i тодi отримуємо наступний вираз для релятивiстської завихре-
ностi ωxz у площинi реакцiї

ωxz = −ωzx = −1

2
γ∂xvz −

1

2
vz∂xγ, (3.44)

де γ = 1/
√

1− v2
z . Тут вже враховано, що vx = vy = 0 у нашiй моделi.

Подiбно до [125] зважимо завихренiсть вагою, яка пропорцiйна густинi енер-
гiї. У такий спосiб зважена завихренiсть вiдображатиме також i колективну ди-
намiку системи. Завихренiсть у класичному та релятивiстському випадках тодi
має вигляд

Ωzx = w(t, x, z)ωzx, (3.45)

де вага w(t, x, z) визначається як

w(t, x, z) =
εP (t, x, y = 0, z)

〈εP (t, x, y = 0, z)〉
. (3.46)
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Рис. 3.9: Класична (a) та релятивiстська (b) зваженi завихреностi учасникiв (Ωzx)
в одиницях c/фм, якi розрахованi у площинi реакцiї, тобто у площинi (x, z), у
момент часу t = 0.5tc в Pb+Pb зiткненнях. Результати представленi для енергiї
зiткнення √s

NN
= 2.76 ТеВ i b = 0.7bmax. Вiсь зiткнення z промасштабована

γ-фактором γ0, який вiдповiдає енергiї зiткнення.

Тут εP (t, x, y, z) =

√
s

2

(
ρPA + ρPB

)
є густиною енергiї учасникiв, а 〈εP (t, x, y =

0, z)〉 є середньою густиною енергiї у площинi реакцiй в момент часу t. Для усе-
реднення густини енергiї використаємо область−1.5R0 < x < 1.5R0, −1.5R0 <

γ0z < 1.5R0. Результати розрахункiв для класичної та релятивiстської завихре-
ностей у площинi реакцiї у рiзнi моменти часу показано на Рис. 3.9-3.11.

Представленi результати вiдображають виникнення обертання на етапi фор-
мування системи учасникiв. Видно, що область iз найбiльшою кiлькiстю учасни-
кiв характеризується суттєвим позитивним значенням завихреностi i це добре
узгоджується iз гiдродинамiчними розрахунками [125] в моделi Particle in Cell
Relativistic Hydro (PICRH) [123, 124]. Область спектаторiв характеризується
вiд’ємними значеннями завихреностi, що пов’язано iз збiльшенням кiлькостi
учасникiв iз часом внаслiдок зiткнень. Оскiльки в гiдродинамiчнiй моделi PI-
CRH спектатори не розглядаються взагалi, то цей ефект там вiдсутнiй.

Необхiдно звернути увагу на суттєву рiзницю мiж нерелятивiстською на
релятивiстською завихреностями на Рис. 3.10 та 3.11. Причиною цьому є прису-
тнiсть релятивiстських γ-факторiв, якi мають велике значення у нашiй моделi,
оскiльки ми розглядаємо лише зiткнення, i не розглядаємо колективних ефектiв
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Рис. 3.10: Те саме, що i на Рис. 3.9, але для t = tc.
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Рис. 3.11: Те саме, що i на Рис. 3.9, але для t = 1.5tc.
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внаслiдок тиску. У моделi PICRH цi колективнi ефекти приводять до зменшення
швидкостей як у початковому стану так i при подальшiй гiдродинамiчнiй еволю-
цiї, i тому рiзниця мiж нерелятивiстською на релятивiстською завихреностями
є не такою суттєвою.

3.4 Порiвняння iз iншими моделями початкової
стадiї

Коректна iдентифiкацiя особливостей початкової стадiї зiткнення реляти-
вiстських ядер є дуже важливою при розглядi результатiв гiдродинамiчних та
гiбридних моделей. У той час як середня стадiя зiткнення ядер досить непогано
описується гiдродинамiчними моделями, для моделювання початкового стану
у гiдродинамiцi використовують рiзнi наближення.

Вiдповiднiсть нашої моделi оптичнiй границi моделi Глаубера-Ситенка було
детально дослiджено у попереднiх пiдроздiлах. У гiдродинамiчнiй моделi PI-
CRH [123, 124] початковий стан формується в результатi динамiчної еволюцiї
системи у полi Янга-Мiллса [132, 133], i цей опис чимось подiбний до нашої мо-
делi. У моделi початкового стану для PICRH притягувальнi поля Янга-Мiллса
є домiнуючими, i тому система там залишається бiльш компактною та рiвно-
мiрною у порiвняннi iз нашою моделлю. Також у цiй моделi використовуються
профiлi ядерної густини iз рiзким краєм замiсть профiлю Вудса-Саксона, вна-
слiдок чого типовi часи tc та 2tc стають дещо коротшими. Початковийже момент
часу для гiдродинамiки вiдповiдає моменту, коли ядра пройшли одне крiзь iнше
i майже зупинились внаслiдок дiї поля Янга-Мiллса. Вiдповiдно, цей час має
бути не меншим за 2tc. Подiбнi властивостi також притаманнi деяким моделям
початкового стану, що ґрунтуються на пiдходi Color Glass Condensate.

З iншої сторони, для тих пiдходiв, що ґрунтуються на молекулярнiй ди-
намiцi та/або гiдродинамiцi i використовують початковi умови iз МК-Глаубер,
наша модель дає кориснi часовi масштаби. Наприклад, початковий момент ча-
су гiдродинамiчної еволюцiї у гiбриднiй моделi на основi UrQMD [72], також
тiсно пов’язаний iз часовою шкалою tc нашої моделi, цей час в UrQMD рiвний
бiльшому з двох величин: 2tc або 1 фм/c.
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3.5 Поздовжнi флуктуацiї системи центру мас
учасникiв

За сучасними уявленнями, через деякий час пiсля завершення стадiї роздi-
лення на спектатори та учасники, система учасникiв знаходиться у станi, який
близький до локальної термодинамiчної рiвноваги, i тодi подальша еволюцiя цiєї
системи може бути описана рiвняннями релятивiстської гiдродинамiки. Варто
зауважити, що кiлькiсть спектаторiв у кожному ядрi змiнюється вiд зiткнення
до зiткнення навiть якщо прицiльний параметр був фiксований i, в результатi
цих флуктуацiй, центр мас системи учасникiв не спiвпадає iз центром мас двох
ядер, тобто рапiднiсть системи учасникiв yc.m. може бути вiдмiнною вiд нуля в
окремо взятiй подiї. Флуктуацiї такого роду автоматично врахованi у транспорт-
них моделях опису зiткнення ядер, оскiльки вони описують процес роздiлення
на спектатори та учасники. У той же час, гiдродинамiчнi моделi не описують
спектаторiв взагалi, i тому в цих моделях такi флуктуацiї природнiм чином не
врахованi.Можна очiкувати,щофлуктуацiї yc.m. можуть бути найбiльш суттєви-
ми у периферiйних зiткненнях ядер, коли прицiльний параметр зiткнення ядер
є великим, а енергiя спектаторiв значною у порiвняннi iз енергiєю учасникiв.

Можна зробити висновок, що при порiвняннi iз експериментом величин,
якi залежать вiд рапiдностi (наприклад це можуть бути коефiцiєнти колектив-
них потокiв), може бути важливим врахування флуктуацiй системи центру мас
учасникiв. Як було зазначено в роботах [123, 124, 134] цi флуктуацiї можуть
мати значний вплив при описi периферiйних зiткнень у рамках гiдродинамiчних
моделей. А, наприкад, вплив поздовжних флуктуацiй густини фаєрболу на дво-
частинкову кореляцiйну функцiю було дослiджено у роботi [135]. Цi флуктуацiї
можуть мати вплив i на iншi спостережуванi величини [136, 137].

Для дослiджень флуктуацiй центру мас учасникiв побудуємо спрощену ана-
лiтичну модель.
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3.5.1 Визначення рапiдностi системи учасникiв через кiль-
кiсть спектаторiв

Розглянемо iмовiрнiсть того, що нуклон буде спектатором або учасником
в результатi зiткнення ядер. Як було зазначено вище, багаточастинкову систе-
му, яка утворюється вiд час зiткнення ядер можна розбити на три пiдсистеми:
спектатори iз ядра-снаряду (A), спектатори iз ядра-мiшенi (B) та учасники (P).
Закон збереження повного 4-iмпульсу системи має наступний вигляд:

Etot = EA + EB + EP , (3.47)

P z
tot = P z

A + P z
B + P z

P = 0 . (3.48)

Рапiднiсть с.ц.м. учасникiв може бути записана як

yP =
1

2
ln
EP + P z

P

EP − P z
P

. (3.49)

Використовуючи рiвняння (3.47)-(3.48), можемо виразити yP через енергiю та
iмпульс спектаторiв [134]

yc.m. ≈ yP = arctanh

[
− (P z

A + P z
B)

Etot − EA − EB

]
. (3.50)

Далi знехтуємо початковим Фермi-рухом у ядрах у порiвняннi iз колективною
швидкiстю ядра. У такому випадку можна виразити Etot, EA(B) та P z

A(B) через
кiлькостi спектаторiв NA та NB

Etot = 2Ap0
i , (3.51)

EA = NA p
0
i , (3.52)

EB = NB p
0
i , (3.53)

P z
A = NA p

z
i , (3.54)

P z
B = −NB p

z
i , (3.55)

де p0
i =

√
s/2 та pzi =

√
s/4−m2

N є, вiдповiдно, початковими енергiєю та
iмпульсом нуклонiв, тобто це є енергiя та iмпульс спектаторiв. Тут mN =

938 MeV/c2 є масою нуклона. Рапiднiсть с.ц.м. тодi можна виразити через кiль-
костi спектаторiв NA та NB як

yP (NA, NB) = arctanh

(
NB −NA

2A−NA −NB
vi

)
, (3.56)
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де vi =
pzi
p0

i

є початковою швидкiстю нуклонiв. З цього виразу випливає, що у

нашiй моделi yc.m. може приймати лише дискретний набiр значень. Цей факт
є наслiдком того, що ми знехтували Фермi-рухом нуклонiв, врахування якого
б привело до деякого розмиття iмпульсу. Крiм того, спектатори та учасники
не завжди можна роздiлити абсолютно чiтко, мiж ними може iснувати певний
рiвень залишкової взаємодiї. Пiдсумовуючи вираз (3.56), маємо висновок, що, в
рамках нашої моделi, ми можемо визначити iмовiрнiсть того, що рапiднiсть буде
приймати те чи iнше значення, якщо вдасться визначити iмовiрностi кiлькостi
спектаторiв NA та NB.

3.5.2 Iмовiрнiсть кiлькостi спектаторiв
Поперечний розподiл спектаторiв розраховується iз моделi Глаубера-

Ситенка

d2Nspec

dxdy
= TA(x− b/2, y)

[
1− σNNTB(x+ b/2, y)

A

]A
+TB(x+ b/2, y)

[
1− σNNTA(x− b/2, y)

A

]A
, (3.57)

де b є прицiльним параметром, а σNN це повний перерiз нуклон-нуклонної
реакцiї. Тут TA(B) є функцiями товщини ядра. Перший доданок у правiй части-
нi (3.57) є поперечним розподiлом спектаторiв iз ядра-снаряду, а другий, вiдпо-
вiдно, є розподiлом спектаторiв iз ядра-мiшенi. Iмовiрнiсть того, що нуклон iз
ядра-снаряду буде спектатором (внаслiдок симетрiї маємо ту саму iмовiрнiсть
i для нуклона з ядра-мiшенi) може бути записана як

pA = pB = p =
1

A

∫
dx dy TA (x− b/2, y)

×
(

1− σNNTB(x+ b/2, y)

A

)A
. (3.58)

Залежнiсть цiєї iмовiрностi вiд прицiльного параметру у Pb+Pb зiткненнях при
енергiї√sNN = 2.76 ТеВ зображено на Рис. 3.12. Використаємо наступнi значе-
ння параметрiв: σNN = 70 мб [138, 139], A = 208, R = 6.53 фм and α = 0.545.
Припустимо, що повна кiлькiсть спектаторiв з одного ядра розподiлена за бiно-
мiальним розподiлом. Тодi, використовуючи параметр p iз (3.58) цей розподiл
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записуєтсья як

p(NA) =

(
A

NA

)
pNA (1− p)A−NA , (3.59)

p(NB) =

(
A

NB

)
pNB (1− p)A−NB . (3.60)

Тут ми зробили припущення, що нуклони у ядрi не корелюють мiж собою, тобто
їх iмпульси та координати є незалежними. Ще одне припущення, яке ми вико-
ристаємо, є наступним: кiлькiсть спектаторiв у ядрi-снарядi є незалежним вiд
кiлькостi спектаторiв у ядрi-мiшенi. Це твердження звичайно є певним набли-
женням. Зокрема, наявнiсть учасникiв у одному ядрi означає, що вiдбувались
реакцiї мiж налiтаючими нуклонами, а значить учасники точно повиннi бути
i в iншому ядрi. Таким чином, можна очiкувати, що, при фiксованiй кiлькостi
спектаторiв NA iз ядра-снаряду, кiлькiсть спектаторiв NB у ядрi-мiшенi буде
розподiлена навколо середнього значення 〈NB〉 ≈ NA. Схожий висновок можна
знайти у роботi [140], де це питання дослiджувалося в рамках транспортних
моделей. Незважаючи на те, що кiлькостi спектаторiв у налiтаючих ядрах не
є повнiстю некорельованими, ми будемо вважати цi двi величини незалежними
для простоти розрахункiв. Можна очiкувати, що це наближення буде працювати
добре у випадку зiткнення важких ядер iз великим масовим числом, де локальнi
у поперечному просторi кореляцiї усереднюються по усьому ядру. Використо-
вуючи це наближення можемо записати

p(NA, NB) ≈ p(NA) p(NB) . (3.61)

Використовуючи цей вираз для iмовiрностi можна визначити густину iмовiрно-
стi для рапiдностi с.ц.м. учасникiв, див. (3.56).

3.5.3 Гаусова апроксимацiя та розподiл рапiдностi учасни-
кiв

Як було зазначено вище, у нашому пiдходi рапiднiсть с.ц.м. учасникiв може
приймати дискретний набiр значень. Однак, якщо дозволити величинам NA та
NB приймати неперервнi значення, то i рапiднiсть буде приймати неперервнi
значення. Добре вiдомо, що при деяких умовах, бiномiальнi розподiли p(NA) та
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Рис. 3.12: (a) Залежнiсть iмовiрностi того, що нуклон є спектатором вiд прицiль-
ного параметру у Pb+Pb зiткненнях при енергiї √sNN = 2.76 ТеВ. (b) Та сама
залежнiсть, але для середньої кiлькостi спектаторiв (лiнiя типу пунктир-точка)
та учасникiв (пунктирна лiнiя). Суцiльною лiнiєю позначено нижню границю
для цих двох величин, яка визначає умови при яких бiномiальний розподiл
можна наблизити розподiлом Гаусса.

p(NB) можна добре наблизити розподiлами Гауса iз середнiм значенням Ap та
середньоквадратичним вiдхиленням Ap(1− p)

p(NA(B))⇒ ρ(NA(B)) =
exp

(
− (NA(B)−Ap)2

2Ap(1−p)

)
√

2πAp(1− p)
. (3.62)

У нашому випадку вищезгаданi умови мають наступний вигляд: середнi чи-
сла спектаторiв та учасникiв Ap та A(1 − p) мають бути достатньо великими,
наприкладAp > 5 таA(1−p) > 5. З Рис. 3.12 видно, що цi умови добре викону-
ються, особливо при нецентральних зiткненнях. Пiсля використання гаусового
наближення (3.62) густина розподiлу рапiдностi має вигляд

fP (y) =

∫ A

0

dNA

∫ A

0

dNB ρ(NA) ρ(NB) δ
[
y − yP (NA, NB)

]
=

∫ ∞
−∞

dNA

∫ ∞
−∞

dNB ρ̃(NA) ρ̃(NB) δ
[
y − yP (NA, NB)

]
, (3.63)

де ми вводимо наступнi функцiї для того, щоб записати нескiнченнi межi iнте-
грування

ρ̃(NA(B)) = ρ(NA(B)) θ(A−NA(B)) θ(NA(B)). (3.64)

Введемо новi змiннi:

N =
1

2
(NA +NB) , n = NB −NA ,



89

fP (y) =

∫ ∞
−∞

dN

∫ ∞
−∞

dn ρ̃(N + n/2) ρ̃(N − n/2)

×δ
[
y − arctanh

(
n

2(A−N)
vi

)]
. (3.65)

Виконаємо перехiд до нової змiнної у виразi для δ-функцiї враховуючи правило:
δ[y − f(n;N)] = δ[n− F (y;N)]/|f ′(n)|, де

n = F (y;N) =
1

vi
2(A−N) tanh y . (3.66)

Вставивши f ′(n) у явному виглядi, отримуємо розподiл по рапiдностi

fP (y) =

∫ ∞
−∞

dN ρ̃(N + n/2) ρ̃(N − n/2)
2(A−N)

vi cosh2 y
. (3.67)

Для того, щоб розрахувати iнтеграл у (3.67) використаємо наступне наближення

ρ̃(N ± n/2) ≈ ρ(N ± n/2). (3.68)

Це наближення працює добре у випадку, коли нашпочатковий бiномiальний роз-
подiл (3.60) можна iз достатньою точнiстю наблизити розподiлом Гауса (3.62).
Наявнiсть гаусової експоненти дозволяє нам знехтувати тета-функцiями при
iнтегруваннi (3.67). Використаємо для iнтегрування явний вигляд (3.62) для
ρ(N ± n/2) та отримуємо

fP (y) =

√
A(1− p)

πp

v2
i exp

[
−A(1−p)

p
tanh2 y

v2i +tanh2 y

]
cosh2 y

[
v2

i + tanh2 y
] 3

2

. (3.69)

3.5.4 Ультрарелятивiстська границя та розподiл у цен-
тральному дiапазонi рапiдностей

Має сенс проаналiзувати вираз (3.69) в ультрарелятивiстськiй границi, тобто
коли vi → 1. Отримуємо

fUR
P (y) =

√
A(1− p)

πp

exp
[
−A(1−p)

p
tanh2 y

1+tanh2 y

]
cosh2 y

[
1 + tanh2 y

] 3
2

. (3.70)

Якщо тепер розглянути зiткнення однакових ядер при фiксованому значен-
нi прицiльного параметру i при рiзних енергiях зiткнення, то можна побачи-
ти, що єдиний параметр у (3.70), який залежить вiд енергiї зiткнення ядер це
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Рис. 3.13: Залежнiсть середньо-квадратичного вiдхилення розподiлу рапiдностi
учасникiв вiд прицiльного параметру. Розрахунки проведено для Pb+Pb зiткнень
при енергiї√sNN = 2.76 ТеВ.

iмовiрнiсть p того, що нуклон буде спектатором. Ця iмовiрнiсть, у свою чер-
гу, залежить вiд енергiї зiткнення лише через вiдповiдну залежнiсть перерiзу
нуклон-нуклонних реакцiй σNN , див. (3.58). Як вiдомо, σNN мало змiнюється у
досить широкому дiапазонi енергiй зiткнення (енергiї SPS та RHIC) i, за таких
умов, можна вважати, що розподiл рапiдностi с.ц.м. учасникiв не залежить вiд
енергiї зiткнення ядер.

Ще один корисний граничний випадок – це розподiл у центральному дiапа-
зонi рапiдностей, тобто навколо значення y = 0. Слiд очiкувати, що флуктуацiї
рапiдностi учасникiв у зiткненнях ядер не надто великi, i тодi, длямалих значень
yc.m., можна апроксимувати гiперболiчнi функцiї, що входять у вираз (3.69) як
cosh y ≈ 1 та tanh y ≈ y. Окрiм цього, оскiльки ми маємо справу iз релятивiст-
ськими енергiями зiткнення, то значення vi має бути близьким до 1, що дозволяє
записати (tanh y)2 + v2

i ≈ v2
i . Iз врахуванням цих наближень отримуємо

fP (y) =

√
A(1− p)
πp v2

i

exp

[
−A(1− p)

p v2
i

y2

]
. (3.71)

Цей вираз спiвпадає iз розподiлом Гауса навколо середнього значення y = 0 iз
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Рис. 3.14: Залежнiсть середньоквадратичного вiдхилення
√
δy2 розподiлу ра-

пiдностi учасникiв, означеного у (3.73), вiд середньої кiлькостi учасникiв Np.
Розрахунки проведено для рiзних ядер, що зiштовхуються, а саме Pb+Pb, In+In,
S+S, та C+C.

дисперсiєю

δy2 =
p v2

i

2A(1− p)
. (3.72)

Iз виразу для дисперсiї можна зробити наступний висновок: флуктуацiї рапiдно-
стi зростають iз збiльшенням iмовiрностi p того, що нуклон буде спектатором,
тобто вони зростають iз збiльшенням прицiльного параметру. У граничному ви-
падку p = 0 у системi немає спектаторiв, i вiдповiдно с.ц.м. двох ядер та с.ц.м.
учасникiв мають спiвпадати. Iз виразу (3.71) видно, що ця границя коректно
описується нашою моделлю.

Залежнiсть середньоквадратичного вiдхилення
√
δy2 цього розподiлу Гауса

вiд прицiльного параметру зiткнення у випадку Pb+Pb зiткнень при енергiї
LHC

√
s = 2.76 ТеВ наведено на Рис. 3.13. Видно, що середньоквадратичне

вiдхилення (яке характеризує ширину розподiлу) завжди є значно меншим у
порiвняннi iз 1 – це свiдчить про те, що гаусове наближення для малих значень
y є виправданим. Вiдповiдно, можна очiкувати, що густина розподiлу рапiдностi
у виглядi розподiлу Гауса (3.71) повинна працювати добре при практично будь-
яких енергiях зiткнення та прицiльних параметрах.
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Вираз (3.72) для
√
δy2 можна переписати через масове число A та середню

кiлькiсть учасникiв Np = A(1− p). Тодi вiн має наступний вигляд

δy2 =
v2

i

2

(
1

Np
− 1

A

)
. (3.73)

Цiкаво дослiдити залежнiсть флуктуацiй рапiдностi вiд середньої кiлькостi уча-
сникiв Np для рiзних пар ядер A + A, що зiштовхуються. Цю залежнiсть на-
ведено на Рис. 3.14 для Pb+Pb, In+In, S+S та C+C зiткнень. Тут ми вважаємо,
що vi = 1, оскiльки ми розглядаємо зiткнення ультрарелятивiстських ядер. Мо-
жна вiдмiтити, що для фiксованого значення середньої кiлькостi учасникiв Np,
флуктуацiї рапiдностi є бiльш сильними у зiткненнях бiльш важких ядер. Та-
ким чином, якщо розглядати зiткнення ядер iз однаковою кiлькiстю учасникiв
(назвемо такi зiткнення “еквiвалентними”), то флуктуацiї будуть бiльшими у
бiльш нецентральних зiткненнях бiльш важких ядер. Схожий результат стосов-
но посилення флуктуацiй в залежностi вiд атомного числа ядра було отримано
в роботi [140].

3.6 Результати розрахункiв для флуктуацiй ра-
пiдностi системи центру мас

Проведемо розрахунки розподiлу рапiдностi с.ц.м учасникiв для зiткнень
ядер при рiзних умовах. Залежнiсть iмовiрностi p того, що нуклон буде спекта-
тором вiд прицiльного параметру було дослiджено у попередньому пiдроздiлi.
Цю залежнiсть у випадку Pb+Pb зiткнень при енергiї

√
s = 2.76 ТеВ наведено на

Рис. 3.12a. Видно, що ця iмовiрнiсть сильно залежить вiд центральностi зiткне-
ння ядер: вона є малою, але ненульовою у центральних зiткненнях, вона рiвна
приблизно 0.5 для напiвцентральних зiткнень, i вона наближається до одиницi
для периферiйних зiткнень.

Далi розглянемо розподiл рапiдностi при трьох рiзних центральностях, але
для однiєї i тiєї ж енергiї зiткнення. Будемо використовувати вираз (3.69) для
розрахункiв. Результати розрахункiв для Pb+Pb зiткнень при енергiї

√
s =

2.76 TeV наведено на Рис. 3.15 для трьох рiзних центральностей: центральнi
зiткнення (b = 0 фм), напiвцентральнi (b = 6 фм) та периферiйнi (b = 9.5 фм).
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Рис. 3.15: Густина розподiлу рапiдностi системи центру мас учасникiв для
Pb+Pb зiткнень при енергiї√sNN = 2.76 ТеВ для трьох рiзних центральностей.

Видно, що розподiл рапiдностi fP (y) сильно залежить вiд центральностi зiткне-
ння. При малих значеннях прицiльного параметру флуктуацiї yc.m. виглядають
незначними. Якщо ж збiльшити прицiльний параметр до значення 9.5 фм (пе-
риферiйнi зiткнення), то ширина розподiлу fP (y) суттєво збiльшується у порiв-
няннi iз центральними зiткненнями. Таким чином, флуктуацiї рапiдностi с.ц.м.
учасникiв необхiдно враховувати в першу чергу в периферiйних зiткненнях,
наприклад при розрахунку розподiлiв по рапiдностi рiзних величин [134]. Та-
кож було перевiрено, що для всiх трьох кривих на Рис. 3.15 розподiл рапiдностi
практично спiвпадає iз розподiлом Гауса, який записано у виразi (3.71).

Представляє iнтерес дослiдити вплив енергiї зiткнення ядер на флуктуа-
цiї рапiдностi с.ц.м. учасникiв. Для цього розглянемо цi флуктуацiї при трьох
рiзних енергiях √sNN = 6.41 ГеВ (Ekin = 20 ГеВ), √sNN = 17.32 ГеВ
(Ekin = 158 ГеВ) та √sNN = 2.76 ТеВ. Першi двi енергiї вiдповiдають екс-
периментам на прискорювачi CERN-SPS, у той час як третя енергiя вiдповiдає
CERN-LHC. Використаємо значення перерiзу σNN = 33 мб для обох енергiй
SPS i σNN = 70 мб для енергiї LHC. Результати розрахункiв для рiзних енер-
гiй зiткнення у випадку периферiйних зiткнень (b = 9.5 фм) представлено на
Рис. 3.16.

Iз проведених розрахункiв випливає, що флуктуацiї досить слабко залежать
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Рис. 3.16: Густина розподiлу рапiдностi с.ц.м. учасникiв у периферiйних Pb+Pb
зiткненнях при енергiях √sNN = 6.41 ГеВ (Ekin = 20 ГеВ), √sNN = 17.32 ГеВ
(Ekin = 158 ГеВ) та √sNN = 2.76 ТеВ.

вiд енергiї зiткнення ядер, особливо якщо порiвняти це iз тим, як сильно вони
залежать вiд прицiльного параметру. Це можна пояснити тим, що для висо-
ких енергiй зiткнення розподiл рапiдностi добре описується виразом (3.70) для
ультра-релятивiстської границi, i уся рiзниця мiж енергiями LHC та SPS є на-
слiдком того, що перерiз нуклон-нуклонних реакцiй було збiльшено в два рази,
що усе одно не призводить до сильних змiн у флуктуацiях рапiдностi.

3.6.1 Оцiнки iз iнших теоретичних моделей

Поздовжнi флуктуацiї, якi виникають внаслiдок флуктуацiй у початковому
станi було проаналiзовано у роботi [141] в рамках моделi PACIAE, яка розглядає
молекулярну динамiку партонiв та адронiв. У цiй роботi було зроблено оцiнку
флуктуацiй рапiдностi с.ц.м. учасникiв i було отримано∆yc.m. = 0.1. При цьому
було знехтувано усiма ефектами, пов’язаними iз випромiненням частинок до
встановлення локальної рiвноваги, внаслiдок яких флуктуацiї б зросли.

Однозначне визначення роздiлення мiж спектаторами та учасниками у реа-
лiстичному сценарiї є нетривiальною задачею.Мiж спектаторами та учасниками
завжди iснує певний рiвень взаємодiї на стадiї роздiлення, i деякi з нуклонiв не
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Рис. 3.17: Густина розподiлу рапiдностi с.ц.м. учасникiв у периферiйних Pb+Pb
зiткненнях при енергiї √sNN = 17.32 ГеВ (Ekin = 158 ГеВ), яку розраховано у
представленiй моделi та в рамках UrQMD.

завжди можна однозначно класифiкувати як спектатори чи учасники. Внаслiдок
цiєї невизначеностi рiвень флуктуацiй yc.m. може змiнитися.

Порiвняємо тепер розрахунки нашої моделi iз вiдповiдними розрахунками
в рамках транспортної моделi UrQMD. Рапiднiсть с.ц.м. учасникiв може бути
розрахована в UrQMD за допомогою формули (3.49). Використовуючи UrQMD,
ми зможемо врахувати i початковийФермi-рух, i початковi кореляцiї мiж нукло-
нами в ядрi, однак для того, щоб отримати гладкий розподiл необхiдно провести
симуляцiю великої кiлькостi подiй. Порiвняння розрахункiв розподiлу рапiдно-
стi в рамках нашої моделi та моделi UrQMD для периферiйних Pb+Pb зiткнень
при енергiї √sNN = 17.32 ГеВ (Ekin = 158 ГеВ) при σNN = 33 мб i b = 9.5 фм
наведено на Рис. 3.17.

Можна помiтити, що результати розрахункiв у двох моделях дещо вiдрi-
зняються, ширина розподiлу iз UrQMD є бiльшою. Проте слiд вiдмiтити, що
цi вiдмiнностi є малими у порiвняннi iз тими вiдмiнностями, якi виникають
при змiнi прицiльного параметру (див. Рис. 3.15). Вiдмiнностi мiж моделями
на Рис. 3.17 можна пояснити тим, що у нашiй моделi ми нехтуємо початкови-
ми кореляцiми мiж нуклонами в ядрi, а також кореляцiями мiж кiлькостями
спектаторiв у налiтаючих ядрах. Також можна поставити питання, чи можно
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Рис. 3.18: Густина розподiлу рапiдностi с.ц.м. для (a) центральних та (b) пе-
риферiйних Pb+Pb зiткнень, яку розраховано в UrQMD для рiзних означень
системи учасникiв, коли нуклони, якi взяли участь у недостатньо великiй кiль-
костi реакцiй не вважаються учасниками.

однозначно iдентифiкувати спектаторiв iз UrQMD iз спектаторами в моделi
Глаубера-Ситенка.

Роздiлення мiж спектаторами та учасниками вUrQMDбуло на певному рiвнi
дослiджено в роботi [142]. У цих дослiдженнях важливу роль вiдiграє випро-
мiнювання нуклонiв до встановлення локальної термодинамiчної рiвноваги. В
роботi показано, що нуклони, якi приймали участь у не бiльш як 4-6 реакцiях
є нетермалiзованими. В результатi, такi нуклони не можна однозначно вважати
учасниками, вони мають великий поздовжнiй та малий поперечний iмпульси, i
вони не реєструються калориметрами нульового кута, тобто експериментально
їх не можна iдентифiкувати як спектатори. Подiбнi судження також використо-
вувались для пояснення посиленого виходу дивних частинок в рамках картини
ядро-корона [143–145], де нуклони, якi взяли участь лише в одному розсiян-
нi, вважаються нуклонами з корони i вони не вважаються частиною фаєрболу.
В центральних та напiвцентральних зiткненнях ядер цi частинки можуть мати
сильний вплив на флуктуацiї yc.m.. Наприклад, якщо виключити iз системи уча-
сникiв нуклони, якi приймали участь у менш нiж шести реакцiях (M < 6), то
в центральних зiткненнях флуктуацiї рапiдностi с.ц.м. учасникiв збiльшуються
удвiчi, див. Рис. 3.18a. У той же час, цi флуктуацiї мало впливають на розподiл
рапiдностi у периферiйних зiткненнях (Рис. 3.18b).
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3.7 Висновки до 3-го роздiлу
Побудована на основi рiвняння Больцмана аналiтична модель (пiдроздiл 3.2)

дозволяє описати часову динамiку роздiлення системи адронiв на спектатори та
учасники. Модель узгоджується iз аналiтичною та монтекарлiвською моделями
Глаубера-Ситенка у границi t → ∞ i в рамках цiєї моделi можна отримати
у явному виглядi залежний вiд енергiї зiткнення часовий масштаб tc, який є
часом максимального перекриття густин налiтаючих ядер i який характеризує
початкову стадiю. Результати проведених розрахункiв вказують на те,щопроцес
подiлу системи на учасники та спектатори закiнчується приблизно при t ' 1.5tc.

Проведенi розрахунки показали, що повний момент iмпульсу сформова-
ної системи учасникiв є ненульовим для нецентральних зiткнень ядер, i його
залежнiсть вiд прицiльного параметру має максимум при b ≈ 0.3bmax. Повний
момент iмпульсу у розрахунку на один учасник може сягати суттєвого значення
(∼ 104~ для енергiй LHC) i залишається ненульовим навiть у найбiльш пери-
ферiйних зiткненнях. Це, разом iз результатами розрахункiв для завихреностi,
вказує на те,що у початковому гiдродинамiчному станi системи для нецентраль-
них зiткнень ядер присутнє обертання системи у площинi реакцiй. Це накладає
важливу умову на профiль швидкостей у початковому станi, цей профiль пови-
нен мати градiєнт вздовж осi x. Наявнiсть такого градiєнту у початковому станi
може посилити чутливiсть еволюцiї системи до коефiцiєнту зсувної в’язкостi.
Аналiз часової залежностi повного моменту iмпульсу учасникiв вказує на те, що
нуклони iз найбiльшим вкладом у момент iмпульсу стають учасниками у бiльш
пiзнi моменти часу.

Модель ґрунтується на неявному припущеннi, що кiлькiсть нуклонiв зберi-
гається. При високих енергiях зiткнення в системi виникають численнi нуклон-
антинуклоннi пари, тому можливою модифiкацiєю запропонованого пiдходу є
формулювання (або iнтерпретацiя) моделi на мовi барiонного заряду, що зберi-
гається.

Для аналiзу флуктуацiй (по вiдношенню до кожної окремої подiї) с.ц.м. уча-
сникiв внаслiдок флуктуацiй кiлькостi спектаторiв у налiтаючих ядрах у пiд-
роздiлi 3.5 сформульовано спрощену аналiтичну модель. Основним параметром
моделi є iмовiрнiсть того, що нуклон буде спектатором, а для визначення цi-



98

єї iмовiрностi використовується модель Глаубера-Ситенка. Слiд зазначити, що
для визначення можна використовувати i iншi моделi. Показано, що у бiльшостi
випадкiв, флуктуацiї рапiдностi с.ц.м. учасникiв описуються розподiлом Гауса
iз шириною, що в основному визначається центральнiстю зiткнень. Цi флукту-
ацiї є тим сильнiшими чим бiльш периферiйними є зiткнення. У той же час,
залежнiсть флуктуацiй вiд енергiї зiткнення є досить малою. Слiд вiдмiтити, що
якщо порiвнювати зiткнення рiзних пар ядер, наприклад A1 + A1 i A2 + A2, де
A1 > A2, то, при умовi, що середня кiлькiсть учасникiв є однаковою, флуктуацiї
будуть меншими для зiткнень бiльш легких ядер, тобто для A2 + A2.

Отриманi результати вказують на те,що, при аналiзi та порiвняннi iз експери-
ментом розподiлiв рiзних спостережуваних по рапiдностi, необхiдно перевiряти
як впливають на результат флуктуацiї рапiдностi с.ц.м. учасникiв, особливо для
периферiйних зiткнень. Слiд вiдмiтити, що аналiз флуктуацiй учасникiв можна
також проводити експериментально, наприклад за допомогою алгоритму, який
було запропоновано у роботi [134]. Дослiдження поздовжних флуктуацiй систе-
ми центра мас учасникiв у зiткненнях ядер свинцю були нещодавно проведенi
експериментально колаборацiєю ALICE на Великому Адронному Колайдерi,
вимiрюючи у кожнiй подiї енергiю спектаторiв за допомогою спецiальних кало-
риметрiв [146]. Отриманi результати добре узгоджуються iз розподiлом Гауса
для флуктуацiй рапiдностi системи центра мас учасникiв.



Роздiл 4

Пiдхiд середнього поля у статистичних
системах i його застосування у моделi

адронно-резонансного газу

4.1 Вступ

Термодинамiчнi моделi опису властивостей сильно-взаємодiючої матерiї є
одними iз найбiльш цiнних iнструментiв у сучаснiй фiзицi високих енергiй.
Модель адронно-резонансного газу (АРГ) та її рiзнi модифiкацiї було успiшно
застосовано для визначення термодинамiчних параметрiв матерiї, яка утворю-
ється у релятивiстських ядро-ядерних зiткненнях. Це було досягнуто шляхом
опису багатого набору данихщодо множинностей рiзних адронiв у рiзних експе-
риментах, починаючи з низьких енергiй прискорювача SIS до найвищих енергiй
LHC [31–33, 147–149, 34, 29]. Уще бiльш реалiстичному описi необхiдно врахо-
вувати взаємодiї притягання та вiдштовхування мiж адронами. Аргументи, якi
було наведено Дашеном, Ма та Бернштейном [150], вказують на те, що включе-
ння у газ усiх вiдомих резонансiв у якостi вiльних частинок дозволяє ефективно
промоделювати притягальнi взаємодiї мiж адронами, що ведуть до формуван-
ня вузьких резонансiв. Для того, щоб описати вiдштовхувальну частину взає-
модiї було запропоновано рiзнi феноменологiчнi поправки типу виключеного
об’єму [151–156]. Моделювання притягальної та вiдштовхувальної взаємодiї
можна також виконувати у рамках релятивiстської теорiї середнього поля, на-
приклад як це зроблено у моделi Валечки [157, 158] та у її узагальненнях. У
рамках узагальненогоформалiзму середнього поля також дослiджувались i ефе-
кти виключеного об’єму [159–162], де процедуру типу ван дер Ваальса можна
провести за допомогою залежного вiд температури середнього поля. У даному
роздiлi цей пiдхiд буде розвинуто за допомогою формулювання узагальненої
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теорiї середнього поля для одно- та багато-компонентних газiв iз базових тер-
модинамiчних мiркувань. В результатi можна отримати зручну процедуру для
формулювання вiдомих класичних моделей виключеного об’єму (наприклад ван
дер Ваальс або Карнаген-Старлiнг) для великого канонiчного ансамблю iз за-
доволенням умов термодинамiчної узгодженостi. Важливiсть виконання умов
термодинамiчної узгодженостi у феноменологiчних моделях середнього поля
було нещодавно дослiджено у роботi [163].

4.2 Термодинамiчна теорiя середнього поля для
однокомпонентного газу

Розглянемо систему взаємодiючих частинок iз загального термодинамiчно-
го погляду. Вихiдною величиною, яка розглядається у даному пiдходi є густина
вiльної енергiї φ(n, T ), яка залежить вiд густини частинок n та вiд температу-
ри T . Густина вiльної енергiї (ГВЕ) пов’язана з основними термодинамiчними
величини наступним чином

φ(n, T ) = ε(n, T ) − T s(n, T ) , (4.1)

φ(n, T ) = nµ(n, T ) − p(n, T ) , (4.2)

де ε(n, T ) є густиною енергiї, а p(n, T ) є тиском. Двi iншi величини, µ(n, T )

(хiмiчний потенцiал) та s(n, T ) (густина ентропiї) визначаються як частиннi
похiднi по вiдношенню до незалежних змiнних (n, T ):

µ =

(
∂φ

∂n

)
T

, s = −
(
∂φ

∂T

)
n

. (4.3)

Для системи взаємодiючих частинок ГВЕ можна записати як суму вiльної та
взаємодiючої частин

φ(n, T ) = φ0(n, T ) + φint(n, T ) , (4.4)

де φ0 є ГВЕ вiльної системи (без взаємодiї). Хiмiчний потенцiал також можна
розбити на “вiльну” та “взаємодiючу” частини. У вiдповiдностi iз (4.3) отриму-
ємо

µ = µ0 +

(
∂φint

∂n

)
T

, де µ0 ≡
(
∂φ0

∂n

)
T

. (4.5)
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Враховуючи вирази (4.2), (4.4) та (4.5) для системи взаємодiючих частинок
можна виразити тиск у наступному виглядi

p = nµ(n, T ) − φ(n, T ) = p0(n, T ) + n

(
∂φint

∂n

)
T

− φint , (4.6)

де
p0(n, T ) = nµ0(n, T ) − φ0(n, T ) . (4.7)

Незалежнi змiннi n та T вiдповiдають взаємодiючiй системi. Тиск системи вiль-
них частинок p0 iз останнього виразу (4.7) можна пов’язати iз тиском iдеального
газу p̃0, який розраховується у рамках великого канонiчного ансамблю для зна-
чень T та µ0, якi записано у (4.7)

p̃0(T, µ0) =
g

3

∫
d3k

(2π)3

k2√
m2 + k2

f(k;T, µ0) , (4.8)

де g є кратнiстю виродження, а f(k;T, µ0) є функцiєю розподiлу для iдеального
газу (Больцманiвського, Фермi-Дiракiвського або Бозе-Ейнштейнiвського).

Означимо наступнi величини:

U(n, T ) =

[
∂φint(n, T )

∂n

]
T

, (4.9)

P ex(n, T ) = n

[
∂φint(n, T )

∂n

]
T

− φint(n, T ) . (4.10)

Одразу можна побачити, що цi величини пов’язанi одна з одною спiввiдношен-
ням

n
∂U(n, T )

∂n
=

∂P ex(n, T )

∂n
. (4.11)

Використаємо цi двi величини для того, щоб визначити тиск. Пiдставимо
вираз для P ex(n, T ) iз (4.10) у (4.6) i отримаємо

p = p0(n, T ) + P ex(n, T ) . (4.12)

Видно, що якщо розглядати p0(n, T ) як тиск iдеального газу, то величина
P ex(n, T ) є надлишковим тиском.

Для розрахунку тиску iдеального газу тодi можна використовувати формулу
(4.8). Якщо розглядати систему у канонiчному ансамблi, то незалежними вели-
чинами мають бути n та T , у великому канонiчному ансамблi такими змiнними є
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µ та T . Таким чином, у рiвняннi (4.8) хiмiчний потенцiал µ0 має бути виражений
через цi незалежнi змiннi. Це можна зробити, якщо вставити означення (4.9) у
вираз (4.5) для хiмiчного потенцiалу µ0 i отримати

µ0 = µ − U(n, T ) . (4.13)

У великому канонiчному ансамблi густину частинок n тодi треба розглядати як
функцiю n(µ, T ) i, вiдповiдно, середнє поле U тодi є функцiєю U [n(µ, T ), T ].
Iз означення (4.9) випливає, що величина U(n, T ) вiдображає енергiю взаємодiї
у розрахунку на одну частинку. У пiдсумку отримуємо наступний вираз для
тиску системи взаємодiючих частинок у великому канонiчному ансамблi

p(T, µ) =
g

3

∫
d3k

(2π)3

k2√
m2 + k2

f(k;T, µ, n) + P ex(n, T ) , (4.14)

де вважається, що n = n(T, µ) i

f(k;T, µ) =

{
exp

[√
m2 + k2 + U(n, T )− µ

T

]
+ a

}−1

(4.15)

де a = +1 дляфермiонiв, a = −1 для бозонiв i a = 0 для наближенняБольцмана.
Перехiд до нерелятивiстської границi, тобто |k| � m, є тривiальним. Справ-

дi, треба лише виконати змiну у законi дисперсiї

√
m2 + k2 → m +

k2

2m
, (4.16)

i врахувати, що “нерелятивiстський” хiмiчний потенцiал µ̃ пов’язаний iз “реля-
тивiстським” µ як µ̃ = µ−m.

Перевiримо стандартне для великого канонiчного ансамблю спiввiдношення

N(T, µ, V ) = −
[
∂Ω(T, µ, V )

∂µ

]
T, V

. (4.17)

Враховуючи, що у однорiднiй системi Ω(T, µ, V ) = −p(T, µ)V , маємо

n(T, µ) =
∂p(T, µ)

∂µ
. (4.18)
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Для розрахункiв використаємо альтернативний запис для тиску, який є еквiва-
лентним (4.14):

p(T, µ) =
gT

a

∫
d3k

(2π)3
ln

{
1 + a exp

[
−
√
m2 + k2 − U(n, T ) + µ

T

]}
+P ex(n, T ) . (4.19)

Таким чином, для похiдної у правiй частинi (4.18) маємо

∂p(T, µ)

∂µ
= g

∫
d3k

(2π)3
f(k;T, µ)

[
1− ∂U(n, T )

∂n

∂n(T, µ)

∂µ

]
+
∂P ex(n, T )

∂n

∂n(T, µ)

∂µ

= n −
[
n
∂U(n, T )

∂n
− ∂P ex(n, T )

∂n

]
∂n(T, µ)

∂µ
, (4.20)

де введено

n = g

∫
d3k

(2π)3
f(k;T, µ) . (4.21)

Вираз у квадратних дужках у правiй частинi на другiй стрiчцi у (4.20) рiв-
ний нулю внаслiдок (4.11). Таким чином отримуємо стандартне вiдношення:
∂p(T, µ)/∂µ = n у великому канонiчному ансамблi i це пiдтверджує правиль-
нiсть (4.18). Це також пiдтверджує, що функцiя f(k;T, µ) у (4.15) справдi є
функцiєю розподiлу, яка мiстить у собi середнє поле U(n, T ), яке враховує на-
явнiсть взаємодiї у системi.

Для визначення густини енергiї ε використаємо спiввiдношення Ейлера ε+

p = Ts+ µn та s = ∂p/∂T i отримаємо

ε(T, µ) = g

∫
d3k

(2π)3

√
m2 + k2 f(k;T, µ) + nU(n, T ) − P ex(n, T ) +

+T

{[
∂P ex(n, T )

∂T

]
n

− n

[
∂U(n, T )

∂T

]
n

}
. (4.22)

Самоузгодженiсть нашого термодинамiчного опису випливає iз виразу
(4.11), що пов’язує середнє поле U(n, T ) та надлишковий тиск P ex(n, T ). Таким
чином, спiввiдношення (4.11) можна також iнтерпретувати як умову термо-
динамiчної самоузгодженостi у випадку, коли величини U(n, T ) та P ex(n, T )
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задаються iзфеноменологiчнихмiркувань. Справдi, якщо взяти (4.11) за означе-
ння, то частинна похiдна вiд термодинамiчного потенцiалу Ω(T, µ, V ) дозволяє
отримати коректний вираз для густини частинок: − [∂Ω/∂µ]T,V = nV .

Треба вiдмiтити, що, для заданого середнього поля U(n, T ), вираз (4.21)
насправдi є рiвнянням для густини частинок n. Це рiвняння необхiдно
розв’язувати самоузгодженим чином для будь-якої точки у площинi (T, µ). В
результатi можна отримати явну залежнiсть n = n(T, µ), яка у загальному ви-
падку буде вiдрiзнятись для вiдповiдної залежностi у випадку iдеального газу
n0(T, µ0).

Подiбний пiдхiд широко застосовується у релятивiстських теорiях сере-
днього поля [157, 158, 164, 165], коли частинки взаємодiють iз скалярним φ

(притягання) та векторним Vµ (вiдштовхування) полями. Внаслiдок симетрiї
вiдносно обертань лише “часова” компонента векторного поля V0 є вiдмiнною
вiд нуля. У наших позначеннях це вiдповiдає середньому полю U(n, T ).

Рiвняння (4.21), (4.14) та (4.22) визначають самоузгоджену процедуру для
врахування взаємодiї мiж частинками у феноменологiчний спосiб.

4.3 Одночастинкове представлення взаємодiю-
чого класичного газу

Для iлюстрацiї наведених вище мiркувань розглянемо класичний газ iз вiд-
штовхуванням частинок.

Ξ(T, µ, V ) =
∞∑
N=0

V NgN
∫

d3k1

(2π)3
· · · d

3kN
(2π)3

exp

{
− 1

T

[
N∑
j=1

e0(kj)− µN

]}

× 1

V NN !

∫
d3r1 · · · d3rN exp

(
−UN
T

)
, (4.23)

де e0(k) = k2/2m у нерелятивiстському випадку i e0(k) =
√
k2 +m2 у реляти-

вiстському. Потенцiальна енергiя системи N частинок записується як

UN =
N∑
i<j

Φ (|ri − rj|) , (4.24)

де Φ(|r|) є потенцiалом двочастинкової взаємодiї.
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Використаємо двi теореми Маєра [166, 167]. З цих теорем випливає, що
велику статистичну суму Ξ(T, n) больцманiського газу iз двочастинковою вза-
ємодiєю можна представити як

ln Ξ = V

[
n+

∞∑
i=2

Bi(T )ni

]
, (4.25)

ln z0 = lnn+
∞∑
i=2

i

i− 1
Bi(T )ni−1 , (4.26)

де z0 є одночастинковою статистичною сумою для iдеального газу,

z0(T, µ) = g

∫
d3k

(2π)3
exp

(
−e0(k)− µ

T

)
. (4.27)

Вiрiальнi коефiцiєнти Bi(T ) залежать вiд температури T . Наприклад, другий
вiрiальний коефiцiєнт для частинок, якi взаємодiють за потенцiалом Φ(r) запи-
сується як

B2(T ) =
1

2

∫
d3r

{
1− exp

[
−Φ(r)

T

]}
. (4.28)

Розклади, якi записано у (4.25) та (4.26), можна внести в означення наступних
величин

∆Pcl(n, T ) = T

∞∑
i=2

Bi(T )ni , (4.29)

Ucl(n, T ) = T
∞∑
i=2

i

i− 1
Bi(T )ni−1 , (4.30)

для яких справджується спiввiдношення аналогiчне (4.11),

n
∂Ucl(n, T )

∂n
=
∂∆Pcl(n, T )

∂n
. (4.31)

Рiвняння (4.31) справджується i окремо для будь-якої пари вiдповiдних додан-
кiв у розкладах (4.29) та (4.30). Таким чином, це спiввiдношення справджується
якщо обiрвати ряд на деякому порядку. Iз використанням цих записiв, рiвнян-
ня (4.25) та (4.26) можна переписати як

p(T, µ) = (T/V ) ln Ξ = Tn(T, µ) + ∆Pcl(n, T ) , (4.32)

n(T, µ) = g

∫
d3k

(2π)3
exp

[
−e0(k)− µ+ Ucl(n, T )

T

]
. (4.33)
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Наведенi вище вирази для класичного газу були отриманi без використання
будь-яких наближень i можуть бути iнтерпретованi як одночастинкове пред-
ставлення статистичної суми (4.23). Таким чином, “середнє” поле U(n, T ) та
надлишковий тиск ∆P (n, T ) є строго визначеними величинами у випадку кла-
сичної статистики. З iншої сторони, iз виразiв (4.32) та (4.33) випливає, що
термодинамiчнi величини U(n, T ) та ∆P (n, T ) мають розклади (4.29) та (4.30)
у виглядi вiрiального ряду.

Вираз для густини енергiї ε, можна отримати iз використанням спiввiдно-
шень Ейлера: ε+ p = Ts+ µn, та s = ∂p/∂T . Отримуємо

ε(T, µ) = g

∫
d3k

(2π)3
e0(k) f(k;T, µ, n) + nUcl(n, T ) − ∆Pcl(n, T ) +

+T

{[
∂∆Pcl(n, T )

∂T

]
n

− n

[
∂Ucl(n, T )

∂T

]
n

}
. (4.34)

4.3.1 Вiдповiднiсть гамiльтонiану середнього поля
Дослiдимо, яким чином термодинамiчне середнє полеможе бути пов’язане iз

мiкроскопiчним середнiм полем. Гамiльтонiан класичного взаємодiючого боль-
цманiвського газу, який описується самоузгодженим середнiм полем U(n, T ),
може бути записаний як

H =
∑
i

[e0(ki) + Ucl(n, T )]− V ∆Pcl(n, T ), (4.35)

де член V ∆Pcl(n, T ) є необхiдним для того, щоб енергiя взаємодiї не врахо-
вувалась двiчi. Статистична сума у великому канонiчному ансамблi може бути
записана як

Ξ =
∞∑
N=0

eµN/T
V N

N !
exp

{
−NUcl(n, T )− V∆Pcl(n, T )

T

}

×
N∏
i=1

g

2π2

∫
dki k

2
i exp

(
−e0(ki)

T

)
= exp

{
e−Ucl/T V z0(µ, T ) + V∆P ex

cl /T
}
. (4.36)

Вiдповiдно, можна записати

ln Ξ = V
[
e−Ucl/T z0(µ, T ) + ∆Pcl/T

]
. (4.37)
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Враховуючи вираз (4.33) для густини частинок можна побачити, що наведений
вище вираз спiвпадає iз вiрiальним розкладом великої статистичної суми (4.25)
у тому випадку, якщо ∆Pcl(n, T ) та U(n, T ) означено за допомогою рiвнянь
(4.29) та (4.30), вiдповiдно. У той же час, якщо при розглядi статистичної систе-
ми ми стартуємо з ефективного гамiльтонiану, то необхiдно враховувати умови
термодинамiчної самоузгодженостi, тобто той факт, що термодинамiчнi середнi
значення повиннi спiвпадати iз середнiми по статистичному ансамблю. Термо-
динамiчнi середнi значення густин кiлькостi та енергiї частинок визначаються
через (4.33) та (4.34), вiдповiдно. Статистичне середнє для густини частинок
може буде записане як

nstat =
〈N〉
V

=
1

V

∑∞
N=0 e

µN/TN V N

N ! exp
{
−NU(n,T )−V∆Pcl(n,T )

T

}∏N
i=1

g
2π2

∫
dki k

2
i e
−e0(ki)/T∑∞

N=0 e
µN/T V N

N ! exp
{
−NU(n,T )−V∆Pcl(n,T )

T

}∏N
i=1

g
2π2

∫
dki k2

i e
−e0(ki)/T

.(4.38)

Цю величину також можна обчислити напряму. Отримуємо вираз

nstat = z0(T, µ) exp

{
−Ucl[n(T, µ), T ]

T

}
, (4.39)

який спiвпадає iз (4.33). Для густини енергiї маємо

εstat =
〈E〉
V

=
1

V

∑∞
N=0 e

µN/T V N

N ! exp
{
−NUcl(n,T )−V∆Pcl(n,T )

T

}∏N
i=1

g
2π2

∫
dki k

2
i e
−e0(ki)/TH∑∞

N=0 e
µN/T V N

N ! exp
{
−NUcl(n,T )−V∆Pcl(n,T )

T

}∏N
i=1

g
2π2

∫
dki k2

i e
−e0(ki)/T

.(4.40)

В результатi отримуємо

εstat =
g

2π2

∫
dk k2 e0(k) exp

[
µ− e0(p)− Ucl(n, T )

T

]
+nUcl(n, T )−∆Pcl(n, T ). (4.41)

Якщо порiвняти цей вираз iз вiдповiдним термодинамiчним середнiм (4.34), то
можна побачити, що повинно виконуватись спiввiдношення

∂∆Pcl(n, T )

∂T
= n

∂Ucl(n, T )

∂T
. (4.42)
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Разом iз виразом (4.31) це означає, що мiкроскопiчне середнє поле Ucl(n, T ) та
вiдповiдний надлишковий тиск P ex(n, T ) можуть бути лише функцiями густини
частинок i не можуть бути функцiями температури. Тiльки у цьому випадку
систему можна описати самоузгоджено за допомогою Гамiльтонiану (4.35). У
бiльш загальному випадку, у тому числi i квантового Фермi або Бозе газу, фун-
кцiї Ucl та ∆Pcl iз (4.35) мають задовольняти спiввiдношення (4.31) та (4.42) для
того,щоб термодинамiчний опис був самоузгодженим (див. [168]). Тим неменш,
наш пiдхiд, який було описано у попередньому пiдроздiлi i у якому цi величини
можуть явним чином залежати вiд температури, є термодинамiчно самоузго-
дженим оскiльки ми не вважаємо, що Гамiльтонiан має саме таку структуру, яка
задається виразом (4.35). Замiсть цього ми стартуємо одразу iз виразу для тер-
модинамiчного потенцiалу. Єдиним припущенням є те, що вiрiальний розклад
великої статистичної суми є збiжним. Отриманi у цьому пiдроздiлi результати
вказують на те, що у випадку коли надлишковий тиск явним чином залежить
вiд температури (як у випадку газу ван дер Ваальса), то систему неможливо
описати самоузгодженим чином за допомогою Гамiльтонiану (4.35) i, вiдповiд-
но, величинуUcl(n, T ) (4.30) не можна вважати мiкроскопiчним середнiм полем.
Далi побачимо, що саме така ситуацiя виникає для класу моделей виключеного
об’єму.

4.4 Модель середнього поля для мультикомпо-
нентного газу

Феноменологiчну модель середнього поля можна узагальнити на випадок
сумiшi f рiзних типiв частинок. Позначимо n = (n1, . . . , nf) як набiр густин
частинок та µ = (µ1, . . . , µf) як набiр хiмiчних потенцiалiв, кожен iз яких вiд-
повiдає окремому типу частинок. У випадку сумiшi у нас буде f рiзних середнiх
полiв Ui(n, T ), кожен iз яких вiдповiдає окремому сорту частинок, а також за-
гальний для всiєї системи надлишковий тиск P ex(n, T ). Цiлком природнiм є те,
що Ui(n, T ) та P ex(n, T ) можуть залежати вiд усiх рiзних густин рiзних сортiв
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частинок в системi. ГВЕ у цьому випадку записується як

φ(n, T ) =

f∑
i=1

niµi(n, T )− p(n, T ). (4.43)

Цю густину можна розбити на суму вiльного та взаємодiючого вкладiв

φ(n, T ) =

f∑
i=1

φi0(ni, T ) + φint(n, T ). (4.44)

Аналогiчно, як це було зроблено у пiдроздiлi 4.2, можна виразити повний тиск
p(T, µ) та густини ni(T,µ) у виглядi

p(T,µ) =

f∑
i=1

gi
3
a

∫
d3k

(2π)3

k2√
m2
i + k2

fi(k;T,µ) + P ex(n, T ) , (4.45)

ni(T,µ) = gi

∫
d3k

(2π)3
fi(k;T,µ) (4.46)

де fi(k;T,µ) є функцiєю розподiлу для частинок сорту i

fi(k;T,µ) =

exp


√
m2
i + k2 + Ui[n(T,µ), T ]− µi

T

+ ai


−1

. (4.47)

Надлишковий тиск P ex(n, T ) та середнi поля Ui(n, T ) означаються як

P ex(n, T ) =

f∑
i=1

ni

[
∂φint(n, T )

∂ni

]
T,ni 6=j

− φint(n, T ), (4.48)

Ui(n, T ) =

[
∂φint(n, T )

∂ni

]
T,ni6=j

(4.49)

i пов’язанi один з одним набором рiвнянь, якi визначають умови термодинамi-
чної самоузгодженостi

f∑
j=1

nj
∂Uj
∂ni

=
∂P ex

∂ni
, i = 1 . . . f. (4.50)

Iз спiввiдношення ∂2P ex/∂ni∂nk = ∂2P ex/∂nk∂ni отримуємо, що середнi поля
Ui не є незалежними, а пов’язанi одне з iншим як

∂Ui
∂nj

=
∂Uj
∂ni

, i, j = 1 . . . f. (4.51)
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Це спiввiдношення є корисним, якщо середнi поля задаються iз феноменологi-
чних мiркувань.

У виразi (4.46) записано систему f рiвнянь (як правило трансцендентних)
для густин ni. Цю систему можна розв’язувати чисельно, наприклад за допомо-
гою методу послiдовних наближень або методу Бройдена. Густину енергiї можна
визначити iз термодинамiчного спiввiдношення

ε(T,µ) = T∂p/∂T +

f∑
i=1

µi∂p/∂µi − p. (4.52)

В результатi маємо

ε(T,µ) =

f∑
i=1

gi

∫
d3k

(2π)3

√
m2
i + k2 fi(k;T,µ) +

f∑
i=1

ni Ui(n, T )− P ex(n, T )

+T

[
∂P ex(n, T )

∂T
−

f∑
i=1

ni
∂Ui(n, T )

∂T

]
. (4.53)

4.4.1 Збереження зарядiв
У релятивiзмi число частинок у замкнутiй системi, як правило, може змi-

нюватися, наприклад внаслiдок народження пар частинок та анти-частинок.
Внаслiдок цього, замiсть поняття закону збереження кiлькостi частинок мають
мiсце закони збереження зарядiв. Такими зарядами, наприклад, можуть бути
барiонний заряд, електричний заряд та дивнiсть у сильно взаємодiючих систе-
мах. Вiдповiдно, великий канонiчний ансамбль для релятивiстських систем, як
правило, формулюється на мовi хiмiчних потенцiалiв, якi вiдповiдають цим за-
рядам. Нехай ми маємо s незалежних зарядiв у системi, а µ̃ = (µ̃1, . . . , µ̃s) є
вiдповiдними незалежними хiмiчними потенцiалами.

Позначимо j-й заряд i-го сорту частинок як Qj
i . Тодi хiмiчний потенцiал µi

для i-го сорту частинок може бути записаний як

µi(µ̃) =
s∑
j=1

Qj
i µ̃j. (4.54)

Густина ρj j-го заряду може бути виражена через набiр {ni} густин сортiв рiзних
частинок як

ρj(T, µ̃) =

f∑
i=1

Qj
i ni[T,µ(µ̃)]. (4.55)
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Так само, як i у попередньому пiдроздiлi, у нас буде f рiзних середнiх полiв
Ui(T, µ̃), по одному на кожний сорт частинок в системi. Покажемо, що умови
термодинамiчної самоузгодженостi ρj = ∂p(T, µ̃)/∂µ̃j задовольняються у ви-
падку, коли тиск та густини частинок задаються, вiдповiдно, виразами (4.45) та
(4.46), де µ залежить вiд µ̃ як (4.54). Справдi, величину ∂p(T, µ̃)/∂µ̃j можна
записати як

∂p(T, µ̃)

∂µ̃j
=

f∑
i=1

gi

∫
d3k

(2π)3
fi(k;T, µ̃)

[
Qj
i −

f∑
k=1

∂Ui(n, T )

∂nk

∂nk(T, µ̃)

∂µ̃j

]

+

f∑
k=1

∂P ex(n, T )

∂nk

∂nk(T, µ̃)

∂µ̃j

=

f∑
i=1

Qj
ini −

f∑
k=1

[
f∑
i=1

ni
∂Ui(n, T )

∂nk
− ∂P ex(n, T )

∂nk

]
∂nk(T, µ)

∂µ̃j
, (4.56)

де ми використовуємо той факт, що ∂µi/∂µ̃j = Qj
i . Iз врахуванням (4.50) маємо

∂p(T, µ̃)

∂µ̃j
= ρj(T, µ̃), (4.57)

у вiдповiдностi iз термодинамiчними спiввiдношеннями. Таким чином, форму-
лювання теорiї для багаточастинкового газу, який заданий рiвняннями (4.45)-
(4.47), можна також використовувати i у випадку системи, де зберiгаються за-
ряди, а не окремi кiлькостi частинок.

4.5 Процедура виключеного об’єму
Розглянемо у цьому пiдроздiлi системи iз вiдштовхувальною взаємодiєю на

малих вiдстанях. Особливу увагу придiлимо тому, як ефективно можна сфор-
мулювати рiзнi моделi виключеного об’єму в рамках великого канонiчного ан-
самблю використовуючи формалiзм середнього поля.

4.5.1 Середнi поля, якi пропорцiйнi температурi
Розглянемо спочатку однокомпонентний класичний газ. У класичних систе-

мах, де вiдштовхування моделюється потенцiалом твердих сфер, усi вiрiальнi
коефiцiєнти є незалежними вiд температури, див. (4.28). З виразiв (4.30) та
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(4.29) випливає, що у цьому випадку середнє поле та надлишковий тиск є про-
порцiйними температурi, тобто

U(n, T ) ∝ T , P ex(n, T ) ∝ T , (4.58)

Розглянемо тепер клас середнiх полiв, якi пропорцiйнi T бiльш загально. Iз
(4.22) випливає, що у цьому випадку густина енергiї визначається лише першим
доданком iз iнтегралом

ε(T, µ) = g

∫
d3k

(2π)3

√
m2 + k2 f(k;T, µ) . (4.59)

У випадку газу Больцмана маємо для цього класу

n(T, µ) = e−Ũ(n) n0(T, µ) , (4.60)

ε(T, µ) = e−Ũ(n) ε0(T, µ) , (4.61)

де Ũ(n) = U(T, n)/T у вiдповiдностi iз (4.58) i де введено позначення

n0(T, µ) = g

∫
d3k

(2π)3
f0(k;T, µ) , (4.62)

ε0(T, µ) = g

∫
d3k

(2π)3

√
m2 + k2 f0(k;T, µ) . (4.63)

Тут

f0(k;T, µ) = exp

[
−
√
m2 + k2 + µ

T

]
(4.64)

є функцiєю розподiлу iдеального газу при температурi T та хiмiчному потенцi-
алу µ.

Множник
e−Ũ(n) ≡ ϑ(n) , (4.65)

у правiй частинi рiвнянь (4.60) та (4.61) можна iнтерпретувати як фактор-
подавлення об’єму V системи. Справдi, якщо ввести позначення

Ṽ (n) = ϑ(n)V , (4.66)

то рiвняння (4.60) та (4.61) можна переписати у виглядi

N(T, µ) = Ṽ n0(T, µ) , (4.67)

E(T, µ) = Ṽ ε0(T, µ) . (4.68)
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Очевидно, що у випадку вiдштовхувального середнього поля Ũ(n) = U(T, n)/T

маємо

0 < ϑ(n) ≤ 1 ⇒ Ṽ ≤ V . (4.69)

Це означає, що вiдштовхувальне середнє поле генерує ефективний власний
об’єм ṽ0 для кожної частинки в системi, i це ефективно приводить до зменше-
ння повного об’єму V системи цих N частинок, тобто V → V − Nṽ0 = Ṽ .
Ефективний власний об’єм ṽ0(n) тодi можна визначити як

ṽ0 =
1

N

(
V − Ṽ

)
= v

[
1− ϑ(n)

]
, (4.70)

де v = V/N є середнiм об’ємом на одну частинку. Iнтерпретацiя величини ṽ0

у вiдповiдностi iз (4.70) є досить очевидною. Справдi, величина V − Ṽ являє
собою повний ефективний власний об’єм системи N частинок в результатi
вiдштовхувальної взаємодiї мiж ними. Тодi ефективний об’єм однiєї частинки
взаємно-однозначно пов’язаний iз середнiм полем

ṽ0(n) =
1

n

{
1− exp

[
−Ũ(n)

]}
, (4.71)

де права частина рiвняння залежить лише вiд густини частинок.
Таким чином ми довели наступну теорему: якщо середнє поле є вiдштовху-

вальним (U(n, T ) > 0) i пропорцiйним температурi, тобто U(n, T ) ∝ T , то, у
випадку статистикиБольцмана, наявнiсть взаємодiї в системi приводить лише до
зменшення повного об’єму системи Ṽ → ϑ(n)V , де ϑ(n) = exp [−U(n, T )/T ].
Повне число частинок та їх повна енергiя тодi можуть бути розрахованi iз
використанням виразiв для iдеального газу у рамках великого канонiчного ан-
самблю: N(T, µ) = Ṽ n0(T, µ) та E(T, µ) = Ṽ ε0(T, µ).

У випадку квантової статистики, вважаючи спочатку, що середнє поле
U(n, T )має той самий вигляд (4.58), маємо наступнi вирази для густин кiлькостi
та енергiї частинок

n(T, µ) = ϑ(n) ñ0(T, µ) , (4.72)

ε(T, µ) = ϑ(n) ε̃0(T, µ) , (4.73)
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де Ũ(n) = U(T, n)/T та

ñ0(T, µ) = g

∫
d3k

(2π)3
f̃0(k;T, µ) , (4.74)

ε̃0(T, µ) = g

∫
d3k

(2π)3

√
m2 + k2 f̃0(k;T, µ) . (4.75)

Тут f̃0(k;T, µ) є функцiєю розподiлу iдеального Фермi або Бозе газу

f̃0(k;T, µ) =

[
exp

(√
m2 + k2 − µ

T

)
+ a ϑ(n)

]−1

. (4.76)

Виявляється що, окрiм зменшення об’єму, тут ми маємо також i промiжну
квантову статистику оскiльки другий доданок у знаменнику змiнюється у межах
0 < ϑ(n) ≤ 1. Нагадаємо, що ϑ(n) = e−Ũ(n), та a = 1 для фермiонiв або a = −1

для бозонiв. Цiкаво вiдмiтити, що у випадку вiдштовхувального середнього
поля, при зростаннi густини частинок n, функцiя розподiлу (4.76) стає подiбною
функцiї розподiлу Больцмана. Таким чином можна зробити висновок, що у
випадку квантової статистики наявнiсть вiдштовхувального середнього поля,
яке пропорцiйне T , приводить до зменшення повного об’єму системи (V → Ṽ ),
а також до послаблення ефектiв, пов’язаних iз квантовою статистикою. Усi цi
ефекти залежать лише вiд густини частинок.

У контекстi квантової статистики слiд зазначити, що процедура виклю-
ченого об’єму сформулювана строго i однозначно лише у випадку класичної
статистики Больцмана. Класичнi вирази (4.58) можуть бути незастосовними у
випадку, коли ефекти квантової статистики є домiнуючими, наприклад у ви-
падку виродженого Фермi газу при низьких температурах. Вочевидь, у такому
випадку формалiзм необхiдно буде модифiкувати. У подальшому, в роботi роз-
глядаються лише тi застосування, де ефектами квантової статистики можна
знехтувати.

4.5.2 Однокомпонентний газ
Розглянемо конкретнi приклади моделей виключеного об’єму i як вони ре-

алiзуються у пiдходi середнього поля. У якостi першого прикладу розглянемо
однокомпонентний газ, у якому ефективний власний об’єм однiєї частинки ṽ0
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(4.71) не залежить вiд густини частинок n. Iз (4.71) випливає, що у такому
випадку середнє поле визначається як

Ude(n, T ) = −T ln(1− ṽ0 n). (4.77)

Назвемо такий пiдхiд моделлю прямого виключеного об’єму. Рiвняння (4.21)
для густини частинок у такому випадку можна розв’язати явним чином

nde(T, µ) =
n0(T, µ)

1 + ṽ0 n0(T, µ)
, (4.78)

де n0 = z0 є густиною точкових частинок, тобто iдеального газу. Отриманий
результат вiдображає загальну закономiрнiсть: при “включеннi” вiдштовхуваль-
ної взаємодiї густина частинок зменшується у порiвняннi iз густиною частинок
iдеального газу n0 при тих самих значеннях T i µ. Це явище також якiсно
справджується i у випадку квантових газiв.

Для тиску, у наближеннi Больцмана, маємо iз (4.32)

pde(T, µ) = −T
ṽ0

ln [1− ṽ0 nde(T, µ)] =
T

ṽ0
ln
[
1 + ṽ0 n

0(T, µ)
]
. (4.79)

Густина енергiї має вигляд

εde(T, µ) =
ε0(T, µ)

1 + ṽ0n0(T, µ)
. (4.80)

Далi розглянемо вiрiальний розклад для класичного газу твердих сфер ра-
дiуса r

p = Tn+ Tv0n
2. (4.81)

Тут вiрiальний коефiцiєнт v0 = 4 (4π) r3/3 у чотири рази бiльший за внутрiшнiй
об’єм частинки. Надлишковий тиск та середнє поле тодi визначаються як

P ex(n, T ) = Tv0n
2, (4.82)

U(n, T ) = 2Tv0n. (4.83)

Вирази (4.82) та (4.83) є загальними для систем, що характеризуються вiрiаль-
ним розкладом до другого порядку та вiрiальним коефiцiєнтом v0. Вiдзначимо,
що модель прямого виключеного об’єму узгоджується iз вiрiальним розкладом
другого порядку (4.81) якщо ṽ0 = 2v0.
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Iмовiрно найбiльш вiдомим прикладом системи iз виключеним об’ємом ча-
стинок є системи iз рiвнянням стану ван дер Ваальса

pVdW =
Tn

1− v0n
, (4.84)

у якому знехтувано доданком, що вiдповiдає за притягання. Вираз (4.84) на-
справдi являє собою екстраполяцiю (4.81) до високих значень v0 n. Надлишко-
вий тиск (P ex = p− nT ) рiвний

P ex
VdW(n, T ) = Tn

v0n

1− v0n
. (4.85)

Використовуючи (4.31) у формi

U(n, T ) =

∫ n

0

1

n′
∂P ex(n′, T )

∂n′
dn′,

та поклавши U(n = 0, T ) = 0, отримуємо

UVdW(n, T ) = T
v0n

1− v0n
− T ln(1− v0n) . (4.86)

Густину у моделi ван дер Ваальса можна записати як

nVdW = (1− v0nVdW)nid(T, µ) exp

(
− v0nVdW

1− v0nVdW

)
. (4.87)

Пiдсумковий результат отримуємо розв’язавши трансцендентне рiвняння (4.87)
вiдносно nVdW.

У роботi [155] було сформульовано термодинамiчно самоузгоджену про-
цедуру для врахування виключеного об’єму. Вона має широке застосування у
моделi адронно-резонансного газу. Покажемо, що у наближеннi Больцмана, ця
процедура еквiвалентна моделi ван дер Ваальса у формалiзмi середнього поля,
яка задається рiвняннями (4.85) та (4.87). Тиск та густина у пiдходi iз роботи
[155] для наближення Больцмана записується як

P excl = n0(T, µ)T e−v0P
excl/T , (4.88)

nexcl =
n0(T, µ) e−v0P

excl/T

1 + v0 n0(T, µ) e−v0P excl/T
. (4.89)

Як правило, розв’язок можна отримати вирiшуючи трансцендентне рiвняння
(4.88) для тиску. Iз (4.89) отримуємо

n0(T, µ) e−v0P
excl/T =

nexcl

1− v0 nexcl
. (4.90)
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Пiдставляючи цей вираз у (4.88) маємо

P excl =
nexclT

1− v0nexcl
, (4.91)

Цей вираз спiвпадає iз (4.85). У подiбний спосiб отримуємо для nexcl

nexcl = (1− v0n
excl)n0(T, µ) exp

(
− v0n

excl

1− v0nexcl

)
. (4.92)

Останнiм прикладом, який ми розглянемо у випадку однокомпонентного
газу, є досить вiдоме рiвняння стану Карнагена-Старлiнга [169], яке є бiльш
точним за модель ван дер Ваальса при високих густинах кiлькостi частинок.
Тиск може бути виражений через пакувальну частку η за допомогою формули
Карнагена-Старлiнга

PCS = Tn
1 + η + η2 − η3

(1− η)3
. (4.93)

Пакувальна частка η може бути виражена через другий вiрiальний коефiцiєнт
v0 та густину n як η = v0n/4. Надлишковий тиск тодi записується як

P ex
CS(n, T ) = Tn

v0n− (v0n)2/8

(1− v0n/4)3
, (4.94)

а середнє поле UCS(n, T ) має вигляд

UCS(n, T ) = −3T

[
1− 1− v0n/12

(1− v0n/4)3

]
. (4.95)

На Рис. 4.1 наведено залежнiсть надлишкового тиску в одиницях тиску iде-
ального газу P ex/nT вiд пакувальної частки η = v0n/4, для чотирьох рiзних
моделей виключеного об’єму: вiрiальний розклад до другого порядку (пун-
ктирна зелена лiнiя), модель прямого виключеного об’єму (точкова синя лiнiя),
рiвняння стану ван дер Ваальса (пунктирно-точкова червона лiнiя), та рiвняння
стану Карнагена-Старлiнга (суцiльна чорна лiнiя). Монте Карло данi iз [170]
щодо стисливостi твердих сфер зображено трикутними символами. Вiдзначи-
мо, що усi чотири моделi спiвпадають у другому порядку вiрiального розкладу.
Вiдмiтимо також, що P ex/nT ≡ Z − 1, де Z є стисливiстю. Очевидно, що паку-
вальна частка строго обмежена згори для трьох останнiх пiдходiв: η < 0.125 у
моделi прямо виключеного об’єму, η < 0.25 у моделi ван дер Ваальса, i η < 1
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у моделi Карнагена-Старлiнга. Також вiдмiтимо, що границею щiльного паку-
вання для твердих сфер є η = π/(3

√
2) ' 0.76. Усi пiдходи дають практично

однаковi результати для малих значень η, але починають сильно вiдрiзнятися
при η > 0.1. Порiвняння iз Монте Карло розрахунками свiдчить, що модель
Карнагена-Старлiнга є найбiльш точною iз тих, що розглядаються i описує данi
Монте Карло симуляцiй принаймнi до η ' 0.5.
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Рис. 4.1: Залежнiсть величини P ex/nT вiд пакувальної частки η для чотирьох
рiзних моделей твердих сфер: вiрiальний розклад до другого порядку (пун-
ктирна зелена лiнiя), модель прямого виключеного об’єму (точкова синя лiнiя),
рiвняння стану ван дер Ваальса (пунктирно-точкова червона лiнiя), та рiвняння
стану Карнагена-Старлiнга (суцiльна чорна лiнiя). Монте Карло данi iз [170]
зображено трикутними символами.

4.5.3 Вiрiальний розклад для мультикомпонентного газу
Розглянемо тепер мультикомпонентний газ. Вiрiальний розклад для класи-

чного мультикомпонентного газу iз f сортiв рiзних частинок має вигляд

p(n, T ) = T

f∑
i=1

ni + T
∑
i,j

bij(T )ninj +
∑
i,j,k

bijk(T )ninjnk + . . .

= T

f∑
i=1

ni + P ex(n, T ). (4.96)
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Тут bij, bijk, . . . є вiрiальними коефiцiєнтами. Для того, щоб отримати вирази для
середнiх полiв Um(n, T ) представимо їх у виглядi ряду по густинам усiх сортiв
частинок

Ui(n, T ) = T
∑
j

aij(T )nj +
∑
j,k

aijk(T )njnk + . . . (4.97)

Пiдставляючи Um у виглядi (4.97) у вирази (4.50), якi являють собою умови тер-
модинамiчної самоузгодженостi, отримуємо замкнуту систему лiнiйних рiвнянь
для коефiцiєнтiв aij, aijk, . . .. Розв’язок цiєї системи дає можливiсть отримати се-
реднi Ui в однозначний спосiб iз вiрiального розкладу (4.96).

У випадку вiрiального розкладу лише до другого порядку маємоP ex(n, T ) =

T
∑

i,j bij(T )ninj. Середнi поля, вiдповiдно, мають вигляд Ui(n, T ) =

T
∑

j a
i
j(T )nj. Система рiвнянь для коефiцiєнтiв aij може бути розв’язана явно

i розв’язок має вигляд

aij(T ) = 2bij(T ), (4.98)

Ui(n, T ) = 2T
∑
j

bij(T )nj. (4.99)

4.5.4 Виключений об’єм у мульти-компонентному газi:
процедура ван дер Ваальса I

Один iз способiв узагальнити модель ван дер Ваальса на випадок багатоком-
понентної системи частинок iз рiзними власними об’ємами vi полягає у тому,
щоб замiнити повний об’єм V на повний доступний об’єм V −

∑
i viNi. Таку

процедуру було проведено у термодинамiчно самоузгоджений спосiб у робо-
тi [171, 172], де повний доступний об’єм було пiдставлено у велику канонiчну
суму. В результатi можна отримати трансцендентне рiвняння для тиску p(T,µ)

p(T,µ) =

f∑
i=1

p0
i [T, µi − vi p(T,µ)]. (4.100)

Густина ni сорту частинок i може бути записана як

ni(T,µ) =
n0
i [T, µi − vi p(T,µ)]

1 +
∑f

j=1 vjn
0
j [T, µi − vi p(T,µ)]

. (4.101)
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Тут p0
i та n0

i є виразами iдеального газу для тиску та густини частинок сорту i.
У Больцманiвському наближеннi вираз (4.100) для тиску має вигляд

p(T,µ) =

f∑
i=1

p0
i (T, µi) exp [−vi p(T,µ)/T ] . (4.102)

Покажемо, що у наближеннi Больцмана можна отримати еквiвалентний ре-
зультат i у пiдходi середнього поля. Для цього замiнимо повний виключений
об’єм v0 n у виразi (4.85) для надлишкового тиску однокомпонентного газу ван
дер Ваальса на повний виключений об’єм

∑
i vini мультикомпонентного газу.

Надлишковий тиск тодi має вигляд

P ex
VdW(n, T ) = T

(
f∑
i=1

ni

) ∑f
i=1 vini

1−
∑f

i=1 vini
. (4.103)

Для того, щоб вирiшити задачу необхiдно розв’язати систему рiвнянь (4.50) тер-
модинамiчної самоузгодженостi вiдносно середнiх полiв Ui. У даному випадку
розв’язок можна знайти у замкненому виглядi i вiн має вигляд

Ui(n, T ) = T
vi
∑f

j=1 nj

1−
∑f

j=1 vjnj
− T ln

(
1−

f∑
j=1

vjnj

)
. (4.104)

Маючи вирази для Ui можна тепер виразити ni у наближеннi Больцмана як

ni(T,µ) =

(
1−

f∑
j=1

vjnj

)
n0
i (T, µi) exp

(
−

vi
∑f

j=1 nj

1−
∑f

j=1 vjnj

)
. (4.105)

Нагадаємо, що повний тиск у системi можна записати як

p(T,µ) = T

(
f∑
i=1

ni

)
+ P ex

VdW[n(T,µ), T ]

= T

(
f∑
i=1

ni

) (
1 +

∑f
i=1 vini

1−
∑f

i=1 vini

)

= T

∑f
i=1 ni

1−
∑f

i=1 vini
. (4.106)

Якщо пiдставити (4.105) у чисельник (4.106), то отримуємо

p(T,µ) =

f∑
i=1

p0
i (T, µi) exp

(
−

vi
∑f

j=1 nj

1−
∑f

j=1 vjnj

)
, (4.107)
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де було враховано, що p0
i (T, µi) = T n0

i (T, µi). Використовуючи (4.106) можна
переписати вираз для експоненти у (4.107) i отримати вираз

p(T,µ) =

f∑
i=1

p0
i (T, µi) exp [−vi p(T,µ)/T ] (4.108)

який спiвпадає iз (4.102).

4.5.5 Виключений об’єм у мульти-компонентному газi:
процедура ван дер Ваальса II

Сформулюємо тепер процедуру виключеного об’єму для мульти-
компонентного газу, яка узгоджується iз вiрiальним розкладом у другому по-
рядку. Нехай bij, i, j = 1 . . . f – матриця вiрiальних коефiцiєнтiв. Для моделi
твердих сфер коефiцiєнти мають вигляд

bij =
2

3
π(ri + rj)

3, (4.109)

де ri є радiусами сфер. Тиск у випадку розкладу до другого порядку має вигляд

P = T

f∑
i=1

ni + T

f∑
i,j=1

bijninj. (4.110)

Проведемо процедуру екстраполяцiї ван дер Ваальса подiбно до того, як це було
зроблено у випадку однокомпонентного газу (див. [173])

P = T

f∑
i=1

(
ni

1−
∑f

j=1 b̃jinj

)
. (4.111)

Для того, щоб вираз (4.111) був узгоджений iз розкладом до другого порядку
(4.110) необхiдно, щоб виконувалась умова b̃ii = bii and b̃ij + b̃ji = 2bij. Вибiр
коефiцiєнтiв b̃ij є неоднозначним. Наприклад, можна покласти b̃ij = bij. А у
роботi [173] цi коефiцiєнти означено як

b̃ij =
2biibij
bii + bjj

. (4.112)

Надлишковий тиск має вигляд

P ex(n, T ) = T

f∑
i=1

(
ni
∑f

j=1 b̃jinj

1−
∑f

j=1 b̃jinj

)
. (4.113)
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Розв’язок рiвнянь (4.50), якi визначають умови термодинамiчної самоузгодже-
ностi, вiдносно Ui має вигляд

Ui(n, T ) = T

f∑
j=1

b̃ijnj

1−
∑f

k=1 b̃kjnk
− T ln

(
1−

f∑
j=1

b̃jinj

)
. (4.114)

Використовуючи цей вираз, густини частинок ni можна записати у наближеннi
Больцмана як

ni(T,µ) =

(
1−

f∑
j=1

b̃jinj

)
n0
i (T, µi) exp

(
−

f∑
j=1

b̃ijnj

1−
∑f

k=1 b̃kjnk

)
, i = 1 . . . f.

(4.115)
Вираз (4.115) являє собою систему трансцендентних рiвнянь вiдносно густин
ni.

Покажемо тепер, що описана у формалiзмi середнього поля процедура еквi-
валентна процедурi ван дер Ваальса для мульти-компонентного газу, яку було
розроблено у роботi [173]. У цiй роботi повний тиск можна представити у ви-
глядi суми “парцiальних” тискiв: p(T,µ) =

∑f
i=1 pi(T,µ). Величини pi(T,µ)

знаходяться iз системи трансцендентних рiвнянь

pi(T,µ) = p0
i (T, µi) exp

(
−

f∑
j=1

b̃ijpj(T,µ)/T

)
. (4.116)

У нашому пiдходi, тиск (4.111) такожможна представити як суму “парцiальних”
тискiв

p(T,µ) =

f∑
i=1

pi(T,µ), (4.117)

pi(T,µ) =
Tni

1−
∑f

j=1 b̃jinj
. (4.118)

Пiдставляючи (4.115) у чисельник в (4.118) отримуємо

pi(T,µ) = p0
i (T, µi) exp

(
−

f∑
j=1

b̃ijnj

1−
∑f

k=1 b̃kjnk

)
, (4.119)

де використано p0
i (T, µi) = T n0

i (T, µi). Використовуючи (4.118) можна перепи-
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сати експоненту у (4.119) i отримати

pi(T,µ) = p0
i (T, µi) exp

[
−

f∑
j=1

b̃ijpj(T,µ)/T

]
. (4.120)

Цей вираз точно спiвпадає iз (4.116).

4.6 Пiдхiд середнього поля у моделi адронно-
резонансного газу

Статистичнi моделi дуже успiшно описують широкий набiр експеримен-
тальних даних щодо множинностi рiзних у адронiв у багатьох експериментах
iз зiткнення важких ядер. Найбiльш вiдомою iз таких статистичних моделей
є модель iдеального адронно-резонансного газу (I-АРГ), яку сформульовано у
великому канонiчному ансамблi i яка описує систему невзаємодiючих адронiв
та резонансiв. Тиск у такiй системi має вигляд суми парцiальних тискiв

p =

f∑
i=1

pi(T, µi) =

f∑
i=1

gi
6π2

∫ ∞
0

k4 dk√
k2 +m2

i

[
exp

(√
k2 +m2

i − µi
T

)
+ ai

]−1

,

(4.121)
де gi є виродженiстю по спiну для сорту адронiв i, T є температурою, ai рiвний
−1 для бозонiв, +1 для фермiонiв та 0 для наближення Больцмана. Хiмiчний
потенцiал µi мiстить вклади вiд хiмiчних потенцiалiв барiонного заряду, еле-
ктричного заряду та дивностi:

µi = BiµB + SiµS +QiµQ. (4.122)

Густина частинок сорту i записується як

ni(T, µi) =
gi

2π2

∫ ∞
0

k2 dk

[
exp

(√
k2 +m2

i − µi
T

)
+ ai

]−1

. (4.123)

Якщо правильно врахувати розпади нестабiльних адронiв, то шляхом фiту екс-
периментальних даних щодо вiдношень виходiв рiзних сортiв адронiв можна
визначити температуру T та барiонний хiмiчний потенцiал µB, що вiдповiдають
експерименту. Хiмiчнi потенцiали µS та µQ, як правило, можна представити у
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виглядi функцiї T та µB iз законiв збереження зарядiв. Зокрема, можна зафi-
ксувати повний заряд дивностi 〈S〉 = 0 та вiдношення електричного заряду до
барiонного 〈Q〉/〈B〉 = Z/A ≈ 0.4.

У адронно-резонансному газi, сформульованому у рамках пiдходу середньо-
го поля, з’являються такi величини як надлишковий тиск P ex(n, T ) та середнi
поля Ui(n, T ). Вiдповiдно, вирази (4.121) та (4.123) змiнюються i тепер мають
вигляд

p =

f∑
i=1

gi
6π2

∫ ∞
0

k4 dk√
k2 +m2

i

[
exp

(√
k2 +m2

i − µi + Ui(n, T )

T

)
+ ai

]−1

,

+P ex(n, T ),

ni =
gi

2π2

∫ ∞
0

k2 dk

[
exp

(√
k2 +m2

i − µi + Ui(n, T )

T

)
+ ai

]−1

,

=
gi

2π2

∫ ∞
0

k2 dk fi(k;n, T, µi). (4.124)

У наших розрахунках ми включаємо усi вiдомi адрони та резонанси (разом
iз вiдповiдними античастинками) iз масами до 2.3 ГеВ, що складаються iз u, d
або s кваркiв. Кiнцева ширина резонансiв, i їхня вiдповiдна Брейт-Вiгнерiвська
форма враховуються у моделi таким самим чином, як це робиться у пакетi
THERMUS [174]. Для цього робиться наступна модифiкацiя при iнтегруваннi
функцiї розподiлу по iмпульсам:∫

d3k fi(k;n, T, µi)→
∫
dm̃

∫
d3k

1

π

2 m̃mi Γi
(m̃2 −m2

i )
2 +m2

iΓ
2
i

fi(k;n, T, µi).

(4.125)

Для проведення розрахункiв необхiдно розв’язувати систему рiвнянь (4.124)
самоузгодженим чином. У подальших дослiдженнях будемо вважати, що вiд-
штовхування мiж усiма сортами адронiв є однаковим, тобто усi адрони мають
один i той самийрадiус r. Уцьому випадку усi середнi поля спiвпадають (Ui ≡ U )
i залежать лише вiд повної густини усiх адронiв n =

∑
i ni. Таким чином, треба

розв’язувати лише одне трансцендентне рiвняння для повної густини n i для
цього використовується метод дотичних. Розглянемо три рiзнi параметризацiї
для середнього поля:



125

а) Модель прямого виключеного об’єму:

P ex(n, T ) = − T

2v0
ln(1− 2v0n)− nT, (4.126)

U(n, T ) = −T ln(1− 2v0n), (4.127)

де v0 – це є об’єм адрона, помножений на чотири.
б) Рiвняння стану ван дер Ваальса:

P ex(n, T ) = Tn
v0n

1− v0n
, (4.128)

U(n, T ) = T
v0n

1− v0n
− T ln(1− v0n). (4.129)

в) Рiвняння стану Карнагена-Старлiнга:

P ex(n, T ) = Tn
v0n− (v0n)2/8

(1− v0n/4)3
, (4.130)

U(n, T ) = −3T

[
1− 1− v0n/12

(1− v0n/4)3

]
. (4.131)

Усi три моделi узгоджуються iз другим порядком вiрiального розкладу для
моделi твердих сфер.

4.7 АРГ iз виключеним об’ємом на стадiї фрiза-
уту

Дослiдимо властивостi АРГ, що присутнiй на стадiї хiмiчного фрiзауту у
зiткненнях важких iонiв. В результатi аналiзу експериментальних даних щодо
множинностей рiзних адронiв, залежнiсть температури та барiонного хiмiчного
потенцiалу вiд енергiї зiткнення ядер можна пераметризувати як [175]

T (
√
s
NN

) = 0.166ГеВ− 0.139ГеВ−1µ2
B − 0.053ГеВ−3µ4

B, (4.132)

µB(
√
s
NN

) =
1.308ГеВ

1 + 0.273ГеВ−1√s
NN

. (4.133)

Для врахування неповної термалiзацiї дивних частинок, як правило, вводять
фактор придушення γS, який вставляється у одночастичну функцiю розподiлу
i енергетична залежнiсть якого має вигляд [176]

γS(
√
s
NN

) = 1− 0.396 exp

(
−1.23

T

µB

)
. (4.134)
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Рис. 4.2: Залежнiсть густини барiонного заряду на стадiї хiмiчного фрiзауту
вiд енергiї зiткнення для трьох рiзних моделей виключеного об’єму: модель
прямого виключеного об’єму (точкова лiнiя), рiвняння стану ван дер Ваальса
(точково-пунктирна лiнiя), та для рiвняння стануКарнагена-Старлiнга (суцiльна
лiнiя).

Цей множник вставляється у вираз для fi(k;n, T, µi) наступним чином

fi(k;n, T, µi) =

[
γ
−|si|
S exp

(√
k2 +m2

i − µi + Ui(n, T )

T

)
+ ai

]−1

, (4.135)

де |si| є сумою дивних та анти-дивних кваркiв у адронi сорту i. Зазначимо, що
ефекти квантової статистики в (4.135) для даної задачi є незначними.

Залежнiсть густини барiонного заряду вiд енергiї зiткнення √s
NN
, наведено

на Рис. 4.2. Вiдмiтимо, що результати розрахункiв у моделi ван дер Ваальса
узгоджуються iз вiдповiдними розрахунками в роботi [177], якi було проведено
iз використанням пакету THERMUS. Врахування вiдштовхування у виглядi
твердих сфер приводить до зсуву максимуму у енергетичнiй залежностi густини
барiонного заряду у область бiльш низьких енергiй. Наприклад, для радiусу
рiвного 0.5 фм максимум зсувається вiд енергiї√s

NN
' 8 ГеВ до√s

NN
' 6 ГеВ.

Залежнiсть середнього поля та надлишкового тиску вiд енергiї зiткнення на-
ведено на Рис. 4.3. Видно, що обидвi цi величини зростають iз енергiєю зiткнен-
ня. Вiдмiтимо, що i розбiжностi в результатах для рiзних моделей виключеного
об’єму також зростають iз енергiєю зiткнення.
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Рис. 4.3: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення (a) середнього поля U та (b) надли-
шкового тиску P ex, якi розраховано у пiдходi середнього поля для трьох рiзних
моделей виключеного об’єму: модель прямого виключеного об’єму (точкова лi-
нiя), рiвняння стану ван дер Ваальса (точково-пунктирна лiнiя), та для рiвняння
стану Карнагена-Старлiнга (суцiльна лiнiя).

Ефективний виключений об’єм ṽ0 на одну частинку, який генерується
вiдштовхувальним середнiм полем, можна розрахувати використовуючи ви-
раз (4.71). Залежнiсть цiєї величини вiд енергiї зiткнення наведено на Рис. 4.4.
Тут значення величини ṽ0 нормовано на внутрiшнiй об’єм частинки vin =

4πr3/3, а r = 0.5 фм. Видно, що для моделi прямого виключеного об’єму, зна-
чення ṽ0 є фiксованим i рiвне ṽ0 = 8vin. Це значення можна iнтерпретувати як
сферичний об’єм навколо центру сферичної частинки, всерединi якого не може
знаходитись центр будь-якої iншої сферичної частинки у випадку, коли сфери є
повнiстю непроникними. Для бiльш реалiстичних рiвнянь стану, як модель ван
дер Ваальса або модель Карнаген-Старлiнг, маємо нерiвнiсть ṽ0 < 8vin.

Як було описано у пiдроздiлi 4.5, множник ϑ(n) = e−U(n,T )/T визначає по-
давлення густин та ефектiв, пов’язаних iз квантовою статистикою у порiвняннi
iз випадком iдеального газу. Залежнiсть вiд енергiї зiткнення у випадку адрон-
ного радiусу рiвного 0.5 фм наведено на Рис. 4.5. Видно, що при r = 0.5 фм
подавлення густин та квантової статистики є досить суттєвим, особливо при
високих енергiях зiткнення. Отриманi результати вказують на те, що наближен-
ня Больцмана достатньо добре працює для дослiдження властивостей хiмiчного
фрiзауту у зiткненнях важких ядер.
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Рис. 4.4: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення ефективного виключеного об’єму
однiєї частинки, який розраховується вiдповiдно до (4.71), для трьох рiзних
моделей виключеного об’єму: модель прямого виключеного об’єму (точкова лi-
нiя), рiвняння стану ван дер Ваальса (точково-пунктирна лiнiя), та для рiвняння
стану Карнагена-Старлiнга (суцiльна лiнiя). Для розрахункiв використовується
адронний радiус 0.5 фм.

Дослiдимо як впливає на розрахунки значення адронного радiусу r. На
Рис. 4.6 наведено залежнiсть густини барiонного заряду вiд адронного радiусу
r для фiксованої енергiї зiткнення √s

NN
= 8 ГеВ, якiй вiдповiдають наступнi

значення параметрiв:T = 141МеВ,µB = 411МеВ and γS = 0.74. Видно,що вiд-
мiнностi мiж значеннями густини барiонного заряду, розрахованими для трьох
рiзних моделей виключеного об’єму, зростають iз r та досягають приблизно
20− 25% при r & 1 фм. У той же час, типовi значення радiусу адронiв зазвичай
не перевищують 0.5 фм. У такому випадку наближення ван дер Ваальсу для ана-
лiзу хiмiчного фрiзауту є достатнiм. Тим не менше, якщо iнтерпретувати нашу
систему як газ твердих сфер, то модель Карнагена-Старлiнга дає найбiльш точнi
результати.
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Рис. 4.5: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення множника ϑ, який визначає подавлен-
ня густин та ефектiв, пов’язаних iз квантовою статистикою, внаслiдок наявностi
вiдштовхувального середнього поля. Розрахунки проведено iз використанням
трьох рiзних процедур виключеного об’єму та для значення адронного радiусу
0.5 фм.
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Рис. 4.6: Залежнiсть густини барiонного заряду вiд величини адронного радiусу.
Розрахунки проведено для значень параметрiв T = 141 МеВ, µB = 411 МеВ та
γS = 0.74, якi вiдповiдають енергiї зiткнення √s

NN
= 8 ГеВ.
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Рис. 4.7: Розрахунки в рамках КХД на ґратцi [25] для 3p/T 4 (кружки) та ε/T 4

(квадрати) при нульовому барiонному хiмiчному потенцiалi.

4.8 Порiвняння взаємодiючого АРГ iз даними
КХД на ґратцi

Рiвняння стану КХД при нульовiй барiоннiй густинi може бути проаналiзо-
вано за допомогою монтекарлiвських розрахункiв КХД на ґратцi [25, 26]. Такi
розрахунки вказують на наявнiсть двох фаз сильновзаємодiючої матерiї: адрон-
ної фази при малих T та кварк-глюонної фази деконфайнменту при великих
T . При цьому розрахунки показують, що цей перехiд не є справжнiм фазовим
переходом, а, натомiсть, переходом плавного кросоверу. На Рис. 4.7 наведено
результати розрахункiв iз роботи [25] для тиску та густини енергiї (3p/T 4 та
ε/T 4).

На Рис. 4.7 видно швидкий рiст термодинамiчних величин поблизу тем-
ператури кросоверу Tc ' 150 − 160 МеВ. У фазi деконфайнменту величини
3p/T 4 та ε/T 4 повiльно наближаються до своїх граничних значень, що визнача-
ються вiдповiдною границею Стефана-Больцмана 3pSB/T

4 = εSB/T
4 = σSB, де

σSB = 19π2/12 ∼= 15.6 у КХД iз трьома сортами кваркiв. При T < Tc домiнує
адронна фаза конфайнменту. Цiкавим питанням є порiвняння рiвнняння стану
АРГ iз виключеним об’ємом iз даними КХД на ґратцi у цьому дiапазонi тем-
ператур. Для цiєї задачi використаємо процедуру виключеного об’єму ван дер
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Рис. 4.8: Залежнiсть тиску вiд температури у моделi АРГ iз виключеним
об’ємом при нульовому барiонному хiмiчному потенцiалi та декiлькох рi-
зних значеннях радiусу твердої серцевини адрону. ГраницюСтефана-Больцмана
pSB/T

4 = σSB/3 ∼= 5.2 показано штрихованою горизонтальною лiнiєю.

Ваальса у наближеннi Больцмана.

На Рис. 4.8 наведено залежнiсть тиску plat/T 4 вiд температури у моделi
АРГ iз виключеним об’ємом при нульовому барiонному хiмiчному потенцiалi
та декiлькох рiзних значеннях радiусу твердої серцевини адрону. У випадку
iдеального АРГ (r = 0) тиск p(T )/T 4 швидко зростає при високих температу-
рах i перевищує границею Стефана-Больцмана для безмасових невзаємодiючих
кваркiв та глюонiв, pSB(T )/T 4 = σSB/3 ∼= 5.2. Тому, вiдповiдно до критерiїв
Гiббса щодо глобальної термодинамiчної рiвноваги це означало б що точковi
адрони завжди мають бути домiнуючою фазою при високих температурах. Та-
ка властивiсть iдеального АРГ протирiчить даним КХД на ґратцi i вказує на
обмеженiсть такої моделi. У той же час, як видно iз Рис. 4.8, наявнiсть ефе-
ктiв виключеного об’єму приводить до iншої поведiнки тиску: при r ≥ 0.13 фм
маємо pev(T )/T 4 < σSB/3 за будь-якої T . Звiдси можна зробити висновок про
необхiднiсть накласти обмеження знизу r ≥ 0.13 фм на радiус твердої серцеви-
ни адрона.

На Рис. 4.9, наведено порiвняння залежностi тиску plat/T 4 вiд температури
у моделi АРГ iз виключеним об’ємом iз даними КХД на ґратцi для декiлькох
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Рис. 4.9: Залежнiсть тиску вiд температури умоделiАРГ iз виключенимоб’ємом
при нульовому барiонному хiмiчному потенцiалi та декiлькох рiзних значеннях
радiусу твердої серцевини адрону. Точками показано данi КХД на ґратцi [25].

рiзних значень радiусу твердої серцевини адрону та при температурах T <

155 МеВ. Видно, що данi КХД на ґратцi описуються добре у досить широкому
дiапазонi значень радiусу твердої серцевини r . 0.4фм.При бiльших значеннях
r тиску у АРГ буде суттєво подавленим у порiвняннi iз КХД на ґратцi.

Таким чином, у результатi порiвняння даних для адронного тиску мо-
жна накласти такi обмеження знизу та згори на значення адронного радiусу:
0.13 < r . 0.4 фм. У той же час слiд пам’ятати, що iншi термодинамiчнi ве-
личини, якi розраховуються на ґратцi, можуть у майбутньому бути використанi
для отримання бiльш сильних обмежень на величину r. Крiм того, представленi
розрахунки були виконанi у припущеннi однакового радiусу твердої серцевини
для всiх адронiв. Висновки можуть бути iншими за iнших припущень, напри-
клад, коли радiус адрону явно залежить вiд його сорту.

4.9 Висновки до 4-го роздiлу
У представленому пiдходi середнього поля, усi величини, пов’язанi iз

взаємодiєю, виражаються через середнi поля Ui(n, T ) та надлишковий тиск
P ex(n, T ). Такий пiдхiд задає процедуру для узагальнення вiдомих феноме-
нологiчних моделей рiвняння стану на випадок статистичних систем iз змiнною
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кiлькiстю частинок, i якi формулюються у великому канонiчному ансамблi.

У даному роздiлу сформульовано три рiзнi процедури виключеного об’єму:
модель прямого виключеного об’єму, рiвняння стану ван дер Ваальса та рiвня-
ння стану Карнагена-Старлiнга. Середнi поля у моделях виключеного об’єму є
пропорцiйними температурi (у випадку статистики Максвелла-Больцмана) i по-
казано, що такi поля генерують ефективний власний виключений об’єм частин-
ки. В результатi, у виразах для густин кiлькостi та енергiї частинок, з’являється
подавлюючий множник ϑ(n) = exp(−U(T, n)/T ), який зменшує ефективний
об’єм доступний для руху, та ефекти, пов’язанi iз квантовою статистикою.

Розглянутi три процедури використовуються в рамках моделi адронно-
резонансного газу для дослiджень хiмiчногофрiзауту у зiткненнях важких ядер.
В усiх трьох випадках, включення вiдштовхування типу твердих сфер приво-
дить до зсуву максимуму у залежностi густини барiонного заряду вiд енергiї
зiткнення до менших значень енергiї. Цей результат було також отримано у
бiльш раннiх дослiдженнях [177]. Розрахунки також показують, що рiзницi в
результатах у розглянутих трьох пiдходах залишаються незначними при типо-
вих значеннях адронного радiусу (r . 0.5 фм). При високих адронних густинах
модель Карнагена-Старлiнга є найбiльш точною iз тих пiдходiв, що були розгля-
нутi. Ефекти, пов’язанi iз релятивiстським скороченням довжини безсумнiвно
змiнять картину твердих сфер. Тим не менше, можна очiкувати, що цi ефекти
не будуть вiдiгравати дуже важливої ролi у випадку адронного газу. Це поясню-
ється тим, що температура адронного газу завжди є суттєво меншою за маси
усiх адронiв окрiм пi-мезонiв.Оскiльки бiльшiсть пi-мезонiв, якi реєструються в
експериментi, є продуктами розпадiв нестабiльних резонансiв, якi у свою чергу
мають велику масу, то цей ефект є також незначним i для пi-мезонiв загалом.

Запропонований пiдхiд з використанням середнiх полiв дозволяє також роз-
глядатимульти-компонентну систему частинок рiзних розмiрiв. У такiй системi,
вiдповiдно, має мiсце рiзна взаємодiя мiж рiзними сортами частинок. У роздiлi
сформульовано двi рiзнi процедури виключеного об’єму типу ван дер Ваальса,
i показано, що у наближеннi Больцмана цi двi процедури спiвпадають iз запро-
понованими ранiше у лiтературi моделями. У випадку мульти-компонентного
газу, при заданих значеннях температури та хiмiчних потенцiалiв, необхiдно
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чисельно розв’язувати систему трансцендентних рiвнянь вiдносно густин усiх
сортiв адронiв, якi розглядаються. Такi розрахунки планується проводити у
майбутньому.

Порiвняння моделi АРГ iз наявнiстю виключеного об’єму у адронiв iз дани-
ми КХД на ґратцi дозволяє отримати обмеження на величину радiусу твердої
серцевини адрона. З умови того, що тиск у АРГ не може перевищувати лiмiту
Стефана-Больцмана отримано обмеження знизу: r ≥ 0.13 фм. У той же час,
умова задовiльного опису даних КХД на ґратцi при температурах T < 155 МеВ
веде до наступного обмеження згори r . 0.4 фм. Бiльш сильнi обмеження на
величину r можуть бути отриманi у майбутньому iз аналiзу iнших термодина-
мiчних величин.



Висновки

1. В результатi аналiзу iмпульсних спектрiв показано, що транспортна мо-
дель UrQMD якiсно описує усi експериментальнi спостереження у ядро-
ядерних та протон-протонних зiткненнях при енергiях SPS. Показано, що
при порiвняннi спектрiв пi-мезонiв у ядро-ядерних та протон-протонних
зiткненнях необхiдно правильно враховувати iзоспiновi ефекти, особливо
при бiльш низьких енергiях зiткнення. Розрахунки в UrQMD передбача-
ють наявнiсть немонотонної дiлянки у залежностях середньої поперечної
маси π+, K+, протонiв та Λ у центральному дiапазонi рапiдностей вiд
енергiї зiткнення у p+p реакцiях при малих енергiях SPS, що пояснює-
ться наявнiстю вкладiв вiд розпадiв барiонних резонансiв та фрагментацiї
струн. Наявнiсть немонотонної поведiнки може бути перевiрена у най-
ближчому майбутньому колаборацiєю NA61/SHINE.

2. В рамках побудованої аналiтичної моделi опису процесу роздiлення систе-
ми на учасникiв та спектаторiв показано, що цей процес характеризується
часовим масштабом tc (який є часом максимального перекриття налiтаю-
чих ядер) i закiнчується приблизно при t ' 1.5 tc. Показано, що момент
iмпульсу пiдсистеми учасникiв є ненульовим у нецентральних зiткненнях
ядер, його значення у розрахунку на один нуклон-учасник постiйно збiль-
шується iз часом, i його треба врахувати при заданнi початкових умов у
гiдродинамiчних моделях.

3. В рамках спрощеної аналiтичної моделi проведено аналiз поздовжнiхфлу-
ктуацiй центру мас системи учасникiв та показано, що цi флуктуацiї опи-
суються розподiлом Гауса iз шириною, яка в першу чергу визначається
центральнiстю зiткнення. Отримано, що флуктуацiї суттєво зростають iз
прицiльним параметром зiткнення ядер, i слабко залежать вiд енергiї зi-
ткнення ядер. Отриманi результати свiдчать про те, що врахування цих
флуктуацiй може бути важливим при порiвняннi рiзноманiтних розподiлiв
по рапiдностi мiж експериментом та гiдродинамiчними моделями.
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4. Побудовано пiдхiд середнього поля для одно- та мульти-компонентних
статистичних систем, який дозволяє ефективно врахувати взаємодiї мiж
частинками у великому канонiчному ансамблi. В рамках запропонованого
пiдходу побудовано рiзноманiтнi процедури виключеного об’єму у одно-
та мульти-компонентних системах, якi потiм включено у модель адронно-
резонансного газу. Показано, що вибiр процедури виключеного об’єму
є важливим при високих густинах адронiв, i запропоновано у таких ви-
падках використовувати рiвняння стану Карнагена-Старлiнга. В рамках
порiвняння моделi адронно-резонансного газу iз розрахунками квантової
хромодинамiки на ґратцi отримано обмеження знизу та зверху на величи-
ну адронного радiусу.
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dependence of chemical freeze-out in relativistic nuclear collisions,” Physi-
cal Review C 73, 044905 (2006), hep-ph/0511092.
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