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◦ Аби пояснити нелiнiйнi ефекти та ефекти повiльної динамiки, що при-
таманнi стрижнеподiбним осадовим (пiсковиковим) породам в численних
експериментах з їхнього повздовжнього резонансного збуджування, запро-
поновано самодостатню форму опису, яка поряд з традицiйною швидкою
пiдсистемою повздовжнiх змiщень ретельно враховує деформацiйно зале-
жну повiльну пiдсистему порушених мiжзернинних та мiжпластинкових
когезiйних зв’язкiв. З огляду на величезнi несумiрностi (дисбаланси) мiж
жвавостями утворення та жвавостями залiковування трiщин обґрунтовано,
що пiдсистема розiрваних зв’язкiв зобов’язана бути пiдсистемою типу м’якої
хлипавки, а отже її вiдгук на перiодичне в часi внутрiшнє напруження
характеризується порушеною симетрiєю i постає у виглядi довготривалих
змiн концентрацiї розiрваних зв’язкiв у часi та просторi. Саме ж внутрiшнє
напруження ґенерується зовнiшнiм перiодичним урухомлюванням, що дiє як
безпосередньо через пiдсистему повздовжнiх змiщень, так i опосередковано
через часовi та просторовi модифiкування модуля Юнґа завдяки змiнам
концентрацiї розiрваних зв’язкiв. Iншими словами, згiдно до розвинутої теорiї
ефекти повiльної динамiки, асоцiйованi з експериментально спостережува-
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ною пам’яттю про iсторiю пiкової деформацiї, є атрибутами деформацiйно
iндукованих кiнетичних змiн концентрацiї розiрваних мiжзернинних та
мiжпластинкових когезiйних зв’язкiв, що спричиняють сумарний гiстерезний
вплив на модуль Юнґа. Таким чином продемонстровано, що навiть найпро-
стiше проте феноменологiчно коректне моделювання взаємного зворотнього
зв’язку мiж пiдсистемами здатне роз’яснити головнi експериментальнi зна-
хiдки, типовi для примусових повздовжнiх осциляцiй пiсковикових стрижнiв,
а саме – (i) гiстерезну поведiнку резонансної кривої як на висхiдному, так
i на низхiдному схилах, (ii) лiнiйне пом’якшування резонансної частоти з
ростом рiвня урухомлювання, а також (iii) поступове (майже логарифмiчне)
вiдновлювання (бiльшання) резонансної частоти за низького рiвня динамiчної
деформацiї пiсля попереднього кондицiювання зразка великою динамiчною
деформацiєю. Для вiдтворення суттєво нелiнiйних пружнiх рис зернинної
структури осадової породи (пiсковику) залежностi напружености вiд де-
формацiї було надано досить реалiстичної непертурбативної форми. Окрiм
цього, пiдхiд здатен iнкорпорувати важливi теоретичнi та експериментальнi
данi стосовно пiдсилювання гiстерезних явищ через бiльшання рiвноважної
концентрацiї розiрваних когезiйних зв’язкiв за зростання водонасичености
зразка. В рамках висунутого двопiдсистемного розгляду передбачено ди-
намiчний ефект, аналогiчний до широковiдомого квазiстатичного ефекту
гiстерези з дискретною пам’яттю (пам’яттю про прикiнцеву точку), тим
самим проспонукавши його вдалий експериментальний вислiд.
◦ Запропоновано фiзично скориговану майже iнтеґровну версiю нелiнiйної
Шрьодiнґерової системи на регулярнiй багатоланцюжковiй драбинчастiй
ґратцi. Показано, що завдяки канонiчнiй формi своїх польових амплiтуд
система запроваджує адекватний пiдхiд для охоплення ефектiв, спричинених
повздовжнiм електричним полем, повздовжнiм магнетним полем, сукупнiстю
одновузлових домiшок або модифiкацiєю поперечних мiжвузлових резо-
нансних зв’язкiв. Вiдтак, розширена система уможливлює дослiджування
взаємовпливiв мiж повздовжнiми та поперечними солiтонними модами в
збурених багатоланцюжкових ґратках стосовно мiжмодової синхронiзацiї,
придатної для адресного доправляння скомпактованого нелiнiйного хвильо-
вого збудження до певного вузла трубчастої ґратки, пiдданої дiї однорiдного
повздовжнього магнетного поля або для селективного пропускання солiтона
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крiзь дефектний вiдтинок дволанцюжкової чи багатоланцюжкової ґратки.
Показано, що в однорiдному повздовжньому електричному полi повздовжня
та поперечнi солiтоннi моди є незалежними. Однак, на противагу незбуренiй
системi, динамiка центру солiтона стає фiнiтною в межах скiнченної про-
сторової области завдяки механiзму Блоха–Зiнера в повздовжньому напрямi
та суто геометричної обмежености ґратки в поперечному напрямi. Дiлянка
ґратки з одновузловими домiшками спричиняє перемiшування солiтонних
мод, внаслiдок чого солiтон як цiле демонструє досить складну дво- або
тривимiрну динамiку, супроводжувану випромiнюванням вторинних хвиль,
що може призвести до захоплення солiтона. Проте за деяких специфiчних
обставин солiтон здатен оминати навiть iнтенсивнi домiшки, слаломуючи
мiж ними. Зокрема, слаломна динамiка солiтона можлива на драбинчастiй
ґратцi з дiлянкою зиґзаґоподiбного розташування одновузлових домiшок.
Сформульовано умови, сприятливi для реалiзацiї такого слаломного сце-
нарiю. На противагу, порушення сприятливих умов призводить або до
захоплення солiтона недосконалим сегментом, або до вiдбивання солiтона
вiд нього. Розглядаючи вплив локально модифiкованих поперечних резонан-
сних мiжвузлових зв’язкiв на повздовжню динамiку солiтона встановлено,
що недосконалiсть вказаного типу здатна дiяти на надхiдний солiтон i як
притягувальний, i як вiдбивальний потенцiал залежно вiд знаку енергiї
поперечної моди солiтона. Цей суттєво солiтонний ефект стає найбiльш чiтко
промовистим для важких солiтонiв, коли процеси випромiнювання, iндукованi
ґанджем поперечних мiжвузлових зв’язкiв, пригнiчено експоненцiйно. Варто
очiкувати, що локальна недосконалiсть поперечних резонансних зв’язкiв
могла би слугувати за фiльтр для добору солiтонiв iз заданими наперед
властивостями. Безперечно, подiбна ж функцiйнiсть є здiйсненною також i
для зиґзаґоподiбного розподiлу одновузлових домiшок.
◦ Побудовано нелiнiйну динамiчну модель внутрiшньовузлових збуджень
на двонiжковiй драбинчастiй ґратцi зi щаблинами, упорядковуваними в
зиґзаґуватий ланцюжок (iнакше, на фермоподiбнiй ґратцi). Математичним
уособленням моделi є система нелiнiйного Шрьодiнґерового типу з двома
взаємно симетричними парами польових амплiтуд. Доведено iнтеґровнiсть
системи та явно представлено й проаналiзовано її односолiтонний розв’язок.
Знайдено гамiльтонiан системи, а також її основнi закони збереження.
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Подано гамiльтонiвське формулювання системи як в термiнах вихiдних,
так i в термiнах фiзично скоригованих (канонiчних) польових змiнних.
Аби якнайпродуктивнiше скористатись фiзичною еквiвалентнiстю двох пар
польових амплiтуд, започатковано найбiльш адекватний симетризований
пiдхiд до оберненої задачi розсiяння iз залученням двох наборiв допомiжних
лiнiйних рiвнянь. Виведено двi комплементарнi системи дискретних рiвнянь
Марченка та за їхньої допомоги знайдено багатосолiтоннi розв’язки нелiнiйної
системи для справдi безвiдбивних польових амплiтуд. Одержано дисперсiйнi
спiввiдношення для дiагональних елементiв редукованої матрицi монодромiї.
Найпростiша реалiзацiя солiтонної динамiки, яка вiдповiдає незалежним вiд
часу мiжвузловим параметрам зв’язку i нульовим фазам Паєрлса, вказує,
що двовузлова просторова структура елементарної комiрки ґратки чiтко
проявляється у виглядi двох розщеплених гiлок солiтонних збуджень. В
загальному випадку залежних вiд часу мiжвузлових параметрiв зв’язку i
ненульових фаз Паєрлса теорiя здатна моделювати динамiку параметрично
розгойдуваних нелiнiйних драбинчастих систем, пiдданих дiї зовнiшнього
магнетного поля, ортогонального до площини ґратки.
◦ Пiдсумовано найхарактернiшi властивостi напiвдискретної нелiнiйної
Шрьодiнґерової системи з параметрами мiжвузлового резонансного зв’язку,
керованими фоновими значеннями допомiжних полiв, заданої на квазiодно-
вимiрнiй ґратцi з двома структурними елементами в елементарнiй комiрцi.
Показано, що запропонована система є iнтеґровною в сенсi Лакса i, як
наслiдок, уможливлює побудову своїх солiтонних розв’язкiв в рамках нале-
жно параметризованої процедури одягання на основi перетворення Дарбу
та неявного перетворення Беклунда. З iншого боку, iнтеґровнiсть системи
породжує нескiнченну iєрархiю локальних законiв збереження, декотрi з яких
знайдено явно iз застосуванням узагальненого рекурсивного пiдходу. Система
складається з двох основних динамiчних пiдсистем та однiєї супутньої (допо-
мiжної) пiдсистеми i допускає Гамiльтонове формулювання, супроводжуване
доволi нестандартною Пуассоновою структурою. Ненульовий фоновий рiвень
супутнiх полiв опосередковує появу додаткового типу мiжвузлового резонан-
сного зв’язку, внаслiдок чого просторове впорядкування вузлiв розмiщення
основних польових збуджень уособлює найпростiшу драбинчасту стьожку
трикутної ґратки. Показано, що пiдлаштування керiвного фонового параме-
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тра слугує механiзмом перемикання динамiки системи мiж двома суттєво
вiдмiнними режимами, роздiленими критичною точкою. Критичнiсть динамi-
ки системи вiдносно фонового параметра проявляється як опосередковано в
рамках допомiжної лiнiйної спектральної задачi, так i безпосередньо в пове-
дiнцi самих нелiнiйних динамiчних рiвнянь. Фiзичний пiдтекст критичности
динамiки системи стає ясним пiсля досить витонченої процедури канонiзацiї
основних польових змiнних. Наразi iснує два рiвноправнi варiанти стандарти-
зацiї польових змiнних дослiджуваної нелiнiйної динамiчної системи. Кожен з
варiантiв є реалiзовним у формi двох нееквiвалентних канонiчних пiдсистем.
Порушена симетрiя мiж канонiчними пiдсистемами є запорукою ефекту змiни
природи збуджених станiв при перетинi фоновим параметром критичної то-
чки. Отже, в докритичнiй областi система обумовлює свiтлi збудження в обох
пiдсистемах, тодi як в надкритичнiй областi одна з пiдсистем перетворюється
на пiдсистему з темними збудженнями.
◦ Обґрунтовано спосiб побудови параметрично урухомлюваних напiвдискрет-
них iнтеґровних систем з далекосяжним характером мiжвузлової резонансної
взаємодiї в рамках представлення нульової кривини зi спектральним опера-
тором Абловiца–Ладiка шляхом адекватного збiльшування числа членiв в
Лорановому розкладi еволюцiйного оператора за степенями спектрального
параметра та впровадження (наперед нереґламентованих) часових залежно-
стей до параметрiв резонансної взаємодiї. Сформульовано умови здiйснення
параметричної локалiзацiї солiтонного пакету та вказано на калiбрувальну
еквiвалентнiсть мiж параметричними коливаннями солiтона в параметрич-
но розгойдуваних напiвдискретних iнтеґровних системах з далекосяжним
характером резонансної взаємодiї та Блоховими коливаннями солiтона в на-
пiвдискретних iнтеґровних системах з далекосяжним характером резонансної
взаємодiї пiд дiєю лiнiйного потенцiалу. Пiдкреслено, що перетворення вiд
первинних до фiзично скоригованих польових амплiтуд є найбiльш прийня-
тним засобом для адекватного розгляду переважної бiльшости фiзичних
задач.
◦ Запропоновано напiвдискретну iнтеґровну нелiнiйну модель двох Тодових
пiдсистем, пов’язаних мiж собою пiдсистемою орiєнтацiйного типу та знайде-
но її лаґранжiвське формулювання. Показано, що допомiжнi спектральний
та еволюцiйний оператори моделi є матрицями розмiру 3 × 3, а допомiжна
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спектральна задача є задачею третього порядку.
◦ Одержано двi загальнi напiвдискретнi iнтеґровнi нелiнiйнi системи, асоцi-
йованi з новими допомiжними лiнiйними спектральними задачами четвертого
та третього порядкiв, вiдповiдно. Кожна iз запропонованих загальних систем
є суттєво багатокомпонентною i допускає низку редукованих систем з огляду
на рiзноманiтнi допустимi варiанти фiксацiї попередньо недовизначених
функцiй вибору. Побудовано напiвдискретну iнтеґровну нелiнiйну систе-
му, що характеризується двома параметрами зв’язку i складається з двох
зв’язаних пiдсистем, перша з яких моделює деяку нелiнiйну самодуальну
мережу дросельно-конденсаторного типу, а друга – описує деяку нелiнiйну
ґратчасту коливну пiдсистему, розхитувану самодуальною пiдсистемою.
◦ Представлено чотири пари нових допомiжних операторiв Лакса, заданих
матрицями розмiру 3 × 3, що в рамках напiвдискретного рiвняння нульової
кривини здатнi зґенерувати велике число нових напiвдискретних iнтеґровних
нелiнiйних систем, кожна з яких складається з двох зв’язаних пiдсистем рiзної
природи, причому щонайменше кожна друга система має гарнi перспективи
для фiзичних застосувань, оскiльки допускає доречне стандартне (канонiчне)
гамiльтонiвське формулювання. Подано у явному виглядi кiлька найрепре-
зентативнiших напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем, серед яких
найбiльшої уваги заслуговують система взаємозв’язаних PT -симетричних
екситонiв та коливань ґратки нелiнiйного тодiвського типу, а також доволi
нечiкувана i цiкава система PT -симетричних екситонiв та нелiнiйних коли-
вань ґратки з калiбрувальною природою зв’язку мiж пiдсистемами.
◦ У розвиток iдеї про збiльшення числа структурних елементiв в елементарнiй
комiрцi квазiодновимiрної ґратки у застосуваннях до напiвдискретних iнте-
ґровних систем запропоновано нову шестикомпонентну iнтеґровну нелiнiйну
систему на квазiодновимiрнiй ґратцi. Внаслiдок своєї властиво симетричної
форми загальна система допускає низку окремих редукцiй. Досить детально
розглянуто редукцiю, потрактовувану як напiвдискретну нелiнiйну Шрьодiн-
ґерову систему з трьома структурними елементами в елементарнiй комiрцi.
Окрiм шести справдi незалежних основних польових змiнних, ця система
характеризується чотирма супутнiми полями, чиї ненульовi фоновi значення
спричиняють три додатковi типи мiжвузлових резонансних взаємодiй мiж
основними полями. Як наслiдок, суто одновимiрна первинна просторова
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ґратка, стосовна до допомiжної лiнiйної задачi, зазнає трансформацiї до
драбинчастого впорядкування вузлiв у вторинну ґратчасту стьожку, що
слугує за просторового носiя для основних полiв. Слiд уточнити, що сукуп-
ностi мiжвузлових резонансних зв’язкiв та просторових вузлiв для основних
збуджень уособлюють драбиноподiбну ґратчасту структуру, iнтеркальовану
промiжним рядком взаємно незв’язаних вузлiв. Ефект стьожкування ґратки
знаходить своє вiдображення у надзвичайно нестандартнiй Пуассоновiй
структурi, залученої до рiвнянь Гамiльтона, а також у суттєвому ускладненнi
усiєї динамiки системи. Хоч як би там було, але складнiсть динамiки системи
все ж вдається iнкорпорувати до належним чином розробленої процедури
одягання на основi перетворення Дарбу для допомiжної лiнiйної задачi,
супроводжуваної неявним перетворенням Беклунда для польових функцiй.
Послiдовне застосування цiєї процедури дає змогу ґенерувати солiтоннi
розв’язки рекурсивно, починаючи вiд тривiального (вакуумного) розв’язку. У
явному виглядi подано багатокомпонентний солiтонний розв’язок та пояснено
сенс ключових параметрiв солiтонної динамiки. Важливо, що довiльнiсть
вибору часових залежностей параметрiв зв’язку уможливлює моделювання
широкого розмаїття зовнiшнiх параметричних урухомлень, застосовних до
нелiнiйної системи без втрати її iнтеґровности.
Ключовi слова:
Повiльна динамiка, Гiстереза, Кiнетика м’якої хлипавки, Осциляцiї Блоха,
Селективний транспорт, Слаломна динамiка, Напiвдискретна iнтеґровна
нелiнiйна система, Обернена задача розсiяння, Солiтон, Закони збереже-
ння, Перетворення Дарбу–Беклунда, Порушення симетрiї, Канонiзацiя
Гамiльтонової динамiки, Параметрична локалiзацiя, Стьожкування ґратки.
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Abstracts, 42 (2016).

(12) O.O. Vakhnenko. Semidiscrete integrable nonlinear Schrödinger system with
background-controlled intersite resonant coupling. Short summary of key
properties. The 3rd Walter Thirring International School on Fundamentals
of Astroparticle and Quantum Physics. 17–23 September 2017, Bogolyubov
Institute for Theoretical Physics, Kÿıv (Ukraine). Ukr. J. Phys. 63(3),
220–225 (2018).

(13) O.O. Vakhnenko. Effect of lattice ribbonization via the background-cont-
rolled inter-site resonant interactions in nonlinear integrable systems.
IECMSA-2018. 7th International Conference on Mathematical Sciences and
Applications. 28–31 August 2018, Ramada Encore Kÿıv Hotel, Kÿıv (Ukrai-
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Abstract
O.O. Vakhnenko. Nonlinear dynamics of multi-component structured
low-dimensional systems.
Qualification research work submitted as a manuscript.
Thesis for the Doctor of Sciences in Physics and Mathematics
in speciality 01.04.02 Theoretical Physics.
Natural Sciences (104 Physics and Astronomy).
Bogolyubov Institute for Theoretical Physics, NAS of Ukraine.
Kÿıv 2019.

◦ A closed-form description is proposed to explain nonlinear and slow dynamics
effects exhibited by bar-shaped sedimentary (sandstone) rocks in longitudinal
resonance experiments. Along with the fast subsystem of longitudinal nonlinear
displacements the strain-dependent slow subsystem of broken inter-grain and
inter-lamina cohesive bonds are thoroughly examined. Due to huge disparities
between the actual rates of crack creation and crack healing the subsystem of
ruptured bonds is shown to be of a soft-ratchet type, so that its response to an
alternating internal stress is characterized by broken symmetry and appears as
nonzero long-term temporal and spatial changes in the concentration of ruptured
bonds. The internal stress is generated by an alternating external drive acting
both directly through the subsystem of longitudinal displacements and indirectly
through the temporal and spatial modifications of Young’s modulus due to
changes in concentration of ruptured bonds. By another words, according to the
developed theory the slow dynamics effects, associated with the experimentally
observed memory of peak strain history, are attributed to strain-induced kinetic
changes in concentration of ruptured inter-grain and inter-lamina cohesive bonds,
causing a net hysteretic effect on the elastic Young’s modulus. Thus, even the
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simplest but phenomenologically correct modeling of mutual feedback between
the subsystems is shown to elucidate the main experimental findings typical of
forced longitudinal oscillations of sandstone bars, namely, (i) hysteretic behavior
of a resonance curve on both its upward and downward slopes, (ii) linear softening
of resonant frequency with an increase of driving level, and (iii) gradual (almost
logarithmic) recovery (increase) of resonant frequency at low dynamical strain
after the sample has been conditioned by a high dynamical strain. In order to
reproduce the highly nonlinear elastic features of sandstone grained structure a
realistic nonperturbative form of stress-strain relation was adopted. In addition,
the approach is able to incorporate earlier known theoretical and experimental
data concerning the enhancement of hysteretic phenomena originated from an
increase in equilibrium concentration of ruptured cohesive bonds due to the water
saturation. In the framework of the suggested two-subsystem consideration a
dynamical effect analogous to the widely known quasi-static effect of hysteresis
with discrete (end-point) memory has been predicted, henceforth stimulating its
successful experimental observation.
◦ The physically-corrected nearly integrable version of nonlinear Schrödinger
system on a regular multi-leg ladder lattice is suggested. Due to the canonical
form of its field amplitudes the system is shown to provide an adequate approach
for incorporating the effects caused by the longitudinal electric field, by the
longitudinal magnetic field, by the set of on-site impurities or by the modification
of transverse inter-site resonance bonds. Henceforth, the appropriately extended
system makes it possible to investigate the interplays between the longitudinal and
lateral solitonic modes in perturbed multi-leg lattices with regard to the mode-
mode synchronization suitable for the address delivery of a compact nonlinear
wave excitation to the proper site of a tubular lattice subjected to the uniform
longitudinal magnetic field as well as for the selective transmission of a soliton
through an imperfect segment of two-chain or multi-chain lattice. In a longitudinal
uniform electric field the lateral and longitudinal solitonic modes are shown to
be independent. However, unlike in the unperturbed system the dynamics of the
soliton center of mass becomes confined within a finite spatial domain via the
Bloch–Zener mechanism in the longitudinal direction and due to the transverse fi-
niteness of a ladder in the lateral one. The segment of on-site impurities causes the
soliton mode-mode mixing. As a result, the soliton exhibits rather complex two-
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or three-dimensional dynamics accompanied by wave radiation which may give
rise to soliton trapping. Nevertheless, under some specific conditions the soliton is
able to bypass even the strong impurities slaloming between them. In particular,
the slalom soliton dynamics is possible on a ladder lattice with a segment of
zigzag-distributed on-site impurities. The conditions favorable to the case are
formulated. On the contrary, their violation gives rise to either soliton trapping on
or soliton reflection from the impure segment. Considering the effect of modified
transverse inter-site resonant bonds on the longitudinal soliton dynamics it has
been revealed that such an local imperfection might act on the ingoing soliton as
either an attractive or a repulsive potential, depending on the sign of the soliton
transverse energy. The effect is essentially a solitonic one and becomes strictly
pronounced for heavy solitons, when imperfection-induced radiation effects are
exponentially suppressed. It is expected that the local imperfection of transverse
bonds could serve as a filter selecting the solitons with prescribed properties. A
similar functionality is feasible for zigzag-distributed on-site impurities too.
◦ The nonlinear dynamical model of intra-site excitations on a two-leg ladder
lattice with the rungs arranged into a zigzag chain is constructed. The model is
incarnated as a system of nonlinear Schrödinger type containing two mutually
symmetric pairs of field amplitudes. The integrability of the system is proved
and the one-soliton solution is explicitly presented and analyzed. The system’s
Hamiltonian function, as well as the basic conserved quantities are found. The
system’s Hamiltonian formulation in terms of both original and physically-
corrected (canonic) field variables is given. In order to underline the equivalence
between the two pairs of field amplitudes it was required to introduce the two
sets of auxiliary linear problems and to formulate the inverse scattering technique
in the most adequate symmetrical form. The two complementary sets of discrete
Marchenko equations are derived and the multi-soliton solutions of nonlinear
system for the true reflectionless field amplitudes are found. The dispersion relati-
ons for the diagonal elements of reduced monodromy matrices are obtained. The
simplest realization of soliton dynamics corresponding to the time-independent
inter-site coupling parameters and zero Peierls phases shows that the two-site
spatial structure of the lattice unit cell is strictly manifested as the two splitted
branches of soliton excitations. In the general case of time-dependent inter-site
coupling parameters and nonzero Peierls phases, the theory is capable to model
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the dynamics of parametrically driven nonlinear ladder systems subjected to the
transverse external magnetic field.
◦ The most featured items characterizing the semi-discrete nonlinear Schrödinger
system with background-controlled inter-site resonant coupling on a regular
quasi-one-dimensional lattice with two structural elements in the unit cell are
summarized. The proposed system is shown to be integrable in the Lax sense that
makes it possible to obtain its soliton solutions in the framework of a properly
parametrized dressing procedure based on the Darboux transformation accompani-
ed by the implicit form of Bäcklund transformation. In addition, the system
integrability inspires an infinite hierarchy of local conservation laws, some of which
were found explicitly relying upon the generalized recursive approach. The system
consists of two basic dynamic subsystems and one concomitant subsystem, and
its dynamics is embedded into the Hamiltonian formulation accompanied by the
highly nonstandard Poisson structure. The nonzero background level of concomi-
tant fields mediates the appearance of an additional type of the inter-site resonant
coupling. As a consequence, it establishes the triangular-lattice-ribbon spatial
arrangement of location sites for the basic field excitations. By means of tuning
the main background parameter the system’s dynamics is proved to be switched
over between two essentially different regimes separated by the critical point. The
system criticality against the background parameter is manifested both indirectly
by the auxiliary linear spectral problem and directly by the nonlinear dynamical
equations themselves. The physical implications of system’s criticality become evi-
dent after a rather sophisticated procedure of canonization of basic field variables.
There are two variants to standardize the system equal in their rights. Each variant
is realizable in the form of two nonequivalent canonical subsystems. The broken
symmetry between canonical subsystems gives rise to the crossover effect in the
nature of excited states. Thus, in the under-critical region, the system supports the
bright excitations in both subsystems; while, in the over-critical region, one of the
subsystems converts into the subsystem of dark excitations.
◦ In the framework of zero-curvature representation with the Ablowitz–Ladik
spectral operator a method to construct parametrically driven semi-discrete
integrable systems with the long-range type of inter-site resonant interactions is
motivated via an adequate increasing the number of elements in a Laurent expansi-
on of the evolution operator and via an insertion of (a priori unprescribed) time
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dependencies into the parameters of resonant interaction. Conditions ensuring the
realization of a parametric localization of soliton packet are formulated. The gauge
equivalence between the parametric oscillations of a soliton in parametrically
driven semi-discrete integrable systems with long-range resonant interactions
and the Bloch oscillations caused by the linear potential in semi-discrete
integrable systems with long-range resonant interactions is strictly indicated.
The transformation from the primary to physically corrected field amplitudes is
stressed to be the most appropriate tool for the adequate consideration of a vast
majority of physical problems.
◦ The semi-discrete integrable nonlinear model of two Toda-like subsystems
interacting through the subsystem of an orientational type is proposed and its
Lagrangian formulation is found. The auxiliary spectral and evolution operators of
the model is shown to be the 3× 3 matrices, while the auxiliary spectral problem
turns out to be the spectral problem of third order.
◦ Two general semi-discrete integrable nonlinear systems associated, respectively,
with the new auxiliary linear spectral problems of fourth and third orders are
obtained. Each of suggested general systems is essentially multi-component one
and permits a number of reduced systems in view of various admissible versions
for the formerly underdetermined sampling functions. The semi-discrete integrable
nonlinear system, characterized by two coupling parameters and consisting of two
coupled subsystems, the first of which models some nonlinear self-dual network of
inductor-capacitor type and the second one describes some nonlinear vibrational
lattice subsystem driven by the self-dual subsystem, is developed.
◦ Four pairs of new auxiliary Lax operators given by 3× 3 matrices are presented.
In the framework of zero-curvature relation each pair is able to generate a number
of new semi-discrete integrable nonlinear systems anyone of which consists of two
coupled subsystems of distinct origin, so that least every second system has a
good perspective for physical applications inasmuch as it permit an appropriate
standard (canonical) Hamiltonian formulation. Several the most representative
semi-discrete integrable nonlinear systems are written explicitly. Among them
the system of mutually-coupled PT -symmetric excitons and Toda-type lattice
vibrations as well as the system PT -symmetric excitons and nonlinear lattice
vibrations coupled via the gauge mechanism deserve a special attention.
◦ Developing the idea of increasing the number of structural elements in the
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unit cell of a quasi-one-dimensional lattice as applied to semi-discrete integrable
systems, the new six-component integrable nonlinear system on a quasi-one-
dimensional lattice is suggested. Due to its inherent symmetrical form, the general
system permits a number of particular reductions. The reduction treated as the
semi-discrete integrable nonlinear Schrödinger system on a lattice with three
structural elements in the unit cell is studied in considerable details. Besides
six truly independent basic field variables, the system is characterized by four
concomitant fields whose nonzero background values produce three additional
types of inter-site resonant interactions between the basic fields. As a result, the
purely one-dimensional primary spatial lattice dealing with the auxiliary linear
problem is converted into a ladder-like arrangement of sites in the secondary
lattice-ribbon serving as a spatial support for the basic fields. To put it clearly,
the inter-site resonant bonds and the spatial sites for basic excitations provide
the ladder-like lattice structure intercalated by the intermediate row of mutually
uncoupled sites. The effect of lattice ribbonization gives rise to the extremely
nonstandard Poisson structure involved into the Hamiltonian equations as well
as to the essential enrichment of the whole system’s dynamics. Nevertheless, the
complexity of system’s dynamics is proved to be incorporated into the properly
developed dressing procedure based on the Darboux transformation for the
auxiliary linear problem accompanied by the implicit Bäcklund transformation
of field functions. The successive application of this procedure allows to generate
recursively the system soliton solutions starting with the trivial (vacuum) one.
The multi-component soliton solution is presented explicitly and the implications
of key parameters in soliton dynamics are explained. Remarkably, that the
arbitrariness in time dependencies of system coupling parameters allows to model
a wide variety of external parametric drivings applicable to the system without
the loss of its integrability.
Keywords:
Slow dynamics, Hysteresis, Soft-ratchet kinetics, Bloch oscillations, Selective
transport, Slalom dynamics, Semi-discrete integrable nonlinear system, Inverse
scattering transform, Soliton, Conservation laws, Darboux–Bäcklund transformati-
on, Symmetry breaking, Canonization of Hamiltonian dynamics, Parametrical
localization, Lattice ribbonization.

27



Lists of scientific publications on the
subject of dissertation

List of publications containing the main scientific
results of dissertation

{1} О.О. Вахненко. Нова повнiстю iнтеґровна дискретизацiя нелiнiйного
рiвняння Шрьодiнґера. Укр. Фiз. Журн. 40(1), 118–122 (1995).

{2} O.O. Vakhnenko and V.O. Vakhnenko. Physically corrected Ablowitz–Ladik
model and its application to the Peierls–Nabarro problem. Phys. Lett. A
196(5–6), 307–312 (1995).

{3} O.O. Vakhnenko. Nonlinear beating excitations on ladder lattice. J. Phys.
A: Math. Gen. 32(30), 5735–5748 (1999).

{4} O.O. Vakhnenko. Nonlinear model of intramolecular excitations on a
multileg ladder lattice. Phys. Rev. E 60(3), R2492–R2495 (1999).

{5} O.O. Vakhnenko and M.J. Velgakis. Transverse and longitudinal dynamics
of nonlinear intramolecular excitations on multileg ladder lattices. Phys.
Rev. E 61(6), 7110–7120 (2000).

{6} O.O. Vakhnenko and M.J. Velgakis. Slalom soliton dynamics on a ladder
lattice with zig-zag distributed impurities. Phys. Lett. A 278(1–2), 59–67
(2000).

{7} O.O. Vakhnenko and M.J. Velgakis. Multimode soliton dynamics in pertur-
bed ladder lattices. Phys. Rev. E 63(1), 016612 (11 pages) (2001).

{8} O.O. Vakhnenko. Solitons on a zigzag-runged ladder lattice. Phys. Rev. E
64(6), 067601 (4 pages) (2001).

{9} O.O. Vakhnenko. Solitons in parametrically driven discrete nonlinear
Schrödinger systems with the exploding range of intersite interactions.

28



J. Math. Phys. 43(5), 2587–2605 (2002).
{10} O.O. Vakhnenko. Three component nonlinear dynamical system generated

by the new third-order discrete spectral problem. J. Phys. A: Math. Gen.
36(20), 5405–5430 (2003).

{11} O.O. Vakhnenko. A discrete nonlinear model of three coupled dynamical fi-
elds integrable by the Caudrey method. Ukr. J. Phys. 48(7), 653–666 (2003).

{12} O.O. Vakhnenko. Dynamics of multicomponent solitons in perturbed ladder
lattices. NATO Science Series II. Mathematics, Physics and Chemistry
153, 503–510 (2004).

{13} O.O. Vakhnenko, V.O. Vakhnenko, T.J. Shankland, and J.A. Ten Cate.
Strain-induced kinetics of intergrain defects as the mechanism of slow
dynamics in the nonlinear resonant response of humid sandstone bars. Phys.
Rev. E 70(1), 015602(R) (4 pages) (2004).

{14} O.O. Vakhnenko, V.O. Vakhnenko, and T.J. Shankland. Soft-ratchet mode-
ling of end-point memory in the nonlinear resonant response of sedimentary
rocks. Phys. Rev. B 71(17), 174103 (14 pages) (2005).

{15} O.O. Vakhnenko, V.O. Vakhnenko, T.J. Shankland, and J.A. TenCate.
Soft-ratchet modeling of slow dynamics in the nonlinear resonant response
of sedimentary rocks. AIP Conference Proceedings 838(1), 120–123 (2006).

{16} V.O. Vakhnenko, O.O. Vakhnenko, T.J. Shankland, and J.A. TenCate.
Dynamical realization of end-point memory in consolidated materials. AIP
Conference Proceedings 838(1), 124–127 (2006).

{17} O.O. Vakhnenko. Integrable nonlinear ladder system with background-
controlled intersite resonant coupling. J. Phys. A: Math. Gen. 39(35),
11013–11027 (2006).

{18} O.O. Vakhnenko. Enigma of probability amplitudes in Hamiltonian formula-
tion of integrable semidiscrete nonlinear Schrödinger systems. Phys. Rev. E
77(2), 026604 (9 pages) (2008).

{19} V.O. Vakhnenko, O.O. Vakhnenko, J.A. TenCate, and T.J. Shankland. The
dynamics of a sandstone bar under resonance loading. Proceedings of the
XX Session of the Russian Acoustical Society (Moscow, October 27-31,
2008), 206–209 (2008).

{20} V. Vakhnenko, O. Vakhnenko, J. TenCate, and T. Shankland. Modeling
of the nonlinear resonant response in sedimantary rocks. Геофизический
журнал 32(4), 195–197 (2010).

29



{21} O.O. Vakhnenko. Inverse scattering transform for the nonlinear Schrödinger
system on a zigzag-runged ladder lattice. J. Math. Phys. 51(10), 103518
(45 pages) (2010).

{22} O.O. Vakhnenko. Semidiscrete integrable nonlinear systems generated
by the new fourth-order spectral operator. Local conservation laws.
J. Nonlin. Math. Phys. 18(3), 401–414 (2011).

{23} O.O. Vakhnenko. Semidiscrete integrable nonlinear systems generated
by the new fourth-order spectral operator. Systems of obverse type.
J. Nonlin. Math. Phys. 18(3), 415–425 (2011).

{24} O.O. Vakhnenko. New integrable nonlinear lattice systems with two adjust-
able coupling parameters. Nonlin. Engineering 2(3–4), 97–102 (2013).

{25} O.O. Vakhnenko. Four-wave semidiscrete nonlinear integrable system with
PT -symmetry. J. Nonlin. Math. Phys. 20(4), 606–622 (2013).

{26} O.O. Vakhnenko. Semidiscrete integrable systems inspired by the Davydov–
Kyslukha model. Ukr. J. Phys. 58(11), 1092–1107 (2013).

{27} O.O. Vakhnenko and V.O. Vakhnenko. Low-amplitude instability as
a premise for the spontaneous symmetry breaking in the new integrable
semidiscrete nonlinear system. Chaos, Solitons and Fractals 60, 1–10 (2014).

{28} O.O. Vakhnenko and V.O. Vakhnenko. Linear analysis of extended integrab-
le nonlinear ladder network system. Ukr. J. Phys. 59(6), 640–649 (2014).

{29} O.O. Vakhnenko. Integrable nonlinear Schrödinger system on a triangular-
lattice ribbon. J. Phys. Soc. Japan 84(1), 014003 (12 pages) (2015).

{30} O.O. Vakhnenko. Nonlinear integrable model of Frenkel-like excitations
on a ribbon of triangular lattice. J. Math. Phys. 56(3), 033505 (21 pages)
(2015).

{31} В.О. Вахненко та О.О. Вахненко. Хвильова Динамiка Структурованих
Середовищ (Наукова думка, Київ, 2016).

{32} O.O. Vakhnenko. Coupling-governed metamorphoses of the integrable
nonlinear Schrödinger system on a triangular-lattice ribbon. Phys. Lett. A
380(24), 2069–2074 (2016).

{33} O.O. Vakhnenko. Symmetry-broken canonizations of the semi-discrete inte-
grable nonlinear Schrödinger system with background-controlled intersite
coupling. J. Math. Phys. 57(11), 113504 (16 pages) (2016).

30



{34} O.O. Vakhnenko. Asymmetric canonicalization of the integrable nonlinear
Schrödinger system on a triangular-lattice ribbon. Appl. Math. Lett. 64,
81–86 (2017).

{35} O.O. Vakhnenko. Distinctive features of the integrable nonlinear Schrödinger
system on a ribbon of triangular lattice. Ukr. J. Phys. 62(3), 271–282 (2017).

{36} O.O. Vakhnenko. Semi-discrete integrable nonlinear Schrödinger system
with background-controlled inter-site resonant coupling. J. Nonlin. Math.
Phys. 24(2), 250–302 (2017).

{37} О.О. Вахненко. Напiвдискретна iнтеґровна нелiнiйна Шрьодiнґерова
система з фоново-керованою мiжвузловою резонансною взаємодiєю.
Укр. Фiз. Журн. Огляди 12(1), 3–40 (2017).

{38} O.O. Vakhnenko. Semidiscrete integrable nonlinear Schrödinger system
with background-controlled intersite resonant coupling. Short summary of
key properties. Ukr. J. Phys. 63(3), 220–225 (2018).

{39} O.O. Vakhnenko. Six-component semi-discrete integrable nonlinear
Schrödinger system. Lett. Math. Phys. 108(8), 1807–1824 (2018).

{40} O.O. Vakhnenko. Integrable nonlinear Schrödinger system on a lattice with
three structural elements in the unit cell. J. Math. Phys. 59(5), 053504 (25
pages) (2018).

{41} O.O. Vakhnenko. Nonlinear integrable system of coherently coupled exci-
tations on an intercalated ladder lattice. Eur. Phys. J. Plus 133(6), 243
(19 pages) (2018).

{42} O.O. Vakhnenko. Effect of lattice ribbonization via the background-cont-
rolled inter-site resonant interactions in nonlinear integrable systems. AIP
Conference Proceedings 2037(1), 020027 (11 pages) (2018).

{43} O.O. Vakhnenko. Four-component integrable systems inspired by the Toda
and the Davydov–Kyslukha models. Wave Motion 88, 1–12 (2019).

List of publications presenting the results of
dissertation on scientific conferences

(1) O.O. Vakhnenko. Physically corrected Ablowitz–Ladik model and its
application to the Peierls–Nabarro problem. Copenhagen Conference on
Complex Dynamics in Spatially Extended Systems. 27–30 September 1995,
Niels Bohr Institute, Copenhagen (Denmark). Book of Abstracts, P46 (1995).

31



(2) O.O. Vakhnenko. Discrete nonlinear model of three coupled dynamical
fields integrable by the Caudrey method. International Conference “Modern
Problems of Theoretical Physics” dedicated to the 90th anniversary of
A.S. Davydov. 9–15 December 2002, Bogolyubov Institute for Theoretical
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Вступ
Oбґрунтування вибору теми дослiджень
Назва цiєї дисертацiйної працi об’єднує в собi загальнi аспекти теоретичних
дослiджень, що a posteriori вiдображають доробок автора в царинi нелiнiйної
динамiки багатокомпонентних структурованих низьковимiрних систем. Мате-
рiали до дисертацiї є наслiдком ретельного вiдбору найбiльш вдалих праць
автора виключно iз вказаної тематики та критичного викладу їхнiх результа-
тiв з позицiй набутого досвiду.

Першим поштовхом, що, як тепер можна стверджувати, вказав на загаль-
ний напрям майбутнiх дослiджень, стало ґрунтовне вивчення солiтонної моде-
лi Давидова–Кислухи [50, 51] за версiєю Давидова та Єремка [52]. Двопiдси-
стемний характер моделi Давидова–Кислухи є досить сильним мотивом для
дослiджень багатьох фiзичних систем, де нелiнiйнi ефекти виникають внаслi-
док взаємодiї мiж пiдсистемами. Саме думка про продуктивнiсть iдеї виокрем-
лення двох пiдсистем рiзної фiзичної природи в дослiджуванiй реальнiй систе-
мi з послiдовним урахуванням взаємодiї мiж пiдсистемами допомогла авторовi
дисертацiї сформулювати адекватну гiстерезну модель резонансного вiдгуку
геологiчних матерiалiв на зовнiшнє високочастотне механiчне збурювання. З
iншого боку, обмеженiсть просторового континуального наближення у застосу-
ваннi до моделi Давидова–Кислухи та неiнтеґровнiсть цiєї моделi в сенсi Лакса
(Lax) стимулювали доскональне вивчення iнтеґровної напiвдискретної (тобто
неперервної за часом i дискретної за повздовжньою координатою) нелiнiйної
системи Абловiца–Ладiка (Ablowitz–Ladik) Шрьодiнґерового (Schrödinger) ти-
пу [2, 3, 4, 5], за певних умов [191] спорiдненої до моделi Давидова–Кислухи.
Внаслiдок цього виникла зацiкавленiсть в пошуку нових напiвдискретних iн-
теґровних нелiнiйних систем, близьких до напiвдискретних нелiнiйних систем
з фiзичним пiдтекстом. Визначальну роль в цiй зацiкавленостi вiдiграло ви-
вчення видатної моделi Захарова–Шабата [247], чия iнтеґровнiсть вказала на
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унiверсальнiсть методу оберненої задачi теорiї розсiяння [121], вперше присто-
сованого Ґарднером (Gardner), Ґрiном (Greene), Крускалом (Kruskal) та Мiу-
рою (Miura) [68] до iнтеґрування рiвняння Кортевеґа–де Врiза (Korteweg–de
Vries) [96], з огляду, як пiзнiше виявилось, на представнiсть цього рiвняння у
формi Лакса (Lax) [107]. Знайомство з моделлю Тоди (Toda), як однiєю з пiо-
нерських напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем [66, 120, 183, 184],
вселило впевненiсть, що не святi макiтри лiплять, а сама iдея побудови та до-
слiджування нових напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем є досить
цiкавою та перспективною для багатьох галузей фiзики.

Тут слiд пiдкреслити, що останнiм часом напiвдискретнi нелiнiйнi системи
стали важливим атрибутом моделювання динамiки носiїв заряду в нелiнiй-
них електричних передавальних мережах [147, 152], ланцюжках джозефсонiв-
ських (Josephson) контактiв [141, 255, 168], а також неодмiнним iнструмен-
том вивчання поперечного перерозподiлу свiтла в зв’язаних оптичних воло-
книнах (фотонних ґратках) i хвилеводах пiд впливом рiзноманiтних факторiв
[57, 67, 111, 58] та дослiджування впливу нелiнiйних ефектiв на стабiльнiсть
лазерного нагнiтання в ланцюжках когерентно зв’язаних напiвпровiдникових
лазерiв [140]. З iншого боку, є вагомi пiдстави, аби моделювання динамiки но-
сiїв заряду в рамках напiвдискретних нелiнiйних систем стало визнаним засо-
бом розгляду i таких важливих фiзичних об’єктiв як нанотрубки, наностьож-
ки [116, 35, 157] та низьковимiрнi напiвпровiдниковi регулярнi надструктури
[25, 110, 115, 154]. Стосовно ж дослiджень динамiки нелiнiйних iмпульсiв сти-
снення в зернистих середовищах варто вказати на найпростiшi просторово
одновимiрнi напiвдискретнi нелiнiйнi моделi Нестеренка [136, 137, 164].

Складнiсть просторової будови багатьох фiзичних об’єктiв слугує стиму-
лом до розробляння дiєвих пiдходiв для адекватного моделювання їхнiх вла-
стивостей. На цьому тлi iнтерес до пошуку багатокомпонентних напiвдискре-
тних iнтеґровних нелiнiйних систем видається цiлком закономiрним. Напев-
но першими ластiвками серед таких систем стали нелiнiйнi системи Шрьодi-
нґерового [69, 187, 188, 6] та Тодового [28] типiв. Але цi багатокомпонентнi
напiвдискретнi iнтеґровнi нелiнiйнi системи мають таке саме число параме-
трiв повздовжнього мiжвузлового зв’язку, як i їхнi двокомпонентнi прототипи
[2, 3, 4, 5] та [66, 120, 183, 184], вiдповiдно. Тому динамiка нелiнiйних збуджень
в цих багатокомпонентних системах не набуває нових якiсних рис порiвняно
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з їхнiми двокомпонентними попередниками. Стосовно згаданих багатокомпо-
нентних напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем Шрьодiнґерового ти-
пу вкажемо також на явну прогалину в трактуваннi параметрiв повздовжнього
мiжвузлового зв’язку лише як величин, незалежних вiд часової змiнної, та на
безпiдставне з точки зору фiзичних застосувань iгнорування параметрiв суто
лiнiйної взаємодiї мiж рiзними компонентами. Iншою недосконалiстю бiльшо-
сти вiдомих дотепер iнтеґровних нелiнiйних системШрьодiнґерового типу слiд
вважати неканонiчнiсть їхнiх польових амплiтуд. У своїй дiяльностi з побу-
дови та дослiджування нових багатокомпонентних напiвдискретних iнтеґров-
них нелiнiйних систем автор дисертацiї намагався врахувати усi цi виклики.
Додатково, з огляду на великий науковий та прикладний iнтерес до синтезу
та дослiдження фiзичних властивостей низьковимiрних макромолекулярних
об’єктiв [82, 46, 62, 83, 99, 106, 134, 159, 252], автор цiлеспрямовано керував-
ся iдеєю вiднайти способи розширювання регулярної геометричної структури
ґратки носiя нелiнiйних збуджень в напрямах, перпендикулярних до осi транс-
ляцiйної симетрiї, i таким чином iмiтувати просторовi структури нанотрубок
та наностьожок. З iншого боку, привабливiсть iдеї про квазiодновимiрний ха-
рактер просторової ґратки невпинно зростала завдяки спроможностi кожної
побудованої вiдповiдним чином нової багатокомпонентної напiвдискретної iн-
теґровної нелiнiйної системи Шрьодiнґерового типу точно враховувати вплив
зовнiшнього магнетного поля в термiнах фаз Паєрлса (Peierls) [145] для па-
раметрiв когерентної мiжвузловї взаємодiї. Стосовно моделювання динамiки
нелiнiйних збуджень на квазiодновимiрних ґратках, збурених точковими домi-
шковими дефектами або локальними дефектами поперечної резонансної вза-
ємодiї, iнтуїцiя, пiдкрiплена поняттям траєкторiї центру солiтонного пакету,
вказала на коло задач з формулювання критерiїв селективного доправляння
солiтонiв крiзь збуренi дiлянки.

Короткочасним, але досить продуктивним вiдступом вiд проблематики ба-
гатокомпонентних напiвдискретних iнтеґровних та близьких до iнтеґровних
нелiнiйних систем стало ретельне знайомство з низкою експериментальних
праць [74, 76, 84, 85, 175, 176, 177], де резонанснi, нелiнiйнi та релаксацiй-
нi ефекти, вислiдженi при високочастотному механiчному збуреннi зерни-
стих геологiчних матерiалiв, сплелися в досить незвичну картину лiнiйного
пом’якшування резонансної частоти з ростом амплiтуди збурення, гiстерезної
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поведiнки резонансних кривих та логарифмiчного за часом вiдновлювання ре-
зонансної частоти пiсля зменшення iнтенсивности збурення. Свiжий, незашо-
рений схоластичними теорiями [31, 55, 142, 160], заснованими на концепцiї
штучно вигаданих гiстерезних елементiв, погляд на усю сукупнiсть неоднора-
зово задокументованих експериментальних результатiв вiдразу викликав на-
снагу пояснити їх з єдиних позицiй зрозумiлої для експериментаторiв фiзично
вмотивованої теорiї, яка би брала до уваги процеси утворювання та залiкову-
вання мiкротрiщин.

Викладенi вище критичнi мiркування вилились у велику низку дослiджень,
заголовок до яких виник вже на завершальнiй стадiї написання дисертацiї.

Аби сформулювати мету i завдання цих дослiджень скористаємося унiвер-
сальним принципом академiка Олександра Сергiйовича Давидова: “Пишите в
своих рабочих планах то, что вами уже сделано”.

Мета i завдання дослiджень
Метою дисертацiйної роботи було закласти теоретичнi пiдвалини та дослiдити
нелiнiйну динамiку рiзноманiтних багатокомпонентних структурованих низь-
ковимiрних систем, придатних для адекватного опису та прогнозування ва-
жливих нелiнiйних фiзичних ефектiв в геофiзичних осадових породах, нелi-
нiйних електричних мережах, напiвпровiдникових надструктурах, природних
та синтезованих макромолекулах, синтезованих наностьожках та нанотрубках,
регулярно впорядкованих зв’язаних оптичних волокнинах. В процесi реалiза-
цiї цiєї мети виникло велике коло теоретичних завдань, серед яких пiдґрунтям
для дисертацiйної працi стали наступнi задачi.
01. Побудувати самодостатню динамiчно-кiнетичну нелiнiйну модель взаємо-
залежних пружних деформацiй та порушених мiжзернинних зв’язкiв з приро-
дно вмотивованим асиметричним механiзмом утворювання та залiковування
мiкротрiщин, в рамках якої з єдиних позицiй вiдтворити вiдомi експеримен-
тальнi ефекти з некласичного резонансного вiдгуку геофiзичних осадових ма-
терiалiв на зовнiшнє високочастотне збурення, найвиразнiшими серед яких є
(i) гiстерезна поведiнка резонансної кривої як на висхiдному, так i на низхi-
дному схилах, (ii) лiнiйне пом’якшування резонансної частоти з ростом рiвня
урухомлювання, а також (iii) поступове (майже логарифмiчне) вiдновлювання
(бiльшання) резонансної частоти за низького рiвня динамiчного деформуван-
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ня пiсля попереднього кондицiювання зразка великим динамiчним деформу-
ванням.
02. Обґрунтувати можливiсть гiстерезного ефекту пам’яти геофiзичних оса-
дових матерiалiв про найбiльше високочастотне динамiчне навантаження (ди-
намiчний ефект прикiнцевої пам’яти).
03. Побудувати фiзично скориговану (канонiчну) майже iнтеґровну версiю
багатокомпонентної напiвдискретної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи, яка
завдяки точному врахуванню резонансних мiжвузлових зв’язкiв поперечно-
го типу слугувала би основою для моделювання динамiки внутрiшньомолеку-
лярних нелiнiйних збуджень на регулярних багатоланцюжкових драбинчастих
ґратках.
04. Дослiдити взаємовпливи мiж повздовжнiми та поперечними внутрiшньо-
молекулярними солiтонними модами в збурених багатоланцюжкових ґратках
та сформулювати умови мiжмодової синхронiзацiї для адресного доправляння
скомпактованого нелiнiйного хвильового збудження до певного вузла трубча-
стої ґратки, пiдданої дiї однорiдного повздовжнього магнетного поля, а також
для селективного пропускання солiтона крiзь дiлянку дволанцюжкової ґратки
iз зиґзаґоподiбним розташуванням одновузлових домiшок чи для селективно-
го пропускання солiтона крiзь локальний дефект пропорцiйно змодифiкованих
поперечних резонансних мiжвузлових зв’язкiв багатоланцюжкової драбинча-
стої ґратки.
05. Побудувати iнтеґровну нелiнiйну параметрично збурювану динамiчну мо-
дель внутрiшньовузлових збуджень на пласкiй фермоподiбнiй ґратцi з двома
вузлами в елементарнiй комiрцi та започаткувати найдоречнiшу симетризова-
ну форму оберненої задачi розсiяння iз залученням двох наборiв допомiжних
лiнiйних рiвнянь та двох комплементарних систем дискретних рiвнянь Мар-
ченка, в рамках яких знайти чотирикомпонентнi багатосолiтоннi розв’язки
моделi з точним урахуванням дiї магнетного поля i явно представити односо-
лiтонний розв’язок.
06. Знайти основнi закони збереження iнтеґровної нелiнiйної динамiчноїШрьо-
дiнґерової системи внутрiшньовузлових збуджень на пласкiй фермоподiбнiй
ґратцi та встановити її Гамiльтонове формулювання як в термiнах вихiдних,
так i в термiнах фiзично скоригованих (канонiчних) польових амплiтуд.
07. Побудувати напiвдискретну iнтеґровну нелiнiйну Шрьодiнґерову систему з
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додатковими тлозалежними параметрами мiжвузлового резонансного зв’язку,
задану на квазiодновимiрнiй ґратцi з двома структурними елементами в еле-
ментарнiй комiрцi та (з урахуванням параметричного збурювання системи i
впливу зовнiшнього магнетного поля) знайти її явний шестикомпонентний со-
лiтонний розв’язок, для чого розробити спецiальну процедуру перетворення
Дарбу та неявного перетворення Беклунда.
08. Знайти основнi закони збереження напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної
чотирикомпонентної Шрьодiнґерової системи з додатковими тлозалежними
параметрами мiжвузлового резонансного зв’язку, сформулювати її Гамiльто-
нове представлення в термiнах суттєво нестандартної Пуассонової структури
та запропонувати варiанти канонiзацiї динамiчних рiвнянь системи з огляду
на можливу змiну природи збуджених станiв окремих пiдсистем.
09. Запропонувати загальну форму рекурсивного пошуку безмежної iєрархiї
локальних законiв збереження для багатокомпонентних напiвдискретних iнте-
ґровних нелiнiйних систем, асоцiйованих з допомiжними лiнiйними спектраль-
ними операторами довiльного порядку.
10. Обґрунтувати метод побудови параметрично урухомлюваних напiвдискре-
тних iнтеґровних систем з далекосяжним характером мiжвузлової резонансної
взаємодiї в рамках представлення нульової кривини зi спектральним операто-
ром Абловiца–Ладiка шляхом адекватного збiльшення числа членiв в лора-
нiвському розкладi еволюцiйного оператора за степенями спектрального па-
раметра i введення (наперед нереґламентованих) часових залежностей до па-
раметрiв резонансної взаємодiї, сформулювати умови виникнення параметри-
чної локалiзацiї солiтонного пакету та пересвiдчитися в калiбрувальнiй еквiва-
лентностi мiж параметрично розгойдуваними напiвдискретними iнтеґровними
системами з далекосяжним характером резонансної взаємодiї пiд дiєю зовнi-
шнього просторово лiнiйного потенцiалу i суто параметрично розгойдуваними
напiвдискретними iнтеґровними системами з далекосяжним характером резо-
нансної взаємодiї, специфiчно пiдлаштованим у часi.
11. Провести широкий пошук пар самоузгоджених допомiжних операторiв Ла-
кса на матрицях третього порядку та матрицях четвертого порядку з метою
побудови в рамках доречних напiвдискретних матричних рiвнянь нульової
кривини низки нових багатокомпонентних напiвдискретних iнтеґровних си-
стем, кожна з яких складалась би зi зв’язаних пiдсистем суттєво вiдмiнної
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природи.
12. Побудувати напiвдискретну iнтеґровну нелiнiйну Шрьодiнґерову систему
з кiлькома типами додаткових тлозалежних параметрiв мiжвузлового резо-
нансного зв’язку, задану на квазiодновимiрнiй ґратцi з трьома структурними
елементами в елементарнiй комiрцi та (з урахуванням параметричного збурю-
вання системи i впливу зовнiшнього магнетного поля) знайти її явний десяти-
компонентний солiтонний розв’язок.
13. Знайти Пуассонову структуру для напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної
шестикомпонентної Шрьодiнґерової системи з кiлькома типами додаткових
параметрiв мiжвузлового резонансного зв’язку на iнтеркальованiй драбинча-
стiй ґратцi та сформулювати Гамiльтонове представлення динамiчних рiвнянь
цiєї системи.
14. В рамках рiвняння нульової кривини з доречно узагальненими допомiжни-
ми операторами другого порядку сформулювати загальне правило побудови
багатокомпонентних напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем з бага-
тьма типами додаткових параметрiв мiжвузлового зв’язку, заданих на квазiо-
дновимiрних ґратках з довiльним числом структурних елементiв в елементар-
нiй комiрцi.

Методи дослiджень
◦ Для адекватного пояснення експериментально встановлених проявiв некла-
сичного резонансного вiдгуку геологiчних осадових порiд на перiодичне зовнi-
шнє збурення впроваджено та використано метод кiнетичного опису еволюцiї
трiщин iз суттєво вiдмiнними жвавостями їхнього утворювання та залiкову-
вання.
◦ Для точного вiдтворення траєкторiй солiтонних хвильових пакетiв в iнте-
ґровних нелiнiйних системах на драбинчастих ґратках пiд дiєю лiнiйного по-
тенцiалу та майже точної побудови фазового портрету центру солiтона на
драбинчастiй ґратцi з модифiкованим поперечним зв’язком застосовано ана-
лiтичний метод пробних лаґранжiанiв, що є добре зарекомендованим наочним
попередником для суто комп’ютерних розрахункiв.
◦ Усi iз запропонованих напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем сфор-
мульовано в рамках матричнозначного напiвдискретного рiвняння нульової
кривини внаслiдок багаторазових евристичних спроб вiднайти якомога бiльше
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пар взаємоузгоджених аналiтичних виразiв для спектрального та еволюцiйно-
го операторiв, оскiльки загального самодостатнього методу їхньої побудови
наразi не iснує.
◦ Для пошуку найважливiших локальних законiв збереження бiльшости до-
слiджуваних напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем впроваджено та
застосовано точний узагальнений метод пошуку iєрархiї локальних законiв
збереження, прийнятний для нелiнiйних систем, асоцiйованих з допомiжними
лiнiйними спектральними задачами будь-якого порядку.
◦ Для точної аналiтичної побудови розв’язкiв напiвдискретної iнтеґровної не-
лiнiйної системи двох зв’язаних Шрьодiнґерових пiдсистем розроблено та ви-
користано симетричний варiант методу оберненої задачi розсiяння з двома
парами взаємно симетричних простороводискретних допомiжних лiнiйних за-
дач та двома симетричними наборами дискретизованих рiвнянь Марченка.
◦ Для багатокомпонентних напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем з
ненульовими фоновими значеннями супутнiх (залежних) полiв розбиття пло-
щини допомiжного спектрального параметра на областi аналiтичности фун-
кцiй Йоста (Jost) набуває досить ускладнених форм, тому найпрозорiшим
способом пошуку точних аналiтичних розв’язкiв порiвняно з iншими пiдхода-
ми видається метод послiдовного одягання тривiального засiвного розв’язку
за допомоги перетворення Дарбу (Darboux) для функцiй допомiжної лiнiйної
задачi у зв’язцi з неявним перетворенням Беклунда (Bäcklund) для польових
функцiй дослiджуваної нелiнiйної системи. Два варiанти вказаного вище ме-
тоду було розроблено та успiшно застосовано для пошуку явних солiтонних
розв’язкiв чотирикомпонентної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи
з тлозалежними резонансними взаємодiями та шестикомпонентної iнтеґровної
нелiнiйної Шрьодiнґерової системи з тлозалежними резонансними взаємодi-
ями завдяки доречним параметризацiям спектральних даних, пов’язаних з
вiдповiдними операторами Дарбу.
◦Щодо методiв Гамiльтонової (Hamilton) динамiки, то вони безумовно допомо-
гли скомпактизувати вирази для багатьох систем напiвдискретних iнтеґровних
нелiнiйних рiвнянь. Особливо це стосується чотирикомпонентної iнтеґровної
нелiнiйної Шрьодiнґерової системи з тлозалежними резонансними взаємодiя-
ми, яка змiнює природу своїх нелiнiйних збуджень при переходi через деяке
критичне значення головного фонового параметра i, як наслiдок, приводить
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до порушення симетрiї мiж своїми двома парами динамiчних Гамiльтонових
рiвнянь в кожнiй з їхнiх двох дозволених альтернативних канонiчних форм.

Наукова новизна здобутих результатiв
А. Побудовано самодостатню динамiчно-кiнетичну нелiнiйну модель взаємо-
залежних пружних деформацiй та порушених мiжзернинних зв’язкiв з приро-
дно вмотивованим асиметричним механiзмом утворювання та залiковування
мiкротрiщин типу м’якої хлипавки, в рамках якої з єдиних позицiй вiдтворено
практично усi вiдомi експериментальнi ефекти з некласичного резонансного
вiдгуку геофiзичних осадових матерiалiв на зовнiшнє високочастотне збурен-
ня та передбачено гiстерезний ефект пам’яти геофiзичних осадових матерiалiв
про найбiльше високочастотне динамiчне навантаження.
Б. Запропоновано фiзично скориговану (канонiчну) майже iнтеґровну дина-
мiчну модель внутрiшньовузлових нелiнiйних збуджень на регулярних бага-
толанцюжкових драбинчастих ґратках та сформульовано умови синхронiзацiї
повздовжньої та поперечної солiтонних мод для адресного доправляння чи
для селективного пропускання скомпактованого нелiнiйного хвильового збу-
дження до певного вузла ґратки, збуреної повздовжнiм однорiдним магнетним
полем або зиґзаґоподiбною дiлянкою одновузлових домiшок чи локальним де-
фектом пропорцiйно змодифiкованих поперечних резонансних мiжвузлових
зв’язкiв.
В. Побудовано iнтеґровну нелiнiйну параметрично збурювану динамiчну мо-
дель внутрiшньовузлових збуджень на пласкiй фермоподiбнiй ґратцi з двома
вузлами в елементарнiй комiрцi та започатковано найдоречнiшу симетризова-
ну форму оберненої задачi розсiяння iз залученням двох наборiв допомiжних
лiнiйних рiвнянь та двох комплементарних систем дискретних рiвнянь Мар-
ченка, в рамках яких знайдено чотирикомпонентнi багатосолiтоннi розв’язки
моделi з точним урахуванням дiї магнетного поля. Знайдено основнi закони
збереження цiєї iнтеґровної нелiнiйної системи та встановлено її Гамiльтонове
формулювання як в термiнах вихiдних, так i в термiнах фiзично скоригованих
(канонiчних) польових амплiтуд.
Г. Побудовано чотирикомпонентну напiвдискретну iнтеґровну нелiнiйну
Шрьодiнґерову систему з додатковими (тлозалежними) параметрами мiжву-
злового резонансного зв’язку та (з урахуванням параметричного збурювання
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системи i впливу зовнiшнього магнетного поля) знайдено її явний солiтон-
ний розв’язок в рамках спецiально створеної процедури перетворення Дарбу
та неявного перетворення Беклунда. Сформульовано Гамiльтонове представ-
лення цiєї системи в термiнах суттєво нестандартної Пуассонової структури
та запропоновано два фiзично рiвноцiннi варiанти стандартизацiї динамiчних
рiвнянь системи з невiдворотнiм порушенням симетрiї мiж двома канонiзова-
ними пiдсистемами i змiною природи збуджених станiв однiєї з пiдсистем при
переходi головного фонового параметра через своє критичне значення.
Ґ. Запропоновано загальну форму рекурсивного пошуку безмежної iєрархiї
локальних законiв збереження для багатокомпонентних напiвдискретних iнте-
ґровних нелiнiйних систем, асоцiйованих з допомiжними лiнiйними спектраль-
ними операторами довiльного порядку.
Д. Обґрунтовано метод побудови параметрично урухомлюваних напiвдискре-
тних iнтеґровних систем з далекосяжним характером мiжвузлової резонансної
взаємодiї та сформульовано умови здiйснення параметричної локалiзацiї солi-
тонного пакету. Вказано на калiбрувальну еквiвалентнiсть мiж параметрично
розгойдуваними напiвдискретними iнтеґровними системами з далекосяжним
характером резонансної взаємодiї в полi зовнiшнього просторово лiнiйного по-
тенцiалу i суто параметрично розгойдуваними напiвдискретними iнтеґровни-
ми системами з далекосяжним характером резонансної взаємодiї, специфiчно
пiдлаштованим у часi.
Е. Знайдено шiсть пар допомiжних операторiв Лакса, заданих матрицями тре-
тього порядку, та двi пари допомiжних операторiв Лакса, заданих матрицями
четвертого порядку, кожна з яких в рамках доречного напiвдискретного ма-
тричного рiвняння нульової кривини започаткувала щонайменше одну ранiше
невiдому багатокомпонентну напiвдискретну iнтеґровну систему, що складає-
ться зi зв’язаних пiдсистем суттєво вiдмiнної природи.
Є. На iнтеркальованiй драбинчастiй ґратцi з трьома структурними елемента-
ми в елементарнiй комiрцi побудовано напiвдискретну iнтеґровну нелiнiйну
Шрьодiнґерову систему з додатковими (тлозалежними) параметрами мiжву-
злового резонансного зв’язку трьох типiв та (з урахуванням параметричного
збурювання системи i впливу зовнiшнього магнетного поля) знайдено її явний
солiтонний розв’язок в рамках вдосконаленої процедури перетворення Дар-
бу та неявного перетворення Беклунда. Виявлено надзвичайно нестандартну
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Пуассонову структуру цiєї нелiнiйної системи, уособлену п’ятдесятьма п’ятьма
фундаментальними дужками Пуассона мiж польовими амплiтудами, та сфор-
мульовано Гамiльтонове представлення динамiчних рiвнянь системи.
Ж. В рамках рiвняння нульової кривини з доречно узагальненими допомiжни-
ми операторами другого порядку сформульовано загальне правило побудови
багатокомпонентних напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем на ква-
зiодновимiрних ґратках з довiльним числом структурних елементiв в елемен-
тарнiй комiрцi та з багатьма типами додаткових (тлозалежних) параметрiв
мiжвузлового резонансного зв’язку.

Особистий внесок здобувача
Серед сорока трьох наукових праць {1–43}, в яких викладено основнi науковi
результати дисертацiї, тридцять наукових праць {1, 3, 4, 8–12, 17, 18, 21–26, 29,
30, 32–43} опублiковано здобувачем одноосiбно. Тринадцять наукових праць
{2, 5–7, 13–16, 19, 20, 27, 28, 31} опублiковано зi спiвавторами. Усi оригiнальнi
науковi результати, що увiйшли до дисертацiї з дев’яти спiльних праць {2,
5–7, 13, 14, 15, 27, 28}, а саме – iдеї, постановки задач, побудови моделей,
їхнi аналiтичнi дослiдження та вислiди (окрiм комп’ютерних розрахункiв) на-
лежать виключно здобувачевi. Щодо оригiнальних наукових результатiв з iн-
ших трьох спiльних праць {16, 19, 20}, то постановки задач, побудови моделей,
їхнi аналiтичнi дослiдження та теоретичне передбачення динамiчного ефекту
прикiнцевої пам’яти (окрiм комп’ютерних розрахункiв та експериментального
пiдтвердження динамiчного ефекту прикiнцевої пам’яти) належать здобува-
чевi. Сьомий роздiл спiльної монографiї {31} повнiстю написано здобувачем
за результатами оригiнальних наукових праць {13–16, 19, 20}.

Про деякi результати з однiєї зi спiльних статей {2} було згадано в дисер-
тацiї спiвавтора: В.А. Вахненко. Моделирование нелинейных длинноволновых
процессов в многокомпонентных средах. Диссертация на соискание ученой
степени доктора физико-математических наук по специальности 01.04.17 хи-
мическая физика, физика горения и взрыва. НАН Украины. Институт геофи-
зики им. С.И. Субботина. Отделение геодинамики взрыва. Киев 1995.
Проте використанi спiвавтором результати жодним чином не стосувалися клю-
чової iдеї (та її аналiтичної реалiзацiї) здобувача зi вказаної спiльної працi {2}
про спосiб та доцiльнiсть введення класичних фiзично скоригованих польових
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амплiтуд до моделi Абловiца–Ладiка. Тому саме ключову iдею та її аналiтичну
реалiзацiю про спосiб та доцiльнiсть введення класичних фiзично скоригова-
них польових амплiтуд до моделi Абловiца–Ладiка i було задiяно здобувачем
в його дисертацiї Нелiнiйна динамiка багатокомпонентних структурованих
низьковимiрних систем.

Аби сконкретизувати головнi аспекти особистого внеску здобувача зi спiль-
них праць, нижче подано розгорнутий перелiк доречних результатiв. Зокрема,
авторовi дисертацiї належать:
◦ Формули перетворень до фiзично скоригованих польових амплiтуд зi статтi
{2}.
◦ Побудова iнтеґровної нелiнiйної моделi Шрьодiнґера на багатоланцюжкових
драбинчастих ґратках, викладена в статтi {5}.
◦ Побудова фiзично скоригованої майже iнтеґровної версiї багатокомпонен-
тної напiвдискретної Шрьодiнґерової системи та усi результати з селективного
транспорту солiтонiв в нерегулярних i збурених зовнiшнiми полями ґратках
зi статей {6, 7}.
◦ Головнi теоретичнi результати праць {13–16, 19, 20}, а саме – побудова само-
достатньої динамiчно-кiнетичної моделi взаємозалежних пружнiх деформацiй
та порушених мiжзернинних зв’язкiв i пояснення на її основi усих вiдомих
експериментальних результатiв з некласичного резонансного вiдгуку геофiзи-
чних осадових порiд.
◦ Теоретичне передбачення динамiчного гiстерезного ефекту прикiнцевої па-
м’яти, сформульоване в працях {14, 16, 19, 20}.
◦ Побудова нових напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних багатокомпонен-
тних систем та асоцiйованих з ними нових допомiжних спектральних i еволю-
цiйних операторiв третього i четвертого порядкiв у вiдповiдности до статей
{27, 28}.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї
Бiльшiсть матерiалiв дисертацiйної роботи було оприлюднено на таких науко-
вих зiбраннях.
◦ Copenhagen Conference on Complex Dynamics in Spatially Extended Systems.
27–30 September 1995, Niels Bohr Institute, Copenhagen (Denmark).
◦ International Conference “Modern Problems of Theoretical Physics” dedicated to
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the 90th anniversary of A.S. Davydov. 9–15 December 2002, Bogolyubov Institute
for Theoretical Physics, Kÿıv (Ukraine).
◦ International Conference “Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics”. 23–29
June 2003, Institute of Mathematics, Kÿıv (Ukraine).
◦ The NATO Advanced Research Workshop “Nonlinear Waves: Classical and Quan-
tum Aspects”. 12–18 July 2003, Universidade de Lisboa, Estoril (Portugal).
◦ Bogolyubov Kÿıv Conference “Modern Problems of Mathematics and Theoreti-
cal Physics”. 13–16 September 2004, Bogolyubov Institute for Theoretical Physics,
Kÿıv (Ukraine).
◦ Innovations in Nonlinear Acoustics: ISNA17 – 17th International Symposium on
Nonlinear Acoustics including the International Sonic Boom Forum. 18—22 July
2005, State College, Pensilvania (USA).
◦ The XX Session of the Russian Acoustical Society. 27–31 October 2008, M. Lomo-
nosov Moscow State University, Moscow (Russia).
◦ International Conference “Geodynamical Phenomena: from Observations and
Experiments to Theory and Modeling”. 20–24 September 2010, Subbotin Insti-
tute of Geophysics, Kÿıv (Ukraine).
◦ International Conference “Quantum Groups and Quantum Integrable Systems”.
18–21 June 2013, Bogolyubov Institute for Theoretical Physics, Kÿıv (Ukraine).
◦ Bogolyubov Conference “Problems of Theoretical Physics” dedicated to the
50th anniversary of the Bogolyubov Institute for Theoretical Physics of the Nati-
onal Academy of Sciences of Ukraine. 24–26 May 2016, Bogolyubov Institute for
Theoretical Physics, Kÿıv (Ukraine).
◦ The 3rd Walter Thirring International School on Fundamentals of Astroparticle
and Quantum Physics. 17–23 September 2017, Bogolyubov Institute for Theoreti-
cal Physics, Kÿıv (Ukraine).
◦ IECMSA-2018. 7th International Conference on Mathematical Sciences and
Applications. 28–31 August 2018, Ramada Encore Kÿıv Hotel, Kÿıv (Ukraine).

Структура та обсяг дисертацiї
Дисертацiйна праця мiстить усi складовi частини, вказанi у вимогах до оформ-
лення дисертацiй, а саме – титульний аркуш, змiст, анотацiю (українською та
англiйською мовами), основну частину, список бiблiографiчних посилань на
першоджерела та два додатки. Окрiм вступу та висновкiв, до основної части-
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ни дисертацiї входять шiсть роздiлiв, розбитих на пiдроздiли. В кiнцi кожного
роздiлу подано пiдсумки його основних оригiнальних результатiв. Загальний
обсяг дисертацiї складає 333 сторiнки тексту, 49 рисункiв та 255 бiблiографi-
чних посилань на першоджерела.

Зв’язок дисертацiйної роботи з науковими
програмами, планами, темами, ґрантами
Результати дисертацiйної роботи одержано повнiстю або частково в Iнститутi
теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України при виконаннi насту-
пних дослiдницьких проектiв.
◦ Нелiнiйнi локалiзованi моди в складних системах з шумом та невпорядкова-
нiстю (Nonlinear localized modes in complex systems with noise and disorder),
ґрант INTAS 96-0158 Європейського Союзу, за координацiї з Унiверситету
острова Крiт (Грецiя).
◦ Транспортнi явища в нелiнiйних ґратках (Transport phenomena in nonlinear
lattices), ґрант C. Caratheodory 1911/98 Дослiдницької комiсiї Унiверситету мi-
ста Патра (Грецiя), за спiвпрацi з Факультетом iнженерної науки (Engineering
Science Department) Унiверситету мiста Патра.
◦ Динамiка природних матерiалiв з огляду на структурованi середови-
ща з нелокальними властивостями (Dynamic of Earth materials treated as
structured media with non-local features), ґрант 1747 Українського Науково-
Технологiчного Центру фiнансований Урядом США, за спiвпрацi з Вiддi-
ленням наук про Землю i довкiлля Лос-Аламоської Нацiональної Лабора-
торiї США (Earth and Environmental Sciences Division, Los Alamos National
Laboratory, USA) та Вiддiленням геодинамiки вибуху Iнституту геофiзики iме-
нi С.I. Субботiна НАН України.
◦ Нелiнiйнi процеси в молекулярних та нано-структурах зi складною геоме-
трiєю, вiдомча тема РК № 0103U000104 Вiддiлення фiзики i астрономiї НАН
України.
◦ Керована динамiка збуджень в молекулярних та наносистемах зi складною
геометричною структурою, вiдомча тема РК № 0105U008397 Вiддiлення фiзи-
ки i астрономiї НАН України.
◦ Фундаментальнi властивостi фiзичних систем в екстремальних умовах, цi-
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льова тема РК № 0107U000396 Вiддiлення фiзики i астрономiї НАН України.
◦ Ефективне керування динамiкою нелiнiйних збуджень в макромолекуляр-
них та магнiтних нано-системах, вiдомча тема РК № 0110U007540 Вiддiлення
фiзики i астрономiї НАН України.
◦Мiкроскопiчнi та феноменологiчнi моделi фундаментальних фiзичних проце-
сiв у мiкро- та макросвiтi, цiльова тема РК № 0112U000056 Вiддiлення фiзики
i астрономiї НАН України.
◦ Особливостi механiчних, електронних та магнiтних процесiв у низьковимiр-
них системах на наномасштабах, вiдомча тема РК № 0116U003192 Вiддiлення
фiзики i астрономiї НАН України.
◦ Структура та динамiка статистичних i квантово-польових систем, цiльова
тема РК № 0117U000240 Вiддiлення фiзики i астрономiї НАН України.

Практичне значення здобутих результатiв
◦ Результат з передбачення гiстерезного ефекту пам’яти геофiзичних осадових
матерiалiв про найбiльше динамiчне навантаження (динамiчний ефект прикiн-
цевої пам’яти) став стимулом для проведення експериментiв з його пiдтвер-
дження у Вiддiленнi наук про Землю i довкiлля Лос-Аламоської Нацiональної
лабораторiї США (Earth and Environmental Sciences Division, Los Alamos Nati-
onal Laboratory, USA).
◦ Низка оригiнальних результатiв, представлених в дисертацiї, увiйшла до
курсу лекцiй “Нелiнiйнi iнтеґровнi напiвдискретнi моделi”, прочитаному у 2011
роцi для студентiв 2-го курсу КНУ iменi Тараса Шевченка в Науково-освiтньо-
му центрi при IТФ iм. М.М. Боголюбова НАН України.

Публiкацiї
◦ Основнi науковi результати дисертацiї опублiковано в 43 провiдних фахо-
вих наукових виданнях. Список основних праць за темою дисертацiї {1–43}
подано пiсля анотацiї українською мовою, пiсля анотацiї англiйською мовою
та в додатку А. В списку бiблiографiчних посилань на першоджерела основнi
працi за темою дисертацiї подано за посиланнями [192–234].
◦ Список наукових публiкацiй, якi засвiдчують апробацiю матерiалiв дисерта-
цiї на фахових наукових зiбраннях, подано пiсля анотацiї українською мовою,
пiсля анотацiї англiйською мовою та в додатку Б за посиланнями (1)–(13).
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Роздiл 1

Гiстереза та повiльна динамiка
нелiнiйного резонансного вiдгуку
осадових порiд

1.1 Експериментальнi передумови для
побудови моделi м’якої хлипавки

Скам’янiлi осадовi породи, наприклад пiсковики, вирiзняються своєю зерни-
стою структурою [40, 60, 179], в якiй осердя окремої зернини є значно твердi-
шим за мiжзернинний цементувальний матерiал [75]. Одним з проявiв недоско-
налости мiжзернинної цементацiї є поруватiсть [40, 60, 179] – характеристика,
що визначає проникнiсть породи i слугує важливим технологiчним чинником
при видобутку нафти [40, 60]. Окрiм того, поруватiсть полегшує проникан-
ня води в областi мiжзернинних контактiв [40, 60], спричиняючи визначаль-
ний вплив на пружнi модулi [39, 254, 236] та фактори сейсмiчної дисипацiї
[39, 254, 236, 180] вiдповiдної породи.

Особливостi зернинної та поруватої будови призводять до цiлої низки ви-
значальних нелiнiйних механiчних властивостей порiд як при квазiстатично-
му, так i альтернованому динамiчному навантажуваннi. Так, гiстерезнi яви-
ща, аналогiчнi до встановлених за спiввiдношенням мiж навантаженням та
деформацiєю на зразках, пiдданих навантажувально-розвантажувальним ци-
клам [41, 71], згодом було виявлено i у спiввiдношеннi мiж амплiтудою та
рушiйною частотою на стрижнеподiбних зразках, пiдданих високочастотному
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альтернованому зовнiшньому механiчному збуджуванню з протягуванням ча-
стоти через область резонансу [84, 85, 175]. За великих рiвнiв перiодичного
збуджування має мiсце незвичайне майже лiнiйне (тобто суттєво некласи-
чне) меншання резонансної частоти коливань зразка вiд амплiтуди деформа-
цiї [76, 85, 177], а пiсля припинення високоамплiтудного пiдготовчого збуджу-
вання спостерiгаються довготермiновi релаксацiйнi явища [175, 176], такi як
майже логарифмiчне в часi вiдновлювання (бiльшання) резонансної частоти
[177].

Фраґментарне розумiння цих i деяких iнших експериментальних результа-
тiв [177, 74] покликало нас поглянути на всю проблему, зазвичай вiдому пiд
назвою “повiльної динамiки”, систематично i запропонувати для неї замкнуту
форму теорiї [204, 205, 211, 222, 206, 207]. Ця теорiя ґрунтується на прозо-
рiй, фiзично вмотивованiй формалiзацiї єдиної пiсковикової стрижнеподiбної
системи в термiнах двох зв’язаних нелiнiйних пiдсистем, одна з яких пору-
шує симетрiю вiдгуку всiєї системи на альтерноване зовнiшнє збурення i дiє
подiбно до м’якої хлипавки або дiода з незначним зворотнiм просочуванням
[204, 205]. Надалi ми специфiкуватимемо цi пiдсистеми як швидку пiдсисте-
му повздовжнiх змiщень та повiльну пiдсистему пошкоджених мiжзернинних
та/чи мiжпластинкових когезiйних зв’язкiв.

В цьому роздiлi ми докладно обґрунтуємо побудову нашої моделi [204, 205,
211, 222, 206, 207] та продемонструємо її дiєздатнiсть у поясненнi численних
експериментальних спостережень (ефектiв), що проявляються за примусових
поздовжнiх коливань пiсковикових стрижнiв. Ми покажемо, що велике коло
експериментальних даних можна зрозумiти як прояв рiзноманiтних граней
того самого внутрiшньо узгодженого механiзму. Бiльше того, теорiя, яку ми
запропонували, має також значну передбачувальну силу стосовно ефекту ди-
намiчної реалiзацiї гiстерези з пам’яттю про прикiнцеву точку [205], що фi-
гурально нагадує свiй добре вiдомий квазiстатичний прототип [41, 71] (див.
також [75, 84]). Цей теоретичний прогноз згодом знайшов пiдтвердження в екс-
периментах Тен Кейта (Ten Cate) i Шенкланда (Shankland) [211, 222, 207, 210],
виконаних у Лос-Аламоськiй Нацiональнiй Лабораторiї (LANL) США.
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1.2 Пiдсистема повздовжнiх змiщень
пiсковикового стрижня [205, 206, 222]

Надiйний метод зондування, широко застосовуваний в експериментах з резо-
нансних коливань стрижнiв, полягає у збуджуваннi горизонтально пiдвiшено-
го цилiндричного зразка за допомоги п’єзоелектричного силового перетворю-
вача (трансдюсера), вцементованого мiж одним iз кiнцiв зразка та масивною
противiдбiйною плитою, i в одночасному вимiрюваннi вiдгуку зразка за допо-
моги легковагового акселерометра, приєднаного до протилежного кiнця стри-
жня [175, 177, 176]. В цьому випадку конфiгурацiя альтернованих деформацiй
всерединi стрижня є принципово повздовжньою, а саме збуджування має усi
ознаки кiнематичного [237]. Доречнi граничнi умови для поля повздовжнiх
змiщень u та поля повздовжнiх напружень σ є такими

u(x = 0|t) = D(t) cos

ϕ+

t∫
0

dτω(τ)

 (1.2.1)

σ(x = L|t) + γ
∂2u

∂x∂t
(x = L|t) = 0 , (1.2.2)

де t вказує на час, ϕ вiдповiдає початковiй фазi збуджування, а x позначає
поточну Лаґранжову (Lagrange) координату стрижня. При цьому значення
x = 0 та x = L маркують рушiйний та вiльний кiнцi стрижня, вiдповiдно.
Параметр γ має сенс коефiцiєнта внутрiшнього тертя. Як правило, рушiйна
амплiтуда D(t) утримується в основному незмiнною за винятком моментiв
вмикання рушiйного пристрою, його перемикання на iнший рушiйний рiвень
або повного вимикання. При цьому часова залежнiсть кругової частоти рушiя
ω(t) задається типом протягування частоти (так званим протоколом частоти).
Iншими iнформативним рiзновидом експериментiв видається такий, де в сенсi
ранiше вказаних часових залежностей рушiйна амплiтуда D(t) та рушiйна
частота ω(t) змiненi ролями.

Еволюцiйне рiвняння для поля повздовжнiх змiщень (або коротко для пру-
жної пiдсистеми) ми запишемо в найзагальнiшiй формi
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ρ
∂2u

∂t2
=
∂σ

∂x
+

∂

∂x

[
∂F

∂(∂2u/∂x∂t)

]
, (1.2.3)

розкриваючи її змiст поступово крок за кроком. Так, аби забезпечити дода-
тнiсть та суто внутрiшнiй характер дисипацiї, дисипативна функцiя F му-
сить бути деякою парною функцiєю вiд швидкости деформацiї ∂2u/∂x∂t. Ми
обмежимося Стоксовим (Stokes) внутрiшнiм тертям [169], що асоцiюється з
дисипативною функцiєю

F = (γ/2)
[
∂2u/∂x ∂t

]2
. (1.2.4)

У формулах (1.2.3) та (1.2.4) величини ρ та γ є, вiдповiдно, середньою густи-
ною пiсковику та коефiцiєнтом внутрiшнього тертя в пружнiй пiдсистемi. В
подальшому залежностi величин ρ та γ вiд температури T , насичености во-
дою s та деформацiї ∂u/∂x в рiвняннях (1.2.3) та (1.2.4) ми нехтуватимемо.
Спiввiдношення мiж напруженням σ та деформацiєю ∂u/∂x ми приймемо у
виглядi

σ =
Esechη

(r − a)[cosh η ∂u/∂x+ 1]a+1
− Esechη

(r − a)[cosh η ∂u/∂x+ 1]r+1
, (1.2.5)

що за умови r > a > 0 запобiгає стисливостi стержня при деформацiях ∂u/∂x,
близьких до +0 − sechη. Тим самим, параметровi cosh η приписуємо типову
вiдстань мiж центрами сусiднiх зернин, роздiлену на типову товщину мiж-
зернинного цементацiйного контакту. Тут показники r та a характеризують
вiдштовхувальну та притягувальну частини мiжзернинної взаємодiї, вiдповiд-
но. Iншими словами, ми апроксимуємо взаємодiю мiж зернинами емпiричним
потенцiалом Mi (Mie) [128]. За малих деформацiй |∂u/∂x| � sechη ми маємо

σ

E∂u/∂x
≈ 1− 1

2
(r + a+ 3)sechη∂u/∂x+

+
1

6
(r2 + ar + a2 + 6r + 6a+ 11)(sechη∂u/∂x)2 , (1.2.6)

i тому параметри r, a, cosh η очевидно повнiстю специфiкують нелiнiйнi по-
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правки до закону Гука (Hooke) за умови вiдсутности безпосереднього впливу
деформацiї ∂u/∂x на модуль Юнґа (Young) E. Тим часом непрямий ефект де-
формацiї на модуль Юнґа, а саме – вплив, опосередкований концентрацiєю c

пошкоджених мiжзернинних зв’язкiв, вдається iнкорпорувати до нашої теорiї
як головне джерело усих нетривiальних явищ, згаданих в першому пiдроздiлi.
Цiй темi присвячено наступний пiдроздiл.

1.3 Пiдсистема пошкоджених когезiйних
зв’язкiв [204, 205, 206, 222]

Будь-яка динамiчна модель, що спирається лише на одну пiдсистему повздов-
жнiх змiщень, не здатна адекватно вiдтворити усю гаму явищ, притаманних
пiсковиковим стрижням в експериментах з резонансного збуджування їхнiх
коливань. Цю ситуацiю не рятують анi суто спекулятивнi додатковi припуще-
ння (наприклад, про часову залежнiсть амплiтудно–частотної характеристи-
ки [74]), що не випливають з початкового рiвняння, анi введення до розгляду
допомiжних величин (наприклад, таких як максимальне вiдхилення деформа-
цiї [74]), виправданих лише в разi квазiстатичної теорiї. Дотримуючись такої
хибної позицiї ми не в змозi вiдiйти вiд неповного, фраґментального опису.
Щонайбiльше, на цьому шляху справа не йде далi голослiвної апеляцiї до де-
якої гiпопетичної повiльної пiдсистеми у досить штучний спосiб [177, 74], тобто
без явної специфiкацiї усих доцiльних (динамiчних та /чи кiнетичних) незале-
жних змiнних та їхнiх керувальних еволюцiйних рiвнянь, навiть не згадуючи
про взаємний зворотнiй зв’язок мiж повiльною та швидкою пiдсистемами.

Ми обiйшли вказанi вище труднощi однопiдсистемного моделювання, ввiв-
ши поряд зi швидкою пружною пiдсистемою також i повiльну пiдсистему по-
шкоджених мiжзернинних когезiйних зв’язкiв через їхню концентрацiю c. При
деякому заданому напруженнi σ (розтягувальному чи стискувальному) вели-
чина c мусить еволюцiювати до свого залежного вiд напруження рiвноважного
значення cσ. Аби досягти надiйного узгодження мiж теорiєю та експеримен-
том, така еволюцiя має трактуватися майже логарифмiчною, а не експоненцiй-
ною часовою залежнiстю, з одного боку, та бути чутливою до знаку прикладе-
ного напруження – з iншого. Обидва цi аспекти можна досить легко врахувати
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в концепцiї змiшаної кiнетики, яка на нашу думку знаходить доволi природнє
обґрунтування для консолiдованих матерiалiв. Iдея полягає в представленнi
загальної концентрацiї дефектiв c через деяку прийнятну суперпозицiю скла-
дових концентрацiй g, де кожна парцiальна концентрацiя g пiдпорядковується
досить простiй кiнетицi.

Почнiмо вiд розгляду набору складових концентрацiй. Кожна окрема скла-
дова концентрацiя g в цьому наборi еволюцiонує до свого залежного вiд на-
пруження рiвноважного значення gσ зi швидкiстю ∂g/∂t, яка в наближен-
нi найнижчого порядку має бути пропорцiйною до рiзницi gσ − g. Так, за
g > gσ ушкодженi зв’язки є схильними до вiдновлювання (∂g/∂t < 0), а
при g < gσ неушкодженi зв’язки схильнi до розриву (∂g/∂t > 0). Познача-
ючи жвавiсть вiдновлювання як µ = µ0 exp(−U/kT ), а жвавiсть розриву як
ν = ν0 exp(−W/kT ), ми можемо формалiзувати попереднi твердження в тер-
мiнах наступного кiнетичного рiвняння [204, 205, 206, 222]

∂g/∂t = − [µθ(g − gσ) + νθ(gσ − g)] (g − gσ) , (1.3.1)

де величини U та W уособлюють активацiйнi бар’єри для процесiв вiднов-
лювання та ушкоджування зв’язкiв вiдповiдно, k є константою Больцмана
(Boltzmann), а символ θ(z) вказує на схiдчасту функцiю Гевiсайда (Heaviside).

Виникає питання – однаковими чи рiзними мають бути жвавостi µ та ν i
чому? Iснують вагомi арґументи вважати, що параметри µ та ν мусять вiдрi-
знятися, причому досить сильно, оскiльки об’єм речовини, придатний для ви-
никнення та розвитку окремої трiщини, виявляється суттєво макроскопiчним,
хоча й обмеженим мiжзернинним простором. Справдi, за розтягувального на-
вантаження потенцiйно iснує безлiч просторових шляхiв аби розiрвати мiжзер-
нинний цементацiйний контакт з тим самим основним наслiдком – утворенням
мiжзернинної трiщини. Тут ми розумiємо, що будь-яка доречна макроскопi-
чна характеристика породи неодмiнно має бути нечутливою до конкретного
положення трiщини мiж сусiднiми зернинами, але повинна суттєво залежати
вiд загальної площi трiщин в одиницi об’єму. Саме така величина i може бути
належним мiрилом концентрацiї дефектiв. За аналогiєю з механiзмом вини-
кання трiщини слiд пiдкреслити, що для вже утвореної рiвноважної трiщини
iснують численнi шляхи її подальшого розвитку за умови прикладення надли-
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шкового розтягувального навантаження. Навпаки, за стискувального наван-
таження попередньо утворена трiщина має лише один просторовий шлях, аби
залiкуватись або, принаймнi, частково стягнутись. Цi ключовi спостережен-
ня означають докорiнну нерiвноправнiсть ν0 � µ0 мiж передекспоненцiйними
факторами ν0 та µ0 жвавостей порушування ν та вiдтворювання µ мiжзер-
нинних зв’язкiв навiть незалежно вiд когезiйних властивостей цементацiйного
матерiалу. Бiльше того, завдяки можливiй iнтеркаляцiї води та/чи дрiбнiй
фраґментацiї цементацiйного матерiалу мiж протилежними гранями трiщин,
слiд очiкувати, що типове значення величини енергiї активацiї залiковуван-
ня трiщини U перевищуватиме величину енергiї активацiї утворення трiщини
W . В цiлому, усi наведенi вище фактори здатнi призвести до ще бiльшої не-
рiвноправности ν � µ мiж жвавостями утворення ν та нищення µ дефектiв,
що може сягати кiлькох порядкiв. Цей висновок, що покладається на мезоско-
пiчнiсть масштабу залучених структурних елементiв, знаходить свою наочну
аналогiю i на макроскопiчному рiвнi, коли зразок, що його одного разу пере-
ламали, залишається переломленим практично назавжди.

Дотепер ми мали справу лише з єдиною складовою g концентрацiї дефе-
ктiв, приписаною до пари фiксованих активацiйних параметрiв U та W . На-
справдi, усякий малий, але все ще макроскопiчний об’єм пiсковику мiстить
в собi величезне розмаїття структурних елементiв, якi розрiзняються за роз-
мiром, складом, природним клiважем тощо. В результатi активацiйнi бар’єри
для процесу вiдновлювання когезiї U та процесу порушування когезiїW мають
утворювати два правдоподiбно неперервних набори в певних енергетичних ме-
жах, якi ми позначимо як U0 ≤ U ≤ U0+U+ таW0 ≤ W ≤ W0+W+, вiдповiдно.
Значення величин U0, U+ та W0, W+ мусять бути нечутливими до конкретно-
го вибору поперечного перерiзу стрижня завдяки однорiдности (подiбности)
дослiджуваного зразка на макроскопiчному рiвнi. Звичайно, лише цих хара-
ктеристик недостатньо, аби конструктивно врахувати увесь набiр складових
концентрацiй, допоки не вказано певного рецепту, який внесок (внесок з якою
вагою) кожна окрема складова концентрацiя g має давати до загальної (зва-
женої) концентрацiї c дефектiв. Ми обмежимося найпростiшим наближенням,
коли усi дозволенi складовi концентрацiї g мають однакову вагу в загальнiй
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концентрацiї c, тобто, має мiсце формула [204, 205, 222]

c =
1

U+W+

U0+U+∫
U0

dU

W0+W+∫
W0

g dW . (1.3.2)

Цей вираз не суперечить наступному припущенню

gσ = cσ , (1.3.3)

що пов’язує рiвноважне значення cσ загальної концентрацiї порушених
зв’язкiв з рiвноважним значенням gσ окремої складової концентрацiї пору-
шених зв’язкiв, де як cσ, так i gσ визначаються значенням напружености σ.
Насправдi лише величина cσ посiдає законне мiсце в стандартних термодина-
мiчних оцiнках [97, 98, 143], а данi про gσ мусять спиратися на бiльш-менш
правдиву гiпотезу, наприклад, встановлену формулою (1.3.3).

Вiдповiдно до монографiй професора Арнольда Марковича Косевича
[97, 98] рiвноважну концентрацiю дефектiв, асоцiйовану з напруженiстю σ,
задають виразом

cσ = c0 exp (vσ/kT ) , (1.3.4)

де параметр v > 0 вказує на типовий об’єм, вiдведений на одиничний де-
фект i характеризує iнтенсивнiсть дилатацiї. Хоча наведена формула (1.3.4) i
повинна, начебто, бути застосовною до ансамблю мiкроскопiчних дефектiв у
кристалах, але, на щастя, її виведено в рамках континуальної термодинамiчної
теорiї, що, насправдi, не потребує анi специфiкацiї типового розмiру дефекта,
анi конкретизацiї структури кристалiчної матрицi. З цiєї причини ми вважає-
мо, що вона здатна працювати також i для ансамблю мезоскопiчних дефектiв
в консолiдованих матерiалах, якщо пiд одиничним дефектом ми розумiтимемо
деякий елементарний розрив мiжзернинної когезiї. Рiвноважна концентрацiя
дефектiв у нездеформованому повнiстю зрелаксованому стрижнi c0 має бу-
ти деякою функцiєю вiд температури T та насичености водою s. Конкретний
характер цих залежностей не випливає з перших принципiв i потребує ви-
окремлення з експериментiв.

56



У цьому мiсцi ми введемо феноменологiчний зв’язок мiж концентрацiєю
дефектiв c та модулем Юнґа E. Iнтуїцiя пiдказує, що E мусить бути деякою
монотонно спадною функцiєю вiд c, яку можна розвинути в степеневий ряд
за малими вiдхиленнями c− c0 величини c вiд свого нездеформованого рiвно-
важного значення c0. В найнижчому iнформативному наближеннi ми можемо
знехтувати усi степенi, окрiм нульової та першої, i внаслiдок цього спокiйно
перегрупувати шуканий зв’язок до виду [204, 205, 222]

E = (1− c/ccr)E+ . (1.3.5)

Тут величини ccr та E+ мають сенс критичної концентрацiї дефектiв та макси-
мально можливого значення модуля Юнґа, вiдповiдно. Обидва цi параметри
ми приймемо незалежними вiд температури та водонасичености.

Вiдповiдно до спiввiдношення (1.3.5), загальна концентрацiя дефектiв c

входить до еволюцiйного рiвняння для пружної пiдсистеми (1.2.3) з норма-
лiзацiєю на своє критичне значення ccr. З цiєї причини немає жодної потре-
би надавати величинам c, cσ та ccr певних одиниць вимiрювання, проте слiд
пам’ятати, що такi одиницi мусять бути однаковими для усих трьох величин.
Щодо одиниць вимiрювання поточної та рiвноважної складових концентрацiй
g та gσ, то достатньо знати лише їхнiй зв’язок з одиницею вимiрювання за-
гальної концентрацiї c, встановлений виразом (1.3.3).

За постiйного навантаження кiнетичне рiвняння(1.3.1) забезпечує, аби кон-
центрацiя c прямувала до свого рiвноважного значення cσ, поданого формулою
(1.3.4), а модуль Юнґа (1.3.5) досяг значення

Eσ = [1− (c0/ccr) exp(vσ/kT )]E+ . (1.3.6)

Варто зауважити, що вислiдна функцiйна залежнiсть Eσ вiд σ майже точно
вiдтворює експериментально встановлену допасовувальну формулу для пру-
жних модулiв як функцiй прикладеного навантаження P ∼ −σ > 0 (див.
огляд [88] та вказанi там посилання). Окрiм того, спiввiдношення (1.3.6), взя-
те за нульової напружености σ = 0, здатне реконструювати температурну та
водонасичувальну залежностi рiвноважної концентрацiї дефектiв у ненапру-
женому станi c0 в рамках доступних експериментальних даних для модуля
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Юнґа в нездеформованих вiдновлених зразках. Так, беручи до уваги темпе-
ратурну екстраполяцiю Сатерленда (Sutherland) [170, 171, 172, 251] та про-
аналiзувавши температурозалежнi данi за нульової водонасичености [178], а
також данi, залежнi вiд водонасичености за кiмнатної температури [236], ви-
бранi для пiсковика Berea, ми запропонували наступну допасовувальну фор-
мулу [204, 205, 222]

c0=ccr

(
T

Tcr

)2 [
cosh2 α−exp

(
− βs

1− s

)
sinh2 α

]
, (1.3.7)

де водонасиченiсть s означена так, аби змiнюватися в iнтервалi 0 ≤ s ≤ 1. До-
пасовувальнi параметри, доречнi для пiсковику Berea, є такими: Tcr = 1475 K,
cosh2 α = 16, β = 10. Ми сподiваємося, що наша апроксимацiя (1.3.7) має
працювати принаймнi в межах температурних порогiв необоротних руйнацiй
осадових порiд, а саме, мiж точкою замерзання води в порах (≈ 273 К) та
точкою спiкання глинистих внутрiшньопромiжкових компонентiв (≈ 345 К).

Головний вислiд нашого пiдходу мiститься в кiнетичному рiвняннi (1.3.1),
що може бути застосованим як для статичного, так i для динамiчного режи-
мiв зовнiшнього навантаження. В другому випадку, проте, ми мусимо вважати
величини cσ та gσ здогадно рiвноважними, тобто такими, що їх задано фор-
мулами (1.3.4) та (1.3.3), де напруження σ прийнято динамiчним.

За малих динамiчних напружень |σ| � kT/v експоненту exp(vσ/kT ), що
домiнує у виразi (1.3.4) для cσ, можна спокiйно апроксимувати двома першими
членами її розкладу. З огляду на спiввiдношення (1.3.3) мiж cσ та gσ, анало-
гiчне наближення стосується i gσ. Проте при альтернованому збуджуваннi ця
обставина аж нiяк не вказує на нульове значення довгострокової поправки до
g0 в розв’язковi g кiнетичного рiвняння (1.3.1), як можна було б очiкувати.
Навпаки, величезний диспаритет ν � µ мiж жвавостями створювання ν та
знищування µ дефектiв, як виявляється, створює фiзичний механiзм порушу-
вання симетрiї вiдгуку коливної системи на альтерноване (перiодичне) зов-
нiшнє урухомлювання, що дiє подiбно до м’якої хлипавки, чи недосконалого
дiода. Цей механiзм i є нарiжним каменем запропонованого нами моделюван-
ня.

Навпаки, попереднi теорiї непружної релаксацiї, розвинутi для криста-
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лiчних тiл [143], спираються на симетричну форму кiнетичного рiвняння (що
вiдповiдає тотожностi ν ≡ µ в наших позначеннях) i не припускають процесу
динамiчного пiдлаштовування рiвноважного значення внутрiшнього релакса-
цiйного параметра (заданого величиною gσ в нашому пiдходi). Щодо попе-
реднiх теорiй утворювання трiщин [150], то вони вiдрiзняються вiд нашого
пiдходу тим, що нехтують процеси зарубцьовування трiщин (тобто вони при-
ймають µ = 0 в наших позначеннях) i не вводять змiнної концентрацiї дефе-
ктiв до правої частини вiдповiдного кiнетичного рiвняння.

Пiдсумовуючи змiст другого та третього пiдроздiлiв, ми сформулювали
основнi теоретичнi засади моделi коливань пiсковикового стрижня в термi-
нах двох зв’язаних суттєво нелiнiйних пiдсистем. По-перше, ми запропонува-
ли динамiчне рiвняння для поля повздовжнiх змiщень (1.2.3) з пpийнятними
виборами дисипативної функцiї (1.2.4), функцiї зв’язку мiж напруженiстю i
деформацiєю (1.2.5) та функцiї впливу концентрацiї дефектiв на модуль Юнґа
(1.3.5). По-друге, ми побудували кiнетичне рiвняння типу м’якої хлипавки
для складової концентрацiї дефектiв (пошкоджених мiжзернинних когезiй-
них зв’язкiв) (1.3.1) зi слушним означенням поняття керованої напруженiстю
здогадно рiвноважної складової концентрацiї дефектiв (1.3.3) та вказали на
прийнятний зв’язок мiж складовою (допомiжною) концентрацiєю та загаль-
ною (фактичною) концентрацiєю пошкоджених мiжзернинних зв’язкiв (1.3.4).
Ми також представили граничнi умови (1.2.1) та (1.2.2) для поля повздовжнiх
змiщень так, аби адекватно формалiзувати ефект збуджувального пристрою
(трансдюсера) на усю стрижневу систему.

Єдино неуточненими залишилися початковi умови. Вони мусять залежати
вiд передiсторiї дослiджуваного зразка. Наприклад, для нездеформованого,
повнiстю вiдновленого стрижня, початковi умови слiд записати так

u(x|t = 0) = 0 (1.3.8)

∂u

∂t
(x|t = 0) = 0 (1.3.9)

g(x|t = 0) = c0 , (1.3.10)

де 0 < x < L.
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1.4 Кiнетика м’якої хлипавки для стрижня
з альтерновним рушiєм [204, 205, 222]

В цьому пiдроздiлi ми проiлюструємо два рiзнi кiнетичнi режими утворювання
та анiгiляцiї дефектiв в пiсковиковому стрижнi за умови перiодичности рушiй-
ного напруження, що дає основу для якiсного розумiння експериментальних
результатiв та їхнiх комп’ютерних вiдтворень. З цiєю метою ми введемо вели-
чину (надлишок складової концентрацiї)

G ≡ g − g0 , (1.4.1)

що вимiрює надлишок G > 0 або недобiр G < 0 дефектiв на нездеформовано-
му рiвноважному тлi g0, а вплив динамiчної пiдсистеми на кiнетичну врахуємо
наближено єдиною гармонiкою

Gσ ≡ gσ − g0 = A sin(ωt+ δ) , (1.4.2)

де амплiтуда A та фаза δ є деякими функцiями повздовжньої координати
стрижня x. Знати їхнiй конкретний вигляд немає потреби, оскiльки за кожно-
го фiксованого x величина G пiдпорядковується звичайному диференцiйному
рiвнянню

dG/dt = − [µθ (G−Gσ) + νθ (Gσ −G)] (G−Gσ) . (1.4.3)

Зауважимо проте, що в найнижчому порядку амплiтуда A є пропорцiйною до
амплiтуди ε деформацiї

∂u/∂x = ε sin(ωt+ δ) , (1.4.4)

взятої в тому самому одномодовому наближеннi. Коефiцiєнт пропорцiйности
vc0E/kT випливає з виразiв (1.4.2) та (1.4.19) з використанням наближено-
го спiввiдношення σ = E∂u/∂x мiж напруженням та деформацiєю, а також
формул (1.3.3) i (1.3.4) для gσ та cσ. Тут для спрощення ми знехтували часову
залежнiсть модуля Юнґа, опосередковану повною концентрацiєю дефектiв.
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Розпочинаючи вiд нульового значення G(t = 0) = 0, кiнетичне рiвняння
(1.4.3) та синусоїдний рушiй (1.4.2) спричиняють, аби надлишкова складова
концентрацiя G зростала в кожному часовому циклi 2π/ω майже схiдчасто-
подiбно, як це показано на рисунку 1.1, де µ � ν ≤ ω/2π. Часовi iнтервали
швидкого зростання, контрольованого жвавiстю ν, визначаємо з нерiвности

A sin(ωt+ δ)−G(t) > 0 . (1.4.5)

Навпаки, часовi iнтервали повiльного спадання, контрольованого жвавiстю µ,
визначаємо iз супротивної нерiвности

A sin(ωt+ δ)−G(t) < 0 . (1.4.6)

Кожен окремий iнтервал швидкого зростання послiдовно чергується з насту-
пним iнтервалом повiльного спадання, даючи загалом повну висхiдну сходин-
ку за цикл 2π/ω.
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Рис. 1.1. Знормований розв’язок G/A кiнетичного рiвняння м’якої хлипав-
ки (1.4.3) за синусоїдного рушiйного навантажування (1.4.2) за µ = 1 s−1,
ν = 4000 s−1, f = ω/2π = 4000 Hz, δ = 0 та початкової умови G(t = 0) = 0
(суцiльна схiдчастоподiбна лiнiя). Штриховою лiнiєю показано знормоване си-
нусоїдне рушiйне навантажування Gσ/A = sinωt. Час вздовж осi абсцис знор-
мовано на перiод коливань 1/f .

Хоча кiнетичне рiвняння (1.4.3) i можна було б проiнтеґрувати аналiтично
окремо на кожному часовому iнтервалi, де виконується одна з нерiвностей
(1.4.5), чи (1.4.6), проте процедура зшивання цих вiдтинкових розв’язкiв в
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Рис. 1.2. Знормований розв’язок G/A кiнетичного рiвняння м’якої хлипавки
(1.4.3) за синусоїдного рушiйного навантажування (1.4.2). Кривi j = 1, 2, 3, 4
послiдовно вiдповiдають жвавостям утворювання дефектiв νj = 4 · 10j s−1 з
усима iншими параметрами, такими самими як на рисунку 1.1. Час вздовж осi
абсцис знормовано на обернену жвавiсть утворювання дефектiв 1/νj окремо
для кожної кривої.

компактний вираз, придатний для якiсного аналiзу, видається непрактичною.
Натомiсть, навiть побiжного погляду на комп’ютернi розв’язки (Рис. 1.2) до-
статньо, аби оцiнити середнє (за часом) значення H усталеного розв’язку для
G порiвняно з амплiтудою A синусоїдної стимуляцiї (1.4.2), а також оцiнити
ефективну жвавiсть λ нагромадження за цикл (перiод) надлишкової складової
концентрацiї G порiвняно зi жвавiстю ν монотонного зростання G за постiй-
ного розтягувального навантаження. При побудовi рисунка 1.2 ми вважали,
що жвавiсть µ збiгається зi своїм максимальним значенням µ0 exp(−U0/kT ),
прийнятим за 1 s−1, тобто саме з таким, яке в пiдроздiлi 1.5 ми використовува-
тимемо в iнтерпретацiї експериментальних результатiв з повiльної динамiки.
Частоту f ≡ ω/2π було вибрано в 4000 Гц, а жвавiсть ν випробувано за чоти-
рьох суттєво рiзних значень 40; 400; 4000 та 40000 s−1 (вiдповiдно кривi 1, 2, 3
та 4 на рисунку 1.2). Усi чотири кривi вказують, що для ν ≥ 0.01f ефективна
жвавiсть циклiчного нагромаджування λ не падає нижче, анiж у п’ять-шiсть
разiв порiвняно зi жвавiстю ν. Бiльше того, за ν ≥ 0.01f вiдношення H/A

завжди перевищує значення в 0.8 i швидко досягає одиницi з бiльшанням вiд-
ношення ν/f . Iншим важливим спостереженням є майже повне пригнiчення
перiодичних вiдхилень усталеного розв’язку G навколо свого середнього зна-
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чення H (Рис. 1.3).
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Рис. 1.3. Знормований розв’язок G/A кiнетичного рiвняння м’якої хлипавки
(1.4.3) за синусоїдного рушiйного навантажування (1.4.2) на суттєво усталенiй
стадiї еволюцiї дефектiв (суцiльна зубчаста лiнiя). Штрихова лiнiя репрезен-
тує середнє значення H/A знормованого усталеного розв’язку. Для обчислень
збережено тi самi значення параметрiв, що й для кривої j = 2 з рисунка 1.2.
Час вздовж осi абсцис знормовано на перiод коливань 1/f .

Результати попереднього абзацу легко узагальнити для випадку, коли ам-
плiтуда A не є сталою, а зростає з часом досить повiльно так, що 0 < ε̇/ε �
λ ∼ 0.2ν, де крапка вказує на похiдну за часом t. Тодi за ν ≥ 0.01f ми в змо-
зi трактувати надлишок концентрацiї дефектiв G як часозалежну величину,
що ефективно вiдстежує поведiнку амплiтуди A. Є усi пiдстави стверджу-
вати, що обидвi згаданi умови виконуються в експериментах з резонансних
коливань пiсковикових стрижнiв, коли збуджувальну частоту протягують в
напрямi до резонансної. Так, нерiвнiсть 0 < ε̇/ε � 0.2ν пiдтримується тим
фактом, що типовi швидкостi протягування частоти навколо резонансу [175]
не здатнi забезпечити рiвень величини |ε̇|/ε бiльший, анiж 0.5 s−1. Щодо нерiв-
ности 0.01f ≤ ν, то вона вочевидь повнiстю узгоджується з нашою гiпотезою
про сильну нерiвнiсть µ� ν, убезпечену багатьма порядками, як це подано в
пiдроздiлi 1.3.

Перейдемо тепер до огляду режиму повiльної релаксацiї в системi мiжзер-
нинних пошкоджених зв’язкiв. Цей режим настає пiсля того, як надлишкову
складову концентрацiю G вже доведено до деякого усталеного значення B,
а пiдготовче високоамплiтудне збуджування раптово (починаючи вiд момен-
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ту t = tc) зменшують до дуже низького рiвня. В цьому випадку, тобто за
t > tc, утримується нерiвнiсть B � A, i тому пружна пiдсистема слугує лише
для зондування резонансної частоти, а її вплив на пiдсистему пошкоджених
зв’язкiв можна цiлком знехтувати. Тому в кiнетичному рiвняннi для G (1.4.3)
ми всюди опустимо член Gσ i одержимо

dG/dt = −µG , (1.4.7)

пам’ятаючи, що цiкавий для нас режим розпочинається за t = tc з
G(t = tc) = B. Тут оцiнка величини B є такою

B = c0

[
exp

(vσ+
kT

)
− 1
]
, (1.4.8)

де σ+ > 0 характеризує максимальне напруження, визначене амплiтудою
осциляцiй напруження пiдготовчого високоiнтенсивного динамiчного нагнiта-
ння за t < tc.

Щойно вказаний пiдхiд є безумовно справедливим для опису процесу ре-
лаксацiї також i пiсля статичної розтягувальної пiдготовки (кондицiювання)
зразка, коли σ+ слiд розумiти як додатнє прикiнцеве напруження. Ми сподi-
ваємося, що цей пiдхiд мiг би знайти застосування i у розглядi релаксацiйних
явищ пiсля раптових термiчних збурень, якщо σ+ ототожнити з деяким ефе-
ктивним розривним напруженням, передумовленим значеннями параметрiв
термiчного удару.

Кiнетичне рiвняння (1.4.7) для надлишкової складової концентрацiї G при
t ≥ tc дає експоненцiйно спадний розв’язок

G = B exp [−µ(t− tc)] . (1.4.9)

Проте це жодною мiрою не призводить саме до експоненцiйного меншання пов-
ної надлишкової концентрацiї c−c0. Справдi, пiдставивши розв’язок (1.4.9) до
формули (1.3.2) для повної концентрацiї c з використанням означення (1.4.1),
ми легко одержуємо

c = c0 +
B

χ

[
E1(τ exp(−χ))− E1(τ)

]
. (1.4.10)
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Тут

τ ≡ µ0 exp(−U0/kT )(t− tc) (1.4.11)

позначає безрозмiрнiсний час, а

χ ≡ U+/kT (1.4.12)

задає безрозмiрнiсну ширину енергетичного iнтервалу, в межах якого розпо-
дiлено активацiйнi бар’єри для процесу вiдновлювання когезiї. Нарештi вираз

E1(z) =

∞∫
1

dy

y
exp(−zy) (1.4.13)

означує iнтегральну експоненцiйну функцiю [95].
Всупереч своїй назвi, на початковiй стадiї малих z функцiя E1(z) поводить

себе логарифмiчно, що ясно видно з її аналiтичного розкладу за z < 1 [95]

E1(z) = −C − ln z −
∞∑
n=1

(−1)n
zn

n · n!
, (1.4.14)

де число C ' 0.5772157 встановлює константу Ойлера–Маскеронi (Euler–
Mascheroni). I лише на кiнцевiй стадiї z > 1 слушним виявляється викори-
стання асимптотичного розкладу [95]

E1(z) =
exp(−z)

z

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)n
n!

zn

]
. (1.4.15)

Ми застосуємо розклади (1.4.14) та (1.4.15) до найправдоподiбнiшого ви-
падку, коли exp(−χ)� 1, i апроксимуємо рiзницю E1(τ exp(−χ))−E1(τ), що
контролює вiдновлювання (меншання) в часi концентрацiї дефектiв (1.4.10)
наступною вiдтинковою формулою
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E1(τ exp(−χ))− E1(τ) ' (1.4.16)

'


χ− τ + τ 2/4 + τ exp(−χ) при τ < ξ−

χ− C − ln τ + τ exp(−χ) при ξ− ≤ τ ≤ ξ+e
χ

exp[−τ exp(−χ)]
τ exp(−χ)

при ξ+e
χ < τ .

Тут константи ξ− ' 1.3910990 та ξ+ ' 0.9286306 визначено розв’язками транс-
цедентних рiвнянь

−ξ− + ξ2−/4 = −C − ln ξ− (1.4.17)

та

−C − ln ξ+ + ξ+ =
exp(−ξ+)

ξ+
, (1.4.18)

вiдповiдно. Рiвняння (1.4.17) та (1.4.18) мають сенс умов неперервности вiд-
тинкового представлення (1.4.16) в точках τ = ξ− та τ = ξ+ exp(χ), вiдповiдно.
Чим бiльшою є нерiвнiсть exp(χ)� 1, тим довшим стає iнтервал майже лога-
рифмiчної часової залежности у формулi (1.4.16), а отже i у формулi (1.4.10)
для c.

Формули (1.4.8), (1.4.10) та (1.4.16), пiдставленi до лiнiйної залежности
(1.3.5) мiж модулем Юнґа E та концентрацiєю дефектiв c, дають нам змогу
аналiтично вiдтворити повiльне, майже логарифмiчне вiдновлювання (бiль-
шання) модуля Юнґа

E =

(
1− c0

ccr

)
E+ − E+

c0
ccr

[
exp

(vσ+
kT

)
− 1
]
·

·
{

1− CkT
U+
− kT

U+
ln

[
µ0 exp

(
−U0

kT

)
(t− tc)

]
+

+
kT

U+
µ0 exp

(
−U0 + U+

kT

)
(t− tc)

}
(1.4.19)
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впродовж досить тривалого часового iнтервалу

ξ−
µ0

exp

(
U0

kT

)
< t− tc <

ξ+
µ0

exp

(
U0 + U+

kT

)
. (1.4.20)

Цей тип вiдновлювання спостерiгається експериментально за допомоги вiд-
стежування часової змiни резонансної частоти пiсля вимкнення iнтенсивного
кондицiйовного збуджування [177].

Iдею, що виправдовує логарифмiчне вiдновлювання модуля Юнґа, ранiше
вже обстоювали Тен Кейт (Ten Cate), Смiт (Smith) та Ґуєр (Guyer) [177], проте
без вказiвок на належнi часовi рамки (1.4.20), де логарифмiчна залежнiсть
працює, та не враховуючи малої лiнiйної поправки (останнiй член у фiгурних
дужках виразу (1.4.19) для E) до провiдного логарифмiчного члена. Цiкаво
зауважити, що в природi логарифмiчна кiнетика зустрiчається доволi часто i
є, наприклад, неодмiнним атрибутом процесу iндукованого вологою старiння
гранульованих середовищ [23].

1.5 Примусовi повздовжнi коливання
пiсковикового стрижня.
Модельнi вiдтворювання реальних
експериментiв [204, 205, 206, 222]

Переважну бiльшiсть експериментальних результатiв з примусових повздов-
жнiх коливань пiсковикових стрижнiв одержано з використанням повiльного
покрокового (ступеневого) протягування рушiйної частоти навколо однiєї з ре-
зонiвних частот стрижня [84, 85, 175, 76, 177]. Аналiтичний розгляд згасних
коливань стрижня з одним вiльним (σ(x = L|t) + γ∂2u/∂x∂t = 0 за x = L) та
iншим закрiпленим (u = 0 за x = 0) кiнцями в межах суто лiнiйної теорiї дає
для стрижня такi фундаментальнi частоти

f0(l) =
2l − 1

4L

√
E0

ρ
− π2γ

2ρ2

(
2l − 1

L

)2

(l = 1, 2, 3, . . .) , (1.5.1)
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де E0 – це модуль Юнґа в нездеформованому вiдновленому зразку, заданий
формулою (1.3.6) за σ = 0. Вiдноснi положення резонансних частот стрижня
за скiнченного згасання, обчисленi для повiльного висхiдного протягування
рушiйної частоти за кiнематичного збуджування, показано на рисунку 1.4.
На пiдтвердження загальних правил, положення резонансних частот устале-
них примусових коливань (Рис. 1.4) добре узгоджуються з вiдповiдними зна-
ченнями фундаментальних частот вiльних згасних коливань (1.5.1), допоки
пружна складова фундаментальної частоти (опосередкована першим членом
пiдкореневого виразу формули (1.5.1)) значно перевищує дисипативну скла-
дову фундаментальної частоти (опосередковану другим членом пiдкореневого
виразу формули (1.5.1)). На рисунку 1.4 резонансна крива показує залежнiсть
амплiтуди вiдгуку R (зчитуваної на вiльному кiнцi стрижня x = L) вiд ру-
шiйної частоти f = ω/2π за дуже малої рушiйної амплiтуди кiнематичного
збуджування D = 7.6 · 10−9L (прикладеного до iншого кiнця стрижня x = 0)
з модельними параметрами, прийнятими для рисунка 1.5.
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Рис. 1.4. Розрахована резонансна крива, що iлюструє вiдноснi положення пер-
ших трьох резонансних пiкiв за поздовжнього кiнематичного збуджування пi-
сковикового стрижня.

В рамках запропонованої у наших роботах [204, 205, 206, 222] та деталь-
но висвiтленої в пiдроздiлах 1.2–1.4 моделi двох зв’язаних пiдсистем, а саме,
пiдсистеми повздовжнiх змiщень пiсковикового стрижня та пiдсистеми пошко-
джених когезiйних зв’язкiв, ми змогли вiдтворити переважну бiльшiсть вiдо-
мих дотепер експериментальних ефектiв, характерних для примусових пов-
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Рис. 1.5. Пiдготовленi (кондицiйованi) резонанснi кривi j = 0, 1, 2, 3, 4, 5 за
послiдовно збiльшуваних значень рушiйної амплiтуди Dj = 3.8(j + 0.2δj0)L ·
10−8. Стрiлки на двох найвищих кривих вказують на напрями прогону частоти
коливань рушiя. Абсолютне значення швидкости прогону частоти становить
|df/dt| = 400 Hz/min. Водонасиченiсть s вiдповiдає значенню s = 0.25.

здовжнiх коливань пiсковикового стрижня чи стрижня з iншої осадової поро-
ди.

Так, рисунок 1.5 показує типовi гiстерезиснi резонанснi кривi, обчисленi
поблизу другої резонансної частоти f0(2) ≡ f0 за дедалi бiльших рушiйних ам-
плiтуд D. Аби досягти вiдтворюваної гiстерези, кожну наступну пару кривих
обчислювали пiсля двох пiдготовчих протягувань (одного пiдготовчого циклi-
чного прогону) частоти коливань рушiя. Такi пiдготовленi кривi експеримен-
татори зазвичай називають кондицiйованими [175]. Стрiлки на прикладi двох
найвищих кривих вказують напрями протягування частоти. Часовий цикл для
висхiдного та низхiдного протягування в межах частотного iнтервалу 3700-
4100 Hz становив 120 s. Модельнi параметри прийнято такими, аби вiдповiда-
ти експериментальним умовам та експериментальним даним, зареєстрованим
Тен Кейтом та Шенкландом (Shankland) в експериментах з пiсковиком Berea
[175]. Зокрема, вiдношення E+/ρ = 7.439·106 m2/s2 оцiнювано iз спiввiдношень
(1.5.1), (1.3.6) та (1.3.7) за наступних значень f0 = 3920 Hz, L = 0.3 m, T = 297

K та s = 0.25, вiдповiдно другої резонансної частоти f0, довжини стрижня L,
температури T та водонасичености s. Вiдношення γ/ρ = 1.851 m2/s, що хара-
ктеризує внутрiшнє тертя, дiбрано з найкращого пiдлаштування низькоамплi-
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тудної теоретичної кривої (кривої з j = 0 на Рис. 1.5) до її експериментального
прообразу [175] шляхом порiвняння теоретичної та експериментальної добро-
тностей. Параметри µ0 exp(−U0/kT ) = 1 s та U+/k = 2525 K, що визначають
характер повiльної релаксацiї, оцiнювано вiдповiдно до експериментальних ви-
мiрювань часової релаксацiї вiдгуку амплiтуди пришвидшування за фiксова-
ної частоти [175] та до спостережень з вiдновлювання резонансної частоти як
функцiї часу [177]. Внаслiдок досить повiльних типових режимiв протягува-
ння частоти в реальних експериментах немає анi експериментальної змоги,
анi теоретичної потреби приписувати певнi конкретнi значення параметрам
ν0 exp(−W0/kT ) таW+/k, що вiдповiдають за кiнетику утворювання дефектiв.
Це пов’язано з тим, що вище деякого критичного значення, залежного вiд ру-
шiйної частоти, комбiнацiя ν0 exp(−(W0+W+)/kT ) призводить до результатiв,
невiдрiзненних вiд результатiв, одержаних для безмежного значення вказаної
комбiнацiї. Згiдно з оцiнками попереднього пiдроздiлу (пiдроздiлу 1.4) умо-
ва, аби кiнетика утворювання дефектiв трактувалася як практично миттєва
(тобто формально характеризувалась безмежною жвавiстю ν), виконується
вже за нерiвности 0.01f0 ≤ ν0 exp(−(W0 + W+)/kT ). Комбiнацiю параметрiв
vE+/kT cosh η = 275 K було вибрано так, аби кiлькiсно вiдтворити гiстерезнi
явища за режимiв протягування, типових для реальних експериментiв [175].
Нарештi, параметри нелiнiйности cosh η = 2300, r = 4, a = 2 було оцiнено
з мiркувань адекватного вiдображення iстинної асиметрiї експериментальних
резонансних кривих [175].

З рисунка 1.5 ми ясно бачимо, що для кожного рiвня зовнiшнього урухом-
лювання ефективна ширина резонансного пiка залежить вiд напряму протя-
гування частоти i є вужчою за висхiдного протягування (тобто вiд нижчих
до вищих частот), анiж за низхiдного (тобто вiд вищих до нижчих частот).
Внаслiдок цього ми i спостерiгаємо гiстерезнi петлi, утворенi висхiдною та
низхiдною кривими на їхнiх низькочастотних i високочастотних схилах. Iсто-
рично саме цей ефект i став першим експериментальним свiдченням повiльної
динамiки [175], спричиненої згiдно з нашою теорiєю надлишковим утворенням
мiжзернинних дефектiв, коли рушiйна частота доступається близько до резо-
нансу (тобто, коли амплiтуда альтернованого напруження зростає) та доволi
повiльною їхньою анiгiляцiєю, коли рушiйна частота вiддаляється вiд резо-
нансу (тобто, коли амплiтуда альтернованого напруження спадає). Важливо
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зауважити, що у випадку щойно розглянутих кондицiйованих кривих анiгi-
ляцiя мiжзернинних дефектiв продовжує тривати навiть тодi, коли рушiйна
частота вже просувається здалеку в бiк резонансу. Ця ситуацiя утримується
допоки амплiтуда альтернованого напруження не досягне певного порогу, ви-
ще якого починає превалювати процес утворювання дефектiв.
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Рис. 1.6. Резонанснi кривi з рушiйною амплiтудою D = 1.9 · 10−7L. Стрiлки
вказують на напрями прогону частоти коливань рушiя. Абсолютне значення
швидкости прогону частоти становить |df/dt| = 400 Hz/min. Штрихова лiнiя
зображує некондицiйовану початкову криву, зроблену за висхiдного прогону.
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Рис. 1.7. Резонанснi кривi з рушiйною амплiтудою D = 1.9 · 10−7L. Стрiлки
вказують на напрями прогону частоти коливань рушiя. Абсолютне значення
швидкости прогону частоти становить |df/dt| = 400 Hz/min. Штрихова лiнiя
зображує некондицiйовану початкову криву, зроблену за низхiдного прогону.
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Резонанснi кривi, поданi на рисунках 1.6 та 1.7, було обчислено без будь-
якого попереднього кондицiювання, але зi збереженням усих модельних пара-
метрiв, задiяних для побудови рисунка 1.5. Амплiтуду урухомлювання D було
вибрано такою самою як i для двох найвищих кривих з рисунка 1.5. Отже,
рисунок 1.6 демонструє три резонанснi кривi, одержанi впродовж послiдовних
(висхiдного-низхiдного-висхiдного) прогонiв частоти, починаючи вiд висхiдно-
го прогону. Початкова некондицiйована крива, вiдмiчена штриховою лiнiєю,
пролягає попiд двома наступними кривими. Рисунок 1.7 демонструє три ре-
зонанснi кривi, одержанi впродовж трьох послiдовних (низхiдного-висхiдного-
низхiдного) прогонiв частоти, починаючи вiд низхiдного прогону. Початкова
некондицiйована крива, вiдмiчена штриховою лiнiєю, пролягає поверх двох на-
ступних кривих. Кривi, зображенi на рисунках 1.6 та 1.7 суцiльними лiнiями, є
практично вiдтворними i на позiр збiгаються з вiдповiдними двома найвищими
кривими з рисунка 1.5. Усi цi вислiди повнiстю узгоджуються з результатами
вiдповiдних експериментальних спостережень [175]. Причина, чому кондицi-
йована крива не збiгається з її некондицiонованим аналогом на iнтервалi мiж
початковою та резонансною частотами, полягає в пом’якшеному значеннi кон-
дицiйованого модуля Юнґа, спричиненому незрелаксованим надлишком дефе-
ктiв, створених протягом першого циклiчного протягування рушiйної частоти.
Зi зменшенням швидкости прогону рушiйної частоти згаданi вище вiдмiнно-

стi стають дедалi менш виразними завдяки додатковому часу для релаксацiї
на кожнiй з промiжних частот. Цей пункт проiлюстровано на рисунках 1.8 та
1.9, де швидкiсть прогону становить лише соту частку вiд швидкости прогону
з рисункiв 1.6 та 1.7. Тим не менше, навiть в цьому начебто безгiстерезно-
му випадку пам’ять про найвищу амплiтуду деформацiї все ще утримується.
Останнiй результат, схарактеризований пiсля свого експериментального вiд-
криття [175] як “можливо несподiваний”, легко пояснити довготермiновiстю
вiдновлювання модуля Юнґа, продиктованою повiльною, майже логарифмi-
чною, кiнетикою анiгiляцiї дефектiв (див. формули (1.4.19), (1.4.20), (1.4.10)
та (1.4.16) з пiдроздiлу 1.4). За ще повiльнiших швидкостей прогону часто-
ти з циклом в одну добу усi три кривi стають невiдрiзненними незалежно вiд
напряму початкового прогону. Цей теоретичний результат пiдтверджує непря-
му експериментальну вказiвку (одержану вимiрюваннями пришвидшування за
фiксованої частоти), що прогiн тривалiстю у кiлька дiб за старанно контрольо-
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Рис. 1.8. Резонанснi кривi з рушiйною амплiтудою D = 1.9 · 10−7L. Стрiлки
вказують на напрями прогону частоти коливань рушiя. Абсолютне значення
швидкости прогону частоти становить |df/dt| = 4 Hz/min. Штрихова лiнiя, ви-
окремлена на збiльшенiй вкладцi, зображує некондицiйовану початкову криву,
зроблену за висхiдного прогону.
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Рис. 1.9. Резонанснi кривi з рушiйною амплiтудою D = 1.9 · 10−7L. Стрiлки
вказують на напрями прогону частоти коливань рушiя. Абсолютне значення
швидкости прогону частоти становить |df/dt| = 4 Hz/min. Штрихова лiнiя, ви-
окремлена на збiльшенiй вкладцi, зображує некондицiйовану початкову криву,
зроблену за низхiдного прогону.

ваних умов мав би продукувати тi самi висхiднi та низхiднi резонанснi кривi
[175].

Поряд iз вже згаданими мотивами, експерименти з вимiрювання часової
релаксацiї амплiтуди пришвидшування вiльного кiнця стрижня за фiксованої
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Рис. 1.10. Згасання амплiтуди вiдгуку R за рушiйної амплiтуди D = 1.9×
×10−7L та частоти коливань рушiя fs = 3825 Hz, зафiксованої нижче вiд
пiкової частоти fr = 3846 Hz. Прогона було зупинено пiд час виконання вiд-
творного висхiдного прогону частоти коливань рушiя.
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Рис. 1.11. Згасання амплiтуди вiдгуку R за рушiйної амплiтуди D = 1.9×
×10−7L та частоти коливань рушiя fs = 3825 Hz, зафiксованої нижче вiд
пiкової частоти fr = 3846 Hz. Прогона було зупинено пiд час виконання вiд-
творного низхiдного прогону частоти коливань рушiя.

частоти надають iнформацiю, у який саме спосiб кам’яна порода поступо-
во втрачає пам’ять про найбiльшу деформацiю [175] i таким чином проясню-
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Рис. 1.12. Зростання амплiтуди вiдгуку R за рушiйної амплiтуди D = 1.9×
×10−7L та частоти коливань рушiя fs = 3900 Hz, зафiксованої вище вiд пiкової
частоти fr = 3846 Hz. Прогона було зупинено пiд час виконання вiдтворного
низхiдного прогону частоти коливань рушiя.
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Рис. 1.13. Зростання амплiтуди вiдгуку R за рушiйної амплiтуди D = 1.9×
×10−7L та частоти коливань рушiя fs = 3900 Hz, зафiксованої вище вiд пiкової
частоти fr = 3846 Hz. Прогона було зупинено пiд час виконання вiдтворного
висхiдного прогону частоти коливань рушiя.

ють найцiкавiшi аспекти кiнетики вiдновлювання когезiйних зв’язкiв. Рисунки
1.10, 1.11 та 1.12, 1.13 зображують теоретичнi релаксацiйнi кривi, якi коректно

75



вiдтворюють головнi риси експериментiв [175]. Пiд час побудови вiдтворних
висхiдних та низхiдних резонансних кривих (з усима параметрами, запозиче-
ними вiд двох найвищих кривих з рисунка 1.5) ми зупинили прогiн частоти
в момент ts (не вимикаючи самого рушiя) та обчислили амплiтуду R вiдгуку
як функцiю вiд t− ts. Як i в реальних експериментах розрахована амплiтуда
вiдгуку поступово зменшувалась, коли зупинена частота була нижчою за резо-
нансну частоту (рисунки 1.10 та 1.11) та збiльшувалась, коли зупинена частота
була вищою за резонансну (рисунки 1.12 та 1.13). Навiть бiльше, приблизно
пiсля десятихвилинної релаксацiї релаксацiйнi кривi, обчисленi при конкре-
тнiй зупиненiй частотi, наближались до довготермiнового рiвня, що вiдповiдав
некондицiйованiй частинi початкової резонансної кривої незалежно вiд того,
висхiдним чи низхiдним було вибрано передущий прогiн.
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Рис. 1.14. Резонанснi кривi, одержанi за допомоги неперервного висхiдного
прогону частоти коливань рушiя та наступного вiдтинково-неперервного низ-
хiдного прогону. Протягом низхiдного прогону як рушiйне збуджування, так
i прогiн частоти було одночасно призупинено на 30 s за фiксованої частоти
fs = 3825 Hz, нижчої за пiкову частоту fr = 3846 Hz. Рушiйна амплiтуда D та
абсолютне значення швидкости прогону частоти |df/dt| поза тридцятисекун-
дною паузою становили D = 1.9 · 10−7L та |df/dt| = 400 Hz/min, вiдповiдно.

Аби вiдтворити ще одну експериментальну грань часу вiдновлювання [175],
ми видозмiнили умови попереднього моделювання, зупиняючи прогiн частоти
та одночасно вимикаючи на 30 s i рушiя за низхiдного (Рис. 1.14) чи висхiдного
(Рис. 1.15) дозупинкового прогону вiд уже скондицiйованого резонансу. Впро-
довж вiдносно короткого часу (десятки секунд) пам’ять про високу амплiтуду
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Рис. 1.15. Резонанснi кривi, одержанi за допомоги неперервного низхiдного
прогону частоти коливань рушiя та наступного вiдтинково-неперервного ви-
схiдного прогону. Протягом висхiдного прогону як рушiйне збуджування, так
i прогiн частоти було одночасно призупинено на 30 s за фiксованої частоти
fs = 3900 Hz, вищої за пiкову частоту fr = 3846 Hz. Рушiйна амплiтуда D та
абсолютне значення швидкости прогону частоти |df/dt| поза тридцятисекун-
дною паузою становили D = 1.9 · 10−7L та |df/dt| = 400 Hz/min, вiдповiдно.

деформацiї, яку камiнь зазнав за резонансу зникала, що значно швидше анiж
коли рушiй залишався увiмкненим. Вiдповiдно до кiнетичного рiвняння (1.3.1)
цi вiдмiнностi знаходять своє розумне пояснення в бiльш сприятливому режимi
анiгiляцiї дефектiв за нульової напружености σ = 0 порiвняно з режимом ке-
рованим осциляцiйною напруженiстю зi значною амплiтудою (хоча i меншою
за резонансну). Рисунки 1.14 та 1.15 пiдготовано з використанням тих самих
модельних параметрiв, що й для рисунка 1.5. На додачу, рушiйну амплiтуду
та швидкiсть прогону (окрiм короткого часового iнтервалу їхньої зупинки в
30 s) було встановлено з такими самими значеннями, як i для двох найвищих
кривих з рисунка 1.5. Рисунок 1.14 зображує резонанснi кривi, одержанi за
неперервного висхiдного прогону, змiненого на вiдтинково-неперервний низхi-
дний прогiн. Рисунок 1.15 показує доповняльнi кривi, одержанi за низхiдного
неперервного прогону, змiненого на вiдтинково-неперервний висхiдний про-
гiн. Ефекти швидкого вiдновлювання (бiльшання) модуля Юнґа E стрижня
за умови зупинки прогону частоти та вимкнення рушiйного нагнiтання легко
вгледiти як розриви резонансних кривих. На зупинених частотах нижче резо-
нансу амплiтуда вiдгуку провалювалась ближче до першої (некондицiйованої
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або те саме – вiдновленої) кривої з висхiдним прогоном, показаної на рисун-
ку 1.14 штриховою лiнiєю. На зупинених частотах вище резонансу амплiтуда
вiдгуку пiдскакувала ближче до першої (некондицiйованої або те саме – вiд-
новленої) кривої з висхiдним прогоном, показаної на рисунку 1.15 штриховою
лiнiєю. Якiсна картина цих провалiв та пiдскакувань зумовлена непрямим
впливом деформацiї на пружний модуль стрижня через концентрацiю дефе-
ктiв. На часовому вiдрiзку, коли прогiн частоти наближається до резонансу
та минає резонанс, iнтенсивнiсть деформацiї стає суттєвою, спонукаючи вiдпо-
вiдне утворювання дефектiв, i модуль Юнґа меншає. Цей ефект проявляється
як позiрний зсув резонансної кривої в область нижчих частот пiсля того, як
прогiн вже перевалив через резонанс. Якщо тепер рушiй та прогiн призупи-
нити, деформацiя зникає, спричиняючи посилену анiгiляцiю дефектiв так, що
модуль Юнґа бiльшає. Як наслiдок, частина резонансної кривої, вiдстеженої
пiсля поновлення дiї рушiя та прогону частоти, повертається назад (тобто вго-
ру за частотою) в мiру втрати пам’яти про найвищу деформацiю.
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Рис. 1.16. Вiд’ємне значення зсуву fr − f0 резонансної частоти fr вiд її асим-
птотичного значення f0 як функцiя знормованої рушiйної амплiтуди D/L для
нелiнiйного гiстерезного матерiалу (крива 1) i для класичного нелiнiйного ма-
терiалу (тобто нелiнiйного матерiалу з нульовим параметром дилатацiї: v = 0)
(крива 2).

На рисунку 1.16 порiвняно зсуви резонансної частоти як функцiї рушiй-
ної амплiтуди для двох значень параметра дилатацiї v за iнших параметрiв,
утриманих такими самими як i для рисунка 1.5. Так, крива 1, обчислена за
vE+/k cosh η = 275 K, коли iндукований деформацiєю зворотнiй зв’язок мiж
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Рис. 1.17. Часова залежнiсть вiдновлювання резонансної частоти fr до її асим-
птотичного значення f0 пiсля вимкнення значного високоамплiтудного конди-
цiювання. Послiдовнiсть кривих j = 1, 2, 3 вiдповiдає висхiднiй послiдовностi
водонасиченостей sj = 0.05, 0.15, 0.25. Зсув частоти fr− f0 знормовано як на
асимптотичну резонансну частоту f0, так i на ефективну кондицiйовну напру-
женiсть εeff . Тут параметр εeff означено як магнiтуду безрозмiрнiсної амплi-
туди вiдгукуR/L на вiльному кiнцi стрижня, досягнуту на момент завершення
високоамплiтудного кондицiювання, пiдлаштованого до частоти резонансу.

повiльною та швидкою пiдсистемами є iстотним, демонструє майже лiнiйну
залежнiсть, типову для матерiалiв з некласичним нелiнiйним вiдгуком, тоб-
то матерiалiв, що мають основнi риси повiльної динамiки. Навпаки, крива
2, обчислена за v = 0, коли iндуковане деформацiєю збуджування повiль-
ної пiдсистеми вiдсутнє, i отже обопiльний зворотнiй зв’язок мiж повiльною
та швидкою пiдсистемами цiлком зруйновано, демонструє майже квадрати-
чну залежнiсть, типову для матерiалiв з класичним нелiнiйним вiдгуком [24].
Пильнiше обстеження вказує, що крива 1 може бути апроксимованою лiнiйним
та квадратичним членами, що є в руслi полiномного допасування другого по-
рядку для модуля Юнґа, що його виокремили Смiт i Тен Кейт з експериментiв
[166].

На рисунку 1.17 продемонстровано поступове вiдновлювання резонансної
частоти fr до свого максимального граничного значення f0 пiсля того, як стри-
жневi було надано високоамплiтудного кондицiювання i потiм кондицiювання
було зупинено. Кондицiювання здiйснювано багаторазовим короткоiнтерваль-
ним прогоном частоти рушiя в районi резонансної частоти за рiвня рушiйної
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амплiтуди, використаної для одержання третьої пари (j = 3) резонансних
кривих на рисунку 1.5. На рисунку 1.17 зображено три рiзнi кривi, що вiд-
рiзняються трьома рiзними значеннями водонасичености, зберiгши усi iншi
модельнi параметри з рисунка 1.5 незмiнними. Загальний зсув частоти fr− f0
складається з двох вiдмiнних частин, а саме – (i) з очiкуваного динамiчного
зсуву, спричиненого нелiнiйнiстю деформацiї [24] та (ii) iз зсуву, викликаного
повiльною пiдсистемою. Проте, лише другу (кiнетичну) частину зсуву можна
зазвичай спостерiгати протягом процесу вiдновлювання, оскiльки перша ча-
стина зникає майже миттєво разом iз зупинкою високоамплiтудного рушiя.
Тому наочне вiдновлювання частоти має залежати вiд повiльної кiнетики вiд-
будови мiжзернинних когезiйних зв’язкiв. З рисунка 1.17 ми ясно бачимо дуже
довгий iнтервал 10t0 < t − tc < 1000t0 логарифмiчного вiдновлювання резо-
нансної частоти fr у повнiй згодi з експериментальними результатами [177] та
нашими аналiтичними розрахунками, пiдсумованими формулами (1.4.19) та
(1.4.20) з пiдроздiлу 1.4. Тут tc вказує на момент вимкнення кондицiювання,
а t0 = 1 s є часовою масштабною константою.
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Рис. 1.18. Сукупнiсть послiдовних резонансних кривих, одержаних за допомо-
ги неодноразового прогону частоти коливань малоамплiтудного зондувального
рушiя навколо асимптотичного значення резонансної частоти f0 пiсля зупин-
ки високоамплiтудного кондицiйовного рушiя. Стрiлка вказує на положення
асимптотичної резонансної частоти f0. Водонасиченiсть, амплiтуда зондуван-
ня та абсолютна величина швидкости прогону частоти становлять s = 0.25,
D = 1.14 · 10−9L та |df/dt| = 400 Hz/min, вiдповiдно.
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Спосiб низькочастотного зондування вiдновлюваної резонансної частоти,
що визначає fr як функцiю вiд часу, дотримується тiєї самої процедури як
в експериментi, так i в теорiї. Пiсля того, як високоамплiтудне кондицiюва-
ння зупинено, низькоамплiтудний рушiй залишається увiмкненим, аби бага-
торазово проганяти рушiйну частоту i тим самим багаторазово розгортати
резонансну криву та вiдстежувати рухоме положення резонансної частоти fr.
Рисунок 1.18 iлюструє набiр послiдовних резонансних кривих, що вiдповiдає
залежному вiд часу вiдновлюванню резонансної частоти, поданої кривою 3
на рисунку 1.17. За кожний наступний циклiчний прогiн кривi зсуваються в
бiк вищих частот i поступово наближаються до асимптотичної кривої з гра-
ничною резонансною частотою f0, вказаною стрiлкою. Лише частина послi-
довних резонансних кривих, обчислених на часовому iнтервалi t − tc > 1 s, є
чiтко роздiленими, оскiльки виокремлення сусiднiх кривих прискорено зникає
з кожним наступним прогоном. Невелика амплiтуда модельна зондувального
рушiя становила D = 1.14 · 10−9L.
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Рис. 1.19. Кондицiйованi резонанснi кривi j = 0, 1, 2, 3, 4, 5 за послiдовно збiль-
шуваних значень рушiйної амплiтуди Dj = 3.8(j + 0.2δj0)L · 10−8. Стрiлки на
двох найвищих кривих вказують на напрями прогону частоти коливань ру-
шiя. Абсолютне значення швидкости прогону частоти становить |df/dt| = 400
Hz/min. Водонасиченiсть s вiдповiдає значенню s = 0.05.

Iншим цiкавим експериментальним спостереженням є разюче пригнiчення
гiстерези зi зменшенням водонасичености дослiджуваної геологiчної породи
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[236]. Вiдповiдно до нашої теорiї цей ефект можна зрозумiти, помiтивши, що
рiвноважна концентрацiя дефектiв у вiдновленому зразку c0 (1.3.7) спадає
бiльше анiж утричi, коли водонасиченiсть меншає вiд s = 0.25 до s = 0.05.
Саме рiвноважна концентрацiя дефектiв (1.3.7) i контролює модуль пружно-
сти (1.3.5) через iндукованi деформацiєю змiни нерiвноважної концентрацiї
дефектiв c, як це випливає з кiнетичного рiвняння (1.3.1) та формул (1.3.2) i
(1.3.3). Цей висновок було пiдтверджено безпосереднiми обчисленнями зi зни-
женою водонасиченiстю s = 0.05 як єдиним модельним параметром, змiненим
порiвняно з параметрами, прийнятими для рисунка 1.5. Одержанi результати,
показанi на рисунку 1.19, помiтно контрастують стосовно гiстерезних петель
порiвняно з результатами з рисунка 1.5. Рисунок 1.19 демонструє iстотне збiль-
шення резонансної частоти fr порiвняно з рисунком 1.5 внаслiдок монотонного
росту модуля Юнґа з меншанням водонасичености (як це видно за σ = 0 з
вже виразу (1.3.6) у поєднаннi з формулою (1.3.7)). З огляду на цей факт
iнтервал прогону частоти для побудови рисунка 1.19 було зсунуто до бiльш
високочастотної области 5200− 5600 Hz.
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Рис. 1.20. Добротнiсть резонансного вiдгуку стрижня Q як функцiя водона-
сичености s. Фiксованi модельнi параметри (тобто усi модельнi параметри,
окрiм водонасичености s як незалежної змiнної) взято такими самими як i
для рисунка 1.5.

На додаток, ми простежили монотонне меншання добротности (означеної
тут як резонансна частота, подiлена на ширину резонансної кривої, взятої на
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√
2/2 вiд висоти резонансного пiка при низькоамплiтудному рушiєвi) з бiль-

шанням водонасичености s. Така властивiсть осадових порiд є фактом, добре
задокументованим в багатьох експериментальних працях [39, 254, 236, 180]. В
нашiй теорiї вона випливає з падiння резонансної частоти fr з ростом водона-
сичености, що видно уже з низькоамплiтудної аналiтичної оцiнки, зробленої
за σ = 0 та γ = 0 за поєднання виразiв (1.5.1), (1.3.7) та (1.3.7). Рисунок 1.20
iлюструє теоретичне значення добротности Q з усима модельними параметра-
ми, окрiм змiнної s, запозиченими з рисунка 1.5.

Варто зазначити, що кiлькiсний характер теоретичних результатiв суттє-
во залежить вiд вибору будь-якого окремого параметра за iнших фiксованих
параметрiв (наприклад, рисунки 1.5 та 1.19 вiдрiзняються лише значеннями
водонасичености). Тим не менше, iснує принаймнi двi можливостi одночасної
змiни кiлькох модельних параметрiв без помiтних вiдхилень у характерi резо-
нансних кривих. Найбiльш очевидним набором таких параметрiв є три пара-
метри нелiнiйности a, r та cosh η, замiсть яких за низьких рiвнiв деформацiї
достатньо залучити лише двi їхнi комбiнацiї [див. вираз (1.2.6)]. Iншу можли-
вiсть одержати схожiсть резонансних кривих вдається виявити емпiрично за
допомоги одночасного варiювання параметрiв cosh η, v та U0 пiд час спробних
комп’ютерних симуляцiй (наприклад, зменшення параметра cosh η можна до-
повнити узгодженим збiльшенням параметра v та зменшенням параметра U0

за умови фiксацiї суми U0 +U+). Проте аналiз iнших граней повiльної динамi-
ки дає змогу в принципi усунути таку невизначенiсть. Але все ж таки головна
перепона для надiйного вибору параметрiв моделi викликана браком всебi-
чних експериментальних даних, якi слiд збирати на тому самому зразку (або
на наборi еквiвалентних зразкiв) з використанням рiзноманiтних, вже апро-
бованих, експериментальних пiдходiв в динамiчному i в статичному режимах
дослiджень.
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1.6 Динамiчний ефект дискретної пам’яти.
Теоретичне передбачення [205] та
експеримент [211, 222, 207, 210]

Рисунки 1.5–1.9 та 1.19 демонструють динамiчну реалiзацiю гiстерезних явищ
у випадку лише двох точок повороту в прогонi рушiйної частоти. Виникає
питання, чи ефект, подiбний до ефекту прикiнцевої (дискретної) пам’яти, що
спостерiгається в квазiстатичних експериментах з багаторазовим реверсивним
протоколом навантажування-розвантажування [75, 41, 71, 84, 73], мiг би вини-
кнути також i в динамiчних експериментах на резонансно збуджуваних стри-
жнях з багаторазово реверсивним протоколом частоти.
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Рис. 1.21. Прояв прикiнцевої пам’яти в динамiчному вiдгуку пiсковикового
стрижня на зовнiшнє високочастотне збуджування з багатореверсним часто-
тним протоколом. Модельнi параметри включно з абсолютними значеннями
прогону частоти збiгаються з такими для двох найвищих кривих з рисунка
1.5. Iнтервал частот перебуває в межах областi частот для низькочастотних
схилiв двох найвищих кривих з рисунка 1.5. Величина R є амплiтудою вiдгуку
на вiльному кiнцi стрижня.

Ми вивчали цю проблему теоретично [205]. Деякi графiчнi результати цьо-
го дослiдження представлено на рисунку 1.21, де модельнi параметри, вклю-
чно з абсолютними значеннями швидкости прогону частоти, збiгаються з та-
кими для двох найвищих кривих з рисунка 1.5, а область реверсивного прого-
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Рис. 1.22. Низькочастотнi схили експериментальних резонансних кривих для
стрижня з пiсковику Fontainebleau [211, 222, 207, 210]. Замкнутий характер
малих гiстерезних петель чiтко пiдтверджує iснування ефекту прикiнцевої па-
мяти.

ну частоти вибрано в межах низькочастотних схилiв цих кривих. Прикiнцева
пам’ять, означена тут як пам’ять про попередню максимальну амплiтуду аль-
тернованого напруження, утверджує себе у виглядi малих гiстерезних петель
всерединi великої гiстерезної петлi. Початкова та кiнцева точки кожної ма-
лої петлi на рисунку 1.5 збiгаються, що є найтиповiшим проявом прикiнцевої
(дискретної) пам’яти. Згiдно з нашою теорiєю, при побудовi гранично малої
внутрiшньої петлi на кондицiйованiй (суцiльна лiнiя) кривiй шанс створити її
замкнутою спадає пропорцiйно до її лiнiйного розмiру, до того ж цей шанс є
меншим для низхiдної кривої i бiльшим для верхньої частини висхiдної кривої.
Причина такої поведiнки полягає в iснуваннi деякого (залежного вiд попере-
дньої iсторiї) порогу на амплiтуду напруження, який мусить бути подоланий
для того, щоб кiнетика повiльної пiдсистеми змогла перемкнутись з анiгiляцiї
дефектiв за нижчих амплiтуд на створення дефектiв за вищих амплiтуд. Це
обмеження можна iстотно послабити, коли лiнiйний розмiр внутрiшньої петлi
стає зiставним з лiнiйним розмiром великої петлi. Навпаки, маючи справу з
некондицiйованою кривою (штрихова лiнiя), замкнута внутрiшня петля може
бути створена будь-де i без будь-яких обмежень на свою малiсть (не показано).

Взявши до уваги теоретичнi результати, наведенi на рисунку 1.21, Тен Кейт
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та Шенкланд з Лос-Аламоської Нацiональнiй Лабораторiї (LANL) США про-
вели експериментальнi вимiрювання [211, 222, 207, 210], аби перевiрити нашi
передбачення [205]. Рiвень збуджування в перерахунку на вiдносну деформа-
цiю зразка становив 2·10−6 за резонансу. Стрижневий зразок було виготовлено
з пiсковику з кар’єру Fontainebleau, тому порiвнювати теоретичнi та експери-
ментальнi результати доцiльно лише на якiсному рiвнi. Рисунок 1.22 зображує
низькочастотнi крила (гiлки) резонансних кривих, що вiдповiдають частотно-
му протоколу, показаному на вкладцi. Ми чiтко бачимо, що початок i кiнець
кожної з внутрiшнiх петель збiгаються, що i є головною рисою ефекту прикiн-
цевої (дискретної) пам’яти в його динамiчнiй реалiзацiї.

1.7 Пiдсумки

У цьому роздiлi ми виклали нашi теоретичнi результати iз систематичного
аналiтичного та числового моделювання рiзноманiтних нелiнiйних та рела-
ксацiйних явищ, встановлених експериментально для некласичного резонан-
сного вiдгуку стрижнеподiбних осадових порiд (здебiльшого пiсковикiв) на
повздовжнє високочастотне збуджування. Так, в рамках єдиного пiдходу ми
спромоглися пояснити гiстерезну поведiнку резонансних кривих, майже лi-
нiйний зсув резонансної частоти як функцiї вiд амплiтуди нагнiтання, майже
логарифмiчне вiдновлювання в часi частоти резонансу пiсля вимкнення ви-
сокоамплiтудного нагнiтання (кондицiювання), характер еволюцiї амплiтуди
вiдгуку пiсля тимчасової зупинки протягування частоти рушiя, стрибки резо-
нансних кривих пiсля тимчасових призупинень зовнiшнього нагнiтання (зара-
зом як в сенсi протягування частоти, так i в сенсi амплiтуди збуджування),
пригнiчення гiстерези за малих водонасиченостей зразка, а також меншання
модуля пружности зразка та добротности резонансної кривої з бiльшанням
водонасичености. Як в якiсному, так i в кiлькiсному аспектах наша модель
стала наслiдком уявлень про двi зв’язанi пiдсистеми за досить обґрунтова-
ного твердження, що мезоскопiчнi дефекти в полi внутрiшнього напруження
утворюються та зникають з суттєво вiдмiнними жвавостями i таким чином
зумовлюють асиметрiю вiдгуку всiєї системи на зовнiшнє збуджування.

Наша модель полягає в адекватному потрактуваннi двох наступних пiд-
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систем: (i) пiдсистеми повздовжнiх змiщень та (ii) пiдсистеми пошкоджених
мiжзернинних когезiйних зв’язкiв. Ця модель явно контрастує з iншими дво-
пiдсистемними пiдходами [31, 160, 55, 142], де друга пiдсистема асоцiюється з
деякими допомiжними гiстерезними елементами. Розглядаючи наш пiдхiд як
альтернативу до ранiше вiдомих теорiй [31, 160, 55, 142], наголосимо на її прин-
циповiй перевазi, що полягає в здатностi вiдтворити надзвичайно широкий
клас експериментальних результатiв за допомоги обмеженого числа фiзичних
параметрiв. Iстотнi пункти нашої моделi задаються взаємодiєю мiж пiдсисте-
мами з одного боку, та специфiкуються нетривiальною (типу м’якої хлипав-
ки) кiнетикою розiрваних мiжзернинних зв’язкiв з iншого. Запропонований
механiзм взаємодiї забезпечує, аби пружна пiдсистема запускала еволюцiйнi
процеси в пiдсистемi порушених зв’язкiв за посередництва змiни умов її рiв-
новаги, i разом з цим аби пiдсистема порушених зв’язкiв зворотньо впливала
на пружну пiдсистему зменшуючи (збiльшуючи) її модуль Юнґа пропорцiйно
до надлишкової (заниженої) концентрацiї дефектiв (порушених зв’язкiв). Вна-
слiдок значного перевищення жвавости розриву зв’язкiв над жвавiстю їхнього
вiдновлювання пiдсистема порушених зв’язкiв порушує симетрiю динамiчно-
го вiдгуку усiєї системи на альтерноване зовнiшнє нагнiтання. Ця асиметрiя
породжує бiльшiсть нетривiальних гiстерезисних та релаксацiйних ефектiв в
осадових породах. Проте слiд пам’ятати, що логарифмiчного вiдновлювання
резонансної частоти не можна було б зрозумiти без правдоподiбного припуще-
ння про розподiл жвавостей вiдновлювання в межах значного, але обмеженого
iнтервалу. В iншому разi, коли ширина iнтервалу розподiлу жвавостей вiднов-
лювання порушених зв’язкiв прямує до нуля, повна кiнетика вiдновлювання
неминуче звелася б до суто експоненцiйного розпаду дефектiв.

Варто сказати, що, попри свiй очевидний успiх, запропонована нами мо-
дель потребує дальшого вдосконалювання з метою теоретичного вiдтворення
переважного ґенерування непарних гармонiк, зафiксованого в експериментах
з низьким рiвнем зовнiшнього перiодичного в часi нагнiтання [85, 86]. Так Ка-
дiш (Kadish), Джонсон (Johnson) та Зiнцнер (Zinszner) вважають [86], що таку
модифiкацiю можна буде здiйснити, ввiвши нелiнiйне (замiсть лiнiйного) зга-
сання. На жаль, чiтко встановити тип дисипативної нелiнiйности з експеримен-
тальних даних наразi неможливо [144]. Ба, навiть найпростiша лiнiйна форма
внутрiшнього згасання, використана в нашому теперiшньому дослiдженнi, в
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дiйсностi здатна поставати через кiлька фундаментально вiдмiнних фiзичних
механiзмiв [151]. Отже, докладний аналiз допустимих форм нелiнiйної атеню-
ацiї виходить за рамки теперiшнього дослiдження.

Втiм, навiть в рамках прийнятого тут формалiзму ми змогли передба-
чити гiстерезний ефект прикiнцевої (дискретної) пам’яти в суттєво динамi-
чнiй реалiзацiї, який згодом знайшов своє експериментальне пiдтвердження
[211, 222, 207, 210].

В якостi заключної ремарки вкажемо, що термiн “повiльна пiдсистема”
ми вживали як синонiм до поняття “пiдсистема пошкоджених мiжзернинних
когезiйних зв’язкiв”. На перший погляд цей термiн видається некоректним,
оскiльки парцiальне кiнетичне рiвняння м’якої хлипавки (1.3.1) мiстить в собi
двi суттєво вiдмiннi жвавостi, одна з яких (жвавiсть розриву зв’язкiв) може
бути спiввимiрною або навiть бiльшою за частоту зовнiшнього високочасто-
тного рушiйного нагнiтання. Проте саме швидка жвавiсть розриву зв’язкiв
i поєднує концентрацiю дефектiв з амплiтудою деформацiї, коли амплiтуда
зростає. Як наслiдок, ефективна жвавiсть росту концентрацiї дефектiв ви-
значається повiльним збiльшенням амплiтуди деформацiї за вкрай повiльного
протягування частоти збуджувача. З iншого боку, коли амплiтуда деформацiї
меншає, здатен працювати лише повiльний механiзм вiдновлювання зв’язкiв.
Отже на загал, обидвi вищевказанi обставини i виправдовують використання
термiна “повiльна пiдсистема”, оскiльки характернi iнтервали часу, вiдповiд-
альнi за квазiусталену еволюцiю концентрацiї дефектiв, виявляються досить
значними порiвняно з перiодом альтернованої високочастотної деформацiї.
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Роздiл 2

Солiтоноподiбнi збудження в збурених
квазiодновимiрних ґратках

2.1 Проблема коректного вибору польових
функцiй модельних напiвдискретних
систем Шрьодiнґерового типу
[192, 193, 194, 195, 196, 197, 198, 209]

Вiдомо, що польовi функцiї напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем
(навiть коли такi системи є просторово дискретними версiями фiзично вмо-
тивованих континуальних систем) не завжди пiддаються прозорiй фiзичнiй
iнтерпретацiї. В контекстi наших дослiджень це стосується насамперед просто-
рово дискретної iнтеґровної версiї Абловiца–Ладiка (Ablowitz–Ladik) [2, 3, 4, 5]

+iq̇(n) + [1 + q(n)r(n)][q(n+ 1) + q(n− 1)] = 0 (2.1.1)

−iṙ(n) + [1 + r(n)q(n)][r(n+ 1) + r(n− 1)] = 0 (2.1.2)

загальновiдомої iнтеґровної нелiнiйної моделi Шрьодiнґера (Schrödinger) [247],
а також її численних просторово дискретних багатокомпонентних розши-
рень [69, 188, 6, 194, 195, 196], якi можна вважати багатокомпонентними
напiвдискретними наступниками добре знаної iнтеґровної нелiнiйної системи
Манакова [119]. Тут польовi функцiї q(n) та r(n) на n-му вузлi безмежної
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одновимiрної регулярної ґратки вважають взаємно комплексно спряженими
(r∗(n) = q(n)), крапки над q(n) та r(n) вказують на диференцiювання за ча-
сом τ (ḟ(n) = df/dτ )

Найгострiше питання фiзичної неадекватности польових амплiтуд в мо-
делi Абловiца–Ладiка (Ablowitz–Ladik) постало перед нами при обговорен-
нi з Олександром Сергiйовичем Давидовим результатiв дослiджень ефекту
Паєрлса–Набарро (Peierls–Nabarro) [132, 133, 146] для нелiнiйних внутрiшньо-
молекулярних збуджень в одновимiрних молекулярних ланцюжках [191]. Вiд-
повiдь на цей виклик було зроблено в кiлькох наших працях [192, 193]. Вона
полягає в застосуваннi точкового перетворення [192, 193]

q(n) = Q(n)

√
exp[+Q(n)R(n)]− 1

Q(n)R(n)
(2.1.3)

r(n) = R(n)

√
exp[+Q(n)R(n)]− 1

Q(n)R(n)
(2.1.4)

класичних польових амплiтуд q(n) та r(n) автентичної моделi Абловiца–
Ладiка (2.1.1), (2.1.2) до фiзично скоригованих класичних польових амплiтуд,
а саме до амплiтуд присутности Q(n) та R(n) збудження на n-му вузлi безме-
жного регулярного ланцюжка.

Квантовий варiант вказаних вище перетворень (2.1.3), (2.1.4) запропону-
вав Кулiш [102].

Серйознiшою виявилася проблема фiзичної адекватности польових амплi-
туд багатокомпонентних напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних Шрьодiнґе-
рових систем. Тут йдеться про нашi спроби [197, 198] знайти перетворення
автентичних польових амплiтуд qα(n) rα(n) нашої версiї багатокомпонентної
нелiнiйної Шрьодiнґерової системи [194, 195, 196]

+iq̇α(n) +
M∑
β=1

tαβqβ(n) + [1 + ν(n)][qα(n+ 1) + qα(n− 1)] =

=
M∑
β=1

[qα(n− 1)qβ(n)− qα(n)qβ(n− 1)] rβ(n) (2.1.5)
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−iṙα(n) +
M∑
β=1

rβ(n)tβα + [1 + ν(n)][rα(n+ 1) + rα(n− 1)] =

=
M∑
β=1

[rα(n+ 1)rβ(n)− rα(n)rβ(n+ 1)] qβ(n) (2.1.6)

ν(n) ≡
M∑
β=1

qβ(n)rβ(n) (2.1.7)

(α = 1, 2, 3, ...,M) до амплiтуд збуджености (тобто, присутности збудження)
так, аби одночасно представити перетворену систему як Гамiльтонову (Hami-
lton) систему зi стандартною дужкою (структурою) Пуассона (Poisson) [209].
Зауважимо, що гамiльтоновiсть одного з багатокомпонентних розширень про-
стороводискретноїШрьодiнґерової системи [69] довели Герджiков (Gerdzhikov)
та Iванов (Ivanov) в термiнах даних розсiяння [69]. На жаль, Герджiков та Iва-
нов не запропонували процедури переходу вiд даних розсiяння до справжнiх
амплiтуд збуджености. За нашими спостереженнями, жодна з ранiше вiдо-
мих багатокомпонентних версiй напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної систе-
ми Шрьодiнґера [69, 188, 6, 194, 195, 196] до цього часу не знайшла свого
точного гамiльтонiвського формулювання в термiнах амплiтуд збуджености зi
стандартною дужкою Пуассона. Таке канонiчне формулювання, на нашу дум-
ку, якнайкраще вiдповiдало би потребам реальних задач в багатьох галузях
фiзики.

В кiлькох наших працях [197, 198, 209] ми використали точковi перетворе-
ння

qα(n) = Qα(n)E(n) (α = 1, 2, 3, . . . ,M) (2.1.8)

rα(n) = Rα(n)E(n) (α = 1, 2, 3, . . . ,M) (2.1.9)

вiд автентичних польових амплiтуд qα(n) та rα(n) до амплiтуд Qα(n) та Rα(n),
що за досить жорсткої (на загал, навiть проблематичної) редукцiї комплексно-
го спряження r∗α(n) = qα(n) (виправданої, наприклад, на класi факторизо-
ваних функцiй qα(n) = bαq(n), rα(n) = cαr(n), коли правi частини рiвнянь
(2.1.5)–(2.1.6) стають нулями) здатнi набувати ознак амплiтуд збуджености.
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Тут

E(n) =
√

[exp ρ(n)− 1]/ρ(n) (2.1.10)

ρ(n) =
M∑
β=1

Qβ(n)Rβ(n) . (2.1.11)

Запропонованi перетворення (2.1.8)–(2.1.11) можна застосовувати як до муль-
типольової системи Герджiкова–Iванова [69], так i до мультипольових систем
Тсучiди–Уджiно–Вадатi (Tsuchida– Ujino–Wadati) [188] та Абловiца–Охти–
Трубача (Ablowitz–Ohta–Trubatch) [6], а також до системи (2.1.5)–(2.1.7), одер-
жаної незалежно в кiлькох наших працях [194, 195, 196].

В однiй з наших праць [209] ми проаналiзували перспективи застосовуван-
ня запропонованих точкових перетворень (2.1.8)–(2.1.11) на прикладi системи
Тсучiди–Уджiно–Вадатi [188], доповненої членами з мiжланцюжковою резо-
нансною взаємодiєю tαβ, тобто системи [209]

+iq̇α(n) +
M∑
β=1

tαβqβ(n) + [1 + ν(n)][qα(n+ 1) + qα(n− 1)] = 0 (2.1.12)

−iṙα(n) +
M∑
β=1

rβ(n)tβα + [1 + ν(n)][rα(n+ 1) + rα(n− 1)] = 0 , (2.1.13)

де величина ν(n) визначена формулою (2.1.7). Ця система (2.1.12), (2.1.13)
вiдрiзняється вiд нашої автентичної версiї (2.1.5), (2.1.6) вiдсутнiстю супере-
чливих членiв в правих частинах рiвнянь i тому допускає редукцiю до ком-
плексно спряжених польових амплiтуд r∗α(n) = qα(n) за єдиної умови ермiто-
вости (Hermite) матрицi поперечної резонансної взаємодiї t∗βα = tαβ, а отже
є найвдалiшою версiєю серед спорiднених мультипольових iнтеґровних напiв-
дискретних нелiнiйних систем [69, 188, 6, 194, 195, 196], прийнятною для фi-
зичних застосувань. Тому надалi вважатимемо, що t∗βα = tαβ та r∗α(n) = qα(n).

В термiнах скоригованих амплiтуд Qα(n) та Rα(n) розширена система
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Тсучiди–Уджiно–Вадатi (2.1.12), (2.1.13) набуває вигляду [209]

+iQ̇α(n) =
∂Ha

∂Rα(n)
+

+ 2E(n+ 1)
dE(n)

dρ(n)

M∑
β=1

[Qα(n)Qβ(n+ 1)−Qα(n+ 1)Qβ(n)]Rβ(n) +

+ 2E(n− 1)
dE(n)

dρ(n)

M∑
β=1

[Qα(n)Qβ(n− 1)−Qα(n− 1)Qβ(n)]Rβ(n) (2.1.14)

−iṘα(n) =
∂Ha

∂Rα(n)
+

+ 2E(n+ 1)
dE(n)

dρ(n)

M∑
β=1

[Rα(n)Rβ(n+ 1)−Rα(n+ 1)Rβ(n)]Qβ(n) +

+ 2E(n− 1)
dE(n)

dρ(n)

M∑
β=1

[Rα(n)Rβ(n− 1)−Rα(n− 1)Rβ(n)]Qβ(n) , (2.1.15)

де [197, 198, 203, 209]

Ha = H⊥ +H‖ . (2.1.16)

Тут

H⊥ = −
M∑
α=1

M∑
β=1

∞∑
m=−∞

Rα(m)tαβQβ(m) (2.1.17)

H‖ =−
M∑
β=1

∞∑
m=−∞

E(m+ 1)E(m)
[
Qβ(m+ 1)Rβ(m) +

+Rβ(m+ 1)Qβ(m)
]
. (2.1.18)
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Рiвняння в термiнах скоригованих амплiтуд (2.1.14), (2.1.15) зберiгають вели-
чини

N =
M∑
β=1

∞∑
m=−∞

Qβ(m)Rβ(m) (2.1.19)

P =
i

2

M∑
β=1

∞∑
m=−∞

E(m+ 1)E(m)
[
Qβ(m)Rβ(m+ 1)−

−Qβ(m+ 1)Rβ(m)
]

(2.1.20)

та величину H‖, але не зберiгають калiбрувально залежну величину H⊥ навiть
за часової незалежности параметрiв мiжланцюжкового зв’язку tαβ.

Тим часом в континуальному вiдповiднику [194] розглянутих рiвнянь
(2.1.14), (2.1.15) величина, аналогiчна до величини H⊥, зберiгається, а чле-
ни, аналогiчнi до двох останнiх членiв в кожному з рiвнянь (2.1.14) та (2.1.15),
просто вiдсутнi. Цi зауваження наводять на думку розглянути вкорочену не-
лiнiйну систему Гамiльтонових рiвнянь

+iQ̇α(n) =
∂Ha

∂Rα(n)
(2.1.21)

−iṘα(n) =
∂Ha

∂Qα(n)
(2.1.22)

зi скоригованим гамiльтонiаном Ha, означеним виразами (2.1.16)–(2.1.18). При
цьому виявляється, що кожна з величин H⊥, H‖ та N , заданих виразами
(2.1.17), (2.1.18) та (2.1.19), зберiгається i набуває сенсу поперечної частини га-
мiльтонiану, повздовжньої частини гамiльтонiану та повного числа збуджень,
вiдповiдно. При цьому величину Qα(n)Rα(n)/N слiд ототожнити з вiдносним
числом нелiнiйних збуджень на α-ому ланцюжку в межах n-ої елементарної
комiрки квазiодновимiрної ґратки, утвореної M резонансно зв’язаними лан-
цюжками. Як наслiдок, величини Qα(n) та Rα(n) з повним правом варто на-
зивати амплiтудами присутности нелiнiйного хвильового збудження на α-ому
ланцюжку в межах n-ої елементарної комiрки чи просто амплiтудами збудже-
ности.
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N.B. Ми вiддаємо перевагу саме такiй термiнологiї для величини Qα(n)

та Rα(n), оскiльки навiть в квантовомеханiчних задачах термiн “амплiтуда
ймовiрности” є досить оманливим з огляду на суто детермiнiстичний хара-
ктер пари засадничих хвильових рiвнянь Шрьодiнґера для канонiчно спряже-
них польових амплiтуд. Такому потрактуванню рiвнянь Шрьодiнґера, а отже
i запропонованої нами фiзично скоригованої системи нелiнiйних рiвнянь на
багатоланцюжковiй ґратцi (2.1.21), (2.1.22), (2.1.16)–(2.1.18), ми завдячуємо
професоровi Петру Iвановичу Фомiну.

Рисунок 2.1 iлюструє фраґмент двонiжкової драбинчастої ґратки носiя збу-
джень для чотирикомпонентної версiї (M = 2) фiзично скоригованої нелiнiй-
ної динамiчної системи (2.1.21), (2.1.22), (2.1.16)–(2.1.18).

Рис. 2.1. Фрагмент пласкої двонiжкової драбинчастої ґратки носiя збуджень
для чотирикомпонентної версiї (M = 2) фiзично скоригованої напiвдискре-
тної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи (2.1.21), (2.1.22), (2.1.16)–
(2.1.18). Кружечки позначають розташування вузлiв драбинчастої ґратки. Го-
ризонтальнi стрiлки вказують на резонанснi зв’язки формалiзованi параме-
трами t12 чи t21 мiж польовими збудженнями на сусiднiх вузлах, належних
до протилежних ланцюжкiв драбинчастої ґратки. Вертикальнi стрiлки вка-
зують на резонанснi зв’язки (з параметрами знормованими на одиницю) мiж
польовими збудженнями на сусiднiх вузлах, належних до певного ланцюжка
драбинчастої ґратки.

Питання про iнтеґровнiсть вкороченої нелiнiйної системи (2.1.21), (2.1.22),
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(2.1.16)–(2.1.18) на сьогоднi залишається вiдкритим. Попри досить широкий
клас її розв’язкiв (а саме – розв’язки типу Qα(n) = bαQ(n), Rα(n) = b∗αQ

∗(n))
є одночасно розв’язками i повної (невкороченої) нелiнiйної системи в термiнах
скоригованих амплiтуд (2.1.14), (2.1.15). До розв’язкiв вказаного типу нале-
жать як односолiтоннi, так i багатосолiтоннi розв’язки. Пiдкреслимо, що саму
вкорочену нелiнiйну систему (2.1.21), (2.1.22), (2.1.16)–(2.1.18) спочатку було
запропоновано в результатi евристичного аналiзу (навiяного функцiями фа-
кторизованого типу qα(n) = bαq(n), rα(n) = cαr(n)) безпосередньо нашої версiї
багатокомпонентної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи (2.1.5)–(2.1.7) [198].

Наявнiсть досить важливих точних аналiтичних розв’язкiв допасованої мо-
делi поряд з її прозорою гамiльтонiвською iнтерпретацiєю в термiнах амплiтуд
збуджености Qα(n) та Rα(n) вказують на доцiльнiсть використання в прикла-
дних фiзичних задачах саме вкороченої нелiнiйної системи (2.1.21), (2.1.22),
(2.1.16)–(2.1.18). Надалi ми називатимемо цю систему фiзично скоригованою
мультипольовою нелiнiйною моделлю Шрьодiнґера на квазiодновимiрнiй ґра-
тцi.

У випадку одноланцюжкової ґратки M = 1 вказана система (2.1.21),
(2.1.22), (2.1.16)–(2.1.18) точно переходить в запропоновану нами фiзично ско-
риговану модель Абловiца–Ладiка [192, 193], застосовну в процедурi набли-
женого, але адекватного опису динамiки солiтоноподiбних збуджень в реаль-
них нелiнiйних ланцюжках [192, 193] з урахуванням потенцiального рельєфу
Паєрлса–Набарро (Peierls–Nabarro potential relief) [132, 133, 146].

2.2 Вплив зовнiшнiх полiв на динамiку
солiтонiв в регулярних драбинчастих та
трубчастих ґратках [198, 209, 203]

Спираючись на представлену в попередньому пiдроздiлi фiзично скоригова-
ну мультипольову модель (2.1.21), (2.1.22), (2.1.16)–(2.1.18), в кiлькох працях
[198, 209, 203] ми дослiдили вплив зовнiшнiх однорiдних електричного та ма-
гнетного полiв на динамiку солiтонiв в драбинчастих та трубчастих ґратках.

Перш за все нагадаємо, що зовнiшнє повздовжнє однорiдне магнетне поле
легко врахувати за допомоги належного вибору фаз Паєрлса (Peierls) [145]
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в параметрах поперечної мiжланцюжкової взаємодiї tαβ. Зовнiшнє ж повздов-
жнє однорiдне електричне поле слiд враховувати додаванням вiдповiдного по-
тенцiального члена до основного гамiльтонiану (2.1.16)–(2.1.18). Виявляється,
що вплив обох згаданих чинникiв на солiтоноподiбнi збудження можна розра-
хувати точно. Для цього зручно працювати в рамках формалiзму Лаґранжа.
Вiдповiдно до зроблених вище тверджень, лаґранжiан збуреної системи за-
ряджених електрично нелiнiйних збуджень на квазiодновимiрнiй ґратцi з M
резонансно зв’язаних ланцюжкiв слiд записати наступним чином

L=
i

2

M∑
α=1

∞∑
m=−∞

[
Rα(m)Q̇α(m)− Ṙα(m)Qα(m)

]
+

+
M∑
α=1

M∑
β=1

∞∑
m=−∞

Rα(m)tαβQβ(m) +
M∑
α=1

∞∑
m=−∞

mERα(m)Qα(m) +

+
M∑
α=1

∞∑
m=−∞

E(m+ 1)E(m) [Qα(m+ 1)Rα(m) +Rα(m+ 1)Qα(m)] , (2.2.1)

де Rα(m) = Q∗α(m), а величина E описує напруженiсть повздовжнього одно-
рiдного електричного поля в безрозмiрнiсних одиницях.

Аби дослiдити динамiку односолiтонного збудження, застосуємо метод про-
бних лаґранжiанiв [135, 243, 162, 193, 198, 209], а точнi рiвняння Лаґранжа

d

dτ

∂L

∂Q̇α(n)
=

∂L

∂Qα(n)
(2.2.2)

d

dτ

∂L

∂Ṙα(n)
=

∂L

∂Rα(n)
(2.2.3)

залишимо для контролю одержаних результатiв. При цьому спиратимемося
на такий односолiтонний анзац

Qα(n) = bα

√
ln[1 + sinh2 µ sech2µ(n− x)] exp[+ikn+ iϕ] (2.2.4)

з умовами нормування

M∑
α=1

b∗αbα = 1 (2.2.5)
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та комплексного спряження Rα(n) = Q∗α(n). Тут пробнi величини µ, ϕ, x, k,
bα, b∗α є претендентами на роль так званих колективних змiнних. Часову ево-
люцiю колективних змiнних можна встановити пiдстановкою односолiтонного
анзацу (2.2.4) до повного лаґранжiану моделi (2.2.1) з наступною варiацiєю
одержаного таким чином пробного лаґранжiану L за колективними змiнними
та їхнiми похiдними за часом. Оминувши досить громiздкi, але точнi обчисле-
ння пробного лаґранжiану L , зосередимося безпосередньо на рiвняннях руху
для колективних змiнних. Цi рiвняння є такими

µ̇ = 0 (2.2.6)

ϕ̇ = 2 coshµ cos k (2.2.7)

ẋ =
2

µ
sinhµ sin k (2.2.8)

k̇ = E (2.2.9)

ḃα = +i
M∑
β=1

tαβbβ (2.2.10)

ḃ∗α = −i
M∑
β=1

b∗βtβα . (2.2.11)

Спираючись на одержанi рiвняння (2.2.6)–(2.2.11), можна пересвiдчити-
ся, що односолiтоннi функцiї Qα(n) та Rα(n), заданi прийнятим анзацом
(2.2.4), справдi задовольняють повнi рiвняння Лаґранжа, тобто є точними
розв’язками збуреної моделi (2.2.1)–(2.2.3). Серед ефективних рiвнянь (2.2.6)–
(2.2.11) найцiкавiшими є останнi чотири рiвняння (2.2.8)–(2.2.11). Ввiвши ефе-
ктивний гамiльтонiан

H = −2

µ
sinhµ cos k − xE −

M∑
α=1

M∑
β=1

b∗αtαβbβ , (2.2.12)

вони набувають канонiчної Гамiльтонової форми

ẋ = ∂H /∂k (2.2.13)
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k̇ = −∂H /∂x (2.2.14)

+ibα = ∂H /∂b∗α (2.2.15)

−ib∗α = ∂H /∂bα . (2.2.16)

Звiдси видно, що повздовжня динамiка солiтона (рiвняння (2.2.13) i (2.2.14))
та поперечна динамiка солiтона (рiвняння (2.2.15) i (2.2.16)) є цiлковито неза-
лежними одна вiд одної.

За ненульової напружености електричного поля E 6= 0 середня повздовжня
координата солiтонного пакету

x =

∞∑
n=−∞

M∑
α=1

nRα(n)Qα(n)

∞∑
n=−∞

M∑
α=1

Rα(n)Qα(n)

(2.2.17)

зазнає осциляцiй Блоха (Bloch) [22, 250] за законом

x =
2 sinhµ

µE

{
cos k(0)− cos[E τ + k(0)]

}
+ x(0) . (2.2.18)

Частота ω‖ та амплiтуда A‖ осциляцiй визначаються виразами ω‖ = E та
A‖ = (2/µE ) sinhµ, вiдповiдно. При зменшеннi напружености поля до нуля
E → 0 повздовжнi Блоховi коливання, як i годиться, переходять в рiвномiрний
рух за законом

x =
2

µ
τ sinhµ sin k(0) + x(0) . (2.2.19)

Щодо поперечної динамiки солiтона, то її специфiка залежить як вiд зовнi-
шнього повздовжнього магнетного поля, так i вiд будови поперечного перерiзу
квазiодновимiрної ґратки. Так, для ґратки з трубчастою поперечною будовою
повздовжнє однорiдне магнетне поле B видозмiнює параметри мiжланцюжко-
вої резонансної взаємодiї до виразiв, заданих формулами

tαβ = t exp(−iφ/M)∆(α− β + 1) + t exp(+iφ/M)∆(α− β − 1) . (2.2.20)
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Тут позначення

∆(γ) ≡ 1

M

M∑
κ=1

exp

(
2πi

M
κγ
)

(2.2.21)

слугує за узагальнений символ Кронекера (Kronecker), що дорiвнює одиницi
при γ = 0,±M,±2M, . . . i нулевi в iнших випадках. Величина ж φ/M є фазою
Паєрлса [145, 208, 195, 196, 199], що визначається безрозмiрнiсним магнетним
потоком

φ =
e

c~
|B|S (2.2.22)

через M -гональний елемент поперечного перерiзу трубки площею S. Магне-
тне поле B вважаємо направленим в бiк зростання повздовжньої дискретної
координати ґратки n. Поперечна динамiка солiтона на трубчастiй ґратцi пiд-
порядковується закону

bα(τ) =
1

M

M∑
β=1

M∑
κ=1

bβ(0) exp

[
2πiκ(β − α)

M
+ 2itτ cos

(
2πκ + φ

M

)]
. (2.2.23)

Ця формула показує, що кожна з M власних частот

ω⊥(κ) = 2t cos

(
2πκ + φ

M

)
(κ = 1, 2, 3, . . . ,M) (2.2.24)

поперечних осциляцiй є суттєво контрольованою магнетним потоком φ. На за-
гал власнi частоти ω⊥(κ) є неспiввимiрними, i тому говорити про можливiсть
перiодичного вiдновлювання початкової конфiгурацiї поперечної складової со-
лiтонного розподiлу можна лише в окремих випадках.

Так, за вiдсутности зовнiшнього магнетного поля (φ = 0) в ґратках з дво-
ма, трьома, чотирма чи шiстьма циклiчно зв’язаними ланцюжками поперечнi
власнi частоти ω⊥(κ) (2.2.24) стають спiввимiрними. Насправдi ту чи iншу
умову спiввимiрности поперечних власних частот можна влаштувати навiть
i за ненульових значень зовнiшнього магнетного поля, допасованих цiлком
певним чином. Така властивiсть керування частотами поперечних осциляцiй
видається дуже важливою опцiєю для адресного переносу енергiї чи заряду
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на конкретний (акцепторний) вузол трубчастої ґратки, якщо додатково ви-
ключити джерело Блохових повздовжнiх осциляцiй, тобто покласти E = 0.
Впоратися з таким завданням можна, наприклад, якщо локалiзувати поча-
тковий солiтонний розподiл на тому самому ланцюжку, що й вузол-акцептор,
та синхронiзувати повздовжню швидкiсть солiтона таким чином, аби поча-
тковий поперечний розподiл збуджень вiдновився саме у той момент, коли
солiтон, як цiле, досягне потрiбної елементарної комiрки. При цьому повздов-
жнiй розмiр солiтона мусить бути якнайменший, що вiдповiдає вимозi µ > 1.
Аналогiчна синхронiзацiя повздовжньої та поперечної динамiк могла би ста-
ти на завадi зiткненню солiтона з точковою домiшкою. Для цього (за щойно
вказаної синхронiзацiї повздовжньої швидкости солiтона) початковий солiтон-
ний розподiл слiд локалiзувати на ланцюжку, протилежному до ланцюжка з
домiшкою. Вочевидь, перелiченi вище способи синхронiзацiї руху поперечної
та повздовжньої компонент солiтона не слiд сприймати за догму, оскiльки на
загал їх можна придумати досить багато залежно вiд самої мети синхронiзацiї
навiть поза вимоги спiввимiрности поперечних власних частот.

З огляду на вказаний вище ефект незлагоджености вкладiв поперечних
мод за довiльного (не пiдлаштованого наперед) магнетного поля i, як наслiдок,
розладнання синхронiзацiї поперечної та повздовжньої динамiк солiтоноподi-
бного збудження, спрогнозований (селективний) транспорт енергiї чи заряду
пiд впливом магнетного поля, як правило, має стати суттєво ускладненим. Тут
ми поставимо крапку i вiд спекуляцiй на тему впливу ґеомагнетних збурень
на самопочуття живих органiзмiв утримаємося.

На закiнчення цього пiдроздiлу зупинимося на частинному випадку дво-
ланцюжкової ґратки M = 2, але повздовжнє електричне поле E враховува-
тимо. Така ґратка є нечутливою до дiї повздовжнього магнетного поля, тому
параметри мiжланцюжкової взаємодiї для неї достатньо записати наступним
чином

tαβ = (1− δαβ)t . (2.2.25)

Означивши поперечну координату нелiнiйного пакету як
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y =

∞∑
n=−∞

2∑
α=1

(−1)αRα(n)Qα(n)

∞∑
n=−∞

2∑
α=1

Rα(n)Qα(n)

(2.2.26)

i обчисливши її на прийнятому односолiтонному анзацi (2.2.4) з урахуванням
рiвнянь поперечної динамiки солiтона (2.2.10), (2.2.11), знаходимо

y = − sin 2ϕ cos(2tτ)− sin(δ1 − δ2) sin 2ϕ sin(2tτ) . (2.2.27)

Тут для зручности початковi умови для поперечних амплiтуд b1 та b2 було
вибрано так

b1(0) = exp(iδ1) cosϕ (2.2.28)

b2(0) = exp(iδ2) sinϕ . (2.2.29)

Отже, в поперечному напрямi центр солiтона зазнає осциляцiй з циклiчною
частотою ω⊥ = 2t та амплiтудою A⊥ =

√
cos2 2ϕ+ sin2(δ1 − δ2) sin2 2ϕ . Ча-

стота ω⊥ повнiстю визначається параметром поперечного резонансного зв’язку
t. Величину ж амплiтуди A⊥ за рахунок початкових умов можна регулювати
вiд нуля i до одиницi. Цiкаво, що комбiнацiя повздовжнiх Блохових осциляцiй
(2.2.18) та поперечних резонансних осциляцiй (2.2.27) за спiввимiрних значень
частот ω‖ = E та ω⊥ = 2t здатна органiзуватися в ту чи iншу замкнуту трає-
кторiю центру солiтона у виглядi деякої класичної фiгури Лiссажу (Lissajou)
[78].

На рисунку 2.2 схематично показано одну з можливих реалiзацiй замкнутої
траєкторiї центру солiтона, коли E = 3 та t = 1. Зауважимо, що останнiм
часом ефект осциляцiй Блоха привертає дедалi бiльшу увагу фiзикiв як фун-
даментальний механiзм ґенерацiї електромагнетного випромiнювання напiв-
провiдниковими надструктурами в терагерцовому (донинi проблематичному
для регулювання частоти) дiапазонi частот [100, 240, 154, 30, 103, 115, 158, 153,
57, 167, 110, 58, 25] з огляду на досить перспективний спосiб перелаштовува-
ння частоти випромiнювання змiною напружености повздовжнього електри-
чного поля. Багато хто вважає, що поштовхом до такої бурхливої активности
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Рис. 2.2. Замкнута траєкторiя руху центру солiтона на драбинчастiй ґратцi
як комбiнацiя повздовжнiх Блохових осциляцiй (2.2.18) та поперечних резо-
нансних осциляцiй (2.2.27) за значень частот ω‖ = E = 3 та ω⊥ = 2t = 2. Тут
траєкторiю центру солiтона подано ламаною лiнiєю, протрасованою квадра-
тиками, що роздiленi однаковими скiнченними промiжками часу. Проте, самi
числовi розрахунки було проведено зi значно дрiбнiшим часовим кроком, так
що повна траєкторiя насправдi є гладенькою кривою.

стала пiонерська робота Есакi (Esaki) та Тсу (Tsu) “Superlattice and negative
differential conductivity in semiconductors” [63].

2.3 Поширювання солiтонного збудження
на драбинчастiй ґратцi з точковими
домiшками. Слалом солiтона мiж
точковими домiшками [197, 198]

У цьому пiдроздiлi, спираючись на результати кiлькох наших праць [197, 198],
ми вкажемо на переваги двовимiрної солiтонної динамiки при слаломному по-
ширюваннi солiтона мiж сильними точковими домiшками на дволанцюжковiй
драбинчастiй ґратцi порiвняно iз суто одновимiрною солiтонною динамiкою на
одноланцюжковiй ґратцi [94, 101, 161], де навiть одна, але достатньо сильна,
домiшка, здатна заблокувати направлений рух солiтона.

Отже, розглянемо фiзично скориговану нелiнiйну Шрьодiнґерову систему
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на багатоланцюжковiй ґратцi, доповненiй регулярно розташованими домiшка-
ми, дiю яких ми врахуємо за допомоги потенцiалу

U =
M∑
α=1

∞∑
m=−∞

Rα(m)Qα(m)Vα(m)
Z−1∑
s=0

∆(m− nα −Mls) , (2.3.1)

де позначення ∆(n−m) є звичайним дельта-символом Кронекера ∆(n−m) ≡
δnm. Кiлькiсть домiшок на кожному з M ланцюжкiв вважаємо однаковою i
рiвною Z, так що їхня загальна кiлькiсть є очевидно MZ. Число nα вказує
на повздовжню позицiю першої домiшки на α-му ланцюжку. Нарештi, вели-
чина Vα(nα + Mls) вказує на зсув енергiї домiшкової “молекули”, розташо-
ваної на α-му ланцюжку в межах (nα + Mls)-ої елементарної комiрки, по-
рiвняно з енергiєю основної “молекули”. Число l характеризує вiдстань мiж
найближчими домiшками в повздовжньому напрямi. Надалi ми вважатиме-
мо, що nα = ni + (α− 1)l. Тодi, наприклад, за M = 2 прийнятий домiшковий
потенцiал (2.3.1) вiдповiдатиме зиґзаґоподiбному розподiлу домiшок на дво-
нiжковiй драбинчастiй ґратцi, а за M = 3 – за спiралеподiбний розподiл на
тринiжковiй драбинчастiй ґратцi.

Повний лаґранжiан збуреної домiшками системи вiдрiзняється вiд лаґран-
жiану (2.2.1) ранiше дослiджуваної системи в електричному полi E замiною
потенцiальної енергiї електричного поля на потенцiальну енергiю домiшок
(2.3.1). Дiючи в межах методу пробних лаґранжiанiв з використанням одно-
солiтонного анзацу (2.2.4), для колективних змiнних x, k та bα, b∗α ми, як i
ранiше, одержуємо Гамiльтоновi рiвняння колективного руху (2.2.13)–(2.2.16),
але вже з iншим ефективним гамiльтонiаном

H = −2 sinhµ

µ
cos k −

M∑
α=1

M∑
β=1

b∗αtαβbβ + (2.3.2)

+
V

2µ

M∑
α=1

b∗αbα

Z−1∑
s=0

ln
{

1 + sinh2 µsech2µ[x− ni − (α− 1)l −Mls]
}
.

Тут ми обмежилися домiшками одного сорту i тому поклали Vα(ni+(α−1)l+

Mls) ≡ V . Щодо параметра µ, то в наближеннi пробного лаґранжiану вiн вiд
часу не залежить µ̇ = 0.
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Одержанi рiвняння колективної динамiки (2.2.13)–(2.2.16), (2.3.2) врахову-
ють дiю домiшок на солiтон наближено. Вони з певнiстю справедливi, коли
ефекти випромiнювання хвиль солiтоном [89] та ефекти збуджування домi-
шкових станiв [90] є незначними. Вимога, аби прирiст енергiї за рахунок до-
мiшки був меншим, анiж пониження енергiї за рахунок утворення солiтона, є
фiзичною запорукою пригнiчення вказаних вище ефектiв. Мовою параметрiв
µ та V цю вимогу можна записати так: µ > (4/3)|V |.

Для одноланцюжкової системи обмеження µ > (4/3)|V | є вирiшальним,
оскiльки за одновимiрного руху у солiтона немає можливости оминути домi-
шку. Навпаки, для дволанцюжкової драбинчастої нелiнiйної системи обмеже-
ння µ > (4/3)|V | можна значно послабити або часом навiть зiгнорувати у
випадках, коли солiтон та домiшка розташованi на протилежних ланцюжках,
незалежно вiд вiдстанi мiж ними в повздовжньому напрямi.

Рис. 2.3. Траєкторiя центру солiтона на драбинчастiй ґратцi з притягуваль-
ними точковими домiшками за k(0) = 0.7965 та ϕ = 0.

Найпростiше обґрунтування цього твердження випливає iз суто геоме-
тричних мiркувань. Для дволанцюжкової драбинчастої ґратки M = 2 з
tαβ = (1− δαβ)t за вiдсутности домiшок V = 0 рiвняння колективної динамiки
для змiнних x, k та bα, b∗α є точними. Внаслiдок цього поперечна y та повздов-
жня x координати центру солiтона пiдпорядковуються рiвнянню гармонiчних
коливань ÿ + (2t)2y = 0 та рiвнянню рiвномiрного руху ẍ = 0, вiдповiдно. Iн-
шими словами, на двовимiрнiй регулярнiй драбинчастiй ґратцi центр солiтона
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Рис. 2.4. Траєкторiя центру солiтона на драбинчастiй ґратцi з вiдштовхуваль-
ними точковими домiшками за k(0) = 0.7965 та ϕ = 0.

Рис. 2.5. Траєкторiя центру солiтона на драбинчастiй ґратцi з притягуваль-
ними точковими домiшками за k(0) = 0.7 та ϕ = 0.

описує деяку синусоїдну траєкторiю. За належного вибору початкових умов
амплiтуда синусоїди стає максимальною, тобто дорiвнює половинi вiдстанi мiж
ланцюжками. Такий характер iдеальної (незбуреної) траєкторiї пiдказує, що
у разi зиґзаґоподiбного розташування домiшок завжди iснує нагода синхронi-
зувати повздовжнiй рух солiтона з його поперечним рухом таким чином, аби
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Рис. 2.6. Траєкторiя центру солiтона на драбинчастiй ґратцi з вiдштовхуваль-
ними точковими домiшками за k(0) = 0.7 та ϕ = 0.

Рис. 2.7. Траєкторiя центру солiтона на драбинчастiй ґратцi з притягуваль-
ними точковими домiшками за k(0) = 0.7965 та ϕ = π/2.

центр солiтона оминав домiшки. За припущення нульового повздовжнього роз-
мiру солiтона основна вимога його слаломного руху визначається формулою

l = (j + 1/2)T⊥v‖ (j = 0, 1, 2, 3, . . .) , (2.3.3)

де T⊥ = π/t – перiод поперечних коливань солiтона, v‖ = (2/µ) sinhµ sin k(0)
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Рис. 2.8. Траєкторiя центру солiтона на драбинчастiй ґратцi з вiдштовхуваль-
ними точковими домiшками за k(0) = 0.7965 та ϕ = π/2.

– повздовжня швидкiсть солiтона. Окрiм цього, початковi координати центру
солiтона мають бути такими, аби iдеальна (незбурена) синусоїдна траєкторiя
проходила через вузол, розташований саме навпроти першої з домiшок. Для
солiтона ненульового повздовжнього розмiру d 6= 0 вказанi вимоги залишаю-
ться прийнятними за умови, що d� T⊥v‖/2.

Ми перевiрили якiснi передумови адiабатичної теорiї, розв’язавши чисель-
но точнi динамiчнi рiвняння для амплiтуд збуджености Qα(n) та Rα(n) у ви-
падку, коли nα = ni+(α−1)l,M = 2, Z = 2, Vα(ni+(α−1)l+Mls) ≡ V . Iншими
словами, ми доcлiдили поширювання солiтонного пакету на двонiжковiй дра-
бинчастiй ґратцi з розташованими зиґзаґоподiбно домiшками одного сорту. В
наших розрахунках ми випробували дiю обох типiв домiшок – притягуваль-
них V < 0 та вiдштовхувальних V > 0, обмежившись чотирма привнесеними
домiшками.

На рисунках 2.3, 2.5 та 2.7 зображено траєкторiї солiтонного пакету в разi
притягувальних домiшок з V = −10.

На рисунках 2.4, 2.6 та 2.8 зображено траєкторiї солiтонного пакету в разi
вiдштовхувальних домiшок з V = +10.

Для побудови траєкторiй, показаних на кожному з рисункiв 2.3–2.8, пов-
здовжня вiдстань мiж найближчими домiшками l становила 15, а профiль
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початкового солiтона зафiксовано значенням µ = 3. Окрiм того, початковий
солiтон завжди запускали з тiєї самої елементарної комiрки x(0) = n0 = 20,
розташованої на вiдстанi ni − n0 = 15 вiд першої домiшки. Внутрiшньолан-
цюжковий та мiжланцюжковий параметри зв’язку утримувано значеннями
t‖ = 1 та t = 1/2, вiдповiдно. Насамкiнець, фазову рiзницю δ2 − δ1 в по-
перечних початкових умовах b1(0) = exp(iδ1) cosϕ та b2(0) = exp(iδ2) sinϕ

утримувано значенням δ2 − δ1 = π. Натомiсть, початкова швидкiсть солiтона
(2/µ) sinhµ sin k(0) змiнювалась вiд рисунка до рисунка. При цьому величина
y(0) = − cos 2ϕ задавала початкову поперечну координату центру солiтона. З
огляду на ранiше вказане обмеження δ2 − δ1 = π, для параметра ϕ вибирали
одне з двох значень ϕ = 0 або ϕ = π/2, аби тим самим ґарантувати макси-
мальне значення початкової амплiтуди поперечних коливань A⊥(0) = 1.

Порiвняння параметра iнтенсивности домiшки |V | = 10 з параметром про-
фiлю солiтона µ = 3 показує, що умову адiабатности солiтонної динамiки
µ > (4/3)|V | порушено, i числовi моделювання вiдповiдають суттєво неадiа-
батному режимовi µ < (4/3)V .

Тим не менше, рисунки 2.3 та 2.4, що вiдповiдають умовам синхронiзацiї,
вказують на незначний вплив навiть iнтенсивних домiшок на рух солiтона, i
солiтон, виконавши слалом мiж домiшками (позначеними на рисунках вели-
кими темними кружками), вiльно полишає нерегулярну дiлянку драбинчастої
ґратки незалежно вiд знаку взаємодiї солiтона з домiшкою.

Рисунки 2.5 та 2.6 вiдображають ситуацiю, коли умову синхронiзацiї за
швидкiстю дещо порушено, i ми спостерiгаємо захоплення солiтона нерегуляр-
ною дiлянкою драбинчастої ґратки незалежно вiд знаку солiтон-домiшкової
взаємодiї. При цьому частина солiтонного розподiлу випромiнюється у вигля-
дi низькоамплiтудних хвиль.

Нарештi, рисунки 2.7 та 2.8 вiдповiдають випадковi, коли умови синхронi-
зацiї порушено за рахунок перенесення початкового положення центру солi-
тона на протилежний ланцюжок. При цьому солiтон, наблизившись до першої
домiшки, захоплюється нею у випадку притягувальної взаємодiї V = −10

(Рис. 2.7) або вiдбивається вiд неї у випадку вiдштовхувальної взаємодiї
V = +10 (Рис. 2.8).

На кожному з рисункiв траєкторiю центру солiтона подано ломаною лi-
нiєю, протрасованою квадратиками, що роздiленi однаковими скiнченними
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промiжками часу. Проте, самi числовi розрахунки було проведено зi значно
дрiбнiшим часовим кроком, так що повна траєкторiя насправдi є гладенькою
кривою.

Отже, динамiка руху солiтона на драбинчастiй ґратцi iз зиґзаґоподiбним
розподiлом домiшок на загал є досить складною i багатою. Залежно вiд по-
чаткових умов та знаку солiтон-домiшкової взаємодiї ми спостерiгаємо а) сла-
ломний рух солiтона, що забезпечує практично повне проходження солiтоном
домiшкової дiлянки; б) захоплення солiтона домiшковою дiлянкою з деяким
випромiнюванням просторово нелокалiзованих хвиль; в) вiдбивання солiтона
вiд домiшкової дiлянки.

2.4 Поширювання солiтонного збудження
на драбинчастiй ґратцi з модифiкованими
поперечними мiжвузловими зв’язками
[198, 203]

Iншим сортом дефекту, допустимого для багатонiжкової драбинчастої ґратки,
є дефект локальної модифiкацiї поперечних резонансних зв’язкiв, що його вра-
ховує потенцiал [198, 203]

U = −
M∑
α=1

∞∑
m=−∞

Rα(m)Qα(m)∆(m− nt)hαβ . (2.4.1)

Тут величини hαβ описують змiни параметрiв поперечного зв’язку tαβ в межах
nt-ї елементарної комiрки, а ∆(n−m), як i ранiше, слугує за символа Кроне-
кера δnm. Надалi нас цiкавитиме лише випадок пропорцiйної модифiкацiї

hαβ = wtαβ , (2.4.2)

яка, наприклад, для двонiжкової ґратки є єдино можливою. Ми покажемо,
що такий вид модифiкацiї здатен впливати на повздовжню динамiку солiтона
двома абсолютно протилежними способами, а саме: як вiдштовхувальний по-
тенцiал або як притягувальний потенцiал залежно лише вiд початкового стану
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поперечних солiтонних мод. Основнi риси цього ефекту стають зрозумiлими
уже в рамках методу пробних лаґранжiанiв.

Як i в двох попереднiх пiдроздiлах, ми скористалися пiдставлянням односо-
лiтонного анзацу (2.2.4) до повного лаґранжiану багатокомпонентної моделi,
який тепер слiд розумiти як суму лаґранжiану незбуреної моделi (формула
(2.2.1), взята при E = 0) та модифiкацiйного потенцiалу (2.3.1), i застосували
формалiзм Ойлера–Лаґранжа до колективних змiнних x, k, bα, b∗α, µ, ϕ та їхнiх
похiдних за часом. Як i ранiше, параметр µ виявився часонезалежним. Ефе-
ктивнi ж рiвняння для змiнних x, k та bα, b∗α знову допускають стандартний
гамiльтонiвський запис (2.2.13)–(2.2.16), але тепер пiд гамiльтонiаном H слiд
розумiти вираз

H = −2 sinhµ

µ
cos k − η − wη

2µ
ln
[
1 + sinh2 µ sech2µ(x− nt)

]
, (2.4.3)

де

η ≡
M∑
α=1

M∑
β=1

b∗αtαβbβ . (2.4.4)

Рис. 2.9. Фазовий портрет ефективної повздовжньої динамiки солiтона на дра-
бинчастiй ґратцi з модифiкованим поперечним зв’язком у притягувальному
випадку wη > 0 з H (±π, nt) > H (0, nt ±∞) за µ = 3, wt = 2, δ2 − δ1 = 0,
ϕ = π/6.

111



Спираючись на динамiчнi рiвняння +iḃα = ∂H /∂b∗α та −iḃ∗α = ∂H /∂bα

для bα та b∗α, легко показати, що за умови часонезалежних параметрiв попе-
речного зв’язку tαβ величина η зберiгається, η̇ = 0. З огляду на збереження
величини η ефективнi рiвняння повздовжньої динамiки солiтона ẋ = ∂H /∂k

та k̇ = ∂H /∂x стають самодостатнiми, оскiльки вони нечутливi до попере-
чної динамiки. При цьому ми маємо повне право розумiти пiд величиною η її
значення, обчислене в будь-який момент часу, зокрема i в початковий τ = 0.
Iншими словами, значення та знак цiєї величини регулюється виключно по-
чатковими умовами на поперечнi солiтоннi моди. Наприклад, звернувшись до
двонiжкової драбинчастої моделi з M = 2 та tαβ = (1− δαβ)t i скориставшись
параметризацiєю b1(0) = exp(iδ1) cosϕ, b2(0) = exp(iδ2) sinϕ, ми приходимо до
виразу

η = t cos(δ1 − δ2) sin 2ϕ , (2.4.5)

який цiлком пiдтверджує щойно зробленi зауваги стосовно регульовности зна-
чень величини η.

З виразу (2.4.3) для ефективного гамiльтонiану H видно, що поряд з iн-
шими постiйними факторами iнтенсивнiсть та знак ефективного повздовжньо-

Рис. 2.10. Фазовий портрет ефективної повздовжньої динамiки солiтона на
драбинчастiй ґратцi з модифiкованим поперечним зв’язком у вiдштовхуваль-
ному випадку wη < 0 з H (±π, nt±∞) > H (0, nt) за µ = 3, wt = 2, δ2−δ1 = π,
ϕ = π/6.
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Рис. 2.11. Траєкторiя центру солiтона на драбинчастiй ґратцi з модифiкованим
поперечним зв’язком за nt = 50, µ = 3, wt = 2 (w = 4, t = 1/2), δ2 − δ1 = 0,
ϕ = π/6 та k(0) = π/12, що вiдповiдає вiдкритiй траєкторiї з k(0) = π/12 на
фазовiй дiаграмi (Рис. 2.9) для wη > 0.

Рис. 2.12. Траєкторiя центру солiтона на драбинчастiй ґратцi з модифiкованим
поперечним зв’язком за nt = 50, µ = 3, wt = 2 (w = 4, t = 1/2), δ2 − δ1 = 0,
ϕ = π/6 та k(0) = 11π/12, що вiдповiдає бумеранговiй траєкторiї з k(0) =
11π/12 на фазовiй дiаграмi (Рис. 2.9) для wη > 0.

го потенцiалу визначається iнтенсивнiстю та знаком величини η. Тому є всi
пiдстави вважати величину η деяким ефективним зарядом солiтона. Завдяки
ефективному заряду η ми здатнi керувати характером взаємодiї мiж солiтоном
та дефектом поперечного зв’язку вiд притягувального до вiдштовхувального
i навпаки, просто змiнюючи початковi параметри δ1, δ2 та ϕ поперечного солi-
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Рис. 2.13. Траєкторiя центру солiтона на драбинчастiй ґратцi з модифiкованим
поперечним зв’язком за nt = 50, µ = 3, wt = 2 (w = 4, t = 1/2), δ2 − δ1 = π,
ϕ = π/6 та k(0) = π/12, що вiдповiдає бумеранговiй траєкторiї з k(0) = π/12
на фазовiй дiаграмi (Рис. 2.10) для wη < 0.

Рис. 2.14. Траєкторiя центру солiтона на драбинчастiй ґратцi з модифiкованим
поперечним зв’язком за nt = 50, µ = 3, wt = 2 (w = 4, t = 1/2), δ2 − δ1 = π,
ϕ = π/6 та k(0) = 11π/12, що вiдповiдає вiдкритiй траєкторiї з k(0) = 11π/12
на фазовiй дiаграмi (Рис. 2.10) для wη < 0.

тонного розподiлу. Ми вважаємо, що цей ефект може вiдiгравати вирiшальну
роль в явищi роздiляння чи вiдбору налiтних солiтонiв за поперечною енергi-
єю −η, яка з точнiстю до знака збiгається з ефективним зарядом солiтона +η.

Аналогiчно до зауважень з попереднього пiдроздiлу, якiсна теорiя цього
пiдроздiлу є з певнiстю виправданою за умов, що iндукованi нерегулярнiстю
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ефекти випромiнювання хвиль солiтоном та iндукованi солiтоном ефекти збу-
джування локалiзованих станiв нерегулярности є незначними. Формально вка-
занi вимоги забезпечує нерiвнiсть µ > (4/3)|wt|. Проте на вiдмiну вiд випад-
ку з точковими домiшками, теперiшнє обмеження µ > (4/3)|wt| не пiдлягає
жодному послабленню, оскiльки недосконалiсть поперечного зв’язку охоплює
однаковою мiрою обидва ланцюжки.

Аби вказати можливi режими повздовжнього руху солiтона, варто про-
аналiзувати сiмейство фазових траєкторiй H (k, x) = E, спараметризоване
ефективною енергiєю E. При цьому точки k = −π та k = +π слiд вважати
iдентичними.

Так, коли взаємодiя мiж солiтоном i поперечним дефектом є притягу-
вальною, wη > 0, можна очiкувати два типи фазових портретiв, залежно
вiд спiввiдношення мiж H (±π, nt) та H (0, nt,±∞). Однак, основне обме-
ження µ > (4/3)|wt| вибирає лише тип з H (±π, nt) > H (0, nt ± ∞), коли
4 sinhµ > wη ln(coshµ). Характерний фазовий портрет повздовжньої динамi-
ки солiтона для випадку H (±π, nt) > H (0, nt±∞) зображено на рисунку 2.9
з µ = 3, wt = 2, δ1− δ2 = 0 та ϕ = π/6. Трьома окремими режимами повздов-
жнього солiтонного руху є (i) коливання (замкнутi траєкторiї поблизу дна га-
мiльтонiвської поверхнi x = nt, k = 0), якщо H (0, nt±∞) > E > H (0, nt), (ii)
транспортний рух (вiдкритi траєкторiї), якщо H (±π, nt) > E > H (0, nt±∞),
та (iii) рух з вiдбиванням (бумеранговi траєкторiї поблизу лiнiї |k| = π), якщо
H (±π, nt ±∞) > E > H (±π, nt).

Коли ж взаємодiя мiж солiтоном та поперечним дефектом є вiдштовху-
вальною, wη < 0, можна очiкувати на два iншi типи фазових портретiв за-
лежно вiд того, яка з величин H (±π ± ∞) чи H (0, nt) є бiльшою. Про-
те, знову з огляду на основне обмеження µ > (4/3)|wt|, слiд вибрати ли-
ше один з них, а саме тип з H (±π, nt ± ∞) > H (0, nt), коли 4 sinhµ >

−wη ln(coshµ). Характерний фазовий портрет повздовжньої динамiки солi-
тона для H (±π, nt ± ∞) > H (0, nt) зображено на рисунку 2.10 з µ = 3,
wt = 2, δ1 − δ2 = 0 та ϕ = π/6. Ми чiтко бачимо (i) коливний режим (за-
мкнутi траєкторiї поблизу макiвки гамiльтонiвської поверхнi x = nt, |k| = π),
якщо H (±π, nt) > E > H (±π, nt ± ∞), (ii) транспортний режим (вiд-
критi траєкторiї), якщо H (±π, nt ± ∞) > E > H (0, nt), i нарештi (iii)
вiдбивальний режим (бумеранговi траєкторiї поблизу лiнiї k = 0), якщо
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H (0, nt) > E > H (0, nt ±∞).
Описанi фазовi дiаграми (Рис. 2.9) та (Рис. 2.10) створили гарну нагоду

для перехресної перевiрки колективної солiтонної динамiки за допомоги чи-
слових розрахункiв безпосередньо в рамках точних динамiчних рiвнянь для
амплiтуд Qα(n) та Rα(n). Ми проiнспектували точну солiтонну динамiку з
кiлькома рiзними початковими умовами, що вiдповiдали як притягувальнiй,
так i вiдштовхувальнiй ефективнiй взаємодiї мiж солiтоном i дефектом по-
перечного зв’язку у випадку двонiжкової драбинчастої ґратки, коли M = 2,
а tαβ = (1 − δαβ)t, i одержали добре узгодження з результатами ефективної
солiтонної динамiки.

Комп’ютернi розрахунки траєкторiй центру солiтона на основi точних ди-
намiчних рiвнянь для амплiтуд Qα(n) та Rα(n) подано на рисунках 2.11–2.14.
Для порiвняння з висновками теорiї колективних змiнних у формi фазових
дiаграм, зображених на рисунках 2.9 та 2.10, траєкторiї центру солiтона об-
числено з тими самим значеннями параметрiв µ, wt, t‖ та ϕ, тобто ми взяли
µ = 3, wt = 2 (w = 4, t = 1/2), t‖ = 1 та ϕ = π/6. З тих самих мiркувань, ми
утримували δ2 − δ1 = 0 для рисункiв 2.11 i 2.12, що перегукуються з фазовим
портретом з рисунка 2.9, характерним для притягування, та δ2 − δ1 = π для
рисункiв 2.13 i 2.14, що перегукуються з фазовим портретом 2.10, характер-
ним для вiдштовхування. Для кожного з рисункiв 2.11–2.14 налiтний солiтон
запускався з однiєї i тiєї самої елементарної комiрки x(0) = n0 = 40, розташо-
ваної на вiдстанi nt − n0 = 10 вiд дефекту поперечного зв’язку.

Наголосимо, що точна теорiя пiдтверджує результати якiсної теорiї про
iснування двох iнтервалiв для початкового квазiiмпульсу (одного iнтервалу в
околi точки |k(0)| = 0, а iншого – в околi точки |k(0)| = π), де проста змiна
знаку ефективного заряду η (наприклад, змiною рiзницi фаз δ2− δ1 з нуля на
π) призводить до повної перебудови характеру повздовжнього руху солiтона
з режиму проходження (рисунок 2.11 з k(0) = π/12) на режим вiдбивання
(рисунок 2.13 з k(0) = π/12) i навпаки з режиму вiдбивання (рисунок 2.12 з
k(0) = 11π/12) на режим проходження (рисунок 2.14 з k = 11π/12).

116



2.5 Пiдсумки

У цьому роздiлi, розвиваючи концепцiю фiзично скоригованих польових ам-
плiтуд, ми запропонували фiзично скориговану мультипольову нелiнiйну мо-
дельШрьодiнґера на квазiодновимiрнiй багатоланцюжковiй драбинчастiй ґра-
тцi. Модель адекватно враховує як повздовжню (вздовж ланцюжкiв), так i
поперечну (впоперек ланцюжкiв) динамiку нелiнiйних хвильових збуджень.
Модель допускає як односолiтоннi, так i багатосолiтоннi розв’язки спецiаль-
ного (факторизованого) типу, коли повздовжнi та поперечнi солiтоннi моди є
взаємно незалежними. Проте питання про повну iнтеґровнiсть моделi в сенсi
Лакса (Lax) залишається вiдкритим, оскiльки представлення нульової криви-
ни для неї ми не знаємо. Зате наявнiсть точних солiтонних розв’язкiв моде-
лi дає змогу послiдовно розглянути низку цiкавих задач iз впливу зовнiшнiх
електричного та магнетного полiв на повздовжню та поперечну динамiку со-
лiтоноподiбного збудження на квазiодновимiрнiй багатоланцюжковiй драбин-
частiй ґратцi. З iншого боку, модель здатна наближено враховувати вплив не-
досконалостей ґратки, викликаних зиґзаґоподiбним розподiлом одновузлових
домiшок чи модифiкацiйним дефектом поперечних резонансних мiжвузлових
зв’язкiв, на повздовжню та поперечну динамiку солiтоноподiбного збудження.

Рiзноманiтнi сценарiї руху солiтоноподiбного збудження, виявленi в ре-
зультатi нашого дослiдження, вказують на важливу роль синхронiзацiї пов-
здовжнього та поперечного рухiв солiтона, керованої магнетним полем в регу-
лярнiй ґратцi або доречним вибором початкових параметрiв солiтонного роз-
подiлу в нерегулярнiй ґратцi, для селективного транспорту солiтонного збу-
дження до наперед вказаного вузла ґратки.

Тут варто згадати, що завдяки слаломному ефекту солiтон здатен оминути
одновузловi домiшки на значнiй дiлянцi їхнього зиґзаґоподiбного просторово-
го розташування. Цiкавим видається також досить незвичний результат про
вплив суто фазових параметрiв поперечної динамiки солiтона на параметри
ефективного повздовжнього потенцiалу взаємодiї солiтона з модифiкацiйним
дефектом поперечних резонансних мiжвузлових зв’язкiв. Дефекти обох роз-
глянутих типiв здатнi як пропустити те чи iнше солiтонне збудження, так i
вiдбити його i тим самим вiдфiльтрувати солiтони за певними характеристи-
ками. З iншого боку, зиґзаґоподiбний частокiл домiшок спроможний також
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захопити солiтона-невдаху, тобто стати пасткою для вiдлову солiтонiв з ме-
тою накопичення та подальшої утилiзацiї принесеної ними енергiї чи заряду.

Щодо дiї повздовжнього однорiдного поля на рух солiтона, слiд вказати на
доволi очiкуванi залежностi амплiтуди та частоти повздовжнiх осциляцiй Бло-
ха вiд напружености поля, а також на супутнiй ефект динамiчної локалiзацiї
повздовжнього руху солiтона. Варто зауважити про повну незалежнiсть Бло-
хових осциляцiй та поперечних коливань, що за спiввимiрности їхнiх частот
здатнi сформувати деяку замкнену траєкторiю центру солiтонного пакету.
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Роздiл 3

Iнтеґровна нелiнiйна модель
шрьодiнґерiвських полiв на пласкiй
фермоподiбнiй ґратцi

3.1 Загальний опис моделi [199, 212]

У цьому роздiлi ми розглянемо iнтеґровну нелiнiйну модель Шрьодiнґера
(Schrödinger) на пласкiй фермоподiбнiй ґратцi, яку було запропоновано та де-
тально вивчено в двох наших працях [199] та [212].

Еволюцiйнi рiвняння моделi мають вигляд

+iq̇−(n) + 2ω0q−(n)

1 + q−(n)r−(n)
+ ω−t q+(n) + ω+

t q+(n− 1) +

+ ω+
l q−(n− 1)[1 + q+(n− 1)r+(n− 1)] + ω−l q−(n+ 1)[1 + q+(n)r+(n)]

+ ω+
l q+(n− 1)[q+(n− 1)r−(n) + q−(n)r+(n)]

+ ω−l q+(n)[q+(n)r−(n) + q−(n)r+(n− 1)] = 0 (3.1.1)

−iṙ−(n) + 2ω0r−(n)

1 + r−(n)q−(n)
+ ω+

t r+(n) + ω−t r+(n− 1)

+ ω−l r−(n− 1)[1 + r+(n− 1)q+(n− 1)] + ω+
l r−(n+ 1)[1 + r+(n)q+(n)]

+ ω−l r+(n− 1)[r+(n− 1)q−(n) + r−(n)q+(n)]

+ ω+
l r+(n)[r+(n)q−(n) + r−(n)q+(n− 1)] = 0 (3.1.2)
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+iq̇+(n) + 2ω0q+(n)

1 + q+(n)r+(n)
+ ω+

t q−(n) + ω−t q−(n+ 1)

+ ω−l q+(n+ 1)[1 + q−(n+ 1)r−(n+ 1)] + ω+
l q+(n− 1)[1 + q−(n)r−(n)]

+ ω−l q−(n+ 1)[q−(n+ 1)r+(n) + q+(n)r−(n)]

+ ω+
l q−(n)[q−(n)r+(n) + q+(n)r−(n+ 1)] = 0 (3.1.3)

−iṙ+(n) + 2ω0r+(n)

1 + r+(n)q+(n)
+ ω−t r−(n) + ω+

t r−(n+ 1)

+ ω+
l r+(n+ 1)[1 + r−(n+ 1)q−(n+ 1)] + ω−l r+(n− 1)[1 + r−(n)q−(n)]

+ ω+
l r−(n+ 1)[r−(n+ 1)q+(n) + r+(n)q−(n)]

+ ω−l r−(n)[r−(n)q+(n) + r+(n)q−(n+ 1)] = 0 , (3.1.4)

де крапка над польовими функцiями вказує на диференцiювання за часом τ . У
випадку редукцiї r±(n) = q∗±(n) система рiвнянь вiдповiдає притягувальному
типовi нелiнiйних членiв, а самi польовi функцiї q−(n), r−(n) та q+(n), r+(n)

можна трактувати як майже амплiтуди присутности збудження на лiвому (−)
вузлi та правому (+) вузлi n-тої елементарної комiрки, вiдповiдно. Слушнiсть
термiну “майже амплiтуда присутности” легко зрозумiти в контекстi точкових
перетворень

q±(n) =
√

[exp(Q±(n)R±(n))− 1]Q±(n)/R±(n) (3.1.5)

r±(n) =
√

[exp(R±(n)Q±(n))− 1]R±(n)/Q±(n) (3.1.6)

до справжнiх амплiтуд присутности (амплiтуд збуджености) Q−(n), R−(n) та
Q+(n), R+(n), оскiльки, з одного боку, ми приходимо до цiлком природнього
формулювання закону збереження повного числа збуджень

d

dt

∞∑
m=−∞

[Q−(m)R−(m) +Q+(m)R+(m)] = 0 , (3.1.7)

а з iншого, ґарантуємо незмiннiсть лiнiйної частини скоригованих рiвнянь по-
рiвняно з лiнiйною частиною вихiдних (3.1.1) – (3.1.4).

За аналогiєю з теорiєю екситонiв [47], величинам ω−l , ω
+
l та ω−t , ω

+
t можна

надати сенс параметрiв, вiдповiдно, повздовжньої та поперечної мiжвузлової
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Рис. 3.1. Фрагмент пласкої фермоподiбної ґратки носiя збуджень для чотири-
компонентної напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної шрьодiнґерової системи
(3.1.1)–(3.1.4). Кружечки позначають розташування вузлiв драбинчастої ґра-
тки. Скiснi стрiлки вказують на резонанснi зв’язки, формалiзованi параметра-
ми ω−t чи ω+

t мiж польовими збудженнями на сусiднiх вузлах, належних до
протилежних ланцюжкiв драбинчастої ґратки. Вертикальнi стрiлки вказують
на резонанснi зв’язки, формалiзованi параметрами ω−l чи ω+

l мiж польовими
збудженнями на сусiднiх вузлах, належних до певного ланцюжка драбинча-
стої ґратки.

резонансної взаємодiї, а величину ω0 розглядати як параметр систематичного
зсуву шкали енергiї. На загал, усi щойно згаданi параметри можна вважати
довiльними функцiями часу τ , тим самим значно розширюючи межi застосу-
вання моделi аж до опису процесiв параметричного керування збудженнями.
У випадку редукцiї r±(n) = q∗±(n) кiлькiсть незалежних функцiйних параме-
трiв меншає за правилом (ω−l )∗ = ω+

l , (ω−t )∗ = ω+
t , (ω0)

∗ = ω0, проте загальне
твердження про можливiсть параметричного керування збудженнями очеви-
дно залишається в силi.

Аналiз лiнiйної частини запропонованої нелiнiйної моделi (3.1.1) – (3.1.4)
свiдчить, що просторовi вузли, на яких задано польовi амплiтуди, разом з
прямими лiнiями, вздовж яких дiють резонанснi зв’язки, утворюють пласку

121



драбинчасту ґратку на зразок пласкої ферми. Схематичне зображення пласкої
фермоподiбної ґратки подано на рисунку 3.1. Така геометрична конфiгурацiя
є iдеалiзованим аналогом просторової ґратки однiєї з реалiзацiй нанотрубок
на основi бору, вiдомiй в англомовнiй лiтературi [113] як (1, 1) armchair boron
nanotube.

З огляду на характерну геометричну будову просторової ґратки наша мо-
дель (3.1.1) – (3.1.4) суттєво вiдрiзняється вiд iнших iнтеґровних напiвдискре-
тних нелiнiйних систем шрьодiнґерiвського типу [188, 194, 3, 4, 6, 69]. Зауважи-
мо також, що за нульових значень двох параметрiв мiжвузлової резонансної
взаємодiї ω−l та ω+

l i спецiального вибору iнших трьох параметрiв ω−t , ω0, ω+
t

дослiджувана тут система (3.1.1) – (3.1.4) вiдтворює одну з напiвдискретних
нелiнiйних iнтеґровних систем, що їх запропонували Абловiц i Ладiк [2] i яку
автори та декоторi з їхнiх послiдовникiв [242] чомусь охристили як “a discreti-
zed second order in time nonlinear Schrödinger equation”.

3.2 Допомiжнi лiнiйнi задачi та двiйниковi
представлення нульової кривини [199, 212]

Найприйнятнiша схема пошуку розв’язкiв базової системи нелiнiйних рiвнянь
(3.1.1) – (3.1.4) виникає з двох груп допомiжних лiнiйних задач

L>(n|z)Υ>(n|z) = Υ>(n+ 1|z) (3.2.1)

A>(n|z)Υ>(n|z) = Υ̇>(n|z) (3.2.2)

та

L<(n|z)Υ<(n|z) = Υ<(n− 1|z) (3.2.3)

A<(n|z)Υ<(n|z) = Υ̇<(n|z) , (3.2.4)

пов’язаних, вiдповiдно, зi зростанням та спаданням дискретної просторової
координати n в двох типах допомiжних функцiй Υ>(n|z) та Υ<(n|z) пiд дiєю
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двох прийнятних типiв спектральних операторiв

L>(n|z) =

(
z +iq+(n)

+ir+(n) z−1

)(
z +iq−(n)

+ir−(n) z−1

)
(3.2.5)

L<(n|z) =

(
z−1 −iq−(n)

−ir−(n) z

)(
z−1 −iq+(n)

−ir+(n) z

)
. (3.2.6)

Явнi вирази для еволюцiйних операторiв A>(n|z) та A<(n|z) буде вказано
дещо пiзнiше. Величини A>(n|z), Υ>(n|z) та A<(n|z), Υ<(n|z) так само, як
i L>(n|z) та L<(n|z), задаватимемо на класi матриць розмiру 2 × 2, причо-
му матрицi Υ>(n|z) та Υ<(n|z) вважатимемо неособливими скрiзь в площинi
комплексного спектрального параметра z, а сам спектральний параметр z вi-
зьмемо незалежним вiд часу τ (iзоспектральна вимога).

Кожна iз систем допомiжних лiнiйних рiвнянь (3.1.1), (3.1.2) та (3.1.3),
(3.1.4) є перевизначеною. Сумiснiсть в межах кожної такої системи досягає-
ться за допомоги умов перехресности операцiй диференцiювання за часом τ

i операцiї зсуву вздовж просторової координати n, застосованих до функцiй
Υ>(n|z) та Υ<(n|z) як

[dΥ>(m|z)/dτ ]m=n+1 = dΥ>(n+ 1|z)/dτ (3.2.7)

та

[dΥ<(m|z)/dτ ]m=n−1 = dΥ<(n− 1|z)/dτ , (3.2.8)

вiдповiдно. Безпосереднiми наслiдками вищезгаданих умов є два типи матри-
чних спiввiдношень сумiсности

L̇>(n|z) = A>(n+ 1|z)L>(n|z)− L>(n|z)A>(n|z) (3.2.9)

та

L̇<(n|z) = A<(n− 1|z)L<(n|z)− L<(n|z)A<(n|z) , (3.2.10)
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якi слiд розумiти як два типи рiвнянь нульової кривини, що асоцiйованi, вiд-
повiдно, з першою (висхiдною) (3.1.1), (3.1.2) та другою (низхiдною) (3.1.3),
(3.1.4) групами допомiжних лiнiйних рiвнянь.

Пiдкреслимо, що на початковому етапi саме рiвняння нульової кривини
(3.2.9) та (3.2.10) в принципi дають змогу вказати на усi можливi реалiза-
цiї спектральних операторiв i тим самим встановити два альтернативнi типи
iєрархiй представлень нульової кривини для певної спiльної iєрархiї напiвдис-
кретних iнтеґровних моделей. В нашому дослiдженнi ми спинимося детально
лише на другiй iнтеґровнiй моделi з усiєї iєрархiї, для якої матричнi елементи
A>
jk(n|z) та A<

jk(n|z) допомiжних еволюцiйних операторiв A>(n|z) та A<(n|z)

слiд шукати у виглядi анзацiв

A>
11(n|z) = a>11(n)z4 + b>11(n)z2 + c>11(n) + d>11(n)z−2 (3.2.11)

A>
12(n|z) = a>12(n)z3 + b>12(n)z + c>12(n)z−1 + d>12(n)z−3 (3.2.12)

A>
21(n|z) = a>21(n)z3 + b>21(n)z + c>21(n)z−1 + d>21(n)z−3 (3.2.13)

A>
22(n|z) = a>22(n)z2 + b>22(n) + c>22(n)z−2 + d>22(n)z−4 (3.2.14)

та

A<
11(n|z) = a<11(n)z−4 + b<11(n)z−2 + c<11(n) + d<11(n)z2 (3.2.15)

A<
12(n|z) = a<12(n)z−3 + b<12(n)z−1 + c<12(n)z + d<12(n)z3 (3.2.16)

A<
21(n|z) = a<21(n)z−3 + b<21(n)z−1 + c<21(n)z + d<21(n)z3 (3.2.17)

A<
22(n|z) = a<22(n)z−2 + b<22(n) + c<22(n)z2 + d<22(n)z4 , (3.2.18)

вiдповiдно. (N.B. Аби перейти до першої iнтеґровної системи з вказаної iєрархiї
слiд вважати функцiї a>jk(n), d>jk(n) та a<jk(n), d<jk(n) тотожнiми нулям.) Явнi
вирази в термiнах польових амплiтуд для усих пошукуваних величин a>jk(n),
b>jk(n), c>jk(n), d>jk(n) та a<jk(n), b<jk(n), c<jk(n), d<jk(n) природнiм чином випли-
вають з рiвнянь нульової кривини (3.2.9) та (3.2.10) пiсля пiдстановки до них
вiдповiдних анзацiв (3.2.11)–(3.2.14) та (3.2.15)–(3.2.18) для еволюцiйних опе-
раторiвA>(n|z) таA<(n|z), а також формул (3.2.5) та (3.2.6) для спектральних
операторiв L>(n|z) та L<(n|z). Для скорочення записiв ми подаємо цi вирази
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такими об’єднаними формулами

a≷11(n)=+iω∓l (3.2.19)

b≷11(n)=+iω∓t + iω∓l q∓(n)r±(n∓ 1) (3.2.20)

c≷11(n) = +iω0 + iω∓t q∓(n)r±(n∓ 1) + iω∓l q±(n)r±(n∓ 1)[1 + q∓(n)r∓(n)] +

+ iω∓l q∓(n)r∓(n∓ 1)[1 + q±(n∓ 1)r±(n∓ 1)] +

+ iω∓l q
2
∓(n)r2±(n∓ 1) (3.2.21)

d≷11(n) = +iω±l q±(n∓ 1)r∓(n) (3.2.22)

a≷21(n)=∓ω∓l q∓(n) (3.2.23)

b≷12(n)=∓ω∓t q∓(n)∓ ω∓l q±(n)[1 + q∓(n)r∓(n)]∓ ω∓l q
2
∓(n)r±(n∓ 1) (3.2.24)

c≷12(n) =±ω±t q±(n∓ 1)± ω±l q∓(n∓ 1)[1 + q±(n∓ 1)r±(n∓ 1)]±
± ω±l q

2
±(n∓ 1)r∓(n) (3.2.25)

d≷12(n) = ±ω±l q±(n∓ 1) (3.2.26)

a≷21(n) = ∓ω∓l r±(n∓ 1) (3.2.27)

b≷21(n) =∓ω∓t r±(n∓ 1)∓ ω∓l r∓(n∓ 1)[1 + r±(n∓ 1)q±(n∓ 1)]∓
∓ ω∓l r

2
±(n∓ 1)q∓(n) (3.2.28)

c≷21(n) = ±ω±t r∓(n)± ω±l r±(n)[1 + r∓(n)q∓(n)]± ω±l r
2
∓(n)q±(n∓ 1) (3.2.29)

d≷21(n) = ±ω±l r∓(n) (3.2.30)

a≷22(n) = −iω∓l r±(n∓ 1)q∓(n) (3.2.31)

b≷22(n) =−iω0 − iω±t r∓(n)q±(n∓ 1)− iω±l r±(n)q±(n∓ 1)[1 + r∓(n)q∓(n)]−
− iω±l r∓(n)q∓(n∓ 1)[1 + r±(n∓ 1)q±(n∓ 1)]−
− iω±l r

2
∓(n)q2±(n∓ 1) (3.2.32)

c≷22(n) = −iω±t − iω±l r∓(n)q±(n∓ 1) (3.2.33)
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d≷22(n) = −iω±l . (3.2.34)

Пiсля того, як явний вигляд еволюцiйних операторiв A>(n|z) та A<(n|z) вже
знайдено, можна пересвiдчитися, що кожне з матричнозначних рiвнянь ну-
льової кривини (3.2.9) та (3.2.10) стає еквiвалентним системi нелiнiйних рiв-
нянь Шрьодiнґера та драбинчастiй ґратцi. Iншими словами, рiвняння (3.2.9)
та (3.2.10) набувають статусу представлень нульової кривини для дослiджу-
ваної в цьому роздiлi моделi (3.2.1)–(3.2.4). Цей результат власне i є головним
критерiєм iнтеґровности запропонованої моделi в сенсi Лакса (Lax) [139].

Принагiдно пiдкреслимо, що згорнутi варiанти

d

dτ
ln [detL>(n|z)] = SpA>(n+ 1|z)− SpA>(n|z) (3.2.35)

та

d

dτ
ln [detL<(n|z)] = SpA<(n+ 1|z)− Sp <A(n|z) (3.2.36)

рiвнянь нульової кривини (3.2.9) та (3.2.10) слугують надзвичайно простим i
важливим засобом перевiрки правильности залежних вiд спектрального па-
раметра z частин пошукуваних виразiв (3.2.11), (3.2.14) та (3.2.15), (3.2.18)
для дiагональних елементiв A>

jj(n|z) та A<
jj(n|z) еволюцiйних операторiв

A>(n|z) та A<(n|z), оскiльки детермiнанти detL>(n|z) та detL<(n|z) спе-
ктральних операторiв L>(n|z) та L<(n|z) вiд z не залежать зовсiм.

Варто наголосити, що започатковане тут двiйникування представлень ну-
льової кривини має на метi послiдовно врахувати очевидну симетрiю двох пар
польових амплiтуд q−(n), r−(n) та q+(n), r+(n) в майбутнiй схемi iнтеґрування
рiвнянь руху для цих амплiтуд методом оберненої задачi розсiяння.

3.3 Розв’язки Йоста та зв’язки мiж ними [212]

Згiдно з працями Кодрi (Caudrey) [34, 246], характернi риси оберненої за-
дачi розсiяння, пов’язаної з конкретним спектральним оператором, завжди
суттєво зумовленi розв’язками так званої граничної спектральної задачi i, як
наслiдок, подiлом площини комплексного спектрального параметра z на обла-
стi регулярности згладжених векторiв Йоста (Jost). У нашому дослiдженнi
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ми мусимо мати справу з двома типами спектральних операторiв L>(n|z)

та L<(n|z), а отже i з двома типами граничних спектральних задач, а са-
ме задач на власнi функцiї i власнi значення для операторiв, означених як
L>(z) = lim|n|→−∞ L

>(n|z) та L<(n) = lim|n|→+∞ L
<(n|z). Ця обставина стає

додатковим джерелом досить вiдчутних модифiкацiй методу оберненої задачi
розсiяння з огляду на необхiднiсть працювати з двома задачами розсiяння, якi
постають на тлi спiльного об’єкта – польових амплiтуд q−(n), r−(n) та q+(n),
r+(n), що вiдiграють роль потенцiалiв розсiяння.

Надалi ми обмежимося випадком швидкоспадних потенцiалiв на обох про-
сторових нескiнченностях lim|n|→∞ q±(n) = 0 = lim|n|→∞ r±(n). При цьому вла-
снi значення ζ>k (z) та ζ<k (z) граничних спектральних операторiв L>(z) and
L<(z) задаємо виразами

ζ>k (z) = z2δ1k + z−2δ2k (3.3.1)

та

ζ<k (z) = z−2δ1k + z2δ2k , (3.3.2)

де iндекс k пробiгає значення вiд 1 до 2. Власнi ж функцiї eχ>k (z) та eχ<k (z)

обох операторiв L>(z) та L<(z) є однаковими

eχ>k (z) = ιk = eχ<k (z) , (3.3.3)

а вектор-стовпчик ιk означено формулою

ιk =

(
1

0

)
δ1k +

(
0

1

)
δ2k . (3.3.4)

Знання розв’язкiв двох типiв граничних спектральних задач вiдкриває без-
посереднiй шлях до коректного формулювання двох типiв прямих задач роз-
сiяння та означення двох типiв векторiв Йоста ϕ>k (n|z), ψ>

k (n|z) та ϕ<k (n|z),
ψ<
k (n|z). Так, задача розсiяння першого (висхiдного) типу полягає у визна-
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ченнi векторiв ϕ>k (n|z) i ψ>
k (n|z) як розв’язкiв двокомпонентного рiвняння

L>(n|z)χ>(n|z) = χ>(n+ 1|z) , (3.3.5)

якi задовольняють двi рiзнi граничнi умови

lim
n→−∞

ϕ>k (n|z)[ζ>k (z)]−n = ιk (3.3.6)

i

lim
n→+∞

ψ>
k (n|z)[ζ>k (z)]−n = ιk , (3.3.7)

вiдповiдно. Аналогiчно, задача другого (низхiдного) типу полягає у визначеннi
векторiв Йоста ϕ<k (n|z) i ψ<

k (n|z) як розв’язкiв двокомпонентного рiвняння

L<(n|z)χ<(n|z) = χ<(n− 1|z) , (3.3.8)

що задовольняють двi рiзнi граничнi умови

lim
n→+∞

ϕ<k (n|z)[ζ<k (z)]n = ιk (3.3.9)

i

lim
n→−∞

ψ<
k (n|z)[ζ<k (z)]n = ιk , (3.3.10)

вiдповiдно.
Оскiльки обидва типи задач розсiяння (3.3.5)–(3.3.7) та (3.3.8)–(3.3.10) є

наслiдками вiдображень основної нелiнiйної задачi (3.1.1)–(3.1.4) на двi групи
допомiжних лiнiйних задач (3.2.1), (3.2.2) та (3.2.3), (3.2.4), то слiд очiкувати
прояву певних симетрiйних властивостей мiж Йостовими векторами рiзних
типiв. Такi симетрiйнi властивостi постають у виглядi спiввiдношень

ϕ>k (n+ 1|z)/ζ>k (z) = ψ<
k (n|z)

n∏
m=−∞

D(m) (3.3.11)
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ϕ<k (n− 1|z)/ζ<k (z) = ψ>
k (n|z)

∞∏
m=n

D(m) , (3.3.12)

де функцiю D(m) залучено для скороченого запису рiвних мiж собою детер-
мiнантiв detL>(m|z) та detL<(m|z).

Для того, аби встановити спiввiдношення мiж Йостовими векторами то-
го самого типу, зручно спершу скомбiнувати кожен з наборiв векторiв Йоста
{ϕ>k (n|z)} i {ψ>

k (n|z)} в так званi розв’язки Йоста Φ>(n|z) i Ψ>(n|z) матрично-
значного рiвняння розсiяння висхiдного типу (3.3.5), а також кожен з наборiв
векторiв Йоста {ϕ<k (n|z)} i {ψ<

k (n|z)} в розв’язки Йоста Φ<(n|z) i Ψ<(n|z) ма-
тричнозначного рiвняння розсiяння низхiдного типу (3.3.8) в дусi позначень:

υk(n|z) =

(
υ1k(n|z)

υ2k(n|z)

)
(k = 1, 2) (3.3.13)

Υ(n|z) =

(
υ11(n|z) υ12(n|z)

υ21(n|z) υ22(n|z)

)
. (3.3.14)

Пiсля цього, ввiвши поняття детермiнанта Вроньського (Hoene-Wroński)
W2

k=1 {υk(n|z)} двох рiзних векторiв-стовпчикiв υ1(n|z) i υ2(n|z) за правилом

det Υ(n|z) =
2

W
k=1
{υk(n|z)} , (3.3.15)

можна довести двi пари спiввiдношень

2

W
k=1
{ϕ>k (n|z)} =

n−1∏
m=−∞

D(m) (3.3.16)

2

W
k=1
{ψ>

k (n|z)} =
∞∏
m=n

D−1(m) (3.3.17)

та

2

W
k=1
{ϕ<k (n|z)} =

∞∏
m=n+1

D(m) (3.3.18)
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2

W
k=1
{ψ<

k (n|z)} =
n∏

m=−∞
D−1(m) (3.3.19)

i тим самим продемонструвати вiдмiннiсть вiд нуля кожного з чотирьох вронь-
ськiанiв. Як наслiдок, ми маємо всi пiдстави вибрати будь-який з наборiв
{ϕ>k (n|z)} чи {ψ>

k (n|z)} за базис для довiльного векторзначного розв’язку
двокомпонентного рiвняння розсiяння першого (зростального) типу (3.2.1), а
будь-який з наборiв {ϕ<k (n|z)} чи {ψ<

k (n|z)} за базис для довiльного вектор-
значного розв’язку двокомпонентного рiвняння розсiяння другого (спадально-
го) типу (3.2.3). Це означає, що iснують лiнiйнi перетворення мiж однотипними
базисами, а саме

ϕ>k (n|z) =
2∑
j=1

ψ>
j (n|z)t>jk(z) (3.3.20)

та

ϕ<k (n|z) =
2∑
j=1

ψ<
j (n|z)t<jk(z) . (3.3.21)

Тут величини t>jk(z) та t<jk(z), згiдно iз загальними правилами [173], слiд вва-
жати матричними елементами зведених матриць монодромiї (тобто матриць
розсiяння) T>(z) та T<(z), вiдповiдно. Одержанi перетворення (3.3.20) та
(3.3.21) легко переписати i в термiнах квадратових матриць

Φ>(n|z) = Ψ>(n|z)T>(z) (3.3.22)

та

Φ<(n|z) = Ψ<(n|z)T<(z) . (3.3.23)

Беручи до уваги вiдмiннiсть вiд нуля кожного з детермiнантiв det Φ>(n|z),
det Ψ>(n|z) та det Φ<(n|z), det Ψ<(n|z), бачимо, що перетворення базисiв в
межах Йостових векторiв одного типу є оборотними.
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3.4 Регулярнiсть згладжених векторiв Йоста
[212]

За термiнологiєю кiлькох наших праць [201, 202] комбiнацiї функцiй
ϕ>k (n|z)[ζ>k (z)]−n та ϕ<k (n|z)[ζ>k (z)]n, що з’явилися у записовi граничних умов
(3.3.6) та (3.3.9) для векторiв Йоста ϕ>k (n|z) та ϕ<k (n|z), можна означити як
згладженi (обвiднi) вектори Йоста eϕ>k (n|z) та eϕ<k (n|z). Отже

eϕ>k (n|z) ≡ ϕ>k (n|z)[ζ>k (z)]−n (3.4.1)

та

eϕ<k (n|z) ≡ ϕ<k (n|z)[ζ<k (z)]n . (3.4.2)

Поняття згладжених векторiв Йоста є конструктивнiшим за поняття векто-
рiв Йоста i тому є слушним для переформулювання задач розсiяння в термi-
нах сумацiйних рiвнянь Фредгольма [34, 246, 201, 202]. Деякi автори [16, 19]
надають перевагу саме таким комбiнацiям, проте залишають за ними назву
векторiв Йоста [16] або ж i зовсiм утримуються вiд будь-якої назви [19]. За
очевидною аналогiєю формули

eψ>
k (n|z) ≡ ψ>

k (n|z)[ζ>k (z)]−n (3.4.3)

та

eψ<
k (n|z) ≡ ψ<

k (n|z)[ζ<k (z)]n (3.4.4)

слiд розумiти як означення iнших згладжених векторiв Йоста eψ>
k (n|z) та

eψ<
k (n|z).

Можна показати, що на площинi комплексного спектрального параметра z
згладженi вектори Йоста eϕ>1 (n|z) i eϕ<2 (n|z) є регулярними в околi нескiнчен-
но вiддаленої точки |z| = ∞, а згладженi вектори Йоста eϕ>2 (n|z) i eϕ<1 (n|z)

є регулярними в околi початкової точки |z| = 0. Цi твердження допускають
строге доведення за побудовою, спираючись на двокомпонентнi спектральнi
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рiвняння висхiдного (3.3.5) та низхiдного (3.3.8) типiв, а також на граничнi
умови (3.3.6) та (3.3.9) для Йостових функцiй ϕ>k (n|z) та ϕ<k (n|z). Результати
обчислень є такими

ϕ>j1(n|z) =
0∑

m=−∞
J>j1(n|n+m)z2n+2m+1−j (3.4.5)

ϕ>j2(n|z) =
0∑

m=−∞
J>j2(n|n+m)z−2n−2m+2−j (3.4.6)

та

ϕ<j1(n|z) =
∞∑
m=0

J<j1(n|n+m)z2n+2m−1+j (3.4.7)

ϕ<j2(n|z) =
∞∑
m=0

J<j2(n|n+m)z−2n−2m−2+j , (3.4.8)

де коефiцiєнти розкладiв J>jk(n|n+m) з m = 0,−1,−2,−3, . . . та J<jk(n|n+m)

зm = 0,+1,+2,+3, . . . визначають з деяких рекурентних спiввiдношень i гра-
ничних умов limn→−∞ J

>
jk(n|n+m) = δjkδ0m та limn→+∞ J

<
jk(n|n+m) = δjkδ0m.

Насправдi нам знадобляться явнi вирази лише для найнижчих коефiцiєнтiв
J>jk(n|n) та J<jk(n|n), якi ми подаємо наступними об’єднаними записами

J≷
11(n|n) = 1 (3.4.9)

J≷
21(n|n) = ±ir±(n∓ 1) (3.4.10)

J≷
12(n|n) = ±iq±(n∓ 1) (3.4.11)

J≷
22(n|n) = 1 . (3.4.12)

Зважаючи на лiнiйнi залежностi (3.3.11) та (3.3.12) для ϕ>k (n + 1|z) вiд
ψ<
k (n|z) та для ϕ<k (n− 1|z) вiд ψ>

k (n|z), поданi вище розклади (3.4.5), (3.4.6)
та (3.4.7), (3.4.8) для векторiв Йоста ϕ>k (n|z) та ϕ<k (n|z) iндукують розклади,
вiдповiдно, для векторiв Йоста ψ>

k (n|z) та ψ<
k (n|z). В результатi одержуємо

ψ>j1(n|z) =
∞∑
m=0

K>
j1(n|n+m)z2n+2m−1+j (3.4.13)

132



ψ>j2(n|z) =
∞∑
m=0

K>
j2(n|n+m)z−2n−2m−2+j (3.4.14)

та

ψ<j1(n|z) =
0∑

m=−∞
K<
j1(n|n+m)z2n+2m+1−j (3.4.15)

ψ<j2(n|z) =
0∑

m=−∞
K<
j2(n|n+m)z−2n−2m+2−j , (3.4.16)

де

K>
jk(n|n+m)

∞∏
l=n

D(l) = J<jk(n− 1|n− 1 +m) (3.4.17)

K<
jk(n|n+m)

n∏
l=−∞

D(l) = J>jk(n+ 1|n+ 1 +m) . (3.4.18)

Отже, ми чiтко бачимо, що згладженi вектори Йоста eψ>
1 (n|z), eψ<

2 (n|z) та
eψ>

2 (n|z), eψ<
1 (n|z) як функцiї комплексного спектрального параметра z є ре-

гулярними в околi початкової |z| = 0 та нескiнченно вiддаленої |z| =∞ точок,
вiдповiдно.

Принципова iнформацiя про регулярнiсть матриць розсiяння (зведених ма-
триць монодромiї) T>(z) та T<(z) випливає безпосередньо з регулярних роз-
кладiв для векторiв Йоста ϕ>k (n|z), ψ>

k (n|z) та ϕ<k (n|z), ψ<
k (n|z). Справдi,

оскiльки розв’язки Йоста Ψ>(n|z) та Ψ<(n|z) є матрицями неособливими, то
мiжбазиснi перетворення (3.3.22) та (3.3.23) допускають розв’язки вiдносно
T>(z) i T<(z) так, що для матричних елементiв t>jk(z) i t<jk(z) ми маємо

t>jk(z) =

2

W
i=1
{(1− δji)ψ>

i (n|z) +ϕ>k (n|z)δji}
2

W
i=1
{ψ>

i (n|z)}
(3.4.19)

та
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t<jk(z) =

2

W
i=1
{(1− δji)ψ<

i (n|z) +ϕ<k (n|z)δji}
2

W
i=1
{ψ<

i (n|z)}
. (3.4.20)

З формул для вроньськiанiв (3.3.17) та (3.3.19) видно, що знаменники виразiв
(3.4.19) та (3.4.20) для t>jk(z) i t<jk(z) є вiдмiнними вiд нуля i зовсiм не за-
лежать вiд спектрального параметра z. Тому регулярнi властивостi функцiй
t>jk(z) i t<jk(z) повнiстю визначаються чисельниками щойно одержаних вира-
зiв (3.4.19) та (3.4.20). Згiдно з розкладами (3.4.5), (3.4.6), (3.4.13), (3.4.14) та
(3.4.7), (3.4.8), (3.4.15), (3.4.16) ми в змозi встановити такi властивостi лише
для дiагональних матричних елементiв t>kk(z) i t<kk(z). Так, функцiям t>11(z)

i t<22(z) приписано бути регулярними в околi нескiнченно вiддаленої точки
|z| = ∞, натомiсть як функцiям t>22(z) i t<11(z) – в околi початкової точки
|z| = 0. Iнформацiя ж про регулярнiсть решти матричних елементiв залишає-
ться недоступною, оскiльки вiдповiднi вроньськiани мiстять Йостовi вектори з
протилежними видами регулярних розкладiв. На щастя, така iнформацiя для
нашого дальшого розгляду не знадобиться.

Очевидно формальна представнiсть кожного окремо взятого згладжено-
го вектора Йоста деяким специфiчним нескiнченним рядом приховує в собi
природнє питання правильного вибору границi, що обмежує область рiвно-
мiрної збiжности самого ряду. Найконструктивнiший спосiб розв’язання цiєї
проблеми запропонував Кодрi в серiї визначних, хоча й дещо скупих на деталi,
праць [33, 34]. Не вдаючись до подробиць, якi можна знайти в двох наших пра-
цях [201, 202], зауважимо, що пiдхiд Кодрi ґрунтується на переформулюваннi
теорiї розсiяння в термiнах сумацiйних рiвнянь Фредгольма, або конкретнi-
ше, зi встановленням найслабших обмежень на форму ядер Фредгольма, що
забезпечували б обмеженiсть кожного зi згладжених векторiв Йоста на обох
просторових нескiнченностях.

У застосуваннi до дискретизованих задач розсiяння, що пов’язанi з наши-
ми спектральними рiвняннями першого (висхiдного) (3.2.1) та другого (низ-
хiдного) (3.2.3) типiв, рецепт Кодрi [34, 201, 202] приписує, аби границю мiж
областями регулярности згладжених векторiв Йоста eϕ>1 (n|z) i eϕ>2 (n|z) ви-
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значали рiвнянням |ζ>1 (z)| = |ζ>2 (z)|, а границю мiж областями регулярности
згладжених векторiв Йоста eϕ<1 (n|z) i eϕ<2 (n|z) – рiвнянням |ζ<1 (z)| = |ζ<2 (z)|.
За допомоги формул (3.3.6) та (3.3.6) для власних значень ζ>k (z) та ζ<k (z) пер-
шої та другої граничних спектральних задач легко пересвiдчитися, що кожна
з шуканих границь пробiгає вздовж одиничного кола |z| = 1 в площинi ком-
плексного спектрального параметра z.

Пiдсумовуючи знахiдки цього пiдроздiлу, ми здатнi зробити висновок, що
згладженi вектори Йоста eϕ>2 (n|z), eϕ<1 (n|z), eψ>

1 (n|z), eψ<
2 (n|z) є регуляр-

ними функцiями z всерединi одиничного кола |z| < 1, а згладженi вектори
Йоста eϕ>1 (n|z), eϕ<2 (n|z), eψ>

2 (n|z), eψ<
1 (n|z) є регулярними функцiями 1/z

зовнi одиничного кола |z| > 1. Внаслiдок цього дiагональнi елементи t>22(z),
t<11(z) та t>11(z), t<22(z) зведених матриць монодромiї є регулярними функцiя-
ми z та 1/z, вiдповiдно, всерединi |z| < 1 та зовнi |z| > 1 одиничного кола.
Насправдi, iснують вагомi аргументи, поданi в однiй з наших праць [212], що
кожна зi згаданих вище функцiй є не лише регулярною у своїй специфiчнiй
вiдкритiй областi, але зостається ще й неперервною аж до самої границi. Цi
уточнення, як вiдомо [64, 105], значно розширюють межi застосовности тео-
реми Кошi (Cauchy) та теорiї лишкiв, тим самим даючи гарне пiдґрунтя для
послiдовної побудови дискретних версiй рiвнянь оберненої задачi теорiї розсi-
яння, спорiднених до рiвнянь Марченка [121, 10, 11, 12, 122]. Згiдно зi статтею
Кейса (Case) та Чiу (Chiu) [32], великою перевагою методу Марченка є ви-
користання саме матрицi розсiяння (а не спектральної функцiї) як основного
засадничого об’єкта теорiї.

3.5 Двiйниковi або комплементарнi рiвняння
Марченка [212]

В контекстi запропонованого нами пiдходу з використанням двох (замiсть
лише однiєї) дискретизованих задач розсiяння, рiвняння Марченка виника-
ють як сумацiйнi рiвняння для коефiцiєнтiв K>

jk(n|n + m) та K<
jk(n|n + m),

задiяних в розкладах (3.4.13), (3.4.14) та (3.4.15), (3.4.16) векторiв Йоста
ψ>
k (n|z) та ψ<

k (n|z), вiдповiдно. Найважливiшими серед таких коефiцiєнтiв
є коефiцiєнти найнижчого порядку K>

jk(n|n) та K<
jk(n|n), оскiльки саме вони
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задають розв’язки початкових напiвдискретних нелiнiйних еволюцiйних рiв-
нянь (3.1.1)–(3.1.4). Справдi, порiвнюючи вирази (3.4.9)–(3.4.12) для J<jk(n|n)

та J>jk(n|n) з формулами (3.4.17) i (3.4.18), що зв’язують K>
jk(n|n + m) з

J<jk(n− 1|n− 1 +m) та K<
jk(n|n+m) з J>jk(n+ 1|n+ 1 +m), одержуємо

q−(n) = +iK>
12(n|n)/K>

22(n|n) (3.5.1)

r−(n) = +iK>
21(n|n)/K>

11(n|n) (3.5.2)

та

q+(n) = −iK<
12(n|n)/K<

22(n|n) (3.5.3)

r+(n) = −iK<
21(n|n)/K<

11(n|n) . (3.5.4)

Такий самий результат випливає i з безпосередньої пiдстановки розкладiв
(3.4.13), (3.4.14) та (3.4.15), (3.4.16) для векторiв Йоста ψ>

k (n|z) та ψ<
k (n|z) до

рiвнянь розсiяння першого (висхiдного) (3.3.5) та другого (низхiдного) (3.3.8)
типiв, вiдповiдно. Двi пари вiдображень (3.5.1), (3.5.2) та (3.5.3), (3.5.4) де-
монструють очевидну симетрiю, екстрагуючи двi схожi пари польових амплi-
туд q−(n), r−(n) та q+(n), r+(n) з двох груп коефiцiєнтiв розкладу K>

jk(n|n) i
K<
jk(n|n) взаємно комплементарної природи.
Хоча загальна процедура виводження дискретизованих рiвнянь Марченка

i вiдома [32, 2, 173], проте сама потреба залучати до розгляду двi компле-
ментарнi задачi розсiяння замiсть однiєї, а також специфiка задiяних нами
спектральних операторiв i векторiв Йоста, вказує на необхiднiсть значної її
адаптацiї.

Отже, роздiлимо формули (3.3.20) та (3.3.21) для базисних перетворень,
вiдповiдно, на дiагональнi матричнi елементи t>kk(z) i t<kk(z) матриць розсiян-
ня (зведених матриць монодромiї) за припущень, що жоден з них не зникає
в жоднiй з точок одиничного кола |z| = 1. Пiсля цього прийнятний вибiр
вагових функцiй в кожному з пiдготованих таким чином спiввiдношень та на-
ступне контурне iнтеґрування за спектральним параметром z дають нам два
набори iнтеґральних рiвностей:
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∮
|z|=1

dz

z

[eϕ>j1(n|z)

t>11(z)

]
z−2l+1−j =

∮
|z|=1

dz

z
eψ>j1(n|z) z−2l+1−j +

+

∮
|z|=1

dz

z

[eψ>j2(n|z)t>21(z)

t>11(z)

]
z−4n−2l+1−j (3.5.5)

∮
|z|=1

dz

z

[eϕ>j2(n|z)

t>22(z)

]
z+2l+2−j =

∮
|z|=1

dz

z
eψ>j2(n|z) z+2l+2−j +

+

∮
|z|=1

dz

z

[eψ>j1(n|z)t>12(z)

t>22(z)

]
z+4n+2l+2−j (3.5.6)

та∮
|z|=1

dz

z

[eϕ<j1(n|z)

t<11(n)

]
z+2l−1+j =

∮
|z|=1

dz

z
eψ<j1(n|z) z+2l−1+j +

+

∮
|z|=1

dz

z

[eψ<j2(n|z)t<21(z)

t<11(z)

]
z−4n+2l−1+j (3.5.7)

∮
|z|=1

dz

z

[eϕ<j2(n|z)

t<22(z)

]
z−2l−2+j =

∮
|z|=1

dz

z
eψ<j2(n|z) z−2l−2+j +

+

∮
|z|=1

dz

z

[eψ<j1(n|z)t<12(z)

t<22(z)

]
z+4n−2l−2+j . (3.5.8)

Тут j = 1, 2, а l = 0, 1, 3, . . . ,∞ у кожнiй з чотирьох формул (3.5.5)–(3.5.8).
Для визначености контурне iнтеґрування виконуємо проти ходу годинникової
стрiлки. Для зручности компоненти ϕ>jk(n|z), ϕ<jk(n|z) i ψ>jk(n|z), ψ<jk(n|z) ве-
кторiв Йоста було замiнено на їхнi згладженi двiйники eϕ>jk(n|z), eϕ<jk(n|z) i
eψ>jk(n|z), eψ<jk(n|z) згiдно з прийнятими ранiше означеннями (3.4.1), (3.4.2) i
(3.4.3), (3.4.4).

В однiй з наших праць [212] показано, що пiд час виконування контурно-
го iнтеґрування за спектральним параметром z в кожнiй з виписаних вище
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рiвностей (3.5.5)–(3.5.8) ми маємо повне право користуватися формальними
записами для регулярних рядiв згладжених векторiв Йоста i на самому кон-
турi iнтеґрування |z| = 1.

Окрiм цього слiд взяти до уваги граничнi властивостi

lim
|z|→∞

t>11(z) = 1 = lim
|z|→0

t>22(z) (3.5.9)

та

lim
|z|→0

t<11(z) = 1 = lim
|z|→∞

t<22(z) (3.5.10)

дiагональних елементiв матриць розсiяння (зведених матриць монодромiї), якi
випливають з формул (3.4.19) та (3.4.20) для t>jk(z) та t<jk(z) з огляду на ре-
гулярнi розклади (3.4.5), (3.4.6), (3.4.13), (3.4.14) та (3.4.7), (3.4.8), (3.4.15),
(3.4.16) для векторiв Йоста ϕ>k (n|z), ψ>

k (n|z) та ϕ<k (n|z), ψ<
k (n|z), а також на

зв’язки мiж K>
kk(n|n) i J<kk(n−1|n−1) та мiж K<

kk(n|n) i J>kk(n+1|n+1) згiдно
з формулами (3.4.17) та (3.4.18).

Нарештi, важливу роль вiдiграють нулi z>kk(r) та z<kk(r) функцiй t>kk(z) та
t<kk(z), тобто розв’язки рiвнянь

t>kk(z) = 0 (3.5.11)

та

t<kk(z) = 0 (3.5.12)

в межах областей регулярности функцiй t>kk(z) та t<kk(z), вiдповiдно. При цьому
з представлень (3.4.19) i (3.4.20) для t>kk(z) та t<kk(z) в термiнах вроньськiанiв
негайно випливають лiнiйнi залежностi

ϕ>k (n|z>kk(r)) = ψ>
j (n|z>kk(r)) p>jk (z>kk(r)) (j 6= k) (3.5.13)

та

ϕ<k (n|z<kk(r)) = ψ<
j (n|z<kk(r)) p<jk (z<kk(r)) (j 6= k), (3.5.14)
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якi можна розумiти як означення параметрiв пропорцiйности p>jk (z>kk(r)) та
p<jk (z<kk(r)), вiдповiдно.

Твердження, перелiченi в попереднiх трьох абзацах, а також теорiя лишкiв
дають змогу провести фактичнi iнтеґрування у формулах (3.5.5)–(3.5.8). В
результатi одержуємо два типи дискретних рiвнянь Марченка

K>
jk(n|n+ l) +

∞∑
m=0

2∑
i=1

K>
ji(n|n+m)F>

ik(2n+ l +m) = δ0lδjk (3.5.15)

K<
jk(n|n− l) +

∞∑
m=0

2∑
i=1

K<
ji(n|n−m)F<

ik(2n− l −m) = δ0lδjk , (3.5.16)

де j = 1, 2; k = 1, 2, а l = 0, 1, 2, 3, . . . ,∞. Тут матричнi елементи F>
jk(m) i

F<
jk(m) операторних ядер задано виразами

F>
11(m) = 0 = F>

22(m) (3.5.17)

F>
21(m) =

1

2πi

∮
|z|=1

dz

z

t>21(z)

t>11(z)
z−2m−1 +

+H (N>
ext − 1/2)

N>
ext∑

r=1

p>21 (z>11(r))

z>11(r)t
>′

11 (z>11(r))
[z>11(r)]

−2m−1 (3.5.18)

F>
12(m) =

1

2πi

∮
|z|=1

dz

z

t>12(z)

t>22(z)
z+2m+1 −

−H (N>
int − 1/2)

N>
int∑

r=1

p>12 (z>22(r))

z>22(r)t
>′

22 (z>22(r))
[z>22(r)]

+2m+1 (3.5.19)

та

F<
11(−m) = 0 = F<

22(−m) (3.5.20)
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F<
21(−m) =

1

2πi

∮
|z|=1

dz

z

t<21(z)

t<11(z)
z+2m+1 −

−H (N<
int − 1/2)

N<
int∑

r=1

p<21 (z<11(r))

z<11(r)t
<′

11 (z<11(r))
[z<11(r)]

+2m+1 (3.5.21)

F<
12(−m) =

1

2πi

∮
|z|=1

dz

z

t<12(z)

t<22(z)
z−2m−1 +

+H (N<
ext − 1/2)

N<
ext∑

r=1

p<12 (z<22(r))

z<22(r)t
<′

22 (z<22(r))
[z<22(r)]

−2m−1
, (3.5.22)

де символом H(x) позначено функцiю-сходинку Гевiсайда (Heaviside), що до-
рiвнює одиницi за x > 0 i нулевi за x < 0, а символи t>′

kk(z
>
kk(r)) та t<′

kk(z
<
kk(r))

введено для скороченого запису похiдних dt>kk(z)/dz та dt<kk(z)/dz, обчислених
за z = z>kk(r) та z = z<kk(r) вiдповiдно. Додатнi цiлi числа N>

ext, N>
int та N<

int,
N<

ext перелiчують загальну кiлькiсть коренiв в кожному з рiвнянь t>11(z) = 0,
t>22(z) = 0 та t<11(z) = 0, t<22(z) = 0, вiдповiдно.

Сукупнiсть величин t>jk(z), z>kk(r), p
>
jk (z>kk(r)) та t<jk(z), z<kk(r), p

<
jk (z<kk(r))

ми назвемо даними розсiяння для задач розсiяння (3.3.5)–(3.3.7) та (3.3.8)–
(3.3.10), що асоцiюються, вiдповiдно, з першим (висхiдним) (3.2.3) та другим
(низхiдним) (3.2.3) типами спектральних операторiв.

Як i зазвичай, часовi залежностi даних розсiяння в рiвняннях Марченка є
суто параметричними i мають бути встановленi окремо з деяких додаткових
мiркувань.

3.6 Еволюцiйнi рiвняння даних розсiяння [212]

У цьому пiдроздiлi ми зупинимося на рiвняннях еволюцiї даних розсiяння.
Для початку дамо означення граничних еволюцiйних операторiв A>(z) та

A<(z). Отже,

A>(z) = lim
n→−∞

A>(n|z) (3.6.1)

та
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A<(z) = lim
n→+∞

A<(n|z) . (3.6.2)

Згiдно з формулами (3.2.11)–(3.2.14), (3.2.19)–(3.2.34) для матричних елемен-
тiв A>

jk(n|z) та формулами (3.2.14)–(3.2.18), (3.2.19)–(3.2.34) для матричних
елементiв A<

jk(n|z), а також з граничними умовами lim|n|→∞ q±(n) = 0 та
lim|n|→∞ r±(n) = 0 на польовi амплiтуди, для матричних елементiв A>

jk(z) та
A<
jk(z) граничних еволюцiйних операторiв маємо

A>
11(z) = +iω−l z

4 + iω−t z
2 + iω0 (3.6.3)

A>
12(z) = 0 = A>

21(z) (3.6.4)

A>
22(z) = −iω0 − iω+

t z
−2 − iω+

l z
−4 (3.6.5)

та

A<
11(z) = +iω+

l z
−4 + iω+

t z
−2 + iω0 (3.6.6)

A<
12(z) = 0 = A<

21(z) (3.6.7)

A<
22(z) = −iω0 − iω−t z

2 − iω−l z
4 , (3.6.8)

вiдповiдно.
Опускаючи усi подробицi доведень, викладених в нашiй основнiй працi

[212], подамо тепер самi рiвняння еволюцiї даних розсiяння. Отже, данi розсi-
яння, що пов’язанi з висхiдним рiвнянням розсiяння

Φ>(n+ 1|z) = L>(n|z)Φ>(n|z) (3.6.9)

та представленням нульової кривини

L̇>(n|z) = A>(n+ 1|z)L>(n|z)− L>(n|z)A>(n|z) , (3.6.10)

мусять еволюцiонувати за рiвняннями

ṫ>jk(z) = A>
jj(z)t>jk(z)− t>jk(z)A>

kk(z) (3.6.11)
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ż>kk(r) = 0 (3.6.12)

d

dτ
p>jk(z

>
kk(r)) = A>

jj(z
>
kk(r))p

>
jk(z

>
kk(z

>
kk(r))− p>jk(z>kk(r))A>

kk(z
>
kk(r)) . (3.6.13)

Данi ж розсiяння, що пов’язанi з низхiдним рiвнянням розсiяння

Φ<(n− 1|z) = L<(n|z)Φ<(n|z) (3.6.14)

та представленням нульової кривини

L̇<(n|z) = A<(n− 1|z)L<(n|z)− L<(n|z)A<(n|z) , (3.6.15)

мусять еволюцiонувати за рiвняннями

ṫ<jk(z) = A<
jj(z)t<jk(z)− t<jk(z)A<

kk(z) (3.6.16)

ż<kk(r) = 0 (3.6.17)

d

dτ
p<jk(z

<
kk(r)) = A<

jj(z
<
kk(r))p

<
jk(z

<
kk(r))− p<jk(z<kk(r))A<

kk(z
<
kk(r)) . (3.6.18)

3.7 Симетрiйнi властивостi даних розсiяння
[212]

Загальнi симетрiйнi властивостi даних розсiяння по своїй сутi є прямими на-
слiдками симетрiйних властивостей функцiй Йоста. Так, розглядаючи роз-
клади (3.4.5), (3.4.6), (3.4.13), (3.4.14) та (3.4.7), (3.4.8), (3.4.15), (3.4.16) для
компонент векторiв Йоста, легко помiтити, що

ϕ>jk(n| − z) = (−1)j+kϕ>jk(n|z) (3.7.1)

ψ>jk(n| − z) = (−1)j+kψ>jk(n|z) (3.7.2)

та

ϕ<jk(n| − z) = (−1)j+kϕ<jk(n|z) (3.7.3)

ψ<jk(n| − z) = (−1)j+kψ<jk(n|z) . (3.7.4)
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Виходячи з цих формул та зважаючи на представлення (3.3.19) та (3.3.20)
для елементiв t>jk(z) та t<jk(z) зведених матриць монодромiї, робимо висновок,
що

t>jk(−z) = (−1)j+kt>jk(z) (3.7.5)

t<jk(−z) = (−1)j+kt<jk(z) . (3.7.6)

Отже, дiагональнi елементи зведених матриць монодромiї є парними фун-
кцiями спектрального параметра z. Тому коренi z>kk(r) i z<kk(r) кожного з рiв-
нянь t>kk(z) = 0 та t<kk(z) = 0 мусять з’являтися парами так, що кожен окремий
корiнь має двiйника з протилежним знаком. Очевидно при цьому кiлькiсть ко-
ренiв у кожному зi згаданих вище рiвнянь мусить бути парним числом, тобто
N>

ext ≡ 2N>
11, N

>
int ≡ 2N>

22 та N<
int ≡ 2N<

11, N
<
ext ≡ 2N<

22. За таких обставин
розумно перенумерувати коренi згiдно з наступними угодами

z>kk (2N>
kk + 1− r) = −z>kk(r) (3.7.7)

z<kk (2N<
kk + 1− r) = −z<kk(r) . (3.7.8)

Перелiчимо тепер симетрiйнi властивостi даних розсiяння. По-перше,

p>jk(−z>kk(r)) = −p>jk(z>kk(r)) (j 6= k) (3.7.9)

p<jk(−z<kk(r)) = −p<jk(z<kk(r)) (j 6= k). (3.7.10)

По-друге,

t>11(z) = t<22(z) (3.7.11)

t>12(z) = −t<12(z)z−4 (3.7.12)

t>21(z) = −t<21(z)z4 (3.7.13)

t>22(z) = t<11(z) . (3.7.14)
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По-третє,

z>jj(r) = z<kk(r) (j 6= k), (3.7.15)

де нумерацiю r коренiв z>jj(r) та z<kk(r) вважаємо спiльною. Одночасно ми
приходимо до дуже важливих обмежень N>

jj = N<
kk на повнi числа 2N>

jj i 2N<
kk

коренiв z>jj(r) i z<kk(r), де j 6= k. По-четверте,

p>jk(z
>
kk(r))p

<
kj(z

<
jj(r)) = ζ<j (z<jj(r))ζ

>
k (z>kk(r))

∞∏
m=−∞

D(m) (j 6= k).

(3.7.16)

Формули (3.7.9)–(3.7.16) встановлюють симетрiї помiж даними розсiяння,
породженими двома вiдмiнними типами задач розсiяння, i виникають лише у
симетричному формулюваннi теорiї розсiяння. Виявляється, що саме цi симе-
трiї стають найпотрiбнiшими для коректної параметризацiї розв’язкiв дослi-
джуваної нелiнiйної моделi.

У найважливiшому частинному випадку комплексно спряжених польових
амплiтуд r±(n) = q∗±(n) з’являється ще й набiр уже суто специфiчних симе-
трiй. По-перше, ми маємо

[t>11(1/z
∗)]∗ = t>22(z) (3.7.17)

[t>21(1/z
∗)]∗ = −t>12(z) (3.7.18)

та

[t<12(1/z
∗)]∗ = −t<21(z) (3.7.19)

[t<22(1/z
∗)]∗ = t<11(z). (3.7.20)

По-друге,

[z>jj(r)]
∗ = 1/z>kk(r) (j 6= k) (3.7.21)

[z<jj(r)]
∗ = 1/z<kk(r) (j 6= k). (3.7.22)
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По-третє,

p>jk(z
>
kk(r)) = −[ p>kj(z

>
jj(r))]

∗ (3.7.23)

p<jk(z
<
kk(r)) = −[ p<kj(z

<
jj(r))]

∗ . (3.7.24)

Усе це супроводжується серйозним обмеженням на числа коренiв 2N>
kk

та 2N<
kk рiвнянь t>kk(z) = 0 та t<kk(z) = 0, вiдповiдно. А саме, ми маємо

N>
kk = N = N<

kk.

3.8 Дисперсiйнi спiввiдношення для
дiагональних елементiв зведених матриць
монодромiї [212]

Дисперсiйнi спiввiдношення для дiагональних елементiв t>kk(z) та t<kk(z) зведе-
них матриць монодромiї T>(z) та T<(z) вiдiграють значну роль в аналiзуван-
нi рiвнянь Марченка (3.5.15), (3.5.16), тим самим спрощуючи шляхи побудови
їхнiх розв’язкiв.

Оскiльки виведення дисперсiйних спiввiдношень має суто математичний
iнтерес, то вiдтворювати його ми не станемо, а наведемо лише кiнцевi резуль-
тати. Наразi дисперсiйнi спiввiдношення є такими:

1

2πi

∮
|ζ|=1

dζ

ζ
· ln[1− t>12(ζ)t>21(ζ)/t>11(ζ)t>22(ζ)]

1− (z/ζ)2
=

= ln t>11(z) + ln
N∏
s=1

z2 − [z>22(s)]
2

z2 − [z>11(s)]
2

(3.8.1)

1

2πi

∮
|ζ|=1

dζ

ζ
· ln[1− t>12(ζ)t>21(ζ)/t>11(ζ)t>22(ζ)]

1− (ζ/z)2
=

= ln t>22(z) + ln
N∏
s=1

z−2 − [z>11(s)]
−2

z−2 − [z>22(s)]
−2 (3.8.2)

та
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1

2πi

∮
|ζ|=1

dζ

ζ
· ln[1− t<12(ζ)t<21(ζ)/t<11(ζ)t<22(ζ)]

1− (z/ζ)2
=

= ln t<22(z) + ln
N∏
s=1

z2 − [z<11(s)]
2

z2 − [z<22(s)]
2

(3.8.3)

1

2πi

∮
|ζ|=1

dζ

ζ
· ln[1− t<12(ζ)t<21(ζ)/t<11(ζ)t<22(ζ)]

1− (ζ/z)2
=

= ln t<11(z) + ln
N∏
s=1

z−2 − [z<22(s)]
−2

z−2 − [z<11(s)]
−2 . (3.8.4)

Тут ми виписали аж чотири дисперсiйнi спiввiдношення, що пов’язано, з одно-
го боку, з формальною рiвноправнiстю внутрiшньої |z| > 1 та зовнiшньої
|z| < 1 областей одиничного кола в площинi комплексного спектрального па-
раметра z, а з iншого боку, з подвоєним числом задач розсiяння. В пiдходах
з однiєю задачею розсiяння зазвичай обмежуються лише одним дисперсiйним
спiввiдношенням, причому в дещо iншому формулюваннi [173]. Що стосується
перших двох дисперсiйних спiввiдношень (3.8.1), (3.8.2), поданих в нашому
формулюваннi, то вони з точнiстю до позначень нагадують дисперсiйнi спiв-
вiдношення, що їх запропонували Герджiков (Gerdjikov), Iванов (Ivanov) та Ку-
лiш [70] у випадку iнтеґровної нелiнiйної системи Абловiца–Ладiка (Ablowitz–
Ladik) [3, 4].

Для повноти картини випишемо без доведення двi комплементарнi версiї

1

2πi

∮
|ζ|=1

dζ

ζ
ln [1− t>12(ζ)t>21(ζ)/t>11(ζ)t>22(ζ)] =

∞∑
m=−∞

lnD(m)−

−
N∑
s=1

ln [z>11(s)/z
>
22(s)]

2 (3.8.5)

та
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1

2πi

∮
|ζ|=1

dζ

ζ
ln [1− t<12(ζ)t<21(ζ)/t<11(ζ)t<22(ζ)] =

∞∑
m=−∞

lnD(m)−

−
N∑
s=1

ln [z<22(s)/z
<
11(s)]

2 (3.8.6)

правила сум.
Забiгаючи наперед, варто сказати, що суму

∞∑
m=−∞

lnD(m) ≡
∞∑

m=−∞
ln {[1 + q−(m)r−(m)][1 + q+(m)r+(m)]} , (3.8.7)

яка неодноразово зустрiчалася у попереднiх формулах, слiд ототожнити з пов-
ним числом збуджень в дослiджуванiй нелiнiйнiй системi (3.1.1)–(3.1.4) [199].

3.9 Багатосолiтоннi розв’язки [212]

Почнемо цей пiдроздiл iз простого спостереження, що набiр восьми дискре-
тизованих рiвнянь Марченка (3.5.15) та (3.5.16) є, по сутi, розщепленим на
чотири пари рiвнянь, алгебрично незалежних одна вiд iншої. В межах кожної
такої пари перший iндекс (iндекс j) є фiксованим, а другий iндекс (iндекс j)
пробiгає два рiзнi значення 1 i 2. Пiдстановка рiвняння з k = j до рiвняння з
k 6= j в межах кожної пари дає

K>
jj(n|n+ l)−

∞∑
m=0

K>
jj(n|n+m)M>

jj(+m+ 2n|2n+ l) = δ0l (3.9.1)

K>
jk(n|n+ l) = −

∞∑
m=0

K>
jj(n|n+m)F>

jk(+m+ 2n+ l) (3.9.2)

та

K<
jj(n|n− l)−

∞∑
m=0

K<
jj(n|n−m)M<

jj(−m+ 2n|2n− l) = δ0l (3.9.3)
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K<
jk(n|n− l) = −

∞∑
m=0

K<
jj(n|n−m)F<

jk(−m+ 2n− l) , (3.9.4)

де складенi ядра M>
jj(+m|+ l) та M<

jj(−m| − l) задано формулами

M>
jj(+m|+ l) =

∞∑
m′=0

F>
jk(+m+m′)F>

kj(+m
′ + l) (3.9.5)

та

M<
jj(−m| − l) =

∞∑
m′=0

F<
jk(−m−m′)F<

kj(−m′ − l) . (3.9.6)

Тут iндекси j та k вважаємо вiдмiнними мiж собою, j 6= k, скрiзь в шести
останнiх формулах (3.9.1)–(3.9.6).

Модифiкованi версiї (3.9.1), (3.9.2) та (3.9.3), (3.9.4) сумацiйних рiвнянь
Марченка показують, що за кожного фiксованого j рiвнянням (3.9.1) та (3.9.3)
притаманна замкненiсть стосовно величин K>

jj(n|n+m) та K<
jj(n|n−m), вiд-

повiдно. Тому рiвняння (3.9.1) та (3.9.3) слiд вважати головними. Натомiсть
роль рiвнянь (3.9.2) та (3.9.4) стає суто пiдрядною. Дiйсно, якщо величини
K>
jj(n|n+m) та K<

jj(n|n−m) вiдомi, то величини K>
jk(n|n+m) та K<

jk(n|n−m)

з j 6= k можна знайти за допомоги звичайних пiдсумовувань.
Найпростiша i водночас найважливiша ситуацiя з розв’язуванням рiвнянь

Марченка постає, коли недiагональнi данi розсiяння неперервного спектру
t>12(z), t>21(z) та t<12(z), t<21(z) як функцiї, заданi на одиничному колi |z| = 1,
стають тотожнiми нулям, а кiлькостi коренiв 2N>

kk i 2N<
kk пiдпорядковано обме-

женням N>
kk = N i N<

kk = N . Дещо коригуючи звичайну термiнологiю, ми на-
звемо цей випадок як справдi невiдбивний. Надалi ми обмежимося саме цим
випадком.

При цьому дисперсiйнi спiввiдношення (3.8.1), (3.8.3) та (3.8.2), (3.8.4) на-
бувають досить прозорих форм

t>11(z) =
N∏
s=1

z2 − exp[+µe(s) + ike(s)]

z2 − exp[−µi(s) + iki(s)]
= t<22(z) (3.9.7)
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та

t>22(z) =
N∏
s=1

z−2 − exp[+µi(s)− iki(s)]

z−2 − exp[−µe(s)− ike(s)]
= t<11(z) , (3.9.8)

де для квадратiв коренiв запропоновано такi параметризацiї

[z>11(s)]
2 = exp[+µe(s) + ike(s)] = [z<22(s)]

2 (3.9.9)

та

[z>22(s)]
2 = exp[−µi(s) + iki(s)] = [z<11(s)]

2 . (3.9.10)

Тут константи ke(s) та ki(s) вважаємо дiйсними, а константи µe(s) та µi(s)
– дiйсними додатнiми параметрами. За самою побудовою формула (3.9.7) за-
безпечує регулярнiсть величин t>11(z) та t<22(z) за |z| > 1, а формула (3.9.8) –
регулярнiсть величин t>22(z) та t<11(z) за |z| < 1. Отже, з огляду на ранiше зга-
дувану неперервнiсть функцiй t>11(z), t<22(z) та t>22(z), t<11(z) аж до самої границi
|z| = 1, формули (3.9.7) та (3.9.8) є чинними, принаймнi за |z| ≥ 1 та |z| ≤ 1,
вiдповiдно.

Структура пiдрядних частин (3.9.2) та (3.9.4) рiвнянь Марченка (3.9.1)–
(3.9.4) вказує та те, що формули (3.5.1)–(3.5.4) для польових амплiтуд здатнi
видати нетривiальнi розв’язки лише за умов, що ядра F>

jk(m) i F<
jk(−m), взятi

за j 6= k, є суттєво ненульовими величинами. В рамках задачi розсiяння цi ви-
моги виконуються, якщо N ≥ 1, тобто кожне з рiвнянь t>kk(z) = 0 та t<kk(z) = 0

мусить мати принаймнi одну пару коренiв. Тодi, у вiдповiдностi з означеннями
(3.5.18), (3.5.19) та (3.5.21), (3.5.22), ядра, що нас цiкавлять, можна записати
наступним чином

F>
21(m) =

N∑
s=1

ρ>21 (z>11(s)) exp[−νe(s)m] (3.9.11)

F>
12(m) =

N∑
s=1

ρ>12 (z>22(s)) exp[−νi(s)m] (3.9.12)
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та

F<
21(−m) =

N∑
s=1

ρ<21 (z<11(s)) exp[−νi(s)m] (3.9.13)

F<
12(−m) =

N∑
s=1

ρ<12 (z<22(s)) exp[−νe(s)m] , (3.9.14)

де взято до уваги угоди (3.7.7) та (3.7.8) про нумерацiю коренiв та властивостi
симетрiї (3.7.5), (3.7.9) та (3.7.6), (3.7.11) даних розсiяння, а також наступнi
позначення

ρ>21 (z>11(s)) =
2p>21 (z>11(s))

[z>11(s)]
2 t>

′

11 (z>11(s))
(3.9.15)

ρ>12 (z>22(s)) = −2p>12 (z>22(s))

t>
′

22 (z>22(s))
(3.9.16)

ρ<21 (z<11(s)) = −2p<21 (z<11(s))

t<
′

11 (z<11(s))
(3.9.17)

ρ<12 (z<22(s)) =
2p<12 (z<22(s))

[z<22(s)]
2 t<

′

22 (z<22(s))
(3.9.18)

i скорочення

νe(s) = µe(s) + ike(s) (3.9.19)

νi(s) = µi(s)− iki(s) . (3.9.20)

Що стосується складених ядер M>
jj(+m|+ l) та M<

jj(−m| − l), то елементарнi
пiдсумовування геометричних прогресiй, що з’являються в їхнiх означеннях
(3.9.5) та (3.9.6), дають

M>
11(+m|+ l) =M>

22(+l|+m) = (3.9.21)

=
N∑
s′=1

N∑
s′′=1

ρ>12 (z>22(s
′))

exp[−νi(s′)m− νe(s′′)l]
1− exp[−νi(s′)− νe(s′′)]

ρ>21 (z>11(s
′′))
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та

M<
11(−m| − l) =M<

22(−l| −m) = (3.9.22)

=
N∑
s′=1

N∑
s′′=1

ρ<12 (z<22(s
′))

exp[−νe(s′)m− νi(s′′)l]
1− exp[−νe(s′)− νi(s′′)]

ρ<21 (z<11(s
′′)) .

Двi останнi формули (3.9.21) та (3.9.22) чiтко вказують на вироджений ха-
рактер усих складених ядер. Як наслiдок, процедура розв’язування основних
частин (3.9.1) та (3.9.3) рiвнянь Марченка у справдi невiдбивному випадку
стає тiсно пов’язаною з пошуком допомiжних величин

X>
11(n|s) =

∞∑
m=0

K>
11(n|n+m) exp[−νi(s)m] (3.9.23)

X>
22(n|s) =

∞∑
m=0

K>
22(n|n+m) exp[−νe(s)m] (3.9.24)

та

X<
11(n|s) =

∞∑
m=0

K<
11(n|n−m) exp[−νe(s)m] (3.9.25)

X<
22(n|s) =

∞∑
m=0

K<
22(n|n−m) exp[−νi(s)m] , (3.9.26)

що пiдпорядкованi двом суто алгебричним системам рiвнянь

N∑
s′=1

X>
jj(n|s′)〈s′|C>

jj(n)|s〉 = 1 (3.9.27)

та

N∑
s′=1

X<
jj(n|s′)〈s′|C<

jj(n)|s〉 = 1 (3.9.28)

так, що статус просторової змiнної n нижчає до звичайного параметра. Тут
елементи 〈s′|C>

jj(n)|s′′〉 i 〈s′|C<
jj(n)|s′′〉 N × N матриць C>

jj(n) i C<
jj(n) опосе-
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редковано елементами

〈s′|B>
12(n)|s′′〉 =

ρ>12 (z>22(s
′)) exp[−2νi(s

′)n]

1− exp[−νi(s′)− νe(s′′)]
(3.9.29)

〈s′|B>
21(n)|s′′〉 =

ρ>21 (z>11(s
′)) exp[−2νe(s

′)n]

1− exp[−νe(s′)− νi(s′′)]
(3.9.30)

та

〈s′|B<
12(n)|s′′〉 =

ρ<12 (z<22(s
′)) exp[+2νe(s

′)n]

1− exp[−νe(s′)− νi(s′′)]
(3.9.31)

〈s′|B<
21(n)|s′′〉 =

ρ<21 (z<11(s
′)) exp[+2νi(s

′)n]

1− exp[−νi(s′)− νe(s′′)]
(3.9.32)

iнших N ×N матриць B>
12(n), B>

21(n) та B<
12(n), B<

21(n) за допомоги виразiв

〈s′|C>
jj(n)|s′′〉 = δs′s′′ −

N∑
s=1

〈s′|B>
jk(n)|s〉〈s|B>

kj(n)|s′′〉 (3.9.33)

та

〈s′|C<
jj(n)|s′′〉 = δs′s′′ −

N∑
s=1

〈s′|B<
jk(n)|s〉〈s|B<

kj(n)|s′′〉 , (3.9.34)

де iндекси j та k вважаємо вiдмiнними мiж собою, j 6= k.
Стандартний рецепт розв’язування систем лiнiйних алгебричних рiвнянь

(3.9.27) та (3.9.28) приводить до виразiв

X>
jj(n|s) =

N∑
s′=1

∂ ln detC>
jj(n)

∂〈s|C>
jj(n)|s′〉

(3.9.35)

та

X<
jj(n|s) =

N∑
s′=1

∂ ln detC<
jj(n)

∂〈s|C<
jj(n)|s′〉

. (3.9.36)

Знання допомiжних величин X>
jj(n|s) та X<

jj(n|s) дає змогу вiдтворити
розв’язки початкових величин K>

jk(n|n + m) та K<
jk(n|n − m) за допомоги
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певних формул пiдсумовування. Тут ми випишемо лише формули для вiд-
творення найнижчих коефiцiєнтiв K>

jk(n|n) та K<
jk(n|n), чого, як ми знаємо,

цiлком достатньо для наших намiрiв знайти розв’язки основної нелiнiйної ево-
люцiйної задачi (3.1.1)–(3.1.4) в термiнах польових амплiтуд q−(n), r−(n) та
q+(n), r+(n). Цi формули є такими:

K>
11(n|n) = 1 + (3.9.37)

+
N∑
s′=1

N∑
s′′=1

X>
11(n|s′)〈s′|B>

12(n)|s′′〉ρ>21 (z>11(s
′′)) exp[−2νe(s

′′)n]

K>
21(n|n) = −

N∑
s=1

X>
22(n|s)ρ>21 (z>11(s)) exp[−2νe(s)n] (3.9.38)

K>
22(n|n) = 1 + (3.9.39)

+
N∑
s′=1

N∑
s′′=1

X>
22(n|s′)〈s′|B>

21(n)|s′′〉ρ>12 (z>22(s
′′)) exp[−2νi(s

′′)n]

K>
12(n|n) = −

N∑
s=1

X>
11(n|s)ρ>12 (z>22(s)) exp[−2νi(s)n] (3.9.40)

та

K<
11(n|n) = 1 + (3.9.41)

+
N∑
s′=1

N∑
s′′=1

X<
11(n|s′)〈s′|B<

12(n)|s′′〉ρ<21 (z<11(s
′′)) exp[+2νi(s

′′)n]

K<
21(n|n) = −

N∑
s=1

X<
22(n|s)ρ<21 (z<11(s)) exp[+2νi(s)n] (3.9.42)

K<
22(n|n) = 1 + (3.9.43)

+
N∑
s′=1

N∑
s′′=1

X<
22(n|s′)〈s′|B<

21(n)|s′′〉ρ<12 (z<22(s
′′)) exp[+2νe(s

′′)n]

K<
12(n|n) = −

N∑
s=1

X<
11(n|s)ρ<12 (z<22(s)) exp[+2νe(s)n] . (3.9.44)
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Безпосередньою пiдстановкою восьми останнiх виразiв до формул (3.5.1),
(3.5.2) та (3.5.3), (3.5.4) для польових амплiтуд q−(n), r−(n) та q+(n), r+(n) ми
одержуємо

q−(n) =
+iK>

12(n|n)

K>
22(n|n)

= (3.9.45)

=

−i
N∑
s=1

X>
11(n|s)ρ>12(z>22(s)) exp[−2νi(s)n]

1 +
N∑
s′=1

N∑
s′′=1

X>
22(n|s′)〈s′|B>

21(n)|s′′〉ρ>12(z>22(s′′)) exp[−2νi(s′′)n]

r−(n) =
+iK>

21(n|n)

K>
11(n|n)

= (3.9.46)

=

−i
N∑
s=1

X>
22(n|s)ρ>21(z>11(s)) exp[−2νe(s)n]

1 +
N∑
s′=1

N∑
s′′=1

X>
11(n|s′)〈s′|B>

12(n)|s′′〉ρ>21(z>11(s′′)) exp[−2νe(s′′)n]

та

q+(n) =
−iK<

12(n|n)

K<
22(n|n)

= (3.9.47)

=

+i
N∑
s=1

X<
11(n|s)ρ<12(z<22(s)) exp[+2νe(s)n]

1 +
N∑
s′=1

N∑
s′′=1

X<
22(n|s′)〈s′|B<

21(n)|s′′〉ρ<12(z<22(s′′)) exp[+2νe(s′′)n]

r+(n) =
−iK<

21(n|n)

K<
11(n|n)

= (3.9.48)

=

+i
N∑
s=1

X<
22(n|s)ρ<21(z<11(s)) exp[+2νi(s)n]

1 +
N∑
s′=1

N∑
s′′=1

X<
11(n|s′)〈s′|B<

12(n)|s′′〉ρ<21(z<11(s′′)) exp[+2νi(s′′)n]

.

Цi результати (3.9.45)–(3.9.48) i встановлюють N -солiтонний розв’язок напiв-
дискретної нелiнiйної моделi Шрьодiнґера на пласкiй фермоподiбнiй драбин-
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частiй ґратцi (3.1.1)–(3.1.4).
Часова залежнiсть N -солiтонного розв’язку здiйснюється через часовi за-

лежностi даних розсiяння p>jk(z
>
kk(s)), z

>
kk(s) та p<jk(z

<
kk(s)), z

<
kk(s), що входять

до правих частин виведених формул (3.9.45), (3.9.46) та (3.9.47), (3.9.48) у
виглядi комбiнацiй ρ>jk(z

>
kk(s)) та ρ<jk(z

<
kk(s)) як безпосередньо, так i в складi

iнших задiяних величин X>
jj(n|s), 〈s′|B>

jk(n)|s′′〉 та X<
jj(n|s), 〈s′|B<

jk(n)|s′′〉. У
повнiй згодi зi своїми означеннями (3.9.15), (3.9.16) та (3.9.17), (3.9.18) ком-
позицiйнi данi розсiяння ρ>jk(z

>
kk(s)) i ρ<jk(z

<
kk(s)) мусять еволюцiювати у той

самий спосiб, що й p>jk(z
>
kk(s)) i p<jk(z

<
kk(s)), вiдповiдно, тобто мусять пiдпоряд-

ковуватися рiвнянням

d

dτ
ρ>jk(z

>
kk(s)) = A>

jj(z
>
kk(s))ρ

>
jk(z

>
kk(s))− ρ>jk(z>kk(s))A>

kk(z
>
kk(s)) (3.9.49)

d

dτ
ρ<jk(z

<
kk(s)) = A<

jj(z
<
kk(s))ρ

<
jk(z

<
kk(s))− ρ<jk(z<kk(s))A<

kk(z
<
kk(s)) . (3.9.50)

Це легко зрозумiти, спираючись на рiвняння еволюцiї (3.6.11)–(3.6.13) та
(3.6.16)–(3.6.18) для основних даних розсiяння. Розв’язки рiвнянь (3.9.49) та
(3.9.50) для композицiйних даних розсiяння ρ>jk(z

>
kk(s)) та ρ

<
jk(z

<
kk(s)) очевидно

визначають вирази

ρ>jk (z>kk(s)|τ) = ρ>jk (z>kk(s)|0)× (3.9.51)

× exp

{∫ τ

0

dξ
[
A>
jj (z>kk(s)|ξ)− A>

kk (z>kk(s)|ξ)
]}

ρ<jk (z<kk(s)|τ) = ρ<jk (z<kk(s)|0)× (3.9.52)

× exp

{∫ τ

0

dξ
[
A<
jj (z<kk(s)|ξ)− A<

kk (z<kk(s)|ξ)
]}

,

де потреба явно вказати на часовий арґумент τ в задiяних величинах виникла
для коректного запису результатiв iнтеґрування.

Аби одержати багатосолiтоннi розв’язки рiвнянь Марченка, ми вважали
повну кiлькiсть коренiв в кожному з чотирьох рiвнянь (3.5.11) та (3.5.12) одна-
ковою i рiвною 2N . На загал цi обмеження видаються дещо незрозумiлими,
проте знаходять своє природнє обґрунтування щойно ми вдамося до додатко-
вої специфiкацiї моделi за допомоги комплексного спряження польових амплi-
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туд r±(n) = q∗±(n), уже побiжно згадуваної в пiдроздiлi 3.7 цього роздiлу. Ця ж
сама редукцiя r±(n) = q∗±(n) започатковує низку iнших додаткових симетрiй
для величин, що входять до N -солiтонного розв’язку. Так, зважаючи на пев-
ний набiр загальних спiввiдношень симетрiї, ранiше встановлених в пiдроздiлi
3.7 для даних розсiяння, ми виявили наступне

ρ≷jk

(
z≷kk(s)

)
= −

[
ρ≷kj(z

≷
jj(s))

]∗
(3.9.53)

µe(s) = µ(s) = µi(s) (3.9.54)

ke(s) = k(s) = ki(s) (3.9.55)

νe(s) = [νi(s)]
∗ (3.9.56)

〈s′|B≷
jk(n)|s′′〉 = −〈s′|B≷

kj(n)|s′′〉∗ (3.9.57)

〈s′|C≷
jj(n)|s′′〉 = 〈s′|C≷

kk(n)|s′′〉∗ (3.9.58)

X≷
jj(n|s) = [X≷

kk(n|s)]
∗ , (3.9.59)

де iндекси j та k вважаються рiзними j 6= k.
Ще одна частина симетрiйних обмежень, характерних для справдi невiд-

бивного випадку, стосується добуткiв ρ>jk(z
>
kk(s))ρ

<
kj(z

<
jj(s)) композицiйних да-

них розсiяння ρ>jk(z
>
kk(s)) та ρ

<
kj(z

<
jj(s)), взятих за j 6= k. Цi обмеження ґрунту-

ються на формулi (3.7.16) для добутку p>jk(z
>
kk(r))p

<
kj(z

<
jj(r)), доповненiй озна-

ченнями (3.9.15), (3.9.16) та (3.9.17), (3.9.18) композицiйних даних розсiяння,
а також дисперсiйними спiввiдношеннями (3.9.7) та (3.9.8) i належним чином
сконкретизованими правилами сум (3.8.5) та (3.8.6). В результатi маємо

ρ>12(z
>
22(s))ρ

<
21(z

<
11(s)) = [z>22(s)]

2 ×

× lim
z→z>22(s)

{[
z−2 − (z>22(s))

−2]2 N∏
s′=1

[z>11(s
′)]2[z−2 − (z>11(s

′))−2]2

[z>22(s
′)]2[z−2 − (z>22(s

′))−2]2

}
(3.9.60)

ρ>21(z
>
11(s))ρ

<
12(z

<
22(s)) = [z>11(s)]

−2 ×

× lim
z→z>11(s)

{[
z2 − (z>11(s))

2
]2 N∏

s′=1

[z>11(s
′)]2[z2 − (z>22(s

′))2]2

[z>22(s
′)]2[z2 − (z>11(s

′))2]2

}
. (3.9.61)
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3.10 Односолiтонна динамiка [199, 212]

У цьому пiдроздiлi ми крок за кроком зробимо деякi спрощення загальних
наробок попереднього пiдроздiлу i прийдемо до наочної реалiзацiї солiтонної
динамiки.

Найочевиднiше спрощення полягає в редукцiї до комплексно спряжених
польових амплiтуд r+(n) = q∗+(n) i r−(n) = q∗−(n). Цей крок надає змоги засто-
совувати вже згаданi в пiдроздiлi 3.1 цього роздiлу обмеження на параметри
мiжвузлових зв’язкiв ω−l , ω

−
t , ω

+
l , ω

+
t та на параметр енергетичного зсуву ω0 i

тим самим звернутися до параметризацiй

ω−l exp(+iγl) = ωl = ω+
l exp(−iγl), (3.10.1)

ω−t exp(+iγt) = ωt = ω+
t exp(−iγt) (3.10.2)

в термiнах суто дiйсних величин ωl, γl та ωt, γt, а також взяти до уваги дiй-
снiсть величини ω0. Тут фази γl i γt доцiльно трактувати як фази Паєрлса
[145, 208], пов’язанi з магнетними потоками крiзь елементарнi клаптики дра-
бинчастої ґратки. Як наслiдок, формули (3.9.51) та (3.9.52) для часових зале-
жностей композицiйних дискретних даних розсiяння можна звести до прийня-
тнiших форм

ρ>jk(z
>
kk(s)|τ) = ρ>jk(z

>
kk(s)|0)×

× exp

+2

τ∫
0

dξ
[
µ(s)v(k(s)|ξ|µ(s))− i(−1)kω(k(s)|ξ|µ(s))

] (3.10.3)

ρ<jk(z
<
kk(s)|τ) = ρ<jk(z

<
kk(s)|0)×

× exp

−2

τ∫
0

dξ
[
µ(s)v(k(s)|ξ|µ(s)) + i(−1)kω(k(s)|ξ|µ(s))

] , (3.10.4)

де введено позначення

µ(s)v(k(s)|τ |µ(s)) = ωl(τ) sinh 2µ(s) sin(2k(s)− γl(τ)) +

+ ωt(τ) sinhµ(s) sin(k(s)− γt(τ)) (3.10.5)
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та

ω(k(s)|τ |µ(s)) =−ω0(τ)− ωl(τ) cosh 2µ(s) cos(2k(s)− γl(τ))−
− ωt(τ) coshµ(s) cos(k(s)− γt(τ)) , (3.10.6)

а також зроблено явнi записи часового арґумента τ .
Аби завершити параметризацiю композицiйних дискретних

даних розсiяння ρ>jk(z
>
kk(s)|τ) та ρ<jk(z

<
kk(s)|τ), слiд запропо-

нувати прийнятну параметризацiю для їхнiх початкових зна-
чень ρ>jk(z

>
kk(s)|0) та ρ<jk(z

<
kk(s)|0). Так, для початкових значень

ρ>jl(z
>
ll (s)|0) та ρ<jl(z

<
ll (s)|0), що вiдповiдають односолiтонному розв’язку

(N = 1), ми маємо

ρ≷jl(z
≷
ll |0) = ±2i sinhµ exp[±2µ(x± 1/4) + i(−1)l(θ ∓ k/2)] . (3.10.7)

Тут вказiвки на порядкове число s = 1 одного єдиного солiтона ми вилучили
як зайвi. Одночасно ми перейменували кiлька iндексiв, аби запобiгти їхньому
ототожненню з вiльним параметром k.

Пiдготувавши правi частини формул (3.9.45), (3.9.46) та (3.9.47), (3.9.48)
для q−(n), r−(n) та q+(n), r+(n) в дусi ухвалених параметризацiй, ми прихо-
димо до досить зручних виразiв

q−(n) =

sinhµ exp[+2ikn+ i(θ − k/2)− 2i
τ∫
0

dξω(k|ξ|µ)]

cosh{2µ[n− 1/4− x−
τ∫
0

dξv(k|ξ|µ)]}
(3.10.8)

q+(n) =

sinhµ exp[+2ikn+ i(θ + k/2)− 2i
τ∫
0

dξω(k|ξ|µ)]

cosh{2µ[n+ 1/4− x−
τ∫
0

dξv(k|ξ|µ)]}
(3.10.9)

для односолiтонного розв’язку початкової нелiнiйної динамiчної системи
(3.1.1)–(3.1.4). З огляду на прийнятi симетрiйнi редукцiї r−(n) = q∗−(n) та
r+(n) = q∗+(n), вирази для r−(n) та r+(n) ми тут не подаємо.

Пiдкреслимо, що одержанi формули (3.10.8) та (3.10.9) для односолiтон-
ного розв’язку залишаються чинними незалежно вiд конкретного вибору ча-
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сових залежностей в параметрах зв’язку, тим самим пропонуючи практично
невичерпне розмаїття сценарiїв параметричного впливу на нелiнiйну систему
навiть в рамках односолiтонної динамiки.

Зважаючи на фермоподiбну будову просторової ґратки та пригадуючи фi-
зичну iнтерпретацiю скоригованих польових функцiй Q+(n), R+(n) та Q−(n),
R−(n) як амплiтуд присутности збудження (амплiтуд збуджености), розумно
ввести поняття середньої повздовжньої координати y нелiнiйного хвильового
пакету за допомоги формули

y =

∞∑
n=−∞

[(n− 1/4)Q−(n)R−(n) + (n+ 1/4)Q+(n)R+(n)]

∞∑
n=−∞

[Q−(n)R−(n) +Q+(n)R+(n)]
. (3.10.10)

Безпосереднiй пiдрахунок координати y на односолiтонному розв’язку (3.10.8)
та (3.10.9) з використанням обернених точкових перетворень

Q±(n) =
√

[q±(n)/r±(n)] ln[1 + q±(n)r±(n)] (3.10.11)

R±(n) =
√

[r±(n)/q±(n)] ln[1 + r±(n)q±(n)] (3.10.12)

дає

y = x+

τ∫
0

dξv(k|ξ|µ) . (3.10.13)

Отже, величину v(k|τ |µ) слiд розумiти як миттєву повздовжню швидкiсть
центру солiтона в момент часу τ , а параметр x – як початкову повздовжню
координату солiтонного хвильового пакету.

За умови µ� 1 параметр 1/µ оцiнює характерний розмiр солiтонного хви-
льового пакету в повздовжньому напрямi, але за µ & 1 така оцiнка перестає
бути правильною, i за µ � 1 повздовжнiй розмiр солiтона слiд оцiнювати
величиною, що коливається мiж 1 та 1/

√
µ залежно вiд положення центру y

солiтонного пакету. Детальний аналiз такого дихального ефекту зроблено в
однiй з наших праць [200] на прикладi iнтеґровної одноланцюжкової нелiнiй-
ної моделi Шрьодiнґера.

159



Що стосується величин ω(k|τ |µ) та k, то обмежимось їхньою iнтерпрета-
цiєю в найпростiшому випадку незалежних вiд часу параметрiв мiжвузлових
резонансних зв’язкiв та нульових фаз Паєрлса.

Беручи до уваги перiодичнiсть функцiї ω(k|τ |µ) за k, розглянемо лише iн-
тервал −π/2 ≤ k < +3π/2 i розiб’ємо його на два пiдiнтервали −π/2 ≤ k <

+π/2 i +π/2 ≤ k < +3π/2. Останнiй крок дає змогу замiсть параметра k
ввести нового параметра κ – спiльного для обох пiдiнтервалiв за правилом

k = κ/2 − π/2 ≤ k < +π/2 , (3.10.14)

k = κ/2 + π + π/2 ≤ k < +3π/2 . (3.10.15)

В результатi, одногiлковий (k-параметризований) односолiтонний розв’язок
(3.10.8), (3.10.9) вдається замiнити на двогiлковий (κ-параметризований)
односолiтонний розв’язок

q−(n|b) =
sinhµ exp[+iκn+ i(θ − κ/4− πb/2)− iτΩb(κ|µ)]

cosh{2µ[n− 1/4− x− τvb(κ|µ)]}
(3.10.16)

q+(n|b) =
sinhµ exp[+iκn+ i(θ + κ/4 + πb/2)− iτΩb(κ|µ)]

cosh{2µ[n+ 1/4− x− τvb(κ|µ)]}
, (3.10.17)

де значення b = 0 або b = 1 вказує на порядкове число солiтонної гiлки, а
параметр κ перебуває в межах першої зони Брiллюена (Brillouin) −π < κ <

+π. Тут функцiї Ωb(κ|µ) та vb(κ|µ) пiдпорядковано означенням

Ωb(κ|µ) = 2ω(κ/2 + πb|τ = 0|µ) =

=−2ω0 − 2ωl cosh 2µ cosκ − (−1)b2ωt coshµ cos(κ/2) (3.10.18)

µvb(κ|µ) = µv(κ/2 + πb|τ = 0|µ) =

= ωl sinh 2µ sinκ + (−1)bωt sinhµ sin(κ/2) , (3.10.19)

де ранiше вказанi припущення щодо параметрiв мiжвузлових резонансних
зв’язкiв та фаз Паєрлса залишаються чинними.

В границi особливо широкого хвильового пакету µ → 0 частоти Ωb(κ|µ)

прямують до значень Ωb(κ|0), що вiдтворюють двогiлковий спектр, характер-
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ний для лiнiйної частини основної нелiнiйної системи (3.1.1)–(3.1.4). В тiй же
границi µ→ 0 величини vb(κ|µ) набувають сенсу групових швидкостей

vb(κ|0) =
∂

∂κ
Ωb(κ|0) (3.10.20)

вiдповiдних пласких хвиль зi всiма ознаками величини κ як звичайного хви-
льового числа. Варто зазначити, що двогiлкова реалiзацiя енергетичної
структури як в односолiтонному, так i в лiнiйному розв’язках є неодмiнним
атрибутом запропонованої моделi, який зумовлено тiєю самою геометричною
рисою, а саме – наявнiстю двох структурних елементiв в елементарнiй комiрцi
базової драбинчастої ґратки.

3.11 Закони збереження та Гамiльтонове
формулювання моделi [199, 213, 216]

Ще одним пiдтвердженням iнтеґровности дослiджуваної нелiнiйної моделi
(3.8.5)–(3.8.5) є наявнiсть нескiнченного числа законiв збереження вiдповiд-
но до нескiнченного числа вузлiв просторової ґратки.

Рекурентна процедура пошуку густин та потокiв, що входять до законiв
збереження, будується, спираючись на пiдхiд, описаний в працях Абловiца
(Ablowitz) i Ладiка (Ladik) [4, 5] чи Тсучiди (Tsuchida) i Вадатi (Wadati)
[188, 187], або на узагальнений пiдхiд, запропонований в кiлькох наших працях
[213, 216]. Не вiдтворюючи деталей розрахункiв, наведемо вiдразу результати
для п’яти перших iнтеґралiв руху, оскiльки саме вони знадобляться нам для
гамiльтонiвського формулювання основної нелiнiйної моделi. Отже величини,
що зберiгаються в процесi еволюцiї, є такими:

I−l =
∞∑

m=−∞
q+(m)r+(m− 1)[1 + q−(m)r−(m)] +

+
∞∑

m=−∞
q−(m+ 1)r−(m)[1 + q+(m)r+(m)] +

+
∞∑

m=−∞

1

2

[
q2+(m)r2−(m) + q2−(m)r2+(m− 1)

]
(3.11.1)
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I−t =
∞∑

m=−∞
[q+(m)r−(m) + q−(m)r+(m− 1)] (3.11.2)

I0 =
∞∑

m=−∞
ln
{

[1 + q−(m)r−(m)][1 + q+(m)r+(m)]
}

(3.11.3)

I+t =
∞∑

m=−∞
[q−(m)r+(m) + q+(m)r−(m+ 1)] (3.11.4)

I+l =
∞∑

m=−∞
q−(m)r−(m+ 1)[1 + q+(m)r+(m)] +

+
∞∑

m=−∞
q+(m− 1)r+(m)[1 + q−(m)r−(m)] +

+
∞∑

m=−∞

1

2

[
q2−(m)r2+(m) + q2+(m)r2−(m+ 1)

]
. (3.11.5)

Знаючи цi iнтеґрали руху, легко перевiрити, що дещо громiздкi початковi
нелiнiйнi еволюцiйнi рiвняння (3.1.1)–(3.1.4) можна переписати в досить ком-
пактнiй Гамiльтоновiй (Hamilton) формi

+iq̇±(n) = [1 + q±(n)r±(n)]
∂H

∂r±(n)
(3.11.6)

−iṙ±(n) = [1 + q±(n)r±(n)]
∂H

∂q±(n)
. (3.11.7)

Тут гамiльтонiан моделi

H = −ω−l I
−
l − ω

−
t I
−
t − 2ω0I0 − ω+

t I
+
t − ω+

l I
+
l (3.11.8)

повнiстю визначається щойно виписаними iнтеґралами руху (3.11.1)–(3.11.5),
помноженими на доречнi параметри мiжвузлових зв’язкiв. Наявнiсть множни-
кiв 1 + q±(n)r±(r) в правих частинах рiвнянь Гамiльтона (Hamilton) (3.11.6)
та (3.11.7) свiдчить про нестандартнiсть вiдповiдних фундаментальних дужок
Пуассона. Саме ця обставина i застерiгає нас вiд трактування вихiдних польо-
вих функцiй q+(n), r+(n) та q−(n), r−(n) як амплiтуд збуджености.
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Натомiсть, переформулювання дослiджуваної моделi в термiнах скориго-
ваних польових функцiй Q+(n), R+(n) та Q−(n), R−(n) за допомоги прямих
точкових перетворень (3.1.5) та (3.1.6) приводить до стандартних рiвнянь Га-
мiльтона

+iQ̇±(n) =
∂H

∂R±(n)
(3.11.9)

−iṘ±(n) =
∂H

∂Q±(n)
, (3.11.10)

що вiдповiдають стандартним дужкам Пуассона. У випадку редукцiї R±(n) =

Q∗±(n) цi результати ще раз пiдкреслюють правомiрнiсть iнтерпретацiї величин
Q+(n), R+(n) та Q−(n), R−(n) як амплiтуд збуджености, вiдповiдно, правого
(+) та лiвого (−) вузла n-тої елементарної комiрки ґратчастої дволанцюжко-
вої (драбинчастої) структури.

A posteriori звернiмо увагу, що iнтеграли руху I−l , I
−
t , I0, I

+
t , I

+
l (3.11.1)–

(3.11.5) дослiджуваної нелiнiйної системи (3.1.1)–(3.1.4) мають усi ознаки то-
чних адiабатних iнварiантiв [15], причому, на вiдмiну вiд вимог теорiї адiаба-
тних iнварiантiв [15], будь-який вибiр швидкостей змiни параметрiв мiжвузло-
вої взаємодiї ω−l , ω

+
l , ω

−
t , ω

+
t та параметра систематичного зсуву шкали енергiї

ω0 у часi τ жодним чином не порушує їхнього статусу точних iнтегралiв ру-
ху. Що ж стосується гамiльтонiана системи (3.11.8), то вiн набуває статусу
iнтеграла руху лише за умов незалежности параметрiв ω−l , ω

+
l , ω

−
t , ω

+
t , ω0 вiд

часу.

3.12 Пiдсумки

Отже, в третьому роздiлi ми представили чотирикомпонентну нелiнiйну си-
стему Шрьодiнґера на регулярнiй квазiодновимiрнiй ґратцi. Аналiз лiнiйної
частини цiєї системи вказує, що первинна просторова структура ґратки носiя
збуджень являє собою драбинчасту ґратку iз зиґзаґоподiбно впорядкованими
щаблями, яка мiстить по два вузли на одну елементарну комiрку. Параметри
мiжвузлового резонансного зв’язку системи можуть бути довiльними функцi-
ями вiд часу, що є важливим чинником для строгого моделювання широкого
кола параметрично розгойдуваних систем рiзноманiтної фiзичної природи. За
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фiзично вмотивованої умови комплексно спряжених польових амплiтуд, фази
параметрiв мiжвузлового резонансного зв’язку набувають сенсу фаз Паєрлса,
вiдповiдальних за зовнiшнi магнетнi поля, що пронизують елементарнi кла-
птики драбинчастої ґратки.

За самою своєю побудовою система є iнтеґровною, оскiльки допускає пред-
ставлення нульової кривини. Бiльше того, з метою вiдтворення симетрiї мiж
двома парами польових амплiтуд, ми запропонували двi пари допомiжних ма-
тричнозначних лiнiйних рiвнянь, асоцiйованих з додатнiм та вiд’ємним зсува-
ми повздовжньої дискретної просторової координати в двох типах допомiжних
функцiй пiд дiєю двох допустимих типiв спектральних операторiв, вiдповiд-
но. Тим самим ми з необхiднiстю мали працювати з двома типами рiвнянь
нульової кривини, а саме – з висхiдним рiвнянням нульової кривини та з низ-
хiдним рiвнянням нульової кривини. Такий симетризований пiдхiд має кiлька
практичних переваг, оскiльки значно спрощує пошук розв’язкiв дослiджуваної
системи нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь i уможливлює надiйний симетрiйно
вмотивований контроль одержаних результатiв.

В термiнах вказаної вище симетрiї мiж польовими амплiтудами, ми роз-
глянули два рiзновиди прямої задачi розсiяння – координатно-висхiдний та
координатно-низхiдний. Ми започаткували двi пари базових матричнозначних
функцiй (розв’язкiв) Йоста (по однiй парi на кожен рiзновид прямої задачi
розсiяння) i встановили взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж розв’язками
Йоста протилежних типiв. Ми представили також традицiйнi спiввiдношення
мiж розв’язками Йоста того самого типу, тим самим ґарантувавши адекватнi
означення двох рiзновидiв зведеної матрицi монодромiї.

Зваживши на властивостi регулярности та симетрiї розв’язкiв Йоста, а та-
кож матриць монодромiї, ми вивели два типи сумацiйних рiвнянь Марченка
для коефiцiєнтiв розкладу векторiв Йоста i виписали комплементарнi форму-
ли для польових амплiтуд в термiнах найнижчих коефiцiєнтiв розкладу.

Оскiльки ядра рiвнянь Марченка суттєво зумовлено даними розсiяння, ми
одержали звичайнi диференцiйнi рiвняння, що керують еволюцiєю даних роз-
сiяння в часi, а також всебiчно проаналiзували властивостi симетрiї даних
розсiяння як взагалi, так i за редукцiї до комплексно спряжених польових ам-
плiтуд.

Ми знайшли дисперсiйнi спiввiдношення для дiагональних елементiв обох
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рiзновидiв матрицi монодромiї за звичного спрощувального припущення про
однакове число нулiв в кожному дiагональному матричному елементi окремо
взятої матрицi монодромiї, що цiлком виправдано принаймнi за редукцiї до
комплексно спряжених польових амплiтуд.

Ми описали процедуру розв’язування рiвнянь Марченка в справдi невiд-
бивному випадку i формально одержали багатосолiтонний розв’язок початко-
вої (нередукованої) нелiнiйної системи з еволюцiєю в часi, опосередкованою
часовими залежностями даних розсiяння.

Ми проаналiзували найпростiшу реалiзацiю солiтонної динамiки за реду-
кцiї до комплексно спряжених польових амплiтуд та зробили повну iнтерпре-
тацiю солiтонних параметрiв. Ми наголосили також на цiлком природнiй ко-
реляцiї мiж двовузловою будовою елементарної комiрки ґратки-носiя та дво-
гiлковим розщепленням солiтонного розв’язку.

Аби пiдкреслити переваги запропонованого нами симетризованого пiдходу
до прямої та оберненої задач розсiяння, звернемо особливу увагу на явну не-
долугiсть використання лише одного окремого несиметризованого (висхiдного
чи низхiдного) варiанту теорiї при побудовi розв’язкiв для польових амплiтуд,
коли одна з фiзично рiвноправних пар функцiй q+(n), r+(n) чи q−(n), r−(n)

потребує залучення вищих коефiцiєнтiв розкладу векторiв Йоста i таким чи-
ном призводить до значних i кострубатих перепон в аналiтичних розрахунках.

Нарештi, ми знайшли явно низку найважливiших законiв збереження до-
слiджуваної iнтеґровної нелiнiйної ґратчастої системи та вказали на її Га-
мiльтонове представлення як в термiнах вихiдних польових функцiй, так i в
термiнах спецiально введених фiзично скоригованих функцiй.
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Роздiл 4

Напiвдискретна iнтеґровна нелiнiйна
Шрьодiнґерова система з тлозалежною
мiжвузловою резонансною взаємодiєю

4.1 Вступнi зауваження та рiвняння
нелiнiйної Шрьодiнґерової системи на
стьожцi трикутної ґратки з двома типами
мiжвузлової резонансної взаємодiї
[208, 220, 221, 227, 228, 229]

Напiвдискретнi iнтеґровнi нелiнiйнi Шрьодiнґеровi (Schrödinger) системи на
одновимiрних або квазiодновимiрних ґратках [2, 4, 6, 8, 7, 69, 188, 194, 196, 238]
вiдiграють значну роль в моделюваннi широкого кола явищ з рiзних галузей
фiзики, позаяк вони допомагають збагнути на який тип нелiнiйних збуджень
слiд сподiватися, розглядаючи конкретнi фiзичнi ситуацiї. Достатньо заува-
жити, що концепцiя нелiнiйних збуджень, пов’язаних з тiєю чи iншою моде-
ллю нелiнiйного шрьодiнґерiвського типу, є досить плiдною для дослiдження
нелiнiйних ефектiв в дискретних електричних передавальних мережах [123],
для моделювання процесiв перенесення енергiї i заряду в макромолекулах
солiтоноподiбними збудженнями [26, 53, 54, 163], а також для теоретичного
трактування експериментально спостережуваних розподiлiв свiтла в перерi-
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зах зв’язаних оптичних волокнин [38, 67].
Виходячи з цього, запропонована нами напiвдискретна iнтеґровна нелi-

нiйна Шрьодiнґерова система з тлозалежними мiжвузловими резонансними
зв’язками [208, 220, 221, 227, 228] може мати значнi фiзичнi застосування в яко-
стi багатокомпонентної системи з двома типами вiльних параметрiв зв’язку,
що зумовлюють досить незвичнi властивостi [223, 225], i системи, чия ґраткова
структура-носiй є близько спорiдненою зi структурою нанотрубки типу (1,1)
на основi бору [113], що належить до нового класу низьковимiрних синтети-
чних матерiалiв, вiдомих як наностьожки [83, 99, 134]. У цьому роздiлi ми
розглядаємо найрепрезентативнiшi результати дослiджень такої напiвдискре-
тної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи.

Напiвдискретна нелiнiйна Шрьодiнґерова система з тлозалежними мiж-
вузловими резонансними зв’язками (яку можна розглядати також як iн-
теґровну нелiнiйну Шрьодiнґерову систему на стьожцi трикутної ґратки),
записана в термiнах двох пар основних польових змiнних q+(n), r+(n) та
q−(n), r−(n) i однiєї пари супутнiх польових змiнних µ(n), ν(n), має вигляд
[208, 220, 221, 227, 228, 229]

+ iq̇+(n) + βq−(n− 1)[1 + q+(n)r+(n)] +

+ αq+(n+ 1)[q+(n)r−(n)− ν(n)] + α [q−(n) + q+(n)µ(n)] = 0 (4.1.1)

− iṙ+(n) + αr−(n− 1)[1 + r+(n)q+(n)] +

+ βr+(n+ 1)[r+(n)q−(n)− µ(n)] + β [r−(n) + r+(n)ν(n)] = 0 (4.1.2)

+ iq̇−(n) + αq+(n+ 1)[1 + q−(n)r−(n)] +

+ βq−(n− 1)[q−(n)r+(n)− µ(n)] + β [q+(n) + q−(n)ν(n)] = 0 (4.1.3)

− iṙ−(n) + βr+(n+ 1)[1 + r−(n)q−(n)] +

+ αr−(n− 1)[r−(n)q+(n)− ν(n)] + α [r+(n) + r−(n)µ(n)] = 0 (4.1.4)

+ iµ̇(n) + αq+(n+ 1)[r+(n) + r−(n)µ(n)] +

+ β [q+(n)r+(n)− q−(n)r−(n)]− αr−(n− 1)[q−(n) + q+(n)µ(n)] = 0 (4.1.5)
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− iν̇(n) + βr+(n+ 1)[q+(n) + q−(n)ν(n)] +

+ α [r+(n)q+(n)− r−(n)q−(n)]− βq−(n− 1)[r−(n) + r+(n)ν(n)] = 0 . (4.1.6)

Тут крапка над польовими функцiями вiдповiдає за диференцiювання за ча-

Рис. 4.1. Фраґмент двонiжкової драбинчастої ґратки-носiя для напiвдискре-
тної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи з тлозалежними мiжву-
зловими резонансними зв’язками (4.1.1)–(4.1.6). Кружечки позначають мiсце-
знаходження вузлiв драбинчастої ґратки. Скiснi стрiлки вказують на первиннi
резонанснi зв’язки (формалiзованi параметрами α чи β) мiж основними по-
льовими збудженнями на сусiднiх вузлах, належних до протилежних ланцюж-
кiв драбинчастої ґратки. Горизонтальнi стрiлки вказують на складовi (тло-
залежнi) резонанснi зв’язки (формалiзованi параметрами −αν чи −βµ) мiж
основними польовими збудженнями на сусiднiх вузлах, належних до певного
ланцюжка драбинчастої ґратки. Тут ν = lim|n|→∞ ν(n) та µ = lim|n|→∞ µ(n) .

сом τ , тодi як часозалежнi параметри α i β описують первинний резонансний
зв’язок мiж польовими змiнними на сусiднiх вузлах, належних до протиле-
жних ланцюжкiв драбинчастої ґратки. Довiльнiсть часових залежностей цих
параметрiв обмежено лише загальною вимогою їхнього комплексного спряже-
ння β∗ = α. Польовi змiннi q+(n) i r+(n) (з r∗+(n) = q+(n)) наближено характе-
ризують амплiтуди присутности збудження на верхньому (плюсовому) вузлi
n-тої елементарної комiрки драбинчастої ґратки. Аналогiчно, польовi змiннi
q−(n) i r−(n) (з r∗−(n) = q−(n)) наближено характеризують амплiтуди прису-
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тности збудження на нижньому (мiнусовому) вузлi n-тої елементарної комiрки
драбинчастої ґратки. Цi двi пари змiнних q+(n), r+(n) i q−(n), r−(n) склада-
ють основний набiр динамiчних полiв на нескiнченно довгiй (−∞ < n < +∞)
драбинчастiй ґратцi iз зиґзаґоподiбним упорядкованням щаблiв. При цьому
дискретна просторова координата n позначає порядковий номер елементарної
комiрки ґратки, тодi як iндекси + та − слугують аби розрiзняти два рiзнови-
ди вузлiв в тiй самiй елементарнiй комiрцi. Iншими словами, позначки + та
− слiд вiднести до двох вiдмiнних ланцюжкiв (нiжок ) драбинчастої ґратки.
Навпаки, змiннi µ(n) i ν(n) (з ν∗(n) = µ(n)) постають як супутнiй набiр полiв,
оскiльки їх можна виключити iз розгляду, використовуючи так званi природнi
в’язi

µ(n)− q−(n)r+(n)

1 + µ(n)ν(n) + q+(n)r+(n) + q−(n)r−(n)
=

µ

1 + µν
(4.1.7)

ν(n)− q+(n)r−(n)

1 + µ(n)ν(n) + q+(n)r+(n) + q−(n)r−(n)
=

ν

1 + µν
, (4.1.8)

продиктованi самою структурою системи рiвнянь (4.1.1)–(4.1.6) через суку-
пнiсть найнижчих локальних законiв збереження (наведених в пiдроздiлi 4.7)
за нульових граничних значень основних польових змiнних q+(n), r+(n) та
q−(n), r−(n) на обох просторових нескiнченностях |n| → ∞. Принаймнi варто
пам’ятати, що величини µ(n) i ν(n) належить розглядати як функцiї вiд основ-
них польових змiнних q+(n), r+(n) та q−(n), r−(n), i що вони не вiдiграють
незалежної ролi в динамiцi системи. Що ж стосується резонансного зв’язку
мiж сусiднiми вузлами, належними до того самого ланцюжка драбинчастої
ґратки, то вiн виявляється ненульовим за умови, що часонезалежнi граничнi
значення µ i ν супутнiх полiв µ(n) i ν(n) на обох просторових нескiнченностях
|n| → ∞ є вiдмiнними вiд нуля. В результатi параметри зв’язку, вiдповiдаль-
нi за повздовжню взаємодiю, виникають як iстотно складовi параметри, що
дорiвнюють −αν i −βµ. Пiд термiном “мiжвузловий резонансний зв’язок”, за-
позиченим з теорiї молекулярних (малорадiусних) екситонiв [47], ми розумiємо
недисипативний (когерентний) зв’язок, що уособлює лiнiйну частину взаємодiї
мiж збудженнями основних полiв. Прийнятi симетрiї мiж польовими змiнними,
доповненi прийнятими симетрiями мiж параметрами зв’язку, конкретизують
розглядувану систему (4.1.1)–(4.1.6) як систему з нелiнiйностями притягуваль-
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ного рiзновиду.
Просторову структуру вузлiв ґратки i мiжвузлових резонансних зв’язкiв,

стосовну до нашої системи (4.1.1)–(4.1.6), вiзуалiзовано на рисунку 4.1 як дво-
стоякову драбинчасту ґратку, яку, вiдповiдно до сучасної термiнологiї з нано-
стьожок [61], можна розглядати як найпростiшу стьожку трикутної ґратки з
лiнiйними краями. На загал квазiодновимiрнiсть того чи iншого ґратчастого
об’єкту вважають обов’язковою передумовою, сприятливою для її фiзичних
застосувань, оскiльки вiдомо, що вже квазiодновимiрнiсть (на вiдмiну вiд цiл-
ковитої одновимiрности) реальної макромолекулярної ґратчастої структури
(взагалi будь-якої ґратчастої структури, розглядуваної в просторово мiкро-
скопiчному масштабi) є неодмiнним чинником для термодинамiчної стiйкости
структури [253]. Про цю важливу обставину неодноразово нагадував академiк
Олександр Сергiйович Давидов. З iншого боку, саме завдяки драбинчастiй гео-
метрiї своєї ґратчастої структури-носiя дослiджувана система (4.1.1)–(4.1.6)
(коли йдеться про електрично зарядженi збудження) набуває здатности вiд-
чувати дiю зовнiшнього магнетного поля в термiнах магнетних потокiв, що
пронизують елементарнi (трикутнi) клаптики ґратчастої стьожки i моделюю-
ться фазами комплекснозначних параметрiв зв’язку, потрактованими як фази
Паєрлса [145, 196, 209].

4.2 Iнтеґровнiсть системи в Лаксовому сенсi
[208, 220, 221]

Вважають, що нелiнiйна еволюцiйна система на одновимiрнiй або квазiоднови-
мiрнiй ґратцi є iнтеґровною в Лаксовому (Lax) сенсi [139], якщо вона допускає
напiвдискретне представлення нульової кривини [173]

L̇(n|z) = A(n+ 1|z)L(n|z)− L(n|z)A(n|z) (4.2.1)

в термiнах деяких допомiжних операторiв L(n|z) i A(n|z) з часонезалежним
комплекснозначним спектральним параметром z. Зазвичай оператори L(n|z)

та A(n|z) називають спектральним оператором та еволюцiйним оператором,
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вiдповiдно.
Iнтеґровнiсть напiвдискретної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи з тлоза-

лежними мiжвузловими резонансними зв’язками (4.1.1)–(4.1.6) знаходить своє
природнє пiдтвердження в будь-якому з двох запропонованих нами виборiв
допомiжних операторiв. Спочатку її було встановлено шляхом пошуку опера-
торiв L(n|z) i A(n|z) у виглядi 4× 4 квадратових матриць [208]

L(n|z) =


z2 g11(n) f12(n)z g12(n)z−1

g11(n) z2 g12(n)z−1 f12(n)z

g21(n)z−1 f21(n)z z−2 f22(n)

f21(n)z g21(n)z−1 f22(n) z−2

 (4.2.2)

та

A(n|z) =


b11(n)z2 c11(n) b12(n)z c12(n)z−1

c11(n) b11(n)z2 c12(n)z−1 b12(n)z

c21(n)z−1 b21(n)z c22(n)z−2 b22(n)

b21(n)z c21(n)z−1 b22(n) c22(n)z−2

 . (4.2.3)

Однак, пiзнiше iнтеґровнiсть системи було пiдтверджено, спираючись на про-
стiшi 2× 2 квадратовi матрицi [220, 221]

L(n|z) =

(
z2 + g11(n) f12(n)z + g12(n)z−1

f21(n)z + g21(n)z−1 f22(n) + z−2

)
(4.2.4)

та

A(n|z) =

(
b11(n)z2 + c11(n) b12(n)z + c12(n)z−1

b21(n)z + c21(n)z−1 b22(n) + c22(n)z−2

)
. (4.2.5)

Мiж двома вищезазначеними пiдходами iснує взаємно однозначна вiдповiд-
нiсть, оскiльки, незалежно вiд прийнятого вибору допомiжних матриць (4.2.2)
та (4.2.3) або (4.2.4) та (4.2.5), зi спiввiдношення нульової кривини (4.2.1) ви-
пливає той самий загальний набiр iнтеґровних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь
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[221]

ġ11(n) = c11(n+ 1)g11(n) + b12(n+ 1)g21(n) + c12(n+ 1)f21(n)−
− g11(n)c11(n)− f12(n)c21(n)− g12(n)b21(n) (4.2.6)

ḟ12(n) = b11(n+ 1)g12(n) + c11(n+ 1)f12(n) + b12(n+ 1)f22(n)−
− c12(n)− g11(n)b12(n)− f12(n)b22(n) (4.2.7)

ġ12(n) = c11(n+ 1)g12(n) + b12(n+ 1) + c12(n+ 1)f22(n)−
− g11(n)c12(n)− f12(n)c22(n)− g12(n)b22(n) (4.2.8)

ḟ22(n) = b21(n+ 1)g12(n) + c21(n+ 1)f12(n) + b22(n+ 1)f22(n)−
− f21(n)c12(n)− g21(n)b12(n)− f22(n)b22(n) (4.2.9)

ġ21(n) = c21(n+ 1)g11(n) + b22(n+ 1)g21(n) + c22(n+ 1)f21(n)−
− g21(n)c11(n)− f22(n)c21(n)− b21(n) (4.2.10)

ḟ21(n) = b21(n+ 1)g11(n) + c21(n+ 1) + b22(n+ 1)f21(n)−
− f21(n)c11(n)− g21(n)b11(n)− f22(n)b21(n) (4.2.11)

з функцiями b11(n), c11(n), b12(n), c12(n) та c22(n), b22(n), c21(n), b21(n), зада-
ними формулами

b11(n) = b11 (4.2.12)

c11(n) = c11 − b11f12(n)f21(n− 1) (4.2.13)

b12(n) = b11f12(n) (4.2.14)

c12(n) = g12(n− 1)c22 (4.2.15)

c22(n) = c22 (4.2.16)

b22(n) = b22 − c22g21(n)g12(n− 1) (4.2.17)
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c21(n) = c22g21(n) (4.2.18)

b21(n) = f21(n− 1)b11 . (4.2.19)

Тут функцiї g11(n), f12(n), g12(n) i f22(n), g21(n), f21(n) слiд розумiти як про-
тотипи польових змiнних, а координатонезалежнi параметри b11, c11 i c22, b22
можна вважати довiльними функцiями часу τ .

Загальна iнтеґровна система (4.2.6)–(4.2.19) допускає щонайменше два ти-
пи комплекснозначних редукцiй [221] i два типи дiйснозначних редукцiй [221].
Зокрема, редукцiя [220, 221]

g11(n) = µ(n) = ν∗(n) (4.2.20)

f12(n) = +q+(n) = +r∗+(n) (4.2.21)

g12(n) = −q−(n) = −r∗−(n) (4.2.22)

f22(n) = ν(n) = µ∗(n) (4.2.23)

g21(n) = −r+(n) = −q∗+(n) (4.2.24)

f21(n) = +r−(n) = +q∗−(n) (4.2.25)

b11 = −iα = −iβ∗ (4.2.26)

c11 = 0 (4.2.27)

c22 = +iβ = +iα∗ (4.2.28)

b22 = 0 (4.2.29)

вiдтворює багатокомпонентну напiвдискретну iнтеґровну Шрьодiнґерову си-
стему (4.1.1)–(4.1.6), яка i є головним предметом нашого дослiдження.

Добре вiдомо, що особливостi фактичного iнтеґрування будь-якої окремої
iнтеґровної нелiнiйної системи в рамках оберненої задачi розсiяння обумов-
ленi порядком її допомiжної спектральної задачi [33, 34, 235]. Так, за Кодрi
[33, 34] порядок допомiжної спектральної задачi визначається кiлькiстю вiд-
мiнних власних значень ηj(z) граничної спектральної матрицi L(z) (означеної
як L(z) = limn→−∞ L(n|z) або як L(z) = limn→+∞ L(n|z)), тобто кiлькiстю
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вiдмiнних розв’язкiв алгебричного рiвняння

det[L(z)− ηI ] = 0 , (4.2.30)

де I – одинична матриця того самого рангу, що й гранична (на загал неви-
роджена) спектральна матриця L(z). Отже, порядок допомiжної спектраль-
ної задачi не може перевищувати рангу граничної спектральної матрицi i за-
лежить вiд самої структури такої матрицi, яка iстотно чутлива до вибору
граничних умов для польових змiнних. Наприклад, будь-яку допомiжну спе-
ктральну задачу, пов’язану з тiєю чи iншою з дотепер вiдомих версiй багато-
компонентної напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи
[6, 69, 188, 194, 196], за нульових граничних умов можна трактувати як зада-
чу другого порядку, незважаючи на певне матричне узагальнення засадничої
спектральної задачi Абловiца–Ладiка [2, 4]. На противагу, порядок допомiжної
спектральної задачi, пов’язаної з деякою багатокомпонентною напiвдискре-
тною iнтеґровною нелiнiйною Шрьодiнґеровою системою за ненульових гра-
ничних умов [20, 21], зазвичай є вищим порiвняно з її двiйником, взятим за
нульових граничних умов.

Загалом, коли порядок алгебричного рiвняння (4.2.30) зростає, вiдповiднi
аналiтичнi розв’язки ηi(z) стають громiздкими (для рiвняння третього степе-
ня), неосяжними (для рiвняння четвертого порядку) i навiть неможливими
(для рiвнянь вищого порядку). Отже, за винятком деяких окремих випадкiв,
теорiя солiтонiв змушена насправдi мати справу з допомiжними спектраль-
ними задачами низького порядку. З цього погляду важливо наголосити, що
напiвдискретна iнтеґровна нелiнiйна Шрьодiнґерова система з тлозалежними
мiжвузловими резонансними зв’язками (4.1.1)–(4.1.6) може бути асоцiйованою
лише з допомiжною спектральною задачею четвертого порядку [208], що хара-
ктеризується чотирма вiдмiнними (втiм явно заданими) власними значеннями

η1(z) = z2 + µ (4.2.31)

η2(z) = z−2 + ν (4.2.32)

η3(z) = z2 − µ (4.2.33)
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η4(z) = z−2 − ν , (4.2.34)

але й з допомiжною спектральною задачею другого порядку [220, 221], що
характеризується лише двома вiдмiнними власними значеннями

η1(z) = z2 + µ (4.2.35)

η2(z) = z−2 + ν . (4.2.36)

4.3 Перетворення Дарбу i Беклунда як
основа iнтеґрування напiвдискретної
еволюцiйної нелiнiйної системи методом
одягання [220, 221]

Серед загальних методiв пошуку солiтонних розв’язкiв iнтеґровної нелiнiйної
системи пiдхiд, що ґрунтується на перетвореннi Дарбу (Darboux), видається
найбiльш виграшним завдяки його унiверсальностi i порiвнянiй простотi. Пе-
ретворення Дарбу у застосуваннi до напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних
систем ввели в теорiю солiтонiв Матвєєв i Салль [125, 126]. Їхню версiю ме-
тоду перетворення Дарбу було успiшно використано при розв’язаннi дискре-
тизованих рiвнянь Сiлiна–Тихончука [108, 109], що описують взаємодiю Ле-
нґмюрових (Langmuir) плазмових хвиль у випадку сильного згасання йонно-
акустичної хвилi [165]. Iншу версiю пiдходу перетворення Дарбу запропону-
вали Нойґебауер (Neugebauer) i Майнель (Meinel) [138]. Згодом цю версiю бу-
ло впроваджено для дослiдження дискретизованої системи Максвелла–Блоха
(Maxwell–Bloch) [29, 155].

Критичний розгляд наявної лiтератури з методу перетворення Дарбу
[125, 126, 108, 138, 29, 155, 36, 109, 127, 72, 56, 245, 9, 241] пiдказав нам основнi
iдеї, достатнi аби побудувати явнi розв’язки будь-якої редукованої iнтеґровної
системи, закодованої в запропонованiй загальнiй системi (4.2.6)–(4.2.19). За-
ради унiверсальности ми викладемо головнi пункти доречної процедури одя-
гання Дарбу в термiнах прототипових польових змiнних g11(n), f12(n), g12(n)

та f22(n), g21(n), f21(n) [220, 221].

175



На початку нагадаємо, що рiвняння нульової кривини (4.2.1) випливає з
умови сумiсности мiж двома допомiжними матричними рiвняннями

X(n+ 1|z) = L(n|z)X(n|z) (4.3.1)

i

Ẋ(n|z) = A(n|z)X(n|z) , (4.3.2)

що мають назву допомiжної лiнiйної задачi. Тут через X(n|z) позначено ма-
тричну функцiю, детермiнант якої detX(n|z) може дорiвнювати нулевi лише
в обмеженiй кiлькостi точок на площинi комплексного спектрального пара-
метра z. Надалi ми можемо беззастережно вважати матрицi L(n|z) i A(n|z)

квадратовими 2×2 матрицями, посилаючись за необхiдности на їхнi явнi пред-
ставлення (4.2.4) i (4.2.5). Отже i матрицю X(n|z) також слiд прийняти за
квадратову 2× 2 матрицю.

Враховуючи, що прототиповi польовi змiннi g11(n), f12(n), g12(n), f22(n),
g21(n), f21(n) повнiстю визначають спектральний L(n|z) i еволюцiйний A(n|z)

оператори, iснує можливiсть розрiзняти два вiдмiннi розв’язки g−11(n), f−12(n),
g−12(n), f−22(n), g−21(n), f−21(n) i g+11(n), f+12(n), g+12(n), f+22(n), g+21(n), f+21(n) загаль-
ної iнтеґровної нелiнiйної системи (4.2.6)–(4.2.19) за допомоги двох наборiв
матриць L−(n|z), A−(n|z) i L+(n|z), A+(n|z), вiдповiдно. Отже, формально
ми в змозi взяти до розгляду два окремi уособлення базового рiвняння нульо-
вої кривини (4.2.1), а саме – мiнус-позначене рiвняння нульової кривини

L̇−(n|z) = A−(n+ 1|z)L−(n|z)− L−(n|z)A−(n|z) (4.3.3)

та плюс-позначене рiвняння нульової кривини

L̇+(n|z) = A+(n+ 1|z)L+(n|z)− L+(n|z)A+(n|z) . (4.3.4)

З огляду на цю домовленiсть немає жодних принципових перешкод аби залу-
чити мiнус-позначену допомiжну лiнiйну задачу

X−(n+ 1|z) = L−(n|z)X−(n|z) (4.3.5)
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Ẋ−(n|z) = A−(n|z)X−(n|z) , (4.3.6)

пов’язану з матрицями L−(n|z), A−(n|z), X−(n|z), та плюс-позначену допомi-
жну лiнiйну задачу

X+(n+ 1|z) = L+(n|z)X+(n|z) (4.3.7)

Ẋ+(n|z) = A+(n|z)X+(n|z) , (4.3.8)

пов’язану з матрицями L+(n|z), A+(n|z), X+(n|z), до складу консолiдованої
схеми перетворення Дарбу.

За означенням [36] перетворення Дарбу

X+(n|z) = S(n|z)X−(n|z) (4.3.9)

пов’язує розв’язки X−(n|z) та X+(n|z) мiнус-позначеної (4.3.5), (4.3.6) та
плюс-позначеної (4.3.7), (4.3.8) допомiжних лiнiйних задач за допомоги матри-
цi Дарбу S(n|z). Матриця Дарбу S(n|z) мусить пiдпорядковуватися системi
матричних рiвнянь

S(n+ 1|z)L−(n|z) = L+(n|z)S(n|z) (4.3.10)

Ṡ(n|z) = A+(n|z)S(n|z)− S(n|z)A−(n|z) , (4.3.11)

що вiдображають просторову (4.3.10) та часову (4.3.11) умови сумiсности мiж
мiнус-позначеною (4.3.5), (4.3.6) та плюс-позначеною (4.3.7), (4.3.8) допомi-
жними лiнiйними задачами. Варто зауважити, що цi умови (4.3.10), (4.3.11)
разом з мiнус-позначеним рiвнянням нульової кривини (4.3.3) приводять до
плюс-позначеного рiвняння нульової кривини (4.3.4). Навпаки, часову умову
сумiсности (4.3.11) слушно розглядати як прямий наслiдок просторової умо-
ви сумiсности (4.3.10), якщо як мiнус-позначене (4.3.3), так i плюс-позначене
(4.3.4) рiвняння нульової кривини вважати задовiльненими.

Вiдповiдно до мнемонiчного правила Кузнєцова i Склянiна [104], анзаца
для матрицi Дарбу S(n|z) варто вибрати у формi, аналогiчнiй до форми спе-
ктральної матрицi L(n|z) (4.2.4). Iншими словами, ми маємо припустити, що
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матрицю Дарбу задано виразом

S(n|z) =

(
z2 + u11(n) t12(n)z + u12(n)z−1

t21(n)z + u21(n)z−1 t22(n) + z−2

)
. (4.3.12)

Вказаний анзац (4.3.12) приписує правдоподiбно найпростiший варiант ма-
трицi Дарбу, доцiльний для нашого завдання. Його покликанням, як очiкує-
ться, є утворити один додатковий солiтон в наступному (плюс-позначеному)
розв’язку нелiнiйної системи порiвняно з попереднiм (мiнус-позначеним)
розв’язком. Намiр же утворити заразом кiлька солiтонiв вимагає вибору ма-
трицi Дарбу, узагальненої до виду, що мiстить спектральний параметр з та-
кими самими показниками степеня, як i добуток вiдповiдної кiлькости спе-
ктральних матриць.

Використовуючи прийнятий анзац (4.3.12) для матрицi Дарбу, просторову
умову сумiсности (4.3.10) можна переписати у виглядi дванадцяти спiввiдно-
шень мiж функцiями, що конкретизують матрицю Дарбу S(n|z), i функцiями,
залученими до матриць L−(n|z) та L+(n|z). Вiдповiднi вирази мають вигляд

t12(n) = f−12(n) (4.3.13)

u21(n) = g−21(n) (4.3.14)

t21(n+ 1) = f+21(n) (4.3.15)

u12(n+ 1) = g+12(n) (4.3.16)

та

g−11(n) + t12(n+ 1)f−21(n) + u11(n+ 1) =

= g+11(n) + f+12(n)t21(n) + u11(n) (4.3.17)

u11(n+ 1)g−11(n) + u12(n+ 1)f−21(n) + t12(n+ 1)g−21(n) =

= g+11(n)u11(n) + f+12(n)u21(n) + g+12(n)t21(n) (4.3.18)
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u11(n+ 1)f−12(n) + t12(n+ 1)f−22(n) + g−12(n) =

= g+11(n)t12(n) + f+12(n)t22(n) + u12(n) (4.3.19)

u11(n+ 1)g−12(n) + t12(n+ 1) + u12(n+ 1)f−22(n) =

= g+11(n)u12(n) + f+12(n) + g+12(n)t22(n) (4.3.20)

f−22(n) + u21(n+ 1)g−12(n) + t22(n+ 1) =

= f+22(n) + g+21(n)u12(n) + t22(n) (4.3.21)

t22(n+ 1)f−22(n) + t21(n+ 1)g−12(n) + u21(n+ 1)f−12(n) =

= f+22(n)t22(n) + g+21(n)t12(n) + f+21(n)u12(n) (4.3.22)

t22(n+ 1)g−21(n) + u21(n+ 1)g−11(n) + f−21(n) =

= f+22(n)u21(n) + g+21(n)u11(n) + t21(n) (4.3.23)

t22(n+ 1)f−21(n) + u21(n+ 1) + t21(n+ 1)g−11(n) =

= f+22(n)t21(n) + g+21(n) + f+21(n)u11(n) . (4.3.24)

Виникає питання, яким чином застосувати рiвняння (4.3.13)–(4.3.24) аби одер-
жати новий розв’язок загальної нелiнiйної системи, спираючись на попереднiй.
Цiлком очевидний i разом з тим непрактичний спосiб – це вилучити всi посе-
редницькi функцiї Дарбу u11(n), t12(n), u12(n), t22(n), u21(n), t21(n) i одержа-
ти шiсть рiвнянь, що пов’язують шiсть функцiй g+11(n), f+12(n), g+12(n), f+22(n),
g+21(n), f+21(n) нового розв’язку iз шiстьома функцiями g−11(n), f−12(n), g−12(n),
f−22(n), g−21(n), f−21(n) за припущенням вiдомого попереднього розв’язку. За
означенням цi шiсть рiвнянь встановлюють перетворення Беклунда (Bäcklund)
мiж попереднiм i новим розв’язками. Позаяк вислiднi формули для перетворе-
ння Беклунда по сутi є занадто громiздкими, то ми їх тут не подаємо. Однак
сам факт їхнього iснування надає упевнености в тому, що вихiднi рiвняння
(4.3.13)–(4.3.24) слiд розглядати як внутрiшньо несуперечливий засiб у розбу-
довi методу одягання Дарбу.
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Засади методу одягання Дарбу полягають у вiдновлюваннi функцiй Дар-
бу, спираючись на певнi загальнi спектральнi властивостi ухваленого анзаца
Дарбу, за посилу, що засiвного розв’язка (представленого мiнус-позначеними
польовими функцiями) нелiнiйної системи вже вiдомо заздалегiдь. Пiсля за-
вершення цiєї програми ґенерацiя нового (ужинкового) розв’язку (представ-
леного плюс-позначеними польовими функцiями) зводиться до розв’язування
суто лiнiйних алгебричних рiвнянь, вибраних належним чином з розгорненого
запису (4.3.13)–(4.3.24) просторової умови сумiсности (4.3.10). При найпростi-
шому виборi матрицi Дарбу (4.3.12) першi два рiвняння (4.3.13) i (4.3.14) з
розгорненого запису (4.3.13)–(4.3.24) явно показують, що лише чотири (а са-
ме u11(n), u12(n), t22(n), t21(n)) iз шести функцiй Дарбу здатнi претендувати
на справдi наперед невiдомi.

Аби досягти успiху в застосуваннi методу одягання Дарбу до нашої загаль-
ної нелiнiйної системи (4.2.6)–(4.2.19), треба проаналiзувати згорнуте еволю-
цiйне рiвняння

d

dτ
ln[detS(n|z)] = SpA+(n|z)− SpA−(n|z) , (4.3.25)

виведене з належно пiдготованої часової умови сумiсности (4.3.11) внаслiдок
дiї операцiї слiду. Отже, оскiльки комбiнацiя SpA+(n|z)− SpA−(n|z) не зале-
жить вiд спектрального параметра z, то величини

W+(n) = t22(n)− t21(n)t12(n) (4.3.26)

W0(n) = 1 + t22(n)u11(n)− t21(n)u12(n)− t12(n)u21(n) (4.3.27)

W−(n) = u11(n)− u12(n)u21(n) , (4.3.28)

що входять до виразу

detS(n|z) = W+(n)z2 +W0(n) +W−(n)z−2 , (4.3.29)

мають еволюцiювати у спосiб, що приводить до ланцюжка рiвнянь

d

dτ
lnW+(n) =

d

dτ
lnW0(n) =

d

dτ
lnW−(n) . (4.3.30)
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Як наслiдок, функцiї W+(n), W0(n), W−(n) мусять вiдрiзнятися мiж собою
лише незалежними вiд часу коефiцiєнтами. До того ж, за умови однорiдности
простору цi часонезалежнi коефiцiєнти мають бути незалежними i вiд просто-
рової координати. Вiдтак, формула (4.3.29) для детермiнанта матрицi Дарбу
набуває форми

detS(n|z) =
(
z2 + u11

) (
z−2 + t22

) W0(n)

1 + u11t22
, (4.3.31)

де параметри u11 i t22 постають незалежними як вiд часу, так i вiд координа-
ти, тодi як функцiї t12(n), u12(n) i u21(n), t21(n) прийнято такими, що швидко
спадають до нуля на обох просторових нескiнченностях. Одержаний вираз
(4.3.31) показує, що всi чотири (r = 1, 2, 3, 4) коренi zr рiвняння detS(n|z) = 0

є незалежними як вiд часу, так i вiд координати.
З огляду на очевидну тотожнiсть detS(n|zr) = 0, з означення перетворен-

ня Дарбу (4.3.9) безпосередньо випливає рiвняння detX+(n|zr) = 0. Остання
рiвнiсть означає, що

2∑
k=1

X+
jk(n|zr)εk(zr) = 0 (4.3.32)

або ж детальнiше

2∑
i=1

2∑
k=1

Sji(n|zr)X−ik(n|zr)εk(zr) = 0 , (4.3.33)

де X+
jk(n|z) i Sjk(n|z) – матричнi елементи матриць X+(n|z) i S(n|z), вiдпо-

вiдно. Тут усi вiсiм спектральних параметрiв εk(zr) (k = 1, 2; r = 1, 2, 3, 4)
змушенi бути незалежними вiд часу τ i координати n. Це твердження має ста-
тус строго доведеної теореми.

Одержана формула (4.3.33) мiстить неоднорiдну систему восьми лiнiйних
алгебричних рiвнянь (j = 1, 2; r = 1, 2, 3, 4), що уможливлює виразити невi-
домi функцiї Дарбу u11(n), u12(n), t22(n), t21(n) через a priori вiдомi складовi
частини матрицi Дарбу i розв’язок X−(n|z) мiнус-позначеної допомiжної лi-
нiйної задачi (4.3.5) i (4.3.6), заразом беручи до уваги спектральнi параметри
εk(zr) i коренi zr. Своєю чергою, розв’язок X−(n|z) повнiстю визначається
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мiнус-позначеним (засiвним) розв’язком g−11(n), f−12(n), g−12(n), f−22(n), g−21(n),
f−21(n) цiкавої нам загальної нелiнiйної iнтеґровної системи (4.2.6)–(4.2.19). От-
же, у поєднаннi з попередньо одержаними розгорненими формулами (4.3.13)–
(4.3.24) для просторової умови сумiсности (4.3.10), ми приходимо до замкне-
ної процедури одягання Дарбу, що уможливлює зґенерувати новий розв’язок
g+11(n), f+12(n), g+12(n), f+22(n), g+21(n), f+21(n) загальної нелiнiйної системи (4.2.6)–
(4.2.19), виходячи з уже вiдомого розв’язку g−11(n), f−12(n), g−12(n), f−22(n), g−21(n),
f−21(n).

Принагiдно варто зауважити, що спектральнi коефiцiєнти εk(zr) i ко-
ренi zr, якi виникають в процедурi одягання Дарбу, вiдiграють таку саму
роль, що й дискретнi спектральнi данi в методi оберненої задачi розсiяння
[173, 34, 201, 202, 212, 187, 188, 4].

4.4 Симетрiї дискретних спектральних даних
εk(zr) i zr, дотичнi до нелiнiйної
Шрьодiнґерової системи з нелiнiйностями
притягувального типу [220, 221]

Розглядаючи багатокомпонентну нелiнiйну Шрьодiнґерову систему з нелiнiй-
ностями притягувального типу (4.1.1)–(4.1.6) i враховуючи попарне компле-
ксне спряження її польових змiнних (4.2.20)–(4.2.25) та її параметрiв зв’язку
(4.2.26)–(4.2.29), легко показати, що за визначальної редукцiї (4.2.20)–(4.2.29)
спектральнiй L(n|z) i еволюцiйнiй A(n|z) матрицям (4.2.4) i (4.2.5) (з матри-
цею A(n|z) (4.2.5), заданою формулами (4.2.12)–(4.2.19)) властивi наступнi
спiввiдношення симетрiї

σ2[L(n|1/z∗)]∗σ2 = L(n|z) (4.4.1)

σ3[L(n| − z)]σ3 = L(n|z) (4.4.2)

i

σ2[A(n|1/z∗)]∗σ2 = A(n|z) (4.4.3)
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σ3[A(n| − z)]σ3 = A(n|z) , (4.4.4)

де символи σ2 i σ3 позначають другу

σ2 =

(
0 −i

+i 0

)
(4.4.5)

i третю

σ3 =

(
+1 0

0 −1

)
(4.4.6)

матрицi Паулi (Pauli). Як наслiдок, аналогiчнi спiввiдношення симетрiї

σ2[X(n|1/z∗)]∗σ2 = X(n|z) (4.4.7)

σ3[X(n| − z)]σ3 = X(n|z) (4.4.8)

є чинними також i для матричної функцiї X(n|z). Схожi властивостi мусять
справджуватися i для мiнус-позначених та плюс-позначених варiантiв усих
трьох вищеiнспектованих матриць, а також i для матрицi Дарбу S(n|z):

σ2[S(n|1/z∗)]∗σ2 = S(n|z) (4.4.9)

σ3[S(n| − z)]σ3 = S(n|z) . (4.4.10)

Нижче ми перелiчимо кiлька найрепрезентативнiших висновкiв з вищевста-
новлених спiввiдношень симетрiї.

Зокрема, ми маємо

t∗21(n) = −u12(n) (4.4.11)

t∗22(n) = +u11(n) (4.4.12)

t∗12(n) = −u21(n) . (4.4.13)

Можна показати, що цi формули обґрунтовують рiвнiсть t∗22 = u11, що спону-
кає до наступних параметризацiй
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u11 = − exp(+2γ + 2iκ) (4.4.14)

t22 = − exp(+2γ − 2iκ) , (4.4.15)

де γ i κ – дiйснi параметри, незалежнi вiд часу i координати. Тодi для коре-
нiв zr рiвняння detS(n|z) = 0 (з detS(n|z), заданим формулою (4.3.31)) ми
матимемо

z1 = exp(+γ + iκ) = −z3 (4.4.16)

z2 = exp(−γ + iκ) = −z4 . (4.4.17)

Iншi важливi властивостi

ε1(−zr)/ε2(−zr) = −ε1(+zr)/ε2(+zr) (4.4.18)

ε∗2(z2)/ε
∗
1(z2) = −ε1(z1)/ε2(z1) (4.4.19)

ε∗2(z4)/ε
∗
1(z4) = −ε1(z3)/ε2(z3) (4.4.20)

вказують на наступнi параметризацiї

ε2(z2)/ε1(z2) = + exp(+d+ ie) = −ε2(z4)/ε1(z4) (4.4.21)

ε2(z1)/ε1(z1) = − exp(−d+ ie) = −ε2(z3)/ε1(z3) (4.4.22)

з дiйсними параметрами d i e, незалежними вiд часу i вiд координати.
Аналiз усих наявних властивостей симетрiї пiдштовхує до багатьох спро-

щень. Найважливiшим серед них є здатнiсть скоротити наполовину кiлькiсть
лiнiйних алгебричних рiвнянь, закодованих у формулi (4.3.33), що мiстить вi-
домi t12(n), u21(n) i невiдомi u11(n), u12(n), t22(n), t21(n) функцiї Дарбу. Пiсля
цього число лiнiйних алгебричних рiвнянь вже збiгається з числом невiдомих
функцiй Дарбу, i спрощена система рiвнянь стає легкорозв’язною.
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4.5 Багатокомпонентний солiтонний розв’язок
для нелiнiйної Шрьодiнґерової системи з
нелiнiйностями притягувального типу
[220, 221]

Покладаючись на результати попереднiх двох пiдроздiлiв, побудуємо односолi-
тонний розв’язок для нелiнiйної Шрьодiнґерової системи на стьожцi трикутної
ґратки (4.1.1)–(4.1.6) за нелiнiйностей притягувального типу.

Для цього в якостi засiвного (мiнус-позначеного) розв’язку ми виберемо
вакуумний розв’язок

f−12(n) = +q−+(n) = 0 (4.5.1)

g−12(n) = −q−−(n) = 0 (4.5.2)

g−11(n) = µ−(n) = µ (4.5.3)

g−21(n) = −r−+(n) = 0 (4.5.4)

f−21(n) = +r−−(n) = 0 (4.5.5)

f−22(n) = ν−(n) = ν . (4.5.6)

Як наслiдок, мiнус-позначенi спектральна та еволюцiйна матрицi стають не-
залежними вiд координатної змiнної

L−(n|z) = L−(z) (4.5.7)

A−(n|z) = A−(z) , (4.5.8)

тодi як спектральна матриця L−(z) виявляється незалежною ще й вiд часової
змiнної.

Отже, мiнус-позначене рiвняння нульової кривини (4.3.3) спрощується до
строгого спiввiдношення комутативности

A−(z)L−(z) = L−(z)A−(z) , (4.5.9)
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яке вказує, що матрицi

L−(z) =

(
z2 + µ 0

0 ν + z−2

)
(4.5.10)

i

A−(z) =

(
−iαz2 0

0 +iβz−2

)
(4.5.11)

подiляють один i той же набiр власних функцiй

|x−k (z)〉 =

(
〈1|x−k (z)〉
〈2|x−k (z)〉

)
=

(
δ1k

δ2k

)
(4.5.12)

з iндексом k, що пробiгає значення 1 i 2, та величиною δjk, встановленою для
дельта-символу Кронекера. Власнi значення ηk(z) та ϕ̇k(z) матриць L−(z) i
A−(z), вiдповiдно, є такими:

η1(z) = z2 + µ (4.5.13)

η2(z) = ν + z−2 (4.5.14)

i

ϕ̇1(z) = −iαz2 (4.5.15)

ϕ̇2(z) = +iβz−2 . (4.5.16)

Виявляється, що першi власнi значення η1(z) i η2(z) збiгаються з власними
значеннями (4.2.35) i (4.2.36) граничного спектрального оператора L(z), вве-
деного в пiдроздiлi 4.2. Цей факт пiдкреслює природжену властивiсть власних
значень ηj(z) бути нечутливими до вибору уподобаної схеми iнтеґрування.

Тепер можна легко пересвiдчитися, що компоненти X−jk(n|z) розв’язку
X−(n|z) мiнус-позначеної допомiжної задачi (4.3.5) i (4.3.6) слiд взяти у формi

X−jk(n|z) = 〈j|xk(z)〉[ηk(z)]n exp[ϕk(z)] ≡ δjk[ηk(z)]n exp[ϕk(z)] (4.5.17)
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з функцiями ϕk(z), визначеними виразами

ϕ1(z) = −iAz2 + iψ (4.5.18)

ϕ2(z) = +iBz−2 − iψ . (4.5.19)

Тут ψ – дiйсний сталий параметр, тодi як функцiї A i B – розв’язки звичайних
диференцiйних рiвнянь першого порядку

Ȧ = α (4.5.20)

i

Ḃ = β, (4.5.21)

обмеженi умовою комплексного спряження B∗ = A.
Знаючи компоненти X−jk(n|z) матричної функцiї X−(n|z), ми маємо зна-

йти чотири шуканi функцiї Дарбу u11(n), u12(n) i t22(n), t21(n). Це завдання
є здiйсненним за допомоги розв’язування двох вкорочених неоднорiдних си-
стем рiвнянь, залучених до застереження (4.3.33), що обумовлює тотожностi
detS(n|zr) = 0 (r = 1, 2, 3, 4). Результати розрахункiв є такими:

u11(n) = U11(n)/U00(n) (4.5.22)

u12(n) = U12(n)/U00(n) (4.5.23)

i

t22(n) = T22(n)/T00(n) (4.5.24)

t21(n) = T21(n)/T00(n) , (4.5.25)

де

U11(n) =X−11(n|z2)X−22(n|z1)ε2(z1)ε1(z2)z22/z1 −
−X−11(n|z1)X−22(n|z2)ε2(z2)ε1(z1)z21/z2 (4.5.26)
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U12(n) = X−11(n|z1)X−11(n|z2)ε1(z2)ε1(z1)[z21 − z22] (4.5.27)

U00(n) =X−11(n|z1)X−22(n|z2)ε2(z2)ε1(z1)/z2 −
−X−11(n|z2)X−22(n|z1)ε2(z1)ε1(z2)/z1 (4.5.28)

i

T22(n) =X−22(n|z1)X−11(n|z2)ε1(z2)ε2(z1)z2/z21 −
−X−22(n|z2)X−11(n|z1)ε1(z1)ε2(z2)z1/z22 (4.5.29)

T21(n) = X−22(n|z2)X−22(n|z1)ε2(z1)ε2(z2)[1/z22 − 1/z21] (4.5.30)

T00(n) =X−22(n|z2)X−11(n|z1)ε1(z1)ε2(z2)z1 −
−X−22(n|z1)X−11(n|z2)ε1(z2)ε2(z1)z2 . (4.5.31)

Позаяк функцiї Дарбу u11(n), u12(n) i t22(n), t21(n) вже знайдено, ми маємо
пiдставити їх до десяти iнформативних рiвнянь (4.3.15)–(4.3.24), виведених з
просторової умови сумiсности (4.3.10), i вiдродити всi шiсть функцiй q++(n),
q+−(n), µ+(n) i r++(n), r+−(n), ν+(n), долучених до односолiтонного розв’язку.
Провадячи вказанi розрахунки, ми мали справу лише з шiстьома належним
чином вибраними рiвняннями, тодi як решта рiвнянь знадобилися суто для
перевiрки одержаних результатiв. Кiнцевим формулам для багатокомпонен-
тного односолiтонного розв’язку вдалося надати досить естетичного вигляду

q++(n) = + sinh(2γ)
exp[+2i(κ+ + κ−)(n− ξ − y) + iχ]

cosh[2(γ+ + γ−)(n− s− x)]
(4.5.32)

q+−(n) = − sinh(2γ)
exp[+2i(κ+ + κ−)(n+ ξ − y) + iχ]

cosh[2(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
(4.5.33)

µ+(n) = µ− exp(+2iκ) sinh(2γ) sinh[2(γ+ + γ− − γ)]

cosh[2(γ+ + γ−)(n− s− x)] cosh[2(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
(4.5.34)
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i

r++(n) = + sinh(2γ)
exp[−2i(κ+ + κ−)(n− ξ − y)− iχ]

cosh[2(γ+ + γ−)(n− s− x)]
(4.5.35)

r+−(n) = − sinh(2γ)
exp[−2i(κ+ + κ−)(n+ ξ − y)− iχ]

cosh[2(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
(4.5.36)

ν+(n) = ν − exp(−2iκ) sinh(2γ) sinh[2(γ+ + γ− − γ)]

cosh[2(γ+ + γ−)(n− s− x)] cosh[2(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
. (4.5.37)

Тут двi пари дiйсних сталих параметрiв γ+, κ+ i γ−, κ− означено двома си-
стемами рiвнянь

exp(+2γ+ + 2iκ+) = exp(+2γ + 2iκ) + µ (4.5.38)

exp(+2γ+ − 2iκ+) = exp(+2γ − 2iκ) + ν (4.5.39)

i

exp(−2γ− + 2iκ−) = exp(−2γ + 2iκ) + µ (4.5.40)

exp(−2γ− − 2iκ−) = exp(−2γ − 2iκ) + ν , (4.5.41)

вiдповiдно. Iншi три дiйснi сталi параметри s, ξ, χ задано формулами

2s = 1− γ

γ+ + γ−
(4.5.42)

2ξ = 1− κ
κ+ + κ−

(4.5.43)

χ = κ+ + κ− + 4κ + 2ψ − e. (4.5.44)

Аби сконкретизувати дiйснi величини x та y, треба в ранiше означених фун-
кцiях A i B видiлити їхнi дiйснi та уявнi частини:

A = Re (A) + iIm (A) (4.5.45)

B = Re (A)− iIm (A) . (4.5.46)
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Тодi розгорнутий запис для функцiй x та y подають вирази

x = −1

2
− γ + d/2

γ+ + γ−
− sinh(2γ)

γ+ + γ−
[Re (A) sin(2κ) + Im (A) cos(2κ)] (4.5.47)

i

y =
cosh(2γ)

κ+ + κ−
[Re (A) cos(2κ)− Im (A) sin(2κ)] , (4.5.48)

вiдповiдно. Отже часовi залежностi властиво дiйсних функцiй Re (A) та Im (A)

визначають всю динамiку солiтона.
З одержаного односолiтонного розв’язку (4.5.32)–(4.5.37) видно, що вели-

чина sinh(2γ) характеризує амплiтуду кожної основної солiтонної компоненти,
тодi як параметр 4γ виявляє себе як повне число збуджень в односолiтонному
розв’язку. Останнє твердження випливає iз загальної формули для повного
числа збуджень

N =
∞∑

m=−∞
ln

[
1 + µ(m)ν(m) + q+(m)r+(m) + q−(m)r−(m)

1 + µν

]
, (4.5.49)

застосованої до односолiтонного розв’язку (4.5.32)–(4.5.37).
Величина x тiсно пов’язана iз середньою повздовжньою координатою солi-

тонного хвильового пакету. Припускаючи тлумачення величини x коректним,
величину

v = −sinh(2γ)

γ+ + γ−
[Re (α) sin(2κ) + Im (α) cos(2κ)] , (4.5.50)

означену формулою v = ẋ, слiд розумiти як повздовжню швидкiсть солiтона.
Величина 1/2|γ+ + γ−|, розглядувана за умови |γ+ + γ−| � 1, оцiнює ха-

рактерний розмiр кожної основної солiтонної компоненти в повздовжньому
напрямi, проте за |γ+ + γ−| & 1 така оцiнка втрачає коректнiсть внаслiдок
помiтного прояву дискретности ґратки в так званому дихальному коливан-
нi повздовжнього розмiру солiтона, спричиненому його повздовжнiм рухом
[200, 212]. У свою чергу, параметр 2(κ+ + κ−) є тiсно пов’язаним з iмпульсом
солiтона. Варто також зауважити, що параметр 2s описує розщеплення мiж се-
реднiми координатами верхньоланцюжкової та нижньоланцюжкової основних
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солiтонних компонент, тодi як параметр 4(κ+ + κ−)ξ визначає розщеплення
мiж фазами цих компонент.

У випадку нульового тла µ = 0 = ν для супутнiх польових змiнних µ(n)

i ν(n) означення (4.5.38)–(4.5.41) параметрiв γ+, κ+ i γ−, κ− показують, що
γ+ = γ = γ− i κ+ = κ = κ−. Iнакше кажучи, ми можемо розумiти параме-
три 1/4γ i 4κ як деякi первиннi характеристики, спорiдненi, вiдповiдно, до
повздовжнього розмiру солiтона та iмпульсу солiтона. Цi первиннi параметри
збiгаються з фiзичними параметрами 1/2|γ+ +γ−| i 2(κ+ +κ−) лише за умови
µ = 0 = ν.

4.6 Рекурентна схема послiдовних перетворень
Дарбу [220]

Аби процедура одягання Дарбу стала зручною для послiдовного застосування,
доцiльно розглядати верхнi iндекси мiнус та плюс, що вiдповiдають засiвно-
му та ужинковому розв’язкам, як поточнi. При цьому ми ухвалимо наступнi
замiни

L−(n|z)→ L(s)(n|z) (4.6.1)

L+(n|z)→ L(c)(n|z) (4.6.2)

X−(n|z)→ X(s)(n|z) (4.6.3)

X+(n|z)→ X(c)(n|z) (4.6.4)

S(n|z)→ S(c)(n|z) (4.6.5)

zr → zr(c) (4.6.6)

εk(zr)→ ε
(c)
k (zr(c)) , (4.6.7)

вважаючи c ≡ s+ 1 довiльним додатнiм цiлим числом. Тут першi два записи
(4.6.1) i (4.6.2) передбачають, що аналогiчнi змiни слiд ввести i до наявних
амплiтуд поля. Що ж стосується c-тої матрицi Дарбу S(c)(n|z), то вона має
бути задана виразом
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S(c)(n|z) =

(
z2 + u

(c)
11 (n) f

(s)
12 (n)z + u

(c)
12 (n)z−1

t
(c)
21 (n)z + g

(s)
21 (n)z−1 t

(c)
22 (n) + z−2

)
(4.6.8)

у повнiй узгодженостi з властивостями t
(c)
12 (n) = f

(s)
12 (n) i u(c)12 (n) = g

(s)
21 (n),

встановленими ранiше.
Якщо нульовий засiвний розв’язок g(0)11 (n), f (0)12 (n), g(0)12 (n), f (0)22 (n), g(0)21 (n),

f
(0)
21 (n) та вiдповiдна нульова допомiжна матрична функцiя X(0)(n|z) вiдомi,

тодi N -тий ужинковий розв’язок g
(N)
11 (n), f (N)

12 (n), g(N)
12 (n), f (N)

22 (n), g(N)
21 (n),

f
(N)
21 (n) визначають наступнi рекурентнi формули

g
(c)
11 (n) = G

(c)
11 (n)/D

(c)
00 (n) (4.6.9)

f
(c)
12 (n) = F

(c)
12 (n)/D

(c)
00 (n) (4.6.10)

g
(c)
12 (n) = u

(c)
12 (n+ 1) (4.6.11)

i

f
(c)
22 (n) = F

(c)
22 (n)/D

(c)
00 (n) (4.6.12)

g
(c)
21 (n) = G

(c)
21 (n)/D

(c)
00 (n) (4.6.13)

f
(c)
21 (n) = t

(c)
21 (n+ 1) , (4.6.14)

де

G
(c)
11 (n) =

[
u
(c)
11 (n+ 1)g

(s)
11 (n) + u

(c)
12 (n+ 1)f

(s)
21 (n) + f

(s)
12 (n+ 1)g

(s)
21 (n)−

− u(c)12 (n+ 1)t
(c)
21 (n)

]
t
(c)
22 (n)− g(s)21 (n)

[
u
(c)
11 (n+ 1)f

(s)
12 (n) +

+ f
(s)
12 (n+ 1)f

(s)
22 (n) + g

(s)
12 (n)− u(c)12 (n)

]
(4.6.15)

F
(c)
12 (n) =

[
u
(c)
11 (n+ 1)f

(s)
12 (n) + f

(s)
12 (n+ 1)f

(s)
22 (n) + g

(s)
12 (n)− u(c)12 (n)

]
u
(c)
11 (n)−

− f (s)12 (n)
[
u
(c)
11 (n+ 1)g

(s)
11 (n) + u

(c)
12 (n+ 1)f

(s)
21 (n) +

+ f
(s)
12 (n+ 1)g

(s)
21 (n)− u(c)12 (n+ 1)t

(c)
21 (n)

]
(4.6.16)
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D
(c)
00 (n) = u

(c)
11 (n)t

(c)
22 (n)− g(s)21 (n)f

(s)
12 (n) (4.6.17)

F
(c)
22 (n) =

[
t
(c)
22 (n+ 1)f

(s)
22 (n) + t

(c)
21 (n+ 1)g

(s)
12 (n) + g

(s)
21 (n+ 1)f

(s)
12 (n)−

− t(c)21 (n+ 1)u
(c)
12 (n)

]
u
(c)
11 (n)− f (s)12 (n)

[
t
(c)
22 (n+ 1)g

(s)
21 (n) +

+ g
(s)
21 (n+ 1)g

(s)
11 (n) + f

(s)
21 (n)− t(c)21 (n)

]
(4.6.18)

G
(c)
21 (n) =

[
t
(c)
22 (n+ 1)g

(s)
21 (n) + g

(s)
21 (n+ 1)g

(s)
11 (n) + f

(s)
21 (n)− t(c)21 (n)

]
t
(c)
22 (n)−

− g(s)21 (n)
[
t
(c)
22 (n+ 1)f

(s)
22 (n) + t

(c)
21 (n+ 1)g

(s)
12 (n) +

+ g
(s)
21 (n+ 1)f

(s)
12 (n)− t(c)21 (n+ 1)u

(c)
12 (n)

]
, (4.6.19)

а верхнiй iндекс c пробiгає цiлi додатнi значення вiд 1 до N , тодi як s = c− 1.
Тут c-тi функцiї Дарбу u(c)11 (n), u(c)12 (n) i t(c)22 (n), t(c)21 (n) задано формулами

u
(c)
11 (n) = U

(c)
11 (n)/U

(c)
00 (n) (4.6.20)

u
(c)
12 (n) = U

(c)
12 (n)/U

(c)
00 (n) (4.6.21)

i

t
(c)
22 (n) = T

(c)
22 (n)/T

(c)
00 (n) (4.6.22)

t
(c)
21 (n) = T

(c)
21 (n)/T

(c)
00 (n) , (4.6.23)

де

U
(c)
11 (n) = Y

(s)
1 (n|z2(c))Y (s)

2 (n|z1(c))z22(c)/z1(c)−
− Y (s)

1 (n|z1(c))Y (s)
2 (n|z2(c))z21(c)/z2(c) +

+ f
(s)
12 (n)Y

(s)
2 (n|z1(c))Y (s)

2 (n|z2(c)) [z2(c)/z1(c)− z1(c)/z2(c)] (4.6.24)

U
(c)
12 (n) = Y

(s)
1 (n|z1(c))Y (s)

1 (n|z2(c))
[
z21(c)− z22(c)

]
+

+ f
(s)
12 (n)

[
Y

(s)
2 (n|z1(c))Y (s)

1 (n|z2(c))z1(c)−

− Y (s)
2 (n|z2(c))Y (s)

1 (n|z1(c))z2(c)
]

(4.6.25)
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U
(c)
00 (n) = Y

(s)
1 (n|z1(c))Y (s)

2 (n|z2(c))/z2(c)−
− Y (s)

1 (n|z2(c))Y (s)
2 (n|z1(c))/z1(c) (4.6.26)

i

T
(c)
22 (n) = Y

(s)
2 (n|z1(c))Y (s)

1 (n|z2(c))z2(c)/z21(c)−
− Y (s)

2 (n|z2(c))Y (s)
1 (n|z1(c))z1(c)/z22(c) +

+ g
(s)
21 (n)Y

(s)
1 (n|z2(c))Y (s)

1 (n|z1(c)) [z2(c)/z1(c)− z1(c)/z2(c)] (4.6.27)

T
(c)
21 (n) = Y

(s)
2 (n|z2(c))Y (s)

2 (n|z1(c))
[
1/z22(c)− 1/z21(c)

]
+

+ g
(s)
21 (n)

[
Y

(s)
1 (n|z2(c))Y (s)

2 (n|z1(c))/z2(c)−

− Y (s)
1 (n|z1(c))Y (s)

2 (n|z2(c))/z1(c)
]

(4.6.28)

T
(c)
00 (n) = Y

(s)
2 (n|z2(c))Y (s)

1 (n|z1(c))z1(c)−
− Y (s)

2 (n|z1(c))Y (s)
1 (n|z2(c))z2(c) (4.6.29)

iз введеним скороченим записом

Y
(s)
j (n|zr(c)) =

2∑
k=1

X
(s)
jk (n|zr(c))ε(c)k (zr(c)) . (4.6.30)

Всi цi формули (4.6.8)–(4.6.30) належить доповнити спiввiдношенням перетво-
рення Дарбу

X(c)(n|z) = S(c)(n|z)X(s)(n|z) (4.6.31)

як неодмiнної частини всiєї рекурсивної процедури.
У випадку вакуумного нульового засiвного розв’язку (4.5.1)–(4.5.6),

пов’язаного iз системою з притягувальним типом нелiнiйностей (4.1.1)–(4.1.6),
коли

f
(0)
jk (n) = ν δjk (4.6.32)
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g
(0)
jk (n) = µ δjk (4.6.33)

X
(0)
jk (n|z) = δjk[ηk(z)]n exp[ϕk(z)] , (4.6.34)

iз загальних формул (4.6.8)–(4.6.30) випливає перший ужинковий розв’язок
g
(1)
11 (n), f (1)12 (n), g(1)12 (n), f (1)22 (n), g(1)21 (n), f (1)21 (n) односолiтонного типу (4.5.32)–
(4.5.37). Постає питання, чи можна iдентифiкувати N -тий ужинковий
розв’язок, заснований на вакуумному нульовому засiвному розв’язку (4.6.32),
(4.6.33), як N -солiтонний розв’язок. Нижче ми наведемо деякi переконливi
арґументи на користь позитивної вiдповiдi.

Перш за все ми параметризуємо коренi z1(c) i z2(c) рiвняння detS(c)(n|z) =

0 за допомоги формул

z1(c) = exp[+γ(c) + iκ(c)] (4.6.35)

z2(c) = exp[−γ(c) + iκ(c)] , (4.6.36)

де iндекс c пробiгає цiлi додатнi значення вiд 1 до N . Враховуючи, що вели-
чина sinh[2γ(1)] визначає амплiтуду будь-якої з основних польових функцiй у
випадку суто односолiтонного розв’язку, ми зосередимося на другому ужин-
ковому розв’язку, що характеризується параметрами γ(1) i γ(2) з параметром
γ(1), успадкованим вiд односолiтонного засiвного розв’язку. Аби осягнути дво-
солiтоннiсть структури другого засiвного розв’язку, достатньо показати, що
в граничному випадку зникомого засiвного параметра γ(1) розв’язок вижи-
ває як новоутворений солiтон з амплiтудою кожної основної польової фун-
кцiї, визначеною величиною sinh[2γ(2)]. Найпростiший спосiб перевiрити таке
твердження забезпечується взаємно однозначною вiдповiднiстю мiж фунда-
ментальною системою рiвнянь

2∑
k=1

S
(1)
jk (n|zr(1))X

(0)
kk (n|zr(1))ε

(1)
k (zr(1)) = 0 , (4.6.37)

пов’язаною iз суто односолiтонним розв’язком, та її двiйником

2∑
k=1

S
(2)
jk (n|zr(2))X

(0)
kk (n|zr(2))ω

(2)
k (zr(2)) = 0 , (4.6.38)
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пов’язаним з другим ужинковим розв’язком, взятим в границi зникомого γ(1).
Дiйсно, структури матриць Дарбу в першiй (4.6.37) i останнiй (4.6.38) системах
є суттєво подiбними, оскiльки f (0)12 (n) = 0 = g

(0)
21 (n) i f (1)12 (n) = 0 = g

(1)
21 (n). До

того ж, перенормованi параметри ω(2)(zr(2)), що входять до другої системи
(4.6.38), задано формулами

ω
(2)
1 (zr(2)) =

{
z2r(2)− exp[+2iκ(1)]

}
ε
(2)
1 (zr(2)) (4.6.39)

ω
(2)
2 (zr(2)) =

{
z−2r (2)− exp[−2iκ(1)]

}
ε
(2)
2 (zr(2)) , (4.6.40)

якi, вочевидь, ґарантують симетрiю[
ω
(2)
2 (z2(2))/ω

(2)
1 (z2(2))

]∗
= −ω(2)

1 (z1(2))/ω
(2)
2 (z1(2)) , (4.6.41)

що є iзоморфною до первинної симетрiї[
ε
(2)
2 (z2(2))/ε

(2)
1 (z2(2))

]∗
= −ε(2)1 (z1(2))/ε

(2)
2 (z1(2)) . (4.6.42)

Таким чином, з огляду на симетрiю[
ε
(1)
2 (z2(1))/ε

(1)
1 (z2(1))

]∗
= −ε(1)1 (z1(1))/ε

(1)
2 (z1(1)) , (4.6.43)

властивостi параметрiв ε(1)k (zr(1)) i ω
(2)
k (zr(2)) є подiбними. Нарештi, вiд-

повiднiсть мiж функцiями X(0)
kk (n|zr(1)) i X(0)

kk (n|zr(2)) видається самоочеви-
дною.

За iндукцiєю ми можемо стверджувати, що N -тий ужинковий розв’язок,
заснований на вакуумному нульовому засiвному розв’язку, слiд трактувати як
N -солiтонний розв’язок.
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4.7 Нескiнченна множина локальних густин
як передумова для iнтеґровности системи в
сенсi Лiувiлля [213, 221]

Iнтеґровнiсть за Лiувiллем (Liouville) нелiнiйної системи, заданої на нескiнчен-
ному просторовому носiєвi, означає, що iснує нескiнченна множина збережних
величин, попарно iнволютивних (комутативних) помiж собою [190]. Проте, вже
щонайменше знання кiлькох локальних густин дає добру нагоду дослiджува-
ти динамiку системи. Тут пiд термiном “локальна густина” ми маємо на увазi
густину ρ(n), що входить до локального закону збереження (аналога рiвняння
неперервности в дискретному просторi)

ρ̇(n) = J(n| n− 1)− J(n+ 1| n) , (4.7.1)

де величину J(n+1/2| n−1/2) належить трактувати як потiк. Що стосується
величини

∑+∞
n=−∞ ρ(n), то вона, вочевидь, зберiгається, якщо значення потоку

на обох просторових нескiнченностях збiгаються. Розглядаючи нашу загальну
iнтеґровну систему (4.2.6)–(4.2.19), ми вважатимемо, що останню вимогу ви-
конано для всiєї нескiнченної множини потокiв шляхом правильного вибору
граничних умов для прототипових польових змiнних.

У цьому пiдроздiлi ми представимо у явному виглядi кiлька найнижчих ло-
кальних законiв збереження iз нескiнченної iєрархiї, пов’язаної iз загальною
iнтеґровною системою (4.2.6)–(4.2.19). Три з них випливають з унiверсального
локального закону збереження [221]

d

dτ
ln [detL(n|z)] = SpA(n+ 1|z)− SpA(n|z) , (4.7.2)

який є безпосереднiм наслiдком рiвняння нульової кривини (4.2.1) за умови,
що detL(n|z) 6= 0, тодi як решту рiвнянь породжує пряма рекурсивна процеду-
ра [221], узагальнена версiя якої [213] придатна для будь-якої напiвдискретної
iнтеґровної системи, пов’язаної з просторово одновимiрною допомiжною спе-
ктральною задачею довiльного порядку.

Варто зауважити, що iдея про застосування прямої рекурсивної технiки
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для ґенерування законiв збереження вперше постала в пiонерських працях
Конно (Konno), Санукi (Sanuki), Iчiкави (Ichikawa) [92] та Вадатi (Wadati),
Санукi ( Sanuki), Конно (Konno) [239], якi зосереджувалися виключно на не-
перервних iнтеґровних нелiнiйних системах. У випадку напiвдискретних iн-
теґровних систем цей пiдхiд переформулювали Тсучiда (Tsuchida), Уджiно
(Ujino) i Вадатi (Wadati) [187, 188]. Однак, на вiдмiну вiд узагальненої ре-
курсивної процедури [213], усi цi працi [92, 239, 187, 188] мали справу ли-
ше з найпростiшими версiями прямої рекурсивної процедури i обмежувались
лише допомiжними спектральними задачами другого порядку в сенсi Кодрi
(Caudrey) [34, 201, 202].

Почнемо з локальних законiв збереження, що походять з унiверсального
закону збереження (4.7.2). При цьому ми скористаємося двовимiрними ма-
тричними представленнями (4.2.4) i (4.2.5) для спектрального L(n|z) та ево-
люцiйного A(n|z) операторiв з матричними елементами Ajk(n|z), заданими в
термiнах прототипових польових змiнних (4.2.12)–(4.2.19). Оскiльки величина
detL(n|z) є полiномом Лорана (Laurent) за парними степенями спектрального
параметра, а величина SpA(n+1|z)−SpA(n|z) не залежить вiд спектрального
параметра зовсiм, то локальнi закони збереження, породженi унiверсальним
законом збереження (4.7.2), постають у такому виглядi

ρ̇+(n) = J0(n| n− 1)− J0(n+ 1| n) (4.7.3)

ρ̇0(n) = J0(n| n− 1)− J0(n+ 1| n) (4.7.4)

ρ̇−(n) = J0(n| n− 1)− J0(n+ 1| n) . (4.7.5)

Тут локальнi густини ρ+(n), ρ0(n), ρ−(n) задано виразами

ρ+(n) = ln [f22(n)− f21(n)f12(n)] (4.7.6)

ρ0(n) = ln [1 + g11(n)f22(n)− f12(n)g21(n)− g12(n)f21(n)] (4.7.7)

ρ−(n) = ln [g11(n)− g12(n)g21(n)] , (4.7.8)
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а потоки виявляються однаковими для усих трьох локальних законiв збере-
ження, позаяк кожен з них пов’язаний зi спiльною величиною

J0(n| n− 1) = b11f12(n)f21(n− 1) + c22g21(n)g12(n− 1) . (4.7.9)

Структура найнижчих локальних законiв збереження (4.7.3)–(4.7.5) вказує
на ланцюжок рiвнянь ρ̇+(n) = ρ̇0(n) = ρ̇−(n). Як наслiдок, функцiї exp[ρ+(n)],
exp[ρ0(n)], exp[ρ−(n)] мають вiдрiзнятися мiж собою лише коефiцiєнтами, не-
залежними вiд часової змiнної τ . Аби вберегти однорiднiсть простору, цi ко-
ефiцiєнти слiд розглядати як незалежнi i вiд просторової змiнної n також.
Твердження цього абзацу у застосуваннi до iнтеґровної системи з нелiнiйно-
стями притягувального типу (4.1.1)–(4.1.6) приводять до заявлених ранiше
природнiх в’язей (4.1.7) i (4.1.8) з часонезалежними фоновими параметрами µ
i ν.

Аби перейти до наступних локальних законiв збереження, ми коротко ви-
кладемо головнi особливостi прямої рекурсивної технiки в запропонованої на-
ми загальнiй формi [213], розглядаючи спектральний L(n|z) та еволюцiйний
A(n|z) оператори як R × R квадратовi матрицi (де detL(n|z) 6= 0), без жо-
дного посилання на данi розсiяння допомiжної спектральної задачi чи на Га-
мiльтонову (Hamilton) структуру асоцiйованої iнтеґровної системи. Тут ми не
накладаємо жодних спрощувальних обмежень на порядок спектрального опе-
ратора з тим, аби вiн мiг навiть збiгатися з рангом R вiдповiдної матрицi.

Перш за все ми маємо оперувати iз системою допомiжних функцiй Γjk(n|z),
пiдпорядкованих правилу

Γji(n|z)Γik(n|z) = Γjk(n|z), (4.7.10)

так аби задовольнити систему просторових рiвнянь Рiккатi (Riccati)

Γjk(n+ 1|z)
R∑
i=1

Lki(n|z)Γik(n|z) =
R∑
i=1

Lji(n|z)Γik(n|z) . (4.7.11)

Тут величини Ljk(n|z) означають матричнi елементи спектрального опера-
тора L(n|z). Загальна властивiсть (4.7.10) накладає обмеження на допомiжнi
функцiї Γjk(n|z) так, що лише R−1 з них можна розглядати як справдi незале-
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жнi. Наприклад, маючи справу зi спектральним оператором другого порядку
(R = 2), достатньо використовувати лише одну допомiжну функцiю, тодi як
спираючись на спектральний оператор третього порядку (R = 3), ми маємо
залучити вже двi допомiжнi функцiї.

Iншою ключовою складовою частиною загального пiдходу є сукупнiсть
твiрних рiвнянь

d

dτ
lnMjj(n|z) = Bjj(n+ 1|z)−Bjj(n|z) (4.7.12)

з функцiями Mjj(n|z) та Bjj(n|z), заданими виразами

Mjj(n|z) =
R∑
i=1

Lji(n|z)Γij(n|z) (4.7.13)

i

Bjj(n|z) =
R∑
i=1

Aji(n|z)Γij(n|z) , (4.7.14)

де Ajk(n|z) – матричнi елементи еволюцiйного оператора A(n|z).
Аби зґенерувати iєрархiю локальних законiв збереження, ми мусимо шука-

ти розв’язки рiвнянь Рiккатi (4.7.11) у формi деякого прийнятного степеневого
ряду вiдносно спектрального параметра z або оберненого спектрального па-
раметра 1/z. Потiм, ввiвши результат обчислення до твiрних рiвнянь (4.7.12)
i звiвши члени з однаковими степенями z або 1/z, ми можемо прийти до не-
скiнченної iєрархiї локальних законiв збереження. Локальна густина кожного
локального закону збереження диктується винятково спектральним операто-
ром, тодi як локальнi потоки – поєднанням спектрального та еволюцiйного
операторiв, оскiльки величини lnMjj(n|z) слiд розумiти як твiрнi функцiї ло-
кальних густин, а Bjj(n|z) – як твiрнi функцiї локальних потокiв.

У нашому випадку спектральної L(n|z) (4.2.4) та еволюцiйної A(n|z) (4.2.5)
квадратових матриць другого порядку система просторових рiвнянь Рiккатi
зводиться до двох взаємно еквiвалентних рiвнянь
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Γ12(n+ 1|z)
[
f21(n)z + g21(n)z−1

]
Γ12(n|z) + Γ12(n+ 1|z)

[
f22(n) + z−2

]
=
[
z2 + g11(n)

]
Γ12(n|z) + f12(n)z + g12(n)z−1 (4.7.15)

i

Γ21(n+ 1|z)
[
f12(n)z + g12(n)z−1

]
Γ21(n|z) + Γ21(n+ 1|z)

[
z2 + g11(n)

]
=
[
f22(n) + z−2

]
Γ21(n|z) + f21(n)z + g21(n)z−1 . (4.7.16)

Отже, розвиваючи рекурсивну процедуру за |z| → 0, варто розглянути
перше (4.7.15) з двох рiвнянь i шукати функцiю Γ12(n|z) у виглядi

Γ12(n|z) = z

∞∑
k=0

γ12(n|0|k)z2k . (4.7.17)

Навпаки, розвиваючи рекурсивну процедуру за |z| → ∞, розумно використати
друге (4.7.16) iз двох альтернативних рiвнянь i шукати функцiю Γ21(n|z) у
виглядi

Γ21(n|z) = z−1
∞∑
k=0

γ21(n|∞|k)z−2k . (4.7.18)

Належнi обчислення в межах кожної зi щойно заявлених рекурентних схем
продукують для двох найпростiших (але дуже важливих) локальних законiв
збереження наступнi вирази

ρ̇12+(n) = J12+(n| n− 1)− J12+(n+ 1| n) (4.7.19)

ρ̇21−(n) = J21−(n| n− 1)− J21−(n+ 1| n) , (4.7.20)

де

ρ12+(n) = f22(n) + g21(n)g12(n− 1) (4.7.21)

ρ21−(n) = g11(n) + f12(n)f21(n− 1) (4.7.22)
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i

J12+(n+ 1| n) = c22g21(n+ 1)g12(n)f22(n)−
− c22g21(n+ 1)f12(n)− f21(n)b11g12(n)−
− c22g21(n+ 1) [g11(n)− g12(n)g21(n)] g12(n− 1) (4.7.23)

J21−(n+ 1| n) = b11f12(n+ 1)f21(n)g11(n)−
− b11f12(n+ 1)g21(n)− g12(n)c22f21(n)−
− b11f12(n+ 1) [f22(n)− f21(n)f12(n)] f21(n− 1) . (4.7.24)

Iншi двi прийнятнi, але громiздкiшi рекурсивнi процедури обчислювання
ґрунтуються на розкладаннi в ряд

Γ21(n|z) = z

∞∑
k=0

γ21(n|0|k)z2k (4.7.25)

за умови |z| → 0 i розкладаннi в ряд

Γ12(n|z) = z−1
∞∑
k=0

γ12(n|∞|k)z−2k (4.7.26)

за умови |z| → ∞. Цi розклади було використано, вiдповiдно, в другому
(4.7.16) та першому (4.7.15) з двох еквiвалентних рiвнянь Рiккатi. Результати
обчислень вiдтворюють два локальнi закони збереження (4.7.3) i (4.7.5), вже
виведенi ранiше з унiверсального локального закону збереження (4.7.2), та
продукують додатково серiю нових. Найпростiшими i разом з тим важливими
серед них є локальнi закони збереження

ρ̇21+(n) = J21+(n| n− 1)− J21+(n+ 1| n) (4.7.27)

ρ̇12−(n) = J12−(n| n− 1)− J12−(n+ 1| n) (4.7.28)

де

ρ21+(n) = f22(n) + g21(n+ 1)g12(n) (4.7.29)
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ρ12−(n) = g11(n) + f12(n+ 1)f21(n) (4.7.30)

i

J21+(n| n− 1) = c22f22(n)g21(n)g12(n− 1)−
− c22f21(n)g12(n− 1)− g21(n)b11f12(n)−
− c22g21(n+ 1) [g11(n)− g12(n)g21(n)] g12(n− 1) (4.7.31)

J12−(n| n− 1) = b11g11(n)f12(n)f21(n− 1)−
− b11g12(n)f21(n− 1)− f12(n)c22g21(n)−
− b11f12(n+ 1) [f22(n)− f21(n)f12(n)] f21(n− 1) . (4.7.32)

Оскiльки будь-яку функцiю у формi F (n+1|n)−F (n|n−1) можна завжди
взяти за густину в деякому тривiальному локальному законi збереження, то
локальнi густини ρ12+(n) i ρ21+(n) належить розглядати як фiзично еквiва-
лентнi. Очевидно, таке саме твердження стосується також i локальних густин
ρ21−(n) та ρ12−(n).

4.8 Гамiльтонове представлення первинної
нелiнiйної Шрьодiнґерової системи з
притягувальними нелiнiйностями [220, 221]

Тепер, коли найнижчi локальнi густини загальної напiвдискретної iнтеґровної
нелiнiйної системи вже вiдомi, ми можемо пiдлаштувати їх до потреб окремої
редукованої системи з метою вiднайти її Гамiльтонове (Hamilton) представ-
лення в термiнах правильно означених Гамiльтонової функцiї i Пуассонової
дужки (Пуассонової структури). Надалi ми цiкавитемося випадком нелiнiйної
Шрьодiнґерової системи на стьожцi трикутної ґратки (4.1.1)–(4.1.6) за притя-
гувального типу нелiнiйностей.

Аби бути послiдовними, ми маємо взяти до уваги, що властивiсть ρ̇+(n) =

ρ̇0(n) = ρ̇−(n) iнспiрує двi природнi в’язi (4.1.7) i (4.1.8), якi вказують, що
польовi змiннi µ(n) i ν(n) (називанi супутнiми змiнними) насправдi залежать
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вiд основних польових змiнних q+(n), q−(n) i r+(n), r−(n).
Внаслiдок цього, аби застосувати загальнi принципи Гамiльтонового пiд-

ходу [59, 124, 249], ми для початку мусимо працювати лише з основними рiв-
няннями (тобто рiвняннями (4.1.1)– (4.1.4)) аби спробувати переписати їх в
унiфiкованiй формi

ẏλ(n) =
4∑

κ=1

∞∑
m=−∞

Jλκ(n|m)
∂H

∂yκ(m)
(4.8.1)

з величиною H, задiяною в якостi Гамiльтонової функцiї, i метричними еле-
ментами (елементами структурної або симплектичної матрицi) Jλκ(n|m), пiд-
порядкованими умовi антисиметричности Jκλ(m|n) = −Jλκ(n|m). Тут y1(n),
y2(n), y3(n), y4(n) – деякий повний набiр незалежних польових змiнних, запи-
саних в унiфiкованiй формi. Вищенаведений вираз (4.8.1) є досить унiверсаль-
ним, позаяк вiн допускає велику низку конкретних функцiйних спiввiдношень
мiж унiфiкованими i основними польовими змiнними. У цьому пiдроздiлi ми
приймемо найпростiшу лiнiйну вiдповiднiсть мiж цими двома множинами по-
льових змiнних, задану спiввiдношеннями

py1(n) = q−(n) (4.8.2)

py2(n) = q+(n) (4.8.3)

py3(n) = r−(n) (4.8.4)

py4(n) = r+(n) . (4.8.5)

Тут iндекс p перед величиною pyλ вказує, що насправдi ми маємо справу з
первинними основними польовими змiнними, замаскованими пiд унiфiкованi,
(тобто з такими основними польовими змiнними, якими вони є в первиннiй
версiї (4.1.1)–(4.1.6) напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової си-
стеми з тлозалежними мiжвузловими резонансними зв’язками). Ми зберiгати-
мемо такий самий iндекс перед усима величинами, притаманними первиннiй
системi (4.1.1)–(4.1.6) в рамках Гамiльтонового викладу.

Досвiд, надбаний пiд час розгляду iнших напiвдискретних iнтеґровних не-
лiнiйних систем Шрьодiнґерового типу [87, 102, 161, 199], пiдказує нам шу-
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кати густину Гамiльтонової функцiї вихiдної системи (4.1.1)–(4.1.6) як деяку
суперпозицiю других локальних густин, що входять до локальних законiв збе-
реження (див. формули (4.7.21), (4.7.22) та (4.7.29), (4.7.30) з пiдроздiлу 4.7,
супроводжуванi формулами (4.2.20)–(4.2.25) з пiдроздiлу 4.2). Таке спостере-
ження приводить до наступного претендента [220, 221]

pH =−
∞∑

m=−∞
α[q+(m)r−(m− 1) + µ(m)− µ]−

−
∞∑

m=−∞
β[r+(m)q−(m− 1) + ν(m)− ν] (4.8.6)

на Гамiльтонову функцiю. Тодi, порiвнюючи вихiднi основнi рiвняння (4.1.1)–
(4.1.4) з їхньою шуканою унiфiкованою формою (4.8.1), ми одержуємо суку-
пнiсть претендентiв на метричнi елементи pJλκ(n|m) в термiнах основних i
супутнiх польових змiнних. Вирази для їхнiх ненульових представникiв пода-
но нижче [221]:

pJ13(n|m) = −i[1 + q−(n)r−(n)]δnm (4.8.7)

pJ14(n|m) = −i[q−(n)r+(n)− µ(n)]δnm (4.8.8)

pJ23(n|m) = −i[q+(n)r−(n)− ν(n)]δnm (4.8.9)

pJ24(n|m) = −i[1 + q+(n)r+(n)]δnm (4.8.10)

pJ31(n|m) = +i[1 + r−(n)q−(n)]δnm (4.8.11)

pJ32(n|m) = +i[r−(n)q+(n)− ν(n)]δnm (4.8.12)

pJ41(n|m) = +i[r+(n)q−(n)− µ(n)]δnm (4.8.13)

pJ42(n|m) = +i[1 + r+(n)q+(n)]δnm . (4.8.14)

Решта метричних елементiв є нульовi метричнi елементи. Як тiльки претен-
дентiв на метричнi елементи знайдено, ми маємо перевiрити, чи величина
{F,G}, задана формулою

{F,G} = −
4∑

λ=1

4∑
κ=1

∞∑
n=−∞

∞∑
m=−∞

∂F

∂yλ(n)
Jλκ(n|m)

∂G

∂yκ(m)
, (4.8.15)
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задовольняє усi вимоги, що пiдкрiплюють означення дужки Пуассона [59, 124,
249]. Найкритичнiшою з них є вимога

{E, {F,G}}+ {F, {G,E}}+ {G, {E,F}} = 0 , (4.8.16)

зголошена на тотожнiсть Якобi (Jacobi). Вiдповiдно до загального правила
[59, 124, 249] ця вимога (4.8.16) рiвносильна системi рiвнянь

4∑
κ=1

∞∑
k=−∞

[
Jκλ(k|l)

∂Jµν(m|n)

∂yκ(k)
+Jκµ(k|m)

∂Jνλ(n|l)
∂yκ(k)

+Jκν(k|n)
∂Jλµ(l|m)

∂yκ(k)

]
= 0 .

(4.8.17)

NB. Тут iндекси, позначенi лiтерами µ i ν, не мають нiчого спiльного з фоно-
вими параметрами, визначеними як µ = lim|n|→∞ µ(n) i ν = lim|n|→∞ ν(n).

Безпосереднє пiдставлення ранiше одержаних виразiв (4.8.7)–(4.8.14) для
величин pJλκ(n|m) з використанням виразiв для похiдних ∂µ(n)/∂pyκ(n) i
∂ν(n)/∂pyκ(n), що випливають з природнiх в’язей (4.1.7) i (4.1.8), зводить
набiр вимог (4.8.17) до набору тотожностей. У результатi тотожнiсть Якобi
(4.8.16) виявляється справедливою, виправдовуючи таким чином означення
дужки Пуассона (4.8.15) i вибiр функцiї Гамiльтона (4.8.6).

Використовуючи загальне означення дужки Пуассона (4.8.15), конкрети-
зоване формулами для метричних елементiв (4.8.7)–(4.8.14), i враховуючи
спiввiдношення мiж унiфiкованими i основними польовими змiнними (4.8.2)–
(4.8.5), можна смiливо обчислити усi можливi дужки Пуассона, пов’язанi з
основними q+(n), r+(n), q−(n), r−(n) i супутнiми µ(n), ν(n) польовими змiн-
ними. Їхнiй список наведено нижче

{q+(m), r+(n)} = +i [1 + q+(n)r+(n)]δnm (4.8.18)

{q+(m), r−(n)} = +i [q+(n)r−(n)− ν(n)]δnm (4.8.19)

{q−(m), r−(n)} = +i [1 + q−(n)r−(n)]δnm (4.8.20)

{q−(m), r+(n)} = +i [q−(n)r+(n)− µ(n)]δnm (4.8.21)

{q+(m), q+(n)} = 0 = {r+(m), r+(n)} (4.8.22)
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{q+(m), q−(n)} = 0 = {r+(m), r−(n)} (4.8.23)

{q−(m), q−(n)} = 0 = {r−(m), r−(n)} (4.8.24)

{µ(m), ν(n)} = +i [q+(n)r+(n)− q−(n)r−(n)]δnm (4.8.25)

{µ(m), µ(n)} = 0 = {ν(m), ν(n)} (4.8.26)

{µ(m), r−(n)} = +i [r+(n) + r−(n)µ(n)]δnm (4.8.27)

{µ(m), q+(n)} = −i [q−(n) + q+(n)µ(n)]δnm (4.8.28)

{ν(m), q−(n)} = −i [q+(n) + q−(n)ν(n)]δnm (4.8.29)

{ν(m), r+(n)} = +i [r−(n) + r+(n)ν(n)]δnm (4.8.30)

{µ(m), r+(n)} = 0 = {ν(m), q+(n)} (4.8.31)

{µ(m), q−(n)} = 0 = {ν(m), r−(n)} . (4.8.32)

Покладаючись на цi результати (4.8.18)–(4.8.32), неважко перевiрити, що
нелiнiйна система Шрьодiнґера на стьожцi трикутної ґратки (4.1.1)–(4.1.6)
допускає стисле Гамiльтонове представлення

q̇+(n) = {pH, q+(n)} (4.8.33)

ṙ+(n) = {pH, r+(n)} (4.8.34)

q̇−(n) = {pH, q−(n)} (4.8.35)

ṙ−(n) = {pH, r−(n)} (4.8.36)

µ̇(n) = {pH,µ(n)} (4.8.37)

ν̇(n) = {pH, ν(n)} (4.8.38)

з Гамiльтоновою функцiєю pH, заданою ранiше дiбраною формулою (4.8.6).
Хоча сама Гамiльтонова функцiя (4.8.6) i не виявляє жодних ознак нелi-

нiйної взаємодiї, оскiльки вона задана квадратичною формою за польовими
змiнними, тим не менше нелiнiйнi взаємодiї з’являються в первиннiй дина-
мiчнiй системi (4.1.1)–(4.1.6) завдяки надзвичайно нестандартнiй формi при-
належних дужок Пуассона (4.8.18)–(4.8.32). Постає питання, чи можна стан-
дартизувати форму Пуассонової структури i перенести всi нелiнiйнi взаємодiї
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повнiстю в стандартизовану Гамiльтонову функцiю. За деяких (термiнологi-
чно завуальованих, але вiрогiдних) умов позитивне твердження стосовно цiєї
проблеми проголошує теорема Дарбу [44, 45, 59, 124, 249], проте вона не дає
жодних розумних настанов щодо способу виконання такої стандартизацiї. Пер-
шою практичною пiдказкою у розплутуваннi Гордiєвого вузла стандартизацiї
для нас став факт рiзко вираженої критичности первинної (нестандартизова-
ної) нелiнiйної системи (4.1.1)–(4.1.6) вiдносно керiвного фонового параметра
µν. Тему критичности системи ми розглянемо в наступному пiдроздiлi.

Варто зауважити, що нестандартна форма Пуассонової структури є до-
сить типовою властивiстю iнтеґровних нелiнiйних систем, пов’язаних з дис-
кретними спектральними задачами. Для прикладу достатньо навести систему
Абловiца–Ладiка [2, 4], чия нестандартна Пуассонова структура [87, 102, 161]
стає на завадi сприйнятливого трактування її польових змiнних в чiтких i
зрозумiлих фiзичних термiнах.

4.9 Критичнiсть первинної динамiчної системи
вiдносно фонового параметра [208, 223]

Факт критичности напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової си-
стеми з тлозалежними мiжвузловими резонансними зв’язками (4.1.1)–(4.1.6)
вiдносно фонового параметра µν ми виявили, дослiджуючи спектр її низько-
амплiтудних збуджень [208]. Схожий результат було одержано i при констру-
юваннi областей аналiтичности Йостових (Jost) функцiй допомiжної задачi
розсiяння, асоцiйованої з рiвняннями системи (4.1.1)–(4.1.6) [208].

Згiдно з пiдходом Кодрi до оберненої задачi розсiяння [34, 201, 202] лiнiї,
що роздiляють областi аналiтичности вiдмiнних Йостових функцiй в площинi
комплексного спектрального параметра z, визначаються набором рiвнянь

|ηj(z)| = |ηk(z)| , (4.9.1)

де ηj(z) символiзує j-те власне значення граничного спектрального оператора
L(z), означеного в пiдроздiлi 4.2, а iндекси j та k охоплюють усi можливi
комбiнацiї таким чином, аби запобiгти своєму взаємному збiговi.
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Звернувшись до дослiджуваної системи (4.1.1)–(4.1.6) та врахувавши 4× 4

матричне представлення (4.2.2) допомiжного спектрального оператора L(n|z),
ми приходимо до сукупности чотирьох вiдмiнних власних значень (4.2.31)–
(4.2.34) граничного спектрального оператора L(z). У результатi умова (4.9.1),
що визначає границi мiж областями аналiтичности, складається з шести рiв-
нянь. Належний аналiз цих рiвнянь вказує на критичну якiсну перебудову
структури областей аналiтичности, що вiдбувається, коли фоновий параметр
µν переступає через своє критичне значення µν = 1 [208]. Рисунки 4.2 i 4.3 де-
монструють типове розбиття на областi аналiтичности в площинi фазоузгiдне-
ного спектрального параметра z exp(−iδ), вiдповiдно за докритичних µν < 1

i надкритичних µν > 1 значень фонового параметра µν у випадку допомi-
жного спектрального оператора четвертого порядку. Тут дiйсного фазового
параметра δ задано спiввiдношенням µ/ν = exp(+4iδ).

Рис. 4.2. Типове розбиття на областi аналiтичности для функцiй Йоста в пло-
щинi фазоузгiдненого спектрального параметра z exp(−iδ) за докритичних
значень фонового параметра µν < 1 (буквально за µν = exp(−π/2)). Випадок
допомiжного спектрального оператора четвертого порядку.

Кросовер в упорядкуваннi областей аналiтичности Йостових функцiй є ро-
довою властивiстю дослiджуваної системи (4.1.1)–(4.1.6) i неминуче вiдбуває-
ться також i у випадку 2 × 2 матричного представлення (4.2.4) допомiжного
спектрального оператора L(n|z), коли ми маємо лише два вiдмiннi власнi зна-
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Рис. 4.3. Типове розбиття на областi аналiтичности для функцiй Йоста в пло-
щинi фазоузгiдненого спектрального параметра z exp(−iδ) за надкритичних
значень фонового параметра µν > 1 (буквально за µν = exp(+π/2)). Випадок
допомiжного спектрального оператора четвертого порядку.

чення (4.2.35) i (4.2.36) граничного спектрального оператора L(z), а вiдтак ли-
ше одне рiвняння в умовi (4.9.1), що визначає межi мiж областями аналiтично-
сти. На рисунках 4.4 i 4.5 показано типове розбиття на областi аналiтичности в
площинi фазоузгiдненого спектрального параметра z exp(−iδ), вiдповiдно при
докритичних µν < 1 i надкритичних µν > 1 значеннях фонового параметра
µν у випадку допомiжного спектрального оператора другого порядку.

Аби виявити критичнiсть вiдносно фонового параметра µν безпосередньо
в первиннiй (нестандартизованiй) нелiнiйнiй системi (4.1.1)–(4.1.6), ми пере-
пишемо систему двох природнiх в’язей (4.1.7) i (4.1.8) за допомоги трьох на-
ступних формул

µ(n)− q−(n)r+(n) = µ exp[+ρ(n)] (4.9.2)

1 + µ(n)ν(n) + q+(n)r+(n) + q−(n)r−(n) = (1 + µν) exp[+ρ(n)] (4.9.3)

ν(n)− q+(n)r−(n) = ν exp[+ρ(n)] , (4.9.4)

де спiльна дiйсна величина ρ(n) здогадно є повною густиною збуджень на обох
ланцюжках драбинчастої ґратки. Тодi комбiнуючи попереднi спiввiдношення
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Рис. 4.4. Розбиття на областi аналiтичности для функцiй Йоста в площинi
фазоузгiдненого спектрального параметра z exp(−iδ) за докритичних значень
фонового параметра µν < 1. Випадок допомiжного спектрального оператора
другого порядку.

Рис. 4.5. Типове розбиття на областi аналiтичности для функцiй Йоста в пло-
щинi фазоузгiдненого спектрального параметра z exp(−iδ) за надкритичних
значень фонового параметра µν > 1 (буквально за µν = exp(+π/2)). Випадок
допомiжного спектрального оператора другого порядку.
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(4.9.2)–(4.9.4), ми одержуємо вираз [223]

2[q+(n) + ν(n)q−(n)][r+(n) + µ(n)r−(n)] + 2[q−(n) + µ(n)q+(n)][r−(n) +

+ ν(n)r+(n)] + [q+(n)r+(n)− q−(n)r−(n)]2 + [1− µ(n)ν(n)]2 =

= (1− µν)2 exp[+2ρ(n)] , (4.9.5)

який, вочевидь, є iстотно критичним вiдносно значення фонового параметра
µν. Справдi, в точцi µν = 1 права частина цього виразу (4.9.5) зникає то-
тожньо, i ми мусимо кожен член лiвої частини прирiвняти до нуля внаслi-
док невiд’ємности кожного такого члена, очевидної з притаманних симетрiй
r∗+(n) = q+(n), r∗−(n) = q−(n) i ν∗(n) = µ(n) первинних польових амплiтуд. Цi
вимоги, справедливi лише в самiй критичнiй точцi µν = 1, є рiвнозначними
до сукупности додаткових в’язей

q+(n) + ν(n)q−(n) = 0 = r+(n) + µ(n)r−(n) (4.9.6)

q−(n) + µ(n)q+(n) = 0 = r−(n) + ν(n)r+(n) (4.9.7)

µ(n)ν(n) = 1 , (4.9.8)

якi згортають первинну багатокомпонентну нелiнiйну динамiчну систему
(4.1.1)–(4.1.6), задану на стьожцi трикутної ґратки з двома вузлами в еле-
ментарнiй комiрцi, до двокомпонентної нелiнiйної динамiчної системи

+iq̇(n) + [αq(n+ 1) + βq(n− 1)][1 + q(n)r(n)] = 0 (4.9.9)

−iṙ(n) + [βr(n+ 1) + αr(n− 1)][1 + r(n)q(n)] = 0 , (4.9.10)

заданої на ланцюжку винятково одновимiрної ґратки з одним вузлом в еле-
ментарнiй комiрцi. Тут згорнутi польовi змiннi q(n) i r(n) означено згiдно з
такими формулами параметризацiї

q+(n) exp[−i(2δ−π)(n− 1/2)] = q(n) = q−(n) exp[−i(2δ−π)(n+ 1/2)] (4.9.11)

r+(n) exp[+i(2δ−π)(n− 1/2)] = r(n) = r−(n) exp[+i(2δ−π)(n+ 1/2)] (4.9.12)

µ(n) exp[−2iδ] = 1 = ν(n) exp[+2iδ] (4.9.13)
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за припущення, що дiйсний фазовий параметр δ є часонезалежним.
Отже, в критичнiй точцi µν = 1 первинна нелiнiйна iнтеґровна система

(4.1.1)–(4.1.6) скорочується до простiшої системи (4.9.9) i (4.9.10), яку можна
вважати за узагальнення iнтеґровної системи Абловiца–Ладiка [2, 4] на випа-
док часозалежних параметрiв зв’язку α i β [93, 200]. В результатi, кiлькiсть
незалежних польових змiнних меншає наполовину, тодi як супутнi польовi
змiннi тривiалiзуються до простих констант. Тим не менше, в докритичнiй
областi µν < 1 i в надкритичнiй областi µν > 1 система залишається багато-
компонентною i не може буди зведена до простiшої системи (здогадно системи
Абловiца–Ладiка) шляхом будь-якого перетворення. Це твердження збiгається
з тим фактом, що структурна матриця, пов’язана з первинною iнтеґровною
системою (4.1.1)–(4.1.6) (тобто структурна матриця з матричними елемен-
тами pJλκ(n|m), заданими формулами (4.8.7)–(4.8.14)), стає, як буде показано
далi, виродженою лише в критичнiй точцi µν = 1.

Достоту, завдяки дiагональностi первинної структурної матрицi вiдносно
просторових iндексiв n im достатньо мати справу лише з детермiнантом pD(n)

локальної структурної матрицi, тобто з детермiнантом 4× 4 квадратової ма-
трицi, чиї елементи pJλκ(n|n) позначено лiтерами λ i κ як винятково поточни-
ми iндексами. Виходячи iз спiввiдношень (4.8.7)–(4.8.14), що специфiкують
елементи pJλκ(n|m) структурної матрицi, отримуємо явний вираз для локаль-
ного визначника pD(n), а саме

pD(n) =
{

[1 + q+(n)r+(n)][1 + q−(n)r−(n)]−
− [µ(n)− q−(n)r+(n)][ν(n)− q+(n)r−(n)]

}2
, (4.9.14)

яка чiтко вказує, що за критичної величини µν = 1 фонового параметра
µν визначник pD(n) локальної структурної матрицi, а отже i визначник∏∞

m=−∞ pD(m) усiєї структурної матрицi прямують до нуля тотожньо зав-
дяки в’язям критичности (4.9.6)–(4.9.8).
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4.10 Симетричний набiр промiжних основних
польових змiнних та їхнi фундаментальнi
дужки Пуассона [224]

Позаяк i лiва, i права частини формули з виявляння критичности (4.9.5) є сут-
тєво невiд’ємними, i до того ж права частина є повним квадратом суто дiйсної
функцiї, постає iдея влаштувати повний квадрат деякого дiйсного виразу i з
лiвої частини також. Ця пропозицiя спонукає до пiдстанов

q+(n) + ν(n)q−(n)=
1−µ(n)ν(n)

1−u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)
[1+u−(n)v−(n)]u+(n) (4.10.1)

r+(n) + µ(n)r−(n)=
1−µ(n)ν(n)

1−u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)
[1+u−(n)v−(n)]v+(n) (4.10.2)

q−(n) + µ(n)q+(n)=
1− µ(n)ν(n)

1−u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)
[1+u+(n)v+(n)]u−(n) (4.10.3)

r−(n) + ν(n)r+(n)=
1−µ(n)ν(n)

1−u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)
[1+u+(n)v+(n)]v−(n) , (4.10.4)

якi слугують для введення нових основних польових змiнних u+(n), v+(n)

i u−(n), v−(n) замiсть первинних q+(n), r+(n) i q−(n), r−(n). Тут симетрiї
комплексного спряження r∗+(n) = q+(n), r∗−(n) = q−(n) i ν∗(n) = µ(n)

первинних польових амплiтуд забезпечують виконання аналогiчних симетрiй
v∗+(n) = u+(n), v∗−(n) = u−(n) для нових основних польових амплiтуд i, таким
чином, ґарантують невiд’ємнiсть добуткiв u+(n)v+(n) i u−(n)v−(n). Цi новi
основнi польовi змiннi u+(n), v+(n) i u−(n), v−(n) вiдiграватимуть промiжну,
але дуже важливу роль в наших подальших мiркуваннях.

Отже, беручи квадратний корiнь рiвняння з виявляння критичности (4.9.5)
iз використанням щойно поданих означень (4.10.1)–(4.10.4), одержимо

1− µ(n)ν(n)

1− u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)
[1 + u+(n)v+(n)][1 + u−(n)v−(n)] =

= (1− µν) exp[+ρ(n)] . (4.10.5)
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Тут знаки квадратних коренiв дiбрано так, аби забезпечити коректнi грани-
чнi значення u+(n) = q+(n), v+(n) = r+(n) i u−(n) = q−(n), v−(n) = r−(n)

промiжних основних польових змiнних u+(n), v+(n) i u−(n), v−(n) за нульо-
вих фонових значень µ = 0 = ν супутнiх полiв (див. формули (4.9.2), (4.9.4) i
(4.10.1)–(4.10.4) для роз’яснення). Втiм, будучи прямим наслiдком семи ранiше
виписаних формул (4.9.2)–(4.9.4) i (4.10.1)–(4.10.4), одержане спiввiдношення
(4.10.5) дає змогу значно спростити розрахунки величин q+(n), r+(n), q−(n),
r−(n), µ(n), ν(n) i exp[+ρ(n)] в термiнах промiжних польових амплiтуд u+(n),
v+(n) i u−(n), v−(n). Вiдповiднi результати представлено нижче

q+(n) =
u+(n)[1 + µν u−(n)v−(n)]− ν u−(n)[1 + u+(n)v+(n)]

1− µν u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)
(4.10.6)

r+(n) =
v+(n)[1 + µν u−(n)v−(n)]− µ v−(n)[1 + u+(n)v+(n)]

1− µν u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)
(4.10.7)

q−(n) =
u−(n)[1 + µν u+(n)v+(n)]− µ u+(n)[1 + u−(n)v−(n)]

1− µν u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)
(4.10.8)

r−(n) =
v−(n)[1 + µν u+(n)v+(n)]− ν v+(n)[1 + u−(n)v−(n)]

1− µν u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)
(4.10.9)

µ(n) =
(1− µν)u−(n)v+(n) + µ [1− u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)]

1− µν u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)
(4.10.10)

ν(n) =
(1− µν)u+(n)v−(n) + ν [1− u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)]

1− µν u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)
(4.10.11)

exp[+ρ(n)] =
[1− µ u+(n)v−(n)][1− ν u−(n)v+(n)]

[1− µν u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)]2
×

× [1 + u+(n)v+(n)][1 + u−(n)v−(n)] . (4.10.12)

Цi сiм формул (4.10.6)–(4.10.12) було перевiрено шляхом прямих пiдставлянь
до головних визначальних спiввiдношень (4.9.2)–(4.9.4) i (4.10.1)–(4.10.4) та до
допомiжного спiввiдношення (4.10.5).

Одержанi формули перетворення (4.10.6)–(4.10.11) уможливлюють повне
вилучення супутнiх полiв µ(n) i ν(n) з динамiки системи. Однак, навiть такий
позитивний факт не приводить автоматично до канонiчних польових змiнних.
Перш за все, за ненульових фонових величин µ i ν супутнiх полiв два набори
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промiжних польових амплiтуд u+(n), v+(n) i u−(n), v−(n) у формулi (4.10.12)
для exp[+ρ(n)], вочевидь, є тiсно змiшаними. До того ж набiр фундаменталь-
них Пуассонових дужок, пов’язаних з промiжними польовими амплiтудами,
демонструє iстотнi переплутування мiж усима динамiчними змiнними.

Аби пiдтвердити останнє твердження, ми звернемося до реєстру дужок Пу-
ассона (4.8.18)–(4.8.32), пов’язаних з первинними польовими змiнними q+(n),
r+(n), q−(n), r−(n) i µ(n), ν(n). Як показано в пiдроздiлi 4.9, структурна ма-
триця, вiдповiдальна за цi дужки (4.8.18)–(4.8.32), вироджується лише за кри-
тичного значення µν = 1 фонового параметра µν. Отже, поза межами крити-
чної точки (тобто за µν 6= 1) ми можемо без ризику застосовувати всi потрiбнi
формули iз наведеного списку (4.8.18)–(4.8.32) в обчислюваннi фундаменталь-
них дужок Пуассона, пов’язаних з промiжними польовими змiнними u+(n),
v+(n), u−(n), v−(n). Встановленi результати пiдсумовано спiввiдношеннями

{u+(m), v+(n)} =
i

1− µν
[1 + u+(n)v+(n)][1 + µν u+(n)v+(n)]δnm (4.10.13)

{u+(m), v−(n)}=
i ν

1− µν
1− µ u+(n)v−(n)

1− ν u−(n)v+(n)
×

× [1 + u+(n)v+(n)][1 + u−(n)v−(n)]δnm (4.10.14)

{u−(m), v−(n)} =
i

1− µν
[1 + u−(n)v−(n)][1 + µν u−(n)v−(n)]δnm (4.10.15)

{u−(m), v+(n)}=
iµ

1− µν
1− ν u−(n)v+(n)

1− µ u+(n)v−(n)
×

× [1 + u+(n)v+(n)][1 + u−(n)v−(n)]δnm (4.10.16)

{u+(m), u+(n)} = {u+(m), u−(n)} = {u−(m), u−(n)} = 0 (4.10.17)

{v+(m), v+(n)} = {v+(m), v−(n)} = {v−(m), v−(n)} = 0 . (4.10.18)

Упродовж досить довгих i громiздких розрахункiв цих формул (4.10.13)–
(4.10.18) ми змушенi були знайти вирази для промiжних польових змiнних
u+(n), v+(n), u−(n), v−(n) в термiнах початкових змiнних q+(n), r+(n), q−(n),
r−(n), µ(n), ν(n), використовуючи вихiднi означення (4.10.1)–(4.10.4), а потiм
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просуватися крок за кроком крiзь увесь список шуканих фундаментальних
дужок Пуассона, беручи до уваги вирази (4.10.6)–(4.10.11) для старих польо-
вих змiнних в термiнах нових.

З огляду на загальне означення дужки Пуассона (тобто Пуассонової стру-
ктури) (4.8.15) ненульовi елементи структурної матрицi, пов’язанi з промiжни-
ми польовими змiнними, задаємо формулами

iJ13(n|m) = −iJ31(m|n) = −{u−(m), v−(n)} (4.10.19)

iJ14(n|m) = −iJ41(m|n) = −{u−(m), v+(n)} (4.10.20)

iJ23(n|m) = −iJ32(m|n) = −{u+(m), v−(n)} (4.10.21)

iJ24(n|m) = −iJ42(m|n) = −{u+(m), v+(n)} . (4.10.22)

Вiдповiдний локальний структурний визначник

iD(n) =
[
{u+(n), v+(n)}{u−(n), v−(n)} −

− {u+(n), v−(n)}{u−(n), v+(n)}
]2 (4.10.23)

набуває форми

iD(n) =
[1 + u+(n)v+(n)]2 [1 + u−(n)v−(n)]2

(1− µν)2 [1− µν u+(n)v+(n)u−(n)v−(n)]2
(4.10.24)

i, як видно, стає розбiжним, коли фоновий параметр µν прямує до одиницi.
Пригадуючи, що локальний структурний визначник pD(n) (4.9.14), пов’я-

заний з первинними польовими змiнними, прямує до нуля, коли фоновий пара-
метр µν прямує до одинцi, варто шукати певного компромiсу мiж промiжними
i первинними польовими змiнними i ввести ту чи iншу асиметричну множину
польових змiнних шляхом належного вибору двох взаємодоповняльних пiд-
множин. Iдея про асиметрiю пiдтверджується також вже доведеним фактом
того, що число незалежних польових змiнних меншає наполовину, коли фоно-
вий параметр µν набуває свого критичного значення, рiвного одиницi. Отже,
слiд очiкувати, що пiдсистема, описувана пiдмножиною промiжних польових
змiнних, може стати незбуджуваною в критичнiй точцi µν = 1. У наступному
пiдроздiлi ми розвинемо iдею про порушення симетрiї шляхом введення двох
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можливих варiантiв первинно-промiжних польових змiнних у явному виглядi.

4.11 Два варiанти первинно-промiжних
польових змiнних [224]

Симетрiя мiж двома пiдмножинами промiжних польових змiнних u+(n), v+(n)

та u−(n), v−(n) допускає, аби замiнити ту чи iншу пiдмножину на її первин-
ний двiйник i оперувати надалi з будь-яким з двох наборiв q+(n), r+(n), u−(n),
v−(n) чи q−(n), r−(n), u+(n), v+(n) змiшаних первинно-промiжних польових
змiнних окремо на однакових пiдставах.

Розглянемо спочатку перший варiант первинно-промiжних польових змiн-
них q+(n), r+(n), u−(n), v−(n). Аби переформулювати динамiчну систему в
термiнах цих змiнних, ми маємо одержати вiдповiднi представлення для мiнус-
позначених основних полiв q−(n), r−(n) та супутнiх полiв µ(n), ν(n), а також
для величини exp[+ρ(n)]. Для цього зручно скористатися спiввiдношеннями

q−(n) + µ(n)q+(n)

1 + q+(n)r+(n)
=

(1− µν)u−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
(4.11.1)

r−(n) + ν(n)r+(n)

1 + q+(n)r+(n)
=

(1− µν)v−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
, (4.11.2)

сумiсними з формулами перетворень (4.10.1)–(4.10.4) i (4.10.6)–(4.10.11), роз-
глянутих в пiдроздiлi 4.10. Належнi обчислювання приводять до таких пред-
ставлень

q−(n) =
(1− µν)u−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
− µ q+(n)

1 + u−(n)v−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
(4.11.3)

r−(n) =
(1− µν)v−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
− ν r+(n)

1 + u−(n)v−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
(4.11.4)

µ(n) =
(1− µν)u−(n)r+(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
+ µ

1 + u−(n)v−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
(4.11.5)

ν(n) =
(1− µν)q+(n)v−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
+ ν

1 + u−(n)v−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
(4.11.6)
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exp[+ρ(n)] = [1 + q+(n)r+(n)]
1 + u−(n)v−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
. (4.11.7)

Обираючи другий варiант первинно-промiжних польових змiнних q−(n),
r−(n), u+(n), v+(n), нам належить одержати вiдповiднi представлення для
плюс-позначених основних полiв q+(n), r+(n) i супутнiх полiв µ(n), ν(n), а
також для величини exp[+ρ(n)]. Для цього варто використати спiввiдношення

q+(n) + ν(n)q−(n)

1 + q−(n)r−(n)
=

(1− µν)u+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
(4.11.8)

r+(n) + µ(n)r−(n)

1 + q−(n)r−(n)
=

(1− µν)v+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
, (4.11.9)

що є сумiсними з формулами перетворень (4.10.1)–(4.10.4) i (4.10.6)–(4.10.11),
розглянутих в пiдроздiлi 4.10. Належнi обчислювання приводять до таких
представлень

q+(n) =
(1− µν)u+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
− ν q−(n)

1 + u+(n)v+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
(4.11.10)

r+(n) =
(1− µν)v+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
− µ r−(n)

1 + u+(n)v+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
(4.11.11)

µ(n) =
(1− µν)q−(n)v+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
+ µ

1 + u+(n)v+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
(4.11.12)

ν(n) =
(1− µν)u+(n)r−(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
+ ν

1 + u+(n)v+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
(4.11.13)

exp[+ρ(n)] = [1 + q−(n)r−(n)]
1 + u+(n)v+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
. (4.11.14)

Звертаючись до формул (4.11.3)–(4.11.7) i (4.11.10)–(4.11.14), що запрова-
джують, вiдповiдно, перший та другий варiанти первинно-промiжних польо-
вих змiнних q+(n), r+(n), u−(n), v−(n) та q−(n), r−(n), u+(n), v+(n), ми явно
бачимо, що обидва альтернативнi вирази (4.11.7) та (4.11.14) для величини
exp[+ρ(n)] є факторизованими. Таке спостереження подає нам чiтку вказiвку,
як в цiлiснiй динамiчнiй системi виокремити двi строго означенi пiдсистеми.
До того ж кожна з формул (4.11.7) чи (4.11.14) для величини exp[+ρ(n)] чi-
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тко розкриває нам характер збуджень в обох задiяних пiдсистемах. Отже, при
докритичних значеннях µν < 1 фонового параметра µν обидвi пiдсистеми є
аналогiчними до систем зi свiтлими збудженнями, i величину ρ(n) належить
трактувати як повну густину свiтлих збуджень в обох пiдсистемах. З iншого
боку, в надкритичнiй областi µν > 1 пiдсистема, описувана первинними польо-
вими змiнними, залишається пiдсистемою зi збудженнями свiтлого типу, тодi
як пiдсистема, пов’язана з промiжними польовими змiнними, перетворюється
на пiдсистему зi збудженнями темного типу. В самiй критичнiй точцi µν = 1

уся система зсiдається до єдиної пiдсистеми зi збудженнями свiтлого типу.
Треба зауважити, що використанi тут термiни “свiтлi нелiнiйнi збудження”

i “темнi нелiнiйнi збудження” слiд розумiти за аналогiєю з термiнами “свiтлi
солiтони” i “темнi солiтони”, типовими для нелiнiйної оптики [91].

4.12 Фундаментальнi дужки Пуассона для
кожного з варiантiв первинно-промiжних
польових змiнних [224]

Тепер саме час пiдтвердити, що строге вiдокремлення двох пiдсистем, про
яке було заявлено вище, зумовлено головними властивостями фундаменталь-
них дужок Пуассона, пов’язаних з кожним окремим варiантом первинно-
промiжних польових змiнних. Ми опустимо тут всi обчислювання, зробленi на
основi формул для дужок Пуассона мiж первинними полями (4.8.18)–(4.8.32)
та мiж промiжними полями (4.10.13)–(4.10.18), а також на основi низки допо-
мiжних формул та формул перетворення, наведених в попередньому пiдроз-
дiлi. Отже розглянемо лише кiнцевi результати.

Так, перший варiант первинно-промiжних польових змiнних q+(n), r+(n),
u−(n), v−(n) характеризується такими фундаментальними дужками Пуассона

{q+(m), r+(n)} = i [1 + q+(n)r+(n)]δnm (4.12.1)

{q+(m), q+(n)} = 0 = {r+(m), r+(n)} (4.12.2)

{q+(m), v−(n)} = 0 = {q+(m), u−(n)} (4.12.3)
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{u−(m), r+(n)} = 0 = {v−(m), r+(n)} (4.12.4)

{u−(m), u−(n)} = 0 = {v−(m), v−(n)} (4.12.5)

{u−(m), v−(n)} =
i

1− µν
[1 + u−(n)v−(n)][1 + µν u−(n)v−(n)]δnm . (4.12.6)

Аналогiчно фундаментальнi дужки Пуассона для другого варiанту
первинно-промiжних польових змiнних q−(n), r−(n), u+(n), v+(n) задають ви-
рази

{q−(m), r−(n)} = i [1 + q−(n)r−(n)]δnm (4.12.7)

{q−(m), q−(n)} = 0 = {r−(m), r−(n)} (4.12.8)

{q−(m), v+(n)} = 0 = {q−(m), u+(n)} (4.12.9)

{u+(m), r−(n)} = 0 = {v+(m), r−(n)} (4.12.10)

{u+(m), u+(n)} = 0 = {v+(m), v+(n)} (4.12.11)

{u+(m), v+(n)} =
i

1− µν
[1 + u+(n)v+(n)][1 + µν u+(n)v+(n)]δnm . (4.12.12)

Кожен з двох вищенаведених наборiв (4.12.1)–(4.12.6) та (4.12.7)–(4.12.12)
фундаментальних дужок Пуассона чiтко демонструє повне вiдокремлення
двох пiдсистем рiзного походження.

Накопичених результатiв стосовно вiдокремлення польових змiнних i до-
свiду з канонiзування iнших напiвдискретних нелiнiйних систем [102, 192, 193,
199] цiлком достатньо для того, аби сформулювати нелiнiйнi перетворення, що
канонiзують дослiджувану iнтеґровну нелiнiйну систему (4.1.1)–(4.1.6).

4.13 Два варiанти канонiчних польових змiнних
[224, 226]

Задача канонiзування системи полягає у вiднайденнi такого набору унiфiко-
ваних польових змiнних cy1(n), cy2(n), cy3(n), cy4(n), щоби єдиними не-
нульовими елементами структурної матрицi, якi постають в рiвняннях Га-
мiльтона (4.8.1), були елементи, заданi спiввiдношеннями cJ13(n|m) = −iδnm,
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cJ24(n|m) = −iδnm, cJ31(n|m) = +iδnm, cJ42(n|m) = +iδnm. Враховуючи факт
точної розщепности системи на первинну та промiжну пiдсистеми, слушно
формалiзувати останнiй крок процедури канонiзування у виглядi доречних
нелiнiйних масштабних перетворень первинно-промiжних польових змiнних.

Беручи до уваги, що величини ln[1 + q+(n)r+(n)] та ln[1 + u−(n)v−(n)] −
ln[1 +µν u−(n)v−(n)] в докритичнiй областi µν < 1 пов’язанi з густинами збу-
джень, вiдповiдно, в плюс-позначенiй первиннiй пiдсистемi i мiнус-позначенiй
промiжнiй пiдсистемi, ми введемо новi (фiзично скоригованi) польовi амплi-
туди Q+(n), R+(n) i U−(n), V−(n) за допомоги формул перетворення

Q+(n) = q+(n)

√
ln[1 + q+(n)r+(n)]

q+(n)r+(n)
(4.13.1)

R+(n) = r+(n)

√
ln[1 + q+(n)r+(n)]

q+(n)r+(n)
(4.13.2)

i

U−(n) =
u−(n)√

u−(n)v−(n)

√
ln

1 + u−(n)v−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
(4.13.3)

V−(n) =
v−(n)√

u−(n)v−(n)

√
ln

1 + u−(n)v−(n)

1 + µν u−(n)v−(n)
. (4.13.4)

Тут, як бачимо, область значень для величини Q+(n))R+(n) обмежено нерiв-
нiстю Q+(n)R+(n) ≥ 0 за будь-якого допустимого значення µν ≥ 0 фонового
параметра µν. На противагу, область значень для величини U−(n)V−(n) обме-
жено послiдовнiстю нерiвностей ln(1/µν) ≥ U−(n)V−(n) ≥ 0, якщо µν < 1, i
послiдовнiстю нерiвностей 0 ≥ U−(n)V−(n) ≥ ln(1/µν), якщо µν > 1. З мiрку-
вань практичного застосування правi частини останнiх двох виразiв (4.13.3)
i (4.13.4) доцiльно переписати безпосередньо в термiнах первинних польових
змiнних i одержати
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U−(n) =
q−(n) + µ(n)q+(n)√

[q−(n) + µ(n)q+(n)][r−(n) + ν(n)r+(n)]
×

×

√
ln

1 + µ(n)ν(n) + q+(n)r+(n) + q−(n)r−(n)

(1 + µν)[1 + q+(n)r+(n)]
(4.13.5)

V−(n) =
r−(n) + ν(n)r+(n)√

[q−(n) + µ(n)q+(n)][r−(n) + ν(n)r+(n)]
×

×

√
ln

1 + µ(n)ν(n) + q+(n)r+(n) + q−(n)r−(n)

(1 + µν)[1 + q+(n)r+(n)]
. (4.13.6)

Розрахунки показують, що фундаментальнi дужки Пуассона, пов’язанi з
польовими змiнними Q+(n), R+(n) i U−(n), V−(n), i справдi є канонiчними

{Q+(m), R+(n)} = i δnm (4.13.7)

{Q+(m), Q+(n)} = 0 = {R+(m), R+(n)} (4.13.8)

{Q+(m), V−(n)} = 0 = {Q+(m), U−(n)} (4.13.9)

{U−(m), R+(n)} = 0 = {V−(m), R+(n)} (4.13.10)

{U−(m), U−(n)} = 0 = {V−(m), V−(n)} (4.13.11)

{U−(m), V−(n)} = i δnm . (4.13.12)

Завдяки властивостям Q+(n)R+(n) ≥ 0, ln(1/µν) ≥ U−(n)V−(n) ≥ 0, чин-
ним за µν < 1, та властивостям Q+(n)R+(n) ≥ 0, 0 ≥ U−(n)V−(n) ≥ ln(1/µν),
чинним за µν > 1, канонiчну пiдсистему, описувану польовими амплiтудами
Q+(n) i R+(n), можна назвати сильною пiдсистемою, тодi як канонiчну пiд-
систему, описувану польовими амплiтудами U−(n) i V−(n), – слабкою. Силь-
на пiдсистема вiдповiдає свiтлим нелiнiйним збудженням за усих допустимих
значень µν ≥ 0 фонового параметра µν. Навпаки, слабка пiдсистема зазнає
переходу вiд пiдсистеми зi свiтлими збудженнями до пiдсистеми з темними
збудженнями, коли фоновий параметр µν переходить крiзь критичну точку
µν = 1 вiд докритичних µν < 1 до надкритичних µν > 1 значень. У самiй
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критичнiй точцi µν = 1 пiдсистема слабких збуджень стає абсолютно незбу-
джуваною i тому повнiстю зникає з динамiки системи. Взаємна симетрiя мiж
сильною i слабкою пiдсистемами, вочевидь, є цiлком порушеною при усих не-
нульових значеннях фонового параметра, i лише за умови µν = 0 ми приходи-
мо до повнiстю симетричного випадку, рiвнозначного до розглянутих в наших
ранiших працях [199, 212].

Щойно описаний варiант канонiзацiї виникає з польових змiнних q+(n),
r+(n) i u−(n), v−(n), де промiжну пiдсистему позначено нижнiм iндексом мi-
нус. З цiєї причини називатимемо цю канонiзацiю мiнус-асиметричною.

З iншого боку, варiант канонiзацiї, виниклий з польових змiнних q−(n),
r−(n) i u+(n), v+(n), ми називатимемо плюс-асиметричною канонiзацiєю.

Формули перетворення, що вiдповiдають за плюс-асиметричну канонiза-
цiю, введемо наступним чином

Q−(n) = q−(n)

√
ln[1 + q−(n)r−(n)]

q−(n)r−(n)
(4.13.13)

R−(n) = r−(n)

√
ln[1 + q−(n)r−(n)]

q−(n)r−(n)
(4.13.14)

i

U+(n) =
u+(n)√

u+(n)v+(n)

√
ln

1 + u+(n)v+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
(4.13.15)

V+(n) =
v+(n)√

u+(n)v+(n)

√
ln

1 + u+(n)v+(n)

1 + µν u+(n)v+(n)
(4.13.16)

з практичними версiями останнiх двох виразiв (4.13.15) i (4.13.16), заданими
формулами

U+(n) =
q+(n) + ν(n)q−(n)√

[q+(n) + ν(n)q−(n)][r+(n) + µ(n)r−(n)]
×

×

√
ln

1 + µ(n)ν(n) + q+(n)r+(n) + q−(n)r−(n)

(1 + µν)[1 + q−(n)r−(n)]
(4.13.17)
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V+(n) =
r+(n) + µ(n)r−(n)√

[q+(n) + ν(n)q−(n)][r+(n) + µ(n)r−(n)]
×

×

√
ln

1 + µ(n)ν(n) + q+(n)r+(n) + q−(n)r−(n)

(1 + µν)[1 + q−(n)r−(n)]
. (4.13.18)

Область значень для величини Q−(n))R−(n) обмежено нерiвнiстю
Q−(n)R−(n) ≥ 0 за будь-якого допустимого значення µν ≥ 0 фонового па-
раметра µν, тодi як область значень для величини U+(n)V+(n) обмежено по-
слiдовнiстю нерiвностей ln(1/µν) ≥ U+(n)V+(n) ≥ 0, якщо µν < 1, i послiдов-
нiстю нерiвностей 0 ≥ U+(n)V+(n) ≥ ln(1/µν), якщо µν > 1.

Що ж стосується фундаментальних дужок Пуассона

{Q−(m), R−(n)} = i δnm (4.13.19)

{Q−(m), Q−(n)} = 0 = {R−(m), R−(n)} (4.13.20)

{Q−(m), V+(n)} = 0 = {Q−(m), U+(n)} (4.13.21)

{U+(m), R−(n)} = 0 = {V+(m), R−(n)} (4.13.22)

{U+(m), U+(n)} = 0 = {V+(m), V+(n)} (4.13.23)

{U+(m), V+(n)} = i δnm , (4.13.24)

пов’язаних з польовими змiнними Q−(n), R−(n) i U+(n), V+(n), то вони, як
бачимо, є канонiчними.

З огляду на явну mutatis mutandis вiдповiднiсть з мiнус-асиметричним ви-
падком, ми не повторюємо тут усих арґументiв стосовно виокремлення вiдпо-
вiдних сильної та слабкої пiдсистем всерединi плюс-асиметрично канонiзованої
системи i не пояснюємо ще раз подробиць ефекту кросовера в критичнiй точцi
µν = 1 окремо для неї.
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4.14 Гамiльтонове формулювання системи в
термiнах канонiчних польових змiнних з
порушеною симетрiєю [225, 224, 226]

Аби переформулювати дослiджувану iнтеґровну нелiнiйну систему (4.1.1)–
(4.1.6) до її канонiчного виду, ми маємо знати вирази для первинних польових
змiнних q+(n), r+(n), q−(n), r−(n), µ(n), ν(n), заданих у термiнах канонiчних
змiнних Q+(n), R+(n), U−(n), V−(n) або Q−(n), R−(n), U+(n), V+(n).

Розглянемо спочатку випадок мiнус-асиметричних канонiчних полiв
Q+(n), R+(n) i U−(n), V−(n). Обернувши формули перетворення (4.13.1)–
(4.13.4), ми в змозi записати первинно-промiжнi польовi змiннi q+(n), r+(n) та
u−(n), v−(n) в термiнах мiнус-асиметричних канонiчних змiнних Q+(n), R+(n)

та U−(n), V−(n), вiдповiдно. Одержанi вирази належить пiдставити до формул
перетворення (4.11.3)–(4.11.6) для вкороченого набору первинних полiв q−(n),
r−(n), µ(n), ν(n). В результатi ми приходимо до таких формул оберненого
перетворення:

q+(n) = Q+(n)

√
exp[+Q+(n)R+(n)]− 1

Q+(n)R+(n)
(4.14.1)

r+(n) = R+(n)

√
exp[+Q+(n)R+(n)]− 1

Q+(n)R+(n)
(4.14.2)

q−(n) = U−(n)

√
exp[U−(n)V−(n)]− 1

U−(n)V−(n)

√
1− µν exp[U−(n)V−(n)]−

− µQ+(n) exp[U−(n)V−(n)]

√
exp[Q+(n)R+(n)]− 1

Q+(n)R+(n)
(4.14.3)

r−(n) = V−(n)

√
exp[U−(n)V−(n)]− 1

U−(n)V−(n)

√
1− µν exp[U−(n)V−(n)]−

− ν R+(n) exp[U−(n)V−(n)]

√
exp[Q+(n)R+(n)]− 1

Q+(n)R+(n)
(4.14.4)
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µ(n) = µ exp[U−(n)V−(n)] +R+(n)U−(n)×

×

√
exp[U−(n)V−(n)]− 1

U−(n)V−(n)

√
exp[Q+(n)R+(n)]− 1

Q+(n)R+(n)
×

×
√

1− µν exp[U−(n)V−(n)] (4.14.5)

ν(n) = ν exp[U−(n)V−(n)] +Q+(n)V−(n)×

×

√
exp[U−(n)V−(n)]− 1

U−(n)V−(n)

√
exp[Q+(n)R+(n)]− 1

Q+(n)R+(n)
×

×
√

1− µν exp[U−(n)V−(n)] . (4.14.6)

Схожi мiркування у випадку плюс-асиметричних канонiчних полiв Q−(n),
R−(n) i U+(n), V+(n) породжують наступнi формули оберненого перетворення

q−(n) = Q−(n)

√
exp[Q−(n)R−(n)]− 1

Q−(n)R−(n)
(4.14.7)

r−(n) = R−(n)

√
exp[Q−(n)R−(n)]− 1

Q−(n)R−(n)
(4.14.8)

i

q+(n) = U+(n)

√
exp[U+(n)V+(n)]− 1

U+(n)V+(n)

√
1− µν exp[U+(n)V+(n)]−

− ν Q−(n) exp[U+(n)V+(n)]

√
exp[Q−(n)R−(n)]− 1

Q−(n)R−(n)
(4.14.9)

r+(n) = V+(n)

√
exp[U+(n)V+(n)]− 1

U+(n)V+(n)

√
1− µν exp[U+(n)V+(n)]−

− µR−(n) exp[U+(n)V+(n)]

√
exp[Q−(n)R−(n)]− 1

Q−(n)R−(n)
(4.14.10)
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µ(n) = µ exp[U+(n)V+(n)] +Q−(n)V+(n)×

×

√
exp[U+(n)V+(n)]− 1

U+(n)V+(n)

√
exp[Q−(n)R−(n)]− 1

Q−(n)R−(n)
×

×
√

1− µν exp[U+(n)V+(n)] (4.14.11)

ν(n) = ν exp[U+(n)V+(n)] +R−(n)U+(n)×

×

√
exp[U+(n)V+(n)]− 1

U+(n)V+(n)

√
exp[Q−(n)R−(n)]− 1

Q−(n)R−(n)
×

×
√

1− µν exp[U+(n)V+(n)] . (4.14.12)

Означимо Гамiльтоновi функцiї cH− i cH+ мiнус-асиметричної канонiзова-
ної системи i плюс-асиметричної канонiзованої системи, пiдставивши вiдповiд-
нi формули перетворення (4.14.1)–(4.14.6) i (4.14.7)–(4.14.12) до виразу (4.8.6)
для Гамiльтонової функцiї pH первинної системи (4.1.1)–(4.1.6).

Тодi динамiку мiнус-асиметричної канонiзованої системи визначатимуть
рiвняння Гамiльтона

+iQ̇+(n) = +i{cH−, Q+(n)} =
∂ cH−
∂R+(n)

(4.14.13)

−iṘ+(n) = −i{cH−, R+(n)} =
∂ cH−
∂Q+(n)

(4.14.14)

+iU̇−(n) = +i{cH−, U−(n)} =
∂ cH−
∂V−(n)

(4.14.15)

−iV̇−(n) = −i{cH−, V−(n)} =
∂ cH−
∂U−(n)

, (4.14.16)

якi, вочевидь, мають стандартну канонiчну форму завдяки канонiчнiй формi
приналежних фундаментальних дужок Пуассона (4.13.7)–(4.13.12).

Аналогiчно, динамiку плюс-асиметричної канонiзованої системи визнача-
тимуть такi рiвняння Гамiльтона:

+iQ̇−(n) = +i{cH+, Q−(n)} =
∂ cH+

∂R−(n)
(4.14.17)
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−iṘ−(n) = −i{cH+, R−(n)} =
∂ cH+

∂Q−(n)
(4.14.18)

+iU̇+(n) = +i{cH+, U+(n)} =
∂ cH+

∂V+(n)
(4.14.19)

−iV̇+(n) = −i{cH+, V+(n)} =
∂ cH+

∂U+(n)
, (4.14.20)

де враховано канонiчнi властивостi iншого приналежного набору фундамен-
тальних дужок Пуассона (4.13.19)–(4.13.24).

4.15 Сильна та слабка стандартизованi
компоненти односолiтонного розв’язку
[224, 226]

У цьому пiдроздiлi ми проiлюструємо деякi загальнi результати, що стосу-
ються асиметричних стандартизацiй (4.13.1)–(4.13.6) i (4.13.13)–(4.13.18) пер-
винної iнтеґровної нелiнiйної системи (4.1.1)–(4.1.6) на прикладi односолiтон-
ного розв’язку. Для цього ми використаємо формули для односолiтонного
розв’язку (4.5.32)–(4.5.37) нестандартизованої системи (4.1.1)–(4.1.6), заданої
на нескiнченнiй стьожцi трикутної ґратки i охарактеризованої нелiнiйностями
притягувального типу. Заради стислости викладу ми опустимо верхнiй (на-
разi неiнформативний) iндекс плюс над усима компонентами односолiтонного
розв’язку (4.5.32)–(4.5.37). Особливої уваги у нашому розглядi буде придiлено
означенням (4.5.38)–(4.5.41) i (4.5.42) визначальних односолiтонних параме-
трiв γ+, κ+, γ−, κ− i s.

Спираючись на означення (4.5.38)–(4.5.41) параметрiв γ+, κ+ i γ−, κ−, мо-
жна легко одержати вираз

sinh[2(γ+ + γ− − γ)] = (1− µν)
sinh(2γ)

cosh[2(γ+ + γ− − γ)]
× (4.15.1)

× 2 sinh(2γ) sinh(2γ)+[exp(2iκ)+µ][exp(−2iκ)+ν]

[exp(2γ+2iκ)+µ][exp(2γ−2iκ)+ν][exp(−2γ+2iκ)+µ][exp(−2γ−2iκ)+ν]
,
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який свiдчить, що знак члена sinh[2(γ++γ−−γ)] в його лiвiй частинi повнi-
стю визначається знаком добутка (1−µν) sinh(2γ) у правiй частинi. Зокрема,
завдяки такiй властивостi супутнi односолiтоннi компоненти (4.5.34) i (4.5.37),
обчисленi в критичнiй точцi µν = 1, зводяться до своїх граничних сталих зна-
чень µ i ν. Саме ця властивiсть члена sinh[2(γ++γ−−γ)], як буде показано,
i визначає головнi характеристики стандартизованих односолiтонних компо-
нент.

I справдi, застосовуючи формули мiнус-асиметричної стандартизацiї
(4.13.1), (4.13.2) i (4.13.5), (4.13.6) до величин Q+(n)R+(n) i U−(n)V−(n), обчи-
слених за допомоги нестандартизованого багатокомпонентного односолiтонно-
го розв’язку (4.5.32)–(4.5.37), ми одержуємо

Q+(n)R+(n) = (4.15.2)

=ln

{
1 +

sinh(2γ) sinh(2γ)

cosh[2(γ+ + γ−)(n− x− s)] cosh[2(γ+ + γ−)(n− x− s)]

}

U−(n)V−(n) = (4.15.3)

=ln

{
1+

sinh(2γ) sinh[2(γ++γ−−γ)]

cosh[2(γ++γ−)(n− x− 3s+ 1)] cosh[2(γ++γ−)(n− x+ s)]

}
.

Отже, на догоду загальнiй теорiї, величина Q+(n)R+(n), будучи обчислена на
односолiтонному розв’язку, набуває дiйсних невiд’ємних значень за усих допу-
стимих значень µν ≥ 0 фонового параметра µν, i вiдтак її можна трактувати
як число свiтлих Q+R+ збуджень в n-тiй елементарнiй комiрцi. Ця властивiсть
характеризує солiтонну компоненту Q+R+ як таку, що належить до сильної
пiдсистеми. Навпаки, знака величини U−(n)V−(n), обчисленої на односолiтон-
ному розв’язку, як видно, повнiстю вказано знаком параметра 1− µν, а отже
величину U−(n)V−(n) можна вважати числом свiтлих U−V− збуджень в n-тiй
елементарнiй комiрцi лише за умови µν < 1. До того ж, в критичнiй то-
чцi µν = 1 компонента U−V− мiнус-асиметрично стандартизованого солiтона
зникає повнiстю. За µν > 1 добуток U−(n)V−(n) стає вiд’ємно напiввизначе-
ним (тобто недодатнiм), а отже компонента U−V− мiнус-асиметрично стан-
дартизованого солiтона описує темнi збудження. Таким чином, компонента
U−V− мiнус-асиметрично стандартизованого солiтона проявляє всi властиво-
стi, очiкуванi для слабкої пiдсистеми згiдно iз загальною теорiєю. Рисунки 4.6
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i 4.7, розрахованi за формулами мiнус-асиметричної стандартизацiї (4.15.2) i
(4.15.3), iлюструють принципову вiдмiннiсть в спiльнiй поведiнцi двох взаємно
асиметричних односолiтонних компонент за докритичних µν < 1 (Рис. 4.6) i
надкритичних µν > 1 (Рис. 4.7) значень головного фонового параметра µν.

Рис. 4.6. Типовi розподiли сильної Q+(n)R+(n) (заповненi кружки) та слабкої
U−(n)V−(n) (порожнi кружки) односолiтонних компонент за номером елемен-
тарної комiрки n у випадку мiнус-асиметричної стандартизацiї в докритичнiй
областi µν < 1 фонового параметра µν. Розрахунки зроблено за µ = 0.7 = ν,
γ = 0.15, κ = 0, x = 0 згiдно з формулами (4.15.2) та (4.15.3). Видно, що
обидвi солiтоннi компоненти є компонентами свiтлого типу.

З iншого боку, застосовуючи формули плюс-асиметричної стандартизацiї
(4.13.13), (4.13.14) i (4.13.17), (4.13.18) до величин Q−(n)R−(n) i U+(n)V+(n),
обчислених за посередництва нестандартизованого багатокомпонентного одно-
солiтонного розв’язку (4.5.32)–(4.5.37), одержуємо

Q−(n)R−(n) = (4.15.4)

=ln

{
1 +

sinh(2γ) sinh(2γ)

cosh[2(γ+ + γ−)(n− x+ s)] cosh[2(γ+ + γ−)(n− x+ s)]

}

U+(n)V+(n) = (4.15.5)

=ln

{
1+

sinh(2γ) sinh[2(γ++γ−−γ)]

cosh[2(γ++γ−)(n− x+ 3s− 1)] cosh[2(γ++γ−)(n− x− s)]

}
.
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Рис. 4.7. Типовi розподiли сильної Q+(n)R+(n) (заповненi кружки) та слабкої
U−(n)V−(n) (порожнi кружки) односолiтонних компонент за номером елемен-
тарної комiрки n у випадку мiнус-асиметричної стандартизацiї в надкритичнiй
областi µν > 1 фонового параметра µν. Розрахунки зроблено за µ = 1.9 = ν,
γ = 0.15, κ = 0, x = 0 згiдно з формулами (4.15.2) та (4.15.3). Видно, що
слабка солiтонна компонента є компонентою темного типу.

Отже, згiдно iз загальною теорiєю величинаQ−(n)R−(n), обчислена на односо-
лiтонному розв’язку, набуває дiйсних невiд’ємних значень за усих допустимих
значень µν ≥ 0 фонового параметра µν, i тому її можна трактувати як число
свiтлих Q−R− збуджень в n-тiй елементарнiй комiрцi. Ця властивiсть хара-
ктеризує солiтонну компоненту Q−R− як таку, що належить до сильної пiд-
системи. Навпаки, знака величини U+(n)V+(n), обчисленої за допомоги одно-
солiтонного розв’язку, повнiстю визначено знаком параметра 1− µν, а вiдтак
величину U+(n)V+(n) можна вважати числом свiтлих U+V+ збуджень в n-тiй
елементарнiй комiрцi лише за умови µν < 1. Бiльше того, в критичнiй точцi
µν = 1 компонента U+V+ плюс-асиметрично стандартизованого солiтона пов-
нiстю зникає. При µν > 1 добуток U+(n)V+(n) стає вiд’ємно напiввизначеним, i
тому компонента U+V+ плюс-асиметрично стандартизованого солiтона описує
темнi збудження. Отже, компонента U+V+ плюс-асиметрично стандартизова-
ного солiтона демонструє всi властивостi, передбаченi для слабкої пiдсистеми.
Рисунки 4.8 i 4.9, розрахованi за формулами плюс-асиметричної стандартиза-
цiї (4.15.4) i (4.15.5), показують принципову вiдмiннiсть в спiльнiй поведiнцi
двох взаємно асиметричних односолiтонних компонент за докритичних µν < 1
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(Рис. 4.8) i надкритичних µν > 1 (Рис. 4.9) значень головного фонового пара-
метра µν.

Рис. 4.8. Типовi розподiли сильної Q−(n)R−(n) (заповненi кружки) та слабкої
U+(n)V+(n) (порожнi кружки) односолiтонних компонент за номером елемен-
тарної комiрки n у випадку плюс-асиметричної стандартизацiї в докритичнiй
областi µν < 1 фонового параметра µν. Розрахунки зроблено за µ = 0.7 = ν,
γ = 0.15, κ = 0, x = 0 згiдно з формулами (4.15.4) та (4.15.5). Видно, що
обидвi солiтоннi компоненти є компонентами свiтлого типу.

Насамкiнець зауважимо, що в критичнiй точцi µν = 1 параметр коор-
динатного розщеплення s (4.5.42) обертається на тотожнiй нуль з огляду на
формулу (4.15.1) для функцiйного параметра sinh[2(γ++γ−−γ)]. Отже жодної
суперечности мiж мiнус-асиметрично стандартизованим солiтонним представ-
ленням та плюс-асиметрично стандартизованим солiтонним представленням
не iснує. Насправдi, саме iснування двох нееквiвалентних пiдсистем в будь-
якiй з двох асиметрично стандартизованих систем вiдкриває можливiсть опи-
сати критичнiсть системи найприроднiшим чином, а саме – шляхом повного
вилучення збуджень слабкої пiдсистеми в критичнiй точцi.

4.16 Пiдсумки

У цьому пiдроздiлi ми пiдсумовуємо найважливiшi результати четвертого роз-
дiлу, i насамперед – властивостi напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної Шрьо-
дiнґерової системи з тлозалежними мiжвузловими резонансними зв’язками з
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Рис. 4.9. Типовi розподiли сильної Q−(n)R−(n) (заповненi кружки) та слабкої
U+(n)V+(n) (порожнi кружки) односолiтонних компонент за номером елемен-
тарної комiрки n у випадку плюс-асиметричної стандартизацiї в надкритичнiй
областi µν > 1 фонового параметра µν. Розрахунки зроблено за µ = 1.9 = ν,
γ = 0.15, κ = 0, x = 0 згiдно з формулами (4.15.4) та (4.15.5). Видно, що
слабка солiтонна компонента є компонентою темного типу.

огляду на вагому роль, яку вiдiграють напiвдискретнi iнтеґровнi моделi не-
лiнiйного шрьодiнґерiвського типу в описовi рiзноманiтних явищ у багатьох
галузях фiзики. Перелiк фiзичних об’єктiв, вiдкритих для застосувань на-
пiвдискретних iнтеґровних моделей нелiнiйного шрьодiнґерiвського типу, та
список доречних посилань на оригiнальнi працi iнших дослiдникiв подано в
наших недавнiх публiкацiях [220, 221, 223].

Вiсiм оригiнальних праць [208, 213, 220, 221, 223, 225, 224, 226] склада-
ють осердя одержаних результатiв, втiм вплив праць зi стандартизацiї широ-
ко вiдомої напiвдискретної нелiнiйної системи Абловiца–Ладiка [102, 192, 193]
видається вкрай незаперечним. Фактично нашу дiяльнiсть зi стандартизацiї
системи Абловiца–Ладiка [192, 193] було iнспiровано доволi критичним ставле-
нням академiка Олександра Сергiйовича Давидова до нестандартних польо-
вих амплiтуд як таких, що не мають прямого фiзичного сенсу [209]. Подiбна
задача стандартизацiї, як ми вже знаємо, постає також в напiвдискретнiй iн-
теґровнiй нелiнiйнiй Шрьодiнґеровiй системi з тлозалежними мiжвузловими
резонансними зв’язками, але на багато витонченiшому рiвнi [225, 224, 226] у
порiвняннi iз задачами стандартизацiї, що постають у простих напiвдискре-
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тних iнтеґровних нелiнiйних системах [192, 193, 199, 174], що характеризую-
ться суто розщепними структурними (симплектичними) матрицями. З одного
боку, розщепнiсть структурної матрицi вказує на те, що кожен з двох дiаго-
нальних блокiв структурної матрицi – це нульова матриця, тодi як кожен з
двох позадiагональних блокiв структурної матрицi – дiагональна матриця. З
iншого боку, розщепнiсть вимагає, аби кожного елемента структурної матрицi
було задано польовими змiнними, що належать до однiєї окремої пiдсистеми.
Жодного унiверсального рецепту, як одночасно подолати обидва вищезгада-
нi застереження, не iснує. Що ж стосується системи iз розщепною структур-
ною матрицею, то задача її канонiзацiї виявляється бiльш-менш тривiальною
(проте iнодi i занадто громiздкою). Отже, головна задача в канонiзуваннi на-
пiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи з тлозалежними
мiжвузловими резонансними зв’язками полягала у вiднаходженнi такого нелi-
нiйного перетворення до нових польових змiнних, аби вiдповiдна структурна
матриця стала розщепною. Щоби просунутися у виконаннi цiєї мети, ми зму-
шенi були здiйснити цiлу низку логiчних крокiв. Перш за все, ми знайшли
кiлька найнижчих локальних густин з нескiнченної iєрархiї i встановили Пу-
ассонову та Гамiльтонову структури системи в термiнах первинних польових
змiнних. Потiм, спираючись на так званi природнi в’язi, ми виявили крити-
чнiсть системи стосовно фонового параметра. З урахуванням критичности си-
стеми ми зумiли ввести набiр промiжних польових змiнних, а потiм два ва-
рiанти первинно-промiжних польових змiнних. Виявилось, що характерною
ознакою кожного варiанту первинно-промiжних польових змiнних є розще-
пнiсть притаманної їм структурної матрицi, а отже головну перешкоду для
канонiзацiї системи було подолано. В процесi стандартизацiї ми з’ясували, що
кожна iз стандартизованих систем складається iз слабкої i сильної пiдсистем.
На загал, симетрiя мiж слабкою пiдсистемою i сильною пiдсистемою є суттє-
во порушеною i пiдлягає вiдновленню лише за нульової величини фонового
параметра. В докритичнiй областi фонового параметра обидвi канонiчнi пiд-
системи є пiдсистемами свiтлих нелiнiйних збуджень, тодi як в надкритичнiй
областi слабка пiдсистема обертається в пiдсистему темних нелiнiйних збу-
джень. В самiй критичнiй точцi слабка пiдсистема стає перманентно повнiстю
незбуджуваною. Перехiд вiд одного типу нелiнiйних збуджень до iншого було
пiдтверджено мiнус-асиметричним та плюс-асиметричним стандартизовани-
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ми багатокомпонентними односолiтонними розв’язками як аналiтично, так i
графiчно, з урахуванням формул для первинного (нестандартизованого) со-
лiтонного розв’язку. Сам же первинний солiтонний розв’язок було одержано
в рамках достатньо нетривiального методу одягання Дарбу, розвинутого саме
для цiєї мети.

Ще одна важлива риса напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодi-
нґерової системи з тлозалежними мiжвузловими резонансними зв’язками
пов’язана з a priori довiльними часовими залежностями параметрiв попере-
чного зв’язку, здатними охопити вплив зовнiшнього лiнiйного потенцiалу. Як
наслiдок, первинна нелiнiйна система з вiдповiдно пiдлаштованим параметри-
чним розгойдуванням стає iзоморфною системi, що моделює Блоховi осциляцiї
заряджених нелiнiйних носiїв в стьожцi трикутної ґратки внаслiдок дiї пов-
здовжнього просторово однорiдного електричного поля. Обґрунтування тако-
го твердження можна знайти в нашiй недавнiй працi [223].

Окрiм того, нами запропоновано прямий узагальнений рекурсивний пiдхiд
до пошуку нескiнченної множини локальних законiв збереження для напiв-
дискретних iнтеґровних нелiнiйних систем, асоцiйованих з допомiжною спе-
ктральною задачею довiльного порядку. В рамках цього пiдходу знайдено
кiлька найважливiших локальних законiв збереження для напiвдискретної iн-
теґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи з тлозалежними мiжвузловими
резонансними зв’язками.
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Роздiл 5

Стислий огляд iнших запропонованих
iнтеґровних нелiнiйних напiвдискретних
систем

5.1 Параметрично розгойдуванi нелiнiйнi
Шрьодiнґеровi системи з далекосяжною
мiжвузловою резонансною взаємодiєю
[200, 192, 193]

У численних публiкацiях, що стосуються iнтеґровних нелiнiйних еволюцiйних
моделей на одновимiрних або квазiодновимiрних ґратках, впадає у вiчi де-
яка обмеженiсть у трактуваннi параметрiв мiжвузлових резонансних зв’язкiв.
Окрiм деяких поодиноких виняткiв [27] дослiдники надають перевагу моде-
лям з короткосяжною мiжвузловою резонансною взаємодiєю [187, 188, 6], а
самi параметри взаємодiї вважають незалежними вiд часу. Тим часом мiжмо-
лекулярна взаємодiя в реалiстичних фiзичних системах є або далекосяжною
[130, 131], або принаймнi помiрносяжною [37]. Наприклад, вплив далекося-
жности мiжмолекулярної взаємодiї в ангармонiчних ланцюжках виявляється
настiльки критичним, що здатен повнiстю перебудувати всю структуру солi-
тоноподiбних мод [130, 131].

У частинному випадку моделi Абловiца–Ладiка з короткодiєю Конотоп,
Чубикало та Вазкез (Vázquez) показали, що задача про Блоховi (Bloch) осци-

237



ляцiї солiтона пiд дiєю лiнiйного потенцiалу є тотожньою до стандартної за-
дачi Абловiца–Ладiка, але вже з певною залежнiстю параметра взаємодiї вiд
часу [93]. При цьому виявилося, що пiдлаштована система також є iнтеґров-
ною. Проте послiдовного обґрунтування цiєї досить продуктивної у фiзичному
сенсi iдеї для довiльної залежности параметра взаємодiї вiд часу, а тим бiль-
ше вказiвок на правомiрнiсть постулювати довiльнi часовi залежностi в усих
параметрах взаємодiї будь-якої конкретної нелiнiйної iнтеґровної системи з iє-
рархiї Абловiца–Ладiка, зроблено не було.

Отже, виклик вказати на простi, але дiєвi рецепти розширення вiдомих
iнтеґровних нелiнiйних динамiчних систем до параметрично розгойдуваних
систем з далекосяжною мiжвузловою резонансною взаємодiєю видається до-
сить виправданим. Найповнiше це питання висвiтлено в однiй з наших статей
[200] на прикладi iєрархiї параметрично розгойдуваних систем, породжених
основною моделлю Абловiца–Ладiка.

Нагадаємо, що нелiнiйна iнтеґровна нелiнiйна система Шрьодiнґера у фор-
мi основної моделi Абловiца–Ладiка [2, 3, 4, 5]

+iq̇(n) = −2ω0q(n)− [ω−1 q(n+ 1) + ω+
1 q(n− 1)][1 + q(n)r(n)] (5.1.1)

−iṙ(n) = −2ω0r(n)− [ω+
1 r(n+ 1) + ω−1 r(n− 1)][1 + r(n)q(n)] (5.1.2)

випливає з рiвняння нульової кривини [173]

L̇(n|z) = A(n+ 1|z)L(n|z)− L(n|z)A(n|z) (5.1.3)

зi спектральним L(n|z) та еволюцiйним A(n|z) операторами, запостульовани-
ми матрицями [173, 200]

L(n|z) =

(
z iq(n)

ir(n) z−1

)
(5.1.4)

A(n|z) =

(
a+11(n)z2 + a11(n) a+12(n)z + a−12(n)z−1

a+21(n)z + a−21(n)z−1 a22(n) + a−22(n)z−2

)
. (5.1.5)
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Тут функцiї, що конкретизують еволюцiйний оператор A(n|z), мають бути
такими

a+11(n) = +iω−1 (5.1.6)

a11(n) = +iω0 + iω−1 q(n)r(n− 1) (5.1.7)

a+12(n) = −iω−1 q(n) (5.1.8)

a−12(n) = +iω+
1 q(n− 1) (5.1.9)

a+21(n) = −iω−1 r(n− 1) (5.1.10)

a−21(n) = +iω+
1 r(n) (5.1.11)

a22(n) = −iω0 − iω+
1 r(n)q(n− 1) (5.1.12)

a−22(n) = −iω+
1 . (5.1.13)

На противагу до усталеної думки про незалежнiсть параметрiв ω−1 , ω0, ω+
1

вiд часу τ , сама процедура визначення форми функцiй a+11(n), a11(n), a+12(n),
a−12(n) та a+21(n), a−21(n), a22(n), a−22(n) (5.1.6)–(5.1.13) iз системи скiнченнорiзни-
цевих рiвнянь, закодованих в рiвняннi нульової кривини (5.1.3), не заперечує,
аби цi параметри ω−1 , ω0, ω+

1 були довiльними функцiями вiд часу τ [200].
Цей простий, але дуже важливий факт опинився поза увагою дослiдникiв з
огляду на непереборне бажання авторiв класичних праць [2, 3, 4, 5] одержа-
ти пристойну просторову дискретизацiю добре вiдомого континуального iнте-
ґровного нелiнiйного рiвняння Шрьодiнґера [247], поклавши ω−1 = 1, ω0 = −1,
ω+
1 = 1.
Отже, насправдi основна модель Абловiца–Ладiка (5.1.1), (5.1.2) здатна

описувати велике коло параметрично розгойдуваних нелiнiйних iнтеґровних
систем з короткосяжною резонансною мiжвузловою взаємодiєю, оскiльки во-
на допускає практично необмежений вибiр прийнятних часових залежностей
параметрiв взаємодiї ω−1 , ω0, ω+

1 [200].
Якщо розумiти пiд M -ю моделлю з iєрархiї Абловiца–Ладiка ту, в якiй

матричнi елементи Ajk(n|z) еволюцiйного оператора A(n|z) розвинуто за ти-
ми самими степенями z та 1/z, що й матричнi елементи мультиплiкативного
оператора [L(n|z)]2M , то мiжвузлова резонансна взаємодiя в нiй сягатиме вiд-
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станiM постiйних ґратки, тобто охоплюватиме 2M найближчих сусiдiв. Отже,
з ростом числаM можна досягти дедалi бiльшої далекосяжности взаємодiї без
втрати iнтеґровности самої розширеної моделi. В нашiй статтi з цього питан-
ня [200] вказано, що граничнi значення Ajk(z) = lim|n|→∞Ajk(n|z) матричних
елементiв Ajk(n|z) оператора еволюцiї A(n|z) M -ї моделi за умови швидкоспа-
дних польових амплiтуд (q(n)→ 0 та r(n)→ 0 при |n| → ∞) мають вигляд

A11(z) = +iω0 + i
M∑
α=1

ω−α z
2α (5.1.14)

A12(z) = 0 = A21(z) (5.1.15)

A11(z) = −iω0 − i
M∑
α=1

ω+
α z
−2α . (5.1.16)

При цьому величини ω−α , ω0, ω+
α , на вiдмiну вiд загально усталеної традицiї,

виправдано вважати довiльними функцiями вiд часу τ .
Рiвняння руху для будь-якої параметрично розгойдуваної моделi з розгля-

дуваної iєрархiї допускають унiфiкований Гамiльтонiв запис

+iq̇(n) = [1 + q(n)r(n)]
∂H

∂r(n)
(5.1.17)

−iṙ(n) = [1 + r(n)q(n)]
∂H

∂q(n)
, (5.1.18)

де гамiльтонiан M -ї моделi задається виразом

H = −2ω0I0 −
M∑
α=1

[ω−α I
−
α + ω+

α I
+
α ] , (5.1.19)

а точка над функцiями в лiвих частинах динамiчних рiвнянь (5.1.17) та (5.1.18)
позначає похiдну за часом. Тут I−α , I+α та I0 є мiнус α-й, плюс α-й та нульовий
iнтеґрали руху, пов’язанi з вибраним спектральним оператором L(n|z) (5.1.4).
Послiдовний пошук цих iнтеґралiв руху найдоцiльнiше проводити в рамках
узагальненої рекурентної процедури [213, 216], викладеної в пiдроздiлi 4.7 че-
твертого роздiлу цiєї дисертацiйної працi. Сiм найнижчих iнтеґралiв руху є
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такими [200]

I0 =
∞∑

m=−∞
ln[1 + q(m)r(m)] (5.1.20)

I±1 =
∞∑

m=−∞
q(m)r(m± 1) (5.1.21)

I±2 =
∞∑

m=−∞
q(m)r(m±2)[1+q(m±1)r(m±1)]+

∞∑
m=−∞

1

2
q2(m)r2(m±1) (5.1.22)

I±3 =
∞∑

m=−∞
q(m)r(m± 3)[1 + q(m± 2)r(m± 2)][1 + q(m± 1)r(m± 1)] +

+
∞∑

m=−∞
q(m)q(m± 1)r2(m± 2)[1 + q(m± 1)r(m± 1)] +

+
∞∑

m=−∞
q2(m)r(m± 1)r(m± 2)[1 + q(m± 1)r(m± 1)] +

+
∞∑

m=−∞

1

3
q3(m)r3(m± 1) . (5.1.23)

Можна показати [200], що з бiлiнiйною точнiстю для iнтеґралiв руху I−α та
I+α довiльного порядку α ≥ 1 матимемо

I±α ∼
∞∑

m=−∞
q(m)r(m± α) . (5.1.24)

Тому лiнiйнi частини рiвнянь M -ї моделi з нескiнченної iєрархiї набувають
вигляду

+iq̇(n) ∼ −2ω0q(n)−
M∑
α=1

[ω−α q(n+ α) + ω+
α q(n− α)] (5.1.25)

−iṙ(n) ∼ −2ω0q(n)−
M∑
α=1

[ω+
α r(n+ α) + ω−α r(n− α)] . (5.1.26)
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Звiдси видно, що параметри ω−α та ω+
α характеризують величину резонансно-

го зв’язку мiж двома вузлами одновимiрної регулярної ґратки, роздiленими
α-ма постiйними ґратки. Члени, пропорцiйнi до параметра ω0, вiдповiдають
за систематичний зсув початку вiдлiку енергiї, i їх можна легко усунути за
допомоги калiбрувального перетворення польових амплiтуд q(n) та r(n).

На загал, параметри ω−α , ω+
α та ω0 слiд вважати довiльними функцiями ча-

су. Як наслiдок, функцiя ГамiльтонаH будь-якої моделi з узагальненої iєрархiї
не зобов’язана зберiгатись i тому здатна описувати ту чи iншу параметрично
розгойдувану нелiнiйну систему з досить складною динамiкою. З невiдомих
причин цю важливу обставину вперто не помiчають в стандартних теорiях
iнтеґровних iєрархiй [248, 173].

Iнше важливе зауваження щодо моделей, зґенерованих спектральним опе-
ратором Абловiца–Ладiка (5.1.1), стосується нестандартности їхньої Гамiльто-
нової структури (5.1.17), (5.1.18). В кiлькох наших працях [192, 193] ми запро-
понували точковi перетворення

q(n) =
√

[exp(Q(n)R(n))− 1]Q(n)/R(n) (5.1.27)

r(n) =
√

[exp(R(n)Q(n))− 1]R(n)/Q(n) , (5.1.28)

якi, як виявилося, є класичними аналогами знайдених Кулiшем перетворень
квантових операторiв [102]. Тут важливо, що цi точковi перетворення (5.1.27),
(5.1.28) зводять будь-яку систему як iз традицiйної, так i з параметрично роз-
гойдуваної iєрархiї до звичної стандартної форми [200]

+iQ̇(n) = ∂H/∂R(n) (5.1.29)

−iṘ(n) = ∂H/∂Q(n) . (5.1.30)

При цьому лiнiйнi частини рiвнянь (5.1.29), (5.1.30) в термiнах скоригованих
амплiтуд Q(n) i R(n) та лiнiйнi частини рiвнянь (5.1.17), (5.1.18) в термiнах
початкових амплiтуд q(n) та r(n) збiгаються i, таким чином, вiдповiдають за
той самий спектр низькоамплiтудних збуджень.

Точнi тлумачення скоригованих амплiтуд Q(n) та R(n) залежать вiд
прийнятої редукцiї польових амплiтуд. Так, якщо r(n) = q∗(n), а значить i
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R(n)=Q∗(n), то амплiтуди Q(n) та R(n) є нiчим iншим, як амплiтудами при-
сутности збудження на n-му вузлi ланцюжка, оскiльки згiдно з означенням
нульового iнтеґралу руху (5.1.20), повне число збуджень в системi

I0 =
∞∑

m=−∞
Q(m)R(m) (5.1.31)

зобов’язане зберiгатися. Використовування пойняття амплiтуд присутности
збудження Q(m) та R(m) дає змогу обчислювати середнi значення 〈G〉 деякої
величини G для конкретного розподiлу нелiнiйних збуджень у найприроднi-
ший спосiб, а саме за формулою

〈G(n)〉 =

∞∑
m=−∞

G(m)Q(m)R(m)

∞∑
m=−∞

Q(m)R(m)
. (5.1.32)

Надалi в межах цього пiдроздiлу вважатимемо амплiтуди q(n) та r(n) ком-
плексно спряженими. При цьому гамiльтонiанH для будь-якої моделi з нескiн-
ченної iєрархiї мусить бути дiйсним H∗ = H, що з огляду на саме означення
(5.1.19) гамiльтонiану H вимагає, аби параметри мiжвузлового зв’язку ω−α та
ω+
α були комплексно спряженими навзаєм, тобто допускали представлення

ω−α exp(+iϕα) = ωα = ω+
α exp(−iϕα) , (5.1.33)

де суто дiйснi параметри ωα та ϕα можуть бути довiльними функцiями вiд
часу ωα = ωα(τ) та ϕα = ϕα(τ). Параметр зсуву шкали енергiї ω0 = ω0(τ)

також мусить бути суто дiйсним.
В рамках таких припущень в працi [200] ми застосували метод оберненої

задачi розсiяння i формально знайшли багатосолiтоннi розв’язки для будь-
якої моделi з нескiнченної iєрархiї параметрично розгойдуваних нелiнiйних
напiвдискретних систем шрьодiнґерiвського типу, пов’язаних зi спектральним
оператором Абловiца–Ладiка (5.1.4).
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Так, для односолiтонного розв’язку ми маємо

q(n|τ) =

sinhµ exp[+ikn+ iθ − i
τ∫
0

dtΩ(k|t|µ)]

cosh{µ[n− x−
τ∫
0

dtv(k|t|µ)]}
, (5.1.34)

де функцiї

Ω(k|τ |µ) = −2ω0(τ)− 2
M∑
α=1

ωα(τ) cosh(αµ) cos[αk − ϕα(τ)] (5.1.35)

v(k|τ |µ) =
2

µ

M∑
α=1

ωα(τ) sinh(αµ) sin[αk − ϕα(τ)] (5.1.36)

повнiстю визначаються порядковим номеромM моделi в узагальненiй iєрархiї.
За умови часової незалежности параметрiв ωα(τ) та ϕα(τ), величини Ω(k|τ |µ)

та v(k|τ |µ) нагадують закон дисперсiї хвиль та їхню групову швидкiсть, вiд-
повiдно. У загальному випадку залежних вiд часу параметрiв ωα(τ) та ϕα(τ)

iснують передумови для явища так званої параметричної локалiзацiї солiтона
[200].

Пояснимо останнє твердження, звернувшись до означення координати цен-
тру розподiлу нелiнiйних збуджень

x(k|τ |µ) ≡ 〈n〉 , (5.1.37)

зробленому в дусi прийнятої ранiше формули усереднення (5.1.32). Провiвши
вказане тут усереднювання на розподiлi збуджень, що вiдповiдає односолi-
тонному розв’язковi (5.1.34), за допомоги формули пiдсумовування Пуассона
одержуємо точний результат, а саме

x(k|τ |µ) = x+

τ∫
0

dtv(k|t|µ) . (5.1.38)

Звiдси видно, що параметр x вiдповiдає за координату центру солiтона в поча-
тковий момент часу τ = 0, а величина v(k|τ |µ) є миттєвою швидкiстю солiтона
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як цiлого. У частинному випадку, коли параметричне розгойдування системи
визначено залежностями ωα(τ) = ωα(0) та ϕα(τ) = ϕα(0)− Eα(0)τ , для поло-
ження центру солiтона матимемо

x(k|τ |µ) = x− (5.1.39)

− 2

µ

M∑
α=1

ωα(0)

Eα(0)
sinh(αµ) {cos [Eα(0)τ + αk − ϕα(0)]− cos [αk − ϕα(0)]} .

Таким чином, динамiка центру солiтона стає суто осциляцiйною i вказує на
ефект параметричної локалiзацiї солiтона в певних просторових межах. Якщо
ж тепер один або кiлька параметрiв Eα(0) спрямувати до нуля, то вiдповiднi
парцiальнi коливання виродяться в поступальний рух, i в цiлому ми матимемо
деяку суперпозицiю дрейфового та осциляцiйного рухiв.

Надзвичайно важливою властивiстю параметрично розгойдуваних систем
з дiйсним гамiльтонiаном, тобто гамiльтонiаном виду

H = −2ω0I0 −
M∑
α=1

ωα[exp(−iϕα)I−α + exp(+iϕα)I+α ] , (5.1.40)

є їхня калiбрувальна еквiвалентнiсть з параметрично розгойдуваними систе-
мами в лiнiйному потенцiалi −E n, тобто з системами з гамiльтонiаном

H =−2ω0I0 −
∞∑

m=−∞
Em ln[1 + q(m)r(m)]−

−
M∑
α=1

ωα[exp(−iψα)I−α + exp(+iψα)I+α ] , (5.1.41)

де на загал ωα = ωα(τ), ϕα = ϕα(τ), ω0 = ω0(τ), a

E = E (τ) (5.1.42)

ψα(τ) = ϕα(τ) + α

τ∫
0

dtE (t) . (5.1.43)

Згадане калiбрувальне перетворення означає, що розв’язки для системи з
гамiльтонiаном H одержуємо з розв’язкiв q(n) та r(n) для систем з га-
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мiльтонiаном H простим домножуванням останнiх на exp[+in
τ∫
0

dtE (t)] та

exp[−in
τ∫
0

dtE (t)], вiдповiдно. У випадку, коли ω0 = ω0(0), ωα = ωα(0),

ψα = ψα(0) та E = E (0), параметричне збуджування системи з лiнiйним потен-
цiалом вiдсутнє. При цьому дiя лiнiйного потенцiалу приводить до осциляцiй
центру солiтона за законом

x(k|τ |µ) = x− (5.1.44)

− 2

µ

M∑
α=1

ωα(0)

αE (0)
sinh(αµ) {cos[αE (0)τ + αk − ψα(0)]− cos[αk − ψα(0)]} .

З цiєї формули видно, що з ростом напружености поля E (0) частоти парцiаль-
них осциляцiй бiльшають, а їхнi амплiтуди меншають, що вiдповiдає явищу
так званої динамiчної локалiзацiї солiтона.

У фiзицi конденсованого стану осциляцiї, спричиненi грою мiж лiнiйним
потенцiалом, прикладеним до носiїв заряду, та дискретнiстю просторової стру-
ктури, вiдомi пiд назвою осциляцiй Блоха–Зiнера (Bloch–Zener oscillations)
[22, 250]. Такi ефекти експериментально проявляються лише в просторово
дискретних регулярних системах, наприклад, в напiвпровiдникових надґра-
тках [117], а в неперервних системах є принципово забороненими. Цiкаво, що
явища, аналогiчнi до коливань Блоха та до динамiчної локалiзацiї, є характер-
ними для термооптичних полiмерних структур з поперечним температурним
градiєнтом [148] та для зiгнутих оптичноволокнинних структур [114].

На закiнчення цього пiдроздiлу спинимось на iнтерпретацiї параметрiв k
та µ загального односолiтонного розв’язку (5.1.34).

У випадку параметрично незбуджуваної системи без лiнiйного потенцiалу,
коли ωα(τ) = ωα(0), ϕα(τ) = ϕα(0) та E (0) = 0, рух солiтона як цiлого є
рiвномiрним, i параметру k можна наближено приписати роль квазiiмпульсу.
У випадку ж системи iз суто Блоховими осциляцiями, коли ωα(τ) = ωα(0),
ϕα(τ) = ϕα(0)−Eα(0)τ та E (0) = 0, роль параметра k як аналога квазiiмпуль-
су втрачається i натомiсть, згiдно з формулою (5.1.44), зводиться до впливу
на фази парцiальних коливань.

Аби зрозумiти роль параметра µ слiд скористатися означенням
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d(x(k|τ |µ)) = 2
√
〈(n− x(k|τ |µ))2〉 (5.1.45)

для характерної ширини d(x(k|τ |µ)) солiтонного пакету.
Розрахунки показують, що за µ � 1 ширина солiтона практично не зале-

жить вiд положення його центру i дорiвнює

d(x(k|τ |µ)) ' π

µ
√

3
. (5.1.46)

За µ & 1 ширина солiтона осцилює в межах

d(0) ≤ d(x(k|τ |µ)) ≤ d(±1/2) , (5.1.47)

де

d(0) '

√
4 ln 2

µ
(5.1.48)

d(±1/2) ' 1 . (5.1.49)

Такий дихальний ефект є безпосереднiм наслiдком дискретности простору та
руху солiтона як цiлого. За µ� 1 амплiтуда дихальних осциляцiй стає експо-
ненцiйно малою. За µ & 1 можна стверджувати, що параметр 1/µ є ключовим
для оцiнок як найменшої ширини солiтона, так i амплiтуди його дихальних
осциляцiй.

5.2 Напiвдискретна iнтеґровна нелiнiйна
модель двох Тодових пiдсистем,
пов’язаних через пiдсистему
орiєнтацiйного типу [201, 202]

В цьому пiдроздiлi ми спинимося на результатах двох наших праць [201, 202],
що започаткували новий спектральний оператор третього порядку i узгодже-
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ний з ним еволюцiйний оператор, якi в рамках представлення нульової кри-
вини привели до ранiше невiдомої напiвдискретної нелiнiйної системи

d

dτ
[∂L /∂q̇+(n)] = ∂L /∂q+(n) (5.2.1)

d

dτ
[∂L /∂α̇(n)] = ∂L /∂α(n) (5.2.2)

d

dτ
[∂L /∂q̇−(n)] = ∂L /∂q−(n) (5.2.3)

з функцiєю Лаґранжа

L =
1

2

∞∑
m=−∞

[
q̇2+(m) sin2 α(m) + q̇2−(m) cos2 α(m)

]
−

∞∑
m=−∞

exp [+q+(m+ 1)− q+(m)] sinα(m+ 1) sinα(m)

−
∞∑

m=−∞
exp [+q−(m+ 1)− q−(m)] cosα(m+ 1) cosα(m)

+
1

2

∞∑
m=−∞

[q̇+(m)− q̇−(m)]2 sin2 α(m) cos2 α(m)−
∞∑

m=−∞
α̇2(m) . (5.2.4)

Динамiчна структура цiєї iнтеґровної нелiнiйної системи (5.2.1)–(5.2.4) є зна-
чно складнiшою за динамiчну структуру системи Тоди [181, 182, 120, 66, 183,
184, 185], оскiльки включає в себе динамiку трьох зв’язаних пiдсистем, двi
з яких можна розумiти як Тодовi пiдсистеми з масами структурних елемен-
тiв, залежними вiд орiєнтацiйної польової змiнної. Сама ж iнтеґровна система
(5.2.1)–(5.2.4) є цiлком оригiнальною, тобто не є редукцiєю чи розширенням
ранiше вiдомих iнтеґровних систем.

Допомiжнi спектральний L(n|z) та еволюцiйний A(n|z) оператори, асоцi-
йованi iз запропонованою динамiчною системою (5.2.1)–(5.2.4), мають вигляд
[201, 202]

L(n|z) =

 p11(n) + λ(z) F12(n) p13(n)

G21(n) 0 G23(n)

p31(n) F32(n) p33(n) + λ(z)

 (5.2.5)

248



та

A(n|z) =

 0 A12(n) 0

A21(n) λ(z) A23(n)

0 A32(n) 0

 , (5.2.6)

де функцiйнi частини вiдповiдних матричних елементiв задано виразами

F12(n) = i exp[+q−(n)] cosα(n) (5.2.7)

G21(n) = i exp[−q−(n)] cosα(n) (5.2.8)

G23(n) = i exp[−q+(n)] sinα(n) (5.2.9)

F32(n) = i exp[+q+(n)] sinα(n) (5.2.10)

p11(n) = q̇−(n)
[
1− sin4 α(n)

]
− q̇+(n) sin2 α(n) cos2 α(n) (5.2.11)

p13(n) = exp [+q−(n)− q+(n)]

×
[
q̇−(n) sin3 α(n) cosα(n) + q̇+(n) sinα(n) cos3 α(n)− α̇(n)

]
(5.2.12)

p31(n) = exp [−q−(n) + q+(n)]

×
[
q̇−(n) sin3 α(n) cosα(n) + q̇+(n) sinα(n) cos3 α(n) + α̇(n)

]
(5.2.13)

p33(n) = q̇+(n)
[
1− cos4 α(n)

]
− q̇−(n) sin2 α(n) cos2 α(n) (5.2.14)

та

A12(n) = −i exp[+q−(n)] cosα(n) (5.2.15)

A21(n) = −i exp[−q−(n− 1)] cosα(n− 1) (5.2.16)

A23(n) = −i exp[−q+(n− 1)] sinα(n− 1) (5.2.17)

A32(n) = −i exp[+q+(n)] sinα(n) . (5.2.18)

Конкретний вибiр функцiйної залежности величини λ(z) вiд спектрального
параметра z диктують граничнi умови для швидкостей q̇+(n), α̇(n), q̇−(n) на
обох просторових нескiнченностях |n| → ∞. Так, у випадку нульових грани-
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чних швидкостей q̇+(±∞) = 0, α̇(±∞) = 0, q̇−(±∞) = 0 найбiльш прийня-
тним виявляється вибiр λ(z) = z + 1/z, оскiльки тодi власнi значення ζj(z)

граничного спектрального оператора L(z) (означеного як L(z) = lim
n→−∞

L(n|z)

або L(z) = lim
n→+∞

L(n|z)) набувають досить зручної параметризацiї

ζ1(z) = z (5.2.19)

ζ2(z) = z + 1/z (5.2.20)

ζ3(z) = 1/z . (5.2.21)

Оскiльки мiж собою цi власнi значення (5.2.19)–(5.2.21) не збiгаються, то
за загальним правилом, сформульованим Кодрi [34], спектральний оператор
L(n|z), а отже i пов’язана з ним спектральна задача, мають третiй порядок. Ця
обставина, незважаючи на оптимiзм пiдходу Кодрi до оберненої задачi розсiя-
ння [34] в наших потугах [201, 202] пошуку розв’язкiв вищевказаної нелiнiйної
iнтеґровної системи (5.2.1)–(5.2.4), наводить на думку, що метод одягання в
рамках перетворення Дарбу–Беклунда є значно перспективнiшим i дасть змо-
гу в майбутньому знайти цiкавi солiтоннi розв’язки системи у найпростiший
спосiб. Дотепер знайдений явний роз’вязок iз застосуванням досить складної
машинерiї пiдходу Кодрi [201, 202] видається нам занадто тривiальним, аби
про нього тут згадувати.

5.3 Багатокомпонентнi напiвдискретнi
iнтеґровнi нелiнiйнi системи, асоцiйованi
з новими спектральними операторами
четвертого та третього порядкiв
[213, 214, 215, 216, 218, 219]

В низцi наших праць [213, 214, 215, 216, 218, 219] ми подали результати по-
шукiв нових багатокомпонентних напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних си-
стем, головною рисою кожної з яких стало узгоджене поєднання кiлькох полiв
суттєво вiдмiнної природи зi збереженням iнтеґровности системи як цiлого.
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Спiльним перспективним пiдґрунтям для розбудови таких систем стало ви-
явлення прийнятного типу допомiжного спектрального оператора четвертого
порядку [213, 214, 215]

L(n|z) = (5.3.1)

=


0 t12(n) u13(n)z−1 0

t21(n) r22(n)z2 + t22(n) s23(n)z + u23(n)z−1 s24(n)z

u31(n)z−1 s32(n)z + u32(n)z−1 t33(n) + v33(n)z−2 t34(n)

0 s42(n)z t43(n) 0

 ,

що в рамках рiвняння нульової кривини (5.1.3) демонструє повну узгодженiсть
з двома принципово рiзними типами еволюцiйних операторiв [213, 214, 215]

A(n|z) = (5.3.2)

=


0 c12(n) d13(n)z−1 0

c21(n) a22(n)z2 + c22(n) b23(n)z + d23(n)z−1 b24(n)z

d31(n)z−1 b32(n)z + d32(n)z−1 c33(n) + e33(n)z−2 c34(n)

0 b42(n)z c43(n) 0


та [213]

A(n|z) = (5.3.3)

=


a11(n)z2 + c11(n) c12(n) b13(n)z b14(n)z + d14(n)z−1

c21(n) 0 0 d24(n)z−1

b31(n)z 0 0 c34(n)

b41(n)z + d41(n)z−1 d42(n)z−1 c43(n) c44(n) + e44(n)z−2

 .

Для прикладу ми подамо загальну багатокомпонентну напiвдискретну iн-
теґровну нелiнiйну систему, що випливає з рiвняння нульової кривини (5.1.3),
специфiкованого еволюцiйним оператором першого типу (5.3.2) [214]

ṫ12(n)=c12(n+ 1)t22(n)+d13(n+ 1)s32(n)−t12(n)c22(n)−u13(n)b32(n) (5.3.4)

u̇13(n)=c12(n+ 1)u23(n)+d13(n+ 1)t33(n)−t12(n)d23(n)−u13(n)c33(n) (5.3.5)

ṫ21(n)=c22(n+ 1)t21(n) + b23(n+ 1)u31(n)− t22(n)c21(n)− s23(n)d31(n) (5.3.6)
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ṙ22(n) = c22(n+ 1)r22(n) + b23(n+ 1)s32(n) + b24(n+ 1)s42(n)

− r22(n)c22(n)− s23(n)b32(n)− s24(n)b42(n) (5.3.7)

ṫ22(n) = c21(n+ 1)t12(n) + c22(n+ 1)t22(n)−t21(n)c12(n)−t22(n)c22(n)

+ b23(n+ 1)u32(n)+d23(n+ 1)s32(n)−s23(n)d32(n)−u23(n)b32(n) (5.3.8)

ṡ23(n) = a22(n+ 1)u23(n)+c22(n+ 1)s23(n)−r22(n)d23(n)−t22(n)b23(n)

+ b23(n+ 1)t33(n)+b24(n+ 1)t43(n)−s23(n)c33(n)−s24(n)c43(n) (5.3.9)

u̇23(n) = c21(n+ 1)u13(n)+c22(n+ 1)u23(n)−t21(n)d13(n)−t22(n)d23(n)

+ b23(n+ 1)v33(n)+d23(n+ 1)t33(n)−s23(n)e33(n)−u23(n)c33(n) (5.3.10)

ṡ24(n)=c22(n+ 1)s24(n)+b23(n+ 1)t34(n)−t22(n)b24(n)−s23(n)c34(n) (5.3.11)

u̇31(n)=d32(n+ 1)t21(n)+c33(n+ 1)u31(n)−u32(n)c21(n)−t33(n)d31(n) (5.3.12)

ṡ32(n) = b32(n+ 1)t22(n)+d32(n+ 1)r22(n)−s32(n)c22(n)−u32(n)a22(n)

+ c33(n+ 1)s32(n)+c34(n+ 1)s42(n)−t33(n)b32(n)−t34(n)b42(n) (5.3.13)

u̇32(n) = d31(n+ 1)t12(n)+d32(n+ 1)t22(n)−u31(n)c12(n)−u32(n)c22(n)

+ c33(n+ 1)u32(n)+e33(n+ 1)s32(n)−t33(n)d32(n)−v33(n)b32(n) (5.3.14)

ṫ33(n) = b32(n+ 1)u23(n)+d32(n+ 1)s23(n)−s32(n)d23(n)−u32(n)b23(n)

+ c33(n+ 1)t33(n)+c34(n+ 1)t43(n)−t33(n)c33(n)−t34(n)c43(n) (5.3.15)

v̇33(n) = d31(n+ 1)u13(n)+d32(n+ 1)u23(n)+c33(n+ 1)v33(n)

− u31(n)d13(n)− u32(n)d23(n)− v33(n)c33(n) (5.3.16)

ṫ34(n)= d32(n+ 1)s24(n)+c33(n+ 1)t34(n)−u32(n)b24(n)−t33(n)c34(n) (5.3.17)

ṡ42(n)= b42(n+ 1)t22(n)+c43(n+ 1)s32(n)−s42(n)c22(n)−t43(n)b32(n) (5.3.18)
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ṫ43(n)= b42(n+ 1)u23(n)+c43(n+ 1)t33(n)−s42(n)d23(n)−t43(n)c33(n) , (5.3.19)

де [213, 214]

c12(n) = t12(n− 1)a22/r22(n− 1) (5.3.20)

d13(n) = u13(n− 1)e33/v33(n− 1) (5.3.21)

c21(n) = a22t21(n)/r22(n) (5.3.22)

a22(n) = a22 (5.3.23)

b23(n) = a22s23(n)/r22(n) (5.3.24)

d23(n) = u23(n− 1)e33/v33(n− 1) (5.3.25)

b24(n) = a22s24(n)/r22(n) (5.3.26)

d31(n) = e33u31(n)/v33(n) (5.3.27)

b32(n) = s32(n− 1)a22/r22(n− 1) (5.3.28)

d32(n) = e33u32(n)/v33(n) (5.3.29)

e33(n) = e33 (5.3.30)

c34(n) = e33t34(n)/v33(n) (5.3.31)

b42(n) = s42(n− 1)a22/r22(n− 1) (5.3.32)

c43(n) = t43(n− 1)e33/v33(n− 1) . (5.3.33)

Тут координатонезалежним величинам a22 та e33 дозволено бути довiльними
функцiями вiд часу τ i таким чином привносити до нелiнiйної системи (5.3.4)–
(5.3.19) ефект того чи iншого параметричного розгойдування.

Чотирнадцять останнiх виразiв (5.3.20)–(5.3.33) фiксують бiльшiсть матри-
чних елементiв задiяного еволюцiйного оператора (5.3.2) в термiнах польових
функцiй спектрального оператора (5.3.1). Двi незафiксованi функцiї (функцiї
вибору) c22(n) та c33(n) вiдкривають свободу вибору цiкавого нам варiанту
iнтеґровної системи. Схожа картина з функцiями вибору є досить звичною
для iнших iнтеґровних нелiнiйних систем [189, 208, 213, 214] i вiрогiдно узго-
джується з принципами методу редукцiйних груп Михайлова [129]. Найпо-
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слiдовнiший пiдхiд до полагодження конкретної фiксацiї функцiй вибору, на
наше переконання, полягає в належному враховуваннi найнижчих локальних
законiв збереження. Спираючись на цей керiвний принцип, ми спромоглися
вказати на кiлька варiантiв фiксацiї функцiй c22(n) та c33(n) i, вiдповiдно, на
кiлька конкретних реалiзацiй нових iнтеґровних нелiнiйних систем, поданих в
однiй з наших статей [214].

Зважаючи на значну складнiсть загальної iнтеґровної нелiнiйної системи
(5.3.4)–(5.3.33), ми звернули увагу на деякi її симетрiйнi властивостi з ме-
тою зменшити число незалежних польових функцiй. При цьому виявилося,
що одержанi таким чином редукованi iнтеґровнi нелiнiйнi системи насправдi
можна пов’язати з допомiжним спектральним оператором вже не четвертого,
а третього порядку.

Бiльше того, нам вдалося вгледiти i загальнiшу форму допомiжного спе-
ктрального оператора третього порядку [216]

L(n|z) = (5.3.34)

=

 r11(n)z2 + t11(n) βs12(n)z + αs12(n) s13(n)z + u13(n)z−1

αs21(n)z + βs21(n) 0 αu23(n) + βu23(n)z−1

s31(n)z + u31(n)z−1 βu32(n) + αu32(n)z−1 t33(n) + v33(n)z−2


з двома часонезалежними параметрами α and β, пов’язаними єдиною умовою

α2 + β2 = 0 . (5.3.35)

Редукцiя ж, про яку йшлося вище, вимагає додаткового обмеження αβ = 1

параметрiв α та β цього спектрального оператора (5.3.34) [215].
В рамках рiвняння нульової кривини (5.1.3) узагальнений спектральний

оператор (5.3.34) в парi з еволюцiйним оператором типу [216]

A(n|z) = (5.3.36)

=

 a11(n)z2 + c11(n) b12(n)z + c12(n) b13(n)z + d13(n)z−1

b21(n)z + c21(n) 0 c23(n) + d23(n)z−1

b31(n)z + d31(n)z−1 c32(n) + d32(n)z−1 c33(n) + e33(n)z−2


породжують наступну загальну систему iнтеґровних нелiнiйних еволюцiйних
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рiвнянь [216]:

ṙ11(n) = c11(n+ 1)r11(n)− r11(n)c11(n) +

+ αβa11s12(n+ 1)s21(n)/r11(n+ 1)− αβa11s12(n)s21(n− 1)/r11(n− 1) +

+ a11s13(n+ 1)s31(n)/r11(n+ 1)− a11s13(n)s31(n− 1)/r11(n− 1) (5.3.37)

ṫ11(n) = c11(n+ 1)t11(n)− t11(n)c11(n) +

+αβa11s12(n+ 1)s21(n)/r11(n+ 1)− αβa11s12(n)s21(n− 1)/r11(n− 1) +

+a11s13(n+ 1)u31(n)/r11(n+ 1)− a11u13(n)s31(n− 1)/r11(n− 1) +

+u13(n)e33s31(n)/v33(n)− s13(n)e33u31(n)/v33(n) (5.3.38)

ṡ12(n) = c11(n+ 1)s12(n)− a11t11(n)s12(n)/r11(n) +

+a11s13(n+ 1)u32(n)/r11(n+ 1)− s13(n)e33u32(n)/v33(n) (5.3.39)

ṡ13(n) = c11(n+ 1)s13(n)− s13(n)c33(n) +

+αβa11s12(n+ 1)u23(n)/r11(n+ 1)− αβs12(n)u23(n− 1)e33/v33(n− 1) +

+a11s13(n+ 1)t33(n)/r11(n+ 1)− a11t11(n)s13(n)/r11(n) +

+a11u13(n)− r11(n)u13(n− 1)e33/v33(n− 1) (5.3.40)

u̇13(n) = c11(n+ 1)u13(n)− u13(n)c33(n) +

+αβa11s12(n+ 1)u23(n)/r11(n+ 1)− αβs12(n)u23(n− 1)e33/v33(n− 1) +

+u13(n)e33t33(n)/v33(n)− t11(n)u13(n− 1)e33/v33(n− 1) +

+a11s13(n+ 1)v33(n)/r11(n+ 1)− s13(n)e33 (5.3.41)

ṡ21(n) = s21(n)t11(n)a11/r11(n)− s21(n)c11(n) +

+u23(n)e33s31(n)/v33(n)− u23(n)s31(n− 1)a11/r11(n− 1) (5.3.42)

u̇23(n) = u23(n)t33(n)e33/v33(n)− u23(n)c33(n) +

+s21(n)a11u13(n)/r11(n)− s21(n)u13(n− 1)e33/v33(n− 1) (5.3.43)
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ṡ31(n) = c33(n+ 1)s31(n)− s31(n)c11(n) +

+αβe33u32(n+ 1)s21(n)/v33(n+ 1)− αβu32(n)s21(n− 1)a11/r11(n− 1) +

+s31(n)t11(n)a11/r11(n)− t33(n)s31(n− 1)a11/r11(n− 1) +

+e33u31(n+ 1)r11(n)/v33(n+ 1)− u31(n)a11 (5.3.44)

u̇31(n) = c33(n+ 1)u31(n)− u31(n)c11(n) +

+αβe33u32(n+ 1)s21(n)/v33(n+ 1)− αβu32(n)s21(n− 1)a11/r11(n− 1) +

+e33u31(n+ 1)t11(n)/v33(n+ 1)− e33t33(n)u31(n)/v33(n) +

+e33s31(n)− v33(n)s31(n− 1)a11/r11(n− 1) (5.3.45)

u̇32(n) = c33(n+ 1)u32(n)− t33(n)e33u32(n)/v33(n) +

+e33u31(n+ 1)s12(n)/v33(n+ 1)− u31(n)a11s12(n)/r11(n) (5.3.46)

ṫ33(n) = c33(n+ 1)t33(n)− t33(n)c33(n) +

+αβe33u32(n+ 1)u23(n)/v33(n+ 1)− αβe33u32(n)u23(n− 1)/v33(n− 1) +

+e33u31(n+ 1)s13(n)/v33(n+ 1)− e33s31(n)u13(n− 1)/v33(n− 1) +

+s31(n)a11u13(n)/r11(n)− u31(n)a11s13(n)/r11(n) (5.3.47)

v̇33(n) = c33(n+ 1)v33(n)− v33(n)c33(n) +

+αβe33u32(n+ 1)u23(n)/v33(n+ 1)− αβe33u32(n)u23(n− 1)/v33(n− 1) +

+e33u31(n+ 1)u13(n)/v33(n+ 1)− e33u31(n)u13(n− 1)/v33(n− 1) . (5.3.48)

Тут за загальними правилами координатонезалежнi величини a11 та e33
можуть бути довiльними функцiями вiд часу τ , а функцiї вибору c11(n) та
c33(n) наразi не є фiксованими.

Не вдаючись до обтяжливих подробиць, зауважимо, що одержану загаль-
ну систему дванадцяти рiвнянь (5.3.37)–(5.3.48), за певної фiксацiї функцiй
вибору c11(n) та c33(n), редукцiї до суто дiйсних польових змiнних та нале-
жної параметризацiї редукованих польових змiнних, можна звести до системи
шести напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних рiвнянь, що допускають при-
наймнi часткову фiзичну iнтерпретацiю [218, 219]. Отже редукована напiвдис-
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кретна iнтеґровна нелiнiйна система складається з двох зв’язаних пiдсистем
[218, 219], а саме

ġ+(n)

1− g2+(n)
= G−(n)−G−(n− 1) (5.3.49)

ġ−(n)

1− g2−(n)
= G+(n+ 1)−G+(n) (5.3.50)

та

ṫ(n)

1− t(n)
= αβF+(n+ 1)F−(n)− αβF+(n)F−(n− 1)

+G+(n+ 1)G−(n)−G+(n)G−(n− 1)

−G+(n+ 1)g−(n) + g+(n)G−(n− 1)

+G+(n)g−(n)− g+(n)G−(n) (5.3.51)

ẇ(n) = G+(n) +G−(n)− T (n) , (5.3.52)

де для скорочення записiв використано позначення

G+(n) = g+(n) + [1− g+(n)]t(n) (5.3.53)

G−(n) = g−(n) + [1− g−(n)]t(n) (5.3.54)

T (n) = [1− g+(n)g−(n)]t(n) + g+(n)g−(n) (5.3.55)

F+(n) = [1− g+(n)][1− t(n)][1 + g−(n)]F+ exp[+w(n)] (5.3.56)

F−(n) = [1 + g+(n)][1− t(n)][1− g−(n)]F− exp[−w(n)] (5.3.57)

з Ḟ+ = 0 = Ḟ−. Тут перша пiдсистема (5.3.49), (5.3.50), вiдповiдальна за ево-
люцiю польових змiнних g+(n) та g−(n), описує деяку нелiнiйну самодуальну
мережу дросельно-конденсаторного типу. Друга пiдсистема (5.3.51), (5.3.52),
вiдповiдальна за еволюцiю польових змiнних t(n) та w(n), описує деяку нелi-
нiйну ґратку, коливання якої розхитує самодуальна пiдсистема.

Наприклад, у найпростiшому випадку нульового параметра зв’язку αβ = 0

останнє рiвняння (5.3.52) другої пiдсистеми (5.3.51), (5.3.52) нiяк не впливати-
ме на поведiнку решти рiвнянь (5.3.49)–(5.3.51), оскiльки вони не мiститимуть
змiнної w(n). При цьому має бути [218, 219] t(n) = 0, i тому G+(n) = g+(n) та
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G−(n) = g−(n). Як наслiдок, перша пiдсистема (5.3.49), (5.3.50) стає самодо-
статньою i набуває вигляду

ġ+(n)

1− g2+(n)
= g−(n)− g−(n− 1) (5.3.58)

ġ−(n)

1− g2−(n)
= g+(n+ 1)− g+(n) . (5.3.59)

Якщо тепер ототожнити g+(n) з безрозмiрнiсним струмом I(n) а g−(n) з без-
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Рис. 5.1. Розбиття на областi чотиригiлкового (вказанi стовпчиками мiток з
порядком знакiв +−+) та двогiлкового (вказанi стовпчиками мiток з порядком
знакiв, вiдмiнним вiд +−+) спектру низькоамплiтудних збуджень нелiнiйної
iнтеґровної системи (5.3.49)–(5.3.57) в площинi дiйсного хвильового вектора κ
та дiйсного пiдлаштовного параметра зв’язку αβ. Область, схожа на риб’ячий
хвiст, вiдповiдає стовпчику мiток з порядком знакiв +−+.

розмiрнiсною напругою V (n), то цi зв’язанi рiвняння (5.3.58), (5.3.59) опису-
ватимуть нелiнiйну драбинчасту електричну мережу самодуального типу, що
складається зi струмозалежних дроселiв та напругозалежних конденсаторiв
з n-ою iндуктивнiстю L(I(n)) та n-ою електромiсткiстю C(V (n)), заданими
нелiнiйними залежностями

L(I(n)) =
artanhI(n)

I(n)
(5.3.60)

258



та

C(V (n)) =
artanhV (n)

V (n)
. (5.3.61)

Еквiвалентна електрична схема такої укороченої системи (5.3.58), (5.3.59) фор-
мально збiгається з класичною схемою дросельно-конденсаторного типу, роз-
глянутою Хiротою (Hirota) та Сузукi (Suzuki) [79] i дослiджуваною аналiтично
Хiротою (Hirota) та Сатсумою (Satsuma) [80], проте з характеристиками нелi-
нiйних елементiв L(I(n)) та C(V (n)), вiдмiнними вiд наших (5.3.60), (5.3.61).
Зауважимо, що належний вибiр цих залежностей L(I(n)) та C(V (n)) умо-
жливлює строге дослiджування напiвдискретних моделей [43, 81], започатко-
ваних моделлю мiжвидової конкуренцiї Вольтерра (Volterra) [42].

У свiтлi усих цих зауважень щодо скороченої системи (5.3.58), (5.3.59),
запропонована нами ширша напiвдискретна iнтеґровна нелiнiйна система
(5.3.49)–(5.3.57) видається перспективною для подальших фiзичних застосу-
вань.

В кiлькох працях [216, 218, 219] ми дослiдили поведiнку спектру низько-
амплiтудних (лiнiйних) збуджень нашої напiвдискретної iнтеґровної нелiнiй-
ної системи (5.3.49)–(5.3.57) в залежностi вiд регульовного параметра зв’язку
αβ за умови його дiйсних значень. Вiдповiдне дисперсiйне рiвняння постає
як алгебричне рiвняння четвертого степеня i допускає суто дiйснi розв’язки,
що уособлюють гiлки спектру, лише в певних областях на площинi дiйсного
хвильового вектора κ та дiйсного регульовного параметра зв’язку αβ. Так,
на рисунку 5.1 областi, де iснують усi чотири дiйснi гiлки спектру, вказано
стовпчиками мiток з порядком знакiв +−+. Усi чотири дiйснi гiлки спектру
iснують також в областi, схожiй на риб’ячий хвiст. У кожнiй з решти областей
iснує лише по двi дiйснi гiлки спектру. Типовi залежностi дiйснозначної нор-
мальної циклiчної частоти Ω вiд хвильового вектора κ для дванадцяти рiзних
значень параметра зв’язку αβ проiлюстровано на рисунку 5.2.

Цiкаво звернути увагу на деякi з реалiзацiй дисперсiйних кривих з рисун-
ка 5.2, а саме – на дисперсiйнi кривi у формi похилої вiсiмки, що нагадують
дисперсiйнi кривi, характернi для Ленґмюрових (Langmuir) коливань за вза-
ємодiї холодного струменя заряджених частинок з гарячою плазмою або за
проходження струменя заряджених частинок крiзь хвильовiд [13, 149].
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Рис. 5.2. Дiйснозначна нормальна циклiчна частота низькоамплiтудних збу-
джень нелiнiйної iнтеґровної системи (5.3.49)–(5.3.52) Ω як функцiя вiд дiй-
сного хвильового вектора κ для дванадцяти вiдмiнних дiйсних значень пiдла-
штовного параметра зв’язку αβ.

5.4 Напiвдискретнi iнтеґровнi системи, навiянi
моделлю Давидова–Кислухи [217, 234]

У спробi вiдтворити деякi фiзичнi риси солiтоноподiбних збуджень в екситон-
фононнiй нелiнiйнiй системi Давидова–Кислухи [50, 51, 52, 54] ми виявили
чотири рiзнi комбiнацiї анзацiв для матричнозначних операторiв Лакса, зда-
тних в рамках представлення нульової кривини (5.1.3) згенерувати цiлу низку
напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем [217, 234].
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Спираючись окремо на кожен з двох двох типiв анзацiв [217, 234]

L(n|λ)=

 f11(n) + λ2h11(n) λg12(n) f13(n)

λg21(n) f22(n) 0

f31(n) 0 f33(n)

 (5.4.1)

A(n|λ)=

 a11(n) 0 a13(n)

0 a22(n) λb23(n)

a31(n) λb32(n) a33(n) + λ2c33(n)

 (5.4.2)

та

L(n|λ)=

 f11(n) + λ2h11(n) λg12(n) f13(n)

λg21(n) f22(n) 0

f31(n) 0 f33(n)

 (5.4.3)

A(n|λ)=

 a11(n) + λ2c11(n) λb12(n) a13(n)

λb21(n) a22(n) 0

a31(n) 0 a33(n)

 (5.4.4)

з розкладами тейлорiвської (Taylor) форми за спектральним параметром λ для
операторiв Лакса L(n|λ) та A(n|λ), ми запропонували два типи загальних не-
лiнiйних iнтеґровних систем на нескiнченних квазiодновимiрних регулярних
ґратках. Вiдповiдно до теорiї редукцiйних груп Михайлова [129], обидвi за-
гальнi системи виявилися недовизначеними, що дало змогу започаткувати чи-
сленнi редукованi системи в термiнах справжнiх польових змiнних. Кожну з
одержаних редукованих систем слiд вважати iнтеґровною версiєю певних двох
зв’язаних пiдсистем, причому системi в цiлому властива симетрiя iнверсiї про-
стору та часу (PT -симетрiя). Так, ми змогли об’єднати коливну пiдсистему,
подiбну до Тодової (Toda), з ґратчастою пiдсистемою самозахоплювання в єди-
ну iнтеґровну систему, тим самим суттєво розширивши перелiк реалiстичних
фiзичних систем, придатних для строгого моделювання. В термiнах прототи-
пових польових функцiй явно знайдено декiлька перших густин, пов’язаних з
будь-якою з можливих iєрархiй локальних законiв збереження.

Звернувшись окремо до кожної з двох iнших типiв анзацiв [217]
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L(n|z)=

 f11(n)+h11(n)(z2+z−2) g12(n)z f13(n)

g21(n)z−1 f22(n) 0

f31(n) 0 f33(n)

 (5.4.5)

A(n|z)=

 a11(n) 0 a13(n)

0 a22(n) b23(n)z−1

a31(n) b32(n)z a33(n)+c33(n)(z2+z−2)

 (5.4.6)

та

L(n|z)=

 f11(n)+h11(n)(z2+z−2) g12(n)z f13(n)

g21(n)z−1 f22(n) 0

f31(n) 0 f33(n)

 (5.4.7)

A(n|z)=

 a11(n)+c11(n)(z2+z−2) b12(n)z a13(n)

b21(n)z−1 a22(n) 0

a31(n) 0 a33(n)

 (5.4.8)

з розкладами тепер вже лоранiвської (Laurent) форми за спектральним па-
раметром z для операторiв Лакса L(n|z) та A(n|z), знайдено чотири новi на-
пiвдискретнi нелiнiйнi iнтеґровнi системи, цiкавi для фiзичних застосувань.
По-перше, пiдсистему, подiбну до Тодової, ми пов’язали з пiдсистемою PT -
симетричних екситонiв з наведеною нелiнiйнiстю. Iнша iнтеґровна система
виникла як пiдсистема екситонiв типу Френкеля (Frenkel), пов’язаних iз сут-
тєво нетривiальною коливною пiдсистемою. Виявлено також iнтеґровну си-
стему, що складається з двох самозахопних пiдсистем, поєднаних за допомоги
взаємно iндукованої нелiнiйности. Нарештi, одержано iнтеґровну систему, де
Тода-подiбна пiдсистема та самозахопна пiдсистема взаємодiють на кшталт за-
рядженої частинки з електромагнетним полем. При цьому, вираз для вектор-
потенцiалу в гамiльтонiанi виявився пропорцiйним до густини збуджень в са-
мозахопнiй пiдсистемi. Кожна iз запропонованих iнтеґровних систем допускає
чiтке Гамiльтонове представлення, що характеризується двома парами канонi-
чних польових змiнних зi стандартною (недеформованою) Пуассоновою стру-
ктурою. В рамках узагальненої прямої процедури явно знайдено декiлька гу-
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стин iз загальних локальних законiв збереження. Цi густини легко адаптувати
до будь-якої iнтеґровної системи, пов’язаної з операторами Лакса лоранiвської
форми.

З великої низки щойно перелiчених напiвдискретних нелiнiйних iнтеґров-
них систем, запропонованих в двох наших працях [217, 234], зупинимось спо-
чатку на системi [217], що деяким чином є спорiдненою до добре вiдомої (про-
те неiнтеґровної в сенсi Лакса) системи Давидова–Кислухи для моделювання
зв’язаних екситонiв (або електронiв) та змiщень молекул в одновимiрних мо-
лекулярних ланцюжках [50, 51, 52, 54].

Для цього слiд задiяти перший тип допомiжних матриць з розкладами Ло-
ранової форми за спектральним параметром z (5.4.5), (5.4.6). Тодi з рiвняння
нульової кривини (5.1.3) за умови

h11(n) = 1 (5.4.9)

матимемо

a11(n) = a11 (5.4.10)

c33(n) = c33 (5.4.11)

a13(n) = −f13(n)c33 (5.4.12)

a31(n+ 1) = −c33f31(n) , (5.4.13)

де параметри a11 та c33 можуть бути довiльними функцiями вiд часу τ .
Аби означити решту функцiй, що входять до анзацу (5.4.6) для еволю-

цiйного оператора A(n|z), а також параметризувати функцiї, що входять до
анзацу (5.4.5) для спектрального оператора L(n|z), слiд накласти наступнi
в’язi:

f33(n) = 0 (5.4.14)

d

dτ
[f13(n)f31(n)] = 0 (5.4.15)

ḟ22(n) = 0 . (5.4.16)
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Цi в’язi (5.4.14)–(5.4.16) дають

f13(n) = f13 exp[+q(n)] (5.4.17)

f31(n) = f31 exp[−q(n)] (5.4.18)

f22(n) = f22 (5.4.19)

та

b32(n+ 1) = (c33f31/f22) g12(n) exp[−q(n)] (5.4.20)

b23(n) = (f13c33/f22) g21(n) exp[+q(n)] (5.4.21)

a22(n) = a22 (5.4.22)

a33(n) = a33 , (5.4.23)

де a22 та a33 – деякi довiльнi функцiї часу τ , а параметри f13, f31 та f22 не
залежать анi вiд часу τ , анi вiд координати n: ḟ13 = 0 = ḟ31 та ḟ22 = 0.

Нарештi, означивши iмпульс пружного поля p(n), канонiчно спряжений
до вiдхилення пружного поля q(n), та канонiчно спряженi амплiтуди псевдо-
екситонного поля g+(n) та g−(n) пiдстановками

f11(n)− g12(n)g21(n)/f22 = p(n) (5.4.24)

та

g21(n) = g+(n)
√
f22 (5.4.25)

g12(n) = g−(n)
√
f22 , (5.4.26)

приходимо до анонсованої напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної системи

ṗ(n) = −∂H/∂q(n) (5.4.27)

q̇(n) = +∂H/∂p(n) (5.4.28)

ġ+(n) = −∂H/∂g−(n) (5.4.29)
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ġ−(n) = +∂H/∂g+(n) (5.4.30)

з функцiєю Гамiльтона

H =
∞∑

m=−∞
c33p

2(m)/2−

−
∞∑

m=−∞
f13c33f31 [1 + g+(m)g−(m− 1)/f22)] exp[+q(n)− q(n− 1)] +

+
∞∑

m=−∞
(a11 − a33)p(m) +

∞∑
m=−∞

(a11 − a22)[f22 + g+(m)g−(m)] . (5.4.31)

Тут ми ввели назву “псевдо-екситони” з огляду на закон збереження Ṅ = 0

числа вiдповiдних збуджень

N =
∞∑

m=−∞
g+(m)g−(m) (5.4.32)

в усiй системi (5.4.27)–(5.4.31).
З фiзичної точки зору найбiльш вдалий вибiр вiльних параметрiв a11− a33

та a11 − a22 уособлюють формули

a11 − a33 = 0 (5.4.33)

a11 − a22 = f13c33f31/f22 . (5.4.34)

При цьому одержанi еволюцiйнi рiвняння (5.4.27)–(5.4.30) (з гамiльтонiаном
H, поданим виразом (5.4.31)) описуватимуть спiльну динамiку двох зв’язаних
пiдсистем, де першi два рiвняння (5.4.27), (5.4.28) вiдповiдатимуть пружнiй
пiдсистемi, а два iншi (5.4.29)–(5.4.30) – пiдсистемi iндуковано захоплюваних
псевдо-екситонiв. Рiч у тiм, що нелiнiйностi до пiдсистеми псевдо-екситонiв
привнесено (iндуковано) за рахунок впливу пружної пiдсистеми.

Зауважимо, що запропонована напiвдискретна нелiнiйна iнтеґровна систе-
ма (5.4.27)–(5.4.31) за умови часонезалежних вiльних параметрiв a11 − a22,
a11 − a33 та c33 є PT -симетричною. Iншими словами, трансформованi польовi
функцiї p(n|τ), q(n|τ) та g+(n|τ), g−(n|τ), означенi при α̇ = 0 як
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p(n|τ) = +p(−n| − τ) (5.4.35)

q(n|τ) = −q(−n| − τ) (5.4.36)

g+(n|τ) = g−(−n| − τ) exp(+α) (5.4.37)

g−(n|τ) = g+(−n| − τ) exp(−α) , (5.4.38)

задовольняють ту саму систему рiвнянь (5.4.27)–(5.4.31), що й первиннi по-
льовi функцiї p(n|τ), q(n|τ) та g+(n|τ), g−(n|τ). Цей факт видається досить
показовим з огляду на перспективи широкого застосування PT -симетричних
моделей в сучаснiй фiзичнiй науцi [17], особливо в нелiнiйнiй оптицi [118, 1, 77],
оскiльки вони дозволяють одержувати фiзично зваженi результати без поси-
лання на бiльш сильну умову Дiракової (Dirac) ермiтовости (Hermite) [17].

Насамкiнець вкажемо на ще одну досить цiкаву напiвдискретну iнтеґровну
нелiнiйну систему, започатковану вже другим типом допомiжних матриць з
розкладами лоранiвської форми за спектральним параметром z (5.4.7), (5.4.7).
Система допускає чiтке Гамiльтонове формулювання

ṗ(n) = −∂H /∂q(n) (5.4.39)

q̇(n) = +∂H /∂p(n) (5.4.40)

ġ+(n) = −∂H /∂g−(n) (5.4.41)

ġ−(n) = +∂H /∂g+(n) (5.4.42)

з функцiєю Гамiльтона H , визначеною виразом

H =
∞∑

m=−∞
(a11 − a33)p(m) +

∞∑
m=−∞

(a22 − a11)g+(m)g−(m)−

−
∞∑

m=−∞
c11f22g+(m)g−(m− 1) +

∞∑
m=−∞

(c11/2)[p(m)− g+(m)g−(m)]2 −

−
∞∑

m=−∞
f31c11f13 exp[+q(m)− q(m− 1)] , (5.4.43)
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де величини p(n), q(n) and g+(n), g−(n) мають сенс канонiчних польових змiн-
них для двох взаємодiйних пiдсистем.

Пiдсистема, описувана змiнними p(n) та q(n), нагадує пiдсистему Тодового
типу, а пiдсистема, описувана змiнними g+(n) та g−(n), – деяку самозахопну
пiдсистему з повним числом збуджень

N =
∞∑

m=−∞
g+(m)g−(m) (5.4.44)

як одним з iнтеґралiв руху.
Щодо надзвичайно нетривiальної взаємодiї мiж пiдсистемами, то вона в

чомусь подiбна до взаємодiї зарядженої частинки з електромагнетним полем
[48, 156]. Iнше цiкаве порiвняння, стосовне до згаданого нетривiального члена∑∞

m=−∞(c11/2)[p(m) − g+(m)g−(m)]2 в функцiї Гамiльтона (5.4.43), належить
професоровi Юрiю Борисовичу Гайдiдею i вказує на аналогiю зi знаменитим
гамiльтонiаном Лi–Лоу–Пайнса (Lee–Low–Pines Hamiltonian function) [112, 14,
49] в теорiї поляронiв.

За умови часонезалежних вiльних параметрiв a11−a22, a11−a33, c33 згадана
iнтеґровна система (5.4.39)–(5.4.43) в цiлому стає PT -симетричною.

5.5 Пiдсумки

У першому пiдроздiлi цього роздiлу ми запропонували спосiб побудови пара-
метрично розгойдуваних напiвдискретних iнтеґровних систем з далекосяжним
характером резонансної взаємодiї в рамках представлення нульової кривини зi
спектральним оператором Абловiца–Ладiка шляхом адекватного збiльшення
числа членiв в лоранiвському розкладi еволюцiйного оператора за степеня-
ми спектрального параметра та цiлком обґрунтованого введення (наперед не-
реґламентованих) часових залежностей до параметрiв резонансної взаємодiї.
В рамках оберненої задачi теорiї розсiяння цей пiдхiд уможливлює вiднай-
ти точнi солiтоннi розв’язки системи з далекосяжним характером резонансної
взаємодiї, спираючись на асимптотичнi значення матричних елементiв ево-
люцiйного оператора за повздовжньою просторовою координатою. З iншого
боку, саму iнтеґровну нелiнiйну систему з далекосяжностями M -го порядку

267



найпростiше одержати з рiвнянь Гамiльтона, взявши за функцiю Гамiльтона
суперпозицiю 2M+1 перших iнтеґралiв руху (що залежать виключно вiд виду
спектрального оператора) з коефiцiєнтами (параметрами взаємодiї), залежни-
ми вiд часу. Ми сформулювали умови здiйснення параметричної локалiзацiї
солiтонного пакету та вказали на калiбрувальну еквiвалентнiсть мiж параме-
тричними коливаннями солiтона в параметрично розгойдуваних напiвдискре-
тних iнтеґровних системах з далекосяжним характером резонансної взаємодiї
та Блоховими коливаннями солiтона в напiвдискретних iнтеґровних системах
з далекосяжним характером резонансної взаємодiї пiд дiєю лiнiйного потенцi-
алу. Ми також вказали на перетворення до скоригованих польових амплiтуд,
як найбiльш прийнятного засобу для адекватного розгляду переважної бiль-
шости фiзичних задач.

В другому пiдроздiлi ми запропонували напiвдискретну iнтеґровну нелiнiй-
ну модель двох Тодових пiдсистем, пов’язаних через пiдсистему орiєнтацiйного
типу, та знайшли її Лаґранжове формулювання. Показано, що допомiжнi спе-
ктральний та еволюцiйний оператори моделi є матрицями розмiру 3× 3. При
цьому допомiжна спектральна задача є задачею третього порядку, що дуже
ускладнює iнтеґрування моделi в рамках будь-якої модифiкацiї методу обер-
неної задачi теорiї розсiяння.

У третьому пiдроздiлi ми одержали двi загальнi напiвдискретнi iнтеґровнi
нелiнiйнi системи, асоцiйованi з новими допомiжними лiнiйними спектраль-
ними задачами четвертого та третього порядкiв, вiдповiдно. Кожна iз запро-
понованих загальних систем є суттєво багатокомпонентною i допускає низку
редукованих систем з огляду на рiзноманiтнi прийнятнi варiанти фiксацiї по-
передньо недовизначених функцiй вибору. Навiть побiжний погляд пiдказує,
що кожна з редукованих систем має складатися з кiлькох пiдсистем рiзної
природи i тому варта подальшого ґрунтовного вивчення з метою конкретних
фiзичних застосувань. Наразi ми вже змогли побудувати напiвдискретну iн-
теґровну нелiнiйну систему, що характеризується двома параметрами зв’язку
i складається з двох зв’язаних пiдсистем, перша з яких моделює деяку нелi-
нiйну самодуальну мережу дросельно-конденсаторного типу, а друга – описує
деяку нелiнiйну ґратчасту пiдсистему, коливання якої розхитує самодуальна
пiдсистема.

В четвертому пiдроздiлi ми представили чотири пари нових допомiжних
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операторiв Лакса, заданих матрицями розмiру 3 × 3, що в рамках напiвдис-
кретного рiвняння нульової кривини здатнi зґенерувати велике число нових
напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем, кожна з яких складається з
двох зв’язаних пiдсистем вiдмiнної природи, причому щонайменше кожна дру-
га система має гарнi перспективи для фiзичних застосувань, оскiльки допускає
доречне стандартне (канонiчне) Гамiльтонове формулювання. Достатньо ши-
рокий перелiк одержаних таким чином систем подано в двох наших працях
[217, 234]. Тут же ми згадали лише про найрепрезентативнiшi напiвдискретнi
iнтеґровнi нелiнiйнi системи, серед яких найбiльшої уваги заслуговують систе-
ма взаємозв’язаних PT -симетричних екситонiв та коливань ґратки нелiнiйно-
го Тодового типу, а також доволi нечiкувана i цiкава система PT -симетричних
екситонiв та нелiнiйних коливань ґратки з калiбрувальною природою зв’язку
мiж пiдсистемами.
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Роздiл 6

Нелiнiйна iнтеґровна система когерентно
зв’язаних збуджень на iнтеркальованiй
драбинчастiй ґратцi

6.1 Вступнi зауваження

В роздiлi 4 на основi низки праць [220, 221, 223, 225, 224, 226, 227, 228] ми по-
дали розлогий пiдсумок дослiдження нетривiальних властивостей iнтеґровної
нелiнiйної Шрьодiнґерової (Schrödinger) системи на квазiодновимiрнiй ґратцi
з двома структурними елементами в елементарнiй комiрцi. Нетривiальнi риси
вказаної системи є прямим наслiдком суттєво ненульового тла для супутнiх
полiв. Варто згадати, що симплектична (структурна) матриця, вiдповiдальна
за Гамiльтонову (Hamilton) динамiку такої системи, виявилася нерозщепною,
внаслiдок чого основнi польовi змiннi системи взаємно перемiшалися в рамках
нестандартних фундаментальних дужок Пуассона (Poisson) [221, 224, 227, 228].
З iншого боку, самi динамiчнi рiвняння системи стали критичними вiдносно
головного фонового параметра [208, 223, 225, 224, 226, 227, 228], що в канонi-
чно стандартизованiй (фiзично скоригованiй) версiї системи постало як ефект
переходу вiд режиму свiтло-свiтлих нелiнiйних збуджень до режиму темно-
свiтлих нелiнiйних збуджень в критичнiй точцi [225, 224, 226, 227, 228]. Вка-
заний ефект критичної змiни природи нелiнiйних збуджень чiтко продемон-
стровано i на мультикомпонентному солiтонному розв’язковi стандартизованої
системи [225, 224, 226, 227, 228].
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Розвиваючи концепцiю супутнiх полiв з ненульовими граничними значе-
ннями, на продуктивнiсть якої вказують щойно згаданi результати, в цьому
роздiлi ми розглянемо значно складнiшу iнтеґровну нелiнiйну систему, обла-
штовану на квазiодновимiрнiй ґратцi з трьома структурними елементами в
елементарнiй комiрцi. Основнi засадничi положення для цiєї системи було за-
пропоновано та розроблено в трьох наших працях [230, 231, 232].

6.2 Шестикомпонентна напiвдискретна
нелiнiйна система когерентно зв’язаних
збуджень [230, 231, 232, 233]

Аби щонайшвидше впоратися з необхiдними означеннями, розпочнемо без-
посередньо з запису анонсованої шестикомпонентної динамiчної iнтеґровної
нелiнiйної системи [230, 231, 232, 233]

+ iφ̇+(n) + α [φ(n) + η(n)φ+(n)]− (6.2.1)

− α [ν(n)− φ+(n)ψ−(n)]φ+(n+ 1) + β [1 + φ+(n)ψ+(n)]φ−(n− 1)=0

+ iφ̇(n) + α [φ−(n) + µ(n)φ+(n)] + β [φ+(n) + ν(n)φ−(n)]− (6.2.2)

− α [θ(n)− φ(n)ψ−(n)]φ+(n+ 1)− β [η(n)− φ(n)ψ+(n)]φ−(n− 1)=0

+ iφ̇−(n) + β [φ(n) + θ(n)φ−(n)]− (6.2.3)

− β [µ(n)− φ−(n)ψ+(n)]φ−(n− 1) + α [1 + φ−(n)ψ−(n)]φ+(n+ 1)=0

+ iη̇(n) + β [ψ+(n)φ+(n)− ψ−(n)φ−(n)] + (6.2.4)

+ α [ψ(n) + η(n)ψ−(n)]φ+(n+ 1)− α [φ(n) + η(n)φ+(n)]ψ−(n− 1)=0

+ iµ̇(n)−β [ψ(n)φ−(n)−ψ+(n)φ(n)] + (6.2.5)

+ α [ψ+(n)+µ(n)ψ−(n)]φ+(n+ 1)−α [φ−(n)+µ(n)φ+(n)]ψ−(n− 1)=0
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та

− iψ̇+(n) + β [ψ(n) + θ(n)ψ+(n)]− (6.2.6)

− β [µ(n)− ψ+(n)φ−(n)]ψ+(n+ 1) + α [1 + ψ+(n)φ+(n)]ψ−(n− 1)=0

− iψ̇(n) + β [ψ−(n) + ν(n)ψ+(n)] + α [ψ+(n) + µ(n)ψ−(n)]− (6.2.7)

− β [η(n)− ψ(n)φ−(n)]ψ+(n+ 1)− α [θ(n)− ψ(n)φ+(n)]ψ−(n− 1)=0

− iψ̇−(n) + α [ψ(n) + η(n)ψ−(n)]− (6.2.8)

− α [ν(n)− ψ−(n)φ+(n)]ψ−(n− 1) + β [1 + ψ−(n)φ−(n)]ψ+(n+ 1)=0

− iθ̇(n) + α [φ+(n)ψ+(n)− φ−(n)ψ−(n)] + (6.2.9)

+ β [φ(n) + θ(n)φ−(n)]ψ+(n+ 1)− β [ψ(n) + θ(n)ψ+(n)]φ−(n− 1)=0

− iν̇(n)−α [φ(n)ψ−(n)− φ+(n)ψ(n)] + (6.2.10)

+ β [φ+(n)+ν(n)φ−(n)]ψ+(n+ 1)−β [ψ−(n)+ν(n)ψ+(n)]φ−(n− 1)=0 ,

яку називатимемо напiвдискретною нелiнiйною системою когерентно
зв’язаних збуджень на квазiодновимiрнiй ґратцi з трьома структурними
елементами в елементарнiй комiрцi. Тут точка над функцiями вказує на
диференцiювання за часом τ , а цiле число n, що змiнюється вiд мiнус до
плюс нескiнченности, позначає порядковий номер елементарної комiрки
квазiодновимiрної ґратки. Часозалежнi параметри α та β характеризують
первинну мiжвузлову резонансну взаємодiю мiж збудженнями, формалi-
зованими основними польовими змiнними φ+(n), φ(n), φ−(n) та ψ+(n),
ψ(n), ψ−(n). Тут, за аналогiєю з теорiєю молекулярних екситонiв [47, 54],
епiтет “резонансна” використано, аби вказати на лiнiйну частину когерентної
(недисипативної) взаємодiї мiж основними збудженнями, розташованими
на вiдмiнних вузлах ґратки. Термiн “основнi польовi змiннi” зауважує, що
запропонована нелiнiйна система з десяти рiвнянь (6.2.1)–(6.2.10) насправдi
є шестикомпонентною у вiдповiдностi до числа незалежних (основних)
польових змiнних, дозволених чотирма природнiми в’язями. Згiдно з цiєю
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термiнологiєю польовi змiннi η(n), µ(n) та θ(n), ν(n) слiд вважати залежними
(суто допомiжними або супутнiми). Аби розрiзняти три структурнi елементи
в межах n-ої елементарної ґратки ми надамо першому з них мiтку плюс (+),
другий залишимо без мiтки, а третьому надамо мiтку мiнус (−). Тим самим
ми забезпечимо вiдповiднi маркування i для трьох пар основних польових
змiнних φ+(n), ψ+(n); φ(n), ψ(n) та φ−(n), ψ−(n).

Надалi ми вважатимемо основнi поля швидкоспадними на обох про-
сторових нескiнченностях |n| → ∞, а для кожної пари супутнiх полiв
окремо приймемо специфiкованi умови просторово однорiдного тла (фону)
lim|n|→∞ η(n) = η, lim|n|→∞ θ(n) = θ та lim|n|→∞ µ(n) = µ, lim|n|→∞ ν(n) = ν.
Тодi набiр чотирьох природнiх в’язей набуде такого вигляду

η(n)− µ(n)θ(n)− φ(n)ψ+(n)− φ−(n)ψ(n)

1 + η(n)θ(n) + µ(n)ν(n) + φ+(n)ψ+(n) + φ(n)ψ(n) + φ−(n)ψ−(n)
=

=
η − µθ

1 + ηθ + µν
(6.2.11)

µ(n)− φ−(n)ψ+(n)

1 + η(n)θ(n) + µ(n)ν(n) + φ+(n)ψ+(n) + φ(n)ψ(n) + φ−(n)ψ−(n)
=

=
µ

1 + ηθ + µν
(6.2.12)

θ(n)− ν(n)η(n)− ψ(n)φ+(n)− ψ−(n)φ(n)

1 + η(n)θ(n) + µ(n)ν(n) + φ+(n)ψ+(n) + φ(n)ψ(n) + φ−(n)ψ−(n)
=

=
θ − νη

1 + ηθ + µν
(6.2.13)

ν(n)− ψ−(n)φ+(n)

1 + η(n)θ(n) + µ(n)ν(n) + φ+(n)ψ+(n) + φ(n)ψ(n) + φ−(n)ψ−(n)
=

=
ν

1 + ηθ + µν
. (6.2.14)

Тут фоновi параметри η, θ та µ, ν зобов’язанi бути як часо- так i коорди-
натонезалежними. Вказанi вище в’язi (6.2.11)–(6.2.14) продиктовано самими
рiвняннями системи (6.2.1)–(6.2.10) за посередництва чотирьох однокомiрко-
вих локальних законiв збереження. З цiєї причини їх i названо природнiми.
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Рис. 6.1. Фраґмент iнтеркальованої драбинчастої ґратки-носiя з трьома стру-
ктурними елементами в елементарнiй комiрцi, стосовної до нелiнiйної iнте-
ґровної системи когерентно зв’язаних збуджень з трьома типами тлозалежних
мiжвузлових резонансних взаємодiй (6.2.1)–(6.2.10). Кружечки з позначкою
плюс складають верхнiй ланцюжок вузлiв ґратки. Кружечки без позначки
складають середнiй (iнтеркальований) ланцюжок вузлiв ґратки. Кружечки
з позначкою мiнус складають нижнiй ланцюжок вузлiв ґратки. Неперервнi
стрiлки вказують на первиннi мiжвузловi резонанснi зв’язки, формалiзованi
параметрами α та β. Горизонтальнi штриховi стрiлки вказують на тлозале-
жнi мiжвузловi резонанснi зв’язки, формалiзованi параметрами −αν та −βµ.
Скiснi штрихпунктирнi стрiлки вказують на тлозалежнi мiжвузловi резонан-
снi зв’язки, формалiзованi параметрами αµ та βν. Скiснi пунктирнi стрiлки
вказують на тлозалежнi мiжвузловi резонанснi зв’язки, формалiзованi пара-
метрами −αθ та −βη.

Взявши до уваги прийнятi граничнi умови для основних та супутнiх полiв
i обмежившись випадком низько-амплiтудних збуджень, спинимося коротко
на лiнеаризованiй версiї

+iφ̇+(n) + αηφ+(n)− ανφ+(n+ 1) + αφ(n) + βφ−(n− 1) = 0 (6.2.15)

+iφ̇(n)+(α+βν)φ−(n)−βηφ−(n−1)−αθφ+(n+1)+(β+αµ)φ+(n) = 0 (6.2.16)

+iφ̇−(n) + βθφ−(n)− βµφ−(n− 1) + βφ(n) + αφ+(n+ 1) = 0 (6.2.17)
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−iψ̇+(n) + βθψ+(n)− βµψ+(n+ 1) + βψ(n) + αψ−(n− 1) = 0 (6.2.18)

−iψ̇(n)+(β+αµ)ψ−(n)−αθψ−(n−1)−βηψ+(n+1)+(α+βν)ψ+(n) = 0 (6.2.19)

−iψ̇−(n) + αηψ−(n)− ανψ−(n− 1) + αψ(n) + βψ+(n+ 1) = 0 (6.2.20)

нашої початкової системи (6.2.1)–(6.2.10). Справа в тому, що лiнеаризована
система рiвнянь (6.2.15)–(6.2.20) є важливою ланкою для реконструкцiї про-
сторового впорядкування вузлiв та резонансних зв’язкiв в регулярну ґратча-
сту структуру, асоцiйовану з дослiджуваною нелiнiйною системою (6.2.1)–
(6.2.10). Справдi, до системи лiнеаризованих рiвнянь для основних полiв
(6.2.15)–(6.2.20), як видно, залучено як пару звичайних (традицiйних) пара-
метрiв мiжвузлової резонансної взаємодiї, так i три додатковi пари параметрiв
мiжвузлової резонансної взаємодiї, контрольованi ненульовими значеннями η,
θ та µ, ν супутнiх полiв η(n), θ(n) та µ(n), ν(n). Цi три типи тлозалежних
параметрiв мiжвузлової резонансної взаємодiї є такими: (i) −αν, −βµ; (ii) αµ,
βν; (iii) −αθ, −βη. Рисунок 6.1 унаочнює приведенi вище мiркування у ви-
глядi драбиноподiбної регулярної ґратчастої структури з трьома вiдмiнними
структурними елементами в елементарнiй комiрцi. Є всi пiдстави розумiти
одержану ґратчасту структуру як iнтеркальовану драбинчасту ґратку.

Подiбно до лiнеаризованої системи (6.2.15)–(6.2.20), первинна нелiнiйна
iнтеґровна система (6.2.1)–(6.2.10), розглядувана за ненульових значень су-
путнiх полiв, мусить характеризуватися чотирма типами мiжвузлової резо-
нансної взаємодiї також. Кожна пара мiжвузлових параметрiв резонансного
зв’язку (o) α, β; (i) −αν, −βµ; (ii) αµ, βν; (iii) −αθ, −βη є вiдповiдальною
за лiнiйну частину деякого своєрiдного когерентного (недисипативного) типу
взаємодiї мiж основними полями.

Запропоновану шестикомпонентну систему (6.2.1)–(6.2.10) можна тракту-
вати як систему нелiнiйного Шрьодiнґерового типу в тому сенсi, що, за певних
умов симетрiї та низького рiвня збуджень, її основнi польовi функцiї набли-
жено мають стосунок до амплiтуд присутности збудження на тому чи iншому
вузлi ґратки. Найприроднiшими умовами симетрiї мiж польовими змiнними,
а також мiж параметрами мiжвузлового резонансного зв’язку видаються тi,
що забезпечують або притягувальний, або вiдштовхувальний характер нелi-
нiйностей в системi. Так, для системи з нелiнiйностями притягувального типу
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ми маємо умови комплексного спряження: ψ+(n) = +φ∗+(n), ψ(n) = +φ∗(n),
ψ−(n) = +φ∗−(n), θ(n) = η∗(n), ν(n) = µ∗(n) та β = α∗. Натомiсть, для си-
стеми з нелiнiйностями вiдштовхувального типу ми маємо: ψ+(n) = −φ∗+(n),
ψ(n) = −φ∗(n), ψ−(n) = −φ∗−(n), θ(n) = η∗(n), ν(n) = µ∗(n) та β = α∗. В ко-
жному з вищевказаних випадкiв взаємозалежностi мiж параметрами мiжву-
злового резонансного зв’язку зостаються однаковими, i їх задано наступними
рiвностями: β = α∗, βµ = α∗ν∗, βν = α∗µ∗, βη = α∗θ∗. Оскiльки па-
раметри зв’язку в кожнiй з рiвностей спiввiдносяться шляхом комплексного
спряження, то розумно вважати їхнi фази фазами Паєрлса [145], придатними
для моделювання потокiв зовнiшнiх магнетних полiв крiзь пласкi елементар-
нi клаптики ґратки. [145, 212, 227, 228]. Тим самим ми одержуємо додаткову
фiзично вмотивовану пiдставу аби квалiфiкувати ґратку-носiя як суттєво ква-
зiодновимiрну структуру, як це зображено на рисунку 6.1.

6.3 Загальна форма представлення нульової
кривини та її зведення до випадку шести-
компонентної нелiнiйної системи когерентно
зв’язаних збуджень [230, 231, 232]

Iнтеґровнiсть напiвдискретної нелiнiйної системи в сенсi Лакса (Lax) [139],
як ми знаємо, вказує на iснування двох матричнозначних функцiй L(n|z) та
A(n|z), взаємно узгоджених (сумiсних) в рамках напiвдискретного представ-
лення нульової кривини [173]

L̇(n|z) = A(n+ 1|z)L(n|z)− L(n|z)A(n|z) , (6.3.1)

де квадратовi матрицi L(n|z) та A(n|z) позначають спектральний та еволю-
цiйний оператори, вiдповiдно, причому спектральний параметр z вважаємо
незалежним вiд часу τ .

Взявши елементи Ljk(n|z) спектральної матрицi L(n|z) у виглядi полiномiв
Лорана вiдносно спектрального параметра z, ми маємо трактувати коефiцiєн-
ти цих полiномiв в якостi прообразiв польових функцiй шуканої системи. В
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цьому пiдроздiлi ми приймемо цi матричнi елементи Ljk(n|z) у виглядi насту-
пних виразiв

L11(n|z) = z3 + s11(n)z + u11(n)z−1 (6.3.2)

L12(n|z) = r12(n)z2 + t12(n) + v12(n)z−2 (6.3.3)

L21(n|z) = r21(n)z2 + t21(n) + v21(n)z−2 (6.3.4)

L22(n|z) = s22(n)z + u22(n)z−1 + z−3. (6.3.5)

Тодi, вiдповiдно до умови нульової кривини (6.3.1), найпростiший прийнятний
варiант для елементiв Ajk(n|z) еволюцiйної матрицi A(n|z) мусить набути
форми

A11(n|z) = a11z
2 − a11r12(n)r21(n− 1) + c11 (6.3.6)

A12(n|z) = a11r12(n)z + v12(n− 1)e22z
−1 (6.3.7)

A21(n|z) = r21(n− 1)a11z + e22v21(n)z−1 (6.3.8)

A22(n|z) = c22 − e22v21(n)v12(n− 1) + e22z
−2 , (6.3.9)

де координатонезалежним параметрам a11, c11 and e22, c22 дозволено бути до-
вiльними функцiями вiд часу τ .

З iншого боку, умова нульової кривини (6.3.1) вказує, що прообрази польо-
вих функцiй s11(n), u11(n), r12(n), t12(n), v12(n) та u22(n), s22(n), v21(n), t21(n),
r21(n) мусять задовольняти систему рiвнянь [230, 231, 232]

ṙ12(n) = c11r12(n)− r12(n)c22 + a11[t12(n)− s11(n)r12(n)] + (6.3.10)

+ a11r12(n+ 1)[s22(n)− r21(n)r12(n)]− [1− r12(n)v21(n)]v12(n− 1)e22

ṫ12(n) = c11t12(n)− t12(n)c22 + (6.3.11)

+ a11[v12(n)− u11(n)r12(n)]− [r12(n)− v12(n)s22(n)]e22 +

+ a11r12(n+ 1)[u22(n)− r21(n)t12(n)]− [s11(n)− t12(n)v21(n)]v12(n− 1)e22
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v̇12(n) = c11v12(n)− v12(n)c22 − [t12(n)− v12(n)u22(n)]e22 + (6.3.12)

+ a11r12(n+ 1)[1− r21(n)v12(n)]− [u11(n)− v12(n)v21(n)]v12(n− 1)e22

ṡ11(n) = e22[r21(n)v12(n)− v21(n)r12(n)] + (6.3.13)

+ a11r12(n+ 1)[t21(n)− r21(n)s11(n)]− a11[t12(n)− s11(n)r12(n)]r21(n− 1)

u̇11(n) = e22[t21(n)v12(n)− v21(n)t12(n)] + (6.3.14)

+ a11r12(n+ 1)[v21(n)− r21(n)u11(n)]− a11[v12(n)− u11(n)r12(n)]r21(n− 1)

та

v̇21(n) = c22v21(n)− v21(n)c11 + e22[t21(n)− u22(n)v21(n)] + (6.3.15)

+ e22v21(n+ 1)[u11(n)− v12(n)v21(n)]− [1− v21(n)r12(n)]r21(n− 1)a11 ,

ṫ21(n) = c22t21(n)− t21(n)c11 +

+ e22[r21(n)− s22(n)v21(n)]− [v21(n)− r21(n)u11(n)]a11 + (6.3.16)

+ e22v21(n+ 1)[s11(n)− v12(n)t21(n)]− [u22(n)− t21(n)r12(n)]r21(n− 1)a11

ṙ21(n) = c22r21(n)− r21(n)c11 − [t21(n)− r21(n)s11(n)]a11 + (6.3.17)

+ e22v21(n+ 1)[1− v12(n)r21(n)]− [s22(n)− r21(n)r12(n)]r21(n− 1)a11

u̇22(n) = a11[v12(n)r21(n)− r12(n)v21(n)] + (6.3.18)

+ e22v21(n+ 1)[t12(n)− v12(n)u22(n)]− e22[t21(n)− u22(n)v21(n)]v12(n− 1)

ṡ22(n) = a11[t12(n)r21(n)− r12(n)t21(n)] + (6.3.19)

+ e22v21(n+ 1)[r12(n)− v12(n)s22(n)]− e22[r21(n)− s22(n)v21(n)]v12(n− 1) .

Виведена загальна напiвдискретна iнтеґровна нелiнiйна система
(6.3.10)–(6.3.19) є першою з нескiнченної iєрархiї iнтеґровних нелiнiйних
систем, асоцiйованих з вибраним спектральним оператором (6.3.2)–(6.3.5),
оскiльки вона вiдповiдає найпростiшому допустимому вибору еволюцiйного
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оператора у виглядi полiнома Лорана другого порядку вiдносно спектрально-
го параметра z (6.3.6)–(6.3.9). Зауважимо, що симетрiя одержаних загальних
рiвнянь уможливлює низку редукованих систем, найбiльш представницькими
з яких видаються напiвдискретнi нелiнiйнi системи Шрьодiнґерового типу та
напiвдискретнi нелiнiйнi системи типу Кортевеґа–де Врiза (Korteweg–de Vries
systems).

Легко пересвiдчитися, що напiвдискретна iнтеґровна нелiнiйна система
Шрьодiнґерового типу (6.2.1)–(6.2.10), введена в пiдроздiлi 6.2, випливає iз
загальної напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної системи (6.3.10)–(6.3.19),
якщо запостулювати спiввiдношення симетрiї

r12(n) = +φ+(n) = ±ψ∗+(n) (6.3.20)

t12(n) = +φ(n) = ±ψ∗(n) (6.3.21)

v12(n) = +φ−(n) = ±ψ∗−(n) (6.3.22)

s11(n) = −η(n) = −θ∗(n) (6.3.23)

u11(n) = −µ(n) = −ν∗(n) (6.3.24)

v21(n) = −ψ+(n) = ∓φ∗+(n) (6.3.25)

t21(n) = −ψ(n) = ∓φ∗(n) (6.3.26)

r21(n) = −ψ−(n) = ∓φ∗−(n) (6.3.27)

u22(n) = −θ(n) = −η∗(n) (6.3.28)

s22(n) = −ν(n) = −µ∗(n) (6.3.29)

мiж польовими змiнними та доповнити їх доречними спiввiдношеннями симе-
трiї

a11 = +iα = +iβ∗ (6.3.30)

c11 = c22 (6.3.31)

e22 = −iβ = −iα∗ (6.3.32)
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мiж параметрами зв’язку. Тут горiшня позначка в останнiй правiй частинi
кожної з формул (6.3.20)–(6.3.22) та (6.3.25)–(6.3.27) специфiкує систему з не-
лiнiйностями притягувального типу. Натомiсть, нижня позначка в останнiй
правiй частинi кожної з формул (6.3.20)–(6.3.22) та (6.3.25)–(6.3.27) специфi-
кує систему з нелiнiйностями вiдштовхувального типу.

Отже, аби виокремити шестикомпонентну напiвдискретну iнтеґровну нелi-
нiйну систему Шрьодiнґерового типу (6.2.1)–(6.2.10) в рамках рiвняння нульо-
вої кривини (6.3.1), ми мусимо сконкретизувати матричнi елементи Ljk(n|z)

та Ajk(n|z) спектрального L(n|z) та еволюцiйного A(n|z) операторiв такими
формулами:

L11(n|z) = +z3 − η(n)z − µ(n)z−1 (6.3.33)

L12(n|z) = +φ+(n)z2 + φ(n) + φ−(n)z−2 (6.3.34)

L21(n|z) = −ψ−(n)z2 − ψ(n)− ψ+(n)z−2 (6.3.35)

L22(n|z) = −ν(n)z − θ(n)z−1 + z−3 (6.3.36)

та

A11(n|z) = +iαz2 + iαφ+(n)ψ−(n− 1) (6.3.37)

A12(n|z) = +iαφ+(n)z − iβφ−(n− 1)z−1 (6.3.38)

A21(n|z) = −iαψ−(n− 1)z + iβψ+(n)z−1 (6.3.39)

A22(n|z) = −iβψ+(n)φ−(n− 1)− iβz−2 , (6.3.40)

вiдповiдно.
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6.4 Пуассонова структура та Гамiльтонове
представлення шестикомпонентної
напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної
Шрьодiнґерової системи з нелiнiйностями
притягувального типу [230, 231]

Завдяки своїй повнiй iнтеґровностi загальна напiвдискретна нелiнiйна система
(6.3.10)–(6.3.19) мусить мати нескiнченне число законiв збереження. Узагаль-
нена рекурентна процедура їхнього послiдовного пошуку, викладена в низцi
наших праць [213, 216, 227] та в роздiлi 4 чинної дисертацiї, дає змогу виокре-
мити явно принаймнi декiлька перших збережних величин, придатних для
залучення до Гамiльтонової (Hamilton) функцiї системи.

Не спиняючись на перипетiях вiдповiдних розрахункiв, вкажемо, що Га-
мiльтонова функцiя, пiдлаштована до потреб шестикомпонентної напiвдис-
кретної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової (Schrödinger) системи (6.2.1)–
(6.2.10) за нелiнiйностей притягувального типу, набуває вигляду [230, 231, 232]

H =−α
∞∑

m=−∞
[φ+(m)ψ−(m− 1) + η(m)− η]−

− β
∞∑

m=−∞
[ψ+(m)φ−(m− 1) + θ(m)− θ] . (6.4.1)

На загал, ця функцiя Гамiльтона може залежати вiд часу τ параметрично вна-
слiдок тих чи iнших постульованих часових залежностей параметрiв зв’язку
α та β.

Аби коректно означити Пуассонову структуру (дужку Пуассона), доречну
для шестикомпонентної напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґеро-
вої системи (6.2.1)–(6.2.10) за нелiнiйностей притягувального типу, та вiднайти
Гамiльтонове представлення для цiєї системи, слiд пам’ятати, що польовi змiн-
нi η(n), µ(n) та θ(n), ν(n) (вибранi за супутнi) в дiйсностi є залежними вiд
основних польових змiнних φ+(n), φ(n), φ−(n) та ψ+(n), ψ(n), ψ−(n). Вна-
слiдок цього для застосування загальних принципiв Гамiльтонового розгляду
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[59, 124, 249] ми спочатку мусимо послуговуватися лише основними рiвняння-
ми системи (тобто рiвняннями (6.2.1)–(6.2.3) та (6.2.6)–(6.2.8)) i спробувати
переписати їх в унiфiкованiй формi

ẏλ(n) =
6∑

κ=1

∞∑
m=−∞

Jλκ(n|m)
∂H

∂yκ(m)
(6.4.2)

з величиною H, взятою за функцiю Гамiльтона (6.4.1), та матричними еле-
ментами Jλκ(n|m) структурної (симплектичної) матрицi J, пiдпорядкованими
умовi скiсної симетрiї Jκλ(m|n) = −Jλκ(n|m). Тут величини y1(n), y2(n), y3(n),
y4(n), y5(n), y6(n) складають деякий повний набiр незалежних польових змiн-
них, записаних в унiфiкованiй формi. Вказаний запис (6.4.2) є достатньо унi-
версальним, оскiльки допускає ряд окремих функцiйних спiввiдношень мiж
унiфiкованими та основними польовими змiнними. Надалi ми приймемо най-
простiшу лiнiйну вiдповiднiсть мiж цими двома наборами польових змiнних,
задану залежностями

y1(n) = φ−(n) (6.4.3)

y2(n) = φ(n) (6.4.4)

y3(n) = φ+(n) (6.4.5)

y4(n) = ψ−(n) (6.4.6)

y5(n) = ψ(n) (6.4.7)

y6(n) = ψ+(n) . (6.4.8)

Найпростiший шлях, аби виявити здогаднi вирази для елементiв Jλκ(n|m)

симплектичної матрицi, полягає у порiвняннi основних рiвнянь (6.2.1)–(6.2.3)
та (6.2.6)–(6.2.8) з їхнiми унiфiкованими двiйниками (6.4.2), записаними у ви-
глядi

ẏλ(n) = {H, yλ(n)} , (6.4.9)
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узгодженому з означенням [59, 124, 249]

{F,G} = −
6∑

λ=1

6∑
κ=1

∞∑
n=−∞

∞∑
m=−∞

∂F

∂yλ(n)
Jλκ(n|m)

∂G

∂yκ(m)
(6.4.10)

дужки Пуассона {F,G} мiж двома довiльними функцiями F та G. Цей ре-
цепт порiвняння уможливлює зiбрати переважну бiльшiсть претендентiв на
шуканi матричнi елементи Jλκ(n|m) з огляду на їхнi очевиднi взаємозалежно-
стi Jλκ(n|m) = −{yλ(n), yκ(m)} з релевантними фундаментальними дужка-
ми Пуассона {yλ(n), yκ(m)}. Проте аби iдентифiкувати здогаднi вирази для
матричних елементiв J25(n|m) та J52(n|m), ми змушенi звернутися до допомi-
жних еволюцiйних рiвнянь (6.2.4), (6.2.5) та (6.2.9), (6.2.10) i їхнiх двiйникiв,
записаних в термiнах дужок Пуассона, а також взяти до уваги ранiше наведенi
вирази (6.2.11)–(6.2.14) для природнiх в’язей. Остаточний реєстр ненульових
претендентiв на матричнi елементи Jλκ(n|m) подають формули [230, 231]

J41(n|m) = +i[1 + φ−(n)ψ−(n)]δnm = −J14(n|m) (6.4.11)

J51(n|m) = −i[η(n)− φ−(n)ψ(n)]δnm = −J15(n|m) (6.4.12)

J61(n|m) = −i[µ(n)− φ−(n)ψ+(n)]δnm = −J16(n|m) (6.4.13)

J42(n|m) = −i[θ(n)− φ(n)ψ−(n)]δnm = −J24(n|m) (6.4.14)

J52(n|m)=+i[1− µ(n)ν(n)+ η(n)θ(n)+ φ(n)ψ(n)]δnm=−J25(n|m) (6.4.15)

J62(n|m) = −i[η(n)− φ(n)ψ+(n)]δnm = −J26(n|m) (6.4.16)

J43(n|m) = −i[ν(n)− φ+(n)ψ−(n)]δnm = −J34(n|m) (6.4.17)

J53(n|m) = −i[θ(n)− φ+(n)ψ(n)]δnm = −J35(n|m) (6.4.18)

J63(n|m) = +i[1 + φ+(n)ψ+(n)]δnm = −J36(n|m) . (6.4.19)

Щойно усi претенденти на матричнi елементи Jλκ(n|m) вже вiдомi, ми му-
симо перевiрити, чи вираз (6.4.10) для величини {F,G} задовольняє усi вимо-
ги, що супроводжують означення дужки Пуассона [59, 124, 249]. Найкрити-
чнiшою з них є вимога
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{E, {F,G}}+ {F, {G,E}}+ {G, {E,F}} = 0 , (6.4.20)

зголошена на роль тотожности Якобi (Jacobi). Згiдно iз загальним правилом
[59, 124, 186, 249] вищезазначена вимога (6.4.20) є рiвноцiнною до системи
рiвнянь

6∑
κ=1

∞∑
k=−∞

[
Jκλ(k|l)

∂Jµν(m|n)

∂yκ(k)
+Jκµ(k|m)

∂Jνλ(n|l)
∂yκ(k)

+Jκν(k|n)
∂Jλµ(l|m)

∂yκ(k)

]
=0 ,

(6.4.21)

де iндекси, вказанi буквами µ та ν, не мають нiчого спiльного з фоновими
параметрами, означеними як µ = lim|n|→∞ µ(n) та ν = lim|n|→∞ ν(n).

Для практичного застосування тесту Якобi (6.4.21) слушно модифiкувати
його до виду

{yλ(l), Jµν(m|n)}+ {yµ(m), Jνλ(n|l)}+ {yν(n), Jλµ(l|m)} = 0 , (6.4.22)

обґрунтованому формулою

6∑
κ=1

∞∑
k=−∞

Jκλ(k|l)
∂Jµν(m|n)

∂yκ(k)
= {yλ(l), Jµν(m|n)} , (6.4.23)

що випливає з означення дужки Пуассона (6.4.10). Отже, аби перевiрити тото-
жнiсть Якобi, ми мусимо виявити усю низку претендентiв на дужки Пуассона
мiж кожною парою польових змiнних, з основними та супутнiми змiнними
включно. Концептуально це завдання є аналогiчним до завдання, виконаного
в процедурi вiдбору кандидатiв на матричнi елементи Jλκ(n|m). Оскiльки за-
гальне число польових змiнних дорiвнює десяти, достатнє число шуканих пре-
тендентiв становитиме п’ятдесят п’ять. Необхiднi викладки з використанням
виразiв для претендентiв на дужки Пуассона показують, що модифiкований
тест Якобi (6.4.22) дiйсно виконується для довiльної допустимої комбiнацiї
iндексiв λ, µ, ν та координат l, m, n. В результатi, ранiше виписанi вирази
(6.4.11)–(6.4.19) для претендентiв на величини Jλκ(n|m) пiдвищують свiй ста-

284



тус i визначають справжнi ненульовi елементи структурної (симплектичної)
матрицi. Цi вирази (6.4.11)–(6.4.19), доповненi формулами (6.2.11)–(6.2.14) для
природнiх в’язей, ясно вказують, що симплектична матриця J залишається не-
розщепною навiть за нульових значень усих фонових параметрiв: η = 0 = θ

та µ = 0 = ν.
Щодо претендентiв на набiр дужок Пуассона, то вони також пiдвищують

свiй статус до набору справжнiх дужок Пуассона. Для повноти картини ми
випишемо явно усi п’ятдесят п’ять елементарних дужок Пуассона, що характе-
ризують дослiджувану iнтеґровну нелiнiйну Шрьодiнґерову систему (6.2.1)–
(6.2.10). Їхнiй список є таким [230, 231]:

{φ−(m), φ−(n)} = 0 (6.4.24)

{φ−(m), φ(n)} = 0 (6.4.25)

{φ−(m), φ+(n)} = 0 (6.4.26)

{φ−(m), ψ−(n)} = +i[1 + φ−(n)ψ−(n)]δnm (6.4.27)

{φ−(m), ψ(n)} = −i[η(n)− φ−(n)ψ(n)]δnm (6.4.28)

{φ−(m), ψ+(n)} = −i[µ(n)− φ−(n)ψ+(n)]δnm (6.4.29)

{φ−(m), η(n)} = 0 (6.4.30)

{φ−(m), µ(n)} = 0 (6.4.31)

{φ−(m), θ(n)} = +i[φ(n) + φ−(n)θ(n)]δnm (6.4.32)

{φ−(m), ν(n)} = +i[φ+(n) + φ−(n)ν(n)]δnm (6.4.33)

{φ(m), φ(n)} = 0 (6.4.34)

{φ(m), φ+(n)} = 0 (6.4.35)

{φ(m), ψ−(n)} = −i[θ(n)− φ(n)ψ−(n)]δnm (6.4.36)

{φ(m), ψ(n)} = +i[1− µ(n)ν(n) + η(n)θ(n) + φ(n)ψ(n)]δnm (6.4.37)

{φ(m), ψ+(n)} = −i[η(n)− φ(n)ψ+(n)]δnm (6.4.38)

{φ(m), η(n)} = +i[φ−(n) + φ+(n)µ(n)]δnm (6.4.39)
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{φ(m), µ(n)} = +i[φ(n)µ(n)− φ−(n)η(n)]δnm (6.4.40)

{φ(m), θ(n)} = +i[φ+(n) + φ−(n)ν(n)]δnm (6.4.41)

{φ(m), ν(n)} = +i[φ(n)ν(n)− φ+(n)θ(n)]δnm (6.4.42)

{φ+(m), φ+(n)} = 0 (6.4.43)

{φ+(m), ψ−(n)} = −i[ν(n)− φ+(n)ψ−(n)]δnm (6.4.44)

{φ+(m), ψ(n)} = −i[θ(n)− φ+(n)ψ(n)]δnm (6.4.45)

{φ+(m), ψ+(n)} = +i[1 + φ+(n)ψ+(n)]δnm (6.4.46)

{φ+(m), η(n)} = +i[φ(n) + φ+(n)η(n)]δnm (6.4.47)

{φ+(m), µ(n)} = +i[φ−(n) + φ+(n)µ(n)]δnm (6.4.48)

{φ+(m), θ(n)} = 0 (6.4.49)

{φ+(m), ν(n)} = 0 (6.4.50)

{ψ−(m), ψ−(n)} = 0 (6.4.51)

{ψ−(m), ψ(n)} = 0 (6.4.52)

{ψ−(m), ψ+(n)} = 0 (6.4.53)

{ψ−(m), η(n)} = −i[ψ(n) + ψ−(n)η(n)]δnm (6.4.54)

{ψ−(m), µ(n)} = −i[ψ+(n) + ψ−(n)µ(n)]δnm (6.4.55)

{ψ−(m), θ(n)} = 0 (6.4.56)

{ψ−(m), ν(n)} = 0 (6.4.57)

{ψ(m), ψ(n)} = 0 (6.4.58)

{ψ(m), ψ+(n)} = 0 (6.4.59)

{ψ(m), η(n)} = −i[ψ+(n) + ψ−(n)µ(n)]δnm (6.4.60)

{ψ(m), µ(n)} = +i[ψ+(n)η(n)− ψ(n)µ(n)] (6.4.61)

{ψ(m), θ(n)} = −i[ψ−(n) + ψ+(n)ν(n)] (6.4.62)

{ψ(m), ν(n)} = +i[ψ−(n)θ(n)− ψ(n)ν(n)] (6.4.63)
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{ψ+(m), ψ+(n)} = 0 (6.4.64)

{ψ+(m), η(n)} = 0 (6.4.65)

{ψ+(m), µ(n)} = 0 (6.4.66)

{ψ+(m), θ(n)} = −i[ψ(n) + ψ+(n)θ(n)] (6.4.67)

{ψ+(m), ν(n)} = −i[ψ−(n) + ψ+(n)ν(n)] (6.4.68)

{η(m), η(n)} = 0 (6.4.69)

{η(m), µ(n)} = 0 (6.4.70)

{η(m), θ(n)} = +i[φ+(n)ψ+(n)− φ−(n)ψ−(n)] (6.4.71)

{η(m), ν(n)} = +i[φ+(n)ψ(n)− φ(n)ψ−(n)] (6.4.72)

{µ(m), µ(n)} = 0 (6.4.73)

{µ(m), θ(n)} = +i[φ(n)ψ+(n))− φ−(n)ψ(n)] (6.4.74)

{µ(m), ν(n)} = +i[φ+(n)ψ+(n)− φ−(n)ψ−(n)] (6.4.75)

{θ(m), θ(n)} = 0 (6.4.76)

{θ(m), ν(n)} = 0 (6.4.77)

{ν(m), ν(n)} = 0 . (6.4.78)

Покладаючись на цi результати (6.4.24)–(6.4.78), можна пересвiдчити-
ся, що багатокомпонентна напiвдискретна нелiнiйна Шрьодiнґерова система
(6.2.1)–(6.2.10) за нелiнiйностей притягувального типу допускає лаконiчне Га-
мiльтонове представлення [230, 231]

φ̇+(n) = {H, φ+(n)} (6.4.79)

φ̇(n) = {H, φ(n)} (6.4.80)

φ̇−(n) = {H, φ−(n)} (6.4.81)

η̇(n) = {H, η(n)} (6.4.82)

µ̇(n) = {H, µ(n)} (6.4.83)
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та

ψ̇+(n) = {H, ψ+(n)} (6.4.84)

ψ̇(n) = {H, ψ(n)} (6.4.85)

ψ̇−(n) = {H, ψ−(n)} (6.4.86)

θ̇(n) = {H, θ(n)} (6.4.87)

ν̇(n) = {H, ν(n)} (6.4.88)

з функцiєю Гамiльтона H, заданою ранiше прийнятою формулою (6.4.1).
Позаяк сама по собi функцiя Гамiльтона (6.4.1) виражається квадратичною

формою вiдносно польових змiнних, то нелiнiйнi члени в динамiчних рiвня-
ннях (6.4.79)–(6.4.88) виникають виключно завдяки вельми нестандартному
вигляду доречних дужок Пуассона (6.4.24)–(6.4.78).

Варто зауважити, що нестандартна форма Пуассонової структури є до-
волi звичайною властивiстю багатьох iнтеґровних нелiнiйних систем, асоцi-
йованих з дискретними допомiжними спектральними задачами. Наприклад,
навiть найпростiша iнтеґровна нелiнiйна Шрьодiнґерова система на суто одно-
вимiрнiй ґратцi лише з одним структурним елементом в елементарнiй ко-
мiрцi [2, 4] опiкується нестандартними фундаментальними дужками Пуассо-
на. [87, 102, 161]. Серед складнiших представникiв, характеризованих нестан-
дартними дужками Пуассона, хотiлося б ще раз згадати iнтеґровнi нелiнiйнi
Шрьодiнґеровi системи на квазiодновимiрних ґратках з двома структурними
елементами в елементарнiй комiрцi [199, 212] та [220, 221], детальне дослiдже-
ння яких подано в роздiлах 3 та 4 чинної дисертацiї.
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6.5 Солiтонний розв’язок шестикомпонентної
напiвдискретної нелiнiйної Шрьодiнґеровi
системи за нелiнiйностей притягувального
типу [230, 231, 232, 233]

Своєрiднiсть фактичного iнтеґрування окремо взятої iнтеґровної нелiнiйної
системи суттєво залежить, як вiдомо [33, 34, 201, 202], вiд порядку допомi-
жної спектральної задачi, асоцiйованої з системою.

Допомiжнi спектральний L(n|z) та еволюцiйний A(n|z) оператори, вiдпо-
вiдальнi за iнтеґровнiсть розглядуваної в цьому роздiлi напiвдискретної iнте-
ґровної нелiнiйної системи (6.2.1)–(6.2.10), є квадратовими матрицями розмiру
2 × 2 (дивись вирази (6.3.2)–(6.3.5) та (6.3.6)–(6.3.9) для матричних елемен-
тiв Ljk(n|z) та Ajk(n|z), вiдповiдно). Тому не дивно, що доречна спектральна
задача має другий порядок. Взявши до уваги цей сприятливий факт та по-
клавшись на свiй попереднiй досвiд, набутий протягом дослiджування дещо
простiшої iнтеґровної нелiнiйної системи [220, 221, 227, 228], представленої в
роздiлi 4, ми спромоглися побудувати самодостатню схему iнтеґрування, за-
сновану на перетвореннях Дарбу та Беклунда [231, 232]. При цьому ми спира-
лися на найпростiшу прийнятну форму анзацу для матрицi Дарбу [231, 232]

S(n|z) =

(
z2 + T11(n) S12(n)z + cU12(n)z−1

S21(n)z + cU21(n)z−1 T22(n) + z−2

)
, (6.5.1)

достатню аби утворити один додатковий солiтон в наступному (ужинковому)
розв’язку нелiнiйної системи порiвняно з попереднiм (засiвним) розв’язком.
Ми пропустимо всi досить довгi та громiздкi викладки i представимо тут лише
остаточнi результати, якi стосуватимуться багатокомпонентного солiтонного
розв’язку теперiшньої нелiнiйної системи (6.2.1)–(6.2.10) за нелiнiйностей при-
тягувального типу, забезпечуваними, як ми вже вказували, наступними спiв-
вiдношеннями симетрiї: ψ+(n)=φ∗+(n), ψ(n)=φ∗(n), ψ−(n)=φ∗−(n), ν(n)=µ∗(n)

та β=α∗, ν=µ∗. З цiєю метою ми введемо кiлька потрiбних позначень.
Перш за все ми матимемо справу з парою дiйсних сталих спектральних

параметрiв γ та κ i означимо двi iншi пари дiйсних сталих параметрiв γ+, κ+
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та γ−, κ− за допомоги двох систем рiвнянь [230, 231, 232]

exp(+3γ+ + 3iκ+) = exp(+3γ + 3iκ)− η exp(+γ + iκ)−
− µ exp(−γ − iκ) (6.5.2)

exp(+3γ+ − 3iκ+) = exp(+3γ − 3iκ)− θ exp(+γ − iκ)−
− ν exp(−γ + iκ) (6.5.3)

та

exp(−3γ− + 3iκ−) = exp(−3γ + 3iκ)− η exp(−γ + iκ)−
− µ exp(+γ − iκ) (6.5.4)

exp(−3γ− − 3iκ−) = exp(−3γ − 3iκ)− θ exp(−γ − iκ)−
− ν exp(+γ + iκ) . (6.5.5)

Потому ми встановимо параметри розщеплення ξ та s фази та координати,
використовуючи спiввiдношення

6(κ+ + κ−)ξ = 3(κ+ + κ−)− 2κ (6.5.6)

та

6(γ+ + γ−)s = 3(γ+ + γ−)− 2γ . (6.5.7)

Дiйснi питомо координатнi величини y та x, вiдповiдальнi за динамiчнi вла-
стивостi багатокомпонентного солiтона, означимо виразами

3(κ+ + κ−)y = 2 cosh(2γ)[Im (A) sin(2κ)− Re (A) cos(2κ)] +

+ 3(κ+ + κ−)y0 (6.5.8)

та

3(γ+ + γ−)x= 2 sinh(2γ)[Re (A) sin(2κ) + Im (A) cos(2κ)] +

+ 3(γ+ + γ−)x0 , (6.5.9)
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де y0 та x0 – суть довiльнi сталi дiйснi координатнi параметри. Тут дiйснi
величини Re (A) та Im (A) пов’язано з комплекснозначними величинами A та
B у загальноприйнятий спосiб

A = Re (A) + iIm (A) (6.5.10)

та

B = Re (A)− iIm (A) , (6.5.11)

де динамiчнi величини A та B є розв’язками простих диференцiйних рiвнянь
першого порядку

Ȧ = α (6.5.12)

та

Ḃ = β . (6.5.13)

Взявши до уваги перелiк ухвалених позначень (6.5.2)–(6.5.13), потрiбний
нам багатокомпонентний солiтонний розв’язок вдається охопити формулами

φ+(n) =
sinh(2γ) exp[+3i(κ+ + κ−)(n− ξ − y)]

cosh[3(γ+ + γ−)(n− s− x)]
(6.5.14)

φ(n) =
sinh(2γ) exp[+3i(κ+ + κ−)(n− y)]

sinh[3(γ+ + γ−)− 2γ]
×

×
{ sinh(2γ) exp[+3i(κ+ + κ−)ξ]

cosh[3(γ+ + γ−)(n− s− x)]
exp(−2iκ) +

+
µ sinh[3(γ+ + γ−)] exp[−3i(κ+ + κ−)ξ]

cosh[3(γ+ + γ−)(n− s− x)]
exp(−2iκ) +

+
sinh(2γ) exp[−3i(κ+ + κ−)ξ]

cosh[3(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
exp(+2iκ) +

+
ν sinh[3(γ+ + γ−)] exp[+3i(κ+ + κ−)ξ]

cosh[3(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
exp(+2iκ)

}
(6.5.15)

φ−(n)=
sinh(2γ) exp[+3i(κ+ + κ−)(n+ ξ − y)]

cosh[3(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
(6.5.16)

η(n)=η +
sinh(2γ) sinh[3(γ+ + γ−)− 2γ] exp(+2iκ)

cosh[3(γ+ + γ−)(n− s− x)] cosh[3(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
(6.5.17)
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µ(n) = µ+ (6.5.18)

+ sinh(2γ)
sinh(2γ) exp[+3i(κ+ + κ−)− 2iκ]+ µ sinh[3(γ+ + γ−)]

cosh[3(γ+ + γ−)(n− s− x)] cosh[3(γ+ + γ−)(n+ s− x)]

та

ψ+(n) =
sinh(2γ) exp[−3i(κ+ + κ−)(n− ξ − y)]

cosh[3(γ+ + γ−)(n− s− x)]
(6.5.19)

ψ(n) =
sinh(2γ) exp[−3i(κ+ + κ−)(n− y)]

sinh[3(γ+ + γ−)− 2γ]
×

×
{ sinh(2γ) exp[−3i(κ+ + κ−)ξ]

cosh[3(γ+ + γ−)(n− s− x)]
exp(+2iκ) +

+
ν sinh[3(γ+ + γ−)] exp[+3i(κ+ + κ−)ξ]

cosh[3(γ+ + γ−)(n− s− x)]
exp(+2iκ) +

+
sinh(2γ) exp[+3i(κ+ + κ−)ξ]

cosh[3(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
exp(−2iκ) +

+
µ sinh[3(γ+ + γ−)] exp[−3i(κ+ + κ−)ξ]

cosh[3(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
exp(−2iκ)

}
(6.5.20)

ψ−(n) =
sinh(2γ) exp[−3i(κ+ + κ−)(n+ ξ − y)]

cosh[3(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
(6.5.21)

θ(n) = θ +
sinh(2γ) sinh[3(γ+ + γ−)− 2γ] exp(−2iκ)

cosh[3(γ+ + γ−)(n− s− x)] cosh[3(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
(6.5.22)

ν(n) = ν + (6.5.23)

+ sinh(2γ)
sinh(2γ) exp[−3i(κ+ + κ−) + 2iκ] + ν sinh[3(γ+ + γ−)]

cosh[3(γ+ + γ−)(n− s− x)] cosh[3(γ+ + γ−)(n+ s− x)]
.

Згiдно з ранiше введеними означеннями (6.5.2)–(6.5.13) ключовi характери-
стики цього багатокомпонентного розв’язку (6.5.14)–(6.5.23) вочевидь суттєво
залежать вiд рiвнiв фонових параметрiв η, θ та µ, ν.

Так, справжнiй хвильовий вектор K = 3(κ+ + κ−), приписаний до солi-
тонного розв’язку (6.5.14)–(6.5.23), зумовлено заразом затравковим хвильовим
вектором k = 6κ та затравковим оберненим повздовжнiм розмiром солiтона
6γ. Таке саме твердження стосується i справжнього оберненого повздовжньо-
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го розмiру солiтона Γ = 3(γ+ + γ−). При цьому слiд зауважити, що справжнi
величини K та Γ збiгаються зi своїми затравковими двiйниками k та 6γ лише
у границi зникомих фонових параметрiв: η = 0 = θ та µ = 0 = ν.

На загал, внаслiдок дуже громiздкої залежности k вiд K, вкрай непракти-
чно розглядати фазову частоту Ω, означену виразом

Ω = 3(κ+ + κ−)ẏ , (6.5.24)

як функцiю вiд справжнього хвильового вектора K. На щастя, фазова часто-
та Ω, узята як функцiя вiд затравкового хвильового вектора k, має досить
простий вигляд

Ω(k) = 2 cosh(2γ)[Im (α) sin(k/3)− Re (α) cos(k/3)] , (6.5.25)

де затравковий хвильовий вектор k змiнюється в межах розширеної затрав-
кової зони Брiллюена (Brillouin) −3π ≤ k ≤ +3π. Тут одразу ж впадає у
вiчi неперервнiсть закону дисперсiї (6.5.25) на усьому iнтервалi розширеної
затравкової зони Брiллюена −3π ≤ k ≤ +3π включно навiть з потенцiйно
вразливими точками −3π, −π та +π, +3π.

Навпаки, фазова частота Ω, розглядувана як функцiя вiд справжнього
хвильового вектора K, за ненульових значень фонових параметрiв η, θ та µ, ν
здатна мати точки розриву i навiть демонструвати цiлi дiлянки нестабiльности
(тобто дiлянки, де Ω набуває комплексних значень). Цей здогад є наслiдком
пiдготовчого аналiзу алґебричного кубiчного рiвняння для визначення спе-
ктру низькоамплiтудних збуджень (тобто збуджень в лiнеаризованiй версiї
(6.2.15)–(6.2.20) дослiджуваної нелiнiйної системи (6.2.1)–(6.2.10)).

З iншого боку, ми можемо ввести величину

v = ẋ , (6.5.26)

що характеризує швидкiсть солiтона вдовж квазiодновимiрної ґратки. З тiєї ж
причини, що й для фазової частоти Ω, наразi зручнiше мати справу зi швид-
кiстю солiтона v (6.5.26) як функцiї вiд затравкового хвильового вектора k,
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поданої формулою

v(k) =
2 sinh(2γ)

3(γ+ + γ−)
[Im (α) cos(k/3) + Re (α) sin(k/3)] , (6.5.27)

де величина 3(γ+ + γ−), як ми вже знаємо, є функцiєю вiд затравкового хви-
льового вектора k = 6κ та затравкового оберненого повздовжнього розмiру
солiтона 6γ.

Варто зауважити, що в границi просторово простягненого солiтонного роз-
подiлу Γ → 0 та зникомих фонових параметрiв η, θ та µ, ν ми приходимо до
стандартного спiввiдношення

v(k) =
∂

∂k
Ω(k) , (6.5.28)

що уособлює означення групової швидкости.
На завершення опису солiтонних параметрiв звернемо особливу увагу на

практично невичерпнi можливостi для вибору часових залежностей параме-
трiв зв’язку α та β, обмеженi лише вимогою їхнього комплексного спряження
β = α∗. Ця властивiсть є цiлком слушним засобом для моделювання впливу
широкого класу параметричних збуджувачiв на динамiку системи без втрати
iнтеґровности останньої. Окрiм того, ми добре знаємо, що часова допасовнiсть
параметрiв зв’язку тiсно пов’язана зi строгим потрактуванням осциляцiй Бло-
ха (Bloch) в напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних системах, коли нелiнiйнi
збудження зазнають дiї лiнiйного потенцiалу [198, 200, 223].

6.6 Пiдсумки

У шостому роздiлi ми виклали ключовi властивостi загальної напiвдискретної
iнтеґровної нелiнiйної системи на квазiодновимiрнiй ґратцi з трьома структур-
ними елементами в елементарнiй комiрцi з їхнiм наступним пiдлаштовуванням
переважно до потреб шестикомпонентної напiвдискретної iнтеґровної нелiнiй-
ної системи Шрьодiнґера з притягувальним типом нелiнiйностей. Мотивацiєю
до цього завдання слугувала загальновизнана фундаментальна роль напiвдис-
кретних iнтеґровних нелiнiйнихШрьодiнґерових систем в найрiзноманiтнiших
областях фiзичної науки [221], коли строгий опис бiльш складних явищ потре-
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бує залучення дедалi складнiших багатокомпонентних iнтеґровних нелiнiйних
моделей.

Отже, в розвиток iдеї про бiльшання числа структурних елементiв в еле-
ментарнiй комiрцi квазiодновимiрної ґратки-носiя елементарних збуджень,
придатних до моделювання напiвдискретними iнтеґровними нелiнiйними си-
стемами Шрьодiнґерового типу, ми запропонували представлення нульової
кривини, в рамках якого започаткували загальну напiвдискретну iнтеґровну
нелiнiйну систему на квазiодновимiрнiй ґратцi з трьома структурними елемен-
тами в елементарнiй комiрцi. Iнтеґровнiсть одержаної загальної системи дає
змогу явним чином вiдшукати низку найважливiших локальних законiв збе-
реження, дотичних до динамiчних властивостей системи i до так званих при-
роднiх в’язей, що надають частинi польових змiнних статусу супутнiх, тобто
залежних вiд основних польових змiнних. Так, детальний розгляд конкретної
редукцiї до напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної системи Шрьодiнґерово-
го типу вказав на суттєво нетривiальний вплив супутнiх полiв на Пуассоно-
ву структуру та на Гамiльтонове формулювання динамiки системи в цiлому,
спричинене ненульовими фоновими значеннями цих полiв.

З iншого боку, представлення нульової кривини для загальної напiвдис-
кретної iнтеґровної нелiнiйної системи є неодмiнним ключем до iнтеґрування
рiвнянь системи методом послiдовного одягання засiвного (тривiального або
вже вiдомого) розв’язку в рамках перетворення Дарбу для допомiжної лiнiй-
ної задачi та неявного перетворення Беклунда для польових функцiй.

Внаслiдок симетрiй, притаманних шестикомпонентнiй напiвдискретнiй iн-
теґровнiй нелiнiйнiй системi Шрьодiнґера з притягувальним типом нелiнiйно-
стей, схема одягання Дарбу–Беклунда зазнає вiдчутних спрощень i приводить
до прийнятно параметризованого ужинкового багатокомпонентного солiтон-
ного розв’язку, що складається з шести основних та чотирьох супутнiх ком-
понент.

Звернемо особливу увагу на досить продуктивну концепцiю супутнiх полiв,
типову для напiвдискретних iнтеґровних систем, чий допомiжний спектраль-
ний оператор має детермiнант, залежний вiд спектрального параметра [233].
Суть справи полягає в тому, що ненульовi фоновi значення супутнiх полiв
опосередковують ефективно кiлька додаткових типiв мiжвузлової резонансної
взаємодiї мiж основними полями i тим самим створюють стьожкоподiбну про-
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сторову конфiгурацiю ґратки-носiя збуджень [233]. Так, для шестикомпонен-
тної напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної системи Шрьодiнґера з притягу-
вальним типом нелiнiйностей такi додатковi резонанснi взаємодiї асоцiюються
з наступними трьома типами параметрiв мiжвузлового резонансного зв’язку:
(i) −αν, −βµ; (ii) αµ, βν; (iii) −αθ, −βη. Отже, в цiлому вказана система
забезпечує чотири типи резонансної мiжвузлової взаємодiї i таким чином сут-
тєво збагачує свою динамiчну поведiнку.

Ще один принциповий пункт стосується унiфiкованого погляду на деякий
досить широкий клас багатокомпонентних напiвдискретних iнтеґровних нелi-
нiйних систем в цiлому. Вiн випливає безпосередньо з порiвняння загального
виду спектрального оператора, характерного для напiвдискретних iнтеґров-
них нелiнiйних систем на ґратцi з двома структурними елементами в еле-
ментарнiй комiрцi (4.2.4) (розглянутого в четвертому роздiлi на основi наших
праць [221, 227, 228]), iз загальним видом спектрального оператора, характер-
ного для напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем на ґратцi з трьома
структурними елементами в елементарнiй комiрцi (6.3.2)–(6.3.5) (розглянуто-
го в цьому шостому роздiлi). З цього порiвняння випливає загальне правило:
аби одержати загальну напiвдискретну iнтеґровну нелiнiйну систему на ґратцi
з S структурними елементами в елементарнiй комiрцi в рамках рiвняння ну-
льової кривини з доречними допомiжними операторами другого порядку, слiд
запостулювати спектральний оператор як матрицю з тими самими степеня-
ми спектрального параметра z, що й добуток S операторiв Абловiца–Ладiка.
Тут ми розумiємо оператор Абловiца–Ладiка в його загальновiдомому 2 × 2

матричному представленнi [173]

LAL(n|z) =

(
z g12(n)

g21(n) z−1

)
. (6.6.1)

Щодо еволюцiйного оператора для M -ої iнтеґровної нелiнiйної системи з iє-
рархiї, зґенерованої спектральним оператором для систем iз S структурними
елементами в елементарнiй комiрцi, то його лоранiвський розклад за степеня-
ми спектрального параметра z мусить включати тi самi степенi, що й добуток
2M спектральних операторiв Абловiца–Ладiка (6.6.1).
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Висновки
В дисертацiї запропоновано та дослiджено велику кiлькiсть нелiнiйних еволю-
цiйних моделей багатокомпонентних структурованих низьковимiрних систем з
огляду на їхнє застосування до об’єктiв рiзноманiтної фiзичної природи. Серед
таких фiзичних об’єктiв слiд вказати на геофiзичнi осадовi породи, нелiнiйнi
електричнi мережi, напiвпровiдниковi надструктури, природнi та синтезова-
нi макромолекули, синтезованi наностьожки, регулярно впорядкованi зв’язанi
оптичнi волокнини.

В пiдсумках до кожного з роздiлiв дисертацiї детально викладено практи-
чно всi одержанi науковi результати, i тому тут ми подаємо лише найважли-
вiшi з них.

Найважливiшi науковi результати дисертацiї

01. Побудовано самодостатню динамiчно-кiнетичну нелiнiйну модель взаємо-
залежних пружнiх деформацiй та порушених мiжзернинних зв’язкiв з приро-
дно вмотивованим асиметричним механiзмом утворювання та залiковування
мiкротрiщин типу м’якої хлипавки, в рамках якої з єдиних позицiй вiдтворено
практично усi вiдомi експериментальнi ефекти з некласичного резонансного
вiдгуку геофiзичних осадових матерiалiв на зовнiшнє високочастотне збурен-
ня, найвиразнiшими серед яких є (i) гiстерезна поведiнка резонансної кривої
на висхiдному i на низхiдному схилах, (ii) лiнiйне пом’якшування резонансної
частоти з ростом рiвня урухомлювання, а також (iii) поступове (майже лога-
рифмiчне) вiдновлювання (бiльшання) резонансної частоти з плином часу за
низького рiвня динамiчного деформування пiсля попереднього кондицiювання
зразка великим динамiчним деформуванням.
02. Передбачено гiстерезний ефект пам’яти геофiзичних осадових матерiалiв
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про найбiльше високочастотне динамiчне навантаження (динамiчний ефект
прикiнцевої пам’яти), що згодом знайшов своє експериментальне втiлення.
03. Побудовано фiзично скориговану (канонiчну) майже iнтеґровну версiю
багатокомпонентної напiвдискретної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи, яка
завдяки точному врахуванню резонансних мiжвузлових зв’язкiв поперечного
типу слугує основою для моделювання динамiки внутрiшньомолекулярних не-
лiнiйних збуджень на регулярних багатоланцюжкових драбинчастих ґратках.
04. Дослiджено взаємовпливи мiж повздовжнiми та поперечними внутрiшньо-
молекулярними солiтонними модами в збурених багатоланцюжкових ґратках
та сформульовано умови мiжмодової синхронiзацiї для адресного доправлення
скомпактованого нелiнiйного хвильового збудження до певного вузла трубча-
стої ґратки, пiдданої дiї однорiдного повздовжнього магнетного поля, а також
для селективного пропускання солiтона крiзь дiлянку дволанцюжкової ґратки
iз зиґзаґоподiбним розташуванням одновузлових домiшок завдяки слаломно-
му ефекту чи для селективного (керованого знаком ефективної енергiї попе-
речної солiтонної моди) пропускання солiтона крiзь локальний дефект про-
порцiйно модифiкованих поперечних резонансних мiжвузлових зв’язкiв бага-
толанцюжкової драбинчастої ґратки.
05. Побудовано iнтеґровну нелiнiйну параметрично збурювану динамiчну мо-
дель внутрiшньовузлових збуджень на пласкiй фермоподiбнiй ґратцi з двома
вузлами в елементарнiй комiрцi та започатковано найбiльш доречну симетри-
зовану форму оберненої задачi розсiяння iз залученням двох наборiв допо-
мiжних лiнiйних рiвнянь та двох комплементарних систем дискретних рiв-
нянь Марченка, в рамках яких знайдено чотирикомпонентнi багатосолiтоннi
розв’язки моделi з точним урахуванням дiї магнетного поля, ортогонального
до площини ґратки. Явно представлено односолiтонний розв’язок.
06. Знайдено основнi закони збереження iнтеґровної нелiнiйної динамiчної
Шрьодiнґерової системи внутрiшньовузлових збуджень на пласкiй фермоподi-
бнiй ґратцi та встановлено її Гамiльтонове формулювання в термiнах вихiдних
i фiзично скоригованих (канонiчних) польових амплiтуд.
07. На квазiодновимiрнiй ґратцi з двома структурними елементами в елемен-
тарнiй комiрцi побудовано напiвдискретну iнтеґровну нелiнiйну Шрьодiнґе-
рову систему з додатковими параметрами мiжвузлового резонансного зв’язку,
керованими фоновими значеннями допомiжних полiв, та (з урахуванням пара-
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метричного збурювання системи i впливу зовнiшнього магнетного поля) зна-
йдено її явний шестикомпонентний солiтонний розв’язок в рамках спецiально
створеної процедури перетворення Дарбу та неявного перетворення Беклунда.
08. Знайдено основнi закони збереження напiвдискретної iнтеґровної нелiнiй-
ної чотирикомпонентної Шрьодiнґерової системи з додатковими тлозалежни-
ми параметрами мiжвузлового резонансного зв’язку. Сформульовано Гамiль-
тонове представлення цiєї системи в термiнах суттєво нестандартної Пуассо-
нової структури та запропоновано два фiзично рiвноцiннi варiанти стандарти-
зацiї динамiчних рiвнянь системи з невiдворотнiм порушенням симетрiї мiж
двома канонiзованими пiдсистемами i змiною природи збуджених станiв однiєї
з пiдсистем, коли головний фоновий параметр переступає через своє критичне
значення.
09. Запропоновано загальну форму рекурсивного пошуку нескiнченної iєрар-
хiї локальних законiв збереження для багатокомпонентних напiвдискретних
iнтеґровних нелiнiйних систем, асоцiйованих з допомiжними лiнiйними спе-
ктральними операторами довiльного порядку.
10. В рамках представлення нульової кривини зi спектральним оператором
Абловiца–Ладiка обґрунтовано метод побудови параметрично урухомлюваних
напiвдискретних iнтеґровних систем з далекосяжним характером мiжвузлової
резонансної взаємодiї шляхом адекватного збiльшення числа членiв в лоранiв-
ському розкладi еволюцiйного оператора за степенями спектрального параме-
тра i введення (наперед нереґламентованих) часових залежностей до параме-
трiв резонансної взаємодiї, сформульовано умови здiйснення параметричної
локалiзацiї солiтонного пакету та вказано на калiбрувальну еквiвалентнiсть
мiж параметрично розгойдуваними напiвдискретними iнтеґровними система-
ми з далекосяжним характером резонансної взаємодiї в полi зовнiшнього про-
сторово лiнiйного потенцiалу i суто параметрично розгойдуваними напiвдис-
кретними iнтеґровними системами з далекосяжним характером резонансної
взаємодiї, специфiчно пiдлаштованим у часi.
11. Знайдено шiсть пар допомiжних операторiв Лакса, заданих матрицями
третього порядку, та двi пари допомiжних операторiв Лакса, заданих матри-
цями четвертого порядку, кожна з яких в рамках доречного напiвдискретного
матричного рiвняння нульової кривини започаткувала не менше однiєї ранiше
невiдомої багатокомпонентної напiвдискретної iнтеґровної системи, що скла-
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дається зi зв’язаних пiдсистем суттєво вiдмiнної природи.
12. На квазiодновимiрнiй ґратцi з трьома структурними елементами в елемен-
тарнiй комiрцi побудовано напiвдискретну iнтеґровну нелiнiйну Шрьодiнґе-
рову систему з додатковими параметрами мiжвузлового резонансного зв’язку
трьох типiв, керованими фоновими значеннями допомiжних полiв, та (з ураху-
ванням параметричного збурювання системи i впливу зовнiшнього магнетного
поля) знайдено її явний десятикомпонентний солiтонний розв’язок в рамках
вдосконаленої процедури перетворення Дарбу та неявного перетворення Бе-
клунда.
13. Для напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної шестикомпонентної Шрьодi-
нґерової системи з кiлькома типами додаткових параметрiв мiжвузлового ре-
зонансного зв’язку на iнтеркальованiй драбинчастiй ґратцi виявлено надзви-
чайно нестандартну Пуассонову структуру, уособлену п’ятдесятьма п’ятьма
фундаментальними дужками Пуассона мiж польовими амплiтудами, та сфор-
мульовано Гамiльтонове представлення динамiчних рiвнянь цiєї системи.
14. В рамках рiвняння нульової кривини з доречно узагальненими допомiжни-
ми операторами другого порядку сформульовано загальне правило побудови
багатокомпонентних напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем на ква-
зiодновимiрних ґратках з довiльним числом структурних елементiв в елемен-
тарнiй комiрцi та з багатьма типами додаткових (тлозалежних) параметрiв
мiжвузлового резонансного зв’язку.

Зауваги щодо майбутнiх дослiджень

Є усi пiдстави вважати, що результати дослiджень, викладенi в пунктах 01
та 02, дали дiєвий i досить простий ключ до розумiння взаємовпливу важли-
вих для сейсмологiї процесiв швидкої та повiльної динамiки геофiзичних по-
рiд. Дещо переобтяженi математично модифiкацiї нашого пiдходу до процесiв
швидкої та повiльної динамiки, викладенi iншими дослiдниками [18, 65], не
змiнюють ключових положень нашої оригiнальної моделi, проте завуальову-
ють їхню прозору фiзичну суть, зрозумiлу для експериментаторiв.

Результати дослiджень, викладенi в пунктах 03 та 04, можна застосовува-
ти для розв’язування проблем селективного транспорту енергiї та заряду як в
просторово регулярних, так i в просторово нерегулярних природних чи синте-
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зованих макромолекулах та синтезованих наностьожках, перспективних для
наноелектронiки, а також для розв’язування проблем селективного транспор-
ту енергiї та заряду, керованого зовнiшнiми полями.

Важлива унiверсальна властивiсть усих напiвдискретних iнтеґровних не-
лiнiйних систем полягає у повздовжнiй трансляцiйнiй iнварiантностi їхнiх со-
лiтонних розв’язкiв на будь-яку (навiть несумiрну з повздовжнiм перiодом
кристалiчної ґратки) вiдстань. Цю властивiсть варто брати до уваги пiд час
проєктування пристроїв селективної передачi iнформацiї вузькими нелiнiйни-
ми хвильовими пакетами так, аби такi пристрої пiдлягали моделюванню в
рамках напiвдискретних нелiнiйних систем, якомога ближчих до iнтеґровних,
з метою мiнiмiзацiї негативного впливу ефектiв розсiяння та пiнiнгу, спричине-
них перiодичним потенцiальним рельєфом Паєрлса–Набарро (Peierls–Nabarro
potential relief) [132, 133, 146].

Звертаємо особливу увагу на проблему стандартизацiї польових амплiтуд
тiєї чи iншої напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної системи, розв’язання якої
за твердженням однiєї з теорем Дарбу має надавати новим польовим амплi-
тудам статус канонiчних (фiзично вмотивованих) польових змiнних. На за-
гал, проблема стандартизацiї польових амплiтуд поставала для будь-якої з
представлених в дисертацiї напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем
Шрьодiнґерового типу i була успiшно розв’язана для бiльшости з них. Проте
проблема стандартизацiї польових амплiтуд напiвдискретної iнтеґровної не-
лiнiйної чотирикомпонентної Шрьодiнґерової системи з додатковими тлоза-
лежними параметрами мiжвузлового резонансного зв’язку виявилась справ-
жньою багатоходовою головоломкою i була розв’язана лише завдяки вiрi в
теорему Дарбу, оскiльки сама теорема Дарбу жодних конструктивних реце-
птiв розв’язання проблеми стандартизацiї польових амплiтуд не надає. Воче-
видь проблема стандартизацiї польових амплiтуд напiвдискретної iнтеґровної
нелiнiйної шестикомпонентної Шрьодiнґерової системи з додатковими тлоза-
лежними параметрами мiжвузлового резонансного зв’язку є ще складнiшою i
тому має терпляче очiкувати на своє успiшне розв’язання.

Вказаний в пунктi 10 результат про калiбрувальну еквiвалентнiсть мiж
параметрично розгойдуваними напiвдискретними iнтеґровними системами з
далекосяжним характером резонансної взаємодiї пiд дiєю зовнiшнього про-
сторово лiнiйного потенцiалу i суто параметрично розгойдуваними напiвдис-
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кретними iнтеґровними системами з далекосяжним характером резонансної
взаємодiї, специфiчно пiдлаштованим у часi, насправдi стосується будь-якої з
великої низки запропонованих в дисертацiї параметрично розгойдуваних на-
пiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем Шрьодiнґерового типу i умо-
жливлює розв’язання фiзичних проблем, пов’язаних з Блоховими осциляцiя-
ми нелiнiйних збуджень пiд дiєю зовнiшнього лiнiйного у просторi потенцiалу.
Ця загальна властивiсть вказаних вище систем видається досить важливим
чинником в суто прагматичному аспектi використання ефекту осциляцiй Бло-
ха як фундаментального механiзму ґенерацiї електромагнетного промiння
напiвпровiдниковими надструктурами в терагерцовому (донинi проблемати-
чному для регулювання) дiапазонi частот з огляду на досить перспективний
спосiб перелаштовування частоти випромiнювання простою змiною напруже-
ности повздовжнього електричного поля.

Пiдкреслимо також, що згаданi в пунктi 11 численнi напiвдискретнi iнте-
ґровнi нелiнiйнi системи потребують додаткових дослiджень стосовно пошу-
ку їхнiх солiтонних роз’язкiв, що є неабиякою суто теоретичною проблемою
спричиненою бiльшими за другий порядками асоцiйованих з ними допомiжних
лiнiйних спектральних задач.

Нарештi, викладений в пунктi 14 рецепт побудови багатокомпонентних на-
пiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем з багатьма типами додаткових
параметрiв мiжвузлового зв’язку, заданих на квазiодновимiрних ґратках з до-
вiльним числом структурних елементiв в елементарнiй комiрцi, вiдкриває ши-
роке поле дiяльности в царинi дослiджування майбутнiх багатокомпонентних
напiвдискретних iнтеґровних нелiнiйних систем.
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Trans. R. Soc. London A 354(1717), 2295–2310 (1996).

[104] V. Kuznetsov and E. Sklyanin, Bäcklund transformation for the BC-type
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Bloch oscillations in temperature tuned waveguide arrays, Phys. Rev. Lett.
83(23), 4752–4755 (1999).

[149] Л.В. Постников, В.И. Королев, Т.М. Таранович, В.А. Мельникова, и
С.Я. Вышкинд, Сборник Задач по Теории Колебаний (Наука, Москва,
1978).

[150] Ю.Н. Работнов, Элементы Наследственной Механики Твердых Тел
(Наука, Москва, 1977).

[151] Ю.Н. Работнов, Механика Деформируемого Твердого Тела (Наука,
Москва, 1979).

[152] M. Remoissenet, Waves Called Solitons. Concepts and Experiments
(Springer-Verlag, Berlin – Heidelberg, 1999).

[153] P. Robrish, J. Xu, S. Kobayashi, P.G. Savvidis, B. Kolasa, G. Lee, D. Mars,
and S.J. Allen, Loss and gain in Bloch oscillating super-superlattices: THz
Stark ladder spectroscopy, Physica E 32(1–2), 325–328 (2006).

[154] H.G. Roskos, C. Waschke, K. Victor, K. Köhler, and H. Kurz, Bloch
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