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АНОТАЦIЯ

Момот А.I. Ефективнi взаємодiї та флуктуацiї у запорошенiй слабкоiонiзо­

ванiй плазмi. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математи­

чних наук за спецiальнiстю 01.04.02 «теоретична фiзика» (10 – Природничi

науки). – Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Iн­

ститут теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України, Київ, 2019.

У роботi дослiджується запорошена плазма, тобто плазма iз дрiбни­

ми частинками конденсованої речовини (порошинками). Коли електрон або

iон стикається з порошинкою вiн залишається на її поверхнi (поглинається,

адсорбується). Оскiльки теплова швидкiсть електронiв у плазмi набагато

бiльша за теплову швидкiсть iонiв, то початково нейтральна порошинка по­

чинає заряджатися вiд’ємно. Зменшення концентрацiї плазмових частинок

поблизу порошинки спричиняє появу їх потокiв, якi направленi до поверхнi

порошинки. Збiльшення вiд’ємного заряду порошинки призводить до збiль­

шення iонного потоку i зменшення електронного. Заряд порошинки зростає

доти, доки потоки плазмових частинок не стають рiвними i повний струм

на поверхню порошинки стає рiвним нулю. Описаний спосiб заряджання по­

рошинок є основним для газорозрядної плазми i саме вiн розглядається у

дисертацiйнiй роботi. Таке заряджання є самоузгодженим, оскiльки заряд

порошинки визначається плазмовими потоками, якi у свою чергу залежать

вiд заряду порошинки. Великий заряд порошинок, який не є фiксованим,

i наявнiсть плазмових потокiв, що пiдтримують цей заряд, суттєво вплива­

ють на властивостi плазми.

Електростатичний потенцiал навколо порошинки створюється як за­

рядом самої порошинки, так i зарядами у плазмi, тому такий потенцiал

називають ефективним. Прикладом ефективного потенцiалу є потенцiал Де­

бая. Взаємодiя порошинок теж вiдбувається за участю плазмового оточення

i теж називається ефективною.
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Запорошена плазма зазвичай є низькотемпературною i слабкоiонi­

зованою. В такiй плазмi важливими є зiткнення заряджених частинок

(електронiв та iонiв) з нейтральними. Зiткнення визначають динамiку

плазми, а отже i струми заряджання. У дисертацiї розглядалася саме слаб­

коiонiзована плазма з частими i нечастими зiткненнями, яка описувалася в

рамках дрейфово-дифузiйного наближення або на основi кiнетичного рiвня­

ння з iнтегралом зiткнень Батнагара – Гросcа – Крука (БГК).

Дисертацiя присвячена вивченню ефективних потенцiалiв сферичних

порошинок, взаємодiї порошинок як мiж собою, так i з плазмовим оточен­

ням, в тому числi за присутностi зовнiшнього постiйного електричного або

магнiтного поля, а також дослiдженню флуктуацiй густини заряду та iонно­

звукових хвиль у слабкоiонiзованiй запорошенiй плазмi та звичайнiй плазмi

у зовнiшньому постiйному електричному полi.

У роздiлi 2 на основi кiнетичного рiвняння БГК розвинуто новий пiд­

хiд до вивчення ефективного потенцiалу порошинки у слабкоiонiзованiй

плазмi. Центральним мiсцем цього пiдходу є описання поглинання електро­

нiв та iонiв порошинкою шляхом введення ефективних точкових стокiв у

кiнетичнi рiвняння для плазмових частинок. На основi запропонованого пiд­

ходу вперше знайденi вирази для ефективного потенцiалу з урахуванням

зiткнень електронiв та iонiв з нейтральними частинками, а також в при­

сутностi зовнiшнього постiйного магнiтного поля. Детально проаналiзовано

розв’язки задачi про ефективнi потенцiали порошинки. Розрахунки викона­

но з урахуванням залежностi iонного перерiзу заряджання порошинки вiд

швидкостi iонiв. Отримано простi аналiтичнi вирази для потенцiалiв при до­

вiльних значеннях довжини вiльного пробiгу iонiв. Показано, що аналiтичнi

наближення узгоджуються з проведеними нами числовими розрахунками та

встановлено областi застосування таких аналiтичних наближень.

Чисельно розв’язана задача про екранування порошинки у слабкоiонi­

зованiй плазмi з частими зiткненнями за присутностi зовнiшнього постiйно­

го магнiтного поля. Динамiка плазми описувалася у дрейфово-дифузiйному
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наближеннi. Вивчено просторовий розподiл ефективного потенцiалу поро­

шинки i виконане порiвняння з аналiтичними виразами. Показано, що

потенцiал має кулонiвську асимптоту з ефективним зарядом, який залежить

вiд кута мiж радiус-вектором та напрямком магнiтного поля. Обчислення

показують, що в напрямку, паралельному зовнiшньому магнiтному полю,

ефективний потенцiал може мати немонотонну поведiнку. Встановлено, що

струми заряджання i стацiонарний заряд порошинки зменшуються зi збiль­

шенням параметра замагнiченостi електронiв, що пояснюється зменшенням

потоку плазмових частинок до порошинки у напрямку перпендикулярному

до магнiтного поля.

Числовими методами в рамках дрейфово-дифузiйного наближення

дослiджено розподiл електростатичного потенцiалу навколо зарядженої

порошинки, яка знаходиться у слабкоiонiзованiй плазмi з частими зiткне­

ннями. Показано, що ефективний потенцiал, iз точнiстю до декiлькох

вiдсоткiв, можна описати сумою кулонiвського потенцiалу i потенцiалу Де­

бая з масштабованою довжиною екранування, яка у декiлька разiв бiльша

за радiус Дебая i залежить вiд розмiру порошинки та неiзотермiчностi пла­

зми. Збiльшення довжини екранування пов’язане iз суттєвим зменшенням

концентрацiї електронiв та iонiв поблизу порошинки. Ефективний заряд у

кулонiвськiй частинi потенцiалу зростає зi зменшенням радiусу порошинки

i може перевищувати екранований заряд.

В рамках моделi Пуассона – Больцмана, обчислено розподiл потенцiа­

лу навколо зарядженої сферичної частинки у неiзотермiчному плазмоподi­

бному середовищi. Розглядалась частинка, яка не обмiнюється зарядами

iз середовищем (колоїдна частинка у суспензiї). Дослiджено залежнiсть

ефективного заряду макрочастинки вiд вiдношення електронної та iонної

температур, розмiру макрочастинки та величини реального заряду. Пока­

зано, що у неiзотермiчному випадку має мiсце немонотонна залежнiсть

ефективного заряду частинки вiд реального заряду.

У роздiлi 3 виконано числове дослiдження сил взаємодiї мiж двома
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однаковими зарядженими сферичними частинками, якi вмiщенi у слабкоiо­

нiзоване сильнозiткнене iзотермiчне плазмоподiбне середовище. Обчислення

проведенi для випадку частинок з фiксованим електричним зарядом, при­

пускаючи, що частинки не поглинають електрони та iони з навколишньої

плазми (колоїдних частинок), а також для частинок, якi заряджаються пла­

змовими струмами (порошинок). У першому випадку використовувалася

модель Пуассона – Больцмана i розглядались як провiднi частинки, так

i частинки з однорiдним розподiлом поверхневого заряду, а в другому –

динамiка заряджання провiдних порошинок описувалась у дрейфово-дифу­

зiйному наближеннi. Показано, що на великих вiдстанях силу взаємодiї мiж

колоїдними частинками можна описати силою, яка отримана з потенцiалу

Дебая з ефективним зарядом, тодi як для порошинок спостерiгається куло­

нiвська поведiнка сили взаємодiї. Показано, що навiть на великих вiдстанях

взаємодiю мiж двома порошинками можна описати з допомогою потенцiалу

однiєї порошинки лише якiсно, тобто мають мiсце двочастинковi ефекти. На

вiдстанях менших за декiлька радiусiв частинки, спостерiгаються нелiнiйнi

та поляризацiйнi ефекти, а також зменшення повного заряду порошинки.

У роздiлi 4 в рамках моделi точкових стокiв виконанi кiнетичнi роз­

рахунки ефективного потенцiалу порошинки для випадку слабкоiонiзованої

плазми у зовнiшньому постiйному електричному полi. Знайдено силу тертя,

яка дiє на порошинку i пов’язана з дрейфом iонiв у електричному полi. Бу­

ло враховано змiну функцiй розподiлу плазмових частинок i дiелектричного

вiдгуку плазми у зовнiшньому електричному полi. Показано, що поглинан­

ня електронiв та iонiв порошинкою може призводити до змiни напрямку

сили тертя. Знайденi середнi та середньоквадратичнi змiщення плазмових

частинок на основi рiвняння БГК та виконано їх порiвняння зi змiщеннями,

якi отриманi з рiвняння Фоккера-Планка.

Розглянуто заряджену провiдну сферичну порошинку, яка стацiонар­

но рухається у слабкоiонiзованiй плазмi з частими зiткненнями. В рамках
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дрейфово-дифузiйного наближення обчислена сила тертя, яка дiє на по­

рошинку. Розглянутi порошинки рiзних розмiрiв, а також iзотермiчна та

неiзотермiчна плазма. Враховувалося, що поверхня порошинки поглинає всi

електрони та iони, якi з нею стикаються, тобто потенцiал поверхнi є пла­

ваючим. Показано, що розподiли електронiв та iонiв навколо порошинки

утворюють таке електричне поле, що сила, яка дiє на порошинку, направ­

лена вздовж її швидкостi, тобто має мiсце вiд’ємне тертя. Вiд’ємна сила

тертя може перевищувати силу тертя порошинки iз нейтральними частин­

ками, яка описується законом Стокса. Також, показано, що стацiонарний

струм заряджання та заряд порошинки зростають зi швидкiстю порошин­

ки. В рамках моделi точкових стокiв знайденi аналiтичнi вирази для сили

тертя, якi теж передбачають можливiсть вiд’ємного тертя, визначенi межi

застосовностi цих виразiв, шляхом порiвняння з результатами обчислень.

У роздiлi 5 узагальнено кiнетичну теорiю великомасштабних флу­

ктуацiй у слабкоiонiзованiй плазмi (флуктуацiй одночастинкової функцiї

розподiлу) на випадок присутностi зовнiшнього постiйного електричного

поля. Зiткнення плазмових частинок iз нейтральними описувались на осно­

вi простої моделi БГК. Дисперсiйне рiвняння для такої плазми розв’язано

чисельно в областi iонно-звукових хвиль. Показано, що зовнiшнє електри­

чне поле може призводити до нестiйкостi iонно-звукових хвиль. Виконано

детальне числове дослiдження впливу зiткнень i зовнiшнього електрично­

го поля на спектри флуктуацiй концентрацiї електронiв, показано що поле

призводить до аномального росту iнтенсивностi флуктуацiй.

Запропоновано новий пiдхiд до послiдовного кiнетичного опису ве­

ликомасштабних флуктуацiй у запорошенiй слабкоiонiзованiй плазмi з

урахуванням зiткнень плазмових частинок як з нейтралами, так i з поро­

шинками, а також флуктуацiй заряду порошинок внаслiдок їх заряджання

плазмовими струмами. Для струмiв використовувалися напiвфеноменоло­

гiчнi вирази, якi враховують вплив зiткнень i добре узгоджуються iз
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результатами експериментiв i обчислень у широкому дiапазонi частот зi­

ткнень i параметрiв плазми. Виконано аналiз залежностi частот заряджання

i зiткнень вiд довжин вiльного пробiгу iонiв. Показано, що цi частоти є

меншими за iонну плазмову частоту. Отримано вираз для функцiї дiелектри­

чного вiдгуку i на його основi детально вивчено вплив процесiв заряджання

та зiткнень частинок на спектри i декременти згасання iонно-звукових хвиль

у запорошенiй плазмi. Дослiджено вплив порошинок на спектри флуктуа­

цiй у плазмi та показано, що присутнiсть порошинок зi змiнним зарядом

суттєво впливає на спектри флуктуацiй електронної густини.

Ключовi слова: запорошена плазма, слабкоiонiзована плазма,

ефективний потенцiал, кiнетичне рiвняння БГК, рiвняння Пуассона –

Больцмана, вiд’ємне тертя, взаємодiя порошинок, iонно-звуковi хвилi, ве­

ликомасштабнi флуктуацiї.

ABSTRACT

Momot A.I. Effective interactions and fluctuations in dusty weakly ionized

plasma. – Qualification scientific work, manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Sciences

by speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (10 – Nature science). – Taras

Shevchenko National University of Kyiv, Bogolyubov Institute for Theoretical

Physics of the NAS of Ukraine, Kyiv, 2019.

Dusty plasma, i.e. plasma with fine particles of condensed matter (grains),

is studied in the present work. When electron or ion collides with grain it stays on

its surface (is absorbed). Since the thermal velocity of electrons is much higher

then the velocity of ions, the initially neutral grain starts to charge negatively.

Plasma particle fluxes directed to the grain surface appear due to the decrease

of their density near the grain. The increase of grain negative charge leads to the

increase of ion flux and decrease of electron one. The grain charge grows until

the fluxes of plasma particles become equal. It means that the total electric

current on the grain surface is equal to zero. The described mechanism of grain
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charging is the main for a gas-discharge plasma and it is considered in the present

word. Such the charging is self-consistent since the grain charge is determined

by plasma fluxes which, in case, depending on the grain charge. The high and

variable charge of the grains and the presence of charging currents strongly

influence on the plasma properties.

The electrostatic potential around the grain is created by the charge of

the grain as well as by plasma charges. That is why potential is called effective.

The Debye potential is an example of effective potential. Plasma surrounding

take part in the interaction between two grains, thus this interaction is also

called effective.

Usually, dusty plasma is low-temperature and weakly ionized plasma.

In such a plasma the collisions of charged particles (electrons and ions) with

neutrals are important. Collisions determine the plasma dynamics, hence they

determine the charging currents. Collisional weakly ionized plasma is considered

in the present work. Plasma dynamics was described in drift-diffusion approxi­

mation or by kinetic equation with Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) collision

integral.

The thesis studies the grain effective potentials and interaction between

spherical grains and surrounding plasma, including the case of presence of

external constant magnetic or electric field. The thesis also deals with electron

density fluctuations and propagation of ion-acoustic waves in weakly ionized

dusty plasma and ordinary plasma in an external constant electric field.

The new approach to the studying of the grain effective potential in a

weakly ionized plasma on the basis of the BGK kinetic equation is proposed

in section 2. The central point of this approach is the description of electron

and ion absorption by the grain through introducing effective point sinks in

the kinetic equations describing the dynamics of plasma particles. With the use

of this approach, analytical expressions for the effective potential are derived

with allowance for the collisions of electrons and ions with neutrals and in the

presence of an external constant magnetic field. Solutions of the problem of
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effective potential of macroparticle charged by plasma currents are analyzed in

detail. Calculations are performed taking into consideration the dependence of

the ionic grain charging cross-section on ion velocity. Analytical expressions for

the potential are obtained for arbitrary values of ion mean free path. It is shown,

that analytical approximations are in agreement with the numerical calculations

and the conditions for applications of these approximations are found.

The problem of grain screening is solved numerically for the case of

strongly collisional weakly ionized plasma in the presence of an external constant

magnetic field. The plasma dynamics was described within the drift-diffusion

approximation under the assumption that the grain absorbs all encountered

electrons and ions. The spatial distribution of the effective grain potential is

studied and compared with the analytical estimates. It is shown that at the

distance larger than the Debye length such potential has the Coulomb-like

asymptotics with the effective charge dependent on the angle between the radius

vector and the external magnetic field direction. The numerical solutions show

that in the direction parallel to the external magnetic field the effective potential

can have nonmonotonic behavior. It is determined that the charging currents and

stationary grain charge decrease with the increase of the electron magnetization

parameter due to a fdecrease of the plasma flux to the grain perpendicularly

to the magnetic field.

Electrostatic potential distribution around solitary charged grain

embedded into weakly ionized strongly collisional plasma is studied numerically

within the drift-diffusion approximation. It is shown that effective potential

distribution can be described with precision to several percents by the sum of

Coulomb potential and Debye potential with scaled screening length. It is in

several times greater than Debye length and depends on grain size and plasma

nonisothermality. The increase of the screening length is due to a substantial

decrease of plasma particle densities near the grain. The effective charge in

the Coulomb part of the potential grows with decrease of grain radius and

can exceed the screened charge.
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The electrostatic potential distribution around a charged spherical particle

in a nonisothermal plasma-like medium was studied numerically within the Poi­

sson–Boltzmann model. The particle with no charge exchange with surrounding

medium (colloidal particle in suspension) was considered. The effective charge

of a macroparticle was calculated and its dependence on the electron to ion

temperature ratio as well as on particle radius and the bare charge was consi­

dered. It is shown that the effective charge depends nonmonotonically on the

bare charge in nonisothermal plasma.

The results of the numerical studies of the interaction forces between two

identical charged spherical conductive particles embedded into weakly ionized

strongly collisional isothermal plasma-like medium are presented in section 3.

The calculations are performed for the case of particles with a fixed electric

charge under the assumption that particles do not absorb electrons and ions

from the surrounding plasma (colloidal particles) as well as for particles charged

by plasma currents (grains). In the first case, the Poisson–Boltzmann model

was used for conductive particles and particles with uniform surface charge di­

stribution and in the second the dynamics of grain charging is described in the

drift-diffusion approximation. It is shown that at the large distance the interacti­

on force between colloidal particles has the Debye screened asymptotic while for

the grains the Coulomb-like behavior is observed. It is shown that even at large

distance the interaction between two grains can be described with the potential

of one grain only qualitatively, i.e. the two-particle effects take place. Nonlinear

and polarisation effects, as well as the decrease of the stationary grain charge,

are observed at a distance of several particle radii.

The kinetic calculations of the effective grain potential are presented in

section 4 for the case of weakly-ionized plasma in the external constant electric

field. The drag force associated with the ionic drift in the external field is found.

The changes of plasma particle distribution functions due to an external electric

field and their influence on the plasma dielectric response are taken into account.

It is shown that the absorption of electrons and ions by the grain can cause
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the change of the direction of the drag force. The mean and mean-square di­

splacements of plasma particles are found on the basis BGK equation and the

comparison with displacements from the Fokker-Plank equation is performed.

The charged conductive spherical dust grain stationary moving in a

strongly collisional weakly ionized plasma is considered. The drag force on the

grain is studied numerically within the drift-diffusion approximation for both

isothermal and nonisothermal plasma. The grains of various sizes in isothermal

and nonisothermal plasma are considered. It was taken into account that the

grain surface collects all encountered electrons and ions, i.e. grain is at a floating

potential. It is found that the electron and ion distributions around the grain

create such an electric field that the force acting on a charged grain is directed

along with its velocity, i.e., the negative drag takes place. The negative drag force

can exceed the neutral drag (force due to collisions of neutrals with the grain)

that is described by the Stokes law. The stationary charging current and grain

charge increase with grain velocity. The analytical expressions for the ion drag

force are obtained within the point sink model. They also assume the negative

drag. The applicability of these expressions is examined by comparison with the

results of calculations.

The theory of large-scale fluctuations (fluctuations of one particle distri­

bution function) in a weakly ionized plasma is generalized in section 5 for the

case of the presence of an external electric field. The collisions between plasma

particles and neutrals were described within the Bhatnagar-Gross-Krook (BGK)

model. The dispersion equation for such a plasma is solved numerically in the

frequency domain of ion-acoustic waves. It is shown that an external electric

field can lead to ion-acoustic wave instability. The influence of collisions and

external electric field on the fluctuation spectra of electron number density is

studied numerically in detail. Anomalous growth of the fluctuation level due to

the electric field is found.

The new approach to consistent kinetic description of the large-scale

fluctuations in dusty weakly ionized plasma is formulated with regard to the
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collisions between plasma particles with neutrals and grains, as well as grain

charge fluctuations due to their charging by plasma currents. The grain charging

currents are described by the semiempirical formulas that take into account colli­

sions and are in a good agreement with experimental and computational results

in a wide range of collision frequency and plasma parameters. The dependencies

of the charging frequencies and effective collision frequencies on dusty plasma

parameters are studied. The expression for dielectric response function is obtai­

ned. The influence of collision and charging processes on the ion-acoustic wave

spectrum and damping in dusty plasma is analyzed. The fluctuation spectra in

dusty plasma are studied. Electron density fluctuations are strongly affected by

the presence of grains with variable charge.

Key words: dusty plasma, weakly ionized plasma, effective potential,

BGK kinetic equation, Poisson – Boltzmann equation, negative drag, inter-grain

interaction, ion-acoustic waves, large-scale fluctuations.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Iндекс 𝛼 позначає сорт частинок: 𝑒 – електрон, 𝑖 – iон, 𝑛 – нейтральна

частинка, 𝑔 – порошинка (grain)

𝑛𝛼 – концентрацiя частинок (кiлькiсть частинок в одиницi об’єму),

[𝑛𝛼] = см−3

𝑇𝛼 – температура, [𝑇𝛼] = еВ

𝜏 =
𝑇𝑒
𝑇𝑖

– параметр неiзотермiчностi

𝑚𝛼 – маса

𝑒𝛼 – заряд

𝑎 – радiус порошинки

𝑞 ≡ 𝑒𝑔 – заряд порошинки

𝑧𝑔 =
𝑞𝑒𝑒
𝑎𝑇𝑒

– знерозмiрений заряд порошинки

𝜙 – електростатичний потенцiал

𝐷𝛼 – коефiцiєнт дифузiї

𝜇𝛼 – рухливiсть

𝑙𝛼 – довжина вiльного пробiгу

𝜈𝛼 – частота зiткнень

𝜔2
𝑝𝛼 =

4𝜋𝑒2𝛼𝑛𝛼
𝑚𝛼

– плазмова частота, 𝜔2
𝑝 =

∑︁
𝛼

𝜔2
𝑝𝛼

𝑘2𝐷𝛼 =
4𝜋𝑒2𝛼𝑛𝛼
𝑇𝛼

, 𝑘2𝐷 =
∑︁
𝛼

𝑘2𝐷𝛼, 𝑘𝐷 – хвильове числа Дебая,

𝜆𝐷 =
1

𝑘𝐷
– довжина Дебая

𝑣𝑇𝛼 =

√︂
𝑇𝛼
𝑚𝛼

– теплова швидкiсть

𝑘𝐷𝛼𝑣𝑇𝛼 = 𝜔𝑝𝛼

Ω𝛼 =
𝑒𝛼𝐵0

𝑚𝛼𝑐
– циклотронна частота
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𝑣𝑠 =

√︂
𝑇𝑒
𝑚𝑖

– iонно-звукова швидкiсть

𝑣ph =
𝜔

𝑘
– фазова швидкiсть

𝑣𝛼 =
𝑒𝛼𝐸0

𝑚𝛼𝜈𝛼
– дрейфова швидкiсть

𝑃 =
𝑒𝑔𝑛𝑔
𝑒𝑒𝑛𝑖

– параметр Хавнеса

𝑓𝛼(r,v, 𝑡) – одночастинкова функцiя розподiлу

𝜀(k, 𝜔) – функцiя дiелектричного вiдгуку

Γ𝛼 – густина потоку частинок сорту 𝛼

𝜔k – власна частота хвилi

𝛾k – декремент згасання

𝑋 = (r,v)

𝑊 (𝑧) = 1 − 𝑧𝑒−𝑧2/2

𝑧ˆ

0

𝑑𝑦 𝑒𝑦
2/2 + 𝑖

√︂
𝜋

2
𝑧 𝑒−𝑧2/2 – плазмова дисперсiйна функцiя
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ВСТУП

Запорошена (комплексна) плазма являє собою плазму iз дрiбними ча­

стинками конденсованої речовини (порошинками). Потрапивши у плазму,

або сформувавшись у хiмiчно-активнiй плазмi, порошинки як з провiдно­

го, так i дiелектричного матерiалу накопичують на собi великий, зазвичай

вiд’ємний, електричний заряд. Порошинки є центрами рекомбiнацiї плазми,

тому виникають потоки електронiв та iонiв до поверхонь порошинок. У ста­

цiонарному станi повний струм на поверхню порошинки рiвний нулю. Заряд

порошинки пiдтримується плазмовими потоками, тому вiн не є фiксованим i

реагує на змiни параметрiв плазми. Поява заряджених порошинок у плазмi

суттєво впливає на її властивостi i ускладнює теоретичний опис.

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Запорошена плазма

часто зустрiчається у природi й активно вивчається лабораторно. Зарядже­

нi порошинки вiдiграють важливу роль у космiчнiй плазмi мiжзоряного

простору, хвостах комет, планетарних кiльцях та iоносферах планет. Поро­

шинки виявлено поблизу штучних супутникiв Землi i космiчних апаратiв.

У земних умовах порошинки з’являються у рiзного роду газових розрядах,

в якi вони можуть потрапляти в результатi ерозiї електродiв чи стiнок.

Порошинки також можуть формуватися у хiмiчно-активнiй плазмi. Запоро­

шена плазма виникає пiд час плазмової обробки поверхонь: нанесеннi тонких

плiвок, щавленнi (травленнi), зокрема при виготовленнi мiкрочiпiв. Також

порошинки були виявленi в установках для керованого термоядерного син­

тезу з магнiтним утриманням. Вони з’являються внаслiдок руйнування

внутрiшньої поверхнi камери i збiльшуються у розмiрах в результатi їх

агломерацiї та адсорбцiї плазмових частинок у пристiнковiй областi. Вели­

кi порошинки, прискорюючись електричним полем i вдаряючись об стiнки

камери, можуть призводити до ще бiльшого її пошкодження, що становить

прикладну проблему у фiзицi керованого термоядерного синтезу.
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Дослiдження запорошеної плазми становить i фундаментальний iн­

терес. Порошинки у плазмi можуть утворювати пiдсистему iз сильним

зв’язком (потенцiальна енергiя взаємодiї порошинок бiльша за їхню кiне­

тичну енергiю). В цьому разi вони поводять себе як рiдинна чи кристалiчна

система (плазмовий кристал). Процеси у конденсованiй пiдсистемi поро­

шинок, в тому числi фазовi переходи i поширення хвиль, можна вивчати

на мiкроскопiчному рiвнi, спостерiгаючи за рухом окремих порошинок. Не

менш цiкавими є результати експериментiв iз запорошеною плазмою в умо­

вах мiкрогравiтацiї, коли у плазмi утворюється область, яка вiльна вiд

порошинок i має чiткi границi (void). Очевидно, що колективна поведiнка

порошинок визначається взаємодiєю мiж ними. Оскiльки порошинки вза­

ємодiють у плазмовому оточеннi, то говорять про ефективну взаємодiю.

Отже, вивчення як ефективних потенцiалiв окремих порошинок, так i їх

взаємодiї, в тому числi у зовнiшнiх полях, є актуальною задачею теорiї за­

порошеної плазми.

Як вже згадувалося, заряди порошинок не є заданими, а визначаються

струмами заряджання, якi у свою чергу залежать вiд зарядiв порошинок.

Цей взаємозв’язок призводить до реакцiї зарядiв порошинок на хвилi i флу­

ктуацiї у плазмi та спричиняє модифiкацiю спектрiв флуктуацiй, а також

впливає на поширення хвиль у плазмi. Така задача для плазми iз зiткнен­

нями залишається не до кiнця розв’язаною.

Динамiка плазми i методи її описання залежать вiд частоти зiткнень

мiж її компонентами (електронами, iонами та нейтральними частинками).

Оскiльки запорошена плазма зазвичай є низькотемпературною i слабкоiонi­

зованою, то плазмовi потоки, якi виникають у запорошенiй плазмi, в першу

чергу залежать вiд частоти зiткнень заряджених частинок з нейтральни­

ми. У дисертацiї розглядалася саме слабкоiонiзована плазма з частими i

нечастими зiткненнями, яка описувалася в рамках дрейфово-дифузiйного

наближення i у кiнетичному пiдходi, вiдповiдно.
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Запорошена плазма має спiльнi риси iз зарядженими колоїдними су­

спензiями, а саме: наявнiсть вiльних точкових зарядiв разом iз сильно

зарядженими макрочастинками, але мiж ними є важлива рiзниця, яка

стосується механiзму заряджання макрочастинок. У випадку заряджених

колоїдних суспензiй заряд макрочастинки з’являється внаслiдок хiмiчної

взаємодiї з розчинником. Такий заряд є фiксованим i можна вважати, що

мiж колоїдною частинкою i електролiтом подальший обмiн зарядами не вiдi­

грає провiдної ролi. А от заряд порошинки у плазмi є наслiдком поглинання

(адсорбцiї) порошинкою електронiв та iонiв iз плазми. Виконанi у роботi до­

слiдження ефективного потенцiалу i взаємодiї макрочастинок iз фiксованим

зарядом важливi як для порiвняння з порошинками i, таким чином, для ви­

значення впливу поглинання, так i мають самостiйне значення для теорiї

заряджених колоїдних суспензiй.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами,

грантами. Дисертацiйна робота пов’язана iз планами науково-дослiдних

робiт, якi проводились у рамках держбюджетних тем та мiжнародних про­

ектiв на кафедрi фiзики функцiональних матерiалiв фiзичного факультету

Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. А саме

№11БФ051–01 «Фундаментальнi дослiдження в галузi фiзики конденсова­

ного стану i елементарних частинок, астрономiї i матерiалознавства для

створення основ новiтнiх технологiй» (№ держ. реєстрацiї 0111U004954,

2011–2015 рр.).

Також робота виконувалась в рамках бюджетних тем та мiжнародних

проектiв вiддiлу теорiї та моделювання плазмових процесiв та вiддiлу синер­

гетики Iнституту теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України.

А саме «Формування нелiнiйних структур i розповсюдження хвиль в запо­

рошенiй плазмi» за договором №1Р-2010 вiдповiдно до конкурсу спiльних

наукових проектiв НАН України – РФФД.

Частина дослiджень виконана за пiдтримки гранту Державного фон­

ду фундаментальних дослiджень (Ф76/33256) спiльного наукового проекту
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«Взаємодiя та динамiка частинок скiнченного розмiру у слабкоiонiзованiй

плазмi та колоїдних суспензiях» Iнституту теоретичної фiзики iм. М.М.

Боголюбова НАН України та Київського нацiонального унiверситету iменi

Тараса Шевченка (2017-2018 рр.).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є тео­

ретичний опис ефективних потенцiалiв порошинок i взаємодiї мiж ними, а

також флуктуацiй електронної густини i поширення iонно-звукових хвиль

у запорошенiй слабкоiонiзованiй плазмi з рiзною частотою зiткнень заря­

джених частинок iз нейтральними, в тому числi за присутностi зовнiшнього

постiйного електричного або магнiтного поля.

Для досягнення поставленої мети необхiдно було вирiшити наступнi

завдання:

∙ Розвинути кiнетичну теорiю запорошеної плазми, яка б враховувала зi­

ткнення електронiв та iонiв iз нейтральними частинками i порошинкою, а

також дозволяла описати наявнiсть зовнiшнiх полiв. Аналiтично i чисель­

но дослiдити ефективний потенцiал порошинки як у плазмi без зовнiшнiх

полiв, так i за присутностi постiйного магнiтного поля.

∙ Дослiдити ефективний потенцiал зарядженої сферичної частинки, яка

мiститься у сильнозiткненному плазмоподiбному середовищi, в тому числi

за присутностi зовнiшнього постiйного магнiтного поля, i силу взаємодiї

мiж двома такими макрочастинками. Необхiднiсть враховувати нелiнiйнi

ефекти, передбачає числове розв’язання цiєї задачi. Запропонувати аналiти­

чний вираз для ефективного потенцiалу порошинки i дослiдити можливiсть

описання сили взаємодiї макрочастинок у термiнах цього потенцiалу.

∙ Розв’язати чисельно задачу про силу тертя, яка дiє на заряджену провiд­

ну сферичну порошинку з боку електричного поля, яке створюється потоком

плазми (рухом порошинки). Отримати наближенi аналiтичнi вирази для

сили тертя i дослiдити межi їх застосовностi, порiвнявши з результатами

обчислень. А також розвинути кiнетичний опис ефективного потенцiалу по­

рошинки у плазмi за присутностi зовнiшнього постiйного електричного поля
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i на його основi розрахувати силу тертя, яка дiє на порошинку.

∙ Узагальнити теорiю великомасштабних флуктуацiй для слабкоiонiзова­

ної плазми iз зiткненнями на випадок присутностi зовнiшнього постiйного

електричного поля. Отримати функцiю дiелектричного вiдгуку i чисельно

розв’язати дисперсiйне рiвняння в областi iонно-звукових хвиль. Дослiдити

спектри флуктуацiй електронної густини.

∙ Дати послiдовне лiнiйне кiнетичне описання електромагнiтних процесiв у

запорошенiй слабкоiонiзованiй плазмi iз зiткненнями, врахувавши поглинан­

ня електронiв та iонiв порошинками, а також флуктуацiї заряду порошинок.

На його основi дослiдити спектри флуктуацiй електронної густини у запо­

рошенiй плазмi i поширення в нiй iонно-звукових хвиль.

Об’єкт дослiдження – ефективнi взаємодiї, флуктуацiї та хвилi у

запорошенiй слабкоiонiзованiй плазмi.

Предмет дослiдження – ефективнi потенцiали та взаємодiя по­

рошинок, сили, якi дiють на рухому порошинку, флуктуацiї електронної

густини i поширення iонно-звукових хвиль у запорошенiй слабкоiонiзованiй

плазмi, в тому числi за наявностi зовнiшнiх полiв.

Методи дослiдження. В дисертацiйнi роботi використовувалися ме­

тоди статистичної фiзики плазми, зокрема кiнетичного описання плазми з

використанням формалiзму ймовiрностi переходу, що є еквiвалентним ме­

тоду функцiй Грiна. Була також використана теорiя великомасштабних

флуктуацiй, побудована на основi усереднення мiкроскопiчної фазової гу­

стини, що дало змогу дослiдити флуктуацiї електронної густини. Системи

диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних, якi виникали пiд час до­

слiдження сильнозiткненної плазми у дрейфово-дифузiйному наближеннi,

розв’язувалися чисельно з використанням методу скiнченних елементiв.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає в тому, що

вперше:

∙ На основi кiнетичного рiвняння Батнагара – Гросcа – Крука (БГК)
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розвинута кiнетична теорiя запорошеної плазми, яка враховує зiткнення еле­

ктронiв та iонiв з нейтральними частинками. Центральним мiсцем нового

пiдходу є описання поглинання електронiв та iонiв порошинкою шляхом

введення ефективних точкових стокiв у кiнетичнi рiвняння для плазмових

частинок. Знайдено аналiтичний розв’язок рiвняння на основi формалiзму

ймовiрностi переходу, що дозволяє описати наявнiсть зовнiшнiх електри­

чних та магнiтних полiв. Знайдено аналiтичний вираз для ефективного

потенцiалу порошинки у плазмi iз зовнiшнiм постiйним магнiтним полем.

Показано, що такий потенцiал має кулонiвську асимптоту з ефективним

зарядом, який залежить вiд кута мiж радiус-вектором та напрямком магнi­

тного поля.

∙ В рамках дрейфово-дифузiйного наближення чисельно розраховано

ефективний потенцiал зарядженої сферичної частинки, яка мiститься у

сильнозiткненному плазмоподiбному середовищi. Розглянуто як випадок

частинки, яка поглинає електрони та iони (порошинка), так i випадок ча­

стинки iз заданим зарядом (колоїдна частинка). Показано, що потенцiал

порошинки iз точнiстю до декiлькох вiдсоткiв можна описати суперпозицiєю

кулонiвського потенцiалу i потенцiалу Дебая з масштабованою довжиною

екранування, яка у кiлька разiв бiльша за радiус Дебая.

∙ Чисельно розв’язана задача про екранування порошинки у слабкоiо­

нiзованiй сильнозiткненнiй плазмi за присутностi зовнiшнього постiйного

магнiтного поля. Вивчено просторовий розподiл потенцiалу i густини за­

ряду поблизу порошинки i виконано порiвняння з аналiтичними оцiнками.

Показано, що в напрямку паралельному зовнiшньому магнiтному полю ефе­

ктивний потенцiал може мати немонотонну поведiнку.

∙ Виконано числове дослiдження сил взаємодiї мiж двома заряджени­

ми сферичними провiдними частинками, якi вмiщенi у слабкоiонiзоване

сильнозiткнене iзотермiчне плазмоподiбне середовище. Обчислення прове­

денi для випадку частинок з фiксованим електричним зарядом (колоїдних
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частинок), а також для частинок, якi заряджаються плазмовими струма­

ми (порошинок). Показано, що на великих вiдстанях сила взаємодiї мiж

колоїдними частинками має асимптоту Дебая, тодi як для порошинок спо­

стерiгається кулонiвська поведiнка з ефективним зарядом.

∙ В рамках дрейфово-дифузiйного наближення обчислено силу тертя, яка

дiє на сферичну провiдну порошинку, що стацiонарно рухається у сильно­

зiткненнiй плазмi. Показано, що як для iзотермiчної, так i неiзотермiчної

плазми, розподiли електронiв та iонiв навколо порошинки утворюють та­

ке електричне поле, що сила, яка дiє на порошинку, направлена вздовж її

швидкостi, тобто має мiсце вiд’ємне тертя. В рамках моделi точкових сто­

кiв знайдено наближенi аналiтичнi вирази для сили тертя, i визначенi межi

їх застосовностi, шляхом порiвняння з результатами числових розрахункiв.

Показано, що сила вiд’ємного тертя може перевищувати силу тертя з ней­

тральними частинками, яка описується законом Стокса.

∙ Узагальнено кiнетичну теорiю великомасштабних флуктуацiй у плазмi

на випадок присутностi зовнiшнього електричного поля з урахуванням зi­

ткнень заряджених частинок iз нейтральними, якi описувались на основi

простої моделi БГК. Дисперсiйне рiвняння для такої плазми розв’язано чи­

сельно в областi iонно-звукових хвиль. Показано, що зовнiшнє електричне

поле може призводити до нестiйкостi iонно-звукових хвиль. Виконано де­

тальне числове дослiдження впливу зiткнень i зовнiшнього електричного

поля на спектри флуктуацiй електронної густини, показано, що поле при­

зводить до аномального наростання iнтенсивностi флуктуацiй.

∙ На основi кiнетичного опису дослiджено дiелектричнi властивостi запоро­

шеної плазми з урахуванням заряджання порошинок плазмовими струмами

та зiткнень плазмових частинок з нейтральними. Показано, що зiткнення

електронiв та iонiв з порошинками, а також флуктуацiї заряду пороши­

нок, є додатковими механiзмами дисипацiї енергiї iонно-звукових хвиль i

призводять до суттєвого зростання модуля декременту згасання. З’ясовано,

що присутнiсть порошинок зi змiнним зарядом суттєво впливає на спектри



30

флуктуацiй електронної густини. Основними факторами цього впливу є:

зменшення у запорошенiй плазмi концентрацiї електронiв по вiдношенню

до концентрацiї iонiв, збiльшення частоти зiткнень iонiв, через зiткнення iз

порошинками i флуктуацiї заряду порошинок.

Особистий внесок здобувача. Усi науковi результати, положен­

ня i висновки, що виносяться на захист, отриманi здобувачем особисто. У

наукових працях, опублiкованих у спiвавторствi, здобувач брав участь у

постановцi задачi, йому належить проведення значної частини дослiджень,

аналiз, iнтерпретацiя i оформлення результатiв, безпосередня участь у на­

писаннi наукових статей. Переважна бiльшiсть теоретичних розрахункiв

та комп’ютерних обчислень виконанi автором особисто. Основна частина

результатiв представлена автором особисто на вiтчизняних i мiжнародних

конференцiях та наукових семiнарах. Вибiр проблематики, постановка мети

та завдань дослiдження здiйснено разом iз науковим консультантом акаде­

мiком НАН України, д.ф.-м.н., професором Загороднiм А.Г.

Роботи [4, 6, 10–12] є одноосiбними роботами здобувача. У статтях

[1–3] здобувач отримав вирази для дiелектричної проникностi та кореляцiй

електронної густини для запорошеної плазми iз зiткненнями, виконав чи­

словi розрахунки ефективних частот зiткнень i заряду порошинки, числове

розв’язання дисперсiйного рiвняння для iонно-звукових хвиль, обчислив i

проаналiзував спектри флуктуацiй, а також виконав оформлення результа­

тiв. У роботах [7, 8] здобувач сформулював задачi про ефективний потенцiал

i взаємодiю сферичних порошинок у плазмi iз частими зiткненнями i вико­

нав їх числове розв’язання методом скiнченних елементiв, проаналiзував

i оформив результати обчислень, виконав їх порiвняння iз аналiтичними

виразами. У роботах [9, 13, 14] здобувач узагальнив теорiю великомасшта­

бних флуктуацiй у плазмi на випадок присутностi зовнiшнього постiйного

електричного поля. Розрахував середнi змiщення плазмових частинок. На

основi числового розв’язання дисперсiйного рiвняння для iонно-звукових



31

хвиль дослiдив появу нестiйкостi, обчислив спектри флуктуацiй i проаналi­

зував появу критичних флуктуацiй. У роботах [9, 18, 19] здобувач розробляв

кiнетичний пiдхiд до опису запорошеної плазми iз зiткненнями на основi

моделi точкових стокiв, а у роботах [16, 17] застосував цей пiдхiд до ви­

вчення ефективного потенцiалу i динамiчного екранування порошинки у

плазмi. У роботах [5, 15, 20–22] здобувач виконував аналiтичнi розрахунки

екранування нерухомої та рухомої порошинки та взаємодiї двох порошинок,

комп’ютернi обчислення в цих робота були виконанi iншими авторами.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Основнi результати, викладенi

в роботi, доповiдалися на наукових семiнарах кафедри фiзики функцiо­

нальних матерiалiв фiзичного факультету Київського нацiонального унiвер­

ситету iменi Тараса Шевченка, вiддiлу теорiї та моделювання плазмових

процесiв та вiддiлу синергетики Iнституту теоретичної фiзики iм. М.М.

Боголюбова НАН України та були представленi на наступних наукових кон­

ференцiях: 45th EPS Conference on Plasma Physics (Prague, Czech Republic,

2018); International Conference-School on Plasma Physics and Controlled Fusion

(Kharkiv, Ukraine, 2018, 2016, 2014; Alushta, Ukraine, 2012, 2008); 2nd, 3rd,

5th International Conference “Dusty Plasmas in Applications” (Odesa, Ukrai­

ne, 2017, 2010, 2007); International Conference on Research and Application

of Plasmas “PLASMA-2013” (Warsaw, Poland, 2013); 31st and 28th Internati­

onal Conference on Phenomena in Ionized Gases (ICPIG) (Granada, Spain,

2013; Prague, Czech Republic, 2007); International Advanced Workshop on the

Frontiers of Plasma Physics (Miramare, Trieste, Italy, 2010); Bogolyubov Kyiv

Conference “Modern Problems of Theoretical and Mathematical Physics” (Kyiv,

Ukraine, 2009); Українська конференцiя з фiзики плазми та керованого тер­

моядерного синтезу (Київ, Україна, 2009); Fifth International Conference on

Physics of Dusty Plasmas (Ponta Delgada, Azores, Portugal, 2008); 17th Annual

Student Conference “Week of Doctoral Students” (Prague, Czech Republic,

2008).

Публiкацiї. За результатами дослiдження опублiковано 38 наукових
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праць: 1 монографiю, 21 наукову статтю у фахових журналах, якi входять

до наукометричної бази даних Scopus, 5 праць i 11 тез доповiдей наукових

конференцiй.

Cтруктура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається iз анота­

цiй українською та англiйською мовами, перелiку праць здобувача, вступу,

п’яти роздiлiв, загальних висновкiв, списку використаних джерел та до­

датку. Загальний обсяг дисертацiї складає 297 сторiнок, включаючи 95

рисункiв та 5 таблиць. Список використаних джерел мiстить 267 найме­

нувань.
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РОЗДIЛ 1
ВЛАСТИВОСТI ТА МЕТОДИ ОПИСАННЯ ЗАПОРОШЕНОЇ

ПЛАЗМИ

У кiнцi 1980-х рокiв виник новий роздiл плазмової науки – фiзика

запорошеної плазми [39–55]. Його поява була спричинена, з одного боку,

поступом в експериментальних дослiдженнях лабораторної та космiчної пла­

зми, а з iншого – численними практичними застосуваннями об’єктiв i систем

(зокрема, в плазмових технологiях [56–58]), що являють собою запорошену

плазму, тобто плазму з дрiбнодисперсною домiшкою конденсованої речови­

ни.

Коли електрон або iон стикається з порошинкою вiн залишається на її

поверхнi. Оскiльки теплова швидкiсть електронiв у плазмi набагато бiльша

за теплову швидкiсть iонiв, то початково нейтральна порошинка починає за­

ряджатися вiд’ємно. Зменшення концентрацiї плазмових частинок поблизу

порошинки призводить до появи їх потокiв, якi направленi до поверхнi поро­

шинки. Збiльшення вiд’ємного заряду порошинки призводить до збiльшення

iонного потоку i зменшення електронного. Заряд порошинки зростає доти,

доки потоки плазмових частинок не стають рiвними i сумарний струм через

поверхню порошинки стає рiвним нулю. Описаний спосiб заряджання поро­

шинок є основним для газорозрядної плазми [49] i саме вiн буде розглядатися

у дисертацiйнiй роботi. Також порошинки можуть заряджатися в результа­

тi емiсiї електронiв. Електронна фотоемiся є важливою для заряджання

порошинок у космiчнiй запорошенiй плазмi, а термоемiся та вторинна еле­

ктронна емiсiя – для певних видiв лабораторної запорошеної плазми.

Далi у цьому роздiлi будуть викладенi основнi властивостi запорошеної

плазми та теоретичнi пiдходи до її описання, а також ключовi аспекти кiне­

тичної теорiї звичайної плазми, яка є складовою теорiї запорошеної плазми.

Крiм того, на початку оригiнальних роздiлiв (пiдроздiлiв) мiстяться короткi

огляди лiтератури, якi стосуються конкретних задач, що розглядаються.
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1.1 Параметри запорошеної плазми

Запорошена плазма характеризується складом та просторово-часови­

ми розподiлами параметрiв. Щодо складу плазми, то її складовими є вiльнi

електрони, iони (в загальному випадку iони можуть бути кiлькох сортiв),

нейтральнi атоми i молекули, а також порошинки. Надалi сорт частинок

будемо позначати iндексом 𝛼 (𝑒 – електрон, 𝑖 – iон, 𝑛 – нейтральна частинка,

𝑔 – порошинка (grain)).

Плазма самоорганiзується таким чином, що в основному об’ємi вона є

квазiнейтральною, тобто виконується умова

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼 = 0, (1.1)

де 𝑒𝛼 – заряд, а 𝑛𝛼 = 𝑁𝛼/𝑉 – середня концентрацiя частинок сорту 𝛼.

У низькотемпературнiй плазмi iони, як правило, є однозарядними

(𝑒𝑖 = 𝑒, 𝑒𝑒 = −𝑒, де 𝑒 – елементарний заряд), тодi умова квазiнейтраль­

ностi (1.1), для випадку порошинок одного сорту, набуває вигляду

𝑒𝑒𝑛𝑒 + 𝑒𝑖𝑛𝑖 + 𝑒𝑔𝑛𝑔 = 0. (1.2)

Щоб визначити, наскiльки сильно порошинки впливають на процеси

у запорошенiй плазмi, вводять так званий параметр Хавнеса [59]

𝑃 =
|𝑒𝑔|𝑛𝑔
𝑒𝑖𝑛𝑖

=
𝑒𝑔𝑛𝑔
𝑒𝑒𝑛𝑖

, (1.3)

який є вiдношенням заряду порошинок до заряду iонiв в одиницi об’єму

i показує, яка частина електронного заряду знаходиться на порошинках.

Очевидно, що 0 6 𝑃 < 1. У цьому випадку вiдношення концентрацiї iонiв

до концентрацiї електронiв дорiвнює

𝑛𝑒
𝑛𝑖

= 1 − 𝑃. (1.4)



35

Слiд зазначити, що в лiтературi часто зустрiчається й iнше означення

параметра Хавнеса, а саме 𝑃 = 𝑛𝑔𝑒𝑔/(𝑛𝑒𝑒𝑒). В цьому разi, так само 0 6 𝑃 ,

але 𝑃 може бути бiльшим за одиницю.

Разом з густиною частинок важливим параметром плазми є темпе­

ратура її компонентiв 𝑇𝛼. В данiй роботi вона вимiрюється в енергетичних

одиницях (електрон-вольтах). Температура, як i густина, має iндекс; це озна­

чає, що температури iонiв, електронiв, нейтральних частинок i порошинок

можуть бути рiзними. Оскiльки маса електрона значно менша за масу iона

чи нейтральної частинки, то в результатi зiткнень обмiн енергiєю електрон­

ної пiдсистеми з iонною та нейтральною вiдбувається повiльно. В плазмi

газового розряду електричне поле прискорює електрони значно ефективнi­

ше, нiж iони, тому температура електронiв буде вищою, нiж iонiв, тобто

𝑇𝑒 ≫ 𝑇𝑖, 𝑇𝑛. Плазму, в якiй 𝑇𝑒 = 𝑇𝑖, називають iзотермiчною, в iншому ра­

зi – неiзотермiчною. Вiдношення температур 𝑇𝑒/𝑇𝑖 називають параметром

неiзотермiчностi, ми будемо його позначати 𝜏 .

1.2 Заряджання порошинок у плазмi

Як зазначалося вище, у випадку газорозрядної плазми домiнуючим

є механiзм заряджання порошинок плазмовими струмами. Потрапивши

у плазму, порошинка починає поглинати електрони й iони з плазмового

оточення i оскiльки потiк електронiв до поверхнi нейтральної порошинки iн­

тенсивнiший за iонний (через рiзницю теплових швидкостей), то порошинка

починає заряджатися вiд’ємно. Це призводить до поступового зменшен­

ня електронного потоку i збiльшення iонного (електрони вiдштовхуються,

а iони притягуються до вiд’ємно зарядженої порошинки). Зрештою еле­

ктронний та iонний струми вирiвнюються. Це i є умова для визначення

стацiонарного значення заряду порошинки. Очевидно, що струми заряджа­

ння мають розраховуватися самоузгоджено з урахуванням особливостей i

складу плазмового оточення, зокрема впливу зiткнень плазмових частинок

iз нейтральними. Нижче розглянуто кiлька пiдходiв до таких розрахункiв.
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Рис. 1.1 Критична траєкторiя iона.

1.2.1 Модель обмеженого орбiтального руху

Для опису процесу заряджання порошинок у плазмi без зiткнень ча­

сто використовується так звана модель обмеженого орбiтального руху (orbit

motion limited (OML) approximation), яка була запозичена з теорiї плазмо­

вих зондiв [60–62]. Ця модель дає можливiсть отримати перерiз поглинання

плазмових частинок сферичною порошинкою чи зондом лише iз законiв

збереження моменту iмпульсу й енергiї. Вважається, що коли прицiльний

параметр плазмової частинки менший чи дорiвнює критичному, то вона

поглинається порошинкою. Критичний прицiльний параметр 𝑏 вiдповiдає

ситуацiї, коли траєкторiя плазмової частинки є дотичною до поверхнi по­

рошинки (рис. 1.1). Закон збереження моменту iмпульсу для критичної

траєкторiї має вигляд

𝑏𝑚𝛼𝑣0 = 𝑎𝑚𝛼𝑣𝑠 , (1.5)

де 𝑣0 – швидкiсть плазмової частинки на великiй вiдстанi вiд порошинки, 𝑎

– радiус порошинки, 𝑣𝑠 – швидкiсть у момент зiткнення з поверхнею по­

рошинки.

Закон збереження енергiї вiдповiдно записується як

𝑚𝛼𝑣
2
0

2
+ 𝑒𝛼𝜙0 =

𝑚𝛼𝑣
2
𝑠

2
+ 𝑒𝛼𝜙𝑠 , (1.6)

де 𝜙0 – потенцiал на великiй вiдстанi вiд порошинки, 𝜙𝑠 – потенцiал на

поверхнi порошинки.
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Записуючи рiвняння (1.5) i (1.6), ми вважаємо, що частинка, яка зна­

ходиться на великiй вiдстанi вiд порошинки, може досягнути її поверхнi без

зiткнень, тобто модель обмеженого орбiтального руху можна використову­

вати, коли 𝑎 ≪ 𝑙𝛼, де 𝑙𝛼 – довжина вiльного пробiгу плазмової частинки.

Якщо у плазмi багато порошинок, то ця модель застосовна, коли можна

вважати, що iншi порошинки не впливають на рух електронiв та iонiв по­

близу порошинки, яка розглядається (вiдстань мiж ними набагато бiльша

за довжину Дебая 𝜆𝐷 i за 𝑙𝛼).

Якщо порошинка заряджена вiд’ємно, то 𝜙𝑠 < 0, i електрони зi швид­

костями 𝑣 <
√︀

2𝑒𝑒𝜙𝑠/𝑚𝑒 не досягають поверхнi порошинки. Отже, для

вiд’ємно зарядженої порошинки з рiвнянь (1.5), (1.6) легко отримати пе­

рерiзи поглинання:

𝜎𝑒(𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜋𝑎2

(︂
1 − 2𝑒𝑒𝜙𝑠

𝑚𝑒𝑣2

)︂
, 𝑣2 >

2𝑒𝑒𝜙𝑠

𝑚𝑒
,

0, 𝑣2 <
2𝑒𝑒𝜙𝑠

𝑚𝑒
,

𝜎𝑖(𝑣) = 𝜋𝑎2
(︂

1 − 2𝑒𝑖𝜙𝑠

𝑚𝑖𝑣2

)︂
.

(1.7)

Iнтеграл за швидкiстю вiд одночастинкової функцiї розподiлу

𝑓𝛼(r,v, 𝑡) з вiдповiдним перерiзом поглинання (1.7) дає значення електрон­

ного (iонного) струму на поверхню порошинки:

𝐼𝛼(r, 𝑡) = 𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑓𝛼(r,v, 𝑡)𝜎𝛼(𝑣)𝑣𝑑v. (1.8)

Функцiя розподiлу нормована на об’єм
´´
𝑓𝛼(r,v, 𝑡)𝑑v𝑑r = 𝑉 .

Якщо вважати, що у стацiонарному станi функцiя розподiлу є максвел­

лiвською

𝑓0𝛼(𝑣) =

(︂
𝑚𝛼

2𝜋𝑇𝛼

)︂3/2

exp

(︂
−𝑚𝛼𝑣

2

2𝑇𝛼

)︂
, (1.9)

то iнтегрування в (1.8) дає наступний результат:

𝐼𝑖 = 𝑒𝑖𝑛𝑖𝑎
22
√

2𝜋𝑣𝑇𝑖(1 − 𝑒𝑖𝜙𝑠/𝑇𝑖), (1.10)
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Рис. 1.2 Залежнiсть безрозмiрного поверхневого потенцiалу 𝜑𝑠 = 𝑒𝑒𝜙𝑠/𝑇𝑒

вiд 𝜏 , для рiзних типiв плазми (H, He, Ar), 𝜑𝑠 знайдено з рiвняння (1.13) з
𝑛𝑒/𝑛𝑖 = 1.

𝐼𝑒 = 𝑒𝑒𝑛𝑒𝑎
22
√

2𝜋𝑣𝑇𝑒 exp(−𝑒𝑒𝜙𝑠/𝑇𝑒), (1.11)

де 𝑣𝑇𝛼 =
√︀
𝑇𝛼/𝑚𝛼 – теплова швидкiсть.

Величина 𝜑𝑠 = 𝑒𝑒𝜙𝑠/𝑇𝑒, яка входить до (1.10) i (1.11), є безрозмiрним

поверхневим потенцiалом. У стацiонарному станi повний струм на поверхню

порошинки дорiвнює нулю, тобто

𝐼tot = 𝐼𝑒 + 𝐼𝑖 = 0. (1.12)

Для однозарядних iонiв, пiдстановка (1.10) та (1.11) в (1.12) дає рiвняння

𝑛𝑒
𝑛𝑖
𝑒−𝜑𝑠

√︂
𝜏
𝑚𝑖

𝑚𝑒
= 1 + 𝜑𝑠𝜏. (1.13)

Приклади залежностi 𝜑𝑠 вiд 𝜏 для рiзних типiв плазми показано на рис. 1.2.

Якщо припустити, що потенцiал на поверхнi порошинки 𝜙𝑠 = 𝑞/𝑎, що

справедливо при 𝑎 ≪ 𝜆𝐷, то

𝜑𝑠 = 𝑧𝑔 =
𝑞𝑒𝑒
𝑎𝑇𝑒

, (1.14)
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де 𝑞 – заряд порошинки. Величина 𝑧𝑔 є безрозмiреним зарядом порошинки.

Вiдношення 𝑛𝑒/𝑛𝑖 в (1.13) визначається з умови квазiнейтральностi (1.1) i

для низької концентрацiї порошинок його можна вважати рiвним одиницi.

Коли в плазмi багато порошинок, тодi вiдношення концентрацiї електронiв

до концентрацiї iонiв визначається спiввiдношенням (1.4). Зменшення еле­

ктронної концентрацiї порiвняно з iонною у запорошенiй плазмi призводить

до зменшення безрозмiрного поверхневого потенцiалу 𝜑𝑠 (безрозмiреного за­

ряду порошинки 𝑧𝑔).

1.2.2 Дрейфово-дифузiйне наближення

За умови 𝑙𝛼 ≪ 𝜆𝐷 наближення обмеженого орбiтального руху втрачає

свою застосовнiсть. Такий випадок вiдповiдає сильнозiткненнiй запорошенiй

плазмi, яка має мiсце наприклад у експериментах [63–65]. Заряджання поро­

шинок у такiй плазмi можна описати у дрейфово-дифузiйному наближеннi.

Вираз для густини потоку плазмових частинок при цьому має вигляд [66]

Γ𝛼 = 𝑛𝛼𝜇𝛼E−𝐷𝛼∇𝑛𝛼. (1.15)

Перший доданок в (1.15) описує дрейфовий потiк, другий – ди­

фузiйний. Тут 𝜇𝛼 – рухливiсть електронiв чи iонiв, E – напруженiсть

електричного поля, 𝐷𝛼 – коефiцiєнт дифузiї (коефiцiєнт дифузiї електро­

нiв зазвичай значно бiльший, нiж iонiв).

Рухливiсть – це коефiцiєнт пропорцiйностi мiж дрейфовою швидкiстю

частнки i електричним полем, яке спричиняє цей дрейф. Рухливiсть i кое­

фiцiєнт дифузiї пов’язанi спiввiдношенням Айнштайна:

𝐷𝛼

𝜇𝛼
=
𝑇𝛼
𝑒𝛼
. (1.16)

Враховуючи попередню формулу i спiввiдношення E = −∇𝜙, (1.15)

можна переписати у виглядi

Γ𝛼 = −𝐷𝛼

(︂
𝑒𝛼
𝑇𝛼
𝑛𝛼∇𝜙+ ∇𝑛𝛼

)︂
. (1.17)
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Густина потоку (1.17) входить у рiвняння неперервностi, яке для пла­

зми можна записати у виглядi [63]:

𝜕𝑛𝛼
𝜕𝑡

+ ∇Γ𝛼 = 𝐼 + 𝑘ion𝑛𝑒𝑛𝑛 − 𝛽𝑛𝑒𝑛𝑖, (1.18)

де 𝐼 – iнтенсивнiсть об’ємної iонiзацiї плазми зовнiшнiми джерелами, 𝑘ion
– константа швидкостi iонiзацiї газу власними електронами плазми, 𝑛𝑛 –

концентрацiя нейтральних частинок, 𝛽 – коефiцiєнт електрон-iонної реком­

бiнацiї.

Електростатичний потенцiал задовольняє рiвняння Пуассона

∆𝜙(r) = −4𝜋𝜌(r). (1.19)

У випадку плазми густина заряду має вигляд

𝜌(r) =
∑︁
𝛼

𝜌𝛼(r) =
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼(r).

Систему рiвнянь (1.18), (1.19) необхiдно доповнити крайовими умо­

вами для потенцiалу та концентрацiй плазмових частинок на поверхнi

порошинок та на великiй вiдстанi вiд них. Умови для 𝑛𝛼 повиннi врахо­

вувати поглинання електронiв та iонiв поверхнею порошинки. Ця система

не розв’язується аналiтично, приклади її числового розв’язання можна зна­

йти в [67, 68]. А приклад наближеного аналiтичного розв’язку наведено у

наступному пiдроздiлi.

1.3 Модель точкових стокiв у дрейфово-дифузiйному набли­
женнi

Щоб уникнути використання крайових умов для концентрацiй пла­

змових частинок i при цьому врахувати їх поглинання порошинкою була

запропонована [69–71] модель точкових стокiв. В рамках цiєї моделi рiв­

няння неперервностi (1.18) без врахування об’ємних джерел iонiзацiї та



41

рекомбiнацiї має вигляд

𝜕𝑛𝛼
𝜕𝑡

+ ∇Γ𝛼 = −𝑆𝛼𝛿(r). (1.20)

Права частина у (1.20) описує поглинання плазми точковим стоком, 𝑆𝛼(𝑡) –

iнтенсивнiсть стоку, яка вважається заданою, 𝛿(r) – дельта-функцiя, 𝑛𝛼 =

𝑛𝛼(r, 𝑡). Задача полягає в тому, щоб знайти розподiл потенцiалу i густини

плазми поблизу порошинки.

Рiвняння Пуассона (1.19) при цьому має вигляд

∆𝜙 = −4𝜋
∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝑒𝛼𝑛𝛼 − 4𝜋𝑞(𝑡)𝛿(r), (1.21)

де потенцiал 𝜙 = 𝜙(r, 𝑡) залежить як вiд координати, так i вiд часу, а заряд

порошинки 𝑞(𝑡) лише вiд часу. Оскiльки умовою застосовностi дрейфово­

дифузiйного наближення є умова 𝑎≫ 𝑙𝛼, то сформульована система рiвнянь

може давати неправельну поведiнку потенцiалу i розподiлу густини заряду

на вiдстанях вiд точкового стоку ближчих, нiж декiлька 𝑙𝛼.

Заряд порошинки та iнтенсивностi стоку плазмових частинок не є не­

залежними, а пов’язанi спiввiдношенням

𝑑𝑞

𝑑𝑡
= 𝑒𝑖𝑆𝑖(𝑡) + 𝑒𝑒𝑆𝑒(𝑡). (1.22)

Цi величини не визначаються у рамках даного пiдходу, але їх можна

знайти шляхом порiвняння з результатами числового моделювання.

Пiсля пiдстановки (1.17) в (1.20) i лiнеаризацiї, рiвняння (1.20) та (1.21)

набувають вигляду

𝜕𝛿𝑛𝛼
𝜕𝑡

−𝐷𝛼
𝑒𝛼𝑛0
𝑇𝛼

∆𝜙−𝐷𝛼∆𝛿𝑛𝛼 = −𝑆𝛼𝛿(r), (1.23)

∆𝜙 = −4𝜋𝑒(𝛿𝑛𝑖 − 𝛿𝑛𝑒) − 4𝜋𝑞𝛿(r), (1.24)

де 𝛿𝑛𝛼(r, 𝑡) = 𝑛𝛼(r, 𝑡) − 𝑛0 – збурення концентрацiї плазмових частинок,

пов’язане з присутнiстю порошинки, 𝑒𝑒 = −𝑒, 𝑒𝑖 = 𝑒.
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У k𝜔-представленнi рiвняння (1.23) i (1.24) мають вигляд

− 𝑖
𝜔

𝐷𝛼
𝛿𝑛𝛼k𝜔 +

𝑒𝛼𝑛0
𝑇𝛼

𝑘2𝜙k𝜔 + 𝑘2𝛿𝑛𝛼k𝜔 = −𝑆𝛼𝜔/𝑒, (1.25)

𝑘2𝜙k𝜔 = 4𝜋𝑒(𝛿𝑛𝑖k𝜔 − 𝛿𝑛𝑒k𝜔) + 4𝜋𝑞𝜔, (1.26)

де 𝑆𝛼𝜔 = 𝑒𝑆𝛼𝜔/𝐷𝛼,

𝛿𝑛𝛼k𝜔 =

∞̂

−∞

𝑑𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡
∞̂

−∞

𝑑r𝑒−𝑖kr𝛿𝑛𝛼(r, 𝑡).

Пiдстановка (1.26) у (1.25) дає систему двох рiвнянь вiдносно

𝛿𝑛𝑖k𝜔, 𝛿𝑛𝑒k𝜔, розв’язками цiєї системи є

𝛿𝑛𝑖k𝜔 =
1

𝑒∆𝜔

(︁
(𝑖𝜔/𝐷𝑒 − 𝑘2)(𝑆𝑖𝜔 + 𝑘2𝐷𝑖𝑞𝜔) − 𝑆𝑖𝜔𝑘

2
𝐷𝑒 − 𝑆𝑒𝜔𝑘

2
𝐷𝑖

)︁
, (1.27)

𝛿𝑛𝑒k𝜔 =
1

𝑒∆𝜔

(︁
(𝑖𝜔/𝐷𝑖 − 𝑘2)(𝑆𝑒𝜔 − 𝑘2𝐷𝑒𝑞𝜔) − 𝑆𝑖𝜔𝑘

2
𝐷𝑒 − 𝑆𝑒𝜔𝑘

2
𝐷𝑖

)︁
, (1.28)

де

∆𝜔 = − 𝜔2

𝐷𝑖𝐷𝑒
− 𝑖

𝜔

𝐷𝑒
(𝑘2𝐷𝑖 + 𝑘2) − 𝑖

𝜔

𝐷𝑖
(𝑘2𝐷𝑒 + 𝑘2) + 𝑘2(𝑘2 + 𝑘2𝐷),

𝑘2𝐷𝛼 =
4𝜋𝑒2𝛼𝑛𝛼
𝑇𝛼

, 𝑘2𝐷 = 𝑘2𝐷𝑖 + 𝑘2𝐷𝑒.

Пiдстановка (1.27) i (1.28) в (1.26) дає фур’є-образ потенцiалу

𝜙k𝜔 =
4𝜋𝑞𝜔
𝑘2

+
4𝜋

𝑘2∆𝜔

(︂
𝑖𝜔𝑞𝜔

(︂
𝑘2𝐷𝑖

𝐷𝑒
+
𝑘2𝐷𝑒

𝐷𝑖

)︂
+

+ 𝑖𝜔𝑒
𝑆𝑖𝜔 − 𝑆𝑒𝜔

𝐷𝑖𝐷𝑒
− 𝑘2(𝑞𝜔𝑘

2
𝐷 + 𝑆𝑖𝜔 − 𝑆𝑒𝜔)

)︂
. (1.29)

Як видно потенцiал складається з власного потенцiалу точкової поро­

шинки (перший доданок) та iндукованої частини, що зумовлена вiдгуком

системи як на електричне поле порошинки, так i наявнiстю стокiв.
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1.3.1 Стацiонарний випадок

Розглянемо стацiонарну задачу. У цьому випадку заряд порошинки

не змiнюється з часом, з чого випливає (див. (1.22)), що потоки електро­

нiв та iонiв на порошинку рiвнi 𝑆𝑖 = 𝑆𝑒 = 𝑆. Формула (1.29) при цьому

спрощуються i потенцiал має вигляд

𝜙k =
4𝜋(𝑞 + 𝑆)

𝑘2 + 𝑘2𝐷
− 4𝜋𝑆

𝑘2
, (1.30)

де

𝑆 =
𝑒𝑆

𝑘2𝐷

(︂
1

𝐷𝑖
− 1

𝐷𝑒

)︂
. (1.31)

Ця величина має розмiрнiсть заряду i є додатною, оскiльки 𝐷𝑒 > 𝐷𝑖. В

координатному представленнi вiдповiдно маємо

𝜙(𝑟) = (𝑞 + 𝑆)
𝑒−𝑘𝐷𝑟

𝑟
− 𝑆

𝑟
. (1.32)

Потенцiал є суперпозицiєю дебаївського i кулонiвського потенцiалiв з

ефективними зарядами. Як видно з (1.32) −𝑆 можна трактувати як ефе­

ктивний заряд у неекранованiй частинi потенцiалу. Ця величина може бути

пов’язана з зарядом порошинки наступним чином 𝑆 = −𝛼𝑞, де коефiцiєнт

пропорцiйностi 𝛼, можна взяти з числового розв’язку задачi [8, 67], значе­

ння 𝛼 залежить вiд радiуса порошинки, i у iзотермiчнiй плазмi змiнюється

у межах вiд 𝛼 ≪ 1 для великих порошинок i прямує до значення 0.5, коли

радiус порошинки прямує до нуля.

1.3.2 Динамiчне екранування

Розглянемо ще один частинний випадок розв’язкiв (1.27)–(1.29), а саме

екранування порошинки, що рухається поступально з постiйною швидкiстю

v [69, 71]. Коли порошинка рухається рiвномiрно i прямолiнiйно, її заряд 𝑞

не змiнюється з часом, отже, 𝑆𝛼(𝑡) = 𝑆. Для описання такої системи остан­

нiй доданок в рiвняннi неперервностi (1.20) 𝑆𝛼(𝑡)𝛿(r) необхiдно замiнити на
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𝑆𝛿(r− v𝑡) i також у рiвняннi Пуассона (1.21) вираз 4𝜋𝑞(𝑡)𝛿(r) замiнити на

4𝜋𝑞𝛿(r − v𝑡). Тодi

(𝑆𝛼(𝑡)𝛿(r))k𝜔 = 𝑆𝛼𝜔,

замiняється на

(𝑆𝛿(r− v𝑡))k𝜔 = 2𝜋𝑆𝛿(𝜔 − kv).

Отже, у формули (1.27)–(1.29) пiдставляємо

𝑞𝜔 = 2𝜋𝑞𝛿(𝜔 − kv),

𝑆𝛼𝜔 = 2𝜋𝑆𝛿(𝜔 − kv).

i остаточно маємо

𝜙𝑘𝜔 =
8𝜋2𝛿(𝜔 − kv)

𝑘2∆
(2)
𝜔

(︂
𝑖𝜔𝑞

(︂
𝑘2𝐷𝑖

𝐷𝑒
+
𝑘2𝐷𝑒

𝐷𝑖

)︂
−𝑘2𝑘2𝐷(𝑞 + 𝑆)

)︂
+

8𝜋2𝑞𝛿(𝜔 − kv)

𝑘2
,

(1.33)

де

∆(2)
𝜔 = − 𝜔2

𝐷𝑖𝐷𝑒
− 𝑖𝜔

(︂
𝑘2𝐷𝑖

𝐷𝑒
+
𝑘2𝐷𝑒

𝐷𝑖

)︂
−𝑖𝜔𝑘2

(︂
1

𝐷𝑒
+

1

𝐷𝑖

)︂
+𝑘4 + 𝑘2𝑘2𝐷.

Останнiй доданок в (1.33) – це потенцiал самої частинки, а перший є

iндукованим потенцiалом. Виконуючи зворотнє перетворення Фур’є

𝜙(r, 𝑡) =
1

(2𝜋)4

∞̂

−∞

𝑑𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡
∞̂

−∞

𝑑k 𝑒𝑖kr𝜙k𝜔,

отримуємо

𝜙(r, 𝑡) =
1

2𝜋2

ˆ
𝑑k

𝑘2
𝑒𝑖k(r−v𝑡)×

×

⎛⎝𝑞 +
𝑖kv𝑞

(︁
𝑘2𝐷𝑖

𝐷𝑒
+

𝑘2𝐷𝑒

𝐷𝑖

)︁
− 𝑘2𝑘2𝐷(𝑞 + 𝑆)

− (kv)2

𝐷𝑖𝐷𝑒
− 𝑖kv

(︁
𝑘2𝐷𝑖

𝐷𝑒
+

𝑘2𝐷𝑒

𝐷𝑖

)︁
− 𝑖kv𝑘2

(︁
1
𝐷𝑒

+ 1
𝐷𝑖

)︁
+ 𝑘4 + 𝑘2𝑘2𝐷

⎞⎠ . (1.34)
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При 𝑆 = 0 це спiввiдношення описує екранування точкової частинки,

що рухається з постiйною швидкiстю у слабкоiонiзованiй плазмi.

Знайдемо силу, яка дiє на порошинку з боку iндукованого нею потен­

цiалу

F(v) = −𝑞 lim
r→v𝑡

𝜕𝜙(r, 𝑡)

𝜕r
.

Для цього пiдставимо у попереднє рiвняння вираз для потенцiалу

(1.34)

F(v) = − 𝑖𝑞

2𝜋2

ˆ
𝑑k

𝑘2
k×

×

⎛⎝𝑞 +
𝑖kv𝑞

(︁
𝑘2𝐷𝑖

𝐷𝑒
+

𝑘2𝐷𝑒

𝐷𝑖

)︁
− 𝑘2𝑘2𝐷(𝑞 + 𝑆)

− (kv)2

𝐷𝑖𝐷𝑒
− 𝑖kv

(︁
𝑘2𝐷𝑖

𝐷𝑒
+

𝑘2𝐷𝑒

𝐷𝑖

)︁
− 𝑖kv𝑘2

(︁
1
𝐷𝑒

+ 1
𝐷𝑖

)︁
+ 𝑘4 + 𝑘2𝑘2𝐷

⎞⎠ .

Перейдемо далi до сферичної системи координат, направивши вiсь 𝑘𝑧
вздовж v. Очевидно, не нульовою буде лише 𝑧-ова компонента вектора F.

Пiсля iнтегрування за кутом 𝜙 маємо

𝐹𝑧(𝑣) =
𝑖𝑞

𝜋

∞̂

0

𝑑𝑘

1ˆ

−1

𝑑𝜇
𝑖𝜇2𝑘𝑣𝑞

(︁
𝑘2𝐷𝑖

𝐷𝑒
+

𝑘2𝐷𝑒

𝐷𝑖

)︁
− 𝜇𝑘2𝑘2𝐷(𝑞 + 𝑆)

𝜇2 𝑘𝑣2

𝐷𝑖𝐷𝑒
+ 𝑖𝜇𝑣

(︁
𝑘2𝐷𝑖

𝐷𝑒
+

𝑘2𝐷𝑒

𝐷𝑖

)︁
+ 𝑖𝜇𝑘2𝑣

(︁
1
𝐷𝑒

+ 1
𝐷𝑖

)︁
− 𝑘(𝑘2 + 𝑘2𝐷)

.

(1.35)

Обчислення за формулою (1.35), виконанi у [69, 71], показують, що

сила, яка дiє на рухому порошинку з боку iндукованого заряду, може бути

направлена вздовж швидкостi порошинки, тобто може мати мiсце вiд’ємне

тертя. До аналогiчного висновку прийшли автори робiт [72–74]. Але цей цi­

кавий результат отримано у лiнiйному наближеннi для точкового заряду,

тому нами були проведенi розрахунки, що представленi у роздлi 4, якi вра­

ховують нелiнiйнi ефекти та скiнченний розмiр порошинки.

1.4 Неiдеальнiсть запорошеної плазми i фазовi переходи

Умови, якi можуть реалiзуватися в запорошенiй плазмi характери­

зуються широким розмаїттям параметрiв. Одним з основних параметрiв
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системи з кулонiвською взаємодiєю є параметр неiдеальностi, який озна­

чають як вiдношення кулонiвської енергiї мiж сусiднiми частинками iз

зарядами 𝑞 до їхньої середньої кiнетичної енергiї [9, п. 16.6]:

Γ =
𝑞2

𝑇∆
, (1.36)

де ∆ = 𝑛−1/3 – характерна середня вiдстань мiж частинками, 𝑇 i 𝑛 – їхня

температура i концентрацiя. Для електронiв та iонiв

Γ𝛼 =
𝑒2𝛼𝑛

1/3
𝛼

𝑇𝛼
, 𝛼 = 𝑒, 𝑖. (1.37)

Систему називають неiдеальною, якщо Γ & 1. Як вiдомо, заря­

ди в плазмi екрануються. Тому у випадку запорошеної плазми поряд з

мiжчастинковою вiдстанню iснує ще один просторовий масштб – радiус

екранування i, окрiм того, розмiр порошинки. Для умов бiльшостi експе­

риментiв iз запорошеною плазмою число електронiв та iонiв у дебаївськiй

сферi, як правило, велике, тобто електронна та iонна пiдсистеми є iдеаль­

ними: 𝑛𝛼𝜆3𝐷 ≫ 1 (𝛼 = 𝑒, 𝑖), а Γ𝛼 ∼ (𝑛𝛼𝜆𝐷)−2/3 ≪ 1.

Ситуацiя може змiнитися у випадку пiдсистеми порошинок. Якщо

𝑛𝑔𝜆
3
𝐷 ≫ 1, то запорошена плазма залишається iдеальною. При цьому по­

рошинки вiдiграють роль додаткової плазмової компоненти i беруть участь

в екрануваннi зарядiв у плазмi:

𝜆−2
𝐷 =

∑︁
𝛼=𝑒,𝑖,𝑔

4𝜋𝑒2𝛼𝑛𝛼
𝑇𝛼

. (1.38)

У протилежному випадку (𝑛𝑔𝜆3𝐷 ≪ 1) пiдсистема порошинок не зав­

жди неiдеальна, оскiльки екранування може визначатися електронами та

iонами, тобто вiдстань мiж частинками ∆ = 𝑛
−1/3
𝑔 може бути меншою за

𝜆𝐷, але якщо порошинки екрануються лише iонами i електронами, то запо­

рошена плазма залишається iдеальною.
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На сьогоднi бiльшiсть теорiй, що використовуються для описання

фазових переходiв у запорошенiй плазмi, пов’язанi з моделлю однокомпо­

нентної плазми (ОКП), частинки якої взаємодiють з потенцiалам Дебая

(Юкави). Енергiя взаємодiї частинок має вигляд

𝑈(𝑟) =
𝑞2

𝑟
𝑒−𝑟/𝜆𝐷 . (1.39)

Тут 𝜆𝐷 – довжина екранування заряду плазмовими частинками (електро­

нами та iонами). При цьому припускається, що iснує компенсувальний фон,

який забезпечує електронейтральнiсть системи. Вже та обставина, що ефе­

ктивний потенцiал порошинки далеко не завжди можна розглядати як

екранований (див. п. 1.3.1) свiдчить про те, що модель ОКП з енергiєю

взаємодiї (1.39) часто не є адекватною. Менше з тим, з її допомогою вдало­

ся описати низку експериментiв, а отже, вона розглядається як основа для

розробки бiльш реалiстичних моделей.

Зауважимо, що окрiм запорошеної плазми системи iз взаємодiєю (1.39)

вивчались у багатьох роздiлах фiзики – вiд колоїдних розчинiв до фiзики

елементарних частинок. Саме цьому вивченню фазових дiаграм таких си­

стем методами Монте-Карло та молекулярної динамiки придiляється значна

увага.

У випадку, що розглядається, статистичнi властивостi дебаєвських си­

стем повнiстю характеризуються двома параметрами. Одним з них може

бути константа зв’язку порошинок: Γ𝑔 = 𝑞2/𝑇𝑔∆, а другим – структурний

параметр (параметр ґратки):

κ =
∆

𝜆𝐷
. (1.40)

При цьому границя κ → 0 буде вiдповiдати однокомпонентнiй моделi

з кулонiвською взаємодiєю.

На рис. 1.3 зображена фазова дiаграма дебаєвської системи в площинi
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Рис. 1.3 Фазова дiаграма дебаївських систем, отримана за допомогою число­
вого моделювання. Свiтлими кружка позначена межа мiж кристалiчними
ОЦК- та ГЦК-фазами [75]. Межi рiдина–кристал вiдповiдають трикутники
– [76], квадрати – [77], темнi кружки – [75]. Хрестики вiдповiдають стрибку
константи дифузiї при моделюваннi дисипативних дебаївських систем [78,
79]. Штрихова крива проведена наближено за числовими результатами.

(κ,Γ𝑔). Ця дiаграма була побудована в [49], на основi числового моделюва­

ння, виконаного в [75–79].

Моделювання свiдчить про iснування трьох фаз. Якщо позначити че­

рез Γ𝑀 величину Γ𝑔 на лiнiї плавлення, то в областi сильної неiдеальностi

Γ𝑔 > Γ𝑀 можуть iснувати кристалiчнi об’ємноцентрована кубiчна (ОЦК) та

гранецентрована кубiчна (ГЦК) ґратки , а при Γ𝑔 < Γ𝑀 iснує рiдинна фаза.

ОЦК фаза стабiльна за малих значень κ, а за великих значень структурно­

го параметра κ стабiльною є ГЦК фаза. Трикритичнiй точцi вiдповiдають

κ ≃ 6.9, а Γ𝑔 = 3.47 · 103 [75].

У випадку ОКП з кулонiвською взаємодiєю кристалiзацiя вiдбувається

при Γ𝑔 = ΓОКП ≃ 106 (або 172 при використаннi радiуса Вiгнера – Зейтца

(4𝜋𝑛𝑔/3)−1/3 як одиницi довжини замiсть ∆ = 𝑛
−1/3
𝑔 ).
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1.5 Плазма як дiелектричне середовище

Основна вiдмiннiсть плазми, в тому числi i запорошеної, вiд iнших се­

редовищ полягає в далекосяжностi потенцiалу взаємодiї частинок, з яких

вона складається, а отже, одночасно може взаємодiяти велика кiлькiсть ча­

стинок. При цьому у плазмi виникають самоузгодженi поля, властивостi

яких можуть суттєво вiдрiзнятися вiд властивостей поля в дiелектричних

середовищах (рiдини, гази, дiелектричнi твердi тiла). Останнє вказує на те,

що опис дiелектричних властивостей плазми обов’язково повинен враховува­

ти самоузгоджену динамiку всiх її компонентiв, яка i визначає матерiальнi

зв’язки мiж електромагнiтними величинами [9, роздiл. 4].

1.5.1 Мiкроскопiчнi рiвняння для плазми та їхнє усереднен­
ня, дiелектричний вiдгук середовища

Рiвняння Максвелла для мiкроскопiчного електромагнiтного поля у

плазмi мають вигляд

rotEм(r, 𝑡) = −1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
Hм(r, 𝑡),

divHм(r, 𝑡) = 0,

rotHм(r, 𝑡) =
1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
Eм(r, 𝑡) +

4𝜋

𝑐
jм(r, 𝑡) +

4𝜋

𝑐
jext(r, 𝑡),

divEм(r, 𝑡) = 4𝜋𝜌м(r, 𝑡) + 4𝜋𝜌ext(r, 𝑡).

(1.41)

Тут Eм(r, 𝑡) та Hм(r, 𝑡) – мiкроскопiчнi електричне та магнiтне поля, jм(r, 𝑡),

𝜌м(r, 𝑡) – густина струму i густина зарядiв плазми, jext(r, 𝑡), 𝜌ext(r, 𝑡) – гу­

стини стороннiх струму i зарядiв.

Введемо далi поняття макроскопiчного електричного i магнiтного по­

лiв:

E(r, 𝑡) = ⟨Eм(r, 𝑡)⟩,

B(r, 𝑡) = ⟨Hм(r, 𝑡)⟩,
(1.42)

де кутовi дужки означають усереднення за фiзично нескiнченно малим
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об’ємом 𝑉ph або фiзично нескiнченно малим часовим iнтервалом 𝜏ph, тобто

⟨𝐴(r, 𝑡)⟩ =
1

𝑉ph

ˆ

𝑉ph

𝑑r′𝐴м(r′, 𝑡), (1.43)

або

⟨𝐴(r, 𝑡)⟩ =
1

𝜏ph

𝑡+𝜏ph/2ˆ

𝑡−𝜏ph/2

𝑑𝑡′𝐴м(r, 𝑡′). (1.44)

Величина 𝑉ph вибирається так, щоб цей об’єм вмiщав багато частинок

(𝑁ph ≫ 1), але його розмiр був би значно менший за характерний просто­

ровий масштаб змiни усередненої величини. Щодо 𝜏ph, то має виконуватися

подвiйна нерiвнiсть

𝜏cor ≪ 𝜏ph ≪ 𝜏rel , (1.45)

де 𝜏cor – час згасання двочастинкових кореляцiй, а 𝜏rel – характерний час

змiни функцiї розподiлу, який, як очевидно, визначає характерний час змiни

усереднених електромагнiтних величин.

Застосуємо процедуру усереднення до рiвнянь (1.41). У результатi

отримаємо

rotE(r, 𝑡) = −1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
B(r, 𝑡), (1.46)

divB(r, 𝑡) = 0, (1.47)

rotB(r, 𝑡) =
1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
E(r, 𝑡) +

4𝜋

𝑐
⟨jм(r, 𝑡)⟩ +

4𝜋

𝑐
jext(r, 𝑡), (1.48)

divE(r, 𝑡) = 4𝜋⟨𝜌м(r, 𝑡)⟩ + 4𝜋𝜌ext(r, 𝑡). (1.49)

Наступне завдання полягає у встановленнi функцiонального зв’язку

середнього значення макроскопiчного струму ⟨jм(r, 𝑡)⟩ з електромагнiтним
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полем. Обмежившись лiнiйним наближенням, такий зв’язок у найзагальнi­

шому випадку можна записати у виглядi [80, 81], [9, п. 4.2]

⟨𝑗𝑖м(r, 𝑡)⟩ ≡ 𝑗ind𝑖 (r, 𝑡) =

𝑡ˆ

−∞

𝑑𝑡′̂ 𝑑r′𝜎𝑖𝑗(r, r
′; 𝑡, 𝑡′)𝐸𝑗(r

′, 𝑡′). (1.50)

Це рiвняння задає тензор провiдностi системи 𝜎𝑖𝑗(r, r
′; 𝑡, 𝑡′).

Пiдставивши (1.50) в (1.48), отримуємо

rotB(r, 𝑡) =
1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
D(r, 𝑡) +

4𝜋

𝑐
jext(r, 𝑡), (1.51)

де

𝐷𝑖(r, 𝑡) =

𝑡ˆ

−∞

𝑑𝑡′̂ 𝑑r′𝜀𝑖𝑗(r, r
′; 𝑡, 𝑡′)𝐸𝑗(r

′, 𝑡′), (1.52)

𝜀𝑖𝑗(r, r
′; 𝑡, 𝑡′) = 𝛿𝑖𝑗𝛿(r− r′)𝛿(𝑡− 𝑡′) + 4𝜋

𝑡ˆ

𝑡′

𝑑𝑡′′𝜎𝑖𝑗(r, r
′; 𝑡′′, 𝑡′). (1.53)

Тензор 𝜀𝑖𝑗(r, r′; 𝑡, 𝑡′) називають тензором дiелектричної проникностi.

Остаточно рiвняння Максвелла набувають вигляду

rotE(r, 𝑡) = −1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
B(r, 𝑡),

divB(r, 𝑡) = 0,

rotB(r, 𝑡) =
1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
D(r, 𝑡) +

4𝜋

𝑐
jext(r, 𝑡),

divD(r, 𝑡) = 4𝜋𝜌ext(r, 𝑡).

(1.54)

У випадку стацiонарної i просторово-однорiдної системи (це означає

також, що вона необмежена), залежнiсть тензорiв провiдностi i дiелектри­

чної проникностi вiд 𝑡 i 𝑡′ зводиться до залежностi вiд 𝑡− 𝑡′ ≡ 𝜏 i вiд рiзницi

координат r− r′ ≡ R. Це перетворює iнтеграли (1.50), (1.52) в просторово­

часовi згортки.
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Отже, зв’язок мiж фур’є-компонентами iндукцiї i поля (струму i поля)

стає алгебраїчним:

𝐷𝑖k𝜔 = 𝜀𝑖𝑗(k, 𝜔)𝐸𝑗k𝜔 , (1.55)

𝑗ind𝑖k𝜔 = 𝜎𝑖𝑗(k, 𝜔)𝐸𝑗k𝜔 , (1.56)

де

𝜀𝑖𝑗(k, 𝜔) =

∞̂

0

𝑑𝜏 𝑒𝑖𝜔𝜏
ˆ
𝑑R 𝑒−𝑖kR𝜀𝑖𝑗(R, 𝜏), (1.57)

i аналогiчна формула має мiсце для 𝜎𝑖𝑗(k, 𝜔). При цьому

𝜀𝑖𝑗(k, 𝜔) = 𝛿𝑖𝑗 +
4𝜋𝑖

𝜔
𝜎𝑖𝑗(k, 𝜔), (1.58)

а просторовi фур’є-компоненти польових величин визначаються спiввiдно­

шенням типу

Ek𝜔 =

∞̂

−∞

𝑑𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡
ˆ
𝑑r 𝑒−𝑖krE(r, 𝑡). (1.59)

Для зворотного перетворення Фур’є вiдповiдно маємо

E(r, 𝑡) =

∞̂

−∞

𝑑𝜔

2𝜋
𝑒−𝑖𝜔𝑡

ˆ
𝑑k

(2𝜋)3
𝑒𝑖krEk𝜔. (1.60)

Представлення (1.57) вказує на те, що 𝜀𝑖𝑗(k, 𝜔) (так само як i 𝜎𝑖𝑗(k, 𝜔))

є аналiтичною функцiєю у верхнiй пiвплощинi комплексної площини 𝜔,

оскiльки зi зростанням iнтервалу 𝜏 = 𝑡 − 𝑡′ вiдгук має слабшати, а отже,

iнтеграл буде збiжним при Im 𝜔 > 0. З урахуванням (1.60) система рiвнянь
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для електромагнiтного поля набуває вигляду

[kEk𝜔] =
𝜔

𝑐
Bk𝜔 ,

kBk𝜔 = 0 ,

[kBk𝜔] = −𝜔
𝑐
Dk𝜔 − 4𝜋𝑖

𝑐
jextk𝜔 ,

kDk𝜔 = −4𝜋𝑖𝜌extk𝜔 .

(1.61)

Виключивши з розгляду Bk𝜔 за допомогою першого рiвняння та вра­

хувавши (1.55), отримуємо наступну систему алгебраїчних рiвнянь для

фур’є-компонент електричного поля:

Λ𝑖𝑗(k, 𝜔)𝐸𝑗k𝜔 = −4𝜋𝑖

𝜔
𝑗ext𝑖k𝜔 , (1.62)

де

Λ𝑖𝑗(k, 𝜔) = 𝜀𝑖𝑗(k, 𝜔) − 𝑘2𝑐2

𝜔2

(︂
𝛿𝑖𝑗 −

𝑘𝑖𝑘𝑗
𝑘2

)︂
(1.63)

– дисперсiйний тензор, який мiстить всю iнформацiю про електромагнiтнi

властивостi системи. Зауважимо, що рiвняння (1.62) є загальними i можуть

бути використанi як для звичайної плазми, так i для запорошеної плазми i,

взагалi, для будь-яких iнших середовищ, якщо тензор провiдностi, який за­

дає дiелектричну проникнiсть, встановлює зв’язок мiж електричним полем

та повним iндукованим струмом в системi.

Формальний розв’язок (1.62) має вигляд

𝐸𝑖k𝜔 = −4𝜋𝑖

𝜔
Λ−1
𝑖𝑗 (k, 𝜔)𝑗ext𝑗k𝜔 , (1.64)

де Λ−1
𝑖𝑗 (k, 𝜔) – матриця, обернена до Λ𝑖𝑗(k, 𝜔), тобто Λ−1

𝑖𝑘 (k, 𝜔)Λ𝑘𝑗(k, 𝜔) = 𝛿𝑖𝑗

1.5.2 Описання плазми у квазiпотенцiальному наближеннi

У загальному випадку, окрiм поздовжнiх хвиль в iзотропному сере­

довищi, електричне поле має як потенцiальну, так i вихорову складову. З
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рiвнянь Максвелла (1.54) випливає, що електричне поле буде строго потенцi­

альним, якщо знехтувати скiнченнiстю швидкостi свiтла (𝑐 → ∞). Дiйсно,

у цьому наближеннi [9, п. 4.5]

rotE(r, 𝑡) = 0, B(r, 𝑡) ≡ 0, (1.65)

отже,

E(r, 𝑡) = −∇𝜙(r, 𝑡). (1.66)

Оскiльки швидкiсть свiтла скiнченна, то спiввiдношення (1.65) можуть

виконуватися лише наближено, причому, як це випливає з (1.54), воно буде

тим точнiше, чим меншою є величина 𝑅/(𝑐𝜏) (тут 𝑅 i 𝜏 – характерний

просторовий i часовий масштаби змiни електричного поля). Для хвиль за 𝑅

можна взяти довжину хвилi, а за 𝜏 – обернену частоту. Тодi умова малостi

вихрової частини набуває вигляду

𝜂 ≡ 𝑘𝑐

𝜔
≫ 1. (1.67)

В явному виглядi ця умова випливає з рiвнянь Максвелла у

k𝜔-представленнi (1.61).

Отже, якщо 𝜂 ≫ 1 (фазова швидкiсть хвилi значно менша за швид­

кiсть свiтла), то система рiвнянь (1.61) зводиться до одного рiвняння:

kDk𝜔 = −4𝜋𝑖𝜌extk𝜔 . (1.68)

З урахуванням (1.66) 𝐸𝑖k𝜔 = −𝑖𝑘𝑖𝜙k𝜔 маємо

𝑘2𝜀(k, 𝜔)𝜙k𝜔 = 4𝜋𝜌extk𝜔 , (1.69)

де

𝜀(k, 𝜔) =
𝑘𝑖𝑘𝑗
𝑘2

𝜀𝑖𝑗(k, 𝜔) (1.70)

– поздовжня частина тензора дiелектричної проникностi.
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Таким чином,

𝜙k𝜔 =
4𝜋𝜌extk𝜔

𝑘2𝜀(k, 𝜔)
. (1.71)

Порiвнявши (1.71) з фур’є-компонентою заданого розподiлу заряду у

вакуумi

𝜙k =
4𝜋𝜌extk

𝑘2
, (1.72)

доходимо висновку, що величина 𝜀(k, 𝜔), яку називають функцiєю дiеле­

ктричного вiдгуку, вiдiграє ту саму роль, що i дiелектрична константа в

електростатицi, тобто показує на скiльки послаблюється поле, створене за­

рядом у середовищi, порiвняно з вакуумом. Але в середовищi з просторовою

i часовою дисперсiєю ця функцiя залежить вiд частоти i хвильового вектора.

З рiвнянь (1.69), (1.71) випливає, що дисперсiйне рiвняння для квазi­

потенцiальних хвиль (умова iснування вiльного електричного поля) набуває

вигляду

𝜀(k, 𝜔) = 0. (1.73)

Розв’язок цього рiвняння вiдносно частоти 𝜔(k) при дiйсному k ма­

тиме вигляд

𝜔(k) = 𝜔k + 𝑖𝛾k , (1.74)

де 𝜔k – власна частота хвилi. Величина 𝛾k залежно вiд її знака називається

декрементом, якщо 𝛾k < 0, або iнкрементом, якщо 𝛾k > 0. Знак 𝛾k свiдчить

про характер еволюцiї хвильового збурення.

Очевидно, що хвильовi процеси будуть добре вираженими, якщо

|𝛾k| ≪ 𝜔k. Це можливо, зокрема, за умови |Im 𝜀(k, 𝜔)| набагато менше

|Re 𝜀(k, 𝜔)|, адже, як вiдомо, поглинання електромагнiтних хвиль у середо­

вищi пов’язане з уявною частиною дiелектричної проникностi. Такi областi
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частот i хвильових векторiв називають областями прозоростi. В цих обла­

стях рiвняння для власної частоти має вигляд

Re 𝜀(k, 𝜔k) = 0. (1.75)

Для декременту (iнкременту) вiдповiдно маємо

𝛾k = − Im 𝜀(k, 𝜔k)

𝜕Re 𝜀(k, 𝜔)

𝜕𝜔

⃒⃒
𝜔k

. (1.76)

Щодо вектора поляризацiї квазiпотенцiальних хвиль, то вiн завжди

спрямований вздовж хвильового вектора. Це випливає з потенцiального ха­

рактеру поля (1.66). Отриманi формули можна використовувати для опису

квазiпотенцiальних хвиль у будь-яких середовищах iз просторовою i часо­

вою дисперсiєю. У данiй роботi ми будемо їх застосовувати як для звичайної,

так i для запорошеної плазми.

1.6 Кiнетична теорiя плазми як складова теорiї запороше­
ної плазми

Опис запорошеної плазми, очевидно, базується на пiдходах i понят­

тя, якi були розвиненi для звичайної плазми. В цьому пiдроздiлi будуть

наведенi основнi положення кiнетичної теорiї плазми [9], якi необхiднi для

подальшого застосування в теоретичних дослiдженнях запорошеної плазми.

З одного боку вони лежать в основi теорiї електромагнiтних процесiв у се­

редовищах з просторовою i часовою дисперсiєю, а з iншого боку можуть

слугувати основою для побудови узагальнення, придатного для описання

запорошеної плазми.

1.6.1 Кiнетичне рiвняння

Кiнетичне рiвняння i ланцюжок рiвнянь Боголюбова – Борна – Грiна

– Кiрквуда – Iвона (ББГКI) для звичайної плазми можуть бути отриманi на

основi загальної статистичної теорiї (див. наприклад [82–84]), але оскiльки
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iєрархiю рiвнянь ББГКI для запорошеної плазми значно зручнiше формулю­

вати на основi рiвнянь для мiкроскопiчної фазової густини (див. п. 1.7), то

i для звичайної плазми ми будемо використовувати саме цей пiдхiд [85–87].

Вираз для мiкроскопiчної фазової густини частинок сорту 𝛼 має вигляд

𝑁𝛼(𝑋, 𝑡) =

𝑁𝛼∑︁
𝑖=1

𝛿(𝑋 −𝑋𝑖𝛼(𝑡)), (1.77)

де 𝑋 ≡ (r,v), 𝑋𝑖𝛼(𝑡) ≡ (r𝑖𝛼(𝑡),v𝑖𝛼(𝑡)) – фазова траєкторiя, 𝑁𝛼 у верхнiй

межi суми – кiлькiсть частинок.

У потенцiальному наближеннi (𝑐→ ∞), фазова траєкторiя вiдповiдної

частинки визначається рiвняннями руху

𝑑r𝑖𝛼(𝑡)

𝑑𝑡
= v𝑖𝛼(𝑡),

𝑑v𝑖𝛼(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eм(r𝑖𝛼(𝑡), 𝑡),
(1.78)

де Eм(r, 𝑡) – мiкроскопiчне електричне поле в системi.

Мiкроскопiчна густини задовольняє рiвняння{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eм(r, 𝑡)
𝜕

𝜕v

}︂
𝑁𝛼(𝑋, 𝑡) = 0, (1.79)

де Fext
𝛼 – зовнiшнi сили, якi дiють на частинки.

Мiкроскопiчне поле складається з полiв окремих частинок

Eм(r, 𝑡) = −
∑︁
𝛼′=𝑒,𝑖

𝑒𝛼′
𝜕

𝜕r

ˆ
𝑑𝑋 ′𝑁𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)

|r− r′|
. (1.80)

Пiдставивши (1.80) у (1.79) i ввiвши позначення

𝑉𝛼𝛼′(𝑋,𝑋 ′) =
𝑒𝛼𝑒𝛼′

𝑚𝛼

𝜕

𝜕r

1

|r− r′|
𝜕

𝜕v
,

отримуємо
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⎧⎨⎩ 𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v
−
∑︁
𝛼′=𝑒,𝑖

ˆ
𝑑𝑋 ′𝑉𝛼𝛼′(𝑋,𝑋 ′)𝑁𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)

⎫⎬⎭𝑁𝛼(𝑋, 𝑡) = 0.

(1.81)

Усереднена за ансамблем мiкроскопiчна фазова густина

⟨𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)⟩ = 𝑛𝛼𝑓𝛼(𝑋, 𝑡),

де 𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) – одночастинкова функцiя розподiлу. Тодi, пiсля усереднення за

ансамблем, (1.81) зводиться до

{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v

}︂
𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) =

=
1

𝑛𝛼

∑︁
𝛼′=𝑒,𝑖

ˆ
𝑑𝑋 ′𝑉𝛼𝛼′(𝑋,𝑋 ′)⟨𝑁𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)⟩. (1.82)

Враховуючи, що

⟨𝑁𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)⟩ = ⟨𝑁𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)⟩⟨𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)⟩ + ⟨𝛿𝑁𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)𝛿𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)⟩

маємо⎧⎨⎩ 𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v
−
∑︁
𝛼′=𝑒,𝑖

𝑛𝛼′

ˆ
𝑑𝑋 ′𝑉𝛼𝛼′(𝑋,𝑋 ′)𝑓𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)

⎫⎬⎭ 𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) =

=
1

𝑛𝛼

∑︁
𝛼′=𝑒,𝑖

ˆ
𝑑𝑋 ′𝑉𝛼𝛼′(𝑋,𝑋 ′)⟨𝛿𝑁𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)𝛿𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)⟩. (1.83)

Використаємо явний вигляд

⟨𝛿𝑁𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)𝛿𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)⟩ = 𝑛𝛼𝑓𝛼(𝑋, 𝑡)𝛿(𝑋 −𝑋 ′)𝛿𝛼𝛼′ + 𝑛𝛼𝑛𝛼′𝐺𝛼𝛼′(𝑋,𝑋 ′, 𝑡),

де

𝐺𝛼𝛼′(𝑋,𝑋 ′, 𝑡) = 𝑓𝛼𝛼′(𝑋,𝑋 ′, 𝑡) − 𝑓𝛼(𝑋, 𝑡)𝑓𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)
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– бiнарна кореляцiйна функцiя i 𝑓𝛼𝛼′(𝑋,𝑋 ′, 𝑡) – двочастинкова функцiя

розподiлу. Тодi, рiвняння (1.83) набуває стандартного вигляду першого рiв­

няння ланцюжка ББГКI{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

E(r, 𝑡)
𝜕

𝜕v

}︂
𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) = 𝐼𝛼, (1.84)

де

E(r, 𝑡) = −
∑︁
𝛼′=𝑒,𝑖

𝑒𝛼′𝑛𝛼′
𝜕

𝜕r

ˆ
𝑑𝑋 ′𝑓

′
𝛼(𝑋 ′, 𝑡)

|r− r′|

– самоузгоджене електричне поле,

𝐼𝛼 =
𝑒𝛼
𝑚𝛼

∑︁
𝛼′=𝑒,𝑖

𝑒𝛼′𝑛𝛼′

ˆ
𝑑𝑋 ′ 𝜕

𝜕r

1

|r− r′|
𝜕

𝜕v
𝐺𝛼𝛼′(𝑋,𝑋 ′, 𝑡) (1.85)

iнтеграл зiткнень.

Розрахунок кореляцiйної функцiї 𝐺𝛼𝛼′(𝑋,𝑋 ′, 𝑡) або

⟨𝛿𝑁𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)𝛿𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)⟩ можна здiйснити на основi ланцюжка рiвнянь ББГКI

або на основi кiнетичного рiвняння для вищих моментiв флуктуацiй [85–87].

В результатi ми отримаємо iнтеграли зiткнень Боголюбова – Балеску –

Ленарда, або, знехтувавши динамiкою поля, iнтеграл зiткнень Ландау. Iн­

теграл зiткнень 𝐼𝛼 ≡
∑︀

𝛼′ 𝐼𝛼𝛼′{𝑓𝛼, 𝑓𝛼′}, а фiгурнi дужки означають, що 𝐼𝛼𝛼′

є функцiоналом вiд функцiї розподiлу 𝑓𝛼(v) та 𝑓𝛼′(v′).

Будемо шукати розв’язок для функцiї розподiлу у виглядi

𝑓𝛼(r,v, 𝑡) = 𝑓0𝛼(r,v, 𝑡) + 𝛿𝑓𝛼(r,v, 𝑡). (1.86)

Тут 𝑓0𝛼(r,v, 𝑡) – незбурена функцiя розподiлу, яка встановлюється в

плазмi пiд дiєю зовнiшнього поля Fext
𝛼 i задовольняє рiвняння{︃

𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v

}︃
𝑓0𝛼(r,v, 𝑡) =

∑︁
𝛼′

𝐼𝛼𝛼′{𝑓0𝛼, 𝑓0𝛼′} , (1.87)
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а збурення функцiї розподiлу 𝛿𝑓𝛼(r,v, 𝑡) пов’язане iз самоузгодженим еле­

ктромагнiтним полем. У рамках лiнiйного наближення будемо вважати

⃒⃒
𝛿𝑓𝛼(r,v, 𝑡)

⃒⃒
≪ 𝑓0𝛼(r,v, 𝑡).

За цiєї умови рiвняння для 𝛿𝑓𝛼(r,v, 𝑡), яке отримуємо лiнеаризацiєю

(1.84) пiсля вiднiмання вiд нього (1.87), набуває вигляду{︃
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v

}︃
𝛿𝑓𝛼(r,v, 𝑡) +

𝑒𝛼
𝑚𝛼

E(r, 𝑡)
𝜕𝑓0𝛼(r,v, 𝑡)

𝜕v
= 𝛿𝐼𝛼 , (1.88)

де 𝛿𝐼𝛼 – лiнеаризований за збуреннями функцiй розподiлу 𝛿𝑓𝛼(r,v, 𝑡) та

𝛿𝑓𝛼′(r,v′, 𝑡) iнтеграл зiткнень 𝐼𝛼:

𝛿𝐼𝛼 =
∑︁
𝛼′

(𝐼𝛼𝛼′{𝑓0𝛼, 𝛿𝑓𝛼′} + 𝐼𝛼𝛼′{𝛿𝑓𝛼, 𝑓0𝛼′}) .

1.6.2 Функцiя дiелектричного вiдгуку для плазми без зi­
ткнень

Розрахунки функцiї дiелектричного вiдгуку розпочнемо з найпростi­

шого випадку беззiткненної плазми (впливом зiткнень можна знехтувати).

В цьому випадку рiвняння для збурення функцiї розподiлу у потенцiально­

му наближеннi (1.88) набуває вигляду{︃
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v

}︃
𝛿𝑓𝛼(r,v, 𝑡) = − 𝑒𝛼

𝑚𝛼
E(r, 𝑡)

𝜕𝑓0𝛼(r,v, 𝑡)

𝜕v
. (1.89)

Формальний розв’язок рiвняння (1.89) у загальному випадку можна

побудувати у виглядi [9, п. 5.2], [88]

𝛿𝑓𝛼(r,v, 𝑡) = − 𝑒𝛼
𝑚𝛼

𝑡ˆ

−∞

𝑑𝑡′̂ 𝑑𝑋 ′𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′)E(r′, 𝑡′)
𝜕𝑓0𝛼(𝑋 ′, 𝑡′)

𝜕v′ , (1.90)
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де 𝑋 ≡ (r,v) i 𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′) задовольняє рiвняння{︃
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v

}︃
𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′) = 0 (1.91)

з початковою умовою

𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡′, 𝑡′) = 𝛿(𝑋 −𝑋 ′). (1.92)

У правильностi розв’язку (1.90) можна переконатися його пiдстанов­

кою у (1.89). За своїм змiстом рiвняння (1.91) описує еволюцiю функцiї

розподiлу у беззiткненнiй системi невзаємодiючих частинок (в ньому вiд­

сутнi як самоузгоджене поле, так i iнтеграл зiткнень). З урахуванням

початкової умови (1.92) можна зробити висновок, що ця величина є не що

iнше, як густина ймовiрностi переходу частинки з точки 𝑋 ′ в точку 𝑋 за

час 𝑡 − 𝑡′ без урахування взаємодiї з iншими частинками [88, 89].

Представлення лiнеаризованого розв’язку рiвняння Власова у виглядi

(1.90) має ту перевагу, що воно дає можливiсть отримати загальнi вирази

для iндукованих величин – струмiв i зарядiв, не вдаючись у деталi динамiки

частинок, обумовлених наявнiстю полiв, неоднорiдностi i нестацiонарно­

стi системи, наявностi межових поверхонь тощо. Цi деталi враховуються

спецiальним виглядом ймовiрностi переходу 𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′) та незбуреного

розподiлу 𝑓0𝛼(r,v, 𝑡) для кожного окремого випадку.

Вираз для густини iндукованого заряду має вигляд

𝜌ind𝛼 (r, 𝑡) = 𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑v𝛿𝑓𝛼(r,v, 𝑡) =

= −𝑒
2
𝛼𝑛𝛼
𝑚𝛼

𝑡ˆ

−∞

𝑑𝑡′̂ 𝑑v

ˆ
𝑑𝑋 ′𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′)E(r′, 𝑡′)

𝜕𝑓0𝛼(𝑋 ′, 𝑡′)

𝜕v′ . (1.93)

Якщо система стацiонарна, тобто зовнiшнi поля не залежать вiд часу,

то 𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′) = 𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡− 𝑡′), 𝑓0𝛼(𝑋, 𝑡) = 𝑓0𝛼(𝑋), i можна виконати

перетворення Фур’є вiдгуку (1.93) за часовою змiнною. Якщо система є ще
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й просторово однорiдною (це означає, що вона має бути необмеженою), то

ймовiрнiсть переходу залежить вiд рiзницi координат, що дає можливiсть пе­

рейти до опису в термiнах просторо-часового фур’є-представлення. Дiйсно,

поклавши E = −∇𝜙(r), з (1.93) отримуємо

𝜌ind𝛼k𝜔 = 𝑖
𝑒2𝛼𝑛𝛼
𝑚𝛼

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′𝑊𝛼k𝜔(v,v′)k

𝜕𝑓0𝛼(v′)

𝜕v′ 𝜙k𝜔 , (1.94)

де

𝑊𝛼k𝜔(v,v′) =

∞̂

0

𝑑𝜏𝑒𝑖𝜔𝜏
ˆ
𝑑R 𝑒−𝑖kR𝑊𝛼(v,v′,R, 𝜏), R = r− r′, 𝜏 = 𝑡− 𝑡′,

(1.95)

що пiсля пiдстановки в рiвняння Пуассона

− 𝑘2𝜙k𝜔 = −4𝜋𝜌extk𝜔 − 4𝜋
∑︁
𝛼

𝜌ind𝛼k𝜔 (1.96)

приводить до (1.71), де 𝜀(k, 𝜔) визначається формулою [9, п. 5.3], [89]

𝜀(k, 𝜔) = 1 − 𝑖
∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝜔2
𝑝𝛼

𝑘2

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′𝑊𝛼k𝜔(v,v′)k

𝜕𝑓0𝛼(v′)

𝜕v′ . (1.97)

У випадку беззiткненної плазми розрахунок вiдгуку суттєво полег­

шується ще й тим, що рiвняння для 𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′) (1.91) є лiнiйним

рiвнянням першого порядку в частинних похiдних, розв’язок якого можна

легко побудувати, скориставшись теоремою Ковалевської. Згiдно цiєї теоре­

ми, розв’язком рiвняння типу (1.91) є довiльна функцiя вiд характеристик

системи. Беручи до уваги початкову умову (1.92), яка визначає вигляд фун­

кцiї, а також ту обставину, що рiвняння для характеристик збiгаються з

рiвняннями руху частинок у заданому силовому полi Fext
𝛼 (r, 𝑡)

𝑑r = v𝑑𝑡,

𝑑v =
Fext

𝛼

𝑚𝛼
𝑑𝑡,

(1.98)
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розв’язок рiвняння (1.91) з початковою умовою (1.92) можна записати у

виглядi

𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′) = 𝛿
(︀
𝑋 −𝑋(𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′)

)︀
= 𝛿
(︀
𝑋 −𝑋 ′ − ∆𝑋(𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′)

)︀
, (1.99)

де ∆𝑋(𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′) ≡ [∆r(𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′),∆v(𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′)] – змiщення частинки у фазово­

му просторi в процесi її руху у зовнiшньому силовому полi.

Очевидно, що при 𝑡 = 𝑡′ ∆𝑋(𝑋 ′; 𝑡′, 𝑡′) = 0, а пряма пiдстановка

(1.99) у (1.91) показує, що з урахуванням рiвняння руху (1.98) величина

𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡, 𝑡′) дiйсно є розв’язком рiвняння (1.91). Iншими словами, ймовiр­

нiсть переходу можна вважати вiдомою величиною, якщо ми знаємо фазову

траєкторiю частинки у зовнiшньому полi (якщо таке присутнє).

Якщо зовнiшнi поля вiдсутнi, тобто Fext
𝛼 = 0, вираз для 𝜀(k, 𝜔) можна

суттєво спростити [9, п. 5.4]. В цьому випадку ймовiрнiсть переходу має

дуже простий вигляд. У вiдповiдностi з (1.99) це є 𝛿-функцiя, аргументом

якої є фазова траєкторiя вiльного руху частинки

𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = 𝛿(r− r′ − v𝜏)𝛿(v − v′), (1.100)

а отже, з (1.95) маємо

𝑊𝛼k𝜔(v,v′) = 𝛿(v − v′)

∞̂

0

𝑑𝜏𝑒𝑖(𝜔 − kv)𝜏 . (1.101)

Оскiльки нас цiкавить випадок 𝜏 > 0, регуляризацiя цього представ­

лення досягається замiною 𝜔 → 𝜔 + 𝑖0, i

𝑊𝛼k𝜔(v,v′) =
𝑖𝛿(v − v′)

𝜔 − kv + 𝑖0
. (1.102)

З урахуванням (1.102), функцiя дiелектричного вiдгуку (1.97) для пла­

зми без зiткнень має вигляд

𝜀(k, 𝜔) = 1 +
∑︁
𝛼

𝜔2
𝑝𝛼

𝑘2

ˆ
𝑑v

k𝜕𝑓0𝛼(v)
𝜕v

𝜔 − kv + 𝑖0
. (1.103)
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Розглянемо далi плазму, помiщену у зовнiшнє магнiтне поле B0 =

(0, 0, 𝐵0) [9, п. 5.5]. У цьому випадку ймовiрнiсть переходу задовольняє рiв­

няння (1.91) {︃
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

[vB0]
𝜕

𝜕v

}︃
𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = 0 (1.104)

з початковою умовою (1.92).

Розв’язок цього рiвняння дається виразом (1.99). При цьому аргумен­

том 𝛿-функцiї є траєкторiя руху частинки у зовнiшньому магнiтному полi

B0, тобто

𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = 𝛿

(︂
𝑥− 𝑥′ − 1

Ω𝛼

[︀
𝑣′𝑥 sin Ω𝛼𝜏 + 𝑣′𝑦(1 − cos Ω𝛼𝜏)

]︀)︂
×

× 𝛿

(︂
𝑦 − 𝑦′ − 1

Ω𝛼

[︀
−𝑣′𝑥(1 − cos Ω𝛼𝜏) + 𝑣′𝑦 sin Ω𝛼𝜏

]︀)︂
𝛿(𝑧 − 𝑧′ − 𝑣𝑧𝜏)×

× 𝛿
(︀
𝑣𝑥 − 𝑣′𝑥 cos Ω𝛼𝜏 − 𝑣′𝑦 sin Ω𝛼𝜏

)︀
×

× 𝛿 (𝑣𝑦 + 𝑣′𝑥 sin Ω𝛼𝜏 − 𝑣𝑦 cos Ω𝛼𝜏) 𝛿(𝑣𝑧 − 𝑣′𝑧), (1.105)

де Ω𝛼 = 𝑒𝛼𝐵0/𝑐𝑚𝛼 – циклотронна частота.

Оскiльки в (1.97) входить iнтеграл за швидкостями вiд 𝑊𝛼k𝜔(v,v′), то

нас цiкавитиме величина

𝑊𝛼k𝜔(v′) =

ˆ
𝑑v𝑊𝛼k𝜔(v,v′) =

=

∞̂

0

𝑑𝜏 exp

{︂
−𝑖k⊥

Ω𝛼
(v′

⊥ sin Ω𝛼𝜏 + [v⊥e𝑧](1 − cos Ω𝛼𝜏))

}︂
exp [𝑖(𝜔 − 𝑘𝑧𝑣

′
𝑧)𝜏 ] .

(1.106)

Тут e𝑧 – одиничний орт осi 𝑧.
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Перепозначимо далi v′ на v i введемо кути 𝜙𝑘 i 𝜙𝑣, якi задають напрям­

ки векторiв k⊥ i v⊥ вiдносно осi 𝑥. Тодi (1.106) можна переписати у виглядi

𝑊𝛼k𝜔(v) = 𝑖
∞∑︁

𝑛=−∞

∞∑︁
𝑚=−∞

𝐽𝑛

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂
𝐽𝑚

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂
exp [−𝑖(𝑛−𝑚)(𝜙𝑘 − 𝜙𝑣)]

𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝑧 − 𝑛Ω𝛼 + 𝑖0
,

(1.107)

де 𝐽𝑛(𝑥) – функцiя Беселя 𝑛-го порядку.

Будемо вважати, що 𝑓0𝛼(v) залежить лише вiд 𝑣𝑧 i 𝑣⊥, тобто

𝑓0𝛼(v) ≡ 𝑓0𝛼(𝑣⊥, 𝑣𝑧). (1.108)

Тодi [83, с. 56]

𝜀(k, 𝜔) = 1 +
∑︁
𝛼

∑︁
𝑛

𝜔2
𝑝𝛼

𝑘2

ˆ
𝑑v

𝑛Ω𝛼

𝑣⊥

𝜕𝑓0𝛼(v)

𝜕𝑣⊥
+ 𝑘𝑧

𝜕𝑓0𝛼(v)

𝜕𝑣𝑧
𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝑧 − 𝑛Ω𝛼 + 𝑖0

𝐽2
𝑛

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂
. (1.109)

1.6.3 Вплив зiткнень на дiелектричнi характеристики пла­
зми (модельний опис)

Побудова розв’язкiв кiнетичних рiвнянь (1.84) з iнтегралом зiткнень

Боголюбова – Балеску – Ленарда є складною задачею. Тому для спрощення

далi будемо використовувати модельний iнтеграл зiткнень, а саме простий

iнтеграл зiткнень Батнагара – Гросcа – Крука (БГК) [90], який пiдходить

для опису зiткнень заряджених частинок iз нейтральними у випадку слаб­

коiонiзованої плазми [91]

𝐼𝛼 = −𝜈𝛼
[︂
𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) − Φ𝛼(v)

ˆ
𝑑v𝑓𝛼(𝑋, 𝑡)

]︂
, (1.110)

де 𝜈𝛼 – частота зiткнень заряджених частинок сорту 𝛼 iз нейтральними,

Φ𝛼(v) – функцiя розподiлу, до якої релаксує 𝑓𝛼(𝑋, 𝑡), тобто розподiл Ма­

ксвелла (1.9). Таким чином, iнтеграл зiткнень БГК описує релаксацiю до

локального максвеллiвського розподiлу 𝑓0𝛼(v) без урахування збурень гiдро­

динамiчної швидкостi i температури, враховуючи, однак, локальне збурення

густини частинок.
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У цьому спрощеному випадку, отриманий вище вирази (1.97) для

функцiї дiелектричного вiдгуку 𝜀(k, 𝜔) в термiнах ймовiрностей переходу

𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡 − 𝑡′) залишається в силi, з тiєю рiзницею, що ймовiрнiсть пе­

реходу має розраховуватися не на основi беззiткненного рiвняння (1.91), а

на основi рiвняння, яке випливає з (1.88) i у випадку просторово-однорiдної

стацiонарної плазми набуває вигляду [9, п. 5.6]{︃
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v

}︃
𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) =

= −𝜈𝛼
{︂
𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) − 𝑓0𝛼(v)

ˆ
𝑑v𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏)

}︂
. (1.111)

Якщо знехтувати другим доданком у правiй частинi (1.111), то

розв’язок такого редукованого рiвняння ̃︁𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) має вигляд

̃︁𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = 𝑒−𝜈𝛼𝜏𝑊 (0)
𝛼 (𝑋,𝑋 ′; 𝜏), (1.112)

де 𝑊 (0)
𝛼 (𝑋,𝑋 ′; 𝜏) – розв’язок вiдповiдного беззiткненного рiвняння, тобто

рiвняння (1.91).

Перепишемо далi (1.111) в еквiвалентному виглядi:

𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) = ̃︁𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) + 𝜈𝛼

𝜏ˆ

0

𝑑𝜏 ′̂ 𝑑𝑋 ′′̃︁𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′′; 𝜏 − 𝜏 ′)×

× 𝑓0𝛼(v′′)

ˆ
𝑑v𝑊𝛼(r′′,v, 𝑋 ′; 𝜏 ′), (1.113)

яке випливає з рiвняння (1.91), якщо другий доданок в його правiй частинi

формально розглядати як зовнiшнє поле. Перейдемо до k𝜔-представлення:

𝑊𝛼k𝜔(v,v′) = ̃︁𝑊𝛼k𝜔(v,v′) + 𝜈𝛼

ˆ
𝑑v′′̃︁𝑊𝛼k𝜔(v,v′′)𝑓0𝛼(v′′)

ˆ
𝑑v𝑊𝛼k𝜔(v,v′).

(1.114)
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Виконавши iнтегрування (1.114) за швидкостями, знаходимо

ˆ
𝑑v𝑊𝛼k𝜔(v,v′) = =

ˆ
𝑑ṽ︁𝑊𝛼k𝜔(v,v′)

[︂
1 − 𝜈𝛼

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′̃︁𝑊𝛼k𝜔(v,v′)𝑓0𝛼(v′)

]︂−1

.

(1.115)

В k𝜔-представленнi розв’язок цього рiвняння, як легко переконатися, на­

буває вигляду

𝑊𝛼k𝜔(v,v′) = ̃︁𝑊𝛼k𝜔(v,v′) +
𝜈𝛼
´
𝑑v′′̃︁𝑊𝛼k𝜔(v,v′′)𝑓0𝛼(v′′)

´
𝑑ṽ︁𝑊𝛼k𝜔(v,v′)

1 − 𝜈𝛼
´
𝑑v

´
𝑑v′̃︁𝑊𝛼k𝜔(v,v′)𝑓0𝛼(v′)

,

(1.116)

де ̃︁𝑊𝛼k𝜔(v,v′) = 𝑊
(0)
𝛼k𝜔+𝑖𝜈𝛼

(v,v′).

Таким чином, у випадку просторово-однорiдної стацiонарної плазми

розв’язки рiвняння (1.111) можна знайти, якщо знати ймовiрнiсть переходу

для вiдповiдної беззiткненної системи. Наприклад, за вiдсутностi зовнiшнiх

полiв

̃︁𝑊𝛼k𝜔(v,v′) =
𝑖𝛿(v − v′)

𝜔 − kv + 𝑖𝜈𝛼
(1.117)

i

𝑊𝛼k𝜔(v,v′) =
𝑖𝛿(v − v′)

𝜔 − kv + 𝑖𝜈𝛼
−

− 𝜈𝛼𝑓0𝛼(v)

(𝜔 − kv + 𝑖𝜈𝛼)(𝜔 − kv′ + 𝑖𝜈𝛼)

[︂
1 − 𝑖𝜈𝛼

ˆ
𝑑v

𝑓0𝛼(v)

𝜔 − kv + 𝑖𝜈𝛼

]︂−1

. (1.118)

Пiдстановка (1.118) в (1.97) дає

𝜀(k, 𝜔) = 1+
∑︁
𝛼

𝜔2
𝑝𝛼

𝑘2

ˆ
𝑑v

k𝜕𝑓0𝛼(v)
𝜕v

𝜔 − kv + 𝑖𝜈𝛼

[︂
1 − 𝑖𝜈

ˆ
𝑑v

𝑓0𝛼(v)

𝜔 − kv + 𝑖𝜈𝛼

]︂−1

. (1.119)

Якщо плазма iзотропна, тобто 𝑓0𝛼(v) = 𝑓0𝛼(𝑣), то використовуючи (1.70),

можна показати [9], що вираз для поздовжньої дiелектричної проникностi

𝜀𝐿(𝑘, 𝜔) збiгається з (1.119).
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Неважко показати, що у випадку магнiтоактивної плазми (див.

(1.107))

̃︁𝑊𝛼k𝜔(v) =

ˆ
𝑑v′̃︁𝑊𝛼k𝜔(v′,v) =

= 𝑖
∞∑︁

𝑛=−∞

∞∑︁
𝑚=−∞

𝐽𝑛

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂
𝐽𝑚

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂
𝑒−𝑖(𝑛−𝑚)(𝜙𝑘 − 𝜙𝑣)

𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝑧 − 𝑛Ω𝛼 + 𝑖𝜈𝛼
. (1.120)

Отже, за умови 𝑓0𝛼(v) = 𝑓0𝛼(𝑣⊥, 𝑣𝑧) отримуємо

𝜀(k, 𝜔) = 1 +
∑︁
𝛼

𝜔2
𝑝𝛼

𝑘2

∑︁
𝑛

ˆ
𝑑v𝐽2

𝑛

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂𝑛Ω𝛼

𝑣⊥

𝜕𝑓0𝛼(v)

𝜕𝑣⊥
+ 𝑘𝑧

𝜕𝑓0𝛼(v)

𝜕𝑣𝑧
𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝑧 − 𝑛Ω𝛼 + 𝑖𝜈𝛼

×

×

[︃
1 − 𝑖𝜈𝛼

∑︁
𝑛

ˆ
𝑑v𝐽2

𝑛

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂
𝑓0𝛼(v)

𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝑧 − 𝑛Ω𝛼 + 𝑖𝜈𝛼

]︃−1

. (1.121)

Для подальших розрахункiв потрiбно знати явний вигляд незбуреної

функцiї розподiлу 𝑓0𝛼(v).

1.6.4 Iонно-звуковi хвилi

Розглянемо квазiрiвноважну (неiзотермiчну) беззiткненну плазму. В

цьому випадку незбурена функцiя розподiлу є розподiлом Максвелла (1.9).

Тодi функцiя дiелектричного вiдгуку (1.103) має вигляд [9, п. 6.1]

𝜀(k, 𝜔) = 1 −
∑︁
𝛼

𝑘2𝐷𝛼

𝑘2

(︂
𝑚𝛼

2𝜋𝑇𝛼

)︂1/2̂

𝑑𝑣‖
𝑘𝑣‖ 𝑒

−𝑚𝛼𝑣
2
‖

2𝑇𝛼

𝜔 − 𝑘𝑣‖ + 𝑖0
(1.122)

або

𝜀(k, 𝜔) = 1 +
∑︁
𝛼

𝑘2𝐷𝛼

𝑘2
𝑊

(︂
𝜔

𝑘𝑣𝑇𝛼

)︂
, (1.123)

де

𝑊 (𝑧) =
1√
2𝜋

∞̂

−∞

𝑑𝑥
𝑥𝑒−𝑥2/2

𝑥− 𝑧 − 𝑖0
. (1.124)
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Функцiя 𝑊 (𝑧) називається плазмовою дисперсiйною функцiєю [83,

с. 59]. Представлення (1.124) задає функцiю 𝑊 (𝑧) при дiйсних значеннях

𝑧. Аналiтичне продовження цiєї функцiї на всю комплексну площину 𝑧 дає

𝑊 (𝑧) =
1√
2𝜋

∞ 

−∞

𝑑𝑥
𝑥 𝑒−𝑥2/2

𝑥− 𝑧
+ 𝑖

√︂
𝜋

2
𝑧 𝑒−𝑧2/2. (1.125)

При великих 𝑧

𝑊 (𝑧) = − 1

𝑧2
− 3

𝑧4
− · · · − (2𝑛− 1)!!

𝑧2𝑛
− · · · + 𝑖

√︂
𝜋

2
𝑧𝑒−𝑧2/2. (1.126)

𝑊 (𝑧) можна також подати в представленнi:

𝑊 (𝑧) = 1 − 𝑧𝑒−𝑧2/2

𝑧ˆ

0

𝑑𝑦 𝑒𝑦
2/2 + 𝑖

√︂
𝜋

2
𝑧 𝑒−𝑧2/2, (1.127)

або

𝑊 (𝑧) = 1 + 𝑖

√︂
𝜋

2
𝑧𝑒−𝑧2/2

[︂
1 + erf

(︂
𝑖𝑧√

2

)︂]︂
, (1.128)

де

erf(𝑧) =
2√
𝜋

𝑧ˆ

0

𝑒−𝑡2𝑑𝑡 (1.129)

є iнтегралом ймовiрностi або функцiєю похибок. Вона визначена для всiх

комплексних 𝑧.

Розклад дiйсної частини в ряд Тейлора дає

𝑊 (𝑧) = 1 − 𝑧2 +
𝑧4

3
− . . .+

(−1)𝑛𝑧2𝑛

(2𝑛− 1)!!
+ 𝑖

√︂
𝜋

2
𝑧𝑒−𝑧2/2. (1.130)

Проведемо далi аналiз дисперсiйного рiвняння (1.73) з функцiєю дi­

електричного вiдгуку (1.123) для випадку квазiрiвноважної (неiзотермiчної)

плазми, таким чином дослiдимо поширення поздовжнiх хвиль у такiй пла­

змi.
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Розглянемо випадок промiжних частот [9, п. 6.3]

𝑘𝑣𝑇𝑖 ≪ 𝜔 ≪ 𝑘𝑣𝑇𝑒. (1.131)

З урахуванням розкладiв (1.126) (1.130) отримуємо

Re 𝜀(k, 𝜔) = 1 −
𝜔2
𝑝𝑖

𝜔2
+
𝑘2𝐷𝑒

𝑘2
, (1.132)

i наближене дисперсiйне рiвняння Re 𝜀(k, 𝜔) = 0 (1.75) дає

𝜔2
k =

𝜔2
𝑝𝑖

1 + 𝑘2𝐷𝑒/𝑘
2
. (1.133)

У короткохвильовiй областi (𝑘 ≫ 𝑘𝐷𝑒)

𝜔k = 𝜔𝑝𝑖, (1.134)

а при 𝑘 ≪ 𝑘𝐷𝑒

𝜔k = 𝑣𝑠𝑘, (1.135)

де 𝑣𝑠 =
√︀
𝑇𝑒/𝑚𝑖 – iонно-звукова швидкiсть.

Щодо декременту згасання низькочастотних поздовжнiх хвиль, то йо­

го можна розрахувати за допомогою формули (1.76)

𝛾k = −
√︂
𝜋

8

𝜔3
k

𝜔2
𝑝𝑖

𝑘2𝐷𝑒

𝑘2
𝜔k

𝑘𝑣𝑇𝑒

[︃
𝑒
−

𝜔2
k

2𝑘2𝑣2𝑇𝑒 +

(︂
𝑇𝑒
𝑇𝑖

)︂3/2(︂
𝑚𝑖

𝑚𝑒

)︂1/2

𝑒
−

𝜔2
k

2𝑘2𝑣2𝑇𝑖

]︃
. (1.136)

Як випливає з останньої формули, у випадку iзотермiчної плазми (𝑇𝑒 =

𝑇𝑖) iонно-звуковi хвилi сильно згасають. Дiйсно, при 𝑘 ≪ 𝑘𝐷𝑒

𝛾k = −
√︂
𝜋

8

𝑚𝑒

𝑚𝑖
𝑣𝑠𝑘

[︃
1 +

(︂
𝑇𝑒
𝑇𝑖

)︂3/2(︂
𝑚𝑖

𝑚𝑒

)︂1/2

𝑒
− 𝑇𝑒

2𝑇𝑖

]︃
.

Для того, щоб другим доданком (внесок iонiв) можна було знехтувати,

потрiбно, щоб температура електронiв була суттєво вищою за температуру
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𝑘/𝑘𝐷𝑖
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Рис. 1.4 Суцiльнi лiнiї – точний числовий розв’язок дисперсiйного рiвняння
(1.138) в областi (1.131), штриховi лiнiї – наближенi аналiтичнi формули
(1.133) i (1.136) (𝜏 = 100, 𝑚𝑖/𝑚𝑒 = 1836).

iонiв (𝑇𝑒 ≫ 𝑇𝑖). За виконання цiєї умови

𝛾k = −
√︂
𝜋

8

𝑚𝑒

𝑚𝑖
𝑣𝑠𝑘. (1.137)

Слiд зауважити, що отриманi вирази для спектру iонно-звукових

хвиль (1.133) та декременту їхнього згасання (1.136) є наближеними. То­

чнi розв’язки дисперсiйного рiвняння (1.73) вiдносно комплексної частоти

𝜔(k) = 𝜔k + 𝑖𝛾k з 𝜀(k, 𝜔), що визначається виразом (1.123)

1 +
∑︁
𝛼

𝑘2𝐷𝛼

𝑘2
𝑊

(︂
𝜔

𝑘𝑣𝑇𝛼

)︂
= 0, (1.138)
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можна отримати лише чисельно. Точнi числовi розв’язки та їхнi аналiтичнi

наближення (1.133), (1.136) для випадку 𝜏 = 𝑇𝑒/𝑇𝑖 = 100, 𝑚𝑖/𝑚𝑒 = 1836

представлено на рис. 1.4.

Щодо фiзичної природи згасання iонно-звукових хвиль, то вона

пов’язана iз присутнiстю уявної частини в 𝜀(k, 𝜔), яка в свою чергу

пов’язана з наявнiстю полюсiв 𝜔 = kv (𝜔 = 𝑘𝑣‖) у знаменнику (1.122). Звiд­

си випливає, що частинки, якi рухаються саме зi швидкостями, близькими

до фазової швидкостi хвилi 𝑣ph = 𝜔/𝑘, i перебувають в умовах резонансної

взаємодiї (𝜔 = 𝑘𝑣‖), призводять до появи беззiткненного згасання хвиль.

Згасання типу (1.136), але для ленгмюрiвських хвиль у плазмi з ма­

ксвеллiвським розподiлом частинок вперше було вiдкрите Л.Д. Ландау

(1946 р.) на основi розв’язку задачi Кошi для еволюцiї збурення функцiї

розподiлу у напiвобмеженiй плазмi [92]. Варто зауважити, однак, що подiб­

на задача ранiше була розв’язана А.О. Власовим для плазми з лоренцовим

розподiлом частинок [93]. Остання обставина не була широковiдомою i згаса­

ння хвиль, породжуване резонансною взаємодiєю хвиль i частинок, дiстало

назву «згасання Ландау». Iсторiя цього вiдкриття детально обговорюється

в [94].

Якщо обмежитися якiсним описом впливу зiткнень на дiелектричнi

властивостi iзотропної плазми, то можна скористатися виразом для функцiї

дiелектричного вiдгуку, розрахованому на основi моделi БГК (1.119). У ви­

падку максвеллiвських розподiлiв 𝑓0𝛼(𝑣) (1.9) можна знайти явний вигляд

цiєї величини [91] [9, п. 6.5], а саме

𝜀(k, 𝜔) = 1 +
∑︁
𝛼

𝑘2𝐷𝛼

𝑘2

(𝜔 + 𝑖𝜈𝛼)𝑊
(︁
𝜔+𝑖𝜈𝛼
𝑘𝑣𝑇𝛼

)︁
𝜔 + 𝑖𝜈𝛼𝑊

(︁
𝜔+𝑖𝜈𝛼
𝑘𝑣𝑇𝛼

)︁ . (1.139)

Розглянемо якiсний вплив зiткнень на декремент згасання iонно-зву­

кових хвиль. Будемо вважати, що виконуються наступнi умови:

|𝜔 + 𝑖𝜈𝑒| ≪ 𝑘𝑣𝑇𝑒, |𝜔 + 𝑖𝜈𝑖| ≫ 𝑘𝑣𝑇𝑖. (1.140)
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За цих умов

Im 𝜀(k, 𝜔) =

√︂
𝜋

2

𝑘2𝐷𝑒

𝑘2
𝜔

𝑘𝑣𝑇𝑒
+

𝜔2
𝑝𝑖𝜈𝑖

𝜔(𝜔2 + 𝜈2𝑖 )
, (1.141)

таким чином, при 𝑘 ≪ 𝑘𝐷𝑒

𝜔k = 𝑣𝑠𝑘 ,

𝛾k = −
√︂
𝜋

8

𝑚𝑒

𝑚𝑖
𝑣𝑠𝑘 −

𝜈𝑖
2
,

(1.142)

де 𝑣𝑠 =
√︀
𝑇𝑒/𝑚𝑖 – iонно-звукова швидкiсть. Як бачимо, у цьому випадку еле­

ктроннi зiткнення не впливають на згасання iонно-звукових хвиль, оскiльки

завдяки низькочастотностi хвиль роль електронiв зводиться лише до екрану­

вання iонiв. Дисперсiя iонно-звукових хвиль є такою ж, як i у беззiткненнiй

плазмi (1.135), а декремент бiльший за модулем на величину 𝜈𝑖/2 (1.137).

1.7 Мiкроскопiчна теорiя запорошеної плазми

У роботах [95, 96], [9, п. 16.7] були сформульованi основнi принципи ста­

тистичної теорiї запорошеної плазми з урахуванням поглинання електронiв

та iонiв порошинками. На основi строгих мiкроскопiчних рiвнянь виведений

ланцюжок рiвнянь Боголюбова – Борна – Грiна – Кiрквуда – Iвона (ББГКI).

У цьому пiдроздiлi наведений огляд цих робiт.

1.7.1 Кiнетичне рiвняння для мiкроскопiчної фазової густи­
ни

Розглядається система, яка складається з вiльних електронiв, iонiв та

порошинок, i припускається, що будь-яка порошинка поглинає всi електрони

та iони, якi стикаються з нею.

У такому разi мiкроскопiчну фазову густину 𝑁𝑖𝛼(𝑋, 𝑡), що вiдповiдає

𝑖-й частинцi сорту 𝛼 (𝛼 = 𝑒, 𝑖), можна записати у виглядi

𝑁𝑖𝛼(𝑋, 𝑡) = 𝛿(𝑋 −𝑋𝑖𝛼(𝑡)) 𝜃(𝑡𝑖𝛼 − 𝑡), (1.143)
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де 𝑋 ≡ (r,v), 𝑋𝑖𝛼(𝑡) ≡ (r𝑖𝛼(𝑡),v𝑖𝛼(𝑡)) – фазова траєкторiя, 𝑡𝑖𝛼 – час зiткнен­

ня частинки з номером 𝑖 сорту 𝛼 з будь-якою порошинкою. Мiкроскопiчна

фазова густина вiдповiдної пiдсистеми набуває вигляду

𝑁𝛼(𝑋, 𝑡) =

𝑁𝛼∑︁
𝑖=1

𝛿(𝑋 −𝑋𝑖𝛼(𝑡)) 𝜃(𝑡𝑖𝛼 − 𝑡). (1.144)

Це означення 𝑁𝛼(𝑋, 𝑡) вiдрiзняється вiд такого у випадку звичайної

плазми (1.77) наявнiстю 𝜃-функцiї, яка описує зникнення частинки внаслi­

док її зiткнення з порошинкою. З урахуванням цього

𝑁𝑖𝛼(𝑋, 𝑡𝑖𝛼) = lim
𝜀→0

𝑁𝑖𝛼(𝑋, 𝑡𝑖𝛼 − 𝜀) = lim
𝜀→0

𝛿(𝑋 −𝑋𝑖𝛼(𝑡− 𝜀)), (1.145)

тобто це граничне значення потрiбно розглядати як лiвосторонню границю.

Скомбiнувавши часову i просторову похiднi та похiдну за швидкiстю

вiд 𝑁𝑖𝛼(𝑋, 𝑡), отримаємо{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eм(r, 𝑡)
𝜕

𝜕v

}︂
𝑁𝑖𝛼(𝑋, 𝑡) = −𝛿(𝑋−𝑋𝑖𝛼(𝑡)) 𝛿(𝑡− 𝑡𝑖𝛼). (1.146)

Оскiльки 𝑡𝑖𝛼 – це час зiткнення електрона, чи iона з порошинкою, то

𝛿(𝑡− 𝑡𝑖𝛼) = 𝛿(|r𝑖𝛼(𝑡) − r𝑔(𝑡)| − 𝑎)

⃒⃒⃒⃒
𝑑|r𝑖𝛼(𝑡) − r𝑔(𝑡)|

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑖𝛼

=

= 𝛿(|r𝑖𝛼(𝑡) − r𝑔(𝑡)| − 𝑎)
⃒⃒
er𝑖𝛼(𝑡)−r𝑔(𝑡)(v𝑖𝛼(𝑡) − v𝑔(𝑡))

⃒⃒
, (1.147)

де er = r/𝑟, а v𝑔(𝑡) – швидкiсть порошинки, з якою стикається 𝑖-та ча­

стинка сорту 𝛼.

Зауважимо, що для частинок, якi прямують до порошинки

𝑑

𝑑𝑡

⃒⃒
r𝑖𝛼(𝑡) − r𝑔(𝑡)

⃒⃒
𝑡=𝑡𝑖𝛼

= er𝑖𝛼(𝑡)−r𝑔(𝑡)(v𝑖𝛼(𝑡) − v𝑔(𝑡))
⃒⃒
𝑡=𝑡𝑖𝛼

< 0.

Це означає, що 𝜗(𝑡𝑖𝛼) > 𝜋/2, де 𝜗(𝑡) – кут мiж векторами r𝑖𝛼(𝑡)− r𝑔(𝑡)

i v𝑖𝛼(𝑡) − v𝑔(𝑡).
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З урахуванням (1.147) рiвняння для 𝑁𝑖𝛼(𝑋, 𝑡) набуває вигляду{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eм(r, 𝑡)
𝜕

𝜕v

}︂
𝑁𝑖𝛼(𝑋, 𝑡) =

=

ˆ

𝜗6𝜋/2

𝑑𝒳 ′𝛿(𝒳 ′ −𝒳𝑔(𝑡)) 𝛿(|r− r′| − 𝑎) er−r′(v − v′)𝑁𝑖𝛼(𝑋, 𝑡). (1.148)

Тут 𝛿(𝒳 − 𝒳𝑔(𝑡)) ≡ 𝛿(r − r𝑔(𝑡)) 𝛿(v − v𝑔(𝑡)) 𝛿(𝑞 − 𝑞𝑔(𝑡)), тобто введений

розширений фазовий простiр, який включає заряд порошинки. В такому роз­

ширеному просторi фазова траєкторiя 𝒳 (𝑡) визначає мiкроскопiчний стан

порошинки. Iнтегрування за 𝒳 ′ в (1.148) з урахуванням умови 𝜗 6 𝜋/2 є

еквiвалентним розумiнню контактного значення 𝑁𝑖𝛼 в сенсi (1.145). Оскiль­

ки тiльки одна порошинка може знаходитись у точцi 𝒳 в момент часу 𝑡𝑖𝛼,

величину 𝛿(𝒳 ′ − 𝒳𝑔(𝑡)) можна замiнити повною мiкроскопiчною густиною

всiх порошинок:

𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡) =

𝑁𝑔∑︁
𝑖=1

𝛿(𝒳 ′ −𝒳𝑖𝑔(𝑡)) (1.149)

i, таким чином, рiвняння для повної мiкроскопiчної густини частинок сорту

𝛼 можна записати у виглядi{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eм(r, 𝑡)
𝜕

𝜕v

}︂
𝑁𝛼(𝑋, 𝑡) =

= −
ˆ
𝑑𝒳 ′𝑁𝑔(𝒳 ′, 𝑡) 𝛿(|r− r′| − 𝑎)

⃒⃒
er−r′(v − v′)

⃒⃒
𝑁𝛼(𝑋, 𝑡). (1.150)

Права частина цього рiвняння є не що iнше, як потiк частинок сор­

ту 𝛼 через поверхню порошинки, тобто потiк поглинутих частинок. Варто

зауважити, що оскiльки фазовi траєкторiї порошинок мають розриви пер­

шого роду, то значення 𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡) в момент часу 𝑡𝑖𝛼 (цей час вiдповiдає умовi

|r𝑖𝛼(𝑡)− r𝑔(𝑡)| = 𝑎) слiд розумiти в сенсi граничного значення (1.145), тобто

𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡) = lim
𝜀→0

𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡𝑖𝛼 − 𝜀).



76

Наступне завдання полягає у виведеннi рiвняння для 𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡). При

цьому потрiбно врахувати, що в момент зiткнення порошинки з будь-якою

iншою частинкою її швидкiсть i заряд змiнюється стрибком, а тому в мо­

мент зiткнення 𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡) стає не лише невизначеною, а i неiнтегровною. Для

того щоб позбутися неiнтегровностi, часову вiсь розбивають на вiдрiзки мiж

зiткненнями порошинки з iншими частинками i траєкторiя порошинки за­

писується у виглядi суми вiдповiдних траєкторiй мiж зiткненнями:

𝒳𝑖(𝑡) = 𝒳 (0)
𝑖 (𝑡)𝜃(𝑡− 𝑡0)𝜃(𝑡1 − 𝑡) + 𝒳 (1)

𝑖 (𝑡)𝜃(𝑡− 𝑡1)𝜃(𝑡2 − 𝑡)+

+ 𝒳 (2)
𝑖 (𝑡)𝜃(𝑡− 𝑡2)𝜃(𝑡3 − 𝑡) + . . . , (1.151)

де 𝑡0 – початковий час еволюцiї системи, 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3 . . . – час першого, друго­

го i т.д. зiткнень з iншими частинками. При цьому 𝒳 (𝑛)
𝑖 (𝑡) = (r𝑖(𝑡),v

(𝑛)
𝑖 , 𝑞

(𝑛)
𝑖 ),

де

r𝑖(𝑡) = r0 +

𝑡ˆ

𝑡0

𝑑𝑡′v𝑖(𝑡
′) = r0 +

𝑡1ˆ

𝑡0

𝑑𝑡′v
(0)
𝑖 (𝑡′) +

𝑡2ˆ

𝑡1

𝑑𝑡′v
(1)
𝑖 (𝑡′) + . . . , (1.152)

v
(0)
𝑖 (𝑡) = v𝑖0 +

𝑞𝑖0
𝑚𝑔

𝑡ˆ

𝑡0

𝑑𝑡′Eм(r𝑖(𝑡
′), 𝑡′), (1.153)

v
(𝑛)
𝑖 (𝑡) = v

(𝑛−1)
𝑖 (𝑡𝑛) + 𝛿v

(𝑛)
𝑖 +

𝑞𝑖
𝑚𝑔

𝑡ˆ

𝑡𝑛

𝑑𝑡′Eм(r𝑖(𝑡
′), 𝑡′), (1.154)

𝑞
(0)
𝑖 = 𝑞𝑖0, 𝑞

(𝑛)
𝑖 = 𝑞

(𝑛−1)
𝑖 + 𝛿𝑞(𝑛), 𝑛 > 0,

r𝑖0, v𝑖0 i 𝑞𝑖0 – початковi координати порошинки, 𝛿v(𝑛)
𝑖 та 𝛿𝑞

(𝑛)
𝑖 – стрибки

швидкостi i заряду внаслiдок зiткнень, що залежать вiд сорту частинок з
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якими порошинка стикається, а саме

𝛿𝑞(𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒𝛼 , для зiткнень з плазмовими частинками (𝛼 = 𝑒, 𝑖),

1

2
(𝑞′ − 𝑞

(𝑛−1)
𝑖 ) , для зiткнень iз порошинкою, що має заряд 𝑞′,

(1.155)

𝛿v
(𝑛)
𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 𝑚𝛼

𝑚𝛼 +𝑚𝑔

(︀
𝑣
(𝑛−1)
𝑖 (𝑡𝑛) − 𝑣′

)︀
,

для зiткнення з плазмовою

частинкою з швидкiстю v′,

−er𝑖(𝑡𝑛)−r′
(︀
er𝑖(𝑡𝑛)−r′,v

(𝑛−1)
𝑖 (𝑡𝑛) − v′)︀ , для зiткнень iз порошинкою,

що має швидкiсть v′.

(1.156)

При записовi останнiх формул припускалося, що маси i розмiри

порошинок є однаковими, а зiткнення двох порошинок призводять до ви­

рiвнювання їхнiх зарядiв.

Таким чином, мiкроскопiчна фазова густина 𝑖-тої порошинки може

бути записана як

𝑁𝑖𝑔(𝒳 , 𝑡) =

𝑁coll(𝑡)∑︁
𝑛=0

𝛿(𝒳 − 𝒳 (𝑛)
𝑖 ) 𝜃(𝑡𝑛+1 − 𝑡) 𝜃(𝑡− 𝑡𝑛), (1.157)

де 𝑁coll(𝑡) – кiлькiсть зiткнень 𝑖-тої порошинки на момент часу 𝑡. Це пред­

ставлення має ту перевагу над представленням 𝑁𝑖𝑔(𝒳 , 𝑡) = 𝛿(𝒳 − 𝒳𝑖𝑔(𝑡)),

що воно є iнтегровним.

Використовуючи (1.157) i беручи похiднi за 𝑡, r, v, можна показати, що{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

𝑞

𝑚𝑔
Eм(r, 𝑡)

𝜕

𝜕v

}︂
𝑁𝑖𝑔(𝑋, 𝑡) = 𝛿(𝒳 − 𝒳𝑖(𝑡)) 𝛿(𝑡− 𝑡0)−

−
𝑁coll∑︁
𝑛=1

𝛿(𝑡− 𝑡𝑛)
[︁
𝛿(𝒳 − 𝒳 (𝑛−1)

𝑖 (𝑡𝑛)) − 𝛿(𝒳 − 𝒳 (𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛))

]︁
, (1.158)

𝒳 (𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛) −𝒳 (𝑛−1)

𝑖 (𝑡𝑛) = 𝛿𝒳 (𝑛)
𝑖 , 𝛿𝒳 (𝑛)

𝑖 = (0, 𝛿v
(𝑛)
𝑖 , 𝛿𝑞(𝑛)).



78

Подiбно до випадку плазмових частинок

𝛿(𝑡− 𝑡𝑛) = 𝛿(|r𝑖(𝑡) − r𝑐(𝑡)| − 𝑎̃) er𝑖(𝑡)−r𝑐(𝑡)(v𝑖(𝑡) − v𝑐(𝑡)),

де r𝑐(𝑡),v𝑐(𝑡) – координата та швидкiсть частинки (електрон, iон, або iнша

порошинка), з якою стикається 𝑖-та порошинка, 𝑎̃ = 𝑎 (при зiткненнях з

електроном чи iоном) i 𝑎̃ = 2𝑎 (при зiткненнях з iншою порошинкою).

Пiдсумувавши (1.158) за всiма порошинками при 𝑡0 → −∞, отримаємо

наступне рiвняння:{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

𝑞

𝑚𝑔
Eм(r, 𝑡)

𝜕

𝜕v

}︂
𝑁𝑖𝑔(𝒳 , 𝑡) =

= −
∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

ˆ
𝑑𝑋 ′𝛿(|r− r′| − 𝑎)

{︀
|er−r′(v − v′)|𝑁𝑖𝑔(r,v, 𝑞, 𝑡)−

− |er−r′(v − v′ − 𝛿v𝛼)|𝑁𝑖𝑔(r,v − 𝛿v𝛼, 𝑞 − 𝑒𝛼, 𝑡)
}︀
𝑁𝛼(𝑋 ′, 𝑡)−

−
ˆ
𝑑𝒳 ′𝛿(|r− r′| − 2𝑎)|er−r′(v − v′)|

{︀
𝑁𝑖𝑔(r,v, 𝑞, 𝑡)𝑁𝑔(r

′,v′, 𝑞′, 𝑡)−

−𝑁𝑖𝑔(r,v − 𝛿v𝑔, 𝑞 − 𝛿𝑞, 𝑡)𝑁𝑔(r
′,v′ + 𝛿v𝑔, 𝑞

′, 𝑡)
}︀
, (1.159)

де

𝛿v𝛼 ≡ 𝛿v𝛼(v,v′) = −𝑚𝛼

𝑚𝑔
(v − v′),

𝛿v𝑔 ≡ 𝛿v𝑔(v,v
′) = er−r′

(︀
er−r′(v − v′)

)︀
,

𝛿𝑞 ≡ 𝛿𝑞(𝑞, 𝑞′) = 𝑞′ − 𝑞.

(1.160)

Для повної фазової густини

𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁𝑖𝑔(𝒳 , 𝑡) (1.161)
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вiдповiдно маємо{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

𝑞

𝑚𝑔
Eм(r, 𝑡)

𝜕

𝜕v

}︂
𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡) =

= −
∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

ˆ
𝑑𝒳 ′𝛿(|r− r′| − 𝑎)

{︀
|er−r′(v − v′)|𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡)−

− |er−r′(v − v′ − 𝛿v𝛼)|𝑁𝑔(r,v − 𝛿v𝛼, 𝑞 − 𝑒𝛼, 𝑡)
}︀
𝑁𝛼(𝑋 ′, 𝑡)−

−
ˆ
𝑑𝒳 ′𝛿(|r− r′| − 2𝑎)|er−r′(v − v′)|

{︀
𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡)𝑁𝑔(𝒳 ′, 𝑡)−

−𝑁𝑔(r,v − 𝛿v𝑔, 𝑞 − 𝛿𝑞, 𝑡)𝑁𝑔(r
′,v′ + 𝛿v𝑔, 𝑞

′, 𝑡)
}︀
. (1.162)

Останнi доданки в (1.160), (1.162) описують пружнi зiткнення пороши­

нок, якi на вiдмiну вiд кулонiвських зiткнень точкових частинок не можуть

бути описанi в термiнах мiкроскопiчних сил, обумовлених мiкроскопiчними

електричними полями. Зауважимо також, що iнтегрування за 𝑋 ′ та 𝒳 ′ в

(1.162) обмежується областю кутiв у 𝜗 1 𝜋/2, де 𝜗 – кут мiж r − r′ та

v − v′ (або v − v′ − 𝛿v𝛼).

Таким чином, було отримано мiкроскопiчне рiвняння для 𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)

(𝛼 = 𝑒, 𝑖) i 𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡) з урахуванням поглинання плазмових частинок поро­

шинками та контактних зiткнень порошинок. Якщо обмежитись розглядом

лише системи нейтральних порошинок, то можна прийти до мiкроскопiчно­

го рiвняння пружних кульок, отриманого М.М. Боголюбовим.

1.7.2 Кiнетичнi рiвняння для запорошеної плазми.

Маючи рiвняння для мiкроскопiчної фазової густини (1.150) i (1.162),

можна сформулювати iєрархiю рiвнянь для запорошеної плазми. Введемо

позначення

𝑁𝛼(𝒳 , 𝑡) =

⎧⎨⎩𝑁𝛼(𝑋, 𝑡) 𝛿(𝑞 − 𝑒𝛼) , 𝛼 = 𝑒, 𝑖,

𝑁𝑔(𝒳 , 𝑡) , 𝛼 = 𝑞.
(1.163)
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У таких позначеннях рiвняння (1.150), (1.162) набувають вигляду{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v
−
∑︁

𝛼′=𝑒,𝑖,𝑔

ˆ
𝑑𝒳 ′𝑉𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′)𝑁𝛼′(𝒳 ′, 𝑡)

}︂
𝑁𝛼(𝒳 , 𝑡) =

= −
∑︁

𝛼′=𝑒,𝑖,𝑔

ˆ
𝑑𝒳 ′{︀𝑊 (1)

𝛼𝛼′(r− r′,v − v′)𝑁𝛼(𝒳 , 𝑡)𝑁𝛼′(𝒳 ′, 𝑡)−

−𝑊
(2)
𝛼𝛼′(r− r′,v − v′ − 𝛿v𝛼𝛼′ − 𝛿v′

𝛼𝛼′)𝑁𝛼(r,v − 𝛿v𝛼𝛼′, 𝑞 − 𝛿𝑞𝛼′, 𝑡)×

×𝑁𝛼′(r′,v′ + 𝛿v′
𝛼𝛼′, 𝑞′, 𝑡)

}︀
, 𝛼 = 𝑒, 𝑖, 𝑔. (1.164)

Тут Fext
𝛼 – зовнiшнє силове поле (якщо присутнє),

𝑉𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′) =
𝑞𝑞′

𝑚𝛼

𝜕

𝜕r

1

|r− r′|
𝜕

𝜕v
,

𝑊
(1)
𝛼𝛼′(r,v) = −erv 𝛿(𝑟 − 𝑎𝛼𝛼′) 𝜃(𝜗− 𝜋/2)(𝛿𝛼𝑔 + 𝛿𝛼′𝑔 − 𝛿𝛼𝑔𝛿𝛼′𝑔),

𝑊
(2)
𝛼𝛼′(r,v) = −erv 𝛿(𝑟 − 𝑎𝛼𝛼′) 𝜃(𝜗− 𝜋/2)𝛿𝛼𝑔 ,

(1.165)

𝑎𝛼𝛼′ = 𝑎𝛼 + 𝑎𝛼′ ,

𝑎𝛼 =

⎧⎨⎩0 , 𝛼 = 𝑒, 𝑖,

𝑎 , 𝛼 = 𝑔,
𝛿𝑞𝛼 ≡ 𝛿𝑞𝛼(𝑞, 𝑞′) =

⎧⎨⎩𝑒𝛼 , 𝛼 = 𝑒, 𝑖,

𝑞′ − 𝑞 , 𝛼 = 𝑔,

𝛿v𝛼𝛼′ ≡ 𝛿v𝛼𝛼′(v,v′) = 𝛿𝛼𝑔𝛿v𝛼′(v,v′),

𝛿v′
𝛼𝛼′ ≡ 𝛿v′

𝛼𝛼′(v,v′) = 𝛿𝛼𝑔𝛿𝛼′𝑔𝛿v𝑔(v,v
′)

𝛿v𝛼′(v,v′) =

⎧⎨⎩−(v − v′)𝑚𝛼′/𝑚𝑔 , 𝛼′ = 𝑒, 𝑖,

er−r′(er−r′(v − v′)) , 𝛼′ = 𝑔,

𝛿𝛼𝑔 =

⎧⎨⎩0 , 𝛼 = 𝑒, 𝑖,

1 , 𝛼 = 𝑔.

Рiвняння (1.164) можна записати в простiшому виглядi, якщо ввести

розширену змiнну 𝜉 ≡ (𝒳 , 𝛼) ≡ (r,v, 𝑞, 𝛼) i позначення

𝑁𝛼(𝒳 , 𝑡) ≡ 𝑁(𝜉, 𝑡),
∑︁

𝛼=𝑒,𝑖,𝑔

ˆ
𝑑𝒳 ≡

ˆ
𝑑𝜉.
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В результатi маємо{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝐿̂(𝜉)

}︂
𝑁(𝜉, 𝑡) = −

ˆ
𝑑𝜉′
{︀

[𝑊 (1)(𝜉, 𝜉′) − 𝑉 (𝜉, 𝜉′)]𝑁(𝜉, 𝑡)𝑁(𝜉′, 𝑡)−

−𝑊 (2)(𝜉 − ∆𝜉𝜉′, 𝜉
′ + ∆′

𝜉𝜉′)𝑁(𝜉 − ∆𝜉𝜉′, 𝑡)𝑁(𝜉′ + ∆′
𝜉𝜉′, 𝑡)

}︀
, (1.166)

𝐿̂(𝜉) ≡ v
𝜕

𝜕v
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v
,

𝑊 (1,2)(𝜉, 𝜉′) ≡ 𝑊
(1,2)
𝛼𝛼′ (r− r′,v − v′),

∆𝜉𝜉′ ≡ ∆𝛼𝛼′(𝛿v𝛼𝛼′, 𝛿𝑞𝛼𝛼′) = (0, 𝛿v𝛼𝛼′, 𝛿𝑞𝛼𝛼′, 0),

𝛿𝑞𝛼𝛼′ = 𝛿𝛼𝑔𝛿𝑞𝛼′ ,

∆′
𝜉𝜉′ ≡ ∆′

𝛼𝛼′(𝛿v′
𝛼𝛼′) = (0, 𝛿v′

𝛼𝛼′, 0, 0).

(1.167)

Перше рiвняння iєрархiї можна отримати статистичним усередненням

рiвняння (1.166). Тодi{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝐿̂(𝜉)

}︂
𝑓1(𝜉, 𝑡) = −

ˆ
𝑑𝜉′
{︀

[𝑊 (1)(𝜉, 𝜉′) − 𝑉 (𝜉, 𝜉′)]𝑓2(𝜉, 𝜉
′, 𝑡)−

−𝑊 (2)(𝜉 − ∆𝜉𝜉′, 𝜉
′ + ∆′

𝜉𝜉′)𝑓2(𝜉 − ∆𝜉𝜉′, 𝜉
′ + ∆′

𝜉𝜉′, 𝑡)
}︀
, (1.168)

𝑓1(𝜉, 𝑡) ≡ ⟨𝑁(𝜉, 𝑡)⟩,

𝑓2(𝜉, 𝜉
′, 𝑡) ≡ ⟨𝑁(𝜉, 𝑡)𝑁(𝜉′, 𝑡)⟩ − 𝛿(𝜉 − 𝜉′)𝑓1(𝜉, 𝑡),

(1.169)

а кутовi дужки означають усереднення (1.44) за фiзично нескiнченно ма­

лим iнтервалом 𝜏ph, який i задає рiвень кiнетичного опису. Зауважимо, що

введена у такий спосiб одночастинкова функцiя розподiлу буде нормована

на число частинок:
ˆ
𝑑𝜉⟨𝑁𝛼(𝜉, 𝑡)⟩ =

⟨ˆ
𝑑𝜉𝑁𝛼(𝜉, 𝑡)

⟩
= 𝑁𝛼.

Якщо домножити рiвняння (1.166) на 𝑁(𝜉′, 𝑡), а рiвняння для 𝑁(𝜉′, 𝑡)

на 𝑁(𝜉, 𝑡), то усереднення суми отриманих рiвнянь дає друге рiвняння лан­

цюжка. Аналогiчно можна отримати наступнi рiвняння iєрархiї. Ця iєрархiя
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в загальному випадку має значно складнiшу структуру, нiж iєрархiя для

звичайної плазми. Її аналiз ще досконало не проведений. Але вона є осно­

вою для вивчення кiнетичних властивостей запорошеної плазми в рiзних

наближеннях. Проiлюструємо це на прикладi моделi домiнантних конта­

ктних зiткнень. Введемо бiнарну кореляцiйну функцiю

𝐺𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡) = 𝑓𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡) − 𝑓𝛼(𝒳 , 𝑡)𝑓𝛼′(𝒳 ′, 𝑡)

i самоузгоджене електричне поле

E(r, 𝑡) = − 𝜕

𝜕r

∑︁
𝛼=𝑒,𝑖,𝑔

ˆ
𝑑𝒳 ′𝑞′

𝑓𝛼(𝒳 ′, 𝑡)

|r− r′|
.

У цих позначеннях перше рiвняння iєрархiї (1.168) набуває вигляду{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v
+

𝑞

𝑚𝛼
⟨E(r, 𝑡)⟩ 𝜕

𝜕v

}︂
𝑓𝛼(𝒳 , 𝑡) =

= −
∑︁

𝛼′=𝑒,𝑖,𝑔

ˆ
𝑑𝒳 ′{︀𝑊 (1)

𝛼𝛼′(r− r′,v − v′)𝑓𝛼(𝒳 , 𝑡)𝑓𝛼′(𝒳 ′, 𝑡)−

−𝑊
(2)
𝛼𝛼′(r− r′,v − v′ − 𝛿v𝛼𝛼′ − 𝛿v′

𝛼𝛼′)𝑓𝛼(r,v − 𝛿v𝛼𝛼′, 𝑞 − 𝛿𝑞𝛼𝛼′, 𝑡)×

× 𝑓𝛼′(r′,v′ + 𝛿v′
𝛼𝛼′, 𝑞′, 𝑡)

}︀
−

−
∑︁

𝛼′=𝑒,𝑖,𝑔

ˆ
𝑑𝒳 ′{︀𝑊 (1)

𝛼𝛼′(r− r′,v − v′)𝐺𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡)−

−𝑊 (2)
𝛼𝛼′(r−r′,v−v′−𝛿v𝛼𝛼′−𝛿v′

𝛼𝛼′)𝐺𝛼𝛼′(r,v−𝛿v𝛼𝛼′, 𝑞−𝛿𝑞𝛼𝛼′, r′,v′+𝛿v′
𝛼𝛼′, 𝑞′, 𝑡)

}︀
+

+
∑︁

𝛼′=𝑒,𝑖,𝑔

ˆ
𝑑𝒳 ′𝑉𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′)𝐺𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡). (1.170)

Для подальших спрощень важливо розумiти фiзичний сенс iнтеграль­

них доданкiв у правiй частинi рiвняння. Очевидно, що члени з кулонiвським

оператором 𝑉𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′) описують змiну функцiї розподiлу внаслiдок вiд­

хилення мiкроскопiчного поля вiд його середнього значення. Оскiльки

такi вiдхилення пов’язанi з дискретнiстю частинок, то у випадку слабко
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зв’язаної плазми такi доданки породжують iнтеграли зiткнень типу iнтегра­

лу Боголюбова – Балеску – Ленарда. Доданки з 𝑊 (1)
𝛼𝛼′ та 𝑊 (2)

𝛼𝛼′ пов’язанi з

контактними зiткненнями (|r − r′| = 𝑎𝛼𝛼′).

Головна iдея наближення домiнантних контактних зiткнень полягає в

припущеннi, що основний внесок в праву частину рiвняння (1.170) дають

саме такi зiткнення. При цьому для опису зiткнень порошинок можна ви­

користати гiпотезу повного ослаблення початкових кореляцiй Боголюбова,

тобто

𝐺𝑔𝑔(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡)
⃒⃒
|r−r′|≫𝑎

≃ 𝑓𝑔(𝒳 , 𝑡)𝑓𝑔(𝒳 ′, 𝑡), (1.171)

а для зiткнень плазмових частинок iз порошинками її модифiковану версiю

𝐺𝛼𝑔(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡)
⃒⃒
|r−r′|≫𝑎

≃ −𝑓𝛼(𝒳 , 𝑡)𝑓𝑔(𝒳 ′, 𝑡) 𝜃(𝜗𝛼𝑔min − 𝜗), (1.172)

де 𝜗𝛼𝑔min – мiнiмальний кут мiж векторами r−r′ та v−v′, за якого траєкторiї

плазмової частинки i порошинки ще не перетинаються i який визначається

умовою

sin2𝜗𝛼𝑔min =
𝑎2𝛼𝑔

|r− r′|

(︂
1 − 2𝑒𝛼𝑞

𝑎𝛼𝑔𝑚𝛼(v − v′)2

)︂
. (1.173)

Суть модифiкованої умови (1.172) зрозумiла: якщо 𝜗 > 𝜗𝛼𝑔min, тобто кон­

тактне зiткнення порошинки i частинки сорту 𝛼 не вiдбувається, 𝐺𝛼𝑔 → 0

i ми маємо стандартне ослаблення кореляцiї. Але якщо 𝜗 < 𝜗𝛼𝑔min, тобто

траєкторiї таких частинок у минулому перетиналися, то кореляцiйна фун­

кцiя дорiвнює добутку одночастинкових функцiй розподiлу зi знаком мiнус

(iншими словами двохчастинкова функцiя розподiлу дорiвнює нулю). Це i

означає сильну кореляцiю початкового i кiнцевого стану частинок.

На перший погляд може здаватися, що асимптотичне значення (1.172)

не можна використовувати для розрахунку iнтегралiв зiткнень, оскiльки

iнтегрування в доданках з 𝑊 (1)
𝛼𝛼′ i 𝑊 (2)

𝛼𝛼′ в (1.170) проводиться по поверхнi

порошинки. Незважаючи на це пiдстановка (1.172) в (1.170) дає правильнi

результати, оскiльки iнтегрування за r у вiдповiдних доданках дає потiк
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частинок сорту 𝛼, що поглинаються порошинками, який зберiгається (за

припущення, що на поглинання плазмових частинок вибраною порошин­

кою, iншi порошинки не впливають).Аналогiчнi розрахунки можна зробити

i для зiткнень порошинка – порошинка [95]. В результатi кiнетичнi рiвня­

ння набувають вигляду{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

⟨Eeff
𝛼 ⟩ 𝜕
𝜕v

}︂
𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) =

= −
ˆ
𝑑v′̂ 𝑑𝑞′𝜎𝛼𝑔(𝑞

′,v − v′)|v − v′|𝑓𝛼(𝑋, 𝑡)𝑓𝑔(r,v
′, 𝑞′, 𝑡) + 𝐼𝛼 , (1.174)

де перерiз визначається формулами (1.7), якi можна записати як

𝜎𝛼𝑔(𝑞,v) = 𝜋𝑎2
(︂

1 − 2𝑒𝛼𝑞

𝑎𝑚𝛼𝑣2

)︂
𝜃

(︂
1 − 2𝑒𝛼𝑞

𝑎𝑚𝛼𝑣2

)︂
. (1.175)

{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

𝑞

𝑚𝑔
⟨Eeff

𝑔 ⟩ 𝜕
𝜕v

}︂
𝑓𝑔(𝒳 , 𝑡) =

= −
∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

ˆ
𝑑v′[︀𝜎𝛼′𝑔(𝑞,v − v′)|v − v′|𝑓𝑔(𝒳 , 𝑡)−

−𝜎𝛼′𝑔(𝑞− 𝑒𝛼,v−v′− 𝛿v𝛼′)|v−v′− 𝛿v𝛼′|𝑓𝑔(r,v− 𝛿v𝛼′, 𝑞− 𝑒𝛼′, 𝑡)
]︀
𝑓𝛼′(r,v′, 𝑡)−

−
ˆ
𝑑Ω

2𝜋

ˆ
𝑑v′̂ 𝑑𝑞′|n(v − v′)|

[︀
𝜎𝑔𝑔(𝑞, 𝑞

′,v − v′)𝑓𝑔(𝒳 , 𝑡)𝑓𝑔(r,v′, 𝑞′, 𝑡)−

− 𝜎𝑔𝑔(𝑞 − 𝛿𝑞𝑔, 𝑞
′,v − v′)𝑓𝑔(r,v − 𝛿v𝑔, 𝑞 − 𝛿𝑞𝑔, 𝑡)𝑓𝑔(r,v

′ + 𝛿v𝑔, 𝑞
′, 𝑡)
]︀
+𝐼𝑔.

(1.176)

Перший доданок у правiй частинi рiвняння (1.174) описує поглинання

плазмових частинок порошинками у термiнах перерiзу поглинання. Ранiше,

наприклад у роботах [22, 70], такий доданок вводився евристично. Тут

𝐼𝛼 = 𝐼𝐶𝛼 + 𝐼𝐵𝛼 , (1.177)

𝐼𝐶𝛼 =
∑︁
𝛼′

ˆ
𝑑𝒳 ′𝑉𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′)

[︀
⟨𝛿𝑁𝛼(𝒳 , 𝑡)𝛿𝑁𝛼′(𝒳 ′, 𝑡)⟩ −𝐺

(0)
𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡)

]︀
, (1.178)
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𝐼𝐵𝛼 =
∑︁
𝛼′

ˆ
𝑑𝒳 ′

{︁
𝑊

(1)
𝛼𝛼′(r− r′,v − v′)

[︀
⟨𝛿𝑁𝛼(𝒳 , 𝑡) 𝛿𝑁𝛼′(𝒳 ′, 𝑡)⟩−

−𝐺
(0)
𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡)

]︀
−𝑊

(2)
𝛼𝛼′(r− r′,v − v′ − 𝛿v𝛼𝛼′ − 𝛿v′

𝛼𝛼′)×

×
[︀
⟨𝛿𝑁𝛼(r,v − 𝛿v𝛼𝛼′, 𝑞 − 𝑞𝛼𝛼′, 𝑡) 𝛿𝑁𝛼′(r,v + 𝛿v𝛼𝛼′, 𝑞′, 𝑡)⟩−

−𝐺
(0)
𝛼𝛼′(r,v − 𝛿v𝛼𝛼′, 𝑞 − 𝑞𝛼𝛼′, r′,v′ + 𝛿v𝛼𝛼′, 𝑞′, 𝑡)

]︀}︁
, (1.179)

𝐺
(0)
𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡) = −𝑓𝛼(𝒳 , 𝑡)𝑓𝛼′(𝒳 ′, 𝑡) 𝜃(𝜗𝛼𝛼′(r− r′,v − v′) − 𝜗), (1.180)

sin2𝜗𝛼𝛼′(r,v) =
𝑎2𝛼𝛼′

𝑟2

(︂
1 − 2𝑞𝑞′

𝑚𝛼𝑎𝛼𝛼′𝑣2

)︂
𝜃(𝑟 − 𝑎𝛼𝛼′),

Eeff
𝛼 = −

∑︁
𝛼′=𝑒,𝑖

𝑒𝛼′
𝜕

𝜕r

ˆ
𝑑𝑋 ′𝑓𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)

|r− r′|
−

−
ˆ
𝑑𝒳 ′𝑞′

𝜕

𝜕r

𝑓𝑔(𝒳 ′, 𝑡)

|r− r′|
𝜃(𝜗− 𝜗𝛼𝑔(r− r′,v − v′)), (1.181)

Eeff
𝑔 = −

∑︁
𝛼′

𝑒𝛼′
𝜕

𝜕r

ˆ
𝑑𝑋 ′𝑓𝛼′(𝑋 ′, 𝑡)

|r− r′|
𝜃(𝜗− 𝜗𝛼𝑔(r− r′,v − v′))−

−
ˆ
𝑑𝒳 ′𝑞′

𝜕

𝜕r

𝑓𝑔(𝒳 ′, 𝑡)

|r− r′|
. (1.182)

При виведеннi рiвнянь (1.174)–(1.182) було використане спiввiдношення

𝑓𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡) = 𝑓
(0)
𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡) +

[︀
⟨𝛿𝑁𝛼(𝒳 , 𝑡)𝛿𝑁𝛼′(𝒳 ′, 𝑡)⟩−

−𝐺
(0)
𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡)

]︀
− 𝛿𝛼𝛼′𝛿(𝒳 − 𝒳 ′)𝑓𝛼(𝒳 , 𝑡), (1.183)

де 𝑓 (0)𝛼𝛼′(𝒳 ,𝒳 ′, 𝑡) = 𝑓
(0)
𝛼 (𝒳 , 𝑡)𝑓 (0)𝛼′ (𝒳 ′, 𝑡) 𝜃(𝜗 − 𝜗𝛼𝑔(r − r′,v − v′)).

Зауважимо, що величини 𝐼𝐶𝛼 вiдповiдають за кулонiвськi зiткнення, а

𝐼𝐵𝛼 – за контактнi зiткнення. При цьому поява ефективного поля зумовлена

впливом поглинання електронiв та iонiв порошинками.

Отриманi у цьому пунктi рiвняння в подальшому будуть використанi

для обґрунтування моделi точкових стокiв у кiнетичному наближеннi.
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РОЗДIЛ 2
ЕФЕКТИВНИЙ ПОТЕНЦIАЛ ЗАРЯДЖЕНОЇ

МАКРОЧАСТИНКИ

Взаємодiя мiж зарядженими порошинками визначає низку цiкавих

явищ, якi спостерiгаються у запорошенiй плазмi, таких як формування у

нiй впорядкованих структур з порошинок (плазмових кристалiв) [97–99], по­

ширення хвиль у запорошенiй плазмi [100, 101], а також формування вихрiв

та областi вiльної вiд порошинок (void), якi спостерiгаються на експеримен­

тi в умовах мiкрогравiтацiї [102–104] та на Землi [105, 106]. Тому потрiбно

знати розподiл електростатичного потенцiалу навколо порошинки. Цей по­

тенцiал створюється зарядом порошинки i плазмовим оточенням, тому його

називають ефективним потенцiалом.

Аналiтичнi та числовi дослiдження показали, що потенцiал порошин­

ки суттєво вiдрiзняється вiд потенцiалу Дебая i залежить як вiд динамiки

плазми, так i вiд розподiлу джерел i стокiв плазми. Зокрема, потенцiал по­

рошинки має ∝ 𝑟−2 далекосяжну асимптотичну залежнiсть у плазмi без

зiткнень (𝑙𝑒,𝑖 ≫ 𝜆𝐷, довжина вiльного пробiгу плазмових частинок набага­

то бiльша за довжину Дебая) [22, 40, 107, 108]. У слабкоiонiзованiй плазмi

з частими зiткненнями (𝑙𝑒,𝑖 ≪ 𝜆𝐷) потенцiал має асимптоту ∝ 𝑟−1, якщо

джерела плазми знаходяться на великiй вiдстанi вiд порошинки [22, 38,

67, 109]. Якщо врахувати процеси iонiзацiї та рекомбiнацiї плазми поблизу

порошинки, то потенцiал стає екранованим, але з довжиною екранування,

яка може бути набагато бiльшою за довжину Дебая [22, 67, 110]. Точний

розподiл потенцiалу навколо макрочастинки можна отримати, розв’язавши

чисельно вiдповiдну нелiнiйну задачу, але, для прикладу, моделювання впо­

рядкованих структур у запорошенiй плазмi [111–113] потребує аналiтичних

виразiв, якi описують потенцiал з прийнятною точнiсть на всiх вiдстанях

до порошинки.

Не зважаючи на те, що поглинання плазмових частинок порошинка­

ми є ключовою особливiстю запорошеної плазми, досить часто, особливо
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коли теорiя запорошеної плазми лише починала розроблятися, процесами

заряджання плазмовими струмами нехтували. В цьому разi заряд поро­

шинки вважається заданим i розподiл потенцiалу у плазмi можна знайти з

рiвняння Пуассона – Больцмана. Тодi потенцiал поодинокої зарядженої ча­

стинки можна описати потенцiалом Дебая (див. п. 2.1.1). Саме цей потенцiал

використовували для визначення умов формування плазмових кристалiв

(див. п. 1.4). Такий пiдхiд є виправданим, коли вiдстань мiж порошинка­

ми є порядку довжини Дебая i далекосяжнi асимптоти у потенцiалi не є

визначальними. Крiм того зарядженi макрочастинки, якi не обмiнюються

зарядами iз плазмовим оточенням, зустрiчаються у заряджених колоїдних

суспензiях, вивчення яких теж має значний iнтерес. Дослiдженню потен­

цiалу поодинокої зарядженої частинки у неiзотермiчному плазмоподiбному

середовищу в рамках моделi Пуассона – Больцмана присвячений наступний

пiдроздiл. Пiсля якого, надалi всюди буде враховуватися самоузгоджене за­

ряджання порошинок плазмовими потоками.

2.1 Ефективний заряд макрочастинки в моделi Пуассона –
Больцмана

Модель Пуассона – Больцмана широко використовується для опису

екранування [114–116] i взаємодiї [117–121] заряджених макрочастинок у

плазмi i заряджених колоїдних суспензiях [122–124]. У роботi [125] було

доведено, що потенцiал зарядженої макрочастинки можна описувати потен­

цiалом Дебая – Хюккеля з ефективним (перенормованим) зарядом, а також

запропоновано спосiб визначення цього заряду. Для сферичних частинок

цей спосiб було розглянуто i спрощено в [126]. З того часу було запропонова­

но велику кiлькiсть наближених аналiтичних виразiв i числових розрахункiв

ефективного заряду в рiзних геометрiях, див. наприклад [7, 114, 127–132].

Але у всiх згаданих роботах розглядається iзотермiчне плазмоподiбне сере­

довище. У цьому роздiлi розглядається вплив неiзотермiчностi плазми на
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ефективний заряд сферичної макрочастинки скiнченних розмiрiв. Вiдмiн­

нiсть електронної та iонної температур є звичною для плазми. Температура

анiонiв та катiонiв у заряджених колоїдних суспензiях зазвичай однакова,

але неiзотермiчний випадок все ж становить певний iнтерес.

2.1.1 Постановка задачi

Розглянемо поодиноку заряджену сферичну макрочастинку радiуса 𝑎,

яка вмiщена у плазмове середовище. Заряд макрочастинки поляризує оточу­

ючу плазму i в результатi виникає ненульовий електростатичний потенцiал

𝜙(r). Оскiльки система має сферичну симетрiю, то потенцiал є функцiєю

вiдстанi до центру частинки 𝜙(r) = 𝜙(𝑟) i задовольняє рiвняння Пуассо­

на (1.19) для 𝑟 ≥ 𝑎. У випадку однозарядних iонiв (𝑒𝑖 = −𝑒𝑒 = 𝑒, 𝑒 – це

елементарний заряд) маємо

∆𝜙(𝑟) = 4𝜋𝑒
(︀
𝑛𝑒(𝑟) − 𝑛𝑖(𝑟)

)︀
, (2.1)

де 𝑛𝛼(𝑟) – концентрацiї електронiв (𝛼 = 𝑒) та iонiв (𝛼 = 𝑖), якi описуються

розподiлом Больцмана

𝑛𝛼(𝑟) = 𝑛0 𝑒
−
𝑒𝛼𝜙(𝑟)
𝑇𝛼 , (2.2)

де 𝑛0 – незбурена концентрацiя плазми i 𝑇𝛼 – температура в енергетичних

одиницях. Таким чином, (2.1) має вигляд рiвняння Пуассона – Больцмана

∆𝜙(𝑟) = 4𝜋𝑒𝑛0

(︂
𝑒
𝑒𝜙(𝑟)
𝑇𝑒 − 𝑒

−
𝑒𝜙(𝑟)
𝑇𝑖

)︂
. (2.3)

Це рiвняння необхiдно доповнити крайовими умовами. Очевидно, що

потенцiал рiвний нулю на великiй вiдстанi вiд частинки

𝜙(𝑟)
⃒⃒
𝑟→∞ = 0. (2.4)
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Згiдно iз теоремою Гаусса
˛

𝑆

∇𝜙(r)n𝑑𝑆 = −4𝜋𝑞, (2.5)

де 𝑞 – заряд у серединi замкненої поверхнi 𝑆 i n – одиничний нормальний

до поверхнi вектор. Якщо 𝑆 є поверхнею макрочастинки, тодi, враховуючи

сферичну симетрiю, (2.5) дає наступну крайову умову

n∇𝜙(𝑟)
⃒⃒
𝑟=𝑎

= − 𝑞

𝑎2
. (2.6)

Нехай кiнетична енергiя електронiв та iонiв набагато бiльша за потен­

цiальну енергiю їх взаємодiї iз зарядженою макрочастинкою⃒⃒⃒⃒
𝑒𝛼𝜙(𝑟)

𝑇𝛼

⃒⃒⃒⃒
≪ 1, (2.7)

тодi лiнiйний розв’язок рiвняння Пуассона – Больцмана (2.3), який задо­

вольняє крайову умову (2.4), має вигляд

𝜙(𝑟) =
𝐶

𝑟
𝑒−𝑟/𝜆𝐷 . (2.8)

Тут 𝐶 – довiльна константа, 𝜆𝐷 – довжина Дебая

𝜆𝐷 =
1

𝑘𝐷
, 𝑘2𝐷 = 𝑘2𝐷𝑒 + 𝑘2𝐷𝑖, 𝑘2𝐷𝛼 =

4𝜋𝑒2𝑛0
𝑇𝛼

. (2.9)

Якщо умова (2.7) не задовольняється бiля поверхнi макрочастинки,

то вона завжди задовольняється на певнiй вiдстанi вiд неї. Таким чином,

розв’язок (2.8) дає правильну асимптотичну залежнiсть потенцiалу вiд вiд­

станi.

Застосувавши крайову умову (2.6) до лiнiйного розв’язку (2.8), отри­

муємо потенцiал Дерягiна – Ландау – Фервея – Овербека (ДЛФО) [122, 123]

𝜙(𝑟) =
𝑞eff𝐷
𝑟
𝑒−𝑘𝐷𝑟, 𝑞eff𝐷 =

𝑞𝑒𝑘𝐷𝑎

𝑎𝑘𝐷 + 1
, (2.10)
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який у випадку 𝑎𝑘𝐷 ≪ 1 переходить у потенцiал Дебая – Хюккеля (або

просто потенцiал Дебая)

𝜙𝐷(𝑟) =
𝑞

𝑟
𝑒−𝑘𝐷𝑟. (2.11)

Вiдповiдно до (2.10) потенцiал зарядженої сферичної частинки опи­

сується потенцiалом Дебая – Хюккеля з ефективним зарядом 𝑞eff
𝐷 , який

залежить вiд 𝑎𝑘𝐷 i є бiльшим за реальний заряд 𝑞.

У знерозмiрених змiнних

𝜑 =
𝑒𝑒𝜙

𝑇𝑒
, 𝑧𝑔 =

𝑞𝑒𝑒
𝑎𝑇𝑒

, 𝜏 =
𝑇𝑒
𝑇𝑖
, 𝑟 =

𝑟

𝜆𝐷
, 𝑎̃ =

𝑎

𝜆𝐷
(2.12)

рiвняння для потенцiалу (2.3) i крайова умова (2.6) мають наступний ви­

гляд:

∆𝜑(𝑟) =
𝑒𝜏𝜑(𝑟) − 𝑒−𝜑(𝑟)

1 + 𝜏
, (2.13)

n∇𝜑(𝑟)
⃒⃒
𝑟=𝑎̃

= −𝑧𝑔
𝑎̃
. (2.14)

Таким чином, задача має три параметри: 𝜏 , 𝑧𝑔 та 𝑎̃. Вона

розв’язувалась чисельно у програмi FlexPDE [133] методом скiнченних

елементiв [134] на вiдрiзку [𝑎̃, 𝑏̃], де 𝑏̃ = 𝑏𝑘𝐷 ≫ 1. Крайова умова (2.4)

апроксимувалась умовою 𝜑(𝑏̃) = 0.

2.1.2 Iзотермiчна плазма

Для повноти розгляду i перевiрки обчислювальної методики спочатку

були вiдтворенi результати, якi стосуються iзотермiчної плазми (𝜏 = 1) [7].

Вiдношення обчисленого потенцiалу до потенцiалу Дебая (2.11) для

рiзних значень нормованого радiуса макрочастинки 𝑎/𝜆𝐷 i заряду 𝑧𝑔 =

𝑞𝑒𝑒/𝑎𝑇𝑒 представленi на рис. 2.1a, b. Цi вiдношення вiдрiзняються вiд кон­

станти лише поблизу поверхнi частинки, це означає, що потенцiал частинки

можна описати потенцiалом Дебая з ефективним зарядом 𝑞eff, який визнача­

ється сталим значенням до якого прямує вiдношення потенцiалiв. Поняття
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Рис. 2.1 Вiдношення обчисленого потенцiалу до потенцiалу Дебая 𝜙/𝜙𝐷:
a) 𝑎/𝜆𝐷 = 0.5, 𝑧𝑔 = 0.1, 5, 10, 20, 50; b) 𝑧𝑔 = 10, 𝑎/𝜆𝐷 = 0.1, 0.5, 1.0, 2.0,
𝑧𝑔 = 𝑞𝑒𝑒/𝑎𝑇𝑒.

ефективного заряду бере свiй початок з роботи Александера та iн. [125] i

було розвинуте в подальших дослiдженнях.

Рис. 2.1a показує, що для фiксованого радiуса частинки збiльшення 𝑧𝑔
призводить до збiльшення ефективного заряду. Залежнiсть 𝑞eff вiд радiуса

частинки при фiксованому 𝑧𝑔 є немонотонною (див. рис. 2.1b). Цi висновки
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Рис. 2.2 Залежнiсть ефективного заряду вiд 𝑧𝑔 для 𝑎/𝜆𝐷 = 0.1, 0.5, 1.0, 2.0,
штрихова лiнiя вiдповiдає (2.15).

бiльш наглядно iлюструє рис. 2.2, на якому зображена залежнiсть ефектив­

ного заряду вiд 𝑧𝑔 для рiзних значень 𝑎/𝜆𝐷, i узгоджуються з результатами,

якi отриманi у роботi [114].

Найпростiшу аналiтичну залежнiсть ефективного заряду вiд розмiру

макрочастинки можна взяти з потенцiалу ДЛФО (2.10), який був отрима­

ний у наближеннi (2.7), або 𝑧𝑔 ≪ 1. З рис. 2.3 видно, що 𝑞eff
𝐷 є правильним

для частинок довiльного розмiру, якщо 𝑧𝑔 менше або рiвне декiльком одини­

цям. Для великих значень 𝑧𝑔 обчислений ефективний заряд є меншим нiж

це передбачається зарядом ДЛФО.

Наступний вираз для ефективного заряду при 𝑎/𝜆𝐷 ≫ 1 можна знайти

у [128, 130, 132]

𝑞eff𝑒𝑒
𝑎𝑇𝑒

=
𝑒𝑘𝐷𝑎

𝑘𝐷𝑎+ 1
𝑡

(︂
4𝑘𝐷𝑎+ 2

(︂
5 − 𝑡4 + 3

𝑡2 + 1

)︂)︂
, (2.15)

де

𝑡 = 𝑇

(︂
𝑧𝑔

2𝑘𝐷𝑎+ 2

)︂
, 𝑇 (𝑥) =

√
1 + 𝑥2 − 1

𝑥
. (2.16)

Аналiтичнi оцiнки для ефективного заряду (2.15), якi на рис. 2.2, 2.3
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Рис. 2.3 Залежнiсть ефективного заряду вiд радiуса макрочастинки, суцiль­
нi лiнiї є результатом обчислень для 𝑧𝑔 = 1, 5, 10, 20, 50, точки вiдповiдають
ефективному заряду ДЛФО (2.10), штриховi лiнiї вiдповiдають (2.15).
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Рис. 2.4 Вiдношення обчисленого потенцiалу до потенцiалу Дебая 𝜙/𝜙𝐷 вiд
вiдстанi до центру макрочастинки для 𝑎/𝜆𝐷 = 0.5 i 𝑧𝑔 = 5 у iзотермiчнiй
(𝜏 = 1) та неiзотермiчнiй (𝜏 = 2, 5, 10) плазмi.

зображенi штриховими лiнiями, i числовi розрахунки узгоджуються при

𝑘𝐷𝑎 ' 1.
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Рис. 2.5 Вiдношення обчисленого потенцiалу до потенцiалу Дебая 𝜙/𝜙𝐷

вiд вiдстанi до центру макрочастинки у неiзотермiчнiй плазмi (𝜏 = 10):
a) 𝑎/𝜆𝐷 = 0.5, 𝑧𝑔 = 0.1, 5, 10, 20; b) 𝑧𝑔 = 5, 𝑎/𝜆𝐷 = 0.1, 0.5, 1.0.

2.1.3 Неiзотермiчна плазма

У цьому пiдроздiлi представленi результати для неiзотермiчної плазми

[4]. На рис. 2.4 наведенi вiдношення обчисленого потенцiалу до потенцiалу

Дебая у iзотермiчнiй (𝜏 = 1) та неiзотермiчнiй (𝜏 = 2, 5, 10) плазмi. Цi

вiдношення досягають сталого значення на певнiй вiдстанi 𝑅 вiд центру
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Рис. 2.6 Залежнiсть вiдношення ефективного заряду до реального вiд 𝑧𝑔 для
𝑎/𝜆𝐷 = 0.5 у iзотермiчнiй (𝜏 = 1) та неiзотермiчнiй (𝜏 = 2, 5, 10) плазмi.

макрочастинки. Нагадаємо, це означає, що починаючи з цiєї вiдстанi потен­

цiал частинки можна описати потенцiалом Дебая з ефективним зарядом 𝑞eff,

який визначається сталим значенням до якого прямує вiдношення потенцi­

алiв. Вiдстань 𝑅 суттєво збiльшується зi збiльшенням 𝜏 . Це пояснюється

ти фактом, що у неiзотермiчнi плазмi точнiсть припущення (2.7) i засто­

совнiсть лiнiйного розкладу для показникових функцiй у правiй частинi

рiвняння (2.13) є рiзними для електронної та iонної частин. Як результат,

точнiсть лiнiйного розв’язку (2.11) зменшується зi зростанням вiдношення

електронної температури до iонної.

Рис. 2.5a iлюструє, що у неiзотермiчнiй плазмi (𝜏 = 10) 𝑅 зростає з 𝑧𝑔
i залежнiсть 𝑞eff/𝑞 вiд 𝑧𝑔 є суттєво немонотонна. Ця залежнiсть бiльш нагля­

дно спостерiгається на рис. 2.6. Вiдношення 𝑞eff/𝑞 є монотонною функцiєю 𝑧𝑔

лише в iзотермiчнiй плазмi, а от у неiзотермiчнiй воно має максимум, який

стає бiльш вираженим зi збiльшенням 𝜏 . Крiм того, область, де ефективний

заряд є бiльшим за реальний, також зростає зi збiльшенням 𝜏 . Цей ефект,

певною мiрою, подiбний до зростання 𝑞eff у асиметричних електролiтах у

порiвняннi iз симетричними [135].



96

0 20 40 60 80 100
0

10

20

30

40

50

 =10 

zg  

z  
eff

1  

5  

2  

Рис. 2.7 Залежнiсть безрозмiрного ефективного заряду вiд 𝑧𝑔 для 𝑎/𝜆𝐷 = 0.5

у iзотермiчнiй (𝜏 = 1) та неiзотермiчнiй (𝜏 = 2, 5, 10) плазмi: суцiльнi лiнiї
є результатом обчислень, а штрихова лiнiя вiдповiдає (2.15).

Згiдно з рис. 2.5b ефективний заряд i вiдстань 𝑅 зростають з 𝑎/𝜆𝐷
у неiзотермiчнiй плазмi (𝜏 = 10) для 𝑧𝑔 = 5. Пiдсумовуючи наведенi вище

результати, можна стверджувати, що вiдстань 𝑅 вiд центру макрочастинки,

починаючи з якої потенцiал описується потенцiалом Дебая (2.11) з ефектив­

ним зарядом, зростає зi збiльшенням значень всiх трьох параметрiв 𝑧𝑔, 𝜏

та 𝑎̃.

Вiдомо [129], що в моделi Пуассона – Больцмана має мiсце насичення

ефективного заряду. Значення насичення визначається як

𝑞eff
sat = lim

𝑞→∞
𝑞eff(𝑞). (2.17)

Рис. 2.7 показує, що у неiзотермiчнiй плазмi насичення ефективного

заряду також спостерiгається. Значення насичення є вищим нiж у iзотермi­

чнiй плазмi i досягається за бiльших значень реального заряду. Результати

обчислень узгоджуються з (2.15) (штрихова лiнiя на рис. 2.7) для 𝜏 = 1.

У неiзотермiчнiй плазмi (𝜏 = 10) 𝑞eff є набагато бiльшим нiж ефе­

ктивний заряд ДЛФО (2.10) i є близьким до нього лише при 𝑧𝑔 ≪ 1 (див.
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Рис. 2.8 Залежнiсть вiдношення ефективного заряду до реального вiд ра­
дiуса макрочастинки у неiзотермiчнiй плазмi (𝜏 = 10) для 𝑧𝑔 = 0.1, 1, 5:
суцiльнi лiнiї є результатом обчислень, а точкова вiдповiдає ефективному
заряду ДЛФО (2.10).
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Рис. 2.9 Вiдношення обчисленого потенцiалу до потенцiалу Дебая з ефектив­
ним зарядом 𝜙/𝜙𝐷(𝑞eff) у iзотермiчнiй (𝜏 = 1) та неiзотермiчнiй (𝜏 = 10)
плазмi, 𝑧𝑔 = 5, 𝑎/𝜆𝐷 = 0.1, 0.5, 1.0.

рис. 2.8). Отже, дiапазон значень 𝑧𝑔, для яких (2.10) є точним, суттєво за­

лежить вiд 𝜏 .

Рис. 2.9 iлюструє вiдносну похибку потенцiалу Дебая з ефективним

зарядом вiд вiдстанi. Очевидно, що найбiльше вiдхилення спостерiгається
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поблизу поверхнi макрочастинки, але у iзотермiчнiй плазмi, для розгляну­

тих параметрiв, воно ледь перевищує 5%. У неiзотермiчнiй (𝜏 = 10) плазмi

потенцiал Дебая навiть з ефективним зарядом погано описує потенцiал заря­

дженої сферичної макрочастинки скiнченних розмiрiв на вiдстанях декiлька

довжин Дебая вiд неї, хоча i є асимптотично правильним. Як для iзотермi­

чної та i неiзотермiчної плазми, потенцiал Дебая з ефективним зарядом

краще описує розподiл потенцiалу поблизу малих макрочастинок (𝑎≪ 𝜆𝐷).

2.1.4 Висновки

Розподiл потенцiалу навколо зарядженої сферичної макрочастинки у

плазмоподiбному середовищi може бути асимптотично правильно описаний

потенцiалом Дебая з ефективним зарядом. Значення ефективного заряду

залежить вiд вiдношення радiуса частинки до довжини Дебая 𝑎̃ = 𝑎/𝜆𝐷,

безрозмiрного заряду 𝑧𝑔 = 𝑞𝑒𝑒/𝑎𝑇𝑒 та вiдношення температури електро­

нiв та iонiв 𝜏 = 𝑇𝑒/𝑇𝑖. Ефективний заряд може бути як значно меншим,

так i бiльшим за реальний заряд. У iзотермiчнiй плазмi ефективний заряд

монотонно спадає зi збiльшенням 𝑧𝑔, але у неiзотермiчнiй плазмi ця зале­

жнiсть має виражений максимум. Для будь-яких значень 𝑎̃ та 𝑧𝑔, значення

ефективного заряду у неiзотермiчнiй плазмi є бiльшим, нiж в iзотермiчнiй.

Насичення ефективного заряду також має мiсце у неiзотермiчнiй плазмi.

Вiдносна похибка потенцiалу Дебая з ефективним зарядом у декiлька разiв

бiльша у неiзотермiчнiй плазмi, нiж в iзотермiчнiй, так само як i вiдстань

вiд макрочастинки, починаючи з якої потенцiал Дебая стає точним.

2.2 Ефективний потенцiал порошинки у сильнозiткненнiй
плазмi

У цьому пiдроздiлi будуть представленi результати робiт [8, 26] в яких

отримано аналiтичний вираз для потенцiалу порошинки у випадку слаб­

коiонiзованої плазми iз частими зiткненнями, яка має мiсце, наприклад у
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експериментах [63–65]. Тут i надалi, на вiдмiну вiд попереднього пiдроздi­

лу, розглядається порошинка, яка самоузгоджено заряджається плазмовими

потоками, що є однiєю з найважливiших особливостей запорошеної плазми.

2.2.1 Постановка задачi i основнi рiвняння

Розглянемо заряджену сферичну порошинку радiуса 𝑎 iз зарядом 𝑞,

яка вмiщена у нескiнченну слабкоiонiзовану плазму iз частими зiткненнями.

Електросатичний потенцiал задовольняє рiвняння Пуассона (2.1) з крайо­

вими умовами (2.4) i (2.6).

Оскiльки порошинка заряджається за рахунок поглинання електронiв

та iонiв, якi з нею стикаються, то стацiонарне значення її заряду визнача­

ється умовою рiвностi нулю повного електричного струму через поверхню

порошинки (1.12)

𝐼tot = 4𝜋𝑎2
∑︁
𝛼

𝑒𝛼Γ𝛼 = 0, (2.18)

де густина потоку плазмових частинок Γ𝛼 задовольняє стацiонарне рiвня­

ння неперервностi

divΓ𝛼(𝑟) = 0. (2.19)

На вiдмiну вiд рiвняння (1.18), у правiй частинi (2.19) вiдсутнi додан­

ки, якi описують об’ємну iонiзацiю та рекомбiнацiю, тобто цими процесами

ми нехтуємо.

У дрейфово-дифузiйному наближеннi (див. п. 1.2.2), яке пiдходить для

опису динамiки плазми у випадку слабкоiонiзованої плазми iз частими зi­

ткненнями, густини потокiв електронiв та iонiв мають вигляд (1.17)

Γ𝛼(𝑟) = −𝐷𝛼

(︂
𝑒𝛼
𝑇𝛼
𝑛𝛼(𝑟)∇𝜙(𝑟) + ∇𝑛𝛼(𝑟)

)︂
. (2.20)
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Для того, щоб описати поглинання плазмових частинок поверхнею по­

рошинки використовуємо крайову умову для 𝑛𝛼(𝑟) [49, 63, 67]

𝑛𝛼(𝑟)
⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0. (2.21)

Вважаємо, що джерела плазми знаходяться на великiй вiдстанi вiд

порошинки де вони пiдтримують сталу концентрацiю електронiв та iонiв

𝑛0, тобто

𝑛𝛼(𝑟)
⃒⃒
𝑟→∞ = 𝑛0. (2.22)

У знерозмiрених змiнних

G𝛼 =
Γ𝛼

𝐷𝑒𝑛0𝑘𝐷
(2.23)

отримуємо

G𝑒 = −𝜂𝑒(𝑟)∇𝜑(𝑟) −∇𝜂𝑒(𝑟),

G𝑖 = (𝐷𝑖/𝐷𝑒)(𝜏𝜂𝑖(𝑟)∇𝜑(𝑟) −∇𝜂𝑖(𝑟)),
(2.24)

де 𝜂𝛼 = 𝑛𝛼/𝑛0, 𝜑 = −𝑒𝜙/𝑇𝑒, 𝑟 = 𝑟/𝜆𝐷, 𝜏 = 𝑇𝑒/𝑇𝑖 i рiвняння для потен­

цiалу має вигляд

∆𝜑 =
𝜂𝑖(𝑟) − 𝜂𝑒(𝑟)

1 + 𝜏
. (2.25)

Сформульована вище задача не має точного аналiтичного розв’язку,

тому вона була розв’язана чисельно у програмi FlexPDE [133] методом

скiнченних елементiв [134]. Задача має сферичну симетрiю, тому вона є

одновимiрною у сферичнiй системi координат.

Областю обчислень є вiдрiзок [𝑎, 𝑏]. В обчисленнях крайову умову (2.4)

ми апроксимуємо такою ж, але при 𝑟 = 𝑏, де 𝑏 ≫ 𝜆𝐷 i 𝑏 ≫ 𝑙𝛼 – довжина

вiльного пробiгу.

Знерозмiренi вирази (2.24) мiстять параметр 𝐷𝑖/𝐷𝑒, який є вiд­

ношенням коефiцiєнтiв дифузiї. Використовуючи спiввiдношення 𝐷𝛼 =
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𝑙𝛼
√︀
𝑇𝛼/𝑚𝛼, отримуємо

𝐷𝑒

𝐷𝑖
=
𝑙𝑒
𝑙𝑖

√︂
𝑚𝑖𝑇𝑒
𝑚𝑒𝑇𝑖

= 𝑑
√
𝜏 . (2.26)

При цьому було використано припущення, що довжина вiльного пробiгу

(перерiз) частинок не залежать вiд їхньої температури. Параметр 𝑑 є вiд­

ношенням коефiцiєнтiв дифузiї електронiв та iонiв у iзотермiчнiй плазмi.

Розумним значенням цього параметра є 𝑑 = 1000 [67]. Обчислення проводи­

лись як для iзотермiчної плазми (𝜏 = 𝑇𝑒/𝑇𝑖 = 1), так i для неiзотермiчної

(𝜏 = 2 i 10).

2.2.2 Ефективний потенцiал

Як вже згадувалося на початку цього роздiлу, потенцiал порошинки

має кулонiвську асимптотичну поведiнку, яку можна легко отримати з на­

ступних мiркувань. Порошинка збурює розподiл концентрацiї плазмових

частинок 𝑛𝛼(𝑟) = 𝑛0 + 𝛿𝑛𝛼(𝑟), але на великих вiдстанях вiд порошинки

плазма повинна залишатись квазiнейтральною, тому 𝛿𝑛𝑖 = 𝛿𝑛𝑒 = 𝛿𝑛, при

цьому густина заряду рiвна нулю i вiдповiдно рiвна нулю права частина

рiвняння Пуассона (2.1). З огляду на сферичну симетрiю i з урахуванням

крайової умови (2.4) розв’язок рiвняння (2.1) має вигляд

𝜙 =
𝑞

𝑟
, (2.27)

де 𝑞 – довiльна константа, яка має сенс ефективного неекранованого заряду.

Пiдстановка (2.27) в (2.20) дає електронний та iонний струми

𝐼𝛼 = −4𝜋𝑟2𝑒𝛼Γ𝛼𝑟(𝑟) = 𝐷𝛼

(︂
−𝑘2𝐷𝛼𝑞

(︂
1 +

𝛿𝑛

𝑛0

)︂
+ 4𝜋𝑒𝛼𝑟

2𝜕𝛿𝑛

𝜕𝑟

)︂
. (2.28)

У стацiонарному станi задовольняється умова (2.18), таким чином 𝐼𝑖 =

−𝐼𝑒 = 𝐼. Вважаючи збурення малим 𝛿𝑛 ≪ 𝑛0, знаходимо

𝑞 = − 𝐼

𝑘2𝐷

(︂
1

𝐷𝑖
− 1

𝐷𝑒

)︂
(2.29)
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i, використовуючи крайову умову (2.22), знаходимо збурення концентрацiї

плазмових частинок

𝛿𝑛(𝑟) = − 𝐼

4𝜋𝑒𝑘2𝐷

(︂
𝑘2𝐷𝑖

𝐷𝑒
+
𝑘2𝐷𝑒

𝐷𝑖

)︂
1

𝑟
, (2.30)

яке є обернено пропорцiйним вiдстанi вiд порошинки. Неекранований заряд

(2.29) є пропорцiйним до струму заряджання i з’являється саме завдяки

поглинанню електронiв та iонiв порошинкою. Цей вираз з точнiстю до по­

значень збiгається з виразом (1.31), який отримано у моделi точкових стокiв

(див. п. 1.3).

Далi наведенi результати обчислень на основi рiвнянь (2.24), (2.25).

Рис. 2.10a, b вказують на те, що кулонiвська асимптота 𝑞/𝑟 є правиль­

ною як в iзотермiчнiй, так i в неiзотермiчнiй плазмi. Неекранований заряд

𝑞 знаходився з (2.29), використовуючи розрахований стацiонарний струм

заряджання 𝐼. Вiдстань вiд порошинки з якої потенцiал проявляє суто

кулонiвську поведiнку залежить вiд її розмiру i є меншою для менших

порошинок.

З рис. 2.11, 2.12 видно, що розподiли електронiв та iонiв навколо тiла,

яке поглинає плазму, кардинально вiдрiзняються вiд розподiлу Больцмана

(2.2). Концентрацiї плазмових частинок стають майже рiвними на певнiй

вiдстанi 𝑅̃ = 𝑅/𝜆𝐷 вiд порошинки (𝑅̃ ≈ 5 для 𝑎 = 0.1𝜆𝐷 та 𝑅̃ ≈ 8 для

𝑎 = 0.5𝜆𝐷) i починаючи з цiєї вiдстанi розподiли їх концентрацiй правиль­

но описуються виразом (2.30) (точкова лiнiя на рис. 2.11). Але, як видно

з рис. 2.10a, на вiдстанi 𝑅̃ ще спостерiгається вiдмiннiсть мiж обчисленим

потенцiалом i кулонiвським 𝑞/𝑟. Це можна пояснити тим фактом, що на

цiй вiдстанi умова 𝛿𝑛 ≪ 𝑛0, яка була використана при виведеннi (2.29),

не задовольняється з необхiдною точнiстю, особливо для великих пороши­

нок. Залишивши доданок 𝛿𝑛/𝑛0 у (2.28), отримуємо уточнений вираз для

ефективного неекранованого заряду

𝑞𝑐 = − 𝐼

𝑘2𝐷

(︂
1

𝐷𝑖
− 1

𝐷𝑒

)︂
1

1 + 𝛿𝑛(𝑟)/𝑛0
. (2.31)
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Рис. 2.10 Залежнiсть потенцiалу вiд вiдстанi для двох розмiрiв порошинок:
𝑎 = 0.1, 0.5𝜆𝐷 у iзотермiчнiй (a) та неiзотермiчнiй 𝜏 = 10 (b) плазмi. Су­
цiльнi лiнiї – обчислений потенцiал, штриховi лiнiї – 𝑞/𝑟. Вставка показує
вiдношення 𝑞/𝑟 до обчисленого потенцiалу.

В такому разi вiн стає функцiєю вiд 𝑟 i оскiльки 𝛿𝑛 є вiд’ємним, то

𝑞𝑐 збiльшується при наближеннi до порошинки. Отже, вираз (2.29) занижує

вiдносний неекранований заряд, так само як i потенцiал, що i спостерiгає­

ться на рис. 2.10a, b (штрихова лiнiя знаходиться нижче, нiж суцiльна).

Згiдно з крайовою умовою (2.21), перший доданок у (2.20) рiвний ну­

лю на поверхнi порошинки. Тому умова (2.18) дає 𝐷𝑒∇𝑛𝑒(𝑎) = 𝐷𝑖∇𝑛𝑖(𝑎).
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Рис. 2.11 Залежнiсть нормованої концентрацiї електронiв та iонiв 𝑛𝛼/𝑛0 вiд
вiдстанi для трьох розмiрiв порошинок: 𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷 у iзотермiчнiй
плазмi. Суцiльна лiнiя – концентрацiя iонiв, штрихова лiнiя – концентрацiя
електронiв, точкова лiнiя – формула (2.30).
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Рис. 2.12 Залежнiсть нормованої концентрацiї електронiв та iонiв 𝑛𝛼/𝑛0 вiд
вiдстанi у iзотермiчнiй (𝜏 = 1) та неiзотермiчнiй (𝜏 = 10) плазмi. Суцiльна
лiнiя – концентрацiя iонiв, штрихова лiнiя – концентрацiя електронiв.

Оскiльки 𝐷𝑒 ≫ 𝐷𝑖, то поблизу поверхнi порошинки концентрацiя iонiв зро­

стає значно швидше, нiж концентрацiя електронiв, що i спостерiгається на

рис. 2.11. Збiльшення 𝜏 призводить до збiльшення вiдношення𝐷𝑒/𝐷𝑖 = 𝑑
√
𝜏

(2.26), це пояснює бiльш рiзке зростання концентрацiї iонiв бiля поверхнi по­

рошинки у неiзотермiчнiй плазмi (див. рис. 2.12). Отриманi нами розподiли
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iонiв узгоджуються з результатами числового розв’язання кiнетичного рiв­

няння з iнтегралом зiткнень БГК (1.110) в границi 𝑙𝑖/𝑎 ≪ 1 [136].

Розрахований струм заряджання 𝐼 дає змогу визначити з (2.29) нее­

кранований заряд 𝑞, залежнiсть якого вiд радiуса порошинки наведена на

рис. 2.13a разом iз повним стацiонарним зарядом порошинки. З рисунка

видно, що нормований неекранований заряд 𝑧𝑔 = 𝑞𝑒𝑒/𝑎𝑇𝑒 зменшується зi

збiльшенням радiуса порошинки на вiдмiну вiд повного заряду 𝑧𝑔, який

навпаки збiльшується зi зростанням радiуса порошинки. В результатi, див.

рис. 2.13b, вiдносний неекранований заряд 𝑞/𝑞 або 𝑧𝑔/𝑧𝑔 рiзко зростає при

зменшеннi радiуса порошинки. У iзотермiчнiй плазмi 𝑞/𝑞 < 0.5, що узгоджу­

ється з результатами обчислень виконаними у [67]. У неiзотермiчнiй плазмi

значення вiдносного неекранованого заряду є вищим, нiж в iзотермiчнiй i

досягає значення ≈ 0.9 для 𝑎≪ 𝜆𝐷, 𝜏 = 10. Це означає, що переважна части­

на потенцiалу маленької порошинки у неiзотермiчнiй плазмi є кулонiвською

𝑞/𝑟. Такий висновок пiдтверджується рисунком 2.10b, на якому вiдношення

𝑞/𝑟 до обчисленого потенцiалу для 𝑎 = 0.1𝜆𝐷 не перевищує ≈ 0.75.

У роботах [137, 138] були запропонованi наступнi наближенi вирази

для струмiв заряджання у дрейфово-дифузiйному наближеннi

𝐼𝑖 =
4𝜋𝑎𝑛0𝑧𝑔𝜏𝐷𝑖𝑒

1 − 𝑒−𝑧𝑔𝜏
, 𝐼𝑒 = −4𝜋𝑎𝑛0𝑧𝑔𝐷𝑒𝑒

𝑒𝑧𝑔 − 1
. (2.32)

Використовуючи умову стацiонарностi 𝐼𝑖 + 𝐼𝑒 = 0, отримуємо рiвняння для

заряду порошинки

𝜏
𝐷𝑖

𝐷𝑒

1 − 𝑒𝑧𝑔

𝑒−𝑧𝑔𝜏 − 1
= 1. (2.33)

Значення стацiонарного заряду, якi дає рiвняння (2.33), рiвнi 𝑧𝑔 ≈
6.91, 6.56 i 5.76 для 𝜏 = 1, 2, 10, вiдповiдно, i узгоджуються з результатами

наших обчислень при 𝑎 ≪ 𝜆𝐷 (див. рис. 2.13a). Пiдстановка стацiонарного

заряду у вираз (2.32) дає стацiонарний струм, який в границi 𝑎≪ 𝜆𝐷 знову

узгоджується з обчисленим струмом, який наведено на рис. 2.14.
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Рис. 2.13 a – нормований заряд порошинки 𝑧𝑔 = 𝑞𝑒𝑒/𝑎𝑇𝑒 i нормований не­
екранований заряд 𝑧𝑔 = 𝑞𝑒𝑒/𝑎𝑇𝑒 у iзотермiчнiй (𝜏 = 1) та неiзотермiчнiй
(𝜏 = 2, 10) плазмi, b – вiдносний неекранований заряд 𝑞/𝑞 = 𝑧𝑔/𝑧𝑔 вiд радi­
уса порошинки.

Комбiнуючи формули (2.32) i (2.29), отримуємо наближену формулу

для неекранованого заряду

𝑧𝑔 =
𝑧𝑔

𝑒𝑧𝑔 − 1

(︂
𝐷𝑒

𝐷𝑖
− 1

)︂
1

1 + 𝜏
. (2.34)

У iзотермiчнi плазмi розв’язком рiвняння (2.33) є 𝑧𝑔 = ln(𝐷𝑒/𝐷𝑖) i
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Рис. 2.14 Залежнiсть безрозмiрного струму 𝐼𝑘𝐷/𝑒𝑛0𝑒𝐷𝑒 вiд радiуса поро­
шинки. Суцiльнi лiнiї з точками – результати обчислень, штриховi лiнiї –
формула (2.32).

(2.34) дає значення 𝑧𝑔/𝑧𝑔 = 0.5, яке не залежить вiд 𝐷𝑒/𝐷𝑖. Для неiзотермi­

чної плазми отримуємо 𝑧𝑔/𝑧𝑔 ≈ 0.67 (𝜏 = 2) i ≈ 0.91 (𝜏 = 10). Цi значення

є верхньою межею вiдносного неекранованого заряду, якi досягаються для

𝑎 ≪ 𝜆𝐷 (див. рис. 2.13b).

Для опису потенцiалу на довiльнiй вiдстанi вiд порошинки можна ви­

користовувати вираз (1.32) [22, 70, 71, 139]

𝜙0(𝑟) = (𝑞 − 𝑞)
𝑒−𝑟/𝜆𝐷

𝑟
+
𝑞

𝑟
, (2.35)

який є сумою потенцiалiв Дебая i Кулона з ефективними зарядами.

Вираз (2.35) отриманий у лiнiйному наближеннi у рамках моделi точко­

вих стокiв (див. п. 1.3), суть якої полягає у введенi у рiвняння неперервностi

divΓ𝛼(r) = 𝛿(r)𝐼𝛼/𝑒𝛼 сингулярних доданкiв, якi враховують поглинання пла­

зми порошинкою. Такий пiдхiд дає змогу позбутися крайових умов, але при

цьому стацiонарний заряд порошинки 𝑞 i струм заряджання 𝐼 стають не­

визначеними параметрами.

Порiвняння (2.35) з обчисленим потенцiалом у iзотермiчнi плазмi для



108

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

6

7

8

0 2 4 6 8 10
0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0
0 2 4 6 8 10

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

eT
e  ____

r/ Dr/ D

r/ D

e

0 ___

Рис. 2.15 Залежнiсть потенцiалу вiд вiдстанi для трьох розмiрiв порошинок:
𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷. Суцiльнi лiнiї – обчислений потенцiал, штриховi лiнiї –
формула (2.35). Вставка показує вiдношення 𝜙0 до обчисленого потенцiалу.

𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷 наведено на рис. 2.15 (кривi починаються з поверхнi поро­

шинки). Видно, що формула (2.35) iз значеннями 𝑞 i 𝑞, якi взятi iз обчислень,

завищує значення потенцiалу i описує його задовiльно лише для малих по­

рошинок. Максимальна вiдносна похибка (2.35) у порiвняннi з обчисленим

потенцiалом становить приблизно 10% для 𝑎 = 0.1𝜆𝐷, зростає до ≈ 32%

для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷 i досягає ≈ 46% для 𝑎 = 𝜆𝐷 (див. вставку на рис. 2.15).

У неiзотермiчнiй (𝜏 = 10) плазмi максимальна вiдносна похибка формули

(2.35) дещо менша, нiж у iзотермiчнiй, i становить ≈ 9%, 26%, 38% для

𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷, вiдповiдно.

Таким чином, наближена формула (2.35) дає задовiльний якiсний опис

поведiнки потенцiалу, але кiлькiсний опис потребує покращення. Оскiль­

ки максимальна вiдносна похибка спостерiгається на вiдстанях 𝑟 ≈ 2𝜆𝐷,

то для покращення точностi формули (2.35) необхiдно модифiкувати деба­

євську частину потенцiалу, неточнiсть якої, напевне, пов’язана зi змiною

розподiлу електронiв та iонiв поблизу порошинки, порiвняно iз розподiлом

Больцмана. Отже, дебаєвське екранування вiдбувається у неоднорiдному
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плазмовому середовищi. В такому разi природно припустити, що змiна одно­

рiдного розподiлу плазмових частинок повинна призвести до змiни довжини

екранування. Тому ми вводимо ефективну довжину екранування 𝜆𝐷/𝑝, по­

дiливши звичайну довжину екранування на параметр 𝑝

𝜙0𝑝(𝑟) = (𝑞 − 𝑞)
𝑒−𝑟𝑝/𝜆𝐷

𝑟
+
𝑞

𝑟
. (2.36)

Ефективна довжина екранування вводилась також при дослiдженнi

потенцiалу порошинки у плазмi без зiткнень [140, 141] або з нечастими зi­

ткненнями [142] Для знаходження параметра 𝑝 необхiдно апроксимувати

обчислений потенцiал формулою (2.36). Очевидно, що при цьому необхiдно

використовувати просторову область де дебаєвський доданок є суттєвим

у порiвняннi з кулонiвським. Внутрiшньою межею цiєї областi є поверхня

порошинки, а от зовнiшня межа не є однозначно визначеною. Взагалi, значе­

ння 𝑝, яке дає метод найменших квадратiв, залежить вiд вибору зовнiшньої

межi областi апроксимацiї. Такий недолiк вiдсутнiй у методу мiнiмiзацiї ма­

ксимальної вiдносної похибки, тому саме вiн був використаний нами для

знаходження параметра 𝑝. Рис. 2.16 показує, що значення 𝑝 наближається

до одиницi для 𝑎≪ 𝜆𝐷 у iзотермiчнiй плазмi i рiзко спадає зi збiльшенням

радiуса порошинки. У неiзотермiчнiй (𝜏 = 10) плазмi значення 𝑝 прибли­

зно вдвiчi менше, нiж в iзотермiчнiй. Отже, поглинання електронiв та iонiв

призводить не лише до появи неекранованої частини потенцiалу, а й до суттє­

вого збiльшення довжини екранування. Це збiльшення є яскраво вираженим

для 𝑎 & 𝜆𝐷, а також у неiзотермiчнiй плазмi. На вiдмiну вiд наближеної

формули для потенцiалу в плазмi без зiткнень [141], ефективна довжина

екранування 𝜆𝐷/𝑝 не залежить вiд вiдстанi до порошинки, що спрощує ви­

користання формули (2.36).

Вираз (2.36) описує розподiл потенцiалу значно краще нiж (2.35), див.

рис. 2.17. Максимальна вiдносна похибка зменшуються до ≈ 1.5%, 4%, 5%

у iзотермiчнiй плазмi i до ≈ 1.2%, 2.5%, 3.2% у неiзотермiчнiй для 𝑎 =

0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷, вiдповiдно.
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Рис. 2.16 Залежнiсть параметра 𝑝 вiд радiуса порошинки у iзотермiчнiй та
неiзотермiчнiй (𝜏 = 10) плазмi.

Табл. 1. Значення параметра 𝑝 для рiзних значень радiуса порошинки в
iзотермiчнiй та неiзотермiчнiй (𝜏 = 10) плазмi

𝑎/𝜆𝐷 𝑝, (𝜏 = 1) 𝑝, (𝜏 = 10)
0.01 0.921 0.570
0.1 0.737 0.403
0.2 0.628 0.320
0.3 0.559 0.278
0.5 0.473 0.233
1 0.363 0.182
1.5 0.305 0.157
2 0.268 0.141
2.5 0.241 0.129
3 0.220 0.120

Рис. 2.16 дає лише кiлька прикладiв поведiнки скейлiнгового параме­

тра 𝑝. Для того щоб знайти його для iнших конкретних значень параметрiв

плазми необхiдно виконати числовий розрахунок потенцiалу, а потiм апро­

ксимувати отриманi результати формулою (2.36), використовуючи метод

мiнiмiзацiї максимальної вiдносної похибки. Такий пiдхiд не є простим, але
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Рис. 2.17 Залежнiсть потенцiалу вiд вiдстанi для трьох розмiрiв порошинок:
𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷. Суцiльнi лiнiї – обчислений потенцiал, штриховi лiнiї –
формула (2.36). Вставка показує вiдношення 𝜙0𝑝 до обчисленого потенцiалу.

вiн вiдкриває принципову можливiсть використання аналiтичних виразiв

для потенцiалiв, щоб зрозумiти фiзичну природу багаточастинкових ефектiв

(кореляцiй) у задачi колективної поведiнки у сильнозв’язаних кулонiвських

системах i визначити якiснi ефекти з результатiв моделювання.

2.2.3 Висновки

Розподiл електростатичного потенцiалу у слабкоiонiзованiй плазмi з

частими зiткненнями поблизу зарядженої сферичної макрочастинки, яка

поглинає електрони та iони, може бути описаний з точнiстю до декiлькох

вiдсоткiв суперпозицiєю потенцiалiв Кулона та Дебая з масштабованою дов­

жиною екранування. Суттєве зменшення концентрацiї плазмових частинок

поблизу порошинки, через їх поглинання, призводить до збiльшення дов­

жини екранування у декiлька разiв i є бiльшим для порошинок бiльших

розмiрiв. У неiзотермiчнiй плазмi цi ефекти є ще бiльш вираженими. Лише

у границi малих частинок (𝑎 ≪ 𝜆𝐷) у iзотермiчнiй плазмi довжина екрану­

вання наближається до довжини Дебая.
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Ефективний заряд кулонiвської частини потенцiалу зростає зi зменше­

нням 𝑎/𝜆𝐷, а у неiзотермiчнiй плазмi неекранований заряд може переви­

щувати екранований заряд i у границi малих порошинок для 𝑇𝑒/𝑇𝑖 = 10

досягає ≈ 90% вiд усього заряду порошинки. Значення неекранованого за­

ряду знаходиться з числових розрахункiв або з аналiтичної формули (2.34)

для малих порошинок.

2.3 Кiнетична теорiя ефективного потенцiалу порошинки

У попередньому пiдроздiлi був отриманий аналiтичний вираз для по­

тенцiалу порошинки у дрейфово-дифузiйному наближеннi. Бiльш загальний

розв’язок задачi можна отримати у рамках кiнетичного опису. Перевагою

цього пiдходу є те, що вiн дозволяє вивчати ефективний потенцiал порошин­

ки за довiльних значень параметрiв плазми i знайти його залежнiсть вiд

кiнетичних характеристик плазмових процесiв (оскiльки запорошена пла­

зма є вiдкритою системою, то ефективний потенцiал залежить не лише вiд

термодинамiчних, а i вiд кiнетичних властивостей плазми).

Кiнетична теорiя запорошеної плазми добре розвинута у наближеннi

плазми без зiткнень, але це наближення часто не вiдповiдає експерименталь­

ним умовам у яких дослiджується запорошена плазма [40, 49]. Вiдомо [143],

що навiть нечастi зiткнення змiнюють динамiку плазми i заряджання по­

рошинок, на це вказують результати експериментiв [144, 145] та числового

моделювання [146, 147]. Тому актуальною є задача розвинення кiнетичної

теорiї запорошеної плазми, яка б враховувала зiткнення електронiв та iо­

нiв iз нейтральними частинками, оскiльки запорошена плазма зазвичай є

слабкоiонiзованою, а також дозволяла враховувати наявнiсть зовнiшнiх еле­

ктричних та магнiтних полiв.

Отже, при довiльних спiввiдношеннях мiж довжиною вiльного пробiгу,

дебаєвським радiусом та розмiром порошинки самоузгоджений розрахунок

стацiонарного заряду порошинки можна здiйснити на основi кiнетичного
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опису. Для цього знадобиться знайти стацiонарну границю розв’язку си­

стеми рiвнянь, яка складається з кiнетичного рiвняння (1.84) i рiвняння

Пуассона (1.19):{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v
− 𝑒𝛼
𝑚𝛼

𝜕𝜙(r, 𝑡)

𝜕r

𝜕

𝜕v

}︂
𝑓𝛼(r,v, 𝑡) = 𝐼𝛼 , (2.37)

∆𝜙(r, 𝑡) = −4𝜋 [𝑒𝑒𝑛𝑒(r, 𝑡) + 𝑒𝑖𝑛𝑖(r, 𝑡)] , (2.38)

де 𝐼𝛼 – iнтеграл зiткнень, Fext
𝛼 – зовнiшнє силове поле, а також рiвняння

для заряду порошинки

𝑑𝑞(𝑡)

𝑑𝑡
= −4𝜋𝑎2 [𝑒𝑒𝑛𝑒(r, 𝑡)𝑣𝑒(r, 𝑡) + 𝑒𝑖𝑛𝑖(r, 𝑡)𝑣𝑖(r, 𝑡)]

⃒⃒
𝑟=𝑎

, (2.39)

𝑣𝛼(r, 𝑡) =

ˆ
𝑑vnv𝑓𝛼(r,v, 𝑡), (2.40)

𝑛𝛼(r, 𝑡) = 𝑛𝛼

ˆ
𝑑v𝑓𝛼(r,v, 𝑡), (2.41)

де n – одиничний нормальний вектор до поверхнi порошинки. З крайови­

ми умовами

𝑓𝛼(r,v, 𝑡)
⃒⃒
𝑣𝑟>0,𝑟=𝑎

= 0, (2.42)

𝜕𝜙(r, 𝑡)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= −𝑞(𝑡)
𝑎2

, (2.43)

𝑓𝛼(r,v, 𝑡)
⃒⃒
r→∞ = 𝑓0𝛼(v), (2.44)

𝜙(r, 𝑡)
⃒⃒
r→∞ = 0. (2.45)

Умова (2.42) означає, що бiля поверхнi порошинки немає електронiв

та iонiв, якi рухаються вiд поверхнi, тобто ця умова описує їх адсорбцiю.

Приклади числових розв’язкiв системи рiвнянь (2.38)–(2.45) наведенi в [136,

148, 149].
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2.3.1 Модель точкових стокiв

Для опису багатьох цiкавих явищ, якi експериментально спостерi­

гаються у запорошенiй плазмi (формування впорядкованих структур з

порошинок i поширення у них хвиль), необхiднi аналiтичнi вирази для

ефективного потенцiалу. Щоб отримати наближений аналiтичний розв’язок

системи рiвнянь (2.38)–(2.39) нами була запропонована модель точкових сто­

кiв. Її суть полягає в тому, щоб описати ефекти, зумовленi поглинанням

плазмових частинок порошинкою, ввiвши в кiнетичне рiвняння (2.37) ефе­

ктивнi точковi стоки, iнтенсивнiсть яких вiдповiдає крайовiй умовi (2.42),

тобто замiсть рiвняння (2.37) з крайовими умовами (2.42), (2.43) використо­

вувати наступне рiвняння з точковим стоком [5, 18, 19, 35, 36, 143]:{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v
− 𝑒𝛼
𝑚𝛼

𝜕𝜙(r, 𝑡)

𝜕r

𝜕

𝜕v

}︂
𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) = 𝐼𝛼−𝑆𝛼(v, 𝑡)𝛿(r). (2.46)

Тут𝑋 = (r,v), 𝑆𝛼(v, 𝑡) – iнтенсивнiсть точкових стокiв, яка є функцiоналом

вiд функцiї розподiлу 𝑓𝛼(𝑋, 𝑡), тобто

𝑆𝛼(v, 𝑡) ≡ 𝑆𝛼 (v, 𝑡; {𝑓𝛼(𝑋, 𝑡)}) . (2.47)

Аналогiчний прийом вже був використаний нами при дрейфово-дифу­

зiйному описовi динамiки плазми: точковi стоки вводилися у рiвняння

неперервностi (п. 1.3) [22, 69, 70].

Величини (2.47) зручно виразити в термiнах перерiзiв заряджання

порошинок 𝜎𝛼(𝑞(𝑡), 𝑣). Наприклад, у випадку беззiткненної плазми, або у

випадку частих зiткнень можна записати

𝑆𝛼(v, 𝑡) = 𝑣𝜎𝛼(𝑞(𝑡), 𝑣)𝑓𝛼(𝑋, 𝑡). (2.48)

Рiвняння (2.46) з iнтенсивнiсть стоку (2.48) вперше було записано в

наших роботах [19, 36] на основi евристичних мiркувань, а в [18] модель то­

чкових стокiв була обґрунтована на основi мiкроскопiчної теорiї запорошеної
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плазми. Дiйсно, за наявностi лише однiєї нерухомої порошинки одночастин­

кова функцiя розподiлу порошинок записується як

𝑓𝑔(𝒳 , 𝑡) = 𝛿(𝑞 − 𝑞𝑔)𝛿(r)𝛿(v).

Пiдставивши її у кiнетичне рiвняння для плазмових частинок (1.174), можна

показати, що воно переходить у рiвняння типу (2.46) з точковим стоком,

який має iнтенсивнiсть (2.48).

Надiлi у (2.46) ми будемо використовувати модельний iнтеграл зi­

ткнень, а саме просту модель БГК (1.110).

Наявнiсть стокiв призводить до збурень ефективного електричного

потенцiалу, принаймнi на великих вiдстанях вiд порошинки цi збурення є ма­

лими, а отже, можемо скористатись лiнеаризованою версiєю рiвняння (2.46).

Таким чином, отриманi результати будуть давати правильну асимптотичну

поведiнку потенцiалу. Зауважимо однак, що перерiз заряджання потрiбно

розраховувати без використання теорiї збурень. Таким чином, для лiнiйної

поправки до незбуреної функцiї розподiлу маємо наступне рiвняння{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+

Fext
𝛼

𝑚𝛼

𝜕

𝜕v

}︂
𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) − 𝑒𝛼

𝑚𝛼

𝜕𝜙(r, 𝑡)

𝜕r

𝜕𝑓0𝛼(v)

𝜕v
=

= −𝜈𝛼
[︂
𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) − 𝑓0𝛼(v)

ˆ
𝑑v𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡)

]︂
− 𝑆(0)

𝛼 (v, 𝑡)𝛿(r), (2.49)

де

𝑆(0)
𝛼 (v, 𝑡) = 𝑆𝛼

(︁
v, 𝑡; {𝑓0𝛼(v)}

)︁
,

або у випадку (2.48)

𝑆(0)
𝛼 (v, 𝑡) = 𝑣𝜎𝛼(𝑞(𝑡), 𝑣)𝑓0𝛼(v).

Для потенцiалу самоузгодженого поля 𝜙(r, 𝑡) маємо рiвняння Пуассона

(2.38) з точковим зарядом:

∆𝜙(r, 𝑡) = −4𝜋𝑞(𝑡)𝛿(r) − 4𝜋
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑v𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡). (2.50)
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Розв’язок рiвняння (2.49) можна записати у виглядi (див. (1.90))

𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) =
𝑒𝛼
𝑚𝛼

𝑡ˆ

−∞

𝑑𝑡′̂ 𝑑𝑋 ′𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡− 𝑡′)
𝜕𝜙(r′, 𝑡′)

𝜕r′
𝜕𝑓0𝛼(v′)

𝜕v′ −

−
𝑡ˆ

−∞

𝑑𝑡′̂ 𝑑𝑋 ′𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡− 𝑡′)𝑆(0)
𝛼 (v′, 𝑡′)𝛿(r′), (2.51)

де 𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) – ймовiрнiсть переходу плазмової частинки з точки 𝑋 ′ у

точку 𝑋 за час 𝜏 = 𝑡 − 𝑡′, що задовольняє рiвняння (1.111) з початковою

умовою (1.92) 𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 0) = 𝛿(𝑋 − 𝑋 ′).

Пiдстановка (2.51) у рiвняння Пуассона (2.50), приводить до наступно­

го розв’язку в k𝜔-представленнi

𝜙k𝜔 =
4𝜋𝑞𝜔

𝑘2𝜀(k, 𝜔)
− 4𝜋

𝑘2𝜀(k, 𝜔)

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′𝑊𝛼k𝜔(v,v′)𝑆(0)

𝛼𝜔(v′), (2.52)

де 𝜀(k, 𝜔) – функцiя дiелектричного вiдгуку (1.97), а фур’є-образ ймовiрно­

стi переходу 𝑊𝛼k𝜔(v,v′) визначається формулою (1.95). У стацiонарному

станi

𝑞(𝑡) = 𝑞, 𝑆(0)
𝛼 (v, 𝑡) = 𝑆(0)

𝛼 (v), (2.53)

i вираз (2.52) набуває вигляду

𝜙k =
4𝜋𝑞

𝑘2𝜀(k, 0)
− 4𝜋

𝑘2𝜀(k, 0)

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′𝑊𝛼k(v,v′)𝑆(0)

𝛼 (v′). (2.54)

Тут

𝑊𝛼k(v,v′) = 𝑊𝛼k𝜔(v,v′)
⃒⃒
𝜔=0

, (2.55)

𝜀(k, 0) = 1 +
𝑘2𝐷
𝑘2
. (2.56)

Якщо порошинка рухається з постiйною швидкiстю v0, то аргумент r

𝛿-функцiї в (2.49), (2.50) слiд замiнити на (r− v0𝑡). Таким чином, розв’язок
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для потенцiалу порошинки, яка рухається, набуває вигляду

𝜙k𝜔 =
8𝜋2𝑞𝛿(𝜔 − kv0)

𝑘2𝜀(k,kv0)
− 8𝜋2𝛿(𝜔 − kv0)

𝑘2𝜀(k,kv0)
×

×
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′𝑊𝛼k,kv0

(v,v′)𝑆(0)
𝛼 (v′). (2.57)

На основi (2.51) можна розрахувати струм заряджання порошинки.

Зокрема у випадку стацiонарної iзотропної плазми

j𝛼(𝑟) = −𝑒𝛼𝑛𝛼
r

𝑟3

ˆ
𝑑v𝑆(0)

𝛼 (v), 𝑟 > 0. (2.58)

Розглянемо детальнiше питання про вплив властивостей плазми на

ефективний потенцiал порошинки в стацiонарному станi. У випадку iзо­

тропної плазми за вiдсутностi зовнiшнiх полiв 𝑊𝛼k𝜔(v,v′) визначається

формулою (1.118), враховуючи (2.55), маємо

𝑊𝛼k(v,v′) = −𝑖𝛿(v − v′)

kv − 𝑖𝜈𝛼
−

− 𝜈𝛼𝑓0𝛼(𝑣)

(kv − 𝑖𝜈𝛼)(kv′ − 𝑖𝜈𝛼)

[︂
1 + 𝑖𝜈𝛼

ˆ
𝑑v

𝑓0𝛼(𝑣)

kv − 𝑖𝜈𝛼

]︂−1

. (2.59)

Тодi розв’язок (2.54) має вигляд

𝜙k =
4𝜋𝑞

𝑘2 + 𝑘2𝐷
+

4𝜋𝑖

𝑘2 + 𝑘2𝐷

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼

´
𝑑v

𝑆(0)
𝛼

kv − 𝑖𝜈𝛼

1 + 𝑖𝜈𝛼
´
𝑑v

𝑓0𝛼(𝑣)
kv − 𝑖𝜈𝛼

. (2.60)

Зворотне перетворення Фур’є дає вираз для потенцiалу

𝜙(r) =
𝑞𝑒−𝑘𝐷𝑟

𝑟
+ 𝑖
∑︁
𝛼

4𝜋𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑k

(2𝜋)3
𝑒𝑖kr

𝑘2 + 𝑘2𝐷

´
𝑑v
𝑣𝜎𝛼(𝑞, 𝑣)𝑓0𝛼(𝑣)

kv − 𝑖𝜈𝛼

1 + 𝑖𝜈𝛼
´
𝑑v

𝑓0𝛼(𝑣)
kv − 𝑖𝜈𝛼

. (2.61)
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У беззiткненному режимi (𝜈𝛼 = 0), формула (2.61) спрощується до

𝜙(r) =
𝑞𝑒−𝑘𝐷𝑟

𝑟
+ 𝑖
∑︁
𝛼

4𝜋𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑k

(2𝜋)3
𝑒𝑖kr

𝑘2 + 𝑘2𝐷

ˆ
𝑣𝜎𝛼(𝑞, 𝑣)𝑓0𝛼(𝑣)

kv − 𝑖0
𝑑v, (2.62)

що дає

𝜙(𝑟) =
𝑞

𝑟
𝑒−𝑘𝐷𝑟 −

̃︀𝑄
𝑟
𝑔(𝑘𝐷𝑟), (2.63)

де

𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑥Ei(𝑥) − 𝑒𝑥Ei(−𝑥), (2.64)

̃︀𝑄 =
2𝜋

𝑘𝐷

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼

∞̂

0

𝑑𝑣 𝑣2𝜎𝛼(𝑞, 𝑣)𝑓0𝛼(𝑣). (2.65)

Тут

Ei(𝑥) =

𝑥ˆ

−∞

𝑒𝑡

𝑡
𝑑𝑡 (2.66)

– iнтегральна показникова функцiя. При 𝑘𝐷𝑟 ≫ 1 з урахуванням асимпто­

тичної поведiнки Ei(𝑥) ≃ 𝑒𝑥/𝑥 iз (2.63) отримуємо

𝜙(𝑟) ≃ − 2 ̃︀𝑄
𝑘𝐷𝑟2

. (2.67)

Зауважимо, що в (2.62)–(2.67) фiгурує перерiз заряджання, розрахова­

ний на основi моделi обмежених орбiт (1.7).

Таким чином, як випливає з (2.67) у випадку беззiткненної плазми

поглинання електронiв та iонiв порошинкою (наявнiсть струменiв заряджан­

ня) призводить до часткового розекранування поля порошинки, i потенцiал

порошинки має дипольну асимптоту, що узгоджується з результатами ро­

бiт [40, 107, 108].
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У випадку частих зiткнень (𝜈𝛼 ≫ 𝑘𝑣𝑇𝛼) рiвняння (2.54) дає

𝜙k =
4𝜋𝑞

𝑘2 + 𝑘2𝐷
− 4𝜋

𝑘2 + 𝑘2𝐷

1

𝑘2

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑆𝛼

𝐷𝛼
, (2.68)

де

𝑆𝛼 = 𝑛𝛼

ˆ
𝑑v𝑆(0)

𝛼 (𝑣) = 𝑛𝛼

ˆ
𝑑v𝑣𝜎𝛼(𝑞, 𝑣)𝑓0𝛼(v), (2.69)

𝐷𝛼 = 𝑣2𝑇𝛼/𝜈𝛼 – коефiцiєнт дифузiї.

Виводячи (2.68), ми скористались наближенням

1 + 𝑖𝜈𝛼

ˆ
𝑑v

𝑓0𝛼(𝑣)

kv − 𝑖𝜈𝛼
= 𝑊

(︂
𝑖𝜈𝛼
𝑘𝑣𝑇𝛼

)︂
≃ 𝑘2𝑣2𝑇𝛼

𝜈2𝛼
,

ˆ
𝑑v
𝑣𝜎𝛼(𝑞, 𝑣)𝑓0𝛼(𝑣)

kv − 𝑖𝜈𝛼
≃ 𝑖

𝜈𝛼

ˆ
𝑑v𝑣𝜎𝛼(𝑞, 𝑣)𝑓0𝛼(𝑣).

Як випливає з означення (2.69), величини 𝑆𝛼 являють собою iнтен­

сивностi поглинання частинок сорту 𝛼 точковим стоком, тобто кiлькiсть

частинок вiдповiдного сорту, поглинутих в одиницю часу. Це пiдтверджу­

ється також тим, що iнтегрування (2.46) за швидкостями дає рiвнянням

неперервностi виду (1.20). У координатному представленнi з (2.68) маємо

𝜙(𝑟) = (𝑞 + 𝑆)
𝑒−𝑘𝐷𝑟

𝑟
− 𝑆

𝑟
, (2.70)

де

𝑆 =
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑆𝛼

𝑘2𝐷𝐷𝛼
. (2.71)

Таким чином, за наявностi зiткнень ефективний потенцiал (2.70) пов­

нiстю спiвпадає iз виразом (1.32), який отриманий у моделi точкових стокiв

у дрейфово-дифузiйному наближеннi, i є суперпозицiю екранованого та ку­

лонiвського потенцiалу з вiдповiдними ефективними зарядами. В рамках

лiнiйного наближення цi величини розрахувати неможливо. Їх можна зна­

йти лише на основi числового розв’язання вiдповiдних крайових задач (див.
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п. 2.2). Приклади таких розрахункiв можна також знайти в [8, 67, 143]. Вони

свiдчать, що розекранування може бути досить суттєвим, а саме −𝑆/𝑞 6 0.5

у iзотермiчнiй плазмi i досягає значення 0.9 у неiзотермiчнiй (𝜏 = 10) пла­

змi (див. рис. 2.13).

Зауважимо, що поява кулонiвської асимптоти за умови поглинання

плазмових частинок порошинкою є цiлком природною. Дiйсно, якщо знехту­

вати процесами iонiзацiї та рекомбiнацiї, у стацiонарному випадку рiвняння

неперервностi (1.18) в областi, вiльнiй вiд порошинок, набуває вигляду

divΓ𝛼 = 0. (2.72)

Єдиний сферично симетричний розв’язок цього рiвняння –

Γ𝛼(r) = 𝐴𝛼
r

𝑟3
. (2.73)

Це означає, що густина струму

j𝛼(r) = 𝑒𝛼𝐴𝛼
r

𝑟3
. (2.74)

Проте, за законом Ома j𝛼(r) = 𝜎𝛼E(r), тобто

E(r) ∼ r

𝑟3
. (2.75)

Якщо плазма знаходиться у зовнiшньому магнiтному полi B0 =

(0, 0, 𝐵0), то фур’є-образ ймовiрностi переходу 𝑊𝛼k𝜔(v,v′) задається вира­

зом (1.116).

Зауважимо, що 𝜙k𝜔 (2.52) i 𝜀(k, 𝜔) (1.97), по сутi, вираженi в термi­

нах величини

𝑊𝛼k𝜔(v′) =

ˆ
𝑑v𝑊𝛼k𝜔(v,v′).
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Якщо функцiя розподiлу 𝑓0𝛼(v) та iнтенсивнiсть стоку 𝑆(0)
𝛼 (v) залежать вiд

𝑣⊥ i 𝑣𝑧, то як випливає з (1.107)

𝑊𝛼k𝜔(v) =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐽2
𝑛

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂
𝑖

𝜔 − 𝑛Ω𝛼 − 𝑘𝑧𝑣𝑧 + 𝑖𝜈𝛼
, (2.76)

де 𝐽𝑛(𝑥) – функцiя Бесселя. Використовуючи цю формулу, отримуємо

𝜙k =
4𝜋𝑞

𝑘2 + 𝑘2𝐷
+

+
4𝜋𝑖

𝑘2 + 𝑘2𝐷

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼
𝐹𝛼(k)

∞∑︁
𝑛=−∞

ˆ
𝑑v𝐽2

𝑛

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂
𝑆
(0)
𝛼 (v)

𝑘𝑧𝑣𝑧 + 𝑛Ω𝛼 − 𝑖𝜈𝛼
, (2.77)

де

𝐹𝛼(k) = 1 + 𝑖𝜈𝛼

∞∑︁
𝑛=−∞

ˆ
𝑑v𝐽2

𝑛

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂
𝑓0𝛼(v)

𝑘𝑧𝑣𝑧 + 𝑛Ω𝛼 − 𝑖𝜈𝛼
. (2.78)

Вираз (2.77) описує потенцiал макрочастинки в магнiтоактивнiй плазмi за

умови, що iнтенсивностi стокiв 𝑆(0)
𝛼 (v) вiдомi. Враховуючи, що 𝑓0𝛼(v) – це

розподiл Максвелла (1.9), а також [150, с. 198]

∞̂

0

𝑑𝑣⊥𝑣⊥𝐽
2
𝑛

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂
exp

(︂
− 𝑣⊥

2𝑣𝑇𝛼

)︂
= 𝑣2𝑇𝛼Λ𝑛

(︂
𝑘2⊥𝑣

2
𝑇𝛼

Ω2
𝛼

)︂
,

отримуємо

𝐹𝛼(k) = 1 +
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑖𝜈𝛼
𝑛Ω𝛼 + 𝑖𝜈𝛼

Λ𝑛

(︂
𝑘2⊥𝑣

2
𝑇𝛼

Ω2
𝛼

)︂[︂
1 −𝑊

(︂
𝑖𝜈𝛼 − 𝑛Ω𝛼

|𝑘𝑧|𝑣𝑇𝛼

)︂]︂
. (2.79)

Тут Λ𝑛(𝑥) = 𝐼𝑛(𝑥)𝑒−𝑥, 𝐼𝑛(𝑥) – модифiкована функцiя Бесселя 1-го роду.

У випадку беззiткненної плазми (2.77) дає

𝜙k =
4𝜋𝑞

𝑘2 + 𝑘2𝐷
− 4𝜋2

𝑘2 + 𝑘2𝐷

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼×

×
∞∑︁

𝑛=−∞

ˆ
𝑑v𝐽2

𝑛

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
Ω𝛼

)︂
𝑆(0)
𝛼 (v)𝛿 (𝑘𝑧𝑣𝑧 + 𝑛Ω𝛼) . (2.80)
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Для подальших розрахункiв нам потрiбно знати величину 𝑆
(0)
𝛼 (v). У за­

гальному випадку це складна задача. Вона суттєво спрощується в границi

𝐵0 → ∞. У цьому випадку

𝑆(0)
𝛼 (v) = |𝑣𝑧|𝜎𝛼(𝑞, 𝑣𝑧)𝑓0𝛼(v), (2.81)

𝜎𝛼(𝑞, 𝑣𝑧) = 𝜋𝑎2𝜃

(︂
𝑣2𝑧 −

2𝑒𝛼𝑞

𝑚𝛼𝑎

)︂
, (2.82)

де, 𝜃(𝑥) – функцiя Хевiсайда,

𝑓0𝛼(v) = 𝛿(v⊥)

(︂
𝑚𝛼

2𝜋𝑇𝛼

)︂1/2
exp

(︂
−𝑚𝛼𝑣

2
𝑧

2𝑇𝛼

)︂
= 𝛿(v⊥)𝑓0𝛼(𝑣𝑧).

Пiдставляючи (2.81) в (2.80), одержуємо

𝜙k =
4𝜋𝑞

𝑘2 + 𝑘2𝐷
− 4𝜋2

𝑘2 + 𝑘2𝐷

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼

∞̂

−∞

𝑑𝑣𝑧𝑓0𝛼(𝑣𝑧)𝜎𝛼(𝑞, 𝑣𝑧)𝛿(𝑘𝑧). (2.83)

Виконаємо зворотне перетворення Фур’є (2.83). Враховуючи [150, с. 159]

∞̂

0

𝑑𝑘⊥
𝑘⊥

𝑘2⊥ + 𝑘2𝐷
𝐽0(𝑘⊥𝑟⊥) = 𝐾0(𝑘𝐷𝑟⊥),

отримуємо

𝜙(r) =
𝑞𝑒−𝑘𝐷𝑟

𝑟
− 𝜙0𝐾0(𝑘𝐷𝑟⊥). (2.84)

Тут 𝐾0(𝑥) – функцiя Макдональда, а

𝜙0 =
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑𝑣𝑧𝜎𝛼(𝑞, 𝑣𝑧)𝑓0𝛼(𝑣𝑧). (2.85)

Таким чином, у сильнозамагнiченiй беззiткненнiй плазмi основний внесок

у потенцiал дають iндукованi стоком частинок струни об’ємного заряду з

густиною

𝜌(r) = −𝛿(r⊥)
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑𝑣𝑧𝑓0𝛼(𝑣𝑧)𝜎𝛼(𝑞, 𝑣𝑧). (2.86)
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Вiдповiдна густина струму має вигляд

𝑗𝑧(r) = −𝛿(r⊥)
𝑧

|𝑧|
∑︁
𝛼

𝜋𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑𝑣𝑧|𝑣𝑧|𝑓0𝛼(𝑣𝑧)𝜎𝛼(𝑞, 𝑣𝑧), (2.87)

що дає наступний вираз для повного струму заряджання:

𝐼tot =
∑︁
𝛼

2𝜋𝑒𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑𝑣𝑧|𝑣𝑧|𝑓0𝛼(𝑣𝑧)𝜎𝛼(𝑞, 𝑣𝑧). (2.88)

Поклавши 𝐼tot = 0, можна отримати рiвняння для заряду 𝑞.

У випадку сильнозамагнiченої плазми |Ω𝛼| > 𝑘⊥𝑣𝑇𝛼 з частими зiткне­

ннями 𝜈𝛼 ≫ |𝑘𝑧|𝑣𝑇𝛼, вираз (2.79) спрощується

𝐹𝛼(k) ≃ 1

𝜈𝛼

(︀
𝑘2⊥𝐷𝛼⊥ + 𝑘2𝑧𝐷𝛼‖

)︀
, (2.89)

𝐷𝛼⊥ =
𝑣2𝑇𝛼𝜈𝛼

Ω2
𝛼 + 𝜈2𝛼

, 𝐷𝛼‖ =
𝑣2𝑇𝛼
𝜈𝛼

– коефiцiєнти дифузiї у перпендикулярному та паралельному до магнiтного

поля напрямках. Отже,

𝜙k=
4𝜋

𝑘2 + 𝑘2𝐷

(︃
𝑞 −

𝑒𝛼𝑛𝛼
´
𝑆
(0)
𝛼 (v) 𝑑v

𝑘2⊥𝐷𝛼⊥ + 𝑘2𝑧𝐷𝛼‖

)︃
. (2.90)

Зворотне перетворення Фур’є дає наступну асимптоту 𝑟 ≫ 𝜆𝐷:

𝜙(r) ≃ −𝑆(𝜃)

𝑟
, (2.91)

𝑆(𝜃) =
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑆𝛼

𝑘2𝐷𝐷𝛼⊥

√︁
1 +

(︀
𝐷𝛼‖/𝐷𝛼⊥−1

)︀
sin2𝜃

, (2.92)

де 𝜃 – кут мiж радiус-вектором r i вiссю 𝑧. Таким чином, потенцiал має

кулонiвську асимптоту з ефективним зарядом, який залежить вiд кута 𝜃.

За вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля 𝐷𝛼‖ = 𝐷𝛼⊥ = 𝐷𝛼 (2.92) пере­

ходить у (2.71).
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2.3.2 Вплив зiткнень на ефективний потенцiал

У попередньому пiдроздiлi були отриманi загальнi вирази для ефектив­

них потенцiалiв, а також аналiтичнi оцiнки для випадкiв частих зiткнень i

плазми без зiткнень, якi представленi у наших роботах [19, 36]. Пiзнiше ча­

стина цих результатiв була повторена в [143] i зроблена спроба виконати

бiльш детальний аналiз. Однак оцiнки представленi у [143] були виконанi у

досить грубому наближенi, а саме перерiз заряджання, вважався таким, що

не залежить вiд швидкостей плазмових частинок. Метою нашої роботи [16]

було виконати аналiтичнi розрахунки ефективного потенцiалу з урахуван­

ням залежностi перерiзу заряджання вiд швидкостi.

Ми розпочинаємо зi спiввiдношення для ефективного потенцiалу

(2.61). Нехтуючи впливом поглинання електронiв порошинкою на їхню фун­

кцiю розподiлу за швидкостями (таке наближення широко застосовується у

теорiї запорошеної плазми), отримуємо

𝜙(𝑟) =
𝑞𝑒−𝑘𝐷𝑟

𝑟
+ 𝑖4𝜋𝑒𝑖𝑛𝑖

ˆ
𝑑k

(2𝜋)3
𝑒𝑖kr

𝑘2 + 𝑘2𝐷

´ 𝑣𝜎𝑖(𝑣)𝑓0𝑖(𝑣)
kv − 𝑖𝜈𝑖

𝑑v

1 + 𝑖𝜈𝑖
´ 𝑓0𝑖(𝑣)
kv − 𝑖𝜈𝑖

𝑑v
=

= 𝜙𝐷(𝑟) + 𝜙𝑆(𝑟). (2.93)

Тут, 𝑓0𝑖(𝑣) – функцiя розподiлу, яка виникає внаслiдок зiткнень (тобто ми

вважаємо, що 𝑓0𝑖(𝑣) – це розподiл Максвелла), 𝜎𝑖(𝑣) = 𝜋𝑎2(1 + 𝑣20𝑖/𝑣
2) –

перерiз заряджання порошинки iонами, 𝑣20𝑖 = 2|𝑒𝑖𝑞|/(𝑎𝑚𝑖) (1.7), 𝜈𝑖 – частота

зiткнень iонiв з нейтральними частинками.

Слiд зазначити, що пiсля iнтегрування за кутом мiж k i v вираз (2.93)

спрощується до формули (3) з [143]. Однак таке представлення не пiдходить

для аналiтичних розрахункiв при малих 𝜈𝑖. Виявилося, що обчислювати

iнтеграли за швидкостями у (2.93) зручно, використовуючи спiввiдношення

ˆ
𝑑v

𝑓(v)

kv − 𝑖𝜈
= 𝑖

∞̂

0

𝑑𝜏𝑒−𝜈𝜏 𝑑v𝑓(v)𝑒−𝑖kv𝜏 , (2.94)
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де 𝑓(v) – довiльна регулярна функцiя. Таким чином отримуємо

𝜙𝑆(𝑟) =
2𝑖

𝜋
𝑒𝑖𝑛𝑖

∞̂

0

𝑑𝑥
sin𝑥

𝑥2 + 𝜉2𝐷

𝐹 (𝜉/𝑥)

𝑉 (𝜉/𝑥)
, (2.95)

де

𝐹 (𝑦) = −𝜎0
(︂
𝑑

𝑑𝛽
− 𝑢20𝑖

)︂
1√
2𝛽

∞̂

0

𝑑𝑡 𝑒−𝑦𝑡
√
2𝛽 𝑒

− 𝑡2

2

𝑡
erf

(︂
𝑖𝑡√
2

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛽=1/2

, (2.96)

𝑉 (𝑦) = 1 −
(︁𝜋

2

)︁1
2
𝑦 𝑒

𝑦2

2 erfc

(︂
𝑦√
2

)︂
, (2.97)

𝜎0 = 𝜋𝑎2, 𝑢20𝑖 =
2|𝑒𝑖𝑞|
𝑎𝑇𝑖

, 𝜉𝐷 = 𝑘𝐷𝑟, 𝜉 =
𝑟

𝑙𝑖
=
𝑟𝜈𝑖
𝑣𝑇𝑖

, 𝑣2𝑇𝑖 =
𝑇𝑖
𝑚𝑖
. (2.98)

Для того, щоб отримати подальшi аналiтичнi оцiнки необхiднi певнi

наближення для 𝐹 (𝑦) i 𝑉 (𝑦), але складнiсть полягає в тому, що у (2.95)

аргументи цих функцiй можуть приймати як малi, так i великi значення.

Роздiлимо область iнтегрування у (2.95)

𝜙𝑆(𝑟) =
2𝑖

𝜋
𝑒𝑖𝑛𝑖

⎡⎢⎣ 𝜉ˆ

0

𝑑𝑥
sin𝑥

𝑥2 + 𝜉2𝐷

𝐹 (𝜉/𝑥)

𝑉 (𝜉/𝑥)
+

∞̂

𝜉

𝑑𝑥
sin𝑥

𝑥2 + 𝜉2𝐷

𝐹 (𝜉/𝑥)

𝑉 (𝜉/𝑥)

⎤⎥⎦ = 𝐼1 + 𝐼2,

(2.99)

таким чином, можна застосувати степеневi розклади для обох iнтегралiв, у

першому 𝜉/𝑥 ≫ 1, а в другому 𝜉/𝑥 ≪ 1.

Розпочнемо з розгляду 𝐼2. Як видно функцiя 𝐹 (𝑦) має скiнченне зна­

чення у точцi 𝑦 = 0, але її перша похiдна в цiй точцi не iснує. Це означає, що

𝐹 (𝑦) не можна розкласти у степеневий ряд за 𝑦 в околi нуля. Для того, щоб

описати поведiнку 𝐹 (𝑦) за малих значень 𝑦 її зручно представити у формi

𝐹 (𝑦) = 𝐹 (0) + 𝛿𝐹 (𝑦), (2.100)
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де

𝐹 (0) =
𝑖𝜋

2
𝜎0(1 + 𝑢20𝑖), (2.101)

𝛿𝐹 (𝑦) = − 𝑖𝜎0√
2𝜋

(︂
𝑑

𝑑𝛽
− 𝑢20𝑖

)︂ 𝑦ˆ

0

𝑑𝑞𝑒𝑞
2𝛽Ei(−𝑞2𝛽)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛽=1/2

. (2.102)

При 𝑦 ≪ 1

𝛿𝐹 (𝑦) ≈ − 𝑖𝜎0√
2𝜋

(︂
𝑑

𝑑𝛽
− 𝑢20𝑖

)︂
𝑦(𝛾 + ln 𝛽 − 2 + 2 ln 𝑦), (2.103)

𝐹 (𝑦)

𝑉 (𝑦)
≈ (𝐹 (0) + 𝛿𝐹 (𝑦))

(︃
1 +

(︁𝜋
2

)︁1
2
𝑦

)︃
. (2.104)

У 𝐼1 з виразу (2.99), при 𝑦 ≫ 1

𝐹 (𝑦)

𝑉 (𝑦)
≈ 𝑖𝜎0

√︂
2

𝜋
(2 + 𝑢20)𝑦. (2.105)

У випадку 𝜉 ≪ 1 (𝑟 ≪ 𝑙𝑖) вкладом 𝐼1 можна знехтувати. Для аналi­

тичних розрахункiв зручно продовжити нижню межу iнтегрування в 𝐼2 до

нуля, тобто ми фактично повертаємося до виразу (2.95). Однак наближе­

ння (2.103), (2.104) порушуються у розширенiй областi iнтегрування, тому

необхiдно перевiрити їхню поведiнку при великих 𝑦, що вiдповiдає малим

значенням 𝑥 в (2.95)

sin𝑥

𝑥2 + 𝜉2𝐷

𝐹 (𝜉/𝑥)

𝑉 (𝜉/𝑥)
= 𝑂(ln𝑥), 𝑥→ 0 (2.106)

це не збiгається з правильним результатом, який дає вираз (2.105)

sin𝑥

𝑥2 + 𝜉2𝐷

𝐹 (𝜉/𝑥)

𝑉 (𝜉/𝑥)
= 𝑂(1), 𝑥→ 0. (2.107)

Така невiрна поведiнка може спричинити суттєвi вiдхилення наших

наближених аналiтичних розрахункiв. Пiдстановка виразiв (2.103), (2.104)
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у (2.95) дає наступну оцiнку при 𝑟/𝑙𝑖 ≪ 1

𝜙𝑆(𝑟) = −𝑒𝑖𝑛𝑖
𝑘𝐷𝑟

𝜎0(1 + 𝑢20𝑖)
{︁
𝑄(𝑘𝐷𝑟) −

𝜀1
𝑘𝐷𝑙𝑖

𝑄+(𝑘𝐷𝑟)+

+
𝜀1
𝑘𝐷𝑙𝑖

[︂
(1 − 𝑒−𝑘𝐷𝑟) ln

𝑟

𝑙𝑖
+ 𝑒−𝑘𝐷𝑟 ln 𝑘𝐷𝑟

]︂
+

1

𝑘𝐷𝑙𝑖

[︀
𝜀2(1 − 𝑒−𝑘𝐷𝑟) + 𝜀3

]︀ }︁
,

(2.108)

де

𝑄(𝑦) =
1

2

[︀
𝑒−𝑦Ei(𝑦) − 𝑒𝑦Ei(−𝑦)

]︀
, (2.109)

𝑄+(𝑦) =
1

2

[︀
𝑒−𝑦Ei(𝑦) + 𝑒𝑦Ei(−𝑦)

]︀
, (2.110)

𝜀1 =

(︂
2

𝜋

)︂1
2 𝑢20𝑖

1 + 𝑢20𝑖
≃ 0.8,

𝜀2 =
(︁𝜋

2

)︁3
2 − 𝜀1

[︂
1

𝑢20𝑖
−
(︂
𝛾

2
− 1 − 1

2
ln 2

)︂]︂
≃
(︁𝜋

2

)︁3
2

+
𝜀1
2

(𝛾 − 2 − ln 2) ≃ 1.12,

𝜀3 = 𝜀1𝛾 ≃ 0.46,

𝛾 – стала Ейлера.

При виведеннi (2.108), зокрема, було використане спiввiдношення [151,

с. 438]

∞̂

0

𝑑𝑥
𝑥 sin(𝑏𝑥) ln(𝑎𝑥)

𝑥2 + 𝑧2
=
𝜋

2

[︀
𝑒−𝑏𝑧 ln(𝑎𝑧) − 𝑒𝑏𝑧Ei(−𝑏𝑧) − 𝑒−𝑏𝑧Ei(𝑏𝑧)

]︀
.

Знерозмiрений потенцiал має вигляд

𝜙(𝑟)

𝑞𝑘𝐷
=
𝑒−𝜉𝐷

𝜉𝐷
+

(𝑎𝑘𝐷)(2 + 𝑡/𝑧)

4𝜉𝐷(1 + 𝑡)

{︁
𝑄(𝜉𝐷) − 𝜀1

𝑙𝑖
𝑄+(𝜉𝐷)+

+
𝜀1

𝑙𝑖

[︂
(1 − 𝑒−𝜉𝐷) ln

𝜉𝐷

𝑙𝑖
+ 𝑒−𝜉𝐷 ln 𝜉𝐷

]︂
+

1

𝑙𝑖

[︀
𝜀2(1 − 𝑒−𝜉𝐷) + 𝜀3

]︀ }︁
, (2.111)

де 𝑙𝑖 = 𝑘𝐷𝑙𝑖.
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Рис. 2.18 Нормований ефективний потенцiал порошинки отриманий з
(2.111). Штрихова лiнiя вiдповiдає плазмi без зiткнень. Точкова лiнiя – по­
тенцiал Дебая.

Графiки залежностi (2.111) представленi на рис. 2.18. Ми розглядали

аргонову плазму з 𝜏 = 100 i порошинкою радiусом 𝑘𝐷𝑎 = 0.01. Значе­

ння безрозмiрного заряду 𝑧𝑔 = |𝑒𝑖𝑞|/𝑎𝑇𝑒 залежить вiд довжини вiльного

пробiгу iонiв i може бути визначене з аналiтичних виразiв [152] з число­

вих розрахункiв [148] або ж можна використовувати експериментальнi данi

[144]. Розглядаючи порошинку, як малий сферичний зонд, 𝑧𝑔 можна вважа­

ти довiльним параметром. Для того, щоб детально дослiдити залежнiсть

потенцiалу вiд вiдстанi, не враховуючи залежнiсть значення заряду вiд ча­

стоти зiткнень iонiв, ми використовували просте i добре вiдоме рiвняння

для заряду (1.13)
√︀
𝜏𝑚𝑖/𝑚𝑒𝑒

−𝑧𝑔 = 1 + 𝑧𝑔𝜏 , яке отримане для плазми без

зiткнень в наближеннi обмеженого орбiтального руху (див. п. 1.2.1).

Другий доданок в (2.111) пропорцiйний до 𝑎𝑘𝐷, тому у випадку 𝑎𝑘𝐷 ≪
1 другий доданок дає свiй вклад лише коли перший є малим. Вiдхилення

вiд потенцiалу Дебая з’являється лише на вiдстанi у декiлька одиниць 𝑘𝐷𝑟

(див. рис. 2.18). Отже, лише асимптотична поведiнка 𝜙𝑆(𝑟) при 𝑘𝐷𝑟 ≫ 1 є
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важливою i вираз (2.108) спрощується до

𝜙𝑆(𝑟) = −𝑒𝑖𝑛𝑖
𝑘𝐷𝑟

𝜎0𝑢
2
0𝑖

{︂
1

𝑘𝐷𝑟
+

𝜀1
𝑘𝐷𝑙𝑖

ln
𝑟

𝑙𝑖
+

1

𝑘𝐷𝑙𝑖
(𝜀2 + 𝜀3)

}︂
. (2.112)

Порiвняння графiкiв показало, що немає суттєвої рiзницi мiж вираза­

ми (2.108) та (2.112) при 𝑎𝑘𝐷 = 0.01 i довiльних значеннях 𝑙𝑖.

Дiапазон розумних значень довжин вiльного пробiгу 𝑙𝑖𝑘𝐷 вiд нескiнчен­

ностi (плазма без зiткнень) до кiлькох одиниць (це обмеження спричинене

використанням перерiзу з моделi обмеженого орбiтального руху). Вираз

(2.108) є справедливим для 𝑙𝑖 ≫ 𝑟, тому в областi 𝑟 ≈ 10𝜆𝐷, де вiдмiннiсть

вiд потенцiалу Дебая є суттєвою, прийнятними значеннями довжини вiль­

ного пробiгу є декiлька десяткiв 𝜆𝐷, але для таких значень 𝑙𝑖 вiдмiннiсть вiд

плазми без зiткнень є малою (див. рис. 2.18). При 𝑘𝐷𝑙𝑖 ≫ 1 вираз (2.108) дає

𝜙𝑆(𝑟) = −𝑒𝑖𝑛𝑖
𝑘𝐷𝑟

𝜎0(1 + 𝑢20𝑖)𝑄(𝑘𝐷𝑟), (2.113)

який з точнiстю до позначень збiгається з формулою (2.63) або [22, (65)], яка

отримана для плазми без зiткнень. На вiдмiну вiд формули (6) в [143], яка

при 𝑘𝐷𝑙𝑖 ≫ 1 вiдрiзняється на множник (1+𝑧𝑔𝜏)/(1+2𝑧𝑔𝜏) ≈ 1/2 при 𝜏 ≫ 1.

Розглянемо iнший граничний випадок 𝜉 ≫ 1, на цей раз ми нехтуємо

𝐼2 в (2.99) i продовжуємо верхню межу iнтегрування в 𝐼1 до нескiнченностi.

У розширенiй областi iнтегрування при 𝑦 ≪ 1 вираз (2.105) поводить себе як

sin𝑥

𝑥2 + 𝜉2𝐷

𝐹 (𝜉/𝑥)

𝑉 (𝜉/𝑥)
= 𝑂

(︁sin𝑥

𝑥3

)︁
, 𝑥→ ∞ (2.114)

i правильна поведiнка пiдiнтегрального виразу в (2.95), яка випливає з фор­

мули (2.104), є

sin𝑥

𝑥2 + 𝜉2𝐷

𝐹 (𝜉/𝑥)

𝑉 (𝜉/𝑥)
= 𝑂

(︁sin𝑥

𝑥2

)︁
, 𝑥→ ∞. (2.115)

В цьому разi вiдмiннiсть не настiльки критична у порiвняннi з (2.106)
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Рис. 2.19 Нормований ефективний потенцiал порошинки для 𝑘𝐷𝑙𝑖 = 10.
Нашi аналiтичнi результати: (2.116) (суцiльна лiнiя), (2.108), (2.111) (штри­
хова лiнiя), точкова лiнiя – вираз для потенцiалу отриманий в [143], точки
– обчислення за формулою (2.95).

i (2.107). Загальний вираз має вигляд

𝜙(𝑟) = − 𝑒𝑖𝑛𝑖
𝑟𝑘𝐷𝑙𝑖

𝜎0

(︁𝜋
2

)︁1
2

(2 + 𝑢20𝑖)(1 − 𝑒−𝑘𝐷𝑟). (2.116)

Ми виконали безпосереднi обчислення виразу (2.95), для того, щоб

перевiрити нашi аналiтичнi розрахунки, див. рис. 2.19.

Як видно, наш вираз (2.112) вiдрiзняється вiд отриманого в [143]

без урахування залежностi вiд швидкостi перерiзу заряджання, а саме

числовi множники в кулонiвських частинах є рiзними (їхнє вiдношення

2(𝜀2+𝜀3)/0.6𝜋
3/2 ∼ 0.94 ), а також у виразi (2.112) присутнiй новий доданок,

який пропорцiйний ln(𝑟/𝑙𝑖)/𝑟. Отже, формула (6) з [143] не повнiстю описує

якiсну поведiнку потенцiалу при 𝑟 < 𝑙𝑖. Числовi розрахунки проведенi у ро­

ботi [148] показали, що у режимi слабких зiткнень, отриманий нами вираз

для потенцiалу дає бiльш точнi значення у порiвняннi з виразом з [143].
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Неекранований розподiл густини заряду описується виразом

𝜌
(0)
𝑖 (𝑟) =

𝑖𝑒𝑖𝑛𝑖
2𝜋2𝑟2

∞̂

0

𝑑𝑥 sin𝑥
𝐹 (𝜉/𝑥)

𝑉 (𝜉/𝑥)
≃

≃ − 𝑒𝑖𝑛𝑖
4𝜋𝑟2

𝜎0(1 + 𝑢20𝑖)

{︂
1 +

𝑟

𝑙𝑖
(𝜀2 + 𝜀3) +

𝑟

𝑙𝑖
𝜀1 ln

𝑟

𝑙𝑖

}︂
. (2.117)

Повна (екранована) густина заряду при 𝑟 < 𝑙𝑖 може бути записана як

𝜌𝑡𝑜𝑡𝑖 (𝑟) = − 𝑒𝑖𝑛𝑖
4𝜋𝑟2

𝜎0(1 + 𝑢20𝑖)

{︂
1 − 𝑘𝐷𝑟𝑄(𝑘𝐷𝑟)

(︂
1 +

𝜀1
𝑘𝐷𝑙𝑖

)︂
+

+
𝑟

𝑙𝑖
𝑒−𝑘𝐷𝑟(𝜀2 + 𝜀1 ln(𝑘𝐷𝑙𝑖)

}︂
. (2.118)

Важливо вiдмiтити ще раз, що умови для застосування отриманих

наближених виразiв (2.108) i (2.116) для слабкозiткненної i сильнозiткнен­

ної плазми вiдповiдно визначаються вiдношенням вiдстанi вiд заряду до

середньої довжини пробiгу iонiв 𝑟/𝑙𝑖. Саме це вiдношення визначає тип на­

ближення для 𝜙𝑆(𝑟) (частина потенцiалу, яка пов’язана iз поглинанням iонiв

порошинкою). Це твердження можна довести строго, але воно також ви­

пливає з наближень для пiдiнтегральних виразiв (𝜈𝑖/𝑘𝑣𝑇𝑖 ≪ 1, що означає

𝑟 ∼ 1/𝑘 ≪ 𝑣𝑇𝑖/𝜈𝑖 = 𝑙𝑖, для слабкозiткненного режиму i 𝜈𝑖/𝑘𝑣𝑇𝑖 ≫ 1 (𝑟 ≫ 𝑙𝑖)

для сильнозiткненного режиму).

2.3.3 Висновки

Кiнетичний опис ефективного потенцiалу порошинки на основi запро­

понованої нами моделi точкових стокiв з iнтегралом зiткнень БГК дозволяє

вiдтворити результати, отриманi у дрейфово-дифузiйному наближеннi та у

наближеннi плазми без зiткнень. При вiдповiдному виборi заряду порошин­

ки та iнтенсивностi стоку, отриманi вирази для ефективного потенцiалу з

хорошою точнiстю узгоджуються з числовими розв’язками нелiнiйної крайо­

вої задачi. Показано, що модель точкових стокiв може бути використана для

опису ефективного потенцiалу в присутностi зовнiшнього магнiтного поля.
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Зiткнення можуть суттєво впливати на потенцiал порошинки. Зокре­

ма, вони можуть призводити до появи кулонiвської поведiнки потенцiалу

на великих вiдстанях, але кулонiвська асимптота може бути визначальною

лише при 𝑟 > 𝑙𝑖. У протилежному випадку 𝑟 < 𝑙𝑖 доданок кулонiвського

типу в потенцiалi теж з’являється, але частина потенцiалу, яка виникає у

беззiткненнiй плазмi, його переважає.

2.4 Порошинка у сильнозiткненнiй плазмi у зовнiшньому
магнiтному полi

Важливою задачею запорошеної плазми є вивчення впливу зовнi­

шнього магнiтного поля на властивостi лабораторної запорошеної плазми

[153–155], а також плазми в установках для керованого термоядерного синте­

зу з магнiтним утриманням [156–159]. Вплив магнiтного поля на заряджання

та ефективний потенцiал порошинок у сильнозiткненнiй плазмi був нами

дослiджений у роботах [11, 12, 28–30].

2.4.1 Постановка задачi

Розглянемо провiдну сферичну порошинку, яка знаходиться у слаб­

коiонiзованiй плазмi з частими зiткненнями за присутностi зовнiшнього

однорiдного магнiтного поля (B = 𝐵e𝑧). Динамiку плазми будемо опису­

вати у дрейфово-дифузiйному наближеннi, яке широко використовується

у фiзицi плазми в тому числi i для плазми у магнiтному полi [160, 161].

Стацiонарне рiвняння неперервностi (2.19) має вигляд

divΓ𝛼(r) = 0, (2.119)

де густина потоку електронiв та iонiв

Γ𝛼(r) = −𝜇̂𝛼𝑛𝛼(r)∇𝜙(r) − 𝐷̂𝛼∇𝑛𝛼(r), (2.120)

𝜇̂𝛼 – тензор рухливостi плазмових частинок, 𝐷̂𝛼 – тензор дифузiї.
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Електростатичний потенцiал 𝜙(r) задовольняє рiвняння Пуассона:

∆𝜙(r) = −4𝜋
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛𝛼(r). (2.121)

Якщо розподiл плазмових частинок за швидкостями є максвеллiв­

ським, тодi виконується спiввiдношення Айнштайна 𝜇̂𝛼 = 𝐷̂𝛼𝑒𝛼/𝑇𝛼.

Тензор дифузiї має вигляд [160]

𝐷̂𝛼 = 𝐷𝛼‖ ×

⎛⎜⎜⎝
(︀
1 + 𝛾2𝛼

)︀−1
𝛾𝛼
(︀
1 + 𝛾2𝛼

)︀−1
0

−𝛾𝛼
(︀
1 + 𝛾2𝛼

)︀−1 (︀
1 + 𝛾2𝛼

)︀−1
0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ , (2.122)

де 𝛾𝛼 = Ω𝛼/𝜈𝛼 – параметр замагнiченостi, Ω𝛼 = 𝑒𝛼𝐵/𝑚𝛼𝑐 – циклотронна

частота, 𝜈𝛼 – частота зiткнень заряджених частинок iз нейтральними,

𝐷𝛼‖ ≡ 𝐷𝛼 = 𝑣2𝑇𝛼/𝜈𝛼, (2.123)

𝑣𝑇𝛼 =
√︀
𝑇𝛼/𝑚𝛼.

Оскiльки задача має цилiндричну симетрiю, то невiдомi величини є

функцiями двох змiнних: 𝑛𝛼(r) = 𝑛𝛼(𝑟⊥, 𝑧) та 𝜙(r) = 𝜙(𝑟⊥, 𝑧).

Рiвняння (2.119)–(2.121) необхiдно доповнити крайовими умовами.

Щоб описати поглинання електронiв та iонiв використовується умова ти­

пу (2.21) 𝑛𝛼(r)
⃒⃒
𝑟2⊥+𝑧2=𝑎2

= 0, де 𝑎 – радiус порошинки. У магнiтному полi

потоки плазмових частинок до порошинки не будуть сферично-симетрични­

ми, але оскiльки ми розглядаємо провiдну порошинку, то заряди можуть

вiльно перемiщатися по її поверхнi. Тому ми вважаємо, що напруженiсть

електричного поля на поверхнi порошинки всюди однакова i, таким чином,

потенцiал на поверхнi задовольняє теорему Гаусса (2.5) n∇𝜙(r)|𝑟2⊥+𝑧2=𝑎2 =

−𝑞/𝑎2, де 𝑞 – стацiонарний заряд, який задовольняє умову (1.12)

𝑒𝑖

ˆ

𝑆

Γ𝑖𝑑S + 𝑒𝑒

ˆ

𝑆

Γ𝑒𝑑S = 0, (2.124)
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𝑟⊥

𝑧

𝑎

𝑏

Рис. 2.20 Область обчислень.

𝑆 – будь-яка сферична поверхня концентрична з порошинкою. Умови

𝑛𝛼(r)|𝑟→∞ = 𝑛0, 𝜙(r)|𝑟→∞ = 0 (2.125)

задовольняються на великiй вiдстанi вiд порошинки, де 𝑛0 – незбурена кон­

центрацiя плазмових частинок.

Сформульована задача була розв’язана нами [11, 12, 28] чисельно у

програмi FlexPDE в якiй реалiзований метод скiнченних елементiв [134].

Область обчислень зображена на рис. 2.20. В обчисленнях крайовi умови

(2.125) апроксимуються такими ж, але при 𝑟 = 𝑏. Нормальнi складовi векто­

рiв ∇𝜙(r) i ∇𝑛𝛼(r) до границь 𝑧𝑔 = 0, 𝑎 < 𝑟⊥ < 𝑏 та 𝑟⊥ = 0, 𝑎 < 𝑧 < 𝑏 рiвнi

нулю, що вiдповiдає неперервностi концентрацiї i потенцiалу на цих грани­

цях. Числовий розв’язок аналогiчно сформульованої задачi для сферичного

зонда у слабкоiонiзованiй плазмi iз частими зiткненнями за присутностi

однорiдного магнiтного поля був виконаний в [161].

До того як наводити результати обчислень, необхiдно обговорити

можливiсть спостерiгати ефекти, якi пов’язанi iз взаємодiєю струмiв заря­

джання з магнiтним полем, в рамках дрейфово-дифузiйного наближення.

Згiдно з (2.122), вплив магнiтного поля на дифузiю є помiтним коли 𝛾𝛼 ∼ 1.

Щоб вплив був суттєвим необхiдно 𝛾𝑒 ∼ 10. Для досить великого значення
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iндукцiї магнiтного поля 𝐵 ∼ 104 Гс (наприклад, у [155] експерименти iз за­

порошеною плазмою проводились у полi 2.3·104 Гс) електронна циклотронна

частота складає Ω𝑒 = 1.8 · 1011с−1. Значення вiдношення циклотронної ча­

стоти до частоти зiткнень, яке використовувалося у нашому дослiдженнi,

рiвне 𝛾𝑒 = 20, отже, верхня межа значення електронної частоти зiткнень

є 𝜈𝑒 ∼ 1010с−1.

Дрейфово-дифузiйний (континуальний) опис динамiки плазми можна

застосовувати коли довжина вiльного пробiгу частинок 𝑙𝛼 набагато менша

за радiус порошинки 𝑎 i довжину Дебая 𝜆𝐷:

𝑙𝛼 ≪ 𝑎, 𝑙𝛼 ≪ 𝜆𝐷. (2.126)

Довжина вiльного пробiгу електронiв 𝑙𝑒 = 𝑣𝑇𝑒/𝜈𝑒 або 𝑙𝑒[см] = 4.2 ·
107
√︀
𝑇𝑒[еВ]/𝜈𝑒[с−1]. З одного боку значення частоти зiткнень повинно бути

меншим за циклотронну частоту, а з iншого досить великим, щоб довжина

вiльного пробiгу електронiв задовольняла умову (2.126). Для електронiв з

температурою 𝑇𝑒 = 1 еВ i 𝜈𝑒 = 1010с−1, 𝑙𝑒 складає 4.2 · 10−3 см, отже, в

такому разi нашi обчислення пiдходять для порошинок розмiром 𝑎 ≥ 10−2

см або для зондiв з плаваючим потенцiалом. У випадку термiчної плазми,

яка теж може мiстити порошинки [49], типовi значення електронної темпе­

ратури є 𝑇𝑒 ∼ 0.1 еВ i довжина вiльного пробiгу електронiв стає навiть

меншою 𝑙𝑒 ∼ 10−3 см. Пробiг iонiв є набагато меншим за 𝑙𝑒, тому 𝑙𝑖 також

задовольняє умову (2.126).

Частота зiткнень електронiв пов’язана iз перерiзом передачi iмпульсу

i концентрацiєю нейтральних частинок 𝜈𝑒 = 𝑣𝑇𝑒𝜎𝑒𝑛𝑛𝑛 = 1010с−1. Для рiзних

газiв i електронних температур значення перерiзу варiюється у широкому дi­

апазонi, але вiдповiдне значення концентрацiї нейтралiв повинно залишати

незмiнним значення добутку 𝜎𝑒𝑛𝑛𝑛. Для 𝑇𝑒 = 1 еВ середнє значення перерi­

зу рiвне 𝜎𝑒𝑛 = 10−15 см2, тодi концентрацiя нейтралiв рiвна 𝑛𝑛 = 2.4 · 1017

см−3 (𝑝 = 104 Па). В атомарних газах (аргон, криптон та iншi) через ефект
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Рамзауера – Таунсенда 𝜎𝑒𝑛 має виражений мiнiмум 𝜎𝑒𝑛 = 10−17 см−3 в дiапа­

зонi електронної температури 𝑇𝑒 < 1 еВ [49, 162]. Для таких умов значення

𝑛𝑛 вiдповiдає атмосферному тиску.

Давайте тепер порiвняємо 𝑙𝑒 з довжиною Дебая 𝜆𝐷 ≈ 𝜆𝐷𝑖. Для iонiв

кiмнатної температури 𝑇𝑖 ≈ 300 К 𝜆𝐷[см] ≈ 120/
√︀
𝑛𝑖[см−3]. Для низької

концентрацiї iонiв 𝑛𝑖 = 108 см−3, 𝜆𝐷 ≈ 10−2 см, таким чином, довжина

Дебая задовольняє (2.126).

Хоча сформульованi вище умови важко задовольнити для порошинок

iз розмiрами, якi притаманнi експериментам iз запорошеною плазмою, в

будь-якому разi варто дослiдити граничний випадок замагнiчених електро­

нiв, який може бути реалiзований у бiльш сильних магнiтних полях. Як

буде показано далi, у такому випадку можна спостерiгати новi ефекти такi

як формування немонотонного розподiлу потенцiалу чи його специфiчної

симетрiї.

В обчисленнях необхiдно задати значення вiдношення коефiцiєнтiв

дифузiї 𝐷𝑒‖/𝐷𝑖‖. Використовуючи рiвняння (2.123), отримуємо 𝐷𝑒‖/𝐷𝑖‖ =

(𝑙𝑒/𝑙𝑖)
√︀
𝑚𝑖/𝑚𝑒

√︀
𝑇𝑒/𝑇𝑖 = 𝑑

√
𝜏 (2.26). Параметр 𝑑 – це вiдношення коефiцi­

єнтiв дифузiї електронiв до iонiв у iзотермiчнiй плазмi i його значення в

обчисленнях приймалося рiвним 𝑑 = 1000 (так само як i у п. 2.2), що дає

змогу зробити порiвняння iз результатами обчислень з [67]. Обчислення про­

водились для двох значень 𝜏 = 𝑇𝑒/𝑇𝑖 = 1, 40.

Заряд порошинки входить у одну з крайових умов. Його значення

варiювалося доки умова (2.124) не задовольнялася iз заданою точнiстю. Ре­

зультати для заряду були отриманi для 𝑏 = 300𝜆𝐷. Подальше збiльшення

𝑏 впливало на значення заряду несуттєво.

Для того щоб перевiрити програму для обчислень ми розпочали з

плазми без зовнiшнього магнiтного поля. Надiйнi результати для цього ви­

падку можна взяти з роботи [67], в якiй чисельним методом знаходилась

стацiонарна границя залежної вiд часу задачi, тобто розглядалось рiвняння

типу (1.18). Оскiльки обчислення заряду порошинки пов’язане з крайовою
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Рис. 2.21 Залежнiсть безрозмiрного заряду порошинки 𝑧𝑔 = 𝑒𝑒𝑞/𝑎𝑇𝑒 вiд її
радiуса за вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля. Точки, якi з’єднанi су­
цiльною лiнiєю, – результати обчислень, товста суцiльна лiнiя взята з [67],
штрихова лiнiя вiдповiдає формулi (2.33).

умовою (2.124), яка потребує розподiлу електростатичного потенцiалу, то до­

статньо порiвняти лише результати для значення заряду порошинки. Далi

наведена залежнiсть заряду порошинки вiд її радiуса (рис. 2.21). Як видно,

отриманi значення добре узгоджуються з вiдповiдними значеннями з [67], а

також, у границi 𝑎 ≪ 𝜆𝐷, iз аналiтичною оцiнкою за формулою (2.33).

2.4.2 Порошинка у плазмi iз замагнiченими електронами i
незамагнiченими iонами

Перейдемо до обчислень ефективного потенцiалу порошинки у пла­

змi iз зовнiшнiм магнiтним полем. Значення iндукцiї магнiтного поля 𝐵

визначається параметром замагнiченостi електронiв, який є вiдношенням

циклотронної частоти до частоти зiткнень 𝛾𝑒 = Ω𝑒/𝜈𝑒. Аналогiчне вiдноше­

ння для iонiв 𝛾𝑖 = −𝛾𝑒
√
𝜏/𝑑.

Задача про ефективний потенцiал порошинки у магнiтоактивнiй

слабкоiонiзованiй плазмi з частими зiткненнями розглядалася нами в кiнети­

чному пiдходi в рамках моделi точкових стокiв [18, 19] (див. п. 2.3). Зокрема,
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був отриманий фур’є-образ потенцiалу у замагнiченiй плазмi (2.90), який

дає наступну асимптотичну поведiнку (2.91)

𝜙(r) = −1

𝑟

∑︁
𝛼

𝐼𝛼

𝑘2𝐷𝐷𝛼⊥

√︁
1 + (𝐷𝛼||/𝐷𝛼⊥ − 1) sin2 𝜃

, (2.127)

де 𝐼𝑖 = 𝐼, 𝐼𝑒 = −𝐼, 𝐷𝛼⊥ = 𝐷𝛼‖/(1 + 𝛾2𝛼).

Отже, формула (2.127) передбачає iснування у потенцiалу кулонiв­

ської асимптоти з ефективним зарядом, який залежить вiд кута 𝜃 мiж

радiус-вектором i напрямком зовнiшнього магнiтного поля. У напрямку по­

ля (𝜃 = 0) формула (2.127) дає

𝜙(𝑧) = − 𝐼

𝑘2𝐷

(︂
1

𝐷𝑖⊥
− 1

𝐷𝑒⊥

)︂
1

𝑧
= 𝑞𝑧

1

𝑧
. (2.128)

За вiдсутностi магнiтного поля 𝐷𝛼⊥ = 𝐷𝛼‖ = 𝐷𝛼 i ефективний заряд

не залежить вiд кута 𝜃 i є вiд’ємним, оскiльки𝐷𝑒 ≫ 𝐷𝑖. А от у магнiтоактив­

нiй плазмi, 𝑞𝑧, а разом з ним i потенцiал, може змiнювати знак. Така змiна

вiдбувається, коли коефiцiєнти дифузiї електронiв та iонiв поперек магнiтно­

го поля стають рiвними. Оскiльки поблизу вiд’ємно зарядженої порошинки

потенцiал є вiд’ємним, а на нескiнченностi, згiдно крайовою умовою (2.125),

рiвний нулю, то змiна знаку потенцiалу означає появу екстремуму.

У термiнах безрозмiрних змiнних формула (2.128) має вигляд

𝜙(𝑧) = − 𝐼𝐹

𝑘2𝐷𝐷𝑒‖

1

𝑧
, 𝐹 = 𝑑

√
𝜏

(︂
1 +

𝛾2𝑒𝜏

𝑑2

)︂
− 1 − 𝛾2𝑒 . (2.129)

Аналiз виразу (2.129) показує, що в залежностi вiд параметрiв 𝑑 i 𝜏 фун­

кцiя 𝐹 (𝛾𝑒) може як зростати, так i спадати в областi 𝛾𝑒 ≥ 0, також 𝐹 (𝛾𝑒)

може мати вiд’ємнi значення (потенцiал може змiнювати знак). Розв’язок

рiвняння 𝐹 (𝛾𝑒) = 0 для 𝑑 = 1000, 𝜏 = 1 – це 𝛾𝑒 ≈ 30, а для 𝑑 = 1000,

𝜏 = 40 – 𝛾𝑒 ≈ 80, тобто в другому випадку необхiдне сильнiше замагнiче­

ння електронiв для того, щоб потенцiал змiнив знак. А от, наприклад, для

𝑑 = 200, 𝜏 = 40 рiвняння 𝐹 (𝛾𝑒) = 0 не має дiйсних коренiв, тобто потенцiал
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не може змiнити знак. Для бiльш повного аналiзу асимптотичної поведiнки

потенцiалу (2.129) необхiдно також враховувати залежнiсть стацiонарного

струму заряджання вiд 𝛾𝑒.

Формула (2.127) з 𝜃 = 𝜋/2 дає

𝜙(𝑟⊥) = − 𝐼𝐺

𝑘2𝐷𝐷𝑒‖

1

𝑟⊥
, 𝐺 = 𝑑

√
𝜏

√︂
1 +

𝛾2𝑒𝜏

𝑑2
−
√︀

1 + 𝛾2𝑒 . (2.130)

Цей вираз не передбачає, що потенцiал поперек магнiтного поля може змi­

нювати знак зi збiльшенням 𝛾𝑒.

Зворотне перетворення Фур’є виразу (2.90) дає

𝜙(r) =
1

(2𝜋)3

ˆ
𝑑k𝑒𝑖kr𝜙k =

𝑞

𝑟
𝑒−𝑘𝐷𝑟 −

∑︁
𝛼

𝜙2𝛼. (2.131)

Отже, 𝜙(r) є сумою потенцiалу Дебая i виразу

𝜙2𝛼 =
𝐼𝛼

2𝜋2

ˆ
𝑑k 𝑒𝑖kr

1

(𝑘2 + 𝑘2𝐷)(𝑘2⊥𝐷𝛼⊥ + 𝑘2𝑧𝐷𝛼‖)
, (2.132)

який з’являється завдяки поглинанню плазмових частинок порошинкою.

Перейдемо у iнтегралi (2.132) до цилiндричної системи координат, тодi

𝜙2𝛼 = 𝐼𝛼

∞̂

0

𝑑𝑘⊥
𝑘⊥𝐽0(𝑘⊥𝑟⊥)

𝑘2⊥(𝐷𝛼‖ −𝐷𝛼⊥) + 𝑘2𝐷𝐷𝛼‖

(︃
𝑒−𝑘⊥|𝑧|

√
𝐷𝛼⊥/𝐷𝛼‖

𝑘⊥
√︀
𝐷𝛼⊥/𝐷𝛼‖

− 𝑒−|𝑧|
√

𝑘2⊥+𝑘2𝐷√︀
𝑘2⊥ + 𝑘2𝐷

)︃
,

(2.133)

або

𝜙2𝛼 =
𝐼𝛼
𝜋2

∞̂

0

𝑑𝑘𝑧
cos(𝑘𝑧𝑧)𝐾0

(︀
𝑟⊥|𝑘𝑧|

√︀
𝐷𝛼‖/𝐷𝛼⊥

)︀
−𝐾0

(︀
𝑟⊥
√︀
𝑘2𝑧 + 𝑘2𝐷

)︀
𝑘2𝑧(𝐷𝛼⊥ −𝐷𝛼‖) + 𝑘2𝐷𝐷𝛼⊥

, (2.134)

де 𝐽0(𝑥), 𝐾0(𝑥) – функцiї Бесселя та Макдональда, вiдповiдно.

Фiзичне пояснення отриманої асимптотичної поведiнки ефективного

потенцiалу зрозумiле. Навiть якщо знехтувати самоузгодженою взаємодi­

єю плазмових частинок присутнiсть порошинки спричиняє появу потокiв

частинок. Iснування електронних та iонних струмiв означає iснування
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Рис. 2.22 Iзолiнiї безрозмiрного потенцiалу 𝑒𝑒𝜙/𝑇𝑒 для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷, 𝜏 = 1 i
𝛾𝑒 = 20 (а), 𝛾𝑒 = 50 (b). Суцiльнi лiнiї – результати обчислень, точковi лiнiї
– формула (2.127). Товста суцiльна лiнiя – це поверхня порошинки.

електричного поля, якому у вiдповiдностi iз законом Ома, повиннi бути

пропорцiйнi струми. Таким чином, принаймнi на великiй вiдстанi вiд поро­

шинки потенцiал створюється лiнiйною комбiнацiєю концентрацiй частинок

i описується виразом (2.127). Саме в такому разi потоки плазмових части­

нок узгоджуються iз законом Ома.
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Рис. 2.23 Розподiл безрозмiрного потенцiалу 𝑒𝑒𝜙/𝑇𝑒 вздовж магнiтного поля
для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷, 𝛾𝑒 = 0, 20, 50, у iзотермiчнiй плазмi (𝜏 = 1): суцiльнi лiнiї –
результати обчислень, точковi лiнiї – формула (2.127). I неiзотермiчнi плазмi
(𝜏 = 40, 𝛾𝑒 = 20) – штрихова лiнiя.

Наведенi аналiтичнi результати отриманi в моделi точкових стокiв, то­

му стацiонарний заряд порошинки 𝑞 i стацiонарний струм 𝐼 є параметрами,

якi ми беремо iз обчислень.

Типовий розподiл знерозмiреного потенцiалу 𝑒𝑒𝜙/𝑇𝑒 в iзотермiчнiй

(𝜏 = 1) плазмi для двох значень магнiтного поля показаний на рис. 2.22.

Радiус порошинки дорiвнює 𝑎 = 0.5𝜆𝐷, 𝑑 = 1000 i 𝛾𝑒 = 20, 50, останнє

значення взяте, щоб побачити змiну знаку потенцiалу, яка передбачається

формулою (2.127). Точковi лiнiї побудованi за (2.127) зi значеннями стру­

му, якi взятi з обчислень. Для досягнення доброго узгодження обчислень з

асимптотичною формулою необхiдно збiльшити область обчислення, а саме

взяти 𝑏 = 10000𝜆𝐷 для 𝛾𝑒 = 0, 20 i 𝑏 = 5000𝜆𝐷 для 𝛾𝑒 = 50.

У випадку, що розглядається, потенцiал проявляє специфiчну поведiн­

ку: на вiдстанях, якi перевищують довжину Дебая, потенцiал спадає бiльш

повiльно у поперечному напрямку до поля, нiж у поздовжньому. Це ефект

стає бiльш вираженим при збiльшеннi магнiтного поля. Потенцiал є симетри­

чним лише поблизу порошинки. Слiд вiдмiтити, що асимптотична формула
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Рис. 2.24 Розподiл безрозмiрного потенцiалу 𝑒𝑒𝜙/𝑇𝑒 перпендикулярно до ма­
гнiтного поля для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷, 𝛾𝑒 = 0, 50, 𝜏 = 1. Суцiльнi лiнiї – результати
обчислень, точковi лiнiї – формула (2.127).

(2.127) кiлькiсно задовiльно узгоджується з результатами обчислень за ви­

нятком областi поблизу осi 𝑧, де вона може бути використана лише для

грубих оцiнок.

Потенцiал також був розрахований для неiзотермiчної (𝜏 = 40) плазми

для тих же значень 𝛾𝑒 = 20, 50. Розподiл потенцiалу подiбний до розподiлу

в iзотермiчнiй плазмi, але асиметрiя iзолiнiй менш виражена, що i передба­

чалось формулою (2.127).

Координатнi залежностi потенцiалу паралельно i перпендикулярно до

магнiтного поля, тобто вздовж осей 𝑧 i 𝑟⊥ представленi на рис. 2.23, 2.24.

З рисункiв видно, що у сильному магнiтному полi (𝛾𝑒 = 50) безроз­

мiрний потенцiал поблизу осi 𝑧 стає вiд’ємним i має слабковиражений

мiнiмум в областi 𝑧 ∼ 60𝜆𝐷. Асимптотична формула краще описує розпо­

дiл потенцiалу у слабкому магнiтному полi, а також перпендикулярно до

магнiтного поля, нiж вздовж. Це твердження також iлюструється iзолiнiя­

ми на рис. 2.22. Для заданих параметрiв вплив магнiтного поля (𝛾𝑒 = 20)

на розподiл потенцiалу є суттєво меншим у неiзотермiчнiй плазмi (𝜏 = 40),

нiж у iзотермiчнiй (див. рис. 2.23).
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Рис. 2.25 Обчислений розподiл безрозмiрного потенцiалу 𝑒𝑒𝜙/𝑇𝑒 вздовж ма­
гнiтного поля для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷, 𝛾𝑒 = 0, 1, 20, 50, 𝜏 = 1.

Модифiкацiя розподiлу потенцiалу поблизу порошинки через прису­

тнiсть магнiтного поля в iзотермiчнiй плазмi показана на рис. 2.25. Iзолiнiї

потенцiалу поблизу порошинки мають майже колову форму, тому на рисун­

ку представлений розподiл лише вздовж осi 𝑧. Видно, що зi збiльшенням

вiдношення електронної циклотронної частоти до частоти зiткнень, поверх­

невий потенцiал зростає. Варто зазначити, що розподiл потенцiалу бiля

порошинки є чутливим до слабкого магнiтного поля. Навiть невелике зна­

чення 𝛾𝑒 = 1 призводить до помiтного вiдхилення поверхневого потенцiалу.

Це вiдповiдає рис. 2.26, на якому наведена залежнiсть заряду порошинки 𝑧𝑔
вiд 𝛾𝑒. Збiльшення магнiтного поля призводить до рiзкого зменшення заря­

ду порошинки в областi 𝛾𝑒 ∼ 1, де електрони стають замагнiченими, i бiльш

повiльного зменшення в областi 𝛾𝑒 ∼ 10. Така поведiнка спричинена змен­

шенням стацiонарного потоку плазмових частинок зi зростанням 𝛾𝑒 (див.

рис. 2.27). Отже, магнiтне поле пригнiчує потiк електронiв до порошинки

i її вiд’ємний заряд зменшується.

З рис. 2.26, 2.27 видно, що залежностi безрозмiрного заряду i струму
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Рис. 2.26 Безрозмiрний заряд порошинки 𝑧𝑔 = 𝑒𝑒𝑞/𝑎𝑇𝑒 вiд 𝛾𝑒 для 𝑎 =

𝜆𝐷, 0.5𝜆𝐷, 𝜏 = 1, 40.

вiд радiуса порошинки є майже лiнiйними, так само як i у випадку вiдсу­

тностi магнiтного поля (рис. 2.21, 2.14).

Електронний та iонний струми заряджання сферичної порошинки у

однорiднiй магiнтоактивнiй плазмi без зiткнень дослiджувалися у роботi

[163], де було знайдено, що зовнiшнє магнiтне поле зменшує струми заря­

джання, отже, має мiсцi якiсне узгодження мiж результатами для плазми

з частими зiткненнями i плазми без зiткнень.

Формула (2.131) була застосована для знаходження потенцiалу поро­

шинки вздовж магнiтного поля з 𝛾𝑒 = 50. Нагадаємо, що в цьому випадку

асимптотична формула (2.127) працює погано (див. рис. 2.23). Рис. 2.28 пока­

зує, що (2.131) дає правильну асимптотичну поведiнку, а на iнших вiдстанях

описує розподiл потенцiалу досить добре. Отже, (2.131) є бiльш точною у

порiвнянi iз простою формулою (2.127). Також з’ясовано, що з точки зору

числового iнтегрування, представлення (2.133) для 𝜙2𝛼 є зручнiшим, нiж

(2.134).
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Рис. 2.27 Залежнiсть безрозмiрного струму 𝐼𝑘𝐷/𝑒𝑛0𝐷𝑒 вiд 𝛾𝑒 для 𝑎 =

𝜆𝐷, 0.5𝜆𝐷, 𝜏 = 1, 40.
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Рис. 2.28 Розподiл безрозмiрного потенцiалу 𝑒𝑒𝜙/𝑇𝑒 вздовж магнiтного поля
для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷, 𝛾𝑒 = 50, суцiльнi лiнiї – результати обчислень, штриховi лiнiї
– формула (2.131).

Також був розрахований розподiл iндукованого заряду бiля порошин­

ки, його iзолiнiї показанi на рис. 2.29. Видно, що вздовж магнiтного поля

(осi 𝑧) густина заряду спадає значно повiльнiше, нiж у iнших напрямках.
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Рис. 2.29 Iзолiнiї безрозмiрної густини заряду (𝑛𝑖 − 𝑛𝑒)/𝑛0, 𝛾𝑒 = 20, 𝑎 =

0.5𝜆𝐷.

2.4.3 Висновки

Отриманi результати показують, що навiть слабке магнiтне поле (еле­

ктрони та iони незамагнiченi) може помiтно впливати на струм заряджання i

заряд порошинки. Зокрема, поява зовнiшнього магнiтного поля призводить

до рiзкого зменшення цих величин. Це може бути пояснене зменшенням

потоку плазмових частинок до порошинки у перпендикулярному до магнi­

тного поля напрямку. В той же час слабке магнiтне поле не змiнює помiтно

просторову симетрiю розподiлу потенцiалу.

Збiльшення магнiтного поля до значень при яких електрони стають

замагнiченими призводить до порушення сферичної симетрiї ефективного
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потенцiалу. Цей ефект залежить вiд вiдношення коефiцiєнтiв дифузiї еле­

ктронiв до iонiв. Для розглянутих параметрiв потенцiал спадає швидше у

напрямку вздовж поля, нiж у перпендикулярному напрямку. Бiльше того,

подальше збiльшення зовнiшнього магнiтного поля може призвести до змi­

ни знаку потенцiалу на певнiй вiдстанi вiд порошинки у напрямку вздовж

магнiтного поля i створити немонотонну просторову залежнiсть потенцiалу.

Це означає, що для порошинок, якi знаходяться на однiй силовiй лiнiї поля,

можливе слабке притягання. Цей ефект може бути пояснений специфiчним

самоузгодженим розподiлом заряду навколо порошинки у присутностi силь­

ного магнiтного поля.
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РОЗДIЛ 3
ВЗАЄМОДIЯ ДВОХ МАКРОЧАСТИНОК

Задача про взаємодiю двох заряджених тiл має давню iсторiю [164].

Справа в тому, що взаємодiю заряджених об’єктiв навiть сферичної форми

можна описати законом Кулона для точкових зарядiв лише у випадку коли

їхнi розмiри набагато меншi за вiдстань мiж ними. Тому виникає задача роз­

рахувати силу взаємодiю (притягання чи вiдштовхування) двох заряджених

об’єктiв на довiльних вiдстанях. Останнi дослiдження цього питання для

двох провiдних сферичних тiл у вакуумi представленi в роботах [165–167].

Зокрема, внаслiдок поляризацiї, сила вiдштовхування мiж двома одноймен­

но зарядженими провiдними сферами однакового розмiру є меншою, нiж

кулонiвська сила мiж двома точковими зарядами такої ж величини, якi зна­

ходяться на вiдстанi рiвнiй вiдстанi мiж центрами сфер. Вiдношення цих

сил досягає значення 0.6149, коли сфери знаходяться у контактi [166].

Очевидно, що присутнiсть плазми навколо заряджених об’єктiв суттє­

во ускладнює задачу. В той же час силу взаємодiї мiж двома зарядженими

частинками скiнченних розмiрiв необхiдно знати для розв’язання рiзнома­

нiтних задач у фiзицi запорошеної плазми [40, 49] i фiзицi заряджених

колоїдних суспензiй [168–171]. Цi областi фiзики вивчають системи, що скла­

даються не лише iз заряджених частинок, якi можуть вважатися точковими

(електрони та iони у плазмi та протиiони у випадку колоїдних суспензiй), а

також iз заряджених частинок скiнченних розмiрiв (порошинки у запороше­

нiй плазмi i зарядженi колоїднi частинки у випадку колоїдних суспензiй).

Зокрема, одна з найбiльш важливих задач цих областей дослiдження – це

опис формування впорядкованих структур (наприклад плазмовi i колоїднi

кристали) в запорошенiй плазмi [97–99] i колоїдних суспензiях [168, 169],

вiдповiдно.

Слiд вiдмiтити, що задача взаємодiї порошинок у запорошенiй плазмi

вивчалась впродовж багатьох рокiв. Багато аспектiв взаємодiї порошинок
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вже описанi (див. наприклад роботи [172–175] i посилання у них). Однак,

проблема впливу скiнченного розмiру частинок на силу взаємодiї все ще

залишається вiдкритою. Тим часом, такий вплив необхiдно знати для

коректного опису формування плазмових кристалiв i моделювання впоряд­

кованих структур у запорошенiй плазмi [176, 177]

Дослiдження взаємодiї мiж порошинками у щiльнiй хмарi порошинок

виконано у серiї робiт (див. наприклад [178–180] i посилання у них). У

цих роботах хмара порошинок описувалася як суцiльне середовище, яке є

джерелом i стоком для iонiв, а також створює силу тертя для них. Потен­

цiал вибраної порошинки, яка знаходиться у цьому середовищi, вивчався iз

урахуванням вiдгуку iонiв. У згаданих роботах виявлено притягання мiж

однойменно зарядженими порошинками.

В цьому роздiлi наведенi результати [7, 10, 20, 21, 25, 27] дослiдже­

ння впливу скiнченного розмiру заряджених частинок, якi мiстяться у

плазмоподiбному середовищi, на силу взаємодiї мiж двома частинками i

запропоновано опис цiєї сили у термiнах ефективного потенцiалу. Оскiль­

ки об’єкти, якi розглядаються (порошинки i зарядженi колоїднi частинки),

накопичують i несуть на собi великий електричний заряд, то необхiдно вра­

ховувати пов’язанi з цим нелiнiйнi ефекти, що спричинило необхiднiсть

розв’язувати цю задачу чисельно. Динамiка плазми описувалась у дрей­

фово-дифузiйному наближеннi, яке пiдходить для слабкоiонiзованої плазми

з частими зiткненнями, що має мiсце у експериментах iз запорошеною пла­

змою [63–65].

Як вже зазначалося, мiж запорошеною плазмою i зарядженими ко­

лоїдами є багато спiльного, однак є i суттєва вiдмiннiсть, яка стосується

механiзму заряджання макрочастинок. У випадку заряджених колоїдiв

макрочастинки набувають заряд внаслiдок їх хiмiчної взаємодiї з розчин­

ником. Такий заряд є фiксованим i можна вважати, що обмiн зарядом

мiж колоїдною частинкою i електролiтом вiдсутнiй. На противагу цьому,
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порошинки у плазмi поглинають електрони та iони i завдяки цьому заряджа­

ються [49]. Таким чином, заряд порошинки, який визначається струмами

заряджання, залежить як вiд динамiки плазми, так i вiд присутностi iнших

порошинок. Це вносить додаткове ускладнення, яке пов’язане з тим, що за­

ряд однiєї порошинки змiнюється за присутностi другої, принаймнi якщо

вони знаходяться досить близько одна вiд одної.

Цей роздiл органiзований наступним чином. Загальне формулювання

задачi i основнi рiвняння наведенi у першому пiдроздiлi, який також вклю­

чає опис числового методу, який використовується. У наступному пiдроздiлi

представленi результати числового дослiдження сили взаємодiї мiж двома

частинками скiнченних розмiрiв.

3.1 Постановка задачi i основнi рiвняння

Розглянемо двi однаковi зарядженi сферичнi провiднi макрочастинки

радiуса 𝑎, якi вмiщенi у нескiнченну слабкоiонiзовану плазму з частими зi­

ткненнями. Ми вважаємо, що кожна частинка має заряд 𝑞 i вiдстань мiж

центрами частинок рiвна 2𝑐. Геометрiя системи, яка розглядається, пока­

зана на рис. 3.1.

Сила, яка дiє на одну зi сфер з боку заряду iншої сфери та iндукованих

зарядiв плазми, може бути знайдена на основi наступного пiдходу. Розгляне­

мо елемент поверхнi 𝑑𝑆, його заряд 𝑑𝑞 = 𝜎𝑑𝑆, де 𝜎 – густина поверхневого

заряду. У випадку провiдної макрочастинки, вектор напруженостi електри­

чного поля E нормальний до поверхнi i має значення 𝐸 = 4𝜋𝜎, при цьому

𝜎 є функцiєю координати [181]. Сила, яка дiє на елемент поверхнi дорiвнює

𝑑F = 𝜎(E− E𝑆)𝑑𝑆, (3.1)

де E𝑆 – напруженiсть електричного поля, яке створює сам елемент поверхнi

(поле зарядженої площини)

E𝑆 = 2𝜋𝜎n, (3.2)
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Рис. 3.1 Взаємне розмiщення макрочастинок i системи координат.

де n – одиничний зовнiшнiй вектор нормалi до елемента поверхнi.

Таким чином, сила, яка на нього дiє може бути записана як

𝑑F = 2𝜋𝜎2n𝑑𝑆. (3.3)

Iнтегруючи по поверхнi макрочастинки 𝑆, отримуємо силу

F = 2𝜋

˛

𝑆

𝜎2𝑑S =
1

8𝜋

˛

𝑆

(︂
n
𝜕𝜙

𝜕r

)︂2

𝑑S, (3.4)

яка дiє на всю частинку.

Потенцiал 𝜙(r) задовольняє рiвняння Пуассона. У випадку однозаря­

дних iонiв 𝑒𝑖 = −𝑒𝑒 = 𝑒, де 𝑒 – елементарний заряд, маємо

∆𝜙(r) = 4𝜋𝑒(𝑛𝑒(r) − 𝑛𝑖(r)), (3.5)

де 𝑛𝛼(r) – концентрацiя плазмових частинок. Це рiвняння необхiдно до­

повнити крайовими умовами. Потенцiал повинен спадати з вiдстанню вiд
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заряджених макрочастинок, тобто

𝜙(r)
⃒⃒
𝑟→∞ = 0. (3.6)

Крайова умова для потенцiалу на поверхнi провiдної частинки є

𝜙(r)
⃒⃒
𝑆

= 𝜙𝑆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (3.7)

Спосiб визначення 𝜙𝑆, так само як i крайовi умови для розподiлiв

електронiв та iонiв, залежать вiд властивостей макрочастинок i їх необхiдно

розглядати окремо.

Для того щоб дослiдити вплив поляризацiї поверхневого заряду на

взаємодiю провiдних частинок, ми також розглядаємо взаємодiю частинок

з однорiдним розподiлом поверхневого заряду

𝜎0 =
𝑞

4𝜋𝑎2
.

В цьому разi 𝑧-компонента сили, яка дiє на елемент поверхнi, задається

виразом

𝑑𝐹𝑧 = 𝜎0𝐸𝑧𝑑𝑆 (3.8)

i 𝑧-компонента сили, яка дiє на всю поверхню,

𝐹𝑧 = − 𝑞

4𝜋𝑎2

˛

𝑆

𝜕𝜙

𝜕𝑧
𝑑𝑆. (3.9)

Оскiльки електричне поле, яке створює сама однорiдно заряджена сфе­

рична поверхня має сферичну симетрiю, то його вклад у силу (3.9) рiвний

нулю.

На вiдмiну вiд провiдних частинок, для частинок iз однорiдним розпо­

дiлом поверхневого заряду електричний потенцiал у серединi сфери 𝜙𝑖(r) не

є сталим. Тому в серединi сфери необхiдно розв’язувати рiвняння Лапласа

∆𝜙𝑖(r) = 0
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разом iз рiвнянням Пуассона (3.5) за її межами. Крайова умова на поверхнi

сфери

n
𝜕𝜙

𝜕r

⃒⃒⃒
𝑆
− n

𝜕𝜙𝑖

𝜕r

⃒⃒⃒
𝑆

= 4𝜋𝜎0. (3.10)

Макрочастинки, якi не обмiнюються зарядом iз плазмою.

Якщо обмiн зарядом мiж макрочастинкою i плазмою вiдсутнiй (така ситуа­

цiя має мiсце для заряджених колоїдних суспензiй), концентрацiї електронiв

та iонiв можна описати розподiлом Больцмана (2.2) i тодi рiвняння (3.5) на­

буває вигляду рiвняння Пуассона – Больцмана

∆𝜙(r) = 4𝜋𝑒𝑛0

(︂
𝑒
𝑒𝜙(r)
𝑇𝑒 − 𝑒

−
𝑒𝜙(r)
𝑇𝑖

)︂
. (3.11)

Це рiвняння розв’язувалося у п. 2.1 для випадку однiєї макрочастинки,

але на вiдмiну вiд (2.3) тут потенцiал не є сферично симетричним.

У безрозмiрних змiнних

𝜑 =
𝑒𝑒𝜙

𝑇𝑒
, 𝜏 =

𝑇𝑒
𝑇𝑖
, 𝑟 =

𝑟

𝜆𝐷
, (3.12)

рiвняння для потенцiалу має вигляд (2.13).

Значення 𝜙𝑆 в крайовiй умовi (3.7) необхiдно брати таким, щоб для

заданого заряду порошинки, потенцiал 𝜙(r) задовольняв теорему Гаусса
˛

𝑆

n
𝜕𝜙

𝜕r
𝑑𝑆 = −4𝜋𝑞. (3.13)

Порошинки, якi заряджаються плазмовими струмами

Якщо макрочастинка (порошинка) поглинає всi електрони та iони, якi

з нею стикаються, то значення поверхневого потенцiалу залишається фiксо­

ваним, але замiсть (3.13) необхiдно враховувати, що стацiонарне значення

заряду порошинки визначається повним струмом, який тече на поверхню

порошинки

𝐼tot =
∑︁
𝛼

𝐼𝛼 =
∑︁
𝛼

𝑒𝛼

˛

𝑆

Γ𝛼𝑑S = 0, (3.14)
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де густина потоку Γ𝛼 задовольняє стацiонарне рiвняння неперервностi

divΓ𝛼(r) = 0. (3.15)

Крайовi умови на 𝑛𝛼(r) (2.21) (2.22)

𝑛𝛼(r)
⃒⃒
𝑆

= 0, 𝑛𝛼(r)
⃒⃒
𝑟→∞ = 𝑛0. (3.16)

У дрейфово-дифузiйному наближеннi (див. п. 1.2.2), яке ми викори­

стовуємо для опису динамiки плазми у випадку слабкоiонiзованої плазми з

частими зiткненнями, густина потоку електронiв та iонiв має вигляд (1.17)

Γ𝛼(r) = −𝐷𝛼

(︂
𝑒𝛼
𝑇𝛼
𝑛𝛼(r)∇𝜙(r) + ∇𝑛𝛼(r)

)︂
. (3.17)

Використовуючи безрозмiрнi змiннi (3.12) i (2.23)

G𝛼 =
Γ𝛼

𝐷𝑒𝑛0𝑘𝐷
, (3.18)

отримуємо

G𝑒 = −𝜂𝑒(r̃)∇𝜑(r̃) −∇𝜂𝑒(r̃),

G𝑖 = (𝐷𝑖/𝐷𝑒)(𝜏𝜂𝑖(r̃)∇𝜑(r̃) −∇𝜂𝑖(r̃)),
(3.19)

де 𝜂𝛼 = 𝑛𝛼/𝑛0 i, таким чином, система рiвнянь для потенцiалу i концентрацiї

плазмових частинок має вигляд

∆𝜑(r̃) =
𝜂𝑖(r̃) − 𝜂𝑒(r̃)

1 + 𝜏
, (3.20)

divG𝛼(r̃) = 0. (3.21)

На вiдмiну вiд (2.24) та (2.25) у (3.19) та (3.20) потенцiал i концентрацiї

не мають сферичної симетрiї. Задача про взаємодiю двох сферичних части­

нок має аксiальну симетрiю по осi 𝑧 (див. рис. 3.1), тому в цилiндричнiй

системi координат потенцiал є функцiєю двох змiнних 𝜙(r) = 𝜙(𝑟⊥, 𝑧), так
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само як концентрацiя електронiв та iонiв 𝑛𝛼(r) = 𝑛𝛼(𝑟⊥, 𝑧). Ця задача, яка

є двомiрною в (𝑟⊥, 𝑧) координатах, розв’язувалась чисельно методом скiн­

ченних елементiв [134] у програмi FlexPDE [133]. Враховуючи дзеркальну

симетрiю вiдносно площини 𝑥𝑦 (рис. 3.1), використовувалась область обчи­

слень, яка показана на рис. 3.2. В обчисленнях крайовi умови (3.6) i (3.16)

були замiненi на аналогiчнi при 𝑟 = 𝑏, де 𝑏≫ 𝜆𝐷. Нормальнi компоненти ве­

кторiв ∇𝜑(r̃), ∇𝜂(r̃) до границь (𝑧 = 0, 0 < 𝑟⊥ < 𝑏), (𝑟⊥ = 0, 0 < 𝑧 < 𝑐− 𝑎) i

(𝑟⊥ = 0, 𝑐+𝑎 < 𝑧 < 𝑏) рiвнi нулю, що вiдповiдає неперервностi потенцiалу та

концентрацiї плазмових частинок на цих границях, з огляду на аксiальну

та дзеркальну симетрiї задачi.

𝑟⊥

𝑧

𝑏𝑐 𝑎
𝜃

Рис. 3.2 Область обчислень.

У цилiндричнiй системi координат рiвняння поверхнi макрочастинки

з центром в точцi (0, 0, 𝑐) задається виразом 𝑟2⊥ + (𝑧 − 𝑐)2 = 𝑎2, звiдки

вектор нормалi до поверхнi має вигляд n = {r⊥/𝑎, (𝑧−𝑐)/𝑎}. Оскiльки лише

𝑧-компонента сили (3.4), яка дiє на порошинку, має ненульове значення, то

𝐹 = 𝐹𝑧 =
1

8𝜋𝑎

˛

𝑆

(︂
n
𝜕𝜙

𝜕r

)︂2

(𝑧 − 𝑐)𝑑𝑆. (3.22)
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У цилiндричнiй системi координат 𝑑𝑆 = 2𝜋𝑟⊥𝑑𝑙 , тому остаточно маємо

𝐹 =
1

4𝑎

ˆ

𝑙

(︂
n
𝜕𝜙

𝜕r

)︂2

𝑟⊥(𝑧 − 𝑐)𝑑𝑙, (3.23)

де iнтегрування виконується вздовж пiвкола (див. рис. 3.2).

У знерозмiрених виразах для потокiв (3.19) з’являється вiдношен­

ня коефiцiєнтiв дифузiї 𝐷𝑒/𝐷𝑖. Використовуючи спiввiдношення 𝐷𝛼 =

𝑙𝛼
√︀
𝑇𝛼/𝑚𝛼 i припущення про незалежнiсть довжини вiльного пробiгу вiд

температури, отримуємо (2.26) 𝐷𝑒/𝐷𝑖 = (𝑙𝑒/𝑙𝑖)
√︀
𝑚𝑖/𝑚𝑒

√︀
𝑇𝑒/𝑇𝑖 = 𝑑

√
𝜏 .

Параметр 𝑑 – вiдношення коефiцiєнтiв дифузiї електронiв та iонiв у iзо­

термiчнiй плазмi. Обчислення проводились для значення 𝑑 = 1000 (таке ж

значення використовувалося в п. 2.2, 2.4 i [67]) i 𝜏 = 1 (iзотермiчна плазма).

3.2 Макрочастинки, якi не обмiнюються зарядом з плазмою

У цьому пiдроздiлi представленi результати розв’язання рiвняння Пу­

ассона – Больцмана (3.11) для двох макрочастинок.

Взаємодiя мiж двома зарядженими сферичними частинками у пла­

змi в рамках моделi Пуассона – Больцмана була розглянута аналiтично,

наприклад, в роботах [119, 120, 182], з використанням тензора напружень

Максвелла i вiльної енергiї електричного поля. Було доведено, що в обох

випадках сила є вiдштовхувальною як в iзотермiчнiй, так i в неiзотермi­

чнiй плазмi. На основi тензора напружень сила розраховувалась також в

роботах [183, 184].

Ми розраховуємо силу 𝐹𝑧, яка дiє на одну частинку з боку iншої ча­

стинки та iндукованих у плазмi зарядiв, за формулами (3.23) i (3.9). Рис. 3.3

показує залежнiсть сили вiд напiввiдстанi мiж центрами провiдних макро­

частинок (суцiльнi лiнiї) i макрочастинок з однорiдним розподiлом густини

поверхневого заряду (штриховi лiнiї). Розглянутi рiзнi розмiри частинок

𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷 з однаковим значенням безрозмiрного заряду 𝑧𝑔 = 5.
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Рис. 3.3 Нормована сила вiдштовхування 𝐹𝑧𝑒
2/𝑇 2

𝑒 мiж провiдними ма­
крочастинками (суцiльнi лiнiї), макрочастинками iз однорiдною густиною
поверхневого заряду (штриховi лiнiї) та 𝐹𝐶𝑒

2/𝑇 2
𝑒 (точковi лiнiї) вiд напiввiд­

станi мiж їхнiми центрами для 𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷, 𝑧𝑔 = 5.

Сила Кулона, яка дiє мiж двома точковими зарядами у вакуумi

𝐹𝐶 =
𝑞2

(2𝑐)2
(3.24)

наведена на рис. 3.3 точковими лiнiями. Сила вiдштовхування моно­

тонно спадає з вiдстанню. Очевидно, максимальна сила вiдштовхування

досягається коли макрочастинки знаходяться у контактi i значення цiєї ма­

ксимальної сили зменшується зi збiльшенням розмiрiв частинок.

Очевидно, що сили взаємодiї мiж провiдними частинками i частинками

iз однорiдною густиною поверхневого заряду в плазмоподiбному середовищi

є меншими, нiж 𝐹𝐶 (див. рис. 3.3). Для того щоб порiвняти цi сили було зна­

йдено вiдношення 𝐹𝑧/𝐹𝐶 . Залежностi цього вiдношення вiд 𝑐 для однакових

значень 𝑧𝑔 = 5 i рiзних 𝑎/𝜆𝐷 = 0.1, 0.5, 1 представленi на рис. 3.4, а для

однакових значень 𝑎/𝜆𝐷 = 0.5 i рiзних 𝑧𝑔 = 1, 5, 10 на рис. 3.5. Вiдношення

𝐹𝑧/𝐹𝐶 рiзко спадає зi збiльшенням 𝑐, це означає що має мiсце екрануван­

ня взаємодiє мiж макрочастинками. Екранування менш виражене на малих
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Рис. 3.4 Вiдношення обчисленої сили до сили кулона 𝐹𝑧/𝐹𝐶 мiж провiд­
ними макрочастинками (суцiльнi лiнiї) i макрочастинками iз однорiдною
густиною поверхневого заряду (штриховi лiнiї) вiд напiввiдстанi мiж їхнiми
центрами для 𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷, 𝑧𝑔 = 5.

вiдстанях, де значення 𝐹𝑧/𝐹𝐶 є бiльшим, особливо для менших 𝑎/𝜆𝐷 i 𝑧𝑔.

Таким чином, взаємодiя заряджених макрочастинок у плазмi є близькою до

закону Кулона для 𝑐 ≪ 𝜆𝐷, але таку умову можна задовольнити лише для

частинок з радiусом значно меншим за 𝜆𝐷.

Сила взаємодiї мiж макрочастинками iз однорiдним розподiлом по­

верхневого заряду i провiдними макрочастинками є рiзною. Зокрема, коли

частинки знаходяться майже у контактi 𝑐 & 𝑎 сила мiж провiдними частин­

ками є меншою (суцiльнi лiнiї знаходяться нижче, нiж штриховi лiнiї на

рис. 3.3–3.5 за винятком випадку 𝑎/𝜆𝐷 = 0.5, 𝑧𝑔 = 10 на рис. 3.5). Змен­

шення сили можна пояснити поляризацiєю поверхневих зарядiв провiдних

макрочастинок.

Поляризацiя наглядно показана на рис. 3.6. При 𝑐 = 0.5𝜆𝐷 нормо­

вана густина поверхневого заряду 𝜎𝑒𝑒/(𝑇𝑒𝑘𝐷) на провiдних макрочастинках

розмiрiв 𝑎 = 0.5𝜆𝐷 i зарядiв 𝑧𝑔 = 5 помiтно менша на тих сторонах макроча­

стинок, якi знаходяться одна на проти одної, нiж на протилежних сторонах,
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Рис. 3.5 Вiдношення обчисленої сили до сили кулона 𝐹𝑧/𝐹𝐶 мiж провiд­
ними макрочастинками (суцiльнi лiнiї) i макрочастинками iз однорiдною
густиною поверхневого заряду (штриховi лiнiї) вiд напiввiдстанi мiж їхнiми
центрами для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷, 𝑧𝑔 = 1, 5, 10.
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Рис. 3.6 Залежнiсть нормованої густини поверхневого заряду 𝜎𝑒𝑒/(𝑇𝑒𝑘𝐷) на
провiднiй макрочастинцi вiд кута 𝜃 (див. рис. 3.2) для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷, 𝑧𝑔 = 5 i
𝑐 = 0.5, 0.7, 1𝜆𝐷.

i зменшується до нуля в точцi контакту частинок. Це призводить до змен­

шення сили вiдштовхування у порiвняннi з макрочастинками iз однорiдним

розподiлом поверхневого заряду (див. рис. 3.4). Для 𝑐 = 0.7𝜆𝐷 поляриза­

цiя залишається суттєвою, але менш вираженою. I для 𝑐 = 𝜆𝐷 нею можна
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Рис. 3.7 Залежнiсть нормованої густини поверхневого заряду на провiднiй
макрочастинцi 𝜎𝑒𝑒/(𝑇𝑒𝑘𝐷) вiд кута 𝜃 (див. рис. 3.2) для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷, 𝑐 = 0.5𝜆𝐷

i 𝑧𝑔 = 1, 5, 10.

нехтувати.

Рис. 3.7 показує як поляризацiя поверхневого заряду залежить вiд

безрозмiрного заряду 𝑧𝑔 для макрочастинок, якi знаходяться у контактi

(𝑐 = 0.5𝜆𝐷). З рисунка видно, що поляризацiя зменшується зi збiльшенням

𝑧𝑔, зокрема область де поверхневий заряд майже рiвний нулю є меншою

для бiльших значень 𝑧𝑔. Цей факт пояснює поведiнку кривих на рис. 3.5

для 𝑐 & 𝑎, а саме те, що сила вiдштовхування мiж провiдними частинка­

ми суттєво менша, нiж для частинок iз однорiдним поверхневим зарядом

(суцiльна лiнiя знаходиться вище, нiж штрихова) для 𝑧𝑔 = 1. Цей ефект є

менш вираженим для 𝑧𝑔 = 5 i зникає для 𝑧𝑔 = 10.

Також, видно, що вiдштовхування мiж провiдними частинками є бiль­

шим, нiж мiж частинками з однорiдною густиною поверхневого заряду

(суцiльнi лiнiї знаходяться вище, нiж штриховi лiнiї на рис. 3.4, 3.5), крiм

областi 𝑐 ≪ 𝜆𝐷, що вже згадувалося ранiше. Це можна пояснити, розгля­

нувши рис. 3.8, на якому наведена нормована густина заряду в плазмi (𝑛𝑖−
𝑛𝑒)/𝑛0 вздовж осi 𝑧 поблизу однiєї з макрочастинок розмiром 𝑎 = 0.5𝜆𝐷.

Густина заряду рiвна нулю всерединi макрочастинки (0.5 ≤ 𝑧/𝜆𝐷 ≤ 1.5).
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Рис. 3.8 Залежнiсть нормованої густини заряду (𝑛𝑖−𝑛𝑒)/𝑛0 вiд 𝑧/𝜆𝐷 поблизу
однiєї iз провiдних (суцiльна лiнiя) частинок, або частинок iз однорiдною
густиною поверхневого заряду (штрихова лiнiя) для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷, 𝑐 = 𝜆𝐷,
𝑧𝑔 = 5.

В областi мiж вiд’ємно зарядженими макрочастинками знаходиться бiльше

доданого заряду у випадку однорiдної густини поверхневого заряду, нiж у

випадку провiдних макрочастинок (штрихова лiнiя знаходиться вище, нiж

суцiльна на рис. 3.8) i навпаки для 𝑧/𝜆𝐷 > 1.5. Як наслiдок вiдштовхування

мiж макрочастинками зменшується. Таким чином, взаємодiя мiж макроча­

стинками суттєво залежить вiд рухливостi поверхневого заряду, i не лише

на коротких вiдстанях мiж макрочастинками, де поляризацiя є важливою.

Також, було зроблене порiвняння обчисленої сили iз силою, яка дiє на

точковий заряд, що знаходиться у потенцiалi Дебая (2.11) такого ж заряду

𝐹𝐷 = −𝑞eff𝜕𝜙𝐷

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=2𝑐

=

(︂
𝑞eff

2𝑐

)︂2

𝑒−2𝑐𝑘𝐷(1 + 2𝑐𝑘𝐷). (3.25)

Ефективний заряд 𝑞eff залежить вiд параметрiв 𝜏 , 𝑧𝑔 та 𝑎/𝜆𝐷 (див. рис. 2.1a).

У табл. 2 наведенi значення 𝑞eff/𝑞, якi використовувалися у подальших об­

численнях.
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Табл. 2. Вiдношення ефективного заряду до реального 𝑞eff/𝑞

𝑎/𝜆𝐷 𝑧𝑔 = 1 𝑧𝑔 = 5 𝑧𝑔 = 10

0.1 1.0037 0.9569 0.7697

0.5 1.0929 0.9597 0.7176

1.0 1.3514 1.1961 0.9264
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Рис. 3.9 Вiдношення обчисленої сили до сили Дебая (3.25) 𝐹𝑧/𝐹𝐷 вiд напiв­
вiдстанi мiж центрами провiдних макрочастинок для 𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷 i
𝑧𝑔 = 1, 5, 10.

Залежнiсть вiдношення 𝐹𝑧/𝐹𝐷 для провiдних макрочастинок для де­

кiлькох значень 𝑎𝑘𝐷 i 𝑧𝑔 вiд напiввiдстанi мiж їхнiми центрами 𝑐 показана на

рис. 3.9 (мiнiмальне значення 𝑐 рiвне радiусу макрочастинки). Це вiдношен­

ня зростає i прямує до одиницi. Це означає, що на вiдстанях 𝑐≫ 𝑎 взаємодiя

описується силою Дебая (3.25) з вiдповiдним ефективним зарядом. Для ча­

стинок рiзних розмiрiв 𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷 i однаковим 𝑧𝑔 = 5 значення 10%

вiдносної похибки сили Дебая досягається при 𝑐 ≈ 0.25, 1, 1.7𝜆𝐷 вiдповiд­

но. На вiдстанi 𝑐 ≈ 𝑎 вiдношення 𝐹𝑧/𝐹𝐷 не залежить суттєво вiд радiуса

макрочастинки для 𝑧𝑔 = 1, 5 i рiвне приблизно 0.6. При заданому значен­

нi 𝑎𝑘𝐷 залежнiсть вiдносної похибки сили Дебая вiд безрозмiрного заряду
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Табл. 3. Вiдношення ефективного до реального заряду 𝑞eff
2 /𝑞

𝑎/𝜆𝐷 𝑧𝑔 = 1 𝑧𝑔 = 5 𝑧𝑔 = 10

0.1 1.0013 0.937 0.664

0.5 1.0616 0.883 0.561

1.0 1.2477 1.037 0.689
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Рис. 3.10 Вiдношення обчисленої сили до сили Дебая (3.25) 𝐹𝑧/𝐹𝐷 вiд напiв­
вiдстанi мiж центрами макрочастинок з однорiдною густиною поверхневого
заряду для 𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷 i 𝑧𝑔 = 1, 5, 10.

макрочастинки 𝑧𝑔 є неоднозначною. З одного боку для менших значень 𝑧𝑔
вiдносна похибка спадає бiльш швидко зi збiльшенням 𝑐, але з iншого боку,

коли макрочастинки знаходяться майже у контактi (𝑐 ≈ 𝑎) вiдносна похибка

є меншою для бiльших значень 𝑧𝑔. Для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷 i 𝑧𝑔 = 10 вiдносна похибка

сили Дебая не перевищує 20% для всiх вiдстаней мiж макрочастинками.

Вiдношення 𝐹𝑧/𝐹𝐷 для макрочастинок iз однорiдним розподiлом по­

верхневого заряду для декiлькох значень 𝑎𝑘𝐷 i 𝑧𝑔 показане на рис. 3.10.

Вiдношення прямує до сталого значення на певнiй вiдстанi мiж макро­

частинками, але це значення є меншим за одиницю i зменшується зi

збiльшенням розмiру макрочастинки i її заряду. Це означає, що так само

як i для провiдних макрочастинок взаємодiя на вiдстанях 𝑐≫ 𝑎 описується
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Рис. 3.11 Залежнiсть ефективного заряду вiд радiуса макрочастинки для
𝑧𝑔 = 5 i 10. Точки вiдповiдають ефективному заряду ДЛФО (2.10), суцiльна
лiнiя – ефективний заряд обчислений для однiєї макрочастинки (рис. 2.3),
лiнiї з точками – 𝑞eff

2 для взаємодiї макрочастинок з однорiдною густиною
поверхневого заряду.

силою Дебая (3.25), але з iншим ефективним зарядом 𝑞eff
2 , який визначає­

ться значенням до якого прямує вiдношення 𝐹𝑧/𝐹𝐷. Значення 𝑞eff
2 наведенi

у табл. 3 i на рис. 3.11, з яких видно, що 𝑞eff
2 є меншим, нiж ефективний за­

ряд 𝑞eff, який знайдений для однiєї макрочастинки (див. рис. 2.3), але вони

мають однакову якiсну залежнiсть вiд радiусiв макрочастинок.

Якщо у формулi для сили Дебая (3.25) використовувати ефективний

заряд 𝑞eff
2 , тодi вiдношення 𝐹𝑧/𝐹𝐷 буде прямувати до одиницi коли 𝑐 ≫ 𝑎.

Для параметрiв, якi розглядаються, вiдносна похибка величини 𝐹𝐷(𝑞eff
2 )

не перевищує 15%. Таким чином, сила Дебая краще описує взаємодiю ма­

крочастинок з однорiдним розподiлом поверхневого заряду, нiж провiдних

макрочастинок, звичайно ж з вiдповiдними ефективними зарядами.

Знаючи просторовий розподiл потенцiалу, можна також знайти енер­

гiю електростатичного поля [181]

𝑊1 =
1

8𝜋

ˆ
(∇𝜙)2𝑑r. (3.26)
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У цилiндричнiй системi координат елемент об’єму 𝑑r = 2𝜋𝑟⊥𝑑𝑟⊥𝑑𝑧 i (3.26)

має вигляд

𝑊1 =
1

2

¨
(∇𝜙)2𝑟⊥𝑑𝑟⊥𝑑𝑧, (3.27)

де iнтегрування виконується по областi обчислень (рис. 3.2). У (3.27) вже

включено двiйку, поява якої пов’язана з тим, що область iнтегрування скла­

дає лише половину простору.

Енергiю також можна знайти за формулою

𝑊 = 𝑊2 +𝑊3 =
1

2

ˆ
𝜎𝜙 𝑑𝑆 +

1

2

ˆ
𝜌𝜙 𝑑r. (3.28)

Для провiдних макрочастинок, поверхневий потенцiал яких є сталим,

другий доданок спрощується i у випадку двох однакових частинок має ви­

гляд

𝑊2 = 2
𝜙𝑠𝑞

2
. (3.29)

Другий доданок у (3.28) дає енергiю плазми, яка має вигляд

𝑊3 =
1

2

ˆ
𝜌𝜙 𝑑r =

𝑒𝑛0
2

ˆ (︁
𝑒
− 𝑒𝑖𝜙

𝑇𝑖 − 𝑒−
𝑒𝑒𝜙
𝑇𝑒

)︁
𝜙𝑑r. (3.30)

Обчислення показують, що виконується рiвнiсть 𝑊1 = 𝑊2 +𝑊3, тобто

електростатична енергiя системи складається з енергiї частинок (додатна) i

енергiї взаємодiї iндукованого заряду в плазмi з полем частинок (вiд’ємна).

Залежнiсть енергiй 𝑊1, 𝑊2, 𝑊3 вiд 𝑐 (напiввiдстанi мiж центрами

частинок) наведена на рис. 3.12. Електростатична енергiя частинок 𝑊2 є

додатньою i монотонно спадає з вiддаленням частинок, енергiя взаємодiї

iндукованого заряду в плазмi з полем частинок 𝑊3 є вiд’ємною i моно­

тонно зростає. Повна електростатична енергiя системи 𝑊1 залежить вiд

𝑐 немонотонно, i має мiнiмум [21]. Якiсно така ж залежнiсть енергiї вза­

ємодiї точкових однойменних зарядiв у плазмi була отримана аналiтично

наприклад в роботi [118] iз рiвняння Пуассона-Больцмана (3.11) у лiнiйному
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Рис. 3.12 Залежнiсть нормованої електростатичної енергiя 𝑊𝑒2𝑘𝐷/𝑇
2
𝑒 вiд

напiввiдстанi мiж центрами частинок в iзотермiчнiй плазмi (𝜏 = 1), 𝑎 =

0.5𝜆𝐷, 𝑧𝑔 = 5.

наближеннi. Iз такої залежностi можна дiйти висновку, що макрочастинки

будуть утворювати зв’язану систему. Але нашi попереднi розрахунки сили

взаємодiї двох макрочастинко за формулою (3.23) показали, що вони зав­

жди вiдштовхуються (див. наприклад рис. 3.3), тобто сила не є похiдною

вiд повної електростатичної енергiї системи 𝑊1. Це питання було детально

обговорено у роботах [119, 120] i було пояснене тим, що рiвноважний стан

системи у випадку, коли задана температура i об’єм, визначається мiнiму­

мом вiльної енергiї.
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Рис. 3.13 Безрозмiрна сила вiдштовхування 𝐹𝑒2/𝑇 2
𝑒 мiж двома порошинка­

ми радiусiв 𝑎 = 0.1𝜆𝐷 вiд напiввiдстанi мiж їхнiми центрами: лiнiя з точками
обчислене, лiнiя 1 вiдповiдає 𝑞2/(2𝑐)2, 2 – 𝑞𝑞/(2𝑐)2, 3 – 𝑞2/(2𝑐)2, штрихова лi­
нiя отримана з формули (3.31), використовуючи обчислений потенцiал однiєї
порошинки 𝜙(r).

3.3 Макрочастинки, якi поглинають електрони та iони (по­
рошинки)

Сила вiдштовхування мiж двома порошинками обчислювалась за фор­

мулою (3.23). Ще раз нагадаємо, що це сила, яка дiє на поверхневий заряд

провiдної порошинки з боку електричного поля iншої порошинки та iнду­

кованих зарядiв у плазмi. Залежностi сили вiд напiввiдстанi мiж центрами

порошинок радiусiв 𝑎 = 0.1𝜆𝐷 i 𝑎 = 0.5𝜆𝐷 наведенi на рис. 3.13, 3.14.

Сила взаємодiї також може бути отримана у наближеннi, що друга

порошинка є точковою i знаходиться у полi першої порошинки, яке не змi­

нюється через присутнiсть другої порошинки

𝐹 = −𝑞𝑑𝜙
𝑑𝑟
, (3.31)

де 𝜙(r) – ефективний потенцiал однiєї порошинки, такi потенцiали розгля­

дались у п. 2.2. Використовуючи той факт, що асимптотична поведiнка
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Рис. 3.14 Безрозмiрна сила вiдштовхування 𝐹𝑒2/𝑇 2
𝑒 мiж двома порошинка­

ми радiусiв 𝑎 = 0.5𝜆𝐷 вiд напiввiдстанi мiж їхнiми центрами: лiнiя з точками
обчислена, лiнiя 1 вiдповiдає 𝑞2/(2𝑐)2, 2 – 𝑞𝑞/(2𝑐)2, 3 – 𝑞2/(2𝑐)2, штрихова лi­
нiя отримана з формули (3.31), використовуючи обчислений потенцiал однiєї
порошинки 𝜙(r).

потенцiалу є кулонiвською 𝜙 = 𝑞/𝑟 (див. (2.27)), формула (3.31) дає

𝐹 = 𝑞
𝑞

(2𝑐)2
, (3.32)

або у знерозмiреному виглядi

𝐹𝑒2

𝑇 2
𝑒

= 𝑧𝑔𝑧𝑔

(︁ 𝑎
2𝑐

)︁2
. (3.33)

Значення заряду порошинки 𝑧𝑔 i неекранованого заряду 𝑧𝑔 можна взя­

ти iз обчислень для однiєї порошинки, вони рiвнi 𝑧𝑔 ≈ 7.371, 𝑧𝑔 ≈ 3.021 для

𝑎 = 0.1𝜆𝐷 i 𝑧𝑔 ≈ 8.496, 𝑧𝑔 ≈ 2.485 для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷 (див. рис. 2.13 або [8]).

Сила, яку дає формула (3.33) представлена на рис. 3.13, 3.14 лiнiєю 2, яка є

найближчою до обчисленої сили у порiвняннi з 𝑞2/(2𝑐)2 (лiнiя 3) i 𝑞2/(2𝑐)2

(лiнiя 1). Але видно, що значення, якi дає формула (3.33), є меншими за об­

численi значення сили, i рiзниця є бiльш суттєвою для порошинок розмiрами

𝑎 = 0.5𝜆𝐷. Можна припустити, що формула (3.33) занижує значення сили
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Рис. 3.15 Залежнiсть нормованої густини заряду (𝑛𝑖 − 𝑛𝑒)/𝑛0 вiд 𝑧/𝜆𝐷 по­
близу однiєї iз провiдних порошинок для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷 i 𝑐 = 2𝜆𝐷.

через недостатню точнiсть виразу (2.27), але штрихова лiнiя, яка отримана

з (3.31), використовуючи ефективний потенцiал 𝜙 розрахований для однiєї

порошинки (див. п. 2.2 або [8]), показує майже таку саму вiдмiннiсть з обчи­

сленою силою що i (3.33) при 𝑐 ≫ 𝜆𝐷. Ця вiдмiннiсть може бути пояснена

двочастинковими та/або розмiрними ефектами. Можна зробити висновок,

що вираз (3.32) дає кiлькiсний опис вiдштовхування лише мiж порошинками

радiуси яких набагато меншi за довжину Дебая (𝑎 ≪ 𝜆𝐷) при 𝑐 ≫ 𝜆𝐷.

Збiльшення сили вiдштовхування можна пояснити специфiчним роз­

подiлом плазмових частинок навколо вiд’ємно заряджених порошинок. Як

видно з рис. 3.15 густина заряду є додатною i меншою в областi мiж

порошинками, нiж зовнi, що створює додаткову силу, яка вiдштовхує по­

рошинки.

Зробимо також порiвняння обчисленої сили iз силою Кулона 𝐹𝐶 =

𝑞2/(2𝑐)2, як це було зроблено у п. 3.2. Вiдношення 𝐹𝑧/𝐹𝐶 наведенi на

рис. 3.16 для трьох значень радiусiв порошинок 𝑎 = 0.1, 0.5, 1.0𝜆𝐷. Цi вiд­

ношення прямують до сталого значення ≈ 0.5 на великих вiдстанях мiж
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Рис. 3.16 Залежнiсть вiдношення обчисленої сили до сили Кулона (3.24)
𝐹𝑧/𝐹𝐶 вiд напiввiдстанi мiж центрами порошинок для 𝑎/𝜆𝐷 = 0.1, 0.5, 1.0.

порошинками (𝑐 ≫ 𝜆𝐷). Це означає, що для розглянутих параметрiв си­

ла взаємодiє мiж порошинками вдвiчi менша за силу Кулона i може бути

асимптотично описана формулою

1

2
𝐹𝐶 =

1

2

𝑞2

(2𝑐)2
. (3.34)

Отже, сила взаємодiї не описується кiлькiсно потенцiалом однiєї по­

рошинки навiть на великих вiдстанях мiж ними (за винятком випадку

𝑎 ≪ 𝜆𝐷). Подiбно до випадку макрочастинки з однорiдною густиною по­

верхневого заряду (див. п. 3.2), потенцiал однiєї частинки дає правильну

залежнiсть сили вiд вiдстанi, але правильний кiлькiсний опис потребує вве­

дення певного ефективного заряду, який у випадку двох порошинок рiвний

𝑞eff ≈ 𝑞/2.

Вiдношення 𝐹𝑧/𝐹𝐶 немонотонно залежать вiд вiдстанi мiж порошин­

ками, спочатку воно зростає зi збiльшенням 𝑐 i, досягнувши максимального

значення, рiзко зменшується. Зростання 𝐹𝑧/𝐹𝐶 пояснюється вкладом у

силу вiд дебаєвської частини потенцiалу порошинки (2.36). Зменшення вiд­

ношення 𝐹𝑧/𝐹𝐶 на малих вiдстанях мiж порошинками можна пояснити

поляризацiєю поверхневого заряду, яку iлюструє рис. 3.17. Поляризацiя
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Рис. 3.17 Залежнiсть нормованої густини поверхневого заряду на провiд­
нiй порошинцi 𝜎𝑒𝑒/(𝑇𝑒𝑘𝐷) вiд кута 𝜃 (див. рис. 3.2) для 𝑎 = 0.5𝜆𝐷 i
𝑐 = 0.6, 1, 1.2𝜆𝐷.
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Рис. 3.18 Залежнiсть безрозмiрного заряду порошинки 𝑧𝑔 = 𝑞𝑒𝑒/𝑎𝑇𝑒 вiд на­
пiввiдстанi мiж центрами порошинок для 𝑎/𝜆𝐷 = 0.1, 0.5, 1.0.

поверхневого заряду порошинок є ще бiльш суттєвою, нiж провiдних ма­

крочастинок, якi не поглинають електронi та iони (див. рис. 3.6).

На малих вiдстанях мiж порошинками їх взаємний вплив є найбiль­

шим. Одним iз проявiв цього впливу є суттєве зменшення стацiонарного
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заряду порошинок зi зменшенням 𝑐, яке iлюструє рис. 3.18. Зменшення за­

рядiв пов’язане зi зменшенням струмiв заряджання i також призводить до

зменшення сили вiдштовхування у порiвняннi iз силою Кулона.

3.4 Висновки

Дослiджено вплив двочастинкових та розмiрних ефектiв на силу взає­

модiї мiж двома зарядженими сферичними провiдними макрочастинками у

iзотермiчному плазмоподiбному середовищi. Обчислення були виконанi для

макрочастинок, якi не обмiнюються зарядами з оточенням (колоїднi частин­

ки у заряджених колоїдних суспензiях), а також для макрочастинок, якi

заряджаються завдяки поглинанню електронiв та iонiв iз оточуючої плазми

(порошинки у запорошенiй плазмi).

Сила взаємодiї знаходилась iз розрахованого розподiлу потенцiалу в

плазмi iз двома макрочастинками i порiвнювалась iз силою знайденою на

основi ефективного потенцiалу однiєї частинки, якщо вважати iншу ча­

стинку точковою. Порiвняння показує, що на вiдстанях у декiлька радiусiв

частинки, силу взаємодiї мiж двома провiдним частинками, якi не обмiнюю­

ться зарядом iз середовищем, можна кiлькiсно описати силою, яка отримана

з потенцiалу Дебая з ефективним зарядом. Але у випадку частинок з

однорiдним розподiлом густини поверхневого заряду ефективний заряд є

вiдмiнним (меншим) за ефективний заряд однiєї частинки. На менших вiд­

станях вiдхилення мiж обчисленою силою i силою Дебая збiльшується i для

розглянутих параметрiв досягає значення ≈ 40% коли частинки перебува­

ють у контактi.

Двочастинковi ефекти особливо важливi пiд час опису взаємодiї по­

рошинок. Для порошинок iз розмiрами 𝑎 6 𝜆𝐷 на вiдстанях 𝑐 ≫ 𝜆𝐷 сила

взаємодiї дорiвнює приблизно половинi сили Кулона, з якою взаємодiють

вiдповiднi точковi заряди у вакуумi. Це означає, що ефективний заряд до­

рiвнює приблизно половинi повного заряду порошинки незалежно вiд її
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радiуса 𝑎/𝜆𝐷. На вiдстанях менших за декiлька 𝑎, спостерiгаються поля­

ризацiйнi ефекти, а також зменшення повного заряду порошинок. Отже,

для того щоб розрахувати силу взаємодiї мiж двома макрочастинками на

малих i середнiх вiдстанях, необхiдно розв’язувати самоузгоджену систему

рiвнянь для електростатичного потенцiалу, розподiлу плазмових частинок

та заряду порошинок.



174

РОЗДIЛ 4
СИЛА ТЕРТЯ, ЯКА ДIЄ НА РУХОМУ ПОРОШИНКУ

Стацiонарний потiк плазми або рух порошинки з постiйною швидкiсть

порушує сферичну симетрiю електричного поля i розподiлу плазмових ча­

стинок за швидкостями навколо порошинки, внаслiдок цього з’являється

сила тертя (drag force), яка дiє на порошинку. Ця сила пов’язана iз пе­

редачею iмпульсу вiд плазмових частинок до порошинки як внаслiдок

контактних зiткнень, так i розсiяння. Взаємодiя порошинки з iонами дає

значно бiльший вклад у силу тертя, нiж взаємодiя з електронами, тому в

лiтературi, зазвичай, йде мова про iонну силу тертя (ion drag force) [53, 185].

Вклад електронiв у силу тертя обговорюється в роботi [186].

Вивчення сили тертя важливе для розумiння багатьох явищ у за­

порошенiй плазмi. Зокрема, ця сила вiдповiдає за формування в умовах

мiкрогравiтацiї областi вiльної вiд порошинок [187, 188], в тому числi навко­

ло металевої сферичної частинки [189, 190], а також за обертання плазмових

кристалiв у магнiтному полi [191, 192].

Сила тертя у плазмi без зiткнень вивчалась як аналiтично, див. на­

приклад [185, 193–197], так i чисельно [198, 199] а також експериментально

в робота [200, 201]. У роботах [193, 194] теоретично було встановлено, що

ефективна температура, яка визначає розподiл порошинок за швидкостя­

ми, може бути аномально високою внаслiдок прискорення порошинок пiд

дiєю сили, яка виникає через зiткнення з iонами, тобто сила тертя з боку

iонiв є вiд’ємною. Це може слугувати поясненням аномального нагрiвання

порошинок, яке спостерiгається в експериментах [202, 203].

У iншому граничному випадку, а саме плазми iз частими зiткненнями,

сила тертя вивчалась аналiтично у роботах [15, 17, 38, 71–74]. Цi дослi­

дження передбачають зменшення сили тертя i навiть можливiсть iснування

вiд’ємного тертя, що пов’язано зi специфiчним розподiлом електричного по­

ля навколо порошинки. Так само як i числовi розв’язки задачi для плазми
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iз зiткненнями [149, 204–206].

Згаданi результати для сили тертя, яка дiє на порошинку в плазмi

iз частими зiткненнями були отриманi аналiтично у лiнiйному наближен­

нi в рамках моделi точкових стокiв, а в числових розрахунках [149, 206]

не розглядались частоти зiткнень, якi вiдповiдають континуальному (дрей­

фово-дифузiйному) наближенню. Тому, метою даного роздiлу є розв’язати

чисельно задачу про силу тертя, яка дiє на заряджену провiдну сферичну

порошинку скiнченних розмiрiв з боку електричного поля, яке створюється

потоком плазми [6, 23]. Отримати бiльш зручнi для розрахункiв наближенi

аналiтичнi вирази для сили тертя [15, 17, 34, 37] i дослiдити межi їх застосов­

ностi, порiвнявши з результатами обчислень. А також розвинути кiнетичний

опис ефективного потенцiалу порошинки у плазмi за присутностi зовнiшньо­

го постiйного електричного поля i на його основi розрахувати силу тертя,

яка дiє на порошинку [14, 32].

4.1 Модель точкових стокiв у дрейфово-дифузiйному набли­
женнi

В моделi точкових стокiв у дрейфово-дифузiйному наближеннi сила,

яка дiє на рухому порошинку дається формулою (1.35). Вводячи безроз­

мiрну змiнну iнтегрування 𝑥 = 𝑘𝜆𝐷 i враховуючи спiввiдношення мiж

коефiцiєнтами дифузiї 𝐷𝑒/𝐷𝑖 = 𝑑
√
𝜏 (2.26), отримуємо

𝐹 =
𝑖𝑞2

𝜋𝜆2𝐷

∞̂

0

𝑑𝑥

1ˆ

−1

𝑑𝜇
𝑖𝜇2𝑥𝑣𝛽 − 𝜇𝑥2(1 − 𝛼)𝑑

√
𝜏

𝜇2𝑥𝑣2 + 𝑖𝜇𝑣𝛽 + 𝑖𝜇𝑥2𝑣 (1 + 𝑑
√
𝜏) − 𝑥(𝑥2 + 1)𝑑

√
𝜏
, (4.1)

де

𝛽 =
𝜏 + 𝑑

√
𝜏

𝜏 + 1
, 𝑣 =

𝑣𝜆𝐷
𝐷𝑖

, 𝜏 =
𝑇𝑒
𝑇𝑖
.

Параметр 𝛼 буде обговорено нижче.

Дискримiнант квадратного вiдносно 𝜇 рiвняння у знаменнику пiдiн­

тегрального виразу (4.1) можна представити у виглядi −𝑣2Λ2, тому вiн
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вiд’ємний за будь-яких значень 𝑣 та 𝑥. Величина Λ2 задається виразом

Λ2 = 𝛽2 + 𝑥4(𝑑
√
𝜏 − 1)2 + 2𝑥2(𝑑

√
𝜏 − 1)(𝑑

√
𝜏 − 𝜏)/(𝜏 + 1). (4.2)

Пiдiнтегральний вираз не має особливих точок на дiйснiй осi i з формули

(4.1) отримуємо [15]

𝐹 = − 2𝑞2

𝜋𝜆2𝐷

∞̂

0

𝑑𝑥

[︃
𝛽

𝑣
+

𝑥

𝜇1Λ

(︂
𝑥

𝑣
𝑑
√
𝜏(1 − 𝛼) − 𝛽

𝜇1

)︂
acrtg 𝜇1−

− 𝑥

𝜇2Λ

(︂
𝑥

𝑣
𝑑
√
𝜏(1 − 𝛼) − 𝛽

𝜇2

)︂
acrtg 𝜇2

]︃
, (4.3)

де

𝜇1,2 =
2𝑣𝑥

𝛽 + 𝑥2(1 + 𝑑
√
𝜏) ± Λ

.

Знак «−» в (4.5) означає, що сила тертя є вiд’ємною.

На основi формули

𝑈(v) = 𝑞 lim
r→v𝑡

𝜙(r, 𝑡)

можна знайти енергiю взаємодiї порошинки з iндукованим нею зарядом

𝑈 =
2𝑞2

𝜋𝜆𝐷

∞̂

0

𝑑𝑥

Λ

[︃(︂
𝑥

𝑣
𝑑
√
𝜏(1 − 𝛼) − 𝛽

𝜇1

)︂
acrtg 𝜇1−

−
(︂
𝑥

𝑣
𝑑
√
𝜏(1 − 𝛼) − 𝛽

𝜇2

)︂
acrtg 𝜇2

]︃
. (4.4)

Оскiльки, згiдно з (2.26), 𝑑 – це вiдношення коефiцiєнтiв дифузiї

електронiв та iонiв у iзотермiчнiй плазмi, то розглядаючи 𝑑−1 як малий
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параметр, вираз (4.3) може бути розкладений у ряд

𝐹 = −2𝑞2𝑘2𝐷(𝜏 + 1)

𝜋𝑣

∞̂

0

𝑑𝑥 𝑥2
𝛼𝐴− 𝑥2𝜏

𝐴2
×

×
(︂
𝑥(𝐴+ 𝜏)

𝐴𝑣
arctan

𝐴𝑣

𝑥(𝐴+ 𝜏)
− 1

)︂
+𝑂(𝑑−1), (4.5)

де

𝐴 = 𝑥2𝜏 + 𝑥2 + 1.

Вiдомо [8, 49, 67, 109], що потенцiал однiєї порошинки у плазмi з ча­

стими зiткненнями має кулонiвську асимптоту (див. п. 2.2), тобто частина

𝑞 вiд повного заряду 𝑞 є неекранованою. Параметр 𝛼 = 𝑞/𝑞 у попереднiх

формулах (не потрiбно плутати з iндексом, який означає сорт плазмових

частинок) – це вiдношення неекранованого заряду до повного. В границi

малих порошинок 𝑎 ≪ 𝜆𝐷 його можна знайти iз рiвняння (2.33) [137].

Неекранований заряд задається рiвнянням (2.34) [8]

𝑧𝑔 =
𝑧𝑔
√
𝜏

(1 − 𝑒−𝑧𝑔𝜏)𝑑

𝑑
√
𝜏 − 1

1 + 𝜏
≈ 𝑧𝑔𝜏

1 + 𝜏
, (4.6)

де 𝑧𝑔 = 𝑞𝑒𝑒/𝑎𝑇𝑒.

Рiвняння (2.33) дає наступнi значення стацiонарного заряду 𝑧𝑔 = 6.91,

6.56 i 5.76, а формула (4.6) – 𝛼 = 0.5, 0.67 i 0.91 для 𝜏 = 1, 2, 10, вiдпо­

вiдно. Як було показано у п. 2.2, цi значення узгоджуються з результатами

числових розрахункiв для 𝑎≪ 𝜆𝐷, але для частинок скiнченних розмiрiв па­

раметр 𝛼 суттєво спадає зi збiльшенням розмiру порошинки (див. рис. 2.13).

Для малих швидкостей потоку (порошинки) 𝑣 ≪ 1 формула (4.5) дає

𝐹 = −2𝛼− 𝜏(1 − 𝛼)

6(𝜏 + 1)
𝑞2𝑘2𝐷𝑣. (4.7)

З (4.6) випливає, що 𝛼 ≈ 𝜏/(𝜏 + 1) i вираз (4.7) спрощується до

𝐹 = − 𝜏

6(𝜏 + 1)2
𝑞2𝑘2𝐷𝑣, (4.8)
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який з точнiстю до позначень збiгається з формулою (11) в роботi [72].

У випадку iзотермiчної плазми (𝜏 = 1) формула (4.8) має вигляд

𝐹 = − 1

24
𝑞2𝑘2𝐷𝑣. (4.9)

Якщо для формули (1.35) розглянути випадок 𝑣 ≪ 1, то отримаємо

𝐹 = −𝑞
2𝑣𝜆𝐷
6𝐷𝑖

[︂
2𝛼

(︂
𝐷𝑖

𝐷𝑒
𝑘2𝐷𝑖 + 𝑘2𝐷𝑒

)︂
− (1 − 𝛼)

(︂
𝐷𝑖

𝐷𝑒
𝑘2𝐷𝑒 + 𝑘2𝐷𝑖

)︂]︂
. (4.10)

Цей вираз вiдрiзняється вiд (4.7), який теж отриманий для 𝑣 ≪ 1, тим, що

в ньому не робилося розкладу за 𝑑−1. Очевидно, (4.10) переходить у (4.7),

якщо в ньому покласти 𝐷𝑖/𝐷𝑒 = 0.

Взявши 𝛼 = 0, з (4.10) можна отримати силу, яка дiє на заряджену

частинку, яка не поглинає електрони та iони

𝐹 = −𝑞
2𝑣𝜆𝐷

6

(︂
𝑘2𝐷𝑒

𝐷𝑒
+
𝑘2𝐷𝑖

𝐷𝑖

)︂
. (4.11)

У випадку iзотермiчної плазми (4.11) спрощуються до

𝐹 = −𝑞
2𝑣𝜆𝐷
12

(︂
1

𝐷𝑒
+

1

𝐷𝑖

)︂
. (4.12)

Останнiй вираз, з точнiстю до позначень, збiгається з результатом, який

отримали ще Дебай i Хюкель у роботi [207], в якiй вони розглядали екра­

нування iона, що рухається в електролiтi.

4.2 Кiнетичне описання плазми у зовнiшньому електрично­
му полi

Рух порошинки i поява стацiонарних потокiв плазми може спричи­

нятися постiйним зовнiшнiм електричним полем, тому теорiю ефективного

потенцiалу порошинки необхiдно узагальнити на цей випадок. Вираз для

потенцiалу дає змогу знайти силу тертя, яка дiє на порошинку з боку по­

току iонiв.
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Кiнетична теорiя ефективного потенцiалу порошинки, в рамках мо­

делi точкових стокiв, iз урахуванням заряджання порошинки плазмовими

потоками була вперше запропонована в роботах [19, 36, 70] (див. п. 2.3).

Кiнетичний опис екранування порошинки у слабкоiонiзованiй плазмi,

яка знаходиться у зовнiшньому електричному полi, представлений у робо­

тах [208, 209]. Але в цих роботах не враховувалося поглинання електронiв

та iонiв порошинкою, яке може суттєво впливати на асимптотичну пове­

дiнку потенцiалу (як це спостерiгається у випадку нерухомої порошинки у

плазмi без зовнiшнього поля [19], п. 2.3) або призводити до якiсної змiни

сили, яка дiє на порошинку з боку iндукованих зарядiв у плазмi (рухома

порошинка у плазмi з частими зiткненнями [15, 17, 71–74], п. 4.1). Очеви­

дно, що опис цих ефектiв у кiнетичному пiдходi дасть бiльше деталей про

ефективний потенцiал порошинки у порiвняннi iз континуальним наближе­

нням i, вiдповiдно, дасть змогу бiльш точно розрахувати силу тертя, що дiє

на порошинку, яка необхiдна, зокрема, при вивченнi динамiки порошинок

у приелектродному шарi.

Отже, у цьому пiдроздiлi представленi результати робiт [13, 14, 31–33],

у яких в кiнетичному пiдходi знайдено ефективний потенцiал порошинки,

яка поглинає електрони та iони, i силу тертя, яка на неї дiє, у слабкоiонiзова­

нiй плазмi за присутностi зовнiшнього постiйного електричного поля, також

знайденi середнi i середньоквадратичнi змiщення плазмових частинок.

4.2.1 Ефективного потенцiалу порошинки у зовнiшньому
електричному полi

Запишемо кiнетичне рiвняння (1.84) для плазми у зовнiшньому еле­

ктричному полi:{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

E(r, 𝑡)
𝜕

𝜕v
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eext 𝜕

𝜕v

}︂
𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) = 𝐼𝛼, (4.13)
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взявши за величину 𝐼𝛼 простий iнтеграл зiткнень БГК (1.110):

𝐼𝛼 = −𝜈𝛼
{︂
𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) − Φ𝛼(v)

ˆ
𝑑v𝑓𝛼(𝑋, 𝑡)

}︂
. (4.14)

Тут 𝜈𝛼 – ефективна частота зiткнень, Φ𝛼(v) – функцiя розподiлу, до якої

релаксує 𝑓𝛼(𝑋, 𝑡), тобто розподiл Максвелла (1.9).

Рiвняння для незбуреної функцiї розподiлу має вигляд (1.87)

𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eext𝜕𝑓0𝛼(v)

𝜕v
= −𝜈𝛼

{︂
𝑓0𝛼(v) − Φ𝛼(v)

ˆ
𝑑v′𝑓0𝛼(v′)

}︂
, (4.15)

а ймовiрнiсть переходу 𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) задовольняє рiвняння (1.111){︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eext 𝜕

𝜕v

}︂
𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) =

= −𝜈𝛼
{︂
𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏) − Φ𝛼(v)

ˆ
𝑑v𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝜏)

}︂
. (4.16)

Направимо вiсь 𝑧 вздовж зовнiшнього електричного поля Eext = (0, 0, 𝐸ext),

тодi розв’язок рiвняння (4.15) для незбуреної функцiї розподiлу має вигляд

𝑓0𝛼(v) =

𝑣𝑧ˆ

−∞

𝑑𝑣′𝑧𝛽𝛼Φ𝛼(v⊥, 𝑣
′
𝑧) exp[−𝛽𝛼(𝑣𝑧 − 𝑣′𝑧)], 𝛽𝛼 > 0 (4.17)

або

𝑓0𝛼(v) = −
∞̂

𝑣𝑧

𝑑𝑣′𝑧𝛽𝛼Φ𝛼(v⊥, 𝑣
′
𝑧) exp[−𝛽𝛼(𝑣𝑧 − 𝑣′𝑧)], 𝛽𝛼 < 0, (4.18)

де 𝛽𝛼 = 1/𝑣𝛼, 𝑣𝛼 = 𝑒𝛼𝐸
ext/(𝑚𝛼𝜈𝛼) – дрейфова швидкiсть.

У термiнах функцiї похибок

𝑓0𝛼(v) =
1

2
|𝛽𝛼|Φ𝛼(v⊥) exp(−𝑣𝑧𝛽𝛼 + 𝑣2𝑇𝛼𝛽

2
𝛼/2)×

×
{︂

1 + sign(𝛽𝛼)erf

[︂
1√
2

(︂
𝑣𝑧
𝑣𝑇𝛼

− 𝑣𝑇𝛼𝛽𝛼

)︂]︂}︂
. (4.19)
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𝑣𝑧/𝑣𝑇𝑒

𝑓0𝑒(𝑣𝑧)𝑣𝑇𝑒

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4−5

0.1

0.2

0.3

0.4

𝑣𝑒 = −𝑣𝑇𝑒

𝑣𝑒 = −0.5𝑣𝑇𝑒

Рис. 4.1 Незбурена функцiя розподiлу електронiв 𝑓0𝑒(𝑣𝑧)𝑣𝑇𝑒 (4.19) i максвел­
лiвський розподiл (штрихова лiнiя).

Незбурена функцiя розподiлу є асиметричною, її максимум зсунутий

вiд початку координат 𝑣𝑧 = 0 (рис. 4.1). Лише у випадку малих дрейфових

швидкостей 𝑣𝛼/𝑣𝑇𝛼 ≪ 1

𝑓0𝛼(v) ≃ Φ𝛼(v)

(︂
1 +

𝑣𝑧𝑣𝛼
𝑣2𝑇𝛼

)︂
≃ Φ𝛼(v⊥, 𝑣𝑧 + 𝑣𝛼) (4.20)

можна розглядати як максвеллiвську функцiю з дрейфом частинок. Вiдмiн­

нiсть розподiлу вiд максвелiвського є суттєвою при розрахунках сили, яка

дiє на порошинку з боку iонного потоку [210].

Ймовiрнiсть переходу в k𝜔-представленнi при 𝑣𝛼 > 0 має вигляд

𝑊𝛼k𝜔(v,v′) =
𝛽𝛼
𝜈𝛼

{︃
𝛿(v⊥ − v′

⊥)𝜃(𝑣𝑧 − 𝑣′𝑧) exp[−𝑖𝜓𝛼(v⊥, 𝑣
′
𝑧)]+

+ 𝜈𝛼𝑊𝛼k𝜔(v′)

𝑣𝑧ˆ

−∞

𝑑𝑣′′𝑧Φ𝛼(v⊥, 𝑣
′′
𝑧 ) exp[−𝑖𝜓𝛼(v⊥, 𝑣

′′
𝑧 )]

}︃
exp[𝑖𝜓𝛼(𝑣𝑧)], (4.21)

де

𝜓𝛼(v⊥, 𝑣𝑧) =
𝛽𝛼
𝜈𝛼

{︂
(𝜔 − k⊥v⊥ + 𝑖𝜈𝛼)𝑣𝑧 −

𝑘𝑧𝑣
2
𝑧

2

}︂
, (4.22)
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𝑊𝛼k𝜔(v′) =
𝛽𝛼
𝜈𝛼

∞̂

−∞

𝑑𝑣𝑧 exp[𝑖𝜓𝛼(v′
⊥, 𝑣𝑧) − 𝑖𝜓𝛼(v′

⊥, 𝑣
′
𝑧)] 𝜃(𝑣𝑧 − 𝑣′𝑧)×

×

{︃
1 − 𝛽𝛼

ˆ
𝑑v

𝑣𝑧ˆ

−∞

𝑑𝑣′′𝑧Φ𝛼(v⊥, 𝑣
′′
𝑧 ) exp[𝑖𝜓𝛼(v⊥, 𝑣𝑧) − 𝑖𝜓𝛼(v⊥, 𝑣

′′
𝑧 )]

}︃−1

, (4.23)

𝜃(𝑥) – функцiя Хевiсайда.

При 𝑣𝛼 < 0

𝑊𝛼k𝜔(v,v′) = −𝛽𝛼
𝜈𝛼

{︁
𝛿(v⊥ − v′

⊥)𝜃(𝑣′𝑧 − 𝑣𝑧) exp[−𝑖𝜓𝛼(v⊥, 𝑣
′
𝑧)]+

+ 𝜈𝛼𝑊𝛼k𝜔(v′)

∞̂

𝑣𝑧

𝑑𝑣′′𝑧Φ𝛼(v⊥, 𝑣
′′
𝑧 ) exp[−𝑖𝜓𝛼(v⊥, 𝑣

′′
𝑧 )]
}︁

exp[𝑖𝜓𝛼(𝑣𝑧)], (4.24)

де

𝑊𝛼k𝜔(v′) = −𝛽𝛼
𝜈𝛼

∞̂

−∞

𝑑𝑣𝑧 exp[𝑖𝜓𝛼(v′
⊥, 𝑣𝑧) − 𝑖𝜓𝛼(v′

⊥, 𝑣
′
𝑧)] 𝜃(𝑣

′
𝑧 − 𝑣𝑧)×

×

{︃
1 + 𝛽𝛼

ˆ
𝑑v

∞̂

𝑣𝑧

𝑑𝑣′′𝑧Φ𝛼(v⊥, 𝑣
′′
𝑧 ) exp[𝑖𝜓𝛼(v⊥, 𝑣𝑧) − 𝑖𝜓𝛼(v⊥, 𝑣

′′
𝑧 )]

}︃−1

. (4.25)

Пiдстановка (4.17)–(4.18) i (4.21)–(4.25) у формулу для функцiї дiеле­

ктричного вiдгуку (1.97) дає

𝜀(k, 𝜔) = 1 +
∑︁
𝛼

𝑘2𝐷𝛼

κ2
𝛼(k)𝐺𝛼(k, 𝜔)

∞̂

0

𝑑𝑦𝑒−𝑦𝑊

(︂
𝜔 + 𝑖𝜈𝛼 − 𝑘𝑧𝑣𝛼𝑦

κ𝛼(k)𝑣𝑇𝛼

)︂
, (4.26)

де

𝐺𝛼(k, 𝜔) =
1

𝜔 + 𝑖𝜈𝛼

[︂
𝜔 + 𝑖𝜈𝛼𝑊

(︂
𝜔 + 𝑖𝜈𝛼
κ𝛼(k)𝑣𝑇𝛼

)︂]︂
, (4.27)

κ2
𝛼(k) = 𝑘2 +

𝑖𝑘𝑧𝑣𝛼𝜈𝛼
𝑣2𝑇𝛼

,

𝑊 (𝑧) – плазмова дисперсiйна функцiя (1.124).
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З точнiстю до позначень, рiвняння (4.26) i (4.27) вiдтворюють резуль­

тати отриманi в [208, 209]. Вирази для функцiї дiелектричного вiдгуку у

плазмi iз зiткненнями у зовнiшньому електричному полi були також отри­

манi у роботах [211, 212], але у наближеннi, що незбурена функцiя розподiлу

𝑓0𝛼(v) є розподiлом Максвелла з дрейфом (4.20), яке є справедливим лише

для малих швидкостей дрейфу.

Для |𝑘𝑧𝑣𝛼| ≪ 𝜈𝛼 рiвняння (4.26) спрощується до

𝜀(k, 𝜔) = 1 +
∑︁
𝛼

𝑘2𝐷𝛼

κ2
𝛼𝐺𝛼(k, 𝜔)

𝑊

(︂
𝜔 + 𝑖𝜈𝛼
κ𝛼(k)𝑣𝑇𝛼

)︂
=

= 1 +
∑︁
𝛼

𝑘2𝐷𝛼

κ2
𝛼

(𝜔 + 𝑖𝜈𝛼)𝑊
(︁
𝜔+𝑖𝜈𝛼
κ𝛼𝑣𝑇𝛼

)︁
𝜔 + 𝑖𝜈𝛼𝑊

(︁
𝜔+𝑖𝜈𝛼
κ𝛼𝑣𝑇𝛼

)︁ , (4.28)

а у випадку вiдсутностi поля (𝑣𝛼 = 0) переходить у (1.139).

У дрейфово-дифузiйному наближеннi (𝜔 ≪ 𝜈𝛼) маємо

𝜀(k, 𝜔) ≃ 1 + 𝑖
∑︁
𝛼

𝜔2
𝑝𝛼

𝜈𝛼(𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝛼 + 𝑖𝑘2𝐷𝛼)
, (4.29)

де 𝜔2
𝑝𝛼 = 4𝜋𝑒2𝛼𝑛𝛼/𝑚𝛼.

У стацiонарному випадку (𝜔 = 0)

𝜀(k, 0) = 1 − 𝑖
∑︁
𝛼

𝜔2
𝑝𝛼

𝜈𝛼(𝑘𝑧𝑣𝛼 − 𝑖𝑘2𝐷𝛼)
. (4.30)

Для подальших розрахункiв нам необхiднi явнi вирази для величин,

якi описують вклад процесiв поглинання у ефективний потенцiал, а саме

другi доданки у рiвняннях (2.52) та (2.54). Позначимо цi величини як 𝜙
(𝑠)
k𝜔

та 𝜙
(𝑠)
k , тобто,

𝜙
(𝑠)
k𝜔 =

4𝜋𝑄
(𝑠)
𝜔

𝑘2𝜀(k, 𝜔)
, (4.31)
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де

𝑄(𝑠)
𝜔 =

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛0𝛼

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′ 𝑊𝛼k𝜔 (v,v′)𝑆(0)

𝛼𝜔(v′) . (4.32)

𝑆(0)
𝛼𝜔(v) = 𝑣𝜎𝛼(𝑞, 𝑣)𝑓0𝛼(v). (4.33)

З огляду на явнi вирази для 𝑊𝛼k𝜔 (v,v′) (4.21) (4.24) отримуємо

𝑄(𝑠)
𝜔 = −𝑖

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝑛0𝛼
𝐺𝛼(k, 𝜔)

ˆ
𝑑v

𝑆
(0)
𝛼𝜔(v)

𝜔 − kv + 𝑖𝜈𝛼

[︂
1 −𝑊

(︂
𝜔 − kv + 𝑖𝜈𝛼√

𝑖𝑘𝑧𝑣𝛼𝜈𝛼

)︂]︂
,

Re
(︁√︀

𝑖𝑘𝑧𝑣𝛼𝜈𝛼

)︁
> 0. (4.34)

Слiд зазначити, що у випадку плазми iз зiткненнями, задача про вiд­

повiдне наближення перерiзу заряджання 𝜎𝛼(𝑞, 𝑣) досi не розв’язана (строго

кажучи, вводячи поняття перерiзу, ми припускаємо, що потiк частинок руха­

ючись з нескiнченностi до центру розсiяння, збурюється лише цим центром).

Тому, опис заряджання порошинки зазвичай виконується у термiнах стру­

мiв заряджання [138, 213]. Якщо вiдома залежнiсть струмiв заряджання

вiд частоти зiткнень та iнших параметрiв плазми, то можливо запропонува­

ти прийнятне наближення для iнтегральних доданкiв, якi мiстять перерiзи

заряджання. Зокрема, така iдея була використана у [143] для того, щоб роз­

рахувати ефективний потенцiал порошинки у випадку слабкозiткненного

режиму заряджання порошинки. А саме, у [143] було зроблене припуще­

ння, що
ˆ
𝑑v𝑣𝜎𝑖(𝑞, 𝑣)𝐹 (v) = 𝜎0𝑖

ˆ
𝑑v𝑣𝐹 (v), (4.35)

де 𝐹 (v) – довiльна, але регулярна функцiя, 𝜎0𝑖 – ефективний перерiз заря­

джання, який знаходиться iз спiввiдношення для струму заряджання

𝐼𝑖 = 𝑛𝑖

ˆ
𝑑v𝑣𝜎𝑖(𝑣)𝑓0𝑖(𝑣) = 𝑛𝑖𝜎0𝑖

ˆ
𝑑v𝑣𝑓0𝑖(𝑣). (4.36)
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Рис. 4.2 Нормований ефективний потенцiал порошинки для 𝑘𝐷𝑙𝑖 = 10.
Формула (4.38) – суцiльна лiнiя, вираз для потенцiалу отриманий в [143]
– точкова лiнiя, обчислення за виразом (2.93) – точки.

Подiбне наближення можна використати i у нашому випадку, а саме
ˆ
𝑑v𝑣𝜎𝛼(𝑞, 𝑣)𝐹 (v) =

𝐼𝛼
𝑛𝛼

ˆ
𝑑v𝐹 (v), (4.37)

де 𝐼𝛼 – струм заряджання, який створюють частинки сорту 𝛼.

Використовуючи наближення (4.37) у виразi для ефективного потен­

цiалу порошинки у слабкоiонiзованiй плазмi (2.93), отримуємо [31]

𝜙(𝑟) =
𝑞𝑒−𝑘𝐷𝑟

𝑟
− 𝑒𝑖𝐼𝑖

𝑣𝑇𝑖
√

2𝜋𝑘𝐷𝑟

(︁
𝑒−𝑘𝐷𝑟Ei(𝑘𝐷𝑟) − 𝑒𝑘𝐷𝑟Ei(−𝑘𝐷𝑟)+

+

√
𝜋(𝜋 − 2)

𝑘𝐷𝑙𝑖
√

2
(1 − 𝑒−𝑘𝐷𝑟)

)︁
. (4.38)

Тут Ei(𝑥) – iнтегральна показникова функцiя (2.66). Рис. 4.2 показує,

що наше наближення добре узгоджується з результатами обчислень за фор­

мулою (2.93) [16] i буде використовуватися у подальших розрахунках.
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Таким чином, ми приходимо до наступного спiввiдношення для ефе­

ктивного заряду, який пов’язаний iз заряджанням порошинки,

𝑄(𝑠)
𝜔 = 𝑖

∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝐼𝛼𝜔

∞̂

0

𝑑𝑦
1

𝐺𝛼(k, 𝜔)

exp(−𝑦)

𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝛼𝑦 + 𝑖𝜈𝛼
×

×
[︂
1 −𝑊

(︂
𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝛼𝑦 + 𝑖𝜈𝛼

κ𝛼(𝑘)𝑣𝑇𝛼

)︂]︂
(4.39)

Як слiдує з рiвняння (4.34) та (4.39) для 𝜈𝛼 ≫ 𝑘𝑣𝑇𝛼, 𝑘𝑧𝑣𝛼 ми маємо

𝑄(𝑠)
𝜔 = −𝑖

∑︁
𝛼

𝑒𝛼
𝐺𝛼(k, 𝜔)

1

(𝜔 + 𝑖𝜈𝛼)

[︂
1 −𝑊

(︂
𝜔 + 𝑖𝜈𝛼√
𝑖𝑘𝑧𝑣𝛼𝜈𝛼

)︂]︂
𝐼𝛼𝜔,

𝐼𝛼𝜔 = 𝑛𝛼

ˆ
𝑑v𝑆(0)

𝛼𝜔(v).

(4.40)

У стацiонарному випадку (𝜔 = 0) рiвняння (4.40) спрощується

𝑄(𝑠) = −
∑︁
𝛼

𝑒𝛼
𝜈𝛼𝐺𝛼(k, 𝜔)

[︂
1 −𝑊

(︂√︂
𝑖𝜈𝛼
𝑘𝑧𝑣𝛼

)︂]︂
𝐼𝛼,

𝐺𝛼(k, 𝜔) ≃ 𝑊

(︂
𝑖𝜈𝛼

κ𝛼(k)𝑣𝑇𝛼

)︂
.

(4.41)

Якщо умова |κ𝛼(k)𝑣𝑇𝛼| ≪ 𝜈𝛼 задовольняється, тодi

𝐺𝛼(k, 0) ≃ 𝑘2𝑣2𝑇𝛼 + 𝑖𝑘𝑧𝑣𝛼𝜈𝛼
𝜈2𝛼

. (4.42)

Очевидно, що для 𝑘𝑧𝑣𝛼 ≪ 𝜈𝛼, ми маємо

𝑄(𝑠) ≃ −
∑︁
𝛼

𝑒𝛼
𝜈𝛼𝐺𝛼(k)

𝐼𝛼. (4.43)

Таким чином, у дрейфово-дифузiйному наближеннi (𝜈𝛼 ≫ 𝑘𝑣𝑇𝛼, 𝑘𝑧𝑣𝛼)

отримуємо

𝜙k =
4𝜋𝑞

𝑘2𝜀(k, 0)
− 4𝜋

𝑘2𝜀(k, 0)

∑︁
𝛼

𝑒𝛼
𝜈𝛼𝐺𝛼(𝑘)

𝐼𝛼 . (4.44)
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Нехтуючи впливом поля на електрони (𝑣𝑒 = 0), тобто припускаючи,

що розподiл електронiв є больцманiвським, можемо записати

𝜀(k, 0) = 1 +
𝑘2𝐷𝑒

𝑘2
+

𝑘2𝐷𝑖

𝑘2 + 𝑖𝑘𝑧𝑣𝑖𝜈𝑖/𝑣2𝑇𝑖
, 𝐺𝑒(k) =

𝑘2𝑣2𝑇𝑒
𝜈2𝑒

. (4.45)

Коли потенцiал 𝜙k вiдомий, тодi можна знайти силу, яка дiє на поро­

шинку, внаслiдок поляризацiї плазми навколо неї

F = −𝑞𝜕𝜙(r)

𝜕r

⃒⃒⃒⃒
r=0

= −𝑖𝑞
ˆ

𝑑k

(2𝜋)3
k𝜙k . (4.46)

Якщо зовнiшнє поле вiдсутнє, тодi 𝜙k залежить вiд квадрату k i си­

ла, яка дiє на порошинку, рiвна нулю. Ситуацiя кардинально змiнюється,

коли у плазмi є потоки частинок. Використовуючи явний вигляд 𝜀(k, 0) i

𝐺𝑖(k), знаходимо, що

𝐹𝑧 = − 𝑞

2𝜋2

ˆ
𝑑k

𝑖𝑘𝑧
𝑘2𝜀(k, 0)

[︃
𝑞 −

∑︁
𝛼

𝑒𝛼
𝜈𝛼𝐺𝛼(k)

𝐼𝛼

]︃
. (4.47)

Для малої дрейфової швидкостi 𝑣𝑖 рiвняння (4.47) спрощується до

𝐹𝑧 =
𝑞𝑣𝑖

2𝜋2𝐷𝑖

ˆ
𝑑k

𝑘2𝑧
𝑘2(𝑘2 + 𝑘2𝐷)

[︃
𝑘2𝐷𝑆𝑖

𝑘2
+

𝑘2𝑖
𝑘2 + 𝑘2𝐷

(︃
𝑞 − 𝑘2𝐷𝑆

𝑘2

)︃]︃
, (4.48)

де (1.31)

𝑆 =
∑︁
𝛼

𝑆𝛼 =
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝐼𝛼
𝑘2𝐷𝐷𝛼

.

Пiсля iнтегрування маємо

𝐹𝑧 =
𝑞𝑣𝑖

6𝐷𝑖𝑘𝐷

{︁
𝑘2𝐷𝑖(𝑞 − 𝑆) + 2𝑘2𝐷𝑆𝑖

}︁
. (4.49)

Видно, що коли поглинання електронiв та iонiв порошинкою вiдсутнє (𝑆𝛼 =

0), тодi сила тертя є додатною, тобто вона дiє у напрямку iонного потоку.
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Однак, якщо умова

𝑘2𝐷𝑖

(︁
𝑞 − 𝑆

)︁
+ 2𝑘2𝐷𝑆𝑖 > 0 (4.50)

задовольняється i 𝑞 < 0, тодi сила стає вiд’ємною, так само як у моделi

точкових стокiв у дрейфово-дифузiйному наближеннi [15, 17, 71–74] та кi­

нетичному моделюваннi [204].

Оскiльки коефiцiєнт дифузiї електронiв набагато бiльший за коефiцi­

єнт дифузiї iонiв, то 𝑆𝑖 ≈ 𝑆 = −𝛼𝑞, враховуючи, що 𝑘2𝐷𝑖/𝑘
2
𝐷 = 𝜏/(𝜏 + 1)

i використовуючи позначення 𝑣 = 𝑣𝑖/(𝐷𝑖𝑘𝐷), рiвняння (4.49) можна пере­

писати як

𝐹𝑧 = −𝑞
2𝑣

6
𝑘2𝐷

2𝛼− 𝜏(1 − 𝛼)

𝜏 + 1
, (4.51)

що повнiстю збiгається з результатом (4.7) отриманим в моделi точкових

стокiв у дрейфово-дифузiйному наближеннi.

4.2.2 Середнi та середньоквадратичнi змiщення

Явнi вирази для фур’є-образiв ймовiрностей переходу 𝑊𝛼k𝜔(v,v′) i

𝑊𝛼k𝜔(v′) представленi формулами (4.21)–(4.25). Вони дають змогу розра­

хувати середнi ⟨∆𝑟𝑖⟩v,𝜏 i середньоквадратичнi ⟨∆𝑟2𝛼𝑖⟩v,𝜏 змiщення частинок,

тобто

⟨∆𝑟𝛼𝑖⟩v,𝜏 =

ˆ
𝑑∆r

ˆ
𝑑∆v∆𝑟𝛼𝑖𝑊𝛼(r + ∆r,v + ∆v, r,v; 𝜏). (4.52)

Згiдно з (1.95)

𝑊𝛼(r,v, r′,v′, 𝜏) =
1

(2𝜋)4

ˆ
𝑑k 𝑒𝑖kR̂ 𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔𝜏𝑊𝛼k𝜔(v,v′), (4.53)

де R = r − r′.

Тодi

⟨∆𝑟𝛼𝑖⟩v,𝜏 =
1

(2𝜋)4

ˆ
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔𝜏

ˆ
𝑑∆r

ˆ
𝑑k∆𝑟𝛼𝑖𝑒

𝑖k∆r
ˆ
𝑑∆v𝑊𝛼k𝜔(v + ∆v,v).

(4.54)
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Iнтеграл за ∆v – це iнтеграл за першим аргументом фур’є-образу iмо­

вiрностi переходу
ˆ
𝑑v𝑊𝛼k𝜔(v,v′) = 𝑊𝛼k𝜔(v′), (4.55)

якi задаються виразами (4.23), (4.25).

Знайдемо середнє змiщення вздовж осi 𝑧 (у напрямку дiї зовнiшнього

поля)

⟨∆𝑧𝛼⟩v,𝜏 =
1

(2𝜋)2

ˆ
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔𝜏

ˆ
𝑑∆𝑧

ˆ
𝑑k∆𝑧𝑒𝑖𝑘𝑧∆𝑧𝛿(𝑘𝑥)𝛿(𝑘𝑦)𝑊𝛼k𝜔(v), (4.56)

iнтегрування частинами дає

⟨∆𝑧𝛼⟩v,𝜏 =
𝑖

(2𝜋)

ˆ
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔𝜏 𝜕𝑊𝛼k𝜔(v)

𝜕𝑘𝑧

⃒⃒⃒
k=0

. (4.57)

Похiдна у рiвняннi (4.57) має вигляд

𝑖
𝜕𝑊𝛼k𝜔(v)

𝜕𝑘𝑧

⃒⃒⃒
k=0

= −𝑣𝛼
𝜔2

+
𝑣𝑧 − 𝑣𝛼
𝜈𝛼

(︂
𝑖

𝜔
+

1

𝑖𝜔 − 𝜈𝛼

)︂
. (4.58)

Виконавши одностороннє зворотне перетворення Фур’є, отримуємо

⟨∆𝑧𝛼⟩v,𝜏 = 𝜏𝑣𝛼 +
𝑣𝑧 − 𝑣𝛼
𝜈𝛼

(︁
1 − 𝑒−𝜈𝛼𝜏

)︁
. (4.59)

Легко переконатися, що середнє змiщення у напрямку перпендикуляр­

ному до поля дорiвнює

⟨∆𝑟𝛼⊥⟩v,𝜏 =
𝑣⊥
𝜈𝛼

(︁
1 − 𝑒−𝜈𝛼𝜏

)︁
. (4.60)

Графiк залежностi (4.59) представлений на рис. 4.3, крива 𝑣𝛼/𝑣𝑧 = 0

вiдповiдає рiвнянню (4.60).

Середньоквадратичне змiщення розраховується подiбним чином

⟨∆𝑟2𝛼𝑖⟩v,𝜏 =

ˆ
𝑑∆r

ˆ
𝑑∆v∆𝑟2𝛼𝑖𝑊𝛼(r + ∆r,v + ∆v, r,v; 𝜏). (4.61)
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Рис. 4.3 Нормоване середнє змiщення ⟨∆𝑧𝛼⟩𝜈𝛼/𝑣𝑧 для рiзних значень 𝑣𝛼/𝑣𝑧.

⟨∆𝑧2𝛼⟩v,𝜏𝜈2𝛼
𝑣2𝑇𝛼

=

(︂
𝜈𝛼𝜏𝑣𝛼
𝑣𝑇𝛼

)︂2 (︁
1 + 2𝑒−𝜈𝛼𝜏

)︁
+ 2𝜈𝛼𝜏

(︁
1 + 𝑒−𝜈𝛼𝜏

)︁
− 4 + 4𝑒−𝜈𝛼𝜏+

+ 2

[︂(︂
𝑣𝑧
𝑣𝑇𝛼

)︂2

+
𝑣𝑧
𝑣𝑇𝛼

𝜈𝛼𝜏𝑣𝛼
𝑣𝑇𝛼

− 3𝑣2𝛼
𝑣2𝑇𝛼

]︂ [︁
1 − (1 + 𝜈𝛼𝜏)𝑒−𝜈𝛼𝜏

]︁
. (4.62)

Слiд звернути увагу, що нормування величин ⟨∆𝑧2𝛼⟩v,𝜏 i ⟨∆𝑧𝛼⟩v,𝜏 зро­

блено у рiзний спосiб.

При 𝜈𝛼𝜏 ≫ 1

⟨∆𝑧2𝛼⟩v,𝜏𝜈2𝛼
𝑣2𝑇𝛼

≈
(︂
𝑣𝛼
𝑣𝑇𝛼

𝜈𝛼𝜏

)︂2

+ 2𝜈𝛼𝜏

(︂
𝑣𝛼𝑣𝑧
𝑣2𝑇𝛼

+ 1

)︂
+ 2

𝑣2𝑧
𝑣2𝑇𝛼

− 6
𝑣2𝛼
𝑣2𝑇𝛼

− 4, (4.63)

середньоквадратичне змiщення зростає пропорцiйно до 𝜏 2.

Без зовнiшнього електричного поля рiвняння (4.62) спрощується до

⟨∆𝑧2𝛼⟩v,𝜏𝜈2𝛼
𝑣2𝑇𝛼

= 2𝜈𝛼𝜏
(︁

1 + 𝑒−𝜈𝛼𝜏
)︁
− 4 + 4𝑒−𝜈𝛼𝜏+

+ 2

(︂
𝑣𝑧
𝑣𝑇𝛼

)︂2 [︁
1 − (1 + 𝜈𝛼𝜏)𝑒−𝜈𝛼𝜏

]︁
. (4.64)

Для 𝜈𝛼𝜏 ≫ 1, маємо

⟨∆𝑧2𝛼⟩v,𝜏𝜈2𝛼
𝑣2𝑇𝛼

≈ 2𝜈𝛼𝜏 + 2
𝑣2𝑧
𝑣2𝑇𝛼

− 4. (4.65)
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Рис. 4.4 Нормоване середньоквадратичне змiщення ⟨∆𝑧2𝛼⟩𝜈2𝛼/𝑣2𝑇𝛼 (4.65) для
рiзних значень швидкостi частинки 𝑣𝑧/𝑣𝑇𝛼, штрихова лiнiя – 2𝜈𝛼𝜏 .

Видно, що на вiдмiну вiд (4.63), в цьому разi має мiсце лiнiйна залежнiсть

середньоквадратичного змiщення вiд 𝜏 .

Для 𝜈𝛼𝜏 ≪ 1, залежнiсть вiд 𝜏 є квадратичною незалежно вiд того

чи є електричне поле чи нi

⟨∆𝑧2𝛼⟩v,𝜏𝜈2𝛼
𝑣2𝑇𝛼

∼
(︂
𝑣𝑧
𝑣𝑇𝛼

𝜈𝛼𝜏

)︂2

. (4.66)

Графiки для середньоквадратичних змiщень представленi на рис. 4.4,

4.5.

Слiд вiдмiтити, що середньоквадратичнi змiщення (4.64) вiдрiзняю­

ться вiд розрахованих на основi рiвняння Фоккера-Планка [214]

⟨∆𝑧2𝛼⟩v,𝜏𝜈2𝛼
𝑣2𝑇𝛼

= 2𝜈𝛼𝜏 − 3 + 4𝑒−𝜈𝛼𝜏 − 𝑒−2𝜈𝛼𝜏 +
𝑣2𝑧
𝑣2𝑇𝛼

(︁
1 − 𝑒−𝜈𝛼𝜏

)︁2
. (4.67)

Причиною цiєї вiдмiнностi є те, що оператори зiткнень у рiвняннi

Фоккера-Планка i у рiвняннi БГК є рiзними. Однак, пiсля усереднення за

початковими швидкостями 𝑣𝑧 з максвелiвським розподiлом, обидва вирази

(4.64) i (4.67) приводять до однакового результату

⟨∆𝑧2𝛼⟩v,𝜏𝜈2𝛼
𝑣2𝑇𝛼

= 2𝜈𝛼𝜏 − 1 + 𝑒−𝜈𝛼𝜏 , (4.68)
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Рис. 4.5 Нормоване середньоквадратичне змiщення ⟨∆𝑧2𝛼⟩𝜈2𝛼/𝑣2𝑇𝛼, 𝑣𝑧 = 𝑣𝑇𝛼

(a) 𝑣𝑧 = 2𝑣𝑇𝛼 (b) для рiзних значень дрейфової швидкостi 𝑣𝛼/𝑣𝑇𝛼, штрихова
лiнiя вiдповiдає рiвнянню (4.63).

який вперше був отриманий Ланжевеном [215]. Таким чином, у рiвноважно­

му станi обидва рiвняння дають однакове середньоквадратичне змiщення.

Що стосується рiзницi мiж (4.64) та (4.67), то вона суттєво залежить вiд

початкової швидкостi (див. рис. 4.6). Можна строго показати, що ця вiд­

мiннiсть зникає для 𝑣𝑧 = 𝑣𝑇𝛼, подiбно до рiвноважного стану. Зi зростанням

вiдхилення швидкостi вiд 𝑣𝑇𝛼, зростає i рiзниця мiж середньоквадратичними

змiщеннями, якi дають рiвняння (4.64) та (4.67). Цей факт дозволяє зробити
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Рис. 4.6 Нормоване середньоквадратичне змiщення ⟨∆𝑧2𝛼⟩𝜈2𝛼/𝑣2𝑇𝛼 для рiзних
значень швидкостi частинки 𝑣𝑧/𝑣𝑇𝛼, штриховi лiнiї – рiвняння (4.67), суцiль­
нi лiнiї – (4.64).

висновок, що описання на основi рiвнянь БГК та Фоккера-Планка узгоджу­

ються, коли основний вклад у фiзичнi ефекти, пов’язаний iз частинками,

якi рухаються зi швидкостями близькими до теплових.

4.3 Числове розв’язання крайової задачi у дрейфово-дифу­
зiйному наближеннi

Сила тертя, яка дiє на заряджене провiдне тiло у зовнiшньому електри­

чному полi може бути розраховане на основi пiдходу, який використовувався

у п. 3.1.

У стацiонарному станi електричне поле всерединi провiдного тiла рiвне

нулю. Iз крайових умов до рiвнянь Максвелла [181] випливає, що напруже­

нiсть електричного поля E на поверхнi провiдного тiла направлена вздовж

зовнiшньої нормалi n i рiвна

𝐸 = 4𝜋𝜎, (4.69)

де 𝜎 – густина поверхневого заряду.
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Сила, яка дiє на елемент поверхнi 𝑑𝑆

𝑑F = 𝜎(E− E𝑆)𝑑𝑆, (4.70)

де E𝑆 = 2𝜋𝜎n – електричне поле, яке створюється самим елементом поверх­

нi, як зарядженою площиною.

Таки самий результат можна отримати i з iнших мiркувань. Для про­

вiдника локальне значення електричного поля можна iнтерпретувати як

суму двох полiв. Перше створюється зарядом елемента поверхнi, а друге

– силовими лiнiями, якi починаються на провiднику i проходять через еле­

мент поверхнi, що розглядається. Обидва поля мають однакову величину,

тому що поле, яке створюється елементом поверхнi i направлене у середи­

ну провiдника, повинно компенсуватися полем вiд всього iншого тiла. Тодi

сила, яка дiє на елемент поверхнi, це просто сила вiдштовхування з боку

всiєї iншої сфери.

Остаточно

𝑑F = 2𝜋𝜎2n𝑑𝑆 (4.71)

i використовуючи (4.69) повна сила, в термiнах електростатичного потенцi­

алу, задається виразом

F =
1

8𝜋

˛

𝑆

(n∇𝜙)2n𝑑𝑆. (4.72)

Потенцiал всерединi провiдної сфери дорiвнює нулю, а за межами 𝜙(r)

задовольняє рiвняння Пуассона, яке у випадку плазми iз одним сортом одно­

зарядних iонiв, має вигляд (3.5).

Через поглинання електронiв та iонiв порошинкою виникають потоки

плазми до поверхнi порошинки. Динамiку плазми iз частими зiткненнями
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ми описуємо у дрейфово-дифузiйному наближеннi (див. п. 1.2.2), тому гу­

стина потоку електронiв та iонiв має вигляд (1.17)

Γ𝛼(r) = −𝐷𝛼

(︂
𝑒𝛼
𝑇𝛼
𝑛𝛼(r)∇𝜙(r) + ∇𝑛𝛼(r)

)︂
− v𝑛𝛼(r). (4.73)

Останнiй доданок в (4.73) описує потiк плазми зi швидкiстю −v, що

еквiвалентно руху порошинки зi швидкiстю v.

Ми помiщаємо систему координат у центр сферичної порошинки i ро­

бимо припущення, що джерела плазми знаходяться на нескiнченностi, тому

потенцiал на нескiнченностi рiвний нулю

𝑛𝛼(r)
⃒⃒
𝑟→∞ = 𝑛0, 𝜙(r)

⃒⃒
𝑟→∞ = 0. (4.74)

Густина потоку (4.73) задовольняє стацiонарне рiвняння неперервностi

(3.15). Оскiльки електрони та iони поглинаються порошинкою, їхня концен­

трацiя на поверхнi порошинки рiвна нулю

𝑛𝛼(r)
⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0, (4.75)

де 𝑎 – радiус порошинки.

Потенцiал на поверхнi провiдного тiла є сталим

𝜙(r)
⃒⃒
𝑟=𝑎

= 𝜙𝑆 = const. (4.76)

Таким чином, ми маємо систему трьох рiвнянь з невiдомими функцiя­

ми 𝜙(r), 𝑛𝛼(r) i крайовими умовами для них (4.74), (4.75) i (4.76).

Стацiонарний поверхневий потенцiал 𝜙𝑆 визначається умовою рiвностi

нулю повного електричного струму через поверхню порошинки (3.14)

𝐼tot =
∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝐼𝛼 =
∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝑒𝛼

˛

𝑟=𝑎

Γ𝛼n𝑑𝑆 = 0. (4.77)
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Вираз для стацiонарного заряду 𝑞 випливає з (4.69)

𝑞 =

˛

𝑟=𝑎

𝜎𝑑𝑆 = − 1

4𝜋

˛

𝑟=𝑎

n∇𝜙(r)𝑑𝑆. (4.78)

У безрозмiрних змiнних

𝜑 =
𝑒𝑒𝜙

𝑇𝑒
, 𝜏 =

𝑇𝑒
𝑇𝑖
, r̃ =

r

𝜆𝐷
,G𝛼 =

Γ𝛼𝜆𝐷
𝐷𝑖𝑛0

, ṽ =
v𝜆𝐷
𝐷𝑖

, 𝜂𝛼 =
𝑛𝛼
𝑛0
, (4.79)

отримуємо

G𝑒(r̃) = −(𝐷𝑒/𝐷𝑖)[𝜂𝑒(r̃)∇𝜑(r̃) + ∇𝜂𝑒(r̃)] − ṽ𝜂𝑒(r̃),

G𝑖(r̃) = 𝜏𝜂𝑖(r̃)∇𝜑(r̃) −∇𝜂𝑖(r̃) − ṽ𝜂𝑖(r̃).
(4.80)

Отже, система рiвнянь для потенцiалу i концентрацiй плазмових частинок

має вигляд

∆𝜑(r̃) =
𝜂𝑖(r̃) − 𝜂𝑒(r̃)

1 + 𝜏
, (4.81)

divG𝛼(r̃) = 0. (4.82)

Вiдношення коефiцiєнтiв дифузiї дорiвнює (2.26) 𝐷𝑒/𝐷𝑖 = 𝑑
√
𝜏 . Це

означає, що у неiзотермiчнiй плазмi (𝜏 > 1) вiдношення 𝐷𝑒/𝐷𝑖 є бiльшим,

нiж в iзотермiчнiй. Обчислення проводились для 𝑑 = 1000 (таке ж значе­

ння використовувалося в п. 2.2 i 2.4 [8, 11, 67]) i 𝜏 ≥ 1 (iзотермiчна та

неiзотермiчна плазма).

Задача про взаємодiю сферичної частинки зi стацiонарним потоком

плазми має аксiальну симетрiю. Ми використовуємо цилiндричну систему

координат i вибираємо напрямок осi 𝑧 протилежно до потоку. В такому разi

v = (0, 0, 𝑣) i потенцiал є функцiєю двох змiнних 𝜙(r) = 𝜙(𝑟⊥, 𝑧), так само як

i концентрацiя електронiв та iонiв 𝑛𝛼(r) = 𝑛𝛼(𝑟⊥, 𝑧). Сформульована вище

задача, яка є двовимiрною в координатах (𝑟⊥, 𝑧), розв’язувалась чисельно у

програмi FlexPDE [133] методом скiнченних елементiв [134]. Область обчи­

слень показана на рис. 4.7. Крайовi умови (4.74) в обчисленнях були замiненi
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Рис. 4.7 Область обчислень.

такими ж, але при 𝑟⊥ = 𝑏 i 𝑧 = 𝑏, де 𝑏≫ 𝜆𝐷. Нормальнi компоненти ∇𝜑(r̃) i

∇𝜂(r̃) до границi 𝑟⊥ = 0 рiвнi нулю, що вiдповiдає неперервностi потенцiалу

i концентрацiї електронiв та iонiв на цiй границi.

Далi представленi результати числового розв’язання задачi. На

рис. 4.8 наведена залежнiсть абсолютного значення безрозмiрної сили

тертя 𝐹𝑒2/(𝑇𝑒𝑎𝑘𝐷)2 вiд 𝑣 = 𝑣𝜆𝐷/𝐷𝑖 у iзотермiчнiй плазмi (𝜏 = 1). Сила

тертя направлена протилежно до потоку (вздовж швидкостi порошинки),

тобто має мiсце вiд’ємне тертя. Сила немонотонно залежить вiд швидкостi,

що узгоджується iз результатами отриманими в роботi [149] в яких виконане

числове розв’язання кiнетичного рiвняння БГК. Можна зробити висновок,

що для заданих параметрiв формула (4.3) (штрихова лiнiя) i вираз (4.5)

(суцiльна лiнiя) дають майже однаковi значення сили тертя. Отже, можна

використовувати бiльш просту i зручну для числового iнтегрування форму­

лу (4.5). З рис. 4.8 видно, що нелiнiйнi й розмiрнi ефекти, якi врахованi у

числовому розв’язку, призводять до зменшення абсолютного значення без­

розмiрної сили тертя. Вираз (4.5) з параметром 𝛼 = 𝑞/𝑞 з (4.6) правильно

описує якiсну залежнiсть сили вiд швидкостi i його можна використовувати

для знаходження значень сили тертя, яка дiє на порошинки малого розмiру
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Рис. 4.8 Залежнiсть безрозмiрної сили 𝐹𝑒2/(𝑇𝑒𝑎𝑘𝐷)2 вiд швидкостi 𝑣 =

𝑣𝜆𝐷/𝐷𝑖 у iзотермiчнiй плазмi. Суцiльнi лiнiї з точками – результати об­
числень, суцiльна лiнiя – формула (4.5), штрихова лiнiя – формула (4.3),
точкова лiнiя – (4.9).

𝑎 ≪ 𝜆𝐷, цi значення є верхньою межею безрозмiрної вiд’ємної сили тер­

тя, яка дiє на порошинки скiнченних розмiрiв. Можна було б спробувати

використати формулу (4.5) для порошинок скiнченних розмiрiв, взявши

параметр 𝛼 i заряд порошинки 𝑞 з обчислень для нерухомої порошинки

(див. п. 2.2 або [8, 67]), але вона не дає а нi кiлькiсного, а нi якiсного

узгодження з числовим розв’язком для сили тертя. Використання виразу

(4.9), який отриманий у лiнiйному наближеннi, (точкова лiнiя на рис. 4.8)

обмежене значеннями 𝑣 ≪ 1 i 𝑎 ≪ 𝜆𝐷.

Безрозмiрна сила тертя 𝐹𝑒2/(𝑇𝑒𝑎𝑘𝐷)2 поступово зменшується зi збiль­

шенням 𝑎𝑘𝐷 (збiльшення радiуса порошинки вiд 0.1 до 1.0𝜆𝐷 призводить

до зменшення безрозмiрної сили приблизно на 20%). Це означає, що сама

(розмiрна) сила приблизно пропорцiйна квадрату радiуса порошинки.

В термiнах довжини вiльного пробiгу безрозмiрну швидкiсть можна

записати як

𝑣 =
𝑣

𝑣𝑇𝑖

𝜆𝐷
𝑙𝑖
. (4.83)
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Рис. 4.9 Нормована концентрацiя iонiв 𝑛𝑖/𝑛0 (суцiльнi лiнiї) та електронiв
𝑛𝑒/𝑛0 (штриховi лiнiї) вiд 𝑧/𝜆𝐷 поблизу нерухомої (𝑣 = 0) i рухомої (𝑣 = 5)
порошинки для 𝑟⊥ = 0 i 𝑎 = 0.5𝜆𝐷 у iзотермiчнiй плазмi.

У наших обчислення розглядаються значення 𝑣 у декiлька одиниць, це вiд­

повiдає швидкостi потоку, яка набагато менша за теплову швидкiсть iонiв

𝑣 ≪ 𝑣𝑇𝑖, оскiльки у плазмi з частими зiткненнями виконується нерiвнiсть

𝜆𝐷/𝑙𝑖 ≫ 1.

На рис. 4.9 наведенi розподiли нормованих концентрацiй iонiв та еле­

ктронiв 𝑛𝛼/𝑛0 вздовж осi 𝑧 (𝑟⊥ = 0). Видно, що потiк плазми збiльшує

концентрацiї iонiв та електронiв бiля порошинки у порiвняннi з випадком

нерухомої порошинки 𝑣 = 0, також їхнiй розподiл стає асиметричним. На­

гадаємо, що потiк плазми направлений протилежно до напрямку осi 𝑧 (або

порошинка рухається вздовж осi 𝑧). Густина додатного заряду (рiзниця мiж

суцiльною i штриховою лiнiями) перед вiд’ємно зарядженою порошинкою є

бiльшою, нiж позаду. Крiм того, позаду порошинки формується область з

вiд’ємною густиною заряду (штрихова лiнiя знаходить вище, нiж суцiльна).

Це вiдбувається через те, що потiк плазми збiльшує кiлькiсть плазмових

частинок навколо порошинки всюди, крiм областi позаду неї, але бiльш ру­

хливi електрони приходять в цю область швидше, нiж iони. Такий розподiл
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заряду приводить до появи вiд’ємного тертя. Для плазми iз нечастими зi­

ткненнями має мiсце протилежний ефект, а саме iони фокусуються позаду

порошинки, це явище обговорювалося, наприклад, у роботах [216–221].

Нормованi профiлi розподiлiв електронiв та iонiв бiля нерухомої поро­

шинки (див. рис. 4.9) повнiстю узгоджуються з профiлями у [67]. Бiльше

того, у цiй роботi було показано, що числовi розрахунки на основi кон­

тинуального (дрейфово-дифузiйного) наближення добре узгоджуються з

моделюванням на основi мiкроскопiчної броунiвської динамiки. Профiлi

концентрацiй для iнших радiусiв порошинок та значення 𝜏 = 10 можна

побачити на рис. 2.11 i 2.12.

У роботi [149] вивчалась сила тертя iонiв, що дiє на порошинку, яка

вмiщена у слабкоiонiзовану аргонову плазму iз зiткненнями, на основi безпо­

середнього числового розв’язання кiнетичного рiвняння Батнагара – Гросcа

– Крука (1.84) i (1.110). Обчислення були виконанi у широкому дiапазонi

значень тиску плазми включаючи випадок коли довжина вiльного пробiгу

iонiв набагато менша за довжину Дебая i розмiри порошинки (𝑙𝑖 ≪ 𝜆𝐷, 𝑎),

тобто для випадку коли повинно бути справедливим дрейфово-дифузiйне

наближення. На рис. 6b у роботi [149] наведенi профiлi густини плазми

поблизу сферичної 𝑎 = 0.5𝜆𝐷 порошинки в однорiдному потоцi плазми з

𝑣/𝑣𝑇𝑖 = 0.08 для 𝑙𝑖/𝜆𝐷 = 0.01.

Рис. 4.10 показує якiсне узгодження мiж профiлями густини плазми

у дрейфово-дифузiйному i кiнетичному пiдходах, але очiкувати повного збi­

гу не можна з наступних причин. У кiнетичних обчисленнях для аргонової

плазми довжина вiльного пробiгу була порядку довжини Дебая (в атомар­

них газах перерiз зiткнень мiж електронами та нейтралами має яскраво

виражений мiнiмум, який пов’язаний iз ефектом Рамзауера – Таунсенда [49,

162]). Це означає, що дрейфово-дифузiйне наближення не задовольняється

для електронiв навiть наближено. Ще одна причина – це крайовi умови на

поверхнi порошинки. У наших обчисленнях на основi дрейфово-дифузiйно­

го наближення, концентрацiя плазмових частинок на поверхнi порошинки
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Рис. 4.10 Нормована концентрацiя iонiв 𝑛𝑖/𝑛0 (суцiльнi лiнiї) та концентра­
цiя електронiв 𝑛𝑒/𝑛0 (штриховi лiнiї) вiд 𝑧/𝜆𝐷 для 𝑣 = 8, 𝑟⊥ = 0 i 𝑎 = 0.5𝜆𝐷

у iзотермiчнiй плазмi. Лiнiї з точками взятi з рис. 6b у роботi [149].

рiвна нулю (4.75) на вiдмiну вiд кiнетичного пiдходу, що добре видно для

концентрацiї iонiв на рис. 4.10. Очевидно, що крайовi умови впливають на

весь профiль густини плазми. Бiльше того, вiдрiзняються розмiри областей

обчислень, а саме 𝑏 = 20𝜆𝐷 у [149] i 𝑏 = 100𝜆𝐷 у наших обчисленнях.

Оскiльки на краю областi обчислень задається умова 𝑛𝛼 = 𝑛0, то це, хоча б

частково, може пояснити рiзницю мiж профiлями для значень координат

𝑧 ≈ −10𝜆𝐷.

Як видно з рис. 4.11, радiальна компонента густини iонного потоку

на рухому порошинку є неiзотропною. Густина потоку зростає з кутом 𝜃

(див. рис. 4.7). Подальше збiльшення швидкостi порошинки призводить не

лише до збiльшення густини потоку на передню сторону порошинки, але

i до зменшення з протилежного боку (𝜃 ≈ 140 − 180). Нашi обчислення

також показали, що радiальна компонента густини електронного потоку на

рухому порошинку залишається майже iзотропною, що пов’язано iз високою

рухливiстю електронiв.

Густина потоку пов’язана зi струмом формулою (4.77). З рис. 4.11
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Рис. 4.11 Залежнiсть радiальної компоненти безрозмiрної густини iонного
потоку 𝐺𝑖𝑟 = Γ𝑖𝑟𝜆𝐷/𝐷𝑖𝑛0 вiд кута 𝜃 у iзотермiчнiй плазмi для 𝑎𝑘𝐷 = 0.5 i
𝑣 = 0; 1; 2; 4; 5.
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Рис. 4.12 Безрозмiрний стацiонарний струм заряджання 𝐼𝑘𝐷/𝑒𝑛0𝐷𝑖 вiд 𝑣 =

𝑣𝜆𝐷/𝐷𝑖 для 𝑎𝑘𝐷 = 0.1; 0.5; 1; 2 у iзотермiчнiй плазмi.

слiдує, що рух порошинки повинен збiльшувати стацiонарний струм за­

ряджання. Це збiльшення спостерiгається на рис. 4.12 i воно є бiльш

вираженим для бiльших порошинок.

Збiльшення струму заряджання у свою чергу означає збiльшення ста­

цiонарного заряду i призводить до змiни вiдношення 𝛼 = 𝑞/𝑞. Згiдно з

рис. 4.13, залежнiсть стацiонарного заряду вiд швидкостi є суттєвою для
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Рис. 4.13 Залежнiсть безрозмiрного стацiонарного заряду 𝑧𝑔 = 𝑞𝑒𝑒/𝑎𝑇𝑒 вiд
𝑣 = 𝑣𝜆𝐷/𝐷𝑖 для 𝑎𝑘𝐷 = 0.1; 0.5; 1; 2 у iзотермiчнiй плазмi.

𝑎𝑘𝐷 & 1. Той факт, що параметр 𝛼 є функцiєю швидкостi порошинки не

враховується у формулi (4.5), так само як i у (4.3). Напевне, це одна iз при­

чин, чому цi формули гiрше описують залежнiсть сили тертя вiд швидкостi

для бiльших порошинок.

Оскiльки ми розглядаємо слабкоiонiзовану плазму, то вiд’ємну силу

тертя слiд порiвняти з силою тертя з нейтральними частинками [73]. У силь­

нозiткненному режимi цю силу можна знайти за законом Стокса

𝐹𝑆 = 6𝜋𝑎𝑣𝑛𝑛𝑚𝑛𝑙𝑛𝑣𝑇𝑛, (4.84)

де iндекс 𝑛 позначає нейтральнi частинки. Виправданим є припущення, що

𝑚𝑛 ≈ 𝑚𝑖, 𝑇𝑛 ≈ 𝑇𝑖 i 𝑙𝑛 ≈ 𝑙𝑖. Отже, сила Стокса у знерозмiреному виглядi

𝐹𝑆𝑒
2

(𝑇𝑒𝑎𝑘𝐷)2
=

2𝜏

1 + 𝜏

𝑣

𝑎𝑘𝐷

𝑛𝑛
𝑛𝑒

(𝑙𝑖𝑘𝐷)2. (4.85)

Вона визначається спiввiдношенням мiж малим значенням (𝑙𝑖𝑘𝐷)2 i великим

значенням 𝑛𝑛/𝑛𝑒, а також параметрами 𝜏 i 𝑎𝑘𝐷.

Вiд’ємна сила тертя пропорцiйна швидкостi порошинки (4.8) для

𝑣 ≪ 1, так само як i сила Стокса (4.85). Отже, вiдношення цих сил дає
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наближену умову

|𝐹 |
𝐹𝑆

=
𝑧2𝑔𝑎𝑘𝐷

3(𝜏 + 1)

𝑛𝑒
𝑛𝑛

1

(𝑙𝑖𝑘𝐷)2
> 1, (4.86)

яка визначає чи перевищує вiд’ємне тертя, сулу тертя з нейтралами при

𝑣 ≪ 1. Однак слiд пам’ятати, що межi застосовностi цiєї умови обмеженi

застосовiнстю формули (4.8), тобто 𝑎 ≪ 𝜆𝐷.

Якщо умова (4.86) задовольняється, тодi порошинка прискорювати­

меться доки при певному значеннi 𝑣 не буде досягнутий баланс сил, який

визначається перетином графiку лiнiйної функцiї (сили Стокса) i кривої,

яка описує залежнiсть сили вiд’ємного тертя вiд швидкостi (див. рис. 4.8).

Видно, що умову (4.86) бiльш легко задовольнити у iзотермiчнiй плазмi. А

от вплив радiуса порошинки на цю умову проаналiзувати бiльш складно.

З одного боку, 𝑎𝑘𝐷 знаходиться у чисельнику виразу (4.86) так само як i

заряд порошинки 𝑧𝑔, який зростає з радiусом (див. рис. 4.13), але з iншого

боку, нашi обчислення для порошинок скiнченних розмiрiв (див. рис. 4.8)

показують, що нахил графiку залежностi сила тертя вiд швидкостi зменшу­

ється зi збiльшенням радiуса порошинки. У будь-якому разi, сила Стокса

пропорцiйна радiусу порошинки 𝑎, тодi як сила вiд’ємного тертя приблизно

пропорцiйна до 𝑎2, як вже обговорювалося вище. Отже, можливе iснування

певного критичного значення радiуса 𝑎cr, такого що для 𝑎 . 𝑎cr сила тертя

нейтралiв перевищує вiд’ємне тертя, а для 𝑎 & 𝑎cr навпаки. Це означає, що

у слабкоiонiзованiй плазмi з частими зiткненнями розподiл порошинок за

швидкостями може залежати вiд їхнiх розмiрiв. Суттєва рiзниця у рiвнова­

жних швидкостях порошинок рiзних розмiрiв може дозволити порошинкам

подолати кулонiвський бар’єр мiж ними i сприяти їх агломерацiї.

Формула (4.5) передбачає (див. рис. 4.14), що якiсна залежнiсть сили

тертя вiд швидкостi є однаковою у iзотермiчнiй та неiзотермiчнiй плазмi

крiм того сила немонотонно залежить вiд вiдношення температури електро­

нiв до iонiв. Для 𝜏 ∼ 2 абсолютне значення вiд’ємного тертя є вищим, нiж в
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Рис. 4.14 Залежнiсть безрозмiрної сили 𝐹𝑒2/(𝑇𝑒𝑎𝑘𝐷)2 вiд 𝑣 = 𝑣𝜆𝐷/𝐷𝑖 для
𝜏 = 1, 2, 5, 10. Суцiльнi лiнiї – формула (4.5), штриховi лiнiї – формула (4.3).
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Рис. 4.15 Залежнiсть безрозмiрної сили 𝐹𝑒2/(𝑇𝑒𝑎𝑘𝐷)2 вiд 𝑣 = 𝑣𝜆𝐷/𝐷𝑖 у неi­
зотермiчнiй плазмi (𝜏 = 5). Суцiльнi лiнiї з точками – результати обчислень,
суцiльнi лiнiї – формула (4.5), точкова лiнiя – формула (4.8).

iзотермiчнiй плазмi, для 𝑣 & 2, але подальше збiльшення 𝜏 зменшує йо­

го значення.

Результати числових розрахункiв для випадку неiзотермiчної плазми

(𝜏 = 5), якi представленi на рис. 4.15, показують, що абсолютне значення

знерозмiреної вiд’ємної сили тертя є меншим, нiж у iзотермiчнiй плазмi. Але
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оскiльки вираз 𝐹𝑒2/(𝑇𝑒𝑎𝑘𝐷)2 мiстить температуру електронiв, то розмiрна

сила у неiзотермiчнiй плазмi буде бiльшою. Також з рисунка видно, що у

неiзотермiчнiй плазмi вiд’ємна сила тертя сильнiше залежить вiд радiуса

порошинки. Формула (4.5) узгоджується з (4.8) (точкова лiнiя на рисунку)

i знову дає верхню межу для сили тертя, яка дiє на порошинки скiнчен­

них розмiрiв.

4.4 Висновки

Розглянуто заряджену провiдну сферичну порошинку скiнченних роз­

мiрiв, що стацiонарно рухається у слабкоiонiзованiй плазмi з частими

зiткненнями. В рамках дрейфово-дифузiйного наближення була обчисле­

на сила тертя, яка дiє на порошинку. Показано, що розподiли електронiв

та iонiв навколо порошинки утворюють таке електричне поле, що сила,

яка дiє на порошинку направлена вздовж її швидкостi, тобто має мiсце

вiд’ємне тертя. Ця сила немонотонно залежить вiд швидкостi порошин­

ки i приблизно пропорцiйна квадрату її радiуса як для iзотермiчної, так

i неiзотермiчної плазми. Позаду вiд’ємно зарядженої порошинки у плазмi

формується область з вiд’ємною густиною заряду. Також встановлено, що

стацiонарний струм заряджання та заряд порошинки зростають зi зроста­

нням її швидкостi.

Запропонована нами формула (4.5) дозволяє знаходити силу тертя,

яка дiє на малi порошинки 𝑎 ≪ 𝜆𝐷 як в iзотермiчнiй та i неiзотермiчнiй

плазмi для 𝐷𝑒/𝐷𝑖 ≫ 1. Вона дає граничне значення сили тертя, яка дiє на

порошинки скiнченних розмiрiв. Сформульована наближена умова (4.86),

що визначає чи може вiд’ємна сила тертя перевищувати силу тертя iз ней­

тралами, яка описується законом Стокса i пропорцiйна радiусу порошинки

𝑎. Таким чином, можливе iснування порогового значення радiуса 𝑎cr, нижче

якого 𝑎 . 𝑎cr сила тертя iз нейтралами перевищує вiд’ємне тертя, а вище

порогового 𝑎 & 𝑎cr – навпаки. Це означає, що розподiл порошинок за швид­

костями буде залежати вiд їх розмiру.
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Послiдовна кiнетична теорiя запорошеної плазми використана для зна­

ходження ефективного потенцiалу плазми iз зiткненнями у зовнiшньому

електричному полi. Заряджання порошинки плазмовими струмами iз ураху­

ванням зiткнень плазмових частинок iз нейтральним було описане в рамках

iнтегралу зiткнень БГК. Знайдена сила тертя, яка пов’язана з дрейфом iонiв

у зовнiшньому електричному полi. Показано, що поглинання iонiв порошин­

кою може призводити до змiни напрямку сили тертя.

На основi рiвняння БГК розраховано середнi та середньоквадратичнi

змiщення електронiв та iонiв у плазмi в зовнiшньому постiйному електри­

чному полi. Виконано порiвняння зi змiщеннями, розрахованими на основi

рiвняння Фоккера-Планка. Показано, що середньоквадратичнi змiщення в

загальному випадку є вiдмiнними, але вiдмiннiсть зникає у рiвноважному

станi.
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РОЗДIЛ 5
ФЛУКТУАЦIЇ ТА IОННО-ЗВУКОВI ХВИЛI У ПЛАЗМI

5.1 Вплив зовнiшнього електричного поля

Зовнiшнє електричне поле часто присутнє у природнiй та лабораторнiй

плазмi. Однак, послiдовна кiнетична теорiя флуктуацiй у такiй плазмi досi

потребує подальшого розвитку. Зокрема, випадок присутностi зовнiшньо­

го змiнного електричного поля детально вивчений (див. наприклад роботи

[222–226] i посилання у них), а от вплив постiйного зовнiшнього електрично­

го поля на резонанснi властивостi флуктуацiй поблизу порогу нестiйкостi,

якi iндукованi цим полем, вивченi недостатньо.

У цьому пiдроздiлi представленi результати робiт [9, 13, 14, 32], у яких

знайденi самоузгодженим чином спектри флуктуацiй та iонно-звукових

хвиль у плазмi iз зiткненнями, яка знаходиться у зовнiшньому постiйно­

му електричному полi. Такi розрахунки були виконанi у рамках теорiї

великомасштабних флуктуацiй у формулюваннi Ланжевена [85–87], яке дає

загальнi вирази для флуктуацiйних спектрiв у термiнах кореляцiйних фун­

кцiй ланжевенових джерел та функцiї дiелектричного вiдгуку системи, що

розглядається. Обидвi цi величини можна розрахувати у рамках кiнетичної

теорiї плазми, що використовує формалiзм ймовiрностi переходу [227, 228],

який є еквiвалентним методу функцiй Грiна.

5.1.1 Спектри флуктуацiй (загальнi спiввiдношення)

Розглянемо електронно-iонну плазму (можливо слабкоiонiзовану), яка

знаходиться у зовнiшньому електричному полi Eext = (0, 0, 𝐸0). Основна

задача цього пiдроздiлу застосувати теорiю великомасштабних флуктуацiй

[85–87] до такої плазми i розрахувати флуктуацiйнi спектри iз урахуванням

впливу поля на функцiї розподiлу i кiнетичнi властивостi плазми. Очевидно,

цей вплив стосується як кореляцiйної функцiї ланжевенових джерел, так i

функцiї дiалектичного вiдгуку плазми.
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Почнемо з рiвняння для мiкроскопiчної фазової густини (1.77)

𝑁𝛼(𝑋, 𝑡) =

𝑁𝛼∑︁
𝑖=1

𝛿 (𝑋 −𝑋𝑖𝛼(𝑡)) , 𝑋 ≡ (r,v), (5.1)

де 𝛼 = 𝑒, 𝑖, 𝑋𝑖𝛼(𝑡) – фазова траєкторiя частинок сорту 𝛼,{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eм(r, 𝑡)
𝜕

𝜕v
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eext 𝜕

𝜕v

}︂
𝑁𝛼(𝑋, 𝑡) = 0, (5.2)

Eм(r, 𝑡) – мiкроскопiчне електричне поле.

Виконавши статистичне усереднення рiвнянь (5.1) i (5.2) за ансамблем

Гiббса, отримуємо [9, п. 11.1]{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

E(r, 𝑡)
𝜕

𝜕v
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eext 𝜕

𝜕v

}︂
𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) = 𝐼𝛼, (5.3)

де

𝑛𝛼𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) =
⟨︀
𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)

⟩︀
,

E(r, 𝑡) =
⟨︀
Eм(r, 𝑡)

⟩︀
,

𝐼𝛼 = − 𝑒𝛼
𝑚𝛼𝑛𝛼

𝜕

𝜕v

⟨︀
𝛿E(r, 𝑡) 𝛿𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)

⟩︀
.

𝛿E(r, 𝑡) = Eм(r, 𝑡) − E(r, 𝑡),

𝛿𝑁𝛼(𝑋, 𝑡) = 𝑁𝛼(𝑋, 𝑡) − 𝑛𝛼𝑓𝛼(𝑋, 𝑡).

Величину 𝐼𝛼 можна розглядати як iнтеграл зiткнень, за умови, що

кореляцiйна функцiя ⟨𝛿E(r, 𝑡) 𝛿𝑁𝛼(r, 𝑡)⟩ виражена у термiнах 𝑓𝛼(𝑋, 𝑡). У ви­

падку повнiстю iонiзованої плазми вона зводиться до iнтегралу зiткнень або

у форму Балеску – Ленарда, або Ландау. Для спрощення задачi, на скiльки

це можливо, замiсть згаданих iнтегралiв зiткнень ми будемо використовува­

ти просту модель Батнагара – Гросcа – Крука (БГК) (4.14) [90].

Вiдомо [91, 229], що ця модель є найбiльш ефективною для описання

зiткнень плазмових частинок з нейтральними, тобто для слабкоiонiзованої
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плазми. Однак, проста модель БГК також може бути корисною для якi­

сного вивчення ефектiв, якi спричиненi зiткненнями iнших типiв. Отже,

далi розглядається загальний випадок зiткнень плазмових частинок, який

включає i частинний випадок слабкоiонiзованої, вiдповiдно до оцiнки пара­

метрiв зiткнень.

А зараз, уточнимо поняття ансамблю Гiббса. Описання кiнетичної

еволюцiї передбачає усереднення за фiзично нескiнченно малим часовим

iнтервалом 𝜏ph (або за фiзично нескiнченно малим об’ємом 𝑉ph ∼ 𝑙3ph), який

задовольняє умову (1.45) 𝜏cor ≪ 𝜏ph ≪ 𝜏rel, де 𝜏cor – час кореляцiй мiкроскопi­

чних (молекулярних) флуктуацiй, якi генерує мiкроскопiчний рух частинок,

𝜏rel – характерний час змiни функцiї розподiлу. Це означає, що усереднення

за ансамблем Гiббса еквiвалентне усередненню за часом (1.44). У випадку

згладжування за фiзично нескiнченно малим об’ємом повинна задоволь­

нятися наступна подвiйна нерiвнiсть 𝑙cor ≪ 𝑙ph ≪ 𝑙rel, де 𝑙cor – довжина

кореляцiй мiкроскопiчних флуктуацiй, 𝑙rel – просторовий масштаб варiацiй

функцiї розподiлу.

Основний момент теорiї великомасштабних флуктуацiй у газах i пла­

змi полягає в тому, що усереднена за ансамблем Гiббса (згладжена за 𝜏ph,

або 𝑉ph) мiкроскопiчна фазова густина є регулярною величиною на часових

масштабах порядку 𝜏ph, але вона залишається випадковою величиною для

𝜏 ∼ 𝜏rel ≫ 𝜏ph [85–87, 227]. Це досить природно, оскiльки 𝑁𝛼(𝑋, 𝑡), яка є

випадковою на будь-яких часах, усереднюється лише за 𝜏ph. Це значить, що

за вiдповiдних умов, функцiя розподiлу 𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) включає у себе i випадкову

компоненту, тобто,

𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) = 𝑓0𝛼(𝑋, 𝑡) + 𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡).

Тут 𝑓0𝛼(𝑋, 𝑡) =
⟨︀
⟨𝑁𝛼(𝑋, 𝑡)⟩𝜏ph

⟩︀
, де ⟨. . .⟩ ≡ ⟨. . .⟩

𝜏
(𝐿)
ph

, 𝜏 (𝐿)ph – часовий iн­

тервал усереднення за великомасштабними (кiнетичними) флуктуацiями, по

вiдношенню до яких може бути введена функцiя розподiлу 𝑓0𝛼(𝑋, 𝑡) i насту­

пний елемент у iєрархiї ансамблiв Гiббса (що еквiвалентно усередненню за
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𝜏
(𝐿)
ph ≫ 𝜏ph). У свою чергу рiвняння (5.3) в цьому разi може розглядатися як

стохастичне рiвняння, яке описує великомасштабнi (кiнетичнi) флуктуацiї.

Наступний крок – це виконати статистичне усереднення рiвняння (5.3),

яке дає{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

⟨E(r, 𝑡)⟩ 𝜕
𝜕v

+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eext 𝜕

𝜕v

}︂
𝑓0𝛼(𝑋, 𝑡) = 𝐼𝛼 + 𝐼𝛼, (5.4)

де 𝐼𝛼 задається виразом (4.14) i

𝐼𝛼 = − 𝑒𝛼
𝑚𝛼

⟨
𝛿E(r, 𝑡)

𝜕𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡)

𝜕v

⟩
– iнтеграл зiткнень, який генерується великомасштабними флуктуацiями,

i є аналогом iнтегралу зiткнень у кiнетичному рiвняннi, яке отримано без

урахування великомасштабних флуктуацiй 𝐼𝛼.

Вiднiмаючи рiвняння (5.4) з (5.3) i нехтуючи доданками, якi змiнюю­

ться повiльно, отримуємо лiнеаризоване рiвняння для флуктуацiй функцiї

розподiлу{︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r
+
𝑒𝛼
𝑚𝛼

Eext 𝜕

𝜕v

}︂
𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡)+

+ 𝜈𝛼

{︂
𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) − Φ𝛼(v)

ˆ
𝑑v𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡)

}︂
= − 𝑒𝛼

𝑚𝛼
𝛿E(r, 𝑡)

𝜕𝛿𝑓0𝛼(v)

𝜕v
. (5.5)

Що стосується незбуреної функцiї розподiлу 𝑓0𝛼(v), то у просторово

однорiдному i стацiонарному випадку, рiвняння (5.4) записується як (4.15).

Тут ми припустили, що впливом великомасштабних флуктуацiй на

формування стацiонарного розподiлу можна знехтувати (вклад 𝐼𝛼 є наба­

гато бiльшим, нiж 𝐼𝛼)

Формальний розв’язок рiвняння (5.5) можна записати (див. (1.90))

𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) = 𝛿𝑓 (0)𝛼 (𝑋, 𝑡) − 𝑒𝛼
𝑚𝛼

𝑡ˆ

−∞

𝑑𝑡′̂ 𝑑𝑋 ′𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡− 𝑡′)𝛿E(r′, 𝑡′)
𝜕𝑓0𝛼(v′)

𝜕v′ ,

(5.6)
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де 𝛿𝑓
(0)
𝛼 (𝑋, 𝑡) – загальний розв’язок однорiдного рiвняння (5.5), тобто це

функцiя розподiлу у системi без самоузгодженої взаємодiї через флуктуацiї

електричного поля. Другий доданок у (5.6) – це частинний розв’язок рiвня­

ння (5.5). Функцiя 𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡− 𝑡′) також задовольняє однорiдне рiвняння

(5.5), але з початковою умовою (1.92) 𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 0) = 𝛿(𝑋 −𝑋 ′).

Отже, ця величина є iмовiрнiстю переходу частинки з початкової фа­

зової точки 𝑋 ′ ≡ (r′,v′) у точку 𝑋 ≡ (r,v) впродовж часового iнтервалу

𝜏 = 𝑡 − 𝑡′.

Розв’язок (5.6) дає рiвняння Пуассона для флуктуацiй потенцiалу поля

(𝛿E = −∇ 𝛿𝜙(r, 𝑡)) у плазмi

∆𝛿𝜙(r, 𝑡) +
∑︁
𝛼

4𝜋𝑒2𝛼𝑛𝛼
𝑚𝛼

𝑡ˆ

−∞

𝑑𝑡′̂ 𝑑v

ˆ
𝑑𝑋 ′𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡− 𝑡′)×

× 𝜕𝛿𝜙(r′, 𝑡′)

𝜕r′
𝜕𝑓0𝛼(v′)

𝜕v′ = −4𝜋𝛿𝜌(0)(r, 𝑡), (5.7)

де

𝛿𝜌(0)(r, 𝑡) =
∑︁
𝛼

𝑛𝛼𝑒𝛼

ˆ
𝑑v𝛿𝑓 (0)𝛼 (𝑋, 𝑡). (5.8)

Рiвняння (5.7) є нiчим iншим, як ланжевеновим формулюванням зада­

чi про великомасштабнi флуктуацiї електричного поля в якому флуктуацiї

густини заряду у системi без самоузгодженої взаємодiї через флуктуацiйне

поле (5.8) грають роль ланжевенових джерел.

Оскiльки ми знаємо фiзичну природу ланжевенових джерел, то їх ко­

реляцiйну функцiю легко розрахувати. Враховуючи, що

𝛿𝑓 (0)𝛼 (𝑋, 𝑡) =

ˆ
𝑑𝑋 ′′𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′′; 𝑡− 𝑡′)𝛿𝑓 (0)𝛼 (𝑋 ′′, 𝑡′) (5.9)

i припускаючи, що за вiдсутностi самоузгодженої взаємодiї⟨
𝛿𝑓 (0)𝛼 (𝑋, 𝑡)𝛿𝑓

(0)
𝛼′ (𝑋 ′, 𝑡)

⟩
= 𝑛𝛼𝛿(𝑋 −𝑋 ′)𝑓0𝛼(𝑋, 𝑡)𝛿𝛼𝛼′, (5.10)
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отримуємо

⟨︀
𝛿𝑓 (0)𝛼 (𝑋, 𝑡)𝛿𝑓 (0)𝛼 (𝑋 ′, 𝑡′)

⟩︀
= 𝑛𝛼𝑓0𝛼(𝑋 ′, 𝑡′)𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡− 𝑡′)𝜃(𝑡− 𝑡′)+

+ 𝑛𝛼𝑓0𝛼(𝑋, 𝑡)𝑊𝛼(𝑋 ′, 𝑋; 𝑡′ − 𝑡)𝜃(𝑡′ − 𝑡), (5.11)

де 𝜃(𝑥) – це 𝜃-функцiя, або⟨
𝛿𝜌(0)(r, 𝑡)𝛿𝜌(0)(r′, 𝑡′)

⟩
=

=
∑︁
𝛼

𝑒2𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′
{︁
𝑓0𝛼(𝑋 ′, 𝑡′)𝑊𝛼(𝑋,𝑋 ′; 𝑡− 𝑡′)𝜃(𝑡− 𝑡′)+

+ 𝑓0𝛼(𝑋, 𝑡)𝑊𝛼(𝑋 ′, 𝑋; 𝑡′ − 𝑡)𝜃(𝑡′ − 𝑡)
}︁
. (5.12)

Таким чином, ми отримали рiвняння Ланжевена для флуктуацiй еле­

ктричного поля (5.7) i кореляцiйну функцiю для вiдповiдних ланжевенових

джерел (5.12).

У випадку, який розглядається (просторово однорiдна i стацiо­

нарна система), загальний розв’язок задачi може бути отриманий у

k𝜔-представленнi (1.71)

𝛿𝜙k𝜔 =
4𝜋𝛿𝜌

(0)
k𝜔

𝑘2𝜀(k, 𝜔)
. (5.13)

Тому ⟨︀
𝛿𝜙2
⟩︀
k𝜔

=
16𝜋2⟨𝛿𝜌(0)2⟩k𝜔
𝑘4|𝜀(k, 𝜔)|2

, (5.14)

де функцiя дiелектричного вiдгуку має вигляд (1.97)

𝜀(k, 𝜔) = 1 +
∑︁
𝛼

𝜒𝛼(k, 𝜔) = 1 − 𝑖
∑︁
𝛼

4𝜋𝑒2𝛼𝑛𝛼
𝑘2𝑚𝛼

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′𝑊𝛼k𝜔(v,v′)k

𝜕𝑓0𝛼(v′)

𝜕v′ ,

(5.15)

𝜒𝛼(k, 𝜔) – дiелектрична сприйнятливiсть.

⟨𝛿𝜌(0)2⟩k𝜔 =
∑︁
𝛼

𝑒2𝛼𝑛𝛼⟨𝛿𝑛(0)2𝛼 ⟩ =
∑︁
𝛼

𝑒2𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′𝑓0𝛼(v′)𝑊𝛼k𝜔(v,v′) + к.с. ,

(5.16)



214

де к.с. – комплексно спряжене, а 𝑊𝛼k𝜔(v,v′) визначається формулою (1.95).

Аналогiчно,

⟨𝛿𝑛2𝑒⟩k𝜔 =

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝜒𝑖(k, 𝜔)

𝜀(k, 𝜔)

⃒⃒⃒⃒2
⟨𝛿𝑛(0)2𝑒 ⟩k𝜔 + 𝑧2𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜒𝑒(k, 𝜔)

𝜀(k, 𝜔)

⃒⃒⃒⃒2
⟨𝛿𝑛(0)2𝑖 ⟩k𝜔, (5.17)

де 𝑧𝑖 = |𝑒𝑖/𝑒𝑒| зарядове число iонiв.

Очевидно, що спектри флуктуацiй (5.14) i (5.17) мають вираженi ма­

ксимуми в областi прозоростi поблизу власних частот поздовжнiх коливань,

якi визначаються дисперсiйним рiвнянням (1.73)

𝜀(k, 𝜔) = 0. (5.18)

У такому разi, маємо

⟨︀
𝛿𝜙2
⟩︀
k𝜔

w
8𝜋2 ̃︀𝑇 (k, 𝜔)

𝑘2
𝛿 [Re 𝜀(k, 𝜔)] , (5.19)

де ̃︀𝑇 (k, 𝜔) – ефективна температура колективних флуктуацiй, 𝛿(𝑥) –

𝛿-функцiя.

̃︀𝑇 (k, 𝜔) =
2𝜋𝜔

𝑘2
⟨𝛿𝜌(0)2⟩k𝜔
Im𝜀(k, 𝜔)

. (5.20)

Видно, що функцiя дiелектричного вiдгуку (5.15) i кореляцiйнi функцiї

ланжевенових джерел (5.16) виражаються у термiнах незбуреної функцiї

розподiлу i Фур’є-компоненти ймовiрностi переходу. Слiд вiдмiтити, що за

вiдсутностi зовнiшнього поля рiвняння (5.17), (5.19) збiгаються з вiдповiд­

ними рiвняннями з робiт [224, 225] при нульовiй амплiтудi поля накачки.

Направимо вiсь 𝑧 вздовж зовнiшнього електричного поля Eext =

(0, 0, 𝐸ext), тодi розв’язки рiвняння для незбуреної функцiї розподiлу 𝑓0𝛼(v)

мають вигляд (4.17), (4.18), (4.19). Функцiя розподiлу залежить вiд вiдно­

шення дрейфової швидкостi електронiв 𝑣𝛼 = 𝑒𝛼𝐸
ext/(𝑚𝛼𝜈𝛼) до теплової

швидкостi 𝑣𝑇𝛼 =
√︀
𝑇𝛼/𝑚𝛼.

Слiд зазначити, що у випадку слабкоiонiзованої плазми середня енер­

гiя, яку отримує електрон вiд електричного поля мiж двома послiдовними
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зiткненнями, дорiвнює ∆𝜀𝐸 = 𝑚𝑒𝑣
2
𝑒/2. У стацiонарному станi електрон втра­

чає таку ж кiлькiсть енергiї у зiткненнях ∆𝜀 = 𝛿𝜀, де 𝜀 ≈ 𝑚𝑒𝑣
2
𝑇𝑒/2 – це

теплова енергiя електрона, а 𝛿 – коефiцiєнт. Отже, вiдношення дрейфо­

вої швидкостi електрона до теплової 𝑣𝛼/𝑣𝑇𝛼 ∼ 𝛿. У пружних зiткненнях

𝛿 = 2𝑚𝑒/𝑚𝑛 i зростає у непружних зiткненнях (наприклад, частина енергiї

електрона може йти на збудження коливань у молекулi). Максимально мо­

жливе значення 𝛿 – це 1 (iонiзацiя нейтральної частинки електроном) [230].

Нехай для частоти зiткнень плазмових частинок iз нейтральними вико­

нується спiввiдношення 𝜈𝛼 = 𝑣𝑇𝛼𝜎𝛼𝑛𝑛, де 𝜎𝛼 – перерiз розсiяння, тодi маємо

𝑣𝑒
𝑣𝑇𝑒

= −𝑇𝑖
𝑇𝑒

𝜎𝑖
𝜎𝑒

𝑣𝑖
𝑣𝑇𝑖

. (5.21)

Вiдношення температури електронiв до iонiв 𝜏 = 𝑇𝑒/𝑇𝑖 ≥ 1, однак

вiдношення перерiзiв 𝜎𝑖/𝜎𝑒 > 1, тому вiдношення дрейфової швидкостi до

теплової для електронiв та iонiв можуть бути одного порядку.

5.1.2 Iонно-звуковi хвилi

Як вже зазначалося вище, резонансна структура спектрiв флуктуацiй

визначається власною частотою вiдповiдних хвиль, яка є розв’язком диспер­

сiйного рiвняння (5.18). Функцiя дiелектричного вiдгуку 𝜀(k, 𝜔) для плазми

iз зiткненнями у зовнiшньому електричному полi була знайдена у п. 4.2,

формула (4.26). Нижче представленi результати числового розв’язання дис­

персiйного рiвняння з функцiєю дiелектричного вiдгуку (4.26) в областi

iонно-звукових хвиль. Такi дослiдження досi привертають увагу в контекстi

проблеми нестiйкостi плазми, яка спричинена зовнiшнiм електричним полем

[231]. Дисперсiйне рiвняння розв’язувалося вiдносно комплексної частоти

(1.74) 𝜔(k) = 𝜔k + 𝑖𝛾k при заданому значеннi хвильового вектора k. Всi

обчислення були виконанi для водневої плазми (𝑚𝑖/𝑚𝑒 = 1836). Хвильовий

вектор нормований на 𝑘𝐷𝑖 =
√︀

4𝜋𝑒2𝑖𝑛𝑖/𝑇𝑖.

Спочатку будуть наведенi результати, отриманi в роботi [13] для спе­

ктру iонно-звукових хвиль у плазмi без зовнiшнього електричного поля,
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Рис. 5.1 Декремент згасання iонно-звукових хвиль у неiзотермiчнiй (𝜏 =

100) водневiй плазмi, отриманий в результатi числового розв’язку диспер­
сiйного рiвняння 𝜀(k, 𝜔) = 0 вiдносно комплексної частоти 𝜔(k) = 𝜔k + 𝑖𝛾k:
суцiльна лiнiя – розв’язок з функцiєю дiелектричного вiдгуку (1.139), штри­
хова лiнiя – (1.123), точкова лiнiя – сума штрихової лiнiї та −𝜈𝑖/2.

тобто числовий розв’язок дисперсiйного рiвняння 𝜀(k, 𝜔) = 0 з функцiєю

дiелектричного вiдгуку (1.139). Обчислення показують, що у неiзотермiчнiй

(𝜏 = 100) плазмi iз зiткненнями дисперсiйна крива майже збiгається з кри­

вою для беззiткненної плазми, яка наведена на рис. 1.4, а от декремент

згасання у плазмi iз зiткненнями (суцiльна лiнiя на рис. 5.1) приблизно на

𝜈𝑖/2 бiльший за модулем декременту беззiткненної плазми (штрихова лiнiя

на рис. 5.1), що узгоджується з формулою (1.142).

У випадку iзотермiчної плазми числовий розв’язок дисперсiйного рiв­

няння з функцiєю дiелектричного вiдгуку (1.139) має наступнi особливостi

(рис. 5.2). Iснує мiнiмальне, вiдмiнне вiд нуля, значення хвильового числа,

нижче якого власна частота дорiвнює нулю. Ця особливiсть спектру буде

бiльш детально обговорена у п. 5.2.4. Крiм того, декремент згасання зро­

стає за модулем порiвняно iз беззiткненною плазмою бiльше нiж на 𝜈𝑖/2.

Перейдемо до результатiв для плазми у зовнiшньому електрично­

му полi. Функцiя дiелектричного вiдгуку (4.26) залежить вiд дрейфових

швидкостей плазмових частинок, якi пов’язанi спiввiдношенням (5.21). В
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Рис. 5.2 Числовий розв’язок дисперсiйного рiвняння 𝜀(k, 𝜔) = 0 вiдносно
комплексної частоти 𝜔(k) = 𝜔k + 𝑖𝛾k в областi iонно-звукових хвиль з
функцiєю дiелектричного вiдгуку (1.139) (суцiльнi лiнiї) i (1.123) (штри­
ховi лiнiї), точкова лiнiя – сума штрихової лiнiї та −𝜈𝑖/2 (𝑇𝑒/𝑇𝑖 = 1,
𝑚𝑖/𝑚𝑒 = 1836).

обчисленнях вiдношення перерiзiв становило 𝜎𝑖/𝜎𝑒 = 0.25 i для заданого

значення дрейфової швидкостi iонiв i вiдношення температур 𝑇𝑒/𝑇𝑖, дрейфо­

ва швидкiсть електронiв знаходилась з (5.21). Оскiльки вiсь 𝑧 направлена

вздовж електричного поля, то дрейфова швидкiсть iонiв є додатною, а еле­

ктронiв – вiд’ємною. Проекцiя хвильового вектора 𝑘𝑧, яка входить у вираз

для функцiї дiелектричного вiдгуку (4.26), задає напрямок поширення хви­

лi. Зокрема, випадок 𝑘𝑧 = 0 (хвиля поширюється перепендикулярно до

поля) вiдповiдає випадку вiдсутностi зовнiшнього поля. У наших обчислен­

нях ми розглядали 𝑘𝑧 = −𝑘, тобто поширення хвилi проти поля.
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Рис. 5.3 Числовий розв’язок дисперсiйного рiвняння 𝜀(k, 𝜔) = 0 вiдно­
сно комплексної частоти 𝜔(k) = 𝜔k + 𝑖𝛾k в областi iонно-звукових хвиль
з функцiєю дiелектричного вiдгуку (4.26) (суцiльнi лiнiї) для рiзних зна­
чень дрейфової швидкостi iонiв (𝑣𝑖 = 0.01; 0.1𝑣𝑇𝑖) i (1.139) (штриховi лiнiї)
(𝑇𝑒/𝑇𝑖 = 1, 𝑚𝑖/𝑚𝑒 = 1836, 𝜈𝑖 = 0.1𝜔𝑝𝑖).

Результати числового розв’язання дисперсiйного рiвняння для iонно­

звукових хвиль у водневiй плазмi без зовнiшнього електричного поля

виконанi в роботах [9, 13]. Залежнiсть власної частоти i декременту зга­

сання вiд хвильового вектора для випадку плазми без зiткнень наведена на

рис. 1.4. Вплив зiткнень iлюструють рисунки 5.1 та 5.2.

Типову залежнiсть власної частоти i декременту згасання iонно-зву­

кових хвиль в iзотермiчнiй плазмi, що поширюються проти поля (𝑘𝑧 < 0),

для рiзних значень дрейфової швидкостi iонiв показано на рис. 5.3. Як бачи­

мо, наявнiсть електричного поля досить суттєво модифiкує як дiйсну, так i
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𝑣𝑧/𝑣𝑇𝑖
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Рис. 5.4 Схематичне зображення функцiй розподiлу електронiв 𝑓0𝑒(𝑣𝑧) та
iонiв 𝑓0𝑖(𝑣𝑧) (4.19) у зiткненнiй плазмi у зовнiшньому постiйному електри­
чному полi.
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Рис. 5.5 Залежнiсть фазової швидкостi iонно-звукової хвилi в iзотермiчнiй
зiткненнiй плазмi 𝜈𝑖 = 0.1𝜔𝑝𝑖 у зовнiшньому постiйному електричному полi
(𝑣𝑖 = 0.01𝑣𝑇𝑖), штрихова лiнiя вiдповiдає швидкостi −1.71𝑣𝑇𝑖.

уявну частину розв’язку дисперсiйного рiвняння.

За наявностi електричного поля максимуми електронного та iонного

розподiлiв за швидкостями не збiгаються (рис. 5.4). Наприклад, у випадку

𝑣𝑖 = 0.01𝑣𝑇𝑖 максимум iонного розподiлу знаходиться при 𝑣 ≃ 0.01𝑣𝑇𝑖, а

електронного – при 𝑣 ≃ −1.7𝑣𝑇𝑖. Зменшення згасання, що спостерiгається у
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Рис. 5.6 Числовий розв’язок дисперсiйного рiвняння 𝜀(k, 𝜔) = 0 вiдно­
сно комплексної частоти 𝜔(k) = 𝜔k + 𝑖𝛾k в областi iонно-звукових хвиль
з функцiєю дiелектричного вiдгуку (4.26) (𝑇𝑒/𝑇𝑖 = 10, 𝑚𝑖/𝑚𝑒 = 1836,
𝜈𝑖 = 0.01𝜔𝑝𝑖).

плазмi з дрейфом, можна зрозумiти, розглянувши залежнiсть фазової швид­

костi хвилi вiд хвильового числа (рис. 5.5). В областi 𝑘 ∼ 0.3−0.7𝑘𝐷𝑖 фазова

швидкiсть є близькою до швидкостi, за якої спостерiгається максимум роз­

подiлу електронiв, отже, кiлькiсть електронiв, якi отримують i забирають

енергiю вiд хвилi, майже однакова i хвиля згасає на iонах. При 𝑘 ∼ 0.2𝑘𝐷𝑖

фазова швидкiсть суттєво зменшується i взаємодiя з електронами пiдсилює

хвилю. Таким чином, при 𝑘 . 0.2𝑘𝐷𝑖 має мiсце конкуренцiя мiж пiдсиле­

нням хвилi електронами та згасанням на iонах i в результатi розсiювання



221

iонiв нейтральними частинками.

Подальше збiльшення дрейфової швидкостi призводить до появи

розв’язкiв з додатною уявною частиною, тобто до дрейфової нестiйкостi

(рис. 5.6). А от у випадку швидкоосцилюючого зовнiшнього електричного

поля може виникати параметрична нестiйкiсть [222–225]. Природно, що в

обох випадках зiткнення частинок призводять до зростання порогу нестiй­

костi i впливають на область нестiйкостi.

Також були виконанi обчислення для додатних значень 𝑘𝑧, якi пока­

зали, що у випадку поширення хвилi проти дрейфу iонiв, нестiйкiсть не

виникає, а згасання навпаки збiльшується. Це вiдбувається, тому що фазова

швидкiсть хвилi потрапляє у область де похiдна за швидкiстю вiд функцiй

розподiлiв як iонiв, так i електронiв є вiд’ємною.

5.1.3 Критичнi флуктуацiї у плазмi за наявностi зовнiшньо­
го електричного поля

У попередньому пунктi було показано, що наявнiсть зовнiшнього еле­

ктричного поля в слабкоiонiзованiй плазмi призводить до змiни функцiй

розподiлу електронiв та iонiв за швидкостями (4.19), що в свою чергу мо­

же призводити до нестiйкости iонно-звукових хвиль, а отже, в такiй плазмi

матимуть мiсце критичнi флуктуацiї, iнтенсивнiсть яких буде необмежено

наростати. Запропонований у цьому роздiлi пiдхiд до розгляду великомас­

штабних флуктуацiй i отриманi загальнi формули дають змогу виконати

кiлькiсний опис таких критичних флуктуацiй. Для цього потрiбно скори­

статися загальною формулою (5.17), а в ролi 𝜀(k, 𝜔) та 𝜒𝛼(k, 𝜔) взяти

величини, розрахованi з урахуванням явного вигляду ймовiрностi переходу

(4.21)–(4.25) та одночастинкової функцiї розподiлу (4.17)–(4.19) для плазми

в зовнiшньому електричному полi. Явний вигляд 𝜀(k, 𝜔) i 𝜒𝛼(k, 𝜔) у цьому

випадку задається формулами (4.26), (4.27).

Щодо кореляцiйних функцiй ланжевенових джерел ⟨𝛿𝑛(0)2𝛼 ⟩k𝜔, то

їх слiд розраховувати на основi (5.16) з використанням (4.21)–(4.25) i
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(4.17)–(4.19). Результат розрахунку ⟨𝛿𝑛(0)2𝛼 ⟩k𝜔 має вигляд

⟨𝛿𝑛(0)2𝛼 ⟩k𝜔 = 2𝑛𝛼Im
1

𝐺𝛼(k, 𝜔)

∞̂

0

𝑑𝑦
𝑒−𝑦

𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝛼𝑦 + 𝑖𝜈𝛼

[︂
𝑊

(︂
𝜔 + 𝑖𝜈𝛼 − 𝑘𝑧𝑣𝛼𝑦

𝑣𝑇𝛼κ𝛼(k)

)︂
− 1

]︂
.

(5.22)

Резонансна структура спектру при цьому визначається розв’язками

дисперсiйного рiвняння 𝜀(k, 𝜔) = 0 (5.18) з функцiєю дiелектричного вiд­

гуку (4.26). Якiсний опис спектрiв при цьому можна зробити на основi

апроксимацiї:

⟨𝛿𝑛2𝑒⟩k𝜔 ≃ ⟨𝛿𝑛2𝑒⟩k
𝛾k

(𝜔 − 𝜔k)2 + 𝛾2k
, (5.23)

де

⟨𝛿𝑛2𝑒⟩k =
⟨𝛿𝑛(0)2𝑒 ⟩k𝜔 + ⟨𝛿𝑛(0)2𝑖 ⟩k𝜔

𝛾k
𝜕Re 𝜀(k,𝜔)

𝜕𝜔

⃒⃒⃒
𝜔=𝜔k

. (5.24)

Далi наведенi результати розрахункiв флуктуацiйних спектрiв на осно­

вi (5.17), (4.26), (4.27), (5.22). Безрозмiрними параметрами, якi задавались

в обчисленнях, є частота зiткнень iонiв 𝜈𝑖/𝜔𝑝𝑖, дрейфова швидкiсть iонiв

𝑣𝑖/𝑣𝑇𝑖 та параметр неiзотермiчностi 𝑇𝑒/𝑇𝑖. Дрейфова швидкiсть електронiв

визначалась iз спiввiдношення (5.21), а всi обчислення проводились для во­

дневої плазми (𝑚𝑖/𝑚𝑒 = 1836).

Для того, щоб послiдовно вивчити вплив зiткнень i зовнiшнього еле­

ктричного поля, розпочнемо iз аналiзу випадку плазми без зiткнень i

електричного поля (штриховi лiнiї на рис. 5.7 i 5.8). В цьому разi спектри

суттєво залежать вiд вiдношення температур iонiв та електронiв. У випадку

iзотермiчної плазми iонно-звуковi хвилi сильно згасають (1.136) i резонан­

снi максимуми вираженi слабко (див. рис. 5.7). Вiдомо, що в iзотермiчнiй

плазмi, флуктуацiї в областi 𝑘 ≪ 𝑘𝐷𝑒 створюються випадковим рухом екра­

нованих iонiв. Слабковираженi максимуми вiдповiдають низькочастотним

власним збудженням, якi сильно згасають. А от у неiзотермiчнiй плазмi

iонно-звуковi хвилi згасають слабше i резонансна структура флуктуацiйних
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Рис. 5.7 Спектри флуктуацiй густини електронiв ⟨𝛿𝑛2𝑒⟩k𝜔𝜔𝑝𝑖/𝑛𝑖 в iзотермi­
чнiй зiткненнiй плазмi 𝜈𝑖 = 0.1𝜔𝑝𝑖, штрихова лiнiя вiдповiдає беззiткненнiй
плазмi.
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Рис. 5.8 Спектри флуктуацiй густини електронiв ⟨𝛿𝑛2𝑒⟩k𝜔𝜔𝑝𝑖/𝑛𝑖 у неiзотер­
мiчнiй 𝑇𝑒 = 10𝑇𝑖 зiткненнiй плазмi 𝜈𝑖 = 0.1𝜔𝑝𝑖, штрихова лiнiя вiдповiдає
беззiткненнiй плазмi.
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спектрiв добре проявляється (див. рис. 5.8). Вiдповiдно до рiвняння (5.23),

положення максимумiв визначаються власними частотами хвилi.

Перейдемо до розгляду спектрiв флуктуацiй у плазмi iз зiткненнями.

Для досить великого значення частоти зiткнень 𝜈𝑖 = 0.1𝜔𝑝𝑖, їхнiй вплив на

iнтенсивнiсть флуктуацiй в iзотермiчнiй плазмi (суцiльнi лiнiї на рис. 5.7)

не суттєвий, а от у неiзотермiчнiй плазмi (рис. 5.8) зiткнення призводять до

помiтного уширення резонансних максимумiв. Згiдно з (5.23), напiвширина

флуктуацiйного максимуму визначається декрементом згасання 𝛾k. Це узго­

джується з результатами обчислень для рiзних значень частоти зiткнень.

Очевидно, що вплив зовнiшнього поля найяскравiше буде проявля­

тися в резонансних областях, але, оскiльки, як було показано в п. 5.1.2,

наявнiсть поля призводить до зменшення декременту, то вiдповiднi резо­

нанси з’являються навiть у випадку iзотермiчної плазми. Цей ефект наочно

iлюструється результатами обчислень, представлених на рис. 5.9. У випад­

ку неiзотермiчної плазми ефект впливу зовнiшнього поля ще помiтнiший

(рис. 5.10). В останньому випадку власнi частоти резонансних флуктуацiй

в пiдкритичному режимi суттєво залежать вiд значень зовнiшнього поля

(дрейфової швидкостi) (рис. 5.11). При досягненнi полем критичного значе­

ння (𝛾k → 0) iнтенсивнiсть резонансної лiнiї необмежено наростає у повнiй

вiдповiдностi з оцiнкою (5.23).

5.1.4 Висновки

Розвинуто теорiю великомасштабних флуктуацiй для слабкоiонiзова­

ної плазми у зовнiшньому постiйному електричному полi, яка враховує

вплив електричного поля на розподiл плазмових частинок за швидкостями

та на функцiю дiелектричного вiдгуку.

Виконано числове розв’язання дисперсiйного рiвняння в областi iонно­

звукових хвиль. Вивчено залежнiсть власної частоти i декременту згасання

хвиль вiд електричного поля. Показано, що поле призводить до немоно­

тонної залежностi декременту згасання вiд хвильового вектора, а саме
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Рис. 5.9 Спектри флуктуацiй густини електронiв ⟨𝛿𝑛2𝑒⟩k𝜔𝜔𝑝𝑖/𝑛𝑖 в iзотермi­
чнiй водневiй зiткненнiй плазмi 𝜈𝑖 = 0.1𝜔𝑝𝑖 у зовнiшньому електричному
полi, 𝑘𝑧 = −0.2𝑘𝐷𝑖, 𝑘 = |𝑘𝑧|.
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Рис. 5.10 Спектри флуктуацiй густини електронiв ⟨𝛿𝑛2𝑒⟩k𝜔𝜔𝑝𝑖/𝑛𝑖 в неiзотер­
мiчнiй 𝑇𝑒 = 10𝑇𝑖 водневiй зiткненнiй плазмi у зовнiшньому електричному
полi, 𝑘𝑧 = −0.1𝑘𝐷𝑖, 𝑘 = |𝑘𝑧|; a – 𝜈𝑖 = 0.1𝜔𝑝𝑖, б – 𝜈𝑖 = 0.01𝜔𝑝𝑖.

заявляється область де декремент згасання стає додатнiм, тобто амплiту­

да хвилi зростає.

Представленi результати розрахунку спектрiв флуктуацiї електронної
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Рис. 5.11 Спектри флуктуацiй густини електронiв ⟨𝛿𝑛2𝑒⟩k𝜔𝜔𝑝𝑖/𝑛𝑖 в неiзотер­
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густини. Пiдтверджено, що резонансна структура таких спектрiв визна­

чається власною частотою i декрементом згасання хвиль, якi знайденi iз

урахуванням впливу зовнiшнього електричного поля. Виявлено, що електри­

чне поле призводить до резонансної поведiнки спектру флуктуацiй навiть

в iзотермiчнiй плазмi з частими зiткненнями. При розрахунку порогу не­

стiйкостi важливо враховувати зiткнення частинок, подiбно до випадку

параметричної нестiйкостi у зовнiшньому високочастотному електричному

полi.

5.2 Вплив флуктуацiй заряду порошинок

Є двi причини для флуктуацiй заряду порошинок [49, 232]. Перша –

це дискретна i випадкова природа процесу заряджання. Такий тип флукту­

ацiй заряду є важливим для дрiбних порошинок [232] i для мiкроскопiчного

опису електромагнiтних флуктуацiй у запорошенiй плазмi [95]. Просторовi i

часовi варiацiї параметрiв плазми, якi впливають на процеси заряджання, є

другою причиною для флуктуацiй заряду порошинок i саме вони розгляда­

ються у цьому пiдроздiлi. У такому випадку процес заряджання вважається
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неперервним. Заряд порошинки стає залежною вiд часу величиною i її не­

обхiдно розглядати як динамiчну змiнну, яка самоузгоджено пов’язана з

iншими динамiчними змiнними плазми, такими як густина, потенцiал та

iншi [233].

Важливiсть флуктуацiй заряду, як джерела згасання осциляцiй у

астрофiзичнiй запорошенiй плазмi, вперше було вiдмiчено у роботах [234,

235]. Пiзнiше, було показано, що флуктуацiї заряду порошинок можуть впли­

вати на поширення хвиль у запорошенiй плазмi [233, 236, 237].

Iснування iонно-звукових хвиль у запорошенiй iзотермiчнiй плазмi

без зiткнень вперше було передбачено теоретично у роботi [238], пiзнiше

такi хвилi були виявленi експериментально [239, 240] в тому числi у нео­

днорiднiй плазмi [241]. Властивостi iонно-звукових хвиль iз урахуванням

флуктуацiй заряду порошинок дослiджувалися переважно на основi гiдро­

динамiчного пiдходу [242–247]. Кiнетичний опис iонно-звукових хвиль також

використовувався у декiлькох роботах [248–251], але лише для плазми без

зiткнень. Таким чином, дослiдження дiелектричного вiдгуку i поширення

iонно-звукових хвиль у плазмi iз зiткненнями iз урахуванням самоузгодже­

ного заряджання порошинок досi залишається вiдкритою задачею.

Електромагнiтнi флуктуацiї є важливим, а нерiдко i єдиним дже­

релом iнформацiї про характеристики середовища. Вони тiсно пов’язанi

з електромагнiтними, кiнетичними i термодинамiчними властивостями ба­

гаточастинкових системи. Зокрема, кореляцiйнi функцiї мiкроскопiчної

густини частинок визначають статичнi i динамiчнi формфактори системи

i, таким чином, спектр розсiяння плазмою електромагнiтних хвиль [82, 83,

227]. Кiнетичнi коефiцiєнти в рiвняннi Фоккера-Планка [82, 227, 252] та iнте­

грали зiткнень в кiнетичних рiвняннях також визначаються флуктуацiями

мiкроскопiчної фазової густини. Очевидно також, що саме електромагнiтнi

флуктуацiйнi поля вiдiграють роль ланжевенових джерел броунiвського ру­

ху заряджених частинок у плазмi [83, 85]. Отже, розрахунок флуктуацiйних
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полiв у запорошенiй плазмi є важливим для опису дифузiї порошинок, iн­

тенсивнiсть якої значною мiрою визначає процеси формування i плавлення

плазмових кристалiв [97–99].

Теорiя флуктуацiй в звичайнiй плазмi є добре розвинутою [13, 86,

253–255]. Щодо її узагальнення на випадок запорошеної плазми, то на сьо­

годнi ще залишається вiдкритою низка питань. Для розв’язання цiєї задачi,

зазвичай використовують один з двох пiдходiв. Перший базується на описi

динамiки заряджання порошинок з допомогою рiвнянь, якi мiстять перерiзи

заряджання [237, 256–258]. Недолiком такого пiдходу є те, що вiн потре­

бує феноменологiчного опису зiткнень плазмових частинок iз порошинками

(як пружних, так i непружних). А у разi необхiдностi послiдовного опи­

су колективної взаємодiї мiж порошинками, цей пiдхiд додатково потребує

розрахунку сил «бомбардування» та «затiнення», якi виникають через роз­

сiяння i поглинання плазмових частинок порошинкою у присутностi iнших

порошинок. У другому пiдходi заряд порошинки розглядається як неза­

лежна змiнна, тому функцiя розподiлу порошинок залежить не лише вiд

координати i швидкостi, а i вiд заряду порошинки [95, 193, 259–264]. Та­

кий пiдхiд забезпечує можливiсть розробити послiдовну кiнетичну теорiю

повнiстю iонiзованої запорошеної плазми, а також, зокрема, знайти iнтегра­

ли зiткнень для всiх сортiв частинок. Однак, такий пiдхiд стикається iз

серйозними проблемами, як стосуються узагальнення на випадок плазми iз

зiткненнями. Основною проблемою є те, що величини, якi описують динамi­

ку заряджання порошинок, виражаються у термiнах перерiзiв заряджання,

а вони вiдомi лише для плазми без зiткнень. Наближенi феноменологiчнi

вирази для таких перерiзiв у плазмi iз зiткненнями (див. наприклад роботу

[263] i посилання у нiй) мають обмежену область застосування. Взагалi, така

ж проблема виникає i у першому пiдходi, але у ньому можна використову­

вати напiвфеноменологiчнi вирази для струмiв заряджання [152, 265], якi

враховують вплив зiткнень i добре узгоджуються iз результатами експери­

ментiв i обчислень [148] у широкому дiапазонi частот зiткнень i параметрiв
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плазми. Це означає, що ми можемо уникнути проблеми знаходження перерi­

зiв у разi, якщо рiвняння для динамiки заряджання будуть сформульованi

у термiнах струмiв заряджання. Оскiльки це можна легко зробити у пер­

шому пiдходi, саме вiн виглядає бiльш придатним для узагальнення теорiї

електромагнiтних флуктуацiй на випад плазми iз зiткненнями.

Згадана вище проблема iз знаходженням перерiзiв заряджання по­

рошинок для плазми iз зiткненнями є причиною, чому самоузгоджений

розрахунок спектрiв флуктуацiй проводився або для беззiткненної плазми

[237, 256, 257, 260], або для слабкозiткненної [261–264, 266].

Метою наших робiт [1–3, 24], результати яких представленi у цьому

пiдроздiлу, було дати послiдовне лiнiйне кiнетичне описання електромагнi­

тних процесiв у слабкоiонiзованiй плазмi iз зiткненнями iз урахуванням

поглинання електронiв та iонiв порошинками, а також флуктуацiй заряду

порошинок. Ключовим моментом є те, що збурення електричного поля впли­

вають на струми заряджання i, таким чином, призводять до флуктуацiй

заряду порошинок. Такий самоузгоджений вплив дає додатковий внесок у

дiелектричний вiдгук запорошеної плазми, який у свою чергу визначає дис­

персiю i згасання хвиль.

5.2.1 Постановка задачi

Послiдовне описання електромагнiтних флуктуацiй у запорошенiй пла­

змi потребує урахування не лише флуктуацiй густини заряду, якi пов’язанi

з електронами та iонами

𝛿𝜌𝛼(r, 𝑡) = 𝑒𝛼𝛿𝑛𝛼(r, 𝑡), 𝛼 = 𝑒, 𝑖, (5.25)

але i з флуктуацiями густини заряду порошинок, якi можна роздiлити на

двi складових. Перша пов’язана iз флуктуацiями концентрацiї порошинок,

а друга – iз флуктуацiями їхнiх зарядiв

𝛿𝜌𝑔(r, 𝑡) = 𝑒𝑔𝛿𝑛𝑔(r, 𝑡) + 𝑛𝑔𝛿𝑒𝑔(r, 𝑡), (5.26)
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де 𝑒𝑔 – стацiонарний заряд порошинки, 𝑛𝑔 – середня концентрацiя поро­

шинок. Зауважимо, (5.26) означає, що ми будемо розглядати флуктуацiйнi

збурення, якi задовольняють умову 𝑛𝑔𝑅
3 ≫ 1. Тут, 𝑅 – характерний про­

сторовий масштаб збурення.

Флуктуацiї густини заряджених частинок мають вигляд

𝛿𝑛𝛼(r, 𝑡) = 𝑛𝛼

ˆ
𝑑v𝛿𝑓𝛼(r,v, 𝑡), 𝛼 = 𝑒, 𝑖, 𝑔, (5.27)

де 𝛿𝑓𝛼(r,v, 𝑡) – флуктуацiї функцiї розподiлу вiдповiдного сорту частинок.

У випадку електронiв та iонiв вони можуть бути знайденi так само як i у зви­

чайнiй плазмi (див. п. 5.1.1 або [13]), але iз урахуванням зiткнень електронiв

та iонiв iз порошинками, окрiм зiткнень iз нейтралами.

Флуктуацiї функцiй розподiлiв електронiв та iонiв задовольняють рiв­

няння (5.5){︂
𝜕

𝜕𝑡
+ v

𝜕

𝜕r

}︂
𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) + 𝜈𝛼

{︁
𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡) − 𝑓0𝛼(v)

ˆ
𝑑v𝛿𝑓𝛼(𝑋, 𝑡)

}︁
=

= − 𝑒𝛼
𝑚𝛼

𝜕𝛿𝜙(r, 𝑡)

𝜕r

𝜕𝑓0𝛼(v)

𝜕v
, (5.28)

де 𝛿𝜙(r, 𝑡) – флуктуацiї електростатичного потенцiалу, 𝑓0𝛼(v) – незбурена

функцiя розподiлу (зазвичай це розподiл Максвелла). Тут 𝜈𝛼 = 𝜈𝛼𝑛 + 𝜈𝛼𝑔,

де 𝜈𝛼𝑛, 𝜈𝛼𝑔 – ефективнi частоти зiткнень частинок сорту 𝛼 з нейтралами

i порошинками.

Використання рiвняння (5.28) означає, що ми робимо наступне припу­

щення. Електрони та iони, якi поглинаються порошинкою, рекомбiнують на

її поверхнi i формують нейтральний атом (молекулу) газу, якi потiм випа­

ровуються в оточуючу плазму i можуть бути знову iонiзованi зовнiшнiми

джерелами iонiзацiї. Таке припущення дозволяє використовувати iнтеграл

зiткнень БГК (1.110) у рiвняннi (5.28).
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5.2.2 Рiвняння для динамiки заряджання порошинок

Заряд порошинки визначається електронним та iонним струмами за­

ряджання

𝜕𝑒𝑔(r, 𝑡)

𝜕𝑡
=
∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝐼𝛼 (𝑛𝛼(r, 𝑡), 𝑒𝑔(r, 𝑡)) . (5.29)

З метою спрощення опису ми зробили припущення, що струми заря­

джання порошинки залежить лише вiд густини плазмових частинок, їхньої

температури та заряду порошинки. Це припущення є виправданим у випад­

ку частих зiткнень плазмових частинок iз нейтралами. I хоча для нечастих

зiткнень таке припущення не є достатньо обґрунтованим, але ми будемо

ним послуговуватися, а мiру наближення зможемо визначити, порiвнявши

результати отриманi в рамках цього наближення, з вiдповiдними результа­

тами кiнетичних розрахункiв.

Для малих флуктуацiй концентрацiї 𝑛𝛼(r, 𝑡) = 𝑛𝛼 + 𝛿𝑛𝛼(r, 𝑡) вiдносно

середнього значення 𝑛𝛼 i малих флуктуацiй заряду порошинки 𝑒𝑔(r, 𝑡) =

𝑒𝑔 + 𝛿𝑒𝑔(r, 𝑡) вiдносно його середнього значення, яке визначається умовою

рiвностi нулю повного струму заряджання

𝐼𝑒(𝑛𝑒, 𝑒𝑔) + 𝐼𝑖(𝑛𝑖, 𝑒𝑔) = 0, (5.30)

iз (5.29) отримуємо рiвняння для 𝛿𝑒𝑔(r, 𝑡)

𝜕𝛿𝑒𝑔(r, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜈ch𝛿𝑒𝑔(r, 𝑡) =

∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝜕𝐼𝛼(𝑛𝛼, 𝑒𝑔)

𝜕𝑛𝛼
𝛿𝑛𝛼(r, 𝑡), (5.31)

де частота заряджання 𝜈ch визначається формулою

𝜈ch =
∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝜈𝛼ch, 𝜈𝛼ch = −𝜕𝐼𝛼(𝑛𝛼, 𝑒𝑔)

𝜕𝑒𝑔
. (5.32)

Тепер нам необхiднi явнi вирази для струмiв заряджання 𝐼𝛼(𝑛𝛼, 𝑒𝑔) у

плазмi iз зiткненнями. Оскiльки у газорозряднiй плазмi довжина вiльного



232

пробiгу електронiв 𝑙𝑒 зазвичай на два порядки бiльша за довжину вiльного

пробiгу iонiв 𝑙𝑖, то для електронного струму ми використовуємо вираз (1.11)

𝐼𝑒 = 𝑒𝑒𝑛𝑒
√

8𝜋𝑎2𝑣𝑇𝑒 exp (−𝜑𝑠), (5.33)

який отриманий у наближеннi обмеженого орбiтального руху, тобто розгля­

дається випадок 𝑙𝑒 ≫ 𝜆𝐷, 𝑎.

Для iонного струму заряджання ми використовуємо iнтерполяцiйну

формулу, яка була запропонована в роботi [152] i з високою точнiстю вiдтво­

рює результати кiнетичних обчислень [148]

𝐼𝑖 = 𝑒𝑖𝑛𝑖
√

8𝜋𝑎2𝑣𝑇𝑖
𝐼WC𝐼SC

𝐼WC + 𝐼SC , (5.34)

де

𝐼WC = 1 + 𝜑𝑠𝜏 + 0.1(𝜑𝑠𝜏)2𝜆𝐷/𝑙𝑖, (5.35)

𝐼SC =
√

2𝜋𝜑𝑠𝜏 𝑙𝑖/𝑎, 𝜏 = 𝑇𝑒/𝑇𝑖. (5.36)

Тут 𝜑𝑠 = 𝑒𝑒𝜙𝑠/𝑇𝑒 – безрозмiрний поверхневий потенцiал, 𝜙𝑠 – поверх­

невий потенцiал, 𝑎 – радiус порошинки, 𝜈𝑖 частота зiткнень iонiв з iншими

частинками. WC – скорочення вiд weakly collisional (слабкозiткненна), SC –

strongly collisional (сильнозiткненна).

Потенцiал поблизу порошинку у плазмi iз зiткненнями можна описати

потенцiалом ДЛФО (2.10)

𝜙(𝑟) =
𝑒𝑔
𝑟

exp(−𝑘𝐷(𝑟 − 𝑎))

(1 + 𝑎𝑘𝐷)
, (5.37)

тодi

𝜑𝑠 =
𝑒𝑒𝑒𝑔

𝑎𝑇𝑒(1 + 𝑎𝑘𝐷)
. (5.38)
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Просторово-часове перетворення Фур’є (1.27) рiвняння для флуктуа­

цiй заряду порошинки (5.26) разом з (5.31) дає

𝛿𝜌𝑔k𝜔 = 𝑒𝑔𝛿𝑛𝑔k𝜔 +
𝑖𝑛𝑔

𝜔 + 𝑖𝜈ch

∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝐼𝛼
𝑛𝛼
𝛿𝑛𝛼k𝜔. (5.39)

У (5.39) було враховано, що згiдно з (5.33) i (5.34)

𝜕𝐼𝛼(𝑛𝛼, 𝑒𝑔)

𝜕𝑛𝛼
=
𝐼𝛼
𝑛𝛼
. (5.40)

Пiдставляємо (5.6) у (5.27) i пiсля перетворення Фур’є отримуємо

𝛿𝑛𝛼k𝜔 = 𝑛𝛼

ˆ
𝑑v𝛿𝑓

(0)
𝛼k𝜔(v) + 𝑖

𝑒𝛼𝑛𝛼
𝑚𝛼

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′𝑊𝛼k𝜔(v,v′)k

𝜕𝑓0𝛼(v′)

𝜕v′ 𝛿𝜙k𝜔 =

= 𝛿𝑛
(0)
𝛼k𝜔 − 𝑘2

4𝜋𝑒𝛼
𝜒𝛼(k, 𝜔)𝛿𝜙k𝜔, 𝛼 = 𝑒, 𝑖, 𝑔, (5.41)

де 𝜒𝛼(k, 𝜔) – дiелектрична сприйнятливiсть (5.15).

Далi пiдставляємо формулу (5.41) з 𝛼 = 𝑔 у перший доданок виразу

(5.39) i формулу (5.41) з 𝛼 = 𝑒, 𝑖 у другий доданок. Таким чином отримуємо

𝛿𝜌𝑔k𝜔 = 𝛿𝜌
(0)
𝑔k𝜔 − 𝑘2

4𝜋
𝜒𝑔(k, 𝜔)𝛿𝜙k𝜔+

+
𝑖

𝜔 + 𝑖𝜈ch

∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝜈𝛼𝑔𝛿𝜌
(0)
𝛼k𝜔 − 𝑘2

4𝜋

𝑖

𝜔 + 𝑖𝜈ch

∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝜈𝛼𝑔𝜒𝛼(k, 𝜔)𝛿𝜙k𝜔, (5.42)

де вираз

𝜈𝛼𝑔 =
𝑛𝑔𝐼𝛼
𝑒𝛼𝑛𝛼

(5.43)

є частотою зiткнень плазмових частинок з порошинками.

Формулу (5.42) можна переписати так, щоб вона була подiбною до

(5.41):

𝛿𝜌𝑔k𝜔 = 𝛿𝜌
(0)
𝑔k𝜔 − 𝑘2

4𝜋
𝜒̃𝑔(k, 𝜔)𝛿𝜙k𝜔, (5.44)



234

де

𝛿𝜌
(0)
𝑔k𝜔 = 𝛿𝜌

(0)
𝑔k𝜔 +

𝑖

𝜔 + 𝑖𝜈ch

∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝜈𝛼𝑔𝛿𝜌
(0)
𝛼k𝜔, (5.45)

𝜒̃𝑔(k, 𝜔) = 𝜒𝑔(k, 𝜔) +
𝑖

𝜔 + 𝑖𝜈ch

∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝜈𝛼𝑔𝜒𝛼(k, 𝜔). (5.46)

Отже,

𝛿𝜙k𝜔 =
4𝜋𝛿𝜌

(0)
k𝜔

𝑘2𝜀(k, 𝜔)
, (5.47)

де

𝛿𝜌
(0)
k𝜔 =

∑︁
𝛼=𝑒,𝑖,𝑔

𝛿𝜌
(0)
𝛼k𝜔 +

𝑖

𝜔 + 𝑖𝜈ch

∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝜈𝛼𝑔𝛿𝜌
(0)
𝛼k𝜔, (5.48)

𝜀(k, 𝜔) = 1 +
∑︁

𝛼=𝑒,𝑖,𝑔

𝜒𝛼(k, 𝜔) +
𝑖

𝜔 + 𝑖𝜈ch

∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝜈𝛼𝑔𝜒𝛼(k, 𝜔). (5.49)

Видно, що функцiя дiелектричного вiдгуку запорошеної плазми

вiдрiзняється вiд дiелектричного вiдгуку звичайної плазми присутнiстю

перенормованої сприйнятливостi порошинок, яка спричинена процесами

заряджання. Крiм того, пiд час розрахунку дiелектричного вiдгуку плазмо­

вих частинок, зiткнення iз порошинками необхiдно враховувати так само

як i зiткненнями плазмових частинок iз нейтралами, тобто 𝜈𝛼 = 𝜈𝛼𝑛 + 𝜈𝛼𝑔.

5.2.3 Стацiонарний заряд, частоти заряджання i зiткнень

Стацiонарний заряд визначається умовою рiвностi нулю повного

струму заряджання порошинки (5.30). Використовуючи (5.33) i (5.34), отри­

муємо наступне рiвняння для 𝜑𝑠:

𝑛𝑒
𝑛𝑖
𝜇 exp(−𝜑𝑠) =

𝐼WC𝐼SC

𝐼WC + 𝐼SC , (5.50)

де 𝜇 = 𝑣𝑇𝑒/𝑣𝑇𝑖 =
√︀
𝜏𝑚𝑖/𝑚𝑒.

Вiдношення 𝑛𝑒/𝑛𝑖 у рiвняннi (5.50) знаходиться з умови квазiней­

тральностi, яка у випадку запорошеної плазми має вигляд (1.2). Для
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Рис. 5.12 Залежнiсть 𝜑𝑠 = 𝑒𝑒𝜙𝑠/𝑇𝑒 вiд оберненої довжини вiльного пробiгу
iонiв у неiзотермiчнiй (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi. Суцiльнi лiнiї: 𝑎/𝜆𝐷 =

1; 0.15; 0.01, 𝑃 = 0; штриховi лiнiї: 𝑎/𝜆𝐷 = 0.15, 𝑃 = 0.5; 0.8; точкова лiнiя
– розв’язок рiвняння (5.53).

однозарядних iонiв (𝑒𝑒 = −𝑒𝑖)

𝑛𝑒
𝑛𝑖

= 1 − 𝑃, 𝑃 =
𝑒𝑔𝑛𝑔
𝑒𝑒𝑛𝑖

, (5.51)

де 𝑃 – параметр Хавнеса (1.3).

У режимi слабких зiткнень iонний струм спрощується до

𝐼𝑖 = 𝑒𝑖𝑛𝑖
√

8𝜋𝑎2𝑣𝑇𝑖𝐼
WC, (5.52)

що дає наступне рiвняння для 𝜑𝑠:

𝑛𝑒
𝑛𝑖
𝜇 exp(−𝜑𝑠) = 𝐼WC. (5.53)

Воно не залежить вiд 𝑎/𝜆𝐷 на вiдмiну вiд рiвняння (5.50).

Залежнiсть стацiонарного значення 𝜑𝑠 вiд оберненої довжини вiльно­

го пробiгу iонiв у неiзотермiчнiй (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi наведена на

рис. 5.12. Для великих довжин вiльного пробiгу 𝑙𝑖 i 𝑃 = 0, значення 𝜑𝑠

прямує до ≈ 2.4, яке вiдповiдає значенню заряду у наближеннi обмеженого
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орбiтального руху (див. рис. 1.2). Зменшення довжини вiльного пробiгу спо­

чатку призводить до зменшення 𝜑𝑠. Точкова лiнiя на рис. 5.12 – це розв’язок

рiвняння (5.53). Вона показує, що межi застосовностi формули для iонного

струму (5.52) залежать вiд 𝑙𝑖, а також вiд розмiру порошинки. Подальше

зменшення довжини вiльного пробiгу призводить до збiльшення величини

𝜑𝑠 крiм того вона починає залежати вiд розмiру порошинки 𝑎/𝜆𝐷. Збiль­

шення параметра Хавнеса 𝑃 призводить до зменшення 𝜑𝑠 (штриховi лiнiї

на рис. 5.12). Оскiльки 𝜆𝐷𝑒 = 𝜆𝐷
√︀

1 + 𝜏/(1 − 𝑃 ), тодi для 𝜏 = 100 i 𝑃 = 0

𝜆𝐷𝑒 ≈ 10𝜆𝐷. Крива для 𝑎/𝜆𝐷 = 0.15 (𝜆𝐷𝑒/𝑎 ≈ 66.7) збiгається з вiдповiдною

кривою у роботi [152, рис. 1]. Коли 𝜑𝑠 вiдоме, то можна знайти стацiонарнi

струми заряджання з формул (5.33) i (5.34).

Знайдемо тепер частоти заряджання (5.32), взявши похiднi вiд стру­

мiв (5.33) i (5.34)

𝜈𝑒ch = 𝐼𝑒
𝜑𝑠
𝑒𝑔
, (5.54)

𝜈𝑖ch = −𝐼𝑖
(2𝐼WC − 2 − 𝜑𝑠𝜏)𝐼SC + (𝐼WC)2

𝑒𝑔(𝐼WC + 𝐼SC)𝐼WC . (5.55)

У нормованому виглядi частоти заряджання мають вигляд

𝜈𝑒ch
𝜔𝑝𝑖

=
𝜇√
2𝜋𝜏

𝑘𝐷𝑖

𝑘𝐷

(1 − 𝑃 ) exp(−𝜑𝑠)
1 + 𝜆𝐷/𝑎

. (5.56)

𝜈𝑖ch
𝜔𝑝𝑖

= − 1√
2𝜋𝜏

𝑘𝐷𝑖

𝑘𝐷

𝐼𝑆𝐶

1 + 𝜆𝐷/𝑎

(2𝐼WC − 2 − 𝜑𝑠𝜏)𝐼SC + (𝐼WC)2

𝜑𝑠(𝐼WC + 𝐼SC)2
, (5.57)

де 𝑘𝐷𝑖/𝑘𝐷 =
√
𝜏/

√
1 − 𝑃 + 𝜏 для 𝜏 = 100, 𝑘𝐷𝑖/𝑘𝐷 ≈ 1.

З рис. 5.13 видно, що для розглянутих параметрiв значення частот

заряджання є меншими за iонну плазмову частоту 𝜈𝛼ch . 𝜔𝑝𝑖 i немоно­

тонно залежать вiд оберненої довжини вiльного пробiгу iонiв. Поведiнка

електронної частоти заряджання пояснюється формулою (5.56). Зменшення

𝜑𝑠 приводить до збiльшення частоти заряджання, тому максимум частоти
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Рис. 5.13 Нормована електронна (штрихова лiнiя) та iонна (суцiльна лiнiя)
частоти заряджання 𝜈𝛼ch/𝜔𝑝𝑖 вiд оберненої довжини вiльного пробiгу iонiв у
неiзотермiчнiй (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi для 𝑎/𝜆𝐷 = 1; 0.15; 0.01.

приблизно спiвпадає з мiнiмумом 𝜑𝑠 (див. рис. 5.12). З одного боку, змен­

шення 𝑎/𝜆𝐷 спричиняє зменшення 𝜑𝑠, але оскiльки 𝜆𝐷/𝑎 знаходиться у

знаменнику (5.56), то загалом зменшення розмiру порошинки веде до змен­

шення частоти. Що стосується впливу на частоту заряджання параметра

Хавнеса, то у сильнонеiзотермiчнiй плазмi залежнiстю 𝑘𝐷𝑖/𝑘𝐷 вiд 𝑃 можна

знехтувати, а залежнiсть 𝜑𝑠 вiд 𝑃 проявляється у зменшеннi iонної частоти

заряджання в областi її максимуму (див. рис. 5.14). Зменшення електронної

частоти зi збiльшенням 𝑃 є бiльш вираженим, оскiльки вона пропорцiйна

до 1 − 𝑃 (5.56).

Як видно з рис. 5.15, у iзотермiчнiй плазмi частоти заряджання теж

є меншими за 𝜔𝑝𝑖.

Використовуючи (5.51) i (5.38), можна отримати вираз

𝑛𝑔
𝑘3𝐷

=
𝑃

4𝜋𝜑𝑠𝑘𝐷𝑎(1 + 𝑘𝐷𝑎)(1 − 𝑃 + 𝜏)
. (5.58)

Таким чином, параметр Хавнеса 𝑃 разом з iншими параметрами плазми

визначає концентрацiю порошинок.
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Рис. 5.14 Нормована електронна (штрихова лiнiя) та iонна (суцiльна лiнiя)
частоти заряджання 𝜈𝛼ch/𝜔𝑝𝑖 вiд оберненої довжини вiльного пробiгу iонiв у
неiзотермiчнiй (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi для 𝑎/𝜆𝐷 = 0.15 i 𝑃 = 0; 0.8.

Для параметрiв, якi розглядаються, середня вiдстань мiж порошин­

ками ∆ = 𝑛
−1/3
𝑔 змiнюється вiд ≈ 3 до 20 (див. рис. 5.16). Згiдно з (5.58)

∆ ∼ 𝜑
1/3
𝑠 , тому залежнiсть середньої вiдстанi мiж порошинками вiд оберне­

ної довжини вiльного пробiгу iонiв має мiнiмум, який вiдповiдає мiнiмуму

безрозмiрного поверхневого потенцiалу 𝜑𝑠 (див. рис. 5.12).

Розрахуємо тепер частоти зiткнень мiж плазмовими частинками i по­

рошинками, використовуючи формулу (5.43). У стацiонарному станi мiж

частотами має мiсце просте спiввiдношення 𝜈𝑖𝑔 = (1 − 𝑃 )𝜈𝑒𝑔, тому на

рис. 5.17, 5.18 наведена лише iонна частота. Оскiльки струми заряджан­

ня зростають зi збiльшенням розмiру порошинки (5.33) i (5.34), частоти

зiткнень мають таку саму поведiнку. Як випливає з формули (5.58), у неi­

зотермiчнiй плазмi 𝑛𝑔 ∼ 𝑃 , тому на рис. 5.17, 5.18 штриховi лiнiї (𝑃 = 0.8)

знаходяться вище, нiж суцiльнi (𝑃 = 0.5)
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Рис. 5.15 Нормована електронна (штрихова лiнiя) та iонна (суцiльна лiнiя)
частоти заряджання 𝜈𝛼ch/𝜔𝑝𝑖 вiд частоти зiткнень iонiв з нейтралами у iзо­
термiчнiй (𝜏 = 1) аргоновiй плазмi для 𝑎/𝜆𝐷 = 1; 0.15; 0.01.

5.2.4 Iонно-звуковi хвилi

На основi виразу для функцiї дiелектричного вiдгуку (5.49) можна

вивчати дисперсiю i згасання поздовжнiх хвиль у запорошенiй плазмi, для

цього необхiдно розв’язати дисперсiйне рiвняння (5.18).

Також необхiднi вирази для дiелектричної сприйнятливостi, якi вхо­

дять до (5.49). Ми будемо використовувати результати (1.139) отриманi на

основi кiнетичного рiвняння з iнтегралом зiткнень БГК

𝜒𝛼(k, 𝜔) =
𝑘2𝐷𝛼

𝑘2
(𝜔 + 𝑖𝜈𝛼)𝑊 (𝑧𝛼)

𝜔 + 𝑖𝜈𝛼𝑊 (𝑧𝛼)
, 𝑧𝛼 =

𝜔 + 𝑖𝜈𝛼
𝑘𝑣𝑇𝛼

, (5.59)

де 𝑊 (𝑧) – плазмова дисперсiйна функцiя (1.127). У знерозмiреному виглядi

𝜒𝑖(k, 𝜔) =
1

𝑘2
(𝜔̃ + 𝑖𝜈𝑖)𝑊 (𝑧𝑖)

𝜔̃ + 𝑖𝜈𝑖𝑊 (𝑧𝑖)
, (5.60)

де

𝑘 =
𝑘

𝑘𝐷𝑖
, 𝜔̃ =

𝜔

𝜔𝑝𝑖
, 𝜈𝑖 =

𝜈𝑖
𝜔𝑝𝑖

, 𝑧𝑖 =
𝜔̃ + 𝑖𝜈𝑖

𝑘
, (5.61)
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Рис. 5.16 Залежнiсть середньої вiдстанi мiж порошинками вiд оберненої дов­
жини вiльного пробiгу iонiв у неiзотермiчнi (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi для
𝑎/𝜆𝐷 = 1; 0.15; 0.01, 𝑃 = 0.5 (суцiльнi лiнiї) i 𝑃 = 0.8 (штриховi лiнiї).

𝜒𝑒(k, 𝜔) =
1 − 𝑃

𝜏𝑘2
(𝜔̃ + 𝑖𝜈𝑒)𝑊 (𝑧𝑒)

𝜔̃ + 𝑖𝜈𝑒𝑊 (𝑧𝑒)
, (5.62)

де

𝜈𝑒 =
𝜈𝑒
𝜔𝑝𝑖

, 𝑧𝑒 =
𝜔̃ + 𝑖𝜈𝑒

𝜇𝑘
. (5.63)

Отже, присутнiсть порошинок у плазмi призводить не лише до появи

нових доданкiв у виразi для дiелектричного вiдгуку (останнiй доданок у

формулi (5.49) i 𝜒𝑔(k, 𝜔) у другому доданку), але i до змiни 𝜒𝑒(k, 𝜔), яка

пов’язана зi зменшенням концентрацiї електронiв по вiдношенню до концен­

трацiї iонiв (𝜒𝑒(k, 𝜔) пропорцiйне до 1 − 𝑃 ).

Плазма без порошинок У плазмi без порошинок функцiя дiелектри­

чного вiдгуку має вигляд (1.139)

𝜀(k, 𝜔) = 1 +
∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝜒𝛼(k, 𝜔), (5.64)

i плазмовi частинки стикаються лише з нейтралами, тобто 𝜈𝛼 = 𝜈𝛼𝑛 у (5.60)

i (5.62).



241

10-3 10-2 10-1 100 101 102 103
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

a/ D = 0.15 
0.5 

P= 0.8 

D/li

pi

ig____
1.0 

 

Рис. 5.17 Залежнiсть нормованої частоти зiткнень iонiв 𝜈𝑖𝑔/𝜔𝑝𝑖 вiд оберненої
довжини вiльного пробiгу iонiв у неiзотермiчнi (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi
для 𝑃 = 0.5 (суцiльнi лiнiї) i 𝑃 = 0.8 (штриховi лiнiї), 𝑎/𝜆𝐷 = 1; 0.15; 0.01.

Дисперсiйне рiвняння (5.18). визначає власну частоту як функцiю вiд

хвильового вектора (1.74). Для дiйсних k, власна частота є комплексною

𝜔(k) = 𝜔k + 𝑖𝛾k, де 𝛾k – декремент згасання.

Вiдомо, що iонно-звуковi хвилi iснують лише у сильноноiзотермiчнiй

𝜏 ≫ 1 плазмi (1.136) i їх фазова швидкiсть лежить у дiапазонi (1.131) 𝑣𝑇𝑖 ≪
𝜔/𝑘 ≪ 𝑣𝑇𝑒, тобто 𝑧𝑖 ≫ 1 i 𝑧𝑒 ≪ 1. Використовуючи наближенi формули

для плазмової дисперсiйної функцiї (1.126) i (1.130), 𝑊 (𝑧𝑒) ≈ 1 i 𝑊 (𝑧𝑖) ≈
−1/𝑧2𝑖 , (5.59) дає

𝜒𝑒 =
𝑘2𝐷𝑒

𝑘2
, 𝜒𝑖 = −

𝜔2
𝑝𝑖

(𝜔 + 𝑖𝜈𝑖)𝜔
. (5.65)

Дисперсiйне рiвняння перетворюється на квадратне рiвняння вiдносно 𝜔 i

його розв’язок має вигляд

𝜔(k) =

√︃
𝜔2
𝑝𝑖

1 + 𝑘2𝐷𝑒/𝑘
2
− 𝜈2𝑖

4
− 𝑖

𝜈𝑖
2
. (5.66)
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Рис. 5.18 Залежнiсть нормованої частоти зiткнень iонiв 𝜈𝑖𝑔/𝜔𝑝𝑖 вiд частоти
зiткнень iонiв з нейтралами у iзотермiчнi (𝜏 = 1) аргоновiй плазмi для
𝑃 = 0.5 (суцiльнi лiнiї) i 𝑃 = 0.8 (штриховi лiнiї), 𝑎/𝜆𝐷 = 1; 0.15; 0.01.

Коли 𝜈𝑖 = 0, (5.66) перетворюється на добре вiдомий спектр iонно-зву­

кових хвиль у плазмi без зiткнень (1.133):

𝜔k =
𝜔𝑝𝑖√︀

1 + 𝑘2𝐷𝑒/𝑘
2
. (5.67)

При 𝑘 ≪ 𝑘𝐷𝑒 з (5.67) слiдує пряма пропорцiйностi мiж власною частотою

i хвильовим вектором (1.135):

𝜔k =
𝜔𝑝𝑖

𝑘𝐷𝑒
𝑘 =

√︂
𝜏
𝑛𝑖
𝑛𝑒
𝑣𝑇𝑖𝑘. (5.68)

Але давайте повернемося до формули (5.66). З першого доданку ви­

пливає, що у плазмi iз зiткненнями 𝜔k стає рiвним нулю при ненульовому

значення хвильового числа 𝑘 = 𝑘0, яке дорiвнює

𝑘0 =
𝑘𝐷𝑒√︁

4𝜔2
𝑝𝑖/𝜈

2
𝑖 − 1

(5.69)

i при 𝑘 ≪ 𝑘𝐷𝑒 лiнiйна залежнiсть (5.68) бiльше не спостерiгається.
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Цей висновок пiдтверджується результатами числового розв’язання

дисперсiйного рiвняння з дiелектричним вiдгуком (5.64) вiдносно компле­

ксної частоти, якi представленi суцiльними лiнiями на рис. 5.19a, b. Для

порiвняння на рисунку також наведений розв’язок для плазми без зiткнень

(штрихова лiнiя). Формула (5.66) (точкова лiнiя) у довгохвильовiй областi

добре узгоджується з числовим розв’язком для власної частоти i декременту

згасання, включаючи значення 𝑘0 ≈ 0.02 (5.69).

Вiдомо (див. п. 1.6.4), що згасання iонно-звукових хвиль спричиня­

ється резонансною взаємодiєю поля хвилi з iонами (згасання Ландау), а

також зiткненнями iонiв, вклад яких у декремент згасання приблизно до­

рiвнює (1.142) ∆𝛾k = −𝜈𝑖/2, що збiгається з уявною частиною формули

(5.66). Порiвняння штрихової i суцiльної лiнiй на рис. 5.19b пiдтверджує пра­

вильнiсть останньої формули i показує, що згасання Ландау стає суттєвим

при 𝑘 & 0.2 для 𝜏 = 100. Наведенi висновки узгоджуються з результата­

ми числового розв’яку дисперсiйного рiвняння (5.64) для водневої плазми

(див. рис. 5.1 i 5.2).

Згасання, яке пов’язане iз зiткненнями iонiв є сильним для 𝜈𝑖𝑛 = 0.4𝜔𝑝𝑖

i вiдношення власної частоти до декременту згасання 𝜔k/|𝛾k| є досить малим

i як видно зi вставки на рис.5.19a не перевищує значення ≈ 4. В цьому разi

важко сказати, що хвиля дiйсно поширюється, але таке значення 𝜈𝑖𝑛 було

вибране для того, щоб продемонструвати бiльш наглядно вплив зiткнень на

iонно-звуковi хвилi.

Слiд також обговорити частоту зiткнень електронiв iз нейтралами 𝜈𝑒𝑛,

яка присутня у формулi (5.62). Для слабкоiонiзованої плазми має мiсце про­

сте спiввiдношення 𝜈𝛼𝑛 = 𝑣𝑇𝛼𝜎𝛼𝑛𝑛, де 𝜎𝛼 – перерiз розсiяння електронiв

(iонiв) на нейтралах. Таким чином, електронна та iонна частоти зiткнень

пов’язанi спiввiдношенням 𝜈𝑒 = 𝜈𝑖𝜇(𝜎𝑒/𝜎𝑖). Перерiз розсiяння iонiв Ar+ з

енергiєю 0.1 еВ на атомах Ar складає 157 Å2 i зменшується зi збiльшенням

енергiї [267, табл. 7]. Перерiз розсiяння електронiв на атомах аргона має
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Рис. 5.19 Власна частота 𝜔k (a) i модуль декременту згасання |𝛾k| (b)
iонно-звукових хвиль у неiзотермiчнiй (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi, якi є ре­
зультатом числового розв’язання дисперсiйного рiвняння 𝜀(k, 𝜔k + 𝑖𝛾k) = 0

з функцiєю дiелектричного вiдгуку (5.64), (5.59) вiд хвильового числа у без­
зiткненнiй (штриховi лiнiї) i зiткненнiй (𝜈𝑖𝑛 = 0.4𝜔𝑝𝑖) плазмi (суцiльнi лiнiї).
Точковi лiнiї – формула (5.66), вставка – вiдношення 𝜔k/|𝛾k|.

мiнiмум ≈ 0.1Å2 на енергiях ≈ 0.2 еВ, а для енергiї електронiв ≈ 2.5 еВ вели­

чина перерiзу складає ≈ 3 Å2 [162, рис. 4]. Отже, для неiзотермiчної плазми
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можна покласти величину 𝜎𝑒/𝜎𝑖 ≈ 0.02, саме це значення ми використову­

вали у обчисленнях. Оскiльки зiткнення електронiв майже не впливають

на дисперсiю i згасання iонно-звукових хвиль (5.66), наближена оцiнка для

вiдношення перерiзiв розсiяння (i вiдповiдно для частоти зiткнень електро­

нiв 𝜈𝑒𝑛) не впливає на точнiсть обчислень. Величину 𝜈𝑒𝑛 можна було взагалi

взяти рiвною нулю.

Запорошена плазма

Як вже згадувалося вище, у запорошенiй плазмi разом iз зiткненнями

плазмових частинок iз нейтралами необхiдно враховувати їх зiткнення з

порошинками: 𝜈𝛼 = 𝜈𝛼𝑛 + 𝜈𝛼𝑔. Оскiльки обернена довжика вiльного пробiгу

у сильнонеiзотермiчнiй плазмi рiвна

𝜆𝐷
𝑙𝑖

=
𝑘𝐷𝑖

𝑘𝐷
𝜈𝑖𝑛 ≈ 𝜈𝑖𝑛

𝜔𝑝𝑖
= 𝜈𝑖𝑛, (5.70)

то рис. 5.17 показує як 𝜈𝑖𝑔 спiввiдноситься з 𝜈𝑖𝑛. При 𝜈𝑖𝑛 ≪ 1 основний

вклад у ефективнi частоти дають зiткнення з порошинками. У протилежно­

му випадку 𝜈𝑖𝑛 ≫ 1, основний вклад в ефективну частоту, очевидно, дають

зiткнення з нейтралами.

Спектри i згасання iонно-звукових хвиль у запорошенiй плазмi iз

урахуванням флуктуацiй заряду порошинок (суцiльнi лiнiї на рис. 5.20a,

b) вивчались за допомогою числового розв’язання дисперсiйного рiвняння

𝜀(k, 𝜔) = 0 вiдносно комплексної частоти 𝜔(k) = 𝜔k + 𝑖𝛾k, де функцiя дiеле­

ктричного вiдгуку задавалась виразом (5.49). Оскiльки плазмова частота

порошинок 𝜔𝑝𝑔 набагато менша за плазмову частоту iонiв 𝜔𝑝𝑖, то рух по­

рошинок не впливає на поширення iонно-звукових хвиль, тому у (5.49) ми

нехтували доданком 𝜒𝑔(k, 𝜔).

Можливiсть iснування iонно-звукових хвиль у iзотермiчнiй запороше­

нiй плазмi без зiткнень вперше обговорювалась в роботi [238]. З (5.68) слiдує,

що фазова швидкiсть iонно-звукових хвиль рiвна 𝜔/𝑘 = 𝑣𝑇𝑖
√︀
𝜏𝑛𝑖/𝑛𝑒 для

𝑘 ≪ 𝑘𝐷𝑒. Це означає, що у звичайнiй iзотермiчнiй плазмi 𝜔/𝑘 = 𝑣𝑇𝑖, тому
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Рис. 5.20 Власна частота 𝜔k (a) i модуль декременту згасання |𝛾k| (b)
iонно-звукових хвиль у неiзотермiчнiй (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi, якi є ре­
зультатом числового розв’язання дисперсiйного рiвняння 𝜀(k, 𝜔k + 𝑖𝛾k) = 0

з функцiєю дiелектричного вiдгуку (5.49), (5.59) вiд хвильового числа для
𝜈𝑖𝑛 = 0.02𝜔𝑝𝑖, 𝑎𝑘𝐷 = 0.15, 𝑃 = 0; 0.2; 0.5; 0.8 (суцiльнi лiнiї) i функцiєю дi­
електричного вiдгуку (5.49), (5.65) (точкова лiнiя). Штриховi лiнiї отриманi
з формули (5.66), вставка – вiдношення 𝜔k/|𝛾k|.

має мiсце сильне згасання Ландау. Воно зменшується у iзотермiчнiй запоро­

шенiй плазмi за умови 𝑛𝑒 ≪ 𝑛𝑖. У випадку неiзотермiчної плазми (𝜏 = 100)

iз зiткненнями, який розглядається на рис. 5.20a, b, збiльшення фазової

швидкостi (за рахунок збiльшення власної частоти) теж вiдбувається. На
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Табл. 4. Частота зiткнень iонiв з порошинками радiусом 𝑎 = 𝜆𝐷 для
𝜈𝑖𝑛 = 𝜈𝑖𝑛/𝜔𝑝𝑖 = 0.2.

𝑃 𝜈𝑖𝑔 (𝜈𝑖𝑛 + 𝜈𝑖𝑔)/2

0.1 0.062 0.131

0.2 0.122 0.161

0.5 0.279 0.240

0.8 0.371 0.286

рис 5.20a, крива, яка вiдповiдає 𝑃 = 0.8 знаходиться вище, нiж крива для

𝑃 = 0. З цього рисунка також видно, що дисперсiя iонно-звукових хвиль у

сильнонеiзотермiчнiй запорошенiй плазмi добре описується формулою для

звичайної плазми (5.66) (штрихова лiнiя), але з урахуванням зменшення

вiдношення 𝑛𝑒/𝑛𝑖. Таким чином, для параметрiв якi розглядаються, флу­

ктуацiї заряду порошинок i збiльшення 𝜈𝑖𝑛 через зiткнення з порошинками

не впливають на спектр iонно-звукових хвиль.

Оскiльки при 𝜏 = 100 фазова швидкiсть набагато бiльша за теплову

швидкiсть iонiв, то згасання Ландау є малим для 𝑘 ≪ 𝑘𝐷𝑒, додаткове збiль­

шення фазової швидкостi через зменшення 𝑛𝑒/𝑛𝑖 не впливає на згасання

хвиль. А от флуктуацiї заряду порошинок i збiльшення 𝜈𝑖𝑛 через зiткнен­

ня iз порошинками призводить до суттєвого збiльшення модуля декременту

згасання (на порядок для 𝑘 ≈ 0.02) i вiдповiдно до зменшення вiдношення

𝜔k/|𝛾k| (див. вставку на рис. 5.20a). Штрихова лiнiя на вставцi отримана

з формули (5.66). Поведiнка декременту згасання добре описується набли­

женими виразами для дiелектричної сприйнятливостi (5.65) (точкова лiнiя

на рис. 5.20b).

З рис. 5.21 видно, що для малих значень 𝑃 збiльшення декременту зга­

сання через зiткнення iонiв з порошинками приблизно описується формулою

𝛾k = −(𝜈𝑖𝑛 + 𝜈𝑖𝑔)/2 (штриховi лiнiї). Значення 𝜈𝑖𝑔 i (𝜈𝑖𝑛 + 𝜈𝑖𝑔)/2 наведенi у

табл. 4. Такi ж значення, що вiдповiдають рис. 5.20, наведенi у табл. 5.

Розглянемо тепер iонно-звуковi хвилi у запорошенiй плазмi з iншим
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Рис. 5.21 Модуль декременту згасання |𝛾k| iонно-звукових хвиль у неiзо­
термiчнiй (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi, як результат числового розв’язання
дисперсiйного рiвняння 𝜀(k, 𝜔k + 𝑖𝛾k) = 0 з функцiєю дiелектричного
вiдгуку (5.49), (5.59) вiд хвильового числа для 𝜈𝑖𝑛 = 0.2𝜔𝑝𝑖, 𝑎𝑘𝐷 = 1,
𝑃 = 0; 0.1; 0.2; 0.5; 0.8 (суцiльнi лiнiї). Штриховi лiнiї вiдповiдають значе­
нням (𝜈𝑖𝑛 + 𝜈𝑖𝑔)/2.

Табл. 5. Частота зiткнень iонiв з порошинками радiусом 𝑎 = 0.15𝜆𝐷 для
𝜈𝑖𝑛 = 𝜈𝑖𝑛/𝜔𝑝𝑖 = 0.02.

𝑃 𝜈𝑖𝑔 (𝜈𝑖𝑛 + 𝜈𝑖𝑔)/2

0.2 0.0146 0.0173

0.5 0.0351 0.0276

0.8 0.0521 0.0361

вiдношенням електронної температури до iонної, а саме 𝜏 = 10. У цьо­

му разi, вплив порошинок на спектр i згасання iонно-звукових хвиль (див.

рис. 5.22) подiбний до попереднього випадку 𝜏 = 100 (рис. 5.20). В областi

𝑘 . 0.2 спостерiгається збiльшення власної частоти i модуля декременту

згасання. Але є i суттєва вiдмiннiсть, для 𝑘 & 0.2 згасання у запороше­

нiй плазмi є меншим, нiж у звичайнiй плазмi. Як вже згадувалося вище,

при 𝑘 & 0.2 важливою для згасання є резонансна взаємодiя хвилi з iонами.
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Рис. 5.22 Власна частота 𝜔k (a) i модуль декременту згасання |𝛾k| (b)
iонно-звукових хвиль у неiзотермiчнiй (𝜏 = 10) аргоновiй плазмi, якi є ре­
зультатом числового розв’язання дисперсiйного рiвняння 𝜀(k, 𝜔k + 𝑖𝛾k) = 0

з функцiєю дiелектричного вiдгуку (5.49), (5.59) вiд хвильового числа для
𝜈𝑖𝑛 = 0.02𝜔𝑝𝑖, 𝑎𝑘𝐷 = 0.15, 𝑃 = 0; 0.2; 0.5; 0.8 (суцiльнi лiнiї) i дiелектри­
чною проникнiстю (5.49), (5.65) (точкова лiнiя). Штриховi лiнiї отриманi з
формули (5.66), вставка – вiдношення 𝜔k/|𝛾k|.

Зi вставки на рис. 5.22a видно, що максимум вiдношення 𝜔k/𝛾k зсувається

до бiльших значень 𝑘. Саме значення максимуму дещо збiльшується. Така

поведiнка вiдрiзняється вiд випадку 𝜏 = 100 (вставка на рис. 5.20a), у яко­

му присутнiсть порошинок призводила до суттєвого зменшення вiдношення
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Рис. 5.23 Власна частота 𝜔k (a) i модуль декременту згасання |𝛾k| (b) iонно­
звукових хвиль у iзотермiчнiй (𝜏 = 1) аргоновiй плазмi, якi є результатом
числового розв’язання дисперсiйного рiвняння 𝜀(k, 𝜔k+𝑖𝛾k) = 0 з функцiєю
дiелектричного вiдгуку (5.49), (5.59) вiд хвильового числа для 𝜈𝑖𝑛 = 0.02𝜔𝑝𝑖,
𝑎𝑘𝐷 = 0.15, 𝑃 = 0; 0.5; 0.8; 0.9 (суцiльнi лiнiї), вставка – вiдношення 𝜔k/|𝛾k|.

𝜔k/𝛾k, хоча воно i залишається бiльшим, нiж для 𝜏 = 10.

Нарештi розглянемо iонно-звуковi хвилi у iзотермiчнiй (𝜏 = 1) запоро­

шенiй плазмi. З рис. 5.23a видно, що так само як i в неiзотермiчнiй плазмi,

власна частота iонно-звукових хвиль у iзотермiчнiй плазмi зростає зi збiль­

шенням 𝑃 . Окрiм того, область малих 𝑘, де хвилi не iснують, стає ширшою

(значення 𝑘0 (5.69) зростає). Змiни у залежностi декременту згасання вiд
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𝑘, якi спостерiгалися при зменшеннi 𝜏 вiд 100 до 10 стають ще бiльш вира­

женими для 𝜏 = 1 (див. рис. 5.23b), зокрема зменшення згасання Ландау

при збiльшеннi 𝑃 . Вставка на рис. 5.23a показує, що максимум вiдношен­

ня 𝜔k/|𝛾k| зсувається до бiльших значень 𝑘, а значення самого максимуму

суттєво зростає, але залишається меншим, нiж для 𝜏 = 10 i 100.

5.2.5 Флуктуацiї густини електронiв

У цьому пiдроздiлi будуть розрахованi кореляцiйнi функцiї флуктуа­

цiй електронної густини ⟨𝛿𝜌2𝑒⟩k𝜔. Ми починаємо з виразу для флуктуацiй

електронної густини, з (5.41) i (5.47) слiдує, що

𝛿𝜌𝑒k𝜔 = 𝛿𝜌
(0)
𝑒k𝜔 − 𝜒𝑒(k, 𝜔)

𝜀(k, 𝜔)
𝛿𝜌

(0)
k𝜔, (5.71)

використовуючи (5.48), отримуємо

𝛿𝜌𝑒k𝜔 = 𝛿𝜌
(0)
𝑒k𝜔 − 𝜒𝑒(k, 𝜔)

𝜀(k, 𝜔)

[︃∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

(︂
1 +

𝑖𝜈𝛼𝑔
𝜔 + 𝑖𝜈ch

)︂
𝛿𝜌

(0)
𝛼k𝜔 + 𝛿𝜌

(0)
𝑔k𝜔

]︃
. (5.72)

Остаточно

⟨𝛿𝜌2𝑒⟩k𝜔 =

⃒⃒⃒⃒
1 − 𝜒𝑒(k, 𝜔)

𝜀(k, 𝜔)

(︂
1 +

𝑖𝜈𝑒𝑔
𝜔 + 𝑖𝜈ch

)︂⃒⃒⃒⃒2
⟨𝛿𝜌(0)2𝑒 ⟩k𝜔+

+

⃒⃒⃒⃒
𝜒𝑒(k, 𝜔)

𝜀(k, 𝜔)

(︂
1 +

𝑖𝜈𝑖𝑔
𝜔 + 𝑖𝜈ch

)︂⃒⃒⃒⃒2
⟨𝛿𝜌(0)2𝑖 ⟩k𝜔 +

⃒⃒⃒⃒
𝜒𝑒(k, 𝜔)

𝜀(k, 𝜔)

⃒⃒⃒⃒2
⟨𝛿𝜌(0)2𝑔 ⟩k𝜔, (5.73)

таким чином, кореляцiйнi функцiї флуктуацiй електронної густини виража­

ються через 𝜒𝛼(k, 𝜔) та ⟨𝛿𝜌(0)2𝛼 ⟩k𝜔 (5.16)

⟨𝛿𝜌(0)2𝛼 ⟩k𝜔 = 𝑒2𝛼𝑛𝛼

ˆ
𝑑v

ˆ
𝑑v′𝑊𝛼k𝜔(v,v′)𝑓0𝛼(v′) + к.с. (5.74)

у рiвноважному станi [83, 86, 227]

⟨𝛿𝜌(0)2𝛼 ⟩k𝜔 =
𝑇𝛼𝑘

2

2𝜋𝜔
Im𝜒𝛼(k, 𝜔). (5.75)
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Нехтуючи флуктуацiями заряду порошинки, тобто поклавши у (5.73)

частоти 𝜈ch i 𝜈𝛼𝑔 рiвними нулю, отримуємо

⟨𝛿𝜌2𝑒⟩k𝜔 =

⃒⃒⃒⃒
1 − 𝜒𝑒(k, 𝜔)

𝜀mc(k, 𝜔)

⃒⃒⃒⃒2
⟨𝛿𝜌(0)2𝑒 ⟩k𝜔

+

⃒⃒⃒⃒
𝜒𝑒(k, 𝜔)

𝜀mc(k, 𝜔)

⃒⃒⃒⃒2
⟨𝛿𝜌(0)2𝑖 ⟩k𝜔 +

⃒⃒⃒⃒
𝜒𝑒(k, 𝜔)

𝜀mc(k, 𝜔)

⃒⃒⃒⃒2
⟨𝛿𝜌(0)2𝑔 ⟩k𝜔 (5.76)

кореляцiйну функцiю густини електронiв у багатокомпонентнiй (multi­

component) моделi, де

𝜀mc(k, 𝜔) = 1 +
∑︁

𝛼=𝑒,𝑖,𝑔

𝜒𝛼(k, 𝜔). (5.77)

Кореляцiйнi функцiї флуктуацiй iонної густини можна знайти у та­

кий же спосiб.

Числовi розрахунки спектрiв флуктуацiй проводились для аргонової

плазми для рiзних значень розмiру порошинок 𝑎𝑘𝐷, параметра Хавнеса 𝑃 ,

i частоти iон-нейтральних зiткнень 𝜈𝑖𝑛 для iзотермiчної 𝜏 = 1 та неiзотермi­

чної 𝜏 > 1 плазми. Оскiльки плазмова частота порошинок набагато менша

за плазмову частоту iонiв, то рух порошинок не впливає на флуктуацiї в

цiй областi частот, тому ми нехтували останнiми доданками у (5.73) i (5.76),

так само як i 𝜒𝑔(k, 𝜔) в (5.49) та (5.77).

Можна видiлити основнi фактори, якi включає наше описання i якi

впливають на спектри флуктуацiї електронної густини у запорошенiй пла­

змi:

– Флуктуацiї заряду порошинок, якi описуються останнiм доданком у

(5.49) i вiдповiдними доданками у (5.73), якi мiстять 𝜈ch i 𝜈𝛼𝑔.

– Зiткнення плазмових частинок iз нейтралами i порошинками, якi

визначають ефективну частоту зiткнень плазмових частинок 𝜈𝛼 =

𝜈𝛼𝑛 + 𝜈𝛼𝑔 i впливають на дiелектричну сприйнятливiсть електронiв

та iонiв (5.59).
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Рис. 5.24 Спектри флуктуацiй густини електронiв ⟨𝛿𝑛2𝛼⟩k𝜔𝜔𝑝𝑖/𝑛𝑖 у звичайнiй
неiзотермiчнiй (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi для 𝜈𝑖𝑛/𝜔𝑝𝑖 = 0; 2 ·10−4; 5 ·10−4; 1 ·
10−3; 2 · 10−3, 𝑘/𝑘𝐷𝑖 = 0.1.
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Рис. 5.25 Спектри флуктуацiй густини електронiв ⟨𝛿𝑛2𝛼⟩k𝜔𝜔𝑝𝑖/𝑛𝑖 у неiзо­
термiчнiй (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi для 𝜈𝑖𝑛/𝜔𝑝𝑖 = 0.02, 𝑘/𝑘𝐷𝑖 = 0.1,
𝑃 = 0, 0.2, 0.5, обчисленi за формулою (5.76) (суцiльнi лiнiї), включаючи
зiткнення iз порошинками 𝜈𝛼 = 𝜈𝛼𝑛 + 𝜈𝛼𝑔, 𝑎/𝜆𝐷 = 0.15 (штриховi лiнiї).
Точкова лiнiя вiдповiдає (5.73).

– Зменшення у запорошенiй плазмi концентрацiї електронiв по вiдно­

шенню до концентрацiї iонiв, що впливає на поверхневий потенцiал

порошинки 𝜑𝑠 (див. (5.50)) i дiелектричну сприйнятливiсть електро­

нiв (5.62).
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Для того, щоб з’ясувати вклад другого фактора окремо, ми розпо­

чнемо iз розгляду кореляцiйної функцiї електронної густини, яка задається

виразом (5.76) i 𝜈𝛼 = 𝜈𝛼𝑛 у (5.59), тобто iз дослiдження впливу зiткнень iо­

нiв з нейтралами на флуктуацiї електронної густини у звичайнiй плазмi.

Рис. 5.24 показує, що iнтенсивнiсть флуктуацiй у неiзотермiчнiй плазмi

(𝜏 = 100) є чутливою до зiткнень iонiв iз нейтралами. Навiть для малих

значень 𝜈𝑖𝑛/𝜔𝑝𝑖, флуктуацiї суттєво пригнiчуються.

Що стосуються третього фактора, то як було показано вище, зменше­

ння 𝑛𝑒/𝑛𝑖 призводить до збiльшення власної частоти iонно-звукових хвиль

(див. рис. 5.20) i, як наслiдок, до змiщення максимуму флуктуацiй в область

вищих частот. Цей ефект iлюструє рис. 5.25, на якому наведенi спектри флу­

ктуацiй, якi отриманi з виразiв для мультикомпоненної плазми (5.76), але

з 𝑛𝑒/𝑛𝑖 = 1 − 𝑃 . Крiм змiщення флуктуацiйного максимуму, також спосте­

рiгається його зменшення. Останнє пояснюється зменшенням дiелектричної

сприйнятливостi електронiв (5.62), яка пропорцiйна до 1−𝑃 , що призводить

до зменшення ⟨𝛿𝜌(0)2𝑒 ⟩k𝜔 (цi величини пов’язанi через (5.75)).

Для того, що виокремити вплив флуктуацiй заряду порошинок (пер­

ший фактор), ми, спочатку «увiмкнули» другий i третiй фактор, а саме,

зiткнення плазмових частинок iз порошинками включенi у ефективну ча­

стоту зiткнень 𝜈𝛼 = 𝜈𝛼𝑛 +𝜈𝛼𝑔 в (5.59), але для кореляцiйної функцiї густини

електронiв використовувалася формула (5.76) (штрихова лiнiя на рис. 5.25).

Для 𝑎/𝜆𝐷 = 0.15 i 𝑃 = 0.2; 0.5 частота зiткнень iонiв з порошинками

рiвна 𝜈𝑖𝑔/𝜔𝑝𝑖 ≈ 0.015 i 0.035 вiдповiдно, тобто її значення порядку часто­

ти iон-нейтральних зiткнень 𝜈𝑖𝑛/𝜔𝑝𝑖 = 0.02. Збiльшення частоти зiткнень

iонiв очiкувано призводить до зменшення iнтенсивностi флуктуацiй. На­

рештi, ми включаємо у розгляд флуктуацiї заряду порошинок (точкова

лiнiя на рис. 5.25), тобто використовуємо формулу (5.73) з дiелектричною

проникнiстю (5.49). Можна прийти до висновку, що флуктуацiї заряду по­

рошинок призводять до пiдсилення флуктуацiй електронної густини, якщо
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Рис. 5.26 Спектри флуктуацiй густини електронiв ⟨𝛿𝑛2𝛼⟩k𝜔𝜔𝑝𝑖/𝑛𝑖 у неiзо­
термiчнiй (𝜏 = 100) аргоновiй плазмi для 𝜈𝑖𝑛 = 0.02𝜔𝑝𝑖, 𝑎/𝜆𝐷 = 0.15,
𝑘/𝑘𝐷𝑖 = 0.05; 0.1; 0.2, 𝑃 = 0; 0.2; 0.5, 𝑎/𝜆𝐷 = 0.01 (точкова лiнiя) i 𝑎/𝜆𝐷 = 1

(штрихова лiнiя). Вставка – максимальне значення кореляцiйної функцiї гу­
стини електронiв вiд 𝑘/𝑘𝐷𝑖.

порiвнювати iз штриховою лiнiєю, але у порiвняннi iз описом у рамках ба­

гатокомпонентної моделi (суцiльнi лiнiї) флуктуацiї суттєво пригнiчуються.

Спектри флуктуацiй густини електронiв у сильнонеiзотермiчнiй пла­

змi (𝜏 = 100), якi наведенi на рис. 5.26, показують, що положення та

iнтенсивностi максимумiв залежать вiд хвильового числа 𝑘/𝑘𝐷𝑖 i збiгаються

з власними частотами iонно-звукових хвиль (див. рис. 5.20). Присутнiсть

порошинок призводить до змiщення максимуму флуктуацiй до вищих ча­

стот i до зменшення iнтенсивностi флуктуацiй. Як було показано вище,

збiльшення власної частоти iонно-звукових хвиль пов’язане зi зменшенням

вiдношення концентрацiї електронiв до iонiв 𝑛𝑒/𝑛𝑖. Це твердження пiдкрi­

плюється кривими на рис. 5.26, якi вiдповiдають 𝑘/𝑘𝐷𝑖 = 0.05, 𝑃 = 0.2

i рiзним значенням розмiру порошинок 𝑎/𝜆𝐷 = 0.01, 0.15, 1. Значення

частоти зiткнень 𝜈𝑖𝑔 i частоти заряджання 𝜈𝛼ch є набагато меншими для
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Рис. 5.27 Спектри флуктуацiй густини електронiв ⟨𝛿𝑛2𝛼⟩k𝜔𝜔𝑝𝑖/𝑛𝑖 у неiзотер­
мiчнiй (𝜏 = 10) аргоновiй плазмi для 𝑘/𝑘𝐷𝑖 = 0.1, 𝜈𝑖𝑛/𝜔𝑝𝑖 = 0.02; 0.1; 0.5; 2,
𝑃 = 0 (суцiльнi лiнiї) i 𝑃 = 0.5, 𝑎/𝜆𝐷 = 0.15 (штриховi лiнiї).

𝑎/𝜆𝐷 = 0.01, нiж для 𝑎/𝜆𝐷 = 1 (див. рис. 5.13, 5.17). Отже, флуктуацiї

пригнiчуються менше за присутностi малих порошинок, нiж великих, але

величина змiщення максимуму майже повнiстю залежить вiд параметра

Хавнеса.

Зi вставки на рис. 5.26 видно, що найвища iнтенсивнiсть флуктуацiй

спостерiгається при 𝑘/𝑘𝐷𝑖 ≈ 0.05 i збiльшення параметра Хавнеса призво­

дить до зменшення iнтенсивностi флуктуацiй для всiх значень хвильового

вектора у розглянутому дiапазонi.

Змiна спектру флуктуацiй у звичайнiй неiзотермiчнiй плазмi (𝜏 = 10)

зi збiльшенням частоти iон-нейтральних зiткнень показана на рис 5.27. Зi

збiльшенням 𝜈𝑖𝑛/𝜔𝑝𝑖 флуктуацiї спочатку зменшуються, але потiм зроста­

ють iз максимумом при 𝜔 = 0. Присутнiсть порошинок також збiльшує

ефективну частоту зiткнень iонiв 𝜈𝑖 = 𝜈𝑖𝑛 + 𝜈𝑖𝑔 завдяки зiткненням iонiв

з порошинками. Наприклад, 𝜈𝑖𝑔/𝜔𝑝𝑖 = 0.028 для 𝑃 = 0.5, 𝑎𝑘𝐷 = 0.15

i 𝜈𝑖𝑛/𝜔𝑝𝑖 = 0.02, отже 𝜈𝑖/𝜔𝑝𝑖 = 0.048 i флуктуацiї пригнiчуються. Але
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Рис. 5.28 Спектри флуктуацiй густини електронiв ⟨𝛿𝑛2𝛼⟩k𝜔𝜔𝑝𝑖/𝑛𝑖 у iзотер­
мiчнiй (𝜏 = 1) аргоновiй плазмi для 𝜈𝑖𝑛 = 0.02𝜔𝑝𝑖, 𝑎/𝜆𝐷 = 0.15, 𝑘/𝑘𝐷𝑖 =

0.05; 0.1; 0.2 i 𝑃 = 0; 0.2; 0.5.

максимальне значення безрозмiрної кореляцiї електронної густини прибли­

зно рiвне значенню у звичайнiй плазмi з 𝜈𝑖𝑛 = 0.1. Додаткове зменшення

iнтенсивностi флуктуацiй, напевне, пов’язане з динамiкою заряджання поро­

шинок (варiацiєю їхнiх зарядiв). Крiм того, максимум зсувається до вищих

частот. Як вже згадувалося, збiльшення частоти, на якiй знаходиться ма­

ксимум флуктуацiй, вiдбувається за рахунок зменшення 𝑛𝑒/𝑛𝑖.

Спектри флуктуацiї у iзотермiчнiй плазмi (див. рис. 5.28) вiдрiзняю­

ться вiд спектрiв у неiзотермiчнiй плазмi: максимуми ширшi i змiщенi до

нижчих частот. Присутнiсть порошинок пригнiчує флуктуацiї, але не так

сильно як у неiзотермiчнiй плазмi. Рис. 5.29 iлюструє вплив розмiру пороши­

нок на флуктуацiї в iзотермiчнiй плазмi. Оскiльки 𝜈𝑖𝑔 i 𝜈ch для 𝑎/𝜆𝐷 = 0.01

є набагато меншими, нiж для 𝑎/𝜆𝐷 = 1 (див. рис. 5.15, 5.18), то присутнiсть

порошинок рiзних розмiрiв змiнює спектри флуктуацiй по-рiзному, навiть

при однаковому значеннi параметра Хавнеса.
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Рис. 5.29 Спектри флуктуацiй густини електронiв ⟨𝛿𝑛2𝛼⟩k𝜔𝜔𝑝𝑖/𝑛𝑖 у iзотермi­
чнiй (𝜏 = 1) аргоновiй плазмi для 𝜈𝑖𝑛 = 0.02𝜔𝑝𝑖, 𝑘/𝑘𝐷𝑖 = 0.1, 𝑃 = 0; 0.5; 0.8,
𝑎/𝜆𝐷 = 0.01 (штриховi лiнiї) i 𝑎/𝜆𝐷 = 1 (суцiльнi лiнiї).

5.2.6 Висновки

У кiнетичному пiдходi отримано вираз для дiелектричної проникностi

слабкоiонiзованої запорошеної плазми iз зiткненнями. Врахування флу­

ктуацiй заряду порошинок призводить до перенормування дiелектричної

сприйнятливостi пiдсистеми порошинок. На дiелектричну сприйнятливiсть

електронiв та iонiв впливає збiльшення їх частоти зiткнень за рахунок зi­

ткнень з порошинками.

Виконано аналiз частот заряджання порошинок i частот зiткнень еле­

ктронiв та iонiв з порошинками у широкому дiапазонi довжин вiльного

пробiгу iонiв. З’ясовано, що обидвi частоти є порядку або менше за пла­

змову частоту iонiв . 𝜔𝑝𝑖 для параметрiв газорозрядної плазми.

На змiну спектру iонно-звукових хвиль у запорошенiй плазмi порiв­

няно зi звичайною плазмою переважно впливає зменшення концентрацiї

електронiв по вiдношенню до iонiв 𝑛𝑒/𝑛𝑖, а саме власна частота i фазова

швидкiсть зростає зi зменшенням 𝑛𝑒/𝑛𝑖. Зростання фазової швидкостi при­

водить до зменшення згасання Ландау, яке спостерiгається при 𝑘/𝑘𝐷𝑖 & 0.2
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у iзотермiчнiй та слабконеiзотермiчнiй плазмi. Зiткнення електронiв та iо­

нiв з порошинками, а також флуктуацiї заряду порошинок, є додатковими

механiзмами дисипацiї енергiї хвилi i призводять до суттєвого зростання

модуля декременту згасання.

Присутнiсть порошинок зi змiнним зарядом суттєво впливає на спе­

ктри флуктуацiй електронної густини. Основними факторами цього впливу

є: зменшення у запорошенiй плазмi концентрацiї електронiв по вiдношенню

до концентрацiї iонiв, збiльшення частоти зiткнень iонiв, через зiткнення iз

порошинками i флуктуацiї заряду порошинок.

У випадку неiзотермiчної плазми положення та iнтенсивностi iонно­

звукових резонансiв залежать вiд концентрацiї порошинок (параметра

Хавнеса). Зменшення вiдношення концентрацiї електронiв до iонiв 𝑛𝑒/𝑛𝑖 у

запорошенiй плазмi призводить до змiщення флуктуацiйних максимумiв до

вищих частот а також до їх зменшення, через зменшення дiелектричної

сприйнятливостi електронiв. Збiльшення ефективної частоти зiткнень iонiв

додатково пригнiчує кореляцiї електронної густини. Самi флуктуацiї заряду

порошинок пiдсилюють флуктуацiї електронної густини, але загалом, у за­

порошенiй плазмi флуктуацiї суттєво пригнiчуються. Цей ефект залежить

вiд розмiру порошинок i є бiльш вираженим для бiльших порошинок, оскiль­

ки частота зiткнень iонiв з порошинками пропорцiйна квадрату їх радiуса.

Присутнiсть порошинок збiльшує ефективну частоту зiткнень iонiв,

але змiна спектру флуктуацiй вiдрiзняється вiд тiєї, що вiдбувається у зви­

чайнiй плазмi при збiльшеннi частоти зiткнень iонiв з нейтралами. Зокрема,

збiльшення частоти зiткнень iонiв у звичайнiй плазмi може призводити до

пригнiчення iонно-звукового резонансу i появi максимуму бiля нульової ча­

стоти, чого не спостерiгається у запорошенiй плазмi. У випадку iзотермiчної

плазми присутнiсть порошинок призводить до якiсної змiни спектрiв флу­

ктуацiй. Для великої концентрацiї порошинок (параметр Хавнеса перевищує

0.5) i малих порошинок (𝑎/𝜆𝐷 = 0.01) iонно-звуковий резонанс стає бiльш

вираженим.
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ВИСНОВКИ

1. На основi кiнетичного рiвняння розвинуто новий пiдхiд до вивчення

ефективного потенцiалу порошинки у слабкоiонiзованiй плазмi. Централь­

ним мiсцем цього пiдходу є описання поглинання електронiв та iонiв

порошинкою шляхом введення ефективних точкових стокiв у кiнетичнi

рiвняння для плазмових частинок. На основi запропонованого пiдходу впер­

ше знайдено вирази для ефективного потенцiалу з урахуванням зiткнень

електронiв та iонiв з нейтральними частинками, а також в присутностi зовнi­

шнього постiйного магнiтного поля. Виконано детальний аналiз отриманих

спiввiдношень з урахуванням залежностi iонного перерiзу заряджання по­

рошинки вiд швидкостi iонiв. Отримано простi аналiтичнi вирази для

потенцiалiв при довiльних значеннях довжини вiльного пробiгу iонiв. Пока­

зано, що аналiтичнi наближення узгоджуються з проведеними числовими

розрахунками та встановлено областi застосування таких аналiтичних на­

ближень.

2. Показано, що розподiл електростатичного потенцiалу у слабкоiо­

нiзованiй плазмi з частими зiткненнями поблизу зарядженої сферичної

порошинки, яка поглинає електрони та iони, може бути описаний з точнi­

стю до декiлькох вiдсоткiв суперпозицiєю потенцiалiв Кулона та Дебая з

масштабованою довжиною екранування. Суттєве зменшення концентрацiї

плазмових частинок поблизу порошинки, через їх поглинання порошинкою,

призводить до збiльшення довжини екранування у декiлька разiв, яка зро­

стає зi збiльшенням розмiру порошинки. У неiзотермiчнiй плазмi цi ефекти

є ще бiльш вираженими. Лише у границi малих частинок (𝑎/𝜆𝐷 ≪ 1) у iзо­

термiчнiй плазмi довжина екранування наближається до довжини Дебая.

Ефективний заряд у кулонiвськiй частинi потенцiалу зростає зi зменшенням

𝑎/𝜆𝐷, а у неiзотермiчнiй плазмi неекранований заряд може перевищувати

екранований заряд i у границi малих порошинок для 𝑇𝑒/𝑇𝑖 = 10 досягає

≈ 90% вiд усього заряду порошинки.
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3. Числове розв’язання задачi про екранування порошинки для випадку

слабкоiонiзованої плазми з частими зiткненями за присутностi зовнiшньо­

го постiйного магнiтного поля показує, що навiть слабке магнiтне поле

(електрони та iони незамагнiченi) може призводити до помiтно зменшення

струму заряджання i заряду порошинки. Це може бути пояснене зменше­

нням потоку плазмових частинок до порошинки у перпендикулярному до

магнiтного поля напрямку. Водночас, слабке магнiтне поле не змiнює по­

мiтно просторову симетрiю розподiлу потенцiалу. Збiльшення магнiтного

поля до значень при яких електрони стають замагнiченими призводить до

порушення сферичної симетрiї ефективного потенцiалу. При цьому потен­

цiал спадає швидше у напрямку вздовж поля, нiж у перпендикулярному

напрямку. Бiльше того, подальше збiльшення зовнiшнього магнiтного поля

може обумовити немонотонну просторову залежнiсть потенцiалу. Це озна­

чає, що для порошинок, якi знаходяться на однiй силовiй лiнiї поля, може

мати мiсце притягання.

4. Показано, що в рамках моделi Пуассона – Больцмана розподiл по­

тенцiалу навколо зарядженої сферичної макрочастинки у неiзотермiчному

плазмоподiбному середовищi, яка не поглинає електрони та iони, може бути

описаний потенцiалом Дебая з ефективним зарядом. Значення ефективного

заряду залежить вiд вiдношення розмiру частинки до довжини Дебая 𝑎/𝜆𝐷,

безрозмiрного заряду порошинки 𝑧𝑔 = 𝑞𝑒𝑒/𝑎𝑇𝑒 та вiдношення температури

електронiв та iонiв 𝑇𝑒/𝑇𝑖. Ефективний заряд може бути як значно меншим,

так i бiльшим за реальний заряд. У iзотермiчнiй плазмi ефективний заряд

монотонно спадає з 𝑧𝑔, але у неiзотермiчнiй плазмi ця залежнiсть має вира­

жений максимум. Для будь-яких значень 𝑎/𝜆𝐷 та 𝑧𝑔 значення ефективного

заряду у неiзотермiчнiй плазмi є бiльшим, нiж в iзотермiчнiй.

5. В рамках дрейфово-дифузiйного наближення обчислено силу взає­

модiї мiж двома зарядженими сферичними провiдними частинками, якi

вмiщенi у слабкоiонiзоване сильнозiткнене iзотермiчне плазмоподiбне се­

редовище. Показано, що на вiдстанях у декiлька радiусiв частинки, силу
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взаємодiї мiж двома провiдним частинками, якi не обмiнюються зарядом iз

середовищем, можна кiлькiсно описати силою, що вiдповiдає потенцiалу Де­

бая з ефективним зарядом. З’ясовано, що двочастинковi ефекти особливо

важливi пiд час описання взаємодiї порошинок. Для порошинок iз розмiра­

ми 𝑎 6 𝜆𝐷 i на вiдстанях набагато бiльших за довжину Дебая, сила взаємодiї

дорiвнює приблизно половинi сили Кулона, з якою взаємодiють вiдповiднi

точковi заряди у вакуумi. На вiдстанях менших за декiлька радiусiв ча­

стинки, спостерiгаються поляризацiйнi ефекти, а також зменшення повного

заряду порошинок.

6. Кiнетична теорiя запорошеної плазми з моделлю точкових стокiв

використана для знаходження ефективного потенцiалу порошинки у слабко­

iонiзованiй плазмi у зовнiшньому постiйному електричному полi. Знайдена

сила тертя, яка пов’язана з дрейфом iонiв у зовнiшньому електричному по­

лi. Показано, що поглинання iонiв порошинкою може призводити до змiни

напрямку сили тертя.

7. На основi рiвняння Батнагара – Гросcа – Крука (БГК) розрахова­

но середнi та середньоквадратичнi змiщення електронiв та iонiв у плазмi в

зовнiшньому постiйному електричному полi. Виконано порiвняння зi змiще­

ннями, розрахованими на основi рiвняння Фоккера-Планка. Показано, що

середньоквадратичнi змiщення в загальному випадку є вiдмiнними, але вiд­

мiннiсть зникає у рiвноважному станi.

8. В рамках дрейфово-дифузiйного наближення обчислено силу тертя,

яка дiє на сферичну провiдну порошинку, що стацiонарно рухається у силь­

нозiткненнiй плазмi. Показано, що як для iзотермiчної, так i неiзотермiчної

плазми, розподiли електронiв та iонiв навколо порошинки створюють та­

ке електричне поле, що сила, яка дiє на порошинку направлена вздовж її

швидкостi, тобто має мiсце вiд’ємне тертя. Ця сила немонотонно залежить

вiд швидкостi порошинки i приблизно пропорцiйна квадрату її радiуса як

для iзотермiчної, так i неiзотермiчної плазми. Позаду вiд’ємно зарядженої
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порошинки у плазмi формується область з вiд’ємною густиною заряду. Та­

кож встановлено, що стацiонарний струм заряджання та заряд порошинки

зростають зi зростанням її швидкостi.

9. В рамках моделi точкових стокiв знайдено наближенi аналiтичнi

вирази для сили тертя. З’ясовано, що вони якiсно правильно описують за­

лежнiсть сили вiд швидкостi порошинки i дають граничне значення сили

тертя, яка дiє на порошинки скiнченних розмiрiв. Сформульовано умову

за якої вiд’ємна сила тертя може перевищувати силу тертя iз нейтралами,

яка описується законом Стокса. Ця умова пропорцiйна радiусу порошинки

𝑎, таким чином, можливе iснування порогового значення радiуса 𝑎cr вище

якого спостерiгається вiд’ємне тертя. В такому разi, розподiл порошинок за

швидкостями буде залежати вiд їхнього розмiру.

10. Розвинуто теорiю великомасштабних флуктуацiй для слабкоiонiзо­

ваної плазми у зовнiшньому постiйному електричному полi, яка враховує

вплив електричного поля на розподiл плазмових частинок за швидкостями

та на функцiю дiелектричного вiдгуку. Отримано числовi розв’язки дис­

персiйного рiвняння в областi iонно-звукових хвиль. Показано, що поле

призводить до немонотонної залежностi декременту згасання вiд хвильового

вектора, а саме заявляється область де декремент згасання стає додатнiм,

тобто має мiсце нестiйкiсть. Представлено результати розрахункiв спектрiв

флуктуацiї електронної густини. Пiдтверджено, що резонансна структура

таких спектрiв визначається власною частотою i декрементом згасання

хвиль, якi знайденi iз урахуванням впливу зовнiшнього електричного по­

ля. Виявлено, що електричне поле призводить до резонансної поведiнки

спектру флуктуацiй навiть в iзотермiчнiй плазмi з частими зiткненнями.

Дослiджено залежнiсть порогу нестiйкостi вiд частоти зiткнення.

11. У кiнетичному наближеннi отримано вираз для дiелектричної про­

никностi слабкоiонiзованої запорошеної плазми iз зiткненнями на основi

якого дослiджено поширення iонно-звукових хвиль. Врахування флуктуацiй
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заряду порошинок призводить до перенормування дiелектричної сприйня­

тливостi пiдсистеми порошинок. Змiни спектру iонно-звукових хвиль у

запорошенiй плазмi порiвняно зi звичайною плазмою вiдбуваються перева­

жно за рахунок зменшення концентрацiї електронiв по вiдношенню до iонiв,

а саме власна частота i фазова швидкiсть зростає зi зменшенням 𝑛𝑒/𝑛𝑖.

Зростання фазової швидкостi приводить до зменшення згасання Ландау,

яке спостерiгається при 𝑘/𝑘𝐷𝑖 & 0.2 у iзотермiчнiй та слабконеiзотермiчнiй

плазмi. Зiткнення електронiв та iонiв з порошинками, а також флуктуацiї

заряду порошинок, є додатковими механiзмами дисипацiї енергiї хвилi i при­

зводять до суттєвого зростання модуля декременту згасання.

12. Показано, що присутнiсть порошинок зi змiнним зарядом суттєво

впливає на спектри флуктуацiй електронної густини. Основними факторами

цього впливу є: зменшення у запорошенiй плазмi концентрацiї електронiв по

вiдношенню до концентрацiї iонiв 𝑛𝑒/𝑛𝑖, збiльшення частоти зiткнень iонiв,

через зiткнення iз порошинками i флуктуацiї заряду порошинок. У випадку

неiзотермiчної плазми зменшення вiдношення 𝑛𝑒/𝑛𝑖 призводить до змiщення

флуктуацiйних максимумiв до вищих частот, а також до їх зменшення через

зменшення дiелектричної сприйнятливостi електронiв. Збiльшення ефектив­

ної частоти зiткнень iонiв залежить вiд розмiру порошинок i додатково

пригнiчує флуктуацiї електронної густини. Самi флуктуацiї заряду поро­

шинок можуть пiдсилювати флуктуацiї електронної густини, але загалом, у

запорошенiй плазмi флуктуацiї електронної густини суттєво пригнiчуються.

У випадку iзотермiчної плазми присутнiсть порошинок призводить до якi­

сної змiни спектрiв флуктуацiй. Для великої концентрацiї малих порошинок

iонно-звуковий резонанс стає бiльш вираженим.
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