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Черняк О.М. Перенесення замагнічених частинок у випадковому
електричному полі – ІТФ ім. М.М. Боголюбова НАН України, Київ,
2018.

Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико-математи-
чних наук за спеціальністю 01.04.02 – теоретична фізика. – Рукопис.

Плазма в природі та в лабораторних умовах перебуває, як правило, у не-
рівноважному стані. В такій плазмі внаслідок нестійкостей збуджуються
інтенсивні власні моди. Нелінійна взаємодія між ними призводить до фор-
мування турбулентного стану плазми. Інтенсивність турбулентних полів в
цьому випадку може значно перевищувати тепловий рівень і призводити
до турбулентного, тобто аномального, перенесення, яке за своєю природою
та характеристиками суттєво відрізняється від перенесення у рівноважній
плазмі.

Проблема аномального перенесення частинок є однією із найважливі-
ших задач у фізиці плазми. Так, зокрема, інтенсивність перенесення, визна-
чає час утримання плазми в пристроях керованого термоядерного синтезу.
Аналітичний опис процесу турбулентного перенесення є складною нелі-
нійною задачею, через це, для інтерпретації експериментальних даних або
результатів моделювання, часто використовуються феноменологічні моде-
лі. Проте для розуміння механізмів турбулентного перенесення важливо
виходити з мікроскопічного опису. Послідовної теорії перенесення части-
нок в турбулентних полях в загальному випадку поки не існує. Для слабко-
го поля використовують припущення про гауcовість процесу, але воно не
працює для низькочастотних інтенсивних полів. Отже побудова послідов-
них моделей перенесення частинок в координатному просторі та просторі
швидкості на основі мікроскопічного підходу для плазмових систем, в яких
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часовим масштабом кореляцій полів не можна нехтувати, є актуальною за-
дачею.

Іншою важливою задачею фізики плазми, поряд з проблемою утриман-
ня, є нагрівання плазми. Одним із методів є нагрівання електромагнітним
випромінюванням, а використання хвиль зі стрибками фази може бути ефе-
ктивнішим за гармонічні хвилі. Тому актуальним є вивчення впливу випро-
мінення зі стрибками фази на плазму з метою оптимізації процесів нагрі-
вання.

Метою досліджень є знаходження статистичних характеристик ансам-
блю частинок у зовнішніх випадковому електричному та постійному ма-
гнітному полях. При цьому були поставлені такі задачі. Сформулювати
статистичні рівняння, виходячи з перших принципів мікроскопічного опи-
су. Аналітичний підхід має описувати перенесення частинок поперек ма-
гнітного поля в широкому діапазоні часів кореляції електричного поля, за
межами наближення Корсіна. Він також має відтворювати ефекти скінчен-
ного ларморівського радіусу. В границі замороженого електричного поля
він має коректно відтворювати ефект сильного захоплення частинок. Для
перевірки аналітичних розрахунків має бути створена програма числово-
го моделювання перенесення частинок. Шляхом числового моделювання
також має бути визначений вплив стрибків фаз випадкового поля на нагрі-
вання та прискорення частинок.

В дисертаційній роботі отримано такі нові наукові результати:
1. Сформульовано статистичні рівняння, що описують часову еволюцію

середньоквадратичного зміщення частинок поперек магнітного поля під ді-
єю статичного випадкового електричного поля. Врахування особливостей
динаміки окремих груп частинок по різним еквіпотенціальним поверхням
покращило відповідність аналітичних розрахунків результатам прямого чи-
слового моделювання. Виконано порівняння з методом декорельованих тр-
аєкторій і показано більшу ефективність та простоту застосування оригі-
нального підходу.
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2. Новий метод було узагальнено з метою врахування ефектів скінчен-
ного ларморівського радіусу. Показано, що розв'язки відтворюють резуль-
тати моделювання, як в області малих так і великих ларморівських радіусів.
Знайдено, що інтенсивність дифузії по-різному залежить від ларморівсько-
го радіусу на малих та великих часових масштабах.

3. Запропонований аналітичний метод було розвинено далі для опису
перенесення частинок у змінному в часі випадковому електричному полі.
Отримано масштабне співвідношення для асимптотичного коефіцієнту ди-
фузії в залежності від часу кореляції в системі. Показано, що запропоно-
ваний метод відтворює як квазілінійну поведінку статистичних характери-
стик для малих кореляційних часів, так і перколяційну поведінку для вели-
ких кореляційних часів.

4. Порівняно інтенсивності нагрівання частинок хвилями з регулярни-
ми фазами та стрибками фаз, а також зі стохастичними імпульсами. Виявле-
но подібність дії на частинки хвиль зі стрибками фаз та окремих імпульсів
поля. Проаналізовано вплив на частинки хвиль з різним характером стриб-
ків фаз. Показано, що стрибки фаз хвилі значно підвищують інтенсивність
нагрівання резонансних частинок, а також залучають до цього процесу не-
резонансні частинки з широкого інтервалу початкових швидкостей.

Отримані результати є внеском у теоретичний опис процесів перенесе-
ння заряджених частинок у зовнішніх випадкових полях. Результати ди-
сертаційної роботи можуть бути використані при дослідженні плазми, що
утримується магнітним полем, для розрахунку коефіцієнта дифузії, оцінки
часу перенесення частинки, а також для оцінки ефективності нагрівання
плазми. Вони можуть бути корисними для інтерпретації числових та лабо-
раторних експериментів.

Матеріали дисертації представлено в українських реферованих журна-
лах [1—7].

Структура дисертаційної роботи. Дисертація складається зі вступу, чо-
тирьох розділів, висновків, списку використаних джерел, що містить 79
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найменувань. Робота написана на 121 сторінці машинописного тексту, мі-
стить 44 рисунків.
Ключові слова: перенесення частинок, аномальна дифузія, скінченний ра-
діус Лармора, кореляційні функції, випадкові поля, числове моделювання
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Cherniak O.M. Magnetized particles transport in random electric field
– Bogolyubov Institute for Theoretical Physics of the National Academy of
Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

Thesis for the Candidate of Science in Physics and Mathematics degree in
speciality 01.04.02 – theoretical physics. – Manuscript.

In nature and laboratory plasmas are usually in non-equilibrium state. Due to
various instabilities in such plasmas intensive eigenmodes are excited. Nonlin-
ear interactions between these modes lead to a turbulent state of plasma and tur-
bulent field intensity can significantly exceed the plasma equilibrium level. So
particle transport will be determined by interaction with these intensive fields.
Such anomalous transport differs considerably from collisional transport in equi-
librium plasma due to particles interaction with random fields.

The problem of anomalous particle transport is one of the most important
problems in plasma physics. Particularly, because an intensity of particle trans-
port determines the plasma confinement time in controlled thermonuclear fu-
sion devices. An analytical approach to the turbulent transport is a complicated
non-linear problem. Thus phenomenological models are often used to interpret
experimental data or numerical simulation results. However, the microscopic de-
scription is needed to understand the mechanisms of turbulent transport. There
is no known consistent theoretical approach to particle transport in turbulent
fields in the general case. The assumption of Gaussian particle displacement
can be used for a weak fields, but it doesn’t applicable for low-frequency inten-
sive ones. Therefore it is an actual problem to develop the consistent approach
to particle transport in coordinate and velocity space on the basis of microscopic
equations for plasma systems in a wide range of field correlation times.

Plasma heating is another important objective in physics of controlled nuclear
fusion along with plasma confinement. Electromagnetic waves are used to heat
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plasma, and waves with phase jumps can be more effective than harmonic ones.
Therefore, it is important to study the effect of electromagnetic radiation with
phase jumps on a plasma in order to optimize the heating processes.

The purpose of this research is to determine the statistical characteristics of
the particle ensemble in external random electric and constant magnetic fields.
The tasks are as follows. To formulate statistical equations based on the first
principles of the microscopic approach. The analytical method based on these
equations has to be developed to describe the particle transport across a mag-
netic field over a wide range of correlation times of the electric field, beyond
the validity domain of the Corssin approximation. It has to reproduce the ef-
fects of a finite Larmor radius as well. In the limit of the static electric field, it
must correctly recover strong particle trapping effects. The numerical simulation
code of particle transport should be developed in order to verify the analytical
calculations. The effect of random field phase jumps on particle heating and
acceleration are to be studied by numerical simulation.

In the framework of this research, the following original results were ob-
tained:
1. The statistical equations for time evolution of the mean square displacement

of particles across the magnetic field undergoing random static electric field
are formulated. The correspondence between analytical calculations based
on these statistical equations and results of direct numerical simulation are
improved by taking into account the features of the dynamics of groups of
particles on different equipotential lines. The comparison with the decorated
trajectories method has been made and the efficiency and applicability of the
original approach are demonstrated.

2. Our method has been generalized to account for the finite Larmor radius ef-
fects. It is shown that the solutions obtained by generalized analytical ap-
proach are in agreement with the results of direct numerical simulation in a
wide range of Larmor radius. It has been found that the diffusion intensity
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depends on the Larmor radius on a small and large time scale in different
ways.

3. The proposed analytical method was further developed to describe the trans-
port of particles undergoing a random time-dependent electric field. The de-
pendence of asymptotic diffusion coefficient on correlation time on random
field is obtained in a wide range of values. It is shown that the proposed
method reproduces both the quasi-linear behavior of statistical characteris-
tics for small correlation times and percolation behavior for large correlation
times.

4. Particle heating by waves with phase jumps and regular phases as well as
by stochastic electric pulses are compared. The similarity between particle
heating by waves with phase jumps and electric field pulses is shown. The
waves with different types of phase jumps are considered. It is shown that
wave with phase jumps considerably increase the intensity of heating of reso-
nance particles, and also involve non-resonance particles from a wide range
of initial velocities to this process.

The obtained results contribute to the theoretical description of charged par-
ticle transport processes in external random fields. The results of this thesis can
be used in study of the magnetically confined plasma to calculate the diffusion
coefficient, to estimate the particle confinement time, as well as to evaluate the
plasma heating efficiency.

The main results of the work were published in 7 articles. [1–7].
Structure of thesis. The thesis is consisted of introduction, four chapters, con-

clusions and bibliography. Thesis contains 79 citings and 44 figures. It is written
on 121 pages of printed text.
Keywords: particle transport, anomalous diffusion, random fields, finite Larmor
radius, correlation functions, numerical simulation.
List of publications:
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Дисертаційна робота присвячена дослідженню аномального перенесен-
ня частинок. Аномальним в математичному сенсі прийнято називати та-
кий процес перенесення для якого середньоквадратичне зміщення части-
нок має нелінійну залежність. У фізиці плазми така поведінка статисти-
чних характеристик руху частинок може бути спричинена їхньою взаємоді-
єю з сильними турбулентними полями, що розвиваються з мікроскопічних
нестійкостей [8—11]. Аномальне перенесення може на порядки перевищу-
вати перенесення частинок обумовлене зіткненнями [8, 9].

В роботі досліджено перенесення частинок в площині перпендикуляр-
ній постійному магнітному полю обумовлене взаємодією із зовнішнім ви-
падковим електричним полем [1—5]. Розглянуто рух частинок в наближен-
ні ведучого центру та з урахуванням скінченного ларморівського радіусу.
Крім того досліджено перенесення частинок в просторі координат та швид-
костей під впливом випадкових електричних хвиль вздовж магнітного поля
[6, 7].

Класичне явище дифузії, яке проявляється в усіх агрегатних станах ре-
човини, феноменологічно описуються законом Фіка, який зводиться до ві-
домого параболічного рівняння дифузії. В такому описі коефіцієнт пропор-
ційності між часовою та просторовою похідними густини називається ко-
ефіцієнтом дифузії і вважається константою. Глибше розуміння процесу
дифузії було досягнуто на основі рівняння Ланжевена, яке описує мікро-
скопічний рух частинок під впливом випадкових сил. Таке рівняння можна
отримати з інтегрального рівняння Чепмена - Колмогорова за припущення,
що сили породжені випадковим марківським процесом [12, 13]. Важливим
є припущення про розділення двох часових масштабів - час загасання ко-
реляцій випадкових сил є набагато меншим за час еволюції системи. Але
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якщо випадкові поля характеризуються великими часами або довжинами
кореляцій процеси перенесення стають нелокальними, немарківськими, і
підхід, що ґрунтується на рівнянні Ланжевена або параболічному рівнян-
ні дифузії виявляється недостатнім [8, 9, 14, 15]. Таким чином важливою
задачею є узагальнення опису процесу перенесення з врахуванням ефектів
просторової та часової нелокальності.

Дослідження процесів перенесення у плазмі є важливим з огляду на про-
блему утримання в пристроях керованого термоядерного синтезу. Плазма є
квазінейтральною системою заряджених та нейтральних частинок, в якій
збуджуються власні хвилі. В рівноважній плазмі рівень колективних збу-
джень визначається температурою. Відомо, що в такій плазмі процеси пе-
ренесення визначаються парними зіткненнями між частинками, при цьому
взаємодією частинок із колективними збудженнями можна нехтувати.

Але в лабораторних і природних умовах перебуває у нерівноважному
стані, градієнти густин, температур, зовнішні поля, в наслідок нестійко-
стей в плазмі збуджуються інтенсивні власні моди, тобто колективні рухи.
Нелінійна взаємодія між цими полями призводить до турбулентного стану
плазми, а також формування вихрових структур. Тому взаємодія частинок з
колективними збудження стає домінуючою над парними зіткненнями [8—
10]. Крім того ці колективні збудження характеризуються великими кореля-
ційними часами і довжинами, значно більшими ніж у рівноважній плазмі.

Так виявляється, що класичне перенесення обумовлене парними зіткне-
ннями у циліндричній геометрії не відповідає перенесенню у плазмі в торо-
їдальній геометрії [9]. Так звана неокласична модель перенесення враховує
геометрію пристроїв та траєкторії частинок в них і передбачає збільшення
дифузії в режимі слабких зіткнень [9, 16, 17]. Проте як класичне перене-
сення, так і неокласична модель передбачають, що із збільшенням темпе-
ратури має зростати час утримання плазми, але в експериментах спостері-
гається протилежна залежність [9, 18, 19]. Наступним етапом став пошук
механізмів більш інтенсивної дифузії, яку пов'язують із аномальним пере-
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несенням, тобто розсіянням частинок на інтенсивних полях [20—26]. Ряд
експериментальних досліджень показав що основним претендентом на та-
кі поля є дрейфові хвилі в неоднорідній плазмі [9, 22, 27, 28].

Важливим методом теоретичного дослідження є числовий експеримент.
Останнім часом значного розвитку в дослідженні процесів аномального
перенесення в плазмі досягнуто шляхом числового моделювання на осно-
ві гірокітнетичних рівнянь [29—31]. Хоча рівняння динаміки частинок і
хвиль відомі, повне числове гірокінетичне моделювання суттєво ускладне-
но через велику різницю між найменшими та найбільшими часових мас-
штабами в задачі. Тому існує потреба в спрощених аналітичних моделях,
які допомогли би інтерпретувати результати числових та реальних експе-
риментів.

Побудова послідовного аналітичного підходу до опису аномального пе-
ренесення, яке задовільне відтворює експериментальні результати, не мо-
жна вважати завершеним на сьогодні [32]. А ні квазілінійне наближення
[33, 34], а ні перенормування рівнянь, наприклад наближення прямої вза-
ємодії [35—38], не дають бажаного результату. Однією з причин цього є
нелокальність процесів перенесення, а рух частинок при цьому є не мар-
ківським.

Для феноменологічного опису таких процесів використовують рівняння
дифузії із дробовими похідними [39], метод випадкових блукань в непе-
рервному часі [40] та перколяційний підхід [41—43]. Хоча ці методи мо-
жуть описувати на певних часових масштабах аномальне перенесення, але
вони використовують вільні параметри, а тому вони недостатньо розкрива-
ють механізми аномального перенесення. Так в рівнянні дифузії із дробо-
вими похідними використовуються дробові показники які не випливають
із мікроскопічних рівнянь. В методі випадкових блукань в неперервному
часі використовується такий феноменологічний параметр параметр як ймо-
вірність затримки частинки в певному положенні. Перколяційний підхід
ґрунтується на деякий феноменологічних параметрах ширини лінії току та
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молекулярної дифузії, крім того він дає можливість оцінити асимптотичні
величини, але не описує їхню еволюцію. Тому побудова аналітичних моде-
лей що ґрунтуються на мікроскопічному підході, без використання вільних
параметрів є актуальною задачею.

Поряд з гірокінетичним моделюванням ефективним методом дослідже-
нь є числове моделювання поведінки пасивних домішок. При цьому розгля-
дається рух частинок в заданих випадкових полях. Така задача є частиною
складнішої задачі руху частинок в самоузгоджених полях, але таке спроще-
ння дозволяє пов'язати параметри задачі з особливостями руху ансамблю
частинок, що уможливлює значно прозоріший аналіз механізмів перенесе-
ння.

Один із шляхів побудови аналітичної моделі ґрунтується на співвідно-
шенні Тейлора [44] між коефіцієнтом дифузії та кореляційною функцією
швидкостей частинок у випадкових полях розраховану вздовж їхніх трає-
кторій руху. Оскільки траєкторії частинок не є явно визначеними то така
кореляційна функція, яку називають лагранжевою, є невідомою. Натомість
відомою є ейлерова кореляційна функція випадкових швидкостей, визна-
чена в лабораторній системі координат. Таким чином ключовою задачею
в описі частинок у випадкових полях стає знаходження невідомої лагран-
жевої кореляційної функції через відому ейлерову. В загальному випадку
ця задача є нелінійною і нелокальною, тому регулярного переходу від ей-
лерової до лагранжевої кореляційних функцій не відомо. При цьому вико-
ристовують різні наближені підходи.

Для малих кореляційних часів широко відомим є наближення Корсіна
[45—49]. Це відповідає чіткому розділенню двох часових масштабів, та-
ких як обернена частота зіткнень та час еволюції системи. Розв'язки методу
підтверджується в числових експериментах для малих кореляційних часів.
Для низькочастотних турбулентних полів та вихрових структур з довгими
часами кореляції припущення що лежать в основі наближення Корсіна вже
не є виправданими, тому розрахунки з методу [49] суттєво відрізняються
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від результатів числового моделювання [50—52]. Фізичною інтерпретаці-
єю довгих кореляційних часів є захоплення частинок локальними структу-
рами випадкових полів.

На врахування довгих часів кореляції було спрямовано метод декорельо-
ваних траєкторій [8, 53—58] який якісно відтворює ефекти з числового мо-
делювання. Проте його сформульовано неоднозначним чином [53, 54], а
важливий граничний випадок нескінченного часу кореляції, замороженої
турбулентності, не порівнювався із результатами прямого числового мо-
делювання. Тому задача перенесення частинок у зовнішніх турбулентних
полях потребує подальшого дослідження, на що і спрямована дисертаційна
робота.

Актуальність теми Плазма в природі та в лабораторних умовах перебу-
ває, як правило, у нерівноважному стані. В такій плазмі внаслідок нестійко-
стей збуджуються інтенсивні власні моди. Нелінійна взаємодія між ними
призводить до формування турбулентного стану плазми. Інтенсивність тур-
булентних полів в цьому випадку може значно перевищувати тепловий рі-
вень і призводити до турбулентного, тобто аномального, перенесення, яке
за своєю природою та характеристиками суттєво відрізняється від перене-
сення у рівноважній плазмі.

Проблема аномального перенесення частинок є однією із найважливі-
ших задач у фізиці плазми. Так, зокрема, інтенсивність перенесення, визна-
чає час утримання плазми в пристроях керованого термоядерного синтезу.
Аналітичний опис процесу турбулентного перенесення є складною нелі-
нійною задачею, через це для інтерпретації експериментальних даних або
результатів моделювання, часто використовуються феноменологічні моде-
лі. Проте для розуміння механізмів турбулентного перенесення важливо
виходити з мікроскопічного опису. Послідовної теорії перенесення части-
нок в турбулентних полях в загальному випадку поки не існує. Для слабко-
го поля використовують припущення про гаусовість процесу, але воно не
працює для низькочастотних інтенсивних полів. Отже побудова послідов-
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них моделей перенесення частинок в координатному просторі та просторі
швидкості на основі мікроскопічного підходу для плазмових систем, в яких
часовим масштабом кореляцій полів не можна нехтувати, є актуальною за-
дачею.

Іншою важливою задачею фізики плазми, поряд з проблемою утриман-
ня, є нагрівання плазми. Одним із методів є нагрівання електромагнітним
випромінюванням, а використання хвиль зі стрибками фази може бути ефе-
ктивнішим за гармонічні хвилі. Тому актуальним є вивчення впливу випро-
мінення зі стрибками фази на плазму з метою оптимізації процесів нагрі-
вання.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисерта-
ційна робота виконана у відділі синергетики Інституту теоретичної фізики
iм. М.М. Боголюбова Національної академії наук України. Вона є складо-
вою частиною широкого кола досліджень транспортних процесів та фор-
мування структур у плазмових системах (теорія нелінійних процесів в ма-
кромолекулярних структурах, наносистемах і плазмі), що проводились в
рамках таких тем:
• 2008–2012: Транспортні процеси та формування структур у плазмових

системах. Номер державної реєстрації – 0107U007871
• 2013–2017: Формування структур та нерівноважні процеси у відкритих

системах. Номер державної реєстрації – 0113U001093
• 2018–2022: Динаміка формування просторово-неоднорідних структур в

багаточастинкових системах.
Номер державної реєстрації – 0118U003535

• 2015: Моделювання дифузії частинок у випадкових полях зі стрибками
фази. Номер державної реєстрації – 0115U005472

• 2015–2017: Теоретичні та експериментальні дослідження резонансних
явищ в плазмі ближнього космосу: механізми аномального перенесення
частинок. Номер державної реєстрації – 0115U002853
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• 2016: Дослідження впливу стрибків фази на нагрівання частинок плазми.
Номер державної реєстрації – 0116U004354с

• 2017: Аналітичне та числове моделювання динаміки заряджених части-
нок у мікрохвильових полях зі стрибковою фазою. Номер державної ре-
єстрації – 0117U0076677с

Мета і задачі дослідження. Дисертаційна робота присвячена дослідже-
нню перенесення частинок у зовнішніх полях - випадковому електричному
та постійному магнітному. Метою є побудова аналітичного методу опису
перенесення частинок в просторі координат поперек магнітного поля в ши-
рокому діапазоні кореляційних часів випадкового електричного поля, вихо-
дячи з перших принципів мікроскопічного опису. Окремою вимогою є ко-
ректне відтворення ефекту сильного захоплення частинок в границі замо-
роженого випадкового електричного поля. Метод має також враховувати
ефекти скінченного ларморівського радіусу. Окремо досліджується пере-
несення частинок в просторі координат та швидкостей вздовж магнітного
поля.

Для перевірки аналітичних розрахунків має бути створена програма чи-
слового моделювання перенесення частинок. Шляхом числового моделю-
вання також має бути визначений вплив стрибків фаз випадкового поля на
нагрівання та прискорення частинок.

У рамках загальної мети було поставлено такі задачі.

• Побудувати аналітичне наближення для кореляційної функції компонент
дрейфової швидкості вздовж траєкторій руху частинок за заданою коре-
ляційною функцію у фіксованих точках простору.

• Провести аналіз динаміки груп частинок, що відрізняються за початкови-
ми умовами для уточнення запропонованого аналітичного наближення.

• Узагальнити аналітичне наближення на випадок точного руху частинок,
тобто для скінченного радіусу Лармора, та знайти залежність асимптоти-
чного коефіцієнта дифузії від ларморівського радіусу.
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• Узагальнити аналітичну модель на випадкові поля зі скінченним часом
кореляції, знайти залежність асимптотичного коефіцієнта дифузії від ко-
реляційного часу в широкому діапазоні його значень.

• Дослідити повздовжнє перенесення та нагрівання частинок хвилями з
стрибками фази.

Об’єктами дослідження є стохастичний рух заряджених частинок у за-
даних випадковому електричному та постійному магнітному полях.

Предмет дослідження - кореляційна функція швидкості, коефіцієнт ди-
фузії, середньоквадратичне зміщення та функція розподілу частинок.

Методи дослідження які були застосовані у роботі включають метод
функцій Гріна, методи числового моделювання для обчислення кінетичних
коефіцієнтів та функції розподілу, методи теорії функцій комплексної змін-
ної, а також методи математичної фізики та спеціальних функцій.
Наукова новизна одержаних результатів. Основними науковими резу-

льтатами, що виносяться на захист, є такі:

1. Сформульовано статистичні рівняння, що описують часову еволюцію
середньоквадратичного зміщення частинок поперек магнітного поля під
дією статичного випадкового електричного поля. Врахування особли-
востей динаміки окремих груп частинок по різним еквіпотенціальним
поверхням покращило відповідність аналітичних розрахунків результа-
там прямого числового моделювання. Виконано порівняння з методом
декорельованих траєкторій і показано більшу ефективність та простоту
застосування оригінального підходу.

2. Новий метод було узагальнено з метою врахування ефектів скінченного
ларморівського радіусу. Показано, що розв'язки відтворюють результа-
ти моделювання як в області малих так і великих ларморівських радіу-
сів. Знайдено, що інтенсивність дифузії по-різному залежить від лармо-
рівського радіусу на малих та великих часових масштабах.

3. Запропонований аналітичний метод було розвинено далі для опису пе-
ренесення частинок у змінному в часі випадковому електричному полі.
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Отримано масштабне співвідношення для асимптотичного коефіцієнту
дифузії в залежності від часу кореляції в системі. Показано, що запропо-
нований метод відтворює як квазілінійну поведінку статистичних хара-
ктеристик для малих кореляційних часів, так і перколяційну поведінку
для великих кореляційних часів.

4. Порівняно інтенсивності нагрівання частинок хвилями з регулярними
фазами та хвилями зі стрибками фаз, а також стохастичними імпуль-
сами електричного поля. Виявлено подібність дії на частинки хвиль зі
стрибками фаз та окремих імпульсів поля. Проаналізовано вплив на ча-
стинки хвиль з різним характером стрибків фаз. Показано, що стрибки
фаз хвилі підвищують інтенсивність нагрівання резонансних частинок,
а також залучають до цього процесу нерезонансні частинки з широкого
інтервалу початкових швидкостей.

Практичне значення одержаних результатів. Представлені результати
є внеском у теоретичний опис процесів перенесення заряджених частинок
у випадкових полях. Результати дисертаційної роботи можуть бути викори-
стані при дослідженні плазми, що утримується магнітним полем, для роз-
рахунку коефіцієнта дифузії, оцінки часу перенесення частинок, а також
для оцінки ефективності нагрівання частинок плазми. Вони можуть бути
корисними для інтерпретації числових та лабораторних експериментів.
Особистий внесок здобувача. Результати, що виносяться на захист, от-

римані автором самостійно. У роботах, опублікованих у співавторстві, до
дисертації включені лише ті результати, що належать автору. Це стосує-
ться, зокрема, формулювання задач та виконання аналітичних та числових
розрахунків.

У роботах [1—7] автором розроблено незалежно від співавторів, про-
грамний код, що реалізує відповідні обчислення, з метою перехресної пе-
ревірки результатів проведено незалежне моделювання.

Крім того, в роботі [1] отримано аналітичні рівняння для середньоква-
дратичного зміщення, розраховано асимптотики коефіцієнта дифузії та се-
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редньоквадратичного зміщення на основі оригінального методу. Виконано
порівняння способу замикання з відомим методом декорельованих траєкто-
рій та здійснено аналіз типів декорельованих траєкторій. У роботі [6] про-
ведено аналіз перенесення частинок хвилею зі стрибками фази, що сформо-
вана до або в області взаємодії. В роботі [3] запропоновано та проаналізова-
но рівняння для середньоквадратичного зміщення із заданим початковим
потенціалом. У роботі [4] отримано аналітичні співвідношення та прове-
дено порівняльний аналіз для гіроусереднених кореляційних функцій. В
роботі [7] проведено аналіз перенесення частинок у просторі швидкості
різними типами хвиль із різною частотою стрибків фази. У роботі [2] про-
аналізовано залежність масштабних співвідношень для середньоквадрати-
чного зміщення та коефіцієнта дифузії від часу моделювання. В роботі [5]
проаналізовано масштабне співвідношення за кореляційним часом для ко-
ефіцієнта дифузії.
Апробація результатів дисертації. Результати дисертаційної роботи до-

повідались на семінарах відділу синергетики (теорії та моделювання пла-
змових процесів в минулому) інституту теоретичної фізики ім. М.М. Бого-
любова та на таких конференціях:

• 14-th Kudowa Summer School ”Towards Fusion Energy”, Kudowa-Zdrój,
Poland, 2018

• Щорічна конференція інституту ядерних досліджень. Київ, Україна, 2017
• International Conference and School on Plasma Physics and Controlled

Fusion. Kharkiv, Ukraine, 2016
• Українська конференція з фізики плазми та керованого термоядерного

синтезу. Київ, Україна, 2015;
• International Conference-School on Plasma Physics and Controlled Fusion

and The Adjoint Workshop ”Nano- and micro-sized structures in plasmas”,
Kharkiv, Ukraine, 2014

• XVIII International Scientific Conference of Young Scientists and Specialists
”AYSS-2014”, Dubna, Russian Federation, 2014
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• Українська конференція з фізики плазми та керованого термоядерного
синтезу, Київ, Україна, 2013

• Конференція молодих вчених ”Сучасні проблеми в теоретичній фізиці”,
Київ, Україна, 2012

• Українська конференція з фізики плазми та керованого термоядерного
синтезу, Київ, Україна, 2011

• XII-th Семінар та конкурс для молодих вчених з статистичної фізики та
теорії конденсованого стану, Львів, Україна, 2011

• Конференція молодих вчених ”Сучасні проблеми в теоретичній фізиці”,
Київ, Україна, 2010

Публікації. Основні результати роботи опубліковано у 7 статтях [1—7]
та додатково висвітлено у матеріалах конференцій [59—69]. Публікації, що
виносяться на захист, включають 7 статтей у провідних фахових виданнях
України [1—7].
Структура дисертаційної роботи. Дисертація складається зі вступу, чо-

тирьох розділів, висновків, списку використаних джерел, що містить 79
найменувань. Робота написана на 121 сторінці машинописного тексту, мі-
стить 44 рисунків.

23



24



Р˯ˣ˞˧ˬ 1

Аˮ˘ˬ˧˵ˤ˽ˮ˧ ˭˟˵˯˞ˤ

Послідовний опис процесів перенесення у плазмі ґрунтується на розгля-
ді самоузгодженої задачі. В такій постановці розподіл частинок визначає
колективні поля, в яких самі ж частинки і рухаються. Самоузгоджений
опис можна умовно поділити на дві задачі - рух частинок у заданому по-
лі та визначення спектра поля. Самоузгоджена задача є надзвичайно скла-
дною проблемою задачею, задовільного аналітичного розв'язку в наш час
не існує. Окремі розв'язки можуть бути знайдені числовими методами. По-
ведінка частинок у заданих полях є простішою проблемою і вона є необ-
хідним кроком для знаходження самоузгоджених розвʼязків. Незважаючи
на відносну простоту загальних розв'язків у заданих полях також не існує.
Задача стає особливо складною , коли неможливо розділити часові масшта-
би, а саме час загасання кореляцій поля та час еволюції функції розподілу
або її моментів.

В дисертаційній роботі розглянуто перенесення частинок у заданих зов-
нішніх полях аналітичними та числовими методами. Аналіз зв'язків між
вихідними умовами і результатами у числовому моделюванні в заданих
полях є простішим ніж, наприклад аналіз результатів самоузгодженого гі-
рокінетичного моделювання, який є складною задачею самою по собі з не-
прозорими зв'язками в системі. В цьому розділі ми розглядаємо рух у по-
стійному магнітному полі B = const та випадковому електричному E(x, t)
полі, за умови ⟨E(x, t)⟩ = 0. В цьому розділі ми обмежимося дослідженням
перенесення частинок поперек магнітного поля в наближенні ведучого цен-
тру, тобто дрейфовому наближенні

𝑑x𝑑
𝑑t

= v𝑑 = 𝑐 [E(x𝑑 , t) × B]
𝐵2 . (1.1)
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В такому разі для мікроскопічної функції розподілу 𝐹 (x, t) справедливим є
рівняння

(
𝜕
𝜕t

+ v𝑑
𝜕
𝜕x) 𝐹 (x, t) = 0. (1.2)

Ввівши функцію Гріна 𝐺(x, t; x0, t0) як

𝑓(x, t) = ∫ 𝑑x0𝐺(x, t; x0, t0)𝑓 (x0, t0), (1.3)

𝐺(x, t; x0, t) = 𝛿(x − x0). (1.4)

отримаємо нелінійне інтегро-диференціальне рівняння [36, 38], яке вста-
новлює нелокальний зв'язок між часовою похідною функції Гріна та її зна-
ченнями в попередні моменти часу.

𝜕
𝜕t

𝐺(x, t; x0, t0) = 𝜕
𝜕x ∫ 𝑑t1 ∫ 𝑑x1𝐺(x, t; x1, t1)×

× ⟨v𝑑(x, t) v𝑑(x1, t1)⟩ 𝜕
𝜕x1

𝐺(x1, t1; x0, t0). (1.5)

Точний загальний розв'язок такого рівняння невідомий, але за умови малих
часів кореляції дрейфових швидкостей це рівняння стає локальним у часі
параболічним рівнянням дифузії

𝜕
𝜕t

𝐺(x, t; x0, t0) + 𝜕
𝜕x (𝐷(x, t) 𝜕

𝜕x𝐺(x, t; x0, t0)) = 0, (1.6)

з залежним від часу коефіцієнтом дифузії

𝐷(x, t) = ∫ 𝑑t1 ∫ 𝑑x1𝐺(x, t; x1, t1)⟨v𝑑(x, t) v𝑑(x1, t1)⟩. (1.7)

Такий перехід до локального в часі рівняння відповідає відомому набли-
женню Корсіна, яке, проте, не працює у випадку великих кореляційних ча-
сів. Щоб просунутися далі, необхідно врахувати довгі кореляції, коли існує
нелокальність у часі, а функція розподілу є негаусовою. В цій задачі ва-
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жливо знайти коефіцієнти перенесення. Нелокальне рівняння на функцію
розподілу спрощується якщо від нього перейти до рівняння на середньо-
квадратичне зміщення.

𝑑
𝑑t

Δ(t) = ∫ 𝑑t1 ∫ 𝑑x1𝐺(x, t; x1, t1) ⟨v𝑑(x, t) v𝑑(x1, t1)⟩ 𝐺(x1, t1; x0, t0). (1.8)

де зліва маємо інтеграл від кореляційної функції швидкості вздовж трає-
кторії частинок.

1.1 Співвідношення Тейлора

Середньоквадратичне відхилення та коефіцієнт дифузії пов'язані із ко-
реляційною функцією компонент швидкості вздовж траєкторій руху части-
нок співвідношенням Тейлора [44]. Кореляційні функції компонент швид-
кості вздовж траєкторій руху називаються лагранжевими і є невідомими
для нас, в той час як ейлерові кореляційні функції визначаються у фіксо-
ваних точках лабораторної системи координат і є відомими. Це зводить за-
дачу до встановлення зв’язку між лагранжевими та ейлеровими статисти-
чними величинами, таким чином вона полягає у визначенні лагранжевих
кореляційних функцій компонент швидкості за відомими ейлеровими.

Необхідність враховувати ефекти, пов’язані із просторовою залежністю
траєкторій частинок від випадкового поля, або, іншими словами, лагранже-
вою нелінійністю в задачі, визначається числом Кубо 𝐾 . Воно є відношен-
ням середньої довжини вільного пробігу частинки за кореляційний час до
кореляційної довжини і характеризує спроможність частинки блукати про-
сторовою структурою випадкового поля до моменту його повної зміни за
рахунок часової еволюції поля.

Малі значення числа Кубо 𝐾 < 1 відповідають слабкій лагранжевій нелі-
нійності в задачі. При цьому частинка в процесі свого руху не встигає від-
стежувати локальну просторову структуру поля, як наприклад у випадку
класичної моделі броунівського руху. Для сильної лагранжевої нелінійно-
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сті 𝐾 > 1 ситуація змінюється на протилежну - рух частинок визначається
просторовою структурою поля.

Особливо цікавим для перевірки аналітичних наближень [38] є випадок
гранично сильної лагранжевої нелінійності - замороженої турбулентності.
В такому разі випадкове поле є статичним, число Кубо нескінченно вели-
ким 𝐾 = ∞, і рух частинок повністю визначається просторовою структу-
рою поля.

Досліджуючи руху частинок x(t) у випадковому полі швидкості v(x(t), t)

𝑑x(t)
𝑑t

= v(x(t), t), (1.9)

Тейлор [44], [12] запропонував статистичний опис для середньоквадрати-
чного відхилення в інтегральній формі

Δ𝑖(𝑡) = ⟨𝑥2
𝑖 (t)⟩ = ∫

t

0
𝑑 ̃t1 ∫

t

0
𝑑 ̃t2 𝐶𝐿

𝑣𝑖𝑣𝑖( ̃t1, ̃t2), (1.10)

де ⟨ ... ⟩ означає усереднення за ансамблем реалізацій, а 𝐶𝐿
𝑣𝑖𝑣𝑖( ̃t1, ̃t2) є лагран-

жевою кореляційною функцією компонент швидкості. Для однорідного та
стаціонарного випадку лагранжева кореляційна функція компонент швид-
кості залежить лише від різниці відповідних моментів часу ̃t = | ̃t1 − ̃t2| і
має вигляд

𝐶𝐿
v𝑖v𝑖 ( ̃t) = ⟨v𝑖 (x (t1 + ̃t) , t1 + ̃t) v𝑖 (x (t1) , t1)⟩. (1.11)

При цьому, середньоквадратичне відхилення визначається як

Δ𝑖(t) = ∫
t

0
𝑑 ̃t (t − ̃t)𝐶𝐿

𝑣𝑖𝑣𝑖( ̃t), (1.12)
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а залежний від часу коефіцієнт дифузії має вигляд

𝐷𝑖(t) = 1
2

𝑑
𝑑t

Δ𝑖(t) = ∫
t

0
𝑑 ̃t 𝐶𝐿

𝑣𝑖𝑣𝑖( ̃t). (1.13)

Рівняннями (1.12) та (1.13) задача статистичного опису руху частинок у
випадковому полі швидкості (1.9) зводиться до визначення невідомої ла-
гранжевої кореляційної функції компонент швидкості.

При побудові аналітичної моделі виникає необхідність визначити лагран-
жевої кореляційної функції через відповідні ейлерову кореляційну функції,
яка може бути знайдені в експерименті або розрахована із заданого ансам-
бля випадкових полів. Вона визначаються у фіксованих точках простору і
не залежать від траєкторій руху частинок

𝐶𝐸
v𝑖v𝑖(x, ̃t) = ⟨𝑣𝑖(x1 + x, t1 + ̃t) 𝑣𝑖(x1, t1)⟩. (1.14)

Далі ми розглянемо рівняння (1.9) для опису двовимірного руху части-
нок у статичному нестисливому гаусовому ізотропному випадковому полі
швидкості v(x(𝑡)). В такому випадку ейлерова кореляційна функція випад-
кових величин (1.14) явно не залежить від часу і справедливими є рівняння
(1.11) - (1.13).

Основним предметом дослідження в цьому розділі є порівняльний ана-
ліз різних аналітичних наближень лагранжевої кореляційної функції ком-
понент швидкості через відповідні ейлерові кореляційні функції у випадку
гранично сильної лагранжевої нелінійності 𝐾 = ∞. Для даної задачі визна-
чальну роль відіграють ефекти захоплення частинок просторовою структу-
рою випадкового поля швидкостей. В основу наближень покладено визна-
чення лагранжевої кореляційної функції

𝐶𝐿
v𝑖v𝑖(t) = ∫ [𝒟x(t)] 𝐶𝐸𝑐

v𝑖v𝑖[x(t)] 𝑃 [x(t); t], (1.15)
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як інтеграла по множині можливих траєкторій частинок від ейлерової коре-
ляційної функції вздовж цих траєкторій 𝐶𝐸𝑐

v𝑖v𝑖[x(t)] з ймовірністю реалізацій
траєкторій 𝑃 [x(t), t].

1.2 Наближення Корсіна

Одним з перших наближень, яке широко використовується у фізиці плаз-
ми, є наближення Корсіна [12, 45—49]. Воно ґрунтується на рівнянні (1.15)
з ейлеровою кореляційною функцією компонент швидкості 𝐶𝐸𝑐

v𝑖v𝑖 та ймовір-
ністю реалізації 𝑃 (x, t) траєкторії x(t) в точці x в момент часу t. Наведена
ейлерова кореляційна функція розраховується у лабораторній системі коор-
динат, проте залежить від траєкторій частинок як лагранжева кореляційна
функція. Для загального випадку невідома ймовірність реалізації траєкто-
рії 𝑃 (x, 𝑡) В методі Корсіна використовуються припущення про статисти-
чну незалежність траєкторій частинок x(𝑡) від випадкового поля швидкості
v(x) та їхній гаусовий розподіл.

Отже, розглянемо означення лагранжевої кореляційної функції компо-
нент швидкості (1.11) в інтегральній формі

𝐶𝐿
v𝑖v𝑖(t) = ⟨v𝑖(x(t2))v𝑖(x(t1))⟩ = ∫ 𝑑x2𝑑x1×

× ⟨v𝑖(x2)v𝑖(x1)𝛿(x2 − x(t2))𝛿(x1 − x(t1))⟩. (1.16)

Перше припущення наближення Корсіна дає можливість представити пі-
дінтегральне усереднення як добуток двох незалежних усереднень. Оскіль-
ки x(𝑡) траєкторії частинок вважаються статистично незалежними від ви-
падкового поля швидкості v(x), отримаємо

⟨v𝑖(x2)v𝑖(x1) 𝛿(x2 − x(t2))𝛿(x1 − x(t1))⟩ ≈
≈ ⟨𝛿(x2 − x(t2))𝛿(x1 − x(t1))⟩ ⟨v𝑖(x2)v𝑖(x1)⟩. (1.17)
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Для статичного випадкового поля швидкості ейлерова кореляційна фун-
кція компонент швидкості визначається як

⟨v𝑖(x2)v𝑖(x1)⟩ = 𝐶𝐸
v𝑖v𝑖(x2 − x1). (1.18)

Після введення нових змінних x = x2 − x1, x̃ = x2 + x1 та підстанов-
ки рівнянь (1.17), (1.18) у (1.16), лагранжева кореляційна функція набуває
вигляду

𝐶𝐿
v𝑖v𝑖(t) ≈ ∫ 𝑑x 𝐶𝐸

v𝑖v𝑖(x) ∫
𝑑x̃
2 ⟨𝛿 (

x + x̃
2 − x(t2)) 𝛿 (

x̃ − x
2 − x(t1))⟩ =

= ∫ 𝑑x 𝐶𝐸
v𝑖v𝑖(x) ⟨𝛿(x − x(t))⟩, (1.19)

де введено позначення для зміщення вздовж траєкторії x(t) = x(t2)−x(t1)
за час t = t2 − t1. Друге припущення має вигляд

⟨𝛿(x − x(t))⟩ ≈ ∏
𝑖=𝑥,𝑦

exp (− x2
𝑖

2Δ𝑖(t))

√2𝜋Δ𝑖(t)
= 𝑃 𝐶𝐴(x, t). (1.20)

Підстановка виразу (1.20) у (1.19) дає лагранжеву кореляційну функцію
компонент швидкості у наближенні Корсіна

𝐶𝐿
v𝑖v𝑖(t) ≈ ∫ 𝑑x 𝐶𝐸

v𝑖v𝑖(x)𝑃 𝐶𝐴(x, t). (1.21)

У роботі [49] показано, що для випадку сильної лагранжевої нелінійності
𝐾 > 1 наближений коефіцієнт дифузії має асимптотичну оцінку 𝐷 ∼ 𝐾 .
Для діапазону значень 1 < 𝐾 < ∞ у числовому моделюванні [50—52]
було отримано асимптотичну оцінку коефіцієнта дифузії 𝐷 ∼ 𝐾𝛾 з 𝛾 <
1. Крім того для рівняння (1.21) у випадку статичного випадкового поля
швидкості 𝐾 = ∞ асимптотична оцінка коефіцієнта дифузії виявляється
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нескінченною, а не нульовою, через очевидний факт повного захоплення
частинок і відсутності дифузії в границі нескінченного часу.

У роботі [53] зауважено, що для певних випадків гаусових зміщень існує
можливість точно розрахувати 𝐶𝐸𝑐

v𝑖v𝑖 з рівняння (1.15). Коефіцієнт дифузії,
отриманий з використанням такої ейлерової кореляційної функції та ймо-
вірності реалізації траєкторій (1.20), також має асимптотичну оцінку 𝐷 ∼
𝐾 для 𝐾 > 1. Така поведінка розбігається з результатами числового мо-
делювання та теорії перколяції, що вказує на помилковість припущення
(1.20) для великих чисел Кубо.

Крім того, з числового моделювання [50, 51] випливає, що розподіл змі-
щень 𝑃 (x, 𝑡) має максимум в x = 0 та довгі степеневі хвости, спричинені
процесами захоплення частинок просторовою структурою випадкового по-
ля: частинки що перебувають на еквіпотенціальних поверхнях із великою
абсолютною величиною значення потенціалу рухаються замкненими трає-
кторіями в досить обмежених областях координатного простору, в той час
як частинки на поверхнях із малим значенням потенціалу можуть зміщу-
ватись на значні відстані.

Це також свідчить про помилковість гаусового розподілу траєкторій за
зміщеннями (1.20). Тому виникає потреба сформулювати підхід, що не ґру-
нтуються на другому припущенні в методі Корсіна (1.20).

1.3 Метод декорельованих траєкторій

Для врахування руху частинок, захоплених випадковим полем, було за-
пропоновано метод декорельованих траєкторій [8, 53, 54, 56, 58]. Для на-
ближення лагранжевої кореляційної функції компонент швидкості без ви-
користання припущення про гаусове розбігання траєкторій (1.20) викори-
стувється набір детермінованих траєкторій, які називаються траєкторіями
просторової декореляції або декорельованими траєкторіями. Кожна така
траєкторія визначається умовними ейлеровими кореляційними функціями
випадкових полів з умовою рівності випадкових полів заданим величинам
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у початковій точці траєкторій частинок. При цьому спосіб поділу ансам-
блю реалізацій на підансамблі в методі декорельованих траєкторій не є
однозначним: залишається свобода вибору за якими саме величинами роз-
бивати ансамбль реалізацій на підансамблі. У роботі [53] обрано спосіб
розбиття на підансамблі за найкращим відтворенням результатів числово-
го моделювання роботи [51]. В цьому методі лагранжева кореляційна фун-
кція компонент швидкості наближено розраховується як усереднений за
всіма підансамблями добуток швидкості в початковий момент на середню
швидкість в підансамблі вздовж відповідної декорельованої траєкторії.

Таким чином, метод декорельованих траєкторій спирається на два при-
пущення: існує набір підансамблів за початковими значеннями випадкових
полів в ансамблі реалізацій та існує характерна динаміка частинок для ко-
жного підансамблю, яка описується відповідною декорельованою траєкто-
рією.

Наближення лагранжевої кореляційїної функції запропоноване у роботі
[53] формулюється, як повна зважена ейлерова кореляційна функція для
ансамблю реалізацій випадкових полів, визначена на декорельованих трає-
кторіях для всіх підансамблів. Таке формулювання наближення не відобра-
жає усіх припущень, використаних у методі декорельованих траєкторій. То-
му, в цій роботі ми наведемо побудову наближення виходячи з інтегрально-
го представлення лагранжевої кореляційної функції компонент швидкості.
Для цього розглянемо ансамбль реалізацій випадкових полів, розбитий на
підансамбі за їх початковими значеннями, як запропоновано у роботі [53]

𝜙0 = 𝜙(0), v0 = v(0). (1.22)
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Аналогічно до рівняння (1.16) представимо лагранжеву кореляційну фун-
кцію компонент швидкості у вигляді інтегралу

𝐶𝐿
v𝑖v𝑖(t) = ∫ 𝑑𝜙0𝑑v0𝑑v v0𝑖v𝑖×

× ⟨𝛿(𝜙0 − 𝜙(0))𝛿(v0 − v(0))𝛿(v − v(x(𝑡)))⟩. (1.23)

Таке співвідношення враховує умови на початкові значення випадкових
швидкості та потенціалу. Оскільки значення 𝜙0 , v0 та v є числами неза-
лежними від усереднення, середнє від добутку 𝛿-функцій має вигляд

⟨𝛿(𝜙0 − 𝜙(0))𝛿(v0 − v(0))𝛿(v − v(x(t)))⟩ =

= ∫
𝑑𝑘𝜙0𝑑𝑘v0𝑑𝑘v

(2𝜋)5 exp(−𝑖𝑘𝜙0𝜙0 − 𝑖𝑘v0v0 − 𝑘vv)×

× ⟨exp(𝑖𝑘𝜙0𝜙(0) + 𝑖𝑘v0v(0) + 𝑘vv(x(t)))⟩. (1.24)

При розрахунку середнього від експоненти врахуємо співвідношення між
кореляційними функціями в однаковий та довільний моменти часу. Усе-
реднення одномоментних компонент випадкової швидкості в силу однорі-
дності, стаціонарності та статистичної незалежності повністю описується
другим незвідним моментом

⟨v𝑖(x(t)) v𝑗(x(t))⟩ = ⟨v𝑖(0) v𝑗(0)⟩ = 𝛿𝑖𝑗 𝐶𝐿
v𝑖v𝑗 (0) = 𝛿𝑖𝑗 𝐶𝐸

v𝑖v𝑗 (0). (1.25)

Таким чином лагранжеві кореляційні функції в початковий момент часу
еквівалентні ейлеровими кореляційними функціями в початковій точці тра-
єкторій руху частинок і є відомими. Усереднення випадкових функцій 𝜙(0),
v(0) та v(x(𝑡)) у різні моменти часу в загальному випадку вимагає врахува-
ння вищих моментів, але значну інформацію містять вже другі моменти

⟨v𝑖(x(t)) 𝑣𝑗(0)⟩ = 𝐶𝐿
v𝑖v𝑗 (𝑡), (1.26)
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та
⟨v𝑖(x(t)) 𝜙(0)⟩ = 𝐶𝐿

v𝑖𝜙(t). (1.27)

Вони будуть описуватися лагранжевими кореляційними функціями в до-
вільний ненульовий момент часу та залишаються невідомими. Отже, вра-
ховуючи лише другі незвідні моменти маємо

⟨exp(𝑖𝑘𝜙0𝜙(0) + 𝑖𝑘v0v(0) + 𝑘vv(x(t)))⟩ ≈

≈ exp
(

−1
2 (

𝑘2
𝜙0

𝐶𝐿
𝜙𝜙(0) + ∑

𝑖=𝑥,𝑦
𝑘2

v0𝑖𝐶
𝐿
v𝑥v𝑥(0)

))
×

× exp
(

−1
2 ∑

𝑖=𝑥,𝑦
𝑘2

v𝑖𝐶
𝐿
v𝑥v𝑥(0) − ∑

𝑖=𝑥,𝑦
𝑘v𝑖𝑘𝜙0𝐶𝐿

v𝑖𝜙(x(t))
)

×

× exp
⎛
⎜
⎜
⎝
− ∑

𝑖≠𝑗=𝑥,𝑦
𝑘v𝑖𝑘v𝑗 𝐶

𝐿
v𝑖v𝑗 (x(t))

⎞
⎟
⎟
⎠

. (1.28)

Праву частину співвідношення (1.24) можна представити у вигляді добутку

⟨𝛿(𝜙0 − 𝜙(0))𝛿(v0 − v(0))𝛿(v − v(x(t))) ≈
≈ 𝑃0(𝜙0, v0) 𝑃 (v(t), x(t); 𝜙0, v0), (1.29)

де ймовірность реалізації підансамблю за початковими значеннями випад-
кових полів має вигляд

𝑃0(𝜙0, v0) = 1

√(2𝜋)3𝐶𝐸
v𝑥v𝑥(0)𝐶𝐸

v𝑦v𝑦(0)𝐶𝐸
𝜙𝜙(0)

×

× exp
(

−
v2

0𝑥
2𝐶𝐸

v𝑥v𝑥(0)
−

v2
0𝑦

2𝐶𝐸
v𝑦v𝑦(0)

−
𝜙2

0
2𝐶𝐸

𝜙𝜙(0))
. (1.30)
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Ймовірність реалізації v швидкості в точці x(t) для відповідного підансам-
блю записується як

𝑃 (v(t), x(t); 𝜙0, v0) ≈ ∏
𝑖=𝑥,𝑦

1
√2𝜋𝜙𝑖(x(t); 𝜙0, v0)

×

× exp
(

−(𝑣𝑖 − v𝑖(x(t); 𝜙0, v0))
2

2𝜙𝑖(x(t); 𝜙0, v0) )
. (1.31)

Величина

v𝑖(x(t); 𝜙0, v0) = 𝜙0
𝐶𝐿

v𝑖𝜙(x(t))

𝐶𝐸
𝜙𝜙(0)

+ ∑
𝑗=𝑥,𝑦

𝑣0𝑗
𝐶𝐿

v𝑖v𝑗 (x(t))

𝐶𝐸
v𝑗v𝑗 (0)

, (1.32)

яка визначається через невідомі лагранжеві кореляційні функції (1.26) та
(1.27), формально відповідає найбільш ймовірній швидкості в підансамблі.
Відповідну дисперсію позначено

𝜙𝑖 (x(t); 𝜙0, v0) = 𝐶𝐸
v𝑖v𝑖(0) − ∑

𝜌=𝜙,v𝑥,𝑦

(𝐶𝐸
v𝑖𝜌(x(t)))2

𝐶𝐸
𝜌𝜌(0)

. (1.33)

Підстановка рівнянь (1.28)-(1.33) у зважену лагранжеву кореляційну фун-
кцію (1.23) приводить до співвідношення

𝐶𝐿
v𝑖v𝑖(t) ≈ ∫ 𝑑𝜙0𝑑v0 𝑃0(𝜙0, v0) 𝐶𝐿𝑐

v𝑖v𝑖(x(t); 𝜙0, v0), (1.34)

де введено парціальну лагранжеву кореляційну функцію компонент швид-
кості для підансамблю

𝐶𝐿𝑐
v𝑖v𝑖(t; 𝜙0, v0) = v0𝑖 ∫ 𝑑v v𝑖 𝑃 (v(t), x(t); 𝜙0, v0) = v0𝑖v𝑖(x(t); 𝜙0, v0). (1.35)

Рівняння (1.34) є наслідком першого припущення методу декорельованих
траєкторій: існування підасамблів за початковими значеннями випадкових
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полів. Воно описує залежність зваженої лагранжевої кореляційної функції
компонент швидкості від параметрів підансамблю.

Важливо зауважити, що рівняння (1.34) узгоджується із рівнянням (1.11)
коли лагранжеві кореляційні функції з рівняння (1.32) є незалежними від
параметрів підансамблю. Таке припущення є наслідком нехтування вищи-
ми моментами в усередненні (1.28).

Нарешті треба зауважити, що отримана найбільш ймовірна швидкість
(1.32) у підансамблі залежить від невідомих траєкторій частинок, для на-
ближення яких ми не можемо використовувати припущення про гаусове
розбігання траєкторій (1.20), оскільки воно призводить до асимптотично
нескінченного коефіцієнта дифузії у випадку статичного поля. Разом з тим,
за оцінками авторів [53] припущення статистичної незалежності траєкто-
рій частинок від випадкового поля (1.17) не є причиною помилкової асим-
птотичної оцінки коефіцієнта дифузії. Тому використаємо це припущення
та виконаємо інтегрування у рівнянні (1.19) до того як буде здійснено усе-
реднення за траєкторіями частинок

𝐶𝐿
v𝑖v𝑗 (t) = ⟨∫ 𝑑x 𝐶𝐸

v𝑖v𝑖(x) 𝛿(x − x(t))⟩ ≈ ⟨𝐶𝐸
v𝑖v𝑗 (x(t))⟩. (1.36)

Оскільки невідомі кореляційні функції (1.26) та (1.27) входять у визначен-
ня парціальної лагранжевої кореляційної функції (1.34), ми вважаємо, що
для всіх траєкторій в підансамблі виконується умова (1.22). Згідно з дру-
гим припущенням методу декорельованих траєкторій кожний підансамбль
можна охарактеризувати відповідною детермінованою траєкторією. Тоді
ми наблизимо усереднену за траєкторіями частинок ейлерову кореляційну
функцію випадкових полів, як ейлерову кореляційну функцію вздовж хара-
ктерної траєкторії частинок

𝐶𝐿
v𝑖v𝑗 (t) ≈ 𝐶𝐸

v𝑖v𝑗 (⟨x(t)⟩) . (1.37)
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Для визначення характерної траєкторії розглянемо умову для підансамблів
(1.22). Вона сформульована лише для однієї точки випадкового поля та
означає існування нескінченної кількості випадкових полів, які її задоволь-
няють. Опис статистичної поведінки нескінченної кількості скорельованих
частинок відповідно до рівнянь (1.23) та (1.35) визначається через най-
більш ймовірну швидкість в підансамблі (1.32), яка в свою чергу залежить
від невідомої характерної траєкторії частинок ⟨x(𝑡)⟩. Математично стро-
го знайти таку траєкторію неможливо. Відповідно до другого припущення
методу декорельованих траєкторій її природно наблизити як траєкторію
вздовж найбільш ймовірної швидкості

⟨𝑥 (t; 𝜙(0) = 𝜙0, v(0) = v0)⟩ ≈ 𝑋𝑖 (t; 𝜙0, v0) . (1.38)

Така траєкторія називається траєкторію просторової декореляції, або деко-
рельованою траєкторією, та визначається рівнянням

𝑑
𝑑t

𝑋𝑖 (t; 𝜙0, v0) = v𝑖 (x(t; 𝜙0, v0); 𝜙0, v0) , (1.39)

яке замикає систему рівнянь в методі декорельованих траєкторій. Інтерпре-
тація декорельованих траєкторій (1.39) випливає з означень коефіцієнта ди-
фузії (1.13) та парціальної лагранжевої кореляційної функції (1.35)

𝐷𝑖(t; 𝜙0, v0) = ∫
t

0
𝑑 ̃t 𝐶𝐿𝑐

v𝑖v𝑖 ( ̃t; 𝜙0, v0) = v0𝑖𝑋𝑖 (t; 𝜙0, v0) , (1.40)

і представляє собою парціальний коефіцієнт дифузії.
У роботі [53] розглянуто різні способи розбиття на підансамблі, напри-

клад, лише за початковими значеннями випадкового потенціалу, та різні
способи замикання, наприклад, з врахуванням загасання лагранжевої коре-
ляційної функції в часі - так звані траєкторії часо-просторової декореляції.
Всі вони дають близькі передбачення, але найкраще відтворює результати
числового моделювання з роботи [51] розглянутий метод декорельованих
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траєкторій з підансамблями (1.22) за початковими величинами випадкових
потенціалу та швидкості з траєкторіями просторової деокреляції (1.39). Ав-
тори роботи [53] наголошують, що декорельовані траєкторії не є букваль-
но усередненими траєкторіями частинок.Згідно з нашою інтерпретацією
вони представляють парціальні коефіцієнти дифузії (1.40) для відповідних
підансамблів.

Для змінного в часі випадкового потенціалу у роботі [53] методом деко-
рельованих траєкторій було отримано часову залежність лагранжевої коре-
ляційної функції компонент швидкості для чисел Кубо 𝐾 = 4 та 𝐾 = 160.
Вона якісно, але не кількісно, відтворює результати числового моделюва-
ння [51]. Отримана оцінка асимптотичного коефіцієнта дифузії виявилася
коректною у широкому діапазоні чисел Кубо: метод узгоджується із ква-
зілінійною оцінкою для випадку малих значень чисел Кубо 𝐾 < 1, а для
великих чисел Кубо 𝐾 > 1 відтворює перколяційну оцінку.

У роботі [53] дифузія в статичному випадковому полі не порівнювалася
із числовим моделюванням. Проте, оскільки траєкторії просторової декоре-
ляції є обмеженими замкненими кривими для 𝜙0 ≠ 0, а коефіцієнт дифузії
визначається як інтеграл за всіма траєкторіями ансамблю, автори цієї ро-
боти припускають можливість відтворення субдифузного часозалежного
та нульового асимптотичного коефіцієнтів дифузії в рамках запропонова-
ного методу.

Як наголошено у роботі [53], головним припущенням методу є можли-
вість опису характерної еволюції частинок у підансамблі в термінах трає-
кторії просторової декореляції (1.39). Згідно з наведеною інтерпретацією
такі детерміновані траєкторії є парціальними коефіцієнтами дифузії (1.40).
Таким чином метод декорельованих траєкторій замикає рівняння на коефі-
цієнт дифузії, а не на середньоквадратичне відхилення, як запропоновано
у наближенні Корсіна.

Декорельовані траєкторії 𝑋𝑖(t; 𝜙0, v0) (1.39) залежать від трьох параме-
трів підансамблю 𝜙0, v0, за якими в подальшому виконується усереднення
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(1.34) як за неперервними величинами. В числовому розрахунку така коре-
ляційна функція з неперервним усередненням наближається дискретною
суммою зі скінченною кількістю підансамблів. Оцінка асимптотичного ко-
ефіцієнта дифузії для випадкового потенціалу може залежати від кілько-
сті декорельованих траєкторій. Тому важливо дослідити залежність деко-
рельованих траєкторій від параметрів підансамблю, а також перевірити ко-
ректність замикання на коефіцієнт дифузії через порівняння з даними пря-
мого числового моделювання.

1.4 Метод моментів

В нашій роботі [70] було запропоновано інше наближення лагранжевої
кореляційної функції компонент швидкості для випадку ізотропної заморо-
женої турбулентності. Наближення моментами використовує перше припу-
щення Корсіна (1.17), але замикає рівняння в інший спосіб. Для ізотропної
турбулентності середнє зміщення лагранжевих частинок прямує до нуля
і, важливою характеристикою, що описує розбігання траєкторій, є другий
незвідний момент.

Розглянемо інтегральне представлення лагранжевої кореляційної фун-
кції компонент швидкості (1.16) із першим припущенням наближення Кор-
сіна (1.17) у вигляді рівняння (1.36)

𝐶𝐿
v𝑖v𝑖(𝑡) = ⟨𝐶𝐸

v𝑖v𝑖(x(𝑡))⟩. (1.41)

Для ізотропного випадку, означимо ейлерову кореляційну функцію вздовж
напрямків швидкості

𝐶𝐸
vv(x) = ∑

𝑖=𝑥,𝑦
𝐶𝐸

v𝑖v𝑖(x) = 𝐶𝐸
vv(|x|). (1.42)

Така кореляційна функція залежить лише від абсолютної величини різни-
ці значень просторової змінної траєкторії частинки для двох послідовних
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моментів часу. В наближенні моментами припускаємо, що для ізотропної
замороженої турбулентності лагранжева кореляційна функція компонент
швидкості у нульовому наближенні визначається як відповідна ейлерова
кореляційна функція, що залежить від середньоквадратичного відхилення.
Разом із припущенням (1.37) маємо

𝐶𝐿
v𝑖v𝑖(𝑡) ≈ ⟨𝐶𝐸

v𝑖v𝑖(|x(𝑡)|)⟩ ≈ 𝐶𝐸
v𝑖v𝑖(⟨|x(𝑡)|⟩) ≈ 𝐶𝐸

v𝑖v𝑖(√Δ(𝑡)). (1.43)

У роботі [70] отримано часову залежність лагранжевої кореляційної фун-
кції компонент швидкості, коефіцієнта дифузії та середньоквадратичного
відхилення, які певною мірою кількісно узгоджуються із результатами пря-
мого числового моделювання. Окремо зауважимо, що це наближення не
містить вільних параметрів.

При розгляді статичного випадкового поля важливою особливістю є збе-
реження значення потенціалу вздовж траєкторії руху частинки. Як вже за-
значалося вище в методі декорельованих траєкторій, групи частинок з одна-
ковими початковими умовами можуть рухатися скорельовано. Тому для по-
кращення результатів (1.43) корисно побудувати наближення моментами
групи частинок за значеннями випадкового потенціалу.

Використовуючи центральну граничну теорему можна показати, що роз-
поділ ймовірності реалізації підансамбля 𝜙0 = 𝜙(0) є гаусовим, тому може-
мо переписати повну лагранжеву кореляційну функцію у вигляді інтегралу

𝐶𝐿
v𝑑𝑖v𝑑𝑖(t) ≈ ∫ 𝑑𝜙0 (

2
𝜋𝐶𝐸

𝜙𝜙(0))

1/2

exp
(

−
𝜙2

0
2𝐶𝐸

𝜙𝜙(0))
×

× 𝐶𝐿
v𝑑𝑖v𝑑𝑖 (Δ1/2(t, 𝜙0), 𝜙0) , (1.44)
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де парціальна кореляційна функція визначається як

𝐶𝐿
v𝑑𝑖v𝑑𝑖 (Δ1/2(t, 𝜙0), 𝜙0) =

𝜙2
0

𝐶𝐸
𝜙𝜙(0)

𝐶𝐸
v𝑑𝑖v𝑑𝑖 (Δ1/2(t, 𝜙0)) . (1.45)

Згідно з побудовою наближення - тепер при збереженні інтенсивності, по-
ле частинки всеодно рівне 𝜙0, тому згідно визначення кореляційної фун-
кції (1.11) та (1.43), в нас з'являється додатковий множник 𝜙2

0. Врешті це
призводить до перенормування часу в рівнянні для середньоквадратичного
відхилення в підансамблі з 𝜙0 = 𝜙(0).

1.5 Висновок
Побудовано новий метод замикання статистичних рівнянь, який ми на-

звали методом моментів. Ці рівняння описують перенесення частинок у
двовимірному випадковому полі швидкості. Особливою рисою методу є
те, що в ньому не використовуються вільні параметри. Також метод не ви-
користовує припущення про гаусовий розподіл зміщень частинок, яке не
є виправданим через їхнє захоплення на замкнених орбітах. Основи оригі-
нального методу порівняно з іншими, запропонованими раніше. Показано,
що метод моментів є простішим за метод декорельованих траєкторій, але
водночас враховує захоплення частинок та існування підансамблів
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Р˯ˣ˞˧ˬ 2

С˵˘˵ˤ˽ˮ˟ ˚ˤ˱˘˞˪˯˚˟ ˱˯ˬ˟

У попередньому розділі ми показали як зводиться задача розрахунку ко-
ефіцієнтів перенесення до встановлення зв’язку між лагранжевими та ей-
леровими статистичними величинами, а саме лагранжевими та ейлерови-
ми кореляційними функціями компонент швидкості. Ми розглядаємо ста-
тичне випадкове електричне поле, або, іншими словами, заморожене ви-
падкове поля, і як зазначалося раніше, воно відповідає нескінченному чи-
слу Кубо 𝐾 = ∞. Це в свою чергу означає, що середня довжина пробігу
частинки за кореляційний час є нескінченно великою в порівнянні з кореля-
ційною довжиною поля – частинка нескінченно довго зберігає пам'ять про
просторову структуру випадкового поля. З існування інтегралу руху, що
відповідає збереженню значення потенціалу частинки виплаває, що ста-
тистичні характеристики руху частинок по близькими еквіпотенціаліним
поверхням будуть подібними, тобто їхній рух є сильно скорельованим. Та-
кі особливості замороженої турбулентності роблять цю задачу важливим
тестом для перевірки аналітичних наближень.

В цьому розділі буде перевірено коректність припущень розглянутих в
попередньому розділі. Перевірка буде здійснюватися шляхом порівняння
результатів аналітичних розрахунків з даними числового моделювання по-
ведінки частинок на основі мікроскопічних рівнянь їхнього руху. Раніше
[37, 49] було отримано для наближення Корсіна та методів, що явно чи не-
явно на ньому базуються, оцінку для асимптотичного по часу коефіцієнта
дифузії 𝐷 ∼ 𝐾 в границі сильної лагранжевої нелінійності 𝐾 ≫ 1. Це супе-
речить результатам числового моделювання [50—52] і причина розбіжно-
сті є необґрунтоване припущення про гаусовий розподіл траєкторій (1.20).
Натомість числові моделювання для випадку сильної лагранжевої неліній-
ності 1 ≪ 𝐾 < ∞ [51, 52] підтверджують перколяційну асимптотичну
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оцінку коефіцієнта дифузії 𝐷 ∼ 𝐾0.7 [38]. Покажчик степеня менший за
одиницю з'являється через ефект захоплення частинок випадковим полем.
Коефіцієнт дифузії зростає зі збільшенням числа Кубо 𝐾 , проте граничного
переходу до 𝐾 = ∞ не існує, тому що в границі замороженої турбулентно-
сті частинки стають повністю захопленими і асимптотичний коефіцієнт ди-
фузії має дорівнювати нулю. Коректна статистична теорія має відобража-
ти зростання асимптотичний коефіцієнт дифузії в перколяційному режимі
і давати нульове значення в границі 𝐾 = ∞

Перколяційний підхід не визначає часову еволюцію дифузійного проце-
су, і на це спрямовані роботи авторів методу декорельованих траєкторій
[8, 53, 54]. Цей метод враховує ефекти захоплення частинок просторовою
структурою випадкового поля та відновлює перколяційну оцінку асимпто-
тичного коефіцієнта дифузії для 𝐾 > 1. Метод якісно відтворює форму
лагранжевої кореляційної функції компонент дрейфової швидкості для ви-
падку як великих 𝐾 > 1, так і малих 𝐾 < 1 значень числа Кубо. Автори
роботи [53] зауважують, що метод не може бути отримано із перших прин-
ципів, але його застосовність обґрунтовується через порівняння із результа-
тами числового моделювання [51]. Проте, порівняння результатів методу
декорельованих траєкторій із прямим числовим моделюванням для випад-
ку гранично сильної лагранжевої нелінійності 𝐾 = ∞ не було представле-
но - наведено лише якісні міркування коректності методу.

Випадку замороженої турбулентності як важливому тесту для статисти-
чних теорій має бути приділена особлива увага. В запропонованому нами
наближенні моментами [70]. Статистичні характеристики поведінки части-
нок в заморожених полях будуть порівняні з результатами прямого число-
вого моделювання, а також з передбаченнями на основі методу Корсіна та
методу декорельованих траєкторій. Важливо, що в нашому методі викори-
стовується лише припущення про замикання рівнянь, але не використову-
ється вільні параметри підгонки.

44



Найбільш близьким до нашого методу є метод декорельованих траєкто-
рій, але існує суттєва різниця між ними в способі замикання статистичних
рівнянь. Тому окремим завданням є детальний порівняльний аналіз цих
методів між собою та результатів розрахунків зроблених на їх основі. Це
дозволить зробити висновки про переваги того чи іншого методу.

2.1 Рівняння дрейфового руху

Розглянемо рух тестових замагнічених частинок у замороженому випад-
ковому електростатичному полі у площині, перпендикулярній до постій-
ного магнітного поля. Траєкторії частинок задовольняють рівнянню дрей-
фового руху

𝑑x
𝑑t

= v = 𝑒
𝑚

[E(𝑥) × 𝑒𝐵]
Ω𝐵

, (2.1)

де Ω𝐵 = 𝑒𝐵
𝑚𝑐 , а поле визначається як суперпозиція 𝑁 гармонійних хвиль із

гаусовою вагою та амплітудою потенціала 𝜙0

E(x) = − 𝜕
𝜕x𝜙(x) = −𝐴𝜙0

𝑁

∑
𝑠=1

𝑘𝑠 exp
(

−1
2 (

𝑘𝑠
Δ𝑘)

2

)
sin(−𝑘𝑠x + 𝛼𝑠). (2.2)

Набір хвильових векторів задано через 𝑁𝜅 хвильових чисел у 𝑁𝜃 напрям-
ках

𝑘𝑠 = 𝑘𝑙𝑒𝜃𝑚 ∶ 𝑘𝑙 = 𝑙 Δ𝑘 = 𝑙 𝑘𝑚𝑎𝑥
𝑁𝜅

, 𝑙 = 1, 𝑁𝜅; 𝜃𝑚 = 𝑚 2𝜋
𝑁𝜃

, 𝑚 = 1, 𝑁𝜃;

𝑁 = 𝑁𝜅 × 𝑁𝜃, (2.3)

де параметр нормування

𝐴 =
√

4𝑘𝑚𝑎𝑥

Δ𝑘 √𝜋𝑁𝜅𝑁𝜃
, (2.4)
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визначається з умови ⟨E(x)E(x)⟩ = E2
0. Кожна реалізація випадкового поля

E(x) задається набором випадкових фаз {𝛼𝑖}.
Для зручності числового моделювання ми використовуємо знерозмірені

просторову 𝜒 = 𝑥Δ𝑘
2𝜋 та часову 𝜏 = 𝑡Ω𝐵

2𝜋 змінні, де для амплітуди знерозмі-

реного поля введено позначення 𝜎0 = 𝑒𝜙0Δ𝑘2

𝑚Ω2
𝐵

. Підстановка у рівняння (2.1)
дає знерозмірене рівняння дрейфового руху

𝜐𝑖 = 𝑑𝜒𝑖
𝑑𝜏 = 𝜖𝑖𝑘

𝜕
𝜕𝜒𝑘

𝜎(𝜒), (2.5)

де, 𝜖𝑖𝑘 описує антисиметричний тензор другого рангу 𝜖𝑥𝑦 = −𝜖𝑦𝑥 = 1. Ізо-
тропний знерозмірений потенціал 𝜎(𝜒) має вигляд

𝜎(𝜒) =
√

4𝜅𝑚𝑎𝑥

√𝜋𝑁𝜅𝑁𝜃

𝜎0
2𝜋

𝑁

∑
𝑠=1

exp(−𝜅2
𝑠

2 ) cos (𝛼𝑠 − 2𝜋𝜅𝑠𝜒) , (2.6)

де 𝜅𝑠 = 𝑘𝑠
Δ𝑘 представляють набір знерозмірених хвильових векторів.

Для неперервної границі 𝑁 → ∞ Ейлерова кореляційна функція для
потенціалу має вигляд

𝐶𝐸
𝜎𝜎(𝜒) = ⟨𝜎(𝜒 − 𝜒0) 𝜎(𝜒0)⟩ =

𝜎2
0

4𝜋2 exp(−𝜋2𝜒2

2 )𝐼0 (
𝜋2𝜒2

2 ) , (2.7)

і залежить лише від 𝜒2, тобто є ізотропною. Ейлерові кореляційні функції
компоненти швидкості і потенціалу та компонент швидкостей визначаю-
ться як похідні від кореляційної функції для потенціалу (2.7)

𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜎(𝜒) = −𝜖𝑖𝑘

𝜕
𝜕𝜒𝑘

𝐶𝐸
𝜎𝜎(𝜒), (2.8)

𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑗 (𝜒) = −𝜖𝑖𝑘𝜖𝑗𝑚

𝜕2

𝜕𝜒𝑘𝜕𝜒𝑚
𝐶𝐸

𝜎𝜎(𝜒). (2.9)
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В числовому експерименті інтегрування рівняння (2.5) числовими метода-
ми дає нам лагранжеві траєкторії частинок. Подальше їх усереднення за
𝑁𝑟 реалізаціями випадкових полів дає середнє зміщення

⟨𝜒⟩(𝜏) = 1
𝑁

𝑁𝑟

∑
𝑖=0

𝜒{𝛼}𝑖(𝜏), (2.10)

та середньоквадратичне зміщення

⟨𝜒2⟩(𝜏) = 1
𝑁

𝑁𝑟

∑
𝑖=0

(𝜒{𝛼}𝑖(𝜏) − ⟨𝜒⟩(𝜏))
2

. (2.11)

Аналогічно можна визначити і вищі незвідні моменти, які будуть відобра-
жати міру відхилення функції розподілу частинок від гаусової.

Разом з цим лагранжеві кореляційні функції також можуть бути знайдені
з прямого числового моделювання. Лагранжева кореляційна функція ком-
понент дрейфової швидкості розраховується таким чином

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑗

(𝑁𝑆)(𝜏) = 1
𝑁

𝑁𝑟

∑
𝑟=0

(𝜐𝑖,𝑟(𝜒(𝜏)) 𝜐𝑗,𝑟(0)) , (2.12)

де дрейфова швидкість 𝜐 визначена вздовж траєкторії ведучого центра, і
відповідно до рівняння (2.5), задана як

𝜐𝑖 = 𝜖𝑖𝑘
𝜕

𝜕𝜒𝑘
𝜎(𝜒). (2.13)

Ми обрали 𝑁 = 1440 парціальних хвиль (𝑁𝜅 = 20, 𝑁𝜃 = 72) у число-
вому моделюванні з міркувань, щоб автокореляційна функція потенціалу
𝐶𝐸

𝜎𝜎(𝜒) мала достатньо гладку поведінку. Максимальне абсолютне значен-
ня знерозміреного хвильового вектора у числовому моделюванні обмеже-
не значенням 𝜅𝑚𝑎𝑥 = 2, тобто в моделюванні інтервал хвильових чисел є

47



вдвічі більшим ширину хвильового пакету. Амплітуда знерозміреного по-
тенціалу 𝜎0 = 1. Для кожної реалізації електростатичного поля генерується
𝑁 = 1440 випадкових значень фаз хвилі. Число реалізацій 𝑁𝑟 в числовому
моделюванні вказується на рисунках.

2.2 Замикання статистичних рівнянь
Ключовою величиною для статистичного опису руху частинок у двови-

мірному нестисливому випадковому статичному полі швидкості є лагран-
жева кореляційна функція компонент швидкості - вона визначає часову та
асимптотичну поведінку коефіцієнтів перенесення. Порівняємо різні підхо-
ди. В граничному випадку сильної лагранжевої нелінійності 𝐾 = ∞ асим-
птотичне значення коефіцієнта дифузії є нульовим. Оскільки лагранжева
кореляційна функція компонент швидкості на малих часах є додатною, то
на великих часах вона повинна мати довгі області від'ємних значень, щоб
інтеграл від неї за часом був нульовим. Така поведінка лагранжевої кореля-
ційної функції компонент швидкості відображає захоплення частинок по-
лем. Частинки рухаються замкненими траєкторіями, які визначаються ви-
ключно просторовою структурою випадкового поля. Аналітичні наближе-
ння мають коректно відтворювати таку поведінку кореляційної функції.

Рівняння для середньоквадратичного зміщення отримаємо зі співвідно-
шення Тейлора (1.12) підставивши в його праву частину наближені лагран-
жеві кореляційні функції (1.21). Для наближення Корсіна маємо

𝜕2

𝜕𝑡2 Δ =
𝜎2

0√2𝜋
[1 + 2𝜋2Δ]3/2 . (2.14)

Для наближення моментами в результаті дещо громіздких розрахунків, з
урахуванням (1.43) отримаємо

𝜕2

𝜕𝑡2 Δ =
𝜎2

0
2 exp (−𝜋2Δ

2 ) (𝐼0 (
𝜋2Δ

2 ) (1 − 𝜋2Δ) + 𝐼1 (
𝜋2Δ

2 ) 𝜋2Δ) .
(2.15)
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Ці рівняння замикаються на середньоквадратичне зміщення Δ, але в різний
спосіб. На відміну від них рівняння в методі декорельованих траєкторій
замикаються на парціальний коефіцієнт дифузії 𝑋𝑖,𝑗:

𝑑
𝑑𝜏 𝑋𝑖 = exp (−(𝜋𝑋)2

2 ) 𝐼1 (
(𝜋𝑋)2

2 ) [𝜋2𝜎0𝜖𝑖𝑗𝑋𝑗+

+𝜐0𝑗(2𝜋2𝑋𝑗𝑋𝑖 +
2𝑋𝑗𝑋𝑖

𝑋2 − 1) + 𝜐0𝑖(2𝜋2𝑋2
𝑗 +

2𝑋2
𝑗

𝑋2 − 1)
]

+

+ exp (−(𝜋𝑋)2

2 ) 𝐼0 (
(𝜋𝑋)2

2 ) [𝜐0𝑖(1 − 2𝜋2𝑋2
𝑗 ) − 𝜋2𝜎0𝜖𝑖𝑗𝑋𝑗+

+𝜐0𝑗2𝜋2𝑋𝑖𝑋𝑗] , 𝑋2 = ∑
𝑖=𝑥,𝑦

𝑋2
𝑖 . (2.16)

Повний коефіцієнт дифузії отримується усередненням за підансамблями
всіх парціальних коефіцієнтів дифузії з відповідною ймовірністю реаліза-
ції підансамблів

𝐷𝑖 = ∫ 𝑑𝜎0𝑑𝜐0
𝜐0𝑖𝑋𝑖

√(2𝜋)3𝐶𝐸
𝜎𝜎(0)𝐶𝐸

𝜐𝑥𝜐𝑥(0)𝐶𝐸
𝜐𝑦𝜐𝑦(0)

×

× exp
(

−
𝜎2

0
2𝐶𝐸

𝜎𝜎(0)
− ∑

𝑗=𝑥,𝑦

𝜐2
0𝑗

2𝐶𝐸
𝜐𝑗𝜐𝑗 (0))

. (2.17)

Метод декорельованих траєкторій та наближення моментами не викори-
стовують другого припущення наближення Корсіна (1.20) про гаусове роз-
бігання траєкторій частинок. Натомість вони наближено описують пове-
дінку частинок через усереднені величини, а саме: парціальні коефіцієнти
дифузії або середньоквадратичне зміщення.

Метод декорельованих траєкторій у своїй побудові спирається на ідею
врахувати відомі початкові величини для опису руху частинок. При цьому
функціональна залежність лагранжевих кореляційних функцій випадкових
полів залишається однаковою всіх для підансамблів, а рівняння на парці-
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альний коефіцієнт дифузії для різних підансамблів відрізняється лише ве-
личинами 𝜎0, 𝜐0.

У числових розрахунках декорельованих траєкторій ми маємо перейти
в рівнянні (2.17) від інтегралу до дискретної суми за підансамблями. При-
родно очікувати, що наближення буде точнішим із зростанням кількості
підансамблів. Розглянемо уважніше праві частини рівнянь (2.14) - (2.16).
Права частина рівняння (2.14) для всіх значень є додатною, в той час як
для рівнянь (2.15) та (2.16) може бути також і від’ємною. Звідси одразу
можна зробити висновок, що наближення Корсіна (2.14) не спроможне від-
творити нульове асимптотичне значення коефіцієнту дифузії та субдифу-
зну поведінку. Причиню помилки є припущення про гаусове розбігання
траєкторій, яке не використовується у методі декорельованих траєкторій
та наближенні моментами. Властивості рівняння для декорельованих тра-
єкторій детально розглянуто у наступному підрозділі 2.3.

В нашому методі моментами можна явно продемонструвати, що Лагран-
жова кореляційна функція компонент швидкості (1.43) наближається до
нуля при прямуванні середньоквадратичного зміщення до нескінченності
𝜏 → ∞, Δ(𝜏) → ∞ з області від’ємних значень

lim
𝜏→∞

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖(𝜏) = lim

Δ→∞

𝜎2
0

2 exp (−𝜋2Δ
2 ) (𝐼0 (

𝜋2Δ
2 ) (1 − 𝜋2Δ)+

+𝐼1 (
𝜋2Δ

2 ) 𝜋2Δ) = lim
Δ→∞

−𝜎2
0

4𝜋3Δ√𝜋Δ
= 0, (2.18)

де використано асимптотику модифікованої функції Бесселя для | arg 𝑧| <
𝜋/2, |𝑧| → ∞, 𝜇 = 4𝜈2

𝐼𝜈 (𝑧) ∼ exp(𝑧)
√2𝜋𝑧 (1 − 𝜇 − 1

8𝑧 + (𝜇 − 1)(𝜇 − 9)
2! (8𝑧)2 − ...) .
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Рис. 2.1 Лагранжева кореляційна функція компонент швидкості отримана з числового
моделювання (ЧМ, число реалізацій 𝑁𝑟 = 2 × 104), наближенням Корсіна (НК), методом
декорельованих траєкторій (МДТ) (число підансамблів 𝑁𝑠 = 1728 × 103) та наближенням
моментами (НМ). Область від’ємних значень кореляційної функції описує ефект захопле-
ння частинок

Крім того, отриманий з такої кореляційної функції коефіцієнт дифузії та-
кож асимптотично прямує до нуля при 𝜏 → ∞, Δ(𝜏) → ∞. З першого
інтеграла маємо

lim
𝜏→∞

𝐷(𝜏) = lim
𝜎2

0Δ→∞ [Δ exp (−𝜋2Δ
2 ) (𝐼0 (

𝜋2Δ
2 ) − 𝐼1 (

𝜋2Δ
2 ))]

1/2
=

= lim
Δ→∞

𝜎2
0

(4𝜋7Δ)1/4 = 0, (2.19)

де використано записану вище асимптотику модифікованої функції Бессе-
ля.

Наведемо результати числового моделювання для лагранжевої кореля-
ційної функції компонент швидкості та середньоквадратичного зміщення.
На Рис. 2.1 подано лагранжеву кореляційну функцію компонент швидко-
сті, отриману з прямого числового моделювання, в порівнянні з трьома
наближеними методами. Наближенням Корсіна не відтворюється область
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Рис. 2.2 Середньоквадратичне зміщення отримане з числового моделювання (ЧМ, число
реалізацій 𝑁𝑟 = 2 × 104), наближення Корсіна (НК), методу декорельованих траєкторій
(МДТ, число підансамблів 𝑁𝑠 = 1728 × 103) та наближення моментами (НМ)

від’ємних значень лагранжевої кореляційної функції. Тоді як наближення
моментами та метод декорельованих траєкторій якісно описують таку по-
ведінку, при цьому результати, отримані методом моментів, краще узго-
джуються з числовим моделюванням.

Поведінка кореляційної функції, знайденої з числового моделювання ха-
рактеризується флуктуаціями, що обумовлені скінченним числом реаліза-
цій випадкового поля та набору хвиль і зменшуються із зростанням числа
реалізацій в числовому моделюванні. Важливими характеристиками дифу-
зійного процесу є також коефіцієнт дифузії та середньоквадратичне зміще-
ння. Вони виражаються через інтеграли від кореляційної функції, а значить
вплив флуктуацій на їхню поведінку є меншим.

На Рис. 2.2 наведено часові залежності середньоквадратичного зміще-
ння, які дають можливість оцінити кількісні розбіжності аналітичних на-
ближень з числовим моделюванням. Метод декорельованих траєкторій та
наближення моментами якісно відтворюють результати числового моде-
лювання - спостерігається субдифузійна поведінка середньоквадратично-
го зміщення. Наближення Корсіна дає помилкову поведінку - середньоква-
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Рис. 2.3 Середньоквадратичне зміщення отримане з методу декорельованих траєкторій
для різної кількості підансамблів 𝑁𝑠 = 64 × 103, 512 × 103, 1728 × 103

дратичне зміщення на великих часах зростає лінійно із часом. Причиною
осциляції середньоквадратичного зміщення в методі декорельованих трає-
кторій є скінченна кількість підансамблів в аналітичних розрахунках.

На Рис. 2.3 проілюстровано вихід на стаціонарне значення середньоква-
дратичного зміщення в методі декорельованих траєкторій для трьох різних
значень числа підансамблів 𝑁𝑠. Така залежність від кількості підансамблів
може слабше проявлятися у випадку незамороженої турбулентності [53]
через пов’язане з нею додаткове експоненційне загасання кореляцій.

Оскільки метод декорельованих траєкторій є найближчим до нашого ме-
тоду, перед нами стояла задача визначити переваги того, чи іншого під-
ходу. Уважніше розглянемо метод декорельованих траєкторій. Наведена
залежність результатів методу декорельованих траєкторій від нефізично-
го параметру кількості підансамблів вимагає детального аналізу причин
такої поведінки та шляхів їх можливого усунення. Важливо оцінити необ-
хідність врахування початкових значень випадкових полів при описі ди-
наміки у підансамблі декорельованими траєкторіями. Тому доречно сфор-
мулювати умову на підансамблі для числового моделювання, перевірити
розподіли ймовірностей реалізацій підансамблів та коректність припущен-
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ня про особливість динаміки частинок у різних підансамблях у числовому
моделюванні. Окремо необхідно проаналізувати властивості декорельова-
них траєкторій та їх часову еволюцію, дослідити залежність від параметрів
підансамблю та способу усереднення.

Детальніше проаналізуємо залежність парціальних коефіцієнтів дифузії
від параметрів піданасамблю. Зокрема, з аналізу рівняння (2.16) випли-
ває, що ми маємо три різні класи траєкторій в залежності від параметрів
підансамблів: 1) періодичні орбіти {𝜎0 ≠ 0, 𝜐0𝑥,𝑦 ≠ 0}, з вагою підансам-
блів ∼ 1; 2) відрізки {𝜎0 = 0, 𝜐0𝑥,𝑦 ≠ 0}, з вагою ∼ 𝑁−1/3

𝑠 ; 3) точкові
{𝜎0 ≠ 0, 𝜐0𝑥,𝑦 = 0}, з вагою ∼ 𝑁−2/3

𝑠 . Перший клас дає основний внесок
у коефіцієнт дифузії - траєкторії, по яким рух частинок періодично повто-
рюється із різною швидкістю обертання - саме цей клас траєкторій визна-
чається як декорельовані [53].

На Рис. 2.4 наведено чотири декорельовані траєкторії для різних пара-
метрів 𝜎0, 𝜐0 підансамблю. При зміні знаку початкової швидкості 𝜐0𝑥,𝑦 де-
корельована траєкторія відбивається відносно відповідної осі, при цьому
форма траєкторії не змінюється. Таким чином можна вважати, що деко-
рельована траєкторія є непарною функцією відносно початкових значень
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швидкості. Аналогічно, зміна знаку початкового потенціалу призводить до
інверсії траєкторії відносно початку координат. При масштабуванні пара-
метрів підасамбля 𝜎0, 𝜐0, траєкторія не змінює своєї форми, але змінюється
швидкість її обходу, яка визначається початковим потенціалом 𝜎0. Заува-
жимо, що довжина границі замкненої області визначається відношенням
початкової швидкості до значення початкового потенціалу.

Оскільки декорельовані траєкторії є замкнутими, а їхній розмір визнача-
ється відношенням 𝜐0/𝜎0, ми можемо наблизити праву частину рівняння на
декорельовані траєкторії (1.39), розклавши її до першого порядку за 𝑋𝑥,𝑦.
Наближене рівняння легко інтегрується і ми отримаємо декорельовану тра-
єкторію у першому порядку за 𝑋𝑥,𝑦

𝑋𝑖 = 𝜐0𝑖
𝜋2𝜎0

sin(𝜋2𝜎0𝑡) + 𝜖𝑖𝑗
𝜐0𝑗

𝜋2𝜎0
(1 − cos(𝜋2𝜎0𝑡)), (2.20)

Аналогічно можна отримати наближену декорельовану траєкторію у дру-
гому порядку за 𝑋𝑥,𝑦. На Рис. 7 та Рис. 8 показано точні та наближені
декорельовані траєкторії для двох підансамблів. Для |𝑋| ∼ 0.001 ми ма-
ємо узгодження наближених та точного розв’язків із відносною похибкою
𝜖0.001 ≈ 0.06%, для |𝑋| ∼ 0.01 маємо відносну похибку 𝜖0.01 ≈ 7, 6%. Роз-
біжність між наближеними та точними траєкторіями зростає швидше ніж
лінійна функція від |𝑋|. Важливо відзначити, що при цьому наближення
першого порядку дає траєкторію, яка охоплює точну декорельовану трає-
кторію, а наближення другого порядку охоплюється точною декорельова-
ною траєкторією.

Отримані наближення відбивають основні властивості точного рівняння
для декорельованої траєкторії, а саме: непарну залежність від параметрів
підансамблю 𝜎0, 𝜐0, залежність розміру траєкторії від відношення початко-
вої швидкості до початкового потенціалу 𝜐0/𝜎0 та залежність швидкості
обходу траєкторії лише від початкового потенціалу 𝜎0.
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Сказане наводить на думку, що не всі доданки у рівнянні (1.39) є важли-
вими – частина з них буде компенсуватися при усередненні за підансамбля-
ми (2.17). Виконати неперервне усереднення за підансамблями у рівнянні
(2.17) та отримати часову залежність коефіцієнта дифузії в границі нескін-
ченної кількості підансамблів 𝑁𝑠 → ∞ ми не можемо, оскільки не маємо
аналітичного розв'язку рівняння для декорельованої траєкторії (1.39).

Тому, щоб позбутися залежності середньоквадратичного зміщення від
кількості підансамблів в методі декорельованих траєкторій виконаємо усе-
реднення рівняння за підансамбями (1.23) до того, як буде здійснено про-
цедуру замикання на коефіцієнт дифузії. Враховуючи припущення про не-
залежність усереднених у підансамблі траєкторій від початкових значень
потенціалу 𝜎0 та швидкості 𝜐0 будемо мати

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖(𝜏) = ⟨𝜐𝑖(0)𝜐𝑖(𝜏)⟩. (2.21)

Аналогічно до рівнянь (1.36) - (1.39) отримаємо наближену лагранжеву
кореляційну функцію у вигляді

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖(𝜏) ≈ 𝐶𝐸

𝜐𝑖𝜐𝑖(𝑋̃(𝜏)), (2.22)

і виконаємо замикання рівнянь вже на повний коефіцієнт дифузії

𝑋̃𝑖 = 𝐷𝑖

√𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖(0)

. (2.23)

Характерною величиною для нормування коефіцієнта дифузії в цьому ви-
падку оберемо лагранжеву кореляційну функцію у початковий момент. В
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Рис. 2.7 Коефіцієнт дифузії для методу декорельованих траєкторій із повним проміжним
усередненням (МДТ Ус) та методу декорельованих траєкторій (МДТ 𝑁𝑠) із різною кількі-
стю підансамблів

такому наближенні кінцеве рівняння для коефіцієнта дифузії має вигляд

𝑑
𝑑𝜏 𝐷𝑖 = exp (−(𝜋𝐷)2

2 ) 𝐼1 (
(𝜋𝐷)2

2 ) (2𝜋2𝐷2
𝑗 +

2𝐷2
𝑗

𝐷2 − 1)+

+ exp (−(𝜋𝐷)2

2 ) 𝐼0 (
(𝜋𝐷)2

2 ) (1 − 2𝜋2𝐷2
𝑗 ), (2.24)

де 𝐷2 = ∑𝑖=𝑥,𝑦 𝐷2
𝑖 .

На Рис. 2.7 наведено повний коефіцієнт дифузії, отриманий методом де-
корельованих траєкторій для різної кількості підансамблів, а також коефі-
цієнт дифузії, розрахований на основі рівняння (2.24). В рамках зроблених
припущень коефіцієнт дифузії з рівняння (2.24) є граничним значенням для
методу декорельованих траєкторій при 𝑁𝑠 → ∞. Розв'язок рівняння (2.24)
показує, що коефіцієнт дифузії асимптотично не прямує до нуля. Це свід-
чить про недосконалість способу замикання рівнянь на парціальний (1.39)
чи повний (2.22) коефіцієнти дифузії для опису його асимптотики у випад-
ку замороженої турбулентності.Цікавим є той результат, що використання
скінченної кількості підансамблів краще відповдіє числовому моделюван-
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ню ніж замикання на коефіцієнт дифузії, так як коефіцієнт дифузії зі скін-
ченною кількістю підансамблів на великих часах осцилює навколо нульо-
вого значення. На скінченних часах метод декорельованих траєкторій мо-
же задовільно відтворювати поведінку середньоквадратичного зміщення
за достатньої кількості підансамблів і для випадку незамороженої турбу-
лентності давати якісну асимптотичну оцінку.

Таким чином, в цьому підрозділі було порівняно три методи, я саме: Кор-
сіна, декорельованих траєкторій та моментів для опису дифузії замагніче-
них частинок в полі замороженої електростатичної турбулентності, які пе-
ревірялися за допомогою прямого числового моделювання. На відміну від
наближення Корсіна, метод декорельованих траєкторій та наближення мо-
ментами якісно відтворюють поведінку лагранжевої кореляційної функції
компонент швидкості для ізотропного замороженого випадково поля швид-
кості знайдену в числовому експерименті.

Симетрія отриманих декорельованих траєкторій показує на надлишко-
вість інформації, яка зникає при усереднені за ансамблем. Запропоновано
переформулювання методу для нескінченної кількості пілансамблів, яке
враховує лише ключові величини і дозволяє глибше зрозуміти роль спосо-
бу замикання. Замикання на коефіцієнт дифузії у методі декорельованих
траєкторій не дає правильної часової залежності для лагранжевої кореля-
ційної функції компонент швидкості, а отриманий асимптотичний коефіці-
єнт дифузії виявляється не нульовим. Таким чином замикання на коефіці-
єнт дифузії у методі декорельованих траєкторій є менш вдалим, ніж зами-
кання на середньоквадратичне зміщення у наближенні моментами.

2.3 Підансамблі за початковими умовами

Зупинимось детальніше на тому які припущення в методі декорельова-
них траєкторій про підансамблі є важливими. Метод декорельованих трає-
кторій базується на припущенні про можливість поділу ансамблю реаліза-
цій на підансамблі за набором початкових значень випадкових полів (1.22).
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При цьому ймовірність їх реалізації є гаусовою (1.30). За припущенням ме-
тоду декорельованих траєкторій кожний підансамбль описує процес загаса-
ння кореляцій у відповідній групі частинок (1.22) в термінах парціального
коефіцієнта дифузії.

Розглянемо розподіл початкових значень потенціалу та компонент швид-
кості у числовому моделюванні, результати якого предствалені у попере-
дньому розділі, та подані на Рис. 2.8. Такий розподіл не є тотожнім непе-
рервному гаусовому розподілу в методі декорельованих траєкторій. Проте
можна вважати, що в граничному випадку нескінченної кількості частинок
наведений на рисунку розподіл прямуватиме до гаусового.

Важливо перевірити чи спостерігається у числовому моделюванні від-
мінність у динаміці груп частинок з різних підансамблів, як це припуска-
ють у методі декорельованих траєкторій. Розрахуємо парціальні коефіці-
єнти дифузії для різних підансамблів та порівняємо їх між собою. Згідно з
результатами числового моделювання, що використовуються в нашому ме-
тоді та методі декорельованих траєкторій, відмінність у динаміці частинок,
яка описується парціальним коефіцієнтом дифузії (1.39), визначається по-
чатковими значеннями випадкових полів і може бути суттєвою. На Рис. 2.9
наведено результати числового моделювання для середньоквадратичного
зміщення для двох різних підансамблів {𝜎0, 𝜐0𝑥, 𝜐0𝑦}: (𝐴){0.0032, 0.01, 0.01}
та (𝐵){0.032, 0.1, 0.1}. Рівняння (1.39) та (1.40) дають відношення середньо-
квадратичних відхилень для підансамблів у методі декорельованих трає-
кторій Δ𝑀𝐷𝑇 𝐴

𝑥 /Δ𝑀𝐷𝑇 𝐵
𝑥 ≈ 1/10, а для числового моделювання в момент

𝜏 = 1000 ми маємо Δ𝑁𝑆 𝐴
𝑥 /Δ𝑁𝑆 𝐵

𝑥 ≈ 1/3.
З результатів числового моделювання для підансамблів випливає, що

середньоквадратичне зміщення частинок у різних піданасаблях є різним.
Проте часова залежність середньоквадратичного зміщення у числовому
моделюванні не узгоджується з розрахунками методу декорельованих тра-
єкторій. А це означає що підансамблі, з різною динамікою частинок в них,
- існують, але опис такої динаміки декорельованими траєкторіями виявля-
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великих часах
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ється некоректним. Причини такого результату можуть полягати як у вра-
хуванні лише других незвідних моментів в усередненні (1.34), так і в зами-
канні рівнянь на парціальний коефіцієнт дифузії

Як вже зазначалося вище, величиною що зберігається вздовж траєкторій
руху в статичному випадковому полі є потенціал. А замкнена еквіпотенці-
альна лінія визначає область якою може рухатися частинка. Тому підансам-
блі за початковим потенціалом {𝜎0} справді мають зміст. Водночас поча-
ткові дрейфові швидкості не несуть обмежень на рух частинок, вони тіль-
ки визначають амплітуду кореляційної функції в початковий момент. З ме-
тою з'ясування важливості врахування підансамблів за початковою швид-
кістю та початковим потенціалом було проведено числове моделювання
для підансамблів {𝜐0}, {𝜎0} та виконано порівняння із результатами для
підансамбля за початковими умовами {𝜎0, 𝜐0𝑥, 𝜐0𝑦}. Результати порівняння
для підансамблів за початковими значеннями потенціалу {𝜎0} та за поча-
тковими умовами {𝜎0, 𝜐0𝑥, 𝜐0𝑦} представлені на Рис. 2.10. З представлених
на рисунку результатів можна зробити висновок, що визначальним пара-
метром є початковий потенціал, а початкова швидкість не відіграє значної
ролі для визначення середньоквадратичного зміщення. Справді, з рисунку
добре видно, як зі зміною початкового потенціалу змінюється рівень на-
сичення середньоквадратичного зміщення - {0.0032, 0.01, 0.01} співпадає
з 0.0032, а {0.032, 0.1, 0.1} з 0.032.

Цікавою також є поведінка лагранжевої кореляційної функції в підан-
самблі. На Рис. 2.10 наведено кореляційну функцію компонент дрейфової
швидкості для різних початкових значень потенціалу. Область від'ємних
значень з'являється раніше для кореляційної функції з більшим за абсолю-
тним значенням потенціалу 𝜎0 = 0.32 на вершині ландшафту потенціалу і
швидше виходить на режим осциляцій поблизу нуля. Це означає, що рух
частинок сильно скорельований і область можливих рухів дуже обмежена.
В той же час кореляційна функція з найменшим абсолютним значенням,
в долині ландшафту потенціалу 𝜎0 = 0.0032 не має області від'ємних зна-

62



10−3

10−2

10−1

100

101

102

103

104

105

106

100 101 102 103 104 105

С
ер

ед
нь

ок
ва

др
ат

ич
не

зм
іщ

ен
ня

Δ

Час 𝜏

ЧМ 𝜎0 = 0.0032
ЧМ 𝜎0 = 0.032
ЧМ 𝜎0 = 0.32

ЧМ 𝜎0 = 0.0032, 𝜐0𝑖 = 0.01
ЧМ 𝜎0 = 0.032, 𝜐0𝑖 = 0.1

Рис. 2.10 Середньоквадратичне зміщення для підансамблів {𝜎0 = 0.0032, 𝜐0𝑥 =
0.01, 𝜐0𝑦 = 0.01}, {𝜎0 = 0.032, 𝜐0𝑥 = 0.1, 𝜐0𝑦 = 0.1} та 𝜎0 = 0.0032, 0.032, 0.32 отримане
з числового моделювання (ЧМ, число реалізацій 𝑁𝑟 = 103) на великих часах

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 5 10 15 20

Ко
ре

ля
ці

йн
а

фу
нк

ці
я

𝐶
𝐿 𝑣 𝑖

𝑣 𝑖

Час 𝜏

𝜎0 = 0.0032
𝜎0 = 0.032

𝜎0 = 0.18
𝜎0 = 0.32

Рис. 2.11 Лагранжева кореляційна функція компонент дрейфової швидкості для підан-
самблів {𝜎0}: 0.0032, 0.032, 0.18, 0.32 з числового моделювання (ЧМ) (число реалізацій
𝑁𝑟 = 103)

63



-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0 2 4 6 8 10

Ко
ре

ля
ці

йн
а

фу
нк

ці
я

𝐶
𝐿 𝑣 𝑖

𝑣 𝑖

Час 𝜏

ЧМ, 𝑁𝑟 = 104

ЧМ, 𝑁𝑟 = 106

НМ
НМП

Рис. 2.12 Лагранжева кореляційна функція знайдена в числовому моделюванні (ЧМ), на-
ближенням моментами (НМ) та наближенням моментами з підансамблями за початковим
потенціалом (НМП)

чень на представлених часах - рух частинок не є скорельованим, вони роз-
бігаються на більші відстані. На Рис. 2.10 видно, що середньоквадратичне
зміщення як для 𝜎0 = 0.032, так і для 𝜎0 = 0.32 виходить на насичення,
це означає, що коефіцієнт дифузії прямує до нуля, а тому площа області
від'ємних значень в кореляційних функціях з Рис. 2.11 компенсує область
додатніх значень.

Таку саме властивість як в моделюванні мають кореляційні функції для
підансамблів за початковим потенціалом в методі моментів (1.45), крім то-
го вони є подібними за формою і при перенормовані часу переходять одна
в іншу. Це можна інтерпретувати таким чином - різні групи частинок за по-
чатковими потенціалом є захопленими, можливо, окрім групи з нульовим
потенціалом міра якої є нульовою. Їх еволюції є подібними між собою в ну-
льовому наближенні і відрізняється лише часом, за який частинки поверта-
ються в початкову точку. А значить, маючи розв'язок для одного з підансам-
блів в наближенні моментів, ми можемо отримати усі інші розв'язки шля-
хом перенормування часу. Провівши усереднення за ансамблем реалізацій
(1.44) ми отримаємо повну лагранжеву кореляційну функцію. На Рис. 2.12

64



наведено порівняння лагранжевих кореляційних функцій для наближення
моментами без розбиття на підансамблі, наближення моментами з підан-
самблми за початковим значенням потенціалу та числового моделювання.
З нього видно, що врахування підансамблів покращує кількісну відповід-
ність між аналітичним наближенням та прямим числовим моделюванням.

За допомогою числового моделювання ми з'ясували, що розподіл части-
нок за початковими значеннями як потенціалу так і швидкості є подібним
до гаусового. Рух частинок з підансамблю за початковим потенціалом є
скорельованим, принаймні для початкових потенціалів відмінних від ну-
льового. Рівень насичення середньоквадратичного зміщення залежить від
початкового потенціалу. Тоді як підансамблі за початковою швидкістю не
містять важливої інформації, а тому не має особливої потреби їх викори-
стовувати.

Підсумуємо результати цього підрозділу. Характерною ознакою захопле-
ння частинок є наявність області від’ємних значень лагранжевої кореляцій-
ної функції, яку ми спостерігаємо і в числовому моделюванні, і в аналіти-
чних наближеннях. Кореляційна функція повільно спадає на великих ча-
сах, але залишається скінченною. В кожній реалізації статичного поля рух
частинки є повністю детермінованим - час входить як параметр, а кореля-
ційний час прямує до нескінченності. Ці особливості відбиває наближення
моментами (1.43). Перебільшене від’ємне значення кореляційної функції
швидкості розраховане без розбиття на підансамблі пов'язано з тим, що
таке наближення не враховує різні часові масштаби в русі частинок. Роз-
рахунки на основі концепції підансамблів (1.44) дозволили помітно покра-
щити кількісне узгодження з результатами числового моделювання, як це
показано у збільшеному масштабі на Рис. 2.12.

Запропонована модель допускає узагальнення на змінні в часі поля, що
характеризуються скінченним часом кореляцій. Також вона може бути роз-
ширена для врахування ефектів скінченного ларморівського радіусу. Ці пи-
тання буду ть розглянуті в наступних розділах.
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2.4 Висновок
На основі запропонованих нами статистичних рівнянь розраховано ево-

люцію кореляційної функції, коефіцієнта дифузії та середньоквадратично-
го зміщення. Їхня поведінка узгоджується з прямим числовим моделюван-
ням. Наближені рівняння не використовують вільних параметрів. Врахува-
ння концепції підансамблів дозволило покращити узгодження результатів
розрахунків на основі наших статистичних рівнянь із числовим моделю-
ванням. Показано, що розрахунки на основі методу моментів краще узго-
джуються із даними числового моделювання ніж ті, що зроблені на основі
методу декорельованих траєкторій.
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В попередньому розділі 2 було показано, що запропонований аналіти-
чний метод моментів узгоджується із прямим числовим моделюванням для
перенесення частинок поперек магнітного поля статичним випадковим еле-
ктричним полем у дрейфовому наближенні [3, 70]. З порівняння між мето-
дом моментів та методом декорельованих траєкторій [53] було зроблено
висновок [1], що перший є простішим, не має нефізичної залежності від
числа підансамблів, і використовує лише ті підансамблі, які знайшли об-
ґрунтування в числовому моделюванні.

Наближення ведучого центру широко використовується в аналітичних
і числових розрахунках, але насправді частинки рухаються під дією си-
ли Лоренца, а ларморівський радіус при такому розгляді не є нульовим.
Врахування ларморівського обертання частинок змінює якісну поведінку
асимптотичного коефіцієнта дифузії – навіть в границі нескінченного ко-
реляційного часу він залишається скінченним [56, 57, 71—75], а не прямує
асимптотично до нуля, як було показано для руху у дрейфовому наближен-
ні з розділу 2. Тим не менше відомо, що саме рух ведучих центрів визначає
перенесення частинок, а ларморівське обертання враховується як поправки
до нього. Отже, побудова коректного аналітичного методу для враховуваня
скінченного ларморівського радіусу при русі частинок поперек постійного
магнітного поля під дією випадкового статичного електричного поля є ва-
жливою задачею.

В цьому розділі рівняння з методу моментів узагальнюються для вра-
хування ефектів скінченного ларморівського радіуса. Основною умовою
для побудови такого узагальнення є малість зміщення ведучого центру ча-
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стинки у порівнянні з просторовою неоднорідністю поля протягом періо-
ду обертання частинки. Важливо, що ми не припускаємо малості ларморів-
ського радіусу на тих самих просторових масштабах. Очевидно, це вимагає
враховувати ефекти в усіх порядках по радіусу Лармора. Метод розрахун-
ку кореляційних функцій для скінченного ларморівського радіусу на основі
усереднення за ларморівським обертанням, – гіроусереднення, було сфор-
мульовано у [4] за допомогою двох підходів, використаних у роботах [56,
57] та [74, 75] для методу декорельованих траєкторій.

Отже, метою цього розділу є визначення коректного способу врахува-
ти ефекти скінченного ларморівського радіуса в методі моментів та аналіз
залежності коефіцієнта дифузії і середньоквадратичного зміщення від ве-
личини ларморівського радіуса. Коректність розв'язків методом моментів
перевіряється шляхом порівняння із результатами прямого числового мо-
делювання, яке ґрунтувалося на точних рівняннях без гіроусереднення.

3.1 Точні рівняння руху

В цьому розділі ми продовжуємо розглядати двовимірний рух, перпенди-
кулярний до постійного магнітного поля B = B e𝐵 = const, заряджених ча-
стинок спричинений статичним випадковим електричним полем E(x), але
тепер для точного руху – координати x та швидкості v частинки, які задо-
вольняють рівнянням

𝑑x
𝑑𝑡 = v, (3.1)

𝑑v
𝑑𝑡 = 𝑒

𝑚 (E(x) + 1
𝑐 [v × B]) . (3.2)

Статичне випадкове електричне поле має той самий вигляд, що і в рівнян-
ні (2.2). Для зручності подальших аналітичних розрахунків розглянемо рух
частинки як суперпозицію руху її ведучого центру та ларморівського обер-
тання. Перепишемо рівняння руху (3.1) та (3.2) таким чином, щоб явно
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отримати рівняння для координати ведучого центру x𝑑 = x − r𝐿

𝑑x𝑑
𝑑𝑡 = 1

Ω𝐵

𝑒
𝑚 [E(x𝑑 + r𝐿) × e𝐵] , (3.3)

та ларморівського радіуса r𝐿 = − [v×e𝐵]
Ω𝐵

𝑑r𝐿
𝑑𝑡 = − 1

Ω𝐵

𝑒
𝑚 [E(x𝑑 + r𝐿) × e𝐵] + Ω𝐵 [r𝐿 × e𝐵] , (3.4)

де e𝐵 = B
B означає одиничний вектор вздовж магнітного поля, а Ω𝐵 = 𝑒B

𝑚𝑐
частоту ларморівську обертання.

Для числового моделювання зручно використовувати знерозмірені змін-
ні, тому введемо просторову 𝜒 = 𝜒𝑑 + 𝜌 = Δ𝑘 x

2𝜋 та часову 𝜏 = 𝑡Ω𝐵
2𝜋 знеро-

змірені змінні аналогічно розділу 2. Для рівняння (3.3) отримаємо

𝑑𝜒𝑑𝑖
𝑑𝜏 = −𝜖𝑖𝑘

𝜕
𝜕𝜒𝑑𝑘

𝜎(𝜒𝑑 + 𝜌), (3.5)

а для рівняння (3.4) матимемо

𝑑𝜌𝑖
𝑑𝜏 = 𝜖𝑖𝑘 (

𝜕
𝜕𝜒𝑑𝑘

𝜎(𝜒𝑑 + 𝜌) + 2𝜋𝜌𝑘) , (3.6)

де 𝜖𝑖𝑘 означає антисиметричний тензор другого порядку 𝜖𝑥𝑦 = −𝜖𝑦𝑥 = 1, а
знерозмірений потенціал 𝜎(𝜒) відповідно до рівняння (2.2) має вигляд

𝜎(𝜒) = √
𝜅𝑚𝑎𝑥

𝜋5/2𝑁𝜅𝑁𝜃
𝜎0

𝑁

∑
𝑖=1

exp (−1
2𝜅2

𝑖 ) cos (2𝜋𝜅𝑖𝜒 − 𝛼𝑖) , (3.7)

де 𝜅 = 𝑘
Δ𝑘 знерозмірені хвильові вектора задані аналогічно до (2.3).

Числове моделювання виконується шляхом інтегрування рівнянь (3.5)
та (3.6) методом Рунге-Кутта 5-го порядку. Як і в попередньому розділі 2
випадковий потенціал (3.7) задано як суперпозицію 𝑁 = 1440 парціаль-
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них хвиль (𝑁𝑘 = 20, 𝑁𝜃 = 72), з максимальним абсолютним значенням
знерозміреного хвильового вектора 𝜅𝑚𝑎𝑥 = 2. Амплітуда знерозміреного
потенціалу 𝜎0 = 0.1. Для кожної реалізації електростатичного поля генеру-
ється 𝑁 = 1440 випадкових фаз хвилі 𝛼. Число реалізацій 𝑁𝑟 в числовому
моделюванні вказується на рисунках.

З числових розв'язків рівнянь (3.5)та (3.6) ми маємо точні траєкторії ча-
стинок 𝜒(𝜏) = 𝜒𝑑(𝜏) + 𝜌(𝜏), траєкторії їхніх ведучих центрів 𝜒𝑑(𝜏) та їхні
ларморівські радіуси 𝜌(𝜏). Це дозволяє розрахувати для згаданих величин
середнє зміщення за рівнянням (2.10) та їхню дисперсію, яка визначається
середньоквадратичним зміщенням відповідно до рівняння (2.11). З число-
вого моделювання також відновлюється лагранжева кореляційна функція
компонент дрейфової швидкості відповідно до рівняння (2.12). Знайдені
статистичні величини використовуються для перевірки розрахунків, що
отримані з аналітичного методу.

3.2 Методи гіроусереднення

Лагранжева кореляційна функція швидкості частинок пов'язана з коефі-
цієнтом дифузії та середньоквадратичним зміщенням співвідношення Тей-
лора (1.10). Відповідно до рівнянь (3.3) та (3.4) зміщення частинки скла-
дається зі зміщення ведучого центру та обертання навколо нього. В цьому
розділі ми припускаємо, що зміщення ведучого центру частинки 𝜒𝑑 є ма-
лими у порівнянні з просторовою неоднорідністю поля протягом періоду
обертання частинки. Відповідно до рівняння (3.4) це означає і малу зміну
ларморівського радіусу 𝜌. Обертальний рух не дає внесок в перенесення
частинок і з цієї причини для досліджуваного нами випадку лагранжева
кореляційна функція у співвідношенні Тейлора визначається дрейфовою
швидкістю вздовж точної траєкторії руху частинки.

Одним із способів розрахунку такої кореляційної функції є використання
гіроусереднених величин – гіроусередненого випадкового потенціалу [74,
75] або гіроусередненої кореляційної функції дрейфової швидкості [57].
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Так як ларморівський радіус вважається наближено незмінним протягом
періоду обертання то першим доданком у (3.6) нехтують, а для рівняння
(3.5) замість потенціалу вздовж точної траєкторії 𝜎(𝜒) вводять потенціал,
усереднений за ларморівським обертанням, 𝜎(𝜒𝑑 , 𝜌) наступним чином

𝜎(𝜒𝑑 , 𝜌) = 1
2𝜋 ∫

2𝜋

0
𝑑𝜑𝑐 𝜎(𝜒𝑑 + 𝜌(𝜑𝑐)) =

= 1
(2𝜋)2 ∫ 𝑑𝜅 𝜎(𝜅) exp (𝑖𝜅𝜒𝑑)

1
2𝜋 ∫

2𝜋

0
𝑑𝜑𝑐 exp (𝑖𝜅𝜌 cos (𝜑𝑐)) =

= 1
(2𝜋)2 ∫ 𝑑𝜅 𝜎(𝜅) exp (𝑖𝜅𝜒𝑑)J0 (𝜅𝜌) . (3.8)

Відповідна ейлерова кореляційна функція (2.7) для гіроусередненого по-
тенціалу (3.8) має такий вигляд

𝐶𝐸,𝐵
𝜎𝜎 (𝜒𝑑 , 𝜌) = ⟨𝜎(𝜒𝑑 + 𝜒𝑑1, 𝜌) 𝜎(𝜒𝑑1, 𝜌)⟩ =

= 1
(2𝜋)2 ∫ 𝑑𝜅 𝐶𝐸

𝜎𝜎(𝜅) exp (𝑖𝜅𝜒𝑑)J2
0 (𝜅𝜌) , (3.9)

де Фур'є-образ кореляційної функції 𝐶𝐸
𝜎𝜎(𝜅) має вигляд

𝐶𝐸
𝜎𝜎(𝜅) = 1

4𝜋7/2𝜅
exp (− 𝜅2

8𝜋2 ) . (3.10)

Беручи до уваги рівняння (2.9) для кореляційної функції дрейфової швид-
кості для гіроуседененого потенціалу можна записати

𝐶𝐸,𝐵
𝜐𝑑𝜐𝑑 (𝜒𝑑) = 1

(2𝜋)2 ∫ 𝑑𝜅𝜅2𝐶𝐸
𝜎𝜎(𝜅) exp (𝑖𝜅𝜒𝑑)J2

0 (𝜅𝜌) . (3.11)

Іншим способом розрахунку кореляційної функції дрейфової швидкості
вздовж точної траєкторії руху частинки є безпосереднє гіроусереднення
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кореляційної функції дрейфової швидкості (2.9), що дає

𝐶𝐸,𝐴
𝜐𝑑𝜐𝑑 (𝜒𝑑 , 𝜌) = 1

(2𝜋)2 ∫ 𝑑𝜅𝜅2𝐶𝐸
𝜎𝜎(𝜅) exp (𝑖𝜅𝜒𝑑)J0(𝜅𝜌), (3.12)

Кореляційні функції (3.11) і (3.12) розраховуються шляхом числового
інтегрування або аналітично, використовуючи наближені значення J0(𝜅𝜌).
Останні можуть бути корисними для побудови масштабних співвідношень
для коефіцієнта дифузії за ларморівським радіусом. Так для малих значень
𝜅𝜌 < 1 можна використовувати розклад функції Бесселя в ряд

J0(𝜅𝜌) ≈ 1 − 𝜅2𝜌2

4 + 𝜅4𝜌4

64 − 𝜅6𝜌6

2304 + ...

що дає для гіроусередненого потенціалу (3.11)

𝐶𝐸,𝐵,<
𝜐𝑑𝜐𝑑 (𝜒𝑑) = exp

(
−

𝜋2𝜒2
𝑑

2 )
𝐼0 (

𝜋2𝜒2
𝑑

2 ) (
1 − 𝜋2𝜒2

𝑑
2 )

+

+ exp
(

−
𝜋2𝜒2

𝑑
2 )

𝐼0 (
𝜋2𝜒2

𝑑
2 ) (

(−3 + 6𝜋2𝜒2
𝑑 − 2𝜋4𝜒4

𝑑)
2 𝜋2𝜌2 + ...

)
+

+ exp
(

−
𝜋2𝜒2

𝑑
2 )

𝐼1 (
𝜋2𝜒2

𝑑
2 ) (

𝜋2𝜒2
𝑑

2 + 𝜋4𝜒2
𝑑(−2 + 𝜋2𝜒2

𝑑)𝜌2 + ...
)

, (3.13)

та для гіроусередненої кореляційної функції (3.12)

𝐶𝐸,𝐴,<
𝜐𝑑𝜐𝑑 (𝜒𝑑) = exp

(
−

𝜋2𝜒2
𝑑

2 )
𝐼0 (

𝜋2𝜒2
𝑑

2 ) (
1 − 𝜋2𝜒2

𝑑
2 )

+

+ exp
(

−
𝜋2𝜒2

𝑑
2 )

𝐼0 (
𝜋2𝜒2

𝑑
2 ) (

(−3 + 6𝜋2𝜒2
𝑑 − 2𝜋4𝜒4

𝑑)
4 𝜋2𝜌2 + ...

)
+

+ exp
(

−
𝜋2𝜒2

𝑑
2 )

𝐼1 (
𝜋2𝜒2

𝑑
2 ) (

𝜋2𝜒2
𝑑

2 +
𝜋4𝜒2

𝑑(2 − 𝜋2𝜒2
𝑑)

2 𝜌2 + ...
)

. (3.14)
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Для великих значень 𝜅𝜌 ≫ 1 можна використовувати асимптотику функції
Бесселя

J0(𝜅𝜌) ≈ 1
√𝜋𝜅𝜌

,

тоді матимемо для гіроусередненого потенціалу (3.11)

𝐶𝐸,𝐵,>
𝜐𝑑𝜐𝑑 (𝜒𝑑) =

exp (−𝜋2𝜒2
𝑑)

2𝜋5/2𝜌
, (3.15)

та для гіроусередненої кореляційної функції (3.12)

𝐶𝐸,𝐴,>
𝜐𝑑𝜐𝑑 (𝜒𝑑) =

Γ (
5
4) L−5/4 (−𝜋2𝜒2

𝑑)

√2𝜋3𝜌
. (3.16)

Для розрахунку наближеної лагранжевої кореляційної функції дрейфо-
вої швидкості зі скінченним ларморівським радіусом ми використовуємо
замикання рівнянь на середньоквадратичне відхилення з методу моментів
(1.43) для двох типів гіроусереднених кореляційних функцій

𝐶𝐿
𝜐𝜐(𝜏) = 𝐶𝐸

𝜐𝜐 (Δ1/2(𝜏), 𝜌) , (3.17)

де 𝐶𝐸
𝜐𝜐 є однією з кореляційних функцій (3.11)-(3.14). Наступна підстановка

лагранжевої кореляційної функції (3.17) у співвідношення Тейлора (1.10)
дає рівняння для середньоквадратичного зміщення з врахуванням ефектів
скінченного ларморівського радіуса, яке має вигляд

𝑑2

𝑑𝜏2 Δ(𝜏) = 𝐶𝐸
𝜐𝜐 (Δ1/2(𝜏), 𝜌) . (3.18)
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Рис. 3.1 Середньоквадратичне зміщення веучих центрів частинок отримане з числового
моделювання (ЧМ, 𝑁𝑟 = 104) для початкових радіусів Лармора 𝜌(0) = 0, 0.1, 1, 10

Зокрема підстановка (3.11) у рівняння (3.18) дає рівняння для середньоква-
дратичного зміщення в гіроусередненому випадковому потенціалі

𝑑2

𝑑𝜏2 Δ(𝜏) = ∫ 𝑑𝜅 𝜅2

4𝜋7/2 exp (− 𝜅2

4𝜋2 ) J0(𝜅Δ1/2)J2
0(𝜅𝜌). (3.19)

а підстановка (3.11) у рівняння (3.18) – рівняння для середньоквадратично-
го зміщення для гіроусередненої кореляційної функції

𝑑2

𝑑𝜏2 Δ(𝜏) = ∫ 𝑑𝜅 𝜅2

4𝜋7/2 exp (− 𝜅2

4𝜋2 ) J0(𝜅Δ1/2)J0(𝜅𝜌). (3.20)

З метою встановити коректний спосіб гіроусереднення кореляційної фу-
нкції (3.11), (3.12) та перевірки аналітичних наближених кореляційних фун-
кцій (3.13)-(3.16) ми проводимо порівняння аналітичних розрахунків із ре-
зультатами прямого числового моделювання.

Числове моделювання проводилося для ансамблю 𝑁𝑟 = 104 реалізацій
випадкового потенціалу (3.7) з амплітудою 𝜎0 = 0.1. На Рис. 3.1 проде-
монстровано часову еволюцію середньоквадратичного зміщення ведучих
центрів частинок, що отримана з числового моделювання для різних по-
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Рис. 3.2 Середньоквадратичне зміщення веучих центрів частинок для початкових раді-
усів Лармора 𝜌(0) = 0. Числове моделювання (ЧМ, 𝑁𝑟 = 104) та наближення моментами
(НМ).

чаткових значень ларморівського радіуса 𝜌(0) = 0, 0.1, 1, 10. Еволюція
середньоквадратичного зміщення для початкового радіуса 𝜌(0) = 0.1 ви-
явилися дуже близькою до еволюції для радіуса 𝜌(0) = 0 – різниця того ж
порядку, що і числові флуктуації. Для більших початкових радіусів різни-
ця стає суттєвою, наприклад, середньоквадратичне зміщення для 𝜌(0) = 10
менше майже в чотири рази у порівнянні з 𝜌(0) = 0 для моменту 𝜏 = 1000.

Порівняння середньоквадратичного зміщення ведучих центрів частинок
знайдене з числового моделювання та розраховане методом моментів для
початкового радіуса Лармора 𝜌(0) = 0 наведено на Рис. 3.2. Наближення
моментами відтворює субдифузну поведінку яка спостерігається у прямо-
му числовому моделюванні з достатньою точністю.

Результати для малих початкових ларморівських радіусів 𝜌(0) = 0.1 наве-
дено на Рис. 3.3. Відмінність від результатів для радіуса 𝜌(0) = 0 з Рис. 3.2
є малою, що відповідає результатам наведеним на Рис. 3.1. Всі наближе-
ні кореляційні функції (3.11)-(3.14) дають подібні криві, різниця між гіро-
усередненням потенціалу (3.11) та гіроусередненням кореляційної функції
(3.12) є нехтовно малою для малих значень гірорадіуса.
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Рис. 3.3 Середньоквадратичне зміщення веучих центрів частинок для початкових радіу-
сів Лармора 𝜌(0) = 0.1. Числове моделювання (ЧМ, 𝑁𝑟 = 104) та наближення моментами
(НМ). Різні методи врахування радіуса Лармора дають однаковий результат.

Середньоквадратичне зміщення ведучих центрів частинок з ларморів-
ським радіусом 𝜌(0) = 10 показано на Рис. 3.4. Часова еволюція середньо-
квадратичного зміщення отримана з усереднення випадкового потенціалу
(3.11), розрахована як використовуючи асимптотичне наближення (3.15)
так і числове інтегрування (3.11), кількісно узгоджується з результатами
прямого числового моделювання. Водночас середньоквадратичне зміщен-
ня, що отримано з гіроусереднення кореляційної функції (3.12), як з асим-
птотики (3.15) так і з числового інтегрування (3.11), не відповідає резуль-
татам прямого числового моделювання.

З цього випливає, що наближення моментами з гіроусередненим випад-
ковим потенціалом (3.11), як з числовим інтегруванням рівняння (3.11) так
і з використанням наближених функцій з ряду (3.13) або з асимптотики
(3.15), може розглядатися як коректний метод врахування ефектів скінчен-
ного ларморівського радіуса у методі моментів.

Розглянемо тепер статистичні характеристики точного руху частинок.
На Рис. 3.5 наведено середньоквадратичне зміщення траєкторій частинок
Δ𝜒 , яке отримано з прямого числового моделювання для 𝑁𝑟 = 104 реалі-
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Рис. 3.4 Середньоквадратичне зміщення ведучих центрів частинок для початкових раді-
усів Лармора 𝜌(0) = 10. Числове моделювання (ЧМ, 𝑁𝑟 = 104) та наближення моментами
(НМ) з наближенням заданим рівнянням (3.12) - (A), рівнянням (3.11) - (B); (Асмпт) –
аналітична асимптотика, (ЧІ) – числове інтегрування

зацій випадкового поля. Воно суттєво відрізняється від статистичних хара-
ктеристик траєкторій ведучих центрів частинок з Рис. 3.1 та самих части-
нок. Для малих початкових радіусів Лармора 𝜌(0) = 0.1 можна нехтувати
різницею між дисперсією ведучих центрів та точних траєкторій частинок.
Але із зростанням початкового радіуса 𝜌(0) = 1 відмінність стає помітні-
шою. Для 𝜌(0) = 10 початкова еволюція дисперсії ведучих центрів та то-
чних позицій частинок є повністю відмінною. Причина полягає у внеску
від дисперсії ларморівського радіуса, часова еволюція якого продемонстро-
вана на Рис. 3.6. Вона насичується з часом: для малих початкових ларморів-
ських радіусів значення насичення є нехтовно малим. Як тільки початкове
значення радіусу не є малим, величина насичення дисперсії ларморівсько-
го радіусу зростає до значень, якими вже нехтувати не можна. Для будь-
яких початкових значень дисперсія ларморівського радіуса досягає насиче-
ння за скінченний час. Значить середньоквадратичне зміщення траєкторій
частинок буде зміщенне відносно кривої дисперсії ведучих центрів.
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Рис. 3.5 Середньоквадратичне зміщення траєкторій частинок отримане з числового мо-
делювання (ЧМ, 𝑁𝑟 = 104) для початкових радіусів Лармора 𝜌(0) = 0, 0.1, 1, 10
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Рис. 3.6 Середньоквадратичне зміщення радіусів Лармора частинок отримане з число-
вого моделювання (ЧМ, 𝑁𝑟 = 104) для початкових радіусів Лармора 𝜌(0) = 0, 0.1, 1, 10
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В цьому підрозділі еволюція середньоквадратичного зміщення ведучих
центрів частинок була розрахована з прямого числового моделювання і ме-
тодом моментів, що ґрунтується на гіроусереднених величинах – гіроусе-
редненому випадковому потенціалу та гіроусередненій кореляційній фун-
кції швидкості. Порівняння результатів числового моделювання та аналі-
тичних наближень для початкових ларморівських радіусів з широкого ін-
тервалу 𝜌(0) = 0, 0.1, 1, 10, показало, що аналітичний метод з гіроусередне-
ним потенціалом (3.11) дає задовільне кількісне узгодження. На противагу
метод моментів із гіроусередненою кореляційною функцією (3.12) супере-
чить результатам прямого числового моделювання для великих початко-
вих значень ларморівського радіуса, наприклад для 𝜌(0) = 10 з Рис. 3.4. Чи-
слове моделювання також демонструє, що середньоквадратичне зміщення
траєкторій частинок відрізняється від середньоквадратичного зміщення ве-
дучих центрів частинок на величину дисперсії радіусів Лармора. Для будь-
якої початкової величини радіуса Лармора його дисперсія насичується за
скінченний проміжок часу.

3.3 Залежність статистичних величин від поча-

ткового ларморівського радіуса
Вплив скінченного ларморівського радіуса на асимптотичний коефіці-

єнт дифузії для скінченних часів кореляції випадкового поля має різні оцін-
ки [57, 71—73, 75]. Ми розглядаємо випадок нескінченного часу кореляції,
а тому нас цікавитиме не тільки асимптотичні значення статистичних ха-
рактеристик руху частинок, а й їхня еволюція в часі. В цьому підрозділі
розглядаються ефекти скінченного ларморівського радіусу в широкому ді-
апазоні його значень. А саме, на основі висновків з попереднього підрозді-
лу 3.2, досліджуються залежності асимптотичного коефіцієнта дифузії йо-
го еволюції та еволюції середньоквадратичного зміщення від початкового
ларморівського радіуса, розрахованих з числового моделювання та мето-
дом моментів.

79



-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Ко
ре

ля
ці

йн
а

фу
нк

ці
я

𝐶
𝐿 𝑣 𝑖

𝑣 𝑖

Час 𝜏

ЧМ 𝜌 = 0.1
ЧМ 𝜌 = 0.5

ЧМ 𝜌 = 1
НМ 𝜌 = 0.1
НМ 𝜌 = 0.5

НМ 𝜌 = 1

Рис. 3.7 Лагранжева кореляційна функція дрейфової швидкості для 𝜌 = 0, 0.1, 0.5, 1 отри-
мана з числового моделювання (ЧМ, 𝑁𝑟 = 104) та наближенням моментами (НМ)

Лагранжева кореляційна функція дрейфової швидкості, коефіцієнт ди-
фузії та середньоквадратичне зміщення ведучих центрів частинок розра-
ховувалося методом моментів з гіроусередненим випадковим потенціалом
(3.11), який задовільно відтворює результати моделювання з попередньо-
го підрозділу 3.2. Розрахунки методом моментів порівняні із результатами
числового моделювання, параметри якого представлені у підрозділі 3.1.

На Рис. 3.7 наведена лагранжева кореляційна функція знайдена з ана-
літичної моделі та з числового моделювання. У дрейфовому наближенні,
𝜌 = 0, так само як і для малих значень ларморівського радіуса 𝜌 = 0.1
захоплення частинок полем очевидно відображаються негативними значе-
ннями кореляційної функції. Для більших 𝜌 воно стає не таким сильним та
очевидним. Це зокрема означає, що збільшення початкового ларморівсько-
го радіуса призводить до зменшення скорельованості руху.

Залежний від часу коефіцієнт дифузії показано на Рис. 3.8 в інтервалі
𝜏 = 100, та на Рис. 3.9 для більшого часового проміжку моделювання
𝜏 = 1000. Видно, що зі збільшенням часу моделювання зростають і флу-
ктуації у розв'язках. На Рис. 3.10 наведено розв'язки аналітичного методу
з врахуванням підансамблів та результати прямого числового моделюван-
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Рис. 3.8 Коефіцієнт дифузії ведучих центрів для радіусів Лармора 𝜌 = 0, 0.1, 1, 10 отри-
маних з числового моделювання (ЧМ) та як розв'яозк аналітичної моделі (НМ)

ня, для 𝜌 = 1 метод з врахуванням підансамблів якісно краще відтворює
результати числового моделювання.

У дрейфовому наближенні частинки рухаються вздовж контурних ліній
функції току, в цьому розумінні їхній рух є регулярним для кожної заданої
реалізації поля. Разом з цим коефіцієнт дифузії асимптотично прямує до
нуля, що з добре означеним максимумом на початкових етапах відображає
сильне захоплення частинок полем.

Для 𝜌 ≠ 0 частинки не рухаються замкнутими орбітами. Такий рух озна-
чає послаблення захоплення частинок полем і приводить до асимптотично
скінченного ненульового коефіцієнта дифузії. Середньоквадратичне змі-
щення частинок, що відповідає наведеним коефіцієнтам дифузії, показано
на Рис. 3.11, 3.12. Рис. 3.7-3.12 демонструють узгодженість між розв'язками
аналітичного методу моментів з гіроусередненим потенціалом та результа-
тами прямого числового моделювання.

Варто відзначити, що на ранніх етапах еволюції процес розбігання части-
нок швидший для малих ларморівських радіусів, в той же час асимптоти-
чний коефіцієнт дифузії зростає із зростанням ларморівського радіуса. Це
призводить до перетину кривих середньоквадратичного зміщення, який по-
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Рис. 3.9 Те саме, що на Рис. 3.8, але для більших часів
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Рис. 3.10 Коефіцієнт дифузії ведучих центрів для радіусів Лармора 𝜌 = 0, 0.1, 1, 10 отри-
маних з числового моделювання (ЧМ) та як розв'язок аналітичної моделі з підансамблями
(НМП)
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Рис. 3.11 Середньоквадратичне зміщення ведучих центрів частинок для радіусів Лар-
мора 𝜌 = 0, 0.1, 1, 10 отримане з числового моделювання (ЧМ) та як розв'язки аналітичної
моделі (НМ)
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Рис. 3.12 Те саме, що на Рис. 3.11, але для більших часів

83



0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

С
ер

ед
нь

ок
ва

др
ат

ич
не

зм
іщ

ен
ня

Δ

Час 𝜏

ЧМ 𝜌 = 0
ЧМ 𝜌 = 0.1
ЧМ 𝜌 = 0.5

ЧМ 𝜌 = 1

Рис. 3.13 Перетин кривих середньоквадратичного зміщення. Числове моделювання

казано для числового моделювання на Рис. 3.13 та для розв'язків методом
моментів на Рис. 3.14. З аналітичного методу знайдено, що перетин кривих
для початкових гірорадіусів 𝜌(0) = 0 та 𝜌(0) = 0.1 відбувається в момент
𝜏𝑖0 ≈ 100; для 𝜌(0) = 0 та 𝜌(0) = 0.5 в 𝜏𝑖1 ≈ 450; для 𝜌(0) = 0 та 𝜌(0) = 1.0 в
𝜏𝑖2 ≈ 2200. Цей ефект було також помічено при розрахунках [57] методом
декорельованих траєкторій. У випадкових полях зі скінченним часом коре-
ляції це може призводити до не монотонної залежності коефіцієнта дифузії
від радіуса Лармора.

У підсумку, розглянуто перенесення заряджених частинок випадковим
електричним полем поперек постійного магнітного поля аналітичними та
числовими методами. Приділено увагу до ефектів захоплення частинок по-
лем, саме з цієї причини розглянуто статичне електричне поле. Наш ана-
літичний метод моментів узагальнено для врахування ефектів скінченно-
го радіуса Лармора. Ці ефекти було знайдено у всіх порядках по радіусу
Лармора, тобто модель може бути використана у широкому діапазоні його
значень. Продемонстровано узгодженість розв'язків аналітичної моделі із
результатами прямого числового моделювання.
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Рис. 3.14 Перетин кривих середньоквадратичного зміщення. Аналітична модель

3.4 Висновок
Розглянуто коефіцієнт дифузії та середньоквадратичне зміщення части-

нок в широкому діапазоні значень радіуса Лармора. Визначено ефектив-
ний метод гіроусереднення кореляційної функції. Знайдено, що дифузій-
ність на малих часах є більшою для частинок з малими радіусами Лармора,
а в асимптотиці залежність змінюється на протилежну.
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Р˯ˣ˞˧ˬ 4

Вˤ˱˘˞˪˯˚˟ ˱˯ˬ˟ ˣ˘ˬ˟ˢˮ˟ ˚˧˞ ˽˘˳˶

В розділі 2 розглядалося перенесення частинок поперек постійного ма-
гнітного поля у статичному електричному випадковому полі в наближенні
ведучого центру. В такій задачі ефекти захоплення частинок є визначаль-
ними, оскільки майже всі частинки захоплені. Нами було сформульовано
метод моментів, який задовільно відтворює результати прямого числового
моделювання. У розділі 3 досліджувалися ефекти скінченного ларморів-
ського радіуса, тобто розглядався точний рух частинок, при перенесенні
частинок статичним випадковим електричним полем. Було продемонстро-
вано спосіб узагальнення методу моментів для врахування цих ефектів, а
також показано, що врахування ефектів скінченного ларморівського раді-
усу частинок призводить до загасання скорельованості руху ансамблю ча-
стинок зі зростанням початкового ларморівського радіусу – частинки мо-
жуть переходи з однієї еквіпотенціальної ліні на іншу. В цьому розділі ме-
тод моментів буде узагальнено для опису перенесення частинок поперек
магнітного поля змінним у часі випадковим електричним полем.

Границя статичного випадкового поля – нескінченного кореляційного
часу, є важливою з огляду перевірки аналітичних наближених методів на
спроможність описувати перенесення захоплених частинок. Проте, в пла-
змі турбулентні поля змінюються в часі, а значить їхній кореляційний час
є скінченним, хоч може бути і співрозмірним із часом еволюції системи.
Скінченний кореляційний час визначає додаткове загасання кореляцій ру-
ху ансамблю частинок, а тому важливо розглянути таку особливість пере-
несення змінними полями в методі моментів.

Іншою задачею, яка буде досліджується у цьому розділі є перенесення
та нагрівання частинок повздовжніми електричними хвилями. Окремо роз-
глядаються ансамблі регулярних хвиль і хвиль зі стрибками фази. Останні
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є цікавими, оскільки в турбулентній плазмі через нелінійні ефекти фаза
хвилі може раптово змінюватись, і це впливатиме на дифузію частинок в
просторі координат та швидкостей.

4.1 Поперечне перенесення

Як і в попередніх розділах 2,3 в цьому підрозділі розглядається перене-
сення частинок поперек постійного магнітного поля під дією випадкового
електричного поля. Електричне поле задано через випадковий потенціал,
аналогічний до (3.7)

𝜎(𝜒 , 𝜏) = √
𝜅𝑚𝑎𝑥

𝜋3/2𝑁𝜅𝑁𝜃

𝑁

∑
𝑖=1

exp (−1
2𝜅2

𝑖 ) cos (2𝜋𝜅𝑖𝜒 − 𝛼𝑖(𝜏)) , (4.1)

але вже з фазами 𝛼(𝜏), які змінюються стрибками в часі. Такі стрибки фаз
відбуваються з частотою 𝜈 та ймовірністю 𝑝 і визначають кореляційний час
випадкового поля як

𝜏𝑐 = 1
𝜈 ln (1 − 𝑝). (4.2)

В даному підрозділі розглядається дрейфовий рух частинок, який визнача-
ється знерозміреним рівнянням (2.5) із випадковим потенціалом (4.1).

Аналогічно до попередніх розділів 2,3 в числовому моделюванні ми роз-
глядаємо випадкове поле задане зваженою суперпозицію 𝑁 = 1440 гармо-
нік (𝑁𝑘 = 20, 𝑁𝜃 = 72), з максимальним абсолютним значенням знерозмі-
реного хвильового вектора 𝜅𝑚𝑎𝑥 = 2. Для кожної реалізації електростати-
чного поля генерується 𝑁 = 1440 випадкових фаз хвилі 𝛼(𝜏). Вони зміню-
ються стрибком із заданими частотою 𝜈 та ймовірністю 𝑝. Число реалізацій
𝑁𝑟 в числовому моделюванні вказується на рисунках.

Легко показати, що стрибки фази випадкового електричного поля при-
зводять до експоненційного загасання кореляційної функції швидкості в
часі. Тобто використовуючи явний вигляд кореляційної функції потенціалу
(2.7) та рівняння (2.2) для означеного кореляційного часу випадкових полів
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(4.1), заданих рівнянням (4.2), можна записати наближену лагранжеву ко-
реляційну функцію компонент швидкості для скінченного часу кореляції у
вигляді

𝐶𝐿
𝜐𝑑𝜐𝑑 (𝜏) ≈ exp (− 𝜏

𝜏𝑐 ) 𝐶𝐸
𝜐𝑑𝜐𝑑 (Δ1/2(𝜏)) . (4.3)

Підстановка такої лагранжевої кореляційної функції дрейфової швидкості
у співвідношення Тейлора (1.10) дає рівняння на середньоквадратичне від-
хилення

𝑑2

𝑑𝜏2 Δ(𝜏) = exp (− 𝜏
𝜏𝑐 ) 𝐶𝐸

𝜐𝑑𝜐𝑑 (Δ1/2(𝜏)) , (4.4)

яке розв'язується чисельно. Нами виконано числове моделювання поведін-
ки частинок в полях зі стрибками фаз. Отримані розв'язки порівняно з ре-
зультатами прямого числового моделювання для асимптотичного коефіці-
єнта дифузії.

Як зазначалося раніше у розділі 2 для нескінченного часу кореляції ви-
падкового поля дрейфовий рух частинок відбувається вздовж замкнутих
еквіпотенціальних ліній, а тому майже всі частинки, можливо окрім части-
нок із нульовим значенням початкового потенціалу, є захопленими випад-
ковим полем. Типовий рух замкнутими траєкторіями захоплених частинок
наведено на Рис. 4.1, вони блукають на відносно невелику відстань. Водно-
час не захоплені частинки можуть зміщуватися на значні відстані, що схе-
матично відображено на Рис. 4.2. Рух захоплених частинок є сильно скоре-
льованим, що призводить до нескінченно довгої від’ємної області значень
в лагранжевій кореляційній функції дрейфової швидкості частинок. Нато-
мість рух не захоплених частинок не має такої особливості.

Від’ємні області значень в лагранжевій кореляційній функції дрейфової
швидкості спостерігалися як в прямому числовому моделюванні, так і в
наближенні моментами в розділі 2 та в розділі 3 для малих значень по-
чаткових ларморівських радіусів, коли частинки залишалися захопленими.
Зміна випадкового поля в часі додає ще один часовий масштаб у задачі –
час загасання кореляції поля, поряд із часом еволюції системи. Тепер усі
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Рис. 4.1 Приклад траєкторії захопленої замагнічнеої частинки

Рис. 4.2 Приклад траєкторії незахопленої замагніченої частинки
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Рис. 4.3 Приклад кореляційної функції компонент дрейфової швидкості для різних ко-
реляційних часів, що отримані методом моментів

частинки захоплюються лише частково. Це призводить до того, що частин-
ки, які були захоплені полем на маленькі орбіти вздовж еквіпотенціальних
ліній можуть подовжувати свої траєкторії, як тільки зміниться просторо-
ва структура випадкового поля. Частинки, що мали більшу область руху,
можуть навпаки, зміщуватися на менші відстані, через зміну просторової
структури випадкового поля.

Лагранжева кореляційна функція дрейфової швидкості, що отримана ме-
тодом моментів з експоненційним загасанням кореляцій в часі представле-
на на Рис. 4.3. Для малих значень кореляційних часів 𝜏𝑐 = 0.1 наближен-
ня моментами дає лагранжеву кореляційну функцію дрейфової швидкості
без області від’ємних значень, але вона з’являється за більших кореляцій-
них часів, для 𝜏𝑐 = 1. Крім того з результатів дослідження перенесення у
випадку нескінченного часу кореляції у розділі 2 випливає, що зі зроста-
нням кореляційного часу, збільшується область від’ємних значень до гра-
ничної величини, коли асимптотичний коефіцієнт дифузії стає нульовим.
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Рис. 4.4 Відповідні коефіцієнти дифузії для різних кореляційних часів, що отримані ме-
тодом моментів

Відповідна еволюція коефіцієнтів дифузії для різних кореляційних часів
𝜏𝑐 = 0.1, 1, 10 наведена на Рис. 4.4. З наведеного рисунку видно, що для
кореляційного часу 𝜏𝑐 = 10 ефекти захоплення відіграють суттєву роль і
призводять до субдифузійної поведінки, водночас для малого кореляційно-
го часу 𝜏𝑐 = 0.1 цього не спостерігається.

Залежність асимптотичного коефіцієнта дифузії від кореляційного часу
представлена на Рис. 4.6. Можна бачити, що результати методу моментів
відповідають результатам прямого числового моделювання. Аналітичний
метод відтворює перехід від квазілінійного до перколяційного режимів пе-
ренесення. На Рис. 4.5 представлена залежність асимптотичного коефіці-
єнта дифузії від числа Кубо 𝐾 . З наведеного рисунку видно, що результа-
ти методу моментів відтворюють відомий результат наближення Корсіна
𝐷 ∼ 𝐾2 [45, 46] для області малих значень 𝐾 < 1, а для великих значень
𝐾 > 1 маємо 𝐷 ∼ 𝐾0.8, що відповідає перколяційному режиму [42, 51].
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Рис. 4.5 Скейлінг асимптотичного коефіцієнта дифузії для різних чисел Кубо. Розра-
хунки на основі методу моментів подані точками. Показано перехід від квазілінійного
режиму дифузії до перколяційного, відображених прямими.
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Рис. 4.6 Залежність асимптотичного коефіцієнтна дифузії від часу кореляції поля з чи-
слового моделювання (ЧМ) та наближення моментами (НМ)
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4.2 Повздовжнє перенесення

Мікрохвильове випромінювання зі стрибками фази спостерігається в ек-
спериментах і викликає значний інтерес через його здатність проникати у
плазму із закритичною густиною [76—78]. Крім того, з огляду на можли-
вості використання мікрохвильового випромінювання для нагрівання пла-
зми, зокрема в розрядах, які розглядаються як перспективні джерела світла
сонячного спектра [79], воно є цікавим предметом дослідження. З іншого
боку, в турбулентній плазмі через нелінійні ефекти у хвилі трапляються ра-
птові зміни фаз, які впливають на дифузію частинок в просторі координат
та швидкостей.

За допомогою числового моделювання ми вивчаємо поведінку частинок
у хвилі з випадковими стрибками фази. Розглянуто два типи стрибків. Пер-
ший, коли зміна фази відбуваються в плазмовому середовищі, в якому хви-
ля взаємодіє з частинками. При цьому частота стрибків в системі коорди-
нат, що рухається з частинкою, не залежить від швидкості частинки, що
захоплюється хвилею (однорідні стрибки). Другий, коли хвилю з випадко-
вими стрибками фази вводять в плазмове середовище. При цьому частота
стрибків в рухомій системі координат зменшується з наближенням швид-
кості частинки до фазової швидкості хвилі (сповільнені стрибки) за анало-
гією з ефектом Доплера.

Розглянемо рух ансамблю частинок в полі хвилі

E(𝑥, 𝑡) = E0 cos (𝜔0𝑡 − 𝑘0𝑥 + 𝛼(𝑡)) , (4.5)

де E0 – амплітуда електричного поля, 𝜔0 та 𝑘0 – частота та хвильове число,
𝑡 та 𝑥 – час та координата, 𝛼 – випадкова фаза, яка стрибком змінюється з ча-
сом. Кожній окремій частинці ансамблю відповідає свій набір стрибків фа-
зи. Розглянуто два типи зміни фази. Перший характеризується незмінною
ймовірністю 𝑝 = 0.2 наприкінці кожного періоду, а велична на яку змінює-
ться фаза стрибком рівноймовірно розподілена в інтервалі (0, 2𝜋). Другий
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Рис. 4.7 Десять траєкторій в просторі швидкості для однорідних стрибків випадкової
фази

тип стрибків фази характеризувався змінною в часі ймовірністю 𝑝(𝑡), ве-
личина якої спадає з наближенням усередненої за швидкими осциляціями
швидкості частинки ⟨𝑣(𝑡)⟩ до фазової швидкості хвилі 𝑝(𝑡) = 𝑝 |1 − 𝑘0⟨𝑣(𝑡)⟩

𝜔0 |.
Результати моделювання поведінки частинок в полі хвилі з випадкови-

ми стрибками фази подано на Рис. 4.7-4.12. Статистичні характеристики
ансамблю частинок отримано на основі розрахунків траєкторій 𝑁𝑟 = 104

частинок. Час і довжина вимірювались в одиницях періоду 2𝜋
𝜔0

і довжини

хвилі 2𝜋
𝑘0

. Величина електричного поля в розрахунках відповідає такій ам-
плітуді осциляцій швидкості захоплених частинок, яка становить 0.141 від
фазової швидкості хвилі. Для початкових швидкостей частинок було взято
значення 0.85. Гармонічною хвилею без зміни фази ці частинки не захо-
плюються, тобто для звичайної хвилі вони є нерезонансними.

На відміну від цього, з хвилею зі стрибками фази, частинки вступають
в резонансну взаємодію в ширшому інтервалі початкових швидкостей, і
з часом усереднена за ансамблем швидкість захоплених частинок прямує
до фазової швидкості хвилі. Відбувається це для обох типів стрибків фази.

95



Рис. 4.8 Десять траєкторій в просторі швидкості для уповільнюючихся стрибків випад-
кової фази

В цілому, частинки з початковою швидкістю меншу за фазову прискорю-
ються, їхня усереднена швидкість зростає від 0.85 до 1. Механізм цього
прискорення є подібним до стохастичного прискорення Фермі. Одночасно
з прискоренням відбувається також стохастичне нагрівання частинок, хара-
ктеристикою його є дисперсія швидкостей. Зауважимо, що зростання дис-
персії з часом для незмінної в часі ймовірності стрибків фази, хвилі першо-
го типу, є суттєво більшим.

На Рис. 4.7, 4.8 подано усереднені за швидкими осциляціями швидкості
десяти довільних частинок в полі хвиль зі стрибками фази першого і друго-
го типу. Якщо частота стрибків фаз уповільнюється відповідно до ефекту
Доплера, блукання частинок відбуваються у звуженій області фазового про-
стору, дисперсія швидкостей і координат є меншою, ніж для першого типу
стрибків. Також для другого типу стрибків є помітнішою доля частинок,
індивідуальна швидкість яких прямує до фазової швидкості хвилі.

Такій поведінці окремих частинок відповідає еволюція функцій розпо-
ділу швидкостей, подана на Рис. 4.9,4.10 для трьох моментів часу, що до-
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Рис. 4.9Функція розподілу в просторі швидкості для рівномірних стрибків
фази
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рівнюють 200, 103 та 104 періодам. У полі хвилі з постійною ймовірністю
стрибків функція розподілу частинок за швидкостями сильно розширює-
ться, що свідчить про те що процес нагрівання триває протягом всього ча-
су моделювання. Тоді як для другого типу зміни фази функція розподілу
частинок за швидкостями після початкового розширення майже зберігає
форму. Процес розширення функції розподілу швидкостей обумовлений
тим, що інтервал швидкостей резонансної взаємодії залишає більше части-
нок, ніж потрапляє до нього з нерезонансної області.

На Рис. 4.11,4.12 подано еволюцію функцій розподілу частинок в коорди-
натному просторі також для трьох моментів часу. Зауважимо, що просто-
рові масштаби на цих двох рисунках сильно відрізняються. Розпливання
функції розподілу координат для першого типу стрибків фази є ще більш
промовистим ніж розпливання функції розподілу швидкостей. Пік функції
розподілу на Рис.4.12 для 𝑡 = 104 зберігає пам'ять про початкові умови,
коли всі частинки були зосереджені в одній точці фазового простору. З ча-
сом він дисипує, але в цілому форма функції розподілу зберігається значно
краще, ніж для постійної в часі частоти стрибків фази.

Експериментальні спостереження показують, що інтенсивна хвиля в пла-
змовому середовище характеризується деякою нерегулярністю, яку можна
моделювати випадковими стрибками фази. В роботі звернено увагу на сут-
тєву залежність поведінки частинок, резонансно взаємодіючих з хвилею,
від того, яким чином відбуваються стрибки. Якщо стрибки фази утворюю-
ться під час взаємодії хвилі з частинками, то їхня частота в системі коорди-
нат, що рухається з частинкою, не залежить від її швидкості. Якщо ж хви-
ля зі стрибками фази була згенерована раніше і потім запущена в область
взаємодії, то частота стрибків в рухомій системі координат залежить від
швидкості частинки.

На основі моделювання показано, що в кожному разі через стрибки фа-
зи частинки з ширшого інтервалу початкових швидкостей, ніж це було би
для гармонічної хвилі без зміни фази, вступають з нею в резонансну вза-
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Рис. 4.11 Функція розподілу частинок для рівномірних стрибків фази
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ємодію. Зокрема, частинки з початковою швидкістю, меншою за фазову
швидкість хвилі, прискорюються. При цьому, якщо стрибки фаз відбуваю-
ться під час прискорення, їхня частота в системі координат, що рухається з
частинкою, не залежить від швидкості руху. Через це розширення функції
розподілу частинок в просторі швидкостей і координат триває постійно,
відповідно зростає дисперсія швидкостей – частинки нагріваються. Якщо
частинки взаємодіють з хвилею із вже сформованою зміною фази, то по
мірі наближення іхньої швидкості до фазової швидкості хвилі вони пере-
стають відчувати стрибки фази і поле для них не відрізняється від поля
гармонійної хвилі без стрибків фази. Тому наближення їхньої швидкості
до фазової швидкості хвилі не супроводжується значним зростанням дис-
персії.

Іншою важливою задачею є оцінка внеску хвиль зі стрибками фаз в ін-
тенсивність нагрівання частинок. Для цього окремо розглядаються хвилі
з регулярними фазами та випадкові імпульси поля. Таке розділення не є
точно визначеним у числовому моделюванні, оскільки інтенсивність на-
грівання залежить від тривалості імпульсу, однак воно встановлює відпо-
відність між імпульсами та стрибками фаз.

В числовому моделюванні розраховуються середня швидкість та дис-
персія швидкості резонансних та не резонансних частинок. Порівнюються
процеси нагрівання частинок хвилями зі стрибками фази, ансамблем регу-
лярних хвиль та полем випадкових електричних імпульсів.

Ми розглядаємо перенесення частинок у просторі швидкостей під дією
зовнішнього випадкового електричного поля, заданого суперпозицією 10
парціальних хвиль

𝜙(𝑥, 𝑡) =
10

∑
𝑖=1

1
5√𝜋

𝜙2
0
𝑘𝑚𝑎𝑥
Δ𝑘 exp

(
− (

𝑘𝑖 − 𝑘0
Δ𝑘 )

2

)
×

× cos (𝜔𝑡 − 𝑘𝑖𝑥 + 𝛼𝑖 + 𝛽(𝑡)) , (4.6)
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Рис. 4.13 Дисперсія швидкості частинок в полі хвиль зі стрибками фази (JW), окремих
імпульсів (J) та хвиль без стрибків фази (W). Початкова швидкість частинок 𝑣0 = 1, фазова
швидкість хвиль 𝑣𝑝ℎ = 1, частота стрибків фази 𝜈 = 1, ймовірність стрибка 𝑝 = 0.2

Рис. 4.14 Середня швидкість резонансних частинок в полі хвиль зі стрибками фази (JW),
окремих імпульсів (J) та хвиль без стрибків фази (W). Початкова швидкість частинок 𝑣0 =
1, фазова швидкість хвиль 𝑣𝑝ℎ = 1, частота стрибків фази 𝜈 = 1, ймовірність стрибка
𝑝 = 0.2
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з фіксованою частотою 𝜔, хвильовими числами 𝑘𝑖 в околі значення 𝑘0 та з
амплітудою потенціалу 𝜙0. Для моделювання використовуються час, нор-
мований на період 2𝜋

𝜔0
, та довжина, нормована на величину 2𝜋

𝑘0
. Параметра-

ми спектру є ширина 𝑑  = Δ𝑘
𝑘0   =  0.04 та безрозмірна амплітуда потенціалу

𝜎  =   𝑒
𝑚 (

𝜅0
𝜔0 )

2
 𝜑0  =  0.01, де 𝑒 та 𝑚 є зарядом та масою частинки. Набір ви-

падкових фаз {𝛼𝑖} залишається постійним для кожної реалізації поля, тоді
як спільна фаза 𝛽(𝑡) змінюється стрибками в процесі руху частинки. Фа-
за може змінюватись на довільну величину з частотою 𝜈, нормованою на
обернений період коливань, та ймовірність стрибка фаз 𝑝.

Для розгляду нагрівання частинок за відсутності стрибків фаз беремо
𝑝 = 0. Цей випадок порівнюємо з двома іншими, коли стрибки фаз трапля-
ються один раз або двічі протягом періоду коливань 𝜈  =  1, або 𝜈  =  2
відповідно з ймовірностями 𝑝  =  0.2, або 𝑝  =  0.1. Для виокремлення ефе-
кту, обумовленого суто стрибками фаз, розглянуто також нагрівання окре-
мими імпульсами поля. При цьому, в числовому моделюванні електричне
поле покладається нульовим майже всюди, крім тих кроків по часу, коли
трапляється стрибок фаз 𝛽(𝑡). Для 𝜈  =  2, 𝑝  =  0.1 імпульси є вдвічі коро-
тшими ніж для 𝜈  =  1, 𝑝 =  0.2, але їхня середня кількість за одиницю часу
залишається тією самою.

Результати числового моделювання дифузії частинок в просторі швидко-
стей під дією зовнішнього випадкового поля з потенціалу (4.6) із стрибка-
ми фази 𝛽(𝑡); без стрибків фази 𝛽(𝑡); та в полі окремих імпульсів наведені
на Рис. 4.13-4.18.

З моделювання випливає що поля хвиль із стрибками фази та без них хоч
і виглядають подібними, рух резонансних частинок в них помітно різни-
ться. Резонансна на початковій стадії частинка, тобто частинка чия швид-
кість співпадає з фазовою швидкістю хвилі, в полі хвилі без стрибків фази
весь час залишається в резонансній області простору швидкостей, тоді як
в полях із стрибками фаз вона може мандрувати в просторі швидкостей на
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Рис. 4.15 Дисперсія швидкості частинок в полі хвиль зі стрибками фази (JW), окремих
імпульсів (J) та хвиль без стрибків фази (W). Початкова швидкість частинок 𝑣0 = 0, фазова
швидкість хвиль 𝑣𝑝ℎ = 1, частота стрибків фази 𝜈 = 1, ймовірність стрибка 𝑝 = 0.2

Рис. 4.16 Прискорення частинок в полі хвиль зі стрибками фази (JW), окремих імпуль-
сів (J) та хвиль без стрибків фази (W). Початкова швидкість частинок 𝑣0 = 0, фазова
швидкість хвиль 𝑣𝑝ℎ = 1, частота стрибків фази 𝜈 = 1, ймовірність стрибка 𝑝 = 0.2
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Рис. 4.17 Дисперсія швидкості частинок в полі хвиль зі стрибками фази (JW), окремих
імпульсів (J) та хвиль без стрибків фази (W). Початкова швидкість частинок 𝑣0 = 0, фазова
швидкість хвиль 𝑣𝑝ℎ = 1, частота стрибків фази 𝜈 = 2, ймовірність стрибка 𝑝 = 0.1

Рис. 4.18 Прискорення частинок в полі хвиль зі стрибками фази (JW), окремих імпуль-
сів (J) та хвиль без стрибків фази (W). Початкова швидкість частинок 𝑣0 = 0, фазова
швидкість хвиль 𝑣𝑝ℎ = 1, частота стрибків фази 𝜈 = 2, ймовірність стрибка 𝑝 = 0.1
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велику відстань від початкового положення. Тобто стрибки фази вносять
ефект шуму з широким спектром.

На Рис. 4.13,4.14 подано еволюцію дисперсії швидкості частинок, спри-
чинену стохастичним нагріванням, а також відповідну еволюцію середньої
швидкості, обумовлену стохастичним прискоренням для резонансних ча-
стинок. З наведених рисунків видно, що інтенсивність нагрівання резонан-
сних груп частинок зі знерозміреними початковими швидкостями 𝜐0  =  1 є
найбільшою у хвилях зі стрибками фази. Для таких хвиль дисперсія швид-
кості зростає, тоді як нагрівання імпульсами досягло насичення.

Більш цікавим є сильна взаємодія між нерезонансними частинками та
хвилями зі стрибками фаз, що представлено на Рис. 4.15-4.18. Нерезонан-
сні частинки розігріваються навіть швидше за резонансні частинки, що мо-
жна бачити на Рис. 4.15,4.17). Дійсно, вплив стрибків фаз на нагрівання є
найбільш промовистим для нерезонансних частинок, оскільки їхня взаємо-
дія за відсутності стрибків фаз є дуже слабкою. Разом з нагріванням хви-
лі зі стрибками фаз прискорюють, або загальмовують, частинки поки їхні
швидкості не досягають області фазових швидкостей хвиль.

Рис. 4.15-4.18 показують відповідність між нагріванням частинок окре-
мими імпульсами електричного поля та хвилями зі стрибками фаз, якщо
імпульси та стрибки фаз відбуваються з однаковою частотою, яка визнача-
ється добутком 𝜈  ×  𝑝 = 0.2. Нагрівання імпульсами залежить також від
їхньої тривалості, яка в числовому моделюванні є пропорційною до 1

𝜈 . По-
рівняння Рис. 4.15,4.16 з Рис. 4.17,4.18 показує, що коротші імпульси спри-
чиняють більш інтенсивне нагрівання та прискорення частинок.

4.3 Висновок

Розглянуто перенесення частинок у випадковому змінному електрично-
му полі із різними кореляційними часами, показано що розв'язки статисти-
чних рівнянь сформульованого нами методу моментів відтворюють квазі-
лінійну поведінку статистичних характеристик в широкому інтервалі коре-
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ляційних часів. Зокрема, для малих кореляційних часів – це квазілінійний
режим, для великих - перколяційний.

Розглянуто нагрівання частинок та їх прискорення хвилями з регулярни-
ми фазами та зі стрибками фаз, а також стохастичними імпульсами. Пока-
зано подібність між впливом стрибків фаз та дією окремих імпульсів поля.
Продемонстровано, що стрибки фаз значно підвищують інтенсивність на-
грівання резонансних частинок, а також залучають до цього процесу нере-
зонансні частинки з широкого інтервалу початкових швидкостей.
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Сформульовано статистичні рівняння, що описують часову еволюцію се-
редньоквадратичного зміщення частинок поперек магнітного поля під ді-
єю статичного випадкового електричного поля. Врахування особливостей
динаміки окремих груп частинок по різним еквіпотенціальним поверхням
покращило відповідність аналітичних розрахунків результатам прямого чи-
слового моделювання. Виконано порівняння з методом декорельованих тр-
аєкторій і показано більшу ефективність та простоту застосування оригі-
нального підходу.

Розраховано еволюцію кореляційної функції, коефіцієнта дифузії та се-
редньоквадратичного відхилення, їхня поведінка узгоджується з прямим
числовим моделюванням. Наближені рівняння не використовують вільних
параметрів. Врахування концепції підансамблів покращує узгодження ре-
зультатів наближення із числовим моделюванням. Показано, що наближен-
ня моментами краще узгоджується із результатами числового моделюван-
ня ніж метод декорельованих траєкторій.

Новий метод було узагальнено з метою врахування ефектів скінченного
ларморового радіусу. Показано, що розв'язки відтворюють результати мо-
делювання як в області малих так і великих ларморових радіусів. Знайдено,
що інтенсивність дифузії по-різному залежить від ларморового радіусу на
малих та великих часових масштабах.

Запропонований аналітичний метод було розвинено далі для опису пере-
несення частинок у змінному в часі випадковому електричному полі. Отри-
мано залежність асимптотичного коефіцієнту дифузії від часу кореляції в
системі. Показано, що запропонований метод відтворює поведінку стати-
стичних характеристик в широкому інтервалі кореляційних часів, знайдену
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в числовому моделюванні. Зокрема квазілінійний режим для малих кореля-
ційних часів, так і перколяційний для великих.

Порівняно інтенсивності нагрівання частинок хвилями з регулярними
фазами та стрибками фаз, а також зі стохастичними імпульсами. Виявле-
но подібність дії на частинки хвиль зі стрибками фаз та окремих імпульсів
електричного поля. Проаналізовано вплив на частинки хвиль з різним хара-
ктером стрибків фаз. Показано, що стрибки фаз хвилі значно підвищують
інтенсивність нагрівання резонансних частинок, а також залучають до цьо-
го процесу нерезонансні частинки з широкого інтервалу початкових швид-
костей.
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