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АНОТАЦIЯ

Побережнюк Р. В. Фазовi перетворення та критична точка сильнов-
заємодiючої матерiї в ядро-ядерних зiткненнях. - Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.04.02 “теоретична фiзика”. - Iнститут теоретичної
фiзики iм. М. М. Боголюбова НАН України, Київ, 2017.

Дисертацiя присвячена теоретичному вивченню флуктуацiй та середнiх чи-
сел частинок в околi фазового переходу деконфайнмента та в околi критичної
точки ядерної матерiї в ядро-ядерних зiткненнях в рамках статистичних моде-
лей.

В дисертацiї статистична модель ранньої стадiї (Statistical Model of the Early
Stage, SMES) використовується як модель фазового переходу деконфайнмен-
та в сильновзаємодiючiй матерiї, народженiй в релятивiстських ядро-ядерних
зiткненнях. Модель була запропонована в кiнцi 1990-х рокiв для центральних
зiткнень ядер свинець-свинець (Pb+Pb) на енергiях прискорювача CERN SPS.
Вона передбачила декiлька можливих сигналiв деконфайнмента, якi пiзнiше
спостерiгалися в експериментi NA49. Формалiзм великого канонiчного ансам-
блю використовувався в моделi для обчислення ентропiї та повного числа див-
них частинок. Це наближення може застосовуватися для реакцiй в яких середнє
число частинок – носiїв зарядiв, що зберiгаються, є значно бiльшим за одиницю.
Нещодавнi результати експерименту NA61/SHINE по вимiрюванню народжених
в непружнiх протон-протон (p+p) взаємодiях адронiв свiдчать в пiдтримку того,
що деконфайнмент може мати мiсце в цих реакцiях. Проте, в цьому випадку
середнє число частинок з ненульовим дивним зарядом менше одиницi. Отже
для моделювання за допомогою SMES протон-протонних взаємодiй необхiдно
враховувати точне збереженнядивностi.Це розширеннямоделi SMESпредстав-
лене в дисертацiї. У результатi врахування точного закону збереження дивностi
температура, тиск та густина енергiї системи, а також положення точок початку
та кiнця змiшаної фази зазнають змiн. Значна вiдмiннiсть спостерiгається у вiд-
ношеннi дивностi до ентропiї, яке виявляється суттєво залежним вiд розмiрiв
системи.

В дисертацiї модель SMES також використовується для обчислення сере-
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днього числа чарiвних частинок в центральних Pb+Pb зiткненнях. Через мале
число народжуваних чарiвних частинок необхiдно враховувати точний закон
збереження чарiвностi навiть для центральних Pb+Pb зiткнень. Модель перед-
бачає швидке зростання середнього числа чарiвних частинок як функцiї енергiї
зiткнення. Проте, середнє число чарiвних частинок, обчислене для центральних
Pb+Pb зiткнень при енергiї на нуклонну пару в системi центра мас√sNN = 17.3

GeV, суттєво перевищує експериментально встановлену верхню границю. Та-
ким чином, для несуперечливого опису вiдкритої чарiвностi, параметри та/або
припущення моделi має бути переглянуто.

Дисертацiя також мiстить передбачення SMES стосовно флуктуацiй спо-
стережуваних народження адронiв в центральних зiткненнях важких iонiв i
доповнює ранiше опублiкованi результати розглядом, нещодавно запропонова-
них, сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй (цi експериментальнi мiри флуктуацiй
застосовуються через необхiднiсть виключити шум вiд флуктуацiй розмiрiв си-
стеми в ядро-ядерних зiткненнях). В декiлькох розглянутих випадках передба-
чена суттєва змiна в залежностi вiд енергiї зiткнення цих величин, як результат
фазового переходу. Одержанi результати надають можливiсть спостереження
нових сигналiв деконфайнмента в експериментах по зiткненням важких iонiв.

Друга модель що використовується в дисертацiйнiй роботi – це, нещодав-
но запропонована, модель ван дер Ваальса в формалiзмi великого канонiчного
ансамблю, що враховує ефекти квантової статистики (квантова модель ван дер
Ваальса, QvdW). В роботi версiя даної моделi з Бозе статистикою застосову-
ється до опису рiвноважної системи взаємодiючих π-мезонiв. Рiвняння стану
ван дер Ваальса враховує взаємодiї як притягання (через середнє поле) так i
вiдштовхування (через виключений об’єм). Якщо сила притягання мiж пiонами
достатньо велика, виникає гранична температура T0, що являє собою найбiль-
шу температуру при якiй система має стабiльнi розв’язки. Iншими словами,
термодинамiчна рiвновага є неможливою при T > T0. Тиск p, густина числа
частинок n та густина енергiї ε системи залишаються обмеженими при T = T0.
В той же час, при температурi T близькiй до T0 теплоємнiсть C = dε/dT i
нормована варiацiя розподiлу числа частинок ω[N ] (флуктуацiї числа пiонiв) є
пропорцiйними до (T0−T )−1/2 i, таким чином, прямують до нескiнченностi при
T → T0. Також, гранична температура вiдповiдає найм’якiшiй точцi рiвняння
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стану, тобто квадрат швидкостi звуку c2
s = dp/dε прямує до нуля як (T0−T )1/2.

Дуже схожа термодинамiчна поведiнка має мiсце в моделi Хагедорна для спе-
цiального вибору степеневого показника, а самеm−4, в перед-експоненцiйному
множнику масового спектру ρ(m).

Наявнiсть граничної температури T0 в моделi QvdW пiонного газу є свiд-
ченням обмеження в областi можливого застосування цiєї моделi. Подiбно до
моделi Хагедорна, гранична температура в пiонному газi ван дер Ваальса повин-
на бути перетворена в температуру переходу деконфайнмента пiсля введення
фундаментальних кварк-глюонних ступнiв вiльностi, що може бути зроблено в
майбутнiх роботах.

Iншим застосуванням квантової моделi ван дер Ваальса в дисертацiйнiй ро-
ботi є застосування до опису ядерної матерiї (гiпотетичної нескiнченної систе-
ми взаємодiючих нуклонiв). В цьому випадку використовується версiя моделi зi
статистикою Фермi. Представлено порiвняння моделей ядерної матерiї QvdW
та Валечки. Кожна модель мiстить два параметра, що характеризують притяга-
ння та вiдштовхування мiж нуклонами. Значення цих параметрiв фiксуються з
вiдомих властивостей ядерної матерiї в основному станi. Обидвi моделi перед-
бачають фазовий перехiд 1-го роду рiдина-газ i дуже схожу поведiнку в околi
критичної точки (кiнцевiй точцi лiнiї фазового переходу 1-го роду). Критичнi iн-
декси та критичнi амплiтуди в квантовiй моделi ван дер Ваальса дослiджуються
аналiтично та чисельно. Iснують важливi вiдмiнностi в поведiнцi термодинамi-
чних функцiй в даних моделях при великих значеннях густини числа нуклонiв.
В той же час, обидвi моделi входять в клас унiверсальностi моделей середнього
поля. Також, розглянуто гiбридну модель, в якiй взаємодiї притягання здiйсню-
ються через обмiни скалярними σ мезонами, як в моделi Валечки, а взаємодiї
вiдштовхування реалiзуються через поправку виключеного об’єму, як в кванто-
вiй моделi ван дер Ваальса.

В дисертацiї представленi вирази для флуктуацiй числа нуклонiв поблизу
критичної точки ядерної матерiї в моделi QvdW. Нормована варiацiя, коефi-
цiєнт асиметрiї Sσ та куртозис κσ2 розподiлу числа нуклонiв є розбiжними в
критичнiй точцi. Виявлено, що область кросоверу фазової дiаграми характери-
зується великим значенням нормованої варiацiї, майже нульовим коефiцiєнтом
асиметрiї i суттєво вiд’ємним куртозисом. Нетривiальна структура коефiцiєнта
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асиметрiї та куртозиса спостерiгається в великiй областi навколо критичної то-
чки нафазовiй дiаграмi; зокрема, обидвi цi мiриможуть приймати великi додатнi
та вiд’ємнi значення. Газоподiбна фаза характеризується додатними значення-
ми коефiцiєнта асиметрiї, тодi як рiдинна фаза – вiд’ємними. Сильноiнтенсивнi
мiри ∆[E∗, N ] та Σ[E∗, N ] флуктуацiй числа нуклонiв та енергiї збудження та-
кож розглянуто. Цi величини також проявляють сингулярну поведiнку поблизу
критичної точки. Показано, що мiра ∆[E∗, N ] приймає як додатнi так i вiд’ємнi
значення в околi критичної точки. Виходячи з мiркувань унiверсальностi, можна
зазначити, що подiбна поведiнка очiкується також в околi гiпотетичної крити-
чної точки КХД. I не зважаючи рiзну фiзичну природу критичної поведiнки, в
обох випадках флуктуацiї зарядiв можуть бути чутливими до положення вiдпо-
вiдної критичної точки та використовуватися для визначення цього положення.

Насамкiнець, класичне рiвняння стану ван дер Ваальса в формулюваннi
великого канонiчного ансамблю застосовано до дослiдження флуктуацiй в
загальнiй больцманiвськiй системi взаємодiючих частинок ван дер Ваальса.
Нехтування ефектами квантової статистики надало можливiсть одержати ана-
лiтичнi вирази для флуктуацiй числа частинок, а також для сильноiнтенсивних
мiр флуктуацiй числа частинок та енергiї. Цi результати є якiсно подiбними
до вiдповiдних результатiв одержаних для ядерної матерiї в рамках моделi
QvdW. Проте, на противагу випадку квантової статистики, больцманiвське на-
ближення дозволяє одержати вирази для флуктуацiй в унiверсальному виглядi
(представленi в термiнах приведених змiнних, данi вирази не залежать вiд кон-
кретних значень параметрiв притягання та вiдштовхування). Таким чином для
флуктуацiй в моделi ван дер Ваальса виконується закон вiдповiдних станiв, тодi
як для квантової моделi ван дер Ваальса цей закон виконується лише наближено.

Ключовi слова: деконфайнмент, ядро-ядернi зiткнення, зiткнення важких
iонiв, протон-протоннi зiткнення, дивнiсть, чарiвнiсть, флуктуацiї, критична
точка, газ пiонiв, гранична температура, критичнi iндекси, ядерна матерiя.
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ABSTRACT

PoberezhnyukR. V. Phase transitions and critical point of strongly interacti-
ng matter in nucleus-nucleus collisions. - Qualification scientific work on the
rights of the manuscript.

Thesis for a degree of Candidate of Technical Sciences in specialty 01.04.02
“theoretical physics”. - Bogolubov Institute for Theoretical Physics, National
Academy of Sciences of Ukraine, Kiev, 2017.

Thesis is devoted to the theoretical study of fluctuations and mean particle multi-
plicities in the vicinity of deconfinement phase transition and critical point of nuclear
matter in nucleus-nucleus collisions within statistical models.

In thesis Statistical Model of the Early Stage, SMES, is used to describe a transi-
tion between confined and deconfined phases of strongly interacting matter created
in nucleus-nucleus collisions. The model was formulated in the late 1990s for central
Pb+Pb collisions at the CERNSPS energies. It predicted several signals of the transiti-
on (onset of deconfinement) which were later observed by the NA49 experiment. The
grand canonical ensemble was used to calculate entropy and strangeness producti-
on. This approximation is valid for reactions with mean multiplicities of particles
carrying conserved charges being significantly larger than one. Recent results of
NA61/SHINE on hadron production in inelastic p+p interactions suggest that the
deconfinement may also take place in these reactions. However, in this case mean
multiplicity of particles with non-zero strange charge is smaller than one. Thus
for the modeling of p+p interactions the exact strangeness conservation has to be
implemented in the SMES. This extension of the SMES is presented in the thesis.
Exact strangeness conservation law affects temperature, pressure and energy density
of the system as much as beginning and end points of the mixed phase. Substantial
difference is observed for strangeness to entropy ration which is found to be strongly
dependent of the systems size.

The SMES is also used in thesis to calculate mean multiplicity of charm particles
in central Pb+Pb collisions. A small number of produced charm particles necessitates
the use of the exact charm conservation law. The model predicts a rapid increase of
mean charm multiplicity as a function of collision energy. The mean multiplicity
calculated for central Pb+Pb collisions at the center of mass energy per nucleon pair
√
sNN = 17.3 GeV exceeds significantly the experimental upper limit. Thus, in order
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to describe open charm production model parameters and/or assumptions should be
revised.

Thesis also contains SMES predictions on fluctuations of hadron production
properties in central heavy ion collisions and extends previously published results
by considering the strongly intensive measures of fluctuations (this experimental
fluctuation measures are applied in view of necessity to exclude noise from the
systems size fluctuations in nucleus-nucleus collisions). In several of the considered
cases a significant change in collision energy dependence of calculated quantities as
a result of the phase transition is predicted. This provides an opportunity to observe
new signals of the onset of deconfinement in heavy ion collisions experiments.

Another model applied in thesis is, recently proposed, van der Waals model
in canonical ensemble formulation, which includes effects of quantum statistics
(quantum van der Waals model, QvdW). In thesis the Bose statistics version of
this model is applied to the equilibrium system of interacting pions. If the attractive
interaction between pions is large enough, a limiting temperature T0 emerges, i.e., no
thermodynamical equilibrium is possible at T > T0. The system pressure p, particle
number density n, and energy density ε remain finite at T = T0, whereas for T
near T0 both the specific heat C = dε/dT and the scaled variance of particle number
fluctuations ω[N ] are proportional to (T0−T )−1/2 and, thus, go to infinity at T → T0.

The limiting temperature also corresponds to the softest point of the equation of state,
i.e., the speed of sound squared c2

s = dp/dε goes to zero as (T0−T )1/2. Very similar
thermodynamical behavior takes place in the Hagedorn model for the special choice
of a power, namelym−4, in the pre-exponential factor of the mass spectrum ρ(m).

The presence of limiting temperature T0 in QvdW model of pion gas is definitely
a signal of the restricted validity of this model. Similar to the Hagedorn model,
the limiting temperature of the QvdW pion system should be transformed to the
temperature of deconfinement transition when the fundamental quark-gluon degrees
of freedom are introduced. This consideration can be done in future studies.

Another implication of quantum van der Waals model in thesis is implication
to a description of nuclear matter. The Fermi statistics version of the model is
considered for this case. A comparable study of the quantum van der Waals and
Walecka models of nuclear matter is presented. Each model contains two parameters
which characterize the repulsive and attractive interactions between nucleons. These
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parameters are fixed in order to reproduce the known properties of the nuclear
ground state. Both models predict a first-order liquid-gas phase transition and a very
similar behavior in the vicinity of the critical point. Critical exponents and critical
amplitudes of the quantum van der Waals model are studied both analytically and
numerically. There are important differences in the behavior of the thermodynamical
functions of the considered models at large values of the nucleon number density.
At the same time both models fall into the universality class of mean-field theory.
A hybrid model, where the attractive interactions are mediated through the scalar
meson exchange and where the repulsive interactions are modeled by means of the
excluded-volume correction, is considered as well for completeness.

Expression for nucleon multiplicity fluctuations near the critical point of nuclear
matter are presented in thesis. The scaled variance, skewness, and kurtosis of nucleons
multiplicity distribution diverge at the critical point. It is found that the crossover regi-
on of the phase diagram is characterized by the large values of the scaled variance, the
almost zero skewness, and the significantly negative kurtosis. The rich structures of
the skewness and kurtosis are observed in the phase diagram in thewide region around
the critical point; namely, they both may attain large positive or negative values. The
strongly intensive measures ∆[E∗, N ] and Σ[E∗, N ] of the particle number and exci-
tation energy fluctuations are also considered, and, similarly, show singular behavior
near the critical point. The ∆[E∗, N ] measure is shown to attain both positive and
negative values in the vicinity of critical point. Based on universality argument, si-
milar behavior is expected to occur in the vicinity of the QCD critical point. Very
different physical origins of the critical behavior in nuclear matter and near the chiral
CP are evidently expected. Nevertheless, in both cases the fluctuations of conserved
charges are expected to be sensitive probes of critical behavior and may be used to
pinpoint the location of the corresponding CP.

Finally, the classical van der Waals (vdW) equation of state in the grand canoni-
cal ensemble formulation is used to calculate particle number fluctuations in generic
Boltzmann vdW system. Neglecting effects of the quantum statistics provided the
analytical expressions particlemultiplicity fluctuations, as well as for strongly intensi-
ve measures of particle multiplicity and energy fluctuations. These results are quali-
tatively similar to corresponding results obtained for nuclear matter within QvdW
model. However, contrary to the Fermi statistics case, obtained expressions can be
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presented in reduced variables, in which they have universal form, i.e., they do not
depend on particular values of the vdW parameters a and b.

Key words: Onset of deconfinement, nucleus-nucleus collisions, proton-proton colli-
sions, charm production, fluctuations, critical point, pion gas, limiting temperature,
critical exponents, nuclear matter.
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Перелiк умовних позначень
p+p - протон-протонне зiткнення,
A+A - ядро-ядерне зiткнення,
CERN - (Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire) Європейська дослiдни-
цька органiзацiя з фiзики високих енергiй, Женева, Швейцарiя,
SIS - (SchwerIonen Synchrotron) Прискорювач в Дармштадтi, Нiмеччина, AGS
- (Alternating Gradient Synchrotron) - Прискорювач важких iонiв в Брукхевенi,
Нью-Йорк, США,
SPS - (Super Proton Synchrotron) - Прискорювач в CERN, Женева, Швейцарiя,
RHIC - (Relativistic Heavy Ion Collider) - Прискорювач на зустрiчних пучках в
Брукхевенi, Нью-Йорк, США,
CE - (Canonical Ensemble) - канонiчний ансамбль,
GCE - (Grand Canonical Ensemble) - великий канонiчний ансамбль,
SMES - (Statistical Model of the Early Stage) - Статистична Модель Ранньої
Стадiї релятивiстських ядро-ядерних зiткнень,
КГП - Кварк-Глюонна Плазма,
КХД - квантова хромодинамiка,
IB-GCE - (Ideal Boltzmann - Grand Canonical Ensemble) - iдеальний газ в
великому канонiчному ансамблi в больцманiвському наближеннi,
UrQMD - (Ultra relativistic Quantum Molecular Dynamics), HSD - (Hadron String
Dynamics) - пакети симуляцiй p+p, A+A та p+A взаємодiй,
EV - (Excluded Volume) - поправка виключеного (власного) об’єму частинок,
vdW - (van der Waals) - модель ван дер Ваальса,
QvdW - (Quantum van der Waals) - квантова модель ван дер Ваальса,
RMF - (Relativistic Mean-Field) - релятивiстськi моделi середнього поля,
GS - (Ground State) - основний стан ядерної матерiї.
Одиницi вимiрювання.
В роботi використовується система одиниць, в якiй константа Планка ~, швид-
кiсть свiтла c, та константа Больцмана k рiвнi одиницi.
MeV - (Mega electron-Volt), GeV - (Giga electron-Volt),
fm - (fermi) 1 fm ' 197 MeV−1.



Вступ

Актуальнiсть теми.
Фазовi перетворення - це захоплюючi фiзичнi явища. Маленькi змiни темпе-

ратури та тиску призводять до драматичних змiн мiкроскопiчних властивостей
речовини. Поширений приклад з повсякденного життя – це кипiння або замер-
зання води. Фазова дiаграма води показана на Рис. 1, де областi iснування рiзних

  

heat

Рис. 1: Фазовi стани води. Додаючи тепло (енергiю) при сталому тиску вода
переходить з твердого стану в рiдкий, а потiм з рiдкого в газоподiбний, як
вказано пунктирною стрiлкою.

фаз води позначенi на дiаграмi тиску-температури. Грiючи воду ми рухаємося
через її рiзнi стани i перетинаємо межi цих станiв, як позначино пунктирною
стрiлкою на Рис. 1 для випадку постiйного атмосферного тиску. Залежнiсть тем-
ператури води вiд кiлькостi доданого тепла, яка називається кривою нагрiвання
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води, показана на Рис. 2. В чистих фазах, таких як лiд, вода або пар, темпера-
тура зростає монотонно з додаванням тепла. Двi областi постiйної температури
(сходинки) вiдповiдають фазовим переходам лiд-рiдина та рiдина-пар. В цих
областях змiшаної фази додане тепло використовується для фазового перетво-
рення, а не для збiльшення температури як в чистих фазах.
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Рис. 2: Крива нагрiвання води при сталому атмосферному тиску. Вона вiд-
повiдає траєкторiї фазової дiаграми води що позначена пунктирною лiнiєю на
Рис. 1.

Властивостi води та iнших речовин, що нас оточують, та перетворення мiж
їхнiми рiзними фазами визначаються електромагнiтними взаємодiями атомiв та
молекул. З iншого боку, властивостi атомного ядра, що складається з нуклонiв
(протонiв та нейтронiв) визначаються сильними взаємодiями.Природно виникає
запитання: чи сильновзаємодiюча речовина також iснує в окремих фазах?. Якi
властивостi цих фаз? При яких температурах вiдбуваються переходи мiж ними?
Як цi переходи виглядають?

Бiльш нiж 50 рокiв вiдомо що адрони (тобто мезони та барiони; всi силь-
новзаємодiючi частинки) складаються з бiльш елементарних частинок, кваркiв
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та глюонiв. Однак, окремi кварки та глюони нiколи не спостерiгались. Здається,
що вони завжди “ув’язненi” всерединi адронiв. Але чи може iснувати iнша фаза
сильновзаємодiючої речовини, в якiй кварки та глюони рухаються окремо?

Iснує 3 параметри що описують термодинамiчнi властивостi системи. В не-
релятивiстських системах це температура, густина числа частинок та тиск. Рiв-
няння стану пов’язує їх, тобто тиск є добре визначеною функцiєю температури
та густини частинок для даної речовини. В експериментах над водою можна лег-
ко зафiксувати значення температури щоб означити точку на фазовiй дiаграмi
на Рис. 1. На противагу водi, число частинок не зберiгається в сильновзаємо-
дiючiй релятивiстськiй речовинi. Замiсть густини числа частинок зберiгається
барiонне число, тобто рiзниця мiж кiлькiстю барiонiв та анти-барiонiв. Пiд-час
розрахункiв зручно використовувати еквiвалентнi змiннi барiонної густини або
барiонного хiмiчного потенцiалу. Фазова дiаграма сильновзаємодiючої речови-
ни, що виникає з теоретичного розгляду та результатiв експерименту, показана
на Рис. 3 в змiнних температури та та барiонного хiмiчного потенцiалу. В ла-
бораторних експериментах може бути створена сильновзаємодiюча речовина з
рiзними температурами T та барiонними хiмiчними потенцiалами µB. Функцiо-
нальна залежнiсть тиску вiд T та µB, тобто рiвняння стану сильновзаємодiючої
речовини, залишається предметом iнтенсивних експерементальних та теорети-
чних дослiджень.

Перехiд мiж адронною (бiлою) та кварковою (кольоровою) фазою сильновза-
ємодiючої речовини ймовiрно мав статися пiд-час розширення та охолодження
раннього Всесвiту, приблизно 1 мiкросекунду пiсля Великого Вибуху. Космоло-
гiчнi свiдчення цього переходу сьогоднi важко iдентифiкувати. Густа сильнов-
заємодiюча речовина iснує всерединi нейтронних зiрок. Свiдчення в пiдтримку
iснування кваркової речовини в центрi цих зiрок з’явилися вже в 1960-х роках,
скоро пiсля того, як кваркова гiпотеза була сформована. Однi з перших статей
[13, 14] приводили в якостi аргумента: “радiус нейтрона приблизно 0.5–1 fm
(1 fm = 10−15 m), тобто густина нейтронiв приблизно дорiвнює 8·1014 g·cm−3, в
той час як густина в центрi нейтронної зiрки може сягати 1016 − 1017 g·cm−3. В
цьому випадку, очiкується що адрони перекриваються, та їхня iндивiдуальнiсть
ставиться пiд питання. Таким чином, ми робимо припущення, що речовина при
таких густинах є “кварковим супом". Створення речовини в кварковому станi,
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Рис. 3: Фази сильновзаємодiючої речовини. Зi збiльшенням енергiї зiткнення
речовина утворена на раннiй стадiї ядро-ядерних зiткнень змiнює свої власти-
востi як показано стрiлкою. При низьких енергiях вона знаходиться в бiлому
станi (адрони), при достатньо високiй енергiї в кварковiй фазi (кварк-глюонна
плазма).M це критична точка ядерного фазового переходу рiдина-газ. Затем-
нена стрiчка показує фазовий перехiд 1-го роду, границю мiж фазою адронiв та
КГП. Очiкується що ця границя закiнчується критичною точкою E. В точцi E
рiзкий фазовий перехiд 1-го роду перетворюється в швидкий фазовий перехiд
кросоверу, що позначений пунктирною лiнiєю.

тобто в фазi Кварк-Глюонної Плазми (КГП), може бути єдиною можливiстю
‘побачити’ кварки та глюони що рухаються вiльно в великому об’ємi.

Космологiчнi та астрофiзичнi об’єкти з необхiдними властивостями нажаль
важко дослiджувати. Систематичне вивчення властивостей сильновзаємодiючої
речовини потребує методу створення такої речовини в добре контрольованих
умовах в лабораторiї. Зiткнення двох важких ядер являє собою цей метод. Таке
зiткнення продукує краплину сильновзаємодiючої речовини з високою густиною
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енергiї, так-званий файербол. Природно очiкувати, що зi зростанням енергiї зi-
ткнення густина енергiї файербола також зростає. У випадку нагрiвання води
можна спостерiгати послiдовнi перетворення мiж її фазами. Отже, є надiя що,
аналогiчно, зi збiльшенням енергiї зiткнення ми зможемо спостерiгати аномалiї
в залежностi вiд енергiї зiткнення властивостей народжених адронiв i, таким чи-
ном, вiдкрити перехiд мiж рiзними фазами сильновзаємодiючої речовини, наро-
дженої на раннiй стадiї зiткнень. Стрiлка на Рис. 3 схематично вiдображає змiну
положення файєрбола на фазовiй дiаграмi при зростаннi енергiя ядро-ядерних
зiткнень. При достатньо великiй енергiї зiткнення ця краплина речовини може
досягти фази КГП (див Рис. 3). Нажаль, час життя файєрболу дуже короткий,
приблизно 10−22 секунд. Вiн швидко розширюється, охолоджується (див Рис. 4)
та, насамкiнець, розпадається на адрони та декiлька легких ядер. Цi продукти
розпаду вимiрюються за допомогою детекторiв, що оточують область зiткнення.

З’являються результати експериментiв по високоенергетичним ядерним зi-
ткненням, що свiдчать в пiдтримку iснування фазового переходу в сильновзає-
модiючiй речовинi, передбаченого КХД. Це так-званий фазовий перехiд декон-
файнмента. Коротко розглянемо як вiдбувався пошук цього фазового перетво-
рення, та його головнi результати.

Пошук кваркової фази сильновзаємодiючої речовини, КГП, вже має довгу
iсторiю. Активнiсть цього пошуку збiльшилась в зв’язку з першими прискорен-
нями ядер кисню та сiрки наCERNSPS в 1986-му роцi (

√
sNN ≈ 20GeV) та ядер

свиньцю в 1994-му роцi (
√
sNN ≈ 17 GeV). Вимiрювання в рядi експериментiв

засвiдчили що критична густина енергiї була ймовiрно перевищена i матерiя з
незвичайними властивостями формувалась в раннiй стадiї зiткнень [18]. Клю-
човою проблемою було виявлення експериментальних сигналiв наявностi КГП.
Декiлька сигналiв формування стану КГП пiд час ранньої стадiї зiткнень про-
понувались ранiше [19–21]. Однак, однозначнiсть цих сигналiв була поставлена
пiд питання.

В серединi 1990-х рокiв вивчення результатiв дослiдiв CERN-у та AGS в
BNL (максимальна енергiя

√
sNN ≈ 5.5 GeV) поставило [22, 23] цiкаве за-

питання: якi енергетичнi залежностi властивостей адронiв мiж верхнiми AGS
енергiями та енергiями SPS? У вiдповiдь на це запитання була запропонова-
на Статистична Модель Ранньої Стадiї (SMES) процесу зiткнень [24] в якiй
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Рис. 4: Параметри сильновзаємодiючої речовини створеної на раннiй стадiї
ядро-ядерних взаємодiй показанi суцiльними кругами для Pb+Pb (Au+Au) зi-
ткнкнь на верхнiх AGS енергiях (

√
sNN ≈ 5.5 GeV), середнiх SPS енергiях

(
√
sNN ≈ 7.6 GeV) та верхнiх SPS енергiях (

√
sNN ≈ 17 GeV). Створений

файєрбол розширюється та охолоджується вздовж траєкторiй позначених су-
цiльними лiнiями та розпадається в точках фрiзаута (суцiльнi квадрати, трику-
тники та зiрки).

постулювалось рiвняння стану з фазовим переходом 1-го роду. В цiй моделi
настання деконфайнмента призводило до немонотонної залежностi декiлькох
властивостей народжених адронiв вiд енергiї. Наприклад, модель передбачила
гострий максимум у вiдношеннi множини дивних адронiв (адронiв що мiстять
s та s кварки) до пiонiв (найлегших адронiв) на початку областi фазового пе-
реходу, при енергiї приблизно

√
sNN ≈ 7.5 GeV. Це передбачення призвело
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Рис. 5: Кривi нагрiвання сильновзаємодiючої речовини. Спостережуванi вла-
стивостi адронiв (див. текст) нарисованi як функцiї енергiї зiткнення для цен-
тральних Pb+Pb (Au+Au) зiткнень (верхня множина точок) та р+p взаємодiй
(нижня множина точок) [16, 17]

до розширення дослiдницької програми SPS, програми енергетичного сканува-
ння [25, 26]. В рамках цiєї програми лобовi (центральнi) зiткнення двох ядер
свинцю (Pb+Pb) реєструвались на декiлькох нижнiх енергiях SPS (

√
sNN =

6.3, 7.6, 8.7 та 12.3 GeV); експеримент NA49. Iншi дослiди важких iонiв на
SPS (NA45, NA50, NA57 та NA60) брали участь в вибраних запусках цiєї про-
грами [27]. Остаточнi результати, отриманi переважно коллаборацiєю NA49,
якiсно пiдтвердили очiкування та передбачення моделi: швидкi змiни власти-
востей продукцiї адронiв вiдбуваються всерединi вузького дiапазону енергiй,
√
sNN = 7–12 GeV [16,17].

Найбiльш яскравий ефект спостерiгається в енергетичнiй залежностi вiд-
ношення повного виходу каонiв до повного виходу пiонiв, 〈K+〉/〈π+〉, в цен-
тральних Pb+Pb зiткненнях. Це вiдношення представлено на Рис. 5 лiворуч. Пi-
сля швидкого порогового пiдйому вiдношення демонструє гострий максимум
в областi SPS i потiм, можна сказати, входить в плато при високих енергiях.
Каони являють собою найлегшi дивнi адрони i, зважаючи на приблизну iзоспi-
нову симетрiю, вихiд 〈K+〉 дорiвнює приблизно половинi дивних (анти-)кваркiв,
що утворюються при зiткненнi та мiстяться в продуктах реакцiї. Таким чином,
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данi представленi на Рис. 5 (лiворуч) свiдчать про те, що пiдмножина части-
нок носiїв дивностi в утворенiй речовинi проходить через гострий максимум в
ядро-ядерних зiткненнях на SPS. Ця особливiсть не спостерiгається в протон-
протонних реакцiях, що вiдповiдають нижнiй множинi точок на Рис. 5 (лiворуч).

Другим важливим результатом являється стацiонарне значення вимiрюваної
температури K+ мезонiв в центральних Pb+Pb зiткненнях на енергiях SPS, що
показане на Рис. 5 праворуч. В концепцiї файєрбола вимiрювана температура
пов’язана з локальним статистичним рухом частинок та їхньою колективною
швидкiстю розльоту у напрямку, що перпендикулярний вiсi зiткнення.

На даний момент гострий максимум та наступне плато енергетичної за-
лежностi вiдношення 〈K+〉/〈π+〉 були вiдтворенi лише в рамках статистичної
моделi ранньої стадiї. В данiй моделi це вiдображає вiдношення кiлькостi див-
них ступенiв вiльностi до не-дивних ступенiв вiльностi при настаннi декон-
файнмента. Стацiонарне значення вимiрюваної температури K+ мезонiв було
передбачене [28–30] як результат сталостi тиску та температури, спричиненої
спiвiснуванням адронної фази з кварковоюфазою на раннiй стадiї ядро-ядерних
зiткнень в областi енергiї SPS.

Цi результати свiдчать в пiдтримку того,щофазовий перехiд деконфайнмен-
та в Pb+Pb зiткненнях починається в областi енергiї SPS. Захоплююча та багата
фiзика, що може вивчатись за допомогою ядро-ядерних зiткнень на енергiях
CERN SPS мотивує експериментальнi програми, а саме CERN SPS [31,32], BNL
RHIC [33], FAIR SIS [34] та JINR NICA [35].

В сучасному експериментi NA61, в якостi наступних крокiв, планується
вимiрювання вiдношення каонiв до пiонiв в протон-протонних зiткненнях та
повного числа D-мезонiв в зiткненнях свинець-свинець. В зв’язку з цим станов-
лять iнтерес передбачення статистичної моделi ранньої стадiї щодо утворення
дивностi в p+p взаємодiях та вiдкритої чарiвностi1 в Pb+Pb зiткненнях на енер-
гiях CERN SPS. Передбачення SMES щодо утворення дивностi були обчисленi
в рамках великого канонiчного ансамблю (GCE) [24]. Це наближення можна за-
стосовувати для центральних Pb+Pb зiткнень на енергiях SPS. В цих зiткненнях
середнє число частинок з ненульовим дивним зарядом значно бiльше одини-

1Вiдкрита чарiвнiсть – це адрони, що мiстять (анти-)чарiвнi кварки та мають ненульовий чарiвний заряд (напр.
D-мезон), в той час як закрита чарiвнiсть – це адрони, що мiстять чарiвний кварк та анти-чарiвний анти-кварк i
мають нульовий чарiвний заряд (напр. J/ψ).
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цi. Проте, це наближення не можна застосовувати у випадку непружнiх p+p
взаємодiй при енергiях SPS. В цьому випадку необхiдно враховувати точне
збереження дивностi, що може бути досягнуто з використанням канонiчного
ансамблю (CE). Опублiкована [53] коллаборацiєю NA49 верхня границя для
середньої множинностi D0 + D̄0 мезонiв в центральних Pb+Pb зiткненнях при
158A GeV, свiдчить про необхiднiсть враховувати точне збереження чарiвностi
при обчисленнi вiдкритої чарiвностi навiть для Pb+Pb зiткнень.

Також в експериментi NA61/SHINE планується вимiрювання флуктуацiй чи-
сла частинок. Флуктуацiї набагато важче вивчати нiж одиничнi адроннi власти-
востi. Це може слугувати поясненням проблематичностi локалiзацiї критичної
точки за допомогою вимiрювання флуктуацiй. Iснує потреба експерименталь-
ного та теоретичного розвитку розумiння флуктуацiй в релятивiстських ядро-
ядерних зiткненнях. В зв’язку з цим, становлять iнтерес теоретичнi передба-
чення впливу можливого фазового переходу деконфайнменту на флуктуацiї в
рамках моделi SMES.

Проте, перший фазовий перехiд в сильновзаємодiючiй речовинi був спо-
стережений при вивченнi зiткнень на дуже низьких енергiях [15] (енергiя на
нуклон-нуклонну пару в системi центра мас

√
sNN < 2 GeV). Цей перехiд мiж

ядерною рiдиною та ядерним газом вiдбувається при температурi приблизно
6·1010 K (5 MeV). Лiнiя фазового переходу та критична точкаM знаходиться в
областi високих µB та низьких T всерединi адронної фази фазової дiаграми як
показано на Рис. 3 та 4.

Вiдома феноменологiя нуклон-нуклонного потенцiалу свiдчить про взаємо-
дiї вiдштовхування на малих вiдстанях та про взаємодiї притягання на сере-
днiх вiдстанях. Найпростiшою моделлю що враховує взаємодiї притягання та
вiдштовхування, а також мiстить фазовий перехiд першого роду та критичну
точку є модель ван дер Ваальса. Класичне рiвняння стану ван дер Ваальса (vdW)
нещодавно було узагальнене таким чином, щоб включати ефекти квантової ста-
тистики, i застосоване до опису симетричної ядерної матерiї в роботах [71,72].
В цiй квантовiй моделi ван дер Ваальса (QvdW) взаємодiї вiдштовхування мо-
делюються через поправку виключеного об’єму, тодi як взаємодiї притягання
описуються пропорцiйним до густини середнiм полем.Модель QvdWдосить до-
бре описує основнi властивостi ядерної матерiї. В рамках цiєї моделi можливе
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отримання теоретичних передбачень щодо флуктуацiй числа нуклонiв в околi
фазового переходу та критичної точки ядерної матерiї.

Хоча, вочевидь, фiзичнi картини критичної поведiнки ядерної матерiї та ма-
терiї поблизу критичної точки деконфайнмента суттєво вiдрiзняються, в обох
випадках очiкується, що флуктуацiї є чутливими пробами критичної поведiнки
i можуть використовуватися для визначення положення вiдповiдної критичної
точки. Особливий iнтерес становлять такi характеристики флуктуацiй як кое-
фiцiєнт асиметрiї та куртозис розподiлу числа частинок, оскiльки очiкується
що цi величини є дуже чутливими до положення системи на фазовiй дiаграмi
вiдносно положення критичної точки.

Зв’язок роботи з наукоими програмами, планами, темами.
Дисертацiйна робота виконана у вiдповiдностi з державною науково-

дослiдною програмою, що виконувалися в Iнститутi теоретичної фiзики iм.
М. М. Боголюбова НАН України: “Дослiдження сильновзаємодiючої матерiї та
структури адронiв в релятивiстських зiткненнях адронiв та ядер” 2013 — 2017
pp. (номер державної реєстрацiї в УкрIНТЕI – 0113U001092, шифр 1. 4. 1).

Мета i задачi дослiдження.
Метою дослiджень, проведених у дисертацiї, є теоретичний опис можливих

сигналiв фазових переходiв та критичної точки сильно-взаємодiючої матерiї в
ядро-ядерних зiткненнях. Для її досягнення було визначено наступнi задачi:

1. дослiдити вплив можливого фазового переходу деконфайнмента на зале-
жнiсть вiд енергiї зiткнення наступних спостережуваних величин: числа
дивних адронiв в непружнiх p+p взаємодiях, числа чарiвних адронiв в
зiткненнях Pb+Pb, флуктуацiй вiд зiткнення до зiткнення числа адронiв;

2. обчислити термодинамiчнi функцiї газу взаємодiючих π-мезонiв;
3. одержати вирази для флуктуацiй числа нуклонiв та дослiдити характери-

стики критичної поведiнки в околi критичної точки ядерної матерiї.

Методи дослiдження.
У дисертацiї для знаходження характеристик утворення адронiв в реляти-

вiстських ядро-ядерних та протон-протонних зiткненнях застосовувалась ста-
тистична модель ранньої стадiї, що мiстить фазовий перехiд деконфайнменту.
До опису систем взаємодiючих пiонiв та нуклонiв була застосована квантова мо-
дель ван дер Ваальса, зi статистикою Бозе та Фермi, вiдповiдно. Для чисельних
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розрахункiв в рамках цих моделей використовувалися методи програмування.

Наукова новизна одержаних результатiв.

Серед нових наукових результатiв, отриманих у роботi, можна вiдзначити
наступнi:

1. Поширено якiснi теоретичнi оцiнки моделi SMES залежностi вiдношен-
ня числа K+ мезонiв до π+ мезонiв вiд енергiї зiткнення на зiткнення
протонiв та малих ядер.

2. Зроблено якiсну оцiнку можливого впливуфазового переходу деконфайн-
мента на поведiнку множинностi чарiвних мезонiв як функцiї енергiї зi-
ткнення до зiткнень ядер свинець-свинець.

3. Запропоновано новi можливi сигнали деконфайнменту, що заснованi на
вимiрюваннi сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй вiд зiткнення до зiткнен-
ня вимiрюваних множинностей адронiв.

4. Знайдено обмеження в застосуваннi рiвноважної статистичної моделi
QvdW до опису системи взаємодiючих π-мезонiв, що проявляється у на-
явностi найбiльшої можливої температури системи в рамках такої моделi.

5. Одержано вирази для флуктуацiй, зокрема коефiцiєнта асиметрiї та кур-
тозиса розподiлу числа взаємодiючих нуклонiв, в областi критичної точки
фазового переходу рiдина-газ нескiнченної ядерної матерiї в наближен-
нi середнього поля. Проаналiзовано сингулярну поведiнку флуктуацiй в
околi критичної точки. У випадку класичного газу ван дер Ваальса в вели-
кому канонiчному ансамблi знайдено аналiтичнi вирази для коефiцiєнта
асиметрiї та куртозиса розподiлу числа частинок.

6. Обчислено критичнi iндекси критичної точки моделi ядерної матерiї в
рамках моделi QvdW.

Практичне значення одержаних результатiв.

Результати дисертацiйної роботи можуть бути корисними для пошуку сигна-
лiв фазового переходу деконфайнмента та для уточнення положення критичної
точки ядерної матерiї. Також робота вносять вклад в розумiння критичної по-
ведiнки флуктуацiй в околi критичної точки, зокрема критичної точки ядерної
матерiї.

Особистий внесок здобувача.

В роботi [1] модель SMES релятивiстських ядро-ядерних зiткнень була пере-
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формована з врахуванням точного закону збереження дивностi. Знайдено вплив
точного закону збереження дивностi на термодинамiчнi функцiї та положення
фазового переходу, а також обчислено залежнiсть вiд енергiї зiткнення та вiд
розмiру ядер учасникiв вiдношення дивностi до ентропiї у зiткненнях в областi
енергiй SPS.

В роботi [2] в рамках моделi QvdW ядерної матерiї одержано вирази для
коефiцiєнта асиметрiї та куртозиса розподiлу числа нуклонiв як функцiй темпе-
ратури та барiонного хiмiчного потенцiалу та дослiджено сингулярну поведiнку
цих величин в околi критичної точки ядерної матерiї.

В роботi [3] одержано вирази для коефiцiєнта асиметрiї та куртозиса розпо-
дiлу числа частинок як функцiй приведеної температури та приведеної густини
частинок в газi ван дер Ваальса в великому канонiчному ансамблi та дослiджено
сингулярну поведiнку цих величин в околi критичної точки газу ван дер Ваальса.

В роботi [4] виявлено явище граничної температури в моделi QvdW га-
зу взаємодiючих π-мезонiв. Знайдено залежнiсть граничної температури вiд
параметрiв моделi та виявлено властивостi поведiнки фiзичних величин в око-
лi граничної температури. Обчислено значення параметрiв моделi Хагедорна
адронної матерiї, при яких значення граничної температури та поведiнка фiзи-
чних величин в цих двох моделях адронної матерiї найбiльш близькi.

В роботi [5] в рамках моделi SMES релятивiстських ядро-ядерних зiткнень
обчислено сильноiнтенсивнi мiри флуктуацiй вiд зiткнення до зiткнення чи-
сла частинок. Показано залежнiсть цих величин вiд флуктуацiй повної енергiї
системи.

В роботi [6] в рамках моделi SMES релятивiстських ядро-ядерних зiткнень
обчислено залежнiсть вiд енергiї зiткнення повного числа чарiвних та анти-
чарiвних частинок з врахуванням точного закону збереження чарiвностi.

В роботi [7] з використанням одних i тих же припущень про властивостi
ядерної матерiї при нульовiй температурi одержано значення параметрiв моде-
лей QvdW, Валечки та гiбридної моделi ядерної матерiї. Знайдено та порiвняно
положення критичної точки в цих моделях при даних значеннях параметрiв.
Обчислено критичнi iндекси критичної точки газу ван дер Ваальса з Фермi
статистикою.

В роботi [8] обчислено сильноiнтенсивнi мiри флуктуацiй числа нуклонiв
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та енергiї в областi критичної точки ядерної матерiї з рiвнянням стану ван дер
Ваальса.

Апробацiя результатiв дисертацiї.
Результати дисертацiйної роботи доповiдались на конференцiях:
1. Zim’anyiWinter School onHeavy Ion Physics, Будапешт, Венгрiя, 5-9 грудня

2016 р. (доповiдь)
2. Конференцiя Молодих Вчених Сучаснi Проблеми Теоретичної Фiзики,

Київ, Україна, 13-15 грудня 2016 р. (доповiдь)
3. Zim’anyi Winter School on Heavy Ion Physics, Будапешт, Угорщина, 5-9

грудня 2017 р. (доповiдь)
4. Конференцiя Молодих Вчених Сучаснi Проблеми Теоретичної Фiзики,

Київ, Україна, 12-14 грудня 2017 р. (доповiдь)
Результати також обговорювалися на семiнарах вiддiлу фiзики високих густин
енергiї Iнституту теоретичної фiзики iм. М. М. Боголюбова.

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 8 журнальних статтях [1–
8], та матерiалах конференцiй [9–12].

Структура дисертацiї. Робота складається зi вступу, чотирьох роздiлiв
основної частини, загальних висновкiв, додатка. Обсяг дисертацiї 120 сторiнок,
список використаних джерел (129 найменувань) зi списком публiкацiй автора
(12 найменувань) займають 12 сторiнок.



Роздiл 1

Статистична модель ранньої стадiї
релятивiстських ядро-ядерних зiткнень

1.1 Формулювання моделi фазового переходу мiж
адронним газом та кварк-глюонною плазмою

Основнi припущення, параметри та результати статистичної моделi ранньої ста-
дiї (SMES) коротко пiдсумованi в цiй главi. Разом з позначеннями, що викори-
стовувалися в оригiнальнiй роботi [24], вони збереженi, наскiльки це можливо,
без змiн, що дозвляє пряме порiвняння результатiв роботи з результатами опу-
блiкованими ранiше.

Модель SMES є, ймовiрно, найпростiшою моделлю деконфайнмента. Це
призводить до певних переваг та недолiкiв. Зокрема, модель SMES часто кри-
тикується за її простi припущення, що не можуть бути виправданi в рамках
популярних динамiчних пiдходiв до ядро-ядерних зiткнень.

SMES припускає, що нуклони сповiльнюються та втрачають частку η < 1

їхньої початкової енергiї в центральних ядро-ядерних зiткненнях. Вони пролiта-
ють далi уносячи їхнi барiоннi та електричнi заряди. Такимчином, розглядається
нова народжена матерiя. Всi заряди, що зберiгаються, цiєї матерiї дорiвнюють
нулю. Припускається, що ця матерiя утворюється статистичним чином.

Оскiльки, в модель SMES матерiя, що створена на раннiй стадiї зiткнення
не має зарядiв, що зберiгаються, її властивостi повнiстю визначаються досту-
пною енергiєю та об’ємом в якому вiдбувається статистичне створення нових
частинок. В центральних A+A зiткненнях об’єм обирається як лоренцiвськи-
скорочений в продовжному напрямку об’єм, що займають нуклони якi зiштов-
хуються (нуклони учасники) вiд одного ядра:

V =
4πr3

0Ap/3√
sNN/2mN

, (1.1)

30
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де mN – це маса нуклона, √sNN – це енергiя нуклонної пари в системi центра
мас, Ap – це кiлькiсть нуклонiв учасникiв вiд одного ядра. Значення параметра
r0 вибране 1.30 fm з умови, що значення середньої барiонної густини в ядрi,
ρ0 = 0.11 fm−3.

Лише частка, η, повної енергiї в A+A зiткненнях перетворюється в енергiю
нових ступенiв вiльностi, створених на раннiй стадiї. Це вiдбувається тому,
що повне барiонне число уносить частину енергiї. Вивiльнена при зiткненнi
(непружня) енергiя записується як

E = η (
√
sNN − 2mN)Ap , (1.2)

де припускається що параметр η є незалежним вiд енергiї зiткнення та розмiру
системи. Для чисельних розрахункiв використовується значення η = 0.67 [24].

Припущення (1.1) та (1.2) з η = 1 вiдповiдають гiдродинамiчнiй моделi
Ландау [36]. Аналогiчно цiй моделi, в SMES ми не розглядаємо конкретний
динамiчний механiзм який призводить до швидкої термалiзацiї речовини. Мо-
дель SMES припускає, що створення нових частинок на раннiй стадiї зiткнення
– це статистичний процес, тобто всi мiкроскопiчнi стани, дозволенi законами
збереження, являються однаково ймовiрними.

Передбачення для множинностi пiонiв в рамках SMES основанi на припу-
щеннi, що ентропiя, створена на раннiй стадiї зiткнення, приблизно зберiгається
пiдчас розширення народженої речовини. Дiйсно, було спостережено що диси-
пативний ефект, який оцiнюється вiдношенням повної в’язкостi до густини
ентропiї, є малим для сильновзаємодiючої речовини. Це особливо справджу-
ється для областi фазового переходу деконфайнмента (див, напр. [37]). Слiд
також вiдзначити, що взаємодiї мiж частинками вiдiграють рiзну ролi щодо рiв-
новажних властивостей (наприклад рiвняння стану) та кiнетичних коефiцiєнтiв
(наприклад повної в’язкостi). Це може бути ясно проiлюстровано простим при-
кладом системи твердих кульок [38]. Введення радiуса твердого кора частинок
r призводить до малих поправок в рiвняннi iдеального газу в результатi ефекту
виключеного об’єму, проте, оскiльки в’язкiсть зростає як ∝ r−2, вона сильно
залежить вiд r.

Сильновзаємодiючi елементарнi частинки – це кварки та глюони. Вважа-
тимемо, що кварковий стан складається з u, d та s кваркiв та вiдповiдних
анти-кваркiв, має внутрiшню кiлькiсть ступенiв вiльностi, що дорiвнює 6 (3
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кольори та 2 спiнових стани). Вкладом c, b та t кваркiв можна знехтувати через
їхню велику масу. Внутрiшнє число ступенiв вiльностi для глюонiв дорiвнює 16
(8 кольорових станiв та 2 спiнових стана). Вважатимемо, що маси глюонiв та
не-дивних (анти-) кваркiв дорiвнюють нулю. В якостi маси дивних (анти-) квар-
кiв вiзьмемо 175 MeV [24]. Властивостi речовини, що знаходиться в рiвновазi,
описуються рiвнянням стану. У випадку кваркiв та глюонiв використовується
рiвняння стану моделi мiшкiв [39–41], тобто рiвняння стану iдеального газу з
поправкою у виглядi мiшкової константи B. Цей рiвноважний стан кваркiв та
глюонiв називається кварк-глюонною плазмою або Q (вiд англ. quark) станом.

В моделi SMES використовується ефективна параметризацiя адронного ста-
ну, який будемо називатиW (вiд англ. white) станом. Вважатимемо, що не-дивнi
ступенi вiльностi, вклади в ентропiю яких переважають, є безмасовими бозона-
ми. Їх внутрiшнє число ступенiв вiльностi вiзьмемо як 16, тобто приблизно в
3 рази менше нiж внутрiшнє число ефективних ступенiв вiльностi в КГП. Вва-
жатимемо масу дивних ступенiв вiльностi 500 MeV, що дорiвнює масi каону.
В якостi значення внутрiшнього числа дивних стеупенiв вiльностi вiзьмемо чи-
сло 14. Для W-стану оберемо рiвняння стану iдеального газу. Зрозумiло, що до
цього опису адронного стану потрiбно ставитись лише як до деякої ефективної
параметризацiї. Наведенi чисельнi значення параметрiв були отриманi шляхом
фiтування даних експериментiв на AGS по A+A зiткненням, докладнiше див. в
роботi [24].

Модель припускає, що на раннiй стадiї А+А зiткнень завжди реалiзується
стан з максимальною ентропiєю. В моделi з двома рiзними (W та Q) фазами
вiд енергiї зiткнення залежить вигляд стану, ентропiя якого є максимальною.
Областi енергiї, в яких рiвноважний стан iснує у виглядi чистого W або чистого
Q стану, розмежованi областю в якiй обидва стани спiвiснують (змiшана фа-
за). Умова максимальної ентропiї еквiвалентна припущенню фазового перехода
першого роду з критерiєм Гiббса для змiшаної фази (див Додаток B в [24]).
Зокрема, при данiй температурi T система знаходиться в чистiй W або Q фазi
залежно вiд того, тиск якої фази є бiльшим. Змiшана фаза утворюється якщо
обидва тиски рiвнi мiж собою, pW = pQ. Температуру перетворення мiж W та
Q фазами положимо Tc = 200 MeV. Слiд зазначити, що данi решiточної КХД
оцiнюють температуру фазового переходу кросоверу як Tc = 150 − 170 MeV.
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Проте, в данiй роботi збережено значення Tc = 200 MeV, що припускається в
оригiнальному формулюваннi моделi [24]. Перегляд моделi, що має включати
самоузгодженi змiни всiх її параметрiв знаходиться за межами даної роботи.

Використовуючи зробленi припущення та значення параметрiв, що наведенi
вище, можнуть бути проведенi обчислення та зробленi передбачення в рамках
SMES. Вираз для густини енергiї на раннiй стадiї має вигляд:

ε ≡ E

V
=
ηρ0(
√
sNN − 2mN)

√
sNN

2mN
. (1.3)

Функцiї тиску та густини енергiї в W-фазi та Q-фазi дорiвнюють:

pW (T ) =
π2gW

90
T 4 +

gsW
2π2

∫ ∞
0

dk k4

3(k2 +m2
W )1/2

exp

[
− (k2 +m2

W )1/2

T

]
, (1.4)

εW (T ) =
π2gW

30
T 4 +

gsW
2π2

∫ ∞
0

dk k2(k2 +m2
W )1/2 exp

[
− (k2 +m2

W )1/2

T

]
,

(1.5)

pQ(T ) =
π2gQ
90

T 4
c +

gsQ
2π2

∫ ∞
0

dk k4

3(k2 +m2
Q)1/2

exp

[
−

(k2 +m2
Q)1/2

T

]
− B ,

(1.6)

εQ(T ) =
π2gQ
30

T 4 +
gsQ
2π2

∫ ∞
0

dk k2(k2 +m2
Q)1/2 exp

[
−

(k2 +m2
Q)1/2

T

]
+ B .

(1.7)

Вклад дивних частинок в термодинамiчнi функцiї (1.4-1.7) взятий в боль-
цманiвському наближеннi. Це спрощення є важливим для розгляду в CE який
буде проведено в наступному параграфi. Звернемо увагу, що в роботi [24] для
дивних кваркiв був використаний розподiл Фермi з масою m∗Q = 175 MeV. Для
того, щоб зменшити вiдмiннiсть вiд попереднiх результатiв для розрахункiв
положимо бiльше значення маси дивного кварку, а саме mQ = 216.5 MeV що
призведе до такого ж числа дивних частинок при температурi фазового перехо-
ду (Tc = 200 MeV):∫ ∞

0

k2dk exp
(
−
√
k2 +m2

Q/Tc

)
=

∫ ∞
0

k2dk
[
exp

(√
k2 +m∗2Q /Tc

)
+ 1

]−1

.

(1.8)

Тодi мiшкову константу B = 570 MeV/fm3 можна обчислити використовуючи
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критерiй рiвних тискiв Гiббса:

pW (Tc) = pQ(Tc) . (1.9)

Густина ентропiї в чистих фазах (i =W, Q) дорiвнює:

si(T ) =
pi(T ) + εi(T )

T
. (1.10)

В змiшанiй фазi W та Q фази спiвiснують. Частину об’єму що зайнята Q фазою
позначимо як ξ. Густини енергiї та ентропiї в змiшанiй фазi дорiвнюють:

εmix(Tc) = ξ εQ(Tc) + (1− ξ) εW (Tc) , (1.11)

smix(Tc) = ξ sQ(Tc) + (1− ξ) sW (Tc) . (1.12)
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Рис. 1.1: Температура (лiворуч) та тиск (праворуч) речовини створеної на раннiй
стадiї A+A зiткнень як функцiї енергiї зiткнення.

Температура T та тиск p показанi як функцiї енергiї зiткнення на Рис. 1.1 лi-
воруч та праворуч, вiдповiдно. Змiшана фаза починається при енергiї зiткнення
√
sNN,1 та закiнчується при

√
sNN,2:

√
sNN,1 = 7.42 GeV,

√
sNN,2 = 10.83 GeV . (1.13)

Еквiвалентнiсть критерiя Гiббса та умови максимальної ентропiї проiлюстрова-
на на Рис. 1.2 лiворуч, де вiдношення Ri = si/sQ представленi для i = W, mix,
та Q.

Густина сумичисел дивних та анти-дивних частинок в великомуканонiчному
ансамблi може бути обчислена як,
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Рис. 1.2: Лiворуч: Вiдношення густин ентропiї si/sQ, де i позначає W (суцiльна
лiнiя), Q (горизонтальна суцiльна лiнiя), та змiшану (пунктирна лiнiя) фазу,
як функцiя енергiї зiткнення. Кружки вiдповiдають початку та кiнцю змiшаної
фази, що обчислюються вiдповiдно до рiвняння (1.13). Праворуч: Вiдношення
дивностi до ентропiї ns/s як функцiя енергiї зiткнення.

nsW (T ) =
gsW
2π2

∫ ∞
0

dk k2 exp

[
− (k2 +m2

W )1/2

T

]
(1.14)

nsQ(T ) =
gsQ
2π2

∫ ∞
0

dk k2 exp

[
−

(k2 +m2
Q)1/2

T

]
, (1.15)

nsmix(ξ) = ξ nsQ(Tc) + (1− ξ)nsW (Tc) . (1.16)

На Рис. 1.2 праворуч показане вiдношення дивностi до ентропiї, ns/s, як
функцiя енергiї зiткнення.

1.2 Врахування точних законiв збереження дивно-
стi та чарiвностi в рамках канонiчного ансам-
блю

В цiй главi надається увага єдиному аспекту моделi SMES, що стосується ефе-
ктiв скiнченного розмiру при утвореннi дивних та чарiвних адронiв. Для того,
щоб було можливе пряме порiвняння результатiв з попереднiми опублiкова-
ними передбаченнями, всi iншi припущення, параметри та позначення моделi
збереженi без змiн.
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Закон збереження дивностi.
В p+p взаємодiях на енергiях CERN SPS середнi множинностi утворених

дивних та анти-дивних частинок меншi за одиницю. Таким чином, в цьому
випадку, повинно бути враховане точне збереження дивностi. В статистичних
моделях це досягається в рамках формалiзму канонiчного ансамбля [42–49].
Статистична сума дивних частинок в канонiчному ансамблi враховує, що в ко-
жному мiкроскопiчному станi системи кiлькiсть дивних та анти-дивних зарядiв
рiвна, Ns = Ns. Для чистих W та Q фаз вона має простий вигляд:

Zce(T, V, λ) =
∞∑

Ns=0

∞∑
Ns=0

zNs

Ns!

zNs

Ns!
δ(Ns −Ns)

=
1

2π

∫ 2π

0

dφ exp
[
z
(
eiφ + e−iφ

) ]
= I0(2z) , (1.17)

де

z = zW,Q = λ
1

2
V nsW,Q(T ) . (1.18)

Допомiжний параметр λ в рiвняннi (1.18) введено для обчислення повної густи-
ни дивностi в CE:

n
s(CE)
W,Q (T, V ) =

1

V

[∂ lnZce
∂λ

]
λ=1

= nsW,Q(T )
I1

[
V nsW,Q(T )

]
I0

[
V nsW,Q(T )

] . (1.19)

Вiдношення функцiй Бесселя I1 та I0 в рiвняннi (1.19) виражає пригнiчення
утвореної дивностi (порiвняно з її значенням в GCE при тих же значеннях
об’єму та густини енергiї), як результат накладання закону збереження повної
дивностi в кожному мiкроскопiчному станi в CE.

Для того, щоб обчислити термодинамiчнi функцiї системи з врахуванням
точного закону збереження дивностi зручно переписати їх в наступному виглядi:

p
(CE)
W (T, V ) =

π2gW
90

T 4 + T n
s(CE)
W (T, V ) , (1.20)

ε
(CE)
W (T, V ) =

π2gW
30

T 4 + ωW (T, V )n
s(CE)
W (T, V ) , (1.21)

p
(CE)
Q (T, V ) =

π2gQ
90

T 4 + T n
s(CE)
Q (T, V ) − B , (1.22)

ε
(CE)
Q (T, V ) =

π2gQ
30

T 4 + ωQ(T )n
s(CE)
Q (T, V ) + B , (1.23)
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де ns(CE)
W,Q (T, V ) дається рiвнянням (1.19), а ωW,Q(T ) це середня енергiя дивної

частинки:

ωW,Q(T ) =

∫∞
0 dk k2(k2 +m2

W,Q)1/2 exp
[
− (k2 +m2

W,Q)1/2/T
]∫∞

0 dk k2 exp
[
− (k2 +m2

W,Q)1/2/T
] , (1.24)

зmW в W фазi, таmQ в Q фазi. Густина ентропiї дається рiвнянням (1.10).
Для Ap � 1 об’єм системи (1.1) великий, а значить V nsW,Q � 1. Тодi мо-

жна показати, що I1

[
V nsW,Q

]
/I0

[
V nsW,Q

]
→ 1 а отжe, ns(CE)

W,Q → nsW,Q. В цiй
(термодинамiчнiй) границi результати для CE та GCE стають еквiвалентними, а
рiвняння (1.20-1.23) спiвпадають з рiвняннями (1.4-1.7).

В змiшанiй фазi рiвняння (1.19) має бути замiнене на

ns,mix
W,Q (T, V, ξ) = nsW,Q(T )

I1[X]

I0[X]
, (1.25)

де

X = X(T, V, ξ) = ξ V nsQ(T ) + (1− ξ)V nsW (T ) (1.26)

це повне число дивних та анти-дивних частинок (адронiв та кваркiв разом)
в змiшанiй фазi в великому канонiчному ансамблi. Адже умова канонiчного
ансамблю нульової повної дивностi в змiшанiй фазi має виконуватись усiєю
системою, а не окремо її фазами.

При кожнiй енергiї √sNN необхiдно обчислити V та ε за допомогою рiв-
нянь (1.1) та (1.3), вiдповiдно. CE рiвняння (1.19-1.23) використовуються для
отримання результатiв для чистих W та Q фаз. В змiшанiй фазi, температура
системи T та параметер ξ одержуються як розв’язок рiвнянь:

ξ εmix
Q [T,X] + (1− ξ) εmix

W [T,X] = ε(
√
sNN) , (1.27)

pmix
Q [T,X] = pmix

W [T,X] , (1.28)

де εmix
W,Q та pmix

W,Q даються рiвняннями (1.20-1.23) з ns,mix
W,Q (1.25) замiсть ns,(CE)

W,Q

(1.19).
Енергiя зiткнення √sNN,1 та температура T1, на початку змiшаної фази,

а також √sNN,2 та T2, в кiнцi змiшаної фази, отримуються як розв’язок рiв-
нянь (1.27,1.28) при ξ = 0 та ξ = 1, вiдповiдно. Знаходимо:

T1 = 203.4 MeV ,
√
sNN,1 = 7.20 GeV , (1.29)

T2 = 202.9 MeV ,
√
sNN,2 = 10.75 GeV . (1.30)
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Рис. 1.3: Температура (лiворуч) та тиск (праворуч) в канонiчному ансамблi як
функцiї енергiї зiткнення показанi суцiльними лiнiями. Пунктирнi лiнiї вiдпо-
вiдають результатам великого канонiчного ансамблю представленим на Рис. 1.1.

Залежностi T та p вiд енергiї в рамках CE показана суцiльними лiнiями на
Рис. 1.3 лiворуч та праворуч, вiдповiдно. Пунктирнi лiнiї на Рис. 1.3 вiдповiда-
ють результатам великого канонiчного ансамбля, що представленi на Рис. 1.1.
Кривi в CE та в GCE схожi. Трiшки бiльше значення T в CE нiж в GCE мають
мiсце як компенсацiя канонiчного пригнiчення густини енергiї. Зазначимо, що
ε як функцiя √sNN дається рiвнянням (1.3) i, таким чином, є незалежною вiд
розмiру системи. Густина ентропiї визначається рiвнянням (1.10) в змiнних p,
ε, та T . Таким чином, на неї слабо впливає точний закон збереження дивностi,
що накладається в CE.

Критерiй Гiббса (1.28), що використовується в канонiчному ансамблi, зно-
ву ж таки, є еквiвалентом умови максимальностi ентропiї. Це проiлюстровано
на Рис. 1.4 лiворуч, де вiдношення Ri = (si/sQ)CE обчисленi в канонiчному
ансамблi для ентропiї sW , sQ та smix при Ap = 1.

Рисунок 1.4 праворуч демонструє енергетичну залежнiсть вiдношення див-
ностi до ентропiї, ns/s, обчислену в рамках канонiчного ансамбля дляAp = 1, 3

та 5, а також аналогiчний результат для GCE (Ap � 1).
на Рис. 1.5 показане вiдношення

r ≡ [ns/s]CE

[ns/s]GCE
(1.31)

якфункцiяAp при трьох енергiях зiткнення в областi фазового переходу. Видно,
що канонiчне пригнiчення вiдношення дивностi до ентропiї сильно залежить вiд



39

sNN [GeV]
7 8 9 10 11

 

 

—

1.2

1.1

R
i

∏

∏
 

 

1.0

W

Q
mix

sNN [GeV]
0 5 10 15 20 25

0.00

0.02

0.04

0.06

 

 

ns
/s

 

 —

Рис. 1.4: Лiворуч: Вiдношення густин ентропiї si/sQ, де i позначає W (суцiль-
на лiнiя), Q (горизонтальна суцiльна лiнiя), та змiшану (пунктирна лiнiя) фазу,
як функцiя енергiї зiткнення в канонiчному ансамблi (Ap = 1). Кружки вiд-
повiдають початку та кiнцю змiшаної фази, що обчислюються вiдповiдно до
рiвняння (1.29) та рiвняння (1.30), вiдповiдно. Праворуч: Вiдношення дивностi
до ентропiї ns/s як функцiя енергiї зiткнення в канонiчному ансамблi. Суцiльна
лiнiя вiдповiдає Ap = 1, а пунктирна лiнiя Ap � 1 спiвпадає з результатом для
GCE, який представлений на Рис. 1.2 праворуч. Пунктирно-точкова та точкова
лiнiї показують результат, що отриманий в канонiчному ансамблi для Ap = 3 та
5, вiдповiдно.

кiлькостi учасникiв 2Ap. Зi зростаннямAp канонiчне пригнiчення спадає. Якщо
√
sNN > 10 GeV параметр пригнiчення (1.31) є близьким до одиницi вже при

Ap > 10. канонiчне пригнiчення зростає зi зменшенням енергiї зiткнення, коли
повне число дивних частинок мале. Це показано точковою лiнiєю на Рис. 1.5,
яка вiдповiдає зiткненням при√sNN = 5 GeV.

Остаточно, вiдношення дивностi до ентропiї обчислене для центральних
Pb+Pb зiткнень (GCE результат) та для непружнiх p+p взаємодiй (CE результат
зAp = 1) представлене на Рис. 1.6 як функцiя енергiї зiткнення, що продовжена
аж до дiапазону енергiй LHC. Лiвий рисунок показує два результати окремо,
в той час як правий показує їхнє вiдношення. Енергетична залежнiсть, що бу-
ла передбачена в рамках SMES лише якiсно подiбна до вимiряної (Рис. 1.7).
Очевидно, що SMES, найпростiша модель деконфайнменту, має бути суттєво
видозмiнена для того, щоб досягнути кiлькiсної згоди з даними.
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Рис. 1.5: Вiдношення дивностi до ентропiї в канонiчному ансамблi подiлене на
вiдповiдне вiдношення в GCE представлене як функцiя Ap. Подвiйне вiдноше-
ння (рiвнянняня (1.31)) обчислене на початку змiшаної фази,√sNN ≈ 7.3 GeV
(суцiльна лiнiя), нище областi змiшаної фази √sNN = 5 GeV (точкова лiнiя),
вище областi змiшаної фази√sNN = 20 GeV (пунктирна лiнiя).
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Рис. 1.6: Лiворуч: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення вiдношення дивностi до ен-
тропiї обчислена в рамках моделi SMES для центральних зiткнень Pb+Pb (GCE
результат) та для непружнiх p+p взаємодiй (CE результат з Ap = 1). вiдношен-
ня нарисоване аж до дiапазону енергiй LHC. Праворуч: Вiдношення вiдношень
дивностi до ентропiї обчислена в рамках моделi SMES для центральних зiткнень
Pb+Pb та для непружнiх p+p взаємодiй як функцiя енергiї зiткнення.
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Рис. 1.7: Рогоподiбна структура в енергетичнiй залежностi вiдношення K+/π+,
що розташована на низьких енергiях CERN SPS, тлумачиться як свiдчення на-
стання деконфайнмента. Перший раз ця структура була знайдена при дослiдi
NA49 по центральним зiткненням Pb+Pb. Дивовижно, що її вiдгук можна роз-
пiзнати при непружнiх взаємодiях p+p як видно з даних NA61/SHINE.

Закон збереження чарiвностi.

Передбачення моделей стосовно середньої множинностi cc̄-пар, що утворю-
ються в центральних зiткненнях свинець-свинець на верхнiх CERN SPS енер-
гiях, Elab = 158A GeV, значно вiдрiзняються. Розрахунки пертрубативної-QCD
для p+p взаємодiй були приведенi в роботi [50]. Екстраполяцiя цих результатiв
на центральнi Pb+Pb зiткнення призводить до оцiнки 〈Ncc̄〉 ∼= 0.17 [51]. Модель
адронного резонансного газу з температурою хiмiчного фрiзауту T ∼= 170 MeV
дає оцiнку 〈Ncc̄〉 = 0.3÷0.45 [48]. Модель адронiзацiї ALCOR [52] передбачила
〈Ncc̄〉 ∼= 3.6. Навiть бiльше значення, 〈Ncc̄〉 ∼= 8, було передбачене SMES [24].
Таким чином, передбачення рiзних моделей вiдрiзняються майже на два поряд-
ка.
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Передбачення моделей для залежностi вiд розмiру системи також сильно
вiдрiзняються. В моделях пов’язаних з пертрубативною КХД, 〈Ncc̄〉 є пропор-
цiйним до N 4/3

p , де Np – це кiлькiсть нуклонiв учасникiв в Pb+Pb зiткненнях.
Залежнiсть 〈Ncc̄〉 ∼ Np передбачається в обох моделях, SMES [24] та моделi
адронного резонансного газу [48]. Поведiнка 〈Ncc̄〉 ∼ N 1.7

p була запропонована
в рамках статистичної моделi коалесценцiї [48].

Коллаборацiя NA49 опублiкувала [53] верхню границю 2.4 для середньої
множинностiD0 + D̄0 мезонiв, утворених в центральних Pb+Pb зiткненнях при
158AGeV. Це дає 〈Ncc̄〉 < 3.6, якщо припускається що, подiбно до p+p зiткнень,
приблизно третина c̄ та c кваркiв адронiзуються в D0 та D̄0 мезони.

Цiль даного параграфу обчислити залежнiсть вiд енергiї зiткнення вiдкри-
тої чарiвностi в рамках моделi SMES та дослiдити залежностi результату вiд
параметрiв моделi, що пов’язанi з утворенням чарiвностi.

Введемо чарiвнi ступенi вiльностi припускаючи, що середня множиннiсть
носiїв чарiвностi мала (. 1). Це припущення має два наслiдки:

(i) можна знехтувати вкладом чарiвних ступенiв вiльностi в густину енергiї
та тиск системи (таким чином, положення фазового переходу лишається без
змiн);

(ii) необхiдно розглядати канонiчний ансамбль (CE) для чарiвних частинок,
що забезпечує рiвне число зарядiв чарiвностi та анти-чарiвностi в кожному
мiкроскопiчному станi системи.

CE використовувався вище для обчислення множинностi дивних частинок
в p+p взаємодiях. В рамках моделi SMES, аналогiчно випадку дивностi, CE
формулювання для чарiвностi призводить до пригнiчення продукцiї чарiвно-
стi порiвняно з продукцiєю в великому канонiчному ансамблi вiдповiдно до
фактору, що дорiвнює вiдношенню функцiй Бесселя I1 та I0:

n
c(CE)
W,Q (T, V ) = ncW,Q(T )

I1

[
V ncW,Q(T )

]
I0

[
V ncW,Q(T )

] , (1.32)

де густина суми числа чарiвних та анти-чарiвних частинок в GCE для чистих
фаз може бути обчислена як

ncW,Q(T ) =
gcW,Q
2π2

∫ ∞
0

dk k2 exp

−
√
k2 + (mc

W,Q)2

T

 , (1.33)
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де mc
W
∼= 1.9 GeV – це маса D-мезона, mc

Q
∼= 1.3 GeV – це маса зачарованого

кварка. Фактор виродження для (анти-)чарiвних кваркiв gcQ = 12, тодi як фактор
виродження для (анти-)чарiвних частинок в кварк-глюоннiй фазi, gcW , розгляда-
ється як вiльний параметр моделi. В змiшанiй фазi рiвняння (1.32) необхiдно
замiнити на

n
c(CE)
mix (T, V, ξ) = X

I1[X]

I0[X]
, (1.34)

де

X = X(T, V, ξ) = ξ V ncQ(T ) + (1− ξ)V ncW (T ) (1.35)

це середнє число чарiвних та анти-чарiвних частинок в змiшанiй фазi, що обчи-
слене вGCE.Прикожному√sNN необхiдно обчислитиV та ε = E/V вiдповiдно
до рiвнянь (1.1) та (1.2), i потiм середня множиннiсть cc̄-пар обчислюється як

〈Ncc̄〉 =
1

2
nc (CE) V , (1.36)

де nc(CE) дана рiвнянням (1.32) в чистих фазах або рiвнянням (1.34) в змiшанiй
фазi.
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Рис. 1.8: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення вiдношення чарiвностi до ентропiї
(a) та вiдношення дивностi до ентропiї (b) обчисленi в рамках SMES для цен-
тральних Pb+Pb зiткнень. Пунктирними лiнiями позначена область фазового
переходу.

В змiшанiй фазi температура T та параметр ξ одержуються з розв’язку
рiвнянь:

ξ =
ε(
√
sNN) − εW (Tc)

εQ(Tc) − εW (Tc)
, pQ(Tc) = pW (Tc) . (1.37)
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Вiдношення чарiвностi до ентропiї обчислене для центральних Pb+Pb зi-
ткнень для gcW = 10 представлене на Рис. 1.8 (a) як функцiя енергiї зiткнення.
Вiдношення дивностi до ентропiї представлене на Рис. 1.8 (b) для порiвняння.
В той час як поведiнка вiдношення дивностi до ентропiї проявляє рогоподi-
бну структуру [24], вiдношення чарiвностi до ентропiї є монотонною функцiєю
енергiї зiткнення.
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Рис. 1.9: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення вiдношення чарiвностi до ентропiї
(a, b) та середньої множинностi cc̄-пар (c, d) обчисленi в рамках SMES для цен-
тральних Pb+Pb зiткнень з масою зачарованого кварку 1.3 GeV (лiворуч) та 1.5
GeV (праворуч) та фактором виродження чарiвних частинок gcW = 10 (нижнi
лiнiї) та gcW = 50 (верхнi лiнiї).

На рисунку 1.9 показана залежнiсть вiд енергiї зiткнення результатiв для
вiдкритої чарiвностi з mc

Q = 1.3 GeV та 1.5 GeV, та gcW = 10 та 50. Як видно з
Рис. 1.9, рогоподiбна структура вiдсутня в вiдношеннi чарiвностi до ентропiї з
gcW = 10 таmc

Q = 1.3GeV, проте появляється для великих (нефiзичних) значень
gcW = 50 таmc

Q = 1.5 GeV.
З метою оцiнити допустимi значення параметру gcW розглянемо чарiвнiсть
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Рис. 1.10: Залежнiсть вiд енергiї зiткнення середньої множинностi cc̄-пар об-
числена в рамках SMES для центральних Pb+Pb зiткнень з масою зачарованого
кварку 1.3 GeV. Чорна та синя лiнiї вiдповiдають припущенням маси D-мезона
mc
W = 1.9 GeV та ефективного фактору виродження gcW = 10 та gcW = 50,

вiдповiдно. Червона лiнiя отримана з врахуванням вкладiв (1.38) вiд усiх не-
дивних D-мезонiв з вiдповiдними масами та факторами виродження {mc

i , g
c
i}.

та анти-чарiвнiсть в адроннiй фазi як суму всiх D-мезонних станiв,

ncW (T ) =
∑
i

gci
2π2

∫ ∞
0

dk k2 exp

[
−
√
k2 + (mc

i)
2

T

]
. (1.38)

В сумi (1.38) включено 7 не-дивних чарiвних мезонiв вiд D0 (i = 1) з mc
1 =

1.86 GeV та gc1 = 2 та D± (i = 2) з mc
2 = 1.87 GeV та gc2 = 2 аж до D∗02 та D∗±2

(i = 6, 7), обидва з яких мають mc
6,7 = 2.46 GeV та gc6,7 = 10. На Рис. 1.10

результат рiвняння (1.38) для енергетичної залежностi 〈Ncc̄〉 в канонiчному
ансамблi порiвняно з результатамиодержаними з рiвняння (1.33) дляncW змасою
mc
W = 1.9 GeV та ефективними факторами виродження gcW = 10 та gcW = 50.

Результат для повного спектру чарiвних мезонiв є бiльшим (на множник 1.9
на початку змiшаної фази) у порiвняннi з результатом для gcW = 10, який
розглядається як нижня границя, в той час є суттєво меншим (на множник 5.8
на початку змiшаної фази) у порiвняннi з результатом, який вiдповiдає gcW = 50.
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1.3 Сильноiнтенсивнi мiри флуктуацiй числа ча-
стинок

В цiй главi передбачення [54, 55] моделi SMES розширюються на флуктуацiї
властивостей народження адронiв в A+A зiткненнях, якi пов’язанi з фазовим
переходом. Це розширення стало можливим оскiльки в останнi роки були розро-
бленi новi мiрифлуктуацiй, див. [56,57]. На додаток, в данiй главi запропоновано
новий формалiзм моделювання флуктуацiй в зiткненнях високих енергiй, який
може знадобитися в майбутнiх дослiдженнях.

Припустимо, що енергiя фаєрболаE та об’єм V змiнюються вiд зiткнення до
зiткнення вiдповiдно до функцiї розподiлу ймовiрностi P (E, V ). Таким чином,
густина енергiї, ε = E/V , також може змiнюватися вiд зiткнення до зiткнення,
що призводить до змiн в iнших властивостях матерiї. Цi змiни залежать вiд рiв-
няння стану матерiї. В данiй главi цi обчислення проводяться в рамках великого
канонiчного ансамблю. Зокрема, вiдповiдно до першого та другого законiв тер-
модинамiки, змiна ентропiї δS (δ позначає вiдхилення вiд середнього значення)
пов’язана зi змiною енергiї та об’єму наступним чином: TδS = δE + pδV , з
чого слiдує TδS = V δε + (p + ε)δV , де p – це тиск. Використовуючи рiвнiсть
TS = E + pV знаходимо

δS

S
=

1

1 + p/ε

δε

ε
+
δV

V
. (1.39)

У випадку, якщо енергiя пропорцiйна до об’єму, а густина енергiї стала,
δε = 0, з рiвняння (1.39) слiдує: δS/S = δV/V = δE/E. Таким чином, вiдноснi
флуктуацiї ентропiї рiвнi вiдносним флуктуацiям енергiї та об’єму, i є нечу-
тливими до рiвняння стану. В iнших випадках флуктуацiї ентропiї залежать вiд
рiвняння стану (вiд виду створеної речовини).

Аналогiчно до ентропiї, середня множиннiсть частинок даного типу змiню-
ється зi змiною E та V . Ця змiна залежить вiд рiвняння стану та властивостей
частинок, функiєю яких є густина енергiї ε. Зокрема, середня множиннiсть лег-
ких пiонiв або легких кваркiв та безмасових глюонiв приблизно пропорцiйна
ентропiї створеної матерiї. При перетинi областi фазового переходу ефектив-
не число ступенiв вiльностi збiльшується, а отже, в областi фазового переходу
ентропiя швидше збiльшується зi збiльшенням √sNN . Як наслiдок, флуктуацiї
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ентропiї, якi спричиненi флуктуацiями густини енергiї, також видозмiнюються.
Середня множиннiсть дивних адронiв в бiлiй фазi або дивних кваркiв у кварк-
глюоннiй фазi є чутливою до їхнiх мас та ефективних числел ступенiв вiльностi.
Данi величини швидко змiнюються при перетинi областi фазового переходу, що
спричинюється збiльшенням густини енергiї. В зв’язку з цим має мiсце змiна
флуктуацiй середньої множинностi дивних частинок, як результат флуктуацiй
густини енергiї.

В рамках моделi SMES фаєрбол створений при зiткненнi високої енергiї є
мiкроскопiчним станом, що належить ансамблю всiх можливих мiкроскопiчних
станiв. Зокрема, множиннiсть частинок – це характеристика однiєї подiї, що
змiнюється вiд подiї-до-подiї навiть при сталих значеннях E та V .

В великому канонiчному ансамблi флуктуацiї множинностi частинок вiдпо-
вiдають розподiлу Пуассона. Розглядаються чотири екстенсивнi величини E,
V та N , NS. Розподiл першої пари, P (E, V ), задається, тодi як розподiл дру-
гої пари P(N,NS) слiдує з флуктуацiй властивостей ансамблю та флуктуацiй
властивостей подiї.

Наприклад, нормована варiацiя множинностi частинок може бути виражена
[55] як сума нормованої варiацiї спричиненої початковимифлуктуацiями енергiї
E та об’єму V (ω0 ) i нормованої варiацiї множинностi частинок при сталих
значеннях E та V , яка рiвна одиницi для розподiлу Пуассона:

ω[N ] = 1 + ω0[N ] , ω[NS] = 1 + ω0[NS] . (1.40)

Для цiлей роботи достатньо охарактеризувати розподiл P (E, V ) за допомо-
гою його пяти параметрiв, що включають першi та другi моменти:

〈ε〉 , 〈V 〉 ,
√
〈(δε)2〉
〈ε〉

,

√
〈(δV )2〉
〈V 〉

,
〈ε V 〉 − 〈ε〉 〈V 〉√
〈(∆ε)2〉〈(∆V )2〉

, (1.41)

останнi три з яких, двi нормованi дисперсiї та коефiцiєнт кореляцiї, є безроз-
мiрними.

Формулювання моделi SMES та значення параметрiв (якщо не стверджу-
ється зворотне) такi ж як i в минулих главах. Таким чином, рiвняння стану
iдеального газу використовується для моделювання бiлої фази, рiвняння ста-
ну моделi мiшкiв використовується для фази QGP, та припускається фазовий
перехiд першого роду мiж ними.
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Оскiльки флуктуацiї об’єму, що вiдбуваються вiд подiї-до-подiї не можуть
бути усуненi в експериментальних дослiдженнях A+A зiткнень, важливо мiнiмi-
зувати їх ефект використовуючи спецiальнi мiри флуктуацiй. В рамках моделi
незалежних джерел було показано можливiсть побудови мiр флуктуацiй з пер-
ших та других моментiв двох екстенсивних величин подiї,A таB, якi незалежнi
вiд розподiлу числа джерел. На цi мiри посилались за допомогою термiну силь-
ноiнтенсивнi величини [58]. Перша мiра цього типу була введена в роботi [59], а
потiм iдея була узагальнена [58] та розповсюджена на третi [60] та вищi момен-
ти [61]. В данiй главi в рамках моделi SMES будуть обчисленi сильноiнтенсивнi
величини, що включають першi та другi моменти величин A та B.

Можна побудувати двi сiм’ї сильноiнтенсивних величин [58]:

∆[A,B] =
1

C∆

[
〈B〉ω[A] − 〈A〉ω[B]

]
, (1.42)

Σ[A,B] =
1

CΣ

[
〈B〉ω[A] + 〈A〉ω[B] − 2 (〈AB〉 − 〈A〉〈B〉)

]
, (1.43)

де ω[X] ≡ (〈X2〉 − 〈X〉2)/〈X〉. Нормуючi множники C∆ та CΣ повиннi бути
пропорцiйнi першим моментам будь-якої екстенсивної величини. Зазначимо,
щоΣ[A,B]мiстить кореляцiйний доданок 〈AB〉−〈A〉〈B〉, напротивагу∆[A,B].

В данiй главi використовуються двi пари нормуючих множникiв C∆ та CΣ.
По-перше, використовуються нормуючi множники рiвнi середньому значенню
другого аргумента:

C∆ = CΣ = 〈B〉 . (1.44)

Як зазначається в роботi [57], в рамках статистичної моделi iдеального боль-
цманiвського газу в формулюваннi великого канонiчного ансамблю (IB-GCE)
B ∼ V призводить до:

∆[A,B] = Σ[A,B] = ω∗[A] , (1.45)

де ω∗[A] – це нормована варiацiя A при сталому об’ємi.
По-друге, будемо використовувати нормування

C∆ = 〈N〉 − 〈NS〉, CΣ = 〈N〉 + 〈NS〉 (1.46)

для множинностей частинок [62]. Воно призводить до∆[N,NS] = Σ[N,NS] = 1

в рамках IB-GCE.
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В моделi IB-GCE якщо A та B є незалежними в сталому об’ємi, знаходимо
що ω∗[A] та ω∗[B] можуть бути вираженi через Σ[A,B] та ∆[A,B]. Введемо
величини:

Ω[A,B] ≡ 1

2

[
Σ[A,B] + ∆[A,B]

]
= ω[A]− 〈A B〉 − 〈A〉 〈B〉

〈B〉
, (1.47)

Ω[B,A] ≡ 1

2

[
Σ[B,A] + ∆[B,A]

]
= ω[B]− 〈A B〉 − 〈A〉 〈B〉

〈A〉
. (1.48)

Тут нормування Σ та ∆ дано рiвнянням (1.44). Тодi бачимо [58, 61], що

ω∗[A] = Ω[A,B] , ω∗[B] = Ω[B,A] . (1.49)

Передбачення для величин Ω також одержуються в цiй главi.
Чотори екстенсивнi величини подiї E, V та N , NS задають шiсть їхнiх пар:

[E, V ], [N, V ], [NS, V ], [N,E], [NS, E], [NS, N ], (1.50)

для яких обчислюються сильноiнтенсивнi мiри флуктуацiй. В рамках моделi
результати для пари [E, V ] залежать лише вiд обраного розподiлу P (E, V ).
Iншi пари включають хоча б одну екстенсивну величину подiї, флуктуацiї якої
залежать вiд рiвняння стану.

Якщо густина енергiї ε залишається сталою вiд подiї до подiї, то флукту-
ацiї енергiї та об’єму пов’язанi як E ∼ V . В рамках IB-GCE цi флуктуацiї
не впливають на сильноiнтенсивнi мiри ∆ та Σ. Однак, флуктуацiї ε в рамках
моделi SMES призводять до їхньої залежностi вiд 〈V 〉 та

√
〈(δV )2〉/〈V 〉. Зокре-

ма, вони стають пропорцiйними до виразу 1 + 〈(δV )2〉/〈V 〉2. Для центральних
Pb+Pb зiткнень отримуємо 1 + 〈(δV )2〉/〈V 〉2 ∼= 1 i, таким чином, в наступних
обчисленнях прирiвняємо цей вираз одиницi.

в моделi SMES з даними значеннями параметрiв (див. главу 1.1) середнiй
об’єм та середня густина енергiї при√sNN = 10GeV дорiвнюють 〈V 〉 = 350 fm3

та 〈ε〉 = 3.2 GeV/fm3. Нагадаємо, що їхнi залежностi вiд енергiї зiткнення взя-
тi як 〈V 〉 ∼ 1/

√
sNN та 〈ε〉 ∼ √sNN (

√
sNN − 2 mN). Нормовану дисперсiю

флуктуацiй об’єму покладемо
√
〈(δV )2〉/〈V 〉 = 0, що є хорошим наближен-

ням для центральних Pb+Pb зiткнень. Будемо використовувати три значення
параметра

√
〈(δε)2〉/〈ε〉: 0.17 (суцiльна лiнiя), 0.13 (пунктирна лiнiя), та 0 (то-

чкована лiнiя). Значення
√
〈(δε)2〉/〈ε〉 = 0.17 розглядається як верхня границя,



50

що ґрунтується на результатах UrQMD та HSD симуляцiй [63]. Кореляцiя мiж
E та V прирiвняна нулю.

З рiвнянь (1.42), (1.43) та (1.47) отримуємо Ω[E, V ] = ∆[E, V ] = Σ[E, V ] =

ω∗[E] = 〈(δE)2〉/〈E〉. Ця величина показана на Рис. 1.11 як функцiя √sNN
для значень параметрiв моделi, що данi вище. Очевидно, що цей результат не є
чутливим до рiвняння стану.

sNN [GeV]
3 6 9 12 15 18

0

1

2


E

,V
] [

G
eV

]

___

 

 

 

Рис. 1.11: Ω[E, V ] = ∆[E, V ] = Σ[E, V ] = ω∗[E] = 〈(δE)2〉/〈E〉 як функцiя
енергiї зiткнення для центральних Pb+Pb зiткнень в областi енергiй CERN SPS.
Див. текст для чисельних значень параметрiв моделi та залежностей вiд√sNN .
Використовуються нормуючi множники C∆ = CΣ = 〈V 〉. Суцiльна, пунктир-
на, i точкована лiнiї вiдповiдають

√
〈(δε)2〉/〈ε〉 рiвному 0.17, 0.13, та 0, вiд-

повiдно. Вертикальнi лiнiї позначають початок (настання деконфайнменту) та
кiнець (найм’якiшу точку) областi змiшаної фази, √sNN(OD) ∼= 7.4 GeV та
√
sNN(SP ) ∼= 10.8 GeV, вiдповiдно.

Флуктуацiї густини енергiї модифiкують флуктуацiї флуктуацiї множиннi-
стi частинок. Ця модифiкацiя залежить вiд рiвняння стану i типу частинок. З
iншого боку, рiвняння стану та властивостi частинок значно змiнюються при
перетинi областi фазового переходу. Таким чином, очiкується, що залежнiсть
вiд енергiї зiткнення флуктуацiй числа частинок може мiстити сигнал фазового
переходу. Мiри флуктуацiй, що є чутливими до рiвняння стану представленi
на Рис. 1.12-1.14 як функцiї енергiї зiткнення, в областi яка включає фазовий
перехiд. Припускається, що флуктуацiї N та NS при

√
〈(δV )2〉/〈V 〉 = 0 та√

〈(δε)2〉/〈ε〉 = 0 являються незалежними та пуассонiвськими.
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Рис. 1.12: Так само як на Рис. 1.11 але для Ω[N, V ] = ∆[N, V ] = Σ[N, V ] =

ω∗[N ] (лiворуч) та Ω[NS, V ] = ∆[NS, V ] = Σ[NS, V ] = ω∗[Ns] (праворуч). Ви-
користовуються нормуючi множники C∆ = CΣ = 〈V 〉.
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Рис. 1.13: Так само як на Рис. 1.11 та 1.12 але для ∆[N,E] i Σ[N,E] (лiворуч), та
∆[NS, E] i Σ[NS, E] (праворуч). Використовуються нормуючi множники C∆ =

CΣ = 〈V 〉.

Залежнiсть вiд енергiї зiткнення величин Ω[N, V ] = ∆[N, V ] = Σ[N, V ] =

ω∗[N ] та Ω[NS, V ] = ∆[NS, V ] = Σ[NS, V ] = ω∗[NS] показана на Рис. 1.12
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Рис. 1.14: Так само як на Рис. 1.11-1.13 але для ∆[NS, N ] (лiворуч) та Σ[NS, N ]

(праворуч). Використовуються нормуючi множники C∆ = 〈N〉 − 〈NS〉 та CΣ =

〈N〉+ 〈NS〉.

для центральних Pb+Pb зiткнень при енергiях CERN SPS. При
√
〈(δε)2〉/〈ε〉,

що зменшується до нуля результат прямує до одиницi як i передбачає IB-GCE.
∆ та Σ дорiвнюють одна однiй для пар [N, V ] та [NS, V ]. Це спричинюється
обраним наближенням: N та NS незалежнi при сталому об’ємi, 〈N〉 ∼ V ,
〈NS〉 ∼ V та 〈(δV )2〉/〈V 〉 ∼= 0. Загальне зростання Ω[N, V ] та Ω[NS, E] зi
зростанням √sNN , яке можна побачити Рис. 1.12, спричинене ненульовими
значеннями

√
〈(δε)2〉/〈ε〉. Модифiкацiя цiєї енергетичної залежностi спостерi-

гається в областi фазового переходу. Слiд зазначити, що вимiрювання об’єму
системи (або величини що пропорцiйна до об’єму) ймовiрно є експерименталь-
но складним або навiть неможливим.

Рисунок 1.13 показує мiри флуктуацiй ∆[N,E] та Σ[N,E], а також ∆[NS, E]

та Σ[NS, E] як функцiї енергiї зiткнення. Аналогiчно результатам представле-
ним на Рис. 1.12 загальна поведiнка, спричинена постульованими флуктуацiями
густини енергiї, зазнає модифiкацiї в областi фазового переходу. Найбiльш ви-
ражено це спостерiгається для ∆[NS, E].

Насамкiнець, залежностi вiд енергiї зiткнення ∆[NS, N ] та Σ[NS, N ] показа-
нi на Рис. 1.14. В цьому випадку використовується нормування (1.46). Найбiльш
виражена модифiкацiя поведiнки в областi фазового переходу спостерiгається
для ∆[NS, N ]. А для Σ[NS, N ] вона спостерiгається слабо.
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1.4 Висновки до роздiлу 1

В главi 1.1 приведено формулювання Статистичної Моделi Ранньої Стадiї [24]
(SMES), що є моделлю фазового переходу мiж адронним газом та кварк-
глюонною плазмою в релятивiстських ядро-ядерних зiткненнях.

В главi 1.2 в модель SMES введено точний закон збереження дивностi. Це
надало змогу обчислити енергетичну залежнiсть вiдношення дивностi до ентро-
пiї для зiткнень протонiв та малих ядер при енергiях CERN SPS. Розширення
моделi було мотивоване нещодавнiми результатами експерименту NA61/SHINE
на CERN SPS по продукцiї адронiв в непружнiх p+p взаємодiях [64], якi є свiд-
ченням в пiдтримку того, що деконфаймент може реалiзуватися також в цих
реакцiях.

Розгляд утворення дивностi в рамках канонiчного ансамбля призводить до
вiдомого ефекту - повне число дивних та анти-дивних частинок зменшується
у порiвняннi з отриманим в рамках великого канонiчного ансамбля при тих
же значеннях об’єму та густини енергiї. Проте, обчислення показують лише
маленькi змiни температури, тиску, та густини енергiї системи. Таким чином,
вiдношення дивностi до ентропiї є суттєво пригнiчиним в малих системах. Чим
менше енергiя зiткнення, тим менше повне число дивних частинок, а отже, тим
сильнiше пригнiчення дивностi. В областi змiшаної фази, √sNN = 7− 11 GeV,
вiдношення дивностi до ентропiї в p+p взаємодiях виявилось приблизно в 2 рази
менше нiж в центральних Pb+Pb зiткненнях. Зазначимо, що канонiчне пригнiче-
ння стає досить малим вже для центральних зiткнень ядер промiжних розмiрiв
i ним взагалi можна знехтувати для Pb+Pb зiткнень. Обчислена залежнiсть вiд
енергiї зiткнення вiдношення дивностi до ентропiї в p+p взаємодiях якiсно по-
дiбна до вимiряної колаборацiєю NA61/SHINE [64, 65] для вiдношення K+ до
π+ (див Рис. 1.7). Проте, кiлькiсне порiвняння мiж моделлю та даними вимагає
подальшої видозмiни моделi i є поза межами розгляду цiєї роботи.

Також в главi 1.2 в рамках SMES була обчислена залежнiсть вiд енергiї
зiткнення середнього числа cc̄-пар в центральних Pb+Pb зiткненнях. Середня
множиннiсть чарiвностi та її вiдношення до ентропiї демонструє швидке зроста-
ння як функцiя енергiї зiткнення в розглянутiй областi енергiй. В центральних
Pb+Pb зiткненнях при √sNN = 17.3 GeV, 〈Ncc̄〉 ∼= 20 для mc

Q = 1.3 GeV та
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〈Ncc̄〉 ∼= 8 дляmc
Q = 1.5 GeV. Цi суттєво перевищують експериментальне обме-

ження, 〈Ncc̄〉 ∼= 3.6, повiдомлене в роботi [53]. Передбачення моделi SMES є
чутливими до припущених значень маси зачарованого кварку та фактору ви-
родження чарiвних частинок в адроннiй фазi. Але навiть для екстремальних
значень цих параметрiв передбачення SMES не узгоджуються з експеримен-
тальними даними. Таким чином, кiлькiсний опис продукцiї чарiвностi в рамках
SMES вимагає перегляду параметрiв та/або припущень моделi.

В главi 1.3 також були зробленi передбачення залежностей сильноiнтен-
сивних величин вiд енергiї зiткнення в центральних зiткненнях важких iонiв в
районi фазового переходу. Цi передбачення також заснованi на моделi SMES.
Сильноiнтенсивнi мiри флуктуацiй були обчисленi для шести пар величин подiї:

[E, V ], [N, V ], [NS, V ], [N,E], [NS, E], [NS, N ], (1.51)

де E та V позначають енергiю та об’єм системи, тодi як N та NS позначають
множиннiсть всiх частинок та дивних частинок, вiдповiдно. В декiлькох розгля-
нутих випадках залежнiсть вiд енергiї зiткнення зазнає значної модифiкацiї в
областi фазового переходу. Це надає пiдстави для експериментального вимiрю-
вання сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй в ядро-ядерних зiткненнях з метою
пошуку передбачених сигналiв деконфайнмента. Обчислення показують, що
найбiльш сильна модифiкацiя проявляється для величини ∆[NS, N ].



Роздiл 2

Модель ван дер Ваальса в великому
канонiчному ансамблi.

2.1 Формулювання моделi
Рiвняння стану ван дер Ваальса (vdW) – це проста аналiтична модель функцiї
тиску p для рiвноважних систем частинок зi взаємодiями, як притягання, так
i вiдштовхування. В канонiчному ансамблi (CE) вона має вигляд (див., напр.,
роботи. [66, 67]),

p(T, n) =
NT

V − bN
− a

N 2

V 2
≡ nT

1− bn
− a n2 , (2.1)

де n ≡ N/V – це густина числа частинок, тодi як vdW параметри a > 0 та b > 0

описують, вiдповiдно, взаємодiю притягання та вiдштовхування. Перший до-
данок в правiй частинi рiвняння (2.1) вiдповiдає поправцi виключеного об’єму
(Excluded Volume, EV), що проявляється в замiнi повного об’єму V доступним
об’ємом, Vav = V − bN . Другий вiдповiдає середньому полю, що описує взає-
модiю притягання мiж частинками. Що стосується асимптотичної поведiнки в
околi критичної точки, модель vdW належить класу унiверсальностi теорiї се-
реднього поля. Кiлькiсть частинокN в канонiчному ансамблi є фiксованою. Для
того, щоб застосувати рiвняння стану vdW до опису систем зi змiнним числом
частинок та обчислити флуктуацiї числа частинок необхiдне формулювання
моделi в великому канонiчному ансамблi (GCE). Ця процедура спершу була за-
стосована [68, 69] до моделi EV, тобто при a = 0 в рiвняннi (2.1). В нещодавнiй
роботi [70], повне vdW рiвняння (2.1), що включає, як вклад вiдштовхування,
так i притягання, було перенесено з канонiчного до великого канонiчного ансам-
бля для систем з больцманiвською статистикою. Вiдповiдне узагальнення, яке
враховує ефекти квантової статистики було одержано в роботi [71]. Зазначимо,
що моделi EV та vdW зручно розглядати в GCE в рамках термодинамiчного
пiдходу середнього поля (див роботи [73–75]).
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В даному роздiлi використовуються результати для формулювання в велико-
му канонiчному ансамблi [70] як вiдправна точка для обчислення нормованої
варiацiї, коефiцiєнта асиметрiї, та куртозиса розподiла числа частинок, а також
сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй числа частинок та енергiї. Больцманiвське
наближення дає можливiсть одержати аналiтичнi вирази для цих мiр флуктуа-
цiй.

Тиск vdW – це однозначна функцiя змiнних T та n для всiх T ≥ 0 та
0 ≤ n ≤ 1/b. Це рiвняння стану мiстить фазовий перехiд першого роду та кри-
тичну точку. Критична точка в (T, n)-площинi, тобто точка (Tc, nc), вiдповiдає
температурi та густинi числа частинок, при яких:(

∂p

∂n

)
T

= 0 ,

(
∂2p

∂n2

)
T

= 0 . (2.2)

Термодинамiчнi величини в критичнiй точцi рiвнi:

Tc =
8a

27b
, nc =

1

3b
, pc =

a

27b2
. (2.3)

При T > Tc завжди виконується нерiвнiсть,(
∂p

∂n

)
T

> 0 , (2.4)

тодi як при T < Tc появляється iнтервал [n1, n2], для якого(
∂p

∂n

)
T

< 0 . (2.5)

Це означає, що vdW iзотерма p(T, n) має локальний максимум при n = n1 та
локальний мiнiмум при n = n2 > n1 для T < Tc. Нестабiльна частина (2.5)
iзотерми vdW на iнтервалi [n1, n2], разом з двома додатковими метастабiльними
частинами [ng, n1] та [n2, nl] – перетворюється на сумiш двух фаз: газ з густиною
ng < n1 та рiдина з густиною nl > n2. Це робиться у вiдповiдностi з правилом
рiвних площ Максвела (див, напр. [66, 67]) що призводить до сталостi об’єму
p(T, ng) = p(T, nl) всерединi iнтервалу густин [ng, nl].

В великому канонiчному ансамблi тиск повинен визначатися в його приро-
дних змiнних: температуриT та хiмiчного потенцiалуµ. Функцiя p(T, µ)мiстить
повну iнформацiю про рiвноважну фiзичну систему. Iншi термодинамiчнi вели-
чини, такi як густина числа частинокn(T, µ), густина ентропiї s(T, µ), та густина
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енергiї ε(T, µ) можуть бути вираженi через тиск та його T - та µ-похiднi:

n(T, µ) =

(
∂p

∂µ

)
T

, s(T, µ) =

(
∂p

∂T

)
µ

,

ε(T, µ) = T

(
∂p

∂T

)
µ

+ µ

(
∂p

∂µ

)
T

− p . (2.6)

Рiвняння стану vdW одержується в формi трансцендентного рiвняння для
густини числа частинок n ≡ n(T, µ) як функцiї T та µ (див роботу [70]):

n(T, µ) =
nid(T, µ∗)

1 + b nid(T, µ∗)
, µ∗ = µ − T

bn

1 − bn
+ 2an , (2.7)

де nid – це густина числа частинок в iдеальному больцманiвському газi

nid(T, µ) = exp
(µ
T

) dm2 T

2π2
K2

(m
T

)
, (2.8)

d – це фактор виродження а m – це маса частинок. K2(x) – це модифiко-
вана функцiя Бесселя другого роду. Тодi тиск vdW в великому канонiчному
ансамблi p(T, µ) одержується пiдстановкою n(T, µ) з (2.7) в рiвняння (2.1).
Слiд зазначити, що використовується релятивiстська форма рiвняння диспер-
сiї, ω(k) =

√
m2 + k2, де ω та k – це енергiя та iмпульс однiєї вiльної частинки,

вiдповiдно. Це робить даний розгляд доречним для фiзики високих енергiй.

В великому канонiчному ансамблi iснує єдиний розв’язок рiвняння (2.7)
при T > Tc, тодi як при T < Tc воно може мати один розв’язок або три рiзних
розв’язки для густини числа частинок n(T, µ). В останньому випадку, розв’я-
зок що вiдповiдає найбiльшому тиску буде реалiзовуватися у вiдповiдностi з
критерiєм Гiббса. Змiшана фаза в площинi T -µ вiдповiдає лiнiї µ = µc(T ), де
два розв’язки з рiзними густинами числа частинок, ng(T, µ) та nl(T, µ), вiд-
повiдають рiвним тискам, pg(T, µ) = pl(T, µ). Правило Максвела рiвних площ
та критерiй Гiббса рiвних тискiв для газу та рiдини для однакових значень T
та µ виявляються еквiвалентними описами фазового переходу першого роду
рiдина-газ (докладнiше див. роботу [71]).
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2.2 Аналiтичний розв’язок для флуктуацiй числа
частинок

Нехай кiлькiсть частинок N – це ймовiрнiсна змiнна з нормованим розподiлом
ймовiрностi P(N). Тодi k-тий момент 〈Nk〉 означений як

〈Nk〉 =
∑
N

NkP(N) . (2.9)

Розглянемо варiацiю, σ2 = 〈(∆N)2〉, де ∆N ≡ N − 〈N〉. Нормована варiацiя,

ω[N ] ≡ σ2

〈N〉
, (2.10)

характеризує ширину розподiлу P(N). ω[N ] = 1 для розподiлу Пуассона
P(N) = exp(−〈N〉) 〈N〉N/N !.

Коефiцiєнт асиметрiї Sσ означується як

Sσ =
〈(∆N)3〉

σ2
. (2.11)

Коефiцiєнт асиметрiї (Skewness) розподiлу визначає степiнь асиметрiї роз-
подiлу P(N) навколо його середнього значення 〈N〉. Додатнiй коефiцiєнт аси-
метрiї вiдповiдає розподiлу з асиметричним хвостом, що бiльше розтягнутий
направо, тобто, у напрямку значень N якi N > 〈N〉. Вiд’ємний коефiцiєнт аси-
метрiї вiдповiдає розподiлу з асиметричним хвостом, що бiльше розтягнутий
налiво, тобто, у напрямку значеньN якiN < 〈N〉. Якщо розподiлP(N) є симе-
тричним навколо свого середнього значення, тобто правий та лiвий хвости рiвнi,
вiн має нульовий коєфiцiєнт асиметрiї. Це має мiсце у випадку нормального
розподiлу Гауса, тодi як розподiл Пуассона має додатнiй коефiцiєнт асиметрiї,
Sσ = 1.

Куртозис (Kurtosis) розподiлуκσ2 є мiрою “пiковостi” розподiлу ймовiрностi
P(N),

κσ2 =
〈(∆N)4〉 − 3 〈(∆N)2〉2

σ2
. (2.12)

Куртозис (2.12) показує степiнь з якою розподiл в своїй гостротi уступає або
перевищує нормальний розподiл Гауса. Додатнiй куртозис вiдповiдає вiдносно
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пiковому розподiлу. Вiд’ємний куртозис вiдповiдає вiдносно плоскому розпо-
дiлу. Для розподiлу Пуассона значення куртозиса додатне, κσ2 = 1.

Нормальний розподiл Гауса вiдповiдає нульовому значенню коефiцiєнта аси-
метрiї (2.11) та куртозиса (2.12). Такимчином, (сильнi) вiдхиленняSσ та/абоκσ2

вiд нуля є сигналами (сильно) не-гаусiвської форми розподiлу числа частинок
P(N).

В великому канонiчному ансамблi тиск p дано в його природнiх змiнних T
та µ. Флуктуацiї числа частинок можуть бути охарактеризованi безрозмiрними
кумулянтами (сприйнятливостями),

kn =
∂n(p/T 4)

∂(µ/T )n
, (2.13)

якi пов’язанi з моментами розподiлу числа частинок наступним чином:

k1 =
〈N〉
V T 3

, k2 =
〈(∆N)2〉
V T 3

, k3 =
〈(∆N)3〉
V T 3

, (2.14)

k4 =
〈(∆N)4〉 − 3〈(∆N)2〉2

V T 3
,

де 〈. . .〉 позначає GCE усереднення. Нормована варiацiя (2.10), коефiцiєнт аси-
метрiї (2.11), та коефiцiєнт куртозис (2.12) являються iнтенсивними мiрами
флуктуацiй що залишаються скiнченними при переходi до термодинамiчної
границi V →∞. Вони можуть бути вираженi через сприйнятливостi наступним
чином:

ω[N ] =
k2

k1
, Sσ =

k3

k2
, κσ2 =

k4

k2
. (2.15)

Нормована варiацiя.
Нормована варiацiя яка означена рiвнянням (2.15) може бути обчислена

через похiдну по µ вiд густини числа частинок. Для чистих фаз в класичному
газi ван дер Ваальса вона зводиться до (див також роботу [70])

ω[N ] =
T

n

(
∂n

∂µ

)
T

=

[
1

(1− bn)2
− 2an

T

]−1

. (2.16)

В термiнах приведених змiнних, T̃ ≡ T/Tc та ñ ≡ n/nc, рiвняння (2.16) приймає
вигляд

ω[N ] =
1

9

[
1

(3− ñ)2
− ñ

4T̃

]−1

, (2.17)
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i має унiверсальну форму незалежно вiд конкретних значень vdW параметрiв a
та b. З рiвняння (2.17) слiдує що ω[N ]→ 1 при ñ→ 0 (це вiдповiдає граничному
випадку iдеального газу та пуассонiвському P(N) розподiлу), та ω[N ] → 0

при ñ → 3 (це вiдповiдає рiдинi з найбiльшою можливою густиною). Згiдно зi
своїм означенням, нормована варiацiя ω[N ] є додатною величиною. Це дiйсно
справджується для всiх значень T та n, що вiдповiдають стабiльним, i навiть
метастабiльним станам. Нормована варiацiя розбiжна, ω[N ]→∞, в критичнiй
точцi. Вводячи величини ρ = ñ− 1 та τ = T̃ − 1 знаходимо при τ � 1 та ρ� 1:

ω[N ] ∼=
4

9

[
τ +

3

4
ρ2 + τρ

]−1

. (2.18)

Нормована варiацiя (2.16) як функцiя T̃ та ñ, показана на Рис. 2.1 як для
стабiльних, так i для метастабiльних чистих фаз.
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Рис. 2.1: Нормована варiацiя ω[N ] (2.16) на (ñ, T̃ ) фазовiй дiаграмi як для
стабiльних, так i для метастабiльних чистих фаз. Показанi декiлька лiнiй сталих
значень ω[N ]. Сiра зона вiдображає область де чиста фаза являється механiчно
нестабiльною.

Коефiцiєнт асиметрiї.
Коефiцiєнт асиметрiї Sσ може бути обчислений як

Sσ =
k3

k2
= ω[N ] +

T

ω[N ]

(
∂ω[N ]

∂µ

)
T

= (ω[N ])2

[
1− 3bn

(1− bn)3

]
. (2.19)
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В приведених змiнних вiн має вигляд

Sσ =
1

3

[
1

(3− ñ)2
− ñ

4T̃

]−2 [
1− ñ

(3− ñ)3

]
. (2.20)
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Рис. 2.2: Те саме що на Рис. 2.1 але для коефiцiєнта асиметрiї Sσ (2.20).
Рiзнi значення коефiцiєнта асиметрiї проiлюстрованi за-допомогою типового
розподiлу P(N) на правiй вкладцi.

Коефiцiєнт асиметрiї Sσ, як функцiю приведених температури та густини
показано на Рис. 2.2 як для стабiльних, так i для метастабiльних чистих фаз. З
рiвнянь (2.19) та (2.20) очевидно, що коефiцiєнт асиметрiї додатнiй при ñ < 1

(газова фаза), вiд’ємний при ñ > 1 (рiдка фаза), та Sσ = 0 при ñ = 1. При ñ→ 0

знаходимо Sσ → 1. Це маленьке значення асиметрiя розподiлу числа частинок
вiдповiдає розподiлу Пуассона що має мiсце для iдеального больцманiвського
газу.

В околi критичної точки знаходимо,

Sσ ∼= −
2

3
ρ

[
τ +

3

4
ρ2 + τρ

]−2

. (2.21)

Критична точка, T̃ = ñ = 1, тобто, ρ = τ = 0, – це точка сингулярностi
асиметрiї. Наприклад, при τ = 0 з рiвняння (2.21) знаходимо що Sσ → +∞
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при ρ → + 0 та Sσ → −∞ при ρ → − 0. Водночас, Sσ = 0 при будь-якому
τ > 0 та ρ = 0.

Куртозис.
Куртозис κσ2 може бути обчислений як

κσ2 =
k4

k2
= (Sσ)2 + T

(
∂[Sσ]

∂µ

)
T

= (2.22)

3 (Sσ)2 − 2ω[N ]Sσ − 54 (ω[N ])3 ñ2

(3− ñ)4
.

Куртозис κσ2, як функцiю приведених температури та густини представлено на
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Рис. 2.3: Те саме що на рисунках 2.1 та 2.2 але для куртозиса κσ2 (2.22). Рiзнi
значення куртозиса проiлюстрованi за-допомогою типового розподiлу P(N) на
правiй вкладцi.

Рис. 2.3 як для стабiльних, так i для метастабiльних чистих фаз. З цих рисункiв
видно що при T̃ < 1 куртозис додатнiй (leptokurtic) як при ñ < 1 (газова фаза)
так i при ñ > 1 (рiдка фаза).

При пiдходi до критичної точки куртозис розбiгається. При τ = 0 та ρ� 1

знаходимо

κσ2 ∝ ρ−6 . (2.23)
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Що цiкаво, куртозис приймає велике вiд’ємне значення (platykurtic) при крити-
чнiй густинi ñ = 1 та температурах трохи вище критичної, T̃ > 1. В цiй областi
знаходимо

κσ2 ∝ − τ−3 . (2.24)

Це означає що розподiл числа частинок має плоску вершину в данiй областi,
значно бiльш плоску нiж вiдповiдний гаусiан з такою ж шириною. Дана область
може бути означена як область кросоверу, де має мiсце швидкий, проте плавний
перехiд мiж газоподiбною та рiдинною фазами. Це узгоджується з аргументами
в пiдтримку того, що область кросоверу поруч з критичною точкою характе-
ризується вiд’ємним знаком куртозиса [76]. В околi критичної точки куртозис
рiзко змiнюється i приймає як вiд’ємнi так i додатнi значення.

При ñ → 0 рiвняння стану vdW вiдповiдає iдеальному больцманiвському
газу. В цьому випадку, P(N) прямує до розподiлу Пуассона, i, як слiдує з рiв-
нянь (2.20) та (2.22), коефiцiєнти асиметрiї та куртозис прямують до значень
пуассонiвського розподiлу, тобто, Sσ → 1 та κσ2 → 1. Слiд зазначити, що
iдеальний больцманiвський газ з розподiлом Пуассона зберiгає невелике вiдхи-
лення вiд гаусiвського P(N) розподiлу для якого, за означенням, Sσ = 0 та
κσ2 = 0.

Больцманiвське наближення, яке було застосовано в даному роздiлi вiдпо-
вiдає оригiнальнiй версiї рiвняння vdW. Це дає можливiсть одержати аналiтичнi
вирази для нормованої варiацiї, коефiцiєнту асиметрiї та куртозиса. Зазначи-
мо також, що результати для флуктуацiй числа частинок якi представленi на
Рис. 2.1-2.3 є унiверсальними, тобто, вони є незалежними вiд конкретних чи-
сельних значень vdW параметрiв a та b. Таким чином, цi результати можуть
бути застосованi для дуже рiзних фiзичних систем – вiд критичної точки води
з Tc = 647 Ko до критичної точки ядерної матерiї з Tc ∼= 2 × 1012 Ko. Унiвер-
сальнiсть одержаних результатiв губиться, якщо врахувати ефекти квантової
статистики. З iншого боку, в бiльшостi випадкiв включення статистики Фермi
змiнює результати лише кiлькiсно, якiсно вони залишаються практично такими
ж як у випадку больцманiвської статистики.

Сильноiнтенсивнi величини.
Одержанi результати показують сильне зростання флуктуацiй числа части-

нок в околi критичної точки. Також, флуктуацiї можуть бути дуже великi в
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метастабiльних станах, тобто, в переохолодженому газi та/або перегрiтiй рi-
динi. Флуктуацiйнi сигнали фазового переходу в ядернiй матерiї можуть бути
спостереженi при аналiзi зiткнень важких iонiв. Однак, iснує ще одне джерело
флуктуацiй числа частинок, а саме флуктуацiї об’єму системи вiд-подiї-до-
подiї. Цi флуктуацiї в основному геометричного походження i їх важко усунути
в ядро-ядерних реакцiях. Таким чином, експериментально можуть спостерiга-
тися великi флуктуацiї навiть в простих статистичних системах, наприклад, в
iдеальному газi. Сильноiнтенсивнi величини для статистичних систем у випадку
вiдсутностi фазового переходу в рамках формулювання великого канонiчного
ансамблю є незалежними вiд об’єму системи та його флуктуацiй. Проте, в си-
стемах з критичною точкою (бiльш загально, для фазового переходу другого
роду) критична поведiнка залежить вiд об’єму системи i проявляє характерний
для скiнченного розмiру скейлинг. З цього слiдує, що поблизу критичної точки
сильноiнтенсивнi мiри також залежать вiд об’єму. Таким чином, за допомогою
сильноiнтенсивних мiр можна виключити з розгляду тривiальнi флуктуацiї об’-
єму для нормальних статистичних систем, i присутнiсть великих флуктуацiй в
термiнах цих мiр може розглядатись як свiдчення критичної поведiнки.

Нижче будуть обчисленi сильноiнтенсивнi мiри, що залежать вiд флуктуацiй
енергiї E та числа частинок N для рiвняння стану vdW. Вони означуються як

∆[E,N ] = C−1
∆

[
〈N〉ω[E]− 〈E〉ω[N ]

]
, (2.25)

Σ[E,N ] = C−1
Σ

[
〈N〉ω[E] + 〈E〉ω[N ]− 2

(
〈EN〉 − 〈E〉 〈N〉

)]
, (2.26)

де C−1
∆ та C−1

Σ це нормуючi множники, що будуть прийнятi [62]

C∆ = CΣ = 〈N〉ω[ε] , (2.27)

а ω[ε] – це нормована варiацiя розподiлу енергiї однiєї частинки в системi vdW.
Щоб продовжити необхiдно обчислити ω[ε], ω[E], та 〈EN〉.

В газi ван дер Ваальса середня енергiя однiєї частинки ε не залежить вiд
параметру b, проте, її видозмiнює присутнiсть середнього поля притягання:

ε = εid(T )− aN
V

= 3 T +m
K1(m/T )

K2(m/T )
− a n , (2.28)

де εid – це середня енергiя однiєї частинки в релятивiстському iдеальному газi.
Варiацiя енергiї однiєї частинки нечутлива до присутностi середнього поля vdW,
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отримуємо

ω[ε] =
ε2 − ε2

ε
=

T 2

ε

∂ εid
∂T

. (2.29)

Повна енергiя має вигляд:

〈E〉 =

〈(
εid − a

N

V

)
N

〉
= εid 〈N〉 −

a

V
〈N 2〉 (2.30)

= εid 〈N〉 −
a

V
〈N〉2 − a 〈N

2〉 − 〈N〉2

V
.

Перший та другий доданки в правiй частинi рiвняння (2.30) є пропорцiйними
до 〈N〉. З iншого боку, варiацiя залишається скiнченною зовнi критичної точки
в термодинамiчний границi V →∞. Таким чином, одержуємо

〈E〉 ∼= (εid − an) 〈N〉 . (2.31)

Тодi для ω[E] знаходимо

ω[E] ≡ 〈E
2〉 − 〈E〉2

〈E〉
=

1

〈E〉
T 2

(
∂〈E〉
∂T

)
µ/T

= ω[ε] +
(εid − 2an)2

εid − an
ω[N ] . (2.32)

Насамкiнець, кореляцiї мiж E та N можуть бути обчисленi наступним чином

〈EN〉 − 〈E〉 〈N〉 = T 2

(
∂〈N〉
∂T

)
µ/T

= (εid − 2an) 〈N〉ω[N ] . (2.33)

Пiдставляючи формули, приведенi вище, в рiвняння (2.25) та (2.26) знахо-
димо вирази для сильноiнтенсивних величин:

∆[E,N ] = 1 − an(2εid − 3an)

ε2id − ε2id
ω[N ], (2.34)

Σ[E,N ] = 1 +
a2n2

ε2id − ε2id
ω[N ] . (2.35)

У вiдсутностi взаємодiй притягання (тобто, a = 0), з рiвнянь (2.34) та (2.35)
можна бачити що ∆[E,N ] = Σ[E,N ] = 1. Отже, в моделi виключеного об’єму
сильноiнтенсивнi величини є такими ж як у випадку iдеального больцманiвсько-
го газу.

Вирази (2.34) та (2.35) для ∆[E,N ] та Σ[E,N ] стануть бiльш ясними якщо
розглянути нерялятивiстьску границю, εid = 3T/2 та ε2id − ε2id = 3T 2/2. Зазна-
чимо, що енергiя спокою, m, була виключена, отже, лише кiнетична енергiя
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Рис. 2.4: Сильноiнтенсивна величина ∆[E,N ] (2.36) на фазовiй дiаграмi (ñ, T̃ )

як для стабiльних, так i для метастабiльних чистих фаз. Показанi декiлька лiнiй
сталих значень ∆[E,N ].
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Рис. 2.5: Сильноiнтенсивна величина Σ[E,N ] (2.37) на фазовiй дiаграмi (ñ, T̃ )

як для стабiльних, так i для метастабiльних чистих фаз. Показанi декiлька лiнiй
сталих значень Σ[E,N ].
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флуктуацiй дає вклад в ε2id. Тодi одержуємо

∆[E,N ] = 1− 2

3

an(3T − 3an)

T 2
ω[N ]

= 1 − 9ñ

4T̃

[
1 − 9ñ

8T̃

]
ω[N ] , (2.36)

Σ[E,N ] = 1 +
2

3

a2n2

T 2
ω[N ] = 1 +

27

32

ñ2

T̃ 2
ω[N ] . (2.37)

Величини ∆[E,N ] та Σ[E,N ] представленi на рисунках 2.4 та 2.5, вiдпо-
вiдно. Обидвi мiри Σ[E,N ] та ∆[E,N ] прямують до одиницi як для границi
нульової густини, ñ → 0, так i для границi упакування, ñ → 3, i є розбiжни-
ми в критичнiй точцi. Зазначимо, що мiра Σ[E,N ] є завжди додатною i навiть
бiльшою за одиницю, в той час як мiра ∆[E,N ] приймає i додатнi i вiд’ємнi
значення.

2.3 Висновки до роздiлу 2
Функцiя тиску vdW (2.1) має простий i загальновiдомий вигляд в канонiчному
ансамблi. Проте, iснують пiдстави для знаходження її формулювання в рамках
великого канонiчного ансамблю. По-перше, тиск в канонiчному ансамблi не дає
повного термодинамiчного опису системи. Окрiм того, великий канонiчний ан-
самбль має очевиднi переваги при застосуваннi моделi ван дер Ваальса до опису
мультикомпонентного адронного газу. формулюванняGCE також необхiдне для
обчислення флуктуацiй числа частинок в газi ван дер Ваальса.

В главi 2.1 описується процедура [70] трансформацiї функцiї тиску в канонi-
чному ансамблi в рiвняння стану великого канонiчного ансамблю. Ця процедура
має форму диференцiйного рiвняння 1-го роду для вiльної енергiї F як фун-
кцiї об’єму V . Загальний розв’язок цього рiвняння включає граничну умову
при V = V0, що береться у виглядi вiльної енергiї iдеального газу в границi
N/V0 → 0. Це додає до формулювання великого канонiчного ансамблю iнфор-
мацiю про маси та фактори виродження частинок, яка вiдсутня в функцiї тиску
канонiчного ансамблю. Слiдуючи цiй процедурi функцiю тиску ван дер Ваальса
в канонiчному ансамблi (2.1) можна перетворити в трансцендентне рiвняння
(2.7) для густини числа частинок в великому канонiчному ансамблi. Iншi тер-
модинамiчнi функцiї газу ван дер Ваальса в великому канонiчному ансамблi
можуть бути одержанi однозначним чином.
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В главi 2.2 флуктуацiї числа частинок аж до четвертого порядку – нормо-
вана варiацiя ω[N ], коефiцiєнт асиметрiї Sσ, та куртозис κσ2 – було обчислено
для класичного рiвняння стану ван дер Ваальса. Аналiтичнi формули було одер-
жано та застосовано для аналiзу поведiнки флуктуацiй в околi критичної точки.
Отриманi результати мають унiверсальний характер, тобто, вони є незалежними
вiд конкретних значень параметрiв a та b.

Коєфiцiєнт асиметрiї Sσ є додатнiм при n < nc та вiд’ємним при n > nc

для всiх значень температури. Це означає, що газоподiбна та рiдка фази при
T < Tc можуть бути ясно охарактеризованi додатнiм та вiд’ємним значенням
коефiцiєнта асиметрiї Sσ, вiдповiдно. Вище критичної температури Tc на лiнiї
n = nc коефiцiєнт асиметрiї рiвний нулю. Цiй лiнiї вiдповiдає перехiд кросоверу
вiд газоподiбної до рiдкої речовини.

Куртозис κσ2 є дуже чутливим до вiдстанi до критичної точки та, також,
має багату структуру. При T < Tc куртозис є додатнiм в обох фазах. В околi
критичної точки куртозис рiзко змiнюється i може приймати як додатнi так i
вiд’ємнi значення при T > Tc. В областi кросоверу одразу над Tc вiн приймає
великi вiд’ємнi значення.

Також було обчислено сильноiнтенсивнi мiри ∆[E,N ] та Σ[E,N ] для флу-
ктуацiй енергiї системи та числа частинок. В моделi виключеного об’єму, тобто
при a = 0, цi мiри рiвнi одиницi, так же як в моделi iдеального газу. Проте,в
повному рiвняннi ван дер Ваальса вони є розбiжними в критичнiй точцi i значно
вiдрiзняються вiд одиницi в областi навколо критичної точки. Цi мiри можуть
бути використанi для вивчення флуктуацiй в ядернiй матерiї яка утворюється
при зiткненнях важких iонiв.



Роздiл 3

Модель ван дер Ваальса з квантовою
статистикою

3.1 Формулювання моделi
Квантове узагальнення рiвняння стану ван дер Ваальса [71] є нетривiальною
задачею. Видiлимо деякi загальнi вимоги яким потрiбна задовольняти квантова
версiя цього рiвняння:

1. Вона має зводитись до рiвняння iдеального квантового газу при a = 0 та
b = 0.

2. Вона має бути еквiвалентна класичному рiвнянню стану ван дер Вааль-
са (2.1) в областi термодинамiчних параметрiв в якiй можна знехтувати
квантовою статистикою.

3. Ентропiя має бути додатною величиною i прямувати до нуля при T → 0.
Тиск iдеального квантового газу в великому канонiчному ансамблi має ви-

гляд

pid(T, µ) =
d

3

∫
d3k

(2π)3

k2√
m2 + k2

[
exp

(√
m2 + k2 − µ

T

)
+ η

]−1

. (3.1)

В рiвняннi (3.1), η дорiвнює +1 для статистикиФермi, -1 для статистики Бозе, та
0 для больцманiвського наближення. Всi iншi термодинамiчнi функцiї можуть
бути обчисленi з рiвнянь (2.6). Вирази для термодинамiчнихфункцiй iдеального
квантового газу задовольняють третьому закону термодинамiки, тобто s ≥ 0 та
s→ 0 при T → 0.

Тепер сформулюємо узагальнення рiвняння стану ван дер Ваальса яке вра-
ховує ефекти квантової статистики. Зазначимо, що тиск p(T, µ) для больцма-
нiвського випадку може бути переписаний використовуючи рiвняння (2.7) як

p(T, µ) = pid(T, µ∗)− a n2 , (3.2)

69
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де
µ∗ = µ − b p(T, µ)− a b n2 + 2 a n . (3.3)

Функцiя pid в рiвняннi (3.2) вiдповiдає тиску iдеального газу в больцманiв-
ському наближеннi, тобто η = 0 в рiвняннi (3.1). Припустимо що квантове
рiвняння vdW має такий же вигляд як i рiвняння (3.2) але включає тиск iдеаль-
ного квантового газу pid, тобто для квантового випадку необхiдно взяти η = ±1

в рiвняннi (3.1), що вiдповiдає статистицi Фермi або Бозе.
У вiдповiдностi з (2.6), отримуємо наступне для густини числа частинок:

n(T, µ) ≡
(
∂p

∂µ

)
T

= nid(T, µ∗) (1− bn)

(
1 + 2 a

∂n

∂µ

)
− 2 a n

∂n

∂µ
. (3.4)

Це рiвняння може бути записане як[
nid(T, µ∗) (1− bn)− n

](
1 + 2 a

∂n

∂µ

)
= 0 . (3.5)

Розв’язок цього рiвняння, що є фiзичним, має наступний вигляд

n(T, µ) =
nid(T, µ∗)

1 + bnid(T, µ∗)
, (3.6)

де

nid(T, µ) =
d

2π2

∫ ∞
0

dkk2

[
exp

(√
m2 + k2 − µ

T

)
+ η

]−1

, (3.7)

i має такий же вигляд як i рiвняння (2.7). Однак, принципова вiдмiннiсть по-
лягає в тому, що nid в рiвняннi (3.6) – це густина числа частинок iдеального
квантового газу, тодi як nid в рiвняннi (2.7) вiдповiдає iдеальному класичному
газу, тобто η = 0, i дана рiвнянням (3.7). Також зазначимо, що в квантовому
випадку для ефективного хiмiчного потенцiалу µ∗ замiсть виразiв (2.7) повинен
використовуватися вираз (3.3).

Рiвняння (3.2) та (3.6) – це система двох рiвнянь для двох невiдомих фун-
кцiй: p(T, µ) та n(T, µ). Модель, що визначається цими рiвняннями задовольняє
всiм означеним умовам. По-перше, при a = 0 та b = 0 рiвняння (3.2) та (3.6)
зводяться до виразiв iдеального квантового газу. По-друге, для тих значень T
та µ∗, для яких квантовi вирази для pid та nid можуть бути апроксимованi боль-
цманiвською статистикою, тобто рiвнянням (3.7) для nid та pid = Tnid для тиску
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iдеального газу, рiвняння (3.2) та (3.6) автоматично стають еквiвалентними кла-
сичному рiвнянню стану ван дер Ваальса (2.1). По-третє, густина ентропiї має
наступний вигляд

s(T, µ) ≡
(
∂p

∂T

)
µ

=
sid(T, µ∗)

1 + b nid(T, µ∗)
, (3.8)

а отже, вона завжди є додатною для виразiв квантового iдеального газу sid, та
s→ 0 при T → 0.

Густина енергiї може бути обчислена з рiвняння (2.6) як

ε(T, µ) =
[
εid(T, µ∗) − a n

]
n , (3.9)

де εid(T, µ) – це середня енергiя на одну частинку в iдеальному газi,

εid(T, µ) =
εid(T, µ)

nid(T, µ)
. (3.10)

Тиск в моделi ван дер Ваальса можна записати як функцiю температури T
та густини числа частинок n. З рiвняння (3.6) слiдує що ефективний хiмiчний
потенцiал µ∗ може бути представлений як функцiя T та n,

µ∗(n, T ) = µid
( n

1− bn
, T
)
, (3.11)

де µid(n, T ) – це хiмiчний потенцiал квантового iдеального газу, який є розв’яз-
ком наступного трансцендентного рiвняння для даних n та T :

n =
d

2π2

∫ ∞
0

dk k2

[
exp

(√
m2 + k2 − µid

T

)
+ η

]−1

. (3.12)

Рiвняння (3.2) може бути записане у виглядi

p = pid
[
T, µid

( n

1− bn
, T
)]
− a n2 . (3.13)

Можна легко перевiрити що це рiвняння спiвпадає з рiвнянням (2.1) у випадку
больцманiвської статистики i, таким чином, дiйсно може вважатись квантовим
узагальненням класичного рiвняння ван дер Ваальса в канонiчному ансамблi.
Також може бути корисним розглянути рiвняння ван дер Ваальса з квантовою
статистикою в рамках термодинамiчного пiдходу середнього поля розвинутого
в роботах [73–75].
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3.2 Гранична температура в газi π-мезонiв з рiвня-
нням стану ван дер Ваальса

В данiй главi рiвняння стану ван дер Ваальса з квантовою статистикою застосо-
вується до опису газу взаємодiючих пiонiв. В цьому випадку формалiзм вели-
кого канонiчного ансамблю є дiйсно необхiдним: число пiонiв не зберiгається i
не може розглядатись як незалежна змiнна великого канонiчного ансамблю. За-
значимо, що рiвняння стану взаємодiючих пiонiв вивчалося на протязi останнiх
десятирiч в рамках рiзних теоретичних пiдходiв (див, напр. [77–81]).

Газ π-мезонiв з рiвнянням стану ван дер Ваальса.
У випадку газу пiонiв необхiдно використовувати Бозе-статистику, η = −1

в рiвняннях (3.1) та (3.7). Розглядається система пiонiв з нульовим значенням
повного електричного заряду, таким чином, π+, π−, та π0 всi мають нульовi
хiмiчнi потенцiали, тобто, µ = 0 в рiвняннi (3.3). В результатi, p та n в рiвнян-
нях (3.2) та (3.6) стаютьфункцiями однiєї змiнної,T , та рiвняння (3.3),(3.1),(3.7),
вiдповiдно, приймають вигляд:

µ∗ = − b p(T )− a b n2(T ) + 2 a n(T ) , (3.14)

pid(T, µ∗) =

=
1

2π2

∫ ∞
0

k2dk
k2√

m2
π + k2

[
exp

(√
m2
π + k2 − µ∗

T

)
− 1

]−1

, (3.15)

nid(T, µ∗) =
3

2π2

∫ ∞
0

k2dk

[
exp

(√
m2
π + k2 − µ∗

T

)
− 1

]−1

, (3.16)

де ми поклали g = 3 в якостi фактора виродження пiонiв та mπ
∼= 138 MeV

в якостi маси пiонiв. Далi ми фiксуємо значення b ∼= 0.45 fm3 яке вiдповiдає
радiусу твердого кора пiонiв r ∼= 0.3 fm−3 [82,83] 1. Значення a розглядається як
вiльний параметр моделi. Зазначимо також, що густина ентропiї s(T ) та густина
енергiї ε(T ) можуть бути обчисленi з функцiї p(T ) наступним чином:

s =
dp

dT
, ε(T ) = T

dp

dT
− p . (3.17)

Розглядається T ≤ 160 MeV як область де можливе iснування пiонного газу.
При вищих температурах очiкується що ефекти пов’язанi з деконфайнментом

1В наступнiй главi розглядається як результати моделi залежать вiд чисельних значень b, зокрема при b→ 0.
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вiдiграють головну роль. Для кожного значення T , при T ≤ 160 MeV, знаходимо
µ∗ = µ∗(T ) розв’язуючи трансцедентнi рiвняння (3.14), тодi функцiї n(T ) та
p(T ) одержуються з рiвнянь (3.6) та (3.2), вiдповiдно. Якщо рiвняння (3.14) має
бiльш нiж один розв’язок для даного T , лише розв’язок з бiльшим значенням
p(T ) має розглядатися як стабiльний у вiдповiдностi з критерiєм Гiббса. Для
рiвняння стану ван дер Ваальса в великому канонiчному ансамблi цей критерiй
був розглянутий в роботi [71]

Результати для µ∗, p, n та ε як функцiй T представленi на рисунках 3.1 (a)-
(d) суцiльними лiнiями для рiзних значень параметра a. Точкованi лiнiї на цих
рисунках вiдповiдають iдеальному газу (тобто при a = 0 та b = 0). В областi
температури T ≤ 100MeV (не показанiй на Рис. 3.1) ефекти взаємодiї для даних
значень a та b є малими, тобто всi кривi є дуже близькими до кривих iдеального
газу. Це є результатом того, що взаємодiї ван дер Вальса залежать вiд густини
числа частинок, i стають незначними при n→ 0.

Взаємодiї вiдштовхування пригнiчують термодинамiчнi функцiї n(T ), p(T )

та ε(T ) вмоделi ван дерВаальса в порiвняннi зфункцiями iдеального газу пiонiв.
Це ясно видно для кривих з a = 0 на рисунках 3.1 (b)-(d). Вiдштовхування також
спричиняє виникнення верхньої границi для густини числа частинок, а саме,
n ≤ 1/b ∼= 2.21 fm−3. З iншого боку, наявнiсть взаємодiй притягання збiльшує
n(T ), p(T ), та ε(T ) в порiвняннi iдеальним газом пiонiв. Спостерiгається, що
рiвняння стану vdW з b = 0.45 fm3 та a/b = 200 MeV є близьким до рiвняння
стану iдеального газу, тобто вклади взаємодiй притягання та вiдштовхування
майже скомпенсовують один одного у всiх термодинамiчних функцiях.

Зазначимо, що поправка виключеного об’єму ван дер Ваальса знаходиться
у вiдповiдностi з вiрiальним розкладом для твердих куль лише при достатньо
низькiй густинi. При великих значеннях частки повного об’єму яку займають
частинки скiнченного розмiру, так-званої частки упакування (packing fraction)
η = (bn)/4, а саме η & 0.1, рiвняння ван дер Ваальса суттєво вiдхиляється вiд
рiвняння стану твердих куль. Найвище значення густини числа пiонiв що отри-
мується в данiй роботi це nmax ' 0.30 fm−3, як видно з Рис. 3.1. Таким чином,
максимальне значення частки упакування приблизно ηmax = 0.034. При таких
значеннях η рiвняння ван дер Ваальса все ще добре узгоджується з вiрiальним
розкладом для твердих куль (див, напр., Рис. 1 в роботi [75]) i, таким чином,
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Рис. 3.1: Термодинамiчнi величини пiонного газу з рiвнянням стану ван дер
Ваальса як функцiї температури: ефективний хiмiчний потенцiал µ∗ (a), гу-
стина числа частинок (b), тиск (c) та густина енергiї (d). Значення параметру
виключеного об’єму зафiксоване як b = 0.45 fm3. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають
розв’язкам з a/b = 0, 200, 400, 500, 600 MeV (знизу догори). Точкованi лiнiї
показують поведiнку iдеального газу, тобто при a = 0 та b = 0. Точки граничної
температури зображженi символами ×. На рисунку (a) нестабiльнi розв’язки
зображенi пунктирними сегментами лiнiй що закiнчуються в точках T = T ′,
зображених суцiльними кругами.



75

може використовуватись.
Гранична температура.
При великих значеннях параметра aмає мiсце нове явище: виникає гранична

температура T0, тобто рiвняння (3.14) не має стабiльних розв’язкiв при T > T0
2.

В тойже час, в iнтервалi температурT ′ ≤ T ≤ T0 виникають нестабiльнi розв’яз-
ки для термодинамiчнихфункцiй ван дер Ваальса. Тут температураT ′ визначена
як початкова точка конденсацiї Бозе-Ейнштейна, тобто µ∗(T ′) = mπ. Значення
термодинамiчних функцiй в граничнiй температурi T0 зображенi символами ×
на рисунках 3.1 (a)-(d), тодi як значення при T = T ′ зображенi на Рис. 3.1 (a)
кружками, а нестабiльнi розв’язки показанi пунктирними сегментами кривих.
Стабiльнi розв’язки, що показанi суцiльними лiнiями на всiх рисунках, вiдпо-
вiдають критерiю Гiббса, тобто їх тиск бiльше, нiж тиск нестабiльних розв’язкiв
при рiвнiй температурi. Нестабiльнi розв’язки показанi лише для ефективного
хiмiчного потенцiалу µ∗(T ), на вкладцi (a) рисунка 3.1.

Для того, щоб прояснити фiзичне походження граничної температури T0

для пiонного газу з рiвнянням стану ван дер Ваальса, обчислимо теплоємнiсть,
C = dε/dT , квадрат швидкостi звука, c2

s = dp/dε, та нормовану варiацiю розпо-
дiлу числа частинок. Можна показати, що нормована варiацiя числа частинок в
моделi QvdW має вигляд:

ω[N ] =
〈N 2〉 − 〈N〉2

〈N〉

= ωid(T, µ∗)

[
1

(1− bn)2
− 2an(T, µ∗)

T
ωid(T, µ∗)

]−1

, (3.18)

де

ωid(T, µ∗) =

=
1

nid(T, µ∗)

3

2π2

∫ ∞
0

k2dk

[
exp

(√
m2
π + k2 − µ∗

T

)
− 1

]−2

, (3.19)

це нормована варiацiя розподiлу числа частинок iдеального пiонного газу з хi-
мiчним потенцiалом µ∗. Як видно з рисункiв 3.2 (a)-(c), c2

s → 0, тодi як обидвi
величини C →∞ та ω[N ]→∞ при T → T0. Пряме обчислення виявляє степе-
неву поведiнку при T → T0: обидва C та ω[N ] пропорцiйнi до (T0 − T )−1/2, та

2Звернемо увагу що розглядаються лише температури T < 160 MeV.



76

1 0 0 1 1 0 1 2 0 1 3 0 1 4 0 1 5 0 1 6 00

2

4

6

8

1 0
( a )

x

C [
fm

-3 ]

T  [ M e V ]

x

 

 
0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0 1 2 0 1 4 0 1 6 00 . 0

0 . 1

0 . 2

0 . 3

0 . 4 ( b )

xx
c2 s

T  [ M e V ]

 

 

1 0 0 1 1 0 1 2 0 1 3 0 1 4 0 1 5 0 1 6 00

1

2

3

4 xx

ω
 [N

]

T  [ M e V ]

 

 

( c )

0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0 6 0 01 0 0
1 1 0
1 2 0
1 3 0
1 4 0
1 5 0
1 6 0

( d )

T 0 [M
eV

]

a  [ M e V  f m 3 ]

x

x

 

 

b [ f m 3 ]  =  0 ; 0 . 4 5 ; 1

Рис. 3.2: (a) Теплоємнiсть. (b) Квадрат швидкостi звука (пунктирна горизон-
тальна лiнiя вiдповiдає значенню c2

s = 1/3, отриманому для iдеального газу
безмасових частинок). (c) Нормована варiацiя ω[N ] (3.18). Суцiльнi лiнiї вiд-
повiдають розв’язкам з b = 0.45 fm3 та a/b = 0, 200, 400, 500, 600 MeV знизу
догори в (a) та (c), i згори донизу в (b). (d) Залежнiсть граничної температури
T0 вiд параметра a для b = 0 (пунктирна лiнiя), b = 0.45 fm3 (суцiльна лiнiя) та
b = 1 fm3 (пунктирно-точкована лiнiя).
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c2
s ∝ (T0 − T )1/2. Флуктуацiї повної енергiї E мають дуже схожу поведiнку до
поведiнки флуктуацiй числа пiонiвN . Таким чином, гранична температура вiд-
повiдає найм’якiшiй точцi рiвняння стану (швидкiсть звуку дорiвнює нулю) та
нескiнченно великим теплоємностi та флуктуацiям. На Рис. 3.2 (d) залежнiстьT0

вiд параметра a показана для рiзних значень параметра вiдштовхування b: b = 0,
b = 0.45 fm3 та b = 1 fm3. З Рис. 3.2 (d) видно що для кожного значення параме-
тра вiдштовхування b iснує мiнiмальне значення параметра притягання a = ab

таке що гранична температура T = T0 ≤ 160 MeV виникає при всiх a ≥ ab, та
T0 спадає зi зростанням a. При b = 0.45 fm3, знаходимо що T0

∼= 140 MeV та
155MeV при a ∼= 270MeV fm3 та 225MeV fm3, вiдповiдно. Для менших значень
b, таке само значення граничної температури, T0

∼= 140 MeV та 155 MeV, дося-
гаються при менших значеннях a. Зокрема, для b = 0, значення T0

∼= 140 MeV
та 155 MeV досягаються при a ∼= 219 MeV fm3 та 168 MeV fm3, вiдповiдно.
Зазначимо необхiднiсть додаткової iнформацiї для подальшого обмеження дi-
апазону значень параметрiв a та b. Виходячи з даного аналiзу, найцiкавiша з
фiзичної точки зору поведiнка з T0 = 150 ± 10 MeV має мiсце при b вiд 0 до
0.45 fm3 та a вiд 150 MeV fm3 до 300 MeV fm3.

Параметри a та b були отриманi в роботi [71] для системи нуклонiв (див
роздiл 4). Беручи за основу властивостi ядерної матерiї при нульовiй темпера-
турi була отримана оцiнка для нуклонiв b ' 3.42 fm3 та a ' 329 MeV fm3.
Таким чином, чисельнi значення обох параметрiв b та a моделi ван дер Ваальса
для пiонного газу, що розглядається в даному роздiлi, меншi нiж для системи
взаємодiючих нуклонiв.

В принципi, iнформацiя про параметри a та b може бути одержана з даних
по ππ-розсiянням. Зазначимо, що другий кластерний iнтеграл рiвноважного
пiонного газу був обчислений в роботi [48]. Фазовi зсуви в ππ розсiяннi були
описанi виходячи з того, що як вiдштовхування твердого кора, так i притяга-
ння резонансiв є однаково важливими i повиннi враховуватися одночасно. З
обчислень в роботi [48] випливає, що параметр a може приймати значення до
декiлькох сотень MeV fm3, i в загальному випадку може бути залежним вiд
температури. Проте, немає пiдстав очiкувати, що можна знехтувати вищими
членами кластерного розкладу. Частини вищих кластерних членiв що вiдповiд-
ають притяганню можуть бути представленi як вклади мульти-пiонних резонан-
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сiв. Властивостi резонансiв (маси та ширини) є мало вiдомими. Таким чином,
точна оцiнка чисельних значень параметра a в системi пiонiв ван дер Ваальса
виглядає проблематично, i в даному роздiлi параметр a розглядається як чисто
феноменологiчний вiльний параметр.

Порiвняння з моделью Хагедорна.
Концепцiя граничної температури в адронному газi була введена в фiзику

Хагедорном [84–86]. Його гранична температура T0 = 160± 10 MeV виникала
в зв’язку з експоненцiйно зростаючим масовим спектром ρ(m) для збуджених
адронних станiв при великiй масim:

ρ(m) ∼= cm−α exp

(
m

T0

)
θ(m−M0) , (3.20)

де c, M0, T0 та α – це параметри моделi. Цi збудженi стани що називаються
“фаєрболи” розглядалися як точковi невзаємодiючi частинки. Представлення
взаємодiй притягання частинок за допомогою резонансiв було вперше запро-
поновано в роботi [87] в рамках статистичної фiзики, а потiм застосовано до
продукцiї адронiв в роботi [88]. Ця iдея була розвинута в рамках формалiзму
S-матрицi статистичної механiки в роботi [89].

Спектр ρ(m) може бути знайдено зi статистичного рiвняння бутстрапа [90].
В якостi вхiдних даних це рiвняння вимагає спектр низько-лежачих адронних
станiв. В найпростiшiй версiї моделi, цi вхiднi данi зводяться до єдиного най-
легшого адрону – пiону, i неперервного масового спектру ρ(m), що починається
зM0 > 2mπ. Тодi тиск в моделi Хагедорна визначається як

pH(T ) =

∫
d3k

(2π)3

k2√
k2 +m2

π

[
exp

(√
k2 +m2

π

T

)
− 1

]−1

+
T 2

2π2

∫ ∞
M0

dmρ(m)m2K2(m/T ) , (3.21)

де K2 – це модифiкована функцiя Бесселя. Перший доданок в правiй частинi
рiвняння (3.21) вiдповiдає тиску iдеального Бозе газу пiонiв, а другий – вкладу
всiх збуджених станiв (3.20) в больцманiвському наближеннi. Iншi термодинамi-
чнi функцiї моделi Хагедорна можна отримати використовуючи термодинамiчнi
спiввiдношення (3.17).

З рiвнянь (3.20) та (3.21) слiдує що термодинамiчнi функцiї не iснують при
T > T0 через розбiжнiсть iнтегралу вiдносно m в рiвняннi (3.21). Сингулярна
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Рис. 3.3: Теплоємкiсть (a) та квадрат швидкостi звуку (b). Суцiльнi лiнiї вiд-
повiдають рiвнянню стану ван дер Ваальса з b = 0.45 fm3 та a/b = 500 MeV.
Пунктирнi лiнiї вiдповiдають моделi Хагедорна (3.20) та (3.21) з T0 = 155 MeV,
α = 4, c = 3.57 fm−3 таM0 = 507 MeV.

частина iнтегралу дає вклад в тиск як pH ∝ (T0−T )α−5/2 та в густину енергiї як
εH ∝ (T0−T )α−7/2. Явний розв’язок статистичного рiвняння бутстрапа [90] дає
α = 3 [91]. Таким чином, εH ∝ (T0 − T )−1/2 та εH → ∞ при T → T0. З iншого
боку, при α > 7/2 всi термодинамiчнi функцiї в моделi Хагедорна залишаються
скiнченними в околi граничної температури T = T0. Бiльш того, виявляєтьсящо
iснує цiкава вiдповiднiсть мiж пiонним газом з рiвнянням стану ван дер Ваальса
та моделью Хагедорна з 7/2 < α < 9/2, тобто поведiнка pH та εH дуже схожа на
поведiнку p та ε вмоделiQvdW,щопредставлена на вкладках (b) та (c) на Рис. 3.1
для a/b = 500 MeV та 600 MeV. В околi граничної температури T0 теплоємнiсть
та квадратшвидкостi звуку в моделi Хагедорна ведуть себе якC ∝ (T0−T )α−9/2

та c2
s ∝ (T0 − T )9/2−α, вiдповiдно. Таким чином, для α = 4 поведiнка C та c2

s в
моделiХагедорна приT → T0 така сама як у пiонному газi з рiвнянням стану ван
дер Ваальса, якщо значення T0 в обох моелях однаковi. На Рис. 3.3 представлено
порiвняння цих двох величин в моделi QvdW з b = 0.45 fm3, a/b = 500 MeV та
моделi Хагедорна з T0 = 155 MeV та α = 4.

3.3 Висновки до роздiлу 3
В главi 3.1 приводиться узагальнення рiвняння стану ван дер Ваальса в велико-
му канонiчному ансамблi, що враховує ефекти квантової статистики (квантова
модель ван дер Ваальса, QvdW) [71]. Це узагальнення являє собою систему двох
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трансцендентних рiвнянь для тиску та густини числа частинок. Данi рiвняння
мають розв’язок для всiх можливих значень температури, T ≥ 0, та хiмiчного
потенцiалу, −∞ < µ < ∞. Квантове узагальнення рiвняння vdW задовольняє
всiм основним вимогам: воно зводиться до рiвняння iдеального Фермi або Бозе
газу при a = 0 та b = 0, до класичного рiвняння ван дер Ваальса в больцманiв-
ськiй границi, i для нього виконується 3-й закон термодинамiки, тобто s → 0

при T → 0.
В главi 3.1 модель QvdW застосовується до опису системи взаємодiючих

пiонiв. Було розглянуто роль взаємодiй вiдштовхування та притягання, що опи-
суються vdW параметрами b та a, вiдповiдно. Було знайденощо для b ∼= 0.45 fm3

та a/b ∼= 200 MeV рiвняння стану ван дер Ваальса для пiонiв виявляється
близьким до вiдповiдного рiвняння iдеального пiонного газу, тобто взаємодiї
притяжiння та вiдштовхування приблизно взаємо-скомпинсовують одна одну.

При кожному значеннi параметра b iснує мiнiмальне значення параметра
a = ab таке що гранична температура T = T0 появляється при всiх a ≥ ab, та T0

зменшується при зростаннi a. Коли T → T0 виникає декiлька цiкавих ефектiв:
швидкiсть звуку прямує до нуля як (T0 − T )1/2, тодi як теплоємнiсть а також
нормована варiацiя розподiлу числа частинок прямують до нескiнченностi як
(T0 − T )−1/2.

Представлена модель QvdW для пiонiв порiвнюється з моделлю Хагедорна,
в якiй також присутнiй феномен граничної температури. Не дивлячись на те що
реалiзацiя механiзму притягання мiж частинками в моделi Хагедорна вiдрiзня-
ється вiд вiдповiдного механiзму в моделi QvdW, було знайдено що дуже схожа
термодинамiчна поведiнка реалiзується в обох моделях. Вона має мiсце для спе-
цiального вибору степеневого показника, а саме m−4, в пре-експоненцiйному
множнику масового спектру ρ(m) моделi Хагедорна.

Наявнiсть граничної температури T0 в моделi QvdW пiонного газу, безсум-
нiвно, є свiдченням обмеження в областi можливого застосування цiєї моделi.
Подiбно до моделi Хагедорна, гранична температура в пiонному газi ван дер Ва-
альса повинна бути перетворена в температуру переходу деконфайнмента пiсля
введення фундаментальних кварк-глюонних ступеней вiльностi. Однак, розгляд
цього є за межами даної роботи.



Роздiл 4

Ядерна матерiя

В даному роздiлi рiвняння стану ван дер Ваальса з квантовою статистикою
застосовується до опису властивостей симетричної ядерної матерiї. Зокрема,
розглядається Фермi газ нуклонiв (m ∼= 938 MeV та d = 4) з взаємодiями
притягання та вiдштовхування, що описуються параметрами ван дер Ваальса a
та b, вiдповiдно.

Дослiдження ядерної матерiї має довгу iсторiю. Термодинамiка ядерної ма-
терiї та її застосування до утворення ядерних фрагментiв в зiткненнях важких
iонiв була розглянута в роботах [92–97] в 1980-х. Огляд цих раннiх розро-
бок може бути знайдений в роботi [98]. Сьогоднi, властивостi ядерної матерiї
описуються багатьма моделями, наприклад такими, якi застосовують самоузго-
джений пiдхiд середнього поля (relativistic mean-field theory, RMF) [99–103] а
також здвоєння парностi (parity doubling) [104–106]. В рамках моделей RMF
взаємодiї розглядаються в пiдходi середнього поля. Взаємодiї вiдштовхування
зазвичай опосередкованi обмiном векторних мезонiв, тодi як взаємодiї притя-
гання описуються через обмiн скалярними мезонами. Поправка виключеного
об’єму в моделях середнього поля розглядалась в роботах [69, 74, 107].

Вiдома феноменологiя ядро-ядерного потенцiалу засвiдчує взаємодiї вiд-
штовхування на коротких вiдстанях та взаємодiї притягання на середнiх вiдста-
нях. Подiбно до молекулярних систем, фазовий перехiд рiдина-газ має мiсце в
ядернiй матерiї. Експериментально, наявнiсть фазового переходу рiдина-газ в
ядернiй матерiї була виявлена за-допомогою непрямих спостережень i вперше
повiдомлена в роботах [108–110]. Першi прямi вимiрювання ядерної калоричної
кривої були здiйсненi колаборацiєю ALADIN [15], i повторенi пiзнiше iншими
експериментами [111,112].

Обмежимось розглядом низьких температур, T ≤ 30 MeV, i таким чином,
знехтуємо утворенням пiонiв. В даному роздiлi, ми також нехтуємо можливим
утворенням ядерних кластерiв та барiонних резонансiв (напр. N ∗ та ∆), якi
можуть бути важливими при низькiй та високiй барiоннiй густинi, вiдповiдно. В
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рамках цих наближень, число нуклонiв N є сталим та незалежним параметром
в рамках канонiчного ансамблю. Хiмiчний потенцiал µ великого канонiчного
ансамблю регулює густину числа нуклонiв.

Властивостi при T = 0.

Для обчислення термодинамiчних функцiй в GCE використовуються рiвня-
ння (3.2), (3.6), (3.8) та (3.9). Нагадаємо, що з використанням змiнної µ∗ (3.2),
термодинамiчнi функцiї квантового газу ван дер Ваальса можуть бути вираженi
через вiдповiднi функцiї iдеального квантового газу наступним чином:

n(T, µ) =
nid(T, µ∗)

1 + b nid(T, µ∗)
, (4.1)

p(T, µ) = pid(T, µ∗) − a

[
nid(T, µ∗)

1 + b nid(T, µ∗)

]2

, (4.2)

ε(T, µ) =
εid(T, µ∗)

1 + b nid(T, µ∗)
− a

[
nid(T, µ∗)

1 + b nid(T, µ∗)

]2

, (4.3)

s(T, µ) =
sid(T, µ∗)

1 + b nid(T, µ∗)
. (4.4)

При нульовiй температурi величини iдеального квантового газу в рiвняннях (4.1)
– (4.4) можуть бути записанi як

nid(T = 0, µ∗) =
d

2π2

√
µ∗2−m2∫
0

dk k2 =
d

6π2
(µ∗2 −m2)3/2, (4.5)

pid(T = 0, µ∗) =
d

6π2

√
µ∗2−m2∫
0

dk
k4

√
k2 +m2

=

=
d

48π2
µ∗
√
µ∗2 −m2 (2µ∗2 − 5m2) − d

16π2
m4 ln

m

µ∗ +
√
µ∗2 −m2

, (4.6)

εid(T = 0, µ∗) =
d

2π2

√
µ∗2−m2∫
0

dk k2
√
k2 +m2 =

=
d

16π2
µ∗
√
µ∗2 −m2 (2µ∗2 −m2) +

d

16π2
m4 ln

m

µ∗ +
√
µ∗2 −m2

, (4.7)
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sid(T = 0, µ∗) = lim
T→0

εid(T, µ∗) + pid(T, µ∗)− µ∗ nid(T, µ∗)

T
= 0 . (4.8)

Зафiксуємо параметри a та b таким чином, щоб вiдтворити властивостi ядер-
ної матерiї при нульовiй температурi (див, напр. роботу [113]), тобто, має ви-
конуватись p = 0, ε/n = m + EB

∼= 922 MeV та n = n0
∼= 0.16 fm−3 при

T = 0. Тут EB
∼= −16 MeV це енергiя зв’язку на один нуклон. Тодi знахо-

димо, a ∼= 329 MeV fm3 та b ∼= 3.42 fm3. Зазначимо, що параметр власного
об’єму частинки b може бути виражений через радiус твердого кора пiона r як
b = 16πr3/3. Це дає r ∼= 0.59 fm для радiусу твердого кора пiона.
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Рис. 4.1: Залежнiсть тиску p (a) та енергiї зв’язку EB (b) вiд густини нуклонiв
n при T = 0. Параметри ван дер Ваальса наступнi: a ∼= 329 MeV·fm3 та b ∼=
3.42 fm3 (r ∼= 0.59 fm). Кружки вiдповiдають стану ядерної матерiї при нульовiй
температурi. Пунктирно-точкованi лiнiї вiдповiдають метастабiльнiй частинi
iзотерми vdW, тодi як точкованi лiнiї вiдповiдають нестабiльнiй частинi.
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Рис. 4.2: Те саме що на Рис. 4.1, але для малих значень n.

Тиск p та енергiя зв’язку EB як функцiї густини нуклонiв n при T = 0



84

показанi на Рис. 4.1 (a) та (b), вiдповiдно. Стабiльна частина vdW iзотерми
зображена на Рис. 4.1 суцiльними лiнiями, тодi як метастабiльна та нестабiльна
частина зображенi пунктирно-точкованими та точкованими лiнiями, вiдповiдно.
При дуже малих густинах завжди реалiзується газова фаза з поведiнкою майже
iдеального газу. Однак, при T = 0 ця фаза, що краще видна на Рис. 4.2, може
iснувати лише як метастабiльний стан.

Зазначимо, що при будь-якiй температурi T > 0 хiмiчний потенцiал має
добре визначену граничну поведiнку µ→ −∞ при n→ 0. При T = 0 ситуацiя
iнша: при n = 0 хiмiчний потенцiал може приймати будь-яке значення менше
нiж маса частинки. Змiшана фаза при T = 0 зображена горизонтальними лi-
нiями на Рис. 4.1 (a) та (b). Двi спiвiснуючi фази при T = 0 – це рiдка фаза з
n = 0.16 fm−3, p = 0, та µ = 922 MeV, та газоподiбна фаза з n = 0, p = 0 та
µ = 922MeV. Це вiдповiдає умовi фазової рiвноваги Гiббса, тобто температури,
тиски та хiмiчнi потенцiали спiвiснуючих фаз є рiвними. Стабiльна газоподiбна
фаза при T = 0 це, насправдi, вакуум з n = 0.

4.1 Фазова дiаграма

Iзотерми в (T, v) та (T, n) координатах (v ≡ 1/n) зображенi на Рис. 4.3 (a)
та (b), вiдповiдно. Вони обчисленi в рамках рiвняння стану ван дер Ваальса з
використанням рiвняння (3.13) з a ∼= 329 MeV fm3 та b ∼= 3.42 fm3. Критична
температура виявляється Tc ∼= 19.7 MeV. Значення критичної температури в
данiй моделi близьке до експериментальних оцiнок представлених в роботах
[111, 112]. При T < Tc реалiзуються двi фази: газоподiбна та рiдка фази роздi-
ленi фазовим переходом першого роду. Область змiшаної фази обчислюється з
правила Максвела рiвних площ для p(v) iзотерм та вiдповiдає горизонтальним
лiнiям на Рис. 4.3 (a) та затемненiй сiрiй областi на Рис. 4.3 (b). Густина числа ну-
клонiв в критичнiй точцi дорiвнює nc ∼= 0.07 fm−3 ∼= 0.4n0. Нормальна ядерна
матерiя з n = n0

∼= 0.16 fm−3 та T = 0 вiдповiдає точцi, що знаходиться точно
на границi мiж змiшаною та рiдинною фазами. Також зазначимо, що максималь-
не значення густини числа нуклонiв в моделi ван дер Ваальса nmax = 1/b, що
дорiвнює nmax

∼= 0.29 fm−3 для даного значення параметра b.

Нагадаємо, що в областi змiшаної фази, густина числа частинок має насту-



85

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

(a)

T=15 MeV

T=18 MeV

T=19.7 MeV
P 

(M
eV

/fm
3 )

v (fm3)

T=21 MeV

0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 0.24 0.28
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

(b)

T=15 MeV

T=18 MeV

T=19.7 MeV

P 
(M

eV
/fm

3 )

n (fm-3)

T=21 MeV

Рис. 4.3: Iзотерми в (a) (p, v) та (b) (p, n) координатах обчисленi в квантовiй
моделi ван дер Ваальса зi значеннями параметрiв a ∼= 329 MeV·fm3 та b ∼=
3.42 fm3 (r ∼= 0.59 fm). Пунктирно-точкованi лiнiї представляють метастабiльну
частину iзотерм при T < Tc, тодi як точкованi лiнiї вiдповiдають нестабiльнiй
частинi. Чорнi точки на iзотермi вiдповiдають критичнiй точцi T = Tc, тодi як
кружок при T = 0 в (b) вказує на стан ядерної матерiї при нульовiй температурi.
Затемнена сiра область в (b) позначає область змiшаної фази що одержується з
конструкцiї рiвних площ максвела для p(v) iзотерм в (a).

пний вигляд

n = ξng + (1− ξ)nl , (4.9)

де ξ та 1 − ξ – це частка об’єму яку займає газоподiбна та рiдка компонента,
вiдповiдно. Значення ng та nl в рiвняннi (4.9) – це густина частинок, вiдповiдно,
газоподiбної та рiдкої фази на вiдповiдних границях змiшаної фази. Поведiнка
змiшаної фази при T = 0 особлива. Стабiльна газова фаза вiдсутня при T = 0,
тобто, ng = 0 на границi змiшаної фази, так як ця границя починається з точки
T = 0 та n = 0. Таким чином, лише метастабiльна газоподiбна фаза при малих
густинах i T = 0, як видно з Рис. 4.2. Проте, стабiльна газоподiбна фаза iснує
при T > 0 для достатньо малих значень густини числа частинок, менших за
густину ng газоподiбної фази в областi змiшаної фази, що слiдує з конструкцiї
Максвела.

Значення параметрiв критичної точки знайденi в рамках моделi ван дер
Ваальса зФермi статистикою для нуклонiв сильно вiдрiзняються вiд вiдповiдних
значень класичної моделi ван дерВаальса. При тих-же значеннях параметрiв a та
b як i у випадку статистикиФермi, класичне рiвняння ван дерВаальса (2.1), тобто
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рiвняння для больцманiвського наближення, дає Tc = 8a/27b ∼= 28.5 MeV та
nc = 1/3b ∼= 0.10 fm−3. Це є ще одним свiдченням важливостi ефектiв квантової
статистики: цi ефекти необхiдно враховувати не лише в границiT → 0 але навiть
в областi критичної точки.

На Рис. 4.4 приведена фазова дiаграма симетричної ядерної матерiї в (T, µ)

координатах. Представлена густина нуклонiв при рiзних температурахT та хiмi-
чних потенцiалахµ. При T < Tc iснує область T -µ з трьома рiзними розв’язками
для p(T, µ) при даних T та µ. У вiдповiдностi з критерiєм Гiббса, реалiзується
розв’язок з найбiльшим тиском, i лише цей розв’язок для n(T, µ) представлений
на Рис. 4.4. Положення критичної точки показане на Рис. 4.4 чорною точкою,
тодi як стан ядерної матерiї при нульовiй температурi вiдповiдає кружку. Зазна-
чимо, що µ0

∼= 922 MeV вiдповiдає хiмiчному потенцiалу нормальної ядерної
матерiї яка знаходиться на границi змiшаної фази. Значення µ < µ0 забороненi
при T = 0 (цi значення µ формально призводять до n = 0). Значення µ > µ0

при T = 0 є можливими та вiдповiдають ядернiй рiдинi.

Лiнiя фазового переходу, µ = µmix(T ), що показана на Рис. 4.4, починається
зi стану нормальної ядерної матерiї з T = 0, µ ∼= 922 MeV та закiнчується в
критичнiй точцi з Tc ∼= 19.7 MeV, µmix(Tc) ∼= 908 MeV. Ця лiнiя представляє всю
область змiшаної фази позначену сiрою дiлянкою на Рис. 4.3. При кожному зна-
ченнi T < Tc два розв’язки, ng(T, µ) та nl(T, µ), з рiзними густинами частинок,
ng(T, µ) < nl(T, µ), та рiвними тисками, pg(T, µ) = pl(T, µ), iснують на лiнiї фа-
зового переходу µ = µc(T ). На цiй лiнiї, мають мiсце розриви термодинамiчних
величин n, ε та s.

При T > Tc iснує лише один розв’язок n(T, µ) для будь-яких значень T
та µ, тобто не iснує окремої газоподiбної або рiдкої фази. Тим не менш, як
видно з Рис. 4.3, дуже швидка, проте неперервна, змiна густини числа частинок
має мiсце в вузькiй областi T -µ навiть при T > Tc. Це є проявом феномену
так-званого гладкого кросоверу.

При будь-якiй T > 0, не має обмежень на можливi значення хiмiчного потен-
цiалу, тобто всi значення µ мiж−∞ та +∞ є можливими. Якщо µ зменшується,
густина числа частинок також зменшується i прямує до нуля при µ → −∞.
При дуже малих значеннях n, ефекти взаємодiї мiж частинками, а також ефекти
Фермi статистики стають малими, i ними можна знехтувати. В цьому випадку
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система нуклонiв веде себе як iдеальний больцманiвський газ. В протилежнiй
границi, µ → ∞, густина нуклонiв n(T, µ) прямує до її верхнього обмеження
1/b. Тодi тиск веде себе як p ∼= nT/(1 − bn) i прямує до нескiнченностi. Рiзнi
теоретичнi моделi та їхнє порiвняння з експериментальними оцiнками власти-
востей ядерної матерiї широко обговорювались в лiтературi (див. напр. роботи
[114–116]).
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Рис. 4.4: Густина симетричної ядерної матерiї в (T, µ) координатах, обчислена в
квантовiй моделi ван дер Ваальса зi значеннями параметрiв a ∼= 329 MeV fm3 та
b ∼= 3.42 fm3 (r ∼= 0.59 fm). Кружок позначає стан ядерної матерiї при нульовiй
температурi, чорна точка позначає критичну точку, а крива фазового переходу
позначена чорною лiнiєю.
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4.2 Флуктуацiї поблизу критичної точки ядерної
матерiї

Використовуючи рiвняння (2.15) можна обчислити нормовану варiацiю ω[N ] як

ω[N ] =
k2

k1
=
T

n

(
∂n

∂µ

)
T

= ωid(T, µ∗)

[
1

(1− bn)2
− 2an

T
ωid(T, µ∗)

]−1

, (4.10)

де величина

ωid(T, µ∗) = 1− g η

2π2 n

∫ ∞
0

dkk2

×

[
exp

(√
m2 + k2 − µ∗

T

)
+ η

]−2

, (4.11)

з η = 1 вiдповiдає нормованiй варiацiї розподiлу числа частинок iдеального
больцманiвського газу з Фермi статистикою (в больцманiвському наближеннi,
η = 0, вона зводиться до ωid = 1).

З рiвняння (4.10) видно, що взаємодiя вiдштовхування пригнiчує флукту-
ацiї числа частинок, в той час як взаємодiя притягання навпаки їх збiльшує.
Нормована варiацiя (4.10) показана на Рис. 4.5. При будь-якому сталому зна-
ченнi температури, ω[N ] → 1 при зменшеннi µ. В цьому випадку, n → 0 та
ωid(T, µ∗) → 1, тобто, вiдтворюються результати больцманiвського iдеально-
го газу. Нормована варiацiя стає малою, ω[N ] � 1, при великих значеннях
µ. В цьому випадку, густина числа частинок прямує до своєї границi, n→ 1/b.
Нормована варiацiя (4.10) є розбiжною в критичнiй точцi (зазначимо, що припу-
скається термодинамiчна границя V →∞). Як видно з Рис. 4.5 великi значення
ω[N ] � 1 реалiзуються вздовж областi кросоверу, навiть далеко вiд критичної
точки.

Використовуючи рiвняння (2.15) можна також обчислити коефiцiєнт асиме-
трiї

Sσ =
k3

k2
= ω[N ] +

T

ω[N ]

(
∂ω[N ]

∂µ

)
T

, (4.12)

та куртозис

κσ2 =
k4

k2
= (Sσ)2 + T

(
∂[Sσ]

∂µ

)
T

, (4.13)
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Рис. 4.5: Нормована варiацiя ω[N ] (4.10) обчислена для симетричної ядерної
матерiї в (T, µ) координатах в рамках кантової моделi ван дер Ваальса зi зна-
ченнями параметрiв a ∼= 329 MeV fm3 та b ∼= 3.42 fm3 (r ∼= 0.59 fm). Кружок
позначає стан ядерної матерiї при нульовiй температурi, чорна точка позначає
критичну точку, а крива фазового переходу позначена чорною лiнiєю.

щопредставленi на Рис. 4.6 (a) та (b), вiдповiдно.Подiбно донормованої варiацiї,
коефiцiєнт асиметрiї та куртозис є розбiжними в критичнiй точцi. Проте, цi вищi
моменти розподiлу числа частинок демонструють багатшу структуру: поведiнка
Sσ та κσ2 принципово залежить вiд шляху пiдходу до критичної точки.

Як видно з Рис. 4.6 (a) рiдка фаза вiдповiдає Sσ < 0, тодi як газоподiбна
фаза вiдповiдає Sσ > 0. Лiнiя Sσ = 0 прямує вiд критичної точки вздовж
областi кросоверу, а T -µ областi з Sσ � 1 та Sσ � −1 знаходяться одразу пiд
та над цiєю лiнiєю, вiдповiдно. З Рис. 4.6 (b) також видно що область кросоверу
на фазовiй дiаграмi характеризується великим вiд’ємним куртозисом, κσ2 �
−1. Проте, поза областi кросоверу спостерiгаються великi додатнi значення
куртозиса, κσ2 � 1, в достатньо широкiй T -µ площi навколо критичної точки
ядерної матерiї. Цi знайденi закономiрностi в флуктуацiях поблизу критичної
точки якiсно знаходяться у згодi з результатами заснованими на ефективних
моделях КХД (див. напр. роботи [117–119]) або на унiверсальних твердженнях
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Рис. 4.6: (a) Коефiцiєнт асиметрiї Sσ (4.12) та (b) куртозис κσ2 (4.13) обчисленi
для симетричної ядерної матерiї в (T, µ) координатах в рамках моделi ван дер
Ваальса для фермiонiв.

стосовно критичної поведiнки в околi критичної точки КХД [76,120].
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4.3 Порiвняння моделi ван дер Ваальса з кванто-
вою статистикою та моделi Валечки

В данiй главi представлено порiвняльне дослiдження моделей QvdW та Валечки
для ядерної матерiї. Обидвi моделi мiстять 2 параметри, що характеризують
взаємодiю притягання та вiдштовхування в рамках пiдходу середнього поля.
Значення параметрiв фiксуються таким чином, щоб вiдтворювалися вiдомi вла-
стивостi ядерної матерiї при нульовiй температурi. Передбачення моделей вiд-
носно положення критичної точки i ядерної нестисливостi порiвнюються одне
з одним, а також з доступними емпiричними даними. Гiбридна модель, в якiй
взаємодiї притягання здiйснюються через обмiн скалярними мезонами а взає-
модiї вiдштовхування моделюються через поправку виключеного об’єму, також
розглядається для повноти.

Особлива увага в цiй главi придiляється критичнiй поведiнцi в околi кри-
тичної точки. Критичнi iндекси, що характеризують критичну поведiнку, до-
слiджуються як аналiтичними так i численними методами в моделi QvdW, i
порiвнюються з передбаченнями класу унiверсальностi середнього поля.

Модель Валечки
Модель середнього поля Валечки ядерної матерiї – це перша та найпро-

стiша модель квантової адронної динамiки. Ця модель основана на лоренц-
iнварiантному лагранжiанi, в якому включенi зв’язки нуклонного поля зi ска-
лярним полем σ мезонiв та векторним полем ω мезонiв, i само-взаємодiями
скалярного поля знехтувано. Скалярнi та векторнi мезони виступають в якостi
обмiнних частинок, якi переносять, вiдповiдно, взаємодiї притягання та вiд-
штовхування мiж нуклонами. В наближення середнього поля мезоннi поля та
ядерний струм замiняються їхнiми середнiми значеннями, якi припускаються
незалежними вiд положення в просторi та часi. Це надає можливiсть одержа-
ти вираз для функцiї тиску, що вiдiграє роль термодинамiчного потенцiалу в
великому канонiчному ансамблi, наступного вигляду [121]:

p(T, µ) = pid(T, µ∗;m∗) +
c2

v

2
n(T, µ) − (m−m∗)2

2c2
s

, (4.14)

де T та µ це, вiдповiдно, температура та хiмiчний потенцiал системи, n(T, µ) –
це нуклонна густина, µ∗ таm∗ – це, вiдповiдно, ефективний хiмiчний потенцiал
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та ефективна маса нуклонiв. pid – це iдеальний Фермi тиск газу невзаємодiю-
чих нуклонiв який даний рiвнянням (3.1). Останнi два доданки в рiвняннi (4.14)
вiдповiдають вкладам в тиск середнього поля взаємодiй вiдштовхування та при-
тягання мiж нуклонами. Параметри моделi c2

v та c2
s визначають силу взаємодiй

вiдштовхування та притягання, вiдповiдно.
Нововведенi величини µ∗ таm∗ визначаються умовою екстремуму термоди-

намiчного потенцiалу (тобто максимуму тиску):[
∂p(T, µ)

∂µ∗

]
T,m∗

= 0 ,

[
∂p(T, µ)

∂m∗

]
T,µ

= 0 . (4.15)

Для тиску (4.14) це породжує:

µ∗ = µ − c2
v n(T, µ) , (4.16)

m

m∗
= 1 + c2

s

gN
2π2

∫ ∞
0

k2dk
fk(T, µ∗;m∗)√
m∗2 + k2

, (4.17)

де fk – це середнє число заповнення, що вiдповiдає iмпульсу k, а gN ≡ 4 – це
фактор спiн-iзоспiн виродження нуклонiв. Рiвняння (4.16) та (4.17) називаються
gap-рiвняння. Використовуючи рiвняння (4.16), тиск в моделi Валечки можна
записати в наступному симетричному виглядi:

p(T, µ) = pid(T, µ∗;m∗) +
(µ − µ∗)2

2 c2
v

− (m − m∗)2

2 c2
s

. (4.18)

З використанням стандартних термодинамiчних спiввiдношень великого кано-
нiчного ансамблю,

n(T, µ) =

[
∂p(T, µ)

∂µ

]
T

,

ε(T, µ) = T

[
∂p(T, µ)

∂T

]
µ

+ µ n(T, µ) − p(T, µ) , (4.19)

функцiї густини нуклонiв та енергiї в моделi Валечки:

n(T, µ) = nid(T, µ∗;m∗) , (4.20)

ε(T, µ) = εid(T, µ∗;m∗) +
(µ − µ∗)2

2 c2
v

+
(m − m∗)2

2 c2
s

, (4.21)

де nid та εid – це, вiдповiдно, густина частинок та густина енергiї iдеального газу
зi статистикою Фермi.
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Додатково введемо гiбридну модель, в якiй взаємодiї притягання реалiзую-
ться завдяки обмiну скалярними σ мезонами, як в моделi Валечки, а взаємодiї
вiдштовхування вiдповiдають поправцi виключеного об’єму, як в моделi QvdW.
Рiвняння для тиску та густини частинок в рамках цiєї моделi мають вигляд:

p(T, µ) = pid(T, µ∗;m∗) − (m−m∗)2

2c2
s

, (4.22)

n(T, µ) =
nid(T, µ∗;m∗)

1 + b nid(T, µ∗;m∗)
, (4.23)

де ефективний хiмiчний потенцiал µ∗ та ефективна маса нуклонiв m∗ визнача-
ються наступними gap-рiвняннями

µ∗ = µ − b pid(T, µ∗;m∗) , (4.24)
m

m∗
= 1 +

2c2
s

π2

[
1 + b nid(T, µ∗;m∗)

]−1
∫ ∞

0

k2dk
f(k, µ∗;m∗)√
m∗2 + k2

. (4.25)

Насамкiнець, густину енергiї можна отримати зi стандартних термодинамiчних
спiввiдношень:

ε =
εid(T, µ∗;m∗)

1 + b nid(T, µ∗;m∗)
+

(m−m∗)2

2c2
s

. (4.26)

Спробуємо розглянути зворотню гiбридну модель, в якiй взаємодiї притяга-
ння реалiзуються через середнє поле, як в моделi QvdW, а взаємодiї вiдштов-
хування завдяки обмiну векторними ω мезонами, як в моделi Валечки. Маємо
наступну функцiю тиску:

p(T, µ∗;m∗) = pid(T, µ∗;m∗) − a n2 +
c2
v

2
n2 . (4.27)

Як бачимо, обидва доданки,що вiдповiдають взаємодiямпритягання та вiдштов-
хування пропорцiйнi до n2 в цiй моделi. Таким чином, ця друга гiбридна модель
є виродженою i не здатна одночасно описати вiдштовхування та притягання мiж
частинками.

Застосування до опису ядерної матерiї
Порiвняємо результати моделi QvdW з результатами моделi Валечки для

властивостей симетричної ядерної матерiї. Нагадаємо, що в данiй роботi роз-
гляд обмежується малими температурами, T ≤ 30 MeV, i, таким чином, утво-
ренням пiонiв знехтувано. Також знехтувано можливим утворенням нуклонних
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кластерiв та барiонних резонансiв (напр. N ∗ та ∆) що можуть бути важливими
при низькiй та високiй барiоннiй густинi, вiдповiдно. В цих наближеннях, число
нуклонiв N стає величиною що зберiгається, та вiдiграє роль незалежної змiн-
ної в формулюваннi канонiчного ансамблю. В великому канонiчному ансамблi,
хiмiчний потенцiал µ регулює густину числа нуклонiв. Зафiксуємо параметри
притягання та вiдштовхування для моделi Валечки та гiбридної моделi так щоб
вiдтворювалися властивостi нескiнченної ядерної матерiї при T = 0 (див, напр.
роботу [113]):

p = 0 , ε/n ∼= m+ EB
∼= 922 MeV ,

n = n0
∼= 0.16 fm−3 . (4.28)

Де, EB
∼= −16 MeV це енергiя зв’язку на нуклон.

Нагадаємо, що у випадку моделi QvdW маємо 3 рiвняння (4.28) для 3-
х невiдомих величин, а саме ефективного хiмiчного потенцiалу при нульовiй
температурi µ∗GS, a та b. Перепишемо ще раз розв’язок цiєї системи рiвнянь, що
представлений в главi 4.1 [2]:

QvdW : µ∗GS
∼= 998 MeV ,

b ∼= 3.42 fm3 , a ∼= 329 MeV fm3 . (4.29)

У випадку моделi Валечки необхiдно пiдставити вiдповiднi вирази для тер-
модинамiчних величин, а саме (4.14), (4.20) та (4.21) в рiвняння (4.28). При
нульовiй температурi величини iдеального газу, що входять у цi вирази мають
вигляд

nid(T = 0, µ∗GS;m∗GS) =
g

2π2

√
µ∗2
GS−m∗2

GS∫
0

dk k2 =
g

6π2
(µ∗2GS −m∗2GS)3/2

=
g m∗3GS

6π2
(y2 − 1)3/2 , (4.30)

pid(T = 0, µ∗GS;m∗GS) =
g

6π2

√
µ∗2
GS−m∗2

GS∫
0

dk
k4√

k2 +m∗2GS

=
g m∗4GS

6π2

√
y2−1∫

0

dx
x4

√
x2 + 1

=
g m∗4GS

48π2

[
y
√
y2 − 1(−5 + 2y2) + 3 ln

(
y +

√
y2 − 1

)]
,

(4.31)
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εid(T = 0, µ∗GS;m∗GS) =
g

2π2

√
µ∗2
GS−m∗2

GS∫
0

dk k2
√
k2 +m∗2GS

=
g m∗4GS

2π2

√
y2−1∫

0

dx x2
√
x2 + 1 =

=
g m∗4GS

16π2

[
y
√
y2 − 1(2y2 − 1)− ln

(
y +

√
y2 − 1

)]
,

(4.32)

sid(T = 0, µ∗GS;m∗GS) = lim
T→0

εid(T, µ∗GS;m∗GS) + pid(T, µ∗GS;m∗GS)− µ∗GS n
id(T, µ∗GS;m∗GS)

T

= 0 , (4.33)

де y ≡ µ∗GS/m
∗
GS. Додатковий вираз (4.17) також необхiдно використати для

визначення ефективної маси при нульовiй температурim∗GS. При нульовiй тем-
пературi цей вираз має вигляд

m

m∗GS

= 1 +
c2

s m
∗2
GS

π2

[
y
√
y2 − 1− ln

(
y +

√
y2 − 1

)]
, (4.34)

Таким чином, маємо систему 4-х рiвнянь для 4-х невiдомих µ∗GS, m∗GS, c2
v та c2

s .
Розв’язок для цiєї системи рiвнянь має вигляд1

Walecka : µ∗GS
∼= 573 MeV , m∗GS

∼= 510 MeV ,

c2
v
∼= 11.0 fm2 , c2

s
∼= 14.6 fm2 . (4.35)

Для гiбридної моделi необхiдно використовувати вирази (4.22),(4.23) та
(4.26) при розв’язуваннi рiвнянь (4.28). Одержуємо:

Hybrid : µ∗GS
∼= 897 MeV , m∗GS

∼= 834 MeV ,

b ∼= 3.12 fm3 , c2
s
∼= 3.46 fm2 . (4.36)

Залежнiсть енергiї на нуклон вiд густини нуклонiв при T = 0 показана
на Рис. 4.7 (a) для моделей Валечки та QvdW. При густинi в основному ста-
нi n = n0

∼= 0.16 fm−3 обидвi моделi дають EB = ε/n0 − m = −16 MeV за
1Зазначимо, що значення параметрiв c2s та c2v в цiй роботi трохи вiдрiзняються вiд значень одержаних в ро-

ботi [122]. Це спричинено iншим значенням ядерної густини при нульовiй температурi n0 ∼= 0.15 fm−3 що
припускалося в [122].
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Рис. 4.7: (a): Залежнiсть енергiї зв’язку на нуклон при T = 0 в моделях Ва-
лечки (пунктирна синя лiнiя) та QvdW (суцiльна червона лiнiя) вiд густини
нуклонiв. Кiльце позначає основний стан ядерної матерiї з n = n0

∼= 0.16 fm−3.
Гранична густина nlim = 1/b в моделi QvdW показана вертикальною лiнiєю.
(b): Лiнiї фазового переходу 1-го роду рiдина-газ в (µ, T )-площинi для моделей
Валечки (пунктирна синя лiнiя) та QvdW (суцiльна червона лiнiя). Кружок на
кiнцi кожної кривої позначає критичну точку вiдповiдної моделi, тодi як кiльце
позначає основний стан ядерної матерiї.

побудовою. Ця точка позначена кiльцем. Результати для EB при високих густи-
нах суттєво вiдрiзняються для даних двух моделей. Бачимо, що в моделi QvdW
EB →∞ при n→ 1/b. Це спричинено поправкою виключеного об’єму, яка при-
зводить до iснування верхньої границi nlim = 1/b густини нуклонiв. Ця верхня
границя має мiсце також в гiбриднiй моделi, так як в нiй взаємодiї вiдштовхува-
ння також моделюються поправкою виключеного об’єму vdW. На противагу до
цього, густина нуклонiв необмежена згори в моделi Валечки. Виключений об’єм
vdW не може застосовуватись при великих густинах в околi nlim = 1/b. Зазна-
чимо, що дiапазон можливостi застосування може бути розширений на високi
барiоннi густини завдяки розгляду модифiкацiй вiдштовхувального члену vdW.
Одна з популярних модифiкацiй – це модель Карнахана-Старлiнга (Carnahan-
Starling) [123], яка мiстить верхню границю густини nCS

lim = 4/b, i яка нещодавно
була успiшно застосована в адроннiй фiзицi [75, 124, 125]. Лiнiї фазового пе-
реходу 1-го роду рiдина-газ для обох моделей показанi на (µ, T )-площинi на
Рис. 4.7 (b). Кiнцевi точки цих лiнiй вiдповiдають критичнiй точцi. Двi лiнiї
спiвпадають в точцi при T = 0.
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Рис. 4.8: Кривi спiвiснування (a) та критичнi iзотерми (b) в приведених змiнних
обчисленi для моделей Валечки (пунктирнi синi лiнiї) та QvdW (суцiльнi червонi
лiнiї). Кружки вiдповiдають критичнiй точцi.

При T < Tc має мiсце фазовий перехiд 1-го роду мiж газоподiбною та рi-
динною фазами. Для того, щоб знайти густини газу, ng, та рiдини, nl, в змiшанiй
фазi при цих температурах, застосуємо правило рiвних площин Максвела до
iзотерм p = p(v ≡ 1/n, T = const). При T = Tc цi двi густини спiвпадають з
критичною густиною nc, що дає положення критичної точки. Положення кри-
тичної точки разом зi значеннями нестисливостi, K0 = 9(dp/dn)T=0, в рамках
моделей Валечки, QvdW та гiбридної моделi представленi в таблицi 4.1. Екс-
периментальнi оцiнки [126] для цих значень також показанi в таблицi. Всi три
моделi, що розглядаються, суттєво перебiльшують значення ядерної нестисли-
востiK0. У цьому вiдношеннi зазначимо, що модель Валечки – це найпростiша
модель класу RMF моделей, тодi як модель QvdW – це найпростiша модель
класу моделей реальних газiв. Вiдомо, що обидвi моделi перебiльшують емпi-
ричнi значення K0. Бiльш складнi моделi, такi як RMF модель Богута-Бодмера
(Boguta-Bodmer) [127], або модель реального газу Клаузiса (Clausius) [125],
можуть розглядатися для вирiшення цiєї проблеми. Проте, не очiкується що
цi модифiкацiї змiнять якiснi властивостi критичної поведiнки ядерної матерiї,
якi дослiджуються в цiй роботi.

Значення Tc, nc, pc та K0 в рамках гiбридної моделi розташованi мiж вiдпо-
вiдними значеннями в рамках моделей Валечки та QvdW. Так як всi результати
гiбридної моделi є промiжними мiж результатами моделей Валечки та QvdW,
вони не представленi на рисунках.
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Walecka Hybrid QvdW Experiment [126]
Tc [MeV] 18.9 19.2 19.7 17.9 ± 0.4

nc [fm−3] 0.070 0.071 0.072 0.06 ± 0.01

pc [MeV fm−3] 0.48 0.50 0.52 0.31 ± 0.07

K0 [MeV] 553 674 763 250 - 315

Табл. 4.1: Положення критичної точки та значення нестисливостi при нульовiй
температурi K0 в рамках моделей Валечки, QvdW та гiбридної моделi, разом з
їхнiми експериментальними оцiнками.

Введемо приведенi змiннi: T̃ ≡ T/Tc, ñ ≡ n/nc та p̃ ≡ p/pc. Класичне
рiвняння стану ван дер Ваальса (2.1) стає незалежним вiд параметрiв взаємодiї
a та b коли виражене в приведених змiнних. Ця незалежнiсть вiд параметрiв
взаємодiї вiдома як закон вiдповiдних станiв. Хоча рiвняння vdW не описує
реальнi гази та рiдини, вiдомо що цей закон виконується для багатьох реальних
газiв та рiдин з досить високою точнiстю (див., напр. [128]). Кривi спiвiснування
та критичнi iзотерми в приведених змiнних для обох моделей представленi на
Рис. 4.8 (a) та (b), вiдповiдно. Спостерiгається лише невелика рiзниця мiж двома
моделями, переважно в областi високої густини.

Критичнi iндекси
Критичнi iндекси характеризують критичну поведiнку термодинамiчних ве-

личин в околi критичної точки в термiнах степеневих виразiв (див. напр. [128]).
Так-званi термодинамiчнi критичнi iндекси – це α, β, γ та δ. Їхнi означення
представленi в перших двох колонках Табл. 4.2.

Критична поведiнка в моделi Валечки вивчалася ранiше (див. напр. роботу
[122]). Одержанi значення критичних iндексiв наступнi: α = 0, β = 1/2, γ = 1

та δ = 3. Цi значення iндексiв вiдповiдають класу унiверсальностi моделей
середнього поля. Численнi моделi належать до цього класу, включаючи, напр.,
класичну модель ван дер Ваальса. Очiкується, що критичнi iндекси в рамках
моделi QvdW задовольняють скейлинговим спiввiдношенням

α + 2 β + γ = 2 , γ = β(δ − 1) , (4.37)

якi називаються скейлинговими спiввiдношеннями Рушбрука (Rushbrook) та
Вiдова (Widon), вiдповiдно (див. напр. [128]). Отже, достатньо знайти лише
пару критичних iндексiв.
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Рис. 4.9: Залежнiсть γ(τ) (a) та δ(ñ) (b) iндексiв як функцiй приближення до
критичної точки.

Спочатку обчислимо критичний iндекс γ. Можна показати, що iзотермiчна
стисливiсть κT є пропорцiйною до нормованої варiацiї розподiлу числа части-
нок, а саме T n κT = ω[N ]. Таким чином, при τ = T̃ − 1 → 0+ та ñ = 1

маємо

ω[N ] =
Tc nc
pc

G τ−γ , (4.38)

деG – це критична амплiтуда. Нагадаємо,що нормована варiацiя в моделi QvdW
має вигляд [2]

ω[N ] ≡ 〈N
2〉 − 〈N〉2

〈N〉
=

T

n

(
∂n

∂µ

)
T

= ωid(T, µ∗)

[
1

1 − bn2
− 2an

T
ωid(T, µ∗)

]−1

, (4.39)

де ωid(T, µ) – це нормована варiацiя iдеального газу зi статистикою Фермi.
Множник в квадратних дужках в правiй частинi рiвняння (4.39) прямує до

нуля приT → Tc. В результатi,ω[N ] розбiгається в критичнiй точцi. Розкладемо
цей множник в ряд Тейлора в околi критичної температури Tc для T > Tc при
критичнiй густинi n = nc. Нехтуючи членами пропорцiйними до другої (та
вище) степенi τ , одержуємо[

1

1 − bn2
− 2an

T
ωid

]
∼= −

2 a nc
Tc

[
Tc

(
dωid

dT

)
− ωid

]
nc,Tc

τ . (4.40)

Тут похiдна (dωid/dT ) береться при сталiй густинi числа частинок n = nc.
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Пiдставляючи цей результат в рiвняння (4.39) отримуємо наступний вираз:

ω[N ] = − Tc
2 a nc

[
ωid

Tc(dωid/dT )− ωid

]
nc,Tc

τ−1 . (4.41)

Порiвнюючи рiвняння (4.41) з рiвнянням (4.38) одержуємо значення критичного
iндексу γ = 1 та критичної амплiтуди

G = − pc
2 a n2

c

[
ωid

Tc(dωid/dT )− ωid

]
nc,Tc

∼= 0.257 . (4.42)

Значення γ одержано аналiтично, тодi як значення G – чисельно. Зазначимо,
що в больцманiвському наближеннi ωid ≡ 1, та рiвняння (4.42) має вигляд
G = pc/(2an

2
c). Використовуючи класичнi вирази ван дер Ваальса pc = a/27b2

та nc = 1/3b для критичних параметрiв [128], одержуємо що G = 1/6 для
класичної моделi vdW. Отже, вiдхилення критичної амплiтудиG в моделi QvdW
вiд її класичного vdW значення – це ефект Фермi статистики. З iншого боку,
значення γ = 1 однакове в обох, класичнiй та квантовiй моделях vdW.

Означення критичного iндексу γ може також бути записане в наступному
виглядi,

γ = lim
τ→+0

[γ(τ)]ñ=1 ,

where γ(τ) = −
ln ω[N ] + ln

[
T

2anc
G

]
ln τ

. (4.43)

Цей вигляд є досить загальним, i корисним для чисельного визначення γ.Щоб це
проiлюструвати, функцiя γ(τ) показана на Рис. 4.9 (a) для моделi QvdWядерної
матерiї. Бачимо, що для τ . 0.01, γ(τ) вже важко вiдрiзнити вiд одиницi.

В цiй роботi критичний iндекс δ одержується лише чисельно в моделi QvdW
ядерної матерiї. Аналогiчно до рiвняння (4.43), iндекс δ (див. Табл. 4.2), може
бути переписаний як

δ = lim
ñ→1

[δ(ñ)]T̃=1 , where δ(ñ) =
ln|p̃ − 1| + lnD

ln|ñ − 1|
, (4.44)

як для ñ < 1, так i для ñ > 1.
Залежнiсть δ(ñ) на критичнiй iзотермi T = Tc представлена на Рис. 4.9 (b)

для n < nc (верхня лiнiя) та n > nc (нижня лiнiя). Обчислення дають δ = 3 та

D = lim
ñ→1

[
|p̃ − 1|
|ñ − 1|3

sgn(ñ − 1)

]
T̃=1

∼= 1.4 . (4.45)
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Значення δ = 3 спiвпадає зi значенням передбаченим для класичної моделi
ван дер Ваальса. Критична амплiтудаD вiдрiзняється вiд свого класичного vdW
значення D = 3/2, що є ефектом статистики Фермi. З Рис. 4.9 (b) видно, що
δ(ñ) важко вiдрiзнити вiд 3 при |ñ − 1| . 0.01, як для n > nc, так i для n < nc.

Скейлинговi спiввiдношення (4.37) дають значення решти критичних iнде-
ксiв для моделi QvdW: α = 0, β = 1/2. Всi значення критичних iндексiв,
одержанi для моделi QvdW, спiвпадають зi значеннями класу унiверсальностi
моделей середнього поля. Проте, значення вiдповiдних критичних амплiтуд не
є унiверсальними i лишаються рiзними в рiзних моделях.

4.4 Висновки до роздiлу 4
В главi 4.1 представлено опис застосування квантової моделi ван дер Ваальса
(QvdW) з Фермi статистикою до нескiнченної системи взаємодiючих нуклонiв
(симетричної ядерної матерiї). Параметри ван дер Ваальса взаємодiї нуклонiв
a та b фiксуються з властивостей ядерної матерiї в основному станi: T = 0,
p = 0, n = n0 = 0.16 fm−3 та EB = −16 MeV. Це дає a = 329 MeV fm3

та b = 3.42 fm3. З цими значеннями параметрiв модель QvdW передбачає
фазовий перехiд першого роду рiдина-газ з критичною точкою, що локалiзована
при Tc = 19.7 MeV та nc = 0.07 fm−3.

В главi 4.2 флуктуацiї в околi критичної точки ядерної матерiї – нормована
варiацiя, ω[N ], коефiцiєнт асиметрiї, Sσ, та куртозис, κσ2, – було обчислено в
рамках квантового формулювання рiвняння стану ван дер Ваальса. Нормована
варiацiя є розбiжною,ω[N ]→∞, в критичнiй точцi, i великi значенняω[N ]� 1

реалiзуються вздовж областi кросоверу навiть далеко вiд критичної точки. По-
ведiнка Sσ та κσ2 поблизу критичної точки бiльш складна. Граничнi сингулярнi
значення цих величин залежать вiд шляху пiдходу до критичної точки. Багата
структура коефiцiєнту асиметрiї та куртозиса спостерiгається в широкiй T -µ
областi навколо критичної точки ядерної матерiї. Є надiя, що отриманi резуль-
тати можуть бути корисними для виявлення сигналiв критичної точки ядерної
матерiї в експериментах по зiткненням важких iонiв.

В главi 4.3 квантову модель ван дер Ваальса для ядерної матерiї було по-
нiвняно з моделлю Валечки [121]. Третя модель що вводиться в цьому роздiлi
– це гiбридна модель, в якiй взаємодiї притягання здiйснюються через обмiни
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скалярними σ мезонами, як в моделi Валечки, а взаємодiї вiдштовхування ре-
алiзуються через поправку виключеного об’єму, як в квантовiй моделi ван дер
Ваальса.

Кожна модель мiстить два параметра, що характеризують взаємодiї вiдштов-
хування та притягання мiж нуклонами. Цi параметри в кожнiй моделi визнача-
ються таким чином, щоб вiдтворити властивостi ядерної матерiї при нульовiй
температурi. Всi розглянутi моделi передбачають iснування фазового переходу
рiдина-газ та критичної точки. Кривi спiвiснування та iзотерми в приведених
змiнних є дуже близькими вмоделi Валечки та квантовiй моделi ван дер Ваальса.
Обидвi моделi мають однаковi критичнi iндекси, що спiвпадають з критични-
ми iндексами класичної моделi ван дер Ваальса. Таким чином, обидвi моделi
входять у клас унiверсальностi моделей середнього поля. Результати гiбридної
моделi знаходяться “посерединi” мiж результатами моделi Валечки та квантової
моделi ван дер Ваальса. Примiтно, що критичнi амплiтуди, що характеризують
критичну поведiнку, є рiзними в квантовiй та класичнiй моделях ван дер Вааль-
са.

Незважаючи на значну подiбнiсть розглянутих моделей в околi критичної
точки, iснують важливi вiдмiнностi в поведiнцi їхнiх термодинамiчних функцiй
в iншiй областi фазової дiаграми. Якiсна вiдмiннiсть має мiсце при великих
значеннях густини числа нуклонiв n: як квантова модель ван дер Ваальса, так i
гiбридна модель мiстять верхнє обмеження на густину числа нуклонiв n < 1/b,
тодi як такого обмеження немає в моделi Валечки.



Висновки

Дисертацiйну роботу присвячено теоретичному вивченню флуктуацiй та сере-
днiх чисел частинок в околi можливого фазового переходу деконфайнмента та
в околi критичної точки ядерної матерiї в ядро-ядерних зiткненнях в рамках
статистичних моделей.

В першому роздiлi введено точнi закони збереження дивностi та ча-
рiвностi в статистичну модель ранньої стадiї [24] релятивiстських ядро-
ядерних зiткнень. Розширення моделi було мотивоване планами експерименту
NA61/SHINE на CERN SPS по вимiрюваннi продукцiї дивних адронiв в непру-
жнiх p+p взаємодiях, а також повного числа чарiвних адронiв та сильноiнтен-
сивних мiр флуктуацiй чисел адронiв в зiткненнях Pb+Pb. Основнi результати
роздiлу наступнi:

1. Знайдено вплив точного закону збереження дивностi на термодинамiчнi
функцiї системи адронiв та на температури початку та кiнця змiшаної
фази в статистичнiй моделi ранньої стадiї ядро-ядерних зiткнень.

2. З врахуванням точного закону збереження дивностi обчислено залежнiсть
вiд енергiї зiткнення вiдношення дивностi до ентропiї для зiткнень про-
тонiв та малих ядер при енергiях CERN SPS.

3. З врахуванням точного закону збереження чарiвностi обчислено зале-
жнiсть вiд енергiї зiткнення середнього числа cc̄-пар в центральних Pb+Pb
зiткненнях.

4. Обчислено залежностi сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй числа адронiв
вiд енергiї зiткнення в центральних Pb+Pb зiткненнях. На основi нерегу-
лярностей в обчислених залежностей зроблено передбачення для можли-
вих експериментальних сигналiв фазового переходу деконфайнмента.

Другий роздiл є вступом до двох наступних роздiлiв. Вiн присвячений флу-
ктуацiям числа взаємодiючих частинок з больцманiвською статистикою в околi
критичної точки. В роздiлi використовується модель ван дер Ваальса в, нещо-
давно запропонованому [70], формулюваннi великого канонiчного ансамблю.
Результати:

1. Знайдено унiверсальнi (незалежнi вiд параметрiв сили притягання та вiд-
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штовхування), аналiтичнi вирази для флуктуацiї числа частинок аж до
четвертого моменту, а саме нормованої варiацiї, коефiцiєнта асиметрiї та
куртозиса розподiлу числа частинок в моделi ван дер Ваальса. Також зна-
йдено вирази для сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй числа частинок та
повної енергiї.

2. Знайдено вiдмiннiсть в поведiнцi флуктуацiй числа частинок в областi
газоподiбної фази, рiдинної фази та кросоверу на фазовiй дiаграмi. Кожну
з цих областей охарактеризовано вiдповiдною поведiнкою флуктуацiй.

3. Дослiджено сингулярну критичну поведiнку флуктуацiй в моделi ван дер
Ваальса.Одержано розклад вищезгаданих виразiв в околi критичної точки.

В наступних двох роздiлах використовується, нещодавно запропоноване
[71], розширення моделi ван дер Ваальса в великому канонiчному ансамблi,
що враховує ефекти квантової статистики (квантова модель ван дер Ваальса,
QvdW). Зокрема, в третьому роздiлi дана модель з Бозе статистикою застосо-
вується до опису адронної матерiї у виглядi системи взаємодiючих π-мезонiв.
Основними результатами роздiлу є:

1. Виявлено явище граничної температури в газi π-мезонiв з рiвнянням ста-
ну ван дер Ваальса. Це явище полягає в тому, що при кожному значеннi
параметрiв моделi b ≥ 0 та a > 0, iснує гранична температура T0, ви-
ще якої рiвновага в системi неможлива. Знайдено залежнiсть граничної
температури вiд параметрiв моделi.

2. Дослiджено поведiнку термодинамiчних функцiй в околi граничної тем-
ператури. Знайдено що ефективний хiмiчний потенцiал, тиск, густина
π-мезонiв, густина енергiї та швидкiсть звуку в системi залишаються скiн-
ченними в точцi T0 тодi як теплоємнiсть та флуктуацiї числа π-мезонiв
прямують до нескiнченностi при пiдходi до граничної температури зi сте-
пеневим показником 1/2.

3. Знайдено вiдповiднiсть в поведiнцi термодинамiчних функцiй газу π-
мезонiв з рiвнянням стану ван дер Ваальса та адронної матерiї з рiвнянням
стану Хагедорна.

Насамкiнець, четвертий роздiл присвячено дослiдженню флуктуацiй числа
нуклонiв в околi критичної точки фазового переходу рiдина-газ ядерної матерiї.
В даному роздiлi для опису ядерної матерiї використовується квантова модель
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ван дер Ваальса з Фермi статистикою [71]. Коротко перелiченi, результати роз-
дiлу наступнi:

1. Знайдено вирази для нормованої варiацiї, коефiцiєнта асиметрiї та кур-
тозиса розподiлу числа нуклонiв в ядернiй матерiї в моделi QvdW. До-
слiджено сингулярну критичну поведiнку цих величин в околi критичної
точки ядерної матерiї. Одержано можливi сигнали газоподiбної/рiдинної
фаз ядерної матерiї та кросоверу на основi визначення флуктуацiй числа
нуклонiв.

2. Обчислено критичнi iндекси в моделi ван дер Ваальса з Фермi статисти-
кою. Визначено клас унiверсальностi моделi. Знайдено вплив квантової
статистики на критичнi амплiтуди критичних iндексiв γ та δ.

3. На основi єдиної граничної умови стану ядерної матерiї при нульовiй
температурi знайдено параметри притягання та вiдштовхування моделей
QvdW та Валечки ядерної матерiї. Це надало можливiсть порiвняти цi
двi моделi. Зокрема, для моделей QvdW та Валечки при даних значеннях
параметрiв знайдено та порiвняно наступнi характеристики: поведiнку
термодинамiчних функцiй ядерної матерiї, ядерну нестисливiсть при ну-
льовiй температурi, K0, положення критичної точки, критичну поведiнку
системи в околi критичної точки. Також данi характеристики порiвняно з
експериментальними оцiнками, iснуючими на цей час.

4. Розглянуто гiбридну модель, що є компромiсом мiж моделями QvdW та
Валечки ядерної матерiї. Вищезгаданi характеристики обчислено для гi-
бридної моделi та порiвняно з їх вiдповiдними значеннями в моделях
QvdW та Валечки.

Пiдбиваючи пiдсумки виконаної роботи, можна вiдзначити, що отриманi резуль-
тати є вкладом у розумiння поведiнки флуктуацiй в околi фазових переходiв
та критичної точки сильновзаємодiючої матерiї, а також в розробку їх експери-
ментальних сигналiв.
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