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АНОТАЦIЯ

Лашкiн В. М. Стiйкi нелiнiйнi когерентнi структури в ди-

спергуючих середовищах. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах
рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.04.02 – теоретична фiзика. Iнститут
ядерних дослiджень НАН України. — Iнститут теоретичної фiзики iм. М.
М. Боголюбова НАН України, Київ, 2018.

В роздiлi 1 розроблено теорiю збурень для солiтонiв, що грунтується
на методi зворотньої задачi розсiювання в моделях дефокусуючого нелiнiй-
ного рiвняння Шредингера (НРШ), деривативного НРШ iз спадаючими та
неспадаючими граничними умовами та модiфiкованого НРШ.

На основi розробленої теорiї дослiдженi темний односолiтонний iм-
пульс НРШ iз випадковим початковим збуренням в оптичному волоконно-
му свiтловодi, та просторовий солiтон (пучок оптичного випромiнювання)
з лiнiйним накачуванням й нелiнiйним поглинанням. Теоретично виявлено
ефект безпорогового народження темних солiтонiв.

В моделi деривативного НРШ дослiджено ефекти випромiнювання
альфвенiвських солiтонiв, що розповсюджуються в плазмi як уздовж (спа-
даючi граничнi умови) так й пiд кутом до зовнiшнього магнiтного поля.
Знайденi спектральний розподiл випромiнюваної енергiї й магнiтної спi-
ральностi для випадкiв урахування кiнцевої провiдностi плазми, ефекту
резонансних частинок та флуктуацiй густини плазми.

Розроблено метод знаходження точних N -солiтонних розв’язкiв де-
ривативного НРШ iз неспадаючими граничними умовами. Метод дає мо-
жливiсть одержати явнi розв’язки, що описують зiткнення мiж бризерними
солiтонами й темними та/або свiтлими солiтонами. Дослiджено еволюцiю
обмеженого в просторi початкового розподiлу збурення магнiтного поля,
що призводить до генерацiї альфвенiвських солiтонiв. При цьому виника-
ють солiтони трьох типiв: бризери, темнi та свiтлi солiтони. Запропоновано
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узагальнення на випадок декiлькох роздiлених у просторi початкових збу-
рень магнiтного поля.

В моделi модифiкованого НРШ, що вiдповiдає розповсюдженню уль-
тракороткого односолiтонного iмпульсу в оптичному свiтловодi, дослiдже-
но вплив мультиплiкативного шуму, що вiдповiдає неоднорiдної випадкової
частини показника заломлення та знайдено середнi спектральнi потужно-
стi випромiнювання для рiзних форм корелятора випадкового поля.

В роздiлi 2 дослiджено взаємодiю верхньогiбридних плазмових
хвиль iз кiнетичними магнiтозвуковими хвилями, що призводить до не-
локального характеру нелiнiйностi. Показано, що наслiдком цього є вiд-
сутнiсть колапсу в данiй моделi. Дослiджена стiйкiсть чисельно знайде-
них розв’язкiв у виглядi двовимiрних солiтонiв та радiально симетричних
вихорiв. Чисельно продемонстровано виникнення двовимiрного солiтона з
майже однорiдного початкового розподiлу поля, який, спiвiснуючи з тур-
булентним оточенням, є досить стiйким та не колапсує.

Запропоновано еволюцiйне нелiнiйне рiвняння, що описує динамiку
короткохвильових нелiнiйних iонно-циклотронних хвиль, що поширюються
в плазмi поперек зовнiшнього магнiтного поля, коли лiнiйна дисперсiя вiд-
повiдає зворотнiй залежностi частоти вiд хвильового числа. Отримана мо-
дель враховує нелiнiйне низькочастотне збурення магнiтного поля. Аналi-
тично знайдено розв’язки у виглядi солiтонiв та нелiнiйних перiодичних
хвиль.

Дослiджено нелiнiйну стадiю пучкової нестiйкостi електронного пучка
в плазмi. Знайдено аналiтичнi розв’язки у виглядi нелiнiйних перiодичних
кноiдальних хвиль та показана вiдповiднiсть iз експериментальними ре-
зультатами по виявленню солiтонiв в плазмово-пучкових системах.

В роздiлi 3 дослiдженi дрейфовi вихоровi солiтони та зональнi течiї
в плазмi.

У моделi нелiнiйного рiвняння Хасегави-Мiми аналiтично обчисленi
амплiтуди та повнi перерiзи розсiювання дрейфових плазмових хвиль на
двовимiрному дрейфовому солiтонi (модонi) для випадкiв борнiвського та
еконального наближень, а також для випадку розсiювання електромагнi-
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тної хвилi на модонi. Показано, що двовимiрний дрейфовий солiтон може
захоплювати квазiлiнiйнi дрейфовi хвилi. Аналiтично знайдено власнi ча-
стоти захоплених мод та їх просторову структуру.

Дослiджена нелiнiйна взаємодiя дрейфових та iонно-звукових хвиль в
плазмi з урахуванням тривимiрної геометрiї. Отримано узагальнення рiв-
няння Хасегави-Мiми на тривимiрний випадок. Знайдено точнi аналiтичнi
розв’язки цього рiвняння у виглядi тривимiрного дрейфового вихорово-
го солiтона (тривимiрного модона). Чисельно дослiджено зiткнення модо-
нiв та показано, що тривимiрнi модони без радiально симетричної та/або
z-антисиметричної частин повнiстю вiдтворюють свою початкову форму
пiсля як лобового так й проникаючого зiткнення (абсолютно пружне солi-
тонне зiткнення), не залишаючи нiякого випромiнювання.

Показано, що середня течiя достатньо малої амплiтуди збiльшує iн-
кремент модуляцiйної нестiйкостi дрейфових плазмових хвиль, сприяючи,
тим самим, генерацiї зональної течiї. Наявнiсть середньої течiї досить ве-
ликої амплiтуди виявляє стабiлiзуючий вплив на генерацiю зональної течiї.

Дослiджено модуляцiйну нестiйкiсть дрейфових хвиль, обумовлених
градiєнтом електронної температури (ETG), та показано, що при переви-
щеннi амплiтуди дрейфової хвилi граничного значення можлива генерацiя
зональної течiї. При перевищеннi середньоквадратичної амплiтуди зональ-
ної течiї критичного значення, лiнiйна нестiйкiсть зникає для всiх полоi-
дальних хвильових чисел дрейфової хвилi.

В роздiлi 4 дослiджена динамiка багатовимiрних мультисолiтонiв та
вихорiв в середовищах з нелокальною нелiнiйнiстю.

Знайдено стiйкi двовимiрнi дипольнi солiтони у виглядi зв’язаного ста-
ну двох фундаментальних солiтонiв iз протилежною фазою в моделi НРШ з
нелокальним гауссовськiм вiдгуком. Показано, що дипольнi солiтони вияв-
ляються стiйкими, якщо енергiя солiтона перевищує деяке критичне значе-
ння, навiть у присутностi досить сильного початкового шумового збурення.
Нижче критичного значення солiтон швидко руйнується й без початкового
збурення. При подальшому зменшеннi енергiї, якщо енергiя солiтона мен-
ше деякого нового критичного значення, дипольний солiтон розпадається
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на два монопольних солiтона, якi рухаються в протилежнi напрямки без
змiни форми.

У моделi частково iонiзованiй плазми з нелокальною нелiнiйнiстю те-
плового типу знайдено двовимiрнi необертовi дипольнi, трипольнi й ква-
друпольнi солiтони, а також обертовi дипольнi й квадрупольнi солiтони.
Необертовi дипольнi солiтони стiйкi, якщо енергiя солiтона лежить в iнтер-
валi, обмеженому нижнiм та верхнiм критичним значенням. Якщо енергiя
солiтона менше нижнього критичного значення вiн розпадається на два
фундаментальнi солiтона, а якщо енергiя бiльше верхнього критичного зна-
чення – швидко руйнується.

У моделi рiвняння Гросса-Пiтаєвського, який описує Бозе-
Ейнштейнiвський конденсат (БЕК) з нелокальною взаємодiєю мiж атома-
ми, знайдено двовимiрнi локалiзованi розв’язки у виглядi фундаментально-
го солiтона, дипольного й квадрупольного солiтона, вихорового солiтона,
азимутонiв iз двома й чотирма пiками iнтенсивностi (обертових диполiв
та квадруполiв). Нелiнiйнiсть вiдповiдає диполь-дипольнiй взаємодiї, що
виникає в газах БЕК з аномально бiльшими магнiтними моментами. До-
слiджена стiйкiсть знайдених структур.

Чисельно знайдено розв’язки у виглядi тривимiрних вихорових со-
лiтонiв в моделi рiвняння Гросса-Пiтаєвського з диполь-дипольною нело-
кальною взаємодiєю. Дослiджено лiнiйний аналiз стiйкостi цих структур.
Показано, що нелокальнiсть має стабiлiзуючий ефект.

В роздiлi 5 у моделi нелiнiйного рiвняння Шредингера iз зовнiшнiм
параболiчним потенцiалом чисельно знайденi двовимiрнi та тривимiрнi вiд-
окремленi нелiнiйнi структури, що є промiжними мiж мультисолiтонами
та радiально симетричними вихоровими солiтонами – азимутони. Знайде-
нi азимутоннi солiтони характеризуються (крiм швидкостi) чотирма неза-
лежними параметрами: хiмiчним потенцiалом або, еквiвалентно, амплiту-
дою, частотою обертання, топологiчним зарядом й числом пiкiв. Чисельно
дослiджено стiйкiсть азимутонiв. Продемонстрована можливiсть генерацiї
азимутонних солiтонiв з фундаментального солiтона та одночасного накла-
дення розривних фаз на фундаментальний солiтон.
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В роздiлi 6 чисельно знайдено двовимiрнi векторнi стани, що опису-
ють векторнi пари солiтон-вихор i вихор-вихор у двовимiрних двокомпонен-
тних БЕК з гармонiчною пасткою з магнiтним утриманням для випадку
притягування мiж атомами одного сорту та притягування або вiдштов-
хування мiж атомами рiзних сортiв. Проведено лiнiйний аналiз стiйкостi
знайдених векторних станiв та показано, що вони можуть бути стiйкими в
певному диапазонi параметрiв.

Уведена концепцiя двовимiрних векторних пар солiтон-азимутон та
азимутон-азимутон в двокомпонентних БЕК та чисельно знайдено вiдпо-
вiднi розв’язки. Показано, що азимутонна радiально несиметрична компо-
нента приводить до деформацiї солiтонної компоненти, яка стає радiально
несиметричною. Дослiджено стiйкiсть солiтон-азимутонних та азимутон-
азимутонних векторних станiв.

Ключовi слова: нелiнiйнiсть, метод зворотньої задачi розсiювання,
солiтон, мультисолiтон, вихор, плазма, азимутон, зональна течiя, нестiй-
кiсть.
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ABSTRACT

Lashkin V. M. Stable nonlinear coherent structures in dispersive

media. — Manuscript.

Thesis for a scientific degree of Doctor of physical and mathematical sci-
ences by the speciality 01.04.02 – theoretical physics. Institute for Nuclear
Research of National Academy of Sciences of Ukraine. — Bogolyubov Institute
for Theoretical Physics of National Academy of Sciences of Ukraine , Kyiv,
2018.

In chapter 1, the soliton perturbation theory using inverse scattering
transform was developed for the models of defocusing nonlinear Schrodinger
equation (NLS), derivative NLS with vanishing and nonvanishing boundary
conditions, and modified NLS.

Based on the developed theory, dark single NLS soliton with random ini-
tial perturbation in an optical fiber and spatial soliton were investigated for
the cases of linear pump and nonlinear absorption. The effect of nonthreshold
generation of dark solitons was discovered.

The radiative effects for alfven solitons DNLS in a plasma for the cases
of propagation both along (vanising boundary conditions) and at an angle the
external magnetic field were investigated. The spectral distribution of radiated
energy and magnetic helicity were found for the cases of finite plasma conducti-
vity, influence of resonance particles and plasma density fluctuations.

The method for obtaining of exact N -soliton solutions of the DNLS with
nonvanishing boundary conditions was developed. The solutions describe colli-
sions between breather solitons and dark and/or light solitons. Evolution of the
initial perturbation of magnetic field was investigated. This results in generati-
on of alfven solitons. Under this, three kinds of solitons can be generated: the
breathers, dark and light solitons. Generalization to the case of several spatially
distributed initial perturbations of magnetic field was developed.

Influence of the multiplicative noise that corresponds to random part of
the refractive index of the waveguide was investigated in the model of the
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modified NLS for the ultrashort soliton pulses. . The average spectral radiated
power distribution was found for different forms of correlator of the random
field.

In chapter 2 interaction upper-hybrid plasma waves with kinetic
magnetosound was studied. This results in nonlocal type of nonlinearity and
the absence of collapse. The growth rate of the modulational instability was
found. Numerical solutions of the form of two-dimensional solitons and vortices
were found , and the stability of these structures were investigated. Generati-
on of two-dimensional soliton from almost homogeneous field distribution was
demonstrated by numerical modeling. That soliton was stable and, coexisting
with turbulent environment, did not collapse.

Nonlinear evolution equation governing the dynamics of shortwavelength
ion-cyclotron plasma waves propagating across the external magnetic field when
the linear dispersion corresponds to inverse dependence of the frequency on
the wave number. The derived equation takes into account the nonlinear low
frequency pertubation of magnetic field. Exact solutions of the form soliton and
nonlinear periodic waves were found.

Nonlinear stage of the electron beam instability in a plasma was invesi-
gated. Analytical solutions of the form of nonlinear cnoidal waves were found
in agreement to experimental results on solitons in plasma-beam systems.

In chapter 3, the drift vortex solitons and zonal flows in a plasma were
investigated.

Nonlinear equations describing the interaction drift waves and ion acoustic
waves in a plasma assuming electron adiabaticity and negligible ion pressure and
taking into account the three-dimensional geometry. Exact analytical solutions
in the form of three-dimensional solitary vortex nonlinear drift wave (three-
dimensional modon) were found. The simulations showed that the modons can
preserve their shape after collisions (fully elastic soliton collisions), and there
was no emitted radiation. This is true for both head-on and overtaking collisi-
ons.

The scattering amplitudes and full scattering sections for the cases of
scattering drift waves and electromagnetic waves on the dipole vortex in the
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Hasegawa-Mima model both the born and eikonal approximation. It was shown
that the drift vortex can trap quasilinear drift waves. Eigenfrequencies of
trapped modes and the spatial field distribution were determined.

The growth rate of modulational instability of drift plasma waves increases
in the presence of the mean flow with sufficiently small amplitude, and this
results in the zonal flow generation. The mean flow with sufficiently large ampli-
tude has stabilizing effect.

The modualtional instability of drift waves caused by electron temperature
gradient (ETG modes) was investigated. The zonal flow generation was possible
when the amplitude of the drift wave exceeds the threshold value. If the mean-
square amplitude of zonal flow with the stochastic profile exceeds the threshold
then the linear instability of ETG modes vanishes for all poloidal wave numbers
of drift wave.

In chapter 4, dynamics of multidimensional multisolitons and vortices
in media with nonlocal nonlinearity was investigated.

Stable two-dimensional dipole solitons in the form of the bounded state
of two fundamental solitons with opposite phases were found in the model
of the NLS with nonlocal gaussian response. It was shown that the dipole
solitons turn out to be stable if the soliton energy exceeds the threshold value
even in the presence of a sufficiently strong initial noise perturbation. Below
the threshold the dipole immediately destroys without an initial perturbation.
Further decreasing of the soliton energy, if the energy less than the new critical
value the destroying stops and the dipole decays into two stable monopole
solitons which propagate in the opposite directions without distortion of their
form.

In the model of partially ionized plasma the nonrotating dipole, tripole,
quadrupole solitons and rotating dipole and quadrupole solitons were numeri-
cally found. The nonlinearity has essentially nonlocal character and is connected
to heating of plasma. Nonrotating dipole solitons are stable if the soliton energy
bounded between the two critical values, otherwise, if the energy less than
bottom critical value, the soliton decays into two fundamental solitons, but if
the energy exceeds upper critical value then the soliton fastly destroys.
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Two-dimensional localized solutions in the form of the fundamental soli-
ton, nonrotating dipole and quadrupole solitons, vortex solitons and azimuthons
with two and four number of intensity peaks (rotating dipole and quadrupole
solitons) were found in the model of Gross-Pitaevski equation with nonlocal
nonlinear interaction. Nonlinearity corresponds to dipole-dipole interaction in
the ultracold gases with anomalously large magnetic moments. The stability of
the found structures was investigated.

Solutions in the form of three-dimensional vortex solitons were found
numerically in the model of Gross-Pitaevski equation with dipole-dipole
nonlocal interaction. The linear stability analysis of these structures was studi-
ed. The results of the done linear stability analysis were confirmed by direct
numerical modelling of three-dimensional vortex dynamics. It was shown that
the nonlocal nonlinearity has stabilizing effect.

In chapter 5, two-dimensional and three-dimensional solitary azimuthon
nonlinear structures were numerically discovered in the model of the nonli-
near Schrodinger equation with external parabolic potential. These structures
represent the intermediate states between nonrotating multisolitons and radi-
ally symmetric vortex solitons – azimuthons. The found azimuthon soliton can
be characterized (apart from the velocity) by four independent parameters:
nonlinear frequency shift (or equivalently by the chemical potential in Bose-
Einstein condensate or the amplitude), the rotating frequency, the topological
charge and the numbers of peaks. The stability of the azimuthons was studied
by numerical simulations. Possibility of generation of azimuthon soliton from
fundamental soliton by phase imprinting method was demonstrated.

In chapter 6, two-dimensional vector states of the form soliton-vortex
and vortex-vortex in two-component Bose-Einstein condensates were found by
numerical simulations for the case of attraction between atoms of the same sort
and for attraction or repulsion between atoms of the different sorts. The linear
stability analysis the found vector states was done. It was shown that these
two-component structures can be stable for the wide region of parameters.

A novel class of vector states in the form soliton-azimuthon and
azimuthon-azimuthon pairs was suggested for two-component Bose-Einstein
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condensates with harmonic trapз and magnetic confinement. The correspondi-
ng numerical solutions were found. It was shown that radially nonsymmetric
azimuthon part results in defomation of the soliton part which becomes radi-
ally nonsymmetric. The stability of the soliton-azimuthon and azimuthon-
azimuthon vector states was invesigated.

Key words: nonlinearity, inverse scattering transform approach, soliton,
multisoliton, vortex, plasma, azimuthon, zonal flow, instability.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дослiдження поширення нелiнiйних хвиль
великої амплiтуди в нелiнiйних диспергуючих середовищах почало iнтен-
сивно розвиватися наприкiнцi XX i початку XXI столiття. Це, насамперед,
зв’язане, з теоретичним передбаченням, а потiм й експериментальним ви-
явленням стiйких нелiнiйних структур хвильової природи, якi зберiгають
свою форму протягом тривалого часу навiть при впливi зовнiшнiх збурень.
Еволюцiя початкового збурення у нелiнiйному диспергуючому середовищi
вiдбувається пiд двома конкуруючими факторами – нелiнiйностi та диспер-
сiї. Нелiнiйнiсть, тобто залежнiсть поведiнки хвильового пакета вiд його
амплiтуди, приводить до генерацiї гармонiк з великими хвильовими чи-
слами, що завершується перекиданням хвилi або колапсом. З iншого боку,
дисперсiя, тобто залежнiсть групової швидкостi вiд хвильового числа, веде
до розпливанню хвильового пакета через перемiшування фаз утворюючих
його гармонiк. Мiж нелiнiйними й дисперсiйними ефектами може встанов-
люватися рiвновага, що й приводить до виникнення локалiзованих нелi-
нiйних структур – солiтонiв. При цьому, фiзичнi механiзми, вiдповiдальнi
за дисперсiю (дифракцiю) i нелiнiйнi ефекти можуть бути дуже рiзними.
Актуальнiсть теми дисертацiї обумовлена тим, що розглянутi в нiй мате-
матичнi моделi, заснованi на балансi дисперсiї (розпливання) i нелiнiйностi
(укручення), мають досить загальний характер i застосовнi до рiзних обла-
стей природознавства: протягом бiльш нiж 40 рокiв концепцiя солiтонiв бу-
ла суттєво розширена, i проникнула в найрiзноманiтнiшi галузi науки, вiд
фiзики, чистої й прикладної математики до хiмiї i бiологiї. Пiд термiном
солiтон (у загальному значеннi, нелiнiйна локалiзована структура) далi ми
будемо розумiти локалiзованi в просторi нелiнiйнi утвори, не обов’язково
одновимiрнi, як прийнято в математичнiй фiзицi.

Уперше термiн ’солiтон’ був уведений Забускi та Крускалом в 1965
роцi. При цьому, солiтоном (вiдокремленою хвилею) було названо чисель-
но знайдений локалiзований розв’язок нелiнiйного рiвняння Кортевега - де
Фриза, яке описує збудження з кiнцевою енергiєю, та має рядом характер-
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них властивостей: при поширеннi нелiнiйної вiдокремленої хвилi вона збе-
рiгає свою форму; при взаємодiї декiлькох солiтонiв вiдбувається їхнє пру-
жне розсiювання, так що зберiгаються як їхнє число, так i форма солiтонiв.
Потiм для знаходження вiдокремлених хвиль iз такими властивостями був
запропонований аналiтичний метод, що одержав назву ’метод зворотньої
задачi розсiювання’, що й став потiм одним з найголовнiших досягнень
математичної фiзики другої половини XX столiття. Моделi iз пружною
взаємодiєю солiтонiв є повнiстю iнтегровними (у сенсi класичної кiнцево-
мiрної гамiльтонової динамiки) гамiльтоновими системами, узагальненими
на випадок нескiнченного числа змiнних, що допускають нескiнченне число
iнтегралiв руху, що зберiгаються та перебувають в iнволюцiї (гамiльтоно-
ва скобка Пуассона мiж ними дорiвнює нулю). Серед найбiльш важливих
iнтегровних моделей, що описують реальнi фiзичнi системи, та допуска-
ють солiтоннi розв’язки iз пружною взаємодiєю, можна вiдзначити, крiм
рiвняння Кортевега - де Фриза, нелiнiйне рiвняння Шредингера, рiвняння
sine-Gordon, Ландау-Лiфшица, Кадомцева-Петвiашвiлi та iншi. Специфi-
чнi риси еволюцiї довiльного початкового збурення в рамках вiдповiдних
моделей зв’язанi, насамперед, з їхньою повною интегровнiстю. Интегров-
нiсть, однак, порушується при включеннi додаткових фiзичних ефектiв,
вплив яких може бути враховано за допомогою теорiї збурень для систем,
близьких до iнтегровних. Тому актуальним є дослiдження впливу збурень
у моделях, що допускають повну iнтегровнiсть. Особливо актуальним, при
цьому, стає знаходження еволюцiйних рiвнянь, що описують динамiку да-
них розсiювання (iнакше, спектральних даних). Зокрема, це стосується роз-
витку теорiї збурень для темних солiтонiв (провалу на однорiдному фонi),
i дослiдження впливу на солiтони несолiтонних (випромiнювальних) сту-
пенiв свободи.

Iнтегровнi моделi iз пружною взаємодiєю солiтонiв є, як правило,
одновимiрними. У неодномiрному випадку вiдокремленi нелiнiйнi структу-
ри втрачають (за рiдкiсним винятком) властивiсть пружної взаємодiї, i,
бiльше того, часто виявляються нестiйкими: за рахунок порушення балан-
су мiж дисперсiєю й нелiнiйнiстю вони або розпливаються, або колапсують.



29

Збiльшення розмiрностi простору сприяє нестiйкостi й колапсу. Тому акту-
альним є дослiдження фiзичних моделей, в яких можливi стiйки неодно-
вимiрнi нелiнiйнi структури, та знаходження умов при яких неодновимiрнi
солiтони стають стiйкими, або нестiйкiсть значно послаблена.

Iстотним стимулом для розвитку теорiї солiтонiв послужило експери-
ментальне спостереження й вивчення нелiнiйних структур в плазмi, нелi-
нiйних оптичних середовищах та Бозе-Ейнштейнiвських конденсатах.

Солiтони на рiзних плазмових гiлках коливань експериментально ви-
явленi як у лабораторнiй, так i космiчнiй плазмi. Тому актуальним є тео-
ретичне дослiдження та знаходження нелiнiйних структур i дослiдження
їх стiйкостi поблизу верхньогiбридного, iонно-циклотронного й альфвенiв-
ського резонансiв в плазмi, а також в плазмi з електронним пучком (тобто
додатковим фактором нерiвноважностi), що, з однiєї сторони дозволяє ви-
значити вплив нелiнiйних структур на плазму з магнiтним утриманням у
проблемi керованого термоядерного синтезу, а з iншого боку, пояснювати
експериментальнi результати, отриманi для космiчної плазми iоносфери,
магнiтосфери й плазми сонячного вiтру.

Солiтони в оптичних волокнах вже знаходять практичне застосуван-
ня, представляючи собою бiти iнформацiї в проектованих надшвидкiсних
солiтонних лiнiях зв’язку. Актуальним тому є дослiдження зовнiшнiх ефе-
ктiв (перед усiм шумового впливу на поширення солiтонного iмпульсу, на-
явнiсть зовнiшнього накачування, дисипацiї та iн.) на оптичнi солiтони.

З моменту перших експериментальних i теоретичних робiт, пов’язаних
з Бозе-Ейнштейнiвськими конденсатами, стало зрозумiлим, що саме нелi-
нiйнi вiдокремленi структури визначають поведiнку конденсатiв в утри-
муючих магнiтних пастках. Тому актуальним є теоретичне дослiдження
солiтонних структур в Бозе-Ейнштейнiвських конденсатах, реалiзованих
у рiзних умовах – форми утримуючого потенцiалу, наявностi нелокальної
диполь-дипольної взаємодiї та присутностi декiлькох сортiв атомiв у кон-
денсатi.

Особливо актуальним є також пошук i теоретичне дослiдження не-
лiнiйних когерентних структур, вiдмiнних вiд тих, що ранiше розумiлися
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пiд солiтонами - так званих азимутонних солiтонiв (принципово неоднови-
мiрних), що несуть ненульовий кутовий момент, i таким чином нагадують
вихоровi солiтони. Вiдповiднi нелiнiйнi моделi, мiстять у собi плазму, нелi-
нiйнi оптичнi середовища (де нещодавно вже експериментально виявлено
iснування таких нелiнiйних структур) та Бозе-Ейнштейнiвськi конденсати.

Таким чином, актуальнiсть теми дисертацiї обумовлена настiйним ви-
вченням нелiнiйних ефектiв, пов’язаних з виникненням нелiнiйних коге-
рентних структур, що утворюються в нелiнiйних середовищах с дисперсiєю
– повнiстю або частково iонизованiй плазмi, оптичних волокнах та Бозе-
Ейнштейнiвських конденсатах.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота виконана у вiддiлi теорiї плазми Iнституту ядер-
них дослiджень НАН України, як частина науково-дослiдних робiт з держ-
бюджетних тем "Турбулентнiсть та процеси самоорганiзацiї плазми"(№
держреєстрацiї 01.9.10.033642), "Когерентнi та стохастичнi процеси в iн-
тенсивних полях у плазмi"(№ держреєстрацiї 0197U016412), "Колективнi
процеси в плазмi при розповсюдженнi, розсiяннi та поглинаннi електро-
магнiтних хвиль"(№ держреєстрацiї 0201U001584), "Динамiчнi та турбу-
лентнi процеси в магнiтоактивнiй плазмi, стимульованi електромагнiтними
полями"(№ держреєстрацiї 0104U003880), "Дослiдження нелiнiйних явищ
у вiдкритих плазмових системах пiд дiєю високочастотних електромагнi-
тних полiв"(№ держреєстрацiї 0102U005197), "Нелiнiйнi та стохастичнi про-
цеси взаємодiї хвиль i частинок у нерiвноважних вiдкритих плазмових
системах"(№ держреєстрацiї 0106U012078), "Дослiдження нелiнiйних ди-
намiчних процесiв i стацiонарних структур у плазмi "(№ держреєстрацiї
0112U000931). Здобувач був вiдповiдальним виконавцем цих тем. Частина
результатiв, що ввiйшли в дисертацiю, отримана при виконаннi держбю-
джетної теми "Теоретичне та експериментальне моделювання в густiй пла-
змi iндукцiйних розрядiв фiзичних процесiв, що призводять до утворення
транспортних бар’єрiв та L-H переходiв у плазмi термоядерних пристро-
їв"(№ держреєстрацiї 0107U005719) i держбюджетної теми "Моделювання
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низькочастотної хвильової активностi та зональних течiй в високотемпера-
турнiй плазмi "(№ держреєстрацiї 0112U002742) керiвником яких був здо-
бувач.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є
дослiдження стiйких локалiзованих структур у нелiнiйних середовищах
з дисперсiєю, таких як повнiстю або частково iонизована плазма, Бозе-
Ейнштейнiвськi конденсати, оптичнi волокна. У дисертацiї вирiшуються
наступнi задачi, пов’язанi з досягненням цiлi:

• Побудувати теорiю збурень для темних солiтонiв, що грунтується на
методi зворотньої задачi розсiювання, яка дозволяє врахувати ефекти,
пов’язанi з випромiнюванням i викривленням форми солiтонiв.

• Дослiдити вплив дисипацiї (кiнцевої провiдностi плазми, нелiнiйного
загасання Ландау) на альфвенiвськi солiтони в плазмi.

• Знайти точнi N -солiтоннi розв’язки у моделi деривативного нелiнiйно-
го рiвняння Шредингера, що описує розповсюдження нелiнiйних аль-
фвенiвських хвиль пiд кутом до зовнiшнього магнiтного поля.

• Побудувати двовимiрну модель взаємодiї верхньогiбридних плазмових
хвиль з низькочастотними магнiтозвуковими хвилями та знайти нелi-
нiйнi структури з аналiзом їх стiйкостi.

• Дослiдити нелiнiйнi короткохвильовi структури у плазмi поблизу
iонно-циклотронного резонансу.

• Теоретично пояснити виникнення нелiнiйних перiодичних хвиль у пла-
змi з електронним пучком.

• Дослiдити взаємодiю двовимiрних плазмових дипольних вихорових со-
лiтонiв з дрейфовими хвилями та електромагнiтною хвилею.

• Побудувати тривимiрну модель нелiнiйних дрейфових хвиль та знайти
тривимiрнi модоннi структури.
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• Дослiдити можливiсть генерацiї зональних течiй у плазмi при наявно-
стi середнiх течiй та градiєнтiв температур.

• Дослiдити ефекти нелокальної нелiнiйностi у фiзичних моделях, що
описують частково iонiзовану плазму та Бозе-Ейнштейнiвськi конден-
сати.

• Знайти нелiнiйнi структури, якi є промiжними станами мiж мульти-
солiтонами й радiально симетричними вихоровими солiтонами.

• Дослiдити двокомпонентнi векторнi нелiнiйнi структури в Бозе-
Ейнштейнiвських конденсатах з декiлькома сортами атомiв.

Об’єктом дослiдження є нелiнiйнi когерентнi структури, що виника-
ють у нелiнiйних диспергуючих середовищах з балансом дисперсiї й нелi-
нiйностi – плазма, Бозе-Ейнштейнiвськi конденсати,свiтловоднi волокна в
нелiнiйнiй оптицi.

Предметом дослiдження є аналiтичне й чисельне з’ясування балансу
мiж дисперсiєю та нелiнiйнiстю у середовищах з рiзними видами нелiнiй-
ностi.

Методи дослiдження використовують вiдомi аналiтичнi й чисельнi
методи: метод зворотньої задачi розсiювання, методи усереднення для сто-
хастичних рiвнянь, чисельнi методи лiнiйної алгебри.

Наукова новизна отриманих результатiв.

1. Вперше розроблена теорiя збурень для темних солiтонiв дефокусуючо-
го нелiнiйного рiвняння Шредингера, заснована на методi зворотньої
задачi розсiювання, що дозволяє врахувати радiацiйнi ефекти.

2. Вперше передбачено ефект безпорогового виникнення темних солiто-
нiв пiд дiєю зовнiшнiх збурень.

3. Вперше знайдено N -солiтоннi розв’язки деривативного нелiнiйного
рiвняння Шредингера з неспадаючими граничними умовами, якi опи-
сують нелiнiйнi альфвенiвськi хвилi, що поширюються пiд кутом до
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зовнiшнього магнiтного поля та показана можливiсть одночасної гене-
рацiї брiзерних, темних та свiтлих солiтонiв.

4. Вперше розроблено двовимiрну теорiю нелiнiйної взаємодiї верхньогi-
бридних плазмових хвиль iз кiнетичними магнiтозвуковими хвилями.
Строго доведено вiдсутнiсть колапсу в данiй моделi й знайдено двови-
мiрнi розв’язки у виглядi солiтонiв i вихорiв.

5. Вперше запропоновано еволюцiйне нелiнiйне рiвняння, що описує ди-
намiку нелiнiйних короткохвильових iонно-циклотронних хвиль в пла-
змi iз зворотньою залежнiстю частоти вiд хвильового числа та знайде-
но аналiтичнi розв’язки у виглядi солiтонiв та нелiнiйних перiодичних
хвиль.

6. Вперше у плазмi з електронним пучком аналiтично знайдено нелiнiйнi
перiодичнi структури та встановлена їх вiдповiднiсть з результатами
експериментiв.

7. Вперше дослiджено взаємодiю двовимiрних дрейфових солiтонiв в
плазмi з дрейфовими хвилями та з електромагнiтною хвилею та пе-
редбачено захоплення дрейфових хвиль вихором.

8. Вперше побудовано тривимiрну модель взаємодiючих дрейфових
та iонно-звукових хвиль та знадено аналiтичнi тривимiрнi модоннi
розв’язки.

9. Вперше показано стабiлiзуючий вплив середньої течiї й просторової
неоднорiдностi течiї на генерацiю зональних течiй.

10. Вперше виявлено умови стабiлiзацiї нестiйкостi дрейфових хвиль при
наявностi стохастичної зональної течiї.

11. Вперше знайдено двовимiрнi необертовi дипольнi, трипольнi й квадру-
польнi солiтони та обертовi мультипольнi структури в моделi частково
iонiзованiй плазмi iз зiткненнями та проаналiзована їхня стiйкiсть.
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12. Вперше знайдено двовимiрнi мультисолiтоннi й вихоровi структури в
моделi Бозе-Ейнштейнiвського конденсату з нелокальною нелiнiйнi-
стю та виявлено умови їх стiйкостi.

13. Вперше чисельно вiдкрито двовимiрнi та тривимiрнi нелiнiйнi структу-
ри – азимутони, якi є промiжними мiж мультисолiтонами i радiально
симетричними вихорами.

14. Вперше знайдено векторнi стани солiтон-азимутон, азимутон-
азимутон у двокомпонентних Бозе-Ейнштейнiвських конденсатах i по-
казана можливiсть їх стiйкостi в певному дiапазонi параметрiв.

Практичне значення отриманих результатiв. Отриманi в ди-
сертацiї результати можуть бути теоретичною основою для практичного
пояснення експериментально виявлених нелiнiйних хвиль великої амплi-
туди на альфвенiвських, верхньогiбридних й iонно-циклотронних гiлках
коливань плазми в iоносферi, магнiтосферi, плазми сонячного вiтру та
плазмово-пучкових системах, пояснення аномального переносу тепла на
дрейфових гiлках коливань в пристроях з магнiтним утриманням плазми,
солiтонних структур в БЕК, а також для практичних завдань, що визна-
чають параметри вiдокремленого лазерного iмпульсу в оптичних середови-
щах.

Особистий внесок здобувача. Усi викладенi в дисертацiї оригi-
нальнi результати отриманi автором дисертацiї особисто. Роботи [1–11] ви-
конанi здобувачем без спiвавторiв. В роботах [12, 13] автору дисертацiї
належить постановка задач, введення концепцiї (−k, l) азимутонної стру-
ктури та векторних азимутонних станiв, проведення варiацiйного аналiзу,
розробка алгоритмiв та всi чисельнi розрахунки. В роботах [14–16] авто-
ру належить постановка задач, отримання нелiнiйних рiвнянь для iонно-
циклотронних хвиль та аналiтичнi результати для свiтлих солiтонiв. В ро-
ботi [17] автору належить постановка задачi, отримання основних рiвнянь
та всi аналiтичнi результати з застосуванням наближення Бурре для вiд-
повiдного стохастичного рiвняння. В роботi [18] автору належить поста-
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новка задачi, формулювання моделi та отримання рiвнянь, що описують
взаємодiю дрейфової хвилi з зональною течiєю. В роботах [19–21] автору
належить постановка задач, отримання перерiзiв розсiяння в борновсько-
му наближення, знаходження поля захоплених дрейфових мод. В роботах
[22, 23] автору належить участь в постановки задач, отримання виразiв для
кноїдальних хвиль, аналiз резонансного випадку. В роботах [24, 25] авто-
ру належить участь в постановки задач, проведення частини варiацiйного
аналiзу. В роботах [26, 27] автор розробив чисельнi алгорiтми та отримав
чисельнi результати для еволюцiї мультисолiтонiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисер-
тацiї доповiдалися на наступних наукових конференцiях: XX International
Conference on Phenomena in Ionized Gases (Pisa, Italy, 1991); 6 Всесою-
зна конференцiя по взаємодiї електромагнiтних випромiнювань iз плазмою
(Душанбе, СРСР, 1991); International Workshop on turbulence and nonlinear
processes in plasmas (Kiev, Ukraine, 1992); International Conference "Physi-
cs in Ukraine"(Kiev, Ukraine, 1993); 22 European Conference on Controlled
Fusion and Plasma Physics (United Kingdom, 1995); 23 European Conference
on Controlled Fusion and Plasma Physics (Kiev, Ukraine, 1996); International
Conference on Physics of Low Temperature Plasma (Kiev, Ukraine, 2003); 13
International Congress on Plasma Physics (Kiev, Ukraine, 2006); Internati-
onal Workshop "Nonlinear Physics and Mathematics"(Kiev, Ukraine, 2006);
III International Conference "Electronics and Applied Physics"(Kyiv, Ukraine,
2007); IV International Conference "Electronics and Applied Physics"(Kyiv,
Ukraine, 2008); IX International Conference "Electronics and Applied Physi-
cs"(Kyiv, Ukraine, 2013) Українська конференцiя з фiзики плазми та ке-
рованого термоядерного синтезу (Київ, Україна, 2009), Українська конфе-
ренцiя з фiзики плазми та керованого термоядерного синтезу (Київ, Укра-
їна, 2011), а також на щорiчних наукових конференцiях Iнституту ядерних
дослiджень НАНУ України, i семiнарах Нацiонального унiверситету Пiв-
нiчної Каролiни (NSCU, Raleigh, USA, 2000), Центру нелiнiйної фiзики Ав-
стралiйського нацiонального унiверситету (ANU, Canberra, Australia, 2009,
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2010).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї представленi в 27 стат-
тях опублiкованих у провiдних фахових журналах [1-27], а також в трудах
конференцiй [28–38].

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається iз аннотацiї, пе-
релiку умовних позначень, вступу, шести роздiлiв основної частини з 92
рисунками, висновкiв, перелiку посилань з 305 найменувань та додаткiв.
Кожний роздiл основної частини закiнчується висновками, у яких сформу-
льованi основнi результати, отриманi в цьому роздiлi. Повний об’єм дисер-
тацiї становить 356 сторiнок, перелiк посилань займає 32 сторiнки.



РОЗДIЛ 1

Використання методу зворотньої задачi розсiювання в

солiтоннiй теорiї збурень

Змiст цього роздiлу вiдображено в роботах [6, 8–11, 36].

Одним з найбiльш значних досягнень математичної фiзики в кiнцi 20
столiття була розробка методу зворотньої задачi розсiювання (далi МЗЗР),
за допомогою якого задача з початковими та граничними умовами для де-
яких нелiнiйних рiвнянь у частинних похiдних (з яких найбiльш вiдомi свої-
ми фiзичними застосуваннями рiвняння Кортевега-де Фриза, нелiнiйне рiв-
няння Шредингера, рiвняння sine-Gordon) можна розв’язати точно, послi-
довно застосовуючи тiльки лiнiйнi операцiї [39–47]. Самi рiвняння прийнято
називати повнiстю iнтегровними. Як правило, повнiстю iнтегровнi рiвня-
ння є одновимiрними, тобто, крiм часу, мiстять тiльки одну просторову
координату, хоча вiдомi й двовимiрнi iнтегровнi моделi. У зв’язку з тим
пiдкреслемо, що МЗЗР дозволяє вирiшувати вiдповiднi рiвняння саме при
довiльнiй початковiй умовi, тодi як окремi частковi розв’язки (наприклад
N -солiтоннi) повнiстю iнтегровних рiвнянь можуть бути знайденi, взагалi
кажучи, за допомогою iнших методiв (метод Хiроти, алгеброгеометричний
метод).

Формально схема розв’язку iнтегровних рiвнянь методом зворотньої
задачi розсiювання може бути представлена в такий спосiб

1. Пряма задача. По вiдомiй початковiй умовi u(x, 0) знайти спектраль-
нi данi ("данi розсiювання") у початковий момент часу: безперервнi
a(k, 0), b(k, 0), де k пробiгає всю дiйсну вiсь i дискретнi kj(0), γj(0),
що представляють собою кiнцевий набiр комплексних чисел.

2. Часова еволюцiя. Знайти часову еволюцiю знайдених спектральних
даних, тобто a(k, t), b(k, t), kj(t), γj(t), яка, як правило, виявляється
дуже простою.

3. Зворотня задача. Знаючи спектральнi данi як функцiї часу, побуду-
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вати розв’язок u(x, t).

Це перетворення абсолютно аналогiчно перетворенню Фур’є в лiнiйних за-
дачах. Дiйсно, якщо на першому кроцi залишити одну безперервну фун-
кцiю (скажемо, a(k)), а два наступнi кроки залишити без змiн, то вся схема
дослiвно вiдтворює метод розв’язку лiнiйних рiвнянь перетворенням Фур’є,
де a(k) ≡ a(k, 0) є фур’є-образ початкової умови u(x, 0). Iз цiєї причини
МЗЗР iнодi називають нелiнiйним перетворенням Фур’є. МЗЗР вiдрiзня-
ється вiд перетворення Фур’є двома найбiльш iстотними особливостями.
По-перше, базис не фiксований (подiбно exp(±ikx)), а змiнюється залежно
вiд шуканого розв’язку. По-друге, пряма задача зводиться до знаходже-
ння власних значень деякого лiнiйного оператора, асоцiйованого з даним
нелiнiйним рiвнянням, що й мiстить початкову умову u(x, 0). При цьому,
спектр оператора може мiстити як неперервну (дiйснi k), так i дискретну
частини (кiнцеве число iзольованих комплексних значень kj).

Кожне дискретне власне значення пов’язане з локалiзованим розв’яз-
ком, що вiдповiдають солiтону. Солiтони зберiгають форму, тому що власнi
значення не залежать вiд часу. Бiльше того, iнварiантнiсть власних зна-
чень приводить до важливої властивостi: два або бiльше число солiтонiв
зберiгають форму навiть пiсля зiткнень. Крiм того, при використаннi да-
них розсiювання можна розкласти поле будь-якого початкового розподiлу
на набiр нелiнiйних мод, аналогiчних лiнiйним модам Фур’є. У такому роз-
кладаннi при певних початкових умовах домiнують солiтоннi моди (хоча
можуть i зовсiм вiдсутнi) i асимптотично початковий розподiл перетвори-
ться в набiр солiтонiв, пов’язаних з дискретними власними значеннями,
тодi як перехiд частини (або всiєї в вiдсутнiсть солiтонiв) енергiї вiдбува-
ється у випромiнювальнi моди пов’язанi з безперервним спектром власних
значень.

Наявнiсть додаткових членiв в iнтегрованих рiвняннях порушує повну
iнтегровнiсть. При цьому пряма задача все ще може бути вирiшена лiнiй-
ним способом, однак стає неможливим визначення часової еволюцiї спе-
ктральних даних, що робить безглуздим i розв’язок зворотньої задачi. У
фiзичних застосуваннях додатковi доданки часто можуть розглядатися як
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мале збурення. Використання методу зворотньої задачi в теорiї збурень
становить предмет даного роздiлу.

1.1 Теорiя збурень для темних солiтонiв

Одна iз класичних математичних моделей, що описують розповсю-
дження солiтонiв у нелiнiйних середовищах з дисперсiєю, заснована на не-
лiнiйному рiвняннi Шредингера (НРШ) [41, 42, 44–47]

i∂tu+ α∂2xu+ β|u|2u = 0. (1.1)

Як добре вiдомо, НРШ є повнiстю iнтегровним за допомогою методу зворо-
тньої задачi розсiювання (МЗЗР) як для спадаючих |u| → 0 на нескiнчен-
ностi |x| → ∞, так i для неспадаючих |u| → ρ граничних умов. В обох ви-
падках вiдомi явнi N–солiтоннi розв’язки [48]. Темнi солiтони вiдповiдають
неспадаючим граничним умовам i позитивному α > 0 (негативному α < 0)
знаку дисперсiйного доданка з негативним β < 0 (позитивним β > 0) зна-
ком нелiнiйностi. Вони проявляються як провали iнтенсивностi стосовно
постiйного ненульового фону [49]. Для визначеностi далi вважаємо α = 1 i
β = −2, а граничнi умови записуємо у виглядi

u(x, 0) =

{
ρ0, при x→ −∞

ρ0e
iθ, при x→ +∞

(1.2)

Рiвняння (1.1) має розв’язок у виглядi плоскої монохроматичної хвилi

u = ρ0 exp(−2iρ20t), (1.3)

яка є стiйкою стосовно слабкої модуляцiї. Темний солiтон можна розгля-
дати як локалiзоване нелiнiйне збурення на фонi цiєї хвилi. Вiдповiдний
розв’язок має вигляд

u = ρ0
1 + exp[iθ + ν(x− vt− x0)]

1 + exp[ν(x− vt− x0)]
e−2iρ20t, (1.4)

де ν = 2ρ0 sin(θ/2) має сенс характерної зворотньої ширини солiтона, i
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v = −2ρ0 cos(θ/2) - швидкiсть солiтона.
У фiзичних додатках НРШ часто мiстить додатковi доданки, вiдпо-

вiднi до зовнiшнiх збурень. Цi доданки порушують iнтегровнiсть, але, часто
будучи малими, можуть ураховуватися за допомогою теорiї збурень. Най-
бiльш повний метод урахування збурень, що повнiстю використовує подiл
дискретних та неперервних (тобто солiтонних i радiацiйних) ступенiв сво-
боди незбуреного НРШ, базується на МЗЗР. У той час як заснована на
МЗЗР теорiя збурень для свiтлих солiтонiв НРШ була розвинена досить
давно [50–52], i динамiка солiтонiв, iндукована збуренням, що включає ра-
дiацiйнi й нетривiальнi багатосолiтоннi ефекти, добре зрозумiла [53–56],
аналогiчна теорiя для темних солiтонiв була вiдсутня. Це пояснюється тем
фактом, що формалiзм методу зворотньої задачi для незбуреного НРШ
iз неспадаючими граничними умовами виявляється набагато бiльш скла-
дним. Замiсть цього, для розв’язку окремих завдань для темних солiтонiв
зi збуреннями застосовувався простий метод, заснований на iнтегралах ру-
ху [57, 58], що й дозволяє одержати еволюцiйне адiабатичне рiвняння для
солiтонного параметра (амплiтуди або швидкостi). Цей метод, однак, може
бути застосовано тiльки для одного солiтона i тiльки в нижчему порядку
теорiї збурень i припускає незмiнну форму солiтона з повiльно змiнюючи-
мося параметрами. Вiн не може описати дiю збурення на N–солiтонний
розв’язок або врахувати ефекти вищих порядкiв – виникнення випромiню-
вання, що випускається солiтоном пiд дiєю збурення й викривлення фор-
ми солiтона. Вiдзначимо, що спроба розвити теорiю збурень для темних
солiтонiв за допомогою МЗЗР була почата в [59]. Автори [59] використову-
вали так званий ’прямий’ варiант теорiї збурень iз МЗЗР i ґрунтувалися
на припущеннi, що фаза темного солiтона в присутностi збурень фiксована
граничними умовами й не змiнюється. Як було вiдзначено в роботi [49], це
припущення, загалом кажучи, помилково. В результатi, рiвняння, отрима-
нi в [59] мають надзвичайно вузьку область застосовностi. Зокрема, теорiя
представлена в [59], не може вiдтворити адiабатичнi рiвняння, отриманi
ранiше [57, 58] простим, але надiйним методом, заснованим на iнтегралах
руху. Крiм того в [59] зовсiм не враховується поле випромiнювання, що
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випускається солiтоном.
У даному пiдроздiлi на основi МЗЗР розвинена теорiя збурень для

опису поширення темних солiтонiв у присутностi зовнiшнiх збурень. Для
визначеностi будемо розглядати оптичнi темнi солiтони (просторовi та ча-
совi) [60], хоча всi результати можуть бути перенесенi на будь-яку фiзичну
модель, описувану НРШ iз неспадаючими граничними умовами та рiзними
знаками дисперсiйного доданка й нелiнiйностi.

Часовий оптичний солiтон формується усерединi волоконного свiтло-
вода внаслiдок балансу мiж дисперсiєю групової швидкостi й нелiнiйнiстю
i являє собою iмпульс кiнцевої тривалостi. У цьому випадку в рiвняннi (1.1)
u огинаюча iмпульсу на несучої частоти, x означає час у системi вiдлiку,
пов’язаної з iмпульсом, що рухається, а t вiдповiдає довжинi поширення
уздовж свiтловода (на вiдмiну вiд традицiйних x, t позначень). Перехiд до
вiдповiдних фiзичних змiнних здiйснюється замiною

u→ u
√
ω0n2t0/c, x→ (x− t/v′g)/x0, t→ t/t0, (1.5)

де ω0 частота-носiй, n2 iндекс Керра, vg групова швидкiсть, пов’язана з iм-
пульсом, x0 часовий масштаб (часто обираний рiвним тривалостi вхiдного
iмпульсу), t0 = x20v

′′
g дисперсiйна довжина. При поширеннi iмпульсу у свi-

тловодi робоча довжина хвилi звичайно вибирається поблизу довжини хви-
лi нульової дисперсiї (близько 1.5 Мкм). У результатi абсолютна величина
дисперсiї групової швидкостi настiльки мала, що може бути скомпенсована
слабкою нелiнiйнiстю, викликаної ефектом Керра. Тому нелiнiйнi ефекти
у свiтловодах завжди слабкi й поширення iмпульсу дуже добре описується
кубiчним НРШ (1.1). Експериментально часовi темнi солiтони були зна-
йденi в 1987 р. [61] (свiтлi в 1980 р. [62]) i з того часу швидкий прогрес
перетворив їх у реальнi кандидати для конструювання солiтонних опти-
чних лiнiй зв’язку. В 2002 р. в Австралiї була запущена перша комерцiйна
солiтонна лiнiя зв’язку довжиною 3875 км. У режимi з 160 частотними ка-
налами швидкiсть передачi iнформацiї в кожному з каналiв становила 10
Гбiт/с, так що загальна швидкiсть передачi досягала 1,6 Тбiт/с.
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Просторовий оптичний солiтон являє собою пучок безперервного ви-
промiнювання й формується в результатi балансу мiж дифракцiєю й нелi-
нiйною змiною показника заломлення. У цьому випадку в рiвняннi (1.1) t
означає довжину поширення уздовж свiтловода, а x вiдповiдає поперечної
координатi. Експериментально просторовi темнi солiтони уперше спостерi-
галися в 1990 р. [63].

Розповсюдження темних солiтонiв у присутностi зовнiшнiх збурень
описується збуреним НРШ

i∂tu+ ∂2xu− 2|u|2u+ p[u, u∗] = 0 (1.6)

де збуренню вiдповiдає доданок p[u, u∗], i використовуються вiдповiднi без-
розмiрнi змiннi . Як вказувалося в [58], необхiдно розрiзняти випадки
спадаючих та неспадаючих при |x| → ∞ збурень. Цi випадки вiдповiда-
ють постiйному й змiнному (по t) фону. У першому випадку, тобто коли
p[u, u∗] → 0 при |x| → ∞, збурення не змiнює фон. Тодi ρ0 = Const (по-
стiйний фон) i вводячи нову функцiю ψ(x, t) спiввiдношенням

u(x, t) = e−2iρ20tψ(x, t), (1.7)

можна перетворити рiвняння (1.6) в

i∂tψ + ∂2xψ − 2(|ψ|2 − ρ20)ψ + p[ψ, ψ∗] = 0 (1.8)

с граничними умовами

ψ(x, 0) =

{
ρ0, при x→ −∞

ρ0e
iθ, при x→ +∞

(1.9)

У другому випадку збурення p не зникає при |x| → ∞ та впливає на фон.
Амплiтуда фона ρ0 бiльше не є константою. Тодi пiдстановка u(x, t) =

ψ(x, t) exp(−2i
∫ t
0 ρ0(τ)) dτ трансформує (1.6) у рiвняння (1.8) з ρ0 зале-

жним вiд t. Однак, як вiдзначалося в [58], у багатьох практично важливих
випадках змiнного фона, рiвняння (1.6) може бути перетворене в (1.8) пiсля
пiдходящої замiни змiнних i якимось ефективним ρ0 = Const .
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1.1.1 Пряма й зворотня задача розсiювання для дефокусу-

ючого нелiнiйного рiвняння Шредингера

У цьому пiдроздiлi дамо огляд теорiї зворотнього розсiювання для спе-
ктральної задачi Захарова-Шабата (маючи на увазi фiксацiю позначень та
термiнологiї), що вiдповiдає дефокусуючому НРШ iз неспадаючими грани-
чними умовами (1.9) слiдуючи [45]. При вiдсутностi збурень рiвняння (1.8)
з p[ψ, ψ∗] = 0 може бути представлено як умова сумiсностi

∂tU− ∂xV + [U,V] = 0, (1.10)

двох лiнiйних матричних рiвнянь [48] (система Захарова-Шабата):

∂xM = UM, (1.11)

∂tM = VM, (1.12)

де λ спектральний (загалом кажучи, комплексний) параметр та V =

−λU+ iL,

U =

(
−iλ/2 ψ∗

ψ iλ/2

)
, L =

(
|ψ|2 − ρ20 −∂xψ∗

∂xψ ρ20 − |ψ|2

)
. (1.13)

Для матрицi U граничнi умови (1.9) можуть бути записанi у виглядi
lim

x→±∞
U(x, λ) = U±(λ), де

U− =
1

2

(
−iλ a

a iλ

)
, U+ = e−iθσ3/2U−e

iθσ3/2, (1.14)

i введене позначення a = 2ρ0. Тут i далi σ1, σ2, σ3 означають матрицi Паулi

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
.

Неперервний спектр Ra спектральної задачi (1.11) складається з дiйсних
λ задовольняючих умовi λ2 ≥ a2. Для λ ∈ Ra позначимо M±(x, λ) 2 ×
2 матричнi розв’язки задачi (1.11), що задовольняють граничним умовам
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M± → E±(x, λ) при x→ ±∞ (функцiї Йоста) . З (1.11) випливає, що

∂xE
± = U±E

±. (1.15)

Матриця E−(x, λ) береться у виглядi

E−(x, λ) =

(
1 i(k − λ)/a

i(λ− k)/a 1

)
e−ikxσ3/2, (1.16)

де k(λ) =
√
λ2 − a2 з sign k(λ) = signλ i E+ = exp(−iθσ3/2)E−. Ана-

лiтичнi властивостi функцiй Йоста формулюються на рiмановiй поверхнi
спектрального параметра λ, обумовленої функцiєю k(λ). Рiманова поверх-
ня S складає iз двох листiв S+ i S− комплексної λ-площини з розрiзами на
дiйснiй осi вiд −∞ до a i вiд a до ∞. Зручно ввести замiну змiнних

λ(ζ) =
1

2

(
ζ +

a2

ζ

)
, k(ζ) =

1

2

(
ζ − a2

ζ

)
, (1.17)

яка переводить листи S± в Im ζ > 0 i Im ζ < 0 вiдповiдно, а неперервний
спектр Ra у дiйсну вiсь R комплексної ζ-площини. При цьому

E−(x, ζ) =

(
1 −ia/ζ

ia/ζ 1

)
e−ik(ζ)σ3x/2 (1.18)

Матричнi розв’язки M±(x, ζ) можна представити в iнтегральнiй формi

M±(x, ζ) = E±(x, ζ)±
∫ ±∞

x

Γ±(x, y)E±(y, ζ) dy. (1.19)

Потенцiал ψ(x) виражається через компонент ядра Γ− як

ψ(x) = ρ0 + 2Γ−
21(x, x). (1.20)

Фундаметальнi розв’язки M+(x, ζ) i M−(x, ζ) з дiйсними ζ лiнiйно залежнi
i зв’язанi один з одним за допомогою матрицi розсiювання S(ζ)

M−(x, ζ) = M+(x, ζ)S(ζ) (1.21)
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iз властивостями симетрiї

S11(ζ) = S∗
22(ζ), S12(ζ) = S∗

21(ζ), (1.22)

M±
11(ζ) =M±∗

22 (ζ), M±
12(ζ) =M±∗

21 (ζ). (1.23)

i умовою нормування |S11|2 − |S21|2 = 1. Крiм того, оскiльки задача (1.11)
має симетрiю по вiдношенню до iнверсiї ζ → a2/ζ, мають мiсце наступнi
важливi спiввiдношення:

M±(x, a2/ζ) = (ζ/a)M±(x, ζ)σ2, (1.24)

S(a2/ζ) = σ2S(ζ)σ2. (1.25)

З рiвняння (1.21) випливає, що

S11(ζ) = ∆−1(ζ) det(M −
1 (x, ζ),M +

2 (x, ζ)), (1.26)

де M±
j позначає j-ий стовпець M±, i уведене позначення ∆(ζ) = 1− a2/ζ2.

Стовпцi M −
1 (x, ζ) i M +

2 (x, ζ) допускають аналiтичне продовження у верх-
ню пiвплощину Im ζ > 0, а стовпцiM −

2 ,M +
1 в нижню пiвплощину Im ζ < 0.

Тодi коефiцiєнт S11(ζ) може бути аналiтично продовжений в Im ζ > 0 за
винятком точок ζ = ±a. Крiм ζ = 0, аналiтична функцiя S11(ζ) може мати
нулi ζ1, . . . , ζN в областi своєї аналiтичностi Im ζ > 0. З рiвняння (1.26) тодi
випливає, що стовпцi M +

2 i M −
1 є лiнiйно залежними й iснують комплекснi

числа γ1, . . . , γN такi, що

M−
1 (x, ζj) = −iγjM+

2 (x, ζj). (1.27)

Уведемо позначення r(ζ) = S21(ζ)/S11(ζ) (коефiцiєнт вiдбиття) i S ′
11(ζj) =

∂ζS11(ζ)|ζ=ζj . Можна показати [45] наступне:

(i) Нулi функцiї S11(ζ) є простими й лежать на колi |ζ| = a в обла-
стi Im ζ > 0 (останнє випливає з (1.25)). Крiм того, величини mj =

−iγj/(S ′
11(ζj)ζj) дiйснi й негативнi.
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(ii) Функцiя r(ζ) має наступнi властивостi

r(0) = 0, (1.28)

|r(ζ)| ≤ 1, (1.29)

r(a2/ζ) = −r∗(ζ), (1.30)

Властивiсть (1.28) справедлива також для всiх похiдних r(ζ). Рiвнiсть
в (1.29) досягається тiльки при ζ = ±a з r(±a) = ∓i.

(iii) У випадку вiдбивних (тобто несолiтонних) потенцiалiв, коефiцiєнти
S21(ζ) i S11(ζ) сингулярнi поблизу ζ = ±a так що

S11(ζ) ∼
s±

ζ2 − a2
i S21(ζ) = ∓iS11(ζ) (1.31)

при ζ → ±a.

(iv) Має мiсце рiвнiсть рiвнiсть

eiθ =
N∏
j=1

ζ∗j
ζj

exp

{
1

πi

∫ ∞

−∞

ln(1− |r(ζ)|2)
ζ

dζ

}
. (1.32)

(v) Коефiцiєнт S11(ζ) може бути виражений через свої нулi й функцiю
|r(ζ)| на дiйснiй осi

S11(ζ) = eiθ/2
N∏
j=1

ζ − ζj
ζ − ζ∗j

exp

{
1

2πi

∫ ∞

−∞

ln(1− |r(µ)|2)
ζ − µ+ i0

dµ

}
. (1.33)

Матрична функцiя Γ−(x, y) задовольняє рiвнянню Гельфанда-Левiтана-
Марченко

Γ−(x, y) + F(x+ y) +

∫ x

−∞
Γ−(x, y′)F(y′ + y) dy′ = 0, (1.34)

де y ≤ x, i матричне ядро F(x) має вигляд

F(x) =

(
A∗(x) B(x)

B∗(x) A(x)

)
(1.35)
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з

A =
ia

8π

∫ ∞

−∞

r̃(ζ)

ζ
e−ik(ζ)x/2dζ +

a

4

N∑
j=1

c̃j
ζj
e−ik(ζj)x/2, (1.36)

B =
1

8π

∫ ∞

−∞
r̃(ζ)e−ik(ζ)x/2dζ +

1

4i

N∑
j=1

c̃je
−ik(ζj)x/2, (1.37)

де введенi позначення r̃(ζ) = −S12(ζ)/S11(ζ) i c̃j = i/(γjS
′
11(ζj)). На вiдмiну

вiд випадку з спадаючими граничними умовами, матриця F мiстить як
дiагональнi, так i антидiагональнi елементи. Помiтимо, що интегранд в
(1.36) регулярний в ζ = 0 завдяки умовi (1.28). Пiсля розв’язку (1.34),
потенцiал ψ(x) може бути знайдений з (1.20).

Вiдзначимо також, що елементи Mij(x, t, λ) матрицi M, де M довiль-
ний розв’язок, (1.11) потенцiал, що вiдповiдає ψ(x, t), задовольняють ва-
жливим спiввiдношенням

ψM11M12 + ψ∗M21M22 = ∂x(M12M21), (1.38)

ψM 2
11 + ψ∗M 2

21 = ∂x(M11M21), (1.39)

якi будемо використовувати нижче.
Важливий окремий випадок представляють безвiдбивнi (солiтоннi)

потенцiали ψ(x) коли S21(t, ζ) ≡ 0 як функцiя ζ для деякого фiксованого
t. З (1.33) тодi випливає, що

S11(ζ) = eiθ/2
N∏
j=1

ζ − ζj
ζ − ζ∗j

. (1.40)

Ядро Γ−(x, y) у цьому випадку [45]

Γ−(x, y) =
N∑
j=1

fj(x)g
T
j e

νjy/2, (1.41)
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де νj = Im ζj i gTj означає транспонований стовпець gj. Стовпцi fj(x) ви-
значаються iз системи N лiнiйних рiвнянь

fj(x) +
N∑
p=1

Bjp(x)fp(x) = −hjeνjx/2, (1.42)

де стовпцi gj i hj

gj =

√
cj

2

(
1

ζj/ia

)
, hj =

√
cj

2

(
a

iζ∗j

)
, (1.43)

а матриця Bjp(x) має вигляд

Bjp(x) =
ia
√
bjbp

ζj − ζ∗p
e(νj+νp)x/2, (1.44)

з bj = i/(ζjS
′
11(ζj)γj). N -солiтонний потенцiал ψ(x) дається рiвнянням

(1.20). Пiдстановка (1.41) в (1.19) дає N -солiтоннi матричнi функцiї Йо-
ста M−

M−(x, ζ) = E−(x, ζ) + 2
N∑
j=1

fj(x)g
T
j σ3E

−(x, ζ)eνjx/2

(νj − ik(ζ))
. (1.45)

Матрична функцiя M+ може бути знайдена з (1.21).
Безвiдбивнi данi розсiювання з одним (N = 1) нулем ζ1 = v+ iν фун-

кцiї S11(ζ) в (1.33) вiдповiдають односолiтонному розв’язку. Односолiтонне
ядро Γ−(x, y) має вигляд

Γ−
s (x, y) =

iνeν(x+y)/2

2a (γ1 + eνx)

(
ia ζ1

−ζ∗1 ia

)
, (1.46)

с ζ1 = −ae−iθ/2 i ν = a sin(θ/2). Тодi з (1.20) випливає, що односолiтонний
потенцiал

ψs = ρ0
1 + exp[iθ + ν(x− z)]

1 + exp[ν(x− z)]
, (1.47)
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де введене позначення z = ln(γ1)/ν. Нижче приводяться односолiтоннi
функцiї Йоста й вiдповiднi данi розсiювання.

S11(ζ) = eiθ/2
ζ − ζ1
ζ − ζ∗1

, ζ1 ≡ v + iν = −ae−iθ/2, (1.48)

S12(ζ, t) = 0 (ζ дiйсне), (1.49)

γ1(t) = γ1(0) exp(−2ρ20t sin θ) (γ1 дiйсне). (1.50)

Односолiтоннi функцiї Йоста обчислюються з (1.42)-(1.45). Вони мають
вигляд (t-залежнiсть опускається)

M−
11(x, ζ) = e−ik(ζ)x/2

{
1− (1 + ζ1/ζ)

[ν − ik(ζ)]
w(x)

}
, (1.51)

M−
21(x, ζ) =

iae−ik(ζ)x/2

ζ

{
1− (1 + ζ/ζ1)

[ν − ik(ζ)]
w(x)

}
, (1.52)(

M+
11(x, ζ)

M+
21(x, ζ)

)
= e−iθ/2

(ζ − ζ∗1)

(ζ − ζ1)

(
M−

11(x, ζ)

M−
21(x, ζ)

)
, (1.53)

M±
22 = (M±

11)
∗, M±

12 = (M±
21)

∗, (1.54)

де Im ζ = 0, k(ζ) визначене в (1.17), i введене позначення

w(x) =
ν

1 + eν(z−x)
=

νeνx

γ1 + eνx
. (1.55)

Оскiльки k(ζ1) = iν, маємо також

M−
11(x, ζ1) =

eνx/2

1 + eν(x−z)
, (1.56)

M−
21(x, ζ1) =

ia

ζ1
M−

11(x, ζ1). (1.57)

Крiм того з (1.27) випливає, що

M+
2 (x, ζ1) = (i/γ1)M

−
1 (x, ζ1). (1.58)
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1.1.2 Динамiка спектральних даних розсiювання в N-

солiтонному випадку в присутностi збурень: солiтонна

та радiацiйна компоненти

При наявностi збурень p ̸= 0 представимо рiвняння (1.8) у матричнiй
формi

∂tU− ∂xV + [U,V] +P = 0, (1.59)

де

P =

(
0 ip∗

−ip 0

)
. (1.60)

Скориставшись (1.59) i тим, що M± задовольняє рiвнянню (1.11), можна
одержати

(∂x −U)(∂t −V)M± +PM± = 0. (1.61)

Уводячи функцiю J±(x, t, ζ) спiввiдношенням

(∂t −V)M± = M±J±, (1.62)

одержимо, що J± задовольняє ∂xJ± = −M±−1PM±, i, отже J± = C± +∫ ±∞
x M±−1PM±dx′, де постiйнi матрицi C± визначаються iз граничних

умов при x → ±∞. Оскiльки V = −λU− i M− = E− якщо x → −∞,
рiвняння (1.62) для M− при x → −∞ має вигляд λU−E

− = E−J− або,
враховуючи (1.15), J− = λ(E−)−1∂xE

−. Використовуючи (1.18), одержимо
C− = J−(−∞) = −iΩ(ζ)σ3/2, де

Ω(ζ) =
1

4

(
ζ2 − a4

ζ2

)
. (1.63)

Аналогiчним чином можна показати, що C+ = C−. Тодi маємо

J± = − i

2
Ω(ζ)σ3 +

∫ ±∞

x

M±−1PM±dx′ (1.64)
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i, отже еволюцiйне рiвняння для матрицi M± є

(∂t −V)M± = M±
[
− i

2
Ω(ζ)σ3 +

∫ ±∞

x

M±−1PM±dx′
]
. (1.65)

Рiвняння (1.65) справедливе тiльки для Im ζ = 0. Уводячи матрицю
M(x, t, λ) = (M−

1 ,M
+
2 ), стовпцi якої допускають аналiтичне продовжен-

ня у верхню пiвплощину Im ζ > 0, i, як ранiше, визначаючи нову невiдому
матрицю J(x, t, λ) = (J1, J2) спiввiдношенням (∂t−V)M = MJ, одержуємо

J1 =

(
−iΩ(ζ)/2

0

)
−
∫ x

−∞
M−1PM−

1 dx
′, (1.66)

J2 =

(
0

iΩ(ζ)/2

)
+

∫ ∞

x

M−1PM+
2 dx

′. (1.67)

Таким чином, маємо еволюцiйне рiвняння

(∂t −V)M−
1 = MJ1, (1.68)

(∂t −V)M+
2 = MJ2, (1.69)

слушнi для Im ζ > 0 за винятком ζj i ζ = ±a, де матриця M не має зворо-
тньої. Роблячи припущення, що нулi ζ = ζj простi, можна показати (дивися
нижче), що вiдповiднi сингулярностi переборнi, оскiльки detM = S11∆, де
∆ = 1− a2/ζ2.

Отриманi рiвняння для M± i M визначають еволюцiю даних розсiю-
вання. Диференцiювання (1.21) по t, та використання (1.65) дає еволюцiйне
рiвняння для матрицi розсiювання S(t, ζ)

∂tS(t, ζ)−
i

2
Ω(ζ)[σ3,S(t, ζ)] = −

∫ ∞

−∞
(M+)−1(x, t, ζ)PM−(x, t, ζ)dx. (1.70)

Рiвняння руху для коефiцiєнтiв S11(t, ζ) i S21(t, ζ) мiстяться в (1.70). Вра-
ховуючи, що detM± = ∆, маємо

∂tS11 = −i∆−1

∫ ∞

−∞
(pm+

12M
−
11 + p∗M+

22M
−
21)dx, (1.71)
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∂tS21 + iΩ(ζ)S21 = i∆−1

∫ ∞

−∞
(pm+

11M
−
11 + p∗M+

21M
−
21)dx. (1.72)

Виразом, що визначає нулi коефiцiєнта S11(t, ζ) є S11(t, ζj(t)) = 0. Дифе-
ренцiювання по t дає

∂tS11(t, ζj(t)) +
∂ζj
∂t

S ′
11(ζj) = 0. (1.73)

Використовуючи (1.27) i (1.71), знаходимо еволюцiйне рiвняння для солi-
тонних власних значень ζj у присутностi збурень

∂ζj
∂t

=
ζ2j

(a2 − ζ2j )S
′
11(ζj)γj

∫ ∞

−∞

[
p (M−

11)
2 + p∗(M−

21)
2
]
dx, (1.74)

де интегранд визначається при x, t i ζ = ζj. Для одержання еволюцiйних
рiвнянь для γj, диференцiюємо (1.27) по t, використовуємо рiвняння (1.68),
(1.69) i беремо границю ζ → ζj. В результатi одержуємо

1

γj

∂γj
∂t
M−

1 (x, ζj) + iΩ(ζj)M
−
1 (x, ζj)

= − lim
ζ→ζj

∫ ∞

−∞
M(x, ζ)M−1(x′, ζ)P(x′)M−

1 (x
′, ζj) dx

′. (1.75)

Припускаючи, що сингулярностi в ζ = ζj матрицi M−1(x, ζ) є простими по-
люсами, множачи вiдповiднi матрицi й використовуючи правило Лопiталя,
приходимо до

∂γj
∂t

+ iΩ(ζj)γj =
ζ2j

(a2 − ζ2j )S
′
11(ζj)

∫ ∞

−∞
{pm−

11∂ζ(iγjM
+
12 +M−

11)

+p∗M−
21∂ζ(iγjM

+
22 +M−

21)}dx, (1.76)

з ζ = ζj. Рiвняння (1.72), (1.74), i (1.76) описують еволюцiю спектральних
даних розсiювання при p ̸= 0. Можна також негайно написати рiвняння
для варiацiй спектральних даних при змiнi потенцiалiв δψ(x, t), δψ∗(x, t)

при фiксованому t. Скористаємося формулою

δS(ζ) =

∫ ∞

−∞
(M+)−1(x, ζ) δQ(x)M−(x, ζ)dx, (1.77)
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де

δQ(x) =

(
0 δψ∗

δψ 0

)
. (1.78)

Порiвнюючи цi вирази з (1.70), одержуємо

δS11(ζ) =
i

∆

∫ ∞

−∞
(δψM+

12M
−
11 + δψ∗M+

22M
−
21)dx, (1.79)

δS21(ζ) =
1

i∆

∫ ∞

−∞
(δψM+

11M
−
11 + δψ∗M+

21M
−
21)dx. (1.80)

Необхiдно пiдкреслити, що дотепер ми не робили нiяких припущень
про доданок P i отриманi рiвняння слушнi для довiльного (не обов’язково
малого) збурення p[ψ, ψ∗] в (1.8). Однак, рiвняння (1.72), (1.74) та (1.76) за-
чепленi з рiвняннями для невiдомих M i M± i, у цьому змiстi, практично
безкориснi. Зачеплення зникає пiд час вiдсутностi збурення, тобто якщо
P = 0 i у цьому випадку динамiка даних розсiювання виявляється тривi-
альною

S21(t) = S21(0) exp(−iΩ(ζ)t), (1.81)

ζj(t) = ζj(0), (1.82)

γj(t) = γj(0) exp(−iΩ(ζj)t). (1.83)

Зокрема, пiдстановка (1.82) i (1.83) з j = 1 в (1.47) дає односолiтонний
розв’язок (1.4) з νx0 = ln(γ1(0)).

Якщо p[u, u∗] є малим збуренням, можна пiдставити незбуренi N -
солiтоннi розв’язки ψ, ψ∗ обумовленi (1.20), (1.41) i незбуренi N -солiтоннi
функцiї Йоста M± обумовленi (1.45) у праву частину рiвнянь (1.72), (1.74)
i (1.76) (або рiвнянь (1.79), (1.80) для малих варiацiй потенцiалу). Це дає
еволюцiйнi рiвняння для даних розсiювання в нижчему порядку теорiї збу-
рень. Шляхом повторних iтерацiй можна одержати вiдповiднi рiвняння
в будь-якому порядку теорiї збурень. Виникаюча iєрархiя рiвнянь (1.72),
(1.74), i (1.76) застосовна, починаючи з нижчего порядку, до довiльної кiль-
костi солiтонiв i, зокрема, описує багатосолiтоннi ефекти в присутностi зов-
нiшнiх збурень.
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Дотепер ми вважали параметр a константою. Як вiдзначалося вище,
це вiдповiдає збуренню, що убуває на нескiнченностi. Неважко, однак, одер-
жати узагальнення на випадок, коли p не зникає при |x| → ∞. Оскiльки a
входить в отриманi выраженя тiльки як параметр, можна формально по-
класти a = a(t) у рiвняннях (1.72), (1.74) i (1.76). Якщо p = 0, з (1.74) не-
гайно випливає (тому що |ζj| = a) та ∂a/∂t = 0. Беручи границю |x| → ∞ у
рiвняннi (1.8), одержуємо еволюцiйне рiвняння для поля на нескiнченностi
(фона) ψb

i
∂ψb
∂t

+ p[ψb, ψ
∗
b ] = 0. (1.84)

Оскiльки ψb = (a/2) exp(iα), з (1.84) одержуємо рiвняння для параметра a
i фази θ

∂a

∂t
= −2(cos θRe p+ sin θ Im p), (1.85)

∂θ

∂t
=

2

a
(sin θRe p− cos θ Im p), (1.86)

де p[ψ, ψ∗] обчислюється на ψb. Рiвняння (1.85) i (1.86) доповнюють основну
систему рiвнянь (1.72), (1.74), (1.76) на випадок незникаючих на нескiнчен-
ностi збурень i змiнного фона.

1.1.3 Теорiя збурень в односолiтонному випадку й радiацiй-

нi ефекти

Розглянемо найпростiший, але важливий випадок односолiтонного по-
чаткового iмпульсу. Для N = 1 у рiвняннi (1.74) маємо

∂θ

∂t
+

2i

a

∂a

∂t
=

4 sin(θ/2)

(eiθ − 1)γ1

∫ ∞

−∞

[
p(M−

11)
2 + p∗(M−

21)
2
]
dx, (1.87)

деM−
11 iM−

21 визначенi в (1.56), (1.57). Далi розглядаємо випадок постiйного
параметра a. Можна перевiрити, що

(M−
11(ζ1))

2 =
4γ1

a3 sin θ(eiθ − 1)

∂ψs
∂t

. (1.88)
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Зауважуючи також, що ∂ψs/∂t = − exp(iθ)(∂ψ∗
s/∂t) and (M−

21(ζ1))
2 =

− exp(iθ)(M−
11(ζ1))

2, з (1.87) одержуємо наступне рiвняння для θ

∂θ

∂t
=

4

a3 cos(θ/2) sin2(θ/2)
Re

∫ ∞

−∞
p
∂ψ∗

s

∂t
dx. (1.89)

Рiвняння для другого солiтонного параметра γ1 випливає з (1.76) i має
вигляд

∂γ1
∂t

+iΩ(ζ1)γ1 =
ia

4ν2
Re

∫ ∞

−∞
p eνx

(ν − w)2

w

{
1− we−iθ

ν − w
− xw

(
1 + e−iθ

)}
dx,

(1.90)
де w визначене в (1.55). Рiвняння для коефiцiєнтiв матрицi розсiювання
S11(ζ) i S21(ζ) випливають iз (1.71) i (1.72):

∂S11

∂t
=

eiθ/2

i∆(ζ)

(ζ − ζ1)

(ζ − ζ∗1)

∫ ∞

−∞
{pM−

11M
−
12 + p∗M−

21M
−
22}dx, (1.91)

∂S21

∂t
+ iΩ(ζ)S21 =

ie−iθ/2

∆(ζ)

(ζ − ζ∗1)

(ζ − ζ1)

∫ ∞

−∞
{p(M−

11)
2 + p∗(M−

21)
2}dx, (1.92)

де функцiї M−
ij (x, ζ) визначенi в (1.51)–(1.54). Рiвняння (1.91),(1.92) допов-

нюються початковими умовами S11(0, ζ) = S11(ζ) i S21(0, ζ) = 0, де S11(ζ)

визначене в (1.48). Помiтимо, що завдяки властивостi (1.31) коефiцiєнти
S11(ζ), S21(ζ) сингулярнi в точках ζ = ±a та t > 0, так що сингулярний
множник 1/(ζ2 − a2) не з’являється в якостi параметра розкладання.

Якщо збурення має вигляд p[ψ, ψ∗] = f(|ψ|2)ψ, де f довiльна дiйсна
функцiя, то рiвняння (1.91), (1.92) можуть бути спрощенi за допомогою
(1.38) i (1.39).

Дiя зовнiшнього збурення на солiтон приводить до генерацiї поля ви-
промiнювання ψc, так що загальне поле має вигляд

ψ(x, t) = ψs(x, t) + ψc(x, t) (1.93)

з ψc(x, 0) = 0. Коефiцiєнт вiдбиття r̃(ζ) = −S12/S11 є мiрою присутностi
поля випромiнювання в солiтонному iмпульсi; для чистого солiтона маємо
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r̃(ζ) = 0. Збурення змiнює коефiцiєнти S11(ζ), S12(ζ) = S∗
21(ζ) в вiдпо-

вiдностi з рiвняннями (1.91), (1.92). Для визначення поля випромiнюва-
ння ψc представимо матричнi функцiї Γ− i F у рiвняннi (1.34) у виглядi
Γ− = Γ−

s +δΓ
−, F = Fs+δF, де Γ−

s i Fs вiдповiдають солiтонному розв’язку,
а δΓ− i δF внеску випромiнювання. Функцiя Γ−

s дається (1.46), а з рiвнянь
(1.35)-(1.37) маємо

Fs =
νeνx/2

2γ1

(
1 −iζ1/a

iζ∗1/a 1

)
, (1.94)

δF(x) =
1

8π

∫ ∞

−∞
E−(x, ζ)

(
0 r̃(ζ)

r̃∗(ζ) 0

)
dζ (1.95)

Пiдставляючи цi вирази в (1.34), i припускаючи несолiтонный внесок малим
δΓ− ≪ Γ−

s , δF ≪ Fs, можна одержати iнтегральне рiвняння для δΓ−(x, y)

δΓ−(x, y) +

∫ x

−∞
δΓ−(x, y′)Fs(y + y′) dy′ = Φ, (1.96)

де

Φ(x, y) = −δF(x+ y)−
∫ x

−∞
Γ−
s (x, y

′)δF(y + y′) dy′. (1.97)

Рiвняння (1.96) є iнтегральним рiвнянням з виродженим ядром Fs(y + y′)

i може бути легко вирiшене. Фактично, нам необхiдно тiльки δΓ−
21(x, x, t).

У результатi можна одержати

δΓ−
21(x, x, t) = − 1

8π

∫ ∞

−∞

{
r̃(ζ)

(1 + ζ1/ζ)
(M−

21)
2(x, t, ζ)

+
r̃∗(ζ)

(1 + ζ∗1/ζ)
(M−

22)
2(x, t, ζ)

}
dζ, (1.98)

де функцiї M−
11(x, t, ζ), M

−
21(x, t, ζ) визначенi в (1.51), (1.52), (1.54). Тодi, як

випливає из (1.20), поле випромiнювання ψc дається виразом

ψc(x, t) = 2δΓ−
21(x, x, t). (1.99)

Еволюцiйне рiвняння для солiтонного параметра θ (1.89) втрачає свою
застосовнiсть якщо θ → 0, тобто коли амплiтуда солiтона прямує до нуля.



57

Це можна пояснити в такий спосiб. Вiдомо, що присутнiсть збурень у поча-
тковому темному солiтонному iмпульсi може призводити до безпорогового
виникнення нових солiтонiв з малими амплiтудами й великими швидко-
стями [64, 65]. Це пов’язано з тем фактом, що неперервний спектр лiнiйної
задачi (1.11) має границi в точках розрiзу λ = ±a, якi вiдповiдають так
званим вiртуальним рiвням. Аналогiчна ситуацiя має мiсце й для зовнiшнiх
збурень. Дiйсно, формальний точний розв’язок рiвняння (1.91) може бути
представлено у виглядi

S11(ζ, t) = S11(ζ, 0) +
iζ2

a2 − ζ2
ϵG(ζ, t), (1.100)

де ϵ≪ 1, комплексна функцiя G(ζ, t) регулярна в околицi ζ = ±a i S11(ζ, 0)

та визначається рiвнянням (1.48). Як випливає з (1.100), рiвняння, що ви-
значає нулi коефiцiєнта S11(ζ, t), має вигляд

ζ2 =
a2

1 + iϵG(ζ, t) exp[−iφ(ζ)]
, (1.101)

де φ(ζ) = arg(θ/2 + 2ζ − 2ζ1). Тодi, оскiльки ϵ ≪ 1, можна показати, що
завжди iснують принаймнi два власнi значення з Im ζ > 0:

Im ζ± =
a

2
ϵ|ReG(a)|, (1.102)

Re ζ± = ±a
{
1− sign(ReG)

ϵ

2
ImG(a)

}
, (1.103)

вiдповiднi двом темним солiтонам з малими рiвними амплiтудами Im ζ± i
протилежними швидкостями. Якщо G(ζ) ̸= G(−ζ), iнша така пара солi-
тонiв може бути отримана замiною G(a) → G(−a). Таким чином, якщо
амплiтуда Im ζ1 первiсного солiтона досить мала, так що Im ζ1 ≤ Im ζ±,
тобто менше або порiвнянна з амплiтудами спонтанно виникаючих пiд дiєю
збурення солiтонiв, то односолiтонна теорiя збурень втрачає застосовнiсть.
Тепер необхiдно пiдставляти вiдповiднi багатосолiтоннi функцiї Йоста в
праву частину рiвняння (1.89). Критерiй застосовностi односолiтонной те-
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орiї збурень може бути записаний у виглядi

sin θ ≫ ϵ|ReG(a)|. (1.104)

Пiдкреслимо, що виявлений ефект спонтанного безпорогового народження
солiтонiв пiд дiєю зовнiшнього збурення на початковий солiтон характерно
саме для темних солiтонiв НРШ.

Рiвняння (1.101) є трансцендентним рiвнянням i, взагалi кажучи, має
нескiнченну (або велику) кiлькiсть близьколежачих коренiв iз малими Im ζ

i Re ζ ∼ a. Як вiдомо [45], у випадку фокусуючого НРШ iз спадаючими гра-
ничними умовами (свiтлих солiтонiв), згущення великої кiлькостi нулiв дiа-
гонального коефiцiєнта S11 матрицi розсiювання еквiвалентно виникненню
поля випромiнювання (тобто у границi точно вiдтворюється неперервний
спектр). Це, однак, не має мiсця для дефокусуючого НРШ з неспадаючими
граничними умовами (темних солiтонiв). У цьому випадку нелiнiйнi дис-
персiйнi спiввiдношення (рiвняння, якi зв’язують енергiю E з iмпульсом
P ) для неперервної та солiтонної частини спектра суттєво рiзнi [45] (для
солiтонної навiть не може бути виписане в явному виглядi) i неперервний
спектр не може бути вiдтворений iз солiтонної (дискретної) частини спе-
ктра таким згущенням нулiв (або якимось iншим способом).

1.1.4 Темний солiтонний iмпульс з випадковим початковим

збуренням

У цьому пiдроздiлi розглядаємо часовi темнi солiтони (тобто солiто-
ни, що поширюються у волоконних свiтловодах). Нагадаємо, що в цьому
випадку x означає час у системi вiдлiку, зв’язаної с iмпульсом, що руха-
ється, а t вiдповiдає довжинi поширення уздовж свiтловода. Уважаємо,
що зовнiшнє збурення вiдсутнє, так що p = 0, але початкова форма со-
лiтона випадковим образом збурена, так що у свiтловод входить iмпульс
ψ(x) = ψs(x) + δψ(x) . З фiзичної точки зору δψ(x) представляє флуктуа-
цiю, викликану спонтанною емiсiєю фотонiв в оптичних пiдсилювачах. Цi
флуктуацiї прийнято називати флуктуацiями Гордона-Хауса й вони при-
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водять до вкрай небажаного ефекту флуктуацiї часу приходу солiтона в
приймач (через флуктуацiю швидкостi солiтона). Теорiя ефекту Гордона-
Хауса для темних солiтонiв в адiабатичному наближеннi й без врахуван-
ня випромiнювання була розвинена в [66, 67], де шум δψ(x) передбачався
однорiдним δ-корельованим за часом гауссовськiм випадковим процесом
(бiлим шумом). При розглядi впливу шуму на локалiзовану структуру (со-
лiтон над фоном) та обчисленнi адiабатичної змiни солiтонних параметрiв,
наближення однорiдного δ-корельованого шуму цiлком виправдане, якщо
спектр шуму ∆ω ≫ ν, де ν характерна довжина локалiзацiї поля (шири-
на солiтона) . При розглядi ж нелокалiзованого поля (випромiнювання),
наближення δ-корельованого шуму несправедливо, оскiльки (як буде пока-
зане нижче) веде до нескiнченної енергiї випромiнювання, що випускається
солiтоном. Бiльше того, однорiдний випадковий щум (тобто з коррелято-
ром, що залежить тiльки вiд рiзницi x−x′), приводить до нескiнченної спе-
ктральної густини випромiнювання. Таким чином, робимо природнє припу-
щення, що шум є неоднорiдним, зосереджений в областi займаної солiтоном
i має вигляд δψ(x) = f(x)ε(x), де f(x) дiйсна детермiнiстична функцiя, що
досить швидко убуває на нескiнченностi, а ε(x) випадковий однорiдний га-
уссiвський процес [68] iз нульовим середнiм i кореляцiйною функцiєю

⟨ε(x)ε∗(x′)⟩ = D(x− x′), (1.105)

де ⟨. . .⟩ означають статистичне усереднення. Шум δψ є неоднорiдним ви-
падковим процесом i його кореляцiйна функцiя залежить не тiльки вiд
рiзницi x− x′, але також i вiд точки спостереження x. Природнiм вибором
для f(x) є f(x) = sech(νx/2) (тобто огинаюча шуму вiдслiдковує форму
солiтона), хоча, як буде видне нижче, остаточнi результати слабко чутли-
вi до конкретного вибору f(x) (при умовi досить швидкого убування при
x → ±∞). Уважаємо також, що iнтенсивнiсть шуму досить мала, так що
⟨δψ2⟩ ≪ ν2.

Наявнiсть збурення δψ(x) буде випадковим образом змiнювати солi-
тонний параметр ζ1, i, крiм того, приводити до виникнення додаткової ком-
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поненти δψc (випромiнювання). Вiдповiдна варiацiя δζ1 власного параметра
може бути записана у виглядi

δζ1 =

(
∂S11(ζ)

∂ζ

∣∣∣∣
ζ=ζ1

)−1

δS11(ζ1), (1.106)

де δS11 варiацiя коефiцiєнта проходження S11(ζ), iндукована даною реалi-
зацiєю δψ. З рiвнянь (1.79) i (1.58) випливає, що

δS11(ζ1) =
ζ21

a2 − ζ21

∫ ∞

−∞

(
δψ − a2

ζ21
δψ∗
)
(M−

11)
2dx, (1.107)

де функцiя M−
11 визначена в (1.56). Використовуючи (1.105)-(1.107) i вико-

нуючи усереднення, можна одержати

⟨|δζ1|2⟩ = a2I(ν), ⟨δζ21⟩ = −a2e−iθI(ν), (1.108)

де введена функцiя

I(ν) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

D(x− x′)f(x)f(x′)dx dx′

8 ch2(νx/2) ch2(νx′/2)
, (1.109)

яка залежить вiд конкретного виду кореляцiйної функцiї шуму. Тодi з
(1.108) випливає, що дисперсiя швидкостi солiтона

⟨δv2⟩ = a2I(ν) sin2(θ/2). (1.110)

Якщо шум є δ-корельованим у часi (нульовий час кореляцiї), так щоD(x) =

D0δ(x) i f(x) = 1 (однорiдний шум), з (1.109) i (1.110) можна одержати
⟨δv2⟩ = (a/3) sin(θ/2), що збiгається з результатом, отриманим у роботi [66]
в адiабатичному наближеннi. Вибираючи f(x) у виглядi, запропонованому
вище, для дисперсiї швидкостi солiтона маємо ⟨δv2⟩ = (4a/15) sin(θ/2).

Уводячи фур’є-образ корелятора D(x) у виглядi D(x) =∫∞
−∞C(ω) exp(−iωx) dω i виконуючи iнтегрування по x в (1.109), маємо

I(ν) =
π2

8ν 6

∫ ∞

−∞
C(ω)

(ν2 + 4ω2)2

ch2(πω/ν)
dω. (1.111)
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Рис. 1.1 Залежнiсть дисперсiї швидкостi солiтона v вiд параметра µ для
рiзних ξ0.

Рiвняння (1.110) i (1.111) визначають дисперсiю швидкостi солiтона для
довiльного виду корелятора шуму C(ω) . Розглянемо випадок, коли ви-
падкова функцiя ε(x) має вигляд ε(x) = ε0 exp(iω0x + iφ), де випадкова
амплiтуда ε0 є випадковою гауссовською величиною з нульовим середнiм i
дисперсiєю σ2, i випадкова фаза φ однорiдним випадковим образом розпо-
дiлена мiж 0 i 2π. Кореляцiйна функцiя такого процесу в спектральному
представленнi має вигляд

C(ω) = (σ2/2)δ(ω − ω0). (1.112)

У цьому випадку шум має нескiнченний час кореляцiї й зосереджений на
частотi ω0. Дисперсiя швидкостi солiтона при цьому має вигляд

⟨δv2⟩ = π2σ2(ν2 + 4ω2
0)

2

16ν4 ch2(πω0/ν)
. (1.113)

Щоб врахувати кiнцевий час кореляцiї, розглянемо важливий окремий
випадок, коли спектр шуму ε має лоренцiвську форму

C(ω) =
D0

πτc[(ω − ω0)2 + (1/τc)2]
, (1.114)

де D0 має сенс iнтенсивностi шуму. В x-представленнi (1.114) вiдповiдає
кореляцiйнiй функцiї D(x) = D0 exp(−|x|/τc) cos(ω0x), де τc час кореляцiї.
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З (1.110) та (1.111) випливає, що

⟨δv2⟩ = D0µ

8π3

∫ ∞

−∞

(π2 + 4ξ2)2 dξ

[µ2 + (ξ − ξ0)2] ch
2 ξ
, (1.115)

де µ = π/(ντc), ξ0 = πω0/(ν). На рис. 1.1 показана залежнiсть дисперсiї
⟨δv2⟩ швидкостi солiтона вiд параметра µ для рiзних ξ0 при D0 = 0.1 i
ν = 1.

Розглянемо тепер внесок випромiнювання. Рiвняння (1.8) з p = 0 збе-
рiгає iмпульс P i енергiю E

P =
1

2i

∫ ∞

−∞

(
∂ψ

∂x
ψ∗ − ∂ψ∗

∂x
ψ

)
dx− ρ20θ, (1.116)

E =

∫ ∞

−∞

{∣∣∣∣∂ψ∂x
∣∣∣∣2 + (|ψ|2 − ρ20)

2

}
dx. (1.117)

Цi величини записанi в регуляризованiй формi, так, щоб вiдняти внесок
фона [45, 58]. При цьому iнтеграли в (1.116), (1.117) кiнцевi на солiтонному
розв’язку (1.47). Iнтеграли руху (1.116), (1.117) можуть бути явно вираженi
[45] через безперервнi й дискретнi (солiтоннi) данi розсiювання

P =

∫ ∞

−∞
Prad(ζ) dζ + 2i

N∑
j=1

(
λjkj
4

− ρ20 arccos
λj
a

)
, (1.118)

E =

∫ ∞

−∞
Erad(ζ) dζ +

i

3

N∑
j=1

k3j , (1.119)

де λj = λ(ζj), kj = k(ζj) (функцiї λ(ζ) i k(ζ) визначенi в (1.17)), i спе-
ктральнi густини iмпульсу й енергiї мають вигляд

Prad(ζ) =
ζ

8π

(
1− a2

ζ2

)2

ln(1 + |S21(ζ)|2), (1.120)

Erad(ζ) =
ζ

2

(
1 +

a2

ζ2

)
Prad(ζ). (1.121)

У рiвняннях (1.118), (1.119) N -солiтонний внесок (другий доданок) явне
вiддiлений вiд внеску радiацiйної компоненти (

∫
dζ), вiдповiдної до безпе-
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рервного спектра. Дисперсiйне спiввiдношення (беручи ∼ exp(iqx − ikt)),
що вiдповiдає лiнiйної частини рiвняння (1.8) має вигляд K(q) = q2/2,
що означає t-залежнiсть виду ∼ exp(−iq2t/2). З iншого боку, як випливає
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Рис. 1.2 Частотний розподiл випромiнювання, що випускається солiтоном,
для рiзних значень параметра ωc .

з (1.81), у нелiнiйному випадку t-залежнiсть для даних безперервного спе-
ктра має вигляд ∼ exp(−iΩ(ζ)t). Тодi, розглядаючи радiацiйну компоненту
(випромiнювання) як суперпозицiю хвиль, описуваних лiнiйним рiвнянням,
можна укласти, що спектральний параметр ζ пов’язаний iз частотою q ви-
промiнюваних квазiлiнiйних хвиль спiввiдношенням

q2 =
1

4

(
ζ2 − a4

ζ2

)
. (1.122)

Помiтимо, що q2 > 0, тому що sign k(λ) = signλ(ζ). Функцiї Prad(q), Erad(q)

представляють собою спектральнi густини (у частотному представленнi)
iмпульсу та енергiї вiдповiдних до випромiнювання.

Тепер коефiцiєнт S21(ζ) не дорiвнює нулю, i для даної реалiзацiї ε(x),
з (1.80) i (1.51)-(1.53) маємо

S21(ζ) =
e−iθ/2

i∆(ζ)

(ζ − ζ∗1)

(ζ − ζ1)

∫ ∞

−∞
{δψ(M−

11)
2 + δψ∗(M−

21)
2}dx.

Помiтимо, що ⟨S21(ζ)⟩ = 0. Виписуючи вирази для |S21(ζ)|2, виконуючи
усереднення по ε(x), уводячи корелятор шуму C(ω) у частотному пред-



64

ставленнi, та обчислюючи вiдповiднi iнтеграли по x та x′, можна одержати

⟨|S21(ζ)|2⟩ =
π2

ν2∆2

∫ ∞

−∞

C(ω){|I1(ω)|2 + |I2(ω)|2}
ch2(πη/2)

dω, (1.123)

де

I1(ω) = 2− 2c1(1− iη) +
c21
4
(3− η2 − 4iη), (1.124)

I2(ω) = −a
2

ζ2
[2− 2c2(1− iη) +

c22
4
(3− η2 − 4iη)], (1.125)

з
η =

2(ω + k(ζ))

ν
, c1 =

ν(1 + ζ1/ζ)

ν − ik(ζ)
, c2 = c1

ζ

ζ1
. (1.126)

У вiдповiднiсть iз властивiстю (1.31), функцiя ⟨|S21(ζ)|2⟩ має сингулярностi
при ζ = ±a. Однак, як можна бачити з (1.120) i (1.121), спектральнi густи-
ни iмпульсу й енергiї кiнцевi й, бiльше того, дорiвнюють нулю при ζ = ±a,
тобто на частотi q = 0. У випадку, коли корелятор шуму має гауссiвську
форму

C(ω) = (D0/ωc) exp(−ω2/ω2
c ), (1.127)

де ωc = 1/τc зворотний кореляцiйний час, частотний розподiл енергiї ви-
промiнювання показано на рис. 1.2 для рiзних значень параметра ωc при
D0 = 0.1, ν = 1. Спектр випромiнювання має два асиметричнi пiка й екс-
поненцiально спадаючi "хвости".

1.1.5 Вплив лiнiйного накачування й нелiнiйного поглинан-

ня на динамiку темного солiтона

У цьому пiдроздiлi розглядаємо просторовi темнi солiтони. Пошире-
ння просторових оптичних солiтонiв звичайно пов’язане iз двохфотонним
поглинанням – явищем, що проявляється в залежностi поглинання свiтла
вiд iнтенсивностi [60]. В деяких випадках присутнє i посилення [49, 60].
Одночасний вплив поглинання й посилення на темний солiтон описується
рiвнянням

i∂tu+ ∂2xu− 2|u|2u = iαu− iβ|u|2u, (1.128)
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де перший доданок у правiй частинi представляє внесок накачування, а
другий вiдповiдає поглинанню. Пiд час вiдсутностi солiтонiв фон може бути
стабiлiзований одночасною дiєю накачування й поглинання [58]. Видно, що
рiвняння (1.128) допускає стацiонарний розв’язок у виглядi стiйкого фона
u(t) = ρ0 exp(−2iρ20t) з амплiтудою

ρ0 =
√
α/β. (1.129)

Пiсля пiдстановки u = ψ exp(−2iρ20t), де ρ0 визначене в (1.129), одержуємо
рiвняння (1.8) зi збуренням виду

p = iβ(|ψ|2 − ρ20)ψ. (1.130)

Пiдставляючи (1.130) в (1.89), маємо адiабатичне рiвняння для повiльно
змiнюючогося параметра θ

∂θ

∂t
= −α

3
sin θ. (1.131)

Рiвняння (1.131) має розв’язок

θ(t) = 2 arctg
[
e−αt/3 tg(θ0/2)

]
, (1.132)

де θ0 = θ(0) початкова фаза солiтона.
Розглянемо ефекти, пов’язанi з випромiнюванням, якi описуються ан-

тидiагональним доданком S21 матрицi розсiювання S. Цi ефекти включа-
ють, зокрема, випромiнювання, що випускається солiтоном, та викривлен-
ня форми солiтона. Як випливає з (1.120), спектральна густина випромi-
нювання в одиницю часу для iмпульсу WP (ζ) ≡ dPrad/dt має вигляд

WP (ζ) =
ζ

4π

(
1− a2

ζ2

)2
1

(1 + |S21(ζ)|2)
Re

{
S∗
21

dS21

dt

}
. (1.133)

Спектральна густина випромiнювання в одиницю часу для енергiї WE(ζ) ≡
dErad/dt is

WE(ζ) =
ζ

2

(
1 +

a2

ζ2

)
WP (ζ). (1.134)
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Пiдставляючи збурення (1.130) в еволюцiйне рiвняння (1.92) для
коефiцiєнта S21(ζ, t) i обчислюючи вiдповiднi iнтеграли, для s(ζ, t) =

S21(ζ, t) exp[iΩ(ζ)t] можна одержати

ds(ζ)

dt
=
e−iθ/2(ζ − ζ∗1)

∆(ζ)(ζ − ζ1)
A(ζ)ei(Ω−kv)t−ikx0, (1.135)

де функцiя A(ζ) визначається в явному виглядi. Будемо розглядати солiтон
з θ = π, тобто нерухливий солiтон

ψs = −ρ0th (ρ0x). (1.136)

У цьому випадку функцiя A(ζ) має вигляд

A(ζ) =
2παk(ζ)[ik(ζ) + ν]a(ζ2 + a2)

3ν3ζ2 sh[πk(ζ)/ν]
. (1.137)

Проiнтегруємо рiвняння (1.135) iз правою частиною, помноженої на exp(ϵt)

з нескiнченно малим ϵ > 0. Це вiдповiдає адiабатичному включенню збу-
рення, вiдсутнього при t = −∞. У результатi для s∗ одержимо

s∗ =
ieiθ/2(ζ − ζ1)A

∗

∆(Ω− kv + iϵ)(ζ − ζ∗1)
e−i(Ω−kv)t+ikx0. (1.138)

Скориставшись спiввiдношенням limϵ→0(y − iϵ)−1 = P (1/y) + iπδ(y), де P
символ головного значення, можна знайти

|S21(ζ)|2 =
|A(ζ)|2

(Ω− kv)∆2(ζ)
(1.139)

i
Re

{
S∗
21

ds21
dt

}
=
π|a(ζ)|2

∆2(ζ)
δ(Ω− kv) (1.140)

Рiвняння (1.133) i (1.134) разом з (1.139) i (1.140) дають спектральний
розподiл темпiв випромiнювання iмпульсу й енергiї в термiнах спектраль-
ного параметра ζ. Хвильове число q випромiнюваних хвиль пов’язане з ζ
спiввiдношенням (1.122).

Поле випромiнювання у фiзичному просторi визначається з рiвнянь
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(1.98) i (1.99). З (1.91) i (1.92) випливає, що в першому порядку теорiї
збурень коефiцiєнт вiдбиття r̃ = −S12/S11 має вигляд

r̃(ζ) = − ia∗(ζ)eik(ζ)x0

∆(ζ)[Ω(ζ)− k(ζ)v]

(
eik(ζ)vt − eiΩ(ζ)t

)
. (1.141)

Пiдставляємо (1.141) та вiдповiднi односолiтоннi функцiї Йоста в (1.98)
i (1.99). Головний внесок у виникаючих iнтегралах дають околицi точок
ζ = ±a. Функцiя A(ζ) не мiстить сингулярностей i A(a) = A(−a). Для
A(ζ), обумовленої (1.36), одержуємо A(a) = 2αa/3ν. Далi маємо

r̃(ζ) ∼ iaa(a)[eiv(ζ−a)t − eia(ζ−a)t]

2(ζ − a)2(v − a)
, (1.142)

(M−
21)

2(ζ, x, t) ∼ −e−i(ζ−a)x
{
1− (1 + a/ζ1)

ν
w(x, t)

}2

, (1.143)

i подiбнi вирази для ζ → −a. Функцiя w(x, t) визначена в (1.55). Повiльно
змiннi частини интеграндiв оцiнюються при ζ = ±a i виносяться з пiд знака
iнтегралiв в (1.98). Швидко змiннi частини iнтегруються з використанням
формули ∫ ∞

−∞

cos pξ − cos qξ

ξ2
dξ = π(|q| − |p|). (1.144)

У результатi для поля випромiнювання, що випускається солiтоном, можна
одержати

ψc(x, t) = −iaA(a)
8

{[
1 +

exp(iθ/2)

1 + exp(−η)

]2
p1

a− v
+

[
1 +

exp(−iθ/2)
1 + exp(−η)

]2
p2

a+ v

}
,

(1.145)
де η = ν(x− x0 − vt) i p1 = |η + (v − a)t| − |η|, p2 = |η + (v + a)t| − |η|.

1.2 Альфвенiвськi солiтони в плазмi

Альфвенiвськi хвилi в плазмi являють собою непотенцiальнi магнiто-
гiдродинамiчнi хвилi з частотою ω меншої iонно-циклотронної ωci i, при
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поширеннi уздовж зовнiшнього магнiтного поля B0 ∥ ẑ, дисперсiєю

ω = kzvA(1− kzrA), (1.146)

де kz поздовжнє хвильове число, vA = B0/
√
4πn0M альфенiвська швид-

кiсть, n0 густина плазми, M маса iонiв, rA = vA/ωci, ωci = eB0/Mc iонно-
циклотронна частота.

Еволюцiя нелiнiйних альфвенiвських хвиль, що поширюються уздовж
або пiд кутом до зовнiшнього магнiтного поля (далi скрiзь вважаємо по-
ле B0 спрямованим уздовж осi x), описується деривативным нелiнiйним
рiвнянням Шредингера (ДНРШ)

i
∂u

∂t
+
∂2u

∂x2
+ is

∂

∂x
(|u|2u) = 0, (1.147)

де u(x, t) нормоване збурення поперечного магнiтного поля u = (By +

iBz)/(2
√
|1− β|B0). Поля u(x, t) i u∗(x, t) вiдповiдають право- та лiвополя-

ризованим хвилям. Час t i поздовжня просторова координата x нормованi
на 1/ωci i rA вiдповiдно. Параметр β = v2s/v

2
A дорiвнює вiдношенню кi-

нетичного й магнiтного тискiв, vs =
√
Te/M швидкiсть iонного звуку, Te

електронна температура. Знак параметра s = ±1 при нелiнiйностi в (1.147)
вiдповiдає s = sign(1−β). Рiвняння (1.147) доповнюється граничними умо-
вами – спадаючими або постiйними на нескiнченностi. Поширенню строго
уздовж магнiтного поля вiдповiдають спадаючi на нескiнченностi граничнi
умови.

Спочатку ДНРШ було виведено Роджистером [69] з кiнетичного рiв-
няння Власова (точнiше мiстилося у виглядi часткового випадку в бiльш
загальному рiвняннi, що мiстить iншi додатковi доданки, зокрема, внесок
резонансних частинок), а потiм незалежно отримане для холодної плазми
в [70, 71]. Пiзнiше цi результати були узагальненi для плазми з кiнцевим
вiдношенням кiнетичного й магнiтного тискiв β [72, 73] та довiльного по
вiдношенню до зовнiшнього магнiтного поля кута поширення [74, 75].

Кауп i Ньюелл показали [76], що ДНРШ (1.147) з спадаючими на не-
скiнченностi граничними умовами |u| → 0 є повнiстю iнтегрованим мето-
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дом зворотньої задачi розсiювання й допускає N -солiтоннi розв’язки. В [77]
ДНРШ розглядалося в якостi повнiстю iнтегрованої гамiльтонової системи
й були явно знайденi вiдповiднi змiннi "дiя-кут". В [78–80] було показано,
що ДНРШ належить до класу повнiстю iнтегрованих рiвнянь i для неспа-
даючих граничних умов |u| → ρ.

У реальностi в рiвняннi (1.147) часто присутнi додатковi доданки. Во-
ни можуть включати ефекти дисипацiї, неоднорiдностi густини плазми,
турбулентностi й iн. [75, 81–84]. Часто на фонi солiтонного розв’язку з вели-
кою амплiтудою цi доданки виявляються малими та можуть ураховуватися
по теорiї збурень. Збурене ДНРШ будемо записувати у виглядi

i
∂u

∂t
+
∂2u

∂x2
+ is

∂

∂x
(|u|2u) = p[u, u∗], (1.148)

де збурення представленi доданком p[u, u∗].
Як вiдзначалося в попередньому пiдроздiлi, найбiльш повний метод

врахування збурень, що повнiстю використовує подiл дискретних i без-
перервних (тобто солiтонних i радiацiйних) ступенiв свободи незбурених
повнiстю iнтегрованих рiвнянь, базується на методi зворотньої задачi роз-
сiювання (МЗЗР). Для деривативного НРШ теорiя збурень, що використо-
вує МЗЗР, була розвинена в [82]. З її допомогою вивчався вплив дисипацiї
(кiнцевої провiдностi плазми [82] i нелiнiйного загасання Ландау [83, 85])
на одиночний альфвенiвський солiтон. При цьому, автори [82, 83] вико-
ристовували нижчий порядок теорiї збурень, еквiвалентний так званому
адiабатичному наближенню, коли враховуються повiльнi змiни параметрiв
солiтона (ширини й швидкостi) при незмiнної функцiональнiй формi со-
лiтона. Вiдповiднi рiвняння описують часову еволюцiю тiльки дискретних
спектральних даних. Вiдзначимо, що адiабатичнi рiвняння для солiтонних
параметрiв можна одержати, загалом кажучи, i без допомоги МЗЗР, вико-
ристовуючи iнтеграли руху. З iншого боку, тiльки МЗЗР дозволяє враху-
вати випромiнювання, що випускається солiтоном пiд дiєю збурень, i ви-
кривлення його форми.

У цьому пiдроздiлi за допомогою теорiї збурень, заснованої на МЗЗР,
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дослiджуються радiацiйнi ефекти, що виникають пiд дiєю зовнiшнiх збу-
рень на альфвенiвський солiтон. Аналiтично отриманi спектральнi розподi-
ли випромiнюваної енергiї й магнiтної спiральностi при врахуваннi кiнцевої
провiдностi плазми й нелiнiйного загасання Ландау.

1.2.1 Лiнiйна спектральна задача для деривативного нелi-

нiйного рiвняння Шредингера

Тут дамо огляд МЗЗР для деривативного НРШ слiдуючи (з неве-
ликими змiнами) [76, 77]. Рiвняння (1.147) може бути записане як умова
спiльностi

∂tU − ∂xV + [U, V ] = 0, (1.149)

двох лiнiйних матричних рiвнянь (пари Каупа-Ньюелла) [76]:

∂xM(x, t, λ) = UM(x, t, λ), (1.150)

∂tM(x, t, λ) = VM(x, t, λ), (1.151)

де λ спектральний параметр, i

U = −iλ2σ3 + λQ, з Q =

(
0 u

−u∗ 0

)
, (1.152)

V = −2iλ4σ3 + 2λ3Q− iλ2Q2σ3 + λQ3 − iλQxσ3, (1.153)

де σ3 матриця Паулi. Матричнi розв’язки Йоста M±(x, λ) рiвняння (1.150)
для дiйсного λ2 i для деякого фiксованого t визначаються граничними умо-
вами

M±(x, λ) = exp(−iλ2σ3x) + o(1), при x→ ±∞. (1.154)

i можуть бути представленi у виглядi M− = (φ,−φ̄) i M+ = (ψ̄, ψ), де φ
i ψ незалежнi векторнi стовпцi. Матриця розсiювання S(λ) зв’язує M− i
M+:

M −(x, λ) =M +(x, λ)S(λ). (1.155)
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Коефiцiєнти розсiювання a та b визначаються спiввiдношеннями

φ = aψ̄ + bψ, (1.156)

φ̄ = −āψ + b̄ψ̄, (1.157)

так що матриця розсiювання має вигляд

S(λ) =

(
a(λ) −b̄(λ)
b(λ) ā(λ)

)
, (1.158)

де aā + bb̄ = 1. Векторнi функцiї φ(x, λ), ψ(x, λ) i коефiцiєнт a(λ) допу-
скають аналiтичне продовження в пiвплощину Imλ2 > 0. Як випливає з
(1.150), справедливi наступнi умови симетрiї

φ̄(λ) = −iσ2φ∗(λ∗), ψ̄(λ) = iσ2ψ
∗(λ∗). (1.159)

Нулi λ2j = ξj + iηj (j = 1 . . . N) функцiї a(λ) в областi її аналiтичностi
Imλ2 > 0 визначають дискретний спектр лiнiйної задачi (1.150) i вiдповiд-
ають солiтонам. При цьому функцiї φ(x, λj) i ψ(x, λj) виявляються лiнiйно
залежними

φ(x, λj) = bjψ(x, λj), φ̄(x, λ∗j) = −b∗j ψ̄(x, λ∗j). (1.160)

Коефiцiєнти a(λ) i b(λ) з дiйсним λ2 представляють данi розсiювання без-
перервного спектра, а набiр комплексних чисел λj and bj вiдповiдає даним
розсiювання дискретного спектра. Часова еволюцiя даних розсiювання ви-
являється тривiальною

a(λ, t) = a(λ, 0), b(λ, t) = b(λ, 0) exp(4iλ4t), (1.161)

λj(t) = λj(0), bj(t) = bj(0) exp(4iλ
4t). (1.162)

Несолiтонная (радiацiйна) частина поля повнiстю визначається безперерв-
ним спектром, а саме коефiцiєнтом вiдбиття r(λ) = b(λ)/a(λ) з Imλ2 = 0.
Загальне поле u(x, t) виражається через данi розсiювання та розв’язки Йо-
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ста (1.150) у такий спосiб [77]

u(x, t) =
1

π

∫
Γ

(rψ2
1 + r̄ψ̄2

1) dλ+
4

i

N∑
j=1

(cjψ
2
1,j + c∗j ψ̄

2
1,j), (1.163)

де r̄(λ) ≡ b̄(λ)/ā(λ) = r∗(λ∗), cj = bj/a
′
j з a′j = da/dλ|λ=λj . Контур Γ скла-

дається з дiлянок, що простягаються вiд i∞ до 0, вiд −i∞ до 0, вiд 0 до
∞, i вiд 0 до −∞. Перший доданок в (1.163) представляє випромiнювання,
тодi як другий вiдповiдає солiтонам. Якщо коефiцiєнт вiдбиття r(λ) тото-
жно дорiвнює нулю, тодi u(x, t) є точним N -солiтонним розв’язком ДНРШ.
Безвiдбивнi данi розсiювання з одним (N = 1) нулем λ21 = ξ + iη функцiї
a(λ) вiдповiдають односолiтонному розв’язку (одиночному альфенiвському
солiтону)

us(x, t) =
2η

|λ1|
ch(k0y − iθ)

ch2(k0y + iθ)
eiϕ, (1.164)

де введенi позначення

y = x− vt− x0, ϕ = ϕ0 + 8η2t− 2ξy, (1.165)

k0 = 2η, v = −4ξ, θ = arg(λ1). (1.166)

Параметри x0 i ϕ0 визначають початковi положення й фазу солiтона. Па-
раметри η i ξ є, з точнiстю до постiйних множникiв, зворотньою шириною
k0 i швидкiстю v солiтона. Солiтонний розв’язок (1.164) (у трохи iнший
формi) уперше було отримано в [70], а потiм перевiдкрите в [76] за допомо-
гою методу зворотньої задачi розсiювання. Односолiтоннi данi розсiювання
мають вигляд

a(λ) =
λ∗21 (λ2 − λ21)

λ21(λ
2 − λ∗21 )

, b(λ) = 0, λ21 = ξ + iη. (1.167)

Односолiтоннi розв’язку Йоста можуть бути представленi у виглядi

ψ̄1,s =
λ1e

−iλ2z−2iλ4t

λ∗1(λ
2 − λ21)

[
λ2A∗

2(z, t)− |λ1|2
]
, (1.168)

ψ̄2,s = −λ1λ e
−iλ2z−2iλ4t

λ∗1(λ
2 − λ21)

A∗
1(x, t), (1.169)
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де

A1(x, t) =
iη

|λ1|
exp(iϕ)

ch(k0y + iθ)
, (1.170)

A2(x, t) =
ch(k0y + iθ)

ch(k0y − iθ)
. (1.171)

Розв’язки Йоста φs, φ̄s i ψs можуть бути отриманi з (1.168) i (1.169) з
використанням (1.156), (1.157) i (1.159).

1.2.2 Iнтеграли руху

Оскiльки деривативне НРШ є повнiстю iнтегрованим, воно має не-
скiнченний набiр iнтегралiв руху. Ми будемо розглядати тiльки три з них:
енергiю

E =

∫ ∞

−∞
|u|2 dx, (1.172)

гамiльтонiан

H =
1

2

∫ ∞

−∞

{
i

(
u∗
∂u

∂x
− u

∂u∗

∂x

)
− |u|4

}
dx, (1.173)

i магнiтну спiральнiсть, яка у фiзичних змiнних може бути записана як

K =

∫ ∞

−∞
A ·B dx, (1.174)

де векторний потенцiал A пов’язаний з магнiтним полем B спiввiдноше-
нням B = ∇ × A. Вiдзначимо, що спiральнiсть K належить до набору
нелокальних iнтегралiв руху [77, 86]. У термiнах поля u спiральнiсть має
вигляд

K =
i

2

∫ ∞

−∞

(
u

∫ x

∞
u∗(x′) dx′ − u∗

∫ x

∞
u(x′) dx′

)
dx, (1.175)
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Iнтеграли руху можуть бути явно вираженi через безперервнi й дискретнi
(солiтоннi) данi розсiювання. Зокрема, маємо [77]

E = −2i
N∑
j=1

ln
λ2j
λ∗2j

+

∫
Γ

E(λ) dλ, (1.176)

H = 4i
N∑
j=1

(λ2j − λ∗2j ) +

∫
Γ

H(λ) dλ, (1.177)

K = −i
N∑
j=1

(
1

λ2j
− 1

λ∗2j

)
+

∫
Γ

K(λ) dλ, (1.178)

де

E(λ) = ln[1 + r(λ)r̄(λ)]

πλ
, (1.179)

H(λ) = −2λ2E(λ), K(λ) = − 1

2λ2
E(λ). (1.180)

В (1.176)-(1.178) солiтонний внесок (
∑N

j=1) явно вiддiлений вiд радiацiйної
компоненти (

∫
dλ), описуваної безперервними даними розсiювання. Дис-

персiйне спiввiдношення (беручи ∼ exp(−ikx+iωt)), вiдповiдне до лiнiйної
частини (1.148) з p = 0 має вигляд ω(k) = −k2, що означає t-залежнiсть
виду ∼ exp(−ik2t). З iншого боку, як випливає з (1.161) та (1.162), в не-
лiнiйному випадку t-залежнiсть безперервних спектральних даних має ви-
гляд ∼ exp(4iλ4t). Бiльше того, можна показати, що в лiнiйнiй границi
маємо ψ2

1 → 0, у той час як ψ̄2
1 зводиться до exp(−2iλ2x − 4iλ4t), i кое-

фiцiєнт вiдбиття r∗/λ∗ вiдповiдає звичайному перетворенню Фур’є функцiї
u(x, t). Тодi, розглядаючи радiацiйну компоненту як суперпозицiю вiльних
хвиль, описуваних лiнiйним рiвнянням Шредингера, можна укласти, що
спектральний параметр λ пов’язаний iз хвильовим числом k випромiнюва-
них квазiлiнiйних хвиль спiввiдношенням

k = 2λ2, (1.181)

де λ2 дiйсне (неперервний спектр). Iнтеграл по контуру Γ в (1.163) i (1.176)-
(1.178) перетвориться в iнтеграл по дiйсної осi k. Якщо в загальному полi
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є тiльки один солiтон (тобто N = 1 i λ21 = ξ + iη), маємо

E = 8θ +

∫ ∞

−∞
Erad(k) dk, (1.182)

H = −8η +

∫ ∞

−∞
Hrad(k) dk, (1.183)

K = − 2η

ξ2 + η2
+

∫ ∞

−∞
Krad(k) dk, (1.184)

де

Erad(k) =
ln(1 + sgn k|r(k)|2)

πk
, (1.185)

Hrad(k) = −2kErad(k), Krad(k) = − 1

2k
Erad(k). (1.186)

Функцiї Erad(k), Hrad(k) i Krad(k) являють собою спектральнi густини енер-
гiї, гамiльтонiана й магнiтної спiральностi, що вiдповiдають випромiню-
ванню. Помiтимо, що, як випливає з (1.182)-(1.184), для "чистого"солiтона
(r ≡ 0) справедливо наступне цiкаве спiввiдношення мiж енергiєю, гамиль-
тонианом i магнiтною спiральнiстю

KH = 16 sin2(E/8). (1.187)

Вираження (1.163) для загального поля тепер має вигляд

u(x, t) =
1

π

∫ ∞

−∞
(Rψ2

1 +R∗ψ̄2
1) dk +

4

i

N∑
j=1

(cjψ
2
1,j + c∗j ψ̄

2
1,j), (1.188)

де введена функцiя R(k) = r/λ.

1.2.3 Еволюцiя спектральних даних у присутностi збурень

У присутностi збурень p ̸= 0 рiвняння (1.148) можна представити в
матричнiй формi (1.59) де

P =

(
0 iλp

−iλp∗ 0

)
. (1.189)
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Методом, повнiстю аналогiчним розвиненому в пiдроздiлi 1.1, можна одер-
жати еволюцiйне рiвняння для матрицi розсiювання S(t, λ)

∂tS(t, λ) + 2iλ4[σ3, S(t, λ)] = −
∫ ∞

−∞
(M+)−1(x, t, λ)PM−(x, t, λ)dx. (1.190)

Еволюцiйнi рiвняння для коефiцiєнтiв a(t, λ) та b(t, λ) мiстяться в (1.190):

∂a

∂t
= −iλ

∫ ∞

−∞
(pψ2φ2 + p∗ψ1φ1) dx, (1.191)

∂b

∂t
− 4iλ4b = iλ

∫ ∞

−∞
(pψ̄2φ2 + p∗ψ̄1φ1) dx. (1.192)

Рiвняння, що визначає нулi λj(t) функцiї a(t, λ) має вигляд a(t, λj(t)) = 0.
Диференцiювання по t дає

∂ta(t, λj(t)) +
∂λj
∂t

a′j = 0, (1.193)

де a′j = da/dλ|λ=λj . Використовуючи (1.191) та (1.193) одержуємо рiвняння
для солiтонних власних значень

∂λ2j
∂t

=
2iλ2j
a′j

∫ ∞

−∞
(pψ2,jφ2,j + p∗ψ1,jφ1,j) dx, (1.194)

де ψ2,j, φ2,j, ψ1,j, i φ1,j вiдповiднi розв’язки Йоста, обчисленi при λ = λj.
Рiвняння для bj має вигляд

∂bj
∂t

− 4iλ4bj =
iλj
a′j

∫ ∞

−∞

{
pφ2

∂

∂λ
(φ2 − bjψ2) + p∗ φ1

∂

∂λ
(φ1 − bjψ1)

}
dx,

(1.195)
де пiдiнтегральнi вирази обчислюються при λ = λj. Рiвняння (1.191),
(1.192), (1.194) i (1.195) описують еволюцiю спектральних даних у при-
сутностi збурень. Якщо ж p = 0, з (1.191), (1.192), (1.194) i (1.195) вiдтво-
рюється тривiальна тимчасова динамiка (1.161), (1.162).
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1.2.4 Вплив кiнцевої провiдностi плазми та нелiнiйного за-

гасання Ландау на альфвенiвськi солiтони

Дослiджуємо радiацiйнi ефекти, якi виникають при дiї дисипативних
збурень на альфвенiвський солiтон. Будемо розглядати два рiзнi випад-
ки: плазми iз зiткненнями, коли враховується кiнцева провiднiсть плазми
(та/або iонна в’язкiсть), та випадок нелiнiйного загасання Ландау (без зi-
ткнень). В першому випадку доданок p, вiдповiдний до збурення в рiвняннi
(1.148) має дифузiйну форму

p = iD
∂2u

∂x2
, (1.196)

з коефiцiєнтом дифузiї [87]

D =
1

2

(
η1
ρ0

+
c2

4π
η2

)
ωci
v2A
, (1.197)

де η1 коефiцiєнт iонної в’язкостi й η2 питомий опiр. Вираження для η1 та η2
у деяких граничних випадках наведенi в [87]. Умови, при яких дифузiйний
доданок (1.196) може розглядатися як мале збурення мають вигляд [87]

ω ≪ νi ≪ ωci, (1.198)

при vi ∼ vA, де vi i vA вiдповiдно теплова iонна й альфенiвська швидкостi,
або

ωci ≪ νi ≪ ωci
√
M/m, (1.199)

де νi частота iонних зiткнень. У випадку з нелiнiйним загасанням Ландау
збурення має вигляд [87, 88]

p = i
C

π

∂

∂x

(
uP

∫ ∞

−∞

|u(x′, t)|2

x′ − x
dx′
)
, (1.200)

де P символ головного значення. Облiк цього кiнетичного доданка особливо
важливий у випадку β ∼ 1 i Te/Ti ∼ 1, де β вiдношення газокинетичного
тиску до магнiтного, Te i Ti вiдповiдно електронна й iонна температури
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(зокрема у плазмi сонячного вiтру), коли альфвенiвськi хвилi взаємодi-
ють iз сильно загасаючими iонно-звуковими хвилями [84, 89]. Коефiцiєнт
C в (1.200) залежить вiд функцiй розподiлу частинок по швидкостям. Як
вказувалося в [83, 88], у плазмi з iзотропним максвеловським розподiлом
електронiв та iонiв, ефект резонансних частинок, що вiдповiдає (1.200), ма-
лий i може розглядатися як збурення (тобто C ≪ 1) якщо альфенiвська
швидкiсть vA багато бiльше швидкостi iонного звуку vs. При цьому

C =

√
m

2πM

vs
vA

exp

(
− v2A
2v2e

)
, vA ≫ vs, (1.201)

де ve теплова швидкiсть електронiв. Адiабатичнi рiвняння, що описують
повiльну еволюцiю солiтонних параметрiв (ширини й швидкостi), тобто
дискретних даних розсiювання, пiд дiєю збурень виду (1.196) або (1.200)
були отриманi й проаналiзованi в [82, 83]. Адiабатичне наближення вiдпо-
вiдає r(λ) = 0 i має на увазi незмiнну форму солiтона та вiдсутнiсть ви-
промiнювання. Ми розглядаємо ефекти випромiнювання, яким вiдповiдає
неперервний спектр даних розсiювання й ненульовий коефiцiєнт вiдбиття
r(λ).

У присутнiсть збурення (тобто p ̸= 0 в (1.148)), коефiцiєнт вiдбиття
r(λ) бiльше не дорiвнює нулю, але для малих p маємо |r(λ)| ≪ 1. Тодi
з (1.185) випливає, що спектральна густина енергiї випромiнювання має
вигляд

Erad(k) =
|r(k)|2

π|k|
. (1.202)

Iнтенсивнiсть випромiнювання характеризується його потужнiстю, тобто
енергiєю випромiнювання в одиницi часу. Спектральна густина потужностi
випромiнювання W (k) ≡ dErad/dt

W (k) =
2

π|k|
Re{r∗(k) dr(k)/dt}. (1.203)

Таким чином, необхiдно визначити коефiцiєнт вiдбиття r(k). Враховуючи,
що в нульовому наближеннi маємо ∂a/∂t = 0 та φs = aψ̄s, з рiвнянь (1.191)
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i (1.192) одержуємо рiвняння, що описують часову еволюцiю r(k)

∂r

∂t
− 4iλ4r = iλ

∫ ∞

−∞
(pψ̄2

2,s + p∗ψ̄2
1,s) dx, (1.204)

де ψ̄1,s та ψ̄2,s односолiтоннi розв’язки Йоста, обумовленi вiдповiдно (1.168)
i (1.169) .

Розглянемо спочатку випадок iз зiткненнями, коли збурення p в
(1.205) має вигляд (1.196). Якщо p = 0 то часова еволюцiя коефiцiєнта
вiдбиття r визначається з (1.161) i (1.162). Права частина рiвняння (1.205)
описує вплив збурення на r в присутнiсть солiтона. Як вiдзначалося ви-
ще, у лiнiйнiй границi (зникаюча нелiнiйнiсть i вiдсутнiсть солiтонiв) r/λ
є фур’є образом u∗(x, t). Щоб урахувати лiнiйне загасання, пiдставимо ди-
фузiйний доданок Γ = Dk2 у лiву частину (1.205) . Тодi рiвняння (1.205)
має вигляд

∂r

∂t
+ Γ(λ)r − 4iλ4r = e−iΩ(λ)t+4iλ4tF (λ), (1.205)

де Ω(λ) = 8(λ4 + η2), Γ(λ) = 4Dλ4, i функцiя F (λ) може бути виписана
в явному виглядi пiсля обчислення iнтегралiв в (1.205). У загальному ви-
падку вирази для F (λ) виявляється занадто громiздкими, i ми розглянемо
випадок ξ = 0 (нерухливий солiтон у системi координат, що рухається з
альфенiвською швидкiстю vA). Тодi для F можна одержати

F (λ) = 4πDλη3/2
µ(1 + µ2)

(
eπµ/4 − µe−πµ/4

)
(µ− i)2 ch(πµ/2)

, (1.206)

де µ = λ2/η. Якщо r(λ, 0) = 0 у початковий момент часу t = 0 (тобто один
чистий солiтон), то розв’язок рiвняння (1.205) має вигляд

r(λ, t) =
F (λ)

Γ(λ)− iΩ(λ)
e4iλ

4t(e−iΩ(λ)t − e−Γ(λ)t). (1.207)

У квазiстацiонарному режимi для коефiцiєнта вiдбиття одержуємо

r(λ, t) =
F (λ)e−iΩ(λ)t+4iλ4t

Γ(λ)− iΩ(λ)
, (1.208)
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Рис. 1.3 Спектральна густина потужностi, випромiнюваної альфенiвским
солiтоном для D = 0.1, k0 = 2.

i, отже

Re

(
r∗
dr

dt

)
=

Γ|F |2

Γ2 + Ω2
. (1.209)

Використовуючи (1.203), (1.206) та (1.209), знаходимо вирази для спе-
ктральної густини потужностi, випромiнюваної солiтоном у присутнiсть
дисипативного збурення виду (1.196)

W (k) =
2πD3k0µ

4
(
µe−πµ/4 − eπµ/4

)2
[D2µ4 + 4(1 + µ2)2] ch2(πµ/2)

, (1.210)

де параметр µ = k/k0 (нормоване хвильове число) являє собою вiдношення
ширини солiтона до довжини хвилi випромiнювання. Спектральний розпо-
дiл Q(k) = dKrad(k)/dt темпу випромiнюваної магнiтної спiральностi, як
випливає из (1.186), має вигляд

Q(k) = −W (k)

2k0µ
. (1.211)

Спектральний розподiл W (k) випромiнюваної потужностi представлене на
рис. 1.3 дляD = 0.1 i k0 = 2. Розподiл має два асиметричнi пiки й експонен-
цiально спадаючi хвости. Лiвий пiк вище правого, але дана картина слушна
тiльки для правополяризованого солiтона й для s > 0 (тобто для плазми
з β < 1 – газокинетичний тиск бiльше магнiтного) у рiвняннi (1.148). Так
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як випадок s < 0 може бути отриманий з s > 0 замiною x → −x, можна
бачити, що в плазмi з β > 1 (газокинетичний тиск бiльше магнiтного), або
для солiтона с лiвою поляризацiєю, правий пiк на рис. 1.3 вище лiвого.

Визначивши коефiцiєнт вiдбиття r, можна знайти поле випромiнюва-
ння uc(z, t) у фiзичному просторi, пiдставляючи односолiтоннi розв’язки
Йоста ψ1,s i ψ̄1,s у перший доданок (1.188). Роблячи замiну змiнних k = k0µ

в iнтегралi в (1.188), можна написати

uc(x, t) =
k0
π

∫ ∞

−∞
(Rψ2

1,s +R∗ψ̄2
1,s) dµ (1.212)

де, як випливає из (1.208), функцiя R має вигляд

R =

√
2πDµ(µ+ i)

(
eπµ/4 − µe−πµ/4

)
e−i(2+µ

2)k20t

√
k0[Dµ2 − 2i(1 + µ2)](µ− i) ch(πµ/2)

. (1.213)

Iнтеграл в (1.212) можна оцiнити за допомогою теорiї вiдрахувань. Функцiя
Rψ2

1,s у верхнiй пiвплощинi комплексної змiнної µ (це вiдповiдає областi
x > 0) має полюси при µ = i i µ = −1+id/4 (враховуючи, що D ≪ 1). Крiм
того, вона має нескiнченний набiр полюсiв µn = i+ 2ni (де n = 0, 1, 2 . . . ),
що виникають через функцiю ch(πµ/2) в знаменнику (1.213). Обчислюючи
вiдрахування, можна бачити, що для областi не занадто близької до |x| =
0 (бiльш точно, повинна виконуватися нерiвнiсть |x| > 1/k0 ), головний
внесок в (1.212) дають полюси з найменшими уявними частинами. Внесок
полюсiв з досить великими уявними частинами швидко зникає при |x| >
1/k0. Тодi, оскiльки D ≪ 1, можна ураховувати тiльки полюси, що мiстять
в уявнiй частинi доданку D . Виконуючи обчислення знайдемо, що поле
випромiнювання, що випускається солiтоном, в областi |x| > 1/k0 на часах
∼ 1/D має вид

u ∼
√
2k0πD

2 ch(π/2)
e−ik0|x|−k0D|x|/4

{
A

ch2(k0x+ iπ/4)
+B

[
ch(k0x+ iπ/4)

ch(k0x− iπ/4)
− 1

]2}
,

(1.214)
де A = − ch(π/4), B = − sh(π/4) для x > 0 i A = sh(π/4), B = − ch(π/4)

для x < 0.
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Для випадку збурення у виглядi нелiнiйного загасання Ландау (1.200)
точне обчислення iнтегралiв в (1.205) для загального односолiтонного
розв’язку неможливо, тому обмежимося випадком так званого алгебраї-
чного солiтона [76]. Алгебраїчний солiтон знаходиться iз загального одно-
солiтонного розв’язку (1.164) в границi η → 0 (тобто нуль λ21 наближається
до дiйсної осi) за умови ξ < 0:

us = |us|eiϕ
(
1− ivy

1 + ivy

)3/2

, (1.215)

|us| = 4

√
ξ

1 + 16ξ2y2
, (1.216)

y = x− vt− x0, ϕ = ϕ0 − 2ξy, v = −4ξ. (1.217)

Цей солiтон має алгебраїчно спадаючi хвости й, як випливає з (1.182), най-
бiльшу енергiю Es = 4π. Iснування таких алгебраїчних солiтонiв – специ-
фiчна властивiсть деривативного нелiнiйного рiвняння Шредингера. Ал-
гебраїчнi односолiтоннi функцiї Йоста можуть бути визначенi з (1.168)-
(1.171) узяттям вiдповiдної границi i мають вигляд

ψ̄1,s = −e
−iλ2x−2iλ4t

(λ2 − ξ)

[
λ2A∗

2(x, t)− |ξ|
]
, (1.218)

ψ̄2,s =
λ e−iλ

2x−2iλ4t

(λ2 − ξ)
A∗

1(x, t), (1.219)

де

A1(x, t) =
2i
√
−ξ exp(iϕ)

(1− 4iξy)
, A2(x, t) =

(1− 4iξy)

(1 + 4iξy)
. (1.220)

Пiдставляючи (1.200), (1.215), (1.218) та (1.219) в (1.205), одержуємо рiв-
няння (1.205) з Ω(λ) = 8λ2(λ2 + |ξ|) i

F (λ) = −28πCλ3|ξ|1/2e−|α|/2[1 + |α|h(−α)], (1.221)
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Рис. 1.4 Функцiя |F (µ)|2 в (1.224) для C = 0.1, k0 = 2.

де α = 1 + λ2/|ξ| i H(x) - схiдчаста функцiя Хевисайда

H(x) =

{
0, x < 0

1, x > 0.
(1.222)

Приспускаючи лiнiйне загасання малим, уважаємося Γ → 0. Позначаючи
µ = k/k0 з k0 = 2|ξ|, маємо

|F (µ)|2 = 49

16
π2C2|v|4|µ|3e−|α|[1 + |α|h(−α)]2, (1.223)

де α = 1 + µ. Оскiльки Γ/[Γ2 + Ω2] → πδ(Ω) при Γ → 0, для спектральної
густини випромiнюваної потужностi знаходимо

W (k) =
2|F (µ)|2

|k|
δ(2k2 + 2kk0). (1.224)

Видно, що випромiнювання зосереджене у двох точках спектра: k = 0 i
k = −k0. Функцiя |F (µ)|2 представлена на рис. 1.4.

1.2.5 Вплив флуктуацiй густини плазми

Тут розглянемо вплив флуктуацiй густини плазми на альфвенiвський
солiтон.

У бiльш загальнiй формi нелiнiйний доданок у рiвняннi (1.148) можна
написати у виглядi i∂x(nu), де n збурення густини плазми. У такiй формi
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рiвняння (1.148) справедливо, наприклад, для випадку, коли альфвенiвськi
хвилi сильно взаємодiють iз магнiтозвуковими та є незалежне еволюцiйне
рiвняння для збурення n [81, 90]. Статичний випадок n = −|u|2 вiдповiдає
деривативному НРШ (1.148). У присутнiсть флуктуацiй представимо гу-
стину плазми у виглядi n→ n+f , де f вiдповiдає випадковим флуктуацiям
густини плазми. При цьому, доданок, що вiдповiдає збуренню в (1.148), має
вигляд

p = i
∂

∂x
(fu), (1.225)

де f(x, t) випадкове гауссiвське поле з нульовим середнiм i ⟨f⟩ = 0 та
коррелятором

⟨f(x, t)f(x′, t′)⟩ = D(x− x′)B(t− t′). (1.226)

Пiдставляючи (1.225) в (1.205), i використовуючи (1.150) для функцiї
ρ(λ) = r(λ) exp(−4iλ4t) можна одержати рiвняння

dρ

dt
= −2iλe−4iλ4t

∫ ∞

−∞
f(x, t)G(λ, x, t) dx, (1.227)

де
G(λ, x, t) = λ2(usψ̄

2
2,s + u∗sψ̄

2
1,s) + 2iλ|us|2ψ̄1,sψ̄2,s. (1.228)

Множачи праву частину (1.227) на exp(ϵt) з нескiнченно малим ϵ > 0 (як
звичайно, це має на увазi адiабатичне включення на нескiнченностi, вiдсу-
тнє при t = −∞) i iнтегруючи, одержуємо

ρ = −2iλ

∫ t

−∞

∫ ∞

−∞
e−4iλ4τ+ϵτf(x, τ)G(λ, x, τ) dτdx. (1.229)

Множачи (1.227) на комплексно-сполучене(1.229) i виконуючи усереднення⟨
r∗
dr

dt

⟩
= 4|λ|2

∫ t

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e4iλ

4(τ−t)+ϵτB(t− τ)

×D(x− x′)G(λ, x, t)G∗(λ, x′, τ) dτdxdx′. (1.230)
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Пiсля фур’є перетворень по просторi й часу, B(t) i D(x)

B(t) =

∫ ∞

−∞
B̃(ω) exp(−iωt) dω, (1.231)

D(x) =

∫ ∞

−∞
D̃(q) exp(−iqx) dq, (1.232)

а потiм, обчислення iнтегралiв по x i x′ в (1.230), можна виконати iнте-
грування по τ в (1.230, i пiсля громiздких але безпосереднiх обчислень
одержати ⟨

r∗
dr

dt

⟩
=

16π2η2|µ|µ2

[1 + (µ+ ν)2]2
√
1 + ν2

×
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

iB̃(ω)D̃(q)I2(q)

(h− ω − qv + iϵ) ch2(πα/2)
dω dq, (1.233)

де введенi позначення

h = −2k20(1 + µ2)− µk0v, (1.234)

ν = −ξ/η, α = µ+ ν + q/k0, (1.235)

I(q) =
√

1 + ν2(5q/k0 − 8ν − 2µ)eθα

−[3µq/k0 + 2µ2 + 4(1 + ν2)]e−θα. (1.236)

Потiм, скориставшись спiввiдношенням limϵ→0(y− iϵ)−1 = P (1/y)+ iπδ(y),
де P символ головного значення, знайдемо

Re

⟨
r∗
dr

dt

⟩
=

16π3η2|µ|µ2

[1 + (µ+ ν)2]2
√
1 + ν2

∫ ∞

−∞

B̃(h− qv)D̃(q)I2(q)

ch2(πα/2)
dq. (1.237)

Пiдстановка (1.237) в (1.203) дає середню спектральну потужнiсть випро-
мiнювання ⟨W (k)⟩, що випускається солiтоном.

Розглянемо спочатку випадок, коли f(x, t) випадкова функцiя тiль-
ки x (просторовi неоднорiдностi), так що B̃(ω) = δ(ω). У цьому випадку
спектр потужностi , випромiнюваної солiтоном, має вигляд

⟨W (k)⟩ = 8π2k0µ
2D̃(h/v)I2(h/v)

[1 + (µ+ ν)2]2
√
1 + ν2 ch2[π(ν2 − µ2 − 1)/2ν]

, (1.238)
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Рис. 1.5 Спектральна густина випромiнювання для рiзних ν i D0 = 0.01,
k0 = 1, qc = 5.

i може бути явно виражений через довiльний вид корелятора шуму D̃(q).
Зокрема, у випадку лоренцiвської форми корелятора маємо

D̃(q) =
D0qc

π[(q − q0)2 + q2c ]
, (1.239)

де D0 iнтегральна iнтенсивнiсть шуму. Спектральний розподiл випромiню-
ваної потужностi показано на рис. 1.5 для рiзних значень ν = −η/ξ (з
qc = 5, k0 = 1, D0 = 0.01).

Тепер розглянемо випадок, коли просторова частина ε(x) випадкової
функцiї f(x, t) має вигляд

ε(x) = ε0 cos(q0x+ ϑ), (1.240)

де випадкова амплiтуда ε0 нормально розподiлена величина з нульовим
середнiм i дисперсiєю σ2, а випадкова фаза ϑ однорiдним образом роз-
подiлена мiж 0 та 2π. Кореляцiйна функцiя такого процесу має вигляд
D(x) = (σ2/2) cos(q0x), або у просторi хвильових чисел

D̃(q) =
σ2

4
[δ(q − q0) + δ(q + q0)]. (1.241)

У цьому випадку просторовi флуктуацiї зосередженi в областi масштабiв
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1/q0. Тодi спектральна густина випромiнювання має вигляд

⟨W (k)⟩ = 4π3η2|µ|µ2σ2

[1 + (µ+ ν)2]2
√
1 + ν2

{
B̃(h− q0v)I

2(q0)

ch2(πα+/2)
+
B̃(h+ q0v)I

2(−q0)
ch2(πα−/2)

}
,

(1.242)
де α± = µ+ ν ± q0/k0, i може бути виписана в явнiй формi для довiльного
частотного корелятора B̃(ω). Як випливає iз (1.242), у випадку, коли до-
мiнують просторовi флуктуацiї, випромiнювання зосереджене в чотирьох
точках спектра

k1,2 = [−v ±
√
v2 − 8(2k20 + q0v)]/4, (1.243)

i
k3,4 = [−v ±

√
v2 − 8(2k20 − q0v)]/4. (1.244)

Видно, що в точках k1,2 випромiнювання можливо, якщо швидкiсть солi-
тона задовольняє умовам v > 4(q0 +

√
q20 + k20) або v < 4(q0 −

√
q20 + k20).

Для хвильових чисел k3,4 вiдповiднi умови мають той же вид зi зворотнiм
знаком q0 .

1.3 N-солiтоннi розв’язки та теорiя збурень для

деривативного нелiнiйного рiвняння Шредин-

гера з неспадаючими граничними умовами

У випадку поширення альфвенiвських хвиль пiд кутом θ до зовнi-
шнього магнiтного поля, для деривативного нелiнiйного рiвняння Шредин-
гера (1.147) формулюються неспадаючi граничнi умови [88]

u→ ρ exp(±2iθ), при x→ ±∞, (1.245)

де ρ =
√
B2

0y +B2
0z, tg 2θ = B2

0z/B
2
0y, B0y та B0z поперечнi компоненти

зовнiшнього магнiтного поля.
Формалiзм методу зворотньої задачi для деривативного НРШ iз не-

спадаючими граничними умовами набагато бiльш складний, нiж у випадку
спадаючих на нескiнченностi умов. Аналiтичнi властивостi розв’язкiв Йо-
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ста формулюються на римановiй поверхнi спектрального параметра [78–
80] i вiдповiднi пряма i зворотна задача виявляються досить складними. У
роботi [91] було запропоновано конформне перетворення, що дозволяє уни-
кнути конструювання листiв римановiй поверхнi. Обидва пiдхода, однак,
стикаються iз труднощами при знаходженнi явних точних N -солiтонних
розв’язкiв. Причина полягає в тому, що одержуванi розв’язки u мiстять
фазовий множник exp(iη+), де η+ якийсь певний iнтеграл вiд |u|2. Таким
чином, розв’язки виписуються в неявнiй формi й явно може бути знайдений
тiльки модуль розв’язку |u|, але не фаза. Хоча для найпростiшого одно-
параметричного солiтонного розв’язку фаза η+ може бути обчислена без-
посереднiм iнтегруванням, ця процедура незастосовна для N -солiтонних
розв’язкiв (iнтегрування в явному видi неможливо вже для 2-солiтонного
розв’язку). Явнi вирази були знайденi за допомогою досить штучних пе-
ретворень тiльки в деяких окремих випадках: для двохпараметричного
односолiтонного бризерного розв’язку [91], i для N -солiтонного розв’язку
iз чисто уявними дискретними спектральними даними [92, 93]. Вiдзначи-
мо, що iснують методи знаходження N -солiтонних розв’язкiв iнтегрованих
рiвнянь вiдмiннi вiд методу зворотньої задачi, однак метод Хiроти [94] не
здатний працювати з неспадаючими граничними умовами, а метод [95, 96]
взагалi не може бути застосовано до деривативного НРШ.

У цьому пiдроздiлi ми представляємо метод знаходження точних бага-
тосолiтонних розв’язкiв деривативного НРШ iз неспадаючими граничними
умовами, який фактично використовує тiльки пряму задачу розсiювання
та алгебраiчне конструювання у спектральному просторi. Уводиться конце-
пцiя N +M -солiтонного розв’язку, вiдповiдного N бризерам (осцiлюючим
солiтонам) та M "звичайним"свiтлим та/або темним солiтонам в асимпто-
тицi. Виводяться також рiвняння для спектральних даних у присутностi
збурень i дослiджується вплив збурення дифузiйного типу на одиночний
темний та свiтлий солiтон.
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1.3.1 Пряма задача розсiювання для деривативного нелi-

нiйного рiвняння Шредингера з неспадаючими грани-

чними умовами

Розглянемо лiнiйну спектральну задачу (1.150) для деякого фiксова-
ного t. У термiнах матрицi U , визначеної в (1.152), граничнi умови (1.245)
можна представити у виглядi lim

x→±∞
U(x, λ) = U±(λ), де

U± =

(
−iλ2 ρλe±2iθ

−ρλe∓2iθ iλ2

)
. (1.246)

Асимптотичний (при |x| → ±∞) розв’язок E± рiвняння (1.150) задоволь-
няє рiвнянню

∂xE
± = U±E±. (1.247)

Матрицi E± мiстять функцiю K(λ) = λ
√
λ2 + ρ2, i аналiтичнi властивостi

розв’язкiв задачi (1.150) формулюються на римановiй поверхнi, обумовле-
ною функцiєю K(λ). Рiманова поверхня S складається iз двох листiв S+

та S− комплексної λ-площини з розрiзами уздовж уявної осi вiд −∞ до
−iρ i вiд iρ до ∞. Конформне перетворення [91]

λ(ζ) =
1

2

(
ζ − ρ2

ζ

)
(1.248)

переводить листи S± вiдповiдно в Im ζ > 0 i Im ζ < 0 пiвплощини й дiйсну
вiсь на комплекснiй λ-площинi в дiйсну вiсь на ζ-площинi. При цьому

E±(x, ζ) = e±iθσ3

(
1 −iρ/ζ

−iρ/ζ 1

)
e−ik(ζ)σ3x, (1.249)

де функцiя k(ζ) визначається спiввiдношенням

k(ζ) =
1

2

(
ζ +

ρ2

ζ

)
λ(ζ). (1.250)
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Для Im ζ = 0 позначимо M ±(x, ζ) матричнi розв’язки Йоста спектральної
задачi (1.150), що задовольняють граничним умовам

M± → E±(x, ζ), при x→ ±∞. (1.251)

Iнтегральне рiвняння для M ±(x, ζ) може бути отримане з (1.150) i (1.251)

M±(x, λ) = E±(x, λ)∓ iλ

∫ ±∞

x

E±(x− y, λ)Q(y)M±(y, λ) dy. (1.252)

Матричнi розв’язки Йоста M ±(x, ζ) представляються у виглядi M− =

(φ, φ̄) i M+ = (ψ̄, ψ), де φ i ψ незалежнi векторнi стовпцi. Матриця розсi-
ювання S(ζ) зв’язує два фундаментальнi розв’язки M− i M+:

M−(x, ζ) =M+(x, ζ)S(ζ). (1.253)

Коефiцiєнти Йоста визначаються спiввiдношеннями

φ = aψ̄ + bψ, (1.254)

φ̄ = −āψ + b̄ψ̄, (1.255)

так що матриця розсiювання має вигляд

S(ζ) =

(
a(ζ) −b̄(ζ)
b(ζ) ā(ζ)

)
, (1.256)

де aā+ bb̄ = 1. Матрицi M± i S мають наступнi властивостi симетрiї

S(ζ) = σ3S(−ζ)σ3, M±(ζ) = σ3M
±(−ζ)σ3, (1.257)

S(ζ) = σ2S
∗(ζ∗)σ2, M±(ζ) = σ2M

±∗(ζ∗)σ2, (1.258)

так що |a|2 + |b|2 = 1. Крiм того

M±(x, ρ2/ζ) = (ζ/ρ)σ3M
±(x, ζ)σ2, (1.259)

S(ρ2/ζ) = σ2S(ζ)σ2 = S∗(ζ∗) (1.260)
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З (1.253) випливає, що

a(ζ) = ∆−1(ζ) det(φ, ψ), (1.261)

де введена функцiя

∆(ζ) ≡ detM± = 1 + ρ2/ζ2. (1.262)

Стовпцi φ(x, ζ) i ψ(x, ζ) допускають аналiтичне продовження в Im k(ζ) > 0

(тобто в перший i третiй квадранти комплексної ζ-площини), а φ̄ та ψ̄

аналiтичнi в Im k(ζ) < 0 (тобто в другому й четвертому квадрантах) [78,
91]. Тодi коефiцiєнт a(ζ) аналiтичен в Im k(ζ) > 0. Функцiя a(ζ) може мати
нулi ζ1, . . . , ζJ в областi своєї аналiтичностi . З (1.261) тодi випливає, що
стовпцi ψ i φ є лiнiйно залежними й iснують комплекснi числа b1, . . . , bJ
такi що

φ(x, ζj) = bjψ(x, ζj), (1.263)

i, аналогiчно
φ̄(x, ζ∗j ) = −b∗j ψ̄(x, ζ∗j ). (1.264)

З рiвняння (1.252) маємо асимптотики при |ζ| → ∞

ψ(x, ζ)e−ik(ζ)x →
(
−iu/ζ

1

)
ei(η

+−θ) +O(1/|ζ|2), (1.265)

φ(x, ζ)eik(ζ)x →
(

1

−iu∗/ζ

)
ei(η

−−θ) +O(1/|ζ|2), (1.266)

де

η± = ±1

2

∫ ±∞

x

(ρ2 − |u|2) dx. (1.267)

При |ζ| → 0 маємо

ψ(x, ζ)e−ik(ζ)x →
(
−iρ/ζ
u∗/ρ

)
e−i(η

+−θ) +O(1), (1.268)

φ(x, ζ)eik(ζ)x →
(
u/ρ

−iρ/ζ

)
e−i(η

−−θ) +O(1), (1.269)
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тодi з (1.261) випливає, що асимптотики a(ζ) мають вигляд

a(ζ) → exp(iη − 2iθ), при |ζ| → ∞ (1.270)

a(ζ) → exp(−iη + 2iθ), при |ζ| → 0, (1.271)

де

η = η+ + η− =
1

2

∫ ∞

−∞
(ρ2 − |u|2) dx. (1.272)

Нулi функцiї a(ζ) в областi її аналiтичностi (тобто в першому i третьо-
му квадрантах комплексної ζ-площини) не є незалежними через власти-
востi симетрiї (1.257), (1.258) i (1.260) [91]. Якщо ζj є простим нулем a(ζ)

у першому квадрантi, поза ρ-колом, тодi −ζj (у третьому квадрантi по-
за ρ-колом), ρ2/ζ∗j (у першому квадрантi й усерединi ρ-кола) i −ρ2/ζ∗j (у
третьому квадрантi й усерединi ρ-кола) також є простими нулями функцiї
a(ζ). Якщо ζj лежить на ρ-колi, для кожного j є два нулi: ζj та −ζj. Та-
ким чином, будемо розглядати нулi ζj функцiї a(ζ), якi лежать тiльки у
першому квадрантi поза та/або ρ-колом. Цi нулi можна параметризувати
спiввiдношенням ζj = ρ exp(γj + iβj), де γj > 0 i 0 < βj < π/2. Надалi
уважаємо, що в першому квадрантi M нулiв лежать на ρ-колi й N нулiв
лежать поза ρ-колом, так що j = 1 . . .M + N . Як буде показано далi, M
нулiв на ρ-колi вiдповiдають однопараметричним солiтонам, а N нулiв по-
за ρ-колом – двохпараметричним солiтонам (бризерам). Використовуючи
асимптотики (1.270), (1.271) i метод перетворення Гiльберта [45] спiльно з
властивостями (1.257), (1.258) та (1.260), можна виразити функцiю a(ζ) че-
рез її нулi ζj, якi лежать в першому квадрантi поза та/або ρ-колi, та через
модуль |b(ζ)| на контурi Γ = [0,−∞] ∪ [0,∞] ∪ [i∞, 0] ∪ [−i∞, 0]

a(ζ) = ei(η−2θ)
N∏
j=1

(ζ2 − ζ2j )

(ζ2 − ζ∗ 2j )

(ζ2 − ρ4/ζ∗ 2j )

(ζ2 − ρ4/ζ2j )

M∏
k=1

(ζ2 − ζ2k)

(ζ2 − ζ∗ 2k )

× exp

{
1

2πi

∫
Γ

ln(1− |b(µ)|2)
µ− ζ

dµ

}
. (1.273)
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Уважаючись ζ = 0 в (1.273) i порiвнюючи з (1.268), для η одержимо

η = 2θ − 2
M∑
k=1

arg ζk − 4
N∑
j=1

arg ζj +
1

4π

∫
Γ

ln(|a(µ)|2)
µ

dµ. (1.274)

У загальному випадку потенцiал має вигляд

u(x) = ρe−2i(η+−θ) − 2ρe−i(η
+−θ)

{
N∑
j=1

[
cj
ζj
ψ1(x, ζj)e

ikjx + i
c∗j
ρ
ψ∗
2(x, ζj)e

−ik∗jx
]

+
M∑
k=1

cj
ζj
ψ1(x, ζj)e

ikjx − 1

2πi

∫
Γ

r(ζ)ψ1(x, ζ)

ζ
eik(ζ)x dζ

}
, (1.275)

де cj = bj/a
′
j з a′j = da/dζ|ζ=ζj . Для спiльностi з рiвнянням (1.151),

розв’язки Йоста, отриманi з (1.150), повиннi бути помноженi на множник
h(ζ, t) = exp[−iΩ(ζ)t], де Ω(ζ) = [2λ2(ζ)− ρ2]k(ζ) [91] :

ψ̄(x, ζ, t) = h(ζ, t)ψ̄(x, ζ), ψ(x, ζ, t) = h−1(ζ, t)ψ(x, ζ), (1.276)

φ(x, ζ, t) = h(ζ, t)φ(x, ζ), φ̄(x, ζ, t) = h−1(ζ, t)φ̄(x, ζ). (1.277)

Часова залежнiсть даних розсiювання має вигляд

a(ζ, t) = 0, (1.278)

b(ζ, t) = b(ζ, 0) exp[2iΩ(ζ)t], (1.279)

bj(t) = bj(0) exp[2iΩ(ζj)t], . (1.280)

1.3.2 N-солiтоннi розв’язки й функцiї Йоста

Розглянемо випадок безвiдбивних (солiтонних) потенцiалiв u(x), коли
b(t, ζ) ≡ 0. З (1.273) та (1.274) випливає, що

a(ζ) =
M∏
k=1

ζ∗k(ζ
2 − ζ2k)

ζk(ζ2 − ζ∗ 2k )

N∏
j=1

ζ∗ 2j (ζ2 − ζ2j )

ζ2j (ζ
2 − ζ∗ 2j )

(ζ2 − ρ4/ζ∗ 2j )

(ζ2 − ρ4/ζ2j )
. (1.281)

Видно також, що ā(t, ζ) = 1/a(t, ζ). Оскiльки в цьому випадку матриця
S(t, ζ) є диагональною, вона може бути факторизована S −(ζ) = S +(ζ)S(ζ)
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таким чином, що матричнi розв’язки ЙостаM ± виражаються через загаль-
ну матрицю A(x, ζ)

M ±(x, ζ) = A(x, ζ)S ±(ζ), (1.282)

де

S + =

(
S +
11 0

0 S + ∗
11

)
(1.283)

з

S +
11 =

M∏
k=1

ζk
(ζ2 − ζ2k)

N∏
j=1

ζj
ζ∗j (ζ

2 − ζ2j )(ζ
2 − ρ4/ζ∗ 2j )

, (1.284)

та
S − = σ1S

+σ1, (1.285)

де σ1 матриця Паулi. З (1.283) та (1.285) можна бачити, що S +(ρ) = S −(ρ)

якщо M парне, i S +(ρ) = −S −(ρ) якщо M непарне. Тодi з (1.282) одержу-
ємо

M +(x, ρ) = (−1)MM −(x, ρ). (1.286)

З iншого боку, тому що λ = 0 вiдповiдає ζ = ±ρ, з (1.249) та (1.252) маємо

M±(x, ρ) = E±(x, ρ) = e±iθσ3

(
1 −i
−i 1

)
. (1.287)

Тодi з (1.286) i (1.287) негайно випливає, що θ = 0±πn якщо M парне, i θ =
±π/2±πn якщоM непарне (n - цiле ). Таким чином, загальний зсув фази 4θ

в N -солiтонному розв’язку дорiвнює нулю (або кратний 2π). Вiдмiтимо, що
автори [91] показали, що θ = 0 тiльки для часткового випадку N = 1, M =

0, розглядаючи явний вираз для односолiтонного бризерного розв’язку. З
(1.282)-(1.284) та (1.287) можна також одержати

A(x, ρ) = ρ2N(−σ1)M
(

1 −i
−i 1

)
M∏
k=1

(ζ∗k − ζk)
N∏
j=1

[ρ2(ζ∗ 2j + ζ2j )− ρ4 − |ζj|4]
|ζj|2

.

(1.288)
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З (1.259), (1.263) та (1.264) випливає, що стовпцi A(x, ζ) задовольняють
спiввiдношенням

A1(x, ζj) = bjA2(x, ζj), (1.289)

A2(x, ζ
∗
j ) = −b∗jA1(x, ζ

∗
j ), (1.290)

A1(x, ρ
2/ζ∗j ) = b∗jA2(x, ρ

2/ζ∗j ), (1.291)

A2(x, ρ
2/ζj) = −bjA1(x, ρ

2/ζj), (1.292)

для всiх j = 1, . . . ,M + N . Для M нулiв, що лежать на ρ-колi, рiвняння
(1.289)-(1.292) мають вигляд

A1(x, ζj) = bjA2(x, ζj), (1.293)

A2(x, ζ
∗
j ) = −bjA1(x, ζ

∗
j ), (1.294)

де коефiцiєнти bj дiйснi. З (1.268) i (1.282) випливає, що A(ζ) аналiтична
на всiєї ζ площинi, за винятком точки ζ = 0, де антидiагональнi елементи
A(ζ) exp[ik(ζ)xσ3] мають простий полюс. Тодi матриця ζA(ζ) exp[ik(ζ)xσ3]
аналiтична на всiєї ζ площинi. З (1.265) та (1.282) випливає, що дiагональнi
й антидiагональнi елементи ζA(ζ) exp[ik(ζ)xσ3] є полiномами по ζ ступенi
4N + 2M + 1 i 4N + 2M вiдповiдно. Крiм того, з (1.257) i (1.282) можна
бачити, що дiагональнi елементи A парнi по ζ, а антидiагональнi – непарнi.
Це означає , що можна написати

A(x, ζ)eik(ζ)xσ3 =

(
A

(0)
11 A

(0)
12 ζ

−1

A
(0)
21 ζ

−1 A
(0)
22

)
+

L∑
p=1

ζ2p−1

(
ζA

(p)
11 A

(p)
12

A
(p)
21 ζA

(p)
22

)
,

(1.295)
де L = 2N +M та A(p)

mn деякi, поки невiдомi, функцiї x. Уважаючись ζ = ρ

в (1.295) i порiвнюючи з (1.288), маємо(
A

(0)
11 A

(0)
12 ρ

−1

A
(0)
21 ρ

−1 A
(0)
22

)
+

L∑
p=1

ρ2p−1

(
ρA

(p)
11 A

(p)
12

A
(p)
21 ρA

(p)
22

)
= ρ2N(−σ1)M

×

(
1 −i
−i 1

)
M∏
k=1

(ζ∗k − ζk)
N∏
j=1

[ρ2(ζ∗ 2j + ζ2j )− ρ4 − |ζj|4]
|ζj|2

. (1.296)
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Невiдомi функцiї A(p)
mn(x, t) з p = 0, . . . , L однозначним чином визначаються

з (1.289)-(1.292) та (1.296). Дiйсно, перший рядок цих рiвнянь є лiнiйною
алгебраїчною системою 2L+ 2 рiвнянь iз 2L+ 2 невiдомими A(p)

12 та A(p)
11 з

p = 0, . . . , L. Аналогiчно, другий рядок (1.289)-(1.292) та (1.296) є лiнiйною
системою, яка визначає A(p)

21 та A(p)
22 з p = 0, . . . , L. Прямою пiдстановкою

можна показати, що (1.295) разом з (1.150) та (1.282) є сумiсними якщо й
тiльки якщо

u(x, t) =
i A

(L)
12 (x, t)

A
(L)
22 (x, t)

. (1.297)

Формула (1.297) визначає поле u(x, t) за дискретними даними розсiювання
{ζj(t)}, {bj(t)} у безвiдбивному випадку b(t, ζ) ≡ 0 та представляє собою
точний N+M -солiтонний розв’язок деривативного НРШ (1.147) з неспада-
ючими граничними умовами (1.245). Вирази (1.282) та (1.295) визначають
N +M -солiтоннi функцiї Йоста.

У якостi першого прикладу, розглянемо найпростiший випадок, ко-
ли функцiя a(ζ) має один простий нуль ζ1, що лежить на ρ-колi в пер-
шому квадрантi комплексної ζ-площини (тобто M = 1, N = 0), так що
ζ1 = ρ exp(iβ1) з 0 < β1 < π/2. Враховуючи (1.280), маємо b1 exp(2ik1x) =
ϵ exp(−z), де z = k0(x− vt− x0) з

k0 = ρ2 sin(2β1), v = 2ρ2 − ρ2 cos(2β1), (1.298)

i без втрати спiльностi можна покласти ϵ = ±1. Визначаючи A
(0)
12 i A(0)

11 з
(1.296), i вирiшуючи систему двох лiнiйних рiвнянь для A(1)

12 i A(1)
11 , з (1.293),

(1.294) можна одержати

A
(1)
12 = e−iβ1

(e3iβ1 − iϵe−z)

(eiβ1 + iϵe−z)
, A

(1)
11 =

(i+ ϵeiβ1−z)

ρ(eiβ1 + iϵe−z)
(1.299)

Згiдно (1.297) односолiтонний розв’язок має вигляд u(x, t) = ia
(1)
12 /A

(1)
22 , i

враховуючи властивiсть A(j)
22 = A

(j) ∗
11 , маємо

u(x, t) = ρ

[
1− 2i cos2 β1

ϵ sh(z + iβ1) + i

]
. (1.300)
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Рис. 1.6 (a) Залежнiсть амплiтуд свiтлого й темного солiтонiв вiд параме-
тра β для ρ = 1. Пунктирна лiнiя й суцiльна лiнiя до точки бiфуркацiї
вiдповiдають свiтлому солiтону. Суцiльна лiнiя вiдповiдає темному солi-
тону. Точки бiфуркацiї вiдповiдають βcr = π/6 та |u0| = ρ. (b) Профiль
темного солiтона для рiзних β i ρ = 1. Кривi 1 ("чорний"солiтон), 2 i 3
вiдповiдають параметрам βcr = π/6, β = 0.3, i β = 1.1.

Випадок ϵ = −1(1) вiдповiдає свiтлому (темному) солiтону. Параметри
k0 та v в (1.298) є вiдповiдно зворотною шириною й швидкiстю солiтона.
Фактично, є тiльки один параметр β1, що характеризує солiтон, i розв’язок
(1.300) звичайно називають однопараметричним солiтоном [97]. Амплiту-
ди (стосовно фона) свiтлого й темного солiтона вiдповiдно мають вигляд
Ab = 2ρ sin β1 i Ad = ρ− ρ|1− 2 sin β1|. Залежнiсть амплiтуд вiд параметра
β показана на рис. 1.6(a). Помiтимо, що амплiтуда темного солiтона є не-
монотонною функцiєю параметра β i має максимум при βcr = π/6. Профiлi
|u(z)| темних солiтонiв для рiзних β i ρ = 1 представленi на рис. 1.6(b).
Темний солiтон β = βcr (крива 1 на рис. 1.6(b)) може бути названий чорним
солiтоном: iнтенсивнiсть у центрi солiтона падає до нуля. Вiдповiднi одно-
солiтоннi розв’язки Йоста випливають iз (1.277), (1.282), (1.295) i мають
вигляд

ψ̄1(x, ζ, t) =
e−ik(ζ)xζ1
(ζ2 − ζ21)

[2ρ sin β1 + (ζ2 − ρ2)A
(1)
11 ]h(ζ, t), (1.301)
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ψ1(x, ζ, t) =
eik(ζ)xζ∗1

ζ(ζ2 − ζ∗ 21 )
[2iρ2 sin β1 + (ζ2 − ρ2)A

(1)
12 ]h

−1(ζ, t), (1.302)

φ1(x, ζ, t) =
e−ik(ζ)xζ∗1
(ζ2 − ζ∗ 21 )

[2ρ sin β1 + (ζ2 − ρ2)A
(1)
11 ]h(ζ, t), (1.303)

φ̄1(x, ζ, t) =
eik(ζ)xζ1
ζ(ζ2 − ζ21)

[2iρ2 sin β1 + (ζ2 − ρ2)A
(1)
12 ]h

−1(ζ, t). (1.304)

Iншi розв’язки Йоста можуть бути знайденi за допомогою властивостей
симетрiї (1.257), (1.258) i (1.259)

ψ2 = ψ̄∗
1, ψ̄2 = −ψ∗

1, φ̄2 = φ∗
1, φ2 = −φ̄∗

1. (1.305)

Далi розглянемо бiльш складнi випадки: випадок, коли функцiя a(ζ) має
два простi нулi в першому квадрантi на ρ-колi (тобто M = 2, N = 0) так
що

ζ1 = ρ exp(iβ1), ζ2 = ρ exp(iβ2), (1.306)

i випадок, коли a(ζ) має один простий нуль у першому квадрантi поза ρ-
колом (тобто M = 0, N = 1)

ζ1 = ρ exp(γ1 + iβ1), γ1 > 0. (1.307)

На вiдмiну вiд односолiтонного однопараметричного розв’язку (1.300), ви-
падок (1.306) вiдповiдає двухсолiтонному розв’язку для однопараметри-
чних солiтонiв, а випадок (1.307) – односолiтонному двуопараметричному
розв’язку. В обох випадках з (1.289)-(1.292) i (1.296) випливає система чоти-
рьох лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. При цьому детермiнанти можуть бути
факторизованi й остаточний вираз для u має вигляд

u = ρ
BD

D∗ 2 , (1.308)

де у випадку (1.306) маємо

B = 1−iϵ1e−3iβ1−z1−iϵ2e−3iβ2−z2−ϵ1ϵ2
sin2(β1 − β2)

sin2(β1 + β2)
e−3i(β1+β2)e−z1−z2, (1.309)
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D = 1− iϵ1e
iβ1−z1 − iϵ2e

iβ2−z2 − ϵ1ϵ2
sin2(β1 − β2)

sin2(β1 + β2)
ei(β1+β2)e−z1−z2, (1.310)

де z = k0,j(x− vjt− x0,j) (j = 1, 2) з

k0,j = ρ2 sin(2βj), vj = 2ρ2 − ρ2 cos(2βj), (1.311)

i, як i ранiше, ϵj = −1(1) вiдповiдає свiтлому (темному) солiтону. Розв’я-
зок (1.308), (1.309) та (1.310) описує зiткнення мiж свiтлими й свiтлими,
темними й темними, свiтлими й темними солiтонами.

У випадку (1.307) для B та D одержуємо

B = sh 2γ1 ch(z + 2γ1 + 3iβ1 − ln sh 2γ1) + sin 2β1 sh(3γ1 − iφ), (1.312)

D = sh 2γ1 ch(z + 2γ1 − iβ1 − ln sh 2γ1)− sin 2β1 sh(γ1 + iφ), (1.313)

з
z = k0(x− vt− x0), φ = µ(x− wt) + φ0, (1.314)

k0 = ρ2 ch 2γ1 sin 2β1, µ = ρ2 sh 2γ1 cos 2β1, (1.315)

v = 2ρ2 − ρ2 cos 2β1
ch 4γ1
ch 2γ1

, w = 2ρ2 − ρ2 ch 2γ1
cos 4β1
cos 2β1

. (1.316)

Двохпараметричний солiтон, описуваний (1.308), (1.312) та (1.313) з па-
раметрами γ1 i β1 уявляє собою бризер (осцiлюючий солiтон) з перiодом
осцiлляцiй

T =
2π

ρ2th(2γ1)[ch
2(2γ1) + cos2(2β1)]

, (1.317)

i швидкiстю v, що дається (1.316). Якщо γ1 → 0 та φ0 ̸= nπ (n цiле), маємо
T → ∞ i бризерний розв’язок зводиться до однопараметричного солiтона
(свiтлого або темного, в залежностi вiд φ0), обумовленим (1.300). Випадки,
коли є бiльше двох нулiв як на ρ-колi, (M > 2 – однопараметричнi свiтлi
або темнi солiтони), так i поза її (N > 2 – бризери) вiдповiдають M +N -
солiтонному розв’язку й описують зiткнення бризерiв мiж собою, темних
i свiтлих солiтонiв мiж собою, i зiткнення бризерiв з темними й свiтлими
солiтонами.

Будучи повнiстю iнтегрованим, деривативне НРШ iз неспадаючими
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граничними умовами має нескiнченний набiр iнтегралiв руху. Покажемо
як їх можна одержати i явно виразити через випромiнювальнi й солiтоннi
спектральнi данi. Крiм φ2 з (1.150), i пiдставляючи

φ1 = exp{−iθ − ik(ζ)x+ iη−(x) + q(x, ζ)}, (1.318)

у рiвняння, що виходить, для φ1, маємо рiвняння Рiкаттi для функцiї f =

i(ρ2 − |u|2)/2 + ∂xq

∂xf + (f − ik)2 − u′

u
(f − ik) + λ2

(
|u|2 − i

u′

u
+ λ2

)
= 0, (1.319)

де u′ ≡ ∂xu. Представляючи

f(x, ζ) =
1

i

∞∑
n=0

fn(x)

ζ2n
, (1.320)

i пiдставляючи (1.320) в (1.319), можна послiдовно визначити коефiцiєнти
fn(x). Першi з них мають вигляд

f0 =
1

2
(|u|2 − ρ2), (1.321)

f1 = −iu∂xu∗ −
1

2
(|u|4 − ρ4), (1.322)

f2 = 2i(|u|2 − ρ2)u∂xu
∗ + i|u|2u∗∂xu− 2u∂2xu

∗ + |u|4(|u|2 − ρ2). (1.323)

З рiвнянь (1.249) та (1.251) маємо

φ1 → e−iθ−ikx, при x→ −∞ (1.324)

φ1 → aeiθ−ikx − iρ

ζ
beiθ+ikx, при x→ ∞. (1.325)

З η−(−∞) = 0 та рiвняння (1.318) випливає, що q(−∞, ζ) = 0. Оскiльки
η−(∞) = η, з (1.318) та (1.325) маємо q(∞, ζ) = ln a(ζ)+2iθ−iη при x→ ∞
i |ζ| → ∞. З iншого боку, iз визначення функцiї f(x, ζ) випливає

q(∞, ζ) =

∫ ∞

−∞
f(x, ζ) dx− iη. (1.326)
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Враховуючи (1.320), одержуємо

ln a(ζ) = −2iθ − i
∞∑
n=0

In
ζ2n

, (1.327)

де

In =

∫ ∞

−∞
fn(x) dx (1.328)

є iнтегралами руху, тому що a(ζ) не залежить вiд часу. Розкладаючи (1.273)
у ряд по 1/ζ i використовуючи (1.327), одержимо явне представлення iн-
тегралiв руху через дискретнi (солiтоннi) та безперервнi данi розсiювання.
Зокрема для енергiї солiтона I0 маємо (1.274), а для гамiльтонiана I1 одер-
жуємо

I1 = i
N∑
j=1

[
ρ4

(
1

ζ2j
− 1

ζ∗ 2j

)
+ (ζ∗ 2j − ζ2j )

]
+ i

M∑
k=1

(ζ∗ 2k − ζ2k)

− 1

2π

∫
Γ

µ ln(1− |b(µ)|2) dµ. (1.329)

1.3.3 Вплив дисипативних збурень на темнi й свiтлi альфве-

нiвськi солiтони

При наявностi збурень p ̸= 0 у правiй частинi деривативного НРШ,
еволюцiйне рiвняння для матрицi розсiювання у випадку неспадаючих гра-
ничних умов має вигляд аналогiчний (1.190)

∂tS(t, ζ)+ iΩ(ζ)[σ3, S(t, ζ)] = −
∫ ∞

−∞
(M+)−1(x, t, ζ)PM−(x, t, ζ)dx, (1.330)

з тою вiдмiннiстю, що тепер

Ω(ζ) = [2λ2(ζ)− ρ2]k(ζ). (1.331)
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Еволюцiйнi рiвняння для коефiцiєнтiв a(t, ζ) та b(t, ζ) мiстяться в (1.330).
Враховуючи, що detM± = 1 + ρ2/ζ2 i (1.248), з (1.330) маємо

∂a

∂t
=
iζ(ρ2 − ζ2)

(ρ2 + ζ2)

∫ ∞

−∞
(pψ2φ2 + p∗ψ1φ1) dx, (1.332)

∂b

∂t
− 2iΩ(ζ)b = −iζ(ρ

2 − ζ2)

(ρ2 + ζ2)

∫ ∞

−∞
(pψ̄2φ2 + p∗ψ̄1φ1) dx. (1.333)

Рiвняння для нулiв, що "рухаються ζj(t) та коефiцiєнтiв bj(t) мають вигляд

∂ζj
∂t

= −
iζj(ρ

2 − ζ2j )bj

(ρ2 + ζ2j )a
′
j

∫ ∞

−∞
(pψ2

2,j + p∗ψ2
1,j) dx, (1.334)

∂bj
∂t

− 2iΩ(ζj)bj = −
iζj(ρ

2 − ζ2j )

(ρ2 + ζ2j )a
′
j

∫ ∞

−∞

{
pφ2

∂

∂ζ
(φ2 − bjψ2)

+p∗ φ1
∂

∂ζ
(φ1 − bjψ1)

}
dx′, (1.335)

де ψ2,j, φ2,j, ψ1,j, i φ1,j вiдповiднi розв’язки Йоста, що обчислюються при
ζ = ζj. Рiвняння (1.332)-(1.335) описують еволюцiю даних розсiюван-
ня (безперервного й дискретного спектра) у присутностi збурень. Якщо
збурення мале, у правi частини цих рiвнянь можна пiдставити незбуре-
нi розв’язки Йоста. В односолiтонному однопараметричному випадку з
ζ1 = ρ exp(iβ1) вони даються виразами (1.302)-(1.305). Використовуючи
спiввiдношення мiж солiтонним розв’язком (1.300) та функцiями Йоста,
обчисленими при β1, з (1.334) можна одержати рiвняння для β1, що визна-
чає еволюцiю швидкостi й ширини солiтона

∂β1
∂t

=
i

4

∫ ∞

−∞
(p∗us − pu∗s) dx, (1.336)

де us однопараметричний солiтонний розв’язок (1.300).
Як приклад розглянемо випадок, коли збурення в (1.148) має дифу-

зiйний вигляд

p = iD
∂2u

∂x2
. (1.337)
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Як вказувалося вище, такий вид збурення вiдповiдає врахуванню кiнцевої
провiдностi (та/або iонної в’язкостi) плазми. Розглянемо дiю збурення на
однопараметричний солiтон (1.300) в адiабатичному наближеннi. У цьому
наближеннi параметр β у солiтонному розв’язку (1.300) повiльно змiнює-
ться з часом, а загальна функцiональна форма солiтона залишається не-
змiнною. Пiдставляючи (1.337) в (1.336) i обчислюючи вiдповiднi iнтеграли
з us обумовленим (1.300), можна одержати

∂β

∂t
= −4Dρ2 sin β[ϵ sin β(cos2 β−3)(π−2ϵβ)+2 cos β(3−2 cos2 β)] (1.338)

Чисельно знайденi розв’язки рiвняння (1.338) для рiзних початкових β
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Рис. 1.7 Залежнiсть солiтонного параметра β(t) вiд часу для рiзних поча-
ткових β(0) для (a) свiтлих i (б) темних солiтонiв у присутностi дисипацiї
дифузiйного типу.

показанi на рис. 1.7(a) та 1.7(b) вiдповiдно для свiтлих (ϵ = −1) i
темних (ϵ = 1) солiтонiв. Для досить малих початкових β(0) ≪ 1, як
для свiтлих так i для темних солiтонiв з (1.338) випливає проста оцiнка
β(t) = β(0) exp(−8Dρ2t), так що амплiтуди й швидкостi солiтонiв убува-
ють у часi. Картина, однак, рiзко змiнюється, якщо β(0) не занадто мало.
При цьому, поведiнка свiтлих i темних солiтонiв суттєво рiзна. Насампе-
ред, темний альфвенiвський солiтон при наявностi дисипацiї дифузiйного
типу виявляється набагато бiльш стiйким, нiж свiтлий солiтон. Як видно
з рис. 1.7, для початкового β(0) ∼ 1 параметри темного солiтона на часi,
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наприклад, t ∼ 4 майже зовсiм не змiнюються, тодi як амплiтуда свiтлого
солiтона падає до нуля. По друге, якщо початкове β перевершує критичне
значення βcr = π/6 (див. рис. 1.6 i немонотонну залежнiсть амплiтуди тем-
ного солiтона вiд β), амплiтуда темного солiтона при наявностi дисипацiї
спочатку зростає згодом, досягає максимуму при βcr = π/6 i потiм починає
зменшуватися.

1.4 Генерацiя альфвенiвських солiтонiв

У цьому пiдроздiлi розглядається генерацiя солiтонiв обмеженим пря-
мокутним початковим профiлем магнiтного поля у рамках деривативно-
го нелiнiйного рiвняння Шредингера (1.147) з неспадаючими граничними
умовами (1.245), тобто при розповсюдженнi хвиль пiд кутом θ до зовнi-
шнього магнiтного поля. Це задача є однiєю з тих, для яких вiдповiдна
задача Кошi допускає точний аналiтичний розгляд. Хоча аналогiчна про-
блема для звичайного нелiнiйного рiвняння Шредингера (НРШ), як фо-
кусуючого, так i дефокусуючого, була вирiшена досить давно [98–102], ми
показуємо, що еволюцiя початкового прямокутного iмпульсу в моделi саме
деривативного НРШ iз неспадаючими граничними умовами виявляється
украй нетривiальною й суттєво вiдмiнною вiд усiх ранiше вiдомих резуль-
татiв. Зокрема, три типи солiтонiв – бризери, темнi й свiтлi можуть збу-
джуватися одночасно.

1.4.1 Основнi рiвняння

У вiдповiднiсть iз (1.150) пряма спектральне задача для деривативно-
го НРШ може бути записана у виглядi

∂φ1

∂x
= −iλ2φ1 + λuφ2,

∂φ2

∂x
= −λu∗φ1 + iλ2φ2. (1.339)
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Асимптотики розв’язкiв (1.339) з неспадаючими граничними умовами
(1.245) випливають iз рiвнянь (1.249) i (1.251)

Φ → e−iθσ3

(
1

− iρ
ζ

)
e−ik(ζ)x при x→ −∞, (1.340)

Φ → eiθσ3

(
a(ζ)e−ikx − b(ζ) iρζ e

ikx

b(ζ)eikx − a(ζ) iρζ e
−ikx

)
при x→ ∞, (1.341)

де функцiя k(ζ) визначена в (1.248), (1.250). В (1.340) i (1.341), Φ =

(φ1, φ2)
T, та a(ζ) i b(ζ), як i ранiше, коефiцiєнти розсiювання.

Довiльний початковий просторовий розподiл збурення магнiтного по-
ля у деривативному НРШ буде розпадатися на набiр iз N солiтонiв та без-
перервне випромiнювання (квазiлiнiйнi моди). Останнi диспергують i зага-
сають на нескiнченностi, у той час як солiтони поширюються як когерентнi
стiйкi структури. Солiтони вiдповiдають дискретному спектру лiнiйної за-
дачi на власнi значення (1.339). При цьому, кiлькiсть виникаючих солiтонiв
N дорiвнює числу нулiв ζn = ρ exp(γn + iβn) коефiцiєнта a(ζ) iз γn > 0,
0 < βn < π/2, де n = 1, 2 . . . . Параметри γn та βn представляють параме-
три n-го солiтона. Вiдповiдний односолiтонний розв’язок дається виразом
(1.308). У загальному випадку, коли γn ̸= 0, розв’язок залежить вiд двох
параметрiв (якi визначають ширину, швидкiсть i перiод осцiлляцiй бризер-
ного солiтона) i вiдповiдає осцилюючому солiтону (бризеру). Якщо γn → 0

є тiльки один параметр βn, що характеризує солiтон (i який визначає ши-
рину й швидкiсть) . Однопараметричний солiтон дається виразом (1.300).
Як вказувалося ранiше, iснують два типи однопараметричних солiтонiв –
свiтлi (з |u| > ρ) i темнi (з |u| < ρ).

Розглянемо випадок, коли початковий профiль u вiдмiнний вiд фона
в деякої кiнцевої областi простору, так що при t = 0 маємо

u(x, 0) =


ρe−2iθ, −∞ < x < 0

u0(x), 0 ≤ x ≤ l

ρe2iθ, l < x <∞ .

(1.342)
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З фiзичної точки зору такий початковий профiль вiдповiдає кiнцевому часу
введення оптичних iмпульсiв (див. пiдроздiл 1.1 дисертацiї для оптичних
солiтонiв НРШ). Для нелiнiйних альфвенiвських хвиль у замагнiченої пла-
змi, профiль (1.342) представляє собою початковий тангенцiальний розрив
збурень магнiтного поля – досить типовий випадок у нелiнiйнiй магнiтнiй
гiдродинамiцi [103]. У космiчнiй плазмi збурення магнiтного поля, обмеженi
тангенцiальними розривами спостерiгалися експериментально [104].

Умови безперервностi функцiї Φ(x) при x = 0 i x = l дають вiдповiдно

Φ(0, ζ) = e−iθσ3

(
1

− iρ
ζ

)
, (1.343)

Φ(l, ζ) = eiθσ3

(
ae−ikl − b iρζ e

ikl

beikl − a iρζ e
−ikl

)
. (1.344)

Тепер коефiцiєнти розсiювання залежать вiд параметра l. З (1.339) можна
одержати

d2φ1

dl2
− u′0
u0

dφ1

dl
+ λ2

(
|u0|2 − i

u′0
u0

+ λ2
)
φ1 = 0, (1.345)

де u0 = u0(l), u′0 = du0/dl. Рiвняння (1.345) доповнюється "початкови-
ми"(при l = 0, тобто у просторi) умовами

φ1(l = 0, ζ) = e−iθ, (1.346)
dφ1(l, ζ)

dl

∣∣∣∣
l=0

= −iλ2e−iθ − iλu0
ρ

ζ
eiθ, (1.347)

якi випливають iз (1.339) та (1.343). Рiвняння для φ2(l) одержується ком-
плексним сполученням (1.345). Вiдповiднi початковi умови мають вигляд

φ2(l = 0, ζ) = −iρ
ζ
eiθ, (1.348)

dφ2(l, ζ)

dl

∣∣∣∣
l=0

= −λu∗0e−iθ + λ2
ρ

ζ
eiθ. (1.349)

З (1.344) випливає, що коефiцiєнт a(ζ) пов’язаний з φ1(l, ζ) та φ2(l, ζ) спiв-
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вiдношенням

a(ζ)

(
1 +

ρ2

ζ2

)
e−ik(ζ)l = φ1(l, ζ)e

−iθ +
iρ

ζ
φ2(l, ζ)e

iθ. (1.350)

Визначивши φ1(l, ζ) та φ2(l, ζ) з (1.345)-(1.349), можна одержати рiвняння
для нулiв функцiї a(ζ) (тобто солiтоннi власнi значення).

1.4.2 Прямокутний початковий iмпульс

Аналiтичний розв’язок рiвнянь (1.345)-(1.349) можливий в деяких
окремих випадках. Тут розглянемо випадок прямокутного початкового
профiлю

u0(x) = u0 exp(iq), (1.351)

де u0 постiйна дiйсна амплiтуда й q постiйна фаза. Тодi вiдповiднi розв’язки
рiвнянь φ1 i φ2 мають вигляд

φ1(l, ζ) = e−iθ cos(Bl)− iλ

(
λe−iθ + u0

ρ

ζ
eiθ+iq

)
sin(Bl)

B
, (1.352)

φ2(l, ζ) = −iρ
ζ
eiθ cos(Bl) + λ

(
λ
ρ

ζ
eiθ − u0e

−iθ−iq
)
sin(Bl)

B
, (1.353)

де B = λ
√
u20 + λ2. З (1.350) випливає, що нулi коефiцiєнта a(ζ) визнача-

ються з рiвняння

λ[λ(ρ2e2iθ − ζ2e−2iθ)− 2u0ρζ cos q]

i(ρ2e2iθ + ζ2e−2iθ)
tg(Bl) = B. (1.354)

Солiтони вiдповiдають кореням ζn = ρ exp(γn+iβn) з γn > 0, 0 < βn < π/2.
Позначаючи η = γ + iβ i вводячи змiннi r = ρl1/2, s = u0l

1/2, можна
переписати рiвняння (1.354) у виглядi

tgD

D
=

i ch(2iθ − η)

r sh η[r sh η sh(2iθ − η)− s cos q]
, (1.355)

де
D = r sh η

√
r2 sh2 η + s2. (1.356)
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У асимптотицi t → ∞ поле u(x, t) буде являти собою набiр солiтонiв з
параметрами (γn, βn). У загальному випадку, коли γn ̸= 0, солiтон є бризе-
ром (осцiлюючим солiтоном) з перiодом, обумовленим (1.317) та швидкiстю
(1.316).

1.4.3 Еволюцiя початкового фазового розриву

У якостi найпростiшого прикладу розглянемо випадок l = 0, тобто в
початковий момент часу поле є фазовим розривом на постiйному фонi

u(x, 0) =

{
ρe−2iθ, −∞ < x < 0

ρe2iθ, 0 < x <∞ .
(1.357)

Тодi, як випливає з (1.354), рiвняння, що визначає нулi a(ζ) має вигляд

ρ2e2iθ + ζ2e−2iθ = 0. (1.358)

Розв’язавши (1.358), одержимо, що в асимптотицi є тiльки один солiтон з
параметрами

γ1 = 0, β1 = 2θ + π/2 (1.359)

за умови, що 2θ < 0. Швидкiсть солiтона дається виразом

v1 = 2ρ2 + ρ2 cos(4θ). (1.360)

Видно, що солiтон не виникає, якщо 2θ > 0.
Солiтон з параметрами (1.359) є однопараметричним солiтоном (свi-

тлим або темним), описуваним (1.300). Однак, виникає питання: який тип
солiтона, свiтлий або темний (тобто пiдвищення або провал фона), вини-
кає в нашому випадку фазового розриву на постiному фонi? Ця проблема
досить нетривiальна, оскiльки |u(x, 0)|2−ρ2 = 0. У вiдповiднiсть iз (1.300),
необхiдно визначити ϵ = sign(sinφ0). Випадок ϵ = −1(1) вiдповiдає свi-
тлому (темному) солiтону. Параметри x0 i φ0, вiдповiднi n-му солiтону (у
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нашому випадку n = 1) можна знайти з коефiцiєнта

cn(0) =
bn(0)

ȧ(ζn)
(1.361)

де ȧ(ζ) = ∂a/∂ζ, i bn(0) коефiцiєнт пропорцiйностi мiж двома фундамен-
тальними розв’язками рiвняння (1.339) при ζ = ζn та t = 0

Φ(x, ζn, 0) = bn(0)Ψ(x, ζn, 0), (1.362)

де Φ(x, ζ) розв’язок Йоста з асимптотиками (1.340) та (1.341), а другий
фундаментальний розв’язок Ψ(x, ζ) = (ψ1, ψ2)

T має асимптотики [91]

Ψ → eiθσ3

(
− iρ

ζ

1

)
eik(ζ)x as x→ ∞, (1.363)

Ψ → e−iθσ3

(
−b∗(ζ)e−ikx − a(ζ) iρζ e

ikx

a(ζ)eikx + b∗(ζ) iρζ e
−ikx

)
as x→ −∞. (1.364)

Коефiцiєнт c1(0) пов’язаний з x0 i φ0 спiввiдношенням

c1(0) =
2k(ζ1)

iζ∗1
sin(2β1)e

νx0+iφ0. (1.365)

З (1.340), (1.341), (1.357), (1.363) i (1.364) випливає, що розв’язок Йоста й
коефiцiєнт a(ζ) мають вигляд

Φ =

(
e−iθ

− iρ
ζ e

iθ

)
, Ψ =

(
− iρ

ζ e
iθ

e−iθ

)
, (1.366)

та
a(ζ) =

e−2iθ + (ρ2/ζ2)e2iθ

1 + ρ2/ζ2
. (1.367)

З (1.361), (1.362) i (1.367) маємо b1(0) = −1 i c1(0) = iρ(1−cos 4θ). Порiвню-
ючи останнiй вираз з (1.365) можна одержати φ0 = −2θ, де −π/2 < 2θ < 0

та, отже ϵ = sign(sinφ0) = 1. Таким чином, у нашому випадку виникає
темний солiтон з параметрами (1.359).

Для пiдтвердження аналiтичних результатiв, було проведено пряме
чисельне моделювання деривативного НРШ (1.147) з неспадаючими гра-
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Рис. 1.8 Чисельний розв’язок рiвняння (1.147) iз граничними умовами
(1.245) для початкового профiлю (1.357) при ρ = 2 та θ = ±0.25. (a) По-
чатковий стан у момент часу t = 0. (b) Розв’язок в момент t = 3 для
позитивної фази θ = 0.25. Генерацiя солiтона вiдсутня. (c) i (d) Темний
солiтон при t = 3 та t = 4 . Фаза негативна: θ = −0.25 .

ничними умовами (1.245) i початковою умовою (1.357) з ρ = 2, θ = ±0.25.
Чисельний розрахунок виконувався на сiтцi довжиною L = 60 з дозволом
1024 точки. Функцiя U = u exp(−4iθx/L) перiодична на цьому вiдрiзку й
на U накладалися перiодичнi граничнi умови. Просторова дискретизацiя
ґрунтувалася на псевдоспектральному методi [105]. Часова дискретизацiя
включала неявну схему Кранка-Никольсона. Результати представленi на
рис. 1.8. Виднщ, що у повнiй вiдповiдностi iз теоретичним аналiзом, даним
вище, солiтони не виникають, якщо фаза θ позитивна. З iншого боку , ви-
никає єдиний темний солiтон, якщо θ < 0. Швидкiсть солiтона, оцiнювана
з рис. 1.8 (c) (d), перебуває в повнiй згодi з аналiтичним передбаченням
(1.360).
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1.4.4 Одночасна генерацiя бризерiв, темних та свiтлих со-

лiтонiв

Тут розглянемо випадок, коли початкове поле вiдсутнє в деякої про-
сторовiй областi довжини l, тобто u0 = 0 ("чорний ящик"). Тодi рiвняння
(1.355) має вигляд

tg(r2 sh2 η) tg(2iθ − η) = i. (1.368)

Вiдокремлюючи уявну й дiйсну частини в (1.368), можна показати, що γ =

0, а параметр β визначається з

π(n+ 1/2) + 2θ = βn + r2 sin2 βn, (1.369)

де n = 0, 1, 2 . . . . Таким чином, генеруються тiльки однопараметричнi со-
лiтони. Цi солiтони є темними оскiльки |u(x, 0)|2 − ρ2 < 0. Параметр βn

визначає амплiтуду n-го солiтона. З (1.369) випливає, що солiтони можуть
виникати, тiльки якщо

−π/2 < πn+ 2θ < r2. (1.370)

З (1.369) можна знайти число N виникаючих солiтонiв

N =

[
r2 − 2θ

π

]
+ 1, (1.371)

де [..] означає целу частину. Видно, що завжди виникає принаймнi один
солiтон, якщо r2 > 2θ. Якщо виконана умова

r2 ≫ π(n+ 1/2) + 2θ (1.372)

для параметра βn можна одержати аналiтичну оцiнку

βn =

√
1 + 4r2[π(n+ 1/2) + 2θ]− 1

2r2
. (1.373)

Умова (1.372) означає, що (1.373) справедливо для нижчих власних значень
iз n≪ N . При цьому βn ≪ 1. Тепер розглянемо прямокутний початковий
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Рис. 1.9 Залежнiсть солiтонних власних значень ηn = γn + iβn вiд s для
r = 0.7, θ = π/8, q = 2. Показанi першi п’ять коренiв n = 1 . . . 5 . (a) –
представлений параметр βn ; (b) – вiдповiдний параметр γn .

Рис. 1.10 Чисельний розв’язок рiвняння (1.147) на часi t = 4 для прямоку-
тного початкового iмпульсу з параметрами r = 0.7, θ = π/8, q = 2 (такими
ж, як на рис. 1.9) iз рiзними s. (a) Солiтони не виникають. (b) Один солiтон.
(c) Два солiтона. (d) Три солiтона.
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профiль (1.351). Параметр β визначає амплiтуду солiтона, i вважаючись
β = 0 у рiвняннi (1.355), для граничного значення γ (уважаючи γ ̸= 0)
одержимо

γth = arcsinh
(
−s
r
cos 2θ cos q

)1/2
. (1.374)

Це означає, зокрема, що генерацiя двохпараметричних солiтонiв можли-
ва тiльки якщо cos q < 0. Залежнiсть солiтонних власних значень ηn =

γn + iβn, отриманих чисельним розв’язком рiвняння (1.354), вiд s для
r = 0.7, θ = π/8 (помiтимо, що cos 2θ > 0), q = 2 представлена на рис. 1.9.
Показанi першi п’ять коренiв n = 1 . . . 5. Результати прямого чисельного
моделювання рiвняння (1.147) з початковою умовою (1.351) i такими ж як
на рис. 1.9 r, θ, q, для декiлькох рiзних s показанi на рис. 1.10. Чисельнi
розв’язки показанi для часу t = 4. Видно, що число виникаючих солiтонiв
перебуває в повнiй згодi з результатами, представленими на рис. 1.9. На-
приклад, солiтони не виникають, якщо s = 1 (рис. 1.10 (a)), i генеруються
два солiтона (рис. 1.10 (c)) якщо s = 6 (цi солiтони вiдповiдають кореням,
вiдзначеним 1 та 2 на рис. 1.9).

Оскiльки (1.355) є трансцендентним рiвнянням з комплексними кое-
фiцiєнтами природньо очiкувати, що, як правило, його коренi малють не-
нульову дiйсну частину. Це вiдповiдає генерацiї двохпараметричних солi-
тонiв. Покажемо, що однопараметричнi солiтони також можуть виникати
в широкому дiапазонi параметрiв. Уважаючись γ = 0 в (1.355) й уводячи
позначення z = sin β, можна написати (за умови, що sin β ̸= 0) рiвняння,
яке визначає параметр β для однопараметричних солiтонiв у виглядi

F (z) = G(z), (1.375)

де введенi функцiї

F (z) =
tg(rz

√
s2 − r2z2)√

s2 − r2z2(z sin 2θ + cos 2θ
√
1− z2)

, (1.376)

та
G(z) = − 1

rz(sin 2θ
√
1− z2 − z cos 2θ) + s cos q

(1.377)
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Рис. 1.11 Залежнiсть солiтонних власних значень ηn = γn + iβn вiд s для
r = 0.7, θ = −π/8, q = 2. Показанi першi чотири коренi n = 1 . . . 4 . (a)
– представлений параметр βn ; (b) – представлений вiдповiдний параметр
γn ; корiнь пiд номером 1 має γ = 0 (i вiдповiдає однопараметричному
солiтону).

з 0 < z < 1. Розглянемо деякi випадки окремо.
Випадок I :

s2 > r2, sin 2θ < 0. (1.378)

Спочатку припустимо

r2 sin2 2θ + 2rs cos q cos 2θ < 4r2s2 cos2 q, (1.379)

так що функцiя G(z) не має сингулярностей на [0; 1]. Можна показати, що
в цьому випадку G(z) має один мiнiмум при zmin = cos θ. При цьому

G(0) = − 1

s cos q
, G(1) = − 1

(s cos q − r cos 2θ)
. (1.380)

З iншого боку, функцiя F (z) монотонно зростає вiд z = 0 до zs = cos 2θ,
має сингулярнiсть при z = zs i потiм монотонно зростає вiд z = zs до z = 1.
При цьому

F (0) = 0, F (1) =
tg(r

√
s2 − r2)

sin 2θ
√
s2 − r2

< 0. (1.381)

Враховуючи, що zmin > zs, i порiвнюючи графiки функцiй F (z) i G(z), мо-
жна укласти, що якщо cos q < 0 рiвняння (1.375) має один корiнь β1. При
цьому β1 < 2θ. Якщо ж cos q > 0, є один корiнь β1 > 2θ якщо F (1) > G(1),
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Рис. 1.12 Залежнiсть солiтонних власних значень ηn = γn + iβn вiд s для
r = 0.7, θ = π/8, q = 2.8. Показанi першi шiсть коренiв n = 1 . . . 6 . (a) –
представлений параметр βn ; (b) – представлений вiдповiдний параметр γn
; коренi пiд номерами 1, 5 й 6 мають γ = 0 (та вiдповiдають однопараме-
тричним солiтонам).

i два коренi β1 i β2 якщо F (1) < G(1). Якщо нерiвнiсть (1.379) порушує-
ться, функцiя G(z) має сингулярнiсть. Аналiз показує, що в цьому випадку
рiвняння (1.375) має єдиний корiнь як для cos q < 0, так i для cos q > 0.
Як вказувалося вище, двохпараметричнi солiтони можливi тiльки якщо
cos q < 0. Таким чином, якщо виконана умова (1.378) та cos q > 0, генеру-
ються один або два свiтлi (тому що s > r) однопараметричних солiтона.
Якщо ж cos q < 0, тодi, взагалi кажучи, крiм одного свiтлого солiтона,
який виникає завжди, можуть генеруватися бризернi солiтони. Число ви-
никаючих бризерiв (можливо, нульове) та вiдповiднi власнi значення, що
визначають швидкiсть i перiод осцiлляцiй бризера, залежать вiд s, r, θ та
q й можуть бути знайденi з (1.355) тiльки чисельно. Залежнiсть солiтон-
них власних значень ηn = γn + iβn вiд s для r = 0.7, θ = −π/8, q = 2

представлена на рис. 1.11. Показанi першi чотири коренi n = 1 . . . 4. Ко-
рiнь, вiдзначений 1, вiдповiдає однопараметричному свiтлому солiтону. Iн-
шi коренi вiдповiдають бризерам. Число виникаючих бризерiв зростає зi
збiльшенням параметра s (амплiтуди або ширини початкового iмпульсу).

Випадок II :
s2 > r2, sin 2θ > 0. (1.382)

як i у випадку I спочатку припустимо, що виконана умова (1.379) . Тодi
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Рис. 1.13 Залежнiсть солiтонних власних значень zn = sin βn (n=1. . . 8) вiд
s/r для r = 5, θ = π/8, q = 1. Генеруються тiльки однопараметричнi
солiтони.

функцiя G(z) має один максимум при zmax = sin θ i

G(zmax) = − 1

r sin2 θ + s cos q
. (1.383)

Значення G(z) на границях даються рiвнянням (1.380). Функцiя F (z) не
має сингулярностей i F (z) > 0. Тодi можна укласти, що якщо G(zmax) < 0

та виконана умова (1.379), є двi можливостi: якщо cos q < 0 генеруються
тiльки бризери, i солiтонiв не виникає, якщо cos q > 0. Громiздкий, але
прямий аналiз показує, що функцiя F (z) може мати не бiльш двох екстре-
мумiв на [0; 1]. Отже, в випадку виконання умови (1.382) виникає не бiльш
трьох однопараметричних солiтонiв. Цей результат не змiнюється, якщо
порушена умова (1.379) i функцiя G(z) мiстить сингулярнiсть. Вiдповiд-
ний випадок представлено на рис. 1.12, де показана залежнiсть солiтонних
власних значень ηn = γn+ iβn вiд s для r = 0.7, θ = π/8 i q = 2.8. Показанi
першi шiсть коренiв n = 1 . . . 6 . Коренi вiдзначенi 1, 5 i 6 вiдповiдають
однопараметричним свiтлим (s2 > r2) солiтонам. Iншi коренi вiдповiдають
бризерам.

Випадок III :
s2 < r2. (1.384)

Поведiнка функцiї G(z) для sin 2θ < 0 та sin 2θ > 0 така ж, як i у випадках
I та II вiдповiдно. Функцiя F (z) має tg-подiбнi сингулярностi. Як можна
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бачити з (1.376), кiлькiсть nsing сингулярностей

nsing =

[
r2
√

1− s2/r2 − π/2

π

]
, (1.385)

де [..] означає цiлу частину. Оскiльки функцiя G(z) на [0; 1] має або один
екстремум, або одну сингулярнiсть, число коренiв N рiвняння (1.375) не
менше nsing. З iншого боку, аналiз, подiбний зробленому вище, показує, що
N 6 nsing + 3. Таким чином, число N виникаючих однопараметричних
темних (оскiльки s < r) солiтонiв задовольняє нерiвностi

nsing 6 N 6 nsing + 3. (1.386)

Помiтимо, що рiвняння (1.386) з s = 0 перебуває в згодi з (1.371). Якщо
cos q < 0 одночасно з темними солiтонами можуть виникати бризери.
На вiдмiну вiд випадкiв I та II, якщо перевищено вiдповiдний порiг, мо-
же генеруватися довiльне число однопараметричних солiтонiв. Залежнiсть
zn = sin βn вiд параметра s/r для r = 5, θ = π/8 i q = 1 показана на
рис. 1.13. Оскiльки cos q > 0, виникають тiльки однопараметричнi солi-
тони. Для даного набору параметрiв можлива генерацiя не бiльш вiсьми
солiтонiв. Число солiтонiв для даного s/r перебуває в згодi з (1.386) й може
бути оцiнене як nsing + 1.

Опишемо як одержати рiвняння, що визначає солiтоннi власнi значен-
ня у випадку, коли початковий профiль складається з декiлькох, наприклад
M , окремо розташованих прямокутникiв. Нехай кожний прямокутник ха-
рактеризується амплiтудою u0,j, фазою qj i парою (x2j−1, x2j), де x2j−1 i x2j
координати лiвої й правої сторони j-го прямокутника (j = 1 . . .M), так що
lj = x2j − x2j−1 його ширина, й нехай x1 < x2 < x3 · · · < x2M . Необхiдно
визначити коефiцiєнти aj(ζ) i bj(ζ) матрицi розсiювання

Sj =

(
aj −b∗j
bj a∗j

)
(1.387)

окремо для кожного прямокутника. Рiвняння для bj(ζ) може бути отри-
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мане з (1.344) . При цьому "початковi"умови (1.346)-(1.349) трохи модифi-
куються, i коефiцiєнти aj(ζ) i bj(ζ) залежать вiд x2j−1 та x2j (ранiше було
x1 = 0, x2 = l). Загальна матриця розсiювання (для всiх прямокутникiв),
з якої може бути отриманий необхiдний коефiцiєнт a(ζ), є впорядкованим
добутком окремих матриць розсiювання:

S =
M∏
j=1

Sj. (1.388)

Тодi солiтоннi власнi значення можуть бути отриманi з рiвняння a(ζ) = 0.

1.5 Солiтони модифiкованого нелiнiйного рiвнян-

ня Шредингера в присутностi випадкових збу-

рень

У пiдроздiлi 1.1 вказувалося, що НРШ добре описує поширення опти-
чних iмпульсiв у свiтловодах у пiкосекундному режимi. НРШ, однак, стає
непридатним якщо вхiднi iмпульси коротше за ∼ 1 пс. Спектральна ши-
рина iмпульсу стає порiвнянною з несучою частотою й необхiдне врахува-
ння додаткових ефектiв: залежностi групової швидкостi вiд iнтенсивностi
(ефект самозагострення фронту iмпульсу), дисперсiї третього порядку та
iн. Врахування залежностi групової швидкостi вiд iнтенсивностi приводить
до модифiкованого НРШ [60]

i∂tu+
1

2
∂2xu+ iα∂x(|u|2u) + β|u|2u = 0. (1.389)

Далi розглядаємо спадаючi на нескiнченностi граничнi умови: |u| → 0 при
x→ ±∞. Рiвняння (1.389), як i НРШ, також виявляється iнтегрованим за
допомогою МЗЗР, хоча вiдповiдна спектральна задача Коно-Iшикави [106]
вiдрiзняється вiд спектральної задачi Захарова-Шабата (1.11), (1.12) для
НРШ. N -солiтоннi розв’язки вперше були знайденi алгеброгеометричними
методами (перетворенням Беклунда та прямим методом Хiроти) в [107–
110], а потiм методом зворотньої задачi у формулюваннi Рiмана-Гiльберта в
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[111]. Алгебраїчнi методи не мiстять спектрального параметра й, у принци-
пi не можуть використовуватися для опису несолiтонної (випромiнюваль-
ної) компоненти розв’язку. У даному пiдроздiлi запропоновано метод зна-
ходження N -солiтонних розв’язкiв модифiкованого НРШ, заснований на
iдеї методу, розробленого в пiдроздiлi 1.4 даної дисертацiї для дериватив-
ного НРШ iз неспадаючими граничними умовами. При цьому, фактично
вирiшується тiльки пряме задача розсiювання з наступним використанням
асимптотик i аналiтичних властивостей вiдповiдних функцiй Йоста.

Теорiя збурень для модифiкованого НРШ без використання МЗЗР
розглядалася в [112]. Варiант теорiї збурень, заснований на МЗЗР у фор-
мулюваннi Рiмана-Гiльберта, був запропонований в [113], але рiвняння для
безперервних спектральних даних, вiдповiдних до випромiнювання, отри-
манi не були. На основi результатiв [113] у роботi [114] вивчався вплив зов-
нiшнього δ-корельованого гауссовського шуму на одиночний солiтон моди-
фiкованого НРШ. У даному пiдроздiлi формулюється теорiя збурень для
модифiкованого НРШ на основi класичного варiанта МЗЗР та виводяться
рiвняння, що описують еволюцiю як дискретних (солiтонних), так i безпе-
рервних (вiдповiдних до випромiнювання) спектральних даних в присутно-
стi збурень. Розвинутий формалiзм застосовується для дослiдження впли-
ву малої шумової добавки у вхiдному солiтонному iмпульсi та флуктуацiй
показника заломлення середовища.

1.5.1 Пряма задача розсiювання для модифiкованого нелi-

нiйного рiвняння Шредингера

Рiвняння (1.389) уявляє собою умова спiльностi

Ut −Vx + [U,V] = 0, (1.390)

двох лiнiйних матричних рiвнянь (спектральна задача Коно-Iшикави) [106]

∂xM = Λ(λ)σ3M+ 2iλQM ≡ UM, (1.391)
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∂tM = Ω(λ)σ3M+ λ(2iλσ3Q
2 −

2Λ(λ)Q− 2iαQ3 + σ3∂xQ)M ≡ VM, (1.392)

де λ спектральний параметр, Q =

(
0 u

u∗ 0

)
, i

Λ(λ) = −(2i/α)(λ2 − β/4), (1.393)

Ω(λ) = −(4i/α2)(λ2 − β/4)2. (1.394)

Далi передбачаються спадаючi граничнi умови, тобто |u(x)| → 0 для фi-
ксованого t при x → ±∞. Для Imλ2 = 0 позначимо M±(x, t, λ) матричнi
2× 2 розв’язку рiвняння (1.391), що задовольняють граничним умовам

M± → E(x, λ) ≡ exp(Λ(λ)σ3x) (1.395)

при x → ±∞ (функцiї Йоста). Властивостi симетрiї M± випливають iз
(1.391)

M±∗(x, t, λ) = σ2M
±(x, t, λ)σ2, (1.396)

M±(x, t, λ) = σ3M
±(x, t,−λ)σ3. (1.397)

Для кожного фiксованого λ2 iснують тiльки два лiнiйно незалежних стов-
пця M±(x, t, λ). Отже, iснує матриця S(t, λ) з Imλ2 = 0 (матриця розсiю-
вання), така що

M−(x, t, λ) = M+(x, t, λ)S(t, λ) (1.398)

iз властивостями симетрiї

S∗(t, λ) = σ2S(t, λ) σ2, (1.399)

S(t, λ) = σ3S(t,−λ)σ3. (1.400)

З (1.398) випливає, що коефiцiєнти S11 i S12 мають вигляд

S11(t, λ) = det(M −
1 (x, t, λ),M +

2 (x, t, λ)), (1.401a)

S12(t, λ) = det(M −
2 (x, t, λ),M +

2 (x, t, λ)), (1.401b)
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де M±
j означає j-ий стовпець матрицi M±. Iнтегральнi рiвняння для M±

випливають iз (1.391), (1.395)

M±(x, t, λ) = E(x, λ)∓ 2iλ

∫ ±∞

x

E(x− y, λ)Q(y, t)M±(y, t, λ) dy. (1.402)

Стандартний аналiз [45] цих рiвнянь дає вирази для функцiй Йоста при
λ = 0

M+(x, t, 0) = M−(x, t, 0) = E(x, 0), (1.403)

та наступнi асимптотики при λ→ ∞

M±(x, t, λ) = E(x, λ) exp
{
∓iσ3θ±(x, t)

}
×
[
I+

1

4λ
Q(x, t)

] [
1 +O

(
1

λ2

)]
, (1.404)

де введенi позначення

θ+(x, t) = α

∫ ∞

x

|u(y, t)| 2 dy, (1.405)

θ−(x, t) = α

∫ x

−∞
|u(y, t)| 2 dy. (1.406)

Вектор-Функцiї M −
1 (x, t, λ), M +

2 (x, t, λ) допускають аналiтичне продовже-
ння в область signα Imλ2 > 0, тодi якM −

2 ,M +
1 , може бути аналiтично про-

довженi в signα Imλ2 < 0. Тодi з (1.401a) випливає, що коефiцiєнт S11(λ)

аналитичен в областi signα Imλ2 > 0 з асимптотикою λ→ ∞

S11 = exp(−iθ0)
[
1 +O

(
1

λ2

)]
, (1.407)

де θ0 = θ− + θ+. Аналогiчно, коефiцiєнт S22(λ) аналитичен в областi
signα Imλ2 < 0. З (1.399), (1.400) випливає, що

S22(λ) = S∗
11(λ

∗), S21(λ) = −S∗
12(λ

∗) (1.408)

та
S11(λ) = S11(−λ), S12(λ) = −S12(−λ). (1.409)
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Для Imλ2 = 0 умова нормування detS = 1 має на увазi |S11(λ)|2 +

signλ2|S12(λ)|2 = 1. Аналiтична функцiя S11(t, λ) може мати ну-
лi λ1(t), . . . , λN(t) в областi своєї аналiтичностi signα Imλ2 > 0. Тодi з
(1.401a) випливає, що стовпцi M +

2 та M −
1 є лiнiйно залежними й iснують

комплекснi числа γ1(t), . . . , γN(t) такi, що

M +
2 (x, t, λk(t)) = γk(t)M

−
1 (x, t, λk(t)), (1.410)

для k = 1, . . . , N . У комплексно сполучених точках λ∗k(t) маємо

M +
1 (x, t, λ∗k(t)) = −γ∗k(t)M −

2 (x, t, λ∗k(t)). (1.411)

Оскiльки S11 exp(iθ0) → 1 при λ → ∞ з signα Imλ2 > 0 та S11(λ) =

S11(−λ), за допомогою стандартних методiв перетворень Гiльберта [45] i
з використанням умови нормування можна виразити аналiтичну функцiю
S11(t, λ) в областi signα Imλ2 > 0 через її нулi й значення модуля |S12(t, λ)|
на контурi Γ = {λ; Im(λ2) = 0}

S11(t, λ) =
N∏
k=1

λ2 − λ2k(t)

λ2 − λ∗2k (t)
exp

−iθ0 +
1

2πi

∫
Γ

µ ln(1− sign(µ2)|S12(t, µ)| 2)
µ2 − λ2

dµ

.
(1.412)

З (1.403) i (1.401a) маємо S11(t, 0) = 1 й тодi, уважаючись λ = 0 в (1.412),
можна знайти θ0 = α

∫∞
−∞ |u(x, t)|2 dx в термiнах даних розсiювання

θ0 = 4
N∑
k=1

arg(λk)−
1

2π

∫
Γ

ln(1− sign(λ2)|S12(λ)|2)
λ

dλ, (1.413)

де 0 < arg(λk) < π/2 if α > 0, i −π/2 < arg(λk) < 0 якщо α < 0.
Iз другого (часового) спектрального рiвняння (1.392) випливає, що

динамiка даних розсiювання виявляється тривiальною

S12(t) = S12(0) exp(2Ω(λ)t), (1.414)

λk(t) = λk(0), (1.415)

γk(t) = γk(0) exp(2Ω(λk)t). (1.416)
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1.5.2 N-солiтоннi розв’язки

Важливим окремим випадком є S12(t, λ) ≡ 0 λ для деякого фiксова-
ного t. Тодi з (1.412) випливає, що

S11(t, λ) =
N∏
k=1

λ∗2k (λ
2 − λ2k)

λ2k(λ
2 − λ∗2k )

. (1.417)

Видно, що при цьому S22(t, λ) = 1/S11(t, λ) й S21(t, λ) ≡ 0. Оскiльки ма-
триця S(t, λ) у цьому випадку диагональна, її можна факторизовати таким
чином S−(t, λ) = S+(t, λ)S(t, λ), що матричнi розв’язки Йоста M± вира-
жаються через загальну матрицю A(x, t, λ)

M±(x, t, λ) = A(x, t, λ)S±(t, λ), (1.418)

де

S+ = diag

(
N∏
k=1

λk
λ∗k(λ

2 − λ2k)
,
N∏
k=1

λ∗k
λk(λ2 − λ∗2k )

)
(1.419)

та
S− = σ1S

+σ1. (1.420)

З (1.410) й (1.410) випливає, що стовпцi матрицi A(x, t, λ) з необхiднiстю
задовольняють спiввiдношенням

A2(x, t, λk(t)) = γk(t)A1(x, t, λk(t)), (1.421a)

A1(x, t, λ
∗
k(t)) = −γ∗k(t)A2(x, t, λ

∗
k(t)) (1.421b)

для всiх k = 1, . . . , N . Оскiльки A(λ) аналiтична в λ-площинi, з (1.404)
та (1.418) випливає , що дiагональнi й антидiагональнi елементи матрицi
A(λ)E−1(λ) є полiномами по λ ступенi 2N i 2N − 1 вiдповiдно. Крiм то-
го, iз властивостi симетрiї (1.397) й (1.418) можна бачити, що дiагональнi
елементи парнi по λ, а антидiагональнi – непарнi. Це означає, що можна
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написати

A(x, t, λ)E−1(x, λ) =

(
A

(0)
11 0

0 A
(0)
22

)
+

N∑
p=1

λ2p−1

(
λA

(p)
11 A

(p)
12

A
(p)
21 λA

(p)
22

)
. (1.422)

Уважаючись тут λ = 0, з (1.403) та (1.418)-(1.420) одержуємо вирази для
функцiй A(0)

11 (x, t) й A(0)
22 (x, t)

A
(0)
11 = A

(0)
22 = −

N∏
k=1

|λk(t)|2. (1.423)

Невiдомi функцiї A(p)(x, t) з p = 1, . . . , N безпосереднiм чином визначаю-
ться з (1.421). Дiйсно, першi рядки рiвнянь (1.421) являють собою лiнiйну
алгебраїчну систему 2N рiвнянь iз 2N невiдомими коефiцiєнтами A

(p)
12 й

A
(p)
11 з p = 1, . . . , N . Аналогiчно, другi рядки представляють систему, що

визначає (1.421) A(p)
21 й A

(p)
22 з p = 1, . . . , N . Прямою пiдстановкою можна

показати, що (1.422) разом з (1.391) та (1.418) сумiснi якщо й тiльки якщо

u(x, t) =
2A

(N)
12 (x, t)

αA
(N)
22 (x, t)

. (1.424)

Ця формула вiдтворює розв’язок u(x, t) по дискретним (солiтонним) спе-
ктральним даним {λk(t)}, {γk(t)} у випадку S12(t, λ) ≡ 0 та дає N -
солiтонний розв’язок рiвняння (1.389). Явний вираз безпосередньо випису-
ється через детермiнанти вiдповiдних матриць. Вираження (1.418), (1.422)
визначають N -солiтоннi функцiї Йоста.

З ∂xA = UA можна одержати, що елементи Aij(x, t, λ) матрицi A й
розв’язок u(x, t) задовольняють важливим спiввiдношенням

2iλ(ua21A22 + u∗A11A12) = ∂x(A12A21), (1.425)

2iλ(ua222 + u∗A2
12) = ∂x(A12A22), (1.426)

якi будемо використовувати нижче.
Варiацiї δS12 та δS11 при варiацiях δu(x, t), δu∗(x, t) для фiксованого
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t мають вигляд

δS11(λ) =

∫ ∞

−∞

{
δS11

δu
δu(x) +

δS11

δu∗
δu∗(x)

}
dx, (1.427)

δS12(λ) =

∫ ∞

−∞

{
δS12

δu
δu(x) +

δS12

δu∗
δu∗(x)

}
dx. (1.428)

З (1.401) маємо

δS11

δu
=

δ

δu
(M−

11M
+
22 −M+

12M
−
21), (1.429)

δS12

δu
=

δ

δu
(M−

12M
+
22 −M+

12M
−
22), (1.430)

й подiбнi вирази для δS11/δu
∗, δS12/δu

∗. Варiацiйнi похiднi в правих части-
нах (1.429), (1.430) можуть бути знайденi з iнтегральних рiвнянь (1.402).
У результатi одержуємо (для стислостi опускається λ-залежнiсть в M±)

δS11(λ) = 2iλ

∫ ∞

−∞

{
M +

22(x)M
−
21(x)δu(x) +M +

12(x)M
−
11(x)δu

∗(x)
}
dx,

(1.431)

δS12(λ) = 2iλ

∫ ∞

−∞

{
M +

22(x)M
−
22(x)δu(x) +M +

12(x)M
−
12(x, λ)δu

∗(x)
}
dx.

(1.432)

1.5.3 Солiтон з випадковим малим початковим збуренням

В "безвiдбивному"S12(λ) = 0 випадку єдиний (N = 1) нуль λ21 ≡ κ =

ξ+iη функцiї S11(λ) вiдповiдає односолiтонному розв’язку. З (1.421)-(1.424)
можна одержати

us(x, t) =
ik0
|λ1|

ch(k0z − iφ)

ch2(k0z + iφ)
eiψ, (1.433)

де введенi позначення

z = x0 − x+ vt, ψ = ψ0 + vx+
1

2
(k20 − v2)t, (1.434)

k0 =
4η

α
, v =

β − 4ξ

α
, φ = arg(λ1) = −1

2
arctg(η/ξ). (1.435)
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Параметр η = Imλ21 визначає характерну зворотну ширину солiтона k0

(при цьому η/α > 0), а ξ = Reλ21 швидкiсть солiтона v. Параметри x0 =

k−1
0 Re ln γ1(0) й ψ0 = Im ln γ1(0) вiдповiдають початковому положенню

й початковiй фазi солiтона. Явний вираз для us через амплiтуду й фазу
солiтона має вигляд

us =
ik0
|λ1|

exp{iψ − 3i arctg[tg(k0z) tgφ]}√
ch2(k0z)− sin2 φ

. (1.436)

Односолiтоннi функцiї Йоста даються виразами (1.418) з

A11(x, t, λ) = eΛ(λ)x(λ2A
(1)
11 − |λ1|2), (1.437)

A12(x, t, λ) = e−Λ(λ)xλA
(1)
12 , (1.438)

A21(x, t, λ) = eΛ(λ)xλA
(1)
21 , (1.439)

A22(x, t, λ) = e−Λ(λ)x(λ2A
(1)
22 − |λ1|2), (1.440)

де

A
(1)
12 (x, t) = − 2iη

|λ1|
exp(iψ)

ch(k0z + iφ)
, A

(1)
22 (x, t) =

ch(k0z + iφ)

ch(k0z − iφ)
, (1.441)

A
(1)
11 = A

(1)∗
22 , A

(1)
21 = −A(1)∗

12 . (1.442)

Властивостi солiтона модифiкованого НРШ вiдрiзняються вiд солiтонiв
НРШ. По перше, солiтон модифiкованого НРШ має ненульову рiзницю
фаз у межах

arg(us(x→ ∞))− arg(us(x→ −∞)) = 6φ. (1.443)

По друге, енергiя солiтона

Es =

∫ ∞

−∞
|us(x, t)|2 dx = 4αφ, 0 < φ signα <

π

2
, (1.444)

має верхню границю 2π/|α|.
Розглянемо випадок, коли початковий солiтонний iмпульс мiстить шу-
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мову складову й має вигляд u(x) = us(x)[1 + ε(x)], де ε(x) випадковий
гауссiвський процес iз нульовим середнiм i кореляцiйною функцiєю

⟨ε(x)ε(x′)⟩ = D(x− x′), (1.445)

де ⟨. . .⟩ означає статистичне усереднення. Уважаємо також, що iнтенсив-
нiсть шуму мала, D(x) ≪ 1. Наявнiсть ε(x) буде випадковим чином змi-
нювати солiтонний параметр λ1, та, крiм того, приводити до виникнення
додаткової компоненти δuc (випромiнювання).

Варiацiя параметра κ може бути записана у виглядi

δκ =

(
∂S11(λ

2)

∂λ2

∣∣∣∣
λ=λ1

)−1

δS11(λ1), (1.446)

де δS11, обумовлене (1.431), є варiацiєю коефiцiєнта проходження S11(λ), iн-
дукованою даною реалiзацiєю ε(x). Пiдставляючи постiйний (незбурений)
солiтонний параметр λ1 i незбуренi односолiтоннi функцiї Йоста в праву
частину (1.446), маємо

δκ =
2iλ1

κ − κ∗

∫ ∞

−∞
ε(x) (usA21A22 + u∗sA11A12) dx, (1.447)

де A11, A12, A21 й A22 визначенi в (1.437)-(1.440) i обчислюються при λ = λ1.
Видно, що δκ є гауссовською випадковою величиною з нульовим середнiм
⟨δκ⟩ = 0, тобто середня швидкiсть солiтона ⟨v⟩ i зворотна ширина ⟨k0⟩ у
цьому наближеннi не змiнюються. Використовуючи спiввiдношення (1.425),
можна спростити (1.447). Пiсля цього, виписуючи вирази для |δκ|2, вико-
нуючи усереднення по ε(x) за допомогою (1.445), й уводячи фур’є образ
D(x) у виглядi D(x) =

∫∞
−∞ D̃(q) exp(−iqx) dq, одержуємо

⟨|δκ|2⟩ = 1

4η2

∫ ∞

−∞
D̃(q)|I(q)|2 dq, (1.448)

де I(q) =
∫∞
−∞ exp(−iqx)∂x(A12A21) dx. Iнтегрування дає для середнього

|δκ|2

⟨|δκ|2⟩ = π2α2
(
1 + 1/µ2

)
k20G(ξ, η), (1.449)
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де µ = η/ξ й введена функцiя

G(ξ, η) = k0

∫ ∞

−∞
y2D̃(k0y)

sh2(arctg(µ)y/2)

sh2(πy/2)
dy, (1.450)

яка залежить вiд конкретного виду кореляцiйної функцiї шуму. Аналогiчно
для ⟨δκδκ⟩ можна одержати

⟨δκδκ⟩ = π2α2
(
1/µ2 − 1− 2i/µ

)
k20G(ξ, η). (1.451)

Розщеплюючи дiйсну й уявну частини, одержуємо вирази для дисперсiї
швидкостi солiтона ξ i зворотньої ширини η

⟨δξ2⟩ = (1/µ2)⟨δη2⟩, ⟨δη2⟩ = π2α2k20G(ξ, η), (1.452)

а також перехресну кореляцiю

⟨δξ δη⟩ = ⟨δη2⟩/µ. (1.453)

ФункцiяG(ξ, η) може бути явно обчислена у двох граничних випадках – ну-
льового й нескiнченного часу кореляцiї шуму. Якщо шум δ-коррелировано
за часом (нульовий час кореляцiї), тобто D(x) = D0δ(x), функцiя G має
вигляд

G(ξ, η) =
8π2D0k0µ

2

1 + µ2
F (φ), (1.454)

де

F (φ) =
2 sinϕ cos2 ϕ(cosϕ− 2)− cosϕ(5 sinϕ− 12ϕ)− 8 sinϕ+ 3ϕ

24 sin5 ϕ(cosϕ− 1)
(1.455)

й введене позначення ϕ = 2φ. Функцiя F (φ) монотонно зростає зi збiльше-
нням φ i F (0) = 1/35.

Тепер розглянь випадок, коли випадкова функцiя ε(x) має вигляд
ε(x) = ε0 cos(ω0x + ϑ), де випадкова амплiтуда ε0 є випадковою гауссов-
ською величиною з нульовим середнiм та дисперсiєю σ2, а випадкова фаза
ϑ однорiдним випадковим чином розподiлена мiж 0 i 2π. Кореляцiйна фун-
кцiя такого процесу має вигляд D(x) = (σ2/2) cos(ω0x) та в спектральному
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Рис. 1.14 Залежнiсть дисперсiї зворотньої ширини солiтона η вiд параметра
µ = η/ξ для рiзних a.

представленнi дається виразом (1.112). В цьому випадку шум має нескiн-
ченний час кореляцiї й зосереджений на частотi ω0. Для G можна одержати

G(ξ, η) =
σ2b2 sh2(arctg(µ)b/2)

2 sh2(πb/2)
, (1.456)

де b = ω0/k0.
Щоб врахувати кiнцевий час кореляцiї, розглянемо випадок, коли

спектр шуму має лоренцiвську форму

D̃(ω) =
D0

πτc[ω2 + (1/τc)2]
. (1.457)

В x-просторi це вiдповiдає кореляцiйнiй функцiї D(x) = D0 exp(−|x|/τc),
де τc кореляцiйний час. Функцiя G(ξ, η) має вигляд

G(ξ, η, a) =
D0a

π

∫ ∞

−∞

y2 sh2(arctg(µ)y/2)

(y2 + a2) sh2(πy/2)
dy, (1.458)

де параметр a = 1/(k0τc) - вiдношення ширини солiтона (нагадаємо, що в
розглянутiй фiзичнiй моделi вона має розмiрнiсть часу) до часу кореляцiї.
На рис. 1.14 показана залежнiсть дисперсiї зворотньої ширини солiтона η
вiд параметра µ для рiзних значень a при D0 = 0.025. Залежнiсть дисперсiї
η вiд a при рiзних µ показана на рис. 1.15. Видно, що вплив шуму (при його
фiксованої iнтегральної iнтенсивностi) на солiтоннi параметри є найбiльш
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Рис. 1.15 Залежнiсть дисперсiї зворотньої ширини солiтона η вiд a (вiдно-
шення ширини солiтона до часу кореляцiї шуму) для рiзних µ.

сильним якщо a ∼ 1, тобто коли ширина солiтона (характерна тривалiсть
солiтонного iмпульсу) порiвнянна з часом кореляцiї.

Тепер розглянемо внесок випромiнювання. Рiвняння (1.389) зберiгає
енергiю

E =

∫ ∞

−∞
|u(x, t)|2 dx, (1.459)

яка, як випливає з (1.413), та може бути явно виражена через безперервнi
(Imλ2 = 0) i дискретнi данi розсiювання

E =

∫ ∞

−∞
Nrad(λ

2) dλ2 +
4

α
φ, (1.460)

де

Nrad(λ
2) = − ln(1− sign(λ2)|S12(λ)|2)

2π|α|λ2
. (1.461)

У виразi для енергiї (1.460) солiтонний внесок явно вiддiлений вiд радi-
ацiйної компоненти (

∫
dλ2), описуваної даними розсiювання безперервно-

го спектра. Дисперсiйне спiввiдношення, що вiдповiдає лiнеаризованному
рiвнянню (1.389) має вигляд p = −q2/2 (для u ∼ exp(ipt − iqx)). Якщо
розглядати радiацiйну компоненту як суперпозицiю хвиль, описуваних лi-
нiйним рiвнянням Шредингера, то спектральний параметр λ2, як випливає
з (1.394), (1.414), пов’язаний iз частотою випромiнюваних лiнiйних хвиль
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q як

q =
4

α
(λ2 − β

4
). (1.462)

Величина Nrad(λ
2) являє собою спектральну густину енергiї, пов’язаною з

випромiнюванням.
Коефiцiєнт вiдбиття бiльше не дорiвнює нулю, та для даної реалiзацiї

ε(x) маємо |S12(λ)| = |δS12(λ)| ≪ 1. З (1.461) тодi випливає, що середня
спектральна густина випромiнювання nrad(λ) = ⟨Nrad(λ)⟩ має вигляд

nrad(λ) =

⟨
|δS12(λ)|2

⟩
2π|αλ2|

. (1.463)

Пiдставляючи незобурену односолiтонну функцiю Йоста в (1.432), одержу-
ємо

δS12(λ) =
2iλ

(λ2 − κ)(λ2 − κ∗)

∫ ∞

−∞
ε(x)

[
usA

2
22(λ) + u∗sA

2
12(λ)

]
dx. (1.464)

Виписуючи вирази для |δS12(λ)|2, виконуючи усереднення по ε(x), обчи-
слюючи вiдповiднi iнтеграли за допомогою (1.426), i пiдставляючи резуль-
тат в (1.463), для спектральної густини випромiнювання знайдемо

nrad(λ) =
8πη3

α2|λ1|2[(λ2 − ξ)2 + η2]2
R(λ), (1.465)

де введена функцiя

R(λ) =

∫ ∞

−∞
[y + c(λ)]2 D̃(k0y + k0c(λ))

(
λ2e−φy − |λ1|2eφy

)2
ch2(πy/2)

dy, (1.466)

з позначенням c(λ) = v/k0+(λ2− β/4)/η. Для лоренцевскьої кореляцiйної
функцiї (1.457) маємо

R(λ) =
D0a

πk0

∫ ∞

−∞

(y + c)2
(
λ2e−φy − |λ1|2eφy

)2
[a2 + (y + c)2] ch2(πy/2)

dy. (1.467)

Спектральний розподiл випромiнювання для рiзних значень параметра a
у цьому випадку показано на рис. 1.16. Розподiл має один пiк i експонен-
цiально спадаючi хвости. Зi збiльшенням вiдношення ширини солiтона до
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Рис. 1.16 Спектральний розподiл випромiнювання, що випускається солi-
тоном, для рiзних значень параметра a (вiдношення ширини солiтона до
часу кореляцiї шуму).

кореляцiйного часу, максимум розподiлу зcувається до вищих частот.
Якщо ε(x) є δ-корельованим гауссовськiм шумом, то можна знайти

явний вираз для ⟨|s12(λ)|2⟩ i спектральна густина випромiнювання має ви-
гляд

nrad(λ) =
16D0η

3[(λ4 + ξ2 + η2)F1 − λ2|λ1|2F2]

πα2|λ1|2[(λ2 − ξ)2 + η2]2
, (1.468)

де

F1(φ) =
ϕ− sin(2ϕ) + ϕ cos2(ϕ)

sin3(ϕ)
, F2(φ) =

cos(2ϕ)

6
. (1.469)

У цьому випадку спектральна густина спадає алгебраїчно (∼ 1/λ4) зi
збiльшенням |λ2|. Таке повiльне спадання пов’язане з тим, що спектр δ-
корельованого шуму мiстить фур’є гармонiки всiх частот з рiвними амплi-
тудами.

1.5.4 Рiвняння для спектральних даних у присутностi збу-

рень

У присутностi у правiй частинi рiвняння (1.389) доданка p[u, u∗], вiдпо-
вiдного до збурення, умова спiльностi (1.390) записується у виглядi (1.59),



133

де

P =

(
0 2λp

−2λp∗ 0

)
. (1.470)

Методом, розвиненим у пiдроздiлi 1.1 для темних солiтонiв НРШ, можна
одержати аналогiчне (1.70) еволюцiйне рiвняння для матрицi розсiювання
S(t, λ) при Imλ2 = 0, у якому мiстяться еволюцiйнi рiвняння для дискре-
тних i безперервних спектральних даних

∂tS(t, λ)−Ω(λ)[σ3,S(t, λ)] = −
∫ ∞

−∞
M+(x′, t, λ)−1PM−(x′, t, λ)dx′, (1.471)

де Ω(λ) визначене в (1.393). У повнiй аналогiї з пiдроздiлом 1.1, з еволюцiй-
ного рiвняння (1.471) можна одержати систему еволюцiйних рiвнянь для
солiтонних власних значень λ2k

dλ2k
dt

=
2λk

∂λ2S11(λk, t)

∫ ∞

−∞
(pM+

22M
−
21 + p∗M+

12M
−
11)dx

′, (1.472)

де k = 1 . . . N та iнтегранди оцiнюються при x′, t, й λ = λk(t), i еволюцiйне
рiвняння для коефiцiєнта S12(λ, t), що описує безперервну частину спектра

∂tS12 − 2Ω(λ)S12 = −2λ

∫ ∞

−∞
(pM+

22M
−
22 + p∗M+

12M
−
12)dx

′. (1.473)

Як i в попереднiх пiдроздiлах, розглядаючи p[u, u∗] як мале збурен-
ня, можна пiдставити незбуренi N -солiтоннi розв’язки u, u∗ й N -солiтоннi
функцiї Йоста M±, обумовленi (1.418) й (1.422), у праву частину еволю-
цiйних рiвнянь для даних дискретного та безперервного спектра (1.473)
й (1.472). Це дає рiвняння в нижчему порядку теорiї збурень. Наступнi
порядки теорiї збурень можна одержати подальшими iтерацiями.

В односолiтонному випадку N = 1 еволюцiйне рiвняння для солiтон-
ного власного значення κ ≡ λ2 = ξ + iη випливає з (1.472) при пiдстановцi
односолiтонних функцiй Йоста. У результатi можна одержати

dκ
dt

=
2λ1

(κ − κ∗)

∫ ∞

−∞
(pA21A22 + p∗A11A12) dx (1.474)



134

де A11, A12, A21 й A22 визначенi в (1.437)-(1.440) i збурення p, p∗ оцiнюю-
ться на солiтонному розв’язку (1.433). Аналогiчно, для коефiцiєнта вiдби-
ття S12(λ, t), що описує випромiнювання, з (1.473) маємо

ds12(λ)

dt
+ ik(λ)S12(λ) =

2λ

(λ2 − κ)(κ∗ − λ2)

∫ ∞

−∞
(pA2

22(λ) + p∗A2
12(λ)) dx,

(1.475)
де введене позначення k(λ) = (8/α2)(λ2 − β/4)2.

1.5.5 Вплив мультиплiкативного шуму на солiтон

Тут розглянемо модифiковане НРШ iз зовнiшнiм мультиплiкативним
шумом. Збурювання вибираємо у виглядi

p = ε(x, t)u, (1.476)

де ε(x, t) випадкове гауссiвське поле з нульовим середнiм i кореляцiйною
функцiєю

⟨ε(x, t)ε(x′, t′)⟩ = D(x− x′)B(t− t′). (1.477)

Такий вид збурення вiдповiдає випадковiй частинi показника заломлення
середовища.

Пiдставляючи збурення (1.476) у рiвняння (1.474), можна знайти на-
ступнi еволюцiйнi рiвняння для солiтонних параметрiв

dφ

dt
= 0, (1.478)

dη

dt
= 8η sin(2φ)

∫ ∞

−∞

ε(x, t) sh(2y) dy

[ch(2y) + cos(2φ)]2
, (1.479)

де x = x0(t) + v(t)t − y/k0. З (1.478) випливає, що в першому наближен-
нi випадковий доданок не впливає на величину φ. Це легко пояснити за
допомогою iнтеграла руху (1.460). Збурювання виду (1.476) все ще точно
зберiгає енергiю (1.459), яка, у зневазi радiацiйною складовою, пропорцiйна
φ. Таким чином, φ(t) = φ(0) ≡ φ0 детермiнiстична константа, обумовлена
детермiнiстичними початковими умовами. Помiтимо, що якщо ε залежить
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тiльки вiд t (випадковi просторовi неоднорiдностi показника заломлення),
то d⟨η⟩/dt = 0, тобто середня швидкiсть солiтона в цьому випадку не змi-
нюється з часом.

У вiдповiднiсть iз (1.461), спектральна густина випромiнюваної енергiї
має вигляд

Nrad(λ
2) =

|S12(λ)|2

2π|αλ2|
+O(|S12(λ)|4), (1.480)

за умови |S12(λ)|2 ≪ 1. Iнтенсивнiсть випромiнювання характеризується
потужнiстю, тобто енергiєю, випромiнюваної в одиницю часу Nrad/dt

w(λ) =
1

π|αλ2|
Re

{
S∗
12

ds12
dt

}
. (1.481)

Пiдставляючи збурення (1.476) у рiвняння для коефiцiєнта S12(λ, t) (1.475),
для s(λ, t) = S12(λ, t) exp[ik(λ)t] одержимо

ds(λ)

dt
=

2λ
∫∞
−∞ ε(x, t)[usA

2
22(λ) + u∗sA

2
12(λ)]dx

(λ2 − κ)(κ∗ − λ2)
eik(λ)t, (1.482)

Проiнтегруємо рiвняння (1.482), попередньо помноживши праву частину
на exp(νt) з нескiнченно малим ν > 0. Як звичайно, це має на увазi адi-
абатично повiльне включення збурення, вiдсутнього при t = −∞. Таким
чином, одержуємо

s(λ, t) =

∫ t
−∞
∫∞
−∞ ε(x, τ)F (x, τ, λ)eik(λ)τ+ντdτ dx

i(λ2 − κ)(κ∗ − λ2)
, (1.483)

де
F (x, τ, λ) = ∂x(A12(x, τ, λ)A22(x, τ, λ)), (1.484)

i використане спiввiдношення (1.426). Множення (1.482) на комплексно спо-
лучений вираз (1.483) пiсля усереднення дає⟨
s∗
ds

dt

⟩
=

∫ t
−∞
∫∞
−∞
∫∞
−∞B(t− τ)D(x− x′)F (x, t)F ∗(x′, τ)eik(λ)(t−τ)+ντdτdxdx′

[(λ2 − ξ)2 + η2]2
.

(1.485)
Уводячи фур’є-образи B(t) й D(x) виразами B(t) =

∫∞
−∞ B̃(p) exp(−ipt) dp,

D(x) =
∫∞
−∞ D̃(q) exp(−iqx) dq, роблячи замiну змiнних y = k0(vt − x),
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y′ = k0(vτ − x′) та обчислюючи iнтеграли по y, y′, можна потiм виконати
iнтегрування по t− τ й одержати⟨

s∗(λ)
ds(λ)

dt

⟩
=

1

[(λ2 − ξ)2 + η2]2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

iB̃(p)D̃(q)q2I(λ, q) dp dq

iν +K(λ)− p− qv
,

(1.486)
де K(λ) = k(λ) + ω(λ)v + (k20 + v2)/2, ω(λ) = (4λ2 − β)/α та

I(λ, q) =
π2α2λ2

[
λ2e−φh(λ) − |λ1|2eφh(λ)

]2
4|λ1|2 ch2[πh(λ)/2]

(1.487)

с h(λ) = (q − ω(λ) − v)/k0. Користуючись спiввiдношенням limν→0(y −
iν)−1 = P (1/y) + iπδ(y), де P символ головного значення, знаходимо⟨

Re

{
s∗
ds

dt

}⟩
=
π
∫∞
−∞ B̃(K(λ)− qv)D̃(q)q2I(λ) dq

[(λ2 − ξ)2 + η2]2
. (1.488)

Пiдстановка (1.488) в (1.481) дає середню спектральну густину потужностi
⟨w(λ)⟩ випромiнювану солiтоном.

Спочатку розглянемо випадок, коли ε є функцiєю тiльки часу, так що
для просторового корелятора маємо B̃(p) = δ(p). Тодi середня спектральна
потужнiсть випромiнювання

⟨w(λ)⟩ = K2(λ)D̃(K(λ)/v)I(λ,K(λ)/v)

αλ2[(λ2 − ξ)2 + η2]2v2
. (1.489)

i може бути явно виписана для довiльного виду частотного корелятора
D̃(q). Зокрема, у випадку спектра шуму лоренцевської форми пiдставляє-
мо (1.457) в (1.489). Спектральна густина випромiнюваної потужностi по-
казана на рис. 1.17 для рiзних значень η/ξ (з α = 0.2, β = 1., D0 = 0.1,
a = 0.2, ξ = 1.). Густина випромiнювання експоненцiально спадає зi збiль-
шенням частоти. Для солiтонiв малої амплiтуди (η/ξ ≪ 1) розподiл має
два максимума при чому лiвий з них (для α > 0) зникає зi збiльшенням
параметра η/ξ, тобто зi збiльшенням амплiтуди солiтона або зi зменшенням
його швидкостi.

Потiм розглянемо випадок, коли шум зосереджений на частотi ω0,
так що частотний корелятор шуму має форму (1.112). Тодi спектральна
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Рис. 1.17 Спектральна густина випромiнювання, що випускається солiто-
ном для рiзних значень η/ξ (вiдношення амплiтуди солiтона до його швид-
костi).

густина випромiнюваної потужностi

⟨w(λ)⟩ = σ2q20
4αλ2[(λ2 − ξ)2 + η2]2

{
B̃(K − q0v)I(λ, q0) + B̃(K + q0v)I(λ,−q0)

}
.

(1.490)
i може бути виписана в явнiй формi для довiльного просторового кореля-
тора B̃(p). Зокрема, якщо ε залежить тiльки вiд x, з (1.490) маємо

⟨w(λ)⟩ = σ2q20 δ(K(λ)− q0v)I(λ, q0)

4αλ2[(λ2 − ξ)2 + η2]2
. (1.491)

Випромiнювання зосереджене в двох точках спектру

λ2± = [β + α(±
√
2q0v − k20)]/4 (1.492)

i має мiсце, якщо швидкiсть солiтона задовольняє умовi v > k20/2q0. За-
гальний темп випромiнювання енергiї

W ≡
∫ ∞

−∞
⟨w(λ)⟩ dλ2 = W+ +W−, (1.493)

де

W± =
σ2q20I(λ±, q0)

16λ2±[(λ
2
± − ξ)2 + η2]2

√
2q0v − k20

. (1.494)

Оскiльки загальна енергiя E = Erad+Es в (1.460) зберiгається, темп втрати
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енергiї солiтоном за рахунок випромiнювання des/dt = −W . З (1.460) ви-
пливає, що вiдношення η/ξ (вiдношення амплiтуди до швидкостi солiтона)
зменшується з часом.

На закiнчення цього пiдроздiлу вiдзначимо, що в границi α → 0 i
β → 0 лiнiйна спектральна задача модифiкованого НРШ (1.391), (1.392)
повинна переходити в систему Захарова-Шабата (1.11), (1.12) для НРШ
та систему Каупа-Ньюелла (1.150), (1.151) для деривативного НРШ вiдпо-
вiдно. Для β → 0 граничний перехiд тривiальний. Границя ж α → 0 має
на увазi, що спектральний параметр λ залежить вiд α та дає наступний
рецепт: 2(λ2MNLS − β/4)/α → −λNLS при α → 0 або

ξ = β/4− αξ0/2, η = αη0/2, (1.495)

де λ2MNLS = ξ + iη й λNLS = ξ0 + iη0. Цi формули трансформу-
ють солiтон модифiкованого НРШ (1.433) у свiтлий солiтон НРШ us =

(2iη0/
√
β) sech(z) exp(iψ), де z = x0−2η0(x−2ξ0t), ψ = ψ0+2ξ0x−2(ξ20−η20)t.

1.6 Результати до роздiлу 1

1. Для темних солiтонiв дефокусуючого нелiнiйного рiвняння Шредин-
гера розроблено теорiю збурень, що грунтується на методi зворотньої
задачi розсiювання. Цей пiдхiд дозволяє повнiстю використовувати по-
дiл дискретних й безперервних ступенiв свободи в повнiстю iнтегрова-
ному незбуреному НРШ. Отримано рiвняння, що описують еволюцiю
дискретних (N -солiтонних) та безперервних (випромiнювальних) спе-
ктральних даних у присутнiостi зовнiшнiх збурень. Теоретично вияв-
лено ефект безпорогового народження темних солiтонiв пiд дiєю зовнi-
шнього збурення. При цьому завжди виникають, принаймнi два темнi
солiтона з малими рiвними амплiтудами й швидкостями, спрямова-
ними в протилежнi сторони. У якостi додаткiв запропонованої теорiї
розглянутi часовий односолiтонний iмпульс iз випадковим початковим
збуренням в оптичному волоконному свiтловодi, i просторовий солiтон
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(пучок безперервного оптичного випромiнювання) з лiнiйним накачу-
ванням й нелiнiйним поглинанням. В обох випадках аналiтично отри-
мано спектральний розподiл випромiнювання, що випускається солi-
тоном. Для випадку накачування та поглинання знайдено також про-
сторовий розподiл випромiнюваного поля. Розроблений пiдхiд може
бути застосованим й до iнших фiзичних моделей, що використовують
дефокусуюче НРШ iз неспадаючими граничними умовами.

2. Застосування теорiї збурень, що грунтується на МЗЗР, до ДНРШ з
спадаючими граничними умовами дає можливiсть дослiджувати ефе-
кти випромiнювання альфвенiвських солiтонiв, що поширюються в
плазмi уздовж зовнiшнього магнiтного поля. Аналiтично знайдено спе-
ктральний розподiл випромiнюваної енергiї й магнiтної спiральностi
для випадкiв урахування кiнцевої провiдностi плазми, ефекту резо-
нансних частинок (нелiнiйного загасання Ландау) та флуктуацiй гу-
стини плазми. У випадку врахування кiнцевої провiдностi плазми та-
кож знайдено поле випромiнювання, що приводить до викривлення
форми солiтона.

3. Розроблено метод знаходження точних N -солiтонних розв’язкiв
ДНРШ з неспадаючими граничними умовами, що вiдповiдає розпо-
всюдженню альфвенiвських солiтонiв у плазмi пiд кутом до зовнiшньо-
го магнiтного поля. Метод дає можливiсть одержати явнi розв’язки,
що описують зiткнення мiж бризерами (осцiлюючими двохпараметри-
чними солiтонами) й темними та/або свiтлими однопараметричними
солiтонами. Знайдено рiвняння, що описують еволюцiю спектральних
даних у присутностi збурень. Показано, що в окремому випадку збу-
рення дифузiйного типу темний альфвенiвський солiтон виявляється
набагато бiльш стiйким, чим свiтлий солiтон.

4. У моделi ДНРШ розглянута еволюцiя обмеженого в просторi початко-
вого розподiлу збурення магнiтного поля, що призводить до генерацiї
альфвенiвських солiтонiв. При цьому виникають солiтони трьох типiв:
бризери, темнi та свiтлi солiтони. Знайденi рiвняння для функцiй Йо-
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ста та вирази, що визначають солiтоннi власнi значення (амплiтуди,
швидкостi, перiоди осцiляцiй для бризерiв) для обмеженого в просто-
рi початкового профiлю довiльної форми. Знайдено трансцендентне
рiвняння, що визначає число народжених солiтонiв та їх параметри
у випадку прямокутного довiльного початкового розподiлу з накла-
деною фазою. Генерацiя солiтонiв, загалом кажучи, носить безпоро-
говий характер стосовно енергiї початкового розподiлу поля. Навiть
постiйний фон з фазовим розривом призводить до народження єди-
ного темного солiтона за умови негативного стрибка фази (а якщо нi,
то солiтон не виникає). При цьому енергiя солiтона дорiвнює енергiї
супровiдного його випромiнювання. У загальному випадку можливо
одночасне виникнення бризерних, темних та свiтлих солiтонiв. Для
деяких початкових параметрiв виникають тiльки бризери або тiльки
однопараметричнi солiтони (темнi або свiтлi). Бризери не виникають,
якщо фаза q початкового прямокутного профiлю задовольняє умовi
cos q > 0. У випадку вiдсутностi на постiйному фонi початкового поля
в деякої кiнцевої областi, можлива генерацiя тiльки темних солiтонiв
та, в залежностi вiд параметрiв фона, визначено число виникаючих
солiтонiв. Динамiка народження солiтонiв сильно залежить вiд пара-
метрiв початкового профiлю й фази, а також фона, та виявляється
досить нетривiальною: у кожному разi можливе народження не бiльш
трьох свiтлих солiтонiв (можливо, одночасно з бризерами), у той час
як темнi солiтони можуть генеруватися в будь якiй кiлькостi. Запро-
поновано узагальнення розробленого методу на випадок декiлькох по-
чаткових iмпульсiв.

5. Дослiджено вплив випадкових збурень на солiтон модифiкованого
НРШ, що поєднує в собi НРШ та ДНРШ, що описує розповсюдже-
ння ультракоротких електромагнiтних iмпульсiв в оптичних волокон-
них свiтловодах. Запропоновано новий простий метод знаходження N -
солiтонних розв’язкiв модифiкованого НРШ, що дозволяє одночасно
знаходити й N -солiтоннi функцiї Йоста. Отримано еволюцiйнi рiвнян-
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ня для спектральних даних в присутностi зовнiшнiх збурень. Аналiти-
чно визначенi дисперсiя ширини й швидкостi солiтона та спектраль-
ний розподiл випромiнювання, супроводженого солiтоном, при наяв-
ностi малої початкової шумової добавки до солiтонного iмпульса, що
входить в свiтловод. Для випадку збурення у виглядi мультиплiкатив-
ного шуму, що вiдповiдає неоднорiдної випадкової частини показника
заломлення свiтловода, аналiтично знайденi середнi спектральнi по-
тужностi випромiнювання для рiзних форм корелятора випадкового
поля.



РОЗДIЛ 2

Когерентнi структури на верхньогiбридному та

iонно-циклотронному плазмових резонансах, i в

плазмi з електронним пучком

Змiст цього роздiлу вiдображено в роботах [5, 14–16, 22, 23, 33, 35].

2.1 Динамiка модуляцiйної нестiйкостi на верхньо-

гiбридному резонансi

Верхньогiбриднi (ВГ) хвилi часто спостерiгаються в лабораторнiй i
космiчнiй плазмi. Вони можуть збуджуватися пучковими нестiйкостями, у
результатi лiнiйної конверсiї незвичайної електромагнiтної хвилi в областi
верхнього гiбридного резонансу та iн. [115, 116]. Одновимiрна теорiя нелi-
нiйних ВГ хвиль, взаємодiючих з низькочастотними рухами магнiтозвуко-
вого типу була розвинена в [117–122]. Зокрема, для низькочастотних магнi-
тогiдродинамiчних збурень i для вiд’ємної дисперсiї ВГ хвиль, Кауфман i
Стенфло [117] показали можливiсть iснування одновимiрних ВГ солiтонiв
у надмагнiтозвуковому режимi. Взаємодiя одновимiрних високочастотних
ВГ хвиль iз кiнетичними магнiтозвуковими вперше розглядалася в [123], i
потiм бiльш детально, включаючи чисельне моделювання, в [122].

У пiдроздiлi 2.1 розвинена двовимiрна теорiя взаємодiючих ВГ та
кiнетичних магнiтозвукових хвиль. Вiдповiднi нелiнiйнi рiвняння мiстять
додаткову нелiнiйнiсть, так звану векторну нелiнiйнiсть, яка не має анало-
гiв в одновимiрному випадку. Чисельно знайденi розв’язки представляють
нелiнiйнi двовимiрнi структури у виглядi радiально симетричних вихорiв,
мультисолiтонiв якi не обертаються (диполiв i квадруполiв), та обертових
мультисолiтонiв.

Дисперсiя кiнетичної магнiтозвукової хвилi приводить до нелокальної
нелiнiйної взаємодiї, тобто нелiнiйний вiдгук залежить вiд iнтенсивностi
хвильового пакета в деякої протяжної просторової областi. Нелокальна не-
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лiнiйнiсть природнiм образом виникає в багатьох областях нелiнiйної фiзи-
ки й вiдiграє важливу роль у динамiку когерентних нелiнiйних структур. У
те час, як колапс є звичайним явищем у багатовимiрних моделях, подiбних
моделi Захарова з локальним низькочастотним вiдгуком [124], нелокаль-
нi нелiнiйностi можуть зупиняти колапс i приводити до стiйких багатови-
мiрних локалiзованих структур. У роботi [125] було доведене вiдсутнiсть
колапсу для трьох рiзних форм нелокального нелiнiйного вiдгуку в багато-
вимiрному узагальненому нелiнiйному рiвняннi Шредингера. У пiдроздiлi
2.1 дається строгий доказ вiдсутностi колапсу у двовимiрнiй моделi, що
описує нелiнiйну взаємодiю верхньогiбридних та кiнетичних магнiтозвуко-
вих хвиль.

2.1.1 Нелiнiйнi рiвняння для взаємодiючих

верхньогiбридних i магнiтозвукових хвиль

Будемо розглядати плазму в однорiдному зовнiшньому магнiтному по-
лi B0 = B0ẑ, де ẑ одиничний вектор уздовж z осi. У лiнiйному наближеннi
ВГ хвилi характеризуються дисперсiйним рiвнянням

ω = ωUH

(
1 +

1

2
k2⊥R

2α

)
, (2.1)

де k⊥ поперечне хвильове число, ωUH = (ω2
pe+ω

2
ce)

1/2 частота ВГ резонансу,
ωpe плазмова ленгмюрiвська частота, ωce електронно-циклотронна частота,
vte = (Te/m)1/2 теплова швидкiсть електронiв, α = ω2

pe/(ω
2
pe − 3ω2

ce), i R2 =

3v2te/ω
2
UH . Помiтимо, що дисперсiя ВГ хвиль вiд’ємна, якщо ω2

pe < 3ω2
ce

(дуже розрiджена плазма або досить сильнi магнiтнi поля). Далi вважаємо
дисперсiю позитивною.

Рiвняння для повiльно змiнної комплексної амплiтуди φ потенцiалу
ВЧ електростатичного поля

EH = −1

2
[∇φ exp(−iωUHt) + c.c.] (2.2)
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верхньогiбридної хвилi можна одержати з рiвняння Пуассона

∇ · (ε̂∇φ) = 0 (2.3)

з

ε̂ =


ε⊥ ig 0

−ig ε⊥ 0

0 0 ε||

 , (2.4)

де дiелектричний тензор ε̂ розглядається як диференцiальний оператор з
ω → ωUH + i∂/∂t (припускаємо ωUH ≫ ∂/∂t внаслiдок часовiй повiльностi
огинаючої φ) i k → −i∇. При цьому, у компонентах ε⊥, ε|| i g враховую-
ться нелiнiйнi збурення густини плазми δn i магнiтного поля δB, так що
пiдстановки n0 → n0 + δn i B0 → B0 + δB приводять до рiвняння

∇⊥ · (ε⊥∇⊥φ) +
∂

∂z

(
ε||
∂φ

∂z

)
+ iẑ×∇g · ∇φ = 0. (2.5)

Враховуючи явнi вирази для ε⊥, ε|| i g [103], у результатi одержуємо нелi-
нiйне рiвняння

∆

(
2iωUH

∂φ

∂t
+ 3v2teα∆φ

)
+
ω2
peω

2
ce

ω2
UH

∂2φ

∂z2
= ∇ ·

{(
ω2
pe

δn

n0
+ 2ω2

ce

δB

B0

)
∇φ

(2.6)

−i ωce
ωUH

[
ω2
pe

δn

n0
+ (ω2

pe + 2ω2
ce)
δB

B0

]
∇φ× ẑ

}
.

Другий доданок у дужцi {. . . } у рiвняннi (2.6) виникає з останнього (гiро-
тропного) доданку в (2.5) i вiдповiдає векторнiй нелiнiйностi. Цей доданок
тотожньо зникає в одновимiрному випадку й для полiв з аксiальною симе-
трiєю. Векторною нелiнiйнiстю можна також нехтувати, якщо ωce/ωpe ≪ 1.

Верхньогiбриднi хвилi мають хвильовi вектори майже перпендику-
лярнi зовнiшньому магнiтному полю (kz ≪ k⊥) i далi ми будемо роз-
глядати двовимiрний випадок з kz = 0 так що ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 i
∇ = (∂/∂x, ∂/∂y).

Низькочастотнi рухи плазми описуються рiвняннями руху й безпе-
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рервностi для iонiв i електронiв. Уважаючи виконаною умову квазиней-
тральностi δni = δne ≡ δn, де δni та δne вiдповiдно збурення густини iонiв
i електронiв, маємо

∂δn

∂t
+ n0∇ · vi = 0, (2.7)

∂vi
∂t

=
e

M
E− γiTi

n0M
∇δn+ ωci[vi × ẑ], (2.8)

∂δn

∂t
+ n0∇ · ve +∇ · F2 = 0, (2.9)

∂ve
∂t

+ F1 = − e

m
E− γeTe

n0m
∇δn− ωce[ve × ẑ], (2.10)

де γi (γe) iонний (електронний) показник адiабати, vi (ve) iонна (електрон-
на) швидкiсть, n0 рiвноважна густина плазми, i

F1 = ⟨(vH · ∇)vH⟩+
⟨ e

mc
[vH ×BH ]

⟩
, F2 = ⟨nHvH⟩ (2.11)

вiдповiдають нелiнiйним доданкам в електронних рiвняннях, кутовi дуж-
ки означають усереднення по високочастотним осцiлляцiям, а iндекс H

вiдповiдає величинам для високочастотних полiв. Множачи (2.10) на m/M
i складаючи з (2.8), одержимо

∂

∂t

(
vi +

m

M
ve

)
= −m

M
F1 −

v2s
n0

∇δn− ωci[(ve − vi)× ẑ], (2.12)

де введена ефективна швидкiсть iонного звуку vs =
√
(γiTi + γeTe)/M .

Беручи операцiю div вiд рiвняння (2.12), одержуємо

∂

∂t

(
∇ · vi +

m

M
∇ · ve

)
= −m

M
∇ ·F1−

v2s
n0

∆δn−ωciẑ · ∇× (ve−vi). (2.13)

Використовуючи (2.7) i (2.9), та крiм того ∇ × (ve − vi) за допомогою
рiвняння Максвелла (для низькочастотних рухiв ми зневажаємо струмом
зсуву)

∇× δB =
4πen0
c

(vi − ve), (2.14)
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можна одержати

∂2δn

∂t2
− v2s∆δn− n0

B0
v2A∆δB =

mn0
M

∇ · F1 −
m

M
∇ · ∂F2

∂t
,

де vA = B0/
√
4πn0M альфенiвська швидкiсть. Другий доданок у правiй

частинi (2.15) малий у порiвняннi з першим на множник ∼ ω/ωUH i їм
можна нехтувати. Для одержання рiвняння для низькочастотного збурення
магнiтного поля δB ми вiднiмемо (2.10) з (2.8) i потiм подiємо оператором
rot

∂

∂t
∇× (vi − ve) =

e

m
∇× E− ωciẑ∇ · vi − ωceẑ∇ · ve +∇× F1. (2.15)

Використовуючи (2.7),(2.9), (2.14) i рiвняння Максвелла

∇× E = −1

c

∂δB

∂t
(2.16)

одержуємо

∂

∂t

(
1− c2

ω2
pe

∆

)
δB − B0

n0

∂δn

∂t
=

4πc

ω2
pe

(∇× F1)z. (2.17)

Представляючи
vHe =

1

2
[v exp(−iωUHt) + c.c.], (2.18)

з високочастотного рiвняння руху для електронiв маємо

v =
e

m

[iωUH∇φ+ ωce(∇φ× ẑ)]

(ω2
UH − ω2

ce)
. (2.19)

За допомогою рiвняння Максвелла для ∂BH/∂t, два доданка у виразi для
F1 можуть бути скомбiнованi в такий спосiб

F1 = ⟨(vHe · ∇) · vHe + [vHe × [∇× vHe ]]⟩ =
1

2
⟨∇ (vHe · vHe )⟩. (2.20)

Використовуючи (2.15), (2.17)–(2.20), остаточно одержуємо наступнi рiвня-
ння для низькочастотних збурень густини плазми δn та магнiтного поля
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δB (
∂2

∂t2
− v2s∆

)
δn

n0
− v2A∆

δB

B0
=

1

16πn0M
∆

{(
1 + 2

ω2
ce

ω2
pe

)
|∇φ|2

+2i

(
1 +

ω2
ce

ω2
pe

)
ωce
ωUH

[∇φ×∇φ∗]z

}
, (2.21)

(
1− c2

ω2
pe

∆

)
δB

B0
=
δn

n0
. (2.22)

У лiнiйному наближеннi рiвняння (2.21) i (2.22) дають дисперсiйне спiввiд-
ношення для кiнетичної швидкої магнiтозвукової хвилi

Ω2
k = k2⊥v

2
s +

k2⊥v
2
A

1 + k2⊥c
2/ω2

pe

. (2.23)

Надалi будемо опускати iндекс ⊥ в k⊥. Рiвняння (2.6), (2.21) та (2.22)
утворюють замкнену нелiнiйну систему, що описує взаємодiю верхньогiбри-
дних i кiнетичних магнiтозвукових хвиль. В одновимiрному випадку, коли,
зокрема, зникає векторна нелiнiйнiсть, цi рiвняння збiгаються з отримани-
ми в [122].

2.1.2 Лiнiйна стадiя модуляцiйної нестiйкостi

У цьому пiдроздiлi розглянемо лiнiйну теорiю модуляцiйної нестiйко-
стi хвилi накачування iз частотою близької до верхньогiбридної. Низько-
частотнi збурення представимо у виглядi

δn

n0
= n̂ exp(ik · r− iΩt) + c.c., (2.24)

δB

B0
= b̂ exp(ik · r− iΩt) + c.c., (2.25)

а верхньогiбридну хвилю предствимо у виглядi суперпозицiї хвилi накачу-
вання й двох сателiтiв

φ = φ0e
i(k0·r−δ0t) + φ+e

i[(k0+k)·r−(δ0+Ω)t] + φ−e
i[(k0−k)·r−(δ0−Ω)t] + c.c., (2.26)



148

де δ0 = ωUHk
2
0R

2/2. Амплiтуди сателiтiв обчислюються з (2.6). Маємо

D+φ+ = α+n̂φ0, (2.27)

D−φ
∗
− = α−n̂φ

∗
0, (2.28)

де

α± = −(k20 ±k ·k0)

(
ω2
pe +

2ω2
ce

1 + k2λ2e

)
+ i(k×k0)z

ωce
ωUH

(
ω2
pe +

ω2
pe + 2ω2

ce

1 + k2λ2e

)
,

(2.29)
i функцiї

D± = 2ωUH(k0 ± k)2(δ± ∓ Ω) (2.30)

є фур’є-перетвореннями лiнiйного оператора в лiвiй частинi (2.6) узятими
при k0 ± k, а δ± = ωUHR

2[(k0 ± k)2 − k20]/2 вiдхилення мiж частотами са-
телiтiв i частотою хвилi накачування. Амплiтуди низькочастотних збурень
випливають iз (2.21) i (2.22):

(Ω2 − Ω2
k)n̂ =

k2(β+φ+φ
∗
0 + β−φ

∗
−φ0)

16πn0M
, (2.31)

(1 + k2c2/ω2
pe)b̂ = n̂, (2.32)

де

β± =

(
1 + 2

ω2
ce

ω2
pe

)
(k20 ± k · k0) + 2i

(
1 +

ω2
ce

ω2
pe

)
(k× k0)z (2.33)

i Ω2
k визначається рiвнянням (2.23). Комбiнуючи (2.27), (2.28) i (2.31) одер-

жуємо нелiнiйне дисперсiйне спiввiдношення

Ω2 − Ω2
k =

k2|φ0|2

16πn0M

(
α+β+
D+

+
α−β−
D−

)
. (2.34)

Рiвняння (2.34) узагальнює нелiнiйне дисперсiйне спiввiдношення отримане
Елiассоном i Шуклой [122] на двовимiрний випадок i включенням вектор-
ної нелiнiйностi. Помiтимо, що у випадку копланарных (у площинi перпен-
дикулярнiй магнiтному полю) хвильових векторiв k ∥ k0, параметрична
взаємодiя хвиль, обумовлена векторної нелiнiйнiстю, вiдсутня. У протиле-
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жному випадку, тобто k ⊥ k0, векторна нелiнiйнiсть домiнує, а взаємодiя,
обумовлена скалярної нелiнiйнiстю найменш ефективна (i повнiстю вiдсу-
тня якщо k0 ≪ k). У загальному випадку k ∦ k0 i ωpe ∼ ωce обидва типу
нелiнiйностi дають порiвнянний внесок i це приводить до досить складної
картини параметричної нестiйкостi. Далi ми розглянемо випадок слабко
замагнiченої плазми з ω2

ce/ω
2
pe ≪ 1.

У випадку ωce ≪ ωpe, можна нехтувати векторною нелiнiйнiстю й
(2.34) приймає вигляд

Ω2
k − Ω2 =

|E0|2k2ωpe
32πn0M

[
cos2 µ+
(δ+ − Ω)

+
cos2 µ−
(δ− + Ω)

]
, (2.35)

де

|E0|2 = k20|φ0|2, cosµ± =
k0 · (k0 ± k)

k0|k0 ± k|
. (2.36)

Коли обидва ВЧ сателiта резонанснi, а низькочастотнi збурення нерезо-
нанснi, можна розглянути граничний випадок k0 ≫ k i Ωk ≫ Ω. Тодi
дисперсiйне рiвняння (2.35) приймає вигляд

(Ω− k · vg)2 =
ω2
pek

4R4

4

[
1− |E0|2

8πn0MR2Ω2
k

]
, (2.37)

де vg групова швидкiсть верхньогiбридної хвилi. Рiвняння (2.37) перед-
бачає нестiйкiсть, якщо |E0|2 > 8πn0MR2Ω2

k. У протилежному випадку
довгохвильового накачування k ≫ k0 рiвняння (2.35) зводиться до

Ω2 =
1

2

δ2 + Ω2
k ±

√
(δ2 − Ω2

k)
2 +

|E0|2ωpek2δ
4πn0M

 , (2.38)

де δ = ωUHk
2R2/2 i, таким чином, для досить великої амплiтуди накачу-

вання E0 виникає аперiодична нестiйкiсть.
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2.1.3 Вiдсутнiсть колапсу

Далi розглядаємо випадок ω2
ce/ω

2
pe ≪ 1, так що векторною нелiнiйнi-

стю в (2.6), (2.21) можна нехтувати. Уводячи безрозмiрнi величини

t→ ωLHt, r → rωLH/vs, (2.39)

φ→ φ
ωpi

4vs
√
πn0Te

, b→ δB

B0

ω2
pe

ω2
ceβ

, (2.40)

µ =
2ωUHm

3ωLHM
, β =

v2s
v2A
, (2.41)

i крiм δn/n0, перепишемо нелiнiйнi рiвняння (2.6), (2.21) та (2.22) у виглядi

∆

(
iµ
∂φ

∂t
+∆φ

)
= ∇ · [(βb−∆b)∇φ], (2.42)

(
∂2

∂t2
−∆

)
(β −∆)b−∆b = ∆|∇φ|2, (2.43)

Рiвняння (2.42) i (2.43) зберiгають енергiю

N =

∫
|∇φ|2 dr, (2.44)

i гамiльтонiан

H =

∫ (
|∆φ|2 + 1

2
|∇φ|2(β −∆)b

)
dr, (2.45)

та можуть бути записанi в гамiльтоновой формi

−iµ∆∂φ
∂t

=
δH

δφ∗ . (2.46)

У цьому пiдроздiлi ми представимо строгий доказ вiдсутностi колапсу
стацiонарних двовимiрних розв’язкiв вигляду φ(x, y, t) = ψ(x, y) exp(iΛt) у
нелiнiйнiй моделi, описуваної (2.42) i (2.43). Ми використовуємо iдеї [126],
заснованi на теорiї стiйкостi Ляпунова. Нагадаємо коротко сутнiсть методу
Ляпунова. Для того, щоб iнварiантна множина динамiчної системи (зокре-
ма, множина стацiонарних розв’язкiв {us}) була стiйкою, досить, щоб iсну-
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вав функцiонал L[u] з наступними властивостями: a) L позитивно визна-
чений функцiонал на обурених станах {u}, тобто L[u] > 0; b) L досягає
мiнiмуму на множинi {us}, L[us] = 0; c) L незростаюча функцiя часу t,
тобто dl/dt 6 0. Для гамiльтонових систем цi умови еквiвалентнi вимозi,
щоб гамiльтонiан був обмежений знизу при фiксованої величинi N , що збе-
рiгається (i тодi можна вибрати L = H −Hmin). Тодi стацiонарнi локалiзо-
ванi розв’язки, що вiдповiдають глобальному мiнiмуму H (фундаментальнi
солiтони), стiйкi в змiстi Ляпунова.

Для стацiонарних розв’язкiв, рiвняння (2.42) i (2.43) можуть бути пе-
реписанi в наступному вигляды

∆(−Λµ+∆)ψ = ∇ · [(β −∆)b∇ψ], (2.47)

с
b(r) = −

∫
G(r− r′)|∇φ(r′)|2 dr′, (2.48)

де G(r) = K0(
√
β + 1|r|)/2π функцiя Грiна, що задовольняє рiвнянню (β+

1 − ∆)G(r) = δ(r), i K0(z) модифiкована функцiя Бесселя другого роду
нульового порядку. Видне, що нелiнiйнiсть в (2.47) має суттєво нелокальний
характер. Представимо гамiльтонiан (2.45) у виглядi

H = A+
1

2
P, (2.49)

де A =
∫
|∆ψ|2 dr i нелiнiйний доданок P може бути записаний у виглядi

P = −
∫

|∇φ(r)|2|∇φ(r′)|2(β −∆)G(|r− r′|) dr dr′ = −
∫

|∇φ(r)|4 dr+ C,

(2.50)
де

C =

∫
|∇φ(r)|2|∇φ(r′)|2G(|r− r′|) dr dr′ > 0. (2.51)

Для одержання оцiнки для C використовуємо нерiвнiсть [125]∫
f 2(r)

|r− r′|
dr 6 2

(∫
f 2 dr

)1/2(∫
(∇f)2 dr

)1/2

, (2.52)
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де f(r) довiльна досить гладка функцiя, i iнтегрування в (2.52) виконується
по всьому двовимiрному простору. Маємо

C =

∫
|∇φ(r)|2 |∇φ(r

′)|2

|r− r′|
G(|r− r′|)|r− r′| dr dr′

6M

∫
|∇φ(r)|2dr

∫
|∇φ(r′)|2

|r− r′|
dr′

6 2M

(∫
|∇φ(r)|2dr

)3/2(∫
|∆φ(r)|2dr

)1/2

= 2MN 3/2A1/2, (2.53)

де M = maxz[zK0(z
√
β + 1)/2π] > 0 i ми скористалися (2.52). Потiм вико-

ристовуємо нерiвнiсть ∫
|∇φ(r)|4 dr 6 N 2. (2.54)

У результатi, можна записати наступний ланцюжок нерiвностей:

P > −N 2 + C > −N 2 − C > −N2 − 2MN 3/2A1/2. (2.55)

Пiдставляючи цю оцiнку у вирази для гамiльтонiана (2.49), одержимо

H > A− 1

2
N 2 −MN 3/2A1/2. (2.56)

При фiксованому N права частина нерiвностi (2.56) досягає мiнiмуму при
A =M2N 3/4, так що

H > −M 2N3/4−N2/2. (2.57)

Таким чином, ми показали, що при фiксованiй величинi N гамiльтонiан
обмежений знизу. У вiдповiднiсть зi стандартною теорiєю Ляпунова, це
представляє строгий доказ того, що колапс, при якому амплiтуда хвилi ло-
кально прямує до нескiнченностi, неможливий для стацiонарних розв’язкiв
у моделi, описуваної нелiнiйними рiвняннями (2.42) та (2.43).
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2.1.4 Локалiзованi нелiнiйнi структури й генерацiя

солiтонiв

Розглядаємо випадок, коли довжина верхньогiбридної хвилi багато
менше типового масштабу локалiзацiї й представимо (в вiдповiдних без-
розмiрних змiнних)

φ = Φexp(ik0 · r). (2.58)

Припускаємо, що k0L ≫ 1, де L типовий масштаб низькочастотних збу-
рень. Тодi система рiвнянь (2.42), (2.43) приймає вигляд

iµ
∂Φ

∂t
+∆Φ = (β −∆)bΦ, (2.59)

(
∂2

∂t2
−∆

)
(β −∆)b−∆b = ∆|Φ|2, (2.60)

де Φ перенормоване, так що Φ → k0Φ. Доказ вiдсутностi колапсу для ста-
цiонарних розв’язкiв системи (2.59), (2.60) аналогiчно представленому ви-
ще.

Стацiонарнi розв’язки рiвнянь (2.59),(2.60) шукаються в формi
Φ(x, y, t) = Ψ(x, y) exp(iλt/µ), де λ/µ нелiнiйний зсув частоти, так що Ψ

пiдкоряється рiвнянню

−λΨ+∆Ψ = (β −∆)bΨ, (2.61)

(β + 1−∆)b = −|Ψ|2. (2.62)

Для чисельного розв’язку рiвнянь (2.61), (2.62) накладалися перiодичнi
граничнi умови на двовимiрнiй сiтцi в декартовiй системi координат та
використовувалася релаксацiйна технiка [127]. Вибираючи пiдходяще по-
чаткове наближення, з високою точнiстю (норма нев’язання менше 10−9)
можна знайти два рiзних типу двовимiрних просторово локалiзованих
розв’язкiв - (мульти)солiтони та радiально симетричнi вихори.

Приклади (мульти)солiтонiв, а саме, фундаментальний солiтон (мо-
нополь), дипольний солiтон, двогорбий солiтон, i квадрупольний солiтон
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Рис. 2.1 Чисельно знайденi стацiонарнi локалiзованi розв’язки рiвнянь
(2.59) i (2.60) для β = 0.1: (a) фундаментальний солiтон з λ = 0.5; (b)
дипольний солiтон з λ = 0.5; (c) двогорбий солiтон з λ = 0.5; (d) квадру-
польний солiтон з λ = 2. Показана дiйсна частина поля Ψ.

представленi на рис. 2.1(a)- 2.1(d) для випадку β = 0.1. Диполi й квадру-
полi складаються з декiлькох фундаментальних солiтонiв iз протилежними
фазами.

Другий клас розв’язкiв, вихоровi солiтони, мають радiально симетри-
чну амплiтуду |Ψ(x, y)| рiвну нулю в центрi вихору й фазу у виглядi лi-
нiйної функцiї полярного кута θ, тобто argΨ = mθ, де m цiле число (то-
пологiчний заряд). Важливим iнтегралом руху, асоцiйованим iз цим типом
двовимiрних нелiнiйних структур є z-компонента кутового моменту

Mz = Im

∫
[Φ∗(r×∇⊥Φ)]z dr, (2.63)

який може бути виражений через амплiтуду солiтона U i фазу ϕ,

Mz =

∫
∂ϕ

∂θ
U 2dr, (2.64)

i для вихорових солiтонiв маємо Mz = mN . Приклади радiально симетри-
чних вихорiв iз зарядами m = 1, 2 для рiзних нелiнiйних зсувiв частоти
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Рис. 2.2 Приклади радiально симетричних вихорових солiтонiв з тополо-
гiчними зарядами m = 1, 2 для нелiнiйних зсувiв частоти λ = 0.05 (лiвий
рядок) i λ = 1 (правий рядок): показанi радiальнi профiлi амплiтуди поля
|Ψ| (суцiльна крива) i густини плазми n (пунктирна крива) для β = 0.25.

показанi на рис. 2.2.
Стiйкiсть знайдених локалiзованих розв’язкiв дослiджувалася пря-

мим чисельним моделюванням вихiдних динамiчних рiвнянь (2.59) i (2.60)
у присутностi слабкого початкового шуму. Початкова умова бралася у
виглядi Ψ(x, y)[1 + εf(x, y)], де Ψ(x, y) чисельно знайдений розв’язок, i
f(x, y) бiлий гауссiвський шум з дисперсiєю σ2 = 1 i параметр збурення
ε = 0.005÷ 0.01. Крiм того, для вихорiв додавалося азимутальне збурення
у виглядi iε sin θ. При чисельному моделюваннi просторова дискретизацiя
ґрунтувалася на псевдоспектральному методi [105]. Часова t-дискретизацiя
включала схему пошагового розщеплення.

Чисельне моделювання переконливе показує, що фундаментальнi со-
лiтони є стiйкими й не колапсують навiть при негативному початковому
гамiльтонiанi. Стiйка динамiка монопольного солiтона з λ = 1 показана на
рис. 2.3(a). Для мультисолiтонiв стiйка еволюцiя не спостерiгалася, але не
спостерiгався й колапс. Якщо нелiнiйний зсув частоти не занадто великий,
мультисолiтони розпадаються на кiлька фундаментальних солiтонiв, але
можуть не змiнювати своєї форми досить тривалий час. Розпад дипольно-
го солiтона на два монополих, якi рухаються в протилежних напрямках без
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Рис. 2.3 (a) Стiйка динамiка солiтона з λ = 1; (b) розпад дипольного солi-
тона з λ = 2 на два фундаментальних солiтона.

Рис. 2.4 Еволюцiя вихору iз топологiчним зарядом m = 1 i λ = 0.01 для
β = 0.25.
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змiни своєї форми показано на рис. 2.3(б). Рис. 2.4 представляє приклад
розпаду вихору на три фундаментальних солiтона. Оскiльки загальний ку-
товий момент (2.63) зберiгається (це контролювалося в процесi чисельного
моделювання), монопольнi солiтони розходяться по тангенцiальним стосов-
но первинного вихорового кiльця траєкторiям.

Солiтоннi структури можуть виникати в результатi модуляцiйної не-
стiйкостi початкової монохроматичної верхньогiбридної хвилi. Еволюцiя
довгохвильової монохроматичної хвилi дослiджувалася чисельно в рамках
рiвнянь (2.59), (2.60). Наприклад, для випадку, коли початкова хвиля має
форму

Φ(x, y) = 1.5 exp(0.07ix+ 0.07iy) (2.65)

на сiтцi розмiром 10× 10 вона являє собою майже однорiдне початкове по-
ле. Часова еволюцiя показана на рис. 2.5. Добре видно формування одного
фундаментального солiтона, який рухається в деякому напрямку майже
без змiни своєї форми, а потiм спiвiснує з турбулентним оточенням. В за-
лежностi вiд амплiтуди й хвильового вектора початкової хвилi, а також вiд
довжини сiтки, спостерiгалося формування двох i бiльш фундаментальних
солiтонiв, а в деяких випадках виникнення (одночасно iз солiтонами) стру-
ктур, якi нагадували вихори. В той же час не спостерiгалося формування
будь яких локалiзованих структур у всiх випадках, коли початкова амплi-
туда була досить мала (наприклад, менше 0.8 у розглянутому вище випад-
ку), так що не був перевищений порiг модуляцiйної нестiйкостi. Важливо
вiдзначити, що у всiх випадках у процесi чисельного моделювання еволюцiї
рiзних початкових полiв не спостерiгалося нiякого свiдчення колапсу.

2.2 Нелiнiйнi структури на iонно-циклотронному

резонансi

Iонно-циклотроннi хвилi, тобто хвилi iз частотою близької до iонно-
циклотронної частоти ωci = eB0/Mc, де B0 зовнiшнє магнiтне поле, M ма-
са iонiв, мають велике значення як ефективне джерело нагрiвання плазми
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Рис. 2.5 Еволюцiя майже однорiдного початкового поля (2.65) у моделi
(2.59), (2.60). Показанi амплiтуди поля |Φ| на (x, y) площинi на часi t = 0,
t = 1, t = 3 i t = 12. Модуляцiйна нестiйкiсть початкового поля приводить
до формування локалiзованої структури (солiтона).

[128]. Велика потужнiсть випромiнювання, що вводиться в плазму, при-
водить до появи нелiнiйних ефектiв, що впливають на поширення й по-
глинання iонно-циклотронних хвиль. Збуджуватися в плазмi електроста-
тичнi iонно-циклотроннi хвилi можуть iз ряду причин, наприклад пучками
частинок уздовж магнiтного поля, параметричними нестiйкостями та iн.
Експериментальнi спостереження iонно-циклотронних коливань засвiдчу-
ють про їхню важливу роль у поведiнцi плазми в лабораторних умовах
[129, 130]. Широко поширенi iонно-циклотроннi хвилi й у космiчнiй пла-
змi. Iнтенсивне випромiнювання в дiапазонi iонних циклотронних частот
спостерiгалося в авроральнiй областi магнiтосфери Землi (на висотах 3000-
8000 км i вище) [131–134] i в недавнiх спостереженнях у плазмi сонячного
вiтру (станцiєю Voyager) [135] i мiжпланетного простору [136]. При цьому
iонно-циклотроннi хвилi мають великi амплiтуди та локалiзованi в просто-
рi, що свiдчить на користь їх нелiнiйної природи.

У ленгмюрiвських хвилях в плазмi без магнiтного поля внаслiдок ви-
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значальної залежностi ленгмюрiвської частоти вiд густини плазми, основ-
ним нелiнiйним ефектом є формування ям густини в областi локалiзацiї
хвильового пакета, теоретично передбаченим в класичнiй роботi Захаро-
ва [124], i потiм багаторазово засвiдченим експериментально [137, 138]. На
вiдмiну вiд ленгмюрiвських хвиль, частота циклотронних хвиль залежить
в основному вiд зовнiшнього магнiтного поля, тому, як було показано в
[139–141], основним нелiнiйним механiзмом, що визначають поведiнку ци-
клотронних хвиль, є виникнення ям магнiтного поля в областi локалiза-
цiї циклотронних хвиль. Цей ефект був названий в [139] ВЧ дiамагнети-
змом. Довгохвильовi нелiнiйнi iонно-циклотроннi хвилi, що поширюються
уздовж зовнiшнього магнiтного поля, розглядалися в роботах [142–144] у
рамках нелiнiйного рiвняння Шредингера, або зведенню до рiвняння для
так званого "псевдопотенцiала"Сагдєєва [145, 146]. Короткохвильовий ви-
падок k⊥ρi ≫ 1, де k⊥ поперечне (стосовно зовнiшнього магнiтного поля)
хвильове число, ρi iонний ларморовский радiус, вивчався в [147]. При цьому
розглядалася еволюцiя хвильового пакета не тiльки для часової огинаючої
електричного поля на iонно-циклотроннiй частотi ωci, але й для просторо-
вої, що обгинає на характерному масштабi k−1

0,⊥, що приводило знову таки
до нелiнiйного рiвняння Шредингера. У даному пiдроздiлi виводиться сут-
тєво нове нелiнiйне еволюцiйне рiвняння, що описує динамiку нелiнiйних
короткохвильових iонно-циклотронних хвиль. При цьому не передбачає-
ться усереднення по масштабах k−1

0,⊥ i лiнiйна частина вiдповiдає дисперсiї
циклотронних хвиль у виглядi зворотньої залежностi частоти вiд хвильо-
вого числа.

2.2.1 Модельне рiвняння

Ми розглядаємо iонно-циклотроннi хвилi iз частотою ω, що поширю-
ються поперек зовнiшнього магнiтного поля B0 || ẑ, при умовах

|ω − ωci| ≫ kzvTi,⊥, k⊥ ≫ kz, k⊥ρe ≪ 1, ω ≪ kzvTe,∥, (2.66)
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де k⊥, kz поперечне й поздовжнє хвильове число, ρi = vTi,⊥/ωci i ρe =

vTe,⊥/ωce iонний i електронний ларморовскi радiуси, vTi,⊥ i vTe,⊥ попере-
чнi тепловi швидкостi iонiв i електронiв, vTe,|| поздовжня теплова швид-
кiсть електронiв. У цьому випадку дiелектрична проникнiсть потенцiаль-
них iонно-циклотронних хвиль має вигляд [103]

ε(ω,k) = 1 +
ω2
pi

k⊥vTi,⊥

[
Ti,⊥
Te,∥

+ 1− I0(β) exp(−β)− In(β) exp(−β)
ω

ω − nωci

]
,

(2.67)
де In(β) функцiя Бесселя уявного аргументу n-порядку, n номер гармонiки,
β = k2⊥ρ

2
i , ωpi iонна плазмова частота, Ti,⊥ i Te,∥ поперечна iонна й поздов-

жня електронна температури вiдповiдно. Далi обмежимося випадком пер-
шої гармонiки n = 1. Для короткохвильових k⊥ρi ≫ 1 iонно-циклотронних
хвиль iз довжиною хвилi багато меншої ларморовського радiуса iонiв з
(2.67) випливає дисперсiйне рiвняння

ω = ωci

[
1 +

1√
2π(1 + Ti,⊥/Te,∥)k⊥ρi

]
≡ ωci[1 +R(k⊥)], (2.68)

де R(k⊥) ≪ 1.
Рiвняння для повiльно змiнної (ωci ≫ ∂/∂t) комплексної амплiтуди

ψ(r, t) потенцiалу φ ВЧ електростатичного поля

φ =
1

2
[ψ(r, t) exp(−iωcit) + k.c.] (2.69)

iонно-циклотронної хвилi одержимо з рiвняння Пуассона

∇⊥ · (ε∇⊥φ) = 0, (2.70)

де дiелектрична проникнiсть ε розглядається як диференцiальний опера-
тор з ω → ωci + i∂/∂t i k → −i∇⊥, ∇⊥ = (∂/∂x, ∂/∂y). У лiнiйному
однорiдному випадку рiвняння ε(ω,k) = 0 дає дисперсiйне спiввiдношення
(2.68). Нелiнiйний доданок виникає з нелiнiйного виправлення до цикло-
тронної частоти ωci → ωci(1 + δB/B0) у вирази для ε, де δB збурення
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магнiтного поля. У результатi, можна одержати

∇2
⊥

(
i

ωci

∂ψ

∂t
− R̂ψ

)
= ∇⊥ · (h∇⊥ψ), (2.71)

де дiя оператора R̂ визначається виразом

R̂ψ =

∫
R(k⊥)ψ(k⊥) exp(ik⊥ · r⊥)dk⊥, (2.72)

i h = δB/B0 вiдносне збурення магнiтного поля.
При умовах (2.66) збурення магнiтного поля, що виникає через нелi-

нiйнi виправлення другого порядку до електронної функцiї розподiлу, має
вигляд [140]

he = −
ω2
pemeTe,⊥|ψ2|
4B2

0Te,∥
(2.73)

Вiдповiдний iонний внесок

hi = −
πω2

ciω
2
pi|ψ|2

2B2
0v

4
Ti,⊥k

2
⊥
, (2.74)

де k⊥ ефективне поперечне хвильове число. При k2⊥ρ
2
iTe,⊥Ti,⊥/T

2
e,∥ ≫ 1 нелi-

нiйне збурення магнiтного поля визначається збуренням електронної фун-
кцiї розподiлу, що й передбачається в подальшому, так що h = he в (2.71).

В одновимiрному випадку ∇⊥ = (∂/∂x, 0) з (2.71), (2.73) випливає
нелiнiйне рiвняння

∂2ψ

∂τ∂ξ
− ψ = i|ψ|2∂ψ

∂ξ
, (2.75)

де введенi безрозмiрнi змiннi

τ = ωcit, ξ = x

[√
2π

(
1 +

Ti,⊥
Te,⊥

)
ρi

]−1

, ψ →
ψωpe

√
meTe,⊥

2B0Te,∥
. (2.76)

Дисперсiйне спiввiдношення лiнiйної частини рiвняння (2.75) (беручи ψ ∼
exp(iωτ − iqξ)) має вигляд зворотньої залежностi ω = 1/q частоти вiд хви-
льового числа, що вiдрiзняє (2.75) вiд вiдомих ранiше нелiнiйних еволюцiй-
них рiвнянь. Виключенням можна вважати тiльки рiвняння sine-Gordon у
так названих конусних змiнних ψξτ = sinψ, яке однак пiдходящою замiною
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змiнних зводиться до класичного виду ψττ−ψξξ = sinψ з дисперсiйним спiв-
вiдношенням ω2 = q2 (що неможливо для (2.75) через наявнiсть похiдної в
нелiнiйнiй частинi).

2.2.2 Модуляцiйна нестiйкiсть

Рiвняння (2.75) допускає розв’язок у виглядi нелiнiйної монохромати-
чної плоскої хвилi з постiйною амплiтудою

ψ = ψ0 exp(iκ0ξ + i∆τ) (2.77)

частота ∆ якої залежить вiд амплiтуди ψ0 та визначається спiввiдношенням

∆ = |ψ0|2 − 1/κ0, (2.78)

а групова швидкiсть дорiвнює u0 = 1/κ20 i спрямована убiк, протилежну
напрямку поширення лiнiйних хвиль (2.68). Розглянемо питання про стiй-
кiсть такої хвилi. Уважаючись ψ = (ψ0 + δψ) exp(iκ0ξ + i∆τ), де δψ(ξ, τ)
мале збурення, i лiнеаризуя рiвняння (2.75) по δψ, з урахуванням нелiнiй-
ного дисперсiйного спiввiдношення (2.78) одержимо

∂2δψ

∂τ∂ξ
+ i∆

∂δψ

∂ξ
+ iκ0

∂δψ

∂τ
= i|ψ0|2

∂δψ

∂ξ
− κ0ψ0(ψ0δψ

∗ + ψ∗
0δψ). (2.79)

Уважаючись далi δψ = ψ1 exp(iκξ + iΩτ) + ψ2 exp(−iκξ − iΩτ), з (2.79)
одержимо дисперсiйне рiвняння, що описує малi коливання поблизу рiвно-
важного стану (2.77)

Ω2κ2 − 2|ψ0|2Ωκκ0 =
(
κ

κ0
− Ωκ0

)2

, (2.80)

де вiдкинутi малi, що мiстять ∼ |ψ0|4. Нестiйкостi вiдповiдають комплекснi
Ω. Аналiз (2.80) показує, що нестiйкими є модуляцiї iз хвильовими числами
κ < κ0 при виконаннi граничних умов

κ0 −
√
κ20 − κ2 < κ20|ψ0|2 < κ0 +

√
κ20 − κ2. (2.81)
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Iнкремент γ = ImΩ наростаючих збурень

γ =
κ

κ20 − κ2

√
κ0|ψ0|2(2− κ0|ψ0|2)−

κ2

κ20
. (2.82)

Максимальним iнкрементом γmax = κ0|ψ0|2 мають збурення з κ = κ
3/2
0 |ψ0|.

2.2.3 Короткохвильовi iонно-циклотроннi солiтони та нелi-

нiйнi перiодичнi хвилi

Будемо шукати розв’язки рiвняння (2.75) у виглядi

ψ = a(y) exp[iα(ξ, τ)], (2.83)

де α(ξ, τ) = η(y) + θτ + pξ, y = ξ + vτ , θ, p, v постiйнi параметри. З (2.75)
i (2.83) можна одержати наступне спiввiдношення мiж a та dη/dy

∂η

∂y
=
a2

4v
+B, (2.84)

де A константа й B = (p + θ/v)/2. Зручно ввести новi змiннi Ω = Bv + θ,
q = p+B такi що Ω + qv = 0. Тодi з (2.84) маємо

α(ξ, τ) =

∫ y

y0

a2

4v
dy + q(ξ − vτ). (2.85)

Пiдставляючи (2.83) i (2.85) в (2.75), одержимо рiвняння для a(y)

d2a

dy2
+

3

16v2
a5 +

q

v
a3 −

(
1

v
− q2

)
a = 0, (2.86)

iнтегрування якого дає (
da

dy

)2

+ V (a) = C, (2.87)

де "потенцiал"V (a) має вигляд

V (a) =
a2

16v2
[(a2 + 4vq)2 − 16v] (2.88)
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i C довiльна константа iнтегрування, що задовольняє умовi C > V (a).
Iнтегруючи (2.87) маємо

y − y0 =

∫
da√

C − V (a)
, (2.89)

де y0 довiльна константа й надалi вважаємося y0 = 0. Залежно вiд чи-
сла дiйсних коренiв рiвняння V (a) = 0 будемо розрiзняти три якiсно рiзнi
випадки.

Спочатку розглянемо випадок, коли v > 0 та q > 1/
√
v або v < 0 i

q < 0. Тодi потенцiал V (a) має єдиний мiнiмум у точцi a = 0, а рiвняння
V (a) = C > 0 має єдиний позитивний корiнь. При a2 ≪ |8vq| в (2.88)
можна нехтувати доданком з a6 i з (2.89) одержати розв’язок у виглядi
нелiнiйної перiодичної хвилi

a = a0 cn(
√

(a20 + a21)q/2v y, k0), (2.90)

де cn елiптична функцiя Якобi з модулем k0 = a0/
√
a20 + a21 i

a20 = −q
2v − 1

q
+

√
(q2v − 1)2

q2
+

2Cv

q
, (2.91)

a21 =

√
(q2v − 1)2

q2
+

2Cv

q
. (2.92)

У межi C ≪ (q2v − 1)2/2qv, тобто модуль функцiї Якобi k0 → 0 з (2.90)
маємо

a ≈=

√
C

q2 − 1/v
cos(

√
q2 − 1/vy). (2.93)

Другий випадок вiдповiдає v > 0 i |q| < 1/
√
v. При цьому по-

тенцiал V (a) має максимум в a = 0 i два мiнiмуми в точках am =

±2
√
v/3

[√
q2 + 3/v − 2q

]
. При C = 0 з (2.85), (2.89) можна одержати

локалiзований солiтонний розв’язок у виглядi

ψ = a(y) exp{i[η(y) + q(ξ − vτ)]} (2.94)
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де

a(y) =
2q0v

3/4√
q
√
v + ch(2q0y)

, η(y) =
1

2
arcsin

[
1 + q

√
v ch(2q0y)

q
√
v + ch(2q0y)

]
, (2.95)

i q0 =
√

1/v − q2. Розв’язок (2.94), (2.95) залежить вiд двох довiльних пара-
метрiв v i q (за умови q2 < 1/v), або, еквiвалентно, амплiтуди солiтона amax
i характерної ширини q−1

0 . Необхiдною умовою є v > 0. При q → −1/
√
v

форма солiтона прямує до 1/ ch(q0y), а амплiтуда amax → 0 . У межi ж
q → −1/

√
v, тобто при збiгу швидкостi солiтона з груповою швидкiстю лi-

нiйних iонно-циклотронних хвиль (2.68) одержуємо солiтон з алгебраїчно
повiльно спадаючими на нескiнченностi хвостами

ψ =

√
8
√
v

1 + 4y2/v
exp{i[arctg(2y/

√
v)− (ξ − vt)/

√
v]} (2.96)

З (2.95) випливає спiввiдношення мiж амплiтудою amax та швидкiстю v

amax = 2

√
v(1− q

√
v). (2.97)

У такий спосiб amax = 0, якщо v = 0, тобто солiтон (2.94), (2.95), подiбно
солiтонам рiвняння Кортевега-де Фриза й на вiдмiну вiд солiтонiв нелiнiй-
ного рiвняння Шредингера, не може бути нерухливим. Залежнiсть амплi-
туди вiд швидкостi немонотонна. Для q > 0 амплiтуда солiтона amax(v)

досягає максимуму при швидкостi v = 1/4q2 i amax = 1/
√
q =

√
2v1/4, для

q < 0 амплiтуда максимальна при q = −1/
√
v i amax = 2

√
2v1/4.

Якщо V (am) < C < 0 рiвняння C = V (a2) має два позитивнi кореня
a21 i a22. В окремому випадку C = 4q(4vq2 − 1) < 0 з (2.85), (2.89) випливає
розв’язок у виглядi нелiнiйної перiодичної хвилi

a =
1√

cn2(κy, k0)/a1 + sn2(κy, k0)/a2
, (2.98)

де cn й sn елiптичнi функцiї Якобi й

κ =
1√

vq
√
4v − 7v2q2 + 3vq

, a1 = 2
(√

4v − 7v2q2 − 3vq
)
, (2.99)
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a2 = 4vq, k0 =

√
(a2 − a1)d

a2(a1 + d)
, d = 2

(√
4v − 7v2q2 + 3vq

)
. (2.100)

При C > V (0) рiвняння C = V (a2) має тiльки один позитивний корiнь.
Для C = 8q(1 − vq2) розв’язок у виглядi нелiнiйної перiодичної хвилi має
вигляд

a =
2
√
q0v sn

2(2
√
q0qy, k0)

1 + cn2(2
√
q0qy, k0)

, (2.101)

де k0 =
√
1− q0/2q.

У третьому випадку v > 0 та q < −1/
√
v потенцiал V (a) має три

локальнi мiнiмуми й два максимуми. Якщо C = V (a0), де

a20 =
4(q2v − 1)

2|q|+
√
q2 + 3/v

(2.102)

вiдповiдає точкам ±a0 локального максимуму потенцiалу V (a), з (2.85),
(2.89) можна одержати

a2± = a20 +
2a20b

2
0

[
b20 − a20 ± (b20 + a20) ch(2κy)

]
(b20 + a20)

2 ch2(2κy)− (b20 − a20)
2
, (2.103)

де
b20 = 4v

√
q2 + 3/v, κ = a20b

2
0/4v. (2.104)

Розв’язок зi знаком "−"спрощується до

a− = a0

√
a20 + b20

a20th
2(κy) + b20

th(κy) (2.105)

i має характерну форму кiнкового солiтона (ударної хвилi). Амплiтуда
звертається в нуль при q = 1/

√
v. Для q < −1/

√
v i |q| ≫ 1/

√
v маємо

a0 = 2
√

|q|v/3 ≫ v1/4, тобто амплiтуда кiнкового солiтона може набагато
перевищувати амплiтуду солiтона (2.94), (2.95) a < 2

√
2v1/4. Розв’язок зi

знаком "+"в (2.103) має вигляд

a+ =

√
a20 +

a20b
2
0

(b20 + a20) ch
2(κy)− b20

(2.106)
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i являє собою солiтон, локалiзований на постiйному фонi.
Дотепер ми розглядали розв’язки в областi параметрiв, для яких

amax . 4qv . У випадку ж C ≫ |q|3v розв’язки взагалi перестають залежа-
ти вiд q. В (2.87) можна зберегти тiльки доданок з a6 i одержати нелiнiйну
перiодичну хвилю вигляду

a =
(4v)1/3C1/6

√
2

[1− cn( 3
√

4v/C) y,

√
2−

√
3/2]. (2.107)

Виникненням iонно-циклотронних солiтонiв та нелiнiйних хвиль мо-
жна пояснити спостережуваний в авроральнiй областi магнiтосфери Землi
[132–134] i плазмi сонячного вiтру [135] рiзко неоднорiдний розподiл цикло-
тронних коливань у просторi.

2.3 Нелiнiйнi перiодичнi хвилi в плазмi з еле-

ктронним пучком

Тут покажемо можливiсть виникнення сильнонелiнiйних структур -
солiтонiв i цугiв солiтонiв (нелiнiйних перiодичних хвиль) на нелiнiйної
стадiї класичної пучкової нестiйкостi, тобто нестiйкостi моноенергетичного
електронного пучка малої густини nb ≪ n0 (nb i n0 - густини пучка й
плазми вiдповiдно, v0 - швидкiсть пучка, vTe, vTb тепловi швидкостi плазми
й пучка, причому v0 ≫ vTe ≫ vTb ), що поширюється в однорiднiй плазмi
без зовнiшнього магнiтного поля [148, 149].

Залежно вiд умов збудження коливань та геометрiї плазмово-пучкової
системи еволюцiя пучкової нестiйкостi має рiзний характер. Експеримен-
тально спостерiгалося виникнення нерухливих солiтонiв [150, 151] або солi-
тонiв, що рухаються зi швидкiстю меншої швидкостi iонного звуку [152], а
також сильнонелiнiйних структур швидкiсть яких порядку швидкостi пу-
чка [153].

Якщо розмiр системи в напрямку руху пучка багато менше попере-
чного (звичайно реалiзована на практицi ситуацiя), то взаємодiя пучка iз
плазмою є переважно одновимiрною. Нижче розглядаємо саме такий випа-
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док, тобто будемо вважати, що всi збуджуванi хвилi поширюються тiльки
в одному напрямку - уздовж пучка (осi x).

Для пояснення результатiв експериментальних дослiджень нелiнiйної
взаємодiї хвиль у плазмово-пучкових системах, як показано в [154–156],
суттєво враховувати пондеромоторну силу (ВЧ тиск) збуджуваних пучком
коливань i вихiдну нерiвноважнiсть системи. Пондеромоторна сила ство-
рює яму густини плазми, у яку захоплюються коливання, що пiдсилює еле-
ктричне поле та виштовхує електрони. Вище певного порога по iнтенсивно-
стi електричного поля збуджується модуляцiйна нестiйкiсть, на нелiнiйнiй
стадiї якої в одновимiрному випадку утворюються солiтони.

Iншим механiзмом стабiлiзацiї нестiйкостi моноенергетичного пучка
є захоплення електронiв пучка потенцiалом хвилi [103]. Однак, як по-
казано в [155], впливом останнього механiзму можна нехтувати, якщо
(nb/n0)

3/2 ≫ vTe/v0 . При цьому основний механiзм насичення - порушення
резонансної взаємодiї коливань iз пучком, яка пов’язана з дiєю пондеромо-
торної сили (сили ВЧ тиску ленгмюрiвських коливань). Нелiнiйна система
рiвнянь, що описує як пучкову нестiйкiсть, так i її стабiлiзацiю при взає-
модiї ВЧ та повiльних НЧ збурень, що поширюються зi швидкiстю меншої
швидкостi iонного звуку cs =

√
Te/M , отримана в [154, 155]. При отри-

маннi цiєї системи рiвнянь iстотним є урахування руху iонiв плазми пiд
дiєю пондеромоторної сили. На основi моделi, запропонованої в [155] мо-
жна, зокрема, пояснити виникнення ’повiльних’ солiтонiв, що рухаються з
груповою швидкiстю ленгмюрiвських хвиль vL = kv2Te/ωpe = v2Te/v0 ≪ v0

(k = ωpe/v0). Розглянемо можливiсть виникнення ’швидких’ солiтонiв (або
ланцюжка солiтонiв), що рухаються з швидкiстю, близької до групової
швидкостi нестiйких коливань vg = 2v0/3, якi спостерiгалися на експери-
ментi [153].
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2.3.1 Модельнi рiвняння

Лiнiйна стадiя нестiйкостi моноенергетичного електронного пучка
описується дисперсiйним рiвнянням [148, 149]

ε(ω, k) = 1−
ω2
pe

ω2 − 3k2v2Te
−

αω2
pe

(ω − kv0)2
= 0, (2.108)

де α = nb/n0 ≪ 1. Удалинi вiд резонансу, тобто коли kv0 не близька до ωpe,
два iз чотирьох коренiв (2.108) вiдповiдають звичайним ленгмюрiвським
хвилям ω(k) = ±ωpe(1 + 3k2r2De/2), а два iнших вiдповiдають так званим
хвилям просторового заряду пучка

ω(k) = kv0 ±
ωpe

√
α√

1− (ωpe/kv0)2
, (2.109)

причому при kv0 < ωpe один з коренiв вiдповiдає нестiйкостi (нерезонансна
пучкова нестiйкiсть) з iнкрементом

γnonres =
ωpe

√
α√

(ωpe/kv0)2 − 1
. (2.110)

Випадку ж ωpe ≈ kv0 вiдповiдає резонансна пучкова нестiйкiсть з iнкре-
ментом

γres =

√
3ωpeα

1/3

24/3
. (2.111)

Вираз (2.111) визначає максимальний iнкремент коливань, збуджуваних у
плазмi пучком малої густини. Помiтимо, що навiть при малому вiдношеннi
густин пучка й плазми наростання коливань може бути значним, оскiльки
γres ∼ α1/3.

Рiвняння (2.108) допускає збудження широкого спектру нестiйких ко-
ливань iз k 6 ωpe/v0 . Це було пiдтверджено в експериментi [153], де вимi-
рялися частоти й iнкремент коливань для рiзних хвильових чисел k i було
показано, що вони добре лягають на кривi Reω(k) ,Imω(k) обумовленi з
(2.108). Найбiльш нестiйкi коливання з k = ωpe/v0 (резонансна нестiйкiсть)
узгоджуються з iнкрементом (2.111) i поширюються iз груповою швидкi-
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стю ∼ vg = 2v0/3 . При цьому також було показано, що на нелiнiйнiй стадiї
нестiйкостi формується хвильова структура iз симетричним просторовим
розподiлом щодо максимуму амплiтуди електричного поля E в x = x0 .
Поблизу максимуму залежнiсть амплiтуди хвильового пакета близька до
E(x) ∼ 1/ cosh[K(x − x0)], де K = γres/v0 - просторовий лiнiйний iнкре-
мент (коефiцiєнт пiдсилення резонансної нестiйкостi). Максимум рухається
зi швидкiстю близької до vg, i в мiру збiльшення вiдстанi хвильовий пакет
роздiляється на два, один з яких рухається зi швидкiстю бiльшої vg, а iншої
- меншої vg. Для пояснення результатiв своїх експериментiв автори робо-
ти безуспiшно намагалися залучити теорiю, розвинену в [155]. У рамках
цiєї теорiї експериментальнi результати не можуть знайти задовiльного по-
яснення, оскiльки еволюцiя повiльної огинаючої електричного поля, хоча
i може вважатися повiльною в просторi й часу в порiвняннi с перiодом
ВЧ поля, але все-таки значно швидше характерних часiв для НЧ рухiв за
участю iонiв [154, 155] . При цьому швидкiсть спостережуваних солiтонiв
набагато вище швидкостi iонного звуку (оскiльки vg ≫ cs), на вiдмiну вiд
швидкостi повiльних солiтонiв (меншої cs) у теорiї [155].

Ми розглядаємо iони як нерухливий фон (у вiдмiннiсть роботи [155]),
але враховуємо дiю пондеромоторної сили ВЧ коливань на електрони пла-
зми й пучка. Тодi формальною замiною ωpe → ωpe(1 + δne/n0), α →
α(1+δnb/n0), де δne, δnb нелiнiйнi НЧ збурення густини електронiв плазми
й пучка пiд дiєю ВЧ електричного поля, i ω → i∂/∂t, k → −i∂/∂x з (2.108)
можна одержати(

∂

∂t
+ v0

∂

∂x

)2 [
∂2

∂t2
− 3v2Te

∂2

∂x2
+ ω2

pe

(
1 +

δne
n0

)]
Ẽ = −αω4

pe

(
1 +

δnb
nb

)
Ẽ

(2.112)
де Ẽ електричне поле ВЧ коливань, а δne та δnb НЧ збурення густини
електронiв плазми й пучка, задовольняють рiвнянням(

∂

∂t
+ v0

∂

∂x

)2

δnb =
e2nb
m2ω2

pe

∂2|Ẽ|2

∂x2
(2.113)
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(
∂2

∂t2
− 3v2Te

∂2

∂x2

)
δne =

e2n0
m2ω2

pe

∂2|Ẽ|2

∂x2
(2.114)

Система рiвнянь (3.91)-(2.114) вiдрiзняється вiд отриманої в [155] останнiм
рiвнянням для збурення електронної густини.

2.3.2 Автостабiлiзацiя пучкової нестiйкостi та виникнення

солiтонiв

Будемо вважати, що в початковий момент створюється хвильовий па-
кет кiнцевої амплiтуди на частотi ω0 ∼ ωpe i дослiджувати можливiсть
посилення цього пакета й установлення стацiонарної хвильової структури,
що рухається з постiйної швидкiстю. За умови |ω0 − ωpe| > ωpe

√
α можна

нехтувати збуренням густини електронiв пучка. Тодi пiсля замiни

Ẽ = E(x, t) exp

(
iω̃pt− i

ω̃p
v0x

)
, (2.115)

де ω̃p = ωpe/(1 − v2Te/v
2
0) ≈ ωpe та усереднення по перiоду швидких ВЧ

осцiлляцiй ω̃−1
p з (2.114) одержуємо рiвняння для огинаючої E[

2iωpe

(
∂

∂t
+ vL

∂

∂x

)(
∂

∂t
+ v0

∂

∂x

)2

− αω4
pe

]
E = −

(
∂

∂t
+ v0

∂

∂x

)2

ω2
pe

δne
n0

E,

(2.116)
де vL = v2Te/v0. Будемо шукати розв’язок системи (2.114), (2.116) у виглядi
стацiонарної хвилi, що рухається зi швидкiстю u, а ω вiльний параметр
(нелiнiйний зсув частоти)

E = E(x− ut)eiωt, δne = δne(x− ut) (2.117)

Уводячи позначення Γ = ωpeα
1/3 i безрозмiрнi змiннi

β =
u

v0
, ξ = (x− ut)Γ/v0, Ω =

ω

Γ
, Ψ =

E√
8πn0mv20

√
ωpe
Γ

(2.118)
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з (2.114), (2.116) маємо рiвняння

i

[
1− Ω3 + Ω(1− β)(1− 3β)

∂2

∂ξ2

]
Ψ− Ω2(2− 3β)

∂Ψ

∂ξ
− β(1− β)2

∂3Ψ

∂ξ3
=

=

{
i

[
(1− β)2

∂2

∂ξ2
− Ω2

]
− 2Ω(1− β)

∂

∂ξ

}
Ψ3 (2.119)

Збурення густини електронiв при цьому має вигляд

δne =
Ψ2

4πmu2
, (2.120)

звiдки випливає, що максимуму iнтенсивностi поля вiдповiдає горб, а не
яма густини (на вiдмiну вiд повiльних солiтонiв [155], а також вiд звичайних
легмюрiвських солiтонiв у плазмi без пучка [138]).

Розв’язок рiвняння (2.119) шукаємо у виглядi

Ψ =
∑
i

ci cn
2i+1(µξ, q), (2.121)

де cn(µξ, q) елiптична функцiя Якобi, |q| 6 1. Якщо q < 1, той розв’язок
являє собою нелiнiйну перiодичну хвилю (ланцюжок солiтонiв). При q = 1

розв’язок має вигляд вiдокремленої хвилi - солiтона. Можна показати, що
Ψ = h cn(µξ, q) є точним розв’язком незначно збуреного рiвняння (2.119),
а саме

i

[
1− Ω3 + Ω(1− β)(1− 3β)

∂2

∂ξ2

]
Ψ− Ω2(2− 3β)

∂Ψ

∂ξ
− β(1− β)2

∂3Ψ

∂ξ3
=

=

{
i

[
12(1− β)2

∂2

∂ξ2
− Ω2

]
− 2Ω(1− β)

∂

∂ξ

}
Ψ3 + i(1− β)2

∂2Ψ3

∂ξ2
(2.122)

⟨Ψ2⟩ = (1/q)
∫ q
0 Ψ2(x, q)dq. При цьому параметри h, µ, q,Ω, β задовольня-

ють алгебраїчної системi рiвнянь

µ2(1− q2) =
Ω2(2− 3β)

β(1− β)2
, (2.123)

q2µ2β(1− β) = −Ωh2, (2.124)

1− Ω3 − Ωµ2(1− 2q2)(1− β)(1− 3β) = 6(1− β)2(1− q2)µ2h2, (2.125)
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2Ωq2µ2(1− β)(1− 3β) = [Ω2 + 3(1− β)2µ2(3− 6q2 + 4Aq2)]h2, (2.126)

де A(q) = ⟨Ψ2⟩ ≈ 1
2

(
1− 3

8q
2
)
< 1

2 . Використовуючи (2.123),(2.124), з (2.125)
можна одержати

2(3β − 1) = β +
3(3− 6q2 + 4Aq2)(2− 3β)

(1− 2q2)
, (2.127)

звiдки, зокрема, випливає, що β < 1 при будь-якому A. З (2.124) тодi маємо
Ω < 0, тобто частота модуляцiї нелiнiйного хвильового пакета (нелiнiйний
зсув частоти) лежить в нестiйкої областi, як i передбачалося. При цьому
будемо вважати Ω заданим (вiн визначається умовами збудження, напри-
клад, зовнiшнiм джерелом). З (2.123)-(2.125) можна одержати

β(1− β)(1− 2q2)2 = 2Ω3[(1− 2β)2(1− 2q2)2 − 3q2(1− q2)(2− 3β)2] (2.128)

Оскiльки Ω < 0, то з (2.127),(2.128) випливає нерiвнiсть

4(1− 2q2 + 3Aq2/2)2 < 3q2(1− q2) (2.129)

Зокрема, з (2.129) видно, що розв’язок з q2 = 1 неможливий, тобто чисто
вiдокремлена хвиля не є розв’язком рiвняння (2.122). З (2.129) випливає
наступне обмеження на q, саме q21 < q2 < q22, де q21,2 коренi рiвняння 37q4 −
52q2 + 16 = 0 i при цьому q21 ≈ 15/37, q22 ≈ 35/37. Зв’язок мiж Ω i q, що
випливає з (2.127),(2.128), має вигляд

Ω3 = − 3(5− 7q2)(2− 3q2)

37(q2 − q21)(q
2
2 − q2)

, (2.130)

звiдки q2 < 2/3. Таким чином, припустимi значення q2 лежать в iнтервалi
(q21, 2/3). Функцiя −Ω3(q2) має єдиний мiнiмум у цьому iнтервалi, причому
для вiдповiдного значення q2min маємо q21 < q2min < (q21+q

2
2)/2. При q2 ̸= q2min

одному значенню Ω вiдповiдають два значення q2 з iнтервалу (q21, 2/3). Далi
з (2.123) можна визначити параметр µ

µ2 =
21/3(16− 23q2)2

372/3(10− 14q2)1/3(6− 9q2)4/3[(q2 − q21)(q
2
2 − q2)]2/3

(2.131)
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Мiнiмальне значення µ досягається при q2 ≈ 1/2 i дорiвнює µmin = 21/3/3.
У розмiрних величинах маємо µξ = µ(x − ut)Γ/v0. Величина µΓ/v0 вiд-
повiдає просторовому iнкременту посилення коливань на дiлянцi росту
функцiї cn(µξ, q). Мiнiмальне значення µΓ/v0 менше лiнiйного просторово-
го iнкремента

√
3Γ/24/3v0. Позначимо через L пiвперiод функцiї cn(µξ, q).

Тодi для L, яке має сенс характерної ширини солiтона, можна написати
µLΓ/v0 = π(1 − 3q2/8). Отже, умова виникнення стацiонарної нелiнiйної
структури має вигляд

LΓ

v0
=
π(1− 3q2/8)

µ
<
π

3
(2.132)

Для параметра h (амплiтуди), враховуючи (2.126), одержимо

h2 =
2q2µ(5− 7q2)1/2

16− 23q2
(2.133)

Для швидкостi поширення нелiнiйної хвилi з (2.127) одержуємо

u =
2v0
3

[
1− (1− 2q2)

(16− 23q2)

]
, (2.134)

тобто при q2 < 1/2 маємо u < 2v0/3, i солiтон рухається зi швидкiстю,
меншої групової швидкостi найбiльш нестiйкої моди, а при q > 1/2 швид-
кiсть солiтона бiльше 2v0/3. Загалом кажучи, при заданому Ω ми маємо
два можливi значення q2, а отже, i два рiзних значення µ, h2, u вiдповiдних
цим q згiдно (2.131), (2.133), (2.134). Це повнiстю перебуває в узгодженнi
з експериментальними даними роботи [153], де хвильовий пакет у проце-
сi нелiнiйної еволюцiї роздiлявся на два, що рухаються з трохи рiзними
швидкостями (але близькими до 2v0/3).

При q2 ≈ 1/2 для µ маємо мiнiмальне значення, або максимально
можливе L, згiдно (2.132). Значенням q2 < 1/2 вiдповiдають ’повiльнi’ со-
лiтони меншої амплiтуди h i ’коефiцiєнт пiдсилення’ µΓ/v0 порядку лiнiй-
ного. Для цих солiтонiв цiкаво вiдзначити вiдповiднiсть iз лiнiйною теорiєю
пучкової нестiйкостi, у якiй швидкiсть пучка можна вважати слабко нео-
днорiдною v(x) = v0(1 − x2/∆2) з x ≪ ∆. При цьому на початковому (лi-
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нiйному) етапi еволюцiї можна показати, що групова швидкiсть найбiльш
нестiйкої моди залежить вiд параметра v0/∆Γ, де ∆ - масштаб неоднорi-
дностi швидкостi пучка. При змiнi v0/∆Γ вiд нуля до нескiнченностi швид-
кiсть зносу нестiйких коливань монотонно зменшується вiд 2v0/3 до v0/2 .
При цьому iнкремент нестiйкостi монотонно спадає вiд максимального мо-
жливого значення

√
3Γ/24/3 (2.111) до нуля. При ∆Γ/v0 < 1 вiдбувається

значне зменшення iнкремента й перехiд нестiйкостi вiд резонансного типу
до нерезонансної. Таким чином, видно, що на стадiї насичення нестiйкостi
з неоднорiдною швидкiстю пучка можуть утворюватися нелiнiйнi структу-
ри, якi автоматично задовольняють умовi стабiлiзацiї резонансної пучкової
нестiйкостi (2.132) . Таким чином, виникнення солiтонiв може розглядати-
ся як процес автостабiлiзацiї нестiйкостi. Вiдзначимо також, що повiльнi
солiтони рухаються з тим меншою швидкiстю, чим менше їх характерна
ширина, так само, як i хвильовий пакет на лiнiйнiй стадiї нестiйкостi з
неоднорiдною швидкiстю пучка.

2.4 Результати до роздiлу 2

1. Отримано двовимiрнi нелiнiйнi рiвняння, що описують взаємодiю верх-
ньогiбридних плазмових хвиль iз кiнетичними магнiтозвуковими хви-
лями. Отриманi рiвняння включають як скалярну, так i векторну не-
лiнiйнiсть, що зникає в одновимiрному випадку. Аналiтично знайденi
iнкремент та пороги модуляцiйної нестiйкостi. Дисперсiя магнiтозву-
кової хвилi приводить до нелокального характеру нелiнiйностi. Наслiд-
ком цього є вiдсутнiсть колапсу в данiй моделi, що строго доводиться
знаходженням нижньої оцiнки для гамiльтонiана при фiксованої енер-
гiї. Чисельно знайдено розв’язки у виглядi двовимiрних солiтонiв та
радiально симетричних вихорiв й дослiджена їхня стiйкiсть. Чисельно
продемонстровано виникнення двовимiрного солiтона з майже однорi-
дного початкового розподiлу поля, який, спiвiснуючи з турбулентним
оточенням, є досить стiйким та не колапсує.
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2. Запропоновано еволюцiйне нелiнiйне рiвняння, що описує динамiку ко-
роткохвильових нелiнiйних iонно-циклотронних хвиль, що поширюю-
ться в плазмi поперек зовнiшнього магнiтного поля. На вiдмiну вiд ра-
нiше вiдомих еволюцiйних нелiнiйних рiвнянь, його лiнiйна дисперсiя
вiдповiдає зворотнiй залежностi частоти вiд хвильового числа. Знайде-
нi порiг та iнкремент модуляцiйної нестiйкостi плоскої хвилi. Аналiти-
чно знайденi розв’язки у виглядi солiтонiв та нелiнiйних перiодичних
хвиль.

3. Отримана система нелiнiйних рiвнянь, яка описує нелiнiйну стадiю пу-
чкової нестiйкостi електронного пучка в плазмi. У вiдмiннiсть вiд ра-
нiше запропонованих моделей, дана система рiвнянь враховує нелiнiй-
нi низькочастотнi збурення густини електронiв. Знайдено аналiтичнi
розв’язки у виглядi нелiнiйних перiодичних кноiдальних хвиль i отри-
мана вiдповiднiсть з експериментальними результатами по виявленню
солiтонiв в плазмово-пучкових системах. Виникнення стацiонарної не-
лiнiйної хвилi вiдповiдає автостабiлiзацiї лiнiйної пучкової нестiйкостi.



РОЗДIЛ 3

Дрейфовi вихори та зональнi течiї в плазмi

Змiст цього роздiлу вiдображено в роботах [1, 2, 17–21, 28, 30–32, 37,
38].

Дрейфовi хвилi виникають у плазмi, що перебуває в зовнiшньому ма-
гнiтному полi при врахуваннi градiєнтiв рiвноважної густини плазми й/або
iонної або електронної температури (у загальному випадку, градiєнтiв ти-
ску iонiв i електронiв). Збуджуватися дрейфовi хвилi можуть за рахунок рi-
зних механiзмiв: врахування дисипацiї (iон-електронних зiткнень), велико-
го градiєнта iонних i електронних температур, у плазмi токамака дрейфовi
нестiйкостi розгойдуються на периферiї за рахунок переходiв захоплених
електронiв в пролiтнi й назад (дрейфова мода на захоплених електронах)
та iн. Характернi частоти дрейфових мод багато менше циклотронної ча-
стоти iонiв, а характернi масштаби багато менше масштабу неоднорiдностi
плазми.

У найпростiшому випадку, при наявностi тiльки градiєнта густини
плазми уздовж осi x, дисперсiя потенцiальних дрейфових хвиль має вигляд
(передбачається, що зовнiшнє магнiтне поле B0 направлено уздовж осi z)

ωk =
kyvd

1 + k2⊥ρ
2
s

, (3.1)

де vd = cTe/eB0Ln дрейфова швидкiсть, Te температура електронiв, Ln ха-
рактерний масштаб неоднорiдностi густини плазми, ρs = cs/ωci ларморов-
ський радiус iонiв, обчислений по електроннiй температурi, cs =

√
Te/M

швидкiсть iонного звуку, M маса iонiв, ωci = eB0/Mc iонно-циклотронна
частота. При цьому передбачаються виконаними умови

k⊥ ≫ L−1
n , ρs ≪ Ln, ω ≪ ωci, cs ≪ ω/kz ≪ vTe (3.2)

де kz паралельне хвильове число й vTe теплова швидкiсть електронiв.
Лiнiйна теорiя дрейфових хвиль розроблена досить докладно [157],

177
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у той час як нелiнiйнi ефекти продовжують залишатися об’єктом пильної
уваги. Нелiнiйнiсть на дрейфових гiлках коливань є одною з головних пере-
шкод на шляху до здiйснення керованого термоядерного синтезу в установ-
ках з магнiтним утриманням плазми. Дрейфова турбулентнiсть приводить
до аномально великого переносу частинок i тепла поперек магнiтного поля,
перешкоджаючи утриманню плазми [158].

Основною нелiнiйнiстю в рухах дрейфового типу є конвективна не-
лiнiйнiсть, зв’язана зi швидкiстю руху vE = c[E × B0]/B

2
0 в схрещених

електричному й магнiтному полях. Баланс мiж дисперсiйними ефектами
й нелiнiйнiстю приводить до можливостi iснування нелiнiйної двовимiрної
локалiзованої структури – двовимiрного дрейфового солiтона у виглядi ди-
польного вихору (модона).

3.1 Розсiювання дрейфових хвиль дрейфовими

вихорами

3.1.1 Модельнi рiвняння

Врахування нелiнiйних ефектiв на дрейфовiй гiлках коливань (3.1),
обумовленої тiльки градiєнтом густини плазми, приводить до нелiнiйного
рiвняння [159]

∂

∂t
(1−∆)Φ +

∂Φ

∂y
= {Φ,∆⊥Φ}, (3.3)

де ∆ = ∂2/∂x2+∂2/∂y2 i для просторових координат (x, y), часу t i електро-
статичного потенцiалу Φ введенi безрозмiрнi змiннi (x, y) → (x/ρs, y/ρs),
t → cst/Ln,Φ → (eΦ/Te)(Ln/ρs). Нелiнiйнiсть у виглядi дужки Пуассона в
правiй частинi (3.3) визначена як

{f, g} =
∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂f

∂y

∂g

∂x
. (3.4)

У фiзицi плазми це рiвняння прийнято називати рiвнянням Хасегавы-Мiми
по iменi авторiв роботи [159], хоча на самiй справi воно було отримано
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Чарнi набагато ранiше, ще в 1948 р. [160] для опису квазигеострофiчних
вихорових рухiв "дрiбної"атмосфери.

В 1976 р. Ларiчев i Резнiк знайшли точний розв’язок нелiнiйного
рiвняння (3.3) (розглядаючи саме рiвняння Чарнi) у виглядi вiдокрем-
леного дипольного вихору (модона), що рухається зi швидкiстю u в y-
напрямку (тобто в напрямку, перпендикулярному напрямку неоднорiдно-
стi) [159, 161–165]

Φv = au cos θ


(
1 +

β2

γ2
r

a
− β2

γ2
J1(γr/a)

J1(γ)

)
, при r 6 a

K1(βr/a)

K1(β)
, при r > a

, (3.5)

де x = r cos θ, y − ut = r sin θ,

β2 = a2
(
1− 1

u

)
, (3.6)

i γ визначається з рiвняння

K2(β)

βK1(β)
= − J2(γ)

γJ1(γ)
≡ δ, (3.7)

де Jn i Kn вiдповiдно функцiї Бесселя й Макдональда порядку n. Величи-
ни u i a є вiльними параметрами. Рiвняння (3.7) має нескiнченний набiр
коренiв γn, n = 1, 2, . . . , причому при β → 0 корiнь γn прямує до n-го нуля
функцiї J1(γn), а при β → ∞ – до n-го нуля функцiї J2(γn). Далi скрiзь
мається на увазi випадок нижайшего кореня й γ = γ1(β). Поле Φ, його гра-
дiєнт ∇⊥Φ, що визначає iонну швидкiсть v⊥ = ẑ×∇⊥Φ, i величина ∆Φ, що
визначає завихореннiсть (rotv⊥)z = ∆Φ, є неперервними при r = a. З (3.6)
випливає, що для модонiв з u > 0 iснує обмеження на абсолютну величину
швидкостi |u| < 1 (у розмiрних величинах це означає, що швидкiсть таких
модонiв повинна бути менше дрейфової швидкостi vd), тодi як модони з
u < 0 можуть мати, загалом кажучи, будь-яке значення модуля швидкостi
|u|. Форма модонного розв’язку показана на рис. 3.1.

Унiкальною властивiстю двовимiрних дипольних вихорiв (модонiв)
рiвняння (3.3) є їхня сильна стiйкiсть. Аналiтичне дослiдження стiйкостi в
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Рис. 3.1 Модонний розв’язок рiвняння (3.3) с a = 0.5, u = −0.3: (a) лiнiї
рiвня (b) електростатичний потенцiал Φ.

сенсi Ляпунова проводилося в [166, 167]. Чисельнi експерименти [168] пока-
зують, що модон виживає навiть при накладеннi дуже сильних початкових
шумових збурень iз середньоквадратичною дисперсiєю порядку 10 − 20%

вiд початкової амплiтуди модона. Ще бiльш дивним виявляється пружний
характер зiткнень модонiв [169, 170]. При лобових зiткненнях, або у випад-
ку, коли один модон доганяє iнший, модони ( у тому числi з рiзними ам-
плiтудами, швидкостями й характерними радiусами) проходять друг крiзь
друга, абсолютно вiдновлюючи форму, подiбно одновимiрним солiтонам iн-
тегрованих моделей типу Кортевега-де Фриза, нелiнiйного Шредингера або
sine-Gordon. Це наводить на думку про повну интегровнiсть й можливостi
iснування N -модонних розв’язкiв, однак, це припущення, здається, спро-
стовується результатами отриманими в [171].

Рух модонiв у полоiдальному напрямку (тобто вздовж осi y), не може,
взагалi кажучи, приводити до аномального транспорту в радiальному на-
прямку ( вздовж осi x), однак чисельнi розрахунки показують, що зiткнен-
ня модонiв з ненульовим прицiльним параметром (не в чоло) приводять до
рiзкої змiни напрямку руху модонiв, пiсля чого вони починають рухатися
уздовж осi x, спотворюючи свою форму й руйнуючись за рахунок випро-
мiнювання дрейфових хвиль [163, 165]. Це веде, тим самим, до аномально
великому переносу частинок плазми поперек зовнiшнього магнiтного поля.

Лiнiйна частина (3.3) вiдповiдає вiльним дрейфовим хвилям з диспер-
сiєю (3.1). У нелiнiйному станi поле мiстить як сильнонелiнiйну (модонну),
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так i квазiлiнiйну (вiльнi дрейфовi хвилi) компоненту. Щоб описати взаємо-
дiю вихору iз дрейфовою хвилею, представимо електростатичний потенцiал
у виглядi

Φ = Φv(x− x0, y − y0 − ut) + Φw, (3.8)

де поле вихору визначається виразом (3.5), а Φw вiдповiдає вiльним дрей-
фовим хвилям i передбачається Φw ≪ Φv.

∂

∂t
(1−∆)Φw + vd

∂Φw

∂y
= {Φv,∆Φw}+ {Φw,∆Φv} (3.9)

3.1.2 Розсiювання довгохвильових хвиль

Перепишемо (3.9) у системi координат, що рухається зi швидкiстю
вихору u в y-напрямку й зробимо пiдстановку Φw = φ exp(−iωt). Для φ

маємо рiвняння

−iω(1−∆)φ+ (vd − u− u∆)
∂φ

∂y
= {Φv,∆φ}+ {φ,∆Φv} (3.10)

Розглядаємо випадок довгохвильових дрейфовых хвиль, так що виконана
умова

|(vd − u)/u| ≫ k2 (3.11)

(або, в еквiвалентнiй формi β2 ≫ k2a2), де k характерне хвильове чи-
сло збурень дрейфового типу, i вводячи функцiю Ψ спiввiдношенням φ =

Ψexp(iqy), де Q = (vd − u)/2ω, з рiвняння (3.10) можна одержати

∆Ψ+ κ2Ψ = L̂Ψ, (3.12)

де κ2 = Q2 − 1 i оператор L̂ має вигляд

L̂ = − i

ω

{[
∂Φv

∂x

(
iq +

∂

∂y

)
− ∂Φv

∂y

∂

∂x

][(
iq +

∂

∂y

)2

+
∂2

∂x2

]

+
∂(∆Φv)

∂y

∂

∂x
− ∂(∆Φv)

∂y

∂

∂x
− ∂(∆Φv)

∂x

(
iq +

∂

∂y

)}
(3.13)
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Рiвняння (3.1.2) може бути представлено в iнтегральнiй формi

Ψ(r) = w(r) +

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
G(r, r′)L̂Ψ(r′)dr′ (3.14)

де w(r) загальний розв’язок i G(r, r′) функцiя Грiна рiвняння

∆Ψ+ κ2Ψ = 0. (3.15)

Розглядаємо граничнi умови, що вiдповiдають падаючої та розсiяної хвилi.
Тодi w = exp(iq0 · r), q20 = κ2 i функцiя Грiна має вигляд

G(r, r′) = −1

4
ih

(1)
0 (q0|r− r′|), (3.16)

де H1)
0 функцiя Ханкеля першого роду нульового порядку. Тодi з (3.14)

одержимо

Ψ(r) = exp(iq0 · r)−
i

4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
H

(1)
0 (q0|r− r′|)L̂Ψ(r′)dr′ (3.17)

Останнiй доданок у правiй частинi (3.17) описує розсiювання дрейфової
хвилi на вихорi. У борнiвском наближеннi маємо

Ψ(r) = exp(iq0 · r)−
i

4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
H

(1)
0 (q0|r− r′|) exp(iq0 · r′)U(r′)dr′, (3.18)

де

U(r) =
L̂ exp(iq0 · r)
exp(iq0 · r)

(3.19)

У такiй формi (3.18) подiбно рiвнянню, що описує розсiювання квантово-
механiчнiй частинки з iмпульсом q0 розсiючим двовимiрним потенцiалом
U(r) [172]. Враховуючи, що вихоровий розв’язок (3.5) задовольняє насту-
пним спiввiдношенням

∆Φv =


(β2 + γ2)u

a2
x− γ2

a2
Φv, при r 6 a

β2

a2
Φv, при r > a

, (3.20)

з (3.1.2) i (3.19) можна одержати
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U(r, θ) =
1

ω



(
qx
∂Φv

∂y
− k0

∂Φv

∂x

)
(k20 + q2x)

−qx
γ2

a2
∂Φv

∂y
− k0

[
(β2 + γ2)u

a2
− γ2

a2
∂Φv

∂x

]
, при r 6 a(

qx
∂Φv

∂y
− k0

∂Φv

∂x

)
(k20 + q2x)

+qx
β2

a2
∂Φv

∂y
− k0

β2

a2
∂Φv

∂x
, при r > a

(3.21)

де k0 = Q+ qy, q0 = (qx, qy) i

∂Φv

∂x
=
∂F

∂r
cos2 θ +

F

r
sin2 θ,

∂Φv

∂y
=

(
∂F

∂r
− F

r

)
sin θ cos θ (3.22)

де F (r) радiальна частина вихорового розв’язку Φv, тобто Φv = F (r) cos θ.
З (3.5) i (3.21) можна бачити, що U(r) експоненцiально убуває при r → ∞ i
ефективний радiус потенцiалу U(r) порядку радiуса вихору a. На бiльших
вiдстанях вiд центру вихору r ≫ r′ можна написати |r − r′| ≈ r − r′ · n′,
n′ = r/r. Використовуючи асимптотичний вираз H(1)

0 (z) ∼
√

2/πz exp(iz−
iπ/4) для функцiї Ханкеля при z → ∞, з (3.18) одержимо, що на великих
вiдстанях вiд центру вихору загальне поле є суперпозицiєю падаючої й
розсiюваної хвиль

Ψ ∼ eiq0·r +
f(n0,n

′)√
r

eiq0r, (3.23)

де n0 = q0/q0 i амплiтуда розсiювання має вигляд

f(n0,n
′) = − eiπ/4

2
√
2πq0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−iq·r

′
U(r′)dr′, (3.24)

з q = q′ − q0, q′ = q0n
′ i q = 2q0 sin(α/2), де α кут розсiювання.

Для застосовностi борнiвського наближення необхiдно, щоб другий
доданок у правiй частинi (3.18) був малий у порiвняннi з першим. Ми роз-
глядаємо випадок, коли довжина дрейфової хвилi бiльше радiуса вихору
q0a < 1. Враховуючи, що потенцiал U(r) убуває експоненцiально при r > a

та головний внесок в iнтеграл дає область r < a i використовуючи асим-
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птотику H(1)
0 (z) ∼ ln(1/z) при z → 0, оцiнка iнтеграла в (3.18) приводить

до умови
a2|Um| ln(1/q0a) ≪ 1, (3.25)

де Um максимальне значення U(r). Виявляється, однак, що при iнтегруван-
нi по куту в (3.24) першi два доданки в розкладаннi експоненти по параме-
тру q0a дають нуль i оцiнка (3.25) повинна бути скоректована на множник
q20a

2. Для Um з (3.5) (3.21) випливає оцiнка |Um| ∼ (q0/ωa)(q
2
0+β

2/a2)Φv,max,
i враховуючи (3.11), приходимо до наступної умови застосовностi борнiв-
ського наближення

ln

(
1

q0a

)
q20a

2β2 ≪ c

v0
. 1, (3.26)

де c ≈ ω/q0 фазова швидкiсть лiнiйної дрейфової хвилi й v0 ≈ Φv,max/a

максимальна швидкiсть частинок у вихорi.
Вибираючи ψ кут так, що ψ = 0 вiдповiдає падiнню хвилi уздовж осi

y (qx = q0 sinψ, qy = q0 cosψ), з (3.24) маємо

f = − eiπ/4

2
√
2πq0

∫ ∞

0

∫ 2π

0

U(r, θ) exp[−2iq0r sin(α/2) cos(θ + α/2 + ψ)]rdrdθ,

(3.27)
де U(r, θ) визначене в (3.21). Припускаючи q0a ≪ 1 i розкладаючи експо-
ненту в (3.27) до членiв порядку q20a2 ≪ 1 включно, для амплiтуди розсiю-
вання одержимо

f(α) =
πeiπ/4(k20 + q2x)

4ω
√
2πq0

(
1 +

β2

γ2

)
(4δ + 1)q20a

4u (3.28)

× sin2(α/2)[2k0 cos
2(α/2 + ψ)− qx sin(α+ 2ψ)]. (3.29)

Можна бачити, що, у загальному випадку, кутова залежнiсть амплiтуди
розсiювання немонотонна й суттєво залежить вiд кута падiння хвилi ψ,
але у всiх випадках вiдсутнє розсiювання вперед. При ψ, тобто падiннi
уздовж осi y, вираз для |f(α)| має вигляд

|f(α)| =
√
π(Q+ q0)

2

25/2ω

(
1 +

β2

γ2

)
(4δ + 1)q

3/2
0 a4u sin2 α. (3.30)
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Рис. 3.2 Залежнiсть амплiтуди розсiювання |f(α)| вiд кута розсiювання α
для для рiзних кутiв падiння ψ: крива 1 – ψ = 0, крива 2 – ψ = π/2, крива
3 – ψ = π/4

У цьому випадку вiдсутнє також розсiювання назад (α = π), а розсiюва-
ння в напрямку, перпендикулярному напрямку падiння хвилi (α = π/2),
максимально. При цьому розсiювання симетрично стосовно x i y осям, що є
наслiдком симетрiї ефективного потенцiалу U(r, θ) в випадку qx = 0. Фун-
кцiя |f(α)| у цьому випадку показана на рис. 3.2 кривiй 1. При падiннi
дрейфової хвилi в x-напрямку (ψ = π/2), маємо

|f(α)| =
√
π(Q2 + q20)

25/2ω

(
1 +

β2

γ2

)
(4δ+1)q

3/2
0 a4u sin2

α

2

[
2Q sin2

α

2
+ q0 sinα

]
.

(3.31)
Розсiювання вiдсутнє в напрямках α = 0 i αcr, обумовленим спiввiдноше-

нням 2Q sin2(α/2) + q0 sinα = 0. Вiдзначимо, що в цьому випадку (i для
iнших ψ ̸= 0) розсiювання асиметричне по вiдношенню до напрямку па-
дiння. Наприклад, з (3.31) випливає, що розсiювання на кут α < π бiльш
iнтенсивно, нiж на кут α+ π. Функцiя |f(α)| у цьому випадку показана на
рис. 3.2 кривiй 2.

Загальний перерiз розсiювання σ може бути отримано з (3.28) iнте-
груванням |f(α)|2 по куту α. Це дає

σ =
π2Q6

32ω2

(
1 +

β2

γ2

)2

(4δ + 1)2q30a
8u2B(ψ, ϵ), (3.32)
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Рис. 3.3 Залежнiсть функцiї B(ψ, ϵ) вiд кута падiння ψ для ϵ = 1.

де

B(ψ, ϵ) =

(
35

16
− 5

2
cos2 ψ +

1

2
cos4 ψ +

55

8
ϵ cosψ − 17

2
ϵ cos3 ψ

+2ϵ cos5 ψ +
5

16
ϵ2 +

39

8
ϵ2 cos2 ψ − 7ϵ2 cos4 ψ + 2ϵ2 cos6 ψ

)
×(1 + 2ϵ cosψ + ϵ2)2 (3.33)

i ϵ = q0/Q. Вiдзначимо, що B(ψ, ϵ) > 0. Залежнiсть функцiї B(ψ, ϵ) вiд
кута падiння ψ для ϵ = 1 показана на рис. 3.3. Картина якiсно не залежить
вiд значення ϵ. Перерiз розсiювання має максимум для кутiв ψ близьких
до 1 i 2π − 1, i рiзко зменшується, падаючи практично до нуля, у досить
широкої областi поблизу ψ ∼ π. В останньому випадку вихор стає майже
"прозорим"для падаючої хвилi. Для кутiв ψ ≈ 1 вираз (3.32) приводить
до наступної оцiнки перерiзу розсiювання у випадках β ≪ 1 (модон зi
швидкiстю u, близької до дрейфової vd i фiксованим a ) i β ≫ 1 (майже
нерухливий модон з u→ 0, i фiксованим a)

σ ∼


2π2(q0a)

3
(u
ω

)8 (
1− vd

u

)4
a, (β ≪ 1)

π2

32
(q0a)

3
(avd
ω

)8
a, (β ≫ 1)

. (3.34)
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3.1.3 Ейкональне наближення

Тут розглянемо випадок, коли довжина падаючої хвилi багато бiльше
радiуса модона, тобто q0a≫ 1. У цьому короткохвильовому випадку можна
використовувати ейкональне наближення [172]. Вибираючи напрямок падi-
ння хвилi уздовж осi y, i представляючи Ψ у виглядi Ψ = W (x, y) exp(iq0y),
де W функцiя повiльно змiнюється в порiвняннi з exp(iq0y), з (3.12) маємо

2iq0
∂W

∂y
= U(x, y)W, (3.35)

де U(x, y) визначене в (3.19). Рiвняння (3.35) має розв’язок

W = exp

(
− i

2q0

∫ y

−∞
U(x, y)dy

)
. (3.36)

Використовуючи асимптотичний вираз для H(1)
0 на великих вiдстанях, мо-

жна записати другий доданок в (3.17) (розсiювана хвиля) у виглядi

Ψsc =
f√
r
eiq0r (3.37)

з амплiтудою розсiювання

f = − eiπ/4

2
√
2πq0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
exp(−iq0n′ · r′)L̂Ψ(r′)dr′. (3.38)

Пiдставляючи Ψ, обумовлене W в (3.35), в (3.38), одержимо

f = − eiπ/4

2
√
2πq0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
exp(iq0y

′ − iq0n
′ · r′)U(x′, y′)W (x′, y′)dx′dy′. (3.39)

Завдяки тому, що q0a ≫ 1, розсiювання йде усерединi малих кутiв ∆α ≈
1/q0a (поза цим конусом експонента в (3.39) є швидко осцiлюючою фун-
кцiєю й iнтеграл малий), так що вектор переданого iмпульсу майже пер-
пендикулярний хвильовому вектору падаючої хвилi й можна написати
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Рис. 3.4 Залежнiсть амплiтуди розсiювання |f(α)| вiд кута розсiювання α
в ейкональном наближеннi.

iq0y
′ − iq0n

′ · r′ ≈ iqx′. Тодi вираз (3.39) має вигляд

f = e−iπ/4
√
q0
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
exp(iqx′)

∂W

∂y′
dx′dy′, (3.40)

i, пiсля iнтегрування по y′, для амплiтуди розсiювання одержуємо

f(α) = e−iπ/4
√
q0
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
{exp[iµ(x)]− 1} exp

(
2iq0x sin

α

2

)
dx, (3.41)

де

µ(x) = − 1

2q0

∫ ∞

−∞
U(x, y)dy (3.42)

Через швидко осцiлюючий множник exp[2iq0x sin(α/2)] головний внесок в
(3.41) дає область x2 ≪ a2 i з урахуванням цього, пiсля прямих обчислень,
можна одержати

µ(x) = c− dx2, (3.43)

де

c =
k0ua

q0ω

[
k20

(
1 +

β2

γ2

)
−
(
k20 −

γ2

a2

)
β2

γ2J1(γ)
+
β2

a2

]
, (3.44)

d =
k0u

q0aω

[
2k20

(
1 +

β2

γ2

)
− 2

(
k20 −

γ2

a2

)
β2

J1(γ)
+
β2

a2

]
. (3.45)
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З (3.41) i (3.43) для амплiтуди розсiювання в ейкональному наближеннi
маємо

f(α) = e−iπ/4
√
q0
2π

{
2 sin[q0a sin(α/2)]

q0 sin(α/2)
− 1

2

√
π

d
exp

[
i

(
c+

q20
4d

sin2
α

2

)]}
.

(3.46)
Залежнiсть модуля амплiтуди розсiювання |f(α)| вiд кута розсiювання α

для q0a = 9 показана на рис. 3.4. Розсiювання сильно анизотропно й, голов-
ним чином, зосереджене усерединi конуса ∆α ≈ 1/q0a ≪ 1 з максимумом
в α = 0. Загальний перерiз розсiювання σ можна легко знайти, використо-
вуючи оптичну теорему (яка не має мiсця в борнiвском наближеннi) [172],
яка зв’язує σ с уявною частиною амплiтуди розсiювання на нульовий кут
Im f(0). У нашому випадку оптична теорема має вигляд

σ =

√
8π

q0
Im
[
e−iπ/4f(0)

]
. (3.47)

З (3.46), (3.47) одержуємо перерiз розсiювання в ейкональном наближеннi

σ = 4

[
a− 1

4

√
π

d
cos c

]
. (3.48)

Видно, що перерiз розсiювання близький до подвоєного дiаметра модона 4a

(оскiльки d ≫ 1). Це природнiй результат для ейконального наближення.
Дiйсно, при q0a ≫ 1 падаюча хвиля може розглядатися як пучок части-
нок. Майже всi "частинки"iз прицiльним параметром ρ < a розсiюються,
i область, близька до 2a, може розглядатися як абсолютно поглинаюча.
При цьому, у вiдповiднiсть iз принципом Бабiне [172], перерiз розсiювання
дорiвнює подвоєному поглинаючому (геометричному) перерiзу.

3.2 Захоплення дрейфових хвиль дрейфовими ви-

хорами

Крiм розв’язкiв, що вiдповiдають розсiяним дрейфовим хвилям, рiв-
няння (3.10) може мати, при деяких значеннях ω, розв’язки локалiзованi
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в просторi. Цей випадок вiдповiдає захопленню дрейфових хвиль вихором.
При умовах |∇⊥Ψ| ≪ |Q| i Q2a2 ≪ β2, рiвняння (3.12) для функцiї Ψ

можна звести до рiвняння Шредингера

∆Ψ+ V (x, y)Ψ = 0, (3.49)

з потенцiалом

V (x, y) = Q2 − 1 + χ(a− r)
uq

ω

×
{
Q2

(
1 +

β2

γ2

)
− β2(Q2 − γ2/a2)

γJ1(γ)

[
dj1(z)

dz
cos2 θ +

J1(z)

z
sin2 θ

]}
+χ(r − a)

uq

ω

{
β(Q2 − γ2/a2)

K1(β)

[
dk1(g)

dg
cos2 θ +

K1(g)

g
sin2 θ

]}
, (3.50)

де

z =
γr

a
, g =

βr

a
, χ(ξ) =

{
1, при ξ > 0

0, при r > a
. (3.51)

В областi r < a форма потенцiалу в (3.49) залежить вiд знака Q2 − γ2/a2.
Якщо Q2 < γ2/a2, ефективний потенцiал V (x, y) усерединi модона має
єдиний мiнiмум у центрi (x = 0, y = 0), або два локальних мiнiмуму з
бокiв (x = ±x0, y = 0) якщо Q2 > γ2/a2.

3.2.1 Захоплення дрейфових мод у центрi вихору

Спочатку розглянемо випадок захоплення дрейфових збурень у центрi
модона, припускаючи Q2 < γ2/a2 . Використовуючи розкладання функцiї
Бесселя J1(z) поблизу центру z = 0, з (3.49) i (3.2) можна одержати

∆Ψ+ (E − px2 − qy2)Ψ = 0, (3.52)

де

E = Q2 − 1 + 2Q2a2
[
Q2 − γ2/a2

2γJ1(γ)
−Q2

(
1

γ2
+

1

β2

)]
, (3.53)
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q =
γQ2(Q2 − γ2/a2)

8J1(γ)
, p = 3q. (3.54)

Помiтимо, що J1(γ) < 0 i необхiднi умови iснування локалiзованих мод
(тобто захоплення)

E > 0, p, q > 0 (3.55)

виконанi. Рiвняння (3.52) має локалiзованi власнi функцiї

Ψln = Hl(
√
px)Hn(

√
qy), (3.56)

де

Hn(ξ) = (−1)neξ
2/2

(
dn

dξn

)
e−ξ

2/2 (3.57)

за умови
Eln =

√
p(2l + 1) +

√
q(2n+ 1) =

√
qλln, (3.58)

де λln =
√
3(2l + 1) + 2n + 1 i l, n = 0, 1, 2 . . . . Рiвняння (3.52) визначає

дискретний спектр власних значень Qln. Власнi частоти захоплених мод
ωln визначаються з (3.58). З рiвнянь (3.53), (3.54) i (3.58) випливає, що[

1

γ|J1(γ)|
+

1

2

(
1

γ2
+

1

β2

)]
Q4a4 −Q2a2

[
1 +

γ

|J1(γ)|

]
+ a2 +

√
qλln = 0

(3.59)
Розглянемо два граничнi випадки. Нехай Q2 близько до γ2/a2, так що Q2 =

γ2/a2 − s2, де s2 ≪ γ2/a2. Тодi з (3.54), (3.59) маємо[
γ

|J1(γ)|
+
γ2

β2

]
a2s2 −

[
γ3

8|J1(γ)|

]1/2
λlnas+

γ2

2
− a2 − γ4

2β2
= 0. (3.60)

Для β2 ≫ γ2 (модон зi швидкiстю багато меншої дрейфової) одержуємо

as =
√
γ|J1(γ)|

 λln

2
√
2
+

√
λ2ln
32

− 1

2
+
a2

γ2

 . (3.61)

Умова s≪ γ/a виконане, якщо λln ≪
√

8γ/|J1(γ)|, тобто для декiлькох ни-
жайших мод. Область локалiзацiї δx ≈ δy ≈ q−1/4 захоплених мод повинна
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бути менше 2a/γ. Для власних частот ωln маємо

ωln =
u2β4

4a2(γ2 − γ|J1(γ)|λ2ln/8)
. (3.62)

У межi Q2a2 ≪ γ2 можна зневажити першим доданком в (3.59) i одержати(
1 +

γ

|J1(γ)|

)
Q2a2 − γ

√
γ

8|J1(γ)|
λlnQa− a2 = 0 (3.63)

звiдки для власних частот маємо

ω2
ln =

uβ2

2a
√
γ|J1(γ)|/8(λln/2 +

√
λln/4 + 8a2|J1(γ)|/γ3)

≈ uβ2

2aλln
√
γ|J1(γ)|

,

(3.64)
а просторовий розподiл поля захоплених дрейфових хвиль дається власни-
ми функцiями (3.56).

3.2.2 Захоплення на периферiї вихору

У випадку Q2 > γ2/a2 ефективний потенцiал в (3.49) має локальний
максимум у центрi x = y = 0 i симетричний вiдносно x i y осi. В x напрямку
в областi x < a форма потенцiалу визначається функцiєю dJ1(z)/dz, яка
має мiнiмум (приблизно 0.4) у точцi x0 = 3.5a/γ . Поведiнка потенцiалу в
y напрямку (для y . a) визначається функцiєю J1(z)/z, яка має максимум
при z = 0 i мiнiмум при z ≈ 5.1. Цей мiнiмум лежить, однак поза колом
r 6 a. Таким чином, у випадку Q2 > γ2/a2 ефективний потенцiал має два
мiнiмуми у точках x = ±x0, y = 0, тобто на периферiї модона. Поблизу
x = x0, y = 0 потенцiал може бути апроксимовано параболоїдом i тодi
рiвняння (3.49) має вигляд

∆Ψ+ [W − p1(x− x0)
2 − q1y

2]Ψ = 0, (3.65)

де

W = Q2 − 1− 2Q2a2

β2

[
Q2

(
1 +

β2

γ2

)
− 0.4β2(Q2 − γ2/a2)

γ|J1(γ)|

]
, (3.66)
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p1 =
0.175γ

|J1(γ)|
Q2

(
Q2 − γ2

a2

)
, q1 =

p1
z0
. (3.67)

Дисперсiйне рiвняння для власних значень Qln тепер має вигляд

W = λln
√
p1, (3.68)

де

λln = (2l + 1) +
(2n+ 1)
√
z0

. (3.69)

При розглядi граничного випадку Q2 = γ2/a2 + s2 с s2 ≪ γ2/a2, з (3.68)
можна одержати

sa =
√
γ|J1(γ)|

(
0.42λln +

√
0.175λ2ln − 1/2 + a2/γ2

)
(3.70)

Умова s≪ γ/a виконана при a . γ для нижчих мод з λln . 10 (λ00 = 2.77,
λ01 = 4.77, λ10 = 6.31, λ11 = 8.33, λ20 = 9.85, . . . ). При цьому також ви-
конується умова δx ≈ p

−1/4
1 < 1.5a/γ для областi локалiзацiї δx захопленої

моди.

3.3 Взаємодiя вихорiв з електромагнiтною хвилею

Розглянемо тепер поширення звичайної електромагнiтної хвилi майже
поперек (k⊥ ≫ kz) зовнiшнього магнiтного поля та поляризовану уздовж
z напрямку (Ez ≫ E⊥) у присутнiсть вихору. Рiвняння для компоненти Ez

у системi координат, пов’язаної з вихором, має вигляд

∆⊥Ez +
ω2

c2

(
1−

ω2
pe

ω2
−
ω2
pe

ω2

δn

n0

)
Ez = 0, (3.71)

де ωpe =
√

4πe2n0/me ленгмюрiвська частота, n0 рiвноважна густина пла-
зми, Ez ∼ exp(iωt) i ω = ω′ − kyu (ω′ – частота електромагнiтної хвилi в
лабораторнiй системi координат i ω ≈ ω′ через ω′ ≫ kyu). Ефект розсi-
ювання на вихорi враховує останнiй додаток у дужках рiвняння (3.71), де
збурення густини δn визначається полем дипольного вихору (3.5). У той же
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час електромагнiтна хвиля передбачається досить слабкою, так що вона не
збурює сам вихор, тобто

|Ez|2ω2
pe

16πn0Teω2
≪ δn

n0
, (3.72)

i, з iншого боку, несуттєвий ефект самофокусування.
Аналiз, аналогiчний проробленому в попереднiх пiдроздiлах, показує,

що за умови ∣∣∣∣δnn0
∣∣∣∣≪ c2

ω2
pea

2
k0a, (3.73)

де k0 хвильове число падаючої електромагнiтної хвилi, застосовне борнiв-
ське наближення, у рамках якого амплiтуда розсiювання хвилi на вихорi
може бути записана у виглядi

f(α) = −
ω2
pe

2
√
2πk0c2

eiπ/4
∫ ∞

0

∫ 2π

0

δn(r)

n0
e−iqr sin(φ−ψ−α/2)r drdφ, (3.74)

де α кут розсiювання, ψ кут мiж напрямком падiння хвилi й вiссю x, φ по-
лярний кут, q = 2k0 sin(α/2). Iнтеграли обчислюються до кiнця й амплiтуда
розсiювання має вигляд

f(α) = A

(
1 +

β2

γ2

)
×
[
J1(qa)β

2γ2δ − qaj2(qa)(γ
2 − β2 − q2a2)

(γ2 − q2a2)(β2 + q2a2)
+
J2(qa)

qa

]
sin
(α
2
− ψ

)
, (3.75)

де A = ω2
pea

3u exp(3iπ/4)
√
π/2k0/ω

2c2, Jn функцiя Бесселя n-порядку. Вiд-
значимо, що при qa → γ вираз (3.75) для f(α) залишається кiнцевим (в
силу спiввiдношення (3.7)). Розсiювання пiд кутом α = 2ψ завжди вiдсу-
тнє.

Далi розглянемо бiльш докладно випадок k0a≪ 1 (довжина падаючої
хвилi багато бiльше розмiру модона) та ψ = π/2 (хвиля падає в напрямку
руху модона). Тодi з (3.75) маємо

|f(α)|2 = |A|2
(
1 +

β2

γ2

)2

β4

(
δ +

1

4

)2
k20a

2 sin2 α(
β2 + 4k20a

2 sin2(α/2)
)2 (3.76)
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Розсiювання максимальне при кутах αm, обумовлених з

cosαm =
2k20

1− vd/u+ 2k20
(3.77)

i не залежить вiд радiуса модона a. Розсiювання "назад"(α = π) i
"уперед"(α = 0, 2π) вiдсутнє.

Далi розглянемо два граничнi випадки: β ≪ 1 (великомасшабний мо-
дон з повiльно спадаючою зовнiшньою частиною) та β ≫ 1 (модон, що
рiзко обривається при r > a). При β ≪ 1 маємо γ ≈ γn, де J1(γn) = 0 i
δ ≈ 2/β2 ≫ 1. Тодi з (3.76) випливає

|f(α)|2 = |A|2 k20a
2 sin2 α(

β2 + 4k20a
2 sin2(α/2)

)2 (3.78)

У випадку (1 − vd/u) ≪ k20 (тобто β2 ≪ 2k20a
2 ≪ 1) маємо cosαm =

1− (1− vd/u)/2k
2
0, тобто розсiювання йде переважно на малi кути. Дифе-

ренцiальний перерiз розсiювання у напрямку оптимальних кутiв dσm =

(|A|2/4β2)dαm зростає з зменшенням β, тобто при наближеннi швидко-
стi модона до дрейфової швидкостi vd. Якщо ж 2k20a

2 ≪ β2 ≪ 1б то
cosαm = 2k20/(1− vd/u) ≪ 1, тобто кут максимального розсiювання близь-
кий до π/2 i розсiювання йде переважно пiд бiльшими кутами до напрямку
руху модона. При цьому |f(αm)|2 = |A|2k20a2/β4.

Для модонiв з рiзко спадаючою зовнiшньою частиною (β ≫ 1) маємо
γ ≈ γn, де J2(γn) = 0 i δ = 1/β ≪ 1.Тодi з (3.76) випливає

|f(α)|2 = |A|2
(
1 +

β2

γ2

)2
k20a

2 sinα

64
(3.79)

i максимум розсiювання досягається для кутiв, близьких до π/2: cosαm =

2k20a
2/β2 ≪ 1.
Iнтегруванням (3.76) по куту α одержуємо повний перерiз розсiювання

σ = |A|2
(
1 +

β2

γ2

)2

β4π(δ + 1/4)2

8k20a
2

(
β2 + 2k20a

2

β
√
β2 + 4k20a

2
− 1

)
. (3.80)

Цей вираз iстотне спрощується для перерахованих вище граничних випад-
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кiв

σ = |A|2



π

8k0aβ
, при β2 ≪ 2k20a

2

π

4β2
k20a

2, при 2k20a
2 ≪ β2 ≪ 1(

1 +
β2

γ2

)2
πk20a

2

32
, при β ≫ 1

. (3.81)

Перерiз розсiювання росте при β → 0 в областi β ≪ 1 i при β → ∞
в областi β ≫ 1. Рiст σ при малих β < k0a зi зменшенням β пов’язано iз
збiльшенням ефективного радiуса модона, який виявляється значно бiльше
a. У той же час при бiльших β > 1 з ростом β бiльш рiзко нiж падає
ефективний радiус (до розмiрiв ∼ a) росте амплiтуда модона, що приводить
до бiльш ефективної взаємодiї iз хвилею. Мiнiмальне значення перерiзу
розсiювання лежить в областi β ∼ a/

√
1− vd/u ∼ 1 . У цьому випадку

для σ можна одержати наступну оцiнку

σ ∼ (k0a)
5

(
a

Ln

)2(
u

vd

)2

a≪ a, (3.82)

тобто перерiз розсiювання виявляється багато менше характерного розмiру
модона й вiн стає майже "прозорим"для електромагнiтної хвилi.

Вище було розглянуто випадок лобового падiння хвилi (ψ = π/2).
Аналогiчним чином можна проаналiзувати випадок бiчного (ψ = 0) падiн-
ня. При цьому |f(π)| ̸= 0, тобто з’являється розсiювання "назад однак ре-
зультати, що стосуються iнтегрального перерiзу розсiювання, змiнюються
несуттєво. Зокрема, висновок про те, що при β ∼ 1 перерiз розсiювання
σ ≪ a залишається в силi.

3.4 Стiйкi тривимiрнi дрейфовi вихорi

3.4.1 Модельнi рiвняння

Розглядаємо плазму з холодними iонами та нехтуємо iнерцiєю еле-
ктронiв (характерна частота рухiв плазми набагато менше електронної
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плазмової частоти). Плазма знаходиться в однорiдному зовнiшньому ма-
гнiтному полi B0 = B0ẑ, де ẑ одиничний вектор вздовж z-напрямку. Рухи
плазми описуються системою гiдродинамiчних рiвнянь для iонiв

∂ni
∂t

+∇ · (niv) = 0 (3.83)

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = − e

M
∇φ+ Ωi[v × ẑ] (3.84)

та рiвнянням Пуассона

∆φ = 4πe(δne − δni), (3.85)

де ni = n0(x) + δni iонна густина плазми, n0(x) = n0(1 + x/L) неодно-
рiдна рiвноважна густина плазми, L−1 = (∂x lnn0(x))

−1 масштаб неодно-
рiдностi, v iонна швидкiсть, φ електростатичний потенцiал, δne and δni

збурення електронної та iонної густини плазми вiдповiдно, M масса iона,
Ωi = eB0/Mc iонно-циклотронна частота. Нехтуючи iнерцiєю електронiв,
припускаємо больцманiвський розподiл ne = n0 exp(eφ/Te), з eφ/Te ≪ 1, та
отримаємо δne/n0 = eφ/Te, де ne = n0+ δne, а Te електронна температура.

Далi вважаємо, що часова залежнiсть збурень повiльна у порiвняннi
з частотою iонних гiрацiй

∂/∂t

Ωi
∼ (v · ∇)

Ωi
≪ 1. (3.86)

Використовуючи (3.84), з точнiстю до першого порядку по малому пара-
метру (3.86) можна написати перпендикулярну iонну швидкiсть у виглядi

v⊥ = vE − e

MΩ2
i

d

dt
∇⊥φ, (3.87)

де введено позначення vE для так званої дрейфової E×B швидкостi

vE =
e

MΩi
[ẑ×∇⊥φ], (3.88)

та
d

dt
=

∂

∂t
+ (vE · ∇⊥) ≡

∂

∂t
+

e

MΩi
{φ, · · · }, (3.89)
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де скобка Пуассона визначена в (3.4). Домiнуюча нелiнiйнiсть в рiвняннях
(3.83), (3.84) повязана з конвекцiйним доданком vE. З (3.83) маємо

∂δni
∂t

+ n0∇ · (v⊥ + ẑvz) + vE · ∇δni +
en0

MΩiL

∂φ

∂y
= 0. (3.90)

Пiдставляючи v⊥ з рiвняння (3.87) в (3.90) , та виключаючи δni за допо-
могою (3.85), отримаємо

∂

∂t

(
φ− ρ2s∆⊥φ−R2∆φ

)
+ vd

∂φ

∂y
+
Mc2s
e

∂vz
∂z

(3.91)

− e

MΩi

{
φ, ρ2s∆⊥φ+R2∆φ

}
= 0 (3.92)

де cs =
√
Te/M iонно-звукова швидкiсть, vd = c2s/ΩiL дрейфова швидкiсть,

ωpi =
√
4πe2n0/M iонна плазмова частота, R = cs/ωpi дебаївський радiус,

ρs = cs/Ωi. Враховуючи, що Ωi/ωpi ≪ 1, маємо

∂

∂t

(
φ− ρ2s∆⊥φ−R2∂

2φ

∂z2

)
+ vd

∂φ

∂y
+
Mc2s
e

∂vz
∂z

(3.93)

− e

MΩi

{
φ, ρ2s∆⊥φ+R2∂

2φ

∂z2

}
= 0.

З z-компоненти рiвняння (3.84) маємо

∂vz
∂t

+ (vE · ∇⊥)vz = − e

M

∂φ

∂z
. (3.94)

В лiнiйному наближеннi, беручи φ ∼ exp(−ik · r+ iωt), рiвняння (3.93) та
(3.94) дають дисперсiйне спiввiдношення

ω2
(
1 + k2⊥ρ

2
s + k2zR

2
)
− ωkyvd − k2zc

2
s = 0. (3.95)

З (3.95) випливає, що iснують двi гiлки плазмових коливань: дрейфова
хвиля ( якщо ωkyvd ≫ k2zc

2
s)

ω =
kyvd

1 + k2⊥ρ
2
s + k2zR

2
(3.96)
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та iонно-звукова хвиля (якщо ωkyvd ≪ k2zc
2
s)

ω2 =
k2zc

2
s

1 + k2⊥ρ
2
s + k2zR

2
(3.97)

Нехтуючи взаємодiєю з iонним звуком (тобто kzcs ≪ ω ∼ kyvd) в рiвнян-
нях (3.93),(3.94) (фiзично це означає, що можна нехтувати iнерцiєю iонiв
в напрямку зовнiшнього магнiтного поля), отримаємо нелiнiйне рiвняння
для потенцiалу φ

∂

∂t

(
φ− ρ2s∆⊥φ−R2∂

2φ

∂z2

)
+ vd

∂φ

∂y
− e

MΩi

{
φ, ρ2s∆⊥φ+R2∂

2φ

∂z2

}
= 0

(3.98)
Далi вводимо безрозмiрнi змiннi

Φ → eφ/Te, r⊥ → r⊥/ρs, z → z/R, t→ Ωit, vd → vd/cs. (3.99)

Рiвняння (3.98) тодi стає

∂

∂t
(Φ−∆Φ) + vd

∂Φ

∂y
− {Φ,∆Φ} = 0 (3.100)

i рiвняння (3.100) може бути записано у виглядi

∂Γ

∂t
+ {Φ,Γ} = 0, (3.101)

де Γ = ∆Φ− Φ+ vdx узагальнена завихореннiсть. Рiвняння (3.101) описує
конвекцiю узагальненої завихоренностi з dΓ/dt = 0 (конвекцiйна похiдна
по часу) та має нескiнченне число iнтегралiв руху (iнварiанти Казiмiра)∫

f(Γ, z) dr, (3.102)

де f довiльна функцiя своїх аргументiв. Iншi iнтеграли руху мають вигляд∫
ΦΓ dr ,

∫
xΓ dr ,

∫
(y − vdt)Γ dr. (3.103)
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Зокрема, квадратичнi iнварiанти для енергiї E та енстрофiї K є

E =

∫ [
Φ2 + (∇Φ)2

]
dr, (3.104)

K =

∫ [
(∇Φ)2 + (∆Φ)2

]
dr. (3.105)

Iснування нескiнченого числа iнтегралiв руху може наводити на думку,
що рiвняння (3.100) є повнiстю iнтегрованим, але, як показано в [171] для
двовимiрного рiвняння Чарнi-Хасегави-Мiми така нескiнчена кiлькiсть iн-
варiантiв не гарантує iнтегровностi, i, зокрема, необхiднi додатковi умови
на дисперсiю лiнiйної хвилi.

3.4.2 Тривимiрнi модоннi розв’язки

Шукаємо стацiонарнi розв’язки рiвняння (3.101) у виглядi

Φ(x, y, z, t) = Φ(x, y′, z), y′ = y − ut, (3.106)

де u швидкiсть розповсюдження в y напрямку. Пiдставляючи (3.106) в
(3.101) отримаємо нелiнiйне рiвняння для Φ(x, y′, z) (далi в позначеннях
вiдкидаємо штрих), яке можна записати у виглядi

{Γ,Φ− ux} = 0. (3.107)

Тодi, як видно, функцiї в скобцi Пуассона залежнi друг вiд друга i маємо

Γ = F (Φ− ux, z) (3.108)

де F довiльна функцiя своїх аргументiв. Застосовуючи стандартну про-
цедуру для знаходження двовимiрних модонних розв’язкiв [159, 161–163],
розглядаємо двi форми функцiї F , а саме Fint та Fext - для внутрiшньої
та зовнiшньої областей тривимiрного простору. Границя мiж областями
мiстить лiнiї току (iзолiнiї функцiї Φ − ux), якi простягаються до нескiн-
ченостi (зовнiшня область) та область де лiнiї току замкнутi (внутрiшня
область) i вважаємо цю граничну поверхню сферою r ≡

√
x2 + y2 + z2 = a,
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де параметр a має сенс радiуса модона. Ми шукаємо локалiзованi розв’яз-
ки, тобто Φ → 0 при x, y, z → ±∞. Обчислюючи x, y, z → ±∞ в рiвняннi
(3.108), можна дiйти до висновку, що функцiя Fext мусить бути лiнiйною
для локалiзованих розв’язкiв, тобто

∆Φ− Φ + vdx = c1(Φ− ux) + c2 + c3z (3.109)

з c1 = −vd/u, c2 = 0,c3 = 0. Видно, що для локалiзованих розвязкiв необ-
хiдна умова 1− vd/u > 0, тобто u < 0 або u > vd. Таким чином швидкiсть
модона u лежить поза областi можливих фазових швидкостей ω/ky лiнiйної
дрейфової хвилi з дисперсiєю (3.96).

Для внутрiшньої областi (замкнутi лiнiї току), не можна, взагалi ка-
жучи, апрiорi постулювати вибiр форми функцiї Fint. Напростiший вибiр
для Fint також лiнiйна функцiя i маємо

∆Φ− Φ + vdx = c4(Φ− ux) + c5 + c6z (3.110)

де c4, c5 i c6 довiльнi. Вимога скiнченостi розв’язку в r = 0 дає умову
1 + c4 > 0. Далi введемо позначення

κ = a
√

1− vd/u, k = a
√
1 + c4. (3.111)

Рiвняння (3.109) має розв’язок

∑
n,l,m

Anlm

Kn+1/2(κr/a)√
r

Ylm(θ, φ), (3.112)

тодi як розв’язком рiвняння (3.110) є

∑
n,l,m

Bnlm

Jn+1/2(kr/a)√
r

Ylm(θ, φ), (3.113)

де використовуються сферичнi координати (r, θ, φ), n,m, l є цiлими, Jν(ξ)
функцiя Бесселя першого роду, Kν(ξ) модiфiкована функцiя Бесселя дру-
гого роду, Ylm функцiї сферичних гармонiк, Anlm i Bnlm довiльнi константи.
Далi розглядаємо лише нижчi моди сумiснi з доданками vdx та c6z, а саме
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n = 0, 1, l = 0, 1, та m = 0, 1. Вимагаємо, щоб Φ та ∇Φ були неперервнi на
r = a

Φ |r=a−0= Φ |r=a+0, ∇Φ |r=a−0= ∇Φ |r=a+0, (3.114)

та ∆Φ (або, еквiвалентно, Γ) має постiйний стрибок p (включаючи p = 0,
тобто без стрибка i неперервна) при r = a

∆Φ |r=a−0= ∆Φ |r=a+0 +p. (3.115)

Тодi для фiксованого κ, величина k визначається iз спiввiдношення

(δk2 + 3− k2) tan k = k(δk2 + 3) , (3.116)

де

δ =
(κ2 + 3κ + 3)

κ2(κ + 1)
. (3.117)

Зрештою маємо розв’язок

Φ(r, θ, φ) = Ψ0(r) + Ψ(r)(sin θ cosφ+ µ cos θ), (3.118)

де

Ψ0(r) =
pa2

(κ2 + k2)δ


a sin(kr/a)

r(sin k − k cos k)
− 3(κ2 + k2)

κ2k2
, r 6 a

a

(1 + κ)r
e−κ(r/a−1), r > a

, (3.119)

Ψ(r) = ua


(
1 +

κ2

k2

)
r

a
− κ2

k2
a2[sin(kr/a)− (kr/a) cos(kr/a)]

r2(sin k − k cos k)
, r 6 a

a2(1 + κr/a)
r2(1 + κ)

e−κ(r/a−1), r > a
,

(3.120)
Розв’язок представляє собою три доданки: радiально симетричну частину,
антисиметричну по x-напрямку, та антисиметричну по z-напрямку части-
ни. Радiально симетрична частина зникає якщо p = 0 , тобто ∆Φ (а також
завихороннiсть Γ) неперервнi на границi r = a. Антисиметрична по z части-
на зникає якщо µ = 0. Таким чином, тривимiрний модонний солiтон (3.118)
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має чотири незалежних параметра – швидкiсть u, радiус a (характерний
розмiр), амплiтуда z-антисиметричної частини µ, та стрибок завихороннi-
стi p (або еквiвалентно амплiтуда радiально симетричної частини). Нага-
даймо, що двовимiрний модон Ларiчева-Резнiка (3.5) має два незалежних
параметра – швидкiсть та радiус, одновимiрнi солiтони НРШ та ДНРШ та-
кож мають два незалежних параметра – швидкiсть та характерний розмiр,
солiтон КдФ один незалежний параметр – швидкiсть (характерний розмiр
визначається швидкiстю).

У внутрiшнiй областi r < a (замкнутi лiнiї току) частинки плазми за-
хопленi та можуть транспортуватися як цiле вздовж y-напрямку. У зовнi-
шньої областi r > a розв’язок експоненцiально прямує до нуля. В гранично-
му випадку κ → 0, тобто u → vd (швидкiсть модона дорiвнює дрейфової
швидкостi), маємо

Ψ0(r) =
pa2

k2


a sin(kr/a)

r sin k
− 1, r 6 a

0, r > a
, (3.121)

Ψ(r) = vda


r

a
− 3a2[sin(kr/a)− (kr/a) cos(kr/a)]

r2k2 sin k
, r 6 a

a2

r2
, r > a

, (3.122)

В iншому граничному випадку κ → ∞, тобто u → 0 (нерухливий модон),
радiально симетрична частина зникає, Ψ0(r) = 0, та

Ψ(r) =
vda

3

k2


a2[sin(kr/a)− (kr/a) cos(kr/a)]

r2(sin k − k cos k)
− r

a
, r 6 a

0, r > a

, (3.123)

Трансцендентне рiвняння (3.116) має нескiнченне число коренiв kn, n =

1, 2 . . . для кожного фiксованого κ. Тодi (3.118), (3.119) та (3.120) пред-
ставляє нескiнченне число розв’язкiв з k = kn. Розв’язок з n = 1 (основний
стан) не має вузлiв у радiальному напрямку. Вищi стани мають n − 1 ву-
злiв (у внутрiшнiй областi). Функцiї Ψ0(r) та Ψ(r) для трьох нижчих станiв
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Ψ

Ψ
n = 2n = 1

n = 2n = 1 n = 3

n = 3

Рис. 3.5 Верхнiй рядок: функцiя Ψ(r) вiд радiальноЇ координати r для
трьох нижчих модонних станiв n = 1, 2, 3. Нижчий рядок: теж саме для
функцiї Ψ0(r).

n = 1, 2, 3 показанi на рис. 3.5. Далi розглядаємо тiльки основний стан –
модон з k = k1.

Енергiя E та енстрофiя K модона обчислюється прямим чином

E = E0 + E1, K = K0 +K1, (3.124)

де E0 i K0 енергiя та енстрофiя радiально симетричної частини вiдповiдно

E0 =
2πp2a5

δ2κ2k2(κ2 + k2)

[
δ2κ2k2 + a2(5δ + 1)

]
, (3.125)

K0 =
4πp2a3

δ2(κ2 + k2)2

{
δ2

2

[
a2(k2 − κ2) + κ4 + k4

]
(3.126)

+(5δ + 1)

(
a2 − κ2

2
− k2

2

)
+ 6

(
1− a2

κ2

)}
,
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та

E1 =
4π

15
u2a5(1 + µ2)

(
1 +

κ2

k2

)[
δ2κ2 + (5δ + 1)

(
7κ2

5k2
+

2

5
− vd
u

)]
,

(3.127)

K1 =
2π

3
u2a3(1 + µ2)κ2

(
1 +

κ2

k2

)[(
δκk
a

)2

+ 5δ + 1

]
, (3.128)

3.4.3 Зiткнення модонiв

Тут дослiдимо часову еволюцiю модонiв при їх зiткненнi. Нелiнiйне
еволюцiйне рiвняння (3.100) чисельно розв’язувалось з початковою умо-
вою, яка вiдповiдає суперпозицiї точних аналiтичних модонних розв’язкiв
(3.118), а саме

Φ(r, t) = Φmod(r− r1, t) + Φmod(r− r2, t) (3.129)

при t = 0. Вiдстань мiж модонами у початковий момент часу вважалась
достатньо великою, так що модони при t = 0 не впливають друг на друга.
Чисельна схема базувалась на неявному методi Адамса-Моултона зi змiн-
ним часовим кроком та змiнним порядком методу (який мог адаптивно
змiнюватися в часi вiд 4-го до 12-го порядку), а також адаптивним мето-
дом контролю помилок. Припускались периодичнi граничнi умови. Лiнiйнi
доданки обчислювались у спектральному просторi. Нелiнiйнiсть у виглядi
скобки Пуассона обчислювалась у фiзичному просторi з кiнцевими рiзно-
стями за допомогою схеми Аракави [173]. Збереження загальної енергiї та
енстрофiї контролювалось пiд час обчислення i у всiх випадках загальна
енергiя та енстрофiя зберiгалась з вiдносною точнiстю менш чим 5× 10−4.

Як перший випадок дослiдимо випадок зiткнення, коли модони руха-
ються у протилежних напрямках (тобто назустрiч) вздовж осi y (лобове
зiткнення). Розглядаємо зiткнення з нульовим початковим прицiльним па-
раметром, тобто x1 = x2, z1 = z2. Далi у всiх випадках безрозмiрну дрейфо-
ву швидкiсть покладено vd = 0.1. Початковi швидкостi першого та другого
модонiв становлять u1 = 0.3 i u2 = −0.5, радiуси модонiв a1 = a2 = 0.5. Роз-
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глядаємо також модони без радiально симетричної та z-антисиметричної
частин, тобто p1 = p2 = µ1 = µ2 = 0. Часова еволюцiя зiткнення модонiв
у цьому випадку представлена на рис. 3.6 Модони наближаються друг до
друга (t = 3.5), потiм зазнають складну взаємодiю з сильним перекриттям
та спотворенням форми (t = 11), зазнаючи, таким чином, сильне взаємне
збурення в процесi зiткнення, як видно з рис. 3.6. Потiм модони прохо-
дять друг скрiзь друга та починають вiддалятися (t = 14.5), та зрештою
повнiстю вiдтворюють свою початкову форму (з тими ж швидкостями та
амплiтудами) без будь якого випромiнювання (t = 18).

Другий випадок — зiткнення модонiв (також без радiально симетри-
чної та z-антисиметричної частин) якi рухаються в однаковому напрям-
ку вздовж осi y (проникаюче зiткнення). Початковi швидкостi модонiв
u1 = −0.3, u2 = −0.01 суттєво вiдрiзняються, радiуси модонiв a1 = 0.5,
a2 = 2 також рiзнi. Часова еволюцiя зiткнення показана на рис. 3.7. Бiльш
швидкий модон доганяє бiльш повiльний (t = 6), потiм модони сильно пе-
рекриваються, повнiстю спотворюючи свою форму, проходять друг скрiзь
друга (t = 18), починають вiдокремлюватися (t = 24), i нарештi (t = 30)

повнiстю вiдтворюють початкову форму (з тими ж швидкостями та ам-
плiтудами) без будь якого випромiнювання, як i при лобовому зiткненнi.
Обчислення проводились в широкому диапазонi параметрiв модона, для
рiзних швидкостей та радiусiв (пiдкреслимо ще раз, що все це стосується
модонiв тiльки з двома параметрами – тобто без радiально симетричної та
z-антисиметричної частин ). Таким чином, зiткнення тривимiрних модонiв
без радiально симетричної та z-антисиметричної частин виявляються абсо-
лютно пружними як при лобовому так й проникаючиму зiткненнi (при ну-
льовому прицiльному параметру). Така поведiнка нагадує зiткнення одно-
вимiрних солiтонiв iнтегрованих моделей типу НРШ та КдФ. Зiткнення
модонiв з ненульовим прицiльним параметром виявляються непружними
як для лобових так й проникаючих зiткнень. При цьому в процесi зiткнен-
ня модони завжди руйнуються, хоча для достатньо малих прицiльних па-
раметрiв (в порiвняннi з радусами модонiв) модони проходять друг скрiзь
друга майже без змiни форми, залишаючи випромiнювальний слiд i трохи
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Рис. 3.6 Пружне лобове зiткнення мiж модонами. Параметри модонiв: v1 =
0.3, v2 = −0.5, a1 = 0.5, a2 = 0.5, p1 = p2 = µ1 = µ2 = 0. Лiвий стовпець:
розподiл поля електростатичного потенцiалу Φ у x − y площинi (перерiз
тривимiрного простору). Правий стовпець: iзоповерхнi Φ(x, y, z) = 0.15 у
тривимiрному просторi.
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Рис. 3.7 Пружне проникаюче зiткнення мiж модонами. Параметри модонiв:
v1 = −0.3, v2 = −0.01, a1 = 0.5, a2 = 2, p1 = p2 = µ1 = µ2 = 0. Лiвий
стовпець: розподiл поля електростатичного потенцiалу Φ у x − y площинi
(перерiз тривимiрного простору). Правий стовпець: iзоповерхнi Φ(x, y, z) =
0.08 у тривимiрному просторi.
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змiнюючи амплiтуду, але з часом зрештою руйнуються.
Тепер звернемось до зiткнень модонiв з радiально симетричними (p1 ̸=

0,p2 ̸= 0) або/та z-антисиметричнми (µ1 ̸= 0,µ2 ̸= 0) частинами. У зв’язку
з цим необхiдно пiдкреслити, що нелiнiйнiсть в рiвняннi (3.100) тотожньо
зникає для довiльних розподiлiв поля якi мiстять тiльки радiально симе-
тричну або/та z-антисиметричну частини, тобто без x-антисиметричної ча-
стини. Тому доданки з p ̸= 0 та/або µ ̸= 0 у точному розв’язку (3.118) по-
виннi, в деякому сенсi, розглядатися як нелiнiйнi збурення (хоча й абсолю-
тно точнi), хоча вiдповiднi амплiтуди можуть бути як завгодно великими
у порiвняннi з амплiтудою x-антисиметричної частини. Тодi, наприклад,
радiально симетричний доданок великої амплiтуди маскує основну части-
ну i модон має вигляд тривимiрного монополя (кулi). Також припускаємо
нульовий прицiльний параметр. Параметри модонiв (швидкостi i радiуси)
вибиралися такими ж як у розглянутому вище випадку лобового зiткнення
модонiв з тiльки x-антисиметричною частиною. Часова еволюцiя зiткнення
модонiв з радiально симетричними частинами p1 = 2 та p2 = 0.3 показана
на рис. 3.8. Видно, що пiсля наближення друг з другом (t = 3.5), а потiм
перекривання (t = 11), модони починають розповсюджуватися у напрямку
майже перпендикулярному початковому напрямку руху та руйнуються в
процесi зiткнення, (t = 14.5) та (t = 18).

Непружне зiткнення модонiв з z-антисиметричною частиною µ1 = 1.

(тобто з рiвними амплiтудами x-антисиметричної та z-антисиметричної ча-
стин) та µ2 = 0.5 показано на рис. 3.9. У цьому випадку модони майже вiд-
творюють свою форму пiсля зiткнення, зменшуючись по амплiтудi (t = 16),
але зрештою руйнуються на великому часi (на рисунку не показано) завдя-
ки втратi енергiї та енстрофiї за рахунок випромiнювання. Модони з доста-
тньо великими амплiтудами z-антисиметричних частин µ1,2 ≫ 1 повнiстю
руйнуються майже вiдразу пiсля зiткнення.
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Рис. 3.8 Непружне лобове зiткнення модонiв з радiально симетричною ча-
стиною. Параметри модонiв: v1 = 0.3, v2 = −0.5, a1 = 0.5, a2 = 0.5, p1 = 2,
p2 = 0.3, µ1 = µ2 = 0. Лiвий стовпець: лiнiї контура електростатичного
потенцiалу Φ у x − y площинi (перерiз тривимiрного простору). Правий
стовпець : iзоповерхнi Φ(x, y, z) = 0.2 у тривимiрному просторi.
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Рис. 3.9 Непружне лобове зiткнення модонiв з z-антисиметричною части-
ною. Амплiтуди модонiв пiсля зiткнення змiнюються завдяки випромiню-
ванню . Параметри модонiв: v1 = 0.3, v2 = −0.5, a1 = 0.5, a2 = 0.5,
p1 = p2 = 0, µ1 = 1, µ2 = 0.5. Лiвий стовпець: лiнiї контура електро-
статичного потенцiалу Φ у y− z площинi (перерiз тривимiрного простору).
Правий стовпець : iзоповерхнi Φ(x, y, z) = 0.2 у тривимiрному просторi.
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3.5 Зональнi течiї в плазмi з дрейфовою турбулен-

тнiстю

Турбулентнiсть на дрейфових гiлках коливань, що приводить до ано-
мального (турбулентного) переносу частинок i тепла на периферiю пла-
зми, є головною перешкодою на шляху до здiйснення керованого термо-
ядерного синтезу в пристроях з магнiтним утриманням плазми (токамаках
i стеллараторах). Негативнi тенденцiї, породжуванi дрейфовою турбулен-
тнiстю, значно послабленi в експериментально виявленому режимi полi-
пшеного утримання – при перевищеннi потужностi додаткового нагрiван-
ня деякого критичного значення рiзко зменшується аномальний перенос
[158]. У якостi можливого механiзму режиму полiпшеного утримання бу-
ла запропонована модель, заснована на уявленнi про насичення й падiння
рiвня дрейфової турбулентностi за рахунок виникнення великомасштабних
нелiнiйних когерентних структур iз просторовою залежнiстю тiльки вiд ра-
дiальної координати – зональних течiй [174, 175]. Генерацiя зональної течiї
здiйснюється винятково за рахунок дрейфової турбулентностi, шляхом не-
лiнiйної передачi енергiї вiд дрiбномасштабних дрейфових хвиль до велико-
масштабного течiї й, при цьому, рiвень турбулентностi природньо зменшу-
ється [176–180]. У цей час уважається загальновизнаним, що зональнi течiї
вiдiграють вирiшальну роль в регулюваннi нелiнiйної еволюцiї дрейфових
нестiйкостей i, таким чином, рiвня турбулентного транспорту в токамаках.
Зокрема, експериментально показано [181–183], що L-H перехiд (перехiд до
режиму полiпшеного втримання) пов’язано з виникненням зональних те-
чiй, якi пригнiчують турбулентнi флуктуацiї й приводять до виникненню
транспортних бар’єрiв.

3.5.1 Вплив середньої течiї на генерацiю зональної течiї

Важливо вiдрiзняти зональну течiю, вiд середньої течiї, зв’язаної iз се-
реднiм радiальним електричним полем [184]. Остання може збуджуватися
й пiдтримуватися пiд час вiдсутностi турбулентностi (додатковим нагрiва-
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нням, iнжекцiєю нейтральних частинок та iн.), тодi як зональна течiя збу-
джується винятково модуляцiйною нестiйкiстю дрейфових хвиль [174]. На
вiдмiну вiд статичних середнiх течiй, зональний течiя може мати складну
просторову структуру. Вiдомо, що наявнiсть середньої течiї, з одного боку,
може вести до нестiйкостi (нестiйкiсть Кельвiна-Гельмгольца), а, з iншого
боку, стабiлiзувати деякi небезпечнi нестiйкостi дрейфового типу (нестiй-
кiсть, обумовлену градiєнтом iонної температури, резистивну нестiйкiсть
та iн.) [174, 185–188]. Тому важливо розглянути вплив середньої течiї на
можливiсть генерацiї зональної течiї модуляцiйною нестiйкiстю.

Розглядаємо плоску двовимiрну модель (x i y вiдповiдно представ-
ляють радiальну i полоидальну координати в тороидальнiй геометрiї),
подiбну моделi Хасегави–Мiми (3.3), з тою вiдмiннiстю, що для велико-
масштабних рухiв густина плазми не додержується розподiлу Больцмана
[177, 178, 180, 189]. Представимо електростатичний потенцiал у виглядi су-
ми дрiбномасштабної флуктуюючої φ̃ i середньої ⟨φ⟩ частин φ = φ̃+⟨φ⟩, де
⟨φ⟩ = φ̂+φ0 i φ̂ вiдповiдає зональної течiї а φ0 – середньої течiї. Рiвняння,
що описують взаємодiю великомасштабних (зональної й середньої течiй) i
дрiбномасштабних (дрейфових хвиль) збурень, випливають iз рiвнянь, за-
пропонованих в [189], при врахуваннi середньої течiї у великомасштабних
доданкiв

∂

∂t
(1−∆)φ̃+

∂φ̃

∂y
− ⟨v⟩ · ∇∆φ̃− ṽ · ∇∆(φ̂+ φ0) = 0, (3.130)

∂

∂t
∆φ̂+ ⟨ṽ · ∇∆φ̃⟩ = 0, (3.131)

де ṽ = z×∇φ̃, ⟨v⟩ = v0(x)y+ z×∇φ̂ i v0(x) профiль середньої течiї, ⟨. . . ⟩
усереднення по дрiбномасштабних флуктуацiях. Просторовi змiннi нормо-
ванi на ρs, часова змiнна нормована на Ln/cs, i потенцiал на Teρs/Lne, де Te
електронна температура, cs =

√
Te/mi iонно-звукова швидкiсть, ρs = cs/Ωi

iонно-звуковий ларморовський радiус, i Ln – характерний масштаб неодно-
рiдностi густини плазми. В лiнiйному наближеннi й пiд час вiдсутностi те-
чiй, рiвняння (3.130) дає дисперсiйне спiввiдношення для дрейфових хвиль
(3.1). Член у кутових дужках рiвняння (3.131) описує вплив дрiбномасшта-
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бної дрейфової турбулентностi на зональну течiю. Передбачається, що ха-
рактерний масштаб середньої течiї LMF багато бiльше типового масштабу
зональної течiї LZF , але в той же час LZF ≫ k−1, де k характерне хвильове
число дрейфових хвиль.

Електростатичний потенцiал дрейфових хвиль φ̃ представимо у ви-
глядi суперпозицiї хвилi накачування й двох сателiтiв, φ̃ = φ̃d + φ̃+ + φ̃−.
Надалi вважаємо, що дрейфовi хвилi поширюються в полоiдальному на-
прямку (kx = 0) i представимо

φ̂ = φ(x)ei(qyy−Ωt) + φ∗(x)e−i(qyy−Ωt), (3.132)

φ̃d = Φ0e
i(kyy−ωkt) + Φ∗

0e
−i(kyy−ωkt), (3.133)

φ̃± = φ±(x)e
i(k±y−ω±t) + φ∗

±(x)e
−i(k±y−ω±t), (3.134)

де ω± = ωk ± Ω i k± = ky ± qy. Пiдставляючи (3.132)–(3.134) в (3.131),
одержимо

Ω

(
d2

dx2
− q2y

)
φ = ky

d

dx

{
Φ0

(
d2

dx2
− q2y + 2kyqy

)
φ∗
−

−Φ∗
0

(
d2

dx2
− q2y − 2kyqy

)
φ+

}
(3.135)

Для амплiтуд сателiтiв з рiвняння (3.130) маємо{
[Ω + ωk − kyv0(x)]

(
1 + k2y + q2y + 2kyqy −

d2

dx2

)
−ky − kyv

′′
0

}
φ+ = −kyΦ0

d

dx

(
k2y − q2y +

d2

dx2

)
φ, (3.136)

{
[Ω− ωk − kyv0(x)]

(
1 + k2y + q2y − 2kyqy −

d2

dx2

)
+ky − kyv

′′
0

}
φ∗
− = kyΦ

∗
0

d

dx

(
k2y − q2y +

d2

dx2

)
φ, (3.137)

де v′′0 = d2v0(x)/dx
2. Пiд час вiдсутностi середньої течiї (v0 = 0), пiсля
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Рис. 3.10 Iнкремент нестiйкостi як функцiя радiального хвильового числа
qx для амплiтуди дрейфової хвилi |Φ0| = 0.2 i рiзних полоiдальних хвильо-
вих чисел qy. Мода з qy = 0 (зональна течiя) має максимальний iнкремент.

вистави φ, φ± ∼ exp(iqxx), вiдтворюється дисперсiйне рiвняння отримане
в [190, 191]

Ωq2 = k2yq
2
x(q

2 − k2y)|Φ0|2
{

k2+ − k2

(1 + k2+)(Ω + δ+)
+

k2− − k2

(1 + k2−)(Ω− δ−)

}
, (3.138)

де q2 = q2x + q2y та δ± = ωk − ky/(1 + k2±), що передбачає модуляцiйну
нестiйкiсть (γ = ImΩ ̸= 0), якщо амплiтуда дрейфової хвилi |Φ0| пере-
вищує вiдповiдне граничне значення . Залежнiсть iнкремента нестiйкостi
γ вiд qx для рiзних qy показана на рис. 3.10. Видно, що мода з qy = 0

має максимальный iнкремент i це вiдповiдає генерацiї зональної течiї. При
qx ≪ ky максимальний iнкремент досягається при qx,opt = ky|Φ0|(1 + k2y)

3/2

та γmax = k3y|Φ0|2(1 + k2y).
У присутнiстi середньої течiї (v0 ̸= 0) рiвняння (3.135)–(3.137) можна

переписати у виглядi узагальненої задачi на власнi значення
0 A+ A−

B C+ 0

−B 0 C−

Ψ = Ω


D 0 0

0 E+ 0

0 0 E−

Ψ (3.139)
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Рис. 3.11 Залежнiсть iнкремента нестiйкостi вiд полоiдального хвильового
числа ky для q0 = 0.05 i (a) амплiтуд середньої течiї V = 0 i V = 0.04,
амплiтуди дрейфової хвилi накачування |Φ0| = 0.02; (b) амплiтуд середньої
течiї V = 0 i V = 0.4, амплiтуди дрейфової хвилi накачування |Φ0| = 0.2.

де Ψ = (φ, φ+, φ
∗
−), i

A± = ∓kyΦ0
d

dx

(
d2

dx2
− q2y ∓ 2kyqy

)
, (3.140)

B = −kyΦ0
d

dx

(
k2y − q2y +

d2

dx2

)
, (3.141)

C± = (kyv0 ∓ ωk)E±, (3.142)

D =
d2

dx2
− q2y, (3.143)

E± =

(
1 + k2y ± 2kyqy −

d2

dx2

)
∓ ky − kyv

′′
0 . (3.144)

Припускаємо, що профiль середньої течiї має вигляд v0(x) = V th q0x.
Узагальнене задача на власнi значення (3.139) вирiшувалася чисельно iз за-
стосуванням рiзницевої апроксимацiї. Нестiйкостi вiдповiдають власнi зна-
чення з ImΩ ̸= 0. Результати виявляються слабко чутливими до змiни q0 за
умови, що характерний масштаб середньої течiї LMF ∼ q−1

0 багато бiльше
k−1
y . Мода з qy = 0 має максимальний iнкремент (генерацiя зональної те-

чiї). На рис. 3.11(a) та (b) показано iнкремент γ = max |ImΩ| модуляцiйної
нестiйкостi як функцiя полоiдального хвильового числа ky у присутнiсть
середньої течiї. Пунктирнi лiнiї вiдповiдають випадку, коли течiя вiдсутня.
Видно, що середня течiя з малою амплiтудою [рис. 3.11(a)] сприяє генера-
цiї зональної течiї, збiльшуючи iнкремент, тодi як досить сильна середня
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Рис. 3.12 Залежнiсть iнкремента нестiйкостi вiд амплiтуди середньої те-
чiї V для трьох рiзних значень амплiтуди дрейфової хвилi : |Φ0| =
0.02, 0.05, 0.1. Тут ky = 1 i q0 = 0.05.

течiя [рис. 3.11(b)] суттєво зменшує iнкремент нестiйкостi. Залежнiсть iн-
кремента вiд амплiтуди середньої течiї V для декiлькох значень амплiтуди
дрейфової хвилi |Φ0| при фiксованому ky показана на рис. 3.12 . Iнкре-
мент γ спочатку зростає зi збiльшенням V , i, таким чином, у цьому ви-
падку середня течiя виявляє дестабiлiзуючий ефект. Потiм, при деякому
V (V ∼ 0.08 для ky = 1 i всiх |Φ0|) iнкремент γ досягає максимуму. Це
вiдповiдає найбiльш нестiйкому випадку . Потiм, з зростанням V iнкре-
мент починає зменшуватися, i коли амплiтуда середньої течiї перевищує
деяке критичне значення iнкремент нестiйкостi стає менше, чим у випад-
ку вiдсутностi течiї. Подальше збiльшення V ще бiльш зменшує iнкремент.
Таким чином, наявнiсть середньої течiї досить великої амплiтуди виявляє
стабiлiзуючий вплив на генерацiю зональної течiї модуляцiйною нестiйкi-
стю дрейфових хвиль.

3.5.2 Генерацiя зональних течiй та дрейфових солiтонiв

Як було пiдкреслено вище, збурення густини плазми для великомас-
штабних рухiв вiдхиляється вiд больцманiвського розподiлу. При цьому
нелiнiйна система рiвнянь для огинаючої електростатичного потенцiалу Ψ
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Рис. 3.13 (a) Генерацiя зональної течiї ky = 0.13; (б) генерацiя солiтонiв
ky = 0.18.

на дрейфовiй частотi ω має вигляд [189]

i
∂Ψ

∂t
+

1

2

(
∂2ω

∂k2x

∂2

∂x2
+
∂2ω

∂k2y

∂2

∂y2
+ 2

∂2ω

∂kx∂ky

∂2

∂x∂y

)
Ψ+ (3.145)

z · [k×∇φ]Ψ− z · [k×∇n]
1 + k2

Ψ = 0, (3.146)

∂ω

∂k
· ∇∆φ− 2

[
kxky

(
∂2

∂y2
− ∂2

∂x2

)
+ (k2x − k2y)

∂2

∂x∂y

]
|Ψ|2 = 0, (3.147)

∂ω

∂k
· ∇n− vd

∂φ

∂y
= 0. (3.148)

Зауважимо, що лiнiйний оператор в (3.146) може бути, взагалi кажучи,
як еллiптичним так i гiперболiчним (в останньому випадку розглядається
еволюцiя в часi). Розглядаємо випадок еллiптичного оператора, так що мо-
жна сформулювати вiдповiдну граничну задачу. При цьому хвильовi числа
дрейфової хвилi повиннi задовольняти умовi(

∂2ω

∂kx∂ky

)2

− ∂2ω

∂k2x

∂2ω

∂k2y
< 0 (3.149)

Будемо шукати стацiонарнi розв’язки рiвнянь (3.146)-(3.148) у виглядi
Ψ(x, y, t) = Φ(x, y) exp(iλt) , де λ нелiнiйний зсув частоти. Накладаючи
перiодичнi граничнi умови та застосовуючи релаксацiйну чисельну проце-
дуру Петвiашвiлi [127], можна знайти рiзнi види розв’язкiв. В залежностi
вiд хвильових чисел дрейфової хвилi kx, ky спостерiгалася генерацiя зо-
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нальних течiй (нелiнiйних структур з просторовою залежнiстю тiльки вiд
радiальної координати), стримерiв (просторова залежнiсть тiльки вiд по-
лоiдальної координати), солiтонiв та промiжних станiв. Приклади генера-
цiї зональної течiї та солiтонiв показанi на рис. 3.13. Дрейфова швидкiсть
фiксована значенням vd = 1., хвильове число у напрямку неоднорiдностi
плазми (радiальне хвильове число) kx = 0.1. Випадок ky = 0.13 вiдповiдає
зональнiй течiї, тодi як при ky = 0.18 генеруються солiтони. Часова ево-
люцiя знайдених розв’язкiв знаходилася прямим чисельним моделюванням
системи (3.146)-(3.148) з вiдповiдними початковими умовами. При цьому як
течiї так i солiтони виявляються стiйкими щонайменше до часiв t ∼ 100.

3.5.3 Генерацiя зональної течiї в плазмi з градiєнтом еле-

ктронної температури

Як вказувалося вище, зональна течiя збуджується модуляцiйною не-
стiйкiстю турбулентного спектра електростатичних збурень дрейфового
типу [176, 177]. При цьому можна видiлити два режими: (a) широкий спектр
i iнтегрування по хвильовим числам приводить до резонансної нестiйкостi;
(б) спектр дрейфових хвиль вузький i тодi можна розглядати модуляцiйну
нестiйкiсть монохроматичної дрейфової хвилi в рамках чотирихвильової
взаємодiї [178–180, 190].

Дрейфовi моди, обумовленi градiєнтом iонної температури плазми
(ITG моди) вважаються основними кандидатами для пояснення аномаль-
ного транспорту, але останнiм часом збiльшився iнтерес до дрейфових мод,
породжуваних градiєнтом електронної температури (ETG модам) [192–
194]. Дослiдження взаємодiї ETG мод з великомасштабними збурюваннями
типу зональних течiй або стримерiв (радiально витягнутих вихороподiбних
структур) важливо для розумiння аномального переносу по електронному
каналу усерединi транспортних бар’єрiв в умовах, коли турбулентнiсть ITG
мод може бути значно пригнiчена E×B середньою течiєю [186, 195]. У той
же час дрiбномасштабнi ETG флуктуацiї мають характерний просторовий
масштаб порядку електронного гiрорадiуса й слабко чутливi до ширу (про-
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сторової неоднорiдностi швидкостi iонiв), обумовленому середньою течiєю.
Розглянемо можливiсть генерацiї зональної течiї дрейфовими ETG модами.

У плоскiй двовимiрнiй геометрiї нелiнiйнi рiвняння для дрейфових
мод мають вигляд [193]

∂

∂t
(1−∆⊥)φ+

∂

∂y
(φ+ P )− {φ,∆⊥φ} = 0, (3.150)

∂

∂t
P − r

∂φ

∂y
− {P, φ} = 0, (3.151)

де φ i P вiдповiдно нормованi електростатичний потенцiал i тиск плазми.
У рiвняннях (3.150),(3.151) уведенi наступнi безрозмiрнi змiннi

φ =
1

ϵ∗i

eϕ

Ti
, P =

ϵB
ϵ2∗i

P

Pi0
, r =

ϵBϵ∗e
ϵ2∗i

, x =
x′

ρs
√
τ
, y =

y′

ρs
√
τ
, t = ϵ∗iωBit

′,

x′, y′ i t′ вихiднi фiзичнi змiннi (як i ранiше, в тороiдальнiй геометрiї x′

вiдповiдає полоiдальнiй а y′ радiальнiй координатi),

ϵ∗i =
ρs
√
τ

Ln
, ϵB =

ρs
√
τ

LB
, ϵ∗e =

ρs
√
τ

Lp
,

де Ln, LB i Lp характернi масштаби неоднорiдностi густини плазми, магнi-
тного поля й тиску, ρs iонний гiрорадiус при електроннiй температурi Te, i
τ = Ti/Te.

У лiнiйному наближенню рiвняння (3.150),(3.151) дають дисперсiйне
рiвняння ETG мод

ω1,2 =
ky

2 (k2 + 1)

[
1±

√
1− 4r (k2 + 1)

]
, (3.152)

де знак + вiдповiдає дрейфовим хвилям, а − конвективним гнiздам. Умова
лiнiйної стiйкостi має вигляд

1− 4r
(
k2 + 1

)
≥ 0. (3.153)

Якщо r > 1/4, умова лiнiйної стiйкостi не виконується нi при яких хви-
льових числах k i ETG моди завжди нестiйкi . Для r < 1/4, стiйкi моди
вiдповiдають областi k2 ≤ 1/(4r)− 1. Нижче розглядаємо випадок лiнiйно
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стiйких ETG дрейфових мод.
Уважаючи, що зональна течiя змiнюється на часових масштабах зна-

чно бiльших зворотньої частоти дрейфових хвиль, можна використовувати
стандартну процедуру розщеплення на швидкi (.̃.., пов’язанi iз дрейфовими
модами) i повiльнi (.̂.., пов’язанi iз зональною течiєю) збурення. Збурюван-
ня електростатичного потенцiалу φ i тиску плазми P представимо у виглядi
суми швидкої й повiльної частин φ = φ̂+ φ̃, P = P̂ + P̃ . Усереднюючи по
швидкому часi, з (3.150),(3.151) одержимо рiвняння

∂

∂t
(1−∆⊥) φ̂ = {φ̃,∆⊥φ̃} , (3.154)

∂

∂t
(1−∆⊥) φ̃+

∂

∂y

(
φ̃+ P̃

)
= {φ̂,∆⊥φ̃}+ {φ̃,∆⊥φ̂} , (3.155)

∂

∂t
P̂ =

{
P̃ , φ̃

}
, (3.156)

∂

∂t
P̃ − r

∂φ̃

∂y
=
{
P̂ , φ̃

}
+
{
P̃ , φ̂

}
. (3.157)

Взаємодiя мiж ETG модами й зональною течiєю описуємо в рамках чоти-
рихвильової схеми. Тодi ETG хвиля розглядається як суперпозицiя хвилi
накачування (k, ωk) i двох сателiтiв (k±, ω±)

φ̃ = φ̃0 + φ̃+ + φ̃−, P̃ = P̃0 + P̃+ + P̃−, (3.158)

де

φ̃0 = φ0 exp(ik · r− iωkt) + к.c., φ̃± = φ± exp(ik± · r− iω±t) + к.c.,(3.159)

P̃0 = P0 exp(ik · r− iωkt) + к.c., P̃± = P± exp(ik± · r− iω±t) + к.c..(3.160)

Електростатичний потенцiал i тиск плазми, асоцiйованi з зональною течi-
єю, представимо у виглядi

φ̂ = φq exp(iq · r− iΩt) + к.c., (3.161)

P̂ = Pq exp(iq · r− iΩt) + к.c., (3.162)

де q = (q, 0), q характерний зворотнiй масштаб зональної течiї, i мають
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мiсце резонанснi умови k± = k± q i ω± = ωk ±Ω, де ωk частота ETG мод,
обумовлена рiвнянням (3.152) зi знаком + .

Пiдстановка (3.158) - (3.161) у систему (3.154) - (3.157) дає

Ωφq = −i(k× q)z
(q2 + 1)

{(
k2+ − k2

)
φ∗
0φ+ −

(
k2− − k2

)
φ0φ

∗
−
}
, (3.163)

φ+

{
ω+

(
k2+ + 1

)
− k+y

}
− k+yP+ = iφ0φqqky

(
k2 − q2

)
, (3.164)

φ∗
−
{
ω−
(
k2− + 1

)
− k−y

}
− k−yP

∗
− = iφ∗

0φqqky
(
k2 − q2

)
, (3.165)

ΩPq = i(k× q)z {φ0P
∗
− + φ+P

∗
0 − φ∗

−P0 − φ∗
0P+} , (3.166)

ω+P+ + k+yrφ+ = iqky [φqp0 − φ0Pq] , (3.167)

ω−P
∗
− + k−yrφ

∗
− = iqky [φqp

∗
0 − φ∗

0Pq] . (3.168)

З рiвнянь (3.163)-(3.168) можна визначити амплiтуди верхнього φ+, P+ i
нижнього φ∗

−, P ∗
− сателiтiв, а потiм, виключивши P0 за допомогою спiв-

вiдношення P0 = −(rky/ωk)φ0, одержати нелiнiйне дисперсiйне рiвняння
четвертого порядку по Ω. Нижче представимо аналiз найбiльш нестiйко-
го випадку kx = 0, тобто поширення хвилi поперек неоднорiдностi плазми.
Врахування ненульового kx, якiсно не змiнюючи ситуацiї, приводить тiльки
до деякого зменшення iнкремента нестiйкостi. У випадку kx = 0 нелiнiйне
дисперсiйне рiвняння зводиться до

c4Ω
4 + c2Ω

2 + c0 = 0, (3.169)

де

c0 = 4k2q6
(
k2 − q2

) (
k2 + q2 + 1

)
φ4
0 + 2k2q4

[
k2 − 2k

(
1 + 2k2

)
ωk

+
(
1 + 5k2 + 4k4 − 2

(
q2 + q4

))
ω2
k

]
φ2
0 − q4

(
1 + q2

)
ω4
k,

c2 = 2k2q2
(
k2 + q2 + 1

) (
k2 + 2

(
q4 + q2

)
+ 1
)
φ2
0

+
(
q2 + 1

) [
k2 − 4kωk

(
k2 + q2 + 1

)
+ 2

(
k2 + q2 + 1

) (
2
(
k2 + 1

)
+ q2

)
ω2
k

]
,

c4 = −
(
q2 + 1

) (
k2 + q2 + 1

)2
,
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звiдки випливає вираз для iнкремента нестiйкостi γ

γ = max Im

±

√
−c2 ±

√
c22 − 4c0c4
2c4

 . (3.170)

Аналiз (3.170) показує, що модуляцiйна нестiйкiсть збуджується (γ =

ImΩ > 0) при перевищеннi деякого порога по потужностi накачування φ2
0.

Цей порiг є функцiєю хвильових чисел k (ETG хвиля) i q (зональна течiя).
Мiнiмальний порiг вiдповiдає q → 0 i дається вираженням

φ2
th =

v4ph

2
(
1− 2(1 + 2k2)vph + (1 + k2)(1 + 4k2)v2ph

) , (3.171)

де vph = ωk/k фазова швидкiсть ETG хвилi. Коли хвильове число зональ-
ної течiї q прямує до хвильового числа дрейфової хвилi k, порiг нестiйкостi
необмежено зростає. Даний аналiз обмежено випадком, коли хвиля накачу-
вання та обидва сателiта є лiнiйно стiйкими, тобто для кожного значення
параметра r усi розглянутi k та q обмеженi на (k, q)-площинi колом

k2 + q2 =
1

4r
− 1. (3.172)

Коло стiйкостi звужується якщо r → 1/4, тобто при збiльшеннi градiєн-
та електронної температури або при зменшеннi градiєнта густини плазми.
Зi збiльшенням параметра r область нестiйкостi звужується й iнкремент
нестiйкостi зменшується . У всiх випадках максимальний iнкремент вiдпо-
вiдає деякiй парi (k, q) - з кола (3.172), так що для фiксованого хвильового
числа k iснує оптимальний (вiдповiдний максимальному iнкременту) мас-
штаб q збуджуваної зональної течiї. Зi збiльшенням амплiтуди накачуван-
ня, iнкремент i область нестiйкостi збiльшуються.
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3.5.4 Стабiлiзацiя лiнiйної нестiйкостi дрейфових мод зо-

нальною течiєю

Вiдомо, що середня течiя може приводити не тiльки до нестiйкостi (не-
стiйкiсть Кельвiна-Гельмгольца), але й до стабiлiзацiї нестiйкостей (зокре-
ма, дрейфових ITG мод) [174, 185–188]. До теперешнього часу, стабiлiзацiя
лiнiйних нестiйкостей розглядалася, головним чином, для середнiх течiй.
Вплив зональної течiї на дрейфовi моди було розглянуто в [196] у рамках
квазiлiнiйної теорiї. При цьому профiль течiї вважався статичною гладкою
функцiєю. Однак, на вiдмiну вiд середньої течiї, зональна течiя є, загалом
кажучи, нестацiонарною i має складну просторову структуру [174, 197].

У цьому пiдроздiлi розглядається вплив зональної течiї на лiнiйну не-
стiйкiсть дрейфових ETG мод у припущеннi складної (випадкової) просто-
рової структури зональної течiї.

Перепишемо рiвняння (3.150), (3.151) у виглядi [193](
∂

∂t
+ vE · ∇

)
(φ−∆⊥φ) +

∂

∂y
(φ+ p) + ν∆2φ = 0, (3.173)

(
∂

∂t
+ vE · ∇

)
p− r

∂

∂y
φ− χ∆p = 0, (3.174)

де vE = [ẑ × ∇φ], i останнi доданки в (3.173), (3.173) включають ефе-
кти в’язкостi й теплової дифузiї. Щоб врахувати наявнiсть зональної течiї,
представимо швидкiсть vE у виглядi

vE = v(x, t)ŷ + [ẑ×∇φ], (3.175)

де перший доданок вiдповiдає зональної течiї. Розгляд взаємодiї дрейфо-
вих хвиль iз зональною течiєю у рамках самоузгодженої нелiнiйної моделi
повинно приводити до саморегулювальнiй поведiнцi (як у чисто феноме-
нологiчних моделях типу хижак–жертва для дрейфової турбулентностi–
зональної течiї) [174, 198]), але ми розглядаємо вплив зональної течiї на
лiнiйну нестiйкiсть дрейфових мод i нехтуємо зворотньою реакцiєю дрей-
фових мод на зональну течiю.
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Припускаємо, що профiль зональної течiї v(x) є випадковою функцiєю
й v(x) однорiдний гауссiвський процес iз нульовим середнiм ⟨v(x)⟩ = 0, i
кореляцiйної функцiєю

⟨v(x)v(x′)⟩ = D(x− x′), (3.176)

де ⟨. . .⟩ означає статистичне усереднення. Вважаємо також, що iнтенсив-
нiсть шуму мала, D(x) ≪ 1. Зневажаючи нелiнiйностями, дисипацiєй i
доданком v2 пiсля вистави

φ(x, y, t) = Φ(x) exp(ikyy − iωt),

рiвняння (3.173), (3.174) можна звести до одному рiвнянню для Φ

ω2

(
d2

dx2
− k2y − 1

)
Φ + ω

{
ky − 2kyv

(
d2

dx2
− k2y − 1

)}
Φ− k2y(v + r)Φ = 0,

(3.177)
яке, пiсля фур’є перетворення (d/dx→ −iq), можна переписати у виглядi

G−1
0 (p)Φ(p) +

∫
ky[ky − 2ω(q22 + k2y + 1)]v(q1)Φ(ω, q2, ky)

×δ(q − q1 − q2)dq1dq2 = 0, (3.178)

де p ≡ (ω, q, ky) i

G−1
0 (p) = ω2(q2 + k2y + 1)− ωky + k2yr. (3.179)

Щоб уникнути громiздких виразiв перепишемо рiвняння (3.178) у символi-
чному виглядi

G−1
0 (p)Φ(p) + γ(p, p1, p2)v(p1)Φ(p2) = 0, (3.180)

де
γ(p, p1, p2) = κ(p1, p2)δ(p− p1 − p2), (3.181)

та, як звичайно, мається на увазi iнтегрування по повторюваним iндексам
. Уводячи в праву частину (3.180) джерело η(p) та беручи функцiональну
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похiдну δ/δη(p′), маємо

G−1
0 (p)G(p, p′) + γ(p, p1, p2)v(p1)G(p2, p

′) = δ(p− p′), (3.182)

де G(p, p′) = δΦ(p)/δη(p′) функцiя Грiна, i враховано, що δη(p)/δη(p′) =

δ(p − p′). Функцiя G0(p, p
′) є вiльною (тобто пiд час вiдсутностi зональної

течiї v) функцiєю Грiна. Представляючи функцiю Грiна у виглядi суми
середньої й флуктуючої частин

G(p, p′) = ⟨G(p, p′)⟩+ G̃(p, p′), (3.183)

пiдставляючи в (3.182) i виконуючи усереднення, можна одержати

G−1
0 (p)⟨G(p, p′)⟩+ γ(p, p1, p2)⟨v(p1)G̃(p2, p′)⟩ = δ(p− p′). (3.184)

Вiднiмаючи (3.184) з (3.182), маємо

G−1
0 (p)G̃(p, p′) + γ(p, p1, p2)v(p1)⟨G(p2, p′)⟩

+γ(p, p1, p2)[v(p1)G̃(p2, p
′)− ⟨v(p1)G̃(p2, p′)⟩] = 0. (3.185)

У наближеннi Бурре [68], яке виправдано, якщо iнтенсивнiсть флуктуацiй
досить мала, можна зневажити доданком vG̃ − ⟨vG̃⟩ i для флуктуючої
частини функцiї Грiна одержати

G̃(p, p′) = −G0(p)γ(p, p1, p2)v(p1)⟨G(p2, p′)⟩. (3.186)

Пiдставляючи цей вираз в рiвняння (3.184), одержимо

G−1
0 (p)⟨G(p, p′)⟩−γ(p, p1, p2)γ(p′1, p′2, p2)G0(p2)⟨v(p1)v(p′1)⟩⟨G(p′2, p′)⟩ = δ(p−p′).

(3.187)
З (3.176) випливає, що в спектральному представленнi коррелятор флу-
ктуацiй має вигляд ⟨v(p)v(p′)⟩ = I(p)δ(p+p′). Через однорiднiсть випадко-
вого процесу функцiя Грiна в рiвняннi (3.187) має структуру ⟨G(p, p′)⟩ =
G(p)δ(p − p′). Скориставшись цим та рiвнянням (3.181), можна виконати
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iнтегрування в (3.187) та отримати

G(p) =
1

G−1
0 (p)− κ(p− p1, p1)κ(p1 − p, p)G0(p1)I(p− p1)

. (3.188)

Полюса функцiї Грiна G(p) визначають спектр елементарних збуджень i
вiдповiдне дисперсiйне спiввiдношення має вигляд

G−1
0 (p)− κ(p− p1, p1)κ(p1 − p, p)G0(p1)I(p− p1) = 0. (3.189)

Пiд час вiдсутностi зональної течiї маємо G−1
0 (p) = 0 i одержуємо лiнiйне

дисперсiйне спiввiдношення (3.152) з kx ≡ q. Далi розглядаємо випадок,
коли профiль зональної течiї v(x) має форму

v(x) = v0 cos(q0x+ ϑ), (3.190)

де v0 гауссiвська величина з нульовим середнiм i дисперсiєю σ2, а випадкова
фаза ϑ однорiдним чином розподiлена мiж 0 i 2π. Кореляцiйна функцiя
(3.176) має вигляд D(x) = (σ2/2) cos(q0x) або, у спектральному просторi

I(q) =
σ2

4
[δ(q − q0) + δ(q + q0)]. (3.191)

У цьому випадку просторовi флуктуацiї зосередженi поблизу хвильового
числа q0 i характерний масштаб зональної течiї порядку ∼ q−1

0 . З (3.152)
випливає, що пiд час вiдсутностi зональної течiї максимальний iнкремент
нестiйкостi для фiксованого хвильового числа ky досягається при kx = 0.
Тому, для спрощення обчислень, будемо розглядати вплив зональної течiї
на найбiльш нестiйкi моди й покладемо q = 0. Тодi, пiдставляючи (3.191)
в (3.189) одержимо дисперсiйне рiвняння

c1ω
4 − c2ω

3 + c3ω
2 − c4ω + c5 = 0, (3.192)
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Рис. 3.14 (A) Iнкремент нестiйкостi як функцiя середньоквадратичної ам-
плiтуди зональної течiї σ (для рiзних полоiдальних хвильових чисел ky).
(B) Iнкремент нестiйкостi як функцiя ky (для рiзних σ). Iнкремент нор-
мовано на ωBiρe

√
τ/Ln, хвильове число ky на 1/(ρe

√
τ), амплiтуда σ на

cs(ρe
√
τ)/Ln.

де

c1 = (k2y + 1)(q20 + k2y + 1), (3.193)

c2 = ky(q
2
0 + 2k2y + 2), (3.194)

c3 = k2y(q
2
0 + k2y + 1)[r − 2σ2(k2y + 1)] + k2y[1 + r(k2y + 1)], (3.195)

c4 = 2k3yr − k3yσ
2(q20 + 2k2y + 2), (3.196)

c5 = k4y

(
r2 − σ2

2

)
. (3.197)

На рис. 3.14(A) показана залежнiсть iнкремента γ нестiйких ETG мод вiд
середньоквадратичної амплiтуди зональної течiї σ для рiзних полоiдаль-
них хвильових чисел ky для q0 = 0.1. Вибиралося r = 0.25, так що, як
випливає з (3.153), пiд час вiдсутностi зональної течiї була нестiйкiсть при
всiх ky ̸= 0. Iнкремент нестiйкостi зменшується зi збiльшенням амлитуди
течiї σ i повнiстю зникає при перевищеннi σ деякого критичного значення,
що залежить вiд ky. Таким чином, зональна течiя впливає на нестiйкi ETG
моди. На рис. 3.14(B) показана залежнiсть iнкремента вiд полоiдального
хвильового числа ky для рiзних середньоквадратичних амплiтуд σ. Пiд час
вiдсутностi зональної течiї (σ = 0) iнкремент γ зростає зi збiльшенням ky

i насичується на рiвнi γmax =
√
r. Наявнiсть течiї (σ ̸= 0) радикально змi-
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нює ситуацiю. Iнкремент нестiйкостi спочатку зростає зi збiльшенням ky

вiд деякого ky,1 а потiм зменшується, падаючи до нуля при деякому ky,2.
Для не занадто великих σ, лiнiйна нестiйкiсть у просторi хвильових чи-
сел обмежена областю ky,1 < ky < ky,2. Нижнє ky,1 i верхнє ky,2 граничнi
хвильовi числа вiдповiдно зростають i зменшуються зi збiльшенням амплi-
туди зональної течiї σ (тобто вiдбувається звуження областi нестiйкостi)
i при перевищеннi критичного значення σcr ∼ 0.36 (для r = 0.25) нестiй-
кiсть ETG мод повнiстю пригнiчується для усiх полоiдальних хвильових
чисел ky. Оцiнку для критичного значення σcr можна одержати з рiвняння
(3.192). Iнкремент дорiвнює нулю при ky → ∞ (найбiльш нестiйкi моди)
якщо σ = σcr. З (3.192) випливає, що ω змiнюється як k−1

y при ky → ∞.
Тодi можна одержати оцiнку σcr =

√
2r. Ця аналiтична оцiнка залежностi

критичного значення (необхiдного для стабiлiзацiї нестiйкостi ETG мод)
середньоквадратичної амплiтуди зональної течiї вiд параметра r перебуває
в гарнiй згодi iз чисельними результатами.

Помiтимо, що флуктуацiї в сильно нелiнiйному режимi [198, 199] мо-
жуть бути далекi вiд гауссових. Це пов’язано з виникненням когерентних
структур та перемiжаємостю турбулентностi. У нашому випадку гауссова
статистика виправдана припущенням малостi середньоквадратичної амплi-
туди зональної течiї (так що, зокрема, для замкнення рiвнянь застосовне
наближення Бурре) i сильно нелiнiйними ефектами можна нехтувати.
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Рис. 3.15 Залежнiсть максимального iнкремента нестiйкостi вiд хвильового
числа ky для рiзних масштабiв зональної течiї q в (3.198) i (A) амплiтуди
зональної течiї v0 = 0.5; (B) амплiтуди зональної течiї v0 = 1. Нормування
величин така ж як на рис. 3.14.
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Можна також розглянути випадок, коли профiль зональної течiї має
детермiнiстичну форму v(x) = v0 cos(qx). Крiм того, можна врахувати ефе-
кти в’язкостi й теплової дифузiї. Тодi пiсля лiнеаризацiї з (3.173), (3.174)
та (3.175) можна одержати наступну задачу на власнi значення(

kyÂ
−1B̂ kyÂ

−1

−rkyÎ kyĈ

)(
Φ

P

)
= ω

(
Φ

P

)
, (3.198)

де

Â = 1 + k2y −
d2

dx2
, B̂ = 1 + v0 cos(qx)Â− i

ν

ky
D̂,

D̂ = k4y − 2k2y
d2

dx2
+

d4

dx4
, Ĉ = v0 cos(qx)− iχky + i

χ

ky

d2

dx2
.

Iз застосуванням кiнцево-рiзницевої апроксимацiї, задача на власнi значе-
ння (3.198) може бути вирiшена чисельно. Для дисипативних коефiцiєнтiв
обиралися значення ν = χ = 0.01. Iнкремент нестiйкостi показано на рис.
3.15 для двох значень амплiтуди зональної течiї v0 i рiзних значень q (для
r = 0.5). Видно, що й у цьому випадку зональна течiя зменшує iнкремент
нестiйкостi, хоча стабiлiзуючий ефект є набагато меншим, чим при враху-
ваннi флуктуацiй амплiтуди течiї.

3.6 Результати до роздiлу 3

1. У моделi нелiнiйного рiвняння Хасегави-Мiми аналiтично обчисленi
амплiтуди та повнi перерiзи розсiювання дрейфових плазмових хвиль
на двовимiрному дрейфовому солiтонi (модонi). У випадку, коли дов-
жина дрейфової хвилi бiльше радiуса модона залежнiсть амплiтуди
розсiювання вiд кута розсiювання немонотонна й суттєво залежить вiд
кута падiння хвилi, але у всiх випадках вiдсутнє розсiювання вперед.
Повний перерiз розсiювання має максимум для кутiв падiння близьких
до 1 i 2π − 1 й рiзко зменшується, падаючи майже до нуля, у широ-
кiй областi кутiв поблизу ∼ π. У випадку, коли довжина хвилi багато
менше радiуса модона застосовне ейкональне наближення. При цьому
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розсiювання йде переважно на малi кути, а повний перерiз близький
до подвоєного характерного дiаметру модона.

2. Двовимiрний дрейфовий солiтон може захоплювати квазiлiнiйнi дрей-
фовi хвилi. Захоплення здiйснюється в центрi або на периферiї вихору,
приводячи до викривлення його форми. Аналiтично знайдено власнi
частоти захоплених мод та їх просторову структуру.

3. Аналiтично знайденi амплiтуди та повнi перерiзи розсiювання електро-
магнiтної хвилi в плазмi на двовимiрному дрейфовому солiтонi.

4. Отримано нелiнiйнi рiвняння, якi описують нелiнiйнi дрейфовi та
iонно-звуковi хвилi з урахуванням їх взаємодiї та тривимiрної гео-
метрiї. Показано, що отриманi рiвняння у окремому випадку зводя-
ться до узагальнення рiвняння Хасегави-Мiми на тривимiрний випа-
док. Це рiвняння має нескiнченне число iнтегралiв руху (але, здає-
ться, не є повнiстю iнтегрованим). Знайдено точнi аналiтичнi розв’яз-
ки цього рiвняння у виглядi тривимiрного дрейфового вихорового со-
лiтона (тривимiрного модона), який мiстить x-антисиметричну (ядро),
z-антисиметричну та радiально симетричну частини. Чисельно дослi-
джено зiткнення модонiв. Чисельне моделювання показує, що триви-
мiрнi модони без радiально симетричної та/або z-антисиметричної ча-
стин повнiстю вiдтворюють свою початкову форму пiсля зiткнення
(абсолютно пружне солiтонне зiткнення), не залишаючи нiякого ви-
промiнювання. Це справедливо як лобових зiткнень (модони спочатку
рухаються назустрiч), так i для проникаючих зiткнень (в початковий
момент бiльш швидкий модон доганяє повiльний). Це нагадує пружнi
зiткнення одновимiрних солiтонiв в повнiстю iнтегрованих моделях ти-
пу НРШ, ДНРШ та КдФ. Зiткнення модонiв з радiально симетричною
та/або z-антисиметричною частинами виявляються непружними та
модони руйнуються в процесi зiткнення, залишаючи випромiнювання.
Зiткнення з ненульовим прицiльним параметром виявляються непру-
жними для усiх видiв знайдених тривимiрних модонiв.



232

5. Показано, що середня течiя достатньо малої амплiтуди збiльшує iн-
кремент модуляцiйної нестiйкостi дрейфових хвиль, сприяючи, тим
самим, генерацiї зональної течiї. При деякому значеннi амплiтуди iн-
кремент досягає максимуму. З подальшим збiльшенням амплiтуди се-
редньої течiї iнкремент нестiйкостi зменшується, i коли амплiтуда се-
редньої течiї перевищує деяке критичне значення iнкремент стає мен-
ше, чим у випадку вiдсутностi течiї. Подальше збiльшення амплiтуди
ще бiльш зменшує iнкремент. Таким чином, наявнiсть середньої течiї
досить великої амплiтуди виявляє стабiлiзуючий вплив на генерацiю
зональної течiї модуляцiйною нестiйкiстю дрейфових хвиль.

6. Показано, що в залежностi хвильових чисел дрейфової хвилi можлива
генерацiя як зональних течiй так i солiтонiв.

7. Показано, що модуляцiйна нестiйкiсть дрейфових хвиль, обумовле-
них градiєнтом електронної температури, при перевищеннi амплiтуди
дрейфової хвилi граничного значення приводить до генерацiї зональ-
ної течiї з деяким оптимальним просторовим масштабом. Для випадку
поширення дрейфової хвилi перпендикулярно напрямку неоднорiдно-
стi плазми iнкремент нестiйкостi знайдено аналiтично. Чисельний ана-
лiз випадку довiльного поширення показує, що якiсна картина зале-
жностi iнкремента вiд амплiтуди й хвильового числа дрейфової хвилi
не змiнюється , приводячи лише до незначного зменшення iнкремента
нестiйкостi.

8. Наявнiсть зональної течiї як когерентної, так й шумової природи зна-
чно послаблює лiнiйну нестiйкiсть дрейфових мод, обумовлених гра-
дiєнтом електронної температури (ETG мод) та може призводити до
повної стабiлiзацiї нестiйкостi. У наближеннi Бурре знайдено нелiнiй-
не дисперсiйне рiвняння, що зв’язує частоту й хвильовий вектор ETG
моди iз середньою амплiтудою зональної течiї. При перевищеннi сере-
дньоквадратичної амплiтуди зональної течiї деякого критичного зна-
чення, лiнiйна нестiйкiсть ETG мод зникає для всiх полоiдальних хви-
льових чисел дрейфової хвилi.



РОЗДIЛ 4

Динамiка багатовимiрних мультисолiтонiв i вихорiв у

середовищах з нелокальною нелiнiйнiстю

Змiст цього роздiлу вiдображено в роботах [7, 25–27, 34].

У середовищах iз просторовою нелокальною нелiнiйнiстю нелiнiйний
вiдгук середовища залежить вiд iнтенсивностi хвильового пакета не в точцi,
а в деякiй протяжнiй просторовiй областi. У бiльш вузькому змiстi пiд
нелокальнiстю мається на увазi також залежнiсть нелiнiйного вiдгуку вiд
кiнцевого числа похiдних вiд iнтенсивностi, узятих в однiй точцi.

Нелокальна нелiнiйнiсть природньо присутня i знаходить експери-
ментальне пiдтвердження в багатьох фiзичних системах, таких як плазма
[122, 200], пилова плазма [201], Бозе-Ейнштейнiвськi конденсати [202, 203],
оптичнi середовища [204, 205], атомнi ядра [206], рiдкi кристали [207–211]
та iн.

Важливою властивiстю нелокальних нелiнiйних середовищ є можли-
вiсть запобiгання колапсу, який звичайно має мiсце в локальних середови-
щах для досить iнтенсивних двовимiрних i тривимiрних хвильових пакетiв
[205, 212, 213]. Строгий доказ вiдсутностi колапсу (обмеженiсть гамiльтонi-
ана при фiксованому "числi частинок") для деяких багатовимiрних моде-
лей з нелокальної нелiнiйнiстю було дано в [125, 205], а для нелокальностi,
виникаючої при взаємодiї верхньогiбридної плазмової хвилi з магнiтозву-
ковою, вище в роздiлi 3 даної дисертацiї. В вiдсутнiсть колапсу баланс мiж
дисперсiєю й нелiнiйними ефектами призводить до можливостi iснування
стiйких стацiонарних локалiзованих нелiнiйних структур.

У середовищах з локальною кубiчною нелiнiйнiстю вихоровi солiто-
ни виявляються нестiйкими через розвиток азимутальної нестiйкостi й мо-
жуть бути стабiлiзованi тiльки при врахуваннi конкуруючої локальної не-
лiнiйностi п’ятого порядку, порiвнянної по величинi з кубiчною [214]. Це,
однак, погано узгоджується з умовами реальних експериментiв. Теорети-
чнi дослiдження [215, 216] показали, що нелокальнiсть може значно посла-

233
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бити або повнiстю придушити азимутальну нестiйкiсть для однозарядних
(m = 1) та двозарядних (m = 2) вихорiв. Експеримент [217] пiдтвердив
iснування стiйких однозарядних вихорiв у середовищi з так званою тепло-
вою нелокальною нелiнiйнiстю.

Наявнiсть у нелокальному середовищi додаткового нелiнiйного мас-
штабу, який може значно перевершувати лiнiйний дисперсiйний масштаб,
приводить до можливостi iснування зв’язаних станiв, що полягають iз де-
кiлькох фундаментальних солiтонiв, що перебувають у противофазi [218].
Одновимiрнi скалярнi свiтлi мультисолiтони в середовищi з нелокальною
нелiнiйнiстю – дипольнi, трипольнi й квадрупольнi – розглядалися в [219],
векторнi мультисолiтони в [220]. При цьому була показана їхня стiйкiсть
аж до квадрупольного солiтона. Нелокальнiсть може також приводити до
притяганню одновимiрних темних солiтонiв, у результатi чого вони утво-
рюють зв’язаний стан [221].

Двовимiрнi обертовi дипольнi солiтони в нелокальному середовищi те-
оретично вивчалися в [222, 223], але тiльки на основi наближеного варiа-
цiйного аналiзу.

Двовимiрнi дипольнi, трипольнi й квадрупольнi солiтони були експе-
риментально реалiзованi в оптичному середовищi з тепловою нелокальною
нелiнiйнiстю в [224]. При цьому вiдзначалося, що одержуванi мультисолi-
тони виявлялися, загалом кажучи, нестiйкими, однак у великому дiапазонi
параметрiв нестiйкiсть була досить слабка, що уможливлювало експери-
ментальне спостереження двовимiрних мультисолiтонiв.

У даному роздiлi дослiджуються двовимiрнi вихори, мультисолiто-
ни (необертовi й обертовi) i тривимiрнi вихори в середовищах з рiзни-
ми типами нелокальної нелiнiйностi – гауссовськiм нелокальним вiдгу-
ком, тепловою нелiнiйнiстю в плазмi й диполярною нелiнiйнiстю в Бозе-
Ейнштейнiвських конденсатах. Ми показуємо, що знайденi структури мо-
жуть бути стiйкими в певному дiапазонi параметрiв.
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4.1 Стiйкий двовимiрний дипольний солiтон у се-

редовищi з гауссовськiм нелокальним вiдгуком

Розповсюдження в нелiнiйному середовищi електромагнiтної хвилi в
параксiальному наближеннi описується хвильовим рiвнянням для огинаю-
чої електромагнiтного поля Ψ(x, y, z)

i
∂Ψ

∂z
+∆⊥Ψ+ΘΨ = 0, (4.1)

де z напрямок розповсюдження, Θ представляє нелiнiйний вiдгук середо-
вища.

Рiвняння (4.1) зберiгає енергiю

N =

∫
|Ψ|2 dr, (4.2)

i гамiльтонiан
H =

∫ {
|∇⊥Ψ|2 − 1

2
Θ|Ψ|2

}
dr

Функцiю вiдгуку нелокального нелiнiйного середовища виберемо у ви-
глядi

Θ(r) =

∫
R(α|r− r1|)|Ψ(r1)|2dr1. (4.3)

Форма ядра R(ξ) визначається типом нелокальної взаємодiї в середови-
щi, однак, можна вказати властивостi, слушнi для всiх R(ξ) . Нелiнiйний
доданок прямує до локальної нелiнiйностi керровського типу Θ → |Ψ|2,
коли характерний просторовий масштаб розподiлу iнтенсивностi |Ψ|2 ба-
гато бiльше характерної ширини функцiї R(ξ). В протилежному, сильно
нелокальному випадку, функцiя вiдгуку може бути апроксимована вира-
женням Θ(r) = N

{
R(0) + 1

2∆⊥R(0)r
2
}
. Тодi, як вказувалося в [225], для

досить гладких ядер R(r) рiвняння (4.1) зводиться до рiвняння для лiнiй-
ного гармонiчного осциллятора. Тут розглядаємо випадок, коли функцiя
нелокального вiдгуку має ядро гауссовської форми

R(|r− r1|) =
α2

π
e−α

2|r−r1|2, (4.4)
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де α параметр нелокальностi.
Будемо шукати стацiонарнi розв’язки (4.1) у виглядi Ψ(x, y, z) =

ψ(x, y) exp(iΛz), так що ψ(x, y) задовольняє рiвнянню

−Λψ +∆⊥ψ + θ ψ = 0, (4.5)

де

θ =
α2

π

∫ ∞

−∞
e−α

2[(x−x1)2+(y−y1)2]ψ2(x1, y1)dr1, (4.6)

i, загалом кажучи, не передбачається радiальна симетрiя ψ(x, y). На вiд-
мiну вiд звичайного локального нелiнiйного рiвняння Шредингера (НРШ),
нелокальне рiвняння (4.5) має два характернi просторовi масштаби: "вну-
трiшнiй"масштаб Λ1/2 (у НРШ цей масштаб визначає характерну ширину
солiтона) та "зовнiшнiй"масштаб α, що визначає ступiнь нелокальностi .
При цьому, характерна ширина потенцiйної ями в (4.1) може суттєво вiд-
рiзнятися вiд Λ−1/2 та можливе iснування мультисолiтонних структур.

Далi в (4.5) використовуємо нормованi змiннi ψ′
= ψ/α, x′ = αx,

y′ = αy, λ = Λ/α2. Накладаючи перiодичнi граничнi умови й вибира-
ючи пiдходящу початкову умову, з використанням релаксацiйної чисель-
ної технiки [226], можна чисельно знайти розв’язок у виглядi дипольного
солiтона, показаний на рис. 4.1. Дипольний солiтон складається iз двох
фундаментальних солiтонiв iз протилежними фазами. Характерна шири-
на окремого солiтона й "вiдстань"мiж ними зменшуються зi збiльшенням
параметра λ = Λ/α2. Стiйкiсть дипольного солiтона вивчалася чисельним
аналiзом динамiчної системи (4.1), (4.3), (4.4) . Чисельне моделювання по-
казує, що дипольнi солiтони з λ > λth, де λth ≈ 21 граничне значення,
виявляються стiйкими стосовно малих початкових збурень. Стiйке поши-
рення дипольного солiтона показано на рис. 4.2(a), (b). Дипольнi солiтони з
досить великими (у порiвняннi з λth) значеннями λ поширюються без змiни
форми на досить великi вiдстанi (багато тисяч характерних дифракцiйних
довжин) навiть в присутностi значних початкових збурень. Початковий
стан брався у виглядi ψ′(x′, y′)[1 + εf(x′, y′)], де ψ′(x′, y′) чисельно знайде-
ний розв’язок у виглядi дипольного солiтона, f(x′, y′) бiлий гауссiвський
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Рис. 4.1 Дипольний солiтон з λ = 40.

шум з дисперсiєю σ2 = 1 й параметр збурення ε = 0.1 − 0.3. На рис. 4.3
показана амплiтуда |ψ′(x′, y′)| на рiзних z′ для випадку λ = 400 й ε = 0.12

. Видно, що дипольний солiтон надзвичайно стiйкий – при чiтко видимому
шумовому викривленнi початкової форми, солiтон скидає шумовi брижi
(якi поглиналася на границях чисельними поглиначами) i навiть на вiд-
станi z′ = 2500 зберiгає свою форму. Дипольнi солiтони, однак, є нестiй-
кими (навiть якщо початкове збурення дуже мале або взагалi вiдсутнє),
якщо λ < λth. Руйнування дипольного солiтона з λ поблизу граничного
значення константи поширення λth показане на рис. 4.2(c), (d). Картина
ще раз мiняється нижче λcr ≈ 7.6. При цьому, як показано на рис. 4.2(e),
(f), дипольний солiтон розпадається на два фундаментальнi солiтона, якi
рухаються в протилежних напрямках без змiни своєї форми . На рис. 4.4
показанi залежностi енергiї дипольного солiтона Ndip та подвоєної енер-
гiї 2Nmon, де Nmon енергiя фундаментального (монопольного) солiтона, вiд
константи поширення λ. Видно, що енергiя зв’язку δN = Ndip − 2Nmon у
дипольному солiтонi прямує до нуля, коли λ наближається до λcr = 7.6. Це
пояснює, чому дипольний солiтон з λ ≤ λcr може бути легко (тобто пiд дiєю
дуже малого початкового збурення) розщеплений на два фундаментальнi
солiтона.

Результати чисельного моделювання можна проiлюструвати варiацiй-
ним аналiзом. Рiвняння (4.5) є рiвнянням Ейлера-Лагранжа для лагранжи-
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Рис. 4.2 Залежнiсть амплiтуди |ψ′(x′, y′)| дипольного солiтона вiд z для
рiзних λ (при наявностi слабкого початкового шумового збурення): (a), (b)
- стiйке розповсюдження; (c), (d) - руйнування дипольного солiтона; (e),
(f) - розпад дипольного солiтона на два фундаментальнi солiтона.
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Рис. 4.3 Стiйка динамiка дипольного солiтона з λ = 400 у присутностi
сильного початкового шумового збурення.
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Рис. 4.4 Залежнiсть подвоєної енергiї фундаментального солiтона (монопо-
ля) 2Nmon (суцiльна лiнiя) i енергiї дипольного солiтона Ndip (пунктирна
лiнiя) вiд параметра λ.
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ана
L =

∫ ∞

−∞

[
|∇ψ′|2 − 1

2
θψ′2 + λψ′2

]
dr. (4.7)

Вибираючи пробну функцiю у виглядi

ψ′ = Ae−β
2[(x′−d/2)2+y′2] − Ae−β

2[(x′+d/2)2+y′2], (4.8)

де A, β i d невiдомi параметри, та пiдставляючи її в (4.7), одержуємо

L = πA2

(
2c1 −

A2

4
c2 + λc3

)
, (4.9)

де

c1 = 1− (1− µ2/2)e−µ
2/2, (4.10)

c2 =
1

β2(1 + β2)
[1 + 2e−µ

2

+ e−µ
2/(1+β2)

−4e−(3+2β2)µ2/4(1+β2)], (4.11)

c3 =
1

β2

(
1− e−µ

2/2
)
, (4.12)

та, замiсть d, уведений варiацiйний параметр µ = βd. Оптимальне A задо-
вольняє рiвнянню ∂L/∂A = 0, що дає

A2 =
4c1 + 2λc3

c2
. (4.13)

Лагранжиан (4.9), де A2 визначається (4.13), є функцiєю двох параметрiв
β й µ . Топографiя функцiї L(β, µ) залежить вiд константи поширення
λ. Iснує єдиний мiнiмум, якщо λ > λcr, де λcr деяке критичне значення.
На рис. 4.5 (a) показанi лiнiї рiвня функцiї L(β, µ) для λ = 40 . У цьому
випадку мiнiмум має мiсце при β = 1.74 й µ = 1.1, та вiдповiдає диполь-
ному солiтону, показаному на рис. 4.1. Амплiтуда A та параметри β й µ

перебувають у гарнiй згодi з вiдповiдними величинами, отриманими iз чи-
сельного розв’язку. Порiвняння результатiв варiацiйного аналiзу й прямого
чисельного моделювання представлено на рис. 4.6 (a). На рис. 4.6 (b) пока-
занi залежностi характерної ширини монополiв β−1 у диполi й "вiдстань"d
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Рис. 4.5 Контурнi лiнiї функцiї L(β, µ) : (a) λ = 40; (b) λ = 7.6

Рис. 4.6 (a) Залежнiсть амплiтуди дипольного солiтона A вiд λ: суцiльна
лiнiя – варiацiйний аналiз; пунктирна лiнiя – чисельний аналiз. (b) Зале-
жнiсть вiдстанi d та характерної ширини монополя β−1 вiд λ (варiацiйний
аналiз)
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мiж ними вiд λ. Топографiя функцiї L(β, µ) в околицi мiнiмуму являє со-
бою довгу вузьку долину, нахилену пiд деяким кутом до µ-осi. При цьо-
му, глибина долини й кут нахилу до µ-осi зменшуються зi зменшенням λ.
Подiбна ситуацiя має мiсце для всiх λ > λcr та знайдено критичне значе-
ння λcr ≈ 7.6. Картина рiзко мiняється при λ = λcr. Локальний мiнiмум
(вiдповiдний дипольному розв’язку) зникає, виникає сiдлова точка й це
вiдповiдає нестiйкому дипольному солiтону, що розпадається на два фун-
даментальнi солiтона. У цьому випадку лiнiї рiвня функцiї L(β, µ) (для
λ = 7.6) показанi на рис. 4.5 (b). Знайдене критичне значення λcr = 7.6

перебуває в повнiй згодi з результатами прямого чисельного моделювання
(див. рис. 4.4).

4.2 Двовимiрнi мультипольнi солiтони в плазмi з

тепловою нелiнiйнiстю

Самовплив електромагнiтних хвиль у плазмi обумовлено в першу чер-
гу змiною густини заряджених частинок в областi поля, пов’язаної з ефе-
ктами електрострикцiї (зниженням густини пiд дiєю пондеромоторної сили
електричного поля), нагрiвання та iонiзацiї. У випадку електрострикцiї, що
вiдiграє основну роль у плазмi без зiткнень, змiна густини виявляється ло-
кальною функцiєю амплiтуди поля. У частково iонiзованiй плазмi при по-
мiрних напруженностях поля визначальними є нелiнiйнi ефекти, пов’язанi
з нагрiванням та iонiзацiєю, для яких, загалом кажучи, iстотна нелокаль-
нiсть.

Рiвняння, що описують розповсюдження в z напрямку огинаючої еле-
ктричного поля Ψ(x, y, z), взаємодiючого зi збурюваннями електронної тем-
ператури θ(x, y, z) в частково iонiзованiй плазмi iз зiткненнями, мають ви-
гляд [200]

i
∂Ψ

∂z
+∆⊥Ψ+ θΨ = 0, (4.14)

α2θ −∆⊥θ = |Ψ|2, (4.15)

де ∆⊥ = ∂2/∂x2+∂2/∂y2 поперечний лапласiан. Перехiд до фiзичних змiн-
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них здiйснюється шляхом замiни

(x, y) → ωpe
ω
k0(x, y), z →

2ω2
pe

ω2
k0z, θ →

δTe
Te
, Ψ →

Eω
√
η

Epωpek0l
, (4.16)

Ep =

√
3Temη(ω2 + ν2e )

e
, α2 =

ηω2

k20l
2ω2

pe

, (4.17)

де δTe збурення температури електронiв, E огинаюча електричного поля на
частотi ω, k0 хвильове число, ωpe =

√
4πe2n0/m ленгмюрiвська частота, e й

m заряд i маса електрона, Te рiвноважна електронна температура, n0 рiв-
новажна густина плазми, νe ефективна частота зiткнень електронiв з важ-
кими частинками, η вiдносна частка енергiї, передана електроном важким
частинкам при одному зiткненнi, l довжина вiльного пробiгу електрона.
Вiдзначимо, що модель, iдентична (4.14), (4.15), описує також поширення
свiтлових пучкiв у нематичних рiдких кристалах [207].

Параметр α вiдповiдає ступеню нелокальностi нелiнiйного вiдгуку. У
границi α2 ≫ 1 рiвняння (4.14), (4.15) зводяться до нелiнiйного рiвняння
Шредингера. Протилежний випадок α2 ≪ 1 вiдповiдає сильно нелокаль-
ному режиму. Рiвняння (4.14) та (4.15) можна переписати у виглядi одного
нелiнiйного iнтегро-диференцiального рiвняння

i
∂Ψ

∂z
+∆⊥Ψ+Ψ

∫
R(|r− r′|)|Ψ(r′)|2 dr′ = 0, (4.18)

з ядром R(ξ) = K0(αξ)/(2π), де K0(z) модифiкована функцiя Бесселя дру-
гого роду нульового порядку. Видно, що нелiнiйнiсть в (4.18) має суттєво
нелокальний характер з характерним масштабом нелокальностi α−1.

Як i у випадку з гауссовською нелокальною нелiнiйнiстю, шукає-
мо стацiонарнi розв’язки системи (4.14), (4.15) у виглядi Ψ(x, y, z) =

ψ(x, y) exp(iλz), так що ψ(x, y) задовольняє рiвнянням

−λψ +∆⊥ψ + θψ = 0, (4.19)

α2θ −∆⊥θ = |ψ|2. (4.20)

Для чисельного моделювання проведемо додаткове нормування ψ → ψ/α,
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Рис. 4.7 Чисельно знайденi локалiзованi необертовi розв’язки системи рiв-
нянь (4.19), (4.20): (a) фундаментальний (монопольний) солiтон з λ = 10;
(b) дипольний солiтон з λ = 10; (c) трипольний солiтон з λ = 15; (d) ква-
друпольний солiтон з λ = 20.

θ → θ/α2, z → zα2, (x, y) → (x, y)α, λ → λ/α2, i при цьому в (4.19), (4.20)
параметр α = 1. Сильно нелокальному режиму (α ≪ 1) тепер вiдповiда-
ють великi значення константи розповсюдження λ. Накладаючи перiодичнi
граничнi умови й використовуючи релаксационную технiку [226], можна
чисельно знайти сiмейство радiально асиметричних, локалiзованих муль-
типольних розв’язкiв. Дiйсна (або яка вiдрiзняється тiльки на постiйний
комплексний множник) функцiя ψ(x, y) вiдповiдає необертовим нелiнiйним
локалiзованим структурам. Приклади таких необертових мультипольних
солiтонiв наведенi на рис. (4.7). Необертовi мультисолiтони складаються з
декiлькох фундаментальних солiтонiв iз протилежними фазами. Компле-
ксна функцiя ψ(x, y) iз просторово модульованою фазою вiдповiдає обер-
товим структурам з ненульовим кутовим моментом. Концепцiя обертових
мультисолiтонiв (азимутонiв) уперше була введена емпiричним варiацiй-
ним анзацем (як виявилося потiм, не цiлком коректним) у роботi [227] для
звичайного нелiнiйного рiвняння Шредингера. Приклади чисельно знайде-
них азимутонних розв’язкiв нелокальної нелiнiйної системи (4.14), (4.15)
показанi на рис. (4.8). Бiльш детальне дослiдження азимутонiв буде пред-
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Рис. 4.8 Приклади обертових мультисолiтонiв (азимутонiв) з λ = 4.5. По-
казано розподiл iнтенсивностi |ψ| на (x, y)-площини. a) азимутон iз двома
пiками iнтенсивностi; b) азимутон iз чотирма пiками iнтенсивностi.

ставлено в роздiлi 5 дисертацiї.
Для кращого розумiння властивостей необертових мультисолiтонiв

проводився варiацiйний аналiз. Стацiонарний необертовий мультисолiтон
описувався пробною функцiєю виду

Ψ(x, y, z) = hf(x, y)eiλz, (4.21)

де форма дипольного солiтона апроксимується антисиметричною суперпо-
зицiєю двох гауссовських функцiй

f(ξ, η) = e−
1

2a2
{y2+(x−d/2)2} − e−

1
2a2
{y2+(x+d/2)2},

де a й d характерний радiус окремого монополя й "вiдстань"мiж ними. Для
зв’язаного стану з S iдентичних фундаментальних солiтонiв iз центрами в
(xs, ys), де s = 1 . . . S, маємо

f(ξ, η) =
S∑
s=1

gse
−1

2 (ξ−ξs)
2− 1

2 (η−ηs)
2

,

де (ξ, η) = (x, y)/a, i gs = ±1 вiдповiдає фазi s-го фундаментального солi-
тона.

Стацiонарний стан вiдповiдає стацiонарнiй точцi гамiльтонiана
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Рис. 4.9 (a) Залежнiсть енергiї N вiд константи розповсюдження λ. Су-
цiльнi кривi: зв’язанi стани з S протифазних солiтонiв; пунктирнi кривi:
залежностi SN1, де N1 енергiя фундаменьального солiтона (варiацiйний
аналiз). Цiлi числа бiля кривих вiдповiдають числу солiтонiв S у зв’язано-
му мультисолiтонному станi.

H =

∫ {
|∇⊥Ψ|2 − 1

2
θ|Ψ|2

}
d2r (4.22)

при фiксованiй енергiї N

N =

∫
|Ψ|2d2r. (4.23)

Пiсля пiдстановки пробної функцiї, гамiльтонiан H(a, b) є функцiєю двох
варiацiйних параметрiв a й b = d/a. Третiй параметр, амплiтуда h, виклю-
чається при використаннi умови нормування (4.23).

Результати варiацiйного аналiзу перебувають у гарнiй згодi з прямим
чисельним моделюванням. На рис. (4.9) (a) показана залежнiсть енергiї N
вiд константи розповсюдження λ для фундаментального солiтона, диполь-
ного, трипольного й квадрупольного солiтонiв. Гранична енергiя форму-
вання зв’язаного мультисолiтонного стану з S фундаментальних солiтонiв
дуже близька до енергiї S одиночних фундаментальних солiтонiв. "Енергiя
зв’язку"NS − SN1 у мультисолiтонi (де N1 енергiя одиночного фундамен-
тального солiтона) виявляється дуже малою для λ < 1.9 i, таким чином,
мультисолiтон може розпадатися на окремi фундаментальнi солiтони. Як
видно з рис. (4.9) (c), вiдстань мiж сусiднiми протифазними солiтонами
d рiзко зростає при λ < 1.9, що веде до рiзкого зменшення iнтенсивностi
взаємодiї мiж складовими солiтонами.

Для дослiдження стiйкостi знайдених мультисолiтонних розв’язкiв
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моделювалася часова еволюцiя в рамках динамiчних рiвнянь (4.14),(4.15)
. Початкова умова вибиралася у виглядi ψ(x, y)[1 + εΦ(x, y)], де ψ(x, y)
чисельно знайдений точний розв’язок, Φ(x, y) гауссiвський шум з диспер-

Рис. 4.10 (a) Розпад дипольного солiтона з λ = 1.5 на два фундаменталь-
нi солiтона; (b) стiйке розповсюдження диполя з λ = 3.5; (c) нестiйкий
дипольний солiтон з λ = 10.

сiєю σ2 = 1 й параметр збурення ε = 0.005 ÷ 0.1. Залежно вiд значення
константи розповсюдження λ (або, еквiвалентно, енергiї N) спостерiгалися
три рiзних режиму розповсюдження дипольних солiтонiв, якi представленi
на рис. (4.10) (для ε = 0.02). Перший режим вiдповiдає областi λ < λcr, де
λcr ∼ 1.9. Якщо λ < λcr, початковий дипольний солiтон розпадається на
два фундаментальнi солiтона, якi рухаються в протилежних напрямках без
змiни своєї форми. Цей тип еволюцiї диполя показано на рис. 4.10(a). Роз-
пад дипольного солiтона на два монополi пояснюється фактом, що вiдзна-
чався вище (див. рис. (4.10)), а саме що енергiя зв’язку δN = Ndip− 2Nmon

у дипольному солiтоне прямує до нуля при наближеннi λ до λcr ∼ 1.9.
Подiбна ж поведiнка, тобто розпад дипольного солiтона на два фундамен-
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Рис. 4.11 Типова нестiйка динамiка (λ = 2) (a) трипольного солiтона; (b)
квадрупольного солiтона.

тальнi солiтона нижче деякого критичного значення λ, спостерiгалася, як
показано в попередньому пiдроздiлi, в моделi з гауссовською нелокальною
функцiєю вiдгуку R(ξ) в (4.18).

Другий режим вiдповiдає областi λcr < λ < λth, де λth ∼ 4. Чисель-
не моделювання показує, що в цiй областi дипольний солiтон є стiйким
стосовно початкових шумових збурень. Еволюцiя диполя без змiни фор-
ми спостерiгалася на вiдстанях z > 3000. Стiйке поширення дипольного
солiтона показане на рис. (4.10)(b) (для λ = 3.5 й ε = 0.02).

Подальше (вище λth ∼ 4) збiльшення параметра λ рiзко зменшує дов-
жину розповсюдження диполя, i дипольнi солiтони з λ > λth виявляються
нестiйкими й швидко руйнуються. Типова нестiйка динамiка дипольного
солiтона з λ вище граничного значення λth показана на рис. (4.10)(c). Таким
чином, стiйкi дипольнi солiтони iснують тiльки усерединi кiнцевої, досить
вузької областi констант розповсюдження λ.

На рис. (4.11) показано розповсюдження трипольного й квадруполь-
ного солiтонiв для λ = 2, тобто в областi, де дипольний солiтон стiй-
кий. Загалом кажучи, трипольнi й квадрупольнi солiтони завжди виявля-
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Рис. 4.12 (a) Розщеплення азимутона iз двома пiками iнтенсивностi та λ =
10; (b) стiйке розповсюдження азимутона iз двома пiками iнтенсивностi та
λ = 80; (c) стiйка динамiка азимутона iз чотирма пiками iнтенсивностi та
λ = 80.

ються нестiйкими, але для констант розповсюдження, що лежать в областi
λcr < λ < λth, можуть розповсюджуватися без видимого викривлення фор-
ми на досить великi вiдстанi (по порiвнянню з характерною дифракцiйною
довжиною) i, таким чином, можуть спостерiгатися експериментально, що
й пiдтверджують результати роботи [224]. Трiполi й квадруполi з λ < λcr

розпадаються на три та чотири фундаментальнi солiтона вiдповiдно.
Спостерiгалося два рiзнi сценарiї розповсюдження азимутонiв. Для

досить малих λ (тобто енергiї) (λ < 15), азимутони виявляються нестiйки-
ми й розпадаються на фундаментальнi солiтони. Приклад розпаду азиму-
тона iз двома пiками iнтенсивностi й λ = 10 представлений на рис. (4.12)(a).
Для досить бiльших λ (λ > 15) азимутони можуть бути стiйкими . Стiйке
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розповсюдження азимутонiв iз двома й чотирма пiками iнтенсивностi та
λ = 80 показано на рис. (4.12)(b),(c). Чисельно обчислена частота обер-
тання азимутона на рис. 4.12(b) становить ω = 1.15, так що азимутон
еволюцiонує без змiни форми протягом близько ста перiодiв обертання.
У фiзичних змiнних еволюцiйна змiнна z вiдповiдає просторовiй змiннiй
вздовж осi розповсюдження електромагнiтної хвилi, так що обертовi ази-
мутони вiдповiдають гвинтовiй структурi хвильового пучка.

Динамiка дипольних солiтонiв у нелокальнiй моделi, описуваної (4.14)
та (4.15) суттєво вiдмiнна вiд картини розповсюдження диполiв у нело-
кальнiй моделi з гауссовської функцiєю вiдгуку R(ξ) в (4.18), розглянутої
в пiдроздiлi 4.1, де диполi виявлялися стiйкими для всiх λ, якi перевищу-
ють деяке критичне значення. В одновимiрному випадку сильна залежнiсть
умов стiйкостi вiд властивостей ядра R у рiвняннi (4.18) обговорювалася
в [228]. У нашому двовимiрному випадку, якiсно рiзна поведiнка диполь-
них солiтонiв може бути зв’язана iз властивостями регулярностi ядра R(ξ)
в (4.18) – у моделi з тепловою нелокальною нелiнiйнiстю, на вiдмiну вiд
гауссовської, функцiя R(ξ) має сингулярнiсть у нулi.

4.3 Двовимiрнi нелiнiйнi структури в Бозе-

Ейнштейнiвському конденсатi з диполярною

нелокальною нелiнiйнiстю

Явище Бозе-Ейнштейнiвської конденсацiї було передбачене Бозе та
Ейнштейном в 1924 р. Було показано, що нижче деякої критичної темпе-
ратури Tc кiнцева частка всiх частинок бозе-газу (тобто що пiдкоряються
статистицi Бозе) конденсується в тому самому нижчому квантовому станi
з нульовим iмпульсом. Число атомiв N0 у цьому станi макроскопично вели-
ке й пропорцiйно повному числу атомiв N : N0 = N [1− (T/Tc)

3/2]. Уперше
явище конденсацiї Бозе-Ейнштейна екпериментально спостерiгалося в 1995
р. для газiв 87Rb [229], 23Na [230] й 7Li [231] помiщених у магнiтну пастку та
охолоджених до надзвичайно низьких температур < 10−5 K (Нобелiвська
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премiя за 2001 р.), а потiм у парах й iнших лужноземельних елементiв: ато-
марного водню H [232], калiю 40K [233], метастабiльного гелiю 4He [234] й
цезiю 133Cs [235]. Фактично, Бозе-Ейнштейнiвський конденсат являє собою
унiкальний об’єкт, у якому квантовi ефекти вiдiграють вирiшальну роль у
макроскопiчних масштабах (число атомiв конденсату може досягати ∼ 108

при густинi 1013 − 1014 см−3). При таких низьких температурах довжина
хвилi де Бройля λ = ~/mv стає порiвняною з мiжатомними вiдстанями,
хвильовi функцiї окремих атомiв сильно перекриваються i конденсат пово-
диться як єдиний квантовий об’єкт. Експериментально спостерiгалася iн-
терференцiя двох конденсатiв [236] i явище квантового тунелювання (ефект
Джосефсона) мiж двома конденсатами [237]. Хоча говорити про практичне
застосування Бозе-Ейштейнiвських конденсатiв ще рано, не викликає, зда-
ється, сумнiву їх можливе використання в сферi нанотехнологiй, створеннi
атомного лазера, квантових комп’ютерiв та iн. [238].

У наближеннi середнього поля при нульовiй температурi динамiка
Бозе-Ейнштейнiвського конденсату (БЕК) описується рiвнянням Гросса-
Питаєвського [239, 240]

i~
∂Ψ

∂t
=

[
− ~2

2m
∆+ U(r) +

∫
V (r− r′)|Ψ(r′)|2 dr′

]
Ψ, (4.24)

де Ψ(r, t) хвильова функцiя, нормована на загальне число атомiв N :∫
|Ψ(r)|2 dr = N ; m маса атомiв, U(r) утримуючий потенцiал пастки, V (r)

потенцiал парної взаємодiї мiж атомами. Це рiвняння – класичне по своїй
сутi – мiстить у явному видi квантову постiйну ~. Класичним воно є в тому
змiстi, що функцiя Ψ не є оператором i визначає не густину iмовiрностi, а
реальний розподiл атомiв конденсату у просторi. Модуль Ψ та градiєнт її
фази мають ясний фiзичний змiст:

Ψ = |Ψ| exp(iΦ), n(r, t) = |Ψ|2, v(r, t) =
~
m
∇Φ, (4.25)

де n число атомiв в одиницi об’єму й v їх швидкiсть. Бiльшiсть експери-
ментальних результатiв показує, що наближення середнього поля досить
ефективно й забезпечує як якiсний, так i кiлькiсний опис статичних й ди-
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намiчних властивостей БЕК в пастках. Атоми лужноземельних елементiв
мають магнiтний момент й завдяки цьому їх можна утримувати побли-
зу мiнiмуму потенцiалу U(r) магнiтної пастки. У цьому випадку в умовах
експерименту потенцiал можна уважати гармонiчним

U(r) =
m

2

(
ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2
)
. (4.26)

Якщо радiус дiї r0 мiжатомного потенцiалу взаємодiї V (r) багато бiльше
довжини s-розсiювання a атомiв мiж собою, мiжатомний потенцiал можна
замiнити ефективним δ-подiбним V (r − r′) = gδ(r − r′) з константою вза-
ємодiї g = 4π~2a/m [241]. Тодi рiвняння (4.24) зводиться до нелiнiйного
рiвняння Шредингера iз зовнiшнiм потенцiалом U(r)

i~
∂Ψ

∂t
=

[
− ~2

2m
∆+ U(r) + g|Ψ(r)|2

]
Ψ. (4.27)

Довжину розсiювання a можна безперервно мiняти вiд позитивних до нега-
тивних значень, змiнюючи зовнiшнє магнiтне поле поблизу так названого
резонансу Фешбаха [242]. При цьому g > 0 вiдповiдає взаємодiї з вiдштов-
хуванням, а g < 0 – з притягуванням.

Пiд час вiдсутностi утримуючого потенцiалу U(r) = 0 рiвняння (4.27)
являє собою нелiнiйне рiвняння Шредингера (НРШ), повнiстю iнтегрова-
ним методом зворотньої задачi в одновимiрному випадку. При наявностi
потенцiалу пастки U(r) ̸= 0 (далi скрiзь мається на увазi гармонiчний
потенцiал (4.26)) локалiзованi розв’язки (4.27) навiть в одновимiрному ви-
падку можна знайти тiльки чисельно [243]. При цьому виявляється, що, в
вiдмiннiсть вiд НРШ одномiрнi свiтлi солiтони iснують не тiльки при вза-
ємодiї, що притягає, g < 0, але й у випадку взаємодiї з вiдштовхуванням
g > 0. Одновимiрнi темнi солiтони iснують тiльки при вiдштовхувальнiй
взаємодiї мiж атомами, їх динамiка вивчалася в [244]. Експериментально
квазиодновимiрнi свiтлi солiтони спостерiгалися в газах 7Li [245, 246] й 85Rb
[247], а темнi солiтони в газах 23Na [248, 249] й 87Rb [250, 251]. Квазиодно-
вимiрнiсть забезпечувалася сильно витягнутою в одному напрямку (сига-
роподiбною) пасткою з осьовою симетрiєю, що можливо при ω2

x ≪ ω2
y, ω

2
z
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(для осi уздовж x напрямку). Як пiд час вiдсутностi, так i при наявно-
стi зовнiшнього гармонiчного потенцiалу рiвняння (4.27) має також двови-
мiрнi й тривимiрнi фундаментальнi солiтоннi розв’язки [252, 253]. Пiд час
вiдсутностi зовнiшнього потенцiалу двовимiрнi фундаментальнi солiтони
виявляються метастабiльними та колапсують, якщо як завгодно мале збу-
рення пiдвищує величину Nsol =

∫
|Ψsol|2 dr, де Ψsol солiтонний розв’язок,

або розпливаються в протилежному випадку. Для безрозмiрного двовимiр-
ного НРШ Nsol ≃ 11.68 [254, 255]. Тривимiрнi фундаментальнi солiтони
пiд час вiдсутностi зовнiшнього потенцiалу колапсують завжди. Картина
мiняється якщо є зовнiшнiй утримуючий потенцiал U(r) ̸= 0. Двовимiрнi
фундаментальнi солiтони виявляються стiйкими при будь яких амплiту-
дах, а для тривимiрних фундаментальних солiтонiв з’являється вiкно стiй-
костi, обумовлене нерiвнiстю Nsol < Ncr, де Ncr деяке критичне значення,
при перевищеннi якого тривимiрнi солiтони колапсують . Для безрозмiрно-
го тривимiрного НРШ iз одиничними коефiцiєнтами й сферично симетри-
чною гармонiчною пасткою Ncr ≃ 14.45 [253]. В вiдмiннiсть вiд випадку
U(r) = 0, при наявностi зовнiшнього потенцiалу фундаментальнi солiтони
можуть мати як завгодно мале значення Nsol. Розв’язки рiвняння (4.27)
у виглядi свiтлих двовимiрних вихорових солiтонiв, що несуть ненульовий
кутовий момент, були чисельно отриманi для вiдштовхувальної взаємодiї
g > 0 в [256], а для взаємодiї з притягуванням g < 0 в [257, 258]. Тривимiрнi
вихоровi солiтони рiвняння (4.27) вивчалися в [259].

В 2005 р. уперше спостерiгався БЕК у газi атомiв хрому 52Cr [260–262],
який не належить до групи лужноземельних елементiв . Атоми 52Cr мають
аномально великим магнiтним моментом й поряд з локальною взаємодiєю,
необхiдно враховувати нелокальну дальнодiючу взаємодiю мiж магнiтними
моментами рiзних атомiв. Суттєво, що зменшуючи довжину розсiювання
a (тобто константу локальної взаємодiї g) за допомогою резонансу Фешба-
ха, можна експериментально реалiзувати БЕК з майже чисто нелокальною
диполь-дипольною взаємодiєю [263, 264]. Вiдзначимо, що є досить оптимi-
стичнi перспективи й в створеннi БЕК газу полярних молекул (OH, RbCs,
NH) [265–268], що мають великим електричним дипольним моментом, у
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якому завжди нелокальна взаємодiя набагато перевищує локальну.
Привабливою рисою диполярного БЕК є можливiсть своєрiдної конку-

ренцiї мiж нелокальною взаємодiєю, яка через свiй анiзотропний характер є
тiльки частково притягувальною (вiдштовхувальною) та може мiняти знак
пiд дiєю зовнiшнього поля, що орiєнтує осi диполiв [269], та короткодiючою
локальною взаємодiєю. Характер нелокальної взаємодiї (притягування або
вiдштовхування), у вiдмiннiсть вiд локальної, залежить вiд форми кон-
денсатної хмари та геометрiї пастки. Це дає можливiсть створення керо-
ваних конфiгурацiй БЕК та одержання стiйких вiдокремлених структур
[202, 203, 270–274].

У роботi [203] для двовимiрної моделi диполярного БЕК з вiдштовху-
вальною локальною взаємодiєю (g > 0) було передбачене iснування стiй-
ких двовимiрних фундаментальних свiтлих солiтонiв. Двовимiрнi вихори
в диполярному БЕК для випадку g > 0 були отриманi в [274]. У даному
пiдроздiлi ми розглядаємо диполярный БЕК з притягувальною локальною
взаємодiєю (g < 0) та показуємо можливiсть iснування стiйких двовимiр-
них фундаментальних солiтонiв, вихорiв, необертових й обертових мульти-
солiтонiв.

4.3.1 Модель i основнi рiвняння

Бозе-Ейнштейнiвський конденсат, який складає з N атомiв з диполь-
ним моментом d, орiєнтованим уздовж осi z, описується узагальненим не-
лiнiйним рiвнянням Шредингера, що включають як локальну, так й нело-
кальну нелiнiйностi

i~
∂Ψ

∂t
=

[
− ~2

2m
∆+ U(r) + g|Ψ|2 +

∫
V (r− r′)|Ψ(r′)|2 dr′

]
Ψ, (4.28)

та ядро V (r) дається виразом

V (r) = gd(1− 3 cos2 θ)/r3, (4.29)
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де gd = αd2/4π, θ кут мiж вектором r та вiссю диполя, й параметр −1/2 ≤
α ≤ 1 керується швидкою змiною напрямку зовнiшнього магнiтного поля
[203, 269].

Якщо припустити, що ωz ≫ ωx, ωy й нелiнiйна взаємодiя слабка в
порiвняннi iз силою потенцiалу пастки в поздовжньому напрямку, то з
(4.26), (4.28) випливає, що поперечний розмiр конденсату багато бiльше
його довжини й конденсат має млиноподiбну форму При цьому хмара кон-
денсату обмежена в поздовжньому напрямку i його поздовжня структу-
ра визначається головним чином гармонiчним потенцiалом пастки в z на-
прямку. Припускаючи анзатц Ψ(r) = ψ(r⊥)φ0(z), де φ0(z) основний стан
одномiрного гармонiчного осциллятора, з наступною пiдстановкою в (4.28),
множенням на φ∗

0(z), iнтегруванням по z та нормуючи просторовi коорди-
нати, час й хвильову функцiю на lz/

√
2, 1/ωz i (N /l3z)

1/2 вiдповiдно, де
lz = (~/mωz)1/2), в [203] одержано наступне двовимiрне рiвняння, що опи-
сує двовимiрний млиноподiбний БЕК з диполь-дипольною взаємодiєю

i
∂ψ

∂t
= −∆⊥ψ + ḡψ

{
|ψ|2 + β

∫
R(r− r′)|ψ(r′)|2 dr′

}
, (4.30)

де введенi безрозмiрнi параметри

ḡ =
g√

2π~ωzl3z
=

2
√
2πa

lz
, β =

gd
g
. (4.31)

Фур’є образ ядра R(r) в (4.30) має вигляд

R̂(k) = 2− 3
√
πkek

2

erfc(k), (4.32)

де erfc(k) додаткова функцiя помилок, так що

R(r) =
1

(2π)2

∫
eik·rR̂(k) dk. (4.33)

Далi, оскiльки (4.30) допускає додаткове нормування, параметр ḡ фiксує-
ться значенням ḡ = ∓1, де −(+) вiдповiдає випадку локальної взаємодiї з
вiдштовхуванням (притягуванням). Умова застосовностi двовимiрного на-
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ближення
~/(mωr) ≫ l2z, (4.34)

де ωr =
√
ω2
x + ω2

y може бути переписане у виглядi [258]

N . ~
mωr|a|lz

, (4.35)

i, таким чином, для млиноподiбної конфiгурацiї iснує верхнє обмеження на
число атомiв N .

Рiвняння (4.30) зберiгає нормоване число частинок N =
∫
|ψ|2dxdy та

енергiю

E =

∫ {∣∣∣∣∂ψ∂x
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂ψ∂y

∣∣∣∣2 + 1

2
ḡ|ψ|4 + 1

2
ḡβ|ψ|2

[∫
R(r− r′)|ψ(r′)|2 dr′

]}
dxdy.

(4.36)

Величина N пов’язана iз числом частинок N спiввiдношенням

N =
lz
|g|
N. (4.37)

4.3.2 Модуляцiйна нестiйкiсть

Важливою рисою нелокальної диполь-дипольної взаємодiї є те, що,
внаслiдок анiзотропного характеру, вона тiльки частково є взаємодiєю iз
притягуванням. Вiдповiдно, спектр R̂(k) функцiї вiдгуку R(r) в (4.30) не
є позитивно визначеним. Рiвняння (4.30) має розв’язок у виглядi плоскої
хвилi

Ψ0 = |Ψ0| exp(ik0 · r− iωt) (4.38)

за умови ω = k20 − ḡ(1 + β
∫
R(r)dr)|Ψ0|2. Стiйкiсть плоскої хвилi суттє-

во залежить вiд знакової визначеностi спектра функцiї вiдгуку [205, 212].
З iншого боку, модуляцiйна нестiйкiсть (нестiйкiсть плоскої хвилi iз збу-
дженням обох сателiтiв) часто розглядається як провiсник формування
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солiтонiв. Розглядаємо обурену плоску хвилю

ψ = (|Ψ0|+ δψ) exp(ik0 · r− iωt), (4.39)

де
δψ = ψ+e

ik·r−γt + ψ−e
−ik·r+γt, (4.40)

та лiнеаризуя (4.30) по δψ поблизу Ψ0, можна одержати iнкремент моду-
ляцiйної нестiйкостi γ однорiдного поля (k0 = 0) у моделi (4.30)

γ2 = −2|Ψ0|2k2ḡ[1 + βR̂(k)]− k4, (4.41)

де функцiя R̂(k) визначена в (4.32). Нестiйкостi вiдповiдає γ > 0. На
рис. 4.13 показана залежнiсть iнкремента модуляцiйної нестiйкостi γ вiд
k для випадкiв локальної взаємодiї з притягуванням (ḡ = −1) та вiдштов-
хуванням (ḡ = 1) . У випадку iз притягуванням iнкремент дорiвнює ну-
лю для хвильових чисел 0 6 k < kcr, де kcr деяке критичне значення,
що залежить вiд β (вiдношення iнтенсивностей нелокальної та локальної
взаємодiй), якщо β . 0.5 (зокрема, для всiх негативних β), так що дов-
гохвильовi моди є стiйкими. Оптимальне, тобто вiдповiдне максимальному
iнкременту, хвильове число kopt зменшується зi збiльшенням β. Для ви-
падку з вiдштовхуванням, γ = 0 для позитивних β та для β & −0.4. Це
узгоджується з результатами роботи [203], де фундаментальнi солiтони пе-
редбачалися (для випадку з вiдштовхуванням ḡ = 1) тiльки для β < 0 i
|β| > 0.12.

4.3.3 Динамiка нелiнiйних структур

Далi розглядаємо випадок локальної взаємодiї iз притягуванням ḡ =

−1. Шукаємо стацiонарнi розв’язки рiвняння (4.30) у виглядi ψ(x, y, t) =
Ψ(x, y) exp(−iµt), де µ хiмiчний потенцiал, так що Ψ задовольняє рiвнянню

(µ+∆⊥)Ψ = −Ψ

{
|Ψ|2 + β

∫
R(r− r′)|Ψ(r′)|2 dr′

}
, (4.42)
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Рис. 4.13 Iнкременти модуляцiйної нестiйкостi γ для локальної взаємодiї
(a) iз притягуванням мiж атомами (ḡ = −1) та (b) з вiдштовхуванням
(ḡ = 1) . Поблизу кривих показанi значення β (вiдношення iнтенсивностей
нелокальної (диполярної) та локальної взаємодiй) .

Рис. 4.14 Стацiонарнi локалiзованi необертовi (a-c) та обертовi (d-f) розв’яз-
ки рiвняння (4.42) з β = 2: (a) фундаментальний солiтон з µ = −2; (b) ди-
польний солiтон з µ = −2; (c) квадрупольний солiтон з µ = −2; (d) вихор
µ = −5; (e) азимутон з µ = −5, p = 0.6 та двома пiками iнтенсивностi; (f)
азимутон з µ = −5, p = 0.9 та чотирма пiками iнтенсивностi.
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де R(r) визначається (4.32) й (4.33). Для чисельного розв’язку (4.42) з пе-
рiодичними граничними умовами використовувалася релаксацiйна технiка
Петвiашвiлi [127]. Локалiзованих розв’язкiв з µ > 0 не iснує. Фундамен-
тальнi солiтони з β < 0 або β > βcr, де βcr ∼ 2.1, виявляються нестiйкими
з ∂N/∂µ > 0, що вiдповiдає критерiю Вахiтова-Колоколова. Таким чи-
ном, розглядаємо область 0 < β < βcr та, для визначеностi, уважаємося
β = 2. Вибираючи пiдходящу топологiю початкового наближення, можна з
високою точнiстю (норма нев’язання менше 10−9) знайти три рiзних типiв
просторово локалiзованих розв’язкiв рiвняння (4.42) – необертовi (муль-
ти)солiтони, радiально симетричнi вихори, обертовi мультисолiтони (ази-
мутони).

Дiйсна (або з постiйним комплексним множником) функцiя Ψ(x, y)

вiдповiдає необертовим локалiзованим структурам. Приклади необертових
(мульти)солiтонiв, саме, фундаментальний солiтон, дипольний солiтон та
квадрупольний солiтон представленi на рис. 4.14(a)- 4.14(c). Необертовий
мультисолiтон складається з декiлькох фундаментальних солiтонiв (моно-
полiв) iз протилежними фазами.

Другий клас розв’язкiв, вихоровi солiтони, вiдповiдають розв’язкам з
радiально симетричною амплiтудою |Ψ(x, y)|, що зникає в центрi, та фазою
у виглядi лiнiйної функцiї полярного кута argΨ = mθ, де m цiле. Число
m (топологiчний заряд) вiдповiдає за повний набiг фази 2πm при обходi
навколо центру кiльця. Важливим iнтегралом руху, асоцiйованим iз цими
структурами, є кутовий момент, що явно виражається, як вiдзначалося в
роздiлi 3, через амплiтуду й фазу. Чисельно знайденi вихоровi розв’язки з
m = 1 показанi на рис. 4.14(d).

Третiй клас розв’язкiв – обертовi мультисолiтони з просторово моду-
льованою фазою – уперше були введенi варiацiйним методом у роботi [227]
для моделей з локальною нелiнiйнiстю, де вони були названi азимутона-
ми. Азимутони являють собою принципово новий нелiнiйний локалiзова-
ний об’єкт, що є промiжним мiж мультисолiтонами й радiально симетри-
чними вихорами. Використовуючи варiацiйний аналiз, автори роботи [223]
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Рис. 4.15 Залежнiсть (a) хiмiчного потенцiалу µ та (b) енергiї E вiд нор-
мованого числа атомiв N . Суцiльна лiнiя: необертовий дипольний солiтон
(p = 0). Крапкова лiнiя: вихор (p = 1).

розглядали наступну пробну функцiю в полярних координатах (r,θ)

Ψ(r, θ) = r|m|Φ(r)(cosmθ + ip sinmθ), (4.43)

де Φ дiйсна функцiя, що досить швидко убуває на нескiнченностi, m цiле, й
0 ≤ p ≤ 1. Випадок p = 0 вiдповiдає необертовим мультисолiтонам (m = 1 -
дипольному солiтону, m = 2 - квадрупольному i т.д.), тодi як протилежний
випадок p = 1 вiдповiдає радiально симетричним вихоровим солiтонам з
топологiчним зарядом m. Промiжний випадок 0 < p < 1 вiдповiдає ази-
мутонам. У нашому випадку азимутонам вiдповiдає чисельно знайдений
комплексний розв’язок Ψ(x, y) з просторово модульованою фазою, де па-
раметр p (глибина модуляцiї), подiбний уведеному в (4.43), визначається у
такий спосiб

p = max |ImΨ|/max |ReΨ|. (4.44)

Для фiксованого хiмiчного потенцiалу µ iснує сiмейство азимутонiв з рi-
зними значеннями p. Подiбно радiально симетричним вихорам, азимутони
мають ненульовий кутовий момент. На рис. 4.14(e), (f) показано два чи-
сельно знайдених азимутонних розв’язки рiвняння (4.42). Докладний ана-
лiз азимутонiв, включаючи азимутони з непарним числом пiкiв, буде пред-
ставлено в роздiлi 5. Для дипольних солiтонiв (p = 0) та вихорiв (p = 1)
залежнiсть хiмiчного потенцiалу µ та енергiї E вiд нормованого числа ато-
мiв N показана на рис. 4.15.

Як i ранiше, стiйкiсть знайдених локалiзованих розв’язкiв дослiджу-
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Рис. 4.16 Лiвий стовпець: Розпад дипольного солiтона з µ = −0.2 на два
фундаментальнi солiтона; середнiй стовпець: стiйка динамiка з µ = −3;
правий стовпець: руйнування нестiйкого дипольного солiтона з µ = −4.

валася прямим чисельним моделюванням динамiчного рiвняння (4.30) з
додаванням до початкової умови гауссовського шуму з одиничною диспер-
сiєю й параметром збурення ε = 0.005 ÷ 0.1. Крiм того, для вихорових
солiтонiв та азимутонiв додавалося азимутальне збурення ∼ iε sin θ .

Фундаментальнi солiтони виявляються стiйкими для всiх µ < 0 й для
них виконується нерiвнiсть ∂N/∂µ < 0, що перебуває в угодi iз критерiєм
стiйкостi Вахитова-Колоколова [275].

Залежно вiд значення хiмiчного потенцiалу µ, для дипольних солi-
тонiв спостерiгалися три рiзнi режими еволюцiї, представленi на рис. 4.16
(для ε = 0.01). Перший режим вiдповiдає областi µcr < µ < 0, i для β = 2

маємо µcr ∼ −0.2, що вiдповiдає нормованому числу атомiв Ncr ∼ 15.5.
При µcr < µ диполь розпадається на два фундаментальнi солiтона, що ру-
хаються в протилежних напрямках без змiни форми. Цей тип еволюцiї по-
казаний у лiвому стовпцi рис. 4.16 i спостерiгається й в iнших нелокальних
нелiнiйних середовищах, розглянутих в подроздiлах 4.1 та 4.2. При цьому,
як i ранiше, величина δN = Ndip−2Nmon, де Ndip та Nmon нормоване число
частинок у дипольному й фундаментальному солiтонi вiдповiдно, прагне до
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нуля при µ→ µcr. Другий режим еволюцiї вiдповiдає областi µth < µ < µcr,
де µth ∼ −3.1. У цьому дiапазонi значень µ дипольний солiтон стiйкий сто-
совно початкових шумових збурень та еволюцiонує без змiни форми. У
термiнах нормованого числа частинок критерiй стiйкостi може бути запи-
саний у виглядi Ncr < N < Nth, де Ncr ∼ 15.5 й Nth ∼ 71. Приклад стiйкої
динамiки дипольного солiтона показаний у середньому стовпцi рис. 4.16
(для β = 2, µ = −3 й ε = 0.01). Подальше (нижче µth ∼ −3.1) зменшення
хiмiчного потенцiалу µ (або, еквiвалентно, збiльшення нормованого числа
атомiв N) призводить до нестiйкостi диполiв з µ < µth. Руйнування не-
стiйкого дипольного солiтона нижче граничного значення µth показане в
правому стовпцi рис. 4.16. Таким чином, стiйкий дипольний солiтон iснує
тiльки в кiнцевiй, досить вузької областi значень нормованого числа атомiв
N .

Вихори з топологiчним зарядом m = 1 та µ < µcr, де µcr деяке кри-
тичне значення рiвне µcr ∼ −1.4 (з вiдповiдним Ncr ∼ 45) для β = 2 ви-
являються стiйкими стосовно малих початкових азимутальних й шумових
збурень. Вихори з µ > µcr (тобто N < Ncr) розпадаються на два фундамен-
тальнi солiтона. Цi два типу еволюцiї показанi на рис. 4.17. Таким чином, у
вiдмiннiсть вiд дипольних солiтонiв, вихоровi солiтони з топологiчним за-
рядом m = 1 стiйкi, якщо нормоване число частинок перевищує критичне
значення Ncr ∼ 45.

Азимутони iз двома пiками iнтенсивностi (дипольнi обертовi солiтони)
можуть бути стiйкими, якщо глибина модуляцiї p не занадто мала й нормо-
ване число частинок N перевищує деяке критичне значення, що залежить
вiд глибини модуляцiї p. Розпад азимутонiв iз двома пiками з µ = −1,
p = 0.4, та стiйка динамiка азимутона з µ = −5 i p = 0.6 представленi на
рис. 4.18. Чисельно оцiнювана кутова швидкiсть обертання стiйкого ази-
мутона на рис. 4.18(b) ω = 0.18, так що вiн еволюцiонує без викривлення
форми протягом десяткiв перiодiв обертання.
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Рис. 4.17 (a) Розпад вихору з µ = −1 на два фундаментальних солiтона;
(b) стiйка еволюцiя вихору з µ = −5.

Рис. 4.18 (a) Розпад азимутона iз двома пiками iнтенсивностi й µ = −1,
p = 0.4 на два фундаментальних солiтона; (b) стiйка еволюцiя азимутона
iз двома пiками iнтенсивностi i µ = −5, p = 0.6.

4.4 Стiйкi тривимiрнi вихори в диполярному Бозе-

Ейнштейнiвському конденсатi

При наявностi тiльки локальної взаємодiї iз притягуванням тривимiр-
нi вихоровi солiтони в БЕК з гармонiчною пасткою вивчалися, включаючи
лiнiйний аналiз стiйкостi й вплив асиметрiї пастки на iснування й стiй-
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кiсть вихорiв, в роботi [259]. Тривимiрнi вихори в диполярному БЕК дослi-
джувалися при вiдштовхувальнiй локальнiй взаємодiї тiльки в наближеннi
Томаса-Фермi [276]. Вiдзначимо, у цьому зв’язку, що диполярный БЕК з
локальною взаємодiєю з притягуванням в наближеннi Томаса-Фермi (тоб-
то при дуже великiй кiлькостi частинок) виявляється нестiйким стосовно
колапсу.

У даному пiдроздiлi розглядається тривимiрний диполярный БЕК з
диполь-дипольною нелокальною взаємодiєю та вiдштовхувальною локаль-
ною взаємодiєю. Знайденi чисельно тривимiрнi вихоровi солiтони з оди-
ничним топологiчним зарядом виявляються стiйкими за умови, що число
частинок конденсату менше деякого критичного значення.

Пiсля введення безрозмiрних змiнних

r → r/ar, t→ ωrt, ψ = Ψ
√
4π|a|a2r, (4.45)

де ar =
√

~/(mωr), рiвняння (4.28) можна переписати у виглядi

i
∂ψ

∂t
= −1

2
∆ψ +

1

2
(x2 + y2 + Ω2z2)ψ + σ|ψ|2ψ + εΘψ, (4.46)

де Ω = ωz/ωr, σ ≡ g/|g| = ±1 та знак +(−) вiдповiдає вiдштовхуваль-
нiй (притягувальнiй) локальнiй взаємодiї, параметр ε = gd/|g| представляє
вiдношення iнтенсивностей нелокальної диполь-дипольної й локальної вза-
ємодiй, та

Θ = F̂−1
{
Ṽ (k)F̂

{
|ψ|2

}}
, (4.47)

де F̂ {...} означає Фур’є перетворення, й Ṽ (k) = 4π
3 (3k

2
z/k

2−1) Фур’є-образ
ядра V (r) (4.29).

Рiвняння (4.46) зберiгає N =
∫
|ψ|2dr (нормоване число частинок),

z-компоненту кутового моменту Mz = Im
∫
[ψ∗(r×∇⊥ψ)]z dr, та енергiю

E =

∫ {
|∇ψ|2 + (x2 + y2 + Ω2z2)|ψ|2 + σ|ψ|4 + εΘ|ψ|2

}
dr. (4.48)
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Нормоване значення N пов’язано iз числом атомiв N спiввiдношенням

N =
ar

4π|a|
N. (4.49)

Стацiонарнi розв’язки рiвняння (4.46) шукаємо у виглядi

ψ(r, t) = U(r, z) exp(−iµt+ imφ), (4.50)

де (r, z, φ) цилiндричнi координати, µ хiмiчний потенцiал, та m цiле (топо-
логiчний заряд). З (4.46) й (4.50) одержуємо

∂2U

∂r2
+
1

r

∂U

∂r
+

(
2µ− r2 − Ω2z2 − m2

r2

)
U+

∂2U

∂z2
−2σU 3−2εΘU = 0, (4.51)

де Θ = F̂−1
{
Ṽ (k)F̂

{
U 2
}}

. Далi розглядаємо випадок притягувальнiй ло-
кальної взаємодiї (σ = −1).

Спочатку представимо варiацiйний аналiз. Стацiонарнi розв’язки рiв-
няння (4.51) у виглядi (4.50) вiдповiдають мiнiмiзацiї δS = 0 функцiонала
S = E − µN . Вибираємо пробну функцiю у виглядi

U(r, z) =
Ar

a
e−r

2/a2e−z
2/b2eiφ, (4.52)

яка вiдповiдає кiльцеподiбному (в x, y площинi) тривимiрному вихоровому
солiтону з топологiчним зарядом m = 1, де A, a, b невiдомi параметри,
обумовленi варiацiйної процедурою. Для фундаментального тривимiрно-
го солiтона в наближеннi Томаса-Фермi (тобто для |µ| ≫ 1) варiацiйний
аналiз був проведений в [276] . Пiдставляючи (4.52) в (4.48), маємо для S

S(A, b, κ) = E1 + E2 + E3 + E4 − µN, (4.53)

де, замiсть a, уведений варiацiйний параметр κ = a/b (ступiнь елiптично-
стi). Член E1 вiдповiдає кiнетичної енергiї

E1 =
π3/2

√
2

8
A2b(4 + κ2), (4.54)
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а

E2 =
π3/2

√
2

32
A2b5κ2(4κ2 + Ω2) (4.55)

енергiї втримання. Внески вiд локальної й нелокальної нелiнiйної взаємодiї

E3 = −π
3/2

64
A4b3κ2, E4 =

π5/2

48
εA4b3κ2G(κ), (4.56)

вiдповiдно, i число атомiв

N =
π3/2

√
2

8
A2b3κ2. (4.57)

Функцiя G(κ) у рiвняннi (4.56) має вигляд

G(κ) =
3κ2[f(κ)

√
κ2 − 1− h(κ) arctg

√
κ2 − 1]

8(κ2 − 1)7/2
− 1, (4.58)

де f(κ) = 8κ4 − 15κ2 + 22 i h(κ) = 7κ4 − 8κ2 + 16 якщо κ2 > 1, i

G(κ) =
3κ2[h(κ)

√
1− κ2 − f(κ)

√
1− κ2]

8(1− κ2)7/2
− 1, (4.59)

якщо κ2 6 1. Функцiя G(κ) монотонно зростає зi збiльшенням параме-
тра елiптичностi κ i G(0) = −1, G(1) = 8/35, G(∞) = 2. Звiдси випли-
ває, що для ε > 0 внесок нелокальної взаємодiї негативний для структур,
витягнутих ("сигароподiбних") у напрямку осi z (притягування) та пози-
тивний (вiдштовхування) для квазидвовимiрних у площинi (x, y) ("мли-
ноподiбних") структур. Це означає, зокрема, що знак енергiї нелокальної
диполярної взаємодiї можна контролювати за допомогою змiни аспектного
вiдношення пастки Ω. З варiацiйних рiвнянь ∂S/∂A = 0 i ∂S/∂b = 0 для
A та b можна одержати

b2 =
12κµ+ 2

√
36κ2µ2 + 7(4κ2 + Ω2)(4 + κ2)

7κ(4κ2 + Ω2)
, (4.60)

A2 =
24
√
2[b2(4κ2 + Ω2)− 4µ]

(3− 4πεG)
. (4.61)
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Рис. 4.19 Залежнiсть нормованого числа частинок N у вихорi вiд хiмiчного
потенцiалу µ для рiзних значень вiдношення сил нелокальної й локальної
взаємодiй ε (варiацiйний аналiз)

Рiвняння ∂S/∂κ2 = 0 дає

8(1− 2b2µ) + 2b4(8κ2 + λ2)− A2b2√
2

[
1− 4πε

3

∂(κ2G)

∂κ2

]
= 0, (4.62)

i пiдставляючи (4.61), (4.60) в (4.62) маємо рiвняння, що мiстить єдиний
варiацiйний параметр κ. Зi спiввiдношення (4.61) випливає, що iснує кри-
тичне значення µcr, при якому число атомiв N = 0. Комбiнуючи (4.61) та
(4.60), можна одержати

µcr =

√
(4 + κ2c)(4κ

2
c + Ω2)

2κc
. (4.63)

Зi спiввiдношення ∂µcr/∂κ = 0 випливає κc =
√
Ω, так що µcr = 2 + Ω/2.

Далi обмежуємося випадком сферично симетричної пастки Ω = 1. Резуль-
тати варiацiйного аналiзу для рiзних значень вiдношення сил нелокальної
й локальної взаємодiй ε представленi на рис. 4.19, де показана залежнiсть
числа атомiв N вiд хiмiчного потенцiалу µ. Видно, що тривимiрнi вихо-
ри можуть iснувати як для позитивних, так i для негативних ε. Однак,
значення εcr ∼ −0.32 є критичним i вихори не iснують, якщо ε < εcr.

Стацiонарнi локалiзованi розв’язки рiвняння (4.46) у виглядi фунда-
ментального солiтона й вихору знаходились чисельно за допомогою комбi-
нацiї методу Гальоркiна й методу стабiлiзуючого множника. Приклад три-
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Рис. 4.20 Стiйка динамiка тривимiрного вихору з m = 1, µ = 1.9, ε = 0.15,
Ω = 1: на рiзних часах показанi iзоповерхнi постiйної густини частинок
|ψ|2 .

Рис. 4.21 (a) Залежнiсть нормованого числа частинок N вiд хiмiчного по-
тенцiалу µ для рiзних ε. Кола вiдповiдають результатам чисельного аналi-
зу. Передбачення варiацiйного аналiзу показанi суцiльними й пунктирними
лiнiями. Пунктирнi лiнiї вiдповiдають нестiйким, стосовно колапсу, триви-
мiрним вихорям. Стрiлки вказують на пороги стiйкостi. (b) Максимальнi
iнкременти нестiйкостi γ як функцiї µ для вихорiв з m = 1, ε = 0.15

вимiрного вихорового солiтона показаний на рис. 4.20. Порiвняння чисель-
них результатiв та варiацiйного аналiзу представлено на рис. 4.21(a), де
показана залежнiсть нормованого числа частинок N вiд хiмiчного потен-
цiалу вихору µ для випадкiв вiдсутностi (ε = 0) та наявностi нелокальної
диполярної взаємодiї. Iнтенсивнiсть нелокальної взаємодiї фiксувалася зна-
ченням ε = 0.15, що вiдповiдає експериментам з 52Cr [260, 267]. Результати
варiацiйного аналiзу перебувають у гарнiй згодi iз чисельним моделюва-
нням. У вiдповiднiсть iз критерiєм Вахитова-Колоколова [275] тривимiрнi
локалiзованi структури виявляються нестiйкими стосовно колапсу якщо
∂N/∂µ > 0. Пунктирнi лiнiї на рис. 4.21 (a) вiдповiдають нестiйким, а
суцiльнi лiнiї – стiйким стосовно колапсу вихорам.
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Чисельний аналiз показує, що локалiзованi структури з нульовим то-
пологiчним зарядом m = 0 (тобто з нульовим кутовим моментом – фунда-
ментальний солiтон) є стiйкими по вiдношенню до азимутальних збурень
та їх область стiйкостi збiгається з критерiєм Вахитова-Колоколова. Саме,
фундаментальний солiтон виявляється стiйким якщо ∂N/∂µ < 0. Строго
кажучи, цей критерiй слушний тiльки для фундаментальних солiтонiв .
Вихоровi солiтони (m ̸= 0) можуть виявлятися нестiйкими стосовно ази-
мутальних збурень та їх стiйкiсть повинна бути дослiджена окремо. Для
вивчення стiйкостi вихорiв представимо хвильову функцiю у виглядi

Ψ = (ψ + ϵ)e−iµt,

де ψ стацiонарний розв’язок, а ϵ мале збурення, |ϵ(r, t)| << |ψ|. Лiнеа-
ризуя (4.46) поблизу стацiонарного розв’язку, можна одержати динамiчне
рiвняння, що описує еволюцiю малого збурення

i
∂ϵ

∂t
+ µϵ+

1

2
∆ϵ+

1

2
(x2 + y2 + z2)ϵ+ (2ψψ∗ϵ+ ψψϵ∗)

+ε(δΘψ +Θϵ) = 0, (4.64)

де Θ визначається спiввiдношенням (4.47) i

δΘ = F̂−1
[
Ṽ (k)F̂ {ψϵ∗ + ψ∗ϵ}

]
.

Рiвняння (4.64) вирiшувалося чисельно за допомогою технiки покрокового
розщеплення. Iнкремент нестiйкостi можна оцiнити у такий спосiб

γ =
1

2∆t
ln

{
ν(t+∆t)

ν(t)

}
,

де ∆t крок за часом, та ν(t) =
∫
|ϵ|2dr норма збурення. Остаточнi резуль-

тати нечутливi до конкретного вибору ϵ(r, 0). Якщо динамiка виявляється
нестiйкою, вiдповiдний розв’язок ϵ(r, t) експоненцiально зростає в часi, γ(t)
насичується на деякому значеннi γ, яке й вибирається за iнкремент нестiй-
костi .

На рис. 4.21(b) показана залежнiсть iнкремента нестiйкостi γ вiд хi-
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Рис. 4.22 Нестiйка еволюцiя тривимiрного вихору з m = 1, µ = 1.5,
ε = 0.15, Ω = 1: на рiзних часах показанi iзоповерхнi постiйної густини
частинок |ψ|2 .

мiчного потенцiалу µ для вихору з m = 1 та ε = 0.15. Лiнiйний аналiз
стiйкостi показує, що iнкремент зменшується зi зростанням µ i падає до
нуля γ = 0 для розв’язкiв з µ & 1.58. Вiдповiднi областi стiйкостi для
ε = 0 та ε = 0.15 показанi стрiлками на рис. 4.21(a) . Видно, що нелокаль-
нiсть виявляє стабiлiзуючий ефект: область стiйкостi вихору по параметру
µ розширюється в порiвняннi з чисто локальним випадком.

Результати лiнiйного аналiзу стiйкостi перевiрялися прямим чисель-
ним розв’язком вихiдного нелiнiйного динамiчного рiвняння (4.46). Як i
передбачалося в лiнiйному аналiзi, азимутальнi збурення початкового ста-
ну виявляються найнебезпечнiшими. Чисельне моделювання показує, що
тривимiрнi вихори з топологiчним зарядом m = 1 та µ & 1.58 є стiйкими
й не колапсують або розпливаються навiть при досить сильному початко-
вому збурюваннi. Стiйка динамiка вихорового солiтона з m = 1 та µ = 1.9

показана на рис. 4.20. З iнший сторони, згiдно з лiнiйним аналiзом стiйко-
стi, вихоровi солiтони з m = 1 i µ . 1.58 демонструють нестiйку динамiку.
Залежно вiд числа захоплених атомiв i прикладеного збурення, руйнування
вихору в нестiйкiй областi може вiдбуватися декiлькома способами. При-
клад типової нестiйкої еволюцiї вихорового солiтона з µ = 1.5 представ-
лений на рис. 4.22. Вихор розпадається на два фундаментальнi солiтона.
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Через збереження кутового моменту солiтони розлiтаються по тангенцi-
альним до вихорового кiльця траєкторiям. Фундаментальнi солiтони вияв-
ляються стiйкими скрiзь в областi ∂N/∂µ < 0. Чисельно знайденi пороги
стiйкостi вихорiв збiгаються з передбаченнями лiнiйного аналiзу стiйкостi.
Усi вихори з топологiчним зарядом m = 2 виявляються нестiйкими (для
чисто локальної взаємодiї ε = 0 це було показано в [258, 259]).

Ми обмежилися випадком сферично симетричної пастки Ω = 1. При
наявностi тiльки локальної взаємодiї (ε = 0) аналiз стiйкостi тривимiрних
вихорiв для рiзних значень Ω проводився в [259]. Було показано, що пастка
витягнута уздовж осi z з Ω ≪ 1, пригнiчує нестiйкiсть вихорiв, у той час
як квазидвовимiрна у (x, y)-площинi (млиноподiбна) пастка Ω ≫ 1 сприяє
нестiйкостi. За аналогiєю з [259], можна чекати таких ж результатiв, якщо
нелокальна взаємодiя слабка в порiвняннi з локальною ε ≪ 1. Картина
мiняється у випадку досить сильної нелокальної нелiнiйностi ε ≫ 1. Дiй-
сно, як вiдзначалося вище, з рiвнянь (4.56), (4.58) та (4.59) випливає, що
внесок нелокальної диполь-дипольної взаємодiї в гамiльтонiан негативний
(тобто притягувальний) для структур, витягнутих уздовж осi z позитив-
ний (вiдштовхувальний) для квазидвовимiрних у площинi (x, y) структур.
Це означає, зокрема, що досить сильна нелокальна нелiнiйнiсть сприяє де-
стабiлiзацiї тривимiрних вихорiв у витягнутiй пастцi з Ω ≪ 1.

4.5 Результати до роздiлу 4

1. Знайденi стiйкi двовимiрнi дипольнi солiтони у виглядi зв’язаного ста-
ну двох фундаментальних солiтонiв iз протилежною фазою в моделi
нелiнiйного рiвняння Шредингера з нелокальним гауссовськiм вiдгу-
ком середовища. Нелокальнiсть вiдiграє вирiшальну роль для стiйко-
стi солiтонiв. Показано, що дипольнi солiтони виявляються стiйкими,
якщо енергiя солiтона перевищує деяке критичне значення. Навiть при
досить сильному початковому шумовому збурюваннi солiтони скида-
ють шумовi брижi та еволюцiонують без помiтної змiни форми про-
тягом сотень характерних дифракцйiних довжин. Нижче критичного
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значення солiтон швидко руйнується й без початкового збурення. При
подальшому зменшеннi енергiї, якщо енергiя солiтона менше деякого
нового критичного значення, руйнування припиняється й дипольний
солiтон розпадається на два фундаментальних (монопольних) солi-
тона, якi рухаються в протилежнi напрмки без змiни форми. Такий
розпад пояснюється наближенням енергiї дипольного солiтона до по-
двоєної енергiї фундаментального солiтона, тобто зникненням "енергiї
зв’язку". Результати чисельного моделювання пiдтверджуються варi-
ацiйним аналiзом.

2. У моделi частково iонiзованiй плазми з зiткненнями з нелокальною
нелiнiйнiстю теплового типу чисельно знайденi двовимiрнi необертовi
дипольнi, трипольнi й квадрупольнi солiтони, а також обертовi ди-
польнi й квадрупольнi солiтони, якi мають, подiбно вихорам, ненульо-
вий кутовий момент (азимутони). Необертовi дипольнi солiтони стiй-
кi, якщо енергiя солiтона лежить в iнтервалi, обмеженому нижнiм та
верхнiм критичним значенням. Якщо енергiя солiтона менше нижньо-
го критичного значення вiн розпадається на два фундаментальнi солi-
тона, а якщо енергiя бiльше верхнього критичного значення – швидко
руйнується. Двовимiрнi трипольнi й квадрупольнi солiтони виявляю-
ться (на вiдмiну вiд одновимiрних) завжди нестiйкими, однак у певно-
му iнтервалi енергiй нестiйкiсть слабка й солiтони еволюцiонують без
змiни форми протягом десяткiв дифракцiйних довжин, що теорети-
чно пояснює факт експериментального спостереження таких солiтонiв
у середовищi з тепловою нелокальною нелiнiйнiстю. Обертовi диполь-
нi й квадрупольнi солiтони можуть бути стiйкими при перевищеннi
енергiї деякого критичного значення.

3. У моделi рiвняння Гросса-Пiтаєвського, який описує Бозе-
Ейнштейнiвський конденсат з нелокальною взаємодiєю мiж атомами,
чисельно знайденi двовимiрнi локалiзованi розв’язки у виглядi фун-
даментального солiтона, дипольного й квадрупольного солiтона, вихо-
рового солiтона, азимутонiв iз двома й чотирма пiками iнтенсивностi
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(обертових диполiв та квадруполiв). Нелiнiйнiсть вiдповiдає диполь-
дипольнiй взаємодiї, що виникає в газах БЕК з аномально бiльшими
магнiтними моментами. Стiйкi структури можливi тiльки в дiапазонi
деякого критичного значення вiдношення нелокальної та локальної
взаємодiй. Це критичне значення визначене чисельно. Як i в моделi з
тепловою нелокальною нелiнiйнiстю, дипольнi солiтони стiйкi тiльки
усерединi обмеженої областi по числу атомiв, а квадрупольнi солiтони
нестiйкi завжди. Вихоровi солiтони з одиничним топологiчним заря-
дом стiйкi при перевищеннi числа атомiв деякого критичного значен-
ня. Азимутони iз двома пiками iнтенсивностi можуть бути стiйкими,
якщо глибина модуляцiї не занадто мала й число частинок досить
велике. Вiдповiднi оцiнки знайденi чисельним методом.

4. Чисельно знайдено розв’язки у виглядi тривимiрних вихорових солi-
тонiв в моделi рiвняння Гросса-Пiтаєвського з диполь-дипольною не-
локальною взаємодiєю. Лiнiйний аналiз стiйкостi показує, що триви-
мiрнi вихори з одиничним зарядом стiйкi, якщо хiмiчний потенцiал
перевищує деяке критичне значення. Передбачування лiнiйного ана-
лiзу стiйкостi пiдтверджуються прямим чисельним моделюванням ди-
намiки тривимiрних вихорiв. Показано, що нелокальнiсть має стабi-
лiзуючий ефект: у сферично симетричних пастках область стiйкостi
суттєво розширюється в порiвняннi з локальним випадком навiть при
досить слабкої нелокальної нелiнiйностi. У витягнутiй пастцi сильна
нелокальна нелiнiйнiсть сприяє дестабiлiзацiї тривимiрних вихорiв.



РОЗДIЛ 5

Мультисолiтони й азимутони в нелiнiйних

середовищах с утримуючим потенцiалом

Змiст цього роздiлу вiдображено в роботах [3, 4, 12, 29].

5.1 Двовимiрнi нелiнiйнi структури iз просторово

модульованою фазою - азимутони

5.1.1 Варiацiйний аналiз i чисельнi азимутоннi розв’язки

У роботi [227] для моделi нелiнiйного рiвняння Шредингера за допо-
могою варiацiйного аналiзу були запропонованi новi двовимiрнi нелiнiйнi
локалiзованi структури, радикально вiдмiннi вiд вiдомих ранiше солiтонних
структур. До цього двовимiрнi нелiнiйнi структури топологiчно являли со-
бою або солiтони (мультисолiтони), або радiально симетричнi вихори з ну-
льовою iнтенсивнiстю в центрi. Азимутони являють собою промiжний стан
мiж радiально симетричними вихорами й необертовими мультисолiтонами.
На вiдмiну вiд вихорових солiтонiв, фаза азимутонних солiтонiв є нелiнiй-
ною функцiєю полярного кута, а амплiтуда не має радiальну симетрiю.
Азимутони, як i радiально симетричнi вихори, несуть ненульовий кутовий
момент. З iншого боку, азимутони нагадують необертовi мультисолiтони з
бiльш нiж одним пiком в амплiтудi. При змiнi одного з азимутонних пара-
метрiв, так званої глибини модуляцiї, яку можна визначити як вiдношення
максимуму уявної частини розв’язку до максимуму дiйсної i яка однозна-
чно визначається частотою обертання азимутона, азимутонний розв’язок
безперервно переходить iз мультисолiтона з 2m пiками в радiально симе-
тричний вихоровий солiтон iз зарядом m. Потiм, в [222, 223] вивчалися
азимутони в нелiнiйному середовищi з нелокальним гауссовськiм вiдгуком.
У всiх цих роботах, однак, азимутоннi солiтони знаходили тiльки набли-
женим варiацiйним методом, причому без строгого обґрунтування обраної

274



275

пробної функцiї. Варiацiйний аналiз (при якому, загалом кажучи, може
використовуватися довiльна пробна функцiя, i який може вести до непере-
дбачених результатiв) справедливо викликав сумнiв в реальному iснуваннi
азимутонних солiтонiв. У цьому роздiлi демонструється iснування азиму-
тонних солiтонiв, шляхом них точного чисельного знаходження (точного,
у тому розумiннi, що азимутоннi розв’язки можуть бути знайденi з довiль-
ною точнiстю, аж до машинної). При цьому, пробна функцiя варiацiйного
аналiзу (стартова в чисельному методi) виявляється єдино можливою та
вказує на зв’язок нелiнiйних азимутонних розв’язкiв з лiнiйними модами
при прямуваннi енергiї азимутонiв до нуля.

У якостi моделi ми розглядаємо Бозе-Ейнштейнiвський конденсат в
аксиально симетричнiй гармонiчнiй пастцi. Динамiка конденсату описує-
ться нормованим рiвнянням Гросса-Пiтаєвського для хвильової функцiї ψ

i
∂ψ

∂t
= −∆⊥ψ + (x2 + y2)ψ − σ|ψ|2ψ, (5.1)

де введенi адекватнi безрозмiрнi змiннi, аналогiчнi уведеним у пiдроздiлi
4.3, i надалi розглядається випадок вiдштовхування мiж атомами, так що
σ = −1.

Рiвняння (5.1) зберiгає норму (нормоване число частинок)

N =

∫
|ψ|2dxdy, (5.2)

z-компоненту кутового моменту

Mz = Im

∫
[ψ∗(r×∇⊥ψ)]z dx dy, (5.3)

i енергiю

E =

∫ {
|∇⊥ψ|2 + (x2 + y2)|ψ|2 − σ

2
|ψ|4

}
dxdy. (5.4)

Будемо шукати розв’язки рiвняння (5.1), якi є стацiонарними в системi
координат, що обертаються з кутовий швидкiстю ω. У полярних координа-
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тах (r, φ), такi розв’язки вигляду

ψ(r, φ, t) = Φ(r, φ− ωt) exp(−iµt), (5.5)

де µ хiмiчний потенцiал в обертовiй системi координат, задовольняють рiв-
нянню

∂2Φ

∂r2
+

1

r

∂Φ

∂r
+

1

r2
∂2Φ

∂θ2
− iω

∂Φ

∂θ
+ µΦ− r2Φ− σ|Φ|2Φ = 0, (5.6)

де θ = φ− ωt. У декартових координатах рiвняння (5.6) має вигляд

µΦ +∆⊥Φ + (x2 + y2)Φ− iω

(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
Φ + σ|Φ|2Φ = 0. (5.7)

У лiнiйному випадку σ = 0 рiвняння (5.7) являє собою квантовоме-
ханiчне рiвняння Шредингера для електронної хвильової функцiї в одно-
рiдному магнiтному полi. Вiдповiднi власнi функцiї мають вигляд

Ln,±m(x, y) = e−(x2+y2)/2

(
1√
2
x± i

1√
2
y

)m
Lmn (x

2 + y2), (5.8)

де Lmn (ξ) узагальнений полiном Лагерра, з вiдповiдними власними значен-
нями

µn,±m = 4n+ 2|m|+ 2∓mω, (5.9)

де n i m ненегативнi цiлi. Надалi обмежимося безвузловим випадком n = 0,
так що власними функцiями й власними значеннями є вiдповiдно

Φ±m = L0,±m(x, y) = e−(x2+y2)/2

(
1√
2
x± i

1√
2
y

)m
, (5.10)

i
µ±m = 2|m|+ 2∓mω. (5.11)

Лiнiйнi розв’язки (5.10) по зовнiшньому вигляду нагадують вихори с то-
пологiчним зарядом m або (якщо m = 0) фундаментальний солiтон. Цi
розв’язки, звичайно, несправедливi в нелiнiйному режимi σ ̸= 0, однак, як
вiдомо, при µ > µlin, де µlin визначається (5.11), iснують "дiйснi"(нелiнiйнi)
вихори й фундаментальний солiтон, якi можуть бути знайденi чисельно.
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Точка µlin, що роздiляє лiнiйнi й нелiнiйнi моди, може бути названа точкою
бiфуркацiї. Виникає принципове питання: чи iснують нелiнiйнi локалiзованi
розв’язки рiвняння (5.7) вiдмiннi по топологiї вiд фундаментального солi-
тона й вихорiв (нагадаємо, ми розглядаємо безвузловий випадок n = 0)?
Звернемося спочатку до лiнiйного випадку. Ясно, що єдиним можливим
кандидатом на лiнiйний розв’язок, вiдмiнний вiд (5.10) є суперпозицiя лi-
нiйних мод Φ±m з рiвними власними значеннями µ, обумовленими з (5.11).
З (5.11) можна бачити, що iснує єдиний спосiб побудувати такий розв’язок.
Вiн має вигляд

Φ = c1Φ−k + c2Φl (5.12)

за умови, що µ−k = µl, де k i l позитивнi й коефiцiєнти c1, c2 довiльнi. Ця
умова дає ( для фiксованих k i l) єдине можливе значення частоти ωlin i
власного значення µlin, вiдповiдних до лiнiйної моди (5.12)

ωlin =
2(l − k)

l + k
, (5.13)

µlin = 2(k + 1) +
2k(l − k)

l + k
. (5.14)

Вирази (5.13) i (5.14) дiйсно представляють ( як ми далi побачимо) то-
чку бiфуркацiї на (ω, µ) площини, у якiй починається "народження"нової,
вiдмiнної вiд солiтона й вихору, нелiнiйної структури – азимутона.

Тепер розглянемо нелiнiйний випадок. Проведемо спочатку варiацiй-
ний аналiз. Стацiонарнi розв’язки рiвняння (5.6) виду (5.5) вiдповiдають
розв’язку варiацiйної задачi δS = 0 для функцiонала S = E − µN − ωMz.
Оберемо пробну функцiю у виглядi (маючи на увазi лiнiйний результат
(5.12))

Φ = Ae−ξ
2/2
(
ξke−ikθ + sξleilθ

)
(5.15)

де ξ = r/a, k i l позитивнi цiлi, A, a, i s невiдомi параметри, обумовленi
варiацiйним аналiзом. Пiдставляючи (5.15) у вирази (5.2),(5.3) i (5.4), для
функцiонала S одержимо

S(A, a, s) = E1 + E2 + E3 − µN − ωMz. (5.16)
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Доданок E1 вiдповiдає кiнетичнiй енергiї

E1 = πA2[2k2(k − 1)! + 2s2l2(l − 1)! + (k + 1)!

+s2(l + 1)!− 2kk!− 2s2ll!], (5.17)

E2 = πA2a4
[
(k + 1)! + s2(l + 1)!

]
(5.18)

представляє енергiю, пов’язану з утримуючим потенцiалом. Внесок нелi-
нiйної взаємодiї має вигляд

E3 = πA4a2
[
(2k)!

22k+1
+
s4(2l)!

22l+1
+
s2(k + l)!

2k+l−1

]
, (5.19)

i, вiдповiдно, число частинок i проекцiя кутового моменту

N = πA2a2
(
k! + s2l!

)
, (5.20)

i
Mz = πA2a2

(
s2ll!− kk!

)
. (5.21)

Параметри A, a i s визначаються iз системи ∂S/∂A = 0, ∂S/∂a = 0 i
∂S/∂s = 0. Далi, для визначеностi, вважаємо l > k. Вiдзначимо, що пробна
функцiя (5.15) являє собою суперпозицiю двох вихорiв з топологiчними
зарядами −k i l вiдповiдно. При змiнi параметра s вiд 0 до нескiнченностi,
перший вихор плавно переходить у другий.

Чисельний метод типу метода стабiлiзуючого множника, уперше за-
пропонований Петвiашвiлi [226] для знаходження солiтонних розв’язкiв не-
лiнiйних рiвнянь, не може використовуватися тут безпосередньо. Рiвняння
(5.34) мiстить в явному виглядi неоднорiдний додаток (зовнiшнiй потенцi-
ал), так що фур’є-перетворення, використовуване в методi Петвiашвiлi й
iнших його варiантах [277], незастосовне й метод повинен бути модифiко-
ваний. Рiвняння (5.34) переписувалося у виглядi LΦ = N(Φ), де LΦ вiдпо-
вiдає лiнiйнiй частинi й N(Φ) нелiнiйнiсть. На кожному n-ом кроцi послi-
довних iтерацiй вирiшувалася вiдповiдна лiнiйна задача (тобто фактично
знаходився зворотнiй оператор L−1, що вiдповiдає надзвичайно великiй,
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але дуже розрiдженiй матрицi) i iтерацiйна процедура мала вигляд

Φn+1 = sλL−1N(Φn), (5.22)

зi стабiлiзуючим множником

s =
(Φ∗

n,Φn)

(Φ∗
n, L

−1N(Φn))
, (5.23)

де (u, v) ≡
∫
uv dxdy, i для кубiчної нелiнiйностi λ = 3/2. Помiтимо, що

можна також обрати (iнодi це дає бiльш швидку збiжнiсть)

s =
(Φ∗

n,Φn)

(L−1N(Φ∗
n), L

−1N(Φn))
, (5.24)

з λ = 3/4 в (5.22). Можна бачити, що права частина (5.22) має однорiднiсть
нуль стосовно Φ, i у такий спосiб забезпечує збiжнiсть. Збiжнiсть контролю-
ється сходженням до нуля величини |s−1|. Цей метод, що сходиться до фун-
даментального солiтону, аж нiяк не гарантує збiжностi до iнших розв’яз-
кiв. Тому зазначений метод використовувався поблизу точок бiфуркацiї,
що сходяться не обов’язково до фундаментального солiтону, але за умови,
що початкове наближення достатнє близько до топологiчно розшукувано-
го. У якостi стартового брався варiацiйний розв’язок (5.15) з обчисленими
A, a i s. Потiм, пiсля декiлькох iтерацiй (коли ставала очевидної збiжнiсть
саме до фундаментального солiтону, який ми не розшукуємо) застосовував-
ся метод Лакоби-Янга (знову таки вiдповiдним чином модифiкований, що
й дозволяє працювати не у фур’є-просторi) [277], що дозволяє знаходити
розв’язки, вiдмiннi вiд фундаментального солiтона, за умови, що початкове
наближення досить близько до потрiбного розв’язку. При досить повiльної
збiжностi iтерацiйна процедура все-таки наближалася до деякої нетривi-
альнiй структури. Потiм застосовувався метод Ньютона-Канторовича, уза-
гальнений на випадок нелiнiйних рiвнянь у частинних похiдних. Метод
Ньютона-Канторовича, що стартує з наближення, послiдовно обчисленого
двома попереднiми методами, дає дуже швидку збiжнiсть i звичайно всьо-
го лише через кiлька iтерацiй розв’язок перебуває з машинною точнiстю
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Рис. 5.1 Областi iснування азимутонiв на площини (µ, ω) ( усерединi вiд-
повiдних кривих). Крива 1: 2-пiковий з (-1,1). Крива 2: 4-пiковий з (-2,2).
Крива 3: 3-пiковий з (-1,2). Крива 4: 5-пiковий з (-2,3). Крива 5: 4-пiковий
з (-1,3). Крива 6: 5-пiковий з (-1,4).

(норма нев’язання ∼ 10−16). Виявилося можливим знайти кiлька варiантiв
розв’язкiв, вiдповiдних азимутонним солiтонам. Далi будемо характеризу-
вати їх (в доповнення до хiмiчного потенцiалу µ i частотi обертання ω)
двома позитивними цiлими k i l i позначати вiдповiдну структуру (−k, l)
(для визначеностi вважаємо l > k). Загальним правилом є: азимутонний
солiтон має k+ l пiкiв i k+ l+1 особливих точок у фазi з k+ l особливими
точками на периферiї iз зарядом m = 1 i однiєї особою точкою в центрi iз
зарядом m = −k, так що повний топологiчний заряд mtot = k + l − k = l

(iнакше, азимутонний солiтон може характеризуватися топологiчним заря-
дом mtot = l i числом пiкiв N = k + l). Областi iснування рiзних (−k, l)
азимутонiв на площинi (µ, ω) показанi на рис. 5.1. Приклади вiдповiдних
розв’язкiв (амплiтуди |Φ| i фази arg Φ) представленi на рис. 5.2–5.7. Точки
бiфуркацiї (кутовi точки на рис. 5.1) перебувають у повнiй вiдповiдностi
з аналiтичними пророкуваннями (5.13) i (5.14) якi, для числа пiкiв N i
топологiчного заряду mtot можна переписати у виглядi

ωlin =
2(2mtot −N)

N
, (5.25)

µlin = 2(N −mtot + 1) +
2(N −mtot)(2mtot −N)

N
. (5.26)

У цих точках вiдповiдний азимутонний розв’язок зникає (число частинок
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дорiвнює нулю) i виникає лiнiйна мода (5.12). Азимутоннi солiтони з одна-
ковим числом пiкiв можуть суттєво вiдрiзнятися своєю фазовою структу-
рою (див., наприклад, рис. 5.4., 5.5 i рис. 5.6, 5.7). Для азимутонiв з k = l (
тобто з парним числом пiкiв i N = 2mtot), параметр p (глибина модуляцiї),
вiдповiдає параметру у варiацiйному кутовому анзацi ∼ cosmθ+ ip sinmθ,
який випливає у цьому випадку з (5.15) (при цьому, p = (s− 1)/(s+1) для
пробної функцiї (5.15)), вводиться виразом p = max |ImΦ|/max |ReΦ|, де
Φ чисельно знайдений розв’язок. На вiдмiну вiд азимутонiв з непарним чи-
слом пiкiв, є тiльки одна особлива точка в центрi iз зарядом mtot = l = k.
На рис. 5.8 показана залежнiсть частоти обертання ω вiд глибини моду-
ляцiї p для дипольного азимутона з k = 1, l = 1. Видно, що результати
варiацiйного аналiзу добре узгоджуються з чисельними.

Стiйкiсть азимутонних солiтонiв дослiджувалася прямим чисельним
розв’язком динамiчного рiвняння (5.1) з початковою умовою у виглядi ази-
мутона. Абсолютно стiйкими ( тобто що не мiняють форму на довiльно ве-
ликих часах) виявляються, здається, тiльки азимутоннi солiтони iз двома
пiками (−1, 1). Область стiйкостi для таких азимутонiв на площинi (ω, µ)
показана на рис. 5.9. Зi збiльшенням частоти обертання область стiйкостi
звужується. При досить малих µ (точнiше, досить близьких до вiдповiдно-
го µlin для рiзних k i l), тобто досить малому числi частинок, азимутони
вищих порядкiв також можуть тривалий час (у порiвняннi з перiодом обер-
тання T = 2π/ω) еволюцiонувати без змiни форми. На рис. 5.10 показана
еволюцiя азимутонних солiтонiв iз трьома пiками (−1, 2) i п’ятьма пiками
(рис. 5.11 – структура (-2,3), 5.12 – структура (-1,4)). Видно, що азимутони,
обертаючись, еволюцiонують без змiни форми протягом декiлькох десяткiв
перiодiв обертання.
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Рис. 5.2 2-пiковий (дипольний) азимутонний солiтон с (-1,1), µ = 5, ω = 0.2.

Рис. 5.3 3-пiковий азимутон з (-1,2), µ = 5.1, ω = 0.68. Можна бачити
4 особливi точки: 3 на периферiї iз зарядом m = 1 (синє → червоне), i
1 особлива точка в центрi з m = −1 (червоне → синє). Загальний заряд
mtot = 3 · 1− 1 = 2 = l.

Рис. 5.4 4-пiковий азимутон з (-1,3), µ = 6, ω = 0.98. Видно 5 особливих
точок: 4 на периферiї iз зарядом m = 1, i 1 особлива точка в центрi з
m = −1. Загальний заряд mtot = 4 · 1− 1 = 3 = l.
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Рис. 5.5 4-пiковий азимутон з (-2,2), µ = 6.5, ω = 0.01. Одна особлива точка
в центрi з m = −2.

Рис. 5.6 5-пiковий азимутон з (-2,3), µ = 10, ω = 0.45. Можна бачити 6
особливих точок: 5 на периферiї iз зарядом m = 1, i 1 особлива точка в
центрi з m = −2. Загальний заряд mtot = 5 · 1− 2 = 3 = l.

Рис. 5.7 5-пiковий азимутон з (-1,4), µ = 7, ω = 1.12. Можна бачити 6
особливих точок: 5 на периферiї iз зарядом m = 1, i 1 особлива точка в
центрi з m = −1. Загальний заряд mtot = 5 · 1− 1 = 4 = l.
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Рис. 5.8 Залежнiсть частоти обертання ω 2-пiкового азимутона (−1, 1) вiд
глибини модуляцiї p для двох значень µ. Представленi результати варi-
ацiйного (кола й трикутники) i чисельного (суцiльна й пунктирна лiнiї)
аналiзу.

Рис. 5.9 Область 2 вiдповiдає стiйкостi 2-пiкового азимутона (−1, 1) на
площинi µ, ω (нормоване число атомiв у конденсатi, частота обертання). В
областi 1 азимутон нестiйкий, в областi 3 розв’язок не iснує.

5.1.2 Динамiчна генерацiя азимутонiв

У той час, як фундаментальнi солiтони, мультисолiтони й вихоровi
солiтони досить давно реалiзованi в експериментах з БЕК, вiдкритим за-
лишається практична реалiзацiя азимутонних солiтонiв. Тут ми покажемо,
як азимутони можуть бути динамiчним образом сгенерованi в ходi еволюцiї
досить простого початкового розподiлу.

Початкова умова для динамiчного рiвняння (5.1) бралася у виглядi
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Рис. 5.10 Стiйка динамiка 3-пiкового азимутона с (-1,2), µ = 5, ω = 0.7
(перiод обертання T ∼ 9). Верхнiй рядок: модуль амплiтуди й фаза в по-
чатковий момент часу t = 0. Нижнiй рядок: модуль амплiтуди й фаза при
t = 100.

Рис. 5.11 Стiйка динамiка 5-пiкового азимутона с (-2,3), µ = 7, ω = 0.4
(перiод обертання T ∼ 16).

Рис. 5.12 Стiйка динамiка 5-пiкового азимутона с (-1,4), µ = 5.5, ω = 1.19.
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гауссовського розподiлу з накладеною фазою ϕ(θ)

ψ(r, 0) = Ae−r
2/a2+iϕ(θ), (5.27)

де амплiтуда A i характерна ширина a є вiдповiдними варiацiйними вели-
чинами для фундаментального солiтона iз заданим значенням нормованого
числа частинок N : A2 = N /πa2, a4 = 1 +N /4π, а фаза має вигляд

ϕ(θ) =
2πmcn

N
при

2πn

N
< θ <

2π(n+ 1)

N
, (5.28)

де n = 0 . . . N − 1, mc негативне цiле й |mc| 6 N/2. Таким чином, на
фундаментальний солiтон накладає фаза, роздiлена на N фрагментiв, у
кожному з яких вiдбувається стрибок фази на 2πmc/N . Експериментально
така фаза може бути реалiзована методом фазового iмпринтiнгу [278].

Чисельне моделювання еволюцiї розподiлу (5.27) з фазою (5.28) при-
водить до генерацiї азимутона з N пiками, N+1 особливими точками, цен-
тральним топологiчним зарядом mc i повним зарядом (враховуючи N осо-
бливих точок на периферiї iз зарядом +1 кожна) mtot = N+mc = N−|mc|.
Виникаюче випромiнювання (брижi) поглиналося на границi чисельними
поглиначами. На рис. 5.13 показанi приклади генерацiї азимутонiв з 4 i 8
пiками й рiзними центральними топологiчними зарядами. Таким чином,
змiнюючи N i mc, можна одержати азимутон з довiльним числом пiкiв i
довiльною фазовою структурою.

5.2 Тривимiрнi мультисолiтони й азимутони

Результати, отриманi в попередньому пiдроздiлi для двовимiрних ази-
мутонiв, можна узагальнити й на тривимiрний випадок. Вiдповiдне рiвня-
ння Гросса-Пiтаєвського тепер має вигляд

i
∂ψ

∂t
= −∆ψ + (x2 + y2 + Ω2z2)ψ − σ|ψ|2ψ, (5.29)

де використанi пiдходящi безрозмiрнi змiннi, аналогiчнi введеним у пiдроз-
дiлi 4.4 при вивченнi тривимiрних вихорiв, i розглядається випадок притя-
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Рис. 5.13 Верхнiй ряд: амплiтуда й фаза через час t = 0.8, що виникли в
результатi еволюцiї початкового розподiлу (5.27), (5.28) з N = 4, mc = −1;
нижнiй ряд: те ж для розподiлу з N = 8, mc = −3.

гування мiж атомами σ = 1.
Рiвняння (5.29) зберiгає iнтеграл (нормоване чмсло частинок) N =∫

|ψ|2dr, z-компоненту кутового моменту Mz = Im
∫
[ψ∗(r×∇⊥ψ)]z dr, i

енергiю

E =

∫ {
|∇ψ|2 + (x2 + y2 + Ω2z2)|ψ|2 − σ

2
|ψ|4

}
dr. (5.30)

Шукаємо розв’язки рiвняння (5.29), якi є стацiонарними в системi ко-
ординат, що обертається з кутовою частотою ω. У цилiндричних коорди-
натах (r, z, φ), такi розв’язки вигляду

ψ(r, z, φ, t) = Φ(r, φ− ωt) exp(−iµt), (5.31)

де µ хiмiчний потенцiал в обертовiй системi координат, задовольняють рiв-
нянню

∂2Φ

∂r2
+

1

r

∂Φ

∂r
+

1

r2
∂2Φ

∂θ2
− iω

∂Φ

∂θ
+ µΦ− (r2 + Ω2z2)Φ + σ|Φ|2Φ = 0, (5.32)

де θ = φ − ωt. Хiмiчний потенцiал у лабораторнiй системi координат µl
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пов’язано з µ спiввiдношенням

µl = µ− ωMz/N . (5.33)

Далi обмежимося випадком сферично симетричної пастки Ω = 1. Рiв-
няння (5.32) можна переписати в декартових координатах

µΦ +∆Φ+ (x2 + y2 + Ω2z2)Φ− iω

(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
Φ + σ|Φ|2Φ = 0 (5.34)

i вирiшувалося чисельно з накладенням нульових граничних умов методом,
описаному в попередньому пiдроздiлi. У якостi початкової умови обиралася
(у декартових координатах) функцiя

Φ(r, z, θ) = Arme−r
2/a2−z2/b2(cosmθ + i p0 sinmθ), (5.35)

де m цiле. Параметр p0 визначає глибину модуляцiї iнтенсивностi азиму-
тона й, без втрати спiльностi, можна вважати 0 6 |p0| 6 1. Анзац (5.35)
не є розв’язком, але описує топологiю азимутонiв. Помiтимо, що випадок
p0 = 0 вiдповiдає необертовим мультипольним тривимiрним солiтонам (
тобто m = 1 – дипольному солiтону, m = 2 – квадрупольному i т.д.), у
той час як протилежний граничний випадок |p0| = 1 вiдповiдає радiально
симетричним тривимiрним вихорам з топологiчним зарядом m. Деталь-
не вивчення, включаючи аналiз стiйкостi, тривимiрних вихорiв у моделi
НРШ iз параболiчним потенцiалом проводилося в [258, 259]. Розглянутий
нами випадок 0 < |p0| < 1 вiдповiдає обертовим тривимiрним азимутонам.
Помiтимо, що рiвняння (5.34) з σ = 1 має локалiзованi розв’язки тiльки
якщо µl < 4 +Ω [259], де µl хiмiчний потенцiал в лабораторнiй системi ко-
ординат. Фундаментальнi солiтони рiвняння (5.34) з σ = 1 i Ω = 1 iснують
тiльки якщо µl < 3. Бiльш того, радiально симетричнi тривимiрнi вихори з
топологiчним зарядом m = 1 стiйкi, якщо 3.72 < µl < 5 (для Ω = 1) [259],
так що надалi розглядаємо область 3.75 < µ < 5. Швидкiсть збiжностi iте-
рацiйної процедури не залежить вiд вибору A, a, i p0 i завжди вибиралося
A = 1, a = b = 1, i p0 мiж 0 i 1. Дiйсна глибина модуляцiї p, яка подiбна
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Рис. 5.14 Залежнiсть частоти обертання ω тривимiрного дипольного ази-
мутона вiд глибини модуляцiї p для рiзних значень µ.

параметру p0 в (5.35), визначалася пiд час n -ой iтерацiї як

pn = max |ImΦn|/max |ReΦn|. (5.36)

Спочатку розглядаємо випадок m = 1. Iтерацiйна процедура монотонно

Рис. 5.15 Чисельно знайденi стацiонарнi локалiзованi (a), (c) необертовi
(ω = 0) i (b), (d) обертовi мультипольнi тривимiрнi розв’язки рiвняння
(5.34) з σ = 1, Ω = 1, i µ = 4.5: (a) Дипольний солiтон; (b) азимутон з 2
пiками iнтенсивностi й ω = 0.13, p = 0.43; (c) квадрупольний солiтон; (d)
азимутон з 4 пiками iнтенсивностi й ω = 0.3, p = 0.22. Показанi iзоповерхнi
амплiтуди в тривимiрному просторi.

збiгалася до розв’язку, що складає iз двох дипольно-образних структур у
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Рис. 5.16 Iнкремент нестiйкостi γ як функцiя глибини модуляцiї p для рi-
зних µ.

дiйснiй i уявної частинах Φ (дипольнвй азимутон, або, азимутон iз дво-
ма пiками iнтенсивностi). Якщо амплiтуди цих частин рiвнi (тобто p = 1)
ми одержуємо радiально симетричний тривимiрний вихор з топологiчним
зарядом m = 1. Якщо амплiтуди рiзнi (0 < p < 1), виникає обертовий три-
вимiрний азимутон; якщо амплiтуда уявної частини дорiвнює нулю (p = 0),
маємо необертовий дипольний солiтон. Кiнцеве значення p залежить (при
фiксованому µ) тiльки вiд частоти обертання ω i не залежить вiд початко-
вого вибору p0 (наприклад, початкова умова з ω = 0 i p0 = 1 збiгається до
необертовому дипольному солiтону з p = 0). Таким чином, для фiксованого
хiмiчного потенцiалу µ, iснує безперервне сiмейство азимутонiв з рiзними
p (або, еквiвалентно, ω). При цьому чисельнi азимутоннi розв’язки можуть
бути знайденi з точнiстю аж до машинної ∼ 3 · 10−16, хоча звичайно iтера-
цiйна процедура зупинялася, коли норма нев’язання падала нижче 10−11.
Змiнюючи початкову топологiю й вибираючи m = 2, подiбним же чином
можна знайти тривимiрнi квадрупольнi (iз чотирма пiками) мультисолiто-
ни й азимутони. Залежнiсть частоти обертання ω дипольного азимутона
вiд глибини модуляцiї p для рiзних µ представлена на рис. 5.14. На рис.
5.15 представленi приклади чисельно знайдених розв’язкiв рiвняння (5.34)
з σ = 1 i Ω = 1, µ = 4.5: (a) дипольний солiтон з ω = 0, p = 0; (b) азимутон
з 2 пiками iнтенсивностi й ω = 0.13, p = 0.43; (c) квадрупольний солiтон з
ω = 0, p = 0; (d) азимутон з 4 пiками iнтенсивностi й ω = 0.3, p = 0.22.



291

Для аналiзу стiйкостi стацiонарних розв’язкiв представимо хвильову
функцiю ψ(r, t) в еволюцiйному рiвняннi (5.29) у виглядi

ψ(r, t) = [φ0(r) + ε(r, t)]e−iµt, (5.37)

де стацiонарний розв’язок φ0 збурене малим ε. Завдяки вiдсутностi ра-
дiальної симетрiї задача на власнi значення для визначення iнкремен-
та нестiйкостi γ (пiсля стандартної лiнеаризацiї й пiдстановки ε(r, t) ∼
ν(r) exp(γt)) на N ×N ×N просторовiй сiтцi вiдповiдає знаходженню вла-
сних значень комплексної неермiтової 2N 3 × 2N 3 матрицi й для розумних
N (наприклад, N > 100) являє собою практично нездiйсненну задачу. За-
мiсть цього, скористаємося методом, подiбним описаному в 4.4. Пiдставимо
(5.37) в рiвняння (5.29), i будемо вирiшувати задачу Кошi для лiнеаризо-
ваного рiвняння

i
∂ε

∂t
+ µlε+∆ε− (x2 + y2 + Ω2z2)ε+ 2|φ0|2ε+ φ2

0ε
∗ = 0 (5.38)

p якимось малим початковим ε. Остаточнi результати виявляються не чу-
тливими до конкретного вибору ε(r, 0). Хiмiчний потенцiал у лабораторнiй
системi координат визначається з (5.33). При нестiйкiй динамiцi, розв’язки
ε(r, t), перетерплюючи, загалом кажучи, осцiлляцiї, експоненцiально зро-
стають у часi й оцiнку iнкремента нестiйкостi γ можна написати у виглядi

γ =
1

2∆t
ln

{
P (t+∆t)

P (t)

}
, (5.39)

де P (t) =
∫
|ε|2dr i t передбачається досить великим. На рис. 5.16 показана

залежнiсть iнкремента γ вiд глибини модуляцiї p для азимутонiв з двома
пiками iнтенсивностi й рiзними значеннями хiмiчного потенцiалу µ (нага-
даємо, що ми розглядаємо область 3.75 < µ < 5). Iнкремент нестiйкостi
для розв’язкiв з p . 0.7 виявляється вiдмiнним вiд нуля γ ̸= 0 для всiх
µ, i областi стiйкостi не iснує. Зокрема, усi необертовi тривимiрнi дипольнi
солiтони виявляються нестiйкими. Iнкремент зменшується зi збiльшенням
µ i може бути дуже малим, якщо µ досить близько до 5. Картина, однак,
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Рис. 5.17 Верхнiй рядок: нестiйка динамiка тривимiрного необертового
(ω = 0,p = 0) дипольного солiтона с µ = 4.2. Початковий стан не збурено
. Середнiй рядок: нестiйка динамiка тривимiрного азимутона з 2 пiками й
ω = 0.18, p = 0.3, µ = 4.2. Початковий стан азимутона збурено бiлим шу-
мом з параметром ϵ = 0.005. Нижнiй рядок: стiйка динамiка тривимiрного
азимутона з 2 пiками й ω = 0.285, p = 0.73, µ = 4.2. Початковий стан
збурений бiлим шумом з параметром ϵ = 0.08.

змiнюється, коли глибина модуляцiї перевищує деяке критичне значення
pcr ∼ 0.7. При цьому, iнкремент нестiйкостi падає до нуля γ = 0, з’являє-
ться область стiйкостi й азимутони з p & 0.7 є стiйкими. Критичне значення
pcr слабко мiняється зi змiною µ. Усi мультисолiтони й азимутони вищих
порядкiв (квадрупольнi i т.д.) виявляються нестiйкими ( для тривимiрних
радiально симетричних вихорiв p = 1 i m ≥ 2 це було показано в [259]).

Для пiдтвердження результатiв лiнiйного аналiзу стiйкостi, вихiдне
нелiнiйне динамiчне рiвняння (5.29) чисельно вирiшувалося з початковими
умовами у виглядi знайдених стацiонарних розв’язкiв i додаванням гаус-
совського шуму. Початкове умова бралася у виглядi φ0[1 + ϵξ(r)], де φ0(r)

знайдений розв’язок, ξ(r) бiлий гауссiвський шум з дисперсiєю σ2 = 1 i
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параметр ϵ = 0.005÷0.1. Нестiйка (згiдно з передбаченнями лiнiйного ана-
лiзу) динамiка необертового (p = 0) тривимiрного дипольного солiтона з
µ = 4.2 показана у верхньому рядку рис. 5.17. У середньому рядку пред-
ставлена нестiйка еволюцiя обертового тривимiрного азимутона iз двома
пiками iнтенсивностi й µ = 4.2, ω = 0.18, i p = 0.3 (тобто в областi не-
стiйкостi). При цьому, у початковий момент часу t = 0 накладалося слабке
шумове збурення з ϵ = 0.005 . Азимутон повнiстю руйнувався пiсля одного
перiоду обертання . Стiйка динамiка тривимiрного азимутона з µ = 4.2,
ω = 0.285 i глибиною модуляцiї p = 0.73 (тобто перевищуючої критичну,
в областi стiйкостi) показана в нижньому рядку рис. 5.17. При цьому по-
чатковий стан азимутона обурювалося досить сильним шумом (ϵ = 0.08).
Спостережуваний перiод обертання азимутона повнiстю узгождується з те-
оретичним T = 2π/ω ∼ 22. Азимутон очищається вiд шуму (випромiнюва-
ння, що випускається, поглиналося на границi чисельними поглиначами),
вiдновлюючи первiсну незбурену форму, i без змiни форми еволюцiонує
протягом багатьох десяткiв перiодiв обертання.

5.3 Результати до роздiлу 5

1. У моделi нелiнiйного рiвняння Шредингера iз зовнiшнiм параболiчним
потенцiалом чисельно знайденi двовимiрнi та тривимiрнi вiдокремленi
нелiнiйнi структури, що є промiжними мiж солiтонами (мультисолiто-
нами) та радiально симетричними вихоровими солiтонами. Знайденi
азимутоннi солiтони, на вiдмiну вiд ранiше вiдомих мультисолiтонiв
й вихорових солiтонiв, характеризуються (крiм швидкостi) чотирма
незалежними параметрами: нелiнiйним зсувом частоти (iнакше, хi-
мiчним потенцiалом в Бозе-Ейнштейнiвських конденсатах, або, еквi-
валентно, амплiтудою), частотою обертання, топологiчним зарядом i
числом пiкiв. По сутi, мультисолiтони та вихори є окремим випадком
азимутонiв з парним числом пiкiв, що вiдповiдають нульовiй та оди-
ничнiй глибинi модуляцiї азимутона.
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2. Продемонстрована можливiсть генерацiї азимутонних солiтонiв з фун-
даментального солiтона, легко реалiзованого в експериментальних
умовах, i одночасного накладення розривних фаз на фундаменталь-
ний солiтон. При цьому, контролюючи просторову структуру фаз, мо-
жна одержати азимутони з довiльним (заданим наперед) числом пiкiв
i довiльною фазовою структурою (числом особливих точок та цен-
тральним топологiчним зарядом).

3. Знайдена область стiйкостi двовимiрного азимутона iз двома пiками на
площинi параметрiв хiмiчний потенцiал-частота обертання. Чисельний
аналiз стiйкостi показує, що двовимiрнi азимутони з трьома й бiльш
пiками iнтенсивностi можуть десятки перiодiв обертання еволюцiону-
вати без помiтної змiни форми, при умовi, що число атомiв в азиму-
тонному солiтонi досить мало.

4. Знайдено умови стiйкостi тривимiрних азимутонiв iз двома пiками.
Стiйкiсть досягається при досить малому числi частинок та переви-
щеннi глибини модуляцiї деякого критичного значення. При цьому
азимутон виживає й еволюцiонує без змiни форми навiть при початко-
вому накладеннi на нього досить сильної шумовий добавки. Тривимiр-
нi необертовi дипольнi солiтони завжди виявляються нестiйкими.



РОЗДIЛ 6

Векторнi локалiзованi структури в двокомпонентних

Бозе-Ейнштейнiвських конденсатах

Змiст цього роздiлу вiдображено в роботах [13, 24].

6.1 Двовимiрнi векторнi пари солiтон-вихор i

вихор-вихор

Двокомпонентнi Ейнштейнiвськi-Бозе конденсати (БЕК) в останнi ро-
ки залучають до себе все зростаючий iнтерес через новi можливостi, що
вiдкриваються для ряду важливих фiзичних застосувань, таких як коге-
рентне зберiгання й обробка оптичних полiв ("зупинка свiтла") [279, 280],
квантова обробка iнформацiї i квантова интерферометрiя [281] та iн. Експе-
риментально двокомпонентний БЕК реалiзується одночасним утриманням
в пастку атомiв рiзних сортiв, наприклад сумiшi 41K–87Rb [282] або 7Li–
133Cs, або атомiв того самого iзотопу, наприклад 87Rb [283, 284] або 23Na
[285], але в станах з рiзним повним кутовим моментом (надтонка стру-
ктура атомних рiвнiв, що виникає через взаємодiю електронiв зi спином
ядра). Чисто магнiтне втримання заморожує спiнову динамiку [284, 286], у
той час як в пастках з оптичним утриманням можливе створення спiнор-
ного конденсату [287]. З теоретичної точки зору, двокомпонентний БЕК
у наближеннi середнього поля описується двома зв’язаними рiвняннями
Гросса-Пiтаєвського [241] для хвильових функцiй окремих компонентiв.

Як вiдзначалося в попередньому роздiлi, взаємодiю мiж атомами мо-
жна контролювати (включаючи плавну змiну вiд вiдштовхувальної взаємо-
дiї до притягувальної) за допомогою резонансу Фешбаха [242]. При цьому,
як показали нещодавнi експерименти [288, 289], можна успiшно контролю-
вати не тiльки взаємодiю мiж атомами усерединi кожної з компонентiв, але
й взаємодiю мiж атомами рiзних компонентiв.

Подiбно скалярному випадку, рiзнi типи нелiнiйних хвиль матерiї мо-

295
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жуть бути знайденi й для двокомпонентного конденсату. Вони включають
як пари одновимiрних фундаментальних солiтонiв [290–292], так i нелi-
нiйнi структури характернi тiльки для двокомпонентного БЕК: експери-
ментально спостерiгалися й теоретично вивчалися одномiрнi векторнi солi-
тоннi пари темний-свiтлий солiтон [293–295], темний-темний [296], темний-
антитемний (провал i горб на постiйних фонах), свiтлий-антитемний (лока-
лiзований солiтон у першої компонентi й горб на постiйному фонi в другий)
[295, 297], солiтоннi доменнi стiнки [298–300]. Двовимiрнi й тривимiрнi ве-
кторнi солiтони розглядалися в роботах [301–303] тiльки для випадку вiд-
штовхувальної взаємодiї мiж компонентами конденсату. Випадок притягу-
вання мiж компонентами практично не дослiджувався й тiльки одномiрнi
векторнi стани були розглянутi в [304, 305]. Проте, двовимiрний i тривимiр-
ний випадки вимагають особливої уваги, оскiльки в скалярному випадку
(одна компонента) притягувальна взаємодiя може вести до колапсу.

У даному пiдроздiлi розглядаються двовимiрнi векторнi пари солiтон-
вихор i вихор-вихор у двокомпонентному БЕК з внутрiшнкомпонентною
притягувальною взаємодiєю або вiдштовхувальною мiжкомпонентною вза-
ємодiєю й показана можлива стiйкiсть таких пар.

6.1.1 Модельнi рiвняння

Будемо розглядати двокомпонентний конденсат, що мiстить сумiш
двох рiзних спiнових станiв того самого iзотопу. Припускаємо також, що
нелiнiйна взаємодiя слабка по порiвнянню iз силою утримання в поздов-
жньому ( уздовж осi z) напрямку. У цьому випадку двокомпонентний БЕК
описується двовимiрними зв’язаними рiвняннями Гросса-Пiтаевського

i~
∂Ψ1

∂t
=

[
− ~2

2M
∆⊥ + Vext(r) + g11|Ψ1|2 + g12|Ψ2|2

]
Ψ1, (6.1)

i~
∂Ψ2

∂t
=

[
− ~2

2M
∆⊥ + Vext(r) + g21|Ψ1|2 + g22|Ψ2|2

]
Ψ2, (6.2)
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де M маса атомiв, Vext(r) = Mω2
⊥(x

2 + y2)/2 зовнiшнiй утримуючий гар-
монiчний потенцiал, i ∆⊥ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 двовимiрний лапласiан. Вза-
ємодiя мiж атомами характеризується коефiцiєнтами gij = 4π~2aij/M , де
aij = aji довжини s-розсiювання для парної взаємодiї мiж атомами в ста-
нах |i⟩ i |j⟩. Помiтимо, що g11 = g22 i g12 = g21. Уводячи безрозмiрнi змiннi
(x, y) → (x/l, y/l), t → ω⊥t, Ψj → Ψj

√
~ω⊥/(2|g11|), g12 → −g12/|g11|,

g11 → −g11/|g11|, де l =
√
~/(Mω⊥), перепишемо рiвняння (6.1) i (6.2) у

виглядi

i
∂Ψ1

∂t
=
[
−∆⊥ + x2 + y2 − |Ψ1|2 − g12|Ψ2|2

]
Ψ1, (6.3)

i
∂Ψ2

∂t
=
[
−∆⊥ + x2 + y2 − g12|Ψ1|2 − |Ψ2|2

]
Ψ2. (6.4)

Надалi розглядаємо випадок притягування мiж атомами одного сорту
g11 = g22 = 1. В (6.3),(6.4) нехтується спiновою динамiкою (передбачає-
ться магнiтне утримання), так що взаємодiя зберiгає число частинок Nj

(j = 1, 2) кожного компонента

Nj =

∫
|Ψj|2d2r, (6.5)

i повну енергiю

E = E1 + E2 −
1

2
g12

∫
|Ψ1|2|Ψ2|2d2r, (6.6)

де

Ej =

∫ {
|∇Ψj|2 −

1

2
|Ψj|4 + (x2 + y2)|Ψj|2

}
d2r. (6.7)

У зв’язку iз цим помiтимо, що в нелiнiйнiй оптицi, де аналогiчна мо-
дель (без зовнiшнього потенцiалу), описує поширення пучка електромагнi-
тного поля iз двома ортогонально поляризованими компонентами [60] i при
цьому нелiнiйнi коефiцiєнти завжди мають однаковий знак.
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6.1.2 Стацiонарнi солiтон-вихоровi пари

Будемо шукати стацiонарнi розв’язки системи рiвнянь (6.3) , (6.4) у
виглядi

Ψj(r, t) = ψj(r)e
−iµjt+imjφ (6.8)

де mj топологiчний заряд j-ого компонента, µj хiмiчний потенцiал, r =√
x2 + y2 i φ полярний кут. Пiдставляючи (6.8) в (6.3) i (6.4), маємо

µ1ψ1 +∆(m1)
r ψ1 − r2ψ1 + (|ψ1|2 + g12|ψ2|2)ψ1 = 0, (6.9)

µ2ψ2 +∆(m2)
r ψ2 − r2ψ2 + (g12|ψ2|2 + |ψ2|2)ψ2 = 0, (6.10)

де ∆
(m)
r = d2/dr2 + (1/r)(d/dr)− (m2/r2). Як вказувалося вище, взаємодiя

мiж рiзними компонентами може змiнюватися в широких межах, включа-
ючи змiну знака. В бiльшостi експериментiв, однак, взаємодiя мiж атомами
рiзних компонентiв звичайно слабкiше взаємодiї мiж атомами однiєї й тiєї
ж компоненти. Таким чином, g12 можна розглядати в якостi вiльного па-
раметра, що змiнюється в межах −1 ≤ g12 ≤ 1. Наступний аналiз показує,
що результати якiсно не залежать при змiнi параметра межкомпонентної
взаємодiї g12 в iнтервалах 0 ≤ g12 ≤ 1 i −1 ≤ g12 ≤ 0. Далi для визначе-
ностi фiксуємо g12 = ±0.5 для випадкiв мiжкомпонентного притягування
та вiдштовхування вiдповiдно . Розглянемо спочатку випадок взаємодiї iз
притягуванням мiж компонентами g12 > 0.

Спочатку представимо результати варiацiйного аналiзу. Стацiонарнi
розв’язки рiвнянь (6.9) i (6.10) вигляду (6.8) реалiзують екстремум фун-
кцiонала енергiї E при фiксованих кiлькостях частинок N1 i N2. Вибираємо
наступнi пробнi функцiї

ψj(r) = hj

(
r

aj

)|mj |
exp

(
− r2

2a2j
+ imjφ

)
, (6.11)

якi вiдповiдають локалiзованому векторному стану (m1,m2) з топологiчни-
ми зарядами (завихоренностями) m1 i m2 для компонентiв |1⟩ i |2⟩ вiд-
повiдно, aj i hj невiдомi параметри, обумовленi варiацiйною процедурою.
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Параметри h1 i h2 виключаються з використанням умов нормування (6.5),
що дає спiввiдношення Nj = mj!πh

2
ja

2
j . Таким чином, залишаються два

варiацiйнi параметри a1 i a2. Пiдставляючи (6.11) в (6.12), знайдемо для
функцiонала E вирази

E = E1 + E2 + E12,

де

Ej =
Nj

a2j

(
mj + 1−

N 2
j (2mj)!

41+mjπ(mj!)2

)
+Nja

2
j(mj + 1),

i

E12 = −1

2
g12N1N2

a
2|m1|
1 a

2|m2|
2

(a21 + a22)
1+|m1|+|m2|

(m1 +m2)!

πm1!m2!
.

Розв’язуючи варiацiйнi рiвняння ∂E/∂aj = 0 при фiксованих Nj, можна
знайти варiацiйнi параметри наближених аналiтичних розв’язкiв з рiзни-
ми m1 i m2. Далi зосередимо увагу на випадку з m1 = 0 i m2 = 1, який
вiдповiдає векторнiй парi солiтон-вихор. Результати варiацiйного аналiзу
для цього випадку й g12 > 0 (притягування мiж компонентами) показанi
на рис. 6.1 i рис. 6.2 пунктирними лiнiями. Цi результати є стартовою то-
чкою для наступного чисельного аналiзу. Рiвняння (6.9) i (6.10) чисельно

Рис. 6.1 Нормованi числа атомiв N1 i N2 кожної з компонентiв як функцiї
хiмiчного потенцiалу другого компонента µ2 при фiксованому µ1 для ве-
кторної пари солiтон-вихор (m1 = 0, m2 = 1) (випадок притягування мiж
компонентами).

розв’язувались на радiальнiй сiтцi iтерацiйною процедурою, подiбної мето-
ду стабiлiзуючого множника Петвiашвiлi [127, 226]. Початкове наближення
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бралося за результатами варiацiйного аналiзу. Результати чисельного ана-
лiзу показанi колами на рис. 6.1 та рис. 6.2. Видно, що варiацiйнi результати
перебувають в гарнiй згодi iз чисельними.

Стацiонарнi векторнi стани утворюють двохпараметричне сiмейство
з параметрами µ1 i µ2. На рис. 6.1 показанi залежностi числа атомiв ко-
жного компонента векторної пари солiтон-вихор (0, 1) вiд хiмiчного по-
тенцiалу вихорової компоненти µ2 при фiксованому значеннi хiмiчного по-
тенцiалу солiтонної компоненти µ1. Область iснування обмежена кривими,
обумовленими умовою µ2|N1=0 ≤ µ2 ≤ µ2|N2=0. Для кожного значення µ1,
де розв’язок iснує, може бути знайдена залежнiсть подiбна представленої
на рис.6.1 . Це дозволяє знайти область iснування векторної пари солiтон-
вихор (0, 1) на (µ1, µ2)–площинi, яка показана на рис. 6.2. Вiдомо [258], що
для двовимiрної скалярної локалiзованої структури в БЕК з притягуван-
ням, хiмiчний потенцiал обмежений зверху умовою µ < µmax = 2(m + 1),
де m топологiчний заряд, i N → 0 при µ → µmax. З рис. 6.2 видно, що
величина µmax зменшується в присутностi другого компонента, якщо мiж-
компонентна взаємодiя є притягувальною (g12 > 0). Обидвi компоненти
зникають у точцi (µ1, µ2) = (2m1 + 2, 2m2 + 2). Приклади радiальних про-

Рис. 6.2 Область iснування векторного стану солiтон-вихор (m1 = 0,
m2 = 1) на (µ1, µ2)-площинi для випадку мiжкомпонентного притягува-
ння. Кола вiдповiдають чисельно знайденим границям. Пунктирнi кривi
показують результати варiацiйного аналiзу. На верхнiх i нижнiх границях
областi iснування векторнi стани вироджуються в чисто скалярний стан з
N1 = 0 (вихор) i N2 = 0 (солiтон) вiдповiдно. Трикутниками вiдзначена
область стiйкостi.
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фiлiв векторної пари солiтон-вихор (0, 1) представленi на рис. 6.3. Цiкаво
вiдзначити, що коли амплiтуда вихорового компонента досить велика, про-
фiль солiтонної компоненти має досить виражене плато. Таке вiдхилення
вiд гауссоподiбної форми веде до помiтних вiдмiнностей мiж чисельними й
варiацiйними залежностями на рис. 6.1. Подiбним чином можуть бути зна-
йденi й iншi векторнi пари: (0, 2), (−1, 1), (−2, 2) i т.д., однак вони завжди
виявляються нестiйкими (дивися нижче).

Рис. 6.3 Чисельно знайденi розв’язки у виглядi пари солiтон-вихор системи
рiвнянь (6.9),(6.10) для випадку притягування мiж компонентами g12 > 0
при фiксованому µ1 = −2 для рiзних µ2.

6.1.3 Стiйкiсть стацiонарних розв’язкiв

Для аналiзу стiйкостi векторної пари, представимо хвильову функцiю
у виглядi

Ψj(r, t) = {ψj(r) + εj(r, t)} e−iµjt+imjφ, (6.12)

де стацiонарний розв’язок ψj(r) збурено малим εj(r, t), i линеаризуємо рiв-
няння (6.3),(6.4) стосовно εj. Основна iдея полягає у виставi збурення у
виглядi суперпозицiї мод з рiзною азимутальною симетрiєю. Оскiльки збу-
рення передбачаються малими, стiйкiсть кожної лiнiйної моди може бути
проаналiзована незалежно. Представляючи збурення у виглядi

εj(r, t) = uj(r)e
iωt+iLφ + v∗j (r)e

−iω∗t−iLφ,
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Рис. 6.4 Залежнiсть iнкремента нестiйкостi азимутальних мод L = 1 i L = 2
вiд µ2 при фiксованому µ1 = 2. Мода L = 2 має бiльш широку область
нестiйкостi.

можна одержати наступну задачу на власнi значення
L̂
(+)
12 α1 β12 β12

−α1 −L̂(−)
12 −β12 −β12

β12 β12 L̂
(+)
21 α2

−β12 −β12 α2 −L̂(−)
21

U = ωU (6.13)

де U = (u1, v1, u2, v2) власний вектор i ω власне значення (загалом кажучи,
комплекснi), αj = ψ2

j , β12 = g12ψ1ψ2, L̂
(±)
ij = µi+∆

(mi±L)
r − r2 +2ψ2

i + gijψ
2
j .

Цiле число L визначає порядок азимутальної моди. Ненульовi комплекснi
частини ω вiдповiдають нестiйкостi стану |ψ1, ψ2⟩ с iнкрементом нестiйкостi
γL = max |Imω| .

Задача на власнi значення (6.13) вирiшувалася чисельно iз застосу-
ванням кiнцево-рiзницевої апроксимацiї. Для пари (0, 1) залежнiсть iнкре-
мента нестiйкостi γL азимутальних мод збурення з L = 1 i L = 2 вiд µ2 при
фiксованому µ1 показана на рис. 6.4. Помiтимо, що вище деякого крити-
чного µ2 усi iнкременти зникають, тим самим гарантуючи стiйкiсть стану
(0, 1) стосовно азимутальних збурень. У випадку притягування мiж ком-
понентами g12 > 0 границя стiйкостi визначається модою L = 2. Подiбну
ж залежнiсть iнкремента γL вiд µ2 можна одержати й для iнших значень
µ1. Обчислення iнкремента нестiйкостi γL проводилося для значень азиму-
тального числа аж до L = 5. У всiх дослiджених випадках азимутальна
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стiйкiсть визначалася зникненням iнкремента моди L = 2 . Вiдповiдна
границя стiйкостi показана трикутниками на рис. 6.2. Помiтимо, що у ви-
родженому скалярному випадку ψ1 = 0 порiг стiйкостi µ2 = 2.552 для
вихору ψ2 iз зарядом m2 = 1 збiгається зi значенням, отриманим в [258].
Подальший аналiз показує, що для векторних станiв солiтон-вихор (0, 2),
вихор-вихор (−1, 1), вихор-вихор (−2, 2) областей стiйкостi не iснує, хоча
в окремих випадках (як правило, для малих амплiтуд) iнкременти можуть
бути досить малими.

Для перевiрки результатiв лiнiйного аналiзу, динамiчнi рiвняння (6.3)
i (6.4) вирiшувалися чисельно з початковими умовами у виглядi чисельно
знайдених вище векторних пар. У повнiй згодi з лiнiйним аналiзом стiй-
костi, векторна пара солiтон-вихор (0, 1), обурена азимутальними модами
з L = 1 або L = 2, еволюцiонує без змiни форми на дуже бiльших ча-
сах при умовi, що вiдповiднi µ1 i µ2 належать областi стiйкостi. З iншого
боку, рис. 6.5 демонструє розвиток азимутальної нестiйкостi моди L = 2

для стану (0, 1) з µ1 = −2 i µ2 = 0.5 (тобто в областi нестiйкостi). Можна
бачити два горби, якi виникають на спочатку гладкому кiльцеподiбному
розподiлi iнтенсивностi. Далi вихор деформується, а потiм i вихор i солi-
тон розщеплюються на два фiламента з наступним колапсом. Помiтимо, що
нестiйкий стан (0, 1) у БЕК iз внутрiшньокомпонентною взаємодiєю з вiд-
штовхуванням [302] (нагадаємо, тут скрiзь розглядається випадок внутрi-
шньокомпонентного притягування) не колапсує, а зазнає складну динамiку
iз захопленням i поглинанням однiєї компоненти iншої.

6.1.4 Мiжкомпонентна взаємодiя з вiдштовхуванням

Тут представимо результати для випадку взаємодiї з вiдштовхуван-
ням g12 < 0 мiж рiзними компонентами. Область iснування, областi стiйко-
стi й нестiйкостi на (µ1, µ2)-площинi для пари солiтон-вихор (0, 1) показанi
на рис. 6.6. Бачимо, що взаємодiя з вiдштовхуванням приводить до збiльше-
ння максимального хiмiчного потенцiалу µmax (для кожного компонента) у
порiвняннi з значенням µ = 2 (солiтон) або µ = 4 (вихор) для чисто скаляр-
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Рис. 6.5 Нестiйка динамiка векторної пари солiтон-вихор ( m1 = 0, m2 = 1)
с µ1 = −2, µ2 = 0.5. Показанi абсолютнi величини |ψ1| i |ψ2|. Бiльш темнi
областi вiдповiдають бiльш високим амплiтудам.

них розв’язкiв. Стiйкiсть векторних станiв дослiджувалася за допомогою
лiнiйного аналiзу, описаного вище. Стани (0, 2), (−1, 1), (−2, 2) виявляю-
ться нестiйкими. На рис. 6.7 представленi приклади радiальних профiлiв
нестiйкої та стiйкої векторної пари солiтон-вихор (0, 1) . На рис. 6.8 показа-
на залежнiсть iнкрементiв нестiйкостi γL вiд хiмiчного потенцiалу вихору
µ2 при фiксованому хiмiчному потенцiалi солiтона µ1 для азимутальних
збурень iз L = 1 i L = 2. Iнкременти зникають, якщо µ2 перевищує деяке
критичне значення. На вiдмiну вiд випадку мiжкомпонентного притягува-
ння видно, що границя стiйкостi визначається азимутальним збуренням з
L = 1. Приклад нестiйкої динамiки пари солiтон-вихор (0, 1) наведено на
рис. 6.9. Вiдзначимо, що хоча початковий стан руйнується, колапсу, як у
випадку iз притягуванням, не вiдбувається.

6.2 Векторнi пари солiтон-азимутон i азимутон-

азимутон

Аналогiчно розглянутим у попередньому пiдроздiлi станам солiтон-
вихор i вихор-вихор, у двокомпонентних конденсатах можна увести в роз-
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Рис. 6.6 Те ж, що на рис. 6.2 для випадку вiдштовхування мiж компонен-
тами.

Рис. 6.7 Чисельно знайденi розв’язки системи (6.9), (6.10) у виглядi пари
солiтон-вихор для випадку вiдштовхування мiж компонентами при фiксо-
ваному µ1 = −2 з стiйкої (права панель) i нестiйкої (лiва панель) областей.

Рис. 6.8 Те ж, що на рис. 6.4 для випадку мiжкомпонентного вiдштовхуван-
ня g12 < 0. На вiдмiну вiд випадку iз притягуванням g12 > 0 порiг стiйкостi
визначається модою L = 1 .
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Рис. 6.9 Розвиток нестiйкостi моди L = 1 для векторної пари m1 = 0,
m2 = 1 з µ1 = −2, µ2 = 3.5. Випадок мiжкомпонентного вiдштовхування.
Показанi абсолютнi величини |ψ1| i |ψ2| на рiзних часах.

гляд векторнi пари солiтон-азимутон i азимутон-азимутон.

6.2.1 Стацiонарнi розв’язки солiтон-азимутон i азимутон-

азимутон

Шукаємо розв’язки рiвнянь (6.3) i (6.4), якi є стацiонарними в системi
координат, що обертається з кутовий частотою ω. У полярних координатах
(r, φ) маємо (j = 1, 2):

Ψj(r, φ, t) = Φj(r, φ− ωt) exp(−iµjt). (6.14)

У декартових координатах рiвняння для стацiонарних станiв (6.14) мають
вигляд

µ1Φ1 +∆⊥Φ1 − (x2 + y2)Φ1 − iω

(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
Φ1 + (|Φ1|2 + g12|Φ2|2)Φ1 = 0,

(6.15)

µ2Φ2 +∆⊥Φ2 − (x2 + y2)Φ2 − iω

(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
Φ2 + (g21|Φ1|2 + |Φ2|2)Φ2 = 0.

(6.16)



307

Для знаходження нових двокомпонентних розв’язкiв, вiдмiнних вiд
розглянутих у попередньому пiдроздiлi, використовуємо формалiзм, роз-
витий у роздiлi 5 дисертацiї. Саме, припустимо, що кожний компонент ха-
рактеризується цiлим числом (топологiчним зарядом) lj i має просторову
структуру Φj ∼ f(r)rlj(cos(ljθ) + ipj sin(ljθ)), де θ = φ − ωt i f(r) фун-
кцiя, кiнцева в нулi й досить швидко спадає на нескiнченностi (швидше
будь-якого зворотньому ступеня r). Випадок lj = 0 вiдповiдає фундамен-
тальному солiтону в j-iй компонентi. При lj ̸= 0 змiна дiйсного параметра
0 ≤ pj ≤ 1, що визначає глибину модуляцiї густини конденсату в кожнiй
компонентi, переводить вiдповiдний розв’язок вiд дiйсного мультисолiтона
∼ cos(ljθ) (для pj = 0) у радiально симетричний вихоровий солiтон з фа-
зовим множником ∼ exp(iljθ) (для pj = 1). Промiжнi стани 0 < pj < 1

вiдповiдають азимутонному солiтону в j-iй компонентi. Вiдмiтимо також,
що модуляцiйний параметр pj визначає кутовий момент кожної компоненти
Mj = Im

∫
Φ∗
j∂θΦj d

2r ∼ 2πljpjNj.
Просторова структура, зазначена вище, бралася в якостi початкового

наближення при розв’язку системи (6.15), (6.16) чисельним методом, опи-
саним у роздiлi 5, при накладеннi нульових граничних умов. Модуляцiйний
параметр кожної компоненти визначався iз чисельно знайдених розв’язкiв
наступним чином : pj = max |ImΦj|/max |ReΦj|.

Розглянемо спочатку випадок, коли густина першої компоненти бе-
реться у виглядi фундаментального солiтона, характеризуємого зарядом
l1 = 0. Друга компонента має ненульовий топологiчний заряд l2 = 1. То-
дi, для рiзних значень хiмiчних потенцiалiв µj, можна знайти стацiонарнi
розв’язки у виглядi солiтон-азимутонних пар. Змiнюючи ω можна знайти
азимутони з довiльними pj i, отже, iснує безперервне сiмейство азимутонiв,
параметризоване значенням pj. Приклади чисельно знайдених розв’язкiв у
виглядi векторної пари солiтон-азимутон представленi на рис. 6.10. Зале-
жностi нормованого числа атомiв Nj у кожнiй компонентi й повне нормова-
не число атомiв N = N1+N2 вiд хiмiчного потенцiалу µ1 солiтонної компо-
ненти показанi на рис. 6.11. Видно, що є деяке критичне значення повного
числа атомiв, нижче якого iснування пари солiтон-азимутон неможливо. Це
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Рис. 6.10 Векторна пара солiтон-азимутон з топологiчними iндексами l1 = 0
i l2 = 1 для µ1 = −2 (N1 = 10.3) i µ2 = 3 (N2 = 4.3). Вiдмiннiсть мiж
випадками (a) та (b) визначається частотою обертання пари ω i параметром
модуляцiї p2, саме, (a) ω = 0.13, p2 = 0.28, i (b) ω = 0.23, p2 = 0.72.

Рис. 6.11 Для векторної пари солiтон-азимутон (l1 = 0 i l2 = 1) показанi
залежностi числа частинок N1,2 в кожної з компонент i загального числа
частинок N = N1 +N2 вiд хiмiчного потенцiалу µ1 для (a) µ2 = 1 i ω = 1,
i (b) µ2 = 3 та ω = 0.2.

критичне значення зменшується зi зменшенням кутової частоти обертан-
ня ω. Чисельно знайдене розв’язок у виглядi пари солiтон-азимутон (0, 2)

показано на рис. 6.12. Досить цiкаво вiдзначити, що в результатi взаємодiї
з азимутонною компонентою, у вiдмiннiсть як вiд скалярних двовимiрних
солiтонiв, так i вiд розглянутих в роздiлi 6.1 векторних пар солiтон-вихор,
амплiтуда солiтонної компоненти |Φ1| не має радiальної симетрiї. Фаза ква-
друпольної азимутонної компоненти arg Φ2 на рис. 6.12 вказує на тополо-
гiчний заряд l2 = 2 з набiгом фази 4π навколо центру.
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Рис. 6.12 Верхнiй рядок: Векторний стан солiтон-азимутон з l1 = 0 i l2 =
2. Iншi параметри: µ1 = −2 (N1 = 12.2) i µ2 = 1 (N2 = 30.7), частота
обертання ω = 0.6, глибина модуляцiї p2 = 0.24. Нижнiй рядок: фазова
структура вiдповiдних компонент.

Рис. 6.13 Залежнiсть частоти обертання азимутона ω вiд модуляцiйного
параметра p2 для µ1 = −2 i µ2 = 1 (квадрати), µ2 = 2 (кола), µ2 =
3 (трикутники), для двох пар солiтон-азимутон: (a) (l1, l2) = (0, 1) i (b)
(l1, l2) = (0, 2).

Сiмейства солiтон-азимутонних векторних пар з рiзними l2 залежать
вiд кутової швидкостi обертання ω або, еквiвалентно, вiд параметра мо-
дуляцiї p2. Залежнiсть частоти обертання вiд глибини модуляцiї фази в
другiй компонентi, показанi для азимутонiв iз двома й чотирма пiками iн-
тенсивностi на рис. 6.13 для фiксованого хiмiчного потенцiалу солiтонної
компоненти µ1 = −2 i рiзних значеннях хiмiчного потенцiалу азимутон-
ної компоненти µ2. При вiд’ємному топологiчному зарядi l2 < 0, сiмейство
розв’язкiв залишається однаковим при змiнi знака кутового моменту, тобто
на рис. 6.13 є дзеркальна симетрiя ω → −ω. Це чисельне спостереження
можна зрозумiти, використовуючи анзац Φj ∼ cos(ljθ) + ipj sin(ljθ) : помi-
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тимо, що єдиним доданком в (6.15), (6.16) чутливим до знака топологiчного
заряду, є −iω∂θΦ2 ∼ −iωl2 [− sin(l2θ) + ip2 cos(l2θ)]. Таким чином, розв’яз-
ку с l1 = 0 выродженi стосовно перетворень, що залишають iнварiантним
добуток ωl2 .

6.2.2 Стiйкiсть солiтон-азимутонних станiв

У цьому пiдроздiлi дослiджується стiйкiсть солiтон-азимутонних
розв’язкiв з l2 = 1. Помiтимо, що через вiдсутнiсть радiальної симетрiї в
азимутоннiй (i навiть у солiтоннiй) компонентi, чисельний метод лiнiйного
аналiзу стiйкостi, запропонований в пiдроздiлi 6.1 для пари солiтон-вихор,
безпосередньо незастосовна , а його узагальнення приводить до завдання
на власнi значення для матрицi таких розмiрiв (для досить прийнятного
дозволу на просторовiй сiтцi дискретизацiї), що ця задача не може бути
вирiшена на практицi. Замiсть цього, еволюцiйна система рiвнянь (6.3),
(6.4) вирiшувалася чисельно з початковими умовами у виглядi знайдених
векторних пар солiтон-азимутон (0, 1) i додаванням азимутального збу-
рення (для обох компонентiв). Саме, початкова умова бралася у виглядi
Φ(1 + iε sin θ), де Φ = (Φ1,Φ2) чисельно знайдений стацiонарний розв’я-
зок, i параметр збурення ε = 0.01. Надалi, хiмiчний потенцiал солiтонної
компоненти фiксуємо значенням µ1 = −2. Спочатку розглянемо випадок
бiльш iнтенсивної азимутонної компоненти N2 > N1. При цьому дипольна
деформацiя наведеного ефективного потенцiалу може вести до модуляцiй-
ної нестiйкостi й руйнувати векторну пару солiтон-азимутон (0, 1), як по-
казано на рис. 6.14(a). Виявляється, однак, що стiйкiсть векторного стану
сильно залежить вiд глибини азимутальної модуляцiї (параметра p2), або,
еквiвалентно, частоти обертання ω. Зберiгаючи те ж значення µ2 = 0.5

як i на рис. 6.14(a), але збiльшуючи глибину модуляцiї до p2 = 0.84 (що,
згiдно рис. 6.13, приводить до бiльш швидкому кутовому обертанню), мо-
жна одержати, як показано на рис. 6.14(b), стiйку солiтон-азимутонну пару
(0, 1), яка еволюцiонує без змiни форми протягом бiльш нiж сотнi перiодiв
обертання.
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Рис. 6.14 Часова еволюцiя пари солiтон-азимутон з µ1 = −2 i µ2 = 0.5.
(a) Нестiйка динамiка у випадку азимутонного модуляцiйного параметра
p2 = 0.6, частота обертання ω = 1.4, перiод обертання T = 2π/ω = 4.5. (b)
Стiйке обертання з p2 = 0.84, ω = 1.6, i T = 3.9.

З iншого боку, стiйкостi можна досягтися зменшенням числа атомiв
в азимутоннiй компонентi, так щоб N1 > N2. Цей випадок представлено
на рис. 6.15 для µ1 = −2 i µ2 = 3. В результатi, ефективний потенцiал,
що виникає з утримуючого потенцiалу пастки й нелiнiйної взаємодiї мiж
компонентами, має добре виражену колоколоподiбну форму й пiдтримує
як необертовi дипольнi солiтони, рис. 6.15(a), так i обертовi азимутони,
рис. 6.15(b). Чисельне моделювання показує, що пари солiтон-азимутон з
µ2 = 3 стiйкi для 0 ≤ p ≤ 1 i всiх вiдповiдних значень ω.
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Рис. 6.15 Стiйка динамiка пари солiтон-азимутон з µ1 = −2 i µ2 = 3. (a)
ω = 0 i p2 = 0. (b) ω = 0.23 i p2 = 0.72.

6.2.3 Векторнi азимутони вищих порядкiв

Крiм векторної пари солiтон-азимутон, можна знайти розв’язки рiвня-
ння (6.15) у виглядi пар азимутон-азимутон з lj ̸= 0 з однаковою частотою
обертання ω, але рiзними µj i, отже, рiзними глибинами модуляцiї pj. Два
приклади показанi на рис. 6.16: (a) дипольний азимутон-дипольний азиму-
тон; (b) дипольний азимутон-квадрупольний азимутон.

Як вiдзначалося вище для солiтон-азимутонної пари з l1 = 0, пере-
творення l1,2 → −l1,2 приводять до виродження ω → −ω. Однак, стани iз
протилежними топологiчними зарядами тiльки однiєї з компонент, напри-
клад (1, 1) i (1,−1) є суттєво рiзними, оскiльки мають рiзнi повнi кутовi
моменти.

Важливою особливiстю векторних азимутон-азимутонних станiв є те,



313

Рис. 6.16 Азимутон-азимутон векторнi структури з (l1, l2) = (1, 1) в (a) i
(l1, l2) = (1, 2) в (b). Параметри: (a) частота обертання ω = 0.9 з µ1 = 1.7,
p1 = 0.42 (N1 = 5.6) i µ2 = 1, p2 = 0.3 (N2 = 13.7); (b) ω = 0.055 з µ1 = 4.8,
p1 = 0.18 (N1 = 4.3) i µ2 = 4.8, p2 = 0.12 (N2 = 10.2).

що кутовий момент кожної з компонентiвMj, в вiдмiннiсть вiд чисел атомiв
Nj, не зберiгається протягом еволюцiї й iнтегралом руху є тiльки повний
кутовий момент M =M1+M2, що веде до важливого наслiдку можливостi
обмiну кутовими моментами мiж азимутонними компонентами.

Чисельне моделювання показує, що азимутон-азимутоннi пари (1, 1) i
(1, 2) є, загалом кажучи, нестiйкими, однак, при достатнiх глибинах моду-
ляцiї в кожнiй з компонентiв, iнкремент нестiйкостi виявляється малим у
порiвняннi з характерної частотою обертання й азимутон-азимутоннi ста-
ни можуть певний час еволюцiонувати без помiтного викривлення форми.
При цьому чисельно спостерiгався обмiн кутовими моментами мiж рiзними
компонентами при точному збереженнi повного кутового моменту.

6.3 Результати до роздiлу 6

1. Чисельно знайдено двовимiрнi векторнi стани, що описують вектор-
нi пари солiтон-вихор i вихор-вихор у двовимiрних двокомпонентних
Бозе-Ейнштейнiвських конденсатах з гармонiйною пасткою з магнi-
тним утриманням для випадку притягування мiж атомами одного
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сорту й притягування або вiдштовхування мiж атомами рiзних сор-
тiв. Лiнiйний аналiз стiйкостi показує, що в випадку мiжкомпонентно-
го притягування найнебезпечнiшим збуренням є азимутальне збуре-
ння на другiй гармонiцi, що визначає границю стiйкостi. Iнкременти
нестiйкостi знайденi чисельно. Векторна пара солiтон-вихор виявляє-
ться стiйкою при фiксованому числi атомiв у солiтоннiй компонентi,
якщо число атомiв у вихоровiй компонентi менше деякого критичного
значення. Пряме чисельне моделювання вихiдних динамiчних рiвнянь
пiдтверджує результати лiнiйного аналiзу стiйкостi. В областi стiйко-
стi пари солiтон-вихор еволюцiонують без змiни форми. У нестiйкiй
областi як вихор так й солiтон розщеплюються на два фiламента з
наступним колапсом. У випадку вiдштовхувальної мiжкомпонентної
взаємодiї, границя стiйкостi визначається азимутальним збуренням на
першiй гармонiцi. При цьому стiйкiсть досягається зменшенням числа
атомiв в вихоровiй компонентi. У нестiйкiй областi структура солiтон-
вихор швидко руйнується, але колапсу не вiдбувається. Стани вихор-
вихор та солiтон-вихор з топологiчним зарядом бiльшим одиницi ви-
являються нестiйкими як при притягуваннi, так й при вiдштовхуваннi
мiж компонентами конденсату.

2. Введено концепцiю двовимiрних векторних пар солiтон-азимутон
в двокомпонентних Бозе-Ейнштейнiвських конденсатах. Солiтон-
азимутонний стан в окремiй компонентi вiдповiдає промiжному ста-
ну мiж мультисолiтоном, що представляє зв’язаний стан l фунда-
ментальних солiтонiв, що перебувають в протифазi, та радiально си-
метричним вихором з топологiчним зарядом l. Вiдповiднi солiтон-
азимутоннi розв’язки знайденi чисельним методом. Азимутонна радi-
ально несиметрична компонента приводить до деформацiї солiтонної
компоненти. При цьому фундаментальна солiтонна компонента не є
радiально симетричною.

3. Дослiджено стiйкiсть векторних пар солiтон-азимутон прямим чисель-
ним моделюванням вихiдних еволюцiйних рiвнянь, що описують вза-
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ємодiю в конденсатi як мiж атомами одного сорту, так i мiж атомами
рiзних сортiв. При фiксованому числi частинок в солiтоннiй компо-
нентi, загальний солiтон-азимутонний стан виявляється стiйким при
досить великiй глибинi модуляцiї азимутона й не занадто великому
числi частинок в азимутоннiй компонентi.

4. Знайдено азимутон-азимутоннi векторнi пари, що представляють ази-
мутонну компоненту в одному сортi атомiв конденсату й iншу компо-
ненту в iншому сортi атомiв, при загалом кажучи, рiзних числах пi-
кiв iнтенсивностi (тобто числа частинок та кутового моменту в рiзних
компонентах). Структури виявляються нестiйкими, але при досить
великих глибинах модуляцiї iнкремент нестiйкостi малий i азимутон-
азимутонна пара може еволюцiювати в часi протягом багатьох перiодiв
обертання. В процесi еволюцiї кутовий момент кожної з компонентiв не
зберiгається (при збереженнi загального кутового моменту) й це при-
водить до обмiну кутовими моментами мiж азимутонами в окремих
компонентах.



Висновки

У дисертацiї вирiшено широке коло проблем стосовно стiйких когерен-
тних структур у нелiнiйних середовищах з дисперсiєю, таких як плазма,
оптичнi волокна та Бозе-Ейнштейнiвськi конденсати.

Найбiльш важливими результатами дисертацiї є:

1. Побудова теорiї збурень, що грунтується на методi зворотньої задачi
розсiювання, для дефокусуючого нелiнiйного рiвняння Шредингера.
Запропонований метод дозволяє кiлькiсно описувати радiацiйнi ефе-
кти, що виникають при розповсюдженнi темних солiтонiв у нелiнiй-
них середовищах з дисперсiєю й дозволяє аналiтично визначити спе-
ктральний розподiл та просторову структуру випромiнювання, що ви-
пускається солiтоном при наявностi зовнiшнiх збурень.

2. Передбачення безпорогового народження темних солiтонiв дефокусу-
ючого нелiнiйного рiвняння Шредингера при наявностi зовнiшнього
збурення.

3. Аналiтичне знаходження спектральних характеристик випромiнюва-
ння при розповсюдженнi альфвенiвських солiтонiв у плазмi при вра-
хуваннi дисипативних ефектiв, таких як кiнцева провiднiсть плазми й
нелiнiйне загасання Ландау.

4. Знаходження точних N -солiтонних розв’язкiв у моделi деривативного
нелiнiйного рiвняння Шредингера з неспадаючими граничними умо-
вами, що вiдповiдає поширенню нелiнiйних плазмових альфвенiвських
хвиль пiд кутом до зовнiшнього магнiтного поля. Знаходження в да-
нiй моделi еволюцiйних рiвнянь для спектральних даних (вiдповiдних
солiтонам й випромiнюванню) у присутностi збурень.

5. Передбачення якiсно вiдмiнної поведiнки свiтлих й темних альфвенiв-
ських солiтонiв (зокрема, набагато бiльшої стiйкостi темних солiтонiв)
при наявностi дисипативного збурення дифузiйного типу.
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6. Теоретичне передбачення генерацiї альфвенiвських солiтонiв, що по-
ширюються пiд кутом до зовнiшнього магнiтного поля, при еволюцiї
початкового прямокутного iмпульсу. Передбачення можливостi одно-
часної генерацiї свiтлих, темних й бризерных солiтонiв. Визначення
параметрiв виникаючих солiтонiв – їх числа, амплiтуд, швидкостей.

7. Одержання двовимiрних нелiнiйних рiвнянь, що описують взаємодiю
верхньогiбридних плазмових хвиль iз низькочастотними кiнетичними
магнiтозвуковими хвилями. Аналiтичне знаходження iнкрементiв мо-
дуляцiйної нестiйкостi. Одержання строгого доказу вiдсутностi кола-
псу в данiй моделi за рахунок нелокального характеру нелiнiйностi.
Одержання чисельних розв’язкiв у виглядi мультисолiтонiв та вихо-
рових солiтонiв i дослiдження їх стiйкостi.

8. Одержання нелiнiйного еволюцiйного рiвняння, що описує самовплив
короткохвильових iонно-циклотронних плазмових хвиль з зворотньою
залежнiстю частоти вiд хвильового числа й знаходження аналiтичних
розв’язкiв у виглядi солiтонiв i нелiнiйних перiодичних хвиль.

9. Побудова моделi,що враховує нелiнiйнi низькочастотнi збурення густи-
ни електронiв плазми iз електронним пучком. Знаходження аналiти-
чних розв’язкiв у виглядi нелiнiйних перiодичних кноiдальних хвиль
та отримання вiдповiдностi iз експериментальними результатами по
виявленню солiтонiв в плазмово-пучкових системах.

10. Аналiтичне знаходження амплiтуд розсiювання й повних перерiзiв при
взаємодiї дрейфових плазмових вихорiв з вiльними дрейфовими хви-
лями й електромагнiтною хвилею. Передбачення захоплення дрейфо-
вих хвиль вихорами та аналiтичне знаходження просторової структу-
ри поля при такої взаємодiї.

11. Отримання нелiнiйних рiвняннь, якi описують нелiнiйнi дрейфовi та
iонно-звуковi хвилi в плазмi з урахуванням їх взаємодiї та тривимiр-
ної геометрiї. Знаходження точних аналiтичних розв’язкiв у виглядi
тривимiрного дрейфового вихорового солiтона (тривимiрного модона).
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Чисельна демонстрацiя можливостi абсолютно пружних зiткнень мiж
такими модонами, якi вiдтворюють свою початкову форму пiсля зi-
ткнення не залишаючи нiякого випромiнювання, як для лобових так
й проникаючих зiткнень.

12. Знаходження умов виникнення зональних течiй у плазмi з дрейфовою
турбулентнiстю в присутностi середньої течiї. Знаходження iнкремен-
тiв нестiйкостi в залежностi вiд амплiтуд середньої течiї та амплiтуд
дрейфових хвиль.

13. Теоретичне передбачення стабiлiзацiї нестiйкостi дрейфових мод у
плазмi iз градiєнтом електронної температури за рахунок присутностi
досить iнтенсивної зональної течiї з випадковою просторовою структу-
рою.

14. Теоретичне передбачення iснування стiйких двовимiрних мультисолi-
тонних нелiнiйних структур у середовищах iз нелокальним нелiнiйним
вiдгуком – середовищi iз гауссовськiм нелокальним вiдгуком, частково
iонiзованiй плазмi iз зiткненнями та Бозе-Ейнштейнiвських конденса-
тах з нелокальною диполь-дипольною взаємодiєю.

15. Знаходження принципово нових двовимiрних та тривимiрних локалi-
зованих нелiнiйних структур – азимутонiв, що є промiжними мiж со-
лiтонами й вихорами. Знаходження умов стiйкостi азимутонiв.

16. Знаходження векторних станiв типу солiтон-вихор, солiтон-азимутон
та азимутон-азимутон у моделi Бозе-Ейнштейнiвського конденсату iз
двома сортами атомiв й одержання умов стiйкостi.
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