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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Ключовою проблемою вивчення фазових переходiв та кри-
тичної точки сильновзаємодiючої матерiї є виявлення експериментальних сигналiв
їх наявностi. Зокрема, становлять iнтерес теоретичнi передбачення впливу можли-
вогофазового переходу деконфайнмента на утворення дивностi в непружнiх протон-
протонних (p+p) взаємодiях, вiдкритої чарiвностi в зiткненнях ядер свинець-свинець
(Pb+Pb) та на флуктуацiї числа частинок.

Також очiкується, що флуктуацiї є чутливими до критичної точки ядерної ма-
терiї. Вiдома феноменологiя нуклон-нуклонного потенцiалу свiдчить про взаємодiї
вiдштовхування на малих вiдстанях та про взаємодiї притягання на середнiх вiдста-
нях. Найпростiшою моделлю що враховує взаємодiї притягання та вiдштовхування,
а також мiстить фазовий перехiд першого роду та критичну точку, є модель ван дер
Ваальса. Класичне рiвняння стану ван дер Ваальса (vdW) нещодавно було узагаль-
нене таким чином, щоб включати ефекти квантової статистики, i застосоване до
опису симетричної ядерної матерiї. В рамках цiєї моделi можливе отримання теоре-
тичних передбачень щодо флуктуацiй числа нуклонiв в околi фазового переходу та
критичної точки ядерної матерiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiйна
робота виконана у вiдповiдностi з державною науково-дослiдною програмою, що
виконувалися в Iнститутi теоретичної фiзики iм. М. М. Боголюбова НАН України:
“Дослiдження сильновзаємодiючої матерiї та структури адронiв в релятивiстських
зiткненнях адронiв та ядер” 2013 – 2017 pp. (номер державної реєстрацiї в УкрIНТЕI
– 0113U001092, шифр 1. 4. 1).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiджень, проведених у дисертацiї, є те-
оретичний опис можливих сигналiв фазових переходiв та критичної точки сильно-
взаємодiючої матерiї в ядро-ядерних зiткненнях. Для її досягнення було визначено
наступнi задачi:

1. дослiдити вплив можливого фазового переходу деконфайнмента на залежнiсть
вiд енергiї зiткнення наступних спостережуваних величин: числа дивних адро-
нiв в непружнiх p+p взаємодiях, числа чарiвних адронiв в зiткненнях Pb+Pb,
флуктуацiй вiд зiткнення до зiткнення числа адронiв;

2. обчислити термодинамiчнi функцiї газу взаємодiючих π-мезонiв;
3. одержати вирази для флуктуацiй числа нуклонiв та дослiдити характеристики

критичної поведiнки в околi критичної точки ядерної матерiї.
Методи дослiдження. У дисертацiї для знаходження характеристик утворення

адронiв в релятивiстських ядро-ядерних та протон-протонних зiткненнях застосову-
валась статистична модель ранньої стадiї (Statistical Model of the Early Stage, SMES),
що мiстить фазовий перехiд деконфайнмента. Для опису систем взаємодiючих пiо-
нiв та нуклонiв було застосовано квантову модель ван дер Ваальса (Quantum van der
Waals, QvdW), зi статистикою Бозе та Фермi, вiдповiдно. Для чисельних розрахункiв
в рамках цих моделей використовувалися методи програмування.

Наукова новизна одержаних результатiв. Серед нових наукових результатiв,
отриманих у роботi, можна вiдзначити наступнi:
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1. Поширено якiснi теоретичнi оцiнкимоделi SMES залежностi вiдношення числа
K+ мезонiв до π+ мезонiв вiд енергiї зiткнення на зiткнення протонiв та малих
ядер.

2. Зроблено якiсну оцiнку можливого впливу фазового переходу деконфайнмен-
та на поведiнку множинностi чарiвних мезонiв як функцiї енергiї зiткнення до
зiткнень ядер свинець-свинець.

3. Запропоновано новi можливi сигнали деконфайнменту, що заснованi на вимi-
рюваннi сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй вiд зiткнення до зiткнення вимi-
рюваних множинностей адронiв.

4. Знайдено обмеження в застосуваннi рiвноважної статистичної моделi QvdW
до опису системи взаємодiючих π-мезонiв, що проявляється у наявностi най-
бiльшої можливої температури системи в рамках такої моделi.

5. Одержано вирази для флуктуацiй, зокрема коефiцiєнта асиметрiї та куртозиса
розподiлу числа взаємодiючих нуклонiв, в областi критичної точки фазового
переходу рiдина-газ нескiнченної ядерної матерiї в наближеннi середнього по-
ля. Проаналiзовано сингулярну поведiнку флуктуацiй в околi критичної точки.
У випадку класичного газу ван дер Ваальса в великому канонiчному ансамблi
знайдено аналiтичнi вирази для коефiцiєнта асиметрiї та куртозиса розподiлу
числа частинок.

6. Обчислено критичнi iндекси критичної точки моделi ядерної матерiї в рамках
моделi QvdW.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiйної роботи
можуть бути корисними для пошуку сигналiв фазового переходу деконфайнмента
та для уточнення положення критичної точки ядерної матерiї. Також робота вносять
вклад в розумiння критичної поведiнки флуктуацiй в околi критичної точки, зокрема
критичної точки ядерної матерiї.

Особистий внесок здобувача.
В роботi [1] модель SMES релятивiстських ядро-ядерних зiткнень була пере-

формульована з врахуванням точного закону збереження дивностi. Знайдено вплив
точного закону збереження дивностi на термодинамiчнi функцiї та положення фазо-
вого переходу. Обчислено залежнiсть вiдношення дивностi до ентропiї у зiткненнях
в областi енергiй SPS вiд енергiї зiткнення та вiд розмiру ядер учасникiв.

В роботi [2] в рамках моделi QvdW ядерної матерiї одержано вирази для коефi-
цiєнта асиметрiї та куртозиса розподiлу числа нуклонiв як функцiй температури та
барiонного хiмiчного потенцiалу. Дослiджено сингулярну поведiнку цих величин в
околi критичної точки ядерної матерiї.

В роботi [3] одержано вирази для коефiцiєнта асиметрiї та куртозиса розподiлу
числа частинок як функцiй приведеної температури та приведеної густини частинок
в газi ван дер Ваальса у великому канонiчному ансамблi.

В роботi [4] виявлено явище граничної температури в моделi QvdW газу вза-
ємодiючих π-мезонiв. Знайдено залежнiсть граничної температури вiд параметрiв
моделi та виявлено властивостi поведiнки фiзичних величин в околi граничної тем-
ператури. Обчислено значення параметрiв моделi Хагедорна адронної матерiї, при
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яких поведiнка фiзичних величин в цiй моделi адронної матерiї є найбiльш близькою
до результатiв моделi QvdW.

В роботi [5] в рамках моделi SMES релятивiстських ядро-ядерних зiткнень обчи-
слено сильноiнтенсивнi мiри флуктуацiй числа частинок. Показано залежнiсть цих
величин вiд флуктуацiй повної енергiї системи.

В роботi [6] в рамках моделi SMES релятивiстських ядро-ядерних зiткнень об-
числено залежнiсть повного числа чарiвних та анти-чарiвних частинок вiд енергiї
зiткнення з врахуванням точного закону збереження чарiвностi.

В роботi [7] з використанням одних i тих же припущень про властивостi ядерної
матерiї при нульовiй температурi одержано значення параметрiв моделей QvdW,
Валечки та гiбридної моделi ядерної матерiї. Знайдено та порiвняно положення
критичної точки в цихмоделях при даних значеннях параметрiв.Обчислено критичнi
iндекси критичної точки газу ван дер Ваальса зi статистикою Фермi.

В роботi [8] обчислено сильноiнтенсивнi мiри флуктуацiй числа нуклонiв та
енергiї в областi критичної точки ядерної матерiї з рiвнянням стану ван дер Ваальса.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи доповiд-
ались на конференцiях: Zim’anyi Winter School on Heavy Ion Physics, Будапешт,
Угорщина, 5-9 грудня 2016 р. (доповiдь), Конференцiя Молодих Вчених Сучаснi
Проблеми Теоретичної Фiзики, Київ, Україна, 13-15 грудня 2016 р. (доповiдь), Zi-
m’anyi Winter School on Heavy Ion Physics, Будапешт, Угорщина, 5-9 грудня 2017 р.
(доповiдь), Конференцiя Молодих Вчених Сучаснi Проблеми Теоретичної Фiзики,
Київ, Україна, 12-14 грудня 2017 р. (доповiдь). Результати також обговорювалися на
семiнарах вiддiлу фiзики високих густин енергiї Iнституту теоретичної фiзики iм.
М. М. Боголюбова.

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 8 журнальних статтях [1–8] та
матерiалах конференцiй [9–12].

Структура дисертацiї. Робота складається зi вступу, чотирьох роздiлiв основної
частини, загальних висновкiв, додатка. Обсяг дисертацiї 120 сторiнок, список вико-
ристаних джерел (127 найменувань) зi списком публiкацiй автора (10 найменувань)
займають 12 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Перший роздiл присвячено статистичнiй моделi ранньої стадiї (Statistical Model
of the Early Stage, SMES), що є моделлю деконфайнмента в релятивiстських ядро-
ядерних зiткненнях. Тут одержуються передбачення моделi для енергетичних зале-
жностей дивностi (в p+p взаємодiях), чарiвностi та сильноiнтенсивних мiр флукту-
ацiй числа частинок (в Pb+Pb зiткненнях) в областi енергiй зiткнень прискорювача
SPS.

Модель SMES (M. Gazdzicki, M. I. Gorenstein, Acta Phys. Polon. B 30, 1999) засно-
вана на наступних припущеннях: нуклони сповiльнюються i втрачають частку η < 1
їхньої початкової енергiї в центральних ядро-ядерних зiткненнях. Вони пролiтають
далi уносячи їхнi барiоннi та електричнi заряди. Таким чином, розглядається нова
народжена матерiя. Всi заряди цiєї матерiї дорiвнюють нулю. Припускається, що ця
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матерiя утворюється статистичним чином та знаходиться в рiвновазi. Її властиво-
стi повнiстю визначаються доступною енергiєю та об’ємом, в якому вiдбувається
статистичне створення нових частинок.

Об’єм обирається як лоренцiвськи-скорочений в продовжному напрямку об’єм,
що займають нуклони учасники вiд одного ядра: V = 8

3πr
3
0ApmN/

√
sNN , де mN –

це маса нуклона, √sNN – це енергiя нуклонної пари в системi центра мас, Ap – це
кiлькiсть нуклонiв учасникiв вiд одного ядра. Значення параметра r0 обране 1.30 fm
з умови, що значення середньої барiонної густини в ядрi, ρ0 = 0.11 fm−3. Вивiльнена
при зiткненнi (непружна) енергiя записується як: E = η (

√
sNN − 2mN)Ap , де

припускається, що параметр η не залежить вiд енергiї зiткнення та розмiру системи.
Для чисельних розрахункiв використовується значення η = 0.67. Густина енергiї на
раннiй стадiї дорiвнює ε ≡ E/V . Припускається, що ентропiя створена на раннiй
стадiї зiткнення, приблизно зберiгається пiдчас розширення народженої речовини.

Сильновзаємодiючi елементарнi частинки - це кварки (u, d, s, c, b та t), вiдповiднi
антикварки та глюони. Вкладом c, b та t кваркiв в термодинамiчнi функцiї можна
знехтувати через їхню велику масу. В моделi вважається, що маси глюонiв та u i d
(анти-) кваркiв дорiвнюють нулю. У випадку кваркiв та глюонiв використовується
рiвняння стану моделi мiшкiв, тобто рiвняння стану iдеального газу з поправкою у
виглядi мiшкової константи B: pQ(T ) = pid

Q(T ) − B, εQ(T ) = εid
Q(T ) + B, де pid

Q

та εid
Q це, вiдповiдно, тиск та густина енергiї iдеального мультикомпонентного газу

кваркiв та глюонiв в великому канонiчному ансамблi (GCE). Для адронного стану
оберається рiвняння стану iдеального газу: pQ(T ) = pid

Q(T ), εQ(T ) = εid
Q(T ).

Модель припускає, що на раннiй стадiї ядро-ядерних зiткнень завжди реалiзу-
ється стан з максимальною ентропiєю. Умова максимальної ентропiї еквiвалентна
припущенню фазового перетворення першого роду з критерiєм Гiббса для змiша-
ної фази. При данiй температурi T система знаходиться в чистiй адроннiй (white,
W) або кварковiй (quark, Q) фазi в залежностi вiд того, тиск якої фази є бiльшим.
Змiшана фаза реалiзується якщо обидва тиски рiвнi мiж собою, pW (T ) = pQ(T ).
Значення мiшкової константиB = 570 MeV/fm3 фiксується з припущення значення
температури перетворення мiж W та Q фазами Tc = 200 MeV.

В дисертацiйнiй роботi припущення та параметри моделi SMES збереженi, на-
скiльки це можливо, без змiн, що дозвляє пряме порiвняння результатiв роботи з
результатами опублiкованими ранiше.

В p+p взаємодiях на енергiях SPS середнi множинностi утворених дивних та
анти-дивних частинок меншi за одиницю. Таким чином, в цьому випадку, повинно
бути враховане точне збереження дивностi. В статистичнихмоделях це досягається в
рамках формалiзму канонiчного ансамблю (CE). Статистична сума дивних частинок
в CE враховує, що в кожному мiкроскопiчному станi системи кiлькiсть дивних та
анти-дивних зарядiв рiвна, Ns = Ns. Для чистих фаз вона має простий вигляд:

Zce(T, V, λ) =
∞∑

Ns=0

∞∑
Ns=0

zNs

Ns!

zNs

Ns!
δ(Ns −Ns) =

1

2π

∫ 2π

0

dφ exp
[
z
(
eiφ + e−iφ

) ]
= I0(2z),
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де z = zW,Q = λ 1
2 V n

s
W,Q(T ); I – це модифiкована функцiя Бесселя першого роду.

Допомiжний параметр λ введено для обчислення повної густини дивностi в CE:

n
s(CE)
W,Q (T, V ) =

1

V

[∂ lnZce
∂λ

]
λ=1

= nsW,Q(T )
I1

[
V nsW,Q(T )

]
I0

[
V nsW,Q(T )

] . (1)

Вiдношення функцiй Бесселя I1 та I0 в рiвняннi (1) вiдображає канонiчне при-
гнiчення дивностi (порiвняно з її значенням в GCE при тих же значеннях об’єму
та густини енергiї) як результат накладання закону збереження повної дивностi в
кожному мiкроскопiчному станi в CE. Враховуючи те, що умова нульової повної
дивностi має виконуватись усiєю системою, а не окремо її фазами, в змiшанiй фазi
рiвняння (1) має бути замiнене на наступне:

ns,mix
W,Q (T, V, ξ) = nsW,Q(T )

I1[X]

I0[X]
, Дe X = X(T, V, ξ) = ξV nsQ + (1− ξ)V nsW (2)

це повне число дивних та анти-дивних частинок (адронiв та кваркiв разом) в змiшанiй
фазi в GCE. Для того, щоб обчислити термодинамiчнi величини системи з врахува-
нням точного закону збереження дивностi, вклади дивних частинок в цi величини
були представленi як функцiї густини дивних частинок.

В змiшанiй фазi, температура системи T та параметр ξ одержуються як розв’язок
рiвнянь:

ξ εmix
Q [T,X] + (1− ξ) εmix

W [T,X] = ε(
√
sNN) , pmix

Q [T,X] = pmix
W [T,X] , (3)

де вклади дивних частинок в εmix
W,Q та pmix

W,Q є пропорцiйними до густини частинок в
змiшанiй фазi, ns,mix

W,Q .
Енергiя зiткнення √sNN,1 та температура T1, на початку змiшаної фази, а також√
sNN,2 та T2, в кiнцi змiшаної фази, отримуються як розв’язок рiвнянь (3) при ξ = 0

та ξ = 1, вiдповiдно. Знаходимо:

T1 = 203.4 MeV,
√
sNN,1 = 7.20 GeV, T2 = 202.9 MeV,

√
sNN,2 = 10.75 GeV.

Розгляд дивних частинок в рамках CE призводить до того, що температури на
початку та в кiнцi змiшаної фази є рiзними. Проте, ця рiзниця не є великою. Загалом,
обчислення показують лише маленькi змiни температури, тиску та густини енергiї
системи. Таким чином, дивнiсть є суттєво пригнiченою в малих системах.

Вiдношення дивностi до ентропiї обчислене для центральних Pb+Pb зiткнень
(GCE результат) та для непружних p+p взаємодiй (CE результат з Ap = 1) пред-
ставлене на Рис. 1 лiворуч як функцiя енергiї зiткнення, що продовжена аж
до дiапазону енергiй LHC. На вкладцi на цьому рисунку показане вiдношення
r ≡ [ns/s]CE/[n

s/s]GCE як функцiя Ap при трьох енергiях зiткнення в областi
фазового переходу. Видно, що канонiчне пригнiчення вiдношення дивностi до ен-
тропiї сильно залежить вiд кiлькостi учасникiв 2Ap. Зi зростанням Ap канонiчне
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Рис. 1: Лiворуч: Залежнiсть вiдношення дивностi до ентропiї вiд енергiї зiткнення
обчислена в рамках моделi SMES для центральних зiткнень Pb+Pb та для непру-
жнiх p+p взаємодiй. Праворуч: Експерементально одержанi залежнiстi вiд енергiї
зiткнення вiдношення числа K+-мезонiв до π+-мезонiв.

пригнiчення спадає. Якщо √sNN > 10 GeV параметр пригнiчення r є близьким до
одиницi вже при Ap > 10.

Обчислена залежнiсть вiд енергiї зiткнення вiдношення дивностi до ентропiї в
p+p взаємодiях якiсно подiбна до вимiряної колаборацiєю NA61/SHINE для вiд-
ношення K+ до π+ (Рис. 1 праворуч). Очевидно, що SMES, найпростiша модель
деконфайнмента, має бути суттєво видозмiнена для того, щоб досягнути кiлькiсної
згоди з даними.

Також в роздiлi 1 в рамках SMES була обчислена залежнiсть вiд енергiї зiткнення
середнього числа cc̄-пар в центральних Pb+Pb зiткненнях. Чарiвнi ступенi вiльностi
були введенi в модель з припущенням, що середня множиннiсть носiїв чарiвностi
мала (. 1). Це припущення має два наслiдки: (i) можна знехтувати вкладом чарiв-
них ступенiв вiльностi в густину енергiї та тиск системи (таким чином, положення
фазового переходу лишається без змiн); (ii) необхiдно розглядати чарiвнi частинки
в канонiчному ансамблi навiть для Pb+Pb зiткнень. Аналогiчно випадку дивностi,
CE формулювання для чарiвностi призводить до пригнiчення продукцiї чарiвностi
порiвняно з продукцiєю в GCE вiдповiдно до фактору, що дорiвнює вiдношенню
функцiй Бесселя I1 та I0. Одержану для центральних Pb+Pb зiткнень енергетичну за-
лежнiсть середньої множинностi cc̄-пар, 〈Ncc̄〉, з припущенняммаси чарiвного кварку
1.3 GeV, представлено на Рис. 2

Середня множиннiсть чарiвностi та її вiдношення до ентропiї демонструє швидке
зростання як функцiя енергiї зiткнення в розглянутiй областi енергiй. Обчислення
показують, що в той час як поведiнка вiдношення дивностi до ентропiї проявляє
“рогоподiбну” структуру (див. Рис. 1), вiдношення чарiвностi до ентропiї є монотон-
ною функцiєю енергiї зiткнення. Проте, ця структура появляється при припущеннi
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Рис. 2: Залежнiсть вiд енергiї зiткнен-
ня середньої множинностi cc̄-пар для цен-
тральних Pb+Pb зiткнень. Нижня та верх-
ня лiнiї вiдповiдають припущенням маси
D-мезона mc

W = 1.9 GeV та ефектив-
ного фактору виродження gcW = 10 та
gcW = 50, вiдповiдно. Середня лiнiя отри-
мана з врахуванням вкладiв вiд усiх не-
дивнихD-мезонiв з вiдповiдними масами
та факторами виродження {mc

i , g
c
i}. Пун-

ктирними дiлянками позначена область
фазового переходу.

великих (нефiзичних) значень ефективного фактору виродження чарiвних адронiв
gcW = 50 та маси чарiвного кваркаmc

Q = 1.5 GeV.
В центральних Pb+Pb зiткненнях при √sNN = 17.3 GeV, 〈Ncc̄〉 ∼= 20 для mc

Q =
1.3 GeV та 〈Ncc̄〉 ∼= 8 для mc

Q = 1.5 GeV. Цi значення є суттєво бiльшими нiж
експериментальне обмеження, 〈Ncc̄〉 ∼= 3.6. Передбачення моделi SMES є чутливими
до припущених значень маси зачарованого кварку та фактору виродження чарiвних
частинок в адроннiй фазi. Але навiть для екстремальних значень цих параметрiв
передбачення SMES не узгоджуються з експериментальними даними. Таким чином,
кiлькiсний опис продукцiї чарiвностi в рамках SMES вимагає перегляду параметрiв
та/або припущень моделi.

Також в роздiлi 1 одержуються передбачення моделi SMESщодо флуктуацiй спо-
стережуваних величин в ядро-ядерних (A+A) зiткненнях. Припустимо, що енергiя
фаєрболаE та об’єм V змiнюються вiд зiткнення до зiткнення вiдповiдно до функцiї
розподiлу ймовiрностi P (E, V ). Таким чином, густина енергiї, ε = E/V , також може
змiнюватися вiд зiткнення до зiткнення, що призводить до змiн в iнших властиво-
стях матерiї. Цi змiни залежать вiд рiвняння стану даної матерiї. Для цiлей роботи
достатньо охарактеризувати розподiл P (E, V ) за допомогою його пяти параметрiв,
що включають першi та другi моменти:

〈ε〉 , 〈V 〉 ,
√
〈(δε)2〉
〈ε〉

,

√
〈(δV )2〉
〈V 〉

,
〈ε V 〉 − 〈ε〉 〈V 〉√
〈(∆ε)2〉〈(∆V )2〉

, (4)

останнi три з яких, двi нормованi дисперсiї та коефiцiєнт кореляцiї – безрозмiрнi.
Оскiльки флуктуацiї об’єму, що вiдбуваються вiд подiї-до-подiї не можуть бути

усуненi в експериментальних дослiдженнях A+A зiткнень, важливо мiнiмiзувати їх
ефект. Це може бути досягнуто з використанням спецiальних мiр флуктуацiй. В
рамках моделi незалежних джерел було показано (M. I. Gorenstein, M. Gazdzicki,
Phys. Rev. C 84, 2011) можливiсть побудови мiр флуктуацiй з перших та других
моментiв двох екстенсивних величин подiї, A та B, якi незалежнi вiд розподiлу
числа джерел. Це, так званi, сильноiнтенсивнi величини. Можна побудувати двi сiм’ї
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сильноiнтенсивних величин:

∆[A,B] =
1

C∆

[
〈B〉ω[A] − 〈A〉ω[B]

]
, (5)

Σ[A,B] =
1

CΣ

[
〈B〉ω[A] + 〈A〉ω[B] − 2 (〈AB〉 − 〈A〉〈B〉)

]
, (6)

де ω[X] ≡ (〈X2〉 − 〈X〉2)/〈X〉. Нормуючi множники C∆ та CΣ повиннi бути пропор-
цiйнi першим моментам будь-якої екстенсивної величини. Сильноiнтенсивнi мiри
флуктуацiй було обчислено для шести пар величин подiї:

[E, V ], [N, V ], [NS, V ], [N,E], [NS, E], [NS, N ], (7)

де N та NS позначають множинностi всiх частинок та дивних частинок, вiдпо-
вiдно. В декiлькох розглянутих випадках залежнiсть вiд енергiї зiткнення значно
модифiкується в областi фазового переходу. Це надає пiдстави для експеримен-
тального вимiрювання сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй в ядро-ядерних зiткне-
ннях з метою пошуку передбачених сигналiв деконфайнмента. Найбiльш сильна
модифiкацiя проявляється для ∆[NS, N ] (див. Рис. 3). В цьому випадку викори-
стовується нормування C∆ = 〈N〉 − 〈NS〉, що призводить до ∆[N,NS] = 1 при√
〈(δV )2〉/〈V 〉 =

√
〈(δε)2〉/〈ε〉 = 0.

sNN [GeV]
3 6 9 12 15 18

0.8

0.9
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1.1

1.2


N

S,N
]

___

 

 

 

Рис. 3: ∆[NS, N ] як функцiя енергiї зi-
ткнення для центральних Pb+Pb зiткнень
в областi енергiй CERN SPS. Викори-
стовуються нормуючий множник C∆ =
〈N〉 − 〈NS〉. Суцiльна, пунктирна, i то-
чкована лiнiї вiдповiдають

√
〈(δε)2〉/〈ε〉

рiвному 0.17, 0.13, та 0, вiдповiдно. Вер-
тикальнi лiнiї позначають початок та кi-
нець областi змiшаної фази.

В роботi припускається, що нормована дисперсiя флуктуацiй об’єму√
〈(δV )2〉/〈V 〉 = 0, що є хорошим наближенням для центральних Pb+Pb зiткнень.

Використовується три значення нормованої дисперсiї флуктуацiй густини енергiї√
〈(δε)2〉/〈ε〉: 0.17 (суцiльна лiнiя), 0.13 (пунктирна лiнiя), та 0 (точкована лiнiя).

Значення
√
〈(δε)2〉/〈ε〉 = 0.17 розглядається як верхня границя, що ґрунтується на

результатах UrQMD та HSD симуляцiй. Кореляцiя мiж E та V прирiвнюється нулю.
Припускається, що флуктуацiї N та NS при

√
〈(δV )2〉/〈V 〉 =

√
〈(δε)2〉/〈ε〉 = 0

являються незалежними та пуассонiвськими.
На додаток, в роботi запропоновано новий формалiзм моделювання флуктуацiй

в зiткненнях високих енергiй, який може знадобитися в майбутнiх дослiдженнях. А
саме, запропоновано мiру флуктуацiй Ω[A,B] ≡ ω[A] − (〈A B〉 − 〈A〉 〈B〉)/〈B〉 ,
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що є лiнiйною комбiнацiєю ∆ та Σ. Тут A та B – це будь-якi двi екстенсивнi ве-
личини системи. Розглянемо модель iдеального больцманiвського газу в великому
канонiчному ансамблi. Припустимо, що A та B є незалежними при сталому об’ємi
системи. Нехай ω∗[A] та ω∗[B] – це нормованi варiацiї розподiлiв величинA таB при
сталому об’ємi. Тодi, можна показати, що ω∗[A] = Ω[A,B] , ω∗[B] = Ω[B,A] при
будь яких гаусiвських флуктуацiях об’єму. Передбачення моделi SMES для Ω-мiри
флуктуацiй пар величин (7) також одержано в роботi.

Другийроздiл присвяченомоделi ван дерВаальса в рамкахформалiзму великого
канонiчного ансамбля (V. Vovchenko, D. V. Anchishkin and M. I. Gorenstein, J. Phys. A
48, no. 30, 2015). Тут одержуються вирази для флуктуацiй числа частинок в областi
критичної точки цiєї моделi.

Рiвняння стану ван дер Ваальса (vdW) – це проста аналiтична модель функцiї
тиску p для рiвноважних систем частинок зi взаємодiями, як притягання, так i вiд-
штовхування. В канонiчному ансамблi вона має вигляд,

p(T, n) =
NT

V − bN
− a

N 2

V 2
≡ nT

1− bn
− a n2 , (8)

де n ≡ N/V – це густина числа частинок, тодi як vdW параметри a > 0 та b >
0 описують, вiдповiдно, взаємодiю притягання та вiдштовхування. Для того, щоб
застосувати рiвняння стану vdW до опису систем зi змiнним числом частинок та
обчислити флуктуацiї числа частинок необхiдне формулювання моделi у великому
канонiчному ансамблi.

Таке формулювання можна одержати у виглядi трансцендентного рiвняння для
густини числа частинок n ≡ n(T, µ) як функцiї T та µ:

n(T, µ) =
nid(T, µ∗)

1 + b nid(T, µ∗)
, µ∗ = µ − T

bn

1 − bn
+ 2an , (9)

де nid – це густина числа частинок в iдеальному больцманiвському газi. Тодi тиск
vdW в великому канонiчному ансамблi p(T, µ) одержується пiдстановкою n(T, µ) з
(9) в рiвняння (8).

В даному роздiлi цей результат використовуються як вiдправна точка для об-
числення нормованої варiацiї, коефiцiєнта асиметрiї та куртозиса розподiла числа
частинок, а також сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй числа частинок та енергiї.

Нехай P(N) – це нормований розподiл числа частинок. Тодi k-тий момент
〈Nk〉 =

∑
N N

kP(N). Розглянемо варiацiю, σ2 = 〈(∆N)2〉, де ∆N ≡ N − 〈N〉.
Нормована варiацiя, ω[N ] ≡ σ2/〈N〉, характеризує ширину розподiлу P(N). Коефi-
цiєнт асиметрiї (Skewness) Sσ = 〈(∆N)3〉/σ2 розподiлу визначає степiнь асиметрiї
розподiлу P(N) навколо його середнього значення 〈N〉. Куртозис (Kurtosis) розпо-
дiлу κσ2 = [〈(∆N)4〉 − 3〈(∆N)2〉2]/σ2 є мiрою “пiковостi” розподiлу ймовiрностi
P(N).

У великому канонiчному ансамблi флуктуацiї числа частинок можуть бути оха-
рактеризованi безрозмiрними кумулянтами (сприйнятливостями), kn, якi пов’язанi
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Рис. 4: Нормована варiацiяω[N ] на (ñ, T̃ )
фазовiй дiаграмi як для стабiльних, так i
для метастабiльних чистих фаз. Показанi
декiлька лiнiй сталих значень ω[N ]. Сiра
зона вiдображає область, де чиста фаза
являється нестабiльною.

Рис. 5: Те саме, що й на Рис. 4, але для коефiцiєнта асиметрiї Sσ (лiворуч) та
куртозиса κσ2 (праворуч).

з моментами розподiлу числа частинок. Це дозволяє отримати наступнi аналiтичнi
вирази:

ω[N ] =
k2

k1
=

T

n

(
∂n

∂µ

)
T

=

[
1

(1− bn)2
− 2an

T

]−1

, (10)

Sσ =
k3

k2
= ω[N ] +

T

ω[N ]

(
∂ω[N ]

∂µ

)
T

, (11)

κσ2 =
k4

k2
= (Sσ)2 + T

(
∂[Sσ]

∂µ

)
T

. (12)

В термiнах приведених змiнних, T̃ ≡ T/Tc та ñ ≡ n/nc, рiвняння (10)-(12)
приймають вигляд

ω[N ] =
1

9

[
1

(3− ñ)2
− ñ

4T̃

]−1

, Sσ =
1

3

[
1

(3− ñ)2
− ñ

4T̃

]−2 [
1− ñ

(3− ñ)3

]
, (13)

κσ2 = 3 (Sσ)2 − 2ω[N ]Sσ − 54 (ω[N ])3 ñ2

(3− ñ)4
. (14)

Флуктуацiї (13)-(14) як функцiї T̃ та ñ, показанi на Рис. 4 та 5.
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Нормована варiацiя, коефiцiєнт асиметрiї Sσ та куртозис κσ2 розподiлу чи-
сла частинок є розбiжними в критичнiй точцi. Вводячи величини ρ = ñ − 1 та
τ = T̃ − 1 знаходимо при τ � 1 та ρ � 1: ω[N ] ∼= 4

9

[
τ + 3

4ρ
2 + τρ

]−1
, та

Sσ ∼= −2
3ρ
[
τ + 3

4ρ
2 + τρ

]−2
. При τ = 0 та ρ � 1: κσ2 ∝ ρ−6 . При критичнiй

густинi ñ = 1 та температурах трохи вище критичної, T̃ > 1: κσ2 ∝ −τ−3.
Область кросоверу фазової дiаграми (область де має мiсце швидкий, проте плав-

ний перехiдмiж газоподiбною та рiдинноюфазами) характеризується великим значе-
нням нормованої варiацiї, майже нульовим коефiцiєнтом асиметрiї i суттєво вiд’єм-
ним куртозисом. Нетривiальна структура коефiцiєнта асиметрiї та куртозиса спосте-
рiгається в великiй областi навколо критичної точки на фазовiй дiаграмi; зокрема,
обидвi цi мiри можуть приймати великi додатнi та вiд’ємнi значення. Газоподiбна фа-
за характеризується додатними значеннями коефiцiєнта асиметрiї, тодi як рiдинна
фаза – вiд’ємними.

Нормальний розподiл Гауса вiдповiдає нульовим значенням коефiцiєнта асиме-
трiї та куртозиса. Таким чином, (сильнi) вiдхилення Sσ та/або κσ2 вiд нуля є сигна-
лами (сильно) не-гаусiвської форми розподiлу числа частинок P(N).

Больцманiвське наближення, що було застосовано в другому роздiлi, дало мо-
жливiсть одержати аналiтичнi вирази (13)-(14). Зазначимо також, що цi результати
є унiверсальними, тобто, вони є незалежними вiд конкретних чисельних значень
vdW параметрiв a та b. Таким чином, цi результати можуть бути застосованi для ду-
же рiзних фiзичних систем. Унiверсальнiсть одержаних результатiв губиться, якщо
врахувати ефекти квантової статистики.

Нещодавно було запропоновано (V. Vovchenko, D. V. Anchishkin and M. I.
Gorenstein, Phys. Rev. C 91, no. 6, 2015) узагальнення рiвняння стану ван дер Ваальса
в GCE, що враховує ефекти квантової статистики (квантова модель ван дер Ваальса,
QvdW). Це узагальнення являє собою систему трьох трансцендентних рiвнянь для
тиску, густини частинок та ефективного хiмiчного потенцiалу:

p(T, µ) = pid(T, µ∗)− a n2 , n(T, µ) =
nid(T, µ∗)

1 + bnid(T, µ∗)
, (15)

µ∗ = µ − b p(T, µ)− a b n2 + 2 a n , (16)

де pid та nid це, вiдповiдно, тиск та густина частинок iдеального квантового газу.
Данi рiвняння мають розв’язок для всiх можливих значень температури, T ≥ 0,

та хiмiчного потенцiалу, −∞ < µ < ∞. Квантове узагальнення рiвняння vdW
задовольняє всiм основним вимогам, а саме зводиться до рiвняння iдеального Фермi
або Бозе газу при a = 0 та b = 0, до класичного рiвняння ван дер Ваальса в
больцманiвськiй границi. Також на вiдмiну вiд класичного рiвняння vdW задовiльняє
третiй закон термодинамiки, тобто ентропiя s→ 0 при T → 0.

В третьому роздiлi модель QvdW застосовується до опису системи взаємодi-
ючих пiонiв. У випадку газу пiонiв необхiдно використовувати Бозе-статистику.
Розглядається система пiонiв з нульовим значенням повного електричного заряду,
таким чином, π+, π−, та π0 всi мають нульовi хiмiчнi потенцiали. Тобто µ = 0 в



12

1 0 0 1 1 0 1 2 0 1 3 0 1 4 0 1 5 0 1 6 0- 2 0
0

2 0
4 0
6 0
8 0

1 0 0
1 2 0
1 4 0 ( a )

a / b [ M e V ]  =  6 0 0
xx

0

5 0 0
4 0 0

2 0 0

T  [ M e V ]

µ*  [M
eV

]
 

 
0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0 6 0 01 0 0

1 1 0
1 2 0
1 3 0
1 4 0
1 5 0
1 6 0

( d )

T 0 [M
eV

]

a  [ M e V  f m 3 ]

x

x

 

 

b [ f m 3 ]  =  0 ; 0 . 4 5 ; 1

Рис. 6: (a) Ефективний хiмiчний потенцiал, µ∗, пiонного газу з рiвнянням стану
ван дер Ваальса як функцiя температури. Значення параметру виключеного об’єму
зафiксоване як b = 0.45 fm3. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають розв’язкам з a/b = 0, 200,
400, 500, 600 MeV (знизу догори). Точкованi лiнiї показують поведiнку iдеального
газу, тобто для a = 0 та b = 0. Точки граничної температури зображенi символами×,
нестабiльнi розв’язки зображенi пунктирними сегментами лiнiй, що закiнчуються в
точках T = T ′, зображених суцiльними кругами. (d) Залежнiсть граничної темпера-
тури T0 вiд параметра a для b = 0 (пунктирна лiнiя), b = 0.45 fm3 (суцiльна лiнiя) та
b = 1 fm3 (пунктирно-точкована лiнiя).

рiвняннi (16). В результатi, p та n в рiвняннях (15) стають функцiями однiєї змiнної,
температури. Береться g = 3 в якостi фактора виродження пiонiв таmπ

∼= 138 MeV в
якостi маси пiонiв. Приймається значення b ∼= 0.45 fm3, що вiдповiдає оцiнцi радiусу
твердого кора пiонiв r ∼= 0.3 fm−3. Значення a розглядається як вiльний параметр
моделi.

Було обчислено температурнi залежностi термодинамiчних величин µ∗ , p, n та
ε пiонного газу. Зокрема, результат для µ∗ як функцiї T представленi на Рис. 6 (a)
суцiльними лiнiями для рiзних значень параметра a. Точкованi лiнiї вiдповiдають
iдеальному газу (тобто при a = 0 та b = 0). В областi температури T ≤ 100 MeV (не
показанiй на Рис. 6 (a)) ефекти взаємодiї для даних значень a та b є малими, тобто
всi термодинамiчнi функцiї є дуже близькими до вiдповiдних результатiв iдеального
газу.

Було розглянуто роль взаємодiй вiдштовхування та притягання, що описую-
ться vdW параметрами b та a, вiдповiдно. Було знайдено що для b ∼= 0.45 fm3 та
a/b ∼= 200 MeV рiвняння стану ван дер Ваальса для пiонiв виявляється близьким
до вiдповiдного рiвняння iдеального пiонного газу, тобто взаємодiї притягання та
вiдштовхування приблизно взаємо-скомпинсовують одна одну.

При великих значеннях параметра a має мiсце нове явище: виникає гранична
температура T0, тобто система рiвнянь (15)-(16) не має стабiльних розв’язкiв при
T > T0. На Рис. 6 (b) показана залежнiсть T0 вiд параметра a для рiзних значень
параметра b. Видно, що для кожного значення параметра вiдштовхування b iснує
мiнiмальне значення параметра притягання a = ab таке, що гранична температура
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T = T0 ≤ 160 MeV виникає при всiх a ≥ ab та T0 спадає зi зростанням a.
В той же час, в iнтервалi температур T ′ ≤ T ≤ T0 виникають нестабiльнi

розв’язки. Тут T ′ – це початкова температура конденсацiї Бозе-Ейнштейна, тоб-
то µ∗(T ′) = mπ. Стабiльнi розв’язки вiдповiдають критерiю Гiббса, тобто їх тиск
бiльше, нiж тиск нестабiльних розв’язкiв при тiй же температурi.

В роботi показано, що вираз для нормованої варiацiї розподiлу числа частинок,
ω[N ], в квантовiй моделi ван дер Ваальса має бiльш складний вигляд, нiж вiдповiдний
вираз (10) в класичнiй моделi. А саме,

ω[N ] = ωid(T, µ∗)

[
1

(1− bn)2
− 2an(T, µ∗)

T
ωid(T, µ∗)

]−1

, (17)

де ωid(T, µ) – це нормована варiацiя числа частинок iдеального квантового газу, µ∗
визначається рiвнянням (16).

Для того, щоб прояснити фiзичне походження граничної температури T0 для
пiонного газу з рiвнянням стану ван дер Ваальса, були обчисленi теплоємнiсть, C =
dε/dT , квадрат швидкостi звука, c2

s = dp/dε, та нормована варiацiя розподiлу числа
пiонiв, ω[N ]. Виявлено, що c2

s → 0, тодi як обидвi величини C → ∞ та ω[N ] → ∞
при T → T0. Степенева поведiнка при T → T0 цих величин наступна: обидва C та
ω[N ] пропорцiйнi до (T0 − T )−1/2, а c2

s ∝ (T0 − T )1/2. Поведiнка флуктуацiй повної
енергiї E є схожою до поведiнки флуктуацiй числа пiонiвN . Таким чином, гранична
температура вiдповiдає найм’якiшiй точцi рiвняння стану (швидкiсть звуку дорiвнює
нулю) та нескiнченно великим флуктуацiям i теплоємностi.

Концепцiя граничної температури в адронному газi було введено в фiзику Хаге-
дорном. Тиск в найпростiшiй версiї моделi Хагедорна визначається як

pH(T ) = pπid(T ) +
T 2

2π2

∫ ∞
M0

dmρ(m)m2K2(m/T ) , (18)

де pπid – це тиск iдеального Бозе газу пiонiв, ρ(m) ∼= cm−α exp(m/T0)θ(m − M0)
це експоненцiйно зростаючий масовий спектр ρ(m) для збуджених адронних станiв
(“фаєрболiв”, що розглядаються як точковi невзаємодiючi частинки), c, M0, T0 та
α – це параметри моделi. K2 – це модифiкована функцiя Бесселя другого роду.
Другий доданок в правiй частинi рiвняння (18) вiдповiдає вкладу всiх збуджених
станiв в больцманiвському наближеннi. Гранична температура, T0, виникає в зв’язку
з експоненцiйно зростаючиммасовим спектром ρ(m) для збуджених адронних станiв
при великiй масim.

Не дивлячись на те, що реалiзацiя механiзму притягання мiж частинками в моде-
лi Хагедорна (за допомогою резонансiв) вiдрiзняється вiд вiдповiдного механiзму в
моделi QvdW (через середнє поле), було знайдено, що однакова поведiнка фiзичних
величин в околi граничної температури реалiзується в обох моделях. Це має мiсце
для спецiального вибору степеневого показника, а самеm−4, в пре-експоненцiйному
множнику масового спектру ρ(m) моделi Хагедорна. Бiльш того, спецiальним пiд-
бором значень параметрiв в моделi Хагедорна можна одержати дуже схожу термо-
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Рис. 7: Теплоємкiсть (a) та квадрат швидкостi звуку (b) як функцiї температури.
Суцiльнi лiнiї вiдповiдають рiвнянню стану ван дер Ваальса з b = 0.45 fm3 та a/b =
500MeV. Пунктирнi лiнiї вiдповiдають моделi Хагедорна (18) з T0 = 155MeV, α = 4,
c = 3.57 fm−3 таM0 = 507 MeV.

динамiчну поведiнку в обох моделях на всьому дiапазонi температур (див. Рис. 7).
Виявлена наявнiсть граничної температури T0 в моделi QvdW пiонного газу, без

сумнiву, є свiдченням обмеження в застосуваннi цiєї моделi при високих густинах
енергiї. Подiбно до моделi Хагедорна, гранична температура в пiонному газi ван
дер Ваальса повинна бути перетворена в температуру переходу деконфайнмента
пiсля введення фундаментальних кварк-глюонних ступенiв вiльностi, що може бути
зроблено в наступних роботах.

Ще одним з можливих застосувань квантової моделi ван дер Ваальса є засто-
сування до опису нескiнченної системи взаємодiючих нуклонiв, ядерної матерiї. В
четвертому роздiлi передбачення моделi QvdW порiвнюються з передбаченнями
моделi Валечки ядерної матерiї. Також тут в рамках моделi QvdW обчислюються
флуктуацiї числа нуклонiв в областi критичної точки фазового переходу рiдина-газ
ядерної матерiї.

Модель Валечки ядерної матерiї основана на лоренц-iнварiантному лагранжiанi,
в якому включенi зв’язки нуклонного поля зi скалярним полем σ мезонiв та вектор-
ним полем ω мезонiв, i само-взаємодiями скалярного поля знехтувано. В наближеннi
середнього поля мезоннi поля та ядерний струм замiняються їхнiми середнiми зна-
ченнями. Це надає можливiсть одержати вираз для функцiї тиску в наступному
виглядi:

p(T, µ) = pid(T, µ∗;m∗) +
c2

v

2
n(T, µ) − (m−m∗)2

2c2
s

, (19)

де µ∗ та m∗ це, вiдповiдно, ефективний хiмiчний потенцiал та ефективна маса ну-
клонiв. Параметри моделi c2

v та c2
s визначають силу взаємодiй вiдштовхування та

притягання, вiдповiдно.
Величини µ∗ та m∗ визначаються умовою екстремуму термодинамiчного потен-
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Walecka Hybrid QvdW
c2

v
∼= 11.0 fm2 b ∼= 3.12 fm3 b ∼= 3.42 fm3

c2
s
∼= 14.6 fm2 c2

s
∼= 3.46 fm2 a ∼= 329 MeV fm3

Табл. 1: Значення параметрiв моделей, що одержанi з властивостей основного стану
ядерної матерiї.

цiалу (тобто максимуму тиску). Для тиску (19) це породжує:

µ∗ = µ − c2
v n(T, µ) ,

m

m∗
= 1 + c2

s

g

2π2

∫ ∞
0

k2dk
fk(T, µ∗;m∗)√
m∗2 + k2

, (20)

де fk – це середнє число заповнення, що вiдповiдає iмпульсу k. З використанням
стандартних термодинамiчних спiввiдношень можна одержати функцiї густини ну-
клонiв та енергiї в моделi Валечки:

n(T, µ) = nid(T, µ∗;m∗) , (21)

ε(T, µ) = εid(T, µ∗;m∗) +
(µ − µ∗)2

2 c2
v

+
(m − m∗)2

2 c2
s

. (22)

Додатково введемо гiбридну модель, в якiй взаємодiї притягання реалiзуються
завдяки обмiну скалярними σ мезонами, як в моделi Валечки, а взаємодiї вiдштов-
хування вiдповiдають поправцi виключеного об’єму, як в моделi QvdW.

Зафiксуємопараметри притягання та вiдштовхування для кожної з трьохмоделей
так, щоб вiдтворювалися вiдомi властивостi основного стану ядерної матерiї:

T = 0 , p = 0 , ε/n ∼= m+ EB
∼= 922 MeV , n0

∼= 0.16 fm−3 . (23)

Одержанi значення приведено в таблицi 1. Зазначимо, що одержанi значення
параметрiв c2

s та c2
v трохи вiдрiзняються вiд значень одержаних в iнших роботах. Це

спричинено iншим припущеним значенням ядерної густини в основному станi.

Положення критичної точки та значення нестисливостi, K0 = 9(dp/dn)T=0, для
кожної моделi, а також експериментальнi оцiнки цих величин представленi в табли-
цi 2. Всi три моделi, що розглядаються, суттєво перебiльшують значення ядерної
нестисливостi K0. Бiльш складнi моделi, такi як модель Богута-Бодмера (Boguta-
Bodmer), або модель реального газу Клаузiса (Clausius), можуть розглядатися для
вирiшення цiєї проблеми. Проте очiкується, що цi модефiкацiї якiсно не вплинуть
на передбачення, щодо поведiнки ядерної матерiї в областi критичної точки.

Так як всi результати гiбридної моделi є промiжними мiж результатами моделей
Валечки та QvdW, вони не представленi на рисунках.

Кривi спiвiснування та критичнi iзотерми в приведених змiнних для моделей
QvdW та Валечки представленi на Рис. 8 (a) та (b), вiдповiдно. Спостерiгається
лише невелика рiзниця мiж двома моделями, переважно в областi високої густини.
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Walecka Hybrid QvdW Experiment
Tc [MeV] 18.9 19.2 19.7 17.9 ± 0.4
nc [fm−3] 0.070 0.071 0.072 0.06 ± 0.01
pc [MeV fm−3] 0.48 0.50 0.52 0.31 ± 0.07
K0 [MeV] 553 674 763 250 - 315

Табл. 2: Положення критичної точки та значення нестисливостi при нульовiй тем-
пературi, K0, в рамках моделей Валечки, QvdW та гiбридної моделi, разом з їхнiми
експериментальними оцiнками.
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Рис. 8: Кривi спiвiснування (a) та критичнi iзотерми (b) в приведених змiнних
обчисленi для моделей Валечки (пунктирнi синi лiнiї) та QvdW (суцiльнi червонi
лiнiї). Кружки вiдповiдають критичнiй точцi.

Критичнi iндекси характеризують критичнуповедiнку термодинамiчних величин
в околi критичної точки в термiнах степеневих виразiв. Так званi термодинамiчнi
критичнi iндекси – це α, β, γ та δ. Їхнi означення представленi в перших двох
колонках Табл. 3.

Критична поведiнка в моделi Валечки вивчалася ранiше. Одержанi значення кри-
тичних iндексiв наступнi: α = 0, β = 1/2, γ = 1 та δ = 3. Цi значення iндексiв вiдпо-
вiдають класу унiверсальностi моделей середнього поля. Численнi моделi належать
до цього класу, включаючи, наприклад, класичну модель ван дер Ваальса.

Значення критичних iндексiв моделi ван дер Ваальса з Фермi статистикою мо-
жна одержати аналiтично (розкладаючи вiдповiднi фiзичнi величини в ряд Тейлора
в околi критичної точки) або чисельно. Всi значення критичних iндексiв, одержанi
для моделi QvdW, також спiвпадають зi значеннями класу унiверсальностi моделей
середнього поля. Зокрема, функцiї γ(τ) та δ(ñ) показанi на Рис. 9 (a) та (b), вiдповiд-
но. Бачимо, що при досить малому вiдхиленнi вiд критичної точки (τ або ñ . 0.01),
γ(τ) та δ(ñ) вже важко вiдрiзнити вiд значень критичних iндексiв γ = 1 та δ = 3.

Проте зазначимо, що значення вiдповiдних критичних амплiтуд (коефiцiєнтiв
пропорцiйностi) A,B,G та D не є унiверсальними i лишаються рiзними в рiзних
моделях. Зокрема, обчисленi в роботi значення критичних амплiтуд G ∼= 0.257 та
D ∼= 1.4 для квантової моделi ван дер Ваальса ядерної матерiї вiдрiзняються вiд
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1 2 3 4
iндекс скейлинг шлях ТСП емпiричнi
α cv = A τ−α τ → 0+ , ñ = 1 0 0.11

β
ñl − ñg

2 = B (−τ)β τ → 0− 1
2 0.33

γ κT = p−1
c G τ−γ τ → 0+ , ñ = 1 1 1.24

δ p̃ − 1 = D |ñ − 1|δ sgn(ñ − 1) n → 1± , τ = 0 3 4.79

Табл. 3: Термодинамiчнi критичнi iндекси. Колонки (1): Скейлинговi спiввiдношен-
ня. Тут τ = T̃−1, cv – це теплоємнiсть при сталiй густинi. Параметр порядку (ñl−ñg)

– це ширина областi змiшаної фази при данiй T̃ . κT = n−1[∂n/∂p]T – це iзотермiчна
стисливiсть. (2): Термодинамiчний шлях пiдходу до критичної точки. (3): Значення
критичних iндексiв в класi унiверсальностi теорiй середнього поля. (4): Емпiричнi
значення критичних iндексiв для реальних газiв.
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Рис. 9: Залежнiсть γ(τ) (a) та δ(ñ) (b) iндексiв якфункцiй приближення до критичної
точки.

вiдповiдних значень G = 1/6 та D = 3/2 класичної моделi ван дер Ваальса, що є
ефектом статистики Фермi.

Густина числа нуклонiв n(T, µ) (15) для ядерної матерiї в (T, µ)-координатах
представлена на Рис. (10) (a). Використовуючи одержаний вираз для нормованої
варiацiї розподiлу числа частинок (17) зωid(T, µ∗), що вiдповiдає нормованiй варiацiї
iдеального газу з Фермi статистикою та знайденими значеннями параметрiв a та b
можна обчислити нормовану варiацiю розподiлу числа нуклонiв в областi критичної
точки ядерної матерiї з рiвнянням стану ван дерВаальса.Цей результат представлено
на Рис. (10) (b). Коефiцiєнт асиметрiї (11) та куртозис (12) розподiлу числа нуклонiв
представлено на Рис. (11) (a) та (b), вiдповiдно.

Цi результати для флуктуацiй числа нуклонiв є якiсно подiбними до вiдповiдних
результатiв одержаних в рамках класичної моделi ван дер Ваальса у роздiлi 2. Проте,
врахування ефектiв квантової статистики призводить до того, що закон вiдповiд-
них станiв не виконується i таким чином, представлення результатiв у приведених
змiнних не є доречним.
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Рис. 10: (a) Густина числа нуклонiв n(T, µ) (15) та (b) нормована варiацiя ω[N ] (17)
обчисленi для ядерної матерiї в (T, µ)-координатах в рамках кантової моделi ван
дер Ваальса для фермiонiв. Кiльцем при T = 0 позначено основний стан ядерної
матерiї, точка при T = Tc вiдповiдає критичнiй точцi, а крива фазового переходу
µ = µmix(T ) представлена суцiльною лiнiєю.
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Рис. 11: Те саме, що на Рис.(10) але (a) для коефiцiєнта асиметрiї Sσ (11) та (b)
куртозиса κσ2 (12).

Знайденi закономiрностi в флуктуацiях поблизу критичної точки якiсно знахо-
дяться у згодi з результатами заснованими на ефективних моделях КХД або на
унiверсальних твердженнях стосовно критичної поведiнки в околi критичної точки
КХД.



19

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена теоретичному вивченнюфлуктуацiй та середнiх
чисел частинок в околi можливого фазового переходу деконфайнмента i в околi
критичної точки ядерої матерiї в ядро-ядерних зiткненнях в рамках статистичних
моделей.

В першому роздiлi введено точнi закони збереження дивностi та чарiвностi в
статистичну модель ранньої стадiї релятивiстських ядро-ядерних зiткнень. Основнi
результати роздiлу наступнi:

1. Знайдено вплив точного закону збереження дивностi на термодинамiчнi фун-
кцiї системи адронiв та на температури початку та кiнця змiшаної фази в
статистичнiй моделi ранньої стадiї ядро-ядерних зiткнень.

2. З врахуванням точного закону збереження дивностi обчислено залежнiсть вiд
енергiї зiткнення вiдношення дивностi до ентропiї для зiткнень протонiв та
малих ядер при енергiях CERN SPS.

3. З врахуванням точного закону збереження чарму обчислена залежнiсть вiд
енергiї зiткнення середнього числа cc̄-пар в центральних Pb+Pb зiткненнях.

4. Обчислено залежностi сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй числа адронiв вiд
енергiї зiткнення в центральних Pb+Pb зiткненнях. На основi нерегуляронно-
стей в знайдених залежностей зроблено передбачення для можливих експери-
ментальних сигналiв фазового переходу деконфайнмента.

Другий роздiл присвячено флуктуацiям числа взаємодiючих частинок з боль-
цманiвською статистикою в околi критичної точки. В роздiлi використовується мо-
дель ван дер Ваальса в, нещодавно запропонованому, формулюваннi великого кано-
нiчного ансамблю. Результати:

1. Знайдено унiверсальнi (незалежнi вiд параметрiв сили притягання та вiдштов-
хування), аналiтичнi вирази для флуктуацiї числа частинок аж до четвертого
моменту, а саме нормованої варiацiї, коефiцiєнта асиметрiї та куртозиса роз-
подiлу числа частинок в моделi ван дер Ваальса. Також знайдено вирази для
сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй числа частинок та повної енергiї.

2. Знайдено вiдмiннiсть в поведiнцi флуктуацiй числа частинок в областi газо-
подiбної фази, рiдинної фази та кросоверу на фазовiй дiаграмi. Кожну з цих
областей охарактеризовано вiдповiдною поведiнкою флуктуацiй.

3. Дослiджено сингулярну критичну поведiнку флуктуацiй в моделi ван дер Ва-
альса. Одержано розклад вищезгаданих виразiв в околi критичної точки.

В наступних двох роздiлах використовується, нещодавно запропоноване, роз-
ширення моделi ван дер Ваальса в великому канонiчному ансамблi, що враховує
ефекти квантової статистики (квантова модель ван дер Ваальса, QvdW). Зокрема, в
третьому роздiлi дана модель з Бозе статистикою застосовується до опису адронної
матерiї у виглядi системи взаємодiючих π-мезонiв. Основними результатами роздiлу
є:

1. Виявлено явище граничної температури в газi π-мезонiв з рiвнянням стану ван
дер Ваальса. Це явище полягає в тому, що при кожному значеннi параметрiв
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моделi, b ≥ 0 та a > 0, iснує гранична температура T0, вище якої рiвновага в си-
стемi неможлива. Знайдено залежнiсть граничної температури вiд параметрiв
моделi.

2. Дослiджено поведiнку термодинамiчних функцiй в околi граничної темпера-
тури. Знайдено, що ефективний хiмiчний потенцiал, тиск, густина π-мезонiв,
густина енергiї та швидкiсть звуку в системi залишаються скiнченними в точцi
T0, тодi як теплоємнiсть та флуктуацiї числа π-мезонiв прямують до нескiн-
ченностi при пiдходi до граничної температури зi степеневим показником 1/2.

3. Знайдено вiдповiднiсть в поведiнцi термодинамiчних функцiй газу π-мезонiв
з рiвнянням стану ван дер Ваальса та адронної матерiї з рiвнянням стану
Хагедорна.

Насамкiнець, четвертий роздiл присвячено дослiдженню флуктуацiй числа ну-
клонiв в околi критичної точки фазового переходу рiдина-газ ядерної матерiї. В
даному роздiлi для опису ядерної матерiї використовується квантова модель ван дер
Ваальса з Фермi статистикою. Результати роздiлу наступнi:

1. Знайдено вирази для нормованої варiацiї, коефiцiєнта асиметрiї та куртози-
са розподiлу числа нуклонiв в ядернiй матерiї в моделi QvdW. Дослiджена
сингулярна критична поведiнка цих величин в околi критичної точки ядерної
матерiї. Одержано можливi сигнали газоподiбної/рiдинної фаз ядерної матерiї
та кросоверу на основi визначення флуктуацiй числа нуклонiв.

2. Обчислено критичнi iндекси в моделi ван дер Ваальса зi статистикою Фермi.
Визначено клас унiверсальностi моделi. Знайдено вплив квантової статистики
на критичнi амплiтуди критичних iндексiв γ та δ.

3. На основi єдиної граничної умови стану ядерної матерiї при нульовiй тем-
пературi знайдено параметри притягання i вiдштовхування моделей QvdW та
Валечки ядерної матерiї. Це надало можливiсть порiвняти цi двi моделi. Зокре-
ма, для моделей QvdW та Валечки при даних значеннях параметрiв знайде-
но i порiвняно наступнi характеристики: поведiнку термодинамiчних функцiй
ядерної матерiї, ядерну нестисливiсть при нульовiй температурi,K0, положен-
ня критичної точки, критичну поведiнку системи в околi критичної точки.

4. Розглянуто гiбридну модель, що є компромiсом мiж моделями QvdW та Ва-
лечки ядерної матерiї. Вищезгаданi характеристики обчислено для гiбридної
моделi та порiвняно з їх вiдповiдними значеннями в моделяхQvdWтаВалечки.

Пiдбиваючи пiдсумки виконаної роботи, можна вiдзначити, що отриманi результати
є вкладом у розумiння поведiнки флуктуацiй в околi фазових переходiв та критичної
точки сильновзаємодiючої матерiї, а також в розробку експериментальних сигналiв
їх наявностi.
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АНОТАЦIЯ

Побережнюк Р. В. Фазовi перетворення та критична точка сильновзаємо-
дiючої матерiї в ядро-ядерних зiткненнях. - Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук
за спецiальнiстю 01.04.02 - “теоретична фiзика”. - Iнститут теоретичної фiзики iм.
М. М. Боголюбова НАН України, Київ, 2017.

В дисертацiї з використанням статистичної моделi ранньої стадiї релятивiстських
ядро-ядерних зiткнень одержано якiснi передбаченнящодоможливих спостережува-
них сигналiв фазового переходу деконфайнмента. Зокрема, сигналiв, що проявляю-
ться у залежностi вiд енергiї зiткнення виходу дивних частинок в протон-протонних
взаємодiях, чарiвних частинок та сильноiнтенсивних мiр флуктуацiй чисел частинок
в зiткненнях ядер свинець-свинець.

Також в роботi виявлено явище граничної температури в газi π-мезонiв з рiв-
нянням стану ван дер Ваальса. Поведiнку системи в околi граничної температури
порiвняно з вiдповiдною поведiнкою адронної матерiї з рiвнянням стану Хагедорна.
Одержано вирази для флуктуацiй числа нуклонiв в областi критичної точки ядерної
матерiї з рiвнянням стану ван дер Ваальса.

Ключовi слова: деконфайнмент, ядро-ядернi зiткнення, зiткнення важких iонiв,
протон-протоннi зiткнення, дивнiсть, чарiвнiсть, флуктуацiї, критична точка, газ
пiонiв, гранична температура, критичнi iндекси, ядерна матерiя.

АННОТАЦИЯ

Побережнюк Р. В. Фазовые превращения и критическая точка сильновза-
емодействующей материи в ядро-ядерных столкновениях. - Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических
наук по специальности 01.04.02 - “теоретическаяфизика ”. - Институт теоретической
физики им. Н. Н. Боголюбова НАН Украины, Киев, 2017.

В диссертации с использованием статистической модели ранней стадии реляти-
вистских ядро-ядерных столкновений получено качественные предсказания возмо-
жных наблюдаемых сигналов фазового перехода деконфайнмента. В частности, си-
гналов, которые проявляются в зависимости от энергии столкновения выхода стран-
ных частиц в протон-протонных взаимодействиях, очарованных частиц и сильноин-
тенсивних мер флуктуаций чисел частиц в столкновениях ядер свинец-свинец.

Также в работе обнаружено явление предельной температуры в газе π-мезонов с
уравнением состояния ван дер Ваальса. Поведение системы в окрестности предель-
ной температуры сравниваеться с соответствующим поведением адронной материи
с уравнением состояния Хагедорна. Полученно выражения для флуктуаций числа
нуклонов в области критической точки ядерной материи с уравнением состояния
ван дер Ваальса.

Ключевые слова: деконфайнмент, ядро-ядерных столкновения, столкновения
тяжелых ионов, протон-протонные столкновения, странность, очарование, флуктуа-
ции, критическая точка, газ пионов, предельная температура, критические индексы,
ядерная материя.
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ABSTRACT

Poberezhnyuk R. V. Phase transitions and critical point of strongly interacting
matter in nucleus-nucleus collisions. - Qualification scientific work on the rights of
the manuscript.

Thesis for a degree of Candidate of Science in Physics and Mathematics in specialty
01.04.02 - “theoretical physics”. - Bogolubov Institute for Theoretical Physics, National
Academy of Sciences of Ukraine, Kiev, 2017.

Thesis is devoted to the theoretical study of fluctuations andmean particlemultiplicities
in the vicinity of deconfinement phase transition and critical point of nuclear matter in
nucleus-nucleus collisions within statistical models.

In thesis Statistical Model of the Early Stage, SMES, is used to describe a transition
between confined and deconfined phases of strongly interacting matter created in nucleus-
nucleus collisions. Recent results of NA61/SHINE on hadron production in inelastic p+p
interactions suggest that the deconfinement may take place in these reactions. However,
in this case mean multiplicity of particles with non-zero strange charge is smaller than
one. Thus for the modeling of p+p interactions the exact strangeness conservation has
to be implemented in the SMES. This extension of the SMES is presented in the thesis.
Exact strangeness conservation law affects temperature, pressure and energy density of
the system as much as beginning and end points of the mixed phase. Substantial difference
is observed for strangeness to entropy ration which is found to be strongly dependent of
the systems size.

The SMES is also used in thesis to calculate mean multiplicity of charm particles in
central Pb+Pb collisions. A small number of produced charm particles necessitates the
use of the exact charm conservation law. The model predicts a rapid increase of mean
charm multiplicity as a function of collision energy. The mean multiplicity calculated for
central Pb+Pb collisions at the center of mass energy per nucleon pair√sNN = 17.3 GeV
exceeds significantly the experimental upper limit. Thus, in order to describe open charm
production model parameters and/or assumptions should be revised.

Thesis also contains SMES predictions on fluctuations of hadron production properties
in central heavy ion collisions and extends previously published results by considering
the strongly intensive measures of fluctuations (this experimental fluctuation measures are
applied in view of necessity to exclude noise from the systems size fluctuations in nucleus-
nucleus collisions). In several of the considered cases a significant change in collision
energy dependence of calculated quantities as a result of the phase transition is predicted.
This provides an opportunity to observe new signals of the onset of deconfinement in
heavy ion collisions experiments.

Anothermodel applied in thesis is, recently proposed, van derWaalsmodel in canonical
ensemble formulation, which includes effects of quantum statistics (quantum van der
Waals model, QvdW). In thesis the Bose statistics version of this model is applied to
the equilibrium system of interacting pions. If the attractive interaction between pions is
large enough, a limiting temperature T0 emerges, i.e., no thermodynamical equilibrium is
possible at T > T0. The system pressure p, particle number density n, and energy density
ε remain finite at T = T0, whereas for T near T0 both the specific heatC = dε/dT and the
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scaled variance of particle number fluctuations ω[N ] are proportional to (T0−T )−1/2 and,
thus, go to infinity at T → T0. The limiting temperature also corresponds to the softest
point of the equation of state, i.e., the speed of sound squared c2

s = dp/dε goes to zero as
(T0 − T )1/2. Very similar thermodynamical behavior takes place in the Hagedorn model
for the special choice of a power, namely m−4, in the pre-exponential factor of the mass
spectrum ρ(m).

Another implication of quantum van der Waals model in thesis is implication to a
description of nuclear matter. The Fermi statistics version of the model is considered
for this case. A comparable study of the quantum van der Waals and Walecka models
of nuclear matter is presented. Each model contains two parameters which characterize
the repulsive and attractive interactions between nucleons. These parameters are fixed in
order to reproduce the known properties of the nuclear ground state. Both models predict
a first-order liquid-gas phase transition and a very similar behavior in the vicinity of the
critical point. Critical exponents and critical amplitudes of the quantum van der Waals
model are studied both analytically and numerically. There are important differences in
the behavior of the thermodynamical functions of the considered models at large values
of the nucleon number density. At the same time both models fall into the universality
class of mean-field theory. A hybrid model, where the attractive interactions are mediated
through the scalar meson exchange and where the repulsive interactions are modeled by
means of the excluded-volume correction, is considered as well for completeness.

Expression for nucleon multiplicity fluctuations near the critical point of nuclear
matter are presented in thesis. The scaled variance, skewness, and kurtosis of nucleons
multiplicity distribution diverge at the critical point. It is found that the crossover region
of the phase diagram is characterized by the large values of the scaled variance, the
almost zero skewness, and the significantly negative kurtosis. The rich structures of the
skewness and kurtosis are observed in the phase diagram in the wide region around the
critical point; namely, they both may attain large positive or negative values. The strongly
intensive measures ∆[E∗, N ] and Σ[E∗, N ] of the particle number and excitation energy
fluctuations are also considered, and, similarly, show singular behavior near the critical
point. Based on universality argument, similar behavior is expected to occur in the vicinity
of the QCD critical point.

Finally, the classical van der Waals (vdW) equation of state in the grand canoni-
cal ensemble formulation is used to calculate particle number fluctuations in generic
Boltzmann vdW system. Neglecting effects of the quantum statistics provided the analyti-
cal expressions particle multiplicity fluctuations, as well as for strongly intensive measures
of particle multiplicity and energy fluctuations. These results are qualitatively similar to
corresponding results obtained for nuclear matter within QvdWmodel. However, contrary
to the Fermi statistics case, obtained expressions can be presented in reduced variables, in
which they have universal form, i.e., they do not depend on particular values of the vdW
parameters a and b.

Keywords: Onset of deconfinement, nucleus-nucleus collisions, proton-proton collisi-
ons, charm production, fluctuations, critical point, pion gas, limiting temperature, critical
exponents, nuclear matter.


