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АНОТАЦIЯ

Тимчишин В.Б. Статистичний опис систем з кулонiвським типом взає-

модiї. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математич-

них наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.04.02 — теоретична фiзика.

— Iнститут теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України. — Київ,

2017.

У дисертацiї наведено результати теоретичних дослiджень систем з ку-

лонiвським типом взаємодiї, зокрема розглянуто як статичну задачу, на при-

кладi електронiв на поверхнi рiдкого гелiю та запиленої плазми, так i дина-

мiчну, коли важливим стає вклад у вiльну енергiю кiнетичної складової, на

прикладi порошинок у плазмi.

Дисертацiя розпочинається загальним оглядом проблеми знаходження

вiльної енергiї у системi частинок, що взаємодiють. Це питання доволi ва-

жливе, адже на даний момент вiдомо зовсiм небагато модельних систем

взаємодiючих частинок, для яких в точностi може бути розрахована функцiя

розподiлу в термодинамiчнiй границi. Що ж до опису рiвноважних станiв,

то iснує всього кiлька результатiв отриманих у рамках рiвноважної статисти-

чної механiки. Як наслiдок, виник цiлий ряд пiдходiв до знаходження вiльної

енергiї у таких системах: колективних змiнних, iнтегральних перетворень,

функцiональної та статистичної теорiї поля.

У цiй дисертацiї використовується альтернативний пiдхiд, що дозволяє

розвинути теорiю функцiоналу густини з куди бiльш простою структурою,—

перетворення Хаббарда-Стратоновича. Вiн надає можливiсть включити вклад

далекодiючих кореляцiй мiж флуктуацiями у загальний потенцiал. Важли-

вим результатом застосування даного пiдходу є загальний вид для вiль-
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ної енергiї системи та, зокрема, вираз для ентропiйної складової. Останнiй

вбирає в себе таку важливу особливiсть системи як статистика, якiй во-

на пiдкоряється (наприклад Фермi-Дiрака, Бозе-Ейнштейна чи Максвелла-

Больцмана).

Надалi у дисертацiї почергово розглядаються питання потенцiальної та

кiнетичної складових вiльної енергiї системи. Зокрема, бiльша частина при-

кладних результатiв, представлених у дисертацiї, ґрунтується на спецiально

розробленому методi обрахунку потенцiальної енергiї частинки у ґратцi Бра-

ве, що для кулонiвського потенцiалу являє собою модифiкацiю сумування

Евальда. Важливою особливiстю представленого пiдходу є те, що вiн до-

зволяє порiвнювати вiльнi енергiї двох систем частинок, упорядкованих у

ґратку Браве, незважаючи на “катастрофiчнiсть” потенцiалу. Такий результат

досягається завдяки виокремленню потенцiйно розбiжних доданкiв у такому

виглядi, що вони не залежать вiд типу ґратки, а лише вiд середньої густи-

ни частинок. Варто вiдзначити, що запропонований пiдхiд до обчислення

потенцiальної складової вiльної енергiї може бути застосований не лише

до систем з кулонiвським мiжчастинковим потенцiалом, а й до будь-яких

iнших.

Розробленi методи надалi застосовуються до електронiв на поверхнi рiд-

кого гелiю та порошинок у запиленiй плазмi. Для початку, вклад кiнетичної

складової у вiльну енергiї допускається нехтовно малим, тобто розглядає-

ться статична задача.

В першiй з розглянутих систем електрони розташованi на поверхнi дi-

електрика (рiдкого гелiю) та мають тiльки два ступенi свободи. Внаслiдок

квантових ефектiв вони “плавають” над поверхнею гелiю на досить великiй

вiдстанi, приблизно 76A. Електронний “шар” вважається двовимiрним, а

вплив гелiю розглядається як “корекцiя” мiжелектронного потенцiалу без

розгляду впливу окремих атомiв гелiю, що робить цю систему привабливою

для теоретичних дослiджень. З експериментальних та теоретичних дослi-
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джень вiдомо, що вони можуть iснувати у формi рiдини або кристалу Вi-

гнера, а також пiддаватися фазовому переходу, який проявляється в ступенi

їх упорядкованостi (перехiд рiдина-тверде тiло).

Вищезгаданий плоский “шар” електронiв проявляє цiлий ряд цiкавих

властивостей з точки зору структурної реорганiзацiї. У рядi робiт, напри-

клад, було продемонстровано структурний перехiд решiтки Вiгнера вiд три-

кутної до квадратної. Також iснують теоретичнi моделi та експериментальнi

данi, що однорiдний розподiл електронної щiльностi не завжди стабiльний,

тобто iснують критичнi значення параметрiв, при яких утворюються про-

сторовi структури, а саме перiодичнi деформацiї та багатоелектроннi лунки.

Проте, цi структури можуть бути розглянутi окремо вiд кристалiзацiї Вiгне-

ра, оскiльки їх характерний розмiр значно бiльший, нiж перiод вiгнерiвської

ґратки.

В розрахунках використовується вираз для мiжчастинкового потенцiалу,

що не є чисто кулонiвським. Такий пiдхiд бiльш точно вiдповiдає реальним

експериментам, оскiльки бiльшiсть з них виконується з умовах дiї зовнi-

шнього електричного поля, що притискає електрони до поверхнi гелiю зi

значною силою. Оскiльки вони не можуть проникнути крiзь цю поверхню

внаслiдок квантових ефектiв, то виштовхуються назад. Таким чином по-

верхня деформується, а це, у свою чергу, змiнює потенцiал взаємодiї мiж

електронами. Як наслiдок, повний вираз для мiжчастинкового потенцiалу

формується з доданку, що враховує взаємодiю електронiв як заряджених

частинок, та доданку, вiдповiдального за капiлярну взаємодiю.

В отриманий вираз для вiльної енергiї входить вiдстань локалiзацiї еле-

ктрона на поверхнi рiдкого гелiю. Останнє дає можливiсть провести мiнiмi-

зацiю вiльної енергiї по цьому параметру та знайти температуро-залежний

вираз для вiдстанi локалiзацiї. Цей результат є надзвичайно важливим з

точку зору можливої експериментальної перевiрки. Якщо ж у отриманому

виразi перейти до границi T → 0, то рiвняння перейде у вже вiдоме, що
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слугує непрямим доказом коректностi розвиненої теорiї.

Дослiджуючи вираз для вiльної енергiї електрона на поверхнi рiдкого

гелiю, можна отримати певнi обмеження на умови iснування вiгнерiвського

кристалу. В дисертацiї отримується вираз E2/T > 2100 dyn/cm · K, який

цiлком вiдповiдає iнтуїтивним уявленням про те, що для утворення вiгнерiв-

ського кристалу температура в системi повинна бути достатньо низькою, а

значення напруженостi електричного поля достатньо високим. Цей резуль-

тат також може бути пiдданий експериментальнiй перевiрцi.

Ще однiєю статичною системою, до якої застосовується розвинений апа-

рат для обчислення вiльної енергiї, є пиловий кристал у плазмi. Вiдомо, що

поглинання пилинкою зарядiв з плазми виливається в особливий тип екра-

нування, яке може значною мiрою вiдрiзнятися вiд дебаївського. А саме,

ефективний потенцiал пилинки може мати подiбну до кулонiвської асим-

птотику i приводити до особливого розподiлу плазмових частинок навколо

порошинки. В дисертацiї розв’язується задача знаходження типу ґратки, що

формується у порошинками у плазматичному середовищi. В якостi першого

наближення, обирається мiжчастинковий потенцiал у формi екранованого

кулонiвського потенцiалу, але сама вiдстань екранування покладається зна-

чно бiльшою за характернi параметри ґратки.

У дисертацiї отримується вираз вiльної енергiї для пилового кристалу та

проводиться його мiнiмiзацiя за параметрами ґратки. Мiнiмiзацiя при цьому

вiдбувається за дещо модифiкованою схемою. Очевидно, що вiдображен-

ня мiж множиною всiх можливих значень параметрiв (вектори трансляцiї)

та всiх можливих решiток Браве не є бiєкцiєю. Це швидше сюр’єкцiя —

одна ґратка може бути описана рiзними наборами параметрiв (рiзнi вектори

трансляцiї). Це викликає розбiжнiсть при застосуваннi стандартних методiв

мiнiмiзацiї: внаслiдок втрат точностi при заокругленнi, такi алгоритми часто

надають перевагу довшим векторам трансляцiї, хоча тi можуть описувати ту

саму ґратку.
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Для подолання даної проблеми в дисертацiї пропонується пiдхiд, засно-

ваний на введеннi додаткових обмежень на числовi значення параметрiв,

що дозволяє досягнути вiдповiдностi один-до-одного мiж їх значеннями та

параметрами ґратки. Мiнiмiзацiя на множинi обмежених параметрiв дає мо-

жливiсть виявити тип ґратки, що мала б утворитися порошинками в плазмi.

Результатом такої мiнiмiзацiї є гексагональна щiльноупакована ґратка. Це

спiвпадає з вiдомими на сьогоднiшнiй день експериментальними даними.

Поряд зi статичними системами в дисертацiї розглядається динамiчна —

порошинки у плазмi, за умов плавлення пилового кристалу коли кiнетична

складова робить вагомий вклад у вiльну енергiю. Поляризацiя довколишньої

плазми, зумовлена потоком електронiв та iонiв, що поглинаються пилин-

кою, може викликати зменшення (або навiть зникнення) тертя порошинки.

Оскiльки вiдомо, що пилинки у плазмi набувають певного (залежного вiд їх

параметрiв) заряду, що залишається сталим у часi, то в бiльшостi випадкiв

потоки електронiв та iонiв покладаються сталими.

У дисертацiї порошинки в плазмi розглядаються без припущення про

сталiсть потокiв, незмiнним покладається лише загальний заряд порошин-

ки. Справедливiсть цiєї моделi виправдовується значною рiзницею у кое-

фiцiєнтах дифузiї електронiв та iонiв — у перших вiн куди вищий, а отже

флуктуацiя у потоцi iонiв, що може привести до змiни заряду порошинки,

тут же буде “продубльована” електронами. Iнтуїтивно може здаватися, що

прийняття до уваги такого ефекту не може змiнити поведiнку системи. Про-

те, у дисертацiї демонструється, що таке врахування флуктуацiй приводить

до значних якiсних змiн функцiї розподiлу iмовiрностi для швидкостi.

Перш за все виявлено, що наявнiсть флуктуацiй у потоцi зарядiв при-

водить до значного “розмиття” функцiї розподiлу iмовiрностi. Обчислюючи

кiнетичну енергiю порошинки, було виявлено, що в данiй моделi вона зна-

чно зростає. Цей ефект надзвичайно важливий, адже з експериментальних

даних вiдомо про аномально високу кiнетичну енергiю пилинок у плазмi.
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Iншими словами: в дисертацiї пропонується пояснення принаймнi частини

аномальної кiнетичної енергiї порошинок.

Окрiм вищезгаданого “розмиття” функцiї розподiлу iмовiрностi, виявле-

но бiстабiльнiсть у розподiлi швидкостей та визначено умови її виникнення.

Цей ефект також дуже цiкавий, адже з урахуванням принципу максимальної

затримки вiн дає можливiсть говорити про виникнення гiстерезису у систе-

мi. Ефект гiстерезису та зростання кiнетичної енергiї частинок можуть бути

перевiренi експериментально.

Пiдбиваючи пiдсумки виконаної роботи: отриманi результати є вкладом

в пояснення таких явищ як аномально висока кiнетична енергiя порошинок

у плазмi, тип ґратки пилового кристалу, а також передбачення залежностi

вiдстанi локалiзацiї електрона на поверхнi рiдкого гелiю вiд температури.

Ключовi слова: кулонiвський потенцiал, пiдхiд Хаббарда-Стратоновича,

вiльна енергiя, запорошена плазма, електрони на поверхнi гелiю, вiдстань

локалiзацiї, вiгнерiвський кристал, розбiжнiсть.
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ANNOTATION

Tymchyshyn V.B. Statistical description of systems with coulomb-like interacti-

on. — Manuscript.

Thesis for candidate’s degree (Doctor of Philosophy) in physics, specialty

01.04.02 — theoretical physics. — Bogolyubov Institute for Theoretical Physics

of the National Academy of Sciences of Ukraine. — Kyiv, 2017.

The thesis contains theoretical study results of systems with coulomb-like

interaction, particularly, using the cases of electrons on the liquid helium surface

and grains in dusty plasma, the statical problem was considered, as well as the

dynamical one (when kinetic energy becomes important), using the case of dusty

plasma.

Thesis start with a general description of free energy calculation problem

for a system of interacting particles. This problem is of high importance since

at the moment for only few model systems analytical expression of probability

distribution function in thermodynamical limit has been calculated. Regarding

equilibrium states, there is only a small number of results obtained in terms of

equilibrium statistical mechanics. As a consequence, a number of approaches for

free energy calculation emerged: collective variables, integral transformations,

functional and statistical field theory.

In following thesis an alternative approach is used — Hubbard-Stratonovich

transformation. It allows the development of a much more simple density functi-

onal theory. By this approach long-range correlations between fluctuations can

be included into the general potential. Important result obtained by this approach

is general expression for free energy of the system, particularly the summand

related to entropy. The latter comprises such an inherent system’s property like

its statistics (e.g. Fermi-Dirac, Bose-Einstein, Maxwell-Boltzmann).
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General consideration is followed by consideration of potential and kinetic

parts of free energy in more details. Particularly, most of concrete results,

presented in the thesis, are based on specially developed method of potenti-

al energy calculation for particle in a Bravais lattice. For ordinary Coulomb

potential this method may be reduced to modified Ewald’s summation. Presented

approach has important feature: it allows comparing free energies of two systems

of particles ordered in Bravais lattice despite the potential being “catastrophic”.

This result is achieved due to isolation of potentially divergible summands in a

form including mean particles’ density only but independent of lattice type. One

may notice, presented approach for potential energy calculation is still valid for

potentials different from the Coulomb one.

Developed methods are further applied to electrons on the liquid helium

surface and grains in dusty plasma. First three chapters of the thesis consider

statical problem thus neglecting contribution of the kinetic energy.

First, electrons on the dielectric surface (namely liquid helium) are considered.

They have two degrees of freedom only and thus are more simple to analyze. Due

to quantum effects electrons are “floating” over the helium surface, approximately

76A above it. As existing models and experimental data suggest, one may omit

considering interaction between electrons and individual helium atoms, rather

treat influence of the bulk helium as correction of inter-electron potential. Besides,

same data suggests, electrons can be safely treated as two-dimensional system

and may exist in form of liquid or Wigner crystal. Moreover, they can undergo

phase transition between this two states.

Mentioned flat layer of electrons exhibits the whole variety of interesti-

ng effects in terms of structural reorganization. For example, numerous works

demonstrate phase transition between two types of Wigner crystal’s lattice —

triangular and square. Besides, there exist theoretical models and experimental

data that suggest uniform electron distribution on the helium surface to be not

always stable. Thus, critical values of parameters appear, at which different spati-
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al structures like periodic deformations and multi-electron dimples are formed.

But this structures can be treated separately from Wigner crystallization since

their characteristic distance is much greater than Wigner lattice constants. In

thesis their influence is disregarded since system is treated at scales comparable

to translation vectors of the lattice.

Inter-electron potential used in thesis is different from pure Coulomb and

takes capillary interaction and dielectric polarization into account. This approach

is in better correspondence with experimental data, since the latter is obtained in

presence of external electric field that presses electrons against the liquid helium

surface. Due to quantum effects electrons can’t just get through the surface and

are “pushed back”. This leads to deformation of the surface that in its turn

results in altered interaction between electrons. Thus, the final expression for the

electron-electron interaction is formed by summand that takes into account their

interaction as charged particles and summand comprising capillary interaction.

In thesis expression for free energy is obtained. It explicitly contains locali-

zation distance of the electron. This allows us to minimize free energy with

respect to electron’s localization distance and obtain its temperature-dependent

expression. Obtained result is very important by means of experimental verifi-

cation. If one takes the limit T → 0, obtained expression transforms into the

already known one. This is an indirect evidence of correctness of the developed

theory.

Further consideration of obtained free energy expression leads to certain restri-

ctions on conditions under which Wigner crystal is formed. In thesis inequality

E2/T > 2100 dyn/cm · K is obtained. From the qualitative point of view it

is in complete agreement with physical intuition — Wigner crystal is formed if

temperature of the system is sufficiently low and external pressing field is suffici-

ently large (the latter means attraction force due to capillary interaction is strong

enough). This result can be experimentally verified as well.

Developed approach for free energy analysis can be applied not only to two-
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dimensional systems, but three dimensional as well. One more physical system

considered in thesis are grains in dusty plasma, particularly dust crystal. It is

known, absorption of electrons and ions by macro-particles leads to specific type

of screening that may significantly differ from the Debye one. Thus, effective

potential of the grain may have asymptotic similar to 1/r and this leads to

peculiar distribution of plasma particles around the macro-particle. In thesis the

problem of finding type of lattice, formed by grains in plasmatic environment,

is considered. As a first approximation, screened Coulomb potential is used as

inter-particle potential, but screening distance supposed to be much greater than

any parameter of the lattice.

Free energy of the dust crystal in plasma is considered in thesis. Its expressi-

on is minimized with respect to lattice parameters. Procedure of minimization is

performed by specifically modified scheme. It is known, that mapping between

set of all possible lattice parameters (translation vectors) and all possible Bravais

lattices is not a bijection. It is rather surjection — one lattice can be descri-

bed in terms of different parameters (different translation vectors). Most cases

this leads to divergence when performing minimization by means of conventi-

onal methods — due to rounding errors many algorithms start preferring longer

translation vectors, despite they may describe the same lattice.

To solve this problem, approach based on adding additional constrictions

on translation vectors is proposed. This method allows to achieve one-to-one

correspondence between lattice parameters and lattice type. Minimization on

set on parameters with constrictions taken into account allows to predict lattice

type for grains in dusty plasma. Prediction obtained in thesis is hexagonal closed

packing, HCP. It coincides with known experimental data and results of numerical

simulation.

Together with static systems, dynamical one is considered in the thesis. That’s

again grains in dusty plasma, but under conditions of dust crystal melting. The

latter means, we cannot neglect kinetic part of free energy any more, moreover it
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becomes the “main contributor”. It is known, grain in plasmatic environment

starts absorbing electrons and ions from its surroundings. Emerging flux of

charged particles leads to polarization of environing plasma and this, in its turn,

to decrease (or even vanishing) of friction force. Experiments show that particles

tend to have constant charge (depending on their size and other parameters), thus

most theoretical models assume constant flux of electrons and ions.

In the thesis assumption on constant flux of charged particles is avoided, but

only the total charge of the grain is supposed to be invariable. Correctness of this

model is justified by the significant difference between diffusion coefficients of

electrons and ions. Electrons have much higher mobility, thus it is expected, that

fluctuations in ion flux are immediately “mirrored” by electrons. This leads to

constant particle charge, but at the same time fluxes are non-constant. Intuitively

it seems like nothing changes. In the thesis it is shown that taking mentioned

fluctuations into account leads to significant qualitative changes in velocity di-

stribution.

First of all, it was discovered, that fluctuation of fluxes leads to notable

“smearing” of probability distribution function for velocity. This leads to increase

of total kinetic energy of the particle within considered model. It means, presented

approach may explain, at least partially, anomalously high kinetic energy of grains

in dusty plasma.

Except mentioned “smearing” of probability distribution function, the bistabi-

lity in velocity distribution was found. This effect is interesting due to perfect

delay principle, the latter leads to conclusion, hysteresis is possible in this system.

The hysteresis and increase in kinetic energy of the grain can be verified experi-

mentally.

To conclude: obtained results contribute to interpretation of abnormally high

kinetic energy of grains in dusty plasma, lattice type of dust crystal and prediction

of electron’s temperature-dependent localization distance on the liquid helium

surface.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Є багато систем, що можуть бути умовно названi

“м’якою матерiєю”. До них, зокрема, вiдносяться: порошинки в запиленiй

плазмi, колоїди в рiзних розчинниках, розчини поверхнево-активних речо-

вини i т.п., якi демонструють ефекти самоорганiзацiї та перебудови в рiзно-

манiтнi структури за певних умов. Також виявляється, що не дивлячись на

всю рiзнорiднiсть фiзичних реалiзацiй, часто явища самоорганiзацiї вдає-

ться описати подiбним чином в рамках єдиного математичного апарату. Це

лише додає ваги вiдповiдним дослiдженням, адже розв’язавши задачу для,

наприклад, плазми, можна аналогiчними методами пiдiйти до теорiї колоїдiв

та перевiрити, чи можуть там спостерiгатися подiбнi ефекти.

Часто мiжчастинковий потенцiал у таких системах виявляється далеко-

дiючим та схожим на кулонiвський. Як правило, цей вид потенцiалiв ви-

кликає розбiжностi при обчисленнi потенцiальної енергiї (ось чому їх часто

називають “катастрофiчними”). Це додає додаткової складностi задачi, адже

традицiйнi методи статистичної механiки незастосовнi до неоднорiдних си-

стем з кулонiвським типом взаємодiї. В такому випадку необхiднi особливi

пiдходи, що дозволяють брати до уваги неоднорiднiсть розподiлу частинок.

В тому числi, цi методи повиннi включати в себе вiдповiдну процедуру,

що дозволить знайти домiнантний вклад у функцiю розподiлу та уникнути

розбiжностi вiльної енергiї при безмежному зростаннi об’єму системи.

На даний момент вiдомо зовсiм небагато модельних систем взаємодiю-

чих частинок, для яких в точностi може бути розрахована статистична сума

в термодинамiчнiй границi. Що ж до опису рiвноважних станiв, то зараз

iснує всього кiлька результатiв отриманих у рамках рiвноважної статисти-

чної механiки. Проте, вiдомi результати можна куди простiше отримати в
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термiнах колективних змiнних та iнтегральних перетворень. Бiльше того,

такий пiдхiд робить можливим отримання вiльної енергiї класичної плазма-

тичної системи з точнiстю до будь-якого порядку.

Окрiм вищезгаданого, iснують також пiдходи з застосуванням методiв

теорiї поля для визначення статистичної суми. З їх допомогою вдалось отри-

мати послiдовнiсть впорядкованих структур у рамках мезоскопiчного опису

самозбирання. Така велика кiлькiсть розроблених пiдходiв та методiв свiд-

чить про важливiсть даної теми та зацiкавленiсть у нiй наукової спiльноти.

Отож, не буде перебiльшенням сказати, що будь-якi досягнення у подоланнi

згаданих математичних труднощiв можуть вплинути на загальний розвиток

цiлого ряду теорiй.

В рамках даної дисертацiї розглянуто альтернативний пiдхiд, що дозво-

лив розвинути теорiю функцiоналу густини з куди бiльш простою структу-

рою. Цей метод надає можливiсть включити вклад далекодiючих кореляцiй

мiж флуктуацiями у загальний потенцiал. Загалом, вплив флуктуацiй на ста-

бiльнiсть перiодичної структури вже розглядався у рядi iнших робiт. Як ре-

зультат, виник новий спосiб описання просторово-неоднорiдних розподiлiв

у системi взаємодiючих частинок, який передбачає застосування представле-

ння Хаббарда-Стратоновича для функцiї розподiлу. В дисертацiї цей апарат

було застосовано для дослiдження поведiнки перiодичних структур, утворе-

них пилинками у запорошенiй плазмi та електронами на поверхнi рiдкого

гелiю.

Розглядаючи питання про вiльну енергiю частинки “м’якої матерiї”, мо-

же також виникнути проблема впливу стохастичної складової на поведiнку

системи. Хорошим прикладом є випадкове поглинання порошинкою в пла-

змi iонiв та електронiв, або броунiвський рух у колоїдi. З одного боку все

це приводить до появи цiкавих фiзичних ефектiв, але з iншого — значно

ускладнює вiдповiднi математичнi рiвняння. Дослiдження таких стохасти-

чних впливiв мають важливе значення, адже можуть виявити новi ефекти,
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чи особливостi самоорганiзацiї, якi ранiше залишались непомiченими.

Пiдсумовуючи вищесказане: для статистичного опису систем з кулонiв-

ським типом взаємодiї є надзвичайно важливими розробка та застосування

нових математичних пiдходiв. Це дозволить якщо не одразу описати, то

принаймнi створити iнструмент, що з незначними модифiкацiями може бу-

ти застосований для розгляду цiлого ряду фiзичних систем.

Зв’язок роботи з науковими, програмами, планами, темами. Дисер-

тацiйна робота виконувалась в Iнститутi теоретичної фiзики iм. М.М. Бо-

голюбова НАН України в рамках держбюджетних науково-дослiдних ро-

бiт “Формування структур та нерiвноважнi процеси у вiдкритих системах”,

№ 0113U001093, i “Мiкроскопiчнi та феноменологiчнi моделi фундамен-

тальних фiзичних процесiв у мiкро- та макросвiтi”, № 0112U000056.

При виконаннi роботи автор дослiджував вiльну енергiю частинок у

системах з кулонiвським типом взаємодiї та використовував процедуру її

мiнiмiзацiї для виявлення можливих типiв самоорганiзацiї у системi. При

цьому було розглянуто такi питання як кiнетична складова вiльної енергiї

для частинок у нелiнiйному середовищi з урахуванням впливу стохастичних

факторiв, а саме функцiю розподiлу порошинок по швидкостях у запиле-

нiй плазмi при врахуваннi стохастичностi стоку iонiв та електронiв. Також

значну увагу присвячено питанням збiжностi при обчисленнi потенцiаль-

ної складової вiльної енергiї в уже сформованому пиловому кристалi або

кристалi Вiгнера. У роботi розглянуто як суттєво класичну систему — само-

органiзацiю пилинок у запорошенiй плазмi, так i квантову — електрони на

поверхнi рiдкого гелiю.

Мета та задачi дослiдження. Основною метою дисертацiйної роботи

було:

1. дослiдити питання пов’язанi з вiльною енергiєю у системах з куло-

нiвським типом взаємодiї;

2. перевiрити, чи можна уникнути проблем пов’язаних з розбiжнiстю
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потенцiальної складової вiльної енергiї аналiзуючи частинки впоряд-

кованi у ґратку Браве в термiнах оберненої ґратки та одночастинкової

функцiї розподiлу ймовiрностi;

3. побудувати вираз для вiльної енергiї електронiв на поверхнi рiдкого

гелiю та знайти вiдстань локалiзацiї для них;

4. аналогiчним способом дослiдити застосовнiсть такого математично-

го апарату до знаходження ґратки з мiнiмальною вiльною енергiєю

у пиловому кристалi;

5. розглянути вплив флуктуацiй стоку iонiв та електронiв на кiнетичну

складову вiльної енергiї порошинки у запиленiй плазмi за умови

сталостi загального заряду пилинки.

Об’єктом дослiдження була вiльна енергiя частинок у системi з куло-

нiвським типом взаємодiї.

Предметом дослiдження в силу рiзноманiття фiзичних реалiзацiй таких

систем стали запорошена плазма як представник суттєво класичних систем

та електрони на поверхнi рiдкого гелiю як представник квантових.

Методи дослiдження. У дисертацiї для знаходження ентропiйної скла-

дової вiльної енергiї використано аналiтичний непертурбацiйний метод за-

снований на представленi Хаббарда-Стратоновича для статистичної суми

у виглядi функцiонального iнтеграла над двома допомiжними полями, що

вiдповiдають притяганню та вiдштовхуванню. Для аналiзу ж потенцiальної

складової застосовано представлення у термiнах оберненої ґратки та фун-

кцiю розподiлу ймовiрностi для координати однiєї частинки (дещо схоже

до форм-фактора у квантовiй теорiї поля). Також в одному з випадкiв, ко-

ли особливо важливою стає кiнетична складова, останню проаналiзовано за

допомогою апарату стохастичних диференцiальних рiвнянь.

Перший роздiл присвячено статистичному опису системи з кулонiв-

ським типом взаємодiї. Тут демонструється застосування наближення Хаб-

барда-Стратоновича для обчислення статистичної суми. У роздiлi показано,
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що для багатьох квантових систем у даному наближеннi основною рiзни-

цею з класичними є ентропiйна складова. Також розглядається потенцiальна

енергiя частинок, що впорядкованi у ґратку Браве. Особливу увагу придiле-

но кулонiвському потенцiалу та приведено спосiб обчислення потенцiальної

енергiї системи заряджених частинок. Використовуючи простiр оберненої

ґратки та функцiю розподiлу ймовiрностi для однiєї частинки отримано ви-

рази, якi можуть дозволити уникнути розбiжностей при аналiзi систем з

кулонiвським типом взаємодiї. Загалом, як пiдсумок, варто вiдзначити, що

даний роздiл увiбрав у себе ввесь математичний апарат i вiдсилки до отри-

маних тут результатiв будуть по мiрi необхiдностi виникати у наступних

роздiлах.

У другому роздiлi проведено дослiдження поведiнки електронiв на по-

верхнi рiдкого гелiю. При цьому використовується математичний апарат,

який було побудовано у попередньому роздiлi для знаходження потенцiаль-

ної складової вiльної енергiї. Оскiльки у такiй системi значну роль почи-

нає вiдiгравати ентропiйна складова, то в цьому роздiлi її було обчислено

з застосуванням непертурбацiйного методу заснованого на представленнi

Хаббарда-Стратоновича для статистичної суми (застосування рiвнянь попе-

реднього роздiлу до двовимiрної системи фермi-часток). Завдяки отриманим

виразам знайдено вiдстань локалiзацiї електронiв на поверхнi рiдкого гелiю.

У третьому роздiлi як фiзичну систему для апробацiї представленого

матапарату було вибрано пилевий кристал у плазмi. Тут дослiджено питан-

ня про гратку з мiнiмальним значенням вiльної енергiї. Оскiльки рiвняння

доволi складнi, то аналiз було проведено з застосуванням чисельних мето-

дiв. У роздiлi продемонстровано можливий пiдхiд для уникнення проблем

мiнiмiзацiї пов’язаних з неоднозначнiстю представлення ґратки векторами

трансляцiї.

У четвертому роздiлi основну увагу присвячено кiнетичнiй енергiї по-

рошинок у запиленiй плазмi. Тут вiдбувається перехiд вiд опису статичної
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системи до опису динамiчної — з’являється випадкова складова у сили, що

дiє на частинку. Така складова може виникати внаслiдок взаємодiї макроско-

пiчних часток з середовищем (поглинання частинкою електронiв та iонiв) i

має особливе значення при дослiдженi пилевих кристалiв чи окремих пи-

линок у запорошенiй плазмi. Оскiльки сталiсть заряду пилинки не означає

вiдсутностi флуктуацiй стiкаючих на неї електронiв та iонiв, то можна очi-

кувати, що це якось вплине на її поведiнку. У даному роздiлi аналiзується

такий вплив на функцiю розподiлу частинок за швидкостями та, з огляду

на отриманi результати, передбачаються можливi ефекти пам’ятi у такiй

системi (наявнiсть гiстерезису).

Дисертацiя закiнчується Висновками, Списком використаної Лiтера-

тури.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй роботi одер-

жано такi новi результати:

1. розроблено пiдхiд до обчислення потенцiальної енергiї в системi ча-

стинок упорядкованих у ґратку Браве в межах якого вдалось видiлити

всi розбiжностi в один доданок однаковий для ґраток з однаковою

середньою густиною частинок, що дозволяє їх порiвнювати;

2. отримано вираз для вiльної енергiї двовимiрної системи фермiонiв та

вираз для температурно-залежної вiдстанi локалiзацiї для електронiв

на поверхнi рiдкого гелiю (при T = 0 рiвняння переходить у вже

вiдоме);

3. чисельною мiнiмiзацiєю знайденої вiльної енергiї отримано параме-

три ґратки, що повинна спостерiгатися у пиловому кристалi (резуль-

тат — гексагональна щiльноупакована ґратка), спiвпадає з вiдомими

експериментальними даними;

4. продемонстровано значний вплив флуктуацiй стоку iонiв та електро-

нiв на розподiл швидкостей та енергiю порошинок у запиленiй пла-

змi — вiдповiдний розподiл буде вiдмiнним вiд гаусового;
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5. виявлено бiстабiльнiсть у розподiлi швидкостей та визначено умови

її виникнення, а також передбачено можливiсть iснування гiстерези-

су в розподiлi швидкостей у системi порошинок;

Практичне значення отриманих результатiв. Розвиненi методи та одер-

жанi результати можуть внести вклад в пояснення аномально високої кiне-

тичної енергiї порошинок у запиленiй плазмi; математичний апарат, застосо-

ваний для знаходження потенцiальної енергiї може бути використаний при

порiвняннi рiзних граток, а при незначних модифiкацiях — обчисленнi сталої

Маделунга.

Особистий вклад здобувача. Результати, що представленi у дисертацiї,

отриманi здобувачем особисто.

У роботi [1] здобувачевi належить розрахунок стацiонарної функцiї роз-

подiлу iмовiрностi для швидкостi броунiвських частинок у нерiвноважнiй

запорошенiй плазмi. Також здобувачем виявлено значний вплив флуктуацiй

стоку iонiв та електронiв на розподiл швидкостей та енергiю порошинок.

У роботi [2] здобувачем було показано можливiсть стохастизацiї потоку

електронiв та iонiв, що стiкають на порошинку, при збереженнi її повного

заряду сталим та запропоновано вiдповiдну модель. Знайдено, що за певних

умов у системi порошинок в запиленiй плазмi спостерiгається гiстерезис.

У роботi [3] здобувачевi належить розрахунок виразу для температуро-

залежної вiдстанi локалiзацiї для електрона на поверхнi рiдкого гелiю та

умов утворення Вiгнерiвського кристалу.

У роботi [4] здобувачевi належить розрахунок розподiлу електронiв на

поверхнi рiдкого гелiю з урахуванням їх взаємодiї зi стiнками, що обмежу-

ють систему.

У роботi [5] здобувачевi належить розробка математичного апарату для

опису потенцiальної енергiї тривимiрної системи частинок упорядкованих

у ґратку Браве, iдея порiвняння ґраток завдяки видiленню однакового роз-

бiжного доданку у виразах для вiльної енергiї ґраток та передбачення типу
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ґратки, утвореної порошинками в плазмi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Викладенi результати доповiдались

на спiльному семiнарi вiддiлiв теорiї та моделювання плазмових процесiв

та синергетики Iнституту теоретичної фiзики НАН України iм. М.М. Бого-

любова (Київ, 2015), на семiнарi вiддiлу синергетики Iнституту теоретичної

фiзики НАН України iм. М.М. Боголюбова (Київ, 2017 р.), на конференцiї мо-

лодих вчених “Сучаснi проблеми теоретичної фiзики” (Iнститут теоретичної

фiзики НАН України iм. М.М. Боголюбова, Київ, 21–23 грудня 2010 р.), на

“Iзiнґiвських читаннях” (Iнститут фiзики конденсованих систем НАН Украї-

ни, Львiв, 5–7 травня 2015 р.), на мiжнароднiй конференцiї “EMN Melbourne

meeting” (Мельбурн, Австралiя, 10–14 жовтня 2016 р.).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у п’яти журнальних ста-

ттях [1–5], тезах конференцiй [6, 7], а також у електронному препринтi [8].

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу, чо-

тирьох роздiлiв основної частини, загальних висновкiв та списку викори-

станих джерел. Загальний обсяг дисертацiї — 119 сторiнок. Робота мiстить

10 рисункiв.



27

РОЗДIЛ 1

СТАТИСТИЧНИЙ ОПИС СИСТЕМ З КУЛОНIВСЬКИМ ТИПОМ

ВЗАЄМОДIЇ

1.1 Вступ

Метою даного роздiлу є розгляд проблем статистичного описання си-

стем з кулонiвським типом взаємодiї, а також розвиток всього необхiдного

математичного апарату для подальшого застосування до аналiзу фiзичних

систем.

Роздiл вiдкривається параграфом 1.2, який окреслює сучасний стан до-

слiджень систем з кулонiвським типом взаємодiї та надає мотивацiю для

використання пiдходу заснованого на наближеннi Хаббарда-Стратоновича.

Далi у параграфi 1.3 будується загальна статистична модель для опису взає-

модiючих частинок, ґрунтуючись на вищезгаданому наближеннi Хаббарда-

Стратоновича.

Безпосереднє застосування до конкретної системи можна буде побачи-

ти на прикладi двовимiрної системи взаємодiючих фермi-частинок (части-

на 2.2.1), а саме електронiв на поверхнi рiдкого гелiю. В межах же даного

роздiлу фiзична система конкретизуватись не буде. Але, звичайно ж, буде

зроблено певнi припущення про систему, що аналiзується, i вони будуть

становити обмеження на квантовi системи, якi можна розглядати запропо-

нованим способом.

Основна робота пов’язана з розрахунком потенцiальної енергiї проводи-

ться у параграфi 1.4. Там буде розвинено формалiзм, суттєво необхiдний для

розумiння роздiлiв 2 та 3 в тiй їх частинi, що вiдноситься до обчислення

потенцiальної енергiї. Спочатку енергiя системи записується через функцiю
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розподiлу густини частинок (частина 1.4.1), дана функцiя переписується в

термiнах одночастинкової функцiї розподiлу з урахуванням симетрiї (дещо

нагадує формфактор у КТП, частина 1.4.2), а для останньої вибирається

найбiльш природнiй вигляд у частинi 1.4.2.1.

Окреслений пiдхiд вiдомий тим, що дозволяє враховувати вплив грани-

чних ефектiв для скiнченних кластерiв частинок [9, 10]. Параграф завершує-

ться частиною 1.4.3, де все це агрегується у єдиний вираз для потенцiальної

енергiї, з усе ще довiльним мiжчастинковим потенцiалом.

Найбiльш цiкавим для розгляду потенцiалом є екранований кулонiвський

потенцiал (звичайний кулонiвський потенцiал розглядається як його частко-

вий випадок). Тож у параграфi 1.5 спочатку формується вiдповiдний вираз

для потенцiальної енергiї (частина 1.5.1), а згодом проводить серйозне по-

кращення збiжностi вiдповiдного виразу (частина 1.5.3). Отримане рiвняння

у певному смислi еквiвалентне сумуванню Евальда — та ж iдея розбиття на

двi суми по ґратцi та оберненiй ґратцi; та ж сама швидкiсть збiжностi.

Проте сумування Евальда включає деякi довiльнi константи, що пiдби-

раються експериментально в залежностi вiд ґратки для досягнення кращої

продуктивностi. Спосiб вибору цих параметрiв може значно вiдрiзнятися у

рiзних роботах [11–18]. У цiй дисертацiї буде представлено ряд без будь-

яких “вiльних змiнних”, тобто з “вбудованими” параметрами, уже налашто-

ваними для найбiльшої продуктивностi у межах розглянутої задачi. Як буде

показано у параграфi 3.2.1, для практичних застосувань достатньо менше

1000 доданкiв, а з урахуванням симетрiй їх кiлькiсть може бути ще значно

зменшена.

Результати параграфiв 1.3 та 1.4, в принципi, застосовнi як до дво- так

i тривимiрних систем. Але, щоб уникнути самоповторень протягом всього

параграфу 1.4, буде розглянуто тiльки тривимiрний випадок як куди бiльш

складний. Результати для двовимiрного випадку буде надано в роздiлi 2 з

вказiвками звiдки береться рiзниця у виразах.
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1.2 Статична поведiнка системи частинок з кулонiвською

взаємодiєю

Системи частинок, з кулонiвським типом взаємодiї, як-то рiзнi види пла-

зми, розчини електролiтiв, колоїднi частинки, електронний газ у твердих

тiлах i тому подiбне, широко представленi як у природi, так i лабораторних

умовах. Серед згаданих систем цiлий ряд володiє здатнiстю “самозбиратися”

в рiзноманiтнi структури, зокрема розчини поверхнево-активних речовин,

колоїдiв та порошинки в запиленiй плазмi. Постiйна зацiкавленiсть у цих

системах пiдтримується їх застосуванням до вивчення найрiзноманiтнiших

явищ у науцi [19–21].

Однiєю з перепон на шляху до статистичного опису систем з кулонiв-

ським типом взаємодiї є висока концентрацiя частинок [22]. Однак, саме при

зростаннi концентрацiї спостерiгаються переходи мiж кристалiчними фаза-

ми з рiзними симетрiями та явища подiбнi до плавлення [1, 23, 24]. Окрiм

того, запорошенi плазми як i колоїднi розчини можуть слугувати в якостi

середовища для експериментальних дослiджень класичних рiдин та твердих

тiл [24–32], оскiльки i прямi вимiрювання [33, 34], i теоретичнi розрахунки

[35] вказують на кулонiвську природу взаємодiї у цих випадках. Теоретичне

описання подiбних систем є однiєю з ключових проблем фiзики.

Оскiльки традицiйнi методи статистичної механiки незастосовнi до не-

однорiдних систем з кулонiвським типом взаємодiї, то подiбнi задачi ви-

являються доволi складними. Виникає необхiднiсть застосовувати особливi

пiдходи, що дозволяють брати до уваги неоднорiднiсть розподiлу частинок.

Цi методи повиннi включати в себе певну процедуру, яка дозволила б зна-

йти домiнантний вклад у функцiю розподiлу та уникнути розбiжностi вiль-

ної енергiї при безмежному зростаннi об’єму системи. На даний час вiдомо

лише кiлька систем взаємодiючих частинок, для яких можна точно пораху-

вати статистичну суму в термодинамiчнiй границi [36–39]. Що ж до опису
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рiвноважних станiв, то на даний момент iснує зовсiм небагато результатiв

отриманих у рамках рiвноважної статистичної механiки. Проте, вiдомi ре-

зультати можна куди простiше отримати в термiнах колективних змiнних та

iнтегральних перетворень [40]. Бiльше того, такий пiдхiд робить можливим

отримання вiльної енергiї класичної плазматичної системи з точнiстю до

будь-якого порядку. З використанням функцiональної та статистичної теорiї

поля було отримано мезоскопiчний опис впорядкованих структур, що здатнi

до “самозбирання” [41]. У цьому роздiлi i надалi буде використовуватися

альтернативний пiдхiд [42], який приводить до теорiї функцiоналу густи-

ни з порiвняно простою структурою. Цей метод дає можливiсть включити

вклад далекодiючих кореляцiй мiж флуктуацiями у загальний потенцiал. За-

галом вiдомо, що флуктуацiї можуть мати певний вплив на стабiльнiсть

перiодичної структури [30, 31]. Зокрема, методи теорiї поля вказують, що

вони можуть чинити стабiлiзуючий вплив на перiодичну структуру. Одним

зi способiв описання просторово-неоднорiдних розподiлiв у системi взаємо-

дiючих частинок — новий нестандартний метод, запропонований у [43, 44],

який передбачає застосування представлення Хаббарда-Стратоновича для

функцiї розподiлу [45]. Пiзнiше цей метод було розширено та застосовано

до систем з кулонiвським типом взаємодiї для розрахунку функцiї розподiлу

частинок [42]. Важливо, що цей розв’язок немає розбiжностей у термоди-

намiчнiй границi.

1.3 Статистична сума. Перетворення Хаббарда-Стратоновича

Перейдемо до загального розгляду неоднорiдної системи взаємодiючих

частинок [3, 44]. До кiнця даного параграфу нi система, нi потенцiал взає-

модiї не будуть вказуватися в явному виглядi, щоб зберегти загальнiсть та

розширюванiсть теорiї.

Вiдомо, що макроскопiчнi стани системи добре описуються числами
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заповнення. Додатково можна допустити, що гамiльтонiан має наступний

вигляд:

H =
∑
s

εsns +
1

2

∑
s,s′

Vss′nsns′. (1.1)

Тут εs — адитивна складова енергiї частинок (зазвичай це кiнетична енергiя,

але також може бути енергiя частинки в зовнiшньому полi), s вказує на

стан частинки, Vss′ — енергiя взаємодiї мiж частинками в станах s i s′, а ns є

числом заповнення для стану s. Також надалi нехтуються квантовi кореляцiї,

що дещо звужує клас можливих систем до квазiкласичних.

Таким чином статистична сума матиме наступний вигляд:

Z =
∑
{ns}

exp(−βH),

де пiдсумовування проводиться по всiх можливих станах {ns} системи.

Тепер можна застосувати деякi властивостi гаусових iнтегралiв по допо-

мiжних полях, тобто перетворення Хаббарда-Стратоновича [45, 46]:

exp

 ν2

2ϑ

∑
s,s′

ωss′nsns′

 =

∞∫
−∞

Dϕ exp

(
ν
∑
s

nsϕs −
ϑ

2

∑
s,s′

ω−1
ss′ϕsϕs′

)
,

де Dϕ =
∏

s dϕs/
√

det(2πβωss′). Якщо ж внести числа заповнення до вве-

деного поля, то зникне залежнiсть вiд їх другого порядку, а статистична

функцiя набуде вигляду:

Z =

∞∫
−∞

Dϕ exp

∑
s

(iϕs − βεs)ns −
1

2β

∑
s,s′

(
V −1
ss′ ϕsϕs′

).
Рiвняння Кошi дає можливiсть зафiксувати число частинок для канонiчного

ансамблю
1

2πi

∮
ξ
∑

s ns−N−1dξ = 1,
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що приводить до N -частинкової функцiї розподiлу

ZN =
1

2πi

∮
dξ

∫
Dϕ exp

[
− 1

2β

∑
s,s′

V −1
ss′ ϕsϕs′ − (N + 1) ln ξ

]
×

×
∏
s

∑
{ns}

[ξ exp(iϕs − βεs)]ns .

Тепер якщо виконати сумування по числах заповнення:

ZN =
1

2πi

∮
dξ

∫
Dϕ exp[−βF (ϕ, ξ)],

βF (ϕ, ξ) =
1

2

∑
s,s′

V −1
ss′ ϕsϕs′ + δ

∑
s

ln
(
1− δξe−βεs+iϕs

)
+ (N + 1) ln ξ.

(1.2)

Тут тип статистики включає в себе δ— воно рiвне +1 для частинок Бозе-

Ейнштейна, 0 для Максвела-Больцмана i −1 для статистики Фермi-Дiрака.

Рiвняння (1.2) являє собою вираз для вiльної енергiї в представленнi до-

помiжного поля i з хiмiчною активнiстю ξ = exp(βµ). Воно мiстить всю

iнформацiю про можливi стани системи та вiдповiдає послiдовностi рiвно-

важних станiв у вiдповiдностi з їх ваговими коефiцiєнтами. Очевидно, що

iстотний iнтерес становить асимптотичне значення функцiї розподiлу, але

при цьому дуже бажано уникнути теорiї збурень. Для цього область ви-

значення продовжується до комплексної площини, та застосовується метод

перевалу.

При цьому домiнантний внесок роблять стани, що вiдповiдають умовi

екстремуму
δβF

δϕ
=
δβF

δξ
= 0.

Варiацiя (1.2) дає вираз для станiв пов’язаних з сiдловою точкою

1

β

∑
s′

V −1
ss′ ϕs′ −

iξe−βεs+iϕs

1− δξe−βεs+iϕs
= 0; (1.3a)

∑
s

ξe−βεs+iϕs

1− δξe−βεs+iϕs
= N + 1. (1.3b)
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Для конкретного стану вираз

fs =
ξe−βεs+iϕs

1− δξe−βεs+iϕs
, (1.4)

з (1.3b) можна розглядати як середнє число заповнення. Таким чином можуть

бути отриманi стани, що вiдповiдають сiдловiй точцi (їх можна iнтерпрету-

вати як термодинамiчно стiйкi розподiли).

Рiвняння (1.3a) мiстить обернену матрицю, що доволi незручно, адже

проблема її знаходження, навiть для вiдносно простих потенцiалiв, є доволi

складною математичною задачею сама по собi [44, 47, 48]. На щастя, цього

можна уникнути, якщо використати (1.4) та виконати обернене перетворення

ϕs = iβ
∑
s′

Vss′fs′,

1

2β

∑
s,s′

V −1
ss′ ϕsϕs′ = −β

2

∑
s,s′

Vss′fsfs′.

Тодi вiльна енергiя запишеться

βF [f, ξ] = −β
2

∑
s,s′

Vss′fsfs′ − δ
∑
s

ln(1 + δfs) + (N + 1) ln ξ(f). (1.5)

У термiнах канонiчного ансамблю з рiвняння (1.4) можна записати

ln ξ(f) =
1

N

∑
s

fs [β(εs + Es) + ln fs − ln(1 + δfs)] ,

Es =
∑
s′

Vss′fs′,

i пiдставити останнiй вираз у вiльну енергiю (1.5), щоб переписати рiвняння

для неї без хiмiчного потенцiалу

F [f ] =
∑
s

fsεs+
1

2

∑
s,s′

Vss′fsfs′+
1

β

∑
s

[fs ln fs − (fs + δ) ln(1 + δfs)]︸ ︷︷ ︸
Fent

. (1.6)

Першi два доданки в (1.6) є кiнетичною та потенцiальною енергiями вiдпо-

вiдно, а останнiй — це внесок обумовлений ентропiєю Fent (повинна дорiв-

нювати нулю, якщо T = 0).
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На завершення поточного параграфу варто провести короткий тест отри-

маних результатiв. Якщо розглянути великий канонiчний ансамбль з фiксо-

ваним хiмiчним потенцiалом, то можна отримати з (1.4)

fs =
1

eβ(εs−µs) − δ
, (1.7)

що є узагальненням вiдомого розподiлу з хiмiчним потенцiалом

µs = µ− Es.

Очевидно, що наближення “сiдлової точки” та “середнього поля” еквiва-

лентнi в цьому випадку. Якщо ж розглядається iдеальний газ (µs ≡ µ), то

можна одразу отримати класичнi статистичнi розподiли, що також слугує

непрямою перевiркою представленої теорiї.

Оглядаючись назад, можна коротко пiдсумувати результати даного па-

раграфу. На початку було поставлено задачу знайти загальний вираз для

вiльної енергiї в наближеннi середнього поля. Як такий може розглядати-

ся рiвняння (1.6) (i в деякому сенсi (1.7), яке може бути використане для

отримання функцiї розподiлу частинок у великому канонiчному ансамблi).

Крiм того, було отримано певнi обмеження на клас систем, якi можуть бути

розглянутi в межах побудованого формалiзму: особлива форма гамiльтонiа-

на (1.1) i незначнi квантовi крос-кореляцiї.

1.4 Внутрiшня енергiя частинок у ґратцi Браве

Розглянемо нескiнченну ґратку Браве з вiдомими параметрами, у вузлах

якої розташовано частинки що взаємодiють одна з одною з потенцiалом

V (|~r − ~r ′ |). Надалi буде показано, як можна використати трансляцiйну си-

метрiю для отримання в деяких випадках бiльш зручних виразiв для потен-

цiальної енергiї.
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1.4.1 Потенцiальна енергiя системи частинок у термiнах густини

розподiлу

Нехай V позначає пiдмножину з розбиття R3 на домени, що мiстять

строго одну частинку (вiдносне положення частинки в кожному доменi вва-

жається вiддаленим вiд його стiнок).

Класичним прикладом такого розбиття можуть слугувати комiрки Вiгне-

ра-Зейца. Але подальшi викладки часто вимагають проводити iнтегрування

по V i використовувати комiрки Вiгнера-Зейца стає незручно через складну

їх форму. Для уникнення даної проблеми використовується той факт, що всi

решiтки Браве у тривимiрному просторi можна розглядати як побудованi з

паралелепiпедiв на векторах трансляцiї. Таким чином надалi буде викори-

стовуватися в якостi областi iнтегрування V паралелепiпед як на рисунку 1.1.

Додатковою перевагою такого вибору є те, що всi домени одинаковi i вiдно-

y

x

z

~a

~b

~c

α

βc

αc

Рис. 1.1: Одна комiрка V з розбиття R3. Вектори ~a,~b i ~c є базовими векторами

ґратки Браве. Кут мiж ~a i ~b покладається рiвним α. Кут мiж вектором ~c та

площиноюXY — βc, а мiж його проекцiєю наXY та ~a— αc. В центрi домена

показано частинку.

сне положення частинки у них теж спiвпадає.

Отже, потенцiальну енергiю частинки, локалiзованої поблизу вузла ґра-

тки Браве, можна записати у виглядi (надалi кiнетична енергiя нехтується,
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оскiльки частинки вважаються сильно локалiзованими, а значить потенцi-

альна енергiя повинна бути значно бiльшою)

Fint =

∫∫∫
V

∫∫∫
R3

V (|~r − ~r ′|) ρ (~r ) ρ (~r ′) d~r ′ d~r, (1.8a)

Fs =

∫∫∫
V

∫∫∫
V

V (|~r − ~r ′|) ρ (~r ) ρ (~r ′) d~r ′ d~r, (1.8b)

Fsp = Fint − Fs + Fent. (1.8c)

Тут Fsp (вiд англ. single particle) — вiльна енергiя однiєї частинки в ґратцi,

Fent (вiд англ. entropy) — ентропiйний вклад. Протягом даного роздiлу ця

частина вiльної енергiї буде вважатись нехтовною, так як розглядатиметься

класична фiзична система в якiй частинки сильно локалiзованi. Доданок Fent

вказано виключно для сумiсностi з наступним роздiлом 2, що дозволить не

повторювати рiвняння (1.8) ще раз.

Потенцiальна енергiя взаємодiї у (1.8) представлена як Fint − Fs. Таке

“розщеплення”, з математичної точки зору,— просто ще один спосiб сказа-

ти, що область iнтегрування повинна бути R3 \ V. Якщо розкрити обидва

доданки та застосувати
∫∫∫

R3\V =
∫∫∫

R3 −
∫∫∫

V, то областю iнтегрування по

змiннiй ~r ′ виявиться R3 \ V.

З фiзичної точки зору доданок Fint (вiд англ. interaction, подальшi поси-

лання на нього як на “енергiю взаємодiї”) розглядається як енергiя взаємодiї

частинки з усiма iншими, в тому числi i з самою собою, а доданок Fs (вiд

англ. self-interaction, подальшi посилання на нього як на “енергiю самодiї”)

як енергiя взаємодiї частинки з самою собою. Iншими словами, оскiльки

частинки локалiзованi поблизу вузла ґратки, то можна видiлити деяку “ча-

стину простору” V навколо нього, i, як було сказано вище, V мiститиме

строго одну частинку. Тож проводячи iнтегрування по областi R3 \V можна

отримати енергiю взаємодiї частинки в V з усiма iншими.

Дуже хороше iнтуїтивне представлення про область iнтегрування R3 \V
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можна отримати через аналогiю з дискретним випадком. Щоб обчислити ку-

лонiвську енергiю для i-ї частинки, обчислюють
∑

j 6=i qiqj/rij. Iнтегрування

по R3 \V в певному сенсi аналогiчне запису j 6= i для дискретного випадку.

Звичайно, виникає питання про доцiльнiсть представлення потенцiаль-

ної енергiї взаємодiї у формi двох доданкiв Fint (1.8a) та Fs (1.8b). Крiм

суто технiчної зручностi (як буде видно з подальших розрахункiв), таке

“розщеплення” має ще одну перевагу. Ґрунтуючись на фiзичному характе-

рi потенцiалу що розглядається, можна у кожному конкретному випадку

приймати рiшення компенсувати самодiю чи нi. Звичайно, що для куло-

нiвського потенцiалу самодiю слiд безумовно компенсувати — потенцiальна

енергiя системи рiвна нулю, якщо в нiй присутня тiльки одна частинка (тро-

хи пiзнiше цей випадок буде розглянуто у параграфi 1.5). З iншого боку,

для ефективних потенцiалiв, що викликанi впливом частинок на оточуюче

середовище, може мати смисл не компенсувати самодiю, бо навiть у вiдсу-

тностi iнших частинок дана може впливати на середовище i цим викликати

змiну вiльної енергiї системи. Хорошим прикладом такого потенцiалу є ка-

пiлярна взаємодiя. Якщо частинка деформує поверхню, то цим уже робить

певний внесок у вiльну енергiю системи незалежно вiд наявностi iнших

частинок (розглядається далi в параграфi 1.5.2). Звичайно ж, деформацiї

створенi одними частинками впливають на деформацiї створенi iншими, а

це, в свою чергу, викликає появу ефективного притягання мiж ними. Але

в той же час частинка взаємодiє i з “власною” деформацiєю поверхнi, а це

вже може розглядатися як “самодiя”.

1.4.2 Функцiя розподiлу густини частинок за заданою ґраткою

Браве

У рiвняннi (1.8) активно використовується функцiя розподiлу ймовiрно-

стей ρ для всього R3. Для подальших розрахункiв було б зручно виразити її
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в термiнах одночасткової функцiї розподiлу ймовiрностi ρsp (вiд англ. single

particle). Фiзичний змiст останньої полягає у тому, що оскiльки температура

у системi вiдрiзняється вiд нуля, i положення кожної конкретної частинки

буде флуктуювати поблизу вузла ґратки, то замiсть точки простору, позицiя

частинки буде описуватись одночастинковою функцiєю розподiлу ймовiр-

ностi (дещо аналогiчна форм-фактору у КТП).

Необхiдне перетворення можна зробити ґрунтуючись на векторах обер-

неної ґратки, якщо виконати наступний розклад:

ρ(~r ) =
∑
~k∈Z3

ρ~kf~k(~r ), (1.9a)

ρ~k = ρ̄

∫∫∫
V

f~k(~r )ρsp(~r )d~r, (1.9b)

f~k(~r ) = e2πi(~k T Ĝ~r ), (1.9c)

Ĝ =



1

a
−

cot(α)

a
−

cot(βc) sin(α− αc)
a sin(α)

0
csc(α)

b
−

cot(βc) sin(αc)

b sin(α)

0 0
csc(βc)

c


. (1.9d)

Тут ρ̄— середня щiльнiсть частинок. Також можна помiтити, що всi вектори

розглядаються як вектори-стовпцi. Всю iнформацiю про параметри ґратки

включає в себе матриця Ĝ (вiд англ. Geometry). Неважко бачити, що рядки Ĝ

є компонентами базисних векторiв оберненої ґратки. Щоб отримати краще

iнтуїтивне розумiння, як застосовувати (1.9) для обчислення ρ за вiдомим

конкретним ρsp, можна звернутися до параграфу 1.4.2.1.

Оскiльки (1.9) виглядає на даному етапi дещо штучно, то подальшi ви-

кладки присвячено дослiдженню властивостей розкладу по f~k(~r ) в просторi

оберненої ґратки та зв’язку цього розкладу з рядами Фур’є.

Нехай функцiя g(~r ) визначена для куба з 1-ним ребром U ≡ [0; 1] ×
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[0; 1] × [0; 1] (вiд англ. Unit cube). Тодi цю ж функцiю можна виразити в

термiнах рядiв Фур’є

g(~r ) =
∑
~k∈Z

g~k e
2πi(~k T~r ),

g~k =

∫∫∫
U

g(~r )e2πi(~k T~r )d~r.
(1.10)

Якщо розглянути детальнiше Ĝ (1.9d), то вона задає взаємно однозна-

чне вiдображення з V у U, а Ĝ−1 — задає зворотнє вiдображення (можна

звернутись до рис. 1.1 за додатковими геометричними мiркуваннями)

Ĝ−1 =


a b cos(α) c cos(αc) cos(βc)

0 b sin(α) c sin(αc) cos(βc)

0 0 c sin(βc)

 (1.11)

Приведенi рiвностi (1.10) будуть вiрними в тому числi коли g(~r )=ρsp

(
Ĝ−1~r

)
.

Оскiльки вiдомо, що для ∀~r ∈ V : ρsp

(
Ĝ−1Ĝ~r

)
= ρsp(~r ), то можна вiдразу

записати

ρsp(~r ) =
∑
~k∈Z3

g~k e
2πi(~k T Ĝ~r ). (1.12)

Так само достатньо просто переписати друге рiвняння з (1.10)

g~k =

∫∫∫
V

ρsp

(
Ĝ−1~r

)
e2πi~k T ĜĜ−1~r

d
(
Ĝ−1~r

)
J
[
Ĝ−1~r

] , (1.13)

тут J — якобiан.

Очевидно, що якобiан J
[
Ĝ−1~r

]
= abc sin(α) sin(βc) = 1/ρ̄ i по своїй сутi

є об’ємом комiрки V або оберненою середньою густиною частинок. Якщо

перепозначити g~k як ρ~k в (1.12) та (1.13), провести замiну змiнної в (1.13)

Ĝ−1~r → ~r, а також позначити показник експоненти в (1.13) як f~k, то можна

вiдразу отримати рiвняння (1.9). Крiм того, отриманий результат означає,
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що всi властивостi рядiв Фур’є можуть бути очевидним чином перенесенi

на розклад (1.9).

Оскiльки (1.9) тiсно пов’язанi з рядам Фур’є, то вiд ρ(~r ) можна очiку-

вати перiодичної поведiнки при її продовженнi з V до R3. Використовуючи

рiвняння (1.9d) можна безпосередньою перевiркою переконатись, що якщо

l ∈ Z, m ∈ Z та n ∈ Z:

Ĝ
(
~r + l~a+m~b+ n~c

)
= Ĝ~r + l~ex +m~ey + n~ez,

де ~ex, ~ey ~ez — одиничнi вектори вздовж координатних осей. Що ж стосується

(1.9c), то

f~k

(
~r + l~a+m~b+ n~c

)
= f~k(~r )

i вiд (1.9a)

ρ
(
~r + l~a+m~b+ n~c

)
= ρ(~r ).

Останнє рiвняння вказує на зв’язок мiж ρ i ρsp як це представлено на рис. 1.2.

Рис. 1.2: Двовимiрна аналогiя переходу вiд одночастинкової функцiї густини

iмовiрностi ρsp(~r ) до багаточастинкової ρ(~r ). Функцiя ρ(~r ) задана на всьому

R2 за допомогою двовимiрного аналога рiвняння (1.9).

Тобто представлений розклад i справдi є варiацiєю на тему рядiв Фур’є

для ρsp i при цьому ρ перiодична вздовж векторiв ~a,~b i ~c. Таким чином, можна

розглядати ρ (~r ) як функцiю на R3 яка “складається” з одночастинкових

розподiлiв “розташованих у вузлах ґратки. Що, власне, i демонструє рис. 1.2.

А оскiльки ρ має ту ж симетрiю, що i ґратка Браве та являє собою локально

хороше наближення для ρsp, то саме на цю функцiю варто спиратись як на

розподiл iмовiрностей для всiєї решiтки.



41

Надалi отриманi рiвняння можуть бути застосованi рiзними способами —

вiд знаходження потенцiальної енергiї для вiдомої ґратки Браве i до мiнiмi-

зацiї Fsp по параметрах Ĝ, що дозволяє встановити, якi ґратки можуть бути

сформованi за певних умов. Цей тип аналiзу буде пiзнiше застосований до

пилового кристалу (параграф 3.2).

1.4.2.1 Обчислення функцiї розподiлу ρ для гаусової одночастинко-

вої функцiї розподiлу ρsp. Як уже згадувалось, особливий iнтерес пред-

ставляє випадок, коли частинки сильно локалiзованi, тобто їх координати

достатньо добре визначенi. Але так як температура у системi вiдрiзняється

вiд нуля, то можна очiкувати, що позицiя кожної конкретної частинки буде

флуктуювати поблизу свого рiвноважного положення. Таким чином, замiсть

вказувати конкретну точку, позицiю частинки варто описувати одночастин-

ковою функцiєю розподiлу ймовiрностi ρsp (дещо аналогiчна форм-фактору

у КТП, див. параграф 1.4.2).

Звичайно, в такому випадку функцiї розподiлу ймовiрностi можуть зале-

жати вiд вибраної фiзичної системи. Але для сильно локалiзованих частинок

варто очiкувати функцiю у виглядi достатньо вузького пiку, що в границi

переходить у дельта-функцiю. Беззаперечно, що найбiльш широковiдомим

представником такого класу функцiй є гаусiана

ρsp(~r ) =
1

(2πs2)d/2
e−r

2/(2s2), (1.14)

де s— дисперсiя, або, за фiзичним змiстом, вiдстань локалiзацiї частинки, а

що d— розмiрнiсть простору.

Варто зазначити, що розмiрнiсть простору вiдноситься лише до способу

локалiзацiї частинок. Наприклад, частинки можуть бути розмiщенi в однiй

площинi i тодi d = 2, але при цьому вони можуть взаємодiяти через триви-

мiрний кулонiвський потенцiал. в подальшому це рiвняння буде використано

як у дво- так i тривимiрному представленнi.
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Таке особливе ставлення до гаусiвського розподiлу пояснюється двома

речами. По-перше, цей розподiл справедливий для основного стану кванто-

вого гармонiчного осцилятора, що є найпростiшим наближенням для кван-

тової частинки, яка коливається бiля рiвноважного положення. По-друге,

це нормальний розподiл i його застосування виглядає достатньо розумним

у класичному випадку, коли частинка випадковим чином вiдхиляється вiд

вузла ґратки.

Також одразу можна зробити припущення, що “гаусiана” (1.14) дуже

“гостра” й областi локалiзацiї частинок не перекриваються. А це, в свою

чергу, означає, що s набагато менше, нiж будь-якi iншi характернi розмiри

в цiй системi.

Таким чином можна вважати, що ρsp(~r ) рiвне нулю, а точнiше мiзерно

мале, всюди в R3 \ V. Це дає право змiнити межi iнтегрування в (1.9b) на

нескiнченнi

ρ~k = ρ̄

∫∫∫
R3

ρsp(r)e
2πi
(
g~kz+g

′
~k
x+g′′~ky

)
d~r,

тут g~k, g
′
~k

та g′′~k отримано з (1.9c) та (1.9d):

g~k =
kx sin(αc − α)

a tan(βc) sin(α)
− ky sin(αc)

b tan(βc) sin(α)
+

kz
c sin(βc)

,

g′~k =
kx
a
,

g′′~k = −kx
cot(α)

a
+

ky
b sin(α)

.

Якщо записати рiвняння (1.9c) в сферичних координатах

f~k(~r ) = e2πir
(
g~k cos(θ)+[g′~k cos(ϕ)+g′′~k sin(ϕ)] sin(θ)

)
,

i пiдставити (1.14), то результатом iнтегрування стане

ρ~k = ρ̄e−2π2s2(g2~k+g′ 2~k +g′′ 2~k
).
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Безпосередньою перевiркою можна переконатись, що бiльш компактним

записом останньої рiвностi буде (1.15)

ρ~k = ρ̄e−2π2s2~k T ĜĜT~k. (1.15)

Введена константа s означає дисперсiю представленого розподiлу. З фi-

зичної точки зору, її можна розглядати як вiдстань локалiзацiї. В подальших

викладках у даному роздiлi вона вiдiграватиме суто технiчну роль, але зна-

ходження вiдстанi локалiзацiї та порiвняння з класичним виразом є одним з

основних результатiв роздiлу 2.

1.4.3 Потенцiальна енергiя частинки в термiнах оберненої ґратки

Останнє що залишилось зробити — записати вираз для потенцiальної

енергiї в термiнах одночастинкової функцiї розподiлу густини ймовiрностi.

По сутi це означає, що рiвняння (1.8a) та (1.9) необхiдно зiбрати в одну

систему.

Для початку потрiбно виконати деякi перетворення над (1.8a). Якщо

звернути увагу, що iнтеграл по ~r ′ має безмежнi границi iнтегрування, то

рiвняння може бути переписане наступним чином:

Fint =

∫∫∫
V

∫∫∫
R3

V (|~r ′|) ρ (~r ) ρ (~r + ~r ′) d~r ′ d~r. (1.16)

Тепер, якщо пiдставити ρ (~r ) з рiвняння (1.9a), а також звернути увагу, що

згiдно з (1.9c) f~k (~r + ~r ′) = f~k (~r ) f~k (~r ′) i ввести позначення

V~k = ρ̄

∫∫∫
R3

f~k (~r ′)V (|~r ′|) d~r ′,

то можна записати наступне

Fint =
1

ρ̄

∑
~k∈Z3

ρ~kV~k

∑
~k ′∈Z3

ρ~k ′

∫∫∫
V

f~k (~r ) f~k ′ (~r ) d~r.
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Останнє рiвняння можна спростити, якщо виконати iнтегрування по ~r.

Згiдно параграфу 1.4.2, очiкується ортогональнiсть функцiй f~k. Iншими сло-

вами, з (1.9c) можна зробити висновок f~k(~r )f∗~k ′(~r ) = f~k−~k ′(~r ), а це, в свою

чергу, приводить до рiвняння∫∫∫
V

f~k(~r )f∗~k ′(~r )d~r = abc sin(α) sin(βc)δ~k,~k ′,

де δ~k,~k ′ = δkx,k′xδky,k′yδkz,k′z — добуток трьох дельт Кронекера.

Вiдзначивши, що abc sin(α) sin(βc) = 1/ρ̄, де ρ̄— середня густина ча-

стинок (пам’ятаючи що в V мiститься строго одна частинка i залучаючи

геометричнi мiркування згiдно з рис. 1.1) можна отримати (1.17a).

Fint =
1

ρ̄ 2

∑
~k∈Z3

|ρ~k|
2 V~k, (1.17a)

V~k = ρ̄

∫∫∫
R3

f~k (~r ′)V (|~r ′|) d~r ′. (1.17b)

Перш нiж рухатися далi, варто звернути увагу на одну важливу деталь.

Отриманi рiвняння доволi кориснi, оскiльки вони дозволяють мати справу з

“катастрофiчними” потенцiалами, наприклад кулонiвським. Можна помiти-

ти, що для будь-якого спадаючого з вiдстанню потенцiалу тiльки

1

ρ̄ 2
|ρ0|2 V0 = 4πρ̄

∞∫
0

V (r)r2dr,

може бути розбiжним, i то лише якщо потенцiал “катастрофiчний”.

Але цей доданок не мiстить iнформацiї про “геометрiю решiтки” — вiн

залежить виключно вiд середньої щiльностi частинок. А це i означає, що

можна порiвнювати двi ґратки з однаковою середньою густиною частинок,

навiть якщо потенцiал мiж частинками є “катастрофiчним” (дещо подiбно до

перенормування в квантовiй теорiї поля). Порiвняння можна досягнути кiль-

кома способами: розглядати рiзницю енергiй двох ґраток Браве, вимiрювати
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енергiю ґратки вiд V0|ρ0|2/ρ̄ 2, або розглядати випадок коли простiр запов-

нено рiвномiрно розподiленим зарядом протилежного знаку (еквiвалентно

прирiвнюванню до нуля вказаного доданку).

По сутi рiвняння (1.17), (1.9) та (1.8) є кiнцевою метою даного параграфу.

Вони дають уявлення про енергiю частинки в ґратцi Браве та дозволяють

порiвнювати двi ґратки з однаковою густиною частинок навiть для “ката-

строфiчних” потенцiалiв. Надалi розвинений формалiзм буде застосовано

до кулонiвського потенцiалу (параграф 1.5) та капiлярної взаємодiї (пара-

граф 1.5.2). Вони обидва використовують ρ отриманi з гаусiвської функцiї

розподiлу ймовiрностi ρsp в параграфi 1.4.2.1.

1.5 Застосування розробленого формалiзму до “катастрофiчних

потенцiалiв”

Пiсля розробки загального формалiзму, необхiдно перейти до його без-

посереднього застосування. Очевидно, що найбiльш цiкавим прикладом є

кулонiвський потенцiал, адже з одного боку це надзвичайно поширений вид

мiжчастинкової взаємодiї, а з iншого — можливiсть перевiрити розроблений

формалiзм на прикладi “катастрофiчного” потенцiалу.

Зокрема, в параграфi 3.2 буде розглянуто формування кристалу з по-

рошинок у запиленiй плазмi, а роздiл 2 повнiстю присвячено поведiнцi

електронiв на поверхнi рiдкого гелiю. В обох випадках ми маємо справу

з кулонiвським потенцiалом — екранованим для порошинок i звичайним для

електронiв. Останнє буде розглядатися як частковий випадок екрановано-

го кулонiвського потенцiалу з радiусом екранування що наближається до

нескiнченностi.

Таким чином, подальшi викладки спрямованi на знаходження Fint − Fs
для екранованого кулонiвського потенцiалу з використанням методiв викла-

дених у параграфi 1.4. Розгляд фiзики цих двох систем буде вiдкладено до
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параграфу 3.2 та роздiлу 2 вiдповiдно.

1.5.1 Обчислення потенцiальної енергiї частинки в ґратцi Браве

для екранованої кулонiвської взаємодiї

Екранований кулонiвський потенцiал можна представити у виглядi

V (r) =
q2e−r/λD

r
, (1.18)

де λD — дебаївська вiдстань екранування.

Тепер можна розглянути рiвняння (1.9c) i (1.9d) в сферичних координатах

f~k(~r ) = e2πir
(
g~k cos(θ)+g′~k cos(ϕ−δϕ~k) sin(θ)

)
,

g~k =
kx sin(αc − α)

a tan(βc) sin(α)
− ky sin(αc)

b tan(βc) sin(α)
+

kz
c sin(βc)

,

g′~k =

√
k2
x

a2
+

(
ky

b sin(α)
− kx

cot(α)

a

)2

,

i записати V~k з (1.17b)

V~k = ρ̄

∞∫
0

drV (r)r2

π∫
0

dθ sin(θ)

2π∫
0

dϕe2πir
(
g~k cos(θ)+g′~k cos(ϕ−δϕ~k) sin(θ)

)
︸ ︷︷ ︸

I(θ)

.

Iнтегруючи по ϕ можна отримати

I(θ) = 2πe2πig~kr cos(θ)J0

(
2πg′~kr sin(θ)

)
,

а пiдставивши останнiй вираз в рiвняння для V~k

V~k = 2πρ̄

∞∫
0

V (r)r2

π∫
0

e2πig~kr cos(θ)J0

(
2πg′~kr sin(θ)

)
sin(θ)dθdr.

Оскiльки на даному етапi розглядається екранований кулонiвський по-

тенцiал (1.18), то це означає, що iнтеграл по r збiжний. При цьому виявля-
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ються надзвичайно корисними наступнi спiввiдношення [49]

∞∫
0

e−αxJν(βx)xν+1dr =
2α(2β)νΓ

(
ν + 3

2

)
√
π(α2 + β2)ν+3/2

, Re(α) > | Im(β)|,Re(ν) > −1,

що разом з рiвнянням для V~k дозволяють отримати

V~k =

π∫
0

2πρ̄q2
(
1/λD − 2πig~k cos(θ)

)
sin(θ)dθ((

1/λD − 2πig~k cos(θ)
)2

+
(

2πg′~k sin(θ)
)2
)3/2

.

Якщо ж виконати замiну змiнної t = cos(θ), то виявиться, що можна проiн-

тегрувати останнiй вираз i по t

V~k =
4πρ̄q2

1/λ2
D + 4π2g2

~k
+ 4π2g′ 2~k

.

Отриманий результат еквiвалентний наступному рiвнянню

V~k =
4πρ̄q2

1/λ2
D + 4π2~k T ĜĜT~k

, (1.19)

що може бути перевiрено безпосередньою пiдстановкою виразiв для g~k i g′~k
та виконанням ряду алгебраїчних перетворень.

Останнє рiвняння (1.19) для V~k разом з рiвнянням (1.15) для ρ~k є ключем

до отримання виразу для Fint з (1.17a)

Fint =
∑
~k∈Z3

e−4π2s2~k T ĜĜT~k 4πρ̄q2

1/λ2
D + 4π2~k T ĜĜT~k

. (1.20)

У порiвняннi зi способом обчислення цiєї енергiї, що передбачає безпосе-

реднє сумування енергiй взаємодiї даної частинки з кожною iншою, даний

ряд має кращу збiжнiсть. Можна звернути увагу, що для великих значень

параметру λD першi доданки розкладу (1.20) поводяться як ∼ 1/|~k|2. Тодi

як подiбний ряд, записаний з бiльш простих мiркувань, буде поводити себе

як ∼ 1/|~k|. На жаль, отримана поведiнка все ще не достатньо хороша, щоб

можна було обмежитись невеликим числом доданкiв — доводиться брати їх
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достатню кiлькiсть щоб “почала дiяти експонента”. У параграфi 1.5.3 буде

показано як можна досягнути покращення збiжностi при деяких достатньо

розумних припущеннях.

Ранiше, у роздiлi 1.4, уже згадувалось, що для отримання результату в

випадку кулонiвського потенцiалу необхiдно коректно скомпенсувати само-

дiю. Подальшi викладки буде присвячено обчисленню цiєї величини.

Для початку можна розглянути рiвняння (1.8b) i доповнити його при-

пущенням, що ρsp являє собою функцiю з одним “дуже гострим” пiком.

Це дозволить змiнити границi iнтегрування на нескiнченнi, адже значення

функцiї стане нехтовно малим за границями домену в якому знаходиться

частинка. Застосовуючи такий же пiдхiд як для (1.16) можна отримати

Fs =

∫∫∫
R3

∫∫∫
R3

V (|~r ′|)ρsp(~r )ρsp(~r + ~r ′)d~r ′ d~r. (1.21)

Перш за все, якщо виконати деякi математичнi перетворення над (1.14)

(в декартовiй системi координат), то можна записати наступне

ρsp(~r )ρsp(~r + ~r ′) =
1

8π3s6
e−[~r+~r ′/2]

2
/s2−~r ′ 2/(4s2).

Якщо ж пiдставити даний вираз у (1.21), то виявиться, що вiн достатньо

просто iнтегрується по ~r. Отриманий результат можна представити у сфери-

чнiй системi координат i виконати iнтегрування по кутах. В такому випадку

результатом стане (1.22).

Fs =
1

2
√
πs3

∞∫
0

e−r
′ 2/(4s2)V (r′)r′ 2dr′, (1.22)

Отримане рiвняння (1.22) все ще надто загальне, так як нi в якiй мiрi не

прив’язане до потенцiалу мiжчастинкової взаємодiї. Оскiльки даний роздiл

присвячено роботi з кулонiвським потенцiалом, то можна скористатися яв-

ним виразом для V з (1.18), пiдставити його в (1.22), а потiм, користуючись
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визначенням доповненої функцiї помилок [50]

erfc(x) =
2√
π

∞∫
x

e−t
2

dt, (1.23)

провести iнтегрування. В результатi буде отримано вираз

Fs =
q2

√
πs

(
1− s

√
π

λD
es

2/λ2Derfc(s/λD)

)
. (1.24)

Для того, щоб краще зрозумiти поведiнку Fs, варто звернутися до набли-

ження s� λD. Таке припущення виглядає бiльш нiж розумно, оскiльки вже

було сказано, що s нехтовне у порiвняннi з iншими характерними вiдстаня-

ми в системi. Оскiльки вiдомо, що erfc(x→ 0) ∼ 1− 2x/
√
π, то наближена

форма (1.24)

Fs =
q2

√
πs
− q2

λD
.

Варто звернути увагу на наступний факт: ряд для Fint має два “види

розбiжностi”. В одному випадку розбiжнiсть виникає при s→ 0, а в iншому

при λD →∞. При розглядi Fint−Fs перший вид розбiжностi буде закомпен-

совано, тодi як для другий не може бути скомпенсований в принципi, а лише

видiлений в окремий доданок. Останнiй, на щастя, не залежить вiд геоме-

трiї ґратки, а отже не впливає на порiвняння ґраток з однаковою середньою

густиною частинок. Бiльш детально данi питання розглянуто у наступному

параграфi 1.5.3.

1.5.2 Потенцiальна енергiя електрона в ґратцi Браве

Система, вибрана для розгляду, суттєво двовимiрна. А отже, для початку,

необхiдно привести аналоги формул (1.17)

Fint =
1

ρ̄ 2

∑
~k∈Z2\{~0}

|ρ~k|
2 V~k, (1.25a)
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V~k = ρ̄

∫∫
R2

f~k (~r ′)V (|~r ′|) d~r ′, (1.25b)

ρ~k = ρ̄

∫∫
S

f~k(~r )ρsp(~r )d~r, (1.25c)

f~k(~r ) = e2πi(~k T Ĝ~r ), (1.25d)

Ĝ =


1/a − cot(α)/a

0 csc(α)/b

 . (1.25e)

По сутi рiзниця полягає у змiнi сум
∑

Z3 →
∑

Z2\{~0} та iнтегралiв
∫∫∫

R3 →∫∫
R2, а також у використаннi “скороченої” матрицi Ĝ. Нульовий член при

сумуваннi оминається, оскiльки надалi енергiя буде вiдраховуватися вiд ньо-

го аналогiчно як у [3]. Такий пiдхiд, дещо еквiвалентний перенормуванню

у КТП, дозволяє уникнути розбiжностей при обчисленнях. Роль областi iн-

тегрування S в даному випадку вiдiграє паралелограм як на рисунку 1.3.

y

x~a

~b
α

Рис. 1.3: Одна комiрка з розбиття простору. Вектори ~a та ~b— це базиснi

вектори ґратки Браве. Кут мiж ними вважається рiвним α. Область iнтегру-

вання S видiлено сiрим кольором. Також показано одну частинку в центрi

комiрки.

Виконання розрахункiв як в параграфi 1.4.2.1 з двовимiрною гаусовою

густиною d = 2 (1.14) приводить до результату аналогiчного (1.15)

ρ~k = ρ̄e−2π2s2~k T ĜĜT~k, (1.26)
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де ρ̄— двовимiрна середня щiльнiсть частинок.

Дещо бiльш складним виявляється обчислення V~k i результати навiть для

кулонiвської взаємодiї будуть вiдрiзнятися вiд (1.19). Для початку зауважи-

мо, що для сферично-симетричних потенцiалiв V (|~r |) iнтегральне перетво-

рення, що переводить його в V~k виглядає простiше

V~k = ρ̄

∞∫
0

drV (r)r

2π∫
0

dϕ e2πir
(
g~k cos(ϕ−δϕ~k)

)
︸ ︷︷ ︸

I(r)

,

конкретний вираз для δϕ~k приводити немає змiсту, адже вiн не впливає на

результати iнтегрування, а от для g~k рiвняння виглядає наступним чином

g~k =

√
k2
x

a2
+

(
ky

b sin(α)
− kx

cot(α)

a

)2

=
√
~k T ĜĜT~k.

Виконуючи iнтегрування по ϕ через модифiкованi функцiї Бесселя першого

роду [50]

I0(x) =
1

π

π∫
0

ex cos(θ)dθ,

i вiдзначивши, що J0(ix) = I0(x) [50], можна отримати

V~k = 2πρ̄

∞∫
0

J0

(
2πr
√
~k T ĜĜT~k

)
V (r)rdr.

Тепер можна перейти безпосередньо до обчислення потенцiальної енер-

гiї. Для зручностi використовується лiнiйнiсть iнтегрального перетворення

по вiдношенню до потенцiалу, а отже капiлярна та кулонiвська взаємодiї

можуть бути розглянутi окремо.

Тож для початку буде розглянуто V (coulomb)(r) з (2.5). Вiдомо, що якщо

a > 0 i y > 0 [49]
∞∫

0

xJ0(yx)dx√
x2 + a2

=
e−ay

y
,
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а отже одразу можна записати V~k для кулонiвської взаємодiї мiж електронами

V (coulomb)
~k

=
ē 2ρ̄√

~k T ĜĜT~k
− εē2ρ̄e−4πd

√
~k T ĜĜT~k√

~k T ĜĜT~k
. (1.27)

У цьому рiвняннi перший доданок вiдповiдає за просту кулонiвську взаємо-

дiя, а другий за кулонiвську взаємодiю за рахунок поляризацiя пiдкладки.

Для того, щоб розглянути капiлярну взаємодiю зручно скористатися на-

ступною рiвнiстю. Вiдомо що для a > 0 i b > 0 [49]

∞∫
0

xJ0(ax)K0(bx)dx =
1

a2 + b2
. (1.28)

Таким чином проводячи iнтегрування буде отримано

V (cap)
~k

= − ē
2E2

σ

ρ̄

1/l20 + 4π2~k T ĜĜT~k
. (1.29)

Використовуючи (1.25) та вирази для V (cap)
~k

i V (coulomb)
~k

вдається сформу-

вати остаточний вираз для потенцiальної енергiї

Fint = ρ̄ē2
∑

~k∈Z2\{~0}

1− εe−4πd
√
~k T ĜĜT~k√

~k T ĜĜT~k
− E2

σ
(

1/l20 + 4π2~k T ĜĜT~k
)
×

× e−4π2s2~k T ĜĜT~k.

Ми очiкуємо, що щiльнiсть часток може бути в межах ρ̄ = 109 cm−2 . . .

103 cm−2 [51], а значить середня вiдстань мiж ними L повинна бути порядку

∼ 10−4 . . . 10−2 cm. З iншого боку ми можемо очiкувати, що d ∼ 0.1 cm

[52], а l0 ∼ 1.1 cm [53]. В такому випадку можна виконати наближення i

переписати останнє рiвняння

Fint = ρ̄ē2
∑

~k∈Z2\{~0}

 1√
~k T ĜĜT~k

− E2

σ
(

4π2~k T ĜĜT~k
)
 e−4π2s2~k T ĜĜT~k. (1.30)

На даний момент уже вiдомий вираз для енергiї мiжчастинкової взаємо-

дiї (1.30). Але, як було згадано у роздiлi 3, є один компенсацiйний доданок



53

Fs (1.8b) який треба врахувати. Вiн повинен виключити кулонiвську самодiю

з загального виразу для енергiї.

Записавши двовимiрний аналог (1.21)

Fs =

+∞∫∫
−∞

+∞∫∫
−∞

V (|~r ′|)ρSP (~r )ρSP (~r + ~r ′)d~r ′ d~r,

можна провести iнтегрування у термiнах доповненої функцiї помилок (1.23).

В результатi буде отримано

Fs =

√
πē 2

2s

(
1− εed2/s2erfc

(
d

s

))
,

або наближено

Fs =

√
πē 2

2s
. (1.31)

Рiвняння (1.30) та (1.31) є кiнцевою метою даного параграфу та будуть

використовуватись надалi. На завершення варто звернути увагу на те, що

вираз для Fs призначений лише для компенсацiї самодiї кулонiвського по-

тенцiалу. У параграфi 1.4.1 було згадано, що ґрунтуючись на фiзичному

характерi потенцiалу що розглядається, необхiдно у кожному конкретному

випадку приймати рiшення про компенсацiю самодiї. Звичайно ж, для ку-

лонiвського потенцiалу самодiю слiд компенсувати — потенцiальна енергiя

кулонiвської системи рiвна нулю, якщо в нiй присутня тiльки одна частин-

ка. На противагу, для капiлярної взаємодiї варто не компенсувати самодiю,

бо навiть у вiдсутностi iнших частинок дана може впливати на середовище

i цим викликати змiну вiльної енергiї системи. Якщо частинка деформує

поверхню, то цим уже робить певний внесок у вiльну енергiю системи не-

залежно вiд наявностi iнших частинок. Звичайно ж, деформацiї створенi

одними частинками впливають на деформацiї створенi iншими, а це, в свою

чергу, викликає появу ефективного притягання мiж ними. Але в той же час

частинка взаємодiє i з “власною” деформацiєю поверхнi, а це вже може

розглядатися як “самодiя”.
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1.5.3 Покращення збiжностi для потенцiальної енергiї частинок з

кулонiвським потенцiалом взаємодiї

Якщо детальнiше розглянути рiвняння (1.20) для Fint, то можна звернути

увагу, що воно мiстить вирази s2ĜĜT . Компоненти матрицi ĜĜT в (1.20)

пропорцiйнi до рiзних добуткiв обернених вiдстаней у ґратцi, наприклад

1/a2, 1/(ab) i такi iншi (бiльш детально (1.9d)). Так як s � a, s � b та

s� c (припущення про “гостру гаусiану”), то очiкується, що
∣∣∣s2ĜĜT

∣∣∣� 1.

Це означає, що показник експоненти “починає дiяти” лише для доданкiв з

дуже великим значенням |~k|. Подальшi викладки присвячено покращенню

збiжностi (1.20) в припущеннi, що ґратка не надто вироджена.

Перш за все, рiвняння для Fint зручно переписати наступним чином

Fint =
2ρ̄q2

π
es

2/λ2D

∞∫
2πs

se−s
2/(2πλD)

2 ∑
~k∈Z3

e−s
2~k T ĜĜT~kds.

Щоб переконатися, що наведений вираз рiвний (1.20), достатньо провести

iнтегрування по s.

Насамперед варто звернути увагу на середню вiдстань, розраховану зi

щiльностi частинок

l =
1
3
√
ρ̄
,

а також ввести припущення, що решiтки, яка розглядається, не надто сильно

вироджена. Iншими словами, надалi буде вважатися, що дана ґратка може

бути описана як деяка не надто значна “деформацiя” кубiчної решiтки.

Як виявляється, змiнна s пiд час iнтегрування приймає значення як зна-

чно меншi за середня вiдстань, так i набагато бiльшi. Тож для подальших

наближень було б зручно розглядати цi випадки окремо. Для цього iнтеграл

можна робити на два: один вiд 2πs до l, а другий вiд l до нескiнченностi.

В припущеннi, що ґратка не надто сильно вироджена можна вважати, що

кути α i βc не повиннi iстотно вiдрiзнятися вiд π/2. Таким чином, значення
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виразiв s2ĜĜT повиннi бути меншi за 1 для першого iнтеграла i бiльшi для

другого. Якщо це так, то було б зручно виконати iнтегрування для другого

iнтеграла, адже в кiнцевому пiдсумку буде отримано ряд, який сходиться

набагато краще нiж (1.20).

Fint =
2ρ̄q2

π
es

2/λ2D

l∫
2πs

se−s
2/(2πλD)

2 ∑
~k∈Z3

e−s
2~k T ĜĜT~k

︸ ︷︷ ︸
Θ(0;s2ĜĜT)

ds+

+ 4πρ̄q2
∑
~k∈Z3

es
2/λ2D−l2(1/[2πλD]

2
+~k T ĜĜT~k)

1/λ2
D + 4π2~k T ĜĜT~k

.

Вiдкритим поки що залишається питання з приводу першого iнтеграла.

Для початку можна зауважити, що Ĝ з (1.9d) згiдно з критерiєм Сильве-

стра [54] є додатно визначеною матрицею. Очевидно, що ĜT , а також до-

буток ĜĜT також повиннi бути додатно визначеними матрицями. Так як s

приймає тiльки додатнi значення, то i s2ĜĜT додатно визначена. Це означає,

що видiлена сума в останньому рiвняннi — це багатовимiрна тета-функцiя

Рiмана [55] в точцi z = 0; вiдповiдно, надалi вона буде позначатися нале-

жним чином Θ
(

0; s2ĜĜT
)
.

З властивостей тета-функцiї можна використати модулярне перетворен-

ня [55]

Θ(z; Â) =
πd/2√
det Â

Θ(Â−1z; Â−1),

де d— це розмiрнiсть простору (3 в даному випадку). Таким чином отриму-

ється

Θ
(

0; 2π2s2ĜĜT
)

=
π3/2

s3 det Ĝ
Θ
(

0; Ĝ−1T Ĝ−1/s2
)
.

Тут було використано той факт, що det Ĝ = det ĜT i що множення на s2 еквi-

валентне множенню на дiагональну матрицю, у якої всi ненульовi елементи

рiвнi s2.
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Якщо використати явний вираз для Ĝ−1 з (1.11), а також зауважити, що

det Ĝ =
1

abc sin(α) sin(βc)
= ρ̄, (1.32)

то вираз для Fint перепишеться наступним чином

Fint = 2
√
πq2es

2/λ2D
∑
~k∈Z3

l∫
2πs

e−s
2/(2πλD)

2−|Ĝ−1~k|2/s2 ds
s2︸ ︷︷ ︸

I(~k)

+

+ 4πρ̄q2
∑
~k∈Z3

e
s2/λ2D−l2

(
1/[2πλD]

2
+|ĜT~k|2

)
1/λ2

D + 4π2~k T ĜĜT~k
.

Для спрощення виразу тепер необхiдно проiнтегрувати I
(
~k
)
. Але, оскiль-

ки результат надзвичайно складний, то спочатку буде розумно ввести деякi

допомiжнi функцiї

φ(L) =
e−L

2/(2πλD)
2

L
+

1

2
√
πλD

erf

(
L

2πλD

)
,

fα(L) = eα|Ĝ
−1~k|/(πλD)erfc


∣∣∣Ĝ−1~k

∣∣∣
L

+
αL

2πλD

 ,
а вже потiм представити результат iнтегрування в термiнах цих функцiй

I
(
~k = 0

)
= φ(2πs)− φ(l),

I
(
~k 6= 0

)
=
√
π
f−1(l)− f−1(2πs)∣∣∣4Ĝ−1~k

∣∣∣ +
√
π
f+1(l)− f+1(2πs)∣∣∣4Ĝ−1~k

∣∣∣ .

Варто звернути увагу на наступне спiввiдношення, що випливає безпо-

середньо з виразу (1.24) для Fs

Fs = 2
√
πq2es

2/λ2Dφ(2πs).

Так, вiднiмання Fs вiд Fint просто означає нехтування цього доданку.
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Iншi доданки можна наблизити, якщо взяти до уваги s � l � λD.

По-перше, варто знехтувати всiма членами, що мiстять l/λD i s/λD в f . По-

друге, вiдомо, що erfc(x → ∞) ∼ e−x
2

/(x
√
π) [56], а отже fα(l) � fα(2πs).

Таким чином, можна знехтувати всi доданки f з аргументами 2πs. Крiм

того, для спрощення викладок використовується все те ж саме наближення

erfc(x→∞) ∼ e−x
2

/(x
√
π), а малi величини в показнику експоненти нехту-

ються. Для того, щоб зробити всю процедуру наближення бiльш строгою

та прозорою варто звернути увагу, що ∀~k ∈ Z3 \ ~0 :
∣∣∣Ĝ−1~k

∣∣∣ /l > 1 i, таким

чином, ∣∣∣Ĝ−1~k
∣∣∣2 /l2 > ∣∣∣Ĝ−1~k

∣∣∣ /l� ∣∣∣Ĝ−1~k
∣∣∣ /λD,

що приводить до наступних рiвнянь

φ(l) ≈ 1

2
√
πλD

,

I
(
~k 6= 0

)
≈ l

2
∣∣∣Ĝ−1~k

∣∣∣2 e−|Ĝ
−1~k|2/l2.

Щоб отримати перше рiвняння було використано тотожнiсть erf(x) = 1 −
erfc(x).

Об’єднуючи все вищесказане, можна записати остаточне наближення для

потенцiальної енергiї зарядженої частинки в ґратцi Браве

Fint−Fs =

√
πq2

l

∑
~k 6=0

e−
~k T Ĝ−1T Ĝ−1~k/l2

~k T Ĝ−1T Ĝ−1~k/l2
+
q2

πl

∑
~k 6=0

e−l
2~k T ĜĜT~k

l2~k T ĜĜT~k
+4πρ̄q2λ2

D. (1.33)

Останнiй доданок, очевидно, дорiвнює енергiї взаємодiї частинки з заря-

дом, що рiвномiрно розподiлений у всьому просторi. Всi решту доданки —

поправки на точковiсть зарядiв i включають в себе всю iнформацiю про

геометрiю решiтки.

Варто звернути увагу, що в отриманому виразi тiльки один доданок пря-

мує до нескiнченностi при λD → ∞ i що вiн нi в якiй мiрi не залежить

вiд параметрiв решiтки. Це означає, що (1.33) може бути використаний для
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порiвняння рiзних ґраток навiть при розглядi кулонiвського потенцiалу без

екранування. Для цього достатньо вiдмiрювати енергiю вiд 4πρ̄q2λ2
D як вiд

“нульового рiвня”.

Рiвняння (1.33) має ще одну особливiсть. Кулонiвська взаємодiя далеко-

дiюча i, маленька у порiвняння з усiма iншими вiдстанями у ґратцi, вiдстань

локалiзацiї s не повинна вiдiгравати нiякої ролi у наближеннi. I справдi, в

отриманому рiвняннi вона повнiстю вiдсутня. При цьому може значно вiд-

рiзнятися поведiнка близькодiючих взаємодiй, або ефективних взаємодiй,

для яких не потрiбно компенсувати Fs (наприклад 1.5.2) i там уже можна

очiкувати значного впливу s.

1.6 Висновки до роздiлу 1

У даному роздiлi було представлено загальний формалiзм для опису си-

стеми взаємодiючих частинок заснований на перетвореннi Хаббарда-Стра-

тоновича та розвинуто математичний апарат для статичної кулонiвської си-

стеми, що дозволяє уникати розбiжностей при порiвняннi вiльних енергiй

двох систем частинок упорядкованих в ґратки Браве.

У параграфi 1.2 проводиться короткий огляд сучасного стану дослi-

джень систем з кулонiвським типом взаємодiї.

Параграф 1.3 розпочинається з порiвняно короткого розрахунку вiль-

ної енергiї для неоднорiдної системи взаємодiючих частинок. Використо-

вуючи рiвняння Хаббарда-Стратоновича вдається уникнути необхiдностi в

складних розрахунках з застосуванням обернених операторiв. Отримане рiв-

няння (1.6) надзвичайно загальне i може бути застосоване до цiлого ряду

рiзноманiтних фiзичних систем без специфiкацiї мiжчастинкового потенцi-

алу та розмiрностi системи.

У параграфi 1.4 основну увагу було присвячено трансляцiйнiй симетрiї,

що дозволило досягнути певного спрощення для потенцiальної енергiї ви-
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разiв (1.9) i (1.17). Можна помiтити, що для будь-якого “катастрофiчного”

потенцiалу у цих виразах є лише один розбiжний доданок. Але цей дода-

нок не мiстить жодної iнформацiї про “геометрiю решiтки” i залежить лише

вiд середньої щiльностi частинок. А це означає, що тепер можна порiвню-

вати двi ґратки з однаковою середньою щiльнiстю частинок, навiть якщо

мiжчастинковий потенцiал є “катастрофiчними”. Також при такому пiдхо-

дi всi потенцiали дiляться на двi групи: тi, що включають самодiю (часто

ефективних взаємодiй через середовище) i тi, якi вимагають її компенсацiї.

Надалi у параграфi 1.5 було розглянуто два важливi випадки — екрано-

вану та неекрановану кулонiвськi взаємодiї. Обидва випадки є прикладами

дуже поширеної взаємодiї у природi, а останнiй навiть являє собою “ка-

тастрофiчний” потенцiал. Зокрема, отриманi вирази дозволяють отримати

такий вид наближення для потенцiальної енергiї частинки у ґратцi Браве,

який базується на взаємодiї з рiвномiрно розподiленим у просторi зарядом i

мiстить скiнченнi поправки на точковiсть цього розподiлу. Цей результат дає

можливiсть для мiнiмiзацiї потенцiальної енергiї ґратки без ризику отримати

розбiжностi в процесi обчислень.
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РОЗДIЛ 2

ЕЛЕКТРОНИ НА ПОВЕРХНI РIДКОГО ГЕЛIЮ

2.1 Вступ

Серед систем з кулонiвським типом взаємодiї значної уваги заслугову-

ють електрони на поверхнi дiелектрика [57, 58]. Уже доволi давно було

передбачено можливiсть iснування таких двовимiрних систем [57–59] i май-

же одразу отримано експериментальне пiдтвердження [60]. Навiть бiльше,

першу експериментальну реалiзацiю вiгнерiвського кристалу, який було пе-

редбачено у вiдомiй роботi [61], вдалося отримати в системi електронiв

на поверхнi рiдкого гелiю [62]. Також важливо зауважити, що дослiджен-

ня даної системи несуть в собi не лише академiчний iнтерес, але i можуть

мати практичнi застосування. Наприклад, в роботi [63] пропонується вико-

ристовувати електрони на поверхнi дiелектрика для виконання квантових

обчислень.

Сучаснi дослiдження в областi низькорозмiрних електронних систем в

основному ґрунтуються на квантовiй теорiї поля [64] та теорiї скейлiнгу [65].

Наприклад, перенесення електронiв у гетероструктурах та особливостi їх

поведiнки на поверхнi рiдкого гелiю були вивченi в рамках квантової теорiї

поля у роботi [66]. Альтернативний пiдхiд з застосуванням теорiї скейлiнгу

було розроблено в [67]. Тим не менше, цi моделi є доволi складними для

аналiзу i вимагають багато обчислень. Тож було б дуже бажано створити

просту квазiкласичну модель типу [23, 44], яка могла б бути ефективною

при описi властивостей низькорозмiрних електронних систем.

Електрони, розташованi на поверхнi дiелектрика, мають тiльки два сту-

пенi свободи [51, 68] i можуть iснувати у формi рiдини або кристалу Вi-
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гнера [61, 62, 69]. Також було теоретично й експериментально показано, що

електрони на поверхнi рiдкого гелiю можуть пiддаватися фазовому перехо-

ду, який проявляється в ступенi їх упорядкованостi [62, 70] (перехiд рiдина-

тверде тiло). Крiм того вiдомо, що електрони “плавають” над поверхнею

гелiю на досить великiй вiдстанi, приблизно 76A, внаслiдок квантових ефе-

ктiв [51]. Як результат, електронний “шар” вважається майже двовимiрним,

а вплив гелiю розглядається як “корекцiя” мiжелектронного потенцiалу без

розгляду впливу окремих атомiв гелiю [51–53, 71], що робить цю систему

привабливою для теоретичних дослiджень.

Згаданий плоский “шар” електронiв проявляє цiлий ряд цiкавих власти-

востей з точки зору структурної реорганiзацiї. В роботi [53], наприклад,

дослiджено структурний перехiд решiтки Вiгнера вiд трикутної до квадра-

тної. А в [71] було показано, а згодом i експериментально пiдтверджено [52],

що однорiдний розподiл електронної щiльностi не завжди стабiльний, тобто

iснують критичнi значення параметрiв, при яких утворюються просторовi

структури, а саме перiодичнi деформацiї та багатоелектроннi лунки. Але цi

структури можуть бути розглянутi окремо вiд кристалiзацiї Вiгнера, оскiль-

ки їх характерний розмiр значно бiльший, нiж перiод вiгнерiвської ґратки.

Вiдповiдно, надалi в цьому роздiлi система електронiв буде розглядатися

як двовимiрна з певним ефективним мiжчастинковим потенцiалом взаємо-

дiї. В першу чергу до уваги береться пряме кулонiвське вiдштовхування

та взаємодiя внаслiдок поляризацiї пiдкладки, а основний вклад у притя-

гання робить взаємодiя пов’язана з деформацiєю поверхнi гелiю [53, 59].

Запропонований спрощений пiдхiд пiдтверджується тим фактом, що сили,

якi керують самоорганiзацiєю, повиннi дiяти на масштабах довжини значно

бiльших нiж розмiр молекул; як наслiдок багато конкретних деталей мiжча-

стинкової взаємодiї не є необхiдними для вивчення загальних особливостей

фаз.

Даний роздiл надалi органiзовано наступним чином. Спочатку, результа-
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ти загальної статистичної моделi для опису взаємодiючих частинок, заснова-

ної на наближеннi Хаббарда-Стратоновича (частина 1.3), застосовуються до

розгляду двовимiрної системи взаємодiючих фермi-частинок (частина 2.2.1)

з метою отримання виразу для ентропiйної частини вiльної енергiї.

У параграфi 2.2 вводиться уже конкретний вигляд для потенцiалу мiж-

електронної взаємодiї (частина 2.2.2), до нього застосовуються методи роз-

дiлу 1 для знаходження потенцiальної енергiї частинки в ґратцi, i, нарештi,

знаходиться температуро-залежна вiдстань локалiзацiї (частина 2.2.3) та по-

рiвнюється з вiдомим результатом для T = 0.

Завершується роздiл доволi коротким параграфом 2.3 в якому енергiя

трикутної ґратки представляється як поправка до енергiї квадратної та про-

водиться порiвняння їх “енергетичної вигiдностi”, а також висновками 2.4,

де перелiчуються основнi отриманi результати.

2.2 Вiдстань локалiзацiї для електрона у вiгнерiвському кристалi

У попередньому роздiлi 1 розглядалось питання про потенцiальну енер-

гiю частинки в ґратцi Браве. При цьому всi викладки проводились не вка-

зуючи конкретної фiзичної системи. У даному роздiлi всi цi результати буде

застосовано до опису електронiв на поверхнi рiдкого гелiю. Результатом ста-

не оцiнка вiдстанi локалiзацiї електрона, яка може бути експериментально

перевiрена, а також передбачення умов фазового переходу при утвореннi

вiгнерiвського кристалу.

У цьому роздiлi будуть розглянутi електрони на поверхнi рiдкого гелiю,

а також розраховано вiдстань локалiзацiї для них та проведено порiвняння з

виразами отриманими в iнших роботах. Для досягнення цiєї мети необхiдно

мiнiмiзувати вiльну енергiю одночасткових Fsp по s (вiдстань локалiзацiї,

параграф 2.2.3). Але насамперед необхiдно визначитись з мiжелектронним

потенцiалом, знайти явний вираз для Fsp — вiльної енергiї одного електрона в
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ґратцi Браве, а потiм екстремiзувати дане значення для отримання бажаного

результату. Наступнi параграфи дотримуються даного порядку.

2.2.1 Вiльна енергiя електронiв на поверхнi рiдкого гелiю

Розроблений вище формалiзм надзвичайно загальний, тож для його пра-

ктичного застосування варто перейти до бiльш конкретного випадку. У дано-

му параграфi за мету ставиться двi речi: розглянути приклад використання

рiвнянь з параграфу 1.3 та обчислити вклад ентропiї у вiльну енергiю для

електронiв на поверхнi рiдкого гелiю, щоб використовувати надалi.

Електрони на поверхнi рiдкого гелiю мають тiльки два ступенi свобо-

ди [51, 68]. Тож надалi можна покласти δ = −1 (фермi-частинки) i d = 2

(система двовимiрна). В результатi рiвняння (1.6) запишеться

βF [µ] =

∫
· · ·
∫

d~p d~r

(2π~)2

β~p 2

2m

1

eβ(~p 2/(2m)−µ(~r )) + 1
+

+
β

2

∫
· · ·
∫

d~p d~r

(2π~)2

d~p ′ d~r ′

(2π~)2

V (|~r − ~r ′|)(
eβ(~p 2/(2m)−µ(~r )) + 1

)(
eβ(~p ′2/(2m)−µ(~r ′ )) + 1

)−
−
∫
· · ·
∫

d~p d~r

(2π~)2

 ln
(
eβ(~p 2/(2m)−µ(~r )) + 1

)
eβ(~p 2/(2m)−µ(~r)) + 1

ln
(
e−β(~p 2/(2m)−µ(~r )) + 1

)
e−β(~p 2/(2m)−µ(~r )) + 1

 .

Знак iнтеграла
∫
·· ·
∫

тут означає, що iнтегрування проводиться по всьому

фазовому простору.

Оскiльки останнiй вираз доволi складний, то виникає необхiднiсть якось

його спростити. У першому наближеннi можна припустити, що

εs = ε(p) = p2/(2m).

Насправдi, в присутностi зовнiшнього поля, закон дисперсiї повинен трохи

вiдрiзнятися. Але вiдомо, що система Фермi-частинок, яка буде розглядатися

далi, сильно вироджена [51]. Тож застосування квадратичної форми для

дисперсiї виглядає цiлком розумним.
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Використовуючи останнього рiвняння i вводячи теплову довжину

λT =
√

2π2~2β/m, (2.1)

з (1.7) можна отримати наступний вираз

ρ(~r ) =

∫∫
d~p

(2π~)2

1

eβ(~p 2/(2m)−µ(~r )) + 1
=

π

λ2
T

ln
(

1 + eβµ(~r )
)
, (2.2)

який пов’язує мiж собою хiмiчний потенцiал µ(~r ) i щiльнiсть частинок ρ(~r ).

Повертаючись до спрощення рiвняння для вiльної енергiї. Першi два

доданки можуть бути легко проiнтегрованi, якщо звернути увагу, що

1

ex + 1
=

e−x

1 + e−x
,

але останнiй доданок доведеться iнтегрувати в термiнах спецiальних фун-

кцiй, а саме дилогарифма [72]

Li2(z) = −
z∫

0

ln(1− z)

z
dz.

Якщо згадати, що
1

1 + ex
= 1− 1

1 + e−x
,

то можна отримати

βF [µ] =
m2

8π2~4β

∫
· · ·
∫
d~r d~r ′V (|~r − ~r ′|) ln

(
1 + eβµ(~r )

)
ln
(

1 + eβµ(~r ′)
)

+

+
m

2π~2β

∫∫
d~r

[
βµ(~r ) ln

(
1 + eβµ(~r )

)
− β2µ2(~r )

2
− Li2

(
−e−βµ(~r )

)
− π2

6

]
,

а цей вираз надалi ще бiльше спростити.

Перш за все, варто скористатися тотожнiстю Ландена [72]

Li2 (1− z) + Li2

(
1− 1

z

)
= −1

2
ln2(z), z ∈ C \ ]−∞; 0] ,
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з z = 1 + e−βµ(~r ) i розкласти ln2
(
1 + e−βµ(~r )

)
. Це приводить до наступного

рiвняння

βF [µ] =
m2

8π2~4β

∫
· · ·
∫
d~r d~r ′V (|~r − ~r ′|) ln

(
1 + eβµ(~r )

)
ln
(

1 + eβµ(~r ′)
)

+

+
m

2π~2β

∫∫
d~r

[
Li2

(
1

1 + eβµ(~r )

)
− π2

6
+

1

2
ln2
(

1 + eβµ(~r )
)]

.

В останньому рiвняннi можна провести iнтегрування по iмпульсах i,

беручи до уваги (2.2) та (2.1), отримати

F [ρ] =
1

2

∫
· · ·
∫
d~r d~r ′V (|~r − ~r ′|)ρ(~r )ρ(~r ′) +

λ2
T

2πβ

∫∫
d~rρ2(~r )+

+
π

βλ2
T

∫∫
d~r

[
Li2
(
e−π

−1λ2T ρ(~r )
)
− π2

6

]
.

(2.3)

Варто звернути увагу, що для випадку статистики Бозе буде втрачено

ефект бозе-конденсацiї у зв’язку з таким iнтегруванням. Але оскiльки надалi

цi рiвняння будуть використанi для Фермi-частинок, то можна не надавати

цьому значення.

Вiдомо, що електрони на поверхнi рiдкого гелiю можуть iснувати у фор-

мах як “рiдини”, так i кристалу Вiгнера [61, 62, 69]. Особливий iнтерес

надалi становитиме випадок їх сильної локалiзацiї, тобто “кристалiчний”. В

такому випадку перший доданок в (2.3) виявляється пов’язаним з Fint та Fs

у (1.8c), а останнi два вiдповiдають Fent.

Якщо ж використати одночастинкову функцiю розподiлу ймовiрностi як

у (1.14) з d = 2, то можна досягнути певного спрощення для Fent. Для

розрахунку вкладу на одну частинку виконується замiна ρ(~r ) → ρsp(~r ).

Далi передостаннiй доданок безпосередньо iнтегрується, а для останнього

виконується наближення

Li2
(
e−π

−1λ2T ρsp(~r )
)
≈

 0, r 6 s,

π2/6, r > s,

яке є безпосереднiм наслiдком припущення про “гостроту” гаусiани та то-

го що s вiдiграє роль вiдстанi локалiзацiї. Як наслiдок, вiльна енергiя в
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перерахунку на одну частинку записується

Fsp =
1

2

∫
· · ·
∫
d~r d~r ′V (|~r − ~r ′|)ρsp(~r )ρ(~r ′) +

λ2
T

8π2s2β
− π4s2

6βλ2
T

.︸ ︷︷ ︸
Fent

(2.4)

Рiвняння (2.4) та (2.3) являють собою бажаний результат даного парагра-

фу. Спосiб їх отримання по-сутi являє собою приклад застосування бiльш

широкого формалiзму розробленого ранiше у параграфi 1.3. Пiзнiше цi ви-

рази будуть використанi при мiнiмiзацiї вiльної енергiї.

2.2.2 Мiжелектронний потенцiал на поверхнi рiдкого гелiю

Основною метою даного параграфу — представити явний вид мiжчастин-

кового потенцiалу для електронiв на поверхнi рiдкого гелiю. У присутностi

зовнiшнього поля електрони притискаються до поверхнi гелiю зi значною

силою. Але вони не можуть проникнути через цю поверхню, оскiльки ви-

штовхуються назад через квантовi ефекти [51, 73, 74]. Таким чином виникає

деформацiя поверхнi, а вона, у свою чергу, змiнює потенцiал взаємодiї мiж

електронами. Задача знаходження явного виразу для цього потенцiалу вирi-

шується шляхом додавання до кулонiвської взаємодiї ефективної капiлярної

взаємодiї. Останню для двох електронiв на поверхнi рiдкого гелiю було роз-

раховано в [53].

В пiдсумку, згiдно з [51, 52, 74] мiжелектронний потенцiал складається з

двох частин — взаємодiї пов’язаної з зарядом частинок та через деформацiю

поверхнi рiдкого гелiю. Першу складову можна записати наступним чином:

V (coulomb)(r) =
ē 2

r
− εē 2√

r2 + (2d)2
,

ε =
εs − εHe
εs + εHe

.

(2.5)

Тут εs i εHe є дiелектричними сталими для пiдкладки та рiдкого гелiю вiд-

повiдно, r— вiдстань мiж двома електронами, а d— товщина плiвки гелiю.
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Неважко бачити, що перший доданок пов’язаний зi звичайним кулонiвським

вiдштовхуванням, тодi як другий є результатом поляризацiї пiдкладки. Мо-

жна зауважити, що другий доданок вiдсутнiй у [53], а отже приведений по-

тенцiал мiстить додаткове притягання. Тим не менше, воно здiйснює дуже

незначний вплив на поведiнку електронiв, оскiльки значно уступає кулонiв-

ському вiдштовхуванню. Тож для утворення стабiльних структур повинна

iснувати додаткова значно сильнiша притягуюча взаємодiя. Такою виявляє-

ться ефективна взаємодiя пов’язана з деформацiєю поверхнi рiдкого гелiю.

Вiдомо, що у присутностi зовнiшнього електричного поля на електрони

може дiяти сила направлена перпендикулярно поверхнi рiдкого гелiю що

перевищує гравiтацiйну на багато порядкiв. З iншого боку, навiть при таких

умовах частинки не можуть просто пройти крiзь поверхню через квантовi

ефекти [51, 52, 73, 74]. Це пов’язано з тим, що гелiй має повнiстю заповнену

електронну оболонку i в рiдинi для додаткових електронiв бiльше “немає

мiсця”. Таким чином можна зробити висновок, що електрони в таких умовах

дiятимуть на поверхню гелiю зi значною силою.

Розглядаючи систему електронiв як двовимiрну, можна ввести ефективну

капiлярну взаємодiю згiдно з [53]

V (cap)(r) = − ē
2E2

2πσ
K0(r/l0), (2.6)

де eE — сила, що дiє на кожен електрон у зовнiшньому полi (у даному

випадку це електричне поле, перпендикулярне до поверхнi), σ— поверхне-

вий натяг рiдкого гелiю, r— вiдстань мiж частинками, K0 є модифiкованою

функцiєю Бесселя, а l0 =
√
σ/gρHe [53] — капiлярна довжина, яка залежить

тiльки вiд властивостей середовища.

Отож остаточний вираз для мiжелектронної взаємодiї набуває вигляду

V (r) =
ē 2

r
− εē 2√

r2 + (2d)2
− ē 2E2

2πσ
K0(r/l0). (2.7)

Вираз (2.7) буде використовуватися надалi, але для зручностi iнодi роз-
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рахунки будуть проводитись для частин (2.5) та (2.6) окремо.

2.2.3 Температуро-залежна вiдстань локалiзацiї для електрона на

поверхнi рiдкого гелiю.

З математичної точки зору така задача еквiвалентна знаходженню розв’яз-

кiв для рiвняння
∂Fsp(s)

∂s
= 0.

Останнє згiдно з (1.8c) може бути записано як

∂Fint
∂s
− ∂Fs

∂s
+
∂Fent

∂s
= 0,

а використовуючи (2.4), (1.30) та (1.31)

ρ̄ē 2s
∑

~k∈Z2\{~0}

(
2E2

σ
− 8π2

√
~k T ĜĜT~k

)
e−4π2s2~k T ĜĜT~k+

+

√
πē 2

2s2
− λ2

T

4π2s3β
− π4s

3βλ2
T

= 0.

Для знаходження виразу для s в залежностi вiд значень iнших параметрiв

буде достатньо навiть порiвняно грубого наближення. Тож для апроксимацiї

буде проведено замiну сумування по ~k на iнтегрування. В результатi пiсля

всiх спрощень можна отримати

∂Fsp

∂s
=
ē2E2

4σπs
− λ2

T

4π2βs3
− π4s

3βλ2
T

Розв’язком останнього рiвняння служить вираз

s2 =
3~2β2ē2E2

4π3σm

(
1−

√
1− 16σ2π4

3ē4E4β2

)
. (2.8)

Якщо температура прямує до невеликих значень T → 0, тобто β → ∞,

то (2.8) спрощується до

s =

√
2πσ~2

mē 2E2
. (2.9)
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Цей результат не вiдрiзняється вiд класичного, що представлений, напри-

клад, в [51].

Розглянувши (2.8) бiльш ретельно, можна виявити деякi цiкавi законо-

мiрностi. Наприклад, розв’язок iснує якщо

E2

T
>

4σπ2k√
3ē2
≈ 2100

dyn

cm ·K
. (2.10)

Рiвнiсть (2.10) з фiзичної точки зору можна трактувати наступним чином:

ґратка не утворюється якщо температура T занадто висока або поле E за-

надто слабке. Це твердження повнiстю узгоджується з фiзичною iнтуїцiєю.

Для наочностi вiдповiдна фазова дiаграма представлена на рисунку 2.1.

Lattice

No lattice

0 20 40 60 80 100
0

1

2

3

4

E , V � cm

T
,

K

Рис. 2.1: Плавлення вiгнерiвського кристалу.

2.3 Порiвняння потенцiальної енергiї для квадратної та трикутної

ґраток

У попередньому параграфi 1.5.2 було знайдено вираз для вiльної енергiї

для довiльної двовимiрної ґратки Браве. Але основний iнтерес становлять

два види таких ґраток: квадратна та трикутна (шестикутна). У цьому пара-
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графi буде отримано рiвняння, що описують їх вiльнi енергiї. Пiсля отрима-

ння конкретних виразiв буде проведено порiвняння цих ґраток мiж собою i

дослiджено можливий фазовий перехiд мiж ними.

Бiльш простою для аналiзу виявляється квадратна решiтка. Для початку

зручно зафiксувати середню мiжелектронну вiдстань L (див. рис. 1.3). Для

квадратної ґратки очевидно, що a = b = L, а кут мiж векторами α = π/2.

Звiдси мiж L i середньою щiльнiстю часток ρ̄ iснує просте спiввiдношення

ρ̄ = 1/L2. Виконуючи деякi спрощення можна з легкiстю записати вираз для

матрицi Ĝ для квадратної ґратки

Ĝ� =


1/L 0

0 1/L

 , (2.11)

де � позначає тип ґратки.

Аналогiчнi розрахунки можна провести для трикутної ґратки. З рис. 1.3

геометричними мiркуваннями отримується α = π/6, а також a =
√

3 b. Але

для подальшого аналiзу дуже бажано, щоб як квадратна так i трикутна ре-

шiтки мали однакову середню щiльнiсть електронiв. Для цього необхiдно

ввести додаткове припущення L2 = ab sin(α). Виконуючи всi необхiднi пiд-

становки, рiвняння запишеться

Ĝ4 =


1/
(
L 4
√

12
)
− 4
√

3/
(
L
√

2
)

0 4
√

12/L

 .

Але останнє рiвняння доволi незручне для подальших манiпуляцiй, осо-

бливо для наближення нескiнченної суми за формулою Ейлера-Маклорена,

яка буде використовуватись далi. Тож для подальших обчислень необхiдно

перейти до певного наближення. Таким наближенням стане розклад трику-

тної ґратки в околi квадратної.
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Для початку можна звернути увагу, що для обох ґраток будуть цiлком

однаковими вирази для Fs та Fent одинаковi для обох ґраток. Таким чином

F�sp − F4sp = F�int − F
4
int.

Якщо зауважити, що згiдно (1.30) на потенцiальну складову можна дивитися

як на наступну суму

Fint =
∑

~k∈Z2\{~0}
fint

(
~k T ĜĜT~k

)
,

то, застосувавши теорiю функцiй багатьох змiнних до Fint як функцiї Ĝ,

негайно отримується наступне наближення

F4int ≈ F�int +
∑

~k∈Z2\{~0}

dfint(x)

dx

∣∣∣∣
x=~k T Ĝ�Ĝ

T
�
~k

~k T
(
Ĝ4Ĝ

T
� + Ĝ�Ĝ

T
4 − 2Ĝ�Ĝ

T
�

)
~k,

яке є по сутi розкладом в ряд Тейлора з точнiстю до першого порядку.

Наступним спостереженням можна спростити задачу ще бiльше. Матри-

ця Ĝ� має надзвичайно просту форму i може бути замiнена на промасшта-

бовану одиничну матрицю 1̂/L. Даний факт дозволяє вже досягнути певного

спрощення

F4sp − F�sp ≈
1

L

∑
~k∈Z2\{~0}

dfint(x)

dx

∣∣∣∣
x=k2/L2

~k T
(
Ĝ4 + ĜT

4 −
2

L

)
~k.

Дуже корисним буде зауваження, що Ĝ4 + ĜT
4— симетрична матриця, а

також що для кожного вектора iндексiв ~k = {kx 6= 0, ky 6= 0} у сумi будуть

присутнi всi доданки з векторами {±kx,±ky}. Воно дозволяє позбутись не-

дiагональних елементiв для матрицi Ĝ4+ ĜT
4. Також прямою пiдстановкою

можна переконатись у зникненнi недiагональних елементiв для випадку ко-

ли одна з компонент вектора ~k рiвна нулю. Якщо ж до всього вищесказаного

додати, що вiд замiни мiсцями kx ⇔ ky значення виразу не змiниться в силу
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того що похiдна по f залежить лише вiд модуля вектора iндексiв, а не його

напрямку, то рiвняння стає взагалi простим

F4sp − F�sp ≈
2

L

∑
~k∈Z2\{~0}

dfint(x)

dx

∣∣∣∣
x=k2/L2

k2

(
Sp
(
Ĝ4

)
− 1

L

)
.

Прямою пiдстановкою неважко переконатися, що вираз у дужках бiль-

ший за нуль, а отже бiльш енергетично вигiдна ґратка буде визначатися

знаком суми по k. Таким чином остаточно визначається, що трикутна ґратка

реалiзовуватиметься в системi за умови

1

L2

∑
~k∈Z2\{~0}

dfint(x)

dx

∣∣∣∣
x=k2/L2

k2 < 0.

Тут збережено множник 1/L2 задля того, щоб розмiрнiстю усього виразу

залишилася “енергiя”.

На жаль, останнє рiвняння все ще занадто складне для аналiзу. Тож для

бiльшої зручностi його варто замiнити на перший член у наближеннi Ейлера-

Маклорена. Iншими словами, суму буде змiнено на iнтеграл, який зручно

виписати в полярнiй системi координат (по куту виконано iнтегрування)

2π

L2

∞∫
1

dfint(x)

dx

∣∣∣∣
x=k2/L2

k3dk < 0.

Виникнення третьої степенi у модуля k пов’язано з якобiаном полярної

системи координат. Також варто пояснити нижню межу iнтегрування — це

уособлення того факту, що сумування проводилось без нуля, тобто по мно-

жинi Z2 \
{
~0
}

.

Надалi виконуючи замiну змiнних та вiдкидаючи всi сталi множники

нарештi отримується

L2

∞∫
1/L2

dfint(x)

dx
xdx < 0.
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Якщо ж тепер скористатися рiвнянням (1.30) та провести необхiднi дифе-

ренцiювання та iнтегрування, то в результатi буде отримано

ē 2

L

([
E2L

4π2σ
− 1

]
e−4π2s2/L2 − L

2
√
πs

erfc

(
2πs

L

)
+
E2L

4π2σ
Γ

(
0;

4π2s2

L2

))
< 0.

Тут враховано, що ρ̄ = 1/L2. Надалi для зручностi множник ē 2/L буде

опускатися, оскiльки ця величина завжди додатна i не впливає на знак не-

рiвностi. Також це дозволить працювати з обезрозмiреними величинами, що

несе у собi додаткову зручнiсть.

В параграфi 2.2.3 було отримано рiвняння для вiдстанi локалiзацiї еле-

ктронiв (2.8), яке при низьких температурах T → 0 переходить у класи-

чний вираз (2.9). Останнiй можна пiдставити у нерiвнiсть, що розгляда-

ється, для отримання залежностi мiж напруженiстю зовнiшнього поля та

густиною частинок при яких реалiзується трикутна ґратка. Щоб уникну-

ти надто громiздких розрахункiв для початку можна записати з (2.9), що

s = α/E, та не розкривати вираз для α. При цьому можна одразу оцiнити,

що α ≈ 0.7× 10−4
√
dyn.

Безпосередньо чисельними методами можна перевiрити, що при всiх L =

10−4 cm . . . 10−1 cm та E = 0
√
dyn . . . 10

√
dyn другий доданок виявляється

домiнантним. Таким чином можна стверджувати, що за експериментальних

умов, що можуть бути досягненнi, завжди повинна реалiзуватися трикутна

ґратка.

2.4 Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi було застосовано загальний формалiзм для опису систе-

ми взаємодiючих частинок, заснований на перетвореннi Хаббарда-Страто-

новича, до системи електронiв на поверхнi рiдкого гелiю.

Оскiльки за мету даного роздiлу ставилося дослiдження електронiв на

поверхнi рiдкого гелiю, то отриманi у параграфi 1.3 рiвняння негайно за-
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стосовуються до двовимiрної системи Фермi-частинок у параграфi 2.2. В

результатi отримується вираз для вiльної енергiї (2.3), але без використання

явного виду потенцiалу V . Варто зазначити, що аналогiчними розрахунка-

ми можна отримати результати для систем з iншою кiлькiстю розмiрностей

та, навiть, бозе-частинок. Але в останньому випадку внаслiдок виконаних

наближень втрачаються ефекти пов’язанi з бозе-конденсацiєю.

Пiсля представлення мiжчастинкового потенцiалу (2.7) до нього засто-

совуються методи розробленi у параграфi 1.5.3, звичайно ж у припущеннi,

що частинки формують одну з ґраток Браве. В результатi формули (1.30)

та (1.31), якi є ключовими для знаходження потенцiальної енергiї у пред-

ставленiй системi, та вираз для ентропiї, знайдений у наближеннi Хаббарда-

Стратоновича, формують довершений вираз для вiльної енергiї даної систе-

ми.

I нарештi, в останнiй частинi параграфу, досягається його мета — отри-

мується температуро-залежний вираз для вiдстанi локалiзацiї (2.8), що при

прямуваннi температури до нуля переходить у вже вiдоме рiвняння (2.9).

Як побiчний продукт також отримується певне обмеження на можливi па-

раметри при яких iснує вiгнерiвський кристал (2.10). Отриманi результати

важливi з тiєї точки зору, що можуть бути перевiренi експериментально.

Останнiй параграф 2.3 присвячений аналiзу вiльної енергiї ґратки Бра-

ве. Але в даному роздiлi не проводиться пошуку глобального мiнiмуму по

всiх можливих ґратках (що можливо лише чисельно), а натомiсть аналiтично

порiвнюється двi найбiльш iмовiрнi ґратки. Такий пiдхiд дозволяє продемон-

струвати можливостi розробленого формалiзму з точки зору представлення

вiльної енергiї однiєї ґратки, як певну поправку до енергiї iншої (нестрого

кажучи, розкласти енергiю однiєї ґратки в околi iншої).

Отриманi результати вказують, що за тих значень напруженостей еле-

ктричного поля та густини частинок, що досягаються на типовому екс-

периментi, повинна спостерiгатися трикутна ґратка. Такий результат не є
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несподiванкою, адже така ґратка забезпечує найбiльш рiвномiрний розподiл

частинок по площинi.
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РОЗДIЛ 3

ПИЛОВИЙ КРИСТАЛ У ЗАПОРОШЕНIЙ ПЛАЗМI

3.1 Вступ

Iснує багато систем класу м’якої матерiї, таких як порошинки у запи-

ленiй плазмi, колоїди в рiзноманiтних розчинах i т.д., якi проявляють ефе-

кти самоорганiзацiї та перебудови у кристалоподiбнi структури за певних

умов. Часто мiжчастинковий потенцiал є далекодiючим та подiбний до куло-

нiвського. Звичайно ж, такий клас потенцiалiв приводить до розбiжностей

(через це вони дiстали назву “катастрофiчнi”) та значно ускладнює ана-

лiз [9, 75–77]. Але з iншого боку, згаданi системи частинок неабияк цiкавi

у зв’язку з їх широким застосуванням до вивчення широкого кола явищ з

рiзноманiтних галузей науки [19–21].

Судячи з усього, найбiльш складною проблемою для розгляду кулонiв-

ських систем є їх поведiнка при високих концентрацiях частинок [22]. При

зростаннi концентрацiї можна спостерiгати явища схожi до кристалiзацiї та

фазовi переходи мiж ґратками з рiзними типами симетрiй [1, 23, 24, 78, 79].

Метою даного роздiлу є перевiрка придатностi розробленого у роздiлi 1

формалiзму на прикладi конкретної фiзичної системи. В основу методу бу-

ло покладено класичнi системи в яких частинки розташовуються у вузлах

ґратки Браве. Тож в якостi фiзичної реалiзацiї потрiбної системи вибранi по-

рошинки у запиленiй плазмi. Це пов’язано як зi значною кiлькiстю ефектiв,

що можуть спостерiгатися в такому середовищi, так i з тим, що запорошена

плазма в певному сенсi може слугувати моделлю для вивчення класичних

флюїдiв, твердих тiл та колоїдiв [24–32, 80].

Користуючись рiвняннями, отриманими у роздiлi 1, можна перейти до
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проблеми утворення пилового кристала у запорошенiй плазмi (параграф 3.2).

При цьому отриманий вираз для потенцiальної енергiї буде мiнiмiзовано чи-

сельними методами для визначення параметрiв ґратки, що повинна спосте-

рiгатися на експериментi. А вiдомi експериментальнi данi [78] та результати

комп’ютерного моделювання [79] можуть слугувати в даному випадку для

верифiкацiї отриманих результатiв.

Наприкiнцi роздiлу можна коротко ознайомитись з отриманими резуль-

татами у висновках 3.3.

3.2 Визначення параметрiв ґратки для пилового кристала у

запорошенiй плазмi

Запорошена плазма, поряд з колоїдними розчинами, може слугувати чу-

довим модельним середовищем для експериментального дослiдження кла-

сичних рiдин i твердих тiл [24–32, 80]. Тож дослiдження особливостей її

поведiнки надзвичайно важливе та багате рiзноманiтними фiзичними ефе-

ктами. Наприклад вiдомо, що порошинки взаємодiють мiж собою i навiть

демонструють самоорганiзацiю у виглядi утворення та плавлення пилових

кристалiв [1, 23, 24, 78, 79].

Надалi буде проведено розгляд цiєї системи з застосуванням методiв,

якi було розроблено в роздiлi 1.4. У першому наближеннi буде розумно

припустити, що порошинки взаємодiють лише як зарядженi частинки (екра-

нований кулонiвський потенцiал). Отримане рiвняння (1.33) дозволяє розра-

хувати енергiю будь-якої решiтки просто пiдставивши правильну матрицю

Ĝ та виконання пiдсумовування. Але набагато цiкавiше знайти ґратку з мi-

нiмальною потенцiальною енергiєю при сталiй щiльностi частинок ρ̄. Адже

отриманий результат може бути перевiрений експериментально.
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3.2.1 Особливостi чисельної мiнiмiзацiї параметрiв ґратки

Обидвi суми в (1.33) дуже добре збiгаються, а це зручно для чисельних

розрахункiв. Таким чином, сумування було обмежено |~k| 6 4. Ця грани-

ця знаходиться експериментально: брати до уваги бiльше доданкiв не має

змiсту — розрахований тип ґратки та значення вiльної енергiї практично не

змiнюється при збiльшеннi кiлькостi доданкiв.

Також варто згадати ще одну особливiсть. Пошук решiтки з мiнiмальною

енергiєю не вимагає розрахунку повного виразу для Fint − Fs. Достатньо

мiнiмiзувати лише доданки з Ĝ. Крiм того, вони обидва мiстять q/l, яке

можна винести за дужки, а отже результати мiнiмiзацiї не залежать вiд

заряду частинок.

Мiнiмiзацiю було проведено за допомогою стандартної функцiї FindMi-

nimum в Wolfram Mathematica v.9. Рiвняння (1.33) використовується як фун-

кцiонал для мiнiмiзацiї. При цьому наступним способом фiксується густина

частинок. Приймається

1

l3
= ρ̄ =

1

abc sin(α) sin(βc)
,

додатково допускається a = l(1 + δa) i b = l(1 + δb), а також c виражається

через iншi параметри, щоб зберегти сталою щiльнiсть заряду. При виконаннi

такої процедури можна помiтити, що l скорочується в знаменнику та у

показнику експоненти (1.33).

Перш нiж перейти до результатiв, необхiдно зробити ще одне зауважен-

ня. Вiдображення мiж множиною всiх можливих значень параметрiв (векто-

ри трансляцiї) та всiх можливих решiток Браве не є бiєкцiєю. Це швидше

сюр’єкцiя — одна ґратка може бути описана рiзними наборами параметрiв

(рiзнi вектори трансляцiї). Алгоритми мiнiмiзацiї через це часто плутаються,

тож додатково доводиться вводити обмеження, що роблять вiдповiднiсть мiж

ґраткою та векторами трансляцiї однозначною.
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~b

~b
′

~a

~b
′′

~a

Рис. 3.1: Одна i та ж сама ґратка Браве в рiзних представленнях. Її транс-

ляцiйна симетрiя пов’язана з векторами ~a i ~b. Злiва показано рiзний вибiр

другого вектора трансляцiї, яким може бути як ~b так i ~b ′. Використовуючи

вiддзеркалення вiдносно осi ординат, можна показати, що справа зображено

ту саму ґратку що i злiва. Таким чином виявляється, що i ~b ′′ також є мо-

жливим вибором вектора трансляцiї. При виконаннi чисельної мiнiмiзацiї,

використовуються додатковi обмеження, що дозволяють обiйти цю невизна-

ченiсть.

Рисунок 3.1 показує як виглядає невизначенiсть при виборi параметрiв

для опису решiтки у двовимiрному випадку. Неважко бачити, що проблему

можна усунути, якщо покласти проекцiю ~b на ~a меншою нiж половина ~a. В

термiнах параметрiв це може бути виражено як

0 6 cot(α) 6
1 + δa

2
. (3.1)

Обмеження для тривимiрного випадку є наразi бiльш складними. Але

вони можуть бути отриманi аналогiчними мiркуваннями як i (3.1). Насправдi

(3.1) повиннi залишатися в силi для тривимiрного випадку. Необхiдно тiльки

додати аналогiчнi рiвняння для ~c. У попередньому випадку виникла умова,

щоб проекцiя ~b на ~a була меншою за |~a|/2. Вектор ~c повинен проектуватися

одночасно i на ~a i на~b, а його проекцiї повиннi бути меншi половини довжин

цих векторiв вiдповiдно. Останнє приводить до наступних нерiвностей

0 6
cot(βc)

(1 + δa)
sin(αc) 6

(1 + δb)2 sin2(α)

2
;
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0 6
cot(βc)

(1 + δb)
(cos(αc)− cos(α)) 6

(1 + δa)2 sin2(α)

2
.

Якщо врахувати вираз для ρ̄, то легко переконатись, що приведенi рiвняння

не що iнше як 0 6 (~c · ~a ) 6 |~a | /2 i 0 6
(
~c ·~b

)
6
∣∣∣~b ∣∣∣ /2.

3.2.2 Результати та їх обговорення

Результати виконаної мiнiмiзацiї потенцiальної енергiї краще за все пред-

ставити у виглядi рисунка 3.2.

Рис. 3.2: Частина ґратки отриманої в результатi мiнiмiзацiї потенцiальної

енергiї. Неважко бачити, що отримана тривимiрна структура складається з

плоских гексагональних (трикутних) ґраток, якi чергуються. Єдина рiзниця

мiж цими ґратками — зсув: частинки з однiєї площини проектуються на

порожнi мiсця на iншiй. Також показано вектори трансляцiї.

Якщо розглянути рисунок 3.2, то можна звернути увагу, що отриманий

результат дуже схожий на компактну гексагональну упаковку (HCP). Така

упаковка повинна складатися з плоских трикутних ґраток, що почергово змi-

щенi одна вiдносно одної, що, власне, i спостерiгається. В такому випадку
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можна перевiрити, чи справдi отримана ґратка є гексагональною щiльноу-

пакованою ґраткою шляхом порiвняння їх параметрiв.

Параметр Обчислене значення Гексагональна щiльна упаковка (ГЩУ)

α ≈ 1.04717 π/3 ≈ 1.0472

αc ≈ 0.523589 π/6 ≈ 0.5236

βc ≈ 0.955205 arcsin
(√

2/3
)
≈ 0.9553

a ≈ 1.122462 6
√

2 ≈ 1.12246

b ≈ 1.122462 6
√

2 ≈ 1.12246

Результати, приведенi в таблицi, вказують, що отримана ґратка дiйсно

ГЩУ. Це вiдповiдає експериментальним даним i результатам iншого ком-

п’ютерного моделювання [78, 79].

3.3 Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi (параграф 3.2) було використано загальний форма-

лiзм для обчислення енергiї частинки, що знаходиться в вузлi ґратки Браве

(роздiл 1), для знаходження кристалiчної структури, яка може формувати-

ся у запиленiй плазмi з порошинок — пилового кристала. По сутi, задача

зводиться до мiнiмiзацiї ранiше отриманої (1.33). На жаль, не iснує нi-

яких хороших наближення для тета-функцiї, тож в результатi доводиться

виконувати мiнiмiзацiю чисельними методами. Результати, отриманi в 3.2,

вказують, що умовi мiнiмуму потенцiальної енергiї вiдповiдає гексагональ-

на щiльна упаковка. Це збiгається з результатами чисельного моделювання

[79] i реальними експериментами [78].
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РОЗДIЛ 4

ДИНАМIЧНА ПОВЕДIНКА КУЛОНIВСЬКОЇ СИСТЕМИ

4.1 Вступ

Зв’язок теорiї плазми з великою кiлькiстю роздiлiв теоретичної фiзики та

математики (термодинамiка, статистична механiка, теорiя випадкових про-

цесiв, i т. iн.) забезпечує постiйний iнтерес зi сторони фiзикiв-теоретикiв до

дослiдження явищ, що в нiй вiдбуваються. З iншого боку сучасний рiвень

технiки дозволяє порiвняно легко ставити експерименти в данiй областi, що

надає можливiсть ефективно перевiряти теоретичнi передбачення.

Останнiм часом особливу цiкавiсть викликають дослiдження запороше-

ної плазми. Це пояснюється як великою кiлькiстю виявлених ефектiв, якi

на даний момент потребують бiльш детального дослiдження (формуван-

ня i плавлення пилових кристалiв, поширення пилових акустичних хвиль,

iснування просторових доменiв, вiльних вiд пилових частинок (воїдiв), ано-

мально велика кiнетична енергiя порошинок у запиленiй плазмi, особливостi

екранування, якi можуть приводити до значного зменшення сили динамi-

чного тертя, або навiть вiд’ємного тертя, i т. iн.), так i великою кiлькiстю

прикладних задач.

Даний роздiл має за мету дослiдити статистичнi характеристики динамi-

ки броунiвської частинки в запорошенiй плазмi. Зокрема, надалi поставлено

наступнi задачi: перевiрити, чи впливають флуктуацiї повного заряду ча-

стинки на її функцiю розподiлу iмовiрностi для швидкостi. Якщо так, то

чи можуть бути вони знехтуванi у порiвняннi з флуктуацiями стоку зарядiв.

З’ясувати, чи можливий гiстерезис в такiй системi. Якщо так, то чи може вiн

бути виявлений експериментально. Обчислити енергiю броунiвських части-



83

нок у плазмовому середовищi. Перевiрити, чи можуть дослiджуванi ефекти

бути вiдповiдальними за аномально високу кiнетичну енергiю броунiвських

частинок.

Надалi роздiл органiзовано наступним чином. Параграф 4.2 задає мо-

тивацiю для поставлених задач та мiстить в собi огляд сучасного стану

дослiджуваних феноменiв.

При виконаннi обчислень було застосовано доволi специфiчний матема-

тичний апарат, такий як теорiя стохастичних диференцiальних рiвнянь. Щоб

полегшити сприйняття даного роздiлу, параграф 4.3 мiстить всю необхiдну

iнформацiю (за виключенням хiба що строгих математичних доведень, якi

можна знайти у лiтературi представленiй в кiнцi дисертацiї) пов’язану з цим

апаратом.

Основнi аналiтичнi результати буде отримано у параграфi 4.4. Вид отри-

маних рiвнянь дозволяє при виконаннi чисельних розрахункiв значно при-

скорювати процес. Тож у параграфi 4.5 проводиться огляд вiдповiдних ме-

тодiв та їх застосування.

Роздiл завершується представленням результатiв чисельного моделюва-

ння (параграф 4.6) та висновками 4.7.

4.2 Сучаснi проблеми фiзики запорошеної плазми

Рiзноманiття цiкавих явищ, що експериментально спостерiгаються в за-

порошенiй плазмi (формування i плавлення пилових кристалiв, пошире-

ння пилових акустичних хвиль, iснування просторових доменiв, вiльних

вiд пилових частинок (воїдiв), i т. iн.), спричинило iнтенсивне вивчення

статистичних та кiнетичних властивостей пилової динамiки в плазмово-

му середовищi. Зокрема було показано, що заряджання пилинки зарядами

з плазми виливається в особливе екранування пилинки, яке може значною

мiрою вiдрiзнятися вiд дебаївського екранування [81–86]. А саме, ефектив-
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ний потенцiал пилинки може мати подiбну до кулонiвської асимптотику й

особливий розподiл плазмових частинок навколо пилинки може виклика-

ти значне зменшення сили динамiчного тертя (або навiть вiд’ємне тертя)

[87–94]. Цей ефект може бути кандидатом на пояснення аномально висо-

кої кiнетичної температури пилинок, що спостерiгається в експериментах

з запиленою плазмою [21, 28, 95], разом з iншими механiзмами нагрiвання

частинки як то флуктуацiйний механiзм запропонований в [96], або зменше-

ння сили в напрямку руху частинки внаслiдок бомбардування, зумовленого

особливими властивостями профiлю заряду [97].

Очевидно, що у випадку зменшеного (або навiть вiд’ємного) тертя, ди-

намiка порошинки може значною мiрою вiдрiзнятися вiд такої в газах та

рiдинах [23]. Приклад такого незвичного броунiвського руху пилинки у ви-

падку плазми без зiткнень дано в [23, 97]. Протилежний випадок плазми з

великою кiлькiстю зiткнень розглянуто в [1, 2].

Головною рисою броунiвського руху в системi з залежним вiд швид-

костi коефiцiєнтом тертя є те, що стацiонарний розподiл вiдрiзняється вiд

максвеллiвського розподiлу. Крiм того, при деяких умовах, визначених па-

раметрами плазми та розмiрами пилинки, функцiя розподiлу має максимум,

що вiдповiдає ненульовiй швидкостi. Це означає, що в такому випадку се-

редня кiнетична енергiя скорiше визначається швидкiстю, що вiдповiдає

максимуму функцiї розподiлу, нiж її дисперсiєю.

Як було згадано вище, зменшення (або навiть зникнення) тертя пилин-

ки, викликане особливою поляризацiєю довколишньої плазми пов’язаною

зi змiною екранування пилинки, зумовленого потоком заряджених частинок

плазма-пилинка. Цей висновок слiдує з обчислень ефективного потенцiа-

лу пилинки, беручи до уваги поглинання електронiв та iонiв пилинками

[28, 87–94]. Основним припущенням таких обчислень є те, що потоки за-

рядiв, якi пiдтримують заряд пилинки, строго фiксованi. Очевидно, що це

наближення, оскiльки там виникають флуктуацiї потокiв електронiв та iонiв
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у напрямку пилинки та пов’язанi з ними флуктуацiї заряду [29, 98–106] ви-

кликанi флуктуацiями густини частинок i електричного поля в довколишнiй

плазмi. Крiм того, у зв’язку з випадковим характером поглинання (або роз-

сiяння) плазмових частинок пилинкою, можуть також виникати флуктуацiї

коефiцiєнту релаксацiї. Це, у свою чергу, генерує флуктуацiї неекранованої

частини ефективного потенцiалу i, таким чином, флуктуацiї коефiцiєнту тер-

тя. Останнi можуть привести до якiсних змiн функцiї розподiлу iмовiрностi

для швидкостi. Як буде показано нижче, можуть спостерiгатися два рiзних

максимуми функцiї розподiлу, а це означає, що у розглянутiй системi може

виникати iндукований шумом фазовий перехiд.

4.3 Рух зарядженої броунiвської частинки з точки зору теорiї

випадкових процесiв.

Розглянемо деяку фiзичну систему, що описується диференцiйним рiв-

нянням:
dXt

dt
= fk(Xt) =

[
h(Xt) + k g(Xt)

]
. (4.1)

Iндекс t у даному свiдчить про те, що X є функцiєю вiд t. З фiзичної точки

зору це означає, що йдеться про деякий протяжний у часi процес.

Взагалi кажучи Xt може бути по рiзному iнтерпретоване в залежностi

вiд того, яка система описується рiвнянням (4.1). У випадку броунiвського

руху — це миттєва швидкiсть, при дослiдженнi екологiчних систем — число

особин у популяцiї, а хiмiчних реакцiй — концентрацiя речовини в даний

момент часу... У даному роздiлi можна обмежитись чисто математичним

пiдходом i не заглиблюватися в проблеми фiзичної iнтерпретацiї даного

рiвняння та конкретного виду функцiй f i g, оскiльки цi питання будуть

розглянутi у наступних роздiлах. k надалi вважається деяким безрозмiрним

параметром системи.

Тепер припустимо, що k флуктує в околi деякого середнього значення λ.
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Навiть бiльше: флуктуацiї k— бiлий шум iнтенсивнiстю σ. Тодi:

dXt

dt
=
[
h(Xt) + λ g(Xt)

]
+ σ g(Xt) ξ(t) = fλ(Xt) + σ g(Xt) ξ(t), (4.2)

де ξ(t) — бiлий шум.

Вибiр бiлого шуму з множини всiх можливих випадкових процесiв не-

випадковий. Це пов’язано з його особливими властивостями. За означенням

бiлий шум — це випадковий процес для якого мають мiсце наступнi рiвностi:

Kξ(t1, t2) = σ2δ(t), (4.3)

Cξ(ν) =
σ2

2π
. (4.4)

Рiвняння (4.3) — це вираз для кореляцiйної функцiї. З фiзичної точки

зору те що кореляцiйна функцiя є фактично дельта-функцiєю означає, що

розглядається процес без пам’ятi. В той самий час рiвняння (4.4) означає,

що спектр цього процесу — стала величина. Такий процес не тяжiє до бiльш

швидких чи бiльш повiльних змiн — його поведiнка непередбачувана.

Перш нiж перейти до бiльш детального розгляду рiвняння (4.2) та йо-

го розв’язку необхiдно зробити невеликий вiдступ. Всi приведенi нижче

викладки справедливi тiльки якщо функцiї f i g задовольняють умови Лi-

пшица.

Деяка функцiя S
F−→ T вважається такою, що задовольняє умовам Лi-

пшица, якщо

∀x ∈ S : ∀y ∈ T : ∃L ∈ R : ‖F (x)− F (y)‖T 6 L‖x− y‖S

Тут iндекси S та T означають метрики у вiдповiдних просторах. Надалi

вважається, що всi необхiднi умови задовольняються. Для найбiльш цiкавого

випадку запиленої плазми доведення буде приведено нижче.

За означенням бiлого шуму можна формально записати: ξ(t) = dWt/dt.

Wt — деякий вiнерiв процес. Таким чином ми бачимо, що початкове рiвняння
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може бути записано у двох формах: диференцiйнiй та iнтегральнiй.

dXt = fλ(Xt)dt+ σg(Xt)dWt (4.5)

Xt = Xt0 +

t∫
t0

fλ(Xs)ds+ σ

t∫
t0

g(Xs)dWs (4.6)

Оскiльки надалi нас бiльше цiкавитиме iнтегральна форма, бо вiд неї мо-

жна перейти до рiвняння Фоккера-Планка, що описує розподiл iмовiрностi

величини Xt, то зупинимось детальнiше на її розглядi.

В правiй частинi рiвняння (4.6) присутнi два iнтеграли. Перший з них

можна розглядати як iнтеграл Рiмана. Значно бiльший iнтерес становить

другий iнтеграл, оскiльки вiн береться по випадковому процесу. Через це

вiн не може бути розглянутий як iнтеграл Рiмана, Лебега чи Стiльтьєса.

Таким чином виникає нове поняття “стохастичний iнтеграл”.

Для означення цього поняття можна слiдувати означенню Iто, або озна-

ченню Стратоновича:

t∫
t0

−→
H tr

(−→
Y s

)
d
−→
Y s = lim

δn→0

n∑
i=1

−→
H tr

(−→
Y ti−1

)(−→
Y ti −

−→
Y ti−1

)
(4.7)

t∫
t0

−→
H tr

(−→
Y s

)
d
−→
Y s = lim

δn→0

n∑
i=1

−→
H tr

(−→
Y ti−1 +

−→
Y ti

2

)(−→
Y ti −

−→
Y ti−1

)
(4.8)

Можна звернути увагу на те, що означення, записанi вище, бiльш нiж

просто схожi на означення iнтегралу Рiмана. Будь
−→
Y ti не випадковим проце-

сом, а “достатньо хорошою” функцiєю — (4.7) i (4.8) спiвпали б мiж собою

та з означенням iнтегралу Рiмана.

Як бачимо (4.7) i (4.8) вiдрiзняються тiльки точкою в якiй береться зна-

чення пiдiнтегральної функцiї. Тим не менше — це доволi значна рiзниця,

оскiльки отриманi таким чином результати повнiстю вiдрiзняються. Фiзи-

чно це означає, що у випадку iнтегралу Iто вплив на стан системи має її

поведiнка тiльки до моменту
−→
Y ti−1, а у випадку iнтеграла Стратоновича —
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Y ti−1 +

−→
Y ti

)
/2. Звiдси випливає, що iнтеграл Iто описує випадок проце-

су з нульовою пам’яттю, а iнтеграл Стратоновича — процес з як завгодно

короткою, але ненульовою пам’яттю.

Використовуючи правило диференцiювання Iто можна отримати рiвнян-

ня Фоккера-Планка для кожного з iнтегралiв [107, 108]:

∂tρ(y, t|x) = −∂yfλ(y)ρ(y, t|x) +
σ2

2
∂yyg

2(y)ρ(y, t|x)

∂tρ(y, t|x) = −∂y[fλ(y) +
σ2

2
g′(y)g(y)]ρ(y, t|x) +

σ2

2
∂yyg

2(y)ρ(y, t|x)

Одразу зазначимо, що нас цiкавитимуть стацiонарнi розв’язки цих рiв-

нянь, тобто ми не розглядатимемо перехiдних процесiв i вважатимемо, що

минуло достатньо часу, щоб у системi встановився вiдповiдний розподiл iмо-

вiрностей. Таким чином розв’язуватимемо його в припущеннi ∂tρ(y, t|x) =

0. Для початку розглянемо випадок iнтегралу Iто:

0 = −∂yfλ(y)ρ(y, t|x) +
σ2

2
∂yyg

2(y)ρ(y, t|x)

J = −∂yfλ(y)ρ(y, t|x) +
σ2

2
∂yyg

2(y)ρ(y, t|x)

Позначивши: q(y) = g2(y)ps(y), отримуємо:

J = −fλ(y)

g2(y)
q(y) +

σ2

2

dq

dy

Враховуючи виконану замiну отримуємо:

fλ(y)

g2(y)
q(y) =

σ2

2

dq

dy
⇒ q(y) = C · exp

 2

σ2

y∫
fλ(u)

g2(u)
du


Дiючи методом варiацiї сталої припускаємо, що C — функцiя y, тодi:

σ2

2

dC ′(y)

dy
exp

 2

σ2

y∫
fλ(u)

g2(u)
du

− J = 0⇒

⇒ C ′(y) =
2J

σ2

y∫
exp

 2

σ2

z∫
fλ(u)

g2(u)
du

 dz
(4.9)
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Пiдставляючи C i спрощуючи вирази отримаємо:

q(y) = N exp

 2

σ2

y∫
fλ(u)

g2(u)
du

− 2J

σ2

y∫
exp

 2

σ2

y∫
z

fλ(u)

g2(u)
du

 dz
Або те ж саме:

ps(y) =
N

g2(y)
exp

 2

σ2

y∫
fλ(u)

g2(u)
du

− 2J

σ2g2(y)

y∫
exp

 2

σ2

y∫
z

fλ(u)

g2(u)
du

 dz
Як вiдомо, умова нормування:

b2∫
b1

ps(y)dy = 1

Звiдси можна знайти N :

N =

1 +

b2∫
b1

2J

σ2g2(y)

y∫
exp

 2

σ2

y∫
z

fλ(u)

g2(u)
du

 dzdy


 b2∫
b1

exp

 2

σ2

y∫
fλ(u)

g2(u)
du

 dy


Сталу J можна отримати з крайових умов.

Особливо цiкавий випадок, коли J = 0. Тодi рiвняння спрощується:

ps(y) =
N

g2(y)
exp

 2

σ2

y∫
fλ(u)

g2(u)
du


N−1 =

b2∫
b1

1

g2(y)
exp

 2

σ2

y∫
fλ(u)

g2(u)
du

 dy
Замiною fλ(y) → fλ(y) +

(
σ2/2

)
g′(y)g(y) можна отримати аналогiчний ре-
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зультат для iнтеграла Стратоновича:

ps(y) =
N

g2(y)
exp

 2

σ2

y∫ fλ(u) + (σ2/2) g′(u)g(u)

g2(u)
du

−
− 2J

σ2g2(y)

y∫
exp

 2

σ2

y∫
z

fλ(u) + (σ2/2)g′(u)g(u)

g2(u)
du

 dz

N =

1 +

b2∫
b1

2J

σ2g2(y)

y∫
exp

 2

σ2

y∫
z

fλ(u) + (σ2/2)g′(u)g(u)

g2(u)
du

 dzdy


 b2∫
b1

exp

 2

σ2

y∫
fλ(u) + (σ2/2)g′(u)g(u)

g2(u)
du

 dy


А для випадку J = 0:

ps(y) =
N

g2(y)
exp

 2

σ2

y∫
fλ(u) + (σ2/2)g′(u)g(u)

g2(u)
du

 (4.10)

N−1 =

b2∫
b1

1

g2(y)
exp

 2

σ2

y∫
fλ(u) + (σ2/2)g′(u)g(u)

g2(u)
du

 dy (4.11)

Пiдвищена увага до випадку J = 0 пояснюється фiзичним смислом за-

дачi, що розглядається далi. З математичної точки зору цей випадок вини-

кає, коли на границi виконуються так званi природнi умови в класифiкацiї

Гiхмана-Скорохода [109] (аналогiчний вигляд мають цi умови також в кла-

сифiкацiї Феллера [110], що пiдкреслює їх важливiсть). Особливiсть цих

умов в тому, що вони описують випадок, коли вiдсутнiй потiк iмовiрностi

через границю. В данiй роботi природнiм умовам придiляється значна увага

оскiльки надалi йдеться про функцiю розподiлу iмовiрностi для швидкостi1.

Оскiльки швидкiсть не може бути менше нуля, або бiльше нескiнченностi,

то очевидно, що якщо вважати нуль та нескiнченнiсть границями, то на них

виконуватимуться природнi умови.

1Тут i далi пiд швидкiстю будемо розумiти її абсолютну величину.
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4.4 Поведiнка броунiвської частинки у плазмовому середовищi

Традицiйний формалiзм нерiвноважного броунiвського руху використо-

вує феноменологiчнi вирази для коефiцiєнтiв тертя та дифузiї. Зазвичай за-

лежнiсть вiд швидкостi цих коефiцiєнтiв постулюється i таким чином вно-

ситься значний рiвень непевностi в застосування таких моделей до реальних

систем. Навiть бiльше, у випадку нерiвноважної системи, як було показано

вище, iснує кiлька видiв рiвняння Фоккера-Планка, якi можуть бути по-

в’язанi з нелiнiйним рiвнянням Ланжевена [1, 23]. Стохастична динамiка

звичайної броунiвської частинки описується в термiнах швидкостi, що за-

довольняє рiвняння Ланжевена (задля простоти тут i надалi ми розглядаємо

одновимiрний випадок).

v̇ = −γv + δf(t), (4.12)

де γ— коефiцiєнт тертя δf(t) = (1/M)δF (t), δF (t)— це випадкова сила,

що враховує непостiйний вплив середовища на броунiвську частинку, M—

маса частинки. В цiєї сили наступнi статистичнi властивостi: 〈δf(t)〉 = 0

i 〈δf(t) δf(t0)〉 = σ2δ(t − t0), що вiдповiдає випадку бiлого шуму. Тут σ—

iнтенсивнiсть бiлого шуму.

Можна звернути увагу на те, що записанi умови не спiвпадають з даним

ранiше означення бiлого шуму (4.3) i (4.4). Тим не менше можна показати,

що насправдi обидвi пари умов еквiвалентнi [109–112].

Функцiя розподiлу ρ(v, t) броунiвської частинки задовольняє в такому

випадку загальновiдоме рiвняння Фоккера-Планка [107]

∂ρ(v, t)

∂t
=

∂

∂v

{
γv ρ(v, t) +D

∂ρ

∂v

}
, (4.13)

де D = σ2/2 .

Якщо залежнiсть сили тертя вiд швидкостi довiльна, i сила Ланжевена

δF (v, t), то необхiдно використовувати нелiнiйне рiвняння Ланжевена

v̇ = f(v) + δf(v, t),
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де f(v) = F (v)/M , F (v)— це сила, що дiє на частинку яка рухається в се-

редовищi включаючи тертя. Якщо сила Ланжевена залежить в кожнiй точцi

вiд швидкостi як δf(v, t) = g(v)δf(t), то рiвняння для функцiї розподiлу

броунiвської частинки може бути записане як [1, 107]

∂ρ(v, t)

∂t
=

∂

∂v

{
−f(v)ρ(v, t) +

∂

∂v
[D(v)ρ(v, t)]

}
. (4.14)

Тут D(v) = (σ2/2)g2(v).

Розв’язок рiвняння Фоккера-Планка (4.14) у випадку значних часiв ево-

люцiї зберiгає фундаментальну властивiсть, а саме, воно редукується до

стацiонарного розв’язку, який може бути iнтерпретований як “рiвноважний”

розв’язок для нерiвноважної системи, що розглядається. Такий стацiонарний

розв’язок узгоджується з H-теоремою в загальному смислi [113].

4.4.1 Флуктуацiї заряду

З фiзичної точки зору очевидно, що число електронiв та iонiв, що погли-

наються порошинкою було б бiльш природно вважати випадковими вели-

чинами, нiж константою. Тому надалi буде поставлено питання про вплив

даних флуктуацiй на поведiнку порошинки в запорошенiй плазмi. Звичайно

одразу ж виникає питання про те, якi величини будуть флуктувати та чи мо-

жна впливом флуктуацiй одних величин знехтувати в порiвняннi з впливом

флуктуацiй iнших.

Очевидно, що якщо вважати випадковою величиною кiлькiсть електронiв

та iонiв, що поглинаються порошинкою в одиницю часу, то це означає, що Se

та Si флуктують. А значить флуктує i величина α, оскiльки вона виражається

як [90, 94]:

α = −
∑
j=i,e

ejSj
qk2

DDj

Тим не менше α не єдина величина, що флуктуватиме внаслiдок флукту-
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ацiй Se та Si. Вiдомо також, що

q(t) =

t∫
0

eeSe + eiSi,

або краще в диференцiйнiй формi:

dq

dt
= eiSi + eeSe.

Останнє рiвняння виражає змiну заряду порошинки за одиницю часу.

Тим не менше в бiльшостi моделей [87–94] допускається

eeSe = −eiSi,

що фактично означає незмiннiсть заряду в часi. В такому випадку, очевидно,

виникає необхiднiсть перевiрити, чи допускаються флуктуацiї α в таких мо-

делях, а також, наскiльки значний вклад у вид функцiї розподiлу iмовiрностi

для швидкостi вносять флуктуацiї заряду та чи можна ними знехтувати.

Перш нiж вiдповiсти на перше питання, введемо деякi перепозначення:

Ai =
−1

k2
DDi

Ae =
−1

k2
DDe

α =
1

q
[Ai(eiSi) + Ae(eeSe)]

Тепер припустимо, що Si флуктує в околi деякого середнього значення:

Si(t) = Si0 + σξ(t)

ξ(t)— бiлий шум. При чому явно покладемо:

Se(t) = Se0 − σξ(t),

та

Se0 + Si0 = 0.
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Тодi (i тiльки тодi), очевидно, виконується наступна рiвнiсть:

Si + Se = Si0 + σξ(t) + Se0 − σξ(t) = Si0 + Se0 = 0

Виходячи з означення для Si та Se:

dq

dt
= eiSi(t) + eeSe(t) = 0

Тим не менше, вираз для α являє собою лiнiйну комбiнацiю з рiзними

коефiцiєнтами, тобто попри те, що заряд залишається в такiй моделi сталим,

α— флуктує:

α =
1

q
[Ai(eiSi0 + σξ(t)) + Ae(eeSe0 − σξ(t))] =

=
1

q
[{Ai(eiSi0) + Ae(eeSe0)}+ {Ai − Ae}σξ(t)] =

=
1

q
[α0 + σaξ(t)].

Тут σa = (Ai − Ae)σ.

Фiзично данi умови означають, що якщо внаслiдок флуктуацiй потокiв

величина заряду порошинки стане вiдмiнною вiд q, то iснують процеси, що

спробують повернути величину її заряду назад до значення q. Також його

можна iнтерпретувати в термiнах часiв релаксацiї: час релаксацiї сумарного

потоку заряду значно менший, нiж час релаксацiї потоку частинок. Мате-

матичний же смисл даних умов полягає в тому, що q та α являють собою

функцiї, в якi входять рiзнi лiнiйнi комбiнацiї eeSe та eiSi i, вiдповiдно, то-

тожна рiвнiсть однiєї з них нулю зовсiм нiчого не каже про iншу. Разом

з тим необхiдно зауважити, що якби De та Di були рiвними, то разом з

флуктуацiями заряду зникли б i флуктуацiї α.

Такi допущення непогано узгоджуються з експериментальними даними,

якi вказують на iснування деякого стiйкого середнього значення заряду. Тим

не менше виникає природне бажання розглянути протилежний випадок, ко-

ли немає такої компенсацiї, тобто Si та Se флуктують незалежно. В такому
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випадку:

Se(t) = Se0 + σeξe(t)

Si(t) = Si0 + σiξi(t)

α =
1

q(t)
[Ai(eiSi0 + σiξi(t)) + Ae(eeSe0 + σeξe(t))] =

=
1

q(t)
[{Ai(eiSi0) + Ae(eeSe0)}+ {Aiσiξi(t) + Aeσeξe(t)}] =

=
1

q(t)
[α0 + σξ(t)]

dq

dt
= (eiSi0 + σiξi(t)) + (eeSe0 + σeξe(t)) =

= (eiSi0 + eeSe0) + (σiξi(t) + σeξe(t)) =

= σiξi(t) + σeξe(t) = σqξq(t)

Очевидно, що ξq(t) та ξ(t) — два незалежних бiлих шуми з iнтенсивно-

стями σq та σ. Але в такому випадку флуктуацiї заряду не можна розглядати

як бiлий шум, оскiльки випадковий процес, що описує поведiнку заряду,

є iнтегралом випадкового процесу, що описує змiну потокiв частинок на

пилинку:

q(t) = q +

t∫
σqξq(τ)dτ

Останнiй доданок являє собою iнтеграл бiлого шуму. Вiдомо, що за деяких

умов (iнтегровнiсть кореляцiйної функцiї процесу та його математичного

сподiвання) випадковi процеси можна iнтегрувати. Зокрема бiлий шум пiд-

падає пiд це правило. Результатом iнтегрування бiлого шуму є так званий

червоний шум [108–112]. На вiдмiну вiд бiлого шуму його спектральна фун-

кцiя не є сталою, а змiнюється як 1/ω2, тобто процес прагне до повiльних

коливань, а не швидких. Тодi як спектр бiлого шуму — константа, тобто в

такому процесi можна видiлити як швидкi, так i повiльнi змiни. Крiм того

дисперсiя червоного шуму — скiнчення величина, хоча i зростає з часом, а

дисперсiя бiлого шуму — нескiнченнiсть, що прямо випливає з його означе-
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ння [108]. Також таке припущення погано узгоджується з експерименталь-

ними даними, оскiльки в такому випадку значення заряду стає з часом все

менш i менш визначеним (дисперсiя зростає), тобто чим довше порошинка

перебуває в плазмовому середовищi, тим менш точно можна передбачити

величину її заряду. В експериментi все вiдбувається з точнiстю до навпаки:

чим довше частинка перебуває в плазмi — тим точнiше виконується спiввiд-

ношення (4.15)

4.4.2 Динамiчна сила тертя для пилової частинки

Перейдемо до бiльш детального розгляду сили, що дiє на частинку в

плазмовому середовищi. Згiдно з [90, 94], якщо позначити:

f1(ṽ) =
i

π

∞∫
0

dx

ṽ2(µ1 − µ2)d

{
2iṽ

t+ d

t+ 1
(µ1 − µ2)+

+ µ1

[
iµ1

t+ d

t+ 1
− x
]

ln
µ1 − ṽ
µ1 + ṽ

− µ2

[
iµ2

t+ d

t+ 1
− x
]

ln
µ2 − ṽ
µ2 + ṽ

}

g1(ṽ) =
i

π

∞∫
0

dx

ṽ2(µ1 − µ2)d

{
µ1x ln

µ1 − ṽ
µ1 + ṽ

− µ2x ln
µ2 − ṽ
µ2 + ṽ

}
f2(v) = 6πrηv

µ1,2 =

i

x2(1 + d) +
t+ d

t+ 1


−2xd

±

±

√√√√√4x2d(1 + x2)−

x2(1 + d) +
t+ d

t+ 1

2

−2xd

ṽ =
v

DikD
, d =

Di

De
, t =

Ti
Te
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то сила, що дiє на броунiвську частинку в плазмi записується:

F̃ (v) = q2k2
D

(
f1

(
v

DikD

)
− αg1

(
v

DikD

))
Тут Ti, Di, Te, De — температури та коефiцiєнти дифузiї iонної та еле-

ктронної компонент вiдповiдно. α— безрозмiрна величина, що характеризує

стiк iонiв та електронiв на частинку, а q — заряд частинки [90, 94]:

q = −Ter0

e
ln

(
µe
µi

)
(4.15)

Також вважаємо, що завжди виконується спiввiдношення Ейнштейна:

D(i, e)

µ(i, e)
=
T(i, e)

e

Вираз для повної сили, що дiє на частинку в такому випадку запишеться:

F (v) = F̃ (v)− f2(v) = q2k2
D

(
f1

(
v

DikD

)
− αg1

(
v

DikD

))
− f2(v)

4.4.3 Функцiя розподiлу iмовiрностi для швидкостi пилинок

Згiдно попереднього роздiлу вважатимемо, що параметр α флуктує в

околi деякого середнього значення λ, як бiлий шум iнтенсивностi σ. В такому

випадку функцiї f i g записуються:

fλ(v) = q2k2
D

(
f1

(
v

DikD

)
− λg1

(
v

DikD

))
− f2(v) (4.16)

g(v) = −q2k2
Dg1

(
v

DikD

)
(4.17)

Та для початку необхiдно перевiрити умови Лiпшица, щоб встановити, чи

працює обраний математичний апарат у даному конкретному випадку.

Згiдно з [90, 94] iнтеграл, який входить в f1 всюди сходиться на промiжку

[0,∞) i в нулi поводиться як лiнiйна функцiя. Вiдповiдно так само поводи-

ться f1. Далi неважко перевiрити, що на нескiнченностi f1 прямує до нуля.

Таким чином можна зробити висновок про те, що повна сила поводиться
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аналогiчно, оскiльки отримується з f1 лiнiйним перетворенням. Враховуючи

також неперервнiсть F можна зробити висновок, що дiйсно iснує лiнiйна

функцiя, яка на будь-якому промiжку бiльша за F , а отже умова Лiпшица

виконується.

Наступний крок — вибiр означення стохастичного iнтеграла: за Iто, або

за Стратоновичем. Згiдно теореми Вонга-Закаi [108] iнтеграл Стратоновича

вiдповiдає випадку, коли випадковий процес не є справжнiм бiлим шумом,

а може бути представлений як послiдовнiсть нормальних випадкових про-

цесiв, що сходяться до бiлого шуму. Цей варiант бiльш фiзичний, оскiльки

в реальних умовах важко знайти процес, який дiйсно є бiлим шумом. Таким

чином надалi будемо використовувати iнтеграл Стратоновича i вiдповiдне

рiвняння Фоккера-Планка.

Як уже згадувалося вище, оскiльки для модуля швидкостi можна запи-

сати: 0 < v < ∞, то можна зробити висновок, що потiк iмовiрностi через

границi вiдсутнiй. Цей випадок вiдповiдає природнiм умовам в класифiкацiї

Гiхмана-Скорохода. Математично це означає: J = 0. Наклавши цi умови

можна одержати розв’язок стохастичного рiвняння (4.1). Цей розв’язок вже

було отримано вище (4.10), (4.11).

На жаль складнiсть виразу для повної сили, що дiє на броунiвську ча-

стинку не дає можливостi записати розв’язок у явному виглядi, але вiн може

бути отриманий методом математичного моделювання.

4.5 Деякi питання чисельних розрахункiв

Заради простоти ми розглянемо рiвноважну плазму з фiксованими ко-

ефiцiєнтами дифузiї De = 2580 cm2/sec, Di = 0.0542 cm2/sec, D0 =

0.016 cm2/sec, µi = 2.094 V/
(
cm2 · sec

)
, µe = 9.98 · 104 V/

(
cm2 · sec

)
,

η = 2.27 · 10−4 1/(cm · sec), що вiдповiдає аргоновiй плазмi при Tn = 300 K

(Tn — температура нейтральної компоненти), α = 0.375.
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Всi обчислення було виконано в припущеннi T = Te = Ti. Типова лабо-

раторна плазма не вiдповiдає цим вимогам (зазвичай Te/Ti ∼ 100), але вони

були вибранi з iлюстративною метою.

Оскiльки обчислення, що необхiдно виконати надзвичайно складнi, то

було б бажано як можна бiльше спростити всi вирази. Оскiльки ключове

мiсце у всiх обчисленнях посiдає вираз для сили, то перш за все необхiдно

забезпечити його достатньо швидке обчислення. Для початку зауважимо, що

t = 1, a d ∼ 10−5. Враховуючи це можна провести ряд спрощень:

µ1 =
x2 + 1/2

ṽxd

µ2 = − x(x2 + 1)

ṽ(x2 + 1/2)

Чисельнi розрахунки вказують, що вiдхилення значень, отриманих за допо-

могою даного наближення, вiд значень отриманих без будь-яких наближень

нехтовно мале.

Чисельнi розрахунки виконувалися в пакетi Wolfram Mathmatica 5.0. Вi-

домою проблемою цих та подiбних розрахункiв є обчислення iнтегралiв,

особливо зi змiнною верхньою границею. Значнi проблеми виникають, коли

пiдiнтегральна функцiя має складний вигляд i при обчисленнях виникають

сумнiви у збiжностi iнтеграла (iнтеграл при цьому може бути збiжним), що

призводить в кращому разi до значного уповiльнення обчислень.

Для уникнення подiбної ситуацiї можна пiти наступним шляхом: пере-

пишемо вираз для сили наступним чином

d

dṽ

(
ṽ2f1(ṽ

)
) = −1

π

∞∫
0

ṽ2x4dx

x6 + (ṽ2 + 2)x4 + (ṽ2 + 1)x2 + ṽ4/4

d

dṽ

(
ṽ2g1(ṽ

)
) =

1

π

∞∫
0

ṽ2(2x4 + x2)dx

x6 + (ṽ2 + 2)x4 + (ṽ2 + 1)x2 + ṽ4/4

Як бачимо, тепер для отримання необхiдних нам величин необхiдно ви-

конати зайве iнтегрування, але при цьому значно зростає швидкiсть обчи-
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слень, оскiльки всi пiдiнтегральнi функцiї мають вигляд полiном подiлити

на полiном. Результати практичних випробувань показали, що обчислення

за такою схемою виконуються на порядок (!) швидше.

Щоб ще бiльше прискорити роботу й уникнути зайвої витрати часу мо-

жна скористатися тим фактом, що при побудовi графiку нам будуть потрiбнi

значення iнтегралу з усiма можливими значеннями верхньої межi, що ле-

жать на деякому промiжку. Таким чином якщо обчислювати значення цього

iнтегралу методом трапецiй, то можна використовувати тимчасову змiнну

для збереження суми всiх попереднiх трапецiй i при отриманнi кожної на-

ступної площi додавати її до цiєї змiнної, а результат вносити в масив. Таким

чином за один прохiд можна затабулювати всi необхiднi значення iнтегралу.

4.6 Результати

Розгляньмо результати чисельних розрахункiв функцiї розподiлу пили-

нок для рiзних розмiрiв пилинок i температурi плазми.

У випадку σα = 0 (немає флуктуацiй потоку зарядiв) функцiя розподiлу

схожа на гаусiану з максимумом не в нулi, а при певному значеннi швидкостi,

що залежить вiд температури плазми та розмiрiв пилинки (деталi можна

знайти в [1, 2]).

Очевидно, в таких випадках середня кiнетична енергiя пилинки визнача-

ється швидкiстю, що вiдповiдає максимумовi функцiї розподiлу. Ця швид-

кiсть вiдрiзняється вiд звичайної теплової швидкостi. Її значення визначає-

ться енергетичним балансом мiж енергiєю одержаною пилинкою внаслiдок

взаємодiї з довколишньою плазмою (особливо в результатi дiї сили, викли-

каної поляризацiєю) i дисипацiї енергiї пилинки в пружних зiткненнях з

нейтралами та частинками плазми. У випадку флуктуючого параметру α

(флуктуацiї потокiв зарядiв) якiсно поведiнка функцiї розподiлу для пилинки

може сильно змiнитися (Рис. 4.1–5). Тут Eparticle— середня кiнетична енергiя
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Рис. 4.1: Порiвняння функцiї розподiлу iмовiрностi ρ(v) обчисленої з та без

флуктуацiй α.

пилинки (у випадку зi змiною температури, як розглядуваний нижче, енергiя

пилинки може вiдрiзнятися вiд оцiненої).

Ми бачимо, що флуктуацiї потоку зарядiв викликають значне розпли-

вання функцiї розподiлу по швидкостях (Рис. 4.3), але основною змiною є

виникнення додаткового максимуму функцiї розподiлу для v 6= 0 (Рис. 4.3,

4.2). Обчислення також показують, що при переходi вiд одно-пiкового до

дво-пiкового розподiлу при фiксованiй густинi пилинок може iснувати гi-

стерезис (Рис. 5).

Як видно з цього графiка, ми можемо спостерiгати наступнi якiсно рiзнi

розподiли:

1. одно-пiковий розподiл з максимумом при v = 0 (низькi температури);

2. дво-пiковий розподiл, коли одному з них вiдповiдає v = 0 (середнi

температури);

3. одно-пiковий розподiл з максимумом при v 6= 0 (високi температу-

ри).

Очевидно, що при деяких значеннях температури обидва максимуми

стають однакової висоти, а в структурi може спостерiгатися бiфуркацiя.
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Рис. 4.2: Функцiя розподiлу iмовiрностi ρ(v) для рiзних розмiрiв частинок

(α = 0.375, σ2
α = 1.2× 10−6)

Такi властивостi типовi для систем з гiстерезисом i це дає привiд очiкувати,

що у розглядуванiй системi також спостерiгатиметься гiстерезис у поведiнцi

функцiї розподiлу.

Як було згадано вище, у вiдповiдностi з фундаментальними принципами

iндукованого шумом фазового переходу [108, 114] якiснi змiни функцiї роз-

подiлу (утворення дво-пiкового розподiлу з одно-пiкового i навпаки) вказу-

ють на наявнiсть фазового переходу мiж рiзними макроскопiчними станами

[108]. В розглядуваному випадку параметр порядку (значення екстремуму)

вiдповiдає рiзним середнiм значенням кiнетичної енергiї. Таким чином, у ви-

падку бiстабiльного розподiлу (однаковi значення екстремумiв) ми можемо

очiкувати на змiни в пиловiй пiдсистемi.

Було б природно зробити висновок, що така поведiнка пов’язана з впли-
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Рис. 4.3: Функцiя розподiлу iмовiрностi ρ(v) для рiзних температур плазми

(α = 0.375, σ2
α = 1.2× 10−6)

вом флуктуацiй на стан системи поблизу порогу нестабiльностi (умови руху

без тертя). А саме, флуктуацiї параметру α приводять до звичайного розпо-

дiлу пилинок, або до розподiлу швидкостей в системi з вiд’ємним тертям.

В такому випадку система отримує енергiю вiд плазми. Отже, маємо кар-

тину схожу на таку як у випадку бiстабiльної системи. Оскiльки перехiд

до дво-пiкової функцiї розподiлу пов’язаний зi змiною середньої кiнетичної

енергiї, ми можемо припустити, що такий перехiд повинен супроводжувати-

ся формуванням пилової структури. Поведiнка функцiї розподiлу може бути

хорошим iндикатором iндукованого шумом фазового переходу в запиленiй

плазмi.

Поява гiстерезису за умов повiльної змiни температури може бути ви-

правдана принципом максимальної затримки [115]. При ростi температури,

найiмовiрнiша швидкiсть частинки рiвна нулю, аж до раптового стрибка

при певнiй температурi (T2), а потiм продовжує неперервно рости. Якщо
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Рис. 4.4: Залежнiсть функцiї розподiлу iмовiрностi пилинки вiд v i T (яскра-

вiсть графiка пропорцiйна значенню функцiї розподiлу iмовiрностi).

система охолоджується починаючи з температури вище T2, то можна спо-

стерiгати зворотнiй процес, за винятком того, що “стрибок” вiдбудеться при

T1, T1 < T2, а саме: швидкiсть частинки поступово зменшується, доки тем-

пература не досягне T1, а потiм рiзко змiнюється на нуль. Як випливає з

графiка 5, швидкiсть, що вiдповiдає локальному максимуму, зростає з ро-

стом температури. Отже, флуктуацiї потокiв зарядiв на пилинку можуть

сильно впливати на розподiл по швидкостях i у випадку зменшеного тер-

тя приводити до гiстерезису в поведiнцi пилової структури, в залежностi

вiд температури. Пiдхiд, запропонований тут, бере до уваги iмовiрнi пере-

ходи мiж рiзними станами системи викликаними дисипацiєю енергiї та з
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залежною вiд швидкостi взаємодiєю з середовищем.

4.7 Висновки до роздiлу 4

У даному роздiлi було дослiджено поведiнку порошинки в запиленiй

плазмi та виявлено змiни в її динамiцi, викликанi флуктуацiями кiлькостi

iонiв та електронiв, що стiкають на порошинку, при сталому загальному

зарядi частинки.

Параграф 4.2 присвячено загальному огляду проблем запорошеної пла-

зми та постановцi задачi для роздiлу 4.

Розв’язок поставленої задачi передбачає використання доволi специфi-

чного математичного апарату — стохастичних диференцiальних рiвнянь. Тож

параграф 4.3 надає всю необхiдну iнформацiю щодо методiв, якi будуть на-

далi застосовуватися.

Аналiтичнi розрахунки було виконано в параграфi 4.4. Зокрема, отри-

мано вираз для функцiї розподiлу ймовiрностi для швидкостi порошинки в

плазмовому середовищi. Отриманi результати свiдчать про значний вплив

флуктуацiй стоку зарядiв на динамiчну поведiнку пилинки. Також було ви-

явлено, що вплив флуктуацiй сумарного заряду пилової частинки на вид

її функцiї розподiлу iмовiрностi для швидкостi може розглядатися вже як

поправка вищого порядку поряд з впливом флуктуацiй стокiв.

Оскiльки отриманi результати надзвичайно складнi в аналiтичному пред-

ставленнi, то для їх iлюстрацiї доводиться застосовувати особливi чисельнi

методи. У параграфi 4.5 розроблено покращений алгоритм розрахунку фун-

кцiї розподiлу iмовiрностi для швидкостi.

Результати чисельного моделювання представлено у параграфi 4.6. Мо-

делюючи рiзнi умови в запорошенiй плазмi, було передбачено iснування

гiстерезису для найбiльш iмовiрної швидкостi пилової частинки в системi, а

також отримано вигляд вiдповiдної петлi гiстерезису. Представленi резуль-
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тати дозволяють експериментально перевiрити iснування вказаних ефектiв.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiю присвячено теоретичному дослiдженню вiльної енергiї у си-

стемах з кулонiвським типом взаємодiї.

У першому роздiлi розвивається математичний апарат для використан-

ня у наступних роздiлах. Особлива увага надається ґраткам Браве, утворе-

ним частинками, що взаємодiють через кулоноподiбний потенцiал. В таких

випадках часто спостерiгаються розбiжностi у виразах для потенцiальної

енергiї. Розроблений пiдхiд дозволяє виконувати порiвняння вiльних енер-

гiй ґраток з однаковою середньою густиною частинок, уникаючи при цьому

проблеми розбiжностi. Основними його результатами є:

1. знайдено вираз для вiльної енергiї системи взаємодiючих частинок з

застосуванням пiдходу Хаббарда-Стратоновича;

2. розроблено пiдхiд до обчислення потенцiальної складової вiльної

енергiї в системi частинок упорядкованих у ґратку Браве у межах

якого вдалось видiлити всi розбiжностi в один доданок, однаковий

для ґраток з однаковою середньою густиною частинок, що дозволяє

їх порiвнювати.

У наступних двох роздiлах вищезгаданi результати застосовуються до

двох статичних фiзичних систем. Зокрема, другий роздiл присвячено еле-

ктронам на поверхнi рiдкого гелiю та проблемi їх упорядкування в кристал

Вiгнера. Його результати:

1. отримано вираз для температурно-залежної вiдстанi локалiзацiї для

електронiв на поверхнi рiдкого гелiю; при T = 0 рiвняння переходить

у вже вiдоме;

2. отримано певнi обмеження на умови iснування вiгнерiвського кри-

сталу в залежностi вiд напруженостi електричного поля та темпера-
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тури; результати можуть бути перевiренi експериментально;

3. порiвняно вiльнi енергiї квадратної та трикутної ґраток, показано,

що в такiй системi варто очiкувати формування трикутної.

Тему статичних систем частинок з кулонiвським типом взаємодiї про-

довжує третiй роздiл. Тут розглядається утворення пилового кристалу в за-

порошенiй плазмi. Основною метою роздiлу є чисельна мiнiмiзацiя вiльної

енергiї та знаходження таким чином типу ґратки, що повинна реалiзуватися

на експериментi.

1. розроблено метод, що дозволяє уникнути значного падiння точно-

стi розрахункiв через неоднозначнiсть представлення ґратки Браве

векторами трансляцiї;

2. чисельною мiнiмiзацiєю знайденої вiльної енергiї отримано параме-

три ґратки, що повинна спостерiгатися у пиловому кристалi (резуль-

тат — гексагональна щiльноупакована ґратка, спiвпадає з вiдомими

експериментальними даними).

У четвертому роздiлi розглянуто систему з переважаючою кiнетичною

частиною вiльної енергiї. А саме дослiджується вплив на кiнетичну енергiю

та функцiю розподiлу по швидкостях порошинок у плазмовому середовищi

таких стохастичних факторiв як рiзна кiлькiсть поглинутих iонiв та електро-

нiв за одиницю часу. Результати даного дослiдження можуть бути коротко

перелiченi:

1. знайдено функцiю розподiлу ймовiрностi для швидкостi броунiвської

частинки в нерiвноважнiй плазмi з урахуванням флуктуацiй стоку

електронiв та iонiв на цю частинку;

2. виявлено бiстабiльнiсть у розподiлi швидкостей та визначено умови

її виникнення;

3. передбачено можливiсть iснування гiстерезису у системi порошинок

у запиленiй плазмi.

Пiдбиваючи пiдсумки виконаної роботи, можна вiдзначити, що отриманi
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результати є вкладом в пояснення таких явищ як аномально висока кiне-

тична енергiя порошинок у плазмi, тип ґратки пилового кристалу, а також

передбачення залежностi вiдстанi локалiзацiї електрона на поверхнi рiдкого

гелiю вiд температури.
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