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тичної фiзики iм. М. М. Боголюбова НАН України, Київ, 2017.

Дисертацiя присвячена теоретичному дослiдженню властивостей еле-

ктронних станiв у графенi з зарядженими домiшками. Розглянуто явище

надкритичної нестабiльностi, умови його виникнення та особливостi про-

яву в системах домiшок iз зарядами одного та рiзних знакiв.

За допомогою аналiзу розв’язкiв двовимiрного рiвняння Дiрака для

електронних квазiчастинок дослiджено надкритичну нестабiльнiсть у гра-

фенi зi щiлиною в квазiчастинковому спектрi у полi двох однакових до-

мiшок, розмiщених на вiдстанi R. Увагу придiлено ситуацiї, коли заря-

ди кожної з домiшок є докритичними, в той час як їх загальний заряд

перевищує критичне значення. Критична вiдстань Rcr у системi двох

заряджених центрiв визначається як вiдстань, за якої зв’язаний стан

електрона з найнижчою енергiєю досягає краю нижнього континууму.

Змiннi в рiвняннi Дiрака в потенцiалi двох кулонiвських центрiв не роз-

дiляються в жоднiй ортогональнiй системi координат, тому аналiтичний

розв’язок задачi дуже складний. У зв’язку з цим проведено варiацiйний

розрахунок критичної вiдстанi Rcr, що роздiляє надкритичний (R < Rcr)

та докритичний (R > Rcr) режими. Показано, що критична вiдстань

зростає при зменшеннi ширини квазiчастинкової щiлини. У випадку без-



3

щiлинних квазiчастинок при перевищеннi сумарним зарядом критично-

го значення система переходить у надкритичний режим за будь-якої

вiдстанi мiж домiшками. Перехiд системи у надкритичний стан супро-

воджується появою квазiстацiонарних станiв у нижньому континуумi.

Аналiтичний розв’язок для квазiстацiонарних станiв також отримати

неможливо, тому використано наближений метод Вентцеля-Крамерса-

Брiллюена (ВКБ). Пряме застосування методу ВКБ до систем, що не до-

пускають роздiлення змiнних, є складною задачею, адже вiн передбачає

розв’язання вiдповiдних диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних.

Тому енергiя та ширина резонансу як функцiї вiдстанi мiж домiшками

обчисленi в монопольному наближеннi.

Новий тип надкритичної поведiнки у графенi зi щiлиною в квазi-

частинковому спектрi виявлено у системi двох протилежно заряджених

домiшок, що утворюють електричний диполь. Розглянуто двовимiрне

рiвняння Дiрака для електронних квазiчастинок у полi домiшок, куло-

нiвський потенцiал яких регуляризований на малих вiдстанях шляхом

врахування ґраткових ефектiв. За допомогою технiки лiнiйних комбi-

нацiй атомних орбiталей i варiацiйного методу Гальоркiна–Канторовича

показано, що у випадку надкритичного електричного диполя хвильова

функцiя заповненого зв’язаного стану електрона змiнює свою локалiза-

цiю з негативно зарядженої домiшки на позитивно заряджену при по-

ступовому збiльшеннi вiдстанi мiж ними. Така мiграцiя хвильової фун-

кцiї вiдповiдає спонтанному народженню з вакууму пари електрона i

дiрки, що перебувають у зв’язаних станах з позитивною i негативною

домiшками, вiдповiдно. Отриманi результати узагальнено на асиметри-

чний випадок, коли заряди домiшок протилежнi за знаком i рiзняться за

абсолютним значенням. Показано, що необхiдною енергетичною умовою

для виникнення надкритичностi нового типу є те, що рiвнi електрона в
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полi однiєї позитивно зарядженої домiшки i дiрки в полi однiєї негативно

зарядженої домiшки разом перетинають ширину квазiчастинкової щiли-

ни, що вiдокремлює верхнiй i нижнiй енергетичнi континууми. Iснування

надкритичностi нового типу було пiдтверджено пiд час вивчення точно

розв’язуваної одновимiрної задачi з рiвнянням Дiрака у потенцiалi пря-

мокутної ями i бар’єра, що моделюють електричний диполь.

Розглянуто надкритичну нестабiльнiсть у полi однiєї зарядженої до-

мiшки, розмiщеної на листi графену скiнченних розмiрiв. Граничнi умови

на краю листа обранi у моделi Боголюбова з нескiнченною масою. Не-

зважаючи на те, що енергетичний спектр є виключно дискретним, рiвнi

можуть бути умовно роздiленi на верхнiй i нижнiй “квазiконтинууми” i

один чи декiлька окремих рiвнiв мiж ними. Коли заряд домiшки зростає,

рiвнi вiдокремлюються вiд верхнього квазiконтинууму, монотонно змi-

щуються вниз i, нарештi, без перетину приєднуються до рiвнiв нижнього

квазiконтинууму. Пiсля цього приєднання вiдповiдна хвильова функцiя

бiльше не локалiзована на домiшцi, а виглядає як типовий представник

хвильових функцiй квазiконтинууму. У той же час, хвильовi функцiї пер-

ших декiлькох станiв нижнього квазiконтинууму зазнають збурення: в

них з’являються гострi пiки поблизу початку координат. Це якiсно вiд-

творює картину формування резонансного стану в традицiйному варiантi

надкритичної нестабiльностi.

За допомогою чисельних методiв дослiджено електроннi стани в полi

зарядженої домiшки в графенi у магнiтному полi. Показано, що зарядже-

на домiшка знiмає виродження рiвнiв Ландау i перетворює їх у зоноподi-

бнi структури. При збiльшеннi заряду домiшки спостерiгається вiдштов-

хування пiдрiвнiв рiзних рiвнiв Ландау з тим же значенням орбiтального

моменту, що веде до перерозподiлу профiлiв хвильових функцiй цих пiд-

рiвнiв поблизу домiшки. Показано, що ефективний заряд домiшки можна
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змiнювати, керуючи положенням хiмiчного потенцiалу, що узгоджується

з результатами нещодавнiх експериментiв. Для того, щоб описати це яви-

ще теоретично, враховано поляризацiю графену в магнiтному полi за на-

явностi хiмiчного потенцiалу, який безпосередньо пов’язаний з напругою

затвору. Статична поляризацiя в магнiтному полi сильно залежить вiд

положення хiмiчного потенцiалу вiдносно рiвнiв Ландау. Якщо хiмiчний

потенцiал знаходиться всерединi рiвня Ландау, то екранування дуже iн-

тенсивне i ефективний заряд домiшки сильно зменшується. Крiм того,

немонотонна залежнiсть статичної поляризацiйної функцiї вiд iмпульсу

з максимумом при q = 0 призводить до знакозмiнних коливань екра-

нованого потенцiалу як функцiї вiдстанi. З iншого боку, якщо хiмiчний

потенцiал лежить мiж рiвнями Ландау, то екранування є мiнiмальним, i

домiшки можуть iстотно впливати на електронний спектр системи.

Ключовi слова: графен, надкритична нестабiльнiсть, заряджена до-

мiшка, критична вiдстань, змiна локалiзацiї хвильової функцiї, резонанс,

квазiконтинуум, поляризацiйна функцiя.
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SUMMARY

Sobol O. O. Supercritical instability in graphene with charged impu-

rities. – Qualifying scientific work with the rights of manuscript.

Thesis for the Doctor of Philosophy degree (Candidate of science in

Physics and Mathematics) in a speciality 01.04.02 “Theoretical physics”.

– Taras Shevchenko National University of Kyiv, Bogolyubov Institute for

Theoretical Physics of the NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the theoretical study of the properties of elec-

tronic states in graphene with charged impurities. The phenomenon of

supercritical instability and conditions of its appearance in the systems

with similarly or oppositely charged impurities are investigated.

The supercritical instability in gapped graphene with two charged im-

purities separated by distance R is studied using the two-dimensional Dirac

equation for electron quasiparticles. Attention is paid to a situation when

charges of impurities are subcritical, whereas their total charge exceeds a

critical one. The critical distance Rcr in the system of two charged centers

is defined as that at which the electron bound state with the lowest energy

reaches the boundary of the lower continuum. Since the variables in the

Dirac problem with two Coulomb centers are not separable in any known

orthogonal coordinate system, this problem does not admit an analytic

solution. Therefore, a variational calculation of the critical distance Rcr

separating the supercritical (R < Rcr) and subcritical (R > Rcr) regimes

is carried out. It is shown that the critical distance Rcr increases as the

quasiparticle gap decreases. For gapless quasiparticles as soon as the total

charge of two impurities exceeds the critical one, the system is in the su-
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percritical regime for any distance between the impurities. The transition

to the supercritical regime is signaled by the appearance of quasistationary

states in lower continuum. Since an analytic solution for quasistationary

states cannot be found, it is used the Wentzel-Kramers-Brillouin method

(WKB). A direct application of the WKB method to many-body systems

which do not admit separation of variables is a complicated problem be-

cause it requires solving the corresponding partial differential equation.

Therefore, the energy and width of a resonance as functions of the dis-

tance between two impurities are derived in the monopole approximation.

A new type of supercritical behavior in gapped graphene with two

oppositely charged impurities is revealed by studying the two-dimensional

Dirac equation for quasiparticles with the Coulomb potential regularized

at small distances accounting the lattice effects. By utilizing the tech-

nique of linear combination of atomic orbitals and the variational Galerkin-

Kantorovich method, it is shown that for supercritical electric dipole the

wave function of the electron bound state changes its localization from the

negatively charged impurity to the positively charged one as the distance

between the impurities changes. Such a migration of the wave function cor-

responds to the electron and hole spontaneously created from the vacuum

in bound states screening the positively and negatively charged impurities

of the supercritical electric dipole, respectively. Obtained results are gen-

eralized to a particle-hole asymmetric case, where the charges of impurities

differ in signs and absolute values, and it is demonstrated that the neces-

sary energetic condition for the supercriticality of novel type to occur is

that the energy levels of single positively and negatively charged impuri-

ties traverse together the energy distance separating the upper and lower

continua. The robustness of the supercriticality of novel type is confirmed

by the study of an exactly solvable one-dimensional problem of the Dirac
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equation with the square well and barrier potential modeling an electric-

dipole potential.

The supercritical instability in the field of a single charged impurity

placed on the graphene flake of finite size is investigated. The boundary

conditions at the edge of the flake are chosen in Bogolyubov model with

infinite mass. Although the energy spectrum is purely discrete, the levels

can be easily divided into upper and lower “quasicontinua” and one or more

separate levels between them. When the charge of the impurity increases

the levels separate from upper quasicontinuum, monotonically shift down

and finally merge with the lower quasicontinuum. After this merging the

corresponding wave function is no longer localized on the impurity, but

looks like the typical wave function of quasicontinuum. At the same time,

the wave functions of the first few states of lower quasicontinuum undergo

the perturbation: the sharp peaks appear near the origin. This qualita-

tively reproduces the pattern of formation of the resonance state in the

traditional version supercritical instability.

The electron states in the field of a charged impurity in graphene in

a magnetic field are studied numerically. It is shown that a charged impu-

rity removes the degeneracy of Landau levels converting them into band

like structures. As the charge of impurity grows, the repulsion of sub-

levels of different Landau levels with the same value of orbital momentum

takes place leading to the redistribution of the wave function profiles of

these sublevels near the impurity. It is shown in agreement with the recent

experiments that the effective charge of impurity can be very effectively

tuned by chemical potential. To describe this phenomenon theoretically it

is crucial to take into account the polarization in a magnetic field in the

presence of chemical potential which is directly related to a gate voltage.

It is determined numerically how the adiabatic increasing or diminishing of
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the impurity charge can be effectively accomplished by varying the chem-

ical potential. As it is shown, the static polarization in a magnetic field

strongly depends on the position of the chemical potential relative to the

Landau levels. If the chemical potential is situated inside a Landau level,

then the screening is very intense and the effective charge of the impurity

is strongly reduced. In addition, a nonmonotonic momentum dependence

of the static polarization function with a peak at q = 0 leads to oscillations

of the screened potential with the sign change as a function of distance.

On the other hand, if the chemical potential lies between Landau levels,

then the screening is minimal and the impurity can significantly affect the

electron spectrum.

Key words: graphene, supercritical instability, charged impurity, crit-

ical distance, change of the location of the wave function, resonance, qua-

sicontinuum, polarization function.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Експериментальне отримання графену в 2004

роцi [1] вiдкрило нову еру в фiзицi конденсованого стану, довiвши науков-

цям усього свiту можливiсть iснування двовимiрних кристалiв. Графен

одразу привернув увагу вчених цiлою низкою своїх унiкальних властиво-

стей: надвисокою мiцнiстю, теплопровiднiстю, рухливiстю носiїв заряду,

якi зумовили перспективи його застосування у новiтнiй наноелектронiцi.

До того ж, фiзика графену цiкава ще й з точки зору фундаментальних

дослiджень, адже вона має глибоку аналогiю з квантовою електродина-

мiкою в 2 просторових вимiрах. Низькоенергетичнi квазiчастинковi збу-

дження у цьому кристалi описуються рiвнянням, яке подiбне до безмасо-

вого (2+1)-вимiрного релятивiстського рiвняння Дiрака. Це дає можли-

вiсть iмiтувати i спостерiгати в твердотiльних експериментах аналоги

деяких квантових релятивiстських явищ, якi ранiше не спостерiгалися

навiть у фiзицi елементарних частинок. Серед них клейнiвське тунелю-

вання [2, 3], надкритичний атомний колапс [4–6] тощо.

Коли заряд ядра перевищує деяке критичне значення, в системi ви-

никає нестабiльнiсть щодо народження електронно-позитронних пар [7].

Аналогiчне явище в графенi з зарядженою домiшкою було теоретично

передбачене через 3 роки пiсля його отримання [4,5,8]. Але експеримент

для його спостереження змогли поставити лише у 2013 роцi [6]. Ученi

з Калiфорнiйського унiверситету в якостi заряджених домiшок викори-

стали димери кальцiю, якi розмiстили на листi графену. Як виявилося,

заряду одного димера не вистачає для виникнення нестабiльностi, а домi-

шки великого заряду дуже швидко рекомбiнують, тому їх згрупували у

кластери по 2 – 5 одиниць. Натомiсть, усi попереднi теоретичнi дослiдже-

ння описували атомний колапс у потенцiалi однiєї домiшки. Запитання,
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що стосуються особливостей виникнення нестабiльностi у кластерах за-

ряджених домiшок, залишаються вiдкритими.

Значно менше уваги в лiтературi придiлено системам рiзнойменно

заряджених домiшок у графенi. У роботах [9,10] розглядається поведiн-

ка рiвнiв енергiї електрона в потенцiалi точкового диполя, дослiджую-

ться особливостi згущення рiвнiв поблизу країв континуумiв. Але для

експерименту бiльш важливим є випадок фiзичного диполя, утвореного

домiшками протилежних зарядiв, якi розмiщенi на деякiй скiнченнiй вiд-

станi. Також залишається недослiдженою можливiсть виникнення над-

критичної нестабiльностi в такiй системi.

Досить часто трапляються системи, у яких спектр електронiв є ви-

ключно дискретним. Це, наприклад, лист графену обмеженої площi або

графен у зовнiшньому магнiтному полi, яке перпендикулярне до його

площини. Внесення зарядженої домiшки в таку систему хоч i модифiкує

електронний спектр, але залишає його дискретним. У такому випадку

стандартна схема виникнення нестабiльностi, коли найнижчий дискре-

тний рiвень електрона занурюється до нижнього континууму, не реалi-

зується. Постають запитання, чи можливий в таких системах атомний

колапс i який механiзм його виникнення? Подiбна задача для обмеженої

(3+1)-вимiрної системи розглядалася в [11], але жодних дослiджень для

планарних систем дотепер в лiтературi не було.

Однiєю з найбiльших проблем експериментального спостереження

явища надкритичної нестабiльностi є те, що заряд домiшки можна змi-

нювати лише дискретним чином. Це породжує значнi труднощi, бо екс-

периментатор має поступово додавати до кластера за допомогою щупа

електронного мiкроскопа по однiй додатковiй домiшцi, аж поки сумар-

ний їх заряд не перевищить критичного значення. Однак у нещодавнiй

роботi [12] була описана можливiсть плавної змiни ефективного заря-
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ду домiшки у графенi в магнiтному полi шляхом прикладання напруги

затвору. Таке регулювання сили потенцiалу можливе завдяки поляри-

зацiйним ефектам. Незважаючи на те, що поляризацiйна функцiя для

графену в магнiтному полi добре вiдома [13], її застосування для поясне-

ння особливостей екранування домiшок залишилося вiдкритою задачею.

Наявнiсть вiдкритих запитань стосовно електронних властивостей

графену, таких як умови виникнення та особливостi спостереження яви-

ща надкритичної нестабiльностi в кластерах з одно- та рiзнойменно заря-

джених домiшок, у системах з дискретним спектром електронiв, а також

можливiсть регулювання ефективного заряду домiшки в магнiтному по-

лi, визначає актуальнiсть задач, розглянутих у дисертацiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота виконувалась на фiзичному факультетi Київського

нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Результати дисерта-

цiйного дослiдження було отримано на кафедрi квантової теорiї поля у

рамках наступних тем: у 2013 – 2015 рр. тема №06БФ051-06 “Дослiджен-

ня в фiзицi i астрофiзицi високих енергiй, фiзицi елементарних частинок

та конденсованого стану”, науковий керiвник – д.ф.-м.н., проф. Вiльчин-

ський Станiслав Йосипович; у 2016 – 2017 рр. тема №16БФ051-05 “Дослi-

дження фундаментальних проблем фiзики ядра, елементарних частинок

та космомiкрофiзики”, науковий керiвник – д.ф.-м.н., проф. Каденко Iгор

Миколайович.

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiджень, проведених у

дисертацiї, є пошук умов виникнення явища надкритичної нестабiльностi

у системах заряджених домiшок у графенi та вивчення його проявiв. Для

досягнення мети необхiдно було розв’язати наступнi задачi:

1. Визначити критичну вiдстань мiж двома однойменно зарядженими
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домiшками, за якої настає надкритична нестабiльнiсть у системi,

проаналiзувати її залежнiсть вiд заряду домiшок та ширини квазi-

частинкової щiлини. Обчислити енергiю та ширину резонансу, який

виникає у нижньому континуумi в надкритичному режимi.

2. Дослiдити поведiнку спектру та хвильових функцiй електрона у по-

тенцiалi двох рiзнойменно заряджених домiшок при змiнi вiдстанi

мiж ними. З’ясувати можливiсть виникнення та прояви надкрити-

чної нестабiльностi в цiй системi.

3. Обчислити спектр та хвильовi функцiї електрона в потенцiалi за-

рядженої домiшки на обмеженому листi графену, а також у графе-

нi в магнiтному полi. Проаналiзувати їх поведiнку при збiльшен-

нi заряду домiшки та зробити висновок щодо можливостi реалiза-

цiї надкритичної нестабiльностi. Врахувати вплив поляризацiйних

ефектiв на екранування домiшки у магнiтному полi.

Об’єктом дослiдження є електроннi стани у графенi в сильних еле-

ктростатичних полях.

Предметами дослiдження є спектр та хвильовi функцiї електрона в

полi заряджених домiшок у графенi, явище надкритичної нестабiльностi

та його прояви в рiзних системах iз зарядженими домiшками у графенi,

поляризацiйнi явища у графенi в магнiтному полi.

Методи дослiдження. Для обчислення критичної вiдстанi мiж дво-

ма однойменно зарядженими домiшками був використаний варiацiйний

метод Канторовича. Для визначення енергiї та ширини квазiстацiонар-

ного стану в надкритичному режимi був застосований метод Вентцеля-

Крамерса-Брiллюена (ВКБ) у монопольному наближеннi. Для знаходже-

ння спектру та хвильових функцiй електрона у полi двох рiзноймен-

но заряджених домiшок була використана технiка лiнiйних комбiнацiй
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атомних орбiталей (ЛКАО), а також варiацiйний метод Гальоркiна-Кан-

торовича (ГК). При обчисленнi спектру та хвильових функцiй електрона

на обмеженому листi графену граничнi умови на краю листа було реалi-

зовано за допомогою моделi Боголюбова з нескiнченною масою. Ефекти

екранування домiшки в магнiтному полi були врахованi за допомогою

однопетльової поляризацiйної функцiї графену. Iнтегрування усiх рiв-

нянь руху здiйснювалося чисельними методами.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основними наукови-

ми результатами, якi виносяться на захист є такi:

1. Дослiджено явище надкритичної нестабiльностi у найпростiшому

кластерi з двох однойменно заряджених домiшок у графенi. Вста-

новлено, що критична вiдстань мiж домiшками зростає при збiль-

шеннi їх заряду i при зменшеннi ширини квазiчастинкової щiлини.

У граничному випадку безщiлинного графену надкритична неста-

бiльнiсть настає при перевищеннi сумарним зарядом критичного

значення 2Zcα/κ = 1/2, незалежно вiд вiдстанi мiж домiшками.

Перехiд у надкритичний стан супроводжується виникненням резо-

нансу в нижньому континуумi.

2. Для системи з двох рiзнойменно заряджених домiшок у графенi зi

щiлиною в зонному спектрi показано, що при поступовому збiль-

шеннi вiдстанi мiж домiшками вiдбувається змiна локалiзацiї хви-

льової функцiї електрона, який вийшов з дiракiвського вакууму, з

негативно зарядженої домiшки на позитивно заряджену. Це можна

iнтерпретувати як народження з вакууму пари електрона i дiрки,

кожен iз яких перебуває у зв’язаному станi з вiдповiдною домi-

шкою, ефективно екрануючи її. Встановлено, що явище можливе

лише в системi домiшок, заряди яких перевищують певне порогове
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значення.

3. У системах, де спектр електронiв є виключно дискретним, прове-

дено аналiз поведiнки енергiї та хвильових функцiй при поступо-

вому збiльшеннi заряду домiшки. Показано, що надкритична не-

стабiльнiсть виникає при перевищеннi зарядом певного критично-

го значення. При цьому вiдбувається збурення хвильових функцiй

нижнього “квазiконтинууму”, яке цiлком аналогiчне до утворення

резонансу.

4. Встановлено, що врахування поляризацiйних ефектiв у магнiтному

полi значно модифiкує потенцiал домiшки. Екранування залежить

вiд положення хiмiчного потенцiалу, а тому його можна регулюва-

ти, прикладаючи напругу затвору. Показано, що екранування най-

бiльш ефективне, коли хiмiчний потенцiал лежить всерединi одного

з рiвнiв Ландау, i мiнiмальне, коли вiн знаходиться у промiжку мiж

ними.

Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi ре-

зультати мають теоретичний характер та описують електроннi властиво-

стi графену з зарядженими домiшками. Результати дисертацiйної роботи

можуть бути використанi при дослiдженнi низькоенергетичних власти-

востей графену, для пiдтвердження дiракiвської природи носiїв заряду в

графенi, для визначення меж застосовностi континуального наближен-

ня. Аналiтичнi та чисельнi розрахунки, проведенi в роботi, можуть слу-

гувати в якостi теоретичного пiдґрунтя для майбутнiх експериментiв.

Врахування поляризацiйних ефектiв у магнiтному полi пiдтверджує мо-

жливiсть регулювання ефективного заряду домiшки напругою затвору i

таким чином дає можливiсть пояснити деякi експериментальнi данi [12].

Отриманi результати дозволяють здiйснити широке узагальнення явища
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надкритичної нестабiльностi з випадку однiєї зарядженої домiшки, який

уже був дослiджений ранiше, на випадок довiльної системи з кiлькох

домiшок, як однойменних, так i рiзнойменних зарядiв, яка може бути

обмежена у просторi i перебувати в зовнiшньому магнiтному полi. Це

дозволяє сформувати цiлiсну картину надкритичного атомного колапсу

як квантового релятивiстського явища.

Особистий внесок здобувача. Результати, що виносяться на за-

хист, отриманi здобувачем самостiйно. У роботах, опублiкованих у спiв-

авторствi, до дисертацiї включено лише тi результати, що належать здо-

бувачу. Наступнi результати отриманi самостiйно:

1. У роботi про два однойменно зарядженi центри [14] здобувач обчи-

слив залежнiсть критичної вiдстанi мiж домiшками вiд їх заряду, а

також провiв аналiтичнi розрахунки енергiї та ширини резонансу

в надкритичному режимi.

2. У роботi [15] дисертанту належить реалiзацiя варiацiйного методу

Канторовича з двома доданками в анзацi для обчислення критичної

вiдстанi мiж домiшками.

3. У роботi про надкритичну нестабiльнiсть у потенцiалi диполя [16]

дисертант отримав спектр та хвильовi функцiї електрона i дослiдив

їх залежнiсть вiд вiдстанi мiж домiшками, якi утворюють диполь.

4. У роботi [17] здобувачем були проведенi аналiтичнi розрахунки спе-

ктру та хвильових функцiй електрона в модельному одновимiрно-

му потенцiалi, а також чисельнi розрахунки методом Гальоркiна-

Канторовича для реального потенцiалу двох рiзнойменно зарядже-

них домiшок.
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5. У роботi [18] дисертант дослiдив особливостi виникнення надкрити-

чної нестабiльностi у графенi в магнiтному полi, а також врахував

поляризацiйнi ефекти при обчисленнi екранованого потенцiалу.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Матерiали дисертацiї про-

йшли апробацiю на семiнарi вiддiлу теорiї нелiнiйних процесiв у конден-

сованих середовищах та вiддiлу астрофiзики i елементарних частинок Iн-

ституту теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова Нацiональної академiї

наук України (Київ, 15 травня 2017 року). Також результати, отриманi

в дисертацiї, доповiдались на наступних конференцiях:

• Conference on Interactions and Topology in Dirac Systems, Трiєст,

2016, Iталiя.

• School andWorkshop on Strongly Correlated Electronic Systems “Novel

Materials and Novel Theories”, Трiєст, 2015, Iталiя.

• Наукова конференцiя “Наука XXI сторiччя: сучаснi проблеми фi-

зики”, Київ, 2015, Україна.

• 2nd International Research and Practice Conference “Nanotechnology

and Nanomaterials” (NANO-2014), Львiв, 2014, Україна.

• Наукова конференцiя молодих вчених фiзичного факультету до

Днiв Науки “Наука XXI сторiччя: сучаснi проблеми фiзики”, Ки-

їв, 2014, Україна.

• Наукова конференцiя молодих вчених фiзичного факультету до

Днiв Науки “Наука XXI сторiччя”, Київ, 2013, Україна.

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 9 робiт. Вони

надрукованi у провiдних наукових журналах та працях конференцiй, а
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саме: 5 з них виданi у фiзичних журналах [14–18], 1 з яких є самостiйною,

та 4 роботи у працях конференцiй [19–22].

Структура дисертацiї та об’єм дисертацiї. Дисертацiя скла-

дається з анотацiї, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, трьох додаткiв

та списку використаних джерел, який мiстить 92 посилання. Дисертацiя

включає 41 рисунок. Загальний об’єм дисертацiї 158 сторiнок друкова-

ного тексту.
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РОЗДIЛ 1

ГРАФЕН I НАДКРИТИЧНА

НЕСТАБIЛЬНIСТЬ

У цьому роздiлi наводяться основнi вiдомостi про графен та його

електроннi властивостi, про явище надкритичної нестабiльностi та його

зв’язок iз фiзикою графену.

1.1 Електроннi властивостi графену

Графен — це одна з алотропних модифiкацiй вуглецю, що являє

собою один шар атомiв, сполучених хiмiчними зв’язками в двовимiрну

ґратку, яка має вигляд бджолиних стiльникiв. Його можна уявити як

один окремо взятий шар графiту.

Незважаючи на те, що iснування графену теоретично передбачало-

ся ще досить давно [23,24], об’єктом активних дослiджень вiн став лише

нещодавно, з моменту його експериментального вiдкриття А. Геймом та

К. Новосьоловим у 2004 роцi [1]. Вiн постiйно привертає до себе увагу

науковцiв усього свiту завдяки своїм унiкальним властивостям. Зокрема,

вiн є одним iз перших двовимiрних кристалiв, має надвисоку механiчну

мiцнiсть та рухливiсть носiїв заряду, чим обумовленi перспективи його

застосування в новiтнiй наноелектронiцi. Також розгляд фiзики графену

є цiкавим i з точки зору фундаментальних наукових дослiджень. Адже,

як виявилось, вона має глибинний зв’язок з квантовою електродинамi-

кою (КЕД).

З кристалографiчної точки зору, графен має трикутну ґратку Браве

з двоточковим базисом [25–30]. Це означає, що є двi множини кристало-

графiчно нееквiвалентних вузлiв, якi утворюють двi пiдґратки. Найча-

стiше їх позначають A та B. До кожної елементарної комiрки входить по
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Рис. 1.1. Ґратка та елементарна комiрка графену. Рисунок взято з роботи [26].

одному вузлу з кожної пiдґратки. Оскiльки графен є двовимiрним кри-

сталом, то iснує два лiнiйно незалежнi базиснi вектори, якi породжують

кожну з пiдґраток. Оберемо їх у виглядi:

a1 = a

(
1

2
;

√
3

2

)
, a2 = a

(
1

2
;−
√

3

2

)
, (1.1)

де a = |a1| = |a2| =
√

3aCC – перiод ґратки, aCC ≈ 1.42 Å – вiдстань

мiж найближчими сусiднiми вузлами графену. Базиснi вектори, а також

елементарна комiрка зображенi на Рис. 1.1.

Обернена ґратка (див. Рис. 1.2) також має вигляд бджолиних стiль-

никiв. Перша зона Брiллюена має шестикутну форму. Базиснi вектори

оберненої ґратки

b1 =
2π

a

(
1;

1√
3

)
, b2 =

2π

a

(
1;− 1√

3

)
(1.2)

задовольняють спiввiдношення ai · bj = 2πδij. Нееквiвалентнi кути пер-

шої зони Брiллюена позначаються точками K та −K (Iншi позначення:

K i K ′ або K+ i K−).

Атоми вуглецю в площинi графену сполученi сильними ковалентни-

ми σ-зв’язками завдяки sp2-гiбридизацiї атомних 2s, 2px, 2py орбiталей.
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Рис. 1.2. Обернена ґратка та перша зона Брiллюена (зелений шестикутник). Рожевим
видiлено розширену зону Брiллюена. Рисунок взято з роботи [26].

Орбiталi 2pz є перпендикулярними до площини i слабко перекриваються.

Тому найпростiша модель опису графену — це наближення сильного

зв’язку. Будемо враховувати можливiсть перескоку лише на найближчi

сусiднi вузли. Тодi в такому наближеннi гамiльтонiан набуде вигляду [26]:

Ĥ = −t
∑

<i,j>,σ

(â†σ,ib̂σ,j + h.c.), (1.3)

де сумування ведеться по всiх сусiднiх вузлах, t – амплiтуда перескоку

на найближчi сусiднi вузли, â†σ,i, âσ,i, b̂
†
σ,j, b̂σ,j – фермi-оператори наро-

дження/знищення для електронiв зi спiном σ =↓ , ↑ на пiдґратках A та

B вiдповiдно.

Зонний спектр, порахований за гамiльтонiаном (1.3), має вигляд:

ε(k) = ±t

√
1 + 4 cos2

kxa

2
+ 4 cos

kxa

2
cos

√
3kya

2
, (1.4)

де знак “–” вiдповiдає валентнiй зонi, знак “+” – зонi провiдностi. Поча-

ток вiдлiку квазiiмпульсу обрано в центрi першої зони Брiллюена. Цей

спектр зображено на Рис. 1.3.

Бачимо, що валентна зона та зона провiдностi дотикаються у двох



28

Рис. 1.3. Зонна структура графену. Рисунок взято з роботи [31].

нееквiвалентних кутах першої зони Брiллюена. Це так званi точки Дiра-

ка. Координати цих точок:

K± = ±2π

a

(
2

3
; 0

)
. (1.5)

У околi точок Дiрака спектр є лiнiйним:

ε(k = K± + q) = ±~vF |q|, vF =
3|t|a
2~

, (1.6)

тобто низькоенергетичнi збудження в графенi є ефективно безмасовими.

Причому спектр цих збуджень на вигляд такий же, як i в звичайних уль-

трарелятивiстських частинок, з єдиною вiдмiннiстю, що в ньому замiсть

швидкостi свiтла у вакуумi c фiгурує швидкiсть Фермi vF .

Таким чином, у неперервнiй границi маємо ефективну квантову те-

орiю поля з (2 + 1)-вимiрними дiракiвськими фермiонами, що взаємодi-

ють зi звичайним тривимiрним потенцiалом Кулона ∼ 1/r. Цi обстави-

ни свiдчать про можливiсть твердотiльної реалiзацiї експериментiв для

спостереження таких явищ КЕД, як парадокс Клейна, ефект Швiнгера

(народження пар у сильному зовнiшньому електричному полi), надкри-
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тичний атомний колапс та iншi, якi ще не спостерiгалися в природi.

Чистий пiдвiшений графен не має щiлини у зонному спектрi, а тому

належить до напiвметалiв. Проте ця обставина значно ускладнює ство-

рення на його основi транзисторiв, оскiльки вони мають значнi струми

утоку [1]. Щiлину в зонному спектрi графену можна вiдкрити рiзними

способами, наприклад, використанням специфiчних пiдкладок (нiтрид

бору) [32–34], у зовнiшньому магнiтному полi внаслiдок ефекту магнi-

тного каталiзу [35] або просто за рахунок квантово-розмiрних ефектiв

при використаннi графенових нанострiчок [28].

1.2 Явище надкритичної нестабiльностi

Однiєю з перших перевiрок, яку проходило кожне новостворене хви-

льове рiвняння, завжди був спектр воднеподiбного атома. Не стало ви-

нятком i рiвняння Дiрака, написане ним у 1928 роцi [36,37]. Того ж таки

року Дарвiн i Гордон [38,39] отримали рiвнi енергiї для одноелектронного

атома, ядро якого несе заряд Ze:

E = mc2

[
1 +

(Zα)2

(
√

(j + 1/2)2 − (Zα)2 + nr)2

]− 1
2

, (1.7)

де j – квантове число повного кутового моменту, nr – радiальне квантове

число. Для основного стану j = 1/2, nr = 0, тому E0 = mc2
√

1− (Zα)2.

Очевидно, що для надвеликих зарядiв ядер Z > 1
α ≈ 137 енергiя основно-

го стану стає уявною. Це явище назвали “падiнням на центр” (аналогiчне

явище в нерелятивiстськiй квантовiй механiцi описане в книзi [40, §35]).

I. Я. Померанчук та Я. А. Смородинський у 1945 роцi показали [7],

що причиною падiння на центр є сингулярнiсть точного потенцiалу Куло-

на в початку координат. Розв’язок релятивiстської задачi Кеплера з ура-

хуванням скiнченних розмiрiв атомного ядра показав, що при Z = 137
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нiяких особливостей немає, основний рiвень енергiї монотонно спадає, пе-

ретинає нуль, а при перевищеннi т.зв. критичного значення заряду ядра

Zcr ≈ 170 занурюється в нижнiй континуум i в системi виникає нестабiль-

нiсть по вiдношенню до народження електронно-позитронних пар [11,41].

Електрони заповнюють K-оболонку, частково екрануючи заряд ядра, а

вiльнi позитрони летять на нескiнченнiсть. Однак ядер з таким зарядом

не iснує, тому ефект так i не був спостережений.

Згодом виникла iдея про лобовi зiткнення ядер важких атомiв, на-

приклад, урану [42–44]. У цьому випадку їх сумарний заряд перевищує

критичний i iснує така вiдстань мiж ядрами, за якої вiдбувається зану-

рення найнижчого зв’язаного стану в нижнiй континуум. Ця вiдстань

також називається критичною. На жаль, у релятивiстськiй задачi двох

центрiв змiннi не роздiляються в жоднiй системi координат, а тому по-

будувати аналiтичний розв’язок не вдається [11, 41]. Проте, були прове-

денi розрахунки за допомогою наближених методiв квантової механiки,

зокрема варiацiйного [45], i було отримано залежностi критичної вiдстанi

мiж ядрами вiд повного заряду системи.

Iнтерес до проблеми надкритичної нестабiльностi значно зрiс пi-

сля експериментального вiдкриття графену. Для електронiв у графенi

ефективна константа взаємодiї (аналог сталої тонкої структури в КЕД)

e2/(vF~) ≈ 2,2, де vF ≈ c/300 – швидкiсть Фермi. Ця обставина значно

зменшує значення критичного заряду [4, 5, 46, 47]. Надкритична неста-

бiльнiсть у графенi близько пов’язана з явищем екситонної нестабiльно-

стi [8, 48, 49], наслiдком якого є вiдкриття щiлини в спектрi графену, що

перетворює його з напiвметалу в iзолятор [50–56].

Хоча, вiдповiдно до теорiї, надкритична нестабiльнiсть у графенi по-

винна легко реалiзовуватися навiть для одиничних домiшок невеликого

заряду, донедавна її експериментальне спостереження все ще було iлю-
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зорним. По-перше, графен завжди знаходиться на пiдкладцi з певною дi-

електричною проникнiстю, яка ефективно зменшує константу взаємодiї.

По-друге, в реальному експериментi досить важко створювати зарядженi

домiшки iз високим зарядом, тому що вони дуже швидко рекомбiнують

iз електронами графену. Разом з тим, цi проблеми можна подолати, якщо

розмiстити декiлька однозарядних домiшок на певнiй невеликiй дiлянцi

графену. Саме такий пiдхiд був нещодавно реалiзований групою вчених

iз Калiфорнiйського унiверситету [6]. Вони використовували голку ска-

нувального електронного мiкроскопа для утворення кластерiв iз кiлькох

заряджених димерiв кальцiю.

Надкритична нестабiльнiсть для димерiв Ca у графенi теоретично

дослiджувалася за допомогою теорiї функцiоналу густини та покраще-

ної моделi Хюккеля у роботi [57]. Результати досить добре якiсно узго-

джуються з експериментом [6], але кiлькiсть димерiв Ca, необхiдна для

досягнення надкритичної нестабiльностi, є дещо меншою. Це може бути

пов’язано з тим, що автори не враховували наявностi пiдкладки з нiтри-

ду бору.

Цiкава задача про двi рiзнойменно зарядженi домiшки в графенi не-

щодавно розглядалася в статтях [9, 10]. (Її (3+1)-вимiрний аналог про

рух електрона у полi електричного диполя також дослiджувався дещо

ранiше в роботах [58, 59].) Шляхом розгляду рiвняння Дiрака для ква-

зiчастинок у графенi в полi електричного диполя автори показують, що

в цьому потенцiалi виникають серiї з нескiнченної кiлькостi енергети-

чних рiвнiв, якi згущуються поблизу континуумiв i мають iєрархiю, що

схожа до скейлiнгу Єфiмова у спектрi трьох iдентичних бозонiв з коро-

ткосяжною взаємодiєю [60, 61]. Цi енергетичнi рiвнi не занурюються в

континууми при зростаннi дипольного моменту, тому автори вирiшили,

що в цiй задачi надкритична нестабiльнiсть не реалiзується.
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Задача з електричним диполем, очевидно, має зарядову симетрiю,

i ця симетрiя грає провiдну роль, призводячи до симетричного розмi-

щення енергетичних рiвнiв вiдносно нуля. Ця симетрiя призводить до

того, що електронний i симетричний йому дiрковий стани можуть пере-

тнутися лише при E = 0. Але такий перетин є неможливим, оскiльки

цi стани мають однаковi квантовi числа, тому дiє теорема про непере-

тинання рiвнiв Вiгнера–фон Неймана [62]. Дiйсно, чисельнi розрахунки

спектру електрона в полi диполя, проведенi в роботi [9], показують, що

рiвнi з додатною i вiд’ємною енергiєю спочатку наближаються один до

одного, а потiм, переходячи через екстремум, починають вiддалятися.

Теоретичний аналiз в роботах [9, 10] зосереджується на iдеалiзова-

ному випадку точкового електричного диполя, який неможливо реалi-

зувати на експериментi. Це зумовлено тим, що вiдстанi мiж домiшками,

якi розмiщенi на листi графену завжди є скiнченними, а їх заряди не

можуть бути як завгодно великими, бо тодi цi домiшки дуже швидко

рекомбiнували б iз вiльними носiями заряду, якi завжди присутнi у гра-

фенi. Натомiсть, модель фiзичного диполя, утвореного з двох домiшок

протилежного заряду дозволяє прослiдкувати поведiнку хвильової фун-

кцiї електрона при плавнiй змiнi дипольного моменту. Дотепер ця задача

ще не дослiджувалася в лiтературi.

1.3 Надкритична нестабiльнiсть у магнiтному

полi

Магнiтнi поля та їх ефекти є всюдисущими у фiзицi. Стани еле-

ктронiв у магнiтному полi описуються нескiнченно виродженими рiвня-

ми Ландау [40]. Усi електроннi стани одного рiвня Ландау мають одна-

кову енергiю, магнiтне поле “сковує” кiнетичну енергiю цих електронiв,

створюючи iдеальнi передумови для реалiзацiї нових фаз речовини, по-
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роджених взаємодiєю. В якостi прикладу досить згадати дробовий кван-

товий ефект Холла [63] i явище магнiтного каталiзу [35]. У силу вищеза-

значеного, цiкаво подивитися, як магнiтне поле впливає на явище над-

критичного атомного колапсу [64–66].

Особливе значення має iснування у безщiлинному випадку нескiн-

ченно виродженого рiвня Ландау з нульовою енергiєю. У такому разi

як завгодно слабкий притягальний потенцiал здатний породити зв’язанi

стани з вiд’ємною енергiєю. Натомiсть, за вiдсутностi магнiтного поля

квазiстацiонарнi стани з вiд’ємною енергiєю можуть бути породженi до-

мiшкою iз зарядом, що перевищує певне критичне значення. Слiд вiдзна-

чити, що цей результат являє собою квантовомеханiчний одночастинко-

вий аналог явища магнiтного каталiзу в графенi.

За наявностi зовнiшнього магнiтного поля явище надкритичної не-

стабiльностi можна розглядати навiть для безщiлинного графену, адже

спектр електрона тепер дискретний i континууми не змикаються мiж

собою при нульовiй енергiї. Разом з тим, наявнiсть лише дискретного

спектру вимагає iншої iнтерпретацiї явища. Ранiше надкритична неста-

бiльнiсть наставала, коли найнижчий за енергiєю зв’язаний стан занурю-

вався до нижнього континууму i перетворювався у резонанс, проявляючи

нестiйкiсть системи по вiдношенню до народження електронно-дiркових

пар. Зараз континууми вiдсутнi, тому необхiдний зовсiм iнший критерiй

виникнення зазначеної нестабiльностi. Таке запитання ранiше не розгля-

далося в лiтературi, хоча вiдповiдь на нього є дуже важливою для пов-

ного розумiння картини явища.

Електроннi стани в потенцiалi зарядженої домiшки експерименталь-

но дослiджувалися в роботах [12,67], де було показано, що силою потен-

цiалу домiшки можна керувати шляхом змiни заселеностi рiвня Ландау

за допомогою напруги затвору. Коли заселенiсть рiвня Ландау низька,
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екранування стає настiльки ефективним, що домiшка стає практично

невидимою. З iншої сторони, якщо рiвень заселений майже повнiстю,

екранування стає слабким i потенцiал домiшки має максимальну силу,

залишаючись ослабленим лише за рахунок дiелектричної проникностi

графену i пiдкладки. У цьому режимi вперше експериментально спо-

стерiгалося розщеплення рiвня Ландау у систему дискретних пiдрiвнiв

завдяки зняттю виродження за орбiтальним квантовим числом. Цей екс-

перимент послужив мотивацiєю для дисертацiйного дослiдження, де, на

вiдмiну вiд бiльш раннiх теоретичних робiт [64–66,68–70], основна увага

зосереджена на ролi поляризацiйних ефектiв.
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РОЗДIЛ 2

НАДКРИТИЧНА НЕСТАБIЛЬНIСТЬ У

СИСТЕМI ДВОХ ОДНАКОВИХ

ДОМIШОК

2.1 Вступ

Явище надкритичної нестабiльностi виникає у присутностi зарядже-

ної домiшки, помiщеної на листi графену, якщо її заряд перевищує деяке,

т. зв. критичне значення [4–6,8,71]. Але незважаючи на велике значення

константи зв’язку, α = e2/(~vF ) ≈ 2.2, практично реалiзувати надкрити-

чний колапс поблизу лише однiєї зарядженої домiшки так i не вдалося [6].

Одна iз причин – це наявнiсть дiелектричної пiдкладки, яка ефективно

зменшує значення константи зв’язку, призводячи до збiльшення крити-

чного заряду в κ разiв. Без присутностi цiєї пiдкладки неможливо за-

крiпити домiшку на листi графену. Iнша причина – нестiйкiсть домiшок

великого заряду щодо рекомбiнацiї. Графен має значну концентрацiю

вiльних електронiв, з якими домiшки швидко рекомбiнують. Тому екс-

периментатори, як правило, мають справу з однозарядними домiшками.

Все це приводить до необхiдностi розгляду явища надкритичної неста-

бiльностi у системi кiлькох заряджених домiшок, розмiщених на листi

графену. Теоретично ця задача ранiше не розглядалася, хоча експери-

мент уже успiшно проведений [6]. Це i зумовлює актуальнiсть такого

дослiдження.

У цьому роздiлi розглядається найпростiший кластер iз двох одна-

кових заряджених домiшок. Метою дослiдження є визначення критичної

вiдстанi мiж домiшками, за якої настає надкритичний колапс, її залежно-
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стi вiд заряду домiшок та вiд квазiчастинкової щiлини в спектрi графену,

а також обчислення енергiї та ширини квазiстацiонарного стану, який ви-

никає в нижньому континуумi пiсля переходу в надкритичний режим.

Роздiл побудований наступним чином. У пiдроздiлi 2.2 сформульо-

вано постановку задачi, окреслено теоретичну модель, в якiй проводи-

ться розгляд. У пiдроздiлi 2.3 дослiджено асимптотичну поведiнку то-

чного розв’язку рiвняння Дiрака поблизу домiшок та на нескiнченностi, з

умови гладкого “зшивання” цих асимптотик отримано наближене транс-

цендентне рiвняння для критичної вiдстанi. Пiдроздiл 2.4 присвячений

бiльш точному розрахунку критичної вiдстанi за допомогою варiацiйно-

го методу Канторовича. У пiдроздiлi 2.5 проводиться обчислення енергiї

та ширини резонансу в нижньому континуумi, коли система перебуває у

надкритичному режимi, за допомогою методу ВКБ. Нарештi, в пiдроз-

дiлi 2.6 наведенi висновки до роздiлу.

2.2 Постановка задачi

У наближеннi сильного зв’язку зонний спектр графену має валентну

зону та зону провiдностi, якi дотикаються у двох нееквiвалентних точках

оберненої кристалiчної ґратки. Це т. зв. точки Дiрака K±. При цьому

спектр низькоенергетичних збуджень є лiнiйним. Ефективний гамiльто-

нiан, що описує електроннi квазiчастинковi збудження в околi точок Дi-

рака має вигляд (2+1)-вимiрного гамiльтонiану Дiрака. У випадку, коли

мiж валентною зоною та зоною провiдностi iснує квазiчастинкова щiли-

на, в гамiльтонiанi з’являється масовий доданок:

H = vFτp+ ξ∆τz + V (r), (2.1)
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Рис. 2.1. Електрон у полi двох кулонiвських домiшок

де p – канонiчний iмпульс, τi – матрицi Паулi i ∆ – напiвширина ква-

зiчастинкової щiлини. Цей гамiльтонiан дiє в просторi двокомпонентних

спiнорiв Ψξs, що несуть долинний (ξ = ±) та спiновий (s = ±) iндекси.

За стандартною домовленiстю, ΨT
+s = (ψA,ψB)K+s, ΨT

−s = (ψB,ψA)K−s, де

A, B – вiдповiднi пiдґратки гексагональної ґратки графену. Потенцiал

взаємодiї має вигляд

V (r) = −e
2

κ

(
Z1

r1
+
Z2

r2

)
, (2.2)

де κ = (1 + κsub)/2 – дiелектрична проникнiсть графену i пiдкладки,

Z1,2 – заряди домiшок, r1,2 = |r ±R/2| – вiдстанi вiд них до електрона

(див. рис.2.1).

Оскiльки потенцiал вiд спiну не залежить, надалi спiновий iндекс

опускатимемо. Також вважатимемо, що електрон знаходиться бiля то-

чки Дiрака K+. Якщо вiн перебуває бiля точки K−, то слiд замiнити

скрiзь ∆ на −∆. У нещодавнiх експериментах [6] розглядались однаковi

домiшки, тому тут також покладемо Z1 = Z2 = Z.

Таким чином, рiвняння Дiрака для електрона у потенцiалi двох за-
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ряджених домiшок має вигляд:

(vFτxpx + vFτypy + ∆τz + V (r)) Ψ(r) = EΨ(r). (2.3)

Для двокомпонентного спiнора Ψ(r) = (φ, χ)T воно перепишеться

так:  (E − V −∆)φ+ i~vF

(
∂
∂x − i

∂
∂y

)
χ = 0,

(E − V + ∆)χ+ i~vF

(
∂
∂x + i ∂∂y

)
φ = 0.

(2.4)

Якщо виразити компоненту χ з другого рiвняння системи (2.4), то

отримаємо диференцiальне рiвняння другого порядку на другу компо-

ненту φ:

(∂2
x + ∂2

y)φ+

∂V
∂x − i

∂V
∂y

E − V + ∆

(
∂φ

∂x
+ i

∂φ

∂y

)
+

(E − V )2 −∆2

(~vF)2
φ = 0. (2.5)

Надкритична нестабiльнiсть настає, коли найнижчий зв’язаний стан

занурюється в нижнiй континуум, тобто E = −∆ [11, 41]. У подальших

розрахунках розглядатимемо лише таке значення енергiї.

2.3 Асимптотика хвильової функцiї

Дослiдимо асимптотичну поведiнку хвильової функцiї при великих

вiдстанях r →∞. У цьому наближеннi потенцiал має вигляд:

V (r) = −ζ~vF

(
1

r
+
R2

4r3
P2(cosϕ) +O

(
1

r5

))
, (2.6)

де ζ = 2Zα/κ, а P2(x) – полiном Лежандра другого степеня. Пiдставля-

ючи його до рiвняння (2.5) i залишаючи лише найбiльш вагомi доданки,

отримаємо:

φ′′ +
2

r
φ′ +

(
ζ2

r2
− 2mζ

r

)
φ = 0, (2.7)
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де m = ∆/(~vF) – обернена “комптонiвська” довжина хвилi квазiчастин-

ки. Загасаючий на нескiнченностi розв’язок цього рiвняння описується

функцiєю Макдональда:

φ(r) = C1r
−1/2Kiγ(

√
8mζr), γ =

√
4ζ2 − 1. (2.8)

Тодi, враховуючи асимптотичну поведiнку функцiї Макдональда [72], ма-

тимемо:

φasym(r) = C1r
−3/4 exp(−

√
8mζr), r →∞. (2.9)

Щоб дослiдити асимптотичну поведiнку функцiї безпосередньо бiля

однiєї з домiшок, зручно перейти до елiптичної системи координат (ξ, η):

ξ ≡ r1 + r2

R
, η ≡ r1 − r2

R
. (2.10)

Новi координати змiнюються в дiапазонах:

1 ≤ ξ <∞, −1 ≤ η ≤ 1,

де в точках ξ = 1, η = ±1 розмiщуються домiшки.

Наближення до однiєї з домiшок означає малiсть величини ξ2 − η2.

Перепишемо рiвняння (2.5) в елiптичних координатах:[√
ξ2 − 1

∂

∂ξ

(√
ξ2 − 1

∂

∂ξ

)
+
√

1− η2
∂

∂η

(√
1− η2

∂

∂η

)]
φ+

+

[
ξ4η + 3ξ2η3 − 3ξ2η − η3 − i

√
(ξ2 − 1)(1− η2)(ξ3 + 3ξη2)

]
ξ(ξ2 − η2)2

×

×
[(
η(ξ2 − 1) + iξ

√
(ξ2 − 1)(1− η2)

) ∂φ
∂ξ

+ (2.11)

+
(
ξ(1− η2)− iη

√
(ξ2 − 1)(1− η2)

) ∂φ
∂η

]
+

[
ζ2ξ2

(ξ2 − η2)
− 4ζmRξ

]
φ = 0,
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де враховано, що в нових координатах потенцiал взаємодiї має вигляд:

V (r) = − 2ζvFξ

R(ξ2 − η2)
. (2.12)

Будемо шукати розв’язок рiвняння (2.11) у виглядi φ(ξ,η) = φ(µ),

де µ = ξ2 − η2 = 4r1r2/R
2. Пiсля такої пiдстановки залишимо лише

найбiльш вагомi доданки i отримаємо:

d2φ

dµ2
+

2

µ

dφ

dµ
+

ζ2

4µ2
φ = 0. (2.13)

Розв’язок цього рiвняння, регулярний при µ→ 0 має вигляд:

φimp(µ) = C2µ
−σ/2, σ = 1−

√
1− ζ2. (2.14)

Беручи до уваги те, що змiнна µ ' 4r2/R2 при r →∞, перепишемо

розв’язок (2.8) у виглядi:

φ(µ) = C1µ
−1/4Kiγ(2

√
mζRµ1/4). (2.15)

Зшиваючи розв’язки (2.14) i (2.15) в точцi µ = 1, можна отримати

оцiнку для критичної вiдстанi Rcr як функцiї заряду ζ. Ця залежнiсть

задовольняє трансцендентне рiвняння:

2
√

1− ζ2 − 1 = 2
√
mζR

K ′iγ(2
√
mζR)

Kiγ(2
√
mζR)

. (2.16)

Його чисельний розв’язок зображено штрих-пунктирною лiнiєю на рис. 2.2.

В подальшому цю залежнiсть буде уточнено за допомогою варiацiйного

методу.
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2.4 Варiацiйний метод

Як було зазначено вище, релятивiстське рiвняння Дiрака для за-

дачi двох кулонiвських центрiв не допускає роздiлення змiнних в жо-

днiй ортогональнiй системi координат, а тому неможливо отримати його

розв’язок в аналiтичнiй формi. Для побудови наближеного розв’язку ско-

ристаємось, як i в 3D випадку [45], варiацiйним методом. Як зазначено в

роботi [73], найкращої точностi варiацiйний метод досягає тодi, коли його

пробнi функцiї задовольняють асимптотикам точного розв’язку поблизу

заряджених домiшок та на нескiнченностi. Зазначенi асимптотики були

знайденi в попередньому пiдроздiлi.

Щоб поставити варiацiйну задачу, достатньо помiтити, що диферен-

цiальне рiвняння (2.5) може бути отримане при дослiдженнi на екстре-

мум наступного функцiоналу:

S[φ] =

∫ (
(E − V + ∆)−1

∣∣∣∣∂φ∂x + i
∂φ

∂y

∣∣∣∣2 − (E − V −∆)

(~vF)2
|φ|2
)
dxdy

(2.17)

за умови збереження норми:

N =

∫
Ψ∗Ψdxdy =

∫ [
(E − V + ∆)−2

∣∣∣∣∂φ∂x + i
∂φ

∂y

∣∣∣∣2 +
1

(~vF)2
|φ|2
]
dxdy.

(2.18)

Означимо нове поле ψ = W−1/2φ, деW = E−V+∆. Тодi функцiонал

S[φ] може бути представлений у формi, характернiй для нерелятивiст-

ської квантової механiки:

S[ψ] =

∫ {
|∇ψ|2 + 2=m

(
ψ∗
[
∇V
2W
×∇ψ

])
+ 2(U − ε)|ψ|2

}
dxdy,

(2.19)
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де a × b = εijaibj – z-компонента векторного добутку двох векторiв,

ε = (E2 − ∆2)/(2~2v2
F) – ефективна енергiя, а ефективний потенцiал U

має вигляд:

U =
EV

(~vF)2
− V 2

2(~vF)2
+
4V
4W

+
3

8

(∇V )2

W 2
. (2.20)

Другий доданок у функцiоналi (2.19) описує псевдоспiн-орбiтальну вза-

ємодiю.

Норма набуває вигляду:

N =

∫ [
|∇ψ|2 + 2=m

(
ψ∗
[
∇V
2W
×∇ψ

])
+

+

(
W 2

v2
F

+
4V
2W

+
5(∇V )2

4W 2

)
|ψ|2

]
W−1dxdy (2.21)

i є важливою при виборi правильних граничних умов. Оскiльки надалi

будемо цiкавитись випадком, коли найнижчий зв’язаний стан занурює-

ться в нижнiй континуум, то покладемо E = −∆ (ε = 0), W = −V .

У пiдроздiлi 2.3 було встановлено, що точний розв’язок задачi в обох

асимптотичних випадках (2.14) i (2.15) залежить лише вiд однiєї змiн-

ної µ. А тому застосуємо варiацiйний метод Канторовича (докладнiше в

роздiлi 3 огляду [73]), де в якостi пробних функцiй оберемо:

ψ =
N∑
k=1

ψk(µ)νk−1. (2.22)

Тут ψk(µ) – набiр невiдомих функцiй, ν = ν(ξ,η) – фiксована функцiя

координат, яка є незалежною до µ. В роботi [45] розглядались два варiан-

ти вибору функцiї ν. Отриманi результати були досить близькими, тому

зупинимось на одному з варiантiв: ν = η2/(ξ2 − η2) = (r1 − r2)
2/4r1r2.

Пiсля пiдстановки (2.22) до функцiоналу (2.19) вiн набуде наступно-
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го вигляду:

S[ψ]=4
N∑

k,l=1

∫
dµdν

[
(∇µ)2ψ′kψ

∗
l
′νk+l−2 + 2∇µ∇ν<e(ψ∗l ψ′k)(l − 1)νk+l−3 −

−2

(
∇V
2V
×∇µ

)
=m(ψ∗l ψ

′
k)ν

k+l−2 + ψ∗l ψk
[
(∇ν)2(l − 1)(k − 1)νk+l−4 −

−i(l − k)

(
∇V
2V
×∇ν

)
νk+l−3 + 2Uνk+l−2

]]
|J |f(µ,ν), (2.23)

де функцiї ∇µ, ∇ν, V , U виражаються в змiнних µ, ν.

Оскiльки µν = η2 < 1, µ(ν + 1) = ξ2 > 1, iнтегрування в площинi

(µ,ν) здiйснюється по криволiнiйному трикутнику:(
1

µ
− 1

)
θ (1− µ) < ν <

1

µ
, (2.24)

що можна забезпечити функцiєю f(µ,ν):

f(µ,ν) = θ(1− µν)[θ(1− µ)θ(µ(ν + 1)− 1) + θ(µ− 1)]. (2.25)

Перепишемо в змiнних (µ,ν) всi величини, що фiгурують у функцiо-

налi (2.23):

|J | = µR2

16

1√
ν(ν + 1)(µ+ µν − 1)(1− µν)

, (2.26)

V (µ,ν) = −2vF ζ

R

√
ν + 1

µ
, (2.27)

(∇µ)2 =
16

R2
(µ+ 2µν − 1), (2.28)

(∇ν)2 =
16ν(ν + 1)

µ2R2
, (2.29)

∇µ∇ν = −16ν(ν + 1)

R2
, (2.30)
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∇V
V
×∇µ = (∇ν ×∇µ)

∂ lnV

∂ν
=

8

R2µ

√
ν(µ+ µν − 1)(1− µν)√

ν + 1
, (2.31)

∇V
V
×∇ν = (∇µ×∇ν)

∂ lnV

∂µ
=

8

R2µ2

√
ν(ν + 1)(µ+ µν − 1)(1− µν),

(2.32)

U =
1

R2

[
2vF ζmR

√
ν + 1

µ
− 2ζ2ν + 1

µ
− 4ν + 1

µ
+

3

2

4µν2 + 5µν + µ− 1

µ2(ν + 1)

]
.

(2.33)

Тепер можна здiйснити iнтегрування у функцiоналi (2.23) за змiн-

ною ν, в результатi якого отримаємо функцiонал уже вiд функцiй лише

однiєї змiнної µ:

SN [ψ] = 4
N∑

k,l=1

∞∫
0

dµ
(
Pklψ

′
kψ
∗
l
′ +Qklψkψ

∗
l +Rklψ

′
kψ
∗
l +R†klψkψ

∗
l
′
)
,

(2.34)

де P̂,Q̂ та R̂ - матрицi N ×N , що залежать вiд µ:

Pkl(µ) =

∞∫
0

(∇µ)2νk+l−2|J |f(µ,ν)dν, (2.35)

Qkl(µ) =

∞∫
0

[
(∇ν)2(l − 1)(k − 1)νk+l−4−

− i(l − k)

(
∇V
2V
×∇ν

)
νk+l−3 + 2Uνk+l−2

]
|J |f(µ,ν)dν, (2.36)

Rkl(µ) =

∞∫
0

[
∇µ∇ν(l − 1)νk+l−3 + i

(
∇V
2V
×∇µ

)
νk+l−2

]
|J |f(µ,ν)dν.

(2.37)
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Функцiонал (2.34) досягає свого мiнiмуму на розв’язках рiвнянь Ла-

гранжа-Ейлера (l = 1,N):

d

dµ

(
Pkl

dψk
dµ

+R†klψk

)
−Qklψk −Rkl

dψk
dµ

= 0. (2.38)

Граничнi умови обираються так, щоб норма залишалася скiнченною,

а також з того, що пробнi функцiї мають задовольняти асимптотикам

точного розв’язку. Набiр рiвнянь Лагранжа-Ейлера та граничних умов

до них формують разом крайову задачу, яку необхiдно розв’язати.

2.4.1 Варiацiйна пiдстановка з N = 1

У найпростiшому випадку N = 1 матимемо одне диференцiальне

рiвняння:
d

dµ

(
P
dψ

dµ

)
−Qψ = 0. (2.39)

Функцiя R11(µ) ≡ R(µ) не фiгурує в цьому рiвняннi, бо має лише уявну

частину. Її можна вiдкинути, бо ми шукаємо хвильову функцiю основного

стану системи, яку можна обрати дiйсною. Функцiя P (µ) = πµ, а Q(µ)

виражається через повнi елiптичнi iнтеграли першого та другого роду:

Q(µ) = −π(ζ2 − 1)

8µ
+
ζmR

2

[
θ(1− µ)K(

√
µ) +

θ(µ− 1)
√
µ

K

(
1
√
µ

)]
+

+θ(1− µ)

[
3

8µ(1 + µ)
E(µ)− (2ζ2 + 1)(1 + µ)

8µ
K(µ)

]
+

+θ(µ− 1)

[
3

8(1 + µ)
E

(
1

µ

)
− (ζ2 − 1)(1 + µ) + 3µ

4µ2
K

(
1

µ

)]
. (2.40)

Ця функцiя має логарифмiчну особливiсть при µ = 1. Асимптоти-

чнi вирази для неї при малих та великих значеннях аргументу мають
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наступний вигляд:

Q(µ) '


π(1−ζ2)

4µ , µ→ 0,

π
(
ζmR
4
√
µ + 1−4ζ2

16µ

)
, µ→∞.

(2.41)

З урахуванням цих виразiв, рiвняння (2.39) можна розв’язати в

областях µ � 1 та µ � 1. Вiдповiднi розв’язки, регулярнi при µ = 0

i загасаючi при µ→∞ мають наступний вигляд:

ψ(µ) = C1µ
√

1−ζ2/2, µ < 1, (2.42)

ψ(µ) = C2Kiγ

(
2
√
ζmRµ1/4

)
, γ =

√
4ζ2 − 1, µ > 1. (2.43)

Вони узгоджуються з формулами (2.14) та (2.15). Пiдстановка ψ = µ−1/2χ

зводить рiвняння (2.39) до вигляду рiвняння Шрединґера з нульовою

енергiєю:

−χ′′(µ) + Veff(µ)χ(µ) = 0, Veff(µ) = − 1

4µ2
+
Q(µ)

πµ
. (2.44)

Ефективний потенцiал Veff(µ) має широкий додатний бар’єр, зав-

дяки доданку, що пропорцiйний до ζmR. Це i пояснює експоненцiйне

загасання хвильової функцiї (2.43) при великих значеннях аргументу µ.

Диференцiальне рiвняння (2.39) визначає хвильову функцiю крити-

чного зв’язаного стану, який щойно занурився до нижнього континуу-

му енергiй. Це рiвняння разом iз асимптотиками (2.42) та (2.43) утво-

рюють крайову задачу, що дозволяє визначити критичну вiдстань Rcr

мiж двома зарядженими домiшками як функцiю їх заряду ζ. Оскiльки

функцiя Q(µ) виражається лише через повнi елiптичнi iнтеграли, дифе-

ренцiальне рiвняння (2.39) не може бути розв’язане аналiтично. Тому ми

розв’язуємо це рiвняння чисельно, використовуючи “шутiнг”-метод (англ.
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shooting method – метод пострiлiв). Для цього ми фiксуємо значення хви-

льової функцiї та її похiдної при певному малому значеннi аргументу µ,

вiдповiдно до формули (2.42). Далi, для фiксованого ζ ми чисельно iн-

тегруємо рiвняння (2.39) для рiзних значень mR (тобто здiйснюються

“пострiли” з початку координат вздовж характеристики даного рiвнян-

ня, це пояснює назву методу). Зауважимо, що диференцiальне рiвняння

(2.39) є лiнiйним, а тому значення нормувальної сталої C1 є неважливим

i воно буде визначене з умови нормування пiсля розв’язання крайової

задачi. Тому для простоти чисельного аналiзу оберемо C1 = 1. Слiд пiд-

креслити, що вiдстань мiж домiшками входить у рiвняння через функцiю

Q(µ) i лише в добуткуmR, тому змiнювати цi 2 параметри окремо не має

сенсу (це наслiдок того, що в задачi бiльше немає параметрiв розмiрно-

стi довжини; якщо розглядати регуляризований потенцiал домiшок, то

з’явиться ще один розмiрний параметр – радiус “обрiзання” потенцiалу

r0, тому матимемо вже 2 безрозмiрнi комбiнацiї з цих 3-х величин). Кри-

тична вiдстань Rcr (для заданого m) визначається як таке значення R,

при якому розв’язок рiвняння (2.39) прямує до нуля на нескiнченностi

(“пострiл” влучний). Повторюючи цю процедуру для рiзних значень па-

раметра ζ, отримаємо залежнiсть критичної вiдстанi вiд заряду домiшок.

Цю залежнiсть зображено на Рис. 2.2 синьою штриховою лiнiєю.

2.4.2 Варiацiйна пiдстановка з N = 2

Бiльшої точностi можна досягти, застосовуючи варiацiйний метод

Канторовича iзN > 1. Однак тут iснують деякi вiдмiнностi вiд розгляну-

того в попередньому пунктi випадку N = 1. Насамперед, уже не можна

застосовувати шутiнг-метод, бо маємо справу не з одним, а з системою

диференцiальних рiвнянь. В [74] зазначено, що для полегшення чисель-

них розрахункiв слiд звести систему диференцiальних рiвнянь другого

порядку до матричного диференцiального рiвняння першого порядку за
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допомогою наступної пiдстановки:

ψ′i(µ) =
N∑
j=1

Yij(µ)ψj(µ). (2.45)

Тодi отримаємо нелiнiйне матричне рiвняння Рiккатi на матрицю Ŷ:

Ŷ′ = Â− B̂Ŷ − Ŷ2, (2.46)

де матрицi-коефiцiєнти мають вигляд:

Â = P̂−1(Q̂− R̂′), (2.47)

B̂ = P̂−1(R̂− R̂T + P̂′). (2.48)

Як i в попередньому випадку, матрицi P̂, Q̂, R̂ можна виразити че-

рез повнi елiптичнi iнтеграли першого та другого роду (див. Додаток Б.1)

i мають наступний вигляд:

P11(µ) = πµ, (2.49а)

P12(µ) = P21(µ) =
π

2
(1− µ) + θ(1− µ)

[
2E(µ)− (1− µ2)K(µ)

]
+

+θ(µ− 1)µ

[
2E

(
1

µ

)
−
(

1− 1

µ2

)
K

(
1

µ

)]
, (2.49б)

P22(µ) =
π

2

1− µ+ µ2

µ
+ θ(1− µ)

1− µ
µ

[
2E(µ)− (1− µ2)K(µ)

]
+

+θ(µ− 1)(1− µ)

[
2E

(
1

µ

)
−
(

1− 1

µ2

)
K

(
1

µ

)]
, (2.49в)
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R11(µ) = R21(µ) = 0, (2.50а)

R12(µ) = − π

2µ
− θ(1− µ)

E(µ)

µ
−

−θ(µ− 1)

[
E

(
1

µ

)
−
(

1− 1

µ2

)
K

(
1

µ

)]
, (2.50б)

R22(µ) = −π(2− µ)

4µ2
− θ(1− µ)

[
3− µ
2µ2

E(µ)− 1− µ2

2µ2
K(µ)

]
−

−θ(µ− 1)

[
3− µ

2µ
E

(
1

µ

)
+

(µ− 1)(µ2 − µ− 2)

2µ3
K

(
1

µ

)]
, (2.50в)

Q11(µ) ≡ Q(µ), див. рiвняння (2.40), (2.51а)

Q12(µ) = Q21(µ) = −
π
(
3µ+ 4(ζ2 − 1)

)
32µ2

+ θ(1− µ)
ζmR

2µ
E(
√
µ) +

+θ(µ− 1)
ζmR

2
√
µ

[
E

(
1
√
µ

)
− µ− 1

µ
K

(
1
√
µ

)]
−

−θ(1− µ)

[
3µ+ 2(µ+ 1)(ζ2 − 1)

8µ2(1 + µ)
E(µ) +

3(1− µ)

16µ
K(µ)

]
−

−θ(µ− 1)

[
3µ+ 2(µ+ 1)(ζ2 − 1)

8µ(1 + µ)
E

(
1

µ

)
+

+
(1− µ)

(
9µ+ 4(1 + µ)(ζ2 − 1)

)
16µ3

K

(
1

µ

)]
, (2.51б)

Q22(µ) =
π

32µ3

(
16− (2ζ2 − 2 + 3µ)(2− µ)

)
+

+θ(1− µ)
ζmR

6µ

[
2

(
2

µ
− 1

)
E(
√
µ)−

(
1

µ
− 1

)
K(
√
µ)

]
+

+θ(µ− 1)
ζmR

6
√
µ

[
2

(
2

µ
− 1

)
E

(
1
√
µ

)
−
(

1− 1

µ

)(
3

µ
− 2

)
K

(
1
√
µ

)]
+

+θ(1− µ)

[
(1− µ)

(
2(ζ2 − 1)(µ+ 1)− 3µ(1− µ)

)
16µ3

K(µ) +

+
3µ2 + 13µ+ 16 + 2(ζ2 − 1)(µ2 − 2µ− 3)

16µ3(1 + µ)
E(µ)

]
+

+θ(µ− 1)

[
(1− µ)[3µ2 + 5µ+ 8 + (ζ2 − 1)(µ2 − µ− 2)]

8µ4
K

(
1

µ

)
+

+
3µ2 + 13µ+ 16 + 2(ζ2 − 1)(µ2 − 2µ− 3)

16µ2(1 + µ)
E

(
1

µ

)]
. (2.51в)
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Матрицi P̂, Q̂, R̂ є сингулярними в нулi та нескiнченностi. Це вiд-

ображає той факт, що рiзнi функцiї ψk(µ) (як i рiзнi елементи матрицi Ŷ)

мають рiзнi степенi зростання/спадання в особливих точках. Для подо-

лання цiєї незручностi здiйснимо лiнiйне перетворення пробних функцiй:

ψk(µ) = Skl(µ)ψ̃l(µ), det Ŝ(µ) 6= 0. (2.52)

Означимо нову матрицю ŶS:

ψ̃′k(µ) = (YS)kl (µ)ψ̃l(µ). (2.53)

Вона пов’язана з матрицею Ŷ наступним спiввiдношенням:

ŶS = Ŝ−1ŶŜ− Ŝ−1Ŝ′. (2.54)

Матриця ŶS також задовольняє рiвнянню Рiккатi:

Ŷ′S = ÂS − B̂SŶS − Ŷ2
S. (2.55)

Закони змiни коефiцiєнтiв рiвнянь (2.55) та (2.38) при перетвореннi

(2.52) мають наступний вигляд:

ÂS = Ŝ−1ÂŜ− Ŝ−1B̂Ŝ′ − Ŝ−1Ŝ′′, (2.56)

B̂S = Ŝ−1B̂Ŝ + 2Ŝ−1Ŝ′′, (2.57)

P̂S = ŜT P̂Ŝ, (2.58)

R̂S = ŜT R̂Ŝ + ŜT P̂Ŝ′, (2.59)

Q̂S = ŜT Q̂Ŝ + Ŝ′T R̂Ŝ + ŜT R̂T Ŝ′ + Ŝ′T P̂Ŝ′. (2.60)
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З них випливає критерiй вибору матрицi Ŝ: пiсля перетворення матриця

P̂S має бути невиродженою (оскiльки повинна iснувати її обернена).

У околi кожної з особливих точок µ = 0 i µ → ∞ слiд обрати свою

матрицю перетворення Ŝ0/∞, перетворенi матрицi-коефiцiєнти ÂS, B̂S

слiд розкласти за степенями змiнної µ. Вiдповiдно, i невiдому матрицю

ŶS слiд шукати у виглядi:

Ŷ
(0)
S = µλ0

(
Ŷ

(0)
1 + µŶ

(0)
2 + µ2Ŷ

(0)
3 + ...

)
, µ→ 0,

Ŷ
(∞)
S = µλ∞

(
Ŷ

(∞)
1 +

1

µ
Ŷ

(∞)
2 +

1

µ2
Ŷ

(∞)
3 + ...

)
, µ→∞. (2.61)

У результатi такої пiдстановки до рiвняння (2.55) i прирiвнювання

числових коефiцiєнтiв при однакових степенях змiнної µ отримаємо лан-

цюжок пов’язаних лiнiйних алгебраїчних рiвнянь на матрицi Ŷ2, Ŷ3,...,

але на матрицю Ŷ1 матимемо квадратне рiвняння вигляду:

Ŷ2
1 − B̂1Ŷ1 − Â1 = 0, (2.62)

де Â1, B̂1 - деякi числовi матрицi. У випадку N = 2 вдається добрати та-

кi матрицi перетворення Ŝ0/∞, щоб B̂1 = B11̂. Тодi квадратне матричне

рiвняння вдається розв’язати. З двох коренiв слiд обрати той, який вiд-

повiдає бiльш регулярнiй поведiнцi пробних функцiй в околi особливих

точок (додатнiй в околi µ = 0 i вiд’ємний в околi µ → ∞). Показни-

ки степеня λ0/∞ обирають таким чином, щоб забезпечити збiг степенiв

найбiльш вагомих доданкiв в обох частинах рiвняння. Таким способом

знайдемо початковi умови на матрицю ŶS в нулi та на нескiнченностi:

1. Iнтервал 0 < µ ≤ 1

det P̂(µ) =
π2µ2

8
+O

(
µ4
)
, µ→ 0. (2.63)
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Тому матрицю Ŝ(0) слiд обрати таку, щоб det Ŝ(0) ∼ 1
µ . Оберемо її в на-

ступному виглядi:

Ŝ(0)(µ) =

 µ−1
µ3/2

µ+1
µ3/2

1√
µ −

1√
µ

 , det Ŝ(0) = −2

µ
. (2.64)

Показник степеня λ0 = −1, що вiдповiдає степеневiй поведiнцi про-

бних функцiй в околi точки µ = 0. Коефiцiєнти рiвняння (2.62) мають

вигляд:

Â
(0)
1 =

 3−ζ2
4 −3

4

−1
4

1−ζ2
4

 , B̂
(0)
1 ≡ 1̂. (2.65)

Рiвняння (2.62) зводиться до такого вигляду:

(
Ŷ

(0)
1 −

1

2
1̂

)2

= Â
(0)
1 +

1

4
1̂, (2.66)

його розв’язок:

Ŷ
(0)
1 =

1

2
1̂ +

 1
2 −

3
2

1
2

1
2

 √1−ζ2
2 0

0

√
5−ζ2
2

 1
2

3
2

−1
2

1
2

 =

=

 4+
√

1−ζ2+3
√

5−ζ2
8

3
√

1−ζ2−3
√

5−ζ2
8√

1−ζ2−
√

5−ζ2
8

4+3
√

1−ζ2+
√

5−ζ2
8

 . (2.67)

Матриця 1
µŶ

(0)
1 використовується в якостi початкової умови при чи-

сельному iнтегруваннi рiвняння Рiккатi (2.55) на iнтервалi 0 < µ ≤ 1.

2. Iнтервал 1 ≤ µ <∞

det P̂(µ) =
π2

8
+O

(
1

µ2

)
, µ→∞, (2.68)
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Рис. 2.2. ЗалежностimRcr(ζ), отриманi з чисельного розв’язку наближеного рiвняння
(2.16) (чорна штрих-пунктирна лiнiя) та за допомогою варiацiйного методу Канто-

ровича з N = 1 (синя штрихова лiнiя) та N = 2 (червона суцiльна лiнiя).

тому матрицю Ŝ(∞) слiд обрати таку, щоб det Ŝ(∞) ∼ 1.

Оберемо її в наступному виглядi:

Ŝ(∞)(µ) =

 1√
µ −

1√
µ

√
µ
√
µ

 , det Ŝ(∞) = 2. (2.69)

Показник степеня λ∞ = −3/4, що вiдповiдає поведiнцi пробних фун-

кцiй ∼ exp(−µ1/4) при µ → ∞. Коефiцiєнти рiвняння (2.62) мають ви-

гляд:

Â
(∞)
1 =

ζmR

4
1̂, B̂

(∞)
1 ≡ 0̂. (2.70)

Розв’язок рiвняння (2.62) має вигляд:

Ŷ
(∞)
1 = −

√
ζmR

2
1̂. (2.71)

Матриця 1
µ3/4Ŷ

(∞)
1 використовується в якостi початкової умови при

чисельному iнтегруваннi рiвняння Рiккатi (2.55) на iнтервалi 1 ≤ µ <∞.

Пiсля вибору початкових умов вiдбувається чисельне iнтегрування

рiвнянь Рiккатi методом Рунге-Кутти в областях µ ∈ [0,1] µ ∈ [1,∞).
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Обчислюються значення матриць Ŷ
0/∞
S (µ = 1). Потiм слiд здiйснити

оберненi перетворення i знайти матрицi Ŷ0/∞(µ = 1).

Умовою гладкого зшивання пробних функцiй в областях µ > 1 та

µ < 1 є:

δ(mRcr,ζ) ≡ det[Ŷ0(µ = 1)− Ŷ∞(µ = 1)] = 0. (2.72)

Усi перерахованi вище манiпуляцiї слiд проробити для рiзних зна-

чень добутку mR при фiксованому значеннi ζ. Таке значення mRcr, при

якому виконано умову (2.72), вважається критичним. За результатами

чисельних розрахункiв побудовано криву залежностi mRcr(ζ) (суцiльна

червона лiнiя на рис. 2.2).

2.5 Метод ВКБ для обчислення енергiї та ши-

рини резонансу в нижньому континуумi

У цьому пiдроздiлi дослiджується квазiстацiонарний стан у графенi

з двома однаковим зарядженими домiшками. Обчислюються його енер-

гiя та ширина. Оскiльки аналiтичний розв’язок для квазiстацiонарного

стану знайти неможливо, застосовується метод ВКБ. Безпосереднє засто-

сування цього методу до систем, якi не допускають роздiлення змiнних,

є складною задачею, тому що вимагає розв’язання вiдповiдних дифе-

ренцiальних рiвнянь у частинних похiдних. Тому застосуємо монопольне

наближення, як це було зроблено в роботах [73,75] у випадку задачi двох

заряджених центрiв у (3 + 1)-вимiрнiй КЕД.

2.5.1 Монопольне наближення

Для вiдстаней r > R (точнiше r � R) потенцiал задачi двох центрiв

близький до сферично симетричного. Тому можна розглянути одну за-

ряджену домiшку iз зарядом 2Ze i обмежити розгляд лише на область

r ≥ κR, де κ ∼ 1 – деяка безрозмiрна константа. Таке наближення вiдо-
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ме як монопольне i також розглядається в роботах [76,77]. Виявляється,

що всi результати для енергiї та ширини резонансу практично не будуть

залежати вiд точного значення сталої κ.

У випадку сферично симетричного потенцiалу шукатимемо розв’язки

рiвняння Дiрака (2.3) у наступному виглядi:

Ψ(r) =
1

2
√
πr

 (1 + i)F (r)ei(j−1/2)ϕ

(1− i)G(r)ei(j+1/2)ϕ

 , (2.73)

де j = ±1/2,±3/2, ... – квантове число повного кутового моменту. Тодi

рiвняння (2.3) зводиться до наступної системи: F ′(r)

G′(r)

 =
1

~vF

 ~vF j
r ∆ + E − V (r)

∆− E + V (r) −~vF j
r

 F (r)

G(r)

 .

(2.74)

Здiйснюючи в цiй системi рiвнянь пiдстановку

χ1(r) = (E+∆−V (r))−1/2F (r), χ2(r) = (E−∆−V (r))−1/2G(r) (2.75)

i виражаючи χ2 через χ1, отримаємо наступне диференцiальне рiвняння

другого порядку для функцiї χ ≡ χ1:

χ′′ +
E2 −∆2 − U

~2v2
F

χ = 0, (2.76)

де

U(r,E) = 2EV − V 2 + ~2v2
F

(
j(j − 1)

r2
+
V ′′

2W
+

3

4

V ′2

W 2
+
j

r

V ′

W

)
(2.77)

i W = E + ∆− V (r).

Вiдповiдно до методу ВКБ, рiвнянню (2.76) вiдповiдає наступний
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квазiкласичний iмпульс радiального руху:

p(r,E) =
1

vF

√
E2 −∆2 − U(r,E). (2.78)

Оскiльки нас цiкавить область енергiй E . −∆, означимо безроз-

мiрний параметр y = −(E + ∆)r/(~vF ζ), який є малим у зазначенiй

областi. Тодi W = ~vF ζ
r (1− y). Для того, щоб покращити точнiсть квазi-

класичного аналiзу в областi малих r, додамо поправку Лангера [78], яка

полягає в замiнi j(j−1)→ (j−1/2)2. Тодi для квазiкласичного iмпульсу

матимемо наступний вираз:

p(r) =
~
r

[
ζ2 − (j − 1/2)2 +

2Eζr

~vF
+

+
(E2 −∆2)r2

~2v2
F

+
1− j
1− y

− 3

4(1− y)2

]1/2

. (2.79)

Розкладаючи його в ряд по y i обмежуючись лише доданками до

другого порядку, отримаємо

p(r) ' ~
r

{
a− 2br + cr2 +O

[
(E + ∆)3

]}1/2
, (2.80)

де коефiцiєнти a, b, c мають вигляд:

a = ζ2 − j2, b =
ζ

~vF

[
∆−

(
1 +

1 + 2j

4ζ2

)
(E + ∆)

]
,

c =
E2 −∆2

~2v2
F

− (j + 5/4)(E + ∆)2

~2v2
F ζ

2
. (2.81)

Для енергiй поблизу границi нижнього континууму E . −∆ i ζ > |j|

цi коефiцiєнти є додатними, тому класично заборонена область знаходи-

ться при r− < r < r+, де p2(r) вiд’ємний. Класичнi точки повороту

r± = (b ±
√
b2 − ac)/c визначаються з умови p(r±,E) = 0 i залежать
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вiд енергiї E. Квазiчастинки з довжиною хвилi де Бройля, меншою за

r−, можуть бути захопленi в областi r < r− i їх час життя визначається

тунелюванням через бар’єр.

2.5.2 Обчислення енергiї резонансу

Для знаходження енергiї квазiстацiонарного стану використаємо умо-

ву квантування Бора–Зоммерфельда:

r−∫
κR/2

p(r,E)dr = π~n, (2.82)

де n = 1,2.... Нижня межа iнтегрування κR/2 пов’язана з розмiром ква-

зiмолекули, а безрозмiрна константа κ, як зазначалося ранiше, визначає

точнiсть монопольного наближення.

При E = −∆ i n = 1 умова квантування (2.82) стає рiвнянням

на критичну вiдстань Rcr. У цьому випадку точка повороту має дуже

простий вигляд r0
− = r−(E = −∆) = ~vF(ζ2 − j2)/(2ζ∆). Здiйснюючи

iнтегрування, отримаємо наступне рiвняння:

ln
1 + ξ

1− ξ
− 2ξ =

π√
ζ2 − j2

, ξ =

√
1− ζRcr∆κ

~vF (ζ2 − j2)
. (2.83)

Враховуючи, що монопольне наближення добре працює лише в слаб-

ко надкритичному випадку (ζ & |j|), де параметр ξ ∼ 1, можна набли-

жено розв’язати рiвняння i отримати для критичної вiдстанi наближену

формулу

Rcr∆

~vF
=

4(ζ2 − j2)

ζκ
exp

(
− π√

ζ2 − j2
− 2

)
, ζ > |j|, (2.84)
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яка добре узгоджується з попереднiми результатами в зазначенiй областi

ζ & |j| (в попереднiх пiдроздiлах розглядався основний стан, для якого

j = 1/2).

Щоб отримати залежнiсть енергiї квазiстацiонарного стану вiд вiд-

станi мiж домiшками E(R), застосуємо умову квантування (2.82) двiчi,

для E = −∆, n = 1,R = Rcr i для довiльногоR < Rcr з n = 1. Матимемо:

r−∫
κR/2

p(r,E)dr =

r0−∫
κRcr/2

p(r,−∆)dr. (2.85)

Iнтегрування у рiвняннi (2.85) можна повести точно, але вираз ви-

глядає бiльш прозоро при малих r (r � r−):

r−∫
r

√
a− 2br + cr2

r
dr =

√
a

[
ln

2a

br
− f(x)− 2

]
+O(r), x =

ac

b2
, (2.86)

де функцiя

f(x) =


1
2 ln(1− x) + 1

2
√
x

ln 1+
√
x

1−
√
x
− 1, x > 0,

1
2 ln(1− x) +

arctan
√
|x|√

|x|
− 1, x < 0.

(2.87)

Тодi рiвняння (2.85) можна переписати у наступнiй формi:

Rcr

R
=

[
1−

(
1 +

1 + 2j

4ζ2

)
E + ∆

∆

]
ef(x), (2.88)

де

x =
ζ2 − j2

ζ2
·
E2 −∆2 − 4j+5

4ζ2 (E + ∆)2[
∆−

(
1 + 1+2j

4ζ2

)
(E + ∆)

]2 . (2.89)
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Для енергiй, близьких до границi нижнього континууму, E → −∆,

змiнна x→ 0, тому маємо:

E(ζ,R) = −∆ · F (ζ,R), (2.90)

F (ζ,R) =

(
Rcr

R
+

1 + 2j

4ζ2
− ζ2 − j2

3ζ2

)
/

(
1 +

1 + 2j

4ζ2
− ζ2 − j2

3ζ2

)
.

Очевидно, F (ζ,R = Rcr) = 1, де Rcr визначається формулою (2.84).

Зокрема, для основного стану системи з j = 1/2, критична вiдстань Rcr

прямує до нескiнченностi, якщо ширина квазiчастинкової щiлини ∆→ 0

при ζ > 1/2. Оскiльки графен за вiдсутностi зовнiшнiх полiв є безщiлин-

ним, то система двох заряджених домiшок перебуває в надкритичному

режимi, як тiльки їх сумарний заряд перевищує критичний ζc = 1/2,

незалежно вiд того, на якiй вiдстанi вони знаходяться. Звичайно, така

iдеалiзацiя викликана тим, що не врахованi ефекти екранування зарядiв

у графенi за рахунок поляризацiї.

2.5.3 Обчислення ширини резонансу

Ширина резонансу визначається потоком частинок на нескiнчен-

нiсть. Запишемо рiвняння неперервностi:

∂ρ

∂t
+ divj = 0, (2.91)

де ρ = Ψ†Ψ – густина iмовiрностi, j – вектор струму (густини потоку

частинок). Для хвильової функцiї резонансного стану матимемо:

Ψ(r,t) = Ψ(r) exp

(
−i

(ε− iΓ
2 )t

~

)
⇒

⇒ ρ(r,t) = Ψ(r)†Ψ(r) exp

(
−Γt

~

)
. (2.92)
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Пiдставимо цей вираз до рiвняння (2.91) та проiнтегруємо по всiй пло-

щинi. Отримаємо:

−Γ

~

∫
d2rΨ(r)†Ψ(r) +

∮
∞
jdS = 0. (2.93)

Перший iнтеграл в силу умови нормування дорiвнює одиницi, а другий –

потоку частинок на нескiнченностi J , яка з точнiстю до фактора перед

експонентою визначається iмовiрнiстю тунелювання через класично за-

боронену область.

Тому для ширини резонансу матимемо наступний вираз:

Γ ∝ exp

−2

r+∫
r−

√
−a+ 2br − cr2

r
dr

 =

= exp

[
−2π

(
b√
c
−
√
a

)]
, (2.94)

де коефiцiєнти a, b, c означенi формулами (2.81), а вирази для квазiкла-

сичних точок повороту наведенi в текстi пiсля формули (2.81).

Для енергiй, близьких до границi нижнього континууму, ширина

має вигляд:

Γ ∝ exp

[
−2π

(
ζ

√
E2

E2 −∆2
−
√
ζ2 − j2

)]
'

' exp

[
−2π

(
β̃

√
R

Rcr −R
−
√
ζ2 − j2

)]
,

β̃ =

√
8ζ2 + 4j2 + 6j + 3

24
(2.95)

i прямує до нуля при E → −∆ чи R→ Rcr.
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2.6 Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi дослiджено надкритичну нестабiльнiсть у найпро-

стiшому кластерi з двох однакових заряджених домiшок у графенi. Заряд

кожної з них є докритичним, в той час як сумарний заряд двох домiшок

2Ze перевищує критичне значення, що визначається зi спiввiдношення

ζc = 2Zcα/κ = 1/2. Таким чином, при фiксованому ζ надкритичний

режим настає при певнiй вiдстанi мiж домiшками Rcr, яка також нази-

вається критичною.

Оскiльки змiннi в рiвняннi Дiрака з потенцiалом двох кулонiвських

центрiв не вiдокремлюються в жоднiй вiдомiй ортогональнiй системi ко-

ординат, ця задача не допускає аналiтичного розв’язку. Тому для знахо-

дження залежностi критичної вiдстанi Rcr вiд заряду домiшок ζ викори-

стовується варiацiйний метод Канторовича. Як для масивних (∆ 6= 0),

так i для безмасових (∆ = 0) квазiчастинок у графенi надкритична не-

стабiльнiсть супроводжується появою резонансiв у нижньому континуу-

мi. Енергiю та ширину цих резонансiв було обчислено у монопольному

наближеннi за допомогою методу ВКБ.

Залежностi mRcr вiд ζ, отриманi за допомогою варiацiйного методу

Канторовича з рiзною кiлькiстю доданкiв у пробнiй функцiї, зображе-

нi на Рис. 2.2 суцiльною та штриховою кривими. Незважаючи на досить

значнi наближення, вiдмiнностi мiж цими кривими не перевищують 10%,

тому результати можна вважати задовiльними. На тому ж рисунку для

порiвняння зображена штрих-пунктирна крива, отримана методом “зши-

вання” асимптотик. Вона демонструє правильну якiсну поведiнку, але

досить сильно вiдрiзняється кiлькiсно, а тому може слугувати лише для

грубих оцiнок. Разом з тим, це можна виправдати простотою її отриман-

ня у порiвняннi з iншими методами. Як i очiкувалося, всi кривi прямують
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до нуля при наближеннi сумарного заряду до ζc = 1/2. У такiй границi

навiть сумарний заряд обох домiшок слабко перевищує критичне значе-

ння, а тому, очевидно, для досягнення надкритичної нестабiльностi їх

треба розмiщувати близько одна до одної. I навпаки, при ζ → 1 кожна

з домiшок несе майже критичний заряд, тому вони породжують атом-

ний колапс навiть перебуваючи на великiй вiдстанi одна вiд одної (кривi

прямують до нескiнченностi при ζ → 1).

Цiкавою є отримана залежнiсть критичної вiдстанi вiд ширини ква-

зiчастинкової щiлини в зонному спектрi графену. Оскiльки в задачi є

лише два розмiрнi параметри m = ∆/(~vF ) i R, то в рiвняння i в кiн-

цевий результат вони входять лише у виглядi безрозмiрної комбiнацiї –

добутку mR. Звiдси слiдує, що при фiксованому ζ критична вiдстань

прямує до нескiнченностi при m → 0. Тобто, у безщiлинному випадку

система перебуває в надкритичному станi, якщо сумарний заряд домi-

шок перевищує критичне значення ζc = 1/2, незалежно вiд вiдстанi мiж

домiшками. Це також виглядає природним з тих мiркувань, що у без-

щiлинному випадку задача стає масштабно iнварiантною i в нiй зникає

еталон довжини.

Разом з тим, в реальному графенi завжди iснують iншi масшта-

би довжини. Передусiм, це перiод кристалiчної ґратки. Але бiльш ва-

жливе обмеження виникає, якщо врахувати екранування кулонiвських

домiшок за рахунок поляризацiї. Хвильовий вектор Томаса–Фермi, що

вiдповiдає за екранування, має вигляд qTF = 4π1/2α
√
n/κ (див. робо-

ту [79]) i на вiдстанях, якi перевищують вiдповiдний просторовий мас-

штаб lTF = 1/qTF, кулонiвський потенцiал домiшок є заекранованим. У

цьому випадку критична вiдстань для безмасових дiракiвських квазiча-

стинок для зарядiв 1/2 < ζ < 1 визначається масштабом екранування

Томаса–Фермi lTF. Згiдно з даними, наведеними в роботi [80], найменша
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неоднорiднiсть концентрацiї носiїв заряду, яка досягається експеримен-

тально, приблизно дорiвнює n ≈ 108 см−2. Таким чином, бачимо, що

модель з кулонiвською взаємодiєю застосовна для вiдстаней мiж домi-

шками, що не перевищують 100 ÷ 400 нм. Для менш чистих зразкiв з

концентрацiями n ≈ 1010 см−2 масштаб lTF є ще на порядок меншим. У

експериментi з димерами кальцiю [6] вiдстань мiж домiшками d ∼ 2 нм,

тому проведений теоретичний розгляд цiлком пiдходить для опису його

результатiв. Результати експерименту свiдчать, що надкритична неста-

бiльнiсть настає в системi заряджених димерiв кальцiю при перевищен-

нi їх сумарним зарядом критичного значення (з’являються резонанси в

локальнiй густинi станiв). Очевидно, що в кiлькох спробах експеримен-

ту неможливо виставити димери на однакових вiдстанях. Натомiсть, ре-

зультати показують, що перехiд до надкритичного режиму не залежить

вiд взаємного розмiщення домiшок, а лише вiд їх сумарного заряду. Цi

положення цiлком узгоджуються з теоретичними передбаченнями дисер-

тацiйного дослiдження.

Матерiали цього роздiлу опублiкованi в статтях [14,15].
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РОЗДIЛ 3

НАДКРИТИЧНА НЕСТАБIЛЬНIСТЬ У

СИСТЕМI ПРОТИЛЕЖНО

ЗАРЯДЖЕНИХ ДОМIШОК

3.1 Вступ

У цьому роздiлi розглядається задача про надкритичну нестабiль-

нiсть для квазiчастинок у графенi в потенцiалi двох протилежно заря-

джених домiшок. Цей випадок особливий тим, що в системi iснує симе-

трiя зарядового спряження, а тому спектр електрона симетричний вiд-

носно нуля. Симетрiї хвильових функцiй забороняють перетин енергети-

чних рiвнiв, а тому зв’язанi стани не можуть перетнути квазiчастинко-

вої щiлини. Тобто надкритична нестабiльнiсть у традицiйнiй формi, коли

дискретний рiвень занурюється до нижнього континууму з перетворен-

ням у резонанс, в данiй задачi неможлива. Натомiсть, аналiз поведiнки

спектру i хвильових функцiй при поступовому збiльшеннi дипольного

моменту в системi дозволяє знайти новий прояв надкритичної нестабiль-

ностi, що полягає у народженнi з вакууму пари електрона i дiрки, якi

одночасно перебувають у зв’язаних станах з протилежно зарядженими

домiшками.

Роздiл побудований наступним чином. У пiдроздiлi 3.2 сформульо-

вано постановку задачi, окреслено теоретичну модель, в якiй проводи-

ться розгляд. У пiдроздiлi 3.3 за допомогою технiки лiнiйних комбiнацiй

атомних орбiталей (ЛКАО) розраховуються енергiя та хвильовi функцiї

електрона у потенцiалi фiзичного диполя, дослiджується поведiнка хви-

льових функцiй при збiльшеннi вiдстанi мiж домiшками (дипольного мо-
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менту). Пiдроздiл 3.4 присвячений аналогiчним розрахункам за допомо-

гою варiацiйного методу Гальоркiна-Канторовича (ГК). У пiдроздiлi 3.5

проводиться узагальнення попередньо отриманих результатiв на випа-

док, коли заряди домiшок рiзняться не тiльки за знаком, а ще й за аб-

солютним значенням. Наостанок, в пiдроздiлi 3.6 наведенi висновки до

роздiлу.

3.2 Постановка задачi

3.2.1 Рiвняння Дiрака

Електроннi квазiчастинковi стани поблизу дiракiвських точок у гра-

фенi в зовнiшньому електромагнiтному полi двох протилежно зарядже-

них кулонiвських домiшок описуються (2 + 1)-вимiрним гамiльтонiаном

Дiрака:

Ĥ = vFσp̂+ ξ∆σz + V (r), (3.1)

де p̂ = −i~~∇ – оператор iмпульсу, σi – матрицi Паулi, ∆ – напiвши-

рина квазiчастинкової щiлини. Щiлину в зонному спектрi графену мо-

жна вiдкрити рiзними способами, наприклад, використанням специфi-

чних пiдкладок (нiтрид бору) [32–34], або просто за рахунок квантово-

розмiрних ефектiв при використаннi графенових нанострiчок [28]. Га-

мiльтонiан (3.1) дiє на двокомпонентнi спiнори Ψξ, s, що несуть долинний

(ξ = ±) та спiновий (s = ±) iндекси. Будемо користуватися стандартною

домовленiстю, згiдно з якою ΨT
+, s = (ψA, ψB)K+s, а ΨT

−, s = (ψB, ψA)K−s.

Тут A, B вiдповiдають за двi пiдґратки гексагональної ґратки графену.

Iдеалiзований потенцiал Кулона є сингулярним, коли вiдстань мiж

взаємодiючими частинками прямує до нуля. На математичному рiвнi це

призводить до явища “падiння на центр”, коли система при перевищеннi

зарядом деякого порогового значення не має визначеного основного ста-
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ну. Щоб уникнути таких небажаних наслiдкiв, потенцiал треба регуляри-

зувати [41]. Бiльше того, зовнiшнiй заряд повинен бути “розмазаним” по

скiнченнiй дiлянцi графенової плiвки, iнакше рiвняння Дiрака (контину-

альне наближення) стає незастосовним, i iншi, сусiднi σ-орбiталi мають

бути включенi до розгляду [47]. Для графену iснує дуже простий i при-

родний спосiб регуляризацiї, який легко реалiзується на експериментi.

Домiшковi заряди можна розмiстити у пiдкладцi, на деякiй невеликiй

вiдстанi r0 вiд графенового листа. Регуляризований таким чином потен-

цiал електричного диполя, утвореного зарядами ±Ze, що розмiщенi в

точках (±R/2, 0) площини xOy, має вигляд:

V (r) =
Ze2

κ

(
1√

(x−R/2)2 + y2 + r2
0

− 1√
(x+R/2)2 + y2 + r2

0

)
, (3.2)

де κ – дiелектрична проникнiсть пiдкладки. Параметр регуляризацiї r0

у кiлька разiв перевищує перiод ґратки графену.

Оскiльки потенцiал взаємодiї вiд спiну не залежить, то надалi спi-

новi iндекси s опускатимемо. В подальшому для визначеностi вважати-

мемо, що електрон знаходиться в долинi поблизу дiракiвської точки K+

(рiвняння Дiрака для електрона в долинi поблизу K− отримується шля-

хом замiни ∆ на −∆).

Основна проблема, що виникає при розв’язуваннi рiвняння Дiрака

для електрона в потенцiалi електричного диполя, – це те, що змiннi не

роздiляються в жоднiй вiдомiй ортогональнiй системi координат. Тому

застосуємо наближенi методи: технiку лiнiйних комбiнацiй атомних ор-

бiталей (ЛКАО) та варiацiйний метод Гальоркiна-Канторовича (ГК).

Зручно працювати з безрозмiрними величинами ĥ = Ĥ
∆ i ε = E

∆ . Та-

кож, в подальшому вважатимемо, що всi координати i вiдстанi є безроз-

мiрними i виражаються в одиницях R∆ = ~vF
∆ . Означимо ще безрозмiрну
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константу взаємодiї ζ = Ze2

~vFκ . Тодi рiвняння Дiрака для двокомпонентно-

го спiнора ψ(r) = (φ, χ)T набуде наступного вигляду: −i(∂x + i∂y)φ+ (v − ε− 1)χ = 0,

−i(∂x − i∂y)χ+ (v − ε+ 1)φ = 0.
(3.3)

Гамiльтонiан Дiрака в потенцiалi диполя має таку дискретну симе-

трiю:

Û = σzK̂Ry, (3.4)

де K̂ – оператор комплексного спряження,Ry – оператор вiдбиття y → −y.

Неважко впевнитися, що комутатор [Ĥ, Û ] = 0. Оскiльки Û 2 = 1, хви-

льовi функцiї роздiляються на два класи Û |Ψλ〉 = λ|Ψλ〉, де λ = ±1. Тодi

компоненти хвильової функцiї |Ψ+〉 мають задовольняти наступним умо-

вам:  φ∗(−y) = φ(y),

χ∗(−y) = −χ(y).
(3.5)

У наступних пiдроздiлах будуть знайденi наближенi розв’язки систе-

ми рiвнянь (3.3) за допомогою методiв ЛКАО та Гальоркiна-Канторовича.

Та перед цим доцiльно розглянути спрощену, але точно розв’язувану за-

дачу з прямокутним “дипольним” потенцiалом в (1+1)-вимiрному просторi-

часi. Це дасть змогу виявити основнi закономiрностi в електронному спе-

ктрi, прослiдкувати за поведiнкою хвильових функцiй. Природно очiку-

вати, що аналогiчнi особливостi будуть виявлятися i в основнiй (2+1)-

вимiрнiй задачi з електричним диполем.
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Рис. 3.1. Прямокутний “дипольний” потенцiал спрощеної одновимiрної моделi.

3.2.2 Спрощена одновимiрна модель

Розглянемо надкритичну нестабiльнiсть у спрощенiй одновимiрнiй

моделi. Обезрозмiрений гамiльтонiан задачi має наступний вигляд:

ĥ = −iσx∂x + σz + v(x). (3.6)

Потенцiал оберемо у виглядi прямокутних ями i бар’єра, що утворюють

свого роду “диполь” (див. Рис. 3.1):

v(x) =



0, якщо x < −a− d;

−v0, якщо − a− d ≤ x < −a+ d;

0, якщо − a+ d ≤ x < a− d;

v0, якщо a− d ≤ x < a+ d;

0, якщо x ≥ a+ d.

(3.7)

Рiвняння Дiрака для двокомпонентного спiнора |Ψ〉 = (φ, χ)T на-

буде вигляду:  −i∂xφ+ (v − ε− 1)χ = 0,

−i∂xχ+ (v − ε+ 1)φ = 0.
(3.8)
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Виключаючи нижню компоненту χ = i∂xφ/(v− ε− 1), отримаємо дифе-

ренцiальне рiвняння другого порядку на верхню компоненту:

φ′′ − v′

v − ε− 1
φ′ +

(
(v − ε)2 − 1

)
φ = 0. (3.9)

Оскiльки похiдна вiд потенцiалу (3.7) має вигляд

v′(x) = v0 (−δ(x+ a+ d) + δ(x+ a− d) + δ(x− a+ d)− δ(x− a− d)) ,

(3.10)

то другий доданок у рiвняннi (3.9) дорiвнює нулю скрiзь, окрiм чотирьох

точок, де потенцiал змiнюється стрибком. Розв’яжемо рiвняння (3.9) в

кожнiй iз п’яти областей, де потенцiал є сталим, i “зшиємо” розв’язки в

точках розриву потенцiалу, використовуючи умови неперервностi кожної

з двох компонент спiнора.

Отримаємо наступнi розв’язки:

1) x < −a− d

φI(x) = C1e
κ0x,

χI(x) = −iC1
κ0

ε+ 1
eκ0x; (3.11)

2) −a− d < x < −a+ d

φII(x) = C2 sin(k1x) + C3 cos(k1x),

χII(x) = −i k1

v0 + ε+ 1
(C2 cos(k1x)− C3 sin(k1x)) ; (3.12)
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3) −a+ d < x < a− d

φIII(x) = C4e
κ0x + C5e

−κ0x,

χIII(x) = −i κ0

ε+ 1

(
C4e

κ0x − C5e
−κ0x

)
; (3.13)

4) a− d < x < a+ d

φIV (x) = C6 sin(k2x) + C7 cos(k2x),

χIV (x) = i
k2

v0 − ε− 1
(C6 cos(k2x)− C7 sin(k2x)) ; (3.14)

5) x > a+ d

φV (x) = C8e
−κ0x,

χV (x) = iC8
κ0

ε+ 1
e−κ0x. (3.15)

Тут введено позначення κ0 =
√

1− ε2, k1 =
√

(v0 + ε)2 − 1 та

k2 =
√

(v0 − ε)2 − 1. Застосовуючи умови зшивки

φ(xi + 0) = φ(xi − 0), χ(xi + 0) = χ(xi − 0), i = 1, 4 (3.16)

в точках

x1 = −(a+ d), x2 = −(a− d), x3 = a− d, x4 = a+ d, (3.17)
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отримаємо наступну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь на коефiцi-

єнти Ck:

Â ~C = ~0, (3.18)

де
A11 = −A78 = e−(a+d)κ0, A12 = sin [(a+ d)k1] ,

A13 = − cos [(a+ d)k1] , A21 = A88 = κ0e
−(a+d)κ0

1+ε ,

A22 = −k1 cos[(a+d)k1]
1+ε+v0

, A23 = −k1 sin[(a+d)k1]
1+ε+v0

,

A32 = − sin [(a− d)k1] , A33 = cos [(a− d)k1] ,

A55 = −A34 = e−(a−d)κ0, A54 = −A35 = e(a−d)κ0,

A56 = − sin [(a− d)k2] , A57 = − cos [(a− d)k2] ,

A42 = k1 cos[(a−d)k1]
1+ε+v0

, A43 = k1 sin[(a+d)k1]
1+ε+v0

,

A44 = A65 = −κ0e
−(a−d)κ0

1+ε , A45 = A64 = κ0e
(a−d)κ0

1+ε ,

A66 = −k2 cos[(a−d)k2]
1+ε−v0 , A67 = k2 sin[(a−d)k2]

1+ε−v0 ,

A76 = sin [(a+ d)k2] , A77 = cos [(a+ d)k2] ,

A86 = k2 cos[(a+d)k2]
1+ε−v0 , A87 = −k2 sin[(a+d)k2]

1+ε−v0 ,

(3.19)

а всi iншi коефiцiєнти рiвнi нулю. Секулярне рiвняння

det Â =
2e−4aκ0

(1 + ε)2 (1− v0 + ε) (1 + v0 + ε)
×

×
{[
−v2

0 + e4(a−d)κ0
(
−1− ε4 − k1k2 + ε2

(
2 + v2

0 + k1k2

))]
cos (2d (k2 − k1)) +

+
[
v2

0 + e4(a−d)κ0
(
1 + ε4 − k1k2 + ε2

(
−2− v2

0 + k1k2

))]
cos (2d (k2 + k1)) +

+ e4(a−d)κ0κ0

[((
1− ε2

)
(k2 − k1)− v0ε (k1 + k2)

)
sin (2d (k2 − k1)) +

+
(
v0ε (k2 − k1) +

(
−1 + ε2

)
(k1 + k2)

)
sin (2d (k2 + k1))

]}
= 0 (3.20)

визначає спектр задачi. Всi формули наведенi для випадку a > d. Ре-

зультати для a < d отримуються шляхом замiни a↔ d.

Поведiнка хвильових функцiй суттєво залежить вiд спектру однiєї

ями, тому розв’язок вiдповiдної задачi наведений в Додатку А. Нехай

при заданих v0, d електрон в задачi з однiєю прямокутною ямою має



72

0.5 1 1.5 2
a

-1

-0.5

0

0.5

¶

Рис. 3.2. Залежнiсть енергiї електрона вiд вiдстанi мiж ямою i бар’єром для d = 0.25
i рiзних значень глибини ями: v0 = 3 (червона штрихова крива) та v0 = 6 (синя

суцiльна крива).

вiд’ємну енергiю. Розглянемо в задачi з “диполем” два граничнi випад-

ки.

а) Коли яма i бар’єр знаходяться на малiй вiдстанi i частково пе-

рекриваються (a < d), то їхня ширина ефективно зменшується, а тому

енергiя стану, локалiзованого на ямi, повинна мати додатне значення

(ε→ +1 при a→ 0).

б) При a → ∞ яму i бар’єр можна вважати незалежними, тому

енергетичнi рiвнi “диполя” роздiляються на двi групи: рiвнi ями i рiвнi

бар’єра. Тодi стан, локалiзований на ямi, повинен мати вiд’ємну енергiю.

У силу зарядової симетрiї задачi рiвнi енергiї розмiщуються симе-

трично вiдносно нуля. Тому при проходженнi через нуль вони обов’язково

мають попарно перетинатися. Оскiльки такий перетин заборонений тео-

ремою Вiгнера–фон Неймана, кривi енергiї не проходять значення ε = 0.

Звiдси слiдує, що при змiнi вiдстанi мiж ямою i бар’єром вiд нуля до

нескiнченностi хвильова функцiя стану, що вiдповiдає енергiї певного

знаку, зазнає змiни локалiзацiї (з ями на бар’єр чи навпаки). Якщо ж

енергiя електрона в задачi з однiєю ямою є додатною, то змiни локалiза-

цiї немає.
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Рис. 3.3. Квадрати модулiв хвильових функцiй зв’язаного стану з вiд’ємною енергiєю
для v0 = 3, d = 0.25 та рiзних вiдстаней мiж ямою i бар’єром: (а) 2a1 = 0.15, (б)

2a2 = 1.5. Зеленим показано положення ями i бар’єра.
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Рис. 3.4. Квадрати модулiв хвильових функцiй зв’язаного стану з вiд’ємною енергiєю
для v0 = 6, d = 0.25 та рiзних вiдстаней мiж ямою i бар’єром: (а) 2a1 = 0.14, (б)

2a2 = 0.35, (в) 2a3 = 0.7, (г) 2a4 = 1.6.
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Коли в початковий момент яма i бар’єр практично сумiщенi i ми по-

чинаємо їх розсувати, з континуумiв виходять по одному енергетичному

рiвню. Рiвень з додатною енергiєю, як зазначалося вище, локалiзується

на ямi, а рiвень з вiд’ємною енергiєю – на бар’єрi. Рiвень, що вийшов з

нижнього континууму (моря Дiрака) є заповненим електроном. У про-

цесi змiни локалiзацiї цей електрон мiгрує на яму, а на його мiсцi бiля

бар’єра утворюється дiрка. Тому маємо народжену з вакууму пару еле-

ктрона i дiрки, якi перебувають у зв’язаному станi з ямою i бар’єром,

вiдповiдно.

Наведемо для прикладу результати чисельного аналiзу даної задачi.

В обчисленнях використовується значення пiвширини ями d = 0.25 i рi-

знi значення її глибини. Зображенi квадрати модулiв хвильових функцiй,

що вiдповiдають станам з вiд’ємною енергiєю. Залежностi енергiї вiд вiд-

станi мiж ямою i бар’єром наведенi на Рис. 3.2: для v0 = 3 – штрихова

червона крива та для v0 = 6 – суцiльна синя крива. Вiдповiднi квадрати

модулiв хвильових функцiй наведенi на Рис. 3.3–3.4.

Для бiльших значень глибини ями v0, коли кiлька енергетичних рiв-

нiв задачi з однiєю ямою перетинають нульове значення ε = 0 (див.

Рис. А.1), спостерiгаються осциляцiї у поведiнцi енергетичних рiвнiв, а

також хвильовi функцiї змiнюють свою локалiзацiю по кiлька разiв з ями

на бар’єр i навпаки.

На Рис. 3.5 зображено залежнiсть енергiї зв’язаних станiв у одно-

вимiрному прямокутному дипольному потенцiалi вiд вiдстанi мiж ямою

i бар’єром для d = 0.25 i двох значень сили потенцiалу: v0 = 9 (зеленi

штриховi кривi) та v0 = 12 (синi суцiльнi кривi). Вiдповiдно до Рис. А.1

з Додатку А, при v0 = 9 тiльки один енергетичний рiвень в задачi з

1 ямою перетнув нульове значення ε = 0. Це вiдповiдає тому, що на

зелених штрихових кривих на Рис. 3.5 присутня лише одна точка вiд-
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Рис. 3.5. Енергiя зв’язаних станiв як функцiя вiдстанi мiж ямою та бар’єром для
d = 0.25 i двох значень глибини ями: v0 = 9 (зеленi штриховi кривi) та v0 = 12 (синi

суцiльнi кривi).

штовхування рiвнiв (точка, до якої рiвнi наближалися один до одного, а

пiсля неї почали вiдштовхуватися). При v0 = 12 вже два рiвнi в задачi з 1

ямою перетнули нульове значення ε = 0 (див Рис. А.1). Цьому вiдповiдає

наявнiсть уже двох точок вiдштовхування рiвнiв на синiх суцiльних кри-

вих на Рис. 3.5, мiж якими є точка максимального розходження рiвнiв.

Для демонстрацiї того, як осциляцiї енергетичних рiвнiв при v0 = 12

вiдображаються в локалiзацiйних властивостях хвильової функцiї зв’язаного

стану з вiд’ємною енергiєю, на Рис. 3.6 зображенi квадрати модулiв хви-

льових функцiй для семи значень вiдстанi мiж ямою i бар’єром a, якi

вiдмiченi червоними точками на Рис. 3.5. З Рис. 3.6 (б) видно, що в

точцi вiдштовхування енергетичних рiвнiв хвильова функцiя електро-

на локалiзована як на ямi, так i на бар’єрi. При поступовому збiльшен-

нi вiдстанi мiж ямою i бар’єром локалiзацiя змiщується в сторону ями

[Рис. 3.6 (в)], а в точцi максимального розходження рiвнiв рiвновага вiд-

новлюється знову [Рис. 3.6 (г)]. Далi локалiзацiя змiщується в сторону

бар’єра [Рис. 3.6 (д)], а в другiй точцi вiдштовхування рiвнiв хвильова

функцiя знову однаковою мiрою локалiзована як на ямi, так i на бар’єрi

[Рис. 3.6 (е)]. При подальшому збiльшеннi вiдстанi мiж ямою i бар’єром
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Рис. 3.6. Квадрати модулiв хвильових функцiй станiв з вiд’ємною енергiєю для
v0 = 12, d = 0.25 i семи рiзних значень вiдстанi мiж центрами ями i бар’єра: (а)
2a = 0.08, (б) 2a = 0.144, (в) 2a = 0.19, (г) 2a = 0.25, (д) 2a = 0.34, (е) 2a = 0.42, (є)
2a = 1.0. Вiдповiднi значення a позначенi червоними точками на Рис. 3.5. Зеленим

схематично позначено потенцiали ями i бар’єра.
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осциляцiї енергетичних рiвнiв припиняються, перестає змiнюватися i ло-

калiзацiя хвильової функцiї. При v0 = 12 вона остаточно локалiзується

на ямi [Рис. 3.6 (є)].

3.3 Технiка ЛКАО

У попередньому пiдроздiлi було з’ясовано, що надкритична неста-

бiльнiсть в одновимiрнiй задачi з ямою i бар’єром пов’язана зi змiною

локалiзацiї хвильової функцiї. Тепер повернемося до розгляду задачi з

двома протилежно зарядженими домiшками у графенi. В цьому роздiлi

застосуємо метод лiнiйних комбiнацiй атомних орбiталей (ЛКАО).

Технiка ЛКАО є добре вiдомою i широко використовується в моле-

кулярнiй фiзицi [81]. Хвильовi функцiї в цьому методi обирають у виглядi

лiнiйних комбiнацiй базисних функцiй, якi, як правило, є одноелектрон-

ними функцiями, локалiзованими на вiдповiдних атомах у молекулi. Ко-

ефiцiєнти лiнiйної комбiнацiї визначають шляхом мiнiмiзацiї повної енер-

гiї системи. Метод ЛКАО нещодавно використовувався в роботi [10] до

розв’язання симетричної задачi про два кулонiвськi центри у графенi, i

його результати є досить близькими до тих, що отриманi шляхом зши-

вання асимптотик [14,15].

3.3.1 Вибiр атомних орбiталей

У ролi атомних орбiталей у задачi (3.3) оберемо хвильовi функцiї

основного стану електрона в полi позитивно зарядженої домiшки та ос-

новного стану дiрки в полi негативно зарядженої домiшки (цi хвильовi

функцiї пов’язанi одна з одною операцiєю зарядового спряження).

Означимо гамiльтонiани електрона у регуляризованому потенцiалi

однiєї домiшки певного заряду наступним чином:

ĥ± = −i(σx∂x + σy∂y) + σz ±
ζ√

r2 + r2
0

. (3.21)
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Тодi рiвняння Дiрака для електрона у графенi з однiєю позитивно

зарядженою домiшкою має вигляд:

ĥ−Ψ = ε0Ψ. (3.22)

Спiнорну хвильову функцiю в полярних координатах (r, θ) запише-

мо так

Ψ =

 ei(j−1/2)θf(r)

−i ei(j+1/2)θg(r)

 , (3.23)

де j – квантове число повного кутового моменту. Рiвняння Дiрака запи-

шемо у виглядi системи диференцiальних рiвнянь на радiальнi функцiї: f ′ − j−1/2
r f = (1 + ε− v(r))g,

g′ + j+1/2
r g = (1− ε+ v(r))f.

(3.24)

Для основного стану електрона j = 1/2, тому одну з атомних орбi-

талей |Ψ−〉 шукатимемо у виглядi:

Ψ− =

 f(r)

−i eiθg(r)

 . (3.25)

Для регуляризованого потенцiалу v(r) не вдається отримати розв’язок

рiвняння Дiрака (3.24) в аналiтичному виглядi, тому шукатимемо радi-

альнi функцiї шляхом чисельного iнтегрування. Щоб знайти граничнi

умови при r = 0, дослiдимо асимптотичну поведiнку розв’язку в околi

початку координат. Для цього виразимо функцiю g(r) через f(r) i отри-

маємо на останню диференцiальне рiвняння другого порядку:

f ′′ +
f ′

r
+
ζ2

r2
0

f = 0, (3.26)
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регулярний розв’язок якого має вигляд:

f = J0

(
ζr

r0

)
. (3.27)

Таким чином, для чисельного iнтегрування рiвняння (3.24) слiд обра-

ти граничнi умови при r = 0 у виглядi f(0) = 1 i g(0) = 0. Спектр

визначаємо за допомогою “шутiнг”-методу (описаний у пiдроздiлi 2.4),

вимагаючи експоненцiйного загасання хвильових функцiй на нескiнчен-

ностi:

f(r), g(r) ∼ exp

(
−
√

1− ε2
0 r

)
, r →∞. (3.28)

Знайденi хвильовi функцiї нормуємо наступним чином:

∫
d2xΨ†Ψ = 2π

∞∫
0

(|f(r)|2 + |g(r)|2)rdr = 1. (3.29)

Залежнiсть енергiї основного стану електрона в регуляризованому

потенцiалi домiшки вiд її заряду наведена на Рис. 3.7 для рiзних значень

регуляризуючого параметра.

Неважко бачити, що унiтарний оператор Ûc = σxK̂, де K̂ – опера-

тор комплексного спряження, переводить гамiльтонiани ĥ+ та ĥ− один в

одного:

Ûcĥ−Û
†
c = −ĥ+. (3.30)

Тому хвильова функцiя Ψ+ = −iÛcΨ− є власною для гамiльтонiана

h+ з власним значенням −ε0. Явний вигляд цiєї функцiї такий:

Ψ+ =

 e−iθg(r)

−if(r)

 , (3.31)

де радiальнi функцiї f i g такi ж, як i в (3.25).
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Рис. 3.7. Спектр електрона в регуляризованому кулонiвському потенцiалi для рi-
зних значень регуляризуючого параметра: r0 = 0.05R∆ – червона суцiльна крива,
r0 = 0.01R∆ – синя штрихова крива, r0 = 0 (сингулярний потенцiал) – зелена штрих-

пунктирна крива.

3.3.2 Пошук спектру та хвильових функцiй

Тепер перейдемо до розгляду рiвняння Дiрака для квазiчастинок у

графенi в потенцiалi електричного диполя. Вiдповiдний гамiльтонiан має

вигляд:

ĥ = −i(σx∂x + σy∂y) + σz + ζ

(
− 1√

r2
1 + r2

0

+
1√

r2
2 + r2

0

)
. (3.32)

Вiдповiдно до методу ЛКАО, хвильовi функцiї шукатимемо у ви-

глядi наступної лiнiйної комбiнацiї:

|Ψ〉 = v1|1〉+ v2|2〉, (3.33)

де |1〉 = |Ψ−(r1,θ1)〉, |2〉 = |Ψ+(r2,θ2)〉. Тут r1, 2 =
√

(x±R/2)2 + y2,

eiθ1, 2 = (x±R/2 + iy)/r1, 2, а орбiталi |Ψ±〉 означенi в (3.25), (3.31).

Стацiонарне рiвняння Дiрака має вигляд:

ĥ|Ψ〉 = ε|Ψ〉. (3.34)
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Спроектуємо це рiвняння по черзi на стани |1〉 i |2〉:

v1h11 + v2h12 = ε(v1 + v2S), (3.35а)

v1h21 + v2h22 = ε(v1S + v2), (3.35б)

тодi з умови нетривiальностi коефiцiєнтiв v1, 2 матимемо секулярне рiв-

няння:

det

∣∣∣∣∣∣ h11 − ε h12 − Sε

h21 − Sε h22 − ε

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.36)

де hij = 〈i|ĥ|j〉, i,j = 1, 2, S = 〈1|2〉.

Обчислимо iнтеграл перекриття:

S = 〈1|2〉 =

∫
d2x

(
f(r1)g(r2)e

−iθ2 + f(r2)g(r1)e
−iθ1
)

=

=

∫
d2x

(
f(r1)g(r2)

x−R/2
r1

+ f(r2)g(r1)
x+R/2

r2

)
=

= |в 2-му доданку x→ −x| = 0. (3.37)

Зручно виразити гамiльтонiан (3.32) через означенi вище гамiльто-

нiани (3.21), тому що атомнi орбiталi |Ψ±〉 є їх власними функцiями.

ĥ = ĥ−(1) +
ζ√

r2
2 + r2

0

= ĥ+(2)− ζ√
r2

1 + r2
0

. (3.38)

Тепер обчислимо матричнi елементи:

h11 = ε0 + 〈1| ζ√
r2

2 + r2
0

|1〉 = ε0 + ζC, (3.39а)

h22 = −ε0 − 〈2|
ζ√

r2
1 + r2

0

|2〉 = −ε0 − ζC = −h11, (3.39б)
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h12 = −ε0S − 〈1|
ζ√

r2
1 + r2

0

|2〉 = −ζA, (3.40а)

h21 = ε0S + 〈2| ζ√
r2

2 + r2
0

|1〉 = −ζA = h12, (3.40б)

де ε0 – енергiя основного стану електрона в полi одного кулонiвського

центра.

Кулонiвський iнтеграл C має вигляд:

C = 〈1| 1√
r2

2 + r2
0

|1〉 =

∫
d2x

(
f 2(r1) + g2(r1)

) 1√
r2

2 + r2
0

=

=

∣∣∣∣r2 =
√
r2

1 − 2r1R cos θ1 +R2

∣∣∣∣ =

= 2

∞∫
0

r1dr1

(
f 2(r1) + g2(r1)

) π∫
0

dθ1
1√

r2
1 − 2r1R cos θ1 +R2 + r2

0

=

=

∞∫
0

4rdr√
(r +R)2 + r2

0

K

(√
4rR

(r +R)2 + r2
0

)(
f 2(r) + g2(r)

)
, (3.41)

де K(k) - повний елiптичний iнтеграл першого роду (див. Додаток Б.1).

Обмiнний iнтеграл A дорiвнює

A = 〈1| 1√
r2

1 + r2
0

|2〉 =

=

∫
d2x

(
f(r1)g(r2)e

−iθ2 + f(r2)g(r1)e
−iθ1
) 1√

r2
1 + r2

0

=

= 2

∞∫
−∞

dx

∞∫
0

dyf(r1)g(r2)
x−R/2

r1

(
1√

r2
1 + r2

0

− 1√
r2

2 + r2
0

)
. (3.42)

Кулонiвський та обмiнний iнтеграли знаходимо чисельно, якщо вiдомi

радiальнi функцiї f i g.
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Остаточно, матимемо спектр:

ε = ±
√

(h11)2 + (h12)2 = ±
√

(ε0 + ζC)2 + ζ2A2, (3.43)

який є явно симетричним вiдносно замiни ε → −ε завдяки зарядовiй

симетрiї задачi.

Коефiцiєнти лiнiйної комбiнацiї (3.33) для вiд’ємної гiлки у спектрi

мають вигляд:

v1 =
h12√

(h12)2 + (h11 +
√

(h11)2 + (h12)2)2

, (3.44а)

v2 = −
h11 +

√
(h11)2 + (h12)2√

(h12)2 + (h11 +
√

(h11)2 + (h12)2)2

. (3.44б)

3.3.3 Аналiз результатiв

Дослiдимо асимптотичну поведiнку кулонiвського та обмiнного iнте-

гралiв при прямуваннi вiдстанi мiж домiшками до нескiнченностi. Оскiль-

ки повний елiптичний iнтеграл має асимптотику K(x) = π
2 + O(x2) при

x→ 0, кулонiвський iнтеграл дорiвнює:

C ' 1

R
2π

∞∫
0

dr r
(
f 2(r) + g2(r)

)
+O

(
1

R3

)
=

1

R
+O

(
1

R3

)
, (3.45)

де в останнiй рiвностi враховано умову нормування (3.29) для хвильових

функцiй.

Внесок в обмiнний iнтеграл дають областi перекриття хвильових

функцiй. Враховуючи, що останнi експоненцiйно загасають на нескiн-

ченностi (3.28), можна оцiнити асимптотику обмiнного iнтеграла як

A ∼ exp

(
−
√

1− ε2
0R

)
, R→∞. (3.46)
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З виразiв (3.45), (3.46) бачимо, що кулонiвський та обмiнний iнте-

грали прямують до нуля при R→∞, тому енергiя системи при великих

вiдстанях мiж домiшками, як i очiкувалося, прямує до значень енергiї в

полi кожної з двох вiдокремлених домiшок, тобто ε→ ±|ε0|.

З формули (3.43) i з того факту, що C ≥ 0, можна зробити висновок,

що вiдштовхування рiвнiв енергiї може спостерiгатися лише тодi, коли

ε0 < 0. В цьому випадку рiвнi енергiї максимально зближуються поблизу

точки, де ζC(R) = |ε0|. В цiй же точцi коефiцiєнти лiнiйної комбiнацiї

|v1| = |v2| = 1/
√

2, тобто з однаковою iмовiрнiстю електрон локалiзує-

ться на обох домiшках. Рiзниця квадратiв модулiв коефiцiєнтiв v1 i v2

має вигляд:

|v2|2 − |v1|2 =
2h11

(
h11 +

√
(h11)2 + (h12)2

)
(h12)2 + (h11 +

√
(h11)2 + (h12)2)2

∼ sign(h11). (3.47)

З формул (3.45), (3.46), бачимо, що при R→∞ вiдношення λ ≡ h12
|h11|

є експоненцiйно малим параметром. Тодi для вiд’ємної гiлки спектру

ε = −
√

(h11)2 + (h12)2 ≈ −|h11|
(
1 + 1

2λ
2
)
. Розглянемо окремо два ви-

падки:

а) ε0 > 0. Тодi i h11 > 0, h11 − ε ≈ 2h11

(
1 + 1

4λ
2
)
. Для коефiцiєнтiв

матимемо вирази:

v1 =
λ

2
+O(λ3)→ 0,

v2 = −
(

1− 1

8
λ2 +O(λ4)

)
, |v2| → 1, (3.48)

тобто коефiцiєнти експоненцiйно прямують до своїх граничних значень.

Бачимо, що в цьому випадку змiни локалiзацiї електрона немає, вiн за-

лишається локалiзованим на вiд’ємно зарядженiй домiшцi.

б) ε0 < 0. Тодi iснує така вiдстань мiж домiшками R, при пере-
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вищеннi якої i h11 < 0, h11 − ε ≈ 1
2 |h11|λ2. Для коефiцiєнтiв матимемо

вирази:

v1 = sign(h12)

(
1− 1

8
λ2 +O(λ4)

)
, |v1| → 1,

v2 = −|λ|
2

+O(λ3)→ 0, (3.49)

тобто коефiцiєнти експоненцiйно прямують до своїх граничних значень.

Бачимо, що в цьому випадку спостерiгається змiна локалiзацiї електро-

на, бо вiн при R→∞ локалiзований на додатно зарядженiй домiшцi.

Недолiком методу ЛКАО є те, що асимптотична поведiнка хвильо-

вих функцiй на нескiнченностi ∼ e−
√

1−ε20r, а не ∼ e−
√

1−ε2r, як мало б

бути. Особливо гостро цей недолiк постає при малих вiдстанях R мiж

домiшками, коли справжня енергiя системи прямує до границь контину-

умiв, а тому експоненцiйнi загасання мають бути слабкими. Але в цьому

методi хвильовi функцiї будуються з хвильових функцiй задачi з одним

центром, а тому характер загасання у них за будь-яких вiдстаней є одна-

ковим i визначається лише енергiєю основного стану електрона в полi

одного центра. Отже, при малих R даний метод є незастосовним.

На Рис. 3.8 наведено спектр, отриманий методом ЛКАО для двох

рiзних значень заряду домiшок: ζ = 0.65 (ε0 > 0) – червонi штриховi

кривi та ζ = 0.85 (ε0 < 0) – синi суцiльнi кривi. Значення регуляризую-

чого параметра скрiзь обране r0 = 0.05R∆.

На Рис. 3.9 зображено залежностi енергiї електрона вiд заряду до-

мiшок при фiксованому значеннi вiдстанi мiж ними. Бачимо, що цi за-

лежностi також мають характернi екстремуми, при переходi через якi

змiнюється локалiзацiя хвильових функцiй. На Рис. 3.10 наведено гра-

фiк залежностi коефiцiєнтiв лiнiйної комбiнацiї (3.33) вiд вiдстанi мiж

домiшками при ζ = 0.85. Видно, що в точцi R = Rm ≈ 1.95 вiдбуває-



86

Рис. 3.8. Залежнiсть енергiї системи вiд вiдстанi мiж домiшками для двох рiзних
значень заряду домiшок: ζ = 0.65 (ε0 > 0) – червонi штриховi кривi та ζ = 0.85

(ε0 < 0) – синi суцiльнi кривi.
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Рис. 3.9. Залежнiсть енергiї системи вiд заряду домiшок для рiзних значень вiдстанi
мiж домiшками: R = 2 – зеленi суцiльнi кривi, R = 3 – червонi штриховi кривi,

R = 5 – синi штрих-пунктирнi кривi.
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Рис. 3.10. Залежнiсть модулiв коефiцiєнтiв лiнiйної комбiнацiї вiд вiдстанi мiж домi-
шками при ζ = 0.85: |v1(R)| – синя крива, |v2(R)| – зелена крива. Штриховою лiнiєю

позначено точку змiни локалiзацiї Rm ≈ 1.95.

Рис. 3.11. Квадрат модуля хвильової функцiї для ζ = 0.85 i рiзних вiдстаней мiж
домiшками: R1 = 1.25, R2 = 2.0 та R3 = 2.25.

ться змiна локалiзацiї хвильової функцiї. Це пiдтверджує i Рис. 3.11, де

наведено розподiл квадрата модуля хвильової функцiї при ζ = 0.85 для

трьох рiзних значень вiдстанi мiж домiшками.

На Рис. 3.12 зображено залежнiсть точки змiни локалiзацiї Rm вiд

заряду домiшок. Вона визначається з умови ζC(R) = |ε0|. Оскiльки змiна

локалiзацiї вiдбувається лише тодi, коли енергiя електрона в полi однiєї

домiшки є вiд’ємною, то звiдси виникає обмеження знизу на заряд до-

мiшок ζmin ≈ 0.71, причому ε0(ζmin) = 0. В методi ЛКАО заряд має ще

i обмеження згори ζmax = ζcr ≈ 0.99, бо при бiльших значеннях атомнi

орбiталi |Ψ±〉 та енергiя ε0 стають комплексними. В околi мiнiмального

значення заряду ε0(ζ) ≈ −κ(ζ−ζmin), де κ - модуль кутового коефiцiєнта

нахилу кривої ε0(ζ) при ζ = ζmin. Враховуючи асимптотичну поведiнку
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кулонiвського iнтеграла (3.45), маємо закон, за яким розбiгається Rm в

околi ζmin:

Rm(ζ) ≈ 1

κ
ζ

ζ − ζmin
, (3.50)

що i вiдображено на Рис. 3.12.

Треба зазначити, що схоже явище змiни локалiзацiї хвильової фун-

кцiї вiдбувається при народженнi кварк-антикваркових пар при подiлi

мiшка важкого кварконiю (див. [82] i § 20.4 в [11]). Важкий кварконiй

описується як два важких кварки iз зарядами Q i −Q всерединi мiшка.

Коли мiшок деформується, i вiдстань мiж кварками зростає, рiвнi енер-

гiї легких кваркiв в полi такого “диполя” з важких кваркiв поводить

себе аналогiчним чином до описаного в нашiй моделi. Коли деформацiя

перевищує деяке критичне значення, вiдбувається змiна локалiзацiї хви-

льової функцiї легкого кварка, що iнтерпретується [11, 82] як спонтанне

народження легкої кваркової пари, що екранує пару важких кваркiв.
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Рис. 3.12. Залежнiсть точки змiни локалiзацiї вiд заряду домiшок.

3.4 Варiацiйний метод

У цьому пiдроздiлi застосуємо варiацiйний метод Гальоркiна–Канто-
ровича (ГК) для отримання чисельного розв’язку системи рiвнянь (3.3).
Оберемо пробнi функцiї у виглядi розкладу по базисних функцiях —
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степенях змiнної y, також явним чином видiлимо правильну асимптотику
на великих вiдстанях (3.28) та врахуємо умови (3.5):


φ(x,y) = e−

√
1−ε2
√

(|x|−R/2)2+y2+r20

[
N∑
k=0

f2k(x)y2k + i
N

′∑
k′=1

f2k′−1(x)y2k
′−1

]
,

χ(x,y) = −ie−
√

1−ε2
√

(|x|−R/2)2+y2+r20

[
N∑
k=0

g2k(x)y2k + i
N

′∑
k′=1

g2k′−1(x)y2k
′−1

]
.

(3.51)

Вiдповiдно до методу ГК, пiдставимо пробнi функцiї до рiвнянь i

вимагатимемо ортогональностi нев’язки до базисних функцiй по змiннiй

y. В результатi отримаємо наступну систему звичайних диференцiальних

рiвнянь (l = 0,N, l
′
= 1,N ′):

N∑
k=0

[
Pk+l

(
df2k(x)

dx
− (1 + ε)g2k(x)

)
−

−
√

1− ε2

(
x− R

2
sign(x)

)
Qk+lf2k(x) + Vk+lg2k(x)

]
−

−
N
′∑

k′=1

[
(2k

′ − 1)Pk′+l−1 −
√

1− ε2Qk′+l

]
f2k′−1(x) = 0, (3.52а)

N
′∑

k′=1

[
Pk′+l′−1

(
df2k′−1(x)

dx
− (1 + ε)g2k′−1(x)

)
−

−
√

1− ε2

(
x− R

2
sign(x)

)
Qk′+l′−1f2k′−1(x) + Vk′+l′−1g2k′−1(x)

]
+

+
N∑
k=0

[
2kPk+l′−1 −

√
1− ε2Qk+l′

]
f2k(x) = 0, (3.52б)

N∑
k=0

[
Pk+l

(
dg2k(x)

dx
− (1− ε)f2k(x)

)
−

−
√

1− ε2

(
x− R

2
sign(x)

)
Qk+lg2k(x)− Vk+lf2k(x)

]
+

+
N
′∑

k′=1

[
(2k

′ − 1)Pk′+l−1 −
√

1− ε2Qk′+l

]
g2k′−1(x) = 0, (3.52в)
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N
′∑

k′=1

[
Pk′+l′−1

(
dg2k′−1(x)

dx
− (1− ε)f2k′−1(x)

)
−

−
√

1− ε2

(
x− R

2
sign(x)

)
Qk′+l′−1g2k′−1(x)− Vk′+l′−1f2k′−1(x)

]
−

−
N∑
k=0

[
2kPk+l′−1 −

√
1− ε2Qk+l′

]
g2k(x) = 0, (3.52г)

де функцiї-коефiцiєнти мають вигляд (вiдповiднi iнтеграли обчислюю-

ться в Додатку Б.1):

Ps(x) =

+∞∫
0

e−2
√

1−ε2
√

(|x|−R/2)
2
+y2+r20y2sdy =

x̃s+1(2s− 1)!!

αs
Ks+1(αx̃),

(3.53)

Qs(x) =

+∞∫
0

e−2
√

1−ε2
√

(|x|−R/2)
2
+y2+r20

y2s√
(|x| −R/2)2 + y2 + r2

0

dy =

=
x̃s(2s− 1)!!

αs
Ks(αx̃), (3.54)

Vs(x) =

+∞∫
0

e−2
√

1−ε2
√

(|x|−R/2)
2
+y2+r20 v(x,y) y2sdy. (3.55)

Тут v(x,y) = ζ

(
1√

(x−R/2)
2
+y2+r20

− 1√
(x+R/2)

2
+y2+r20

)
– потенцiал диполя,

Kν(z) – функцiя Макдональда, а також введенi наступнi позначення:

α = 2
√

1− ε2, x̃ =

√(
|x| − R

2

)2
+ r2

0, z = αx̃. На жаль, функцiя (3.55)

не виражається в термiнах елементарних чи спецiальних функцiй. Але
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її можна подати у виглядi такого ряду:

Vs(x) = ζsign(x) x̃2s

+∞∫
1

e−zr(r2 − 1)s−1/2

(
1− r√

r2 + a2

)
dr =

= ζsign(x) x̃2s
∞∑
n=1

(−1)n+1 (2n− 1)!!

2nn!
a2nIs,n(z), (3.56)

де a2 = 2|x|R
x̃2 , а функцiї Is,n(z) виражаються через G-функцiю Мейєра

(див. Додатки Б.1, Б.2):

Is,n(z) =

+∞∫
1

e−zr(r2 − 1)s−1/2 dr

r2n
=

=
(2s− 1)!!

2s+1
G30

13

z2

4

∣∣∣∣∣∣ n+ 1
2

1
2 , 0, (n− s)

 . (3.57)

З умови того, що функцiї fi(x), gi(x) мають бути скiнченними при

x→ ±∞, можна визначити спектр.

Цей же метод може бути застосований для розв’язання рiвняння

Дiрака для електрона в полi одного кулонiвського центра, регуляри-

зований потенцiал якого має вигляд V (r) = − ζ√
r2+r20

. Треба покласти

R = 0 у формулах (3.52)–(3.55) i взяти до уваги, що Vs(x) = −ζQs(x).

На Рис. 3.13 наведено точний спектр електрона i наближенi спектри,

отриманi варiацiйним методом ГК з рiзною кiлькiстю доданкiв у анзацi.

Бачимо, що наближення з N = 0, N
′

= 0 та N = 1, N
′

= 1 краще за

iншi описують точний спектр.

Саме тому у випадку диполя на Рис. 3.14 зображено залежнiсть

енергiї електрона вiд вiдстанi мiж домiшками при ζ = 0.85 лише в на-

ближеннях N = 0, N
′
= 0 та N = 1, N

′
= 1. Вони дають досить близькi

результати, тому в подальшому будемо використовувати лише наближе-
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Рис. 3.13. Точний спектр одного кулонiвського центра (синя крива) i наближенi спе-
ктри, отриманi варiацiйним методом ГК з рiзною кiлькiстю доданкiв у анзацi (3.51):
N = 0, N

′
= 0 (червона штрихова крива), N = 1, N

′
= 0 (чорна пунктирна кри-

ва), N = 0, N
′

= 1 (фiолетова штрих-пунктирна крива), та N = 1, N
′

= 1 (зелена
штрих-пунктирна крива). Значення параметра r0 = 0.05R∆.

ння з N = 0, N
′
= 0, оскiльки воно простiше у реалiзацiї.

На Рис. 3.15 зеленими штриховими кривими зображенi рiвнi енер-

гiї електрона в полi диполя для ζ = 0.6, обчисленi варiацiйним методом

з одним доданком в анзацi (N = 0, N
′
= 0). Значення регуляризуючого

параметра r0 = 0.05R∆. Вiдштовхування рiвнiв не спостерiгається, а вiд-

повiдна хвильова функцiя не зазнає змiни локалiзацiї (див. Рис. 3.16). З

Рис. 3.7, на якому зображено спектр одного центра, можна впевнитися,

що рiвень енергiї для заряду ζ1 = 0.6 не перетинає значення ε0 = 0.

Для бiльшого значення заряду ζ = 0.85 рiвнi енергiї зображенi си-

нiми суцiльними кривими на Рис. 3.15. Значення регуляризуючого па-

раметра r0 = 0.05R∆. З Рис. 3.7 впевнюємося, що в цьому випадку рi-

вень енергiї електрона перетинає значення ε0 = 0. Тому тут спостерiгає-

ться вiдштовхування рiвнiв, а вiдповiдна хвильова функцiя зазнає змiни

локалiзацiї (див. Рис. 3.17). При зростаннi вiдстанi мiж домiшками еле-

ктрон iз найвищого заповненого стану (нижня крива енергiї) змiнює свою

локалiзацiю з негативно зарядженої домiшки на позитивно заряджену,

тим самим екрануючи її. Натомiсть, поблизу негативно зарядженої домi-
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Рис. 3.14. Наближений спектр електрона в потенцiалi диполя, обчислений варiацiй-
ним методом ГК для ζ = 0.85, r0 = 0.05R∆ i рiзної кiлькостi доданкiв у анзацi (3.51):

N = 0, N
′
= 0 (червонi штриховi кривi) i N = 1, N

′
= 1 (синi суцiльнi кривi).
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Рис. 3.15. Рiвнi енергiї в задачi з диполем, обчисленi варiацiйним методом ГК з
N = 0, N

′
= 0 (один доданок в анзацi) для рiзних значень зарядiв домiшок: ζ = 0.6 –

зеленi штриховi кривi; ζ = 0.85 – синi суцiльнi кривi.

Рис. 3.16. Квадрат модуля хвильової функцiї для ζ = 0.6 i рiзних вiдстаней мiж
домiшками: R1 = 1.25 (злiва), R2 = 2.0 (посерединi), та R3 = 3.0 (справа). Змiни

локалiзацiї немає.
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Рис. 3.17. Квадрат модуля хвильової функцiї для ζ = 0.85 i рiзних вiдстаней мiж
домiшками: R1 = 1.0 (злiва), R2 = 2.55 (посерединi), та R3 = 3.0 (справа). Хвильова

функцiя змiнює свою локалiзацiю.
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Рис. 3.18. Порiвняння спектрiв, отриманих методами ЛКАО (синi штриховi кривi)
i варiацiйним методом ГК з N = 1, N

′
= 1 (червонi суцiльнi кривi) для ζ = 0.85,

r0 = 0.05R∆.

шки залишається дiрка i екранує її. Загалом маємо народжену з вакууму

електронно-дiркову пару, що частково заекранувала домiшки.

Корисно порiвняти результати, отриманi методом ЛКАО та варiа-

цiйним методом. Спектри, отриманi цими методами для ζ = 0.85, наве-

денi на Рис. 3.18. Бачимо досить добре узгодження результатiв.

3.5 Асиметричний випадок

У попереднiх двох пiдроздiлах дослiджувалося явище надкритичної

нестабiльностi для квазiчастинок у графенi в полi електричного дипо-

ля. Воно пов’язане зi змiною локалiзацiї хвильової функцiї найвищого

заповненого електронного стану. Ми побачили, що необхiдною умовою
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виникнення такої надкритичностi є те, що заряд домiшок є достатньо

великим для того, щоб енергiя основного стану електрона в полi одного

центра перетнула значення ε0 = 0. Оскiльки iснує також зарядово спря-

жений рiвень з протилежним значенням енергiї, то разом вони мають

перекривати iнтервал енергiй 2∆. Пригадаймо, що надкритична неста-

бiльнiсть в задачi з одним зарядженим центром настає тодi, коли основ-

ний стан електрона перетинає ту ж вiдстань 2∆. Тому можна зробити

припущення, що в задачi з двома рiзнойменними, але не рiвними за мо-

дулем зарядами надкритична нестабiльнiсть настане тодi, коли енергiї

зв’язаних станiв електрона i дiрки разом подолають вiдстань по енергiї

2∆. Такий асиметричний випадок буде розглянуто в цьому роздiлi.

Запишемо гамiльтонiан задачi:

Ĥ = −i~vF(σx∂x + σy∂y) + ∆σz + V (x,y), (3.58)

де регуляризований потенцiал двох домiшок має вигляд (Z1, Z2 > 0):

V (x,y) = e2

(
Z1√

(x−R/2)2 + y2 + r2
0

− Z2√
(x+R/2)2 + y2 + r2

0

)
.

(3.59)

У термiнах безрозмiрних величин рiвняння Дiрака набуде форми

(3.3). Як i в симетричному випадку, гамiльтонiан Дiрака (3.58) з потен-

цiалом (3.59) має дискретну симетрiю (3.4). Тому компоненти хвильової

функцiї |Ψ+〉 мають задовольняти умовам (3.5).

Щоб розв’язати рiвняння Дiрака (3.3), застосуємо варiацiйний метод

ГК. Пробнi функцiї оберемо в такому ж виглядi, як i для симетричного

випадку (3.51). Вiдповiдно до методу ГК, пiдставимо пробнi функцiї до

рiвняння Дiрака i вимагатимемо ортогональностi нев’язки до базисних

функцiй за змiнною y. В результатi отримаємо iдентичну до (3.52) си-
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Рис. 3.19. Рiвнi енергiї в задачi з двома рiзнойменно зарядженими центрами, обчи-
сленi варiацiйним методом ГК з N = 0, N

′
= 0 (один доданок в анзацi) для рiзних

значень зарядiв домiшок: ζ1 = 0.5, ζ2 = 0.8 – червонi штриховi кривi; ζ1 = 0.7,
ζ2 = 0.95 – синi суцiльнi кривi.

Рис. 3.20. Квадрат модуля хвильової функцiї для ζ1 = 0.5, ζ2 = 0.8 i рiзних вiдстаней
мiж домiшками: R1 = 2.5 (злiва), R2 = 3.0 (посерединi) та R3 = 4.0 (справа). Змiни

локалiзацiї немає.

стему звичайних диференцiальних рiвнянь з функцiями-коефiцiєнтами

(3.53)–(3.55). Єдиною вiдмiннiстю є те, що функцiї (3.55) повиннi бути

обчисленi з потенцiалом (3.59). Вимога, що функцiї fi(x) та gi(x) мають

бути скiнченними при x→ ±∞ дозволяє визначити спектр.

На Рис. 3.19 червоними штриховими кривими зображенi рiвнi енер-

гiї у випадку двох рiзнойменно заряджених центрiв iз зарядами ζ1 = 0.5

та ζ2 = 0.8, обчисленi варiацiйним методом з одним доданком в анзацi

(N = 0, N
′
= 0). Значення регуляризуючого параметра r0 = 0.05R∆. Вiд-

штовхування рiвнiв не спостерiгається, а вiдповiдна хвильова функцiя не

зазнає змiни локалiзацiї (див. Рис. 3.20). З Рис. 3.7, на якому зображено
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Рис. 3.21. Квадрат модуля хвильової функцiї для ζ1 = 0.7, ζ2 = 0.95 i рiзних вiдстаней
мiж домiшками: R1 = 2.0 (злiва), R2 = 3.25 (посерединi) та R3 = 3.75 (справа).

Хвильова функцiя змiнює свою локалiзацiю.

спектр одного центра, можна впевнитися, що рiвнi енергiї для зарядiв

ζ1 = 0.5 i ζ2 = 0.8 разом перетинають вiдстань по енергiї ∼ 1.75∆ < 2∆.

Для бiльших значень зарядiв ζ1 = 0.7 i ζ2 = 0.95 рiвнi енергiї зо-

браженi синiми суцiльними кривими на Рис. 3.19. Значення регуляризу-

ючого параметра r0 = 0.05R∆. З Рис. 3.7 впевнюємося, що для зарядiв

ζ1 = 0.7 i ζ2 = 0.95 рiвнi енергiї електрона в полi кожного окремо взято-

го з них разом перетинають вiдстань по енергiї ∼ 2.3∆ > 2∆. Тому тут

спостерiгається вiдштовхування рiвнiв, а вiдповiдна хвильова функцiя

зазнає змiни локалiзацiї (див. Рис. 3.21). При зростаннi вiдстанi мiж до-

мiшками електрон iз найвищого заповненого стану (нижня крива енергiї)

змiнює свою локалiзацiю з негативно зарядженої домiшки на позитив-

но заряджену, тим самим екрануючи її. Натомiсть, поблизу негативно

зарядженої домiшки залишається дiрка i екранує її. Загалом маємо на-

роджену з вакууму електронно-дiркову пару, що частково заекранувала

домiшки.

3.6 Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi в континуальнiй границi дослiджується надкрити-

чна нестабiльнiсть для квазiчастинок у графенi зi щiлиною в зонному

спектрi в потенцiалi електричного диполя, утвореного двома протиле-

жно зарядженими домiшками.
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Рiвняння Дiрака в данiй задачi не допускає роздiлення змiнних, то-

му використовуються наближенi методи. Щоб обчислити спектр та хви-

льовi функцiї електрона в полi диполя застосовується метод лiнiйних

комбiнацiй атомних орбiталей (ЛКАО). Вiн є досить простим у реалi-

зацiї i дозволяє бiльшiсть розрахункiв проводити аналiтично, хоча, на-

томiсть, незастосовний при малих вiдстанях мiж домiшками. Альтер-

нативно, проводяться розрахунки варiацiйним методом ГК, де в якостi

пробних обранi функцiї, що мають правильну асимптотику на великих

вiдстанях. Результати, отриманi обома методами, як якiсно, так i кiлькi-

сно досить добре узгоджуються мiж собою.

Якщо заряди кожного з центрiв є достатньо великими, щоб най-

нижчий зв’язаний стан електрона в полi одного з них перетинав рiвень

E = 0 (тобто разом рiвнi електрона i дiрки перекривають iнтервал 2∆),

то при поступовому збiльшеннi вiдстанi мiж центрами вiд нуля до не-

скiнченностi рiвнi електрона i дiрки спочатку виходять iз вiдповiдних

континуумiв i наближаються один до одного, прагнучи перетнутися, але

(в силу теореми про неперетинання Вiгнера–фон Неймана) не перети-

наються, а починають розходитися i згодом асимптотично прямують до

рiвнiв у полi одного центра. Таким чином, спектр має характерну “пере-

тяжку”. При переходi через неї хвильова функцiя електрона змiнює свою

локалiзацiю. Електрон на найвищому заповненому станi мiгрує з вiд’ємно

зарядженого центра на додатно заряджений. Ефективно це виглядає так,

нiби електрон, що вийшов з дiракiвського вакууму, локалiзується на до-

датнiй домiшцi, екрануючи її, а бiля вiд’ємної домiшки локалiзується

дiрка. Тобто, як i у випадку надкритичної нестабiльностi з однойменно

зарядженими домiшками, народжується пара електрона i дiрки, але в

данiй задачi кожен iз них перебуває у зв’язаному станi з вiдповiдною до-

мiшкою, частково екрануючи її. Якщо заряди домiшок замалi, щоб рiвнi
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електрона i дiрки разом перекрили iнтервал енергiї 2∆, таких явищ не

спостерiгається. Тому надкритична нестабiльнiсть у полi диполя має по-

роговий характер.

Результати узагальненi на асиметричний випадок, коли заряди до-

мiшок є рiзнойменними, але вiдрiзняються за абсолютним значенням.

Цим доведено унiверсальнiсть явища змiни локалiзацiї хвильової фун-

кцiї. Вона вiдбувається тодi, коли рiвнi енергiї електрона i дiрки разом

перекривають вiдстань по енергiї 2∆.

За матерiалами цього роздiлу опублiковано статтi [16, 17].
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РОЗДIЛ 4

НАДКРИТИЧНА НЕСТАБIЛЬНIСТЬ У

СИСТЕМАХ IЗ ДИСКРЕТНИМ

СПЕКТРОМ

4.1 Вступ

У цьому роздiлi розглядається явище надкритичної нестабiльностi

у системах, де спектр електронiв є виключно дискретним. Таке кванту-

вання енергiї виникає, наприклад, у листi графену скiнченного розмi-

ру, а також за наявностi зовнiшнього магнiтного поля. За таких умов

континууми в спектрi вiдсутнi, а тому надкритичний атомний колапс

у традицiйному розумiннi виникнути не може. З iншого боку, при по-

ступовому збiльшеннi заряду домiшки у поведiнцi спектру та хвильових

функцiй прослiдковуються деякi риси, якi аналогiчнi до тих, що вiдбу-

ваються у стандартному пiдходi. Зокрема, можна видiлити момент, коли

один зi зв’язаних станiв пiдходить впритул до групи рiвнiв, якi розташо-

ванi нижче по енергiї (т. зв. нижнього квазiконтинууму), i без перетину

приєднується до цiєї групи. Хвильовi функцiї станiв iз нижнього квазi-

континууму пiсля цього вiдчувають збурення, в них виникають гострi

пiки бiля початку координат. Це вiдповiдає виникненню резонансного

стану у нижньому континуумi в надкритичному режимi. Таким чином,

навiть за наявностi лише дискретних рiвнiв у спектрi в системi може ви-

никати надкритична нестабiльнiсть, хоч i в дещо iншому проявi.

Будь-яке середовище реагує на дiю зовнiшнiх потенцiалiв. Це озна-

чає, що внесенi заряди обов’язково зазнають екранування, яке послаблює

їх. За це вiдповiдає статична поляризацiйна функцiя середовища. Для
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графену у магнiтному полi ця функцiя дуже сильно залежить вiд поло-

ження хiмiчного потенцiалу вiдносно рiвнiв Ландау. Положенням хiмi-

чного потенцiалу можна легко керувати за допомогою напруги затвору,

тому виникає можливiсть плавно змiнювати ефективний заряд домiшки.

Це створює дуже зручнi умови для спостереження явища надкритичної

нестабiльностi.

Роздiл побудований наступним чином. У пiдроздiлi 4.2 розгляда-

ється надкритична нестабiльнiсть у полi однiєї домiшки на скiнченно-

му листi графену, де дискретний спектр виникає за рахунок розмiрного

квантування. Пiдроздiл 4.3 присвячений вивченню спектру та хвильових

функцiй електрона в полi зарядженої домiшки у магнiтному полi. У пiд-

роздiлi 4.4 до розгляду беруться поляризацiйнi ефекти, якi дозволяють

за допомогою напруги затвору змiнювати ефективний заряд домiшки.

Нарештi, у пiдроздiлi 4.5 наводяться висновки до роздiлу.

4.2 Заряджена домiшка на скiнченному листi

графену

Розглянемо задачу про одну заряджену домiшку, розмiщену на скiн-

ченному листi графену. Як вiдомо, в континуальнiй границi низькоенер-

гетичнi електроннi збудження графену описуються безмасовим (2+1)-

вимiрним рiвнянням Дiрака. Використанням спецiальних пiдкладок мо-

жна досягти вiдкриття масової щiлини в спектрi електронiв, тодi в га-

мiльтонiанi буде присутнiй ще й масовий доданок:

Ĥ = −i~vF (σx∂x + σy∂y) + ∆σz −
Ze2

κ
v(r), (4.1)

де κ – дiелектрична проникнiсть пiдкладки, а v(r) – функцiя, що опи-

сує регуляризований потенцiал однiєї зарядженої домiшки. Оберемо цю



102

функцiю в наступному виглядi:

v(r) =
1√

r2 + a2
, (4.2)

де a –параметр регуляризацiї потенцiалу. Регуляризацiя такого типу є

природною для графену, адже такий потенцiал створює домiшка, яка

розмiщена не в площинi графену, а дещо змiщена в третiй вимiр на вiд-

стань a. Експериментально це просто реалiзується шляхом розмiщення

домiшки в товщi пiдкладки, неподалiк вiд поверхнi, на якiй лежить гра-

фен.

Для зручностi обчислень проведемо обезрозмiрення. В подальшому

без змiни позначень усi енергетичнi величини виражатимуться в одини-

цях квазiчастинкової щiлини ∆, а всi вiдстанi – в одиницях вiдповiдної

“комптонiвської” довжини хвилi λ∆ = ~vF
∆ . Також введемо позначення

ζ = Zα/κ = Ze2

~vFκ – величина, що характеризує силу потенцiалу.

Розглянемо дiлянку графену у формi диска досить великого радiу-

са R, в центрi якого знаходиться домiшка. На краю цього диска задамо

боголюбiвськi граничнi умови: вважатимемо, що за межами диска носiї

заряду мають дуже велику масову щiлину ∆′ = M∆, M � 1. Фiзичний

змiст таких граничних умов з’ясується згодом.

Оскiльки i потенцiал, i граничнi умови мають аксiальну симетрiю,

то зберiгається момент iмпульсу (точнiше, його проекцiя на вiсь, пер-

пендикулярну до площини графену). Допускається роздiлення змiнних

у полярних координатах (r, θ):

Ψ =

 e−i(m+1)θf(r)

−ie−imθg(r)

 . (4.3)
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Пiсля такої пiдстановки рiвняння Дiрака (Ĥ − ε)Ψ = 0 у компонен-

тах запишеться наступним чином: f ′ + m+1
r f = (1 + ε+ ζv(r))g,

g′ − m
r g = (1− ε− ζv(r))f.

(4.4)

Задача з регуляризованим потенцiалом Кулона допускає лише чи-

сельний розв’язок. Але спочатку дослiдимо асимптотичну поведiнку розв’язкiв

у двох граничних випадках.

1. У малому околi домiшки r → 0, v(r) ≈ v(0) = v0 � {|ε|, 1}. При

m ≥ 0 здiйснимо замiну f = rmϕ(r), g = rmχ(r), тодi виразимо

одну компоненту через другу i отримаємо наближене рiвняння

ϕ′′ +
2m+ 1

r
ϕ′ +

(
ζ2v2

0 −
(2m+ 1)

r2

)
ϕ = 0, (4.5)

регулярним розв’язком якого є ϕ(r) ∼ r. Тодi друга компонента

χ(r) ∼ const при r → 0. Тому слiд обирати граничнi умови в нулi

при чисельному iнтегруваннi системи рiвнянь на радiальнi функцiї

в наступному виглядi:

ϕ(0) = 0, χ(0) = 1. (4.6)

При m < 0 здiйснимо замiну f = r−m−1ϕ(r), g = r−m−1χ(r),

тодi виразимо одну компоненту через другу i отримаємо наближене

рiвняння

χ′′ − 2m+ 1

r
χ′ +

(
ζ2v2

0 +
(2m+ 1)

r2

)
χ = 0, (4.7)

регулярним розв’язком якого є χ(r) ∼ r. Тодi друга компонента

ϕ(r) ∼ const, r → 0. Тому слiд обирати граничнi умови в нулi при
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чисельному iнтегруваннi системи рiвнянь на радiальнi функцiї в

наступному виглядi:

ϕ(0) = 1, χ(0) = 0. (4.8)

2. Поза межами графенового листа r > R. M � {1, |ε|} � v(r),

тодi також можна просто виразити одну компоненту через iншу i

отримати рiвняння:

f ′′ +
f ′

r
−
(
M 2 +

(m+ 1)2

r2

)
f = 0, (4.9)

скiнченний при r →∞ розв’язок якого виражається через функцiю

Макдональда [72]:

f = f0K−m−1(Mr). (4.10)

Вiдповiдна друга компонента має вигляд:

g(r) ≈
f ′ + m+1

r f

M
= −f0K−m(Mr), (4.11)

де враховано властивiсть функцiй Макдональда: K ′ν(z)− ν
zKν(z) =

= −Kν+1(z). Враховуючи асимптотичну поведiнку функцiй Мак-

дональда на нескiнченностi Kν(z) ≈
√

π
2ze
−z, у границi M → ∞

вiдношення f(R)
g(R) → −1, тому гранична умова на краю диска запи-

шеться наступним чином:

(f + g)|r=R = 0. (4.12)

Ця гранична умова вiдповiдає нульовому струмовi через границю



105

областi:

jr = jx cos θ + jy sin θ = Ψ̄(γx cos θ + γy sin θ)Ψ =

= Ψ†(σx cos θ + σy sin θ)Ψ = −i(f ∗g − g∗f) = |f = −g| = 0. (4.13)

Таким чином, задача зводиться до iнтегрування системи рiвнянь

(4.4) з граничними умовами в нулi (4.6) та на краю областi (4.12). Оскiль-

ки система є обмеженою в просторi, спектр її буде дискретним (при вели-

ких R вiн буде чисто дискретним всерединi щiлини i буде уподiбнюватися

неперервному за її межами). Рiвнi енергiї можна знайти за допомогою

шутiнг-методу: за фiксованого довiльного значення енергiї iнтегруємо си-

стему рiвнянь (4.4) з використанням початкової умови (4.6) i обчислюємо

величину [f(R) + g(R)]. Змiнюючи значення енергiї, добиваємося того,

щоб ця величина якомога точнiше дорiвнювала нулю, тобто виконувала-

ся умова (4.12).

Наведемо результати чисельного аналiзу. Використано значення ре-

гуляризуючого параметра a = 0.01 i радiуса обмежуючого диска R = 10.

Основний стан (для нескiнченного графену) має квантове числоm = −1,

тому всi графiки наводяться саме для цього значення.

На Рис. 4.1 наведено залежностi енергiй дискретних рiвнiв у си-

стемi вiд заряду домiшки. Синiй кривiй у випадку нескiнченного листа

графену вiдповiдає основний зв’язаний стан, червоним кривим – нижнiй

континуум неперервного спектру, зеленим кривим – верхнiй контину-

ум та решта зв’язаних станiв. Цiкаво розглянути поведiнку хвильових

функцiй пiсля занурення першого зв’язаного стану до нижнього конти-

нууму. З цiєю метою наводяться графiки радiальної функцiї розподiлу

W (r) = 2πr
N (|f(r)|2 + |g(r)|2), де N =

R∫
0

2πr(|f(r)|2 + |g(r)|2)dr. Графiки

наводяться для докритичного значення заряду ζ = 0.7 (Рис. 4.2) та слаб-
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ко надкритичного значення заряду ζ = 0.763 (Рис. 4.3) (їм вiдповiдають

яскраво зеленi точки на синiй i червонiй кривих на Рис. 4.1).

З графiкiв видно, що пiсля переходу через точку максимального

зближення кривих вiдбувається змiна локалiзацiї хвильових функцiй мiж

ними. Нехай основний зв’язаний стан (синя крива енергiї) спочатку був

незаповнений (т. зв. “гола” домiшка). Всi червонi рiвнi (нижнiй квазi-

континуум) є заповненими. При переходi через точку максимального

зближення кривих, електронна густина на першому заповненому рiвнi

(найвища червона крива) локалiзується на домiшцi (маємо електрон, що

екранує заряд домiшки). А на синiй кривiй, яка тепер уже теж приєд-

нується до квазiконтинууму, електрона немає. Це стандартним чином

iнтерпретується за допомогою зарядового спряження, як дiрка з тiєю ж

масою i додатним зарядом. Як видно з лiвого графiка на рис. 4.3, ця

дiрка локалiзується на периферiї областi.

На Рис. 4.4 для порiвняння наведено “дiркову” густину (радiальну

функцiю розподiлу дiрок для надкритичних значень заряду) для двох

значень радiуса, що обмежує область: R = 10 (синя крива) i R = 15

(зелена крива). Бачимо, що при збiльшеннi обмежуючого радiуса, зро-

стає i вiдстань, на якiй локалiзується дiрка. Тобто у граничному випадку

R→∞ дiрка делокалiзується i є вiльною.

Остаточно, маємо народжену з вакууму електронно-дiркову пару,

електрон локалiзується на К-оболонцi домiшки, екрануючи її заряд, а

дiрка є вiльною i летить на нескiнченнiсть. При збiльшеннi обмежуючого

радiуса R континуальнi рiвнi йдуть дуже часто, через це локалiзований

електрон не має одночастинкової хвильової функцiї, а “розмазаний” по

деякiй областi в континуумi. Це можна побачити з того, що на графiку

для дiркової густини (див. лiвий графiк на Рис. 4.3) бiля початку коор-

динат є невеликий пiк, що вiдповiдає локалiзацiї на домiшцi. Такi пiки є
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Рис. 4.1. Залежностi енергiй дискретних рiвнiв електрона в полi однiєї домiшки вiд
її заряду. a = 0.01, R = 10. Яскраво-зеленими точками вiдмiчено значення заряду,

для яких на наступних графiках побудованi радiальнi функцiї розподiлу.

у кiлькох перших функцiй континууму в надкритичному режимi. Але їх

iнтенсивнiсть поступово падає по мiрi вiддалення вiд краю континууму

(див. Рис. 4.5, де зображено хвильовi функцiї 2, 3, 4, i 5 рiвня нижнього

квазiконтинууму для надкритичного значення заряду ζ = 0.763). Ситуа-

цiя є цiлком аналогiчною до описаної в роботах [11,76], де розглядаються

явища в електродинамiцi (3+1)-вимiрних обмежених систем.

При подальшому зростаннi заряду домiшки, електронна густина, що

на нiй локалiзується (гострий пiк в околi початку координат на графi-

ках радiальної функцiї розподiлу), буде “естафетою” передаватися до все

глибших i глибших рiвнiв нижнього квазiконтинууму. Це цiлком вiдпо-

вiдає ситуацiї для нескiнченного графенового листа, коли пiсля зануре-

ння до нижнього континууму енергiй нижнiй зв’язаний стан електрона

перетворюється в резонанс скiнченної ширини i при зростаннi заряду

домiшки вiн все далi змiщується вглиб континууму.
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Рис. 4.2. Радiальна функцiя розподiлу електронної густини для докритичного зна-
чення заряду ζ = 0.7 (перша пара яскраво-зелених точок на рис. 4.1). Лiвий графiк
вiдповiдає синiй кривiй енергiї i являє собою електронну густину основного стану,
локалiзовану на домiшцi. Правий графiк вiдповiдає червонiй кривiй енергiї i являє
собою першу з хвильових функцiй квазiконтинууму (не локалiзована на домiшцi).
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Рис. 4.3. Радiальна функцiя розподiлу електронної густини для слабко надкритично-
го значення заряду ζ = 0.763 (друга пара яскраво-зелених точок на рис. 4.1). Лiвий
графiк вiдповiдає синiй кривiй енергiї i являє собою хвильову функцiю квазiконти-
нууму, яка локалiзується на периферiї. Правий графiк вiдповiдає червонiй кривiй
енергiї i схожий на електронну густину основного стану, локалiзовану на домiшцi.
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Рис. 4.4. Радiальна функцiя розподiлу дiрок для надкритичних значень заряду для
двох значень радiуса, що обмежує область: R = 10 (синя крива) i R = 15 (зелена

крива).
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Рис. 4.5. Радiальна функцiя розподiлу електронної густини для слабко надкрити-
чного значення заряду ζ = 0.763 для 2, 3, 4 i 5 рiвнiв нижнього квазiконтинууму
(кiлькiсть пiкiв без нульового вiдповiдає номеру рiвня в континуумi). Енергiї цих

рiвнiв зображенi 2, 3, 4, i 5 червоними кривими на Рис. 4.1.

4.3 Заряджена домiшка у магнiтному полi

Тепер дослiдимо електроннi стани у графенi з однiєю зарядженою

домiшкою в магнiтному полi. 2D гамiльтонiан Дiрака, що описує низь-

коенергетичнi квазiчастинковi стани в потенцiалi зарядженої домiшки у

магнiтному полi має наступний вигляд:

Ĥ = vFσπ̂ + V (r), (4.14)

де π̂ = −i~∇ + e
cA, −e < 0 – заряд електрона, векторний потенцiал

в симетричному калiбруваннi A = B/2(−y, x) описує магнiтне поле,

перпендикулярне до площини графену, а σ – вектор iз матриць Паулi.

Хоча внаслiдок явища магнiтного каталiзу [35] ненульова щiлина завжди

генерується в графенi у перпендикулярному магнiтному полi [50, 51], ця
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щiлина є досить малою для реалiстичних магнiтних полiв. Тому для про-

стоти розгляду знехтуємо нею в подальших обчисленнях.

Гамiльтонiан (4.14) дiє на двокомпонентнi спiнори Ψξs, якi несуть

долинний (ξ = ±) i спiновий (s = ±) iндекси. За стандартною домов-

ленiстю, ΨT
+s = (ψA,ψB)K+s, ΨT

−s = (ψB, − ψA)K−s, де iндекси A, B вiд-

повiдають за 2 нееквiвалентнi пiдґратки гексагональної ґратки графену.

Як i в попередньому пiдроздiлi, регуляризуємо кулонiвський потенцiал

домiшки, вводячи параметр a, який за порядком величини спiвпадає з

перiодом ґратки графену, хоча i перевищує його. Регуляризований по-

тенцiал домiшки iз зарядом Q = Ze має наступний вигляд:

V (r) = − Ze2

κ
√
r2 + a2

, (4.15)

де κ – вiдносна дiелектрична проникнiсть пiдкладки. Оскiльки потенцiал

домiшки (4.15) не залежить вiд долинного iндексу i спiну, в подальших

обчисленнях опустимо iндекси ξ та s в енергiях та хвильових функцiях,

вважаючи для визначеностi, що електрон знаходиться в долинi K+.

Для зручностi в подальших обрахунках означимо магнiтну довжи-

ну lB =
√

~c/|eB|, яка є масштабом довжини в данiй задачi, а також

безрозмiрну комбiнацiю ζ = Ze2/(~vF ), що характеризує силу “голої”

домiшки. Зi стратегiчних мiркувань у цьому пiдроздiлi ми не включаємо

дiелектричну проникнiсть пiдкладки κ до величини ζ, а виписуємо скрiзь

окремо. Це пов’язано з тим, що вона фiгуруватиме не лише в комбiнацiї

з зарядом домiшки, а i в деяких формулах окремо.

Оскiльки потенцiал має аксiальну симетрiю вiдносно осi, що пер-

пендикулярна до площини графену, проекцiя повного кутового моменту

на цю вiсь зберiгається. Тому перейдемо до полярних координат (r, θ) i
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будемо шукати хвильову функцiю у наступному виглядi:

Ψ =
1

r

 e−i(m+1)θf(r)

−ie−imθg(r)

 , (4.16)

де m називатимемо орбiтальним квантовим числом. Тодi рiвняння Дiра-

ка набуде форми:  f ′ + m
r f −

r
2l2B
f − E−V (r)

~vF g = 0,

g′ − m+1
r g + r

2l2B
g + E−V (r)

~vF f = 0.
(4.17)

Ця система рiвнянь не допускає аналiтичного розв’язку в термiнах

жодних вiдомих спецiальних функцiй, тому будемо розв’язувати її чи-

сельно, використовуючи “шутiнг”-метод. Але перед цим потрiбно визна-

чити асимптотику розв’язкiв при r → 0, де |V (r)| ≈ |V (0)| = Ze2

κa � |E|.

Ця асимптотика рiзниться для орбiтальних квантових чисел m ≥ 0 i

m < 0. Для m ≥ 0, використовуючи наступну пiдстановку f = rm+1ϕ(r),

g = rm+1χ(r), i виражаючи одну компоненту через iншу, отримаємо на-

ближене рiвняння:

ϕ′′ +
2m+ 1

r
ϕ′ +

(
V 2(0)

~2v2
F

− (2m+ 1)

r2

)
ϕ = 0, (4.18)

яке є повнiстю аналогiчним до рiвняння (4.5) з попереднього пiдроздiлу,

незважаючи на вiдсутнiсть квазiчастинкової щiлини i наявнiсть магнi-

тного поля. Це можна пояснити тим, що на малих вiдстанях вiд домiшки

цiлком домiнує її потенцiал, а зазначенi вище ефекти є малими. Тому, ко-

ристуючись результатами попереднього пiдроздiлу, отримаємо початковi

умови на радiальнi функцiї при m ≥ 0 у формi (4.6), а для m < 0 – у

формi (4.8).

Чисельне iнтегрування системи рiвнянь (4.17) вiдбувається насту-
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пним чином. Здiйснюється “пострiл” з початку координат r = 0 вздовж

характеристики (тобто з урахуванням початкових умов (4.6) or (4.8))

для фiксованого значення енергiї i прослiдковується поведiнка хвильо-

вих функцiй при r → ∞. Вони можуть прямувати до +∞ для одних

значень енергiї або до −∞ для iнших значень. Але мiж цими двома ви-

падками обов’язково iснує промiжних варiант, коли вони прямують до

нуля. Йому якраз i вiдповiдає фiзичний розв’язок рiвняння Дiрака. По-

шук вiдповiдного значення енергiї проводиться методом бiсекцiй (подiлу

навпiл). Для чисельних розрахункiв використовується значення магнi-

тного поля B = 10 Тл i регуляризуючого параметра a = 0.05lB.

Магнiтне поле модифiкує енергетичний спектр електронiв у куло-

нiвському полi зарядженої домiшки, перетворюючи усi стани континууму

у дискретнi рiвнi, а також задає новий ефективний масштаб у системi,

що визначається магнiтною довжиною lB. Зi свого боку, заряджена до-

мiшка знiмає виродження рiвнiв Ландау за орбiтальним квантовим чи-

слом, розщеплюючи їх у зоноподiбнi структури. На Рис. 4.6 суцiльними

лiнiями зображенi залежностi безрозмiрної енергiї ε = ElB/~vF рiвнiв

Ландау з орбiтальним числом m = 0 i рiзними n вiд заряду домiшки у

магнiтному полi B = 10 Тл. Синя суцiльна крива зображує стан з m = 0

для нульового рiвня Ландау, а червонi та зеленi суцiльнi кривi – стани

з нижнього та верхнього “квазiконтинуумiв”, вiдповiдно. При зростаннi

заряду домiшки синя крива спочатку наближається до червоної, а зго-

дом приєднується до квазiконтинууму. Це явище є аналогом занурення

зв’язаного стану до нижнього континууму з одночасним утворенням ре-

зонансу у системi за вiдсутностi магнiтного поля.

Вiдповiдно до Рис. 4.6, ситуацiя є якiсно вiдмiнною у присутностi

магнiтного поля, оскiльки кривi, що вiдповiдають рiзним рiвням, так

i не перетинаються. Натомiсть, спостерiгається типове вiдштовхування
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Рис. 4.6. Безрозмiрнi енергiї ε = ElB/(~vF ) електронних рiвнiв у безщiлинному гра-
фенi у магнiтному полi B = 10 Тл як функцiї заряду домiшки для рiзних орбiтальних
квантових чисел m. Номеру рiвня Ландау (головному квантовому числу) вiдповiдає
колiр кривої: n = +1 – зелений, n = 0 – синiй, n = −1 – червоний; орбiтальному
квантовому числу вiдповiдає тип кривої: m = −1 – пунктирнi (лише для n = +1 та

n = −1), m = 0 – суцiльнi, m = 1 – штриховi, m = 2 – штрих-пунктирнi.

рiвнiв. Як i в попередньому пiдроздiлi, де розглядався скiнченний лист

графену, таке вiдштовхування описується теоремою про неперетинан-

ня Вiгнера–фон Неймана [62], оскiльки цi пiдрiвнi мають однакову си-

метрiю. З графiкiв бачимо, що зазначене вiдштовхування вiдбувається

лише мiж пiдрiвнями з однаковими орбiтальними квантовими числами

m. Наприклад, особливо гарно це явище прослiдковується для рiвнiв

n = 1, m = −1 та n = −1, m = −1, трохи менш виразно для рiвнiв

n = 0, m = 0 та n = −1, m = 0. Стани з рiзними орбiтальними момента-

ми m просто перетинаються без нiякого вiдштовхування.

На Рис. 4.7 зображенi радiальнi функцiї розподiлу електронної гу-
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стини W (r) = 2πr|Ψnm|2 для станiв з m = 0 та n = 0, − 1, − 2 для

трьох рiзних значень заряду домiшки ζ/κ = 0.7, 1.3, i 1.9. Друге значе-

ння вiдповiдає станам поблизу точки неперетинання, див. синю та чер-

вону суцiльнi кривi на Рис. 4.6. Коли заряд домiшки малий (лiва верхня

панель Рис. 4.7), електронна густина слабко спотворена домiшкою i ра-

дiальнi функцiї розподiлу вищезазначених станiв мають 1, 2 i 3 максиму-

ми, вiдповiдно. Коли заряд зростає, крайнi злiва максимуми на графiках

W (r) змiщуються до мiсця розташування домiшки (початку координат,

r = 0), перетворюючись у гострi пiки. У момент неперетинання рiвнiв

(ζ/κ ≈ 1.3, права верхня панель Рис. 4.7) найвищий пiк має синя крива,

що вiдповiдає n = 0. До того ж, на кожнiй кривiй з’являється додатко-

вий максимум, що наївно вiдповiдає зсуву на 1 нумерацiї рiвнiв Ландау.

Звернiть увагу, що синя суцiльна крива на нижнiй панелi якiсно має та-

кий же вигляд, як червона штрихова крива на лiвiй верхнiй панелi, а

червона штрихова крива – як зелена штрих-пунктирна. Це означає, що

пiсля точки вiдштовхування рiвнi Ландау нумеруються вже не з 0, а з

−1, а електронна густина колишнього нульового рiвня Ландау у виглядi

гострих пiкiв одночасно фiгурує на графiках декiлькох рiвнiв. Це якiсно

вiдповiдає ситуацiї без магнiтного поля, коли пiсля занурення до кон-

тинууму зв’язаний стан перетворюється у резонанс скiнченної ширини,

збурюючи хвильовi функцiї континууму в смузi енергiй, порядку ширини

резонансу [41]. По мiрi збiльшення заряду домiшки пiки поблизу початку

координат на графiках радiальної функцiї розподiлу поступово мiгрують

до глибше лежачих рiвнiв. Тому на нижнiй панелi Рис. 4.7 цi пiки вже

майже непомiтнi.

Поки що до розгляду не бралося екранування зарядженої домiшки

за рахунок поляризацiйних ефектiв, що буде зроблено в наступному пiд-

роздiлi.
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Рис. 4.7. Радiальнi функцiї розподiлу електронної густини для рiвнiв Ландау з m = 0
i n = 0 (синi суцiльнi кривi), n = −1 (червонi штриховi кривi) та n = −2 (зеленi
штрих-пунктирнi кривi) i трьох рiзних значень заряду домiшки: ζ/κ = 0.7 (лiва

верхня панель), ζ/κ = 1.3 (права верхня панель), ζ/κ = 1.9 (нижня панель).

4.4 Змiна ефективного заряду домiшки за

рахунок поляризацiйних ефектiв

Силою потенцiалу домiшки i, як наслiдок, розщепленням рiвнiв Лан-

дау можна ефективно керувати за допомогою напруги затвору. Це було

продемонстровано в експериментi у роботi [12]. Автори стверджують, що

таке регулювання можливе завдяки екранувальним властивостям двови-

мiрної електронної системи. Iнформацiю про цi властивостi мiстить у собi

статична поляризацiйна функцiя системи. Щоб описати цей ефект тео-

ретично, спочатку розглянемо поляризацiйну функцiю без урахування

впливу зарядженої домiшки. Беручи до уваги густину заряду, що iн-

дукується за рахунок поляризацiї, запишемо електростатичне рiвняння
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Пуассона у наступному виглядi:

√
−∆2DV

(0)
tot (x) = −2πZe2

κ
δ(2)(x)− 2πe2

κ

∫
d2yΠ(0)(x− y;µ)V

(0)
tot (y),

(4.19)

де поляризацiйна функцiя Π(0)(x − y;µ) обчислюється з використан-

ням хвильових функцiй електрона за вiдсутностi кулонiвської домiшки.

Звернiть увагу, що у рiвняннi фiгурує псевдодиференцiальний оператор
√
−∆2D, який необхiдний для правильного опису кулонiвської взаємодiї

у розмiрнiсно редукованих електродинамiчних системах [83–86].

Щоб отримати ефективне рiвняння для планарного розподiлу гу-

стини заряду у виглядi (4.19), слiд розпочати з формули для потенцiалу

Кулона у просторi Фур’є в трьох просторових вимiрах Ṽ (q,qz) ∼ 1
q2+q2z

,

де q – вектор iмпульсу в площинi, а qz – третя компонента iмпульсу,

перпендикулярна до площини. Для отримання ефективного потенцiа-

лу, який створює планарний розподiл заряду, треба проiнтегрувати по

qz. Тодi отримаємо, що шуканий ефективний потенцiал у двовимiрному

Фур’є-просторi набуває вигляду Ṽeff(q) ∼ 1
|q| . Очевидно, що вiдповiдний

потенцiал у координатному просторi задовольняє двовимiрному рiвнян-

ню (4.19), де поляризацiйна функцiя вiдсутня. Оскiльки у правiй частинi

рiвняння фiгурує повна густина заряду в системi, то iндукований заряд

за рахунок поляризацiї включається туди адитивним чином, що виражає

принцип суперпозицiї в електродинамiцi.

У iмпульсному просторi рiвняння (4.19) буде алгебраїчним:(
q +

2πe2

κ
Π(0)(0,q;µ)

)
V

(0)
tot (q) = −2πZe2

κ
. (4.20)
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Розв’язуючи його та здiйснюючи обернене перетворення Фур’є, можна

отримати вираз для екранованого потенцiалу зарядженої домiшки:

V
(0)
tot (x) = −Ze

2

κ

∫
d2q

2π

exp(iqr)

|q|+ 2πe2

κ Π(0)(0,q;µ)
=

= −Ze
2

κ

+∞∫
0

dq
q J0(q|x|)

q + 2πe2

κ Π(0)(0,q;µ)
. (4.21)

Тут верхнiй iндекс 0 вiдображає той факт, що поляризацiйна функцiя

обчислена по незбурених хвильових функцiях, якi враховують наявнiсть

лише зовнiшнього магнiтного поля i не мiстять iнформацiї про зарядже-

ну домiшку.

Статична поляризацiйна функцiя одношарового графену в однорi-

дному зовнiшньому магнiтному полi при нульовiй температурi має на-

ступний вигляд [13]:

Π(0)(0,q;µ) =
Nf

4πl2B

{
nc∑
n=0

∑
λ=±

Qλλ
nn

(
q2l2B

2

)
δΓ(µ− λMn)−

−
nc∑

n,n′=0

∑
λ,λ′=±

λn 6=λ′n′

Qλλ′

nn′

(
q2l2B

2

)
θΓ(µ− λMn)− θΓ(µ− λ′Mn′)

λMn − λ′Mn′

}
, (4.22)

де Mn = ~vF
lB

√
2n – енергiї рiвнiв Ландау. Також через розбiжнiсть однiєї

з сум за рiвнями Ландау було означено ультрафiолетовий обрив nc, який

диктується скiнченною шириною енергетичної зони у графенi i чисельно

оцiнюється як nc = 104/B[Тл].

Як i в експериментi [12], розглянемо систему з двох перехрещених

шарiв графену, якi розорiєнтованi на великий кут вiд берналiвського упо-

рядкування [87], так що можна знехтувати переходами електронiв з одно-

го шару в iнший. Це не змiнює лiнiйного спектру одношарового графену,
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але дає додаткове двократне виродження, тому множник Nf = 2s2l = 4

враховує спiнове виродження, а також наявнiсть другого шару графену.

У експериментi така система з двох шарiв дозволяє зменшити випадковi

флуктуацiї потенцiалу, спричиненi неiдеальнiстю пiдкладки. У формулi

(4.22) фiгурують модифiкованi дельта-функцiя δΓ(x) = Γ
π

1
x2+Γ2 та сходин-

кова функцiя Хевiсайда θΓ(x) = 1
2 + 1

π arctan
(
x
Γ

)
, якi моделюють ушире-

ння рiвнiв Ландау за рахунок наявностi статистичних неоднорiдностей,

на яких розсiюються носiї заряду. Нарештi, функцiї Qλλ′

nn′(y) означенi на-

ступним чином:

Qλλ′

nn′(y) = e−yy|n−n
′|

√(1 + λλ′δ0,n>)n<!

n>!
L|n−n

′|
n<

(y) +

+ λλ′(1− δ0,n<)

√
(n< − 1)!

(n> − 1)!
L
|n−n′|
n<−1 (y)

)2

, (4.23)

де n< = min(n, n′), n> = max(n, n′) i Lmn (y) – узагальненi многочлени

Лаггера.

Перший доданок у формулi (4.22) описує внесок вiд переходiв все-

рединi рiвня Ландау, в той час як другий доданок представляє внески

вiд мiжрiвневих переходiв. Для малої ширини рiвнiв Ландау перший до-

данок виглядає як послiдовнiсть дельта-функцiй, а тому дає ненульовий

результат лише тодi, коли хiмiчний потенцiал лежить всерединi рiвня

Ландау. Для малих значень хвильового вектора (q � l−1
B ) поляризацiйна

функцiя (4.22) поводить себе наступним чином [13]:

Π(0)(0,q;µ) ' κ

2πe2
(qTF + d · q2), (4.24)
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де хвильовий вектор Томаса-Фермi

qTF =
e2Nf

κl2B

nc∑
n=0

∑
λ=±

(2− δ0n)δΓ(µ− λMn) (4.25)

визначає довгохвильове екранування зовнiшнiх зарядiв, а параметр d

визначається за формулою:

d = −e
2Nf

2κ

nc∑
n=0

∑
λ=±

(4n+ δ0n)δΓ(µ− λMn)−

− e2Nf lB

2
√

2κ~vF

nc−1∑
n=0

∑
λ,λ′=±

θΓ(µ− λMn+1)− θΓ(µ− λ′Mn)

(λ
√
n+ 1− λ′

√
n)3

. (4.26)

Рисунок 4.8 iлюструє залежнiсть статичної поляризацiйної функцiї

(4.22) i її перших двох довгохвильових доданкiв (4.25) та (4.26) вiд хiмi-

чного потенцiалу. На Рис. 4.9 наводяться для порiвняння графiки потен-

цiалу домiшки без урахування поляризацiйних ефектiв (синя суцiльна

крива) та з їх урахуванням. Розглянемо випадок, коли хiмiчний потенцi-

ал лежить мiж рiвням Ландау. Тодi хвильовий вектор Томаса-Фермi (4.25)

близький до нуля (див. Рис. 4.8) i кулонiвський потенцiал домiшки екра-

нується слабко, хоча навiть у цьому випадку графен дає внесок до повної

дiелектричної функцiї при великих i середнiх iмпульсах, що ефективно

зменшує заряд домiшки (червона штрихова крива на Рис. 4.9). Як на-

слiдок, потенцiал на великих вiдстанях прямує до свого неекранованого

значення, в той час як при малих i середнiх вiдстанях вiн помiтно посла-

блений. З iншої сторони, коли хiмiчний потенцiал лежить всерединi рiвня

Ландау, екранування працює набагато ефективнiше завдяки великому

хвильовому вектору Томаса-Фермi qTF (див. зелену штрих-пунктирну

криву на Рис. 4.9). Це створює прекраснi передумови для регулюван-

ня сили потенцiалу домiшки за допомогою напруги затвору. Бiльше то-
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Рис. 4.8. Залежнiсть безрозмiрної поляризацiйної функцiї Π̃ = (4π~vF lB/Nf )Π(0,q;µ)
вiд хiмiчного потенцiалу i хвильового вектора (верхня панель), а також залежностi
двох перших коефiцiєнтiв q̃TF = (2κ~vF lB/e2Nf )qTF, d̃ = (2κ~vF/e2Nf lB)d ї ї розкла-

ду (4.24) вiд хiмiчного потенцiалу (середня та нижня панель, вiдповiдно).
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го, коефiцiєнт d, виражений формулою (4.26), в останньому випадку є

вiд’ємним (див. нижню панель на Рис. 4.8), що означає немонотонну по-

ведiнку поляризацiйної функцiї Π(0)(0,q;µ) при змiнi хвильового вектора

з пiком при q = 0. Така поведiнка поляризацiйної функцiї призводить до

осциляцiй екранованого потенцiалу (зелена штрих-пунктирна лiнiя на

Рис. 4.9) зi змiною його знаку (тобто переекранування потенцiалу) при

промiжних вiдстанях, порядку кiлькох магнiтних довжин.
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Рис. 4.9. Незаекранований регуляризований кулонiвський потенцiал (синя суцiльна
крива), а також екранований потенцiал домiшки як функцiї вiдстанi r/lB у випадках,
коли хiмiчний потенцiал лежить мiж рiвнями Ландау (червона штрихова крива) i

всерединi рiвня Ландау (зелена штрих-пунктирна крива).

Тепер розглянемо електроннi стани. Чисельно iнтегруючи рiвняння

Дiрака з екранованим потенцiалом (4.21) тим же методом, що i в попе-

редньому пiдроздiлi, отримаємо електронний спектр, який показує, що

рiвнi Ландау дещо зсунутi i розщепленi на пiдрiвнi з рiзними квантови-

ми числами m. Для чисельного аналiзу оберемо значення заряду “голої”

домiшки Z = +2 i дiелектричної проникностi системи на поверхнi крем-

нiєвої пiдкладки κ = (1+κSi)/2 = 2.5. Енергiї електронних пiдрiвнiв для

кiлькох перших рiвнiв Ландау зображенi на Рис. 4.10.
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У загальному випадку, розщеплення рiвнiв Ландау за квантовим

-2 0 2 4 6 8 10
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0

1

2

m

Esn,m

Рис. 4.10. Енергiї рiвнiв Ландау з n = 0, ± 1,±2,±3, розщепленi за квантовим чи-
слом m у потенцiалi екранованої домiшки у магнiтному полi, вираженi в одиницях
ефективної магнiтної енергiї ~vF/lB = 81.2меВ у випадку, коли хiмiчний потенцiал
лежить у промiжку мiж рiвнями Ландау. “Голий” заряд домiшки Z = +2, дiелектри-

чна проникнiсть κ = 2.5, магнiтне поле B = 10Тл.

числом m може бути знайдене лише чисельними методами. Але для ве-

ликих значень m основний внесок дає область простору, вiддалена вiд

початку координат. Там потенцiал уже досить слабкий, а тому зсув пiд-

рiвнiв у ньому можна обчислити за теорiєю збурень. Незбурена хвильова

функцiя нульового рiвня Ландау для електрона у магнiтному полi має

наступний вигляд:

Ψ
(0)
0m(r) =

e
− r2

4l2
B

lB
√

2πm!

 0(
r2

2l2B

)m/2
e−imθ

 . (4.27)
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Тому розщеплення цього рiвня можна оцiнити так:

δE0m = 〈0m|Vtot(r)|0m〉 =

∫
d2r Ψ

(0)†
0m Vtot(r)Ψ

(0)
0m =

∞∫
0

W (r)Vtot(r)dr,

(4.28)

де W (r) = 2πr|Ψ(0)
0m(r)|2 = 1

2mm!l2m+2
B

e−r
2/(2l2B)r2m+1 – радiальна функцiя

розподiлу електронної густини. При великих значенняхm вона має вузь-

кий i гострий пiк на вiдстанi rpeakm = lB
√

2m+ 1, яка визначається з умови

екстремуму W ′(r) = 0. Для великих кутових моментiв m, розщеплення

рiвнiв можна оцiнити як Vtot(rpeakm ), що наближено дає значення δE0m з

одновiдсотковою похибкою для станiв з m ≥ 10.

Завдяки додатковому виродженню gsgvgl = 8, що пов’язане зi спiно-

вими, долинними ступенями вiльностi, а також iз наявнiстю двох графе-

нових листiв (gs = gv = gl = 2), повна кратнiсть виродження рiвня Лан-

дау на одиницю площi становить n0(B) = gsgvgl(Be/hc) ≈ 2 · 1012 см−2

у магнiтному полi B = 10Тл. Оскiльки зразки, якi використовуються в

експериментi [12], є обмеженими за площею, в розрахунках також роз-

глянемо зразок скiнченних розмiрiв, 500 × 500 нм. Таким чином, є при-

близно N = n0(B)S
gsgvgl

≈ 600 пiдрiвнiв з рiзними квантовими числами m на

кожному рiвнi Ландау, тому максимальне квантове число кутового мо-

менту на n-му рiвнi Ландау становить mmax = N − |n| − 1. За рахунок

неуникної наявностi дефектiв та домiшок пiдрiвнi не є нескiнченно тон-

кими, а дещо уширенi. Для оцiнки вiзьмемо значення Γ = 0.05~vF/lB,

що використовувалося в роботi [12]. З урахуванням такого уширення,

iнтегральна густина станiв для нульового рiвня Ландау має вигляд:

dN(E)

dE
=

mmax∑
m=0

δΓ(E − δE0m), (4.29)

де фiгурує уширена дельта-функцiя δΓ(x), яка означена в текстi пiсля
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формули (4.22). Ця густина станiв зображена на Рис. 4.11. Оскiльки за-

ряджена домiшка найбiльше змiщує пiдрiвнi з малими квантовими числа-

ми m, то у формулi (4.29) для m ≤ 6 використовуються точнi значення

енергiй пiдрiвнiв, отриманi з чисельного iнтегрування рiвняння Дiрака.

Енергiї ж всiх iнших пiдрiвнiв оцiнюються за теорiєю збурень, вiдповiд-

но до формули (4.28), похибка якої є меншою за 1% для цих станiв. Як

видно з Рис. 4.11, нульовий рiвень Ландау є дещо змiщеним влiво вiд-

носно свого незбуреного положення. Таким чином, при нульовiй напрузi

затвору (нульовому хiмiчному потенцiалi) заповненою є бiльша частина

цього рiвня. Тому залежностi µ(Vg) i, як наслiдок, Π(0)(0,q;µ(Vg)) мають

значну асиметрiю по напрузi затвору.
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Рис. 4.11. Iнтегральна густина станiв на нульовому рiвнi Ландау, який розщеплений
у потенцiалi зарядженої домiшки.

Вiдповiдно до даних, що наведенi в роботах [1, 88], типова товщина

шару пiдкладки з оксиду кремнiю SiO2, яка використовується в експери-

ментах, є t ≈ 300нм. Тому густина носiїв заряду пов’язана з напругою

затвору як n = κVg/(te) ≈ ≈ 7×1010Vg[В] см−2. Беручи до уваги розмiри

графенового листа, кiлькiсть електронiв, що з’являються в системi вна-
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Рис. 4.12. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд прикладеної напруги затвору.

слiдок прикладання напруги затвору, дорiвнює ∆N = nS ≈ 175 · Vg[В].

З iншої сторони, ця надлишкова кiлькiсть носiїв заряду визначається

надлишковим заповненням рiвня Ландау: ∆N = gsgvgl
∫ µ

0
dN
dE dE. Та-

ким чином, iнтегруючи вираз (4.29) по енергiї, отримаємо залежнiсть

Vg(µ) = 8
175

∫ µ
0
dN
dE dE. Слiд звернути увагу, що в загальному випадку спiв-

вiдношення мiж густиною заряду n та напругою затвору Vg не є строго

лiнiйним внаслiдок ефектiв квантової ємностi поблизу точки Дiрака. Але

вимiрювання, здiйсненi в роботах [1, 88] повнiстю узгоджуються з лiнiй-

ною залежнiстю, тому i тут користуємося таким наближенням. Обертаю-

чи знайдену залежнiсть отримаємо функцiю µ = µ(Vg), яка зображена на

Рис. 4.12. Описана процедура обчислення хiмiчного потенцiалу як фун-

кцiї напруги затвору легко може бути розширена i на вищi рiвнi Ландау.

Локальну густину станiв (local density of states, LDOS) можна обчи-

слити за формулою:

ρ(r, E,µ) = gsgvgl
∑
n,m

|Ψnm(r)|2δΓ(E − Enm(µ)), (4.30)



126

де енергiї пiдрiвнiв залежать вiд хiмiчного потенцiалу через екранований

потенцiал домiшки. В експериментi [12] спектр електронiв визначався

шляхом вимiрювання диференцiальної тунельної провiдностi dI/dVbias у

мiсцi розташування щупа електронного мiкроскопа як функцiї напруги

змiщення Vbias = (E −EF )/e, де EF – енергiя рiвня Фермi (при нульовiй

або близькiй до нуля температурi EF ≈ µ, тому надалi нехтуватимемо

вiдмiнностями мiж ними). Далеко вiд домiшки локальна густина станiв

демонструє практично незмiщенi рiвнi Ландау, тому що на великих вiд-

станях (r � lB) внесок дають лише хвильовi функцiї станiв з великими

значеннями кутового моменту m. Енергiї цих станiв змiщенi незначно,

тому Enm ≈ E
(0)
n = sign(n)(~vF/lB)

√
2|n|. До того ж, завдяки аксiальнiй

симетрiї потенцiалу, поправки до хвильових функцiй виникнуть лише

у другому порядку теорiї збурень, а тому з гарною точнiстю їх можна

замiнити незбуреними хвильовими функцiями Ψnm(r) ≈ Ψ
(0)
nm(r). У цьо-

му випадку можна провести сумування за квантовим числом кутового

моменту m i отримати

ρ(r � lB, Vbias,µ) =
gsgvgl
2πl2B

nc∑
n=−nc

δΓ(eVbias + µ− E(0)
n ). (4.31)

Таким чином, локальна густина станiв на великих вiдстанях є ду-

же подiбною до випадку, коли домiшка взагалi вiдсутня, i єдиний вплив

останньої – це асиметрiя по хiмiчному потенцiалу завдяки змiщенню рiв-

нiв Ландау. Тобто на великих вiдстанях вiд домiшки (r � lB) локальна

густина станiв демонструє послiдовнiсть пiкiв, якi вiдповiдають незбуре-

ним рiвням Ландау. Як видно з Рис. 4.13, пiки розмiщуються при напру-

гах змiщення eVbias = E
(0)
n − µ. Це узгоджується з експериментальними

спостереженнями (див. Рис. 3(a) у роботi [12]).

Щоб врахувати зворотнiй вплив домiшки на поляризацiйну фун-
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Рис. 4.13. Локальна густина станiв на великiй вiдстанi вiд домiшки як функцiя напруг
змiщення та затвору.

кцiю, пiдемо наступним шляхом. Знехтуємо впливом домiшки на хвильо-

вi функцiї (як зазначалося ранiше, поправка до них з’являється лише у

другому порядку теорiї збурень завдяки аксiальнiй симетрiї потенцiалу),

таким чином зберiгаючи трансляцiйну симетрiю поляризацiйної функцiї.

Але будемо враховувати зсув i розщеплення енергетичних рiвнiв пiд дiєю

потенцiалу домiшки.

Коли домiшка вiдсутня, рiвнi Ландау є виродженими за орбiталь-

ним квантовим числом i всi gsglgvN ≈ 4800 електронiв на кожному з

рiвнiв мають однакову енергiю, яка визначається лише номером рiвня

Ландау – головним квантовим числом n. Розглянемо нульовий рiвень

Ландау. Вiдповiдний внесок вiд усiх його електронiв до поляризацiйної

функцiї дорiвнює δΠ0 =
Nf

4πl2B
2Q++

00 (
q2l2B

2 ,0)δΓ(µ). Оскiльки потенцiал до-

мiшки розщеплює рiвнi Ландау, знiмаючи виродження за орбiтальним

квантовим числом m, кожен пiдрiвень з фiксованим m мiстить лише 8

електронiв. Природно, що внесок кожного з пiдрiвнiв має бути в 600 разiв

меншим за внесок усього рiвня Ландау, тому що поляризацiйнi ефекти
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пропорцiйнi до кiлькостi електронiв, якi беруть участь в екрануваннi

зовнiшнього потенцiалу. Тому наближення, що дозволить врахувати змi-

щення та уширення рiвнiв Ландау за рахунок наявностi домiшки, – це

замiна в першому доданку для n = 0 у формулi (4.22) уширеної дельта-

функцiї δΓ(µ) на 1
N
dN
dE

∣∣
E=µ

, де iнтегральна густина станiв dN/dE наведена

у формулi (4.29). З урахуванням усього сказаного вище, поляризацiйна

функцiя набуде вигляду:

Π(0)(0,q;µ) =
Nf

4πl2B

{
2Q++

00 (q2l2B/2,0)

mmax + 1

mmax∑
m=0

δΓ(µ− δE0m)+

+

nc∑
n=1

∑
λ=±

Qλλ
nn

(
q2l2B/2,0

)
δΓ(µ− λMn)−

−
nc∑

n,n′=0

∑
λ,λ′=±

λn 6=λ′n′

Qλλ′

nn′
(
q2l2B/2,0

) θΓ(µ− λMn)− θΓ(µ− λ′Mn′)

λMn − λ′Mn′

}
. (4.32)

У такий спосiб ми вносимо змiщення та додаткове уширення рiвнiв

Ландау внаслiдок кулонiвського потенцiалу домiшки. Аналогiчнi проце-

дури можна проробити для iнших рiвнiв Ландау, але тут зосередимося

лише на нульовому рiвнi i дослiдимо випадок, коли хiмiчний потенцi-

ал проходить через нього. Така замiна робить поляризацiйну функцiю

асиметричною по вiдношенню до замiни знаку хiмiчного потенцiалу. I

це добре видно на графiках локальної густини станiв, що наведенi на

Рис. 4.14.

Послiдовнiсть дiй для обчислення локальної густини станiв насту-

пна. Фiксуємо значення хiмiчного потенцiалу (напруги затвору) i, ви-

користовуючи поляризацiйну функцiю (4.32), обчислюємо за формулою

(4.21) екранований потенцiал домiшки V (0)
tot (x). Чисельно iнтегруємо рiв-

няння Дiрака з цим потенцiалом i отримуємо енергiї кiлькох перших
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Рис. 4.14. Локальна густина станiв поблизу точки розташування домiшки для чоти-
рьох значень напруги затвору. Остання панель демонструє локальну густину станiв

за вiдсутностi екранування.
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рiвнiв Ландау та вiдповiднi хвильовi функцiї. Далi, за формулою (4.30)

обчислюємо локальну густину станiв, яка зображена на Рис. 4.14. Для по-

рiвняння з експериментальними даними обрано такi ж значення напруги

затвору, як i в роботi [12]. З графiкiв чiтко видно, що домiшка сильно

екранується, коли хiмiчний потенцiал знаходиться всерединi рiвня Лан-

дау (напруги затвору Vg = −10В, −5В, 0В), i екранування значно осла-

блене, коли хiмiчний потенцiал лежить мiж рiвнями Ландау (Vg = +7В).

Також на останнiй панелi на Рис. 4.14 зображено для порiвняння локаль-

ну густину станiв у випадку, коли поляризацiйнi ефекти “вимкненi”. Ба-

чимо, що розщеплення рiвнiв є значно бiльш ефективним у порiвняннi з

випадком, коли екранування включене до розгляду.

4.5 Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi дослiджуються особливостi виникнення та можли-

востi реалiзацiї явища надкритичної нестабiльностi у системах, де iснує

лише дискретний спектр енергiї електронiв. До таких систем належать,

зокрема, лист графену скiнченних розмiрiв або графен у зовнiшньому

магнiтному полi.

Як виявилося, в таких системах явище надкритичного атомного ко-

лапсу не може виникати в традицiйному розумiннi, коли зв’язаний стан

електрона у потенцiалi зарядженої домiшки занурюється до нижнього

континууму енергiй i перетворюється в резонанс, тому що континууми

вiдсутнi. Натомiсть, виникає iнший прояв цього явища, який полягає у

перегрупуваннi енергетичних рiвнiв електрона при перевищеннi зарядом

домiшки деякого критичного значення.

Аналiз поведiнки хвильових функцiй при переходi системи через то-

чку максимального зближення енергетичних рiвнiв показав, що явище

можна iнтерпретувати практично так, як i ранiше. Енергетичнi рiвнi си-
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стеми можна досить чiтко роздiлити на верхнiй та нижнiй “квазiконтину-

уми” i кiлька дискретних рiвнiв мiж ними, якi при поступовому збiльшен-

нi заряду домiшки виходять iз верхнього квазiконтинууму, змiщуються

вниз i, врештi, зливаються з нижнiм квазiконтинуумом. Це якiсно вiдпо-

вiдає поведiнцi рiвнiв у класичному варiантi явища. До того ж, у момент,

коли дискретний рiвень пiдходить до квазiконтинууму, щоб приєднатися

до нього, його електронна густина передається кiльком близько лежачим

рiвням у виглядi гострих пiкiв поблизу початку координат. Це вiдповiдає

тому, що утворився резонанс у нижньому континуумi, який збурює хви-

льовi функцiї континууму в смузi енергiй, порядку його ширини. При

поступовому збiльшеннi заряду цi пiки з’являються у все бiльш глибоко

лежачих рiвнiв, що вiдповiдає змiщенню резонансу углиб континууму.

Єдиною вiдмiннiстю є те, що зв’язаний стан не перетинає рiвнiв ква-

зiконтинууму при збiльшеннi заряду домiшок. Такий перетин забороняє

теорема Вiгнера–фон Неймана, оскiльки рiвнi мають однаковi квантовi

числа кутового моменту, а отже, i однакову симетрiю. Але таке непере-

тинання не заважає обмiну електронними густинами мiж цими станами.

Пiсля проходження системою критичного значення заряду рiвнi квазi-

континууму якiсно мають такий же вигляд, незважаючи на те, що до

них приєднався ще один рiвень. Тобто вiдбувається зсув нумерацiї рiв-

нiв квазiконтинууму на 1. А електронна густина “зайвого” рiвня, як уже

було зазначено вище, розподiляється мiж кiлькома станами континууму

у виглядi гострих пiкiв поблизу початку координат.

Наявнiсть зовнiшнього магнiтного поля дає спосiб ефективного ре-

гулювання сили потенцiалу домiшки за рахунок поляризацiйних ефектiв.

Як було показано експериментально, екранування зарядженої домiшки

дуже сильно залежить вiд положення хiмiчного потенцiалу, яке можна

змiнювати прикладанням напруги затвору. Щоб описати цей ефект те-



132

оретично, треба врахувати поляризацiю в магнiтному полi, яка, як ви-

явилося, сильно залежить вiд положення хiмiчного потенцiалу вiдносно

рiвнiв Ландау. Коли хiмiчний потенцiал лежить всерединi рiвня Лан-

дау, екранування є дуже iнтенсивним, тому ефективний заряд домiшки

значно зменшується. На додачу, немонотонна залежнiсть статичної поля-

ризацiйної функцiї вiд iмпульсу з максимумом при q = 0 призводить до

осциляцiй екранованого потенцiалу як функцiї вiдстанi зi змiною знаку.

Тому в деяких областях потенцiал домiшки навiть стає притягальним,

тобто вiдбувається переекранування. З iншої сторони, коли хiмiчний по-

тенцiал лежить мiж рiвнями Ландау, екранування мiнiмальне i домiшка

значно впливає на спектр електронiв. Така поведiнка нещодавно спосте-

рiгалася експериментально в роботах [12,67], якi послугували мотивацiєю

для дисертацiйного дослiдження.

За матерiалами цього роздiлу опублiковано статтю [18].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена теоретичному дослiдженню властивостей елек-

тронних станiв у графенi з зарядженими домiшками. Зокрема, розгля-

дається явище надкритичної нестабiльностi, умови його виникнення та

особливостi прояву в системах домiшок iз зарядами одного та рiзних зна-

кiв. Також дослiджується можливiсть реалiзацiї цього явища у системах,

де спектр електронiв є виключно дискретним: листi графену обмеженої

площi та графенi у зовнiшньому магнiтному полi. Окрiм того, вивчає-

ться вплив поляризацiйних ефектiв на екранування потенцiалу домiшок

у графенi в магнiтному полi. Отже, головнi результати дисертацiйної ро-

боти полягають у наступному:

1. У найпростiшому кластерi з двох однойменно заряджених домi-

шок обчислено критичну вiдстань, за якої дискретний рiвень з най-

нижчою енергiєю занурюється до нижнього континууму i перетво-

рюється в резонанс. Встановлено, що критична вiдстань зростає

при збiльшеннi заряду домiшок i при зменшеннi ширини квазiча-

стинкової щiлини в зонному спектрi графену. У граничному ви-

падку безщiлинного графену надкритична нестабiльнiсть настає

при перевищеннi сумарним зарядом домiшок критичного значення

2Zcα/κ = 1/2, незалежно вiд вiдстанi мiж ними. У надкритичному

режимi при збiльшеннi заряду домiшок або при зменшеннi вiдстанi

мiж ними резонанс змiщується вглиб континууму i уширюється.

2. За допомогою технiки лiнiйних комбiнацiй атомних орбiталей та ва-

рiацiйного методу Гальоркiна-Канторовича проведенi розрахунки

спектру та хвильових функцiй електрона в полi електричного ди-

поля, утвореного двома протилежно зарядженими домiшками. Ви-

явлено, що для достатньо великих зарядiв домiшок при збiльшеннi



134

вiдстанi мiж ними хвильова функцiя найвищого заповненого еле-

ктронного стану змiнює свою локалiзацiю з негативно зарядженої

домiшки на позитивно заряджену. Це явище є новим проявом над-

критичної нестабiльностi, коли електрон та дiрка народжуються з

вакууму в зв’язаних станах з вiдповiдними домiшками. Результа-

ти узагальнено на асиметричний випадок, коли заряди домiшок є

рiзнойменними i вiдрiзняються за абсолютним значенням.

3. У системах, де спектр електронiв є виключно дискретним, було по-

казано, що надкритична нестабiльнiсть також реалiзується, але з

певними вiдмiнностями. При досягненнi критичного значення за-

ряду один iз дискретних рiвнiв наближається до нижнього “квазi-

континууму” i без перетину приєднується до нього. При цьому вiн

перестає локалiзуватися на домiшцi i його хвильова функцiя при-

ймає вигляд, характерний для станiв квазiконтинууму. Одночасно з

цим, у кiлькох перших рiвнiв квазiконтинууму спостерiгається збу-

рення хвильових функцiй у виглядi гострих пiкiв поблизу початку

координат. Це якiсно повторює картину утворення резонансного

стану у традицiйному варiантi надкритичної нестабiльностi.

4. Враховано поляризацiйнi ефекти у магнiтному полi, завдяки яким

потенцiал зарядженої домiшки значно екранується. Показано, що

екранування залежить вiд положення хiмiчного потенцiалу: якщо

вiн лежить всерединi рiвня Ландау, то поляризацiя дуже сильна i

ефективний заряд домiшки значно зменшується, якщо ж вiн зна-

ходиться мiж рiвнями Ландау, – екранування менш ефективне. Це

дає змогу регулювати силу потенцiалу домiшки шляхом приклада-

ння напруги затвору.
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Додаток А Розв’язок рiвняння Дiрака для
одновимiрної прямокутної потенцiальної ями

У цьому додатку проводяться обчислення енергетичного спектру та

хвильових функцiй дiракiвського електрона в одновимiрнiй прямокутнiй

потенцiальнiй ямi. Цi результати є корисними при аналiзi поведiнки спе-

ктру i хвильових функцiй електрона в дипольному прямокутному потен-

цiалi, який розглядається в пунктi 3.2.2 роздiлу 3 даної дисертацiї.

Розглянемо одновимiрну задачу з прямокутною потенцiальною ямою:

v(x) =


0, якщо x < −d;

−v0, якщо − d ≤ x < d;

0, якщо x ≥ d.

(А.1)

Обезрозмiрене рiвняння Дiрака має вигляд (3.8). Виключимо нижню

компоненту χ = i∂xφ/(v − ε− 1), тодi отримаємо рiвняння:

φ′′ − v′

v − ε− 1
φ′ +

(
(v − ε)2 − 1

)
φ = 0. (А.2)

Оскiльки шукатимемо зв’язанi стани, то енергiя набуває значень:

−1 ≤ ε ≤ 1. Похiдна вiд потенцiалу має вигляд:

v′(x) = v0 (−δ(x+ d) + δ(x− d)) , (А.3)

тому другий доданок в рiвняннi (А.2) рiвний нулю скрiзь, окрiм двох

точок, де потенцiал мiняється стрибком.

Розв’яжемо рiвняння (А.2) в кожнiй з 3 областей, де потенцiал є

сталим за величиною i “зшиємо” розв’язки в точках розриву потенцiалу,

використовуючи умови неперервностi кожної з компонент спiнора.
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1) x < −d

φI(x) = C1e
κ0x,

χI(x) = −iC1
κ0

ε+ 1
eκ0x; (А.4)

2) −d < x < d

φII(x) = C2 sin(k1x) + C3 cos(k1x),

χII(x) = −i k1

v0 + ε+ 1
(C2 cos(k1x)− C3 sin(k1x)) ; (А.5)

3) x > d

φIII(x) = C4e
−κ0x,

χIII(x) = iC4
κ0

ε+ 1
e−κ0x. (А.6)

Тут введено позначення: κ0 =
√

1− ε2, k1 =
√

(v0 + ε)2 − 1.

Пiсля зшивки отримаємо систему рiвнянь на коефiцiєнти Ci:

Â ~C = ~0, (А.7)

де головна матриця системи має вигляд:

Â =


e−dκ0 sin (dk1) − cos (dk1) 0

e−dκ0κ0
1+ε −cos(dk1)k1

1+V+ε − sin(dk1)k1
1+V+ε 0

0 sin (dk1) cos (dk1) −e−dκ0

0 cos(dk1)k1
1+V+ε − sin(dk1)k1

1+V+ε
e−dκ0κ0

1+ε

 . (А.8)
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Спектр задачi можна знайти iз секулярного рiвняння

det Â = 0, (А.9)

яке переписується в такiй формi:

tg
(

2d
√

(v0 + ε)2 − 1
)

=

√
1− ε2

√
(v0 + ε)2 − 1

ε(v0 + ε)− 1
. (А.10)

Чисельнi розв’язки секулярного рiвняння (А.10) наведенi на Рис. А.1.

5 10 15 20
ÈΥ0È

-1

-0.5

0

0.5

¶

Рис. А.1. Залежнiсть енергiї зв’язаних станiв у потенцiальнiй ямi/бар’єрi вiд сили
потенцiалу |v0| при фiксованому значеннi пiвширини ями d = 0.25: синi суцiльнi
кривi вiдповiдають потенцiальнiй ямi (v0 > 0), а червонi штриховi кривi – бар’єру

(v0 < 0).
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Додаток Б Математичний додаток

У цьому додатку для довiдки наводяться деякi вiдомостi про спецi-

альнi функцiї, а також обчислюються iнтеграли, якi виникають у промi-

жних обчисленнях у роздiлах 2 та 3 даної дисертацiї.

Б.1 Iнтеграли
1. Аналiтичнi вирази для матриць-коефiцiєнтiв (2.35) – (2.37) мо-

жуть бути отриманi шляхом iнтегрування за змiнною ν з використанням

iнтегралiв (3.131.5), (3.141.10), (3.141.16), (3.141.22), (3.147.6), (3.151.6),

(3.167.6), (3.167.14), (3.167.22) та (3.169.11), наведених в [89], якi вира-

жаються через повнi елiптичнi iнтеграли першого K(k), другого E(k)

та третього роду Π(k,l). До остаточного вигляду їх можна привести за

допомогою тотожностей [90]:

Π(µ,µ) =
π

4(1− µ)
+

1

2
K(µ), (Б.1)

Π(µ2,µ) =
1

1− µ2
E(µ). (Б.2)

2. При обрахунку кулонiвського iнтеграла (3.41) в методi ЛКАО ви-

никає наступний вираз:

π∫
0

dθ√
R2 + r2 + r2

0 − 2Rr cos θ
=

∣∣∣∣cos θ = 2 sin2 π − θ
2
− 1,

π − θ
2

= x

∣∣∣∣ =

=

π
2∫

0

2 dx√
(R + r)2 + r2

0 − 4Rr sin2 x
=

2√
(R + r)2 + r2

0

π
2∫

0

dx√
1− k2 sin2 x

=

=
2√

(R + r)2 + r2
0

K(k), де k2 =
4Rr

(R + r)2 + r2
0

. (Б.3)

Тут враховано означення повного елiптичного iнтеграла I роду в лежан-
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дровiй нормальнiй формi (див. формули 8.110, 8.111 в книзi [89]):

K(k) =

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

=

π
2∫

0

dx√
1− k2 sin2 x

, |k| < 1. (Б.4)

3. При обрахунку функцiй-коефiцiєнтiв (3.53), (3.54) у варiацiйному

методi Гальоркiна-Канторовича виникають наступнi iнтеграли:

+∞∫
0

e−α
√
x̃2+y2y2s dy√

x̃2 + y2
= |y = x̃ sht| = x̃2s

∞∫
0

e−z chtsh2st dt =

= x̃2sΓ(s+ 1/2)

Γ(1/2)

(
2

z

)s
Ks(z) =

x̃2s(2s− 1)!!

zs
Ks(z), z = αx̃, (Б.5)

+∞∫
0

e−α
√
x̃2+y2y2sdy = |y = x̃ sht| = x̃2s+1

∞∫
0

e−z chtsh2st cht dt =

= −x̃2s+1 ∂

∂z

∞∫
0

e−z chtsh2st dt = −x̃2s+1 Γ(s+ 1/2)

Γ(1/2)

∂

∂z

[(
2

z

)s
Ks(z)

]
=

=
x̃2s+1(2s− 1)!!

zs
Ks+1(z), z = αx̃. (Б.6)

Тут враховано iнтегральне представлення функцiї Макдональда (див.

формулу 8.432.2 в книзi [89]):

Kν(z) =

(
z
2

)ν
Γ
(

1
2

)
Γ
(
ν + 1

2

) +∞∫
0

e−z chtsh2νt dt, <e ν > −1

2
, <e z > 0, (Б.7)

а також загальну властивiсть всiх цилiндричних функцiй (див. формулу
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8.472.4 в книзi [89]):(
1

z

d

dz

)m (
z−νZν(z)

)
= (−1)mz−ν−mZν+m(z). (Б.8)

4. При обрахунку функцiй-коефiцiєнтiв (3.55) у варiацiйному методi

Гальоркiна-Канторовича виникає ряд, де фiгурують iнтеграли Is, n(z),

див. (3.57). Якщо застосувати формулу 2.1.4.15 з книги [91], де покласти

значення параметрiв µ = −2n, a = 1, ν = s− 1/2, то отримаємо вираз:

Is,n(z) =

+∞∫
1

e−zr(r2 − 1)s−1/2 dr

r2n
=

=
1

2
B

(
s+

1

2
,n− s

)
1F2

(
1

2
− n;

1

2
,1− n+ s;

z2

4

)
−

− z

2
B

(
s+

1

2
,n− s− 1

2

)
1F2

(
1− n;

3

2
,
3

2
− n+ s;

z2

4

)
+

+ (2z)2n−2sΓ (2s− 2n) 1F2

(
1

2
− s; 1− s+ n,n− s+

1

2
;
z2

4

)
, (Б.9)

але оскiльки числа n, s є цiлими невiд’ємними, то в аргументах ейлеро-

вих iнтегралiв i гiпергеометричної функцiї можуть стояти вiд’ємнi цiлi

числа, що ускладнює застосування цiєї формули на практицi. Тому засто-

суємо формулу 2.1.4.20 з книги [91], де покладемо значення параметрiв

µ = −2n, l = 2, k = 1, a = 1, ν = s− 1/2:

Is,n(z) =
Γ(s+ 1/2)z2n−1

√
2π 22n−1/2

G03
31

 4

z2

∣∣∣∣∣∣ n, n+ 1
2 , s+ 1

2

0

 . (Б.10)

Ця формула не має нiяких невизначеностей при цiлих n, s, а тому зручнi-

ша для практичних застосувань. За допомогою спiввiдношень симетрiї

для G–функцiї Мейєра, що наведенi в Додатку Б.2, її можна звести до
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найбiльш компактної форми (3.57).

Б.2 G-функцiя Мейєра
G-функцiя Мейєра — спецiальна функцiя, що означена наступним

чином:

Gm,n
p, q

z
∣∣∣∣∣∣ {ap}{bq}

 =
1

2πi

∫
γ

m∏
j=1

Γ(bj − s)
n∏
j=1

Γ(1− aj + s)

q∏
j=m+1

Γ(1− bj + s)
p∏

j=n+1

Γ(aj − s)
zs ds,

(Б.11)

де iндекси задовольняють спiввiдношенням 0 ≤ m ≤ q та 0 ≤ n ≤ p, а

контур γ — петля, що починається i закiнчується в +∞, яка охоплює всi

полюси Γ(bj − s), j = 1,m i не охоплює жодного полюса Γ(1 − ak + s),

k = 1, n. Тобто, жодне з чисел (ak − bj) не є додатним цiлим. Це означе-

ння, як i всi подальшi властивостi G–функцiї Мейєра, наведенi в роздiлi

V книги [92]. Там же можна знайти вирази для G–функцiї Мейєра через

узагальненi гiпергеометричнi функцiї, якi тут не наводяться.

Корисними для практичного використання виявляються спiввiдно-

шення симетрiї:

Gm,n
p, q

z
∣∣∣∣∣∣ {ap}{bq}

 = Gn,m
q, p

1

z

∣∣∣∣∣∣ {1− bq}{1− ap}

 , arg
1

z
= − arg z, (Б.12)

zσGm,n
p, q

z
∣∣∣∣∣∣ {ap}{bq}

 = Gm,n
p, q

z
∣∣∣∣∣∣ {ap + σ}

{bq + σ}

 , (Б.13)

Gm,n
p, q

z
∣∣∣∣∣∣ a1, . . . , ap

b1, . . . , bq−1, a1

 = Gm,n−1
p−1, q−1

z
∣∣∣∣∣∣ a2, . . . , ap

b1, . . . , bq−1

 , n, p, q ≥ 1,

(Б.14)

Gm,n
p, q

z
∣∣∣∣∣∣ a1, . . . , ap−1, b1

b1, . . . , bq

 = Gm−1, n
p−1, q−1

z
∣∣∣∣∣∣ a1, . . . , ap−1

b2, . . . , bq

 , m, p, q ≥ 1.

(Б.15)
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