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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ

СМ Стандартна Модель,

ТМ Темна матерiя,

ТЕ Темна енергiя,

БА барiонна асиметрiя,

ЛА лептонна асиметрiя,

СМВ Космiчне мiкрохвильове випромiнювання,

𝜈MSM мiнiмальна нейтринна модифiкацiя Стандартної моделi,

КЕД квантова електродинамiка,

КХД квантова хромодинамiка,

КТП квантова теорiя поля,

БГК Батнагар-Грос-Крук.
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ВСТУП

Виникнення сучасної космологiї пов’язано з розвитком загальної теорiї

вiдносностi та фiзики елементарних частинок на початку ХХ столiття. З

часу появи перших розв’язкiв рiвняння Ейнштейна та експериментального

вiдкриття Хабблом розширення Всесвiту, космологiя є одним з найбiльш

динамiчних роздiлiв фiзики. Нерозривно розвиток космологiї йшов поруч

з успiхами фiзики фундаментальних взаємодiй.

Накопичення протягом столiття теоретичних та експериментальних знань

в цих областях призвело до формулювання теорiй, якi вважаються най­

бiльш коректними та повними – модель ΛCDM у космологiї [1, 2, 3, 4] та

Стандартна Модель (СМ) у фiзицi елементарних частинок [5, 6].

Модель ΛCDM також називають concordance model (concordance – з

англ. "узгодження"). Ця модель базується на загальнiй теорiї вiдносностi

Ейнштейна з Λ-членом та холодною темною матерiєю (Cold Dark Matter).

Λ-член асоцiюється з темною енергiєю (ТЕ), яка в цiй моделi дає 73%-ий

внесок в густину енергiї Всесвiту i рiвномiрно розмита в ньому, на вiдмiну

вiд темної матерiї (ТМ), яка здатна кластеризуватися i складає 23% в ба­

лансi енергiї Всесвiту [7, 8]. Термiн «холодна» ТМ означає, що її частинки

виходять з термодинамiчної рiвноваги з речовиною (вiдщеплюються) при

температурi меншiй за масу цих частинок (тобто вони є нерелятивiстськи­

ми на момент freeze-out). В рамках цiєї моделi вдається успiшно пояснити

наявнiсть та структуру релiктового фонового випромiнювання та велико­

масштабну структуру розподiлу галактик. Також вона дає самоузгоджену

теорiю первинного нуклеосинтезу та пояснює спостережуване прискорене

розширення Всесвiту.

Стандартна модель фiзики елементарних частинок є квантовою реляти­

вiстською теорiєю поля, яка описує сильнi, слабкi та електромагнiтнi взає­

модiї, оперуючи мiнiмально можливою кiлькiстю елементарних частинок.
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До них вiдносять [6]:

∙ калiбруальнi бозони — фотон, глюон, 𝑊±, 𝑍 -бозони

∙ кварки — 𝑢, 𝑑, 𝑠, 𝑐, 𝑏, 𝑡

∙ лептони — електрон 𝑒, мюон 𝜇, таон 𝜏 та вiдповiднi нейтрино – 𝜈𝑒, 𝜈𝜇,

𝜈𝜏

∙ бозон Хiггса ℎ

СМ взмозi пояснити майже всi вiдомi експериментальнi феномени фiзики

елементарних частинок.

Актуальнiсть теми. Попри свої успiхи, нi ΛCDM, нi СМ не є доско­

налими теорiями та мають свої недолiки. Основнi проблеми першої носять

спецiальну назву – проблеми початкових умов [3], та адресуються до план­

кiвської епохи еволюцiї Всесвiту. Їх резюме наступне: неможливо узгодити

фiзично вiрнi початковi умови в планкiвську епоху, з спостережуваними в

наш час даними, залишаючись в рамках еволюцiї ΛCDM. Для того, щоб

уникнути цих проблем достатньо зробити припущення, що iснувала ста­

дiя дуже швидкого експоненцiйного прискореного розширення Всесвiту,

що дiстала назву стадiї iнфляцiї [2, 3, 9, 10]. Для того, щоб зберегти в

силi гарнi передбачення ΛCDM, епоха iнфляцiї має вiдбуватись дуже ра­

но, вiд планкiвських часiв. Найчастiше iнфляцiйний режим реалiзовується

за рахунок наповнення Всесвiту енергiєю класичного скалярного поля —

iнфлатона. Одночасно, наявнiсть в теорiї поля iнфлатона дає гарний пере­

хiд вiд iнфляцiї до звичайної еволюцiї ΛCDM. По кiнцю iнфляцiйної стадiї

поле iнфлатона починає осцилювати бiля мiнiмуму свого потенцiалу, при

цьому вiдбувається народження частинок полiв, якi присутнi в теорiї (в

рамках СМ та поза нею). Ця стадiя еволюцiї Всесвiту називається пiсляiн­

фляцiйним розiгрiвом або рехiтингом [11] (з англ. reheating – "розiгрiв").

Згодом, цi частинки приходять в стан термодинамiчної рiвноваги, i тодi
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починається стадiя Великого Вибуху (ВВ). Процеси народження частинок

на стадiї пiсля iнфляцiї керуються складною фiзикою квантових ефектiв

у зовнiшньому полi iнфлатона. Дуже часто в цих процесах ключову роль

грає явище параметричного резонансу, як у випадку народження бозонiв,

так i у випадку народження фермiонiв [11, 12, 13, 14]. Однiєю з найбiльш

успiшних моделей iнфляцiї є теорiя з квадратичним за кривизною 𝑅 додан­

ком в лагранжiанi гравiтацiї, так звана модель Старобiнського [15]. При

дослiдженнi розiгрiву в рамках моделi Старобiнського в наукових робо­

тах користуються звичайними формулами борнiвського наближення для

темпiв народження частинок (див., наприклад, [13]), навiть у випадку вра­

хування розширення Всесвiту. Це не виглядає правомiрним, оскiльки па­

раметричний резонанс гратиме суттєву роль в розiгрiвi Всесвiту в моделi

Старобiнського навiть у просторi Мiнковського. Саме тому, детальне дослi­

дження процесу народження частинок у зовнiшньому полi у Всесвiту, що

розширюється, є актуальною проблемою космологiї.

В свою чергу також iснує декiлька фiзичних феноменiв, якi не можна

пояснити в рамках СМ. В першу чергу, СМ має надати кандидатiв на роль

частинок ТМ i ТЕ моделi ΛCDM. На даний момент запропоновано ряд

кандидатiв, проте всi вони виходять за рамки СМ. Важливим недолiком

даної теорiї також є вiдсутнiсть маси у нейтрино. Ряд експериментiв остан­

нiх 20-ти рокiв достаменно пiдтвердили факт змiни аромату нейтрино пiд

час їх поширення у просторi — осциляцiї нейтрино [16, 17, 18]. Порушен­

ня аромату в нейтринному секторi СМ неможливе через вiдсутнiсть маси

у даних частинок. Однiєю з важливих проблем теоретичної фiзики, яка

безпосередньо пов’язана з процесами фiзики елементарних частинок в ран­

ньому Всесвiтi є також барiонна асиметрiя (БА) [1]. Теорiя ВВ та СМ

ведуть до висновку, що у Всесвiтi мала би бути створена рiвна кiлькiсть

речовини i антиречовини, але сам факт iснування свiту говорить про те,

що чомусь речовини було утворено в надлишку. Однiєю з найбiльш багато­
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обiцяючих модифiкацiй, яка дозволяє виправити згаданi проблеми СМ, є

нейтринна мiнiмальна модифiкацiя, або модель 𝜈MSM [19, 20]. Вона розши­

рює СМ трьома частинками – нейтрино з правою кiральнiстю (стерильнi

нейтрино). В рамках такої модифiкацiї нейтрино СМ (лiвокiральнi) набу­

вають масу, а одна з нових частинок є гарним кандидатом на роль ТМ

[21]. При цьому за рахунок розпадiв двох iнших правих фермiонiв може

бути утворена лептонна асиметрiя (ЛА), тобто надлишок лептонiв над

антилептонами [22]. При температурi Всесвiту порядку температури еле­

ктрослабкого переходу 𝑇𝐸𝑊 ЛА може бути трансформована в БА, таким

чином вирiшуючи проблему БА Всесвiту. При нижчих температурах ЛА

продовжуватиме накопичуватись, при цьому, на момент початку народже­

ння частинок ТМ (має мiсце при температурi Всесвiту ∼ 0.1 ГеВ) має

iснувати суттєва ЛА для успiшної генерацiї ТМ [23]. Актуальним залиша­

ється питання про область значень параметрiв даної моделi у контекстi

обмежень, якi накладаються на ЛА Всесвiту.

В останнi роки також було виялено, що майже у всiх частинах спосте­

режуваного Всесвiту, включаючи галактики, скупчення галактик та мiж­

галактичний простiр, iснують ненульовi магнiтнi поля. Проте, походження

таких магнiтних полiв залишається неясним [24, 25, 26, 27, 28]. Спосте­

режуванi магнiтнi поля в галактиках i скупченнях галактик, якi мають

порядок величини мiкрогаус, можуть бути поясненi шляхом застосування

добре вивчених астрофiзичних механiзмiв, якi супроводжують формуван­

ня структур (ударно-хвильовi процеси пiд час гравiтацiйного колапсу), до

iснуючих вже слабких зародкових магнiтних полiв. Що ж до зародкових

полiв, то вони мають бути згенерованi iншим механiзмом. Нещодавнє вiд­

криття магнiтних полiв у мiжгалактичному просторi величиною порядку

𝐵 ∼ 10−15 Ґс [29, 30, 31, 32, 33, 34], якi навряд чи були утворенi будь-яким

з вiдомих астрофiзичних механiзмiв, свiдчить на користь iдеї первинної

природи цих магнiтних полiв [35, 36] i, ймовiрно, вказує на космологiчнi ма­
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гнiтнi поля, як необхiднi зародки для генерацiї спостережуваних магнiтних

полiв. Нещодавно в роботах [37, 38, 39, 40] було продемонстровано механiзм

iнверсного каскаду (перекачування енергiї з короткохвильових мод магнi­

тного поля до довгохвильових, якi менш схильнi до диссипацiї) в намагнiче­

нiй кiральнiй плазмi, який кардинально змiнює еволюцiю магнiтних полiв

у ранньому Всесвiтi. Незважаючи на те, що в роботi [37] розглядались моди

магнiтного поля з ненульовими хвильовими векторами, використовувалось

просторово-усереднене рiвняння для кiральної аномалiї та однорiдний хiмi­

чний потенцiал; при цьому було отримано iнверсний каскад. Але, беручи

до уваги, що спiральнi магнiтнi поля в первиннiй плазмi обов’язково про­

сторово неоднорiднi, природньо очiкувати, що в кiральнiй асиметрiї також

мають виникати неоднорiдностi пiд час iнверсного каскаду. Тому еволюцiя

магнiтних полiв в первиннiй неоднорiднiй плазмi з кiральною аномалiєю

потребує детального вивчення.

З огляду на сказане i випливає актуальнiсть дослiджуваних у роботi фi­

зичних процесiв у ранньому Всесвiтi: народження частинок на стадiї розi­

грiву, генерацiя лептонної асиметрiїв та еволюцiя космологiчних магнiтних

полiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди­

сертацiйна робота виконувалася згiдно з науково-дослiдними темами фiзи­

чного факультету Київського нацiонального унiверситету iм. Тараса Шев­

ченка: тема № 06БФ05106 «Дослiдження в фiзицi i астрофiзицi високих

енергiй, фiзицi елементарних частинок та конденсованого стану». Науко­

вий керiвник – д.ф.-м.н., проф. Вiльчинський Станiслав Йосипович.

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiї є дослiдження фiзи­

чних процесiв у ранньому Всесвiтi: народження частинок на стадiї пiсляiн­

фляцiйного розiгрiву в рамках моделi зi слабкою константою зв’язку iн­

флатона, генерацiя лептонної асиметрiї в моделi зi стерильними нейтрино

та еволюцiя магнiтних полiв в первиннiй плазмi з кiральною асиметрiєю.
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Для досягнення поставленої мети, в роботi розв’язуються наступнi зада­

чi:

1. З’ясувати механiзм народження частинок пiд час розiгрiву Всесвiту в

iнфляцiйнiй моделi Старобiнського. Визначити, чи реалiзується меха­

нiзм резонансного народження частинок в такiй моделi;

2. Враховуючи космологiчне розширення Всесвiту отримати аналiтичнi

вирази для швидкостей розпаду iнфлатонного поля у випадку слабкої

константи зв’язку цього поля з полями матерiї. Зробити розрахунки

для випадкiв народження бозонiв та фермiонiв внаслiдок розпаду iн­

флатонного поля, а також для випадку саморозпаду iнфлатона;

3. Вивести аналiтичне спiввiдношення, яке описує процес генерацiї ле­

тонної асиметрiї Всесвiту в рамках розширення Стандартної Моделi

елементарних частинок за рахунок введення в неї правокiральних ней­

трино (моделi 𝜈MSM);

4. На основi обмежень, накладених з умови успiшної генерацiї Темної ма­

терiї в ранньому Всесвiтi на значення величини Δ лептонної асиметрiї

10−3 < Δ < 2/11, отримати обмеження на параметри моделi 𝜈MSM,

зокрема на значення мас нейтрино та на кути змiшування стерильних

нейтрино з активними нейтрино;

5. Вивести систему рiвнянь, яка описує динамiчнi властивостi кiрально­

асиметричної неоднорiдної космологiчної релятивiстської плазми, в

якiй генеруються зародковi магнiтнi поля. Отримати густини електри­

чного та аксiального струмiв, а також рiвняння для звичайного та

кiрального хiмiчних потенцiалiв;

6. За допомогою отриманих рiвнянь дослiдити вплив неоднорiдностi пла­

зми на еволюцiю спiральних зародкових магнiтних полiв та на кiраль­

ну асиметрiю в ранньому Всесвiтi.
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Об’єктами дослiдження є: народження частинок на стадiї пiсляiнфля­

цiйного розiгрiву, лептонна асиметрiя та магнiтнi поля в ранньому Всесвiтi.

Предметом дослiдження є: ширини розпаду iнфлатона на частинки по­

лiв матерiї та iнфлатону в моделях зi слабкою константою зв’язку, зокре­

ма в моделi Старобiнського; параметри моделi 𝜈MSM, зокрема, маси та

кути змiшування стерильних нейтрино з активними нейтрино; рiвняння

Максвелла для кiральної плазми, еволюцiя магнiтних полiв i кiральної аси­

метрiї в неоднорiднiй кiральнiй первиннiй плазмi, iнверсний каскад магнi­

тного поля.

Методи дослiдження. Для отриманнi ширин розпаду iнфлатона викори­

стовувався метод коефiцiєнтiв Боголюбова. При обрахунку лептонної аси­

метрiї використовувалась наближена теорiя Фермi точкової взаємодiї для

визначення темпiв розпаду стерильних нейтрино. Для отримання густин

струмiв i зарядiв, що входять в аномальнi рiвняння Максвелла використо­

вувалась кiральна кiнетична теорiя, а саме кiральне рiвняння Больцмана,

для одночастинкової функцiї розподiлу. Отриманi рiвняння розв’язувались

за допомогою чисельних методiв iнтегрування жорстких систем диферен­

цiйних рiвнянь, зокрема формул зворотнього диференцiювання. Окрiм то­

го, було використано рiзнi математичнi методи.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основними науковими

результатами, якi виносяться на захист є такi:

1. В рамках iнфляцiйної моделi Старобiнського з’ясовано механiзм на­

родження бозонiв та фермiонiв на етапi пiсляiнфляцiйного розiгрiву

Всесвiту за рахунок розпаду iнфлатонного поля, слабо зв’язаного з

полями матерiї. Встановлено, що резонансний механiзм народження

чатинок не реалiзується внаслiдок розширення Всесвiту та нестацiо­

нарностi ширин резонасних зон. Показано, що в такiй моделi наро­

дження частинок описується теорiєю збурень в рамках борнiвського

наближення;
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2. Пораховано ефективнi ширини розпаду iнфлантоного поля в моделi зi

слабким зв’язком з врахуванням розширення Всесвiту. Показано, що

темпи народження бозонiв i фермiонiв з iнфлатонного поля не зале­

жать вiд специфiки розширення Всесвiту, оскiльки густина чисел за­

повнення народжених частинок оберненопропорцiйна параметру Хаб­

бла, а темп заповнення нових мод прямопропорцiйний йому;

3. Знайдено аналiтичний вираз для лептонної асиметрiї в рамках розши­

рення Стандартної Моделi елементарних частинок за рахунок введен­

ня в неї правокiральних нейтрино (моделi 𝜈MSM);

4. Отримано обмеження на значення параметрiв моделi 𝜈MSM: на ку­

ти змiшування та на маси стерильних нейтрино у випадках прямої

та оберненої iєрархiї мас нейтрино Стандартної моделi (лiвих нейтри­

но). Показано, що у випадку прямої iєрархiї iснує область параметрiв,

при яких можлива генерацiя лептонної асиметрiї в кiлькостi, достатнiй

для утворення спостережуваної Темної матерiї. У випадку оберненої

iєрархiї така область вiдсутня;

5. Використовуючи кiральну кiнетичну теорiю вперше отримано вира­

зи для густин кiрального та електричного струмiв у релятивiстськiй

неоднорiднiй космологiчнiй плазмi з кiральною асиметрiєю, в якiй ге­

неруються зародковi спiральнi космологiчнi магнiтнi поля. Доведено

iснування нових типiв струмiв у такiй плазмi, обумовлених її неодно­

рiднiстю;

6. Отримано рiвняння, якi описують динамiчнi властивостi звичайних i

кiральних хiмiчних потенцiалiв, якi доповнюють систему рiвнянь Ма­

ксвелла, яка описує кiральну плазму;

7. На основi чисельних розрахункiв отриманої системи рiвнянь дослiдже­

но еволюцiю спiральних магнiтних полiв та кiрального хiмiчного по­
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тенцiалу в ранньому Всесвiтi з урахуванням неоднорiдностей плазми.

Показано, що неоднорiдностi призводять до розтягування в часi меха­

нiзму iнверсного каскаду перерозподiлу енергiй в спектрi спiральних

магнiтних полiв;

8. З’ясовано вплив дифузiї на еволюцiю iнверсного каскаду. Встановлено,

що дифузiя розмиває неоднорiдностi, i в ранньому Всесвiтi iнверсний

каскад розвивається так само, як i в однорiдному випадку.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має теорети­

чний характер. Отриманi результати є корисними для розумiння фiзики

багатьох процесiв, що мали мiсце в ранньому Всесвiтi. Дослiдження на­

родження частинок на стадiї пiсляiнфляцiйного розiгрiву дає можливiсть

для побудови узгодженої теорiї еволюцiї Всесвiту, шляхом розрахунку зна­

чень температури та ентропiї Всесвiту на момент початку стадiї ВВ. Про­

веденi аналiтичнi розрахунки темпiв народження частинок обґрунтовують

валiднiсть формул борнiвського наближення теорiї збурень у Всесвiтi, що

розширюється, що має цiннiсть для теоретичної космологiї. Визначенi обме­

ження на параметри моделi зi стерильними нейтрино можуть бути корисни­

ми для експериментiв з пошуку важких нейтрино з правою кiральнiстю на

прискорювачах. Отриманi самоузгодженi рiвняння електродинамiки для

релятивiстської неоднорiдної плазми з кiральною аномалiєю вiдкривають

можливiсть для подальших чисельних дослiджень первинної плазми у ран­

ньому Всесвiтi. Вiдкритi новi внески у електричний та аксiальний стру­

ми мають важливу теоретичну i практичну цiннiсть. Дослiджене за допо­

могою чисельних методiв явище iнверсного каскаду, пiдтверджує дiєвiсть

цього механiзму в неоднорiдному випадку, що дає можливiсть iнтерпрету­

вати первиннi магнiтнi поля в якостi гарного кандидату на роль зародкiв

для експериментально спостережуваних галактичних та позагалактичних

магнiтних полiв. Отриманi результати щодо iнверсного каскаду можуть бу­

ти перевiренi в настiльних експериментах з дiракiвськими та вейлiвськими
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металами.

Особистий внесок здобувача. Результати, включенi до дисертацiї

на основi робiт публiкацiй iз спiвавторами, одержанi автором самостiйно,

включаючи аналiтичнi та чисельнi розрахунки. У роботах по дослiдженню

розiгрiву Всесвiту пiсля iнфляцiйної стадiї [41, 42], автору належать ана­

лiтичнi вирази для темпiв народження частинок. При дослiдженнi параме­

трiв моделi зi стерильними нейтрино [43] автором було отримано вираз для

лептонної асиметрiї та обчислено обмеження на маси стерильних нейтрино

та їх кути змiшування. У роботi [44] автором було отримано розклади у ряд

за степенями полiв та похiдних для струмiв та густин частинок, отримано

самоузгодженi аномальнi рiвняння Максвела. У роботi [45] здобувачем бу­

ло отримано чисельнi розв’язки рiвнянь для електромагнiтного поля та

кiрального хiмiчного потенцiалу.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Матерiали дисертацiї було апро­

бовано на наступних мiжнародних конференцiях:

∙ 5th Gamow International Conference “ Astrophysics and Cosmology after

Gamow: Progress and perspectives”; Одеса, 2015, Україна,

∙ Xth Iberian Cosmology Meeting “IberiCOS 2015”; Мадрид, 2015, Iспанiя,

∙ International Conference “Astronomy and Space Physics”; Київ, 2014, Укра­

їна,

∙ "Наука XXI столiття: сучаснi проблеми фiзики"; Київ, 2013, Україна.

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 7 робiт в провiд­

них наукових журналах та працях конференцiй. А саме: 5 робiт у фiзичних

журналах [41, 42, 43, 44, 45] та 2 роботи у працях конференцiй [46, 47].

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається iз вступу,

трьох роздiлiв, висновкiв, бiблiографiї, яка мiстить 137 посилань. Дисер­

тацiя включає 18 рисункiв. Загальний об’єм — 153 сторiнки друкованого

тексту.
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РОЗДIЛ 1

НАРОДЖЕННЯ ЧАСТИНОК У

ПIСЛЯIНФЛЯЦIЙНОМУ ВСЕСВIТI

1.1 Вступ

Згiдно з даними астрономiчних спостережень Всесвiт з великою ступiн­

ню точностi є однорiдним та iзотропним. Так, розподiл космiчного мiкро­

хвильового випромiювання (CMB) дає нам «фотографiю» Всесвiту, яка вка­

зує, що на момент рекомбiнацiї вiн був дуже однорiдним та iзотропним, з

точнiстю ∼ 10−4 [1, 7]. Залишаючись в рамках стандартної теорiї ВВ, немо­

жливо пояснити, чому Всесвiт не тiльки такий однорiдний та iзотропний,

але й чому Всесвiт такий великий, просторово-плоский i теплий. Iншою

проблемою є природа вниикнення початкових неоднорiдностi густини, що

призвели до утворення структур у сучасному Всесвiтi. Вiдповiдь на цi пи­

тання можна отримати тiльки в рамках задовiльного пояснення даних вла­

стивостей iнфляцiйної теорiї [9].

Вiдповiдно до теорiї iнфляцiї, стадiї ВВ передувала стадiя прискореного

розширення Всесвiту [2, 3, 4], коли вiн розширювався майже експоненцiй­

ним чином, стаючи однорiдним на великих масштабах i, з високою точнi­

стю, просторово-плоским. Необхiдному для iснування стадiї iнфляцiї рiв­

нянню стану може задовiльняти класичне скалярне поле, яке називають

iнфлатоном.

Iснує досить багато моделей iнфляцiї. Багато з них пропонує також i

механiзм передачi вакуумоподiбної енергiї iнфлатона в кiнетичну енергiю

народжених частинок. Ця стадiя еволюцiї Всесвiту називається пiсляiнфля­

цiйним розiгрiвом. Саме вона є предметом розгляду даного роздiлу. Лише

пiсля закiнчення стадiї розiгрiву починається стадiя ВВ.

Розiгрiв є одним iз найважливiших етапiв еволюцiї Всесвiту, що з’єд­

нує стадiю iнфляцiї з наступною еволюцiєю в рамках теорiї ВВ. Майже
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вся матерiя, з якої складається Всесвiт на стадiї домiнування випромiню­

вання, була народжена пiд час стадiї розiгрiву. В бiльшостi iнфляцiйних

моделей, що базуються на скалярному полi, Всесвiт розiгрiвається шля­

хом народження частинок в зовнiшньому осцилюючому полi iнфлатона.

Цi процеси є ключовими на стадiї попереднього розiгрiву («preheating»).

Народженi таким чином частинки згодом термалiзуються i Всесвiт стає

гарячим. Початково до розгляду процесiв народження частинок на стадiї

попереднього розiгрiву застосовували теорiю збурень, а точнiше використо­

вували наближення Борна для розрахунку темпу розпаду iнфлатона (див.

[10]). Пiзнiше стало зрозумiло [12, 11, 13], що народження бозонiв можна

також розглядати непертурбативно, через ефект параметричного резонан­

су, i, що народження фермiонiв також вiдбувається непертурбативно [14].

Особливо це стосується випадку суттєво сильної константи взяємодiї мiж

iнфлатоном та iншими полями, коли резонанс є широким у просторi частот

[11].

Коли константа взаємодiї мiж iнфлатоном та iншими полями достатньо

слабка, в деяких типових випадках вважається правомiрним повертатись

до борнiвської теорiї при обрахунку темпiв народження частинок у Всесвiтi,

що розширюється (див, наприклад, [13]). Це виглядає дещо неприроднiм,

особливо, якщо взяти до уваги, що ефекти параметричного резонансу для

бозонiв, а також непертурбативна еволюцiя чисел заповнення фермiонiв,

будуть неодмiнно виникати у зовнiшньому осцилюючому класичному полi

в просторi Мiнковського, якою б малою не була б константа взаємодiї. В

цьому випадку, вiдповiдно, формула Борна не буде працювати. Чому ж

тодi вона є застосовною для випадку Всесвiту, що розширюється? Нами

буде роз’яснене це питання. Буде продемонстровано, як умови Всесвiту, що

розширюється, а саме червоне змiщення частот польових мод, впливають

на процес народження частинок у випадку слабкої взаємодiї.

В даному роздiлi буде розглянуто основи теорiї iнфляцiї i пiсляiнфля­
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цiйного народження частинок. Буде описано народження частинок через

механiзм параметричний резонансу у просторi Мiнковського. Також роз­

глянемо модифiкацiї на випадок Всесвiту, що розширюється i пораховано

темпи народження бозонiв, фермiонiв, а також розгянуто процес самороз­

паду iнфатона.

1.2 Проблеми теорiї Великого вибуху

В даному пiдроздiлi ми звертаємось до початкових умов теорiї ВВ [2].

На даний час квантова теорiї гравiтацiї не розвинена достатньо, щоб впев­

нено передбачити початковi умови в сценарiї гарячого ВВ. Прийнято вва­

жати, що ефекти непертурбативної квантової гравiтацiї не грають ролi на

масштабах, менших за планкiвськi, а стають суттєвими, коли просторова

кривизна досягає планкiвських значень 𝑀−2
𝑃𝑙 . Тому питання про початко­

вi умови загально прийнято адресувати до часiв 𝑡𝑖 = 𝑡𝑃𝑙 ∼ 10−43 с пiсля

Великого вибуху. Природньо очiкувати, що в цей момент розмiр причинно­

зв’язанної областi у Всесвiтi також має планкiвський масштаб 𝑙𝑐 ∼ 𝑙𝑃𝑙,

вiдповiдно, двi областi, що знаходяться на вiдстанi 𝑙 > 𝑙𝑃𝑙 одна вiд одної,

повиннi сильно вiдрiзнятись за рахунок квантових флуктуацiй. Далi, ви­

користовуючи рiвняння Ейнштейна та приймаючи гiпотезу адiобатичностi

розширення Всесвiту, можна прослiдкувати еволюцiю Всесвiту назад, та

порiвняти початковi умови, якi ми отримаємо на планкiвських масштабах

часу з очiкуваними. При цьому, не звертаючись до iнфляцiйної теорiї, отри­

муємо ряд проблем.

Проблема горизонту

Розмiр видимого в сучасну епоху Всесвiту (який є однорiдним та iзотро­

пним) становить [1]:

𝑙𝐻,0(𝑡0) ≈ 1028cм (1.1)
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У планкiвьку епоху вiн був рiвен:

𝑙𝐻,0(𝑡𝑃𝑙) =
𝑎(𝑡𝑃𝑙)

𝑎(𝑡0)
𝑙𝐻,0(𝑡0) (1.2)

де 𝑎(𝑡0)—масштабний фактор в сучасну епоху.

Порiвняємо його з розмiром причинно-зв’язанної областi в планкiвську

епоху (𝑙𝑐 = 𝑐𝑡𝑃𝑙):
𝑙𝐻,0(𝑡𝑃𝑙)

𝑙𝑐
=
𝑎(𝑡𝑃𝑙)

𝑎(𝑡0)

𝑡0
𝑡𝑃𝑙

∼ 𝑇0
𝑇𝑃𝑙

𝑡0
𝑡𝑃𝑙
, (1.3)

де було знехтувано змiною ефективного числа релятивiстських ступенiв

вiльностi. Температура Всесвiту в планкiвьку епоху грубо оцiнюється як

𝑇𝑃𝑙 ∼ 1028 K. Тодi чисельно матимемо:

𝑙𝐻,0(𝑡𝑃𝑙)

𝑙𝑐
∼ 1017

10−43
10−32 ∼ 1028 (1.4)

Отже, за планкiвських часiв розмiр Всесвiту перевищує розмiр причинно­

зв’язанної областi в тi часи майже на 28 порядкiв. Це означає, що в 1084

причинно не з’язанних областях густина енергiї була однорiдно розподi­

лена, з точнiстю ∼ 10−4. Оскiльки жоден сигнал не може поширюватись

швидше свiтла, не iснує жодного фiзичного процесу, котрий мiг би бути вiд­

повiдальним за такий однорiдний розподiл. Зауваживши, що масштабний

фактор поводиться з часом, як певний степiнь часу, ми можемо використа­

ти наближення 𝑎/𝑡 ∼ 𝑎̇. Тодi:

𝑙𝐻,0(𝑡𝑃𝑙)

𝑙𝑐
∼ 𝑎̇(𝑡𝑃𝑙)

𝑎̇(𝑡0)
(1.5)

що означає, що розмiр Всесвiту початково був бiльший нiж причинно-зв’я­

зана область, як вiдношення вiдповiдних темпiв розширення Всесвiту. Вра­

ховуючи, що гравiтацiя завжди дiяла, як притягуюча сила, а отже уповiль­

нювала темп розширення, приходимо до висновку, що однорiдна область

завжди була бiльшою за причинно-зв’язану область. Дана проблема назива­

ється проблемою горизонту, вона полягає в тому, що розширення Всесвiту

вiдбувається занадто повiльно, в порiвняннi зi збiльшенням горизонту, i в
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полi зору спостерiгача постiйно з’являються новi областi, якi нiколи не бу­

ли причинно-пов’язанi. Попри це, Всесвiт являється однорiдним на дуже

великих масштабах.

Проблему горизонту також можна сформулювати, не звертаючись до

планкiвської епохи. Космологiчний горизонт 𝑙𝐻(𝑡) визначається, як вiд­

стань, яку проходить сигнал, що поширюється зi швидкiстю свiтла, почи­

наючи з моменту ВВ. Ця вiдстань визначає розмiр причинно-зв’язанної

областi на момент часу 𝑡. В певний момент часу 𝑡1 горизонт рiвний:

𝑙𝐻,1(𝑡1) = 𝑎(𝑡1)

𝑡1∫︁
𝑡𝑃𝑙

𝑑𝑡

𝑎(𝑡)
(1.6)

В наш час цей розмiр збiльшився за рахунок розширення Всесвiту:

𝑙𝐻,1(𝑡0) = 𝑎(𝑡0)

𝑡1∫︁
𝑡𝑃𝑙

𝑑𝑡

𝑎(𝑡)
(1.7)

На радiацiйно-домiнуючiй та на пиловидно-домiнуючiй стадiях розши­

рення Всесвiту, якi, в рамках теорiї ВВ передували сучаснiй стадiї приско­

реного розширення, масштабний фактор змiнювався за законом 𝑎(𝑡) ∼ 𝑡𝛼,

де 𝛼 = 1/2 для радiацiйно-домiнуючої епохи та 𝛼 = 2/3 для пиловидної

стадiї, тобто завжди було 𝛼 < 1. Це означає, що iнтеграл набирає свого

основного значення на верхнiй межi, вiдповiдно сучасний горизонт 𝑙𝐻,0(𝑡0)

значно бiльший за розмiр 𝑙𝐻,1(𝑡0). Спробуємо оцiнити їх вiдношення:

𝑙𝐻,0(𝑡0)

𝑙𝐻,1(𝑡0)
=

𝑎(𝑡0)
𝑡0∫︀
0

𝑑𝑡
𝑎(𝑡)

𝑎(𝑡0)
𝑡1∫︀
0

𝑑𝑡
𝑎(𝑡)

=

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡 =

𝑑𝑎

𝐻(𝑎)𝑎

⃒⃒⃒⃒
=

𝑎0∫︀
0

𝑑𝑎
𝐻𝑎2

𝑎1∫︀
0

𝑑𝑎
𝐻𝑎2

w
𝑎(𝑡1)𝐻(𝑡1)

𝑎(𝑡0)𝐻(𝑡0)
(1.8)

Для пиловидної стадiї 𝑎 ∼ 𝑡2/3, тому 𝐻 ∼ 𝑡−1, звiдки 𝑎𝐻 ∼ 𝑡−1/3 ∼ 𝑎−1/2.

Тодi матимемо:

𝑙𝐻,0(𝑡0)

𝑙𝐻,1(𝑡0)
w

√︂
𝑎0
𝑎1

=

⃒⃒⃒⃒
𝑎1 =

𝑎0
1 + 𝑧1

⃒⃒⃒⃒
=

√
1 + 𝑧1 (1.9)
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Оберемо за момент 𝑡1 момент рекомбiнацiї (𝑧 ≈ 1060). Тодi матимемо,

що кут, пiд яким сьогоднi видно горизонт на момент рекомбiнацiї рiвен:

Δ𝜃𝑟 =
𝑙𝐻,0
𝑙𝐻,𝑟

∼ 35, (1.10)

а отже сфера останнього розсiяння фотонiв, яка спостерiгається при дослi­

дженнi анiзтропiї релiктового випромiнювання (CMB) складається з(︂
𝑙𝐻,0
𝑙𝐻,𝑟

)︂2

∼ 1000 (1.11)

областей, якi не були причинно-зв’язанi на момент випускання релiктового

випромiнювання. В теорiї ВВ немає жодного фiзичного пояснення, чому

температури фотонiв, якi були випущенi з цих рiзних причинно-незв’яза­

них областей, мають бути хоча б приблизно близькими. Проте результати

спостереження за СМВ говорять, що вони близькi з точнiстю, бiльше нiж

10−4.

Таке формулювання проблеми горизонту не залежить вiд фiзики план­

кiвських масштабiв; важливо лише припущення, що темп розширення Все­

свiту диктується речовиною (спочатку релятивiстською, потiм пиловидною)

починаючи з найраннiших стадiй своєї класичної еволюцiї.

Проблема плоскосностi

Перевiримо тепер, чи буде виконуватись припущення про те, що на план­

кiвських масштабах вклад просторової кривини в рiвняння Фрiдмана є

одного порядку з iншими вкладами. Для цього запишемо рiвняння Фрi­

дмана в термiнах безрозмiрного параметру густини Ω(𝑡) = 𝜌(𝑡)
𝜌𝑐𝑟(𝑡)

(в нього

врахуємо одразу i вклад матерiї, i вклад Λ-члену, Ω𝑐𝑢𝑟𝑣 = 1 − Ω — вклад

просторової кривини):

Ω(𝑡)− 1 =
𝑘

(𝐻𝑎)2
(1.12)

Вiдповiдно до цього, можемо записати:

Ω(𝑡𝑃𝑙)− 1 = (Ω(𝑡0)− 1)
(𝐻𝑎)20
(𝐻𝑎)2𝑃𝑙

= (Ω(𝑡0)− 1)

(︂
𝑎̇(𝑡0)

𝑎̇(𝑡𝑃𝑙)

)︂2

≤ 10−56 (1.13)
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тобто ми бачимо, що для того, щоб модель гарячого Великого вибуху дiйсно

вiдтворювала спостережуванe сьогоднi просторову плоскостнысть Всесвiту,

в неї в якостi початкової умови необхiдно закласти вимогу:

|Ω𝑐𝑢𝑟𝑣| ≤ 10−56 (1.14)

тобто на початку еволюцiї просторова кривина має бути на 56 порядкiв

менше очiкуваної (ми очiкуємо, що вона буде також порядку, як iншi вкла­

ди, тобто ∼ 1, в наш час вклад кривини оцiнюється, як < 0.02). Таке

величезне розходження мiж початковими даними, якi необхiдно закласти

в модель гарячого Всесвiту i розмiрнiстною оцiнкою називають проблемою

плоскостностi.

Проблема ентропiї Ентропiя видимої частини Всесвiту оцiнюється гi­

гантським числом [1]:

𝑆0 = 1088 (1.15)

В теорiї ВВ розширення Всесвiту з великою точнiстю вiдбувається адiа­

батично. Це означає, що це велитенське число має бути закладене в теорiю

в якостi початкової умови. Природньо ж було б очiкувати, що в планкiв­

ську епоху ентропiя Всесвiту, народженого, наприклад, квантовим чином,

рiвна кiлькостi рiзних типiв частинок (тобто порядка сотнi для СМ)

Ця проблема пов’язана з проблемою горизонту. Оскiльки розмiр суча­

сного горизонту в планкiвську епоху перевищує планкiвський масштаб на

28 порядкiв, то i, вiдповiдно ентропiя перевищує очiкувану на 28 · 3 поряд­

кiв.

Iнтенсивне народження частинок на стадiї пiсляiнфляцiйного розiгрiву

розв’язує проблему ентропiї.

Проблема первинних неоднорiдностей

Ще однiєю проблемою, що потребує пояснення, є природа первинних нео­

днорiдностей густини, якi необхiднi для пояснення великомасштабної стру­

ктури Всесвiту. Початкова їх амплiтуда має бути на рiвнi 𝛿𝜌/𝜌 ∼ 5 · 10−5.
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В теорiї гарячого ВВ механiзму утворення цих неоднорiдностей не iснує, їх

доводиться закладати "руками"в якостi початкового даного космологiчної

еволюцiї.

Отже, в ΛCDM немає вiдповiдей на запитання, чому Всесвiт такий одно­

рiдний, iзотропний i просторово-плоский. В рамках цiєї теорiї також не

вдається пояснити природу первинних неоднорiдностей. Початковi умови,

якi призводять до спостережуваного нами сьогоднi Всесвiту в теорiї ВВ

виглядають неприродньо.

1.3 Модель Старобiнського

Iсторично однiєю з перших моделей iнфляцiї була модель, запропонова­

на А. А. Старобiнським [15]. Початково в моделi немає скалярних полiв.

Вона являє собою модифiкацiю теорiї гравiтацiї, коли гравiтацiйна частина

дiї мiстить у собi не лише лiнiйний, але й квадратичний по кривинi доданок.

Розглянемо модель Старобiнського з присутнiми в нiй також скалярними

та фермiонними полями матерiї, що буде використовуватись в подальшо­

му розглядi. Будемо дiяти вiдповiдно до формалiзму роботи [48]. В якостi

початкової дiї обирається:

𝑆𝐽 = 𝑆𝐽𝐹𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑦 + 𝑆𝐽𝐹𝑚𝑎𝑡𝑡𝑒𝑟 (1.16)

Перший доданок описує модифiковану дiю гравiтацiйного поля

𝑆𝐽𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑦 = −𝑀
2
𝑃

2

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
(︂
𝑅− 𝑅2

6𝜇2

)︂
, (1.17)

де 𝑀𝑃 = 𝑀𝑃𝑙/
√
8𝜋 = 2.4 × 1018 ГеВ. Iнфляцiя призводить до первинних

скалярних неоднорiдностей, амплiтуда яких пояснює спостережувану анi­

зотропiю CMB i великомасштабну структуру, якщо 𝜇 береться рiвним [49]:

𝜇 = 1.3× 10−5𝑀𝑃 , (1.18)

Другий доданок описує дiю полiв матерiї СМ (можливо, деякi iншi новi

поля), а також калiбрувальних полiв. Зокрема, дiя для вiльних (без враху­
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вання гравiтацiйної взаємодiї) нейтрального скалярного поля (𝜙) та фер­

мiонного поля (𝜓) має вигляд

𝑆𝐽𝜙 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
(︂
1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙− 1

2
𝑚2
𝜙𝜙

2

)︂
, (1.19)

𝑆𝐽𝜓 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
(︀
𝑖𝜓𝒟𝜓 −𝑚𝜓𝜓𝜓

)︀
. (1.20)

Лiтера 𝐽 — означає дiю Жордана, 𝒟 = 𝛾𝜇𝐷𝜇, де 𝐷𝜇 — коварiантна похiдна.

За допомогою конформного перетворення

𝑔𝜇𝜈 = 𝜒−1𝑔𝜇𝜈, 𝜒 = 𝑒𝑥𝑝(
√︀

2/3𝜑/𝑀𝑃 ), (1.21)

отримаємо, що гравiтацiйна дiя стане дiєю Ейнштейна-Гiльберта (EH) з

появою нового скалярного поля (iнфлатона або скалярона) 𝜑:

𝑆𝐽𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑦=/(1.21)/=𝑆𝐸𝐻=−𝑀
2
𝑃

2

∫︁
𝑑4𝑥
√︀

−𝑔𝑅̃+
∫︁
𝑑4𝑥
√︀
−𝑔
[︂
1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
,

(1.22)

де потенцiал iнфлатонного поля є

𝑉 (𝜑) =
3𝜇2𝑀 2

𝑃

4

(︀
1− 𝜒−1(𝜑)

)︀2
. (1.23)

Дiя вiльного скалярного поля запишеться як

𝑆𝐽𝜙 = /(1.21)/ = 𝑆𝐸𝐻𝜙 =

∫︁
𝑑4𝑥
√︀
−𝑔
∫︁
𝑑4𝑥
√︀

−𝑔

(︃
1

2
𝑔𝜇𝜈

𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙

𝜒
−
𝑚2
𝜙

2
𝜒−2𝜙2

)︃
.

(1.24)

Щоб призвести кiнетичний доданок до стандартного вигляду потрiбно зро­

бити замiну

𝜙 = 𝜒1/2𝜙. (1.25)

В результатi, у лагранжiанi вiльного скалярного поля з’явиться взаємо­

дiя з iнфлантонним полем

𝑆𝐸𝐻𝜙 =∫︁
𝑑4𝑥
√︀
−𝑔

(︃
𝑔𝜇𝜈

2
𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙−

𝑚2
𝜙𝜒

−1

2
𝜙2 +

𝑔𝜇𝜈√
6𝑀𝑃

𝜙𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜑+
𝑔𝜇𝜈

12𝑀 2
𝑃

𝜙2𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑

)︃
.

(1.26)
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Вiдмiтимо тут, що ця взаємодiя є малою, оскiльки вона подавлена вели­

чиною гравiтацiйного масштабу 𝑀𝑃𝑙. В подальшому, будемо вважати, що

дiї (1.22) та (1.26) вiдповiдають опису фiзичної реальностi, i саме з ними

будемо працювати. Тому, для скорочення записiв, в подальшому тiльди про­

ставляти не будемо. Що стосується фермiонного поля, то його дiя також

приводиться до кананiчного вигляду, за допомогою аналогiчних перетво­

рень, використовуючи замiну 𝜓 = 𝜒3/4𝜓 та 𝒟 = 𝜒1/2𝒟̃.

Отже, маємо (в наступних формулах знаки тiльда опущенi):

𝑆𝑔𝑟𝑎𝑣+𝑖𝑛𝑓𝑙 = −𝑀
2
𝑃

2

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔𝑅 +

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
, (1.27)

𝑆𝜙 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔

{︃
𝑔𝜇𝜈

2
𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙−

𝑚2
𝜙𝜒

−1

2
𝜙2 +

𝑔𝜇𝜈√
6𝑀𝑃

𝜙𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜑+

𝑔𝜇𝜈

12𝑀 2
𝑃

𝜙2𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑

}︂
, (1.28)

𝑆𝜓 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
(︂
i𝜓𝒟𝜓 − 𝑚𝜓√

𝜒
𝜓𝜓

)︂
. (1.29)

Перевiримо тепер потенцiал (1.23) на виконання так званих умов по­

вiльного скочування, якi є критерiями можливостi реалiзацiї iнфляцiйного

режиму на потенцiал поля iнфлатона:

𝜑̇2

2𝑉
=
𝑀 2

𝑃𝑙

48𝜋

(︂
𝑉 ′

𝑉

)︂2

≪ 1 (1.30)

𝑀 2
𝑃𝑙

24𝜋

𝑉 ′′

𝑉
≪ 1 (1.31)

Врахуємо, що:

𝑉 ′(𝜑) =
3𝜇2𝑀 2

𝑃

2

(︂
1− 𝑒

−
√

2
3

𝜑
𝑀𝑃

)︂√︂
2

3

1

𝑀𝑃
𝑒
−
√

2
3

𝜑
𝑀𝑃 (1.32)

𝑉 ′′(𝜑) = 𝜇2𝑒
−2
√

2
3

𝜑
𝑀𝑃 − 𝜇2

(︂
1− 𝑒

−
√

2
3

𝜑
𝑀𝑃

)︂
𝑒
−
√

2
3

𝜑
𝑀𝑃 (1.33)

тодi, при досить великих значеннях поля iнфлатона матимемо:

𝑀 2
𝑃𝑙

48𝜋

(︂
𝑉 ′

𝑉

)︂2

=
2

3
· 𝑒

−2
√

2
3

𝜑
𝑀𝑃(︂

1− 𝑒
−
√

2
3

𝜑
𝑀𝑃

)︂2 ≪ 1 (1.34)
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𝑀 2
𝑃𝑙

24𝜋

(︂
𝑉 ′′

𝑉

)︂
=

4

9
· 𝑒

−2
√

2
3

𝜑
𝑀𝑃(︂

1− 𝑒
−
√

2
3

𝜑
𝑀𝑃

)︂2 −
4

9
· 𝑒

−
√

2
3

𝜑
𝑀𝑃(︂

1− 𝑒
−
√

2
3

𝜑
𝑀𝑃

)︂ ≪ 1 (1.35)

Отже, ми побачили, що модель Старобiнського є еквiвалентна моделi ха­

отичної iнфляцiї з одним iнфлатонним полем 𝜑 та потенцiалом виду (1.23).

1.4 Попереднiй розiгiрiв Всесвiту

1.4.1 Загальнi питання теорiї попереднього розiгрiву

Як було обговорено в попереднiх пiдроздiлах даного роздiлу, для того,

щоб пояснити проблеми проблеми початкових умов в теорiї ВВ, пропонує­

ться ввести додаткову стадiю еволюцiї Всесвiту — iнфляцiйне розширення.

Однiєю з моделей iнфляцiї є модель Старобiнського, дiя якої має вигляд

(1.27)-(1.29), де 𝜑 — поле iнфлатона, з потенцiалом 𝑉 (𝜑)(1.23), 𝜙, 𝜓 — поля

матерiї. В цiй моделi Всесвiт буде майже експоненцiйним чином розширюва­

тись доти, доки потенцiал задовольнятиме умовам повiльного скочування

(1.30) i (1.31). Пiсля цього поле iнфлатона починає осцилювати навколо

мiнiмуму свого потенцiалу. Мехiнiзм вiдкачки енергiї вiд мод коливання

поля iнфлатона, i вiдповiдно, затухання його осциляцiй, полягає у наро­

дженнi частинок, за рахунок взаємодiї з швидкозмiнним полем iнфлатона.

Народженi частинки з часом приходитимуть в стан термодинамiчної рiв­

новаги; цей процес дуже складний i розгядатися тут не буде. Пiсля цього

наступає стадiя Великого вибуху. Моментом, коли у Всесвiтi починає домi­

нувати релятивiстська речовина 𝑡𝑟𝑒ℎ ми вважатимемо момент, коли густина

енергiї, що зосереджена в модах коливання iнфлатонного поля 𝜌𝜑, стає рiв­

ною густинi енергiї народжених частинок матерiї 𝜌𝜙 (якщо вважати, що

народжуються лише частинки одного типу, наприклад скалярнi частинки

𝜙):

𝜌𝜑(𝑡𝑟𝑒ℎ) ≈ 𝜌𝜙(𝑡𝑟𝑒ℎ) (1.36)
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Еволюцiя густини енергiї бозонiв описується рiвнянням [13]:

𝜌̇𝜙 = Γ𝜙𝜌𝜑 − 4𝐻𝜌𝜙 (1.37)

де Γ𝜙 — темп народження частинок поля 𝜙. В рiвняннi враховано, що вклад

народжених ультрарелятивiстських частинок в густину енергiї спадає з ча­

сом за рахунок розширення Всесвiту. Щойно народженi частинки матерiї

будуть перерозсiюватись одна на однiй. Темп цього процесу характеризу­

ватиметься величиною:

Γ𝑠𝑐𝑎𝑡𝑡 = 𝜎
𝜌𝜙
𝜀𝜙

(1.38)

де 𝜎 — повний перерiз розсiяння частинок 𝜌𝜙, 𝜀 — їх середня енергiя. По­

значимо момент, коли темп народження частинок стає рiвний темпу їх роз­

сiяння, як 𝑡𝑑𝑒𝑐. Якщо матимемо, що:

𝑡𝑟𝑒ℎ > 𝑡𝑑𝑒𝑐 (1.39)

тобто момент, коли процеси перерозсiяння стали домiнувати за темпом над

процесами народження частинок, настав ранiше, нiж момент, коли у Всесвi­

тi почали домiнувати частинки матерiї, це означатиме, що в такiй моделi

Всесвiт так i не розiгрiється. Таку просту схему можна використати для

оцiнки тiєї чи iншої моделi на успiшнiсть розiгрiву у нiй.

Спочатку, на прикладi бозонiв розглянемо народження частинок за ра­

хунок ефекту параметричного резонансу в моделi Старобiнського в стацiо­

нарному випадку. Для цього спершу потрiбно виписати вихiднi рiвняння.

За допомогою дiї (1.28) випишемо окремо лагранжiан для поля iнфлатона

та поля матерiї:

ℒ𝜑 =
1

2
(𝜕𝜑)2 − 3𝜇2𝑀 2

𝑃

4

[︀
1− 𝜒−1(𝜑)

]︀2 ≈ 1

2
(𝜕𝜑)2 − 1

2
𝜇2𝜑2 (1.40)

ℒ𝜙 =
1

2
(𝜕𝜙)2 − 1

2
𝜒−1(𝜑)𝑚2

𝜙𝜙
2 +

(𝜕𝜑)2

12𝑀 2
𝑃

𝜙2 +
𝜕𝜇𝜑√
6𝑀𝑃

𝜙𝜕𝜇𝜙 , (1.41)

В рiвняннi (1.40) було враховано що на стадiї попереднього розiгрiву

виконується умова: ⃒⃒⃒⃒
𝜑

𝑀𝑃

⃒⃒⃒⃒
≪ 1 (1.42)
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i було здiйснено розклад експоненти. Не враховуючи зворотню реакцiю

поля матерiї на еволюцiю поля iнфлатона, рiвняння для 𝜑 отримаємо з

(1.40):

2𝜑+ 𝜇2𝜑 = 0 . (1.43)

Розв’язком даного рiвняння буде:

𝜑(𝑡) = 𝜑0 cos𝜇𝑡 (1.44)

Амплiтуда поля 𝜑0 також буде змiнюватись з часом за рахунок розши­

рення Всесвiту. Отримату цю залежнiсть можна наступним чином. Усере­

днена по перiоду коливань густина енергiї осцилюючого iнфлатонного поля

рiвна:

𝜌𝜑 =
1

2
𝜇2𝜑20 (1.45)

Ця густина зменшується з часом за рахунок розширення Всесвiту як:

𝜌𝜑 ∼
1

𝑎3
(1.46)

а отже матимемо:

𝜑0(𝑡) ∼
1

𝑎3/2(𝑡)
(1.47)

Рiвняння руху для поля 𝜙 буде наступним:

2𝜙+

[︃
𝜒−1(𝜑)𝑚2

𝜙 +
2𝜑√
6𝑀𝑃

− (𝜕𝜑)2

6𝑀 2
𝑃

]︃
𝜙 = 0 , (1.48)

або, використовуючи (1.43),

2𝜙+

[︃
𝜒−1(𝜑)𝑚2

𝜙 − 𝜇2
𝜑√
6𝑀𝑃

− (𝜕𝜑)2

6𝑀 2
𝑃

]︃
𝜙 = 0 . (1.49)

Враховуючи, що параметр 𝜇 поля iнфлатона є також частотою його

осциляцiй на стадiї розiгрiву, матимемо, що останнiй член в рiвняннi (1.49)

є подавленим фактором 𝑀𝑃 . Беручи також до уваги (1.42), рiвняння (1.49)

спроститься до вигляду:

2𝜙+

[︂
𝑚2
𝜙 − 𝜇2

𝜑√
6𝑀𝑃

]︂
𝜙 = 0 . (1.50)
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Або, в k-представленнi:

𝜙𝑘 + 3𝐻𝜙̇𝑘 +

(︂
𝜔2
𝑘 − 𝜇2

𝜑(𝑡)√
6𝑀𝑃𝑙

)︂
𝜙𝑘 = 0, (1.51)

де

𝜔2
𝑘 = 𝑘2 +𝑚2

𝜙 (1.52)

На стадiї попереднього розiгрiву другим доданком можемо знехтувати, в

порiвняннi з iншими. Враховуючи, що частинки матерiї народжуються з

дуже великими iмпульсами ∼ 𝜇, будемо вважати, що 𝜔𝑘 ≃ 𝑘. Ця енергiя

народжених частинок також залежить вiд часу за рахунок космологiчного

розширення:

𝜔𝑘(𝑡) ∼
1

𝑎(𝑡)
(1.53)

Тепер можна сформулювати задачу про народження частинок поля 𝜙 в

зовнiшньому полi iнфлатона за допомогою наступного рiвняння:

𝜙𝑘 +

(︂
𝜔2
𝑘(𝑡)− 𝜇2

𝜑(𝑡)√
6𝑀𝑃𝑙

)︂
𝜙𝑘 = 0, (1.54)

𝜑

𝑀𝑃𝑙
≪ 1, 𝜑 = 𝜑0(𝑡) cos𝜇𝑡, (1.55)

яке, за допомогою додаткових позначень

𝜇2𝜑0(𝑡) cos𝜇𝑡√
6𝑀𝑃𝑙

= 𝑔0(𝑡) cos𝜇𝑡, Ω𝑘(𝑡)
2 = 𝜔2

𝑘(𝑡)− 𝑔0(𝑡) cos𝜇𝑡, (1.56)

записується у спрощеному виглядi, як:

𝜙𝑘 + Ω2
𝑘(𝑡)𝜙𝑘 = 0. (1.57)

Далi буде розглянемуто процес народження бозонiв, у так званому резо­

нансному випадку.

1.4.2 Параметричний резонанс: загальна теорiя

В даному пунктi розглядається математичний апарат параметричного

резонансу, для його подальшого застосування до задачi народження части­

нок [13]. Маємо деяку функцiю 𝑌 (𝑡), яка задовiльняє рiвнянню:

𝑌 + (𝜔2
0 + 𝜖𝑔(𝜔𝑡)) = 0 (1.58)
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де 𝜔0 та 𝜔 — константи, 𝜖 — малий параметр, який також не залежить

вiд часу, 𝑔(𝑥) — 2𝜋-перiодична функцiя. Для знаходження наближеного

розв’язку цього рiвняння будемо використовувати наближений метод усе­

реднення Боголюбова [50].

Зробимо позначення:

𝜔2
0 =

(︂
𝑝

𝑞
𝜔

)︂2

+ 𝜖Δ, (1.59)

де 𝑝 i 𝑞 — натуральнi числа. Тодi рiвняння (1.58) запишеться у виглядi:

𝑌 +

(︂
𝑝

𝑞
𝜔

)︂2

𝑌 = −𝜖(𝑔(𝜔𝑡) + Δ)𝑌 (1.60)

Метод усереднення Боголюбова полягає у знаходженнi наближеного розв’яз­

ку рiвняння (1.60) у виглядi:

𝑌 = 𝑎 cos𝜓 +
∞∑︁
𝑠=1

𝜖𝑠𝑢(𝑠)(𝑎, 𝜃,
𝜔

𝑞
𝑡), (1.61)

де функцiї 𝑢(𝑠) є 2𝜋-перiодичними по 2-му i 3-му аргументах, 𝜓 = 𝑝
𝑞𝜔𝑡+ 𝜃,

а параметри 𝑎 i 𝜃 залежать вiд часу. У випадку 𝜖 = 0 розв’язок (1.61)

задовольняє рiвнянню (1.60). Нас буде цiкавити розв’язок в рамках першо­

го порядку теорiї збурення по 𝜖. В методi Боголюбова похiднi по часу вiд

функцiй 𝑎 i 𝜃 розкладаються за cтепенями малого параметру 𝜖:

𝑎̇ = 𝜖𝐴(𝑎, 𝜃) +𝑂(𝜖2)

𝜃 = 𝜖𝐵(𝑎, 𝜃) +𝑂(𝜖2)
(1.62)

Пiдставляючи (1.61) в (1.60) та використовуючи (1.62), отримаємо, в

першому порядку по малому параметру 𝜖:

𝑢̈(1) +

(︂
𝑝

𝑞
𝜔

)︂2

𝑢(1) = −(𝑔 +Δ)𝑎 cos𝜓 + 2
𝑝

𝑞
𝜔𝐴 sin𝜓 + 2

𝑝

𝑞
𝜔𝐵𝑎 cos𝜓 (1.63)

Використовуючи перiодичнiсть збурюючої функцiї 𝑔(𝑥) розкладемо її в

ряд Фур’є:

𝑔(𝑥) =
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑔𝑛𝑒

𝑖𝑛𝑥 (1.64)
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де 𝑔*𝑛 = 𝑔−𝑛, та зробимо позначення:

𝑔𝑛 = |𝑔𝑛|𝑒𝑖𝛼𝑛 (1.65)

Те саме зробимо з функцiєю 𝑢(1):

𝑢(1)(𝑎, 𝜃,
𝜔𝑡

𝑞
) =

+∞∑︁
𝑛=−∞

𝑢𝑛(𝑎, 𝜃)𝑒
𝑖𝑛𝜔𝑡
𝑞 (1.66)

Тодi, з розкладу в ряд отримаємо (1.64), що в лiвiй частинi рiвностi

(1.64) стоятиме:
+∞∑︁

𝑛=−∞

[︃(︂
𝑝

𝑞

)︂2

−
(︂
𝑛

𝑞

)︂2
]︃
𝜔2𝑢𝑛𝑒

𝑖𝑛𝜔𝑡
𝑞 , (1.67)

Цей вираз обертається в нуль при 𝑛 = 𝑞. Вiдповiдно, при 𝑛 = 𝑞 в нуль

має обератись також права частина (1.64). Це дає можливiсть визначити

функцiї 𝐴 i 𝐵. Позначивши 𝑠 = 2𝑝
𝑞 , матимемо [13]:

𝐴(𝑎, 𝜃) = 𝑎|𝑔𝑠|
𝑠𝜔 sin (2𝜃 − 𝛼𝑠)

𝐵(𝑎, 𝜃) = 1
𝑠𝜔 (Δ + |𝑔𝑠| cos(2𝜃 − 𝛼𝑠))

(1.68)

з натуральним числом 𝑠. Зробимо замiну змiнних:

𝑥 = 𝑎 cos (𝜃 − 𝛼𝑠
2 )

𝑦 = 𝑎 sin (𝜃 − 𝛼𝑠
2 )

(1.69)

В нових змiнних система (1.62) матиме вигляд:

𝑥̇ = 𝜖
𝑠𝜔(|𝑔𝑠| −Δ)𝑦 +𝑂(𝜖2)

𝑦̇ = 𝜖
𝑠𝜔(|𝑔𝑠|+Δ)𝑦 +𝑂(𝜖2)

(1.70)

Власнi значення системи (1.70):

𝜇± = ± 𝜖

𝑠𝜔

√︀
|𝑔𝑠|2 −Δ2 (1.71)

𝜇± є дiйсною величиною, якщо:

Δ < |𝑔𝑠| (1.72)

Отже, для кожного натурального значення 𝑠 iснують розв’яки, якi екс­

поненцiйно ростуть або падають 𝑌 ∼ 𝑒𝜇±𝑡 в межах першої резонансної зони,

яка визначена (1.59) i (1.72).
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1.4.3 Параметричний резонанс для моделi Старобiнського

Повернемось тепер до нашої задачi про народження частинок у зовнi­

шньому змiнному полi. Як i в попередньому пунктi, слiдуватимемо логiцi

роботи [13]. Рiвняння для поля народжуваних бозе-частинок в iмпульсному

просторi має вигляд:

𝜙𝑘 + Ω2
𝑘(𝑡)𝜙𝑘 = 0 (1.73)

де Ω2
𝑘 = 𝜔2

𝑘+𝜖𝑔(𝜔𝑡) — поки ми не розглядатимемо залежнiсть вiд часу енер­

гiї народжуваних частинок та амплiтуди збурення 𝑔(𝜔𝑡). Для подальших

цiлей розглянемо зараз теорiю гармонiчного осцилятора зi змiнною в часi

частотою Ω(𝑡). Нехай 𝑄 — координата осцилятора, 𝑃 — спряжений до неї

iмпульс. Тодi гамiльтонiан системи має вигляд:

ℋ =
1

2

[︀
𝑃 2 + Ω2(𝑡)𝑄2

]︀
, (1.74)

Для квантового гармонiчного осцилятора 𝑄 i 𝑃 є ермiтовими операто­

рами з комутацiйним спiввiдношенням (~ = 1):

[𝑄,𝑃 ] = 𝑖. (1.75)

В шредiнгерiвському представленнi цi оператори не залежать вiд часу.

Ми хочемо перейти до зручного залежного вiд часу базису в гiльберторо­

вому просторi, в якому в кожний момент часу гамiльтонiан осцилятора є

дiагональним. Це можна зробити за допомогою залежних вiд часу опера­

торiв:
𝑎 = 𝑒𝑖

∫︀
Ω𝑑𝑡

√
2Ω

(Ω𝑄+ 𝑖𝑃 )

𝑎† = 𝑒−𝑖
∫︀
Ω𝑑𝑡

√
2Ω

(Ω𝑄− 𝑖𝑃 )
(1.76)

Легко показати, що для цих операторiв виконуються такi ж коммутацiй­

нi спiввiдношення, що i для звичайних операторiв народження та знищен­

ня:

[𝑎, 𝑎†] = 1 (1.77)
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Розглянемо добуток 𝑎𝑎†:

𝑎†𝑎 =
1

2Ω
(Ω𝑄− 𝑖𝑃 )(Ω𝑄+ 𝑖𝑃 ) =

1

2Ω
(Ω2𝑄2+𝑃 2+ 𝑖Ω) =

1

2Ω
(Ω2𝑄2−Ω+𝑃 2)

(1.78)

Бачимо, що гамiльтонiан можна записати у виглядi:

ℋ = Ω

(︂
1

2
+ 𝑎†𝑎

)︂
(1.79)

Оператори 𝑎 та 𝑎† пiдпорядковуються рiвнянню Гайзенберга:

𝑑𝐴𝐻

𝑑𝑡
= −1

𝑖
[ℋ̂, 𝐴𝐻 ] +

𝜕𝐴𝐻

𝜕𝑡
(1.80)

Знайдемо, як вони комутують з гамiльтонiаном:

ℋ · 𝑎 = Ω

(︂
1

2
+ 𝑎†𝑎

)︂
𝑎 = Ω

(︁𝑎
2
− 𝑎𝑎†𝑎− 𝑎

)︁
= 𝑎ℋ− Ω𝑎 (1.81)

ℋ · 𝑎† = Ω

(︂
1

2
+ 𝑎†𝑎

)︂
𝑎† = Ω

(︂
𝑎†

2
− 𝑎†𝑎†𝑎+ 𝑎†

)︂
= 𝑎†ℋ + Ω𝑎† (1.82)

Отже:

[ℋ, 𝑎] = −Ω𝑎, [ℋ, 𝑎†] = Ω𝑎† (1.83)

Використовуючи данi комутацiйнi спiввiдношення, можна отримати рiв­

няння для операторiв 𝑎 та 𝑎†:

𝑑𝑎

𝑑𝑡
=

1

𝑖
Ω𝑎+

𝑖Ω𝑒𝑖
∫︀
Ω𝑑𝑡

√
2Ω

(Ω𝑄+ 𝑖𝑃 )

− 1

2

Ω̇𝑒𝑖
∫︀
Ω𝑑𝑡

√
2ΩΩ

(Ω𝑄+ 𝑖𝑃 ) +
𝑒𝑖
∫︀
Ω𝑑𝑡

√
2Ω

Ω̇𝑄

= −𝑖Ω𝑎+ 𝑖Ω𝑎+
1

2

Ω̇

Ω

𝑒𝑖
∫︀
Ω𝑑𝑡

2
√
2Ω

(Ω𝑄− 𝑖𝑃 )

=
Ω̇

2Ω
𝑒2𝑖

∫︀
Ω𝑑𝑡𝑎† (1.84)

Аналогiчнi дiї можна виконати для 𝑎†. Тодi:

𝑎̇ = Ω̇
2Ω𝑒

2𝑖
∫︀
Ω𝑑𝑡𝑎†,

𝑎̇† = Ω̇
2Ω𝑒

−2𝑖
∫︀
Ω𝑑𝑡𝑎

(1.85)
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Розв’язок системи (1.85) може бути записаний через оператори народже­

ння та знищення, якi не залежать вiд часу:

𝑎(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑎0 + 𝛽*(𝑡)𝑎†0

𝑎†(𝑡) = 𝛽(𝑡)𝑎0 + 𝛼*(𝑡)𝑎†0
(1.86)

Перетворення типу (1.86) називаються перетвореннями Боголюбова. Во­

ни являються перетвореннями мiж двума наборами операторiв народже­

ння-знищення. Коефiцiєнти 𝛼(𝑡) та 𝛽(𝑡) називають коефiцiєнтами Боголю­

бова.

Якщо осцилятор початково знаходиться у вакуумному станi, то його

стан |00⟩ анiгiлюється оператором 𝑎0. Це дає можливiсть визначити поча­

тковi умови для коефiцiєнтiв Боголюбова:

|𝛼(0)| = 1, 𝛽(0) = 0. (1.87)

На момент часу 𝑡 середнє число збуджених рiвнiв осцилятора визнача­

тиметься коефiцiєнтом Боголюбова 𝛽. Покажемо, що це так:

𝑛(𝑡) = ⟨00|𝑎†(𝑡)𝑎(𝑡)|00⟩

= ⟨00|(𝛽(𝑡)𝑎0 + 𝛼*(𝑡)𝑎†0) · (𝛼(𝑡)𝑎0 + 𝛽*(𝑡)𝑎†0)|00⟩

= ⟨00|𝑎20|00⟩𝛼(𝑡)𝛽(𝑡) + ⟨00|(𝑎†0)2|00⟩𝛼*(𝑡)𝛽*(𝑡)

+ ⟨00|𝑎†0𝑎0|00⟩|𝛼(𝑡)|2 + ⟨00|𝑎0𝑎†0|00⟩|𝛽(𝑡)|2

= ⟨00|(1− 𝑎†0𝑎0)|00⟩|𝛽(𝑡)|2 = |𝛽(𝑡)|2 (1.88)

Таким чином, наша основна задача зводиться до пошуку коефiцiєнта

𝛽. Використовуючи систему рiвнянь (1.85) можемо отримати рiвняння на

знаходження коефiцiєнтiв Боголюбова, зокрема:

𝑎̇ = 𝛼̇(𝑡)𝑎0 + 𝛽̇*(𝑡)𝑎†0 =
Ω̇

2Ω
𝑒2𝑖

∫︀
Ω𝑑𝑡(𝛽(𝑡)𝑎0 + 𝛼*(𝑡)𝑎†0), (1.89)

прирiвнюючи член при 𝑎0, отримаємо:

𝛼̇(𝑡) =
Ω̇

2Ω
𝑒2𝑖

∫︀
Ω𝑑𝑡𝛽. (1.90)
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Аналогiчно для 𝛽̇(𝑡). Отже матимемо систему рiвнянь для коефiцiєнтiв

Боголюбова:
𝛼̇(𝑡) = Ω̇

2Ω𝑒
2𝑖
∫︀
Ω𝑑𝑡𝛽,

𝛽̇(𝑡) = Ω̇
2Ω𝑒

−2𝑖
∫︀
Ω𝑑𝑡𝛼,

(1.91)

з початковими умовами (1.87).

В представленнi Гайзенберга рiвняння для оператора 𝑄 має вигляд:

𝑄̈+ Ω2𝑄 = 0. (1.92)

Його розв’язок у виглядi комбiнацiї додатньо- та вiд’ємно-частотних

розв’язкiв виражається через оператори народження-знищення 𝑎0 та 𝑎†0:

𝑄(𝑡) = 𝑄(−)(𝑡)𝑎0 +𝑄(+)(𝑡)𝑎†0 (1.93)

За допомогою рiвнянь (1.76) та (1.86) можемо виразити коефiцiєнт 𝛽(𝑡)

в термiнах розв’язку 𝑄(−)(𝑡) в моменти часу, коли Ω рiвна нулю [13]:

𝛽(𝑡) =
1√
2Ω

𝑒−𝑖
∫︀
Ω𝑑𝑡(Ω𝑄(−) − 𝑖𝑄̇(−)) (1.94)

Описаний формалiзм квантового осцилятора з залежною вiд часу часто­

тою може бути використаний для нашої задачi про народження частинок

в системi, що описується рiвнянням (1.73). Нам потрiбно знайти вiд’ємно­

частотний розв’язок цього рiвняння:

𝑄̈
(−)
𝑘 + (𝜔2

𝑘 + 𝜖𝑔(𝜔𝑡))𝑄
(−)
𝑘 (1.95)

Для цього нами можуть бути використанi результати пункту 1.4.2, адже

рiвняння (1.95) є повнiстю аналогiчним рiвнянню (1.58). Початковi умови

для 𝑄(−)
𝑘 слiдують з (1.87):

|𝑄(−)
𝑘 (0)| = 1

2Ω𝑘(0)
, (Ω𝑘𝑄

(−)
𝑘 − 𝑖𝑄̇

(−)
𝑘 )𝑡=0 = 0 (1.96)

Введемо, як i в пунктi 1.4.2 позначення:

𝜔2
𝑘 =

(︁𝑠
2
𝜔
)︁2

+ 𝜖Δ (1.97)
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Тодi розв’язок для 𝑄
(−)
𝑘 буде задаватись комбiнацiєю розв’язкiв типу

(1.61), а саме:

𝑄
(−)
𝑘 =

1

2𝜔𝑘
(𝑎1 cos𝜓1 + 𝑖𝑎2 cos𝜓2) +𝑂(𝜖), (1.98)

де

𝜓1,2 =
𝑠

2
𝜔𝑡+ 𝜃1,2. (1.99)

З (1.96) випливають початковi умови для 𝑎1,2 i 𝜃1,2:

𝑎1 = 𝑎2 = 1, 𝜃2 − 𝜃1 =
𝜋

2
. (1.100)

Аналогiчно до (1.69) перейдемо до нових змiнних:

𝑥1 = 𝑎1 cos 𝜃1, 𝑥2 = 𝑎2 cos 𝜃2, (1.101)

𝑦1 = 𝑎1 sin 𝜃1, 𝑦2 = 𝑎2 sin 𝜃2, (1.102)

Початковi умови для нових змiнних випливають з (1.100):

𝑥1(0) = 𝑦2(0), 𝑥2(0) = −𝑦1(0), (1.103)

|𝑥1|2 + |𝑦1|2 = |𝑥2|2 + |𝑦2|2 = 1 (1.104)

В найнижчому по 𝜖 порядку вираз для 𝛽𝑘 дається [13]:

𝛽𝑘 =
1

2
(𝑥1 + 𝑖𝑥2 + 𝑖(𝑦1 + 𝑖𝑦2)) (1.105)

що задовiльняє рiвнянню:

𝛽𝑘 = 𝜇2+𝛽𝑘 (1.106)

де 𝜇 дається виразом (1.71). Початковi умови для 𝛽𝑘 слiдують з (1.103) та

(1.104):

𝛽𝑘(0) = 0, |𝛽̇𝑘(0)| = 𝜇+|Δ=0 (1.107)

Отримавши розв’язок рiвняння (1.106) матимемо остаточну вiдповiдь:

𝑛𝑘 ≡ |𝛽𝑘|2 =
1

1−Δ2/|𝑔𝑠|2
sinh2(𝜇+𝑡) (1.108)
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Даний розв’язок може бути використаним не лише, коли 𝜇+ є констан­

тою, але й коли цей показник змiнюється адiабатично повiльно, тобто [13]:

|𝜇̇+| ≪ 𝜇2+ (1.109)

В цьому випадку середня кiлькiсть народжених частинок може бути

оцiнена, як:

𝑛𝑘 ≃ sinh2
(︂∫︁

𝜇+𝑑𝑡

)︂
(1.110)

Адаптуємо отриманий результат до задачi про народження бозонiв у зов­

нiшньому осцилюючому полi iнфлатона в моделi Старобiнського, заданої

рiвнянням (1.54). В цьому випадку:

𝑔1 =
𝜇2𝜑0

2
√
6𝑀𝑃

, (1.111)

Вираз (1.97) запишеться, як:

𝜔2
𝑘 =

(︁𝜇
2

)︁2
+Δ, (1.112)

тобто резонансне народження частинок спостерiгатиметься на половинi

власної частоти осциляцiй iнфлатона 𝜇. Показник резонансної експоненти

(1.71) матиме вигляд:

𝜇+ =
1

𝜇

√︀
|𝑔1|2 −Δ2 (1.113)

Оцiнимо спочатку ширину резонансної зони використовуючи (1.112) та

умову (1.72):

Δ𝜔𝑘
𝜇

=
𝜔𝑘 − 𝜔𝑟𝑒𝑠

𝜇
=
𝜔𝑘 − 𝜇

𝜇/2
=

(𝜔𝑘 − 𝜇/2)(𝜔𝑘 + 𝜇/2)

𝜇(𝜔𝑘 + 𝜇/2)
≃ 𝜔2

𝑘 − (𝜇/2)2

𝜇2

=
Δ

𝜇2
.

|𝑔1|
𝜇2

=
𝜑0

2
√
6𝑀𝑃

≪ 1 (1.114)

В лiтературi такий випадок називають вузьким резонансом. Тепер пере­

вiримо виконання умови адiабатичностi (1.109) в центрi резонансної зони

(Δ𝜔𝑘 = 0). Перепишемо вираз (1.113):

𝜇+ =
1

𝜇

√︁
|𝑔1|2 −Δ𝜔2

𝑘(2𝜔𝑟𝑒𝑠)
2 (1.115)
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Тодi:
|𝜇̇+|
𝜇2+

=
𝜇5𝜑0𝜑̇0

24𝑀 2
𝑃 |𝑔1|3

=
2
√
6𝑀𝑃 𝜑̇0
𝜇𝜑20

(1.116)

Використовуючи (1.47), бачимо, що:

𝜑̇0 = −3

2

𝑎̇

𝑎
· 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡
𝑎3/2

= −3

2
𝐻𝜑0 (1.117)

Тодi:
|𝜇̇+|
𝜇2+

=
3
√
6𝑀𝑃

𝜇𝜑0
𝐻 (1.118)

Для оцiнки значення цього виразу, використаємо рiвняння Фрiдмана

𝐻2 =
8𝜋

3𝑀 2
𝑃

(︂
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑)

)︂
, (1.119)

з якого випливає наступне:

𝐻2 .
8𝜋

3𝑀 2
𝑃𝑙

𝑉 (𝜑) =
1

3𝑀 2
𝑃

(
3𝜇2𝑀 2

𝑃

4
) · 2𝜑20

3𝑀 2
𝑃

=
𝜇2𝜑20
6𝑀 2

𝑃

⇒ 𝐻 .
𝜇𝜑0√
6𝑀𝑃

(1.120)

Отже, отримуємо:
|𝜇̇+|
𝜇2+

. 3 (1.121)

Це означає, що в нашому випадку умова адiабатичностi не виконується

(1.109), i розглянутий у цьому роздiлi випадок резонансного народження

частинок не працює для моделi Старобiнського.

1.4.4 Народження бозонiв

В кiнцi попереднього пункту було зроблено висновок, що в рамках мо­

делi Старобiнського порушується умова адiабатичностi, яка має виконува­

тись для резонансного народження частинок, тому теорiя параметричного

резонансу є незастосовною для цiєї моделi. В цьому пунктi розв’язується

задача про народження бозонiв на стадiї попереднього розiгрiву в рамках

моделi Старобiнського, не застосовуючи механiзм параметричного резонан­

су.

Запишимо ще раз початкову умову задачi:

𝜙𝑘 +

(︂
𝜔2
𝑘(𝑡)− 𝜇2

𝜑(𝑡)√
6𝑀𝑃

)︂
𝜙𝑘 = 0 (1.122)
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𝜑

𝑀𝑃
≪ 1, 𝜑 = 𝜑0(𝑡) cos𝜇𝑡 (1.123)

роблячи перепозначення :

𝜇2𝜑0(𝑡) cos𝜇𝑡√
6𝑀𝑃

= 2𝑔0(𝑡) cos𝜇𝑡, Ω𝑘(𝑡)
2 = 𝜔2

𝑘(𝑡)− 2𝑔0(𝑡) cos𝜇𝑡,
|𝑔̇0|
|𝑔0|

≪ 𝜔𝑘, 𝜇

(1.124)

матимемо рiвняння для 𝜙𝑘 у формi:

𝜙𝑘 + Ω2
𝑘(𝑡)𝜙𝑘 = 0 (1.125)

Оцiнка |𝑔̇0|
|𝑔0| ≪ 𝜔𝑘, 𝜇 отримана з урахуванням 𝑔0 ∼ 1/𝑎3/2, а також, вико­

ристовуючи (1.120):

|𝑔̇0|
|𝑔0|

=
3

2
𝐻 .

3

2

𝜇𝜑0√
6𝑀𝑃

≪ 𝜇.𝜔𝑘 (1.126)

Дане спiввiдношення є умовою адiабатичностi для параметру 𝑔0, яке слiд

вiдрiзняти вiд умови адiабатичностi для показника резонансної експоненти

(1.109)

На вiдмiну вiд попереднього розгляду ми будемо розв’язувати бiльш

точну задачу, адже враховуватимемо залежнiсть вiд часу 𝜔𝑘(𝑡), i амплiтуди

поля iнфлатона 𝜑0(𝑡).

Основна задача полягає у визначеннi коефiцiєнта Боголюбова 𝛽𝑘, який,

згiдно з результатами попереднього пункту, знаходиться з системи рiвнянь:

𝛼̇ =
Ω̇

2Ω
𝑒2𝑖

∫︀
Ω𝑑𝑡𝛽, 𝛽̇ =

Ω̇

2Ω
𝑒−2𝑖

∫︀
Ω𝑑𝑡𝛼 (1.127)

з початковими умовами:

|𝛼(𝑡0)| = 1, 𝛽(𝑡0) = 0. (1.128)

Для зручностi виконаємо наступне перетворення:

Ω̇

Ω
=

1

2

(Ω2)′𝑡
Ω2

(1.129)

Тепер потрiбно продиференцiювати по часу Ω2
𝑘. Використовуючи, що

𝜔𝑘 ∼ 𝑘
𝑎 , отримаємо:

𝑑

𝑑𝑡
(𝜔2

𝑘) = −2𝐻𝜔2
𝑘 (1.130)
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Вище було показано, що

𝑑

𝑑𝑡
(𝑔0) = −3

2
𝐻𝑔0 (1.131)

Тодi матимемо:

𝑑

𝑑𝑡
(Ω2

𝑘) = −2𝐻𝜔2
𝑘 + 2𝑔0𝜇 sin𝜇𝑡− 3𝐻𝑔0 cos𝜇𝑡 (1.132)

Враховуючи, що 𝐻 ≪ 𝜇, можемо знехтувати останнiм членом в даному

виразi. Тодi матимемо:

Ω̇

2Ω
=

(Ω2)′𝑡
4Ω2

= − 𝐻𝜔2
𝑘 − 𝑔0𝜇 sin𝜇𝑡

2(𝜔2
𝑘 − 2𝑔0 cos𝜇𝑡)

(1.133)

Систему рiвнянь (1.127) для коефiцiєнтiв Боголюбова розв’язуватиме­

мо, використовуючи теорiю збуренням. Роль малого параметру розкладу

грає 𝑔0. Виконаємо розклад виразу (1.133). Будемо обмежуватись першим

порядком по 𝑔0:

Ω̇

2Ω
≃ −𝐻𝜔

2
𝑘 − 𝑔0𝜇 sin𝜇𝑡

2𝜔2
𝑘

·
(︂
1 +

2𝑔0
𝜔2
𝑘

cos𝜇𝑡

)︂
≃ −𝐻

2
+ 𝑔0

(︂
𝜇 sin𝜇𝑡

2𝜔2
𝑘

− 𝐻

𝜔2
𝑘

cos𝜇𝑡

)︂
(1.134)

Використовуючи знову 𝜇≫ 𝐻, матимемо:

Ω̇

2Ω
= −𝐻

2
+ 𝑔0

𝜇 sin𝜇𝑡

2𝜔2
𝑘

(1.135)

Тодi наша система (1.127) набуває вигляду:⎧⎨⎩ 𝛽̇ =
(︁
−𝐻

2 + 𝜇𝑔0 sin𝜇𝑡
2𝜔2

𝑘

)︁
𝑒−2𝑖

∫︀
𝜔𝑘𝑑𝑡𝑒

2𝑖𝑔0 sin𝜇𝑡
𝜔𝑘𝜇 𝛼

𝛼̇ =
(︁
−𝐻

2 + 𝜇𝑔0 sin𝜇𝑡
2𝜔2

𝑘

)︁
𝑒2𝑖

∫︀
𝜔𝑘𝑑𝑡𝑒

− 2𝑖𝑔0 sin𝜇𝑡
𝜔𝑘𝜇 𝛽

(1.136)

де було виконано iнтегрування в експонентi, використовуючи малiсть 𝑔0, а

також умову адiабатичностi для нього:∫︁ √︁
𝜔2
𝑘 + 2𝑔0 cos𝜇𝑡𝑑𝑡

=

∫︁
𝜔𝑘

√︃
1 +

2𝑔0
𝜔2
𝑘

cos𝜇𝑡𝑑𝑡 ≈
∫︁ (︂

𝜔𝑘 +
𝑔0
𝜔𝑘

cos𝜇𝑡

)︂
𝑑𝑡

≃
∫︁
𝜔𝑘𝑑𝑡+

𝑔0 sin𝜇𝑡

𝜇𝜔𝑘
(1.137)
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В нульовому наближеннi теорiї збурень, розв’язками системи (1.127) вва­

жатимемо 𝛽 = 0 та 𝛼 = 1. Пiдставляючи їх в систему, отримаємо рiвняння

для 𝛽 в наступному наближеннi:

𝛽𝑘(𝑡) =

∫︁ (︂
−𝐻

2
+
𝜇𝑔0 sin𝜇𝑡

2𝜔2
𝑘

)︂
𝑒−2𝑖

∫︀
𝜔𝑘𝑑𝑡

′
𝑒

2𝑖𝑔0 sin𝜇𝑡
𝜔𝑘𝜇 𝑑𝑡 (1.138)

Використовуючи малiсть величини 𝑔0
𝜔𝑘𝜇

, виконаємо розклад експоненти

у виразi (1.138):

𝛽𝑘(𝑡) =

∫︁ (︂
−𝐻

2
+
𝜇𝑔0 sin𝜇𝑡

2𝜔2
𝑘

)︂(︂
1 +

2𝑖𝑔0
𝜇𝜔𝑘

sin𝜇𝑡

)︂
𝑒−2𝑖

∫︀
𝜔𝑘𝑑𝑡

′
𝑑𝑡

=

∫︁ (︂
−𝐻

2
− 𝑖𝑔0𝐻

𝜇𝜔𝑘
sin𝜇𝑡+

𝜇𝑔0
2𝜔2

𝑘

sin𝜇𝑡+
𝑖𝑔20
𝜔3
𝑘

sin2 𝜇𝑡

)︂
𝑒−2𝑖

∫︀
𝜔𝑘𝑑𝑡

′
𝑑𝑡 (1.139)

Останнiй член можна вiдкинути, оскiльки ми працюємо в першому по­

рядку теорiї збурення. Тодi, розкладаючи sin𝜇𝑡, матимемо:

𝛽𝑘(𝑡) =

∫︁ (︂
−𝐻

2
+

(︂
𝜇− 𝑖𝐻𝜔𝑘

𝜇

)︂
𝑔0

4𝑖𝜔2
𝑘

(︀
𝑒𝑖𝜇𝑡 − 𝑒−𝑖𝜇𝑡

)︀)︂
𝑒−2𝑖

∫︀
𝜔𝑘𝑑𝑡

′
𝑑𝑡 (1.140)

Розпишемо останнiй вираз (покладемо тут нижню межу при iнтегруван­

нi в експонентi рiвною нулю):

𝛽𝑘(𝑡) =

∫︁
𝑑𝑡

[︂
−𝐻

2
𝑒−2𝑖

∫︀
𝜔𝑘𝑑𝑡

′
+

𝜇𝑔0
4𝑖𝜔2

𝑘

(︁
𝑒𝑖
∫︀ 𝑡
0
(𝜇−2𝜔𝑘)𝑑𝑡

′ − 𝑒−𝑖
∫︀ 𝑡
0
(𝜇+2𝜔𝑘)𝑑𝑡

′
)︁

− 𝐻𝑔0
4𝜇𝜔𝑘

(︁
𝑒𝑖
∫︀ 𝑡
0
(𝜇−2𝜔𝑘)𝑑𝑡

′ − 𝑒−𝑖
∫︀ 𝑡
0
(𝜇+2𝜔𝑘)𝑑𝑡

′
)︁]︂

(1.141)

Використовуючи 𝜇 ≫ 𝐻 можемо знехтувати членом при 𝐻𝑔0
4𝜇𝜔𝑘

. Якщо

iнтегрувати отриманий вираз по-частинам, використовуючи адiабатичнiсть

змiни 𝑔0 з часом за наступною схемою:∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑡𝑓(𝑡)𝑒𝑖
∫︀ 𝑡
0
𝜔(𝑡′)𝑑𝑡′ =

∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝑡)𝑑

[︃
𝑒𝑖
∫︀ 𝑡
0
𝜔(𝑡′)𝑑𝑡′

𝑖𝜔(𝑡)

]︃

= 𝑓(𝑡)
𝑒𝑖
∫︀ 𝑡
0
𝜔(𝑡′)𝑑𝑡′

𝑖𝜔(𝑡)
|𝑡0 −

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑡𝑓 ′(𝑡)
𝑒𝑖
∫︀ 𝑡
0
𝜔(𝑡′)𝑑𝑡′

𝑖𝜔(𝑡)
, (1.142)

побачимо, що виникатимуть члени виду ∼ 1
𝜔𝑘−𝜇/2 , ∼

1
𝜔𝑘+𝜇/2

, ∼ 1
𝜔𝑘

. Очевидно,

що найбiльшиий вклад даватимуть першi з них в околi резонансної частоти
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𝜇/2 (слiд вiдрiзняти даний резонанс вiд параметричного резонансу, який

розглядався у попередньому роздiлi). Тому члени пропорцiйнi 𝑒−2𝑖
∫︀
𝜔𝑘𝑑𝑡

′ та

𝑒−𝑖
∫︀ 𝑡
0
(𝜇+2𝜔𝑘)𝑑𝑡

′ в (1.141) ми вiдкидаємо. В результатi отримаємо наступний

вираз для 𝛽𝑘(𝑡):

𝛽𝑘(𝑡) =

∫︁
𝑑𝑡
𝜇𝑔0
4𝑖𝜔2

𝑘

𝑒
−2𝑖

∫︀ 𝑡
𝑡0
𝜔𝑘𝑑𝑡

′
𝑒𝑖𝜇𝑡 (1.143)

Виконаємо iнтегрування
∫︀ 𝑡
𝑡0
𝜔𝑘𝑑𝑡. Протягом розiгрiву, до моменту 𝑡𝑟𝑒ℎ

у Всесвiтi домiнує нерелятивiстська речовина, тому масштабний фактор

залежить вiд часу за законом

𝑎(𝑡) = 𝑎0

(︂
𝑡

𝑡0

)︂2/3

, 𝑎0 = 𝑎(𝑡0). (1.144)

Початком еволюцiї вважатимемо момент початку стадiї пiсляiнфляцiй­

ного розiгрiву 𝑡0, коли перестали виконуватись умови повiльного скочува­

ння. Тодi матимемо наступну залежнiсть вiд часу 𝜔𝑘:

𝜔𝑘 =
𝑘

𝑎
=

𝑘

𝑎0

(︂
𝑡0
𝑡

)︂2/3

(1.145)

Тепер можемо виконати iнтегрування:∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜔𝑘(𝑡
′)𝑑𝑡′ =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑡0𝑘

𝑎0

(︂
𝑡0
𝑡′

)︂2/3

𝑑

(︂
𝑡′

𝑡0

)︂
=

∫︁ 𝑡/𝑡0

1

𝑡0𝑘

𝑎0
𝑥−2/3𝑑𝑥 =

3𝑡0𝑘

𝑎0

(︃(︂
𝑡

𝑡0

)︂1/3

− 1

)︃
(1.146)

Для взяття зоовнiшнього iнтегралу в (1.143) потрiбно врахувати зале­

жнiсть вiд часу 𝑔0:

𝑔0(𝑡) =
𝜇2𝜑0(𝑡)

2
√
6𝑀𝑃

, 𝜑0(𝑡) = 𝜑0

(︁𝑎0
𝑎

)︁3/2
⇒ 𝑔0(𝑡) = 𝑔0

𝑡0
𝑡

(1.147)

В подальших записах 𝑔0 i 𝜑0 буде використовуватись для позначення

амплiтуди цих величин в момент часу 𝑡0. Тодi (1.143) набуде вигляду:∫︁ 𝑡
𝑡0

1

𝑑

(︂
𝑡′

𝑡0

)︂
𝑡0
𝜇𝑔0𝑡0𝑎

2
0(𝑡

′)4/3

4𝑖𝑡′𝑘2(𝑡0)4/3
𝑒
𝑖𝑡0𝜇

𝑡′
𝑡0
− 6𝑖𝑡0𝑘

𝑎0

(︂(︁
𝑡′
𝑡0

)︁1/3
−1

)︂

=

∫︁ 𝑡/𝑡0

1

𝑑𝑥
𝜇𝑔0
4𝑖
𝑡0
𝑎20
𝑘2
𝑥1/3𝑒𝑖𝑡0𝜇𝑥−

6𝑖𝑡0𝑘
𝑎0

(𝑥1/3−1) (1.148)
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Отже, нам тепер потрiбно оцiнити значення iнтеграла виду:

𝐼 =

∫︁ 𝑡/𝑡0

1

𝑑𝑥𝑥1/3𝑒
𝑡0𝜇𝜔𝑘(𝑡0)

[︁
𝑖𝑥
𝜔𝑘

− 6𝑖
𝜇 (𝑥

1/3−1)
]︁

(1.149)

Як ми очiкуємо, своє основне значення iнтеграл набиратиме в околi

резонансної частоти, тому ми можемо розширити межi iнтегрування до

[−∞,+∞]. Також виконаємо аналiтичне продовження пiдiнтегральної фун­

кцiї в комплексну площину 𝑧.

Для того, щоб оцiнити значення iнтегралу виду:

𝐹 =

+∞∫︁
−∞

𝜙(𝑧)𝑒𝜆𝑓(𝑧)𝑑𝑧 (1.150)

де 𝑓(𝑧) — деяка комплексна функцi, а 𝜆 — велике дiйсне число, будемо ви­

користовувати метод перевалу [51]. Для цього потрiбно порахувати першу

та другу похiднi вiд функцiї 𝑓(𝑧).В нашому випадку:

𝑓(𝑧) = 𝑖𝑧
𝜔𝑘(𝑡0)

− 6𝑖
𝜇 (𝑧

1/3 − 1);

𝑓 ′(𝑧) = 𝑖
𝜔𝑘(𝑡0)

− 2𝑖
𝜇 𝑧

−2/3;

𝑓 ′′(𝑧) = 4𝑖
3𝜇𝑧

−5/3;

(1.151)

Екстремальне значення функцiї 𝑓(𝑧) досягається в точцi:

𝑧 = 𝑧0 =

(︂
2𝜔𝑘(𝑡0)

𝜇

)︂3/2

, (1.152)

де друга похiдна вiд 𝑓(𝑧):

𝑓(𝑧0) =
4𝑖

3𝜇

(︂
𝜇

2𝜔𝑘(𝑡0)

)︂5/2

̸= 0; (1.153)

Тодi згiдно з методом перевалу:

𝐹 = 𝑒𝜆𝑓(𝑧0)

{︃√︃
2𝜋

𝜆|𝑓 ′′(𝑧0)|
𝜙(𝑧0)𝑒

𝑖𝜑𝑚

}︃
(1.154)

де 𝜑𝑚 деяка фаза, яка не буде нас цiкавити, оскiльки в кiнцевому рахунку

нам буде потрiбна величина |𝛽𝑘|2. В нашому випадку:

𝐼 =

√︃
2𝜋3𝜇

𝑡0𝜇𝜔𝑘(𝑡0)4

(︂
2𝜔𝑘(𝑡0)

𝜇

)︂5/2

·

√︃
2𝜔𝑘(𝑡0)

𝜇
𝑒𝑖𝜆𝛼𝑒𝑖𝜑𝑚 (1.155)
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де ми використали, що 𝑓(𝑧0) = 𝑖𝛼, де 𝛼 дiйсна величина. Отже, опускаючи

несуттєвi фазовi множники, матимемо наступний вираз для коефiцiєнту

Боголюбова:

𝛽𝑘 =
𝜇3𝜑0

√
𝜋

16𝑖𝑀𝑃𝜔2
𝑘(𝑡0)

𝑡0
1√︀

𝜔𝑘(𝑡0)𝑡0

(︂
2𝜔𝑘(𝑡0)

𝜇

)︂7/4

(1.156)

Бачимо, що коефiцiєнт Боголюбова не залежить вiд часу. Але густина

станiв народжених частинок звичайно буде залежати вiд часу. В k-просторi

у станiв з рiзним початковим значенням iмпульсу k за рахунок червоного

змiщення буде зменшуватись частота 𝜔𝑘. Деякi з них при цьому перети­

натимуть окiл резонансної частоти 𝜔𝑟𝑒𝑠𝑘 = 1
2𝜇. При цьому вiдбуватиметься

народження частинок, i густина станiв в k-iй модi ставатиме рiвною |𝛽𝑘|2.

Деякi стани початково мають частоту меншу за резонансну. Народження

частинок в таких станах не вiдбуватиметься. В термiнах фiзичного iмпуль­

су 𝑘𝑝 = 𝑘
𝑎 це можна записати наступним чином:

𝑛𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0 , 𝑘 >

𝜇𝑎(𝑡)

2
(𝑘-мода ще не пройшла через резонанс) ,

|𝛽𝑘|2 , 𝑘min < 𝑘 <
𝜇𝑎(𝑡)

2
( 𝑘-мода пройшла резонанс) ,

0 , 𝑘 < 𝑘min (𝑘-мода нiколи не пройде резонанс) .
(1.157)

де 𝑘𝑚𝑖𝑛𝑝 = 1
2

(︀
𝑎0
𝑎

)︀
. Одним виразом це можна записати, використовуючи фун­

кцiї Хевiсайда:

𝑛𝑘 = 𝜃

(︂
𝑘 − 1

2
𝜇𝑎0

)︂
𝜃

(︂
1

2
𝜇𝑎(𝑡)− 𝑘

)︂
|𝛽𝑘|2 (1.158)

Тепер ми можемо визначити густину енергiї народжених частинок мате­

рiї:

𝜌(𝑡) =

∫︁
𝜔𝑘𝑝𝑛𝑘𝑝

𝑑3𝑘𝑝
(2𝜋)3

(1.159)

В супутнiй системi вiдлiку матимемо:

𝜌(𝑡) =

∫︁
𝑘

𝑎4
𝜃(𝑘 − 1

2
𝜇𝑎0)𝜃(

1

2
𝜇𝑎(𝑡)− 𝑘)|𝛽𝑘|2

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(1.160)
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Знайдемо похiдну вiд 𝜌(𝑡) по часу:

𝜌̇(𝑡) = −4𝐻𝜌+

∫︁
𝑑3𝑘|𝛽𝑘|2𝑘
(2𝜋3)𝑎4

𝜃(𝑘 − 1

2
𝜇𝑎0)

𝜇𝑎̇

2
𝛿(
1

2
𝜇𝑎− 𝑘) (1.161)

Порiвнюючи отриманий вираз з рiвнянням еволюцiї густини енергiї ре­

лятивiстських частинок у Всесвiтi, що розширюється (1.37) (𝜌 = 𝜌𝜙), отри­

маємо, що:

Γ𝜙𝜌𝜑 =

∫︁
𝑑3𝑘|𝛽𝑘|2𝑘
(2𝜋3)𝑎4

𝜃(𝑘 − 1

2
𝜇𝑎0)

𝜇𝑎̇

2
𝛿(
1

2
𝜇𝑎− 𝑘) (1.162)

Пiсля iнтегрування (1.162) в k-просторi матимемо:

Γ𝜙𝜌𝜑 =
𝜇5𝑎20𝜑

2
0𝑎̇𝑡0

256𝜋𝑎6𝑀 2
𝑃𝑙

(︂
𝑎

𝑎0

)︂7/2

(1.163)

Врахуємо, що:

𝜌𝜑 =
1

2
𝜇2𝜑20(𝑡) =

1

2
𝜇2𝜑20

𝑎30
𝑎3

(1.164)

Тодi матимемо:

Γ𝜙 =
𝜇2

128𝜋𝑀 2
𝑃

· 𝑎
2
0𝑎̇𝑡0
𝑎3

(︂
𝑎

𝑎0

)︂7/2

(1.165)

Борнiвська теорiя збурень дає наступний вираз для ширини розпаду

iнфлатона в моделi Старобiнського [13, 48]:

Γ0 =
𝜇3

192𝜋𝑀 2
𝑃

(1.166)

Для порiвняння виразимо Γ через Γ0:

Γ𝜙 =
3

2
Γ0

(︂
𝑎20𝑎̇𝑡0
𝑎3

)︂
·
(︂
𝑎

𝑎0

)︂7/2

(1.167)

Знову таки, використовуючи 𝑎(𝑡) = 𝑎0

(︁
𝑡
𝑡0

)︁2/3
, отримаємо, що:

Γ𝜙 = Γ0 (1.168)

Тобто незалежний розрахунок темпу народження частинок з урахуван­

ням розширення Всесвiту дав такий самий результат, що i борнiвське на­

ближення.
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Важливо сказати, що отриманi в даному пунктi результати носять унi­

версалний характер i можуть бути застосованi не лише для випадку моделi

Старобiнського, а i для будь-якої теорiї народження бозонiв у зовнiшньо­

му осцилюючому скалярному полi iнфлатона, у випадку слабкої взаємодiї.

Дiйсно, розглянемо дiю загального вигляду:

ℒint = −𝜁𝜑𝜙2 , (1.169)

при достатньо малому значеннi константи 𝜁:

𝜁𝜑0 ≪𝑀 2 , (1.170)

де 𝑀 — маса скалярного поля 𝜑. Саме для дiй такого типу, коли взаємодiя

лiнiйна за полем iнфлатона, ми можемо iнтерпретувати процес народження

частинок, як розпад iнфлатона.

Рiвняння руху для поля 𝜙 буде:

2𝜙+
(︀
𝑚2
𝜙 + 2𝜁𝜑

)︀
𝜙 = 0 . (1.171)

Переходячи до компонент мод 𝜙𝑘 отримаємо:

𝜙𝑘 + 3𝐻𝜙̇𝑘 +

(︂
𝑘2

𝑎2
+𝑚2

𝜙 + 2𝜁𝜑

)︂
𝜙 = 0 (1.172)

Бачимо, що воно є еквiвалентин рiвнянню (1.122), на стадiї рехiтингу, коли

другим доданком можна знехтувати, з точнiстю до перепозначення 𝜁 =

𝜇2

2
√
6𝑀𝑃

. Рiвняння для знаходження коефiцiєнту Боголюбова матиме вигляд:

𝛽̇𝑘 =

(︂
𝜔̇𝑘
2𝜔𝑘

+
𝜁𝑀𝜑0
2𝜔2

𝑘

sin𝑀𝑡

)︂
𝑒
2i
∫︀ 𝑡
𝑡0
𝜔𝑘(𝑡

′)𝑑𝑡′
. (1.173)

Розписуючи sin𝑀𝑡, як суму експонент, матимемо:

𝛽̇𝑘 =
𝜔̇𝑘
2𝜔𝑘

𝑒
2i
∫︀ 𝑡
𝑡0
𝜔𝑘(𝑡

′)𝑑𝑡′ +
𝜁𝑀𝜑0
4𝑖𝜔2

𝑘

𝑒
2i
∫︀ 𝑡
𝑡0
𝜔𝑘(𝑡

′)𝑑𝑡′+𝑖𝑀𝑡 +
𝜁𝑀𝜑0
4𝑖𝜔2

𝑘

𝑒
2i
∫︀ 𝑡
𝑡0
𝜔𝑘(𝑡

′)𝑑𝑡′−𝑖𝑀𝑡
.

(1.174)

Знову, залишаючи лише лiдуючий резонансний доданок, матимемо набли­

жений розв’язок для коефiцiєнту 𝛽𝑘:

𝛽𝑘 =
i𝜁𝑀

4

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜑0(𝑡
′)

𝜔2
𝑘(𝑡

′)
𝑒
2i
∫︀ 𝑡′
𝑡0
𝜔𝑘(𝑡

′′)𝑑𝑡′′−i𝑀𝑡′
𝑑𝑡′ . (1.175)
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Як i ранiше, для оцiнки iнтегралу використовується метод перевалу, що

дає:

𝛽𝑘 =
𝜁𝑀𝜑0(𝑡𝑘)

4𝜔2
𝑘(𝑡𝑘)

√︂
𝜋

|𝜔̇𝑘(𝑡𝑘)|
=
𝜁𝜑0(𝑡𝑘)

𝑀

√︂
𝜋

|𝜔̇𝑘(𝑡𝑘)|
=
𝜁𝜑0(𝑡𝑘)

𝑀 3/2

√︃
2𝜋

𝐻(𝑡𝑘)
, (1.176)

де момент часу 𝑡𝑘 визначається методом перевалу 𝜔𝑘(𝑡𝑘) =𝑀/2, i є момен­

том проходження резонансної зони 𝑘-ю модою.

Використовуючи вже застосований вище пiдхiд, для загального виразу

для темпу народження бозонiв матимемо:

Γ𝜙 =
𝜁2

8𝜋𝑀
. (1.177)

1.4.5 Народження фермiонiв

Тепер розглянемо процес народження фермiонiв. У викривленому про­

сторi-часi потрiбно користуватись коварiантно-узагальненим рiвнянням Дi­

рака:

[i𝛾𝜇(𝑥)𝒟𝜇 −𝑚]𝜓(𝑥) = 0 . (1.178)

Тут, 𝛾𝜇(𝑥) = ℎ𝜇(𝑎)(𝑥)𝛾
𝑎, де 𝛾𝑎 – звичайнi матрицi Дiрака, а тетраднi вектори

ℎ𝜇(𝑎)(𝑥) нормованi наступним чином:

ℎ𝜇(𝑎)ℎ(𝑏)𝜇 = 𝜂𝑎𝑏 , (1.179)

де 𝜂𝑎𝑏 – метрика плоского простору-часу.

Коварiантна похiдна 𝒟𝜇 поля Дiрака в (1.178) визначена, як:

𝒟𝜇𝜓 =

[︂
𝜕𝜇 +

1

4
𝐶𝑎𝑏𝑐ℎ

(𝑐)
𝜇 𝛾

𝑏𝛾𝑎
]︂
𝜓 . (1.180)

Тут, 𝐶𝑎𝑏𝑐 – коефiцiєнти Рiччi, що пов’язанi з тетрадними векторами спiв­

вiдношенням:

𝐶𝑎𝑏𝑐 =
(︁
𝜕𝜈ℎ

𝜇
(𝑎)

)︁
ℎ(𝑏)𝜇ℎ

𝜈
(𝑐) . (1.181)

Ми розглядаємо тут стандартний випадок, коли спiнорне поле 𝜓 взаємо­

дiє з полем iнфлатона 𝜑 через юкавiвську константу взаємодiї:

ℒint = ϒ𝜑𝜓𝜓 . (1.182)
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Модель Старобiнського (1.29) є частинним випадком такої взаємодiї при

ϒ =
√︁

2
3
𝑚𝜓

𝑀𝑃
i за умови 𝜑≪𝑀𝑝. В результатi, в рiвняннi (1.178) з’являється

ефективна маса, що залежить вiд часу:

𝑚(𝑡) = 𝑚𝜓 −ϒ𝜑(𝑡) . (1.183)

Зручно перейти до конформного часу 𝜂 =
∫︀
𝑎−1(𝑡)𝑑𝑡, в термiнах якого,

метрика є конформно плоскою:

𝑑𝑠2 = 𝑎2(𝜂)
(︀
𝑑𝜂2 − 𝑑𝑙2

)︀
. (1.184)

В космологiчнiй постановцi задачi, тетраднi вектори у сферичнiй системi

координат можуть бути обранi наступним чином:

ℎ(0)0 = −ℎ(1)1 = 𝑎(𝜂) , ℎ(2)2 = −𝑎(𝜂)𝑓(𝑟) ,

ℎ(3)3 = −𝑎(𝜂)𝑓(𝑟) sin 𝜃 , ℎ(𝑎)𝑖 = 0 , 𝑎 ̸= 𝑖 .
(1.185)

Рiвняння Дiрака (1.178) тодi перепишеться, як: [53]

i

𝑎

[︂
𝛾0

𝜕

𝜕𝜂
+ 𝛾1

𝜕

𝜕𝜒
+ 𝛾2

1

𝑓

𝜕

𝜕𝜃
+ 𝛾3

1

𝑓 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
+

3𝑎′

2𝑎
𝛾0 +

𝑓 ′

𝑓
𝛾1 +

cot 𝜃

2𝑓
𝛾2
]︂
𝜓−𝑚𝜓 = 0 ,

(1.186)

де апострофом позначено похiдно вiдносну по конформному часу 𝜂.

Розглянемо псевдо-евклiдiв простiр з 𝑓 = 𝜒. В цьому випадку зручно

використовувати декартовi координати. Тодi рiвняння (1.186) набуде вигля­

ду: [︂
i

𝑎
𝛾𝜇𝜕𝜇 +

3𝑖

2𝑎

𝑎′

𝑎
𝛾0 −𝑚(𝜂)

]︂
𝜓 = 0 . (1.187)

Для того, щоб роздiлити змiннi в цьому рiвняннi, шукатимемо розв’язок

у виглядi:

𝜓
(±)
𝑗 =

1

(2𝜋𝑎)3/2
𝑢
(±)
𝑘𝜎 (𝜂)𝑒

±𝑖𝑘𝛼𝑥𝛼 (1.188)

Тут маємо квантове число 𝑗 = {𝑘, 𝜎}, в яке входять 𝑘 = {𝑘1, 𝑘2, 𝑘3}, 𝜎 = ±1;

𝑢+𝜎𝑘 =

⎛⎝ 𝜎𝑓𝑘+(𝜂)𝜙𝜎(𝑘)

−𝑓𝑘−(𝜂)𝜙𝜎(𝑘)

⎞⎠ , 𝑢−𝜎𝑘 =

⎛⎝ 𝑓𝑘+(𝜂)𝜙𝜎(𝑘)

𝜎𝑓𝑘−(𝜂)𝜙𝜎(𝑘)

⎞⎠ . (1.189)
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Спiнори 𝜙𝜎 є власними функцiями оператору кiральностi:

(𝜎⃗𝑛⃗)𝜙𝜎 = 𝜎𝜙𝜎 , (1.190)

де 𝑛⃗ = 𝑘⃗/|⃗𝑘|, i 𝜎⃗ – матрицi Паулi. Тодi, для першої компоненти рiвняння

(1.187), отримаємо:

i

𝑎
(𝜎⃗𝑛⃗)

i𝑘

(2𝜋𝑎)3/2
𝑓𝑘−𝜙𝜎+

(︂
i

𝑎

𝜕

𝜕𝜂
+

3i

2𝑎

𝑎′

𝑎
−𝑚

)︂(︂
𝜎

(2𝜋𝑎)3/2
𝑓𝑘+𝜙𝜎

)︂
= 0 , (1.191)

маючи, при цьому, для функцiй, залежних вiд часу,

𝑓 ′𝑘+ + i𝑘𝑓𝑘− + i𝑚𝑎𝑓𝑘+ = 0, (1.192)

i

𝑓 ′𝑘− + i𝑘𝑓𝑘+ − i𝑚𝑎𝑓𝑘− = 0 . (1.193)

Як i у випадку з скалярним полем, можемо виразити загальний розв’я­

зок системи рiвнянь у термiнах коефiцiєнтiв Боголюбова 𝛼𝑘 i 𝛽𝑘 наступним

чином:

𝑓𝑘±(𝜂) = ±𝑁∓(𝜂)𝛼𝑘(𝜂)𝑒
i
∫︀ 𝜂
𝜂0

Ω𝑘(𝜂
′)𝑎(𝜂′)𝑑𝜂′ −𝑁±(𝜂)𝛽𝑘(𝜂)𝑒

−i
∫︀ 𝜂
𝜂0

Ω𝑘(𝜂
′)𝑎(𝜂′)𝑑𝜂′

,

(1.194)

з

𝑁± =

√︂
Ω𝑘 ±𝑚

Ω𝑘
, Ω2

𝑘 =
𝑘2

𝑎2
+𝑚2 . (1.195)

Коефiцiєнти Боголюбова задовiльняють наступнiй системi рiвнянь:

𝛽′
𝑘 =

2𝑚𝑎′ +𝑚′𝑎

2𝑘
𝑒
2i
∫︀ 𝜂
𝜂0

Ω𝑘(𝜂
′)𝑎(𝜂′)𝑑𝜂′

𝛼𝑘 , (1.196)

𝛼′
𝑘 =

2𝑚𝑎′ −𝑚′𝑎

2𝑘
𝑒
−2i

∫︀ 𝜂
𝜂0

Ω𝑘(𝜂
′)𝑎(𝜂′)𝑑𝜂′

𝛽𝑘 . (1.197)

Переходячи до звичайного космологiчного часу 𝑡, можемо повторити

викладки та аргументи з попереднього роздiлу з 𝜑(𝑡) в (1.183), що задається

рiвнянням (1.44). Зрештою, ми отримаємо розв’язок в першому порядку

теорiї збурень для коефiцiєнта 𝛽𝑘 у формi:

𝛽𝑘 =
ϒ𝑀

4i

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜑0(𝑡
′)

𝜔𝑘(𝑡′)
𝑒
2i
∫︀ 𝑡′
𝑡0
𝜔𝑘(𝑡

′′)𝑑𝑡′′−i𝑀𝑡′
𝑑𝑡′ , (1.198)
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де

𝜔𝑘 =

√︂
𝑚2
𝜓 +

𝑘2

𝑎2
≈ 𝑘

𝑎
. (1.199)

Поправки бiльш високого порядку до цього розв’язку є малими, згiдно з

умовою [13]
ϒ𝜑0
𝑀

≪ 1 , (1.200)

яка виконується в нашому випадку.

Використовуючи метод градiєнтного спуску, отримаємо, подiбно до (1.176),

𝛽𝑘 = −ϒ𝑀𝜑0(𝑡𝑘)

4𝜔(𝑡𝑘)

√︂
𝜋

|𝜔̇𝑘(𝑡𝑘)|
= −1

2
ϒ𝜑0(𝑡𝑘)

√︂
𝜋

|𝜔̇𝑘(𝑡𝑘)|
= −1

2
ϒ𝜑0(𝑡𝑘)

√︃
2𝜋

𝑀𝐻(𝑡𝑘)
.

(1.201)

Далi, дiючи аналогiчно пункту 1.4.4, i беручи до уваги чотрири можливi по­

ляризацiї народжених частинок/античастинок, отримаємо остаточно темп

народження фермiонiв Γ𝜓 в загальному випадку та конкретно для моделi

Старобiнського:

Γ𝜓 =
ϒ2𝑀

8𝜋
=

𝜇𝑚2
𝜓

12𝜋𝑀 2
P

. (1.202)

1.4.6 Народження iнфлатону

На етапi попереднього розiгрiву поле iнлатону з нелiнiйним потенцiалом

може породжувати збудження самого себе. Для того, щоб розглянути такий

процес самозбурення, роздiлимо поле iнфлатона 𝜑(x, 𝑡) на фонову частину

та збурення:

𝜑(x, 𝑡) = 𝜑(𝑡) + 𝛿𝜑(x, 𝑡) . (1.203)

Пiдставляючи поле iнфлатону в такому виглядi в рiвняння руху,

𝜑−∇2𝜑+ 𝑉 ′
𝜑 = 0 , (1.204)

отримаємо рiвняння для фонової частини i для збурення:

𝜑(𝑡) + 𝑉 ′
𝜑(𝑡) = 0 , (1.205)



50

𝛿𝜑𝑘(x, 𝑡) + 𝑘2𝛿𝜑𝑘(x, 𝑡) + 𝑉 ′′
𝜑𝜑𝛿𝜑𝑘(x, 𝑡) = 0 . (1.206)

Для цього було використано розклад

𝑉 ′(𝜑+ 𝛿𝜑) = 𝑉 ′(𝜑) + 𝑉 ′′(𝜑)𝛿𝜑 (1.207)

i виконано перехiд до Фур’є-компонент.

В моделi Старобiнського на стадiї рехiтингу, для 𝜑/𝑀P ≪ 1, маємо

𝑉 ′′ = 𝜇2

(︃
1−

√
6
𝜑

𝑀𝑃
− 4

3

(︂
𝜑

𝑀𝑃

)︂2
)︃
. (1.208)

Далi, обмежуючись першим порядком малостi по 𝜑/𝑀P, отримаємо

𝛿𝜑𝑘 +

(︂
𝑘2

𝑎2
+ 𝜇2 −

√
6𝜇2

𝜑

𝑀𝑃

)︂
𝛿𝜑𝑘 = 0 . (1.209)

Це рiвняння подiбне до (1.122) з фоновою частиною поля, яка поводиться,

як (1.124). Тому, ми можемо розв’язувати рiвняння (1.209), так само, як i

в пунктi 1.4.4. Зокрема, для коефiцiєнту Боголюбова матимемо рiвняння:

𝛽̇𝑘 =
Ω̇𝑘

2Ω𝑘
𝑒
2𝑖

𝑡∫︀
𝑡0

Ω𝑘(𝑡
′)𝑑𝑡′

, (1.210)

з

Ω2
𝑘 = 𝜔2

𝑘(𝑡)−
√
6𝜇2

𝜑0(𝑡)

𝑀𝑃
cos𝜇𝑡 , (1.211)

𝜔2
𝑘 = 𝜇2 +

𝑘2

𝑎2
. (1.212)

В наближеннi 𝜑0/𝑀P ≪ 1, матимемо

Ω̇𝑘

2Ω𝑘
=

√
3

2
√
2

𝜇3𝜑0
𝜔2
𝑘𝑀𝑝

sin𝜇𝑡 (1.213)

i

𝛽̇𝑘 =
i
√
3

4
√
2

𝜇3

𝜔2
𝑘

𝜑0
𝑀𝑃

⎛⎝𝑒2i 𝑡∫︀𝑡0 Ω𝑘(𝑡
′)𝑑𝑡′−i𝜇𝑡

− 𝑒
2i

𝑡∫︀
𝑡0

Ω𝑘(𝑡
′)𝑑𝑡′+i𝜇𝑡

⎞⎠ (1.214)

Специфiчною особливiстю цього рiвняння є те, що система не проходить

через резонансну область. Припускаючи, що передекспонентний множник
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в (1.214) змiнюється в часi повiльнiше, анiж експонента, можемо оцiнити

значення 𝛽𝑘 i отримати

|𝛽𝑘|2 ≃
3

32

𝜑20
𝑀 2

𝑃

𝜇4

𝜔4
𝑘

. (1.215)

Для скалярних частинок, використовуючи (1.176) та 𝜁 = 𝜇2

2
√
6𝑀𝑃

, мати­

мемо

|𝛽𝑘|2 =
𝜋𝜇𝜑20

12𝑀 2
𝑃𝐻

. (1.216)

Вiдношення мiж темпом народження скалярних частинок матерiї та тем­

пом народження iнфлатону становить 𝜇/𝐻, i, оскiльки 𝐻 ≪ 𝜇, народжен­

ням iнфлатону можна знехтувати. Однак, вiн може бути одного масштабу

з темпом народження фермiонiв з малою масою [див. рiвняння (1.201) з

урахуванням ϒ =
√︁

2
3
𝑚𝜓

𝑀𝑃
]:

|𝛽𝑘|2 =
𝜋

3

𝑚2
𝜓

𝑀 2
𝑃

𝜑20
𝜇𝐻

. (1.217)

1.5 Висновки

В даному роздiлi було розглянуто народження частинок в ранньому Все­

свiтi пiсля стадiї iнфляцiї. Цi процеси є ключовими на стадiї попереднього

розiгiрву Всесвiту. З початку 1990х рокiв [11, 12, 13], вiдомо, що часто цi

процеси не можуть розглядатися, використовуючи темпи народження ча­

стинок, порахованi в рамках теорiї збурень. Так, у просторi Мiнковського

буде домiнувати параметричний резонанс в першiй резонанснiй зонi, якою

б малою не була константа взаємодiї поля iнфлатона з бозонним полем

матерiї. Густина енергiї в цьому випадку росте експоненцiйно з часом, на

вiдмiну вiд величин, отриманих в рамках теорiї збурень. Процес народже­

ння фермiонiв також є непертурбативним [14].

Специфiчнi особливостi розширення Всесвiту, на диво, вiдновлюють спра­

ведливiсть звичайних формул борнiвського наближення у випадку досить

малої константи зв’язку. Причина в тому, що кожна окрема мода поля, що
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народжується, проводить лише певний обмежений промiжок часу в резо­

нансi, призводячи до малих чисел заповнення народжених частинок. Обра­

ховуючи темпи народження частинок в наближеннi методу перевалу, ми

отримали стандартнi формули для темпiв передачi енергiї вiд поля iнфла­

тона полям скалярних та спiнорних частинок. Вони характеризуються зви­

чайними темпами народження (1.177) i (1.202), вiдповiдно, i не залежать

вiд деталей розширення Всесвiту. Причину цiєї дивної властивостi можна

побачити в формулах (1.176) i (1.201). Середнi числа заповнення для ча­

стинок 𝑁𝑘 = |𝛽𝑘|2 ∝ 1/𝐻(𝑡𝑘), обернено пропорцiйнi параметру Хабла в

той час, коли мода з хвильовим вектором 𝑘 проходить резонансну область

i збурюється. З iншого боку, темп вивiльнення енергiї пропорiйний темпу

заповнення мод, який керується частотним червоним змiщенням i прямо

пропорцiйний параметру Хабла. Цi двi тенденiї компенсують одна одну,

призводячи до сталих значень величин Γ𝜙 i Γ𝜓.

Також важливо те, що константи зв’язку (1.169) i (1.182) лiнiйнi по полю

iнфлатона 𝜑, дякуючи чому, ми також маємо 𝑁𝑘 = |𝛽𝑘|2 ∝ 𝜑20 ∝ 𝜌𝜑. Це

якраз є тими типами зв’язкiв, вiдповiдальних за розпад 𝜑-частинок, що

дозволяють ефективну iнтерпретацiю величин (1.177) i (1.202), як темпiв

розпаду iнфлатона.

Також у даному роздiлi було розглянуто питання самозбурення iнфла­

тона на етапi попереднього розiгрiву. Виявилось, що iнтенсивнiстю таких

процесiв можна знехтувати у порiвняннi з процесами народження бозонiв,

хоча вони i можуть бути порiвнянi з темпом народження фермiонiв.

Потрiбно зазначити,що всi результати також було отримано та застосо­

вано на прикладi однiєї з найбiльш успiшних моделей iнфляцiї — моделi

Старобiнського. Результати даного роздiлу опублiковано в роботах [41, 42]
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РОЗДIЛ 2

ГЕНЕРАЦIЯ ЛЕПТОННОЇ АСИМЕТРIЇ У МОДЕЛI

ЗI СТЕРИЛЬНИМИ НЕЙТРИНО

2.1 Мотивацiя до створення моделi 𝜈𝑀𝑆𝑀 .

Стандартна модель (СМ) — мiнiмальна релятивiстська теорiя поля, що

може пояснити майже всi експериментальнi данi в областi фiзики елемен­

тарних частинок з великою точнiстю. СМ успiшно описує взаємодiю мiж

собою частинок, якi на сьогоднi вважаються елементарними. Попри те, як

згадувалось у Вступi, iснує декiлька спостережуваних явищ, якi не вдає­

ться пояснити в рамках СМ, зокрема:

∙ нейтриннi осциляцiї,

∙ барiонна асиметрiя,

∙ ТМ, ТЕ та iн.

Iсторично першим еспериментом, що призвiв до появи iдеї про нейтриннi

осциляцiї, був експеримент на шахтi Хоумстейк (Пiвденна Дакота, США)

в кiнцi 1960-х рокiв [54]. Експеримент дозволяв вимiрювати iнтегральний

потiк електронних сонячних нейтрино. Вимiряний потiк (Φ𝑜𝑏𝑠) виявився

суттєво меншим за передбачуваний Стандартною моделлю Сонця (Φ𝑆𝑆𝑀),

справедливiсть якої пiдтверджується при цьому вимiрюваннями потоку фо­

тонiв вiд Сонця i даними гелiосейсмологiї,

Φ𝑜𝑏𝑠

Φ𝑆𝑆𝑀
= 0.34± 0.03 (2.1)

Такi результати вказували на те, що електроннi нейтрино на своєму шля­

ху зазнають перетворення в iншi типи нейтрино, якi не детектуються на

експериментi.

В подальшому якiсно аналогiчнi результати були отриманi iншими екс­

периментами по детектуванню електронних сонячних нейтрино [1]:
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∙ Super-K (шахта Камiока, Японiя, 1996–нинi дiючий),

∙ SNO (Садберi, Канада, 1999–2006),

∙ Gallex / Gallium Experiment (Лабораторiя Гран-Сассо, Iталiя 1991–1997),

а також на експериментi KamLAND (Японiя, 2002–нинi дiючий) з детекту­

вання реакторних електронних нейтрино. На експериментi K2K (Японiя,

1999-2004) з детектування атмосферних нейтрино мюонного типу було ви­

явлено зменшення їх потоку вiд детектора до детектора.

Отриманi на цих експериментах результати достовiрно вказують на пере­

ходи (осциляцiї) нейтрино рiзних поколiнь мiж собою. Проте такi процеси

є забороненими в рамках СМ, оскiльки в нiй аромат (номер поколiння) ле­

птонiв зберiгається. Це, в свою чергу, пов’язано з безмасовiстю нейтрино в

пiдходi СМ. Вираз для ймовiрностi 𝑃𝜈𝛼→𝜈𝛽 того, що нейтрино з ароматового

стану 𝛼 проосцилює в стан 𝛽 має форму [55]:

𝑃𝜈𝛼→𝜈𝛽 = 𝛿𝛼𝛽 +
∑︁
𝑗>𝑖

𝐴𝑖𝑗𝛼𝛽 sin
2(
Δ𝑚2

𝑖𝑗

4𝐸
𝐿), (2.2)

де Δ𝑚2
𝑖𝑗 = 𝑚2

𝑖 −𝑚2
𝑗 – рiзниця квадратiв мас нейтрнних станiв 𝑖 та 𝑗, 𝐴𝑖𝑗𝛼𝛽

– дiйсний коефiцiєнт, 𝐸 – енергiя нейтрино, 𝐿 – вiдстань мiж точками дете­

ктуання. З виразу видно, що осциляцiї неможливi для безмасових частинок,

а отже неможливi в СМ без модифiкацiї.

Другою з перелiчених проблем СМ є БА. В сучасному Всесвiтi спостерi­

гається надлишок барiонiв (протони, нейтрони) над вiдповiдними антича­

стинками. При температурах порядка кiлькох сотен МеВ та вище активно

вiдбувалися процеси народження та анiгiляцiї кварк–антикваркових пар.

В процесi охолодження Всесвiту пари анiгiлюватимуть i сучасна барiон­

на речовина не мала б iснувати. Проблему БА в рамках СМ не вдається

розв’язати. Умови, за яких на певному етапi еволюцiї Всесвiту може згене­

руватись БА були сформованi А. Д. Сахаровим. Згiдно з цими умовами,

для успiшного барiогенезису має мати мiсце [56]:
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1. Незбереження барiонного числа,

2. Порушення 𝐶 – i 𝐶𝑃 – симетрiї

3. Порушення термодинамiчної рiвноваги

Ефективним механiзмом генерацiї БА є лептогенезис при температурах

𝑇 > 𝑇𝐸𝑊 . За таких високих температур барiонне число 𝐵 саме по собi не

зберiгається, а зберiгається його комбiнацiя з лептонним числом (𝐵 − 𝐿),

де 𝐿 = 𝐿𝑒+𝐿𝜇+𝐿𝜏 – повне лептонне число. Утворена в процесах поза СМ

ЛА частово перекидується за рахунок електрослабких процесiв СМ в БА.

Отже, для успiшної генерацiї БА необхiдно мати модель, здатну описати

утворення ЛА за високих температур Всесвiту.

Нарештi, розглянемо третю з озвучених проблем — проблему ТМ. Су­

часний Всесвiт лише на 4% складається з вiдомих частинок СМ i на 96%

невiдомо з чого [7] . Цi 96% подiляються на двi фракцiї, одна з яких (23%)

здатна кластеризуватися (збиратись у згущення), а iнша (73%) — нi. Пер­

шу називають «темною матерiєю» , а другу — «темною енергiєю». Жодна

з частинок СМ не може бути частинкою ТМ. Цi частинки мають бути ста­

бiльними (перiод розпаду рiвен вiковi Всесвiту), мають не взаємодiяти (або

взаємодiяти дуже слабко) з частинками СМ.

Описанi проблеми спонукають до пошуку модифiкацiй або розширень

СМ. Модель 𝜈𝑀𝑆𝑀 (мiнiмальна нейтринна модифiкацiя СМ) — це розши­

рення СМ трьома масивними нейтрино з правою кiральнiстю (якi носять

назву стерильнi нейтрино), запропонована М. Шапошнiковим та Т. Асакою

[19]-[20]. У 𝜈𝑀𝑆𝑀 не вводиться новий енергетичний масштаб, оскiльки сте­

рильнi нейтрино мають масу, меншу за електрослабкий масштаб. В рамках

цiєї моделi вдається одночасно пояснити масивнiсть активних нейтрино,

ЛА, а також у нiй найлегший стерильний нейтрино грає роль частинки

ТМ.

В рамках моделi 𝜈𝑀𝑆𝑀 необхiдна величина ЛА [21] може бути згенеро­
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вана за рахунок розпадiв двох важчих стерильних нейтрино. Цi частинки

народжуються за температур 𝑇 > 𝑇𝐸𝑊 з очiкуваними масами в межах

𝑚𝜋 < 𝑀𝐼 < 𝑇𝐸𝑊 , де 𝑚𝜋 – маса пiона, а 𝑀𝐼 – маса 𝐼-го стерильного ней­

трино. ЛА за температур сфалеронного переходу (𝑇 ∼ 𝑇𝐸𝑊 ) пов’язана

з барiонною асиметрiєю Всесвiту. При температурi 𝑇 < 𝑇𝐸𝑊 ЛА, сфор­

мована в резульатi розпаду важких стерильних нейтрино, не може бути

трансформована в БА, натомiсть вона накопичуеться. Як було показано

в [57, 22], у Всесвiтi має iснувати ЛА Δ = Δ𝐿/𝐿 = (𝑛𝐿 − 𝑛𝐿̄)/(𝑛𝐿 + 𝑛𝐿̄)

порядку:

10−3 < Δ < 2/11 (2.3)

на момент початку народження частинок ТМ (має мiсце при температурi

порядку 0.1 ГеВ).

В наступних пiдроздiлах даного роздiлу буде подано математичний апа­

рат моделi 𝜈𝑀𝑆𝑀 , а також описано процес лептогенезису в рамках моделi.

2.2 Модель 𝜈𝑀𝑆𝑀 . Загальнi властивостi моделi та лептонна аси­

метрiя в рамках моделi

2.2.1 Лагранжiан 𝜈𝑀𝑆𝑀 . Новi параметри моделi

Лагранжiан моделi 𝜈𝑀𝑆𝑀 має наступний вигляд [19, 20]:

ℒ = ℒ𝑆𝑀 + 𝑖𝜈𝐼𝑅𝜕𝜇𝛾
𝜇𝜈𝐼𝑅 − 𝐹𝛼𝐼𝐿̄𝛼Φ̃𝜈𝐼𝑅 − 𝑀𝐼𝐽

2
𝜈𝑐𝐼𝑅𝜈𝐽𝑅 + ℎ.𝑐., (2.4)

ℒ𝑆𝑀 — лагранжiан Стандартної моделi, 𝜈𝐼𝑅 — фермiоннi функцiї правокi­

ральних стерильних нейтрино (𝐼 = 1, 2, 3), що є синглетами по вiдношенню

до 𝑆𝑈(3)× 𝑆𝑈(2)×𝑈(1) перетворень, 𝑀𝐼𝐽 — майоранiвськi маси стериль­

них нейтрино. 𝜈𝑐𝐼𝑅 = 𝐶𝜈𝑇𝐼𝑅, 𝐶 = 𝑖𝛾2𝛾0 — оператор зарядового спряжен­

ня. Φ̃ = 𝑖𝜎2Φ
*, де Φ — хiгсiвський дублет, 𝜎2 — друга з матриць Паулi.

𝐿𝛼 =

⎛⎝ 𝜈𝛼

𝑒𝛼

⎞⎠ — лептонний дублет (𝛼 = 𝑒, 𝜇, 𝜏 ), 𝐹𝛼𝐼 — матриця юкавiв­

ських констант взаємодiї, ℎ.𝑟. – означає ермiтове спряження. Фактично,
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дана модифiкацiя додає правокiральнi нейтрино, вiдсутнi у СМ, i робить

лептонний сектор електрослабкої теорiї аналогiчним до кваркового.

Подивимось, якi новi параметри тодi з’являються в теорiї. Маємо 𝑁 = 3

майоранiвськi маси стерильних нейтрино 𝑀𝐼 , а також 3×3×2 параметри у

юкавiвськiй матрицi (оскiльки вона є комплексною 3×3 матрицею). Не всi

з цих параметрiв є фiзичними i можна позбутися трьох з них переозначив­

ши поля, а саме, змiнивши фази у лептонних дублетiв. Тодi отримаємо 18

нових параметрiв, 3 з яких — майоранiвськi маси, а 15 знаходяться у юка­

вiвськiй матрицi: 3 дiагональнi юкавiвськi константи, 6 кутiв змiшування

та 6 СР-порушуючих фаз [19].

2.2.2 Генерацiя мас нейтрино у моделi 𝜈𝑀𝑆𝑀 .

Пiсля спонтанного порушення симетрiї хiгсiвский дублет у так званiй

унiтарнiй калiбровцi набуває вигляду Φ =

⎛⎝ 0

𝑣+ℎ(𝑥)√
2

⎞⎠, 𝑣=247 ГеВ — мi­

нiмум потенцiалу хiгсiвського поля. Масова частина нейтринного сектору

лагранжiану (2.4) тодi запишеться так [58]:

ℒ𝐷𝑀 = − 𝑣√
2
𝐹𝛼𝐼𝜈𝛼𝜈𝐼𝑅 − 𝑀𝐼𝐽

2
𝜈𝑐𝐼𝑅𝜈𝐽𝑅 + ℎ.𝑐., (2.5)

де 𝜈𝛼 – лiвокiральнi нейтрино СМ. Вираз (2.5) можна переписати у зручнiй

формi:

ℒ𝐷𝑀 = −
(︂
(𝑁𝐿)𝑐

𝑀𝐷𝑀

2
𝑁𝐿 + ℎ.𝑐.

)︂
, (2.6)

де

𝑁𝐿 =

⎛⎝ 𝜈𝐿

𝜈𝑐𝑅

⎞⎠; 𝑁 𝑐
𝐿 =

⎛⎝ 𝜈𝑐𝐿

𝜈𝑅

⎞⎠; 𝑀𝐷𝑀 =

⎛⎝ 𝑀𝐿 𝑀𝐷
𝑇

𝑀𝐷 𝑀𝑅

⎞⎠ (2.7)

та

𝑀𝐿 = 0, 𝑀𝐷 = 𝐹+ 𝑣√
2
, 𝑀𝑅 =𝑀 *, (2.8)

де 𝑀,𝐹 квадратнi матрицi третього порядку за елементами 𝐹𝛼𝐼 та 𝑀𝐼𝐽 .

В нульовому наближеннi лагранжiан 𝜈𝑀𝑆𝑀 є iнварiантним по вiдно­

шенню до 𝑈(1)𝑒 × 𝑈(1)𝜇 × 𝑈(1)𝜏 перетворень, що забезпечує збереження
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лептонних чисел 𝑒, 𝜇, 𝜏 по-окремостi. Також припускається, що першi два

важчi нейтрино взаємодiють з активними нейтрино, а третє (найлегше)

не взаємодiє. Саме тому третє стерильне нейтрино є кандидатом на роль

частинки темної матерiї. Таке припущення може бути реалiзоване за допо­

могою наступного вибору матрицi 𝑀𝐷𝑀 [59]:

𝑀
(0)
𝑅 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0

0 0 𝑀

0 𝑀 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑀
(0)+
𝐷 =

𝑣√
2

⎛⎜⎜⎜⎝
0 ℎ12 0

0 ℎ22 0

0 ℎ32 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑀
(0)
𝐿 = 0

(2.9)

В такому наближеннi ми маємо два стерильних нейтрино з рiвними ма­

сами 𝑀 , третє нейтрино безмасове, а всi активнi нейтрино мають нульову

масу. Це протирiчить спостережуваним даним [6, 60]. Щоб виправити це,

наступнi малi поправки додаються до матрицi 𝑀𝐷𝑀 [59]:

𝑀
(1)
𝑅 = Δ𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑚11𝑒

−𝑖𝛼 𝑚12 𝑚13

𝑚12 𝑚22𝑒
−𝑖𝛽 0

𝑚13 0 𝑚33𝑒
−𝑖𝛾

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑀
(1)+
𝐷 =

𝑣√
2

⎛⎜⎜⎜⎝
ℎ11 0 ℎ13

ℎ21 0 ℎ23

ℎ31 0 ℎ33

⎞⎟⎟⎟⎠ ,𝑀
(1)
𝐿 = 0 (2.10)

Цi поправки порушують початкову 𝑈(1)𝑒 × 𝑈(1)𝜇× симетрiю, призво­

дять до появи маси у третього стерильного нейтрино, а також знiмають

виродження по масi у двох важчих нейтрино. Це також призводить до ге­

нерацiї надмалих мас у активних нейтрино i ненульових кутiв змiшування

мiж ними.

У термiнах введених поправок лагранжiан (2.4) має вигляд

ℒ𝑎𝑑 = −ℎ𝛼𝐼𝐿̄𝛼𝑁𝐼Φ̃−𝑀
¯̃
𝑁 𝑐

2𝑁3 −
Δ𝑀𝐼𝐽

2
¯̃
𝑁 𝑐
𝐼𝑁𝐽 + ℎ.𝑐., (2.11)

де 𝑁𝐼 — правокiральнi нейтрино в калiбрувальному базисi.



59

Механiзм, яким маса активних нейтрино вводиться в моделi 𝜈𝑀𝑆𝑀

називається дiрак-майоранiвським [55]. Розглянемо його детальнiше. Для

того, щоб знайти масову матрицю активних нейтрино необхiдно привести

𝑀𝐷𝑀 до дiагонального вигляду. Дiагоналiзацiю проводять у два етапи. На

першому етапi 𝑀𝐷𝑀 приводять до блочно-дiагонального вигляду за допо­

могою унiтарного перетворення в рамках так званого «see-saw» пiдходу:

𝑀𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 = 𝑊 𝑇𝑀𝐷𝑀𝑊 =

⎛⎝ −(𝑀𝐷)
𝑇 (𝑀𝑅)

−1𝑀𝐷 0

0 𝑀𝑅

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝑀𝑙𝑖𝑔ℎ𝑡 0

0 𝑀ℎ𝑒𝑎𝑣𝑦

⎞⎠ ,

(2.12)

де

𝑊 =

⎛⎝ 1− 1
2𝜀

+𝜀 𝜀+

−𝜀 1− 1
2𝜀𝜀

+

⎞⎠ , 𝜀 =𝑀−1
𝑅 𝑀𝐷 ≪ 1, (2.13)

а

(𝑀𝑙𝑖𝑔ℎ𝑡)𝛼𝛽 = −
3∑︁
𝐼=1

(𝑀𝐷)𝛼𝐼(𝑀𝐷)𝛽𝐼
𝑀𝑅

(2.14)

— вiдома «see-saw» формула, що дає визначення масовiй матрицi активних

нейтрино. 𝑀ℎ𝑒𝑎𝑣𝑦 = 𝑀𝑅 — масова матриця стерильних нейтрино. Зазначи­

мо, що матриця 𝑊 є унiтарною з точннiстю до доданкiв, пропорцiйних 𝜀4.

Тепер кожен блок матрицi 𝑀𝐷𝑀 може бути дiагоналiзовано незалежно за

допомогою матрицi

𝑈 =

⎛⎝ 𝑈1 0

0 𝑈2

⎞⎠ . (2.15)

Масовi матрицi активних та стерильних нейтрино дiагоналiзуються за

допомогою матриць 𝑈1(2):

𝑈𝑇
1 𝑀𝑙𝑖𝑔ℎ𝑡𝑈1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑚1,𝑚2,𝑚3), 𝑈𝑇

2 𝑀ℎ𝑒𝑎𝑣𝑦𝑈2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑀1,𝑀2,𝑀3). (2.16)
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центральне значення 99% довiрчий iнтервал

Δ𝑚2
21 = (7.58± 0.21) · 10−5 𝑒𝐵2 (7.1− 8.1) · 10−5𝑒𝐵2

|Δ𝑚2
23| = (2.40± 0.15) · 10−3𝑒𝐵2 (2.1− 2.8)10−3𝑒𝐵2

𝑡𝑎𝑛2𝜃12 = 0.484± 0.048 310 < 𝜃12 < 390

𝑠𝑖𝑛22𝜃23 = 1.02± 0.04 370 < 𝜃23 < 530

* sin2 2𝜃13 = 0.11 (𝜃13 = 100)

Табл. 1: Експериментальнi обмеження на параметри активних нейтрино [60], * — резуль­

тат T2K колаборацiї [61]: 0.03 < sin2 2𝜃13 < 0.28 у випадку нормальної (прямої) iєрархiї

та 0.04 < sin2 2𝜃13 < 0.34 у випадку iнверсної (оберненої) iєрархiї.

Iснує стандартна параметризацiя [6] для 𝑈1(2):

𝑈1(2) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐12𝑐13 𝑐13𝑠12 𝑠13𝑒

−𝑖𝛿

−𝑠12𝑐23 − 𝑐12𝑠23𝑠13𝑒
𝑖𝛿 𝑐12𝑐23 − 𝑠12𝑠23𝑠13𝑒

𝑖𝛿 𝑠23𝑐13

𝑠12𝑠23 − 𝑐12𝑐23𝑠13𝑒
𝑖𝛿 −𝑐12𝑠23 − 𝑠12𝑐23𝑠13𝑒

𝑖𝛿 𝑐23𝑐13

⎞⎟⎟⎟⎠×

×

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑒𝑖𝛼1/2 0 0

0 𝑒𝑖𝛼2/2 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠, (2.17)

де 𝑐𝑖𝑗 = cos 𝜃𝑖𝑗, 𝑠𝑖𝑗 = sin 𝜃𝑖𝑗, 𝜃12, 𝜃13, 𝜃23 — три кути змiшування; 𝛿 — дiра­

кiвська фаза, and 𝛼1, 𝛼2 — майоранiвськi фази. Значення кутiв 𝜃𝑖𝑗 можуть

бути в областi 0 ≤ 𝜃𝑖𝑗 ≤ 𝜋/2, фази 𝛿, 𝛼1, 𝛼2 змiнюватись вiд 0 до 2𝜋. Кожна

з матриць 𝑈1 i 𝑈2 мiстить свої власнi незалежнi кути та фази.

Тодi елементи матрицi 𝑀𝑙𝑖𝑔ℎ𝑡 можуть бути визначенi через маси та еле­

менти матрицi змiшування 𝑈 активних нейтрино:

[𝑀𝑙𝑖𝑔ℎ𝑡]𝛼𝛽 = 𝑚1𝑈
*
𝛼1𝑈

*
𝛽1 +𝑚2𝑈

*
𝛼2𝑈

*
𝛽2 +𝑚3𝑈

*
𝛼3𝑈

*
𝛽3. (2.18)

Данi з експериментiв по нейтринним осциляцiям поданi у Таб. 1:

Як видно з Таб. 1, експериментально вимiрюються не самi маси активних

нейтрино, а величини Δ𝑚𝑖𝑗 = 𝑚2
𝑖 − 𝑚2

𝑗 . Вiдповiдно, iснує деяка невизна­

ченiсть в означеннi мас активних нейтрино. На практицi використовують
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два варiанти — пряма та обернена iєрархiї. У випадку прямої iєрархiї ма­

ємо 𝑚1 = 0, 𝑚2 =
√︀

Δ𝑚2
21 = 0.009 𝑒𝑉 , 𝑚3 =

√︀
|Δ𝑚2

23|+Δ𝑚2
21 = 0.05 𝑒𝑉 .

У випадку оберненої iєрархiї маємо 𝑚1 =
√︀
|Δ𝑚2

23| −Δ𝑚2
21 = 0.048 𝑒𝑉 ,

𝑚2 =
√︀

|Δ𝑚2
23| = 0.049 𝑒𝑉 , 𝑚3 = 0.

2.2.3 Параметризацiя лагранжiану моделi через експериментально спосте­

режуванi величини

Для подальшого практичного використання лагранжiан моделi 𝜈𝑀𝑆𝑀

(2.4) необхiдно виразити через спостережуванi експериментально величи­

ни, тобто тi, що наведенi в Таб. 1. Cтерильний нейтрино, вiдповiдальний

за темну матерiю, має дуже малу юкавiвську константу взаємодiї i дiра­

кiвську масу. Отже, його внеском в масову матрицю активних нейтрино

можна знехтувати. Згiдно «see-saw» формулi (2.14) дана матриця має ви­

гляд:

𝑀𝑙𝑖𝑔ℎ𝑡 =𝑀𝐷(𝑀𝐼)
−1𝑀𝑇

𝐷 (2.19)

Розпишемо через унiтарне перетворення 𝑈 :

𝑀𝑙𝑖𝑔ℎ𝑡 = −𝑣2ℎ𝑈 †(𝑈 *𝑀̃𝑈 †)−1𝑈 *ℎ𝑇 = −𝑣2ℎ𝑈 †𝑈𝑀̃−1𝑈𝑇𝑈 *ℎ𝑇 = −𝑣2ℎ𝑈̃−1ℎ𝑇 .

(2.20)

(𝑀𝑙𝑖𝑔ℎ𝑡)𝛼𝛽 = −ℎ𝛼𝐼ℎ𝛽𝐽
(︂
𝑣2

𝑀̃

)︂
𝐼𝐽

(2.21)

Оскiльки внеском темного стерильного нейтрино в масову матрицю актив­

них нейтрино можна знехтувати, будемо розглядати 2 × 2 матрицю 𝑀̃𝐼𝐽 .

Знайдемо обернену матрицю 1
𝑀̃

:

𝑀̃ =

⎛⎝ Δ𝑀22 𝑀

𝑀 Δ𝑀33

⎞⎠ (2.22)

(𝑀̃)−1 =
1

Δ𝑀22Δ𝑀33 −𝑀 2

⎛⎝ Δ𝑀33 −𝑀

−𝑀 Δ𝑀22

⎞⎠ =

=

⎛⎝ 0 1
𝑀

1
𝑀 0

⎞⎠ (𝐼 +𝑂

(︂
Δ𝑀22

𝑀
,
Δ𝑀33

𝑀

)︂
) (2.23)
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Членами порядку (Δ𝑀22

𝑀 , Δ𝑀33

𝑀 ) знехтуємо. Тодi масова матриця активних

нейтрино матиме вигляд:

[𝑀𝑙𝑖𝑔ℎ𝑡]𝛼𝛽 = − 𝑣2

𝑀
(ℎ𝛼2ℎ𝛽3 + ℎ𝛼3ℎ𝛽2) (2.24)

Власнi значення матрицi (2.24):

𝑚𝑎 = 0, 𝑚(︁
𝑏

𝑐

)︁ = 𝑣2(𝐹2𝐹3 ∓ |ℎ+ℎ|23)
2𝑀

, (2.25)

де 𝐹 2
𝐼 = (ℎ+ℎ)𝐼𝐼 , 𝑚𝑐 – маса найважчого активного нейтрино. Сума мас

нейтрино дає:
𝑣2𝐹2𝐹3

𝑀
=

3∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖. (2.26)

Система рiвнянь (2.24) має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв. Справдi,

замiна ℎ𝛼2 → 𝑧ℎ𝛼2, ℎ𝛼3 → ℎ𝛼3/𝑧 (𝑧 – довiльне комплексне число) не змiнює

системи. Тодi можна визначити дiйсне число 𝜀

𝜀 = 𝐹3/𝐹2, 𝜀 = |𝑧|, (2.27)

яке гратиме роль незалежного параметра моделi.

В роботi [62] було показано, що система рiвнянь (2.24) має гарний розв’я­

зок для вiдношення елементiв другої колонки матрицi Юкава:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴12 =
𝑀12

𝑀22

(︃
1±

√︂
1− 𝑀11𝑀22

𝑀12
2

)︃

𝐴13 =
𝑀13

𝑀33

(︃
1±

√︂
1− 𝑀11𝑀33

𝑀13
2

)︃

𝐴23 =
𝑀23

𝑀33

(︃
1±

√︂
1− 𝑀22𝑀33

𝑀23
2

)︃ (2.28)

де 𝐴12 = ℎ12/ℎ22, 𝐴13 = ℎ12/ℎ32, 𝐴23 = ℎ22/ℎ32 i 𝑀𝐼𝐽 – це елементи ма­

трицi 𝑀𝑙𝑖𝑔ℎ𝑡. Вiдношення елементiв третьої колонки юкавiвської матрицi

виражаются через елементи матрицi 𝐴𝑖𝑗:

ℎ23
ℎ13

= 𝐴12
𝑀22

𝑀11
;

ℎ33
ℎ13

= 𝐴13
𝑀33

𝑀11
. (2.29)
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Незважаючи на те, що iснує вiсiм рiзних варiантiв розв’язкiв системи

(2.28), лише чотири з них є незалежними. Наприклад, якщо зафiксувати

знак перед квадратним коренем у виразi для 𝐴12 i 𝐴13, тодi 𝐴23 однозначно

виражатиметься виразом

𝐴23 = 𝐴13/𝐴12. (2.30)

Розв’язок (2.28) дозволяє знайти вiдношення елементiв юкавiвської ма­

трицi [62]:

(ℎ12;ℎ22;ℎ32)

𝐹2
=

𝑒𝑖𝑎𝑟𝑔(ℎ12)√︀
1 + |𝐴12|−2 + |𝐴13|−2

(︀
1;𝐴−1

12 ;𝐴
−1
13

)︀
(2.31)

(ℎ13;ℎ23;ℎ33)

𝐹3
=

𝑒𝑖𝑎𝑟𝑔(ℎ13)√︁
1 + |𝐴12

𝑀22

𝑀11
|2 + |𝐴13

𝑀33

𝑀11
|2

(︂
1;𝐴12

𝑀22

𝑀11
;𝐴13

𝑀33

𝑀11

)︂
, (2.32)

де фази елементiв ℎ12, ℎ13 пов’язанi спiввiдношенням:

𝑎𝑟𝑔(ℎ12) + 𝑎𝑟𝑔(ℎ13) = 𝑎𝑟𝑔(𝑀11). (2.33)

Це є точним розв’язком системи рiвнянь (2.24), що однозначно виражає вiд­

ношення елементiв матрицi юкавських констант взаємодiї через параметри

масової матрицi активних нейтрино. Для фiксованих значень параметрiв

активних нейтрино iснує лише два можливих способи розстановки знакiв

у виразах для 𝐴12, 𝐴13, 𝐴23 (2.28), якi не протирiчать умовi (2.30). Цi два

варiанти вiдрiзняються один вiд одного одночасною замiною знакiв перед

квадратними коренями у виразах для 𝐴12, 𝐴13, 𝐴23. Можна показати, що

така замiна знакiв призводить до замiни мiсцями i комплексного спряже­

ння вiдношення елементiв другої та третьої колонок матрицi юкавiвських

констант взаємодiї, тобто ℎ22/ℎ12 ↔ ℎ*23/ℎ
*
13, ℎ32/ℎ12 ↔ ℎ*33/ℎ

*
13 [62].

Оскiльки найлегший стерильний нейтрино практично не взаємодiє з iн­

шими частинками, роль у генерацiї лептонної асиметрiї гратимуть лише

два важчi стерильнi нейтрино. Тому ми виключимо третiй нейтрино iз роз­

гляду, тож надалi iндекси 𝐼, 𝐽 матимуть значення 2 або 3, що вiдповiдатиме

важким стерильним нейтрино. В цьому випадку матимемо 11 нових пара­

метрiв моделi 𝜈𝑀𝑆𝑀 в порiвняннi з СМ. Сiм з них iдентифiкуватимемо
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з елементами масової матрицiї активних нейтрино (𝑚2, 𝑚3, 𝜃12, 𝜃13, 𝜃23, 𝛿,

𝛼2). Iншi 4 визначаються наступним чином: усереднена маса двох важчих

стерильних нейтрино 𝑀 = 𝑀2+𝑀3

2 , їх масове розщеплення Δ𝑀 = 𝑀3−𝑀2

2 ,

параметр 𝜀 та фаза 𝜉 = 𝑎𝑟𝑔(ℎ12).

Таким чином, ми можемо параметризувати лагранжiан (2.11) наступним

чином:

ℒ =

(︂
𝑀
∑︀
𝑚𝜈𝑖

𝑣2

)︂ 1
2
[︂

1

𝐹2

√
𝜀
ℎ𝛼2𝐿̄𝛼𝑁̃𝛼 +

√
𝜀

𝐹3
ℎ𝛼3𝐿̄𝛼𝑁̃3

]︂
Φ̃−

−𝑀 ¯̃𝑁 𝑐
2𝑁̃3 −

1

2
Δ𝑀

(︁
¯̃
𝑁 𝑐

2𝑁̃2 +
¯̃
𝑁 𝑐

3𝑁̃3

)︁
+ ℎ.𝑐., (2.34)

де 𝑎𝛼𝐼 = ℎ𝛼𝐼/𝐹𝐼 визначається рiвняннями (2.31) та (2.32).

Лагранжiан (2.4) може бути переписаний в iншому базисi, а саме, коли

масова матриця стерильних нейтрино є дiагональною. У цьому випадку

лагранжiан має вигляд:

ℒ𝑎𝑑 = −𝑔𝛼𝐼𝐿̄𝛼𝑁 ′
𝐼Φ̃− 𝑀𝐼

2
𝑁̄ ′𝑐

𝐼𝑁
′
𝐼 + ℎ.𝑐., (2.35)

де 𝑁 ′
𝐼 – правокiральнi нейтрино i 𝑔𝛼𝐼 – елементи юкавiвської матрицi у

цьому базисi.

Перехiд мiж представленнями лагранжiану (2.4) в калiбрувальному i

масовому базисах можна виконати за допомогою унiтарного перетворення,

яке приводить масову матрицю правих нейтрино до дiагонального вигляду

[59]:

𝑉 *

⎛⎝ Δ𝑀 𝑀

𝑀 Δ𝑀

⎞⎠𝑉 =

⎛⎝ 𝑀 −Δ𝑀 0

0 𝑀 +Δ𝑀

⎞⎠ ; 𝑉 =
1√
2

⎛⎝ −𝑖 𝑖

1 1

⎞⎠ .

(2.36)

Отож перехiд може бути виконаним шляхом перетворення:

𝑁̃𝐼 = 𝑉𝐼𝐽𝑁
′
𝐽 , 𝑔𝛼𝐼 = ℎ𝛼𝐽𝑉𝐽𝐼 . (2.37)

За допомогою цих спiввiдношень буде корисним виразити лагранжiан (2.34)
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в термiнах правокiральних нейтринних функцiй з лагранжiану (2.35)

ℒ𝑎𝑑 = −
(︂
𝑀
∑︀
𝑚𝜈𝑖

2𝑣2

)︂ 1
2
[︂(︂

𝑖𝑎𝛼2√
𝜀
− 𝑖

√
𝜀𝑎𝛼3

)︂
𝐿̄𝛼𝑁

′
2 +

(︂
𝑎𝛼2√
𝜀
+
√
𝜀𝑎𝛼3

)︂
𝐿̄𝛼𝑁

′
3

]︂
Φ̃−

− 1

2
(𝑀 −Δ𝑀)𝑁 ′𝑐

2𝑁
′
2 −

1

2
(𝑀 +Δ𝑀)𝑁 ′𝑐

3𝑁
′
3. (2.38)

Шляхом порiвняння (2.38) i (2.35) можемо виразити юкавiвськi константи

зв’язку в рiзних представленнях:

𝑔𝛼2 =

(︂
𝑀
∑︀

𝑖𝑚𝜈𝑖

2𝑣2

)︂ 1
2
(︂
𝑖𝑎𝛼2√
𝜀
− 𝑖

√
𝜀𝑎𝛼3

)︂
, (2.39)

𝑔𝛼3 =

(︂
𝑀
∑︀

𝑖𝑚𝜈𝑖

2𝑣2

)︂ 1
2
(︂
𝑎𝛼2√
𝜀
+
√
𝜀𝑎𝛼3

)︂
. (2.40)

Масовi власнi стани нейтрино з масовою матрицею 𝑀𝐷𝑀 (2.7) можуть

бути легко вираженi через стани нейтрино лагранжiану (2.35), зокрема:

𝑁 𝑐 =

(︂
1− 1

2
𝜀𝜀+
)︂
𝑁 ′𝑐 + 𝜀𝜈𝐿 ≃ 𝑁 ′𝑐 + 𝜀𝜈𝐿, (2.41)

де 𝑁 – власнi стани стерильного нейтрино в масовому базисi в яких вони

народжуються та розпадаються, 𝜈𝐿 – активнi нейтрино СМ в ароматовому

базисi,

𝜀𝛼𝐼 ≡ Θ𝛼𝐼 =
𝑣√
2

𝑔𝛼𝐼
𝑀𝐼

(2.42)

– кути змiшування мiж активними та стерильними нейтрино. (𝜀𝛼𝐼 ≪ 1).

Пiдсумуємо висновки щодо параметрiв моделi, зробленi вище. Модель

𝜈𝑀𝑆𝑀 додає до СМ три частинки — стерильнi нейтрино. Найлегший з

них 𝑀1 має масу порядку кiлькох КеВ i грає роль частинки TM. Два iншi

стерильнi нейтрино 𝑁2 i 𝑁3 мають маси принаймнi меншi за елeктрослаб­

кий масштаб (маси калiбрувальних 𝑊 , 𝑍 - бозонiв). В роботi [19] показано,

що цi двi частинки мають бути майже виродженими по масi, щоб створити

суттєву лептонну асиметрiю. Ми будемо розглядати нейтрино з масами в

промiжку 𝑚𝜋 < 𝑀2,3 < 2 ГеВ, де 𝑚𝜋 = 140 MeB — маса 𝜋-мезона. Як пока­

зано у [63], наявнiсть у нейтрино маси меншої маси пiона не узгоджується

з експериментами. Верхня межа 2 обрана для зручностi, тому, що не iснує

нiяких експериментальних даних для 𝑀𝐼 > 2 ГеВ [63].
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2.2.4 Ефективний лагранжiан взаємодiї стерильних нейтрино.

У цьому пунктi буде отримано ефективний лагранжiан для двох важ­

чих стерильних нейтрино 𝑁2 i 𝑁3. За температур 𝑇 ≪ 𝑇𝐸𝑊 взаємодiєю

стерильних нейтрино з частинками СМ посередництвом нейтрального бо­

зону Хiгса можна знехтувати. Єдиною можливiстю для стерильних нейтри­

но взаємодiяти з речовиною є змiшування з активними нейтрино. Реакцiї

𝑁2,3 → 𝑁1 майже не вiдбуваються, за рахунок малостi юкавiвської кон­

станти взаємодiї для 𝑁1. Для масштабу мас стерильних нейтрино, якими

ми цiкавимось(𝑚𝜋 < 𝑀𝐼 < 2 ГеВ) можливими є наступнi канали розпаду

стерильних нейтрино в двочастинковий кiнцевий стан:

𝑁𝐼 → 𝜋0𝜈𝛼, 𝜋
+𝑒−𝛼 , 𝜋

−𝑒+𝛼 , 𝐾
+𝑒−𝛼 , 𝐾

−𝑒+𝛼 , 𝜂𝜈𝛼, 𝜂
′𝜈𝛼, 𝜌

0𝜈𝛼, 𝜌
+𝑒−𝛼 , 𝜌

−𝑒+𝛼 (2.43)

Розпад стерильних нейтрино в стан𝐾0 заборонений тому, що композицiя

цього мезону 𝑑𝑠 не може бути отримана з розпаду 𝑍-бозону. Як показано

у роботi [63], розпади в кiнцевий трьохчастинковий (i бiльше частинковий)

стан є малоiмовiрними. Цi канали розпаду дають менше нiж 10%-ий внесок

в кiнцевий результат для 𝑀𝐼 < 2 ГеВ. Для 𝑚𝜋 < 𝑀𝐼 < 2 ГеВ розпадом

з утворенням D-мезону також можна знехтувати тому, що його маса не

набагато менша 2 ГеВ.

Розглянемо, як саме вiдбувається процес розпаду правокiральних ней­

трино у моделi 𝜈𝑀𝑆𝑀 . Стерильний нейтрино осцилює в активний нейтри­

но, який далi розпадається на промiжний 𝑍0-бозон та активне нейтрино,

(або розпадається на заряджений лептон та 𝑊±-бозон) згiдно СМ. 𝑍-бозон

(або𝑊±-бозон) розпадається на пару кварк-антикварк (Рис. 2.1). Так як кi­

нетична енергiя цих кваркiв є достатньо малою, вони формують зв’язаний

стан. Оскiльки 𝑀𝐼 < 2 GeV ≪𝑀𝑍(𝑊 ), ми можемо скоротити їх пропагатор

у ефективну вершину i тодi розглядати мезон, як кiнцевий продукт реакцiї

(Рис. 2.2).
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Рис. 2.1: Розпад стерильного нейтрино через 𝑍 - i 𝑊+ - бозони (хрестом позначено

осциляцiю стерильного нейтрино в активне) на активне нейтрино та кварк-антикварко­

ву пару.

Тепер отримаємо ефективний лагранжiан, який описуватиме взаємодiю

стерильних нейтрино з адронними станами. При низьких енергiях, якими

ми цiкавимось працює теорiя Фермi точкової взаємодiї струмiв. Лагранжiан

взаємодiї має вигляд:

ℒ𝐶 =
𝐺𝐹√
2

(︀
𝑗𝐶𝐶𝜈

)︀+
𝑗𝜈 𝐶𝐶 , (2.44)

де 𝑗𝐶𝐶𝜈 = 𝑗𝑙 𝐶𝐶𝜈 + 𝑗ℎ𝐶𝐶𝜈 – заряджений струм лептонiв i адронiв, 𝐺𝐹 – стала

Фермi,

𝑗𝑙 𝐶𝐶𝜈 =
∑︁
𝛼

𝑒𝛼𝛾𝜈(1− 𝛾5)𝜈𝛼, 𝑗ℎ𝐶𝐶𝜈 =
∑︁
𝑛,𝑚

𝑉 *
𝑛,𝑚𝑑𝑚𝛾𝜈(1− 𝛾5)𝑢𝑛. (2.45)

Iндекси 𝑚,𝑛 пробiгають номери поколiнь кваркiв, 𝛼 = 𝑒, 𝜇, 𝜏 , а 𝑉 – ма­

триця Каббiбо-Кобояшi-Маскава (ККМ). 𝜋-мезон має структуру 𝑢𝑑, тому

в адронному струмi нас цiкавитиме лише член 𝑉 *
𝑢𝑑𝑑𝛾𝜇(1 − 𝛾5)𝑢. Cтерль­

нi нейтрино змiшуються з активними нейтрино з кутом змiшування Θ𝛼𝐼 ,

визначенi в Рiв. (2.42). Тодi лагранжiан взаємодiї набуде вигляду:

ℒ𝑖𝑛𝑡 = −𝐺𝐹√
2
𝑉𝑢𝑑Θ𝛼𝐼𝑒𝛼𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝑁𝐼 𝑢̄(1 + 𝛾5)𝛾

𝜇𝑑+ ℎ.𝑐. (2.46)

Далi, маючи лагранжiан, випишемо елемент S-матрицi для розглядува­

ного нами процесу в першому порядку теорiї збурень:

𝑀𝑁𝐼→𝜋+𝑒−𝛼 = −𝑖𝐺𝐹√
2
𝑉𝑢𝑑Θ𝛼𝐼⟨𝜋+𝑒−𝛼 |^̄𝑢(1 + 𝛾5)𝛾𝜇𝑑 · ^̄𝑒𝛼𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝑁𝐼 |𝑁𝐼⟩ (2.47)

Або ж, використовуючи оператори народження-знищення частинок:

𝑀𝑁𝐼→𝜋+𝑒−𝛼 = −𝑖𝐺𝐹√
2
𝑉𝑢𝑑Θ𝛼𝐼⟨0|(𝑎̂𝜋+ ^̄𝑢(1 + 𝛾5)𝛾𝜇𝑑) · (𝑎̂𝑒−𝛼 ^̄𝑒𝛼𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑁̂𝐼 𝑎̂
†
𝑁𝐼
)|0⟩

(2.48)
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Рис. 2.2: Ефективний низькоенергетичний розпад стерильного нейтрино на активне

нейтрино поколiння 𝛼 та 𝜋0 мезон.

В останньому виразi перша дужка включає лише сильну взаємодiю, в

той час, як друга — лише слабку. Вставимо мiж ними одининичний опе­

ратор
∑︀

𝜆 |𝜆⟩⟨𝜆| = 1. Якщо в станi 𝜆 iснує хоча б один стан, що мiстить

лептон або стерильний нейтрино, то усереднення вiд частини, вiдповiдаль­

ної за сильну взаємодiю даватиме нуль, оскiльки оператори народження

та знищення, що входять до неї не змiнять цього стану, а злiва на нього

дiятиме вiдповiдний вакуумний стан. Аналогiчно для другої частини, якщо

стан 𝜆 включає в себе хоча б один кварковий стан, то усереднення вiд ча­

стини, вiдповiдальної за слабку взаємодiю даватиме нуль. Отже, виживе

лише доданок |0⟩⟨0|. Тодi елемент S-матрицi перепишеться так:

𝑀𝑁𝐼→𝜋+𝑒−𝛼 = −𝑖𝐺𝐹√
2
𝑉𝑢𝑑Θ𝛼𝐼⟨𝜋+|^̄𝑢(1 + 𝛾5)𝛾𝜇𝑑)|0⟩ · ⟨𝑒+𝛼 | ^̄𝑒𝛼𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝑁𝐼 |𝑁𝐼⟩

(2.49)

Другий матричний елемент у (2.49) може бути порахований, використо­

вуючи теорему Вiка. Перший же розразовується в рамках квантової хро­

модинамiки i не може бути порахований за теорiєю збурень, а може лише

параметризуватися обмеженим числом сталих, що визначаються експери­

ментально. Нами буде використовуватись наступна параметризацiя:

⟨𝜋+|^̄𝑢(1 + 𝛾5)𝛾𝜇𝑑)|0⟩ = −𝑓𝜋(𝑘𝜋)𝜇, (2.50)

де (𝑘𝜋)𝜇 – 4-iмпульс 𝜋-мезона, а його форм-фактор 𝑓𝜋 = 0.13 ГеВ. Тепер
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запишемо матричний елемент переходу матричний, враховуючи (2.50):

𝑀𝑁𝐼→𝜋+𝑒−𝛼 = 𝑖
𝐺𝐹√
2
𝑓𝜋𝑉𝑢𝑑Θ𝛼𝐼(𝑘𝜋)𝜇𝑢̄(𝑞𝑒𝛼)𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑢(𝑝𝑁𝐼), (2.51)

де 𝑢(𝑝) — звичайний дiракiвский чотирикомпонентний спiнор, який задо­

вiльняє рiвнянню Дiрака: (𝛾𝜇𝑝𝜇 −𝑚)𝑢(𝑝) = 0. Врахуємо також закон збе­

реження 4-iмпульса: 𝑝𝑁𝐼 = 𝑘𝜋 + 𝑞𝑒𝛼. Матимемо:

(𝑘𝜋)𝜇𝑢̄(𝑞𝑒𝛼)𝛾
𝜇(1− 𝛾5)𝑢(𝑝𝑁𝐼) =

= (𝑝𝑁𝐼)𝜇𝑢̄(𝑞𝑒𝛼)𝛾
𝜇(1− 𝛾5)𝑢(𝑝𝑁𝐼)− (𝑞𝑒𝛼)𝜇𝑢̄(𝑞𝑒𝛼)𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑢(𝑝𝑁𝐼) =

= 𝑢̄(𝑞𝑒𝛼)(1 + 𝛾5) ̸ 𝑝𝑁𝐼𝑢(𝑝𝑁𝐼)− 𝑢̄(𝑞𝑒𝛼) ̸ 𝑞𝑒𝛼(1− 𝛾5)𝑢(𝑝𝑁𝐼) =

= 𝑢̄(𝑞𝑒𝛼)(1 + 𝛾5)𝑀𝐼𝑢(𝑝𝑁𝐼)− 𝑢̄(𝑞𝑒𝛼)𝑚𝛼(1− 𝛾5)𝑢(𝑝𝑁𝐼) =

=𝑀𝐼 𝑢̄(𝑞𝑒𝛼)

(︂
(1 + 𝛾5)− 𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5)

)︂
𝑢(𝑝𝑁𝐼) (2.52)

Зрештою, наш матричний елемент набуває вигляду:

𝑀𝑁𝐼→𝜋+𝑒−𝛼 = 𝑖
𝐺𝐹√
2
𝑓𝜋𝑉𝑢𝑑Θ𝛼𝐼𝑀𝐼 𝑢̄(𝑞𝑒𝛼)

(︂
(1 + 𝛾5)−

𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5)

)︂
𝑢(𝑝𝑁𝐼),

(2.53)

де 𝑚𝛼 – маса лептона, 𝑀𝐼 – маса стерильного нейтрино. Отриманому нами

матричному елементу (2.53) вiдповiдає лагранжiан взаємодiї:

ℒ𝑒𝑓𝑓 = 𝑖
𝐺𝐹√
2
𝑓𝜋𝑉𝑢𝑑Θ𝛼𝐼𝑀𝐼𝑒𝛼

(︂
(1 + 𝛾5)−

𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5)

)︂
𝑁𝐼𝜋

− + ℎ.𝑐. (2.54)

Це i є ефективний низькоенергетичний лагранжiан, який ми хотiли отри­

мати, i яким будемо користуватися для обрахунку процесiв за участю сте­

рильних нейтрино.

Наводимо отриманi експериментально чисельнi значення пареметрiв, що

входять до нього:
𝑓𝜋 = 0.131ГеВ

|𝑉𝑢𝑑| = 0.97

𝐺𝐹 = 1.166 · 10−5ГеВ−2

(2.55)

Аналогiчно отримуються лагранжiани взаємодiї стерильних нейтрино з

iншими мезонами. Будуть змiнюватись лише елементи матрицi ККМ та

форм-фактори 𝑓 .
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Рис. 2.3: Приклад однопетльової дiаграми розпаду 𝑁𝐼 → 𝜈𝛼𝜋
0.

2.2.5 Обрахунок лептонної асиметрiї

Лептонна асимметрiя 𝜖 може бути визначена наступним чином:

𝜖 =
Γ𝑁→𝑙 − Γ𝑁→𝑙̄

Γ𝑁→𝑙 + Γ𝑁→𝑙̄

, (2.56)

де Γ𝑁→𝑙 – повна ширина розпаду стерильних нейтрино на лептони, а Γ𝑁→𝑙̄

– повна ширина розпаду стерильних нейтрино на антилептони.

На скелетному рiвнi ширини розпаду стерильних нейтрино на лептони

та антилептони рiвнi. Тому ми маємо обчислювати однопетльовi дiаграми,

див. Рис. 3. У випадку, коли стерильнi нейтрино майже виродженi по масi

внеском дiаграми, зображеної на Рис. 2.3b) можна знехтувати в порiвняннi

з внеском дiаграми на Рис. 2.3a). Справдi, пропагатор стерильного нейтри­

но на дiаграмi типу a) пропорцiйний 1/Δ𝑀 у системi центру мас. Основний

внесок до лептонної асиметрiї надходить вiд iнтерференцiї мiж однопетльо­

вими дiаграм [64]. У цьому випадку Γ𝑁→𝑙−Γ𝑁→𝑙̄ ∼ Θ4 i Γ𝑁→𝑙+Γ𝑁→𝑙̄ ∼ Θ2,

лептонна асиметрiя подавлюється.

В нашому випадку, коли масове розщеплення мiж двома важчими сте­

рильними нейтрино дуже мале i воно такого ж порядку, як їх ширини роз­

паду (ми побачимо це пiзнiше), осциляцiї мiж 𝑁𝐼 i 𝑁𝐽 є дуже важливими,

див. Рис. 2.4. Тому вiдповiдними масовими станами тепер є не стани 𝑁𝐼 , а

їх сумiш, а саме 𝜓𝐼 [65]. Саме це є фiзичнi стани нейтрино, якi еволюцiону­

ють в часi з визначеною частотою. Наступний розпад цих полiв згенерує
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Рис. 2.4: Внески до ефективного гамiльтонiану.

бажану лептонну асимметрiю:

Δ =
Γ𝜓→𝑙 − Γ𝜓→𝑙̄

Γ𝜓→𝑙 + Γ𝜓→𝑙̄

, (2.57)

де Γ𝜓→𝑙 i Γ𝜓→𝑙̄ повнi ширини розпаду масових власних станiв 𝜓𝐼 стериль­

них нейтрино на лептони та антилептони вiдповiдно. В цьому випадку лi­

дуючий вклад в лептонну асимметрiю надходитиме вiд дiаграм скелетного

рiвня.

У найбiльш загальному випадку корректний опис процесiв в системi мо­

же бути зроблено у формалiзмi матрицi густини, що пiдпорядковується

рiвнянню [19]:

𝑖
𝑑𝜌

𝑑𝑡
= [𝐻, 𝜌]− 𝑖

2
{Γ, 𝜌}+ 𝑖

2
{Γ𝑝, 1− 𝜌}, (2.58)

де Γ, Γ𝑝 ширини розпаду та народження стерильних нейтрино вiдповiдно.

В цьому рiвняннi матриця густини 𝜌 має розмiри 12 × 12. Розв’язок да­

ного рiвняння та подальше знаходження лептонної асиметрiї пов’язаний

з складними розрахунками, i може бути знайдений лише чисельно. Про­

те, ми будемо працювати в спрощенiй моделi. Вважається, що два важчих

стерильнi нейтрино вже утворенi i, починаючи вiд температур електрослаб­

кого переходу (𝑇𝐸𝑊 ∼ 100 ГеВ), розпадаються, з утворенням лептонiв та
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антилептонiв. Фактично, еволюцiю даної системи можна знайти, розв’язав­

ши рiвняння (2.58), поклавши у ньому Γ𝑝 = 0. Сама матриця 𝜌 в такому

випадку буде мати розмiри 2× 2.

Ми не будемо прямо розв’язувати таке рiвняння. Натомiсть, ми зосере­

димось на розглядi неермiтового гамiльтонiану нашої системи:

𝐻 = 𝐻0 +Δ𝐻, (2.59)

де 𝐻0 – дiагональний гамiльтонiан в базисi {𝑁2, 𝑁3}:

𝐻0 =

⎛⎝ 𝑀 0

0 𝑀

⎞⎠ (2.60)

Поправка Δ𝐻 до нього включає в себе масове розщеплення, та поправки

вiд однопетльових дiаграм. На скелетному рiвнi дiаграм Фейнмана ширини

розпаду стерильних нейтрино на лептони та антилептони рiвнi. Саме тому

необхiдно враховувати поправки вiд однопетльових дiаграм Рис. 2.4. Тодi

поправка Δ𝐻 має вигляд:

Δ𝐻 =

⎛⎝ −Δ𝑀 − 𝑖
2Γ2 − 𝑖

2Γ23

− 𝑖
2Γ23 Δ𝑀 − 𝑖

2Γ3

⎞⎠ (2.61)

Дiйсна частина цих дiаграм може бути поглинута масовою ренормалiза­

цiєю полiв [65], що призводить до появи масового розщеплення Δ𝑀 . Уявна

частина петель в дiаграмах визначатимеме повнi ширини розпаду стериль­

них нейтрино Γ𝐼 , а також темп осциляцiй мiж нейтрино Γ23.

Амплiтуда верхньої дiагами на Рис. 2.4 вiдповiдно до вигляду ефектив­

ного лагранжiану (2.54) має вигляд:

Σ𝐼𝐽 = 𝐴𝛼𝐼𝐴
*
𝛼𝐽

(︂
1 + 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5)

)︂
×

×
∫︁

𝑑4𝑘

(2𝜋)4
̸ 𝑘 +𝑚𝛼

𝑘2 −𝑚2
𝛼 + 𝑖𝜀

1

(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2
𝜋 + 𝑖𝜀

(︂
1− 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀𝐽
(1 + 𝛾5)

)︂
(2.62)

де 𝐴𝛼𝐼 = 𝐺𝐹√
2
𝑓𝜋𝑀𝐼𝜃𝛼𝐼𝑉𝑢𝑑 (ми розглядаємо випадок, коли в петлi знаходя­

ться зарядженi частинки, випадок з активним нейтрино та 𝜋0-мезоном роз­

глядається аналогiчно). 𝑝 – 4-iмпульс стерильного нейтрино на входi, 𝑘 –
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4-iмпульс зарядженого лептона. Дана амплiтуда рiвна уявнiй частинi петлi,

яка знаходиться, використовуючи правила Каткоського:

𝐼𝑚

(︂∫︁
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
̸ 𝑘 +𝑚𝛼

𝑘2 −𝑚2
𝛼 + 𝑖𝜀

1

(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2
𝜋 + 𝑖𝜀

)︂
=

=
(2𝜋𝑖)2

2(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘(̸ 𝑘 +𝑚𝛼)𝛿(𝑘

2 −𝑚2
𝛼)𝛿((𝑝− 𝑘)2 −𝑚2

𝜋) (2.63)

Iнтегрування в виразi (2.63) в системi центру мас стерильного нейтрино

дає наступний результат:

𝐼𝑚(...) = − 1

32𝜋
𝑆(𝑀𝐼 ,𝑚𝛼,𝑚𝜋)𝑀𝐼

(︂
(1 +

𝑚2
𝛼 −𝑚2

𝜋

𝑀 2
𝐼

)𝛾0 + 2
𝑚𝛼

𝑀𝐼

)︂
(2.64)

де 𝑆(𝑀𝐼 ,𝑚𝛼,𝑚𝜋) =

√︂(︁
1− 𝑚2

𝜋−𝑚2
𝛼

𝑀2
𝐼

)︁(︁
1− 𝑚2

𝜋+𝑚
2
𝛼

𝑀2
𝐼

)︁
. Тодi:

Σ𝐼𝐽 = 𝑖𝐴𝛼𝐼𝐴
*
𝛼𝐽𝑀

(︁
1 + 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀
(1− 𝛾5)

)︁
×

× 𝐼𝑚(...)
(︁
1− 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀
(1 + 𝛾5)

)︁
(2.65)

(︂
1 + 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5)

)︂(︂
(1 +

𝑚2
𝛼 −𝑚2

𝜋

𝑀 2
𝐼

)𝛾0 + 2
𝑚𝛼

𝑀𝐼

)︂
×

×
(︂
1 + 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5)

)︂
=

=

(︂
1 +

𝑚2
𝛼 −𝑚2

𝜋

𝑀 2

)︂
𝛾0
[︁
(1− 𝛾5)− 𝑚𝛼

𝑀
(1 + 𝛾5)

]︁2
+

+
2𝑚𝛼

𝑀

[︁
(1 + 𝛾5)− 𝑚𝛼

𝑀
(1− 𝛾5)

]︁ [︁
(1− 𝛾5)− 𝑚𝛼

𝑀
(1 + 𝛾5)

]︁
=

= 2

(︂
1 +

𝑚2
𝛼 −𝑚2

𝜋

𝑀 2

)︂
𝛾0
(︂
1− 𝛾5 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2
(1 + 𝛾5)

)︂
− 8𝑚2

𝛼

𝑀 2
(2.66)

Σ𝐼𝐽 = −𝑖𝐴𝛼𝐼𝐴
*
𝛼𝐽

16𝜋
𝑀𝑆(𝑀,𝑚𝛼,𝑚𝜋)×

×
(︂(︂

1 +
𝑚2
𝛼 −𝑚2

𝜋

𝑀 2

)︂
𝛾0
(︂
1− 𝛾5 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2
(1 + 𝛾5)

)︂
− 4𝑚2

𝛼

𝑀 2

)︂
(2.67)

Аналогiчно запишеться амплiтуда нижньої дiаграми на Рис. 2.4:

Σ̄𝐼𝐽 = −𝑖𝐴
*
𝛼𝐼𝐴𝛼𝐽

16𝜋
𝑀𝑆(𝑀,𝑚𝛼,𝑚𝜋)×

×
(︂(︂

1 +
𝑚2
𝛼 −𝑚2

𝜋

𝑀 2

)︂
𝛾0
(︂
1 + 𝛾5 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2
(1− 𝛾5)

)︂
− 4𝑚2

𝛼

𝑀 2

)︂
(2.68)
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Так як стерильнi нейтрино є майоранiвськими частинками, амплiтуда

має бути симетричною, по вiдношенню до перестановки iндексiв 𝐼 ↔ 𝐽 .

Повна амплiтуда тодi запишеться:

Π𝐼𝐽 = Σ𝐼𝐽 + Σ̄𝐼𝐽 =
1

2
(Σ𝐼𝐽 + Σ̄𝐼𝐽 + Σ𝐽𝐼 + Σ̄𝐽𝐼) =

= −𝑖𝑅𝑒(𝐴𝛼𝐼𝐴
*
𝛼𝐽)

8𝜋
𝑀𝑆(𝑀,𝑚𝛼,𝑚𝜋)×

×
(︂(︂

1 +
𝑚2
𝛼 −𝑚2

𝜋

𝑀 2

)︂
𝛾0
(︂
1 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2

)︂
− 4𝑚2

𝛼

𝑀 2

)︂
(2.69)

В системi спокою стерильного нейтрино рiвняння Дiрака має вигляд:

(̸ 𝑝 −𝑀𝐼)𝑁𝐼 = (𝑀𝐼𝛾
0 −𝑀𝐼)𝑁𝐼 = 0, тому 𝛾0 можемо замiнити одиницею.

Остаточно матимемо:

Π𝐼𝐽 = −𝑖𝑅𝑒(𝐴𝛼𝐼𝐴
*
𝛼𝐽)

8𝜋
𝑀𝑆(𝑀,𝑚𝛼,𝑚𝜋)×

×

[︃(︂
1− 𝑚2

𝛼

𝑀 2

)︂2

− 𝑚2
𝜋

𝑀 2

(︂
1 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2

)︂]︃
(2.70)

При 𝐼 = 𝐽 амплiтуда рiвна половинi повної ширини розпаду стерильних

нейтрино на лептони та антилептони:

Π𝐼𝐼 = −𝑖 |𝐴𝛼𝐼 |2

8𝜋
𝑀𝑆(𝑀,𝑚𝛼,𝑚𝜋)×

×

[︃(︂
1− 𝑚2

𝛼

𝑀 2

)︂2

− 𝑚2
𝜋

𝑀 2

(︂
1 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2

)︂]︃
= − 𝑖

2
Γ𝐼 (2.71)

Величина Π𝐼𝐽 симетрична по вiдношенню до перестановки iндексiв 𝐼 ↔

𝐽 . Ширину осциляцiй мiж стериильними нейтрино визначаємо наступним

чином:

Π𝐼𝐽 = Π𝐽𝐼 = − 𝑖

2
Γ23 (2.72)

Остаточно, повнi ширини розпаду стерильного нейтрино 𝐼-го сорту на

зарядженi мезони та лептони поколiння of 𝛼 задаються виразами:

Γ𝛼𝜋±

𝐼 = Γ(𝑁𝐼 → 𝜋± + 𝑙∓𝛼 ) =

=
𝐺2
𝐹𝑓

2
𝜋 |𝑉𝑢𝑑|2𝑀 3

8𝜋
|Θ𝛼𝐼 |2𝑆(𝑀,𝑚𝛼,𝑚𝜋)

[︃(︂
1− 𝑚2

𝛼

𝑀 2

)︂2

− 𝑚2
𝜋

𝑀 2

(︂
1 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2

)︂]︃
,

(2.73)
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Γ𝛼𝐾
𝐼 = Γ(𝑁𝐼 → 𝐾± + 𝑙∓𝛼 ) =

=
𝐺2
𝐹𝑓

2
𝐾 |𝑉𝑢𝑠|2𝑀 3

8𝜋
|Θ𝛼𝐼 |2𝑆(𝑀,𝑚𝛼,𝑚𝐾)

[︃(︂
1− 𝑚2

𝛼

𝑀 2

)︂2

− 𝑚2
𝐾

𝑀 2

(︂
1 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2

)︂]︃
,

(2.74)

Γ𝛼𝜌±

𝐼 = Γ(𝑁𝐼 → 𝜌± + 𝑙∓𝛼 ) =

=
𝐺2
𝐹𝑔

2
𝜌|𝑉𝑢𝑑|2𝑀 3

4𝜋𝑚2
𝜌

|Θ𝛼𝐼 |2𝑆(𝑀,𝑚𝛼,𝑚𝜌)

[︃(︂
1− 𝑚2

𝛼

𝑀 2

)︂2

+
𝑚2
𝜌

𝑀 2

(︃
1 +

𝑚2
𝛼 − 2𝑚2

𝜌

𝑀 2

)︃]︃
,

(2.75)

де

𝑆(𝑀𝐼 ,𝑚𝛼,𝑚) =

√︃(︂
1− (𝑚−𝑚𝛼)2

𝑀 2
𝐼

)︂(︂
1− (𝑚+𝑚𝛼)2

𝑀 2
𝐼

)︂
, (2.76)

а значення форм-факторiв та елементiв матрицi ККМ взятi з in [6]: 𝑓𝜋 =

0.131 ГеВ, 𝑓𝐾 = 0.16 ГеВ, 𝑔𝜌 = 0.102 ГеВ2, |𝑉𝑢𝑑| = 0.97, |𝑉𝑢𝑠| = 0.23.

Повнi ширини розпаду стерильних нейтрино 𝐼-го сорту на нейтральнi

мезони та активнi нейтрино задаються виразами:

Γ𝛼𝜋0

𝐼 = Γ(𝑁𝐼 → 𝜋0 + 𝜈𝛼) =
𝐺2
𝐹𝑓

2
𝜋𝑀

3

16𝜋
|Θ𝛼𝐼 |2

(︂
1− 𝑚2

𝜋

𝑀 2

)︂2

, (2.77)

Γ𝛼𝜌0

𝐼 = Γ(𝑁𝐼 → 𝜌0+𝜈𝛼) =
𝐺2
𝐹𝑔

2
𝜌𝑀

3

8𝜋𝑚2
𝜌

|Θ𝛼𝐼 |2
(︃
1 + 2

𝑚2
𝜌

𝑀 2

)︃(︃
1−

𝑚2
𝜌

𝑀 2

)︃2

, (2.78)

Γ𝛼𝜂
𝐼 = Γ(𝑁𝐼 → 𝜂 + 𝜈𝛼) =

𝐺2
𝐹𝑓

2
𝜂𝑀

3

16𝜋
|Θ𝛼𝐼 |2

(︃
1−

𝑚2
𝜂

𝑀 2

)︃2

, (2.79)

Γ𝛼𝜂′

𝐼 = Γ(𝑁𝐼 → 𝜂′ + 𝜈𝛼) =
𝐺2
𝐹𝑓

2
𝜂′𝑀

3

16𝜋
|Θ𝛼𝐼 |2

(︃
1−

𝑚2
𝜂′

𝑀 2

)︃2

, (2.80)

де 𝑓𝜂 = 0.156 ГеВ, 𝑓 ′𝜂 = −0.058 ГеВ [6].

Як видно, ширина розпаду на 𝜌±, 𝜌0 вiдрiзняється вiд iнших. Причина

в тому, що – це векторнi мезони. Наведенi ширини розпаду (2.77) – (2.80)

було отримано в [66, 63]. Повна ширина розпаду стерильних нейтрино на
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лептони i мезони є сумою ширин розпаду частинок по всiм каналам Λ (2.43)

та всiм поколiннм лептонiв:

Γ𝐼 =
∑︁
𝛼,Λ

Γ𝛼Λ
𝐼 Θ(𝑦𝛼Λ), (2.81)

де 𝑦Λ – це рiзниця маси стерильного нейтрино 𝐼-го сорту i сумарної маси

усiх продуктiв розпаду в каналi Λ; Θ(𝑥) – сходинкова функцiя Хевiсайда.

Темп осциляцiй мiж нейтрино 𝐼 та 𝐽 сортiв (Γ𝐼𝐽) можна виразити через

ширини розпаду:

Γ𝐼𝐽 =
∑︁
𝛼,Λ

Re(Θ𝛼𝐼Θ
*
𝛼𝐽)

|Θ𝛼𝐼 |2
Γ𝛼Λ
𝐼 Θ(𝑦𝛼Λ). (2.82)

Тепер знайдемо власнi значення та вiдповiднi власнi стани неермiтового

гамiльтонiану (2.59). Назвемо їх 𝜓1 та 𝜓2. Розв’язуємо задачу на знаходже­

ння власних значень та власних функцiй:

𝐻𝜓 = 𝜔𝜓, 𝜓 =

⎛⎝ 𝑞1

𝑞2

⎞⎠ (2.83)

⎛⎝ 𝑀 −Δ𝑀 − 𝑖
2Γ2 − 𝑖

2Γ23

− 𝑖
2Γ23 𝑀 +Δ𝑀 − 𝑖

2Γ3

⎞⎠⎛⎝ 𝑞1

𝑞2

⎞⎠ = 𝜔

⎛⎝ 𝑞1

𝑞2

⎞⎠⇒ (2.84)

⎧⎨⎩ 𝑞1(𝜔 −𝑀 +Δ𝑀 + 𝑖
2Γ2) +

𝑖
2Γ23𝑞2 = 0

𝑞1(
𝑖
2Γ23) + (𝜔 −𝑀 −Δ𝑀 + 𝑖

2Γ3)𝑞2 = 0
(2.85)

З умови рiвностi нулю визначника системи знаходимо власнi значення:

𝜔2 =𝑀 − 𝑖

4
(Γ2 + Γ3)−

1

4
𝑐, 𝜔3 =𝑀 − 𝑖

4
(Γ2 + Γ3) +

1

4
𝑐, (2.86)

де 𝑐 =
√︀

(4Δ𝑀 − 𝑖(Γ3 − Γ2)2 − 4(Γ23)2.

Тепер можемо знайти власнi стани, вiдповiднi цим власним значенням.

У перше рiвняння системи (2.85) пiдставляємо 𝜔 = 𝜔3 та 𝑞1 = 1. Тодi:

− 𝑖
2𝑞2Γ23 = 𝜔3 −𝑀 +Δ𝑀 + 𝑖

2Γ2 ⇒

⇒ 𝑞2 =
4𝑖Δ𝑀+(Γ3−Γ2)+𝑖𝑐

2Γ23
= −𝐵

(2.87)
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Аналогiчно, для знаходження другого власного стану в другому рiвнян­

ня системи (2.85) кладемо 𝜔 = 𝜔2 та 𝑞2 = 1:

− 𝑖
2𝑞1Γ23 = 𝜔2 −𝑀 −Δ𝑀 + 𝑖

2Γ3 ⇒

⇒ 𝑞1 =
4𝑖Δ𝑀+(Γ3−Γ2)+𝑖𝑐

2Γ23
= 𝐵

(2.88)

Отже отримуємо власнi стани збуреного неермiтового гамiльтонiану (2.59):

𝜓2 =
1√
𝑁

⎛⎝ 𝐵

1

⎞⎠ , 𝜓3 =
1√
𝑁

⎛⎝ 1

−𝐵

⎞⎠ , (2.89)

де 𝑁 — нормувальний множник. Їм вiдповiдають власнi значення (2.86).

Власними станами незбуреного гамiльтонiану 𝐻0 з точнiстю до константи

нормування є стовбцi 𝑁2 =

⎛⎝ 1

0

⎞⎠ , 𝑁3 =

⎛⎝ 0

1

⎞⎠. Саме в цих станах, а

не станах 𝜓2 та 𝜓3, стерильнi нейтрино знаходяться в початковий момент.

Стерильнi нейтрино знаходились в термодинамiчнiй рiвновазi перед тим,

як почали вiльно еволюцiонувати. Рiвновага пiдтримувалась за рахунок

слабких взаємодiй сiж стерильними нейтрино та частинками бекгранду.

Власними станами слабкої взаємодiї є саме стани𝑁2 та𝑁3, тому на початку

стерильнi нейтрино знаходяться в станах 𝑁2 або 𝑁3.

В початковий момент часу стан системи нейтрино є суперпозицiєю станiв

𝑁2 та 𝑁3 (змiшаний стан) i описується матрицею густини:

𝜌𝑖𝑛𝑖 =
∑︁
𝐼=2,3

𝛼𝐼 |𝑁𝐼⟩⟨𝑁𝐼 | (2.90)

Ваговi множники 𝛼𝐼 задовiльняють умовi 𝛼2+𝛼3 = 1 i, фактично визна­

чають концентрацiю стерильних нейтрино 𝑁2 та 𝑁3 в початковий момент

часу: 𝛼𝐼 =
𝑛𝐼

𝑛1 + 𝑛2
.

Для того, щоб знайти лептонну асиметрiю необхiдно знати еволюцiю

матрицi густини в часi. Без урахування радiацiйних поправок стани 𝑁2 та

𝑁3 еволюцiонують в часi як вiльнi частинки, |𝑁𝐼(𝑡)⟩ = |𝑁𝐼(0)⟩𝑒−𝑖𝑀𝐼𝑡. Для

того, щоб урахуванти радiацiйнi попраки розглянемо закон змiни в часi
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станiв 𝜓𝐼 :

|𝜓𝐼(𝑡)⟩ = 𝑒−𝑖𝜔𝐼𝑡|𝜓𝐼(0)⟩. (2.91)

де 𝜔2, 𝜔3 — власнi значення неермiтового гамiльтонiану (2.86)

Також легко бачити, як стани 𝑁2 та 𝑁3 пов’язанi з станами 𝜓2, 𝜓3:

|𝜓𝐼⟩ = 𝑈𝐼𝐽 |𝑁𝐽⟩, (2.92)

де матриця перетворення 𝑈 має вигляд:

𝑈 =

⎛⎝ 𝐵 1

1 −𝐵

⎞⎠ (2.93)

Тодi знаходимо закон еволюцiї в часi станiв 𝑁2 та 𝑁3 з урахуванням

радiацiйних поправок:

|𝑁𝐼(𝑡)⟩ = 𝑈−1
𝐼𝐾𝑒

−𝑖𝜔𝐾𝑡𝑈𝐾𝐽 |𝑁𝐽(0)⟩ = 𝑅𝐼𝐽 |𝑁𝐽(0)⟩ (2.94)

У випадку 𝛼2 = 1/2 та 𝛼3 = 1/2, еволюцiя матрицi густини, що в поча­

тковий момент мала вигляд (2.90), буде:

𝜌(𝑡) =
1

2

∑︁
𝐼𝐽𝐾

𝑅𝐼𝐾(𝑡)
*𝑅𝐼𝐽(𝑡)|𝑁𝐽(0)⟩⟨𝑁𝐾(0)| =

1

2

∑︁
𝐽𝐾

(𝑅†𝑅)𝐾𝐽 |𝑁𝐽(0)⟩⟨𝑁𝐾(0)|

(2.95)

Усереднений по часу темп народження лептонiв в процесi розпаду сте­

рильних нейтрино матиме вигляд:

Γ =

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡

∫︁
𝑑Π2

∑︁
𝑙

𝑇𝑟 [|𝑙⟩⟨𝑙|𝜌(𝑡)] = 1

2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡

∫︁
𝑑Π2 𝑇𝑟

⎡⎣∑︁
𝑙,𝐾,𝐽

(𝑅†𝑅)𝐾𝐽⟨𝑙|𝑁𝐽(0)⟩⟨𝑁𝐾(0)|𝑙⟩

⎤⎦=
=

1

2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡

∫︁
𝑑Π2

∑︁
𝑙,𝐽,𝐾

(𝑅†𝑅)𝐾𝐽𝐴𝐽𝑙𝐴
*
𝐾𝑙, (2.96)

де 𝐴𝐽𝑙 — iнварiантна амплiтуда переходу для процесу розпаду стерильного

нейтрино на лептон у скелетному наближеннi (без урахування радiацiйних

поправок), 𝑑Π2 — диференцiйний двочастинковий фазовий об’єм. Biн має

вигляд

𝑑Π2 =
𝑑3𝑞

(2𝜋)32𝐸𝑞

𝑑3𝑘

(2𝜋)32𝐸𝑘
(2𝜋)4𝛿4(𝑝− 𝑞 − 𝑘),
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де 𝑝, 𝑞, 𝑘 – 4-iмпульси початкових та кiнцевих частинок в реакцiї розпаду.

Аналогiчно, темп утворення антилептонiв має вигляд:

Γ̄ =
1

2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡

∫︁
𝑑Π2

∑︁
𝑙,𝐽,𝐾

(𝑅†𝑅)𝐾𝐽𝐴
*
𝐽𝑙𝐴𝐾𝐽 . (2.97)

Тепер можна шукати лептонну асиметрiю:

Δ𝐶𝑃 =
Γ− Γ

Γ + Γ
(2.98)

В чисельник цього виразу входить комбiнацiя, яка розпишеться як:∑︁
𝐾𝐽

(𝑅†𝑅)𝐾𝐽(𝐴𝐽𝑙𝐴
*
𝐾𝑙 − 𝐴*

𝐽𝑙𝐴𝐾𝑙) =

= (𝑅†𝑅)32(𝐴2𝑙𝐴
*
3𝑙 − 𝐴*

2𝑙𝐴3𝑙) + (𝑅†𝑅)23(𝐴3𝑙𝐴
*
2𝑙 − 𝐴*

3𝑙𝐴2𝑙) =

= 2𝑖𝐼𝑚(𝐴*
2𝑙𝐴3𝑙)((𝑅

†𝑅)23 − (𝑅†𝑅)32) =

= −2𝑖𝐼𝑚(𝐴*
2𝑙𝐴3𝑙)2𝑖𝐼𝑚((𝑅†𝑅)32) = 4𝐼𝑚((𝑅†𝑅)32)𝐼𝑚(𝐴*

2𝑙𝐴3𝑙) (2.99)

Аналогiчно вчиняємо i з знаменником. Тодi матимемо наступний вираз для

асиметрiї:

Δ𝐶𝑃 =

∫︀
𝑑𝑡
∫︀
𝑑Π2𝐼𝑚((𝑅†𝑅)32)𝐼𝑚(𝐴*

2𝑙𝐴3𝑙)∫︀
𝑑𝑡
∫︀
𝑑Π2((𝑅†𝑅)22|𝐴2𝑙|2 + (𝑅†𝑅)33|𝐴3𝑙|2 + 2𝑅𝑒(𝐴*

2𝑙𝐴3𝑙)𝑅𝑒(𝑅†𝑅)23)
(2.100)

Треба проiнтегрувати по 𝑑Π2. Величини𝐴𝐼𝑙 визначаються безпосередньо

з отриманого нами ефективного лагранжiану (2.54):

𝐴𝐼𝑙 = 𝑖𝐴𝛼𝐼 𝑢̄(𝑞)

(︂
1 + 𝛾5 −

𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5)

)︂
𝑢(𝑝), (2.101)

де𝐴𝛼𝐼 =
𝐺𝐹√
2
𝑓𝜋Θ𝛼𝐼𝑀𝐼𝑉𝑢𝑑, 𝑝— 4-iмпульс стерильного нейтрино, 𝑞 — 4-iмпульс

одного з продуктiв розпаду. Тут iде пiдсумовування по 𝛼, де 𝛼 = 𝑒, 𝜇, 𝜏 .

Тодi:

𝐴*
𝐼𝑙𝐴𝐽𝑙 = 𝐴*

𝛼𝐼𝐴𝛼𝐽

[︁
𝑢̄(𝑞)(1 + 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5))𝑢(𝑝)

]︁
×

×
[︁
𝑢̄(𝑞)(1 + 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5))𝑢(𝑝)

]︁†
=

= 𝐴*
𝛼𝐼𝐴𝛼𝐽𝑇𝑟

[︁[︁
𝑢̄(𝑞)(1 + 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5))𝑢(𝑝)

]︁
×

×
[︁
𝑢̄(𝑝)(1− 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5))𝑢(𝑞)

]︁]︁ (2.102)
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У виразi (2.102) виконуємо циклiчну перестановку пiд знаком трейсу,

проводимо пiдсумовування по спiральностям кiнцевих лептонiв та усере­

днення по спiральностям стерильного нейтрино. Використовуємо формули:∑︁
ℎ𝑒𝑙.

𝑢(𝑝)𝑢̄(𝑝) = 𝛾𝜇𝑝𝜇 +𝑀,
∑︁
ℎ𝑒𝑙.

𝑢(𝑞)𝑢̄(𝑞) = 𝛾𝜇𝑞𝜇 +𝑚𝛼. (2.103)

Тодi:

𝐴*
𝐼𝑙𝐴𝐽𝑙 =

1
2𝐴

*
𝛼𝐼𝐴𝛼𝐽𝑇𝑟

[︁
(1 + 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5)) ×

× (𝛾𝜇𝑝𝜇 +𝑀𝐼)(1− 𝛾5 − 𝑚𝛼

𝑀𝐼
(1− 𝛾5))(𝛾

𝜈𝑞𝜈 +𝑚𝛼)
]︁ (2.104)

Далi перемножуємо матрицi пiд знаком трейсу, використовуючи наступ­

пнi спiввiдношення:

(1± 𝛾5)𝛾
𝜇(1∓ 𝛾5) = 2𝛾𝜇(1∓ 𝛾5)

(1± 𝛾5)(1∓ 𝛾5) = 0

(1± 𝛾5)
2 = 2(1± 𝛾5)

(2.105)

Матимемо:

𝐴*
𝐼𝑙𝐴𝐽𝑙 = 𝐴*

𝛼𝐼𝐴𝛼𝐽𝑇𝑟
[︁
(𝛾𝜈𝑞𝜈 +𝑚𝛼)(𝛾

𝜇𝑝𝜇(1− 𝛾5 +
𝑚2
𝛼

𝑀2
𝐼
(1 + 𝛾5))− 2𝑚𝛼)

]︁
(2.106)

Далi врахуємо наступнi спiввiдношення для взяття трейсу:

𝑇𝑟 [𝛾1𝛾2...𝛾2𝑛+1] = 0;

𝑇𝑟 [𝛾5𝛾1𝛾2...𝛾2𝑛+1] = 0;

𝑇𝑟 [𝛾5] = 𝑇𝑟 [𝛾5𝛾𝜈𝛾𝜇] = 0;

𝑇𝑟 [𝛾𝜇𝛾𝜈] = 4𝑔𝜇𝜈

(2.107)

З урахуванням (2.107) рiвнiсть (2.106) перепишеться:

𝐴*
𝐼𝑙𝐴𝐽𝑙 = 𝐴*

𝛼𝐼𝐴𝛼𝐽

[︂
4(𝑝𝑞)(1 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2
𝐼

)− 8𝑚2
𝛼

]︂
(2.108)

Ми працюватимемо в системi центру мас стерильного нейтрино: 𝑝 =

(𝑀𝐼 , 0). Тодi:

𝐴*
𝐼𝑙𝐴𝐽𝑙 = 𝐴*

𝛼𝐼𝐴𝛼𝐽

[︂
4𝑀𝐼𝑞0(1 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2
𝐼

)− 8𝑚2
𝛼

]︂
(2.109)
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Тепер можна iнтегрувати:∫︁
𝑑Π2𝐴

*
𝐼𝑙𝐴𝐽𝑙 =

=
1

4𝜋2

∫︁
𝑑3𝑞

2𝐸𝑞

𝑑3𝑘

2𝐸𝑘
𝐴𝛼𝐼𝐴

*
𝛼𝐽

[︂
4𝑞0𝑀𝐼(1 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2
𝐼

)− 8𝑚2
𝛼

]︂
𝛿4(𝑝− 𝑞 − 𝑘) =

=
1

4𝜋2

∫︁
𝑑3𝑞

𝐸𝑞

𝑑3𝑘

𝐸𝑘
𝐴𝛼𝐼𝐴

*
𝛼𝐽

[︂
𝑞0𝑀𝐼(1 +

𝑚2
𝛼

𝑀 2
𝐼

)− 2𝑚2
𝛼

]︂
𝛿4(𝑝− 𝑞 − 𝑘)

(2.110)

Iнтегрування зводиться до iнтегрування чотирьохмiрної 𝛿-функцiї. Має

мiсце рiвнiсть [67]:

1

4𝜋2

∫︁
𝑑3𝑝1
𝐸1

𝑑3𝑝2
𝐸2

𝛿4(𝑃 − 𝑝1 − 𝑝2) =
1

2𝜋
𝑆(𝑀,𝑚1,𝑚2), (2.111)

де 𝑆(𝑀,𝑚1,𝑚2) =
√︁
(1− (𝑚1+𝑚2)2

𝑀2 )(1− (𝑚1−𝑚2)2

𝑀2 ). В нашому випадку 𝑚1 =

𝑚𝜋, 𝑚2 = 𝑚𝛼, 𝑀 — маса стерильного нейтрино. Використаємо також закон

збереження чотириiмпульсу:

𝑘 = 𝑝− 𝑞 (2.112)

Пiднесемо рiвнiсть (2.112) до квадрату, врахуємо, що 𝑝 = (𝑀𝐼 , 0) в сим­

темi центу мас стерильного нейтрино:

𝑚2
𝜋 =𝑀 2

𝐼 +𝑚2
𝛼 − 2𝑞0𝑀𝐼 ⇒ 𝑞0 =

𝑀𝐼

2

(︂
1 +

𝑚2
𝛼 −𝑚2

𝜋

𝑀 2
𝐼

)︂
. (2.113)

Тодi iнтеграл (2.110) прийме вигляд:∫︀
𝑑Π2𝐴

*
𝐼𝑙𝐴𝐽𝑙 =

1
2𝜋𝐴𝛼𝐼𝐴

*
𝛼𝐽

[︁
𝑀2
𝐼

2 (1 + 𝑚2
𝛼−𝑚2

𝜋

𝑀2
𝐼

)(1 + 𝑚2
𝛼

𝑀2
𝐼
)− 2𝑚2

𝛼

]︁
𝑆(𝑀,𝑚𝜋,𝑚𝛼) =

= 1
4𝜋𝑀

2
𝐼𝐴𝛼𝐼𝐴

*
𝛼𝐽

[︂(︁
1− 𝑚2

𝛼

𝑀2
𝐼

)︁2
− 𝑚2

𝜋

𝑀2
𝐼

(︁
1 + 𝑚2

𝛼

𝑀2
𝐼

)︁]︂
𝑆(𝑀,𝑚𝜋,𝑚𝛼) =

= 1
8𝜋𝑀

4
𝐼𝐺

2
𝐹𝑓

2
𝜋 |𝑉𝑢𝑑|2Θ𝛼𝐼Θ

*
𝛼𝐽

[︂(︁
1− 𝑚2

𝛼

𝑀2
𝐼

)︁2
− 𝑚2

𝜋

𝑀2
𝐼

(︁
1 + 𝑚2

𝛼

𝑀2
𝐼

)︁]︂
𝑆(𝑀,𝑚𝜋,𝑚𝛼)

(2.114)

Нагадаємо, що тут ми розглядали розпад на пiон та заряджений лептон.

Iншi процеси можна узагальнити з формули (2.114). Так для процесу 𝑁𝐼 →

𝜋0, 𝜈𝛼 матимемо:∫︁
𝑑Π2𝐴

*
𝐼𝑙𝐴𝐽𝑙 =

1

16𝜋
𝑀 4

𝐼𝐺
2
𝐹𝑓

2
𝜋Θ𝛼𝐼Θ

*
𝛼𝐽

[︂
1− 𝑚2

𝜋

𝑀 2
𝐼

]︂2
. (2.115)
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Маси активних нейтрино вважаються нульовими.

Враховуючи проведенi розрахунки, отримаємо наступний вираз для ле­

птонної асиметрiї:

Δ𝐶𝑃 =

∫︀
𝑑𝑡𝐼𝑚((𝑅†𝑅)32)

∑︀
𝛼 𝐼𝑚(Θ*

𝛼2Θ𝛼3)𝑉𝛼∫︀
𝑑𝑡
∑︀

𝛼((𝑅
†𝑅)22|Θ𝛼2|2 + (𝑅†𝑅)33|Θ𝛼3|2 + 2𝑅𝑒(Θ*

𝛼2Θ𝛼3)𝑅𝑒(𝑅†𝑅)23)𝑉𝛼
(2.116)

в якому величина 𝑉𝛼 визначена через суму усiх можливих каналiв розпа­

ду стерильних нейтрино в результатi яких утворюються лептони поколiння

𝛼

𝑉𝛼 =
∑︁
Λ

Γ𝛼Λ
𝐼

|Θ𝛼𝐼 |2
Θ(𝑦𝛼Λ). (2.117)

2.3 Обмеження на параметри моделi 𝜈𝑀𝑆𝑀

Як було зазначено в пiдроздiлi 2.1, ЛА Всесвiту має бути обмежена умо­

вою (2.3) на момент початку народження частинок ТМ. Це дозволяє обме­

жити область значень параметрiв моделi 𝜈𝑀𝑆𝑀 . Щоб зробити це, можемо

задати лептонну асиметрiю (2.116), як функцiю лише трьох параметрiв мо­

делi 𝜈𝑀𝑆𝑀 : 𝑀 , Δ𝑀 , 𝜀.

Робитимемо це наступним чином. Функцiя ЛА (2.116) максимiзується

по вiдношенню до фаз 𝛿, 𝛼2, 𝜉 (i 𝛼1 у випадку iнверсної iєрархiї), а далi в

неї пiдставляються центральнi значення масової матрицi активних нейтри­

но 1, див. Таб. 1. Ця функцiя мiстить у собi вiдношення елементiв матрицi

Юкава в кутах змiшування Θ𝛼𝐼 (2.42), якi можуть бути вираженi через

розв’язки (2.28) з двома можливими виборами знаку, що узгоджуються з

умовою (2.30). Оскiльки вираз для ЛА (2.116) не має симетрiї по вiдно­

шенню до перестановки та комплексного спряження вiдношень елементiв

другої та третьої колонки матрицi Юкава, маємо розглянути два варiанти

розв’язкiв. Для фiксованих значень кутiв мiшування та фаз будемо позна­

чати дозволений розв’язок (2.28) з 2 або бiльше знаками (+), як розв’язок
1У випадку нормальної iєрархiї маємо 𝑚1 = 0, 𝑚2 =

√︀
Δ𝑚2

21 = 0.009 , 𝑚3 =
√︀
|Δ𝑚2

23|+Δ𝑚2
21 =

0.05 . У випадку iнверсної iєрархiї 𝑚1 =
√︀
|Δ𝑚2

23| −Δ𝑚2
21 = 0.048 , 𝑚2 =

√︀
|Δ𝑚2

23| = 0.049 , 𝑚3 = 0.
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Рис. 2.5: Область дозволених параметрiв. Сiрими областями зображено регiони пара­

метрiв, де Δ > 10−3 для випадку нормальної iєрархiї. Областi вiдповiдають значенням

𝑀 = 0.3 ГеВ (нижня область), 𝑀 = 1 ГеВ (середня область), 𝑀 = 2 ГеВ (верхня

область).

типу А, i, навпаки, розв’язок з 2 або бiльше знаками (−) ми будемо позна­

чати, як розв’язок типу В. Потрiбно зазначити, що результати (2.31), (2.32)

для розв’язкiв типу В спiвпадають з результатами роботи [68], де вiдноше­

ння елементiв було отримано для частинного випадку 𝜃13 → 0, 𝜃23 → 𝜋/4.

Тут буде окремо розглянуто випадок 𝜃13 = 0 i випадок 𝜃13 = 10o.

Таким чином, будемо будувати дозволенi областi (Δ > 10−3) в площинi

параметрiв Δ𝑀 i 𝜀 при фiксованому значеннi 𝑀 .

У випадку нормальної iєрархiї рiзниця мiж випадком з 𝜃13 = 0 або

𝜃13 = 10o i випадками з розв’язками типiв А або В несуттєва, тому до­

зволенi областi проiлюстровано лише за допомогою Рис. 2.5. Для випадку

оберненої iєрархiї рiзниця мiж випадками розв’язкiв типiв A та B є не­

суттєвою, але випадки 𝜃13 = 0 i 𝜃13 = 10o є суттєво вiдмiнними. Тому

проiлюструємо дозволенi областi за допмогою двох панелей на Рис. 2.6.

Варто зазначити, що форму дозволеної областi було отримано не лише

для центрального значення кута 𝜃13, а й для областi, даної даними джерела

[61]. Було зроблено висновок, що у випадку прямої iєрархiї форма областi

дозволених значень майже нечутливi до значення кута 𝜃13 в межах 0 <

𝜃13 < 16o. У випадку оберненої iєрархiї це вiрно для регiонiв на Рис. 2.6 b)

i 𝜃13 < 18o, але для 𝜃13 = 0 дозволенi областi суттєво вiдрiзняються.

Також проiлюструємо областi де максимум Δ може бути бiльшим за
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Рис. 2.6: Область дозволених параметрiв. Сiрими областями зображено регiони пара­

метрiв, де Δ > 10−3 для випадку iнверсної iєрархiї. Областi вiдповiдають значенням

𝑀 = 0.3 ГеВ (нижня область), 𝑀 = 1 ГеВ (середня область), 𝑀 = 2 ГеВ (верхня

область). Панелi a) та b) вiдповiдають випадкам 𝜃13 = 0o i 10o вiдповiдно.

Рис. 2.7: Область дозволених параметрiв. Сiрими областями зображено регiони параме­

трiв, де 10−3 < Δ < 2/11 для 𝑀 = 1 GeV у випадку нормальної (a) та оберненої (b)

iєрархiй.

2/11 на Рис. 2.7 (бiлi внутрiшнi областi) для випадкiв обох iєрархiй. Це

робится лише для маси 𝑀 = 1 ГеВ тому, що цi регiони знаходяться в

областi малих значень 𝜀. Бiльше того, при деяких значеннях фаз ЛА в цих

регiонах може бути менша 2/11 i тому їх не можна виключати в кiнцевому

рахунку.

У якостi прикладу, наводимо можливi значення ширин розпаду 𝐼-го сте­

рильного нейтрино Γ𝐼 (2.81) i темп осциляцiй мiжнейтрино 𝐼-го та 𝐽-го

сорту Γ𝐼𝐽 (2.82) для 𝑀 = 1 ГеВ i 𝜃13 = 10o на Рис. 2.8. Як можна побачити

значення Γ𝐼 , Γ𝐼𝐽 дiйсно того ж порядку, що i Δ𝑀 . Це пiдтверджує зробле­

не припущення про необхiднiсть врахування осциляцiй мiж стерильними

нейтрино.

Для того, щоб згенерувати ЛА стерильнi нейтрино мають бути поза
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Рис. 2.8: Ширини розпаду стерильних нейтрино. Значення ширин Log10(Γ𝐼/1ГеВ),

Log10(Γ23/1ГеВ) i Log10(Δ𝑀/1ГеВ) для лептонної асиметрiї Δ > 10−3 у випадку 𝑀 = 1

ГеВ i 𝜃13 = 10o вiдкладено по осi ординат: a) випадок нормальної iєрархiї (тип розв’язку

А), b) випадок iнверсної iєрархiї (тип розв’язку В).

термодинамiчною рiвновагою. Це значить, що

Γ2 . 𝐻, (2.118)

де 𝐻 – параметр Хаббла. На стадiї радiацiйного домiнування вiн задається

наступним чином:

𝐻 =
𝑇 2

𝑀 *
𝑃𝐿

(2.119)

де 𝑀 *
𝑃𝐿 =

√︁
90

8𝜋3𝑔*(𝑇 )𝑀𝑃𝐿, 𝑀𝑃𝐿 = 1.22 · 1019 ГеВ – маса Планка, 𝑔*(𝑇 ) –

кiлькiсть внутрiшнiх ступенiв вiльностi [69]. За температури 𝑇 ∼ 1 ГеВ

можна вважати 𝑔* ≃ 65.

Тому, отримуємо умову √︀
𝑀 *

𝑃𝐿Γ2 . 𝑇. (2.120)

Умова термодинамiчної нерiвноваги в даному випадку означає, що сте­

рильнi нейтрино мають розпастися за температури, меншiй, нiж їх маса

(𝑇 . 𝑀). Також, звичайно, вони мають розпастися до початку народжен­

ня частинок ТМ. ТМ утворюється при температурi 𝑇 ∼ 0.1 ГеВ. Тому,

0.1 .

√
𝑀𝑃𝐿*Γ2

1ГеВ
.

𝑀

1ГеВ
. (2.121)

На Рис. 2.9 наведено область значень 𝑀 i 𝜀, де виконано умову (2.121) у

випадку нормальної iєрархiї. У масштабi параметрiв, зображених на Рис. 2.9
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Рис. 2.9: Випадок нормальної iєрархiї. Областi, позначенi сiрим та червоним кольорами,

задовольняють умовi (2.121). Область справа вiд червоної лiнiї також задовольняє умовi

(2.3).
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Рис. 2.10: Випадок iнверсної iєрархiї: a) 𝜃13 = 0, b) 𝜃13 = 10o. Областi, позначенi роже­

вим, сiрим та червоним кольорами, вiдповiдають розв’язкам типу А. Областi, позначенi

сiрим, червоним та блакитними кольорами, вiдповiдають розв’язкам типу В. Точки все­

рединi цих областей задовiльняють умовi (2.121). Область справа вiд червоної лiнiї

також задовольняє умовi (2.3).

рiзниця мiж випадками 𝜃13 = 0 i 𝜃13 = 10o, а також мiж випадками розв’яз­

кiв A та B типiв мала, тому зображено лише одну фiгуру для всiх випадкiв.

Але у випадку iнверсоної iєрархiї ситуацiя iнша, див. Рис. 2.10.

Потрiбно зазначити, що область на Рис. 2.9 є фактично не чутливою до

значення кута 𝜃13 в межах 0 < 𝜃13 < 16o. У випадку iнверсної iєрархiї це

також справедливо для областей, заображених Рис. 2.10 b) i для 𝜃13 < 18o,

але для випадку 𝜃13 = 0 областi суттєво вiдрiзняються.

Як можна бачити, iснують областi на Рис. 2.9 (червона) i на Рис. 2.10

a) (червона i синя), де умови (2.3) i (2.121) задовольняються одночасно.
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Це областi значень параметрiв, якi узгоджуються з умовами народження

частинок ТМ в 𝜈𝑀𝑆𝑀 . У випадку iнверсної iєрархiї i ненульового значення

кута 𝜃13 не iснує областi параметрiв, сумiсною з цими умовами. Отже, в

моделi 𝜈MSM для фiзичного значення кута 𝜃13 i маси важких стерильних

нейтрино у межах 𝑚𝜋 < 𝑀 < 2 ГеВ народження частинок ТМ є можливим

лише у випадку нормальної iєрархiї мас активних нейтрино.

Область параметрiв, придатна для генерацiї ТМ (випадок нормальної

iєрархiї та ненульового кута 𝜃13) можна використати, щоб отримати обме­

ження на розщеплення мас стерильних нейтрино. Фiксуючи маси стериль­

них нейтрино, отримуємо можливi значення параметру 𝜀 (див. Рис. 2.9) i,

використовуючи Рис. 2.5 отримуємо можливi значення розщеплення мас

стерильних нейтрино з масою 𝑀 . Якщо маса стерильного нейтрино знахо­

дится на нижнiй межi областi дозволених мас (𝑀 ≃ 1.4 ГеВ), тодi значення

Δ𝑀 вiдоме точно (Δ𝑀 ≈ 5 · 10−21 ГеВ). Якщо ж маса стерильного ней­

трино на верхнiй межi дозволеної областi (𝑀 = 2 ГеВ), тодi Δ𝑀 може

приймати значення у межах 10−21 . Δ𝑀/1ГеВ . 10−20.

Деякi iснуючi експериментальнi данi накладають обмеження на параме­

три 𝜈𝑀𝑆𝑀 . Для 𝑀 < 0.45 ГеВ обмеження приходять вiд експерименту

CERN PS191. Для 0.45 < 𝑀 < 2 ГеВ обмеження надходять вiд експе­

риментiв NuTeV, CHARM i BEBC. Область параметрiв, узгоджена з цими

експериментами, проаналiзовано в роботi [70]. Цими параметрами є кут змi­

шування (Θ+Θ)22 (вiн визначає масштаб реакцiй за участю з стерильними

нейтрино ) i маса важких стерильних нейтрино 𝑀 .

Для того, щоб порiвняти отриманi нами обмеження на параметри моделi

𝜈𝑀𝑆𝑀 (див. Рис. 2.9 та Рис. 2.10) з обмеженнями, проаналiзованими в

[70] потрiбно перебудувати дозволенi областi параметрiв у термiнах 𝑀 та

𝜃2𝜈𝑁2
= (Θ+Θ)22.

У загальному випадку спiввiдношення мiж (Θ+Θ)22 i 𝜀 є досить скла­
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дним. Дiйсно, вiдповiдно до (2.37) i (2.42) маємо:

(Θ+Θ)22 =
𝜈2

2𝑀 2
(𝑉 +ℎ+ℎ𝑉 )22 =

𝜈2

2𝑀 2
(𝐹 2

2 + 𝐹 2
3 − 2|ℎ+ℎ|23 sin𝜒), (2.122)

де 𝜒 = 𝑎𝑟𝑔[(ℎ+ℎ)23]. Використовуючи (2.25) – (2.27), отримаємо

𝐹 2
2 =

𝑀

𝜈2𝜀
(𝑚𝑐 +𝑚𝑏), 𝐹3 = 𝜀𝐹2, |ℎ+ℎ|23 =

𝑀

𝜈2
(𝑚𝑐 −𝑚𝑏) (2.123)

i

(Θ+Θ)22 =
𝑚𝑐 +𝑚𝑏

2𝑀𝜀

(︂
1 + 𝜀2 − 2

𝑚𝑐 −𝑚𝑏

𝑚𝑐 +𝑚𝑏
𝜀 sin𝜒

)︂
. (2.124)

Основна складнiсть полягає у параметрi 𝜒, який є складною функцiєю ба­

гатьох параметрiв. Але у нашому випадку (див. Рис. 2.5 i Рис. 2.6, 𝜖 < 0.16)

ми можемо використовувати наближене спiввiдношення:

(Θ+Θ)22 =
𝑚𝑐 +𝑚𝑏

2𝑀𝜀
. (2.125)

Суперпозицiя отриманих нами обмежень, зображених на Рис. 2.5 i Рис. 2.6

для ненульового значення кута 𝜃13 i узагальнених обмежень з роботи [70]

представлена на Рис. 2.11. Вище лiнiї, що позначена «BAU», барiогенезис

не можливий: в цiй областi стерильнi нейтрино приходять до стану термо­

динамiчної рiвноваги за температури, вищої 𝑇𝐸𝑊 . Нижче лiнiї, позначеної

«See-saw», даннi по масам та кутам змiшування нейтрино не можуть бу­

ти поясненi в рамках «see-saw», механiзму. Область, позначена, як «BBN»

не задовiльняє критерiям нуклеосинтезу теорiї Великого Вибуху. Регiон,

позначений, як «Experiment», зображує частину областi параметрiв, яка

виключається експериментами з пошуку синглетних нейтрино. Регiони, по­

значенi, як «Cos», «Δ» i «DM» були отриманi нами. Регiони «Cos», зобра­

женi сiрим та синiм кольорами, показують область параметрiв, дозволених

космологiчними обмеженнями (2.121) (сiра область вiдповiдає розв’язкам

типiв A та B, синя область вiдповiдає розв’язку типу B), заштрихована

область, позначена, як «Δ», демонструє значення параметрiв, дозволенi

обмеженням (2.3), червона область, позначена, як «DM», зображує регiон
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Рис. 2.11: Суперпозицiя отриманих обмежень i обмежень з роботи [70]: a) випадок нор­

мальної iєрархiї, b) випадок iнверсної iєрархiї.

параметрiв, де обмеження (2.3) i (2.121) не суперечать одне одному. Оста­

ння область є сприятливою для народження частинок ТМ, згiдно наших

розрахункiв.

Червона область, позначена, як «DM», зображено на Рис. 2.12 у збiльше­

ному масштабi. На ньому демонструється рiзниця мiж випадками 𝜃13 = 00

i 𝜃13 = 10o, а також випадками розв’язкiв типу А та В. Як можна бачити,

вибiр мiж типами розв’язкiв А та В бiльше впливає на область допустимих

параметрiв, анiж вибiр мiж 𝜃13 = 00 i 𝜃13 = 100.

2.4 Висновки

В даному роздiлi було розглянуто генерацiю ЛА в ранньому Всесвiтi

за температур 𝑇 ≪ 𝑇𝐸𝑊 , коли маси двох важких стерильних нейтрино

знаходяться у межах мiж 𝑚𝜋 i 2 ГеВ.

Було зроблено висновок, що осциляцiї та розпад важких стерильних

нейтрино можуть призвести до утврорення ЛА такого значення, щоб пiд­

силити народження частинок ТМ достатньо для пояснення спостережу­

ваної ТМ Всесвiту, але лише у випадку нормальної (прямої) iєрархiї мас

активних нейтрино. Область дозволених параметрiв вузька i представле­

на на Рис. 2.11 i Рис. 2.12. Потрiбно зазначити, що область дозволених
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Рис. 2.12: Червона область "DM"з Рис. 2.11 у збiльшеному масштабi: a) 𝜃13 = 00 тип А

(темна область) i тип B (свiтла область); b) тип A: 𝜃13 = 00 (бiла область) i 𝜃13 = 100

(чорна область); c) тип B: 𝜃13 = 00 (бiла область) i 𝜃13 = 100 (чорна область). Змiнна

M/1 ГеВ по осi абсцисс та змiнна Log10(Θ
+Θ)22 по осi ординат.

значень важких стерильних нейтрино є 1.42(1.55) . 𝑀 < 2 ГеВ для

B (A) типiв розв’язкiв вiдповiдно, а кут змiшування мiж активними та

стерильними нейтрино – −7.91(−7.98) . Log10(Θ
+Θ)22 . −8.41(−8.35)

для B (A) типiв розв’язкiв вiдповiдно. Якщо маса стерильного нейтрино

на нижнiй межi областi дозволених мас, то значення Δ𝑀 точно вiдоме

(Δ𝑀 ≈ 5 · 10−21 ГеВ). Якщо маса стерильного нейтрино знаходиться на

верхнiй межi дозволеної областi, тодi Δ𝑀 може приймати значення з iн­

тервалу 10−21 . Δ𝑀/1ГеВ . 10−20. У випадку оберненої iєрархiї не iснує

областi значень параметрiв моделi, за яких би вiдбувалось утворення ТМ.

Значна область параметрiв 𝜈𝑀𝑆𝑀 не є виключеною iснуючими експери­

ментами, див. Рис. 2.11. Комбiнацiє цiєї областi з отриманими обмеженнями

(червона область «DM», на Рис. 2.11) веде до висновку, що удосконалення

минулих експериментiв, таких, як NuTeV або CHARM, на один або два по­

рядки величини, може допомогти закрити модель 𝜈𝑀𝑆𝑀 з 𝑀 < 2 ГеВ або

задетектувати правi стерильнi нейтрино.

Варто зазначити, що отриманi обмеженнi є досить грубими i можуть

бути використанi лище в якостi оцiнки. Дiйсно, форма червоної областi

«DM» є дуже чутливою до космологiчних обмежень. Застосована нами умо­



91

ва 0.1 <
√
𝑀𝑃𝐿*Γ2 < 𝑀 є досить наближеною. Коректний опис процесу

може бути виконано в рамках формалiзму матрицi густини або рiвняння

Больцмана. Нашi обчислення не можуть бути використанi для 𝑀 > 2 ГеВ.

Проте, екстраполяцiя отримагих результатiв (див. Рис. 2.11) говорить, що

область дозволених параметрiв для випадку нормальної iєрархiї розширю­

ється для мас бiльше 2 ГеВ. Можемо очiкувати, що для мас важких сте­

рильних нейтрино бiльше 2 ГеВ народження частинок Темної матерiї може

вiдбуватися i у випадку оберненої iєрархiї також.

При обрахунках було використано два типи розв’язкiв (A та B) рiвняння

(2.28). Причина полягає у тому, що вiдношення елементiв матрицi Юкава

(що входять у вирази для кутiв змiшування Θ𝛼𝐼) можуть бути вираженi

через роз’язкиcan (2.28) з двома можливими варiантами вибору знаку, су­

мiсними з умовами (2.30). Це тiсно пов’язано iз симетрiєю системи (2.24)

вiдносно перестановки елементiв третьої колонки матрицi Юкава з елемен­

тами другої колонки. Цi два варiанти є рiвноправними.

Розрахунок ЛА в застосованiй простiй моделi дозволяє робити певнi ви­

сновки, якi видаються коректними i у випадку бiльш точного розгляду.

Дiйсно, початковий стан право-кiральних нейтрино у формi (2.90) не є ва­

жливим для генерацiї ЛА (кiнцевий результат не є чутливим до значення

констант 𝛼𝐼). Для випадку нормальної iєрархiї вiдхилення кута змiшуван­

ня 𝜃13 вiд нульового значення (аж до значення 160) майже не змiнює областi

параметрiв, прийнятної для утворення темної матерiї. У випадку iнверсної

iєрархiї результати вiдрiзняються для 𝜃13 = 0 i 𝜃13 ̸= 0. Розрахунки вка­

зують, що у випадку 𝜃13 = 0 iснує область, яка пiдходить для успiшного

утворення ТМ, але при ненульовому значеннi 𝜃13 такої областi не iснує.

Значення кута 𝜃13 в межах 𝜃13 < 18o (𝜃13 ̸= 0) майже не змiнює областi

сприятливої для утворння ТМ.

Суттєво зазначити, що пiд час обрахункiв проводилась максимiзацiя

функцiй вiдносно вiдомих параметрiв моделi (фази 𝛿, 𝜉, 𝛼2, 𝛼1). Якщо не
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проводити процедури оптимiзацiї, фiнальнi функцiї будуть чутливими що­

до значень згаданих фаз. Тому отриманi результати є дуже оптимiстични­

ми. Але, якщо запропонована на Рис. 2.11 область параметрiв, позначена,

як «DM» буде заборонена експериментальними даними, це буде означати,

що стерильнi нейтрино мають бути важчими за 2 ГеВ.

Суттєве припущення, яке було зроблено, полягає у нехтуваннi ефектами

середовища. Обгрунтування того, що ефектами бекграунду можна знехту­

вати в термальнiй ваннi Всесвiту, не проводилось. Також, для простоти

розрахунки проводились у наближеннi нульової температури. Результати

даного роздiлу було опублiковано в роботi [43].
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РОЗДIЛ 3

ЕВОЛЮЦIЯ МАГНIТНИХ ПОЛIВ У ПЕРВИННIЙ

ПЛАЗМI

3.1 Вступ

Магнiтнi поля присутнi у всiх частинах спостережуваного Всесвiту, вклю­

чаючи галактики, скупчення галактик та мiжгалактичний простiр. Основ­

ними експериментальними джерелами спостереження галактичних та поза­

галактичних магнiтних полiв є [72]: зеєманiвське розщеплення спектраль­

них лiнiй, iнтенсивнiсть та поляризацiя синхротронного випромiнення вiль­

них релятивiстських електронiв, вимiрювання фарадеєвського обертання

площини поляризацiї електромагнiтного випромiнювання, при проходжен­

нi крiзь iонiзоване середовище.

Використовуючи декiлька методiв, було вимiряно параметри магнiтних

полiв у мiжзоряному просторi нашої галактики [73] — середня амплiтуда

поля становить 3-4 мкҐс, поле зберiгає свою орiєнтацiю на масштабi поряд­

ку кiлькох Кпк, що порiвняно з розмiрами самої галактики. Магнiтнi поля

схожої iнтенсивностi спостерiгали також i в iнших галактиках, таких, як

Магеллановi Хмари, M82, М33 та iн. Спостереження дають також iнфор­

мацiю про магнiтнi поля у скупченнях галактик. Типове значення для ам­

плiтуди поля в центрах дослiджених скупчень галактик становить ∼ 10-30

мкҐс, а максимальне ∼ 70 мкҐс [74], довжина когерентностi перевищує 100

Кпк [75]. Рiзнi джерела також дають оцiнку на значення великомасштабних

магнiтних полiв в позагалактичному просторi (у войдах) щонайменше на

рiвнi ∼ 10−15 Ґс [29, 30, 31, 32, 33, 34].

Для пояснення природи спостережуваних полiв у галактиках застосо­

вують так званий динамо-механiзм [76], що забезпечує перетворення кi­

нетичної енергiї електрично-провiдного середовища у енергiю магнiтного

поля. Для цього у системi має iснувати ненульове початкове поле. Як було
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сказано вище, магнiтнi поля порядку ∼ 10 мкҐс в внутрiшньому просторi

скупчень галактик є порiвнюваними за силою з галактичними магнiтними

полями, незважаючи на те, що густина матерiї мiжгалактичного просто­

ру в кластерах менша за густину матерiї мiжзоряного простору галактик.

Природу сильних магнiтних полiв у мiжгалактичному просторi кластерiв

не можна задовiльно пояснити простим розповсюдженням галактичних по­

лiв за межi галактик. Бiльш популярним в останнi роки є пiдхiд, в яко­

му магнiтнi поля в галактиках та у мiжгалактичному просторi скупчень

галактик утворюються напряму з первинного (зародкового) поля, яке за­

знає адiабатичного стискання пiд час коллапсу протогалактичної хмари.

За рахунок високої провiдностi мiжгалактичного простору магнiтний по­

тiк зберiгається, що означає, що магнiтне поле має зростати як квадрат

розмiру системи 𝑙. Величини первинного поля 𝐵𝑝𝑟𝑖𝑚,0 i галактичного поля

𝐵𝑔𝑎𝑙 спiввiдносяться при цьому, як [72]:

𝐵𝑝𝑟𝑖𝑚,0 = 𝐵𝑔𝑎𝑙

(︂
𝜌𝑐𝑜𝑠𝑚𝑖𝑐
𝜌𝑔𝑎𝑙

)︂2/3

(3.1)

Оскiльки спiввiдношення мiж густиною позагалактичного простору та гу­

стиною мiжзоряного середовища у галактиках становить 𝜌𝑐𝑜𝑠𝑚𝑖𝑐/𝜌𝑔𝑎𝑙 ≃ 10−6,

а 𝐵𝑔𝑎𝑙 ∼ 10−6 Ґс, можемо отримати наступну (одну iз можливих) оцiнку на

значення космiних магнiтних полiв, якi мають iснувати у епоху формуван­

ня структур (𝑧 ∼ 5), адiабатично масштабованi на наш час:

𝐵𝑝𝑟𝑖𝑚,0 ≃ 10−10Ґс (3.2)

Первиннi магнiтнi поля не обов’язково генеруються у ранньому Всесвiтi

(до епохи рекомбiнацiї). Iснують також астрофiзичнi механiзми генерацiї

зародкових полiв. Один з них заснований на ефекi батареї Бiрмана [77] i мо­

же згенерувати зародкове поле, яке за допомогою динамо-механiзму може

бути пiдсилено до масштабу галактичних полiв. Проте, цим механiзмом на­

вряд чи можна пояснити магнiтнi поля в галактичних скупченнях. Таким
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чином виникає неприродня ситуацiя, коли схожi за характеристиками по­

ля в галактиках та скупченнях галактик мають бути згенерованi рiзними

механiзмами. Iснують також пропозицiї генерацiї первинних полiв iнши­

ми джерелами — вiд зоряних спалахiв або радiогалактик [72]. Проте для

таких механiзмiв все-рiвно виявляється необхiдним iснування магнiтних

полiв, утворених до рекомбiнацiї. Це вказує на те, що природу первинних

магнiтних полiв слiд шукати у ранньому Всевiтi.

Рiзнi сценарiї магнетогенезису пiд час iнфляцiї, розiгрiву, електрослаб­

кого та сильного фазового переходiв були запропонованi та вивченi в лiте­

ратурi [25, 26, 28, 35, 36]. Основна проблема магнетогенезису в ранньому

Всесвiтi полягає в тому, що вiдповiднi магнiтнi поля швидко розмиваються

в процесi розширення Всесвiту. В результатi, вони навряд чи виживають

та можуть слугувати в якостi зародкiв галактичних магнiтних полiв. Таке

обгрунтування засноване на стандартному пiдходi до еволюцiї магнiтних

полiв в магнетогiдродинамiцi релятивiстської плазми скiнченного опору

[108, 109, 110, 111, 112, 113]. В той час, як короткохвильовi моди швидко зни­

кають за рахунок магнiтної дифузiї, спричиненої скiнченною провiднiстю

плазми, в’язкiсть грає домiнуючу роль в диссипацiї на бiльших масштабах

[110, 111]. Також, добре вiдомим є факт, що магнiтнi поля, якi виника­

ють пiсля iнфляцiї (згенерованi за електрослабкої епохи), швидко стають

короткохвильовими (глибоко пiд горизонтом) завдяки космологiчному роз­

ширенню Всесвiту [114, 115, 116]. Однак, для магнiтних полiв з ненульовою

спiральнiстю (helical magnetic fields), з урахуванням турбулентних ефектiв,

частина їх енергiї може бути передана вiд коротко- до довгохвильових мод

(«iнверсний каскад») i, отже, може уникнути диссипацiї за рахунок ефектiв

опору та в’язкостi плазми [111, 114, 95, 117].

Як зазначалось у Вступi, в рядi нещодавнiх дослiджень [37, 38, 39, 40]

було продемонстровано iнший механiзм iнверсного каскаду в намагнiченiй

кiральнiй плазмi, який кардинально змiнює еволюцiю магнiтних полiв у
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ранньому Всесвiтi. Механiзм засновано на iдеї, що нестабiльнiсть, яка ком­

пенсує диссипацiю магнiтних полiв, розвивається в результатi абелевої кi­

ральної аномалiї [83, 89, 90], що виникає у первиннiй плазмi з дисбалансом в

чисельнiй густинi мiж право- та лiво-кiральними частинками (напiвстрого

описуваним кiральним хiмiчним потенцiалом 𝜇5), яка призводить до гене­

рацiї гiперзарядових магнiтних полiв, що в результатi генерують звичайнi

магнiтнi поля за рахунок електрослабкого змiшування.

Взагалi, на сьогоднi в науковому свiтi iснує пiдвищений iнтерес до реля­

тиiстської плазми з кiральною асиметрiєю. Вiн викликаний досягнутим в

останнi роки прогресом у розумiннi основних властивостей рiзних реляти­

вiстських та псевдо-релятивiстських систем, починаючи вiд дiракiвських

та вейлiвських напiвметалiв в фiзицi конденсованого середовища [78], низь­

коенергетичнi квазiчастинковi збудження в яких описуються рiвняннями

Дiрака i Вейля, закiнчуючи сильнозв’язаною кварк-глюонною плазмою,

створеною експериментально в зiткненнях важких йонiв [79, 80, 81], i пер­

винною релятивiстською плазмою в ранньому Всесвiтi [25, 26], яка безпо­

середньо цiкава в рамках даної роботи. Одна з найбiльш незвичних вла­

стивостей кiральної релятивiстської плазми, що вiдсутня в звичайнiв не­

релятивiстськiй, це можливiсть макроскопiчної реалiзацiї вiдомих кванто­

вих аномалiй [82]. Так, в кiрально-асиметричнiй плазмi в магнiтному полi

B, кiральна аномалiя породжує новий тип внеску в електричний струм:

𝑒j = 𝑒2𝜇5B/(2𝜋
2𝑐) [83, 84, 85, 86]. Останнє вiдомо в лiтературi, як кiраль­

ний магнiтний ефект [87, 88]. Рiвняння Максвелла, поправленi такими

внесками до електричного струму, стають аномальними рiвняннями Ма­

ксвелла [89, 90, 91, 92, 37, 38, 93, 39, 94, 40].

Включення аномальних струмiв радикально змiнює самоузгоджену ево­

люцiю густин кiрального заряду i спiральних магнiтних полiв [89, 37, 38,

39, 94, 40]. Бiльше того, нелiнiйна взаємодiя посередництвом аномальних

процесiв iндукує ефективний механiзм перекачки енергiї з магнiтних мод з



97

короткими довжинами хвиль (якi сильно пiддаються диссипацiї) до мод з

довшими довжинами хвиль (i довшим часом життя) — феномен, схожий на

iнверсний каскад у звичайнiй магнетогiдродинамiцi [95], але не пов’язаний

iз турбулентними ефектами, а спричиненний аномальними транспортни­

ми властивостями кiральної плазми. В залежностi вiд обраних початкових

умов, було виявлено, що спiральнiсть може перекачуватись з фермiонiв

до магнiтних полiв i навпаки. Цi результати узгоджуються з пропозицiєю,

зробленою в роботi [96], що усi ступенi вiльностi з ненульовим аксiальним

зарядом є рiвнозбудженими у станi рiвноваги.

Кiральна аномалiя у релятивiстському середовищi проявляє себе не ли­

ше через кiральний магнiтний ефект. Навiть якщо кiральна асиметрiя вiд­

сутня, ненульове магнiтне поле може породити аксiальний струм 𝑒j5 =

𝑒2𝜇B/(2𝜋2𝑐) у плазмi з ненульовим електричним хiмiчним потенцiалом.

Це явище вiдоме, як ефект кiрального роздiлення [97]. Iнше передбачення

кiральних рiвнянь Максвелла у релятивiстськiй плазмi, яке засноване на

використаннi поєднання ефекту кiрального роздiлення та кiрального магнi­

тного ефекту — це новий тип колективних збуджень, вiдомих, як кiральнi

магнiтнi хвилi [98]. Подальший розвиток цих iдей полягає у аномальнiй

гiдродинамiцi, в якiй присутнi новi внески за рахунок кiральної аномалiї

[99, 100, 101, 102, 103, 104, 94].

Ранiше вважалося, що цi процеси в первиннiй плазмi обмеженi темпе­

ратурами 𝑇 & 80 TeВ, так як при нижчих температурах реакцiї, що при­

зводять до розмивання кiральної асиметрiї (chirality flipping reactions) змi­

шують лiво- та правокiральнi частинки. В роботi [37] було показано, що

нелiнiйна взаємодiя мiж кiральною асиметрiєю та спiральними магнiтними

полями може суттєво подовжити еволюцiю, аж до часiв, коли температура

Всесвiту спадає до кiлькох МеВ, незважаючи на присутнiсть магнiтної ди­

фузiї та реакцiй, що розмивають кiральну асиметрiю. Механiзм, запропоно­

ваний в роботi [37] пов’язує еволюцiю магнiтної спiральностi з фермiонним
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кiральним струмом та кiральним магнiтним ефектом [87, 88]. Незважаючи

на те, що в роботi [37] розглядались моди магнiтного поля з ненульовими

хвильовими векторами, використовувалось просторово-усереднене рiвнян­

ня для кiральної аномалiї та однорiдний кiральний хiмiчний потенцiал,

при цьому було отримано iнверсний каскад. Але, беручи до уваги, що еле­

ктромагнiтнi поля в первиннiй плазмi обов’язково просторово-неоднорiднi,

природньо очiкувати, що в кiральнiй асиметрiї також мають виникати не­

однорiдностi пiд час еволюцiї. Тому еволюцiя магнiтних полiв в первиннiй

неоднорiднiй плазмi з кiральною аномалiєю потребує детального вивчення.

В рамках гiдродинамiки, просторовi неоднорiдностi кiрального хiмiчного

потенцiалу було розглянуто в роботах [94, 118], де було показано, що iнвер­

сний каскад розвивається в просторово-неоднорiдному випадку. Такого ж

висновку досягнуто вивчаючи динамiку кiрального дисбалансу в реально­

му часi, використовуючи пiдхiд статистичної теорiї поля [119].

Далi будемо зосереджуватись на вивченнi ролi неоднорiдностей в еволю­

цiї кiральної плазми. Важливе питання полягає у тому, чи будуть присутнi

новi додатковi струми у неоднорiдному випадку. В роботi [90] постулю­

ється вiдсутнiсть таких струмiв, в той же час iнших набiр рiвнянь було

запропоновано в роботi [94]. Ми отримаємо цi новi струми в неоднорiдно­

му випадку у систематичний спосiб. В аналiзi стартовою точкою буде кi­

ральна кiнетина теорiя [105, 106, 107]. Також даному роздiлi буде вивчено

еволюцiю iнверсного каскаду в кiральнiй плазмi з неоднорiдностями, вико­

ристовуючи модель, що включає основнi властивостi системи аномальних

рiвнянь Максвелла. Для спрощення, буде знехтувано ефектами розмивання

кiральностi, як це було зроблено в роботi [37] тому, що кiральна асиметрiя

i спiральнi магнiтнi поля мають виживати в первиннiй плазмi на набагато

довших часових масштабах, нiж часи дифузiї чи розмивання кiральностi

(аж до температур 10− 100 МеВ).

Результати даного роздiлу опублiковано у роботах [44, 45]
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3.2 Кiральна кiнетична теорiя

Кiральна кiнетична теорiя описує еволюцiю одночастинкової функцiї

розподiлу 𝑓𝜆(𝑡,x,p) для право- (𝜆 = +) i лiво-кiральних (𝜆 = −) фер­

мiонiв. Нещодавно було запропоновано [120, 121, 105], що релятивiстськi

фермiони у зовнiшньому електромагнiтному полi описуються кiральною кi­

нетичною теорiєю, яка задається кiнетичним рiвнянням [105, 106]:

𝜕𝑓𝜆
𝜕𝑡

+
1

1 + 𝑒
𝑐B ·Ω𝜆

[︂(︁
𝑒E+

𝑒

𝑐
v ×B+

𝑒2

𝑐
(E ·B)Ω𝜆

)︁
· 𝜕𝑓𝜆
𝜕p

+
(︁
v + 𝑒E×Ω𝜆 +

𝑒

𝑐
(v ·Ω𝜆)B

)︁
· 𝜕𝑓𝜆
𝜕x

]︂
= 𝐼coll, (3.3)

де фактор (1 + 𝑒B · Ω𝜆/𝑐)
−1 додано для коректного визначення фазового

об’єму [120, 121], Ω𝜆 = 𝜆p/(2|p|3) — кривина Беррi [122]. Кривина Беррi

є важливою складовою кiральної кiнетичної теорiї, що дозволяє врахову­

вати фермiонну природу частинок [105, 106, 107]. Групова швидкiсть ви­

значається з енергiї частинок наступним чином: v ≡ 𝜕𝜖p/𝜕p. Виходячи з

обмежень лоренц-iнварiантностi, в роботi [105] було показано, що дисперсiй­

не спiввiдношення для кiральних фермiонiв в магнтному полi B потрiбно

обирати у виглядi 𝜖p = 𝑐|p| − 𝜆𝑒p · B/|p|2, що справедливо у лiнiйному

порядку по полю, коли |𝑒B|/(𝑐p2) ≪ 1. Проте, варто зазначити, що таке

спiввiдношення для 𝜖p може бути проблематичним, оскiльки результуюче

значення групової швидкостi 𝑣 = 𝑐
√︀
1 + 2𝑒 (B ·Ω𝜆) /𝑐+𝑂(B2), виявляє­

ться бiльшим за швидкiсть свiтла, коли (B · Ω𝜆) > 0. В нашому розглядi

ми використовуватимемо дисперсiйне спiввiдношення 𝜖p = 𝑐|p|, для якого

групова швидкiсть рiвна швидкостi свiтла 𝑐.

Рiв. (3.3) є кiнетичним рiвнянням для функцiї розподiлу 𝑓 𝑖𝜆 частинок

(𝑖 = 𝑝). Окреме рiвняння може бути записано для античастинок (𝑖 = 𝑎).

Вiдповiдне рiвняння можна просто отримати шляхом замiни 𝑒 → −𝑒 i

𝜆 → −𝜆 в (3.3). Далi в текстi, якщо це не викликатиме неоднозначностей,

iндекс 𝑖 опускатиметься i вважатиметься, що вираз записано для частинок.
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В остаточних результатах для густин зарядiв та струмiв буде враховано

внески як вiд частинок, так i вiд античастинок.

Доданок у правiй частинi кiнетичного рiвняння (3.3) є iнтегралом зi­

ткнень. У найпростiйшому наближеннi, можна покласти 𝐼coll = 0. Це вiд­

повiдає так званому беззiткненному випадку, який є корисним, коли коле­

ктивна динамiка частинок керована, головним чином, електромагнiтними

полями. Одним iз найпростiших наближень, в якому iнтеграл зiткнень вiд­

мiнний вiд нуля, є наближення часу релаксацiї з 𝐼coll = −(𝑓𝜆 − 𝑓
(eq)
𝜆 )/𝜏

[123, 124], де 𝜏 ∼ 1/
[︀
𝑒4𝑇 ln(1/|𝑒|)

]︀
[125] — час релаксацiї i 𝑓 (eq)𝜆 — локаль­

на рiвноважна функцiя розподiлу. За вiдсутностi електромагнiтних полiв,

остання є звичайною фермi-дiракiвською функцiєю розподiлу:

𝑓
(eq)
𝜆 (𝑡,x,p) =

1

𝑒[𝜖p−𝜇𝜆(𝑡,x)]/𝑇 + 1
, (3.4)

де 𝜖p = 𝑐|p|. Вiдповiднi рiвноважнi функцiї розподiлу для античастинок

отримуються шляхом замiни 𝜇𝜆 → −𝜇𝜆. Тут використовується позначення

для хiмiчних потенцiалiв правих та лiвих фермiонiв, 𝜇𝜆(𝑡,x) = 𝜇(𝑡,x) +

𝜆𝜇5(𝑡,x). Потрiбно зазначити, що у випадку локальної рiвноваги, темпера­

тура 𝑇 в функцiї розподiлу також може залежати вiд просторово-часових

координат, 𝑇 (𝑡,x). Проте, для того, щоб спростити наступний аналiз, та­

кою залежнiстю буде знехтувано. В присутностi електромагнiтного поля

вибiр функцiї 𝑓 (eq)𝜆 (𝑡,x,p) є делiкатною проблемою, тому обговоримо її в

деталях нижче.

В загальному випадку, локальнi рiвноважнi хiмiчнi потенцiали 𝜇𝜆 еволю­

цiонують з часом. Тому, одним з центральних та найважливiших елементiв

аналiзу є еволюцiя рiвнянь для 𝜇𝜆, якi отримуються з кiнетичного рiвня­

ння. Iнтегрування лiвої частини кiнетичного рiвняння (3.3) по iмпульсам

дає рiвняння неперервностi для електричного та кiрального струмiв, вклю­

чаючи доданок з кiральною аномалiєю. Для того, щоб густина частинок

зберiгалася , необхiдно, щоб iнтеграл по iмпульсам вiд iнтегралу зiткнень

був рiвен нулю. Ця вимога буде мати дуже важливе значення в подальшому
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аналiзi.

Iнтеграл зiткнень 𝐼BGK
coll = −(𝑓𝜆 − 𝑛𝜆

𝑛
(0)
𝜆

𝑓
(0)
𝜆 )/𝜏 типу Батнагара-Гроса-Кру­

ка (БГК) [126] використовувася в роботi [39]. Тут 𝑛𝜆 – локальна чисельна

густина фермiонiв, 𝑓 (0)𝜆 – дана функцiя розподiлу (наприклад, в аналiзi ди­

намiки нерелятивiстських частинок в роботi [126], використовувалась фун­

кцiя Максвелла розподiлу за швидкостями), i 𝑛(0)𝜆 визначається функцiєю

розподiлу 𝑓 (0)𝜆 . Ясно, що такий iнтеграл зiткнень автоматично зберiгає чи­

сло частинок i узгоджується з спiввiдношенням кiральної аномалiї. В ходi

дослiдження було виявлено, що при вивченнi еволюцiї електромагнiтних по­

лiв i кiральної асиметрiї в присутностi сильних магнiтних полiв, де кiраль­

ний хiмiчний потенцiал еволюцiонує з часом, критичним є використання

локальної рiвноважної функцiї 𝑓 (eq)𝜆 , а не фiксованої 𝑓 (0)𝜆 , iнакше, кiнетичне

рiвняння не є повнiстю узгодженим. Було перевiрено, проте, що результа­

ти, отриманi для iнтегралу зiткнення типу БГК з 𝑓 (eq)𝜆 замiсть 𝑓 (0)𝜆 не дуже

вiдрiзняються вiд результатiв, отриманих в наближеннi часу релаксацiї, як

описано вище. Так як наближення часу релаксацiї 𝐼coll = −(𝑓𝜆 − 𝑓
(eq)
𝜆 )/𝜏

набагато простiше, в послiдуючому аналiзi буде використовуватись саме

воно.

Еволюцiя електричних i магнiтних полiв визначається рiвняннями Ма­

ксвелла:

∇ · E = 4𝜋𝑒𝑛, (3.5)

∇× E = −1

𝑐

𝜕B

𝜕𝑡
, (3.6)

∇ ·B = 0, (3.7)

∇×B =
4𝜋

𝑐
𝑒j+

1

𝑐

𝜕E

𝜕𝑡
. (3.8)

За означенням, густина електричного заряду задається 𝑒𝑛(x) =
∑︀

𝑖

∑︀
𝜆=± 𝑒𝑖𝑛

𝑖
𝜆(x),

де сума по 𝑖 включає внески частинок (𝑖 = 𝑝) i античастинок (𝑝 = 𝑎).

Вiдмiтимо, що останнi входять з протилежним знаком. Чисельна густина
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частинок заданої кiральностi 𝜆 задається виразом

𝑛𝜆(x) =

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3

(︁
1 +

𝑒

𝑐
B ·Ω𝜆

)︁
𝑓𝜆(p,x). (3.9)

Тут, фактор 1 + 𝑒B · Ω𝜆/𝑐 в iнтегралi вводиться для правильного фа­

зового об’єму. Пiсля домноження кiнетичного рiвняння (3.3) на фактор

1 + 𝑒B · Ω𝜆/𝑐, iнтегрування по iмпульсам p i використання рiвнянь Ма­

ксвелла, отримаємо наступне спiввiдношення:

𝜕𝑡𝑛𝜆+∇ · j𝜆 = −𝑒
2

𝑐

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3

(︁
Ω𝜆 · ∇p𝑓𝜆

)︁
E ·B =

𝜆𝑒2E ·B𝑓𝜆(p = 0)

4𝜋2𝑐
, (3.10)

де було проiнтегровано частинами в останньому виразi i використано на­

ступну тотожнiсть для кривини Беррi: ∇p · Ω𝜆 = 2𝜋𝜆𝛿3(p). Електричний

струм задається виразом 𝑒j(x) =
∑︀

𝑖

∑︀
𝜆=± 𝑒𝑖j

𝑖
𝜆(x), де внески вiд частинок

заданої кiральностi мають наступний вигляд [123, 105, 106]:

j𝜆 =

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3

(︁
v + 𝑒E×Ω𝜆 +

𝑒

𝑐
B(v ·Ω𝜆)

)︁
𝑓𝜆 + j

(curl)
𝜆 . (3.11)

Потрiбно зазначити, що визначення струму в [123] вiдрiзняеться вiд даного

в [105]. Останнiй має додатковий доданок j
(curl)
𝜆 , точна форма якого може

бути отримана шляхом iнтегрування струму, визначеного в [105] частина­

ми,

j
(curl)
𝜆 = ∇×

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
𝑓𝜆𝜖pΩ𝜆. (3.12)

Як видно, цей доданок є ротором певного вектора i тому не дає внеску в

рiвняння неперервностi. Попри те, такий струм впливатиме на рiвняння

Максвелла (3.8). З огляду на структуру вiдповiдного рiвняння випливає,

що iнтеграл в правiй частинi (3.12) грає роль намагнiченостi. Тодi, струм

можна сприймати, як струм «намагнiчування».

Важливо пiдкреслити, що у випадку релятивiстської плазми суттєво, що

повнi вирази для електричної/кiральної густини заряду, а також вiдповiд­

нi струми мiстять внески вiд частинок та античастинок. Це вiдрiзняється

вiд випадку щiльної релятивiстської плазми при низьких температурах,

𝑇 ≪ |𝜇𝜆|, коли внески античастинок є експоненцiйно подавленими i, тому,
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їми можна легко знехтувати. У високотемпературному режимi, 𝑇 ≫ |𝜇𝜆|,

який займає основне мiсце в космологiї, густина античастинок задається

тими ж виразами, що i в рiвняннi (3.9), але у термiнах функцiї розподiлу

античастинок 𝑓 a𝜆 . Беручи до уваги протилежний знак заряду античастинок,

знайдемо, що, як i очiкувалось, високотемпературна плазма виявиться май­

же нейтральною. Бiльш важливо те, що античастинки даватимуть майже

такий самий внесок в струм, що i частинки, таким чином ефективно подво­

юючи результат.

Врахування внеску античастинок також є критичним для отримання

правильного спiввiдношення кiральної аномалiї з рiвняння (3.10). Права

частина даного рiвняння для частинок пропорцiйна локальнiй рiвноважнiй

функцiї розподiлу 𝑓 𝑝(eq)𝜆 (p = 0), що залежить вiд 𝜇𝜆 i температури. Це зда­

ється природнiм з огляду на топологiчну природу даного спiввiдношення.

Те саме справедливо i для античастинок. Попри те, з точки зору рiвностi∑︀
𝑖 𝑓

𝑖
𝜆(p = 0) = 1, повний кiральний струм j5 =

∑︀
𝑖

∑︀
𝜆=± 𝜆 j

𝑖
𝜆 задовiльняє

звичайному рiвнянню неперервностi з правильним 𝑒2E · B/(2𝜋2𝑐). В низь­

котемпературному режимi правильний результат отримується з урахуван­

ням тiльки вкладiв частинок. (Легко перевiрити, що електричний струм

𝑒j =
∑︀

𝑖

∑︀
𝜆=± 𝑒𝑖j

𝑖
𝜆 задовiльняє звичайному неаномальному рiвнянню непе­

рервностi.)

Повний набiр рiвнянь Максвелла (3.5) - (3.8), кiнетичне рiвняння (3.3)

в наближеннi часу релаксацiї, а також вирази для густин частинок (3.9) i

струмiв (3.11) утворюють самоузгоджену систему рiвнянь для одночастин­

кової функцiї розподiлу лiво- та право-кiральних фермiонiв i електромагнi­

тних полiв. Тому, для того, щоб, наприклад, вивчати еволюцiю магнiтних

полiв i кiральної асиметрiї в намагнiченiй плазмi, потрiбно розв’язати вiд­

повiдну систему рiвнянь. Для того, щоб спростити цю надскладну задачу

буде отримано систему рiвнянь, у наближеннi слабких електромагнiтних

полiв.
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Перед тим, як перейти до отримання повного набору рiвнянь, що опи­

сують еволюцiю неоднорiдної кiральної плазми i електромагнiтних полiв,

корисно визначити загальнi класи такої плазми, в залежностi вiд її складу

i динамiки. Зокрема, як це стане зрозумiло згодом, важливу роль в аналiзi

грає можлива присутнiсть додаткових нейтральних частинок i їх взаємодiї

з зарядженими носiями у плазмi.

Для того, щоб краще зрозумiти роль нейтральних частинок, пригадаємо

особливу властивiсть плазми, що не мiстить таких частинок. Коли до такої

плазми прикладається конфiгурацiя перпендикулярних електричних i ма­

гнiтних полiв, E ⊥ B (вважаючи, що 𝐸 < 𝐵), вона починає дрейфувати як

цiле з швидкiстю, перпендикулярною до електричного та магнiтного полiв:

[127]

v̄ = 𝑐
E×B

𝐵2
, (3.13)

див. також пiдроздiл 3.3 далi. Важливо те, що дрейфова швидкiсть v̄ не

залежить вiд специфiчних значень зарядiв (i мас, якщо такi є) частинок.

Дiйсно, не зважаючи на дрейф, плазма знаходить в станi iдеальної рiвно­

ваги.

Зрозумiло, що описаний дрейфовий стан плазми дуже вразливий до при­

сутностi бекграунду, що чинить опiр системi. У твердому тiлi, наприклад,

вiн може виникати вiд йонної гратки або домiшок. В iнших плазмах бекгра­

ундом можуть слугувати нейтральнi частинки, на якi прямо не дiє електро­

магнiтне поле. В останньому випадку, звичайно, вважається, що часовий

масштаб нейтральної компоненти, який потрiбен їй, щоб досягти власного

дрейфу (шляхом взаємодiї з зарядженими частинками) набагато бiльший

за характерний масштаб для еволюцiї електромагнiтних полiв i неоднорi­

дностей.

Далi ми обговоримо обидва випадки з дрейфом та без дрейфу плазми,

як цiлого. Мабуть, найбiльш реалiстичним прикладом плазми з дрейфом

є електрон-позитронна плазма в КЕД. Прикладом плазми, де дрейф може
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не розвинутись повнiстю за рахунок бекграунду нейтральних частинок є

кварк-глюонна плазма при достатньо високих температурах. Електрично

нейтральнi частинки в цьому випадку – це глюони. У випадку кiральної

плазми в Дiракiвських/Вейлiвських напiвметалах, бекграунд iснує за раху­

нок гратки йонiв та домiшок, що не дає розвинутись дрейфу взагалi.

3.3 Кiральна плазма в дрейфовому станi

В цьому пiдроздiлi буде отримано рiвняння, що описує еволюцiю слабко­

неоднорiдної кiральної плазми i електромагнiтних полiв без будь-яких до­

даткових компонент (таких, як нейтральнi частинки, домiшки або йонна

гратка), що можуть чинити суттєвий опiр зарядженим частинкам. Якщо

ж додатковi компоненти присутнi, вважатимемо, що їх взаємодiєю з заря­

дженими частинками можна знехтувати. Будемо використовувати кiнети­

чне рiвняння (3.3) в наближеннi часу релаксацiї. Функцiї розподiлу для

заряджених частинок (𝑖 = 𝑝) та їх античастинок (𝑖 = 𝑎) задовольняють

наступним рiвнянням:(︁
1 +

𝑒𝑖
𝑐
B ·Ω𝑖

𝜆

)︁ 𝜕𝑓 𝑖𝜆
𝜕𝑡

+

(︂
𝑒𝑖E+

𝑒𝑖
𝑐
v ×B+

𝑒2𝑖
𝑐
(E ·B)Ω𝑖

𝜆

)︂
· 𝜕𝑓

𝑖
𝜆

𝜕p

+
(︁
v + 𝑒𝑖E×Ω𝑖

𝜆 +
𝑒𝑖
𝑐
(v ·Ω𝑖

𝜆)B
)︁
· 𝜕𝑓

𝑖
𝜆

𝜕x
= −1

𝜏

(︁
1 +

𝑒𝑖
𝑐
B ·Ω𝑖

𝜆

)︁(︁
𝑓 𝑖𝜆 − 𝑓

𝑖 (eq)
𝜆

)︁
,

(3.14)

де 𝑒𝑖 = 𝑒, Ω𝑖
𝜆 = Ω𝜆 для частинок i 𝑒𝑖 = −𝑒, Ω𝑖

𝜆 = −Ω𝜆 для античастинок.

У випадку плазми, що складається лише з заряджених частинок, стан­

дартна функцiя розподiлу Фермi-Дiрака (3.4) не є найкращим вибором для

нульового наближення рiвноважної функцiї розподiлу. В iдеалi, потрiбно

описати дрейф плазми, як цiлого, шляхом модифiкацiї функцiї розподiлу.

Перед тим, як розглянути загальну конфiгурацiю електромагнiтних по­

лiв, пригадаємо, що польова конфiгурацiя з постiйними E ⊥ B (and 𝐸 < 𝐵)

не чинить дисипативного ефекту на плазму (звiсно, це змiниться пiсля по­

яви паралельної компоненти поля E‖). Система, як цiле, дрейфує з швидкi­
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стю v̄ [127], див. рiвняння (3.13). Звичайно, це пов’язано з тим фактом, що,

у системi вiдлiку𝐾 ′, що рухається з дрейфовою швидкiстю v̄ вiдносно лабо­

раторної системи вiдлiку 𝐾, електричне поле вiдсутнє [128]. У вiдсутностi

електричного поля в системi 𝐾 ′, рiвноважний стан природньо описується

звичайною фермi-дiракiвською функцiєю розподiлу [129] (для спрощення

тут опущено iндекси частинок 𝑖)

𝑓
′ (eq)
𝜆 =

1

exp
(︁
𝑝′𝜈𝑢′𝜈−𝜇′

𝜆

𝑇 ′

)︁
+ 1

=
1

exp
(︁
𝜖p′−𝜇′

𝜆

𝑇 ′

)︁
+ 1

, (3.15)

де 𝑝′ 𝜈 = (𝜖p′/𝑐,p′), а 𝑢′ 𝜈 ≡ (𝑢′ 0,u′) = (𝑐, 0, 0, 0) – це власна швидкiсть.

Пiдкреслимо, що це справедливо лише у випадку вiдсутностi нейтральних

частинок, або, коли їх взаємодiя надто слабка, щоб змiнити еволюцiю еле­

ктромагнiтних полiв в плазмi на часових масштабах порядку 𝜏 .

Проводячи обернене перетворення Лоренца в рiвняннi (3.15), легко зна­

ходимо рiвноважну функцiю розподiлу в лабораторнiй системi вiдлiку,

𝑓
(eq)
𝜆 =

1

exp
(︀𝜖p−p·v̄−𝜇𝜆

𝑇

)︀
+ 1

, (3.16)

де 𝑢𝜈 ≡ (𝑢0,u) =
(︁
𝑐/
√︀

1− (𝑣/𝑐)2, v̄/
√︀
1− (𝑣/𝑐)2

)︁
, 𝑇 = 𝑇 ′

√︀
1− (𝑣/𝑐)2,

and 𝜇𝜆 = 𝜇′
√︀
1− (𝑣/𝑐)2. Неважко перевiрити, що функцiя розподiлу (3.16)

є насправдi стацiонарним розв’язком кiнетичного рiвняння (3.14) для по­

стiйних взаємноперпендикулярних електричних i магнiтних полiв.

Швидкiсть v̄ = 𝑐E×B/𝐵2 вiдома у фiзицi плазми, як дрейфова швид­

кiсть [127] тому, що рух заряджених частинок в перпендикулярних магнi­

тних i електричних полях являє собою суперпозицiю кругового руху навко­

ло точки, що називається направляючим центром та дрейфу цiєї точки зi

швидкiстю v̄. Критично важливо, що ця швидкiсть не залежить вiд зарядiв

та мас частинок. Це також вiрно i у випадку нерелятивiстської плазми.

Варто пiдкреслити, що дрейф плазми, як цiлого, гарно визначений лише

у випадку 𝐸⊥ < 𝐵. В цьому випадку дрейфова швидкiсть 𝑣 = 𝑐𝐸⊥/𝐵 є

меншою за швидкiсть свiтла 𝑐. В протилежному випадку, 𝐸⊥ > 𝐵, не iснує
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системи вигляду 𝐾 ′, в якiй перпендикулярна складова електричного поля

зникає.

Використовуючи функцiю (3.16) в якостi початкового наближення фун­

кцiї розподiлу, перейдемо до розгляду загального випадку, коли паралель­

на компонента електричного поля E‖ також присутня i виводить систему

з рiвноваги. Шукатимемо розв’язок для 𝑓𝜆 у виглядi розкладу, тобто,

𝑓𝜆 = 𝑓
(eq)
𝜆 + 𝛿𝑓

(1)
𝜆 + · · · , (3.17)

де 𝛿𝑓 (1)𝜆 означає вiдхилення вiд рiвноважного стану в першому порядку по

компонентi електричного поля E‖, магнiтного поля B, i перших похiдних

вiд електромагнiтних полiв та хiмiчних потенцiалiв.

Пiдставляючи розклад (3.17) в кiнетичне рiвняння (3.14) i зберiгаючи

доданки тiльки до лiнiйних, отримаємо:

𝐷̄𝜆

𝑇

𝜕(𝜇𝜆 + p · v̄)
𝜕𝑡

− 𝐷̄𝜆

𝑇
𝑒
(E ·B) (v ·B)

𝐵2
+
𝐷̄𝜆

𝑇
v · 𝜕(𝜇𝜆 + p · v̄)

𝜕x
+
𝛿𝑓

(1)
𝜆

𝜏
= 0,

(3.18)

де використано позначення

𝐷̄𝜆(𝜇𝜆) ≡ 𝑓
(eq)
𝜆

(︁
1− 𝑓

(eq)
𝜆

)︁
= 𝑒(𝑐𝑝−p·v̄−𝜇𝜆)/𝑇/(𝑒(𝑐𝑝−p·v̄−𝜇𝜆)/𝑇 + 1)2.

Зазначимо, що дрейфова швидкiсть v̄ визначена в термiнах електро­

магнiтних полiв i тому може залежати вiд просторово-часових координат.

Розв’язуючи це рiвняння, отримаємо:

𝛿𝑓
(1)
𝜆 =

𝜏𝐷̄𝜆

𝑇

(︂
𝑒
(E ·B) (v ·B)

𝐵2
− v · 𝜕(𝜇𝜆 + p · v̄)

𝜕x
− 𝜕(𝜇𝜆 + p · v̄)

𝜕𝑡

)︂
.

(3.19)

Використовуючи поправки першого порядку до функцiї розподiлу 𝑓
𝑖 (eq)
𝜆 ,

можемо тепер порахувати густини заряду i густини струмiв такого ж по­

рядку.
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Результат першого порядку для густини кiрального заряду має вигляд:

𝑛𝜆 =
∑︁
𝑖

sign(𝑒𝑖)

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3

(︁
𝑓
𝑖 (eq)
𝜆 + 𝛿𝑓

𝑖,(1)
𝜆 +

𝑒𝑖
𝑐
(B ·Ω𝑖

𝜆)𝑓
𝑖 (eq)
𝜆

)︁
= 𝑛

(0)
𝜆 − 𝜏

𝜕𝑛
(0)
𝜆

𝜕𝜇𝜆

(︂
v̄ · 𝜕𝜇𝜆

𝜕x
+
𝜕𝜇𝜆
𝜕𝑡

)︂
− 𝜏𝑛

(0)
𝜆

[︂
(∇ · v̄) + 4𝑣

(𝑐2 − 𝑣2)

(︂
v̄ · 𝜕𝑣

𝜕x
+
𝜕𝑣

𝜕𝑡

)︂]︂
, (3.20)

де, за означенням,

𝑛
(0)
𝜆 =

𝜇3𝜆 + 𝜋2𝑇 2𝜇𝜆

6𝜋2𝑐3 [1− (𝑣/𝑐)2]2
. (3.21)

Виводячи рiвняння (3.20), було взято до уваги, що (B · v̄) = 0.

В тому ж першому порядку, густини струмiв мають вигляд:

j𝜆 =
∑︁
𝑖

sign(𝑒𝑖)

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3

[︁(︁
v + 𝑒𝑖E×Ω𝑖

𝜆 +
𝑒𝑖
𝑐
B(v ·Ω𝑖

𝜆)
)︁
𝑓
𝑖 (eq)
𝜆

+∇×
(︁
𝜖pΩ𝜆𝑓

𝑖 (eq)
𝜆

)︁
+ v𝛿𝑓

𝑖,(1)
𝜆

]︁
= j

(Hall)
𝜆 + j

(1)
𝜆 + j

(2)
𝜆 + j

(curl)
𝜆 + j

(3)
𝜆 , (3.22)

де внески першого порядку не залежать вiд часу релаксацiї, в той час, як

останнiй, j(3)𝜆 , лiнiйний по 𝜏 . Струм Холла має стандартну форму:

j
(Hall)
𝜆 =

∑︁
𝑖

sign(𝑒𝑖)

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
v𝑓

𝑖 (eq)
𝜆 = 𝑐𝑛

(0)
𝜆

E×B

𝐵2
. (3.23)

Точнi вирази для двох iнших недисипативних доданкiв мають наступний

вигляд:

j
(1)
𝜆 =

∑︁
𝑖

sign(𝑒𝑖)

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
𝑒𝑖(E×Ω𝑖

𝜆)𝑓
𝑖 (eq)
𝜆

=
𝜆𝑒𝜇𝜆
4𝜋2𝑣3

(E× v̄)

(︂
𝑐

2
ln
𝑐+ 𝑣

𝑐− 𝑣
− 𝑣

)︂
, (3.24)

j
(2)
𝜆 =

∑︁
𝑖

sign(𝑒𝑖)

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
𝑒𝑖
𝑐
B(v · Ω𝑖

𝜆)𝑓
𝑖 (eq)
𝜆 =

𝜆𝑒𝜇𝜆
8𝜋2𝑣

B ln
𝑐+ 𝑣

𝑐− 𝑣
. (3.25)

Використовуючи означення для дрейфової швидкостi, легко перевiрити,

що, в додачу до перпендикулярної компоненти, перший струм, j(1)𝜆 , також
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мiстить внески, паралельнi до магнiтного поля. Комбiнуючи вiдповiдну па­

ралельну компоненту з iншим струмом, j(2)𝜆 , отримуємо звичайнi струми

для кiрального магнiтного ефекту та ефекту кiрального роздiлення:

j
(CME)
𝜆 =

𝜆𝑒𝜇𝜆
4𝜋2𝑐

B. (3.26)

Внески, що залишились, перпендикулярнi до магнiтного поля. Їх точна

форма:

j
(⊥)
𝜆 = j

(1)
𝜆 + j

(2)
𝜆 − j

(CME)
𝜆 =

𝜆𝑒𝜇𝜆
4𝜋2𝑐

E⊥
(E ·B)

𝐸2
⊥

(︂
𝑐

2𝑣
ln
𝑐+ 𝑣

𝑐− 𝑣
− 1

)︂
.(3.27)

Це новий топологiчний внесок, асоцiйований з дрейфом плазми. Вiн iнду­

кується у випадку присутностi паралельної та перпендикулярної складової

електричного поля. Вiн тiсно зв’язаний з кiральним магнiтним ефектом,

але не виникає лише як результат, його лоренцевого бусту.

В першому порядку по електромагнiтному полю та похiдним струм на­

магнiченостi має вигляд:

j
(curl)
𝜆 =

𝜆𝑐

24𝜋2
∇×

[︂
v̄

𝑣3
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀(︂ 𝑐𝑣

𝑐2 − 𝑣2
− 1

2
ln
𝑐+ 𝑣

𝑐− 𝑣

)︂]︂
. (3.28)

Цiкавим наслiдком цього результату є те, що дрейф може iндукувати не­

нульвову намагнiченiсть в кiрально-асиметричнiй плазмi.

Нарештi, останнiй (дисипативний) доданок в повному виразi для струму

(3.22) має вигляд:

j
(3)
𝜆 =

∑︁
𝑖

sign(𝑒𝑖)

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
v𝛿𝑓

𝑖,(1)
𝜆

=
𝑐2𝜏(3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2)

12𝜋2

(︂
𝑒
(E ·B)B

𝐵2
− 𝜕𝜇𝜆

𝜕x

)︂
𝑔0

− 𝑐𝜏(𝜇3𝜆 + 𝜋2𝑇 2𝜇𝜆)

4𝜋2

[︂
v̄(∇ · v̄) + (v̄ ·∇)v̄ + 𝑣∇𝑣

𝑣
𝑔1

+
v̄(v̄ ·∇𝑣)

𝑣2
𝑔2 +

2

3(𝑐2 − 𝑣2)2
𝜕v̄

𝜕𝑡
+

8𝑣v̄

3(𝑐2 − 𝑣2)3
𝜕𝑣

𝜕𝑡

]︂
, (3.29)

де використано скороченi позначення для функцiй аргументу 𝑣/𝑐:

𝑔0 ≡
𝑐3

2

∫︁ 1

−1

(1− 𝜉2)𝑑𝜉

(𝑐− 𝑣𝜉)3
=
𝑐3

𝑣3

(︂
𝑐𝑣

𝑐2 − 𝑣2
− 1

2
ln
𝑐+ 𝑣

𝑐− 𝑣

)︂
, (3.30)
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𝑔1 ≡
𝑐4

2

∫︁ 1

−1

𝜉(1− 𝜉2)𝑑𝜉

(𝑐− 𝑣𝜉)4
=

𝑐4

3𝑣4

(︂
𝑐𝑣(5𝑣2 − 3𝑐2)

(𝑐2 − 𝑣2)2
+

3

2
ln
𝑐+ 𝑣

𝑐− 𝑣

)︂
, (3.31)

𝑔2 ≡
𝑐4

2

∫︁ 1

−1

𝜉(5𝜉2 − 3)𝑑𝜉

(𝑐− 𝑣𝜉)4
=

𝑐4

3𝑣4

(︂
𝑐𝑣(15𝑐4 − 40𝑐2𝑣2 + 33𝑣4)

(𝑐2 − 𝑣2)3
+

15

2
ln
𝑐+ 𝑣

𝑐− 𝑣

)︂
.

(3.32)

Зазначимо, що, в границi малих дрейфових швидкостей 𝑣/𝑐→ 0, цi функцiї

несингулярнi: 𝑔0 ≃ 2/3 +𝑂
(︀
𝑣2/𝑐2

)︀
, 𝑔1 ≃ 𝑂 (𝑣/𝑐), and 𝑔2 ≃ 𝑂

(︀
𝑣3/𝑐3

)︀
.

Результат в рiвняннi (3.26) дає струми кiрального магнiтного ефекту та

ефекту кiрального роздiлення. Також рiвняння (3.23) дає наступнi струми

ефекту Холла i його узагальнення для аксiального струму:

j = 𝑐𝑛(0)
E×B

𝐵2
=
𝜇(𝜇2 + 3𝜇25 + 𝜋2𝑇 2)

3𝜋2𝑐2 [1− (𝑣/𝑐)2]2
E×B

𝐵2
, (3.33)

j5 = 𝑐𝑛
(0)
5

E×B

𝐵2
=
𝜇5(𝜇

2
5 + 3𝜇2 + 𝜋2𝑇 2)

3𝜋2𝑐2 [1− (𝑣/𝑐)2]2
E×B

𝐵2
. (3.34)

Вони мають очiковану структуру. Бiльш неочiкуваними є новi внески в гу­

стини струму в рiвняннi (3.27). Вiдповiднi струми мають топологiчну при­

роду. Дiйсно, вони виникають за рахунок кривини Беррi в рiвняннi (3.11)

i не залежать вiд температури або часу релаксацiї 𝜏 . Вони дають наступнi

вирази для густин електричного та кiрального струмiв:

j =
𝑒𝜇5
2𝜋2𝑐

E⊥
(E ·B)

𝐸2
⊥

(︂
𝑐

2𝑣
ln
𝑐+ 𝑣

𝑐− 𝑣
− 1

)︂
𝐸⊥→0−→ 𝑒𝜇5

6𝜋2𝑐
E⊥

(E ·B)

𝐵2
, (3.35)

j5 =
𝑒𝜇

2𝜋2𝑐
E⊥

(E ·B)

𝐸2
⊥

(︂
𝑐

2𝑣
ln
𝑐+ 𝑣

𝑐− 𝑣
− 1

)︂
𝐸⊥→0−→ 𝑒𝜇

6𝜋2𝑐
E⊥

(E ·B)

𝐵2
. (3.36)

Цi струми схожi на струми кiрального магнiтного ефекту та ефекту кi­

рального роздiлення, але є перпендикулярними до магнiтного поля. Вони

є недисипативними. Факт, що вони пропорцiйнi до E ·B натякає на їх мо­

жливий зв’язок з кiральною аномалiєю. Також бачимо, що струми (3.35) i

(3.36) глибоко пов’язанi з дрейфом плазми. Вони iснують лише тодi, коли

присутня як паралельна, так i перпендикiлярна складовi електричного по­

ля. Останнє говорить про те, що новi топологiчнi струми не можуть бути

усуненi шляхом простих бустових перетворень.
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Струм Ома в рiвняннi (3.29) має тiльки повздовжню проекцiю по вiд­

ношенню до магнiтного поля. Це пов’язано з тим, що перепендикулярна

компонента магнiтного поля повнiстю врахована в дрейфовiй швидкостi.

На додачу до стандартних струму Ома та дифузного струму, що даються

першими двома доданками в рiвняннi (3.29), iснують також iншi дисипатив­

нi доданки в j
(3)
𝜆 , якi асоцiйованi з неоднорiднiстю дрейфового потоку. Далi

буде показано, шо це пов’язано з ненульовою в’язкiстю кiральної плазми.

У лiнiйному порядку по електромагнiтному полю та похiдним рiвняння

неперервностi має вигляд:

𝜕𝑛
(0)
𝜆

𝜕𝜇𝜆

(︂
𝜕𝜇𝜆
𝜕𝑡

+ v̄ · 𝜕𝜇𝜆
𝜕x

)︂
+
𝜕𝑛

(0)
𝜆

𝜕𝑣

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ v̄ · 𝜕𝑣

𝜕x

)︂
+ 𝑛

(0)
𝜆 ∇ · v̄ = 0 (3.37)

або, еквiвалентно:(︂
3(𝜇2 + 𝜇25)

𝜋2𝑇 2
+ 1

)︂(︂
𝜕𝜇

𝜕𝑡
+ v̄ · 𝜕𝜇

𝜕x

)︂
+

6𝜇𝜇5
𝜋2𝑇 2

(︂
𝜕𝜇5
𝜕𝑡

+ v̄ · 𝜕𝜇5
𝜕x

)︂
+ 𝜇

(︂
𝜇2 + 3𝜇25
𝜋2𝑇 2

+ 1

)︂[︂
4𝑣

𝑐2 − 𝑣2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ v̄ · 𝜕𝑣

𝜕x

)︂
+∇ · v̄

]︂
= 0, (3.38)

(︂
3(𝜇2 + 𝜇25)

𝜋2𝑇 2
+ 1

)︂(︂
𝜕𝜇5
𝜕𝑡

+ v̄ · 𝜕𝜇5
𝜕x

)︂
+

6𝜇𝜇5
𝜋2𝑇 2

(︂
𝜕𝜇

𝜕𝑡
+ v̄ · 𝜕𝜇

𝜕x

)︂
+ 𝜇5

(︂
𝜇25 + 3𝜇2

𝜋2𝑇 2
+ 1

)︂[︂
4𝑣

𝑐2 − 𝑣2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ v̄ · 𝜕𝑣

𝜕x

)︂
+∇ · v̄

]︂
= 0. (3.39)

В повному наборi аномальних рiвнянь Максвелла, цi два спiввiдношення

визначають, як локальнi рiвноважнi елктричнi та кiральнi хiмiчнi потенцi­

али самоузгоджено еволюцiонують в кiральнiй плазмi.

3.4 Аномальнi рiвняння Максвелла для плазми без дрейфу

В попередньому пiдроздiлi було розглянуто кiральну плазму в дрейфо­

вому станi. Було точно враховано дрейф плазми в нульовому наближеннi

функцiї розподiлу. В цьому пiдроздiлi буде розглянуто ситуацiю, коли ней­

тральнi частинки чинять суттєвий опiр на плазму, i тому можна викори­

стовувати фермi-дiракiвську функцiю (3.4) в якостi рiвноважної функцiї
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розподiлу. Будемо вважати i електричне i магнiтне поле збуреннями. З

фiзичної точки зору, це вiдповiдає режиму з великим перерiзом зiткнень

[127, 130]. В цьому випадку, розклад за степенями електромагнiтного по­

ля є виправданим. Так як в цьому випадку розрахунки значно простiшi,

нiж аналогiчнi з попереднього пiдроздiлу, отримаємо вирази для густин i

струмiв до другого порядку по електромагнiтному полю i похiдним.

3.4.1 Функцiя розподiлу в другому порядку по електромагнiтному полю та

його похiдним

Шукаємо розв’язок рiвняння (3.14) у формi розкладу за степенями еле­

ктромагнiтного поля, тобто,

𝑓𝜆 = 𝑓
(eq)
𝜆 + 𝛿𝑓

(1)
𝜆 + 𝛿𝑓

(2)
𝜆 + · · · (3.40)

i розглядаємо кожну просторово-часову похiдну, як додаткову степiнь еле­

ктромагнiтного поля. Пiдставляючи даний анзац до рiвняння (3.14) i зали­

шаючи лiнiйнi по електромагнiтним полям доданки, отримаємо:

𝐷𝜆

𝑇

𝜕𝜇𝜆
𝜕𝑡

− 𝐷𝜆

𝑇
𝑒(E · v) + 𝐷𝜆

𝑇
v · 𝜕𝜇𝜆

𝜕x
+
𝛿𝑓

(1)
𝜆

𝜏
= 0, (3.41)

де використано позначення 𝐷𝜆(𝜇𝜆) = 𝑒(𝑐𝑝−𝜇𝜆)/𝑇/(𝑒(𝑐𝑝−𝜇𝜆)/𝑇 + 1)2. Дане рiв­

няння задовiльняється, коли

𝛿𝑓
(1)
𝜆 =

𝜏𝐷𝜆

𝑇

(︂
𝑒(E𝜆 · v)−

𝜕𝜇𝜆
𝜕𝑡

)︂
. (3.42)

Тут, за означенням, E𝜆 ≡ E−𝑒−1𝜕𝜇𝜆/𝜕x. Використовуючи даний результат,

отримаємо наступнi формальнi результати для густин та струмiв:

𝑛𝜆 =
∑︁
𝑖

sign(𝑒𝑖)

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3

(︁
𝑓
𝑖 (eq)
𝜆 + 𝛿𝑓

𝑖,(1)
𝜆 +

𝑒𝑖
𝑐
(B ·Ω𝑖

𝜆)𝑓
𝑖 (eq)
𝜆

)︁
=
𝜇𝜆
(︀
𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
6𝜋2𝑐3

−
𝜏
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
6𝜋2𝑐3

𝜕𝜇𝜆
𝜕𝑡

, (3.43)

j𝜆 =
∑︁
𝑖

sign(𝑒𝑖)

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3

[︁(︁
v + 𝑒𝑖E×Ω𝑖

𝜆 +
𝑒𝑖
𝑐
B(v ·Ω𝑖

𝜆)
)︁
𝑓
𝑖 (eq)
𝜆 + v𝛿𝑓

𝑖,(1)
𝜆

]︁
=
𝜆𝑒B𝜇𝜆
4𝜋2𝑐

+
𝜏𝑒E𝜆

(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
18𝜋2𝑐

, (3.44)
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де sign(𝑒𝑖) було включено для того, щоб коректно врахувати внесок ан­

тичастинок. В цьому порядку струм намагнiченостi (3.12) не дає внеску.

Далi, використовуючи рiвняння неперервностi, в межах лiнiйного порядку

по полям та похiдним, матимемо

3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

6𝜋2𝑐3
𝜕𝜇𝜆
𝜕𝑡

= 0. (3.45)

Даний результат означає, що похiдна за часом вiд 𝜇𝜆, навiдмiну вiд випад­

ку дрейфового стану, що розглядався в попередньому пiдроздiлi, зникає в

лiнiйному порядку. Дiйсно, як буде видно нижче, вiн другого порядку за

похiдними. Беручи це до уваги, лiдуюча поправка до функцiї розподiлу

має форму:

𝛿𝑓
(1)
𝜆 =

𝑒𝑐𝜏𝐷𝜆

𝑇
(E𝜆 · p̂), p̂ =

p

𝑝
, (3.46)

де також було враховано, що v = 𝑐p̂.

Перед тим, як перейти до отримання квадратичних поправок до функцiї

розподiлу, вiдмiтимо наступнi результати:

𝜕𝛿𝑓
(1)
𝜆

𝜕𝑡
=
𝑒𝑐𝜏𝐷𝜆

𝑇

𝜕

𝜕𝑡
(E𝜆 · p̂) , (3.47)

𝜕𝛿𝑓
(1)
𝜆

𝜕p
= −𝑒𝑐

2𝜏𝐷𝜆

𝑇 2

(︁
1− 2𝑓

(eq)
𝜆

)︁
p̂ (E𝜆 · p̂)+

𝜏𝐷𝜆

𝑇

𝑒𝑐

𝑝
[E𝜆 − p̂(E𝜆 · p̂)] , (3.48)

𝜕𝛿𝑓
(1)
𝜆

𝜕x
=
𝑒𝑐𝜏𝐷𝜆

𝑇 2

(︁
1− 2𝑓

(eq)
𝜆

)︁
(E𝜆 · p̂)

𝜕𝜇𝜆
𝜕x

+
𝑒𝑐𝜏𝐷𝜆

𝑇

𝜕

𝜕x
(E𝜆 · p̂) . (3.49)

Розв’язок 𝛿𝑓
(2)
𝜆 кiнетичного рiвняння з точнiстю до поправок другого по­

рядку мають вигляд:

𝛿𝑓
(2)
𝜆 = −𝜏𝐷𝜆

𝑇

𝜕𝜇𝜆
𝜕𝑡

+
𝑒2𝑐2𝜏 2𝐷𝜆

𝑇 2

(︁
1− 2𝑓

(eq)
𝜆

)︁
(E𝜆 · p̂)2

− 𝑒𝑐𝜏 2𝐷𝜆

𝑇

(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑐p̂ · 𝜕

𝜕x

)︂
(E𝜆 · p̂)

+
𝑒2𝜏𝐷𝜆

𝑇
(E𝜆·B)(Ω𝜆·p̂)−

𝑒2𝑐𝜏 2𝐷𝜆

𝑝𝑇
p̂·(B× E𝜆)−

𝑒2𝑐𝜏 2𝐷𝜆

𝑝𝑇
[(E · E𝜆)− (E · p̂)(E𝜆 · p̂)]

− 𝑒2𝜏𝐷𝜆

𝑇
(B ·Ω𝜆) (E𝜆 · p̂)−

𝑒𝜏𝐷𝜆

𝑇
(E×Ω𝜆) ·

𝜕𝜇𝜆
𝜕x

. (3.50)
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Маючи визначенi поправки до локальної рiвноважної функцiї розподiлу з

точнiстю до другого порядку по електромагнiтним полям та похiдним, не

складно знайти вiдповiднi густини зарядiв та струмiв.

3.4.2 Рiвняння для хiмiчного потенцiалу

Маємо наступнi результати для густин зарядiв та струмiв:

𝑛𝜆 =
∑︁
𝑖

sign(𝑒𝑖)

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3

(︁
𝑓
𝑖 (eq)
𝜆 + 𝛿𝑓

𝑖,(1)
𝜆

+
𝑒𝑖
𝑐
(B ·Ω𝑖

𝜆)𝑓
𝑖 (eq)
𝜆 +

𝑒𝑖
𝑐
(B ·Ω𝑖

𝜆)𝛿𝑓
𝑖,(1)
𝜆 + 𝛿𝑓

𝑖,(2)
𝜆

)︁
=
𝜇𝜆
(︀
𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
6𝜋2𝑐3

−
𝜏
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
6𝜋2𝑐3

𝜕𝜇𝜆
𝜕𝑡

−
𝑒𝜏 2
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
18𝜋2𝑐

∇ · E𝜆 +
𝜆𝑒2𝜏(E𝜆 ·B)

4𝜋2𝑐
− 𝑒𝜏 2𝜇𝜆

3𝜋2𝑐

(︂
E𝜆 ·

𝜕𝜇𝜆
𝜕x

)︂
, (3.51)

j𝜆 =
∑︁
𝑖

sign(𝑒𝑖)

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3

[︁(︁
v + 𝑒𝑖E×Ω𝑖

𝜆 +
𝑒𝑖
𝑐
B(v ·Ω𝑖

𝜆)
)︁
𝑓
𝑖 (eq)
𝜆

+
(︀
v + 𝑒𝑖E×Ω𝑖

𝜆

)︀
𝛿𝑓

𝑖,(1)
𝜆 + v𝛿𝑓

𝑖,(2)
𝜆

]︁
+ j

(curl)
𝜆

=
𝜆𝑒B𝜇𝜆
4𝜋2𝑐

+
𝜏𝑒E𝜆

(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
18𝜋2𝑐

−
𝑒𝜏 2
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
18𝜋2𝑐

𝜕E

𝜕𝑡
− 𝑒2𝜏 2𝜇𝜆

6𝜋2
(B× E𝜆) +

𝜆𝑒𝜏

12𝜋2
∇× (𝜇𝜆E) . (3.52)

В цьому квадратичному порядку, потрiбно також врахувати струм нама­

гнiченостi в рiвняннi (3.12). Вiдповiдним додатковим внеском є останнiй

доданок в рiвняннi (3.52). Його можна переписати в еквiвалентнiй формi

наступним чином:

j
(curl)
𝜆 =

𝜆𝑒𝜏

12𝜋2
𝜇𝜆∇×E− 𝜆𝑒𝜏

12𝜋2
E× 𝜕𝜇𝜆

𝜕x
= −𝜆𝑒𝜏𝜇𝜆

12𝜋2𝑐

𝜕B

𝜕𝑡
− 𝜆𝑒𝜏

12𝜋2
E× 𝜕𝜇𝜆

𝜕x
, (3.53)

де використано рiвняння Максвелла (3.6). В рiвняннi неперервностi, зви­

чайно, такий струм не грає ролi. Пiдставляючи результати з рiвнянь (3.51)

i (3.52) в рiвняння неперервностi, отримуємо шукане рiвняння для хiмiчних
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потенцiалiв

3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

6𝜋2𝑐3
𝜕𝜇𝜆
𝜕𝑡

+
𝜏𝑒
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
18𝜋2𝑐

∇ · E𝜆 +
𝜏𝑒𝜇𝜆
3𝜋2𝑐

(︂
E𝜆 ·

𝜕𝜇𝜆
𝜕x

)︂
=
𝜆𝑒2E𝜆 ·B

4𝜋2𝑐
.

(3.54)

Цi рiвняння еквiвалентнi наступним рiвнянням для електричного та кiраль­

ного хiмiчних потенцiалiв:

(3𝜇2 + 3𝜇25 + 𝜋2𝑇 2)

[︂
𝜕𝜇

𝜕𝑡
− 𝜏𝑐2

3
∇2𝜇+

𝜏𝑒𝑐2

3
∇ · E

]︂
+ 6𝜇𝜇5

[︂
𝜕𝜇5
𝜕𝑡

− 𝜏𝑐2

3
∇2𝜇5

]︂
+

3

2
𝑒𝑐2
(︂
B · 𝜕𝜇5

𝜕x

)︂
+ 2𝜏𝜇𝑐2

[︃
𝑒E · 𝜕𝜇

𝜕x
−
(︂
𝜕𝜇

𝜕x

)︂2

−
(︂
𝜕𝜇5
𝜕x

)︂2
]︃

+ 2𝜏𝜇5𝑐
2

[︂
𝑒E · 𝜕𝜇5

𝜕x
− 2

𝜕𝜇

𝜕x
· 𝜕𝜇5
𝜕x

]︂
= 0,

(3𝜇2 + 3𝜇25 + 𝜋2𝑇 2)

[︂
𝜕𝜇5
𝜕𝑡

− 𝜏𝑐2

3
∇2𝜇5

]︂
+ 6𝜇𝜇5

[︂
𝜕𝜇

𝜕𝑡
− 𝜏𝑐2

3
∇2𝜇+

𝜏𝑒𝑐2

3
∇ · E

]︂
+

3

2
𝑒𝑐2
(︂
B · 𝜕𝜇

𝜕x

)︂
+ 2𝜏𝜇5𝑐

2

[︃
𝑒E · 𝜕𝜇

𝜕x
−
(︂
𝜕𝜇

𝜕x

)︂2

−
(︂
𝜕𝜇5
𝜕x

)︂2
]︃

+ 2𝜏𝜇𝑐2
[︂
𝑒E · 𝜕𝜇5

𝜕x
− 2

𝜕𝜇

𝜕x
· 𝜕𝜇5
𝜕x

]︂
= 0. (3.55)

Цi рiвняння визначають, як локальнi рiвноважнi електричний та кiральний

хiмiчнi потенцiали еволюцiонують в часi в неоднорiднiй, кiрально-асиме­

тричнiй плазмi. Для того, щоб завершити виведення аномальних рiвнянь

Максвелла в неоднорiднiй кiрально-асиметричнiй плазмi, маємо знайти то­

чнi вирази для струмiв в другому порядку по електромагнiтним полям та

похiдним.

У цьому порядку, густини електричного та аксiального струмiв мають

вигляд:

j =
𝑒B𝜇5
2𝜋2𝑐

+
∑︁
𝜆

𝜏𝑒E𝜆

(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
18𝜋2𝑐

−
∑︁
𝜆

𝑒𝜏 2
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
18𝜋2𝑐

𝜕E

𝜕𝑡

−
∑︁
𝜆

𝑒2𝜏 2𝜇𝜆
6𝜋2

(B× E𝜆) +
∑︁
𝜆

𝜆𝑒𝜏

12𝜋2
∇× (𝜇𝜆E) , (3.56)
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j5 =
𝑒B𝜇

2𝜋2𝑐
+
∑︁
𝜆

𝜆
𝜏𝑒E𝜆

(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
18𝜋2𝑐

−
∑︁
𝜆

𝜆
𝑒𝜏 2
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
18𝜋2𝑐

𝜕E

𝜕𝑡

−
∑︁
𝜆

𝜆
𝑒2𝜏 2𝜇𝜆
6𝜋2

(B× E𝜆) +
∑︁
𝜆

𝑒𝜏

12𝜋2
∇× (𝜇𝜆E) , (3.57)

тодi, як густини електричного та аксiального зарядiв мають вигляд:

𝑛 =
∑︁
𝜆

𝜇𝜆
(︀
𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
6𝜋2𝑐3

−
∑︁
𝜆

𝜏
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
6𝜋2𝑐3

𝜕𝜇𝜆
𝜕𝑡

−
∑︁
𝜆

𝑒𝜏 2
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
18𝜋2𝑐

∇·E𝜆

− 𝑒𝜏

2𝜋2𝑐

(︂
B · 𝜕𝜇5

𝜕x

)︂
−
∑︁
𝜆

𝑒𝜏 2𝜇𝜆
3𝜋2𝑐

(︂
E𝜆 ·

𝜕𝜇𝜆
𝜕x

)︂
,

(3.58)

𝑛5 =
∑︁
𝜆

𝜆
𝜇𝜆
(︀
𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
6𝜋2𝑐3

−
∑︁
𝜆

𝜆
𝜏
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
6𝜋2𝑐3

𝜕𝜇𝜆
𝜕𝑡

−
∑︁
𝜆

𝜆
𝑒𝜏 2
(︀
3𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
18𝜋2𝑐

∇·E𝜆

+
𝑒𝜏

2𝜋2𝑐

(︂
𝑒E− 𝜕𝜇

𝜕x

)︂
·B−

∑︁
𝜆

𝜆
𝑒𝜏 2𝜇𝜆
3𝜋2𝑐

(︂
E𝜆 ·

𝜕𝜇𝜆
𝜕x

)︂
. (3.59)

Оскiльки електричний та кiральний хiмiчнi потенцiали набагато меншi за

температуру первинної плазми, зручно визначити густини зарядiв i струмiв

у високотемпературному наближеннi.

3.4.3 Електричний та кiральний струм у високотемпературному наближен­

нi

У високотемпературному наближеннi, густини електричного та аксiаль­

ного струмiв мають вигляд:

j ≃ 𝑒B𝜇5
2𝜋2𝑐

+
𝜏𝑇 2

9𝑐

(︂
𝑒E− 𝜕𝜇

𝜕x

)︂
− 𝑒𝜏 2𝑇 2

9𝑐

𝜕E

𝜕𝑡
, (3.60)

j5 ≃ 𝑒B𝜇

2𝜋2𝑐
− 𝜏𝑇 2

9𝑐

𝜕𝜇5
𝜕x

, (3.61)

а електричнi та аксiальнi густини зарядiв вiдповiдно записуються, як:

𝑛 ≃ 𝑇 2𝜇

3𝑐3
− 𝜏𝑇 2

3𝑐3
𝜕𝜇

𝜕𝑡
+
𝜏 2𝑇 2

9𝑐

(︀
∇2𝜇− 𝑒∇ · E

)︀
− 𝑒𝜏

2𝜋2𝑐

(︂
B · 𝜕𝜇5

𝜕x

)︂
,(3.62)

𝑛5 ≃ 𝑇 2𝜇5
3𝑐3

− 𝜏𝑇 2

3𝑐3
𝜕𝜇5
𝜕𝑡

+
𝜏 2𝑇 2

9𝑐
∇2𝜇5 +

𝑒𝜏

2𝜋2𝑐

(︂
𝑒E− 𝜕𝜇

𝜕x

)︂
·B. (3.63)
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У високотемпературному наближеннi, |𝜇𝜆| ≪ 𝑇 , рiвняння для кiрального

хiмпотенцiалу 𝜇5 i звичайного хiмпотенцiалу 𝜇 мають вигляд:
𝜕𝜇

𝜕𝑡
− 3𝑐2

2𝜋2𝑇 2
𝑒B · 𝜕𝜇5

𝜕x
− 𝜏𝑐2

3

(︀
∇2𝜇− 𝑒∇ · E

)︀
= 0, (3.64)

𝜕𝜇5
𝜕𝑡

− 3𝑐2

2𝜋2𝑇 2
𝑒B · 𝜕𝜇

𝜕x
− 𝜏𝑐2

3
∇2𝜇5 =

3𝑒2𝑐2E ·B
2𝜋2𝑇 2

. (3.65)

Звернемо увагу на те, що рiвняння руху для хiмiчних потенцiалiв мiстять у

собi дифузнi доданки, пропорцiйнi ∇2𝜇5/3 i ∇2𝜇/3, з сталою дифузiї 𝜏𝑐2/3.

Це узгоджується з загальними аргументами з [98]. В даному розглядi не

лише встановлено такий доданок, а також дано константу дифузiї в тер­

мiнах часу релаксацiї. В загальному випадку, в присутностi ненульвового

магнiтного поля, очiкувано мати два рiзнi дифузнi доданки, повздовжнiй,

пропорцiйний до 𝜕2𝑧𝜇𝜆 та поперечний, пропорцiйний до Δ𝑇𝜇𝜆 (див., напри­

клад, рiвняння (9) в [136]). Використовуючи кiральну кiнетичну теорiю,

обидва дифузнi доданки можуть бути точно отриманi. Можна показати,

що повздовжня константа дифузiї матиме ненульову поправку порядку 𝐵2,

що виникає з доданку, типу (B ·∇)(B · 𝜕𝜇𝜆/𝜕x).

У випадку постiйного магнiтного поля i нульового електричного поля,

набiр рiвнянь, наведених вище, має розв’язок у формi (дифузiйної) кiраль­

ної магнiтної хвилi. Справдi, пiдставляючи E = 0 i вважаючи, що магнiтне

поле B постiйне, знайдемо, що iснує розв’язок, який описує дифузiйну кi­

ральну магнiтну хвилю з наступним дисперсiйним спiввiдношенням:

𝜔CMW = ± 3𝑐2

2𝜋2𝑇 2
(𝑒B · k)− 𝑖

3
𝜏𝑐2|k|2. (3.66)

Зазначимо, що швидкiсть кiральної магнiтної хвилi задається виразом:

𝑣CMW =
3𝑐2|𝑒𝐵|
2𝜋2𝑇 2

cos 𝜃Bk, (3.67)

де 𝜃Bk – це кут мiж хвильовим вектором k та магнiтним полем.

3.4.4 Точнi вирази для струмiв

Важливо обговорити фiзичне значення окремих внескiв в густини еле­

ктричного струму (3.56) та аксiального струму (3.57). Почнемо з густини
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електричного струму. Пiсля сумування по 𝜆, отримаємо:

j =
𝑒B𝜇5
2𝜋2𝑐

+
𝜏𝑇 2

9𝑐

(︂
1 +

3(𝜇2 + 𝜇25)

𝜋2𝑇 2

)︂(︂
𝑒E− 𝜕𝜇

𝜕x

)︂
+
𝑒2𝜏 2𝜇

3𝜋2
E×B− 2𝑒𝜏𝜇𝜇5

3𝜋2𝑐

𝜕𝜇5
𝜕x

+
𝑒𝜏 2𝜇

3𝜋2

(︂
B× 𝜕𝜇

𝜕x

)︂
+
𝑒𝜏 2𝜇5
3𝜋2

(︂
B× 𝜕𝜇5

𝜕x

)︂
−𝑒𝜏

2𝑇 2

9𝑐

(︂
1 +

3(𝜇2 + 𝜇25)

𝜋2𝑇 2

)︂
𝜕E

𝜕𝑡
−𝑒𝜏𝜇5
6𝜋2𝑐

𝜕B

𝜕𝑡
− 𝑒𝜏

6𝜋2
E×𝜕𝜇5

𝜕x
.

(3.68)

Очевидно, перший доданок описує струм кiрального магнiтного ефекту,

який iндукується ненульовим кiральним хiмiчним потенцiалом i направ­

лений вздовж магнiтного поля. В другому доданку закладено омiчний та

дифузний струми. Зазначимо, що електрична провiднiсть рiвна:

𝜎 =
𝑒2𝑐2𝜏

3
𝜒(0), (3.69)

де було використано позначення:

𝜒(0) =
𝜕𝑛(0)

𝜕𝜇
=

3𝜇2 + 3𝜇25 + 𝜋2𝑇 2

3𝜋2𝑐3
, (3.70)

𝑛(0) =
∑︁
𝜆

𝜇𝜆
(︀
𝜇2𝜆 + 𝜋2𝑇 2

)︀
6𝜋2𝑐3

=
𝜇(𝜇2 + 3𝜇25 + 𝜋2𝑇 2)

3𝜋2𝑐3
. (3.71)

Для того, щоб застосувати отриманi результати до кварк-глюонної плазми

в фазi деконфайнменту, потрiбно зафiксувати значення параметру часу ре­

лаксацiї, використовуючи результати граткових розрахункiв [131, 132] для

провiдностi кварк-глюонної плазми (отриманi при 𝑇 = 1.45𝑇𝑐) i рiвняння

(3.69):

𝜏 ≃ 0.37
9

𝛼𝑇
≃ 375 fm/𝑐

(︂
240 MeV

𝑇

)︂
. (3.72)

Останнi п’ять доданкiв в рiвняннi (3.68) є доданками нових типiв, якi спри­

чиненi залежнiстю вiд часу електричних i магнiтних полiв градiєнтами хi­

мiчних потенцiалiв, i якi до цього не були описанi в лiтературi. Фiзичне

значення кожного з них буде обговорено в наступному пунктi.

Варто сказати декiлька слiв про третiй доданок в рiвняннi (3.68), який

є нiчим iншим, як вiдомим струмом Холла. На перший погляд видається
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дивним, що даний доданок пропорцiйний квадрату часу релаксацiї. Але

це є стандартним результатом в наближеннi великого перерiзу зiткнень

(малi 𝜏 ), див., наприклад, роздiл 6.10 в [127]. Бiльше того, звичайне для

експериментiв по вимiрюванн ефекту Холла налаштування, коли покла­

дається 𝑗𝑦 = 0, призведе до добре вiдомого спiввiдношення мiж електри­

чним струмом в 𝑥 напрямку i електричним полем в 𝑦 напрямку, а саме,

𝑗𝑥 ∝ 𝑛2𝐸𝑦/(𝜇𝐵) з точнiстю до малих поправок, подавлених другим сте­

пенем магнiтного поля та часу релаксацiї [130]. Тепер, основний внесок в

даному результатi насправдi має стандартний вигляд i не залежить вiд часу

релаксацiї.

Схожим чином, пiсля сумування по 𝜆 в виразi для густини аксiального

струму в (3.57), отримаємо:

j5 =
𝑒B𝜇

2𝜋2𝑐
−𝑒𝜏𝑇

2

9𝑐

(︂
1 +

3(𝜇2 + 𝜇25)

𝜋2𝑇 2

)︂
𝜕𝜇5
𝜕x

+
2𝑒2𝜏𝜇𝜇5
3𝜋2𝑐

E−𝑒𝜏
2𝜇5

3𝜋2
B×
(︂
𝑒E− 𝜕𝜇

𝜕x

)︂
+
𝑒𝜏 2𝜇

3𝜋2

(︂
B× 𝜕𝜇5

𝜕x

)︂
− 2𝑒𝜏𝜇𝜇5

3𝜋2𝑐

𝜕𝜇

𝜕x
− 2𝑒𝜏 2𝜇𝜇5

3𝜋2𝑐

𝜕E

𝜕𝑡
− 𝑒𝜏𝜇

6𝜋2𝑐

𝜕B

𝜕𝑡
− 𝑒𝜏

6𝜋2
E× 𝜕𝜇

𝜕x
.

(3.73)

Перший доданок в j5 – це струм ефекту кiрального роздiлення. Другий

– дифузний струм. Третiй доданок – це аксiальний струм, асоцiйований з

електричним ефектом кiрального роздiлення [133]. Iншi доданки новi.

3.4.5 Новi вклади в електричний струм

Обговоримо новi доданки до електричного струму (3.68), якi пов’язанi з

неоднорiдностiми густин електричного та аксiального зарядiв в кiральнiй

плазмi. Перший з трьох доданкiв нових типiв легко асоцiюється з кiраль­

ною дифузiєю,

j𝜕𝜒 = −2𝑒𝜏𝜇𝜇5
3𝜋2𝑐

𝜕𝜇5
𝜕x

. (3.74)

Вiн виникає у плазмi, в якiй i звичайний i кiральний хiмiчний потенцiали

вiдмiннi вiд нуля. Напрямок струму спiвпадає з градiєнтом 𝜕𝜇5/𝜕x. Струм
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другого типу перпендикулярний до магнiтного поля, так само, як i до гра­

дiєнту електричного/кiрального хiмiчного потенцiалiв, а саме:

j𝐵×𝜕 =
𝑒𝜏 2𝜇

3𝜋2

(︂
B× 𝜕𝜇

𝜕x

)︂
+
𝑒𝜏 2𝜇5
3𝜋2

(︂
B× 𝜕𝜇5

𝜕x

)︂
, (3.75)

тому називатимемо даний струм холiвською дифузiєю. Струми в рiвняннях

(3.74) i (3.75) виникають i у вiдсутностi електричного поля. Струм третього

типу виникає за рахунок залежного вiд часу електричного поля:

j𝜕𝑡𝐸 = −𝑒𝜏
2𝑇 2

9𝑐

(︂
1 +

3(𝜇2 + 𝜇25)

𝜋2𝑇 2

)︂
𝜕E

𝜕𝑡
. (3.76)

Цей струм є аналогом омiчного струму зi змiнним електричним полем (по­

рiв. з другим доданком в рiвняннi (3.68)). Врештi, маємо наступний внесок

завдяки струму намагнiчення:

j(curl) = −𝑒𝜏𝜇5
6𝜋2𝑐

𝜕B

𝜕𝑡
− 𝑒𝜏

6𝜋2
E× 𝜕𝜇5

𝜕x
. (3.77)

Другий доданок дуже цiкавий. Вiн описує струм, перпендикулярний до еле­

ктричного поля i градiєнта аксiального хiмiчного потенцiалу. Такий струм

схожий на струм аномального ефекту Холла [134], який виникає у вiдсу­

тностi магнiтного поля. У нашому випадку кiральної плазми вiн описує

аномальний кiральний ефект Холла.

3.4.6 Новi внески до аксiального струму

Перейдемо тепер до нових доданкiв в аксiальному струмi (3.73). Перший

з них, а саме,

j5,𝐸𝐵 =
𝑒2𝜏 2𝜇5
3𝜋2

E×B, (3.78)

є кiральним аналогом ефекту Холла з аксiальним струмом, iндукованим в

середовищi з 𝜇5 ̸= 0. Присутнiсть такого доданку є дуже цiкавою. Прин­

ципово, вiн дозволяє визначити експериментально знак кiрального заряду

домiнуючих зарядiв в кiральнiй плазмi. Вiдповiдний знак можна визначити

з напрямку j5 в перпендикулярних електричних i магнiтних полях.
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Струм другого типу виникає за рахунок градiєнтiв електричних та кi­

ральних хiмiчних потенцiалiв i є перпендикулярним до магнiтного поля, а

саме,

j5,𝐵×𝜕 =
𝑒𝜏 2𝜇5
3𝜋2

(︂
B× 𝜕𝜇

𝜕x

)︂
+
𝑒𝜏 2𝜇

3𝜋2

(︂
B× 𝜕𝜇5

𝜕x

)︂
. (3.79)

Очевидно, цей струм є кiральним аналогом струму холлiвської дифузiї в

рiвняннi (3.75). Останнiй внесок в аксiальний струм дається двома додан­

ками:

j5,𝜕𝑡𝐸 = −2𝑒𝜏𝜇𝜇5
3𝜋2𝑐

𝜕𝜇

𝜕x
− 2𝑒𝜏 2𝜇𝜇5

3𝜋2𝑐

𝜕E

𝜕𝑡
. (3.80)

Оскiльки струм (3.80) зникає у плазмi з 𝜇 або 𝜇5 рiвними нулю, цей струм

визначає аналоги дифузного струму та струму з залежним вiд полем еле­

ктричним полем в струмi електричного ефекту кiрального роздiлення, що

дається третiм доданком в (3.73) (зазначимо, що вiдповiднi чисельнi ко­

ефiцiєнти в струмах також збiгаться). На останок, струм намагнiченостi

дається наступними внесками в густину кiрального струму:

j
(curl)
5 = − 𝑒𝜏𝜇

6𝜋2𝑐

𝜕B

𝜕𝑡
− 𝑒𝜏

6𝜋2
E× 𝜕𝜇

𝜕x
. (3.81)

Останнiй доданок аналогiчний струмовi аномального аксiального ефекту

Холла, даного останнiми доданками в рiвняннi (3.77). Проте, вiдповiднi

внески в аксiальний струм, можливо, є навiть бiльш цiкавими. Вони озна­

чають, що в присутностi електричного поля,перпендикулярна компонента

градiєнта хiмiчного потенцiалу призводить до ненульового j5.

3.5 Еволюцiя магнiтних полiв i хiмiчних потенцiалiв в первиннiй

плазмi: однорiдний випадок

Тепер, як тiльки були отриманi i детально розглянутi рiвняння, що опи­

сують електродинамiку в релятивiстськiй плазмi з кiральною аномалiєю,

перейдемо до основного їх застосування у космологiї раннього Всесвiту –

еволюцiя магнiтних полiв в первиннiй плазмi. Перед тим, як перейти до

розгляду загального неоднорiдного випадку, опишемо, як проходить ця ево­
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люцiя в однорiднiй системi [37, 38, 39, 40]. Почнемо з звичайних рiвнянь

Максвелла:

∇× B = 4𝜋𝑒j +
𝜕E
𝜕𝑡
, ∇× E = −𝜕B

𝜕𝑡
, (3.82)

∇ · E = 4𝜋𝑒𝑛, ∇ · B = 0, (3.83)

де електричний струм задано виразом

𝑒j =
𝛼

2𝜋2
𝜇5B + 𝜎E, (3.84)

а густина заряду 𝑒𝑛 виключається з розгляду, зважаючи на загальну ней­

тральнiсть плазми. У виразi для струму, перший доданок описує кiральний

магнiтний ефект [87, 98], а другий описує звичайний омiчний струм. Пiд­

ставляючи струм в рiвняння Максвелла, отримаємо наструпне рiвняння

для магнiтного поля:

𝜕B
𝜕𝑡

=
1

4𝜋𝜎

(︂
∇2B − 𝜕2B

𝜕𝑡2
+

2𝛼

𝜋
𝜇5[∇× B]

)︂
. (3.85)

Через 𝜎 тут позначено електричну провiднiсть, а 𝛼 = 𝑒2 (використовую­

ться одиницi ~ = 1 i 𝑐 = 1) – стала тонкої структури. Еволюцiя просторово­

однорiдного хiмiчного потенцiалу описується рiвнянням, яке отримується

шляхом усереднення по об’єму 𝑉 спiввiдношення кiральної аномалiї, а са­

ме,
𝜕𝜇5
𝜕𝑡

=
3𝛼

2𝜋2𝑇 2

1

𝑉

∫︁
𝑑3𝑥E · B = − 3𝛼

4𝜋2𝑇 2

𝑑ℋ
𝑑𝑡
, (3.86)

де 𝑇 – температура,

ℋ(𝑡) =
1

𝑉

∫︁
𝑑3𝑥A · B (3.87)

– магнiтна спiральнiсть, а A – векторний потенцiал. Для подальшого вико­

ристання корисно виразити магнiтну спiральнiсть через iнтеграл в просторi

iмпульсiв:

ℋ =
1

𝑉

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
Ak · B*

k ≡
∫︁
𝑑𝑘ℋ𝑘, (3.88)

де Ak and Bk – фурье -образи векторного потенцiалу i магнiтного поля

вiдповiдно.
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Оскiльки розглядаються процеси у Всесвiтi, що розширюється, вико­

ристовуючи метрику Фрiдмана-Робертсона-Уокера, перепишемо рiвняння

(3.85) i (3.86) в конформних координатах. Безрозмiрний конформний час

визначається [37], як 𝜂 = 𝑀 */𝑇 , де 𝑀 * =
√︁

90
8𝜋3𝑔*𝑀𝑃𝑙, 𝑀𝑃𝑙 – маса Планка,

𝑔* – ефективне число релятивiстських степенiв свободи, а 𝑇 – температу­

ра Всесвiту. Також використовуватимемо спiввiдношення мiж масштабним

фактором 𝑎 i температурою, як на стадiї домiнування випромiнювання:

𝑎(𝑡) = 1/𝑇 . Рiвняння Максвелла в метрицi ФРУ набувають [26, 111, 89] їх

стандартної форми, як у метрицi Мiнковського, пiсля застосування пере­

творення: 𝜇5 → 𝑎𝜇5, 𝜎 → 𝑎𝜎, 𝑇 → 𝑎𝑇 , B → 𝑎2B, i E → 𝑎2E. Зазначимо,

що обезрозмiрена електрична провiднiсть рiвна 𝜎 ≈ 70 в первиннiй плазмi

[135].

Як випливає з рiвнянь (3.85) i (3.86), Фур’є-компоненти магнiтної спi­

ральностi, задовiльняють наступнiй системi рiвнянь:

𝜕ℋ𝑘

𝜕𝜂
= − 𝑘2

2𝜋𝜎
ℋ𝑘 +

𝛼

𝜋2
𝑘𝜇5
𝜎

ℋ𝑘, (3.89)

𝜕𝜇5
𝜕𝜂

= − 3𝛼

4𝜋2

∫︁
𝑑𝑘
𝜕ℋ𝑘

𝜕𝜂
. (3.90)

Цi рiвняння були дослiдженi в роботi [37], де було показано, що вiдбуває­

ться перекачка енергiї вiд мод магнiтного поля з великими iмпульсами 𝑘

до мод з малими iмпульсами 𝑘. Як було обговорено у Вступi, цей механiзм

забезпечує зародки для космологiчних магнiтних полiв.

3.6 Еволюцiя магнiтних полiв i хiмiчних потенцiалiв в первиннiй

плазмi: неоднорiдний випадок

У попереднiх пiдроздiлах, використовуючи кiральну кiнетичну теорiю в

наближеннi часу релаксацiї, було отримано замкнену систему рiвнянь Ма­

ксвелла для неоднорiдної кiральної плазми. По сутi, вони такi ж, як i (3.82),

але вирази для густин зарядiв та струмiв мiстять ряд нових дисипативних

та недисипативних (топологiчних) доданкiв. До другого порядку за похi­
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дними, вiдповiднi вирази в високотемпературному наближеннi (тобто, ко­

ли, |𝜇𝜆| ≪ 𝑇 ) мають вигляд (3.60), (3.62). Електричний хiмiчний потенцiал

𝜇 i кiральний хiмiчний потенцiал 𝜇5 задовiльняють рiвнянням (3.64)-(3.65).

Як буде показано в чисельних розрахунках, i як це також природньо очi­

кувати, електричнi поля за своїми значеннями набагато меншi за магнi­

тнi поля пiд час еволюцiї в кiрально-асиметричнiй плазмi. Тому ми вправi

знехтувати всiма просторово-часовими похiдними вiд електричного поля в

рiвняннях (3.60)-(3.65). Далi, з Рiв. (3.64) випливає, що похiдна за часом

вiд електричного хiмiчного потенцiалу другого порядку по електромагнi­

тному полю та похiдним. До того ж, з огляду на електричну нейтральнiсть

плазми, ми покладаємо електричний хiмiчний потенцiал рiвним нулю на по­

чатку еволюцiї. Враховуючи, що вiдповiдний хiмiчний потенцiал входить

в Рiв. (3.60) i (3.65) пiд знаком градiєнту, вiдповiднi доданки в рiвняннях

мають третiй порядок по елктромагнiтному полю та похiдним, i вiдповiдно,

ними можемо знехтувати. Тодi, для густини електричного струму матиме­

мо наступний вираз:

𝑒j ≃ 𝛼

2𝜋2
𝜇5B + 𝜎E, (3.91)

де було виражено параметр часу релаксацiї через електричну провiднiсть

𝜏 = 9𝜎/(𝑒2𝑇 2). пiдставляючи струм (3.91) в рiвняння Максвелла (3.82),

отримаємо наступне рiвняння для магнiтних полiв:

𝜕B
𝜕𝜂

=
1

4𝜋𝜎

(︂
∇2B +

2𝛼

𝜋
[∇× 𝜇5B]

)︂
. (3.92)

Очевидно, це рiвняння узгоджується з Рiв. (3.85), отриманим у випадку

однорiдної кiральної плазми. (Вiдмiтимо, що доданком з другою похiдною

по часу вiд магнiтного поля можна знехтувати у плазмi з високою провiд­

нiстю.) В тому ж наближеннi, кiральний хiмiчний потенцiал задовiльняє

наступному рiвнянню:

𝜕𝜇5
𝜕𝜂

− 3𝜎

𝛼
∇2𝜇5 =

3𝛼E · B
2𝜋2𝑇 2

, (3.93)
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Дане рiвняння вiдрiзняється вiд вiдповiдному йому Рiв. (3.86) для одно­

рiдної плазми в двох моментах. Перш за все, права частина Рiв. (3.86)

представляє собою праву частину Рiв. (3.93), усереднену по просторовому

об’єму. По-друге, Рiв. (3.93) мiстить додатковий дифузний доданок у лiвiй

частинi.

У випадку однорiдної кiральної плазми, опис iнверсного каскаду вигля­

дая найбiльш природньо в iмпульсному просторi [37]. Дiйсно, найпростiша

реалiзацiя каскаду була вже можливою у моделi з вiдносно малою кiлькi­

стю мод магнiтної спiральностi, що характеризуються дискретним набором

хвильових векторiв. Нижче, буде використано аналогiчний пiдхiд у випадку

неоднорiдної плазми. Так само, як i в однорiднiй моделi, зручно переписати

рiвняння (3.92) i (3.93) в iмпульсному просторi i використовувати наближе­

ння з кiнцевим (вiдносно малим) числом мод з дискретними хвильовими

векторами.

Ми розглядаємо систему в обмеженому ящику розмiром 𝐿×𝐿×𝐿. Дис­

кретнi координати i хвильовi вектори задано наступним чином:

𝑥 =
𝑚𝑥𝐿

𝑁
, 𝑦 =

𝑚𝑦𝐿

𝑁
, 𝑧 =

𝑚𝑧𝐿

𝑁
, 𝑚𝑥,𝑚𝑦,𝑚𝑧 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1, (3.94)

𝑘𝑥 =
2𝜋𝑛𝑥
𝐿

, 𝑘𝑦 =
2𝜋𝑛𝑦
𝐿

, 𝑘𝑧 =
2𝜋𝑛𝑧
𝐿

, 𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1, (3.95)

Прямi та оберненi перетворення Фур’є для магнiтного поля та кiрального

хiмiчного потенцiалу визначенi, як:

B(x) =
1

𝑉

∑︁
k

𝑒𝑖kxBk, Bk =
𝑉

𝑁 3

∑︁
x

𝑒−𝑖kxB(x), (3.96)

𝜇5(x) =
1

𝑉

∑︁
k

𝑒𝑖kx𝜇5,k, 𝜇5,k =
𝑉

𝑁 3

∑︁
x

𝑒−𝑖kx𝜇5(x), (3.97)

де x = {𝑥, 𝑦, 𝑧} i k = {𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧}.

Використовуючи приведене вище дискретне iмпульсне представлення,

отримаємо наступнi обезрозмiренi рiвняння для магнiтного поля та кiраль­
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ного хiмiчного потенцiалу:

𝜕Bk

𝜕𝜂
=

1

4𝜋𝜎

(︃
−𝑘2Bk +

2𝑖𝛼

𝜋

1

𝑉

∑︁
k1

𝜇5,k1
[k × Bk−k1

]

)︃
(3.98)

𝜕𝜇5,k
𝜕𝜂

=
3𝛼

8𝜋3𝜎𝑉

(︃∑︁
k1

𝑖[k1 × Bk1
]Bk−k1

− 2𝛼

𝜋

1

𝑉

∑︁
k1

∑︁
k2

𝜇5,k1
Bk2

Bk−k1−k2

)︃

− 3𝜎

𝛼
k2𝜇5,k, (3.99)

де 𝑉 – це об’єм системи. Електричне поле визначається наступним виразом:

E =
1

4𝜋𝜎

(︂
∇× B − 2𝛼

𝜋
𝜇5B

)︂
, (3.100)

що є результатом рiвнянь (3.82) i (3.84), де знехтувано похiдною за часом

вiд електричного поля. Рiв. (3.98) i (3.99) утворюють повну систему рiв­

нянь, що описують самоузгоджену взаємодiю мод магнiтного поля i неодно­

рiдної кiральної асиметрiї в первиннiй плазмi. Зазначимо, що однорiдний

випадок вiдтворюється з даних рiвнянь лише коли одна мода 𝜇5,0 кiраль­

ного хiмiчного потенцiалу з k = 0 залишається в аналiзi. В наступному

пiдроздiлi буде чисельно дослiджено цi рiвняння.

3.7 Чисельне моделювання еволюцiї системи

Для того, щоб розв’язати рiвняння (3.98)–(3.99) чисельно, будемо роз­

глядати спрощену модель з 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 0 i дискретний набiр векторiв

𝑘𝑧 (з 𝑁 = 10 вузлами). Магнiтна спiральнiсть визначається, як ℋ𝑘 =

1
𝑉

𝑘
2𝜋2 (|𝐵+

𝑘 |2−|𝐵−
𝑘 |2), де 𝐵+

𝑘 = 𝐵𝑘,𝑥− 𝑖𝐵𝑘,𝑦 i 𝐵−
𝑘 = 𝐵𝑘,𝑥+ 𝑖𝐵𝑘,𝑦. Слiдуючи пiд­

ходу робiт [37, 38, 39, 40], початковi значення магнiтних полiв обрано, щоб

задовiльнити умовi максимальної спiральностi, а отже, |𝐵−
𝑘 | = 0. Також,

як i в [37], в моди з бiльшим хвильовим вектором |k| закладаємо бiльшу

частку магнiтної спiральностi 𝐻𝑘.

Для тестування моделi, розглянемо спочатку однорiдний випадок. В цьо­

му випадку, єдина вiдмiнна вiд нуля компонента кiрального хiмiчного по­

тенцiалу – це 𝜇5,0. Чисельнi результати для мод магнiтної спiральностi i
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Рис. 3.1: Лiва панель: Фур’є-компоненти магнiтної кiральностi в однорiднiй кiральнiй

плазмi, отриманi в моделi, описанiй рiвняннями (3.98)–(3.99) (суцiльнi лiнiї) i в моделi,

описанiй рiвняннями (3.89)–(3.90) (пунктирнi лiнiї). Права панель: Кiральний хiмiчний

потенцiал, як функцiя часу в однорiднiй кiральнiй плазмi, описаний в тих самих моде­

лях.

кiрального хiмiчного потенцiалу, як функцiй конформного часу, зображенi

на Рис. 3.1. Важливо порiвняти отриманий результат з результатом, який

дають рiвняння (3.89) i (3.90). Дана система рiвнянь була використана для

оригiнального аналiзу iнверсного каскаду в первиннiй плазмi в роботi [37].

Вiдповiдний результат зображено штрихованими лiнiями на Рис. 3.1. Лег­

ко бачити, що результати в обох пiдходах мають якiсно подiбну поведiнку.

Деяка чисельна рiзниця легко пояснюється тим, що в цих аналiзах викори­

стовуються зовсiм рiзнi набори базисних хвильових векторiв. В пiдходi [37]

для розв’язання рiвнянь (3.89) i (3.90) використовувався сферичний базис.

При чисельному аналiзi рiвнянь (3.98) i (3.99), з iншого боку, використову­

ється дещо простiший базис плоских хвиль.

Тепер перейдемо до розгляду неоднорiдної кiральної плазми. Перед тим,

як перейти до загального випадку, розглянемо спочатку iграшкову модель,

в якiй не враховуються ефекти дифузiї. Вiдповiднi ефекти описуються

останнiм доданком в рiвняннi (3.99). Враховуючи, що вiн пропорцiйний

квадрату хвильового вектора, вiн має тенденцiю пом’якшувати неоднорi­
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Рис. 3.2: Фур’є-компоненти магнiтної спiральностi (лiва панель) i Фур’є-компоненти

кiрального хiмiчного потенцiалу (права панель), як функцiї конформного часу в нео­

днорiднiй кiральнiй плазмi. Результати отриманi в спрощенiй моделi, без врахування

дифузiї, початкова кiральна асиметрiя вважається однорiдною.

дностi. Для того, щоб дослiдити роль неоднорiдностей кiрального хiмiчного

потенцiалу 𝜇5 ми почнемо аналiз, iгноруючи дифузiю. Вiдповiднi результа­

ти представлено на Рис. 3.2. На лiвiй панелi зображено еволюцiю магнiтної

спiральностi, а на правiй Фур’є-компоненти хiмiчного потенцiалу. З огля­

ду на вид спiввiдношення мiж кiральним хiмпотенцiалом в координатному

та iмпульсному просторах, даним в рiвняннi (3.97), зручнiше зображува­

ти моди хiмiного потенцiалу в iмпульсному просторi, подiленi на об’єм 𝑉 ,

анiж просто 𝜇5,k. В якостi початкових умов було прийнято, що лише мода

𝜇5,0 вiдмiнна вiд нуля на початку еволюцiї, а всi неоднорiднi моди 𝜇5,𝑘𝑧 (з

𝑘𝑧 = 2𝜋𝑛𝑧/𝐿, де 𝑛𝑧 = 1, ..., 𝑁 − 1) були обранi рiвними нулю при 𝑡 = 0.

Як видно з лiвої панелi Рис. 3.2, магнiтна спiральнiсть передається вiд мод

з бiльшими хвильовими векторами до мод з меншими хвильовими векто­

рами. Це є нiчим iншим, як iнверсним каскадом в неоднорiднiй плазмi.

Цiкавою особивiстю iнверсного каскаду в цьому випадку, є нетривiальна

поведiнка неоднорiдних мод магнiтної кiральностi: спочатку їх величина

росте, а потiм повiльно зменшується.

Також бачимо, що швидкiсть, з якою розвивається iнверсний каскад,

суттєво менша у випадку включення неоднорiдностей. Це стає очевидним
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Рис. 3.3: Порiвняння еволюцiї магнiтної спiральностi в однорiдному (суцiльнi лiнiї) i

неоднорiдному (пунктирнi лiнiї) випадках без дифузiї (лiва панель), а також еволюцiя

мод електричного поля |𝐸k| у вiдповiдних випадках (однорiдний – центральна панель,

неоднорiдний – права панель) без дифузiї.

пiсля порiвняння мод магнiтної спiральностi в однорiдному та неоднорiдно­

му випадках, зображених на лiвiй панелi Рис. 3.3 суцiльними та штрихо­

ваними лiнiями вiдповiдно. Як бачимо, iнверсний каскад в неоднорiдному

випадку набагато бiльш повiльнiший. Про те саме говорить також евелю­

цiя електричного поля, яке є рушiйною силою iнверсного каскаду. Вiдпо­

вiднi результати зображено на Рис. 3.3 для однорiдної (середня панель)

i неоднорiдної (права панель) кiральних плазм. Потрiбно звернути увагу

на рiзницю масштабiв вертикальної осi на графiках. Електричне поле за­

лишається вiдмiнним вiд нуля протягом суттєво бiльшого перiоду часу в

неоднорiдному випадку. Важливо пiдкреслити, що в цьому аналiзi ще не

було враховано дифузiю.

З чiтким розумiнням того, яку роль грають неоднорiдностi в еволюцiї

iнверсного каскаду у випадку без дифузiї, тепер важливо дослiдити, який

вплив матиме дифузiя. Чисельнi результати для мод магнiтної кiрально­

стi у випадку дифузної динамiки зображено на Рис. 3.4. Для того, щоб

глибше зрозумiти фiзику процесiв, розглядаємо декiлька значень параме­

тру часу релаксацiї (𝜏 → 𝜏𝑇 ), який визначає величину дифузного додан­

ку: 𝜏 = 6.8 × 103, який вiдповiдає обезрозмiренiй провiдностi кiральної

плазми 𝜎 ≈ 70 [135], а також два меншi значення параметру, 𝜏 = 6.8 i
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𝜏 = 6.8× 10−3. Для суттєво малих значень часу релаксацiї 𝜏 , iнверсний ка­

скад сповiльнюється, як у випадку вiдсутностi дифузiї. Для реалiстичного

ж значення параметру в первиннiй плазмi, еволюцiя магнiтної кiральностi

практично не вiдрiзняється вiд однорiдного випадку. Причиною цього є те,

що моди кiрального хiмiчного потенцiалу з вiдмiнними вiд нуля хвильови­

ми векторами сильно подавленi в цьому випадку i не грають суттєвої ролi

в еволюцiї.
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Рис. 3.4: Фур’є-компоненти магнiтної кiральностi (лiва панель) i Фур’є-компоненти кi­

рального хiмiчного потенцiалу (права панель), як функцiї конформного часу в нео­

днорiднiй кiральнiй плазмi з урахуванням дифузiї. Результати представлено для трьох

значень параметру часу релаксацiї 𝜏 = 6.8 × 103 (суцiльнi лiнiї), 𝜏 = 6.8 (пунктирнi

лiнiї), i 𝜏 = 6.8× 10−3 (точковi лiнiї). Для кращої роздiльної здатностi зображено лише

три моди.

Наведений чисельний аналiз було проведено в спрощенiй моделi з обме­

женим фазовим простором, 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 0. Тих фактiв, що дана модель гарно

вiдтворює однорiдний випадок i, що ефект, який справляють неоднорiдно­

стi зрозумiлий з фiзичної точки зору, має бути достатньо для того, щоб

вважати результати даного аналiзу достовiрними. Проте, важливо перевi­

рити, чи залишиться цей результат в силi в бiльш реалiстичному випадку в

плазмi з трьохвимiрними неоднорiдностями кiральної асиметрiї. Через зна­

чнi розрахунковi затрати, пов’язанi з вiдповiдним трьохвимiрним фазовим

простором, розглянемо лише невелику гратку в просторi iмпульсiв, а саме,
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Рис. 3.5: Фур’є-компоненти магнiтної кiральностi (лiва панель) i Фур’є-компоненти кi­

рального хiмiчного потенцiалу (права панель), як функцiї конформного часу у випад­

ку дуже малих початкових значень магнiтного поля, з врахуванням ефектiв дифузiї

(𝜏 = 6.8× 103).
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Рис. 3.6: Фур’є-компоненти магнiтної кiральностi, як функцiї конформного часу в пла­

змi з кiральною трьохвимiрно-неоднорiдною асиметрiєю (𝜏 = 6.8× 103). Моди з однако­

вим |k| об’єднанi в пучки одного кольору.

3 × 3 × 3. Вiдповiднi чисельнi результати зображено на Рис. 3.6, де моди

магнiтної спiральностi з однаковим модулем хвильового вестору |k|, згру­

пованi разом (i зображенi пучками одного кольору). Як видно з Рис. 3.6,

якiснi властивостi iнверсного каскаду вiдтворюються в данiй моделi, хоча

кiлькiсть мод в кожнiй групi рiзна.
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Корисно зазначити, що кiральна плазма може бути реалiзована в настiль­

них експериментах. Справдi, носiями зараду в дiракiвських/вейлiвських

матерiалах є безмасовi частинки зi спiном 1/2 [78]. Отже, вiдповiдна ква­

зiчастинкова плазма може iмiтувати гарячу плазму в ранньому Всесвiтi,

як i холодну конденсовану матерiю в гiпотетичних кваркових зiрках . То­

му буде цiкаво дослiдити, чи може бути реалiзована еволюцiя магнiтних

полiв така, як описана вище, в дiракiвських/вейлiвських (напiв-)металах.

Наївно, це має дiйсно бути можливим [40].

Ненульову кiральну асиметрiю в дiракiвських/вейлiвських матерiалах

можно утворити за допомогою ефекту кiрального роздiлення [83, 97]. Ймо­

вiрно, ненульова магнiтна кiральнiсть може бути згенерована за допомогою

певної конфiгурацiї зовнiшнiх електричних i магнiтних полiв, або специфi­

чним типов елктромагнiтних хвиль. Останнє, щоправда, маже бути скла­

днореалiзованим в металiчному режимi. Тим не менше, iнверсний каскад

може бути згенеровано створенням ненульовоїкiральної асиметрiї. Це твер­

дження пiдтверджується чисельними дослiдженнями рiвнянь (3.98)–(3.99)

у випадку дуже малих початкових магнiтних полiв, але ненульового по­

чаткового кiрального хiмпотенцiалу. Вiдповiднi результати зображено на

Рис. 3.5. Зазначимо, що через значне значення дифузiї (𝜏 = 6.8 × 103),

Фур’є-компоненти кiрального хiмiчного потенцiалу з хвильовими вектора­

ми k ̸= 0 залишаються нехтовно малими протягом всього перiоду еволюцiї.

3.8 Висновки

В цьому роздiлi, використовуючи кiральне кiнетичне рiвняння було отри­

мано повну систему аномальних рiвнянь Максвелла, що можуть використо­

вуватись для дослiдження релятивiстської неоднорiдної плазми з кiраль­

ною асиметрiєю. Проводячи розклад за степенями електромагнiтного поля

та просторово-часових похiдних, було отримано електричний та аксiальний
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струми, а також замкнену систему рiвнянь для електричного та кiрально­

го хiмiчних потенцiалiв. Було дослiджено два режими плазми, в одному

з яких незбурена функцiя розподiлу задається стандартнии розподiлом

Фермi-Дiрака, а в iншому – функцiєю, до якої застосоване перетворення

бусту (другий режим реалiзує плазму з дрейфом перпендикулярно магнi­

тному i електричному полям). У випадку плазми з дрейфом, розклад про­

водиться лише по степеням компонент електричного поля, паралельним

магнiтному полю, а перпендикулярна компонента враховується точно. По­

ряд iз холлiвським доданком в електричний струм також знайдено його

аксiальний аналог. Струм кiрального магнiтного ефекту точно вiдтворює­

ться в дрейфовому станi плазмi. Важливим є те, що також було знайдено

два додатковi електричнi i аксiальнi струми, можливо, топологiчної приро­

ди. Вони схожi на струм кiрального магнiтного ефекту та струм ефекту

кiрального роздiлення, але направленi перпендикулярно магнiтному полю,

а їх еволюцiя керується перпендикулярною компонентою електричного по­

ля, а також скалярним добутком електричного i магнiтного полiв.

Релятивiстська електрон-позитронна плазма є чи не найкращим при­

кладом плазми в дрейфовому станi. В той же час кварк-глюонна плазма

при достатньо високих температурахможе слугувати прикладом плазми,

де дрейф не розвивається, оскiльки бекграунд електромагнiтно-нейтраль­

них глюонiв створює суттєвий опiр на зарядженi частинки в плазмi. Для

такого випадку було проведено розклад i по електричному i по магнiтному

полям i отимано вирази для густин частинок i струмiв у другому порядку

по електромагнiтному полю та похiдним. У випадку вiдсутностi електри­

чного поля, було знайдено розв’язок у виглядi дифузної кiральної магнiтної

хвилi, що поширюється зi швидкiстю 𝑣CMW ∝ |𝑒𝐵|/𝑇 2, див. Рiв. (3.67). Кон­

станта дифузiї дається виразом 𝑐2𝜏/3, де 𝜏 ∼ 1/
[︀
𝑒4𝑇 ln(1/|𝑒|)

]︀
параметр

часу релаксацiї [125].

Отриманi в роздiлi результати вiдтворюють кiлька уже вiдомих до цього
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ефектiв. У випадку електричного струму вiдтворюються омiчний i дифу­

зний струми, а також струм кiрального магнiтного ефекту. На додачу, було

вперше вiдкрито декiлька нових доданкiв, пов’язаних з неоднорiдностями

плазми. Серед них доданок кiральної дифузiї i два доданки холлiвського

типу, перпендикулярнi магнiтному полю. Також є доданок, що iндукується

змiнним електричним полем. Один iз найбiльш цiкавих нових струмiв — це

струм аномального кiрального ефекту Холла, що є перпендикулярним до

прикладеного електричного поля в градiєнту 𝜕𝜇5/𝜕x. Природа цього стру­

му пов’язана з кривиною Беррi. Також було знайдено його вiдповiдник в

аксiальному струмi, який визначається електричним полем та градiєнтом

електричного хiмiчного потенцiалу. Вiн є навiть бiльш дивовижним, оскiль­

ки може виникати навiть у кiрально-симетричнiй плазмi.

Для аксiального струму було вiдтворено добре вiдомi результати для

струмiв кiрального магнiтного ефекту та ефекту кiрального роздiлення. Та­

кож отримано очiкуваний дифузний струм i декiлька нових типiв струмiв,

включаючи кiральний аналог ефекту Холла, що може дозволити експери­

ментально визначити знак кiрального заряду домiнуючих носiїв в кiральнiй

плазмi. Також було виведено два новi типи дифузних струмiв холлiвського

типу, а також два дифузних i два iндукованих змiнним електричним полем

аналоги електричного ефекту кiрального роздiлення.

Розроблений теоретичний базис є вiдправною точкою для вивчення сце­

нарiю iнверсного каскаду. В попереднiх дослiдженнях iнверсного каскаду

використовувались моделi в яких вплив аномальної динамiки на еволюцiю

магнiтних полiв вводився через усереднене по об’єму спiввiдношення кi­

ральної аномалiї. За визначенням, такi моделi не дозволяють розвиватись

неоднорiдностям кiральної асиметрiї. Це обмеження, звичайно, не вiдповiд­

ає очiкуванiй фiзичнiй дiйсностi. Використовуючи спрощену модель, яка,

тим не менше, включає в себе основнi властивостi аномальних рiвнянь Ма­

ксвелла, в роздiлi було показано, що iнверсний каскад зберiгається у пла­
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змi з динамiчними неоднорiдностями кiральної асиметрiї. Було виявлено

чутливiсть iнверсного каскаду до ефектiв дифузiї. Якщо дифузiєю у пла­

змi можна знехтувати, iнверсний каскад розвивається набагато повiльнiше

нiж у випадку однорiдної плазми. Якщо ж дифузiя має достатньо велике

значення (як у випадку реалiстичного значення дифузiї в первиннiй реля­

тивiстськiй плазмi), тодi неоднорiдностi кiрального хiмпотенцiалу сильно

подавлюються, i iнверсний каскад розвивається тотожньо до однорiдного

випадку. Можна зробити висновок, що неоднорiдностi плазми не грають

суттєвої ролi в еволюцiї первинних магнiтних полiв у ранньому Всесвiтi.

Нарештi, цiкаво було б дослiдити аномальний iнверсний каскад в дiра­

кiвських та вейлiвських матерiалах [78], чиї низькоенергетичнi збудження

описуються рiвняннями Дiрака та Вейля, вiдповiдно. Як показано в ро­

ботi [137], можна згенерувати кiральну асиметрiю в таких системах при­

кладаючи електричне i магнiтне поле в одному напрямку. Якщо магнiтне

полее просторово-неоднорiдне, буде згенеровано неоднорiдну кiральну аси­

метрiю. Виключаючи потiм зовнiшнi поля, можна вивчити, як кiральна

асиметрiя i згенерованi нею спiральнi магнiтнi поля будуть еволюцiонува­

ти в часi, i чи буде iснувати iнверсний каскад в результатi.

Результати даного роздiлу опублiковано в роботах [44, 45].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiна робота присвячена дослiдженню проблем фiзики раннього

Всесвiту, а саме: процеси народження частинок на стадiї попереднього розi­

грiву Всесвiту, генерацiя лептонної асиметрiї та еволюцiя магнiтних полiв

в первиннiй плазмi. Головнi результати роботи полягають у наступному:

1. З’ясовано механiзм народження частинок на стадiї попереднього розi­

грiву у моделi iнфляцiї Старобiнського. Показано, що в такiй задачi

параметричний резонанс не розвивається внаслiдок розширення Все­

свiту та нестацiонарностi ширин резонасних зон. Натомiсть, народже­

ння частинок описується теорiєю збурень в рамках борнiвського на­

ближення;

2. Отримано аналiтичнi формули для ширин розпаду iнфлатона на бо­

зони, фермiони, а також ширину саморозпаду iнфлатона у випадку

слабкого зв’язку iнфлатонного поля з полями матерiї. Встановлено,

що специфiчнi властивостi розширення Всесвiту призводять до того,

що ефективнi ширини розпаду iнфлатона не залежать вiд часу i спiв­

падають з результатами Борнiвського наближення. Це вiдбувається

тому, що густина чисел заповнення для народжених частинок оберне­

нопропорцiйна параметру Хаббла, а темп заповнення нових мод пря­

мопропорцiйний йому;

3. Знайдено аналiтичний вираз для лептонної асиметрiї, що генерується в

ранньому Всесвiтi у результатi розпадiв важких стерильних нейтрино

моделi 𝜈MSM;

4. Використовуючи вимогу до величини лептонної асиметрiї, яка має бу­

ти згенерована у Всесвiтi на момент народження найлегшого стериль­

ного нейтрино (гiпотетично, частинка Темної матерiї), отримано обме­

ження на параметри моделi 𝜈MSM — маси важких стерильних ней­
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трино та кути змiшування мiж стерильними та активними нейтрино.

Показано, що у випадку оберненої iєрархiї мас активних нейтрино,

не iснує областi значень параметрiв моделi 𝜈MSM, при яких лептон­

на асиметрiя задовiльняла би космологiчним вимогам, на вiдмiну вiд

випадку прямої iєрархiї;

5. Використовуючи кiральну кiнетично теорiю вперше було отримано ви­

рази для густин електричних i кiральних струмiв та зарядiв у реляти­

вiстськiй неоднорiднiй космологiчнiй плазмi з кiральною асиметрiєю.

Було отримано ряд нових доданкiв в струмах, про якi ранiше не повi­

домлялось i якi можуть бути використанi в експериментах з дiракiв­

ськими та вейлiвськими матерiалами;

6. Отримано рiвняння, якi описують динамiчнi властивостi звичайних i

кiральних хiмiчних потенцiалiв, якi доповнюють систему рiвнянь Ма­

ксвелла, якою описується кiральна плазма;

7. За допомогою отриманої системи рiвнянь було дослiджено еволюцiю

спiральних магнiтних полiв та кiрального хiмiчного потенцiалу в кi­

рально-асиметричнiй неоднорiднiй первиннiй плазмi. Отримано, що,

як i в однорiдному випадку, магнiтна спiральнiсть короткохвильових

мод з часом зменшується, в той час як довгохвильових — зростає.

Таким чином, було пiдтверджено iснування явища iнверсного каска­

ду магнiтного поля в неоднорiднiй плазмi, що пiдсилює аргументи на

користь такого поля, як зародкового для спостережуваних позагала­

ктичних та галактичних магнiтних полiв;

8. Також в роботi встановлено вплив дифузних ефектiв на еволюцiю кi­

ральної намагнiченої плазми. Показано, що дифузiя розмиває неодно­

рiдностi, i, за реалiстичних для первинної плазми значень константи

дифузiї, iнверсний каскад розвивається так само, як i у випадку одно­

рiдної плазми.
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