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ÀÍÎÒÀÖIß

�àêîâ Ì. Â. ×èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ êâàíòîâèõ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì

ç âèêîðèñòàííÿì òåíçîðíèõ ìåðåæ. - Êâàëi�iêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ

ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà �içèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.04.02 ¾Òåîðåòè÷íà �içèêà¿. -

Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Iíñòèòóò

òåîðåòè÷íî¨ �içèêè iì. Ì. Ì. Áîãîëþáîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2017.

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà òåîðåòè÷íîìó äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé çàïëó-

òàíîñòi òà �àçîâî¨ ñòðóêòóðè êâàíòîâèõ XXZ ìîäåëi ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2

òà áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à (ÁÁ�) ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1 ç

êâàäðàòè÷íèì å�åêòîì Çååìàíà (òàê çâàíîþ îäíîéîííîþ àíiçîòðîïi¹þ). Äî-

ñëiäæóþòüñÿ ÿê âëàñòèâîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ ñïiíîâèõ êiëåöü, òàê i âëàñòè-

âîñòi ñèñòåì â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi.

Ïîêàçàíî, ùî ñòðóêòóðà çàïëóòàíîñòi çáóäæåíèõ ñòàíiâ XXZ ìîäåëi ÷à-

ñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 â �åðîìàãíiòíié �àçi íå îïèñó¹òüñÿ çàäîâiëüíî îäíî- i

äâî÷àñòèíêîâèìè ìiðàìè çàïëóòàíîñòi. Íàéáiëüøó âàãó â �åðîìàãíiòíié �àçi

ìà¹ çàïëóòàíiñòü äàëåêî¨ äi¨ àáî áàãàòîêóáiòîâà çàïëóòàíiñòü, â òîé ÷àñ ÿê â

àíòè�åðîìàãíiòíié �àçi íàéáiëüøó âàãó ìà¹ çàïëóòàíiñòü ìiæ íàéáëèæ÷èìè

ñóñiäàìè. Òàêà ìiðà çàïóëàíîñòi, ÿê ÎÒ, ¹ ñòàëîþ ïðè ∆ < −1 äëÿ áóäü-ÿêîãî

îñíîâíîãî ñòàíó â ñåêòîði ç ïðîåêöi¹þ ñïiíó Sz, â òîé ÷àñ ÿê óçãîäæåííÿ

�îðìóâàííÿ äîðiâíþ¹ íóëåâi äëÿ âñiõ ñòàíiâ, îêðiì îäíîãî. Ç iíøîãî áîêó,

òàêà ìiðà çàïëóòàíîñòi, ÿê ÒÒ (àíãë. �three-tangle�), ñèëüíî çàëåæèòü âiä ïà-

ðàìåòðà àíiçîòðîïi¨ ∆ ïðè ∆ < 0 òà ìîíîòîííî çðîñòà¹ çi çðîñòàííÿì |∆|.
Îêðiì òîãî, â çàãàëüíîìó âèïàäêó ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íåìîíîòîííà çàëåæíiñòü

óçãîäæåííÿ �îðìóâàííÿ âiä Sz.
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Íàéíèæ÷à ÷àñòèíà ñïåêòðà ÁÁ� ìîäåëi ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1 çà âiäñóòíî-

ñòi êâàäðàòè÷íîãî å�åêòó Çååìàíà áóëà  ðóíòîâíî äîñëiäæåíà â äiàïàçîíi

êîíòðîëüíîãî ïàðàìåòðà −3/4 < θ/π < 1/2 (òîáòî âñþäè, îêðiì �åðîìàãíi-

òíî¨ �àçè, äå îñíîâíèé ñòàí ¹ áàãàòîêðàòíî âèðîäæåíèì ç ïîâíèì ñïiíîì S,

ðiâíèì êiëüêîñòi ÷àñòèíîê N). Äâà íàéíèæ÷i ñèí ëåòè, îäèí àáî äâà íàéíèæ-

÷i òðèïëåòè òà íàéíèæ÷èé êâiíòåò áóëè ðîçðàõîâàíi äëÿ ñèñòåì ðîçìiðîì äî

50 ÷àñòèíîê. Áóëî ïiäòâåðäæåíî çàãàëüíi âiäîìîñòi ïðî íàéíèæ÷i çáóäæåííÿ

â �àçi Õîëäåéíà òà äèìåðíié �àçi. Îêðiì òîãî, áóëî ïîêàçàíî, ùî îñíîâíèé

ñòàí ÁÁ� ìîäåëi â ãåîìåòði¨ êiëüöÿ ¹ äâîêðàòíî âèðîäæåíèì òðèïëåòîì â

êðèòè÷íié �àçi, ùî äóæå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèòóàöi¨ â ÁÁ� ìîäåëi â ãåîìåòði¨

ëàíöþãà. Íàéíèæ÷èé êâiíòåò ñòà¹ âèðîäæåíèì ç äâîìà âêàçàíèìè òðèïëåòà-

ìè â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi.

Áóëà äîñëiäæåíà ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ ï'ÿòî¨ (íåìàòè÷íî¨) �àçè ó âêà-

çàíié ìîäåëi. Áóëà âèêîðèñòàíà åêñòðàïîëÿöiÿ çíà÷åííÿ ùiëèíè ìiæ äâî-

ìà ñèí ëåòàìè òà ìiæ íàéíèæ÷èì ñèí ëåòîì i íàéíèæ÷èì êâiíòåòîì. Äîâå-

äåíî, ùî ï'ÿòà �àçà ìîæå iñíóâàòè â ÁÁ� ìîäåëi áåç êâàäðàòè÷íîãî å�å-

êòó Çååìàíà ëèøå ó âóçüêîìó iíòåðâàëi çíà÷åíü êîíòðîëüíîãî ïàðàìåòðà

−3/4 < θ/π < −0.72. Ïîíàä òå, àâòîð ñõèëüíèé çàïåðå÷èòè iñíóâàííÿ öi¹¨

�àçè, ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç ñó÷àñíèìè ïðèïóùåííÿìè òåîðåòèêiâ.

Íàéíèæ÷à ÷àñòèíà ñïåêòðà áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à ÷àñòèíîê çi

ñïiíîì 1 ç êâàäðàòè÷íèì å�åêòîì Çååìàíà áóëà  ðóíòîâíî äîñëiäæåíà â äi-

àïàçîíi êîíòðîëüíîãî ïàðàìåòðà −0.5 < D < 0.6. Äâà íàéíèæ÷i ñèí ëåòè, à

òàêîæ àáî íàéíèæ÷èé äóáëåò, àáî íàéíèæ÷èé òðèïëåò, áóëè ðîçðàõîâàíi äëÿ

ñèñòåì ðîçìiðîì äî 50 ÷àñòèíîê. Çà ðàõóíîê âèðîäæåííÿ äâîõ íàéíèæ÷èõ

ñèí ëåòiâ â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi ìåæi îáëàñòi äèìåðèçàöi¨ áóëè âèçíà÷å-

íi ÿê D . 0.025. Îäíàê ïðè D . −0.3 ñïîñòåðiãàëîñü çàêðèòòÿ ùiëèíè ìiæ

äâîìà íàéíèæ÷èìè ñèíãëåòàìè òà íàéíèæ÷èì òðèïëåòîì, ùî âêàçó¹ íà iñíó-

âàííÿ íåùiëèííî¨ äèìåðíî¨ îáëàñòi, ÿêà ïîòåíöiéíî ðîçìåæîâó¹ íåìàòè÷íó

�àçó òà �àçó Íååëÿ ïðè θ = −π/2. Òàêèì ÷èíîì, ìåæi äèìåðíî¨ ùiëèííî¨

�àçè âèçíà÷àþòüñÿ ÿê −0.3 . D . 0.025.
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Â ïðîöåñi âèêîíàííÿ ðîáîòè áóëî çäiéñíåíî òðè ìîäè�iêàöi¨ àëãîðèòìó ìà-

òðè÷íîäîáóòêîâèõ ñòàíiâ (ÌÄÑ) ç ïåðiîäè÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè (ÏÊÓ).

Âñi òðè ìîäè�iêàöi¨ áóëè ðîçðîáëåíi ç ìåòîþ ïðèøâèäøåííÿ ðîçðàõóíêiâ òà

ïiäâèùåííÿ ¨õíüî¨ òî÷íîñòi.

Äâi ç âêàçàíèõ ìîäè�iêàöié âèêîðèñòîâóþòü òåîðåìó Ìåðìiíà-Âà íåðà.

Çãiäíî ç íåþ, ÿêùî ãàìiëüòîíiàí îäíîâèìiðíî¨ ñèñòåìè ìà¹ íåïåðåðâíó ñèìå-

òðiþ (âiäïîâiäíî U(1) òà SU(2)), òî éîãî âëàñíi ñòàíè òàêîæ ìàòèìóòü öþ

ñèìåòðiþ (çà áóäü-ÿêî¨ àáñîëþòíî¨ òåìïåðàòóðè òà íàâiòü â òåðìîäèíàìi÷íié

ãðàíèöi). Òîìó U(1)- òà SU(2)-ñèìåòðè÷íi ÌÄÑ ç ÏÊÓ áóëè ðîçðîáëåíi i âè-

êîðèñòàíi ÿê âàðiàöiéíi ñòàíè. Ëîêàëüíi òåíçîðè ÌÄÑ ïðåäñòàâëåíi çãiäíî ç

òåîðåìîþ Âi íåðà-Åêàðòà òà ìàþòü õàðàêòåðíó ðîçðiäæåíó ñòðóêòóðó.

Â ðîáîòi îïèñàíî ñïåöè�i÷íèé ñïîñiá óòâîðåííÿ U(1)-ñèìåòðè÷íîãî ÌÄÑ

ç ÏÊÓ ç áóäü-ÿêîþ ïðîåêöi¹þ ñïiíó Sz. Çàçâè÷àé äî öüîãî âèêîðèñòîâóâàâñÿ

íåâçà¹ìîäiþ÷èé ¾äîäàòêîâèé ñïií¿ ç ïðîåêöi¹þ ñïiíó −Sz. Â ðîáîòi âèêîðè-

ñòîâó¹òüñÿ àáåëåâiñòü U(1) ñèìåòði¨, çàâäÿêè ÷îìó ¾äîäàòêîâèé ñïií¿ ¾ðîçïî-

äiëÿ¹òüñÿ¿ ïîìiæ iíøèìè ñïiíàìè. Íàâîäÿòüñÿ òåõíi÷íi äåòàëi âiäïîâiäíîãî

àëãîðèòìó, ÿêi ìîæóòü áóòè áåçïîñåðåäíüî çàñòîñîâàíi ç âèêîðèñòàííÿì îïå-

ðàöié íàä ðîçðiäæåíèìè òåíçîðàìè ñïåöè�i÷íèõ ïðîãðàìíèõ ïàêåòiâ.

SU(2)-ñèìåòðè÷íèé ÌÄÑ ç ÏÊÓ óòâîðþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî âiäêðèòèõ

êðàéîâèõ óìîâ (ÂÊÓ), îäíàê âiðòóàëüíi iíäåêñè ðîáëÿòüñÿ ðiâíîïðàâíèìè.

Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé �àêò, ùî âñi òåíçîðè, ÿêi âèíèêàþòü â àëãîðèòìi, ¹

SU(2)-ñèìåòðè÷íèìè. Öå äîçâîëÿ¹ ïîâíiñòþ âèêëþ÷èòè ç ðîçðàõóíêiâ âñi 3j

ñèìâîëè (ùî áóëî çðîáëåíî ÌàêÊàëëîêîì äëÿ ÂÊÓ). Â öüîìó âèïàäêó âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ òiëüêè òàê çâàíi çâåäåíi òåíçîðè, à âñi ñóìè 3j ñèìâîëiâ, ùî

ç'ÿâëÿþòüñÿ â ïðîöåñi ðîçðàõóíêiâ, ¹ ñïåöè�i÷íèìè äîáóòêàìè 6j òà 9j ñèì-

âîëiâ. Ó âèïàäêó ÏÊÓ ¾áëîêè¿ ìàþòü ðàíã 6, òîìó àëãîðèòì, àíàëîãi÷íèé

ÿêîìó áóâ ðàíiøå ðîçðîáëåíèé äëÿ ÂÊÓ, ñòà¹ íàãàòî ñêëàäíiøèì. Â ðîáî-

òi íàâîäÿòüñÿ òåõíi÷íi äåòàëi àëãîðèòìó, à ñàìå: ðåêóðñèâíi �îðìóëè äëÿ

¾êîðåãóâàííÿ¿ çâåäåíèõ ¾áëîêiâ¿, îòðèìàííÿ óçàãàëüíåíî¨ çàäà÷i íà âëàñíi

çíà÷åííÿ, îòðèìàííÿ çâåäåíîãî ÌÄÎ êâàäðàòó ãàìiëüòîíiàíà i ò.ä. Îñêiëüêè
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¾áëîêè¿ â çâåäåíié �îðìi ¹ äóæå ðîçðiäæåíèìè, ÷àñòêîâî ¹ ìîæëèâèì âèêî-

ðèñòàííÿ îïåðàöié íàä ðîçðiäæåíèìè òåíçîðàìè ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ

Mathemati
a.

Òðåòÿ ìîäè�iêàöiÿ àëãîðèòìó ÌÄÑ ç ÏÊÓ âèêîðèñòîâó¹ øâèäêå ñïàäàí-

íÿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë äîâãèõ äîáóòêiâ òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü. Âîíî äîçâîëÿ¹

çàìiíèòè öi äîâãi äîáóòêè íà ¨õíi ñêîðî÷åíi ðîçêëàäè çà ñèíãóëÿðíèìè ÷è-

ñëàìè òà óòâîðèòè óçàãàëüíåíó çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ, ùî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ

ïðè êîæíié iòåðàöi¨, çà íàáàãàòî ìåíøèé ÷àñ. Â öüîìó âèïàäêó íåîáõiäíî çà-

ñòîñóâàòè ïåðåíîðìóâàííÿ ÌÄÑ ïî êîëó (äëÿ ãàðàíòi¨ äîñòàòíüî¨ êiëüêîñòi

òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü â äîáóòêó), à ñèñòåìó íåîáõiäíî ðîçáèòè íà ùîíàé-

ìåíøå òðè ñåãìåíòè, äîáóòêè âñåðåäèíi ÿêèõ ïîòðiáíî ïîðàõóâàòè çàçäåëå-

ãiäü (äëÿ óíèêíåííÿ ðîçðàõóíêiâ îáåðíåíèõ ìàòðèöü). Îäíàê äîâåäåíî, ùî

øâèäêå ñïàäàííÿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë ìà¹ ìiñöå íå äëÿ âñiõ ñèñòåì âåëèêîãî

ðîçìiðó (âîíî òðàïëÿ¹òüñÿ ÷àñòiøå â ùiëèííèõ ñèñòåìàõ, íiæ â íåùiëèííèõ).

Òàêîæ ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî øâèäêå ñïàäàííÿ ÷àñòêîâî çóìîâëåíå íàÿâíi-

ñòþ U(1) àáî SU(2) ñèìåòði¨ ó ãàìiëüòîíiàíà ñèñòåìè (çàâäÿêè ðîçðiäæåíié

ñòðóêòóði ÌÄÑ), ÿêùî öÿ ñèìåòðiÿ íå âðàõîâàíà àïðiîði. Òîìó àâòîð ðàäèòü

âèêîðèñòîâóâàòè òàêå ñïàäàííÿ òiëüêè òîäi, ÿêùî ìîæíà î÷iêóâàòè ñóòò¹âîãî

(ùîíàéìåíøå íà ïîðÿäîê) ïðèøâèäøåííÿ ðîçðàõóíêiâ.

Õîðîøà òî÷íiñòü ðîçðîáëåíèõ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ áóëà äîâåäåíà ðîçðàõóí-

êàìè ïåâíèõ çíà÷åíü åíåðãié òà ñïií-ñïiíîâèõ êîðåëÿòîðiâ. Íàïðèêëàä, äëÿ

XXZ ìîäåëi áóëè ðîçðàõîâàíi z-z êîðåëÿòîð òà ÷åðãîâàíà íàìàãíi÷åíiñòü, à

äëÿ ÁÁ� ìîäåëi - ðÿäêîâèé êîðåëÿòîð òà äèìåðíèé êîðåëÿòîð (îñòàííié ðîç-

ðàõîâóâàâñÿ ç äâîõ íàéíèæ÷èõ ñèí ëåòiâ, ùî óòâîðþþòü âèðîäæåíó ïàðó â

òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi). Òàêîæ äëÿ îáîõ ìîäåëåé áóëè âiäòâîðåíi âiäîìi

çíà÷åííÿ åíåðãié.
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çàïëóòàíiñòü, �àçîâà ñòðóêòóðà, ìàòðè÷íîäîáóòêîâi ñòàíè (ÌÄÑ), U(1) ñè-
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SUMMARY

Rakov M. V. Numeri
al simulation of quantum many body systems using

tensor networks. - Quali�
ation resear
h thesis with the rights of manus
ript.

Thesis for the Do
tor of Philosophy degree (Candidate of s
ien
e in Physi-


s and Mathemati
s) in the spe
iality 01.04.02 �Theoreti
al physi
s�. - Taras

Shev
henko National University of Kyiv, Bogolyubov Institute for Theoreti
al

Physi
s of the NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to a theoreti
al study of the entanglement properties

and the phase stru
ture of the quantum spin-1/2 XXZ model as well as spin-1

bilinear-biquadrati
 Heisenberg (BBH) model with quadrati
 Zeeman e�e
t (so-


alled single-ion anisotropy). Finite-size properties of the spin rings as well as the

properties of the systems in the thermodynami
 limit are investigated.

It is shown that the entanglement stru
ture of the ex
ited states of the spin-

1/2 XXZ model in the ferromagneti
 phase 
annot be des
ribed satisfa
tori-

ly by one- and two-site entanglement measures. It is long-range or many-way

entanglement that has the largest weight in the ferromagneti
 phase, while

nearest-neighbor entanglement has the largest weight in the antiferromagneti


phase. Su
h entanglement measure as one-tangle is 
onstant for ∆ < −1 for

any ground state with �xed spin proje
tion Sz, while 
on
urren
e of formation is

zero for any state ex
ept one. On the other hand, su
h entanglement measure as

three-tangle appears to depend strongly on the anisotropy parameter ∆ at ∆ < 0

and to in
rease monotoni
ally with |∆|. Moreover, non-monotonous dependen
e

of 
on
urren
e of formation on Sz is observed in general.

The low lying spe
trum of the spin-1 BBH model without quadrati
 Zeeman

e�e
t was investigated deeply in the range −3/4 < θ/π < 1/2 of the 
ontrol

parameter (i.e., everywhere ex
ept the ferromagneti
 phase, where the ground

7



state is multifold degenerate with total spin S equal to the number of sites N).

Two lowest singlets, one or two lowest triplets and a lowest quintet are 
al
ulated

for systems of up to 50 sites. Common knowledge about lowest ex
itations in the

Haldane and in the dimerized phase was 
on�rmed. Furthermore, it is shown that

the ground state of the BBH model in a ring geometry is a doubly degenerate

triplet in the 
riti
al phase, whi
h is very di�erent from the situation for BBH

spin 
hains. The lowest quintet appears to be degenerate with these two triplets

in the thermodynami
 limit.

The existen
e of the �fth (nemati
) phase in this model was addressed.

Extrapolation of the gap between two singlets and of the gap between lowest

singlet and lowest quintet was used. It was proved that the �fth phase 
an exi-

st in the BBH model without quadrati
 Zeeman e�e
t only in a narrow range

of the 
ontrol parameter −3/4 < θ/π < −0.72. Moreover, the author tends

to 
ompletely reje
t the possibility of the existen
e of this phase, in line with

nowadays 
ommon �eld theorists' belief.

The low lying spe
trum of the biquadrati
 Heisenberg model with quadrati


Zeeman e�e
t was investigated deeply in the range −0.5 < D < 0.6 of the

anisotropy parameter. Two lowest singlets and either the lowest duplet or the

lowest triplet are 
al
ulated for systems of up to 50 sites. The boundaries of the

dimerized region are determined by the degenera
y of two lowest singlets in the

thermodynami
 limit as D . 0.025. However, the 
losing of the gap between

two lowest singlets and lowest triplet is observed at D . −0.3, that indi
ates

a presen
e of the gapless dimerized area there, whi
h presumably separates the

nemati
 and the Neel phase at θ = −π/2. The boundaries of the gapped dimerized
phase are therefore determined as −0.3 . D . 0.025.

During the work, three modi�
ations of the algorithm with matrix produ
t

states (MPS) for periodi
 boundary 
onditions (PBC) have been developed. All

three were designed in order to redu
e the 
omputational e�ort and improve the

pre
ision of the 
al
ulations.

Two of these modi�
ations utilize the Mermin-Wagner theorem, whi
h states

8



that sin
e our 1D Hamiltonians under 
onsideration possess 
ontinuous symmetri-

es (U(1) and SU(2), respe
tively), their eigenstates also possess the same

symmetries (at any temperature and even in the thermodynami
 limit). Therefore

U(1) and SU(2) symmetri
 MPS for PBC are developed and used as variational

states. The lo
al MPS tensors are represented using Wigner-E
kart theorem, and

they have 
hara
teristi
 sparse stru
ture.

A spe
i�
 method to 
onstru
t U(1) symmetri
 MPS for PBC for arbitrary

Sz is des
ribed in the thesis. Usually the non-intera
ting `�
titious site' with spin

proje
tion −Sz was used before. Now the fa
t that U(1) symmetry is Abelian

is utilized, therefore the `�
titious site' is `distributed' over all sites. Te
hni
al

details of the algorithm are expli
itly given, and they 
an be easily implemented

using sparse tensor operations of spe
i�
 program pa
kages.

The SU(2) symmetri
 MPS for PBC is 
onstru
ted similarly to the OBC


ase, ex
ept that all virtual indi
es are made equal in rights. The fa
t that all

the tensors that appear in the algorithm are SU(2) symmetri
 is utilized, that

allows to eliminate all 3j symbols from the 
al
ulations (as it was done previously

for OBC by M
Cullo
h). In this 
ase only so-
alled redu
ed tensors are used,

and all the sums of 3j symbols whi
h appear throughout the 
al
ulations are

spe
i�
 produ
ts of 6j and 9j symbols. The `blo
ks' be
ome rank-6 in the PBC


ase, and the algorithm previously developed for OBC be
omes te
hni
ally mu
h

more intri
ate. Te
hni
al details of the algorithm, namely: re
ursion formulas

for redu
ed `blo
k' updates, derivation of the generalized eigenvalue problem,

derivation of the redu
ed MPO for the squared Hamiltonian, et
. are expli
itly

given. Sparse tensor algebra of 
omputer software Mathemati
a 
an be partly

used, sin
e the `blo
ks' in their redu
ed form are very sparse.

Another modi�
ation of the PBC MPS algorithm utilizes fast de
ay of the

singular values of long produ
ts of transfer matri
es. It allows to repla
e these

long produ
ts by their redu
ed singular value de
omposition and thus 
onstru
t

the generalized eigenvalue problem to be solved at ea
h iteration step in a mu
h

smaller CPU time. In this 
ase 
ir
ular manner of the MPS update must be

9



employed (to se
ure su�
ient length of the produ
t of transfer matri
es), and

the system must be split into at least three se
tions where the produ
ts must

be pre-
omputed (to avoid 
al
ulation of inverse matri
es). However, the strong

de
ay of the singular values is proved to happen not for arbitrary large system (it

is more likely to happen in the gapped system rather than gapless system). It is

also proved to be partly 
aused by U(1) or SU(2) symmetry of the Hamiltonian

under 
onsideration (due to sparse stru
ture of the MPS), if the symmetry is not

taken 
are of from the outset. Therefore it is advised to utilize the de
ay only if

signi�
ant (at least an order of magnitude) redu
tion of the CPU time is expe
ted.

Good performan
e of the developed numeri
al methods was proved by


al
ulations of spe
i�
 energy values as well as spin-spin 
orrelators. E.g., z-z spin


orrelator and staggered magnetization were 
al
ulated for the XXZ model, while

string 
orrelator and dimerization 
orrelator were 
al
ulated for the BBH model

(the latter was 
al
ulated using two lowest singlets, whi
h form a degenerate pair

in the thermodynami
 limit). Also the energy values were reprodu
ed pre
isely

for both models wherever pre
ise values are available.

Key words: XXZ model, bilinear-biquadrati
 Heisenberg model, entanglement,

phase stru
ture, matrix produ
t states (MPS), U(1) symmetry, SU(2) symmetry.
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ÎÒ one-tangle (âåëè÷èíà, ùî ïîêàçó¹ çàïëóòàíiñòü

ìiæ îäíîþ ÷àñòèíêîþ i ðåøòîþ ñèñòåìè)

ÏÊÓ ïåðiîäè÷íi êðàéîâi óìîâè

ÏÂÅ Ïiïïàí-Âàéò-Åâåðòö (àëãîðèòì)

��Ì� ðåíîðìãðóïà ìàòðèöi ãóñòèíè

(àíãë. �density matrix renormalization group (DMRG)�)

�çÑ× ðîçêëàä çà ñèíãóëÿðíèìè ÷èñëàìè

ð-íÿ ðiâíÿííÿ

ÒÌ òåíçîðíà ìåðåæà (àíãë. �tensor network�)
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ñèëüíî êîðåëüîâàíi êâàíòîâi ñèñòåìè Â îñòàííi

êiëüêà äåñÿòèëiòü òåõíi÷íî äîñèòü ïðîñòèì ¹ äîñÿãíåííÿ íàäíèçüêèõ òåìïåðà-

òóð òà ìàíiïóëÿöi¨ íàä ðiçíèìè êâàíòîâèìè îá'¹êòàìè ïðè òàêèõ òåìïåðàòó-

ðàõ. Ñïåðøó öå áóëè içîëüîâàíi îá'¹êòè (åëåêòðîíè, éîíè, àòîìè), àëå íà ðàçi

ìîæëèâî ëîêàëiçîâóâàòè (óëîâëþâàòè) òàêîæ ñèñòåìè òàêèõ îá'¹êòiâ (òîá-

òî áàãàòî ÷àñòèíîê âîäíî÷àñ) íà íàíî, ìiêðî- òà ìåçîñêîïi÷íèõ ìàñøòàáàõ.

Â íèçüêîòåìïåðàòóðíèõ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåìàõ òåìïåðàòóðíi ñòóïåíi

âiëüíîñòi ¹ ¾âèìîðîæåíèìè¿, îäíàê òàêi ñèñòåìè ìîæíà çðîáèòè êâàíòîâîìå-

õàíi÷íî ñèëüíî êîðåëüîâàíèìè íàâiòü çà íóëüîâî¨ òåìïåðàòóðè. Âîíè íà ðàçi

âèêëèêàþòü âåëèêèé iíòåðåñ.

Îäíèì ç âèäiâ òàêèõ ñèñòåì ¹ íèçüêîâèìiðíi êâàíòîâi ìàãíåòèêè, ÿêi ìî-

æëèâî ñòâîðèòè, ïî÷èíàþ÷è ç 1970-èõ ðîêiâ (çàçâè÷àé øëÿõîì âèðîùóâà-

ííÿ êðèñòàëiâ). Â öèõ ñèñòåìàõ äóæå ñèëüíîþ ¹ âçà¹ìîäiÿ ìàãíiòíèõ ìî-

ìåíòiâ ÷àñòèíîê. Ïðèêëàäàìè òàêèõ êâàíòîâèõ ìàãíåòèêiâ [1℄ ¹ ñïîëóêè,

çàñíîâàíi íà éîíàõ Cu2+, ùî óòâîðþþòü ñèñòåìè çi ñïiíîì 1/2 (íàïðè-

êëàä, KCuF3, Sr2CuO3 àáî ñïií-ïà¹ðëñîâi ìàòåðiàëè CuGeO3), àáî íà éî-

íàõ Ni2+, ùî óòâîðþþòü ñèñòåìè çi ñïiíîì 1 (íàïðèêëàä, òàê çâàíi NENP

(Ni(C2H8N2)2NO2(ClO4)) òà NDMAP (Ni(C5H14N2)2N3(PF6))). Iíøi ìàãíiòíi

ìàòåðiàëè ñêëàäàþòüñÿ ç àòîìiâ àáî éîíiâ ïåðåõiäíèõ ìåòàëiâ, òàêèõ ÿê Mn

÷è Fe, àáî ðiäêîçåìåëüíèõ ìåòàëiâ, òàêèõ ÿê Ce ÷è Nd. Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê

ìàòåðiàëîçíàâñòâà ñïðè÷èíèâ iíòåðåñ äî ñïiíîâèõ äðàáèí - îá'¹êòiâ ¾ìiæ¿

îäíîâèìiðíèìè òà äâîâèìiðíèìè ñèñòåìàìè [2℄.

Ïîâåäiíêà âèùå íàçâàíèõ ìàãíiòíèõ ñèñòåì ìîæå áóòè îïèñàíà êâàíòî-

âèìè ìîäåëÿìè ç çàçâè÷àé äîñèòü ñêëàäíèìè ñïií-ñïiíîâèìè âçà¹ìîäiÿìè.

Îäíàê âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìîäåëüíi ãàìiëüòîíiàíè (Içií à ÷è �àéçåíáåð à), ÿêi

äîñëiäæóâàëèñü çà äåñÿòèëiòòÿ äî òîãî, òàêîæ ìîæóòü áóòè ðåàëiçîâàíi íà
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ïðàêòèöi [3℄ - ¨õ ìîæíà (â õîðîøîìó íàáëèæåííi) ñòâîðèòè øòó÷íî. ßê ðå-

çóëüòàò, âèâ÷åííÿ êâàíòîâèõ ñïiíîâèõ ìîäåëåé ¹ å�åêòèâíèì ñïîñîáîì âèâ÷å-

ííÿ ïåâíèõ âèäiâ ìàãíiòíèõ ìàòåðiàëiâ.

Iíòåðåñ äî ìàãíiòíèõ ìàòåðiàëiâ ìàâ ùå îäèí ïîøòîâõ ïiñëÿ âiäêðèòòÿ

âèñîêîòåìïåðàòóðíèõ íàäïðîâiäíèêiâ, ïðèðîäà ÿêèõ âèÿâèëàñü òiñíî ïîâ'ÿ-

çàíîþ ç ñèëüíèìè ìàãíiòíèìè �ëóêòóàöiÿìè, ìîæëèâèìè â íèçüêîâèìiðíèõ

ìàòåðiàëàõ [4℄. ×àñòêîâå ïîÿñíåííÿ öüîãî ÿâèùà [5℄ çàñíîâàíå íà ðîçóìiííi 2D

ìîäåëi �àááàðäà â t− J ãðàíèöi [6℄ äëÿ �åðìiîíiâ çi ñïiíîì 1/2. Åìïiðè÷íèé

äîñâiä ïîêàçàâ, ùî âñþäè â îêîëi âèñîêî-Tc íàäïðîâiäíî¨ �àçè iñíó¹ àíòè-

�åðîìàãíiòíà (�ðóñòðîâàíà) �àçà. Ôðóñòðîâàíi àíòè�åðîìàãíåòèêè âiäòîäi

âèêëèêàþòü âåëèêèé iíòåðåñ â �içèöi êîíäåíñîâàíîãî ñòàíó [7℄.

Õîðîøèì ñòèìóëîì ¹ òàêîæ ìîæëèâiñòü ñòâîðåííÿ åêçîòè÷íèõ êâàíòîâèõ

�àç, ÿê-îò: âàëåíòíîçâ'ÿçêîâi òâåðäi òiëà, ðåçîíóþ÷i âàëåíòíîçâ'ÿçêîâi òâåð-

äi òiëà, à òàêîæ ðiçíi òèïè êâàíòîâèõ ñïiíîâèõ ðiäèí (ñïiíîâi ðiäèíè 1-ãî i

2-ãî òèïó [8℄ òà òîïîëîãi÷íi i êðèòè÷íi ñïiíîâi ðiäèíè [9℄). Çîêðåìà, íåùî-

äàâíî ñïiíîâi ñèñòåìè ç òîïîëîãi÷íèì ïîðÿäêîì áóëè çàïðîïîíîâàíi [10℄ ÿê

êàíäèäàòè äëÿ íàäiéíèõ êâàíòîâèõ ðîçðàõóíêiâ. Ùî öiêàâî, ñõîæiñòü ìiæ êi-

ðàëüíèìè ñïiíîâèìè ñòàíàìè òà ñòàíàìè äðîáîâîãî êâàíòîâîãî å�åêòó Õîë-

ëà (ÄÊÕ) [11℄ äîçâîëèëà âèêîðèñòîâóâàòè òåîðiþ òîïîëîãi÷íîãî ïîðÿäêó äëÿ

îïèñó ðiçíèõ ÄÊÕ-ñòàíiâ [12℄. ßê i êiðàëüíi ñïiíîâi ñòàíè, ÄÊÕ-ñòàíè ìàþòü

âèðîäæåííÿ îñíîâíîãî ñòàíó, ùî çàëåæèòü âiä òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó [13, 14℄.

Iíøèé âèä ñèëüíî êîðåëüîâíèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì - óëüòðàõîëîäíi àòîìíi

ãàçè - âïåðøå áóëè ñòâîðåíi â 1990-i ðîêè i òåïåð àêòèâíî äîñëiäæóþòüñÿ. Öå

áóâ êðîê óïåðåä ïiñëÿ òîãî, ÿê ó÷åíi íàâ÷èëèñÿ ìàíiïóëþâàòè îäèíî÷íèìè

àòîìàìè. Ïðè äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé êâàíòîâèõ ãàçiâ ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ

äëÿ âèâ÷åííÿ êâàíòîâèõ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ìîäåëåé ¹ ñëàáî âçà¹ìîäiþ÷èé

áîçå-ãàç [15, 16, 17℄. Âèâ÷åííÿ òàêî¨ ñèñòåìè ïðèçâîäèòü äî ñïîñòåðåæåííÿ

�óíäàìåòàëüíîãî ÿâèùà áîçå-åéíøòåéíiâñüêî¨ êîíäåñàöi¨ (ÁÅÊ) [18℄. Iíøè-

ìè ïðèêëàäàìè ¹ ïåðåõiä ç ìîëåêóëÿðíîãî ÁÅÊ â ÁÊØ-ðåæèì, ùî âèâ÷à¹-

òüñÿ â ñèëüíî âçà¹ìîäiþ÷èõ �åðìi-ãàçàõ (äèâ., íàïðèêëàä, [19℄), òà ïåðåõiä
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ç íàïðîâiäíîãî ñòàíó â ñòàí içîëÿòîðà Ìîòòà, ùî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â áîçå-ãàçi,

ïîìiùåíîìó â ïîòåíöiàë îïòè÷íî¨  ðàòêè [20, 21, 22℄. Â îñòàííüîìó âèïàä-

êó äèíàìiêà óëüòðàõîëîäíèõ ãàçiâ çà ðiçíèõ óìîâ ðåàëiçó¹ ìíîæèíó ìîäåëåé

Áîçå-�àááàðäà (Á�) [23℄. Òàêîæ âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çà äîïîìîãîþ õîëîäíèõ àòî-

ìiâ ìîæíà ðåàëiçóâàòè ìîäåëi ç òîïîëîãi÷íèì ïîðÿäêîì [24, 25℄

Íàðåøòi, çà äîïîìîãîþ áîçå-áîçå-, �åðìi-�åðìi- òà áîçå-�åðìi-ñóìiøåé

ìîæíà óòâîðèòè äóæå åêçîòè÷íi ñòàíè. Ïðèìiðîì, ââàæà¹òüñÿ, ùî â ñóìiøi

äâîõ áîçîííèõ âèäiâ íà  ðàòöi ìiæâèäîâå âiäøòîâõóâàííÿ òà ïðèòÿãàííÿ ìîæå

ñïðè÷èíèòè iñíóâàííÿ �àç âiäïîâiäíî íåñòèñêóâàíî¨ íàäêîíòððiäèíè (àíãë.

�super
ounter�uid (SCF)�) òà ñòèñêóâàíî¨ ïàðíîíàäïëèííî¨ ðiäèíè (àíãë. �pai-

rsuper�uid (PSF)�) [26℄.

Â ïåâíèõ ìåæàõ ìîäåëi �àááàðäà çâîäÿòüñÿ äî ðiçíèõ ñïiíîâèõ ìîäåëåé;

õîëîäíi àòîìè òà éîíè äîçâîëÿþòü ïðàêòè÷íî iäåàëüíó ðåàëiçàöiþ òàêèõ ñïi-

íîâèõ ìîäåëåé (äèâ., ïðèìiðîì, [27, 28, 29℄). Òàêà ðåàëiçàöiÿ ìîæå áóòè âè-

êîðèñòàíà òàêîæ ÿê êâàíòîâèé ñèìóëÿòîð äëÿ óòâîðåííÿ ïåâíèõ ìîäåëåé òà

äëÿ äîñëiäæåííÿ äóæå ñïåöè�i÷íèõ i ñïåöiàëiçîâàíèõ ïèòàíü â �içèöi êîí-

äåíñîâàíîãî ñòàíó.

ßê âèñíîâîê, âèâ÷åííÿ êâàíòîâèõ ìîäåëåé ¹ êîðèñíèì ç äâîõ òî÷îê çîðó.

Âîíè îïèñóþòü ïîâåäiíêó ðåàëüíèõ (íèçüêîâèìiðíèõ) áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñè-

ñòåì i ¹ õîðîøèìè îá'¹êòàìè äëÿ äîñëiäæåííÿ íåòðèâiàëüíèõ ÿâèù â �içèöi

êîíäåíñîâàíîãî ñòàíó.

Âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñêëàäîâèìè (÷àñòèíêàìè) â íèçüêîâèìiðíèõ êâàíòîâèõ ìî-

äåëÿõ ìîæóòü áóòè ðiçíîìàíiòíèìè, à ¾ñèëà¿ êîæíî¨ âçà¹ìîäi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ

ïàðàìåòðàìè, ùî íàëàøòîâóþòüñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî. Òàêi ïàðàìåòðè çâó-

òüñÿ êîíòðîëüíèìè. Çàçâè÷àé íà ïðàêòèöi ¨õ îäèí àáî äâà. Çàëåæíî âiä çíà-

÷åíü öèõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìà ìîæå ïðîÿâëÿòè ïðèíöèïîâî ðiçíi âëàñòèâîñòi

(çîêðåìà, ó ñâî¹ìó îñíîâíîìó ñòàíi).

Â ðiçíèõ äiàïàçîíàõ çíà÷åíü êîíòðîëüíèõ ïàðàìåòðiâ îñíîâíèé ñòàí áà-

ãàòî÷àñòèíêîâî¨ ñèñòåìè õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íåíóëüîâèìè ñïîñòåðåæóâàíèìè

çíà÷åííÿìè ïåâíèõ êîðåëÿöiéíèõ �óíêöié. Äiàïàçîíè êîíòðîëüíèõ ïàðàìå-
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òðiâ, äå êâàíòîâà ñèñòåìà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ îäíèì i òèì ñàìèì õàðàêòåðíèì

êîðåëÿòîðîì, çâóòüñÿ êâàíòîâèìè �àçàìè. Çìiíþþ÷è âiäïîâiäíèé êîíòðîëü-

íèé ïàðàìåòð, ìîæíà ñïðè÷èíÿòè êâàíòîâi �àçîâi ïåðåõîäè (ÊÔÏ) ìiæ ðiçíè-

ìè �àçàìè. ÊÔÏ âiäáóâàþòüñÿ â ðiçíèõ êâàíòîâèõ ñèñòåìàõ i îñòàííiì ÷àñîì

ïðèâåðíóëè âåëèêó óâàãó â �içèöi êîíäåíñîâàíîãî ñòàíó [30℄. Î÷åâèäíî, ùî

âîíè âiäáóâàþòüñÿ ïðè ÷iòêî âèçíà÷åíèõ çíà÷åííÿõ êîíòðîëüíèõ ïàðàìåòðiâ,

ùî çâóòüñÿ òî÷êàìè �àçîâèõ ïåðåõîäiâ.

Âàæëèâî çàóâàæèòè íàñòóïíå. Ïîáëèçó òà â ñàìèõ êðèòè÷íèõ òî÷êàõ ði-

çíi ÷àñòèíè ñèñòåìè ¹ êâàíòîâîìåõàíi÷íî ñèëüíî êîðåëüîâàíèìè, i òîìó ðiçíi

êîðåëÿöiéíi �óíêöi¨ ìîæóòü ìàòè ñèíãóëÿðíiñòü [31℄. Êâàíòîâi áàãàòî÷àñòèí-

êîâi ñèñòåìè äåñÿòèëiòòÿìè âèâ÷àëèñü â òåðìiíàõ òàêèõ êîðåëÿöiíèõ �óíêöié

â ðàìêàõ òåîði¨ Ëàíäàó. Çãiäíî ç íåþ, êîæíà �àçà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîðó-

øåííÿì ïåâíî¨ ñèìåòði¨ â ñâî¹ìó îñíîâíîìó ñòàíi, ùî ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè

âiäïîâiäíîãî êîðåëÿòîðà (ÿêèé çâåòüñÿ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó). Îäíàê òîïîëî-

ãi÷íî óïîðÿäêîâàíi �àçè [32℄, êâàíòîâi ñïiíîâi ðiäèíè [7℄ òà íåîáìåæåíi (àíãë.

�de
on�ned�) êâàíòîâi êðèòè÷íi òî÷êè [33℄ íå ìîæóòü áóòè îïèñàíi ïàðàìåòðà-

ìè ïîðÿäêó â ¨õíüîìó êëàñè÷íîìó ñåíñi. Íàòîìiñòü âîíè õàðàêòåðèçóþòüñÿ

ðÿäêîâèìè îïåðàòîðàìè (àíãë. �string operators�), ùî çàäîâiëüíÿþòü ¾ïðàâè-

ëî íóëÿ¿ (àíãë. �zero-law�) [34℄. Òàêîæ áóëî âèÿâëåíî, ùî òàêi êâàíòîâi �àçè

òà ÊÔÏ ìîæóòü áóòè ðîçðiçíåíi òà îïèñàíi â òåðìiíàõ êâàíòîâî¨ çàïëóòàíî-

ñòi [35, 36℄. Ïðîñòi ìiðè çàïëóòàíîñòi ìîæóòü ïðèíöèïîâî îïèñóâàòè ñòðóêòó-

ðó áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì, à ñàìå - âèçíà÷àòè ¨õíi êðèòè÷íi âëàñòèâîñòi

(íàïðèêëàä, ïîëîæåííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê) íå ãiðøå çà êîðåëÿöiéíi �óíêöi¨.

Âèðîäæåííÿ ñïåöè�i÷íî¨ ìiðè çàïëóòàíîñòi - ñïåêòðà çàïëóòàíîñòi - âêàçó¹

íà iñíóâàííÿ òîïîëîãi÷íî¨ �àçè [37℄. Ìiðè çàïëóòàíîñòi, ùî âèêîðèñòîâóþ-

òüñÿ â äàíié ðîáîòi, îïèñàíi â Äîäàòêó À. Âèâ÷àþòüñÿ òiëüêè ïðîñòi ìiðè, ÿêi

íå õàðàêòåðèçóþòü çàïëóòàíiñòü äàëåêî¨ äi¨ ÷è áàãàòîêóáiòîâó (òðè÷àñòèííó

àáî iíøó) çàïëóòàíiñòü.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íàâiòü îäíîâèìiðíi i äîñèòü ïðîñòi êâàíòîâi ìîäåëi ìî-

æóòü ìàòè äóæå íåòðèâiàëüíó �àçîâó ñòðóêòóðó. Öå ìîæíà ïîáà÷èòè íà ïðè-
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êëàäi áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à (ÁÁ�) çi ñïiíîì 1. Âîíà ìîæå

ïåðåáóâàòè ùîíàéìåíøå â ÷îòèðüîõ �àçàõ [38, 39℄: Õîëäåéíà, êðèòè÷íié, �å-

ðîìàãíiòíié òà äèìåðíié. Â äèìåðíié �àçi ïîðóøó¹òüñÿ òðàíñëÿöiéíà ñèìå-

òðiÿ îñíîâíîãî ñòàíó (ùî é ñïðè÷èíÿ¹ äèìåðèçàöiþ). Òîïîëîãi÷íî çàõèùåíà

�àçà Õîëäåéíà ìà¹ ïîðóøåíó ¾ïðèõîâàíó¿ Z2×Z2 ñèìåòðiþ òà ïîäâiéíî âèðî-

äæåíèé ñïåêòð çàïëóòàíîñòi - âîíà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàÿâíiñòþ ¾íåëîêàëüíî-

ãî¿ ðÿäêîâîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêó. Ôåðîìàãíiòíà �àçà ìà¹ íåñêií÷åííîêðàòíî

âèðîäæåíèé îñíîâíèé ñòàí, à êðèòè÷íà - êâàäðóïîëüíi ãîëîâíi çáóäæåííÿ. Äî

òîãî æ, äîâãèé ÷àñ òðèâàëà äèñêóñiÿ ùîäî iñíóâàííÿ íåìàòè÷íî¨ �àçè ìiæ

�åðîìàãíiòíîþ òà äèìåðíîþ �àçàìè.

Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå, â äàíié ðîáîòi óâàãà çîñåðåäæó¹òüñÿ íà îäíîâèìiðíèõ

êâàíòîâèõ ìîäåëÿõ. Êîíêðåòíiøå, äîñëiäæóþòüñÿ XXZ ìîäåëü ÷àñòèíîê çi

ñïiíîì 1/2 (ùî ìîæå áóòè âiäîáðàæåíà íà ìîäåëü Áîçå-�àááàðäà) òà áiëiíiéíî-

áiêâàäðàòíà ìîäåëü �àéçåíáåð à (ÁÁ�) ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1 òà îäíîéîííîþ

àíiçîòðîïi¹þ (êâàäðàòè÷íèì å�åêòîì Çååìàíà). Óâàãà çîñåðåäæó¹òüñÿ íà òèõ

âëàñòèâîñòÿõ öèõ âæå âiäîìèõ ìîäåëåé, ÿêi íà ðàçi ¹ ñëàáî äîñëiäæåíèìè.

Âèáið ÷èñåëüíîãî ìåòîäó Ôàçîâà ñòðóêòóðà êîíêðåòíî¨ ìîäåëi ìîæå áó-

òè âèçíà÷åíà äâîìà øëÿõàìè. Îäíèì iç íèõ ¹ âèçíà÷åííÿ âëàñòèâîñòåé îñíîâ-

íîãî ñòàíó, à òî÷íiøå - âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó, ùî õàðàêòåðèçóþòü

îñíîâíèé ñòàí â êîæíié �àçi (ÿê óæå çãàäóâàëîñü ðàíiøå, êîæíèé �àçîâèé

ïåðåõiä õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîÿâîþ/çíèêíåííÿì ïåâíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêó).

Iíøèì ñïîñîáîì ¹ âèâ÷åííÿ íàéíèæ÷î¨ ÷àñòèíè åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðà ìîäå-

ëi. Âîíà ¹ ïðèíöèïîâî ðiçíîþ â ðiçíèõ �àçàõ (ÿê â ñêií÷åíèõ, òàê i â íåñêií-

÷åííèõ ñèñòåìàõ), îòæå, ðiçíèì ¹ i òèï åëåìåíòàðíèõ êîëåêòèâíèõ çáóäæåíü.

ßêèé áè ç âèùåíàçâàíèõ ñïîñîáiâ íå âèêîðèñòîâóâàâñÿ, î÷åâèäíî, ùî íå-

îáõiäíî ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ âèçíà÷èòè ïåâíó ìíîæèíó âëàñíèõ ñòàíiâ ãàìiëü-

òîíiàíà ìîäåëi. (Â áiëüøîñòi âèïàäêiâ öå íàéíèæ÷i ñòàíè, îäíàê, íàïðèêëàä,

äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè çàïëóòàíîñòi XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2 ìîæóòü

çíàäîáèòèñÿ âèñîêi çáóäæåíi ñòàíè)

Âèâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ ãàìiëüòîíiàíiâ áiëüøîñòi 1D êâàíòîâèõ ñèñòåì ðiâ-
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íÿííÿ Øðüîäií åðà íå ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå òî÷íî (àíàëiòè÷íî). Òîìó äëÿ

ðîçðàõóíêiâ äîâîäèòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè íàáëèæåíi ìåòîäè. Äîáðå âiäîìèé

íàáëèæåíèé ìåòîä - òåîðiÿ çáóðåíü - íå ñïðàöüîâó¹ äëÿ ñèëüíî êîðåëüîâàíèõ

ñèñòåì ÷åðåç âiäñóòíiñòü ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îòæå, íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâà-

òè âàðiàöiéíi ìåòîäè, â ÿêèõ âàðiàöiéíi ïàðàìåòðè ðîçðàõîâóþòüñÿ ÷èñåëüíî.

Íåçâàæàþ÷è íà ïðîñòîòó áàãàòüîõ êâàíòîâèõ ñïiíîâèõ ìîäåëåé, ¨õíié

ñïåêòð ìîæå áóòè äóæå íåî÷åâèäíèì. Â ñâîþ ÷åðãó, âëàñíi ñòàíè ìîæóòü

ìàòè ñêëàäíó ñòðóêòóðó çàïëóòàíîñòi, ùî îäðàçó ïîçíà÷à¹òüñÿ íà ðåñóðñàõ,

íåîáõiäíèõ äëÿ ðîçðàõóíêiâ. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè äëÿ ðîçðàõóíêiâ ïîòðiáíî âèêî-

ðèñòîâóâàòè âèñîêîòî÷íi i ïðè öüîìó ðåñóðñíî å�åêòèâíi ÷èñåëüíi ìåòîäè.

Âëàñíi ñòàíè äîñëiäæóâàíèõ êâàíòîâèõ ìîäåëåé, â ïðèíöèïi, íåîáõiäíî âè-

çíà÷àòè â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi. Îäíàê â ïåðåâàæíié áiëüøîñòi âèïàäêiâ

¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè ðîçâ'ÿçêè äëÿ ñêií÷åííèõ ñèñòåì i ç âèñîêîþ òî÷íi-

ñòþ åêñòðàïîëþâàòè ¨õ íà íåñêií÷åííiñòü. Îêðiì òîãî, áiëüøiñòü ÷èñåëüíèõ

àëãîðèòìiâ äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì ïîðóøóþòü íåïåðåðâíi ñèìåòði¨ ãàìiëü-

òîíiàíiâ (íàïðèêëàä, U(1) àáî SU(2) ñèìåòðiþ). Ñàìå òîìó â äàíié ðîáîòi

óâàãà çîñåðåäæó¹òüñÿ íà ðîçðîáöi àëãîðèòìiâ äëÿ ðîçðàõóíêó âëàñòèâîñòåé

ñêií÷åííèõ 1D êâàíòîâèõ ñèñòåì. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ áóäóòü âèêîðèñòàíi íà-

ÿâíi àëãîðèòìè äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì (áåç æîäíèõ âäîñêîíàëåíü).

Çàçâè÷àé äîñëiäæóþòüñÿ 1D ñèñòåìè ç âiäêðèòèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

(ÂÊÓ), òîáòî ¾ëàíöþãè¿. Àëå ñèñòåìè ç ïåðiîäè÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

(ÏÊÓ), òîáòî ¾êiëüöÿ¿, äîçâîëÿþòü åêñòðàïîëÿöiþ äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðà-

íèöi äëÿ íàáàãàòî ìåíøèõ ñèñòåì. Îêðiì òîãî, êiëüöüîâi ñèñòåìè íå çàçíàþòü

âïëèâó êðàéîâèõ å�åêòiâ (íà êøòàëò îñöèëÿöié Ôðiäåëÿ). Òàêîæ ãàìiëüòîíi-

àíè ç ÏÊÓ ìîæóòü ìàòè òðàíñëÿöiéíó iíâàðiàíòíiñòü (íà âiäìiíó âiä ÂÊÓ),

ùî â ñâîþ ÷åðãó çóìîâëþ¹ òðàíñëÿöiéíó iíâàðiàíòiñòü âëàñíèõ ñòàíiâ, ÿêà ìî-

æå áóòè âèêîðèñòàíà. Òîìó â äàíié ðîáîòi óâàãà çîñåðåäæó¹òüñÿ íà ñïiíîâèõ

ìîäåëÿõ ñàìå ç ÏÊÓ (ãåîìåòði¨ êiëüöÿ).

Ïðèáëèçíî 25 ðîêiâ òîìó ïîòóæíèé ìåòîä ðåíîðìãðóïè ìàòðèöi ãóñòèíè

(��Ì�) [40, 41, 42℄ áóâ ðîçðîáëåíèé ÿê âèñîêîòî÷íèé iíñòðóìåíò äëÿ ÷èñåëü-
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íîãî îïèñó îäíîâèìiðíèõ êâàíòîâèõ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì. Ñïî÷àòêó âií

äîçâîëèâ ðîçðàõóâàòè õàðàêòåðèñòèêè àíòè�åðîìàãíiòíèõ ñïiíîâèõ ëàíöþ-

ãiâ �àéçåíáåð à ç S = 1
2 òà S = 1, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó íàáàãàòî ìåíøå

ðåñóðñiâ, íiæ iíøi ìåòîäè òèïó Ìîíòå-Êàðëî, i çàáåçïå÷óþ÷è íàáàãàòî âèùó

òî÷íiñòü. Âiäòîäi âií áóâ óñïiøíî çàñòîñîâàíèé äî áàãàòüîõ ñèñòåì ñïiíiâ òà

ñèëüíî êîðåëüîâàíèõ åëåêòðîíiâ. Ìåòîä ïîêàçàâ ìîæëèâiñòü áîçå-êîíäåíñàöi¨

â àíòè�åðîìàãíiòíîìó ëàíöþãó â ñèëüíîìó ïîëi [43℄ òà ïðîëèâ ñâiòëî íà ñïi-

íîâèé êâàíòîâèé å�åêò Õîëëà â íåòðàäèöiéíèõ íàäïðîâiäíèêàõ [44℄. Áóëà

âèçíà÷åíà ïîâåäiíêà îïòè÷íî¨ ïðîâiäíîñòi çàëåæíî âiä ÷àñòîòè â ðiçíèõ ìî-

äåëÿõ [45℄. Òî÷íå ìîäåëþâàííÿ åâîëþöi¨ â ÷àñi äîçâîëèëî äîñëiäæåííÿ äîáðå

êîíòðîëüîâàíèõ óëüòðàõîëîäíèõ àòîìíèõ ñèñòåì [46℄. Íàðåøòi, ìåòîä ìîæëè-

âî ïîøèðèòè íà 2D ñèñòåìè [47, 48℄.

Íàìàãàþ÷èñü ïîÿñíèòè óñïiõ ��Ì�, Îñòëóíä òà �îììåð ïðèéøëè äî êâàí-

òîâèõ ñòàíiâ ó �îðìi òàê çâàíèõ ìàòðè÷íîäîáóòêîâèõ ñòàíiâ (ÌÄÑ). Öi ñòàíè

áóëè íà òîé ÷àñ áiëüø-ìåíø âiäîìi ÿê ñêií÷åííî êîðåëüîâàíi ñòàíè [49℄, íàé-

ïðîñòiøîþ �îðìîþ ÿêèõ ¹ ÀÊËÒ-ñòàí [50℄. Áóëî äîâåäåíî, ùî â òîé ÷àñ ÿê

ÌÄÑ âiäîáðàæà¹ ïðèíöèïîâó ñòðóêòóðó âëàñíèõ ñòàíiâ, ��Ì� òî÷íî âiä-

ñëiäêîâó¹ i âèçíà÷à¹ ¾âàæëèâi¿ ñòóïåíi âiëüíîñòi, ùî îïèñóþòü ïîâåäiíêó ñè-

ñòåìè [51, 52℄. Ïiçíiøå áóëî ñòðîãî äîâåäåíî, ùî êðîê ��Ì�, â ÿêîìó áëîê

çðîñòà¹, åêâiâàëåíòíèé ïî÷àñòèíêîâié îïòèìiçàöi¨ ÌÄÑ [53℄. Òîìó íà ðàçi ïå-

ðåäîâi çàñòîñóâàííÿ ��Ì� âèêîðèñòîâóþòü �îðìàëiçì ÌÄÑ.

ÌÄÑ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì áiëüø çàãàëüíîãî êëàñó êâàíòîâèõ ñòàíiâ,

ùî çâóòüñÿ ñòàíàìè òåíçîðíèõ ìåðåæ (ÒÌ). Ïiäõiä ÒÌ [54, 55℄ äëÿ êâàíòî-

âèõ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì áóâ ðîçðîáëåíèé â 2000-i ðîêè â÷åíèìè, ùî

çàéìàþòüñÿ êâàíòîâîþ ií�îðìàòèêîþ. Áàçîâîþ iäå¹þ ÒÌ ¹ ïðåäñòàâëåííÿ

õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ êâàíòîâî¨ áàãàòî÷àñòèíêîâî¨ ñèñòåìè ÿê ìåðåæi ç'¹äíàíèõ

ìiæ ñîáîþ òåíçîðiâ. Âiäîìèìè ïðèêëàäàìè ÒÌ ¹ PEPS (àíãë. �proje
ted-

entangled pair states�) [56℄, MERA (àíãë. �multis
ale entanglement renormali-

zation ansatz�) [57℄, TTN (àíãë. �tree tensor network�) [58℄ i ò.ä. ÌÄÑ ¹ íàéïðî-

ñòiøèì ïðèêëàäîì PEPS, äå êîæåí òåíçîð ìà¹ 3 âèìiðè.
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Ïiõiä ÒÌ âèÿâèâñÿ äóæå ãíó÷êèì â ðiçíèõ àñïåêòàõ: çà éîãî äîïîìîãîþ

ìîæíà âèâ÷àòè ñèñòåìè â ðiçíèõ ðîçìiðíîñòÿõ; ñêií÷åííîãî òà íåñêií÷åííîãî

ðîçìiðó; ç ðiçíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè, ñèìåòðiÿìè; ñèñòåìè áîçîíiâ, �åð-

ìiîíiâ òà �ðóñòðîâàíèõ ñïiíiâ; i ò.ä. Éîãî óñïiõ â çàñòîñóâàííi äî êâàíòîâèõ

ñïiíîâèõ ëàíöþãiâ ïîÿñíþ¹òüñÿ òàê: áàãàòî âàæëèâèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ¹ òàêè-

ìè, ùî âçà¹ìîäi¨ ìiæ ðiçíèìè ÷àñòèíêàìè â íèõ ¹ ëîêàëüíèìè (ïðèìiðîì,

ìiæ íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè, ÷åðåç îäíó ÷àñòèíêó i ò.ä.). ßê íàñëiäîê, ìî-

æíà äîâåñòè, ùî áàãàòî âëàñíèõ ñòàíiâ ùiëèííèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ç ëîêàëüíè-

ìè âçà¹ìîäiÿìè çàäîâiëüíÿþòü òàê çâàíå ¾ïðàâèëî ïëîù¿ [59℄ äëÿ åíòðîïi¨

çàïëóòàíîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [60, 61, 62, 63℄). ¾Ïðàâèëî ïëîù¿ êàæå, ùî åí-

òðîïiÿ çàïëóòàíîñòi ÷àñòèíè ïðîñòîðó ïðîïîðöiéíà ïëîùi ïîâåðõíi îáëàñòi,

à íå îá'¹ìó. Àíàëîãi÷íå ïðàâèëî ç ìóëüòèïëiêàòèâíèìè òà/àáî àäèòèâíèìè

ïîïðàâêàìè äi¹ äëÿ íåùiëèííèõ ãàìiëüòîíiàíiâ [64, 65℄. Âñå öå îçíà÷à¹, ùî

ìíîæèíà âëàñíèõ ñòàíiâ ðåàëüíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ¹ òiëüêè êðèõiòíîþ, åêñ-

ïîíåíöiéíî ìàëîþ ÷àñòèíîþ âñüîãî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó, ùî ìîæå áóòè

îõîïëåíà ÒÌ ç ðåçîííèìè ðîçìiðàìè òåíçîðiâ.

Â äàíié ðîáîòi âëàñíi ñòàíè îäíîâèìiðíèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿþ-

òüñÿ ÿê ÌÄÑ. Äîíèíi ñ�îðìóëüîâàíî áàãàòî àëãîðèòìiâ ç ÌÄÑ, i â ñòàòòi [66℄

ïîäàíèé äîñèòü äåòàëüíèé îãëÿä. Àëãîðèòìè ç ÌÄÑ áàçóþòüñÿ íà âàðiàöiéíî-

ìó ïiäõîäi ïðè ðîçðàõóíêó ñòàíiâ ñêií÷åííèõ ñèñòåì òà óÿâíié åâîëþöi¨ â ÷àñi

ó âèïàäêó íåñêií÷åííèõ ñèñòåì. Ïî ñóòi, â àëãîðèòìàõ äëÿ ñêií÷åííèõ ñèñòåì

âàðiàöiéíèì ìåòîäîì ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çâè÷àéíå ðiâíÿííÿ Øðüîäií åðà (¹äèíà

âiäìiííiñòü âiä ñòàíäàðòíîãî âàðiàöiéíîãî ìåòîäó â òîìó, ùî ïàðàìåòðè âà-

ðiþþòüñÿ ïîðöiÿìè, òîáòî íå âñi îäðàçó). Ç iíøîãî áîêó, áàãàòî àëãîðèòìiâ

äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì áàçóþòüñÿ íà óÿâíié åâîëþöi¨ â ÷àñi, âèêîðèñòîâóþ-

÷è Òðîòòåð-ðîçêëàä [67℄ îïåðàòîðà åâîëþöi¨. Âîíè çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü

òðàíñëÿöiéíó iíâàðiàíòíiñòü îñíîâíèõ ñòàíiâ ìîäåëåé (íàïðèêëàä, òðàíñëÿ-

öiéíî iíâàðiàíòíèé ÌÄÑ ç îäíî÷àñòèíêîâèì êîðåãóâàííÿì [68℄ òà ÏÁçÅ×

äëÿ ÌÄÑ [69, 70℄).

Ñïî÷àòêó àëãîðèòì ��Ì� áóâ ðîçðîáëåíèé äëÿ ÂÊÓ (âiäïîâiäíèé ÌÄÑ
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ç ÂÊÓ óòâîðþ¹òüñÿ ïî õîäó ðîçðàõóíêiâ). Íàâiòü çàðàç ñèñòåìè ç ÏÊÓ ÷àñòî

äîñëiäæóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÌÄÑ ç ÂÊÓ, ïðîñòî äîäàþ÷è äî ãàìiëüòîíià-

íà îäèí ÷ëåí âçà¹ìîäi¨. Îäíàê â äàíié ðîáîòi ðîçðàõóíêè ïðîâîäèòèìóòüñÿ

çà äîïîìîãîþ ÌÄÑ, çàïðîïîíîâàíîãî Âåðñòðàòå, Ïîððàñîì òà Ñiðàêîì äëÿ

ÏÊÓ [71℄.

×èñåëüíi ìåòîäè, ÿêi íåîáõiäíî ðîçðîáèòè Ìàéæå îäðàçó áóëî âèÿâ-

ëåíî, ùî çâè÷àéíi ðîçðàõóíêè ìåòîäîì ��Ì� äëÿ 1D êâàíòîâèõ ñèñòåì âè-

ìàãàþòü íàáàãàòî áiëüøå ðåñóðñiâ äëÿ ÏÊÓ, íiæ äëÿ ÂÊÓ [41℄. Öå çóìîâëåíî

íàáàãàòî áiëüøîþ êiëüêiñòþ çàïëóòàíîñòi â ñèñòåìi, ÿêà ìà¹ áóòè îõîïëåíà â

àëãîðèòìi. Îêðiì òîãî, ó âèïàäêó ÏÊÓ ��Ì� çáiãà¹òüñÿ íàáàãàòî ïîâiëüíiøå.

Âåðñòðàòå, Ïîððàñ òà Ñiðàê (ÂÏÑ) äîñëiäèëè öþ ïðîáëåìó i çàïðîïîíóâàëè

àëãîðèòì â òåðìiíàõ ìàòðè÷íîäîáóòêîâèõ ñòàíiâ äëÿ êiëüöüîâèõ ñèñòåì (âè-

ùå çãàäàíèõ ÌÄÑ ç ÏÊÓ), ùî çàáåçïå÷ó¹ ïðèáëèçíî òàêó ñàìó òî÷íiñòü, ùî é

��Ì� äëÿ ÂÊÓ ç òèì ñàìèì ðîçìiðîì ÌÄÑ m [71℄. Öåé àëãîðèòì ïðèðîäíî

óðiâíþ¹ â ïðàâàõ âñi ÷àñòèíêè, ùî âëàñòèâî ÏÊÓ.

Ïðîìiæíi êðîêè àëãîðèòìó ÂÏÑ âèêîðèñòîâóþòü ìàòðèöi ðîçìiðó m2 ×
m2

, i ÷àñ ðîçðàõóíêiâ â íüîìó çàëåæèòü âiä m ÿê O(m5), â òîé ÷àñ ÿê äëÿ

ÂÊÓ - ÿê O(m3). Öå ïèòàííÿ áóëî ðîçãëÿíóòå Ïiïïàíîì, Âàéòîì òà Åâåð-

òöîì (ÏÂÅ), ÿêi âèÿâèëè, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ ñèñòåì ìîæëèâi íàáà-

ãàòî øâèäøi ðîçðàõóíêè ç âèêîðèñòàííÿì ðîçêëàäó çà ñèíãóëÿðíèìè ÷èñëà-

ìè (�çÑ×) äîáóòêiâ ïåâíèõ òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü [72℄. Äîñòàòíüî óòðèìóâà-

òè äîñèòü ìàëó êiëüêiñòü ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë äëÿ ðîçðàõóíêó òàêèõ äîáóòêiâ

ç õîðîøîþ òî÷íiñòþ. Êîðèñíiñòü âäîñêîíàëåíîãî àëãîðèòìó áóëà ïðîäåìîí-

ñòðîâàíà ðîçðàõóíêàìè îñíîâíîãî ñòàíó ãàìiëüòîíiàíà �àéçåíáåð à çi ñïiíîì

1. Àâòîðè ïîêàçàëè, ùî äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó îòðèìóþòüñÿ òî÷íi ðåçóëüòàòè.

�îññiíi òà ñïiâàâòîðè ðîçâèíóëè öå äîñëiäæåííÿ i âèÿâèëè, ùî êiëüêiñòü åëå-

ìåíòàðíèõ îïåðàöié â àëãîðèòìi ìà¹ ïîðÿäîê O(m4) [73℄. Îäíàê âñi íàçâàíi

ðîáîòè ðîçãëÿäàþòü òiëüêè êîíðåòíi ñïiíîâi ìîäåëi, íå âèêîðèñòîâóþ÷è óíi-

âåðñàëüíèé ìåõàíiçì äëÿ ðîçðàõóíêó äîâiëüíî¨ ìîäåëi. Âií ïîëÿãà¹ ó ââåäåííi

â àëãîðèòì òàê çâàíèõ ìàòðè÷íîäîáóòêîâèõ îïåðàòîðiâ (ÌÄÎ) [68℄.
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ßê âæå çãàäóâàëîñü,  ðóíòîâíèé îãëÿä àëãîðèòìiâ ç ÌÄÑ òà ¨õíüîãî çâ'ÿç-

êó ç ��Ì� ïîäàíèé â [66℄ (äîäàòêîâà ïðîöåäóðà äëÿ ðîçðàõóíêó çáóäæå-

íèõ ñòàíiâ îïèñàíà â [74℄). Â öüîìó îãëÿäi áiëüøiñòü àëãîðèòìiâ �îðìóëþ-

þòüñÿ áåçâiäíîñíî äî ñèìåòðié. Îäíàê çãiäíî ç òåîðåìîþ Ìåðìiíà-Âà íåðà-

Êîóëìåíà íåïåðåðâíà ñèìåòðiÿ íå ìîæå ïîðóøóâàòèñÿ â 1D [75, 76℄. Òîìó

ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî 1D ãàìiëüòîíiàíè, ùî âèâ÷àþòüñÿ â ðîáîòi,

çîêðåìà, U(1)-ñèìåòðè÷íà XXZ ìîäåëü çi ñïiíîì 1/2 òà SU(2)-ñèìåòðè÷íà

áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíà ìîäåëü �àéçåíáåð à (ÁÁ�) çi ñïiíîì 1, çàâæäè ìàþòü

âiäïîâiäíî U(1)- òà SU(2)-ñèìåòðè÷íi âëàñíi ñòàíè. I áàæàíî (ÿê ç �içè÷íî¨,

òàê i ç ðîçðàõóíêîâî¨ òî÷êè çîðó) óòâîðèòè ÌÄÑ, ÿêèé âêëþ÷à¹ U(1) àáî

SU(2) ñèìåòðiþ àïðiîði, ùî çóìîâëåíî ðîçâ'ÿçóâàíîþ çàäà÷åþ. Â òàêîìó ðà-

çi ÌÄÑ áóäóòü ñòàíàìè ç âèçíà÷åíîþ ïðîåêöi¹þ ñïiíó (U(1) ñèìåòðiÿ) àáî

ïîâíèì ñïiíîì (SU(2) ñèìåòðiÿ).

Öiêàâî, ùî SU(2)-ñèìåòðè÷íi ÌÄÑ âèêîðèñòîâóâàëèñü âæå â ðàííiõ ñòà-

òòÿõ Îñòëóíäà òà �îììåðà [51, 52℄ ïðè ñïðîái ïîÿñíèòè óñïiõ ��Ì�. Âîíè

óñâiäîìèëè, ùî ÌÄÑ-òåíçîðè äëÿ êîæíî¨ ÷àñòèíêè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ñòðó-

êòóðíó ÷àñòèíó, ùî çàäà¹òüñÿ ñèìåòði¹þ, òà âèðîäæåíó ÷àñòèíó. Ñòðóêòóðíà

÷àñòèíà ìiñòèòü êîå�iöi¹íò Êëåáøà-�îðäàíà (ùî çâîäèòüñÿ äî ñèìâîëó Êðî-

íåêåðà ó âèïàäêó U(1) ñèìåòði¨), à âàðiàöiéíi ïàðàìåòðè ìiñòÿòüñÿ ëèøå â

âèðîäæåíié ÷àñòèíi. Òàêèì ÷èíîì êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ, ÿêi íåîáõiäíî âèçíà-

÷èòè, ñèëüíî çìåíøó¹òüñÿ ïîðiâíÿíî ç àëãîðèòìîì áåç ñèìåòðié. Íåäîëiêîì

ïiäõîäó Îñòëóíäà òà �îììåðà áóëî òå, ùî âîíè âèêîðèñòîâóâàëè ãëîáàëüíó

ìiíiìiçàöiþ ÌÄÑ i òîìó íå ìàëè ìîæëèâîñòi âèêîðèñòîâóâàòè âåëèêi òåíçîðè,

íåîáõiäíi â áiëüøîñòi ðîçðàõóíêiâ.

ÌàêÊàëëîê äîñëiäèâ ïðàêòè÷íi àñïåêòè çàñòîñóâàííÿ àáåëåâèõ òà íåàáå-

ëåâèõ ñèìåòðié äî ÌÄÑ [77℄. Çîâñiì íåäàâíî Ñiíã, Æîó, Ï�àé�åð òà Âiäàë

ïðåäñòàâèëè äîñèòü ñèñòåìàòè÷íèé îãëÿä çàñòîñóâàííÿ ñèìåòðié äëÿ òåíçîð-

íèõ ìåðåæ. Â ðÿäi ïóáëiêàöié [78, 79, 80, 81℄ áóëà îïèñàíà ïðèíöèïîâà ñòðó-

êòóðà U(1)- òà SU(2)-ñèìåòðè÷íèõ ñòàíiâ ó âèãëÿäi òåíçîðíèõ ìåðåæ äëÿ äî-

âiëüíèõ ìåðåæ ç òåíçîðiâ äîâiëüíîãî ðàíãó. Íàïðèêëàä, áóëî ïîêàçàíî, ùî
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ñòðóêòóðíà ÷àñòèíà ¹ äîáóòêîì êîå�iöi¹íòiâ Êëåáøà-�îðäàíà ó âèïàäêó òåí-

çîðiâ âåëèêîãî ðàíãó.

Ó âèïàäêó U(1) ñèìåòði¨ äîñòàòíüî áàçîâîãî çàñòîñóâàííÿ ñèìåòði¨ â òåí-

çîðíié ìåðåæi äëÿ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ. Âñi òåíçîðè

â àëãîðèòìi ¹ ðîçðiäæåíèìè, i íèìè ìîæíà å�åêòèâíî îïåðóâàòè âiäïîâiä-

íèì ïðîãðàìíèì çàáåçïå÷åííÿì (òèïó Mathemati
a). Îäíàê ó âèïàäêó SU(2)

ñèìåòði¨ âåëè÷èíè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ïðîåêöiÿì ñïiíó, ¹ ðiâíèìè, i ¹ ìî-

æëèâiñòü ïðîâåñòè ñóìóâàííÿ çà ïðîåêöiÿìè ñïiíó. Â òàêîìó âèïàäêó êðàùå

ïîâíiñòþ âèêëþ÷èòè ñòðóêòóðíi òåíçîðè i ðîçðîáèòè àëãîðèòìè â òåðìiíàõ

òiëüêè òåíçîðiâ âèðîäæåííÿ [53, 82, 83, 77, 84℄. Öå ñóòò¹âî çìåíøèòü âèìîãè

äî ðîçðàõóíêîâèõ ðåñóðñiâ i âiäïîâiäíî äîçâîëèòü ñóòò¹âå çáiëüøåííÿ òî÷íî-

ñòi ðåçóëüòàòiâ, ùî îòðèìóþòüñÿ.

Âèêëþ÷åííÿ âñiõ ñòðóêòóðíèõ òåíçîðiâ ç àëãîðèòìiâ âèìàãà¹ ñóòò¹âèõ

çìií â ñòàíäàðòíèõ àëãîðèòìàõ ç ÒÌ. Âiäïîâiäíi ñóìè çà ïðîåêöiÿìè ñïi-

íó ìîæíà ðîçðàõóâàòè ïðÿìî, ÿê â [81℄. Äëÿ öüîãî àâòîðè âèêîðèñòîâóþòü

äåðåâîâèäíi ðîçêëàäè (àíãë. �tree de
ompositions�) òà äåðåâà çëèòòÿ-ðîçáèòòÿ

(àíãë. �fusion-splitting trees�) äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ñèìåòðè÷íèõ òåíçîðiâ. Â çà-

ãàëüíîìó âèïàäêó ñóìè âiäïîâiäíèõ êîå�iöi¹íòiâ, ùî âèíèêàþòü, ìîæíà ðîç-

ðàõóâàòè òiëüêè ÷èñåëüíî [85℄. Îäíàê ÌàêÊàëëîê çàóâàæèâ [77℄, ùî ëiíiéíi

ñõåìè, ÿêi ïîâ'ÿçóþòü ðiçíi äåðåâîâèäíi ðîçêëàäè SU(2) ñèìåòðè÷íèõ òåíçîðiâ

ÌÄÑ/ÌÄÎ, îòðèìàíèõ â [81℄, ïðÿìî âiäïîâiäàþòü âèðàçàì, ÿêi ïîâ'ÿçóþòü

ðiçíi ñõåìè ïàðóâàííÿ ñïiíiâ, ùî ïîêàçàíî â [86℄ òà [87℄ â òåðìiíàõ 6j-ñèìâîëiâ

�àêà, 9j-ñèìâîëiâ Âi íåðà àáî ñêëàäíiøèõ ñèìâîëiâ. ßê íàñëiäîê, çðó÷íiøå

âèðàçèòè ñóìè ñàìå ÷åðåç öi ñèìâîëè.

Çàïðîïîíîâàíèé ÌàêÊàëëîêîì åëåãàíòíèé øëÿõ îïåðóâàííÿ SU(2)-

ñèìåòðè÷íèìè ÌÄÑ ìà¹ ìiñöå òiëüêè äëÿ âiäêðèòèõ êðàéîâèõ óìîâ. Â öüîìó

âèïàäêó òåíçîð ìà¹ ðàíã ùîíàéáiëüøå 4 (ÌÄÎ), òîìó âèðàçè ó âàðiàöiéíî-

ìó àëãîðèòìi íàáóâàþòü äîñèòü ïðîñòîãî âèãëÿäó. Ïðè ÏÊÓ òåíçîðè ìàþòü

ìàêñèìàëüíèé ðàíã 6 (¾áëîêè¿), i âèðàçè, ÿêi íåîáõiäíî îòðèìàòè, ¹ íåòðè-

âiàëüíèìè. Îêðiì òîãî, U(1)-ñèìåòðè÷íèé ÌÄÑ â [77℄ òåæ ñòîñó¹òüñÿ ÂÊÓ,
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äå ðiçíèì êiíöÿì ñèñòåìè ìîæíà ïðèñâî¨òè ðiçíi êâàíòîâi ÷èñëà (ïðè ÏÊÓ

òàêèé ïiäõiä ¹ äåùî íå�içè÷íèì, îñêiëüêè ñèñòåìà ¹ ¾çàêiëüöüîâàíîþ¿).

Àíiçîòðîïíà XXZ ìîäåëü ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 XXZ ìîäåëü çi ñïiíîì

1/2 âèãëÿäà¹ ÿê

H =
N∑

i=1

(sxi ⊗ sxi+1 + syi ⊗ syi+1 +∆ szi ⊗ szi+1) (1)

äå N+1 → 1. Ñïiíîâi îïåðàòîðè sαi (α = x, y, z) ñïiââiäíîñÿòüñÿ ç ìàòðèöÿìè

Ïàóëi σα
i ÿê sαi = σα

i /2. Êîíòðîëüíèì ïàðàìåòðîì äàíî¨ ìîäåëi ¹ ïàðàìåòð

àíiçîòðîïi¨ ∆.

Ìîäåëü ¹ öiêàâîþ ç êiëüêîõ ïðè÷èí. Ïî-ïåðøå, ¨¨ ìîæíà âiäîáðàçèòè íà

ìîäåëü Áîçå-�àááàðäà áåçñïiíîâèõ �åðìiîíiâ, ùî îïèñó¹ íåçãàñàëüíi ïîòîêè

â ìåçî- òà ìiêðîñêîïi÷íèõ îäíîâèìiðíèõ êiëüöÿõ. Ïî-äðóãå, âîíà îïèñó¹ ïî-

âåäiíêó îäíîâèìiðíèõ ìàãíåòèêiâ íà îñíîâi ïåðåõiäíèõ ìåòàëiâ. Ïî-òðåò¹, ¨¨

ìîæíà âèêîðèñòàòè ÿê òåñòîâèé ìàéäàí÷èê äëÿ áàãàòüîõ ÷èñåëüíèõ àëãîðè-

òìiâ.

XXZ ìîäåëü ¹ U(1)-ñèìåòðè÷íîþ, òîáòî ¨¨ ãàìiëüòîíiàí H êîìóòó¹ ç z-

êîìïîíåòíîþ Ŝz =
∑N

i=1 ŝ
z
i ïîâíîãî îïåðàòîðà ñïiíó

~̂S. Òîìó âëàñíi ñòàíè

ìàþòü ÷iòêî âèçíà÷åíó ïðîåêöiþ ñïiíó Sz (â äàíié ðîáîòi ñòàíè òàêîæ ïîçíà-

÷àþòüñÿ íàìàãíi÷åíiñòþ íà îäèí ñïií mz = Sz

N ). �iâíÿííÿ äëÿ XXZ ìîäåëi

ìîæóòü áóòè ðîçâ'ÿçàíi çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó [88, 89, 90, 91, 92, 93℄ ïðè

∆ > −1.

Âëàñíi ñòàíè ìîäåëi ç êîíêðåòíèì Sz ¹ îäíî÷àñíî âëàñíèìè ñòàíàìè òàêî¨

æ ìîäåëi ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi h:

H =
N∑

i=1

(sxi ⊗ sxi+1 + syi ⊗ syi+1 +∆ szi ⊗ szi+1) + h
N∑

i=1

szi , (2)

çà óìîâè, ùî

h = − 1

N

∂E(mz, h = 0)

∂mz

(äåòàëi íàâåäåíi â ñòàòòi [89℄). Ç öi¹¨ ïðè÷èíè çîáðàçèìî �àçîâó äiàãðàìó

ìîäåëi (2) òà çâåðíåìî óâàãó, ùî âîíà îçíà÷àòèìå ïðè h = 0.
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Ôàçîâà äiàãðàìà îñíîâíîãî ñòàíó XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2, îòðèìàíà çà

äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó, ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. Âîíà ìîæå ïåðåáóâàòè â òðüîõ �à-

FM
XY AFM

h
hc

s

-2 -1 0 1 2 3 4

-4

-2

0

2

4

D

h

�èñ. 1: Ôàçîâà äiàãðàìà XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2 â ìàãíiòíîìó ïîëi ïî îñi z. Êðèòè÷íà ëiíiÿ hs

ðîçäiëÿ¹ �àçó ñïiíîâî¨ ðiäèíè (XY) òà �åðîìàãíiòíó (FM) �àçó. Êðèòè÷íà ëiíiÿ hc ðîçäiëÿ¹ XY-�àçó òà

àíòè�åðîìàãíiòíó (AFM) �àçó. Ìîäåëü ç ìàíiòíèì ïîëåì (ð-íÿ (2)) ìîæå áóòè âiäîáðàæåíà íà ìîäåëü

áåç ïîëÿ (ð-íÿ (1)). Â äàíié ðîáîòi ìîäåëü äîñëiäæó¹òüñÿ âçäîâæ øòðèõîâàíèõ ëiíié, ïîêëàäàþ÷è h = 0 i

íàòîìiñòü ðîçðàõîâóþ÷è ñòàíè ç ðiçíèìmz . Îêðåìà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ �åðîìàãíiòíié �àçi, äå Áåòå-àíçàö

¹ íåçàñòîñîâíèì.

çàõ: �åðîìàãíiòíié (FM), ñïiíîâîðiäèííié (XY) òà àíòè�åðîìàãíiòíié (AFM).

Öi òðè �àçè ðîçäiëåíi äâîìà ëiíiÿìè hs = 1+∆ òà hc, òî÷íèé âèðàç äëÿ ÿêî¨

îòðèìàíî â [91℄, ð-íÿ (8). Ïðè h = 0 XXZ ñèñòåìà çàçíà¹ �àçîâîãî ïåðåõîäó

ïåðøîãî ïîðÿäêó ïðè ∆ = −1 òà �àçîâîãî ïåðåõîäó íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

òèïó Á¹ð¹çiíñêîãî-Êîñòåðëiòöà-Òàóëåññà (ÁÊÒ) [94, 95℄ â SU(2)-ñèìåòðè÷íié

òî÷öi ∆ = 1 [96℄. Ëiíiÿ ìiæ öèìè äîâìà òî÷êàìè ¹ êðèòè÷íîþ ëiíi¹þ, äå â

ñïåêòði çíèêà¹ ùiëèíà (ëiíiÿ ðîçìåæîâó¹ äâi ðiçíi ñïiíîâîðiäèííi �àçè).

XXZ ìîäåëü çi ñïiíîì 1/2 äîáðå âèâ÷åíà â òàê çâàíèõ XY òà àíòè�å-

ðîìàãíiòíié �àçàõ, òàê ÿê ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó

äëÿ ñêií÷åííèõ òà íåñêií÷åííèõ ðîçìiðiâ ñèñòåìè. Îäíàê Áåòå-àíçàö íå ¹ çà-

ñòîñîâíèì äî �åðîìàãíiòíî¨ �àçè. Ìîæíà äîâåñòè íåñêií÷åííå âèðîäæåííÿ

îñíîâíîãî ñòàíó â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi â öié îáëàñòi [88℄, àëå ìàëî ùî

âiäîìî ïðî ñêií÷åííi ñèñòåìè (òiëüêè âëàñòèâîñòi (ïîâíiñòþ ïîëÿðèçîâàíîãî)

îñíîâíîãî òà ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíó). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî �içèêà âèñîêèõ

çáóäæåíèõ ñòàíiâ â öié îáëàñòi äóæå öiêàâà, òàê ÿê âîíè ïðîÿâëÿþòü áàãàòó

òà ñêëàäíó ñòðóêòóðó çàïëóòàíîñòi.

28



Â ñâiòëi âñüîãî ñêàçàíîãî, â ðîáîòi ìîäåëü âèâ÷à¹òüñÿ âçäîâæ øòðèõîâàíèõ

ëiíié íà �àçîâié äiàãðàìi. Âiäòâîðþþòüñÿ âæå âiäîìi ðåçóëüòàòè íà ïðÿìèõ

∆ = 0 i ∆ = 1 òà ïîâíiñòþ âèâ÷à¹òüñÿ ïðÿìà h = 0 (ùî îçíà÷à¹ mz = 0 ïðè

∆ > −1 òà äîâiëüíó mz ïðè ∆ ≤ −1).

Áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíà ìîäåëü �àéçåíáåð à (ÁÁ�) ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1

Áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíà ìîäåëü �àéçåíáåð à (ÁÁ�) â êiëüöüîâié ãåîìåòði¨ âè-

ãëÿäà¹ ÿê

H =
N∑

i=1

[
cos θ ~si ⊗ ~si+1 + sin θ (~si ⊗ ~si+1)

2
]

(3)

äå N + 1 → 1, à ~si ¹ SU(2) ìàòðè÷íèìè ïðåäñòàâëåííÿìè ñïiíó s: ~si =

(sxi , s
y
i , s

z
i ). Êîíòðîëüíèì ïàðàìåòðîì ìîäåëi ¹ êóò θ. (tgθ, î÷åâèäíî, ïîêàçó¹

ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñèëàìè äâîõ âçà¹ìîäié)

ÁÁ� ìîäåëü îïèñó¹ ïîâåäiíêó àòîìíèõ ãàçiâ íà îïòè÷íèõ  ðàòêàõ [97, 98,

99, 74℄ çà ïåâíèõ óìîâ. Âîíà òàêîæ ìîäåëþ¹ �içèêó äåÿêèõ êâàçiîäíîâèìiðíèõ

êðèñòàëiâ, ïðèìiðîì, LiVGe2O6 [100℄ àáî NENP [101℄. Äî òîãî æ, ¨¨ ìîæíà

âèêîðèñòàòè ÿê òåñòîâèé ìàéäàí÷èê äëÿ íîâèõ àëãîðèòìiâ ç ÒÌ [102, 103,

104℄.

Òàê ÿê SU(2) ñèìåòðiÿ ÁÁ� ìîäåëi íå ìîæå ïîðóøóâàòèñü â 1D çãiäíî ç

òåîðåìîþ Ìåðìiíà-Âà íåðà-Êîóëìåíà, âëàñíi ñòàíè ¨¨ ãàìiëüòîíiàíà ìîæíà

îõàðàêòåðèçóâàòè êâàíòîâèì ÷èñëîì ïîâíîãî êóòîâîãî ìîìåíòó S. Äî ðå÷i,

ÁÁ� ìîäåëü ìà¹ SU(3) ñèìåòðiþ ïðè θ = 1
4π i θ = −3

4π; à òàêîæ ¾÷åðãîâàíó¿

SU(3) ñèìåòðiþ (SU(3) ñèìåòðiþ íà ïîäâiéíié  ðàòöi) ïðè θ = ±1
2
π. Öå ìîæíà

ïåðåâiðèòè, çàïèñàâøè ãàìiëüòîíiàí â òåðìiíàõ ìàòðèöü �åëë-Ìàííà (äèâ.,

ïðèìiðîì, [105℄).

Çàëåæíî âiä êîíòðîëüíîãî ïàðàìåòðà θ íåñêií÷åííà ÁÁ� ñèñòåìà çi ñïiíîì

1 ìà¹ áàãàòó �àçîâó ñòðóêòóðó, çîáðàæåíó íà ðèñ. 2 [38℄. Êîðîòêî îáãîâîðèìî

ðiçíi �àçè, éäó÷è çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ.

Ïðè

π
4 > θ > −π

4 ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â ùiëèííié �àçi Õîëäåéíà ç ïðèõî-

âàíèì òîïîëîãi÷íèì ïîðÿäêîì [106, 37℄. Îñíîâíèé ñòàí ìà¹ ñïií S = 0 i ¹ íåâè-

ðîäæåíèì. Ïåðøèé çáóäæåíèé ñòàí ¹ òðèïëåòîì (ñïií 1). Ïðè θ = 0 ìîäåëü
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�èñ. 2: Ôàçîâà äiàãðàìà íåñêií÷åííî¨ áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1. Iñíóâàííÿ

îêðåìî¨ (íåìàòè÷íî¨) �àçè ïðè −0.75 < θ/π . −0.67 äîâãèé ÷àñ áóëî äèñêóñiéíèì ïèòàííÿì i òîìó

äîñëiäæó¹òüñÿ â äàíié ðîáîòi.

âiäïîâiäà¹ çâè÷àéíîìó àíòè�åðîìàãíåòèêó �àéçåíáåð à, à ïðè θ = arctg1
3

îñíîâíèé ñòàí ¹ ÀÊËÒ ñòàíîì [50℄. Ïðè θ = −π
4
ùiëèíà çíèêà¹ i âiäáóâà¹òüñÿ

ïåðåõiä äðóãîãî ïîðÿäêó äî äèìåðíî¨ �àçè [107, 108℄.

Äèìåðíà �àçà ïðîñòÿãà¹òüñÿ âiä θ = −π
4 äî θ = −3π

4 . Îñíîâíèé ñòàí

¹ ïîäâiéíî âèðîäæåíèì ñòàíîì ç S = 0 ç ùiëèíîþ äî çáóäæåíîãî ñòàíó,

ùî ìà¹ ñïií àáî 1, àáî 2 [109℄. Öåé ñòàí ìà¹ íåíóëüîâó äèìåðèçàöiþ [110,

111℄. Ïðè θ = −π
2 ìîäåëü ìîæå áóòè âiäîáðàæåíà íà XXZ ìîäåëü çi ñïiíîì

1/2, à òîìó ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó [111, 112℄. Öÿ

òî÷êà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ äóæå äàëåêîñÿæíèìè ñïiíîâèìè êîðåëÿöiÿìè [112℄

òà ìàêñèìàëüíîþ çàïëóòàíiñòþ ìiæ íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè.

Çãiäíî ç äàíèìè ñòàòåé [113, 114℄, äèìåðíèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó ïîâîäèòüñÿ

íåòèïîâî â îáëàñòi −0.67π & θ > −3π
4 , à òàêîæ ñèëüíî çðîñòàþòü êâàäðó-

ïîëüíi ñïiíîâi êîðåëÿöi¨. Ïðèïóùåííÿ ×óáóêîâà [115℄, ùî â öié îáëàñòi iñíó¹

ùiëèííà íåìàòè÷íà �àçà, áóëî ïîñòàâëåíå ïiä ñóìíiâ â [116, 98℄ i çàïåðå÷åíå

â [117℄. Ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ íåùiëèííî¨ íåìàòè÷íî¨ �àçè áóëà çàïåðå÷åíà

äëÿ θ & −0.7π â ñòàòòi [118℄. Òåîðåòèêè ñõèëÿþòüñÿ äî âèñíîâêó, ùî òàêà

�àçà âiäñóòíÿ â óñié îáëàñòi −3π
4 < θ . −0.7π.

Â îáëàñòi

5π
4 > θ > π

2 ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â íåùiëèííié �åðîìàãíiòíié �à-

çi ç (2N + 1)-êðàòíî âèðîäæåíèì îñíîâíèì ñòàíîì (N - ðîçìið ñèñòåìè).
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Âií ¹ íåñêií÷åííîêðàòíî âèðîäæåíèì â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi. Â êðèòè-

÷íié òî÷öi θ = −3π
4 ñèñòåìà ìà¹ SU(3) ñèìåòðiþ [105℄, à ïåðåõiä ââàæà¹òüñÿ

ïåðåõîäîì òèïó ÁÊÒ. Çà �åðîìàãíiòíîþ �àçîþ éäå íåùiëèííà �àçà ç äîìi-

íàíòíèìè êâàäðóïîëüíèìè ñïiíîâèìè êîðåëÿöiÿìè [114, 119℄ ïðè

π
2 > θ > π

4

(îäíàê ñòðóêòóðà ñïåêòðà â öié îáëàñòi ¹ ñëàáî äîñëiæåíîþ, îñîáëèâî ïðè

ÏÊÓ). Â òî÷öi Ëàÿ-Ñàçåðëåíäà θ = π
4
ñèñòåìà çàçíà¹ �àçîâîãî ïåðåõîäó òè-

ïó ÁÊÒ [120, 110℄ äî �àçè Õîëäåéíà. Â öié òî÷öi ñèñòåìà ìà¹ SU(3) ñèìåòðiþ

i ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó (äèâ. [121, 109℄).

�iâíÿííÿ Øðüîäií åðà íå ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå òî÷íî äëÿ ÁÁ� ìîäåëi

çi ñïiíîì 1 â çàãàëüíîìó âèïàäêó (à òiëüêè â äåÿêèõ òî÷êàõ). Àëå ìîäåëü

¹ äîñèòü äîáðå âèâ÷åíîþ çà äîïîìîãîþ òåîði¨ ïîëÿ. I âñå æ, ùîíàéìåíøå â

îäíié îáëàñòi ïîâåäiíêà ñèñòåìè ¹ íå äî êiíöÿ çðîçóìiëîþ â òåðìîäèíàìi÷íié

ãðàíèöi. Ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ íåùiëèííî¨ íåìàòè÷íî¨ �àçè ó âóçüêîìó îêîëi

òî÷êè θ = −3π/4 íå ñïðîñòîâàíà ÷èñåëüíî ÷åðåç òå, ùî ðîçðàõîâóâàíi ÷èñëà ¹

ïîðiâíÿííèìè ç ïîõèáêîþ ÷èñåëüíèõ ðîçðàõíêiâ â öié îáëàñòi ïàðàìåòðà [118,

114℄. Ñàìå òîìó öÿ îáëàñòü ðîçãëÿäà¹òüñÿ â äàíié ðîáîòi.

ÁÁ� ìîäåëü ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1 òà êâàäðàòè÷íèì å�åêòîì Çååìàíà

�àìiëüòîíiàí òàêî¨ ìîäåëi ðiâíèé

H =
N∑

i=1

[(~si ⊗ ~si+1) cos θ + (~si ⊗ ~si+1)
2 sin θ] +D

N∑

i=1

(szi )
2

(4)

äå sνi ¹ SU(2) ìàòðè÷íèìè ïðåäñòàâëåííÿìè ñïiíó 1 (ν = x, y, z), à i = 1, . . . , N

(N + 1 → 1).

ßê çãàäóâàëîñü ðàíiøå, öÿ ìîäåëü îïèñó¹ ïîâåäiíêó ñèñòåìè óëüòðàõîëî-

äíèõ àòîìiâ íà îïòè÷íié  ðàòöi â ðåæèìi içîëÿòîðà Ìîòòà (îäíîéîííà àíi-

çîòðîïiÿ âèíèêà¹ ç äèñïåðñíîãî ñïiââiäíîøåííÿ). Ìîäåëü ìà¹ áàãàòó �àçîâó

ñòðóêòóðó, äîñèòü ïîâíèé îãëÿä ÿêî¨ çàëåæíî âiä θ òà çååìàíiâñüêîãî ìíî-

æíèêà D ïðåäñòàâëåíèé â ñòàòòÿõ �îäði åñ i ñïiâàâòîðiâ [39℄ òà Äå Ê'ÿðè,

Ëåâåíøòàéíà i Ñàíïåðè [38℄. Ïðè D = 0 ¹ ÷îòèðè âèùå çãàäàíi �àçè, àëå ïðè

D 6= 0 ñèñòåìà òàêîæ ìîæå ïåðåáóâàòè â ¾âåëèêà-D¿ �àçi (ïðè D > 0), �àçi

Íååëÿ (ïðè D < 0), XY-�åðîìàãíiòíié (ïðè D > 0) òà ùå îäíié êðèòè÷íié
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(ïðè D < 0) �àçàõ.

Θ�Π-0.75 -0.25

gapless critical gapped Neel

dimerized
gapped

gapped large-D gapped large-D
?

? ?

�èñ. 3: ßêiñíà �àçîâà äiàãðàìà áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1 òà êâàäðàòè÷íèì

å�åêòîì Çååìàíà â îáëàñòi −3π/4 < θ < −π/4. Îáëàñòi, ïîçíà÷åíi çíàêîì ïèòàííÿ, ¹ îáëàñòÿìè, ùîäî

íàëåæíîñòi ÿêèõ äî ïåâíèõ �àç íà ðàçi òðèâà¹ äèñêóñiÿ ìiæ íàóêîâèìè ãðóïàìè.

Ïîïðè ÿêiñíå óçãîäæåííÿ, ðåçóëüòàòè äâîõ ãðóï äóæå âiäðiçíÿþòüñÿ êiëü-

êiñíî ùîäî ìåæ äèìåðíî¨ �àçè (äèâ. ðèñ. 3). Â ñòàòòi [38℄ îòðèìàíî, ùî äè-

ìåðíà �àçà ïîøèðþ¹òüñÿ âiä äåÿêîãî íåâèçíà÷åíîãî ïîêè ùî D < −2 äî

D ≃ 0.03 ïðè θ = −π/2. Íà ïðîòèâàãó, àâòîðè ñòàòòi [39℄ îòðèìàëè ìåæi

äèìåðíî¨ �àçè ÿê −0.3 . D . 0.6 ïðè öüîìó ñàìîìó çíà÷åííi θ. Âàðòî çàóâà-

æèòè, ùî â öèõ ðîáîòàõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äîñèòü ðiçíi ìåòîäè: â ðîáîòi [39℄

ìåæi äèìåðíî¨ �àçè âèçíà÷àþòüñÿ ñïåêòðîñêîïi¹þ ðiâíiâ [122℄ äëÿ äîñèòü ìà-

ëèõ ñïiíîâèõ êiëåöü (N ≤ 16), à â ñòàòòi [38℄ ç ðîçðàõîâàíîãî îñíîâíîãî ñòàíó

ñïiíîâèõ ëàíöþãiâ ðîçìiðîì äî N = 204 îòðèìó¹òüñÿ äèìåðíèé ïàðàìåòð ïî-

ðÿäêó. �îçáiæíiñòü ðåçóëüòàòiâ äâîõ ãðóï áóëà îäíèì ç ïîøòîâõiâ äëÿ äàíî¨

ðîáîòè.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. �å-

çóëüòàòè, ùî óâiéøëè â äèñåðòàöiéíó ðîáîòó, áóëè îòðèìàíi íà êà�åäði êâàí-

òîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ �içè÷íîãî �àêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñè-

òåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà â ðàìêàõ òåìè �16ÁÔ051-05 ¾Äîñëiäæåííÿ �óí-

äàìåíòàëüíèõ ïðîáëåì �içèêè ÿäðà, åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê òà êîñìîìiêðî-

�içèêè¿, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ â ÓêðIÍÒÅI - 0106U006394. Íàóêîâèé

êåðiâíèê - ä.�.-ì.í., ïðî�. Êàäåíêî Iãîð Ìèêîëàéîâè÷.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ âèâ÷åííÿ âëàñòèâî-
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ñòåé âëàñíèõ (îñíîâíîãî òà íèçêè çáóäæåíèõ) ñòàíiâ îäíîâèìiðíèõ êâàíòîâèõ

ñèñòåì â XXZ ìîäåëi ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 òà áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíié ìîäåëi

�àéçåíáåð à (ÁÁ�) çi ñïiíîì 1 çà íàÿâíîñòi êâàäðàòè÷íîãî å�åêòó Çååìàíà.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ öi¹¨ ìåòè áóëî ïîñòàâëåíî íàñòóïíi çàâäàííÿ:

1. �îçðîáèòè øâèäêiñíi ÷èñåëüíi ìåòîäè äëÿ ðîçðàõóíêó õàðàêòåðèñòèê

îäíîâèìiðíèõ ñèñòåì â ãåîìåòði¨ êiëüöÿ. Ïåðåâiðèòè çäàòíiñòü öèõ ìå-

òîäiâ àäåêâàòíî îïèñóâàòè âëàñòèâîñòi îäíîâèìiðíèõ ñèñòåì ó âåëèêié

êiëüêîñòi âèïàäêiâ.

2. Îòðèìàòè çíà÷åííÿ îäíî- i äâî÷àñòèíêîâèõ ìið çàïëóòàíîñòi äëÿ âëà-

ñíèõ ñòàíiâ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè â XXZ ìîäåëi ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 ç

ðiçíèìè çíà÷åííÿìè ïðîåêöi¨ ñïiíó â �åðîìàãíiòíié �àçi (äå íåìîæëèâî

ïðîâåñòè ðîçðàõóíêè çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó). Ïðîñëiäêóâàòè çàëå-

æíiñòü ìið çàïëóòàíîñòi âiä ïàðàìåòðà àíiçîòðîïi¨ ∆.

3. Îòðèìàòè çíà÷åííÿ åíåðãié ÷îòèðüîõ àáî ï'ÿòè íàéíèæ÷èõ ìóëüòèïëå-

òiâ ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 çà âiäñóòíîñòi êâàäðàòè÷íîãî å�åêòó Çååìà-

íà ó âñiõ �àçàõ, îêðiì �åðîìàãíiòíî¨. Øëÿõîì åêñòðàïîëÿöi¨ çíà÷åíü

ùiëèíè ìiæ íàéíèæ÷èìè ìóëüòèïëåòàìè äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi

ïåðåâiðèòè âiäñóòíiñòü ùiëèíè ìiæ íàéíèæ÷èì ñèí ëåòîì i íàéíèæ÷èì

êâiíòåòîì ïîáëèçó SU(3)-ñèìåòðè÷íî¨ òî÷êè θ = −3π/4.

4. Îòðèìàòè çíà÷åííÿ åíåðãié òðüîõ íàéíèæ÷èõ ìóëüòèïëåòiâ ÁÁ� ìîäåëi

çi ñïiíîì 1 çà âiäñóòíîñòi áiëiíiéíîãî ÷ëåíà âçà¹ìîäi¨ (ïðè θ = −π/2) â
óñüîìó äiàïàçîíi çíà÷åíü ïàðàìåòðà àíiçîòðîïi¨ D. Øëÿõîì åêñòðàïî-

ëÿöi¨ çíà÷åíü ùiëèíè ìiæ íàéíèæ÷èìè ìóëüòèïëåòàìè äî òåðìîäèíà-

ìi÷íî¨ ãðàíèöi ïåðåâiðèòè âiäñóòíiñòü ùiëèíè ìiæ äâîìà íàéíèæ÷èìè

ñèí ëåòàìè òà íàéíèæ÷èì ñèí ëåòîì i íàéíèæ÷èì êâiíòåòîì.

Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ äâi îäíîâèìiðíi êâàíòîâi ìîäåëi: XXZ ìîäåëü

÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 òà ÁÁ� ìîäåëü ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1 (áåç òà çà íàÿâíî-

ñòi êâàäðàòè÷íîãî å�åêòó Çååìàíà). Ïåðøà ç öèõ ìîäåëåé îïèñó¹ ïîâåäiíêó
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îäíîâèìiðíèõ ìàãíiòíèõ êðèñòàëiâ íà îñíîâi ïåðåõiäíèõ ìåòàëiâ, äðóãà - ïî-

âåäiíêó îäíîâèìiðíèõ óëüòðàõîëîäíèõ ãàçiâ ëóæíèõ ìåòàëiâ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñòðóêòóðà çàïëóòàíîñòi çáóäæåíèõ ñòàíiâ XXZ

ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2 ó �åðîìàãíiòíié �àçi òà ìåæi äèìåðíî¨ �àçè â ÁÁ�

ìîäåëi çi ñïiíîì 1.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Âàæëèâîþ ÷àñòèíîþ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà òà òåñòóâà-

ííÿ øâèäêîñòi é òî÷íîñòi ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ êâàíòîâèõ ñèñòåì â ãåîìåòði¨

êiëüöÿ. Ïðåäñòàâëåíî òðè âäîñêîíàëåííÿ âæå íàÿâíîãî ìåòîäó Âåðñòðàòå-

Ïîððàñà-Ñiðàêà äëÿ ìàòðè÷íîäîáóòêîâèõ ñòàíiâ (ÌÄÑ) ç ïåðiîäè÷íèìè êðà-

éîâèìè óìîâàìè (ÏÊÓ). Äâà âäîñêîíàëåííÿ âèêîðèñòîâóþòü ñèìåòði¨ ãàìiëü-

òîíiàíiâ, ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ â ðîáîòi (âiäïîâiäíî U(1) òà SU(2) ñèìåòðiþ).

Òðåò¹ ç íèõ âèêîðèñòîâó¹ øâèäêå ñïàäàííÿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë äîâãèõ äîáó-

òêiâ òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü, ùî âèíèêàþòü â ïðîöåñi ðîçðàõóíêiâ.

Hayêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíèìè íàóêîâèìè ðå-

çóëüòàòàìè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ òàêi:

1. Îòðèìàíî ìåæi äèìåðíî¨ ùiëèííî¨ �àçè â ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 â

òî÷öi θ = −π/2: D− < D < D0
, D− ≃ −0.3, D0 ≃ 0.025. Ïðè D < D−

ëiíiÿ θ = −π/2 ðîçìåæîâó¹ êðèòè÷íó �àçó òà �àçó Íååëÿ (äèìåðèçàöiÿ
ïðè öüîìó çàëèøà¹òüñÿ íåíóëüîâîþ).

2. Äîâåäåíî, ùî äèìåðíà �àçà â ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 çà âiäñóòíîñòi

êâàäðàòè÷íîãî å�åêòó Çååìàíà ïðîñòÿãà¹òüñÿ âiä çíà÷åííÿ êîíòðîëü-

íîãî ïàðàìåòðà θ/π = −1/4 äî ùîíàéìåíøå θ/π = −0.72. Çäîáóâà÷

ñõèëüíèé çàïåðå÷èòè iñíóâàííÿ îêðåìî¨ �àçè â îêîëi SU(3)-ñèìåòðè÷íî¨

òî÷êè θ = −3π/4.

3. Íåïåðåðâíi ñèìåòði¨ U(1) òà SU(2) áóëè ââåäåíi â òåíçîðíó ìåðåæó ìà-

òðè÷íîäîáóòêîâèõ ñòàíiâ (ÌÄÑ) ç ïåðiîäè÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

(ÏÊÓ). Áóëî ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî ðîçðîáëåíèé âàðiàöiéíèé ìåòîä ¹

ñòàáiëüíèì i çàáåçïå÷ó¹ âèñîêó òî÷íiñòü ðîçðàõóíêiâ.
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4. Ïðîäåìîíñòðîâàíî çäàòíiñòü òàêî¨ ìiðè çàïëóòàíîñòi, ÿê çàïëóòàíiñòü

íà îäèí çâ'ÿçîê, ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ âèçíà÷àòè ïîëîæåííÿ êðèòè÷íèõ

òî÷îê. Öå ðîáèòü ¨¨ êîðèñíîþ äëÿ ÿêiñíîãî àíàëiçó âëàñòèâîñòåé äâî-

i òðèâèìiðíèõ ñèñòåì, òàê ÿê äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè ðîçðàõóíêó ñïîñòåðå-

æóâàíèõ âåëè÷èí.

5. Ïîêàçàíî, ùî îäíî- i äâî÷àñòèíêîâi ìiðè çàïëóòàíîñòi, ðîçðàõîâàíi äëÿ

âëàñíèõ ñòàíiâ XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2 â �åðîìàãíiòíié �àçi, íå ¹

å�åêòèâíèìè âåëè÷èíàìè äëÿ îïèñó âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè â äàíié �àçi.

6. Ïîêàçàíî, ùî øâèäêå ñïàäàííÿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë äîâãèõ äîáóòêiâ

òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü â ìåòîäi äëÿ ÌÄÑ íå ¹ óíiâåðñàëüíèì.Øâèäêiñòü

ñïàäàííÿ çàëåæèòü âiä êîðåëÿöiéíî¨ äîâæèíè â ñèñòåìi òà ÷àñòêîâî ¹

çóìîâëåíîþ íàÿâíiñòþ ñèìåòði¨ ó ãàìiëüòîíiàíà ñèñòåìè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îòðèìàíi òåîðåòè÷íi

ðåçóëüòàòè ðîçêðèâàþòü ðàíiøå íå âèâ÷åíi âëàñòèâîñòi XXZ ìîäåëi çi ñïi-

íîì 1/2 òà ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 áåç òà çà ïðèñóòíîñòi êâàäðàòè÷íîãî å�å-

êòó Çååìàíà. Âîíè ìîæóòü ñëóãóâàòè ÿê òåîðåòè÷íå ïiä ðóíòÿ äëÿ ìàéáóòíiõ

åêñïåðèìåíòiâ íà ñèñòåìàõ, ùî îïèñóþòüñÿ çàäàíèìè ìîäåëÿìè, à òàêîæ äå-

ìîíñòðóþòü ñêëàäíiñòü âëàñòèâîñòåé çàïëóòàíîñòi íàâiòü ïðîñòèõ ìîäåëåé.

�îçðîáëåíi â ðîáîòi ÷èñåëüíi ìåòîäè ïiäõîäÿòü äëÿ îïèñó âëàñòèâîñòåé øè-

ðîêîãî êëàñó ðàíiøå íå äîñëiäæåíèõ îäíîâèìiðíèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

O
oáè
òèé âíe
oê çäîáóâà÷à. �åçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò,

îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî. Äî äèñåðòàöi¨ âêëþ÷åíi ëèøå òi ðåçóëüòà-

òè ç ðîáiò, îïóáëiêîâàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi, ùî íàëåæàòü àâòîðó. Ñàìîñòiéíî

îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

1. Ó ðîáîòi [123℄ äèñåðòàíò ðîçðîáèâ àëãîðèòì ïðèøâèäøåíîãî ðîçðàõóí-

êó âëàñíèõ ñòàíiâ ñèñòåì ç âåëèêî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê òà ïåðåâiðèâ éîãî

óíiâåðñàëüíiñòü.
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2. Ó ðîáîòi [124℄ çäîáóâà÷ âèçíà÷èâ õàðàêòåðèñòèêè çàïëóòàíîñòi XXZ ìî-

äåëi â �åðîìàãíiòíié �àçi. Ç öi¹þ ìåòîþ â ðîáîòi áóâ ðîçðîáëåíèé àëãî-

ðèòì äëÿ âèêîðèñòàííÿ U(1) ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ ÿê âàðiàöiéíèõ ñòàíiâ

â ñèñòåìàõ ç ãåîìåòði¹þ êiëüöÿ.

3. Ó ðîáîòi [125℄ äèñåðòàíò îòðèìàâ óæå âiäîìèì ìåòîäîì ÏÁçÅ× (àíãë.

"TEBD") ãðà�iêè çàëåæíîñòi çàïëóòàíîñòi íà îäèí çâ'ÿçîê âiä êîí-

òðîëüíèõ ïàðàìåòðiâ â îäíîâèìiðíèõ ìîäåëÿõ XY òà XXZ òà ïiäòâåðäèâ

çäàòíiñòü öi¹¨ âåëè÷èíè ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ âèçíà÷àòè ïîëîæåííÿ êðè-

òè÷íèõ òî÷îê.

4. Ó ðîáîòi [126℄ äèñåðòàíò äîñëiäèâ íàéíèæ÷èé ñïåêòð áiëiíiéíî-

áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1 i ïîêàçàâ âiäñó-

òíiñòü íåìàòè÷íî¨ �àçè â ìîäåëi. Ç öi¹þ ìåòîþ â ðîáîòi áóâ ðîçðîáëåíèé

àëãîðèòì äëÿ âèêîðèñòàííÿ SU(2) ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ ÿê âàðiàöiéíèõ

ñòàíiâ â ñèñòåìàõ ç ãåîìåòði¹þ êiëüöÿ.

5. Ó ðîáîòi [127℄ äèñåðòàíò îòðèìàâ ðîçðîáëåíèìè â ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ

ìåòîäàìè íàéíèæ÷èé ñïåêòð áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à çi ñïiíîì

1 çà íàÿâíîñòi êâàäðàòè÷íîãî å�åêòó Çååìàíà òà âèçíà÷èâ ìåæi äèìåð-

íî¨ �àçè.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ìàòåðiàëè äèñåðòàöi¨ ïðîéøëè

àïðîáàöiþ íà ñåìiíàðàõ âiääiëiâ ñèíåðãåòèêè òà íåëiíiéíî¨ �içèêè êîíäåíñîâà-

íîãî ñòàíó Iíñòèòóòó òåîðåòè÷íî¨ �içèêè iì. Ì. Ì. Áîãîëþáîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè

(Êè¨â, 2012-2017). Òàêîæ ðåçóëüòàòè äîïîâiäàëèñü íà íàñòóïíèõ êîí�åðåíöi-

ÿõ:

• 38th Middle European Cooperation (MECO) in Statisti
al Physi
s, Trieste,

2013, Italy.

• Numeri
al and analyti
al methods for strongly 
orrelated systems,

Benasque, 2014, Spain.
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• 79th Annual Meeting of the Deuts
he Fors
hungsgemeins
haft (DFG),

Berlin, 2015, Germany.

• 42nd Middle European Cooperation (MECO) in Statisti
al Physi
s, Lyon,

2017, Fran
e.

Ïóáëiêàöi¨. Çà ìàòåðiàëàìè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî 8 ðîáiò, 5 iç íèõ

ñêëàäàþòü ñòàòòi â íàóêîâèõ æóðíàëàõ [123, 124, 125, 126, 127℄, à 3 - ó ïðàöÿõ

êîí�åðåíöié [128, 129, 130℄.

Ñòðóêòóðà òà îá'¹ì äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi

âñòóïó, 3 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, äîäàòêà òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî

ìiñòèòü 157 íàéìåíóâàíü. �îáîòà ìiñòèòü 34 ðèñóíêè i 14 òàáëèöü. Çàãàëüíèé

îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 182 ñòîðiíêè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà îðãàíiçîâàíà íàñòóïíèì ÷èíîì. Â ðîçäiëi 1 âèñâiòëþ-

¹òüñÿ çàãàëüíèé ïiäõiä ÌÄÑ äëÿ ïåðiîäè÷íèõ êðàéîâèõ óìîâ. Âèêëàäåííÿ

ìàòåðiàëó àíàëîãi÷íå äî [66℄, äå ðîçãëÿäàþòüñÿ ïåðåâàæíî âiäêðèòi êðàéîâi

óìîâè, i âêàçóþòüñÿ ñóòò¹âi âiäìiííîñòi ìiæ ÂÊÓ òà ÏÊÓ. Çäîáóâà÷ ââàæà¹

öå íåîáõiäíèì, îñêiëüêè ïîñëiäîâíîãî îãëÿäó äëÿ ÏÊÓ íåìà¹ â æîäíîìó ç

íàÿâíèõ äæåðåë. �îçäië 2 ìiñòèòü âäîñêîíàëåííÿ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìó

ÌÄÑ ç ÏÊÓ, à ñàìå: âèêîðèñòàííÿ øâèäêîãî ñïàäàííÿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë

äîâãèõ äîáóòêiâ òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü òà àëãîðèòìè îïòèìiçàöi¨ äëÿ U(1)- òà

SU(2)-ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ ç ÏÊÓ. Ôiçè÷íi ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâëåíi â ðîçäiëi

3. Äåÿêi òåõíi÷íi äåòàëi àëãîðèòìiâ, âiäîìi àëãîðèòìè äëÿ íåñêií÷åííèõ 1D

ñèñòåì (íàïðêèëàä, ÏÁçÅ×); ií�îðìàöiÿ ïðî ìiðè çàïëóòàíîñòi, ùî âèâ÷àþ-

òüñÿ â äàíié ðîáîòi; òà äåÿêi âiäîìi ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè íàâîäÿòüñÿ â äîäàòêó

À.
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�ÎÇÄIË 1

ÇÀ�ÀËÜÍÈÉ ÏIÄÕIÄ ÌÄÑ/ÌÄÎ

ÄËß ÏÅ�IÎÄÈ×ÍÈÕ Ê�ÀÉÎÂÈÕ ÓÌÎÂ

1.1 Ìàòðè÷íîäîáóòêîâi ñòàíè ç âiäêðèòèìè êðàéîâè-

ìè óìîâàìè (ÌÄÑ ç ÂÊÓ)

Ñèñòåìè ç âiäêðèòèìè êðàéîâèìè óìîâàìè (¾ëàíöþãè¿) íå âèâ÷àþòüñÿ â

äàíié ðîáîòi. Îäíàê îáãîâîðåííÿ ÌÄÑ ç ÂÊÓ òà ñïîñîáó, â ÿêèé âîíè âèíè-

êàþòü, ¹ âàæëèâèì äëÿ íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü.

Óÿâèìî ñîái �içè÷íó ñèñòåìó çN ÷àñòèíîê, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ d ëîêàëüíèõ

ñòóïåíiâ âiëüíîñòi (ïðèìiðîì, d = 2s + 1 äëÿ ñèñòåìè ÷àñòèíîê çi ñïiíîì s).

Òîäi ïîâíèé ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið ñèñòåìè ìà¹ dN áàçèñíèõ ñòàíiâ, i áóäü-ÿêèé

ñòàí â öüîìó ïðîñòîði ìîæå áóòè çàïèñàíèé ÿê ñóïåðïîçèöiÿ

|ψ〉 =
d∑

σ1,σ2,··· ,σN=1

cσ1,σ2,··· ,σN
|σ1σ2 · · ·σN〉 (5)

äå |σi〉 ¹ ëîêàëüíèìè áàçèñàìè.

Ìîæíà îáðàòè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ |aN−1〉 â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ïåð-
øèõ N − 1 ÷àñòèíîê. Êîæåí ç öèõ áàçèñíèõ ñòàíiâ ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ áàçèñíèõ

ñòàíiâ |σ1σ2 · · ·σN−1〉. I íàâïàêè, êîæåí áàçèñíèé ñòàí ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ ñòàíiâ

|aN−1〉:

|σ1σ2 · · ·σN−1〉 =
∑

aN−1

c̃aN−1
σ1,σ2,··· ,σN−1

|aN−1〉. (6)

Òîäi ñòàí âñi¹¨ ñèñòåìè N ÷àñòèíîê ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê

|ψ〉 =
∑

aN−1,σN

(
∑

σ1,σ2,·,σN−1

c̃aN−1
σ1,σ2,··· ,σN−1

cσ1,σ2,··· ,σN
)|aN−1σN〉. (7)
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Âíóòðiøíþ ñóìó â äóæêàõ ìîæíà ïîçíà÷èòè ÿê M
[N ],σN
aN−1 . Ñïåöiàëüíî ââå-

äåìî íiìèé iíäåêñ aN = 1 i ïîçíà÷èìî ñóìó ÿê M
[N ],σN

aN−1,1
. Òîäi

|ψ〉 =
∑

aN−1,σN

M
[N ],σN

aN−1,1
|aN−1σN〉. (8)

Ìîæíà ðåêóðñèâíî ïðåäñòàâèòè âñi ñòàíè îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó |aN−1〉
ïiäñèñòåìè ïåðøèõ N−1 ÷àñòèíîê ÿê �óíêöi¨ ñòàíiâ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó

ïiäñèñòåìè ïåðøèõ N − 2 ÷àñòèíîê. Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî ðiâíÿííÿ

|aN−1〉 =
∑

aN−2,σN−1

M [N−1],σN−1
aN−2,aN−1

|aN−2σN−1〉. (9)

Çàóâàæèìî, ùîM òåïåð ìà¹ 3 íåòðèâiàëüíi iíäåêñè. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì,

ùî ñòàí |ψ〉, ÿêèé òðåáà îòðèìàòè, ¹äèíèé, à êiëüêiñòü ñòàíiâ ïiäñèñòåìè

|aN−1〉, ç ÿêèõ ìîæíà óòâîðèòè |ψ〉, âæå áiëüøà çà 1. Òåïåð õâèëüîâó �óí-

êöiþ ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

|ψ〉 =
∑

aN−2,aN−1,σN−1,σN

M [N−1],σN−1
aN−2,aN−1

M
[N ],σN

aN−1,1
|aN−2σN−1σN〉. (10)

Òàêó ðåêóðñiþ ìîæíà ïðîäîâæóâàòè. Íàïðèêëàä, êîëè çàëèøà¹òüñÿ òiëü-

êè ëiâà ÷àñòèíêà i = 1,

|ψ〉 =
∑

a1,··· ,aN−1

∑

σ2,··· ,σN

M [2],σ2
a1,a2

· · ·M [N ],σN

aN−1,1
|a1σ2 · · ·σN〉. (11)

Îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ |a1〉 ïðåäñòàâëÿ¹ ïiäñèñòåìó, ùî ìiñòèòü ëèøå îäèí
ñïií i = 1. Îòæå, öåé áàçèñ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê ñóïåðïîçèöiÿ áàçè-

ñíèõ ñòàíiâ: |a1〉 =
∑

σ1
M

[1],σ1
a1 |σ1〉. Íiìèé iíäåêñ a0 = 1 â M -êîå�iöi¹íòàõ

ââîäèòüñÿ ñïåöiàëüíî: M
[1],σ1

1,a1
. Òîäi

|ψ〉 =
∑

a1,··· ,aN−1

∑

σ1,σ2,··· ,σN

M
[1],σ1

1,a1
Mσ2

a1,a2
· · ·MσN

aN−1,1
|σ1σ2 · · ·σN〉. (12)
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Öå, ÿê áà÷èìî, òàêà ñàìà �îðìà, ÿê i (5), äå

cσ1,σ2,··· ,σN
=

∑

a1,··· ,aN−1

M
[1],σ1

1,a1
M [2],σ2

a1,a2 · · ·M [N ],σN

aN−1,1
=

∑

a0=aN=1
a1,··· ,aN−1

M [1],σ1
a0,a1 M

[2],σ2
a1,a2 · · ·M [N ],σN

aN−1,aN .

(13)

Òîáòî ïîêè ùî ìè ïðîñòî ïåðåïèñàëè êîå�iöi¹íòè ðîçêëàäó cσ1,σ2,··· ,σN
â iíøî-

ìó âèãëÿäi.

ßê áà÷èìî, êîæåí ìíîæíèê M [i]
äëÿ ÷àñòèíêè i ìà¹ òðè íåòðèâiàëüíi

iíäåêñè: M
[i],σi
ai−1,ai. Îòæå, éîãî ìîæíà óÿâèòè ÿê åëåìåíò òåíçîðà 3-ãî ðàíãó.

ßê íàñëiäîê, äëÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åííÿ σi M
[i],σi
ai−1,ai ¹ åëåìåíòîì òåíçîðà 2-ãî

ðàíãó (òîáòî ìàòðèöi). Ìîæíà îçíà÷èòè ìàòðèöi M [i],σi
(íà êîæíié ÷àñòèíöi

d òàêèõ ìàòðèöü). Òîäi

cσ1,σ2,··· ,σN
=M [1],σ1M [2],σ2 · · ·M [N ],σN

(14)

ùî ¹ ïðîñòî ìàòðè÷íèì äîáóòêîì M -ìàòðèöü ç âiäïîâiäíèìè çíà÷åííÿìè σi

íà âiäïîâiäíèõ ÷àñòèíêàõ i. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè öåé àíçàö çâåòüñÿ ¾ìàòðè÷íî-

äîáóòêîâèé ñòàí¿. σi ¹ �içè÷íèìè (ñïiíîâèìè) iíäåêñàìè, òîäi ÿê iíäåêñè ai

çâóòüñÿ âiðòóàëüíèìè (ìàòðè÷íèìè) iíäåêñàìè.

Õâèëüîâà �óíêöiÿ ìîæå áóòè òîäi çàïèñàíà ÿê

|ψ〉 =
∑

σ1,σ2,··· ,σN

M [1],σ1M [2],σ2 · · ·M [N ],σN |σ1σ2 · · ·σN〉, (15)

àáî, âðàõîâóþ÷è, ùî ëiâèé iíäåêñ ìàòðèöiMσ1
òà ïðàâèé iíäåêñ ìàòðèöiMσN

¹ íiìèìè, à òîìó ìàòðè÷íèé äîáóòîê äà¹ ìàòðèöþ ðîçìiðó 1× 1,

|ψ〉 =
∑

σ1,σ2,··· ,σN

Tr(M [1],σ1M [2],σ2 · · ·M [N ],σN )|σ1σ2 · · ·σN〉. (16)

Ìè âæå ïåðåêîíàëèñü, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðîìiæíi áàçèñè |ai−1〉
òà |ai〉, ùî ç'ÿâëÿþòüñÿ â ïðîöåñi öi¹¨ ¾ïðîöåäóðè ïîáóäîâè¿, ïîâ'ÿçàíi ÷åðåç
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ëîêàëüíèé òåíçîð ÌÄÑ:

|ai〉 =
∑

ai−1,σi

M [i],σi
ai−1,ai

|ai−1σi〉. (17)

Óìîâà îðòîíîðìàëüíîñòi îäíî÷àñíî |ai−1〉 òà |ai〉 (〈ai−1|a′i−1〉 = δai−1,a′i−1
òà

〈ai|a′i〉 = δai,a′i) äà¹ öiêàâó âëàñòèâiñòü M -òåíçîðà:

∑

ai−1,σi

M [i],σi∗
ai−1,aiM

[i],σi

ai−1,a′i
= δai,a′i (18)

àáî ïðîñòî

∑

σi

M [i],σi†M [i],σi = 1. (19)

Çâiñíî, îïèñàíèé âèùå ¾ðîçêëàä¿ c-êîå�iöi¹íòiâ ìîæíà òàêîæ ïî÷èíàòè

íå ç îñòàííüî¨, à ç ïåðøî¨ ÷àñòèíêè. Òîäi |ai〉 áóäå îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì

÷àñòèíîê ïiñëÿ i, à |ai−1〉 âèçíà÷àòèìåòüñÿ ç |ai〉 ÿê

|ai−1〉 =
∑

ai,σi

M [i],σi
ai−1,ai|σiai〉. (20)

Óìîâà îðòîíîðìîâàíîñòi íàêëàäà¹ íàñòóïíó óìîâó íà M -òåíçîð:

∑

σi

M [i],σiM [i],σi† = 1. (21)

Îïèñàíi äâi ïðîöåäóðè ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê ïîáóäîâîþ íà õîäó ¾âàæëèâèõ¿

áàçèñiâ ñèñòåìè øëÿõîì ïîñëiäîâíîãî äîäàâàííÿ äî ñèñòåìè ùå îäíî¨ ÷àñòèí-

êè, ðóõàþ÷èñü çëiâà (|a2〉 =
∑

a1,σ2
M

[2],σ2
a1,a2 |a1σ2〉, |a3〉 =

∑

a2,σ3
M

[3],σ3
a2,a3 |a2σ3〉,

...) àáî ñïðàâà (|aN−2〉 =
∑

σN−1,aN−1
M

[N−1],σN−1
aN−2,aN−1 |σN−1aN−1〉, |aN−3〉 =

∑

σN−2,aN−2
M

[N−2],σN−2
aN−3,aN−2 |σN−2aN−2〉, ...). Ïðîöåäóðà ïî÷èíà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ÷à-

ñòèíêè: |a1〉 =
∑

σ1
M

[1],σ1

1,a1
|σ1〉 àáî |aN−1〉 =

∑

σN
M

[N ],σN

aN−1,1
|σN〉, i ìîæíà

óÿâèòè, ùî âîíà ïî÷èíà¹òüñÿ âçàãàëi ç òðèâiàëüíîãî (ç îäíîãî ñòàíó) áà-

çèñó |a0〉 = |aN 〉 = (1): |a1〉 =
∑

a0=1,σ1
M

[1],σ1

1,a1
|a0σ1〉 àáî |aN−1〉 =

∑

σN ,aN=1 M
[N ],σN

aN−1,1
|σNaN〉.

Ùîäî îïòèìiçàöiéíîãî àëãîðèòìó, òî â íüîìó âçàãàëi-òî áàçèñ |ai−1〉 çëi-
âà âiä ïîòî÷íî¨ ÷àñòèíêè i óòâîðþ¹òüñÿ ïîáóäîâîþ âiä ëiâîãî êðàþ ðóõîì
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âïðàâî, à áàçèñ |ai〉 ñïðàâà âiä ïîòî÷íî¨ ÷àñòèíêè i óòâîðþ¹òüñÿ ïîáóäîâîþ

âiä ïðàâîãî êðàþ ðóõîì âëiâî. Òîìó âñi ëîêàëüíi òåíçîðè ÌÄÑ äëÿ ÷àñòè-

íîê âiä 1 äî i − 1 ìàþòü âëàñòèâiñòü (19), à âñi ëîêàëüíi òåíçîðè ÌÄÑ äëÿ

÷àñòèíîê âiä i+ 1 äî N ìàþòü âëàñòèâiñòü (21). Öi âëàñòèâîñòi â ïîäàëüøî-

ìó çâàòèìóòüñÿ ëiâèì òà ïðàâèì íîðìóâàííÿì (àíãë. �left-normalization� òà

�right-normalization�). Öiêàâî, ùî ÿêùî òåíçîð ÌÄÑ íà ïîòî÷íié ÷àñòèíöi i ¹

ëiâî- àáî ïðàâî-íîðìîâàíèì, õâèëüîâà �óíêöiÿ ¹ íîðìîâàíîþ: 〈ψ|ψ〉 = 1.

ßêùî ïî÷àòè óòâîðþâàòè áàçèñè ç ïåðøî¨ ÷àñòèíêè, òî (äî ïåâíîãî ìî-

ìåíòó) êiëüêiñòü ñòàíiâ â |ai〉 çðîñòà¹ ÿê di: 1 äëÿ |a0〉, d äëÿ |a1〉, d2 äëÿ |a2〉,
i ò.ä. Öå î÷åâèäíî ç ïîäàíèõ âèùå ðiâíÿíü äëÿ |ai〉. Òàêèì ÷èíîì, ðîçìiðè

ìàòðèöü ÌÄÑ ðiâíi: 1× d íà ñïiíi 1, d× d2 íà ñïiíi 2, i ò.ä.

Îäíàê äàëi êiëüêiñòü ñòàíiâ êîæîãî íàñòóïíîãî áàçèñó çìåíøó¹òüñÿ. Ìî-

æíà öå çðîçóìiòè, ïî÷àâøè óòâîðþâàòè ñòàíè âiä ïðàâîãî êðàþ: òîäi äî ïåâ-

íîãî íîìåðà ÷àñòèíêè êiëüêiñòü ñòàíiâ çðîñòà¹ ÿê dN−i
: 1 äëÿ |aN〉, d äëÿ

|aN−1〉, d2 äëÿ |aN−2〉, i ò.ä. Òàêèì ÷èíîì, ðîçìiðè ìàòðèöü ÌÄÑ ðiâíi: d× 1

íà ñïiíi N , d2 × d íà ñïiíi N − 1, i ò.ä.

Âðàõîâóþ÷è óìîâó, ùî êiëüêiñòü ñòàíiâ ìà¹ áóòè ðiâíîþ, ìîæíà îòðèìàòè

íîìåð ÷àñòèíêè, äå êiëüêiñòü ïðîìiæíèõ áàçèñíèõ ñòàíiâ íàéáiëüøà: N/2 äëÿ

ïàðíèõ N i (N + 1)/2 äëÿ íåïàðíèõ N . Íàéáiëüøi ðîçìiðè ìàòðèöü ÌÄÑ

ðiâíi: dN/2−1 × dN/2
íà ñïiíi i = N/2 àáî dN/2 × dN/2−1

íà ñïiíi i = N/2 + 1, i

d(N−1)/2 × d(N−1)/2
íà ñïiíi i = (N + 1)/2 âiäïîâiäíî.

Öiêàâî, ùî êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ â óñié ìíîæèíi ÌÄÑ-

òåíçîðiâ äîðiâíþ¹ dN −1, ÿê i â çâè÷àéíîìó ïðåäñòàâëåííi õâèëüîâî¨ �óíêöi¨

(óìîâà íîðìóâàííÿ 〈ψ|ψ〉 çìåíøó¹ êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ íà 1).

Öå ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðèòè. Ïðè ïàðíîìó N ¹ âñüîãî d2 + d4 + · · · + dN +

dN + · · · + d4 + d2 ïàðàìåòðiâ, à ëiâi (ïðàâi) íîðìóâàííÿ íà âñiõ ÷àñòèíêàõ

íàêëàäàþòü ðàçîì d2+d4+ · · ·+dN +dN−2+ · · ·+d2+1 óìîâ. Ïðè íåïàðíîìó

N ¹ âñüîãî d2 + d4 + · · · + dN−1 + dN + dN−1 + · · · + d4 + d2 ïàðàìåòðiâ, à

êiëüêiñòü óìîâ äîðiâíþ¹ d2 + d4 + · · · + dN−1 + dN−1 + dN−2 + · · · + d2 + 1.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìè íå çìiíèëè êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi íå-
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îáõiäíî âèçíà÷èòè, ïðåäñòàâëåííÿ ñòàíó â �îðìi ÌÄÑ ¹ ïðîñòî êàíîíi÷íèì

ïåðåòâîðåííÿì.

Öiêàâî òå, ùî ÿêùî ïðîìiæíi áàçèñè |ai〉 ïîñåðåäèíi ëàíöþãà (äå êiëü-

êiñòü áàçèñíèõ ñòàíiâ íàéáiëüøà) îáèðàþòüñÿ ¾ðîçóìíî¿, òiëüêè ìàëèé âiäñî-

òîê öèõ ñòàíiâ ¹ �içè÷íî âàæëèâèìè. Îòæå, íà ïåâíîìó åòàïi ìîæíà ïî÷àòè

ñêîðî÷óâàòè êiëüêiñòü áàçèñíèõ ñòàíiâ, ÿêi óòâîðþþòüñÿ äîäàâàííÿì íîâî¨

÷àñòèíêè äî ïîïåðåäíüîãî áàçèñó. Òîáòî ÿêùî di (÷è dN−i
) ïî÷èíà¹ ïåðå-

âèùóâàòè çàäàíå ÷èñëî m, ç öüîãî áàçèñó óòðèìóþòüñÿ òiëüêè m ñòàíiâ. Â

òàêîìó âèïàäêó ðîçìiðè ìàòðèöü íà êîæíié ÷àñòèíöi áóäóòü: 1×d, d×d2, ...,

dicrit ×m, m×m, ..., m×m, m× dicrit, ..., d2 × d, d× 1.

Íà ïðàêòèöi òàêà ïðîöåäóðà îçíà÷à¹, ùî áàçèñíi ñòàíè |ai〉 ¹ îð-

òîíîðìîâàíèìè, àëå âæå íå óòâîðþþòü ïîâíîãî íàáîðó:

∑

ai
|ai〉〈ai| =

diag(1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0).

1.2 Ìàòðè÷íîäîáóòêîâi ñòàíè ç ïåðiîäè÷íèìè êðàéî-

âèìè óìîâàìè (ÌÄÑ ç ÏÊÓ)

ßê ìè ïðèãàäó¹ìî, áóäü-ÿêèé �içè÷íèé ñòàí ñïiíîâî¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè

çàïèñàíèé ÿê

|ψ〉 =
d∑

σ1,σ2,··· ,σN=1

cσ1,σ2,··· ,σN
|σ1σ2 · · ·σN〉. (22)

Òóò {cσ1,σ2,··· ,σN
} - ìíîæèíà êîå�iöi¹íòiâ, ùî ìàþòü çàäîâiëüíÿòè óìîâó íîð-

ìóâàííÿ

∑d
σ1,σ2,··· ,σN=1 |cσ1,σ2,··· ,σN

|2 = 1.

Çàïèøåìî õâèëüîâó �óíêöiþ ñèñòåìè ç ÏÊÓ àíàëîãi÷íî äî õâèëüîâî¨ �óí-

êöi¨ ñèñòåìè ç ÂÊÓ (äèâ ð-íÿ (16)):

|ψ〉 =
d∑

σ1,σ2,··· ,σN=1

Tr(M [1],σ1M [2],σ2 · · ·M [N ],σN )|σ1σ2 · · ·σN〉 (23)

àáî

|ψ〉 =
d∑

σ1,σ2,··· ,σN=1

m∑

a1,a2,··· ,aN=1

M [1],σ1
aN ,a1M

[2],σ2
a1,a2 . . .M

[N ],σN
aN−1,aN |σ1σ2 · · ·σN〉, (24)
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äå d - ðîçìiðíiñòü ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó îäíîãî ñïiíó i.

Ïðèíöèïîâîþ ðiçíèöåþ ìiæ ÏÊÓ òà ÂÊÓ ¹ òå, ùî ñëiä (ñóìà çà âiðòó-

àëüíèì iíäåêñîì a0 = aN ) íå ¹ òðèâiàëüíèì ïðè ÏÊÓ. Íàòîìiñòü âñi iíäåêñè

ñòàþòü ðiâíîïðàâíèìè, çàáåçïå÷óþ÷è òàêèì ÷èíîì ÏÊÓ.

Êîæíèé ëîêàëüíèé òåíçîð M [i]
¹ òåïåð ìíîæèíîþ d ìàòðèöü ðîçìiðó

m × m (M [i],σi
¹ âiäïîâiäíîþ ìàòðèöåþ öi¹¨ ìíîæèíè). Òàêèì ÷èíîì, êiëü-

êiñòü âàðiàöiéíèõ ïàðàìåòðiâ, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ñòàí ñèñòåìè, ðiâíà Ndm2
.

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî Ndm2 ≈ dN , ñòàí ïðåäñòàâëåíèé òî÷íî. Ìåòîþ àëãîðè-

òìó ¹ ïðåäñòàâèòè ñòàí âåëèêî¨ ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ äîñèòü ïîìiðíîãî m,

âèêîðèñòîâóþ÷è ¾ïðàâèëî ïëîù¿. Êîæåí òåíçîð M [i]
áóäå â òàêîìó âèïàäêó

îïåðàòîðîì ïðîåêòóâàííÿ, ùî íå äîçâîëÿ¹ ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîðó ñèñòåìè

ðîçðîñòàòèñü ïðè äîäàâàííi íîâèõ ñïiíiâ.

Ìîæíà óÿâèòè ãðà�i÷íå ïðåäñòàâëåííÿ M [i]
, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4. 3-

âèìiðíèé òåíçîð M [i]
ìà¹ �içè÷íèé (ñïiíîâèé) iíäåêñ σi (âåðòèêàëüíà ëiíiÿ

íà ðèñóíêó) i äâà ìàòðè÷íi iíäåêñè ai−1, ai (ãîðèçîíòàëüíi ëiíi¨). Ëiâèé ìà-

òðè÷íèé iíäåêñ ÷àñòèíêè i çàâæäè äîðiâíþ¹ ïðàâîìó ìàòðè÷íîìó iíäåêñó ïî-

ïåðåäíüî¨ ÷àñòèíêè i − 1. Äëÿ ðîçðàõóíêó ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí òàêîæ

ïîòðiáíi êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi òåíçîðè M [i]∗
. Âiäïîâiäíå ãðà�i÷íå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ ïîêàçàíå íà ðèñ. 5.

Ñóìóâàííÿ çà iíäåêñàìè a1, a2, · · · , aN−1 - öå ìíîæåííÿ âiäïîâiäíèõ ìà-

òðèöü, â òîé ÷àñ ÿê ñóìóâàííÿ çà aN ¹ âçÿòòÿì ñëiäó. Ñóìóâàííÿ çà iíäåêñàìè

ìîæíà óÿâèòè ÿê ç'¹äíàííÿ ëiíié, ùî âiäïîâiäàþòü öèì iíäåêñàì, àëå ðiçíèì

÷àñòèíêàì. Òîäi ÌÄÑ ç ÏÊÓ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ãðà�i÷íî òàê, ÿê ïîêàçàíî

íà ðèñ. 6. Iíäåêñè σ1, σ2, · · · , σN çàëèøàþòüñÿ âiäêðèòèìè i ïðåäñòàâëÿþòü

ñòàíè |σ1σ2 · · ·σN〉 = |~σ〉.

44



1.3 Êàíîíi÷íèé âèãëÿä òà ïåðåêàëiáðóâàííÿ ÌÄÑ

Ìè âæå äîâåëè, ùî çà ÂÊÓ óìîâó íîðìóâàííÿ (〈ψ|ψ〉 = 1) [66℄ äëÿ ÌÄÑ

ëåãêî çàäîâîëüíèòè, ÿêùî ñòàí ëiâî-êàíîíi÷íèé:

∑

σi

M [i],σi†M [i],σi = 1 (25)

àáî ïðàâî-êàíîíi÷íèé:

∑

σi

M [i],σiM [i],σi† = 1. (26)

Ó ñêií÷åííèõ ñèñòåìàõ ç ÏÊÓ 〈ψ|ψ〉 6= 1 íi äëÿ ëiâî-, íi äëÿ ïðàâî-

êàíîíi÷íîãî ÌÄÑ (äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì çàçâè÷àé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðà-

âå íîðìóâàííÿ i âîíî çàáåçåïå÷ó¹ 〈ψ|ψ〉 = 1). Îäíàê ìàòðèöi ÌÄÑ ïîòði-

áíî ïåðåêàëiáðîâóâàòè ïiñëÿ êîæíîãî êðîêó îïòèìiçàöiéíî¨ ïðîöåäóðè, ùîá

àëãîðèòì çàëèøàâñÿ ñòàáiëüíèì [72℄. Íà âiäìiíó âiä ÂÊÓ, äå ëiâå (ïðàâå)

íîðìóâàííÿ ¹ íåîáõiäíèì, ïðè ÏÊÓ ïåðåêàëiáðóâàííÿ ÌÄÑ ìîæíà çäiéñíþ-

âàòè áàãàòüìà ñïîñîáàìè, ÿêùî àëãîðèòì çàëèøà¹òüñÿ ÷èñåëüíî ñòàáiëüíèì.

Îäíàê â äàíié ðîáîòi (äëÿ ñïðîùåííÿ) âèêîðèñòîâóþòüñÿ òi ñàìi óìîâè íîð-

ìóâàííÿ, ùî é äëÿ ÂÊÓ. Íåîáõiäíî ðîçðàõóâàòè íîðìó |ψ〉 i ïîäiëèòè íà íå¨

ïåðøèé òåíçîð M [1]
, ùîá çðîáèòè ñòàí ñïðàâäi íîðìîâàíèì.

Çâåñòè ÌÄÑ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìîæíà çà äîïîìîãîþ �çÑ× ìàòðèöi

Q (äèâ. Äîäàòîê À) àáî çà äîïîìîãîþ QR-ðîçêëàäó âiäïîâiäíèì ÷èíîì âè-

ðiâíÿíîãî ÌÄÑ-òåíçîðà [66℄: âiäïîâiäíî Ψ(ai−1σi),ai = Mσi
ai−1,ai

àáî Ψai−1,(σiai) =

Mσi
ai−1,ai. �îçðàõîâó¹òüñÿ ìàòðèöÿ X, i ìàòðèöi ÌÄÑ M [i],σi

ìíîæàòüñÿ íà íå¨

ñïðàâà àáî çëiâà, òàê ùî çàäîâiëüíÿ¹òüñÿ óìîâà ëiâîãî àáî ïðàâîãî íîðìóâà-

ííÿ. Ìàòðèöi M [i±1],σi±1
âiäïîâiäíî ìíîæàòüñÿ íà X−1

.

1.4 Ìàòðè÷íîäîáóòêîâi îïåðàòîðè (ÌÄÎ)

Áóäü-ÿêèé ãàìiëüòîíiàí ìîæíà çàïèñàòè àíàëîãi÷íî äî ÌÄÑ, âèêîðèñòî-

âóþ÷è äîáóòêè ìàòðèöü, ðîçòàøîâàíèõ íà êîæíié ÷àñòèíöi ñèñòåìè. �äèíîþ

ðiçíèöåþ ¹ äâà òèïè âiäêðèòèõ iíäåêñiâ. Òàêi îïåðàòîðè çâóòüñÿ ìàòðè÷íîäî-

áóòêîâèìè îïåðàòîðàìè (ÌÄÎ) [66℄:
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Σ

a a

i

i - 1 i

�èñ. 4: �ðà�i÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ëî-

êàëüíîãî òåíçîðà ÌÄÑ M [i]
. Âåð-

òèêàëüíà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ �içè÷íîìó

(ñïiíîâîìó) iíäåêñó, à ãîðèçîíòàëüíi

ëiíi¨ - âiðòóàëüíèì (ìàòðè÷íèì) iíäå-

êñàì.

Σ

a a

i

i - 1 i

�èñ. 5: �ðà�i÷íå ïðåäñòàâëåííÿ êîì-

ïëåêñíî ñïðÿæåíîãî ëîêàëüíîãî òåí-

çîðà ÌÄÑ M [i]∗
. Âåðòèêàëüíà ëiíiÿ

âiäïîâiäà¹ �içè÷íîìó (ñïiíîâîìó) ií-

äåêñó, à ãîðèçîíòàëüíi ëiíi¨ - âiðòóàëü-

íèì (ìàòðè÷íèì) iíäåêñàì.

a1 a2 aN - 2 aN - 1

aN aN

...
Σ Σ Σ Σ1 2 N - 1 N

�èñ. 6: �ðà�i÷íå ïðåäñòàâëåííÿ âñüîãî ÌÄÑ. Ïðîâîäèòüñÿ ñóìóâàííÿ çà ìà-

òðè÷íèìè iíäåêñàìè (ùî åêâiâàëåíòíî ìíîæåííþ ìàòðèöü). Öå ìîæíà óÿâè-

òè ÿê ç'¹äíàííÿ ãîðèçîíòàëüíèõ ëiíié, ùî âiäïîâiäàþòü îäíèì i òèì ñàìèì

ìàòðè÷íèì (âiðòóàëüíèì) iíäåêñàì. Ôiçè÷íi (ñïiíîâi) iíäåêñè çàëèøàþòüñÿ

âiäêðèòèìè.

H =

d∑

σ1,σ2,··· ,σN=1

d∑

σ′
1,σ

′
2,··· ,σ′

N=1

Tr(W [1],σ1,σ
′
1W [2],σ2,σ

′
2 · · ·W [N ],σN ,σ′

N )

|σ1σ2 · · · σN〉〈σ′
1σ

′
2 · · · σ′

N |. (27)

Òóò W [i],σi,σ
′
i
- ìàòðèöi ðîçìiðó mW × mW . mW çàëåæèòü âiä êîíêðåòíî-

ãî ãàìiëüòîíiàíà i äëÿ âçà¹ìîäié êîðîòêî¨ äi¨ ¹ ïîðiâíÿíî ìàëèì. Êîíêðåòíi

ïðèêëàäè W [i],σi,σ
′
i
íàâåäåíi â ðîçäiëi 1.5.

W [i]
î÷åâèäíî ¹ òåíçîðîì 4-ãî ðàíãó ç äâîìà �içè÷íèìè (ñïiíîâèìè) iíäå-

êñàìè òà äâîìà âiðòóàëüíèìè (ìàòðè÷íèìè) iíäåêñàìè. Òîìó ìîæíà óÿâèòè

éîãî ãðà�i÷íå ïðåäñòàâëåííÿ, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7. Ñïiíîâi iíäåêñè σi, σ
′
i
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Σ

Σ

b b

i

i
’

i - 1 i

�èñ. 7: �ðà�i÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ëîêàëüíîãî òåíçîðà ÌÄÎ W [i]
. Âåðòèêàëüíi

ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü �içè÷íèì (ñïiíîâèì) iíäåêñàì, à ãîðèçîíòàëüíi - âiðòóàëü-

íèì (ìàòðè÷íèì) iíäåêñàì.

b1 b2 bN - 2 bN - 1

bN bN...
Σ Σ Σ Σ1 2 N - 1 N

Σ Σ Σ Σ1 2 N - 1 N’ ’ ’ ’

�èñ. 8: �ðà�i÷íå ïðåäñòàâëåííÿ âñüîãî ÌÄÎ. Ïðîâîäèòüñÿ ñóìóâàííÿ çà ìà-

òðè÷íèìè iíäåêñàìè (ùî åêâiâàëåíòíî ìíîæåííþ ìàòðèöü). Öå ìîæíà óÿâèòè

ÿê ç'¹äíàííÿ ãîðèçîíòàëüíèõ ëiíié, ùî âiäïîâiäàþòü îäíèì i òèì ñàìèì ìà-

òðè÷íèì iíäåêñàì. Äâi ìíîæèíè �içè÷íèõ (ñïiíîâèõ) iíäåêñiâ çàëèøàþòüñÿ

âiäêðèòèìè.

âiäïîâiäàþòü âåðòèêàëüíèì ëiíiÿì, ìàòðè÷íi bi−1, bi - ãîðèçîíòàëüíèì.

Â ðîçãîðíóòié �îðìi (27) âèãëÿäà¹ ÿê

H =

d∑

σ1,σ2,··· ,σN=1

d∑

σ′
1,σ

′
2,··· ,σ′

N=1

m∑

b1,b2,··· ,bN=1

W
[1],σ1,σ

′
1

bN ,b1
W

[2],σ2,σ
′
2

b1,b2
. . .W

[N ],σN ,σ′
N

bN−1,bN

|σ1σ2 · · · σN〉〈σ′
1σ

′
2 · · · σ′

N |. (28)

Òàêèì ÷èíîì, ãðà�i÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ÌÄÎ ìîæíà óÿâèòè àíàëîãi÷íî äî

ÌÄÑ, ÿê ïîêàçíî íà ðèñ. 8. Òóò iíäåêñè σ1, σ2, · · · , σN , σ′
1, σ

′
2, · · · , σ′

N çàëè-

øàþòüñÿ âiäêðèòèìè i ïðåäñòàâëÿþòü îïåðàòîðè |σ1σ2 · · · σN〉〈σ′
1σ

′
2 · · ·σ′

N | =
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|~σ〉〈~σ′|.

1.5 Êîíêðåòíi ãàìiëüòîíiàíè òà ¨õíi ÌÄÎ

Ïîçíà÷èìî ìàòðè÷íi SU(2) ïðåäñòàâëåííÿ ëîêàëüíîãî ñïiíó ÿê sxi , s
y
i , s

z
i .

Äëÿ ñèñòåì ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 öå ïðîñòî ìàòðèöi Ïàóëi, ïîäiëåíi íà 2:

sαi = σα
i

2 , äå α = x, y, z.

Ïðèêëàäàìè ñïiíîâèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ¹:

1. U(1) ñèìåòðè÷íà XXZ ìîäåëüH =
∑N

i=1(s
x
i ⊗sxi+1+s

y
i⊗syi+1+∆ szi⊗szi+1).

Â ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ òiëüêè XXZ ìîäåëü çi ñïiíîì 1/2. ×àñòêîâèì

âèïàäêîì XXZ ìîäåëi ¹ SU(2)-ñèìåòðè÷íà ìîäåëü �àéçåíáåð à (∆ = 1).

2. SU(2) ñèìåòðè÷íà áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíà ìîäåëü �àéçåíáåð à (ÁÁ�)H =
∑N

i=1[cos θ (~si ⊗ ~si+1) + sin θ (~si ⊗ ~si+1)
2] (äå ~si = (sxi , s

y
i , s

z
i )). Â ðîáîòi

äîñëiäæó¹òüñÿ òiëüêè ÁÁ� ìîäåëü çi ñïiíîì 1. Ìîäåëü �àéçåíáåð à çi

ñïiíîì 1 ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 ïðè θ = 0.

Òóò N + 1 → 1 â
∑N

i=1, ùî çàáåçïå÷ó¹ ÏÊÓ.

Âiäïîâiäíi ìàòðèöi, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïðåäñòàâëåííi ÌÄÎ, äîðiâ-

íþþòü, ïðèìiðîì

W [1] =













0 sx1 sy1 ∆ sz1 1

0 0 0 0 sx1

0 0 0 0 sy1

0 0 0 0 sz1

0 0 0 0 0













, W [i] =













1 0 0 0 0

sxi 0 0 0 0

syi 0 0 0 0

szi 0 0 0 0

0 sxi syi ∆ szi 1













(i = 2, . . . , N).

(29)

äëÿ XXZ ìîäåëi ç áóäü-ÿêèì ñïiíîì. ÌÄÎ äëÿ ÁÁ� ìîäåëi íå ïîäà¹òüñÿ òóò

÷åðåç âåëèêèé ðîçìið.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ÌÄÎ ¹ ðîçðiäæåíèìè áëî÷íèìè ìàòðèöÿìè ðîç-

ìiðó mW × mW . mW = 5 äëÿ XXZ ìîäåëi òà mW = 14 äëÿ ÁÁ� ìîäåëi.

�õíi áëîêè ¹, î÷åâèäíî, ìàòðèöÿìè ðîçìiðó d × d: W
[i]
bi−1,bi

= 0,1, sx, sy, sz

(bi−1, bi = 1, . . . , mW ).
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Íåîáõiäíi äëÿ (27) ìàòðèöi W σi,σ
′
i
îòðèìóþòüñÿ òàê: (W [i],σi,σ

′
i)bi−1,bi =

(W
[i]
bi−1,bi

)σi,σ′
i
. Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî

W [i] =
∑

σi,σ′
i

W [i],σi,σ
′
i ⊗ (|σi〉〈σ′

i|). (30)

Òîäi ìîæíà äîâåñòè, ùî (äèâ. (27))

H =
∑

~σ,~σ′

Tr(W [1],σ1,σ
′
1W [2],σ2,σ

′
2 · · ·W [N ],σN ,σ′

N )[(|σ1〉〈σ′
1|)⊗ (|σ2〉〈σ′

2|)⊗ · · ·

· · · ⊗ (|σN〉〈σ′
N |)] = Tr[W [1] •W [2] • · · · •W [N ]] (31)

(òåïåð ìàòðèöi ìíîæàòüñÿ/ñëiä áåðåòüñÿ ïîáëîêîâî).

1.6 Iòåðàòèâíèé ïîøóê îñíîâíîãî ñòàíó

Çàâäàííÿ - ìiíiìiçóâàòè åíåðãiþ

E = 〈ψ|H|ψ〉 (32)

çà óìîâè

〈ψ|ψ〉 = 1. (33)

Öå çâè÷àéíà çàäà÷à íà óìîâíèé åêñòðåìóì. Òîìó ìîæíà ââåñòè ìíîæíèê

Ëàãðàíæà ǫ i ìiíiìiçóâàòè ëàãðàíæiàí

L = 〈ψ|H|ψ〉 − ǫ〈ψ|ψ〉. (34)

Îäåðæàíà |ψ〉 áóäå ïîòðiáíîþ íàì õâèëüîâîþ �óíêöi¹þ, à ǫ - åíåðãi¹þ

îñíîâíîãî ñòàíó. ßêùî áóòè òî÷íèì, ëàãðàíæiàí ïîâèíåí ìiñòèòè äîäàíîê

ǫ(1− 〈ψ|ψ〉), àëå êîíñòàíòó ǫ ìîæíà âiäêèíóòè.
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîòðiáíî âàðiþâàòè âñi åëåìåíòè òåíçîðiâ ÌÄÑ (¨õ

âñüîãî Ndm2
). Ìiíiìiçàöiÿ ëàãðàíæiàíà çðåøòîþ (ãàðàíòîâàíî) ïðèâåäå äî

îñíîâíîãî ñòàíó. Îäíàê ãîëîâíîþ iäå¹þ àëãîðèòìó ç ÌÄÑ ¹ âàðiþâàííÿ íå

âñüîãî íàáîðó ïàðàìåòðiâ, à òiëüêè ìíîæèíè, ùî âiäïîâiäà¹ ïîòî÷íîìó ñïi-

íó i. Ëàãðàíæiàí ìiíiìiçó¹òüñÿ âiäíîñíî åëåìåíòiâ M
[i],σi∗
ai−1,ai (¨õ dm

2
) ïiä ÷àñ
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a1
aN - 1’ ’

b1 bN - 1

a1 aN - 1

aN aN’ ’

aN aN

bN bN

...

...

...
Σ Σ1 N

Σ Σ1 N’ ’

�èñ. 9: �ðà�i÷íå ïðåäñòàâëåííÿ âèðàçó 〈ψ|H|ψ〉.

a1 aN - 1’ ’
a1 aN - 1

aN aN’ ’

aN aN

...

...
Σ Σ1 N

�èñ. 10: �ðà�i÷íå ïðåäñòàâëåííÿ âèðàçó 〈ψ|ψ〉.

êîæíîãî êðîêó iòåðàöi¨, ðóõàþ÷èñü âiä ñïiíó äî ñïiíó. ×èñëî ǫ çðåøòîþ çái-

ãà¹òüñÿ äî åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó E. Îäíàê íåîáõiäíî ïàì'ÿòàòè îäíó ði÷:

íåìà¹ ìàòåìàòè÷íîãî äîâåäåííÿ, ùî òàêà ïðîöåäóðà ñïðàâäi äà¹ îñíîâíèé

ñòàí (òîáòî ïîïðè ïiäòâåðäæåííÿ ïðàâèëüíîñòi àëãîðèòìó ÷èñëåííèìè ðîç-

ðàõóíêàìè, ñòðîãîãî äîâåäåííÿ íà ðàçi íåìà¹).

Çàïèøåìî (34) â ðîçãîðíóòié �îðìi. Ïåðøèé ÷ëåí äîðiâíþ¹

〈ψ|H|ψ〉 =
∑

~σ,~σ′

∑

b1,··· ,bN
a1,··· ,aN
a′1,··· ,a′N

M [1],σ1∗
aN ,a1 . . .M

[N ],σN∗
aN−1,aNW

[1],σ1,σ
′
1

bN ,b1
. . .W

[N ],σN ,σ′
N

bN−1,bN
M

[1],σ′
1

a′N ,a′1
. . .M

[N ],σ′
N

a′N−1,a
′
N
=

=
∑

ai−1,ai
a′i−1,a

′
i

bi−1,bi

(
∑

σi,σ′
i

M [i],σi∗
ai−1,ai

W
[i],σi,σ

′
i

bi−1,bi
M

[i],σ′
i

a′i−1,a
′
i
)×

∑

ai+1,··· ,ai−2

a′i+1,··· ,a′i−2

bi+1,··· ,bi−2

[
∑

σi+1,σ′
i+1

M [i+1],σi+1∗
ai,ai+1

W
[i+1],σi+1,σ

′
i+1

bi,bi+1
M

[i+1],σ′
i+1

a′i,a
′
i+1

) . . . (
∑

σN ,σ′
N

M [N ],σN∗
aN−1,aNW

[N ],σN ,σ′
N

bN−1,bN
M

[N ],σ′
N

a′N−1,a
′
N
)]×

×[(
∑

σ1,σ′
1

M [1],σ1∗
aN ,a1 W

[1],σ1,σ
′
1

bN ,b1
M

[1],σ′
1

a′N ,a′1
) . . . (

∑

σi−1,σ′
i−1

M [i−1],σi−1∗
ai−2,ai−1

W
[i−1],σi−1,σ

′
i−1

bi−2,bi−1
M

[i−1],σ′
i−1

a′i−2,a
′
i−1

)].

Ìîæíà ââåñòè ìàòðèöi H
[i]
R i H

[i]
L òàêi, ùî
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(H
[i]
R )(biaia′i),(bNaNa′N ) =

∑

ai+1,··· ,aN−1

a′i+1,··· ,a′N−1

bi+1,··· ,bN−1

(
∑

σi+1,σ′
i+1

M [i+1],σi+1∗
ai,ai+1

W
[i+1],σi+1,σ

′
i+1

bi,bi+1
M

[i+1],σ′
i+1

a′i,a
′
i+1

)×. . .

× (
∑

σN ,σ′
N

M [N ],σN∗
aN−1,aNW

[N ],σN ,σ′
N

bN−1,bN
M

[N ],σ′
N

a′N−1,a
′
N
), (35)

(H
[i]
L )(bNaNa′N ),(bi−1ai−1a′i−1)

=
∑

a1,··· ,al−2

a′1,··· ,a′i−2

b1,··· ,bi−2

[(
∑

σ1,σ′
1

M [1],σ1∗
aN ,a1

W
[1],σ1,σ

′
1

bN ,b1
M

[1],σ′
1

a′N ,a′1
)× . . .

× (
∑

σi−1,σ′
i−1

M [i−1],σi−1∗
ai−2,ai−1

W
[i−1],σi−1,σ

′
i−1

bi−2,bi−1
M

[i−1],σ′
i−1

a′i−2,a
′
i−1

)]. (36)

Òîäi

〈ψ|H|ψ〉 =
∑

ai−1,ai
a′i−1,a

′
i

bi−1,bi

(
∑

σi,σ′
i

M [i],σi∗
ai−1,aiW

[i],σi,σ
′
i

bi−1,bi
M

[i],σ′
i

a′i−1,a
′
i
)×

×
∑

bN ,aN ,a′N

(H
[i]
R )(biaia′i),(bNaNa′N )(H

[i]
L )(bNaNa′N ),(bi−1ai−1a′i−1)

. (37)

Àíàëîãi÷íî

〈ψ|ψ〉 =
∑

ai−1,ai
a′i−1,a

′
i

(
∑

σi,σ′
i

M [i],σi∗
ai−1,aiM

[i],σ′
i

a′i−1,a
′
i
δσi,σ′

i
)
∑

aN ,a′N

(N
[i]
R )(aia′i),(aNa′N )(N

[i]
L )(aNa′N ),(ai−1a′i−1)

(38)

äå ìàòðè÷íi åëåìåíòè N
[i]
R i N

[i]
L äîðiâíþþòü

(N
[i]
R )(aia′i),(aNa′N ) =

∑

ai+1,··· ,aN−1

a′i+1,··· ,a′N−1

(
∑

σi+1

M [i+1],σi+1∗
ai,ai+1

M
[i+1],σi+1

a′i,a
′
i+1

) . . . (
∑

σN

M [N ],σN∗
aN−1,aN

M
[N ],σN

a′N−1,a
′
N
)

(39)
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aN aN’ ’

aN

bN bN

aN
ai

ai’

ai - 1

b

bi

i- 1

ai - 1’

iHL
@ D HR

@ Di i

Σi

Σi

’

�èñ. 11: �ðà�i÷íà ñõåìà äëÿ îá÷èñëåííÿ ìàòðèöü H
[i]
L i H

[i]
R .

aN aN’ ’

aN aN
ai

ai’

ai - 1

ai - 1’

iNL
@ D NR

@ Di i

Σi

�èñ. 12: �ðà�i÷íà ñõåìà äëÿ îá÷èñëåííÿ ìàòðèöü N
[i]
L i N

[i]
R .

òà

(N
[i]
L )(aNa′N ),(ai−1a′i−1)

=
∑

a1,··· ,ai−2

a′1,··· ,a′i−2

(
∑

σ1

M [1],σ1∗
aN ,a1 M

[1],σ1

a′N ,a′1
) . . . (

∑

σi−1

M [i−1],σi−1∗
ai−2,ai−1

M
[i−1],σi−1

a′i−2,a
′
i−1

).

(40)

Òàêèì ÷èíîì,

∂L

∂M
[i],σi∗
ai−1,ai

=
∑

σ′
i,a

′
i−1,a

′
i

∑

bi−1,bi

(
∑

bN ,aN ,a′N

(H
[i]
R )(biaia′i),(bNaNa′N )(H

[i]
L )(bNaNa′N ),(bi−1ai−1a′i−1)

)×

×W [i],σi,σ
′
i

bi−1,bi
M

[i],σ′
i

a′i−1,a
′
i
−ǫ

∑

σ′
i,a

′
i−1,a

′
i

(
∑

aN ,a′N

(N
[i]
R )(aia′i),(aNa′N)(N

[i]
L )(aNa′N ),(ai−1a′i−1)

)δσi,σ′
i
M

[i],σ′
i

a′i−1,a
′
i
= 0.

(41)

Ìà¹ìî dm2
òàêèõ ðiâíÿíü, êîæíå äëÿ êîíêðåòíîãî M

[i],σi∗
ai−1,ai.

Ìîæíà ââåñòè ìàòðèöi H
[i]
eff i N

[i]
eff òàêi, ùî
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(H
[i]
eff)(σiai−1ai),(σ′

ia
′
i−1a

′
i)
=
∑

bi−1,bi

∑

bN ,aN ,a′N

W
[i],σi,σ

′
i

bi−1,bi
(H

[i]
R )(biaia′i),(bNaNa′N )×

× (H
[i]
L )(bNaNa′N ),(bi−1ai−1a′i−1)

, (42)

(N
[i]
eff)(σiai−1ai),(σ′

ia
′
i−1a

′
i)
=
∑

aN ,a′N

δσi,σ′
i
(N

[i]
R )(aia′i),(aNa′N )(N

[i]
L )(aNa′N ),(ai−1a′i−1)

(43)

i âèøèêóâàòè åëåìåíòè M
[i],σ′

i

a′i−1,a
′
i
ó âåêòîð ~ν [i] äîâæèíè dm2

. Òîäi

∑

σ′
i,a

′
i−1,a

′
i

(H
[i]
eff)(σiai−1ai),(σ′

ia
′
i−1a

′
i)
ν
[i]
σ′
ia

′
i−1a

′
i
= ǫ

∑

σ′
i,a

′
i−1,a

′
i

(N
[i]
eff)(σiai−1ai),(σ′

ia
′
i−1a

′
i)
ν
[i]
σ′
ia

′
i−1a

′
i

(44)

àáî ïðîñòî (H
[i]
eff~ν

[i])(σiai−1ai) = ǫ(N
[i]
eff~ν

[i])(σiai−1ai).

Îòæå, îòðèìó¹òüñÿ óçàãàëüíåíà çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ:

H
[i]
eff~ν

[i] = ǫN
[i]
eff~ν

[i]. (45)

1.7 Iòåðàòèâíèé ïîøóê çáóäæåíîãî ñòàíó

ßêùî íåîáõiäíî ðîçðàõóâàòè êîòðèéñü iç çáóäæåíèõ ñòàíiâ ñèñòåìè, öåé

ñòàí ìà¹ áóòè îðòîãîíàëüíèì äî âñiõ ns íèæ÷èõ ñòàíiâ, îòðèìàíèõ ðàíi-

øå [131℄.

Iäåÿ ïîëÿãà¹ òîìó, ùîá ñïðîåêòóâàòè ðiâíÿííÿ H
[i]
eff~ν

[i] = ǫN
[i]
eff~ν

[i]
íà òàêèé

ïiäïðîñòið, ùî ðåçóëüòóþ÷èé îòðèìàíèé ñòàí áóäå îðòîãîíàëüíèì äî âñiõ

íèæ÷èõ ñòàíiâ. Â òàêîìó âèïàäêó íåîáõiäíî áóäå ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó íà âëàñíi

çíà÷åííÿ

(P [i]H
[i]
effP

[i]†)(P [i]~ν [i]) = ǫ(P [i]N
[i]
effP

[i]†)(P [i]~ν [i]). (46)

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ìíîæèíà íàéíèæ÷èõ ñòàíiâ âæå îòðèìàíà â �îðìi
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ÌÄÑ:

|ψ(k)〉 =
∑

~σ

Tr(Φ
[1],σ1

k Φ
[2],σ2

k . . .Φ
[N ],σN

k )|~σ〉, (47)

äå k ïðîáiãà¹ çíà÷åííÿ âiä 0 äî ns − 1.

Ñòàí, ÿêèé ïîòðiáíî îòðèìàòè

|ψ〉 =
∑

σ1,σ2,··· ,σN

Tr(M [1],σ1M [2],σ2 . . .M [N ],σN )|σ1σ2 · · ·σN〉 (48)

ìà¹ áóòè òàêèì, ùî 〈ψ|ψ(k)〉 = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî k. Îòæå,

∑

σ1,σ2,··· ,σN

Tr(M [1],σ1∗M [2],σ2∗ . . .M [N ],σN∗) · Tr(Φ[1],σ1

k Φ
[2],σ2

k . . .Φ
[N ],σN

k ) =

=
∑

σ1,σ2,··· ,σN

Tr[(M [1],σ1∗ ⊗ Φ
[1],σ1

k )(M [2],σ2∗ ⊗ Φ
[2],σ2

k ) · · · (MσN∗ ⊗ Φ
[N ],σN

k )] =

=
∑

σ1,σ2,··· ,σN

∑

a1,a2,··· ,aN
a′1,a

′
2,··· ,a′N

[(M [1],σ1∗
aN ,a1 (Φ

[1]
k )σ1

a′N ,a′1
)(M [2],σ2∗

a1,a2 (Φ
[2]
k )σ2

a′1,a
′
2
) · · ·

· · · (M [N ],σN∗
aN−1,aN

(Φ
[N ]
k )σN

a′N−1,a
′
N
)] = 0.

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ïîòî÷íîãî ñïiíó i òà ââåäåìî äëÿ êîæíîãî

k òàê çâàíi ¾ïåðåêðèòòÿ¿ OL òà OR, ìàòðè÷íi åëåìåíòè ÿêèõ

(O
[i]
L,k)(aNa′N ),(ai−1a′i−1)

=
∑

σ1,··· ,σi−1

∑

a1,··· ,ai−2

a′1,··· ,a′i−2

(M [1],σ1∗
aN ,a1

(Φ
[1]
k )σ1

a′N ,a′1
) · · ·

· · · (M [i−1],σi−1∗
ai−2,ai−1

(Φ
[i−1]
k )

σi−1

a′i−2,a
′
i−1
) (49)

òà

(O
[i]
R,k)(aia′i),(aNa′N) =

∑

σi+1,··· ,σN

∑

ai+1,··· ,aN
a′i+1,··· ,a′N

(M [i+1],σi+1∗
ai,ai+1

(Φ
[i+1]
k )

σi+1

a′i,a
′
i+1
) · · ·

· · · (M [N ],σN∗
aN−1,aN

(Φ
[N ]
k )σN

a′N−1,a
′
N
). (50)
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Ïiñëÿ ïðÿìèõ âèêëàäîê ìîæíà îòðèìàòè

∑

σi,ai−1,ai

M [i],σi∗
ai−1,ai(

∑

a′i−1,a
′
i

∑

aN ,a′N

(O
[i]
R,k)(aia′i),(aNa′N )(O

[i]
L,k)(aNa′N ),(ai−1a′i−1)

(Φ
[i]
k )

σi

a′i−1,a
′
i
) = 0.

(51)

Ïðèãàäó¹ìî, ùî òåíçîð M [i]
, ÿêèé íåîáõiäíî îïòèìiçóâàòè, ïåðåáóäîâó¹-

òüñÿ ó âåêòîð ~ν [i]: ν
[i]
(σiaiai−1)

= M
[i],σi
ai−1,ai. Âæå íàÿâíà ìíîæèíà òåíçîðiâ Φ

[i],σi

k

ïåðåáóäîâàíà àíàëîãi÷íî ó âåêòîðè

~φ
[i]
k . Òîäi (51) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

∑

σi,ai−1,ai

ν
[i]∗
(σiaiai−1)

(
∑

a′i−1,a
′
i

∑

aN ,a′N

(O
[i]
R,k)(aia′i),(aNa′N )(O

[i]
L,k)(aNa′N ),(ai−1a′i−1)

(φ
[i]
k )(σia′ia

′
i−1)

) = 0.

(52)

àáî ïðîñòî

~ν [i] †~y[i]k = 0, (53)

äå y-âåêòîð ðîçðàõîâó¹òüñÿ ÿê

(y
[i]
k )(σia′ia

′
i−1)

=
∑

a′i−1,a
′
i

∑

aN ,a′N

(O
[i]
R,k)(aia′i),(aNa′N )(O

[i]
L,k)(aNa′N),(ai−1a′i−1)

(φ
[i]
k )(σia′ia

′
i−1)
.

(54)

Îòæå, ïðîåêòîð P [i]
¹ ïðîñòî ïiäïðîñòîðîì, îðòîãîíàëüíèì äî âñiõ âåêòî-

ðiâ y
[i]
k , äå k ïðîáiãà¹ çíà÷åííÿ âiä 0 äî ns − 1. Âií îòðèìó¹òüñÿ çâè÷àéíîþ

ïðîöåäóðîþ îðòîãîíàëiçàöi¨.

1.8 Óòâîðåííÿ ìàòðèöü äëÿ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ

Ïîòðiáíî âèçíà÷èòè êîíêðåòíèé âèãëÿä Heff òà Neff .
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H
[i]
eff =

∑

σi,ai−1,ai
σ′
i,a

′
i−1,a

′
i

(H
[i]
eff)(σiai−1ai),(σ′

ia
′
i−1a

′
i)
|σiai−1ai〉〈σ′

ia
′
i−1a

′
i| =

∑

ai−1,ai
a′i−1,a

′
i

∑

bi−1,bi

∑

σi,σ′
i

[
∑

bN ,aN ,a′N

W
[i],σiσ

′
i

bi−1,bi
(H

[i]
R )(biaia′i),(bNaNa′N )(H

[i]
L )(bNaNa′N ),(bi−1ai−1a′i−1)

](|σi〉〈σ′
i|)⊗(|ai−1ai〉〈a′i−1a

′
i|) =

=
∑

bi−1,bi

(
∑

σi,σ′
i

W
[i],σiσ

′
i

bi−1,bi
|σi〉〈σ′

i|)⊗(
∑

ai−1,ai
a′i−1,a

′
i

(H
[i]
R ·H [i]

L )(biaia′i),(bi−1ai−1a′i−1)
|ai−1ai〉〈a′i−1a

′
i|).

(55)

∑

σi,σ′
i
W

[i],σi,σ
′
i

bi−1,bi
|σi〉〈σ′

i| = W
[i]
bi−1,bi

. Ùîäî äðóãîãî ìíîæíèêà, H
[i]
R · H [i]

L ¹

áëî÷íîþ ìàòðèöåþ mW × mW ç áëîêiâ ðîçìiðó m2 × m2
. Îòæå, (Ĥ

[i]
R ·

Ĥ
[i]
L )(biaia′i),(bi−1ai−1a′i−1)

= ((H
[i]
R ·H [i]

L )bi,bi−1
)(aia′i),(ai−1a′i−1)

.

(H
[i]
R ·H [i]

L )bi,bi−1
=

∑

ai−1,ai,a′i−1,a
′
i

((H
[i]
R ·H [i]

L )bi,bi−1
)(aia′i),(ai−1a′i−1)

|aia′i〉〈ai−1a
′
i−1|. (56)

Öå òî÷íî äîðiâíþâàòèìå äðóãîìó ìíîæíèêó (55), ÿêùî:

1. a′i i ai−1 ïîìiíÿþòüñÿ ðîëÿìè,

2. Ëiâi òà ïðàâi iíäåêñè ïîìiíÿþòüñÿ ðîëÿìè.

Òîäi

1.

H
[i]
eff =

∑

bi−1,bi

W
[i]
bi−1,bi

⊗ ˜
((H

[i]
R ·H [i]

L )bi,bi−1
) (57)

äå X̃(ij),(kl) = X(ik),(jl),

2. Åëåìåíòè M
[i],σ′

i

a′i−1,a
′
i
áóäóòü âèøèêóâàíi ó âåêòîð òàê, ùî ν

[i]
(σ′

ia
′
ia

′
i−1)

=

M
[i],σ′

i

a′i−1,a
′
i
.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îòðèìàòè

N
[i]
eff = 1⊗ ˜

(N
[i]
R ·N [i]

L ), (58)
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òà y-âåêòîðè äëÿ ïðîåêòîðà P [i]
:

~y
[i]
k =

˜
(O

[i]
R,k · O

[i]
L,k)

~φ
[i]
k (59)

äå (φ
[i]
k )(σ′

ia
′
ia

′
i−1)

= (Φ
[i]
k )

σ′
i

a′i−1,a
′
i
.

1.9 Òðàíñ�åðíi ìàòðèöi

Äëÿ çðó÷íîñòi ââîäèòüñÿ òàê çâàíà òðàíñ�åðíà ìàòðèöÿ [72℄

E
[i]
Oi
(A,B) =

∑

σi,σ′
i

O
σi,σ

′
i

i A[i],σi∗ ⊗ B[i],σ′
i

(60)

O
σi,σ

′
i

i ¹ d×d îïåðàòîðîì ç ÌÄÎ (âií ìîæå äîðiâíþâàòè 0, 1, sxi , s
y
i , s

z
i i ò.ä.). A

òà B ¹ ëîêàëüíèìè òåíçîðàìè ÌÄÑ (âîíè ìîæóòü âiäïîâiäàòè ðiçíèì ÌÄÑ).

×àñòî áóâà¹ çðó÷íî ââåñòè òàê çâàíi óçàãàëüíåíi òðàíñ�åðíi ìàòðèöi [131℄

E
[i]
W (A,B) =

∑

σi,σ′
i

W [i],σi,σ
′
i ⊗ A[i],σi∗ ⊗B[i],σ′

i. (61)

Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî öåé îïåðàòîð ¹ mW × mW ìàòðèöåþ îïåðàòîðiâ

E
[i]

W
[i]
bi−1,bi

ðîçìiðó m2 ×m2
. Íàïðèêëàä, äëÿ ìîäåëi �àéçåíáåð à íà ÷àñòèíêàõ

i = 2, · · · , N

E
[i]
W =













E
[i]
1 0 0 0 0

E
[i]
sxi

0 0 0 0

E
[i]

syi
0 0 0 0

E
[i]
szi

0 0 0 0

0 E
[i]
sxi

E
[i]

syi
E

[i]
szi

E
[i]
1













. (62)

Òàêîæ ìîæíà ïîìiòèòè, ùî âèðàç

∑

σi,σ′
i
M

[i],σi∗
ai−1,aiW

[i],σi,σ
′
i

bi−1,bi
M

[i],σ′
i

a′i−1,a
′
i
, ùî çó-

ñòði÷à¹òüñÿ ïðè ðîçðàõóíêó ñïîñòåðåæóâàíîãî çíà÷åííÿ îïåðàòîðà, äîðiâíþ¹

(bi−1ai−1a
′
i−1), (biaia

′
i)-îìó åëåìåíòó E

[i]
W (M,M). Ñïåöiàëüíà òðàíñ�åðíà ìà-

òðèöÿ E
[i]
1 (M,M) âiäïîâiäàòèìå âèðàçó

∑

σi,σ′
i
M

[i],σi∗
ai−1,aiδσi,σ′

i
M

[i],σ′
i

a′i−1,a
′
i
.
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Òàêèì ÷èíîì, ïîðiâíþþ÷è (39)�(40) ç (60) òà (35)�(36) ç (61), ìîæíà îòðè-

ìàòè îïåðàòîðè, íåîáõiäíi äëÿ óòâîðåííÿ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ:

H
[i]
L = E

[1]
W (M,M) · · ·E [i−1]

W (M,M); (63)

H
[i]
R = E

[i+1]
W (M,M) · · ·E [N ]

W (M,M). (64)

N
[i]
L = E

[1]
1 (M,M) · · ·E [i−1]

1 (M,M); (65)

N
[i]
R = E

[i+1]
1 (M,M) · · ·E [N ]

1 (M,M); (66)

O
[i]
L,k = E

[1]
1 (M,Φk) · · ·E [i−1]

1 (M,Φk); (67)

O
[i]
R,k = E

[i+1]
1 (M,Φk) · · ·E [N ]

1 (M,Φk); (68)

Òóò W ïîçíà÷à¹ ÌÄÎ ãàìiëüòîíiàíà H.

Âêàçàíi îïåðàòîðè ìîæíà ðîçðàõóâàòè iòåðàòèâíî ¾íà õîäó¿ ïiä ÷àñ ïðî-

öåäóðè îïòèìiçàöi¨. Äëÿ îòðèìàííÿ îïåðàòîðà äëÿ ÷àñòèíêè i âiäïîâiäíèé

îïåðàòîð äëÿ ÷àñòèíêè i± 1 íåîáõiäíî ïîìíîæèòè íà âiäïîâiäíèé òðàíñ�åð-

íèé îïåðàòîð äëÿ ÷àñòèíêè i.

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ñïîñòåðåæóâàíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà O ìîæå òàêîæ

áóòè ðîçðàõîâàíå ç äîáóòêó òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü:

〈ψ|O|ψ〉 = Tr(E
[1]
WO

(M,M) · . . . · E [N ]
WO

(M,M)) (69)

äå WO ¹ ïðåäñòàâëåííÿì ÌÄÎ îïåðàòîðà O.

1.10 Ïðîöåäóðà îïòèìiçàöi¨

Ïîâíèé àëãîðèòì îïòèìiçàöi¨ âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì:

• Ñòàðòóâàòè ç äåÿêîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó |ψ〉, ùî ¹ ïðàâî-êàíîíi÷íèì

äëÿ ÷àñòèíîê âiä 2 äî N . Íîðìóâàòè |ψ〉.
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• Iòåðàòèâíî îá÷èñëèòè âñi R-âèðàçèH
[i]
R òàN

[i]
R (äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ òà-

êîæ O
[i]
R,k äëÿ âñiõ k) äëÿ âñiõ ÷àñòèíîê âiä N−1 äî 1. Öå ðîáèòüñÿ øëÿ-

õîì ïîñëiäîâíîãî ìíîæåííÿ ¨õ çëiâà íà ìàòðèöi âiäïîâiäíî E
[i]
W (M,M)

òà E
[i]
1 (M,M) (àáî E

[i]
1 (M,Φk)).

• Ïðàâèé ïðîõiä : ïî÷èíàþ÷è âiä ÷àñòèíêè i = 1 äî ÷àñòèíêè N − 1, iòè

 ðàòêîþ âïðàâî íàñòóïíèì ÷èíîì. �îçâ'ÿçàòè çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åí-

íÿ äëÿ M [i]
, âçÿâøè ïîòî÷íå çíà÷åííÿ ÿê ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ. Ïiñëÿ

îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêó ëiâî-íîðìóâàòèM [i]
òà âiäïîâiäíî ïåðåêàëiáðóâàòè

M [i+1]
(öå áóäå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ äëÿ íàñòóïíîãî êðîêó). ¾Êîðåãó-

âàòè¿ (àíãë. �update�) L-âèðàçèH
[i]
L òà N

[i]
L (äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ òàêîæ

O
[i]
L,k), äîäàâøè ïîòî÷íó ÷àñòèíêó (òîáòî ïîìíîæèâøè ¨õ ñïðàâà íà ìà-

òðèöi âiäïîâiäíî E
[i]
W (M,M) òà E

[i]
1 (M,M) àáî E

[i]
1 (M,Φk)). Ïåðåéòè íà

÷àñòèíêó âïåðåä (i→ i+ 1) i ïîâòîðèòè ïóíêò çíîâó.

• Ëiâèé ïðîõiä : ïî÷èíàþ÷è âiä ÷àñòèíêè i = N äî ÷àñòèíêè 2, iòè  ðà-

òêîþ âëiâî íàñòóïíèì ÷èíîì. �îçâ'ÿçàòè çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ

M [i]
, âçÿâøè ïîòî÷íå çíà÷åííÿ ÿê ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ. Ïiñëÿ îòðè-

ìàííÿ ðîçâ'ÿçêó ïðàâî-íîðìóâàòè M [i]
òà âiäïîâiäíî ïåðåêàëiáðóâàòè

M [i−1]
(öå áóäå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ äëÿ íàñòóïíîãî êðîêó). ¾Êîðåãó-

âàòè¿ R-âèðàçè H
[i]
R òà N

[i]
R (äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ òàêîæ O

[i]
L,k), äîäàâøè

ïîòî÷íó ÷àñòèíêó (òîáòî ïîìíîæèâøè ¨õ çëiâà íà ìàòðèöi âiäïîâiäíî

E
[i]
W (M,M) òà E

[i]
1 (M,M) àáî E

[i]
1 (M,Φk)). Ïåðåéòè íà ÷àñòèíêó íàçàä

(i→ i− 1) i ïîâòîðèòè ïóíêò çíîâó.

• Ïîâòîðþâàòè ëiâèé òà ïðàâèé ïðîõîäè, ïîêè íå áóäå äîñÿãíóòî çáiæíî-

ñòi ðåçóëüòàòó. Îòðèìàíèé ÌÄÑ ¹ âëàñíèì ñòàíîì, à çíà÷åííÿ ǫ äà¹

åíåðãiþ öüîãî ñòàíó.

1.11 Íåîáõiäíèé äëÿ ðîçðàõóíêiâ ÷àñ

Îöiíèìî êiëüêiñòü åëåìåíòàðíèõ îïåðàöié, íåîáõiäíèõ äëÿ ñòàíäàðòíîãî

àëãîðèòìó ç ÏÊÓ. Î÷åâèäíî, ùî íàéáiëüøîãî ÷àñó ïîòðåáóþòü êîðåãóâàííÿ
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áëîêiâ òà óòâîðåííÿ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ. Âîíè ïîòðåáóþòü ìíîæåííÿ

ìàòðèöü ðîçìiðó m2×m2
. Iíøi ïðîöåäóðè, ÿê-îò: ïåðåêàëiáðóâàííÿ ÌÄÑ ÷è

îðòîãîíàëiçàöiÿ y-âåêòîðiâ, ¹ äîñèòü øâèäêèìè.

Ïðÿìå ìíîæåííÿ m2×m2
ìàòðèöü çðîáèòü êiëüêiñòü íåîáõiäíèõ îïåðàöié

íà îäíó iòåðàöiþ (ùî âêëþ÷à¹ îäèí ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ + 2

àáî 3 êîðåãóâàííÿ áëîêiâ) ïîðÿäêó O(m6). Îäíàê öåé øëÿõ íå ¹ íàéå�åêòèâ-

íiøèì. Ïîêàæåìî, ÿê êiëüêiñòü îïåðàöié ìîæå áóòè çìåíøåíà äî O(m5).

Çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè íå ïðÿìî, à ìåòîäîì, ùî

âèêîðèñòîâó¹ ìàòðè÷íî-âåêòîðíå ìíîæåííÿ (âiäïîâiäíèìè äîáóòêàìè â öüî-

ìó âèïàäêó ¹ H
[i]
eff~ν

[i]
òà N

[i]
eff~ν

[i]
), íàïðèêëàä, ìåòîäîì Àðíîëüäi. Âîäíî÷àñ êî-

ðåãóâàííÿ áëîêiâ ìîæå áóòè çäiéñíåíå áåç ïðÿìîãî ðîçðàõóíêó òðàíñ�åðíèõ

ìàòðèöü. Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè êiëüêiñòü îïåðàöié äëÿ N -òåíçîðiâ, òàê ÿê

äîâåäåííÿ äëÿ H- òà O-òåíçîðiâ áóäå àíàëîãi÷íèì. Âàðòî òàêîæ çàóâàæèòè,

ùî çëèòòÿ, ðîçäiëåííÿ òà çìiíà ïîðÿäêó iíäåêñiâ â òåíçîðàõ ¹ äîñèòü øâèä-

êèìè îïåðàöiÿìè â ñó÷àñíèõ ïðîãðàìíèõ ïàêåòàõ, òîìó ¹äèíîþ ãðîìiçäêîþ

ïðîöåäóðîþ ¹ ñóìóâàííÿ çà iíäåêñàìè (çãîðòêà).

Ìîæíà âçÿòè äî óâàãè ñïåöè�i÷íó �îðìó N
[i]
eff : âîíà ìiñòèòü ¾òèëüäîâèé¿

äîáóòîê ìàòðèöüN
[i]
R andN

[i]
L ðîçìiðóm2×m2

, ùî ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê çãîðòêîþ

ìåæîâèõ iíäåêñiâ aN òà a′N (äèâ. �èñ. 12). Ìíîæåííÿ öüîãî ¾òèëüäîâîãî¿

äîáóòêó íà âåêòîð ~ν [i] ìîæíà óÿâèòè ÿê çãîðòêó iíäåêñiâ a′i−1 òà a
′
i. Ìîæíà

ñïî÷àòêó çãîðíóòè a′i−1, óòâîðèâøè òàêèì ÷èíîì çáiëüøåíèé òåíçîð ç ~ν [i] òà

N
[i]
L . À òîäi çãîðíóòè öåé çáiëüøåíèé òåíçîð ç N

[i]
R (îäíî÷àñíî çãîðòàþ÷è 3

iíäåêñè: a′i, aN òà a′N ). Êiëüêiñòü îïåðàöié ñïðàâäi äîðiâíþâàòèìå O(m3 ·m ·
dm) +O(dm ·m3 ·m) = O(m5).

Êîðåãóâàííÿ áëîêà ìîæíà çäiéñíèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è òàêó ñàìó iäåþ.

Áëîê íåîáõiäíî çãîðòàòè ïî÷åðãîâî ç êîæíèì òåíçîðîì, ùî âõîäèòü â êðîíå-

êåðiâñüêèé äîáóòîê â îçíà÷åííi òðàíñ�åðíî¨ ìàòðèöi. Íàïðèêëàä, ïiä ÷àñ ïðà-

âîãî ïðîõîäó äëÿ N -áëîêiâ (äèâ. �èñ. 12) iíäåêñ ai−1 ìîæíà çãîðíóòè ïåðøèì,

óòâîðþþ÷è òàêèì ÷èíîì çáiëüøåíèé òåíçîð ç M [i]∗
òà N

[i]
L . À òîäi öåé çáiëü-

øåíèé òåíçîð çãîðòà¹òüñÿ ç M [i]
(îäíî÷àñíî çãîðòàþ÷è 2 iíäåêñè: σi òà a

′
i−1).
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Çàãàëüíà êiëüêiñòü íåîáõiäíèõ îïåðàöiéO(m3·m·dm)+O(m3·dm·m) = O(m5).

1.12 U(1) òà SU(2) ñèìåòðiÿ: ïîõîäæåííÿ ñåêòîðiâ ñè-

ìåòði¨ â ÌÄÑ

U(1) ñèìåòðiÿ ñïiíîâîãî ãàìiëüòîíiàíà îçíà÷à¹, ùî âií êîìóòó¹ ç îïåðà-

òîðîì ïîâíî¨ ïðîåêöi¨ ñïiíó ñèñòåìè: [Ĥ, Ŝz] = 0. SU(2) ñèìåòðiÿ îçíà÷à¹,

ùî, îêðiì ïîïåðåäíüî¨ óìîâè, ãàìiëüòîíiàí òàêîæ êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì ïîâ-

íîãî ñïiíó ñèñòåìè: [Ĥ, ~̂S2] = 0. Òîáòî îïåðàòîðè Ĥ i Ŝz (U(1) ñèìåòðiÿ)

àáî Ĥ, Ŝz i
~̂S2

(SU(2) ñèìåòðiÿ) ìàþòü îäíàêîâó ìíîæèíó âëàñíèõ �óíêöié

(ñòàíiâ). Iíàêøå êàæó÷è, êîæåí ñòàí U(1)-ñèìåòðè÷íîãî ãàìiëüòîíiàíà ìà¹

÷iòêî âèçíà÷åíó ïîâíó ïðîåêöiþ ñïiíó Sz, à êîæåí ñòàí SU(2)-ñèìåòðè÷íîãî

ãàìiëüòîíiàíà ìà¹ ÷iòêî âèçíà÷åíèé ïîâíèé ñïií S òà ÷iòêî âèçíà÷åíó ïîâ-

íó ïðîåêöiþ ñïiíó Sz. Çâiñíî, SU(2)-ñèìåòðè÷íèé ãàìiëüòîíiàí ¹ ÷àñòêîâèì

âèïàäêîì U(1)-ñèìåòðè÷íîãî (òàê ÿê ãðóïà U(1) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè SU(2)).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ìåðìiíà-Âà íåðà-Êîóëìåíà íåïåðåðâíà ñèìåòðiÿ íå ìî-

æå ïîðóøóâàòèñü â íåñêií÷åííié îäíîâèìiðíié êâàíòîâié ñèñòåìi. Îòæå, âëà-

ñíi ñòàíè U(1)- òà SU(2)-ñèìåòðè÷íèõ ãàìiëüòîíiàíiâ â òåðìîäèíàìi÷íié ãðà-

íèöi âñå îäíî ìàòèìóòü âiäïîâiäíî U(1)- òà SU(2)-ñèìåòðè÷íi âëàñíi ñòàíè.

Ìè âæå ïåðåêîíàëèñü, ùî õâèëüîâà �óíêöiÿ |ψ〉 óòâîðþ¹òüñÿ iòåðàòèâ-

íî, ïî÷èíàþ÷è ç îäíîãî êiíöÿ ñèñòåìè, øëÿõîì ïîñëiäîâíîãî äîäàâàííÿ ùå

îäíi¹¨ ÷àñòèíêè. Ïiä ÷àñ öi¹¨ ïðîöåäóðè îòðèìóþòüñÿ ïðîìiæíi áàçèñè |ai〉.
Òàê ÿê |ψ〉 ìà¹ ÷iòêî âèçíà÷åíó ïðîåêöiþ ñïiíó Sz àáî ïîâíèé ñïií S, ëîãi÷íî

óòâîðþâàòè áàçèñíi ñòàíè ïðîìiæíèõ áàçèñiâ |ai〉 òàêîæ ÿê ñòàíè ç âèçíà÷å-

íèìè ïðîåêöiÿìè ñïiíó ÷è ïîâíèìè ñïiíàìè. Äîäàâàííÿ ùå îäíi¹¨ ÷àñòèíêè

(i + 1 ïðè ðóñi çëiâà íàïðàâî òà i ïðè ðóñi ñïðàâà íàëiâî) ñïðè÷èíèòü: 1)

äîäàâàííÿ/âiäíiìàííÿ âiä ïðîåêöi¨ ñïiíó ñòàíó |ai〉 ïðîåêöi¨ ñïiíó äîäàòêî-

âî¨ ÷àñòèíêè ó âèïàäêó U(1) ñèìåòði¨; 2) äîäàâàííÿ (çà ïðàâèëîì äîäàâàííÿ

ñïiíiâ) ïîâíîãî ñïiíó ñòàíó |ai〉 i ñïiíó äîäàòêîâî¨ ÷àñòèíêè ó âèïàäêó SU(2)

ñèìåòði¨.

Äëÿ íàî÷íîñòi ïðîäåìîíñòðó¹ìî ñêàçàíå íà ïðèêëàäi ñèñòåìè ÷àñòèíîê
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çi ñïiíîì 1/2 (d = 2). Áóäóâàòèìåìî ñòàíè |ai〉, ïî÷èíàþ÷è ç ëiâîãî êðàþ

ñèñòåìè. Ñïåðøó ðîçãëÿíåìî U(1) ñèìåòðiþ.

1-èé ñïií (òîáòî áàçèñ |a1〉) ìiñòèòü 2 (àáî d) ïðîåêöié ñïiíó: −1
2
i

1
2
. Áàçèñ

|a2〉 ìiñòèòü âñi ìîæëèâi êîìáiíàöi¨ ïðîåêöié ñïiíó |a1〉 i áàçèñó |σ2〉 2-ãî ñïiíó
(ùî ¹ òàêîæ −1

2 i

1
2). Îòæå, îòðèìó¹ìî ïðîåêöi¨ ñïiíó -1, 0, 0, 1 (çàãàëîì

d2 = 22 = 4).

Äîäà¹ìî 3-ié ñïií i îòðèìó¹ìî áàçèñ |a3〉. Âií ìiñòèòü âñi ìîæëèâi êîìái-

íàöi¨ ïðîåêöié ñïiíó |a2〉 i áàçèñó |σ3〉 3-ãî ñïiíó (çíîâ −1
2 i

1
2). Îòðèìó¹ìî −3

2 ,

−1
2
, −1

2
,

1
2
, −1

2
,

1
2
,

1
2
,

3
2
. Óïîðÿäêóâàâøè ¨õ çà çðîñòàííÿì, ìà¹ìî −3

2
, −1

2
, −1

2
,

−1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

3
2 (âñüîãî d

3 = 23 = 8).

Öþ ïðîöåäóðó ìîæíà ïðîäîâæóâàòè. Ïîìi÷à¹ìî, ùî êîæåí ïðîìiæíèé

áàçèñ |ai〉 ìiñòèòü ïåâíó ìíîæèíó ïðîåêöié ñïiíó, ÿêi, îäíàê, çàçâè÷àé ¹ âè-

ðîäæåíèìè. À çàãàëüíà êiëüêiñòü ñòàíiâ â |ai〉 çàëèøà¹òüñÿ òàêîþ æ, ÿê i áåç

âðàõóâàííÿ ñèìåòði¨ (ùî íå äèâíî). Òàêèì ÷èíîì, êîæåí iíäåêñ ai â ÌÄÑ-

ìàòðèöÿõ ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà ïåâíó ïðîåêöiþ ñïiíó mi òà ïåâíå ÷èñëî

ti â ðàìêàõ ¨¨ êðàòíîñòi âèðîäæåííÿ: ai = {mi, ti}.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî SU(2) ñèìåòðiþ. Òóò äîäàþòüñÿ ïîâíi ñïiíè. Íàïðèêëàä,

1-èé ñïií (òîáòî áàçèñ |a1〉) ìiñòèòü òiëüêè îäèí ñïií 1
2 (ç 2 · 12 +1 = 2 ñòàíiâ).

Áàçèñ |a2〉 ìiñòèòü âñi ìîæëèâi êîìáiíàöi¨ ñïiíiâ |a1〉 òà ñïiíó áàçèñó |σ2〉 2-
ãî ñïiíó (ùî òàêîæ ðiâíèé

1
2
). Îòðèìó¹ìî ñïiíè 0 i 1 (êiëüêiñòü ñòàíiâ ðiâíà

(2 · 0 + 1) + (2 · 1 + 1) = 22 = 4).

Äîäà¹ìî 3-ié ñïií i îòðèìó¹ìî áàçèñ |a3〉. Âií ìiñòèòü âñi ìîæëèâi êîìái-

íàöi¨ âiðòóàëüíèõ ñïiíiâ |a2〉 i ñïiíó áàçèñó |σ3〉 3-ãî ñïiíó (çíîâ 1
2
). Îòðèìó¹ìî

1
2 ,

1
2 ,

3
2 (êiëüêiñòü ñòàíiâ ðiâíà (2 · 1

2 + 1) + (2 · 1
2 + 1) + (2 · 3

2 + 1) = 23 = 8).

I çíîâ: öþ ïðîöåäóðó ìîæíà ïðîäîâæóâàòè. Çíîâó ïîìi÷à¹ìî, ùî êîæåí

ïðîìiæíèé áàçèñ |ai〉 ìiñòèòü ïåâíó ìíîæèíó ñïiíiâ, ÿêi çàçâè÷àé ¹ âèðîäæå-
íèìè. Äî òîãî æ, êîæåí âiðòóàëüíèé ñïií ji ìiñòèòü 2ji + 1 ñòàíiâ ç ðiçíèìè

ïðîåêöiÿìè ñïiíó mi = −ji,−ji + 1, · · · , ji − 1, ji. Çàãàëüíà êiëüêiñòü ñòàíiâ

|ai〉 çàëèøà¹òüñÿ òàêîþ æ, ÿê i áåç âðàõóâàííÿ ñèìåòði¨ (ùî íå äèâíî). Îòæå,

êîæåí iíäåêñ ai â ÌÄÑ-ìàòðèöÿõ ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà ïåâíèé ñïií ji,
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ïåâíå ÷èñëî ti â ìåæàõ éîãî êðàòíîñòi âèðîäæåííÿ òà ïðîåêöiþ ñïiíó mi â

äîçâîëåíîìó iíòåðâàëi −ji ≤ mi ≤ ji: ai = {ji, ti, mi}.
Çàçâè÷àé êiëüêiñòü ñòàíiâ â òåíçîðàõ ÌÄÑ ïîñåðåäèíi ëàíöþãà îáìåæó-

þòü ïåâíèì ÷èñëîì m. Ç óðàõóâàííÿì âèùåâêàçàíèõ ñèìåòðié öå îçíà÷àòèìå

íàñòóïíå. Ó âèïàäêó U(1) ñèìåòði¨ êðàòíîñòi âèðîäæåííÿ tmi
ïðîåêöié mi

çìåíøóþòüñÿ (äåÿêi tmi
= 0, ùî îçíà÷à¹ ïîâíå çíèêíåííÿ âiäïîâiäíèõ ïðî-

åêöié ñïiíó). Ó âèïàäêó SU(2) ñèìåòði¨ êðàòíîñòi âèðîäæåííÿ tji ñïiíiâ ji

çìåíøóþòüñÿ (äåÿêi tji = 0, ùî îçíà÷à¹ ïîâíå çíèêíåííÿ âiäïîâiäíèõ ñïi-

íiâ). Óðiçàííÿ mi-ïðîñòîðó â ìåæàõ îäíîãî é òîãî ñàìîãî ji òà ti íåìîæëèâå,

îñêiëüêè òîäi SU(2) ñèìåòðiÿ (ïîâíà íåçàëåæíiñòü âiä ïðîåêöié ñïiíó) áóäå

ïîðóøåíà.

Çàäà÷åþ àëãîðèòìó îïòèìiçàöi¨ ó âèïàäêó U(1) àáî SU(2) ñèìåòði¨ ¹, î÷å-

âèäíî, ðîçóìíå âèçíà÷åííÿ ¾íàéâàæëèâiøèõ¿ ìíîæèí {mi, ti} àáî {ji, ti} äëÿ
êîæíîãî ïðîìiæíîãî iíäåêñà ÌÄÑ ai.
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�ÎÇÄIË 2

�ÎÇ�ÎÁËÅÍI ÂÀ�IÀÖIÉÍI ÀË�Î�ÈÒÌÈ

ÄËß ÌÄÑ Ç ÏÊÓ

2.1 Å�åêòèâíèé àëãîðèòì ÌÄÑ/ÌÄÎ ïî êîëó

2.1.1 ×îìó àëãîðèòì ïî êîëó ¹ êîðèñíèì?

ßê âæå áóëî ïîêàçàíî â �îçäiëi 1.11, ñòàíäàðòíèé àëãîðèòì ÌÄÑ ç ÏÊÓ

ïîòðåáó¹ O(m5) êîìï'þòåðíèõ îïåðàöié äëÿ îïòèìiçàöi¨ êîæíîãî ëîêàëüíîãî

ÌÄÑ-òåíçîðà. Îäíàê äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ ñèñòåì (N ≥ 100 ÷àñòèíîê) ¹

ìîæëèâiñòü çìåíøèòè êiëüêiñòü îïåðàöié äî O(m4).

Ìîæíà âèêîðèñòàòè òîé �àêò, ùî ñïií-ñïiíîâi êîðåëÿöi¨ äóæå øâèäêî

ñïàäàþòü ç âiäñòàííþ. Íà ïðàêòèöi öå îçíà÷à¹, ùî ñèíãóëÿðíi ÷èñëà äîáó-

òêiâ E
[i]
1 E

[i+1]
1 · · ·E [i+l−1]

1 òà E
[i]
WE

[i+1]
W · · ·E [i+l−1]

W ñïàäàþòü äóæå øâèäêî, ÿêùî

l äîñèòü âåëèêå [72, 132℄. Â öüîìó âèïàäêó ìàòðèöi E1 ðîçìiðó m
2×m2

òà ìà-

òðèöi EW ðîçìiðó mW m2 ×mW m2
ìîæíà çàìiíèòè ¨õíiì ñêîðî÷åíèì �çÑ×

ó âèãëÿäi âåêòîð-âåêòîðíèõ äîáóòêiâ. �õí¹ ìíîæåííÿ íà òðàíñ�åðíi ìàòðèöi

ìîæå áóòè çäiéñíåíå, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèéîì, îïèñàíèé â Äîäàòêó À.

Óìîâà äîñòàòíüî¨ äîâæèíè äîáóòêó l íå çàâæäè çàäîâiëüíÿ¹òüñÿ â çâè÷íié

ïðîöåäóði îïòèìiçàöi¨ âïåðåä-íàçàä. Îòæå, íåîáõiäíî ââåñòè øëÿõ îïòèìiçàöi¨

¾ïî êîëó¿, ðîáëÿ÷è ïðèðîäíèì âèêîðèñòàííÿ ÏÊÓ. Â öüîìó âèïàäêó çàâæäè

éäå ðóõ (êîðåãóâàííÿ) ïî êîëó, ñêàæiìî, çëiâà íàïðàâî.

Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äîáóòêiâ òèïó E
[i+1]
1 · · ·E [N ]

1 E
[1]
1 · · ·E [i−1]

1 àáî

E
[i+1]
W · · ·E [N ]

W E
[1]
W · · ·E [i−1]

W ¹ íåå�åêòèâíèì, îñêiëüêè ïîïåðåäíi äîáóêè

ïîòðiáíî ïîìíîæèòè íà âiäïîâiäíi ìàòðèöi E−1
1 àáî E−1

W (ðîçðàõóíîê ÿêèõ

çàéìà¹ áàãàòî ÷àñó). Ùîá óíèêíóòè öüîãî, ñïiíîâå êiëüöå ðîçáèâà¹òüñÿ

íà òðè ñåãìåíòè (äèâ. ðèñ. 13). Êîëè îïòèìiçàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ âñåðåäèíi

êîæíîãî êîíêðåòíîãî ñåãìåíòà, ìîæíà îá÷èñëèòè âèùåâêàçàíi äîáóòêè äëÿ
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iL iR

1

3
HleftL 2 H

rig
ht
L

hL
nL

oL,k

hR
nR
oR,k

�èñ. 13: Äëÿ îïòèìiçàöi¨ âñåðåäèíi êîíêðåòíîãî ñåãìåíòà îïåðàòîðè

∏

i E
[i]
W (M,M),

∏

i E
[i]
1 (M,M) (äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ òàêîæ

∏

i E
[i]
1 (M,Φk))

ðîçðàõîâóþòüñÿ äëÿ ñåãìåíòiâ çëiâà i ñïðàâà òà çáåðiãàþòüñÿ. Âîíè ïîçíà÷à-

þòüñÿ ÿê hL, hR, nL, nR (äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ oL,k, oR,k).

ñåãìåíòiâ ñïðàâà òà çëiâà i çáåðiãàòè ¨õ ÿê ñòàëi. Âîíè ìiñòÿòü äîáóòêè ⌊N
3
⌋

(àáî ⌈N3 ⌉) ìàòðèöü, îòæå, ¨õíi ñèíãóëÿðíi ÷èñëà ñïðàâäi øâèäêî ñïàäàþòü

ïðè äîñèòü âåëèêîìó N .

Çàãàëîì âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî àëãîðèòì ïî êîëó ¹ êîðèñíèì, íàâiòü ÿêùî íå-

îáõiäíî óòðèìóâàòè âñi ñèíãóëÿðíi ÷èñëà. Öå ìà¹ ìiñöå, ïðèìiðîì, òîäi, êîëè

ïðîöåäóðà àâòîìàòè÷íîãî âèáîðó ìíîæèí êðàòíîñòåé [133℄ äëÿ U(1) ÷è SU(2)

ñèìåòði¨ çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðè ÏÊÓ. ßêùî íàòîìiñòü âèêîðèñòîâóâàòè çâè÷àé-

íèé ñïîñiá, ìíîæèíó êðàòíîñòåé äëÿ âiðòóàëüíîãî iíäåêñà ìiæ ÷àñòèíêàìè

N òà 1 íåìîæëèâî çìiíèòè (öå íîðìàëüíî äëÿ ÂÊÓ, äå âîíà ¹ òðèâiàëüíîþ,

àëå íå äëÿ ÏÊÓ).

2.1.2 Íåîáõiäíi äëÿ àëãîðèòìó ïî êîëó îïåðàòîðè

Ïiä ÷àñ îïòèìiçàöi¨ íåîáõiäíî ðîçðàõóâàòè íàñòóïíi îïåðàòîðè: HL, HR,

NL, NR, à ó âèïäàêó çáóäæåíèõ ñòàíiâ òàêîæ OL,k i OR,k (k âiä 0 äî ns − 1).

Ç öi¹þ ìåòîþ äîïîìiæíi îïåðàòîðè, à ñàìå: hL, hR, nL, nR, à ùå oL,k, oR,k,

ðîçðàõîâóþòüñÿ òà çáåðiãàþòüñÿ â àëãîðèòìi ïî êîëó. n(o)-îïåðàòîðè ìàþòü

ðîçìið m2 ×m2
, à h-îïåðàòîðè ìàþòü ðîçìið dW m2 × dW m2

i ìîæóòü áóòè

ðîçáèòi íà áëîêè Hij ðîçìiðó m
2×m2

(i, j ïðîáiãàþòü çíà÷åííÿ âiä 1 äî mW ).

Ïðè êîðåãóâàííi ìàòðèöi hL/R ìíîæàòüñÿ íà òðàíñ�åðíi ìàòðèöi

E
[i]
W (M,M), à nL/R òà oL/R,k - âiäïîâiäíî íà E

[i]
1 (M,M) òà E

[i]
1 (M,Φk):
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i L iR

iH L
@iD N L

@iD OL,k
@iD

H
R
@iD

N
R
@iD

O
R,k
@iD

�èñ. 14: Ïåðåä ïî÷àòêîì îïòèìiçàöi¨ íåîáõiäíî iíiöiàëiçóâà-

òè ïîòî÷íèé ñåãìåíò. Ïîòðiáíî iòåðàòèâíî ðîçðàõóâàòè äîáóòêè

E
[i]
W (M,M) · · ·E [iR]

W (M,M)hR, E
[i]
1 (M,M) · · ·E [iR]

1 nR (äëÿ çáóäæåíèõ ñòà-

íiâ òàêîæ E
[i]
1 (M,Φk) · · ·E [iR]

1 oR,k) äëÿ âñiõ i âiä iL + 1 äî iR. Ïiä ÷àñ

êîðåãóâàííÿ ìàòðèöi HL, NL (à òàêîæ OL,k) ñòàðòóþòü ç hL, nL (à òàêîæ

oL,k) i ìíîæàòüñÿ íà ìàòðèöi E
[i]
W (M,M), E

[i]
1 (M,M) (àáî E

[i]
1 (M,Φk)).

iL iR

hL ® hR

nL ® nR

oL,k ® oR,k

hL nL oL,k

�èñ. 15: Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî íàñòóïíîãî ñåãìåíòà, íåîáõiäíî ïðèñâî¨òè

hL → hR, nL → nR, oL,k → oR,k (ñåãìåíò, ùî áóâ çëiâà, òåïåð çíàõîäèòüñÿ

ñïðàâà). Ïiñëÿ öüîãî íåîáõiäíî ðîçðàõóâàòè íîâi áëîêè hL, nL, oL,k. Äëÿ öüî-

ãî îá÷èñëþþòüñÿ âñi ìàòðèöi òèïó y = xE [iL] · · ·E [iR]
, ÿêi ïîòiì îðòîãîíàëi-

çóþòü äî y′. Ïiñëÿ öüîãî îá÷èñëþþòü âñi ìàòðèöi òèïó z = E [iL] · · ·E [iR]y′† i

ðîçêëàäàþòü çà ñèíãóëÿðíèìè ÷èñëàìè. Äåòàëi íàâåäåíi â Äîäàòêó À.
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1. HL = hLE
[iL]
W (M,M) · · ·E [i−1]

W (M,M)

2. HR = E
[i+1]
W (M,M) · · ·E [iR]

W (M,M)hR

3. NL = nLE
[iL]
1 (M,M) · · ·E [i−1]

1 (M,M)

4. NR = E
[i+1]
1 (M,M) · · ·E [iR]

1 (M,M)nR

5. OL,k = oL,kE
[iL]
1 (M,Φk) · · ·E [i−1]

1 (M,Φk)

6. OR,k = E
[i+1]
1 (M,Φk) · · ·E [iR]

1 (M,Φk)oR,k

Âåëèêà êiëüêiñòü íóëiâ âW -ìàòðèöÿõ ìîæå áóòè ëåãêî îïðàöüîâàíà â ïðî-

ãðàìíîìó ïàêåòi Mathemati
a, ùî äîçâîëÿ¹ øâèäêèé ðîçðàõóíîê H-áëîêiâ.

2.1.3 Çìåíøåííÿ ÷àñó ðîçðàõóíêiâ

Â öüîìó ïiäðîçäiëi îïèñó¹òüñÿ ñïîñiá çìåíøåííÿ êiëüêîñòi îïåðàöié äî

O(m4) äëÿ âåëèêèõ ñèñòåì.

ßê óæå çãàäóâàëîñü, äîáóòêè hL/R ðîçìiðó mWm
2×mWm

2
i äîáóòêè nL/R

ðîçìiðóm2×m2
(äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ ùå é oL/R,k) çàìiíÿþòüñÿ íà ¨õíi �çÑ×

âiäíîñíî çìåíøåíî¨ êiëüêîñòi ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë. Ïîçíà÷èìî öi ÷èñëà ÿê p′

äëÿ h-äîáóòêiâ òà p äëÿ n(o)-äîáóòêiâ. Òîäi

hL/R =

p′max∑

l=1

sl|ul〉〈vl| ≈
p′
∑

l=1

sl|ul〉〈vl|. (70)

nL/R, oL/R,k =
m2
∑

l=1

sl|ul〉〈vl| ≈
p
∑

k=1

sl|ul〉〈vl|, (71)

|ul〉 òà 〈vl| ¹ âåêòîðàìè äîâæèíè mWm
2
â ð-íi (70) i äîâæèíè m2

â ð-íi (71).

Òàê ÿê çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïiäìàòðèöi Hij H-áëîêiâ, ùî ìàþòü

ðîçìið m2 ×m2
, âåêòîðè â ð-íi (70) ìîæíà ðîçäiëèòè íà ïiäâåêòîðè |ul,i〉 òà

〈vl,i| ðîçìiðó m2
: |ul〉 = ⊕i|ul,i〉, 〈vl| = ⊕i〈vl,i|, äå i ìà¹ çíà÷åííÿ âiä 1 äî mW .

Òîäi
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(hL/R)ij ≈
p′
∑

l=1

sl|ul,i〉〈vl,j|.

p′ çàâæäè ¹ áiëüøèì çà p. Îäíàê, õî÷à pmax = m2
, òî p′max < mWm

2
äëÿ

áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ðîáîòi, ÷åðåç ðîçðiäæåíiñòü âiäïî-

âiäíîãî ÌÄÎ. Íàïðèêëàä, äëÿ íàøèõ äâîõ ãàìiëüòîíiàíiâ p′max = 2m2
, à äëÿ

r-÷àñòèíêîâî¨ êîðåëÿöiéíî¨ �óíêöi¨ p′max = (r + 2)m2
(öå ìîæíà áåçïîñåðå-

äíüî äîâåñòè ìåòîäîì �àóññà äëÿ EW -ìàòðèöü).

×èñåëüíi ðîçðàõóíêè òàêîæ ïîêàçóþòü, ùî íàâiòü äëÿ âåëèêèõ ñèñòåì p

i p′ çðîñòàþòü çi çðîñòàííÿì m (äèâ. òàêîæ [73℄). Öå çðîñòàííÿ ãðóáî ìîæíà

îöiíèòè ÿê ïðÿìî ïðîïîðöiéíå: p ∝ m i p′ ∝ m. Äîñâiä òàêîæ ïîêàçó¹, ùî

äëÿ íàøèõ ãàìiëüòîíiàíiâ p′ ìîæíà âçÿòè ðiâíèì p′ = 2p.

Øâèäêèé ñïîñiá ðîçðàõóíêó �çÑ× h, n, o-äîáóòêiâ íå ¹ î÷åâèäíèì. Òîìó

âií îïèñó¹òüñÿ îêðåìî â äîäàòêó. Êiëüêiñòü îïåðàöié, íåîáõiäíà äëÿ øâèäêîãî

�çÑ×, ìà¹ ïîðÿäîê O(m4).

Â ïðîöåäóði îïòèìiçàöi¨ ¹ ùå äâi ðåñóðñî¹ìíi îïåðàöi¨ - êîðåãóâàííÿ áëîêiâ

òà çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ. Äîâåäåìî, ùî íåîáõiäíà êiëüêiñòü îïåðàöié -

òåæ O(m4).

HL/R òà NL/R (äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ òàêîæ OL/R,k) êîðåãóþòüñÿ øëÿ-

õîì ìíîæåííÿ íà âiäïîâiäíi ìàòðèöi EW àáî E1. �îçãëÿíåìî N -êîðåãóâàííÿ.

Êîæåí âåêòîð |ul〉 àáî 〈vl| ðîçìiðó m2
ìíîæèòüñÿ íà òðàíñ�åðíó ìàòðèöþ

∑

σ M
σ∗ ⊗ Mσ

. Êiëüêiñòü äîäàíêiâ ðiâíà d = const << p,m, òîìó äîñòà-

òíüî îöiíèòè êiëüêiñòü îïåðàöié äëÿ îäíîãî ìíîæåííÿ (Mσ∗ ⊗ Mσ)|ul〉 àáî
〈vl|(Mσ∗⊗Mσ). Àëå âîíî äîðiâíþ¹ O(m3) (äèâ. Äîäàòîê À). Òàê ÿê âåêòîðiâ

âñüîãî p, çàãàëüíà êiëüêiñòü îïåðàöié O(pm3), òîáòî O(m4). Äîâåäåííÿ äëÿ

O-áëîêiâ ¹ àíàëîãi÷íèì.

Ùîäî êîðåãóâàííÿ H-áëîêiâ, íåîáõiäíî âèïèñàòè ðåçóëüòàò ìíîæåííÿ âå-

êòîðà ⊕mW

i=1 |ul,i〉 àáî ⊕mW

i=1 〈vl,i| íà
∑

σ,σ′ W σ,σ′⊗Mσ∗⊗Mσ′
. Òàê ÿêmW = const,

äîñòàòíüî îöiíèòè êiëüêiñòü îïåðàöié äëÿ ìíîæåííÿ òiëüêè íà îäèí äîäàíîê.

Âîíà ðiâíà O(m3) (äèâ. Äîäàòîê À), i òàê ÿê âåêòîðiâ âñüîãî p′, çàãàëüíà

êiëüêiñòü îïåðàöié O(p′m3), òîáòî O(m4).
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Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ ïîòðiáíå ìíîæåííÿ ìàòðèöü

Heff =

mW∑

i,j=1

Wij ⊗ ˜(HR ·HL)ji =

mW∑

i,j,q=1

Wij ⊗ ˜((HR)jq · (HL)qi) (72)

òà

Neff = 1⊗ ˜(NR ·NL) (73)

íà âåêòîðè ~ν = ⊕d
i=1 ~νi. Î÷åâèäíî, öi äâà ìíîæåííÿ ìîæíà çäiéñíèòè ñõîæèì

÷èíîì (¹äèíà ðiçíèöÿ â òîìó, ùî â ïåðøîìó ðiâíÿííi êiëüêiñòü äîäàíêiâ ìà¹

ïîðÿäîê ïðèáëèçíî m3
W ). Îòæå, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî êiëüêiñòü îïåðàöié

O(m4), ëèøå äëÿ îäíîãî äîäàíêà (ÿê â Neff). Êîæåí òàêèé äîäàíîê ìà¹ �îðìó

term =W ⊗
∑

k,l

sRk s
L
l 〈vRk |uLl 〉 ˜|uRk 〉〈vLl | =

∑

k,l

sRk s
L
l 〈vRk |uLl 〉 (W ⊗UR

k ⊗V L
l ) (74)

ÒóòW ìà¹ ðîçìið d×d. Äîâåäåííÿ ïðåäñòàâëåíå â Äîäàòêó À. ßê óæå çãà-
äóâàëîñü, âîíî òàêîæ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíå äî êîðåãóâàííÿ H-áëîêà (îêðiì

ìíîæíèêiâ αkl = sRk s
L
l 〈vRk |uLl 〉, ÿêèõ òóò íåìà¹), äå W -òåíçîð ìà¹ ðîçìið

mW ×mW .

Ñïåöè�iêà îïèñàíî¨ âèùå ìåòîäèêè îá ðóíòîâó¹ çáåðiãàííÿ ìàòðèöü UH

ðîçìiðó dWm
2 × p′ i ìàòðèöü VH ðîçìiðó p′ × dWm

2
ó âèãëÿäi 4-âèìiðíèõ

òåíçîðiâ ðîçìiðíîñòi dW × p′ × m × m. Ìàòðèöÿìè UN/O òà VN/O ðîçìiðiâ

âiäïîâiäíî m2 × p òà p × m2
ìîæíà îïåðóâàòè àíàëîãi÷íî, i âiäïîâiäíi 4-

âèìiðíi òåíçîðè ìàòèìóòü ðîçìið 1× p×m×m.

2.1.4 Ïðîöåäóðà îïòèìiçàöi¨ â àëãîðèòìi ïî êîëó

1. Iíiöiàëiçóâàòè ñåãìåíò øëÿõîì ðîçðàõóíêó H
[i]
R òà N

[i]
R (à òàêîæ O

[i]
R,k)

äëÿ i âiä iR − 1 äî iL (�èñ. 14). Öå ðîáèòüñÿ ïî÷åðãîâèì ïðàâèì êîðå-

ãóâàííÿì hR òà nR (äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ òàêîæ oR,k).

2. Äëÿ i âiä iL äî iR âèêîíàòè íàñòóïíi äi¨:

(a) �îçâ'ÿçàòè çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ (45). Îòðèìó¹òüñÿ íîâèé òåí-

çîð M [i]
.

69



(b) Ëiâî-íîðìóâàòè M [i]
(òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹òüñÿ íîâèé òåíçîð

M [i+1]
).

(
) Êîðåãóâàòè H
[i+1]
L òà N

[i+1]
L (äëÿ çáóäæåíèõ ñòàíiâ òàêîæ O

[i+1]
L,k ),

âèêîðèñòîâóþ÷è íîâèé òåíçîð M [i]
.

3. Ïåðåä òèì, ÿê ïåðåéòè äî íàñòóïíîãî ñåãìåíòà (ðèñ. 15):

(a) Ïðèñâî¨òè hL → hR, nL → nR, oL,k → oR,k (ñåãìåíò, ùî áóâ çëiâà,

òåïåð ñïðàâà).

(b) Å�åêòèâíî îá÷èñëèòè íîâi áëîêè hL, nL, oL,k (äèâ. Äîäàòîê À).

Òàêà ïðîöåäóðà ïîâèííà ïîâòîðþâàòèñü, ïîêè íå áóäå äîñÿãíóòî çáiæíîñòi

ðåçóëüòàòó. Îòðèìàíèé ÌÄÑ ¹ âëàñíèì ñòàíîì, à çíà÷åííÿ ǫ äà¹ åíåðãiþ

öüîãî ñòàíó.

2.1.5 Øâèäêèé ðîçðàõóíîê 〈H2〉
ÌÄÎ äëÿ ðîçðàõóíêó 〈H2〉 îòðèìó¹òüñÿ ç �îðìóëè

W [i],si,s
′
i

(bi−1b′i−1),(bib
′
i)
=
∑

s′′i

W
[i],si,s

′′
i

bi−1,bi
W

[i],s′′i ,s
′
i

b′i−1,b
′
i
.

Òàêèé ÌÄÎ ¹ ìàòðèöåþ 25 × 25 äëÿ XXZ ìîäåëi (éîãî ðîçãîðíóòà �îðìà

íå çàïèñó¹òüñÿ òóò ÷åðåç âåëèêèé ðîçìið); 〈H2〉 ìîæå áóòè îòðèìàíå ç öüîãî

ÌÄÎ, âèêîðèñòîâóþ÷è ð-íÿ (69) i âiäïîâiäíi òðàíñ�åðíi ìàòðèöi E
[i]
W ðîçìiðó

25m2 × 25m2
.

Îäíàê ìîæíà áåçïîñåðåäíüî äîâåñòè (ìåòîäîì �àóññà), ùî âñi òðàíñ�åðíi

ìàòðèöi (i âiäïîâiäíî ¨õíi äîáóòêè) ìàþòü ëèøå p′′ = 6m2
íåíóëüîâèõ ñèí-

ãóëÿðíèõ ÷èñåë. Òîìó äîáóòîê N òàêèõ òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü ìîæå áóòè

îòðèìàíèé å�åêòèâíèì ñïîñîáîì êîðåãóâàííÿ, çàïðîïîíîâàíèì â [72, 123℄.
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2.2 Àëãîðèòì äëÿ U(1)-ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ ç ÏÊÓ

2.2.1 Çàãàëüíà �îðìà U(1)-iíâàðiàíòíèõ ÌÄÑ

Â öüîìó ïiäðîçäiëi îïèñó¹òüñÿ çâè÷àéíèé ñïîñiá óòâîðåííÿ U(1)-

ñèìåòðè÷íîãî ÌÄÑ. Ïiäõiä ¹ çàãàëüíèì i ïiäõîäèòü äëÿ áóäü-ÿêî¨ U(1)-

ñèìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè (à íå òiëüêè äëÿ ñïiíîâî¨).

ßê ìè ïðèãàäó¹ìî ç �îçäiëó 1.12, ó âèïàäêó U(1) ñèìåòði¨ êîæåí òåí-

çîðíèé iíäåêñ ðîçêëàäà¹òüñÿ íà iíäåêñ ïðîåêöi¨ ñïiíó òà iíäåêñ âèðîäæåííÿ.

Ôiçè÷íi (ñïiíîâi) iíäåêñè ðîçêëàäàþòüñÿ òðèâiàëüíî: σi = (si, 1) (òîìó â öüî-

ìó ïiäðîçäiëi σi òà si íå ðîçðiçíÿòèìóòüñÿ). Âiðòóàëüíi (ìàòðè÷íi) iíäåêñè

ÌÄÑ ðîçêëàäàþòüñÿ ÿê ai = (mi, ti); äå ti = 1, tmi
ïîêàçó¹ êðàòíiñòü âèðî-

äæåííÿ êîíêðåòíîãî mi. Íà ïðàêòèöi íåîáõiäíî îáðàòè ñêií÷åííi ìíîæèíè

{mi} ç âiäïîâiäíèìè {tmi
}. Âîíè âèçíà÷àþòüñÿ íå ñèìåòði¹þ, à ãàìiëüòîíià-

íîì, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ (äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êîíòðîëüíîãî ïàðàìåòðà ¾âäàëî

îáðàíi¿ ìíîæèíè ¹ ðiçíèìè). Ïåðåäîâèé àëãîðèòì ïîâèíåí îáèðàòè öi ìíî-

æèíè àâòîìàòè÷íî.

Óòâîðåííÿ ÌÄÑ, iíâàðiàíòíîãî ùîäî ñèìåòði¨, äåòàëüíî ðîçãëÿíóòå â áà-

ãàòüîõ ðîáîòàõ (íàïðèêëàä, [80℄). Çãiäíî ç òåîðåìîþ Âi íåðà-Åêàðòà, êîæåí

ëîêàëüíèé òåíçîð ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ñòðóêòóðíó òà âèðîäæåíó ÷àñòèíó (àíãë.

�degenera
y part�). Äëÿ U(1) ñèìåòði¨ òåîðåìà Âi íåðà-Åêàðòà íàáóâà¹ äóæå

ïðîñòî¨ �îðìè, i åëåìåíòè ìàòðèöü ÌÄÑ çàäàþòüñÿ ðiâíiñòþ

M
[i],si
(mi−1,ti−1),(mi,ti)

= M[i]
(mi−1,ti−1),(mi,ti)

· δmi−1,mi+si. (75)

Ìàòðè÷íi åëåìåíòè M[i]
(mi−1,ti−1),(mi,ti)

âèðîäæåíî¨ ÷àñòèíè ÷àñòî çâóòüñÿ ¾çâå-

äåíèìè ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè¿ (â ðîáîòi âîíè ïîçíà÷àþòüñÿ ðóêîïèñíèìè

ëiòåðàìè). Ó âèïàäêó U(1) ñèìåòði¨ çâåäåíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè äîðiâíþþòü

çâè÷àéíèì ìàòðè÷íèì åëåìåíòàì, ÿêùî òi ¹ íåíóëüîâèìè. Òîìó â öüîìó ïiä-

ðîçäiëi âîíà çàçâè÷àé íå ðîçðiçíÿòèìóòüñÿ. Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî çâåäåíi ìà-

òðè÷íi åëåìåíòè, ùî âiäïîâiäàþòü íóëüîâîìó ñèìâîëó Êðîíåêåðà äëÿ äîâiëü-

íîãî σi, ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêèìè, i â ðîáîòi âîíè âçÿòi ðiâíèìè íóëþ.
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Iíàêøå ìîæíà ñêàçàòè, ùî ëîêàëüíi òåíçîðè ÌÄÑ ìàþòü áëî÷íó ñòðóêòó-

ðó, i ïîçèöi¨ íåíóëüîâèõ áëîêiâ âèçíà÷àþòüñÿ ¾ïðàâèëîì âiäáîðó¿

mi−1 = mi + si, (76)

à ðîçìiðè áëîêiâ âèçíà÷àþòüñÿ iíäåêñàìè âèðîäæåííÿ.

2.2.2 Çâè÷àéíèé ñïîñiá óòâîðåííÿ U(1)-êîâàðiàíòíîãî ÌÄÑ

Ìíîæèíà ¾ïðàâèë âiäáîðó¿, çàäàíà (76) äëÿ âñiõ N òåíçîðiâ ÌÄÑ, äî-

ïîâíþ¹òüñÿ óìîâàìè m0 = 0 òà mN = −Sz ïðè ÂÊÓ (iíäåêñè a0 i aN ¹ òðè-

âiàëüíèìè, òîìó ìiñòÿòü ëèøå îäíó íåâèðîäæåíó ïðîåêöiþ ñïiíó). Ìîæíà

ïåðåâiðèòè, ùî òàêèé íàáið óìîâ ñïðàâäi óòâîðþ¹ U(1) ñèìåòðè÷íèé ÌÄÑ ç

ïðîåêöi¹þ ñïiíó Sz.

Îäíàê ïðè ÏÊÓ ïðèñâî¹ííÿ ðiçíèõ ïðîåêöié ñïiíó äî ëiâîãî òà ïðàâîãî

êðàéíiõ âiðòóàëüíèõ iíäåêñiâ âèãëÿäà¹ äåùî íå�içè÷íèì, òàê ÿê ÌÄÑ ¹ ¾çà-

êiëüöüîâàíèì¿ (ïðè ÂÊÓ êiíöi ¹ âiëüíèìè). Äëÿ òîãî, ùîá çàêîäóâàòè âñþ

ií�îðìàöiþ ïðî U(1) ñèìåòðè÷íèé ÌÄÑ ç ÏÊÓ â ñàìèõ ìàòðèöÿõ, çàäà¹ìî

m0 = mN äëÿ âñiõ çíà÷åíü m0 òà mN (iíäåêñ a0 = aN âæå íå ¹ òðèâiàëü-

íèì ïðè ÏÊÓ). ßê ðåçóëüòàò, âèùå îïèñàíà ïðîöåäóðà óòâîðþ¹ ëèøå U(1)-

iíâàðiàíòíi ñòàíè, òîáòî ñòàíè ç Sz = 0. Ïiäêàçêà, ÿê ïðàêòè÷íî óòâîðèòè

U(1)-êîâàðiàíòíèé ÌÄÑ ç ÏÊÓ, îòðèìó¹òüñÿ ç ðîáiò [82, 77, 80℄: äîäàòêîâèé

çàðÿä −Sz (òîáòî íåâçà¹ìîäiþ÷èé ñïií ç ïðîåêöi¹þ ñïiíó −Sz) âñòàâëÿ¹òüñÿ â

ñèñòåìó â áóäü-ÿêié ìiñöi. Ìîäè�iêîâàíà ñèñòåìà ìà¹ íóëüîâó ïîâíó ïðîåêöiþ

ñïiíó i ìîæå áóòè îïèñàíà U(1)-iíâàðiàíòíîþ òåíçîðíîþ ìåðåæåþ.

Äîäàòêîâèé çàðÿä (àíãë. ��
titious 
harge�) äëÿ çðó÷íîñòi âñòàâëÿ¹òüñÿ íà

ïîçèöi¨ N + 1, òîáòî ìiæ ÷àñòèíêàìè N òà 1. Áàçèñ íà íîâié ¾÷àñòèíöi¿ ¹

òðèâiàëüíèì (áî sN+1 = −Sz). Îòæå, ÌÄÑ-òåíçîð äëÿ íå¨ ¹ îäíîþ ìàòðèöåþ,

ìàòðè÷íèé åëåìåíò ÿêî¨

F
[N+1],−Sz

(mN ,tN ),(mN+1,tN+1)
= F [N+1]

(mN ,tN ),(mN+1,tN+1)
· δmN ,mN+1−Sz

. (77)

(�F� îçíà÷à¹ ��
titious�). Âàðiàöiéíèé àëãîðèòì ìîæå áóòè ñ�îðìóëüîâàíèé

àíàëîãi÷íî äî çâè÷àéíîãî (áåç äîäàòêîâîãî ñïiíó). Âiäïîâiäíèé ÌÄÎ äëÿ äî-
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äàòêîâîãî ñïiíó ¹ ïðîñòî îäèíè÷íèì ÌÄÎ ðîçìiðó mW ×mW :

W [N+1] =













(1) 0 0 · · · 0

0 (1) 0 · · · 0

0 0 (1) · · · 0
.

.

.

.

.

.

0 0 0 · · · (1)













òàê ÿê ñïií íåâçà¹ìîäiþ÷èé. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìîäè�iêîâíèé ÌÄÑ, ìîæíà

îòðèìàòè U(1)-iíâàðiàíòíèé ñòàí i âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨, ÿê ïîêàçàíî â

ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi.

Ùîá îòðèìàòè ïîòðiáíèé íàì U(1)-êîâàðiàíòíèé ñòàí, òðåáà ïîçáàâèòèñü

äîäàòêîâîãî ñïiíó øëÿõîì ìíîæåííÿ éîãî ìàòðèöi íà òåíçîð ñóñiäíüî¨ ÷à-

ñòèíêè, òîáòî êîæíà ç ìàòðèöü M [N ],sN
ìíîæèòüñÿ íà ìàòðèöþ M [N+1],−Sz

.

Ìàòðè÷íèé åëåìåíò íîâîãî òåíçîðà M ′ [N ]

M
′ [N ],sN
(mN−1,tN−1),(mN ,tN ) = M′ [N ]

(mN−1,tN−1),(mN ,tN ) · δmN−1,mN+sN−Sz
(78)

çàäîâiëüíÿ¹ ¾ïðàâèëî âiäáîðó¿

mN−1 + Sz = mN + sN . (79)

Öå ïðàâèëî âiäáîðó (79) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïðàâèëà âiäáîðó (76) äëÿ âñiõ iíøèõ

÷àñòèíîê ñèñòåìè. Ìîæíà ïðÿìî ïåðåâiðèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ð-íÿ (24), ùî

ðåçóëüòóþ÷èé ÌÄÑ ìàòèìå áàæàíó ïðîåêöiþ ñïiíó Sz:

|ψ〉 =
∑

s1,s2,··· ,sN
(m1,t1),(m2,a2),··· ,(mN ,tN )

M s1
(mN ,tN ),(m1,t1)

M s2
(m1,t1),(m2,t2)

· · ·M sN ′
(mN−1,tN−1),(mN ,tN )

|s1s2 · · · sN〉 =
∑

s1,s2,··· ,sN
m1,m2,··· ,mN
t1,t2,··· ,tN

δm1+s1,mN
δm2+s2,m1

· · · δmN+sN−Sz,mN−1
×

M[1]
(mN ,tN ),(m1,t1)

M[2]
(m1,t1),(m2,t2)

· · ·M[N ] ′
(mN−1,tN−1),(mN ,tN )|s1s2 · · · sN〉 =
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=
∑

s1,s2,··· ,sN
δs1+s2+···+sN ,Sz

{
∑

m1=mN−s1
m2=m1−s2

...
mN=mN−1+Sz−sN

∑

t1,t2,··· ,tN
M[1]

(mN ,tN ),(m1,t1)
M[2]

(m1,t1),(m2,t2)
· · ·

· · ·M[N ] ′
(mN−1,tN−1),(mN ,tN )}|s1s2 · · · sN〉 =

∑

s1,s2,··· ,sN
δs1+s2+···+sN ,Sz

cs1,s2,··· ,sN |s1s2 · · · sN〉 =

=
∑

s1+s2+···+sN=Sz

cs1,s2,··· ,sN |s1s2 · · · sN〉.

Ìàòðèöÿ M [N+1],−Sz
¹ ñóòò¹âî íåäiàãîíàëüíîþ ïðè âåëèêèõ |Sz|. ßê íà-

ñëiäîê, äëÿ çàäàíèõ m òà Sz öÿ ìàòðèöÿ ìîæå íàâiòü çàíóëèòèñü. Íàïðè-

êëàä, ùîá óòâîðèòè äîâiëüíèé ÌÄÑ ç ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîþ íàìàãíi÷å-

íiñòþ Smax
z /N = s äëÿ ñèñòåìè ç N ÷àñòèíîê, ïîòðiáíî ùîíàéìåíøå N + 1

ñåêòîðiâ ñèìåòði¨, ùî óíåìîæëèâëþ¹ ïðàêòè÷íi ðîçðàõóíêè. Äëÿ ìåíøèõ |Sz|
ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü íåîáõiäíèõ ñåêòîðiâ ñèìåòði¨ ¹ ìåíøîþ, àëå, íà âiäìiíó

âiä ñòàíó ç Sz/N = s, òàêi ñòàíè ¹ ñèëüíî çàïëóòàíèìè, i äëÿ ¨õíüîãî õîðîøî-

ãî ïðåäñòàâëåííÿ ïîòðiáíî äîñòàòíüî ïàðàìåòðiâ. ×åðåç öå àëãîðèòì ÷àñòî

ñõîäèòüñÿ äî íåïðàâèëüíîãî çíà÷åííÿ åíåðãi¨ àáî ñòà¹ íåñòàáiëüíèì - ÌÄÑ

ñòà¹ ¾ïîãàíèì¿ âàðiàöiéíèì àíçàöîì ç íåâåëèêîþ å�åêòèâíîþ êiëüêiñòþ ïà-

ðàìåòðiâ.

2.2.3 Å�åêòèâíèé ñïîñiá óòâîðåííÿ U(1)-êîâàðiàíòíîãî ÌÄÑ ç

ÏÊÓ

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ïðîïîíó¹òüñÿ ñïîñiá óòâîðåííÿ U(1)-êîâàðiàíòíîãî

ÌÄÑ ç ÏÊÓ, ÿêèé íå ïðèçâîäèòü äî ÷èñåëüíî¨ íåñòàáiëüíîñòi àëãîðèòìó. Íå-

îáõiäíî âñòàâèòè äåêiëüêà äîäàòêîâèõ ñïiíiâ íà äåêiëüêîõ ïîçèöiÿõ ñèñòåìè.

Öå ïðèâåäå äî ÌÄÑ ç íàñòóïíèìè ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè

M
[i],si
(mi−1,ti−1),(mi,ti)

= M[i]
(mi−1,ti−1),(mi,ti)

δmi−1+xi,mi+si (80)

äå xi ¹ �iêñîâàíèì íà êîæíîìó ñïiíi, à

∑N
i=1 xi = Sz. Ñèìâîë Êðîíåêåðà â ð-

íi (80) íàêëàäà¹ óìîâó, ùî xi ìîæå áóòè òiëüêè öiëèì àáî íàïiâöiëèì. Îäíàê,

íà âiäìiíó âiä ÂÊÓ, äå ðiçíèöÿ ìiæ ðiçíèìè mi çàâæäè ðiâíà 1, äëÿ ÏÊÓ

ðiçíèöÿ äîðiâíþ¹ 1/2 äëÿ �åðìiîííèõ ñèñòåì òà 1 äëÿ áîçîííèõ.

74



Ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ð-íÿ (24), ùî ìàòðèöi, îçíà÷åíi

â ð-íi (80), óòâîðþþòü ÌÄÑ ç áàæàíîþ ïðîåêöi¹þ ñïiíó Sz:

|ψ〉 =
∑

s1,s2,··· ,sN
m1,m2,··· ,mN
t1,t2,··· ,tN

δm1+s1−x1,mN
δm2+s2−x2,m1

· · · δmN+sN−xN ,mN−1
M[1]

(mN ,tN ),(m1,t1)
×

×M[2]
(m1,t1),(m2,t2)

· · ·M[N ]
(mN−1,tN−1),(mN ,tN )|s1s2 · · · sN〉 =

∑

s1,s2,··· ,sN
δs1+s2+···+sN ,x1+x2+···+xN

×

×{
∑

m1=mN+x1−s1
m2=m1+x2−s2

...
mN=mN−1+xN−sN

∑

t1,t2,··· ,tN
M[1]

(mN ,tN ),(m1,t1)
M[2]

(m1,t1),(m2,t2)
· · ·M[N ]

(mN−1,tN−1),(mN ,tN )}

|s1s2 · · · sN〉 =
∑

s1,s2,··· ,sN
δs1+s2+···+sN ,Sz

cs1,s2,··· ,sN |s1s2 · · · sN〉.

�içíèöÿ ìiæ äàíèì ïiäõîäîì òà (íà¨âíèì) ïiäõîäîì, îïèñàíèì â ïîïåðå-

äíüîìó ïiäðîçäiëi, â òîìó, ùî çàãàëüíèé çàðÿä Sz ðîçïîäiëÿ¹òüñÿ ìiæ óñiìà

ñïiíàìè. Òàê ìîæíà çðîáèòè, îñêiëüêè U(1) ñèìåòðiÿ ¹ àáåëåâîþ.

Ïî ñóòi, çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä ìîæíà ¾âiäîáðàçèòè¿ íà âèïàäîê ç ÂÊÓ.

Ïðè ÂÊÓ âñi xi ïîêëàäàþòü ðiâíèìè íóëþ, àëå çàâäÿêè ðiçíèöi ìiæ m0 òà

mN ìíîæèíè ïðîåêöié ñïiíó òà ¨õíiõ âèðîäæåíü âiäðiçíÿþòüñÿ äëÿ êîæíîãî

âiðòóàëüíîãî iíäåêñó. Îòæå, âçàìií öüîãî ìîæíà ââåñòè xi (òàê ùî ¾ïðàâèëà

âiäáîðó¿ ñòàþòü, ÿê â ð-íi (81)), à mN ìîæíà âçÿòè ðiâíèì íóëþ.

Ìîæå âèíèêíóòè çàïèòàííÿ: ÿêà æ òîäi ðiçíèöÿ ìiæ íàøèì ïiäõîäîì äëÿ

ÏÊÓ i ñòàíäàðòíèì ïiäõîäîì äëÿ ÂÊÓ? Âiäïîâiäü òàêà: êâàíòîâi ÷èñëà (ðà-

çîì ç ¨õíiìè êðàòíîñòÿìè âèðîäæåííÿ) òà ïðàâèëà âiäáîðó ïðè ÂÊÓ âèíèêà-

þòü ç ïåðøèõ ïðèíöèïiâ (êðàòíîñòi ìîæóòü íàâiòü áóòè îá÷èñëåíi òî÷íî äëÿ

ìàëèõ ñèñòåì øëÿõîì ïðÿìî¨ ïîáóäîâè ÌÄÑ ç äâîõ êiíöiâ ñèñòåìè). Ç iíøî-

ãî áîêó, ïðè ÏÊÓ ïðàâèëà âiäáîðó ìîæíà çàäîâiëüíèòè áàãàòüìà ñïîñîáàìè,

êâàíòîâi ÷èñëà âèçíà÷åíi òiëüêè ç òî÷íiñòþ äî ñòàëî¨, à êðàòíîñòi ìàþòü çìiñò

ëèøå ÿê ¾âàæëèâi¿ ¾çâ'ÿçêîâi¿ (àíãë. �bond�) ñòóïåíi âiëüíîñòi.

¾Ïðàâèëî âiäáîðó¿, ÿêå íåîáõiäíî çàäîâiëüíèòè äëÿ êîæíî¨ ÷àñòèíêè,

mi−1 + xi = mi + si (81)
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ìà¹ áóòè äîïîâíåíå óìîâîþ

∑N
i=1 xi = Sz. Äëÿ Sz/N = s âèáið xi ¹ î÷åâè-

äíèì: xi = si = s äëÿ êîæíî¨ ÷àñòèíêè, i äëÿ âiðòóàëüíèõ iíäåêñiâ ïîòðiáåí

òiëüêè îäèí ñåêòîð ñèìåòði¨. Àëå äëÿ Sz/N < s öi óìîâè ìîæíà çàäîâiëüíèòè

áàãàòüìà ñïîñîáàìè. Â ðîáîòi îáèðà¹òüñÿ îäèí ç íèõ, ùî ðîçïîäiëÿ¹ Sz ïî âñiõ

ñïiíàõ íàéáiëüø ðiâíîìiðíî ç ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ. Äëÿ öüîãî Sz ðîçäiëÿ¹òüñÿ

íà ìàëåíüêi ïîðöi¨, à ñàìå: 1/2 äëÿ ñèñòåì ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 òà 1 äëÿ

ñèñòåì ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1.

Òàê ÿê |Sz| ≤ N
2
äëÿ ñèñòåì çi ñïiíîì 1/2, xi = 0 äëÿ ïåâíîãî ÷èñëà

÷àñòèíîê i xi =
1
2 äëÿ ðåøòè. Âñi íåíóëüîâi xi ðîçìiùóþòü íà îäíîìó êií-

öi ñèñòåìè, à âñi íóëüîâi xi - íà iíøîìó (êiíöi âèçíà÷àþòüñÿ çà íóìåðàöi¹þ

÷àñòèíîê 1, . . . , N). Îòæå, ïðàâèëà âiäáîðó âèãëÿäàòèìóòü ÿê

mi−1 = mi + si − Sgn(Sz) ·
1

2
i ≤ 2|Sz| (82)

mi−1 = mi + si i > 2|Sz|. (83)

Ìàòðèöi ÌÄÑ ¹ áëî÷íèìè ãîëîâíèìè/íèæíiìè/âåðõíiìè äiàãîíàëüíèìè.

Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: d ≡ áëî÷íà äiàãîíàëüíà, ld, lld, · · · ≡ áëî÷íà 1-øà,

2-ãà, . . . íèæíÿ äiàãîíàëüíà, ud, uud, · · · ≡ áëî÷íà 1-øà, 2-ãà, . . . âåðõíÿ äiàãî-

íàëüíà. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ïîçíà÷åííÿ, ìîæíà ïðîiëþñòðóâàòè, ÿê âèãëÿäà¹

ñòðóêòóðà ìàòðèöü: äëÿ Sz ≥ 0

{M [i],−1/2,M [i],1/2} =







{uud, d}, i ≤ 2Sz

{ud, ld}, i > 2Sz

à äëÿ Sz < 0

{M [i],−1/2,M [i],1/2} =







{d, lld}, i ≤ 2|Sz|

{ud, ld}, i > 2|Sz|.
Íàâåäåìî àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ñèñòåì ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1. ßê áóëî

çãàäàíî ðàíiøå, Sz ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïîðöi¨, ðiâíi 1. Ïðàâèëà âiäáîðó:

mi−1 = mi + si − Sgn(Sz) · 1, for i ≤ |Sz| (84)

mi−1 = mi + si for i > |Sz|, (85)
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à ñòðóêòóðà ìàòðèöü âèãëÿäà¹ äëÿ Sz ≥ 0 ÿê

{M [i],−1,M [i],0,M [i],1} =







{uud, ud, d}, i ≤ Sz

{ud, d, ld}, i > Sz

à äëÿ Sz < 0

{M [i],−1,M [i],0,M [i],1} =







{d, ld, lld}, i ≤ |Sz|

{ud, d, ld}, i > |Sz|.

Àíàëîãi÷íèé âèáið ìîæíà îòðèìàòè òàêîæ äëÿ �içè÷íî öiêàâèõ ñèñòåì ÷àñòè-

íîê çi ñïiíîì 3/2 (àáî âèùèì). Íàïðèêëàä, äëÿ ñèñòåì çi ñïiíîì 3/2 âåëè÷èíà

xi ìîæå äîðiâíþâàòè 3/2, 1, 1/2, 0 (çàëåæíî âiä çíà÷åííÿ |Sz|).
Ùîá ïîáóäóâàòè U(1) ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, íåîáõiäíî îáðàòè êðàòíî-

ñòi âèðîäæåííÿ äëÿ âiðòóàëüíèõ iíäåêñiâ. Íà ïðàêòèöi ¾âäàëó¿ ìíîæèíó

T = {tm1
, tm2

, . . . , tmn
} äîâîäèòüñÿ ïiäáèðàòè (tmi

ïîçíà÷àþòü ðîçìið êîæíî-

ãî ñåêòîðà ñèìåòði¨). Ìíîæèíà T íå âèçíà÷à¹òüñÿ ñèìåòði¹þ, ¾âäàëèé¿ âèáið

çàëåæèòü âiä ñàìîãî ãàìiëüòîíiàíà. Äëÿ U(1) ñèìåòðè÷íîãî ïîâíiñòþ ïîëÿðè-

çîâàíîãî ñòàíó T = {1}, à äëÿ çàïëóòàíîãî ñòàíó ìíîæèíà ìîæå äîðiâíþâàòè,
ïðèìiðîì, T = {1, 2, 3, 4, 4, 3, 2, 1}. Âæå áóëî çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä, ùî îáèðà¹
ìíîæèíè êðàòíîñòåé àâòîìàòè÷íî ïiä ÷àñ îïòèìiçàöi¨, i áóëè îòðèìàíi ïîïå-

ðåäíi ðåçóëüòàòè. Îäíàê öåé ïiäõiä âèõîäèòü çà ìåæi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Çðîáèìî ðåìàðêó ùîäî �içè÷íî öiêàâî¨ ìîäåëi Áîçå-�àááàðäà. Âîíà îïèñó¹

ñèñòåìó âçà¹ìîäiþ÷èõ áåçñïiíîâèõ �åðìiîíiâ. Ëîêàëüíèé ãiëüáåðòîâèé ïðî-

ñòið âèçíà÷à¹òüñÿ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê íà êîíêðåòíié ïîçèöi¨ (çàçâè÷àé âií

2-âèìiðíèé: ni = 0 àáî 1). ßêùî âiðòóàëüíi iíäåêñè ðîçêëàñòè ÿê ai = (Ni, ti),

à çàãàëüíà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê â ñèñòåìi ðiâíà n, ¾ïðàâèëà âiäáîðó¿ âèãëÿäà-

òèìóòü ÿê

Ni−1 = Ni + ni − 1 i ≤ n (86)

Ni−1 = Ni + ni i > n. (87)
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2.2.4 Ïåðåêàëiáðóâàííÿ U(1)-êîâàðiàíòíîãî ÌÄÑ

Ïðèãàäó¹ìî, ùî íåîáõiäíà äëÿ ïåðåêàëiáðóâàííÿ ÌÄÑ êîíñòðóêöiÿ Q äî-

ðiâíþ¹

Q =







∑

si
M [i],si†M [i],si, ëiâå íîðìóâàííÿ

∑

si
M [i],siM [i],si†, ïðàâå íîðìóâàííÿ

Âèçíà÷èìî, ÿê âèãëÿäà¹ Q ó âèïàäêó ïðàâî-íîðìîâàíîãî U(1)-êîâàðiàíòíîãî

ÌÄÑ (äëÿ ëiâî-íîðìîâàíîãî ÌÄÑ ñèòóàöiÿ áóäå àíàëîãi÷íîþ):

QR
(m′,t′),(m′′,t′′) =

∑

si

(M [i],siM [i],si†)(m′,t′),(m′′,t′′) =
∑

si

∑

m,t

M
[i],si
(m′,t′),(m,t)M

[i],si∗
(m′′,t′′),(m,t) =

=
∑

si,m,t

M[i]
(m′,t′),(m,t)M

[i] ∗
(m′′,t′′),(m,t) δm′,m+siδm′′,m+si =

= δm′,m′′

∑

m+si=m′,t

M[i]
(m′,t′),(m,t)M

[i] ∗
(m′′,t′′),(m,t) = δm′,m′′Q(m′,t′),(m′′,t′′).

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî áëî÷íó äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ âiäíîñíî êâàíòîâèõ ÷èñåë

m:

Q =
⊕

m

Qtm×tm
m (88)

äå Qm = Q†
m äëÿ áóäü-ÿêîãî m.

Ìàòðèöi M [i],si
ìíîæàòüñÿ íà ïåâíó ìàòðèöþ X çëiâà (ïðàâå íîðìóâàííÿ)

àáî ñïðàâà (ëiâå íîðìóâàííÿ). Òîäi ó âèïàäêó U(1) ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ âèãëÿ-

äàòèìå ÿê 





X†QX = 1

∑

m tm×∑m tm, ëiâå íîðìóâàííÿ

XQX† = 1

∑

m tm×∑m tm, ïðàâå íîðìóâàííÿ

Òîäi ìàòðèöÿ X (i âiäïîâiäíî X−1
), î÷åâèäíî, ìàòèìå âèãëÿä:

X =
⊕

m

Xtm×tm
m (89)

äå 





X†
mQmXm = 1

tm×tm, ëiâå íîðìóâàííÿ

XmQmX
†
m = 1

tm×tm, ïðàâå íîðìóâàííÿ
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Ñïîñiá ïîáóäîâè êîæíî¨ Xm òàêèé ñàìèé, ÿê i äëÿ ðîçðàõóíêó X â àëãî-

ðèòìi áåç ñèìåòðié (äèâ. Äîäàòîê À). Ìàòðèöÿ Q ðîçêëàäà¹òüñÿ çà âëàñíèìè

÷èñëàìè ïîáëîêîâî.

Ïåðåêàëiáðóâàííÿ ÌÄÑ ó âèïàäêó U(1) ñèìåòði¨ ¹ òðèâiàëüíèì. ×åðåç

ñèìâîë Êðîíåêåðà âiäïîâiäíi áëîêè ìàòðèöi M [i],si
ìíîæàòüñÿ íà âiäïîâiäíi

äiàãîíàëüíi áëîêè X, à âiäïîâiäíi áëîêè M [i±1],si±1
ìíîæàòüñÿ íà âiäïîâiäíi

äiàãîíàëüíi áëîêè X−1
.

2.2.5 Çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ ó âèïàäêó U(1)-êîâàðiàíòíîãî

ÌÄÑ

ßê ìè ïðèãàäó¹ìî ç �îçäiëó 1.6, çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ îòðèìó¹òüñÿ

ç ìiíiìiçàöi¨ ëàãðàíæiàíà L = 〈ψ|H|ψ〉 − ǫ〈ψ|ψ〉 âiäíîñíî òåíçîðà M [i]∗
. Â

çàãàëüíîìó âèïàäêó áåðåòñÿ ÷àñòêîâà ïîõiäíà çà êîæíèì åëåìåíòîì M
[i],si∗
ai−1,ai,

ÿêà ïðèðiâíþ¹òüñÿ íóëþ:

∂L

∂M
[i],si∗
ai−1,ai

= 0. Ó âèïàäêó U(1) ñèìåòði¨ öÿ ïðîöåäóðà

ìà¹ îäíó ñïåöè�i÷íó ðèñó.

Ìîæíà áðàòè ïîõiäíó òiëüêè çà íåíóëüîâèìè åëåìåíòàìè M
[i],si∗
ai−1,ai (òîáòî

òèìè, äëÿ ÿêèõ ñèìâîë Êðîíåêåðà ðiâíèé 1). Îòæå, êiëüêiñòü ðiâíÿíü çìåí-

øó¹òüñÿ äî êiëüêîñòi íåíóëüîâèõ çíà÷åíü (ïîçíà÷èìî ¨¨ ÿê q). Öi ðiâíÿííÿ

óòâîðþþòü ëiíiéíó ñèñòåìó ç âåêòîðîì-çìiííîþ ~ν, àëå ~ν òåïåð ìiñòèòü òiëü-

êè íåíóëüîâi åëåìåíòèM
[i],s′i
a′i−1,a

′
i
(íóëüîâi íå äàþòü âíåñêó â ëàãðàíæiàí). Îòæå,

ìà¹ìî ñèñòåìó q ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç q íåâiäîìèìè, ùî ïðèâîäèòü äî ¾çâåäåíî¨¿

q × q çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ:

H[i]
effν

[i] = ǫN [i]
effν

[i]. (90)

Íà ïðàêòèöiH[i]
eff òàN

[i]
eff îòðèìóþòüñÿ ç ¾ïîâíèõ¿ H

[i]
eff òà N

[i]
eff øëÿõîì âiäêèäà-

ííÿ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ, ùî âiäïîâiäàþòü íóëüîâèì åëåìåíòàì ÌÄÑ. Âåêòîð

ν [i] îòðèìó¹òüñÿ âiäïîâiäíî âiäêèäàííÿì íóëüîâèõ åëåìåíòiâ ÌÄÑ.

Òàêèé ñàìèé ïiäõiä âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïðîåêòîðà P , ÿêùî ðîçðàõîâó-
þòüñÿ çáóäæåíi ñòàíè. �îçðàõîâóþòüñÿ ¾ïîâíi¿ âåêòîðè ~y(k), i âiäêèäàþòüñÿ

òi åëåìåíòè, ùî âiäïîâiäàþòü íóëüîâèì åëåìåíòàì ÌÄÑ. Òiëüêè ïiñëÿ öüîãî

ìîæíà îðòîãîíàëiçîâóâàòè ìíîæèíó y.
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Â ïðèíöèïi, àëãîðèòì ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì, ùî âií àïðiîði

îïåðó¹ ëèøå íåíóëüîâèìè çâåäåíèìè ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè (òîáòî òèìè,

ùî âiäïîâiäàþòü íåíóëüîâîìó ñèìâîëó Êðîíåêåðà). Àëå äëÿ U(1) ñèìåòði¨

öå íå ðîáèòüñÿ, îñêiëüêè íàòîìiñòü ìîæíà çìåíøèòè ðîçðàõóíêîâi ðåñóðñè

øëÿõîì âðàõóâàííÿ ðîçðiäæåíîñòi ìàòðèöü.

Âàðòî òàêîæ âiäçíà÷èòè, ùî ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè ðîçðàõîâóþòüñÿ

ç âèêîðèñòàííÿì òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü E
[i]
W òàê ñàìî, ÿê i â àëãîðèòìi áåç

ñèìåòðié. Âåëè÷èíà 〈H2〉 ðîçðàõîâó¹òüñÿ ñïîñîáîì, îïèñàíèì â �îçäiëi 2.1.5

(áåç âiäêèäàííÿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë).
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2.3 Àëãîðèòì äëÿ SU(2)-ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ ç ÏÊÓ

2.3.1 Óòâîðåííÿ SU(2)-ñèìåòðè÷íîãî ÌÄÑ ç ÏÊÓ

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ñïîñiá óòâîðåííÿ SU(2)-iíâàðiàíòíèõ ñòàíiâ, òîáòî

ñòàíiâ ç ïîâíèì ñïiíîì S = 0.

Ìíîæèíà ìàòðèöü ÌÄÑ, îçíà÷åíà â ð-íi (23), ìà¹ áóòè ïðèâåäåíà äî

SU(2) ñèìåòðè÷íî¨ �îðìè äëÿ êîæíî¨ ÷àñòèíêè i. ßê ìè ïàì'ÿòà¹ìî ç �îç-

äiëó 1.12, êîæåí òåíçîðíèé iíäåêñ ðîçêëàäà¹òüñÿ â SU(2) ñèìåòðè÷íó �îð-

ìó. Ôiçè÷íèé (ñïiíîâèé) iíäåêñ ðîçêëàäà¹òüñÿ òðèâiàëüíî ÿê σi = (s, 1, si)

àáî ïðîñòî σi = (s, si). Ìàòðè÷íi (âiðòóàëüíi) iíäåêñè ðîçêëàäàþòüñÿ ÿê

ai−1 = (ji−1, ti−1, mi−1), ai = (ji, ti, mi).

Ñòðóêòóòðà ëîêàëüíîãî òåíçîðà 3-ãî ðàíãó M [i]
íà ÷àñòèíöi i âèçíà÷à¹-

òüñÿ òåîðåìîþ Âi íåðà-Åêàðòà [81℄, çãiäíî ç ÿêîþ òåíçîð ðîçêëàäà¹òüñÿ íà

âèðîäæåíó òà ñòðóêòóðíó ÷àñòèíè:

M
[i],(s1si)
(ji−1ti−1mi−1),(jitimi)

= M[i]
(ji−1ti−1),(jiti)

Cji−1,s,ji
mi−1,si,mi

(91)

äå ñòðóêòóðíà ÷àñòèíà çà�iêñîâàíà SU(2) ñèìåòði¹þ i ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ â òåð-

ìiíàõ 3j-ñèìâîëiâ Âi íåðà:

Cj1,j2,j3
m1,m2,m3

= (−1)j1−m1




j1 j2 j3

−m1 m2 m3



 . (92)

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ �îðìóëè Åäìîíäñà [86℄, òîìó ñòðó-

êòóðíó ÷àñòèíó êðàùå çàïèñóâàòè â òåðìiíàõ 3j-ñèìâîëiâ çàìiñòü ñïîðiäíå-

íèõ äî íèõ êîå�iöi¹íòiâ Êëåáøà-�îðäàíà. Òàêîæ ââîäèòü ¾ïðàâèëî òðèêó-

òíèêà¿ 





|j1 − j2| ≤ j3 ≤ j1 + j2

j1 + j2 + j3 ¹ öiëèì ÷èñëîì

Öÿ óìîâà ïîêàçó¹, ÷è ñïiíè j1, j2, j3 ¾ñòèêóþòüñÿ¿ çà ïðàâèëîì äîäàâàííÿ

ñïiíiâ.

ßê i ó âèïàäêó U(1) ñèìåòði¨, âèðîäæåíà ÷àñòèíà (ùî çâåòüñÿ çâåäåíèì

òåíçîðîì) ïîçíà÷à¹òüñÿ ïðîïèñíîþ ëiòåðîþ, à âiäïîâiäíèé ¾ïîâíèé¿ òåíçîð
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ïîçíà÷à¹òüñÿ äðóêîâàíîþ ëiòåðîþ. ×àñòî áóâà¹ çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè êîì-

áiíîâàíèé iíäåêñ γ = (j, t), òîáòî M[i]
(ji−1ti−1),(jiti)

= M[i]
γi−1,γi.

Âèðîäæåíà ÷àñòèíàM íå çàëåæèòü âiä ïðîåêöié ñïiíó i ìiñòèòü âàðiàöiéíi

ïàðàìåòðè ñòàíó. Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî çâåäåíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè ÌÄÑ, äëÿ

ÿêèõ ñïiíè ji−1, s, ji íå çàäîâiëüíÿþòü ¾ïðàâèëî òðèêóòíèêà¿, ìîæíà âçÿòè

ðiâíèìè áóäü-÷îìó, òàê ÿê âiäïîâiäíèé 3j-ñèìâîë çàíóëÿ¹òüñÿ. Â ðîáîòi âîíè

ïîêëàäàþòüñÿ ðiâíèìè íóëþ, ùî ðîáèòü çâåäåíi òåíçîðè ÌÄÑ äîñèòü ðîçði-

äæåíèìè, à ñàìå - áëî÷íèìè ¾ñìóãîâèìè¿ äiàãîíàëüíèìè.

Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî êîæíà ìàòðèöÿ M [i],si
ñêëàäà¹òüñÿ ç áëîêiâ

(M[i])
tjL×tjR
jL,jR

⊗ C
(2jL+1)×(2jR+1)
si,jL,jR

(âåðõíié iíäåêñ ïîçíà÷à¹ ðîçìiðè ìàòðèöü).

(M[i])jL,jR ¹ ïiäìàòðèöåþ ìàòðèöi M[i]
, ùî âiäïîâiäà¹ êîíêðåòíîìó ñïiíó jL

ëiâîãî âiðòóàëüíîãî iíäåêñà òà êîíêðåòíîìó ñïiíó jR ïðàâîãî âiðòóàëüíîãî

iíäåêñà. Csi,jL,jR ¹ ìàòðèöåþ C-ìíîæíèêiâ äëÿ êîíêðåòíî¨ ïàðè jL, jR òà êîí-

êðåòíî¨ ëîêàëüíî¨ ïðîåêöi¨ ñïiíó si.

Âiðòóàëüíi iíäåêñè ÌÄÑ õàðàêòåðèçóþòüñÿ ìíîæèíîþ âiðòóàëüíèõ ñïi-

íiâ òà ¨õíiõ êðàòíîñòåé âèðîäæåííÿ (àáî ïðîñòî ìíîæèíîþ êðàòíîñòåé):

T = {(j1, tj1), (j2, tj2), · · · , (jn, tjn)}. Âîíà ìîæå áóòè ðiâíà, ïðèìiðîì, T =

{(1/2, 2), (3/2, 4), (5/2, 3)}. Íà ïðàêòèöi áàæàíî îáðàòè íàéìåíøó ìîæëèâó

ìíîæèíó ç êiëüêîõ ðiçíèõ ñïiíiâ j ç ìàëèìè êðàòíîñòÿìè t. Îäíàê àëãîðèòì,

ùî àâòîìàòè÷íî îáèðà¹ öþ ìíîæèíó äëÿ ÌÄÑ ç ÏÊÓ, âèõîäèòü çà ìåæi äè-

ñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, òîìó âîíà òóò îáèðà¹òüñÿ âðó÷íó. Çâiñíî, äëÿ âåëèêî¨ àáî

ñèëüíî çàïëóòàíî¨ ñèñòåìè íåîáõiäíi êðàòíîñòi áóäóòü âåëèêèìè, i ïîòðiáíî

áàãàòî âiðòóàëüíèõ ñïiíiâ. Àëå íà ïåâíîìó åòàïi ðîçìið ìíîæèí êðàòíîñòåé

îáìåæó¹òüñÿ íàÿâíèìè êîìï'þòåðíèìè ðåñóðñàìè.

Ïåðåéäåìî äî óòâîðåííÿ êîâàðiàíòíèõ ñòàíiâ ç ïîâíèì ñïiíîì S 6= 0. Ç öi-

¹þ ìåòîþ â ñèñòåìó âñòàâëÿ¹òüñÿ äîäàòêîâèé íåâçà¹ìîäiþ÷èé ëîêàëüíèé ñïií

S > 0 [82, 79℄. (Íà âiäìiíó âiä U(1) ñèìåòði¨, äå äîäàòêîâèé ñïií ¹ ¾�àíòî-

ìîì¿ ç âèçíà÷åíîþ ïðîåêöi¹þ ñïiíó, òåïåð öå ðåàëüíèé ñïií) Äîäàòêîâèé ñïií

âñòàâëÿ¹òüñÿ íà ïîçèöi¨N+1, ìiæ ÷àñòèíêàìè N òà 1. Äëÿ öüîãî äîäàòêîâîãî
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ñïiíó òåíçîð íàáóâà¹ âèãëÿäó

F
[N+1],(S,1,M)
(jN ,tN ,mN ),(jN+1,tN+1,mN+1)

= F [N+1]
(jN tN ),(jN+1tN+1)

C
jN ,S,jN+1

mN ,M,mN+1
, (93)

i ðåçóëüòóþ÷èé ÌÄÑ ìà¹ ïîâíèé ñïií, ðiâíèé íóëþ. Îòæå, ðåçóëüòóþ÷èé

ÌÄÑ ìîæå áóòè îïèñàíèé SU(2) iíâàðiàíòíîþ òåíçîðíîþ ìåðåæåþ. Äëÿ ïîâ-

íîòè îïèñó ââåäåìî òàêîæ F (0,1,0) = 1 äëÿ S = 0, äå äîäàòêîâèé ñïií, â

ïðèíöèïi, íå ïîòðiáåí. Ëiòåðà �F� çíîâ îçíà÷à¹ ��
titious�.

Ïiñëÿ îïòèìiçàöi¨ òåíçîðíî¨ ìåðåæi ç äîäàòêîâèì ñïiíîì íåîáõiäíî îòðè-

ìàòè êîâàðiàíòíèé ñòàí |SM〉, ùî ìà¹ âèãëÿä

|SM〉 =
∑

{si}
Tr(M [1],(s1s1) · · ·M [N ],(s1sN )F [N+1],(S,1,−M))|s1 · · · sN〉. (94)

Öåé ñòàí íîðìó¹òüñÿ â ðàçi íåîáõiäíîñòi. Íà ïðàêòèöi òàêèé ñòàí (94) ðiäêî

áóâà¹ ïîòðiáíèì, îñêiëüêè áiëüøà ÷àñòèíà öiêàâèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí

âiäïîâiäà¹ SU(2) iíâàðiàíòíèì îïåðàòîðàì. ßê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å, ðîçðàõó-

íîê SU(2) iíâàðiàíòíèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé

â òåðìiíàõ òiëüêè çâåäåíèõ òåíçîðiâ.

Íà æàëü, êîâàðiàíòíèé ñòàí ó âèïàäêó SU(2) ñèìåòði¨ ðîçðàõîâó¹òüñÿ íå

òàê ïðîñòî, ÿê ïðè U(1) ñèìåòði¨. Ïðè÷èíîþ ¹ íåàáåëåâiñòü SU(2) ñèìåòði¨.

Ñàìå òîìó äîäàòêîâèé ñïií íå ìîæå áóòè ðîçïîäiëåíèé ìiæ áàãàòüìà ñïiíàìè.

Ïðèìiòêà. ßêùî ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïàðíî¨ êiëüêîñòi íàïiâöiëèõ ñïi-

íiâ, S íå ìîæå äîðiâíþâàòè íóëþ. Àëå ïðîöåäóðà îòðèìàííÿ ñòàíó ç òàêèì

S ¹ òî÷íî òàêîþ, ÿê îïèñàíî âèùå.

2.3.2 Ïåðåêàëiáðóâàííÿ SU(2)-ñèìåòðè÷íîãî ÌÄÑ

Ñïåðøó ïîêàæåìî, ÿê ìàòðèöi QL
òà QR

, îçíà÷åíi â ð-íÿõ (25), (26), ïðè-

âîäÿòüñÿ äî SU(2)-ñèìåòðè÷íî¨ �îðìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåíÿ îðòî-

ãîíàëüíîñòi 3j-ñèìâîëiâ, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî
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QR
(j′,t′,m′),(j′′,t′′,m′′) =

∑

σi

(M [i],σiM [i],σi†)(j′,t′,m′),(j′′,t′′,m′′) =
∑

j,t

M[i]
(j′t′),(jt)M

[i]∗
(j′′t′′),(jt)×

× (
∑

m,si

(Cj′,s,j
m′,si,m

)2) = δj′,j′′δm′,m′′ · ( 1

2j′ + 1

∑

j,t

M[i]
(j′t′),(jt)M

[i]∗
(j′′t′′),(jt)δ(j, s, j

′)) =

= δj′,j′′δm′,m′′Q(j′t′),(j′′t′′) = δj′,j′′δm′,m′′Qγ′,γ′′

(δ(j, s, j′) = 1, ÿêùî j, s, j′ çàäîâiëüíÿþòü ¾ïðàâèëî òðèêóòíèêà¿, i 0 â iíøîìó

âèïàäêó). Ñõîæó ðiâíiñòü ìîæíà îòðèìàòè òàêîæ äëÿ

∑

σi
M [i],σi†M [i],σi

. Ùîäî

äîäàòêîâîãî ñïiíó, ¹äèíà ðiçíèöÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî δ(j, s, j′) çàìiíÿ¹òüñÿ íà

δ(j, S, j′).

Íàâåäåíå âèùå ñïiââiäíîøåííÿ ÿâëÿ¹ ñîáîþ SU(2)-ñèìåòðè÷íó �îðìó òåí-

çîðà 2-ãî ðàíãó Q. (γ ′, m′), (γ ′′, m′′)-èé åëåìåíò QL/R
íå çàëåæèòü âiä ïðîåêöié

ñïiíó. Çàâäÿêè äâîì ñèìâîëàì Êðîíåêåðà QL/R
âèãëÿäà¹ ÿê

Q =
⊕

j

Q
tj×tj
j ⊗ 1

(2j+1)×(2j+1)
(95)

äå Qj = Q†
j äëÿ áóäü-ÿêîãî j. Ìàòðèöÿ Q =

⊕

j Q
tj×tj
j ¹ çâåäåíèì òåíçîðîì

SU(2)-ñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà 2-ãî ðàíãó Q.

Ïiä ÷àñ ïåðåêàëiáðóâàííÿ ìàòðèöi M [i],σi
ìíîæàòüñÿ íà ïåâíó ìàòðèöþ X

çëiâà (ïðàâå íîðìóâàííÿ) àáî ñïðàâà (ëiâå íîðìóâàííÿ). Ìàòðèöÿ X ðîçðà-

õîâó¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ







X†QX = 1

∑

j tj(2j+1)×∑j tj(2j+1), ëiâå íîðìóâàííÿ

XQX† = 1

∑

j tj(2j+1)×∑j tj(2j+1), ïðàâå íîðìóâàííÿ

1

∑

j tj(2j+1)×∑j tj(2j+1)
ìîæíà çàïèñàòè ÿê

⊕

j 1
tj×tj ⊗ 1

(2j+1)×(2j+1)
. Òîäi X

ìà¹ �îðìó

X =
⊕

j

X
tj×tj
j ⊗ 1

(2j+1)×(2j+1)
(96)
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äå 





X†
jQjXj = 1

tj×tj , ëiâå íîðìóâàííÿ

XjQjX
†
j = 1

tj×tj , ïðàâå íîðìóâàííÿ

Êîæíà ìàòðèöÿ Xj ðîçðàõîâó¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i X â àëãîðèòìi áåç ñèìå-

òðié (äèâ. Äîäàòîê À). Ìàòðèöÿ X−1
, î÷åâèäíî, òàêîæ ìàòèìå �îðìó (96).

Ìàòðèöÿ X = ⊕jXj ¹ çâåäåíèì òåíçîðîì òåíçîðà 2-ãî ðàíãó X.

Øëÿõîì ïðÿìèõ âèêëàäîê ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ â íàñòóïíîìó. Êîëè

SU(2)-iíâàðiàíòíèé òåíçîð ìíîæèòüñÿ íà X (àáî X−1
) çëiâà àáî ñïðàâà, éîãî

áëîêè (M[i])jL,jR ⊗Csi,jL,jR ñòàþòü ðiâíèìè (M′[i])jL,jR ⊗Csi,jL,jR (äå (M′[i])jL,jR

¹ âiäïîâiäíèìè áëîêàìè ïåðåêàëiáðîâàíî¨ ìàòðèöi M′[i]
). Íàïðèêëàä, ïðè ëi-

âîìó êîðåãóâàííi MjL,jR ⊗Csi,jL,jR ìíîæèòüñÿ íà XjR ⊗1
(2jR+1)×(2jR+1)

. Îòæå,

ïðèíöèïîâà ñòðóêòóðà ÌÄÑ íå çìiíþ¹òüñÿ â ïðîöåñi ïåðåêàëiáðóâàííÿ. Çìi-

íþ¹òüñÿ òiëüêè ìàòðèöÿ M[i]
. ßê íàñëiäîê, ìîæíà ïåðåêàëiáðîâóâàòè (ñïå-

öè�i÷íèì ÷èíîì) íå ïîâíèé ÌÄÑ-òåíçîð M [i]
, à çâåäåíèé òåíçîð M[i]

.

Âiäïîâiäíà ïðöåäóðà ïåðåêàëiáðóâàííÿ âèãëÿäà¹ òàê: ââîäÿòüñÿ çâåäåíi

òåíçîðè 2-ãî ðàíãó Q =
⊕

j Q
tj×tj
j òà X =

⊕

jX
tj×tj
j . Î÷åâèäíî, Q òà X

ìàþòü òàêi ñàìi ðîçìiðè, ÿê i M.

Q ïîáëîêîâî ðîçêëàäà¹òüñÿ çà âëàñíèìè ÷èñëàìè (äèâ. Äîäàòîê À). X
ðîçðàõîâó¹òüñÿ ïîáëîêîâî, âèêîðèñòîâóþ÷è ð-íÿX†

jQjXj = 1 or XjQjX
†
j = 1

(äëÿ âiäïîâiäíî ëiâîãî òà ïðàâîãî íîðìóâàííÿ). I òîäi M[i]
äëÿ âiäïîâiäíî¨

÷àñòèíêè ìíîæèòüñÿ íà X , à M[i±1]
ìíîæèòüñÿ íà X−1

.

2.3.3 Ïðÿìå �îðìóëþâàííÿ âàðiàöiéíîãî àëãîðèòìó ó âèïàäêó

SU(2)-ñèìåòðè÷íîãî ÌÄÑ

Àëãîðèòì äëÿ SU(2)-ñèìåòðè÷íîãî ÌÄÑ ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè òàê ñàìî,

ÿê i àëãîðèòì áåç ñèìåòðié, âèêîðèñòîâóþ÷è ÌÄÎ ðîçìiðó mW × mW äëÿ
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äîäàòêîâîãî ñïiíó:

W [N+1] =













1
(2S+1)×(2S+1) 0 0 · · · 0

0 1
(2S+1)×(2S+1) 0 · · · 0

0 0 1
(2S+1)×(2S+1) · · · 0

.

.

.

.

.

.

0 0 0 · · · 1
(2S+1)×(2S+1)













.

Îäíàê âèâåäåííÿ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ ìà¹ ñïåöè�i÷íó ðèñó, àíà-

ëîãi÷íó âèïàäêó U(1) ñèìåòði¨. Ëàãðàíæiàí L = 〈ψ|H|ψ〉 − ǫ〈ψ|ψ〉 ïîòðiáíî
ìiíiìiçóâàòè âiäíîñíî òåíçîðàM [i]∗

. Âèïèøåìî öåé ëàãðàíæiàí â ðîçãîðíóòié

�îðìi:

L =
∑

bi−1,bi

∑

σi,ai−1,ai

∑

σ′
i,a

′
i−1,a

′
i

(M [i],σi∗
ai−1,aiW

[i],σiσ
′
i

bi−1,bi
M

[i],σ′
i

a′i−1,a
′
i
)(H

[i]
R ·H [i]

L )(biaia′i),(bi−1ai−1a′i−1)
−

− ǫ
∑

σi,ai−1,ai

∑

σ′
i,a

′
i−1,a

′
i

(M [i],σi∗
ai−1,aiδσi,σ′

i
M

[i],σ′
i

a′i−1,a
′
i
)(N

[i]
R ·N [i]

L )(aia′i),(ai−1a′i−1)
. (97)

Ïðèãàäó¹ìî, ùî M
[i],σi∗
ai−1,ai = M[i]∗

γi−1,γiC
ji−1,s,ji
mi−1,si,mi òà M

[i],σ′
i

a′i−1,a
′
i

=

M[i]
γ′
i−1,γ

′
i
C

j′i−1,s,j
′
i

m′
i−1,s

′
i,m

′
i
. Îòæå, ÷àñòêîâà ïîõiäíà ìà¹ áðàòèñü çà çâåäåíèì ìà-

òðè÷íèì åëåìåíòîì i ïîêëàäàòèñü ðiâíîþ íóëþ:

∂L

∂M[i]∗
γi−1,γi

= 0. Äî òîãî æ,

ìíîæèíà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåïåð ìàòèìå ÿê çìiííi óæå çâåäåíi ìàòðè÷íi åëå-

ìåíòè M[i]
γ′
i−1,γ

′
i
. Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ �îðìóëþ¹òüñÿ òàê,

ùî ¹ íåîáõiäíiñòü áåçïîñåðåäíüî âðàõóâàòè C-ìíîæíèêè, ÿêi âiäïîâiäàþòü

M[i]∗
γi−1,γi òà M[i]

γ′
i−1,γ

′
i
. Îòæå, çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ ¾çâîäèòüñÿ¿ äî

H[i]
effν

[i] = ǫN [i]
effν

[i]
(98)

äå ν
[i]
[γiγi−1]

= M[i]
γi−1,γi. Ïðîåêòîð P [i]

¾çâîäèòüñÿ¿ àíàëîãi÷íî (ðåçóëü-

òóþ÷à çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ âèãëÿäà¹ ÿê (P [i]H[i]
effP [i] †)(P [i]ν [i]) =

ǫ(P [i]N [i]
effP [i] †)(P [i]ν [i])).

Òàêà ïðîöåäóðà, êîëè çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ çàçíà¹ ïåðåòâîðåííÿ âiä

ïîâíèõ äî çâåäåíèõ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ, ¹ ñïåöiàëüíèì ïðîåêòóâàííÿì ìà-
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òðèöü H
[i]
eff òà N

[i]
eff . Òàê ÿê äàíà ïðîöåäóðà ïðèòàìàííà ñàìå SU(2) ñèìåòði¨,

íàçâåìî âiäïîâiäíèé ïðîåêòîð PSU(2). ¾Çâåäåíi¿ H[i]
eff òà N [i]

eff îòðèìóþòüñÿ ç

H
[i]
eff òà N

[i]
eff ÿê

H[i]
eff = PSU(2)H

[i]
effP

†
SU(2)

N [i]
eff = PSU(2)N

[i]
effP

†
SU(2)

Òàêå ïðÿìå âïðîâàäæåííÿ SU(2) ñèìåòði¨ â àëãîðèòì äëÿ ÌÄÑ ç ÏÊÓ ìà¹

îäèí âåëèêèé íåäîëiê. Òàê ÿê çàçâè÷àé íåîáõiäíèìè ¹ ðîçðàõóíêè ç ÌÄÑ âå-

ëèêîãî ðîçìiðó (ïðèáëèçíî 60-120), H-áëîêè ñòàþòü äóæå âåëèêèìè. I, íåçâà-

æàþ÷è íà ñâîþ ñèëüíó ðîçðiäæåíiñòü, âîíè äóæå óïîâiëüíþþòü ðîçðàõóíêè,

ùî âèêîíóþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì öüîãî àëãîðèòìó.

2.3.4 Àëãîðèòì äëÿ ÏÊÓ ç âèêîðèñòàííÿì òiëüêè çâåäåíèõ òåí-

çîðiâ

Ïðèãàäà¹ìî, ùî ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè òà ¾áëîêè¿ ðîçðàõîâóþòüñÿ ç

âèêîðèñòàííÿì òðàíñ�åðíèõ îïåðàòîðiâ E
[i]
W . Òàê ÿê öi îïåðàòîðè ñêëàäàþ-

òüñÿ ëèøå ç ÌÄÑ òà ÌÄÎ:

(E
[i]
W )(bi−1,ai−1,a′i−1),(bi,ai,a

′
i)
=
∑

σi,σ′
i

W
[i],σi,σ

′
i

bi−1,bi
A[i],σi∗

ai−1,ai
B

[i],σ′
i

a′i−1,a
′
i
,

à çà �içè÷íèìè iíäåêñàìè ïðîâîäèòüñÿ ñóìóâàííÿ, êîæåí òðàíñ�åðíèé îïå-

ðàòîð ïîçíà÷à¹òüñÿ ëèøå âiðòóàëüíèìè iíäåêñàìè ÌÄÑ/ÌÄÎ. Îòæå, òå ñàìå

ìà¹ ìiñöå i äëÿ òåíçîðà ¾áëîêà¿.

ÌÄÎ îòðèìó¹òüñÿ ç SU(2)-iíâàðiàíòíîãî ãàìiëüòîíiàíà, îòæå, êîæåí

ÌÄÎ-òåíçîð ñàì ¹ SU(2)-ñèìåòðè÷íèì i ìîæå áóòè çàïèñàíèé â SU(2)-

ñèìåòðè÷íié �îðìi (ÿê i ÌÄÑ). Òàêèì ÷èíîì, âñi áëîêè H
[i]
L , H

[i]
R , N

[i]
L , N

[i]
R ,

O
[i]
L,k, O

[i]
R,k òàêîæ ¹ SU(2)-ñèìåòðè÷íèìè îïåðàòîðàìè i ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâ-

ëåíi àíàëîãi÷íî.

ßê íàñëiäîê, iñíó¹ ìîæëèâiñòü çàäàòè ñòðóêòóðó çi çâåäåíåìè òåíçîðàìè

íå ëèøå äëÿ ÌÄÑ, à äëÿ âñiõ òåíçîðiâ â àëãîðèòìi. Ñàì æå àëãîðèòì ìîæå
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áóòè ñ�îðìóëüîâàíèé â òåðìiíàõ ëèøå çâåäåíèõ òåíçîðiâ (âîíè áóäóòü âèêî-

ðèñòàíi äëÿ ïðÿìîãî óòâîðåííÿ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ (98)). Âñi ñòðóêòóð-

íi ÷àñòèíè (iíäåêñè ïðîåêöié ñïiíó) áóäóòü ïîâíiñòþ âèêëþ÷åíi ç àëãîðèòìó.

ßê ðåçóëüòàò, ðîçðàõóíêè ñòàíóòü íàáàãàòî å�åêòèâíiøèìè i ¨õ ìîæíà áóäå

ïðîâîäèòè íàâiòü äëÿ äóæå âåëèêèõ (ïîíàä 100) ðîçìiðiâ ÌÄÑ.

Àíàëîãi÷íà ðîáîòà áóëà ïðîðîáëåíà ÌàêÊàëëîêîì [77℄ äëÿ âiäêðèòèõ êðà-

éîâèõ óìîâ. Ïðèíöèïîâîþ ðiçíèöåþ ìiæ ÂÊÓ òà ÏÊÓ ¹ òå, ùî ïðè ÏÊÓ

áëîêè ìàþòü ðàíã íå 3, à 6, i ¨õíÿ SU(2)-ñèìåòðè÷íà �îðìà ¹ äîñèòü íåòðè-

âiàëüíîþ. Òàê ÿê ìè ìà¹ìî â àëãîðèòìi òåíçîðè ðàíãó 3 (ÌÄÑ), 4 (ÌÄÎ)

òà 6 (áëîêè), íåîáõiäíî îçíà÷èòè çàãàëüíó SU(2)-ñèìåòðè÷íó �îðìó òåíçîðà

áóäü-ÿêîãî ðàíãó.

Íàéçðó÷íiøèé øëÿõ çðîáèòè öå - ðîçãëÿíóòè êîæåí âiðòóàëü-

íèé/�içè÷íèé iíäåêñ îêðåìî. �õ íåîáõiäíî ðîçêëàñòè âèùåçãàäàíèì ñïîñîáîì:

íà iíäåêñè ñïiíó, ïðîåêöi¨ ñïiíó òà âèðîäæåííÿ. Ïðèéìåìî â ïîäàëü-

øîìó íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: bi−1 = {jWi−1, t
W
i−1, m

W
i−1}, bi = {jWi , tWi , mW

i },
ai−1 = {ji−1, ti−1, mi−1}, a′i−1 = {j′i−1, t

′
i−1, m

′
i−1}, ai = {ji, ti, mi},

a′i = {j′i, t′i, m′
i} (âåðõíié iíäåêñ �W� òóò îçíà÷à¹ âçà¹ìîäiþ). Òå ñàìå

ìà¹ ìiñöå äëÿ êðàéîâèõ iíäåêñiâ: bN = {jWN , tWN , mW
N }, aN = {jN , tN , mN},

a′N = {j′N , t′N , m′
N}. Ôiçè÷íi iíäåêñè σi òà σ′

i â ÌÄÑ òà ÌÄÎ âiäïîâiäàþòü

¹äèíîìó íåâèðîäæåíîìó ïðåäñòàâëåííþ ñïiíó s, îòæå, ó âèïàäêó çâåäåíèõ

òåíçîðiâ âîíè áóäóòü òðèâiàëüíèìè.

Ïðè îçíà÷åííi SU(2)-iíâàðiàíòíèõ òåíçîðiâ Ta1,...,ak ðàíãó k ïðèïóñêà¹-

òüñÿ, ùî êîæåí iíäåêñ âæå ðîçêëàäåíèé íà iíäåêñè ñïiíó, âèðîäæåííÿ òà ïðî-

åêöi¨ ñïiíó, íàïðèêëàä, a1 = (j1, t1, mj1). Çàãàëüíà �îðìà [78, 81℄ åëåìåíòà

SU(2)-iíâàðiàíòíîãî òåíçîðà ðàíãó k âèãëÿäà¹ ÿê (äëÿ k ≥ 3)

Ta1,a2,··· ,ak =
∑

je1 ,te1 ,me1...
jek−3

,tek−3
,mek−3

(T je1 ,··· ,jek−3 )γa1 ,γa2 ,··· ,γak ·

· (Qje1 ,··· ,jek−3

ja1 ,ja2 ,··· ,jak
)ma1 ,ma2 ,··· ,mak

,me1 ,··· ,mek−3
(99)

äå e1, . . . , ek−3 - ïðîìiæíi iíäåêñè, çà ÿêèìè íåîáõiäíî ïðîâåñòè ñóìóâàííÿ,

88



j’ j

s s

je

�èñ. 16: Ñõåìà ïàðóâàííÿ ñïiíiâ, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçêëàäó òåíçîðà W 4-ãî ðàíãó (ð-íÿ (100)). Êîæíà

âåðøèíà âiäïîâiäà¹ C-ìíîæíèêó. Ïðîâîäèòüñÿ ñóìóâàííÿ çà âíóòðiøíiì iíäåêñîì.

(T je1 ,··· ,jek−3 )γa1 ,γa2 ,··· ,γak - çâåäåíèé òåíçîðíèé åëåìåíò, à Q
je1 ,··· ,jek−3

ja1 ,ja2 ,··· ,jak
- ïåðåïëå-

òåííÿ SU(2) ðàíãó k (óçàãàëüíåíèé êîå�iöi¹íò Êëåáøà-�îðäàíà).

Ïåðåïëåòåííÿ (àíãë. �intertwiner�) ðàíãó k ìîæíà ðîçêëàñòè ÿê äîáóòîê C-

ìíîæíèêiâ, îçíà÷åíèõ â ð-íi (92). Ìîæëèâi ðiçíi âàðiàíòè ðîçêëàäiâ, i âñi âîíè

ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ÿê ñõåìè ïàðóâàííÿ ñïiíiâ (äåòàëüíiøå öå ïîÿñíåíî

â [86℄). Âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ðîáîòi çàìiñòü äåðåâ çëèòòÿ-ðîçáèòòÿ [78,

81℄. Â äàíié ðîáîòi îáèðàþòüñÿ íàéçðó÷íiøi ñõåìè ïàðóâàííÿ ç ìîæëèâèõ.

Î÷åâèäíî, ÌÄÑ-òåíçîð (91) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì (99) ïðè k = 3 (ïðî-

ìiæíèõ iíäåêñiâ íåìà¹, à iíäåêñ σi òðèâiàëüíî ðîçêëàäà¹òüñÿ ÿê σi = (s, 1, si)

àáî ïðîñòî σi = (s, si). Îòæå, çâåäåíèé ÌÄÑ-òåíçîð, ñòðîãî êàæó÷è, ìà¹ áó-

òè ïîçíà÷åíèé ÿê M[i],s
γi−1,γi, àëå òðèâiàëüíèé iíäåêñ s çàçâè÷àé âiäêèäàþòü).

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ðîçêëàñòè ÌÄÎ ðàíãó 4 (âií ìà¹ îäèí ïðîìiæíèé iíäåêñ

e). Äåòàëi íàâåäåíi â �îçäiëi 2.3.5. Îêðiì òîãî, ÿêùî ðîçãëÿíóòè N
[i]
L , N

[i]
R ,

O
[i]
L,k, O

[i]
R,k ÿê òåíçîðè ðàíãó 6 ç òðèâiàëüíèìè âiðòóàëüíèìè iíäåêñàìè ÌÄÎ,

âñi òåíçîðè áëîêiâ - H
[i]
L , H

[i]
R , N

[i]
L , N

[i]
R , O

[i]
L,k, O

[i]
R,k - ìîæíà ðîçêëàñòè òàêèì

ñàìèì ÷èíîì (âîíè ìàòèìóòü òðè ïðîìiæíi iíäåêñè e1, e2, e3). Äåòàëi íàâåäåíi

â �îçäiëi 2.3.7.

ßê ðåçóëüòàò, êðîê îïòèìiçàöi¨ (98) âèâîäèòüñÿ ïðèðîäíèì ÷èíîì (äåòàëi

íàâîäÿòüñÿ â �îçäiëi 2.3.8). Íîâà ìàòðèöÿ M[i]
òîäi îòðèìó¹òüñÿ âiäïîâiäíèì

ïåðå�îðìóâàííÿì âåêòîðà ν [i] â ìàòðèöþ: M[i]
γi−1,γi = ν

[i]
[γiγi−1]

, ðàçîì ç íóëÿìè

äëÿ òèõ òåíçîðíèõ åëåìåíòiâ, äëÿ ÿêèõ íå âèêîíó¹òüñÿ ¾ïðàâèëî òðèêóòíèêà¿.
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2.3.5 Çâåäåíi ïðåäñòàâëåííÿ ÌÄÎ

Ïðîiëþñòðó¹ìî óòâîðåííÿ SU(2)-iíâàðiàíòíèõ òåíçîðiâ íà ÌÄÎ-òåíçîðàõ

W [i]
. Öi òåíçîðè ìàþòü ðàíã 4, îòæå, ïîòðiáåí îäèí ïðîìiæíèé iíäåêñ e =

(je, me). ÌÄÎ ìà¹ äâà �içè÷íi iíäåêñè σi = (s, 1, si) òà σ
′
i = (s, 1, s′i) (ÿêùî

íà êîæíié ïîçèöi¨ çíàõîäÿòüñÿ ÷àñòèíêè îäíàêîâîãî ñïiíó s) i äâà âiðòóàëüíi

iíäåêñè (jWi−1t
W
i−1m

W
i−1), (j

W
i t

W
i m

W
i ). Òåíçîð W ðîçêëàäà¹òüñÿ ÿê

W
[i],(s,1,si),(s,1,s

′
i)

(jWi−1t
W
i−1m

W
i−1),(j

W
i tWi mW

i )
=

√
2s+ 1

∑

je,me

W [i],je
(jWi−1t

W
i−1),(j

W
i tWi )

C
jWi−1,je,j

W
i

mW
i−1,me,mW

i

Cs,je,s
si,me,s′i

(100)

äå çâåäåíèé òåíçîð W [i],je
γW
i−1,γ

W
i

ìà¹ ðàíã 3 (ìíîæíèê

√
2s+ 1 ââîäèòüñÿ äëÿ çðó-

÷íîñòi, ùîá âèíåñòè ç ïðåäñòàâëåííÿ îäèíè÷íîãî òåíçîðà ìíîæíèê, çàëåæíèé

âiä s). Ñòðîãî êàæó÷è, çâåäåíèé òåíçîð ìà¹ áóòè ïîçíà÷åíèé ÿê W [i],je,s,s

γW
i−1,γ

W
i

, àëå

äâà òðèâiàëüíi iíäåêñè s âiäêèäàþòüñÿ. Òàêîæ çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî te = 1,

îñêiëüêè äîäàâàííÿ äâîõ îäíàêîâèõ ñïiíiâ s äà¹ íåâèðîäæåíèé ñïií. Íàâåäå-

íå îçíà÷åííÿ çâåäåíîãî òåíçîðà âiäïîâiäà¹ ñõåìi ïàðóâàííÿ ñïiíiâ, ïîêàçàíié

íà ðèñ. 16.

Çðîáèìî âàæëèâå çàóâàæåííÿ. Âèíîñèòè ìíîæíèê

√
2s+ 1 ìîæíà, òiëü-

êè ÿêùî êîæíà ÷àñòèíêà ñèñòåìè ìiñòèòü ¹äèíå ïðåäñòàâëåííÿ ñïiíó (öå íå

ìà¹ ìiñöå, ïðèìiðîì, â áiêâàäðàòíié ìîäåëi �àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1, ÿêùî ¨¨

çàïèñàòè â SU(3)-ñèìåòðè÷íié �îðìi).

2.3.6 Çâåäåíå ïðåäñòàâëåííÿ ÌÄÎ äëÿ ÁÁ� ãàìiëüòîíiàíà

×åðåç îáìåæåííÿ, ùî íàêëàäàþòüñÿ ñòðóêòóðíèìè C-ìíîæíèêàìè, òà

ñèëüíó ðîçðiäæåíiñòü ÌÄÎ â éîãî íåçâåäåíié �îðìi áàãàòî åëåìåíòiâ çâå-

äåíîãî òåíçîðà äîðiâíþþòü íóëþ. Òîìó çâåäåíèé òåíçîð W ìà¹ õàðàêòåðíó

ðîçðiäæåíó ñòðóêòóðó. Ïðîäåìîíñòðó¹ìî öå íà ïðèêëàäi ÁÁ� ãàìiëüòîíiàíà

çi ñïiíîì s.

Òåíçîðè W äëÿ öüîãî ãàìiëüòîíiàíà òà ¨õíi çâåäåíi ïðåäñòàâëåííÿ W ìî-

æóòü áóòè îòðèìàíi òî÷íî. W -òåíçîðè ìàþòü ðîçìið 11 × 11 × s × s, ùî

ìîæå áóòè çãðóïîâàíèé â òðè SU(2) ñèí ëåòè, îäèí òðèïëåò òà îäèí êâií-

òåò. Îòæå, çâåäåíå ïðåäñòàâëåííÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ìíîæèíîþ êðàòíîñòåé
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T = {(0, 3), (1, 1), (2, 1)} äëÿ âiðòóàëüíèõ ðîçìiðíîñòåé ÌÄÎ.

Äëÿ ïîáóäîâè çâåäåíîãî òåíçîðà W [i]
H äëÿ ÁÁ� ãàìiëüòîíiàíà çi ñïiíîì

s öåé ãàìiëüòîíiàí ïåðåïèñó¹òüñÿ â òåðìiíàõ òåíçîðiâ Cs,je,s
si,me,s′i

, òîáòî ñïiíîâi

ìàòðèöi çàìiíÿþòüñÿ C-òåíçîðàìè. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðèñóòíi äîäàíêè

ç je = 0, 1, · · · , 2s− 1, 2s, àëå äëÿ äàíîãî ãàìiëüòîíiàíà íåíóëüîâèìè ¹ òiëüêè

äîäàíêè ç je ≤ 2.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ÷àñòèíêè i = 1 ìàòðèöi WH äîðiâíþþòü

W [1],0
H =













0 w0 1 0 0

0 0 w0 · Σ0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0













,

W [1],1
H =













0 0 0 w1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 w1 · Σ1 0 0

0 0 0 0 0













, (101)

W [1],2
H =













0 0 0 0 w2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 w2 · Σ0 0 0













.
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Äëÿ iíøèõ ÷àñòèíîê i = 2, · · · , N ìàòðèöi äîðiâíþþòü

W [i],0
H =













1 0 0 0 0

w0 · Σ0 0 0 0 0

0 w0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0













,

W [i],1
H =













0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 w1 0

w1 · Σ1 0 0 0 0

0 0 0 0 0













, (102)

W [i],2
H =













0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 w2

0 0 0 0 0

w2 · Σ0 0 0 0 0













,

äå

w0 =

√

1

3
| sin θ| s2(s+ 1)2,

w1 =

√

3

2
| sin θ − 2 cos θ| s(s+ 1), (103)

w2 =

√

10

3
| sin θ| (s− 1

2
)s(s+ 1)(s+

3

2
)

à òàêîæ Σ0 = Sgn(sin θ) òà Σ1 = Sgn(sin θ − 2 cos θ). Âèõîäèòü, ùî w2 = 0 i

âiäïîâiäíî W [i],2 = 0 äëÿ s = 1/2. ×åðåç ÏÊÓ òåíçîðè äëÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíêè

âiäðiçíÿþòüñÿ âiä òåíçîðiâ äëÿ ðåøòè ÷àñòèíîê.

Çâåäåíèé òåíçîð äëÿ âiäïîâiäíèõ îäèíè÷íèõ ÌÄÎ ìà¹ âèãëÿä

W [i],0
1 = diag{

√

2j + 1}, (104)

òîáòî ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ, óòâîðåíîþ ç óñiõ ñïiíiâ j ìíîæèíè êðàòíî-

ñòåé T . Íàïðèêëàä, äëÿ ìíîæèíè T = {(0, 3), (1, 1), (2, 1)} çâåäåíèé îäèíè-
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÷íèé îïåðàòîð âèãëÿäà¹ ÿê

W [N+1],0
1 =













1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0
√
3 0

0 0 0 0
√
5













. (105)

Öÿ ìàòðèöÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîäàòêîâîãî ñïiíó.

Äëÿ �àéçåíáåð îâîãî àíòè�åðîìàãíåòèêà (θ = 0) ÷è �åðîìàãíåòèêà

(θ = π) ÌÄÎ ìîæíà ñïðîñòèòè. Îòðèìó¹ìî: w0 = w2 = 0, Σ0 = 0,

Σ1 = −Sgn(cos θ) = ∓1, W [i],2 = 0. Îòæå, êâiíòåò òà îäèí ñèí ëåò ìîæíà

âiäêèíóòè, i áàçèñ ñòà¹ T = {(0, 2), (1, 1)}. Òîäi çâåäåíi òåíçîðè íàáóâàþòü

âèãëÿäó: äëÿ i = 1

W [1],0
H =







0 1 0

0 0 0

0 0 0






, W [1],1

H =







0 0 ω1

0 0 0

0 ω1 · Σ1 0






, (106)

à äëÿ iíøèõ ÷àñòèíîê i = 2, . . . , N

W [i],0
H =







1 0 0

0 1 0

0 0 0






, W [i],1

H =







0 0 0

0 0 ω1

ω1 · Σ1 0 0







(107)

äå ω1 =
√

3s(s+ 1). Çâåäåíèé îäèíè÷íèé òåíçîð äëÿ äîäàòêîâîãî ñïiíó ñêî-

ðî÷ó¹òüñÿ äî

W [N+1],0
1 =







1 0 0

0 1 0

0 0
√
3






. (108)

ÌÄÎ äëÿ îïåðàòîðà äèìåðèçàöi¨ ìîæíà îòðèìàòè àíàëîãi÷íî.

2.3.7 Çâåäåíi òåíçîðè áëîêiâ

ßê çãàäóâàëîñü ðàíiøå, ðîçðàõóíîê ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ÌÄÑ ÷åðåç

ÌÄÎ ïðèâîäèòü äî äîáóòêó ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi òðàíñ�åðíèõ òåíçîðiâ. Òåí-
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-

-

-

II

a

b

a

b

e1 e2

e3

�èñ. 17: Ñõåìà ïàðóâàííÿ ñïiíiâ, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçêëàäó òåíçîðiâ áëîêiâ H , N àáî Ok (äèâ. ð-íÿ (109)).

Êîæíà âåðøèíà âiäïîâiäà¹ C-ìíîæíèêó. Ïðîâîäèòüñÿ ñóìóâàííÿ çà âíóòðiøíiìè iíäåêñàìè.

çîðè ¾áëîêiâ¿ H
[i]
L , H

[i]
R , N

[i]
L , N

[i]
R , O

[i]
L,k, O

[i]
R,k, íåîáõiäíi äëÿ ïîáóäîâè óçàãàëü-

íåíî¨ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ (98), òàêîæ ¹ äîáóòêàìè ñêií÷åííî¨ êiëüêî-

ñòi òðàíñ�åðíèõ òåíçîðiâ. �îçìið áëîêà ìîæíà çáiëüøèòè øëÿõîì ìíîæåííÿ

âæå íàÿâíîãî áëîêà íà òðàíñ�åðíèé òåíçîð ñïðàâà àáî çëiâà. Â çàãàëüíîìó

âèïàäêó öi áëîêè ïîçíà÷àòèìóòüñÿ ÿê B
[i]
L òà B

[i]
R .

Â çâåäåíié �îðìi öi òåíçîðè ìàþòü òðè ïðîìiæíi iíäåêñè e1, e2, e3, îòæå,

B[i]
L/R ìàþòü ðàíã 9. Äëÿ îçíà÷åííÿ òàêèõ çâåäåíèõ òåíçîðiâ îáèðà¹òüñÿ ñõåìà

ïàðóâàííÿ ñïiíiâ, ïîêàçàíà íà ðèñ. 17, ùî âiäïîâiäà¹ íàñòóïíîìó âèðàçó äëÿ,

ïðèìiðîì, ëiâîãî áëîêà

(B
[i]
L )(bN ,aN ,a′N ),(bi−1,ai−1,a′i−1)

=
∑

je1 ,me1
je2 ,me2
je3 ,me3

(B[i],je1 ,je2 ,je3
L )(γW

N ,γN ,γ′
N ),(γW

i−1,γi−1,γ′
i−1)

×

× C
jN ,je1 ,j

′
N

mN ,me1
,m′

N
C

jWN ,je3 ,je1
mW

N ,me3
,me1

C
ji−1,je2 ,j

′
i−1

mi−1,me2
,m′

i−1
C

jWi−1,je3 ,je2
mW

i−1,me3
,me2

. (109)

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà âçÿòè te1 = te2 = te3 = 1. Äëÿ N - òà

O-áëîêiâ jWN = jWi−1 = 0 (ïëþñ γWN = γWi−1 = 1) i, âiäïîâiäíî, je1 = je2 =

je3. Äëÿ ïðàâèõ áëîêiâ ìîæíà çàïèñàòè àíàëîãi÷íó ðiâíiñòü. Âèêîðèñòîâóþ÷è

ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi 3j-ñèìâîëiâ [86℄, ìîæíà âèðàçèòè òåíçîðíi

åëåìåíòè çâåäåíîãî áëîêà B[i]
L/R ÷åðåç òåíçîðíi åëåìåíòè B

[i]
L/R.

Ïiä ÷àñ ïðîöåäóðè êîðåãóâàííÿ äîâæèíà áëîêà çðîñòà¹ ÷åðåç ìíîæåííÿ

íà òðàíñ�åðíèé îïåðàòîð çëiâà ÷è ñïðàâà. Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ñêîðåãîâàíi

çâåäåíi áëîêè ç ïîïåðåäíiõ çâåäåíèõ áëîêiâ. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî àíàëiòè÷íî

ïðîâåñòè ñóìóâàííÿ çà ïðîìiæíèìè ïðîåêöiÿìè ñïiíó, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäïî-

âiäíi �îðìóëè ñóì äëÿ 3j-ñèìâîëiâ. Òàêi �îðìóëè ìîæíà çíàéòè, ïðèìiðîì,
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â [86℄, i â öüîìó ðîçäiëi ÿ ñòðîãî äîòðèìóþñü âiäïîâiäíîãî �îðìàëiçìó.

Çáiëüøåííÿ çâåäåíîãî ëiâîãî áëîêà íà îäíó òðàíñ�åðíó ìàòðèöþ ìîæå

áóòè âèðàæåíå ÷åðåç íàñòóïíó ðåêóðåíòíó �îðìóëó:

(B[i+1],je1 ,je2 ,je3
L )(bN ,aN ,a′N ),(bi,ai,a′i)

= (2je2 + 1)
∑

je,je2
γW
i−1,γi−1,γ

′
i−1










j′i Si j′i−1

jWi je jWi−1

ji Si ji−1

je2 je3 je2










×

× (B[i],je1 ,je2 ,je3
L )(bN ,aN ,a′N ),(bi−1,ai−1,a′i−1)

√

2Si + 1W [i],je
γW
i−1,γ

W
i

α[i]∗
γi−1,γi

β
[i]
γ′
i−1,γ

′
i
. (110)

Àíàëîãi÷íà �îðìóëà äëÿ ïðàâîãî áëîêà âèãëÿäà¹ ÿê

(B[i−1],je1 ,je2 ,je3
R )(bi−1,ai−1,a′i−1),(bN ,aN ,a′N ) = (2je1 + 1)

∑

je,je1
γW
i ,γi,γ

′
i










j′i Si j′i−1

jWi je jWi−1

ji Si ji−1

je1 je3 je1










×

× (B[i],je1 ,je2 ,je3
R )(bi,ai,a′i),(bN ,aN ,a′N )

√

2Si + 1W [i],je
γW
i−1,γ

W
i

α[i]∗
γi−1,γi β

[i]
γ′
i−1,γ

′
i
. (111)

Òóò










j11 j12 j13

j21 j22 j23

j31 j32 j33

j41 j42 j43










= (−1)j21+j22+j42+j43

{j11 j12 j13

j41 j22 j43

j31 j32 j33

}{
j21 j22 j23

j43 j42 j41

}

. (112)

Âèðàçè â �iãóðíèõ äóæêàõ ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî 9j-ñèìâîë Âi íåðà i 6j-

ñèìâîë �àêà. Ìàòðèöi α[i]
òà β[i]

¹ çâåäåíèìè òåíçîðàìè, ùî âiäïîâiäàþòü

ÌÄÑ A[i]
òà B[i]

, à W [i]
¹ çâåäåíèì W -òåíçîðîì ÌÄÎ. Ëîêàëüíèé ñïií Si = s

äëÿ i ≤ N òà Si = S äëÿ äîäàòêîâîãî ñïiíó. �åêóðñiÿ ïî÷èíà¹òüñÿ çi çâåäåíîãî

îäèíè÷íîãî òåíçîðà áëîêà, ÿêèé ëåãêî îòðèìàòè ç ð-íÿ (109):

Ije1 ,je2 ,je3
(γ̄W ,γ̄,γ̄′),(γW ,γ,γ′)

= (2je1+1)(2je3+1) δγ̄W ,γW δγ̄,γ δγ̄′,γ′ δje1 ,je2 δ(j, je2, j
′) δ(j, je3, je2)

(113)
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äå δ(j1, j2, j3) = 1, ÿêùî j1, j2, j3 çàäîâiëüíÿþòü ¾ïðàâèëî òðèêóòíèêà¿, i 0 â

iíøîìó âèïàäêó.

Ìîæå âèíèêíóòè çàïèòàííÿ: ÷îìó îäèí ç ïðîìiæíèõ iíäåêñiâ (je1 ïðè ëi-

âîìó êîðåãóâàííi òà je2 ïðè ïðàâîìó êîðåãóâàííi), ïî ñóòi, ¾íå áåðå ó÷àñòi¿

â êîðåãóâàííi? Âiäïîâiäü òàêà: öåé iíäåêñ íåïðÿìî ïðèñóòíié ÷åðåç íàÿâíiñòü

δje1 ,je2 â ïî÷àòêîâîìó îäèíè÷íîìó òåíçîði. I âñå æ ðîçðàõóíêè ìîæóòü áóòè

ñóòò¹âî ïðèøâèäøåíi: âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íåíóëüîâi åëåìåíòè áëîêiâ, ÿêi âèíè-

êàþòü ïiñëÿ êîðåãóâàíü, çàäîâiëüíÿþòü óìîâó |je1 − je2| ≤ max(je).

Âàðòî çðîáèòè çàóâàæåííÿ. Çâåäåíi áëîêè (îñîáëèâî öå ñòîñó¹òüñÿ H-

áëîêiâ) ¹ äóæå ðîçðiäæåíèìè. Òîìó ¹ ñåíñ âèêîðèñòîâóâàòè ïðîãðàìíå çà-

áåçïå÷åííÿ, ùî äîçâîëÿ¹ å�åêòèâíå ìíîæåííÿ òà îïåðóâàííÿ ðîçðiäæåíèìè

òåíçîðàìè âèñîêîãî ðàíãó. Â äàíié ðîáîòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ Mathemati
a.

2.3.8 Çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ â òåðìiíàõ çâåäåíèõ òåíçîðiâ

Çâåäåíèé å�åêòèâíèé ãàìiëüòîíiàí H[i]
eff òà çâåäåíà å�åêòèâíà íîðìóâàëü-

íà ìàòðèöÿN [i]
eff äëÿ óçàãàëüíåíî¨ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ (98) âèçíà÷àþòüñÿ

çi ñïiââiäíîøåííÿ

(O[i]
eff)[γiγi−1],[γ′

iγ
′
i−1]

=
∑

je,je1 ,je2 ,je3 ,je′1
γW
i−1,γ

W
i ,γW

N ,γN ,γ′
N

√
2Si + 1

(2je1 + 1)(2je3 + 1)










j′i Si j′i−1

jWi je jWi−1

ji Si ji−1

je′1 je3 je2










W [i],je
γW
i−1,γ

W
i

×

× (B
[i],je′1

,je1 ,je3
R )(γW

i ,γi,γ′
i),[γ

W
N ,γN ,γ′

N ] (B
[i],je1 ,je2 ,je3
L )[γW

N ,γN ,γ′
N ],(γW

i−1,γi−1,γ′
i−1)

(114)

Çâiñíî, äëÿ N [i]
eff òðåáà âçÿòè çâåäåíèé òåíçîð W [i],0

γW
i−1,γ

W
i

= 1 îäèíè÷íîãî îïåðà-

òîðà, ùî ïðèçâîäèòü äî âàæëèâèõ ñïðîùåíü â 6j- i 9j-ñèìâîëàõ.

Òàê ñàìî îòðèìó¹òüñÿ çâåäåíèé âåêòîð y
[i]
k äëÿ ðîçðàõóíêó çáóäæåíèõ ñòà-
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íiâ çãiäíî ç ð-íÿì (53):

(y
[i]
k )[γiγi−1] =

∑

je1
γ′
i−1,γ

′
i,γN ,γ′

N

1

(2je1 + 1)2










j′i Si j′i−1

0 0 0

ji Si ji−1

je1 je1 je1










√

2Si + 1×

× (O[i],je1 ,je1 ,je1
R,k )(1,γi,γ′

i),[1 γN γ′
N ] (O

[i],je1 ,je1 ,je1
L,k )[1 γN γ′

N ],(1,γi−1,γ′
i−1)

(φ
[i]
k )γ′

i−1,γ
′
i
(115)

äå φ
[i]
k ïîçíà÷à¹ òåíçîð, çâåäåíèé âiä ÌÄÑ-òåíçîðà Φ

[i]
k .

2.3.9 �îçðàõóíîê ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí

ßêùî îïåðàòîð O ñïîñòåðåæóâàíî¨ âåëè÷èíè ¹ SU(2)-iíâàðiàíòíèì, éî-

ãî ñïîñòåðåæóâàíå çíà÷åííÿ (69) ìîæå áóòè ðîçðàõîâàíå ç âèêîðèñòàííÿì

òiëüêè çâåäåíèõ òåíçîðiâ. (Íà ðàçi â ðîáîòi çâåäåíi òåíçîðè íå âèêîðèñòîâó-

þòüñÿ ó âèïàäêó SU(2)-êîâàðiàíòíèõ îïåðàòîðiâ) Âèêîðèñòîâóþ÷è ð-íÿ (27)

äëÿ îïåðàòîðà òà ð-íÿ (94) äëÿ õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ |SM〉, ìîæíà çàïèñàòè

〈S ′M ′|O|SM〉 = δS′S δM ′M × Tr[(
∑

σ1,σ′
1

W [1],σ1,σ
′
1 ⊗M [1],σ1∗ ⊗M [1],σ′

1)× · · · ×

×(
∑

σN ,σ′
N

W [N ],σN ,σ′
N⊗M [N ],σN∗⊗M [N ],σ′

N )×(1⊗F [N+1],(S,1,−M) ∗⊗F [N+1],(S,1,−M))].

Ñïîñòåðåæóâàíi çíà÷åííÿ SU(2)-iíâàðiàíòíîãî îïåðàòîðà ¹ ðiâíèìè äëÿ ði-

çíèõ ïðîåêöié ñïiíó: 〈SM |O|SM〉 = 〈SM ′|O|SM ′〉. Îòæå, ìîæíà çàïèñàòè

〈S|O|S〉 = 1

2S + 1

∑

M

〈SM |O|SM〉 = Tr(E
[1]
W (M,M) · · ·E [N ]

W (M,M)×

× E
[N+1]
1 (F, F )) =

∑

je1 ,je3

1

2je1 + 1
TrBL

je1 ,je1 ,je3 , (116)

ÿêùî ÌÄÑ-òåíçîð F [N+1]
äëÿ äîäàòêîâîãî ñïiíó íîðìîâàíèé òàê, ùî QR = 1.

Â îñòàííüîìó ðÿäêó ñïîñòåðåæóâàíå çíà÷åííÿ ïðåäñòàâëåíå ÿê çâåäåíèé òåí-

çîð áëîêà, îçíà÷åíèé â �îçäiëi 2.3.7. Âií ðîçðàõîâó¹òüñÿ ïîñëiäîâíèì ëiâèì

êîðåãóâàííÿì çà âñiìà ñïiíàìè + çà äîäàòêîâèì ñïiíîì, ïî÷èíàþ÷è ç (113).

Ïðèêëàäîì SU(2)-iíâàðiàíòíîãî îïåðàòîðà ¹ îïåðàòîð äèìåðèçàöi¨. Ç

iíøîãî áîêó, ðÿäêîâèé êîðåëÿòîð (àíãë. �string 
orrelator�) íå ¹ SU(2)-
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ñèìåòðè÷íèì ÷åðåç ìíîæíèê ïàðíîñòi

∏i+l−1
j=i+1 exp(iπs

z
j). Äëÿ òàêîãî îïåðà-

òîðà íåîáõiäíî ðåêîíñòðóþâàòè ïîâíèé ÌÄÑ (94) i âèêîðèñòàòè ÌÄÎ â éîãî

íåçâåäåíié �îðìi.

2.3.10 �îçðàõóíîê 〈H2〉
Äëÿ ðîçðàõóíêó ñïîñòåðåæóâàíîãî çíà÷åííÿ 〈H2〉 íåîáõiäíèé ÌÄÎ êâà-

äðàòó îïåðàòîðà. Âií áóäó¹òüñÿ òàê, ÿê âêàçàíî â �îçäiëi 2.1.5. Äâà ëiâi i

äâà ïðàâi âiðòóàëüíi iíäåêñè ç'¹äíóþòüñÿ êîæíi â îäèí âiðòóàëüíèé iíäåêñ, i

ïðîâîäèòüñÿ ñóìóâàííÿ çà ïðîìiæíèìè ïðîåêöiÿìè �içè÷íîãî ñïiíó s.

Â �îðìàëiçìi SU(2) ñèìåòði¨ íåîáõiäíî âèðàçèòè çâåäåíèé òåíçîð W êâà-

äðàòó îïåðàòîðà O2
÷åðåç çâåäåíèé òåíçîð W îïåðàòîðà O. Äëÿ öüîãî âèêî-

ðèñòà¹ìî ð-íÿ (7.1.1) òà (7.1.5) êíèãè [86℄. Îòðèìà¹ìî

(W [i]
O2)

je
[(j1t1)(j2t2)](jt), [(j′1t

′
1)(j

′
2t

′
2)](j

′t′) = (117)

= (2je + 1)
√

(2j + 1)(2j′ + 1)(2s+ 1) (−1)je2 ×

×










j1 j j2

s je s

j′1 j′ j′2

je1 s je2










(W [i]
O )

je1
(j1t1),(j′1t

′
1)
(W [i]

O )
je2
(j2t2),(j′2t

′
2)

Òóò je1 òà je2 - ïðîìiæíi iíäåêñè çâåäåíèõ òåíçîðiâ WO, à je - ïðîìiæíèé

iíäåêñ çâåäåíîãî òåíçîðà WO2
. Ëiâi âiðòóàëüíi iíäåêñè (j1t1) òà (j2t2) òåí-

çîðiâ WO ç'¹äíóþòüñÿ â îäèí iíäåêñ (jt) i àíàëîãi÷íî ïðàâi âiðòóàëüíi ií-

äåêñè (j′1t
′
1) òà (j′2t

′
2) ç'¹äíóþòüñÿ â iíäåêñ (j′t′). Ìîæíà îäðàçó ïîáà÷èòè ç

ð-íÿ (117), ùî äëÿ ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 çâåäåíèé òåíçîð WH2
ìà¹ ðîçìið-

íiñòü 3× 36× 36, à éîãî âiðòóàëüíi ñïiíè îïèñóþòüñÿ ìíîæèíîþ êðàòíîñòåé

{(0, 11), (1, 11), (2, 10), (3, 3), (4, 1)}. Öi òåíçîðè ¹ äóæå ðîçðiäæåíèìè. Âàðòî

çàóâàæèòè, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (117) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî ëîêàëüíîãî

ñïiíó s.
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�ÎÇÄIË 3

�ÅÇÓËÜÒÀÒÈ

3.1 Çàãàëüíi ìiðêóâàííÿ

Â öüîìó ðîçäiëi àëãîðèòìè, ðîçðîáëåíi â ðîçäiëi 2, âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ

àíàëiçó âëàñòèâîñòåé äâîõ ñïiíîâèõ ìîäåëåé ç âçà¹ìîäi¹þ ìiæ íàéáëèæ÷è-

ìè ñóñiäàìè â ãåîìåòði¨ êiëüöÿ: 1) XXZ ìîäåëi ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2; 2)

áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à (ÁÁ�) ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1. Âè-

â÷àþòüñÿ ñèñòåìè ñêií÷åííîãî ðîçìiðó. Ñèñòåìè, ìàòðèöÿ ãàìiëüòîíàiíà ÿêèõ

ìîæå áóòè ïðÿìî äiàãîíàëiçîâàíà (òîáòî ñèñòåìè äî 20 ñïiíiâ), íå âèâ÷àþòüñÿ

â ðîáîòi (òàêi ðåçóëüòàòè ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü ëèøå äëÿ ïðîãíîçóâàí-

íÿ ïîâåäiíêè áiëüøèõ ñèñòåì). Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ïðîâîäèòüñÿ åêñòðàïîëÿöiÿ

äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi (äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äëÿ 30

àáî áiëüøå ñïiíiâ). Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ìîäè�iêîâíèé àëãîðèòì ÏÂÅ [72℄

âàðòî çàñòîñîâóâàòè äëÿ ñèñòåì çi 100 àáî áiëüøå ñïiíiâ, äå ìîæëèâå øâèäêå

ñïàäàííÿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë äîáóòêiâ òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü.

Ïåðåä ïî÷àòêîì ðîçðàõóíêiâ íåîáõiäíî çàäàòè òðè ïàðàìåòðè. Öå: 1) ðîç-

ìið ÌÄÑm â àëãîðèòìi áåç ñèìåòðié, ìíîæèíà êðàòíîñòåé T = {tm1
, · · · , tmn

}
(òîäi m =

∑

i tmi
) â àëãîðèòìi ç U(1) ñèìåòði¹þ, ìíîæèíà êðàòíîñòåé

T = {(j1, tj1), · · · , (jn, tjn)} (òîäi m =
∑

i (2ji + 1)tji) â àëãîðèòìi ç SU(2)

ñèìåòði¹þ; 2) êiëüêiñòü ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë p òà p′, ÿêi óòðèìóþòüñÿ â ðîç-

êëàäi äîáóòêiâ òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü (íå â àëãîðèòìi ç SU(2) ñèìåòði¹þ); 3)

íåîáõiäíà êiëüêiñòü iòåðàöié Nu.

Çâiñíî, áàæàíî âèêîðèñòîâóâàòè ÿêíàéáiëüøèé ðîçìið ÌÄÑ. Îäíàê ÷åðåç

îáìåæåíiñòü îïåðàòèâíî¨ ïàì'ÿòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ: m ≃ 40 (áåç ñèìåòðié),

m ≃ 60 (U(1) ñèìåòðiÿ), m ≃ 120 (SU(2) ñèìåòðiÿ). (Òàêèé m âñå îäíî íàáà-

ãàòî ìåíøèé çà ñâié àíàëîã â ðîçðàõóíêàõ ìåòîäîì ��Ì� ç ÂÊÓ)

Çáiæíiñòü àëãîðèòìó ¹ åêñïîíåíöiéíî ïîâiëüíîþ ïîáëèçó ìiíiìóìó åíåð-
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ãi¨. Îòæå, äëÿ îäåðæàííÿ âèñîêî¨ òî÷íîñòi íåîáõiäíî áàãàòî iòåðàöié, i ¨õíÿ

êiëüêiñòü îáèðà¹òüñÿ äèíàìi÷íî øëÿõîì ìîíiòîðèíãó çíà÷åíü åíåðãi¨ âñåðå-

äèíi îäíîãî ñåãìåíòà (àëãîðèòì ïî êîëó) àáî âñi¹¨ ñèñòåìè (àëãîðèòì âïåðåä-

íàçàä). ßêùî âiäíîñíà çìiíà (óñåðåäíåíà çà ñèñòåìîþ ÷è ñåãìåíòîì) ñòà¹

ìåíøîþ çà 10−7
, iòåðàöi¨ çóïèíÿþòü. Öå ñâî¹ðiäíèé êîìïðîìiñ ìiæ äâîìà

�àêòîðàìè: 1) ¾ñïiëüíîòà¿ ÷àñòî çàöiêàâëåíà â ðåçóëüòàòàõ ç òî÷íiñòþ äî

áàãàòüîõ çíàêiâ ïiñëÿ êîìè; 2) ÿêùî âiä ïî÷àòêó îáèðà¹òüñÿ ¾âäàëèé¿ àíçàö

ÌÄÑ, çàäîâiëüíî¨ òî÷íîñòi äëÿ âñiõ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí ìîæíà äîñÿãòè

âæå çà 3 êîëà ðîçðàõóíêiâ. Çáiæíiñòü àëãîðèòìó äåòàëüíiøå îáãîâîðþ¹òüñÿ â

ïiäðîçäiëi 3.5.

Îöiíêà, íàñêiëüêè òî÷íî ðîçðàõîâàíèé ÌÄÑ ðiâíèé âëàñíîìó ñòàíó, ðî-

áèòüñÿ íà îñíîâi äèñïåðñi¨

∆H = 〈H2〉 − 〈H〉2 (118)

ÿêà äëÿ âëàñíîãî ñòàíó äîðiâíþ¹ íóëþ (ñïîñiá ðîçðàõóíêó 〈H2〉 îïèñàíèé

â �îçäiëi 2.1.5). ßê óæå çãàäóâàëîñü, ðàíã ÌÄÎ îïåðàòîðà H2
¹ íàáàãàòî

ìåíøèì çàm2
W . Iíîäi òàêîæ êîðèñíî ðîçðàõóâàòè äèñïåðñiþ íà îäíó ÷àñòèíêó

δH = (〈H2〉−〈H〉2)/N . Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì É¹íà ÌàêÊàëëîêà, â àëãîðèòìi

ç ÌÄÑ öÿ âåëè÷èíà ïðÿìó¹ äî ïåâíî¨ ìàëî¨ ñòàëî¨ ïðè çáiëüøåííi ðîçìiðó

ñèñòåìè äî N → ∞.

Óòâîðåíi ÌÄÑ ¹ âëàñíèìè ñòàíàìè ÿê ãàìiëüòîíiàíà, òàê i îïåðàòîðà ïðî-

åêöi¨ ïîâíîãî êóòîâîãî ìîìåíòó Ŝz àáî ïîâíîãî êóòîâîãî ìîìåíòó

~̂S2
(òîìó

ñòàíè ïîçíà÷àþòüñÿ ïîâíîþ ïðîåêöi¹þ ñïiíó Sz àáî ïîâíèì ñïiíîì S). Çàâäÿ-

êè òðàíñëÿöiéíié iíâàðiàíòîñòi ñèñòåìè öi ñòàíè òàêîæ ¹ âëàñíèìè ñòàíàìè

îïåðàòîðà êâàçiiìïóëüñó p̂. Îäíàê òðàíñëÿöiéíà iíâàðiàíòiñòü íå âáóäîâàíà

áåçïîñåðåäíüî â àëãîðèòì, òîìó êâàçiiìïóëüñ p ìîæëèâî ðîçðàõóâàòè òiëüêè

äëÿ íåâèðîäæåíèõ ñòàíiâ (çà âèíÿòêîì SU(2)-âèðîäæåííÿ, äå âñi 2S + 1 ñòà-

íiâ ìàþòü îäíàêîâèé êâàçiiìïóëüñ). Â ðîáîòi âèçíà÷àþòüñÿ êâàçiiìïóëüñè p

äåÿêèõ ñòàíiâ, ùî ¹ îñîáëèâî âàæëèâèìè â äèìåðíié �àçi ÁÁ� ìîäåëi. Òàê

ÿê îïåðàòîð òðàíñëÿöi¨ Tn íà n ÷àñòèíîê äi¹ íà âëàñíèé ñòàí ç âèçíà÷åíèì
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êâàçiiìïóëüñîì p ÿê

Tn|ψ〉 = e−ipn|ψ〉,

äëÿ òàêèõ ñòàíiâ p = 2πnp/N (np = 0, . . . , N − 1) ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé çi

ñïîñòåðåæóâàíîãî çíà÷åííÿ îïåðàòîðà òðàíñëÿöi¨: 〈ψ|Tn|ψ〉 = e−ipn
. Öå ëåãêî

ðîáèòüñÿ â �îðìàëiçìi ÌÄÑ, âèêîðèñòîâóþ÷è ð-íÿ (69) òà öèêëi÷íó ïåðåñòà-

íîâêó ÌÄÑ-òåíçîðiâ â |ψ〉.
Ïåðåä ïî÷àòêîì ðîçðàõóíêiâ ¹ ñåíñ îöiíèòè íåîáõiäíi äëÿ íèõ ðåñóðñè.

Çàãàëüíèé ðîçìið ÌÄÑ òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ç êiëüêiñòþ çàïëóòàíîñòi â ñèñòå-

ìi. Äî òîãî æ âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ó âèïàäêó U(1) àáî SU(2) ñèìåòði¨ ìíîæèíà

êðàòíîñòåé íåïðÿìî âiäîáðàæà¹ ðîçïîäië çàïëóòàíîñòi â ñèñòåìi (öåé �àêò

îáãîâîðþ¹òüñÿ â �îçäiëi 3.5): êiëüêiñòü ñåêòîðiâ ñèìåòði¨ ïîâ'ÿçàíà ç êîðåëÿ-

öiéíîþ äîâæèíîþ, à ¨õíié ñåðåäíié ðîçìið ÿêiñíî õàðàêòåðèçó¹ çàïëóòàíiñòü

êîðîòêî¨ äi¨. ßê íàñëiäîê, îöiíêó ðåñóðñiâ ìîæíà ïðîâåñòè øëÿõîì ðîçðàõóí-

êó ïðîñòèõ ìið çàïëóòàíîñòi.

Íà ðèñ. 18 ïðåäñòàâëåíà çàëåæíiñòü äâî÷àñòèíêîâî¨ çàïëóòàíîñòi íà îäèí

çâ'ÿçîê çàãàëüíîãî îñíîâíîãî ñòàíó íåñêií÷åííî¨ XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2

âiä ∆ (ðîçðàõóíêè ïðîâîäèëèñü ìåòîäîì íÏÁçÅ× ç m = 20). Ïðîåêöiÿ ñïiíó

îñíîâíîãî ñòàíó ðiâíà Sz = 0 ïðè ∆ > −1 i Sz = N
2 ïðè ∆ < −1 (öå ìà¹

ìiñöå äëÿ ñèñòåìè äîâiëüíîãî ðîçìiðó, ïî÷èíàþ÷è ç N = 2). Ïðèïóñêàþ, ùî

çàïëóòàíiñòü íà îäèí çâ'ÿçîê íàñïðàâäi ¹ áiëüøîþ çà ðîçðàõîâàíó â XY-�àçi

(−1 < ∆ < 1) òà â îáëàñòi ∆ . 1.5. Îäíàê îöiíêó ðîçðàõóíêîâèõ ðåñóðñiâ

ìîæíà ïðîâåñòè íàâiòü ç ÿêiñíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ç ðèñóíêà âèäíî, ùî êðèòè÷íi òî÷êè ∆ = ±1 îòðèìóþòüñÿ ïðàâèëüíî.

XY-�àçà (−1 < ∆ < 1), î÷åâèäíî, õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàéáiëüøîþ çàïëóòàíi-

ñòþ, àëå ¨¨ ðîçïîäië ñêëàäíî ïåðåäáà÷èòè. Â êðèòè÷íié òî÷öi ∆ = −1 çàïëó-

òàíiñòü çíèêà¹ (SPB â öié òî÷öi ìà¹ çëàì). Öå ïðèðîäíüî, òàê ÿê âiäáóâà¹òüñÿ

ïåðåõiä äî ïîâíiñòþ íåçàïëóòàíîãî îñíîâíîãî ñòàíó. Ìîæíà çäîãàäàòèñü, ùî

ñòàí ç Sz = 0 ¹ ñèëüíî çàïëóòàíèì ïðè ∆ < −1, àëå çàïëóòàíiñòü êîðîòêî¨

äi¨ â íüîìó äóæå ìàëà (öåé çäîãàä ïiäòâåðäæó¹òüñÿ íà ïðàêòèöi). Â àíòè-

�åðîìàãíiòíié �àçi çàïëóòàíiñòü íà îäèí çâ'ÿçîê çìåíøó¹òüñÿ, îñêiëüêè ïðè
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âåëèêèõ äîäàòíiõ ∆ ñòàí ñòà¹ áëèçüêèì äî ñòàíó Íååëÿ. ×åðåç öå äëÿ ñòàíó

ç Sz = 0 ðîçðàõóíêîâi ðåñóðñè ñïàäàþòü ïðèáëèçíî ìîíîòîííî âiä ∆ = −∞
äî ∆ = ∞. Äëÿ ñòàíó ç Sz =

N
2 ðîçìið ÌÄÑ m = 1. Äëÿ ñòàíiâ ç ïðîìiæíèì

çíà÷åííÿì Sz ñòðóêòóðó çàïëóòàíîñòi ñêëàäíî ñïðîãíîçóâàòè i â äàíié ðîáîòi

âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ìåòîäîì ïðîá i ïîìèëîê.

-2 -1 0 1 2
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�èñ. 18: Çàëåæíiñòü çàïëóòàíîñòi íà îäèí çâ'ÿçîê â íåñêií÷åííîìó 1D XXZ êiëüöi âiä ïàðàìåòðà àíiçî-

òðîïi¨ ∆. Âîíà îòðèìàíà ìåòîäîì íÏÁçÅ× ïðè ðîçìiði ÌÄÑm = 20. Íàìàãíi÷åíiñòü çàãàëüíîãî îñíîâíîãî

ñòàíó äîðiâíþ¹ mz = 1/2 ïðè ∆ < −1 òà mz = 0 ïðè ∆ > −1.

Äëÿ îöiíêè çàïëóòàíîñòi ìiæ íàéáëèæ÷èìè êóòðèòàìè â ÁÁ� ìîäåëi çi

ñïiíîì 1 ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ θ ìåòîäîì ïðÿìî¨ äiàãîíàëiçàöi¨ ðîçðàõîâó¹-

òüñÿ çàãàëüíèé îñíîâíèé ñòàí ñèñòåìè ç N = 10 ñïiíiâ, à òîäi ðîçðàõîâó¹òüñÿ

éîãî íåãàòèâíiñòü (ðèñ. 19). Çàïëóòàíiñòü ìiæ íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè çíèêà¹

(â ñèñòåìi áóäü-ÿêîãî ðîçìiðó) â òî÷öi ç íóëüîâîþ çàïëóòàíiñòþ θ = π/2.

Ïðè θ = −3π/4 íåãàòèâíiñòü òàêîæ çíèêà¹. Îäíàê ìîæíà çäîãàäàòèñü (i öå

ïiäòâåðäæó¹òüñÿ íà ïðàêòèöi), ùî â öié òî÷öi îñíîâíèé ñòàí ¹ ñèëüíî çàïëó-

òàíèì (àíàëîãi÷íî XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2 ïðè ∆ = −1) àíàëîãi÷íî äî ñòà-

íó �ðiíáåð åðà-�îðíå-Öàéëií åðà (��Ö), ùî ¹ ìàêñèìàëüíî çàïëóòàíèì ïðè

íóëüîâié çàïëóòàíîñòi ìiæ íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè. Íåãàòèâíiñòü òàêîæ ìà¹

õàðàêòåðíèé ìiíiìóì â ÀÊËÒ-òî÷öi θ = arctg 1
3
. Çàãàëîì ìîæíà ïðèïóñòèòè,

ùî ðîçðàõóíêîâi ðåñóðñè ¹ ìàëèìè â îáëàñòi −0.2 . θ/π . 0.2, ïîìiðíèìè

â îáëàñòi 0.2 . θ/π < 1
2 i äóæå âåëèêèìè ïðè −3

4 ≤ θ/π . −0.2. Â îêîëi

SU(3)-ñèìåòðè÷íî¨ òî÷êè θ = −3π
4
ïîòðiáíà äóæå âåëèêà êiëüêiñòü ñåêòîðiâ
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�èñ. 19: Çàëåæíiñòü íåãàòèâíîñòi (ñóöiëüíà ëiíiÿ) áiëiéíiéíî-áiêâàäðàòíîãî �àéçåíáåð îâîãî êiëüöÿ ç

N = 10 ñïiíiâ âiä θ, îòðèìàíà ïðÿìîþ äiàãîíàëiçàöi¹þ ãàìiëüòîíiàíà. Ïîâíèé ñïií S îñíîâíîãî ñòàíó

(øòðèõîâàíà ëiíiÿ) äîðiâíþ¹ S = 0 äëÿ −0.75 < θ/π . 0.22, S = 1 äëÿ 0.22 . θ/π < 0.5 òà S = N äëÿ

0.5 < θ/π < 1.25. Íà ðèñóíêó çîáðàæåíà âåëè÷èíà S/(2N).

ñèìåòði¨ â ÌÄÑ.

Ùî öiêàâî, íåãàòèâíiñòü äåìîíñòðó¹ õàðàêòåðíó ïîâåäiíêó â ïåâíèõ òî-

÷êàõ, òàêèì ÷èíîì ÷àñòêîâî âiäîáðàæàþ÷è �àçîâó ñòðóêòóðó, ùî ñïîñòåði-

ãà¹òüñÿ â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi, âæå ïðè N = 10 (îêðiì ñëàáêîãî çëàìó â

òî÷öi θ = 0, äå â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi íåìà¹ �àçîâîãî ïåðåõîäó). Iíøèì

ïiäòâåðäæåííÿì �àçîâî¨ ñòðóêòóðè ¹ çîáðàæåíà íà ðèñóíêó âåëè÷èíà

S
2N

(S

¹ ïîâíèì ñïiíîì îñíîâíîãî ñòàíó) äëÿ N = 10. S = 1 â îáëàñòi ïàðàìåòðà

1
4 < θ/π < 1

2 , òîäi ÿê â iíøèõ �àçàõ âîíà ðiâíà íóëþ (îêðiì �åðîìàãíiòíî¨

�àçè, äå S = N). Öå äîçâîëÿ¹ ïåðåäáà÷èòè, ÿêi ñòàíè ðîçðàõîâóâàòè â àëãî-

ðèòìi ç SU(2) ñèìåòði¹þ (íà âiäìiíó âiä XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2, ñòðóêòóðà

íàéíèæ÷èõ ìóëüòèïëåòiâ â ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 ¹ íåòðèâiàëüíîþ).

Çàñòîñó¹ìî ðîçðîáëåíi â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi àëãîðèòìè äëÿ ðîçðàõóíêiâ

õàðàêòåðèñòèê XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2 òà ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 ç ïåðiî-

äè÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè. Íàïðèêëàä, âëàñíi ñòàíè XXZ ãàìiëüòîíiàíà

çi ñïiíîì 1/2 ìàþòü âèçíà÷åíó ïîâíó ïðîåêöþ ñïiíó Sz, à âëàñíi ñòàíè ÁÁ�

ãàìiëüòîíiàíà çi ñïiíîì 1 áåç êâàäðàòè÷íîãî å�åêòó Çååìàíà ìàþòü âèçíà÷å-

íèé ïîâíèé ñïií S. Â îñòàííüîìó âèïàäêó ñòàíè óòâîðþþòü (2S + 1)-êðàòíî

âèðîäæåíi ìóëüòèïëåòè ç îäíàêîâèì ñïiíîì S i ðiçíèìè ïðîåêöiÿìè ñïiíó

Sz = −S, . . . , S (ïðè S = 0 ìóëüòèïëåò ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç îäíîãî ñòàíó).

Òàêi ìóëüòèïëåòè ðîçðàõîâóþòüñÿ öiëêîì, ÿêùî SU(2) ñèìåòðiÿ âáóäîâàíà â

àëãîðèòì âiä ïî÷àòêó.
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3.2 XXZ ìîäåëü ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 ç ÏÊÓ

Ïðè äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé XXZ ìîäåëi óâàãà çîñåðåäæó¹òüñÿ íà äâîõ

ïèòàííÿõ:

1. ßêîþ ¹ ïîâåäiíêà ìið çàïëóòàíîñòi â ðiçíèõ �àçàõ XXZ ìîäåëi (îñîáëèâî

â �åðîìàãíiòíié �àçi) òà ÿêèì ¹ ðîçïîäië çàïëóòàíîñòi â ñèñòåìi?

2. Íàñêiëüêè òî÷íèì òà øâèäêiñíèì ¹ çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì äëÿ U(1)-

ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ ç ÏÊÓ?

Äëÿ ðîçðàõóíêó ìið çàïëóòàíîñòi íåîáõiäíà äâî÷àñòèíêîâà çâåäåíà ìà-

òðèöÿ ãóñòèíè. ßê ìîæíà áà÷èòè ç [134℄, íåîáõiäíî ðîçðàõóâàòè íàñòóïíi

ñïiíîâi êîðåëÿòîðè: íàìàãíi÷åíîñòi mα = Sα

N = 〈sαi 〉, ÷åðãîâàíi íàìàãíi÷åíîñòi
(àíãë. �staggered magnetizations�) m̄α = 1

2
〈sαi −sαi+1〉 òà ñïií-ñïiíîâi êîðåëÿòîðè

〈sαi ⊗ sβi+1〉 (äå α, β = x, y, z).

U(1) ñèìåòðiÿ ñòàíiâ íàêëàäà¹ íà âêàçàíi êîðåëÿòîðè áàãàòî óìîâ. Íàìà-

ãií÷åíîñòi âçäîâæ îñåé x òà y òà ¨õíi ÷åðãîâàíi àíàëîãè çíèêàþòü (mx =

my = 0, m̄x = m̄y = 0). Îêðiì òîãî, 〈sxi ⊗ syi+1〉 = 〈syi ⊗ sxi+1〉 = 0 òà

〈sxi ⊗ sxi+1〉 = 〈syi ⊗ syi+1〉. Âñi öi óìîâè âèêîíóþòüñÿ ÷èñåëüíî â ïðåäñòàâ-

ëåíèõ òóò ðîçðàõóíêàõ (ùî ¹ ïðèðîäíèì ðåçóëüòàòîì âèêîðèñòàííÿ U(1)-

êîâàðiàíòíèõ ÌÄÑ).

Çàâäÿêè U(1) ñèìåòði¨ z-íàìàãíi÷åíiñòü mz = Sz

N
¹ âåëè÷èíîþ, ùî çáåði-

ãà¹òüñÿ, òîìó âîíà ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ ïîçíà÷åííÿ ñòàíiâ ñèñòåìè.

ßê óæå çãàäóâàëîñü, îñíîâíèé ñòàí â XY òà àíòè�åðîìàãíiòíié �àçàõ ìà¹

mz = 0, à â �åðîìàãíiòíié �àçi ìà¹ mz = 1/2. Îäíàê â äàíié ðîáîòi âèâ÷à¹-

òüñÿ íå òiëüêè çàãàëüíèé îñíîâíèé ñòàí â ðiçíèõ �àçàõ, à é îñíîâíi ñòàíè â

ñåêòîðàõ ç ðiçíèìèmz (íàïðèêëàä, ñòàí çmz = 0 â �åðîìàãíiòíié îáëàñòi, ùî

ìà¹ öiêàâi âëàñòèâîñòi çàïëóòàíîñòi). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïîðÿäîê öèõ îñíîâíèõ

ñòàíiâ çàâæäè ñïiâïàäà¹ ç ïîðÿäêîì íàìàãíi÷åíîñòåé mz (íà âiäìiíó âiä ÁÁ�

ìîäåëi çi ñïiíîì 1, äå ïîðÿäîê îñíîâíèõ ñòàíiâ â ðiçíèõ ñåêòîðàõ ñèìåòði¨ ¹

äóæå íåòðèâiàëüíèì).
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Äâî÷àñòèíêîâà çâåäåíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè XXZ ìîäåëi â ñâiòëi U(1) ñèìåòði¨

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñïiíîâi êîðåëÿòîðè ÿê

ρ12 =










1
4 + Z +mz 0 0 0

0 1
4 −Z + m̄z

E
N − Z∆ 0

0 E
N
−Z∆ 1

4
−Z − m̄z 0

0 0 0 1
4 + Z −mz










. (119)

Äëÿ ïðèâåäåííÿ çâåäåíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè äî öüîãî âèãëÿäó áóëà âèêî-

ðèñòàíà ðiâíiñòü

E
N = 2〈sxi ⊗ sxi+1〉 + ∆Z. Áà÷èìî, ùî ρ12 ïîâíiñòþ âèðà-

æà¹òüñÿ ÷åðåç åíåðãiþ íà îäèí ñïií E/N , íàìàãíi÷åíiñòü mz (ùî çàäà¹òüñÿ

çàçäåëåãiäü), êîðåëÿòîðîì Z = 〈szi ⊗ szi+1〉 òà ÷åðãîâàíîþ íàìàãíi÷åíiñòþ

m̄z = 1
2〈szi − szi+1〉. Îñòàííi äâi âåëè÷èíè ðîçðàõîâóþòüñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è

ð-íÿ (69) i âiäïîâiäíi ÌÄÎ äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðà.

Îäíî÷àñòèíêîâà çâåäåíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè îòðèìó¹òüñÿ ÿê ÷àñòêîâèé ñëiä

ρ12 ïî äðóãié ÷àñòèíöi:

ρ1 =





1
2 +mz + m̄z 0

0 1
2 −mz − m̄z



 . (120)

Ç öi¹¨ ìàòðèöi ãóñòèíè îäðàçó îòðèìó¹òüñÿ ÎÒ äëÿ U(1)-ñèìåòðè÷íîãî ñòàíó:

τ1 = 4det ρ1 = 1− 4(mz + m̄z)
2. (121)

3.2.1 Òåñòóâàííÿ ðîáîòè àëãîðèòìiâ

Ïåðåä ïî÷àòêîì ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè äi¹âiñòü

àëãîðèòìó ç U(1)-ñèìåòðè÷íèìè ÌÄÑ. Äëÿ öüîãî ïðè ðiçíèõ mz âèçíà÷àþ-

òüñÿ çàëåæíîñòi õàðàêòåðèñòèê XXZ êiëåöü ðîçìiðîì äî 100 ñïiíiâ âiä ïàðà-

ìåòðà àíiçîòðîïi¨ ∆. Öi ðåçóëüòàòè ïîðiâíþþòüñÿ ç ðåçóëüòàòìè àíàëiòè÷íèõ

ðîçðàõóíêiâ çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì (ùî íàâåäåíi

â Äîäàòêó À). Îêðåìî ðîçãëÿäàþòüñÿ ÕÕ òî÷êà∆ = 0 òà �àéçåíáåð îâà òî÷êà

∆ = 1 äëÿ ñèñòåì ðîçìiðîì N = 50 òà N = 100. Áåòå-àíçàö äëÿ ñêií÷åííèõ
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mz E/N ET/N ∆E/E m p p′

0.5 0 0 1 1 2

0.4 -0.098423 -0.098428 5.1 · 10−5
25 625 1250

0.3 -0.187144 -0.187221 4.1 · 10−4
44 1830 3600

0.2 -0.257447 -0.257688 9.3 · 10−4
44 1480 2950

0.1 -0.302792 -0.302930 4.6 · 10−4
44 1640 3200

0 -0.318517 -0.318519 6.3 · 10−6
39 1240 2490

Òàáë. 1: Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó E/N âiä mz äëÿ XXZ ñèñòåìè ç 50 ñïiíiâ s = 1/2 ç

ÏÊÓ ïðè ∆ = 0. ET ðîçðàõîâó¹òüñÿ ç ð-íÿ (122), ∆E = (E − ET )/ET . Äèñïåðñiÿ íà îäíó ÷àñòèíêó

δH äëÿ mz = 0 äîðiâíþ¹ 6.1 · 10−6
. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àëãîðèòì ç U(1) ñèìåòði¹þ. Âiäïîâiäíi ìíîæèíè

êðàòíîñòåé äîðiâíþþòü (çâåðõó äîíèçó): {1}, {1 × 4, 2, 2, 3, 3, 3, 2, 2, 1× 4}, {1 × 8, 2, 3 × 8, 2, 1 × 8} (òðè

ïiäðÿä), {1× 3, 2, 3, 4, 5, 5, 5, 4, 3, 2, 1× 3}.

ñèñòåì ïðè ∆ = 1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ñòàòòi [93℄, à äëÿ ∆ = 0 ¹ àíàëiòè÷íèé

ðåçóëüòàò äëÿ ñêií÷åííèõ ñèñòåì [92℄:

E(mz)

N
= − 1

N sin π
N

cos(πmz), (122)

ùî ïðè N → ∞ ïåðåõîäèòü â

E(mz)
N = − 1

π cos(πmz) (äèâ. òàêîæ [90℄).

×èñåëüíi ðåçóëüòàòè äëÿ XXZ ìîäåëi ðîçìiðîì N = 50 i N = 100 ñïiíiâ ç

ÏÊÓ ïðè ðiçíèõ mz ïðåäñòàâëåíi â òàáëèöÿõ 1, 2, 3, 4. Îáðàíi äëÿ êîæíîãî

ðîçðàõóíêó ìíîæèíè êðàòíîñòåé T = {tm1
, · · · , tmn

} òàêîæ íàâåäåíi â òàáëè-

öÿõ. Ñèñòåìà çi 100 ñïiíiâ ¹ âæå äîñòàòíüî âåëèêîþ, ùîá ìîæíà áóëî ïðîâåñòè

ïîðiâíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè Áåòå-àíçàöó äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì. �åçóëüòàòè

ïîêàçóþòü õîðîøó òî÷íiñòü àëãîðèòìó äëÿ U(1)-ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ ç ÏÊÓ.

Î÷iêó¹òüñÿ, ùî òî÷íiñòü äëÿ ïðîìiæíèõ çíà÷åíü mz ïiäâèùèòüñÿ ïðè çáiëü-

øåííi ðîçìiðó âèêîðèñòîâóâàíîãî ÌÄÑ.

Îòðèìàíi ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè äëÿ N = 100 ñïiíiâ â iíòåðâàëi −2 < ∆ < 4

ïîðiâíþþòüñÿ ç åíåðãiÿìè, îòðèìàíèìè çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó äëÿ N →
∞, íà ðèñ. 20. Åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó ç mz = 0 ïðè ∆ ≥ −1 óçãîäæó¹òüñÿ

ç ðåçóëüòàòàìè Áåòå-àíçàöó ç òî÷íiñòþ ∆E/E ∼ 10−4
, ùî ùå ðàç âêàçó¹ íà

óñïiøíiñòü çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó äëÿ U(1)-êîâàðiàíòíèõ ÌÄÑ ç ÏÊÓ.
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mz E/N ET/N ∆E/E m p p′

0.5 0.25 0.25 0 1 1 2

0.4 0.051743 0.051741 3.5 · 10−5
32 1024 2048

0.3 -0.134075 -0.134268 1.4 · 10−3
44 1640 3200

0.2 -0.291461 -0.292021 1.9 · 10−3
47 1680 3335

0.1 -0.401968 -0.402081 2.9 · 10−4
47 1870 3690

0 -0.443474 -0.443477 6.7 · 10−6
39 1190 2360

Òàáë. 2: Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó E/N âiä mz äëÿ XXZ ñèñòåìè ç 50 ñïiíiâ s = 1/2 ç ÏÊÓ

ïðè ∆ = 1. ET ðîçðàõîâó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó [93℄, ∆E = (E − ET )/ET . Äèñïåðñiÿ íà îäíó

÷àñòèíêó δH äëÿ mz = 0 äîðiâíþ¹ 8.3 · 10−6
. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àëãîðèòì ç U(1) ñèìåòði¹þ. Âiäïîâiäíi

ìíîæèíè êðàòíîñòåé äîðiâíþþòü (çâåðõó äîíèçó): {1}, {1 × 5, 2, 3 × 6, 2, 1 × 5}, {1 × 8, 2, 3 × 8, 2, 1 × 8},
{1× 8, 2, 3× 9, 2, 1× 8} (äâi ïiäðÿä), {1, 3, 5, 7, 7, 7, 5, 3, 1}.

Îáëàñòü ∆ ≤ −1 âèìàãà¹ êîìåíòàðÿ. Çíà÷åííÿ åíåðãié îñíîâíèõ ñòàíiâ íà

îäèí ñïií E(mz)/N = ∆/4 íå çàëåæàòü âiä mz [88℄ äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì.

Òîáòî â öié îáëàñòi ïàðàìåòðà îñíîâíèé ñòàí ¹ íåñêií÷åííîêðàòíî âèðîäæå-

íèì. Öiêàâî, ùî äëÿ ñèñòåìè çi 100 ñïiíiâ âèðîäæåííÿ îñíîâíèõ ñòàíiâ ç ði-

çíèìè mz îòðèìó¹òüñÿ ÷èñåëüíî ïðè ∆ = −1 ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ (âiäíîñíà

ïîõèáêà ∆E/E . 2.5 · 10−4
).
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�èñ. 20: Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó E(mz)/N XXZ ìîäåëi çi 100 ñïiíiâ s = 1/2 ç ÏÊÓ

âiä ïàðàìåòðà àíiçîòðîïi¨ ∆. Ñóöiëüíà ëiíiÿ çîáðàæó¹ ðåçóëüòàò, îòðèìàíèé çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó

(ð-íÿ (134)). Ñèìâîëè, îïèñàíi â ëåãåíäi, âiäïîâiäàþòü ðîçðàõîâàíèì åíåðãiÿì äëÿ îáðàíèõ çíà÷åíü mz.

Âñòàâêà ïîêàçó¹ ðåçóëüòàòè ïðè ∆ = −1.5 äëÿ mz = 0.5, 0.49, 0.48, 0.47, 0.46, 0.45.

Îäíàê äëÿ ñêií÷åííèõ ñèñòåì âèðîäæåííÿ ñòàíiâ ñòðîãî çíiìà¹òüñÿ ïðè

∆ < −1 (âñòàâêà íà ðèñ. 20). Ïðèìiðîì, çíà÷åííÿ åíåðãi¨ íà îäèí ñïií çàãàëü-
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mz E/N ET/N (E/N)∞ ∆E/E m p p′

0.5 0 0 0 1 1 2

0.4 -0.097939 -0.098379 -0.098363 4.5 · 10−3
25 290 580

0.3 -0.183044 -0.187129 -0.187098 2.2 · 10−2
44 590 1150

0.2 -0.245605 -0.257560 -0.257518 4.6 · 10−2
44 970 1720

0.1 -0.296970 -0.302780 -0.302731 1.9 · 10−2
44 1120 2050

0 -0.318340 -0.318362 -0.318310 6.9 · 10−5
39 835 1650

Òàáë. 3: Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó E/N âiä mz äëÿ XXZ ñèñòåìè çi 100 ñïiíiâ s = 1/2

ç ÏÊÓ ïðè ∆ = 0. ET ðîçðàõîâó¹òüñÿ ç ð-íÿ (122), ∆E = (E − ET )/ET . Äèñïåðñiÿ íà îäíó ÷àñòèíêó

δH äëÿ mz = 0 äîðiâíþ¹ 2.7 · 10−5
. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àëãîðèòì ç U(1) ñèìåòði¹þ. Âiäïîâiäíi ìíîæèíè

êðàòíîñòåé äîðiâíþþòü (çâåðõó äîíèçó): {1}, {1 × 4, 2, 2, 3 × 3, 2, 2, 1 × 4}, {1 × 8, 2, 3 × 8, 2, 1 × 8} (òðè

ïiäðÿä), {1, 1, 1, 2, 3, 4, 5× 3, 4, 3, 2, 1, 1, 1}.

mz E/N ET/N (E/N)∞ ∆E/E m p p′

0.5 0.25 0.25 0.25 0 1 1 2

0 -0.443205 -0.443230 -0.443147 5.7 · 10−5
39 725 1450

Òàáë. 4: Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó E/N âiä mz äëÿ XXZ ñèñòåìè çi 100 ñïiíiâ s = 1/2 ç ÏÊÓ

ïðè ∆ = 1. ET ðîçðàõîâó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó [93℄, ∆E = (E − ET )/ET . Äèñïåðñiÿ íà îäíó

÷àñòèíêó δH äëÿ mz = 0 äîðiâíþ¹ 4.4 · 10−5
. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àëãîðèòì ç U(1) ñèìåòði¹þ. Âiäïîâiäíi

ìíîæèíè êðàòíîñòåé äîðiâíþþòü {1} and {1, 3, 5, 7× 3, 5, 3, 1}.

íîãî ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíó, òîáòî ñòàíó ç Sz =
N
2 − 1 òà mz = 1/2− 1/N ,

äà¹òüñÿ òî÷íèì âèðàçîì

E(12 − 1
N )

N
=

∆

4
+

|∆| − 1

N
, (123)

(öåé ðîçâ'ÿçîê óçãîäæó¹òüñÿ ç ïåðåäáà÷åííÿì [88℄, ùî E/N = ∆/4 ïðè

N → ∞). Öåé �àêò âêàçó¹ íà âåëèêèé ñêií÷åííîðîçìiðíèé å�åêò ïðè äî-

ñèòü ïîìiðíîìó ∆. Âiäïîâiäíèé ÷èñåëüíèé ðåçóëüòàò, ïîêàçàíèé íà ðèñ. 20

(âñòàâêà), òî÷íî óçãîäæó¹òüñÿ ç ð-íÿì (123). Äîäàòêîâî íà âêëàäöi äî ðèñ. 20

çîáðàæåíi åíåðãi¨ êiëüêîõ ñòàíiâ ç âåëèêèìè íàìàãíi÷åíîñòÿìè. Âîíè âêàçó-

þòü íà ùå áiëüøi ñêií÷åííîðîçìiðíi å�åêòè. Ñòàíè ç mz < 0.45 íå çîáðàæåíi

íà ðèñóíêó ÷åðåç âåëèêó ãóñòèíó ñòàíiâ ç ðiçíèìè mz â öié ÷àñòèíi ñïåêòðà.

Çíà÷åííÿ åíåðãi¨ ñòàíó ç mz = 0 ïðè ∆ = −1.5 äîðiâíþ¹ E/N ≃ −0.3638.
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N S E/N EBA/N ∆E/EBA T

20 0 -0.4452189 -0.4452193 7.7 · 10−7 {4, 4, 4, 4, 4}
30 0 -0.4440652 -0.4440654 5.5 · 10−7 {4, 4, 4, 4, 4}
40 0 -0.4436629 -0.4436631 3.8 · 10−7 {6, 6, 6, 6, 6}
50 0 -0.4434769 -0.4434771 5.6 · 10−7 {6, 6, 6, 6, 6}
N S E/N EBA/N ∆E/EBA T

20 1 -0.4343203 -0.4343221 4.0 · 10−7 {5, 5, 5, 5, 5}
30 1 -0.4391582 -0.4391605 5.1 · 10−6 {5, 5, 5, 5, 5}
40 1 -0.4408820 -0.4408833 2.8 · 10−6 {6, 6, 6, 6, 6}
50 1 -0.4416812 -0.4416889 1.7 · 10−6 {6, 6, 6, 6, 6}

Òàáë. 5: Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó E/N îñíîâíîãî ñòàíó içîòðîïîíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à çi

ñïiíîì 1/2 â ñåêòîðàõ S = 0 i S = 1 âiä N . EBA îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó (àíãë. �Bethe ansatz

(BA)�) [93℄. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àëãîðèòì ç SU(2) ñèìåòði¹þ. Âiäïîâiäíi ìíîæèíè êðàòíîñòåé äîðiâíþþòü

T = {(0, x1), (1/2, x2), (1, x3), (3/2, x4), (2, x5)} (ïîçíà÷àþòüñÿ ÿê {x1, x2, x3, x4, x5}).

Íà íàøié ñèñòåìi ç íàïiâöiëèì ñïiíîì ìîæíà òàêîæ ïåðåâiðèòè òî÷íiñòü

àëãîðèòìó ç SU(2) ñèìåòði¹þ. Òàêîþ ñèñòåìîþ ¹ ÷àñòêîâèé âèïàäîê XXZ ìî-

äåëi - ìîäåëü �àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1/2 (òàáëèöÿ 5). �åçóëüòàòè ïîêàçóþòü

õîðîøó ðîáîòó àëãîðèòìó: âèêîðèñòîâóþ÷è äîñèòü ìàëèé ðåñóðñ, àëãîðèòì

îòðèìó¹ íå ìåíø, à ÷àñòî é áiëüø òî÷íi ðåçóëüòàòè, íiæ êîëè âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ àëãîðèòì ç U(1) ñèìåòði¹þ. Â òàáëèöi 5 íàâåäåíi çíà÷åííÿ åíåðãi¨

îñíîâíîãî ñòàíó ñèñòåì ðîçìiðîì äî 50 ÷àñòèíîê ç ïîâíèì ñïiíîì S = 0 i

S = 1. �åçóëüòàòè Áåòå-àíçàöó âiäòâîðåíi ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ. �îçðàõóíêî-

âèé ðåñóðñ (ùî ¹ ïîìiðíèì) çàëåæèòü âiä ìíîæèí êðàòíîñòåé âiðòóàëüíèõ

ñïiíiâ ÌÄÑ. Îáðàíi ìíîæèíè íàâåäåíi â Òàáëèöi 5. Ëîãi÷íî, ùî äëÿ áiëüøèõ

ñèñòåì íåîáõiäíi áiëüøi êðàòíîñòi âèðîäæåííÿ êîæíîãî âiðòóàëüíîãî ñïiíó.

3.2.2 Ñïiíîâi êîðåëÿòîðè òà âëàñòèâîñòi çàïëóòàíîñòi

�îçãëÿíåìî âëàñòèâîñòi çàïëóòàíîñòi XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2 ïðè ði-

çíèõ çíà÷åííÿõ ∆ i mz. Íåîáõiäíi äëÿ ðîçðàõóíêiâ τ1, CF òà CA ÷èñåëüíi

ðåçóëüòàòè ÷àñòêîâî íàâåäåíi â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðà�i. Â òàáëèöÿõ 6, 7, 8

i 9 íàâåäåíî çíà÷åííÿ z − z êîðåëÿòîðà òà ìið çàïëóòàíîñòi äëÿ XXZ ñèñòåì
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mz E/N Z τ1 CF CA

0.5 0 0.25 0 0 0

0.4 -0.098423 0.150316 0.359993 0.165020 0.231194

0.3 -0.187144 0.055058 0.640004 0.263648 0.500524

0.2 -0.257447 -0.025888 0.840037 0.312642 0.754026

0.1 -0.302792 -0.081479 0.960063 0.334296 0.934246

0 -0.318517 -0.101456 1.000000 0.339946 1.000000

Òàáë. 6: Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó E/N , ñïiíîâîãî êîðåëÿòîðà Z òà ìið çàïëóòàíîñòi τ1, CF

i CA âiä mz äëÿ XXZ ñèñòåìè ç 50 ñïiíiâ s = 1/2 ç ÏÊÓ ïðè ∆ = 0. Ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ m̄z = 0.

mz E/N Z τ1 CF CA

0.5 0.25 0.25 0 0 0

0.4 0.051743 0.150092 0.359998 0.179531 0.216983

0.3 -0.134075 0.051847 0.639977 0.305155 0.462994

0.2 -0.291461 -0.039533 0.839907 0.372763 0.710159

0.1 -0.401968 -0.113493 0.959960 0.391109 0.912827

0 -0.443474 -0.147826 1.000000 0.386944 1.000000

Òàáë. 7: Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó E/N , ñïiíîâîãî êîðåëÿòîðà Z òà ìið çàïëóòàíîñòi τ1, CF

i CA âiä mz äëÿ XXZ ñèñòåìè ç 50 ñïiíiâ s = 1/2 ç ÏÊÓ ïðè ∆ = 1. Ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ m̄z = 0.

ç ÏÊÓ ðîçìiðîì 50 òà 100 ñïiíiâ ïðè ∆ = 0 òà ∆ = 1.

Çíà÷åííÿ ÎÒ òà óçãîäæåííÿ àñèñòóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî çàïëóòàíiñòü ìî-

íîòîííî çðîñòà¹ âiä ïîâíiñòþ ïîëÿðèçîâàíîãî ñòàíó ç mz = 1/2 äî ñòàíó ç

mz = 0. Îäíàê çàïëóòàíiñòü ìiæ íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè ìà¹ ìàêñèìóì ïîçà

mz = 0 ïðè ∆ = 1, âêàçóþ÷è íà äåùî ñêëàäíó ñòðóêòóðó çàïëóòàíîñòi ïðè

äàíîìó∆. Öå íåïðÿìî âiäîáðàæà¹òüñÿ â äîñèòü óòðóäíåíîìó âèáîði ìíîæèíè

êðàòíîñòåé T , íåîáõiäíî¨ äëÿ îòðèìàííÿ åíåðãié ñòàíiâ ç mz < 1/2 ç äîñòà-

òíüîþ òî÷íiñòþ.

Íà ðèñ. 21 îòðèìàíi çíà÷åííÿ ÷åðãîâàíî¨ íàìàãíi÷åíîñòi m̄z ñèñòåìè ç

N = 100 ñïiíiâ ïîðiâíþþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè Áåòå-àíçàöó, íàâåäåíèìè â Äî-

äàòêó À. ßê i î÷iêóâàëîñü, ÷åðãîâàíà íàìàãíi÷åíiñòü ¹ íåíóëüîâîþ òiëüêè â
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mz E/N Z τ1 CF CA

0.5 0 0.25 0 0 0

0.4 -0.097939 0.150 0.360 0.158 0.237

0.3 -0.183044 0.058 0.640 0.229 0.522

0.2 -0.245605 -0.016 0.839 0.248 0.775

0.1 -0.296970 -0.076 0.960 0.310 0.937

0 -0.318340 -0.101 1.0 0.339 1.0

Òàáë. 8: Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó E/N , ñïiíîâîãî êîðåëÿòîðà Z òà ìið çàïëóòàíîñòi τ1, CF

i CA âiä mz äëÿ XXZ ñèñòåìè çi 100 ñïiíiâ s = 1/2 ç ÏÊÓ ïðè ∆ = 0. Ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ m̄z = 0.

mz E/N Z τ1 CF CA

0.5 0.25 0.25 0 0 0

0 -0.443205 -0.148 1.0 0.386 1.0

Òàáë. 9: Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó E/N , ñïiíîâîãî êîðåëÿòîðà Z òà ìið çàïëóòàíîñòi τ1, CF

i CA âiä mz äëÿ XXZ ñèñòåìè çi 100 ñïiíiâ s = 1/2 ç ÏÊÓ ïðè ∆ = 1. Ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ m̄z = 0.

àíòè�åðîìàãíiòíié îáëàñòi ∆ > 1. Öiêàâî, ùî â ñèñòåìi çi 100 ñïiíiâ ïðè

1 ≤ ∆ . 1.4 ñïîñòåðiãàþòüñÿ âåëèêi ñêií÷åííîðîçìiðíi å�åêòè. Ïåðåâiðåíî

(àëå íå çîáðàæåíî íà ðèñóíêó), ùî öi å�åêòè ñòàþòü âñå ìåíø âèðàæåíè-

ìè ïðè çáiëüøåííi ðîçìiðó ñèñòåìè. Î÷åâèäíî, ùî òî÷êà �àçîâîãî ïåðåõîäó

ìîæå áóòè îòðèìàíà òiëüêè øëÿõîì åêñòðàïîëÿöi¨ òî÷êè ïåðåãèíó �óíêöi¨

m̄N
z (∆) äî N → ∞.

Íà ðèñ. 21 òàêîæ çîáðàæåíî ðåçóëüòàòè äëÿ ÎÒ, îòðèìàíi ïiäñòàâëåííÿì

çíà÷åíü m̄z â ð-íÿ (121). Âîíè ïîêàçóþòü, ùî ñòàí ç mz = 0 ¹ ìàêñèìàëüíî

çàïëóòàíèì ïðè ∆ < 1. Ñïðàâà âiä ∆ = 1 öåé ñòàí ìîíîòîííî ¾âòðà÷à¹¿

çàïëóòàíiñòü ïðè çðîñòàííi ∆. Äëÿ îòðèìàííÿ òî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ÷åð-

ãîâàíî¨ íàìàãíi÷åíîñòi ïðè −1 < ∆ < 1 íåîáõiäíèì ¹ çàáåçïå÷åííÿ U(1)

ñèìåòði¨. Ïåðåâiðåíî, ùî âèêîðèñòàííÿ àëãîðèòìiâ áåç ñèìåòðié ïðèçâîäèòü

äî íå�içè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ m̄x (âîíà ñòà¹ íåíóëüîâîþ), ÷åðåç ùî îòðè-

ìó¹òüñÿ íåïðàâèëüíå çíà÷åííÿ τ1. Äëÿ íàî÷íîñòi ïðîäåìîíñòðîâàíî âòðàòó

çàïëóòàíîñòi ïðè çðîñòàííi íàìàãíi÷åíîñòi âiämz = 0 äî mz = 0.5 ïðè ∆ = 0.
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�èñ. 21: Çàëåæíîñòi ÷åðãîâàíî¨ íàìàãíi÷åíîñòi m̄z (âãîði) òà ÎÒ τ1 (âíèçó) 1D XXZ ñèñòåìè çi 100 ñïiíiâ

s = 1/2 ç ÏÊÓ âiä ïàðàìåòðà àíiçîòðîïi¨ ∆. ×èñåëüíi ðåçóëüòàòè (ñèìâîëè) ïîðiâíþþòüñÿ çi çíà÷åííÿìè,

îòðèìàíèìè ç ð-íü (136) i (121). Ïðè 1 ≤ ∆ . 1.4 ñïîñòåðiãàþòüñÿ ñèëüíi ñêií÷åííîðîçìiðíi å�åêòè.

×åðãîâàíà íàìàãíi÷åíiñòü äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ âñiõ mz ïðè ∆ < 1.

Íà ðèñ. 22 ïðåäñòàâëåíi ðåçóëüòàòè äëÿ óçãîäæåííÿ �îðìóâàííÿ CF òà

óçãîäæåííÿ àñèñòóâàííÿ CA äëÿ ñèñòåìè çi 100 ñïiíiâ. �åçóëüòàòè ïîðiâíþþ-

òüñÿ ç ðîçðàõóíêàìè, îòðèìàíèìè Áåòå-àíçàöîì äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì. Â

äàíié ðîáîòi îòðèìàíî õîðîøå óçãîäæåííÿ ç ðåçóëüòàòàìè, íàâåäåíèìè äëÿ

âåëèêèõ ñêií÷åííèõ ñèñòåì ïðè ∆ > 0 â [135℄. ßê i ó âèïàäêó ç m̄z òà τ1, â

îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè ∆ = 1 â çàëåæíîñòi äëÿ CA ñïîñòåðiãàþòüñÿ ñèëüíi

ñêií÷åííîðîçìiðíi å�åêòè.

Óçãîäæåííÿ àñèñòóâàííÿ CA ïîêàçó¹ òàêó æ ñòðóêòóðó çàïëóòàíîñòi, ÿê i

τ1. Îäíàê óçãîäæåííÿ �îðìóâàííÿ CF ïîâîäèòüñÿ çîâñiì iíàêøå, òàê ÿê ìà¹

ìàêñèìóì ïðè ∆ = 1 i äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè ∆ < −1. Â öüîìó ñåíñi ñòàí ç

mz = 0 ïðè ∆ < −1 ¹ àíàëîãi÷íèì äî ñòàíó ��Ö, ùî ìà¹ íóëüîâå óçãîäæåííÿ

�îðìóâàííÿ (òîáòî íóëüîâó çàïëóòàíiñòü ìiæ íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè), àëå

¹ ñèëüíî çàïëóòàíèì ç ÎÒ òà óçãîäæåííÿì àñèñòóâàííÿ, ðiâíèìè 1.

Ùî öiêàâî, â �åðîìàãíiòíié îáëàñòi (∆ < −1) óçãîäæåííÿ �îðìóâà-

ííÿ çàãàëüíîãî ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíó, òîáòî ñòàíó ç íàìàãíi÷åíiñòþ
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mz = 1/2−1/N , ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ äîðiâíþ¹ CF (
1
2− 1

N ) ≃ 2
N . Âîíî ïðÿìó¹ äî

íóëÿ ëèøå â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi. ×èñåëüíi ðîçðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî

öå ¹äèíèé mz-ñåêòîð, â ÿêîìó îñíîâíèé ñòàí ìà¹ íåíóëüîâó çàïëóòàíiñòü ìiæ

íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè ïðè ∆ < −1. Öå ùå îäíà îçíàêà òîãî, ùî óçãîäæå-

ííÿ �îðìóâàííÿ (íà âiäìiíó âiä iíøèõ ìið çàïëóòàíîñòi) ìà¹ íåòðèâiàëüíó

çàëåæíiñòü âiä mz.
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�èñ. 22: (Âãîði) Çàëåæíiñòü óçãîäæåííÿ �îðìóâàííÿ CF 1D XXZ ñèñòåìè çi 100 ñïiíiâ ç ÏÊÓ âiä

ïàðàìåòðà àíiçîòðîïi¨ ∆. Îòðèìàíi çíà÷åííÿ ïîðiâíþþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè Áåòå-àíçàöó (ñóöiëüíà êðèâà).

Ïðè ∆ < −1 ÷îðíi òà áiëi êðóãè íàêëàäàþòüñÿ. (Âíèçó) Çàëåæíiñòü óçãîäæåííÿ àñèñòóâàííÿ CA 1D XXZ

ñèñòåìè çi 100 ñïiíiâ ç ÏÊÓ âiä ïàðàìåòðà àíiçîòðîïi¨ ∆. Îòðèìàíi çíà÷åííÿ ïîðiâíþþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè

Áåòå-àíçàöó (ñóöiëüíà êðèâà). Ïðè 1 ≤ ∆ . 1.4 ñïîñòåðiãàþòüñÿ âåëèêi ñêií÷åííîðîçìiðíi å�åêòè.

Íàîñòàíîê äîñëiäèìî ðîçïîäië çàïëóòàíîñòi â XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2, à

ñàìå: â íàéíèæ÷îìó ñòàíi ç mz = 0 (äëÿ iíøèõ çíà÷åíü mz ñèòóàöiÿ ¹ ÿêiñíî

òàêîþ ñàìîþ). Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ÊÊÂ (äèâ. Äîäàòîê

À). Íåîáõiäíi âåëè÷èíè τ1, CF òà CA âæå îòðèìàíi, i íà ðèñ. 23 çîáðàæåíi

C2
F , C

2
A òà τ1. Íåðiâíiñòü ÊÊÂ çàäîâiëüíÿ¹òüñÿ â óñüîìó äiàïàçîíi çíà÷åíü ∆.

Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî ïðè ∆ < −1 âåëèêó ðîëü ãðà¹ àáî çàïëóòàíiñòü äàëåêî¨

äi¨, àáî áàãàòîêóáiòîâà çàïëóòàíiñòü (â [136℄ äîâåäåíî, ùî ÿêùî CF = 0, çà-

ïëóòàíiñòü ìiæ íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè ñïðàâäi çíèêà¹). Çãiäíî ç ïîïåðåäíiìè

ðîçðàõóíêàìè Á. Áðàéîðð-Îððñà (òàêîæ âiäîìîãî ÿê Âîëîäèìèð Âîðîíîâ) òà
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Þðiÿ Áiäàñþêà, âåëè÷èíà three-tangle ñòàíó ç mz = 0 ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïðè

ñïàäàííi ∆. Íàïðèêëàä, τ3 ≃ 0.18 ïðè ∆ = −1. Ç iíøîãî áîêó, ïðè âåëèêèõ

äîäàòíiõ çíà÷åííÿõ ∆ çàïëóòàíiñòü ¹ ìàéæå âèêëþ÷íî ìiæ íàéáëèæ÷èìè

ñóñiäàìè. Öå ëîãi÷íî, òàê ÿê ñòàí ñèñòåìè ñòà¹ âñå áëèæ÷èì äî ñòàíó Íååëÿ.
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�èñ. 23: Àíàëiç ìîíîãàìíîñòi çàïëóòàíîñòi íàéíèæ÷îãî ñòàíó ç mz = 0 XXZ ñèñòåìè çi 100 ñïiíiâ

s = 1/2 ç ÏÊÓ. Çîáðàæåíî âåëè÷èíè 2C2
F (çàïëóòàíiñòü ìiæ íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè), τ1 (çàãàëüíà çàïëó-

òàíiñòü) òà 2C2
A. Íåðiâíiñòü ÊÊÂ çàäîâiëüíÿ¹òüñÿ â óñüîìó äiàïàçîíi çíà÷åíü ∆, à âiäñîòîê çàïëóòàíîñòi

ìiæ íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè ñòà¹ äóæå ìàëèì ïðè âåëèêèõ âiä'¹ìíèõ çíà÷åííÿõ ∆, âêàçóþ÷è íà ñêëàäíó

ñòðóêòóðó çàïëóòàíîñòi â ñèñòåìi. Äëÿ ñòàíiâ ç 0 < mz < 1/2 ïðè ∆ < −1 ñïîñòåðiãà¹òüñÿ àíàëîãi÷íà

ñèòóàöiÿ, âêàçóþ÷è íà íåçäàòíiñòü τ1, CF òà CA çàäîâiëüíî îïèñóâàòè âëàñòèâîñòi ñèñòåìè â öié îáëàñòi.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî íàâåäåíèé â òàáëèöÿõ çàãàëüíèé ðîçìið ÌÄÑ m,

íåîáõiäíèé äëÿ îòðèìàííÿ çíà÷åíü åíåðãié ç çàäîâiëüíîþ òî÷íiñòþ, íåïðÿìî

¾âèìiðþ¹¿ çàïëóòàíiñòü â ñèñòåìi. Äî òîãî æ, êiëüêiñòü íåîáõiäíèõ ñåêòîðiâ

ñèìåòði¨ ãðóáî îöiíþ¹ âàãó çàïëóòàíîñòi ìiæ ñóñiäíiìè òà íåñóñiäíiìè ÷àñòèí-

êàìè ñèñòåìè. Ùî áiëüøà êiëüêiñòü ñåêòîðiâ, òî áiëüøà âàãà çàïëóòàíîñòi ìiæ

íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè i âiäïîâiäíî ìåíøà âàãà çàïëóòàíîñòi äàëåêî¨ äi¨ òà

áàãàòîêóáiòîâî¨ (àíãë. �many-way�) çàïëóòàíîñòi. Öå âèäíî ç ðåçóëüòàòiâ äëÿ

CF ïðè ∆ = 0 òà ∆ = 1 (íàïðèêëàä, ç òàáëèöü 6 òà 7).

Íåîáõiäíi ðîçìiðè ÌÄÑm òà âåëèêà êiëüêiñòü ñåêòîðiâ ñèìåòði¨ äëÿ ñòàíiâ

ç 0 < mz < 1/2 ïîêàçóþòü, ùî çàïëóòàíiñòü â öèõ ñòàíàõ íå õàðàêòåðèçó¹òüñÿ

çàäîâiëüíî ïðîñòèìè ìiðàìè τ1, CF àáî CA. Öå ïiäòâåðäæó¹òüñÿ òàêîæ òèì,

ùî m̄z = 0 äëÿ âñiõ ñòàíiâ ïðè ∆ < 1, à Z ≃ 0.25 äëÿ âñiõ ñòàíiâ ïðè

∆ < −1. Êðàùèìè ìiðàìè äëÿ îïèñó çàïëóòàíîñòi âëàñíèõ ñòàíiâ XXZ ìîäåëi

¹ çàïëóòàíiñòü äîâãî¨ äi¨ ÷è (áiëüø iìîâiðíî) áàãàòîêóáiòîâà çàïëóòàíiñòü.
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3.3 Áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíà ìîäåëü �àéçåíáåð à (ÁÁ�)

÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1 ç ÏÊÓ

Ïðè äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé ÁÁ� ìîäåëi (ð-íÿ (3)) óâàãà çîñåðåäæó¹-

òüñÿ íà äâîõ ïèòàííÿõ:

1. ßêîþ ¹ õàðàêòåðíà ïîâåäiíêà ÁÁ� ñèñòåìè â êîæíié �àçi òà ÷è iñíó¹

ï'ÿòà (íåìàòè÷íà) �àçà â îêîëi SU(3)-ñèìåòðè÷íî¨ òî÷êè θ = −3π
4 ?

2. Íàñêiëüêè òî÷íèìè òà øâèäêiñíèìè ¹ äâà çàïðîïîíîâàíi àëãîðèòìè, à

ñàìå: àëãîðèòì äëÿ SU(2)-ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ ç ÏÊÓ òà ìîäè�iêîâàíèé

àëãîðèòì ÏÂÅ?

Çãiäíî ç ïîñòàâëåíèìè çàäà÷àìè, ÷èñåëüíi ðîçðàõóíêè âëàñòèâîñòåé ÁÁ�

ìîäåëi (ð-íÿ (3)) ïðîâîäÿòüñÿ äâîìà àëãîðèòìàìè. Îäíàê âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî

äëÿ ïîâíîãî îïèñó �àçîâî¨ ñòðóêòóðè ìîäåëi íåîáõiäíî ðîçðàõóâàòè 4-5 íàé-

íèæ÷èõ ñïiíîâèõ ìóëüòèïëåòiâ. Äî òîãî æ, iíîäi öiêàâî äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi

ñàìå ñêií÷åííèõ ñèñòåì. ßê íàñëiäîê, ïåðåâàãà íàäà¹òüñÿ àëãîðèòìó ç SU(2)

ñèìåòði¹þ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìîæëèâî îòðèìàòè ðåçóëüòàòè ç âèñîêîþ òî÷íi-

ñòþ (íàâiòü äëÿ âèñîêèõ çáóäæåíèõ ñòàíiâ), âèêîðèñòîâóþ÷è ïîìiðíi ðîçðà-

õóíêîâi ðåñóðñè òà ïîðiâíÿíî ìàëó êiëüêiñòü âàðiàöiéíèõ ïàðàìåòðiâ.

3.3.1 Òåñòóâàííÿ ðîáîòè àëãîðèòìiâ

Äëÿ äåìîíñòðàöi¨ õîðîøî¨ òî÷íîñòi ðîçðîáëåíèõ àëãîðèòìiâ â äàíîìó ïiä-

ðîçäiëi âiäòâîðþþòüñÿ âiäîìi çíà÷åííÿ åíåðãié. Òàêîæ ðîçðàõîâóþòüñÿ äå-

êiëüêà ñïiíîâèõ êîðåëÿòîðiâ, ùî õàðàêòåðèçóþòü çàãàëüíèé îñíîâíèé ñòàí

ñèñòåìè â ðiçíèõ �àçàõ.

Äëÿ ïðîâåäåííÿ ðîçðàõóíêiâ çàçíà÷åíèìè ìåòîäàìè íåîáõiäíî îáðàòè: 1)

âiäïîâiäíó ìíîæèíó êðàòíîñòåé âiðòóàëüíèõ ñïiíiâ j â àëãîðèòìi ç SU(2)

ñèìåòði¹þ; 2) ïàðàìåòðè ñêîðî÷åííÿ p, p′ â àëãîðèòìi áåç ñèìåòðié. Âèáið

ìíîæèí êðàòíîñòåé ÷àñòêîâî çóìîâëåíèé ñòðóêòóðîþ çàïëóòàíîñòi (ðèñ. 19).

ßê óæå çãàäóâàëîñü, ìîæíà î÷iêóâàòè ç ðèñ. 19, ùî â äèìåðíié �àçi íåîá-

õiäíi âåëèêi êðàòíîñòi âèðîäæåííÿ, â òîé ÷àñ ÿê â êðèòè÷íié �àçi òà �àçi
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m E(S = 0)/N (∆E/E) E(S = 1)/N ∆01

20 -1.401458747 (1.5 · 10−5
) -1.397301988 0.41566

30 -1.401483243 (5.9 · 10−7
) -1.397364199 0.41192

40 -1.401483902 (9.7 · 10−8
) -1.397372375 0.41115

��Ì� -1.401484039 -1.397379019 0.41048

Òàáë. 10: Åíåðãiÿ íà îäíó ÷àñòèíêó îñíîâíîãî ñòàíó E(S = 0)/N , ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíó E(S =

1)/N òà ùiëèíà Õîëäåéíà ∆01 = E(S = 1) − E(S = 0) áiëiíiéíî¨ (θ = 0) ìîäåëi �àéçåíáåð à ç N = 100

ñïiíiâ s = 1 ç ÏÊÓ. ∆E/E ¹ âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ ðåçóëüòàòiâ ùîäî íàéêðàùèõ âiäîìèõ ðîçðàõóíêiâ.

Â îñòàííüîìó âèïàäêó åíåðãiÿ E(S = 1)/N âèçíà÷à¹òüñÿ ç íàéêðàùîãî âiäîìîãî ðåçóëüòàòó äëÿ E(S =

0)/N [72℄ òà íàéêðàùîãî âiäîìîãî ðåçóëüòàòó äëÿ ùiëèíè Õîëäåéíà äëÿ 100 ñïiíiâ [137℄. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

ìîäè�iêîâàíèé àëãîðèòì ÏÂÅ.

Õîëäåéíà âîíè ïîìiðíi. Òàêîæ î÷iêó¹òüñÿ, ùî â íåìàòè÷íié îáëàñòi (ïîáëèçó

θ = −3π
4 ), ùîäî ÿêî¨ òðèâà¹ äèñêóñiÿ, çàïëóòàíiñòü äàëåêî¨ äi¨ ¹ âåëèêîþ (òàê

ÿê îñíîâíèé ñòàí ìà¹ S = N ïðè θ = −3π
4 ) i ïîòðiáíi âåëèêi âiðòóàëüíi ñïiíè

j. Â ÀÊËÒ-òî÷öi θ = arctg 1
3 iñíó¹ òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçìiðó

ñèñòåìè ç òðèâiàëüíèì ïðåäñòàâëåííÿì âiðòóàëüíîãî ñïiíó {(1/2, 1)} [50℄.

Åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó Îòðèìàíi ìîäè�iêîâàíèì ìåòîäîì ÏÂÅ ðå-

çóëüòàòè äëÿ içîòðîïíîãî �àéçåíáåð îâîãî êiëüöÿ ç N = 100 ñïiíiâ çiáðàíi

â òàáëèöi 10. Åíåðãi¨ îñíîâíîãî (çi ñïiíîì 0) òà ïåðøîãî çáóäæåíîãî (çi ñïi-

íîì 1) ñòàíó äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè iíøèõ àâòîðiâ [72, 137℄. Ç

îòðèìàíèõ çíà÷åíü ìîæíà îòðèìàòè ùiëèíó Õîëäåéíà, i âîíà äîñèòü äîáðå

óçãîäæó¹òüñÿ ç íàéêðàùèì íà ðàçi ðåçóëüòàòîì [137℄. Äî ðå÷i, ðåçóëüòàò äëÿ

îñíîâíîãî ñòàíó ñèñòåìè çi 100 ñïiíiâ äîñèòü áëèçüêèé äî çíà÷åííÿ, îòðèìà-

íîãî äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè â [42℄.

Iíøèì öiêàâèì òåñòîì ìîäè�iêîâàíîãî àëãîðèòìó ÏÂÅ ¹ áiêâàäðàòíà ñè-

ñòåìà (θ = −π
2
), äåòàëüíî äîñëiäæåíà Ñîðåíñåíîì òà ßí îì [112℄ øëÿõîì

âiäîáðàæåííÿ áiêâàäðàòíîãî êiëüöÿ çi ñïiíîì 1 íà XXZ ñèñòåìó çi ñïiíîì

1
2

(äëÿ ÿêî¨ ðîçâ'ÿçîê ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó). Òàêà ñè-

ñòåìà ¹ ãàðíèì òåñòîâèì ìàéäàí÷èêîì äëÿ ÷èñåëüíèõ àëãîðèòìiâ, îñêiëüêè

ðåçóëüòàòè âiäîìi äëÿ ñèñòåì äî 1000 ñïiíiâ. Â òàáëèöi 11 íàâåäåíi ðåçóëüòà-
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m E(0, 0)/N (∆E/E) ∆H E(0, π)/N (∆E/E) ∆H ∆00

20 -2.795792 (4.1 · 10−4
) 0.44 -2.795633 (4.1 · 10−4

) 0.44 0.0161

30 -2.796790 (5.0 · 10−5
) 0.03 -2.796676 (4.0 · 10−5

) 0.28 0.0115

ÁÀ -2.796931 -2.796786 0.0144

Òàáë. 11: Åíåðãiÿ íà îäíó ÷àñòèíêó îñíîâíîãî ñòàíó E(0, 0)/N , ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíó E(0, π)/N

òà ùiëèíà ìiæ íèìè ∆00 = E(0, π) − E(0, 0) äëÿ áiêâàäðàòíî¨ (θ = −π
2 ) ìîäåëi �àéçåíáåð à çi N = 100

ñïiíiâ s = 1 ç ÏÊÓ. Ïåðøå ÷èñëî â äóæêàõ ïîçíà÷à¹ ïîâíèé ñïií (S = 0), à äðóãå - êâàçiiìïóëüñ p (0

àáî π). ∆E/E ¹ âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ ðåçóëüòàòiâ ùîäî ðîçðàõóíêiâ ìåòîäîì Áåòå-àíçàöó (ÁÀ) [112℄. ∆H

ïîçíà÷à¹ äèñïåðñiþ. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìîäè�iêîâàíèé àëãîðèòì ÏÂÅ.

òè äëÿ äâîõ íàéíèæ÷èõ ñòàíiâ çi ñïiíîì 0 òà ðiçíèìè êâàçiiìïóëüñàìè (ÿêi

¹ çàãàëüíèìè îñíîâíèì òà ïåðøèì çáóäæåíèì ñòàíàìè) ñèñòåìè ç ÏÊÓ çi

N = 100 ñïiíiâ. Â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi î÷iêó¹òüñÿ ïîäâiéíî âèðîäæåíèé

îñíîâíèé ñòàí ç ìàëîþ ùiëèíîþ äî íàñòóïíèõ ñòàíiâ (çi ñïiíîì 1, 2). Äëÿ 100

ñïiíiâ âèðîäæåííÿ çíiìà¹òüñÿ íà ìàëó âåëè÷èíó ∆00 = 0.0144 (áëèçüêiñòü äî

òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi ìîæëèâà ëèøå äëÿ òàêî¨ âåëèêî¨ ñèñòåìè). Çíà÷åí-

íÿ åíåðãié äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè Áåòå-àíçàöó, àëå äëÿ âèñîêî¨

òî÷íîñòi ïîòðiáíi âåëèêi m; äî òîãî æ, äëÿ m = 30 íåîáõiäíi ïàðàìåòðè ñêî-

ðî÷åííÿ ðiâíi p = 30 òà p′ = 60.

�îçðàõóíîê ∆H äîçâîëÿ¹ îöiíêó òîãî, íàñêiëüêè äîáðå ðîçðàõîâàíèé

ÌÄÑ àïðîêñèìó¹ âëàñíèé ñòàí ñèñòåìè. Ùî öiêàâî, õîðîøå çíà÷åííÿ åíåðãi¨

ùå íå ãàðàíòó¹ õîðîøîãî âëàñíîãî ñòàíó : ïåðøèé çáóäæåíèé ñòàí ç S = 0 ¹

íå äóæå òî÷íèì (äèâ. òàáëèöþ 11). Àâòîð ïiäîçðþ¹, ùî íàâðÿä ÷è ìîæëèâî

îòðèìàòè õîðîøèé âëàñíèé ñòàí, íå âðàõóâàâøè áåçïîñåðåäíüî â àëãîðèòìi

SU(2) ñèìåòðiþ ñèñòåìè.

Òåïåð ïåðåâiðèìî òî÷íiñòü àëãîðèòìó äëÿ SU(2) ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ ç

ÏÊÓ. Äëÿ öüîãî ðîçðàõó¹ìî åíåðãiþ çàãàëüíîãî îñíîâíîãî ñòàíó ÁÁ� êiëü-

öÿ ç N = 100 ñïiíiâ s = 1 â óñüîìó äiàïàçîíi −π < θ ≤ π. �åçóëü-

òàòè çîáðàæåíi íà ðèñ. 24. Ïðè ðîçðàõóíêàõ íåîáõiäíî âðàõóâàòè, ùî çà-

ãàëüíèé îñíîâíèé ñòàí ìà¹ ðiçíèé ïîâíèé ñïií ïðè ðiçíèõ θ: S = 0 ïðè

−3
4 < θ/π < 1

4 , S = 1 ïðè

1
4 < θ/π < 1

2 (â òàê çâàíié êðèòè÷íié �àçi) òà
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�èñ. 24: Çàëåæíiñòü íàéíèæ÷îãî (êðóãè) òà íàéâèùîãî (êâàäðàòèêè) çíà÷åííÿ åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó

ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 çiN = 100 ÷àñòèíîê ç ÏÊÓ âiä θ. Â îáëàñòi

1
4 < θ/π < 1

2 ðåçóëüòàòè äëÿ S = 1, S = 2

òà S = 0 ¹ äóæå áëèçüêèìè. Íàéíèæ÷å çíà÷åííÿ åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó â ñåêòîði S = N (øòðèõîâàíà

ëiíiÿ) E/N = cos θ + sin θ íå çàëåæèòü âiä ðîçìiðó ñèñòåìè. Â �åðîìàãíiòíié �àçi öåé ñòàí ¹ çàãàëüíèì

îñíîâíèì ñòàíîì, à â îáëàñòi − 1
2 < θ/π < 1

4 öåé ñòàí ¹ íàéâèùèì.

S = N ïðè

1
2 < θ/π < 5

4 (â òàê çâàíié �åðîìàãíiòíié �àçi). Çàâäÿêè ñèìå-

òði¨ H(θ) = −H(θ+π) ìiíiìàëüíå òà ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ ïîâ'ÿçàíi

ðiâíiñòþ Emin(θ) = −Emax(θ + π) (ìàêñèìàëüíà åíåðãiÿ òàêîæ ïîêàçàíà íà

ðèñ. 24). Çà êiëüêîìà âèíÿòêàìè ãðà�iê îòðèìàíî ç âèêîðèñòàííÿì ìíîæèíè

êðàòíîñòåé T = {(1/2, 6), (3/2, 6), (5/2, 5)} (îêðiì �åðîìàãíiòíî¨ �àçè, äå âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ T = {(N/2, 1)}). �åçóëüòàòè äëÿ N = 100 ¹ äîñèòü áëèçüêèìè

äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi.

Òî÷íi çíà÷åííÿ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó âiäîìi äëÿ òî÷îê ç âåëèêèì âèðî-

äæåííÿì θ/π = −3
4,−1

2,
1
2 (ïåðøà ìà¹ SU(3) ñèìåòðiþ, à iíøi äâi - ¾÷åðãî-

âàíó¿ SU(3) ñèìåòðiþ). Òàêîæ âiäîìèìè ¹ çíà÷åííÿ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó

E/N äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì ïðè θ/π = ±1
4 . Îòæå, íà öèõ çíà÷åííÿõ θ ìî-

æíà äîáðå ïðîäåìîíñòðóâàòè òî÷íiñòü çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ç SU(2)

ñèìåòði¹þ. Íàâåäåíi â òàáëèöi 12 îäåðæàíi ðåçóëüòàòè äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç

òî÷íèìè çíà÷åííÿìè, äîâîäÿ÷è óñïiøíiñòü çàçíà÷åíîãî àëãîðèòìó.

Äâi SU(3)-ñèìåòðè÷íi òî÷êè θ = π/4,−3π/4 âèìàãàþòü êîìåíòàðÿ. Â öèõ

òî÷êàõ ñïåêòð ¹ ñèëüíî âèðîäæåíèì, òîìó äëÿ ðîçðàõóíêiâ ïîòðiáíi íàéáiëüøi

ðîçðàõóíêîâi ðåñóðñè. Çîêðåìà, ìíîæèíà êðàòíîñòåé ìà¹ ìiñòèòè j = 7/2 àáî

áiëüøi ñïiíè â îêîëi òî÷êè θ = −3π/4. Ìîæíà î÷iêóâàòè (ç ðîçðàõóíêiâ äëÿ
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θ/π E/N ET/N ∆E/ET T

0.25 0.210586040 {6, 6, 5, 0}
0.5 1.000000043 1.0 4.3 · 10−8 {1, 1, 1, 0}
-0.75 -1.41003865 -1.41421356 3.0 · 10−3 {3, 3, 3, 2}
-0.5 -2.79678849 -2.79693073 5.1 · 10−5 {6, 6, 5, 0}
-0.25 -2.82866909 {7, 7, 6, 0}

Òàáë. 12: Åíåðãiÿ íà îäíó ÷àñòèíêó îñíîâíîãî ñòàíó ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 çi N = 100 ÷àñòèíîê

ç ÏÊÓ ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà θ. ET ¹ âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñêií÷åííèõ ñèñòåì ïðè

θ/π = 0.5,−0.75,−0.5 (äèâ., íàïðèêëàä, [112℄). �åçóëüòàòè Áåòå-àíçàöó äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì: ïðè θ/π =

0.25 [121, 109℄ E
N

= 1√
2
(2− π

3
√
3
− log 3) ≃ 0.20986075 òà θ/π = −0.25 [107℄ E

N
= −

√
8 ≃ −2.82842712. Âèêîðè-

ñòîâó¹òüñÿ àëãîðèòì ç SU(2) ñèìåòði¹þ. Ñïiíîâi ïðåäñòàâëåííÿ T = {(1/2, x1), (3/2, x2), (5/2, x3), (7/2, x4)}
ïîçíà÷àþòüñÿ ïðîñòî ÿê {x1, x2, x3, x4}.

ñèñòåì ìàëîãî ðîçìiðó), ùî â òî÷öi ïåðåõîäó −3π/4 íåîáõiäíi j . N/2. Àëå

õîðîøi ðåçóëüòàòè ìîæíà îòðèìàòè íàâiòü ç ïîìiðíèìè çíà÷åííÿìè j.

Öiêàâî çàçíà÷èòè, ùî ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè ïèðè −3
4 < θ/π < 1

2 îòðèìó-

þòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì òiëüêè íàïiâöiëèõ ñïiíiâ. Òàêi ñàìi çíà÷åííÿ ìîæíà

îòðèìàòè ç âèêîðèñòàííÿì öiëèõ ñïiíiâ, àëå öiíîþ äåùî áiëüøîãî ðîçðàõóí-

êîâîãî ðåñóðñó. ×åðåç òå, ùî �içè÷íèé ñïií ¹ öiëèì (s = 1), öiëi òà íàïiâöiëi

ñïiíè íå ïàðóþòüñÿ ìiæ ñîáîþ (çãiäíî ç ¾ïðàâèëîì òðèêóòíèêà¿). Îòæå, íå-

äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ¨õ îäíî÷àñíî (öå çðîáèòü ïîâíèé ðîçìið m çàíàäòî

âåëèêèì äëÿ ðîçðàõóíêiâ íà öüîìó åòàïi).

Ñïåöiàëüíîãî êîìåíòàðÿ ïîòðåáó¹ òàêîæ �åðîìàãíiòíà îáëàñòü

1
2
< θ/π <

5
4 . Òóò çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ ìîæíà îòðèìàòè àíàëiòè÷íî. Òðàíñëÿöié-

íà iíâàðiàíòíiñòü òà ïðàâèëà ïåðåêàëiáðóâàííÿ ÌÄÑ äîçâîëÿþòü îòðèìàòè

îäíàêîâèé ÌÄÑ äëÿ âñiõ ñïiíiâ (îêðiì äîäàòêîâîãî):M[i] = (
√
N + 1). Îòæå,

ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè N [i]
eff , ùî â öüîìó âèïàäêó íå çàëåæèòü âiä äîñëiäæó-

âàíîãî ãàìiëüòîíiàíà. Âñi ïðîìiæíi iíäåêñè ¹ ðiâíèìè, îòæå

(N [i]
eff)(1,1),(1,1) =

∑

je1

(−1)je1 (2je1+1)
(N !)2

(N − je1)!(N + je1 + 1)!

(

1− 2je1(je1 + 1)

N(N + 2)

)N

.

(124)
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Ìàòðèöÿ H[i]
eff äëÿ ÁÁ� ìîäåëi äîðiâíþ¹

(H[i]
eff)(1,1),(1,1) = N(cos θ+sin θ)

∑

je1

(−1)je1 (2je1+1)
(N !)2

(N − je1)!(N + je1 + 1)!
×

×
(

1− 2je1(je1 + 1)

N(N + 2)

)N

. (125)

ßê íàñëiäîê, çíà÷åííÿ åíåðãi¨ íà îäèí ñïií ñòàíó ç S = N ïðèðîäíî äîðiâíþ¹

E
N

= 1
N

(H[i]
eff)(1,1),(1,1)

(N [i]
eff)(1,1),(1,1)

= cos θ + sin θ. Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà îòðèìàòè ÷èñåëüíî

äëÿ N . 25. Òàê ÿê ìàòðè÷íi åëåìåíòè H[i]
eff òà N [i]

eff ìîíîòîííî ñïàäàþòü ç N ,

ïðè N & 25 âîíè, íà æàëü, âæå íå ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ÷èñëàìè, áiëüøèìè çà

ìàøèííó òî÷íiñòü êîìï'þòåðà.

Êîðåëÿöiéíi �óíêöi¨ Äëÿ òåñòóâàííÿ ðîáîòè àëãîðèòìó ç SU(2) ñè-

ìåòði¹þ òàêîæ ðîçðàõîâóþòüñÿ êiëüêà öiêàâèõ êîðåëÿòîðiâ â ÁÁ� ìîäåëi.

�ÿäêîâèé êîðåëÿòîð Ôàçà Õîëäåéíà (−π
4 < θ < π

4 ) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íå-

íóëüîâèì çíà÷åííÿì ðÿäêîâîãî êîðåëÿòîðà â îñíîâíîìó ñòàíi çi ñïiíîì 0 [138℄,

g(l) = −〈szi (
i+l−1∏

j=i+1

exp(iπszj))s
z
i+l〉, (126)

ùî íå çàòóõà¹ â ãðàíèöi N, l → ∞. Öåé êîðåëÿòîð òàêîæ çâåòüñÿ ¾ðÿäêîâèì

ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó¿ (àíãë. �string order parameter�), àëå âií íå ¹ ¾ëîêàëü-

íèì¿ i òîìó íå ¹ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó â éîãî çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Íà ðèñ. 25 ïîêàçàíà çàëåæíiñòü ðÿäêîâîãî êîðåëÿòîðà g(l) âiä θ. �îçìið

ñèñòåìè N = 100, à äîâæèíà ðÿäó îáèðà¹òüñÿ ðiâíîþ l = 30. Òàêèé âèáið

çàáåçïå÷ó¹ äîñòàòíþ äîâæèíó ÿê ðÿäó, òàê i ðåøòè ñèñòåìè, ùî íåîáõiäíî

äëÿ âiäòâîðåííÿ âëàñòèâîñòåé ñèñòåì íåñêií÷åííîãî ðîçìiðó (ðîçðàõóíêè ïî-

êàçóþòü, ùî g(l) ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ ¹ ñòàëèì äëÿ 20 ≤ l ≤ 40). Íàâåäåíi

ðåçóëüòàòè â îáëàñòi −0.22 ≤ θ/π ≤ 0.23 äóæå äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëü-

òàòàìè äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì, íàâåäåíèõ â [139℄.

�îçðàõóíêè äîâîäÿòü, ùî äàëüíié ðÿäêîâèé ïîðÿäîê ïðèñóòíié òiëüêè â

�àçi Õîëäåéíà. ×èñåëüíî ñêëàäíî îòðèìàòè òî÷íi çíà÷åííÿ íà ãðàíèöÿõ �à-
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�èñ. 25: �ÿäêîâèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó, ðîçðàõîâàíèé äëÿ ÁÁ� ìîäåëi ç ÏÊÓ ÿê �óíêöiÿ θ (øòðèõîâàíà

ëiíiÿ ïîçíà÷à¹ ÀÊËÒ-òî÷êó). �îçìið ñèñòåìè äîðiâíþ¹ N = 100, à äîâæèíà ðÿäó äîðiâíþ¹ l = 30 (ùî

çàáåçïå÷ó¹ äîñòàòíié ðîçìið ÿê ðÿäó, òàê i âñi¹¨ ñèñòåìè). Çíà÷åííÿ äëÿ θ = 0 äîðiâíþ¹ g(l) ≃ 0.374330,

ùî äóæå äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ ç ðîçðàõóíêàìè äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì [41℄.

çè Õîëäåéíà, ùî ìîæå áóòè ñïðè÷èíåíî ñêií÷åííèì ðîçìiðîì ñèñòåìè (äëÿ

àíàëiçó �àçîâîãî ïåðåõîäó ïîòðiáíà ñòðîãî íåñêií÷åííà ñèñòåìà). Â ÀÊËÒ-

òî÷öi (θ = arctg 1
3) òî÷íèé ðåçóëüòàò äîðiâíþ¹ g(∞) = 4/9 [50℄, ùî äóæå

òî÷íî âiäòâîðþ¹òüñÿ íàøèìè ðîçðàõóíêàìè äëÿ N = 100 ñïiíiâ. Â äàíié òî-

÷öi êðèâà ìà¹ ìàêñèìóì. Äëÿ áiëiíiéíî¨ (θ = 0) ìîäåëi �àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1

íàéêðàùèé âiäîìèé ðåçóëüòàò äîðiâíþ¹ g(∞) ≃ 0.374325 [41℄. Íàø ðåçóëüòàò

g(30) = 0.374330 äëÿ N = 100 äóæå äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ ç çàçíà÷åíèì.

Äèìåðíèé êîðåëÿòîð Â îáëàñòi −3π
4 < θ < −π

4 ðîçðàõîâó¹òüñÿ äèìåðíèé

êîðåëÿòîð

D =
1

N

∑

i

(−1)i[cos θ ~si ⊗ ~si+1 + sin θ (~si ⊗ ~si+1)
2] (127)

Îñíîâíèé òà çáóäæåíi ñòàíè òðàíñëÿöiéíî iíâàðiàíòíî¨ ñèñòåìè ñêií÷åííî-

ãî ðîçìiðó ç ÏÊÓ íå ìîæóòü äèìåðèçóâàòèñü. Äëÿ ðîçðàõóíêó äèìåðèçàöi¨

íåîáõiäíî âçÿòè ñèìåòðè÷íó/àíòèñèìåòðè÷íó ñóïåðïîçèöiþ äâîõ íàéíèæ÷èõ

ñòàíiâ ç S = 0 òà ðiçíèìè êâàçiiìïóëüñàìè (p = 0 òà p = π). Â ñêií÷åííèõ ñè-

ñòåìàõ öi äâà ñòàíè ðîçäiëåíi ìàëîþ ùiëèíîþ, àëå â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi

âîíè óòâîðþþòü âèðîäæåíèé äóáëåò. �îçðàõîâàíèé òàêèì ÷èíîì äèìåðíèé

ïàðàìåòð ïîðÿäêó äîðiâíþ¹

D =
1

2
〈0(0) ± 0(π)|D|0(0) ± 0(π)〉 = ±〈0(0)|D|0(π)〉.
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�èñ. 26: Äèìåðíèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó (ð-íÿ (127)), ðîçðàõîâàíèé ç äâîõ íàéíèæ÷èõ ñòàíiâ ÁÁ� ìîäåëi

çi ñïiíîì 1 ç N = 50 ÷àñòèíîê ç ÏÊÓ (ñóöiëüíà êðèâà), òà éîãî çíà÷åííÿ, åêñòðàïîëüîâàíå äî òåðìîäè-

íàìi÷íî¨ ãðàíèöi (øòðèõîâàíà êðèâà), ÿê �óíêöi¨ θ. D(N = 50) ≃ 0.6015 ïðè θ = −π/2. Åêñòðàïîëüîâàíå

çíà÷åííÿ D∞ ≃ 0.568 ïðè äàíîìó θ äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ ç òåîðåòè÷íèì ðîçðàõóíêîì äëÿ íåñêií÷åííî¨

ñèñòåìè (ùî ïîçíà÷åíèé õðåñòîì) [140, 141℄.

Ñòðîãî êàæó÷è, íåîáõiäíî ñïî÷àòêó äîâåñòè, ùî ùiëèíà ìiæ äâîìà íàé-

íèæ÷èìè ñòàíàìè çíèêà¹ ïðè N → ∞, iíàêøå ïðîöåäóðà ñòà¹ íåîá ðóíòî-

âàíîþ. Â íàøèõ ðîçðàõóíêàõ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, ùî ïðîäåìîíñòðîâàíî íà

ïðèêëàäi òî÷îê θ = −0.72π,−π
2 ,−π

4 . Çíà÷åííÿ ùiëèíè ∆00 äóæå òî÷íî ïîêà-

çó¹ ñòåïåíåâó çàëåæíiñòü: ∆00 = BN−α
. Ñàìà æ äèìåðèçàöiÿ àïðîêñèìó¹òüñÿ

�óíêöi¹þ, íàâåäåíîþ â ð-íi (6) ñòàòòi [118℄:

D(N) = D∞ + cN−β exp(−N/2ξ).

Ìîæíà îäðàçó îöiíèòè òî÷íiñòü ðîçðàõóíêiâ, òàê ÿê äèìåðèçàöiÿ ìîæå

áóòè ðîçðàõîâàíà àíàëiòè÷íî ïðè θ = −π
2
â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi (òóò

ÁÁ� ìîäåëü ìîæå áóòè âiäîáðàæåíà íà XXZ): D =
√
5
2

∏∞
n=1 th

2(n arch3
2) ≃

0.5622 [140, 141℄. Íàøi ðåçóëüòàòè äëÿ 30, 40 òà 50 ñïiíiâ ïðè θ = −π/2
äàþòü D∞ ≃ 0.568, β = 1, ξ ≃ 20.2, ùî ãàðíî óçãîäæó¹òüñÿ ç òåîði¹þ. Äëÿ

îòðèìàííÿ òî÷íiøîãî ðåçóëüòàòó íåîáõiäíi ðîçðàõóíêè äëÿ áiëüøèõ ñèñòåì

(ïîíàä 100 ñïiíiâ).

Îá ðóíòóâàâøè ïðîöåäóðó, ðîçðàõó¹ìî äèìåðíèé êîðåëÿòîð äëÿ ñèñòåìè

ç N = 50 òà åêñòðàïîëüîâàíå (ñïðàâæí¹) çíà÷åííÿ äëÿ N → ∞ (ðèñ. 26).

Äèìåðèçàöiÿ (127) îá÷èñëþâàëàñü òàêîæ â [116℄ äëÿ ñèñòåì ç ÂÊÓ ðîç-

ìiðîì äî 48 ÷àñòèíîê. Ïðè ÂÊÓ òðàíñëÿöiéíî¨ iíâàðiàíòíîñòi íåìà¹, òîìó
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âèðîäæåíi ñòàíè óòâîðþþòüñÿ àâòîìàòè÷íî. Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ, ùî äëÿ ñèñòåì

ç ÏÊÓ ðîçìiðîì äî 50 ñïiíiâ ðåçóëüòàò çàâæäè òðîõè áiëüøèé, íiæ äëÿ ÂÊÓ.

Äèìåðèçàöiÿ ó âèãëÿäi ÷îòèðèòî÷êîâîãî êîðåëÿòîðà 〈0(0)|D2|0(0)〉 ðîçðàõîâó-
âàëàñü äëÿ ñèñòåì ç ÏÊÓ â ñòàòòi [74℄. Íàø åêñòðàïîëüîâàíèé ðåçóëüòàò ïðè

θ = −0.65π óçãîäæó¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòîì, îòðèìàíèì â [74℄.

3.3.2 Íàéíèæ÷à ÷àñòèíà ñïåêòðà òà �àçîâà äiàãðàìà

Òåïåð ðîçãëÿíåìî �àçîâó ñòðóêòóðó ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1. ßê óæå çãà-

äóâàëîñü, áàãàòî ií�îðìàöi¨ ïðî �àçîâó ñòðóêòóðó ìîäåëi ìîæëèâî äiñòàòè ç

àíàëiçó âëàñòèâîñòåé îñíîâíîãî ñòàíó. Îäíàê â äàíié ðîáîòi âèâ÷à¹òüñÿ íàé-

íèæ÷à ÷àñòèíà ñïåêòðà ñèñòåìè. (Íà âiäìiíó âiä XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2,

òåïåð íåîáõiäíî ðàõóâàòè òàêîæ çáóäæåíi ñòàíè â ðiçíèõ ñïiíîâèõ ñåêòîðàõ)

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ñïåêòð îáãîâîðþâàòèìåòüñÿ â âèçíà÷åíèõ òî÷êàõ �àçî-

âî¨ äiàãðàìè, i íàãîëîøóâàòèìóòüñÿ õàðàêòåðíi âiäìiííîñòi, ùî ìàþòü ìiñöå

â ðiçíèõ �àçàõ íàâiòü äëÿ ñêií÷åííèõ ñèñòåì. Çâiñíî, äåÿêi ç ðåçóëüòàòiâ äó-

áëþâàòèìóòü âæå âiäîìi ðåçóëüòàòè (ìîâà éäå ïðî �àçó Õîëäåéíà òà äèìåðíó

�àçó). Ôåðîìàãíiòíà �àçà íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Ñïåêòð ñèñòåìè ç 50 ñïiíiâ â äiàïàçîíi −3
4
< θ < 1

2
çîáðàæåíèé íà ðèñ. 27.

Ïîêàçàíi äâà íàéíèæ÷i ñòàíè çi ñïiíîì 0 (ñèí ëåòè), îäèí àáî äâà íàéíèæ÷i

ñòàíè çi ñïiíîì 1 (òðèïëåòè) òà îäèí ñòàí çi ñïiíîì 2 (êâiíòåò). Íåîáõiäíî

ïàì'ÿòàòè, ùî íàéâèùi ç öèõ 4-5 ìóëüòèïëåòiâ ìîæóòü çíàõîäèòèñü ïîíàä

iíøèìè ñòàíàìè, ùî íå ðîçðàõîâóþòüñÿ òóò (ñïðàâà â òîìó, ùî öi ñòàíè íå

âïëèâàþòü íà çàãàëüíó êàðòèíó). Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ñòàíè ïîçíà÷àþòüñÿ

¨õíiì êâàçiiìïóëüñîì p.

�îçãÿëíåìî ñïåêòð â ðiçíèõ �àçàõ, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 27, çëiâà íàïðàâî.

Â êðèòè÷íié �àçi (

1
4 < θ/π < 1

2) äëÿ ñèñòåì ç ÏÊÓ ðîçìiðîì äî 50

ñïiíiâ ïiäòâåðäæåíî, ùî îñíîâíèé ñòàí ¹ äâîêðàòíî âèðîäæåíèì òðèïëåòîì.

Ïðèñóòíÿ ñëàáêà ùiëèíà äî íàéíèæ÷îãî êâiíòåòà òà òðîõè áiëüøà ùiëèíà äî

íàéíèæ÷îãî ñèí ëåòà (âîíè îáî¹ ìàþòü êâàçiiìïóëüñ p = 0). Ùî öiêàâî, â

êðèòè÷íié �àçi çáóäæåíi ñòàíè â ñåêòîðàõ ç S = 2 òà S = 0 ÷àñòî ¹ âèðîäæå-

íèìè.
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�èñ. 27: Íàéíèæ÷à ÷àñòèíà ñïåêòðà ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 ç N = 50 ÷àñòèíîê ç ÏÊÓ â iíòåðâàëi

ïàðàìåòðà −3/4 < θ/π < 1/2. Ïîêàçàíi äâà íàéíèæ÷i ñòàíè çi ñïiíîì 0, îäèí àáî äâà íàéíèæ÷i ñòàíè

çi ñïiíîì 1 òà íàéíèæ÷èé ñòàí çi ñïiíîì 2. Åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó âçÿòà ÿê E = 0. Ïðèìiòêà 1: â

(íåìàòè÷íié) îáëàñòi, ùîäî ÿêî¨ òðèâà¹ äèñêóñiÿ, äëÿ âåëèêèõ ñèñòåì ïåðøèé çáóäæåíèé ñòàí çi ñïiíîì 0

ñòà¹ íèæ÷èì çà íàéíèæ÷èé ñòàí çi ñïiíîì 2. Ïðèìiòêà 2: â êðèòè÷íié �àçi ìiæ íàéíèæ÷èìè ñòàíàìè çi

ñïiíîì 0 òà 2 ¹ é iíøi ñòàíè. Ìiòêè âçäîâæ îñi ïîçíà÷àþòü çíà÷åííÿ θ, â ÿêèõ ðîçðàõîâó¹òüñÿ ñïåêòð.

ßê íàñëiäîê, ãîëîâíå çáóäæåííÿ â êðèòè÷íié �àçi ¹ êâàäðóïîëüíèì, ùî

ïiäòâåðäæó¹ ðåçóëüòàòè äëÿ ñèñòåì ç ÂÊÓ [114℄. Íàøi ðåçóëüòàòè äëÿ çà-

ãàëüíîãî îñíîâíîãî ñòàíó äëÿ ñèñòåì ç 50 òà 100 ñïiíiâ ïðè θ = 0.4π äóæå

äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç åêñòðàïîëüîâàíèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ìåíøèõ ñèñòåì,

íàâåäåíèìè â [142℄.

Îñíîâíèé ñòàí â óñié �àçi Õîëäåéíà (−1
4
< θ/π < 1

4
) ìà¹ ñïií S = 0, à ïåð-

øèé çáóäæåíèé ñòàí - ñïií S = 1. Õîëäåéí äîâiâ [106℄, ùî ùiëèíà ìiæ öèìè

äâîìà ñòàíàìè çàëèøà¹òüñÿ íåíóëüîâîþ â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi â ñèñòå-

ìàõ ç öiëèì ñïiíîì (â áiëiíiéíié ìîäåëi �àéçåíáåð à âîíà çâåòüñÿ ¾ùiëèíîþ

Õîëäåéíà¿). Â ðîáîòi öå ïiäòâåðäæåíî ðîçðàõóíêàìè äëÿ âåëèêèõ ñèñòåì.

Òàêîæ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ (ðèñ. 27), ùî ïðè θ = 0 ïåðøèé çáóäæåíèé ñèí ëåò

çíàõîäèòüñÿ íàáàãàòî âèùå çà íàéíèæ÷èé òðèïëåò i ¹ ìàéæå âèðîäæåíèì ç

íàéíèæ÷èì êâiíòåòîì (àíàëîãi÷íi ðîçðàõóíêè íàâåäåíi â [137℄). Àëå ïðè íà-

áëèæåííi äî θ = −π
4 ïåðøèé çáóäæåíèé ñòàí çi ñïiíîì S = 0 îïóñêà¹òüñÿ i

íàáëèæà¹òüñÿ äî ñòàíó çi ñïiíîì S = 1.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ ñòàíiâ ç S = 0 òà S = 1 äëÿ áiëiíiéíî¨ ìîäåëi

�àéçåíáåð à ç ÏÊÓ çi N = 100 ñïiíiâ íàâåäåíi â òàáëèöi 13. Ç öèõ ðåçóëüòàòiâ

îòðèìó¹òüñÿ ùiëèíà Õîëäåéíà ∆ = 0.41096 (íàéêðàùèé âiäîìèé ðåçóëüòàò
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S E/N EC/N ∆E/EC T

0 -1.401484019 -1.401484039 1.4 · 10−8 {6, 6, 6}
1 -1.397374407 -1.397379245 3.5 · 10−6 {9, 9, 9}

Òàáë. 13: Çíà÷åííÿ åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó íàéíèæ÷èõ ñòàíiâ áiëiíiéíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à çiN = 100

ñïiíiâ s = 1 ç ÏÊÓ. Âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñïiíîâi ïðåäñòàâëåííÿ T = {(1/2, x1), (3/2, x2), (5/2, x3)}, ÿêi ïîçíà-
÷àþòüñÿ ïðîñòî ÿê {x1, x2, x3}. Ùiëèíà Õîëäåéíà äîðiâíþ¹ ∆E = 0.41096 (íàéêðàùèé âiäîìèé ðåçóëüòàò:

∆E = 0.41048).EC ¹ ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ iíøèõ àâòîðiâ [133, 72, 102℄. EC äëÿ S = 1 âèçíà-

÷à¹òüñÿ ç íàéêðàùèõ âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ùiëèíè Õîëäåéíà òà åíåðãi¨ ñòàíó ç S = 0. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

àëãîðèòì ç SU(2) ñèìåòði¹þ.

∆ = 0.41048 íàâåäåíèé â [102, 137℄). Ùî öiêàâî, çà âëàñòèâîñòÿìè ñèñòåìà çi

100 ñïiíiâ ìàéæå íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè. Åíåðãiÿ ñòàíó ç

S = 0 äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè iíøèõ àâòîðiâ [133, 72℄.

Äèìåðíà �àçà (−3
4 < θ/π < −1

4) áóëà öiêàâà áàãàòüîì àâòîðàì, âiäêîëè

áóëà çàïðîïîíîâàíà ÁÁ� ìîäåëü. Â öié �àçi ïåðøèé çáóäæåíèé ñèí ëåò ðîç-

òàøîâàíèé íèæ÷å çà íàéíèæ÷i òðèïëåò òà êâiíòåò. Àëå êëþ÷îâèì ¹ òå, ùî

äâà íàéíèæ÷i ñòàíè (òåïåð öå äâà ñèí ëåòè ç ðiçíèìè êâàçiiìïóëüñàìè p = 0

i p = π) óòâîðþþòü âèðîäæåíèé äóáëåò ïðè N → ∞. ×åðåç öå â òåðìîäè-

íàìi÷íié ãðàíèöi ïîðóøó¹òüñÿ òðàíñëÿöiéíà iíâàðiàíòíiñòü îñíîâíîãî ñòàíó,

ÿêèé âiäïîâiäíî äèìåðèçó¹òüñÿ.

Âàðòî ïðîêîìåíòóâàòè ãîëîâíå çáóäæåííÿ â ñèñòåìi. Â äèìåðíié �àçi òðè-

ïëåò ðîçòàøîâó¹òüñÿ íèæ÷å çà êâiíòåò ïðè θ/π > −1
2 i âèùå ïðè θ/π < −1

2 .

Â òî÷öi θ = −π/2 (ùî ìà¹ ¾÷åðãîâàíó¿ SU(3) ñèìåòðiþ) íàéíèæ÷i òðèïëåò i
êâiíòåò óòâîðþþòü âèðîäæåíó ïàðó. Öå âèðîäæåííÿ ïiäòâåðäæåíå ÷èñåëüíî

â [110℄ äëÿ ñèñòåì ìàëîãî ðîçìiðó, à â äàíié ðîáîòi - äëÿ ñèñòåì ðîçìiðîì

äî 50 ñïiíiâ. Âàæëèâî, ùî â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi ùiëèíà ìiæ äóáëåòîì

ñòàíiâ ç S = 0 òà íàéíèæ÷èì òðèïëåòîì àáî êâiíòåòîì ¹ íåíóëüîâîþ.

ßê âèäíî ç òàáëèöi 14, ðîçðàõîâàíi çíà÷åííÿ åíåðãi¨ ÷îòèðüîõ íàéíèæ÷èõ

ìóëüòèïëåòiâ äëÿ áiêâàäðàòíî¨ òî÷êè θ = −π/2 äóæå äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç

ðîçðàõóíêàìè Ñîðåíñåíà òà ßí à ìåòîäîì Áåòå-àíçàöó [112℄. Â öié òî÷öi ðîç-

ðàõóíêè ¹ òåõíi÷íî äóæå ñêëàäíèìè, ùî ïiäòâåðäæó¹ ïåðåäáà÷åííÿ, çðîáëåíå
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S E/N EBA/N ∆E/EBA T

0 -2.797465 -2.797493 1.0 ·10−5 {8, 8, 7, 0}
0 -2.795884 -2.795919 1.2 ·10−5 {8, 8, 7, 0}
1 -2.789761 -2.789989 8.2 ·10−5 {8, 8, 8, 0}
2 -2.789779 -2.789989 7.5 ·10−5 {6, 6, 6, 6}

Òàáë. 14: Åíåðãiÿ íà îäíó ÷àñòèíêó ÷îòèðüîõ íàéíèæ÷èõ ñòàíiâ áiêâàäðàòíî¨ (θ = −π/2) ìîäåëi �àé-

çåíáåð à ç N = 50 ñïiíiâ s = 1 ç ÏÊÓ. �åçóëüòàòè Áåòå-àíçàöó EBA îòðèìóþòüñÿ ç [112℄. Âèêîðèñòî-

âóþòüñÿ ñïiíîâi ïðåäñòàâëåííÿ T = {(1/2, x1), (3/2, x2), (5/2, x3), (7/2, x4)}, ÿêi ïîçíà÷àþòüñÿ ïðîñòî ÿê

{x1, x2, x3, x4}. Îòðèìàíå çíà÷åííÿ ùiëèíè ìiæ äâîìà ñòàíàìè ç S = 0 äîðiâíþ¹ ∆00 = 0.0791 (Áåòå-

àíçàö: ∆00 = 0.0787). Îòðèìàíå çíà÷åííÿ ùiëèíè ìiæ íàéíèæ÷èìè ñòàíàìè ç âiäïîâiäíî S = 0 òà S = 1

äîðiâíþ¹ ∆01 = 0.3852 (Áåòå-àíçàö: ∆01 = 0.3752). Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àëãîðèòì ç SU(2) ñèìåòði¹þ.

ç âëàñòèâîñòåé çàïëóòàíîñòi.

Íàéöiêàâiøèì ¹ äîñëiäæåííÿ îáëàñòi ïàðàìåòðà ïîáëèçó θ = −3π/4, äå

òðèâà¹ äèñêóñiÿ ïðî iñíóâàííÿ íåìàòè÷íî¨ �àçè. Â ñòàòòi [116℄ ðîçãëÿäàëèñü

ñèñòåìè ç ÏÊÓ ç N ≤ 16, ÿêi â äàíié ðîáîòi ïîøèðþþòüñÿ íà ñèñòåìè ðîçìi-

ðîì äî 50 ñïiíiâ.

Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ, ùî äëÿ ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè çàâæäè iñíó¹ îáëàñòü −3π
4 <

θ < θcr, äå íàéíèæ÷èé êâiíòåò ðîçòàøîâàíèé íèæ÷å çà ïåðøèé çáóäæåíèé ñè-

í ëåò òà íàéíèæ÷èé òðèïëåò. Ïðèìiðîì, äëÿ 10 ñïiíiâ θcr ≃ −0.58π, à äëÿ 50

ñïiíiâ θcr ≃ −0.67π. ßê íàñëiäîê, â öié îáëàñòi äóæå çðîñòàþòü êâàäðóïîëüíi

êîðåëÿöi¨, ùî áóëî âêàçàíî â [114℄.

Ç âêàçàíèõ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà ïîìèëêîâî ïðèïóñòèòè, ùî â äàíié îáëàñòi

iñíó¹ îêðåìà �àçà. Àëå íåîáõiäíî äîñëiäèòè ïîâåäiíêó ñïåêòðà â òåðìîäè-

íàìi÷íié ãðàíèöi. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî ïðîâåñòè ñêií÷åííîðîçìiðíèé ñêåéëií 

ùiëèí ∆00 i ∆02 òà îòðèìàòè ¨õíi çíà÷åííÿ ∆∞
00 i ∆

∞
02 äëÿ N → ∞.

Òâåðäæåííÿ ïðî íàÿâíiñòü ùiëèííî¨ íåìàòè÷íî¨ �àçè (òîáòî ∆∞
00 > 0 i

∆∞
02 = 0) áóëî çðîáëåíå â [115℄ i ñïðîñòîâàíå â [116, 98, 117℄. Â îñòàííiõ ñòàòòÿõ

çàâæäè îòðèìó¹òüñÿ çàêðèòòÿ ùiëèíè ìiæ äâîìà ñèí ëåòàìè: ∆∞
00 = 0. Îäíàê

äîñi äîïóñêà¹òüñÿ ìîæëèâiñòü, ùî ∆∞
02 = 0 ó âóçüêié îáëàñòi −3

4 < θ/π .

−0.7. Ïîïåðåäíi ðîçðàõóíêè ��Ì� äëÿ ÂÊÓ [114℄ áóëè íåçäàòíi ÷èñåëüíî
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âèçíà÷èòè äóæå ìàëi çíà÷åííÿ ∆∞
02.

Â äàíié ðîáîòi äëÿ ñêií÷åííîðîçìiðíîãî ñêåéëií ó îáèðà¹òüñÿ òî÷êà θ/π =

−0.72. Âîíà ¹ äîñèòü áëèçüêîþ äî òî÷êè ïåðåõîäó θ = −3π
4
, àëå ùå íå âèìàãà¹

çàõìàðíèõ ðîçðàõóíêîâèõ ðåñóðñiâ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðè äàíîìó çíà÷åííi θ

äëÿ ðîçðàõóíêó ñèí ëåòiâ äîñòàòíüî çíà÷åííÿ âiðòóàëüíîãî ñïiíó j = 7/2,

çàòå äëÿ ðîçðàõóíêó êâiíòåòó íåîáõiäíi j = 11/2 àáî íàâiòü áiëüøi ñïiíè.

ßê óæå çãàäóâàëîñü â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, çi ñêií÷åííîðîçìiðíîãî

ñêåéëií ó îòðèìó¹òüñÿ ∆∞
00 . 2 · 10−4

ïðè θ/π = −0.72. Öå îçíà÷à¹, ùî ùi-

ëèíà ìiæ äâîìà ñèí ëåòàìè çàêðèâà¹òüñÿ (ÿê i äëÿ iíøèõ âèïàäêiâ). Ìî-

æíà ñêàçàòè, ùî ïåðøèé çáóäæåíèé ñèí ëåò äóæå øâèäêî ¾îïóñêà¹òüñÿ¿ ïðè

çáiëüøåííi ðîçìiðó ñèñòåìè. Äî ðå÷i,∆00(N) äóæå äîáðå àïðîêñèìó¹òüñÿ ñòå-

ïåíåâîþ çàëåæíiñòþ ∆00(N) = BN−α
(â öüîìó âèïàäêó α ≃ 1.10). Â ñâîþ

÷åðãó äèìåðèçàöiÿ ¹ íåíóëüîâîþ ïðè äàíîìó θ: D∞ = (4± 2) · 10−3
.

Íà ïðîòèâàãó, ∆02(N) äåìîíñòðó¹ åêñïîíåíöiéíó ïîâåäiíêó (i ïîâiëüíå

ñïàäàííÿ ïðè çáiëüøåííi N). ×åðåç öå âàæêî çðîáèòè òî÷íó åêñòðàïîëÿ-

öiþ, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè äëÿ ñèñòåì ïîìiðíîãî ðîçìiðó (î÷åâèäíî,

íåîáõiäíi ðîçðàõóíêè äëÿ 100 àáî áiëüøå ñïiíiâ). Åêñòðàïîëÿöiÿ íàøèõ íàé-

òî÷íiøèõ ðåçóëüòàòiâ äà¹ çíà÷åííÿ ùiëèíè ìiæ íàéíèæ÷èìè ñèí ëåòîì òà

êâiíòåòîì ∆∞
02 ≃ 0.009 ïðè θ = −0.72π (ùî çà ïîðÿäêîì âåëè÷èíè ñïiâïàäà¹

ç ðåçóëüòàòàìè iíøèõ àâòîðiâ). Äëÿ ïîâíîòè àíàëiçó äëÿ ∆00(N) i ∆02(N)

ðîçðàõîâó¹òüñÿ òàêîæ ìàñøòàáîâàíà ùiëèíà N∆(N). Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ìîíî-

òîííå ñïàäàííÿ N∆00(N) òà ìîíîòîííå çðîñòàííÿ N∆02(N) ïðè çáiëüøåííi

N . ßê âèñíîâîê, äèìåðíà �àçà ñÿãà¹ ùîíàéìåíøå òî÷êè θ/π = −0.72.

Â ñòàòòi [118℄ âêàçàíî, ùî ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ íåùiëèííî¨ íåìàòè÷íî¨

�àçè çîâñiì áëèçüêî äî θ/π = −3
4 íå ñïðîñòîâàíà ÷èñåëüíî. Íåîáõiäíèìè ¹

ðîçðàõóíêè áëèæ÷å äî �åðîìàãíiòíî¨ îáëàñòi, ïðè÷îìó äëÿ áiëüøèõ ñèñòåì òà

ç ùå áiëüøîþ òî÷íiñòþ. Îäíàê íà ðàçi òåîðåòèêè ñõèëüíi ââàæàòè, ùî ï'ÿòî¨

�àçè â ìîäåëi íå iñíó¹. Àâòîð ñõèëÿ¹òüñÿ äî òàêîãî æ âèñíîâêó. Îòðèìàíi ïî

õîäó ðîáîòè ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü ïðèïóñòèòè, ùî äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè

îáëàñòü ç ∆∞
02 = 0 ¹ ïðîñòî òî÷êîþ θ = −3π

4 .
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3.4 Äèìåðíà �àçà ÁÁ� ìîäåëi ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1

òà êâàäðàòíè÷íèì å�åêòîì Çååìàíà

3.4.1 Çàãàëüíi ìiðêóâàííÿ

Â öüîìó ïiäðîçäiëi âèçíà÷àþòüñÿ ìåæi äèìåðíî¨ �àçè îäíîâèìiðíî¨

áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à (ÁÁ�) ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1 çà íà-

ÿâíîñòi êâàäðàòè÷íîãî å�åêòó Çååìàíà (äèâ. ð-íÿ (4)). Ìåæi äèìåðíî¨ �àçè

öi¹¨ ìîäåëi âèâ÷àëèñü Ê. �îäðiãåñ òà ñïiâàâòîðàìè [39℄ çà äîïîìîãîþ ñïåêòðî-

ñêîïi¨ ðiâíiâ i �. Äå Ê'ÿðîþ òà ñïiâàâòîðàìè [38℄ øëÿõîì ïðÿìèõ ðîçðàõóí-

êàìè äèìåðíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêó. �åçóëüòàòè äâîõ ãðóï çàíàäòî ñèëüíî

âiäðiçíÿþòüñÿ. Íàøîþ ìåòîþ ¹ äîñëiäèòè öþ âiäìiííiñòü, âèêîðèñòîâóþ÷è

ïàðàëåëüíî âàðiàöi¨ îáîõ ìåòîäiâ. Ç öi¹þ ìåòîþ íàéíèæ÷à ÷àñòèíà ñïåêòðà

òà äèìåðíèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó âèçíà÷àþòüñÿ ÿê �óíêöi¨ çååìàíiâñüêîãî ïà-

ðàìåòðà D ïðè θ = −π
2 . �îçðàõóíêè ïðîâîäÿòüñÿ äëÿ ñèñòåì ç ÏÊÓ ðîçìiðîì

äî 100 ñïiíiâ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìiâ ÌÄÑ ç ÏÊÓ äëÿ U(1) òà SU(2) ñèìåòði¨

(�îçäiëè 2.2, 2.3).

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ òî÷êà θ = −π
2 , äå ãàìiëüòîíiàí ðiâíèé

H = −
∑

i

(~si ⊗ ~si+1)
2 +D

∑

i

(szi )
2. (128)

Ïðè÷èíîþ ¹ òå, ùî ïðè θ = −π
2 òà D = 0 ãàìiëüòîíiàí ¹ SU(3) ñèìå-

òðè÷íèì [143, 105℄. Éîãî ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê áiëiíiéíó ìîäåëü â òåðìiíàõ

òðèâèìiðíèõ SU(3) ïðåäñòàâëåíü �åëë-Ìàííà - ¾êâàðêîâîãî¿ (λ) òà ¾àíòè-

êâàðêîâîãî¿ (λ̄):

H(D = 0) = −8
∑

i

~λi ⊗ ~̄λi+1 −
4

3
1. (129)

Êâàäðàòè÷íèé ÷ëåí Çååìàíà, ùî â òåðìiíàõ ìàòðèöü �åëë-Ìàííà âèãëÿäà¹

ÿê 2D(1/31+ λ3 − λ8), çíèæó¹ ñèìåòðiþ âiä SU(3) äî SU(2), òîáòî òðèïëåò

�åëë-Ìàííà äëÿ êîæíî¨ ÷àñòèíêè ðîçäiëÿ¹òüñÿ íà SU(2) äóïëåò çi ñïiíîì

1
2
òà

SU(2) ñèí ëåò çi ñïiíîì 0: v = {0, 1/2} (çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè Ì. Âàéðàóõà).
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Öÿ SU(2) ïiäãðóïà çâåòüñÿ v-ñïiíîì. Òàêà SU(2) ñèìåòðiÿ ìà¹ ìiñöå ëèøå ïðè

θ = −π/2, π/2,−3π/4 òà π/4 i âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä î÷åâèäíî¨ SU(2) ñèìåòði¨

ãàìiëüòîíiàíà ïðè D = 0, ÿêà çâåòüñÿ s-ñïiíîì (÷åðåç çååìàíiâñüêèé ÷ëåí

îñòàííÿ çâîäèòüñÿ äî U(1) ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ θ). U(1) ïiäãðóïè v-ñïiíó òà

s-ñïiíó ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì Sz = 2Vz (òîáòî V = 0 îçíà÷à¹ Sz = 0,

V = 1/2 îçíà÷à¹ Sz = ±1, V = 1 îçíà÷à¹ Sz = −2, 0, 2 i ò.ä.)

3.4.2 Ñïåöè�iêà ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ

Òàê ÿê íåïåðåðâíà ñèìåòðiÿ íå ìîæå ïîðóøóâàòèñü â îäíîâèìiðíié ñèñòåìi

çãiäíî ç òåîðåìîþ Ìåðìiíà-Âà íåðà, êîæåí âëàñíèé ñòàí ìîäåëi ìà¹ ÷iòêî âè-

çíà÷åíèé v-ñïií V . Òîìó ¹ ìîæëèâiñòü áåçïîñåðåäíüî ââåñòè ñèìåòðiþ v-ñïiíiâ

â íàø àëãîðèòì ÌÄÑ ç ÏÊÓ äëÿ SU(2) ñèìåòði¨, âèêëàäåíèé â �îçäiëi 2.3.

Öå ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíèõ íåçíà÷íèõ çìií â àëãîðèòìi:

1. Çâåäåíèé ëîêàëüíèé òåíçîð ÌÄÑ ìà¹ ðàíã 3:Mv
γ,γ′. Âiäïîâiäíî â ðiâíÿ-

ííÿõ (114), (115) òåíçîðè O òà y ìàþòü 3 iíäåêñè â êâàäðàòíèõ äóæêàõ

çàìiñòü 2.

2. Çâåäåíèé ëîêàëüíèé òåíçîð ÌÄÎ ìà¹ ðàíã 5: Wje,v,v
′

γ,γ′ .

3. Â ðiâíÿííÿõ (110), (111) ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïîäâiéíà ñóìà çà vi, v
′
i. (Äëÿ äîäà-

òêîâîãî ñïiíó vi = v′i = V )

4. Â ñèìâîëi, ââåäåíîìó â ð-íi (112), ñïií s çìiíþ¹òüñÿ íà vi òà v
′
i.

SU(2) ñèìåòðè÷íà �îðìà ãàìiëüòîíiàíà âèìàãà¹ êîìåíòàðÿ. ßêùî éîãî

ïåðåïèñàòè â òåðìiíàõ ìàòðèöü Cv,je,v
′

vi,me,v′i
, âií ìà¹ �îðìó

H = −N (1−D
2
)+
∑

i

[−(1+
D

2
)C0,0,0

ms,0,m′
s
⊗C0,0,0

ms,0,m′
s
−(1−D)C

1/2,0,1/2
ms,0,m′

s
⊗C1/2,0,1/2

ms,0,m′
s
−

−2
∑

me

C
0,1/2,1/2
ms,me,m′

s
⊗C0,1/2,1/2

ms,−me,m′
s
+2
∑

me

C
1/2,1/2,0
ms,me,m′

s
⊗C1/2,1/2,0

ms,−me,m′
s
+3
∑

me

C
1/2,1,1/2
ms,me,m′

s
⊗C1/2,1,1/2

ms,−me,m′
s
]

Çãiäíî ç ð-íÿì (5.2.4) êíèãè [86℄, â ñòàíäàðòíié SU(2) ñèìåòðè÷íié �îðìi

çíàêè â óñiõ ñóìàõ çà me ÷åðãóþòüñÿ. Ìîæíà áåçïåñåðåäíüî ïåðåâiðèòè, ùî
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ÿêùî ãàìiëüòîíiàí H ′
ìà¹ çíàêè, ùî ÷åðãóþòüñÿ, òî éîãî ðîçðàõîâàíi âëàñíi

ñòàíè |ψ′〉 äàþòü òàêi ñàìi î÷iêóâàíi çíà÷åííÿ SU(2) iíâàðiàíòíîãî îïåðàòîðà
(íàïðèêëàä, ãàìiëüòîíiàíà òà äèìåðíîãî îïåðàòîðà), ÿê i òîäi, êîëè ðîçðà-

õóíêè ïðîâîäÿòüñÿ äëÿ ïî÷àòêîâîãî ãàìiëüòîíiàíà H: 〈ψ|H|ψ〉 = 〈ψ′|H ′|ψ′〉.
Òîìó ðîçðàõóíêè â ðîáîòi ïðîâîäèòèìóòüñÿ äëÿ ãàìiëüòîíiàíà H ′

.

3.4.3 Íàéíèæ÷à ÷àñòèíà ñïåêòðà òà �àçîâà ñòðóêòóðà

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ íàéíèæ÷à ÷àñòèíà ñïåêòðà ïðè θ = −π/2
äëÿ ðiçíèõ ðîçìiðiâ ñèñòåìè N òà çíà÷åíü ïàðàìåòðà àíiçîòðîïi¨ D, ùî ïîòiì

åêñòðàïîëþ¹òüñÿ äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi. Ïðîòÿæíiñòü äèìåðíî¨ �àçè

âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî¨ îáëàñòi ïàðàìåòðà, äå åêñòðàïîëüîâàíà åíåðãiÿ îñíîâíîãî

ñòàíó ¹ äâîêðàòíî âèðîäæåíîþ. Â öüîìó äiàïàçîíi çíà÷åíü D òàêîæ ðîçðàõî-

âó¹òüñÿ äèìåðíèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó, i ðåçóëüòàò ïîðiâíþ¹òüñÿ ç âèùåâêàçà-

íèì ðåçóëüòàòîì. Îêðiì òîãî, â öié �àçi âèçíà÷à¹òüñÿ íåìàòè÷íèé ïàðàìåòð

ïîðÿäêó.

ßê ìè âæå ïåðåêîíàëèñü, ñïåêòðè äîñòàòíüî âåëèêèõ ñèñòåì âêàçóþòü íà

ìåæi �àç ÷åðåç çàêðèòòÿ ÷è âiäêðèòòÿ ñïåêòðàëüíèõ ùiëèí. Îñêiëüêè ñïå-

êòðè âèçíà÷àþòüñÿ ëèøå äëÿ ñêií÷åííèõ ñèñòåì, îòðèìàíi ïåðåòèíè ðiâíiâ íå

îáîâ'ÿçêîâî ñèãíàëiçóþòü çàêðèòòÿ/âiäêðèòòÿ ñïåêòðàëüíèõ ùiëèí â òåðìî-

äèíàìi÷íié ãðàíèöi.

Ñïåêòð äëÿ N = 30 ÷àñòèíîê ïðè θ = −π/2 ïîêàçàíèé íà �èñ. 28 ÿê �óí-
êöiÿ D â iíòåðâàëi −0.5 < D < 0.6. Õàðàêòåðíi ïåðåòèíè ðiâíiâ ïðè D = D−

òà D = D+
ïîêàçàíi íà ðèñóíêó ÷îðíèìè øòðèõîâàíèìè ëiíiÿìè. Öi çíà÷åí-

íÿ äîñèòü òî÷íî ñïiâïàäàþòü ç ìåæàìè äèìåðíî¨ �àçè D−
i D+

, îòðèìàíèìè

äëÿ öüîãî çíà÷åííÿ θ â ñòàòòi [39℄. (Óâàãà: ÷åðåç ðiçíi çíàêè çååìàíiâñüêîãî

÷ëåíà â �îðìóëi äëÿ ãàìiëüòîíiàíà ¾+¿ òà ¾−¿ íåîáõiäíî ïîìiíÿòè ìiñöÿìè

ïðè ïîðiâíÿííi ç ðåçóëüòàòàìè äàíî¨ ðîáîòè) Â öié ñòàòòi îáëàñòü D < D−

ââàæà¹òüñÿ ìåæåþ ìiæ XY -íåìàòè÷íîþ �àçîþ òà �àçîþ Íååëÿ, v-ñïiíîâèé

òðèïëåò ¹ íàéíèæ÷èì çáóäæåííÿì (äèâ. �èñ. 28). Îáëàñòü D > D+
îïèñó¹-

òüñÿ ÿê Içií -íåìàòè÷íà �àçà, íàéíèæ÷èì çáóäæåííÿì ¹ ïîäâiéíî âèðîäæå-
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�èñ. 28: Íàéíèæ÷à ÷àñòèíà ñïåêòðà áiêâàäðàòíîãî (θ = −π/2) �àéçåíáåð îâîãî êiëüöÿ ç N = 30 ñïiíiâ

çà íàÿâíîñòi êâàäðàòè÷íîãî å�åêòó Çååìàíà â äiàïàçîíi çíà÷åíü ïàðàìåòðà −0.5 < D < 0.6. Ïîêàçàíi

äâà íàéíèæ÷i çáóäæåííÿ ç V = 0 (Sz = 0) òà íàéíèæ÷i ìóëüòèïëåòè ç V = 1/2 (Sz = −1, 1) òà V = 1

(Sz = −2, 0, 2) (åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñèí ëåòíîãî ñòàíó âçÿòà ÿê E = 0). Ïðè D = 0 íàä äâîìà íàéíèæ÷èìè

SU(3) ñèí ëåòàìè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ SU(3) îêòåò, ÿêèé ðîçäiëÿ¹òüñÿ íà SU(2) v-ñïiíîâi ìóëüòèïëåòè ïðè

D 6= 0. Ïðè D− ≃ −0.30 òà D+ ≃ 0.54 âiäáóâàþòüñÿ äâà õàðàêòåðíi ïåðåòèíè ðiâíiâ, ïîêàçàíi ÷îðíèìè

øòðèõîâàíèìè âåðòèêàëüíèìè ëiíiÿìè. Æèðíi ìiòêè âçäîâæ ãîðèçîíòàëüíî¨ îñi ïîêàçóþòü çíà÷åííÿ D,

ïðè ÿêèõ ñïåêòð ðîçðàõîâó¹òüñÿ òàêîæ äëÿ ñèñòåì áiëüøîãî ðîçìiðó. Ïðèíöèïîâà ñòðóêòóðà ñïåêòðà

çáåðiãà¹òüñÿ äëÿ áiëüøèõ ñèñòåì.

íèé v-ñïiíîâèé äóáëåò. Ïðè D− < D < D+
íàéíèæ÷èì çáóäæåíèì ñòàíîì ¹

ñèí ëåò, i àâòîðè ïðîãíîçóþòü çàêðèòòÿ ùiëèíè ìiæ íèì òà îñíîâíèì ñòàíîì

òà ïîÿâó äèìåðèçàöi¨. Íàøà çàäà÷à - äîñëiäèòè, ÷è îïèñàíèé ñöåíàðié ñïðàâäi

ìà¹ ìiñöå.

3.4.4 Åíåðãåòè÷íi ùiëèíè

Äîñëiäæó¹òüñÿ çàëåæíiñòü ñòðóêòóðè íàéíèæ÷î¨ ÷àñòèíè ñïåêòðà âiä ðîç-

ìiðó ñèñòåìè N äëÿ äåêiëüêîõ õàðàêòåðíèõ çíà÷åíü D, ïîçíà÷åíèõ ìiòêàìè

âçäîâæ ãîðèçîíòàëüíî¨ îñi íà �èñ. 28. �åçóëüòàòè çiáðàíi íà �èñ. 29-30. �îç-

ãëÿäàþòüñÿ ñèñòåìè ðîçìiðîì âiä N = 30 äî N = 100.

Çàëåæíiñòü ñòðóêòóðè ñïåêòðà âiä ðîçìiðó ñèñòåìè ïðè D = 0 áóëà  ðóí-

òîâíî âèâ÷åíà Ñîðåíñåíîì òà ßí îì [112℄ çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó. Â òåð-

ìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi ùiëèíà ∆00 ìiæ äâîìà íàéíèæ÷èìè SU(2)/SU(3) ñè-

í ëåòàìè çàêðèâà¹òüñÿ, â òîé ÷àñ ÿê ùiëèíà äî SU(3) îêòåòà (v-ñïiíîâîãî

òðèïëåòà) çàëèøà¹òüñÿ íåíóëüîâîþ. Âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè äëÿ D = 0 âêëþ-

÷åíi â �èñ. 29 äëÿ ïîðiâíÿííÿ (÷îðíà øòðèõîâàíà ëiíiÿ).
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�èñ. 29: Åíåðãåòè÷íà ùiëèíà ìiæ äâîìà íàéíèæ÷èìè ñòàíàìè ç V = 0 (Sz = 0) áiêâàäðàòíîãî �àé-

çåíáåð îâîãî êiëüöÿ çà íàÿâíîñòi êâàäðàòè÷íîãî å�åêòó Çååìàíà ïðè ðiçíèõ äîäàòíiõ çíà÷åííÿõ D. Åêñ-

òðàïîëüîâàíi çíà÷åííÿ ùiëèíè ∆∞
00 ¹ íåíóëüîâèìè ïðè D ≥ 0.03 (íàïðèêëàä, ∆∞

00(D = 0.05) ≃ 0.07).
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�èñ. 30: Ùiëèíà ìiæ äâîìà íàéíèæ÷èìè ñòàíàìè ç V = 0 (Sz = 0) òà ìiæ íàéíèæ÷èì ñòàíîì ç V = 0

òà ìóëüòèïëåòîì ç V = 1 (Sz = −2, 0, 2) áiêâàäðàòíîãî �àéçåíáåð îâîãî êiëüöÿ çà íàÿâíîñòi êâàäðàòè÷íîãî

å�åêòó Çååìàíà ïðè D = −0.2 (çëiâà) and D = −0.4 (ñïðàâà). Åêñòðàïîëüîâàíå çíà÷åííÿ ùiëèíè ∆∞
00 ≃ 0

äëÿ îáîõ çíà÷åíü D, ùî âêàçó¹ íà ïðèñóòíiñòü äèìåðèçàöi¨. Åêñòðàïîëüîâàíå çíà÷åííÿ ùiëèíè ∆∞
01(D =

−0.2) ≃ 0.025 ¹ íåíóëüîâèì, â òîé ÷àñ ÿê îáèäâi ùiëèíè çàêðèâàþòüñÿ â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi ïðè

D = −0.4. Ìàëå çíà÷åííÿ ∆∞
01(D = −0.2) óçãîäæó¹òüñÿ ç ïðèïóùåííÿì [39℄, ùî �àçîâèé ïåðåõiä ïðè D−

¹ ïåðåõîäîì òèïó Á¹ð¹çiíñêîãî-Êîñòåðëiòöà-Òàóëåññà.
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Ç ðåçóëüòàòiâ äëÿ ∆00, ïîêàçàíèõ íà �èñ. 29, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïðè

äîäàòíiõ D ≥ 0.03 ùiëèíà íå çàêðèâà¹òüñÿ â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi. ßê

íàñëiäîê, ñèñòåìà íå äèìåðèçó¹òüñÿ. Öåé ðåçóëüòàò óçãîäæó¹òüñÿ ç âèñíîâ-

êàìè �. Äå Ê'ÿðè òà ñïiâàâòîðiâ [38℄, çðîáëåíèõ ç ðîçðàõóíêiâ äèìåðèçàöi¨

ñêi÷åííèõ ëàíöþãiâ (ïðî ùî äåòàëüíiøå ïiäå ìîâà â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi).

Ïèòàííÿ, ÷è ùiëèíà ∆00 çàêðèâà¹òüñÿ ïðè 0 < D ≤ 0.03, ñêëàäíî âèðiøèòè

÷èñåëüíèìè ðîçðàõóíêàìè. Îäíàê ç ïðåäñòàâëåíèõ â íàñòóïíîìó ïiäðîçäi-

ëi ðåçóëüòàòiâ ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî ùiëèíà ñïðàâäi çàêðèâà¹òüñÿ â îáëàñòi

0 < D . 0.025.

Ïåðåéäåìî äî îáëàñòi D < 0. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ÷åðåç áiëüøó êîðåëÿ-

öiéíó äîâæèíó â ñèñòåìi â öié îáëàñòi íåîáõiäíi íàáàãàòî áiëüøi ðîçðàõóíêîâi

ðåñóðñè, íiæ äëÿ äîäàòíiõ çíà÷åíü D. Íà ïðàêòèöi ìíîæèíó êðàòíîñòåé ïî-

ñòóïîâî çáiëüøóþòü, äîêè íå áóäå äîñÿãíóòî çáiæíîñòi ðåçóëüòàòó. Â îáëàñòi

D . −0.3 êîðåëÿöiéíà äîâæèíà ìîíîòîííî çðîñòà¹ çi çðîñòàííÿì ðîçìiðó

ñèñòåìè (ξ ∝ N), ÷åðåç ùî ðåçóëüòàòè âàæêî îòðèìàòè ÷èñåëüíî.

Íà �èñ. 30 (çëiâà) ïîêàçàíî çàëåæíiñòü åíåðãåòè÷íèõ ùiëèí ∆00 òà ∆01 âiä

1/N ïðè D = −0.2. Åêñòðàïîëüîâàíi ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî â òåðìîäèíà-

ìi÷íié ãðàíèöi ∆00 çàêðèâà¹òüñÿ, à ∆01 çàëèøà¹òüñÿ íåíóëüîâîþ. Öå àíàëîãi-

÷íî ñèòóàöi¨, îïèñàíié â [112℄ ïðèD = 0, i âêàçó¹, ùî òî÷êàD = −0.2 çíàõîäè-

òüñÿ âñåðåäèíi äèìåðíî¨ �àçè. Íà ïðîòèâàãó, ïðåäñòàâëåíi íà �èñ. 30 (ñïðà-

âà) ðåçóëüòàòè äëÿ D = −0.4 âêàçóþòü, ùî îáèäâi ùiëèíè ∆00 òà ∆01 çà-

êðèâàþòüñÿ â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi. ßê íàñëiäîê, ïðè D = −0.4 ñèñòå-

ìà çàëèøà¹òüñÿ äèìåðèçîâàíîþ ç íåùiëèííèìè íåìàòè÷íèìè çáóäæåííÿìè.

Íàø ðåçóëüòàò íå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî ïåðåõiä òèïó Á¹ð¹çiíñêîãî-

Êîñòåðëiòöà-Òàóëåññà äî êðèòè÷íî¨ íåìàòè÷íî¨ �àçè âiäáóâà¹òüñÿ ñàìå ïðè

D−
. Îäíàê �àçè ¹ äèìåðèçîâàíèìè ïî îáèäâà áîêè �àçîâîãî ïåðåõîäó (òîáòî

òiëüêè äèìåðèçàöiÿ íå ¹ äîñòàòíiì êðèòåði¹ì äëÿ âèçíà÷åííÿ öüîãî ïåðåõîäó).

3.4.5 Äèìåðèçàöiÿ òà êiðàëüíiñòü â ñèñòåìi

�. Äå Ê'ÿðà òà ñïiâàâòîðè [38℄ âèçíà÷èëè ìåæi äèìåðíî¨ �àçè øëÿ-

õîì ðîçðàõóíêó ñïîñòåðåæóâàíîãî çíà÷åííÿ îïåðàòîðà äèìåðèçàöi¨ D =
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�èñ. 31: (Çëiâà) Äèìåðíèé êîðåëÿòîð, ðîçðàõîâàíèé äëÿ áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à ç êâàäðàòè-

÷íì å�åêòîì Çååìàíà ç äâîõ íàéíèæ÷èõ ñòàíiâ ç V = 0 òà ðiçíèìè êâàçiiìïóëüñàìè. Ïîêàçàíi ðåçóëüòàòè

äëÿ 30, 40 òà 50 ÷àñòèíîê. ×åðâîíà êðèâà çîáðàæó¹ ðåçóëüòàòè åêñòðàïîëÿöi¨ äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi.

×îðíèé õðåñò ïîêàçó¹ ðåçóëüòàò ðîçðàõóíêó çà äîïîìîãîþ Áåòå-àíçàöó ïðè D = 0 òà N → ∞. Äèìåðèçà-

öiÿ ¹ íóëüîâîþ äëÿ D & 0.025. Çåëåíà êðèâà çîáðàæó¹ ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â ñòàòòi [38℄ äëÿ θ = −0.6π

(øòðèõîâàíà ÷àñòèíà ¹ åêñòðàïîëüîâàíîþ ç ðåçóëüòàòiâ âêàçàíî¨ ñòàòòi). Îòðèìàíi â äàíié ðîáîòi ðåçóëü-

òàòè ïiäòâåðäæóþòü ðåçóëüòàòè �. Äå Ê'ÿðè òà ñïiâàâòîðiâ, ùî äèìåðèçàöiÿ ïîøèðþ¹òüñÿ äî âåëèêèõ

âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü D. (Ñïðàâà) Íåìàòè÷íèé êîðåëÿòîð (êiðàëüíiñòü), åêñòðàïîëüîâàíèé äî òåðìîäèíàìi-

÷íî¨ ãðàíèöi (ñèíÿ êðèâà). Âií ðîçðàõîâó¹òüñÿ ç äâîõ íàéíèæ÷èõ âëàñíèõ ñòàíiâ ïðè −0.3 . D . 0.025 òà

ï'ÿòè íàéíèæ÷èõ âëàñíèõ ñòàíiâ ïðè D . −0.3. Íåìàòè÷íèé êîðåëÿòîð äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè D = 0. Òî÷êà

ïåðåãèíó D ≃ 0.02 äîñèòü äîáðå ñïiâïàäà¹ ç òî÷êîþ ïåðåõîäó D0 ≃ 0.025 ìiæ äèìåðíîþ òà íåäèìåð-

íîþ çîíàìè. Êiðàëüíiñòü íå ìà¹ õàðàêòåðíî¨ ïîâåäiíêè ïðè D−
òà D+

. �åçóëüòàòè, îòðèìàíi Ê. �îäði åñ

òà ñïiâàâòîðàìè [39℄ ïðè θ = −0.54π äëÿ ëàíöþãiâ ç 36 ñïiíiâ, òàêîæ íàâåäåíi äëÿ ïîðiâíÿííÿ (÷îðíà

øòðèõîâà ëiíiÿ).

1
N

∑

i (−1)i[−(~si⊗~si+1)
2+D (szi )

2] äëÿ ñêií÷åííèõ ëàíöþãiâ (ç ÂÊÓ) ðîçìiðîì

äî N = 204 òà åêñòðàïîëÿöi¨ äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi.

ßê ìè ïðèãàäó¹ìî ç �îçäiëó 3.3.2, îñíîâíèé òà çáóäæåíi ñòàíè ñêií÷åííèõ

êiëüöüîâèõ ñèñòåì (ç ÏÊÓ) íå ìîæóòü áóòè äèìåðèçîâàíèìè ÷åðåç òðàíñëÿ-

öiéíó iíâàðiàíòíiñòü. Äëÿ ðîçðàõóíêó äèìåðèçàöi¨ íåîáõiäíî âçÿòè ñèìåòðè-

÷íó/àíòèñèìåòðè÷íó ñóïåðïîçèöiþ

1√
2
|0(0) ± 0(π)〉 äâîõ íàéíèæ÷èõ ñòàíiâ ç

V = 0 òà ðiçíèìè êâàçiiìïóëüñàìè (p = 0, π). Âñåðåäèíi äèìåðíî¨ �àçè öi

äâà ñòàíè ðîçäiëåíi ìàëîþ ùiëèíîþ ó ñêií÷åííié ñèñòåìi i �îðìóþòü âèðî-

äæåíèé äóáëåò â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi. Ïåðø íiæ âèêîðèñòîâóâàòè öþ

ïðîöåäóðó, âàæëèâî ïåðåêîíàòèñü, ùî äâà íàéíèæ÷i ñòàíè ç V = 0 ñïðàâäi ¹

âèðîäæåíèìè â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi.

�åçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ äèìåðíîãî êîðåëÿòîðà ïîêàçàíi íà �èñ. 31. �å-
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çóëüòàò äëÿ D = 0 áóâ îá÷èñëåíèé â �îçäiëi 3.3.2. Äëÿ ïåðåâiðêè, ÷è ñèñòåìà

äèìåðèçó¹òüñÿ ïðè ìàëèõ äîäàòíiõ D, áóëè ïðîâåäåíi äåòàëüíi ðîçðàõóíêè

ïðè D = 0.01 òà D = 0.02 (äå ñïåêòðîñêîïiÿ ðiâíiâ íå äàâàëà îäíîçíà÷íîãî

ðåçóëüòàòó) òà áóëà îòðèìàíà íåíóëüîâà äèìåðèçàöiÿ. Çåëåíà êðèâà íà �èñ. 31

ìiñòèòü ðåçóëüòàòè �. Äå Ê'ÿðè òà ñïiâàâòîðiâ äëÿ θ = −0.6π (÷àñòêîâî åêñ-

òðàïîëüîâàíi, îñêiëüêè â ñòàòòi íå ïîäàþòüñÿ ðåçóëüòàòè äëÿ D & −0.3).

Çàãàëîì ðåçóëüòàò �. Äå Ê'ÿðè òà ñïiâàâòîðiâ, ùî äèìåðèçàöiÿ ïðèñóòíÿ â

îáëàñòi −∞ < D . 0.025, ïiäòâåðäæó¹òüñÿ. Âàðòî òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî ïðè

D < D−
ñïîñòåðåæóâàíå çíà÷åííÿ äèìåðèçàöi¨ íåîáõiäíî ðîçðàõîâóâàòè ç 5

ñòàíiâ, îäíàê íåíóëüîâå çíà÷åííÿ äàþòü òiëüêè äâà ñèí ëåòè. Òàêèì ÷èíîì,

äèìåðíèé êîðåëÿòîð ìà¹ çëàì â òî÷öi D = D−
.

Îêðiì äèìåðèçàöi¨, ðîçðàõîâó¹òüñÿ òàêîæ íåìàòè÷íèé êîðåëÿòîð (êiðàëü-

íiñòü) Q = 1
N

∑

i(S
z
i )

2 − 2
3 îñíîâíîãî ñòàíó. Ïðè θ = −π/2 òà D = 0 íåìà-

òè÷íèé êîðåëÿòîð äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî ðîçìiðó [39℄. Äëÿ

åêñòðàïîëÿöi¨ äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi íåîáõiäíî âçÿòè äî óâàãè, ùî ïðè

N → ∞ îñíîâíèé ñòàí ¹ äâîêðàòíî âèðîäæåíèì äëÿ −0.3 . D . 0.025 òà

ï'ÿòèêðàòíî âèðîäæåíèì äëÿ D . −0.3. Íà âiäìiíó âiä äèìåðíîãî êîðåëÿòî-

ðà, íåìàòè÷íèé êîðåëÿòîð áóäü-ÿêîãî âëàñíîãî ñòàíó ¹ íåíóëüîâèì, â òîé ÷àñ

ÿê âëàñíå çíà÷åííÿ, ðîçðàõîâàíå äëÿ äâîõ ðiçíèõ ñòàíiâ, äîðiâíþ¹ íóëþ. Ñïî-

ñòåðiãà¹òüñÿ, ùî íåìàòè÷íi êîðåëÿòîðè äâîõ (àáî ï'ÿòè) âèðîäæåíèõ âëàñíèõ

ñòàíiâ ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ ðiâíi ìiæ ñîáîþ äëÿ âåëèêèõ ðîçìiðiâ ñèñòåìè, à

ñêií÷åííîðîçìiðíi å�åêòè ¹ ìàëèìè. Òîìó òî÷íà åêñòðàïîëÿöiÿ äî N → ∞
ìîæëèâà ç ðîçðàõóíêiâ äëÿ ñèñòåì ç N ≤ 50 ÷àñòèíîê.

Íåìàòè÷íèé êîðåëÿòîð ìà¹ õàðàêòåðíèé ïåðåãèí ïðè D ≃ 0.02 (àíàëîãi-

÷íèé ïåðåãèí áóâ îòðèìàíèé äëÿ θ = −0.54π â [39℄). Öåé ïåðåãèí, î÷åâèäíî,

ñèãíàëiçó¹ ïåðåõiä ìiæ äèìåðíîþ òà íåäèìåðíîþ �àçàìè. Ç iíøîãî áîêó, íå-

ìàòè÷íèé êîðåëÿòîð íå ìà¹ õàðàêòåðíèõ ðèñ ïðè D−
òà D+

.

Íàñàìêiíåöü áóëî ïåðåâiðåíî, ùî ÷åðãîâàíà íàìàãíi÷åíiñòü îñíîâíîãî ñòà-

íó äîðiâíþ¹ íóëþ íà âñié ïðÿìié θ = −π/2. Öå íå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî ïðè D < D−

ïðÿìà θ = −π/2 ¹ ìåæåþ ìiæ êðèòè÷íîþ �àçîþ òà �àçîþ

135



Θ�Π-0.75 -0.25

0.025

gapless critical

HXY nematicL

gapped Neel

dimerized
gapped

gapped large-D

HIsing nematicL

lowest excitation S
z =0

lowest excitation S
z =1

D+

D-

D0

~

~

~

-

-

-

-0.3

0.54

�èñ. 32: Ñõåìàòè÷íà �àçîâà äiàãðàìà áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à ç êâàäðòè÷íîþ çåå-

ìàíiâñüêîþ àíiçîòðîïi¹þ D â îáëàñòi − 3π
4 < θ < −π

4 . Â òðüîõ êîëüîðîâèõ îáëàñòÿõ (÷åðâîíié, çåëåíié

òà ñèíié) ïðèñóòíÿ äèìåðèçàöiÿ, ñóöiëüíi ñèíi êðèâi ïîçíà÷àþòü �àçîâi ïåðåõîäè. Äåòàëi íàâîäÿòüñÿ â

îñíîâíîìó òåêñòi.

Íååëÿ. Îäíàê äëÿ óòî÷íåííÿ ¹ áàæàíèìè ðîçðàõóíêè ïðè θ > −π
2
.

3.4.6 Ïðîãíîçîâàíà �àçîâà äiàãðàìà

ßê âèñíîâîê, áóëè îòðèìàíi ìåæi äèìåðíî¨ �àçè áiêâàäðàòíî¨ (θ = −π
2 )

ìîäåëi �àéçåíáåð à ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1 òà êâàäðàòè÷íèì å�åêòîì Çååìàíà.

Ùiëèííà äèìåðíà �àçà iñíó¹ â äiàïàçîíi çíà÷åíü ïàðàìåòðà D− < D < D0
,

äå D− ≃ −0.30 i D0 ≃ 0.025, îäíàê áóëà âèÿâëåíà òàêîæ íåùiëèííà äèìåðíà

�àçà, ÿêà ïîøèðþ¹òüñÿ âiä D−
äî âåëèêèõ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü D. Ïîïðè ïiä-

òâåðäæåííÿ ðåçóëüòàòiâ Äå Ê'ÿðè òà ñïiâàâòîðiâ [38℄, ùî ïåðåäáà÷èëè ñëàáêó

äèìåðèçàöiþ íàâiòü ïðè D < −2.0, â äàíié ðîáîòi âiäçíà÷à¹òüñÿ íàÿâíiñòü i

ùiëèííî¨, i íåùiëèííî¨ äèìåðíî¨ îáëàñòi. Ïåðåõiä ìiæ öèìè äâîìà äèìåðíè-

ìè îáëàñòÿìè âiäáóâà¹òüñÿ ïðè D−
, ùî ââàæà¹òüñÿ ìåæåþ äèìåðíî¨ �àçè â

ñòàòòi [39℄. Íà iíøîìó êðàþ äèìåðíî¨ îáëàñòi ïîáëèçó D = D0
äèìåðèçàöiÿ

ðiçêî ñïàäà¹ äî íóëÿ, à ùiëèíà ìiæ äâîìà ñèí ëåòàìè âiäêðèâà¹òüñÿ, ïîçíà-

÷àþ÷è ïåðåõiä äî íåäèìåðíî¨ îáëàñòi. Ïðè D = D+
, ùî ââàæà¹òüñÿ âåðõíüîþ

ìåæåþ äèìåðíî¨ �àçè â ñòàòòi [39℄, íàñïðàâäi íåìà¹ �àçîâîãî ïåðåõîäó.

Íàøi ðåçóëüòàòè äëÿ θ = −π/2 ìîæíà ÿêiñíî ïîøèðèòè íà iíòåðâàë ïàðà-
ìåòðiâ I = (−3π

4 ,−π
4), îêðåìî äëÿ äîäàòíiõ òà âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü D, êîðèñòó-

þ÷èñü çàãàëüíèìè ìiðêóâàííÿìè òà ðîçðàõóíêàìè, íàâåäåíèìè â [39℄ òà [38℄.

�åçóëüòóþ÷à ñõåìàòè÷íà �àçîâà äiàãðàìà çîáðàæåíà íà �èñ. 32.

Íà ðàçi äîñèòü òî÷íî äîâåäåíî, ùî ïðè D = 0 áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíà ìî-
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äåëü çi ñïiíîì 1 ìà¹ äèìåðèçîâíèé îñíîâíèé ñòàí â óñüîìó iíòåðâàëi I. Çîêðå-

ìà, iñíóâàííÿ íåìàòè÷íî¨ �àçè â îêîëi òî÷êè ïåðåõîäó äî �åðîìàãíiòíî¨ �àçè

áóëî çàïåðå÷åíå (ÿê â ñòàòòÿõ [117, 144℄, òàê i â äàíié ðîáîòi). Ïðè âåëèêèõ

äîäàòíiõ ÷è âiä'¹ìíèõ çíà÷åííÿõD ñèñòåìà íå ¹ äèìåðèçîâàíîþ. Öå âèïëèâà¹

ç ïðîñòèõ àíàëiòè÷íèõ ìiðêóâàíü [38℄.

Ïðè âåëèêèõ äîäàòíiõ D ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ùiëèííié ¾âåëèêà-D¿ �à-

çi [38℄, à ïåðåõiä ìiæ äèìåðíîþ òà íåäèìåðíîþ �àçàìè âiäáóâà¹òüñÿ ïðè ìà-

ëîìó äîäàòíüîìó çíà÷åííi D äëÿ âñiõ θ ∈ I [38℄. Ïðè D > D0
ñèñòåìà ïåðåáó-

âà¹ â Içií -íåìàòè÷íié (¾âåëèêà-D¿) �àçi, ïîçíà÷åíié áiëèì êîëüîðîì ïîâåðõ

ñèíüî¨ îáëàñòi íà �èñ. 32 (îñêiëüêè â ñïåêòði íåìà¹ íóëüîâèõ ùiëèí). Ç ðå-

çóëüòàòiâ ñòàòòi [39℄ î÷iêó¹òüñÿ, ùî íàéíèæ÷å çáóäæåííÿ çìiíþ¹òüñÿ ç Sz = 0

ïðè D < D+
íà Sz = ±1 ïðè D > D+

, ùî ïîçíà÷åíî ñèíiìè øòðèõîâàíèìè

êðèâèìè.

Ïðè âåëèêèõ âiä'¹ìíèõ çíà÷åííÿõ D ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â íåùiëèííié êðè-

òè÷íié (XY -íåìàòè÷íié) �àçi ïðè −3π
4 < θ < −π

2 òà â ùiëèííié �àçi Íååëÿ

ïðè −π
2 < θ < π

2 [38℄. Ïðè ìàëèõ òà ñåðåäíiõ âiä'¹ìíèõ çíà÷åííÿõ D íåìà-

òè÷íà �àçà òà �àçà Íååëÿ ðîçäiëåíi äèìåðíèìè îáëàñòÿìè, ùî ïîçíà÷åíi íà

�èñ. 32 ñèíiì, ÷åðâîíèì òà çåëåíèì êîëüîðàìè. Î÷iêó¹òüñÿ, ùî ùiëèíà ìiæ

äâîìà íàéíèæ÷èìè ñèí ëåòàìè çàêðèâà¹òüñÿ â óñiõ êîëüîðîâèõ îáëàñòÿõ. Â

÷åðâîíié îáëàñòi òàêîæ ïðèïóñêà¹òüñÿ çàêðèòòÿ ùiëèíè äî íàéíèæ÷îãî òðè-

ïëåòó, òîáòî î÷iêó¹òüñÿ 5-êðàòíå âèðîäæåííÿ îñíîâíîãî ñòàíó òà âiäñóòíiñòü

÷åðãîâàíî¨ íàìàãíi÷åíîñòi. Â çåëåíié îáëàñòi ïðèïóñêà¹òüñÿ âiäêðèòà ùiëè-

íà äî òðèïëåòíîãî ñòàíó òà íåíóëüîâà ÷åðãîâàíà íàìàãíi÷åíiñòü. Ïðÿìà ìiæ

÷åðâîíîþ òà çåëåíîþ ñåêöiÿìè ðîçäiëÿ¹ �àçè ç ïðèñóòíüîþ òà âiäñóòíüîþ

÷åðãîâàíîþ íàìàãíi÷åíiñòþ. Öå òâåðäæåííÿ ïîòðåáó¹ ïåðåâiðêè ïîäàëüøèìè

ðîçðàõóíêàìè, ùî âèõîäÿòü çà ìåæi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.
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3.5 Çáiæíiñòü çàïðîïîíîâàíèõ àëãîðèòìiâ òà òî÷íiñòü

ðîçðàõóíêiâ

Ïðåäñòàâëåíi â ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ ðåçóëüòàòè ìàëè íà ìåòi îïèñàòè

öiêàâi �içè÷íi âëàñòèâîñòi äîñëiäæóâàíèõ ìîäåëåé, à òàêîæ ïðîiëþñòðóâàòè

ðîáîòó çàïðîïîíîâàíèõ àëãîðèòìiâ. Õîðîøà òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ áóëà îòðè-

ìàíà ç âèêîðèñòàííÿì ïîìiðíèõ ðîçìiðiâ ÌÄÑ. ×åðåç òå, ùî îïåðóâàòè çà-

ïðîïîíîâàíèì Âåðñòðàòå, Ïîððàñîì òà Ñiðàêîì ÌÄÑ [71℄ òåõíi÷íî ñêëàäíî,

íå ñòàâèëàñü ìåòà ïiäâèùóâàòè òî÷íiñòü ðîçðàõóíêiâ äî ìåæi. Îêðiì òîãî,

çáiæíiñòü â îêîëi òî÷íîãî ðåçóëüòàòó ¹ åêñïîíåíöiéíî ïîâiëüíîþ.

Â ïðîöåñi ðîçðàõóíêiâ ç âèêîðèñòàííÿì ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ âèïëèâà¹ ÿâ-

íèé íåäîëiê. Ç ðåçóëüòàòiâ î÷åâèäíî, ùî òî÷íiñòü äóæå çàëåæèòü âiä ìíîæèíè

êðàòíîñòåé T , ùî òàêîæ âèçíà÷à¹ ïîâíèé ðîçìið ÌÄÑ m: m =
∑

i tmi
äëÿ

U(1) ñèìåòði¨ òà m =
∑

i(2ji + 1) tji äëÿ SU(2) ñèìåòði¨. Ìîæå ñòàòèñü òàê,

ùî äëÿ äàíî¨ ìíîæèíè êðàòíîñòåé T îïòèìiçàöiÿ çóïèíÿ¹òüñÿ äî òîãî, ÿê

äîñÿãòè ìiíiìóìó, àáî àëãîðèòì ñòà¹ ïîâíiñòþ íåñòàáiëüíèì. Äî òîãî æ, iíîäi

àëãîðèòì ìîæå ¾çàñòðÿãíóòè¿ â ¾ëîêàëüíîìó ìiíiìóìi¿. Öåé ¾ëîêàëüíèé ìi-

íiìóì¿ ñïðàâäi ¹ âëàñíèì ñòàíîì ç ïîòðiáíèì Sz/S, àëå ¹ âèùèì çà ïîòðiáíèé

âëàñíèé ñòàí (òàêå ìîæå ñòàòèñÿ, ÿêùî ãóñòèíà ñòàíiâ ç ïîòðiáíèì Sz/S ¹ âè-

ñîêîþ â òié ÷àñòèíi ñïåêòðà, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ; íàïðèêëàä, â �åðîìàãíiòíèõ

�àçàõ îáîõ äîñëiäæóâàíèõ ìîäåëåé).

�îçãëÿíåìî äî ïåâíî¨ ìiðè âèáið ìíîæèíè êðàòíîñòåé. Ïî-ïåðøå, âàð-

òî çãàäàòè, ùî çàâäÿêè òðàíñëÿöiéíié iíâàðiàíòíîñòi äîñëiäæóâàíèõ ìîäåëåé

ìíîæèíè êðàòíîñòåé ¹ îäíàêîâèìè äëÿ âñiõ âiðòóàëüíèõ iíäåêñiâ (äëÿ ñèñòåì

áåç òðàíñëÿöiéíî¨ iíâàðiàíòíîñòi öå áóäå íå òàê). Ç óñiõ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ

ìîæíà çðîáèòè ÷iòêèé âèñíîâîê: ìíîæèíà êðàòíîñòåé T (â ðàìêàõ çàäàíîãî

ðîçìiðó ÌÄÑm!) âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäiëîì çàïëóòàíîñòi â ñèñòåìi. ßêùî âíå-

ñîê çàïëóòàíîñòi êîðîòêî¨ äi¨ ¹ âåëèêèì, çàçâè÷àé ïîòðiáíî ìåíøå ñåêòîðiâ

ñèìåòði¨, àëå áiëüøîãî ðîçìiðó. I íàâïàêè: ÿêùî âåëèêèì ¹ âíåñîê çàïëóòà-

íîñòi äàëåêî¨ äi¨, ïîòðiáíî áiëüøå ñåêòîðiâ ñèìåòði¨ ìåíøîãî ðîçìiðó. Çâ'ÿçîê
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ìiæ áàãàòîêóáiòîâîþ (many-way) çàïëóòàíiñòþ (íàïðèêëàä, òðèñòîðîííüîþ)

i T íå äîñëiäæó¹òüñÿ â äàíié ðîáîòi.

Ïðîäåìîíñòðó¹ìî ñêàçàíå íà äåêiëüêîõ ïðèêëàäàõ. Çàïëóòàíiñòü ìiæ íàé-

áëèæ÷èìè ñóñiäàìè â ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 íàéâèùà â áiêâàäðàòíié òî÷öi

θ = −π
2 , à â XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2 - â içîòðîïíié òî÷öi ∆ = 1. Öå ãàð-

íî âiäîáðàæåíî â êðàòíîñòÿõ âèðîäæåííÿ âiðòóàëüíèõ ñïiíiâ/¨õíiõ ïðîåêöié:

âîíè âåëèêi, àëå êiëüêiñòü ñåêòîðiâ ¹ ïîðiâíÿíî ìàëîþ. Ïðè ïåðåìiùåííi äî

òî÷êè ïåðåõîäó θ = −3π
4 (ÁÁ� ìîäåëü) ÷è ∆ = −1 (XXZ ìîäåëü) ÷iòêî ñïî-

ñòåðiãà¹òüñÿ çðîñòàííÿ ïîòðiáíî¨ êiëüêîñòi ñåêòîðiâ ñèìåòði¨. Öå çóìîâëåíî

áiëüøîþ âàãîþ çàïëóòàíîñòi äàëåêî¨ äi¨. À ñàìå: 1) ïðè θ ≃ −0.7π ðîçðàõó-

íîê ñèí ëåòiâ ïîòðåáó¹ âiðòóàëüíîãî ñïiíó 7/2, à ðîçðàõóíîê êâiíòåòó - âæå

âiðòóàëüíèõ ñïiíó 9/2, 11/2 ÷è áiëüøå; 2) ïðè ∆ = 0 êiëüêiñòü ñåêòîðiâ ñè-

ìåòði¨ çðîñòà¹ ç 9 äî 11, à ñåðåäíÿ êðàòíiñòü âèðîäæåííÿ çìåíøó¹òüñÿ. Ïðè

íàáëèæåííi äî ∆ = −1 öå ñòà¹ ùå ïîìiòíiøå (ïîòðiáíi ïðèáëèçíî 20 ñåêòîðiâ

ñèìåòði¨). Â åêñòðåìàëüíèõ âèïàäêàõ (θ = −3π
4 äëÿ ÁÁ� ìîäåëi òà ∆ < −1

äëÿ XXZ ìîäåëi) ðîçïîäië êðàòíîñòåé çà ñåêòîðàìè ñòà¹ ìàéæå ðiâíîìiðíèì,

àëå äëÿ ðîçðàõóíêiâ ïîòðiáíi âåëèêi ðîçìiðè ÌÄÑ. Íàïðèêëàä, ðîçðàõóíêè

ÁÁ� êiëüöÿ çi 100 ñïiíiâ ïðè θ = −3π
4 ïîêàçóþòü, ùî äëÿ îòðèìàííÿ òî÷íîãî

ðåçóëüòàòó ïîòðiáíî íàáàãàòî áiëüøå ñåêòîðiâ ñèìåòði¨ (çáiëüøåííÿ êðàòíî-

ñòåé íå äîïîìàãà¹).

Âàðòî çðîáèòè íàñòóïíå çàóâàæåííÿ. ßê âæå áóëî ñêàçàíî, òî÷íi ðîçðà-

õóíêè íàéíèæ÷èõ ñòàíiâ ç Sz = 0 äëÿ ∆ = 0 òà ∆ = 1 ìîæóòü áóòè çäiéñíåíi

çà äîïîìîãîþ ÌÄÑ îäíàêîâîãî ðîçìiðó m = 39, àëå ç ðiçíèì T : âèïàäîê

∆ = 1 âèìàãà¹ ìåíøå ñåêòîðiâ áiëüøîãî ðîçìiðó. ßêùî ñïðîáóâàòè ïîìiíÿòè

ìiñöÿìè ìíîæèíè êðàòíîñòåé äëÿ äàíèõ çíà÷åíü ∆, ïîõèáêà ∆E/E çðîñòå

ùîíàéìåíøå íà ïîðÿäîê.

�îçïîäië çàïëóòàíîñòi â ñèñòåìi íåìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè àïðiîði. Òîìó äëÿ

äåÿêèõ âëàñíèõ ñòàíiâ ïðîâîäÿòü äåêiëüêà ðîçðàõóíêiâ, ïîêè íå âãàäàþòü

¾ïîòðiáíó¿ ìíîæèíó êðàòíîñòåé. Î÷åâèäíî, áóëî á áàæàíî, ùîá àëãîðèòì

ñàì àâòîìàòè÷íî îáèðàâ îïòèìàëüíó ìíîæèíó êðàòíîñòåé T i íå çàñòðÿãàâ â

139



¾ëîêàëüíèõ ìiíiìóìàõ¿. Äëÿ ÌÄÑ ç ÂÊÓ òàêà ïðîöåäóðà iñíó¹. Âîíà áóëà

çàïðîïîíîâàíà Âàéòîì [133℄ i ïîëÿãà¹ â ìîäè�iêàöi¨ ïðîöåäóðè ïåðåêàëiáðó-

âàííÿ. Çàìiñòü ð-íü (25�26) ðîçðàõîâóþòüñÿ íàñòóïíi âèðàçè

ρ(ai−1,si),(a′i−1,s
′
i)
=
∑

ai

M [i],si
ai−1,aiM

[i],s′i∗
a′i−1,ai

ëiâå íîðì.,

ρ(si,ai),(s′i,a′i) =
∑

ai−1

M [i],si
ai−1,ai

M
[i],s′i∗
ai−1,a′i

ïðàâå íîðì., (130)

ρ ìà¹ ðîçìið (2s + 1)m × (2s + 1)m. Éîãî �çÑ× ρ = USV †
ìà¹ ðiâíî m

ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë, îòæå, ρ ìà¹ ðàíã m, i ìîæíà îòðèìàòè ïåðåêàëiáðîâàíó

ìàòðèöþ M
[i],si
ai−1,ai = U(ai−1,si),ai. Âîíà iäåíòè÷íà ìàòðèöi, îòðèìàíié ç ð-íü (25�

26). Ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ ÂÊÓ âèðàçè (130) äîðiâíþþòü çâåäåíié ìàòðèöi

ãóñòèíè ρ1→i äëÿ ÷àñòèíîê âiä 1 äî i (ëiâå íîðìóâàííÿ) òà ρi→N äëÿ ÷àñòèíîê

âiä i äî N (ïðàâå íîðìóâàííÿ) âiäïîâiäíî. �õ âèÿâëÿ¹òüñÿ ìîæëèâèì ðîçðà-

õóâàòè ç îäíîãî òåíçîðà M [i]
.

Ó âèïàäêó U(1) àáî SU(2) ñèìåòði¨ iíâàðiàíòíà �îðìà ρ ¹ áëî÷íîþ äià-

ãîíàëüíîþ, äå êîæåí áëîê âiäïîâiäà¹ êîíêðåòíié âiðòóàëüíié ïðîåêöi¨ ñïiíó

÷è ïîâíîìó ñïiíó. ×åðåç ¾ïðàâèëà âiäáîðó¿ êîæåí íåíóëüîâèé áëîê ρ âiä-

ïîâiäà¹ àíàëîãi÷íîìó áëîêó QL/R
, i öi áëîêè ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã. Òàêèì

÷èíîì, ïåðåêàëiáðóâàííÿ ìîæíà ðîáèòè ïîáëîêîâî, i îòðèìóþòüñÿ òàêi ñàìi

ðåçóëüòàòè, ÿê ÿêáè âèêîðèñòîâóâàëèñü ð-íÿ (25�26).

Êëþ÷îâîþ îïåðàöi¹þ, çàïðîïîíîâàíîþ Âàéòîì [133℄ äëÿ ÂÊÓ, ¹ ìîäè�i-

êàöiÿ ìàòðèöi ãóñòèíè ρ (äèâ. ð-íÿ (217) ñòàòòi [66℄). �àíã ìîäè�iêîâàíî¨

ìàòðèöi ãóñòèíè ¹ áiëüøèì çà m. Çíîâó ðîçðàõîâó¹òüñÿ �çÑ× öi¹¨ ìàòðè-

öi ρ = USV †
, i ïåðåêàëiáðîâàíèé ëîêàëüíèé òåíçîð M [i]

óòâîðþ¹òüñÿ ç ìà-

òðèöi Ũ , ùî âiäïîâiäà¹ m íàéáiëüøèì ñèíãóëÿðíèì ÷èñëàì. Ó âèïàäêó ñè-

ìåòðè÷íèõ ÌÄÑ îáèðàþòüñÿ m íàéáiëüøèõ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë áåçâiäíîñíî

äî ñåêòîðà, ÿêîìó âîíè íàëåæàòü. Òàêèì ÷èíîì, ñåêòîðè ñèìåòði¨ ìîæóòü

çáiëüøóâàòèñü ÷è çìåíøóâàòèñü, à ùå ñåêòîðè ìîæóòü äèíàìi÷íî çíèêàòè ÷è

óòâîðþâàòèñü ïiä ÷àñ ïðîöåäóðè îïòèìiçàöi¨.

Ó âèïàäêó ÌÄÑ ç ÏÊÓ öÿ ïðîöåäóðà íå ïðàöþ¹ â îðèãiíàëüíîìó âèãëÿäi,
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îñêiëüêè âèùåâêàçàíi âèðàçè âæå íå äîðiâíþþòü çâåäåíèì ìàòðèöÿì ãóñòèíè.

Àëå âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ÿê ¾ïñåâäî¿-çâåäåíi ìàòðèöi ãóñòèíè, à

çáóðåííÿ∆ρ ìîæíà ìîäè�iêóâàòè âiäïîâiäíèì ÷èíîì. Ïîïåðåäíi ðîçðàõóíêè

çà äîïîìîãîþ òàêîãî àëãîðèòìó ïîêàçóþòü ïîêðàùåííÿ çáiæíîñòi ðîçðàõóí-

êiâ: àëãîðèòì âæå íå çàñòðÿãà¹ â ñòàíàõ ç çàäàíèì Sz/S, ùî ¹ âèùèìè çà

ïîòðiáíèé ñòàí; i îïòèìàëüíà ìíîæèíà êðàòíîñòåé â ìåæàõ çàäàíîãî ðîçìiðó

ÌÄÑ m îáèðà¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî. � òiëüêè îäèí íåäîëiê: òàêà ïðîöåäóðà áó-

ëà ðîçðàõîâàíà íà ÂÊÓ i ïðèíöèïîâî ïîðóøó¹ òðàíñëÿöiéíó iíâàðiàíòíiñòü

â ñèñòåìi, ùî ¹ íåáàæàíèì ó âèïàäêó òðàíñëÿöiéíî iíâàðiàíòíèõ ñèñòåì ç

ÏÊÓ. Ñêàçàíå íåïðÿìî âèðàæà¹òüñÿ â òîìó, ùî ìíîæèíà êðàòíîñòåé ïî÷è-

íà¹ âiäðiçíÿòèñü äëÿ ðiçíèõ âiðòóàëüíèõ iíäåêñiâ. Íåîáõiäíîþ ¹ ìîäè�iêàöiÿ

ïðîïîçèöi¨ Âàéòà, ÿêà á çìiíþâàëà ìíîæèíè êðàòíîñòåé îäíî÷àñíî íà âñiõ

âiðòóàëüíèõ iíäåêñàõ.
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3.6 Àíàëiç ïàðàìåòðiâ ñêîðî÷åííÿ p òà p′

ßê âæå çãàäóâàëîñü ðàíiøå, êiëüêiñòü ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë p, p′, ÿêi íåîáõi-

äíî óòðèìóâàòè â àëãîðèòìi áåç ñèìåòðié, çðîñòà¹ çi çðîñòàííÿì m. Íåîáõi-

äíî áóòè îáåðåæíèì, ùîá íå âçÿòè â ðîçêëàäi (70�71) çàíàäòî ìàëî äîäàíêiâ.

Äîñâiä ïîêàçó¹, ùî íåîáõiäíå çðîñòàííÿ ¹ ïðèáëèçíî ∝ m (öåé �àêò áóâ âèÿâ-

ëåíèé â ñòàòòi [73℄ äëÿ p, i àíàëîãi÷íå ñïiââiäíîøåííÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ p′). Òàêå

ñàìå ñïiââiäíîøåííÿ ïðîäåìîíñòðîâàíå äëÿ àëãîðèòìó ç U(1) ñèìåòði¹þ.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi õî÷åòüñÿ çóïèíèòèñü íà ðiçíèöi â ïîâåäiíöi ñèíãóëÿð-

íèõ ÷èñåë â äâîõ âèïàäêàõ. À ñàìå: 1) êîëè äîñëiäæó¹òüñÿ îäíà é òà ñàìà

ìîäåëü, àëå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïî÷åðãîâî àëãîðèòì áåç ñèìåòði¨ òà ç U(1) ñè-

ìåòði¹þ; 2) ðiçíi �içè÷íi ñèñòåìè äîñëiäæóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó ç

U(1) ñèìåòði¹þ. Ïåðøå ïèòàííÿ äîñëiäæó¹òüñÿ íà ïðèêëàäi áiëiíiéíî¨ ìîäåëi

�àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1, à äðóãå - íà ïðèêëàäi áiëiíiéíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à

çi ñïiíîì 1/2 òà 1.

ßê êðèòåðié ñêîðî÷åííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êðèòåðié ñòàòòi [72℄, ùî ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (íàéáiëüøå ñèíãóëÿðíå ÷èñëî)/(íàéìåíøå óòðèìóâàíå ñèíãóëÿð-

íå ÷èñëî) ïîâèííå áóòè ïðèáëèçíî 10−11
(òàêi ñèíãóëÿðíi ÷èñëà íàçèâàþòü

¾âàæëèâèìè¿). Âàðòî íàãàäàòè, ùî äëÿ XXZ ãàìiëüòîíiàíà ç áóäü-ÿêèì ñïi-

íîì ÷àñòèíîê pmax = m2
i p′max = 2m2

(öå ìîæíà ïåðåâiðèòè ìåòîäîì �àóññà

äëÿ âiäïîâiäíèõ òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü).

Íà ðèñ. 33 ïîêàçàíèé ðîçïîäië ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåëN - òàH-áëîêiâ, îòðèìà-

íèé ïiñëÿ ðîçðàõóíêiâ çm = 30 äëÿ �àéçåíáåð îâîãî êiëüöÿ çi 100 ÷àñòèíîê çi

ñïiíîì 1. �èñ. 34 ïîðiâíþ¹ ðîçïîäië ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë N -áëîêiâ íà ïî÷àòêó

i íàïðèêiíöi ðîçðàõóíêó çà äîïîìîãîþ U(1) ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ îäíàêîâîãî

ðîçìiðó m = 30 ç ìíîæèíîþ êðàòíîñòåé T = {1, 2, 4, 8, 8, 4, 2, 1}. Àíàëîãi÷íå
ïîðiâíÿííÿ ðîçïîäiëiâ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë N -áëîêiâ íàïðèêiíöi ðîçðàõóíêiâ

çà äîïîìîãîþ U(1) ñèìåòðè÷íèõ ÌÄÑ äëÿ ìîäåëi �àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1 òà

1/2 áóëî ïðîâåäåíî, àëå íå ïîêàçàíî íà ðèñóíêó.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êiíöåâà êiëüêiñòü ¾âàæëèâèõ¿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë äëÿ
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�èñ. 33: �îçïîäië ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë äîáóòêiâ nL (çëiâà) i hL (ñïðàâà) 33 òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü ïiñëÿ

ðîçðàõóíêó îñíîâíîãî ñòàíó áiëiíiéíîãî �àéçåíáåð îâîãî êiëüöÿ çi 100 ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1 çà äîïîìîãîþ

íåñèìåòðè÷íîãî ÌÄÑ ðîçìiðó m = 30.

ìîäåëi �àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1 íå çàëåæèòü âiä òîãî, ÷è â ðîçðàõóíêàõ âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ U(1) ñèìåòðiÿ. Îäíàê âèÿâëåíî öiêàâèé �àêò: êiëüêiñòü ¾âà-

æëèâèõ¿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë â àëãîðèòìi ç U(1) ñèìåòði¹þ ñóòò¹âî çìiíþ¹-

òüñÿ ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ àëãîðèòìó. ßêùî òî÷íiøå, íàéìåíøi ñèíãóëÿðíi ÷è-

ñëà çìåíøóþòüñÿ íà áàãàòî ïîðÿäêiâ (äî 6) ïiñëÿ äåêiëüêîõ êië îïòèìiçàöi¨.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî âiä ïî÷àòêó óòðèìóâàòè òiëüêè ¾êiíöåâó¿ êiëüêiñòü ñèí-

ãóëÿðíèõ ÷èñåë, àëãîðèòì ç âåëèêîþ éìîâiðíiñòþ ïðîäåìîíñòðó¹ ÷èñåëüíó

íåñòàáiëüíiñòü. Íàïðèêëàä, â ðîçðàõóíêó, ïîêàçàíîìó íà ðèñ. 34, êiëüêiñòü

ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë, ÿêi íåîáõiäíî óòðèìóâàòè ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ àëãîðèòìó,

äîðiâíþ¹ p = 60 òà p′ = 120 (ùî â 2 ðàçè ïåðåâèùó¹ âiäïîâiäíó êiëüêiñòü â

àëãîðèòìi áåç ñèìåòðié).

Ïîðiâíÿííÿ ïîâåäiíêè ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë N -áëîêiâ äëÿ ìîäåëåé �àéçåí-

áåð à çi ñïiíîì 1/2 òà 1 äåìîíñòðó¹ iíøèé öiêàâèé �àêò. Äëÿ (ùiëèííî¨) ìî-

äåëi �àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1 ñèíãóëÿðíi ÷èñëà ñïàäàþòü äóæå øâèäêî äëÿ

ñèñòåìè ðîçìiðîì N = 100, ùî ñïîñòåðiãàëîñÿ â ñòàòòi [72℄; â òîé ÷àñ ÿê

äëÿ (íåùiëèííî¨) ìîäåëi �àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1/2 çi 100 ÷àñòèíîê ïîòðiáåí

áiëüøèé âiäñîòîê ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë. Äî òîãî æ, âèùå çàçíà÷åíå ñïîñòåðåæå-

ííÿ ñòà¹ ùå ïðîìîâèñòiøèì: ïîïðè ìàëó êiëüêiñòü ¾êiíöåâèõ¿ ñèíãóëÿðíèõ

÷èñåë, ïiä ÷àñ îïòèìiçàöi¨ íåîáõiäíî çáåðiãàòè ïðèáëèçíî 50% ñèíãóëÿðíèõ

÷èñåë (äèâ. Òàáëèöi 3, 4), â òîé ÷àñ ÿê äëÿ ìîäåëi �àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1 öÿ
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�èñ. 34: �îçïîäië ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë äîáóòêiâ nL 33 òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü íà ïî÷àòêó (çëiâà) òà íàïðè-

êiíöi (ñïðàâà) ðîçðàõóíêó îñíîâíîãî ñòàíó áiëiíiéíîãî �àéçåíáåð îâîãî êiëüöÿ çi 100 ÷àñòèíîê çi ñïiíîì

1 çà äîïîìîãîþ U(1) ñèìåòðè÷íîãî ÌÄÑ ç ìíîæèíîþ êðàòíîñòåé T = {1, 2, 4, 8, 8, 4, 2, 1} (ðîçìið ÌÄÑ

m = 30). ßêùî âiä ïî÷àòêó óòðèìóþòüñÿ 25-30 ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë (ÿêi ¹ ¾âàæëèâèìè¿ íàïðèêiíöi ðîçðà-

õóíêó âiäïîâiäíî äî êðèòåðiþ ñòàòòi [72℄), àëãîðèòì ç U(1) ñèìåòði¹þ äåìîíñòðó¹ ÷èñåëüíó íåñòàáiëüíiñòü

(íà âiäìiíó âiä àëãîðèòìó áåç ñèìåòðié).

÷àñòêà ñêëàäà¹ ìåíøå çà 10%.

Ïîäàëüøi ðîçðàõóíêè äëÿ ìîäåëi �àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1/2 ïîêàçóþòü, ùî

ïðè ðîçìiðàõ ñèñòåìè N > 150 ïàðàìåòðè p, p′ ìîæóòü áóòè çìåíøåíi ïðè-

áëèçíî ïðîïîðöiéíî

1
N2 . Òàêèì ÷èíîì, ïðè N ≃ 300 êiëüêiñòü óòðèìóâàíèõ

ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë ñòà¹ ïîðiâíÿííîþ ç àíàëîãi÷íîþ âåëè÷èíîþ äëÿ ìîäåëi

�àéçåíáåð à çi ñïiíîì 1. Ìîæëèâå ïîÿñíåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñïií-ñïiíîâi

êîðåëÿöi¨ â íåùiëèííié ìîäåëi ¹ áiëüøèìè, íiæ â ùiëèííié ìîäåëi, i âîíè

çìåíøóþòüñÿ ç âiäñòàííþ äëÿ íàáàãàòî áiëüøèõ ñèñòåì (êiëüêiñòü ¾âàæëè-

âèõ¿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë ìà¹ çâ'ÿçîê çi ñïií-ñïiíîâèìè êîðåëÿöiÿìè [132℄).

ßê âèñíîâîê, äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ÷èñåëüíî¨ ñòàáiëüíîñòi àëãîðèòìó âåëè-

÷èíè p òà p′ íåîáõiäíî êîíòðîëþâàòè ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ àëãîðèòìó øëÿõîì

ìîíiòîðèíãó ñïiââiäíîøåííÿ (íàéáiëüøå ñèíãóëÿðíå ÷èñëî)/(íàéìåíøå óòðè-

ìóâàíå ñèíãóëÿðíå ÷èñëî). Àâòîð ðàäèòü óíèêàòè ñêîðî÷åííÿ �çÑ×, ÿêùî

íå î÷iêó¹òüñÿ ñïðàâäi ñóòò¹âîãî ïðèøâèäøåííÿ ðîçðàõóíêiâ (ùîíàéìåíøå íà

ïîðÿäîê).
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà áóëà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ öiêàâèõ âëàñòèâîñòåé

äâîõ îäíîâèìiðíèõ êâàíòîâèõ ìîäåëåé, à ñàìå: XXZ ìîäåëi ÷àñòèíîê çi ñïiíîì

1/2 òà áiëiíiéíî-áiêâàäðàòíî¨ ìîäåëi �àéçåíáåð à (ÁÁ�) ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1

áåç òà çà íàÿâíîñòi êâàäðàòè÷íîãî å�åêòó Çååìàíà, îáîõ â ãåîìåòði¨ êiëüöÿ

(íàçâàíi ìîäåëi ¹ U(1) àáî SU(2) ñèìåòðè÷íèìè çà ïåâíèõ çíà÷åíü êîíòðîëü-

íèõ ïàðàìåòðiâ). Òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè ¹ âëàñòèâîñòi çàïëóòàíîñòi âèñîêèõ

çáóäæåíèõ ñòàíiâ XXZ ìîäåëi ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 â �åðîìàãíiòíié �àçi òà

ìåæi äèìåðíî¨ �àçè ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1. Äóæå âàæëèâîþ ÷àñòèíîþ ðî-

áîòè áóëà ðîçðîáêà ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ òåõíi÷íî å�åêòèâíèõ ðîçðàõóíêiâ

âëàñíèõ ñòàíiâ êiëüöüîâèõ ñèñòåì ç âåëèêî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê. Ç çàâåðøåíî¨

ðîáîòè ìîæíà çðîáèòè íàñòóïíi âèñíîâêè:

1. Îòðèìàíî ìåæi äèìåðíî¨ ùiëèííî¨ �àçè â ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 â òî÷öi

θ = −π/2: D− < D < D0
, D− ≃ −0.3, D0 ≃ 0.025. Ïðè D < D−

ïðÿìà

θ = −π/2 ðîçìåæîâó¹ êðèòè÷íó �àçó òà �àçó Íååëÿ (äèìåðèçàöiÿ ïðè
öüîìó çàëèøà¹òüñÿ íåíóëüîâîþ). Òàêîæ â ðîáîòi äîâåäåíî, ùî äèìåðíà

�àçà â ÁÁ� ìîäåëi çi ñïiíîì 1 ïðè D = 0 ïðîñòÿãà¹òüñÿ âiä çíà÷åííÿ

êîíòðîëüíîãî ïàðàìåòðà θ/π = −1/4 äî ùîíàéìåíøå θ/π = −0.72.

Çäîáóâà÷ ñõèëüíèé çàïåðå÷èòè iñíóâàííÿ îêðåìî¨ �àçè â îêîëi SU(3)-

ñèìåòðè÷íî¨ òî÷êè θ = −3π/4 ïðè D = 0.

2. Íåïåðåðâíi ñèìåòði¨ U(1) òà SU(2) áóëè ââåäåíi â òåíçîðíó ìåðåæó ìà-

òðè÷íîäîáóòêîâèõ ñòàíiâ (ÌÄÑ) ç ïåðiîäè÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

(ÏÊÓ). Áóëî ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî ðîçðîáëåíèé âàðiàöiéíèé ìåòîä ¹

ñòàáiëüíèì i çàáåçïå÷ó¹ âèñîêó òî÷íiñòü ðîçðàõóíêiâ.

3. Ïîêàçàíî, ùî îäíî- i äâî÷àñòèíêîâi ìiðè çàïëóòàíîñòi, ðîçðàõîâàíi äëÿ

âëàñíèõ ñòàíiâ XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2 â �åðîìàãíiòíié �àçi, íå ¹
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å�åêòèâíèìè äëÿ îïèñó âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè â äàíié �àçi.

4. Ïîêàçàíî, ùî øâèäêå ñïàäàííÿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë äîâãèõ äîáóòêiâ

òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü â ìåòîäi äëÿ ÌÄÑ íå ¹ óíiâåðñàëüíèì.Øâèäêiñòü

ñïàäàííÿ çàëåæèòü âiä êîðåëÿöiéíî¨ äîâæèíè â ñèñòåìi òà ÷àñòêîâî ¹

çóìîâëåíîþ íàÿâíiñòþ ñèìåòði¨ ó ãàìiëüòîíiàíà ñèñòåìè.
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ÏËÀÍ ÏÎÄÀËÜØÈÕ ÄÎÑËIÄÆÅÍÜ

Ïî-ïåðøå, ðîçðîáëåíi ÷èñåëüíi ìåòîäè ìîæíà ìîäè�iêóâàòè äëÿ ðîçðà-

õóíêiâ âëàñòèâîñòåé 2D ñèñòåì, ÿêi íà ðàçi âèêëèêàþòü âåëèêèé iíòåðåñ (çâi-

ñíî, íåîáõiäíî ïàì'ÿòàòè, ùî â 2D â äåÿêèõ âèïàäêàõ íåïåðåðâíi ñèìåòði¨

ïîðóøóþòüñÿ, íà âiäìiíó âiä 1D).

Íà ðàçi ïðîâîäÿòüñÿ ðîçðàõóíêè õàðàêòåðèñòèê U(1) òà SU(2) ñèìåòðè-

÷íèõ 1D ñèñòåì, ÿêi ¹ ìåíø òðèâiàëüíèìè òà ìåíø äîñëiäæåíèìè. Ïðèêëà-

äîì U(1) ñèìåòðè÷íî¨ ìîäåëi ¹ ÁÁ� ìîäåëü çi ñïiíîì 1 òà êâàäðàòè÷íèì

å�åêòîì Çååìàíà (âîíà ¹ SU(2) ñèìåòðè÷íîþ ïðè ÷îòèðüîõ çíà÷åííÿõ θ:

θ = −3π/4,−π/2, π/4, π/2). Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ

θ = −π/2, àëå öiêàâî äîñëiäèòè ïîâåäiíêó ñèñòåìè òàêîæ ïðè θ = π/4 òà

−π/2 < θ < −π/4. Òàêîæ öiêàâî äîñëiäèòè ñèñòåìè ç äîìiøêàìè; íàïðè-

êëàä, ìîäåëü Áîçå-�àááàðäà (ùî îïèñó¹ íåçãàñàëüíi ïîòîêè â ìiêðîñêîïi÷íèõ

ñèñòåìàõ).

�îçðîáëåíi àëãîðèòìè äîñi ìàþòü íåäîëiê, ùî ìíîæèíà êðàòíîñòåé âèçíà-

÷à¹òüñÿ ìåòîäîì ïðîá i ïîìèëîê. Àëãîðèòì äëÿ ¨¨ àâòîìàòè÷íîãî âèçíà÷åííÿ

ïiä ÷àñ îïòèìiçàöi¨ âæå ðîçðîáëåíèé àíàëîãi÷íî äî íàÿâíîãî àëãîðèòìó äëÿ

ñèñòåì ç ÂÊÓ, àëå ¹ íåîáõiäíiñòü äîñëiäèòè ïðè÷èíó, ç ÿêî¨ öåé àëãîðèòì

ïðèíöèïîâî ïîðóøó¹ òðàíñëÿöiéíó iíâàðiàíòíiñòü â ñèñòåìi.
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ÏÎÄßÊÀ

Ïåðø çà âñå ÿ õî÷ó ïîäÿêóâàòè ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó Iâàíó Ñåðãiéî-

âè÷ó Äîöåíêó òà çàâiäóâà÷ó êà�åäðè Ñòàíiñëàâó Éîñèïîâè÷ó Âiëü÷èíñüêîìó

çà âåëèêå òåðïiííÿ òà ïiäòðèìêó ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè. ß òàêîæ âäÿ÷íèé

ñåêðåòàðöi êà�åäðè Îëåíi Òåñëèê çà ñïðîùåííÿ ìîãî ðîáî÷îãî ïðîöåñó.

Õî÷ó ïîäÿêóâàòè íàñòóïíèì ëþäÿì çà êîðèñíi îáãîâîðåííÿ: �àíñó �åð-

äó Åâåðòöó çà ií�îðìàöiþ ïðî äåòàëi ÷èñåëüíîãî àëãîðèòìó Ïiïïàíà-Âàéòà-

Åâåðòöà, É¹íó Ï. ÌàêÊàëëîêó çà îáãîâîðåííÿ àëãîðèòìiâ äëÿ ÌÄÑ ç ÂÊÓ ç

íåïåðåðâíèìè ñèìåòðiÿìè, Îëåêñiþ Êîëåæóêó çà ií�îðìàöiþ ïðî âëàñòèâîñòi

ðiçíèõ ñïiíîâèõ ìîäåëåé òà Á. Áðàéîðð-Îððñó (òàêîæ âiäîìîìó ÿê Âîëîäè-

ìèð Âîðîíîâ) çà ií�îðìàöiþ ïðî ìiðè çàïëóòàíîñòi òà 2D òåíçîðíi ìåðåæi.

Õî÷ó âiäçíà÷èòè ðîëü ä-ðà Ìiõàåëÿ Âàéðàóõà (iíñòèòóò Physikalis
h-

Te
hnis
he Bundesanstalt, ì. Áðàóíøâàé , Íiìå÷÷èíà) â öié äèñåðòàöiéíié ðî-

áîòi, îñêiëüêè éîãî iäå¨ áóëè áàçîâèìè (îñîáëèâî òåíçîðíi ìåðåæi ç ñèìåòðiÿ-

ìè). ß âäÿ÷íèé iíñòèòóòó Physikalis
h-Te
hnis
he Bundesanstalt çà íàäàííÿ â

ìî¹ êîðèñòóâàííÿ äëÿ ðîçðàõóíêiâ ðîáî÷èõ ñòàíöié (âêëþ÷íî ç ðîçðàõóíêî-

âèì êëàñòåðîì â Áåðëiíi) òà ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ Mathemati
a. Îñîáëè-

âî âiäçíà÷àþ ñïðèÿííÿ ä-ðà �îáåðòà Âiíàíäñà òà ïðî�. Àíäðåÿ Ñóðæèêîâà.

Òàêîæ ÿ âäÿ÷íèé Þðiþ Áiäàñþêó òà Á. Áðàéîðð-Îððñó çà ïðîâåäåííÿ ðîç-

ðàõóíêiâ âiä ìîãî iìåíi.

Îêðåìî õî÷ó ïîäÿêóâàòè ïîäðóææþ Ôåäîðåíêiâ, Àíàòîëiþ Ïåòðîâè÷ó òà

Ëiíi Ìèêîëà¨âíi, çà òå, ùî êîëèñü ïîâiðèëè â ìåíå i âêàçàëè îäèí ç ìîæëèâèõ

øëÿõiâ, êóäè ðóõàòèñÿ. ß âäÿ÷íèé ñâî¨é äiâ÷èíi Òåòÿíi òà ìî¨ì äðóçÿì Îëå-

êñàíäðó Âÿçëó, Îëåãó Ñëàáîñïèöüêîìó, Þëi¨ Æóêîâñüêié i áàãàòüîì iíøèì

çà ¨õíþ âiðó, ìîðàëüíó ïiäòðèìêó, íàòõíåííÿ òà ãóìîð.

I, çâiñíî, äÿêóþ ìî¨é ìàìi Àëi¨ Àíäði¨âíi òà ñåñòði Òàíi çà âåëèêå òåðïiííÿ

i ìîðàëüíó ïiäòðèìêó ïiä ÷àñ ìîãî íàâ÷àííÿ â óíiâåðñèòåòi òà àñïiðàíòóði.
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Äîäàòîê À

À.1. Ïðîðiäæóâàííÿ áëîêiâ ç åâîëþöi¹þ ÷àñó (iTEBD)

Àëãîðèòì ïðîðiäæóâàííÿ áëîêiâ ç åâîëþöi¹þ ÷àñó (ÏÁçÅ×, àíãë.

�iTEBD�) ïðèâîäèòü äî îñíîâíîãî ñòàíó â êàíîíi÷íié �îðìi ÌÄÑ [69, 70, 66℄.

Â öié �îðìi îêðiì òåíçîðà A íà êîæíié âåðøèíi ÒÌ òàêîæ ïðèñóòíi çâ'ÿçêîâi

âåêòîðè (àíãë. �bond ve
tors�)

~λ íà êîæíîìó çâ'ÿçêó. Â êîíêðåòíîìó êàíîíi-

÷íîìó ÌÄÑ çâ'ÿçêîâi âåêòîðè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïåðåíîðìîâàíi áàçèñè

�içè÷íèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi áàãàòî÷àñòèíêîâî¨ ñèñòåìè (íàïðèêëàä, ¾å�å-

êòèâíi¿ ñïiíè). Òàêèì ÷èíîì, çâ'ÿçêîâi âåêòîðè ïîâ'ÿçàíi ç êîå�iöi¹íòàìè

Øìiäòà â ðîçêëàäi õâèëüîâî¨ �óíêöi¨; òîáòî âîíè îïèñóþòü äâîñòîðîííþ çà-

ïëóòàíiñòü âñåðåäèíi ñòàíó. Ïîíàä òå, çâåäåíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè ñòàíó ìîæå

áóòè íàáëèæåíî îõàðàêòåðèçîâàíà â òåðìiíàõ öèõ å�åêòèâíèõ ñòóïåíiâ âiëü-

íîñòi.

Ìåòîä ÏÁçÅ× ëîêàëüíî ïîðóøó¹ òðàíñëÿöiéíó iíâàðiàíòíiñòü. À ñàìå: â

ñòàíi ïðèñóòí¹ ðîçäiëåííÿ íà äâi ÷àñòèíè, i òðàíñëÿöiéíî iíâàðiàíòíèé îñíîâ-

íèé ñòàí ïðåäñòàâëåíèé äâîìà òåíçîðàìè {A,B}. Ñïîñiá âèçíà÷åííÿ A òà B

äîáðå îïèñàíèé â ðîçäiëi 7.3.2 ñòàòòi [66℄, òîìó âií òóò íå íàâîäèòüñÿ. Äâî÷à-

ñòèíêîâà çâåäåíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

ρσ1σ2σ′
1σ

′
2
= Tr(G · T σ1σ

′
1

A · T σ2σ
′
2

B ). (131)

¾Äîìiøêîâi ìàòðèöi¿ äîðiâíþþòü: T σσ′

A = Aσ∗⊗Aσ′
, T σσ

B = Bσ′∗⊗Bσ′
. ¾Ìà-

òðèöÿ îòî÷åííÿ¿ G = (|vR〉〈vL|)/λ, äå λ ¹ íàéáiëüøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, à

〈vL|, |vR〉 - âiäïîâiäíèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè êîìáiíîâàíî¨ äâî÷àñòèíêîâî¨

òðàíñ�åðíî¨ ìàòðèöi (
∑

σ1
T σ1σ1

A ) · (∑σ2
T σ2σ2

B ).
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À.2. Ìîäè�iêàöiÿ àëãîðèòìó Îñòëóíäà-�îììåðà íà âè-

ïàäîê U(1) ñèìåòði¨

Òóò ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëüêè ñèñòåìè ÷àòñèíîê çi ñïiíîì

1
2
òà 1.

Àëãîðèòì äëÿ ðîçðàõóíêó îñíîâíîãî ñòàíó ñèñòåìè ç SU(2)-ñèìåòðè÷íèì

(íàïðèêëàä, �àéçåíáåð îâèì) ãàìëüòîíiàíîì áóâ çàïðîïîíîâàíèé Îñòëóíäîì

òà �îììåðîì [51, 52℄. Âií áóäó¹òüñÿ íà iäå¨, ùî ÿêùî ãàìiëüòîíiàí ¹ òðàíñ-

ëÿöiéíî iíâàðiàíòíèì, ìîæíà óòâîðèòè òðàíñëÿöiéíî iíâàðiàíòíèé ÌÄÑ ç

ÏÊÓ (òîáòî ëîêàëüíèé òåíçîð ÌÄÑ äóáëþ¹òüñÿ íà âñiõ ÷àñòèíêàõ). Åëåìåí-

òè ÌÄÑ âèçíà÷àþòüñÿ òåîðåìîþ Âi íåðà-Åêàðòà:

M
(s,1,si)
(γL,mL),(γR,mR)

= MγL,γR C
jL,s,jR
mL,si,mR

. (132)

Âèðàç äëÿ åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó ïðÿìî ìiíiìiçó¹òüñÿ âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ

ÌÄÑ MγL,γR.

Âèðàç äëÿ åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèíêó äëÿ ãàìiëüòîíiàíà �àéçåíáåð à äîðiâ-

íþ¹

E0

N
= 〈vL|(ÊsxÊsx + ÊsyÊsy + ÊszÊsz)|vR〉,

äå E - âiäïîâiäíi òðàíñ�åðíi ìàòðèöi, à 〈vL|, |vR〉 - ëiâèé òà ïðàâèé âëàñíèé

âåêòîð.

Çàïðîïîíîâàíèé Îñòëóíäîì òà �îììåðîì ÌÄÑ ìà¹ îäíó öiêàâó ðèñó. Âií

óòâîðþ¹ SU(2)-iíâàðiàíòíèé ñòàí |ψ〉, ÿêèé (çà îçíà÷åííÿì) ¹ ñòàíîì ç ïîâíèì

ñïiíîì S = 0. Ñõîæó iäåþ ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ U(1)-ñèìåòðè÷íèõ ãàìiëü-

òîíiàíiâ (íàïðèêëàä, XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2). Ìîæíà ñòâîðèòè ÌÄÑ, ùî ¹

U(1)-iíâàðiàíòíèì, òîáòî ìà¹ ïðîåêöiþ ñïiíó Sz = 0 (àíàëîãi÷íî äî S = 0) i ¹

îäíî÷àñíî òðàíñëÿöiéíî iíâàðiàíòíèì. Òàêèé ÌÄÑ ñïðàâäi ìîæå áóòè ñòâî-

ðåíèé - äèâ. �îçäië 2.2.3. Ó âèïàäêó Sz = 0 âñi xi = 0, i ÌÄÑ ìà¹ �îðìó

M si
(mL,tL),(mR,tR)

= M(mL,tL),(mR,tR) δmL,si+mR
. (133)

¾Âäàëó¿ ìíîæèíó êðàòíîñòåé T äëÿ ïðîåêöié ñïiíó mL/R íåîáõiäíî âãàäà-
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òè. Òàêîæ âàðòî çàóâàæèòè, ùî òðàíñëÿöiéíî iíâàðiàíòíèé ÌÄÑ ìîæå áóòè

óòâîðåíèé äëÿ ïîâíiñòþ ïîëÿðèçîâàíîãî ñòàíó Sz = Ns (òóò xi = s). Îäíàê

åíåðãiÿ öüîãî ñòàíó ¹ òðèâiàëüíîþ.

Åíåðãiÿ íà îäíó ÷àñòèíêó XXZ ìîäåëi (÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 òà 1), ÿêó

ïîòðiáíî ìiíiìiçóâàòè, äîðiâíþ¹

E0

N
= 〈vL|(ÊsxÊsx + ÊsyÊsy +∆ÊszÊsz)|vR〉

Ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè äëÿ XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1/2 ðiâíi (äëÿ T =

{1, 1, 2, 2, 1, 1}):

• ∆ = 0: E0/N = −0.316169 (òî÷íèé ðåçóëüòàò E0/N = −1/π);

• ∆ = 1: E0/N = −0.441058 (òî÷íèé ðåçóëüòàò E0/N = 1/4− log 2).

Ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè äëÿ XXZ ìîäåëi çi ñïiíîì 1 ðiâíi (äëÿ T =

{1, 2, 2, 1}):

• ∆ = 0: E0/N = −1.11244 (íàéòî÷íiøèé âiäîìèé ðåçóëüòàò E0/N ≃
−1.12);

• ∆ = 1: E0/N = −1.39966 (íàéòî÷íiøèé âiäîìèé ðåçóëüòàò E0/N ≃
−1.401484).

À.3. �åçóëüòàòè Áåòå-àíçàöó äëÿ íåñêií÷åííèõ XXZ

ìîäåëi ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 òà ÁÁ� ìîäåëi ÷àñòè-

íîê çi ñïiíîì 1

Åíåðãiÿ íà îäíó ÷àñòèíêó ñòàíó ç mz = 0 XXZ ìîäåëi ÷àñòèíîê çi ñïi-

íîì 1/2, âèçíà÷åíà çà äîïîìîãîþ íåñêií÷åííîðîçìiðíîãî Áåòå-àíçàöó [88, 90℄,

äîðiâíþ¹

E0 =
∆

4
∆ ≤ −1, (134)

E0 =
∆

4
− 1

2
(1−∆2) ·

∞∫

−∞

dx

chπx(ch(2x arccos∆)−∆)
,∆ > −1. (135)
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Ïðè ∆ = 1 ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç íåâèçíà÷åíèé, òîìó íåîáõiäíî âçÿòè ãðà-

íèöþ. z − z êîðåëÿòîð Z îòðèìó¹òüñÿ ÿê ÷àñòêîâà ïîõiäíà Z = ∂E0/∂∆.

×åðãîâàíà íàìàãíi÷åíiñòü m̄z äëÿ öi¹¨ ìîäåëi âèçíà÷à¹òüñÿ �îðìó-

ëîþ [141℄,

m̄z = 0, for ∆ < 1,

m̄z =
1

2

∞∏

n=1

th2(n arch∆), for ∆ ≥ 1. (136)

Íåñêií÷åííîðîçìiðíèé ðåçóëüòàò Áåòå-àíçàöó äëÿ ÁÁ� ìîäåëi ïðè θ =

π/4 [121, 109℄ ðiâíèé E/N =
2−ln 3− π

3
√
3√

2
, à äëÿ θ/π = −π/4 ðiâíèé E/N =

−
√
8 [107℄.

À.4. Ìàòðèöi �åëë-Ìàííà

λ1 =







0 1 0

1 0 0

0 0 0






, λ2 =







0 −i 0

i 0 0

0 0 0






, λ3 =







−1 0 0

0 1 0

0 0 0






, λ4 =







0 0 1

0 0 0

1 0 0






,

λ5 =







0 0 −i
0 0 0

i 0 0






, λ6 =







0 0 0

0 0 1

0 1 0






, λ7 =







0 0 0

0 0 −i
0 i 0






, λ8 =








1√
3

0 0

0 1√
3

0

0 0 − 2√
3








À.5. �îçðàõóíîê ìàòðèöi X äëÿ ïåðåêàëiáðóâàííÿ

ÌÄÑ

Ìåòîþ ¹ óòâîðèòè òàêó ìàòðèöþ X, ùî







X†QX = 1, ëiâå íîðìóâàííÿ

XQX† = 1, ïðàâå íîðìóâàííÿ

äå Q = Q†
.

Êëþ÷åì äî öüîãî ðîçðàõóíêó ¹ åðìiòîâiñòü Q. Çàâäÿêè öüîìó ðîçêëàä Q
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çà âëàñíèìè ÷èñëàìè âèãëÿäà¹ ÿê

Q = PSP †,

äå S - äiéñíà äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, à P - óíiòàðíà ìàòðèöÿ: P †P = PP † = 1.

�îçãëÿíåìî óìîâó äëÿ ïðàâî¨ íîðìàëiçàöi¨. Îòðèìà¹ìî

XPSP †X† = 1.

Öþ óìîâó ìîæíà ëåãêî çàäîâîëüíèòè, ïîêëàâøè

XPS
1
2 = 1.

Òîäi, âçÿâøè äî óâàãè âèùåâêàçàíi óìîâè äëÿ S òà P , îòðèìó¹ìî

X = S− 1
2P †

(137)

i, ÿê íàñëiäîê,

X−1 = PS
1
2 . (138)

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî ÿêùî S íå ìà¹ îáåðíåíî¨ (òîáòî ÿêùî ¨¨ äiàãîíàëü ìiñòèòü

íóëi), íåîáõiäíî áðàòè ïñåâäîîáåðíåíó ìàòðèöþ.

Àíàëîãi÷íî äëÿ ëiâîãî íîðìóâàííÿ ìîæíà îòðèìàòè

S
1
2P †X = 1,

îòæå,

X = PS− 1
2

(139)

òà

X−1 = S
1
2P †. (140)

À.6. Å�åêòèâíå ìàòðè÷íî-âåêòîðíå ìíîæåííÿ

�îçãëÿíåìî m×m ìàòðèöi A i B òà m2 × 1 âåêòîð-ñòîâï÷èê |u〉.
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� íåîáõiäíiñòü øâèäêî ðîçðàõóâàòè äîáóòîê (A ⊗ B)|u〉 (*). Éîãî ïðÿ-

ìèé ðîçðàõóíîê âèìàãàòèìå O(m4) åëåìåíòàðíèõ îïåðàöié i äëÿ ðîçðàõóíêó

äîáóòêó Êðîíåêåðà, i äëÿ éîãî ìíîæåííÿ íà âåêòîð.

Çàìiñòü öüîãî âèøèêó¹ìî âåêòîð |u〉 â ìàòðèöþ U òàê, ùî u(kl) = Ukl.

(ij)-èé åëåìåíò (*) ðiâíèé

((A⊗B)|u〉)(ij) =
m∑

k,l=1

(A⊗B)(ij),(kl)u(kl) =

m∑

k,l=1

AikBjlUkl =

=
m∑

k,l=1

AikUklB
T
lj = (AUBT )ij. (141)

Ìîæíà âèøèêóâàòè m×m ìàòðèöþ BUAT
ó âåêòîð-ñòîâï÷èê. Òîäi, î÷å-

âèäíî,

(Vec(AUBT ))(ij) = ((A⊗ B)|u〉)(ij),

îòæå

(A⊗ B)|u〉 = Vec(AUBT ). (142)

Àíàëîãi÷íî, äîáóòîê

〈v|(A⊗ B) = Vec(ATV B), (143)

äå v(kl) = Vkl.

Öÿ äiÿ âèìàãà¹ ìíîæåííÿ òiëüêè ìàòðèöü m×m, òîìó âîíà âèêîíó¹òüñÿ

çà O(m3) îïåðàöié.

À.7. �çÑ× ç âèêîðèñòàííÿì ìåíøî¨ êiëüêîñòi îïåðàöié

�îçãëÿíåìî ìàòðèöþ M âåëèêîãî ðîçìiðó l × l, â ÿêî¨ øâèäêî ñïàäàþòü

ñèíãóëÿðíi ÷èñëà. �¨ ïîòðiáíî çàìiíèòè íà ¨¨ �çÑ× âiäíîñíî p íàéáiëüøèõ

ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë. Öåé �çÑ× ðiâíèé

M ≈ USV, (144)
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äå d ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ðîçìiðó p× p. Î÷åâèäíî, ðîçìiðíîñòi ìàòðèöü

U i V äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî l× p òà p× l. �iâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè òàêîæ

ÿê

M ≈
p
∑

k=1

sk |uk〉〈vk|,

äå |uk〉 ¹ ñòîâï÷èêàìè U , à |vk〉 - ðÿäêàìè V .
Ùîá îòðèìàòè U , S i V çà ìåíøó êiëüêiñòü îïåðàöié, óòâîðèìî âèïàäêîâó

p× l ìàòðèöþ x i ïîòiì óòâîðèìî

y = xM = xUSV. (145)

Äëÿ iëþñòðàöi¨ ïåðøi òðè ìàòðèöi ìîæíà îá'¹äíàòè â îäíó p× p ìàòðèöþ

A = xUS. Òîäi

y = AV (146)

àáî â ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi

y =

p
∑

i,k=1

m2
∑

j=1

AikVkj|i〉〈j|.

i-èé ðÿäîê y ìîæíà ðîçðàõóâàòè ÿê

〈yi| = 〈i|y =

p
∑

i′,k=1

m2
∑

j=1

Ai′kVkj〈i|i′〉〈j| =
p
∑

k=1

m2
∑

j=1

AikVkj〈j|.

Àíàëîãi÷íî k-èé ðÿäîê V ðiâíèé 〈Vk| =
∑m2

j=1 Vkj〈j|, îòæå,

〈yi| =
p
∑

k=1

Aik〈Vk|. (147)

Òàêèì ÷èíîì, êîæåí ðÿäîê y ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðÿäêiâ V . Ìîæíà

îðòîãîíàëiçóâàòè y äî îðòîãîíàëüíî¨ çà ðÿäêàìè ìàòðèöi y′ òàêî¨, ùî

y′y′† = 1
p×p

(148)
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Ìîæíà óÿâèòè y′ òàêîæ ÿê çàñòîñóâàííÿ iíøîãî ïåðåòâîðåííÿ äî V :

y′ = A′V. (149)

ßêùî ìàòðèöÿ M ìà¹ ðàíã, ðiâíèé p, ìîæíà çðîáèòè çâîðîòíå ïåðåòâîðå-

ííÿ:

V = By′ (150)

(ÿêùî ðàíã íå òî÷íî äîðiâíþ¹ p, òàêå ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè òiëüêè íà-

áëèæåíî). Òîäi ìîæíà ïîìiòèòè, ùî

V y′†y′ = B y′y′†
︸︷︷︸
1

y′ = By′ = V. (151)

Îòæå, ìîæíà çàïèñàòè

M = USV = (USV )y′†y′ = zy′, (152)

äå z =My′† - ìàòðèöÿ ðîçìiðó l × p.

Ìàòðèöþ z ìîæíà òî÷íî ðîçêëàñòè çà ñèíãóëÿðíèìè ÷èñëàìè:

z = USV ′. (153)

Ïîðiâíþþ÷è (144), (152) òà (153), ìîæíà îòðèìàòè

V = V ′y′. (154)

V ′
¹ îðòîãîíàëüíîþ (ÿê ðåçóëüòàò �çÑ×), à y′ - îðòîãîíàëüíà çà ðÿäêàìè

(äîâåäåíî ðàíiøå). Îòæå, V îðòîãîíàëüíà çà ðÿäêàìè, ÿê i ïîâèííî áóòè ïðè

�çÑ×.

ßê âèñíîâîê ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè ìîäè�iêîâàíèé àëãîðèòì �çÑ× ìà-

òðèöi ðîçìiðó l × l ç p ¾âàæëèâèìè¿ ñèíãóëÿðíèìè ÷èñëàìè:

1. Óòâîðèòè âèïàäêîâó ìàòðèöþ x ðîçìiðó p× l.

2. Îá÷èñëèòè ìàòðèöþ y = xM ðîçìiðó p× l.
156



3. Îðòîãîíàëiçóâàòè y äî y′.

4. Óòâîðèòè ìàòðèöþ z =My′† ðîçìiðó l × p.

5. �îçêëàñòè çà ñèíãóëÿðíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöþ z: z = USV ′
.

6. Óòâîðèòè V = V ′y′.

�îçðàõóíîê ìàòðèöü y = xM i z = My′† âàðòî ïðîâîäèòè áåç ïðÿìîãî

ðîçðàõóíêó äîáóòêiâ M N/3 òðàíñ�åðíèõ ìàòðèöü (íà ùî ïîòðiáíî O(m5)

îïåðàöié). Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî ìàòðèöþ x ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîæèíó

p (àáî p′) áðà-âåêòîðiâ (òàêèõ ñàìèõ, ÿê v-âåêòîðè ç �îçäiëó 2.1.3). Â ðàì-

êàõ ÌÄÑ âåêòîðè ìàþòü äîâæèíó l = m2
àáî l = mWm

2
. Òàêèì ÷èíîì, xM

ìîæíà ðîçðàõîâóâàòè ïîñëiäîâíèì êîðåãóâàííÿì (ìíîæåííÿì íà òðàíñ�åðíi

ìàòðèöi) öi¹¨ ìíîæèíè âåêòîðiâ âïðàâî, ÿê îïèñàíî â �îçäiëi 2.1.3. Àíàëî-

ãi÷íî My′† ìîæíà ðîçðàõóâàòè ïîñëiäîâíèì êîðåãóâàííÿì âëiâî (òàê ÿê y′†

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîæèíó êåò-âåêòîðiâ òèïó u-âåêòîðiâ). ßê íàñëiäîê,

ïðîöåäóðà ïîòðåáó¹ O(pm3) ∝ O(m4) îïåðàöié.

Óòâîðåííÿ V = V ′y′ ïîòðåáó¹ òiëüêè O(p2m2) àáî O(p′ 2m2) îïåðàöié, â

òîé ÷àñ ÿê �çÑ× ìàòðèöü ðîçìiðó p ×m2
÷è p′ ×mWm

2
+ îðòîãîíàëiçàöiÿ

ïîòðåáó¹ òiëüêè O(pm2) or O(p′m2) [72℄. Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíà êiëüêiñòü

îïåðàöié å�åêòèâíîãî �çÑ× ñïðàâäi ìà¹ ïîðÿäîê O(m4).

À.8. Å�åêòèâíå ìàòðè÷íî-âåêòîðíå ìíîæåííÿ äëÿ çà-

äà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ

Íåîáõiäíî îöiíèòè êiëüêiñòü îïåðàöié, ïîòðiáíèõ äëÿ ðîçðàõóíêó

{
p(p′)
∑

k,l=1

sRk s
L
l 〈vRk |uLl 〉 (W ⊗ UR

k ⊗ V L
l )}(⊕n

j=1 ~νj),

äå UR
k òà V L

l ìàþòü ðîçìið m ×m, W ìà¹ ðîçìið n × n, n íå çàëåæèòü âiä

m, p, p′; νj ¹ ìàòðèöåþ ÌÄÑ M j
, ïåðåáóäîâàíîþ ó âåêòîð.

Öåé äîáóòîê òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè ÿê
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⊕n
j=1 (

p(p′)
∑

k,l=1

αklVec(U
R
k (
∑

j′

Wjj′(M
j′)T )(V L

l )T )).

Íàéáiëüø å�åêòèâíà ïðîöåäóðà âèãëÿäà¹ òàê:

1) �îçðàõîâóþòüñÿ âñi p2(p′ 2) êîå�iöi¹íòiâ αkl = sRk s
L
l 〈vRk |uLl 〉. Òàê ÿê îäíå

âåêòîð-âåêòîðíå ìíîæåííÿ ïîòðåáó¹ O(m2) îïåðàöié, âñÿ ìíîæèíà êîå�iöi-

¹íòiâ ïîòðåáó¹ O(p2m2) àáî O(p′ 2m2).

2) �îçðàõîâóþòüñÿ âñi m × m ìàòðèöü Bj =
∑

j′ Wjj′(M
j′)T . Îäíà òàêà

ìàòðèöÿ ïîòðåáó¹ O(nm2) ∝ O(m2) îïåðàöié, îòæå, âñÿ ìíîæèíà ç n ìàòðèöü

ïîòðåáó¹ O(m2).

Äîáóòîê âiäïîâiäíî ïåðåïèøåòüñÿ ÿê

⊕n
j=1Vec(

p(p′)
∑

k,l=1

αklU
R
k Bj(V

L
l )T ).

3) �îçðàõîâóþòüñÿ ìàòðèöi Cjl = Bj(V
L
l )T . Òàêèõ ìàòðèöü n ·p (àáî n ·p′),

òîìó âñÿ ìíîæèíà ïîòðåáó¹ O(dpm3) ∝ O(pm3) îïåðàöié (àáî O(p′m3)).

4) �îçðàõîâóþòüñÿ ìàòðèöi Dl =
∑p(p′)

k=1 αklU
R
k . Òàê ÿê äîäàâàííÿ ìà-

òðèöü ïîòðåáó¹ òiëüêè O(m2) îïåðàöié, êîæíà êîíêðåòíà Dl ïîòðåáó¹ O(pm
2)

(O(p′m2)). Îòæå, âñÿ ìíîæèíà ïîòðåáó¹ O(p2m2) (O(p′2m2)).

5) Äîáóòîê ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

⊕n
j=1Vec(

p(p′)
∑

l=1

DlCjl).

�åñóðñ òàêî¨ çãîðòêè äîðiâíþ¹ O(npm3) ∝ O(pm3) (àáî O(p′m3)) îïåðàöié.

ßê âèñíîâîê, ðåñóðñ, íåîáõiäíèé äëÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ìíîæåííÿ äëÿ

çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ, äîðiâíþ¹O(p′m3)+O(p′ 2m2) àáîO(pm3)+O(p2m2),

òîáòî O(m4) îïåðàöié.

À.9. Ìiðè çàïëóòàíîñòi

Íàéâiäîìiøîþ ìiðîþ çàïëóòàíîñòi ¹ îäíî÷àñòèíêîâà åíòðîïiÿ çàïëóòà-

íîñòi, ùî ¹ åíòðîïi¹þ �îí Íîéìàííà îäíî÷àñòèíêîâî¨ çâåäåíî¨ ìàòðèöi ãó-
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ñòèíè [145℄:

S(ρ) = −ρ1 log2 ρ1 = −
∑

i

λi log2 λi. (155)

Çàìiñòü öüîãî â ðîáîòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ one-tangle (OT) [146℄, ùî òàêîæ

ðîçðàõîâó¹òüñÿ ç îäíî÷àñòèíêîâî¨ çâåäåíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè:

τ1(ρ1) = 4 det ρ1. (156)

Â ðîáîòi òàêîæ ðîçðàõîâóþòüñÿ ìiðè çàïëóòàíîñòi ç äâî÷àñòèíêîâî¨ çâå-

äåíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè ρ12. Ïðîñòîþ ìiðîþ äâî÷àñòèíêîâî¨ çàïëóòàíîñòi çìi-

øàíîãî ñòàíó ¹ çàïëóòàíiñòü �îðìóâàííÿ EF [147℄. Âîíà ðàõó¹ ìiíiìàëü-

íó êiëüêiñòü ìàêñèìàëüíî çàïëóòàíèõ ñòàíiâ (ñòàíiâ Áåëëà), íåîáõiäíèõ äëÿ

óòâîðåííÿ äàíîãî ñòàíó ç âèêîðèñòàííÿì ëèøå ëîêàëüíèõ îïåðàöié òà êëàñè-

÷íîãî çâ'ÿçêó (ËÎÊÇ) (äëÿ äåòàëåé äèâ. [147, 145℄). Çàïëóòàíiñòü �îðìóâàííÿ

ìîæíà ðîçðàõóâàòè ç óçãîäæåííÿ �îðìóâàííÿ CF [148, 136℄:

EF = h

(

1

2
+

√

1− C2
F

2

)

, (157)

äå h(x) ïîçíà÷à¹ áiíàðíó åíòðîïiéíó �óíêöiþ.

Iíøèé òèï óçãîäæåííÿ - óçãîäæåííÿ àñèñòóâàííÿCA - áóâ ïðåäñòàâëåíèé ó

ñïîëó÷åííi ç çàïëóòàíiñòþ àñèñòóâàííÿ EA [149℄. Çàïëóòàíiñòü àñèñòóâàííÿ

âèìiðþ¹ ìàêñèìàëüíó äâî÷àñòèíêîâó çàïëóòàíiñòü, ÿêà ìîæå áóòè îòðèìàíà

ïðè ïðîâåäåííi âèìiðþâàíü íàä ðåøòîþ ñïiíiâ. Iäåÿ çàïëóòàíîñòi àñèñòóâàííÿ

ïîõîäèòü ç àíàëiçó ñèñòåì ç òðüîõ ÷àñòèí, ùî îïèñóþòüñÿ ñòàíàìè |ψ123〉.
Âàðiþþ÷è âèìiðþâàííÿ íàä ÷àñòèíîþ 3, ¾ïîìi÷íèê¿ 3 çäàòíèé âïëèâàòè íà

çìiøàíèé ñòàí ÷àñòèí 1 òà 2 [150℄.

Óçãîäæåííÿ �îðìóâàííÿ [136℄ òà óçãîäæåííÿ àñèñòóâàííÿ [151℄ ðîçðàõî-

âóþòüñÿ ÿê

CF (ρ12) = max(0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4), (158)

CA(ρ12) = λ1 + λ2 + λ3 + λ4, (159)

äå λ1, λ2, λ3, λ4 ¹ êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè âëàñíèõ çíà÷åíü (ó ïîðÿäêó ñïàäà-

ííÿ) íååðìiòîâî¨ ìàòðèöi ρ12ρ̃12, äå ρ̃12 = (σy ⊗ σy)ρ∗12(σ
y ⊗ σy), à ρ∗12 - êîì-
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ïëåêñíî ñïðÿæåíà äî ρ12 (σ
y
¹ ìàòðèöåþ Ïàóëi äëÿ ñïiíó 1/2). Óçãîäæåííÿ

�îðìóâàííÿ âèìiðþ¹ äâî÷àñòèíêîâó çàïëóòàíiñòü íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ.

Íåãàòèâíiñòü N òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç óçãîäæåííÿì �îðìóâàííÿ. Âîíà, îäíàê,

ìîæå áóòè ðîçðàõîâàíà òàêîæ äëÿ ñèñòåì ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1. Âîíà îòðè-

ìó¹òüñÿ ç äâî÷àñòèíêîâî¨ çâåäåíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè ρ12 [152℄,

N(ρ12) =
1

2
(‖ρT1

12‖ − 1),

äå T1 ïîçíà÷à¹ ÷àñòêîâå òðàíñïîíóâàííÿ ρ12 âiäíîñíî ïåðøîãî êóáiòà (êóòðè-

òà), à ‖.‖ - ñëiäîâó íîðìó.
Äâî÷àñòèíêîâà çàïëóòàíiñòü íà îäèí çâ'ÿçîê SPB [153℄ îòðèìó¹òüñÿ áåçïî-

ñåðåäíüî ç ÌÄÑ-ïðåäñòàâëåííÿ õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ (â éîãî êàíîíi÷íié �îðìi!),

ùî ðîáèòü öþ ìiðó òàêîþ ïðèâàáëèâîþ. Âîíà äóæå êîðèñíà â 2D òà 3D, òàê

ÿê íå âèìàãà¹ ðîçðàõóíêiâ î÷iêóâàíèõ çíà÷åíü, äëÿ ÷îãî ïîòðiáíî O(eN ) îïå-

ðàöié. SPB âèçíà÷à¹òüñÿ â òåðìiíàõ êîìïîíåíò çâ'ÿçêîâèõ âåêòîðiâ λi, ÿêi

ïðè íîðìóâàííi çàäîâiëüíÿþòü óìîâó

∑

i λ
2
i = 1. Òîäi SPB âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

åíòðîïiÿ �îí Íîéìàííà [145℄

SPB = −
∑

i

λ2i log2 λ
2
i . (160)

Íà ïðàêòèöi âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çâ'ÿçêîâi âåêòîðè, ïðè¹äíàíi äî êîíêðåòíîãî

ñïiíó i, ¹ ïðèáëèçíî ðiâíèìè, ùî ¹ íàñëiäêîì òðàíñëÿöiéíî¨ ñèìåòði¨ âèêî-

ðèñòîâóâàíî¨ òåíçîðíî¨ ìåðåæi. ßê íàñëiäîê, çâ'ÿçêîâi âåêòîðè, ïðè¹äíàíi äî

êîíêðåòíîãî ñïiíó i, óñåðåäíþþòüñÿ ïðè ðîçðàõóíêó SPB.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî äâî÷àñòèíêîâà çàïëóòàíiñòü íà îäèí çâ'ÿçîê íå ¹ åêñ-

ïåðèìåíòàëüíî âèìiðþâàíîþ âåëè÷èíîþ. Äî òîãî æ, ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå

çíà÷åííÿ SPB (ùî âèìiðþ¹ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâó çàïëóòàíiñòü äàíîãî ñòàíó)

çàëåæèòü âiä îáðàíîãî ðîçìiðó ÌÄÑm. Öå îçíà÷à¹, ùî îáðàíå ïðåäñòàâëåííÿ

ÌÄÑ ìîæå íå áóòè çäàòíèì òî÷íî îïèñàòè ñòàíè â îêîëi êðèòè÷íèõ òî÷îê,

äå çàïëóòàíiñòü ìîæå áóòè äóæå âåëèêîþ (íàïðèêëàä, òî÷êè �àçîâèõ ïåðå-

õîäiâ). Îäíàê öÿ âåëè÷èíà âñå îäíî ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ íàïiâêiëü-

êiñíîãî âèçíà÷åííÿ òî÷îê �àçîâèõ ïåðåõîäiâ (íàâiòü äëÿ �àçîâèõ ïåðåõîäiâ
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íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçðàõîâàíi ìiðè çàïëóòàíîñòi, ìîæíà ðîçðàõóâàòè öiêà-

âó õàðàêòåðèñòèêó - ìîíîãàìíiñòü çàïëóòàíîñòi, òîáòî ðîçïîäië çàïëóòàíîñòi

ìiæ ðiçíèìè ÷àñòèíàìè ñèñòåìè [154℄. Ñïðîùåíî ìîíîãàìíiñòü çàïëóòàíîñòi

ìîæíà çðîçóìiòè òàê: ÿêùî äâi ÷àñòèíè ¹ ìàêñèìàëüíî çàïëóòàíèìè, âîíè

íå ìîæóòü áóòè çàïëóòàíèìè ç òðåòüîþ ÷àñòèíîþ. Âèðàçè äëÿ ðîçïîäiëó çà-

ïëóòàíîñòi â �îðìi ñïiââiäíîøåíü ìîíîãàìíîñòi äëÿ áàãàòîêóáiòîâèõ ñèñòåì

ç âèêîðèñòàííÿì óçãîäæåííÿ �îðìóâàííÿ CF òà àñèñòóâàííÿ CA áóëè îòðè-

ìàíi â ñòàòòÿõ [155, 156℄.

Âèðàçè äëÿ ìîíîãàìíîñòi çàïëóòàíîñòi N -êóáiòîâèõ ñèñòåì áóëè îòðèìàíi

ç íåðiâíîñòi Êî��ìàí-Êóíäó-Âóòòåðñà (ÊÊÂ) [146℄:

[CF ]
2
A|B1B2...BN−1

≥ [CF ]
2
AB1

+ [CF ]
2
AB2

+ . . .+ [CF ]
2
ABN−1

, (161)

äå [CF ]ABi
= [CF ](ρABi

) - óçãîäæåííÿ çâåäåíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè ρABi
, à

[CF ]A|B1B2...BN−1
= C(|ψ〉A|B1B2...BN−1

) - óçãîäæåííÿ ÷èñòîãî ñòàíó |ψ〉, âèçíà-
÷åíå â ñòàòòi [157℄. Äëÿ ÷èñòèõ N -êóáiòîâèõ ñòàíiâ C2

A|B1B2...BN−1
ìîæå áóòè

îòðèìàíå ç îäíî÷àñòèíêîâî¨ çâåäåíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè i (çãiäíî ç ðîçðàõóíêà-

ìè Á. Áðàéîðð-Îððñà) äîðiâíþ¹ ÎÒ: [CF ]
2
A|B1B2...BN−1

= 4det ρA = τ1 [157℄.
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tices / J. J. Garćıa-Ripoll, M. A. Martin-Delgado, J. I. Cirac // Phys.

Rev. Lett. — 2004. — Vol. 93, Iss. 25. — P. 250405.

[30] Sachdev, S. Quantum Phase Transitions. 2nd Edition / S. Sachdev. —

Cambridge: Cambridge University Press, 2011.

[31] Amico, L. Entanglement in many-body systems / L. Amico, R. Fazio,

A. Osterloh, V. Vedral // Rev. Mod. Phys. — 2008. — Vol. 80, Iss. 2. —

P. 517–576.

[32] Wen, X.-G. Quantum Field Theory of Many-Body Systems / X.-

G. Wen. — New York, USA: Oxford University Press, 2004.

[33] Senthil, T. Quantum criticality beyond the Landau-Ginzburg-Wilson

paradigm / T. Senthil, L. Balents, S. Sachdev et al. // Phys. Rev. B. —

2004. — Vol. 70, Iss. 14. — P. 144407.

[34] Hastings, M. B. Quasiadiabatic continuation of quantum states: The sta-

bility of topological ground-state degeneracy and emergent gauge invari-

167



ance / M. B. Hastings, X.-G. Wen // Phys. Rev. B. — 2005. — Vol. 72,

Iss. 4. — P. 045141.

[35] Osborne, T. J. Entanglement in a simple quantum phase transition /

T. J. Osborne, M. A. Nielsen // Phys. Rev. A. — 2002. — Vol. 66,

Iss. 3. — P. 032110.

[36] Osterloh, A. Scaling of entanglement close to a quantum phase transi-

tion. / A. Osterloh, L. Amico, G. Falci, R. Fazio // Nature. — 2002. —

Vol. 416, No. 6881. — P. 608–10.

[37] Pollmann, F. Entanglement spectrum of a topological phase in one di-

mension / F. Pollmann, A. M. Turner, E. Berg, M. Oshikawa // Phys.

Rev. B. — 2010. — Vol. 81, Iss. 6. — P. 064439.

[38] De Chiara, G. Bilinear-biquadratic spin-1 chain undergoing quadratic

Zeeman effect / G. De Chiara, M. Lewenstein, A. Sanpera // Phys. Rev.

B. — 2011. — Vol. 84, Iss. 5. — P. 054451.
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S. Östlund, S. Rommer // Phys. Rev. Lett.— 1995. — Vol. 75, Iss. 19. —

P. 3537.

[52] Rommer, S. Class of ansatz wave functions for one-dimensional spin sys-

tems and their relation to the density matrix renormalization group /
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Vol. 57. — P. 852.

[84] Zadourian, R. Matrix product states for SU(2) invariant quantum spin

chains / R. Zadourian, A. Fledderjohann, A. Klümper // J. Stat.
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[110] Fáth, G. Isotropic spin-1 chain with twisted boundary condition /
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T. Garel // Phys. Rev. B. — 1996. — Vol. 53, Iss. 6. — P. 3304.

[140] Xian, Y. Exact results of dimerization order parameter in SU(n) antifer-

romagnetic chains / Y. Xian // Phys. Lett. A. — 1993. — Vol. 183, No.

5-6. — P. 437.

[141] Baxter, R. J. Spontaneous staggered polarization of the F-model /

R. J. Baxter // J. Stat. Phys. — 1973. — Vol. 9, No. 2. — P. 145.

180
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