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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Є багато систем, що можуть бути умовно названi
“м’якою матерiєю”. До них, зокрема, вiдносяться: порошинки в запиленiй
плазмi, колоїди в рiзних розчинниках, розчини поверхнево-активних речовини
i т.п., якi демонструють ефекти самоорганiзацiї та перебудови в рiзноманiтнi
структури за певних умов. Також виявляється, що не дивлячись на всю рiзно-
рiднiсть фiзичних реалiзацiй, часто явища самоорганiзацiї вдається описати
подiбним чином в рамках єдиного математичного апарату. Це лише додає ваги
вiдповiдним дослiдженням, адже розв’язавши задачу для, наприклад, плазми,
можна аналогiчними методами пiдiйти до теорiї колоїдiв та перевiрити, чи
можуть там спостерiгатися подiбнi ефекти.

Часто мiжчастинковий потенцiал у таких системах виявляється далекодi-
ючим та схожим на кулонiвський. Як правило, цей вид потенцiалiв викликає
розбiжностi при обчисленнi потенцiальної енергiї (ось чому їх часто називають
“катастрофiчними”). Це додає додаткової складностi задачi, адже традицiйнi
методи статистичної механiки незастосовнi до неоднорiдних систем з куло-
нiвським типом взаємодiї. В такому випадку необхiднi особливi пiдходи, що
дозволяють брати до уваги неоднорiднiсть розподiлу частинок. В тому числi,
цi методи повиннi включати в себе вiдповiдну процедуру, що дозволить зна-
йти домiнантний вклад у функцiю розподiлу та уникнути розбiжностi вiльної
енергiї при безмежному зростаннi об’єму системи.

На даний момент вiдомо зовсiм небагато модельних систем взаємодiю-
чих частинок, для яких в точностi може бути розрахована статистична сума в
термодинамiчнiй границi. Що ж до опису рiвноважних станiв, то зараз iснує
всього кiлька результатiв отриманих у рамках рiвноважної статистичної ме-
ханiки. Проте, вiдомi результати можна куди простiше отримати в термiнах
колективних змiнних та iнтегральних перетворень. Бiльше того, такий пiдхiд
робить можливим отримання вiльної енергiї класичної плазматичної системи
з точнiстю до будь-якого порядку.

Окрiм вищезгаданого, iснують також пiдходи з застосуванням методiв тео-
рiї поля для визначення статистичної суми. З їх допомогою вдалось отримати
послiдовнiсть впорядкованих структур у рамках мезоскопiчного опису само-
збирання. Така велика кiлькiсть розроблених пiдходiв та методiв свiдчить про
важливiсть даної теми та зацiкавленiсть у нiй наукової спiльноти. Отож, не
буде перебiльшенням сказати, що будь-якi досягнення у подоланнi згаданих
математичних труднощiв можуть вплинути на загальний розвиток цiлого ряду
теорiй.

В рамках даної дисертацiї розглянуто альтернативний пiдхiд, що дозво-
лив розвинути теорiю функцiоналу густини з куди бiльш простою структу-
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рою. Цей метод надає можливiсть включити вклад далекодiючих кореляцiй
мiж флуктуацiями у загальний потенцiал. Загалом, вплив флуктуацiй на ста-
бiльнiсть перiодичної структури вже розглядався у рядi iнших робiт. Як ре-
зультат, виник новий спосiб описання просторово-неоднорiдних розподiлiв у
системi взаємодiючих частинок, який передбачає застосування представлення
Хаббарда-Стратоновича для функцiї розподiлу. В дисертацiї цей апарат бу-
ло застосовано для дослiдження поведiнки перiодичних структур, утворених
пилинками у запорошенiй плазмi та електронами на поверхнi рiдкого гелiю.

Розглядаючи питання про вiльну енергiю частинки “м’якої матерiї”, може
також виникнути проблема впливу стохастичної складової на поведiнку систе-
ми. Хорошим прикладом є випадкове поглинання порошинкою в плазмi iонiв
та електронiв, або броунiвський рух у колоїдi. З одного боку все це приводить
до появи цiкавих фiзичних ефектiв, але з iншого — значно ускладнює вiдпо-
вiднi математичнi рiвняння. Дослiдження таких стохастичних впливiв мають
важливе значення, адже можуть виявити новi ефекти, чи особливостi самоор-
ганiзацiї, якi ранiше залишались непомiченими.

Пiдсумовуючи вищесказане: для статистичного опису систем з кулонiв-
ським типом взаємодiї є надзвичайно важливими розробка та застосування
нових математичних пiдходiв. Це дозволить якщо не одразу описати, то при-
наймнi створити iнструмент, що з незначними модифiкацiями може бути за-
стосований для розгляду цiлого ряду фiзичних систем.

Зв’язок роботи з науковими, програмами, планами, темами. Дисерта-
цiйна робота виконувалась в Iнститутi теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбо-
ва НАН України в рамках держбюджетних науково-дослiдних робiт “Формува-
ння структур та нерiвноважнi процеси у вiдкритих системах”, № 0113U001093,
i “Мiкроскопiчнi та феноменологiчнi моделi фундаментальних фiзичних про-
цесiв у мiкро- та макросвiтi”, № 0112U000056.

При виконаннi роботи автор дослiджував вiльну енергiю частинок у систе-
мах з кулонiвським типом взаємодiї та використовував процедуру її мiнiмiзацiї
для виявлення можливих типiв самоорганiзацiї у системi. При цьому було роз-
глянуто такi питання як кiнетична складова вiльної енергiї для частинок у
нелiнiйному середовищi з урахуванням впливу стохастичних факторiв, а саме
функцiю розподiлу порошинок по швидкостях у запиленiй плазмi при враху-
ваннi стохастичностi стоку iонiв та електронiв. Також значну увагу присвячено
питанням збiжностi при обчисленнi потенцiальної складової вiльної енергiї в
уже сформованому пиловому кристалi або кристалi Вiгнера. У роботi розгля-
нуто як суттєво класичну систему — самоорганiзацiю пилинок у запорошенiй
плазмi, так i квантову — електрони на поверхнi рiдкого гелiю.

Мета та задачi дослiдження. Основною метою дисертацiйної роботи було:
1. дослiдити питання пов’язанi з вiльною енергiєю у системах з кулонiв-
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ським типом взаємодiї;
2. перевiрити, чи можна уникнути проблем пов’язаних з розбiжнiстю по-

тенцiальної складової вiльної енергiї аналiзуючи частинки впорядко-
ванi у ґратку Браве в термiнах оберненої ґратки та одночастинкової
функцiї розподiлу ймовiрностi;

3. побудувати вираз для вiльної енергiї електронiв на поверхнi рiдкого
гелiю та знайти вiдстань локалiзацiї для них;

4. аналогiчним способом дослiдити застосовнiсть такого математично-
го апарату до знаходження ґратки з мiнiмальною вiльною енергiєю у
пиловому кристалi;

5. розглянути вплив флуктуацiй стоку iонiв та електронiв на кiнетичну
складову вiльної енергiї порошинки у запиленiй плазмi за умови ста-
лостi загального заряду пилинки.

Об’єктом дослiдження була вiльна енергiя частинок у системi з кулонiв-
ським типом взаємодiї.

Предметом дослiдження в силу рiзноманiття фiзичних реалiзацiй таких
систем стали запорошена плазма як представник суттєво класичних систем та
електрони на поверхнi рiдкого гелiю як представник квантових.

Методи дослiдження. У дисертацiї для знаходження ентропiйної складо-
вої вiльної енергiї використано аналiтичний непертурбацiйний метод заснова-
ний на представленi Хаббарда-Стратоновича для статистичної суми у виглядi
функцiонального iнтеграла над двома допомiжними полями, що вiдповiдають
притяганню та вiдштовхуванню. Для аналiзу ж потенцiальної складової за-
стосовано представлення у термiнах оберненої ґратки та функцiю розподiлу
ймовiрностi для координати однiєї частинки (дещо схоже до форм-фактора
у квантовiй теорiї поля). Також в одному з випадкiв, коли особливо важли-
вою стає кiнетична складова, останню проаналiзовано за допомогою апарату
стохастичних диференцiальних рiвнянь.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй роботi одер-
жано такi новi результати:

1. розроблено пiдхiд до обчислення потенцiальної енергiї в системi ча-
стинок упорядкованих у ґратку Браве в межах якого вдалось видiлити
всi розбiжностi в один доданок однаковий для ґраток з однаковою се-
редньою густиною частинок, що дозволяє їх порiвнювати;

2. отримано вираз для вiльної енергiї двовимiрної системи фермiонiв та
вираз для температурно-залежної вiдстанi локалiзацiї для електронiв на
поверхнi рiдкого гелiю (при T = 0 рiвняння переходить у вже вiдоме);

3. чисельною мiнiмiзацiєю знайденої вiльної енергiї отримано параметри
ґратки, що повинна спостерiгатися у пиловому кристалi (результат —
гексагональна щiльноупакована ґратка), спiвпадає з вiдомими експери-
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ментальними даними;
4. продемонстровано значний вплив флуктуацiй стоку iонiв та електронiв

на розподiл швидкостей та енергiю порошинок у запиленiй плазмi —
вiдповiдний розподiл буде вiдмiнним вiд гаусового;

5. виявлено бiстабiльнiсть у розподiлi швидкостей та визначено умови її
виникнення, а також передбачено можливiсть iснування гiстерезису в
розподiлi швидкостей у системi порошинок;

Практичне значення отриманих результатiв. Розвиненi методи та одер-
жанi результати можуть внести вклад в пояснення аномально високої кiне-
тичної енергiї порошинок у запиленiй плазмi; математичний апарат, застосо-
ваний для знаходження потенцiальної енергiї може бути використаний при
порiвняннi рiзних граток, а при незначних модифiкацiях — обчисленнi сталої
Маделунга.

Особистий вклад здобувача. Результати, що представленi у дисертацiї,
отриманi здобувачем особисто.

У роботi [1] здобувачевi належить розрахунок стацiонарної функцiї розпо-
дiлу iмовiрностi для швидкостi броунiвських частинок у нерiвноважнiй запо-
рошенiй плазмi. Також здобувачем виявлено значний вплив флуктуацiй стоку
iонiв та електронiв на розподiл швидкостей та енергiю порошинок.

У роботi [2] здобувачем було показано можливiсть стохастизацiї потоку
електронiв та iонiв, що стiкають на порошинку, при збереженнi її повного
заряду сталим та запропоновано вiдповiдну модель. Знайдено, що за певних
умов у системi порошинок в запиленiй плазмi спостерiгається гiстерезис.

У роботi [3] здобувачевi належить розрахунок виразу для температуро-
залежної вiдстанi локалiзацiї для електрона на поверхнi рiдкого гелiю та умов
утворення Вiгнерiвського кристалу.

У роботi [4] здобувачевi належить розрахунок розподiлу електронiв на
поверхнi рiдкого гелiю з урахуванням їх взаємодiї зi стiнками, що обмежують
систему.

У роботi [5] здобувачевi належить розробка математичного апарату для
опису потенцiальної енергiї тривимiрної системи частинок упорядкованих у
ґратку Браве, iдея порiвняння ґраток завдяки видiленню однакового розбiжного
доданку у виразах для вiльної енергiї ґраток та передбачення типу ґратки,
утвореної порошинками в плазмi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Викладенi результати доповiдались на
спiльному семiнарi вiддiлiв теорiї та моделювання плазмових процесiв та си-
нергетики Iнституту теоретичної фiзики НАН України iм. М.М. Боголюбова
(Київ, 2015), на семiнарi вiддiлу синергетики Iнституту теоретичної фiзики
НАН України iм. М.М. Боголюбова (Київ, 2017 р.), на конференцiї молодих
вчених “Сучаснi проблеми теоретичної фiзики” (Iнститут теоретичної фiзики
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НАН України iм. М.М. Боголюбова, Київ, 21–23 грудня 2010 р.), на “Iзiнґiв-
ських читаннях” (Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв,
5–7 травня 2015 р.), на мiжнароднiй конференцiї “EMN Melbourne meeting”
(Мельбурн, Австралiя, 10–14 жовтня 2016 р.).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у п’яти журнальних статтях
[1–5], тезах конференцiй [6, 7], а також у електронному препринтi [8].

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу, чоти-
рьох роздiлiв основної частини, загальних висновкiв та списку використаних
джерел. Загальний обсяг дисертацiї — 119 сторiнок. Робота мiстить 10 рисун-
кiв.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи, визначено
мету, об’єкт i предмет дослiдження, показано зв’язок роботи з державними
науковими програмами, розкрито наукову новизну, теоретичне i практичне
значення одержаних результатiв, наведено вiдомостi про особистий внесок
здобувача, апробацiю та публiкацiї результатiв роботи.

Перший роздiл дисертацiї присвячено статистичному опису системи з ку-
лонiвським типом взаємодiї. Тут проводиться розвиток математичного апарату,
що буде надалi застосовано при розглядi конкретних фiзичних систем. Най-
важливiшим же результатом стане вираз для вiльної енергiї такої системи, з
урахуванням проблем розбiжностей, що пов’язанi з характером мiжчастинко-
вого потенцiалу.

В рамках першого роздiлу використовується пiдхiд Хаббарда-Стратоновича,
що дозволяє включити вклад далекодiючих кореляцiй мiж флуктуацiями у за-
гальний потенцiал. В роботi припускається наступний вигляд гамiльтонiана
(в термiнах чисел заповнення) H =

∑
s εsns + (1/2)

∑
s,s′ Vss′nsns′ . Тут εs —

адитивна складова енергiї частинок (зазвичай це кiнетична енергiя, але також
може бути енергiя частинки в зовнiшньому полi), s вказує на стан частинки,
Vss′ — енергiя взаємодiї мiж частинками в станах s i s′, а ns є числом заповне-
ння для стану s. Також надалi нехтуються квантовi кореляцiї, що дещо звужує
клас можливих систем.

Запишемо статистичну суму Z =
∑
{ns} exp(−βH). Виконуючи пере-

творення Хаббарда-Стратоновича та сумування по числах заповнення, мо-
жна продовжити область визначення до комплексної площини та врахувати,
що домiнуючий внесок роблять стани, якi вiдповiдають умовi екстремуму
δβF/δϕ = δβF/δξ = 0. Таким чином вираз для станiв пов’язаних з сiдловою
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точкою буде мати вигляд

1

β

∑
s′

V −1ss′ ϕs′ −
iξe−βεs+iϕs

1− δξe−βεs+iϕs
= 0;

∑
s

ξe−βεs+iϕs

1− δξe−βεs+iϕs︸ ︷︷ ︸
fs

= N + 1. (1)

Для конкретного стану вираз fs з (1) можна розглядати як середнє число запов-
нення. Отриманi стани вiдповiдають сiдловiй точцi та їх можна iнтерпретувати
як термодинамiчно стiйкi розподiли.

Знаходження оберненої матрицi з (1) є доволi складною математичною
задачею. Щоб цього уникнути використовується fs та виконується обернене
перетворення. Тодi вiльна енергiя запишеться в термiнах канонiчного ансам-
блю

F [f ] =
∑
s

fsεs +
1

2

∑
s,s′

Vss′fsfs′ +
1

β

∑
s

[fs ln fs − (fs + δ) ln(1 + δfs)]︸ ︷︷ ︸
Fent

. (2)

Першi два доданки в (2) є кiнетичною та потенцiальною енергiями вiдповiдно,
а останнiй — це внесок обумовлений ентропiєю Fent (повинна дорiвнювати
нулю якщо T = 0).

В рамках дисертацiї особливу увагу присвячується необмеженим систе-
мам, з частинками впорядкованими у ґратку Браве. Розрахунок потенцiальної
складової вiльної енергiї за умов, що потенцiал на нескiнченностi веде се-
бе подiбно до кулонiвського, вимагає спецiального пiдходу. В якостi такого
пiдходу пропонується особливим чином модифiковане сумування Евальда.

Для початку система розбивається на паралелепiпеди, що мають в якостi
ребер вектори трансляцiї ґратки Браве, а в їх центрi мiститься частка (ри-
сунок 1). Отже, потенцiальну енергiю частинки, локалiзованої поблизу вузла
ґратки Браве, можна записати у виглядi Fsp = Fint − Fs + Fent + Fk. Тут Fsp

(вiд англ. single particle) — вiльна енергiя однiєї частинки в гратцi, Fent (вiд
англ. entropy) — ентропiйний вклад, а Fk (вiд англ. kinetic energy) — кiнети-
чна енергiя. Останнi двi складовi Fent та Fk в даному роздiлi не розглядаю-
ться, але їм буде надано належної уваги у наступних трьох роздiлах вже у
застосунку до конкретних фiзичних систем. Потенцiальна енергiя взаємодiї
представлена як Fint − Fs, де Fint =

∫∫∫
V

∫∫∫
R3

V (|~r − ~r ′|) ρ (~r ) ρ (~r ′) d~r ′ d~r та

Fs =
∫∫∫
V

∫∫∫
V

V (|~r − ~r ′|) ρ (~r ) ρ (~r ′) d~r ′ d~r. Таке “розщеплення”, з математи-

чної точки зору,— просто ще один спосiб сказати, що область iнтегрування
повинна бути R3 \V. З фiзичної точки зору доданок Fint (вiд англ. interaction,
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подальшi посилання на нього як на “енергiю взаємодiї”) розглядається як енер-
гiя взаємодiї частинки з усiма iншими, в тому числi i з самою собою, а доданок
Fs (вiд англ. self-interaction, подальшi посилання на нього як на “енергiю са-
модiї”) як енергiя взаємодiї частинки з самою собою.

y

x

z

~a

~b

~c

α

βc

αc

Рис. 1: Одна комiрка V з розбиття R3.
Вектори ~a, ~b i ~c є базовими векторами
гратки Браве. Кут мiж ~a i ~b покладає-
ться рiвним α. Кут мiж вектором ~c та
площиною XY — βc, а мiж його прое-
кцiєю на XY та ~a— αc. В центрi доме-
на показано частинку.

У рiвняннi для вiльної енергiї
активно використовується функцiя
розподiлу ймовiрностей ρ для всьо-
го R3. Для подальших розрахункiв
було б зручно виразити її в термi-
нах одночасткової функцiї розподi-
лу ймовiрностi ρsp (вiд англ. single
particle). Фiзичний змiст останньої
полягає у тому, що оскiльки темпера-
тура у системi вiдрiзняється вiд ну-
ля, i положення кожної конкретної
частинки буде флуктуювати поблизу
вузла гратки, то замiсть точки про-
стору, позицiя частинки буде опи-
суватись одночастинковою функцi-
єю розподiлу ймовiрностi (дещо ана-
логiчна форм-фактору у КТП). Не-
обхiдне перетворення можна зроби-
ти грунтуючись на векторах оберне-
ної гратки, якщо виконати наступний

розклад ρ(~r ) =
∑
~k∈Z3 ρ~kf~k(~r ), де ρ~k = ρ̄

∫∫∫
V

f~k(~r )ρsp(~r )d~r, а, власне, розклад

ведеться по базису f~k(~r ) = e2πi(
~k T Ĝ~r ), де матриця Ĝ виражається

Ĝ =

1/a − cot(α)/a − cot(βc) sin(α− αc)/(a sin(α))
0 csc(α)/b − cot(βc) sin(αc)/(b sin(α))
0 0 csc(βc)/c

 .

Тут ρ̄— середня щiльнiсть частинок. Також можна помiтити, що всi векто-
ри розглядаються як вектори-стовпцi. Всю iнформацiю про параметри гратки
включає в себе матриця Ĝ (вiд англ. Geometry). Неважко бачити, що рядки Ĝ
є компонентами базисних векторiв оберненої гратки.

Вiдзначивши, що abc sin(α) sin(βc) = 1/ρ̄, де ρ̄— середня густина частинок
та виконуючи ряд перетворень можна отримати Fint =

∑
~k∈Z3 |ρ~k|

2 V~k/ρ̄
2, де

V~k = ρ̄
∫∫∫
R3

f~k (~r ′)V (|~r ′|) d~r ′. Тут варто вiдзначити, що для “катастрофiчних”

потенцiалiв, наприклад кулонiвського, розбiжним може виявитися лише один
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єдиний доданок при |~k| = 0. Але цей доданок не мiстить iнформацiї про “гео-
метрiю решiтки” — вiн залежить виключно вiд середньої щiльностi частинок.
А це i означає, що можна порiвнювати двi гратки з однаковою середньою гу-
стиною частинок, навiть якщо потенцiал мiж частинками є “катастрофiчним”
(дещо подiбно до перенормування в квантовiй теорiї поля).

Функцiю ρsp(~r ) можна вибирати по-рiзному. В дисертацiї використовує-

ться гаусiана ρsp(~r ) = e−r
2/(2s2)/(2πs2)d/2, яка в границi s → 0 переходить

у дельта-функцiю. Тут s— дисперсiя, або, за фiзичним змiстом, вiдстань ло-
калiзацiї частинки, а d— розмiрнiсть простору локалiзацiї частинок. Також,
такий вибiр ρsp фiзично обгрунтований. По-перше, цей розподiл справедливий
для основного стану квантового гармонiчного осцилятора, що є найпростi-
шим наближенням для квантової частинки, яка коливається бiля рiвноважного
положення. По-друге, це нормальний розподiл i його застосування виглядає
достатньо розумним у класичному випадку, коли частинка випадковим чином
вiхиляється вiд вузла гратки.

Використовуючи гаусiану в якостi функцiї локалiзацiї та обираючи в яко-
стi мiжчастинкового потенцiалу екранований кулонiвський потенцiал V (r) =
q2e−r/λD/r, де λD — дебаївська вiдстань екранування, можна отримати пiсля
ряду перетворень

Fint =
∑
~k∈Z3

4πρ̄q2e−4π
2s2~k T ĜĜT~k

1/λ2D + 4π2~k T ĜĜT~k
; Fs =

q2√
πs

(
1− s

√
π

λD
es

2/λ2
Derfc(s/λD)

)
.

При великих λD (потенцiал наближається до кулонiвського) та малих s
(сильно локалiзована частинка) можна провести деякi спрощення, якщо допу-
стити, що ґратка не сильно вироджена та ввести l = 1/ 3

√
ρ̄— середню вiдстань

мiж частинками

Fint−Fs =

√
πq2

l

∑
~k 6=0

e−
~k T Ĝ−1T Ĝ−1~k/l2

~k T Ĝ−1T Ĝ−1~k/l2
+
q2

πl

∑
~k 6=0

e−l
2~k T ĜĜT~k

l2~k T ĜĜT~k
+4πρ̄q2λ2D. (3)

Останнiй доданок, очевидно, дорiвнює енергiї взаємодiї частинки з зарядом,
що рiвномiрно розподiлений у всьому просторi. Всi решту доданки — поправ-
ки на точковiсть зарядiв i включають в себе всю iнформацiю про геометрiю
решiтки.

Варто звернути увагу, що в отриманому виразi тiльки один доданок прямує
до нескiнченностi при λD → ∞ i що вiн нi в якiй мiрi не залежить вiд пара-
метрiв решiтки. Це означає, що (3) може бути використаний для порiвняння
рiзних граток навiть при розглядi кулонiвського потенцiалу без екрануван-
ня. Для цього достатньо вiдмiрювати енергiю вiд 4πρ̄q2λ2D як вiд “нульового
рiвня”.
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Iще одна особливiсть рiвняння (3): кулонiвська взаємодiя далекодiюча i
вiдстань локалiзацiї s (маленька у порiвняння з усiма iншими вiдстанями у
гратцi) не повинна вiдiгравати нiякої ролi у наближеннi. I справдi, в отрима-
ному рiвняннi вона повнiстю вiдсутня.

Таким чином у даному роздiлi було представлено загальний формалiзм для
опису системи взаємодiючих частинок заснований на перетвореннi Хаббарда-
Стратоновича та розвинуто математичний апарат для розрахунку потенцiаль-
ної енергiї кулонiвської системи, що дозволяє уникати розбiжностей при по-
рiвняннi вiльних енергiй двох систем частинок упорядкованих в гратки Браве.

Другий роздiл дисертацiї присвячено дослiдженню двовимiрної системи
фермi-часток з мiжчастинковим потенцiалом кулонiвського типу методами роз-
виненими у попередньому роздiлi. Бiльш конкретно, дослiджується поведiнка
електронiв на поверхнi рiдкого гелiю. Для дослiдження кристалiзацiї та визна-
чення вiдстанi локалiзацiї електрона система буде розглядатися як двовимiрна
з певним ефективним мiжчастинковим потенцiалом взаємодiї. В першу чергу
до уваги береться пряме кулонiвське вiдштовхування та взаємодiя внаслiдок
поляризацiї пiдкладки, а основний вклад у притягання робить взаємодiя по-
в’язана з деформацiєю поверхнi гелiю.

Для початку у рiвняннi (2) покладається δ = −1 (фермi-частинки) i d = 2
(система двовимiрна). Також у пршому наближеннi припускається, що εs =
ε(p) = p2/(2m). Насправдi, в присутностi зовнiшнього поля, закон дисперсiї
повинен трохи вiдрiзнятися. Але вiдомо, що система Фермi-частинок, яка буде
розглядатися далi, сильно вироджена, тож застосування квадратичної форми
для дисперсiї виглядає цiлком розумним.

Далi, вводячи теплову довжину λT =
√

2π2~2β/m, та розглядаючи все в
термiнах великого канонiчного ансамблю, можна отримати наступний вираз
ρ(~r ) =

(
π/λ2T

)
ln
(
1 + eβµ(~r )

)
, який пов’язує мiж собою хiмiчний потенцiал

µ(~r ) i щiльнiсть частинок ρ(~r ).
Все це дозволяє провести цiлий ряд спрощень у (2) з застосуванням тото-

жностi Ландена

F [ρ] =
1

2

∫
· · ·
∫
d~r d~r ′V (|~r − ~r ′|)ρ(~r )ρ(~r ′) +

λ2T
2πβ

∫∫
d~rρ2(~r )+

+
π

βλ2T

∫∫
d~r

[
Li2
(
e−π

−1λ2
T ρ(~r )

)
− π2

6

]
.

(4)

Варто звернути увагу, що для випадку статистики Бозе буде втрачено ефект
бозе-конденсацiї у зв’язку з виконаним в процесi перетворень iнтегруван-
ням по iмпульсах. Однак, надалi цi рiвняння будуть використанi для Фермi-
частинок, тож можна не надавати цьому значення.
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Якщо ж використати одночастинкову функцiю розподiлу ймовiрностi у ви-
глядi гаусiани з d = 2, то можна досягнути певного спрощення для Fent. Для
розрахунку вкладу на одну частинку виконується замiна ρ(~r ) → ρsp(~r ). Далi
передостаннiй доданок безпосередньо iнтегрується, а для останнього виконує-
ться наближення Li2(· · · ) ≈ 0 для малих r 6 s та Li2(· · · ) ≈ π2/6 для великих
r > s, яке є безпосереднiм наслiдком припущення про “гостроту” гаусiани
та того, що s вiдiграє роль вiдстанi локалiзацiї. Як наслiдок, вiльна енергiя в
перерахунку на одну частинку записується

Fsp =
1

2

∫
· · ·
∫
d~r d~r ′V (|~r − ~r ′|)ρsp(~r )ρ(~r ′) +

λ2T
8π2s2β

− π4s2

6βλ2T
.︸ ︷︷ ︸

Fent

(5)

Далi постає питання щодо виразу для потенцiальної енергiї. Вiдомо, що
у присутностi зовнiшнього поля електрони притискаються до поверхнi гелiю
зi значною силою, але не можуть проникнути крiзь поверхню через квантовi
ефекти. Так виникає деформацiя поверхнi, яка вносить вклад у вiльну енергiю
системи

V (r) =
ē 2

r
− εē 2√

r2 + (2d)2
− ē 2E2

2πσ
K0(r/l0). (6)

Тут εs i εHe є дiелектричними сталими для пiдкладки та рiдкого гелiю вiдпо-
вiдно, r— вiдстань мiж двома електронами, d— товщина плiвки гелiю, eE —
сила, що дiє на кожен електрон у зовнiшньому полi (у даному випадку це еле-
ктричне поле, перпендикулярне до поверхнi), σ— поверхневий натяг рiдкого
гелiю, K0 є модифiкованою функцiєю Бесселя, а l0 =

√
σ/gρHe — капiлярна

довжина, яка залежить тiльки вiд властивостей середовища. Неважко бачити,
що перший доданок пов’язаний зi звичайним кулонiвським вiдштовхуванням,
тодi як другий є результатом поляризацiї пiдкладки. Останнiй доданок якраз
являє собою ефективну “капiлярну взаємодiю”.

Пiдставляючи (6) та (5) у рiвняння першого роздiлу, а також виконуючи де-
що грубе наближення, пов’язане з замiною сумування на iнтегрування, можна
отримати наступне

∂Fsp

∂s
=
ē2E2

4σπs
− λ2T

4π2βs3
− π4s

3βλ2T
.

Якщо при цьому вимагати ∂Fsp(s)/∂s = 0, тобто щоб реалiзувався екстремум
вiльної енергiї, ми отримаємо

s2 =
3~2β2ē2E2

4π3σm

(
1−

√
1− 16σ2π4

3ē4E4β2

)
, (7)
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що є температурно-залежним виразом для вiдстанi локалiзацiї електрона.
Якщо температура прямує до невеликих значень T → 0, тобто β → ∞,

то (7) спрощується до s =
√

(2πσ~2)/(mē 2E2), що є вiдомим результатом, а
отже в граничному випадку дана теорiя переходить у вже вiдому.

Розглянувши (7) бiльш ретельно, можна виявити деякi цiкавi закономiрно-
стi. Наприклад, розв’язок iснує якщо

E2

T
>

4σπ2k√
3ē2

≈ 2100
dyn

cm ·K
. (8)

Рiвнiсть (8) з фiзичної точки зору можна трактувати наступним чином: ґратка
не утворюється якщо температура T занадто висока або полеE занадто слабке.
Це твердження повнiстю узгоджується з фiзичною iнтуїцiєю.

Як пiдсумок, у цьому роздiлi було застосовано загальний формалiзм для
опису системи взаємодiючих частинок, заснований на перетвореннi Хаббарда-
Стратоновича, до системи електронiв на поверхнi рiдкого гелiю. При цьому
отримано температуро-залежний вираз для вiдстанi локалiзацiї (7), що при
прямуваннi температури до нуля переходить у вже вiдоме рiвняння. Як побi-
чний продукт також отримується певне обмеження на можливi параметри при
яких iснує вiгнерiвський кристал. Отриманi результати важливi з тiєї точки
зору, що можуть бути перевiренi експериментально.

Третiй роздiл дисертацiї присвячено тривимiрнiй системi зi взаємодiєю
кулонiвського типу. Тут розглядається проблема утворення пилового кристала
у запорошенiй плазмi. При цьому отриманий вираз для потенцiальної енергiї
мiнiмiзується чисельними методами для визначення параметрiв ґратки, що
повинна спостерiгатися на експериментi.

Обидвi суми в (3) дуже добре збiгаються, достатньо обмежитись |~k| 6
4. Цю границю знайдено експериментально: збiльшення кiлькостi доданкiв
не змiнює параметри передбаченої ґратки. Варто зауважити, що достатньо
мiнiмiзувати лише доданки з Ĝ, а якщо винести за дужки q/l, то його теж
можна не враховувати при мiнiмiзацiї.

Мiнiмiзацiю було проведено за допомогою стандартної функцiї FindMini-
mum в Wolfram Mathematica v.9. Рiвняння (3) використовується як функцiо-
нал для мiнiмiзацiї та в ньому фiксується густина частинок. Приймається
1/l3 = ρ̄ = 1/abc sin(α) sin(βc), додатково допускається a = l(1 + δa) i
b = l(1 + δb), а також c виражається через iншi параметри, щоб зберегти
сталою щiльнiсть заряду. При виконаннi такої процедури можна помiтити, що
l скорочується в знаменнику та у показнику експоненти (3).

Тут варто зробити ще одне зауваження. Вiдображення мiж множиною всiх
можливих значень параметрiв (вектори трансляцiї) та всiх можливих решiток
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Браве не є бiєкцiєю i одна ґратка може бути описана рiзними наборами параме-
трiв (рiзнi вектори трансляцiї), що разом з помилками округлення призводить
до неправильної роботи багатьох алгоритмiв мiнiмiзацiї. Проблему можна усу-

нути поклавши 0 6
(
~b · ~a

)
6 |~a | /2, 0 6 (~c · ~a ) 6 |~a | /2 i 0 6

(
~c ·~b

)
6
∣∣∣~b ∣∣∣ /2,

що i було використано при мiнiмiзацiї.
Отриманий результат — компактна гексагональна упаковка (HCP). Така упа-

ковка повинна складатися з плоских трикутних ґраток, що почергово змiщенi
одна вiдносно одної, що, власне, i спостерiгається. Переконатися в такому ви-
сновку можна шляхом порiвняння отриманих параметрiв з параметрами ГЩУ
(таблиця 1).

Параметр Обчислене значення Гексагональна щiльна упаковка (ГЩУ)
α ≈ 1.04717 π/3 ≈ 1.0472
αc ≈ 0.523589 π/6 ≈ 0.5236

βc ≈ 0.955205 arcsin
(√

2/3
)
≈ 0.9553

a ≈ 1.122462 6
√

2 ≈ 1.12246

b ≈ 1.122462 6
√

2 ≈ 1.12246
Таблиця 1

Порiвняння параметрiв ґратки з гексагональною щiльною упаковкою та
отриманих чисельною мiнiмiзацiєю

У даному роздiлi було використано загальний формалiзм для знаходження
кристалiчної структури, яка може формуватися у запиленiй плазмi з пороши-
нок — пилового кристала. По сутi, задача зводиться до мiнiмiзацiї ранiше отри-
маної (3). На жаль, не iснує нiяких хороших наближень для тета-функцiї, тож
доводиться звертатись до чисельних методiв. Їх результати вказують, що умовi
мiнiмуму потенцiальної енергiї вiдповiдає гексагональна щiльна упаковка. Це
збiгається з iншими опублiкованими результатами чисельного моделювання та
реальними експериментами.

Останнiй, четвертий роздiл, присвячено випадку, коли основну роль в
системi починає вiдiгравати кiнетична енергiя. Предметом дослiдження знову
стає поведiнка порошинок у запиленiй плазмi. Тiльки цього разу розглядаються
умови, коли енергiя броунiвського руху починає вiдiгравати домiнантну роль.

У припущеннi, що електрони куди бiльш рухливi за iони (De � Di), але
при цьому їх температура приблизно рiвна (Ti ≈ Te), сила, що дiє на частинку
в плазмовому середовищi, може бути записана

F = q2k2D (f1 (ṽ)− αg1 (ṽ))− f2(v), f2(v) = 6πrηv



13

f1(ṽ) =
−1

πṽ2

ṽ∫
0

∞∫
0

v2x4 dx dv

x6 + (v2 + 2)x4 + (v2 + 1)x2 + v4/4
.

Типова лабораторна плазма не вiдповiдає цим вимогам (зазвичай Te/Ti ∼ 100),
такi параметри були вибранi з iлюстративною метою. Тут заряд частинки
q = −(Ter0/e) ln (µe/µi), а α = −

∑
j=i,e(ejSj)/(qk

2
DDj) — важлива для

подальших розрахункiв безрозмiрна величина.
Очевидно, що число електронiв та iонiв, що поглинаються порошинкою

було б бiльш природно вважати випадковими величинами, нiж константою.
З iншого боку вiдомо, що загальний заряд частинки залишається приблизно
сталим. Проте цi твердження не протирiчать одне одному. Оскiльки De �
Di, то флуктуацiї потоку iонiв Si викликатимуть доволi швидку “вiдповiдь”
електронiв у виглядi такої змiни Se, щоб заряд q залишився сталим. Однак в
q та α входять рiзнi лiнiйнi комбiнацiї eeSe та eiSi: тотожна рiвнiсть однiєї з
них константi зовсiм нiчого не каже про iншу. Якби ж De та Di були рiвними,
то разом з флуктуацiями заряду зникли б i флуктуацiї α.

Надалi, користуючись методами теорiї випадкових процесiв, можна записа-
ти рiвняння Фоккера-Планка та розв’язати його чисельними методами. Заради
простоти ми розглянемо рiвноважну плазму з фiксованими коефiцiєнтами ди-
фузiї De = 2580 cm2/sec, Di = 0.0542 cm2/sec, D0 = 0.016 cm2/sec, µi =
2.094 V/

(
cm2 · sec

)
, µe = 9.98 ·104 V/

(
cm2 · sec

)
, η = 2.27 ·10−4 1/(cm · sec),

що вiдповiдає аргоновiй плазмi при Tn = 300 K (Tn — температура нейтраль-
ної компоненти), α = 0.375. Всi обчислення було виконано в припущеннi
T = Te = Ti.

Рис. 2: Порiвняння функцiї розподiлу
iмовiрностi ρ(v) обчисленої з та без
флуктуацiй α.

Розгляньмо результати чисельних
розрахункiв функцiї розподiлу пили-
нок для рiзних розмiрiв пилинок i
температурi плазми. У випадку σα =
0 (немає флуктуацiй потоку зарядiв)
функцiя розподiлу схожа на гаусiа-
ну з максимумом не в нулi (дета-
лi можна знайти в [1, 2]). Очевидно,
в таких випадках середня кiнетична
енергiя пилинки визначається швид-
кiстю, що вiдповiдає максимумовi
функцiї розподiлу. Ця швидкiсть вiд-

рiзняється вiд звичайної теплової швидкостi. Її значення визначається енер-
гетичним балансом мiж енергiєю одержаною пилинкою внаслiдок взаємодiї
з довколишньою плазмою (особливо в результатi дiї сили, викликаної поля-
ризацiєю) i дисипацiї енергiї пилинки в пружних зiткненнях з нейтралами та
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частинками плазми.
У випадку флуктуюючих потокiв зарядiв (α) вигляд функцiї розподiлу для

пилинки може сильно змiнитися (Рис. 2–5, Eparticle— середня кiнетична енер-
гiя пилинки). Ми бачимо, що флуктуацiї потоку зарядiв викликають значне

Рис. 3: Функцiя розподiлу iмовiр-
ностi ρ(v) для рiзних температур
плазми (α = 0.375, σ2

α = 1.2 ×
10−6)

Рис. 4: Функцiя розподiлу iмовiр-
ностi ρ(v) для рiзних розмiрiв ча-
стинок (α = 0.375, σ2

α = 1.2 ×
10−6)

розпливання функцiї розподiлу по швидкостях (Рис. 3), але основною змiною
є виникнення додаткового максимуму функцiї розподiлу для v 6= 0 (Рис. 3,
4). Обчислення показують, що при переходi вiд одно-пiкового до дво-пiкового
розподiлу при фiксованiй густинi пилинок може iснувати гiстерезис (Рис. 5).

Очевидно, що при деяких значеннях температури обидва максимуми ста-
ють однакової висоти, а в структурi може спостерiгатися бiфуркацiя. Такi
властивостi типовi для систем з гiстерезисом i це дає привiд очiкувати, що
у системi яка розглядається також спостерiгатиметься гiстерезис у поведiнцi
функцiї розподiлу.

Як було згадано вище, у вiдповiдностi з фундаментальними принципами
iндукованого шумом фазового переходу якiснi змiни функцiї розподiлу (утво-
рення дво-пiкового розподiлу з одно-пiкового i навпаки) вказують на наявнiсть
фазового переходу мiж рiзними макроскопiчними станами. В розглянутому
випадку параметр порядку (значення екстремуму) вiдповiдає рiзним середнiм
значенням кiнетичної енергiї. Таким чином, у випадку бiстабiльного розподi-
лу (однаковi значення екстремумiв) ми можемо очiкувати на змiни в пиловiй
пiдсистемi.

Було б природно зробити висновок, що така поведiнка пов’язана з впли-
вом флуктуацiй на стан системи поблизу порогу нестабiльностi (умови руху
без тертя). А саме, флуктуацiї параметру α приводять до звичайного розпо-
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дiлу пилинок, або до розподiлу швидкостей в системi з вiд’ємним тертям. В
такому випадку система отримує енергiю вiд плазми. Отже, маємо картину
схожу на таку як у випадку бiстабiльної системи. Оскiльки перехiд до дво-
пiкової функцiї розподiлу пов’язаний зi змiною середньої кiнетичної енергiї,
ми можемо припустити, що такий перехiд повинен супроводжуватися фор-
муванням пилової структури. Поведiнка функцiї розподiлу може бути хоро-
шим iндикатором iндукованого шумом фазового переходу в запиленiй плазмi.

Рис. 5: Залежнiсть функцiї
розподiлу iмовiрностi пилинки
вiд v i T (яскравiсть графiка
пропорцiйна значенню функцiї
розподiлу iмовiрностi).

Поява гiстерезису за умов повiльної змi-
ни температури може бути виправдана прин-
ципом максимальної затримки. При ростi
температури, найiмовiрнiша швидкiсть ча-
стинки рiвна нулю, аж до раптового стрибка
при певнiй температурi (T2), а потiм продов-
жує неперервно рости. Якщо система охо-
лоджується починаючи з температури вище
T2, то можна спостерiгати зворотнiй процес,
за винятком того, що “стрибок” вiдбудеться
при T1, T1 < T2, а саме: швидкiсть частин-
ки поступово зменшується, доки температу-
ра не досягне T1, а потiм рiзко змiнюється на
нуль. Як випливає з графiка 5, швидкiсть, що
вiдповiдає локальному максимуму, зростає з
ростом температури. Отже, флуктуацiї пото-
кiв зарядiв на пилинку можуть сильно впли-
вати на розподiл по швидкостях i у випадку
зменшеного тертя приводити до гiстерезису

в поведiнцi пилової структури, в залежностi вiд температури. Пiдхiд, запро-
понований тут, бере до уваги iмовiрнi переходи мiж рiзними станами системи
викликаними дисипацiєю енергiї та з залежною вiд швидкостi взаємодiєю з
середовищем.

ВИСНОВКИ

Дисертацiю присвячено теоретичному дослiдженню вiльної енергiї у си-
стемах з кулонiвським типом взаємодiї.

У першому роздiлi розвивається математичний апарат для використання
у наступних роздiлах. Особлива увага надається ґраткам Браве, утвореним
частинками, що взаємодiють через кулоноподiбний потенцiал. В таких випад-
ках часто спостерiгаються розбiжностi у виразах для потенцiальної енергiї.



16

Розроблений пiдхiд дозволяє виконувати порiвняння вiльних енергiй ґраток
з однаковою середньою густиною частинок, уникаючи при цьому проблеми
розбiжностi. Основними його результатами є:

1. знайдено вираз для вiльної енергiї системи взаємодiючих частинок з
застосуванням пiдходу Хаббарда-Стратоновича;

2. розроблено пiдхiд до обчислення потенцiальної складової вiльної енер-
гiї в системi частинок упорядкованих у ґратку Браве у межах якого вда-
лось видiлити всi розбiжностi в один доданок, однаковий для ґраток з
однаковою середньою густиною частинок, що дозволяє їх порiвнюва-
ти.

У наступних двох роздiлах вищезгаданi результати застосовуються до двох
статичних фiзичних систем. Зокрема, другий роздiл присвячено електронам
на поверхнi рiдкого гелiю та проблемi їх упорядкування в кристал Вiгнера.
Його результати:

1. отримано вираз для температурно-залежної вiдстанi локалiзацiї для
електронiв на поверхнi рiдкого гелiю; при T = 0 рiвняння переходить
у вже вiдоме;

2. отримано певнi обмеження на умови iснування вiгнерiвського криста-
лу в залежностi вiд напруженостi електричного поля та температури;
результати можуть бути перевiренi експериментально;

3. порiвняно вiльнi енергiї квадратної та трикутної ґраток, показано, що
в такiй системi варто очiкувати формування трикутної.

Тему статичних систем частинок з кулонiвським типом взаємодiї продов-
жує третiй роздiл. Тут розглядається утворення пилового кристалу в запоро-
шенiй плазмi. Основною метою роздiлу є чисельна мiнiмiзацiя вiльної енергiї
та знаходження таким чином типу ґратки, що повинна реалiзуватися на експе-
риментi.

1. розроблено метод, що дозволяє уникнути значного падiння точностi
розрахункiв через неоднозначнiсть представлення ґратки Браве векто-
рами трансляцiї;

2. чисельною мiнiмiзацiєю знайденої вiльної енергiї отримано параметри
ґратки, що повинна спостерiгатися у пиловому кристалi (результат —
гексагональна щiльноупакована ґратка, спiвпадає з вiдомими експери-
ментальними даними).

У четвертому роздiлi розглянуто систему з переважаючою кiнетичною
частиною вiльної енергiї. А саме дослiджується вплив на кiнетичну енергiю та
функцiю розподiлу по швидкостях порошинок у плазмовому середовищi таких
стохастичних факторiв як рiзна кiлькiсть поглинутих iонiв та електронiв за
одиницю часу. Результати даного дослiдження можуть бути коротко перелiченi:

1. знайдено функцiю розподiлу ймовiрностi для швидкостi броунiвської
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частинки в нерiвноважнiй плазмi з урахуванням флуктуацiй стоку еле-
ктронiв та iонiв на цю частинку;

2. виявлено бiстабiльнiсть у розподiлi швидкостей та визначено умови її
виникнення;

3. передбачено можливiсть iснування гiстерезису у системi порошинок у
запиленiй плазмi.

Пiдбиваючи пiдсумки виконаної роботи, можна вiдзначити, що отриманi
результати є вкладом в пояснення таких явищ як аномально висока кiнетична
енергiя порошинок у плазмi, тип ґратки пилового кристалу, а також передба-
чення залежностi вiдстанi локалiзацiї електрона на поверхнi рiдкого гелiю вiд
температури.
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У дисертацiї наведено результати теоретичних дослiджень систем з куло-
нiвським типом взаємодiї, зокрема розглянуто як статичну задачу, на прикладi
електронiв на поверхнi рiдкого гелiю та запиленої плазми, так i динамiчну,
коли важливим стає вклад у вiльну енергiю кiнетичної складової, на прикладi
порошинок у плазмi.

Розглянуто систему взаємодiючих частинок, для потенцiальної складової
вiльної енергiї розроблено особливий пiдхiд, що дозволяє порiвнювати вiльнi
енергiї двох систем частинок, упорядкованих у ґратку Браве, незважаючи на
“катастрофiчнiсть” потенцiалу.

Ключовi слова: кулонiвський потенцiал, пiдхiд Хаббарда-Стратоновича,
вiльна енергiя, запорошена плазма, електрони на поверхнi гелiю, вiдстань ло-
калiзацiї, вiгнерiвський кристал, розбiжнiсть.

АННОТАЦИЯ

Тымчишин В.Б. Статистическое описание систем с кулоновским типом
взаимодействия. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математи-
ческих наук по специальности 01.04.02 — теоретическая физика. — Институт
теоретической физики им. Н.Н. Боголюбова НАН Украины. — Киев, 2017 г.

В диссертационной работе приведены результаты теоретических исследо-
ваний систем с кулоновским типом взаимодействия, в частности рассмотрены
как статическая задача на примере электронов на поверхности жидкого гелия
и запылённой плазмы, так и динамическая, когда существенным становится
вклад в свободную энергию кинетической составляющей, на примере пылинок
в плазме.

Рассмотрено систему взаимодействующих частиц, для потенциальной со-
ставляющей свободной энергии разработан особый подход, позволяющий срав-
нивать свободные энергии двух систем частиц, упорядочённых в решётку Бра-
ве, несмотря на “катастрофичность” потенциала.

Ключевые слова: кулоновский потенциал, подход Хаббарда-Стратоновича,
свободная энергия, запылённая плазма, электроны на поверхности гелия, рас-
стояние локализации, вигнеровский кристалл, расхождение.
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ANNOTATION

Tymchyshyn V.B. Statistical description of systems with coulomb-like interacti-
on. — Manuscript.

Thesis for the Doctor of Philosophy degree (Candidate of science in Physics and
Mathematics) in speciality 01.04.02 — theoretical physics. — Bogolyubov Institute
for Theoretical Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine. — Kyiv,
2017.

The thesis contains theoretical study results of systems with coulomb-like
interaction, particularly, using the cases of electrons on the liquid helium surface
and grains in dusty plasma, the statical problem was considered, as well as the
dynamical one (when kinetic energy becomes important), using the case of dusty
plasma.

The system of interacting particles was considered and, using Hubbard-Strato-
novich approach, its free energy was calculated. The expression obtained comprises
entropic, kinetic, and potential parts. The last two are scrutinized throughout the
thesis, including development of a special method for potential energy calculation
that takes into account the “catastrophicity” of the interparticle potential. Developed
method allows comparing two Bravais lattices with equal mean particle density
without running into divergence of the series representing potential energy.

Two static and one dynamic systems are considered. The first are electrons on the
liquid helium surface and grains in dusty plasma. For electrons a special interparti-
cle potential is considered. It comprises effects caused by particles being charged
and by the presence of the external pressing field. Obtained equation contains locali-
zation distance thus leaving the possibility of minimization with this parameter. As
result a temperature-dependent expression for localization distance of the electron is
obtained (when T → 0 it is transformed to the well-known one). Besides, conditions
of Wigner crystal existence can be obtained, namely E2/T > 2100 dyn/cm · K.
Both results can be verified experimentally.

Free energy of the dust crystal is minimized with regard to the Bravais lattice
parameters. This procedure is performed with modified scheme, since default algori-
thms in mathematical packages are often confused with different representations of
the same lattice. Since the lattice can be described with infinitely many triples of
translation vectors, rounding errors may lead to longer translation vectors be viewed
as preferable, but in fact they describe the same lattice.

This problem is solved by introducing additional restrictions on the lattice
parameters. This removes the ambiguity in lattice representation by translational
vectors. With restrictions obtained and expression for the free energy minimization
over the space of admissible parameters is performed. The result is lattice type
that should emerge in dusty plasma when conditions allow dust crystal formation —
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hexagonal close packing. This is in agreement with known experimental data and
numerical simulations performed by different approaches.

Together with static systems, current thesis considers a dynamic one — grains in
dusty plasma at conditions corresponding to dust crystal melting, e.g. kinetic part
of free energy becomes significant. Specific polarization of the surrounding plasma
associated with the modification of the grain screening due to plasma-particle fluxes
may cause the reduction (or even vanishing) of the grain friction. This conclusion
follows from the calculations of the effective grain potentials with regard to electron
and ion absorption by grains. The basic assumption of such calculations is that
charging currents maintaining the grain charge are strictly fixed. Obviously, this is
an approximation, since there occur fluctuations of electron and ion fluxes towards
the grain and related grain charge fluctuations caused by the particle density and
electric-field fluctuations in the surrounding plasma.

In thesis assumption about electron and ion currents is relaxed. It is still supposed
the total charge of the grain is constant, but instead of setting both currents constant
it is only supposed they are equal and may synchronously change in time. The last
assumption is justified by significant difference between electron and ion diffusion
coefficients. If ion flux fluctuates this can be immediately “mirrored” by electron
flux due to their much higher diffusion coefficient and thus keeping the total charge
of the grain constant.

First of all, it was found that taking fluctuations of electron and ion currents
into account results in significant broadening of probability distribution function.
The latter leads to significant increase in mean velocity of the grain. This effect is
of great importance since it may contribute to abnormally high kinetic energy of
grains in dusty plasma.

Except mentioned “smearing” of probability distribution function, the bistability
in velocity distribution was found. This effect is interesting due to perfect delay
principle, the latter leads to conclusion, hysteresis is possible in this system. The
hysteresis and increase in kinetic energy of the grain can be verified experimentally.

To conclude: obtained results contribute to interpretation of abnormally high
kinetic energy of grains in dusty plasma, lattice type of dust crystal and prediction of
electron’s temperature-dependent localization distance on the liquid helium surface.

Keywords: Coulomb potential, Hubbard-Stratonovich approach, free energy,
dusty plasma, electrons on the liquid helium surface, localization distance, Wigner
crystal, divergence.
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