
НАЦIОНАЛЬНА АКАДЕМIЯ НАУК УКРАЇНИ

IНСТИТУТ ТЕОРЕТИЧНОЇ ФIЗИКИ IМ. М.М. БОГОЛЮБОВА

На правах рукопису

ТОВКАЧ ОЛЕГ МИКОЛАЙОВИЧ

УДК 53.01, 530.17

ВЗАЄМОДIЇ I ФОРМУВАННЯ СТРУКТУР В

ОБМЕЖЕНИХ РIДКОКРИСТАЛIЧНИХ КОЛОЇДАХ

01.04.02 — теоретична фiзика

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня

кандидата фiзико-математичних наук

Науковий керiвник

Лев Богдан Iванович,

член-кореспондент НАН України,

доктор фiз.-мат. наук, професор

Київ — 2014



ЗМIСТ

ВСТУП 5

РОЗДIЛ 1 ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ 10

1.1 Нематики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Холестерики та смектики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

РОЗДIЛ 2 ЗАГАЛЬНА ТЕОРIЯ НЕМАТИЧНИХ КОЛОЇДIВ 17

2.1 Постановка задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2 Ефективний функцiонал вiльної енергiї . . . . . . . . . . . . . 19

2.3 Мультипольнi коефiцiєнти та симетрiя частинок . . . . . . . . 23

2.3.1 Полярний анкорiнг . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3.2 Азимутальний анкорiнг . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4 Бананоподiбнi частинки в нематичнiй комiрцi . . . . . . . . . 34

2.4.1 Гомеотропна комiрка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.4.2 Планарна комiрка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.5 Пружнi монополi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.6 Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

РОЗДIЛ 3 НЕМАТИЧНА КОМIРКА В ЗОВНIШНЬОМУ ПОЛI 47

3.1 Загальний пiдхiд . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.2 Взаємодiї в гомеотропнiй комiрцi, помiщенiй в поле . . . . . 55

3.2.1 Поле перпендикулярне до стiнок комiрки . . . . . . . 55

3.2.2 Поле паралельне стiнкам комiрки . . . . . . . . . . . . 58

3.3 Взаємодiї в планарнiй комiрцi, помiщенiй в зовнiшнє поле . . 63

3.3.1 Поле перпендикулярне до стiнок комiрки . . . . . . . 63

3.3.2 Поле паралельне стiнкам i перпендикулярне основно-

му стану директора . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66



3

3.3.3 Поле паралельне до незбуреного директора n0 . . . . 69

3.4 Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

РОЗДIЛ 4 ПРУЖНI МУЛЬТИПОЛЬНI МОМЕНТИ ВИЩИХ ПО-

РЯДКIВ 73

4.1 Енергiя парної взаємодiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.2 Колоїднi структури . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.3 Гiгантська електрострикцiя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.4 Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

РОЗДIЛ 5 СТРУКТУРИ, IНДУКОВАНI ПОВЕРХНЕЮ 84

РОЗДIЛ 6 ВЗАЄМОДIЇ В ХОЛЕСТЕРИЧНIЙ КОМIРЦI 92

6.1 Загальне наближення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

6.1.1 Об’ємна вiльна енергiя . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

6.1.2 Поверхнева енергiя як джерело деформацiй . . . . . . 93

6.1.3 Енергiя парних взаємодiй . . . . . . . . . . . . . . . . 95

6.2 Сферичнi частинки в холестеричнiй комiрцi . . . . . . . . . . 97

6.2.1 Частинки знаходяться посерединi комiрки (z = z′ = L
2 ) 100

6.2.2 Взаємодiя мiж частинками з z = L
2 i z′ = L

4 . . . . . . . 103

6.2.3 Взаємодiї у вертикальних площинах . . . . . . . . . . 105

6.3 Роль перехресних доданкiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

6.4 Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

РОЗДIЛ 7 СМЕКТИЧНI КОЛОЇДИ 110

7.1 Загальне наближення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

7.2 Обрiзання хвильових векторiв деформацiй . . . . . . . . . . . 114

7.2.1 Асиметричнi частинки . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

7.2.2 Аксiально-симетричнi частинки . . . . . . . . . . . . . 117

7.3 Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

ВИСНОВКИ 122



4

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ 124

Додаток А Основнi похiднi вiд функцiй Грiна (6.14) i (6.15) 136



5

ВСТУП

Актуальнiсть теми

Колоїднi розчини оточують нас у повсякденному життi. Ми їмо, п’ємо,

малюємо i пишемо колоїдними розчинами. Зрештою, навiть наша кров є ко-

лоїдом. Однак, дослiдження таких дисперсних систем є важливим не лише з

прикладної, але й з фундаментальної точки зору, оскiльки вони є зручними

модельними системами для вивчення багатьох фiзичних процесiв, почина-

ючи з Броунiвського руху, i закiнчуючи появою топологiчних дефектiв у

ранньому Всесвiтi [1–3].

В останнє десятилiття особливу увагу привертають рiдкокристалiчнi ко-

лоїди – дисперснi системи, в яких роль дисперсiйного середовища вiдiгра-

ють, власне, рiдкi кристали. Своїми незвичними властивостями вони завдя-

чують далекому орiєнтацiйному порядку, що присутнiй в будь-якому рiдко-

му кристалi. Колоїднi частинки порушують впорядкування молекул остан-

нього, i таким чином ефективно взаємодiють мiж собою. Характерною осо-

бливiстю цих взаємодiй є їхнiй далекодiючий характер та направленiсть в

просторi [4]. Це, в свою чергу, робить можливим iснування в таких систе-

мах великого рiзноманiття регулярних колоїдних структур з цiкавими ме-

ханiчними та електрооптичними характеристиками [4–19]. Тому рiдкокри-

сталiчнi колоїди є перспективними системами для технологiчних проривiв в

питаннях створення гнучких дисплеїв, керування свiтлом (фотоннi кристали

та оптичнi хвилеводи), в сонячнiй енергетицi.

Строге теоретичне описання таких систем вимагає розв’язання нелiнiй-

них диференцiальних рiвнянь, i в абсолютнiй бiльшостi випадкiв здiйсню-

ється лише чисельно. Аналiтичнi пiдходи ґрунтуються на феноменологi-

чному ефективному функцiоналi вiльної енергiї, запропонованому в [20].
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Однак всi вони [20–26], в основному, присвяченi необмеженим колоїдам.

На практицi ж завжди доводиться мати справу з обмеженими системами. I

часом це суттєво впливає на взаємодiю мiж частинками [27]. Тому в першiй

частинi дисертацiї ми пропонуємо загальний метод описання ефективних

пружних взаємодiй мiж колоїдними частинками довiльної форми та розмiру

в обмежених нематичних рiдких кристалах.

Друга частина дисертацiї присвячена взаємодiям в холестеричних та

смектичних колоїдах. Завдяки своїй спiральнiй та шаруватiй структурi цi

середовища є надзвичайно подiбними на такi важливi бiологiчнi об’єкти, як

розчини ДНК та клiтиннi мембрани. Тому розумiння процесiв, що в них вiд-

буваються, окрiм технологiчного значення, може допомогти пролити свiтло

на деякi аспекти фiзики живого.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами

Результати, що увiйшли в дисертацiйну роботу, були отриманi в рамках

планової наукової тематики вiддiлу синергетики Iнституту теоретичної фi-

зики iм. М. М. Боголюбова НАН України (“Мiкроскопiчнi та феноменологi-

чнi моделi фундаментальних фiзичних процесiв у мiкро- та макросвiтi” (цi-

льова), шифр 1.4.1, 1.4.2, 1.4.5, 1.4.7, 1.4.8, 1.4.9, РК № 0112U000056; “Фор-

мування структур та нерiвноважнi процеси у вiдкритих системах”, шифр

1.4.7, 1.4.7.1, 1.4.7.2, РК № 0113U001093).

Мета i задачi дослiдження

Метою дисертацiйної роботи є теоретичне описання ефективних пру-

жних взаємодiй мiж колоїдними частинками в обмежених рiдких кристалах.

Зокрема, розв’язувалися наступнi задачi:

— отримання загальних виразiв для взаємодiї колоїдних частинок до-

вiльної форми в обмежених нематичних рiдких кристалах; встанов-

лення зв’язку мiж пружними мультипольними моментами частинки

та симетрiєю поля директора в околi її поверхнi;

— дослiдження впливу зовнiшнього електричного або магнiтного поля
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на взаємодiю аксiально-симетричних частинок в нематичнiй комiрцi;

— розрахунок параметрiв одно-, дво- та тривимiрних колоїдних стру-

ктур в нематиках;

— отримання загального виразу для взаємодiї малих сферичних части-

нок в холестеричнiй комiрцi;

— знаходження потенцiалу взаємодiї малих колоїдних частинок в сме-

ктичному рiдкому кристалi з врахуванням обмежень, накладених йо-

го шаруватою структурою.

Об’єктами дослiдження є обмеженi рiдкокристалiчнi колоїди (немати-

чнi, холестеричнi та смектичнi).

Предметом дослiдження є ефективнi пружнi взаємодiї мiж колоїдними

частинками.

Для розв’язання поставлених задач застосовувалися наступнi теоретичнi

методи дослiдження: метод ефективного функцiоналу вiльної енергiї [20],

метод функцiй Грiна [28], а також загальнi методи теоретичної фiзики та

теорiї спецiальних функцiй.

Наукова новизна одержаних результатiв

В дисертацiйнiй роботi вперше:

1. Послiдовно встановлено зв’язок пружних мультипольних моментiв

з симетрiєю поля директора в околi колоїдної частинки довiльної

форми.

2. Передбачено ефект керованого анiзотропного притягання мiж ди-

польними частинками в гомеотропнiй комiрцi, помiщенiй в зовнiшнє

електричне або магнiтне поле.

3. Пояснено формування дво- i тривимiрних колоїдних структур та ви-

значено їхнi параметри. Описано ефект гiгантської електрострикцiї.

4. Розраховано параметри колоїдних структур, iндукованих неоднорi-

дним розподiлом директора на поверхнях, що обмежують немати-

чний рiдкий кристал.
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5. Визначено характер i величину взаємодiї малих сферичних частинок

в холестеричнiй комiрцi.

6. Отримано загальнi вирази для взаємодiї малих колоїдних частинок

в смектичному рiдкому кристалi з врахуванням шаруватої структури

останнього.

Практичне значення одержаних результатiв

Дисертацiйна робота носить теоретичний характер. Отриманi в нiй ре-

зультати можуть бути використанi як основа для подальших теоретичних

та експериментальних дослiджень обмежених рiдкокристалiчних колоїдних

систем. Всi теоретичнi передбачення, висловленi в роботi, пiдлягають екс-

периментальнiй перевiрцi.

Особистий внесок здобувача

Результати, що виносяться на захист, отриманi автором самостiйно. У

дослiдженнях, виконаних в спiвавторствi, дисертант брав участь в поста-

новцi задач та обговореннi результатiв.

У роботi [29] автору належить iдея знаходження зв’язку мiж пружними

мультипольними моментами та симетрiєю поля директора поблизу колої-

дної частинки та вiдповiднi аналiтичнi розрахунки.

У роботi [30] здобувачем виконанi аналiтичнi розрахунки, що дозволи-

ли передбачити ефект керованого притягання мiж пружними диполями в

зовнiшньому електричному полi.

У роботах [31, 32] дисертантом розрахованi параметри одно-, дво- та

тривимiрних колоїдних структур. В роботi [31] автору також належить по-

яснення ефекту гiгантської електрострикцiї.

В роботах [33,34] здобувачем виконанi всi аналiтичнi та чисельнi розра-

хунки.

Апробацiя результатiв дисертацiї

Основнi результати роботи доповiдалися на “Planer-Smoluchowski Soft

Matter Workshop on Liquid Crystal Colloids” (Lviv, Ukraine, October 5-7, 2011),
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International conference of young scientists “Modern Problems of Theoretical

Physics” (Kiev, Ukraine, December 21-23, 2011), Young scientists conference

“Modern Problems of Theoretical Physics” (Kyiv, Ukraine, October 23-26, 2012),

ХIII Всеукраїнська школа-семiнар зi статистичної фiзики та теорiї конденсо-

ваної речовини (Львiв, Україна, 5-7 червня, 2013), Young scientists conference

“Modern Problems of Theoretical Physics” (Kyiv, Ukraine, December 24-27,

2013), “Боголюбiвськi читання 2013” (Київ, 5-6 листопада, 2013), на семi-

нарах Nanosystem Research Institute (National Institute of Advanced Industrial

Science and Technology, Japan), на семiнарах вiддiлу синергетики IТФ НАНУ

та вiддiлу теоретичної фiзики Iнституту фiзики НАН України.

Публiкацiї

Результати дисертацiї опублiкованi в 6 статтях [29–34] в реферованих

наукових журналах i додатково висвiтленi в 5 збiрниках тез конференцiй

[35–39].

Структура та обсяг дисертацiї

Робота складається зi вступу, 7 роздiлiв, висновкiв, списку використа-

них джерел зi 104 найменувань та 1 додатку. Дисертацiя викладена на 137

сторiнках машинописного тексту iз врахуванням 45 рисункiв та 3 таблиць.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1 Нематики

Особливим випадком колоїдних систем є рiдкi кристали з макроско-

пiчними включеннями iнших фаз — рiдкокристалiчнi колоїди. Чужорiднi

включення порушують далекий орiєнтацiйний порядок, присутнiй в рiдких

кристалах, i внаслiдок цього взаємодiють мiж собою. Характерною особли-

вiстю таких взаємодiй є їхнiй далекодiючий характер. Вперше на це було

вказано в [4], де дослiджувалася поведiнка краплин води в нематичному се-

редовищi. Виявилося, що краплини формують стабiльнi лiнiйнi ланцюжки,

якi руйнуються при переходi нематичної фази в iзотропну [4,5]. В силу нор-

мальних (гомеотропних) крайових умов на поверхнi кожної такої краплини

поблизу неї виникає точковий топологiчний дефект — гiперболiчний їжак.

I в цiлому розподiл директора має дипольну симетрiю. Це дозволило авто-

рам [4] пояснити утворення таких структур в термiнах ефективної пружної

диполь-дипольної взаємодiї, що виникає в результатi деформацiй поля дире-

ктора. Частинки, якi створюють деформацiї квадрупольної симетрiї, збира-

ються в скошенi ланцюжки [6, 9–11]. Однак, параметри таких структур вже

не можуть бути поясненi пружною квадруполь-квадрупольною взаємодiєю.

Так, наприклад, в роботi [9] було встановлено, що лiнiйний ланцюжок твер-

дих сферичних частинок мiкрометрового розмiру з тангенцiальними (пла-

нарними) граничними умовами утворює кут 30◦ з незбуреним директором

n0. А квадруполь-квадрупольна взаємодiя є мiнiмальною на 49◦. Лише не-

давно ця проблема була розв’язана шляхом врахування пружних мульти-

польних моментiв вищих порядкiв [40]. В дисертацiї згадана iдея природно
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розширена i на випадок частинок дипольної симетрiї. На її основi, зокрема,

розраховано параметри квазiдвовимiрного зигзагу, сформованого окремими

частинками [13], двовимiрної гексагональної гратки, утвореної антипара-

лельними ланцюжками диполiв [12], i, нарештi, тривимiрного колоїдного

кристалу, який недавно було вперше отримано авторами [13].

Хоча це i виходить за безпосереднi рамки дисертацiї, варто вiдзначити,

що крiм згаданих вище, iснує також велике рiзноманiття двовимiрних стру-

ктур на границi подiлу “нематик-повiтря” [14, 15]. В такому випадку колої-

днi частинки взаємодiють не лише, деформуючи об’єм рiдкого кристалу, але

й шляхом капiлярних взаємодiй, пов’язаних з деформацiєю його поверхнi.

Iндуковане лазерним випромiнюванням фотохiмiчне перемикання мiж рi-

зними типами таких поверхневих структур прямо спостерiгалося в [16, 17].

Цiкавi кластери i агрегати можливi також в системах колоїдних частинок

рiзних розмiрiв [18]. Малi частинки при цьому є фiксованими в матрицi

топологiчних дефектiв, утворених великими. Це дозволяє отримувати ста-

бiльнi структури з наночастинок. Делокалiзацiя топологiчних дефектiв може

приводити до утворення колоїдних димерiв та одновимiрних структур, вiдо-

мих як колоїднi дроти. Їхнє iснування було пiдтверджено експериментально

в [19]. Такi лiнiйнi структури є значно стабiльнiшими за ланцюжки, описа-

нi вище. Очiкується, що вони знайдуть практичне застосування як оптичнi

хвилеводи.

Перерахованi експериментальнi результати кращою чи гiршою мiрою

вiдтворюються в рамках чисельної мiнiмiзацiї функцiоналу Ландау-де Же-

на для вiльної енергiї [12, 18, 19, 27, 41–47]. Водночас в роботi [48] перехiд

мiж точковим (гiперболiчний їжак) та лiнiйним (кiльце Сатурна) тополо-

гiчними дефектами, що виникають в околi сферичної колоїдної частинки з

нормальними граничними умовами, був чисельно промодельований в термi-

нах вiльної енергiї Франка. Колоїднi взаємодiї в тонких нематичних плiвках

i на поверхнях активно дослiджувались в [49–51] методами молекулярної
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динамiки.

Аналiтичне ж описання колоїдних взаємодiй в необмежених нематичних

рiдких кристалах грунтується на формальнiй аналогiї з електростатикою:

малi деформацiї директора, як i скалярний потенцiал поля, задовольняють

рiвняння Лапласа. А отже, можуть бути представленi у виглядi мультиполь-

ного розвинення, коефiцiєнтами якого є деякi ефективнi характеристики ко-

лоїдної частинки – пружнi мультипольнi моменти. Вперше така аналогiя

була проведена авторами вже згадуваної роботи [4] для пояснення агрегацiї

краплин води в нематику в лiнiйнi ланцюжки. Згодом ця iдея була розши-

рена ними ж на випадок аксiально-симетричних частинок з квадрупольною

симетрiєю розподiлу директора [20]. Вони ввели в розгляд ефективний фун-

кцiонал вiльної енергiї колоїдної системи, який, в свою чергу, може бути

легко представлений у виглядi суми енергiй парних ефективних взаємодiй

мiж частинками. Цi взаємодiї визначаються пружними моментами кожної

з частинок, i в необмеженому рiдкому кристалi є повними аналогами вiд-

повiдних взаємодiй мiж електростатичними мультиполями. Такi мiркування

є вiдправною точкою для цiлого ряду теоретичних пiдходiв до описання

нематичних рiдкокристалiчних колоїдiв [20–26].

Приблизно тодi ж, в 1999 роцi, Левом i Томчуком був запропонований

до певної мiри альтернативний пiдхiд [21]. Вони розглядали випадок части-

нок довiльної форми та орiєнтацiї, але зi слабким поверхневим зчепленням.

Отриманий ними функцiонал вiльної енергiї за виглядом є iдентичним фун-

кцiоналу Любенського та iн. [20]. Однак, характеристики частинок в такому

пiдходi не є повнiстю ефективними, а визначаються деякими iнтегралами по

їхнiх поверхнях. Важливий крок в напрямку об’єднання обох пiдходiв було

зроблено в [22] разом iз введенням поняття шуби. Шуба – це деяка уявна

поверхня, що оточує частинку та мiстить всерединi топологiчнi дефекти. Її

симетрiя при цьому спiвпадає з симетрiєю поля директора поблизу реаль-

ної поверхнi частинки. Тодi за межами шуби деформацiї рiдкого кристалу є
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малими та гладкими. Це дозволило авторам [22] показати, що характер вза-

ємодiї мiж колоїдними частинками визначається типом симетрiї їхнiх шуб.

Так, скажiмо, частинки, шуби яких мають три взаємно ортогональних пло-

щини симетрiї, взаємодiють як квадруполi, U ∝ ρ−5, де ρ – вiдстань мiж ча-

стинками. Якщо ж одна з площин симетрiї зникає, в напрямку перпендику-

лярному до неї виникає пружний дипольний момент, i як наслiдок U ∝ ρ−3.

Робота [22] значною мiрою спирається на припущення про плавнiсть змiни

директора всюди за межами шуби. Насправдi, таке припущення не завжди є

виправданим поблизу її границi. Однак наведенi результати якiсно є вiрни-

ми. Справдi, в дисертацiї аналогiчний, хоча й бiльш детальний, зв’язок мiж

мультипольними моментами частинки та симетрiєю її шуби отримується

iншим, бiльш строгим та послiдовним, шляхом. При цьому, кiлькiснi хара-

ктеристики шуби, на вiдмiну вiд її симетрiї, залишаються невiдомими. А

вiдтак i величина взаємодiї, фактично, визначається деякими ефективними

характеристиками.

Ефективнi характеристики частинки — пружнi мультипольнi моменти –

можуть бути знайденi експериментально. Так, наприклад, автори [52] прямо

вимiряли пружну диполь-дипольну взаємодiю мiж двома залiзними кулька-

ми в нематичному рiдкому кристалi, компенсуючи її зовнiшнiм магнiтним

полем. Виявилось, що з точнiстю до кiлькох вiдсоткiв вона спiвпадає з пе-

редбаченою в [20]. Чисельне моделювання взаємодiї мiж двома сферичними

частинками з гомеотропним зчепленням на поверхнях також пiдтвердило її

дипольний характер [45]. Недавно авторами робiт [47, 53] було розробле-

но чисельний метод, що дозволив розрахувати взаємодiю мiж частинками

рiзних розмiрiв. Отриманi результати добре узгоджуються як з їхнiми вла-

сними експериментальними результатами, так i з передбаченнями, побудо-

ваними на електростатичнiй аналогiї. Все це пiдтверджує основнi припу-

щення [20] для сферичних частинок в необмеженому нематичному рiдкому

кристалi.
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Проте, на практицi завжди доводиться мати справу з рiдкими криста-

лами, обмеженими деякими поверхнями. I далеко не завжди цим фактом

можна знехтувати. Так, скажiмо, у роботах [27, 44] було експериментально

встановлено, що в нематичнiй комiрцi (кристал, обмежений двома паралель-

ними площинами) взаємодiї експоненцiйно екрануються на вiдстанях бiль-

ших за товщину комiрки L (так званий конфайнмент-ефект). На якiсному

рiвнi вплив обмежуючих поверхонь на пружнi взаємодiї мiж сферичними

частинками дослiджувався в [24, 54–57]. При цьому в роботах [54–56], якi

базуються на концепцiї шуби, було знайденi аналiтичнi вирази для потен-

цiалiв взаємодiї правильнi з точнiстю до постiйних множникiв. Бiльш по-

слiдовний пiдхiд до описання обмежених колоїдiв пропонується в [28, 58].

Вiн є природним продовженням методу [20] в дусi електростатики: крайовi

умови на обмежуючих поверхнях враховуються за допомогою вiдповiдних

функцiй Грiна. Таким чином було знайдено потенцiали пружних взаємодiй

в нематичнiй комiрцi та поблизу однiєї стiнки як з гомеотропними, так i з

планарними крайовими умовами. Експериментально пiдтверджено, що за-

пропонованi в [28, 58] вирази добре описують ефект екранування взаємодiї

в гомеотропнiй комiрцi [27] в дiапазонi енергiй 1÷ 1000kT , та в планарнiй

комiрцi в широкому дiапазонi товщин [44]. В дисертацiї цей пiдхiд розши-

рюється на випадок частинок довiльної форми та довiльного зчеплення (як

полярного, так i азимутального). Ми отримуємо загальнi вирази для енергiї

взаємодiї мiж такими частинками в довiльним чином обмежених немати-

чних рiдких кристалах.

Насамкiнець слiд також згадати наближення, використане в роботах [23–

26]. Його основна iдея на перший погляд дуже схожа на концепцiю шуби.

Реальна частинка теж оточується деякою уявною сферою, яка мiстить все-

рединi топологiчнi дефекти та нелiнiйнi деформацiї рiдкого кристалу. При

цьому, розподiл директора на поверхнi такої сфери вважається заданим i фi-

ксованим. Сама ж сфера вважається не ефективною поверхнею частинки, а
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розглядається як обмежуюча поверхня. Тому згаданi автори оперують лише

енергiєю об’єму рiдкого кристалу. Це дозволяє знайти потенцiали взаємо-

дiї мiж частинками в термiнах пружних мультипольних моментiв. Однак,

кiлькiсно результати вiдрiзняються. Так наближення [23–26] передбачають

диполь-дипольну взаємодiю втричi, а квадруполь-квадрупольну — в п’ять

разiв слабшою, нiж це є насправдi. Причини такої розбiжностi, як видається,

лежать у нехтуваннi енергiєю взаємодiї мiж рiдким кристалом та поверхнею

колоїдної частинки.

1.2 Холестерики та смектики

Традицiйно основна увага як в експериментальних, так i в теоретичних

дослiдженнях була зосереджена на нематичних рiдкокристалiчних колоїдах.

Однак, в якостi колоїдного середовища можуть виступати також iншi рiд-

кокристалiчнi фази. Специфiчнi типи впорядкування в них можуть приво-

дити до суттєво iнших потенцiалiв взаємодiї мiж частинками, а вiдтак i

до колоїдних структур з iншими характеристиками. До прикладу, в робо-

тi [59] спостерiгалася структура з пружними властивостями твердого тiла,

утворена завдяки додатковiй стабiлiзацiї топологiчних дефектiв шаруватою

структурою холестеричного рiдкого кристалу. Очiкується, що подiбна по-

ведiнка має спостерiгатися i в iнших рiдкокристалiчних фазах з шаруватим

впорядкуванням молекул (в смектиках, наприклад). Авторами [60] була по-

мiчена особлива природа взаємодiї мiж частинками та топологiчними де-

фектами в ламелярних середовищах, що дозволяє манiпулювати частинка-

ми, впливаючи на дефекти, i навпаки. Такий механiзм може бути корисним

для отримання композитних матерiалiв з наперед заданими властивостями.

В експериментальних дослiдженнях [61–64] отримано стабiльнi дисперснi

розчини наночастинок в смектичних рiдких кристалах, що також може ма-

ти практичне застосування. Утворення структур на поверхнях смектичних
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плiвок активно вивчалось в роботах [65, 66]. Специфiчний обертовий рух

колоїдних частинок поблизу бульбашок повiтря в смектиках-А спостерiгав-

ся в [67, 68]. Було показано, що важливу роль в цьому процесi вiдiграють

деформацiї рiдкого кристалу в областях менiскiв.

Теоретично взаємодiя колоїдних частинок в холестериках та смектиках

дослiджувалась не так активно. Одна зi спроб була зроблена в [69], де роз-

глядалася взаємодiя малих сферичних частинок в необмеженому холестери-

чному середовищi. Недавнi роботи [19,70,71] чисельно та експерименталь-

но продемонстрували нетривiальну поведiнку директора в околi частинок,

що знаходяться в твiстованiй нематичнiй або холестеричнiй комiрках. Взає-

модiя мiж такими частинками сильно залежить як вiд їхнього розмiру, так i

вiд товщини комiрки. Додатковим параметром при цьому є довжина кроку

спiралi холестерика. Для описання впливу всiх цих параметрiв ми засто-

суємо метод, розвинений в [21, 28, 54] для нематикiв, i знайдемо загальнi

вирази для взаємодiї малих сферичних частинок в холестеричнiй комiрцi.

Колоїднi розчини на основi смектичних рiдких кристалiв дослiджува-

лися теоретично в [72–75]. Проте, в цих роботах в рамках континуального

наближення враховувалися деформацiї з як завгодно малою довжиною хви-

лi. Насправдi ж, змiщення шарiв, довжина хвилi яких є значно меншою за

товщину шару, не можуть бути описанi континуально. Бiльш того, такi де-

формацiї здатнi руйнувати саму смектичну структуру. А отже мають бути

виключенi з розгляду. Подiбнi обмеження були вперше введенi в [76,77], що

дозволило отримати принципово iншi вирази для сили Казимира в смекти-

чних плiвках. В дисертацiї ця iдея застосовується при отриманнi загального

виразу для потенцiалу взаємодiї мiж малими (спiвмiрними з товщиною сме-

ктичного шару) колоїдними частинками довiльної форми.
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РОЗДIЛ 2

ЗАГАЛЬНА ТЕОРIЯ НЕМАТИЧНИХ КОЛОЇДIВ

В цьому роздiлi розглядається взаємодiя колоїдних частинок довiльної

форми та розмiру в обмежених нематичних рiдких кристалах. Ми запропо-

нуємо ефективний функцiонал вiльної енергiї для описання таких систем, i

на його основi отримаємо загальнi вирази для ефективної пружної взаємодiї

мiж частинками. Буде також встановлено зв’язок мiж симетрiєю розподiлу

директора в околi частинки та її пружними мультипольними моментами як

для полярного, так i для азимутального зчеплення. Загальнi вирази ми про-

iлюструємо випадком бананоподiбних частинок, помiщених в гомеотропну

та планарну нематичнi комiрки.

2.1 Постановка задачi

Рiдкi кристали займають промiжне становище мiж iзотропними рiдина-

ми та кристалiчними твердими тiлами. Своїми особливими властивостями

вони завдячують далекому орiєнтацiйному порядку. Залежно вiд типу впо-

рядкування молекул, розрiзняють рiзнi рiдкокристалiчнi фази. В нематиках,

наприклад, молекули розташованi хаотично. Але їхнi довгi осi в середньому

орiєнтованi вздовж одного напрямку, який в бiльшостi випадкiв, i в нашому

в тому числi, повiльно змiнюється на молекулярних масштабах. Це дозво-

ляє перейти до континуального описання рiдкого кристалу шляхом ведення

деякого неперервного векторного поля n(r) – директора [78]. В кожнiй то-

чцi директор вказує середню орiєнтацiю молекул у фiзично нескiнченно

малому об’ємi. Властивостi такого пружного неперервного середовища ви-
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значаються вiльною енергiєю Франка:

Fbulk =
1

2

∫
dx
[
K1(∇ · n)2 +K2(n · ∇ × n)2 +K3(n×∇× n)2

]
, (2.1)

де пружнi константи K1, K2 i K3 характеризують три основнi типи дефор-

мацiй нематичного рiдкого кристалу: поперечний згин, кручення i поздов-

жнiй згин. Як правило, вважають, що K1 = K2 = K3 = K (одноконстантне

наближення). Тодi

Fbulk =
K

2

∫
dx
[
(∇ · n)2 + (∇× n)2

]
. (2.2)

В типових нематиках K ≈ 10 pN.

Колоїднi частинки – включення iнших фаз, що не змiшуються з рiдко-

кристалiчною – змушують молекули нематика переорiєнтовуватися так, щоб

мiнiмiзувати водночас i енергiю їхньої взаємодiї з власною поверхнею. В

термiнах директора це виражається феноменологiчною поверхневою енер-

гiєю Рапiнi-Популара:

Fsurf =

∮
dsW (s) [n(s) · ν(s)] , (2.3)

де ν – нормаль до поверхнi частинки в точцi s, а W – константа зчеплення.

W < 0 вiдповiдає нормальнiй орiєнтацiї директора на поверхнi частинки

(гомеотропне зчеплення), а W > 0 – тангенцiальнiй (планарне зчеплення). В

типових рiдких кристалах W ≈ 5 · 10−5 J/m2. Для частинок, розмiри яких не

перевищують K/W ≈ 0.2µm, деформацiї поля директора є всюди малими.

У випадку частинок бiльших розмiрiв вклад поверхневої енергiї є значним.

Тодi, як правило, крайовi умови на поверхнi можуть бути задоволенi лише

з появою топологiчних дефектiв. На Рис. 2.1 показано приклади неусувних

розривiв поля директора, що можуть виникати поблизу сферичних частинок

мiкрометрового радiусу.

Топологiчнi дефекти не можуть бути строго описанi аналiтично в термi-

нах директора. Їхнiй розгляд можливий лише в рамках деяких анзацiв або

чисельних розрахункiв векторного параметра порядку.
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Рис. 2.1 Приклади топологiчних дефектiв в нематиках. Злiва направо: то-

чковий дефект – гiперболiчний їжак – дипольної симетрiї; лiнiйний дефект –

кiльце Сатурна – квадрупольної симетрiї; пара точкових дефектiв – буджуми

– квадрупольної симетрiї.

Якщо ж маємо N колоїдних частинок, якi до того ж знаходяться в рiд-

кому кристалi, обмеженому деякими поверхнями, то повна енергiя такої

системи є сумою

F = Fbulk +
∑

particles

Fsurf +
∑
walls

Fsurf. (2.4)

Мiнiмiзацiя подiбного функцiоналу є складною нелiнiйною задачею навiть

для однiєї частинки в необмеженому кристалi. Тому ми пiдемо iншим шля-

хом, i в наступному пiдроздiлi запропонуємо ефективний спосiб описання

обмежених рiдкокристалiчних колоїдiв.

2.2 Ефективний функцiонал вiльної енергiї

На достатньо великих вiдстанях вiд поверхнi частинки вiдхилення дире-

ктора вiд його основного (недеформованого) стану n0 = (0, 0, 1) є малими,

n(r) ≈ (nx, ny, 1), |nµ| � 1 i µ = {x, y}. За таких умов можна переписати

вiльну енергiю нематика в дещо простiшому, гармонiчному, виглядi:

Fbulk =
K

2

∫
dx(∇nµ)2, (2.5)

тут мається на увазi пiдсумовування за iндексом µ: (∇nµ)2 = (∇nx)2 +

(∇ny)2. Рiвняння Ейлера-Лагранжа для такого функцiоналу є рiвняннями
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Лапласа:

∆nµ = 0. (2.6)

А отже, як i в класичнiй електростатицi, їхнi розв’язки можуть бути пред-

ставленi у виглядi мультипольного розвинення:

nµ(r) =
qµ
r

+
pαµrα

r3
+
Qαβ
µ rαrβ

r5
+ ..., (2.7)

де α i β пробiгають значення x, y, z, та мається на увазi пiдсумовування

за грецькими iндексами, що повторюються. Величини qµ, pαµ, Q
αβ
µ назива-

тимемо пружними зарядами (монополями), диполями i квадруполями, вiд-

повiдно. При r значно бiльших за розмiри частинки мультипольний роз-

клад є справедливим незалежно вiд величини анкорiнгу W . Таким чином,

на великих вiдстанях вiд поверхнi частинки вiдхилення директора вiд його

основного стану можуть бути повнiстю описанi в термiнах пружних мульти-

польних моментiв. Останнi, щоправда, є невiдомими, i мають бути знайденi

з асимптотик точних виразiв для n(r) або з експериментальних даних.

Нехай певним чином ми знайшли всi мультипольнi коефiцiєнти: два пру-

жних заряди qµ, шiсть компонентiв дипольного моменту pαµ та десять ква-

друпольного Qαβ
µ (по п’ять для кожного µ = {x, y}). Звернiть увагу, що

тензор квадрупольного моменту Q̂µ завжди може бути приведений до симе-

тричного вигляду, Qαβ
µ = Qβα

µ , з нульовим шпуром, SpQ̂µ = Qαβ
µ δαβ = 0 [79].

Тепер нам необхiдно побудувати деякий ефективний функцiонал вiльної

енергiї, який буде мiстити мультипольнi коефiцiєнти i даватиме правильну

поведiнку директора на великих вiдстанях вiд поверхнi частинки. Вперше

це було зроблено в [20] для частинок з аксiально-симетричним розподiлом

директора бiля поверхнi. Для такої конфiгурацiї

F axial-sym
eff = K

∫
dx

[
(∇nµ)2

2
− 4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ

]
, (2.8)

де P (x) = pδ(x) i C(x) = Qδ(x) є густинами вiдповiдних пружних мо-

ментiв, i ∂µnµ = ∂xnx + ∂yny. Неважко здогадатись, що у випадку частинок
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довiльної форми ефективний функцiонал має бути узагальнений до

Feff = K

∫
dx

[
(∇nµ)2

2
− 4πqµ(x)nµ − 4πpαµ(x)∂αnµ − 4πQαβ

µ (x)∂α∂βnµ

]
,

(2.9)

де qµ(x) = qµδ(x), pαµ(x = pαµδ(x), Qαβ
µ (x) = Qαβ

µ δ(x) вiдiграють роль то-

чкових джерел деформацiй; α i β приймають значення x, y, z i ведеться

пiдсумовування за грецькими iндексами, що повторюються. Для аксiально-

симетричних частинок qµ = 0, pxx = pyy = p, Qxz
x = Qzx

x = Qyz
y = Qzy

y = Q, i

функцiонал (2.9) переходить в (2.8).

Мiнiмiзуючи (2.9), бачимо, що вiдхилення директора вiд основного ста-

ну описуються рiвняннями пуасонiвського типу:

∆nµ = −4πqµ(x) + 4π
[
∂αp

α
µ(x)− ∂α∂βQαβ

µ (x)
]
. (2.10)

Нехай рiдкий кристал обмежений деякою поверхнею Σ так, що nµ

∣∣∣
Σ

= 0.

Тодi розв’язки рiвнянь (2.10) можуть бути знайденi за допомогою теореми

Грiна:

nµ =

∫
V

dx′Gµ(x,x′)
[
qµ(x′)− ∂′αpαµ(x′)− ∂′α∂′βQαβ

µ (x′)
]
, (2.11)

де Gµ(x,x′) є вiдповiдними функцiями Грiна, ∆Gµ(x,x′) = −4πδ(x − x′)

для всiх x,x′ в об’ємi V , обмеженому поверхнею Σ, i Gµ(x, s) = 0 для всiх

s ∈ Σ. Для необмеженого нематика Gµ(x,x′) =
∣∣x− x′

∣∣−1
, i розв’язки (2.11)

зводяться до мультипольного розкладу (2.7).

В силу лiнiйностi рiвнянь Ейлера-Лагранжа (2.10), для системи N коло-

їдних частинок справедливим є принцип суперпозицiї:

qµ(x) =
N∑
i=1

qµ,iδ(x− xi),

pαµ(x) =
N∑
i=1

pαµ,iδ(x− xi), (2.12)
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Qαβ
µ (x) =

N∑
i=1

Qαβ
µ,iδ(x− xi).

А саме: деформацiї поля директора є сумою деформацiй, породжених ко-

жною частинкою зокрема. Тодi, пiдставляючи (2.11) i (2.12) в (2.9), бачимо,

що енергiя колоїдної системи є сумою власних енергiй частинок та енергiй

парних взаємодiй мiж частинками

Feff =
N∑
i=1

U i(xi) +
N∑
i=1

∑
j<i

U ij(xi,xj). (2.13)

U i = U self
dd + U self

dQ + U self
QQ описує взаємодiю частинки з обмежувальними

поверхнями. Детальнiше власнi енергiї частинок в нематиках будуть роз-

глянутi в роздiлах 3 i 5. Зараз натомiсть зосередимось на двочастинкових

енергiях U ij, якi, в свою чергу, є сумами монополь-монопольної, монополь-

дипольної, монополь-квадрупольної, диполь-дипольної, диполь-квадрупольної

i квадруполь- квадрупольної взаємодiй, U ij = Uqq +Uqd +UqQ +Udd +UdQ +

UQQ, де

Uqq = −4πK qµ,i qµ,j Gµ(xi,x
′
j), (2.14)

Uqd = −4πK
{
qµ,i p

α
µ,j ∂

′
αGµ(xi,x

′
j) + qµ,j p

α
µ,i ∂αGµ(xi,x

′
j)
}
, (2.15)

UqQ = −4πK
{
qµ,iQ

αβ
µ,j ∂

′
α∂
′
βGµ(xi,x

′
j) + qµ,j Q

αβ
µ,i ∂α∂βGµ(xi,x

′
j),
}

(2.16)

Udd = −4πK pαµ,i p
β
µ,j ∂α∂

′
βGµ(xi,x

′
j), (2.17)

UdQ = −4πK
{
pαµ,iQ

βγ
µ,j ∂α∂

′
β∂
′
γGµ(xi,x

′
j) + pαµ,j Q

βγ
µ,i ∂

′
α∂β∂γGµ(xi,x

′
j)
}
,

(2.18)

UQQ = −4πK Qαβ
µ,iQ

γδ
µ,j ∂α∂β∂

′
γ∂
′
δGµ(xi,x

′
j). (2.19)

Вирази (2.14)-(6.20) є загальними формулами для далекодiючих пружних

взаємодiй мiж колоїдними частинками довiльної форми в обмежених нема-

тичних рiдких кристалах. Енергiя таких взаємодiй залежить як вiд мульти-

польних коефiцiєнтiв, так i вiд конкретного вигляду функцiй Грiна. Першi
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визначаються взаємодiєю мiж молекулами нематика та поверхнею частин-

ки. Останнi залежать як вiд форми обмежувальної поверхнi Σ, так i вiд

наявностi зовнiшнiх полiв. Вплив останнiх буде розглянуто в наступному

роздiлi.

2.3 Мультипольнi коефiцiєнти та симетрiя частинок

В цьому пiдроздiлi ми встановимо зв’язок мiж симетрiєю частинки та

вiдповiдними їй пружними мультипольними моментами qµ, pαµ, Q
αβ
µ . Власне

кажучи, тут слiд роздiляти два випадки. Якщо анкорiнг (зчеплення) на по-

верхнi частинки слабкий, то вiдхилення директора вiд основного стану є

малими у всьому дiапазонi вiдстаней. Як наслiдок, мультипольнi коефiцi-

єнти тодi можуть бути знайденi з умови механiчної рiвноваги (нижче ми

опишемо цю процедуру детально). Якщо ж ми маємо справу iз сильним ан-

корiнгом, то внесення частинки в нематик супроводжується, зазвичай, по-

явою топологiчних дефектiв. Мультипольнi моменти в такому випадку вже

не можна пов’язати безпосередньо з симетрiєю частинки. Проте, корисною

тут виявляється концепцiя шуби, запропонована в [22]. Оточимо частинку

деякою поверхнею так, щоб всi топологiчнi дефекти та великi nµ мiстилися

всерединi. Оскiльки за межами такої шуби деформацiї є малими, то поле

директора знову описується мультипольним розкладом (2.7). Симетрiя шу-

би спiвпадає з симетрiєю розподiлу директора поблизу частинки, i може

бути легко встановлена експериментально. Фактично, шубу можна вважати

деякою уявною частинкою з вiдповiдною симетрiєю та слабким анкорiн-

гом на поверхнi. Далi ми будемо використовувати термiн “частинка” саме в

такому узагальненому сенсi.

Повна вiльна енергiя колоїдної системи є сумою об’ємної (2.5) та по-

верхневої енергiй. Остання в загальному випадку може бути записана як

Fsurf =

∮
ds W αβ(s)nα(s)nβ(s), (2.20)
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де симетричний тензор W αβ(s) з нульовим шпуром визначає локальний ан-

корiнг в точцi s на поверхнi частинки [80]. Хоча таке тензорне представлен-

ня має коварiантну форму i описує одночасно як полярний (n · [ν × n0] = 0,

де ν є зовнiшньою нормаллю в довiльнiй точцi s на поверхнi частинки), так

i азимутальний (n · [ν × n0] 6= 0) анкорiнг, воно робить зв’язок мiж симетрi-

єю та мультипольними моментами не дуже прозорим. Тому ми перепишемо

поверхневу енергiю в узагальненiй формi Рапiнi-Популара:

Fsurf =

∮
ds Wp(s)

(
ν(s) · n(s)

)2 −
∮
ds Wa(s)

(
τ (s) · n(s)

)2
. (2.21)

Тут Wp та Wa є константами полярного та азимутального анкорiнгу, вiд-

повiдно; ν знову позначає зовнiшню нормаль, а τ – одиничний дотичний

вектор в точцi s на поверхнi частинки. Оскiльки анкорiнг слабкий, то додан-

ками типу (∇nz)2, Wpnµnµ′ i Wanµnµ′ можна знехтувати в силу їх малостi.

Тодi

Fharm =
K

2

∫
dx(∇nµ)2+

+ 2

∮
dsWp(s)νz(s)νµ(s)nµ(s)− 2

∮
dsWa(s)τz(s)τµ(s)nµ(s), (2.22)

Звернiть увагу, що, фактично, Wpνzνµ −Waτzτµ = W zµ.

В той же час всюди за межами частинки вiдхилення директора описую-

ться мультипольним розкладом (2.7). Вiдповiдно,

(∇nµ)2 =
qµqµ
r4

+
∑
α

pαµp
α
µ

r6
+ 3

pαµrαp
β
µrβ

r8
+

+ 5
Qαβ
µ rαrβQ

γδ
µ rγrδ

r12
+ 4

∑
γ

Qαγ
µ Q

βγ
µ rαrβ

r10
+ 4

qµp
α
µrα

r6
+

+ 6
qµQ

αβ
µ rαrβ

r8
+ 8

pαµQ
βγ
µ rαrβrγ

r10
+ 4

∑
γ

pαµQ
αβ
µ rβ

r8
. (2.23)

Пiдставляючи (2.7) i (2.23) в (2.22) та виконуючи iнтегрування, отриму-
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ємо вiльну енергiю системи як функцiю мультипольних коефiцiєнтiв

Fharm =
1

2

∑
uv

auvmumv +
∑
u

cumu, (2.24)

де для зручностi ми ввели вектор m = (qµ, p
α
µ, Q

αβ
µ ). Тут mu,mv є невiдо-

мими мультипольними коефiцiєнтами. Величини auv виникають з об’ємної

частини енергiї. Наприклад,

a11(qxqx) ∝
∫
V

dxr−4

a33(pxxp
x
x) ∝

∫
V

dxr−6

a14(qxpzx) ∝
∫
V

dxzr−6 etc.

Очевидно, всi auu є додатними та ненульовими, auv залежать вiд форми ча-

стинки. В свою чергу, cu є сумою двох доданкiв: cpu i cau, породжених поляр-

ним та азимутальним анкорiнгом, вiдповiдно, cu = cpu + cau. Так, наприклад,

cp1(qx) ∝
∮
dsW pνzνx, ca1(qx) ∝ −

∮
dsW aτzτx

cp3(pxx) ∝
∮
dsW pνzνxsx, ca3(pxx) ∝ −

∮
dsW aτzτxsx.

cu залежать як вiд анкорiнгу, так i вiд форми частинки.

Природно вимагати, щоб наша система перебувала в рiвновазi. А отже,

її енергiя повинна бути мiнiмальною. Таким чином, можемо знайти муль-

типольнi коефiцiєнти з наступної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
∂Fharm
∂mu

= 0:

auumu +
∑
v,v 6=u

auvmv + cu = 0 (2.25)

або те ж саме в матричнiй формi:

Âm = −c, (2.26)
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Оскiльки c = cp + ca, розв’язок системи (2.26) є сумою

m = mp + ma (2.27)

розв’язкiв наступних систем

Âmp = −cp, (2.28)

Âma = −ca. (2.29)

Як бачимо, кожен тип анкорiнгу породжує свiй незалежний набiр мульти-

польних коефiцiєнтiв. Тому далi розглянемо два окремi випадки.

2.3.1 Полярний анкорiнг

Нехай у нас є частинка зi звичайним полярним зчепленням на поверхнi,

W a ≡ 0. Тодi мультипольнi коефiцiєнти задовольняють систему (2.28). Тут

варто також вiдзначити, що пiд “симетрiєю частинки” мається на увазi, що

певний елемент симетрiї є спiльним як для форми частинки, так i для роз-

подiлу W p(s). Вiдповiдно, в таких термiнах частинки симетричної форми

з асиметричним анкорiнгом не вiдрiзняються вiд асиметричних частинок з

симетричним W p(s).

Припустiмо для початку, що частинка має одну площину симетрiї, яка

для визначеностi спiвпадає з координатною площиною xz. Тодi для будь-

якої точки s = (x, y, z), в якiй ν = (νx, νy, νz), iснує точка s′ = (x,−y, z),
де ν = (νx,−νy, νz), i W p(s) = W p(s′). З таких симетрiйних мiркувань ви-

пливає, що, наприклад, aqxqx = K
∫
dxr−4 6= 0, aqxpyx = 4K

∫
dxyr−6 = 0,

cpqy = 2
∫
dsW pνzνys

−1 = 0 i т. д. Аналогiчно aqxpyx = apxxp
y
x

= apyxpzx = aqypyy =

apxyp
y
y

= apyypzy = 0 i cpqy = cppxy = cppzy = cp
pyx

= 0. Ранiше було показано, що

якщо головний доданок в nµ спадає як r−n, головна ангармонiчна поправ-

ка веде себе як r−3n [20]. Водночас в [22] стверджується, що частинки з

однiєю “вертикальною” (паралельною до n0) площиною симетрiї створю-

ють деформацiї монопольного типу. Тому квадрупольнi доданки для них
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вiдiграють роль ангармонiчних поправок i можуть бути вiдкинутi. Оскiль-

ки порядок розташування мультипольних коефiцiєнтiв у векторi m не має

значення, можемо переписати систему (2.25) в наступному матричному ви-

глядi: Âmp = −cp



aqx bqxpxx bqxpzx 0 0 0 0 0

bqxpxx apxx bpxxpzx 0 0 0 0 0

bqxpzx bpxxpzx apzx 0 0 0 0 0

0 0 0 apyy 0 0 0 0

0 0 0 0 apyx 0 0 0

0 0 0 0 0 aqy bqypxy bqypzy

0 0 0 0 0 bqypxy apxy bpxypzy

0 0 0 0 0 bqypzy bpxypzy apzy





qx

pxx

pzx

pyy

pyx

qy

pxy

pzy


= −



cpqx

cppxx

cppzx

cp
pyy

0

0

0

0



,

(2.30)

де Â є блочно-дiагональною, Â =
(
Ânh 0

0 Âh

)
. Система (2.25) при цьому роз-

падається на двi незалежнi пiдсистеми: неоднорiдну з матрицею Ânh та

однорiдну з матрицею Âh. Водночас Â є позитивно визначеною. Справдi,

за означенням складовi довiльного ненульового вектора m є коефiцiєнтами

деякого мультипольного розкладу, i

mT Âm = K

∫
dx (∇nµ)2 > 0. (2.31)

Таким чином, detÂ = detÂnh · detÂh > 0. А отже, однорiдна пiдсистема

має лише тривiальний розв’язок. Неважко переконатися, що аналогiчний

сценарiй має мiсце i для частинок iнших симетрiй: якщо деякий cpu дорiвнює

нулю, то вiдповiдний йому мультипольний коефiцiєнт mu теж нульовий,

cpu = 0⇒ mp
u = 0.
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Iнакше кажучи, ненульовими можуть бути лише тi мультипольнi момен-

ти, якi дозволенi симетрiєю частинки (див. Табл. 2.1).

Аналогiчна класифiкацiя була отримана в [22] на основi градiєнтного

розкладу поля директора навколо центру частинки у виразi для поверхневої

енергiї. Однак, таке наближення є досить грубим, оскiльки ∂nµ не є малим

параметром на всiх вiдстанях. Зокрема, поблизу границi шуби ∂nµ ≈ 1. То-

му запропонований у дисертацiї пiдхiд є бiльш послiдовним i правильним.

Вiдзначимо також, що мультипольнi коефiцiєнти m залежать вiд вибору

системи координат. Якщо в однiй координатнiй системi CS1 маємо деякий

набiр параметрiв m1, то в системi CS2, повернутiй чи змiщенiй вiдносно

CS1, цей набiр буде iншим m2. Поле директора n(r) при цьому, очевидно, є

iнварiантним i не залежить вiд вибору системи координат.

2.3.2 Азимутальний анкорiнг

З рiвнянь (2.27) i (2.29) випливає, що далекодiючi деформацiї директора

можуть бути спричиненi також азимутальним анкорiнгом молекул нематика

на поверхнi частинок. Цiкаво розглянути тут ситуацiю, при якiй вiдповiднi

взаємодiї породженi лише таким типом зчеплення, тобто, mp
u = 0 i ma

u 6= 0.

Простим прикладом є аксiально-симетричнi частинки – цилiндри або ко-

нуси – зi спiральною “нарiзкою” (див. Рис. 2.2 i Рис. 2.3). Мiркуючи як i у

випадку полярного анкорiнгу, приходимо до висновку, що мультипольнi мо-

менти ma теж визначаються симетрiєю частинки (див. Табл. 2.2). Оскiльки

phel ∝
∮
dsW aτzτyx i Qhel ∝

∮
dsW aτzτyxz, то phel > 0 i Qhel > 0 для правої

спiралi та phel < 0 i Qhel < 0 для лiвої (див. Рис. 2.2).



30

Та
бл

иц
я

2.
2

М
ул

ьт
и
п
ол

ьн
i
к
ое

ф
iц

iє
н
ти

,п
ор

од
ж

ен
i
аз

и
м

ут
ал

ьн
и
м

зч
еп

л
ен

н
ям

н
а

ак
сi

ал
ьн

о-
си

м
ет

ри
ч
н
и
х

ч
ас

ти
н
к
ах

П
ор

од
ж

ую
чи

й
iн

те
гр

ал
М

ул
ьт

ип
ол

ьн
ий

ко
еф

iц
iє

нт
Зн

ач
ен

ня
М

ул
ьт

ип
ол

ьн
ий

ко
еф

iц
iє

нт
Зн

ач
ен

ня
∮ ds

W
a
τ z
τ µ

q x
0

q y
0

∮ ds
W

a
τ z
τ µ
x

px x
0

px y
p h
el

∮ ds
W

a
τ z
τ µ
y

py x
−
p h
el

py y
0

∮ ds
W

a
τ z
τ µ
z

pz x
0

pz y
0

∮ ds
W

a
τ z
τ µ
x
x

Q
x
x
x

0
Q
x
x
y

0
∮ ds

W
a
τ z
τ µ
y
y

Q
y
y
x

0
Q
y
y
y

0
∮ ds

W
a
τ z
τ µ
zz

Q
z
z
x

0
Q
z
z
y

0
∮ ds

W
a
τ z
τ µ
x
y

Q
x
y
x

0
Q
x
y
y

0
∮ ds

W
a
τ z
τ µ
x
z

Q
x
z
x

0
Q
x
z
y

Q
h
el

∮ ds
W

a
τ z
τ µ
y
z

Q
y
z
x

−
Q
h
el

Q
y
z
y

0

p h
el
>

0
i
Q
h
el
>

0
дл

я
пр

ав
ої

сп
iр

ал
i;
p h
el
<

0
i
Q
h
el
<

0
дл

я
лi

во
ї
сп

iр
ал

i
(д

ив
.Р

ис
.

2.
2)



31

Рис. 2.2 Цилiндри з однаково направленим азимутальним анкорiнгом

phelp
′
hel > 0 притягуються вздовж осi z i вiдштовхуються в перпендику-

лярному напрямку, та навпаки якщо phelp′hel < 0 [див. р-ня (2.34)].

Взаємодiя мiж цилiндрами з “нарiзкою”. Розглянемо цилiндри (чи

iншi симетричнi частинки типу елiпсоїдiв або сфер) зi спiралеподiбним

розташуванням молекул нематика на їхнiй поверхнi(див. Рис. 2.2). Такий

азимутальний анкорiнг породжує ненульовi дипольнi моменти pxy = phel =

−pyx, в той час як форма самої частинки має квадрупольну симетрiю (див.

Табл. 2.1). Тодi з (2.14) легко отримуємо вираз для пружної диполь-дипольної

взаємодiї мiж цилiндрами зi спiральною “нарiзкою”:

Udd = −4πKphelp
′
hel(∂x∂

′
xGy(x,x

′) + ∂y∂
′
yGx(x,x

′)). (2.32)

Як правило, Gx 6= Gy лише в присутностi зовнiшнiх електричних або ма-

гнiтних полiв [30]. Iнакше Gx = Gy = G, i

Udd = −4πKphelp
′
hel∂µ∂

′
µG(x,x′), (2.33)

що спiвпадає з диполь-дипольною взаємодiєю мiж звичайними аксiально-

симетричними дипольними частинками (∂µ∂′µ = ∂x∂
′
x + ∂y∂

′
y). У випадку
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необмеженого рiдкого кристалу, наприклад, G(x,x′) = 1
|x−x′| i

U bulk
dd = 4πKphelp

′
hel

(1− 3cos2θ)

r3
, (2.34)

де θ – кут мiж r i вiссю z||n0. Розподiл директора при цьому має вигляд:

nx = phel
y

r3
, (2.35)

ny = phel
x

r3
.

З виразу (2.34) слiдує, що цилiндри з однаковою хiральнiстю phelp
′
hel > 0

притягуються вздовж осi z i вiдштовхуються в перпендикулярному напрям-

ку. При phelp′hel < 0 картина протилежна (див. Рис. 2.2).

Рис. 2.3 Конуси з дипольними моментами p та phel, породженими полярним

i азимутальним анкорiнгом, вiдповiдно [див. (2.38)].

Взаємодiя мiж конусами з “нарiзкою”. Розглянемо тепер конуси (або

iншi аксiально симетричнi частинки без “горизонтальної” площини симетрiї

σxy) зi спiралеподiбним орiєнтуванням молекул нематика на їхнiй поверхнi
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(див. Рис. 2.3). На вiдмiну вiд цилiндрiв, конуси мають дипольну симетрiю,

тому pxx = pyy = p згiдно з Табл. 2.1. Крiм того, за рахунок азимутального

анкорiнгу pxy = phel = −pyx. Таким чином спiралевиднi конуси взаємодiють

за законом:

Udd = −4πK
[
pp′(∂x∂

′
xGx(x,x

′) + ∂y∂
′
yGy(x,x

′))+

+phelp
′
hel(∂x∂

′
xGy(x,x

′) + ∂y∂
′
yGx(x,x

′))
]
. (2.36)

За вiдсутностi зовнiшнiх полiв Gx = Gy = G, i

Udd = −4πK(pp′ + phelp
′
hel)∂µ∂

′
µG(x,x′). (2.37)

В необмеженому рiдкому кристалi G(x,x′) = 1
|x−x′| , i

U bulk
dd = 4πK(pp′ + phelp

′
hel)

(1− 3cos2θ)

r3
, (2.38)

а розподiл директора навколо таких частинок має вигляд:

nx = p
x

r3
− phel

y

r3
, (2.39)

ny = p
y

r3
+ phel

x

r3
.

Вирази, якiсно аналогiчнi (2.34), (2.35), (2.38), (2.39), вперше були отри-

манi в [26], однак нашi результати передбачають втричi сильнiшу взаємодiю.

Автори [26] запропонували детальну класифiкацiю рiзних типiв нематоста-

тичних диполiв, базуючись на жорсткiй фiксацiї поля директора на поверхнi

уявної сфери, що оточує частинку та мiстить всерединi всi топологiчнi де-

фекти. На перший погляд може здатися, що мова йде про вже вiдому нам

шубу. В певному сенсi це так. Але, як вже було пiдкреслено ранiше, в ро-

ботi [26] завдяки жорсткiй фiксацiї директора поверхнева енергiя в явному

виглядi нiде не фiгурує, а повна вiльна енергiя системи вважається рiвною

об’ємнiй. В цьому, ми вважаємо, i криється причина кiлькiсних вiдмiнно-

стей мiж нашими результатами.
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2.4 Бананоподiбнi частинки в нематичнiй комiрцi

Як приклад взаємодiї мiж аксiально-несиметричними частинками роз-

глянемо випадок бананоподiбних частинок. Їх можна легко одержати на

практицi, тож ми сподiваємось, що отриманi нижче результати будуть пiд-

твердженi експериментально. Хоча це й лежить за межами даної дисерта-

цiйної роботи, варто вiдзначити, що подiбнi частинки завдяки своїй хiраль-

ностi можуть утворювати спiральнi структури, описанi в [21]. Нижче ж ми

зосередимось на їхнiй дипольнiй взаємодiї в гометропнiй та планарнiй не-

матичних комiрках.

Рис. 2.4 Можливi рiвноважнi орiєнтацiї бананоподiбних частинок в нема-

тичнiй комiрцi.

2.4.1 Гомеотропна комiрка

Система координат для цього випадку зображена на Рис. 2.4a i Рис. 2.4b.

Функцiї Грiна для такої геометрiї добре вiдомi в електростатицi [81]

Gµ(x,x′) =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπz

L
sin

nπz′

L
Im(λnρ<)Km(λnρ>),

(2.40)
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де Im, Km є модифiкованими функцiями Бесселя, tanϕ = y
x , tanϕ′ = y′

x′ ,

λn = nπ
L , ρ< позначає менше з ρ =

√
x2 + y2 i ρ′ =

√
x′2 + y′2.

Кожна бананоподiбна частинка має двi ортогональнi площини симетрiї.

Припустимо спочатку, що цi площини є паралельними до xOz i yOz (див.

Рис. 2.4a). Тодi з Табл. 2.1 бачимо, що дозволеними дипольним коефiцiєн-

тами є pxx i pyy. Нижче ми опустимо верхнi iндекси i вважатимемо py > px.

Звернiть увагу, що для аксiально-симетричних частинок px = py. Отже, як

випливає з (2.17),

Udd = −4πK
[
pxp

′
x∂x∂

′
xG+ pyp

′
y∂y∂

′
yG
]
, (2.41)

Udd =
8πK

L

[(
pxp

′
x + pyp

′
y

)
A1 +

(
pxp

′
x − pyp′y

)
A2 cos 2φ

]
, (2.42)

де ρ =
√

(y − y′)2 + (x− x′)2 є горизонтальною проекцiєю вiдстанi мiж

частинками, а φ позначає азимутальний кут мiж ρ та вiссю x,

A1 =
∞∑
n=1

λ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
K0(λnρ), (2.43)

A2 =
∞∑
n=1

λ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
K2(λnρ). (2.44)

Пригадаємо, що аксiально-симетричнi диполi або притягуються, або вiд-

штовхуються всюди всерединi гомеотропної комiрки [28, 58]. Взаємодiя ж

мiж бананоподiбними частинками є анiзотропною. Але перш нiж перейти

до обговорення її особливостей в комiрцi, розглянемо випадок необмеже-

ного рiдкого кристалу. Функцiя Грiна при цьому має кулонiвський вигляд

G(x,x′) = 1
|x−x′| , а U bulk

dd теж є анiзотропною

U bulk
dd = −4πK

r3

[
pxp

′
x + pyp

′
y − 3 sin2 θ(pxp

′
x cos2 φ+ pyp

′
y sin2 φ)

]
, (2.45)

де r – вiдстань мiж частинками, θ – полярний кут мiж r i Oz, φ – азиму-

тальний кут мiж ρ i Ox.

Аналогiчний вираз був отриманий ранiше в [26], однак нашi результати

знову передбачають втричi сильнiшу взаємодiю.
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Вiдповiдна карта зон притягання i вiдштовхування мiж двома частинка-

ми з z = z′ зображена штрихованими лiнiями на Рис. 2.5.

Припустимо тепер, що обидвi частинки розташованi в центрi гомеотро-

пної комiрки z = z′ = L
2 (суцiльнi лiнiї на Рис. 2.5). Природно, на ма-

лих вiдстанях ρ � L взаємодiя є такою ж, як i в необмеженому нематику

Udd → U bulk
dd . Але зi зростанням ρ бiчнi зони замикаються. Так, що iдентичнi

частинки притягуються в межах деякої 8-подiбної областi вздовж осi x при

py >
√

2px . При зменшеннi рiзницi |py −
√

2px| цi зони теж зменшуються, i

стягуються в точку при py =
√

2px. За умови px√
2
< py <

√
2px для всiх φ в

площинi θ = π/2 взаємодiя є повнiстю вiдштовхувальною. Якщо ж py <
px√

2
,

то 8-подiбна область притягання буде орiєнтована вздовж осi y.

Рис. 2.5 Карта зон притягання i вiдштовхування мiж двома iдентичними

бананоподiбними частинками, px = p′x i py = p′y = αpx, α >
√

2, отримана

з р-ня (2.42). Чорна лiнiя (a) вiдповiдає py = 1.5px; синя лiнiя (b): py = 2px;

червона лiнiя (c): py = 3px. Частинки знаходяться посерединi гомеотропної

комiрки, z = z′ = L
2 . Їхня орiєнтацiя показана на Рис. 2.4a. “–” вiдповiд-

ає притяганню (всерединi 8-подiбних областей), а “+” – вiдштовхуванню.

Якщо py <
px√

2
, зони притягання локалiзуються вздовж осi y.

Ще одним важливим питанням є залежнiсть енергiї взаємодiї вiд вiд-
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станi мiж частинками. Як випливає з (2.45), в необмеженому нематичному

середовищi енергiя взаємодiї мiж дипольними частинками є пропорцiйною

ρ−3 (див. штрихована лiнiя 4 на Рис. 2.6). В комiрцi ситуацiя дещо скла-

днiша. Потенцiал взаємодiї веде себе як ρ−3 лише при ρ < L. На бiльших

вiдстанях, ρ > L, взаємодiя екранується стiнками комiрки (див. суцiльна лi-

нiя 2 на Рис. 2.6). Таке екранування, вiдоме як конфайнмент-ефект, вперше

спостерiгалось експериментально в [27], а згодом було пояснено теоретично

в [58] для сферичних частинок. Цей ефект своєю появою повнiстю завдячує

обмежувальним поверхням, а тому має мiсце незалежно вiд форми самих

колоїдних частинок.

Рис. 2.6 Енергiя диполь-дипольної взаємодiї мiж двома бананоподiбними

частинками розташованими посерединi гомеотропної комiрки, z = z′ =

L
2 . Суцiльна синя крива 2 вiдповiдає орiєнтацiї частинок, зображенiй на

Рис. 2.4a, px = p′x, py = p′y = 2px, 2φ = π i Ũ = UddL
3/8πK(pxp

′
x +

pyp
′
y), де Udd задається р-ням (2.42). Штрихова лiнiя 4 є асимптотикою

U bulk
dd L3/4πK(pxp

′
x + pyp

′
y) ∝

(
L
ρ

)3

. Суцiльна червона крива 1 iлюструє ви-

падок, зображений на Рис. 2.4b, pzy = p 6= 0 i Ũ = UddL
3/16πKpp′, де Udd

описується р-ням (2.47). Штрихова лiнiя 3: вiдповiдна асимптотика 1
4

(
L
ρ

)3

.

Проте, розглянута вище орiєнтацiя частинок не є єдиноможливою. Їхнi

площини симетрiї можуть також бути паралельними до координатних пло-
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щин yz та xy (див. Рис. 2.4b). При такому розташуваннi, як слiдує з Табл. 2.1,

ненульовою є лише одна складова дипольного моменту pzy = p 6= 0. Таким

чином,

Udd = −4πKpp′∂z∂
′
zG, (2.46)

Udd = −16πKpp′

L

∞∑
n=1

λ2
n cos

nπz

L
cos

nπz′

L
K0(λnρ). (2.47)

Як i в попередньому випадку, взаємодiя, задана рiвнянням (2.47), екрану-

ється стiнками комiрки (суцiльна лiнiя 1 на Рис. 2.6). Але її симетрiя є

цилiндричною. Так, наприклад, паралельнi диполi з z = z′ притягуються

всюди в площинi комiрки.

2.4.2 Планарна комiрка

Виберемо систему координат, як показано на Рис. 2.4c i Рис. 2.4d. Тодi

функцiї Грiна

Gµ(x,x′) =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπx

L
sin

nπx′

L
Im(λnρ<)Km(λnρ>),

(2.48)

де L – товщина комiрки, Im, Km – модифiкованi функцiї Бесселя, tanϕ = y
z ,

tanϕ′ = y′

z′ , λn = nπ
L , ρ< позначає менше з ρ =

√
z2 + y2 i ρ′ =

√
z′2 + y′2.

Така функцiя Грiна вже використовувалась авторами [58] для описання взає-

модiї мiж аксiально-симетричними частинками. Їхнi результати згодом були

пiдтвердженi експериментальними даними [44] в широкому дiапазонi тов-

щин L.

Уявiмо собi, що частинки орiєнтованi так, як зображено на Рис. 2.4c.

Кожна з них при цьому володiє двома елементами симетрiї, якi впливають

на iснування мультипольних коефiцiєнтiв. А саме, площинами σxz i σxy.

Скориставшись Табл. 2.1, легко знайти, що дозволеним в такому випадку є

лише pzx = p 6= 0. Тодi

Udd = −4πKpp′∂z∂
′
zG, (2.49)
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Udd =
8πKpp′

L

∞∑
n=1

λ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
[K0(λnρ) +K2(λnρ) cos 2θ] , (2.50)

де ρ =
√

(y − y′)2 + (z − z′)2 є горизонтальною проекцiєю вiдстанi мiж ча-

стинками, θ – кут мiж ρ i вiссю z. Як i в гометропнiй комiрцi, на малих

вiдстанях частинки не вiдчувають впливу стiнок Udd → 4πKpp′

ρ3 (1 − 3 cos2 θ).

Але якщо ρ зростає, енергiя взаємодiї зменшується експоненцiйно (Kn(z →
∞) ∝ e−z√

z
), а границi мiж зонами притягання i вiдштовхування перетворю-

ються з прямих лiнiй на деякi параболоподiбнi кривi (див. Рис. 2.7).

Рис. 2.7 Карта зон притягання i вiдштовхування мiж двома однаковими

бананоподiбними частинками, p = p′, з р-ня (2.50). Частинки знаходяться

посерединi планарної комiрки, x = x′ = L
2 , i орiєнтованi як показано на

Рис. 2.4c. “–”- означає притягання, “+” – вiдштовхування.

Припустимо тепер, що площини симетрiї частинок є паралельними до

yOz i xOz (див. Рис. 2.4d). Тодi дозволеними дипольними коефiцiєнтами є

pxx = px i pyy = py. Таким чином,

Udd = −4πK
[
pxp

′
x∂x∂

′
xG+ pyp

′
y∂y∂

′
yG
]
, (2.51)

Udd =
8πK

L

[
−pxp′xB1 + pyp

′
yB2 − pyp′yB3 cos 2θ

]
, (2.52)
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де

B1 = 2
∞∑
n=1

λ2
n cos

nπx

L
cos

nπx′

L
K0(λnρ), (2.53)

B2 =
∞∑
n=1

λ2
n sin

nπx

L
sin

nπx′

L
K0(λnρ), (2.54)

B3 =
∞∑
n=1

λ2
n sin

nπx

L
sin

nπx′

L
K2(λnρ). (2.55)

Рис. 2.8 Карта зон притягання i вiдштовхування мiж двома iдентичними

бананоподiбними частинками, px = p′x i py = p′y, отримана з р-ня (2.52).

Частинки знаходяться посерединi планарної комiрки, x = x′ = L
2 . Їхня орi-

єнтацiя показана на Рис. 2.4d. Чорна лiнiя(a): px = py. Червона лiнiя (b):

px = 2py. Синя лiнiя (c): px = 5py. Зелена лiнiя (d): px = 10py. “–” означає

притягання, “+” – вiдштовхування.

На малих вiдстанях, ρ� L, B1 → 1
2

(
L
ρ

)3

, B2 → 1
4

(
L
ρ

)3

, а B3 → 3
4

(
L
ρ

)3

,

i, як наслiдок, Udd → U bulk
dd . Звернiть увагу, що тут U bulk

dd дається виразом

(2.45) з x = x′ (φ = π/2) , тобто, U bulk
dd = −4πK

r3

[
pxp

′
x + pyp

′
y − 3pyp

′
y sin2 θ

]
.

Скажiмо для визначеностi, px > py. Тодi легко з’ясувати, що взаємодiя мiж

такими частинками в необмеженому нематику є або повнiстю вiдштовху-

вальною, або повнiстю притягальною. В комiрцi ж знову одночасно маємо
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i притягування, i вiдштовхування (див. Рис. 2.8). Оскiльки пiдсумовування

в (2.53) починається з n = 2, то B1 зменшується з вiдстанню швидше нiж

B2 i B3. Тому при ρ � L взаємодiя повнiстю визначається лише коефiцi-

єнтами py та p′y. Через це на великих вiдстанях такi частинки поводяться

як аксiально-симетричнi (чорнi кривi на Рис. 2.8). З тих же причин, при

py > px не спостерiгається притягання вздовж осi y. Вiдповiдна карта взає-

модiї сильно нагадує випадок аксiально-симетричних частинок.

2.5 Пружнi монополi

Окремої уваги заслуговують пружнi монопольнi моменти qx i qy. Своїм

особливим становищем вони завдячують безпосередньому зв’язку з момен-

том сил Γ, що дiють на рiдкий кристал [78]:

Γbulk =

[
n× δFbulk

δn

]
= 4πKqT , (2.56)

де qT = (qy, qx, 0) i Γdef
z = 0, оскiльки довiльний поворот навколо n0 не

змiнює Fbulk. Якщо йдеться про чистий необмежений нематик, то з умо-

ви рiвноваги δFbulk
δn = 0 випливає вiдсутнiсть в ньому пружних монополiв

qT = 0. А отже, єдиним джерелом деформацiй типу 1/r є момент зовнiшнiх

(як правило, електричних або магнiтних) сил Γext = 4πKqT [78]. Вважає-

ться, що це твердження є справедливим i для колоїдних систем. Справдi,

припустiмо, що в такiй системi виник пружний заряд qT 6= 0. Нематики,

як вiдомо, передають обертовий момент, а вiдтак, на колоїдну частинку з

боку кристалу дiятиме момент сил Γ = −4πKqT . Якщо при цьому Γext = 0,

то частинка, очевидно, буде змушена постiйно обертатися. Зрозумiло, що

така ситуацiя є нефiзичною. Таким чином, приходимо до того ж виснов-

ку: Γext = 0 ⇒ qT = 0 [23]. Це твердження суперечить результатам,

наведеним в Табл. 2.1, а тому потребує детальнiшого аналiзу.

Рiч у тiм, що енергiя колоїдної системи не вичерпується лише об’ємним
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доданком Fbulk, а мiстить також поверхневий член Fsurf. Тому в загальному

випадку
δFbulk

δn
= −δFsurf

δn
6= 0. В наближеннi малих деформацiй[

n× δFsurf

δn

]
≈ 2

∮
dsW (ν · n0) [n0 × ν] = Γsurf. (2.57)

Простий симетрiйний аналiз показує, що для частинок з порушеною “го-

ризонтальною” (перпендикулярною до n0) площиною симетрiї, якi до то-

го ж мають не бiльше однiєї “вертикальної” площини симетрiї, iнтеграл

(2.57) може бути ненульовим. Вiдтак, поверхня таких частинок сама-по-

собi створює момент сил в об’ємi нематика, що, в свою чергу, вiдповiдає

появi пружних монополiв без допомоги будь-яких зовнiшнiх агентiв. При

цьому, звичайно ж, їхня поява можлива i пiд дiєю моментiв зовнiшнiх сил

qT = −Γext + Γsurf

4πK
. (2.58)

Легко бачити, що обмеження на форму колоїдних частинок, отриманi з

(2.57), повнiстю спiвпадають з наведеними в Табл. 2.1.

Можна також розглянути зв’язок мiж пружними монополями та мо-

ментами сил з трохи iншої точки зору. Рiвняння (2.56) є аналогом теоре-

ми Остроградського-Гауса в нематостатицi. Справдi, об’ємний iнтеграл δF
δn

можна представити у виглядi деякого iнтегралу по замкненiй поверхнi Σ.

Мовою фiзики це означає, що момент сил, якi дiють на об’єм нематика,

має бути зрiвноважений моментом сил, створених поверхнею [78]. Коли ми

маємо справу з необмеженим рiдким кристалом, Σ може бути вибрана на

r → ∞, звiдки власне i випливає (2.56). В колоїднiй же системi ситуацiя

дещо iнша. Окрiм уявної поверхнi Σ, iснує також реальна поверхня частин-

ки. Причому це поверхня з заданими крайовими умовами, якi i породжують

додатковий член Γsurf в (2.58). Слiд, однак, мати на увазi, що кiлькiсно, як це

випливає з пiдроздiлу 2.3, вираз (2.58) є неправильним. Цей факт є простою

iлюстрацiєю вiдмiнностi мiж класичною електро- та нематостатикою. Якщо

електричний заряд є реальним точковим об’єктом, то пружний монополь –
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об’єкт певною мiрою штучний. Мультипольне розвинення в нематостатицi

є лише деякою абстракцiєю, яка дозволяє точкове представлення реальних

колоїдних частинок.

Цiкаво, що пружнi монополi, на вiдмiну вiд моментiв вищих порядкiв,

“не вiдчувають” типу комiрки, в якiй вони знаходяться. Отож, нехай у нас є

двi частинки, наприклад, елiпсоїдної форми (Рис. 2.9).

Рис. 2.9 Елiпсоїднi частинки в гомеотропнiй (a) i планарнiй (b) нематичних

комiрках.

Вважатимемо, що їхнi довгi осi лежать в площинi рисунка пiд кутами

ω i ω′ до основного стану n0, 0 < ω, ω′ < π
2 . Оскiльки, таке положення

не є рiвноважним, воно може бути отримане лише за допомогою деякого

зовнiшнього моменту Γext, прикладеного до частинок. Завдяки iснуванню

у елiпсоїдiв центру симетрiї, єдиними деформацiями при такiй орiєнтацiї

будуть пружнi монополi: qy = q, q′y = q′ в гомеотропнiй i qx = q, q′x = q′

в планарнiй комiрцi (див. Табл. 2.1). Зрозумiло, що хоча в цьому випадку

деформацiї i породженi поверхнею частинки, їхнiм реальним джерелом є

Γext.
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З рiвнянь (2.40) i (2.14) легко знаходимо монополь-монопольну взаємо-

дiю в гометропнiй комiрцi

U hom
qq = −16πKqq′

L

∞∑
n=1

sin
nπx

L
sin

nπx′

L
K0(λnρ), (2.59)

де ρ =
√

(y − y′)2 + (x− x′)2. Аналогiчно з (2.48) i (2.14) бачимо, що в

планарнiй комiрцi

U plan
qq = −16πKqq′

L

∞∑
n=1

sin
nπz

L
sin

nπz′

L
K0(λnρ), (2.60)

де ρ =
√

(y − y′)2 + (z − z′)2. Вирази (2.59) i (2.60) показують, що монополь-

монопольна взаємодiя в нематичних колоїдах не залежить вiд типу комiрки.

Зокрема, при малих вiдстанях мiж частинками, ρ � L, i (2.59), i (2.60)

збiгаються до кулонiвського закону Uqq = −4πKqq′/r (див. Рис. 2.10).

Рис. 2.10 Монополь-монопольна взаємодiя в нематичнiй комiрцi. Пру-

жнi монополi “не вiдчувають” тип комiрки. Синя лiнiя 1 вiдповiдає Ũ =

−U plan
qq L/16πKqq′. Тут U plan

qq задається р-ням (2.60). Штрихова лiнiя 2 є за-

коном Кулона Ũ = L
4ρ , який є асимптотикою (2.60) при ρ� L.

2.6 Висновки

Ми розвинули запропонований в [28] метод для описання ефективних

пружних взаємодiй мiж колоїдними частинками довiльної форми, розмiру,
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анкорiнгу в обмежених нематичних рiдких кристалах. Отримали загальнi

вирази для шести типiв мультипольних взаємодiй: монополь-монопольної

(кулонiвської), монополь-дипольної, монополь-квадрупольної, диполь- ди-

польної, диполь-квадрупольної та квадруполь-квадрупольної.

Встановили зв’язок мiж симетрiєю розподiлу директора в околi частинки

та її мультипольними моментами. У випадку слабкого зчеплення, Wa < K,

запропонований метод дозволяє знайти їхнi точнi значення. Якщо ж анко-

рiнг є сильним, Wa > K, цього зробити не можна. Але, виходячи лише

з симетрiї поля n(r) поблизу поверхнi частинки, можна встановити якi з

мультиполiв є нульовими, а якi – нi. Оскiльки визначити таку симетрiю до-

сить легко експериментально чи навiть умоглядно, то запропонований нами

пiдхiд може бути застосований до частинок довiльної форми, розмiру та

величини зчеплення W .

Аналогiчнi мiркування проведенi i для аксiально-симетричних частинок

з азимутальним зчепленням на поверхнях. Зокрема, знайдено вирази для

диполь-дипольної взаємодiї мiж конусами i цилiндрами з “рiзьбою” на по-

верхнях.

В якостi iлюстрацiї розглянуто взаємодiю бананоподiбних частинок в

гометропнiй та планарнiй нематичних комiрках. Показано, що кутова за-

лежнiсть енергiї взаємодiї мiж ними є iншою, нiж у випадку аксiально-

симетричних частинок, i визначається їхньою орiєнтацiєю. Одна з площин

симетрiї “банана” є завжди перпендикулярною до стiнок комiрки. Iнша ж

може бути або перпендикулярною (позначимо таку конфiгурацiю лiтерою

А), або паралельною (В). Так, наприклад, в гомеотропнiй комiрцi взаємодiя

мiж частинками А є анiзотропною: вони притягуються всерединi деякої 8-

подiбної зони та вiдштовхуються поза нею. Водночас аксiально-симетричнi

диполi в такому випадку або всюди вiдштовхуються (паралельнi диполi),

або всюди притягуються (антипаралельнi диполi). В планарнiй комiрцi ча-

стинки В, як i аксiально-симетричнi диполi, взаємодiють анiзотропно. Однак



46

якщо симетричнi частинки вiдштовхуються в напрямку перпендикулярному

до n0, то асиметричнi на малих вiдстанях притягуються.

I нарештi, продемонстровано також можливiсть iснування в колоїдних

системах деформацiй типу 1/r за вiдсутностi моментiв зовнiшнiх сил. По-

казано, що взаємодiя мiж пружними монополями не залежить вiд крайових

умов на поверхнях, якi обмежують рiдкий кристал.
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РОЗДIЛ 3

НЕМАТИЧНА КОМIРКА В ЗОВНIШНЬОМУ ПОЛI

В цьому роздiлi метод, запропонований нами вище, розширюється на ви-

падок присутностi зовнiшнього електричного або магнiтного поля. Зокрема,

ми отримаємо загальнi вирази для взаємодiї аксiально-симетричних части-

нок за таких умов та, виходячи з них, зробимо ряд теоретичних передба-

чень. Найважливiшими серед яких стануть деконфайнмент (ефект антие-

кранування) взаємодiї поблизу переходу Фредерiкса та кероване притягання

дипольних частинок в гомеотропнiй нематичнiй комiрцi.

3.1 Загальний пiдхiд

Експериментально вплив зовнiшнього електричного поля на рiдкокри-

сталiчнi колоїди вивчався в [82–87]. Так, наприклад, автори [82] спостерi-

гали двонаправлений рух колоїдних частинок в нематичнiй комiрцi, помi-

щенiй в змiнне поле. Можливе також i багатоосьове обертання частинок,

спричинене зовнiшнiм полем [83]. Ефект нелiнiйного електрофорезу дiеле-

ктричних або металевих кульок в нематичному рiдкому кристалi нещодавно

був вiдкритий авторами [84]. Швидкiсть частинок при цьому має складову,

яка є квадратичною за полем, а її напрям в загальному випадку вiдрiзня-

ється вiд напряму лiнiйної швидкостi. Перетворення двовимiрних гексаго-

нальних граток на поверхнi нематика в одновимiрнi ланцюжки спостерiга-

лося в [85]. Iндуковане полем розширення топологiчного кiльця Сатурна

дослiджувалось експериментально в [86], а обернений ефект – стягнення

кiльця в точку – в [87].

Одна з небагатьох спроб теоретичного описання впливу зовнiшнiх полiв
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на взаємодiю мiж частинками була зроблена в [88], де було якiсно передба-

чено екранування квадруполь-квадрупольної взаємодiї в магнiтному полi.

В цьому роздiлi ми розширимо метод, розвинений нами вище, на випа-

док присутностi зовнiшнього електричного (магнiтного) поля. Для спроще-

ння зупинимося лише на аксiально-симетричних частинках в гомеотропнiй

та планарнiй комiрках при рiзних орiєнтацiях поля та рiзних знаках анiзо-

тропiї дiелектричної проникностi рiдкого кристалу.

Отже, розглянемо колоїдну частинку з аксiально-симетричним розподi-

лом директора (конфiгурацiя з гiперболiчним їжаком, кiльцем Сатурна чи

буджумами, наприклад). Нехай знову основним (недеформованим) станом

директора є n0||z,n0 = (0, 0, 1). Тодi, як i ранiше, за межами шуби вiльна

енергiя нематика може бути записана як

Fbulk =
K

2

∫
dx(∇nµ)2, (3.1)

де µ = x, y. Рiвняння Ейлера-Лагранжа для такого функцiоналу є рiвняння-

ми Лапласа:

∆nµ = 0. (3.2)

Вiдповiдно, в необмеженому рiдкому кристалi за межами шуби nx(r) =

p xr3 + 3cxzr5 , ny(r) = p yr3 + 3cyzr5 , де p i c вiдiграють роль пружних диполь-

ного та квадрупольного моментiв(для аксiально-симетричних частинок ми

використовуємо iнше позначення квадрупольного моменту Qxz
x = Qyz

y = Q:

c = 2
3Q). Взагалi, p i c є невiдомими величинами. Вони можуть бути знайде-

нi з асимптотик точних розв’язкiв або зi спецiальних варiацiйних анзацiв.

Так автори [20] знайшли, що p та c пов’язанi з радiусом сферичної частин-

ки a наступним чином: p = αa2, c = −βa3, де α = 2.04, β = 0.72 для

конфiгурацiї з гiперболiчним їжаком [20]. Експеримент [52] дає α = 2.05,

β = 0.2± 0.1.

Припустiмо, що нам вiдомi пружнi моменти p i c. Тодi ми можемо сфор-

мулювати деяку ефективну феноменологiчну теорiю, яка описуватиме да-
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лекодiючi взаємодiї мiж частинками. Побудуємо знову деякий ефективний

функцiонал вiльної енергiї Feff, який даватиме нам правильний вигляд ди-

ректора далеко вiд поверхнi частинки. За вiдсутностi зовнiшнiх полiв Feff

легко отримати з загального виразу (2.9), обмежившись в ньому доданками

дозволеними аксiальною симетрiєю:

Feff = K

∫
dx

{
(∇nµ)2

2
− 4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ

}
. (3.3)

Звiдки

∆nµ = 4π [∂µP (x)− ∂z∂µC(x)] (3.4)

де P (x) i C(x) є густинами дипольного та квадрупольного моментiв, µ =

x, y i ведеться пiдсумовування за µ, ∂µnµ = ∂xnx+∂yny. У необмеженому се-

редовищi nµ(x) =
∫
d3x′ 1

|x−x′|
[
−∂′µP (x′) + ∂′µ∂

′
zC(x′)

]
. Тому, якщо покласти

P (x) = pδ(x) i C(x) = cδ(x), справдi отримаємо nx(r) = p xr3 + 3cxzr5 , ny(r) =

p yr3 + 3cyzr5 . Отже, за вiдсутностi зовнiшнього поля ефективний функцiонал

(3.3) правильно описує взаємодiю мiж частинкою та рiдким кристалом в

термiнах −4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ.

Якщо колоїдна система перебуває пiд дiєю зовнiшнього електричного

або магнiтного поля, функцiонал (3.3) має бути доповнений доданком, що

описуватиме взаємодiю нематика з полем. Таким чином,

F field
eff = K

∫
dx

{
(∇nµ)2

2
− k2

2
(en)2 − 4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ

}
,

(3.5)

де k2 = (4πK)−1∆εE2, якщо маємо справу з електричним полем, або k2 =

K−1∆χH2, якщо з магнiтним; ∆ε = ε||− ε⊥ i ∆χ = χ|| = χ⊥ – дiелектрична

та магнiтна анiзотропiї, вiдповiдно; e||E,H – орт поля. Оскiльки анiзотропiя

проникностi може бути як позитивна ∆ε > 0. так i негативна ∆ε < 0, k2

теж може приймати як позитивнi k2 > 0, так i негативнi значення k2 < 0.

Нижче ми детально розглянемо обидва випадки, тому важливо пам’ятати,

що k2 ∝ ∆ε.
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Далi ми зосередимо увагу лише на електричному полi. При цьому, всi

отриманi результати можуть бути легко перенесенi на випадок магнiтного

поля шляхом замiни ∆ε
4πE

2 → ∆χH2. Крiм того, з усiх можливих орiєнтацiй

поля ми виберемо лише паралельнi координатним осям x, y, z. Якщо поле

паралельне осi z, рiвняння для nx i ny спiвпадають:

∆nµ = k2nµ + 4π [∂µP (x)− ∂z∂µC(x)] . (3.6)

Якщо ж поле орiєнтоване вздовж осi p = x або p = y , маємо два рiзних

рiвняння:

∆nµ = −k2δpµnµ + 4π [∂µP (x)− ∂z∂µC(x)] . (3.7)

У випадку обмеженого рiдкого кристалу з нульовими граничними умовами,

nµ(s) = 0 на обмежувальнiй поверхнi Σ (умови Дiрiхле), розв’язки рiв-

нянь Ейлера-Лагранжа можуть бути знайденi за допомогою функцiй Грiна

Gµ(x,x′):

nµ(x) =

∫
V

d3x′Gµ(x,x′)
[
−∂′µP (x′) + ∂′µ∂

′
zC(x′)

]
(3.8)

При e||z функцiї Грiна Gx = Gy = G задовольняють рiвняння (∆x −
k2)G(x,x′) = −4πδ(x − x′) для всiх x,x′, що лежать в об’ємi V, обме-

женому поверхнею Σ, i G(x, s) = 0 для всiх s ∈ Σ.

При “поперечнiй” орiєнтацiї поля, e||p, (p = x або p = y)

(∆x + k2δpµ)Gµ(x,x′) = −4πδ(x− x′)

для всiх x,x′ ∈ V i Gµ(x, s) = 0 для всiх s ∈ Σ.

Розглянемо тепер N колоїдних частинок в обмеженому нематичному

рiдкому кристалi, P (x) =
∑

i piδ(x − xi) i C(x) =
∑

i ciδ(x − xi). Тодi,

пiдставляючи (3.8) в F field
eff , знаходимо: F field

eff = U self + U interaction, де U self =∑
i U

self
i , тут U self

i – енергiя взаємодiї i-ї частинки з обмежуючими поверх-

нями за присутностi поля U self
i = U self

dd + U self
dQ + U self

QQ . В загальному випадку
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взаємодiя частинки з поверхнями (власна енергiя частинки) описується на-

ступними виразами:

U self
dd = −2πKp2∂µ∂

′
µHµ(xi,x

′
i)|xi=x′i

(3.9)

U self
dQ = −2πKpc(∂µ∂

′
µ∂
′
zHµ(xi,x

′
i) + ∂′µ∂µ∂zHµ(xi,x

′
i))|xi=x′i

U self
QQ = −2πKc2∂z∂

′
z∂µ∂

′
µHµ(xi,x

′
i)|xi=x′i

де Hµ(x,x′) = Gµ(x,x′)− 1
|x−x′| , що дозволяє виключити розбiжну частину

власної енергiї.

U interaction =
∑

i<j U
int
ij є енергiєю парної взаємодiї частинок. Так, i-а та j-а

частинки взаємодiють мiж собою за законом: U int
ij = Udd + UdQ + UQQ:

Udd = −4πKpp′∂µ∂
′
µGµ(xi,x

′
j) (3.10)

UdQ = −4πK
{
pc′∂µ∂

′
µ∂
′
zGµ(xi,x

′
j) + p′c∂′µ∂µ∂zGµ(xi,x

′
j)
}

UQQ = −4πKcc′∂z∂
′
z∂µ∂

′
µGµ(xi,x

′
j)

Тут i далi нештрихованi величини характеризують i-у частинку, а штрихова-

нi – j-у. Udd, UdQ, UQQвiдповiдають диполь-дипольнiй, диполь-квадрупольнiй

та квадруполь-квадрупольнiй взаємодiї, вiдповiдно.

Рiвняння (3.9) i (3.10) є загальними виразами для розрахунку власної

енергiї частинок та енергiї взаємодiї мiж ними в нематику, обмеженому до-

вiльною поверхнею з нульовими граничними умовами nµ(s) = 0, в прису-

тностi зовнiшнього електричного або магнiтного поля паралельного однiй з

координатних осей x, y, z.

Насправдi, пружнi моменти p i c теж можуть змiнюватись пiд дiєю зовнi-

шнього поля E. Проте, для кожного значення напруженостi p(E) та c(E) є,

хоча й невiдомими, проте фiксованими. Їх можна знайти як плаваючi пара-

метри з експериментальних даних або розв’язавши одночастинкову задачу

чисельними методами.
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Тут маємо зауважити, що внаслiдок рiзницi мiж дiелектричними про-

никностями рiдкого кристалу i колоїдних частинок, мiж останнiми може

виникати також електростатична дипольна взаємодiя [87, 89]. Грубо сила

такої взаємодiї може бути оцiнена за аналогiєю зi взаємодiєю двох сфер,

занурених в iзотропну рiдину [89]:

Felectric = 12πε0εLC

(
ε− εLC
ε+ 2εLC

)2
R6E2

r4
(3.11)

де R – радiус сфери, ε0 – дiелектрична стала, ε – дiелектрична проникнiсть

частинки, εLC – усереднена дiелектрична проникнiсть рiдкого кристалу, а r –

вiдстань мiж центрами сфер. Нижче ми не братимемо до уваги такi ефекти,

i зосередимось лише на тих взаємодiях мiж колоїдними частинками, якi

переносяться рiдкокристалiчним середовищем.

Розглянемо для початку необмежений нематик з позитивною дiелектри-

чною анiзотропiєю ∆ε > 0. Легко здогадатись, що електричне поле в такiй

системi може бути прикладене лише вздовж основного стану директора n0,

тобто, вздовж осi z, Тодi:

∆nµ − k2nµ = 4π[∂µP (x)− ∂µ∂zC(x)] (3.12)

де µ = x, y ; k = E
√

∆ε/4πK > 0 i nµ(x → ∞) = 0. Функцiї Грiна для

такої задачi добре вiдомi:

Gµ(x,x′) =
e−k|x−x

′|

|x− x′|
(3.13)

i в поєднаннi з (3.10) дозволяють стверджувати, що всi взаємодiї мiж ча-

стинками в такому випадку є екранованими:

Udd

4πK
=
pp′

r3

{
(1− 3 cos2 θ)(1 + kr) + k2r2 sin2 θ

}
e−kr (3.14)

UdQ

4πK
= (pc′ − cp′)cos θ

r4

{
(15 cos2 θ − 9)(1 + kr)+
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+k2r2(6 cos2 θ − 4)− k3r3 sin2 θ
}
e−kr (3.15)

UQQ

4πK
=
cc′

r5
{(9−90 cos2 θ+105 cos4 θ)(1+kr)+k2r2(4−39 cos2 θ+45 cos4 θ)+

+ k3r3(1− 9 cos2 θ + 10 cos4 θ)− k4r4 sin2 θ cos2 θ}e−kr (3.16)

тут r = |x− x′| – вiдстань мiж частинками, а θ – кут мiж r i z. Якiсно

таке екранування квадруполь-квадрупольної взаємодiї було передбачене в

[88]. Вiдповiднi карти областей притягання i вiдштовхування наведенi на

Рис. 3.1.

Рис. 3.1 Карти притягання-вiдштовхування для (злiва направо): диполь-

дипольної , диполь-квадрупольної та квадруполь-квадрупольної взаємодiї в

необмеженому нематику за присутностi поля E||z, ∆ε > 0. Штриховi лiнiї

є границями зон в нульовому полi. “–” позначає притягання, “+” – вiдштов-

хування. Тут pp′ > 0, pc′ > cp′, cc′ > 0.

Загалом, цi карти якiсно дуже схожi на вiдповiднi карти взаємодiї ча-

стинок, помiщених всередину планарної комiрки без поля [58] (див. також

тонкi чорнi лiнiї на Рис. 3.7, Рис. 3.8, Рис. 3.13, де вони вiдповiдають випад-

ку нульового поля). Така подiбнiсть мiж впливом поля та стiнками комiрки

була ранiше помiчена в [90].

За вiдсутностi поля E = 0, k = 0, i вирази (3.14)-(3.16) переходять в

добре вiдомi результати [20]:

Udd

4πK
=
pp′

r3
(1− 3 cos2 θ) (3.17)
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UdQ

4πK
= (pc′ − cp′)cos θ

r4
(15 cos2 θ − 9) (3.18)

UQQ

4πK
=
cc′

r5
(9− 90 cos2 θ + 105 cos4 θ) (3.19)

Фактично, цi результати дають асимптотичну поведiнку (3.14)-(3.16) на ма-

лих вiдстанях 2a < r < ξ = 1/k при довiльних значеннях E. Справдi,

бачимо, що на Рис. 3.1 суцiльнi (E 6= 0) i штрихованi (E = 0) лiнiї спiв-

падають при kr < 1. Це, зокрема, означає, що зовнiшнє поле практично не

впливає на директор i потенцiал взаємодiї на вiдстанях менших за довжину

когерентностi ξ = 1/k поки ξ � a. Звiдси випливає важливий наслiдок:

доки довжина когерентностi перевищує розмiри частинки зовнiшнє поле

не може вiдчутно впливати на величини пружних моментiв p i c. Врахову-

ючи подiбнiсть впливу зовнiшнього поля i стiнок комiрки, це твердження

може бути пiдкрiплене експериментальним результатами [44]. Згадана ро-

бота була присвячена диполь-дипольнiй взаємодiї в планарнiй комiрцi. Не-

зважаючи на те, що товщина комiрки змiнювалась вiд 6µm до 38µm, для

теоретичного описання експериментальних кривих було достатньо одного

значення дипольного моменту p = 2.04a2.

Навiть якщо сталi p i c змiнюються в достатньо сильних полях, зале-

жнiсть p(E), c(E) зводиться, фактично, лише до перенормування величини

взаємодiї. Вона не може змiнити залежнiсть енергiї взаємодiї нi вiд вiдстанi,

нi вiд кутiв мiж частинками. Хоча явний вигляд залежностi мультипольних

моментiв p i c вiд напруженостi поля для рiзних частинок та конфiгурацiй

директора невiдомий, для кожного конкретного значення E їх можна зна-

йти, вимiрюючи Uij(r), як це було зроблено в [28] для знаходження β = 0.28

для сферичних частинок з експерименту [27].
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3.2 Взаємодiї в гомеотропнiй комiрцi, помiщенiй в поле

Як i ранiше, введемо прямокутну систему координат з вiссю z паралель-

ною до незбуреного директора n0. Нехай z = 0 на нижнiй стiнцi комiрки, а

осi x та y лежать в її площинi (див. Рис. 2.4a безвiдносно до форми части-

нок).

Можливими при цьому є двi орiєнтацiї поля: перпендикулярно до стiнок

комiрки, e = (0, 0, 1), або паралельно до них, e = (1, 0, 0) = (0, 1, 0) в силу

симетрiї задачi.

3.2.1 Поле перпендикулярне до стiнок комiрки

В такому випадку E||z, (en)2 = n2
z = 1 −

∑
µ n

2
µ, i вiдхилення nx i ny

задовольняють однаковi рiвняння:

∆nµ − k2nµ = 4π[∂µP (x)− ∂µ∂zC(x)] (3.20)

з крайовими умовами nµ(z = 0) = nµ(z = L) = 0, де µ = x, y. Функцiї Грiна

для такої задачi можна легко одержати шляхом узагальнення функцiї (2.40):

Gµ(x,x′) =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπz

L
×

× sin
nπz′

L
Im(λnρ<)Km(λnρ>), (3.21)

тут λn =
√

n2π2

L2 + k2. Пiдставляючи (3.21) в (3.10), знаходимо диполь-дипольну

Udd

16πK
=
pp′

L

∞∑
n=1

λ2
n sin

nπz

L
sin

nπz′

L
K0(λnρ), (3.22)

диполь-квадрупольну

UdQ

16πK
=

1

L2

∞∑
n=1

λ2
nnπK0(λnρ)×

×
[
pc′ sin

nπz

L
cos

nπz′

L
+ cp′ cos

nπz

L
sin

nπz′

L

] (3.23)
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i квадруполь-квадрупольну взаємодiю

UQQ

16πK
=
cc′

L3

∞∑
n=1

λ2
nn

2π2 cos
nπz

L
cos

nπz′

L
K0(λnρ) (3.24)

як функцiї “висот” частинок z, z′ та вiдстанi мiж ними в площинi xOy ρ =√
(y − y′)2 + (x− x′)2.

Рис. 3.2 Енергiя вiдштовхування в гомеотропнiй комiрцi, помiщенiй в поле

перпендикулярне її стiнкам E||z, як функцiя вiдстанi мiж частинками. Тут

радiус частинок a = 2.2µm, товщина комiрки L = 7µm, K = 7 pN, p = p′ =

2.04a2, c = c′ = 0.2a3. Штрихова лiнiя 3 вiдповiдає необмеженому нематику.

Синя лiнiя 1: ∆ε > 0 i E = 0.99Et. Зелена лiнiя 2: E = 0. Червона лiнiя

4: ∆ε < 0 i E = 0.99Et. (a): Диполь-дипольна взаємодiя; (b): Квадруполь-

квадрупольна ваємодiя.

Залежнiсть Udd вiд вiдстанi ρ мiж частинками, розташованими посере-

динi комiрки z = z′ = L
2 , показана на Рис. 3.2a. Вже очiкувано, при ρ � L

частинки не “вiдчувають” нi впливу стiнок, нi впливу поля: Udd → 4πKpp′

ρ3 . Зi

зростанням вiдстанi в нульовому полi спостерiгається експоненцiйне екра-

нування взаємодiї при ρ > 1.2L (див. лiнiя 2 на Рис. 3.2a) [28].

Давайте тепер розглянемо детальнiше величину λn =
√

n2π2

L2 + k2. Для

подальшого аналiзу зручно переписати її

λn =
nπ

L

√
1 +

sgn(∆ε)

n2

(
E

Et

)2

, (3.25)
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позначивши через Et порогове значення напруженостi для переходу Фре-

дерiкса, Et = π
L

√
4πK
|∆ε| . Порiвнюючи вирази (3.22)-(3.24)з результатами [28],

можна прийти до висновку, що зовнiшнє поле породжує послiдовнiсть ефе-

ктивних товщин комiрки

Leff
n = L

√
n2E2

t

n2E2
t + sgn(∆ε)E2

(3.26)

i таким чином впливає на взаємодiю. В нульовому полi, E = 0, Leff
n ≡ L.

Зрозумiло, що при ∆ε > 0 ефективнi товщини є меншими за реальну товщи-

ну L (зокрема, Leff
n → 0 при E →∞), а тому i ефекти екранування в такому

рiдкому кристалi посилюються полем (див. Рис. 3.2a, лiнiя 1). Протилежну

картину спостерiгаємо в нематиках з негативною анiзотропiєю ∆ε < 0. На-

пруженiсть поля в них не може перевищувати порогове значення Et, при

якому вiдбувається перехiд Фредерiкса, i руйнується початковий основний

стан n0 = (0, 0, 1). Поле в таких рiдких кристалах посилює збудження,

пов’язанi з головною синусоїдальною модою (див. Рис. 3.3a). Її симетрiя

вiдтворює дипольний розподiл директора (Рис. 3.3b)в той час, як квадру-

польна симетрiя вiдповiдає косинусоїдальнiй модi, яка полем пригнiчується

(Рис. 3.3c). Тому можна очiкувати, що дипольнi частинки будуть бiльш чу-

тливими до впливу зовнiшнього поля. Справдi, як випливає з (3.39), при

∆ε < 0 ефективнi товщини комiрки перевищують реальну, а Leff
1 → ∞ при

E → Et. Це призводить до того, що в дiапазонi 0.7L < ρ < 8L енергiя

диполь-дипольної взаємодiї спадає навiть повiльнiше, нiж ρ−3. Iнакше ка-

жучи, спостерiгається деконфайнмент – поблизу переходу Фредерiкса поле

повнiстю нiвелює вплив стiнок комiрки на дипольну взаємодiю. Натомiсть у

виразi (3.24) для квадрупольної взаємодiї пiдсумовування ведеться по n > 2.

Оскiльки всi Leff
n при цьому скiнченнi, ефект деконфайнменту у випадку

пружних квадруполiв вiдсутнiй (див. Рис. 3.2b, лiнiя 4).

В наступних пiдроздiлах ми побачимо, що в планарнiй комiрцi при пев-
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них орiєнтацiях поля деконфайнмент має мiсце як для дипольних, так i для

квадрупольних частинок.

Рис. 3.3 Якiсне пояснення ефекту деконфайнменту. a) можливi моди дефор-

мацiй в комiрцi; b) симетрiя дипольних деформацiй спiвпадає з симетрiєю

першої i головної sin-моди; c) симетрiя квадрупольних деформацiй спiвпа-

дає з симетрiєю другої, cos-моди.

3.2.2 Поле паралельне стiнкам комiрки

Тепер розглянемо E||x. Тодi (en)2 = n2
x, i вiдхилення nx та ny описую-

ться рiзними рiвняннями

∆nx + k2nx = 4π[∂xP (x)− ∂x∂zC(x)]

∆ny = 4π[∂yP (x)− ∂y∂zC(x)]
(3.27)

з однаковими крайовими умовами nµ(z = 0) = nµ(z = L) = 0, µ = x, y.

Вiдповiднi функцiї Грiна можна одержати з (3.21), якщо замiнити k2 на −k2

в Gx i покласти k2 = 0 в Gy. Пiдставивши знайденi функцiї в загальний
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Рис. 3.4 Енергiя дипольного вiдштовхування в гомеотропнiй комiрцi за при-

сутностi поля E||x (див. Рис. 2.4a) i ∆ε > 0 (див. р-ня (3.28) з ϕ = 0).

Тут радiус частинки a = 2.2µm, товщина комiрки L = 7µm, K = 7 pN,

p = p′ = 2.04a2. Синя лiнiя 1: E = 0. Червона лiнiя 2: E = 0.99Et –

деконфайнмент

.

вираз (3.10), знаходимо диполь-дипольну взаємодiю у виглядi:

Udd

8πK
=
pp′

L

∞∑
n=1

sin
nπz

L
sin

nπz′

L
(An +Bn cos 2ϕ) (3.28)

де ϕ є азимутальним кутом мiж ρ та вiссю x,

An = λ2
nK0(λnρ) + µ2

nK0(µnρ)

Bn = λ2
nK2(λnρ)− µ2

nK2(µnρ)

тут µ = nπ
L , а λn =

√
n2π2

L2 − k2. Аналогiчно отримуємо

UdQ

8πK
=

1

L2

∞∑
n=1

nπ (An +Bn cos 2ϕ)×

×
(
pc′ sin

nπz

L
cos

nπz′

L
+ p′c cos

nπz

L
sin

nπz′

L

) (3.29)

i
UQQ

8πK
=
cc′

L3

∞∑
n=1

n2π2 cos
nπz

L
cos

nπz′

L
(An +Bn cos 2ϕ) (3.30)
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Рис. 3.5 Зони притягання та вiдштовхування мiж двома частинками, що

знаходяться посерединi гомеотропної комiрки, помiщеної в зовнiшнє по-

ле паралельне її стiнкам, E||x (див. Рис. 2.4a), E = 0.99Et. Синi лiнiї 1

вiдповiдають позитивнiй ∆ε, а червонi лiнiї 2 –негативнiй. Штриховi лiнiї

зображають границi зон при E = 2Et i ∆ε < 0. “–” означає притягання, “+”

– вiдштовхування. (a): диполь-дипольна взаємодiя, pp′ > 0. (b): квадруполь-

квадрупольна взаємодiя, cc′ > 0. (c): обезрозмiрена енергiя дипольної взає-

модiї при E = 2Et i ∆ε < 0. (d): те саме для квадрупольної взаємодiї.
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Нехай ми маємо справу з ∆ε > 0, k2 > 0. За таких умов паралельнi диполi

з z = z′ вiдштовхуються вздовж напрямку поля (ϕ = 0). Справдi, pp′ > 0,

An + Bn = λ2
n(K0(λnρ) + K2(λnρ)) > 0 i Udd > 0. Крiм того, λ1 → 0 при

E → Et. Це означає, що при данiй конфiгурацiї поля деконфайнмент ди-

польної взаємодiї спостерiгається в нематиках з позитивною анiзотропiєю

дiелектричної проникностi ∆ε > 0 (див. Рис. 3.4). Сума в р-нi (3.30) почи-

нається з n = 2, i, вiдповiдно, для квадрупольних частинок деконфайнмент

знову вiдсутнiй.

Рис. 3.6 Рiвноважна вiдстань мiж диполями (синi лiнiї 1) i квадруполями

(червонi лiнiї 2) як функцiя напруженостi поля паралельного стiнкам гомео-

тропної комiрки, E||x (див. Рис. 2.4a).

В пунктi 3.2.1 ми бачили що взаємодiя мiж iдентичними частинками

(pp′ > 0, cc′ > 0), розташованими посерединi гомеотропної комiрки z =

z′ = L
2 , є iзотропною i вiдштовхувальною. Вирази (3.28) i (3.30) показують,

що зовнiшнє поле, прикладене паралельно до стiнок, порушує симетрiю

взаємодiї та iндукує зони притягання. Цi зони можуть бути локалiзованi або

вздовж поля, якщо ∆ε < 0, або перпендикулярно до нього, якщо ∆ε > 0

(див. Рис. 3.5a i 3.5b). Енергiя взаємодiї має мiнiмуми в точках перетину
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координатних осей з межами зон (див. Рис. 3.5c i 3.5d). Таким чином, вiд-

стань ρ0 вiд початку координат до точок перетину є рiвноважною вiдстанню

мiж частинками. Вона залежить вiд величини поля: чим вища напруженiсть

поля, тим менша ρ0. Така залежнiсть дозволяє керувати рiвноважними по-

ложеннями частинок за допомогою поля. Так, Рис. 3.6 демонструє, що в не-

матику з негативною анiзотропiєю дiелектричної проникностi ρ0(E) може

бути як завгодно малою (звичайно, слiд мати на увазi природне обмежен-

ня ρ0(E) > 2a, де a - радiус частинки, а також можливий вплив нелiнiйних

ефектiв на малих мiжчастинкових вiдстанях). Якщо ж ∆ε > 0, напруженiсть

поля не може перевищувати порогового значення Et. Iнакше перехiд Фреде-

рiкса зруйнує основний стан, i все сказане вище втратить сенс. Це накладає

додатковi обмеження на рiвноважну вiдстань мiж частинками: ρ0 & 0.8L

для диполiв, i ρ0 & 4.1L для пружних квадруполiв.

Рис. 3.7 Карти взаємодiї мiж двома частинками, що знаходяться посерединi

планарної комiрки, помiщеної в поле перпендикулярне її стiнкам, E||x (див.

Рис. 2.4b), E = 0.99Et.Штриховi лiнiї вiдповiдають випадку необмеженого

нематика. Червонi лiнiї a: позитивна ∆ε; синi лiнiї b: негативна ∆ε. Тонкi

чорнi лiнiї: нульове поле. “–” позначає притягання, “+” – вiдштовхування.

(a): диполь-дипольна, pp′ > 0; (b): диполь-квадрупольна, де бiльша частинка

в центрi, pc′ > cp′; (c): квадруполь-квадрупольна, cc′ > 0, взаємодiя.
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3.3 Взаємодiї в планарнiй комiрцi, помiщенiй в зовнiшнє поле

Система координат для планарної комiрки зображена на Рис. 2.4b. Тут

маємо три можливi орiєнтацiї поля: перпендикулярно до стiнок комiрки,

e = (1, 0, 0); паралельно до стiнок, але перпендикулярно до n0, e = (0, 1, 0);

вздовж основного стану директора n0, e = (0, 0, 1).

3.3.1 Поле перпендикулярне до стiнок комiрки

Нехай E||x, (en)2 = n2
x. Тодi вiдповiднi рiвняння Ейлера-Лагранжа спiв-

падають з (3.27). Однак, тепер nµ задовольняє iншi крайовi умови (z має

бути замiнене на x), а саме: nµ(x = 0) = nµ(x = L) = 0, µ = x, y . Необхi-

днi функцiї Грiна можна отримати з (3.21), замiнивши (x, y, z)на (y, z, x), а

також k2 → −k2 в Gx i поклавши k2 = 0 в Gy:

Gx(x,x
′) =

4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπx

L
×

× sin
nπx′

L
Im(λnρ<)Km(λnρ>) (3.31)

Gy(x,x
′) =

4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπx

L
×

× sin
nπx′

L
Im(µnρ<)Km(µnρ>) (3.32)

тут λn =
√

n2π2

L2 − k2, µn = nπ
L , ρ< позначає менше з ρ =

√
z2 + y2 i ρ′ =√

z′2 + y′2, tanϕ = y
z , tanϕ′ = y′

z′ . Тодi загальнi вирази (3.10) дають нам

явний вигляд шуканих взаємодiй у планарнiй комiрцi. Зокрема, для диполь-

дипольної взаємодiї маємо

Udd =
16πKpp′

L3

(
F1 − F2 cos2 θ

)
, (3.33)

де
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F1 =
∞∑
n=1

L2µ2
n

2
sin

nπx

L
sin

nπx′

L
[K0(µnρ) +K2(µnρ)]−

− n2π2 cos
nπx

L
cos

nπx′

L
K0(λnρ) (3.34)

i

F2 =
∞∑
n=1

L2µ2
n sin

nπx

L
sin

nπx′

L
K2(µnρ). (3.35)

Тут ρ =
√

(y − y′)2 + (z − z′)2 , θ – кут мiж ρ i Oz. Для диполь-квадрупольної

взаємодiї знаходимо:

UdQ =
16πK

L4
(pc′ − cp′) cos θ

(
C1 + C2 cos2 θ

)
, (3.36)

де

C1 = L

(
F ′1ρ −

2F2

ρ

)
,

C2 = L

(
2F2

ρ
− F ′2ρ

)
.

I для квадруполь-квадрупольної:

UQQ =
16πKcc′

L5

(
D1 +D2 cos2 θ +D3 cos4 θ

)
, (3.37)

де

D1 = L2

(
2F2

ρ2
−
F ′1ρ
ρ

)
,

D2 = L2

(
−10F2

ρ2
+

5F ′2ρ
ρ

+
F ′1ρ
ρ
− F ′′1ρρ

)
,

D3 = L2

(
8F2

ρ2
−

5F ′2ρ
ρ

+ F ′′2ρρ

)
.

У виразах вище через F ′1ρ, F
′
2ρ, F

′′
1ρρ, F

′′
2ρρ позначено вiдповiднi похiднi вiд

F1, F2 по ρ.

Карти областей притягання i вiдштовхування мiж частинками, розташо-

ваними посерединi комiрки (x = x′ = L
2 ), зображенi на Рис. 3.7. Червонi

лiнiї a вiдповiдають позитивнiй анiзотропiї дiелектричної проникностi кри-

сталу ∆ε > 0, синi лiнiї b негативнiй ∆ε < 0. Випадок вiдсутностi поля

E = 0 показано тонкими чорними лiнiями.
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Рис. 3.8 Карти взаємодiї мiж двома частинками, що знаходяться посерединi

планарної комiрки, помiщеної в поле паралельне осi y, E||y (див. Рис. 2.4b),

E = 0.99Et. Штриховi лiнiї вiдповiдають випадку необмеженого нематика.

Червонi лiнiї a: позитивна ∆ε; синi лiнiї b: негативна ∆ε. Тонкi чорнi лiнiї:

нульове поле. “–” позначає притягання, “+” – вiдштовхування. (a): диполь-

дипольна, pp′ > 0; (b): диполь-квадрупольна, де бiльша частинка в центрi,

pc′ > cp′; (c): квадруполь-квадрупольна, cc′ > 0, взаємодiя.

Рис. 3.9 Вiдштовхування частинок вздовж поля. Частинки знаходя-

ться посерединi планарної комiрки. Поле направлене вздовж осi y (див.

Рис. 3.8).(a): Диполь-дипольна взаємодiя (функцiя F1). Штрихова лiнiя 3:

асимптотика 1
4(Lρ )3. (b): Квадруполь-квадрупольна взаємодiя (функцiя D1).

Штрихова лiнiя 3: 9
4(Lρ )5. Синi лiнiї 1: E = 0.99Et i ∆ε < 0. Зеленi лiнiї 2:

E = 0. Червонi лiнiї 4: E = 0.99Et i ∆ε > 0 – деконфайнмент дипольної та

квадрупольної взаємодiї.
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Як бачимо, при ρ � L всi цi лiнiї асимптотично наближаються до гра-

ниць зон в необмеженому нематику (штриховi лiнiї). Тобто, Udd → 4πKpp′

ρ3 (1−
3 cos2 θ), UdQ → 4πK

ρ4 (pc′ − cp′)(15 cos2 θ − 9), UQQ → 4πKcc′

ρ5 (9 − 90 cos2 θ +

105 cos4 θ).

На промiжних вiдстанях ρ ∼ L спостерiгається деяке змiщення гра-

ниць зон. Проте, зi зростанням ρ вiдмiнностi зникають: лiнiї a i b асим-

птотично переходять у випадок нульового поля. Iнакше кажучи, на великих

(ρ > L)вiдстанях мiж частинками поле E||x практично не впливає на взає-

модiю мiж ними. Як наслiдок, в такiй конфiгурацiї деконфайнмент вiдсутнiй

як для дипольних, так i для квадрупольних частинок незалежно вiд знаку

∆ε.

3.3.2 Поле паралельне стiнкам i перпендикулярне основному стану

директора

Розглянемо тепер E||y. Легко бачити, що для описання такої конфiгу-

рацiї достатньо помiняти мiсцями нижнi iндекси x ↔ y у функцiй Грiна

(3.32). Така перестановка, фактично, зводиться до замiни λn =
√

n2π2

L2 − k2

на µn = nπ
L i навпаки у (3.35). Пiсля таких манiпуляцiй всi взаємодiї знову

описуються виразами (3.33), (3.36), (3.37). В якостi iлюстрацiї розглянемо

випадок x = x′ = L
2 (Рис. 3.8). Бачимо вже знайому картину: на малих вiд-

станях (ρ � L) поле практично не впливає на взаємодiю мiж частинками.

Однак зi зростанням ρ вплив поля посилюється. Так, наприклад, в немати-

ках з позитивною анiзотропiєю дiелектричної проникностi ∆ε > 0 зовнiшнє

поле вiдчутно змiщує границi мiж зонами притягання i вiдштовхування в бiк

їхнiх аналогiв в необмеженому рiдкому кристалi (див. Рис. 3.8, лiнiї a). Крiм

того, в цьому випадку при E → Et деконфайнмент спостерiгається не лише

для дипольної, а й для квадрупольної взаємодiї (див. Рис. 3.9).

Дещо iншим є вплив поля E||y в нематиках з ∆ε < 0. При данiй кон-

фiгурацiї поля перехiд Фредерiкса в них неможливий, а, отже, i жодних
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Рис. 3.10 Змiна зон дипольного притягання-вiдштовхування зi зростанням

напруженостi поля E. Частинки, pp′ > 0, знаходяться посерединi планарної

комiрки з ∆ε < 0, а поле прикладене вздовж осi y (див. Рис. 2.4b). Показано

перший квадрат карти. Штриховi лiнiї iлюструють випадок необмеженого

кристалу. Тонка чорна лiнiя 1: E = 0. Товста синя лiнiя 2: E = 0.99Et;

товста зелена лiнiя 3: E = 1.6Et; товста чорна лiнiя 4: E = 1.73Et; товста

червона лiнiя 5: E = 1.74Et; товста коричнева лiнiя 6: E = 2Et. Зона притя-

гання знаходиться над, а вiдштовхування – пiд кожною лiнiєю (див. також

Рис. 3.11).
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Рис. 3.11 Зони дипольного, pp′ > 0, притягання-вiдштовхування посереди-

нi планарної комiрки з ∆ε < 0 в полi паралельному осi y (див. Рис. 2.4b).

Штриховi лiнiї зображають границi зон в необмеженому нематику. “–”

позначає притягання, “+” – вiдштовхування. Злiва: E = 1.73Et; справа:

E = 1.74Et.

обмежень на величину E немає. А в достатньо сильних полях картина взає-

модiї суттєво змiнюється (див. Рис. 3.10). Iснує, наприклад, деяке критичне

значення Ecol, при якому зони вiдштовхування мiж паралельними диполя-

ми замикаються (порiвняйте карти на Рис. 3.11). Справдi, вздовж осi y

θ = π/2, i Udd = 16πKpp′

L3 F1(ρ/L) [слiд пам’ятати, що ми зробили перестанов-

ку λn =
√

n2π2

L2 − k2 ↔ µn = nπ
L в (3.35)]. Враховуючи, що ∆ε < 0, можемо

записати k2 = ∆εE2

4πK = −δ2π2/L2, де δ = E
Et

. На великих вiдстанях(ρ � L)

основний вклад в F1 дає перший доданок суми

F1 ≈
π2(1 + δ2)

2
[K0(π

√
1 + δ2ρ/L) +K2(π

√
1 + δ2ρ/L)]−

− 4π2K0(2πρ/L) (3.38)

Модифiкованi функцiї Бесселя K0(x) i K2(x) мають однакову асимптотику

при x � 1: K0(x) ≈ K2(x) ≈
√

π
2xe
−x. Таким чином, вiдштовхування мiж

паралельними диполями (F1 > 0) маємо за умови δ 6
√

3. Якщо ж δ >
√

3,

то F1 на великих (ρ/L � 1) вiдстанях стає вiд’ємним, що вiдповiдає появi

притягання в цiй областi. Вiдтак, замикання зон вiдштовхування вiдбуває-

ться при Ecol =
√

3Et (нагадаємо, що Et = π
L

√
4πK
|∆ε| ). Частинки вiдштовху-
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ються всерединi деякої 8-подiбної зони, яка зi збiльшенням E стискається,

але не стягується в точку (див. Рис. 3.10 i Рис. 3.11). Подiбний сценарiй

реалiзується i для квадруполь-квадрупольної взаємодiї: зi зростанням на-

пруженостi поля зони, бiчнi вiдносно нього, розширюються з подальшим

замиканням внутрiшнiх границь (див Рис. 3.12).

Рис. 3.12 Зони квадрупольного, cc′ > 0, притягання-вiдштовхування по-

серединi планарної комiрки з ∆ε < 0 в полi паралельному осi y (див.

Рис. 2.4b). Штриховi лiнiї зображають границi зон в необмеженому нема-

тику. “–” позначає притягання, “+” – вiдштовхування. Злiва: E = 1.73Et;

справа: E = 1.74Et.

3.3.3 Поле паралельне до незбуреного директора n0

Нарештi розглянемо випадок E||n0. Вiдхилення nx i ny тепер описую-

ться однаковими рiвняннями (рiвняннями Гельмгольца). Функцiї Грiна Gx =

Gy можна знайти з (3.32), поклавши µn = λn =
√

n2π2

L2 + k2. Тодi всi взає-

модiї описуються виразами (3.33), (3.36), (3.37). Карти взаємодiї частинок з

x = x′ = L/2 показанi на Рис. 3.13. У випадку рiдкого кристалу з негатив-

ною анiзотропiєю дiелектричної проникностi ∆ε < 0 поле змiщує границi

зон притягання/вiдштовхування в бiк вiдповiдних границь в необмеженому

середовищi. I навпаки, якщо ∆ε > 0. Як i в пунктi 3.2.1, можемо вважати,



70

Рис. 3.13 Карти взаємодiї мiж двома частинками, що знаходяться посе-

рединi планарної комiрки, помiщеної в поле паралельне осi z, E||z (див.

Рис. 2.4b), E = 0.99Et. Штриховi лiнiї вiдповiдають випадку необмеженого

нематика. Червонi лiнiї a: позитивна ∆ε; синi лiнiї b: негативна ∆ε. Тонкi

чорнi лiнiї: нульове поле. “–” позначає притягання, “+” – вiдштовхування.

(a): диполь-дипольна, pp′ > 0; (b): диполь-квадрупольна, де бiльша частинка

в центрi, pc′ > cp′; (c): квадруполь-квадрупольна, cc′ > 0, взаємодiя.

що поле генерує послiдовнiсть ефективних товщин комiрки:

Leff
n = L

√
n2E2

t

n2E2
t + sgn(∆ε)E2

. (3.39)

Зрозумiло, що при ∆ε > 0 ефективнi товщини зменшуються зi зростанням

поля. А це в свою чергу приводить до посилення ефектiв екранування. I

навпаки: в нематиках з ∆ε < 0 ефективнi товщини є бiльшими за реальну

товщину комiрки , а Leff
1 при E → Et стає нескiнченною. Оскiльки в цьо-

му випадку Leff
1 входить i в Udd, i в UQQ, то деконфайнмент має мiсце для

частинок обох типiв.

3.4 Висновки

Ми розвинули метод, запропонований в попередньому роздiлi, на ви-

падок присутностi зовнiшнього електричного або магнiтного поля. Це до-

зволило нам знайти вирази для диполь-дипольної, диполь-квадрупольної та
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квадруполь-квадрупольної взаємодiї мiж аксiально-симетричними частин-

ками в гомеотропнiй та планарнiй комiрках, помiщених в паралельне або

перпендикулярне їхнiм стiнкам поле. З цих виразiв випливає ряд теорети-

чних передбачень:

— Деконфайнмент (антиекранування) взаємодiї при наближеннi еле-

ктричного поля до порогового значення для переходу Фредерiкса

E → Et. За певних умов поле може нiвелювати вплив стiнок комiр-

ки, i приводити до зникнення конфайнменту (екранування) взаємо-

дiї, описаного в [27]. Ефект залежить вiд геометрiї комiрки, симетрiї

розподiлу директора (дипольна чи квадрупольна), орiєнтацiї поля та

знаку анiзотропiї дiелектричної проникностi ∆ε рiдкого кристалу.

Зокрема, в гомеотропнiй комiрцi деконфайнмент спостерiгається ли-

ше для дипольних частинок: а) в нематиках з негативною анiзотропi-

єю дiелектричної проникностi ∆ε < 0 i полем E, перпендикулярним

до стiнок комiрки; б) в рiдких кристалах з ∆ε > 0 i полем паралель-

ним до стiнок комiрки.

В комiрцi з планарними умовами: a) деконфайнмент повнiстю i зав-

жди вiдсутнiй, якщо поле E є перпендикулярним до стiнок комiр-

ки; б) деконфайнмент спостерiгається для усiх взаємодiй в кристалi

з ∆ε > 0, якщо поле E є паралельним до стiнок комiрки, i пер-

пендикулярним до n0; в) такий же результат маємо при ∆ε < 0, i

електричному полi E||n0.

— Ефект керованого притягання частинок в гомеотропнiй комiрцi, по-

мiщенiй в поле паралельне до її стiнок. При цьому рiвноважна вiд-

стань мiж частинками ρ0(E) залежить вiд напруженостi поля E: чим

бiльше E, тим менше ρ0. У кристалах з позитивною анiзотропiєю

∆ε > 0 напруженiсть поля в такiй конфiгурацiї не може перевищу-

вати напруженiсть Фредерiкса E < Et. Вiдтак, ρ0(E) є обмеженою

знизу. Якщо ж маємо нематик з ∆ε < 0, то обмеження на величину
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поля вiдсутнi, i, як наслiдок, ρ0(E) може бути як завгодно малою.

— Пiд дiєю зовнiшнього поля також деформуються зони притягання i

вiдштовхування мiж частинками в планарнiй комiрцi. Особливо чу-

тливими до величини поля вони є в нематиках з ∆ε < 0 , якщо E при

цьому паралельне до стiнок, але перпендикулярне до n0. Iснує, на-

приклад, деяке критичне значення Ecol =
√

3Et, при якому зони вiд-

штовхування мiж паралельними диполями замикаються. Частинки

вiдштовхуються всерединi деякої 8-подiбної зони, яка з подальшим

зростанням E стискається, але не стягується в точку. Подiбний сце-

нарiй реалiзується i для квадруполь-квадрупольної взаємодiї: зi зро-

станням поля зони, бiчнi вiдносно нього, розширюються з подаль-

шим замиканням внутрiшнiх границь.
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РОЗДIЛ 4

ПРУЖНI МУЛЬТИПОЛЬНI МОМЕНТИ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Вище, в дусi робiт [20–22, 26, 29, 30, 58, 91], ми обмежили наш розгляд

пружними моментами до квадрупольного включно. Водночас, в рiзних обла-

стях фiзики значна увага придiляється електростатичним мультипольним

моментам вищих порядкiв. Так, наприклад, октупольний момент має важли-

ве значення в ядернiй фiзицi та в фiзицi мiжмолекулярних взаємодiй [92].

Власне кажучи, з мiркувань симетрiї будь-який грушоподiбний об’єкт, як

от колоїдна частинка з гiперболiчним їжаком, може мати ненульовий окту-

польний момент. В цьому роздiлi ми покажемо, що це справдi так: дипольнi

колоїднi частинки повиннi характеризуватись ще й своїм пружним окту-

польним моментом. Це дозволить нам розрахувати параметри одно-, дво-

та тривимiрних колоїдних структур, сформованих такими частинками. А

також пояснити ефект гiгантської електрострикцiї, вiдкритий недавно авто-

рами [13].

4.1 Енергiя парної взаємодiї

Розглянемо аксiально-симетричну колоїдну частинку в необмеженому

нематичному рiдкому кристалi. Взаємодiя молекул останнього з поверхнею

частинки породжує вiдхилення nµ, µ = x, y, директора вiд його основно-

го стану n0 = (0, 0, 1). Достатньо далеко вiд частинки nµ � 1, так що

n ≈ (nx, ny, 1). Енергiя деформацiй при цьому може бути представлена в

гармонiчнiй формi

Fhar =
K

2

∫
dx(∇nµ)2, (4.1)
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з якої випливає, що

∆nµ = 0. (4.2)

Ангармонiчна поправка до Fhar визначається функцiоналом

Fanhar =
K

2

∫
dx(∇nz)2 ≈ K

8

∫
dx(∇n2

⊥)2,

з якого випливає, що

∆nµ +
1

2
nµ∆n2

⊥ = 0. (4.3)

Iнакше кажучи, якщо основний внесок в nµ дає дипольний доданок, то ан-

гармонiчна поправка веде себе як rµ/r7. Тому всi пружнi моменти до 1/r5

включно мають бути розглянутi в рамках гармонiчного наближення.

В загаьному випадку для аксiально-симетричних частинок розв’язки рiв-

нянь Лапласа (4.2) можуть бути знайденi у виглядi:

nµ =
N∑
l=1

al(−1)l∂µ∂
l−1
z

1

r
(4.4)

де al – мультипольний момент порядку l, а 2l – його мультипольнiсть; N

- максимальний порядок в рамках гармонiчного наближення. Зокрема, для

дипольних частинок N = 4. Таким чином, a1 = p вiдповiдає дипольному

моменту, a2 = c – квадрупольному, a3 – октупольному i a4 – гексадекаполь-

ному (забiгаючи вперед, скажемо, що a4 = 0).

Узагальнення ефективного функцiоналу (2.9) на випадок вищих момен-

тiв є достатньо простим i очевидним, тому деталi цього процесу тут опуска-

ємо. Натомiсть перейдемо до потенцiалу парної взаємодiї Uij мiж частинка-

ми i (нештрихованi величини) та j (штрихованi величини):

Uij = 4πK
N∑

l,l′=1

ala
′
l′(−1)l

′ (l + l′)!

rl+l′+1
Pl+l′(cosθ) (4.5)

Тут r = |xi − xj|, θ – кут мiж r i z, а через Pl(cosθ) = (−1)l r
l+1

l! ∂
l
z

1
r позначе-

нi полiноми Лежандра Pl. Якщо покласти тут N = 2, то Uij буде сумою
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вже вiдомих нам диполь-дипольної, диполь-квадрупольної i квадруполь-

квадрупольної взаємодiй. Аналогiчний вираз вперше був отриманий в [40]

при дослiдженнi взаємодiї сферичних частинок з планарними умовами на

поверхнях. На “полюсах” таких частинок виникають точковi топологiчнi

дефекти – буджуми. Розподiл директора має при цьому квадрупольну си-

метрiю (N = 6). Виявилося, що врахування крiм a2 ще й моментiв a4 i a6

дає рiвноважний кут мiж двома квадрупольними частинками в ланцюжку

θmin = 34.5◦, що узгоджується з експериментальним значенням θmin = 30◦

[6]. Звичайно, вираз (4.5) є незастосовним в областi шуби, де поле директо-

ра деформоване сильно, i де важливими є ангармонiчнi поправки [40].

Рис. 4.1 Одновимiрнi колоїднi структури. Частинки з паралельними диполь-

ними моментами утворюють лiнiйнi ланцюги вздовж n0, b ≈ 2.4r0 [45, 52].

Кожна частинка оточена шубою, яка мiстить всерединi деформацiї директо-

ра, що не можуть бути описанi мультипольним розвиненням.

Середня рiвноважна вiдстань b мiж центрами дипольних частинок в лан-

цюжку,отримана в рiзних експериментах i чисельних розрахунках [12, 13,

45, 52, 93, 94], складає b = 2.44r0. Вiдтак, будемо вважати шубу жорсткою

сферою радiусу rc = 1.22r0. Однак, згаданi експерименти не дозволяють

однозначно встановити положення центру шуби. Зрозумiло, що вiн повинен

знаходитись десь мiж центром частинки i точкою, змiщеною в бiк дефекту

на 0.22r0. Нижче ми розглянемо обидва граничнi випадки. Перший назива-
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тимемо симетричною шубою, другий – асиметричною (див. Рис. 4.1). Таким

чином, повний потенцiал мiжчастинкової взаємодiї має вигляд:

U

4πK
=


∑3

l,l′=1 ala
′
l′(−1)l

′ (l + l′)!

rl+l′+1
Pl+l′(cos θ) , r > 2rc

∞ , r 6 2rc

(4.6)

де a1 = αr2
0, a2 = −βr3

0, a3 = γr4
0 є пружним дипольним, квадрупольним i

октупольним моментами, вiдповiдно.

Припустимо спочатку, що октупольний момент нульовий a3 = 0. Автори

роботи [52] використали сферичнi залiзнi частинки з дипольною конфiгура-

цiєю директора, i змогли провести достатньо точнi прямi вимiрювання пру-

жних сил, зрiвноважуючи їх зовнiшнiм магнiтним полем. Вони знайшли,

що αexp = 2.05 i βexp = 0.2± 0.1.

Рис. 4.2 Притягальна частина пружної сили мiж двома паралельними дипо-

лями. Точками зображено експериментальнi результати [52]. Суцiльна чер-

вона лiнiя вiдповiдає випадку αexp = 2.05, βexp = 0.2 i γ = 0. Штрихова

синя лiнiя – αtheor = 2.04, βtheor = 0.72 i γ = 0.157. На вставцi видiлена

область показана у бiльшому масштабi.

Водночас, в [20] на основi спецiального дипольного анзацу показано,

що αtheor = 2.04 i βtheor = 0.72. Поряд з хорошим спiвпадiнням диполь-

них моментiв бачимо значну рiзницю мiж квадрупольними, хоча значення
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βtheor = 0.72 було отримане з двох рiзних анзацiв [20]. В чому ж причина?

А причина, як ми вважаємо, криється в октупольному моментi. Справ-

дi, функцiонально диполь-октупольна взаємодiя спiвпадає з квадруполь-

квадрупольною UQQ+UdO = (a2a
′
2−a1a

′
3−a3a

′
1)

24P4(cos θ)
r5 для аксiально симе-

тричних частинок. Якщо знайдений в [20] квадрупольний момент β = 0.72

вiдповiдає реальному, тодi октупольний момент може бути оцiнений з тако-

го спiввiдношення: β2
exp ≈ β2

theor − 2αγ, звiдки γ ≈ 0.12. Бiльш точне зна-

чення γ можна знайти шляхом апроксимацiї даних [52] виразом (4.6). Тодi

γ = 0.157. При цьому рiзниця мiж двома кривими, (α, β, γ) = (2.05, 0.2, 0)

i (2.04, 0.72, 0.157), не перевищує 0.3% для всiх експериментальних точок

(див. Рис. 4.2).

Рис. 4.3 (a) Зигзагоподiбний вертикальний перерiз квазiдвовимiрної “шахiв-

ницi”, сформованої окремими антипаралельними диполями в гомеотропнiй

комiрцi, a ≈ 2.3r0 i θmin ≈ 60◦ [13]. (b)Двовимiрна структура, утворена ан-

типаралельними ланцюжками диполiв в планарнiй комiрцi. Постiйнi гратки:

a = 2.54r0, b = 2.46r0 i θmin = 61◦ [12]. Звернiть увагу, що точковi дефекти

в такiй структурi трансформуються в маленькi кiльця.

4.2 Колоїднi структури

Давайте тепер розглянемо антипаралельнi диполi в гомеотропнiй комiр-

цi (a1 = −a′1 i a2 = a′2). Такi частинки утворюють квазiдвовимiрний коло-

їдний кристал [13]. Його вертикальний перерiз має зигзагоподiбну форму
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з рiвноважною вiдстанню мiж частинками a ≈ 2.3r0 та кутом θmin ≈ 60◦

(див. Рис. 4.3a). Щоб пояснити iснування такої структури, маємо мiнiмiзу-

вати енергiю (4.6) за двома змiнними: r i θ. Пiсля нескладних розрахункiв

з (α, β, γ) = (2.05, 0.2, 0) отримуємо для симетричної шуби θmin = 83.3◦ , а

для асиметричної θmin = 85.8◦, що, очевидно, не вiдповiдає реальностi.

Якщо ж повторити таку процедуру для антипаралельних диполiв з (α, β, γ) =

(2.04, 0.72, 0.157) (тут a1 = −a′1, a2 = a′2 i a3 = −a′3), легко знайти, що

θmin = 66.2◦ для асиметричної, i θmin = 63◦ для симетричної шуби. Цi зна-

чення є значно ближчими до спостережуваних 60◦ [13] (див. Табл. 4.1).

Варто зауважити, що врахування 16-польного пружного моменту посилює

розбiжностi мiж теоретичними i експериментальними величинами, а тому

вважаємо, що a4 = 0.

Таблиця 4.1

Порiвняння експериментальних та теоретичних параметрiв колоїдних

структур

Структура Симетрична шуба Асиметрична шуба Експеримент

2D (шах.)
θmin = 63◦ θmin = 66.2◦ θmin ≈ 60◦

a = 2.44r0 a = 2.52r0 a ≈ 2.3r0

2D (гекс.)

θmin = 64.2◦ θmin = 67◦ θmin = 61◦

a = 2.44r0 a = 2.52r0 a ≈ 2.54r0

b = 2.44r0 b = 2.44r0 b = 2.46r0

3D

A = 3.07r0 A = 3.22r0 A = 3.2r0

B = 2.44r0 B = 2.44r0 B = 2.3r0

Ψ = 1.1r0 Ψ = 1.09r0 Ψ = 1.3r0

Подiбну двовимiрну структуру утворюють i ланцюжки антипаралельних

диполiв в планарнiй комiрцi [12]. Елементарна комiрка такого гексагональ-

ного кристалу є паралелограмом зi сторонами a = 2.54r0, b = 2.46r0 i кутом

θmin = 61◦ мiж ними (див. Рис. 4.3). Вважаючи енергiю такої системи сумою
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енергiй парних взаємодiй (4.6) з (α, β, γ) = (2.04, 0.72, 0.157), легко знахо-

димо, що a = b = 2.44r0 i θmin = 64.2◦ для симетричної шуби. Якщо ж шуба

асиметрична, то a = 2.52r0, b = 2.44r0 i θmin = 67◦ (див. Табл. 4.1).

Рис. 4.4 Схематичне представлення квазiоб’ємно-центрованої решiтки Бра-

ве тривимiрного колоїдного кристалу. Постiйнi гратки: A = (3.2 ± 0.1)r0,

B = (2.3 ± 0.2)r0 i Ψ = (1.3 ± 0.1)r0 [13]. Завдяки такiй щiльнiй упаков-

цi, центральна частинка взаємодiє лише зi своїми найближчими сусiдами,

розташованими в вершинах.

Нещодавно в роботi [13] було вперше експериментально отримано три-

вимiрний колоїдний кристал тетрагональної симетрiї (див. Рис. 7.2). Сталi

гратки були знайденi за допомогою флуоресцентної конфокальної поляри-

зацiйної мiкроскопiї, i складають Aexp = (3.2 ± 0.1)r0, Bexp = (2.3 ± 0.2)r0

i Ψexp = (1.3 ± 0.1)r0 . Для спрощення розрахункiв вважатимемо, що в

такiй щiльно упакованiй структурi кожна частинка взаємодiє лише з най-

ближчими сусiдами. Тодi, мiнiмiзуючи енергiю елементарної комiрки кри-

сталу, у випадку симетричної шуби i (α, β, γ) = (2.04, 0.72, 0.157) отримає-

мо Atheor = 3.07r0, Btheor = 2.44r0 i Ψtheor = 1.1r0. Для тих же (α, β, γ) i аси-

метричної шуби матимемо Atheor = 3.22r0, Btheor = 2.44r0 i Ψtheor = 1.09r0

(див. Табл. 4.1). Зауважимо, що ми використовуємо значення мультипольних
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моментiв для конфiгурацiї з гiперболiчним їжаком. Проте в дво- i тривимiр-

них структурах точковi їжаки трансформуються в маленькi кiльця. Ймовiр-

но, це трохи змiнює коефiцiєнти (α, β, γ). Хоча детальне дослiдження цього

питання лежить за межами даної роботи, тут можемо стверджувати, що па-

раметри структур слабо залежать вiд малих змiн α, β i γ.

4.3 Гiгантська електрострикцiя

В нематиках з позитивною анiзотропiєю дiелектричної проникностi три-

вимiрнi колоїднi кристали проявляють так званий ефект гiгантської електро-

стрикцiї – пiд дiєю електричного поля паралельного до n0 їхнi бiчнi розмiри

зменшуються [13]. При чому, скорочення може досягати 30% (тому, власне,

така електрострикцiя i є гiгантською). В присутностi поля колоїднi частинки

взаємодiють за законом:

U

4πK
=

−
∑3

l,l′=1 ala
′
l′∂µ∂

′
µ∂

l−1
z ∂′l

′−1
z G(x,x′) , r > 2rc

∞ , r 6 2rc

(4.7)

де ∂µ∂
′
µ = ∂x∂

′
x + ∂y∂

′
y , G(x,x′) = exp [−|x− x′|/ξ] /|x − x′| – функцiя

Грiна для необмеженого нематика в зовнiшньому полi, ξ = 1
E

√
K

4πε0∆ε –

електрична довжина когерентностi [30, 40]. Очевидно, певним чином поле

має впливати i на шуби частинок, так що rc = rc(E). Якщо ∆ε > 0, то для

молекул нематика енергетично вигiдною є орiєнтацiя за полем (нагадуємо,

що E||n0). Поверхня частинки цьому протидiє. Зрозумiло, що чим далi вiд

поверхнi ми знаходимось, i чим меншою є пружна константа K, тим легше

молекули можуть бути переорiєнтованi. Iнакше кажучи,

− dx
dE
∝ x

K
, (4.8)



81

де x = rc−r0. З мiркувань розмiрностi випливає, що (4.8) можна переписати

в такому виглядi

− dx

x(E)
= ηr0

√
4πε0∆ε

K
dE (4.9)

з деяким безрозмiрним параметром η. Беручи до уваги, що x(E = 0) =

0.22r0 маємо

rc = r0

(
1 + 0.22e−

ηr0
ξ

)
(4.10)

Добре вiдомо, що при r0/ξ = 3.3 вiдбувається перехiд вiд конфiгурацiї

гiперболiчного їжака до кiльця Сатурна [48]. В експериментах з електро-

стрикцiєю r0/ξ < 3.3, i симетрiя директора залишається дипольною. Тому

можемо вважати, що шуби частинок не скорочуються вздовж осi дефектiв

(вздовж n0). Тобто, в ненульовому полi шуби є, фактично, не сферами, а ви-

довженими сфероїдами. В результатi чого, “висота” елементарної комiрки

B практично не залежить вiд E. Беручи це до уваги, та мiнiмiзуючи енергiю

комiрки по A i Ψ, можемо знайти її “ширину” A як функцiю прикладеного

поля. Результати таких розрахункiв показанi на Рис. 4.5. З нього, зокрема,

випливає, що наближення асиметричної шуби з η ≈ 1.5 є найбiльш вдалим,

оскiльки воно одночасно добре описує як вiдносне, так i абсолютне стисне-

ння. Варто також вiдзначити, що гiгантська електрострикцiя не є наслiдком

лише стиснення шуби. Справдi, якщо припустити протилежне, легко пе-

реконатись: |A − A0|/A0 не перевищує 21%. Таким чином, вклад в ефект

гiгантської електрострикцiї вносить i змiна потенцiалу пружної взаємодiї

мiж частинками в зовнiшньому полi.

4.4 Висновки

Ми показали, що колоїднi частинки з дипольним розподiлом директо-

ра в рамках гармонiчного наближення слiд характеризувати також їхнiм

пружним октупольним моментом a3 = γr4
0. Для конфiгурацiї з гiперболi-



82

Рис. 4.5 Стиснення тривимiрного колоїдного кристалу в електричному полi,

прикладеному вздовж n0. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають теоретичним розра-

хункам з наступними параметрами рiдкого кристалу E7: анiзотропiя дiеле-

ктричної проникностi ∆ε = 13.8, пружна константа K = 13.7pN, товщина

комiрки L = 25µm. Радiус частинок r0 = 2.16µm. Точками зображенi експе-

риментальнi результати [13].
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чним їжаком γ = 0.157. Вважаючи колоїднi частинки ефективними тверди-

ми сфероїдами, що взаємодiють через свої пружнi дипольнi, квадрупольнi

та октупольнi моменти, ми розрахували параметри одно-, дво- та тривимiр-

них структур, утворених такими частинками. Знайденi параметри узгоджу-

ються з реальними характеристиками. Узагальнюючи цю iдею на випадок

присутностi зовнiшнього поля, можна пояснити вiдкритий недавно ефект

гiгантської електрострикцiї тривимiрних колоїдних кристалiв.
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РОЗДIЛ 5

СТРУКТУРИ, IНДУКОВАНI ПОВЕРХНЕЮ

В попередньому роздiлi ми розглянули колоїднi структури, стабiльнiсть

яких забезпечується пружною взаємодiєю мiж частинками. Вiдтак, i їхнi

гратки є вiдображеннями симетрiї такої взаємодiї. Бiльшiсть подiбних стру-

ктур (особливо дво- та тривимiрнi) на практицi формується за допомогою

лазерних пiнцетiв. Через це отримати гратки значних розмiрiв (з великої

кiлькостi частинок) складно. Крiм того, всi такi структури спостерiгалися в

комiрках з фiксованим i однорiдним розподiлом директора на стiнках, отри-

маним зазвичай механiчними методами. Проте, ще в 1991 роцi Гiббонс з

колегами показали, що на спецiально синтезованих полiмерах орiєнтацiя

молекул рiдкого кристалу може бути задана поляризованим свiтлом [95].

Пiзнiше цей метод активно розвивався в [96–98]. Поєднуючи його з ви-

користанням рiзних масок, можна порiвняно легко отримувати поверхнi з

наперед заданим розподiлом директора на них.

В даному роздiлi ми покажемо, що в комiрках з неоднорiдним розподi-

лом директора на стiнках, можливе утворення принципово iнших колоїдних

структур. Їхнi характеристики визначатимуться не потенцiалами двочастин-

кових взаємодiй, а лише власними енергiями частинок (енергiями взаємодiї

частинок зi стiнками комiрки).

Отже, розгляньмо систему аксiально-симетричних колоїдних частинок,

помiщених в нематичну комiрку з неоднорiдними крайовими умовами на

обмежуючих площинах. Мається на увазi, що в деяких областях обмежую-

чої поверхнi Σ вiдхилення директора nµ, де µ = x, y, вiд його основного

стану n0 = (0, 0, 1) є ненульовими. Якщо nµ при цьому зберiгають свою ма-

лiсть, то ефективний функцiонал вiльної енергiї не змiнюється i спiвпадає
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з [20] або (3.3)

F = K
∑
µ=x,y

∫
dx

{
(∇nµ · ∇nµ)

2
− 4πP (x)∂µnµ − 4πC(x)∂z∂µnµ

}
, (5.1)

де K – пружна константа, P (x) i C(x) – густини пружного дипольного i

квадрупольного моментiв. Тодi nµ знову задовольняють рiвняння Пуассона:

∆nµ = 4π [∂µP (x)− ∂z∂µC(x)] . (5.2)

Ранiше ми вважали, що nµ(s) = 0 для всiх s ∈ Σ. Тепер же для деяких s ∈ Σ

nµ(s) 6= 0.

Розв’язки рiвнянь (5.2) при цьому знову можуть бути знайденi за допо-

могою функцiй Грiна Gµ(x,x′):

nµ(x) =

∫
V

dx′Gµ(x,x′)
[
−∂′µP (x′) + ∂′z∂

′
µC(x′)

]
− 1

4π

∮
Σ

ds′nµ(s′)
∂Gµ

∂n′
(x, s′).

(5.3)

Тут ∆Gµ(x,x′) = −4πδ(x − x′) для всiх x,x′ ∈ V , Gµ(x, s) = 0 для

всiх s ∈ Σ, a n′ є зовнiшньою нормаллю до Σ [81]. Пiдставивши (6.11)

в (5.1), i скориставшись принципом суперпозицiї густин моментiв, P (x) =∑N
i=1 piδ(x−xi) i C(x) =

∑N
i=1 ciδ(x−xi), отримаємо вже знайому нам рiв-

нiсть: енергiя системи є сумою власних енергiй частинок U self
i = Ui+U pattern

i

та енергiй їх парних взаємодiй Uij

F =
∑
i<j

Uij +
N∑
i=1

[
Ui + U pattern

i

]
. (5.4)

При цьому Uij та Ui повнiстю iдентичнi вiдповiдним енергiям в комiрцi з

однорiдними нульовими крайовими умовами (див. випадок нульового поля

в розд. 3). Останнiй доданок – U pattern
i – виникає з областей на поверхнi Σ, в

яких nµ 6= 0

U pattern
i =

K

2
pi
∑
µ=x,y

∮
Σ

ds′nµ(s′)∂µ∂
′
nGµ(xi, s

′)+
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+
K

2
ci
∑
µ=x,y

∮
Σ

ds′nµ(s′)∂z∂µ∂
′
nGµ(xi, s

′). (5.5)

rubbing

x

y

z

a
a

-a
-a 0

L

Рис. 5.1 Схематичне зображення планарної нематичної комiрки з двома

однаковими квадратами, в межах яких ny > 0, на поверхнях x = 0 та x = L.

Всюди за межами квадратiв n||z.

Окремий квадрат, на кожнiй з пiдкладок. Щоб трохи прояснити цi

досить абстрактнi мiркування, розгляньмо сферичну частинку радiусу r0,

помiщену в планарну комiрку (Рис. 5.1), на стiнках якої є двi квадратнi

областi з ny 6= 0. Тобто, крайовi умови мають наступний вигляд:

nx = 0,

ny =

u, |z| 6 a i |y| 6 a

0, |z| > a i |y| > a
,

(5.6)

де u – мала додатна константа. Пригадаємо одразу функцiю Грiна для пла-

нарної комiрки [28, 58]:

Gx = Gy =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′) sin
nπx

L
sin

nπx′

L
Im(λnρ<)Km(λnρ>), (5.7)

тут Im, Km є модифiкованими функцiями Бесселя, tanϕ = y
z , tanϕ′ = y′

z′ ,

ρ>/< позначає бiльше/менше з ρ =
√
z2 + y2 i ρ′ =

√
z′2 + y′2. Нехай, для

спрощення, розподiл директора поблизу частинки має квадрупольну симе-

трiю. Тодi p = 0 i c ∼ r3
0. По аналогiї з електростатикою взаємодiя частинки
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зi стiнками комiрки є еквiвалентною її взаємодiї з усiма власними дзеркаль-

ними вiдображеннями. Тодi, в силу симетрiї задачi, Ui = Ui(x) залежить

лише вiд координати x, i є мiнiмальною всерединi комiрки (x = L/2). Ана-

логiчно, iнша частина власної енергiї, U square
i , як функцiя x також є мiнiмаль-

ною при x = L/2. Але U square
i залежить i вiд положення частинки в площинi

yz, як випливає з (5.5) i (5.7)

U square
i (

L

2
, y, z) = −4πKcu

L2

∞∑
n=1

n sin
nπ

2
×

×
[
K0

(nπ
L

√
(y − a)2 + (z − a)2

)
+K0

(nπ
L

√
(y + a)2 + (z + a)2

)
−K0

(nπ
L

√
(y + a)2 + (z − a)2

)
−K0

(nπ
L

√
(y − a)2 + (z + a)2

)]
. (5.8)

-2 -1  0  1  2
-2

-1

 0

 1

 2

 -3

 -1

+1

+3

y/L

z/L y

z
rubbing

a

a

-a

-a

(a) (b)

Рис. 5.2 (a) Обезрозмiрена одночастинкова енергiя (2K|c|u)−1L2×
×U square

i (L/2, y, z) як функцiя положення частинки в площинi yz. Тут a = L.

(b) Схематичне зображення рiвноважних положень частинок з кiльцем Са-

турна або з буджумами. Частинки знаходяться посерединi комiрки, зобра-

женої на Рис. 5.1, x = L/2. Вiдрiзки вказують напрям директора на стiнках

комiрки.

Рисунок 5.2 чiтко показує, що через таку залежнiсть частинки з додатнiм

квадрупольним моментом c > 0 (наприклад, сфери з кiльцем Сатурна) за-
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Рис. 5.3 Залежнiсть глибини потенцiальної ями в одночастинковiй енер-

гiї вiд пiвдовжини a сторони квадрату зображеного на Рис. 5.1, U ∗ =

(2K|c|u)−1L2U square
i (L/2, a, a). Максимальне значення U ∗ дорiвнює 4β(2) ≈

3.67, де β(r) – бета-функцiя Дiрiхле.

йматимуть точки (L/2,±a,±a). Водночас вiд’ємнi квадруполi c < 0 (сфери

з буджумами, скажiмо) будуть локалiзованi в точках (L/2,±a,∓a). Оскiль-

ки функцiя K0(r) спадає експоненцiйно при r � 1, екстремальнi значення

одночастинкової енергiї практично не залежать вiд розмiрiв квадрата, якщо

останнi достатньо великi (див. Рис. 5.3). Таким чином, при a � L, ма-

ксимальна глибина потенцiальної ями (висота бар’єру) може бути знайдена

як
∣∣∣U square

i,min

∣∣∣ = U square
i,max = 4K|c|u

L2 limr→0

∑∞
n=1 nπ sin nπ

2 K0

(
nπr
L

)
= 8K|c|u

L2 β(2), де

β(r) – бета-функцiя Дiрiхле.

Тепер саме час пригадати, що в утвореннi звичайних колоїдних структур

важливу роль вiдiграють пружнi моменти вищих порядкiв. Для квадруполь-

них частинок всi непарнi моментиal = 0, всi парнi al = blr
l+1
0 , зокрема,

c = a2 = b2r
3
0. Так, наприклад,b2 ≈ −0.3, b4 ≈ −0.02, b6 ≈ −0.0002 для

частинок з буджумами [40]. При цьому U square
i (L/2, y, z) теж змiнюється, а

глибина її локальних мiнiмумiв тепер∣∣∣U square
i,min

∣∣∣ =
2Kur3

0

L2

{
4 |b2| β(2)− 3 |b4| r2

0

16L2

[
ζ

(
4,

1

4

)
− ζ

(
4,

3

4

)]
+



89

+
45 |b6| r4

0

64L4

[
ζ

(
6,

1

4

)
− ζ

(
6,

3

4

)]}
(5.9)

де ζ(r, s) є узагальненою дзета-функцiєю Рiмана. Цей вираз дозволяє легко

встановити, що вклад вищих моментiв в одночастинкову енергiю не пере-

вищує 20%.

c < 0

c > 0

y

z2a

2a

ny(s) > 0
n || z

Рис. 5.4 Квадратна решiтка, сформована квадрупольними частинками (бiли-

ми або чорними), в планарнiй нематичнiй комiрцi з “шахiвницями” на обох

пiдкладках. Штриховими квадратами показанi елементарнi комiрки таких

структур. Центри всiх частинок частинок лежать в площинi x = L/2 (зна-

ходяться посерединi комiрки).

“Шахiвниця” на обох пiдкладках. Нехай тепер маємо N однакових

квадрупольних частинок, а граничнi умови (5.6) повторенi перiодично вздовж

осей y i z з перiодом 4a. Значення одночастинкової енергiї у вузлах решi-

тки при цьому, очевидно, подвоюються. Нехай тепер кожна потенцiальна

яма U ch.board
i = −2

∣∣U square
i (L/2, a, a)

∣∣ зайнята частинкою. Тодi елементарна

комiрка такої структури є квадратом зi стороною a
√

8 (див. Рис. 5.4). Її [ко-

мiрки] енергiя є сумою U ch.board
i i 2UQQ, де

UQQ = −4πKcicj∂zi∂zj
[
∂xi∂xjGx(xi,xj) + ∂yi∂yjGy(xi,xj)

]
(5.10)
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описує квадруполь-квадрупольну взаємодiю мiж частинками, розташовани-

ми в протилежних вершинах елементарної комiрки. Взаємодiєю мiж проти-

лежними частинками можна знехтувати через її малiсть (не забуваймо про

конфайнмент-ефект). Це означає, що така iндукована поверхнею структура

буде стабiльною, якщо
∣∣U ch.board

i

∣∣ переважає як термальнi флуктуацiї, так i

2 |UQQ|. Порiвнюючи величини одно- та подвоєної двочастинкової енергiй

для типових експериментальних параметрiв r0 = 2µm, L = 6µm, K = 10

pN, u = 0.1 i c = 0.3r3
0, нескладно переконатись, що, наприклад, при

a & 0.65L
∣∣U ch.board

i

∣∣ ≈ 2
∣∣∣U square

i,min

∣∣∣ ≈ 240kT принаймнi в 10 разiв бiльша

нiж 2 |UQQ| (див. Рис. 5.5). Бiльш того, при концентрацiї частинок поряд-

ку (8La2)−1, тобто, одна частинка на елементарну комiрку,можна очiкувати

їхньої самоорганiзацiї в стабiльну структуру, описану вище. Звернiть та-

кож увагу, що в звичайнiй планарнiй комiрцi пружнi квадруполi формують

щiльно упаковану гратку, елементарна комiрка якої є паралелограмом [12].

Рис. 5.5 Величини подвоєної енергiї 2 |UQQ| взаємодiї мiж двома пружними

квадруполями, розташованими в сусiднiх вершинах елементарної комiрки,

(суцiльна лiнiя) та одночастинкової енергiї
∣∣U ch.board

i

∣∣ (штрихова лiнiя) як

функцiї a/L. Тут r0 = 2µm, L = 6µm, K = 10 pN, u = 0.1 i c = 0.3r3
0. За

таких умов
∣∣U ch.board

i

∣∣ & 20 |UQQ| при a & 0.65L.

Таким чином, неоднорiдний розподiл директора на стiнках нематичної
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комiрки може iндукувати утворення структур в об’ємi рiдкого кристалу. Їхнi

характеристики визначаються одночастинковими енергiями, i можуть суттє-

во вiдрiзнятися вiд параметрiв звичайних колоїдних структур, сформованих

за рахунок мiжчастинкових взаємодiй. Зокрема, ми теоретично передбачає-

мо, що сферичнi частинки з кiльцями Сатурна або буджумами в планарнiй

комiрцi з “шахiвницею” крайових умов на обох пiдкладках формуватимуть

двовимiрну квадратну гратку з як завгодно великою сталою.
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РОЗДIЛ 6

ВЗАЄМОДIЇ В ХОЛЕСТЕРИЧНIЙ КОМIРЦI

В цьому роздiлi ми перейдемо до iншого типу рiдких кристалiв – до хо-

лестерикiв або хiральних нематикiв. В рамках континуального наближення

їх теж можна розглядати в термiнах поля директора. Однак, в холестериках

незбурений директор описує в просторi спiраль. Довжина кроку такої спi-

ралi є додатковим фактором впливу на взаємодiю мiж колоїдними частинка-

ми. Крiм того, в холестеричних рiдких кристалах електростатична аналогiя

перестає працювати. Тому теоретичне описання взаємодiй в таких середо-

вищах є дещо складнiшим i значно громiздкiшим, нiж те, з чим ми мали

справу ранiше. Тому далi обмежимося лише найпростiшою задачею: роз-

глянемо взаємодiю сферичних частинок, розмiри яких є меншими за крок

спiралi, в холестеричнiй комiрцi.

6.1 Загальне наближення

6.1.1 Об’ємна вiльна енергiя

Енергiя об’єму холестеричного рiдкого кристалу в рамках одноконстан-

тного наближення може бути записана як

Fbulk =
K

2

∫
dr
[
(∇ · n)2 + (n · ∇ × n + q)2 + (n×∇× n)2

]
, (6.1)

де K – пружна константа, а q – хвильове число холестеричної спiралi.

Цей функцiонал мiнiмiзується наступним розподiлом директора n0(r) =

(cos qz, sin qz, 0). Вiсь спiралi при цьому спiвпадає з вiссю z, а q може бути

як додатнiм, так i вiд’ємним. Для визначеностi далi вважатимемо, що q > 0.

Щоб описати вiдхилення директора вiд його основного стану n0(r), якi з’яв-
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ляються в колоїдних системах, достатньо ввести такi скалярнi змiннi u(r) i

v(r), що в загальному випадку n(r) = (cos(qz + u) cos v, sin(qz + u) cos v, sin v).

Тодi Fbulk може бути переписана в термiнах u(r) i v(r)

Fbulk =
K

2

∫
dr
{

(∇v)2 + cos2 v
(
(∇u)2 − q2

)
+

+ q

[
∂v

∂y
cos(qz + u)− ∂v

∂x
sin(qz + u)+

+ cos v sin v

(
∂u

∂x
cos(qz + u) +

∂u

∂y
sin(qz + u)

)]}
, (6.2)

Якщо вони, u(r) i v(r), при цьому малi в об’ємi кристалу i зникають на

обмежуючих поверхнях, то наближено

Fbulk ≈
K

2

∫
dr
[
(∇v)2 + (∇u)2 + q2v2+

+q

(
∂u

∂x
v − ∂v

∂x
u

)
cos qz + q

(
∂u

∂y
v − ∂v

∂y
u

)
sin qz

]
. (6.3)

Цей вираз спiвпадає з використаними в роботах [54,56], однак тут вiн пред-

ставлений в реальному просторi. На вiдмiну вiд попереднiх дослiджень,

ми не робитимемо перетворення Фур’є для розв’язання рiвнянь Ейлера–

Лагранжа i знаходження u(r) i v(r). Якщо q = 0, то (6.3) повнiстю вiдтворює

об’ємну енергiю нематичного рiдкого кристалу [28, 58].

6.1.2 Поверхнева енергiя як джерело деформацiй

Однак енергiя колоїдної системи не вичерпується лише енергiєю об’єму.

Має бути врахована також взаємодiя мiж молекулами рiдкого кристалу та

поверхнями частинок. Як i в нематиках,

Fsurf =
∑
p

∮
dsW (s) [ν(s) · n(s)]2 . (6.4)

де ν є зовнiшньою нормаллю в точцi s на поверхнi p-ї частинки (в цьому

i наступному роздiлах ми використовуємо p i p′ для нумерацiї частинок, не
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слiд плутати їх з дипольними моментами). У випадку гомеотропного (нор-

мального) анкорiнгу, константа зчеплення W (s) є вiд’ємною. I навпаки у

разi планарного (тангенцiального) зчеплення. Завдяки таким поверхневим

взаємодiям кожна частинка деформує рiдкий кристал. Нижче ми обмежи-

мось випадком малих деформацiй, що є цiлком виправданим за умови слаб-

кого анкорiнгу. В бiльшостi холестерикiв W ∼ 10−5 J/m2, K ∼ 10−11 J/m.

Вiдтак, умова слабкостi WR
K � 1, де R – характерний розмiр частинки,

виконується для R . 1/q ≈ 10−7m, що спiвпадає з типовим кроком холе-

стеричної спiралi. Ми ж, для спрощення, будемо додатково вимагати, щоб

R � 1/q. Поблизу великих частинок (R > 1/q) деформацiї поля директора

не є малими, i описуються нелiнiйними рiвняннями. В такому разi можна,

по аналогiї з нематиками, скористатись наближенням шуби – деякої замкне-

ної областi, що оточує частинку, i мiстить всерединi всi нелiнiйнi дефор-

мацiї [28, 55, 56, 58]. За межами шуби поле директора деформоване слабо.

Тому далi вважатимемо, що n(r) = n0 + δn(r), δn = (−u sin qz, u cos qz, v)

i |δn| � 1. Тодi основний вклад в поверхневу енергiю Fsurf дають доданки

лiнiйнi по δn. Не забуваючи водночас про малiсть частинок, можемо роз-

класти поле директора в ряд навколо центру мас rp p-ї частинки, i отримати

Fsurf ' 2
∑
p

∮
dsW (s){ν(s) · n0(s)}{ν(s) · δn(s)}

= 2
∑
p

∮
dsW (s){ν(s)·[n0(rp)+(ρ·∇)n0(rp)+(1/2)(ρ·∇)(ρ·∇)n0(rp)+· · · ]}

× {ν(s) · [δn(rp) + (ρ · ∇)δn(rp) + (1/2)(ρ · ∇)(ρ · ∇)δn(rp) + · · · ]} (6.5)

Саме вимога ρq � 1 виправдовує n0(s) ≈ n0(rp) + (ρ · ∇)n0(rp) + (1/2)(ρ ·
∇)(ρ · ∇)n0(rp) + · · · . Нехтуючи далi доданками O

(
ν2ρ3

)
(фiзична приро-

да такого припущення буде пояснена нижче), можемо представити Fsurf в

наступнiй компактнiй формi:

Fsurf =
∑
p

Âi
pδni(rp) (6.6)
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де оператор Âi
p визначається формою p-ї частинки [21,22,55,56,69] та основ-

ним станом директора

Âi
p = αik (kk · n0) + βiklkk (kl · ∇) n0 + γiklmkk (kl · ∇) (km · ∇) n0+

+ βikl (kk · n0) (kl · ∇) + 2γiklmkk (kl · ∇) n0 (km · ∇) +

+ γiklm (kk · n0) (kl · ∇) (km · ∇) (6.7)

ki – орти координатної системи, пов’язаної з центром кожної частинки.

αil, βilm, γilmn є тензорними характеристиками поверхнi частинки, якi мi-

стять всю iнформацiю про симетрiю розподiлу директора навколо неї [21,

22], αkl = 2
∮
dsWc(s)νk(s)νl(s),βklm = 2

∮
dsWc(s)νk(s)νl(s)ρm(s) i γklmn =∮

dsWc(s)νk(s)νl(s)ρm(s)ρn(s), де вектор ρ проведений з центру мас частин-

ки до точки s на поверхнi.

В бiльш розгорнутому виглядi

Fsurf = Fsource =
∑
p

{
Â1
pδn1 + Â2

pδn2 + Â3
pδn3

}
=

=
∑
p

{
−Â1

pu sin qz + Â2
pu cos qz + Â3

pv
}
. (6.8)

Вводячи оператори B̂pu = −Â1
pu sin qz + Â2

pu cos qz i Ĉpv = Â3
pv, можемо

згрупувати змiннi u(r) i v(r)

Fsurf = Fsource =
∑
p

{
B̂pu(rp) + Ĉpv(rp)

}
(6.9)

Тепер, скориставшись методом, описаним в [21,22,28,55,56,58], легко отри-

мати енергiю взаємодiї колоїдних частинок в обмеженому холестеричному

рiдкому кристалi.

6.1.3 Енергiя парних взаємодiй

Поля u(r) i v(r), що мiнiмiзують вiльну енергiю системи, задовольняють

рiвняння Ейлера-Лагранжа

δ (Fbulk + Fsurf)

δu (r)
=
δ (Fbulk + Fsurf)

δv (r)
= 0. (6.10)
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На вiдмiну вiд нематикiв, де змiннi nxi ny є незалежними, вiльна енергiя

холестерикiв мiстить доданки типу ∂u
∂xv,

∂v
∂xu тощо. В результатi, строгий

розгляд Fbulk є досить складним. Тому ми пiдемо шляхом, запропонованим

в [69]. Вiдкинемо недiагональнi доданки, i знайдемо потенцiал мiжчастин-

кової взаємодiї. А тодi покажемо за яких умов цей потенцiал є коректним

(див. пiдроздiл 6.3). Пiсля такого “роздiлення” змiнних в (6.10), матимемо

два незалежних лiнiйних рiвняння для знаходження u(r) i v(r).

Їхнi розв’язки можуть бути знайденi за допомогою вiдповiдних функцiй

Грiна

u(r) = − 1

4πK

∑
p

∫
dr′B̂pδ(r− r′p)Gu(r− r′),

v(r) = − 1

4πK

∑
p

∫
dr′Ĉpδ(r− r′p)Gv(r− r′),

(6.11)

де ∆Gu(r, r
′) = −4πδ(r− r′), ∆Gv(r, r

′)− q2Gv(r, r
′) = −4πδ(r− r′) i оби-

двi функцiї Gu i Gv є нульовими на обмежуючих поверхнях. Вираз (6.11)

вiдiграє, фактично, роль принципу суперпозицiї: деформацiя, створена си-

стемою частинок, є сумою деформацiй, створених кожною частинкою окре-

мо. Пiдставляючи (6.11) у вiльну енергiю системи, отримаємо її у виглядi

Fbulk + Fsurf =
∑

p>p′ Up,p′ +
∑

p Up, де Up є власною енергiєю p-ї частинки,

а Up,p′ є енергiєю взаємодiї мiж частинками p та p′ [28, 55, 56, 58]. Власнi

енергiї, як i в нематику, зручно представити у виглядi

Up = − 1

8πK

[
B̂pB̂pHu(rp, rp) + ĈpĈpHv(rp, rp)

]
, (6.12)

що дозволяє виключити з них розбiжнi доданки. Тут Hu(r, r
′) = Gu(r, r

′)−
1

|r−r′| i Hv(r, r
′) = Gv(r, r

′)− 1
|r−r′| . Далi, однак, нас бiльше цiкавитиме

Up,p′ = − 1

4πK

[
B̂pB̂p′Gu(rp, rp′) + ĈpĈp′Gv(rp, rp′)

]
(6.13)

В рамках зроблених припущень цей вираз описує взаємодiю двох малих

(менших за крок спiралi) колоїдних частинок довiльної форми в довiльним

чином обмеженому холестерику.
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6.2 Сферичнi частинки в холестеричнiй комiрцi

Рис. 6.1. Приклади холестеричних комiрок.

На практицi, як правило, мають справу з рiдкими кристалами, обмеже-

ними двома паралельними площинами (див. Рис. 6.1). Введемо прямокутну

систему координат так, щоб цi площини були ортогональними до осi z i

розмiщеними в z = 0 i z = L, де L будемо називати товщиною комiрки.

Функцiї Грiна для такої геометрiї добре вiдомi [28, 29, 58]:

Gu =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(φ−φ′) sin
nπz

L
sin

nπz′

L
Im(

nπ

L
ρ<)Km(

nπ

L
ρ>) (6.14)

Gv =
4

L

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

eim(φ−φ′) sin
nπz

L
sin

nπz′

L
×

× Im(
π

L

√
n2 +N 2ρ<)Km(

π

L

√
n2 +N 2ρ>) (6.15)

тут Im(x) та Km(x) є модифiкованими функцiями Бесселя, ρ>/< позначає

менше/бiльше з
√
x2 + y2 i

√
x′2 + y′2, tanφ = y/x, tanφ′ = y′/x′ i, наре-

штi, q = Nπ/L, де N є натуральним числом. Тодi Nπ задає кут повороту

директора n при проходженнi всiєї товщини L. Далi ми називатимемо таку

конфiгурацiю поверхонь Nπ-комiркою.

Нехай тепер в комiрку помiщенi сферичнi частинки однакового радi-

усу i з однорiдним анкорiнгом на поверхнi, W (s) = const. Як було по-

казано в [21, 22, 56], для таких частинок αkl = αδkl, βklm = 0 i γklmn =
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γ(δklδmn + δkmδln + δknδlm). В нематиках величина γ = −4πKQ може вва-

жатись вiдповiдником пружного квадрупольного моменту Q [28, 58]. Тому

вiдкидаючи в (6.5) доданки O
(
ν2ρ3

)
, ми тим самим виключаємо з розгляду,

умовно кажучи, моменти вищих порядкiв (октупольний, 16-польний i т.д.).

Таким чином,

Â1
p = α cos qz − γq2 cos qz − 2γq sin qz

∂

∂z
+

+ γ cos qz

(
3
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ γ sin qz

∂2

∂x∂y

(6.16)

Â2
p = α sin qz − γq2 sin qz + 2γq cos qz

∂

∂z
+

+ γ sin qz

(
∂2

∂x2
+ 3

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ γ cos qz

∂2

∂x∂y

(6.17)

Â3
p = −2γq sin qz

∂

∂x
+ 2γq cos qz

∂

∂y
+ γ cos qz

∂2

∂x∂z
+ γ sin qz

∂2

∂y∂z
(6.18)

Тодi пiсля нескладних, але громiздких розрахункiв

B̂p = γ

(
sin 2qz(

∂2

∂y2
− ∂2

∂x2
) + cos 2qz

∂2

∂x∂y

)
i

Ĉp = γ

(
−2q sin qz

∂

∂x
+ 2q cos qz

∂

∂y
+ cos qz

∂2

∂x∂z
+ sin qz

∂2

∂y∂z

)
. Звернiть увагу: хоча коефiцiєнт α не є нульовим для сфер, вiн не входить

в оператори B̂p i Ĉp, а, вiдтак, не дає внеску у взаємодiю. Отже, у випадку

“квадрупольних” частинок джерело деформацiй може бути представлене як

FQ
source =

∑
p

γp

∫
dr δ(r− rp)×
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×
{
−2q sin qz

∂v

∂x
+ 2q cos qz

∂v

∂y
+ cos qz

∂2v

∂x∂z
+ sin qz

∂2v

∂y∂z
+

+ cos 2qz
∂2u

∂x∂y
+ sin 2qz

(
∂2u

∂y2
− ∂2u

∂x2

)}
, (6.19)

що дає наступний вираз для енергiї взаємодiї мiж частинками

− UQQ

4πKQQ′
= cos 2qz cos 2qz′

∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
+

+ cos 2qz sin 2qz′
(

∂4Gu

∂x∂y∂y′∂y′
− ∂4Gu

∂x∂x′∂x′∂y

)
+

+ sin 2qz cos 2qz′
(

∂4Gu

∂x′∂y∂y∂y′
− ∂4Gu

∂x∂x∂x′∂y′

)
+

+sin 2qz sin 2qz′
(

∂2

∂y∂y

(
∂2Gu

∂y′∂y′
− ∂2Gu

∂x′∂x′

)
− ∂2

∂x∂x

(
∂2Gu

∂y′∂y′
− ∂2Gu

∂x′∂x′

))
+

+ cos qz cos qz′
∂4Gv

∂x∂x′∂z∂z′
+ sin qz sin qz′

∂4Gv

∂y∂y′∂z∂z′
+

+ cos qz sin qz′
∂4Gv

∂x∂y′∂z∂z′
+ sin qz cos qz′

∂4Gv

∂x′∂y∂z∂z′
+

+ 2q cos qz cos qz′
∂3Gv

∂x′∂y∂z′
+ 2q cos qz cos qz′

∂3Gv

∂x∂y′∂z
+

+ 2q cos qz sin qz′
∂3Gv

∂y∂y′∂z′
+ 2q sin qz cos qz′

∂3Gv

∂y∂y′∂z
−

− 2q sin qz cos qz′
∂3Gv

∂x∂x′∂z′
− 2q cos qz sin qz′

∂3Gv

∂x∂x′∂z
−

− 2q sin qz sin qz′
∂3Gv

∂x∂y′∂z′
− 2q sin qz sin qz′

∂3Gv

∂x′∂y∂z
+

+ 4q2 cos qz cos qz′
∂2Gv

∂y∂y′
+ 4q2 sin qz sin qz′

∂2Gv

∂x∂x′
−

− 4q2 cos qz sin qz′
∂2Gv

∂x′∂y
− 4q2 sin qz cos qz′

∂2Gv

∂x∂y′
(6.20)

В додатку А показано, що похiднi вiд функцiй Грiна залежать не вiд абсолю-

тних координат (x, y) i (x′, y′) частинок, а вiд вiдстанi мiж ними в площинi

комiрки |ρ| = |ρ> − ρ<| =
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2 i вiд кута θ мiж ρ i на-

прямом легкого орiєнтування на стiнках. Отож, для визначеностi, будемо

вважати, що p-а частинка розташована в точцi (x, y, z), а p′-а – в (0, 0, z′).
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Однак, загальний вираз (6.20) аналiзувати важко. Тому перейдемо до де-

яких спецiальних випадкiв. Але спершу зауважимо, що хоча функцiї (6.14) i

(6.15) є добре визначенi i для рiвних ρ> i ρ<, вони дають розбiжнi значення

енергiї в такому випадку. Якщо ρ> = ρ<, то ρ = 0 i, як наслiдок, U → ∞
(див. додаток А для явного вигляду похiдних). Тому для дослiдження взає-

модiї вздовж осi спiралi (вiсь z) варто скористатись iншою формою функцiй

Грiна [81]. Тут ми цього робити не будемо.

6.2.1 Частинки знаходяться посерединi комiрки (z = z′ = L
2 )

Нехай обидвi частинки знаходяться посерединi комiрки, тобто, z = z′ =

L
2 . Тодi, як випливає з (6.20), “квадруполь-квадрупольна” взаємодiя приймає

форму

U 2k−1
QQ = −4πKQQ′

{
∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
+

∂4Gv

∂y∂y′∂z∂z′
+ 4q2 ∂

2Gv

∂x∂x′

}
(6.21)

в (2k − 1)π-комiрцi, де k ∈ Z+, або

U 2k
QQ = −4πKQQ′

{
∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
+

∂4Gv

∂x∂x′∂z∂z′
+ 4q2 ∂

2Gv

∂y∂y′

}
(6.22)

в 2kπ-комiрцi, де ми скористались тим, що cos nπ
2 sin nπ

2 = 0 для всiх n ∈ Z.

З Рис. 6.2 бачимо, що в сенсi симетрiї така взаємодiя досить схожа на

взаємодiю в планарнiй нематичнiй комiрцi. Там теж сферичнi частинки вiд-

штовхуються всюди вздовж i впоперек напряму легкого орiєнтування. В

холестериках, однак, границi зон, особливо на малих вiдстанях, є iншими.

Варто додати, що карти, зображенi на Рис. 6.2, суттєво вiдрiзняються також

вiд отриманих чисельно в [71]. Там, щоправда, дослiджувались великi ча-

стинки, оточенi до того ж специфiчними топологiчними дефектами [19,70].

Аналiтичне описання взаємодiї мiж ними вимагає подальших зусиль, на-

правлених на пошуки правильного представлення джерела деформацiй для

такого випадку.
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Рис. 6.2 Карти “квадруполь-квадрупольної” взаємодiї мiж частинками роз-

ташованими в точках (x, y, L/2) i (0, 0, L/2). Стрiлки вказують напрям сили

F = −∇UQQ. Зафарбовано областi вiдштовхування, UQQ

∂ρ < 0.
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UQQ як функцiя вiдстанi мiж частинками в площинi xy представлена на

Рис. 6.3. З нього чiтко бачимо, що конфайнмент спостерiгається i в холесте-

риках. Екранування взаємодiї при ρ & L пов’язане з асимптотичною пове-

дiнкою модифiкованих функцiй Бесселя: при великих значеннях аргументу

Km(x) ∝ exp [−x] /
√
x. Оскiльки явний вигляд функцiй Грiна визначається

лише геометрiєю обмежуючих стiнок, то ефект екранування не залежить не

лише вiд форми частинок, а й вiд типу рiдкого кристалу. Вiн є невiд’ємним

наслiдком обмеженостi системи. Варто водночас вiдзначити, що в холесте-

риках екранування проявляється на дещо бiльших вiдстанях. Рисунок 6.3

демонструє ще одну цiкаву особливiсть UQQ. На малих вiдстанях взаємодiя

мiж частинками квадрупольної симетрiї, строго кажучи, не є пропорцiйною

1/ρ5. Iнша, порiвняно з нематиками, симетрiя основного стану приводить

до появи додаткових “повiльнiших” членiв у взаємодiї.

Рис. 6.3 Ефект екранування (конфайнмент) взаємодiї вздовж напряму на-

тирання стiнок π-комiрки. U = −UQQ/(4πKQQ
′), z = z′ = L

2 . Штрихова

лiнiя: вiдповiдна асимптотика у необмеженому холестерику U ' 9(L/ρ)5 +

4π2L3
(
2qπ/ρ2 + 2/ρ3 + q2π2/ρ

)
exp [−πρ/L], яка виникає з вiдомих функцiй

Грiна Gu = 1
|r−r′| i Gv = exp[−q(r−r′)]

|r−r′| .
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6.2.2 Взаємодiя мiж частинками з z = L
2 i z′ = L

4

Доцiльно також розглянути взаємодiю мiж частинками, якi знаходяться

на рiзних вiдстанях вiд стiнок. Щоб трохи спростити цю задачу, покладемо

z = L
2 i z′ = L

4 . Тодi у випадку (2k − 1)π-комiрки матимемо

− UQQ

4πKQQ′
= cos(2k − 1)π sin

(2k − 1)π

2

(
∂4Gu

∂x∂y∂y′∂y′
− ∂4Gu

∂x∂x′∂x′∂y

)
+

+sin
(2k − 1)π

2
sin

(2k − 1)π

4

∂4Gv

∂y∂y′∂z∂z′
+sin

(2k − 1)π

2
cos

(2k − 1)π

4

∂4Gv

∂x′∂y∂z∂z′
+

+2q sin
(2k − 1)π

2
cos

(2k − 1)π

4

∂3Gv

∂y∂y′∂z
−2q sin

(2k − 1)π

2
cos

(2k − 1)π

4

∂3Gv

∂x∂x′∂z′
−

−2q sin
(2k − 1)π

2
sin

(2k − 1)π

4

∂3Gv

∂x∂y′∂z′
−2q sin

(2k − 1)π

2
sin

(2k − 1)π

4

∂3Gv

∂x′∂y∂z
+

+4q2 sin
(2k − 1)π

2
sin

(2k − 1)π

4

∂2Gv

∂x∂x′
−4q2 sin

(2k − 1)π

2
cos

(2k − 1)π

4

∂2Gv

∂x∂y′

(6.23)

Якщо ж частинки знаходяться в 2kπ-комiрцi,

− UQQ

4πKQQ′
= cos 2kπ cos kπ

∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
+

+ cos kπ cos
kπ

2

∂4Gv

∂x∂x′∂z∂z′
+ cos kπ sin

kπ

2

∂4Gv

∂x∂y′∂z∂z′
+

+ 2q cos kπ cos
kπ

2

∂3Gv

∂x′∂y∂z′
+ 2q cos kπ cos

kπ

2

∂3Gv

∂x∂y′∂z
+

+ 2q cos kπ sin
kπ

2

∂3Gv

∂y∂y′∂z′
− 2q cos kπ sin

kπ

2

∂3Gv

∂x∂x′∂z
+

+ 4q2 cos kπ cos
kπ

2

∂2Gv

∂y∂y′
− 4q2 cos kπ sin

kπ

2

∂2Gv

∂x′∂y
(6.24)

Карти взаємодiї (див. Рис. 6.4) для такої конфiгурацiї є значно багатши-

ми, нiж для попередньої. Хоча їхнiй явний вигляд залежить вiд величини

q, спiльною рисою є присутнiсть кiлькох вiдокремлених областей вiдштов-

хування. Це означає, що вздовж деяких напрямкiв потенцiал взаємодiї є

немонотонним. Проте, UQQ як функцiя двох змiнних(x, y) не має локальних

мiнiмумiв. Вiдповiдно, метастабiльних конфiгурацiй частинок теж немає.
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Рис. 6.4 Карти “квадруполь-квадрупольної” взаємодiї мiж частинками з

координатами (x, y, L/2) i (0, 0, L/4). Стрiлки вказують напрям сили F =

−∇UQQ. Зафарбовано областi вiдштовхування, UQQ

∂ρ < 0.
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6.2.3 Взаємодiї у вертикальних площинах

Нехай тепер одна частинка знаходиться в центрi комiрки, z′ = L
2 , а iнша,

на вiдмiну вiд попереднiх випадкiв, може рухатись вiльно. Якщо все це

вiдбувається у π-комiрцi, то енергiя взаємодiї як функцiя координат другої

частинки (x, y, z) описується виразом

− UQQ

4πKQQ′
= − cos 2qz

∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
−sin 2qz

(
∂4Gu

∂x′∂y∂y∂y′
− ∂4Gu

∂x∂x∂x′∂y′

)
+

+ sin qz
∂4Gv

∂y∂y′∂z∂z′
+ cos qz

∂4Gv

∂x∂y′∂z∂z′
+

+2q cos qz
∂3Gv

∂y∂y′∂z′
−2q cos qz

∂3Gv

∂x∂x′∂z
−2q sin qz

∂3Gv

∂x∂y′∂z′
−2q sin qz

∂3Gv

∂x′∂y∂z
+

+ 4q2 sin qz
∂2Gv

∂x∂x′
− 4q2 cos qz

∂2Gv

∂x′∂y
. (6.25)

Подiбно, в 2π-комiрцi

− UQQ

4πKQQ′
= cos 2qz

∂4Gu

∂x∂x′∂y∂y′
+sin 2qz

(
∂4Gu

∂x′∂y∂y∂y′
− ∂4Gu

∂x∂x∂x′∂y′

)
−

− cos qz
∂4Gv

∂x∂x′∂z∂z′
− sin qz

∂4Gv

∂x′∂y∂z∂z′
−

−2q cos qz
∂3Gv

∂x′∂y∂z′
−2q cos qz

∂3Gv

∂x∂y′∂z
−2q sin qz

∂3Gv

∂y∂y′∂z
+2q sin qz

∂3Gv

∂x∂x′∂z′
−

− 4q2 cos qz
∂2Gv

∂y∂y′
+ 4q2 sin qz

∂2Gv

∂x∂y′
. (6.26)

На жаль, проiлюструвати тут поведiнку функцiї трьох змiнних немо-

жливо. Тому зупинимося лише на взаємодiях в площинах xz та yz. Як i

в попередньому пунктi, карти взаємодiї суттєво залежать вiд типу комiр-

ки, i складаються з кiлькох вiдокремлених зон притягання-вiдштовхування

(див. Рис. 6.5). Це, в свою чергу, вказує на iснування стацiонарних точок на

енергетичнiй поверхнi. Важлива вiдмiннiсть цього випадку полягає в тому,

що деякi з цих точок (позначенi зiрочками на Рис. 6.5) вiдповiдають мiнi-

мумам енергiї як функцiї змiнних (x, z) i (y, z), вiдповiдно. Такий профiль

енергiї може бути причиною складної динамiки колоїдних частинок в хо-
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Рис. 6.5 Карти “квадруполь-квадрупольної” взаємодiї в площинах xz (θ = 0,

вздовж напряму натирання) та yz (θ = π/2, перпендикулярно до натиран-

ня). Одна частинка знаходиться в точцi (0, 0, L/2), а iнша – в точцi (x, y, z)

[рухається вiльно]. Стрiлками показано напрям сили F = −∇UQQ. В за-

фарбованих областях ∂UQQ

∂ρ i ∂UQQ

∂z є додатними. Зiрочки позначають точки

мiнiмуму енергiї взаємодiї як функцiї (x, z) та (y, z). Всi карти симетричнi

вiдносно площини z = L/2. Лiвi, крiм того, симетричнi вiдносно площини

yz, а правi – вiдносно площини xz.
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лестеричнiй комiрцi. Так, наприклад, нещодавно в [71] експериментально

спостерiгався осцилюючий рух великих частинок в комiрках з N > 2.

6.3 Роль перехресних доданкiв

Повернемось тепер до ролi перехресних доданкiв (∂u∂xv,
∂v
∂xu i т.д.) в об’-

ємнiй енергiї (6.3). В загальному випадку строге послiдовне врахування та-

ких членiв є складним. Проте, їхнiй вплив на взаємодiю частинок легко

оцiнити. Справдi, можемо вважати вiдкинуту ранiше частину вiльної енер-

гiї деяким додатковим джерелом деформацiй

F
(2)
source = Kq

∑
p

∫
dr δ(r− rp)

[
(∂u∂xv −

∂v
∂xu) cos qz + (∂u∂yv −

∂v
∂yu) sin qz

]
,

(6.27)

Тодi пiдставляючи “незбуренi” розв’язки u(r) = −(4πK)−1
∑

p

∫
dr′B̂pδ(r−

r′p)Gu(r− r′) i v(r) = −(4πK)−1
∑

p

∫
dr′Ĉpδ(r− r′p)Gv(r− r′) , де Gu(r− r′)

i Gv(r− r′) функцiї Грiна (6.14) i (6.15), вiдповiдно, у вираз (6.27), бачимо,

що недiагональна частина вiльної енергiї дає наступну поправку до UQQ

U
(2)
QQ =

q

8π2K

{
cos qzp

[
B̂p′

∂Gu(rp, rp′)

∂xp

] [
Ĉp′Gv(rp, rp′)

]
+

+ sin qzp

[
B̂p′

∂Gu(rp, rp′)

∂yp

] [
Ĉp′Gv(rp, rp′)

]}
(6.28)

Враховуючи асимптотику Km(x) ∝ exp [−x] /
√
x при x→∞, отримаємо∣∣∣∣∣U

(2)
QQ

UQQ

∣∣∣∣∣ ∝
∑

n,m exp [−(n+m)πρ/L] /(
√
nmπρ/L)∑

n exp [−nπρ/L] /
√
nπρ/L

→ 0,
ρ

L
→∞ (6.29)

Таким чином, перехреснi доданки практично не впливають на взаємодiю,

якщо вiдстань мiж частинками перевищує товщину комiрки. Щоб пролити

трохи свiтла на випадок малих вiдстаней, помiстимо частинки всередину

π-комiрки, z = z′ = L/2. Аналiзуючи Рис. 6.6, приходимо до висновку, що в

такому випадку недiагональнi доданки можуть бути важливими. Їхнiй вклад,
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щоправда, залежить вiд взаємного розташування частинок, i за певних умов

може бути строго нульовим. Зокрема, для такої конфiгурацiї U (2)
QQ = 0 вздовж

осей x та y.

Рис. 6.6 Вклад перехресних доданкiв у взаємодiю в π-комiрцi. Частинки

розташованi в точках (x, y, L/2) та (0, 0, L/2). (a):
∣∣∣U (2)

QQ/UQQ

∣∣∣ як функцiя

положення частинки в площинi xy. (b): перетин поверхнi
∣∣∣U (2)

QQ/UQQ

∣∣∣ пло-

щиною x = y (θ = π/4).

6.4 Висновки

Ми використали метод, запропонований в [28,55,56,58], для теоретично-

го описання ефективних пружних взаємодiй мiж колоїдними частинками в

холестеричних рiдких кристалах. Було отримано загальнi вирази для енергiї

парної взаємодiї мiж малими сферичними частинками (значно меншими за

крок спiралi) в холестеричнiй комiрцi. Енергiя взаємодiї в цьому випадку

має складнiший вигляд, нiж в нематичному середовищi. Вiдсутнiсть транс-

ляцiйної симетрiї, пов’язана зi спiральною перiодичнiстю, та локальне не-

матичне впорядкування холестерикiв проявляє себе в складному характерi

карт притягання i вiдштовхування. Такi карти значною мiрою залежать вiд

числа крокiв спiралi, що вкладаються в комiрку. Особливо, якщо частинки

знаходяться на рiзних вiдстанях вiд стiнок. Карти взаємодiї у вертикальних
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площинах (паралельних до напряму спiралi) чiтко вказують на нетривiальну

динамiку руху колоїдних частинок в холестеричному середовищi.

Спiльною особливiстю колоїдних взаємодiй в обмежених холестериках

та нематиках є конфайнмент-ефект. В обох випадках екранування взаємодiї

на вiдстанях бiльших за товщину комiрки L не залежить вiд форми части-

нок. Природа цього ефекту цiлком визначається геометрiєю обмежуючих

поверхонь. В холестериках, однак, вiн починає проявлятися на бiльших вiд-

станях.

Ще однiєю цiкавою особливiстю взаємодiї мiж сферичними частинками

в холестериках є присутнiсть доданкiв неквадрупольного типу (доданкiв, якi

не поводяться як 1/ρ5 при ρ → 0) в потенцiалi взаємодiї частинок квадру-

польної симетрiї. Цей ефект є вiдображенням порушення симетрiї розподi-

лу директора навколо частинки у випадку спiрального основного стану. Ми

сподiваємося, що це передбачення буде пiдтверджене експериментально.

Вклад перехресних доданкiв, присутнiх у вiльнiй енергiї холестеричного

рiдкого кристалу, в потенцiал взаємодiї є незначним, якщо вiдстань мiж

частинками перевищує товщину комiрки. Хоча на менших вiдстанях їхнiм

вкладом в загальному випадку нехтувати не можна, вiн може бути нульовим

вздовж певних напрямкiв.

Одним з можливих продовжень даного наближення є перехiд до части-

нок бiльших розмiрiв. В такому випадку градiєнтне розвинення n0(s) у фун-

кцiоналi (6.5) є недопустимим. Ми очiкуємо, що збереження точного виразу

для n0(s) приведе до суттєво iнших кiнцевих результатiв.
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РОЗДIЛ 7

СМЕКТИЧНI КОЛОЇДИ

Цей роздiл присвячений особливостям колоїдних взаємодiй в смекти-

чних рiдких кристалах. З-помiж iнших їх вирiзняє шарувата структура (див.

Рис. 7.1). При цьому, в межах одного шару молекули розташованi хаотично.

Однак, їхня орiєнтацiя в середньому зберiгається i є перпендикулярною до

площини шару (для спрощення ми розглядаємо лише смектики-А). Певний

позицiйний порядок, присутнiй в таких середовищах, накладає обмеження

на деформацiї, що можуть в них iснувати. Ми покажемо, що послiдовне

врахування таких обмежень в рамках континуального наближення приво-

дить до суттєво iнших потенцiалiв взаємодiї мiж малими (спiввимiрними з

товщиною смектичного шару) частинками, нiж тi, що були знайденi ранiше

в [72, 74, 75, 99].

7.1 Загальне наближення

Якщо деформацiї, створенi частинками, малi, смектичний рiдкий кри-

стал може бути повнiстю описаний в термiнах скалярного поля u(r), яке в

кожнiй точцi задає вiдхилення шару вздовж нормалi до нього (див. Рис. 7.1).

Феноменологiчно в рамках такого континуального наближення об’ємна вiль-

на енергiя кристалу може бути представлена в наступному гармонiчному

виглядi [100]:

Fb =
1

2

∫
dr
[
B(∇zu)2 +K(∇2

⊥u)2
]
, (7.1)

де B – модуль стиснення, K – пружна константа, ∇⊥ є оператором градiєн-

та в площинi xy (вiсь zвважаємо нормальною до площини шарiв). Оскiльки

Fb має бути iнварiантом вiдносно довiльних поворотiв системи, ∇zu в (7.1)
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Рис. 7.1. Основний та деформований стани смектикiв-А.

може бути замiнений на ∇zu− (∇u)2 /2 [100]. При цьому неквадратичнi (їх

в такому випадку часто називають нелiнiйними) доданки, що з’являються

пiсля такої замiни, можуть суттєво впливати на поведiнку системи. Якщо,

наприклад, в упорядкуваннi шарiв виникають дислокацiї, то лiнiйна i нелi-

нiйна теорiї дають iстотно рiзнi профiлi змiщень [101, 102]. При цьому екс-

периментально пiдтверджуються лише результати нелiнiйної теорiї [103].

Незважаючи на це, величина взаємодiї мiж двома дислокацiями є однаковою

в обох пiдходах [102]. Ми, на щастя, позбавленi таких труднощiв, оскiльки

у випадку слабкого зчеплення u(r) є всюди малими i гладкими, ∇u � 1.

Тому нелiнiйною частиною вiльної енергiї можемо знехтувати.

Ввiвши деяку характеристичну довжину λ =
√

K
B порядку товщини ша-

ру, можемо трохи спростити вираз (7.1):

Fb =
B

2

∫
dr
[
(∇zu)2 + λ2(∇2

⊥u)2
]
. (7.2)

Для подальшого аналiзу зручно представити u(r) через iнтеграл Фур’є,

u(r) = 1
(2π)3

∫
dq exp(−iqr)u(q). Тодi

Fb =
1

(2π)3

∫
dq
B

2

[
q2
z |u(q)|2 + λ2q4

⊥|u(q)|2
]
. (7.3)

де q = (q⊥, qz) є хвильовим вектором змiщень.
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Як i в нематиках та холестериках, молекули смектика взаємодiють з по-

верхнею колоїдної частинки. Власне, така взаємодiя i є джерелом деформа-

цiй рiдкого кристалу. Її енергiя є унiверсальною в усiх рiдкокристалiчних

фазах, i може бути представлена у виглядi суми iнтегралiв по поверхнях

колоїдних частинок:

Fs =
∑
p

∮
dsW (s) [ν(s) · n(s)]2 . (7.4)

Тут, як i ранiше, ν(s) – вектор-нормаль, W (s) – константа зчеплення, а n(s)

– директор в точцi s на поверхнi p-ї частинки. W (s) > 0 вiдповiдає випад-

ку планарного (тангенцiального) зчеплення, а W (s) < 0 – гомеотропного

(нормального).

Обмежимося розглядом частинок зi слабким анкорiнгом, WR/K � 1,

де R – характерний розмiр частинки. Зазвичай, W ∼ 10−5 J/m2 i K ∼
10−11 J/m. Очевидно, для частинок спiвмiрних з товщиною шару (∼ 10−9m)

умова малостi зчеплення виконується добре. В такому разi запропонований

нижче пiдхiд дозволяє визначити, принаймнi якiсно, всi можливi деформа-

цiї, створенi частинкою довiльної форми. У випадку сильного зчеплення

така задача є нелiнiйною. В нематиках на допомогу приходить наближення

шуби [22,28,29,55,56,58]. Нагадаємо вкотре, що шуба є замкненою областю,

що оточує частинку i мiстить всерединi всi нелiнiйнi деформацiї. А її си-

метрiя спiвпадає з реальною симетрiєю розподiлу директора. Таким чином,

всюди за межами шуби деформацiї можуть вважатися малими. Ми сподi-

ваємось, що таке наближення може бути корисним i в смектичних рiдких

кристалах. Отож, вважатимемо, що вiдхилення директора вiд його стану n0

є всюди малими: n(r) = n0 + δn(r), |δn| � 1. Далi з усiх смектичних фаз

видiлимо смектики-А, оскiльки в них зв’язок мiж n та u є найпростiшим:

δn = −∇⊥u, [100]. Тобто, δnx = −∂u
∂x , δny = −∂u

∂y .

Тепер перепишемо поверхневу енергiю (7.4) в термiнах u(r). В загаль-
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ному випадку це можна зробити так

Fs =
∑
p

Âp(r)u(rp) (7.5)

де оператор Âp(r) визначається формою p-ї частинки. В явному виглядi Fs =

−
∑

p

∑
l=x,y

{
αzl +

∑
m βzlm(km · ∇) +

∑
m,n γzlmn(km · ∇)(kn · ∇)

}
∇lu [28,

55, 56, 58]. Тут αkl, βklm, γklmn є тензорними характеристиками, поверхнi ча-

стинки (шуби), якi мiстять всю iнформацiю про симетрiю розподiлу дире-

ктора [21,22], αkl = 2
∮
dsWc(s)νk(s)νl(s), βklm = 2

∮
dsWc(s)νk(s)νl(s)ρm(s)

i γklmn =
∮
dsWc(s)νk(s)νl(s)ρm(s)ρn(s) де ρ є вектором, проведеним з цен-

тру мас частинки в точку s на поверхнi. Нижче матимемо на увазi, що

Âp(r) = −âp∇⊥, (7.6)

де âp побудованi з певних, залежних вiд симетрiї частинки (шуби), комбiна-

цiй тензорних коефiцiєнтiв α, β, γ i операторiв градiєнту. В роботах [74,75]

вважалося, що Âp(r) = ψ∂z, де ψ було сконструйоване з рiзних пружних мо-

ментiв(дипольного, квадрупольного i т.д.). Нам же видається, що оператор

(7.6) є бiльш доречним, оскiльки вiн природно виникає в результатi пред-

ставлення поверхневої енергiї у виглядi точкового джерела деформацiй.

Повна енергiя системи є сумою об’ємної та поверхневої енергiй F =

Fb + Fs. Поле змiщень u(r) тодi задовольняє рiвняння Ейлера-Лагранжа:

δF

δu (r)
=
δ (Fb + Fs)

δu (r)
= 0. (7.7)

Для Фур’є-образу u(q) (7.7) є лiнiйним алгебраїчним рiвнянням

B

2

[
q2
z + λ2q4

⊥
]
u∗(q) = −

∑
p

Âp(q), (7.8)

де Âp(q) є Фур’є-представленням оператора Âp(r). Пiдставляємо розв’язок

цього рiвняння

u(q) = − 2

B

∑
p

A∗p(q)

[q2
z + λ2q4

⊥]
(7.9)
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у вiльну енергiю системи, i знаходимо, що F =
∑

p>p′ Upp′ +
∑

p Up, де Up є

власною енергiєю p-ї частинки, а Upp′ описує взаємодiю мiж частинками p i

p′,

U 0
pp′ =

1

π3B
âpâp′∂⊥∂

′
⊥

∫
dq

e−iqr

q2
z + λ2q4

⊥
= (7.10)

=
2

π2B
âpâp′

∞∫
0

q3
⊥dq⊥

+∞∫
−∞

dqz
exp(−iqzz)J0(q⊥r⊥)

q2
z + λ2q4

⊥
(7.11)

тут r = rp − rp′. Ми використовуємо верхнiй iндекс “0” для позначення

вже вiдомих результатiв. Пiсля iнтегрування за всiма хвильовими векторами

отримуємо вираз, знайдений ранiше в [74, 75]:

U 0
pp′ =

âpâp′

πλ2Bz
exp

(
− r2

⊥
4λz

)
(7.12)

Бачимо, що при z → 0 U 0
pp′ → 0. Тобто, частинки, розташованi в одному

шарi, не взаємодiють мiж собою. Така ситуацiя видається вкрай дивною.

7.2 Обрiзання хвильових векторiв деформацiй

Справдi, в приведених вище розрахунках ми нiде не взяли до уваги ша-

рувату структуру смектичного кристалу. А така структура насправдi накла-

дає обмеження на хвильовi вектори деформацiй поля директора. Справа в

тому, що деформацiї з |q| > q0, де q0 порядку 1/λ, не можуть давати вклад у

взаємодiю, оскiльки їхнє iснування лежить за межами континуального опи-

сання рiдких кристалiв. Бiльше того, за наявностi таких короткохвильових

збурень сама можливiсть шаруватого впорядкування молекул викликає сум-

нiви. Подiбне обрiзання хвильових векторiв широко застосовується в дослi-

дженнях ефекту Казимира в смектичних шарах для усунення нескiнченних

значень енергiї [76, 77]. Параметр обрiзання вiдповiдає найбiльш коротко-

хвильовим флуктуацiям, i є порядку оберненої молекулярної довжини. Це



115

природне обмеження для смектикiв. Тому ми не можемо iнтегрувати по всiх

хвильових векторах у виразi (7.10).

Рис. 7.2 Результати чисельного знаходження енергiї взаємодiї мiж асиме-

тричними (a) та аксiально-симетричними (b) частинками як функцiї двох

змiнних. Ũ = Upp′π
2B/(2α2q3

0) на (a), i Ũ = Upp′π
2B/(2β2q5

0) на (b). Аналi-

тичнi результати практично iдентичнi чисельним, а тому тут не показанi.

Строга умова |q| > q0, щоправда, сильно ускладнює подальший розгляд.

Щоб цього уникнути, трохи її послабимо, i будемо вимагати, щоб |qz| 6
q0 i q⊥ 6 q0. Тодi енергiя парної взаємодiї мiж частинками визначається

наступним iнтегралом

Upp′ =
2

π2B
âp⊥â

p′

⊥

q0∫
0

q3
⊥dq⊥

+q0∫
−q0

dqz
exp(−iqzz)J0(q⊥r⊥)

q2
z + λ2q4

⊥
(7.13)

Обчисливши його по qz, отримаємо, що

Upp′ =
2

π2B
âp⊥â

p′

⊥

q0∫
0

W (q⊥, z)J0(q⊥r⊥)q3
⊥dq⊥ (7.14)

де

W (q⊥, z) =

+q0∫
−q0

dqz
exp(−iqzz)

q2
z + λ2q4

⊥
= − iz

2a
{exp(−a)E1(−a+ ib)−
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− exp(a)E1(a+ ib)− exp(−a)E1(−a− ib) + exp(a)E1(a− ib)} . (7.15)

Тут E1(x) – iнтегральна показникова функцiя E1(x) =
∫∞
x dt e−t/t, a = λq2

⊥z

i b = q0z. Строгий аналiтичний розрахунок iнтегралу (7.14) є досить скла-

дним, але iнтегрування легко виконується чисельно. Результати розрахункiв

для деяких спецiальних випадкiв (див. нижче) приведенi на Рис. 7.2.

Щоб просунутись шляхом аналiтичного описання дослiджуваної систе-

ми, скористаємось тим, що W (q⊥, z) як функцiя q⊥ змiнюється значно по-

вiльнiше нiж q3
⊥J0(q⊥r⊥) (див. Рис. 7.3). Тому в (7.14) функцiю W (q⊥, z)

можна замiнити її асимптотикою для малих q⊥ (a� 1)

W (q⊥, z) = −iz
(
−ie

−ib

b
− ieib

b
+ E1(−ib)− E1(ib)

)
+O

(
a2
)

(7.16)

Тодi пiсля нескладних розрахункiв отримаємо наступне:

Upp′ =
2

π2B
âp⊥â

p′

⊥

[
− 2

q0
cos q0z + izE1(iq0z)− izE1(−iq0z)

]
×

×
[
2
q2

0

r2
⊥
J2(q0r⊥)− q3

0

r⊥
J3(q0r⊥)

]
(7.17)

Важливо, що W (q⊥, z) є “повiльною” на всьому промiжку q⊥ ∈ [0,∞].

Вiдтак, вираз (7.17) є справедливим для довiльних вiдстаней мiж частин-

ками. Щоб проiлюструвати особливостi взаємодiї, що випливають з цього

загального представлення, розглянемо нижче два спецiальнi випадки.

7.2.1 Асиметричнi частинки

I розпочнемо ми з асиметричних частинок. Для них першим ненульовим

коефiцiєнтом в розкладi оператора Âp є αz⊥ = α. Таким чином, головний

вклад у взаємодiю дає

Upp′ =
2α2

π2B

[
− 2

q0
cos q0z + izE1(iq0z)− izE1(−iq0z)

]
×

×
[
2
q2

0

r2
⊥
J2(q0r⊥)− q3

0

r⊥
J3(q0r⊥)

]
(7.18)
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Рис. 7.3 W (q⊥, z) [лiнiя a] i q3
⊥J0(q⊥r⊥) [лiнiя b] як функцiї q⊥/q0. Тут r⊥ =

z = λ = 1/q0, f(q⊥) = W (q⊥, z)/q
3
0 i f(q⊥) = q3

⊥J0(q⊥r⊥)/q3
0, вiдповiдно.

Оскiльки W (q⊥, z) є “повiльною” для всiх q⊥/q0, то вирази (7.16) i (7.17) є

застосовними при довiльних r⊥ i z.

Легко бачити, що цей потенцiал, на вiдмiну вiд U 0
pp′, не є нульовим при

z = 0, i не має сингулярностi в початку координат. Якщо z → 0, то Upp′ →
− 4α2

π2B

[
2q0J2(q0r⊥)/r2

⊥ − q2
0J3(q0r⊥)/r⊥

]
. Зi зростанням вiдстанi енергiя змен-

шується, повiльно осцилюючи (див. Рис. 7.4a). Крiм того, (7.18) дає принци-

пово iншу залежнiсть Upp′(r⊥), нiж знайдена в [74,75]. Там, наприклад, було

показано, що при r⊥ = 0 (частинки знаходяться одна над одною) взаємодiя

є повнiстю вiдштовхувальною i монотонно спадає з вiдстанню, U 0
pp′ = α2

πλ2Bz .

Водночас, вираз (7.18) вказує на те, що енергiя має немонотонну природу,

Upp′ = α2q30
2π2B [−2 cos q0z + iq0zE1(iq0z)− iq0zE1(−iq0z)]. А, отже, вздовж осi z

зони притягання i вiдштовхування змiнюють одна одну (див. Рис. 7.5a). Upp′

як функцiя двох змiнних зображена на Рис. 7.2a. Зображений там графiк,

отриманий шляхом чисельного обчислення iнтегралу (7.14), дозволяє очiку-

вати на формування рiзноманiтних структур в системах таких частинок.

7.2.2 Аксiально-симетричнi частинки

У випадку малих аксiально-симетричних частинок з дипольною симе-

трiєю (конуси, скажiмо) першим ненульовим коефiцiєнтом в поверхневiй
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Рис. 7.4 Обезрозмiрена енергiя взаємодiї мiж двома частинками, розташо-

ваними в одному смектичному шарi, z = 0. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають

аналiтичним результатам для “α-” i “β-частинок”, Ũ = Upp′π
2B/(2α2q3

0) i

Ũ = Upp′π
2B/(2β2q5

0) на (a) та (b), вiдповiдно. Штриховими лiнiями зобра-

жено результати чисельних розрахункiв.

енергiї є βzz⊥ = β. Тодi

Upp′ = − 2β2

π2B

∂2

∂z2

[
− 2

q0
cos q0z + izE1(iq0z)− izE1(−iq0z)

]
×

×
[
2
q2

0

r2
⊥
J2(q0r⊥)− q3

0

r⊥
J3(q0r⊥)

]
(7.19)

Попри рiзну симетрiю, взаємодiя таких частинок в дечому нагадує взає-

модiю “α-часток”. Зокрема, обидва потенцiали осцилюють з майже одна-

ковими перiодами. Цiкаво, що подiбнi осциляцiї iнтенсивностi свiтла, якi

виникають в результатi iнтегрування за хвильовими векторами в скiнчен-

них межах, спостерiгаються також при дифракцiї Фраунгофера на щiлинi

скiнченої ширини [104] .

В межах одного смектичного шару, коли z = 0,

Upp′ =
4β2

π2B

[
2q3

0J2(q0r⊥)/r2
⊥ − q4

0J3(q0r⊥)/r⊥
]

(див. Рис. 7.4b). Як i в попередньому випадку, енергiя взаємодiї мiж ча-

стинками, розташованими на осi z (r⊥ = 0), осцилює з вiдстанню, Upp′ =

− β2q30
2π2B

∂2

∂z2 [−2 cos q0z + iq0zE1(iq0z)− iq0zE1(−iq0z)] (див. Рис. 7.5b). Звер-

нiть увагу, що U 0
pp′ = − 2β2

πλ2B
1
z3 передбачає лише притягання мiж такими
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Рис. 7.5 Обезрозмiрена енергiя взаємодiї мiж двома частинками, розташова-

ними на осi z, r⊥ = 0. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають аналiтичним результатам

для “α-” i “β-частинок”, Ũ = Upp′π
2B/(2α2q3

0) на (a), i Ũ = Upp′π
2B/(2β2q5

0)

на (b). Штриховими лiнiями зображено результати чисельних розрахункiв.

частинками [74,75]. Upp′ як функцiя двох змiнних показана на Рис. 7.2b.

Слiд вiдзначити, що схожа немонотонна, але не осцилююча, залежнiсть

енергiї вiд вiдстанi була отримана в [99]. А саме: за межами параболи

r2
⊥ = 4λz частинки притягуються, всерединi – вiдштовхуються. Подiбний

характер притаманний водночас взаємодiї мiж двома дислокацiями в сме-

ктичному рiдкому кристалi [100].

Очевидно, якщо покласти в (7.18) i (7.19) z = r⊥ = 0, отримаємо по-

двоєнi значення власних енергiй частинок. Як i енергiї парних взаємодiй,

одночастинковi теж є скiнченними. Зокрема, Up = − α2q30
2π2B i Up = β2q50

2π2B для

асиметричних i аксiально симетричних частинок, вiдповiдно. Поки їхнi аб-

солютнi значення зростають зi збiльшенням q0, Upp′ як функцiя q0 не є мо-

нотонною. Її поведiнка показана на Рис. 7.6.

Як випливає з (7.18) i (7.19), величину взаємодiї мiж частинками спiвмiр-

ними з товщиною шару λ можна оцiнити як Upp′ ∼ 8a2(Rλ )4 ·K2/λB, де ми

використали таке означення: β = −4πKd [21, 22], а дипольний момент (тут

вiн позначений через d) d = aR2 [20]. В бiльшостi випадкiв B ∼ 107 J/m3,

K ∼ 10−11 J/m. Тодi для a ∼ 2 [20] i R ∼ 2λ енергiя колоїдних взаємодiй

в смектичному рiдкому кристалi складає порядку 102kT . Якщо частинки є
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Рис. 7.6 Залежнiсть енергiї взаємодiї мiж частинками вiд параметру обрiза-

ння q0 при r⊥ = 0, z = l (суцiльнi лiнiї) i при r⊥ = l, z = 0 (штриховi лiнiї).

U q = Upp′π
2Bl3/(2α2) на (a), i U q = Upp′π

2Bl5/(2β2) на (b).

бiльшими за λ, i не руйнують при цьому шарувату структуру, то в нагодi

може стати наближення шуби, описане вище. При цьому можемо отримати

значення енергiї, якi узгоджуються з експериментальними даними [60]. За

порядком величини (∼ 103kT ) вони спiвпадають з типовими енергiями в

нематичних рiдкокристалiчних колоїдах.

7.3 Висновки

Колоїднi частинки в рiдкому кристалi притягуються або вiдштовхую-

ться, оскiльки створенi ними деформацiї пружного поля директора пере-

криваються. В рамках континуального описання смектичного порядку мо-

жуть iснувати лише деформацiї (змiщення смектичних шарiв) з характери-

стичними довжинами хвиль бiльшими за товщину шару. Таке обмеження

є аналогiчним, наприклад, поняттю частоти Дебая в твердих тiлах. Подi-

бнi обмеження на хвильовi вектори флуктуацiй широко використовуються в

розрахунках сили Казимира в шаруватих середовищах. Використовуючи цю

iдею, ми отримали потенцiал взаємодiї колоїдних частинок довiльної фор-

ми, який залишається правильним у всьому дiапазонi вiдстаней мiж ними.

Його характерними особливостями є немонотонна осциляцiйна поведiнка та
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скiнченнi значення як у горизонтальному, так i у вертикальному напрямах.

Жодна з цих властивостей не була представлена у попереднiх дослiджен-

нях, якi враховували деформацiї з як завгодно малими довжинами хвиль.

Такий потенцiал повинен приводити до осциляцiйного характеру руху ма-

лих частинок в смектичному середовищi. Справдi, якщо частинка досягає

мiнiмуму енергiї, показаного на Рис .7.2, її рух припиняється поки вона не

подолає потенцiальний бар’єр.

Крiм того, немонотонна природа потенцiалу взаємодiї забезпечує широкi

можливостi для утворення рiзноманiтних колоїдних структур в смектичних

рiдкокристалiчних колоїдах.
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ВИСНОВКИ

На завершення пригадаємо основнi результати дисертацiйного дослiдже-

ння:

1. Запропоновано загальний метод теоретичного описання ефективної

пружної взаємодiї мiж колоїдними частинками довiльних форми,

розмiру та типу зчеплення в обмежених нематичних рiдких криста-

лах. Характер та величина взаємодiї визначається деякими ефектив-

ними характеристиками частинок – пружними мультипольними мо-

ментами. Встановлено зв’язок останнiх iз симетрiєю поля директора

поблизу поверхнi колоїдної частинки [29].

2. Дослiджено вплив зовнiшнього електричного (магнiтного) поля на

взаємодiю аксiально-симетричних частинок в нематичнiй комiрцi.

Передбачено появу керованого анiзотропного притягання мiж пру-

жними диполями в гометропнiй комiрцi, помiщенiй в поле паралель-

не її стiнкам [30]. Цей ефект дозволяє керувати колоїдними частин-

ками, а вiдтак може мати практичне застосування.

3. Показано важливу роль пружних моментiв вищих порядкiв (зокрема,

октупольного) у формуваннi колоїдних структур з дипольних части-

нок. Розраховано параметри таких структур та пояснено вiдкритий

недавно ефект гiгантської електрострикцiї тривимiрних колоїдних

кристалiв в електричному полi [31].

4. Передбачено iснування колоїдних структур, iндукованих неоднорi-

дним розподiлом директора на поверхнях, що обмежують немати-

чний рiдкий кристал [32]. Їхнi характеристики не залежать вiд осо-

бливостей потенцiалу мiжчастинкової взаємодiї, а визначаються ли-

ше одночастинковою енергiєю (енергiєю взаємодiї частинки з обме-
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жуючими поверхнями). Це передбачення теж вiдкриває можливостi

керування колоїдними частинками.

5. Встановлено характер взаємодiї сферичних частинок, радiуси яких є

меншими за крок спiралi, в холестеричнiй комiрцi [33]. У потенцiа-

лi взаємодiї присутнi доданки неквадрупольної природи (нагадаємо,

що самi частинки мають квадрупольну симетрiю, i в нематиках взає-

модiють як квадруполi). Цей ефект є яскравою iлюстрацiєю того, як

змiна типу орiєнтацiйного порядку в рiдкому кристалi може вплива-

ти на характер взаємодiї колоїдних частинок.

6. Отримано загальний вираз для енергiї взаємодiї малих (спiввимiр-

них з товщиною шару) частинок довiльної форми в смектичному

рiдкому кристалi. Показано, що послiдовне врахування шаруватої

структури такого середовища в рамках континуального наближення

приводить до принципово iншого потенцiалу мiжчастинкової взає-

модiї. Його характерною особливiстю є немонотонна залежнiсть вiд

вiдстанi, що вiдкриває широкi можливостi для утворення колоїдних

структур з малих частинок [34].
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Додаток А

Основнi похiднi вiд функцiй Грiна (6.14) i (6.15)
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