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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Концепцiя складених (композитних) бозонiв чи ква-
зибозонiв, до яких належать частинки або квазичастинки, утворенi з двох чи
бiльше структурних елементiв, є дуже важливою в сучаснiй квантовiй теорiї.
Наприклад, мезони, екситони, куперони, позитронiй, деякi ядра, атоми та моле-
кули є складеними бозонами. Складенi бозони не є звичайними бозонами (тому –
термiн “квазибозони”), оскiльки комутацiйнi спiввiдношення їх операторiв наро-
дження та знищення вiдрiзняються вiд бозонних, тому кiлькiсний опис вiдповiд-
них систем є досить складним. Як один iз методiв наближеного чи ефективного
опису систем таких квазибозонiв можна використати реалiзацiю квазибозонних
операторiв народження, знищення та кiлькостi частинок вiдповiдними операто-
рами деформованих осциляторiв. Останнi, як вiдомо, належать до квантових
(деформованих) алгебр.

Вiдмiтимо, що з вiдкриттям квантових груп i квантових алгебр в серединi
80-х рокiв з’явились новi можливостi для опису рiзних систем (як правило iз
нелiнiйностями) в ядернiй фiзицi, квантовiй теорiї поля, теорiї конденсованого
стану, статистичнiй фiзицi. Iз квантовими алгебрами пов’язанi деформованi ал-
гебри бозонних/фермiонних операторiв, рiзноманiтнi варiанти яких мають ши-
рокий спектр застосування. Квантова q-деформована бозонна алгебра у версiї
Арiка-Куна була використана Аванчiнi та Крейном (1995) при квантовому опи-
сi систем бозе-частинок для врахування нетривiальної внутрiшньої структури (i
власного об’єму) цих частинок i побудови вiдповiдної однопараметрично дефор-
мованої моделi Бозе-газу. З iншого боку, в роботi Скарфоне та Нараяна Свамi
(2008) деформована квантова алгебра була використана для еквiвалентного опису
системи взаємодiючих бозе-частинок в термiнах невзаємодiючих, але модифiко-
ваних частинок, яким вiдповiдають деформованi комутацiйнi спiввiдношення.

Використання для реалiзацiї квазибозонiв тих чи iнших деформованих осци-
ляторiв (деформованих бозонiв) є дуже бажаним, оскiльки воно приводить до
значного спрощення вiдповiдних обчислень, коли алгебра, що описує вихiдну си-
стему композитних частинок, зводиться до алгебри деякого деформованого осци-
лятора. В цьому сенсi iнформацiю про внутрiшню структуру частинок вже несуть
у собi один чи декiлька параметрiв деформацiї.

До цього часу вже були спроби описувати системи частинок iз внутрiшньою
структурою за допомогою q-деформованих та iнших деформацiй алгебр/осциля-
торiв, але залишались невiдомими умови точного представлення алгебри складе-
них частинок деформованими алгебрами, а також ступiнь наближення до iдеаль-
них бозонiв при такому ефективному описi. Дисертацiя присвячена встановлен-
ню та явнiй побудовi точного алгебраїчного представлення алгебри операторiв
народження, знищення та кiлькостi частинок складених бозонiв вiдповiдними
операторами деформованих алгебр, а також деяким їх застосуванням.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Резуль-
тати, що увiйшли в дисертацiйну роботу, були отриманi в рамках планової науко-
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вої тематики вiддiлу матем. методiв в теоретичнiй фiзицi Iнституту теоретичної
фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України (тема “Методи теорiї симетрiй i про-
блеми нелiнiйної динамiки в сучаснiй теорiї поля та теорiї елементарних части-
нок”, 2007–2011рр., шифр 1.4.7, № держ. реєстрацiї 0106U007885 i тема “Нелiнiйнi
квантовi осцилятори, iнтегровнi моделi та квантово-польовi системи: симетрiї i
застосування”, 2012–2016рр., шифр 1.4.1, № держ. реєстрацiї 0112U000052).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є побудова всiх можли-
вих реалiзацiй (представлень) алгебри операторiв двочастинкових складених бо-
зонiв в термiнах алгебри деформованих осциляторiв чи деформованих бозонiв.
Видiлимо наступнi задачi дослiдження:

• Побудувати представлення (реалiзацiю) композитних квазибозонiв, скла-
дених iз звичайних двох фермiонiв чи двох бозонiв, за допомогою дефор-
мованих бозонiв. Отримати умови на хвильовi функцiї компонент складе-
ного бозона, при яких можлива реалiзацiя, а також знайти можливi типи
деформацiї алгебри деформованих бозонiв. Розв’язати отриманi умови.
• Побудувати представлення (реалiзацiю) композитних квазибозонiв, скла-

дених iз двох q-фермiонiв. Отримати умови на хвильовi функцiї компо-
нент, на структурну функцiю деформацiї, та розв’язати їх.
• Застосувати побудовану реалiзацiю до заплутаних станiв складених бозо-

нiв: (i) обчислити мiри заплутаностi станiв (ранг Шмiдта, число Шмiд-
та, ентропiю заплутаностi, конкурентнiсть), виразивши їх через параметр
деформацiї; (ii) знайти залежнiсть ентропiї заплутаностi квазибозонних
станiв вiд їх енергiї.
• Як застосування деформованих осциляторiв до статистичних систем –

знайти точнi вирази для iнтерсептiв r-частинкових кореляцiйних функцiй
в моделi µ-Бозе газу.

Об’єктом дослiдження є система квазибозонiв у формалiзмi вторинного кван-
тування, а предметом дослiдження – побудова алгебраїчного представлення чи
реалiзацiї.

Методи дослiдження. В роботi використовувались:
• методи квантової механiки i статистичної фiзики: складенi квазибозони та

їх компоненти розглянуто в рамках формалiзму вторинного квантування,
тобто через оператори народження/знищення/числа частинок;
• деякi факти i твердження з теорiї представлень – при виведеннi умов

реалiзацiї складених квазибозонiв;
• методи теорiї лiнiйних операторiв i вiдображень – при розв’язаннi умов

реалiзацiї;
• методи квантової теорiї iнформацiї – при визначеннi мiр заплутаностi ква-

зибозонних станiв;
• елементи теорiї спецiальних функцiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. В роботi вперше отримано
умови та набiр хвильових функцiй складених квазибозонiв, якi забезпечують ал-
гебраїчну реалiзацiю двофермiонних чи двобозонних квазибозонiв деформовани-
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ми осциляторами. Доведено, що єдино можливим типом деформацiї для реалi-
зацiї деформованими осциляторами є деформацiя iз квадратичною структурною
функцiєю. Результати узагальнюються на випадок q-деформованих складових.

Вперше вдалось пов’язати параметр деформацiї та мiри заплутаностi в ква-
зибозонних станах i знайти для цих станiв залежнiсть ентропiї заплутаностi вiд
енергiї.

Отримано точнi вирази (також вперше, як уточнення i узагальнення вже iсну-
ючих результатiв) для iнтерсептiв r-частинкових кореляцiйних функцiй в моделi
деформованого µ-Бозе газу.

Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi результати ма-
ють теоретичний характер. Вони можуть бути застосованi при поясненнi експе-
риментiв iз системами складених бозонiв чи їх заплутаними станами (останнє
стосується квантової теорiї iнформацiї). Реалiзацiя складених бозонiв деформо-
ваними осциляторами, можливо iз деякими видозмiнами, може бути застосована
до опису характеристик системи екситонiв, зокрема їх спектрiв, а також i мезонiв.

Результати щодо застосування отриманої реалiзацiї до заплутаних станiв ква-
зибозонiв (обчислення мiр заплутаностi тощо) можуть бути використанi в екс-
периментах в контекстi квантової iнформацiї iз двочастинковими заплутаними
станами (на якi можна дивитися як на стани квазибозонiв). Це може стосувати-
ся, наприклад, напрямкiв: квантової комунiкацiї, квантової криптографiї, кван-
тового щiльного кодування, квантової телепортацiї, обмiну заплутанiстю, та iн.
Залежнiсть ентропiї заплутаностi та чистоти вiд енергiї може знайти практичне
значення в експериментах з виробництва, пiдсилення або створення заплутано-
стi, додаванням/вилученням частинок, квантових процесiв дисоцiацiї. Модель
деформованого µ-Бозе газу застосовується для опису кореляцiй π-мезонiв при
ядерних зiткненнях.

Особистий внесок здобувача. Здобувачем отриманi наступнi результати,
представленi в дисертацiї та вiдповiдних публiкацiях. В задачi з реалiзацiї скла-
дених квазибозонiв деформованими осциляторами [1, 2] умови такої реалiзацiї
отримано з аналiзу дiї алгебраїчних спiввiдношень для операторiв деформова-
них осциляторiв на станах квазибозонiв. Умови реалiзацiї розв’язано та знайдено
структурну функцiю деформованих осциляторiв i хвильовi функцiї квазибозонiв,
якi забезпечують реалiзацiю. Також знайденi можливi визначення оператора чи-
сла деформованих осциляторiв через оператори народження та знищення.

Для заплутаного стану одного квазибозона [3] обраховано мiри двокомпонен-
тної заплутаностi: число Шмiдта, ранг Шмiдта, чистоту (purity), ентропiю заплу-
таностi та конкурентнiсть. Проведено узагальнення визначення двокомпонентної
заплутаностi на випадок мультиквазибозонних станiв та отримано загальнi вира-
зи для числа Шмiдта i ентропiї заплутаностi. Для рiзних випадкiв фокiвських та
когерентного мультиквазибозонних станiв знайдено число Шмiдта та ентропiю
заплутаностi як функцiї параметра деформацiї [3]. Окремо знайдено залежнiсть
ентропiї заплутаностi вiд енергiї для вищезгаданих станiв [4].

В моделi деформованого µ-Бозе газу [5] обчислено точнi вирази для iнтерсе-
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птiв r-частинкових (r > 2) iмпульсних кореляцiйних функцiй.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдались
на семiнарi вiддiлу матем. методiв в теоретичнiй фiзицi в IТФ iм. М.М. Боголю-
бова та на конференцiях: The IV International Symposium “High Energy Physics,
Cosmology and Gravity”, October 18-23, 2010, Kyiv, Ukraine; Наукова конференцiя
“Боголюбiвськi читання”, 13-15 грудня 2010 р., м. Київ; Мiжнародна конферен-
цiя молодих вчених “Сучаснi проблеми теоретичної фiзики”, 22-24 грудня 2010 р.,
м. Київ; II Мiжнародна наукова конференцiя молодих вчених “Фiзика низьких
температур”, 6-10 червня 2011 р., м. Харкiв; Мiжнародна конференцiя молодих
вчених “Сучаснi проблеми теоретичної фiзики”, 21-23 грудня 2011 р., м. Київ;
III Мiжнародна наукова конференцiя молодих вчених “Фiзика низьких темпера-
тур”, 14-18 травня 2012 р., м. Харкiв; Мiжнародна конференцiя молодих вчених
“Сучаснi проблеми теоретичної фiзики”, 23-26 жовтня 2012 р., м. Київ; Мiжнаро-
дна конференцiя молодих учених i аспiрантiв IЕФ-2013, 20-23 травня 2013 р., м.
Ужгород; XIII Всеукраїнська школа-семiнар i Конкурс молодих вчених зi стати-
стичної фiзики та теорiї конденсованої речовини, 5-7 червня 2013 р., м. Львiв.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 12 роботах, iз
них 5 журнальних публiкацiй [1–5] та 7 тез доповiдей, зроблених на наукових
конференцiях [6–12].

Структура дисертацiї. Робота складається зi вступу, чотирьох роздiлiв,
висновкiв, списку використаних джерел, що мiстить 125 найменувань, та дода-
ткiв. Обсяг дисертацiї становить 109 сторiнок машинописного тексту iз врахува-
нням 18 рисункiв.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовується актуальнiсть обраної теми дисертацiйного дослi-
дження, сформульованi мета i задачi та вказанi методи дослiдження, зазначає-
ться наукова новизна i практичне значення одержаних результатiв. Крiм того,
вказується особистий внесок здобувача, перелiчено семiнари та конференцiї, де
доповiдались результати дисертацiї. Вiдмiчено науковi програми та теми, в рам-
ках яких виконувалось дисертацiйне дослiдження.

У першому роздiлi подано огляд лiтератури з тематики дисертацiї i коро-
тко описано напрямки, сумiжнi з дисертацiйною роботою: концепцiя складених
(квази)частинок, заплутанiсть у застосуваннi до квазибозонiв, деформованi осци-
лятори та їх застосування.

Складеними/композитними називаються (квази)частинки, побудованi з двох
чи бiльше компонент, наприклад, мезони, барiони, атоми та молекули, екситони,
куперони тощо. Серед вiдомих теоретичних пiдходiв до аналiзу систем складених
(квази)частинок є метод перетворення Фока-Танi [Girardeau-1979, Hadjimichef-
1998], формалiзм М. Комбеску [Combescot-2008] та iншi. Найпростiшим типом
складених (квази)частинок є двочастинковий складений (квази)бозон iз опера-
торами народження та знищення
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A†α =
∑

µν
Φµνα a†µb

†
ν , Aα =

∑
µν

Φµνα bνaµ, (1)

бiлiнiйними щодо операторiв структурних елементiв (a†µ, b†ν та aµ, bν). Зазначимо,
що складенi квазибозони розглядають в контекстi теорiї заплутаних систем (ста-
нiв) або в контекстi використання ефективного опису на основi деформованих
осциляторiв.

В другому роздiлi формулюється та розв’язується задача про реалiзацiю
(моделювання, представлення) алгебри складених квазибозонiв, утворених iз двох
фермiонiв чи двох бозонiв чи двох q-деформованих фермiонiв, в термiнах дефор-
мованих осциляторiв (деформованих бозонiв). Розгляд ведеться у формалiзмi
вторинного квантування – квазибозони описуємо їх операторами народження A†α,
знищення Aα та числа частинок Nα.

Пiдроздiл 2.1 присвячено алгебраїчнiй реалiзацiї (чи представленню) багато-
модової системи складених квазибозонiв, утворених iз двох фермiонiв чи двох
бозонiв, в термiнах деформованих осциляторiв. Як розв’язок умов реалiзовностi
квазибозонiв деформованими осциляторами знайдено хвильовi функцiї компо-
нент квазибозонiв, а також структурнi функцiї деформованих осциляторiв, якi
забезпечують реалiзацiю квазибозонiв деформованими осциляторами.

Алгебра операторiв складених (квази)бозонiв породжена операторами наро-
дження та знищення A†α, Aα (для α-ої моди; де α пробiгає весь набiр кванто-
вих чисел квазибозона), що задаються згiдно (1), та оператором числа частинок
Nα. Оператори для складових фермiонiв задовольняють стандартнi антикому-
тацiйнi спiввiдношеннями, i кожен iз операторiв a†µ, aµ антикомутує з кожним
iз b†ν , bν . Умова ортонормованостi станiв в термiнах матриць Φα має вигляд∑

Φµνα Φ
µν

β ≡ Tr ΦαΦ†β = δαβ . Комутатор операторiв Aα та A†α набуває вигляду

[Aα,A
†
β ]=δαβ−∆αβ , де величина ∆αβ=

∑
µµ′

(ΦβΦ†α)
µ′µa†µ′aµ+

∑
νν′

(Φ†αΦβ)
νν′b†ν′bν

дає мiру вiдхилення вiд чисто бозонних канонiчних комутацiйних спiввiдношень.
Для набору незалежних q-осциляторiв Арiка-Куна (як найбiльш вiдомого i

простого типу деформованого осцилятора), заданого спiввiдношеннями aαa
†
β −

qδαβa†βaα = δαβ , a†αaα = qNα−1
q−1 ≡ [Nα]q, показано, що вiн не може дати реалiзацiю

квазибозонiв. Подальший аналiз проведено в бiльш широкому класi деформова-
них осциляторiв загального вигляду, заданих структурною функцiєю φ(N).

Задача про реалiзацiю квазибозонiв деформованими осциляторами формулю-
ється так, щоб iз Aα, A†α, Nα можна було працювати як з вiдповiдними операто-
рами Aα, A†α, Nα деформованих осциляторiв, iгноруючи внутрiшню структуру
квазибозонiв. Деформований осцилятор зi структурною функцiєю φ(Nα), визна-
ченою через φ(Nα) = A†αAα, задовольняє спiввiдношення

[Aα,A†α] = φ(Nα+1)−φ(Nα), [Nα,A†α] = A†α, [Nα,Aα] = −Aα. (2)

Сюди слiд додати вирази для комутаторiв [Aα,A†β ], α 6= β, оскiльки вони входять
у визначення осциляторної алгебри. Дiя спiввiдношень (2) на фокiвськi стани
квазибозонiв дозволяє знайти бажану реалiзацiю, а також встановити зв’язок мiж
матрицями Φµνα у визначеннi операторiв A†α та структурною функцiєю φ(Nα).
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Умова незалежностi мод разом з (2) приводить до спiввiдношень на матрицi Φ:
ΦβΦ†αΦγ+ΦγΦ†αΦβ=0, α 6=β; ΦαΦ†αΦα=(f/2)Φα, f/2=Tr(Φ†αΦα)2, (3)

де параметр f , f ≡ 2 − φ(2), має змiст параметра деформацiї. Розгляд першої
умови в (2) на n-квазибозонних станах веде до рекурентного спiввiдношення

φ(n+ 1) =
∑n

k=0
(−1)n−kCkn+1φ(k), n > 2. (4)

Загальний розв’язок (4) дається структурною функцiєю
φ(n) = (1 + f/2)n− (f/2)n2. (5)

Знайдено умови на оператор числа квазибозонiв Nα, реалiзований через Nα.
Отримано загальний розв’язок для матриць Φα серед тих da×db матриць, якi

задовольняють Tr(ΦαΦ†β) = δαβ , а також рiвняння (3). Параметр деформацiї f є
дискретним: f = 2

m , m ∈ N. Множина розв’язкiв рiзна для двох випадкiв: при∑
αm 6 min(da, db) загальним розв’язком системи (3) є

Φα = U1(da) diag
{

0,
√
f/2Uα(m), 0

}
U†2 (db), (6)

в iншому випадку множина розв’язкiв є пустою. У формулi (6) U1(da), U2(db),
Uα(m) – унiтарнi матрицi, а для кожної iз матриць Φα, блок

√
f/2Uα(m) знаходи-

ться на його α-ому мiсцi, i не перетинається з вiдповiдним блоком будь-якої iншої
матрицi Φβ iз β 6=α. Таким чином, отримано усi можливi квазибозоннi оператори,
заданi через (1) та (6), якi реалiзуються алгеброю деформованих осциляторiв.

Аналогiчний розгляд проведено i для квазибозонiв, утворених iз двох бозонiв.
В пiдроздiлi 2.2 дано q-деформоване узагальнення моделi, розглянутої вище,

на випадок квазибозонiв, складених з двох q-фермiонiв. Прийнято нетривiальну
q-деформацiю для складових, але iншi припущення залишено такими як i вище.

Набiр q-фермiонiв, незалежних у фермiонному сенсi, задовольняє
aµa
†
µ′ + qδµµ′a†µ′aµ = δµµ′ , aµaµ′ + aµ′aµ = 0, µ 6= µ′, (7)

i аналогiчно для операторiв bν , b†ν . При 0 < q < 1 оператори a†µ та b†ν не є нiльпо-
тентними (жодного порядку): (a†µ)k 6= 0, (b†ν)k 6= 0, k > 2.

Оператори народження та знищення складених квазибозонiв визначаються
згiдно (1) але iз q-фермiонними операторами (7). Умови самоузгодженостi реалi-
зацiї (деформованими бозонами) залишаються такими як ранiше, див. (2). Умова
незалежностi мод та (2) веде до спiввiдношень, полiлiнiйних вiдносно структур-
них матриць Φα з анзацу (1), з коефiцiєнтами, що залежать вiд q та вiд шуканої
структурної функцiї деформацiї φ(n).

Аналiз цих умов приводить до важливої формули (що пов’язує Φ та φ(n)):

φ(n)=n−
(
n− 1−(−1)n

2

)
p1+

(
[n]−q− 1−(−1)n

2

)2
p2+ 1−(−1)n

2

(
[n]−q−1

)
p3.

Тут p1, p2, p3 – числовi параметри, визначенi елементами матриць:
(ΦαΦ†αΦα)µ1ν1/Φµ1ν1

α = p1, |Φµ1ν1
α |2 = p2, (Φ†αΦα)ν1ν1 + (ΦαΦ†α)µ1µ1 = p3. (8)

Подальший розгляд показує, що матриця Φα не може мiстити двох ненульових
елементiв а також, що p1 = p2 = 1, p3 = 2. Як наслiдок, отримано структурну
функцiю деформацiї φ(n) = ([n]−q)

2
. (9)



7

Знайдено наступний розв’язок для Φα при 0 < q < 1:
Φµνα = Φµ0(α)ν0(α)

α δµµ0(α)δνν0(α), |Φµ0(α)ν0(α)
α | = 1. (10)

Також проаналiзовано стрибкоподiбний перехiд вiд (9) до (5) в границi q → 1.
Знайдено умови на оператор числа квазибозонiв Nα.

В третьому роздiлi дослiджується роль концепцiї заплутаностi, важливої
в квантовiй теорiї iнформацiї, для класу двочастинкових квазибозонiв, складе-
них iз двох фермiонiв (двох бозонiв), якi задовольняють реалiзацiю оператора-
ми народження/знищення деформованих бозонiв. Розглянуто, для рiзних станiв
квазибозонiв, зв’язок мiр заплутаностi з параметром деформацiї та енергiєю.

В пiдроздiлi 3.1 встановлено прямий зв’язок таких мiр заплутаностi складових
квазибозона як число/ранг Шмiдта, чистота (purity), ентропiя заплутаностi та
конкурентнiсть, i параметром деформацiї. Мiри двочастинної заплутаностi об-
числено також для мультиквазибозонних станiв, зокрема фокiвських станiв та
когерентного стану, i виражено їх через параметр деформацiї.

Двочастинковий квазибозон розглянуто як заплутану систему стосовно його
компонент. Стан квазибозона в α-й модi дається загальним виразом

|Ψα〉=
∑

µν
Φµνα |aµ〉 ⊗ |bν〉, |aµ〉≡ a†µ|0〉, |bν〉≡ b†ν |0〉 (11)

з операторами народження a†µ, b†ν складових та комплексною da × db матрицею
‖Φµνα ‖. Для таких станiв розклад Шмiдта набуває вигляду:

|Ψα〉 =
∑min(da,db)

k=1
λαk |vαk 〉 ⊗ |wαk 〉, (12)

де
∑
k(λαk )2 = 1. Завдяки факту реалiзацiї квазибозонiв деформованими осци-

ляторами знайдено коефiцiєнти Шмiдта λαk = λ=
√
f/2 = 1/

√
m та стани |vαk 〉=

Uµk1 |aµ〉, |wαk 〉= Ũkν2 |bν〉. Саме параметр деформацiїm (f = 2/m) визначає коефiцi-
єнти розкладу Шмiдта λαk . Показано, що ступiнь заплутаностi характеризується
такими величинами:

• Ранг Шмiдта – ’число ненульових коефiцiєнтiв Шмiдта λαk ’ = m;
• Число Шмiдта (та чистота P пiдсистеми): K =

[∑
k(λαk )4

]−1
= 1/P = m;

• Ентропiя заплутаностi: Sentang = −
∑
k(λαk )2 ln(λαk )2 = ln(m);

• Конкурентнiсть: C =
[

m
m−1

(
1−

∑
k(λαk )4

)]1/2
= 1.

Як видно, сильно заплутаний квазибозон наближається до звичайного бозона
для достатньо малих квантових чисел N , тобто φ(N)≈ φboson(N)≡N , N �m,
m�1.

На основi розкладу Шмiдта вираз для оператора народження квазибозона та
для вiдхилення (вiд бозона) ∆αα можна дати в термiнах vαk , w

α
k замiсть aµ, bν :

A†α=
∑m

k=1
λαkv

α†
k wα†k , ∆αα=

∑m

k=1
(λαk )2(vα†k vαk+wα†k wαk ), vα†k ≡U

µk
1 a†µ, w

α†
k ≡ Ũ

kν
2 b†ν .

Деякi з тверджень сформульовано також у формалiзмi матрицi густини.
Мiри заплутаностi узагальнено на випадок мультиквазибозонних станiв, в т.ч.

когерентних. Показано як ввести (природнiм чином) двочастинну заплутанiсть
для мультиквазибозонних станiв, використовуючи тензорнi добутки елементар-
них пiдсистем. Загальний вигляд мультиквазибозонного стану такий:
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|Ψ〉 =
∑
{mγ}

Ψ
(
{mγ}

)
(A†γ1)mγ1 · ... · (A†γD )mγD |0〉 , (13)

де {mγ} – це набiр чисел заповнення всiх квазибозонних мод γ ∈ {γ1,...,γD};
Ψ
(
{mγ}

)
≡Ψ(mγ1 , ...,mγD ) – хвильова функцiя стану у представленнi вторинного

квантування. Сумування в (13) пробiгає всi можливi набори чисел заповнення
{mγ} для квазибозонiв. Стани (13) двочастинно заплутанi по вiдношенню до a- i
b-пiдсистем, якi мiстять фермiони типiв a та b вiдповiдно, i записуються як розши-
рений розкладШмiдта з коефiцiєнтами Λ({mγ})=Ψ

(
{mγ}

)(
1
m

) 1
2

∑D
j=1mγj

∏D
j=1mγj !.

Звiдси обчислюємо характеристики двочастинної заплутаностi (Cnm – бiномiаль-
ний коефiцiєнт):

• число Шмiдта K=
[∑
{mγ}

∣∣Λ({mγ})
∣∣4∏D

j=1 C
mγj
m

]−1
;

• ентропiя заплутаностi Sentang =−
∑
{mγ} |Λ({mγ})|2 ln |Λ({mγ})|2

∏D
j=1 C

mγj
m .

Зокрема, знайденi характеристики заплутаностi для мультиквазибозонного фо-
кiвського стану [φ(mα)!]−1/2 (A†α)mα |0〉 (фiксована мода α) мають вигляд:

K = Cmαm ; Sentang| = lnCmαm . (14)

Аналогiчно розглянуто n-квазибозонний фокiвський стан iз квазибозонами з
рiзних мод: |Ψ〉 = A†γ1 · ... ·A

†
γn |0〉, γi 6= γj , i 6= j. Для нього отримуємо

K = mn; Sentang = n ln(m). (15)

Для фокiвських станiв ступiнь заплутаностi тим бiльше, чим бiльше значення m.
Знайдено також мiри заплутаностi для квазибозонного когерентного стану

|Ψα〉 = C̃(A;m)
∑∞
n=0

An
φ(n)! (A

†
α)n|0〉, де Aα|Ψα〉 = A|Ψα〉, який визначений лише

тодi, коли квазибозон складається iз двох бозонiв, як, наприклад, бiфотон:

K = C̃−4/0F3(m,m,m;|A|4m2)=e2|A|
2[

1−2|A|4/m+...
]
, (16)

де 0F3 – гiпергеометрична функцiя, a Sentang(A) представлено у виглядi ряду.
В пiдроздiлi 3.2 аналiзується взаємозв’язок мiж енергiєю системи (стану) i

ентропiєю заплутаностi Sentang при тих же умовах, що i в пiдроздiлi 3.1: для си-
стеми квазибозонiв, якi можна реалiзувати в термiнах (незалежних мод) дефор-
мованих осциляторiв з квадратичною структурною функцiєю (5). Вiдповiдний
аналiз проведено для прикладiв станiв, розглянутих вище. При цьому ефектив-
ний гамiльтонiан (деформованого осцилятора) взято у виглядi

H =
∑

α
~ωα

(
ϕ(Nα) + ϕ(Nα + 1)

)
/2. (17)

Отриманi залежностi Sentang(E) ентропiї заплутаностi вiд енергiї зображено гра-
фiчно для рiзних значень параметра деформацiї f .

Для ентропiї заплутаностi компонент одного квазибозона знайдено

Sentang = − ln (3/2− E/~ω) , 1/2 6 E/~ω 6 3/2.

Вiдповiдний графiк дано на Рис.1. Ентропiя Sentang прямує до нескiнченностi
при енергiї E = 3

2~ω, що означає максимальну заплутанiсть мiж складовими.
При цьому складовi в квазибозонi стають найбiльш сильно зв’язаними, а квази-
бозон найбiльш близький до звичайного бозона. Напроти, для E = 1

2~ω ентропiя
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заплутаностi Sentang = 0, тобто складовi незаплутанi. З фiзичної точки зору в
цьому випадку складовi фактично є незв’язаними.

У випадку мультиквазибозонних станiв загальна енергiя системи (при умовi
незалежностi мод) виражається згiдно E =

∑
α ~ωα[nα+1/2−(f/2)n2α]. Знайдено

ентропiю заплутаностi як функцiю енергiї для фокiвського стану nα квазибозо-
нiв, [φ(nα)!]−1/2(A†α)nα |0〉, у виглядi двогiлкової залежностi (Рис. 2)

S±entang(Eα) = ln
(
C

2/f

[1±
√

1+f−2fEα/~ωα ]/(2f)

)
, (18)

де E
~ω 6 1+f

2f для S+
entang- та S

−
entang-гiлок,

E
~ω > 1

2 для S−entang-гiлки.

Рис. 1. Залежнiсть ентропiї заплутаностi
Sentang вiд енергiї Eα для одного квазибо-
зона, складеного з фермiонних компонент.

Рис. 2. Залежнiсть ентропiї заплутаностi
Sentang вiд енергiї Eα для одномодової мульти-
квазибозонної системи (фермiоннi складовi).

Розглянуто також стани з одним квазибозоном на моду. Енергiя системи зале-
жить вiд форми дисперсiї ωγj як функцiї ‘квазиiмпульса’ γj . Беручи її в лiнiйно-
му (вiдносно γj) виглядi, ωγj =ω0+(γj−γ1)∂ω∂γ , отримано (див. Рис. 3, ω= |ω0−1

2∆ω|)

Sentang(E) = |ω/∆ω|·
[
−sign (ω/∆ω) +

√
1 + 4(3−f)−1E/(~ω2/∆ω)

]
ln(2/f). (19)

Рис. 3. Залежнiсть ентропiї заплутаностi
Sentang вiд енергiї E для стану з одним ква-
зибозоном на моду: фермiоннi компоненти.

Рис. 4. Залежнiсть ентропiї заплутано-
стi Sentang вiд енергiї Eα для когерентного
стану квазибозонiв.
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Нарештi, розглянуто когерентний стан системи квазибозонiв в α-iй модi. Для
середньої енергiї системи в цьому станi маємо (позначимо 2

√
m|A| ≡ z):

Eα(A)=~ωα(4m)−1
(
z2+ 2 +z[Im(z)+Im−2(z)]/Im−1(z)

)
.

Таким чином маємо залежнiсть Sentang вiд Eα в параметричнiй формi (див. Рис. 4).
В пiдроздiлi 3.3 розглянуто залежнiсть чистоти (purity) вiд енергiї.
Для заплутаної системи, що складається з одного квазибозона, отримано

залежнiсть чистоти вiд енергiї:
P = f/2 = (3/2− E/(~ω)) , 1/2 6 E/(~ω) 6 3/2. (20)

Рис. 5. Залежнiсть чистоти P , вiд енер-
гiї Eα для одномодової мультиквазибозонної
системи: випадок фермiонних компонент.

Аналогiчно, для чистоти у випадку
одномодових мультиквазибозонних фо-
кiвських станiв на основi [3] отримано

P±(Eα)=
(
C

[1±
√

1+f−2fEα/~ωα ]/(2f)

2/f

)−1
,

див. Рис. 5. Вiдмiтимо особливу форму
кривих на Рис. 5 (немонотоннiсть, наяв-
нiсть двох дiлянок монотонностi).

Також, для мультиквазибозонних ста-
нiв iз одним квазибозоном на моду, вико-
ристовуючи вираз для чистоти, порахова-
ний в [3], отримано

P (E) = exp(−Sentang(E)).

Аналогiчний розгляд проведено i для
квазибозонiв, утворених iз двох бозонiв.

В четвертому роздiлi розглянуто деформовану модель µ-Бозе газу, запро-
поновану в роботi О. Гаврилика та А. Ребеш (2011), i пов’язану з т.зв. µ-осциля-
тором Янусiса. В дисертацiї для iнтерсептiв r-го порядку в рамках моделi µ-Бозе
газу виведено точнi аналiтичнi формули для загального випадку r-частинкового
кореляцiйного iнтерсепту. Цi вирази представлено в термiнах спецiальної функцiї
Лерха, а деякi з них зображенi графiчно, в т.ч. для r = 2, 3.

В пiдроздiлi 4.1 дано вивiд точних виразiв для iнтерсептiв кореляцiйних фун-
кцiй в моделi µ-Бозе газу. Визначальнi спiввiдношення в термiнах операторiв
народження/знищення a†k, ak, та числа частинок Nk для системи незалежних де-
формованих осциляторiв (деформованих бозонiв) зi структурною функцiєю φ(N),
якi описують деформований Бозе-газ, мають вигляд

a†kak = φ(Nk), [ak, a
†
k′ ] = δkk′

(
φ(Nk + 1)− φ(Nk)

)
, [Nk, a

†
k′ ] = δkk′a

†
k.

Аналогiчно до недеформованого випадку [Wiedemann, 1999] iнтерсепти кореля-
цiйної функцiї r-го порядку при iмпульсi k визначенi згiдно

λ(r)(k) = 〈(a†k)r(ak)r〉/〈a†kak〉
r − 1. (21)

Тут 〈F 〉=TrF exp(−βH)/Tr exp(−βH), де β=(kBT )−1, kB – стала Больцмана.
Оскiльки ми розглядаємо µ-деформований аналог моделi Бозе газу, для φ(N)

беремо структурну функцiю µ-осцилятора: φµ(N) ≡ [N ]µ = N/(1 + µN), µ > 0.
Гамiльтонiан взято лiнiйним по Nk з iзотропним енергетичним спектром:



11

H =
∑

k
~ωkNk, ω(k) = ω(|k|). (22)

В результатi отримано вираз для температурного середнього 〈a†kak〉,
〈a†kak〉=µ−1−µ−2(1−e−β~ω)Φ(e−β~ω, 1, µ−1), µ > 0; 〈a†kak〉|µ=0 =(eβ~ω−1)−1,

i середнiх порядку r (деформов. аналоги r-частинкових iмпульсних розподiлiв)
〈(a†k)r(ak)r〉 = 1 + µ−1(1− e−β~ω)

∑r−1

l=0
A

(r)
l (µ)Φ(e−β~ω, 1, µ−1 − l), r > 2, (23)

де Φ – спецiальна функцiя Лерха (Lerch transcendent), Φ(z, 1, v)≡
∑∞
n=0 z

n/(n+v),
a коефiцiєнти A(r)

l (µ) задовольняють рекурентнi спiввiдношення:

A
(r+1)
l (µ)=A

(r)
l (µ)

(
1+[µ(r−l)]−1

)
, l=0, r−1; A(r+1)

r (µ)=−1−
∑r−1

l=0
A

(r)
l (µ)/[µ(r−l)].

Цi спiввiдношення дозволяють знайти усi коефiцiєнти A
(r)
l . Зокрема, A(1)

0 (µ) =

−1, A(2)
1 (µ) = −1+1

µ , A
(3)
0 (µ) = −1− 3

2µ−
1

2µ2 , A
(3)
1 (µ) = −1+ 1

µ2 , A
(3)
2 (µ) = −1+ 3

2µ−
1

2µ2 .
Недеформований (µ=0) випадок для 〈(a†k)r(ak)r〉, див (23), дає

〈(a†k)r(ak)r〉|µ=0 = r!/(eβ~ω − 1)r. (24)
Для iнтерсепта λ(r)µ (k) кореляцiйної функцiї r-го порядку, r = 2, 3, ..., отримано

λ(r)µ (k) =
1+ 1

µ (1−e−β~ω)
∑r−1
l=0 A

(r)
l (µ)Φ(e−β~ω, 1, 1

µ−l)(
1+ 1

µ (1−e−β~ω)A
(1)
0 (µ)Φ(e−β~ω, 1, 1

µ )
)−r − 1, µ > 0, (25)

Iз формул (21), (24), у границi µ → 0 (коли деформацiя зникає) отримуємо
λ
(r)
µ (k)|µ=0 = r!− 1 (як i має бути). Отримана формула (25) представляє точний

загальний вираз для iнтерсептiв, що розглядаються, причому вона охоплює усi
порядки r > 2.

В пiдроздiлi 4.2 розглянуто частковi випадки r = 2 та r = 3 та зроблено
порiвняння з результатами iнших моделей деформованого Бозе-газу. Для цих
двох випадкiв r=2 та 3 iнтерсепти λ(2)µ та λ(3)µ (0<µ< 1

2 ) отримано у виглядi:

λ(2)µ =
(1−z)−1−(µ−1+µ−2)Φ(z,1, µ−1)−(µ−1−µ−2)Φ(z,1, µ−1−1)

(1− z)
(
(1− z)−1 − µ−1Φ(z, 1, µ−1)

)2 −1, z=e−β~ω,

λ(3)µ =
µ(1−z)−1+A(3)

0 (µ)Φ(z,1, µ−1)+A
(3)
1 (µ)Φ(z,1, µ−1−1)+A

(3)
2 (µ)Φ(z,1, µ−1−2)

µ−2(1−z)2
(
µ(1−z)−1 − Φ(z, 1, µ−1)

)3 − 1.

Рис. 6. Залежнiсть iнтерсепта λ(2)µ (k) вiд
iмпульсу k для параметра деформацiї µ=
0.1, 0.2 та температур T = 120, 180MeV .

Рис. 7. Залежнiсть iнтерсепта λ(3)µ (k) вiд
iмпульсу k для параметра деформацiї µ=
0.1, 0.2 та температур T = 120, 180MeV .
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В застосуваннi коли деформованi бозони (що вiдповiдають µ-Бозе газу) ви-
користовуються для опису кореляцiй релятивiстських бозе-частинок, енергiя за-
дається формулою ~ωk =

√
m2 + k2. Залежнiсть величин λ(2)µ (k, T ), λ(3)µ (k, T ) вiд

iмпульса k = |k| для значень µ = 0.1, 0.2 параметра деформацiї та температур
T = 120, 180MeV наведена на Рис. 6, 7. Вивчена поведiнка вiдповiдних кривих
зi змiною параметра деформацiї µ та температури. Також порiвняно кореляцiйнi
iнтерсепти i їх асимптотики, вказанi вище, з вiдповiдними величинами, знайде-
ними ранiше (наближено) в рамках моделi µ-Бозе газу та моделi p, q-Бозе газу.

ВИСНОВКИ

В дисертацiї побудовано точну алгебраїчну реалiзацiю складених (компози-
тних) квазибозонiв, якi утворенi з двох бозонiв чи двох фермiонiв, чи навiть двох
q-фермiонiв, в термiнах деформованих осциляторiв. Отримана реалiзацiя дозво-
ляє працювати з операторами народження, знищення та числа квазибозонiв як з
вiдповiдними операторами деформованих осциляторiв. Розглянуто застосування
отриманої реалiзацiї до знаходження мiр заплутаностi квазибозонних станiв та
iншi застосування. Бiльш детально, отримано наступнi результати:

• Для двофермiонних чи двобозонних складених квазибозонiв доведено iсну-
вання i знайдено явний вигляд їх реалiзацiї деформованими осциляторами
(iз квадратичною структурною функцiєю). Отримано також коефiцiєнтнi
матрицi, через якi виражено стани квазибозонiв в цiй реалiзацiї.
• Дано узагальнення такої реалiзацiї на випадок квазибозонiв, утворених iз

двох q-фермiонiв. При q 6= 1 квазибозони реалiзуються деформованими
осциляторами iз структурною функцiєю деформацiї, що є добутком стру-
ктурних функцiй (q-деформованих) компонент. Квазибозоннi стани при
цьому також вiдповiдним чином факторизованi.
• Обчислено основнi кiлькiснi характеристики двочастинної (bipartite) за-

плутаностi: ранг Шмiдта, число Шмiдта, ентропiю заплутаностi i чистоту
(purity), – для заплутаних станiв квазибозонiв, реалiзованих деформова-
ними осциляторами.
• Отримано явний вигляд залежностi ентропiї, а також i чистоти (purity),

двочастинної заплутаностi вiд енергiї для одноквазибозонних, когерен-
тних та мультиквазибозонних станiв квазибозонiв.
• У застосуваннi деформованих осциляторiв до моделi деформованого µ-

Бозе газу знайдено точнi вирази для iнтерсептiв r-частинкових кореляцiй-
них функцiй. Проведено порiвняння отриманих виразiв та їх асимптотик
з вiдомими ранiше результатами для µ-Бозе газу та pq-Бозе газу.
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АНОТАЦIЯ
Мiщенко Ю. А. Реалiзацiя композитних квазибозонiв деформова-

ними осциляторами.—На правах рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.04.02 — теоретична фiзика. — Iнститут теоретичної фi-
зики iм. М. М. Боголюбова НАН України, Київ, 2013.

В дисертацiї дослiджується реалiзацiя алгебри операторiв складених квази-
бозонiв операторами деформованих осциляторiв, її побудова i можливi застосу-
вання. Вивчено випадки квазибозонiв, що складаються з двох фермiонiв, двох
бозонiв, двох q-фермiонiв; знайдено структурну функцiю деформацiї осцилято-
рiв для такої реалiзацiї i квазибозоннi стани в цьому пiдходi.

Як застосування, отримано основнi характеристики двочастинної (bipartite)
заплутаностi рiзнотипних квазибозонних станiв – ранг/число Шмiдта, ентропiю
заплутаностi, чистоту (purity). Усiх їх виражено через параметр деформацiї. Зна-
йдено явну залежнiсть ентропiї заплутаностi та чистоти вiд енергiї для одно- i
мульти-, а також когерентних квазибозонних станiв. Наведено низку графiкiв.

В моделi µ-Бозе газу, пов’язанiй з т.зв. µ-деформованим осцилятором, отрима-
но точнi вирази для iнтерсептiв r-частинкових iмпульсних кореляцiйних функцiй.

Ключовi слова: складенi (квази)бозони, деформованi осцилятори, структурна
функцiя i параметр деформацiї, заплутанiсть, ентропiя заплутаностi, µ-деформацiя
Бозе газу, iнтерсепти кореляцiйних функцiй.

АННОТАЦИЯ
Мищенко Ю. А. Реализация составных квазибозонов деформиро-

ванными осцилляторами.—На правах рукописи.
Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических

наук по специальности 01.04.02 — теоретическая физика. —Институт теоретиче-
ской физики НАН Украины, Киев, 2013.

В диссертации исследуется реализация алгебры операторов составных ква-
зибозонов операторами деформированных осцилляторов, ее построение и возмо-
жные применения. Изучены случаи квазибозонов, состоящих из двух фермио-
нов, двух бозонов, двух q-фермионов; найдена структурная функция деформации
осцилляторов для такой реализации и квазибозонные состояния в этом подходе.

Как применение, получены основные характеристики двухчастичной (biparti-
te) запутанности разных квазибозонных состояний – ранг/число Шмидта, энтро-
пия запутанности, чистота (purity). Все они выражены через параметр деформа-
ции. Найдена явно зависимость энтропии запутанности и чистоты от энергии для
одно-, мульти- и когерентных квазибозонных состояний. Приведен ряд графиков.

В модели µ-Бозе газа, связанной с т. н. µ-осциллятором, получены точные
выражения для интерсептов r-частичных импульсных корреляционных функций.

Ключевые слова: составные (квази)бозоны, деформированные осцилляторы,
структурная функция и параметр деформации, запутанность, энтропия запутан-
ности, µ-деформация Бозе газа, интерсепты корреляционных функций.
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ABSTRACT
Mishchenko Yu. A. Realization of composite quasibosons by deformed

oscillators. — Manuscript.
Thesis for the Doctor of Philosophy degree (Candidate of science in Physics and

Mathematics) in speciality 01.04.02 — theoretical physics. — Bogolyubov Institute for
Theoretical Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2013.

The thesis is devoted to the investigation of the realization (representation, mod-
elling) of composite (quasi)boson operators algebra by the operators of deformed
oscillators: this includes both the detailed construction of realization, and also its
possible applications. Composite bosons, also called quasibosons (e.g. mesons, exci-
tons, cooperons, etc), occur in various physical situations. Quasibosons principally
differ from usual bosons since their creation and annihilation operators obey non-
standard commutation relations, even in the case of “fermion+fermion” composites.
The realization of the operator algebra of quasibosons composed of two fermions or
two bosons, or two q-fermions (q-deformed fermions) is performed using the respective
operators of deformed oscillators. It should be noted that the latter are widely studied
objects. It is important that the obtained realization allows us to treat the creation,
annihilation operators along with the number operator for composite quasibosons as
the corresponding operators of deformed oscillators. Due to such a possibility, qua-
sibosons can be effectively treated as particles of nonstandard statistics (namely de-
formed bosons). The complete set of restrictions on quasiboson creation/annihilation
operators and on the deformed oscillator (deformed boson) algebra is obtained. Their
resolving proves the uniqueness of the family of deformations and gives explicitly the
deformation structure function characterizing deformed oscillator which provides the
desired realization. Besides, as the solution of the above mentioned conditions, all
possible quasiboson states appearing in the framework of the realization are derived.
In the case of two fermions or two bosons taken as constituents, the realization is
achieved when the deformation structure function is nothing but quadratic polyno-
mial in the number operator which involves discrete valued deformation parameter.
The case of two q-fermions, q 6= 1, taken as constituents is fundamentally different
from the cases of fermionic/bosonic constituents: the reason is that the q-fermionic
creation and annihilation operators are not nilpotent (of any order). In this case, the
obtained deformation structure function inherits the parameter q and does not con-
verge continuously, when q → 1, to the structure function (quadratic in the number
operator) of the first case on non-deformed structural fermions.

The obtained realization of quasibosons by deformed oscillators enables the study
of quasiboson states and especially their inter-component entanglement aspects using
the well developed formalism of deformed oscillators. It is proven that the internal
bipartite entanglement characteristics (or measures) for single two-component quasi-
boson are determined completely and exactly by the parameter of deformation. Such
well known characteristics as Schmidt rank, Schmidt number, entanglement entropy
and concurrence are evaluated and expressed explicitly through the deformation pa-
rameter. Vice versa, for quasibosonic states for which the realization does hold the
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deformation parameter is expressible through the entanglement measures. Due to that,
the internal bipartite entanglement of the constituents can be interpreted as the con-
cept revealing/providing physical meaning of the deformation parameter. The charac-
teristics of bipartite entanglement (concerning the two subsystems composed of differ-
ent kinds of quasibosonic constituents) are generalized to arbitrary multi-quasiboson
states. Particular examples of various multi-quasiboson states (Fock states, coherent
states etc.) are considered for which the entanglement characteristics are calculated
and again explicitly expressed through the deformation parameter.

It is important to know how the change of a system’s energy influences the quan-
tum correlation and/or quantum statistics properties of the system under study. For
that goal, the dependencies of the entanglement entropy, and likewise the other en-
tanglement characteristic – the purity, as functions of energy of state are found for
different states of composite bosons realized by deformed oscillators. That concerns
the states of single quasiboson and the already mentioned examples of Fock and co-
herent multi-quasiboson states. Depending on the type of constituents (two fermions
or two bosons) and on the concrete state of quasibosons, different character of mono-
tonicity of the energy dependence can be observed: in some cases the entanglement
entropy (or purity) increases with energy, and in the other cases the behavior shows
its falling. Besides, there exists a special case of more complicated behavior of entropy-
energy dependence showing two branches of monotonicity and implying a possibility
of bifurcation. Such dependencies can be also interpreted from the viewpoint of the
entanglement enhancement or production. Since the found energy dependencies allow
one to relate entanglement measures directly with the energy level of excitation, they
may be of practical interest e.g. in the experiments on particle addition/subtraction,
and also in some dissociation processes. The obtained results on the energy depen-
dence are illustrated graphically and their implications discussed.

The µ-deformed extension of Bose gas model based on so called µ-deformed os-
cillators was proposed recently. Previously, for that model the intercepts of r-particle
momentum correlation functions (correlation functions at coinciding momenta of par-
ticles) were treated for r = 2, 3, within certain order of approximation in µ. In the
thesis, for µ-Bose gas model the exact expressions for r-particle momentum correla-
tion function intercepts are derived, for all r, in explicit form and expressed through
the special function – Lerch transcendent; moreover the asymptotics of intercepts are
found (as functions of µ). For the deformed distribution function 〈a†kak〉, as well as
for the 2- and 3-particle intercepts, the dependence on particles momentum is studied
and presented graphically. Also, the comparison of the obtained results for correlation
intercepts as well as their asymptotics with the respective results from p, q-deformed
Bose gas model is given.

Keywords: composite (quasi)bosons, deformed oscillators, structure function and
parameter of deformation, entanglement, entanglement entropy, µ-deformation of
Bose gas, correlation functions intercepts.
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