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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Колоїднi розчини оточують нас у повсякденному
життi. Однак, їх вивчення є важливим не лише з прикладної, але й з фун-
даментальної точки зору, оскiльки вони є зручними модельними системами
багатьох фiзичних процесiв, починаючи з броунiвського руху, i, закiнчуючи
появою топологiчних дефектiв у ранньому Всесвiтi.

В останнє десятилiття особливу увагу привертають рiдкокристалiчнi ко-
лоїди – дисперснi системи, в яких роль дисперсiйного середовища вiдiгра-
ють, власне, рiдкi кристали. Своїми незвичними властивостями вони завдя-
чують далекому орiєнтацiйному порядку, що присутнiй в будь-якому рiдко-
му кристалi. Колоїднi частинки порушують впорядкування молекул остан-
нього, i таким чином ефективно взаємодiють мiж собою. Характерною осо-
бливiстю цих взаємодiй є їхнiй далекодiючий характер та направленiсть в
просторi. Це, в свою чергу, робить можливим iснування в таких системах
великого рiзноманiття регулярних колоїдних структур з цiкавими механiчни-
ми та електрооптичними характеристиками. Тому рiдкокристалiчнi колоїди
є перспективними об’єктами для технологiчних проривiв в питаннях створе-
ння гнучких дисплеїв, керування свiтлом (фотоннi кристали та оптичнi хви-
леводи), в сонячнiй енергетицi.

Теоретичне описання даних систем вимагає розв’язання нелiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь, i в абсолютнiй бiльшостi випадкiв здiйснюється ли-
ше чисельно. Аналiтичнi пiдходи ґрунтуються на феноменологiчному ефе-
ктивному функцiоналi вiльної енергiї, запропонованому в [1*]. Однак, всi
вони, в основному, присвяченi необмеженим колоїдам. На практицi ж зав-
жди доводиться мати справу з обмеженими системами. А це може суттє-
во впливати на взаємодiю мiж частинками. Тому в першiй частинi дисерта-
цiї (роздiли 2-5) ми пропонуємо загальний метод описання ефективних пру-
жних взаємодiй мiж колоїдними частинками довiльної форми та розмiру в
обмежених нематиках.

Друга частина дисертацiї (роздiли 6, 7) присвячена взаємодiям в холе-
стеричних та смектичних колоїдах. Завдяки своїй спiральнiй та шаруватiй
структурi цi середовища є надзвичайно подiбними на такi важливi бiологi-
чнi об’єкти, як розчини ДНК та клiтиннi мембрани. Тому розумiння проце-
сiв, що в них вiдбуваються, окрiм технологiчного значення, може пролити
свiтло на деякi аспекти фiзики живого.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Резуль-
тати, що увiйшли в дисертацiйну роботу, отримано в рамках планової науко-
вої тематики вiддiлу синергетики IТФ iм. М. М. Боголюбова НАН України
(“Мiкроскопiчнi та феноменологiчнi моделi фундаментальних фiзичних про-
цесiв у мiкро- та макросвiтi” (цiльова), шифр 1.4.1, 1.4.2, 1.4.5, 1.4.7, 1.4.8,
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1.4.9, РК № 0112U000056; “Формування структур та нерiвноважнi процеси
у вiдкритих системах”, шифр 1.4.7, 1.4.7.1, 1.4.7.2, РК № 0113U001093).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є теоре-
тичне описання ефективних пружних взаємодiй мiж колоїдними частинками
в обмежених рiдких кристалах. Зокрема, розв’язувалися наступнi задачi:
— отримання загальних виразiв для взаємодiї колоїдних частинок довiль-

ної форми в обмежених нематичних рiдких кристалах; встановлення
зв’язку мiж пружними мультипольними моментами частинки та симе-
трiєю поля директора в околi її поверхнi;

— дослiдження впливу зовнiшнього електричного або магнiтного поля на
взаємодiю аксiально-симетричних частинок в нематичнiй комiрцi;

— розрахунок параметрiв одно-, дво- та тривимiрних колоїдних структур в
нематиках;

— отримання загального виразу для взаємодiї малих сферичних частинок
в холестеричнiй комiрцi;

— знаходження потенцiалу взаємодiї малих колоїдних частинок в смекти-
чному рiдкому кристалi з врахуванням обмежень, накладених його ша-
руватою структурою.
Об’єктами дослiдження є обмеженi рiдкокристалiчнi колоїди (немати-

чнi, холестеричнi та смектичнi).
Предметом дослiдження є ефективнi пружнi взаємодiї мiж колоїдними

частинками.

Методи дослiдження. Для вирiшення поставлених задач застосовува-
лися метод ефективного функцiоналу вiльної енергiї [1*], метод функцiй
Грiна [2*], а також загальнi методи теоретичної фiзики та теорiї спецiальних
функцiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiї вперше:
1. Послiдовно встановлено зв’язок пружних мультипольних моментiв з си-

метрiєю поля директора в околi колоїдної частинки довiльної форми.
2. Передбачено ефект керованого анiзотропного притягання мiж дипольни-

ми частинками в гомеотропнiй комiрцi, помiщенiй в зовнiшнє електри-
чне або магнiтне поле.

3. Пояснено формування дво- i тривимiрних колоїдних структур та визна-
чено їхнi параметри. Описано ефект гiгантської електрострикцiї.

4. Розраховано параметри колоїдних структур, iндукованих неоднорiдним
розподiлом директора на поверхнях, що обмежують нематичний рiдкий
кристал.

5. Визначено характер i величину взаємодiї малих сферичних частинок в
холестеричнiй комiрцi.
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6. Отримано загальнi вирази для взаємодiї малих колоїдних частинок в
смектичному рiдкому кристалi з врахуванням його шаруватої структури.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота носить теорети-
чний характер. Отриманi в нiй результати можуть бути використанi як осно-
ва для подальших теоретичних та експериментальних дослiджень обмеже-
них рiдкокристалiчних колоїдних систем. Всi теоретичнi передбачення, ви-
словленi в дисертацiї, пiдлягають експериментальнiй перевiрцi.

Особистий внесок здобувача. Результати, що виносяться на захист,
отриманi автором самостiйно. У дослiдженнях, виконаних в спiвавторствi,
дисертант брав участь в постановцi задач та обговореннi результатiв. У ро-
ботi [1] автору належить iдея знаходження зв’язку мiж пружними мульти-
польними моментами та симетрiєю поля директора поблизу колоїдної ча-
стинки та вiдповiднi аналiтичнi розрахунки. У роботi [2] здобувачем викона-
нi аналiтичнi розрахунки, що дозволили передбачити ефект керованого при-
тягання мiж пружними диполями в зовнiшньому електричному полi. У ро-
ботах [3, 4] дисертантом розрахованi параметри одно-, дво- та тривимiрних
колоїдних структур. В роботi [3] автору також належить пояснення ефекту
гiгантської електрострикцiї. В роботах [5, 6] здобувачем виконанi всi аналi-
тичнi та чисельнi розрахунки.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати роботи допо-
вiдалися на “Planer-Smoluchowski Soft Matter Workshop on Liquid Crystal Col-
loids” (Lviv, Ukraine, October 5-7, 2011), International conference of young sci-
entists “Modern Problems of Theoretical Physics” (Kiev, Ukraine, December 21-
23, 2011), Young scientists conference “Modern Problems of Theoretical Physi-
cs” (Kyiv, Ukraine, October 23-26, 2012), ХIII Всеукраїнська школа-семiнар
зi статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини (Львiв, Україна, 5-
7 червня, 2013), Young scientists conference “Modern Problems of Theoreti-
cal Physics” (Kyiv, Ukraine, December 24-27, 2013), “Боголюбiвськi читання
2013” (Київ, 5-6 листопада, 2013), на семiнарах Nanosystem Research Insti-
tute (National Institute of Advanced Industrial Science and Technology, Japan),
на семiнарах вiддiлу синергетики IТФ НАНУ та вiддiлу теоретичної фiзики
Iнституту фiзики НАН України.

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi в 6 статтях [1–6] в ре-
ферованих наукових журналах i додатково висвiтленi в 5 збiрниках тез кон-
ференцiй [7–11].

Структура дисертацiї. Робота складається зi вступу, 7 роздiлiв, ви-
сновкiв, списку використаних джерел зi 104 найменувань та 1 додатку. Ди-
сертацiя викладена на 137 сторiнках машинописного тексту iз врахуванням
45 рисункiв i 3 таблиць.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть обраної теми, сформульовано мету i
задачi дослiдження, зазначено наукову новизну отриманих результатiв.

В першому роздiлi аналiзуються основнi аналiтичнi пiдходи до описан-
ня взаємодiй мiж колоїдними частинками в рiдких кристалах. Попри деякi
вiдмiнностi всi вони ґрунтуються на формальнiй аналогiї мiж малими де-
формацiями поля нематичного директора та електростатичним потенцiалом,
створеним системою зарядiв на великих вiдстанях вiд неї. В результатi, ко-
лоїдна частинка скiнченних розмiрiв може бути представлена певним точко-
вим джерелом деформацiй рiдкого кристалу, що описуються мультипольним
розкладом. Характеристики такого ефективного джерела називаються пру-
жними мультипольними моментами. Вводиться також важливе в подальшо-
му поняття шуби як уявної поверхнi, яка оточує частинку, мiстить всерединi
всi топологiчнi дефекти та нелiнiйнi деформацiї i має таку ж симетрiю, що й
реальне поле директора поблизу поверхнi частинки. Всюди за межами шуби
вiдхилення директора вiд основного стану є малими.

Другий роздiл присвячений побудовi загального методу описання пру-
жних взаємодiй мiж колоїдними частинками довiльної форми та розмiру в
обмежених нематичних рiдких кристалах. Вiдправною точкою є запропоно-
ваний в [1*] ефективний функцiонал вiльної енергiї, який в дисертацiї уза-
гальнюється до

Feff = K

∫
dx

[
(∇nµ · ∇nµ)2

2
−

−4πqµ(x)nµ − 4πpαµ(x)∂αnµ − 4πQαβµ (x)∂α∂βnµ
]
, (1)

де K – пружна константа (в одноконстантному наближеннi), nµ – малi вiд-
хилення директора вiд основного стану n0 = (0, 0, 1), µ пробiгає значення
x та y, а α i β – значення x, y, z (за грецькими iндексами, що повторюю-
ться, ведеться пiдсумовування) i, нарештi, qµ(x) = qµδ(x), pαµ(x) = pαµδ(x),
Qαβµ (x) = Qαβµ δ(x) є густинами пружних монопольного, дипольного та ква-
друпольного моментiв, вiдповiдно. Походження таких термiнiв стає очеви-
дним з рiвнянь Ейлера-Лагранжа для функцiоналу (1)

∆nµ = −4πqµ(x) + 4π
[
∂αp

α
µ(x)− ∂α∂βQαβµ (x)

]
, (2)

якi водночас є рiвняннями Пуассона. Їхнi розв’язки можуть бути знайденi за
допомогою теореми Грiна:

nµ =

∫
V

dx′Gµ(x,x′)
[
qµ(x′)− ∂′αpαµ(x′)− ∂′α∂′βQαβµ (x′)

]
, (3)
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де Gµ(x,x′) є вiдповiдними функцiями Грiна: ∆Gµ(x,x′) = −4πδ(x − x′)
для всiх x,x′ в об’ємi V , обмеженому поверхнею Σ, i Gµ(x, s) = 0 для всiх
s ∈ Σ. Тодi, пiдставивши (3) в (1) i врахувавши, що в силу лiнiйностi рiвнянь
(2), для системи N частинок справедливим є принцип суперпозицiї дефор-
мацiй, отримаємо енергiю колоїдної системи у виглядi суми одно- та дво-
частинкових енергiй

Feff =

N∑
i=1

U i(xi) +

N∑
i=1

∑
j<i

U ij(xi,xj). (4)

Останнi, в свою чергу, є сумами монополь-монопольної, монополь-диполь-
ної, монополь-квадрупольної, диполь-дипольної, диполь-квадрупольної i
квадруполь- квадрупольної взаємодiй, U ij = Uqq+Uqd+UqQ+Udd+UdQ+UQQ,
де

Uqq = −4πK qµ,i qµ,j Gµ(xi,x
′
j),

Uqd = −4πK
{
qµ,i p

α
µ,j ∂

′
αGµ(xi,x

′
j) + qµ,j p

α
µ,i ∂αGµ(xi,x

′
j)
}
, (5)

Udd = −4πK pαµ,i p
β
µ,j ∂α∂

′
βGµ(xi,x

′
j) i т. п.

Вирази (5) описують взаємодiї мiж колоїдними частинками в термiнах
їхнiх пружних мультипольних моментiв i вiдповiдних похiдних вiд функцiй
Грiна, що визначаються геометрiєю поверхнi Σ, яка оточує рiдкий кристал.

Мультипольнi моменти qµ, pαµ , Qαβµ є ефективними характеристиками ча-
стинки, що визначають поле директора в областi малих деформацiй. Iнакше
кажучи, всюди за межами шуби. Самi ж моменти визначаються поведiнкою
директора поблизу поверхнi частинки, а вiдтак є практично однаковими як в
обмежених, так i в необмежених системах. Тому, пiдставивши директор (3)
з Gx = Gy = 1/ |x− x′| в точний одночастинковий функцiонал

F =
K

2

∫
dx(∇nµ · ∇nµ)2 +

∮
dsW (s) [n(s) · ν(s)]

2
, (6)

в якому W – константа зчеплення, а ν – нормаль до поверхнi частинки в
точцi s, отримаємо F як функцiю мультипольних моментiв. З умови її мiнi-
муму випливає система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь Am = −c для знахо-
дження мультипольних моментiв, представлених тут вектор-стовпчиком m.
Вектор-стовпчик c визначається поверхневим iнтегралом з (6), а значить,
симетрiєю шуби. Матриця A задається об’ємною частиною (6). Вона зав-
жди може бути приведена до блочно-дiагонального вигляду A =

( Anh 0
0 Ah

)
шляхом перестановки рядкiв i стовпчикiв i є позитивно визначеною, detA =
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detAnh ·detAh > 0. При цьому Anh задає неоднорiдну, Ah – незалежну одно-
рiдну пiдсистему рiвнянь, яка має ненульовий визначник i, як наслiдок, ли-
ше тривiальний розв’язок. Таким чином, якщо деякий елемент стовпчика
вiльних членiв є нульовим, то нульовим є i вiдповiдний йому мультиполь.
А вiдтак, ненульовими є лише тi моменти, якi дозволенi симетрiєю дире-
ктора в околi колоїдної частинки, тобто, симетрiєю шуби. За вiдсутностi то-
пологiчних дефектiв остання спiвпадає з симетрiєю самої частинки, а при
їхнiй наявностi – може бути легко встановлена експериментально. Таким чи-
ном, запропонований метод дозволяє визначити характер ефективної взає-
модiї мiж колоїдними частинками довiльної форми та розмiру в довiльним
чином обмеженому нематичному рiдкому кристалi.

В третьому роздiлi вивчається вплив зовнiшнього електричного або ма-
гнiтного поля на взаємодiю аксiально-симетричних частинок в нематичнiй
комiрцi – в нематику, обмеженому двома паралельними площинами роздiле-
ними вiдстанню L. Для цього ефективний функцiонал (1) має бути доповне-
ний доданком, що описує взаємодiю рiдкого кристалу з полем,

F field
eff = Feff −

∫
dx
k2

2
(e · n)

2
, (7)

де k2 = (4π)−1∆εE2, якщо маємо справу з електричним полем, або k2 =
∆χH2, якщо з магнiтним; ∆ε = ε|| − ε⊥ i ∆χ = χ|| = χ⊥ – анiзотропiя
дiелектричної та магнiтної проникностi, вiдповiдно; e = E/E (e = H/H)–
орт поля i n = (nx, ny, 1) – директор. Залежно вiд знаку ∆ε (далi розгляда-
ємо лише електричне поле), крайових умов на стiнках комiрки та взаємної
орiєнтацiї e i n, поле по-рiзному впливає на взаємодiю i приводить до появи
низки ефектiв. Серед яких найбiльш практично значимим є кероване при-
тягання мiж частинками, помiщеними в комiрку з нормальною (гомеотро-
пною) орiєнтацiєю директора на стiнках. При E = 0 взаємодiя мiж частин-
ками, розташованими посерединi такої комiрки, є iзотропною i повнiстю вiд-
штовхувальною. Зовнiшнє поле, прикладене паралельно до стiнок, порушує
симетрiю взаємодiї та iндукує зони притягання, якi можуть бути локалiзо-
ванi або вздовж поля, якщо ∆ε < 0, або перпендикулярно до нього, якщо
∆ε > 0. При цьому рiвноважна вiдстань мiж частинками ρ0(E) залежить вiд
напруженостi поля E: чим бiльше E, тим менше ρ0 (див. Рис. 1). В немати-
ку з негативною анiзотропiєю дiелектричної проникностi ρ0(E) може бути
як завгодно малою (звичайно, слiд мати на увазi природне обмеження, пов’я-
зане зi скiнченнiстю розмiрiв частинок, а також можливий вплив нелiнiйних
ефектiв на малих мiжчастинкових вiдстанях). Якщо ж ∆ε > 0, напруженiсть
поля не може перевищувати порогового значення Et = π/L

√
4πK/|∆ε| для

переходу Фредерiкса. Це обмежує рiвноважну вiдстань знизу: тепер ρ0 &
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0.8L для диполiв, i ρ0 & 4.1L для пружних квадруполiв (Рис. 1). Така зале-
жнiсть дозволяє керувати положеннями колоїдних частинок за допомогою
зовнiшнього електричного або магнiтного поля.

E / E t

Δε < 0

Δε > 0

1 2

ρ 0
/ L

Рис. 1 Рiвноважна вiдстань мiж ди-
польними (лiнiї 1) i квадрупольними
(лiнiї 2) частинками в гомеотропнiй
нематичнiй комiрцi як функцiя на-
пруженостi однорiдного електричного
поля паралельного пiдкладкам.

Четвертий роздiл присвячено пружним мультипольним моментам ви-
щих, порiвняно з квадрупольним, порядкiв. Результати попереднiх роздiлiв
отриманi в наближеннi малих вiдхилень |nµ| � 1, µ = {x, y}, директора вiд
його основного стану n0 = (0, 0, 1). За таких умов n ≈ (nx, ny, 1). Енергiя
деформацiй при цьому може бути представлена в гармонiчнiй формi

Fhar =
K

2

∫
dx(∇nµ · ∇nµ)2, (8)

з якої випливає, що ∆nµ = 0. Ангармонiчна поправка до Fhar, пов’язана з
тим, що за означенням n2 ≡ 1, а тому n2

z = 1 − (n2
x + n2

y) = 1 − n2
⊥ 6= 1,

визначається функцiоналом

Fanhar =
K

2

∫
dx(∇nz)2 ≈ K

8

∫
dx(∇n2

⊥)2,

з якого тепер ∆nµ + 1
2nµ∆n2

⊥ = 0. Iнакше кажучи, якщо основний вклад в
nµ дає дипольний доданок, то ангармонiчна поправка веде себе як rµ/r7. А
тому в рамках гармонiчного наближення мультипольний розклад для части-
нок дипольної симетрiї повинен мiстити доданки до 1/r5 включно.

Як приклад, розглядається сферична частинка з точковим топологiчним
дефектом-компаньйоном (так званий гiперболiчний їжак). Симетрiя такої
конфiгурацiї дозволяє дипольний, квадрупольний, октупольний та 16-поль-
ний пружнi моменти. Їхнi величини знаходимо, апроксимуючи експеримен-
тальнi данi [3*]. Зазначимо одразу, що врахування 16-поля посилює роз-
бiжностi мiж теорiєю та експериментом, тому покладаємо його нульовим.
Вважаючи крiм того шуби частинок абсолютно твердими сфероїдами, роз-
раховуємо параметри одно-, дво- та тривимiрних колоїдних структур шля-
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хом мiнiмiзацiї енергiї мiжчастинкових взаємодiй. Отриманi параметри до-
бре узгоджуються з вимiряними експериментально. Повторивши цi ж дiї з
врахуванням лише дипольного та квадрупольного моментiв, отримаємо ре-
зультати далекi вiд реальностi. Це дозволяє стверджувати, що важлива роль
в процесах утворення колоїдних структур належить мультиполям високих
порядкiв.

В цьому ж роздiлi пропонується теоретичне описання вiдкритого нещо-
давно ефекту гiгантської електрострикцiї.

У п’ятому роздiлi розглядаються аксiально-симетричнi колоїднi частин-
ки в нематичнiй комiрцi з неоднорiдними крайовими умовами. Мається на
увазi, що в деяких областях на поверхнi Σ вiдхилення директора nµ, де
µ = {x, y}, вiд його основного стану n0 = (0, 0, 1) є ненульовими. Якщо nµ
при цьому зберiгають свою малiсть, то ефективний функцiонал (1) не змi-
нюється. Але самi вiдхилення визначаються тепер наступним виразом:

nµ(x) =

∫
V

dx′Gµ(x,x′)
[
−∂′µP (x′) + ∂′z∂

′
µC(x′)

]
− 1

4π

∮
Σ

ds′nµ(s′)
∂Gµ
∂n′

(x, s′).

(9)
Тут ∆Gµ(x,x′) = −4πδ(x − x′) для всiх x,x′ ∈ V , Gµ(x, s) = 0 для всiх
s ∈ Σ, a n′ є зовнiшньою нормаллю до Σ. Поверхневий iнтеграл в (9) не мi-
стить мультипольних моментiв. Тому вiн дає вклад лише в одночастинковi
енергiї U i, якi внаслiдок цього стають функцiями трьох координат частинки,
U i = U i(x, y, z), i за певних умов можуть домiнувати над двочастинкови-
ми енергiями U ij . В результатi, в об’ємi нематика можуть iснувати колоїднi
структури, стабiльнiсть яких забезпечується не потенцiалами парних взає-
модiй, як в роздiлi 5, а енергiєю взаємодiї окремої частинки з поверхнями,
що обмежують рiдкий кристал.

Q < 0
Q > 0

y

z

ny(s) > 0

n || z

Рис. 2 Двовимiрна структура, утво-
рена квадрупольними частинками (бi-
лими або чорними), в планарнiй не-
матичнiй комiрцi з “шахiвницями” на
обох пiдкладках. Штриховими лiнiя-
ми зображено вiдповiднi елементарнi
комiрки.

Так, наприклад, в звичайнiй комiрцi з однорiдною тангенцiальною (пла-
нарною) орiєнтацiєю директора на стiнках частинки квадрупольної симетрiї
утворюють досить щiльно упаковану двовимiрну гратку з елементарною ко-
мiркою у виглядi паралелограма. Якщо ж на стiнки нанесено “шахiвницю”
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неоднорiдних крайових умов, квадруполi формуватимуть квадратну гратку з
як завгодно великою сталою (Рис. 2).

В шостому роздiлi розглядаються взаємодiї в обмежених холестериках.
Малi деформацiї їхнього директора n описуються полями u(x) i v(x) таки-
ми, що n = (cos qz − u sin qz, sin qz + u cos qz, v), де q = 2π/p – хвильове
число холестеричної спiралi з кроком p. Енергiя об’єму холестерика визна-
чається функцiоналом

Fbulk =
K

2

∫
dx
[
(∇v)2 + (∇u)2 + q2v2+

+q

(
∂u

∂x
v − ∂v

∂x
u

)
cos qz + q

(
∂u

∂y
v − ∂v

∂y
u

)
sin qz

]
, (10)

який мiстить доданки типу ∂u
∂xv,

∂v
∂xu тощо. В результатi, строгий розгляд

Fbulk є досить складним. Тому ми наївно вiдкинемо такi доданки i знайдемо
енергiю мiжчастинкової взаємодiї. А тодi оцiнимо їхнiй вклад у знайдений
потенцiал (пiдроздiл 6.3). Пiсля “роздiлення” змiнних у (10) матимемо два
незалежнi лiнiйнi рiвняння для знаходження u(x) i v(x). Цi рiвняння, однак,
вже не є рiвняннями Лапласа, як це було в нематиках. Вiдтак i ефективнi
характеристики частинки в холестериках не можуть бути знайденi з прямої
електростатичної аналогiї. Тому далi ми обмежимось частинками меншими
за крок спiралi. Це дозволяє представити поверхневу енергiю i-ї частинки
Fsurf =

∮
dsW [ν · n]

2 в лiнеаризованому виглядi

Fsurf ≈ B̂iu(xi) + Ĉiv(xi), (11)

розвинувши директор в ряд навколо її центру мас xi. Оператори B̂i та Ĉi ви-
значаються формою частинки, а ними, в свою чергу, задається енергiя пар-
ної взаємодiї

Uij = − 1

4πK

[
B̂iB̂jGu(xi,xj) + ĈiĈjGv(xi,xj)

]
. (12)

Тут ∆Gu(x,x′) = −4πδ(x− x′), ∆Gv(x,x
′)− q2Gv(x,x

′) = −4πδ(x− x′)
i обидвi функцiї Грiна Gu i Gv є нульовими всюди на поверхнi Σ. В рамках
зроблених припущень вираз (12) описує взаємодiю двох малих (менших за
крок спiралi) колоїдних частинок довiльної форми в довiльним чином обме-
женому холестерику.

В якостi прикладу розглянуто сферичнi частинки в холестеричнiй комiр-
цi (рiдкий кристал, обмежений двома площинами нормальними до осi спi-
ралi). Вiдсутнiсть трансляцiйної симетрiї холестеричної фази проявляє себе
в складнiшому, бiльш анiзотропному анiж в нематиках характерi взаємодiї.
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Додатковим фактором впливу при цьому є число пiвкрокiв спiралi, що вкла-
даються в комiрку. Цiкавою особливiстю холестерикiв, яка водночас пiдкре-
слює їхню вiдмiннiсть вiд нематикiв, є неквадрупольний характер взаємодiї
мiж сферичними частинками. Так, в нематиках енергiя взаємодiї двох сфер
змiнюється з вiдстанню як UQQ ∝ 1/r5 при r → 0. А в холестериках UQQ

мiстить крiм того “повiльнiшi” доданки типу exp[−qr]/rm, де m = {1, 2, 3}.
В пiдроздiлi 6.3 показано, що вклад у потенцiал взаємодiї перехресних

доданкiв, присутнiх у вiльнiй енергiї (10), є незначним, якщо вiдстань мiж
частинками перевищує вiдстань мiж стiнками комiрки L. На менших вiдста-
нях їхнiм вкладом в загальному випадку нехтувати не можна. Однак, вiн є
строго нульовим вздовж певних напрямкiв, якi визначаються положеннями
частинок та вiдношенням L/p.

Сьомий роздiл присвячений особливостям колоїдних взаємодiй в сме-
ктичних рiдких кристалах. Їхнi молекули формують регулярнi шари товщи-
ни λ ∼ 1 nm, але в самих шарах розташовуються хаотично. Подiбний пози-
цiйний квазiпорядок накладає певнi обмеження на хвильовi вектори q мо-
жливих деформацiй рiдкого кристалу. Вперше на це було вказано в дослi-
дженнях ефекту Казимира в шаруватих середовищах, де виключення з роз-
гляду флуктуацiй з довжинами хвиль меншими за розмiри молекул дозволяє
отримати скiнченну величину вiдповiдної сили Казимира. Ми використаємо
аналогiчну умову: будемо вважати, що в смектиках можуть iснувати лише
деформацiї з |q| 6 q0 ∼ 1/λ.

Якщо амплiтуда деформацiй при цьому є малою, то смектичний рiдкий
кристал може бути повнiстю описаний в термiнах скалярного поля u(x), яке
в кожнiй точцi задає вiдхилення шару вздовж нормалi до нього. Об’ємна ча-
стина вiльної енергiї в термiнах u(x) записується як

Fbulk =
B

2

∫
dx
[
(∇zu)2 + λ2(∇2

⊥u)2
]
, (13)

де B – модуль стиснення, ∇⊥ – оператор градiєнту в площинi xy (вiсь z
вибираємо перпендикулярною до площини шарiв). Звiдси стає очевидним,
що пряма аналогiя з електростатикою в смектиках неможлива. Через те, як i
в холестериках, обмежимось малими (спiввимiрними з λ) частинками. Тодi
знову можемо лiнеаризувати поверхневу частину вiльної енергiї, розвинув-
ши директор n = (−∇xu, −∇yu, 1) в ряд навколо центру xi i-ї частинки,

Fsurf = −
N∑
i=1

âi∇⊥u(xi). (14)

Явний вигляд оператора âi визначається формою i-ї частинки. Розв’язавши
тепер рiвняння Ейлера-Лагранжа для функцiоналу Fbulk+Fsurf, заданi вираза-
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ми (13) i (14), та, пiдставивши в нього знайдений розв’язок, отримаємо енер-
гiю парної взаємодiї мiж малими частинками довiльної форми

Uij =
2

π2B
âiâj

[
− 2

q0
cos q0z + izE1(iq0z)− izE1(−iq0z)

]
×

×
[
2
q2
0

r2
⊥
J2(q0r⊥)− q3

0

r⊥
J3(q0r⊥)

]
, (15)

де z – вiдстань мiж частинками вздовж нормалi до шарiв, а r⊥ – в їхнiй пло-
щинi; E1(x) =

∫∞
x
dt e−t/t – iнтегральна показникова функцiя, а J2 i J3 по-

значають вiдповiднi функцiї Бесселя. Характерними особливостями потен-
цiалу (15) є немонотонна осциляцiйна поведiнка та скiнченнi значення енер-
гiї у всьому дiапазонi вiдстаней мiж частинками. Жодна з цих властивостей
не була представлена у попереднiх дослiдженнях, якi враховували деформа-
цiї з як завгодно малими довжинами хвиль та давали нефiзичнi результати
при z = 0.

У висновках коротко пiдсумовуються головнi результати дисертацiї.
Додаток мiстить похiднi вiд функцiй Грiна для холестеричної комiрки.

ВИСНОВКИ

1. Запропоновано загальний метод теоретичного описання ефективної пру-
жної взаємодiї мiж колоїдними частинками довiльної форми, розмiру та
типу зчеплення в обмежених нематичних рiдких кристалах. Характер
та величина взаємодiї визначається деякими ефективними характеристи-
ками частинок – пружними мультипольними моментами. Встановлено
зв’язок останнiх iз симетрiєю поля директора поблизу поверхнi колої-
дної частинки.

2. Передбачено появу керованого анiзотропного притягання мiж аксiально-
симетричними частинками в гомеотропнiй комiрцi, помiщенiй в однорi-
дне зовнiшнє електричне або магнiтне поле паралельне її стiнкам. Цей
ефект дозволяє манiпулювати колоїдними частинками, а вiдтак може ма-
ти практичне застосування.

3. Показано важливу роль пружних моментiв вищих порядкiв (зокрема,
октупольного) у формуваннi колоїдних структур з дипольних частинок.
Розраховано параметри таких структур та пояснено вiдкритий недавно
ефект гiгантської електрострикцiї тривимiрних колоїдних кристалiв.

4. Передбачено iснування колоїдних структур, iндукованих неоднорiдним
розподiлом директора на поверхнях, що обмежують нематичний рiдкий
кристал. Їхнi характеристики не залежать вiд особливостей потенцiалу
мiжчастинкової взаємодiї, а визначаються лише одночастинковою енер-
гiєю (енергiєю взаємодiї частинки з обмежуючими поверхнями). Це пе-
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редбачення потенцiйно теж може бути використане для управлiння ко-
лоїдними частинками.

5. Встановлено характер взаємодiї сферичних частинок, дiаметри яких є
меншими за крок спiралi, в холестеричнiй комiрцi. У потенцiалi взає-
модiї присутнi доданки неквадрупольної природи (нагадаємо, що самi
частинки мають квадрупольну симетрiю, i в нематиках взаємодiють як
квадруполi). Цей ефект є яскравою iлюстрацiєю того, як змiна типу орi-
єнтацiйного порядку в рiдкому кристалi може впливати на характер вза-
ємодiї мiж колоїдними частинками.

6. Отримано загальний вираз для енергiї взаємодiї малих (спiввимiрних з
товщиною шару) частинок довiльної форми в смектичному рiдкому кри-
сталi. Показано, що послiдовне врахування шаруватої структури такого
середовища в рамках континуального наближення приводить до прин-
ципово iншого мiжчастинкового потенцiалу. Його характерною особли-
вiстю є немонотонна залежнiсть вiд вiдстанi. Це вказує на можливiсть
iснування у смектиках стабiльних колоїдних структур з малих частинок.
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Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математи-
чних наук за спецiальнiстю 01.04.02 — теоретична фiзика. — Iнститут теоре-
тичної фiзики iм. М. М. Боголюбова НАН України, Київ, 2014.

Дисертацiя присвячена побудовi теорiї ефективних пружних взаємодiй
в обмежених рiдкокристалiчних колоїдах. На основi аналогiї з електроста-
тикою пропонується загальний метод описання подiбних взаємодiй мiж ча-
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стинками довiльної форми та розмiру в обмежених нематичних рiдких кри-
сталах. Отриманi результати узагальнюються на випадок зовнiшнього еле-
ктричного поля. Аналiзується роль вищих пружних мультиполiв в процесах
утворення колоїдних структур. Розглядаються також структури, iндукованi
неоднорiдним розподiлом директора на пiдкладках нематичної комiрки. По-
казано, що вищий ступiнь впорядкованостi холестерикiв та смектикiв при-
водить до потенцiалiв взаємодiї, якi суттєво вiдрiзняються вiд своїх немати-
чних аналогiв.

Ключовi слова: рiдкокристалiчнi колоїди, пружнi взаємодiї, пружнi муль-
типолi, колоїднi структури, нематична комiрка.

АННОТАЦИЯ

Товкач О. Н. Взаимодействия и формирование структур в ограни-
ченных жидкокристаллических коллоидах. — На правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математи-
ческих наук по специальности 01.04.02 — теоретическая физика. — Институт
теоретической физики им. Н. Н. Боголюбова НАН Украины, Киев, 2014.

Диссертация посвящена построению теории эффективных упругих взаи-
модействий в ограниченных жидкокристаллических коллоидах. На основе
аналогии с электростатикой предлагается общий метод описания подобных
взаимодействий между частицами произвольной формы и размера в ограни-
ченных нематических жидких кристаллах. Полученные результаты обобща-
ются на случай внешнего электрического поля. Анализируется роль высших
упругих мультиполей в процессах образования коллоидных структур. Рас-
сматриваются также структуры, индуцированные неоднородным распреде-
лением директора на стенках нематической ячейки. Показано, что высшая
степень упорядоченности холестериков и смектиков приводит к взаимодей-
ствиям, которые существенно отличаются от своих нематических аналогов.

Ключевые слова: жидкокристаллические коллоиды, упругие взаимодей-
ствия, упругие мультиполи, коллоидные структуры, нематическая ячейка.

ABSTRACT

Tovkach O. M. Interactions and structures formation in confined liquid
crystal colloids. — Manuscript.

Thesis for the Doctor of Philosophy degree (Candidate of Science in Physi-
cs and Mathematics) in speciality 01.04.02 — theoretical physics. — Bogolyubov
Institute for Theoretical Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine,
Kyiv, 2014.

The dissertation is devoted to confined liquid crystal colloids. These systems
are of considerable interest because of their unusual properties arising from a
specific type of interactions between colloidal particles via the distortions they
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produce in liquid crystal media. Such highly anisotropic long-range interactions
never occur in usual isotropic hosts and result in various regular superstructures.

Departing from an analogy between small director distortions and the electric
potential, we show that in a nematic liquid crystal a colloidal particle of finite size
can be treated as some effective point-like source of the deformations. The latter
obey the Laplace equation and thus allow the multipole expansion. Namely these
effective particles’ characteristics, coefficients of the expansion referred as elastic
multipoles, determine the interactions. The manuscript establishes a link from the
director’s symmetry in the particle’s vicinity to the corresponding multipoles. Si-
nce this symmetry is easily experimentally observable, the results we present are
applicable to particles of arbitrary shapes, sizes, and anchoring strengths.

Influence of an external electric or magnetic field on the interaction of axi-
ally symmetric particles in a nematic cell is examined. Different cells and ori-
entations of the field are considered. It is predicted, in particular, that the field
parallel to the substrates of a homeotropic cell gives rise to controllable attracti-
on between the particles. Their equilibrium positions depend on the field strength:
The stronger the field, the closer the particles. In nematics with negative dielectric
anisotropy ∆ε, the particles aline along the field. If ∆ε > 0, they prefer the
perpendicular direction.

A simple theoretical model which explains a formation of dipolar two- and
three-dimensional colloidal structures in nematic liquid crystals is proposed. Col-
loidal particles are assumed to be effective hard spheroids interacting via their
elastic dipole, quadrupole and octupole moments. It is shown that the octupole
moment plays an important role in the formation of two- and three-dimensional
superstructures of colloidal particles. We generalize this assumption on the case
of the external electric field presence and theoretically explain a giant electrostri-
ction effect which was discovered recently.

The existence of colloidal structures governed by surface patterns on the sub-
strates of a nematic cell is theoretically predicted as well. These bulk structures
arise from non-uniform boundary conditions for the director distortions at the
confining surfaces. Characteristics of the lattices are determined by the one-par-
ticle energies and may be substantially different from those of the usual structures
which are formed by the interparticle interactions. In particular, we demonstrate
that quadrupole spherical particles (like spheres with boojums or Saturn-ring di-
rector configurations) form a square lattice inside a planar nematic cell with che-
ckerboard patterns on both its plates. At the same time, in a “smooth” planar cell
the beads arrange into a close-packed lattice with a parallelogram unit cell.

The elastic interaction of spherical colloidal particles immersed into a confi-
ned cholesteric liquid crystal is examined in less detail. Here we are restricted
to the case of weak anchoring on the particles’ surfaces. Under this assumption,
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we derive a general expression for the energy of the interaction between small
beads (with radii much smaller than the cholesteric pitch) suspended in the li-
quid crystal confined by two planes normal to the helix axis. The resulting form
of the interaction energy has more complex spatial pattern and energy vs. di-
stance dependence than that in nematic colloids. An interesting peculiarity of the
interaction is the presence of the non-quadrupole terms (i.e. the terms, which do
not behave as 1/r5 if r → 0) in the interaction potential for the particles of
quadrupole symmetry. This effect reflects breaking of the symmetry of the di-
rector distribution around the particle in the case of the helical ground state. The
off-diagonal coupling in the bulk free energy was shown to be of minor impor-
tance at interparticle distances larger than the cell thickness. Though its impact is
non-negligible at small r, it can be vanishing along some particular directions.

Finally, we investigate the peculiarity of the elastic interactions in a smectic
liquid crystal. A layered structure of such a host imposes restrictions on possible
distortions of its ordering. Within the continuous description only the distortions
(displacements of smectic layers) with characteristic wavelengths larger than the
layer spacing can exist. In fact, this constraint is identical to the natural restri-
ction of Debye frequency in solid state systems or to the restrictions on possi-
ble fluctuations commonly used in the calculations of Casimir forces in layered
media. Using this suggestion we derive the interaction potential valid for colloidal
particles of arbitrary shape in a full range of interparticle distances. Its distinctive
features are non-monotonic oscillating behavior and finite values in both, normal
and parallel to the layers, directions. None of these peculiarities was obtained
in the previous studies, which took into account the distortions with arbitrarily
small wavelengths and gave improper results for the interaction potential within
one molecular layer. Promisingly, the predicted interaction is sufficient for the
formation of various stable superstructures of small colloidal particles. We hope
they could be observed experimentally.

Keywords: liquid crystal colloids, elastic interactions, elastic multipoles, col-
loidal structures, nematic liquid crystal cell.
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