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ВСТУП

У багатьох задачах квантової теорiї поля, квантовiй оптицi, в теорiї

квантових обчислень виникає необхiднiсть представлення складних експо-

ненцiальних некомутуючих операторiв у виглядi добутку бiльш елемен-

тарних i зручних для застосування операторiв. Таку задачу прийнято

називати розплутуванням.

Математично метод розплутування можна звести до розв’язування сис-

теми лiнiйних диференцiальних рiвнянь [1]. Базова iдея була представлена

у 1950-х Фейнманом [2] та Глаубером [3], i потiм розвинута у рiзнi напрямки

багатьма авторами [1,4]. Метод розплутування був нещодавно представле-

ний в оглядi Попова [5].

Для окремих випадкiв iснують декiлька методiв, що вирiшують проблему

розплутування аналiтично та точно. Найвiдомiшi з них: диференцiювання

по параметру [3, 4], матричне представлення алгебри Лi [6], метод, що

використовує перетворення подiбностi [4, 7].

I по сьогоднiшнiй день задача створення зручних методiв розплутування,

якi б дозволяли ефективно вирiшувати задачу розплутування для довiль-

них наборiв некомутуючих операторiв, залишається актуальною. Комп’ю-

терна реалiзацiя таких методiв значно б полегшила вирiшення вiдповiдних

обчислювальних задач.

У другому роздiлi даної дисертацiї розглядається метод розплутування,

створений на основi формули Бейкера-Кемпбелла-Хаусдорфа (БКХ) [8–10],

та його комп’ютерна реалiзацiя. Зокрема, даний метод розплутування буде

використано у третьому роздiлi даної дисертацiної роботи.

Однiєю з фундаментальних задач фiзики є пошук гравiтацiйних хвиль.

Згiдно загальнiй теорiї вiдносностi (ЗТВ), гравiтацiйнi хвилi викликають

надзвичайно малi перiодичнi змiни вiдстанi мiж пробними частинками, як

наслiдок коливання самого простору.

Для реєстрування гравiтацiйних хвиль широко застосовуються детекто-
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ри, що мають назву iнтерферометричних гравiтацiйних детекторiв [11], в

основi яких лежить модифiкований iнтерферометр Майкельсона [11]. Iдею

використати лазернi iнтерферометри для пошуку гравiтацiйних хвиль було

висловлено ще в 1960-х [12] та експериментально дослiджено у 1970-х [13,

14]. Реальний перший експеримент, в якому була досягнута велика (на

той час) чутливiсть до зсуву тестових мас, був проведений Форвардом [15]

у 1978 роцi. На сьогоднiшнiй день найбiльш масштабними працюючими

iнтерферометричними детекторами є проекти VIRGO (3 км), TAMA-300

(300 м), GEO600 (600 м) та LIGO (2 км i 4 км). У дужках вказано довжину

рукова детектора.

Головною проблемою на шляху до пошуку гравiтацiйних хвиль є недо-

статня чутливiсть усiх iснуючих на сьогоднiшнiй день детекторiв. Най-

головнiшим викликом в побудовi гравiтацiйного детектора є досягнення

якомога кращої чутливостi детектування.

Для сучасних детекторiв чутливiсть в основному обмежується квантово-

механiчним шумом (надалi квантовий шум) [16]. Квантовий шум вiдповiдає

класу шумiв, що виникають через квантову природу джерела свiтла в

процесi детектування фотонiв у iнтерферометрах [17].

У iнтерферометричному детекторi гравiтацiйних хвиль, побудованому

на основi iнтерферометра Майкельноса, присутнi два основнi джерела кван-

тового шуму [16]: (i) фотонний шум [18] (shot noise), що виникає з невизна-

ченостi у числi фотонiв на виходi iнтерферометра через квантово-механiчнi

флуктуацiї; (ii) шум радiацiйного тиску (radiation-pressure noise), який ви-

никає з невизначеностi у положеннi дзеркал через квантовi флуктуацiї

внутрiшнiх полiв, що викликають флуктуацiї радiацiйного тиску, який i

рухає дзеркала.

На початку 1980-х Кейвз [19] запропонував використати стиснене свiтло

у iнтерферометричних детекторах гравiтацiйних хвиль з метою зменшення

квантового шуму. В наступнi роки вийшла значна кiлькiсть робiт [20–23],
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в яких "метод стиснених станiв" дослiджувався та розвивався далi.

Покази детектора безпосередньо пов’язанi з фотонним шумом на виходi

iнтерферометра. Основною задачею робiт [20–23] був теоретичний опис

статистики фотонiв на виходi iнтерферометра, моделювання того, як ви-

користання стисненого свiтла впливає на величину квантового шуму у

вихiдному сигналi, а також встановлення зв’язку мiж квантовим шумом

та точнiстю вимiру позицiї дзеркал в iнтерферометрi.

Центральним елементом iнтерферометра Майкельсона є свiтлодiльник

[23]. Бiльшiсть попереднiх робiт обмежувалась аналiзом статистики фото-

нiв при 50/50 свiтлодiльнику (дiльник розщiплює пучок на два з однаковою

iнтенсивнiстю) i знаходженням середнього очiкуваного значення та диспер-

сiї числа фотонiв на виходi свiтлодiльника iнтерферометра. У нещодавнiй

роботi Барака та Бен-Ар’єна [23] було запропоновано метод, що в принципi

дає можливiсть провести аналiз статистики на виходi свiтлодiльника iнтер-

ферометра Майкельсона при усiх можливих коефiцiєнтах розщеплення

свiтлодiльника, а також обчислити розподiл ймовiрностей числа фотонiв у

вiдповiдному вихiдному станi. Однак, через застосованi в роботi Барака на-

ближення, аналiз обмежився лише двома випадками для коефiцiєнту роз-

щеплення свiтлодiльника, а саме 50/50 розщепленням, та так званим ви-

падком темного порту, коли майже всi фотони вхiдного когерентного поля

прямують до першого вихiдного порту, i лише мала частина до другого,

темного, порту.

Для випадку темного порту отриманий у [23] результат стверджує, що

використання стиснених станiв не тiльки зменшує квантовий шум, а й одно-

часно пiдсилює сигнал на виходi. Таке передбачення виглядає контрiнту-

iтивно.

У третьому роздiлi даної дисертацiйної роботи представлено результати

дослiджень квантового шуму у вихiдному сигналi свiтлодiльника iнтерфе-

рометра, проведений розширений аналiз статистики фотонiв на виходi для
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усiх можливих значень коефiцiєнта розщеплення свiтлодiльника, а також

перевiрено вiрнiсть передбачення роботи [23] для випадку темного порту

iнтерферометра Майкельсона.

Отже, питання дослiдження квантового шуму у iнтерферометричних

детекторах на сьогоднiшнiй день є досить актуальним. За останнi роки

з’являються новi роботи, присвяченi цьому питанню [23–25]. Добре розум-

iння квантових шумiв у iнтерферометричних детекторах гравiтацiйних

хвиль дає змогу суттєво пiдвищити точнiсть вимiру зсуву тестових мас в

детекторi, i тим самим, внести вагомий внесок у вирiшення задачi пошуку

гравiтацiйних хвиль.

Ще однiєю широкою областю фiзики, де вивченню i врахуванню шумiв

придiляють велику увагу, є теорiя квантової iнформацiї. Пiсля появи вiдо-

мої роботи Ейнштейна, Розена, Подольського (ЕПР) [26], в якiй висловлена

концепцiя про неповноту квантового опису фiзичної реальностi, були здiй-

сненi численнi спроби побудови бiльш досконалих теорiй, якi б не порушу-

вали принципу причинностi в класичному тлумаченнi.

У 1964 р. Белл [27], беручи до уваги ЕПР, як робочу гiпотезу, сформулю-

вав її в термiнах моделей з локальними прихованими параметрами (Local

Hidden Variable Models (LHVM)), i показав, що данi моделi накладають

обмеження на статистичнi кореляцiї в експериментах над системами. Такi

обмеження були сформульованi у формi тепер вже добре вiдомих нерiвнос-

тей Белла. Белл показав далi, що вiдповiднi кореляцiї, якi обчислюються за

правилами квантової механiки, порушують вказанi нерiвностi для деяких

квантово-механiчних станiв, що називаються заплутаними (сплутаними).

Отже, заплутанiсть є такою особливiстю квантового формалiзму, що по-

роджує специфiчнi, виключно квантовi, кореляцiї, що не можуть вiдтвор-

юватись будь-якою класичною моделлю. В подальшому нерiвностi Белла

були переформульованi у такий спосiб, який би дозволив експериментально

пiдтвердити або спростувати порушення нерiвностей.
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У 1982 р. групою Аспекта [28] був поставлений експеримент по перевiрцi

можливого порушення нерiвностей Белла. З ймовiрнiстю, що вiдповiдає

п’яти стандартним вiдхиленням, експериментальнi данi порушували нерiв-

нiсть Белла. Численнi наступнi експерименти показали [29–31], що їх резу-

льтати також узгоджуються з квантово-механiчним описом фiзичної реа-

льностi.

Отже, специфiчна квантова кореляцiя набула статусу реальностi, а зап-

лутанi стани, що породжують таку кореляцiю, стали об’єктом iнтенсивних

дослiджень. Стало зрозумiло, що заплутанiсть є ресурсом для вирiшення

некласичних задач. З’явилися такi науковi напрямки, як квантова крипто-

графiя [32,33], квантова комунiкацiя, квантовi обчислення [34–37], квантова

телепортацiя [38–40]. Всi цi напрямки об’єднала нова мiждисциплiнарна

область – теорiя квантової iнформацiї [41–44]. Методи створення, накопи-

чення, збереження, розподiлення та передачi на вiдстань заплутаностi [45–

48] стали предметом iнтенсивних дослiджень у наш час.

Одним з основних питань в теорiї квантової заплутаностi є питання:

чи даний квантово-механiчний стан є заплутаним? Для вiдповiдi на це

питання було розроблено рiзнi критерiї сепарабельностi як для чистих, так

i мiшаних станiв.

Найбiльш вивченою в теорiї заплутаностi є двочастинкова заплутанiсть.

На сьогоднiшнiй день широко розповсюдженим джерелом заплутаностi є

поляризацiйно заплутанi пари фотонiв, утворенi в процесi параметричної

вниз-конверсiї типу II (parametric down-conversion process type II) [49].

Вiдомий факт, що в експериментах по генерацiї заплутаних станiв через

присутнiсть шумiв чистi заплутанi стани стають зашумленими, тобто мiша-

ними. Четвертий роздiл даної дисертацiї присвячено дослiдженню поляри-

зацiйно заплутаних станiв пари фотонiв, утворених в процесi параметричної

вниз-конверсiї типу II, за наявностi шуму у станi. Знаходились умови

виявлення заплутаностi в таких станах в залежностi вiд типу шуму та його
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вмiсту у станi.

Дослiдження поляризацiйно заплутаних станiв пари фотонiв, утворених

в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II є важливим для подальшого

розвитку теорiї заплутаностi в цiлому, оскiльки саме такi фотони є найпо-

ширенiшим на сьогоднiшнiй день експериментальним джерелом заплута-

ностi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконувалась в рамках дослiджень, якi проводяться на кафедрi

квантової теорiї поля фiзичного факультету Київського нацiонального унi-

верситету iменi Тараса Шевченка по темi № 11БФ051-01 (номер держреє-

страцiї 0106U006394).

Мета i задачi дослiдження. Мета дослiдження полягає у розробцi

методу розплутування експоненцiальних некомутуючих операторiв на ос-

новi формули Бейкера-Кемпбелла-Хаусдорфа та комп’ютернiй реалiзацiї

даного методу; вивченнi та аналiзi статистики фотонiв на виходi свiтло-

дiльника iнтерферометра Майкельсона з метою покращення чутливостi

iнтерферометра; у дослiдженнi та аналiзi поляризацiйно заплутаних станiв

пари фотонiв, утворених в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II

при наявностi кольорового i бiлого шумiв.

Задачi дослiдження полягають у:

• розробцi на основi формули Бейкера-Кембелла-Хаусдорфа методу роз-

плутування експоненцiальних некомутуючих операторiв, що належать скiн-

чено-вимiрнiй алгебрi Лi та створеннi комп’ютерної реалiзацiї даного мето-

ду;

• вивченнi квантового шуму у iнтерферометрi Майкельсона; знаходженнi

розподiлу ймовiрностей числа фотонiв на виходi свiтлодiльника iнтерферо-

метра Майкельсона для рiзних випадкiв розщеплення вхiдного свiтла свiтло-

дiльником;

• дослiдженнi залежностi величини сигналу (середнього значення числа
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фотонiв) та шуму (дисперсiї) на виходi свiтлодiльника вiд параметру стис-

нення вхiдного стисненого вакуумного стану;

• вивченнi випадку темного порту: перевiрцi можливостi одночасного

пiдсилення сигналу та зменшення шуму;

• побудовi та дослiдженнi матрицi густини поляризацiйного стану пари

фотонiв, утворених в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II в залеж-

ностi вiд вмiсту шуму у станi;

• знаходженнi, використовуючи критерiї сепарабельностi та нерiвнiсть

Белла, умов наявностi заплутаностi в двофотонному поляризацiйному станi

в залежностi вiд вмiсту шуму у станi.

Об’єктами дослiдження є експоненцiальнi некомутуючi оператори,

стани фотонiв на виходi свiтлодiльника iнтерферометра Майкельсона та

поляризацiйно заплутанi пари фотонiв, утворенi в процесi параметричної

вниз-конверсiї типу II.

Предметом дослiдження є методи розплутування експоненцiальних

некомутуючих операторiв; статистика та квантовi шуми фотонних станiв

на виходi свiтлодiльника iнтерферометра Майкельсона i квантовi кореляцiї

та шуми у станах фотонiв, утворених в процесi параметричної вниз конвер-

сiї типу II, критерiї сепарабельностi поляризацiйних станiв пари фотонiв

та умови наявностi заплутаностi в таких станах.

Методами дослiдження є методи квантової оптики, формалiзм ко-

герентних та стиснених станiв для опису станiв фотонiв у iнтерферометрi

Майкельсона, аналiтичнi методи квантової механiки, зокрема формалiзм

хвильової функцiї та матрицi густини для опису станiв фотонiв, утворених

в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II. Застосовуються критерiй

Переса-Городецького та критерiй мажорування для аналiзу на сепарабе-

льнiсть двофотонних станiв. Для аналiзу отриманих аналiтичних виразiв

використовуються методи комп’ютерного числового дослiдження.
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Наукова новизна одержаних результатiв.

• На основi формули Бейкера-Кемпбелла-Хаусдорфа розроблено метод,

що дозволяє проводити розплутування експоненцiальних некомутуючих

операторiв для довiльних скiнчено-вимiрних алгебр Лi; створено вiдповiдну

комп’ютерну реалiзацiю.

• Вперше отримано аналiтичну формулу для обчислення розподiлу ймо-

вiрностей числа фотонiв на виходi свiтлодiльника iнтерферометра Май-

кельсона для всiх можливих значень коефiцiєнту розщеплення свiтлодi-

льника i параметру вхiдного когерентного стану та параметру стиснення

вхiдного стисненого вакуумного стану; на основi отриманої формули про-

ведено аналiз статистики фотонiв на виходi свiтлодiльника iнтерферометра

Майкельсона.

• Вперше детально дослiджено випадок темного порту iнтерферометра.

Виявлено, що для випадку темного порту iнтерферометра стиснення не

впливає iстотно на середнє значення числа фотонiв розподiлу на виходi

темного порту iнтерферометра Майкельсона, тобто пiдсилення сигналу не-

має. Пiдсилення сигналу можна досягти тiльки при збiльшеннi iнтен-

сивностi вхiдного когерентного стану. Показано, як стиснення дозволяє

зменшити шум: для достатньо великого значення фактору стиснення змен-

шення фотонного шуму фотонiв маємо бiльше нiж на 50%.

• Вперше розроблено модель опису поляризацiйного стану пари фотонiв,

утворених в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II при наявнос-

тi одночасно домiшку кольорового i бiлого шуму до чистого заплутаного

стану; отримано умови сепарабельностi станiв в такiй моделi та дослiджено

стiйкiсть порушення нерiвностей Белла станами щодо двох типiв шумiв.

Практичне значення одержаних результатiв. Проведене дослiд-

ження є корисним для розвитку загальної теорiї заплутаностi та квантової

оптики. Практичне значення отриманих результатiв полягає в тому, що

вони можуть бути безпосередньо використанi у вiдповiдних областях: про-
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грама для знаходження коефiцiєнтiв розплутування має пряме практичне

застосування у задачах, що виникають в квантовiй механiцi, квантовiй

теорiї поля та квантовiй оптицi. Результати для випадку темного порту

iнтерферометра можуть бути безпосередньо використанi для зменшення

квантового шуму у вихiдному сигналi iнтерферометра, та власне в експери-

ментах по детектуванню гравiтацiйних хвиль. Узагальнена модель шуму,

критерiї сепарабельностi та умови стiйкостi порушення нерiвностей Белла

можуть бути використанi для виявлення заплутаностi в реальних станах

пари фотонiв, утворених в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II.

Вiдповiдно, стани, в яких виявлено заплутанiсть, можна використовувати

для вирiшення некласичних задач, наприклад у квантовiй комунiкацiї.

Особистий внесок здобувача.

У роботi [50] здобувач самостiйно провiв апробацiю запропонованого в

дисертацiї методу розплутування експоненцiальних некомутуючих опера-

торiв на п’яти чисельних прикладах.

У роботi [51] здобувач отримав аналiтично формулу для розподiлу ймовiр-

ностей числа фотонiв на виходi свiтлодiльника iнтерферометра Майкельсо-

на, а також формули для середнього значення та дисперсiї числа фотонiв

на виходi. Чисельно провiв аналiз статистики фотонiв у вихiдному темному

портi свiтлодiльника iнтерферометра для випадку темного порту iнтерфе-

рометра.

У роботi [52] здобувач використав нерiвностi Белла та отримав умови

експериментального виявлення заплутаностi в поляризацiйних заплутаних

станах пари фотонiв, утворених в процесi параметричної вниз-конверсiї

типу II при наявностi одночасно домiшку кольорового i бiлого шуму до

чистого заплутаного стану.

У роботi [53] здобувач використав критерiй сепарабельностi Переса-Го-

родецького та критерiй мажорування i отримав умови наявностi заплутано-

стi для поляризацiйних станiв фотонiв, утворених в процесi параметричної
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вниз-конверсiї типу II при наявностi одночасно домiшку кольорового i бi-

лого шуму до чистого заплутаного стану.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи

доповiдались на 10-iй мiжнароднiй конференцiї “Optics and High Technol-

ogy Material Science” (Київ, 22-24 жовтня 2009 р.); 13-тiй мiжнароднiй

конференцiї “Quantum Optics and Quantum Information” (Київ, 28 травня - 1

червня, 2010 р.); 11-iй мiжнароднiй конференцiї “Optics and High Technology

Material Science” (Київ, 21-24 жовтня 2010 р.); робота також обговорювалася

на наукових семiнарах теоретичного вiддiлу Physicalish-Thechische Bunde-

sanstalt (PTB) (Брауншвайг, Нiмеччина), на семiнарах кафедри квантової

теорiї поля Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка

та на семiнарi Iнституту теоретичної фiзики НАН України iменi М.М.Бо-

голюбова.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї представлено у 8 публiка-

цiях, iз них 4 статтi [50–53] у наукових фахових журналах, що входять до

перелiку затверджених ВАК України i 4 тези мiжнародних конференцiй

[54–57].
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури

1.1. Методи розплутування експоненцiальних неко-

мутуючих операторiв

Розплутування експоненцiальних некомутуючих операторiв є корисним

iнструментом в квантовiй механiцi, квантовiй теорiї поля, оптицi, кванто-

вiй хiмiї тощо. Математично його можна звести до розв’язування системи

лiнiйних диференцiальних рiвнянь [1]. Базова iдея була представлена у

1950-х Фейнманом [2] та Глаубером [3], i розвинулась далi у рiзнi напрямки

багатьма авторами [1,4]. Метод розплутування був нещодавно представле-

ний в оглядi Попова [5].

Формулювання проблеми розплутування є наступним: оператори, якi

треба розплутати, є членами скiнчено-вимiрної алгебри Лi з генераторами

{A1, . . . , Am}. Тодi, за певних умов [1] виконується:

exp(ξ1A1 + · · ·+ ξmAm) = exp(σ1A1) . . . exp(σmAm), (1.1)

де ξ1, . . . , ξm в загальному випадку є комплексними числами. Деякi з ξi

можуть бути рiвними нулю. Задача розплутування полягає у знаходжен-

нi коефiцiєнтiв розплутування σ1, . . . , σm (також комплекснi) для даної

алгебри Лi {A1, . . . , Am} (комутатори алгебри Лi вважаються вiдомими

[Ai, Aj] = ck
ijAk, де ck

ij – структурнi константи алгебри Лi).

Зокрема, задача розплутування може виникати пiд час моделювання

динамiки квантових систем на квантовому комп’ютерi [42, 43]. Квантову
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динамiку системи можна представити у виглядi перетворення хвильової

функцiї стану системи |Ψ(x, 0)〉 оператором квантової еволюцiї:

|Ψ(x, t)〉 = exp(−iHt)|Ψ(x, 0)〉. (1.2)

Задача розплутування виникає у випадку, коли гамiльтонiан H мiстить

некомутуючi частини: H =
∑n

i=1 Hi, де n - деяке скiнчене число та [Hj, Hk] 6=
0. Наприклад, у випадку одновимiрного руху частинки маємо:

H = H0 + H1, H0 =
p2

2m
, H1 = V (x), (1.3)

оператори кiнетичної i потенцiйної енергiї частинки не комутують [43].

Зазвичай для моделювання квантових алгоритмiв використовують фор-

мулу Троттера [42,58]:

exp (i(A + B)t) = lim
n→∞

(
exp

(
i
At

n

)
exp

(
i
Bt

n

))n

, (1.4)

де A i B не комутують. Найпростiшими наближеннями є:

exp (i(A + B)∆t) = exp(iA∆t) exp(iB∆t) + O(∆t2), (1.5)

exp (i(A + B)∆t) = exp(iA∆t) exp(iB∆t) exp

(
−1

2
[A,B]∆t2

)
+ O(∆t3).

(1.6)

Для окремих випадкiв iснують рiзнi методи, що вирiшують проблему роз-

плутування (1.1) аналiтично та точно. Найбiльш вiдомi з них: диферен-

цiювання по параметру [3, 4], матричне представлення алгебри Лi [6], та

метод, що використовує перетворення подiбностi [4, 7].

Метод диференцiювання по параметру вперше використав Глаубер [3],

i пiзнiше в деталях був розвинутий Вiлкоксом [4]. У даному методi до

рiвняння (1.1) вводиться параметр t
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exp(t(ξ1A1 + · · ·+ ξmAm)) = exp(σ1(t)A1) . . . exp(σm(t)Am), (1.7)

пiсля чого це рiвняння диференцiюється по t. Використовуючи вiдоме спiв-

вiвдношення

exp(A) ·B · exp(−A) =
∞∑

k=0

1

k!
· {A,B}k (1.8)

з вкладеними комутаторами {A,B}k = [A, {A,B}k−1] та {A,B}0 = B i

структуру алгебри Лi, можна обчислити вкладенi комутатори i в резуль-

татi отримати систему звичайних диференцiальних рiвнянь. Якщо її мо-

жна розв’язати аналiтично, то, вiдповiдно, можна знайти розв’язки для

σ1, . . . , σm. Приклади розглянуто Вiлкоксом [4].

Чисто алгебраїчний метод, заснований на матричному представленнi ал-

гебри Лi, є зручним у використаннi, коли таке представлення можна зна-

йти без проблем. Пiсля обчислення показникової функцiї даних матриць

отримується система нелiнiйних рiвнянь, розв’язки якої дають коефiцiєнти

σ1, . . . , σm. Приклади з квантової оптики можна знайти у роботах [6, 23].

Метод, запропонований Вiлкоксом [4] та дослiджений бiльш детально

ДасГуптою [7], має назву методу перетворень подiбностi. Обрахунки ши-

роко використовують рiвняння (1.8) та призводять до системи нелiнiйних

рiвнянь з невiдомими σ1, . . . , σm. Якщо одиничний оператор є генератором

алгебри Лi, метод перетворень подiбностi не може обчислити вiдповiдний

коефiцiєнт розплутування.

Метод, запропонований у данiй дисертацiйнiй роботi, використовує те-

орему Бейкера-Кемпбелла-Хаусдорфа (БКХ) [8–10] для роботи з правою

частиною рiвняння (1.1). БКХ теорема стверджує, що добуток показни-

кових (експоненцiальних) функцiй вiд двох некомутуючих змiнних A та B

можна представити як експоненцiальну функцiю нескiнченої суми
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exp(A) · exp(B) = exp

(
A + B +

∞∑
n=2

Zn

)
, (1.9)

де БКХ член Zn виражається як лiнiйна комбiнацiя вкладених комута-

торiв некомутуючих операторiв A та B. Якщо обрiзати суму у (1.9) на

n = p, отримується БКХ наближення порядку p добутку двох експоненцi-

альних операторiв. Формулу Бейкера-Кемпбелла-Хаусдорфа було викори-

стано для вирiшення задачi розплутування, наприклад, у роботi [59], при-

свяченiй методам моделювання квантових комп’ютерiв, для перетворення

виразу exp(−i(H1 + H2 + ...)∆t) у добуток exp(−iH1∆t) exp(−iH2∆t) . . . .

Задачу було вирiшено для специфiчного вигляду гамiльтонiанiв та малих

порядкiв наближення. Також БКХ формулу було використано для розплу-

тування вихiдного стану фотонiв у свiтлодiльнику iнтерферометра Май-

кельсона у роботi [23]. Формула БКХ використовувалась i в iнших задачах

по розплутуванню екпоненцiальних виразiв [60,61].

Однак, у цих роботах знаходились розв’язки лише для малих порядкiв

БКХ наближення та для специфiчних операторiв у виразi пiд експонен-

тою (конкретних алгебр Лi). Результат, представлений у другому роздiлi

даної дисертацiйної роботи, є узагальненням наближеного розплутування

за допомогою формули Бейкера-Кемпбелла-Хаусдорфа. Використовуючи

комп’ютерну програму, створений метод дає можливiсть розплутати експо-

ненцiйний вираз з великими p - порядками БКХ наближення, i для довiль-

них скiнчено-вимiрних алгебр Лi, в якi входять оператори пiд експонентою.

Даний результат дисертацiї може бути використаний для вирiшення бага-

тьох обчислювальних задач. Зокрема, його буде використано для обрахун-

кiв у третьому роздiлi даної дисертацiйної роботи.
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1.2. Квантовий шум в iнтерферометричних гравiта-

цiйних детекторах

Детектором гравiтацiйних хвиль називається прилад, призначений для

реєстрацiї гравiтацiйних хвиль. Детектування гравiтацiйних хвиль вiд та-

ких джерел, як взаємодiючi чорнi дiри, об’єднанi компактнi бiнарнi системи

(coalescing compact binary systems), колапси зiрок та пульсари може суттєво

розришити розумiння природи Всесвiту.

Згiдно загальнiй теорiї вiдносностi, гравiтацiйнi хвилi викликають над-

звичайно малi перiодичнi змiни вiдстанi мiж пробними частинками, як на-

слiдок коливання самого простору, що i будуть реєструвати детектори.

Найбiльш поширеними є два типи детекторiв гравiтацiйних хвиль. Iсто-

рично першим став тип детекторiв, заснований на технологiї гравiтацiйної

антени [62] – масивного металевого тiла, охолодженого до низької темпера-

тури (для максимального зменшення теплових коливань). При падiннi на

антену гравiтацiйної хвилi розмiри тiла перiодично змiнюються, i якщо ча-

стота хвилi спiвпадає з резонансною частотою антени, амплiтуда коливань

антени може збiльшитись до такої величини, що її можна задетектувати.

Перший, працюючий на принципi гравiтацiйної антени, детектор був по-

будований Вебером у 1967 роцi [62]. У 1969 роцi Вебер повiдомив [63] про

детектування гравiтацiйних хвиль у своєму експериментi, однак iншi неза-

лежнi експерименти не пiдтвердили цей результат. Побудованi в наступнi

роки детектори (з працюючих зараз ALLEGRO, AURIGA, EXPLORER и

NAUTILUS), заснованi на принципi гравiтацiйної антени, також не змогли

зареєструвати гравiтацiйних хвиль (на вересень 2011).

Другим найпоширенiшим типом детекторiв гравiтацiйних хвиль є iнтер-

ферометричнi детектори [11]. У експериментах з iнтерферометричними

детекторами вимiрюється вiдстань мiж двома пробними масами за допо-

могою лазерного iнтерферометра Майкельсона. Схему стандартного iнтре-
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Рис. 1.1. Схема iнтерферометра Майкельсона. У двох перпендикулярних вакуум-
них камерах пiдвiшуються дзеркала. Лазерний промiнь розщеплюється у свiтлодiльни-
ку, прямує по обох рукавах, вiдбивається вiд дзеркал та повертається, об’єднуючись зно-
ву та створюючи iнтерферометричну картину. Мiкроскопiчна змiна положення будь-
якого з дзеркал викличе змiну iнтерферометричної картини, що i зареєструє детектор.

ферометра Майкельсона зображено на Рис.1.1. У двох перпендикулярних

довгих (кiлька метрiв у перших створених детекторах та кiлька кiлометрiв

у сучасних) вакуумних камерах пiдвiшуються дзеркала. Лазерний промiнь

розщеплюється у свiтлодiльнику, прямує по обох рукавах (камерах), вiд-

бивається вiд дзеркал та повертається, об’єднуючись знов та створюючи

iнтерферометричну картину. Мiкроскопiчна змiна положення будь-якого з

дзеркал викличе змiну iнтерферометричної картини, що i зареєструє дете-

ктор.

Iдея використати лазернi iнтерферометри для пошуку гравiтацiйних

хвиль було висловлено ще в 1960-х [12] та експериментально дослiджено у

1970-х [13, 14]. Але реальний перший експеримент, в якому була досягну-

та велика (на той час) чутливiсть до зсуву тестових мас був проведений

Форвардом у 1978 [15].

На сьогоднiшнiй день працюючими iнтерферометричними детекторами

є проекти VIRGO (3 км), TAMA-300 (300 м), GEO600 (600 м) та LIGO (2
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км i 4 км). У дужках вказано довжини камер детекторiв.

Всi цi детектори є наземними, та в найближчi роки планується побудо-

ва космiчних лазерних iнтерферометрiв. Зокрема, розроблюється експери-

мент LISA, в якому лазерний iнтерферометер буде знаходитись у космосi

з довжиною рукова 5 млн. кiлометрiв.

Основною проблемою у розв’язаннi задачi експериментального детекту-

вання гравiтацiйних хвиль є недостатня чутливiсть усiх iснуючих на сього-

днiшнiй день детекторiв. Тому головним викликом в побудовi гравiтацiй-

ного детектора є досягнення якомога кращої чутливостi детектування.

Типи шумiв в детекторах. Загалом, для наземних iнтерферометри-

чних детекторiв основнi обмеження на чутливiсть виникають через сейсмi-

чний та iншi земнi механiчнi шуми, тепловий шум, пов’язаний iз пробними

масами та їх пiдвiсами, та фотонний шум (shot noise) [18] через флуктуацiї

числа фотонiв в лазерному пучку. Цi типи шумiв були основними обмежу-

вачами чутливостi для перших побудованих детекторiв [64,65].

Квантовий шум. Однак, для сучасних детекторiв, чутливiсть вже в

основному обмежується квантово-механiчним шумом (далi квантовий шум)

[16]. Квантовий шум вiдповiдає класу шумiв, що виникають з квантової

природи джерела свiтла i в процесi детектування фотонiв у iнтерфероме-

трах [17].

Для розумiння iдеї квантового шуму свiтла зручно скористатися анало-

гiєю з класичної фiзики, а саме аналогiєю з класичним гармонiчним осци-

лятором. Для такого осцилятора рух точкової маси вперед-назад вздовж

вiсi x у гармонiчному потенцiалi в будь-який момент часу математично

описується синосуiдальною хвилею x(t). А стан точкової маси повнiстю

характеризується точкою у фазовому просторi (просторi координати та iм-

пульсу). При переносi цiєї концепцiї до квантового свiтла потрiбно взяти до

уваги ймовiрнiсну природу всiх величин на квантовому рiвнi. Через свою

квантову природу електричне поле свiтла мiстить внутрiшньо присутнiй
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квантовий шум. Це положення можна зрозумiти за допомогою принципа

невизначеностей Гайзенберга. Аналогом операторiв координати та iмпуль-

су для свiтла будуть оператори амплiтуди та фази. Тобто, оператори ква-

дратури фази та амплiтуди не комутують, як координата та iмпульс. Як

для частинки ми не можемо вимiряти одночасно координату та iмпульс з

довiльною точнiстю, так i для фази i амплiтуди свiтлової хвилi: чим точнi-

ше вимiрюється фаза хвилi свiтла, тим менш визначеною стає амплiтуда i

навпаки. Добуток невизначеностi (дисперсiї) по фазi на вiдповiдну диспер-

сiю по амплiтудi має фiксовану нижню границю. Стани фотонного поля з

мiнiмально можливим загальним квантовим шумом називаються станами

з мiнiмальною невизначенiстю (minimum uncertainty states). Як приклад,

такими станами є когерентнi стани.

Когерентне свiтло. Теоретичний опис когерентного свiтла був пред-

ставлений Глаубером [66] ще у 1963 роцi. З того часу когерентне свiтло

набуло надзвичайно масштабного використання в оптицi. Когерентий стан

математично описується дiєю оператора зсуву на вакуумний стан:

|α〉 = D̂(α)|0〉 = exp(αâ† − α∗â)|0〉, (1.10)

де α = |α|eiφ є параметром когерентного стану. Як було сказано, хара-

ктерною особливiстю когерентного свiтла є постiйнi, мiнiмально можливi

та однаковi значення дисперсiй квадратур амплiтуди та фази: ∆Q = ∆P =
1√
2
(для квадратур амплiтуди Q̂ = 1√

2

(
â + â†

)
i фази P̂ = 1

i
√

2

(
â− â†

)
). Ко-

ливання амплiтуди на фазовiй площинi для когерентного стану буде опису-

ватись синусоiдальною хвилею з постiйною шириною, тобто опис когерен-

тного стану вiдповiдає коливанням квантового гармонiчного осцилятора.

Середнє значення та дисперсiя числа фотонiв у когерентному станi даю-

ться як 〈n〉 = |α|2 та (∆n)2 = |α|2. Розподiл ймовiрностей сильного (вва-

жаємо когерентрий стан сильним при великих значеннях |α|, порядку 103

i бiльше) когерентного стану буде гаусовим розподiлом. Саме когерентне
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свiтло використовується в оптичнiй iнтерферометрiї завдяки особливостi

мiстити мiнiмальний квантовий шум.

У 1982 роцi Кейвз [19] запропонував використати так званi стисненi ста-

ни в оптичнiй iнтерферометрiї для детектування гравiтацiйних хвиль.

Стиснене свiтло. Стиснений когерентний стан отримується дiєю опе-

ратора стиснення [67] на когерентний стан:

|α, ζ〉 = D̂(α)Ŝ(ζ)|0〉, (1.11)

де

Ŝ(ζ) = exp

(
1

2
(ζ∗b̂2 − ζ(b̂†)2)

)
(1.12)

є оператором стиснення з параметром стиснення ζ = reiθ. Характерною

особливiстю стиснених станiв є зменшення (стиснення) дисперсiї однiєї ква-

дратури за рахунок збiльшення дисперсiї другої:

∆Q̃ =
e−r

√
2
, ∆P̃ =

er

√
2
. (1.13)

Окремо видiляють особливий стан електро-магнiтного поля, що отримав

назву стисненого вакуума. При дiї оператора стиснення на вакуумний стан

отримується стиснений вакуумний стан:

|0, ζ〉 = Ŝ(ζ)|0〉. (1.14)

Експериментальна реалiзацiя. Першi експерименти по генерацiї

стистених станiв були проведенi у 1980-х [68, 69]. Спостерiгався поступо-

вий прогрес [70] у реалiзацiї станiв iз все бiльшою величиною параметру

стиснення. На сьогоднiшнiй день найбiльше експериментально реалiзова-

не стиснення свiтла вiдповiдає приблизно r = 1.3 [25, 71]. Використання

свiтла з такою величиною стиснення дає можливiсть iстотно зменшувати

квантовий шум у вихiдному сигналi iнтерферометра.
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Квантовий шум у iнтерферометрi. Дiя принципу невизначеностей

Гейзенберга накладає обмеження на точнiсть вимiру у виглядi стандартної

квантової межi (standard quantum limit). Стандартна квантова межа для

iнтерферометричних детекторiв, в яких фотони використовуються для ви-

мiру положення тестових мас (дзеркал), отримується, коли невизначенiсть

у положеннi дзеркал через флуктуацiї радiацiйного тиску рiвна невизна-

ченостi у вимiрi положення через флуктуацiї кiлькостi фотонiв, тобто фо-

тонному шуму [72].

У iнтерферометричному детекторi гравiтацiйних хвиль, побудованому

на основi iнтерферометра Майкельноса, присутнi два основнi джерела кван-

тового шуму [16]: (i) фотонний шум (shot noise) [18], що виникає з невизна-

ченостi у числi фотонiв на виходi iнтерферометра через квантово-механiчнi

флуктуацiї; (ii) шум радiацiйного тиску (radiation-pressure noise), який ви-

никає з невизначеностi у положеннi дзеркал через квантовi флуктуацiї вну-

трiшнiх полiв, що викликають флуктуацiї радiацiйного тиску, який i рухає

дзеркала.

Iдея Кейвза полягає у поданнi додатково стисненого вакуумного стану

до вхiдного порту iнтерферометра, що зазвичай не використовується. Як

було сказано, стисненi стани зменшують шум (дисперсiю) в однiй з ква-

дратур за рахунок додаткового шуму (збiльшення дисперсiї) в канонiчно

спряженiй квадратурi. Вакуумнi флуктуацiї, що входять до другого пор-

ту свiтлодiльника, – порту, що зазвичай не використовується, негативно

впливають (дають внесок у шум) на точнiсть вимiру положення дзеркал;

квадратура фази вакууму вiдповiдає за фотонний шум, та квадратура ам-

плiтуди вiдповiдає за радiацiйний шум. Тодi подача стисненого вакуумного

стану з вiдповiдним стисненням до порту, що зазвичай не використовує-

ться, дає можливiсть зменшити фотонний шум за рахунок вiдповiдного

збiльшення радiацiйного шуму, або навпаки.

Iдею використати стиснене свiтло у iнтерферометричних детекторах гра-
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вiтацiйних хвиль з метою зменшення квантового шуму Кейвз запропону-

вав на початку 1980-х [19]. В наступнi роки вийшла значна кiлькiсть ро-

бiт [20–23], в яких "метод стиснених станiв" дослiджувався та розвивався

далi.

Основною задачею цих робiт був теоретичний опис статистики фотонiв

на виходi iнтерферометра, моделювання того, як використання стисненого

свiтла впливає на величину квантового шуму, а також встановлення зв’язку

мiж квантовим шумом та точнiстю вимiру позицiї дзеркал в iнтерфероме-

трi.

Бiльшiсть робiт обмежувалась аналiзом статистики фотонiв при 50/50

свiтлодiльнику (дiльник розщiплює пучок на два з однаковою iнтенсивнi-

стю) i знаходженням середнього очiкуваного значення та дисперсiї числа

фотонiв на виходi iнтерферометра.

У нещодавнiй роботi Барака та Бен-Ар’єна [23] було запропоновано ме-

тод, що в принципi дає можливiсть провести аналiз статистики на виходi

при усiх можливих коефiцiєнтах розщеплення свiтлодiльника, а також об-

числити розподiл ймовiрностей числа фотонiв у вiдповiдному вихiдному

станi. Однак, через застосованi в роботi Барака наближення, аналiз обме-

жився лише двома випадками для коефiцiєнту розщеплення свiтлодiльни-

ка, а саме 50/50 розщепленням, та так званим випадком темного порту,

коли майже всi фотони вхiдного когерентного поля прямують до одного

вихiдного порта, i лише мала частина до iншого, темного, порту.

Для випадку темного порту отриманий у [23] результат стверджує, що

використання стиснених станiв не тiльки зменшує квантовий шум, а i одно-

часно пiдсилює сигнал на виходi. Таке передбачення виглядає контрiнтуi-

тивним.

Отже, вивчення квантових шумiв у iнтерферометричних детекторах гра-

вiтацiйних хвиль почалося з кiнця 1970-х з робiт Кейвза [19,73], Унру [74],

Торна [75], в яких було представлено концептуальний i математичний фор-
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малiзм проблеми обмежень, що накладають квантовi шуми на макроско-

пiчнi вимiри, та було розглянуто можливiсть обiйти їх шляхом застосува-

ння спецiальних методiв, як наприклад, використання стисненого свiтла.

Рiвень розвитку технiки на той час не дозволяв впровадити цi методи екс-

периментально. Однак за останнi роки досягнення у експериментальнiй

генерацiї некласичного свiтла [71] та використання такого свiтла у iнтерфе-

рометричних вимiрах з метою подолання квантового обмеження [25,76,77]

привели до поновлення iнтересу до цiєї тематики.

Тому питання дослiдження квантового шуму у iнтерферометричних де-

текторах на сьогоднiшнiй день є актуальним. За останнi роки з’являються

новi публiкацiї, присвяченi цьому питанню [23–25]. Добре розумiння кван-

тових шумiв у iнтерферометричних детекторах гравiтацiйних хвиль дає

змогу суттєво пiдвищити точнiсть вимiру зсуву тестових мас в детекторi, i

тим самим наблизити до розв’язку задачi пошуку гравiтацiйних хвиль.

В третьому роздiлi даної дисертацiї представлено результати розшире-

ного аналiзу статистики фотонiв на виходi свiтлодiльника iнтерферометра

Майкельсона для усiх можливих значень коефiцiєнта розщеплення свiтло-

дiльника, а також перевiрка передбачення роботи [23] для випадку темного

порту iнтерферометра.

1.3. Квантовi кореляцiї двофотонних поляризацiй-

них станiв, утворених в процесi параметричної

вниз-конверсiї

Пiсля появи вiдомої роботи Ейнштейна, Розена, Подольського (ЕПР) [26],

в якiй висловлена концепцiя про неповноту квантового опису фiзичної ре-

альностi, були здiйсненi численнi спроби побудови бiльш досконалих тео-

рiй, якi б не порушували принципу причинностi в класичному тлумаченнi.

У 1964 роцi Белл [27], беручи до уваги ЕПР, як робочу гiпотезу, сформу-
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лював її в детермiнiстичному дусi в термiнах моделей з локальними при-

хованими параметрами (Local Hidden Variable Models (LHVM)), що базу-

ється на таких основних принципах: (i) результати вимiрювання однозна-

чно визначаються властивостями частинок, якi (властивостi) притаманнi

частинкам незалежно вiд того, виконується вимiрювання чи нi (реалiзм);

(ii) результати вимiрювання в даному мiсцi не залежать вiд будь-яких дiй,

що виконують в iнших мiсцях, вiддалених вiд даного просторовоподiбни-

ми iнтервалами (локальнiсть); (iii) локальнi прилади не залежать вiд при-

хованих параметрiв, що характеризують стан частинок i якi визначають

локальнi результати вимiрювань [44].

Белл показав, що зазначенi принципи приводять до деяких обмежень

статистичних кореляцiй в експериментах над системами, що складаються

з двох пiдсистем; такi обмеження були сформульованi у формi тепер вже

добре вiдомих нерiвностей Белла. Белл показав далi, що вiдповiднi ко-

реляцiї, якi обчислюються за правилами квантової механiки, порушують

вказанi нерiвностi для деяких квантово-механiчних станiв, що називаю-

ться заплутаними (сплутаними). Отже, заплутанiсть є такою особливiстю

квантового формалiзму, що породжує специфiчнi, виключно квантовi, ко-

реляцiї, що не можуть вiдтворюватись будь-якою класичною моделлю. В

подальшому нерiвностi Белла були переформульованi у такий спосiб, який

би дозволив експериментально пiдтвердити або спростувати порушення не-

рiвностей.

У 1982 роцi групою Аспекта [28] був поставлений експеримент по пере-

вiрцi можливого порушення нерiвностей Белла у формi Клаузера-Хорна-

Шимонi-Холта (Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH)) [78], в якому вимiрю-

валась кореляцiя поляризацiйних станiв пари фотонiв. Результати вимiрю-

вань чудово узгоджуються з передбаченнями квантової теорiї. З ймовiрнi-

стю, що вiдповiдає п’яти стандартним вiдхиленням, експериментальнi да-

нi порушували нерiвнiсть Белла. Численнi наступнi експерименти [29–31]
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показали, що їх результати також узгоджуються з квантово-механiчним

описом фiзичної реальностi.

Отже, специфiчна квантова кореляцiя набула статусу реальностi, а за-

плутанi стани, що породжують таку кореляцiю, стали об’єктом iнтенсивних

дослiджень.

Роботи з квантової криптографiї [32], квантового щiльного кодування

[79], квантової телепортацiї [38–40] та квантових обчислень [34–37] стали

базисом для нової мiждисциплiнарної областi фiзики – теорiї квантової

iнформацiї [41–44].

З’ясувалось, що заплутанiсть може вiдiгравати роль принципово нового

ресурсу в квантовiй криптографiї, квантовiй телепортацiї, квантовiй ко-

мунiкацiї, квантових обчисленнях тощо. Це стало стимулом дослiджень

методiв створення, накопичення, збереження, розподiлення та передачi на

вiдстань цього ресурсу [45–48].

Квантова заплутанiсть є властивiстю квантово-механiчних станiв си-

стем, що складаються з двох або бiльше пiдсистем, i де пiдсистеми пов’язанi

таким чином, що квантовий стан будь-якої пiдсистеми не можна повнiстю

описати без володiння iнформацiї про iншi пiдсистеми, навiть якщо вони

просторово роздiленi.

Математичне означення заплутаностi є дуже простим для чистих станiв:

чистий стан системи |Ψ〉 буде сепарабельним (незаплутаним) тодi i тiльки

тодi, коли може бути записаний як добуток станiв пiдсистем: |ΨAB〉 =

|ΨA〉 ⊗ |ΨB〉, в iншому випадку стан є заплутаним [80]. Це означення не-

важко узагальнити для систем з бiльшою кiлькiстю пiдсистем. Прикла-

дом чистого незаплутаного (сепарабельного) стану є стан |Ψ〉 = |00〉 (або
|0〉 ⊗ |0〉), де |0〉 - один з базисних станiв однiєї з двох пiдсистем. Прикла-
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дами чистих заплутаних станiв є стани Белла:

|Φ±〉 =
1√
2
(|00〉 ± |11〉),

|Ψ±〉 =
1√
2
(|01〉 ± |10〉).

(1.15)

Математичне означення заплутаностi для мiшаних станiв [80]: мiшаний

стан ρ є сепарабельним тодi i тiльки тодi, коли його можна представити у

виглядi

ρ =
∑

i

pi|ai〉〈ai| ⊗ |bi〉〈bi|, (1.16)

в iншому випадку вiн є заплутаним. Коефiцiєнти pi є ймовiрностями, тобто

0 ≤ pi ≤ 1 i
∑

i pi = 1; в загальному випадку стани пiдсистем не є орто-

гональними 〈ai|aj〉 6= δij та 〈bi|bj〉 6= δij. I такий розклад може бути не

єдиний.

Прикладом мiшаного сепарабельного стану, що мiстить класичнi коре-

ляцiї, але не мiстить квантових кореляцiй, є стан ρ = 1
2(|00〉〈00|+ |11〉〈11|).

Прикладом мiшаного заплутаного стану є стан Вернера, сумiш стану Бел-

ла та одиничного оператора: ρW = p|Φ+〉〈Φ+|+ (1− p)1
4I, де I – одинична

матриця 4 × 4. Стан є заплутаним для 1/3 < p ≤ 1. Нижня межа для

значень p отримується за допомогою критерiїв сепарабельностi, що будуть

обговоренi далi.

Одним з основних питань в теорiї квантової заплутаностi є питання: чи

даний квантово-механiчний стан є заплутаним? Математичнi означення

сепарабельностi для чистих i мiшаних станiв не є зручними для оцiнки

станiв на заплутанiсть. Для вiдповiдi на питання про наявнiсть заплутано-

стi було розроблено рiзноманiтнi критерiї сепарабельностi (незаплутаностi)

як для чистих, так i мiшаних станiв, як для двочастинкових так i для бага-

точастинкових систем [44, 80]. Найбiльш вивченою в теорiї заплутаностi є



29

двочастинкова заплутанiсть. Оскiльки в дисертацiйнiй роботi дослiджува-

лась саме двочастинковi системи (пари фотонiв), то обмежимось розглядом

критерiїв сепарабельностi лише двочастинкових систем.

Нехай стан системи ρ ∈ HA ⊗ HB, де HA i HB – гiльбертовi просто-

ри першої та другої пiдсистеми, та розмiрностi пiдсистем рiвнi вiдповiдно

dim HA = M i dim HB = N ≥ M .

Для чистих станiв iснує простий необхiдний i достатнiй критерiй сепа-

рабельностi - розклад Шмiдта [80]. Чистий стан має ранг Шмiдта r ≤ M ,

якщо може бути розкладений як бi-ортогональна сума:

|Ψr〉 =
r∑

i=1

ai|ei〉|fi〉, (1.17)

де ai > 0 i
∑r

i a2
i = 1, та 〈ei|ej〉 = 〈fi|fj〉 = δij. Коефiцiєнти a2

i є вла-

сними значеннями приведених матриць густини. Даний чистий стан |Ψ〉 є
сепарабельним тодi i тiльки тодi, коли r = 1.

Для мiшаних станiв критерiї є бiльш складними. Iснують рiзнi критерiї

для мiшаних станiв, як наприклад, критерiй Переса-Городецького [81, 82],

критерiй редукцiї [80], критерiй мажорування [83], позитивнi вiдображен-

ня [82] та оператори свiдчення [82]. Вони мають рiзну силу, тобто можли-

вiсть виявити заплутанiсть у заплутаному станi. У данiй дисертацiйнiй

роботi використовувалися критерiй Переса-Городецького та критерiй ма-

жорування, що для систем розмiрностi 2 × 2 є необхiдною i достатньою

умовою виявлення заплутаностi у заплутаному станi [80]. Данi критерiї

дозволяють перевiрити стан на заплутанiсть при завчасно вiдомiй матрицi

густини стану.

Однак, в реальних експериметнах експериментатори не завжди воло-

дiють повною iнформацiєю про стан. В такому випадку базовим iнстру-

ментом виявлення заплутаностi у експериментально приготованому станi

є порушення нерiвностей Белла даним станом, оскiльки вiдомий факт, що
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заплутанi стани (у випадку розмiрностi M ×N ≤ 6) порушують нерiвностi

Белла. Саме цей критерiй використовувався у четвертому роздiлi дисер-

тацiї. Найбiльш розповсюдженим джерелом заплутаностi на сьогоднiшнiй

день є поляризацiйно заплутанi пари фотонiв, утворенi в процесi параме-

тричної вниз-конверсiї типу II [49]. Саме такi фотони дослiджувались у

данiй дисертацiйнiй роботi.

Вiдомий факт [84], що в експериментах по генерацiї заплутаних станiв

через присутнiсть шумiв чистi заплутанi стани стають зашумленими, тобто

мiшаними. Тобто, пiд шумом розумiють домiшок деякого стану до чистого

заплутаного стану. Четвертий роздiл даної дисертацiйнїї роботи присвяче-

но дослiдженню поляризацiйно заплутаних станiв пари фотонiв, утворених

в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II, за наявностi шуму у станi.

Використовувались критерiї сепарабельностi для таких станiв та знаходи-

лись умови виявлення заплутаностi в залежностi вiд типу шуму та його

вмiсту у станi фотонiв.

У 2005 роцi у роботi [84] Кабелло було представлено модель бiлого та мо-

дель кольорового шуму для опису станiв пари фотонiв, утворених в процесi

параметричної вниз-конверсiї типу II. А у 2006 Бовiно [85] провiв експери-

мент по порушенню нерiвностей Белла i перевiрцi кольорової моделi шуму.

У четвертому роздiлi даної дисертацiйнiйної роботи представлено узагаль-

нення iснуючих моделей шуму та продовження вивчення поляризацiйно за-

плутаних станiв фотонiв, утворених в процесi параметричної вниз-конверсiї

типу II. Дослiдження утворених у цьому процесi заплутаних станiв пари

фотонiв є важливим для подальшого розвитку теорiї заплутаностi в цiлому,

оскiльки саме такi фотони є найпоширенiшим на сьогоднiшнiй день експе-

риментальним джерелом заплутаностi. Зокрема, саме такi стани фотонiв

використовуються в рiзноманiтних експериментах по квантовiй комунiка-

цiї.
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РОЗДIЛ 2

Розплутування експоненцiальних некомутуючих

операторiв

2.1. Передмова

Розплутування експоненцiальних некомутуючих операторiв є корисним

iнструментом в квантовiй механiцi, квантовiй теорiї поля, оптицi, квантовiй

хiмiї тощо.

Результат, представлений у даному роздiлi дисертацiйної роботи, є уза-

гальненням наближеного розплутування за допомогою формули Бейкера-

Кемпбелла-Хаусдорфа (БКХ) [8–10]. У попереднiх роботах на цю тема-

тику, наприклад у [23, 59], для розплутування знаходились розв’язки ли-

ше для малих порядкiв БКХ наближення та для специфiчних операторiв

у виразi пiд експонентою (конкретних алгебр Лi). Представлена у дано-

му роздiлi комп’ютерна реалiзацiя методу розплутування дає можливiсть

розплутати експоненцiальний вираз з великими значеннями p – порядка-

ми БКХ наближення, i для довiльних скiнчено-вимiрних алгебр Лi, в якi

входять оператори пiд експонентою. Отриманий результат може бути ви-

користаний для вирiшення багатьох обчислювальних задач. Зокрема, його

буде використано для обрахункiв у третьому роздiлi даної дисертацiйної

роботи.

Отже, задачею даного роздiлу дисертацiї є:

• розробка на основi формули Бейкера-Кемпбелла-Хаусдорфа методу,

що дозволяє проводити розплутування експоненцiальних некомутуючих
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операторiв для довiльних скiнчено-вимiрних алгебр Лi та створення ком-

п’ютерної реалiзацiї даного методу.

2.2. Наближення Бейкера-Кембелла-Хаусдорфа

Формулювання проблеми розплутування є наступним: оператори, якi

треба розплутати, є членами скiнчено-вимiрної алгебри Лi з генераторами

{A1, . . . , Am}. Тодi, за певних умов [1] виконується:

exp(ξ1A1 + · · ·+ ξmAm) = exp(σ1A1) . . . exp(σmAm), (2.1)

де ξ1, . . . , ξm в загальному випадку є комплексними числами. Деякi з ξi

можуть бути рiвнi нулю. Задача розплутування полягає у знаходженнi

коефiцiєнтiв розплутування σ1, . . . , σm (також комплекснi) для заданої ал-

гебри Лi {A1, . . . , Am} (комутатори алгебри Лi вважаються вiдомими).

Метод, запропонований у данiй дисертацiйнiй роботi, використовує те-

орему Бейкера-Кемпбелла-Хаусдорфа [8–10]. БКХ теорема стверджує, що

добуток показникових (експоненцiальних) функцiй вiд двох некомутуючих

змiнних A та B можна представити як експоненцiальну функцiю нескiнче-

ної суми

exp(A) · exp(B) = exp

(
A + B +

∞∑
n=2

Zn

)
, (2.2)

де БКХ член Zn виражається як лiнiйна комбiнацiя вкладених комутаторiв

некомутуючих операторiв A та B. Якщо обрiзати суму у (2.2) на n = p,

отримується БКХ наближення порядку p добутку двох експоненцiальних

некомутуючих операторiв.

Нехай ми маємо алгебру Лi з генераторами A1, A2, . . . , Am, що задоволь-

няють комутацiйнi спiввiдношення

[Ai, Aj] = aij
1 · A1 + · · ·+ aij

m · Am = {aij
1 , . . . , aij

m} (2.3)
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iз структурними константами aij
k ∈ C при k = 1, . . . , m та 1 ≤ i < j ≤ m.

Компонентне позначення Лi елементу введено пiсля другого знаку рiвностi

у (2.3). Наша задача полягає у знаходженнi наближення для коефiцiєнтiв

σ1, . . . , σm для розплутування експоненти з Лi елементом ζ = {ζ1, . . . , ζm}:

exp(ζ1A1 + · · ·+ ζmAm) = exp(σ1A1) · · · · · exp(σmAm). (2.4)

Наближення отримується наступним чином. Використовуємо БКХ набли-

ження порядку p багатократно, об’єднуємо експоненти у правiй части-

нi (2.4). Потiм, використовуючи структуру алгебли Лi (2.3), обраховує-

мо вкладенi комутатори у результуючiй експонентi. Тодi праву частину

рiвностi (2.4) можна записати у формi

exp(σ1A1)·· · ··exp(σmAm) ≈ exp(f p
1 (σ1, . . . , σm)·A1+· · ·+f p

m(σ1, . . . , σm)·Am),

(2.5)

де f p
1 , . . . , f p

m : Cm → C є функцiями, що залежать вiд порядку p БКХ

наближення.

Для знаходження наближених значень σi необхiдно розв’язати систему

нелiнiйних рiвнянь:

F p(τ1, . . . , τm) =




f p
1 (τ1, . . . , τm)

...

f p
m(τ1, . . . , τm)


 =




ζ1
...

ζm


 . (2.6)

Нехай (τ1, . . . , τm) будуть розв’язками системи. Вони i є наближеннями

для σk ≈ τk, де k = 1, . . . , m. Зауважимо, що функцiї f p
k (τ1, . . . , τm) для

k = 1, . . . , m є полiномами степенi p− 1.

В той час, як наведена вище схема знаходження коефiцiєнтiв розплуту-

вання, виглядає послiдовною i простою, її практична реалiзацiя потребує

деяких iнструментiв. Спочатку потрiбно знайти спосiб визначення БКХ

членiв до потрiбного порядку. Полiномiальне представлення БКХ членiв
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Zn, визначених у (2.2), дається ваговою сумою (weighted sum) 2n "слiв"

довжини n, що можуть бути записанi двома лiтерами A i B:

Zn =
2n∑

s=1

Λs
n ·Xs

1 · · ·Xs
n, (2.7)

де у кожному словi Xs
1 · · ·Xs

n, Xs
i стоїть A або B. Практичнi методи обчи-

слення коефiцiєнтiв Λs
n розглянуто та розвинуто у роботi [86]. Виявляється,

що Λ1
1 = Λ1

2 = 1 та Λs
n ∈ Q для всiх s = 1, . . . , 2n. Наприклад, для Z3 маємо

Z3 =
1

12
AAB − 1

6
ABA +

1

12
ABB +

1

12
BAA− 1

6
BAB +

1

12
BBA. (2.8)

Для того, щоб використати структуру алгебри Лi, обговорену вище, полiно-

мiальне представлення БКХ членiв має бути перетворене у представлення

в термiнах вкладених комутаторiв. Вiдомо, що таке представлення iснує,

але воно не є єдиним. Зручне вiдображення Ψ вiд полiномiв до вкладених

комутаторiв вперше було представлено Динкiним [87,88]:

Ψ(Zn) =
1

n
·

2n∑
s=1

Λs
n · [[. . . [[[Xs

1 , X
s
2 ], X

s
3 ], . . . ], X

s
n]. (2.9)

Пiзнiше Отео [89] передбачив iснування вiдображення Φ, що дає меншу

кiлькiсть доданкiв, нiж вiдображення Динкiна. Нещодавно було доведе-

но [86], що таке вiдображення є коректним. Вiдображення Φ визначається

як

Φ(Zn) =
2n∑

s=1

Λs
n

N(Xs
1 , . . . , X

s
n)
· [[. . . [[[A,B], Xs

3 ], X
s
4 ], . . . ], X

s
n]. (2.10)

Тут Xs
1 = A,Xs

2 = B; N(Xs
1 , . . . , X

s
2) є числом символiв A у словi Xs

1 · · ·Xs
n,

наприклад, N(ABAAB) = 3. У роботi [86] було доведено наступну теоре-

му:
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Для всiх n ≥ 2 виконується, що Φ(Zn) = Zn. Наприклад, для Z3 маємо

Z3 =
1

12
AAB − 1

6
ABA +

1

12
ABB +

1

12
BAA− 1

6
BAB +

1

12
BBA =

= − 1

12
[[A,B], A] +

1

12
[[A,B], B] = Φ(Z3).

(2.11)

В той час як для вiдображення Динкiна Ψ отримуємо

Z3 = − 1

18
[[A,B], A] +

1

36
[[A,B], B] +

1

36
[[B, A], A]− 1

18
[[B,A], B] = Ψ(Z3),

(2.12)

що, однозначно, є менш зручним для практичних обчислень.

Використовуючи вiдображення Φ за допомогою комп’ютера можна лег-

ко обчислити функцiю F p у (2.6) iз бажаним порядком p. Виберемо те-

пер зручний метод для розв’язування системи нелiнiйних рiвнянь, пода-

них у (2.6). Загалом, є декiлька розв’язкiв такої полiномiальної системи,

з яких маємо вибрати тiльки правильнi. Процедура для вибору правиль-

них розв’язкiв заснована на наступному спостереженнi: кожний розв’язок

τ = {τ1, τ2, . . . , τm} набору рiвнянь, звичайно, залежить вiд параметрiв

ζ = {ζ1, ζ2, . . . , ζm}. Однак, для ζ = e1 = {1, 0, . . . , 0} розв’язок має бути

τ1 = ζ1, τ2 = 0, . . . , τm = 0 згiдно (2.4). Тобто, як функцiя вiд ζ, розв’язок

τ(ζ) має задовiльняти граничну умову τ(e1) = {ζ1, 0, . . . , 0}. Процедура

будує функцiю τ(ζ), починаючи з цiєї границi, наприклад, iз тривiального

розв’язку для ζ = e1 та потiм вирiшуючи декiлька допомiжних задач

F p(τ) = t · ζ + (1− t) · e1 для t =
1

M
,

2

M
, . . . ,

M − 1

M
, 1, (2.13)

де параметр t контролює "вiдстань" допомiжної задачi до задачi, яку хо-

чемо вирiшити (t = 1). Параметр M визначає число допомiжних задач,

що розглядються.

Для кожного кроку цiєї процедури нелiнiйна система (2.6) розв’язується,

використовуючи iтерацiйний метод Ньютона

τ k+1 = τ k − (DF (τ k))−1 · (F (τ k)− ζ), (2.14)
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де DF p(τ1, . . . , τm) позначає якобiан для F p(τ1, . . . , τm). В якостi початко-

вого вектора τ 0 для кожної iтерацiї використовуємо розв’язок попереднього

кроку, починаючи з τ 0 = e1 для t = 1/M . Пiдсумовуючи вище сказане,

пропонується наступний пiдхiд до знаходження розв’язку:

На входi. Абсолютна точнiсть ε > 0 та число допомiжних задач M ∈
N.

1. Встановити τ := e1, τ̂ = e1, k := 0 та t := 0.

2. Якщо k = M , стоп. Iнакше означити k = k + 1 i t = k/M .

3. Встановити τ = τ̂ i τ̂ = τ − (DF (τ))−1 · (F (τ)− (t · ζ + (1− t) · e1)).

4. Якщо ||τ − τ̂ || < ε, повернутися до Кроку 2. Iнакше перейти до Кроку

3.

На виходi. Наближення τ̂ .

В усiх прикладах, приведених далi, використовувався даний пiдхiд при

ε = 10−10 та M = 10.

2.3. Комп’ютерна реалiзацiя

Обговорений вище метод знаходження наближених коефiцiєнтiв розплу-

тування τ1, . . . , τm за допомогою формули Бейкера-Кемпбелла-Хаусдорфа

було реалiзовано у пакетi MATHEMATICA7 [90]. Звичайно, аналогiчнi комп’ю-

тернi реалiзацiї можливо створити використовуючи й iншi мови програму-

вання.

У реалiзацiї комутацiйнi спiввiдношення алгебри Лi задаються як

K[i,j]={a_1 ^{ij},...,a_m ^{ij}}

для всiх 1 ≤ i < j ≤ m. Наприклад, для SU(1, 1) алгебри з генераторами

{K+, K0, K−}, яка визначається комутацiйними спiввiдношеннями

[K+, K0] = −K+, [K0, K
−] = −2K0, [K0, K−] = −K−, (2.15)
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потрiбно ввести наступнi твердження до програми MATHEMATICA:

K[1,2] = {-1,0,0}; K[1,3] = {0,-2,0}; K[2,3] = {0,0,-1};

Комутатор двох Лi елементiв a i b обчислюється наступною функцiєю:

cm[a_List,b_List]:=Module[{range,vor,com}],

range =Range[Length[a]];

vor = Times @@@ Flatten[Outer[List,a,b], 1];

com = K @@@ Flatten[Outer[List,range,range], 1]; vor.com];

Використовуючи знову SU(1,1) алгебру як приклад, Лi елемент 2K0+K−
описуєтся кодом як {0,2,1} та Лi елемент K++K− описується як {1,0,1}.

Тодi, наприклад, cm[{0,2,1},{1,0,1}] на входi дає

2*K[2,1]+2*K[2,3]+K[3,1]+K[3,3],

i спрощується до {2,2,-2}.

Вкладенi комутатори обраховуються кодом

nestcm[a_List,b_List]:=Module[{oplist},

oplist = Flatten[Table @@@

Partition[Riffle[Raptition[a,1],b,{1,-2,2}],2],1];

Fold[cm, First[oplist], Rest[oplist]] ];

У данiй реалiзацiї БКХ члени до порядку наближення p обчислюються,

використовуючи метод Голдберга [91]. Дещо iнший варiант наступного

коду обговорено детально у роботi [86].

G[1] = 1; G[s_]:= G[s] =Expand[1/s*D[t*(t-1)*G[s-1],t]];

GC[W_List] := GC[W] =Module[{m,m1,m2,k}, m = Length[W];

m1 = Floor[m/2]; m2 = Floor[(m.1)/2];

Integrate[t^m1*(t-1)^m2*Product[G[W[[k]]],{k, m}], {t,0,1}]];
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Goldberg[n_,l_List] :=Module[{L},

L = Select[Flatten[Permutations /@ IntegerPartitions[n], 1],

First[#] == 1 &];

Plus @@ ((GC[Sort[#]]/(Plus @@ First /@ Partition[#,2,2,1,{}])

*nestcm @@ {#,l}) & /@ L)];

BCH[n_Integer] := BCH[n] = Plus @@ {f,g}+

Sum[Goldberg[k, {f,g}], {k,2,n}];

BCH[p] повертає всi БКХ члени до порядку p у представленнi комутато-

рiв для некомутуючих змiнних f та g. Тут було використано вiдображення

Φ, означене вище.

Система нелiнiйних рiвнянь (2.6) задається та розв’язується, використо-

вуючи команду sigmas. Некомутуючi змiннi f та g у БКХ членах замiню-

ються вiдповiдними Лi елементами:

sigmas[n_Integer,xi_List,eps_Rational,M_Integer]:=

Module[{sm,m,s,F,DF,k,tau,tau1,tau2,t},

sm = DiagonalMatrix[Table[s[i], {i,m=Length[xi]}]];

tau = tau1 = UnitVector[m,1];

K[x_Integer, y_Integer] := -K[y, x] /; x > y;

K[x_Integer, y_Integer] := Table[0, {m}] /; (x == y);

F = Expand[Fold[BCH[n] /. {f -> #1, g -> #2} &,

sm[[1]], Rest[sm]]]; DF = Table[D[F[[i]],s[j]], {i,m}, {j,m}];

For[k = 1, k <=M, k++, t = N[k/M];

tau2 = NestWhile[# - Inverse [DF /. s[j_]

:> #[[j]]].((F /. s[j_] :> #[[j]])

- (t*xi+(1-t)*tau1)) &, tau, Norm[#1-#2] >= eps &, 2]]; tau2];

Змiнна F вiдповiдає функцiї F p(σ1, . . . , σm), а решта коду впроваджує

iтерацiйний метод Ньютона. Отже, функцiя sigmas[p,xi,epsilon,M] по-

вертає шукане наближення для коефiцiєнтiв σ1, . . . , σm. Тут p є порядком
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БКХ наближення, xi є вектор ζ = (ζ1, . . . , ζm), та epsilon i M є параметра-

ми ε та M , якi контролюють iтерацiйний метод Ньютона.

2.4. Апробацiя методу на прикладах

Для апробацiї практичностi впровадженого БКХ наближення для роз-

плутування експоненцiальних операторiв приведемо декiлька чисельних

прикладiв. Для всiх прикладiв вiдомi точнi аналiтичнi розв’язки для порiв-

няння. Наша програма була використана на стандартному персональному

комп’ютерi з 1.8 GHz та 1024 Mbytes пам’ятi. Час обчислення у приве-

дених далi таблицях роздiлу вiдповiдає саме цiй обчислювальнiй машинi.

Для порiвняння точних i наближених значень коефiцiєнтiв розплутування

ми використовуємо величину ||τi−σi||
||σi|| , яка показує вiдносну розбiжнiсть мiж

точним та наближеним значенням коефiцiєнту розплутування.

2.4.1. Двовимiрна алгебра Лi. Розглянемо алгебру Лi {A,B} з

комутатором [A,B] = λB, де λ ∈ C. Шукатимемо σ1, σ2 такi, що задовiль-

няють

exp(αA + βB) ≈ exp(σ1A) exp(σ2B). (2.16)

Як показано у роботi [7], використовуючи метод перетворень подiбностi,

можна знайти, що

σ1 = α та σ2 =
β

λα
· (1− e−λα). (2.17)

Використовуючи БКХ наближення порядку p = 4, отримуємо

exp(σ1A) · exp(σ2B) ≈ exp(σ1A + σ2B +
1

2
σ1σ2λB +

1

12
σ2

1σ
2
2λ

2B) =

= exp(σ1 · A + σ2(1 +
1

2
σ1λ +

1

12
σ2

1λ
2) ·B).

(2.18)
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p {α, β, λ} { ||τ1−σ1||
||σ1|| , ||τ2−σ2||

||σ2|| } час обчислення (c)

4 {1, 1, 1} {0, 8.56× 10−4} <0.1
8 {1, 1, 1} {0, 5.09× 10−7} <0.1
12 {1, 1, 1} {0, 3.26× 10−10} 1.0
4 {1 + i, 1− i, 1} {0, 3.38× 10−3} <0.1
8 {1 + i, 1− i, 1} {0, 8.02× 10−6} <0.1
12 {1 + i, 1− i, 1} {0, 2.05× 10−8} 1.0
4 {1

2
, 1− i, 2} {0, 8.56× 10−4} <0.1

8 {1
2
, 1− i, 2} {0, 5.10× 10−7} <0.1

12 {1
2
, 1− i, 2} {0, 3.26× 10−10} 1.0

Таблиця 2.1. Порiвняння точних та наближених значень коефiцiєнтiв розплутування
для Лi алгебри {A,B} з [A,B] = λB.

Отже, ми отримуємо

F 4(τ1, τ2) =

(
τ1

τ2(1 + 1
2τ1λ + 1

12τ
2
1 λ2)

)
=

(
α

β

)
, (2.19)

i розв’язком цiєї системи є

τ1 = α τ2 =
β

1 + 1
2αλ + 1

12α
2λ2

. (2.20)

У таблицi 2.1 представлено чисельнi результати для рiзних порядкiв

наближення p та вибраних значень для α, β та λ.

Для даного прикладу можна навiть розглянути питання збiжностi. По-

рiвнюючи точний вираз для σ2 у (2.17) iз БКХ наближенням τ2 у (2.20),

можна стверджувати, що знаменник у (2.20) виникає з розкладу

x

1− exp(−x)
=

∞∑
n=0

Bn
(−x)n

n!
= 1 +

1

2
x +

1

12
x2 − 1

720
x4 + . . . , (2.21)

що є спiввiдношенням, вiдомим з одного можливого визначення чисел Бер-

нуллi Bn. Вiдомо, що цi послiдовностi сходяться для 0 < |x| < 2π, i в цьому

випадку це визначає радiус збiжностi, в якому працює наш метод. Бiльш
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точно, має задовiльнятиcь 0 < |αλ| < 2π. На Рис. 2.1 представлено чисель-

нi результати для α = β = 1, 0 ≤ λ ≤ 10. Точний розв’язок для σ2 = σ2(λ)

вiдповiдає тонкiй кривiй, та БКХ наближення порядку p = 4, p = 9, p = 12

зображено точковою, пунктирною i жирною кривими, вiдповiдно. Видно,

що не можна очiкувати збiжностi для значень λ ≥ 2π.

Рис. 2.1. Порiвняння точного та наближених значень коефiцiєнту розплутування
σ2 для двовимiрної алгебри Лi {A, B} для 0 ≤ λ ≤ 10. Точний розв’язок (тонка лiнiя),
наближення порядку p = 4 (точкова крива), наближення порядку p = 9 (пунктирна
крива), та наближення порядку p = 12 (жирна крива).

2.4.2. Чотиривимiрна алгебра Лi. У другому прикладi розгляда-

ється алгебра Лi {A,B,D, I} з комутацiйними спiввiдношеннями

[A,B] = −λD, [A,D] = −µB, [A, I] = 0,

[B,D] = −αI, [B, I] = 0, [D, I] = 0
(2.22)
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p {λ, µ, α} { ||τ1−σ1||
||σ1|| , . . . , ||τ4−σ4||

||σ4|| } час обчислення (c)

4 {1, 1, 1} {0, 1.93× 10-3, 3.19× 10-3, 2.45× 10-3} <0.1
8 {1, 1, 1} {0, 1.15× 10-6, 1.9× 10-6, 5.75× 10-6} 0.3
12 {1, 1, 1} {0, 7.35× 10-10, 1.21× 10-9, 6.44× 10-10} 7.2
4 {1 + i, 1− i, 1} {0, 3.09× 10-3, 4.99× 10-3, 7.25× 10-3} <0.1
8 {1 + i, 1− i, 1} {0, 2.87× 10-6, 4.64× 10-6, 1.35× 10-5} 0.3
12 {1 + i, 1− i, 1} {0, 2.86× 10-9, 4.63× 10-9, 2.14× 10-8} 7.8
4 {1

2
, 1− i, 2} {0, 1.49× 10-3, 2.8× 10-3, 1.04× 10-2} <0.1

8 {1
2
, 1− i, 2} {0, 8.88× 10-7, 1.66× 10-6, 1.1× 10-5} 0.3

12 {1
2
, 1− i, 2} {0, 5.68× 10-10, 1.06× 10-9, 1.01× 10-8} 7.6

Таблиця 2.2 Порiвняння точних та наближених значень коефiцiєнтiв розплутування
для чотиривимiрної Лi алгебри.

при λ, µ, α ∈ C. Наша задача полягає у знаходженнi наближених значень

для коефiцiєнтiв σ1, . . . , σ4 ∈ C, таких що

exp(A + B) ≈ exp(σ1A) · exp(σ2B) · exp(σ3D) · exp(σ4I). (2.23)

Зауважимо, що рiзний порядок експонент у розплутаному виразi даватиме

рiзнi коефiцiєнти σi.

Точнi розв’язки подано, наприклад, у роботi [92]:

σ1 = 1, σ2 =
sh(
√

λµ)√
λµ

, σ3 =
ch(
√

λµ)− 1

µ
, σ4 =

α

4µ
·
(

sh(2
√

λµ)√
λµ

− 2

)
.

(2.24)

БКХ наближення порядку p = 4 дає систему рiвнянь:

F 4(τ1, τ2, τ3, τ4) =




τ1

τ2 − 1
2τ1τ3µ + 1

12τ
2
1 τ2λµ

τ3 − 1
2τ1τ3λ + 1

12τ1τ3µλ

τ4 − 1
2τ2τ3α− 1

12τ1τ
2
2 λα + 1

12τ1τ
2
3 µα




=




1

1

0

0




.

(2.25)

Чисельне порiвняння мiж точними розв’язками та БКХ наближенням

наведено у таблицi 2.2.
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p α { ||τ1−σ1||
||σ1|| , . . . , ||τ3−σ3||

||σ3|| } час обчислення (c)

4 1 {1.68× 10-2, 4.29× 10-2, 8.8× 10-3} 0.1
8 1 {6.42× 10-4, 1.61× 10-3, 3.69× 10-4} 0.7
12 1 {2.88× 10-5, 7.27× 10-5, 1.69× 10-5} 5.6
4 1 + i

2
{2.37× 10-2, 6.3× 10-2, 9.16× 10-3} 0.1

8 1 + i
2

{1.33× 10-3, 3.46× 10-3, 6.15× 10-4} 0.8
12 1 + i

2
{8.96× 10-5, 2.36× 10-4, 4.31× 10-5} 6.4

4 1
2

+ i {2.37× 10-2, 6.3× 10-2, 9.16× 10-3} 0.1
8 1

2
+ i {1.33× 10-3, 3.46× 10-3, 6.15× 10-4} 0.9

12 1
2

+ i {8.96× 10-5, 2.36× 10-4, 4.31× 10-5} 6.4

Таблиця 2.3 Порiвняння точних та наближених значень коефiцiєнтiв розплутування
для SU(1, 1) Лi алгебри.

2.4.3. SU(1,1) алгебра. У цьому та наступних прикладах точнi ана-

лiтичнi розв’язки взято в роботах [6, 7]. SU(1, 1) Лi алгебра {K+, K0, K−}
задовольняє комутацiйнi спiввiдношення

[K+, K0] = −K+, [K+, K−] = −2K0, [K0, K−] = −K−. (2.26)

Для комплексного параметру α позначення α∗ вiдповiдає комплексному

спряженню α. Наша цiль – знайти наближенi значення для коефiцiєнтiв

розплутування σ1, σ2, σ3 для задачi

exp(αK+ − α∗K−) = exp(σ1K+) · exp(σ2K0) · exp(σ3K−). (2.27)

Беручи α = λeiθ з λ ≥ 0 та 0 ≤ θ ≤ 2π, точнi розв’язки виглядають

наступним чином [6]:

σ1 = eiθth (λ), σ2 = −2 ln(ch(λ)), σ3 = −eiθth (λ). (2.28)

У таблицi 2.3 подано чисельнi результати для коефiцiєнтiв розплутування,

отриманих використовуючи БКХ наближення.
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p α { ||τ1−σ1||
||σ1|| , . . . , ||τ3−σ3||

||σ3|| } час обчислення (c)

4 1 {3.3× 10-2, 7.42× 10-2, 6.13× 10-2} 0.1
8 1 {7.64× 10-3, 9.99× 10-3, 9.7× 10-3} 0.4
12 1 {4.74× 10-4, 6.12× 10-4, 5.92× 10-4} 4.9
4 1 + i

2
{4.14× 10-1, 4.99× 10-1, 5.69× 10-1} 0.1

8 1 + i
2

{3.89× 10-2, 4.31× 10-2, 5.01× 10-2} 0.5
12 1 + i

2
{3.47× 10-3, 3.85× 10-3, 4.4× 10-3} 5.4

4 1
2

+ i {4.15× 10-1, 4.99× 10-1, 5.69× 10-1} 0.1
8 1

2
+ i {3.89× 10-2, 4.31× 10-2, 5.01× 10-2} 0.5

12 1
2

+ i {3.47× 10-3, 3.85× 10-3, 4.4× 10-3} 5.2

Таблиця 2.4 Порiвняння точних та наближених значень коефiцiєнтiв розплутування
для SU(2) Лi алгебри.

2.4.4. SU(2) алгебра. Три генератори {J+, J0, J−} алгебри Лi SU(2)

задовiльняють комутацiйнi спiввiдношення

[J+, J0] = −J−, [J+, J−] = 2J0, [J0, J−] = −J−. (2.29)

В цьому прикладi шукаємо коефiцiєнти для розплутування

exp(αJ+ − α∗J−) = exp(σ1J+) · exp(σ2J0) · exp(σ3J−). (2.30)

Беручи знову α = λeiθ, точнi розв’язки, виведенi у роботах [6, 7], вигляда-

ють як

σ1 = eiθth (λ), σ2 = 2 ln(sec(λ)), σ3 = −e−iθth (λ). (2.31)

Чисельнi результати наведено у таблицi 2.4.

Крiм того, на Рис. 2.2 зображено деякi результати для α ∈ R та 0 ≤ α ≤
1.5. Точнi розв’язки σi = σi(λ) вiдповiдають тонким лiнiям та БКХ набли-

ження порядку p = 4, p = 7 та p = 11 зображено точковою, пунктирною

та жирною кривими, вiдповiдно.
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Рис. 2.2. Порiвняння точних та наближених значень коефiцiєнтiв розплутування
для SU(2) алгебри для 0 ≤ α ≤ 1.5. Точнi розв’язки (тонкi лiнiї), наближення порядку
p = 3 (точковi кривi), наближення порядку p = 7 (пунктирнi кривi), та наближення
порядку p = 11 (жирнi кривi).
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2.4.5. Шестивимiрна алгебра пари фотонiв. У нашому остан-

ньому прикладi розглянемо алгебру пари фотонiв [7] {K+, A+, K0, I,K−, A},
яка задається наступними комутацiйними спiввiдношеннями:

[K+, A+] = 0, [K+, K0] = −K+, [K=, I] = 0,

[K+, K−] = −2K0, [K+, A = −A+], [A+, K0] = −1

2
A+,

[A+, I] = 0, [A+, K−] = −A, [A+, A] = −I,

[K0, I] = 0, [K0, K−] = −K−, [K0, A] = −1

2
A,

[I, K−] = 0, [I, A] = 0, [K−, A] = 0.

(2.32)

Вважаючи α = λ·eiθ та ζ = µ·eiφ, шукаємо коефiцiєнти для розплутування

exp(αK+ + ζA+ − α∗K− − ζ∗A) =

= exp(σ1K+) · exp(σ2A
+) · exp(σ3K0) · exp(σ4I) · exp(σ5K−) · exp(σ6A).

(2.33)

Точнi значення коефiцiєнтiв розплутування данi у роботi [7]:

σ1 = eiθth (λ),

σ2 = − µ

λ ch(λ)
· ((ch(λ)− 1) · ei(θ−φ) − sh(λ) · eiφ),

σ3 = −2 ln(ch(λ)),

σ4 = − µ2

λ2 ch(λ)
· ((ch(λ)− 1) + i sin(θ − 2φ) · (sh(λ)− λ ch(λ))),

σ5 = −e−iθth (λ),

σ6 = − µ

λ ch(λ)
· ((ch(λ)− 1) · e−i(θ−φ) + sh(λ) · e−iφ).

(2.34)

Вважаємо, що результат для σ6 у [7] має помилку у знаку перед доданком

з sh. Нарештi, чисельнi результати, отриманi за допомогою БКХ наближе-

ння, приведено у таблицi 2.5.
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p {α, ζ} { ||τ1−σ1||
||σ1|| , . . . ,

||τ6−σ6||
||σ6|| } час(c)

4 {1, 1} �
1.68× 10-2, 1.67× 10-2, 4.29× 10-2, 5.28× 10-3, 8.81× 10-3, 6.29× 10-3

	
0.2

8 {1, 1} �
6.42× 10-4, 5.96× 10-4, 1.61× 10-3, 1.72× 10-4, 3.69× 10-4, 2.55× 10-4

	
43.8

12 {1, 1} �
2.88× 10-5, 2.71× 10-5, 7.27× 10-5, 8.3× 10-6, 1.69× 10-5, 1.12× 10-5

	
6349.3

4 {1 + i
2
, 1
2

+ i} �
1.59× 10-2, 2.1× 10-2, 6.3× 10-2, 2.8× 10-2, 9.16× 10-3, 3.63× 10-2

	
0.3

8 {1 + i
2
, 1
2

+ i} �
8.91× 10-4, 1.2× 10-3, 3.46× 10-3, 1.33× 10-3, 6.15× 10-4, 1.84× 10-3

	
51.8

12 {1 + i
2
, 1
2

+ i} �
6.02× 10-5, 8.19× 10-5, 2.34× 10-4, 9.04× 10-5, 4.31× 10-5, 1.22× 10-4

	
6581.2

4 { 1
2

+ 3i
7

,− 1
2

+ 2i
3
} �

7.26× 10-3, 4.98× 10-3, 2.96× 10-2, 5.23× 10-3, 1.07× 10-2, 7.71× 10-3
	

0.2
8 { 1

2
+ 3i

7
,− 1

2
+ 2i

3
} �

5.92× 10-5, 4.15× 10-5, 2.43× 10-4, 4.38× 10-5, 8.88× 10-5, 5.75× 10-5
	

44.8
12 { 1

2
+ 3i

7
,− 1

2
+ 2i

3
} �

5.46× 10-7, 3.83× 10-7, 2.23× 10-6, 4.05× 10-7, 8.21× 10-7, 5.17× 10-7
	

6366.3

Таблиця 2.5 Порiвняння точних та наближених значень коефiцiєнтiв розплутування
для шестивимiрної Лi алгебри.

2.5. Висновки роздiлу

У даному роздiлi представлено загальний метод для наближеного роз-

плутування експоненцiальних некомутуючих операторiв, що належать скiн-

чено-вимiрнiй алгебрi Лi. Впроваджено комп’ютерну реалiзацiю даного ме-

тоду, яка визначає коефiцiєнти розплутування σ, означенi у (2.4), в прин-

ципi, для довiльних алгебр Лi.

Проведена комп’ютерна реалiзацiя є базовою демонстрацiєю методу, опти-

мiзованою для простоти використання, але не для зменшення часу обчи-

слень.

П’ять чисельних прикладiв з вiдомими точними аналiтичними розв’яз-

ками демонструють, що метод дає добре наближення для рiзних наборiв

параметрiв. Наприклад, для чотиривимiрної алгебри Лi добре наближення

досягається вже для порядку наближення p = 4. Для тривимiрної SU(2)

алгебри така ж точнiсть досягається для порядку p ≥ 14.

Як видно з чисельних результатiв, час обчислення та доступнi порядки

наближення залежать вiд вимiрностi заданої алгебри Лi. Для чотириви-

мiрної алгебри, наближення порядку 12 можна отримати за лiченi секун-

ди. В той час, як для алгебр з вищою вимiрнiстю, час обчислення зростає

швидко, що можна побачити у таблицi 2.5. Однак, для специфiчних ал-

гебр можуть бути реалiзованi набагато ефективнiшi впровадження даного
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методу.

Як було сказано, нам потрiбно вибирати з набору розв’язкiв системи

нелiнiйних рiвнянь такий, що задовольняє певнi граничнi умови. Кiлькiсть

додаткових задач, що розглядаються, контролюється параметром M , який

задається у нашiй програмi. Не зважаючи на те, що ми використовували

M = 10 у всiх чисельних прикладах, можуть бути задачi, для яких наш

метод вибирає правильний розв’язок тiльки для деяких бiльших значень

M . Цей вибiр має контролюватися вiдповiдними перевiрками.

Отже, у даному роздiлi було представлено метод розплутування експо-

ненцiальних некомутуючих операторiв, заснований на формулi Бейкера-

Кемпбелла-Хаусдорфа та комп’ютерна реалiзацiя даного методу. Метод

може бути застосований для довiльних скiнчено-вимiрних алгебр Лi. Ме-

тод було апропобовано на п’яти чисельних прикладах, для яких вiдомi

точнi аналiтичнi розв’язки. Порiвняння точних та наближених значень

коефiцiєнтiв розплутування показало високу точнiсть та збiжнiсть методу.
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РОЗДIЛ 3

Квантовий шум в оптичних iнтерферометрах

3.1. Передмова

Оптичнi iнтерферометри, що використовуються в експериментах по по-

шуку гравiтацiйних хвиль, потребують надзвичайно точного контролю рi-

зних типiв шумiв в екпериментальних установках. Для сучасних детекто-

рiв чутливiсть в основному обмежується квантово-механiчним шумом (далi

квантовий шум) [16]. Квантовий шум вiдповiдає класу шумiв, що виника-

ють з квантової природи джерела свiтла i в процесi детектування фотонiв

у iнтерферометрах [17]. У iнтерферометричному детекторi гравiтацiйних

хвиль, побудованому на основi iнтерферометра Майкельноса, присутнi два

основнi джерела квантового шуму [16]: (i) фотонний шум (shot noise) [18],

що виникає з невизначеностi у числi фотонiв на виходi iнтерферометра че-

рез квантово-механiчнi флуктуацiї; (ii) шум радiацiйного тиску (radiation-

pressure noise), який виникає з невизначеностi у положеннi дзеркал через

квантовi флуктуацiї внутрiшнiх полiв, що викликають флуктуацiї радiа-

цiйного тиску. З метою зменшення квантово-механiчного шуму в таких

iнтерферометрах, Кейвз запропонував технiку стиснених станiв (squeezed

state technique) [19]: у вхiдний порт iнтерферометра, що зазвичай не ви-

користовується, подається так званий стиснений вакуум (squeezed vacuum

state). Деталi цiєї технiки були проаналiзованi у багатьох експерименталь-

них i теоретичних дослiдженнях [22,93].
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Центральним елементом iнтерферометру є свiтлодiльник (beam splitter).

Схему стандартного свiтлодiльника зображено на Рис.3.1. Виявляється, що

фотонний стан на входi свiтлодiльника, який є добутком станiв кожного

вхiдного порта, на виходi свiтлодiльника вже не є добутком станiв фото-

нiв кожного вихiдного порту свiтлодiльника. Навпаки, два вихiдних стани

заплутано. Темою нещодавної роботи Барака та Бен-Ар’є [23] було дослi-

дження наслiдкiв такої заплутаностi для статистики фотонiв у оптичному

iнтерферометрi.

Рис. 3.1. Схема стандартного свiтлодiльника.

У роботi Барака та Бен-Ар’єна [23] було запропоновано метод, що в

принципi дає можливiсть провести аналiз статистики на виходi свiтлодiль-

ника при усiх можливих коефiцiєнтах розщеплення, а також обчислити роз-

подiл ймовiрностей числа фотонiв у вiдповiдному вихiдному станi. Однак,

через застосованi в роботi [23] наближення, аналiз обмежився лише двома

випадками для коефiцiєнту розщеплення свiтлодiльника, а саме 50/50 роз-

щепленням, та так званим випадком темного порту, коли майже всi фотони

вхiдного когерентного поля йдуть до одного вихiдного порта, i лише мала

частина до iншого, темного, порту. Зокрема, було передбачено, що для

випадку темного порту сигнал гравiтацiйної хвилi можна посилити iстотно

без вiдповiдного збiльшення фотонного шуму. Цей ефект трактувався як
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наслiдок заплутаностi, а також стиснення. Таке передбачення виглядає

контрiнтуiтивним.

У даному роздiлi дисертацiї представлено результати розширеного ана-

лiзу статистики фотонiв на виходi свiтлодiльника iнтерферометра Май-

кельсона для усiх можливих значень коефiцiєнту розщеплення свiтлодiль-

ника, а також глибоке дослiдження випадку темного порту iнтерферометра

та перевiрка передбачення роботи [23].

З метою дослiдження ефектiв заплутаностi треба вмiти розплутувати

експоненцiальнi оператори, для чого використовується результат, представ-

лений у другому роздiлi даної дисертацiйної роботи. Приведено повний

графiчний аналiз коефiцiєнтiв розплутування як функцiй параметру сти-

снення та коефiцiєнту розщеплення свiтлодiльника.

Отже, задачами даного роздiлу дисертацiї є:

• вивчення квантового шуму у вихiдному сигналi свiтлодiльника iнтер-

ферометра Майкельсона;

• знаходження розподiлу ймовiрностей числа фотонiв на виходi свiтло-

дiльника для рiзних випадкiв розщеплення вхiдного свiтла свiтлодiльни-

ком;

• дослiдження залежностi сигналу (середнього значення числа фотонiв)

та шуму (дисперсiї числа фотонiв) на виходi свiтлодiльника iнтерфероме-

тра вiд значення параметру стиснення вхiдного стану;

• вивчення випадку темного порту: перевiрка можливостi одночасного

пiдсилення сигналу та зменшення шуму.

3.2. Стан фотонiв на входi та виходi iнтреферометра

Стан фотонiв на входi свiтлодiльника iнтерферометра Майкельсона опи-

сується наступним чином: до вхiдного порту 1 подається когерентний стан
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та до порту 2 вводиться стиснений вакуумний стан:

|ψin(α, ζ)〉 = Ŝ2(ζ)D̂1(α)|0, 0〉, (3.1)

де

D̂1(α) = exp
(
αâ†1 − α∗â1

)
, Ŝ2(ζ) = exp

(
ζ∗

2
â2

2 −
ζ

2
â†22

)
. (3.2)

Оператор D̂(α) є оператором зсуву з параметром когерентного стану α =

|α|eiφ, оператор Ŝ(ζ) є оператором стиснення з параметром стиснення ζ =

reiθ. Параметри α i ζ є комплексними числами. Надалi для нас важливими

будуть два параметри: фактор когерентного стану |α|, що вiдповiдає за iн-

тенсивнiсть вхiдного променя у портi 1 свiтлодiльника та фактор стиснення

r, що вiдповiдає за степiнь стискування вхiдного вакуумного стану у портi

2. Залежнiсть статистики вiд значення фаз φ i θ також буде розглянуто

окремо.

Оператори фотонного поля âi та â†j задовiльняють бозонне комутацiйне

спiввiдношення [âi, â
†
j] = δi,j.

Центральним елементом iнтерферометра Майкельсона є свiтлодiльник.

Пiсля проходження свiтлодiльника фотонне поле описується "оберненими"

(вiд слова обертати) польовими операторами b̂i та b̂†i з комутацiйним спiв-

вiдношенням [b̂i, b̂
†
j] = δi,j [94]. Формула для унiтарного перетворення бо-

зонних операторiв у свiтлодiльнику має наступний вигляд:
(

â1

â2

)
=

(
cos γ sin γ

− sin γ cos γ

)(
b̂1

b̂2

)
. (3.3)

Параметр γ є коефiцiєнтом розщеплення свiтла свiтлодiльником i вiдповiд-

ає за степiнь розщеплення свiтлодiльником вхiдних пучкiв по вiдношенню

до вхiдного променя у порт 1.
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Тепер, виражаючи вхiднi â оператори через вихiднi b̂ оператори можна

записати стан фотонiв на виходi свiтлодiльника:

|ψout(α, ζ, γ)〉 = exp(|ζ|Â)D̂1(α cos γ)D̂2(α sin γ)|0, 0〉, (3.4)

де

Â = ŝ1 sin2 γ + ŝ2 cos2 γ + ŝ12 sin γ cos γ (3.5)

та

ŝi =
1

2|ζ|(ζ
∗b̂2

i − ζb̂†2i ), i = 1, 2, ŝ12 =
1

|ζ|(ζb̂†1b̂
†
2 − ζ∗b̂1b̂2). (3.6)

За вiдсутностi оператора ŝ12 вихiдний стан просто був би двома стиснени-

ми когерентними станами у кожному з вихiдних портiв. Однак, цi стани

заплутанi через ŝ12 i вихiдний стан не можна факторизувати. Цей факт

iстотно ускладнює обчислення статистики фотонiв у вихiдному станi.

Виявляється, що можна обчислити середнє значення числа фотонiв та

дисперсiю сигналу на виходi свiтлодiльника iнтерферометра, маючи справу

тiльки з вхiдним станом. Однак, для знаходження розподiлу ймовiрностей

числа фотонiв на виходi свiтлодiльника цей метод не спрацьовує. Для зна-

ходження розподiлу ймовiрностей числа фотонiв у вихiдному станi буде

застосовано математичний метод розплутування, представлений у друго-

му роздiлi даної дисертацiї.

3.3. Cереднє значення та дисперсiя числа фотонiв

на виходi свiтлодiльника методом усереднення

по вхiдному стану

Найпростiший спосiб для аналiзу статистики розподiлу фотонiв на вихо-

дi свiтлодiльника застосував Кейвз у роботi [19]. Цей метод дає можливiсть



54

знайти середнє значення числа фотонiв та дисперсiю (шум) розподiлу фо-

тонiв на виходi iнтерферометра, працюючи тiльки з вхiдним станом.

Почнемо iз знаходження середнього значення розподiлу фотонiв на ви-

ходi свiтлодiльника iнтерферометра у портi 1: 〈n̂out
1 〉. Для цього викори-

стаємо обернене перетворення бозонних операторiв у свiтлодiльнику, тобто

вiд b̂i до âi i виразимо оператор числа фотонiв n̂out
1 = b̂†1b̂1 через вхiднi

оператори:

n̂out
1 = b̂†1b̂1 = (â†1 cos γ − â†2 sin γ)(â1 cos γ − â2 sin γ) =

= â†1â1 cos2 γ + â†2â2 sin2 γ − cos γ sin γ(â†1â2 + â†2â1).
(3.7)

Тепер, використувуючи усереднення по вхiдному стану |Ψin〉, неважко

знайти середнє зачення 〈nout
1 〉:

〈n̂out
1 〉 = 〈Ψin|n̂out

1 (â†1, â1, â
†
2, â2)|Ψin〉 =

= 〈00|D̂†
1(α)Ŝ†2(ζ)n̂out

1 Ŝ2(ζ)D̂1(α)|00〉.
(3.8)

Використовуючи вiдомi формули [95] дiї Ŝ та D̂ операторiв на опера-

тори народження та знищення, в результатi отримуємо середнє значення

розподiлу фотонiв у вихiдному портi 1 свiтлодiльника iнтерферометра:

〈n̂out
1 〉 = |α|2 cos2 γ + sh2 r sin2 γ. (3.9)

Аналогiчно отримується середнє значення для другого вихiдного порту

свiтлодiльника iнтерферометра:

〈n̂out
2 〉 = |α|2 sin2 γ + sh2 r cos2 γ. (3.10)

З рiвнянь (3.9) та (3.10) видно, що сума середнiх значень дорiвнює

|α|2 + sh2 r. Цей вираз дорiвнює сумi очiкуваних середнiх значень двох

станiв на входi свiтлодiльника, а саме 〈n̂in
1 〉 = 〈0|D̂†

1(α)â†1â1D̂1(α)|0〉 = |α|2
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– середнього вхiдного когерентного стану та 〈n̂in
2 〉 = 〈0|Ŝ†2(ζ)â†2â2Ŝ2(ζ)|0〉 =

sh2 r – середнього значеня для вакуумних флуктуацiй стисненого вакуум-

ного стану.

Цей факт пiдтверджує, що середнi для розподiлiв вихiдних станiв було

обраховано вiрно та запропонований Кейвзом метод є коректним.

Бачимо також, що середнi значення числа фотонiв вихiдних станiв за-

лежать лише вiд абсолютних значень вхiдних параметрiв α та ζ (факторiв

|α| та r), i не залежать вiд фаз φ i θ.

Наступним кроком буде знаходження дисперсiї розподiлiв для вихiдних

станiв. Дисперсiя знаходиться за формулою: σ2 = (∆n̂)2 = 〈n̂2〉 − 〈n̂〉2.
Пiсля ряду математичних перетворень отримується вираз для дисперсiї

розподiлу числа фотонiв у вихiдному портi 1 свiтлодiльника iнтерфероме-

тра:

(∆n̂out
1 )2 = |α|2 cos4 γ + 2 ch2 r sh2 r sin4 γ + sin2 γ cos2 γ sh2 r+

+ sin2 γ cos2 γ|α|2(ch2 r + sh2 r − 2 sh r ch r cos(θ − 2φ)).
(3.11)

Вираз для дисперсiї розподiлу фотонiв у вихiдному портi 2 отримується з

(3.11) шляхом замiни γ → π/2 − γ. Як ми бачимо, дисперсiя розподiлу

мiстить залежнiсть вiд фаз φ i θ, а саме вiд значення фазового спiввiд-

ношення θ − 2φ. З (3.11) ясно видно, що дисперсiя буде найменшою при

cos(θ−2φ) = 1, тому найзручнiшим вибором фазового спiввiдношення буде

θ−2φ = 0. Саме таке значення фазового спiввiдношення буде використано

в подальшому.

Отже, маючи справу лише з вхiдним станом, можна досить легко зна-

йти аналiтичнi формули для розрахунку середнього значення та дисперсiї

розподiлу числа фотонiв на виходi свiтлодiльника iнтерферометра Май-

кельсона. Однак, даний метод не дає можливостi обчислити сам розподiл

ймовiрностей числа фотонiв у вихiдному сигналi. Для вирiшення цiєї зада-

чi необхiдно розплутати вихiдний стан (3.4). Саме розплутування в резуль-
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татi дає можливiсть знайти аналiтичну формулу для розрахунку розподiлу

ймовiрностей числа фотонiв на виходi свiтлодiльника iнтерферометра Май-

кельсона.

3.4. Розплутування стану фотонiв на виходi свiтло-

дiльника

Для представлення вихiдного стану у зручнiй для подальших обчислень

формi застосовано метод розплутування, розглянутий у другому роздiлi

даної дисертацiйної роботи. Для успiшного розплутування введемо споча-

тку допомiжний оператор t̂12:

t̂12 = b̂1b̂
†
2 − b̂†1b̂2. (3.12)

Оператори ŝ1, ŝ2, ŝ12, та t̂12 утворюють замкнену алгебру Лi з наступними

комутацiйними спiввiдношеннями:

[ŝ1, ŝ2] = 0, [ŝ12, t̂12] = −2ŝ1 + 2ŝ2,

[ŝ1, ŝ12] = t̂12, [ŝ2, ŝ12] = −t̂12, (3.13)

[ŝ1, t̂12] = ŝ12, [ŝ2, t̂12] = −ŝ12.

Як наслiдок, стан фотонiв на виходi свiтлодiльника (3.4) можна записати

в наступному виглядi [1, 50]

|ψout〉 = exp(σT t̂12) exp(σS ŝ12) exp(σ1ŝ1) exp(σ2ŝ2)D̂1(α cos γ)D̂2(α sin γ)|0, 0〉.
(3.14)

Вихiдний стан тепер виражено як два стисненi когерентнi стани, що заплу-

тано через оператори exp(σT t̂12) та exp(σS ŝ12). Коефiцiєнти σT , σS, σ1, σ2 є

дiйсними функцiями вхiдних параметрiв r = |ζ| та γ. Коефiцiєнти розплу-

тування σT , σS, σ1, σ2 знаходяться чисельно за допомогою комп’ютерної

програми. Також для розв’язку задачi розплутування фотонного стану на
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виходi свiтлодiльника ми застосували аналiтичний метод розплутування,

заснований на матричному представленнi алгебри Лi, завдяки якому для

окремих випадкiв вдалося знайти точнi аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв

розплутування.

3.4.1. Розплутування вихiдного стану методом матричного пред-

ставлення алгебри Лi. Для розв’язку задачi розплутування

exp(rÂ) = exp(σT t̂12) exp(σS ŝ12) exp(σ1ŝ1) exp(σ2ŝ2), (3.15)

де r = |ζ| та Â дано у (3.5), ми розглядаємо алгебру Лi
{
ŝ1, ŝ2, ŝ12, t̂12

}

операторiв , означених у (3.6) та (3.12) разом з комутацiйними спiввiдно-

шеннями (3.13). Вiдповiднi матричнi представлення цих операторiв

ŝ1 =

(
1 0

0 0

)
, ŝ2 =

(
0 0

0 1

)
, ŝ12 =

(
0 −1

−1 0

)
, t̂12 =

(
0 −1

1 0

)

(3.16)

задовiльняють тi самi комутацiйнi спiввiдношення.

Тодi матричне представлення оператора Â у (3.15) отримується як

Â =

(
sin2 γ − cos γ sin γ

− cos γ sin γ cos2 γ

)
. (3.17)

Оскiльки Ân = Â для всiх n ∈ N , то для лiвої частини (3.15) ми отримуємо

exp(rÂ) =
∞∑

n=0

(rÂ)n

n!
= Î + (er − 1)Â. (3.18)

Матричне представлення правої частини (3.15) також легко обраховується:

exp(σTT12) exp(σS ŝ12) exp(σ1ŝ1) exp(σ2ŝ2) = (3.19)

=

(
eσ1(sin σT sh σS + cos σT ch σS) −eσ2(sin σT ch σS + cos σT sh σS)

eσ1(sin σT ch σS − cos σT sh σS) −eσ2(sin σT sh σS − cos σT ch σS)

)
.
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Прирiвнявши (3.18) i (3.19), отримуємо чотири рiвняння для чотирьох

коефiцiєнтiв розплутування σT , σS, σ1, σ2:

er sin2 γ + cos2 γ = eσ1(sin σT sh σS + cos σT ch σS),

(1− er) cos γ sin γ = −eσ2(sin σT ch σS + cos σT sh σS), (3.20)

(1− er) cos γ sin γ = eσ1(sin σT ch σS − cos σT sh σS),

er cos2 γ + sin2 γ = −eσ2(sin σT sh σS − cos σT ch σS).

В загальному випадку цю систему рiвнянь можна розв’язати чисельно.

Для γ = π/2 розв’язки (3.20) можна знайти аналiтично:

σ1 = r, σ2 = 0, σS = 0, σT = 0. (3.21)

Для γ = π/4 маємо

σ1 = r/2, σ2 = r/2, σS = r/2, σT = 0. (3.22)

Особливим випадком є γ = π/2 − δ, де δ – достатньо мале. Цей випа-

док називається випадком темного порту iнтерферометра: практично всi

фотони вхiдного когерентного стану прямують до вихiдного порту 2 свi-

тлодiльника, i лише мала частка до вихiдно порту 1.

Якщо розкласти тригонометричнi функцiї в правiй частинi (3.20), ли-

шаючи лише лiнiйнi члени у коефiцiєнтах розплутування, отримуємо:

γ = π/2− δ, σ1 = r, σ2 = 0, σS = −δ sh r, σT = δ(1− ch r). (3.23)

3.4.2. Cереднє значення та дисперсiя розподiлу фотонiв на

виходi свiтлодiльника методом усереднення по вихiдному стану.

Аналогiчно до знаходження середнього значення та дисперсiї розподiлу фо-

тонiв на виходi свiтлодiльника iнтерферометра Майкельсона, працюючи з

вхiдним станом, можна також розрахувати середнє та дисперсiю шляхом
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усереднення по вихiдному стану. В якостi перевiрки еквiвалентностi обох

методiв було знайдено середнє значення розподiлу фотонiв у вихiдному

портi 1 свiтлодiльника iнтерферометра. Дисперсiя цим методом не обра-

ховувалась через недоцiльнiсть i неефективнiсть в порiвняннi з методом

усереднення по вхiдному стану.

Використовуючи формулу

〈n̂out
1 〉 = 〈Ψout|b̂†1b̂1|Ψout〉, (3.24)

де |Ψout〉 вже береться у розплутанiй формi, пiсля громiздких перетворень

знаходимо:

〈n̂out
1 〉 = m0 + mα|α|2, (3.25)

де

m0 = (ch σS sin σT sh σ2 + cos σT ch σ2 sh σS)2+

+ (cos σT ch σS sh σ1 + ch σ1 sin σT sh σS)2
(3.26)

та

mα = e−i(θ+2φ) (−eiθ cos γ cos σT ch σS sh σ1 + eiθ ch σS sin γ sin σT sh σ2+

+ e2iφ cos γ sin σT sh σ1 sh σS − e2iφ cos σT sin γ sh σ2 sh σS+

+ ch σ2 sin γ
(−e2iφ ch σS sin σT + +eiθ cos σT sh σS

)
+

+ cos γ ch σ1
(
e2iφ cos σT ch σS − eiθ sin σT sh σS

))×
× (−e2iφ cos γ cos σT ch σS sh σ1 + e2iφ ch σS sin γ sin σT sh σ2+

+ eiθ cos γ sin σT sh σ1 sh σS − eiθ cos σT sin γ sh σ2 sh σS+

+ ch σ2 sin γ
(−eiθ ch σS sin σT + e2iφ cos σT sh σS

)
+

+ cos γ ch σ1
(
eiθ cos σT ch σS − e2iφ sin σT sh σS

))
.

(3.27)
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Як бачимо, коефiцiєнт mα є дуже громiздким. Постає питання, чи вираз

для середнього значення числа фотонiв (3.25), отриманий шляхом усере-

днення по вихiдному розплутаному стану еквiвалентний знайденому сере-

дньому (3.9) шляхом усереднення по вхiдному стану.

Чисельно було показано, що перший доданок у (3.25) вiдповiдає значен-

ню sh2 r sin2 γ, та вeликий другий доданок mα|α|2 вiдповiдає |α|2 cos2 γ.

Зокрема, для особливого випадку γ = π/4, коли коефiцiєнти розплуту-

вання можна знайти точно аналiтично, вираз для середнього спрощується

до 〈nout
1 〉 = 1

2(|α|2 + sh2 r).

Цi два факти свiдчать про те, що методи усереднення як по вхiдному

стану так i по вихiдному дають однаковий результат, а отже розплутаний

стан дiйсно описує стан фотонiв пiсля перетворення у свiтлодiльнику iн-

терферометра.

Однак, як ми бачимо, робота з вихiдним станом саме через його заплу-

танiсть є дуже непрактичною через велику громiздкiсть обчислень в по-

рiвняння з обчисленнями при усередниннi по вхiдному стану. Також стає

зрозумiлим, що обчислення дисперсiї таким методом є недоцiльним.

3.5. Знаходження формули для розподiлу ймовiрно-

стей числа фотонiв на виходi свiтлодiльника iн-

терферометра

Як було сказано вище, вихiдний стан у розплутанiй формi являє собою

два стиснених когерентних стани, на якi дiють два оператори сплутування:

exp(σT t̂12) та exp(σS ŝ12).

Для визначення статистики фотонiв у вихiдному станi (знаходження

розподiлу ймовiрностей числа фотонiв) спочатку необхiдно переписати ви-

хiдний стан у фокiвському представленнi. Починаємо з фокiвського пред-
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ставлення стисненого когерентного стану [95]:

Ŝ(ζ)D̂(β)|0〉 =
∞∑

n=0

1√
n!

fn(ζ, β)|n〉, (3.28)

де

fn(ζ, β) =
(eiθth r)n/2

2n/2(ch r)1/2 exp

(
−1

2
(|β|2 − e−iθβ2th r)

)
Hn

(
βe−iθ/2

√
2 ch r sh r

)
,

(3.29)

ζ = reiθ, та Hn – полiноми Ермiта.

Отже, вихiдний стан фотонiв без факторiв заплутування виглядає на-

ступним чином:

|Ψout〉 =
∞∑

n1=0

∞∑
n2=0

1√
n1!n2!

fn1
(eiθσ1, α cos γ)fn2

(eiθσ2, α sin γ)|n1n2〉. (3.30)

Тепер? дiючи екпоненцiальними операторами exp(σT t̂12) i exp(σSŜ12) на

(3.30), можна отримати фокiвське представлення вихiдного стану. Однак,

спочатку exp(σT t̂12) i exp(σSŜ12) мають бути дещо перетворенi для успiшної

дiї ними на стан (3.30).

3.5.1. Дiя операторiв заплутування. Фактори заплутування

exp(σT t̂12) та exp(σS ŝ12) мають бути перетворенi для дiї ними на два сти-

снених когерентних стани. Використовуючи факт, що оператори b̂†1b̂
†
2, b̂1b̂2,

та 1
2(1 + b̂†1b̂1 + b̂†2b̂2) утворюють SU(1,1) алгебру Лi, можна знайти, що

exp(σS ŝ12) = exp
(
b̂†1b̂

†
2e

iθth σS

)
×

× exp (− (1 + n̂1 + n̂2) ln(ch σS)) exp
(
−b̂1b̂2e−iθth σS

)
.

(3.31)

як було доведено, наприклад, у роботi [7]. Аналогiчно доводиться, що

exp(σT t̂12) = exp
(
b̂1b̂

†
2e

iθ tg σT

)
×

× exp (− (n̂1 − n̂2) ln(cos σT )) exp
(
−b̂†1b̂2e−iθ tg σT

)
.

(3.32)
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використовуючи факт, що оператори b̂1b̂
†
2, b̂†1b̂2, та −1

2

(
b̂†1b̂1 − b̂†2b̂2

)
фор-

мують алгебру Лi SU(2). Вирази (3.31) та (3.32) є розплутуваннями опе-

раторiв exp(σT t̂12) та exp(σS ŝ12). Тут наведено точнi аналiтичнi розплу-

тування для операторiв. Також цi розплутування можуть бути виконанi,

використовуючи метод розплутування, представлений у другому роздiлi

даної дисертацiї.

Розкладання в ряд експонент у вище наведених виразах (3.31) i (3.32)

дозволяє успiшно дiяти операторами exp(σT t̂12) та exp(σS ŝ12) (вже у роз-

плутанiй формi) на фокiвськi стани (3.30).

Пiсля деяких прямих, але громiздких математичних перетворень можна

отримати розподiл фотонiв Pn1n2
у двох портах свiтлодiльника iнтерферо-

метра

Pn1n2
(α, ζ, γ) =

=
n2!

n1!

∣∣∣∣∣
n2∑

m4=0

n1+m4∑
m3=0

M2∑
m2=0

∞∑
m1=0

Am1m2m3m4
n1n2

fN1+m1
(eiθσ1, β1)fN2+m1

(eiθσ2, β2)

∣∣∣∣∣

2

,

(3.33)

де

N1 = n1 −m2 −m3 + m4, N2 = n2 −m2 + m3 −m4,

M2 = min(n1 −m3 + m4, n2 + m3 −m4), (3.34)

Am1m2m3m4
n1n2

=
νm1

S λm2

S νm3

T λm4

T

m1!m2!m3!m4!

(n1 + m4)!

(n2 −m4)!

(n2 + m3 −m4)!

N1!N2!
×

eµS(1+n1+n2−2m2)/2eµT (−n1+n2−2m4)/2,

ζ = reiθ, β1 = α cos γ, β2 = α sin γ,

λS = eiθth σS, µS = −2 ln(ch σS)), νS = e−iθth σS,

λT = tg σT , µT = −2 ln(cos σT )), νT = tg σT .

Сума по m1 у (3.33) в принципi необмежена. На практицi добра верхня гра-

ниця має бути вибрана так, щоб ймовiрностi правильно нормувалися. На-
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далi бiльшiсть чисельних результатiв обраховано на основi формули (3.33).

Розподiл ймовiтностей у будь-якому з вихiдних портiв отримується шля-

хом пiдсумовування по кiлькостi фотонiв у другому портi. Наприклад, у

портi 1 на виходi свiтлодiльника матимемо: Pn1
=

∑∞
n2=0 Pn1n2

.

3.6. Чисельнi результати та їх аналiз

Зауважимо, що ми розглядаємо фактори стиснення в межах до значення

r = 1.5 у нашому чисельному аналiзi, оскiльки на сьогоднiшнiй день най-

бiльший фактор стиснення, що було експериментально реалiзовано, при-

близно рiвний r = 1.3 [25, 96].

3.6.1. Коефiцiєнти розплутування. Чисельнi результати для ко-

ефiцiєнтiв розплутування σT , σS, σ1, σ2 зображено на Рис. 3.2.

Рис. 3.2. Поверхнi значень коефiцiєнтiв розплутування σ1, σ2, σS, i σT як функцiй
коефiцiєнту розщеплення свiтлодiльника γ та фактору стиснення r.
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Рисунки чiтко демонструють особливi випадки для значень коефiцiєнтiв

розщеплення свiтлодiльника: σ1 = r, σ2 = 0 , σS = 0, σT = 0 при γ = π/2

та σ1 = r/2, σ2 = r/2, σS = r/2, σT = 0 при γ = π/4.

3.6.2. Розподiл ймовiтностей на виходi свiтлодiльника при

слабкому когерентному полi на входi свiтлодiльника та коефiцi-

єнтах розщеплення γ = π/4 i γ = π/8. Обчислювальнi можливостi

звичайних комп’ютерiв накладають обмеження на використання формули

(3.33) для знаходження розподiлу ймовiрностей числа фотонiв на виходi

свiтлодiльника iнтерферометра Майкельсона. Розрахунки було проведено

для значення фактору когерентного стану |α|2 = 20, що вiдповiдає слабко-

му когерентному полю (слабким вважаємо когерентний стан з малими |α|,
порядку 10-100) у вхiдному портi 1 (мале |α|) свiтлодiльника iнтерфероме-

тра.

Однак, аналiтичнi формули (3.9) та (3.11) дають можливiсть проаналi-

зувати статистику фотонiв для випадкiв як слабкого, так i сильного (великi

|α|: |α| порядку 1000 i бiльше) когерентного вхiдного стану iнтерфероме-

тра.

При використаннi формули (3.33) обираємо отримане ранiше значення

фазового спiввiдношення θ−2φ = 0, що дає мiнiмально можливу дисперсiю

(шум).

На Рис. 3.3 подано розподiли фотонiв на виходi порту 1 свiтлодiльни-

ка, обчисленi з (3.33) для слабкого когерентного поля (|α|2 = 20), вве-

деного у вхiдний порт 1. Коефiцiєнт розщеплення свiтлодiльника обра-

но γ = π/4; розподiли обчислено для рiзних значень фактору стиснення

r = 0, 0.3, 0.6, 0.9, 1.2, 1.5 вхiдного вакуумного стану у портi 2 свi-

тлодiльника. Для γ = π/4 аналiтично можна знайти σ1 = r/2, σ2 =

r/2, σS = r/2, та σT = 0, i як наслiдок, оператор заплутування eσT t̂12

рiвний одиницi. Для цього випадку ми спостерiгаємо, що стиснення дещо
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Рис. 3.3. Розподiли ймовiрностей числа фотонiв на виходi свiтлодiльника для |α|2 =

20, γ = π/4, при рiзних факторах стиснення r = 0, 0.3, 0.6, 0.9, 1.2, 1.5. Справо вiд
рисунку наведено седеднє значення та дисперсiю для розподiлiв як функцiй фактору
стиснення r (суцiльнi лiнiї). Пунктирнi лiнiї вiдповiдають розрахункам без факторiв
заплутування.

зменшує дисперсiю (шум) розподiлу на виходi свiтлодiльника для значень

фактору, близьких до значення r = 0.7, та дещо зсуває середнє значення

розподiлу до значення iз бiльшим числом фотонiв. Отже, iснує деяке опти-

мальне значення параметру стиснення, рiвне приблизно r = 0.7, за якого

ми спостерiгаємо мале покращення статистики рахування (деяке зменше-

ння дисперсiї) шляхом стиснення вхiдного вакуумного стану у портi 2 свi-

тлодiльника.

Результати, наведенi на Рис. 3.3 ясно показують, що для визначення

статистики фотонiв на виходi свiтлодiльника факторами заплутування не-

хтувати не можна. Тобто, для адекватного моделювання статистики фото-

нiв на виходi свiтлодiльника iнтерферометра ми маємо враховувати ефекти

заплутування двох вхiдних станiв свiтлодiльником.

Рис. 3.4 показує статистику фотонiв у вихiдному портi 1 свiтлодiльни-

ка iнтерферометра для випадку коефiцiєнта розщеплення свiтлодiльника
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Рис. 3.4. Розподiли фотонiв для |α|2 = 20, γ = π/8, при рiзних факторах стиснення
r = 0, 0.3, 0.6, 0.9, 1.2, 1.5. Справа вiд рисунку наведено середнє значення та дис-
персiя для розподiлiв як функцiй фактору стиснення r (суцiльнi лiнiї). Пунктирнi лiнiї
вiдповiдають розрахункам без факторiв заплутування.

γ = π/8 та |α|2 = 20 i r = 0, 0.3, 0.6, 0.9, 1.2, 1.5. Для такого значен-

ня параметру розщеплення γ нам необхiдний повний чисельний розв’язок

для коефiцiєнтiв заплутування, тобто, у цьому випадку обидва оператори

заплутування eσT t̂12 та eσS ŝ12 дають внесок у вихiдну статистику.

З Рис. 3.4 ми бачимо, що стиснення дуже слабко впливає на розподiл. I

середнє значення, i дисперсiя не змiнюються при стисненнi. Рис. 3.4 пока-

зує, що розрахунки без факторiв заплутування дають повнiстю неправдиве

полiпшення статистики фотонiв за рахунок введення стисненого вакууму

на входi свiтлодiльника.

3.6.3. Сильне когерентне поле на входi свiтлодiльника та до-

вiльне γ. У випадку сильного когерентного поля (великi |α|) потужнiсть

звичайних комп’ютерiв є недостатньою для використання формули (3.33)

i отримання розподiлу ймовiрностей числа фотонiв. Однак, формули (3.9)

для середнього числа фотонiв та (3.11) для дисперсiї розподiлу дають мо-
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жливiсть проаналiзувати вихiднi стани свiтлодiльника у цьому випадку.

Ми приводимо результати для статистики фотонiв у вихiдному портi 1

свiтлодiльника. Статистика для вихiдного порту 2 отримується шляхом

замiни γ → π/2− γ у формулах для статистики у портi 1.

Рис. 3.5. Поверхня значень середнього числа розподiлу фотонiв 〈n1〉 у вихiдно-
му портi 1 свiтлодiльника iнтерферометра при сильному вхiдному когерентному станi:
|α|2 = 5000, 0 ≤ r ≤ 1.5, 0 ≤ γ ≤ π

2
.

Рис. 3.6. Поверхня значень дисперсiї розподiлу фотонiв 〈n1〉 у вихiдному портi 1
свiтлодiльника iнтерферометра при сильному вхiдному когерентному станi: |α|2 = 5000,
0 ≤ r ≤ 1.5, 0 ≤ γ ≤ π

2
.

На Рис. 3.5 та Рис. 3.6 зображено залежнiсть середнього значення для



68

розподiлу числа фотонiв та дисперсiї на виходi свiтлодiльника iнтефероме-

тра для сильного вхiдного когерентного поля |α|2 = 5000 та для можливих

значень коефiцiєнту розщеплення свiтлодiльника 0 < γ < π/2 i фактору

стиснення 0 ≤ r ≤ 1.5. Як бачимо, стиснення практично не впливає на

середнє значення розподiлу та дещо зменшує дисперсiю.

3.6.4. Чисельна оцiнка зменшення шуму та пiдсилення сигна-

лу. Дамо чисельнi оцiнки пiдсилення сигналу (середнього значення числа

фотонiв) та зменшення шуму (дисперсiї) за рахунок стиснення вхiдного

вакуумного стану для випадку сильного когерентного поля (велике α) у

портi 1 на входi свiтлодiльника iнтерферометра Майкельсона.

Нагадаємо отриманi ранiше формули для середнього значення та дис-

персiї вихiдного сигналу у портi 1 свiтлодiльника iнтерферометра:

〈n̂out
1 〉 = |α|2 cos2 γ + sh2 r sin2 γ, (3.35)

(∆n̂out
1 )2 = |α|2 cos4 γ + 2 ch2 r sh2 r sin4 γ + sin2 γ cos2 γ sh2 r+

+ sin2 γ cos2 γ|α|2(ch2 r + sh2 r − 2 sh r ch r cos(θ − 2φ)).
(3.36)

Для мiнiмiзацiї дисперсiї обираємо значення фазового спiввiдношення: θ−
2φ = 0. Проаналiзуємо випадок свiтлодiльника γ = π/4, тобто свiтлодiль-

ник дiлить вхiдний пучок на два з однаковою iнтенсивнiстю. При γ = π/4

маємо:

〈n̂out
1 〉 =

1

2
|α|2 +

1

2
sh2 r, (3.37)

(∆n̂out
1 )2 =

1

2
|α|2 ch r(ch r − sh r) +

1

4
(2 + ch 2r) sh2 r. (3.38)

Для випадку сильного когерентного поля (велике |α|) другими доданка-

ми у правих частинах рiвнянь (3.37) та (3.38) можна знехтувати. Середнє

значення i дисперсiя тодi будуть виглядати наступним чином:

〈n̂out
1 〉 ' 1

2
|α|2, (3.39)
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(∆n̂out
1 )2 ' 1

2
|α|21 + e−2r

2
. (3.40)

Як бачимо з (3.39), стиснення не впливає на змiну середнього значення

розподiлу. На дисперсiю ж стиснення впливає наступним чином. Для

випадку r = 0 (стиснення вiдсутнє):

(∆n̂out
1 )2 =

1

2
|α|2. (3.41)

Для достатньо великого стиснення r = 1:

(∆n̂out
1 )2 ≈ 1

2
|α|2 × 0.57. (3.42)

Тепер оцiнимо зменшення шуму у вiдсотках. Пiд величиною шуму бу-

демо розумiти ширину розподiлу ймовiрностей, яка в свою чергу визначає-

ться середньоквадратичним вiдхиленням розподiлу, пов’язаним iз диспер-

сiєю: σ =
√

(∆n̂out
1 )2

σ(r = 0) = |α| 1√
2
, (3.43)

σ(r = 1) = |α| 1√
2

√
0.57, (3.44)

σ(r = 1)

σ(r = 0)
' 0.75. (3.45)

Тобто, стиснення вхiдного вакуумного стану у портi 2 свiтлодiльника iз фа-

ктором стиснення r = 1 зменшує ширину розподiлу на виходi свiтлодiль-

ника на величину порядку 25%. Це є вiдомий в лiтературi [16] результат

для 50/50 свiтлодiльника, i розрахунки в нашiй моделi пiдтверджують цей

результат.
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3.7. Темний порт iнтерферометра та сильне вхiдне

когерентне поле

3.7.1. Аналiтичнi формули для розподiлу ймовiрностей, серед-

нього значення та дисперсiї числа фотонiв. Випадок темного порту

iнтерферометра вiдповiдає значенню коефiцiєнта розщеплення свiтлодiль-

ника γ = π/2 − δ, де δ – достатньо мале. При такому γ практично всi

фотони вiд вхiдного когерентного поля прямують до вихiдного порту 2

свiтлодiльника, i лише мала частина, пропорцiйна δ прямує до вихiдного

порту 1. Цей порт через малу кiлькiсть фотонiв в порiвняннi з другим,

називають темним.

При розплутуваннi вихiдного стану iнтерферометра було знайдено кое-

фiцiєнти розплутування шляхом розкладання рiвнянь лiнiйно по δ

σ1 = r, σ2 = 0, σS = −δ sh r, and σT = δ(1− ch r). (3.46)

Ми розглядаємо випадок сильного когерентного поля у вхiдному портi 1

свiтлодiльника iнтерферометра. У цьому випадку можна оператори b̂2 та

b̂†2 замiнити у факторах заплутування у (3.4) їх очiкуваними значеннями α

та α∗, вiдповiдно. Вихiдний стан тодi можна записати

|ψout〉 = D̂1(−αδ(1−ch r))D̂1(−δα∗eiθ sh r)Ŝ1(ζ)D̂1(−αδ)D̂2(α)|0, 0〉, (3.47)

де ζ = reiθ. Оператори з iндексом 1 можна об’єднати використовуючи

спiввiдношення [23]

D̂(α2)D̂(α1) = D̂(α1 + α2) exp

[
1

2
(α2α

∗
1 − α∗2α1)

]
,

D̂(α)Ŝ(ζ) = Ŝ(ζ)D̂(α ch r + α∗eiθ sh r). (3.48)

В результатi отримуємо

|ψout〉 = ei|α|2δ2∆Ŝ1(ζ)D̂1(α̃)D̂2(α)|0, 0〉, (3.49)
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де α = |α|eiφ та

α̃ = −αδ ch r − α∗δeiθ sh r,

∆ =
1

2
sin(θ − 2φ) sh(2r).

(3.50)

Як видно з рiвняння (3.49), на виходi свiтлодiльника маємо сильний ко-

герентний стан з параметром когерентного стану α, що виходить через

порт 2 свiтлодiльника та слабкий стиснений когерентний стан з параме-

тром когерентного стану α̃ i параметром стиснення ζ виходить через порт

1 свiтлодiльника.

Як i в загальному випадку, для визначення розподiлу ймовiрностей ви-

хiдного стану, ми застосовуємо фокiвське представлення:

Pn1
=

1

n1!
|fn1

(ζ, α̃)|2 , (3.51)

де коефiцiєнти fn(ζ, α̃) дано у формулi (3.29).

Середнє значення числа фотонiв та дисперсiю розподiлу можна отрима-

ти аналiтично [95]:

〈n̂1〉 = |α|2δ2 + sh2 r,

(∆n̂1)
2 = |α|2δ2(ch(2r)− cos(θ − 2φ) sh(2r)) + 2 sh2 r ch2 r.

(3.52)

Зауважимо, що середнє значення не залежить вiд фаз θ та φ, але дисперсiя

залежить.

Зауважимо також, що той самий результат для середнього та дисперсiї

можна отримати з формул (3.9) i (3.11) шляхом пiдстановки γ = π/2−δ та

потiм розкладанням в ряд по δ. Це свiдчить про правильнiсть розрахункiв

та еквiвалентнiсть обраних методiв знаходження середнього значення та

дисперсiї розподiлу.
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3.7.2. Чисельнi результати та їх фiзична iнтерпретацiя. З фор-

мул (3.51) та (3.52) видно, що середнє розподiлу фотонiв не залежить вiд

фаз θ i φ, але дисперсiя залежить вiд фазового спiввiдношення θ − 2φ.

Очевидно, що вибiр θ − 2φ = 0 є оптимальним для мiнiмiзацiї фотонного

шуму.

Пiдставляючи θ − 2φ = 0 до (3.52) отримуємо

〈n1〉 = δ2|α|2 + sh2 r,

(∆n1)
2 = δ2|α|2e−2r + 2 sh2 r ch2 r.

(3.53)

Для сильного вхiдного когерентного стану (велике |α|) та для експериме-

тально досяжних значень фактору стиснення (r не перевищує 1.3) другими

доданками в обох виразах можна знехтувати. Отже, пiдсилення сигналу у

вихiдному портi 1 свiтлодiльника шляхом стиснення вхiдного вакуумного

стану не є можливим.

Однак, ширина розподiлу σ =
√

(∆n1)2 звужується пропорцiйно e−r

iз збiльшенням фактору стиснення r. Зокрема, при достатньо великому

стисненнi r = 1 маємо:
σ(r = 1)

σ(r = 0)
' 0.37, (3.54)

а значить ширина зменшується на величину порядку 60%.

На Рис. 3.7 показано для випадку θ − 2φ = 0 та |δα|2 = 500 розподiл

числа фотонiв на виходi свiтлодiльника, обчислений за допомогою фор-

мули (3.51). Додатково ми визначаємо середнє значення та дисперсiю цих

розподiлiв з рiвнянь (3.53). Зауважимо, що для великих значень параметру

стиснення розподiли демонструють характернi осциляцiї [95].

3.8. Висновки роздiлу

У даному роздiлi дисертацiйної роботи представлено результати вивче-

ння квантового шуму у вихiдному сигналi свiтлодiльника iнтерферометра
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Рис. 3.7. Розподiли фотонiв у темному портi iнтерферометра для |δα|2 = 500,
θ = 2φ, при рiзних факторах стиснення r = 0, 0.3, 0.6, 0.9, 1.2, 1.5. Справа вiд
рисунку наведено середнє значення та дисперсiю для розподiлiв як функцiї фактору
стиснення r.

Майкельсона. Отримано аналiтичну формулу для обчислення розподiлу

ймовiрностей числа фотонiв на виходi свiтлодiльника, а також формули

для середнього значення та дисперсiї розподiлу. Окремо проведено розши-

рений аналiз випадку темного порту iнтерферометра.

Розрахунки показують, що пiдсилення вихiдного сигналу у свiтлодiль-

нику iнтерферометра Майкельсона шляхом стиснення вхiдного вакуумного

стану призводять до одночасного збiльшення квантово-механiчного шуму

в розподiлi числа фотонiв. Пiдсилення вихiдного сигналу можна досягти

лише за рахунок подачi бiльш iнтенсивного (iз бiльшим |α|) когерентного

стану на входi свiтлодiльника.

Спостерiгається, що для сильного когерентного стану у вхiдному портi

1 свiтлодiльника iнтерферометра, при подачi стисненого вакуумного стану

у вхiдний порт 2, статистика рахування фотонiв на виходi дещо полiпшу-

ється в сенсi зменшення дисперсiї. Наприклад, для випадку 50/50 свiтло-

дiльника при прально обрано значеннi параметра стиснення можна досягти
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зменшення ширини вихiдного сигналу на величину порядку 25%.

Виявлено, що для випадку темного порту iнтерферометра стиснення

також не впливає iстотно на середнє значення розподiлу числа фотонiв на

виходi темного порту свiтлодiльника iнтерферометра Майкельсона, тобто

пiдсилення сигналу немає. Пiдсилення сигналу можна досягти тiльки при

збiльшеннi iнтенсивностi вхiдного когерентного стану, тобто при збiльшен-

нi |α|. Показано, як стиснення дозволяє зменшити шум: для фактору

стиснення порядку r ∼ 1 зменшення фотонного шуму (зменшення ширини

розподiлу) маємо бiльше нiж на 50%.

Аналiз показав, що середнє значення розподiлу числа фотонiв на виходi

iнтерферометра Майкельсона не залежить вiд фаз θ (фаза параметру сти-

снення) та φ (фаза параметру когерентного стану), але дисперсiя розподiлу

залежить вiд фазового спiввiдношення θ − 2φ. Найкращим вибором для

досягнення мiнiмально можливого фотонного шуму у вихiдному сигналi

iнтерферометра є θ − 2φ = 0.

Добре розумiння квантових шумiв у iнтерферометричних детекторах

гравiтацiйних хвиль дає змогу суттєво пiдвищити точнiсть вимiру зсуву те-

стових мас в детекторi, i тим самим наблизити до розв’язку задачi пошуку

гравiтацiйних хвиль. Результати для випадку темного порту iнтерферо-

метра можуть бути безпосередньо використанi для зменшення квантового

шуму у вихiдному сигналi iнтерферометра Майкельсона, та власне в екс-

периментах по детектуванню гравiтацiйних хвиль.
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РОЗДIЛ 4

Квантовi кореляцiї двофотонних поляризацiйних

станiв

4.1. Передмова

Одним з основних питань в теорiї квантової заплутаностi є питання: чи

даний квантово-механiчний стан є заплутаним? Для теоретичної оцiнки

станiв на наявнiсть заплутаностi в станах для вiдомої хвильової функцiї

(для чистих станiв) або матрицi густини (для мiшаних станiв) в теорiї за-

плутаностi розроблено серiю вiдповiдних критерiїв сепарабельностi. Часто

буває, що для реального, приготованого в експериментi стану, ми не воло-

дiємо повною iнформацiєю про його матрицю густини, однак нас цiкавить

вiдповiдь на питання, чи присутня заплутанiсть в даному станi. Оскiльки

заплутанi стани порушують нерiвностi Белла, то порушення нерiвностей

Белла можна взяти за базовий iнструмент детектування заплутаностi в

експериментальних квантово-механiчних станах.

В реальних системах чистi заплутанi стани стають мiшаними через на-

явнiсть рiзних типiв шумiв. Пiд шумами розумiють некогерентнi домiшки

деяких станiв (в залежностi вiд типу шуму) до чистого заплутаного стану.

Треба дослiдити, за якого спiввiдношення заплутаного стану та шуму в ре-

альному мiшаному станi присутнiсть заплутаностi все ще можна виявити.

Найбiльш вивченою в теорiї заплутаностi є двочастинкова заплутанiсть.

Даний роздiл дисертацiї присвячено дослiдженню двофотонних поляриза-

цiйно заплутаних станiв (що належать до класу двочастинкової заплутано-
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стi), утворених в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II (PDC type

II) [49]. Параметрична вниз-конверсiя типу II є нелiнiйним оптичним про-

цесом, при якому на нелiнiйний оптичний кристал падає один фотон, i в

результатi якого утворюється вже пара фотонiв в заплутаному по поляри-

зацiї станi. Наприклад, заплутаним є стан |Ψ〉 = |H〉|V 〉 + |V 〉|H〉, де |H〉
та |V 〉 – горизонтальна i вертикальна поляризацiї фотонiв. Таке джерело

заплутаностi набуло широкого використання в експериментах по заплута-

ностi, оскiльки такi фотони легко отримати експериментально та зручно

застосовувати для подальших задач, наприклад для задач квантової кому-

нiкацiї.

Зрозумiло, що реальнi стани, утворенi в процесi параметричної вниз-

конверсiї типу II, не будуть чистими заплутаними станами, а будуть зашум-

леними, тобто мiшаними, через наявнiсть шуму у станах. Постає питання

про можливiсть виявлення заплутаностi в реальному станi пари фотонiв,

утворених у PDC процесi типу II, в залежностi вiд спiввiдношення чистого

заплутаного стану та шуму у сумiшi. Отже, задачами дослiдження четвер-

того роздiлу дисертацiї є:

• проведення аналiзу на сепарабельнiсть (незаплутанiсть) та несепара-

бельнiсть (заплутанiсть) станiв, утворених в процесi параметричної вниз-

конверсiї типу II в залежностi вiд вмiсту шуму у станi;

• знаходження, використовуючи нерiвнiсть Белла, умов експеримен-

тального виявлення заплутаностi в двофотонних поляризацiйних станах

в залежностi вiд вмiсту шуму у станi.

4.2. Узагальнена модель шуму

Фотони з вертикальною та горизонтальною поляризацiєю можна розгля-

дати як кубiти (квантовi системи з двома означеними базисними станами).

У попереднiх роботах [84, 85] по дослiдженню поляризацiйних станiв пари
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фотонiв, утворених в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II, роз-

глядали двi рiзнi моделi опису станiв при наявностi шуму, а саме модель

бiлого та модель кольорового шуму.

У данiй дисертацiйнiй роботi для опису станiв пари фотонiв, утворених

в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II, пропонується модель, що

враховує одночасно присутнiсть цих двох типiв шуму у станi. Оператор

густини в такiй узагальненiй моделi можна представити у виглядi:

ρ̂CW = p|Φ+〉〈Φ+|+ r

2
(|00〉〈00|+ |11〉〈11|) +

1− (p + r)

4
Î . (4.1)

де Î – 4× 4 одинична матриця, стани |0〉 i |1〉 є базисними станами, вiдпо-

вiдно горизонтальною та вертикальною поляризацiєю фотонiв. Змiнюючи

параметр p – параметр чистого заплутаного стану, в межах вiд 0 до 1, мо-

жна змiнювати частку чистого заплутаного стану |Φ+〉 = 1√
2
(|00〉+ |11〉) у

(4.1), та змiнюючи r – параметр кольорового шуму в межах вiд 0 до (1−p),

при фiксованому значеннi p, можна керувати частками кольорової та бiлої

складової шуму у станi.

Вираз 1
4 Î має назву бiлого шуму, оскiльки в такому станi (домiшку)

присутнi всi базиснi стани з однаковими ваговими коефiцiєнтами (для дво-

кубiтових систем коефiцiєнт дорiвнює 1
4). Вираз 1

2(|00〉〈00| + |11〉〈11|) має

назву кольорового шуму, оскiльки в такому станi однi базиснi стани мають

перевагу (бiльшi ваговi коефiцiєнти) над iншими базисними станами. Ха-

рактер, тобто конкретний вигляд кольорового шуму визначається умовами

експерименту.

При r = 1 − p ми отримуємо випадок вiдсутностi бiлого шуму, тобто

модель кольорового шуму, що вiдповiдає наступнiй матрицi густини:

ρ̂C = p|Φ+〉〈Φ+|+ 1− p

2
(|00〉〈00|+ |11〉〈11|). (4.2)

Для r = 0 маємо випадок вiдсутностi кольорової складової шуму, або
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модель бiлого шуму:

ρ̂W = p|Φ+〉〈Φ+|+ 1− p

4
Î . (4.3)

Цi стани називають станами Вернера [97].

Отже, узагальнена модель шуму мiстить в собi модель кольорового та

модель бiлого шуму, як частиннi випадки.

4.3. Характеристика заплутаностi двофотонних по-

ляризацiйних станiв. Умова сепарабельностi

Розглянемо спочатку загальну структуру матрицi густини (4.1). У пред-

ставленнi базисних станiв {|00〉, |01〉, |10〉, |11〉} матриця густини має ви-

гляд

ρCW =




1
4(p + r + 1) 0 0 1

2p

0 1
4(1− p− r) 0 0

0 0 1
4(1− p− r) 0

1
2p 0 0 1

4(p + r + 1)




, (4.4)

в той час як у представленнi станiв Белла { |Φ+〉 = 1√
2
(|00〉+ |11〉), |Φ−〉 =

1√
2
(|00〉 − |11〉), |Ψ+〉 = 1√

2
(|01〉 + |10〉), |Ψ−〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉) } вона є

дiагональною:

ρdiag
CW =




1
4(1 + 3p + r) 0 0 0

0 1
4(1− p + r) 0 0

0 0 1
4(1− p− r) 0

0 0 0 1
4(1− p− r)




. (4.5)

Числа λi, що стоять по дiагоналi, є власними значеннями матрицi густини

(4.4).
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Отже, (4.1) можна представити мовою проекцiйних операторiв на стани

Белла:

ρCW =
1

4
(1 + 3p + r)|Φ+〉〈Φ+|+ 1

4
(1− p + r)|Φ−〉〈Φ−|+

+
1

4
(1− p− r)|Ψ+〉〈Ψ+|+ 1

4
(1− p− r)|Ψ−〉〈Ψ−|.

(4.6)

Для p = 0 та r = 0 всi базиснi стани входять у (4.6) з однаковими

ваговими коефiцiєнтами W = 1
4 , тобто, оператор густини пропорцiйний

одиничному оператору, та для p = 1, r = 0: ρCW = |Φ+〉〈Φ+| маємо чистий

заплутаний стан.

Рис. 4.1. Поверхня значень ентропiї фон Неймана для матрицi густини (4.1) в
залежностi вiд значень параметрiв p та r.

Ентропiя стану. На Рис. 4.1 представлено залежнiсть ентропiї фон Не-

ймана [42] як функцiї параметрiв (p,r): S(ρCW ) = S(p, r) = −Tr(ρ log2 ρ) =

−∑
i λi log λi.

Для p = 1, r = 0 ентропiя фон Неймана рiвна нулю, та для p = 0 (стан

чистий, тобто найбiльш визначений), r = 0 досягає найбiльшого значення

Smax = 2 (стан нiйбiльш невизначений – бiлий шум).

Критерiй Переса-Городецького. Стан ρ̂CW є мiшаним станом. За-

стосуємо вiдомий критерiй сепарабельностi Переса-Городецького до стану
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ρ̂CW .

Згiдно критерiю Переса-Городецького [81, 82] для систем, що складаю-

ться з двох пiдсистем з розмiрностями m× n ≤ 6, де m та n – розмiрностi

першої та другої пiдсистем, вiдповiдно, необхiдною i достатньою умовою

сепарабельностi стану є умова невiд’ємностi всiх власних значень матрицi

густини ρTA, де ρTA є матриця густини, отримана з (4.4) шляхом часткового

транспонування матрицi по станах першої пiдсистеми.

Матриця, отримана з (4.4) шляхом часткового транспонування по ста-

нах першої пiдсистеми, виглядає наступним чином:

ρTA =




1
4(p + r + 1) 0 0 0

0 1
4(1− p− r) 1

2p 0

0 1
2p

1
4(1− p− r) 0

0 0 0 1
4(p + r + 1)




, (4.7)

та пiсля дiагоналiзацiї:

ρTA

diag =




1
4(p + r + 1) 0 0 0

0 1
4(1 + p + r) 0 0

0 0 1
4(1 + p− r) 0

0 0 0 1
4(1− 3p− r)




. (4.8)

Тут власнi значення λT
1 = 1

4(1 + p + r), λT
2 = 1

4(1 + p + r), λT
3 = 1

4(1 + p−
r), λT

4 = 1
4(1 − 3p − r) поданi у такому порядку, що вони задовольняють

нерiвнiсть:

λT
1 ≥ λT

2 ≥ λT
3 ≥ λT

4 . (4.9)

Оскiльки ρCW у (4.1) має сенс лише для 0 ≤ p ≤ 1, 0 ≤ p+r ≤ 1, то λT
1 ,

λT
2 , λT

3 є невiд’ємними для будь-яких допустимих p та r, однак λT
4 вiд’ємне

для 3p + r > 1.

Отже, у випадку, що розглядається в данiй роботi, стан (4.1) сепара-

бельний, i тому незаплутаний, за наступних умов:
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



3p + r < 1,

0 < p < 1,

0 < p + r < 1.

(4.10)

Рис. 4.2. Заштрихована область вiдповiдає множинi значень параметрiв p та r, для
яких стан (4.1) є несепарабельним, тобто заплутаним.

На Рис. 4.2 заштрихована область у трикутнику OAB вiдповiдає несе-

парабельним (заплутаним) станам. Для фiксованого значення p < 1
3 се-

парабельний стан може стати несепарабельним, якщо збiльшувати частку

кольорового шуму, в той час як зменшувати частку бiлого шуму (шляхом

збiльшення значення параметру r). Для станiв Вернера (r = 0) маємо

добре вiдомий результат [97]: стан сепарабельний при p < 1
3 .

Для p + r = 1 (за вiдсутностi бiлого шуму) маємо λT
4 = −1

2p < 0, що

вiдповiдає вiдомому твердженню [84] , що за присутностi деякої частки

кольорового шуму та одночасно за вiдсутностi бiлого шуму стан (4.1) стан

лишається заплутаним (несепарабельним).
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Приведенi (редукованi) матрицi густини першої та другої пiдсистем для

стану (4.1) пропорцiйнi одиничнiй матрицi: ρA = 1
2 Î, ρB = 1

2 Î та не зале-

жать вiд p i r. Тобто, вимiрювання поляризацiйного стану окремого фотона

у (4.1) у будь-якому ортогональному базисi дає один i той самий результат.

Критерiй мажорування. Тепер ми застосуємо критерiй мажоруван-

ня [83] до стану (4.1).

Згiдно критерiю, якщо матриця густини ρ сепарабельна, то виконується

наступна умова:

λ↓ρ ≺ λ↓ρA
i λ↓ρ ≺ λ↓ρB

, (4.11)

де λ↓ρ позначає вектор, компоненти якого є власними значеннями матрицi

ρ, i розташованi у незростаючому порядку, i кажуть, що вектор x↓ мажо-

рований вектором y↓, якщо
∑k

i=1 x↓i ≤
∑k

i=1 y↓i , k = 1, 2, 3, . . . , d, де d –

розмiрнiсть Гiльбертового простору станiв та рiвнiсть досягається тодi i

тiльки тодi, коли k = d.

У нашому випадку

x↓ =




λ1

λ2

λ3

λ4




, y↓ =




1
2
1
2

0

0




,

де λ1 = 1
4(1+3p+r), λ2 = 1

4(1−p+r), λ3 = 1
4(1−p−r), λ4 = 1

4(1−p−r),

i згiдно критерiю мажорування:




λ1 < 1
2

λ1 + λ2 < 1
2 + 1

2

λ1 + λ2 + λ3 < 1
2 + 1

2 + 0

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 1
2 + 1

2 + 0 + 0

⇒





3p + r < 1

p + r < 1

p + r < 1

1 = 1

.
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Друга та третя нерiвностi завжди задовольняються, якщо виконується пер-

ша. Тому, стан (4.1) сепарабельний, якщо задовольняється нерiвнiсть 3p +

r < 1.

Отже, умови сепарабельностi стану ρ̂CW , отриманi за критерiєм Переса-

Городецького та критерiєм мажорування, як i очiкувалося, виявилися одна-

ковими: 3p+ r < 1 (для допустимих значень параметрiв p та r). Результат

зображено графiчно на Рис. 4.2. Даний результат дозволяє теоретично

передбачити для завчасно вiдомих значень параметра чистого заплутаного

стану p та параметра кольорового шуму r, чи даний поляризацiйний стан

пари фотонiв буде заплутаний, тобто несепарабельний, або даний стан буде

сепарабельний, тобто незаплутаний.

4.4. Аналiз стiйкостi порушення нерiвностей Белла

Вiдомий факт в теорiї заплутаностi, що заплутанi стани порушують не-

рiвностi Белла. Тому порушення нерiвностей Белла заплутаними станами

ми використовуємо в якостi iнструменту детектування, виявлення заплу-

таностi в квантово-механiчних станах. Оскiльки розглядаються заплутанi

стани в присутностi шумiв, то виникає питання про стiйкiсть порушен-

ня нерiвностей Белла щодо шумiв. Пiд стiйкiстю порушення розумiється

випадок, коли за великого вмiсту шуму у станi нерiвнiсть Белла все ще

порушується цим станом.

Розглянемо умови виявлення заплутаностi у станi (4.1) за допомогою

нерiвностей Белла. Використовуємо нерiвностi Белла у формi Клаусера-

Хорна-Шимонi-Хольта (CHSH формi) [78], що є зручною для експеримен-

тальної перевiрки на порушення цих нерiвностей заплутаним станом.

Нерiвнiсть Белла у CHSH формi:

|β| ≤ 2, (4.12)
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де

β = −〈A0B0〉 − 〈A0B1〉 − 〈A1B0〉+ 〈A1B1〉 (4.13)

є значенням оператора Белла [44]. Вирази 〈AiBj〉 у (4.13) є середнiми

значеннями кореляцiйних функцiй вiд значень вимiрюваних величин по

стану.

Для аналiзу порушення нерiвностей Белла (4.12), окремо в станах тiль-

ки з бiлим шумом (4.3) та тiльки кольоровим шумом (4.2), у роботi Кабел-

ло [84] були взятi наступнi однокубiтовi спостережуванi:




A0 = σz,

A1 = cos(θ)σz + sin(θ)σx,

B0 = cos(φ)σz + sin(φ)σx,

B1 = cos(φ− θ)σz + sin(φ− θ)σx,

(4.14)

де параметри θ та φ у (4.14) визначаються орiєнтацiєю аналiзаторiв у екс-

периментальних пристроях, σx та σz є звичайнi матрицi Паулi.

Пiсля квантово-механiчного усереднення отримується вираз для значе-

ння оператору Белла βCW , що вiдповiдає однокубiтовим спостережуваним

(4.14), вiн є функцiєю чотирьох параметрiв:

βCW (p, r, θ, φ) = cos(φ)[(2p + r)(sin2(θ) + cos(θ)) +

+r cos(θ)]− sin(φ)(2p + r)[cos(θ)− 1] sin(θ).
(4.15)

За вiдсутностi кольорового шуму (r = 0) маємо:

βW (p, θ, φ) = 2p{cos(φ)[sin2(θ) + cos(θ)]− sin(φ)[cos(θ)− 1] sin(θ)}, (4.16)

та за вiдсутностi бiлого шуму (r = 1− p):

βC(p, θ, φ) = cos(φ)[(1+p) sin2(θ)+2 cos(θ)]− sin(φ)(1+p)[cos(θ)−1] sin(θ).

(4.17)
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Для фiксованих значень параметрiв p та r вираз (4.15) є функцiєю вiд

θ та φ. Розв’язуючи задачу на екстремум функцiї двох змiнних, можна

знайти як максимальнi значення βmax
CW (p, r), так i значення кутiв θ i φ, що

забезпечують максимум βCW (p, r).

Розрахунки показали, що для стану Вернера (4.3) (випадок r = 0) ма-

ксимальне значення β як функцiї параметру p, наступне:

βmax(p) = 2
√

2p (4.18)

та для всiх значень p максимальне значення β отримується при θ = π
2 ,

φ = π
4 .

Отже, нерiвнiсть Белла (4.12) порушується тiльки при p > 1/
√

2 ≈
0.707. Це пiдтверджує, що у випадку, коли до заплутаного стану |Φ+〉 до-
дається тiльки бiлий шум, присутнiсть заплутаностi можна виявити тiльки

при частцi шуму меншiй за ∼ 29%.

У присутностi тiльки кольорового шуму (4.2) (випадок r = 1−p) макси-

мальне значення β для рiзних значень p досягається при рiзних значеннях

кутiв θ i φ. Найбiльш цiкавим фактом є те, що стан (4.2) порушує CHSH-

нерiвнiсть для всiх значень 0 < p ≤ 1. Отже, порушення нерiвностей Белла

надзвичайно стiйке до кольорової складової шуму.

Результати, отриманi для даних частинних випадкiв, спiвпадають з ре-

зультатами, отриманими в попереднiх роботах [84], де дослiджувались окре-

мо модель бiлого та модель кольорового шуму.

На Рис. 4.3 заштрихована область графiчно зображує множину (поверх-

ню) максимальних значень оператора Белла βmax
CW (p, r) як функцiю двох

змiнних p i r. Для порiвняння наведено площину β = 2, яка вiдповiдає

границi нерiвностi Белла (класичнiй межi). Частина поверхнi, що знахо-

диться над площиною β = 2, є областю порушення нерiвностi Белла, тобто

умовою виявлення заплутаностi у даному станi.

На Рис. 4.4 зображено множину iзолiнiй βmax = const на (p, r)-площинi.
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Рис. 4.3. Поверхня максимальних значень оператора Белла, та площина βCW = 2,
що вiдповiдає класичнiй межi.

З рисунку видно, що пряма лiнiя p+ r = 1 (випадок вiдсутностi бiлої скла-

дової шуму) повнiстю лежить в областi βmax > 2, що вiдповiдає тому фа-

кту, що порушення нерiвностей Белла є дуже стiйким до кольорової скла-

дової шуму. Для r = 0 (випадок вiдсутностi кольорової складової шуму)

нерiвнiсть Белла порушується тiльки при p > 1/
√

2. Для будь-якого фiксо-

ваного p (параметр чистого заплутаного стану) значення βmax
CW зменшується

iз збiльшенням частки бiлої складової шуму. Отже, як i очiкувалося, шля-

хом змiни спiввiдношення часток бiлої складової шуму та кольорової в бiк

збiльшення бiлої складової можна досягти кращого узгодження теоретично

обрахованих значень βmax з вiдповiдними експериментальними значення-

ми. Порушення нерiвностей Белла нестiйке щодо збiльшення частки бiлої

складової шуму для фiксованого загального вмiсту шуму.

На Рис. 4.5 зображено залежнiсть βmax
CW (p, r) вiд значення p для двох

граничних випадкiв: r + p = 1 вiдповiдає вiдсутностi бiлого шуму (верхня

крива) та r = 0 вiдповiдає вiдсутностi кольорового шуму (нижня штрихо-

вана пряма лiнiя). Залежностi βmax вiд p i r для цих граничних випадкiв

спiвпадають з отриманими в роботi [84].

На Рис. 4.6 зображено значення кутiв θ i φ, що забезпечують максималь-
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Рис. 4.4. Графiк iзолiнiй βmax(p, r) = const – максимальних значень оператора
Белла на координатнiй площинi (p, r).

Рис. 4.5. Максимальнi значення оператора Белла. Випадок r = 1 − p вiдповiдає
вiдсутностi бiлої складової шуму (верхня крива); випадок r = 0 вiдповiдає вiдсутностi
кольорової складової шуму (нижня штрихована пряма лiнiя). Класична межа дорiвнює
2. Межа Цiрельсона [98] рiвна 2

√
2 ' 2.83.
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нi значення оператора Белла. Двi суцiльнi лiнiї вiдповiдають випадку, коли

у двофотонному поляризацiйному станi (4.1) бiла складова шуму вiдсутня

(p + r = 1), та двi штрихованi лiнiї вiдповiдають випадку, коли кольо-

рова i бiла складовi шуму входять до стану (4.1) з однаковими ваговими

коефiцiєнтами r = (1 − p)/2. Суцiльнi лiнiї спiвпадають з вiдповiдними

у роботi [85]. З рисунку видно, що значення кутiв θ та φ для фiксованої

частки чистого заплутаного стану (p - константа) залежать вiд розподiлу

вагових коефiцiєнтiв бiлої та кольорової складових шуму. Отже, орiєнта-

цiя аналiзаторiв для отримання максимальних значень оператора Белла β

залежить вiд спiввiдношення бiлої i кольорової складових шуму у станi.

Рис. 4.6. Значення параметрiв θ та φ, що вiдповiдають максимальним значенням
оператора Белла (двi суцiльнi лiнiї вiдповiдають випадку r = 1 − p – вiдсутностi бiлої
складової шуму; двi штрихованi кривi вiдповiдають випадку r = (1 − p)/2, коли бiла i
кольорова складовi шуму мають рiвнi ваговi коефiцiєнти).

На Рис. 4.7 точки вiдповiдають експериментальним максимальним зна-

ченням β з роботи [85]; штрихована крива зображує теоретичне передба-

чення максимальних значень β на основi однопараметричної моделi ко-

льорового шуму [84]; суцiльна крива вiдповiдає теоретичним розрахункам

на основi двопараметричної (узагальненої) моделi шуму з величиною бiлої

складової шуму 3.5% вiд загального вмiсту шуму в станi. З рисунку бачи-

мо, що за такого спiввiдношення складових шуму теоретичнi розрахунки
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Рис. 4.7. Точки вiдповiдають експериментальним максимальним значенням опера-
тора Белла β (взятi з роботи [85]); штрихована крива є теоретичними передбаченнями
для максимальних значень β в однопараметричнiй моделi кольорового шуму [84]; су-
цiльна лiнiя показує теоретичнi розрахунки на основi двопараметричної (узагальненої)
моделi шуму з величиною бiлої складової шуму 3.5% вiд загального вмiсту шуму у станi.

краще вiдповiдають експериментальним даним, тобто узагальнена (двопа-

раметрична) модель шуму бiльш точна за однопараметричну для опису

реальних станiв. Та i у цьому випадку, як видно з рисунку, деякi експери-

ментальнi точки лежать вище або нижче за теоретичну криву. Згiдно дво-

параметричнiй моделi шуму, це можна пояснити фактом, що при переходi

вiд однiєї точки до iншої в експериментi змiнюється не тiльки загальний

вмiст шуму в системi, а й вiдноснi частки бiлої та кольорової складових

шуму.

Така iнтерпретацiя є цiлком логiчною, оскiльки для кожного вимiру екс-

периментальну установку треба налаштовувати знову (зокрема, потрiбно

змiнити орiєнтацiю аналiзаторiв в просторi). Лишаючись в рамках теоре-

тичної моделi, що розглядається в данiй роботi, та вибираючи вiдповiдне

значення параметру r для кожної експериментальної точки (для p – фi-

ксованого) можна досягти повного узгодження теоретичних розрахункiв з
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№ p 1− p бiла,% кольорова,% r

1 0.02 0.98 2 98 0.96
2 0.06 0.97 3 97 0.92
3 0.17 0.83 4 96 0.80
4 0.24 0.76 2 98 0.75
5 0.32 0.68 2 98 0.67
6 0.42 0.58 5 95 0.55
7 0.52 0.48 5 95 0.46
8 0.64 0.36 7 93 0.40
9 0.75 0.25 15 85 0.21
10 0.85 0.15 15 85 0.13

Таблиця 4.1. Вмiст складових шуму в станi ρ̂CW .
Вiдповiдає експериментальним точкам з Рис.4.7.

експериментальними даними. Нагадаємо, що вибранi завчасно значення

параметрiв p i r, згiдно нашiй моделi, визначають частку чистого заплута-

ного стану та вiдноснi частки складових шуму. Процентнi спiввiдношення

бiлої i кольорової складових шуму, що дають спiвпадiння мiж теоретични-

ми значеннями βmax та експериментальними даними, наведено в таблицi

4.1. Експериментальнi данi взято з роботи [85].

4.5. Висновки роздiлу

Для адекватного моделювання двофотонних поляризацiйних станiв, утво-

рених в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II (PDC type II), слiд

одночасно враховувати присутнiсть як кольорової так i бiлої складової шу-

му в станi.

Умова сепарабельностi для стану ρCW , отримана за допомогою крите-

рiю Переса-Городецького спiвпадає з умовою, отриманою при використаннi

критерiю мажорування. Стан ρCW сепарабельний при 3p+r < 1 (для допу-

стимих значень параметрiв p та r: 0 < p < 1, 0 < p+r < 1). Спiвставлення

рiзних критерiїв використовувалось для контролю розрахункiв.
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При наявностi одночасно кольорового i бiлого шуму порушення нерiвно-

стей Белла є дуже стiйким до кольорової складової шуму (нерiвнiсть Белла

порушуються для всiх значень p ), i порушення є нестiйким до складової

бiлого шуму. Присутнiсть бiлого шуму в станi, що визначається ваговим

коефiцiєнтом лише 0.1 (p+r = 0.9), як видно з Рис. 4.4, веде до порушення

нерiвностей Белла лише при p & 0.5.

Одночасне враховування як бiлої, так i кольорової складових шуму, дає

можливiсть узгодити теоретичнi розрахунки з експериментальними дани-

ми. Шляхом пiдбору вiдповiдних значень параметрiв p i r з експеримен-

тальних даних можна визначити частки бiлої i кольорової складових шуму

в станi.
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ВИСНОВКИ

1. На основi формули Бейкера-Кемпбелла-Хаусдорфа запропоновано за-

гальний метод розплутування експоненцiальних некомутуючих опе-

раторiв, що належать скiнчено-вимiрнiй алгебрi Лi. Представлено

комп’ютерну реалiзацiю даного методу для наближеного розплутуван-

ня та проведено її апробацiю на частинних випадках, для яких вiдомi

точнi аналiтичнi розв’язки. Апробацiя показала швидку збiжнiсть i

високу точнiсть методу. Розроблений метод було використано в на-

ступних дослiдженнях по темi дисертацiї.

2. Дослiджено квантовий шум у вихiдному сигналi свiтлодiльника iнтер-

ферометра Майкельсона. Розрахунки показують, що пiдсилення ви-

хiдного сигналу у свiтлодiльнику iнтерферометра Майкельсона шля-

хом стиснення вхiдного вакуумного стану призводять до одночасно-

го збiльшення квантово-механiчного шуму в розподiлi числа фотонiв.

Пiдсилення вихiдного сигналу можна досягти лише за рахунок подачi

бiльш iнтенсивного (iз бiльшим |α|) когерентного стану на входi свi-

тлодiльника.

Спостерiгається, що для сильного когерентного стану у вхiдному пор-

тi 1 свiтлодiльника iнтерферометра, при подачi стисненого вакуумного

стану у вхiдний порт 2, статистика рахування фотонiв на виходi дещо

полiпшується в сенсi зменшення дисперсiї. Наприклад, для випадку

50/50 свiтлодiльника, ширина вихiдного сигналу зменшується на ве-

личину порядку 25%.

3. Виявлено, що для випадку темного порту iнтерферометра стиснення

також не впливає iстотно на середнє значення розподiлу числа фотонiв

на виходi темного порту свiтлодiльника iнтерферометра Майкельсона,

тобто пiдсилення сигналу немає. Пiдсилення сигналу можна досягти



93

тiльки при збiльшеннi iнтенсивностi вхiдного когерентного стану, тоб-

то при збiльшеннi |α|. Показано, як стиснення дозволяє зменшити

шум: для фактору стиснення порядку r ∼ 1 зменшення шуму (змен-

шення ширини розподiлу) рахування фотонiв маємо бiльше нiж на

50%.

Добре розумiння квантових шумiв у iнтерферометричних детекторах

гравiтацiйних хвиль дає змогу суттєво пiдвищити точнiсть вимiру зсу-

ву тестових мас в детекторi, i тим самим наблизити до розв’язку задачi

пошуку гравiтацiйних хвиль. Результати для випадку темного порту

iнтерферометра можуть бути безпосередньо використанi для зменше-

ння квантового шуму у вихiдному сигналi, та власне в експериментах

по детектуванню гравiтацiйних хвиль.

Для адекватного моделювання двофотонних поляризацiйних станiв,

утворених в процесi параметричної вниз-конверсiї типу II (PDC type

II), слiд одночасно враховувати присутнiсть як кольорової так i бiлої

складової шуму в станi.

4. Для цього випадку знайдено умови наявностi заплутаностi в дослi-

джуваних поляризацiйних станах пари фотонiв. Умова сепарабель-

ностi (вiдсутностi заплутаностi) для стану ρCW , отримана за допо-

могою критерiю Переса-Городецького спiвпадає з умовою, отриманою

при використаннi критерiю мажорування. Стан ρCW є сепарабельним

при 3p + r < 1 (для допустимих значень параметрiв p та r в межах:

0 < p < 1, 0 < p+r < 1). Спiвставлення рiзних критерiїв використову-

валось для контролю розрахункiв. При iнших допустимих значеннях

параметрiв p та r стан ρCW є заплутаним.

5. Використано нерiвностi Белла для знаходження умов експерименталь-
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ного виявлення заплутаностi у станi ρCW . При наявностi одночасно

кольорового i бiлого шуму порушення нерiвностей Белла є дуже стiй-

ким до кольорової складової шуму (нерiвнiсть Белла порушуються

для всiх значень p ), i порушення є нестiйким до складової бiлого

шуму, що узгоджується з граничними випадками, висвiтленими в ро-

ботах [84, 85]. Присутнiсть бiлого шуму в станi, що визначається ва-

говим коефiцiєнтом лише 0.1 (p + r = 0.9) призводить до порушення

нерiвностей Белла лише при p & 0.5.

6. Одночасне врахування як бiлої, так i кольорової складових шуму,

дає можливiсть узгодити теоретичнi розрахунки з експериментальни-

ми даними. Шляхом пiдбору вiдповiдних значень параметрiв p i r з

експериментальних даних можна визначити частки бiлої i кольорової

складових шуму в станi.
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