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BÑÒÓÏ

Ãðàôåí � äâîâèìiðíèé øàð àòîìiâ âóãëåöþ � áóâ åêñïåðèìåíòàëüíî âiäêðè-

òèé â 2004 ðîöi [1]. Íîâèé ìàòåðiàë âiäðàçó ïðèâåðíóâ äî ñåáå óâàãó âåëè÷åçíî¨

êiëüêîñòi íàóêîâöiâ [2, 3, 4]. Ùîìiñÿöÿ äîñëiäæåííþ íåçâè÷íèõ âëàñòèâîñòåé

ãðàôåíó ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ âåëèêà êiëüêiñòü íàóêîâèõ ïóáëiêàöié.

Ãðàôåí ¹ äâîâèìiðíîþ ñïîëóêîþ âóãëåöþ ó âèãëÿäi îäíîãî øàðó àòîìiâ,

îá'¹äíàíèõ ó ïðàâèëüíó ãåêñàãîíàëüíó  ðàòêó, i ¹ ïåðøèì ïðèêëàäîì ðåàëü-

íîãî äâîâèìiðíîãî êðèñòàëó. Âií ¹ áàçîâèì åëåìåíòîì äëÿ iíøèõ ôîðì (àëî-

òðîïiâ) âóãëåöþ. Òàê ãðàôiò ¹ ñóêóïíiñòþ øàðiâ ãðàôåíó äîñèòü ñëàáêî çâ'ÿ-

çàíèõ ìiæ ñîáîþ, íàíîòðóáêè � öå çãîðíóòi øàðè ãðàôåíó, à ôóëåðåí óòâî-

ðþ¹òüñÿ øëÿõîì çãîðòàííÿ ãðàôåíó â ñôåðó, âêëþ÷àþ÷è ïðè öüîìó äåêiëüêà

ï'ÿòèêóòíèêiâ, íåîáõiäíèõ ç òî÷êè çîðó òîïîëîãi÷íî¨ åéëåðîâî¨ õàðàêòåðèñòè-

êè.

Íèçüêîåíåðãåòè÷íà ñòðóêòóðà ãðàôåíó ôîðìó¹òüñÿ π-åëåêòðîííèìè îðái-

òàëÿìè i ñêëàäà¹òüñÿ ç âàëåíòíî¨ çîíè òà çîíè ïðîâiäíîñòi (Ðèñ. 1). Åíåðãå-

òè÷íi ïîâåðõíi ¹ êîíóñàìè, êîòði äîòèêàþòüñÿ îäèí äî îäíîãî â òàê çâàíèõ

äiðàêiâñüêèõ òî÷êàõ, ùî ¹ íàñëiäêîì ñïåöiàëüíî¨ ñòðóêòóðè  ðàòêè. Â îêîëi

öèõ òî÷îê çàêîí äèñïåðñi¨ ìîæíà ââàæàòè ëiíiéíèì. Íàòîìiñòü â öåíòði çîíè,

òîáòî ïðè åíåðãiÿõ ïîðÿäêó 3eV, ëiíiéíå íàáëèæåííÿ íå ¹ ñïðàâåäëèâèì.

Åëåêòðîíè ïîáëèçó ïîâåðõíi Ôåðìi îïèñóþòüñÿ â òåðìiíàõ åôåêòèâíî¨

ëîðåíö-iíâàðiàíòíî¨ òåîði¨, äå êiíåòè÷íà åíåðãiÿ EG äà¹òüñÿ âèðàçîì, ùî âiä-
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ïîâiäà¹ ëiíiéíîìó çàêîíó äèñïåðñi¨ [4]

EG = ±vF |p| ,

äå vF ≈ 106m/s � øâèäêiñòü Ôåðìi. Çàâäÿêè òîìó, ùî ãåêñàãîíàëüíà  ðàòêà

ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ òðèêóòíèõ ïiä ðàòîê (Ðèñ. 1), à òàêîæ ÷åðåç iñíóâàííÿ

äâîõ íååêâiâàëåíòíèõ äiðàêiâñüêèõ òî÷îê â çîíi Áðiëþ¹íà, õâèëüîâi ôóíêöi¨

ëiíiéíèõ çáóäæåíü ìîæíà çãðóïóâàòè â äiðàêiâñüêi ñïiíîðè, ùî âiäïîâiäàþòü

çâiäíîìó ïðåäñòàâëåííþ ãàììà-ìàòðèöü â 2 + 1 âèìiðàõ.

Ðèñ. 1 �ðàòêà òà çîííà ñòðóêòóðà ãðàôåíó.

Ñàìå öåé ôàêò îáóìîâëþ¹ àíàëîãiþ ãðàôåíó ç åôåêòèâíîþ 2+1-âèìiðíîþ

êâàíòîâîþ åëåêòðîäèíàìiêîþ, õî÷à âçà¹ìîäiÿ ìiæ åëåêòðîíàìè â ãðàôåíi ¹

òðèâèìiðíîþ. Òîìó, íàñïðàâäi, ìà¹ìî ðåäóêîâàíó 3 + 1-âèìiðíó åëåêòðîäè-

íàìiêó íà 2 + 1-âèìiðíó ãiïåðïîâåðõíþ. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ÷åðåç ìàëiñòü

øâèäêîñòi Ôåðìi â ïîðiâíÿííi çi øâèäêiñòþ ñâiòëà c/vF ∼ 300, âçà¹ìîäiþ
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ìiæ åëåêòðîíàìè ìîæíà ââàæàòè ìèòò¹âîþ. Òàêîæ âiäíîñíà ìàëiñòü øâèä-

êîñòi Ôåðìi ïðèâîäèòü äî òîãî, ùî â ãðàôåíi ñòàíóòü åêñïåðèìåíòàëüíî äî-

ñòóïíèìè äåÿêi åôåêòè ôóíäàìåíòàëüíî¨ ôiçèêè, ÿêi íå ìîæíà ïåðåâiðèòè çà

çâè÷àéíèõ óìîâ [5, 6, 7, 8, 9]. Äiéñíî, åôåêòèâíà ïîñòiéíà òîíêî¨ ñòðóêòóðè

â ãðàôåíi αeff = e2/~vF ∼ 1, íà âiäìiíó âiä ðåàëüíî¨ êâàíòîâî¨ åëåêòðîäè-

íàìiêè, äå α � 1. Òîìó çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ âåëè÷èí çàðÿäiâ òà àìïëiòóä

ïîëÿ ìîæóòü áóòè åêñïåðèìåíòàëüíî äîñÿãíóòi. Òàê, ìîæíà ñïîäiâàòèñÿ, ùî

àíàëîãè òàêèõ åôåêòiâ ÿê zitterbewegung (ðóõ ç òðåìòiííÿì [10]), àíîìàëüíà

ïðîíèêíiñòü êðiçü ïîòåíöiàëüíi áàð'¹ðè (êëåéíiâñüêå òóíåëþâàííÿ [11]), íà-

ðîäæåííÿ ÷àñòèíîê ó çîâíiøíüîìó ïîëi (åôåêò Øâiíãåðà [12]), ïàäiííÿ íà

êóëîíiâñüêèé öåíòð [13, 14, 15] òà iíøi áóäóòü åêñïåðèìåíòàëüíî ïåðåâiðåíi

â ãðàôåíi. Íàïðèêëàä, êëåéíiâñüêå òóíåëþâàííÿ âæå åêñïåðèìåíòàëüíî ñïî-

ñòåðiãàëîñü â ðîáîòi [16].

�Ðåëÿòèâiñòñüêà� ïðèðîäà íîñi¨â çàðÿäó â ãðàôåíi áóëà ïåðåäáà÷åíà äî-

ñèòü äàâíî [17, 18]. Åêñïåðèìåíòàëüíî âîíà áóëà ïiäòâåðäæåíà ÷åðåç ñïîñòå-

ðåæåííÿ êâàíòîâîãî åôåêòó Õîëà (ÊÅÕ) [19, 20, 21]. Äiéñíî, ðiçíèöÿ ìiæ

ïîâåäiíêîþ ÷àñòèíîê çi çâè÷àéíèì ïàðàáîëi÷íèì ñïåêòðîì òà ëiíiéíèì, äiðà-

êiâñüêèì ñïåêòðîì ñòà¹ îñîáëèâî ÿñêðàâîþ ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi.

Äëÿ äâîâèìiðíîãî íåðåëÿòèâiñòñüêîãî åëåêòðîííîãî ãàçó ðiâíi åíåðãi¨ â ïî-

ñòiéíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi åêâiäèñòàíòíi i âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ Ëàíäàó

En = ~ωc(n + 1/2), äå ωc - öèêëîòðîííà ÷àñòîòà. Äëÿ ðåëÿòèâiñòñüêîãî áåç-

ìàñîâîãî äiðàêiâñüêîãî ãàçó ðiâíi åíåðãi¨ äîðiâíþþòü En = ±
√
2n~v2FeB/c.

Îòæå â ðåëÿòèâiñòñüêîìó âiäñòàíü ìiæ åíåðãåòè÷íèìè ðiâíÿìè çìåíøó¹òüñÿ

iç ðîñòîì ðiâíÿ n ÿê
√
n+ 1−

√
n.
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Êâàíòîâèé åôåêò Õîëà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ïîïåðå÷íà ïðîâiäíiñòü äâîâè-

ìiðíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó â çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ¹ êâàíòîâàíîþ [22]

i íàáóâà¹ òiëüêè äèñêðåòíèõ çíà÷åíü νe2/h, äå ν - äîäàòíå öiëå ÷èñëî (ïàðà-

ìåòð çàïîâíåííÿ), h - ïîñòiéíà Ïëàíêà, à e - çàðÿä åëåêòðîíà. Êâaíòóâàííÿ ¹

íàñòiëüêè òî÷íèì, ùî çàðàç ÊÅÕ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ñòaíäàðòèçàöi¨ îïîðó

â ìåòðîëîãi¨. Êâàíòîâèé åôåêò Õîëà âèÿâèâñÿ äóæå âàæëèâèì ÿâèùåì, íå

òiëüêè äëÿ ôiçèêè êîíäåíñîâàíîãî ñòàíó [23, 24], àëå é äëÿ (2 + 1)-âèìiðíèõ

êâàíòîâèõ òåîðié ïîëÿ [25, 26, 27] òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè [28].

Â ðîáîòàõ [29, 30, 31, 32] â ìîäåëi íåâçà¹ìîäiþ÷èõ åëåêòðîíiâ òåîðåòè-

÷íî áóëî ïîêàçàíî, ùî �ðåëÿòèâiñòñüêèé çàêîí� äèñïåðñi¨ êâàçi÷àñòèíêîâèõ

çáóäæåíü â ãðàôåíi ïðèçâîäèòü äî íåçâè÷àéíî¨ ôîðìè êâàíòîâî¨ õîëiâñüêî¨

ïðîâiäíîñòi σxy = (4e2/h)(n+ 1/2), äå n = 0,±1... . Öåé �àíîìàëüíèé� ÊÅÕ â

ãðàôåíi áóâ åêñïåðèìåíòàëüíî ïiäòâåðäæåíèé â 2005 ðîöi äâîìà åêñïåðèìåí-

òàëüíèìè ãðóïàìè [19, 20]. Âàæëèâî òàêîæ, ùî ωc = eB/(mc) �
√

~v2FeB/c

äëÿ ìàãíiòíèõ ïîëiâ äîñòóïíèõ â ëàáîðàòîði¨, i òîìó íà âiäìiíó âiä çâè÷àéíîãî

ÊÅÕ, ÿêèé ïîòðåáó¹ äóæå íèçüêèõ òåìïåðàòóð, àíîìàëüíèé ÊÅÕ â ãðàôåíi

ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íàâiòü ïðè êiìíàòíèõ òåìïåðàòóðàõ [21]. Ñëiä òàêîæ çàçíà-

÷èòè, ùî ÊÅÕ ¹ äóæå ÷óòëèâèì äî êiëüêîñòi øàðiâ â ãðàôåíi. Íàïðèêëàä, â

äâîøàðîâîìó ãðàôåíi ñïîñòåðiãàþòüñÿ iíøi çíà÷åííÿ õîëiâñüêèõ ïëàòî [33].

Òàêèì ÷èíîì, ÊÅÕ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ âèçíà÷åííÿ ÷è ¹ äîñëiäæó-

âàíèé çðàçîê äiéñíî ìîíîøàðîì ãðàôåíó.

Ïîäàëüøi åêñïåðèìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ îïòè÷íèõ òà òðàíñïîðòíèõ âëà-

ñòèâîñòåé ãðàôåíó [34, 35, 36, 37] òåæ âäàëîñÿ îïèñàòè áåç âðàõóâàííÿ âçà¹ìî-

äi¨ [38, 39]. Òàê áóëî ïîêàçàíî [38], ùî îïòè÷íà ïðîâiäíiñòü ¹ ïîñòiéíîþ âåëè-
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÷èíîþ äëÿ äîñèòü øèðîêîãî iíòåðâàëó ÷àñòîò, i ç òî÷íiñòþ ïîðÿäêó äåêiëüêîõ

âiäñîòêiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ìåòðîëîãi÷íèì êâàíòîì ïðîâiäíîñòi σxx(ω) = e2/4~.

Êîåôiöi¹íò ïðîõîäæåííÿ ñâiòëà ÷åðåç ãðàôåí ïðÿìî ïîâ'ÿçàíèé ç îïòè÷íîþ

ïðîâiäíiñòþ i âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñòiéíîþ òîíêî¨ ñòðóêòóðè: t = 1−πα, α = e2/~c

[40]. Ïîâåäiíêà îïòè÷íî¨ ïðîâiäíîñòi ìà¹ ïîðîãîâèé õàðàêòåð, ÿêèé çàëåæèòü

âiä êîíöåíòðàöi¨ íîñi¨â. Öåé ðåçóëüòàò áóëî ïiäòâåðäæåíî â äåêiëüêîõ åêñïå-

ðèìåíòàõ [35, 36, 40], ïðè÷îìó íàâiòü äëÿ åíåðãié ñâiòëà ïîðÿäêó 3eV âiäõèëå-

ííÿ âiä äiðàêiâñüêî¨ òåîði¨ áóëî âñüîãî äåêiëüêà âiäñîòêiâ. Âiäìiòèìî òàêîæ,

ùî ïîáëèçó äiðàêiâñüêî¨ òî÷êè ñèãíàë Íåðíñòà â ãðàôåíi ñòà¹ âåëèêèì òà

äîäàòíiì, â 100 ðàçiâ áiëüøå, íiæ ó çâè÷àéíèõ ñèñòåìàõ [30].

Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ìàãíåòîîïòè÷íèõ òà ìàãíåòîòðàíñïîðòíèõ âëàñòè-

âîñòåé ãðàôåíó â ñèëüíèõ ìàãíiòíèõ ïîëÿõ ïîêàçàëè âiäõèëåííÿ âiä òåîði¨

íåâçà¹ìîäiþ÷èõ åëåêòðîíiâ i ïðîäåìîíñòðóâàëè âàæëèâiñòü âðàõóâàííÿ âçà-

¹ìîäi¨. Çîêðåìà, â ðîáîòi [41] ìåòîäàìè öèêëîòðîííîãî ðåçîíàíñó áóëî âèÿâ-

ëåíî àñèìåòðiþ ìiæ åëåêòðîííèìè òà äiðêîâèìè çîíàìè, ÿêà ïðèâîäèòü äî

5% ðiçíèöi ìiæ øâèäêîñòÿìè åëåêòðîíiâ òà äiðîê ïðè åíåðãiÿõ 125meV. Â

ðîáîòi [42] äëÿ âåëè÷èí ìàãíiòíîãî ïîëÿ äî B = 18T áóëè äîñëiäæåíi ïåðå-

õîäè ìiæ ðiâíÿìè Ëàíäàó. Âèìiðþâàííÿ äàëè âèùå çíà÷åííÿ äëÿ øâèäêîñòi

Ôåðìi, à çíà÷åííÿ åíåðãi¨ ïåðåõîäó ìiæ ðiâíÿìè Ëàíäàó ñóòò¹âî âiäðiçíÿëîñü

âiä îòðèìàíîãî â ìîäåëi íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê. Ïðè äîñëiäàõ ç áiëüøèìè

ïîëÿìè � äî 45T, áóëî âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ äîäàòêîâèõ õîëiâñüêèõ ïëàòî

[43, 44] ç ðiâíÿìè çàïîâíåííÿ ν = 0,±1,±4 ïðè B > 20Ò. Öå áåçïîñåðå-

äíüî âêàçó¹ íà âàæëèâiñòü âðàõóâàííÿ âçà¹ìîäi¨, àäæå â ìîäåëi íåâçà¹ìîäi-

þ÷èõ ÷àñòèíîê ìîæëèâi ðiâíi çàïîâíåííÿ äàþòüñÿ ôîðìóëîþ ν = 4(n+1/2).
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Äëÿ ïëàòî ν = 0 áóëî çíàéäåíî àíîìàëüíå çðîñòàííÿ îïîðó R0 âiä ìàãíi-

òíîãî ïîëÿ [45, 46], êîòðå äîáðå àïðîêñèìó¹òüñÿ çàêîíîì Êîñòåðëiöà-Òàóëåñà

R0(B) ∼ exp(1/
√
1−B/Bc), Bc ≈ 30Ò. Öåé ôàêò äîñi íå íàáóâ çàãàëüíî-

âèçíàíîãî òåîðåòè÷íîãî ïîÿñíåííÿ. Íàðåøòi, åôåêòè âçà¹ìîäi¨ áóëè áåçïîñå-

ðåäíüî ïðîäåìîíñòðîâàíi ó âiäêðèòòi äðîáîâîãî êâàíòîâîãî åôåêòó Õîëà â

ãðàôåíi ïðè ν = 1/3 [47, 48].

Âàæëèâiñòü âðàõóâàííÿ êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨ ìîæíà òåîðåòè÷íî ïåðåäáà-

÷èòè ÷åðåç ôîðìó ñïåêòðó. Äiéñíî, ëiíiéíèé çàêîí äèñïåðñi¨ ñóòò¹âî âïëèâà¹

íà îöiíêó �ñèëè� êóëîíiâñüêî¨ åíåðãi¨. ßêùî ñåðåäíÿ âiäñòàíü ìiæ åëåêòðî-

íàìè `, òî ñåðåäíþ êiíåòè÷íó åíåðãiþ ìîæíà îöiíèòè ÿê EG ≈ ~vFn1/2, òóò

n ∼ 1/`2 - ãóñòèíà åëåêòðîíiâ. Â òîé æå ÷àñ êóëîíiâñüêà åíåðãiÿ ¹ âåëè÷èíîþ

ïîðÿäêó EC ≈ e2n1/d/κ, äå e � çàðÿä åëåêòðîíà, à κ � äiåëåêòðè÷íà ïðîíè-

êíiñòü ñåðåäîâèùà, ùî îòî÷ó¹ ìàòåðiàë. Âiäïîâiäíî âiäíîøåííÿ åíåðãié

α =
EC

EG
=

e2

κ~vF

âèçíà÷à¹òüñÿ åôåêòèâíîþ êîíñòàíòîþ çâ'ÿçêó â ãðàôåíi (�ïîñòiéíî¨ òîíêî¨

ñòðóêòóðè�), ÿêà ìîæå áóòè ïîðÿäêó 1, i ìàéæå íå çàëåæèòü âiä ãóñòèíè åëå-

êòðîíiâ, íà âiäìiíó âiä âèïàäêó êâàäðàòè÷íî¨ çàëåæíîñòi êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨

âiä iìïóëüñó. Â òàêîìó âèïàäêó àíàëîãi÷íå âiäíîøåííÿ â d-âèìiðíîìó ïðî-

ñòîði íàáóâà¹ âèãëÿäó:
EC

EG
= (n0/n)

1/d,

äå n0 � äåÿêà õàðàêòåðíà ãóñòèíà â ìàòåðiàëi. Ïiäáèðàþ÷è ãóñòèíó åëåêòðîíiâ

n äîñòàòíüî âåëèêîþ, ìîæíà çíåõòóâàòè åôåêòàìè âçà¹ìîäi¨, ÿêà âíàñëiäîê

åêðàíóâàííÿ ñòàíå êîðîòêîäiþ÷îþ.
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Òàêîæ ÷åðåç ñïåöèôi÷íèé çàêîí äèñïåðñi¨, åëåêòðîííà ãóñòèíà ñòàíiâ ρ(E)

â ãðàôåíi çíèêà¹ â äiðàêiâñüêié òî÷öi E = 0, ρ(E) ∝ |E|/v2F , îòæå ãðàôåí ¹ ãi-

áðèäîì içîëÿòîðà òà ìåòàëó, îñêiëüêè ùiëèíà â ñïåêòði òàêîæ âiäñóòíÿ. Êðiì

òîãî, çíèêàþ÷à ãóñòèíà ñòàíiâ îçíà÷à¹, ùî êóëîíiâñüêà âçà¹ìîäiÿ íå åêðàíó-

¹òüñÿ ÿê â ìåòàëàõ, à òîìó äëÿ ñòâîðåííÿ åëåêòðîííîãî çáóæåííÿ äîñòàòíüî

íåñêií÷åííî ìàëî¨ åíåðãi¨. Öå ðîáèòü ãðàôåí óíiêàëüíèì ìàòåðiàëîì ç òî÷êè

çîðó äîñëiäæåííÿ åëåêòðîí-åëåêòðîííî¨ âçà¹ìîäi¨ [49, 50].

Aêòyaëüíicòü òeìè

Ïiäñóìîâóþ÷è âèùå ñêàçàíå, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî òåìàòèêà äîñëi-

äæåíü äèñåðòàöi¨ ¹ àêòóàëüíîþ. Àäæå íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî áiëüøiñòü ñïî-

ñòåðåæóâàíèõ ÿâèù ó ãðàôåíi äîáðå îïèñóþòüñÿ â ðàìêàõ òåîði¨ âiëüíèõ äi-

ðàêiâñüêèõ êâàçi÷àñòèíîê, íàðàçi çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïèòàííÿ ïðî ðîëü

êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ åëåêòðîíàìè [49]. �¨ äîñëiäæåííÿ, îêðiì òîãî, ùî ¹

ïðèíöèïîâîþ çàäà÷åþ äëÿ ôiçèêè êîíäåíñîâàíîãî ñòàíó, òàêîæ ìîæå ïðîëèòè

ñâiòëî íà ôóíäàìåíòàëüíi ïðîáëåìè ðåëÿòèâiñòñüêî¨ êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ.

Âçàãàëi òðåáà çàçíà÷èòè ðiñò ÷èñëà ïóáëiêàöié ïðîòÿãîì 2011 ðîêó, ÿêi

íàöiëåíi íà äîñëiäæåííÿ ñàìå åôåêòiâ âçà¹ìîäi¨ â ãðàôåíi åêñïåðèìåíòàëüíî

[51, 52, 53, 54, 55, 56] òà çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ [57, 58, 59, 60].

Îäíèì iç âàæëèâèõ ïðîÿâiâ âçà¹ìîäi¨ ¹ òå, ùî ïðè äîñòàòíüî âåëèêié êîí-

ñòàíòi âçà¹ìîäi¨ ìîæå âiäáóòèñÿ áàãàòî÷àñòèíêîâèé àíàëîã ïàäiííÿ íà öåíòð

� åêñèòîííà íåñòàáiëüíiñòü, ÿêà ïðèâåäå äî ôàçîâîãî ïåðåõîäó ìåòàë-içîëÿòîð

i ïîÿâè îñíîâíîãî ñòàíó çi ùiëèíîþ â ñïåêòði êâàçi÷àñòèíîê. Çíàííÿ ùiëèíè

âàæëèâå òàêîæ ç òî÷êè çîðó ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü, çîêðåìà äëÿ ïîáóäîâè

ðiçíèõ åëåêòðîííèõ ïðèëàäiâ íà îñíîâi ãðàôåíó.
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3â'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè

Ðåçóëüòàòè, ùî óâiéøëè â äèñåðòàöiéíó ðîáîòó, áóëè îòðèìàíi â ðàìêàõ

ïëàíîâî¨ íàóêîâî¨ òåìàòèêè âiääiëó àñòðîôiçèêè òà åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê

Iíñòèòóòó òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (òåìà �Äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè i

äèíàìiêè ôiçè÷íîãî âàêóóìó òà ÷àñòèíêîâèõ i êîëåêòèâíèõ çáóäæåíü â ôiçèöi

âèñîêèõ åíåðãié, êâàíòîâèõ ìàêðîñèñòåìàõ, êîñìîëîãi¨ òà àñòðîôiçèöi� 2006-

2010 ðð., øèôð 1.4.7, � ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI 0105Ó008402); �Äèíàìiêà êâàíòîâî-

ïîëüîâèõ êîíäåíñàòiâ â ôiçèöi i àñòðîôiçèöi âèñîêèõ åíåðãié òà êâàíòîâié

êîñìîëîãi¨� 2011-2015 ðð., øèôð 1.4.7, � ä.ð. â ÓêðIÍÒÅI 0110U007541).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âèâ÷åííÿ óìîâ, çà ÿêèõ ìîæëèâå äèíàìi÷íå

ïîðóøåííÿ ñèìåòði¨ â ãðàôåíi ÷åðåç êóëîíiâñüêó âçà¹ìîäiþ.

Çîêðåìà, ðîçâ'ÿçóâàëèñÿ íàñòóïíi çàäà÷i:

• Çíàõîäæåííÿ i àíàëiç îäíî÷àñòèíêîâîãî ñïåêòðó ãðàôåíó â ïîëi êóëîíiâ-

ñüêîãî öåíòðó, âèçíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî çàðÿäó öåíòðó.

• Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåòå-Ñîëïiòåðà äëÿ çâ'ÿçàíîãî åëåêòðîí-äiðêîâîãî

ñòàíó i âèçíà÷åííÿ óìîâ, çà ÿêèõ öåé ñòàí ñòà¹ íåñòàáiëüíèì.

• Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ íà ùiëèíó â ñïåêòði êâàçi÷àñòèíîê òà éîãî àíàëiç

ïðè âðàõóâàííi ëîêàëüíî¨ ÷îòèðüîõôåðìiîííî¨ òà ñòàòè÷íî åêðàíîâàíî¨

êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäié. ×èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ïðè âðàõóâàííi

äèíàìi÷íî¨ ïîëÿðèçàöi¨.

• Çíàõîäæåííÿ i àíàëiç îäíî÷àñòèíêîâîãî ñïåêòðó ãðàôåíó â îäíîðiäíîìó
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ìàãíiòíîìó ïîëi òà â ïîëi ïîòåíöiàëüíî¨ ÿìè. ×èñåëüíèé àíàëiç îäíî÷à-

ñòèíêîâîãî ñïåêòðó ãðàôåíó â îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi òà â ïîëi

êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó.

• Çíàõîäæåííÿ àíàëiòè÷íîãî âèðàçó îäíîïåòëüîâî¨ ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôóíêöi¨

ó äâîøàðîâîìó ãðàôåíi äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü iìïóëüñó, åíåðãi¨, õiìi÷íî-

ãî ïîòåíöiàëó. Çíàõîäæåííÿ äèñïåðñiéíîãî çàêîíó êîëåêòèâíèõ çáóäæåíü

åëåêòðîííî¨ ãóñòèíè (ïëàçìîíiâ). Àíàëiç ñòàòè÷íîãî åêðàíóâàííÿ êóëî-

íiâñüêîãî ïîòåíöiàëó òî÷êîâî¨ äîìiøêè íà âåëèêèõ òà ìàëèõ âiäñòàíÿõ.

Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ êâàçi÷àñòèíêîâi åëåêòðîííi çáóäæåííÿ ó ãðàôå-

íi.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ õâèëüîâà ôóíêöiÿ Áåòå-Ñîëïiòåðà, ùiëèíà â

ñïåêòði êâàçi÷àñòèíîê, ïîëÿðèçàöiéíèé òåíçîð.

Â ðîáîòi áóëî çàñòîñîâàíî íàñòóïíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: ìåòîäè ïåðåñó-

ìóâàííÿ äiàãðàì â êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ, ùî ïðèçâîäÿòü äî íåïåðòóðáàòèâíèõ

ðiâíÿííü Øâiíãåðà-Äàéñîíà, Áåòå-Ñîëïiòåðà, à òàêîæ äàþòü ìîæëèâiñòü îá-

÷èñëèòè ïîëÿðèçàöiéíèé òåíçîð â íàáëèæåííi âèïàäêîâèõ ôàç (îäíîïåòëüîâå

íàáëèæåííÿ).

Hayêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âïåðøå:

1. Îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåòå-Ñîëïiòåðà äëÿ çâ'ÿçàíîãî åëåêòðîí-

äiðêîâîãî ñòàíó â ãðàôåíi. Çíàéäåíî êðèòè÷íå çíà÷åííÿ êîíñòàíòè çâ'ÿç-

êó, ïðè ÿêié öåé çâ'ÿçàíèé ñòàí ñòà¹ òàõiîííèì, ùî âêàçó¹ íà åêñèòîííó
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íåñòàáiëüíiñòü, êîòðà ïðèâîäèòü äî ïåðåáóäîâè ñïåêòðó çáóäæåíü òà ãå-

íåðàöi¨ ùiëèíè â ñïåêòði êâàçi÷àñòèíîê.

2. Çíàéäåíî i ïðîàíàëiçîâàíî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ íà ùiëèíó â ãðàôåíi ç

óðàõóâàííÿì äèíàìi÷íî¨ ïîëÿðèçàöi¨ òà ÷îòèðèôåðìiîííî¨ âçà¹ìîäi¨. Ïî-

êàçàíî, ùî âðàõóâàííÿ ÷îòèðèôåðìiîííî¨ âçà¹ìîäi¨ ïðèâîäèòü äî êîðå-

êòíîãî îïèñó ôàçîâîãî ïåðåõîäó ç ôîðìóâàííÿì ùiëèíè, à äèíàìi÷íà

ïîëÿðèçàöiÿ ïðèâîäèòü äî çìåíøåííÿ êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè, çà ÿêî¨ âëà-

ñíå âiäáóâà¹òüñÿ öåé ôàçîâèé ïåðåõiä.

3. Äëÿ ðiâíÿííÿ Äiðàêà ó äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði äëÿ êâàçi÷àñòèíîê â ïî-

òåíöiàëüíié ÿìi ó ïîñòiéíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ïîêàçàíî, ùî äëÿ äåÿêîãî

êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ÿìè íàéíèæ÷èé íåçàïîâíåíèé åíåðãåòè-

÷íèé ðiâåíü ïåðåòèíà¹ ìåæó çàïîâíåíèõ åëåêòðîííèõ ñòàíiâ iç âiä'¹ìíîþ

åíåðãi¹þ, ùî ïðèçâîäèòü äî íåñòàáiëüíîñòi ñèñòåìè. Çíà÷åííÿ êðèòè÷íî-

ãî ïîòåíöiàëó çìåíøó¹òüñÿ çi çìåíøåííÿì ùiëèíè ó ñïåêòði êâàçi÷àñòè-

íîê i äîðiâíþ¹ íóëþ â áåçùiëèííîìó âèïàäêó, ùî ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê

êâàíòîâîìåõàíi÷íèé ïðîÿâ ÿâèùà ìàãíiòíîãî êàòàëiçó â ãðàôåíi.

4. Çíàéäåíî àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ îäíîïåòëüîâî¨ ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôóíêöi¨ ó

äâîøàðîâîìó ãðàôåíi ïðè äîâiëüíié ÷àñòîòi, iìïóëüñi òà õiìi÷íîìó ïîòåí-

öiàëi. Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò âèêîðèñòàíî äëÿ àíàëiòè÷íîãî òà ÷èñåëüíîãî

çíàõîäæåííÿ ñïåêòðó êîëåêòèâíèõ åëåêòðîííèõ çáóäæåíü (ïëàçìîíiâ) òà

åêðàíîâàíîãî êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó.
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Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨, ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi

ïåðåäáà÷åííÿ äëÿ åêñèòîííîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïîêàçóþòü, ùî âií ìîæå

áóòè ðåàëiçîâàíèé â ãðàôåíi, ÿêèé íå çíàõîäèòüñÿ íà ïiäêëàäöi. Öå âiäêðèâà¹

ìîæëèâiñòü åêñïåðèìåíòàëüíî¨ ïåðåâiðêè. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè âàæëèâi äëÿ

äîñëiäæåííÿ äîìiøîê â ãðàôåíi ó ìàãíiòíîìó ïîëi òà áåç íüîãî, ùî ìîæå ìàòè

ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ ç òî÷êè çîðó çîâíiøíüîãî êîíòðîëþ ùiëèíè.

Îäåðæàíi òî÷íi àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ ïîëÿðèçàöiéíîãî îïåðàòîðà â äâî-

øàðîâîìó ãðàôåíi ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi ïðè ðîçâ'ÿçàííi ðiâíÿíü òèïó

Øâiíãåðà-Äàéñîíà äëÿ ùiëèíè òà ðÿäó iíøèõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòè äëÿ äèñïåð-

ñiéíîãî çàêîíó ïëàçìîíiâ òà åêðàíóâàííÿ ñòàòè÷íîãî êóëîíiâñüêîãî ïîòåí-

öiàëó ìîæóòü áóòè áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðåíi íà åêñïåðèìåíòi. Ïîðiâíÿííÿ ç

åêñïåðèìåíòîì, çîêðåìà, äàñòü çìîãó âèçíà÷èòè, íàñêiëüêè çàñòîñîâíèì ¹ âè-

êîðèñòàíå ïðè îá÷èñëåííÿõ îäíîïåòëüîâå íàáëèæåííÿ.

Ocoáècòèé âíecoê çäoáóâa÷a

Â ðîáîòàõ [61, 62] àâòîðîì áóëî ïðîâåäåíî àíàëiòè÷íi òà ÷èñåëüíi ðîçðàõóí-

êè äèñêðåòíîãî òà íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó â ãðàôåíi â ïîëi ðåãóëÿðèçîâàíîãî

êóëîíiâñüêîãî öåíòðó i, ç ðiâíÿííÿ Áåòå-Ñîëïiòåðà â äðàáèííîìó íàáëèæåííi

çi ñòàòè÷íîþ ïîëÿðèçàöi¹þ, çíàéäåíî êðèòè÷íó êîíñòàíòó, çà ÿêî¨ âiäáóâà¹-

òüñÿ åêñèòîííà íåñòàáiëüíiñòü.

Â ðîáîòi [63] àâòîðîì ÷èñåëüíî ç ðiâíÿííÿ íà ùiëèíó ç óðàõóâàííÿì äè-

íàìi÷íî¨ ïîëÿðèçàöi¨ áóëî çíàéäåíî çàëåæíiñòü êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè âiä ÷è-

ñëà àðîìàòiâ â òåîði¨, à òàêîæ çàëåæíiñòü ùiëèíè âiä iìïóëüñó òà êîíñòàíòè

çâ'ÿçêó. Â öié æå ðîáîòi àâòîðîì áóëà ïîáóäîâàíà ôàçîâà äiàãðàìà ó âèïàäêó
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íåíóëüîâî¨ âçà¹ìîäi¨ Ãðîññà-Íåâå.

Â ðîáîòàõ [64, 65] àâòîðîì ÷èñåëüíî òà â ïåðøîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáó-

ðåíü çíàéäåíî ñïåêòð i çíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî ïîòåíöiàëó äëÿ êâàçi÷àñòèíîê â

ãðàôåíi â îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, â ïîëi ïîòåíöiàëüíî¨ ÿìè òà êóëîíiâ-

ñüêîãî öåíòðó.

Ðîáîòà [66] âèêîíàíà àâòîðîì îäíîîñiáíî. Â íié çíàéäåíî òî÷íèé àíàëi-

òè÷íèé âèðàç îäíîïåòëüîâî¨ ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôóíêöi¨ â äâîøàðîâîìó ãðàôåíi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé òî÷íèé âèðàç, îòðèìàíî âèãëÿä åêðàíîâàíîãî ñòàòè÷íî-

ãî êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó â äâîøàðîâîìó ãðàôåíi i äèñïåðñiéíèé çàêîí êî-

ëåêòèâíèõ åëåêòðîííèõ çáóäæåíü (ïëàçìîíiâ).

Aïpoáaöiÿ poáîòè

Ìàòåðiàëè äèñåðòàöi¨ ïðîéøëè àïðîáàöiþ íà ñåìiíàðàõ IÒÔ ÍÀÍ Óêðà¨-

íè (Êè¨â, 2009-2011), äîïîâiäàëèñÿ íà âñåóêðà¨íñüêèõ êîíôåðåíöiÿõ: �Ñó÷àñíi

ïðîáëåìè òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè�, Êè¨â, 24-26 ãðóäíÿ 2009, 11-òà Âñåóêðà¨íñüêà

øêîëà-ñåìiíàð òà Êîíêóðñ ìîëîäèõ â÷åíèõ çi ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè òà òåî-

ði¨ êîíäåíñîâàíî¨ ðå÷îâèíè, Ëüâiâ, 1-3 ÷åðâíÿ 2011, òà íà ìiæíàðîäíèõ êîí-

ôåðåíöiÿõ: Quantum theory from small to large scales, Les Houches, France,

August 2-27, 2010, The 2nd International Conference for Young Scientists, Low

temperature physics, Kharkiv, Ukraine, 6-10 June 2011, The 4th Workshop on

Geometric Methods in Theoretical Physics, SISSA, Trieste, Italy, July 6-12, 2011.

Ïóáëiêàöi¨

Çà ìàòåðiàëàìè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî 9 ðîáiò, 6 iç íèõ ñêëàäàþòü ñòàòòi

â íàóêîâèõ æóðíàëàõ [61, 62, 63, 64, 65, 66], à òðè ðîáîòè áóëè îïóáëiêîâàíi

ÿê òåçè êîíôåðåíöié [67, 68, 69].
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ÐÎÇÄIË 1

ÍÀÄÊÐÈÒÈ×ÍÈÉ ÊÓËÎÍIÂÑÜÊÈÉ ÖÅÍÒÐ ÒÀ

ÅÊÑÈÒÎÍÍÀ ÍÅÑÒÀÁIËÜÍIÑÒÜ

1.1 Âñòóï

Ãðàôåí ¹ îäíîàòîìíèì øàðîì àòîìiâ âóãëåöþ, ðîçòàøîâàíèõ â âóçëàõ ãå-

êñàãîíàëüíî¨  ðàòêè. Íå çâàæàþ÷è íà òå, ùî òåîðåòè÷íå ïåðåäáà÷åííÿ iñíó-

âàííÿ òàêîãî ìàòåðiàëó áóëî çðîáëåíî äîñèòü äàâíî [17, 18], ñïðàâæíié ií-

òåðåñ äî ãðàôåíó âiäðîäèâñÿ íåùîäàâíî çàâäÿêè éîãî åêñïåðèìåíòàëüíîìó

âèãîòîâëåííþ [1] òà ñïîñòåðåæåííþ âåëèêî¨ êiëüêîñòi íåçâè÷íèõ åëåêòðîííèõ

âëàñòèâîñòåé.

Âåëèêå çíà÷åííÿ åôåêòèâíî¨ ñòàëî¨ �òîíêî¨ ñòðóêòóðè� α = e2/~vF ∼ 1

îçíà÷à¹ ñèëüíå ïðèòÿãàííÿ ìiæ åëåêòðîíàìè òà äiðêàìè â ãðàôåíi ïîáëè-

çó äiðàêiâñüêî¨ òî÷êè. Çà íàÿâíîñòi ñèëüíîãî ïðèòÿãóâàííÿ ìîæíà î÷iêóâàòè

íåñòàáiëüíiñòü â åêñèòîííîìó êàíàëi òà ïîäàëüøèé êâàíòîâèé ôàçîâèé ïåðå-

õiä äî ñòàíó ç íåíóëüîâîþ ùiëèíîþ â ñïåêòði êâàçi÷àñòèíîê, ùî îçíà÷àòèìå

ïåðåòâîðåííÿ ãðàôåíó íà içîëÿòîð [58, 70]. Â ãðàôåíi òàêà çàäà÷à áóëà âïåð-

øå ñôîðìóëüîâàíà â ðîáîòàõ [71, 72, 73, 74], à â ñèëüíî çâ'ÿçàíié êâàíòîâié

åëåêòðîäèíàìiöi àíàëîãi÷íà çàäà÷à âèâ÷àëàñü 70�80-õ ðîêàõ [5, 6, 7, 8, 9].

Öåé ðîçäië ìè ïî÷íåìî ç ðîçãëÿäó ïðîáëåìè íàäêðèòè÷íîãî êóëîíiâñüêîãî

öåíòðó â ãðàôåíi â ïiäðîçäiëi (1.2), ÿêà ¹ êâàíòîâîìåõàíi÷íèì àíàëîãîì çàäà÷i

ïðî åêñèòîííó íåñòàáiëüíiñòü. Äîáðå âiäîìî [75, 76], ùî äëÿ êóëîíiâñüêîãî

ïîòåíöiàëó VC(r) = −Ze2/κr ñïåêòð êâàçi÷àñòèíîê ç ùiëèíîþ ∆ ñêëàäà¹òüñÿ
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ç íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó ïðè |E| > ∆ òà äèñêðåòíîãî - ïðè 0 < E < ∆. Åíåðãiÿ

íàéíèæ÷îãî çâ'ÿçàíîãî ñòàíó E0 ñòàíîâèòü

E0 = ∆
√
1− (2Zα)2

i ñòà¹ óÿâíîþ ïðè Zα > 1/2, ùî âiäïîâiäà¹ ÿâèùó �ïàäiííÿ íà öåíòð�. Íåôiçè-

÷íå êîìïëåêñíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ âêàçó¹ íà òå, ùî ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè íå ¹ ñà-

ìîñïðÿæåíèì äëÿ íàäêðèòè÷íèõ çíà÷åíü Zα > 1/2, i íåîáõiäíî âèêîðèñòàòè

äåÿêå ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ. Â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi öþ ïðîáëåìó

âèðiøóþòü çàìiíîþ ñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöiàëó 1/r ðåãóëÿðèçîâàíèì ïîòåíöià-

ëîì, ÿêèé âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïî÷àòêîâîãî íà äåÿêîìó ìàëåíüêîìó ðîçìiði R,

ùî ôiçè÷íî âiäïîâiäà¹ ñêií÷åííèì ðîçìiðàì ÿäðà [77, 78, 79]. Â ðåãóëÿðèçîâà-

íîìó ïîòåíöiàëi âñi åíåðãi¨ ñòàþòü äiéñíèìè, àëå ïðè çðîñòàííi çàðÿäó öåíòðó

Z åíåðãiÿ äèñêðåòíèõ ðiâíiâ íàáëèæà¹òüñÿ äî åíåðãi¨ íèæíüîãî êîíòèíóóìó

E = −∆, à ïîòiì �ïiðíà¹� â íüîãî. Ïðè öüîìó äèñêðåòíi ñòàíè ïåðåòâîðþ-

þòüñÿ íà ðåçîíàíñè çi ñêií÷åííîþ øèðèíîþ, ÿêi îïèñóþòü êâàçiñòàöiîíàðíi

ñòàíè ç êîìïëåêñíîþ åíåðãi¹þ ImE 6= 0. Òàêi ñòàíè âiäïîâiäàþòü ïðîöåñàì

íàðîäæåííÿ åëåêòðîí-äiðêîâèõ ïàð ç âàêóóìó ç ïîäàëüøèì ðîçïîâñþäæåí-

íÿì ïîçèòðîíà íà íåñêií÷åííiñòü i åêðàíóâàííÿì åëåêòðîíîì çàðÿäó öåíòðà.

Êðèòè÷íèé çàðÿä Zc âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè ïîÿâè ïåðøîãî êâàçiñòàöiîíàðíîãî

ñòàíó ç íåíóëüîâîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ åíåðãi¨. Âií çðîñòà¹ ïðè çáiëüøåííi ∆.

Äëÿ áåçìàñîâèõ êâàçi÷àñòèíîê â ðåãóëÿðèçîâàíîìó êóëîíiâñüêîìó ïîòåí-

öiàëi äèñêðåòíi ðiâíi âiäñóòíi äëÿ çíà÷åíü Zα < 1/2, íàòîìiñòü ïðè Zα > 1/2

â ñïåêòði ïî÷èíàþòü ç'ÿâëÿòèñÿ êâàçiñòàöiîíàðíi ñòàíè [13, 14]. Åíåðãiÿ êâà-

çiñòàöiîíàðíîãî ñòàíó äëÿ ðåãóëÿðèçîâàíîãî ïîòåíöiàëó ìà¹ õàðàêòåðíó åêñ-
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ïîíåíöiàëüíó çàëåæíiñòü âiä çàðÿäó E ∼ R−1 exp(−π/
√
(Zα)2 − 1/4), à êðè-

òè÷íà êîíñòàíòà Zcα → 1/2 ïðè R∆ → 0. Ìè ïîêàæåìî, ùî íàÿâíiñòü ôåð-

ìiîííî¨ ùiëèíè ∆ � |E| çìåíøó¹ |ImE|, çáiëüøóþ÷è, òàêèì ÷èíîì, ñòàáiëü-

íiñòü ñèñòåìè. Ñèòóàöiÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íà ïðîáëåìi áåçìàñîâîãî åëåêòðîíà

â íàäêðèòè÷íîìó êóëîíiâñüêîìó öåíòði â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi [80, 6].

Â ïiäðîçäiëi (1.3) ìè ïîêàæåìî, ùî íåñòàáiëüíiñòü íàäêðèòè÷íîãî êóëî-

íiâñüêîãî öåíòðó ïîâ'ÿçàíà ç åêñèòîííîþ íåñòàáiëüíiñòþ äëÿ íàäêðèòè÷íî¨

êîíñòàíòè çâ'ÿçêó α > αc ∼ 1. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ Áåòå-Ñîëïiòåðà äëÿ

åëåêòðîí-äiðêîâîãî çâ'ÿçàíîãî ñòàíó â ãðàôåíi, ìè ïðîäåìîíñòðó¹ìî, ùî äëÿ

äîñòàòíüî ñèëüíî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó â ñïåêòði ç'ÿâëÿþòüñÿ òàõiíîííi ñòàíè

ç óÿâíîþ åíåðãi¹þ (E2 < 0), ÿêi âiäiãðàþòü ðîëü êâàçiñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ â

íàäêðèòè÷íîìó êóëîíiâñüêîìó öåíòði. Íàÿâíiñòü òàõiîíiâ âêàçó¹ íà íåñòàáiëü-

íiñòü îñíîâíîãî ñòàíó. Òàõiîííà íåñòàáiëüíiñòü ¹ ïîëüîâèì àíàëîãîì ÿâèùà

�ïàäiííÿ íà öåíòð� i êðèòè÷íà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó αc âiäiãðà¹ òó æ ðîëü, ùî i

Zce
2/~vF â çàäà÷i êóëîíiâñüêîãî öåíòðó. Îäíàê, âíàñëiäîê áàãàòî÷àñòèíêîâî-

ñòi ñèñòåìè öÿ íåñòàáiëüíiñòü ïðèçâîäèòü äî çîâñiì iíøèõ íàñëiäêiâ. Îñêiëü-

êè êîíñòàíòà çâ'ÿçêó âiëüíîãî ãðàôåíó α ≈ 2.19 ¹ áiëüøîþ çà 1/2, òî çàðÿä

êâàçiåëåêòðîíà â ãðàôåíi ñòà¹ íàäêðèòè÷íèì. Öå ïðèâîäèòü äî óòâîðåííÿ

åëåêòðîí-äiðêîâèõ ïàð: äiðêà ïðèòÿãó¹òüñÿ äî ïî÷àòêîâîãî êâàçiåëåêòðîíó,

óòâîðþþ÷è çâ'ÿçàíèé ñòàí � åêñòèòîí, â òîé æå ÷àñ âèïðîìiíåíèé êâàçi-

åëåêòðîí çíîâó ¹ íàäêðèòè÷íèì. Ïðîöåñ ôîðìóâàííÿ ïàð ïðîäîâæó¹òüñÿ äî

óòâîðåííÿ åêñèòîííîãî êîíäåíñàòó, â ðåçóëüòàòi ÷îãî â ñïåêòði êâàçi÷àñòèíîê

óòâîðþ¹òüñÿ ùiëèíà. Îòæå, ôîðìóâàííÿ êîíäåíñàòó ïðèâîäèòü äî çíèêíåííÿ

íåñòàáiëüíîñòi òà ãåíåðàöi¨ ùiëèíè â âiëüíîìó ãðàôåíi.



19

1.2 Êóëîíiñüêèé öåíòð

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî çàäà÷à âçà¹ìîäi¨ åëåêòðîíiâ òà äiðîê â ãðàôåíi ¹ áà-

ãàòî÷àñòèíêîâîþ çàäà÷åþ, äåÿêi åôåêòè ìîæíà ïîáà÷èòè â âiäíîñíî ïðîñòié

îäíî÷àñòèíêîâié çàäà÷i âçà¹ìîäi¨ åëåêòðîíà ç íàäêðèòè÷íèì êóëîíiâñüêèì

öåíòðîì, i â ïîäàëüøîìó ïîðiâíÿòè ðåçóëüòàòè ç ïðîáëåìîþ åêñèòîííî¨ íå-

ñòàáiëüíîñòi â ãðàôåíi. Àíàëîãi÷íà ïðîáëåìà äëÿ áåçìàñîâèõ ôåðìiîíiâ, ùî

âçà¹ìîäiþòü ç çîâíiøíiì êóëîíiâñüêèì ïîëåì â ÊÅÄ ðîçãëÿäàëàñü â ñòàòòÿõ

[6, 80].

Åëåêòðîííi çáóäæåííÿ â ãðàôåíi â îêîëi K-òî÷êè â ïîëi êóëîíiâñüêî¨ äî-

ìiøêè îïèñóþòüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì Äiðàêà â 2+1 âèìiðàõ:

H =
(
σ3∆+ V (r)− i~vFσ1∂x − i~vFσ2∂y

)
, (1.2.1)

äå σi - ìàòðèöi Ïàóëi, vF - øâèäêiñòü Ôåðìi. (Ãàìiëüòîíiàí êâàçi÷àñòèíêîâèõ

çáóäæåíü áiëÿ òî÷êè K ′ âiäðiçíÿ¹òüñÿ çíàêîì ∆). Òàêîæ ìè ââåëè äiðàêiâ-

ñüêó ìàñó (ùiëèíó) ∆, ÿêà õî÷ i âiäñóòíÿ â ìîäåëi ñèëüíîçâ'ÿçàíèõ åëåêòðî-

íiâ (tight-binding model), ìîæå ç'ÿâèòèñÿ çàâäÿêè ñïîíòàííîìó ïîðóøåííþ

ïî÷àòêîâî¨ U(4) ñèìåòði¨. ßê çàçíà÷àëîñü ó âñòóïi äî äàíîãî ðîçäiëó, äëÿ ñà-

ìîñïðÿæåíîñòi ãàìiëüòîíiàíó êóëîíiâñüêèé ïîòåíöiàë òðåáà ðåãóëÿðèçóâàòè.

Äëÿ ïðîñòîòè ìè ôiêñó¹ìî ðåãóëÿðèçàöiþ êîíñòàíòíîþ [79, 81]:

V (r) = −Ze
2

κr
, r > R,

V (r) = −Ze
2

κR
, r < R, (1.2.2)

äå κ - êîíñòàíòà äiåëåêòðè÷íî¨ ïðîíèêíîñòi. Çàäà÷à êóëîíiâñüêîãî öåíòðó

äîñèòü äåòàëüíî ðîçãëÿäàëàñÿ â ëiòåðàòóði [13, 14, 15, 75, 76, 82, 83, 84, 85].
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Ãàìiëüòîíiàí (1.2.1) êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì ïîâíîãî êóòîâîãî ìîìåíòó Jz =

Lz + Sz = −i~ ∂
∂φ + ~

2σ3, òîìó âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨ áóäåìî øóêàòè ó

âèãëÿäi:

Ψ =
1

r

 eiφ(j−1/2) a(r)

i eiφ(j+1/2) b(r)

 . (1.2.3)

Ïiäñòàíîâêà àíçàöó (1.2.3) â ðiâíÿííÿ

HΨ = EΨ

ç ãàìiëüòîíiàíîì (1.2.1) äà¹ ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó:

a′ − (j + 1/2)
a

r
+
E +∆− V (r)

~vF
b = 0, (1.2.4a)

b′ + (j − 1/2)
b

r
− E −∆− V (r)

~vF
a = 0. (1.2.4b)

Çðó÷íî ââåñòè çìiííi ε = E/~vF , m = ∆/~vF , u =
√
m2 − ε2, ρ = 2ur òà

α = e2/~vFκ, à çàìiñòü ôóíêöié a òà b ðîçãëÿäàòè ¨õíi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨:

a =

√
m+ ε

2
(g − f), b =

√
m− ε

2
(g + f). (1.2.5)

Ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ (1.2.4) íàáóäóòü âèãëÿäó:

ρg′ + g

(
ρ

2
− 1

2
− Zα

ε

u

)
+ f

(
j + Zα

m

u

)
= 0, (1.2.6a)

ρf ′ − f

(
ρ

2
+

1

2
− Zα

ε

u

)
+ g

(
j − Zα

m

u

)
= 0. (1.2.6b)

Äèñêðåòíèé ñïåêòð iñíó¹ òiëüêè ïðè |ε| < m. Äëÿ çàõîäæåííÿ éîãî ôîð-

ìè ïiäñòàâèìî f ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (1.2.6) â äðóãå. Òîäi äëÿ g êîìïîíåíòè

îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

d2g

dρ2
+

(
−1

4
+

1
2 + Zα ε

u

ρ
+

1
4 − j2 + Z2α2

ρ2

)
g = 0, (1.2.7)
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ùî ¹ ðiâíÿííÿì Óiòòåêåðà [93]. Éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

g = C1Wµ,ν(ρ) + C2Mµ,ν(ρ), (1.2.8)

äå µ = 1/2+Zαε/u, ν =
√
j2 − Z2α2. Âçÿâøè äî óâàãè àñèìïòîòèêó ôóíêöié

Óiòòåêåðà Wµ,ν(ρ) òà Mµ,ν(ρ) ïðè ρ→ ∞:

Wµ,ν(ρ) ' e−ρ/2ρµ,

Mµ,ν(ρ) '
Γ(1 + ν)

Γ(12 − µ+ ν)
eρ/2ρ−µ,

ìè ìà¹ìî ïîêëàñòè C2 = 0 äëÿ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêó. Òîäi ïåðøå ðiâíÿííÿ

â (1.2.6) äëÿ êîìïîíåíòè f â îáëàñòi II (r > R) äà¹ :

fII = C1

(
j − Zα

m

u

)
W−1

2+Zα ε
u ,ν

(ρ). (1.2.9)

Ðîçâ'ÿçêè äëÿ îáëàñòi I (r < R) ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ç ðiâíÿíü (1.2.4)

bI = A1 sgn(j)rJ|j+1/2|

r
√(

ε+
Zα

R

)2

−m2

 , (1.2.10)

aI = A1

√
ε+ Zα/R +m

ε+ Zα/R−m
rJ|j−1/2|

r
√(

ε+
Zα

R

)2

−m2

 ,(1.2.11)

äå A1 - êîíñòàíòà. Òóò ìè âæå âðàõóâàëè iíôðà÷åðâîíó ãðàíè÷íó óìîâó, ÿêié

çàäîâîëüíÿþòü òiëüêè ðîçâ'ÿçêè bI òà aI . Åíåðãåòè÷íi ðiâíi âèçíà÷àþòüñÿ ç

óìîâè íåïåðåðâíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ïðè r = R:

bI
aI

∣∣∣
r=R

=
bII
aII

∣∣∣
r=R

, (1.2.12)

ÿêà äà¹ ðiâíÿííÿ
W 1

2+
Zαε
u ,ν(ρ)(

j − Zαm
u

)
W− 1

2+
Zαε
u ,ν(ρ)

∣∣∣
r=R

=
k + 1

k − 1
, (1.2.13)

k = sgn(j)
m+ ε

u

√
ε+ Zα/R−m

ε+ Zα/R +m

J|j+1/2|(ρ̃)

J|j−1/2|(ρ̃)
, ρ̃ =

√
(Zα+ εR)2 −m2R2.
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Îñêiëüêè ïàðàìåòð R ââåäåíî ëèøå äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨, òî ìîæíà ââàæàòè

éîãî ìàëèì. Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó Óiòòåêåðà ïðè

ρ→ 0:

Wµ,ν(ρ) '
Γ(2ν)

Γ(12 − µ+ ν)
ρ

1
2−ν +

Γ(−2ν)

Γ(12 − µ− ν)
ρ

1
2+ν,

ìîæíà çàïèñàòè ðiâíÿííÿ (1.2.14) íàñòóïíèì ÷èíîì:

Γ(−2ν)

Γ(2ν)

Γ
(
1 + ν − Zα ε

u

)
Γ
(
1− ν − Zα ε

u

)(2uR)2ν =
−
j + ν − Zα(m+ε)

u + k0
(
j − ν − Zα(m−ε)

u

)
j − ν − Zα(m+ε)

u + k0
(
j + ν − Zα(m−ε)

u

) +O(R), (1.2.14)

äå

k0 = sgn(j)
m+ ε

u

J|j+1/2|(Zα)

J|j−1/2|(Zα)
≡ m+ ε

u
σ(Zα, j). (1.2.15)

Ðiâíÿííÿ (1.2.14) ìîæíà çàïèñàòè â áiëüø çðó÷íié ôîðìi

Γ(−2ν)

Γ(2ν)

Γ
(
1 + ν − Zα ε

u

)
Γ
(
1− ν − Zα ε

u

)(2uR)2ν = −
j − ν − Zα(m−ε)

u

j + ν − Zα(m−ε)
u

j + ν − Zασ(Zα, j)

j − ν − Zασ(Zα, j)
.

(1.2.16)

Çà âiäñóòíîñòi ðåãóëÿðèçàöi¨ (R = 0), åíåðãåòè÷íi ðiâíi âèçíà÷àþòüñÿ ïîëþñà-

ìè ãàììà-ôóíêöi¨ Γ
(
1 + ν − Zα ε

u

)
i íóëÿìè ïðàâî¨ ñòîðîíè ðiâíÿííÿ (1.2.16).

Âèðàç äëÿ öèõ ðiâíiâ ¹ àíàëîãîì ôîðìóëè Áàëüìåðà â ÊÅÄ [75, 76]

εn,j = m

[
1 +

Z2α2

(ν + n)2

]−1/2

,

 n = 0, 1, 2, 3, ..., j > 0,

n = 1, 2, 3, ..., j < 0.
(1.2.17)

Çâ'ÿçàíi ñòàíè äëÿ n ≥ 1 ¹ ïîäâiéíî âèðîäæåíèìè εn,j = εn,−j. Íàéíèæ÷èé

ðiâåíü åíåðãi¨ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ε0,j=1/2 = m
√
1− (2Zα)2 . (1.2.18)
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Z

Ðèñ. 1.1 Íàéíèæ÷i åíåðãåòè÷íi ðiâíi ÿê ôóíêöiÿ Zα. ×åðâîíi ëiíi¨ âiä-

ïîâiäàþòü ÷èñòîìó êóëîíiâñüêîìó ïîòåíöiàëó (âîíè iñíóþòü òiëüêè äî

Zα < 1/2); ÷îðíi ñóöiëüíi ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü ÷èñåëüíèì ðîçâ'ÿçêàì äëÿ

j = 1/2, mR = 0.01; ÷îðíi ïóíêòèðíi ëiíi¨ � ÷èñåëüíèì ðîçâ'ÿçêàì äëÿ

j = −1/2, mR = 0.01.

ßêùî Zα ïåðåâèùó¹ 1/2, åíåðãiÿ (1.2.18) ñòà¹ óÿâíîþ, òîáòî âiäáóâà¹òüñÿ �ïà-

äiííÿ íà öåíòð� [13, 14, 85]. Âiäïîâiäíî äî [77, 79], öÿ ïðîáëåìà âiäñóòíÿ ïðè

íåíóëüîâîìóR. Ïðè Zα > 1/2, ïàðàìåòð ν ¹ óÿâíèì äëÿ ïåâíèõ j. Äëÿ íèõ ìè

ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ν = iβ, β =
√
Z2α2 − j2. Äëÿ ñêií÷åííîãî R äèñêðåòíi

ðiâíi iñíóþòü ïðè Zα > 1/2. �õíÿ åíåðãiÿ çìåíøó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì Zα,

ïîêè âîíè íå äîñÿãíóòü çîíè íèæíüîãî êîíòèíóóìó. Ïîâåäiíêà íàéíèæ÷èõ

ðiâíiâ ç j = 1/2 ÿê ôóíêöiÿ çàðÿäó Zα ïîêàçàíà íà Ðèñ. (1.1).

Êðèòè÷íèé çàðÿä Zc, ùî âiäïîâiäà¹ çàíóðåííþ â êîíòèíóóì, ìîæíà îòðè-

ìàòè ç ðiâíÿííÿ (1.2.16), ïîêëàâøè ε = −m i âèêîðèñòîâóþ÷è íàñëiäîê ç
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ôîðìóëè Ñòiðëiíãà: Γ(x+iy)
Γ(x−iy) → e2iy log x, x→ +∞. Ìè ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ

e−2iβ log(2ZαmR) =
iβ − j + Zασ(Zα, j)

−iβ − j + Zασ(Zα, j)

Γ(1− 2iβ)

Γ(1 + 2iβ)
, (1.2.19)

àáî,

−β log(2ZαmR) = arg (Zασ(Zα, j)− j + iβ) + arg Γ(1− 2iβ) + πn, (1.2.20)

äå n - öiëå. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ j = 1/2 òà n = 1 êðèòè÷íà êîíñòàíòà

çâ'ÿçêó Zcα íàáëèæà¹òüñÿ äî 1/2 ïðè mR → 0. Çàëåæíiñòü äëÿ êðèòè÷íî¨

êîíñòàíòè Zcα âiä mR äëÿ j = 1/2 ïîêàçàíà íà Ðèñ. (1.2).

Ðèñ. 1.2 Çàëåæíiñòü êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè âiä mR äëÿ 1S1/2 ðiâíÿ.

Çâ'ÿçàíi òà êâàçiñòàöiîíàðíi ñòàíè â ãðàôåíi çi ùiëèíîþ ó âèïàäêó íàä-

êðèòè÷íî¨ êóëîíiâñüêî¨ äîìiøêè òàêîæ áóëè ÷èñåëüíî äîñëiäæåíi â  ðàòêîâié

ìîäåëi, êîòðà ìà¹ ïðèðîäíå óëüòðàôiîëåòîâå îáðiçàííÿ. Âîíî íàäà¹ ìîæëè-

âiñòü êîíòðîëþâàòè ðîçìið îáëàñòi â iìïóëüñíîìó ïðîñòîði, â ÿêié ðiâíÿííÿ

Äiðàêà ¹ çàñòîñîâíèì [82, 83].

Ïðîàíàëiçó¹ìî ðiâíÿííÿ (1.2.4) ó íàäêðèòè÷íîìó âèïàäêó Zα > 1/2 i ïî-

êàæåìî, ùî ðåçîíàíñíi ñòàíè ç'ÿâëÿþòüñÿ äëÿ |ε| > m (â öüîìó âèïàäêó
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∆ > 0). Ïîÿâà òàêèõ ñòàíiâ ïðèçâîäèòü äî íåñòàáiëüíîñòi íàäêðèòè÷íîãî çà-

ðÿäó ç íàðîäæåííÿì åëåêòðîí-äiðêîâèõ ïàð ç âàêóóìó. Íàðîäæåíèé åëåêòðîí

ïðèòÿãó¹òüñÿ äî êóëîíiâñüêîãî öåíòðó, òèì ñàìèì åêðàíóþ÷è éîãî. Îäíî÷à-

ñíî ïîçèòèâíî çàðÿäæåíà äiðêà ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà íåñêií÷åííiñòü [79, 81].

Ïðîöåñ ïîâòîðþ¹òüñÿ, ïîêè çàðÿä öåíòðó íå áóäå çìåíøåíî äî äîêðèòè÷íèõ

çíà÷åíü.

Ôóíêöiÿ ÓiòòåêåðàWµ,ν(ρ) ç µ = 1/2+Zαε/u, ν =
√
j2 − Z2α2 îïèñó¹ çâ'ÿ-

çàíi ñòàíè äëÿ |ε| < |m|, ÿêi ðîçòàøîâàíi íà ïåðøîìó ôiçè÷íîìó ëèñòi çìiííî¨

u, íà ÿêîìó Reu > 0 (1.2.9). Êâàçiñòàöiîíàðíi ñòàíè îïèñóþòüñÿ òi¹þ ñàìîþ

ôóíêöi¹þ Wµ,ν(ρ), àëå íà äðóãîìó - íåôiçè÷íîìó ëèñòi, íà ÿêîìó Reu < 0.

Ìè ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäïîâiäàþòü êâàçiñòàöiîíàðíèì ñòàíàì, êîòði

îïèñóþòü ðîçáiæíó ïîçèòèâíî çàðÿäæåíó õâèëþ ïðè r → ∞ ç

Re ε < 0, Im ε < 0, Reu < 0, Imu < 0. (1.2.21)

Ïðè Z2α2 > j2 ðåçîíàíñíi ñòàíè âèçíà÷àþòüñÿ ç òîãî æ ðiâíÿííÿ, ùî i çâ'ÿçàíi

ñòàíè (1.2.14), àëå ν çàìiíþ¹òüñÿ íà ν = iβ. Ðîçãëÿíåìî ñòàíè ç j = 1/2, ÿêi

âiäïîâiäàþòü nS 1
2
-ñòàíàì, çîêðåìà ñòàíó ç íàéíèæ÷îþ åíåðãi¹þ. Âiäïîâiäíå

ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

W 1
2+

Zαε
u ,iβ(ρ)(

1
2 −

Zαm
u

)
W− 1

2+
Zαε
u ,iβ(ρ)

∣∣∣
r=R

=
k + 1

k − 1
,

k =
m+ ε

u

√
ε+ Zα/R−m

ε+ Zα/R +m

J1(ρ̃)

J0(ρ̃)
, ρ̃ =

√
(Zα+ εR)2 −m2R2, (1.2.22)

äå Wµ,ν(x) i Ja(x) - ôóíêöi¨ Óiòòåêåðà òà Áåññåëÿ, âiäïîâiäíî.

Ìè öiêàâèìîñÿ âèïàäêîì |ε| � m i, çîêðåìà, âèïàäêîì áåçìàñîâîãî åëå-

êòðîíà (m = 0). Àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè îòðèìàíi äëÿ çíà÷åíü
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çàðÿäó, ùî íå ñèëüíî ïåðåâèùóþòü êðèòè÷íå çíà÷åííÿ Z, äå Zα − 1/2 � 1.

Ââàæàþ÷è ïàðàìåòð îáðiçàííÿ ìàëèì (|2uR| � 1) i âèêîðèñòîâóþ÷è àñèì-

ïòîòèêó ôóíêöi¨ Óiòòåêåðà, ìîæíà çíàéòè

(2uR)2iβ
Γ(1− 2iβ)

Γ(1 + 2iβ)

Γ
(
1 + iβ − Zαε

u

)
Γ
(
1− iβ − Zαε

u

) = 1
2 − iβ − Zα(m−ε)

u

1
2 + iβ − Zα(m−ε)

u

1
2 + iβ − ZαJ1(Zα)

J0(Zα)

1
2 − iβ − ZαJ1(Zα)

J0(Zα)

.

(1.2.23)

Ðîçêëàäàþ÷è ðiâíÿííÿ (1.2.23) ïîáëèçó êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè ïî ñòåïåíÿì β =√
Z2α2 − 1/4, ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

(−2i
√
ε2 −m2R)2iβ = 1 + 4iβ× J0(1/2)

J0(1/2)− J1(1/2)
+ Ψ(1)− 1

2
Ψ

(
1− i

2

ε√
ε2 −m2

)
− 1

1 + i
√

ε−m
ε+m

 , (1.2.24)

äå Ψ(x) - ëîãàðèôìi÷íà ïîõiäíà ãàììà-ôóíêöi¨ Åéëåðà, u = −i
√
ε2 −m2.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó áåçìàñîâèé âèïàäîêm = 0. Ïiñëÿ ðîçäiëåííÿ ìîäóëÿ

òà ôàçè, ε = |ε|eiγ, ðiâíÿííÿ (1.2.24) ïðèéìà¹ âèãëÿä

ln(2|ε|R) + i
(
γ − π

2

)
= −πn

β
+

2

[
J0(1/2)

J0(1/2)− J1(1/2)
+ Ψ(1)− 1

2
Ψ

(
1− i

2

)
− 1

1 + i

]
, n = 1, 2, . . . . (1.2.25)

Çâiäñè

ε(0)n = aR−1eiγ exp

[
− πn√

Z2α2 − 1/4

]
=

= −(1.18 + 0.17i)R−1 exp

[
− πn√

Z2α2 − 1/4

]
, n = 1, 2, . . . , (1.2.26)

äå

γ =
π

2

(
1 + coth

π

2

)
≈ 3.28, (1.2.27)
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a =
1

2
exp

[
2J0(1/2)

J0(1/2)− J1(1/2)
+ 2Ψ(1)− 1− ReΨ

(
1− i

2

)]
≈ 1.19. (1.2.28)

Åíåðãiÿ êâàçiñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ (1.2.26) ìà¹ õàðàêòåðíó ñóòò¹âî-ñèíãóëÿðíó

çàëåæíiñòü âiä êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó, ÿêà âiäîáðàæà¹ ñêåéëiíãîâó ií-

âàðiàíòíiñòü êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó. Íåñêií÷åííà êiëüêiñòü êâàçiñòàöiîíàð-

íèõ ðiâíiâ ïîâ'ÿçàíà ç äàëåêîäiþ÷èì êóëîíiâñüêèì ïîëåì. Àíàëîãi÷íà çàëå-

æíiñòü ìà¹ ìiñöå ó âèïàäêó íàäêðèòè÷íîãî êóëîíiâñüêîãî öåíòðó â ÊÅÄ [80].

Íàøi ðåçóëüòàòè óçãîäæóþòüñÿ ç ðîáîòîþ [13].

Îñêiëüêè �ïîñòiéíà òîíêî¨ ñòðóêòóðè� â ãðàôåíi ìà¹ çíà÷åííÿ e2/~vF ≈

2.19, íåñòàáiëüíiñòü ç'ÿâëÿ¹òüñÿ âæå ïðè Z = 1. Îäíàê, íàâåäåíèé âèùå

àíàëiç íå âðàõîâó¹ åôåêòiâ ïîëÿðèçàöi¨ âàêóóìó. Ðîçãëÿäàþ÷è òàêi åôåêòè

i çàñòîñîâóþ÷è íàáëèæåííÿ Õàðòði äëÿ åëåêòðîí-åëåêòðîííî¨ âçà¹ìîäi¨, ìî-

æíà ïîêàçàòè [84], ùî åôåêòèâíèé çàðÿä äîìiøêè Zeff ¹ òàêèì, ùî äîìi-

øêà ç ãîëèì çàðÿäîì Z = 1 çàëèøà¹òüñÿ â äîêðèòè÷íié îáëàñòi, òîáòî

Zeffe
2/(κ~vF ) < 1/2 äëÿ äîâiëüíî¨ e2/(κ~vF ), òîäi ÿê äîìiøêè ç áiëüøèìè

Z ìîæóòü áóòè íàäêðèòè÷íèìè.

Äëÿ ñêií÷åííèõ m i ó âèïàäêó |ε| � m, Re ε < 0, ðîçêëàäàþ÷è ðiâíÿííÿ

(1.2.24) â ðÿä ïî m/ε äî äðóãîãî ïîðÿäêó, ìè îòðèìà¹ìî

ε− m2

2ε
= ε(0)n

(
1− m

ε
+
m2

ε2
(0.29− 0.23i)

)
, n = 1, 2, . . . . (1.2.29)

Ðåçîíàíñíi ñòàíè ç ε(0)n îïèñóþòü ñïîíòàííå âèïðîìiíåííÿ çàðÿäæåíî¨ äiðêè,

êîëè äèñêðåòíèé ðiâåíü çàíóðþ¹òüñÿ â êîíòèíóóì ó âèïàäêó m = 0. Äëÿ

òîãî, ùîá çíàéòè ïîïðàâêè äî åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ äëÿ íåíóëüîâî¨ m, áóäåìî

øóêàòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.2.29) ó âèãëÿäi ðÿäó ε =
∞∑
k=0

ε(k), â ÿêîìó ε(k) ¹
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âåëè÷èíîþ ïîðÿäêó mk. Ëåãêî çíàéòè ïåðøi äâà ÷ëåíè òàêîãî ðîçêëàäó

εn = ε(0)n −m+
m2

|ε(0)n |
(0.24 + 0.20i). (1.2.30)

Îñêiëüêè Im ε
(0)
n < 0, ïîÿâà ùiëèíè çìåíøó¹ øèðèíó ðåçîíàíñó i òàêèì ÷èíîì

çáiëüøó¹ ñòàáiëüíiñòü ñèñòåìè.

Äî öüîãî ìè ðîçãëÿäàëè âèïàäîê |ε| � m i àíàëiçóâàëè ÿê íåíóëüîâà ìàñà

âïëèâà¹ íà ôîðìó ðåçîíàíñó. Òàêîæ ïîâ÷àëüíî ðîçãëÿíóòè ðåçîíàíñíi ñòà-

íè ïîáëèçó ðiâíÿ ε = −m, êîëè çâ'ÿçàíi ñòàíè çàíóðþþòüñÿ â êîíòèíóóì

i âèçíà÷èòè äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíó ¨õíüî¨ åíåðãi¨. Ïåðø çà âñå, íåíóëüîâà

ìàñà çáiëüøó¹ çíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî çàðÿäó. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿ-

ííÿ (1.2.20), ìè îòðèìó¹ìî, ùî êðèòè÷íå çíà÷åííÿ çàðÿäó Zcα äëÿ j = 1/2

çàëåæèòü âiä m íàñòóïíèì ÷èíîì (äèâ. òàêîæ Ðèñ. (1.2))

Zcα ' 1

2
+

π2

log2(cmR)
, c = exp

[
−2Ψ(1)− 2J0(1/2)

J0(1/2)− J1(1/2)

]
≈ 0.21.

(1.2.31)

Çàóâàæèìî, ùî çàëåæíiñòü êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè âiä mR äóæå ñõîæà íà àíà-

ëîãi÷íó çàëåæíiñòü ó âèïàäêó ÊÅÄ [5, 6]. Äëÿ Z > Zc, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâ-

íÿííÿ (1.2.24), çíàõîäèìî ðåçîíàíñíi ðiâíi:

ε = −m
(
1 + ξ + i

3π

8
e−π/

√
2ξ

)
, ξ =

3π

8

β − βc
ββc

, (1.2.32)

äå βc =
√
(Zcα)2 − 1/4. Òàê ñàìî ÿê i â ÊÅÄ [78], óÿâíà ÷àñòèíà åíåðãi¨ ðåçî-

íàíñíîãî ñòàíó çíèêà¹ åêñïîíåíöiéíî ïðè Z → Zc. Òàêà ïîâåäiíêà ïîâ'ÿçàíà

ç òóíåëþâàííÿì êðiçü êóëîíiâñüêèé áàð'¹ð.

Äëÿ êâàçi÷àñòèíîê â ãðàôåíi â ïîëi öåíòðàëüíîãî ïîòåíöiàëó V (r) ìîæå-

ìî îòðèìàòè åôåêòèâíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà [78, 79], âèðàæàþ÷è íèæíþ
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êîìïîíåíòó äiðàêiâñüêîãî ñïiíîðà (1.2.3) ÷åðåç âåðõíþ

χ′′(r) + k2(r)χ(r) = 0, a(r) = exp

[
1

2

∫
(
1

r
− Ṽ ′

ε+m− Ṽ
) dr

]
χ(r),

(1.2.33)

äå

k2(r) = 2(E − U(r)), E =
ε2 −m2

2
, Ṽ =

V

~vF
.

Åôåêòèâíèé ïîòåíöiàë ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ ÷ëåíiâ

U = U1 + U2,

U1 = εṼ − Ṽ 2

2
+
j(j − 1)

2r2
, (1.2.34)

U2 =
1

4

 Ṽ ′′

ε+m− Ṽ
+

3

2

(
Ṽ ′

ε+m− Ṽ

)2

+
2jṼ ′

r(ε+m− Ṽ )

 , (1.2.35)

äå U1 - åôåêòèâíèé ïîòåíöiàë ïîëÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà, à U2 âêëþ÷à¹ ñïiíîâi

åôåêòè.

Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî âèðàç (1.2.33) i ïîòåíöiàëè (1.2.34) òà (1.2.35) ñïiâïà-

äàþòü ç âiäïîâiäíèìè ðiâíÿííÿìè â ÊÅÄ [79]. Íà Ðèñ. (1.3) çîáðàæåíî ïîòåí-

öiàë U(r) ïðè Z → Zc, j = 1/2, òà ε = −m, ÿêèé ìà¹ áàð'¹ð. Òóíåëþâàííÿ

÷åðåç öåé áàð'¹ð i îáóìîâëþ¹ âèùå çãàäàíi ðåçîíàíñè.

Äî öüîãî ìîìåíòó ìè ðîçãëÿäàëè îäíî÷àñòèíêîâó çàäà÷ó â çîâíiøíüîìó

ïîëi. Â íàñòóïíîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî åëåêòðîíè òà äiðêè, âçà¹ìîäiÿ ìiæ

ÿêèìè êóëîíiâñüêà, i ïîêàæåìî, ùî òàêà ñèñòåìà ñòà¹ íåñòàáiëüíîþ, êîëè

êîíñòàíòà çâ'ÿçêó α ïåðåâèùó¹ äåÿêå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ αc.
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Ðèñ. 1.3 Åôåêòèâíèé ïîòåíöiàë äëÿ êóëîíiâñüêîãî öåíòðó ó âèïàäêó ε = −m

òà Z = Zc.

1.3 Åêñèòîííà íåñòàáiëüíiñòü

1.3.1 Ðiâíÿííÿ Áåòå-Ñîëïiòåðà

Íåñòàáiëüíiñòü ñèñòåìè ç íàäêðèòè÷íèì çàðÿäîì, ÿêà îáãîâîðþâàëàñü â

ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi âêàçó¹ íà ìîæëèâiñòü åêñèòîííî¨ íåñòàáiëüíîñòi â ãðà-

ôåíi ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó çíà÷åííi êîíñòàíòi çâ'ÿçêó. Â öüîìó ðîçäiëi áóäå

äîñëiäæåíî ðiâíÿííÿ Áåòå-Ñîëïiòåðà (ÁÑ) äëÿ åëåêòðîí-äiðêîâîãî ñòàíó (äëÿ

îãëÿäó äèâ. [9]) i ïîêàçàíî, ùî â íàäêðèòè÷íîìó âèïàäêó öåé ñòàí ¹ òàõiîíîì.

Âêàçàíå ÿâèùå ïîäiáíå äî êóïåðiâñüêî¨ íåñòàáiëüíîñòi â òåîði¨ íàäïðîâiäíîñòi.

Õî÷à êóïåðiâñüêà íåñòàáiëüíiñòü ôîðìóëþ¹òüñÿ ÿê êâàíòîâîìåõàíi÷íà çà-

äà÷à äâîõ òië (äâîõ åëåêòðîíiâ), âîíà ìîæå áóòè çâåäåíà äî çàäà÷i îäíi¹¨

÷àñòèíêè â åôåêòèâíîìó çîâíiøíüîìó ïîòåíöiàëi, òàê ñàìî, ÿê i çàäà÷à êó-

ëîíiâñüêîãî öåíòðó. Îäíàê ìiæ öèìè äâîìà çàäà÷àìè ¹ ñóòò¹âi âiäìiííîñòi.

Ïî-ïåðøå, êóëîíiâñüêà ñèñòåìà ìiñòèòü çàïîâíåíi äiðàêiâñüêi êîíóñè, i êîëè

çâ'ÿçàíèé ñòàí â íèõ âõîäèòü, òî çàäà÷à ñòà¹ ïðèíöèïîâî áàãàòî÷àñòèíêîâîþ.
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Öå, çîêðåìà, ïîÿñíþ¹ íàÿâíiñòü ðåçîíàíñíèõ ñòàíiâ ó âèïàäêó íàäêðèòè÷íîãî

êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó, íà âiäìiíó âiä çàäà÷i Êóïåðà, äå ¹ òiëüêè îäèí çâ'ÿ-

çàíèé ñòàí ç âiä'¹ìíîþ åíåðãi¹þ. Äðóãà ñóòò¹âà âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ â çíà÷åí-

íi êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó. Âîíà íåíóëüîâà â çàäà÷i Êóïåðà âíàñëiäîê

ñêií÷åííî¨ ãóñòèíè ñòàíiâ íà ïîâåðõíi Ôåðìi, ùî ìà¹ ñóòò¹âå çíà÷åííÿ äëÿ

ôîðìóâàííÿ çâ'ÿçàíîãî ñòàíó. Ç iíøîãî áîêó, αc = 1/2 äëÿ íàäêðèòè÷íîãî

êóëîíiâñüêîãî öåíòðó ïðè íóëüîâié ãóñòèíi ñòàíiâ â äiðàêiâñüêié òî÷öi.

Ïîÿâà êóïåðiâñüêîãî çâ'ÿçàíîãî ñòàíó â òåîði¨ íàäïðîâiäíîñòi ïîâ'ÿçàíà ç

íåñòàáiëüíiñòþ íîðìàëüíîãî ñòàíó ìåòàëó. Ñïðàâäi, âiäïîâiäíî äî [86], ðiâ-

íÿííÿ ÁÑ äëÿ åëåêòðîí-åëåêòðîííîãî çâ'ÿçàíîãî ñòàíó â íîðìàëüíîìó ìåòà-

ëi ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ç óÿâíîþ åíåðãi¹þ, ùî âiäïîâiäà¹ òàõiîíó. Öå îçíà÷à¹, ùî

íîðìàëüíèé ñòàí ìåòàëó ¹ íåñòàáiëüíèì i âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä äî

íàäïðîâiäíîãî ñòàíó. ßê âæå çãàäóâàëîñü âèùå, iñíóâàííÿ ðåçîíàíñíèõ ñòà-

íiâ ó íàäêðèòè÷íîìó êóëîíiâñüêîìó öåíòði âêàçó¹ íà ìîæëèâiñòü åêñèòîííî¨

íåñòàáiëüíîñòi â ãðàôåíi.

Äëÿ îïèñó äèíàìiêè êâàçi÷àñòèíêîâèõ çáóäæåíü â ãðàôåíi, ìè áóäåìî âè-

êîðèñòîâóâàòè ìîäåëü çàïðîïîíîâàíó â ðîáîòàõ [71, 73], â ÿêié êâàçi÷àñòèíêè,

îáìåæåíi äâîâèìiðíîþ ïëîùèíîþ, âçà¹ìîäiþòü ÷åðåç òðèâèìiðíå êóëîíiâñüêå

ïîëå. Íèçüêîåíåðãåòè÷íi êâàçi÷àñòèíêîâi çáóäæåííÿ îïèñóþòüñÿ ÷îòèðèêîì-

ïîíåíòíèìè äiðàêiâñüêèìè ñïiíîðàìè ΨT
a = (ψKAa, ψKBa, ψK ′Ba, ψK ′Aa), êîòði

îá'¹äíóþòü áëîõiâñüêi ñòàíè iç ñïiíîâèìè iíäåêñàìè a = 1, 2 íà äâîõ ïiä-

ãðàòêàõ (A,B) ãåêñàãîíàëüíî¨  ðàòêè. Ñïiíîâèé iíäåêñ âèñòóïà¹ ëèøå â ðîëi

�ôëåéâîðíîãî�, òîáòî ó ñïiíîðà ¹ Nf åêâiâàëåíòíèõ êîìïîíåíò, a = 1, 2, . . . Nf .

Äëÿ îäíîøàðîâîãî ãðàôåíó Nf = 2, äëÿ äâîøàðîâîãî � Nf = 4.
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Äiÿ, ÿêà îïèñó¹ ãðàôåíiâñüêi êâàçi÷àñòèíêè ç êóëîíiâñüêîþ âçà¹ìîäi¹þ ìà¹

íàñòóïíèé âèãëÿä:

S =

∫
dtd2rΨa(t, r)

(
iγ0∂t − ivFγ∇

)
Ψa(t, r) (1.3.36)

−1

2

∫
dtdt′d2rd2r′Ψa(t, r)γ

0Ψa(t, r)U0(t− t′, |r− r′|)Ψb(t
′, r′)γ0Ψb(t

′, r′),

äå Ψ = Ψ†γ0, à äiðàêiâñüêi γ-ìàòðèöi γµ = τ 3
⊗

(σ3, iσ2,−iσ1) óòâîðþþòü

çâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Äiðàêà â 2+1 âèìiðàõ. Ìàòðèöi Ïàóëi τ, σ äiþòü

íà ïðîñòîði äiðàêiâñüêèõ òî÷îê (K,K ′) òà ïiä ðàòîê (A,B), âiäïîâiäíî. Iíøi

äâi γ-ìàòðèöi, êîòði ìè âèêîðèñòîâó¹ìî, ìàþòü âèãëÿä γ3 = iτ2 ⊗ σ0, γ
5 =

iγ0γ1γ2γ3 = τ1 ⊗ σ0, äå σ0 � îäèíè÷íà 2× 2 ìàòðèöÿ.

�Ãîëà� êóëîíiâñüêà âçà¹ìîäiÿ U0(t, |r|) ìà¹ ïðîñòó ôîðìó:

U0(t, |r|) =
e2δ(t)

κ

∫
d2k

2π

eikr

|k|
=
e2δ(t)

κ|r|
. (1.3.37)

Îäíàê, ÷åðåç ïîëÿðèçàöiéíi åôåêòè âèãëÿä öi¹¨ âçà¹ìîäi¨ çìiíþ¹òüñÿ:

U(t, |r|) = e2

κ

∫
dω

2π

∫
d2k

2π

exp(−iωt+ ikr)

|k|+Π(ω,k)
, (1.3.38)

äå κ - äiåëåêòðè÷íà êîíñòàíòà ïiäêëàäêè, íà ÿêié ðîçìiùåíî ãðàôåí, à ïî-

ëÿðèçàöiéíà ôóíêöiÿ Π(ω,k) ïðîïîðöiéíà (ç êîåôiöi¹íòîì 2π/κ) äî ÷àñîâèõ

êîìïîíåíò ôîòîííî¨ ïîëÿðèçàöi¨. Òîäi êóëîíiâñüêèé ïðîïàãàòîð äîðiâíþ¹:

D(ω, |q|) = 1

|q|+Π(ω, |q|)
, (1.3.39)

äå îäíîïåòëüîâà ïîëÿðèçàöiÿ äîðiâíþ¹ [87]

Π(ω,k) =
πe2Nf

4κ

k2√
~2v2Fk2 − ω2

. (1.3.40)
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Ðèñ. 1.4 Ðiâíÿííÿ ÁÑ äëÿ çâ'ÿçàíîãî åëåêòðîí-äiðêîâîãî ñòàíó χ. ßäðî K

ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ äiàãðàì: îáìiíó òà àíiãiëÿöi¨. Õâèëÿñòà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹

êóëîíiâñüêîìó ïðîïàãàòîðó.

Â ñòàòè÷íîìó íàáëèæåíi (ω = 0) âîíà ìà¹ âèãëÿä:

Π(ω = 0,k) =
πe2Nf

4κ~vF
|k|. (1.3.41)

Çàãàëüíà ñòàòè÷íà ïîëÿðèçàöiÿ ç ìiðêóâàíü ðîçìiðíîñòi ìà¹ ôîðìó

Π(0, |q|) = |q|F (α,Nf). Îäíàê òî÷íèé âèðàç ¨¨ íåâiäîìèé, òîìó â äàíié ðîáîòi

ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îäíîïåòëüîâå íàáëèæåííÿ.

Åôåêòèâíà òåîðiÿ, ùî îïèñó¹òüñÿ äi¹þ (1.3.36), ìà¹ U(2Nf) ñèìåòðiþ.

Îäíàê, ÿê áóëî çàçíà÷åíî â ðîáîòi [88] (äèâ. òàêîæ [89, 90, 91, 92]), öÿ òå-

îðiÿ íå âðàõîâó¹ âiäøòîâõóâàííÿ íà âóçëàõ  ðàòêè, êîòði ïîðóøóþòü U(2Nf)

ñèìåòðiþ.

Äëÿ òîãî, ùîá ïðîàíàëiçóâàòè åêñèòîííó íåñòàáiëüíiñòü, ìè ðîçãëÿíåìî

ðiâíÿííÿ ÁÑ äëÿ åëåêòðîí-äiðêîâîãî çâ'ÿçàíîãî ñòàíó, ÿêå ñõåìàòè÷íî ïðåä-

ñòàâëåíî íà Ðèñ. (1.4). ßäðî K ðiâíÿííÿ ÁÑ âçÿòî â íàéïðîñòiøîìó íàáëè-

æåíi, i ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ äiàãðàì: îäíà, ùî îïèñó¹ êóëîíiâñüêèé îáìií, òà
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iíøà, ùî îïèñó¹ àíiãiëÿöiþ. Àíiãiëÿöiéíà äiàãðàìà íå äà¹ âíåñêó â ðiâíÿííÿ

ÁÑ ïðè íóëüîâîìó õiìi÷íîìó ïîòåíöiàëi. Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ ÁÑ ïðèéìà¹

íàñòóïíó ôîðìó:[
S−1(q +

1

2
P )χ(q, P )S−1(q − 1

2
P )

]
αβ

=
iα

(2π)2

∫
d3k D(|q−k|)

[
γ0χ(k, P )γ0

]
αβ
,

(1.3.42)

äå k = (k0,k), α, β - ñïiíîðíi iíäåêñè, χ(q, P ) - àìïëiòóäà ÁÑ â iìïóëüñíîìó

ïðîñòîði

χαβ(q, P ) =

∫
d3x eiqx〈0|TΨα

(x
2

)
Ψβ

(
−x
2

)
|P 〉, (1.3.43)

q = (q0,q), P = (P0,P), q i P -âiäíîñíèé òà çàãàëüíèé iìïóëüñè, âiäïîâiäíî, i

S(p) =
γ0p0 − γp+∆

p20 − p2 −∆2 + i0

¹ êâàçi÷àñòèíêîâèì ïðîïàãàòîðîì iç ùiëèíîþ ∆. Ùiëèíà ∆ ðiâíà íóëþ â

íåâçà¹ìîäiþ÷îìó ãðàôåíi, îäíàê ìîæå áóòè çãåíåðîâàíà çàâäÿêè ñèëüíié êó-

ëîíiâñüêié âçà¹ìîäi¨. Íàäàëi ìè ïîêëàäåìî ~ = vF = 1.

Ñòàòè÷íà ïîëÿðèçàöiÿ áåçìàñîâèìè ôåðìiîíàìè Π(ω = 0,k) çñóâà¹ êîí-

ñòàíòó α â ðiâíÿííi (1.3.42)

α→ α

1 + παNf/4
≡ 2λ.

Äàëi, ââîäÿ÷è ôóíêöiþ

χ̂(q, p) = S−1(q +
1

2
P )χ(q, P )S−1(q − 1

2
P )

äå p = P/2, ðiâíÿííÿ ÁÑ ìîæåìî çàïèñàòè ÿê:

χ̂(q, p) =
2iλ

(2π)2

∫
d3k

|q− k|
γ0S(k + p)χ̂(k, p)S(k − p)γ0. (1.3.44)
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Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ χ̂ ìîæå áóòè ðîçêëàäåíà ïî 16 íåçàëåæíèì

ìàòðèöÿì. Ïî àíàëîãi¨ ç êâàíòîâîþ åëåêòðîäèíàìiêîþ [6] ìè î÷iêó¹ìî ôîð-

ìóâàííÿ ùiëèíè â íàäêðèòè÷íîìó ðåæèìi. Â òàêîìó âèïàäêó ïî÷àòêîâà U(4)

ñèìåòðiÿ áóäå ïîðóøåíà (äèâ., íàïð. [71, 73]), ùî ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè áåç-

ìàñîâèõ íàìáó-ãîëäñòîóíiâñüêèõ áîçîíiâ ó ñïåêòði. Ïîäiáíî äî ÊÅÄ [6], öi

íàìáó-ãîëäñòîóíiâñüêi áîçîíè ïåðåõîäÿòü â òàõiîíè, ÿêùî ðîçãëÿäàþòüñÿ íà

íåïðàâèëüíîìó âàêóóìi áåç ùiëèíè. Â äàíié ðîáîòi ìè ðîçãëÿíåìî òiëüêè ìà-

òðè÷íi ñòðóêòóðè χ̂, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöåþ γ5

χ̂(q, p) = χ5(q, p)γ
5 + χ05(q, p)q

iγiγ0 γ5, (1.3.45)

äå χ5(q, p) òà χ05(q, p) - ñêàëÿðíi ôóíêöi¨. Ìè ïîêàæåìî â íàñòóïíîìó ïiä-

ðîçäiëi, ùî äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè òiëüêè χ5 äëÿ òîãî, ùîá îïèñàòè íàìáó-

ãîëäñòîóíiâñüêå çáóäæåííÿ â ìàñèâíîìó âèïàäêó. Îäíàê, ìè òàêîæ óòðèìà-

¹ìî ôóíêöiþ χ05, íåîáõiäíó äëÿ îïèñó òàõiîíà.

Iñíóþòü òàêîæ òàõiîíè â iíøèõ êàíàëàõ, ùî îïèñóþòü ðiçíi øëÿõè ïîðó-

øåííÿ U(2Nf) ñèìåòði¨. Íàïðèêëàä, ìîæíà âèêîðèñòàòè ìàòðèöi I, γ3, γ3γ5

çàìiñòü ìàòðèöi γ5 â ðiâíÿííi (1.3.45). Äëÿ âèâ÷åííÿ íåñòàáiëüíîñòi äîñòà-

òíüî çíàéòè ïðèíàéìíi îäèí êàíàë ç òàõiîíàìè. Ñïðàâæíÿ ñõåìà ïîðóøåííÿ

ñèìåòði¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ íà ùiëèíó äëÿ ðiçíèõ ïàðàìåòðiâ

ïîðÿäêó i âñòàíîâëåííÿì òèõ, ùî âiäïîâiäàþòü ãëîáàëüíèì ìiíiìóìàì åíåðãi¨

ñèñòåìè. Äëÿ ïðîñòîòè ìè ðîçãëÿíåìî òiëüêè êàíàë, ùî îïèñó¹òüñÿ õâèëüî-

âîþ ôóíêöi¹þ (1.3.45), ÿêà ìîæå áóòè çíàéäåíî àíàëiòè÷íî.

1.3.2 Òàõiîííi ñòàíè

Ñïåðøó ïîêàæåìî, ùî â ñïåêòði ðiâíÿííÿ ÁÑ áåçìàñîâî¨ òåîði¨∆ = 0, iñíó¹



36

òàõiîí ïðè λ > λc i âèçíà÷èìî êðèòè÷íå çíà÷åííÿ λc. Äëÿ âèâ÷åííÿ òàõiîíà ìè

ïîêëàäåìî p = 0, óòðèìóþ÷è íåíóëüîâèì p0. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî àíçàö

(1.3.45) óçãîäæó¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿì (1.3.44) i ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

íà ôóíêöi¨ χ5(q, p0), χ05(q, p0) (íàäàëi, çàðàäè ñòèñëîñòi, ìè îïóñêà¹ìî p0 â

àðãóìåíòàõ öèõ ôóíêöié). Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (1.3.44) îçíà÷à¹, ùî χ̂(q, p) íå

çàëåæèòü âiä q0, ìè ìîæåìî ïðîiíòåãðóâàòè ïî k0, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàë

i

∞∫
−∞

dk0
π

c1 + c2 k0 + c3k
2
0

((k0 − p0)2 − k2 + iδ) ((k0 + p0)2 − k2 + iδ)
=

c1 + c3(p
2
0 − k2)

2|k| (p20 − k2)
,

äå δ → +0. Ïiñëÿ öüîãî îòðèìà¹ìî ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü:

χ5(q) = λ

∫
d2k

2π

k2 (χ5(k) + p0χ05(k))

|q− k||k| (k2 − p20)
(1.3.46)

χ05(q) = λ

∫
d2k

2π

qk
(
k2χ05(k) + p0χ5(k)

)
q2|q− k||k| (k2 − p20)

. (1.3.47)

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî χ5(q) i χ05(q) çàëåæàòü òiëüêè âiä q = |q|, òî êóòîâå ií-

òåãðóâàííÿ ìîæíà ëåãêî âèêîíàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè 8.126.3, 8.126.4

ç [93]

2π∫
0

dφ√
q2 + k2 − 2qk cosφ

=
4

q + k
K

(
2
√
qk

q + k

)
=

= 4

[
θ(q − k)

q
K

(
k

q

)
+
θ(k − q)

k
K
(q
k

)]
, (1.3.48)

2π∫
0

dφ cosφ√
q2 + k2 − 2qk cosφ

=
2(q2 + k2)

qk(q + k)

(
K

(
2
√
qk

q + k

)
− (q + k)2

q2 + k2
E

(
2
√
qk

q + k

))

=
4

qk

[
qθ(q − k)

(
K

(
k

q

)
− E

(
k

q

))
+ kθ(k − q)

(
K
(q
k

)
− E

(q
k

))]
,

(1.3.49)
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äå K(x) i E(x) - ïîâíi åëiïòè÷íi iíòåãðàëè ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó, âiäïîâiä-

íî, θ(x) - ñõîäèíêà Õåâiñàéäà. Íàäàëi, äëÿ îòðèìàííÿ àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ ÁÑ ìè àïðîêñèìóâàëè åëiïòè÷íi iíòåãðàëè ¨õíiìè àñèìïòîòèêàìè

K(x) ' π

2

(
1 +O(x2)

)
, E(x) ' π

2

(
1 +O(x2)

)
, x� 1. (1.3.50)

Ëîãàðèôìi÷íà ñèíãóëÿðíiñòü, ïðèñóòíÿ â åëiïòè÷íèõ iíòåãðàëàõ â ðiâíÿí-

íÿõ (1.3.48), òà (1.3.49) ïðè q = k, íå âïëèâà¹ íà ÿêiñíó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ,

õî÷à âîíà i âàæëèâà äëÿ òî÷íîãî çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó (äèâ.

ð-íÿ (1.3.66) íèæ÷å). Òàêèì ÷èíîì ìè çíàéøëè

χ5(q) = λ

q∫
0

k2dk

q(k2 − p20)
(χ5(k) + p0χ05(k))+

+ λ

Λ∫
q

kdk

k2 − p20
(χ5(k) + p0χ05(k)) , (1.3.51)

χ05(q) =
λ

2

q∫
0

k2dk

q3(k2 − p20)

(
k2χ05(k) + p0χ5(k)

)
+

+
λ

2

Λ∫
q

dk

k(k2 − p20)

(
k2χ05(k) + p0χ5(k)

)
. (1.3.52)

Òóò ìè òàêîæ ââåëè ñêií÷åííå óëüòðàôiîëåòîâå îáðiçàííÿ Λ, êîòðå ìîæå áóòè

âèáðàíå ïîðÿäêó π/a, äå a - õàðàêòåðíèé ðîçìið êðîêó  ðàòêè, äëÿ ãðàôå-

íó a = 2.46A. Àëüòåðíàòèâíî ìîæíà âèáðàòè äëÿ Λ çíà÷åííÿ, ïîâ'ÿçàíå ç

íàéâèùîþ åíåðãi¹þ çîíè Λ = t/vF , äå t = 2.4 eV â ãðàôåíi.

Ðiâíÿííÿ (1.3.51) òà (1.3.52) åêâiâàëåíòíi íàñòóïíié ñèñòåìi äèôåðåíöiàëü-
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íèõ ðiâíÿíü:

χ′′
5 +

2

q
χ′
5 + λ

χ5 + p0χ05

q2 − p20
= 0,

χ′′
05 +

4

q
χ′
05 +

3λ

2

q2χ05 + p0χ5

q2(q2 − p20)
= 0 (1.3.53)

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè:

q2χ′
5

∣∣∣
q=0

= 0, [qχ5(q)]
′
∣∣∣
q=Λ

= 0, q4χ′
05

∣∣∣
q=0

= 0, [q3χ05(q)]
′
∣∣∣
q=Λ

= 0.

(1.3.54)

Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1.3.53) ìîæå áóòè çâåäåíà äî ðiâíÿííÿ

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, ðîçâ'ÿçêè ÿêîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè â òåðìiíàõ óçàãàëü-

íåíî¨ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ 4F3(q
2/p20) òà ôóíêöi¨ Ìåéåðà ç âiäïîâiäíèìè

ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. Öåé àíàëiç ïðîâåäåíî â äîäàòêó Á ðîáîòè [61]. Îäíàê,

îñêiëüêè ìè øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê ç p0 → 0, ìîæíà ðîçãëÿäàòè áåçïîñåðåäíüî

ñèñòåìó (1.3.53), êîòðà â öüîìó ðåæèìi ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâà íåçàëåæíèõ ðiâ-

íÿííÿ

χ′′
5 +

2

q
χ′
5 + λ

χ5

q2 − p20
= 0,

χ′′
05 +

4

q
χ′
05 +

3λ

2

χ05

q2 − p20
= 0, (1.3.55)

äå ìè óòðèìàëè p0 â çíàìåííèêàõ äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ ñèíãóëÿðíîñòåé ïðè q →

0.

Î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ (1.3.55) ¹ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äëÿ ãi-

ïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ F (a, b; c; z) [93]. Ðîçâ'ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü ií-

ôðà÷åðâîíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì, ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

χ5 = C1F

(
1 + γ

4
,
1− γ

4
;
3

2
;
q2

p20

)
, χ05 = C2F

(
3(1 + γ̃)

4
,
3(1− γ̃)

4
;
5

2
;
q2

p20

)
,

(1.3.56)
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äå γ =
√
1− 4λ i γ̃ =

√
1− 2λ/3. Âèêîðèñòîâóþ÷è àñèìïòîòèêó ãiïåðãåî-

ìåòðè÷íèõ ôóíêöié, ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî óëüòðàôiîëåòîâà ãðàíè÷íà óìîâà

äëÿ ôóíêöi¨ χ5 âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè äëÿ λ > 1/4. Òàêèì ÷èíîì, λc = 1/4 ¹

êðèòè÷íîþ êîíñòàíòîþ çâ'ÿçêó â íàøîìó íàáëèæåíi.

Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî ÿêùî á ìè iãíîðóâàëè åôåêòè ïîëÿðèçàöi¨ âàêóóìó,

òîäi λ = α/2 i êðèòè÷íå çíà÷åííÿ 1/4 ñïiâïàäàëî á ç êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì,

îòðèìàíèì â çàäà÷i íàäêðèòè÷íîãî êóëîíiâñüêîãî öåíòðó Zcα = 1/2 â ïîïå-

ðåäíüîìó ïiäðîçäiëi. Óëüòðàôiîëåòîâà ãðàíè÷íà óìîâà äëÿ ôóíêöi¨ χ05 ìîæå

áóòè âèêîíàíà òiëüêè çà óìîâè λ > 3/2. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ 1/4 < λ < 3/2

ìîæíà ïîêëàñòè χ05 = 0, ïiñëÿ ÷îãî ìè çàëèøà¹ìîñü òiëüêè ç îäíèì ðiâíÿí-

íÿì íà χ5. Ïiñëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ χ5, ç íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (1.3.53)

çíàõîäèìî χ05. Çíàéäåíà â òàêèé ñïîñiá ôóíêöiÿ χ05 ∼ p0. Êðèòè÷íå çíà÷å-

ííÿ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó λc = 1/4 ñïiâïàäà¹ çi çíà÷åííÿì, çíàéäåíèì â [73], äå

ðîáèëîñü àíàëîãi÷íå íàáëèæåííÿ äëÿ ÿäðà iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Â íàäêðè-

òè÷íîìó ðåæèìi γ = iω, ω =
√
4λ− 1 i ôóíêöiÿ χ5(q) àñèìïòîòè÷íî ïîâîäèòü

ñåáå ÿê:

χ5(q) ∼ q−1/2 cos

(√
λ− 1/4 ln q + const

)
. (1.3.57)

Òàêà îñöèëÿöiéíà ïîâåäiíêà òèïîâà äëÿ ÿâèùà, âiäîìîãî â êâàíòîâié ìåõàíiöi,

ÿê êîëàïñ (�ïàäiííÿ íà öåíòð�): â öüîìó âèïàäêó åíåðãiÿ ñèñòåìè ¹ íåîáìåæå-

íîþ çíèçó i òîìó íå iñíó¹ îñíîâíîãî ñòàíó. Âóçëè õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ çâ'ÿçàíî-

ãî ñòàíó ñèãíàëiçóþòü ïðî iñíóâàííÿ òàõiîííèõ ñòàíiâ ç óÿâíîþ åíåðãi¹þ p0,

Im p20 < 0.
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Ñïðàâäi, óëüòðàôiîëåòîâà ãðàíè÷íà óìîâà äëÿ χ5 ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ:

(1 + iω)Γ
(
1 + iω

2

)
Γ
(
1−iω
4

)
Γ
(
5−iω
4

)
(1− iω)Γ

(
1− iω

2

)
Γ
(
1+iω
4

)
Γ
(
5+iω
4

) (−Λ2

p20

)iω2

= 1, (1.3.58)

ÿêå ìà¹ òàõiîííèé ðîçâ'ÿçîê:

p20 = −Λ2 exp

(
−4πn

ω
+ δ(ω)

)
, (1.3.59)

δ(ω) =
4

ω

[
arctanω +Arg

(
Γ

(
1 +

iω

2

)
Γ

(
1− iω

4

)
Γ

(
5− iω

4

))]
.

ßêùî λ ïðÿìó¹ äî 1/4 çâåðõó, òîáòî ω → 0,

p20 = −Λ2 exp

(
−4πn

ω
+ δ(0)

)
, (1.3.60)

δ(0) = 4 + 2Ψ(1)−Ψ(1/4)−Ψ(5/4) ≈ 7.3, n = 1, 2, . . . .

Òàêèì ÷èíîì, íàéñèëüíiøà íåñòàáiëüíiñòü, i âiäïîâiäíî, íàéìåíøå íåãàòèâ-

íå çíà÷åííÿ p20, äà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì äëÿ ôóíêöi¨ χ5 ç n = 1. Òàõiîíè, êîòði

âiäiãðàþòü ðîëü êâàçiñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ â çàäà÷i íàäêðèòè÷íîãî êóëîíiâ-

ñüêîãî öåíòðó, ïðèâîäÿòü äî íåñòàáiëüíîñòi âàêóóìó. Íàñïðàâäi, åêñèòîííà

íåñòàáiëüíiñòü ìîæå áóòè ðîçãëÿíóòà ÿê ïîëüîâèé àíàëîã �ïàäiííÿ íà öåíòð�

i êðèòè÷íà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó αc - ÿê àíàëîã êðèòè÷íîãî çàðÿäó Zcα.

Åíåðãiÿ òàõiîíà (1.3.60) ìà¹ õàðàêòåðíó ñóòò¹âî ñèíãóëÿðíó îñîáëèâiñòü

âèãëÿäó 1/
√
λ− λc â åêñïîíåíòi. Öå ¹ íàñëiäêîì ñêåéëiíãîâî¨ iíâàðiàíòíîñòi

êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó i ìà¹ ìiñöå â áóäü-ÿêîìó íàáëèæåííi, ùî íå ìiñòèòü

iíøèõ ìàñøòàáiâ, îêðiì ïàðàìåòðó îáðiçàííÿ [94, 95, 96, 97].

Iñíó¹ äâi ìîæëèâîñòi äëÿ ñèñòåìè ç íàäêðèòè÷íèì çàðÿäîì íàáóòè ñòàáiëü-

íîñòi: ñïîíòàííî åêðàíóâàòè çàðÿä, àáî çãåíåðóâàòè ôåðìiîííó ùiëèíó. Ïåð-

øà ìîæëèâiñòü ðåàëiçó¹òüñÿ ó âèïàäêó íàäêðèòè÷íîãî êóëîíiâñüêîãî öåíòðó,
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êîòðèé ¹ åôåêòèâíî îäíî÷àñòèíêîâîþ çàäà÷åþ. Äðóãà � äèíàìi÷íà ãåíåðàöiÿ

ùiëèíè � ðåàëiçó¹òüñÿ äëÿ êâàçi÷àñòèíîê â ãðàôåíi ç êóëîíiâñüêîþ âçà¹ìîäi-

¹þ. Ñèòóàöiÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íà ÊÅÄ ïðè ñèëüíié êîíñòàíòi çâ'ÿçêó [5, 6, 9]

äå ïîêàçàíî, ùî ñòàáiëiçàöiÿ âàêóóìó ÷åðåç äèíàìi÷íó ãåíåðàöiþ ùiëèíè ¹

óíiâåðñàëüíèì ÿâèùåì.

Êðèòè÷íå çíà÷åííÿ λc âèçíà÷à¹ êðèòè÷íó êîíñòàíòó çâ'ÿçêó αc ÿê ôóíêöiþ

÷èñëà �ôëåéâîðiâ� Nf ,

αc =
4λc

2− πNfλc
, (1.3.61)

Çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó λc = 1/4 îòðèìàíî ó âèùåçãàäàíîìó

íàáëèæåííi äëÿ ÿäåð (1.3.50). Áiëüø òî÷íå çíà÷åííÿ λc ìîæå áóòè çíàéäåíî,

ÿêùî ïîìiòèòè, ùî λc âiäïîâiäà¹ ãðàíèöi p0 = 0. Ïåðåõîäÿ÷è äî öi¹¨ ãðàíèöi

â ñèñòåìi (1.3.53), ìè îòðèìà¹ìî

χ5(q) =
2λ

π

∞∫
0

dkχ5(k)

[
θ(q − k)

q
K

(
k

q

)
+
θ(k − q)

k
K
(q
k

)]
, (1.3.62)

χ05(q) =
2λ

πq

∞∫
0

dkχ05(k)

[
θ(q − k)

(
K

(
k

q

)
− E

(
k

q

))

+
kθ(k − q)

q

(
K
(q
k

)
− E

(q
k

))]
. (1.3.63)

Çàçíà÷èìî, ùî óëüòðàôiîëåòîâå îáðiçàííÿ Λ ìîæíà ïîêëàñòè ðiâíèì íåñêií-

÷åííîñòi, ùî âiäïîâiäà¹ êðèòè÷íié òî÷öi. Öi ðiâíÿííÿ ìàþòü ñêåéëiíãîâó ií-

âàðiàíòíiñòü, òîìó ìîæóòü áóòè ðîçâ'ÿçàíi çà äîïîìîãîþ íàñòóïíîãî àíçàöó:

χ5(q) = q−γ, χ05(q) = q−ρ. Ïðè öüîìó ïîêàçíèêè γ, ρ çàäîâîëüíÿþòü íàñòó-
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ïíèì òðàíñöåíäåíòíèì ðiâíÿííÿì:

1 =
2λ

π

1∫
0

dx
[
x−γ + xγ−1

]
K(x), 0 < γ < 1, (1.3.64)

1 =
2λ

π

1∫
0

dx
[
x−ρ + xρ−3

]
(K(x)− E(x)), 0 < ρ < 3. (1.3.65)

ÿêi âèçíà÷àþòü êîðåíi γ, ρ äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü λ. Íåñòàáiëüíiñòü ïðîÿâ-

ëÿ¹òüñÿ â îñöèëÿöiéíié ïîâåäiíöi ôóíêöié χ5(q), χ05(q). Äëÿ ôóíêöi¨ χ5(q) öå

âiäáóâà¹òüñÿ, êîëè äâà êîðåíi ðiâíÿííÿ (1.3.64) íà iíòåðâàëi (0, 1) ñïiâïàäà-

þòü, à ïîòiì ñòàþòü êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè. Öå âiäáóâà¹òüñÿ äëÿ γ = 1/2.

Äëÿ òàêîãî çíà÷åííÿ iíòåãðàë â ðiâíÿííi (1.3.64) ìîæå áóòè îá÷èñëåíèé òî÷íî

(äèâ. [98]), ùî ïðèâîäèòü äî íàñòóïíîãî òî÷íîãî çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ êîíñòàí-

òè çâ'ÿçêó

λc =
4π2

Γ4(1/4)
≈ 0.23. (1.3.66)

Äðóãå ðiâíÿííÿ (1.3.65) äà¹ âèùå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó λc =

0.91. Òàêèì ÷èíîì, íåñòàáiëüíiñòü âèíèêà¹ ïðè çíà÷åííi λc = 0.23. Êðèòè-

÷íå çíà÷åííÿ Ncrit ≈ 2.8 âiäïîâiäà¹ α = ∞ â ðiâíÿííi (1.3.61). Îñêiëüêè

äëÿ ãðàôåíó êðèòè÷íå çíà÷åííÿ �ôëåéâîðiâ� Nf = 2, îòðèìàíà íàìè êðèòè-

÷íà êóëîíiâñüêà êîíñòàíòà ïðèáëèçíî äîðiâíþ¹ αc ≈ 1.62. Àëüòåðíàòèâíî, öÿ

êîíñòàíòà ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ç ðiâíÿííÿ íà ùiëèíó. Â ðîáîòi [73] ç íàáëèæå-

ííÿìè äëÿ ÿäðà, àíàëîãi÷íèìè íàøèì (1.3.50), áóëî îòðèìàíî ïåðåáiëüøåíå

çíà÷åííÿ äëÿ êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè αc = 2.33. Íàòîìiñòü, ÷èñåëüíèé àíàëiç

ðiâíÿííÿ íà ùiëèíó (1.3.70), ïðîâåäåíèé â ðîáîòi [71], äàâ çíà÷åííÿ αc = 1.1.

Àëå â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó, îñêiëüêè êîíñòàíòà çâ'ÿçêó ó âiëüíîìó ãðàôåíi ðiâ-

íà α ≈ 2.19 (κ ≈ 1), òî ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â íåñòàáiëüíié ôàçi. Ç iíøîãî áîêó,
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äëÿ ãðàôåíó íà ïiäêëàäöi SiO2 äiåëåêòðè÷íà êîíñòàíòà κ ≈ 2.8, âiäïîâiäíî

α ≈ 0.78, òîáòî ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â ñòàáiëüíié ôàçi.

Íàðåøòi, îñêiëüêè U(2Nf) ñèìåòðiÿ ïîðóøåíà ñïîíòàííî, òî ìàþòü iñíóâà-

òè íàìáó-ãîëäñòîóíiâñüêi çáóäæåííÿ â ñòàáiëüíié ôàçi çi çãåíåðîâàíîþ ìàñîþ.

Ïîêàæåìî, ùî ðiâíÿííÿ ÁÑ (1.3.44) íàñïðàâäi ìà¹ òàêi ðîçâ'ÿçêè. Äëÿ òîãî,

ùîá öå ïîáà÷èòè, âiäïîâiäíî äî [6], ïîêëàäåìî p0 = p = 0. Òîäi, ðiâíÿííÿ

(1.3.44) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi χ(q, 0) = χ5(q, 0)γ5, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-

íÿííþ:

χ5(q, 0) =
λ

2π

∫
d2k

|q− k|
χ5(k, 0)√
k2 +∆2(k)

, (1.3.67)

àáî, ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ïî êóòàì, ðiâíÿííþ:

χ5(q, 0) = λ

Λ∫
0

dk kχ5(k, 0)√
k2 +∆2(k)

K(q, k) (1.3.68)

ç ÿäðîì

K(q, k) =
θ(q − k)

q
K

(
k

q

)
+
θ(k − q)

k
K
(q
k

)
. (1.3.69)

Ç iíøîãî áîêó, ðiâíÿííÿ äëÿ ùiëèíè, îòðèìàíå â ðîáîòi [73], ìà¹ âèãëÿä

∆(q) = λ

Λ∫
0

dk k∆(k)√
k2 +∆2(k)

K(q, k). (1.3.70)

Ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî ðiâíÿííÿ (1.3.68) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê χ5(q, 0) = C∆(q) äå

ùiëèíà ∆(q) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (1.3.70) ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ C. Îòæå,

õâèëüîâà ôóêíöiÿ χ5(q, 0) îïèñó¹ áåçùiëèííå íàìáó-ãîëäñòîóíiâñüêå çáóäæåí-

íÿ. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ ÁÑ ïðè íåíóëüîâèõ p0 òà p, ìîæíà îòðèìàòè çàêîí

äèñïåðñi¨ p0 ∼ |p| äëÿ íàìáó-ãîëäñòîóíiâñüêèõ áîçîíiâ.
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1.4 Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäèëè íåñòàáiëüíiñòü ãðàôåíó, êîòðà âèíèêà¹ ïðè

ñèëüíié êóëîíiâñüêié êîíñòàíòi. Äëÿ íàäêðèòè÷íîãî êóëîíiâñüêîãî öåíòðó òà-

êà íåñòàáiëüíiñòü áóëà âiäîìà ðàíiøå ÿê �ïàäiííÿ íà öåíòð�, êîòðå âèíèêà¹,

êîëè Zα ïåðåâèùó¹ êðèòè÷íå çíà÷åííÿ 1/2, ùî ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè êâà-

çiñòàöiîíàðíèõ ðiâíiâ ç êîìïëåêñíèìè çíà÷åííÿìè åíåðãi¨. Åíåðãi¨ êâàçiñòà-

öiîíàðíèõ ðiâíiâ ó âèïàäêó áåçìàñîâèõ çáóäæåíü õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñóòò¹âî-

ñèíãóëÿðíèì òèïîì çàëåæíîñòi âiä êîíñòàíòè çâ'ÿçêó, ùî ¹ íàñëiäêîì ìàñøòà-

áíî¨ iíâàðiàíòíîñòi äëÿ êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó. Ìè ïîêàçàëè, ùî íàÿâíiñòü

ùiëèíè â ñïåêòði êâàçi÷àñòèíîê ñòàáiëiçó¹ ñèñòåìó, çìåíøóþ÷è óÿâíó ÷àñòè-

íó åíåðãi¨ |ImE| êâàçiñòàöiîíàðíèõ ðiâíiâ, çáiëüøóþ÷è òàêèì ÷èíîì ¨õ ÷àñ

æèòòÿ.

Ðîçãëÿäàþ÷è áàãàòî÷àñòèíêîâó çàäà÷ó ñèëüíî âçà¹ìîäiþ÷èõ êâàçi÷àñòè-

íîê â ãðàôåíi, ìè ïîêàçàëè, ùî ðiâíÿííÿ ÁÑ äëÿ çâ'ÿçàíîãî åëåêòðîí-

äiðêîâîãî ñòàíó ìiñòèòü â ñâî¹ìó ñïåêòði òàõiîí â íàäêðèòè÷íîìó ðåæèìi

α > αc i çíàéøëè çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè αc = 1.62 â ñòàòè÷íîìó

íàáëèæåííi âèïàäêîâèõ ôàç. Òàõiîííi ñòàíè ãðàþòü ðîëü êâàçiñòàöiîíàðíèõ

ñòàíiâ â çàäà÷i íàäêðèòè÷íîãî êóëîíiâñüêîãî öåíòðó i ïðèçâîäÿòü äî ïåðåáó-

äîâè îñíîâíîãî ñòàíó òà ôîðìóâàííÿ åêñèòîíîãî êîíäåíñòàòó. Òàêèì ÷èíîì,

iñíó¹ çíà÷íà ñïîðiäíåíiñòü ìiæ öèìè äâîìà íåñòàáiëüíîñòÿìè; íàñïðàâäi òà-

õiîííà íåñòàáiëüíiñòü ¹ ïîëüîâèì àíàëîãîì �ïàäiííÿ íà öåíòð�, à êðèòè÷íà

êîíñòàíòà çâ'ÿçêó αc ¹ àíàëîãîì êðèòè÷íîãî êóëîíiâñüêîãî çàðÿäó Zcα. Ôiçè-

êà öèõ äâîõ íåñòàáiëüíîñòåé ïîâ'ÿçàíà ç ñèëüíîþ êóëîíiâñüêîþ âçà¹ìîäi¹þ.
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Ðîçðàõîâàíó êðèòè÷íó êîíñòàíòó αc = 1.62 ìîæíà ïîðiâíÿòè çi çíà÷åííÿì

αc = 1.08, çíàéäåíèì â ìîíòå-êàðëiâñüêèõ ñèìóëÿöiÿõ [58, 59, 60] ïåðåáóäîâè

îñíîâíîãî ñòàíó i ïîÿâè ùiëèíè. Îòðèìàíå çíà÷åííÿ αc ¹ áiëüøèì, ùî âêàçó¹

íà òå, ùî äðàáèííå íàáëèæåííÿ íåäîñòàòíüî åôåêòèâíå äëÿ êiëüêiñíîãî îïèñó

åêñèòîííî¨ íåñòàáiëüíîñòi i ôîðìóâàííÿ ùiëèíè ó âiëüíîìó ãðàôåíi.

Çâè÷àéíî, âðàõóâàííÿ âêëàäiâ âèùèõ ïîðÿäêiâ òåîði¨ çáóðåííÿ, à òàêîæ

âäîñêîíàëåííÿ ìèòò¹âîãî íàáëèæåííÿ äëÿ âçà¹ìîäi¨ ìîæå çìiíèòè çíà÷åííÿ

êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè. Ñóòò¹âèì, îäíàê, ¹ òå, ùî ïåðåáóäîâà îñíîâíîãî ñòà-

íó ïîâ'ÿçàíà ç ÿâèùåì �ïàäiííÿ íà íàäêðèòè÷íèé êóëîíiâñüêèé öåíòð�. Òà-

êèì ÷èíîì, ðåàëiñòè÷íiñòü ïåðåáóäîâè îñíîâíîãî ñòàíó â ãðàôåíi çà ðàõóíîê

ñèëüíî¨ êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨ âèäà¹òüñÿ ïðàâäîïîäiáíîþ íàâiòü çà ìåæàìè

äðàáèííîãî íàáëèæåííÿ.

Íàðåøòi, ôiçè÷íà ñòðóêòóðà íåñòàáiëüíîñòåé â ãðàôåíi äóæå ïîäiáíà äî

íåñòàáiëüíîñòåé â ñèëüíîçâ'ÿçàíié ÊÅÄ [5, 6, 7, 8, 9], äå äðàáèííå íàáëèæå-

ííÿ íåäîñòàòí¹ äëÿ êiëüêiñíîãî îïèñó, îñêiëüêè êðèòè÷íà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó

äëÿ êiðàëüíîãî ïîðóøåííÿ ñèìåòði¨ ¹ ïîðÿäêó 1. Îäíàê, îñíîâíi ÿêiñíi ðåçóëü-

òàòè öüîãî íàáëèæåííÿ âèæèâàþòü íàâiòü êîëè âçÿòè äî óâàãè âñi äiàãðàìè

ç ôîòîííèìè îáìiíàìè (òàê çâàíå çàìîðîæåíå (quenched) íàáëèæåííÿ áåç

ôåðìiîííèõ ïåòåëü) [94, 95, 96, 97]. Äàëi, iñíóâàííÿ êðèòè÷íî¨ òî÷êè òî÷íî

äîâåäåíî â  ðàòêîâié ÊÅÄ [99]. Òàêîæ ìîæíà ïîìiòèòè, ùî â ïðèñóòíîñòi

ìàãíiòíîãî ïîëÿ çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè çìåíøó¹òüñÿ äî íóëÿ (òàê

çâàíèé ìàãíiòíèé êàòàëiç [100, 101, 102]), òàêèì ÷èíîì ôîðìóâàííÿ ùiëèíè

ìîæå ìàòè ìiñöå íàâiòü ïðè ñëàáêié êîíñòàíòi çâ'ÿçêó.
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ÐÎÇÄIË 2

ÃÅÍÅÐÀÖIß ÙIËÈÍÈ

2.1 Âñòóï

Çàäà÷à ãåíåðàöi¨ ùiëèíè â ãðàôåíi â íàáëèæåííi âèïàäêîâèõ ôàç áóëà ðîç-

ãëÿíóòà â ðîáîòàõ [71, 73, 74] ùå äî ôàêòè÷íîãî âèãîòîâëåííÿ öüîãî ìàòåði-

àëó. Íåùîäàâíî, çà äîïîìîãîþ  ðàòêîâèõ Ìîíòå-Êàðëî (ÌÊ) ñèìóëÿöié áó-

ëî çíàéäåíî êðèòè÷íå çíà÷åííÿ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó αc = 1.08 äëÿ ïåðåõîäó

íàïiâïðîâiäíèê-içîëÿòîð [58, 59, 60]. Â [73] áóëî ïîêàçàíî, ùî âðàõóâàííÿ ÷à-

ñòîòíî¨ çàëåæíîñòi ìîæå ïîíèçèòè çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó.

Â öüîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäèìî äåòàëüíî ãåíåðàöiþ ùiëèíè â ãðàôåíi. Ðå-

çóëüòàòè, âèêëàäåíi òóò, áóëè îòðèìàíi â ðîáîòi [63]. Ìè ïîêàæåìî, ùî ðîçâ'ÿ-

çîê ðiâíÿííÿ íà ùiëèíó ç äèíàìi÷íîþ ïîëÿðèçàöi¹þ ïðèçâîäèòü äî çíà÷åííÿ

êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó αc = 0.92 çàìiñòü αc = 1.62 ó âèïàäêó ñòàòè÷íî¨

ïîëÿðèçàöi¨.

Òàêîæ áóäå äîñëiäæåíî ôàçîâèé ïåðåõiä íàïiâïðîâiäíèê-içîëÿòîð, ùî âiä-

áóâà¹òüñÿ ïðè ïåðåâèùåííi êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó. Çàâäÿêè ñêåéëiíãî-

âié iíâàðiàíòíîñòi ìîäåëi ç êóëîíiâñüêîþ âçà¹ìîäi¹þ ââàæàëîñÿ, ùî äàíèé

ïåðåõiä ìà¹ íåñêií÷åííèé ïîðÿäîê [73, 74]. Òàêi ôàçîâi ïåðåõîäè íàëåæàòü äî

êëàñó òàê çâàíèõ êîíôîðìíèõ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ [103]. Îäíàê, âiäïîâiäíî äî

íåùîäàâíiõ ÌÊ ñèìóëÿöié [58] (äèâ. òàêîæ [104]), ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê,

ùî öåé ïåðåõiä ¹ ôàçîâèì ïåðåõîäîì äðóãîãî ïîðÿäêó. Îäíi¹þ ç ïðè÷èí òà-

êî¨ ïîâåäiíêè ìîæå áóòè åôåêò ñêií÷åííèõ ðîçìiðiâ  ðàòêè [105, 106, 107]. Ç
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iíøîãî áîêó, âiäïîâiäíî äî [88, 89, 92], åôåêòèâíà òåîðiÿ êâàçi÷àñòèíîê â ãðà-

ôåíi ìà¹ ìiñòèòè, îêðiì êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨, ùå ëîêàëüíó ÷îòèðèôåðìiîí-

íó âçà¹ìîäiþ, ÿê íàñëiäîê ìiêðîñêîïi÷íèõ âçà¹ìîäié íà  ðàòöi. Òàêà âçà¹ìî-

äiÿ îïèñó¹òüñÿ ðîçìiðíîþ êîíñòàíòîþ çâ'ÿçêó, i òîìó áåçïîñåðåäíüî ïîðóøó¹

ñêåéëiíãîâó ñèìåòðiþ â åôåêòèâíié ìîäåëi. Ç óðàõóâàííÿì òàêèõ âçà¹ìîäié

ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî ðåàëiçóâàòèìåòüñÿ çâè÷àéíèé ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî

ïîðÿäêó.

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ïðîìîäåëþ¹ìî ÷îòèòèðèôåðìiîííó âçà¹ìîäiþ ïðîñòîþ

ìîäåëëþ Ãðîññà-Íåâå i ïîêàæåìî, ùî (1) çàìiñòü êðèòè÷íî¨ òî÷êè ç'ÿâëÿ¹òüñÿ

êðèòè÷íà ëiíiÿ â ïëîùèíi åëåêòðîííî¨ òà ÷îòèòèðèôåðìiîííî¨ êîíñòàíò çâ'ÿç-

êó, ùî âiääiëÿ¹ ôàçó ç ïîðóøåíîþ ñèìåòði¹þ; (2) ôàçîâèé ïåðåõiä âçäîâæ

öi¹¨ ëiíi¨ ïðè 0 < α < αc ¹ ïåðåõîäîì äðóãîãî ðîäó; (3) êðèòè÷íà êîíñòàíòà

¹ ìåíøîþ, íiæ ó âèïàäêó ÷èñòî êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨, à êðèòè÷íi iíäåêñè

âèÿâëÿþòüñÿ áëèçüêèìè äî îòðèìàíèõ â  ðàòêîâèõ ñèìóëÿöiÿõ [58, 59].

Ñòðóêòóðà öüîãî ðîçäiëó íàñòóïíà. Â ïiäðîçäiëi (2.2) ìè ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿ-

ííÿ íà ùiëèíó iç âðàõóâàííÿì ÷àñòîòíî¨ çàëåæíîñòi ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôóíêöi¨ i

âèçíà÷èìî êðèòè÷íó êîíñòàíòó. Ïîòiì äëÿ çíàõîäæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ðåçóëü-

òàòiâ ìè ïîâåðíåìîñü äî âèïàäêó ñòàòè÷íî¨ ïîëÿðèçàöi¨ i çíàéäåìî àñèìïòî-

òè÷íó ïîâåäiíêó ùiëèíè, îá÷èñëèìî åêñèòîííèé êîíäåíñàò, êîðåëÿöiéíó äîâ-

æèíó òà êðèòè÷íi ïîêàçíèêè áiëÿ êðèòè÷íî¨ òî÷êè αc. Â ïiäðîçäiëi (2.4) ìè

ðîçãëÿíåìî äîäàòêîâó ÷îòèðèôåðìiîííó âçà¹ìîäiþ, çíàéäåìî êðèòè÷íó ëiíiþ

â ïëîùèíi êóëîíiâñüêî¨ òà ÷îòèðèôåðìiîííî¨ âçà¹ìîäi¨, i âèçíà÷èìî êðèòè÷íi

ïîêàçíèêè âçäîâæ öi¹¨ ëiíi¨. Ó âèñíîâêàõ ìè ïiäñóìó¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè.
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2.2 Ãåíåðàöiÿ ùiëèíè òà êðèòè÷íà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó

Â öüîìó ðîçäiëi ìè âèâ÷èìî ñïîíòàííó ãåíåðàöiþ ùiëèíè â ñïåêòði êâà-

çi÷àñòèíîê ó ãðàôåíi. Ðiâíÿííÿ Øâiíãåðà-Äàéñîíà äëÿ ïðîïàãàòîðà êâàçi÷à-

ñòèíîê íàáóâà¹ íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

S−1(p0,p) = p0γ
0 − pγγγ − ie2

∫
d3k

(2π)2
D(p0 − k0,p− k)γ0S(k0,k)γ

0, (2.2.1)

äå êóëîíiâñüêèé ïðîïàãàòîð D(q0,q) äà¹òüñÿ âèðàçîì (1.3.39) i â íàáëèæåí-

íi âèïàäêîâèõ ôàç ïîëÿðèçàöiÿ äîðiâíþ¹ (1.3.40). Ïîïðàâêè äî âåðøèíè ¹

ìàëèìè [87] i â ïîäàëüøîìó ìè íèìè íåõòó¹ìî.

Çàãàëüíà ôîðìà ïðîïàãàòîðà êâàçi÷àñòèíîê äà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

S−1(p0,p) = Z−1p0γ
0 − Apγγγ −∆, (2.2.2)

äå Z,A,∆ - ôóíêöi¨ âiä p0,p. Ìè ââàæà¹ìî, ùî çàëåæíiñòü öèõ ôóíêöié âiä

åíåðãi¨ p0 ¹ äîñèòü ñëàáêîþ, òîìó ìîæíà àïðîêñèìóâàòè öi ôóíêöi¨ ¨õ çíà÷å-

ííÿìè ïðè p0 = 0. Â òàêîìó íàáëèæåííi ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî Z = 1. Ïiñëÿ

âiêiâñüêîãî ïîâîðîòó k0 = iω ìè îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ A(p),∆(p):

A(p) = 1 +
e2

κp2

∞∫
−∞

dω

∫
d2k

(2π)2
D(ω,p− k)

pkA(k)

ω2 + k2A2(k) + ∆2(k)
, (2.2.3)

∆(p) = ∆0 +
e2

κ

∞∫
−∞

dω

∫
d2k

(2π)2
D(ω,p− k)

∆(k)

ω2 + k2A2(k) + ∆2(k)
, (2.2.4)

äå ∆0 - �ãîëà� ùiëèíà, ââåäåíà ÿê äîäàòêîâèé ïàðàìåòð. Ìè ìîæåìî çàïèñàòè

iíòåãðàë ïî ω ÿê

I =

∞∫
−∞

dωD(ω,q)
1

ω2 + k2A2 +∆2
=

∞∫
−∞

dx f(x)

x2q2 + k2A2 +∆2
,
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f(x) =

√
x2 + 1√

x2 + 1 + g
, g =

πNfα

4
. (2.2.5)

Ôóíêöiÿ f(x) ñëàáî çìiíþ¹òüñÿ âiä 1/(1 + g) ïðè x = 0 (öå âiäïîâiäà¹ ìèòò¹-

âîìó íàáëèæåííþ äëÿ D(ω,q)) äî 1 ïðè x = ∞. Iíòåãðàë â ðiâíÿííi (2.2.5)

ìîæå áóòè îá÷èñëåíèé òî÷íî

I =
1

|q|
√
k2A2 +∆2

J(d, g), d =

√
k2A2 +∆2

|q|
,

J(d, g) =
(d2 − 1)(π − gc(d)) + dg2c(g)

d2 + g2 − 1
, (2.2.6)

äå

c(x) =
2 cosh−1(x)√

x2 − 1
, x > 1, c(x) =

2 cos−1(x)√
1− x2

, x < 1, c(1) = 2.

Äëÿ ∆ = 0, ïîêëàâøè A = 1 â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (2.2.3), îòðèìà¹ìî

îäíîïåòëüîâó ïîïðàâêó [108]. Îñíîâíèé âíåñîê äî íå¨ äà¹òüñÿ îáëàñòþ iìïóëü-

ñiâ k � p â iíòåãðàëi (2.2.3),

A(p) = 1 +
2

π2gNf

(
π − 2g + (g2 − 1)c(g)

)
ln

Λ

p
+ o(1), (2.2.7)

äå Λ - óëüòðàôiîëåòîâå îáðiçàííÿ, âåëè÷èíà ÿêîãî ¹ ïîðÿäêó îáåðíåíî¨ ñòàëî¨

 ðàòêè ãðàôåíó. Ôóíêöiÿ A(p) ðåíîðìó¹ øâèäêiñòü Ôåðìi v∗F (p) = vFA(p).

Çðîñòàííÿ v∗F (p) â iíôðà÷åðâîíié ãðàíèöi ïðèïèíÿ¹òüñÿ çàâäÿêè íåíóëüîâié

ùiëèíi (äèâ. ð-íÿ (2.2.3)). Âïëèâ ïåðåíîðìóâàííÿ øâèäêîñòi Ôåðìi íà ãå-

íåðàöiþ ùiëèíè áóëî äîñëiäæåíî â [109], äå áóëî ïîêàçàíî, ùî çàëåæíiñòü

øâèäêîñòi âiä iìïóëüñiâ çáiëüøó¹ êðèòè÷íå çíà÷åííÿ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó. Â

ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî ïåðåíîðìóâàííÿ øâèäêîñòi âæå âèêîíà-

íî, i ïîêëàäåìî A = 1 â ðiâíÿííi (2.2.4), ÿêå áóäå ìàòè âèãëÿä:

∆(p) = ∆0 +
e2

κ

∫
d2k

(2π)2
∆(k)

|p− k|
√
k2 +∆2(k)

J(d =
|k|

|p− k|
, g). (2.2.8)
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Îñêiëüêè ôóíêöiÿ J ñëàáî çàëåæèòü âiä êóòà ìiæ âåêòîðàìè p òà k, ìè ìî-

æåìî àïðîêñèìóâàòè |p− k| → max(|p|, |k|). Òàêèì ÷èíîì

J

(
k

max(k, p)
, g

)
= J(1, g)θ(k − p) + J

(
k

p
, g

)
θ(p− k). (2.2.9)

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî ∆(p) = ∆(|p|) i iíòåãðóþ÷è ïî êóòàì â ðiâíÿííi (2.2.8), ìè

îòðèìà¹ìî

∆(p) = ∆0 +
α

π2

Λ∫
0

dk k∆(k)√
k2 +∆2(k)

K(p, k), (2.2.10)

äå ÿäðî ìà¹ âèãëÿä

K(p, k) =
θ(p− k)

p
K

(
k

p

)
J

(
k

p
, g

)
+
θ(k − p)

k
K
(p
k

)
J(1, g) (2.2.11)

òà K(x) - ïîâíèé åëiïòè÷íèé iíòåãðàë ïåðøîãî ðîäó, θ(x) - ôóíêöiÿ Õåâiñàé-

äà. Ó âèïàäêó ãîëî¨ ùiëèíè ∆0 = 0 ðiâíÿííÿ (2.2.10) äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê, êîòðèé áiôóðêàöiéíèì ÷èíîì çàëåæèòü âiä êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè

çâ'ÿçêó α = αc. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè öþ êðèòè÷íó òî÷êó, ìè çíåõòó¹ìî

êâàäðàòè÷íèì òà âèùèìè ïîðÿäêàìè ïî ∆ â ðiâíÿííi (2.2.10). Òðåáà ïiäêðå-

ñëèòè, ùî öå íå ¹ íàáëèæåííÿì: öå òî÷íèé ìåòîä äëÿ çíàõîäæåííÿ êðèòè÷íî¨

òî÷êè â òåîði¨ áiôóðêàöié [110]. Òàêèì ÷èíîì áiôóðêàöiéíå ðiâíÿííÿ äîçâîëÿ¹

ëiíåàðèçàöiþ (2.2.10), ùî â ðåçóëüòàòi äà¹

∆(p) =
α

π2

∞∫
0

dk∆(k)K(p, k). (2.2.12)

Óëüòðàôiîëåòîâå îáðiçàííÿ Λ â áiôóðêàöiéíié òî÷öi ìîæíà ïîêëàñòè ðiâíèì

íåñêií÷åííîñòi [110], ùî ðîáèòü äàíå ðiâíÿííÿ ìàñøòàáíî iíâàðiàíòíèì. Òî-

ìó ïiäñòàâëÿþ÷è ùiëèíó ó ôîðìi ∆(p) = p−γ, îòðèìà¹ìî òðàíñöåíäåíòíå
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ðiâíÿííÿ íà γ:

1 =
4g

π3Nf

∞∫
0

dx x−γ

[
θ(1− x)K(x)J(x, g) + J(1, g)

θ(x− 1)

x
K

(
1

x

)]

=
4g

π3Nf

1∫
0

dx
[
x−γJ(x, g) + J(1, g)xγ−1

]
K(x), 0 < γ < 1, (2.2.13)

äå J(x, g) âèçíà÷åíî â (2.2.6) i

J(1, g) =


2 arccos g√

1−g2
, g ≤ 1,

ln(g+
√

g2−1)√
g2−1

, g ≥ 1.
(2.2.14)

Ðiâíÿííÿ (2.2.13) âèçíà÷à¹ êîðåíi γ äëÿ áóäü-ÿêî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó g. Ái-

ôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ, êîëè äâà êîðåíi íà iíòåðâàëi (0, 1) ñòàþòü ðiâíèìè.

×èñåëüíî öå âiäáóâà¹òüñÿ äëÿ γ = 1/2. Âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ êîí-

ñòàíòè äëÿ ôiçè÷íî¨ êiëüêîñòi �ôëåéâîðiâ� (Nf = 2):

gc = 1.445, (2.2.15)

ùî âiäïîâiäà¹ αc = 0.92. Äëÿ çíà÷åíü g > gc êîðåíi ñòàþòü êîìïëåêñíèìè,

ñèãíàëiçóþ÷è ïðî îñöèëÿöiéíó ïîâåäiíêó ùiëèíè. Ðiâíÿííÿ (2.2.13) âèçíà÷à¹

êðèòè÷íó ëiíiþ íà ïëîùèíi (α,Nf), êîòðà ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. (2.1).

Öþ ëiíiþ ìîæíà ïîðiâíÿòè ç êðèòè÷íîþ ëiíi¹þ (1.3.61)

αc =
4λc

2− πNfλc
, (2.2.16)

îòðèìàíîþ â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ïðè âðàõóâàííi ñòàòè÷íî¨ ïîëÿðèçàöiéíî¨

ôóíêöi¨. Çàóâàæèìî, ùî λc = 1/4 äëÿ âèêîðèñòàíî¨ âèùå àïðîêñèìàöi¨ ÿäðà

(1.3.50,2.3.19), i λc = 0.23 ïðè áiëüø ñòðîãîìó àíàëiçi, âèêëàäåíîìó â (1.3.2)

òà ðîáîòi [61].
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Íàéáiëüøà âiäìiííiñòü ìiæ öèìè äâîìà êðèòè÷íèìè ëiíiÿìè ïîëÿãà¹ â íà-

ÿâíîñòi êðèòè÷íî¨ êiëüêîñòi �ôëåéâîðiâ� Ncrit = 2/πλc äëÿ êðèòè÷íî¨ ëiíi¨

(2.2.16), â ÿêié α = ∞. Â òîé æå ÷àñ α íiêîëè íå ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi

ïðè ñêií÷åííèõ Nf äëÿ êðèòè÷íî¨ ëiíi¨ (2.2.13), ïðåäñòàâëåíî¨ íà Ðèñ. (2.1)

1 2 3 4 5
N f

1

2

3

4

5

Αc

Ðèñ. 2.1 Êðèòè÷íà êîíñòàíòà â çàëåæíîñòi âiä Nf .

Íåùîäàâíî â ðîáîòi [109] áóëè ïðîâåäåíà ñïðîáà âðàõóâàòè ÷àñòîòíó çà-

ëåæíiñòü îäíîïåòëüîâî¨ ïîëÿðèçàöi¨ (1.3.40), ìîäåëþþ÷è ¨¨ ââåäåííÿì äîäà-

òêîâîãî
√
2 â çíàìåííèêó (1.3.41). Â öüîìó âèïàäêó êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ñòà¹

ðiâíèì αc = 1.13. Áiëüø äåòàëüíèé àíàëiç iç âèêîðèñòàííÿì áiôóðêàöiéíî¨

òåîði¨ äà¹ çíà÷åííÿ αc = 0.93, êîòðå ¹ äóæå áëèçüêèì äî çíàéäåíîãî íàìè.

Äâîõïåòëüîâi îá÷èñëåííÿ â ìåòîäi ðåíîðìàëiçàöiéíî¨ ãðóïè äàþòü çíà÷åííÿ

αc = 0.833 [111].

Äèíàìi÷íà ùiëèíà ãåíåðó¹òüñÿ òiëüêè äëÿ α > αc. Îñêiëüêè äëÿ âiëüíîãî

ãðàôåíó �ïîñòiéíà òîíêî¨ ñòðóêòóðè� α ≈ 2.19 ¹ íàäêðèòè÷íîþ, òî çãåíåðîâà-

íà äèíàìi÷íà ùiëèíà ìóñèòü çðîáèòè ãðàôåí äiåëåêòðèêîì. Òðåáà çàçíà÷èòè,
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ùî äëÿ ãðàôåíà íà ïiäêëàäöi SiO2 äiåëåêòðè÷íà êîíñòàíòà κ ≈ 2.8 i α ≈ 0.78,

òîáòî ñèñòåìà ¹ â äîêðèòè÷íîìó ðåæèìi.

Õî÷à çíà÷åííÿ αc ¹ äîñèòü âåëèêèì äëÿ òîãî, ùîá çàñòîñîâóâàòè íàáëèæå-

ííÿ ñëàáêîãî çâ'ÿçêó, ïîðiâíÿííÿ çíàéäåíèõ íàìè àíàëiòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ç

÷èñåëüíèìè ìîíòå-êàðëiâñüêèìè [58], ÿêi äàþòü αc = 1.08±0.05, ïiäòâåðäæó¹

êîðåêòíiñòü âèêîðèñòàíîãî ïiäõîäó.

2.3 Íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ òà êðèòè÷íi ïîêàçíèêè

Ïðîâåäåíèé âèùå àíàëiç àäåêâàòíî îïèñó¹ ñèòóàöiþ ïðè êðèòè÷íié êîí-

ñòàíòi, òîáòî â áiôóðêàöiéíié òî÷öi ïî÷àòêîâîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ âè-

â÷åííÿ çàëåæíîñòi âiä iìïóëüñiâ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.2.10) ïîçà êðèòè÷íîþ

òî÷êîþ ìè çíîâó ïîâåðíåìîñü äî ñòàòè÷íî¨ ïîëÿðèçàöi¨, â ÿêié J = π/(1+ g).

Òîäi ðiâíÿííÿ íà ùiëèíó (2.2.10) ìîæå áóòè çàïèñàíî ó âèãëÿäi

∆(p) = ∆0 +
2λ

π

Λ∫
0

dk k∆(k)√
k2 +∆2(k)

K(p, k), λ =
α

2(1 + πNfα/4)
, (2.3.17)

ç ÿäðîì (ïîðiâíÿéòå ç äèíàìi÷íèì ÿäðîì (2.2.11))

K(p, k) =
1

p+ k
K

(
2
√
p k

p+ k

)
=
θ(p− k)

p
K

(
k

p

)
+
θ(k − p)

k
K
(p
k

)
. (2.3.18)

Íàøå ðiâíÿííÿ íà ùiëèíó ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä àíàëîãi÷íîãî â òåîði¨

ÁÊØ, â ÿêié ùiëèíà íå çàëåæèòü âiä iìïóëüñiâ. Íà Ðèñ. (2.2), ïðåäñòàâëå-

íî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ äëÿ (2.3.17) ïðè ∆0 = 0, Nf = 2 i

äåÿêèõ çíà÷åíü λ. Ùiëèíà ñëàáî çàëåæèòü âiä iìïóëüñó äî çíà÷åíü p ∼ ∆(0),
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Ðèñ. 2.2 Çàëåæíiñòü âiä iìïóëüñó äëÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.3.17) äëÿ

∆0 = 0, Nf = 2: ñóöiëüíà (÷îðíà) ëiíiÿ äëÿ λ = 0.3, ïóíêòèðíà (÷åðâîíà)

ëiíiÿ äëÿ λ = 0.27, i ïóíêòèðíî-òî÷êîâà (çåëåíà) ëiíiÿ äëÿ λ = 0.25.

ïiñëÿ ÷îãî çàëåæíiñòü ñòà¹ äóæå ñóòò¹âîþ. Äëÿ îöiíêè ùiëèíè ∆(0) íåîáõi-

äíî çíàòè çîííèé ïàðàìåòð Λ, ÿêèé ìîæíà îòðèìàòè ïðèðiâíÿâøè iíòåãðàë

âiä õâèëüîâîãî âåêòîðà ïî çîíi Áðiëþ¹íà äî iíòåãðàëà ïî äâîì äiðàêiâñüêèì

òî÷êàì ç îáðiçàííÿì kc. Ìè îòðèìó¹ìî kc = (π/
√
3)1/2(2/a), äå a - ïîñòiéíà

 ðàòêè ãðàôåíà, òàêèì ÷èíîì, âiäíîâëþþ÷è ~ òà vF =
√
3ta/(2~), îòðèìó¹-

ìî Λ = ~vFkc =
√
π
√
3t ≈ 2.33t. Äëÿ êîíñòàíòè ïåðåñêîêó t = 3 eV, ìà¹ìî

Λ ≈ 7eV. Ìàêñèìàëüíî ìîæëèâà ∆(0) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè α→ ∞, ùî âiäïîâiäà¹

çíà÷åííþ λ = 1/π ≈ 0.32 (Nf = 2). Äëÿ çíà÷åíü λ, âèêîðèñòàíèõ â Ðèñ. (2.2),

ìîæíà îöiíèòè: ∆(0) = 200K, 40K, 25K äëÿ λ = 0.3, 0.27, 0.25, âiäïîâiäíî.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè àíàëiòè÷íèé îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.3.17) ìè

àïðîêñèìó¹ìî åëiïòè÷íi iíòåãðàëè â (2.3.18) ¨õíiìè àñèìïòîòè÷íèìè çíà÷åí-

íÿìè äëÿ p� k òà p� k. Òîäi äëÿ ÿäðà ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàç:

K(p, k) =
π

2

(
θ(p− k)

p
+
θ(k − p)

k

)
. (2.3.19)
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Öå äîçâîëèòü çâåñòè íåëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (2.3.17) äî íåëiíiéíîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ðîäó

(
p2∆′(p)

)′
+ λ

p∆(p)√
p2 +∆2(p)

= 0, (2.3.20)

ç iíôðà÷åðâîíîþ òà (IR) òà óëüòðàôiîëåòîâîþ (UV) ãðàíè÷íèìè óìîâàìè:

p2∆′(p)
∣∣∣
p=0

= 0, (2.3.21)

(p∆(p))′
∣∣∣
p=Λ

= ∆0. (2.3.22)

Ðiâíÿííÿ (2.3.20) ¹ ìàñøòàáíî iíâàðiàíòíèì, òîìó, ÿêùî ∆(p) - ðîçâ'ÿçîê, òî

i l∆(p/l) òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì. Ìàñøòàáíà iíâàðiàíòíiñòü ïîðóøó¹òüñÿ òiëüêè

UV ãðàíè÷íîþ óìîâîþ.

Ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó äëÿ ïåðåõîäó ìåòàë-äiåëåêòðèê â ãðàôåíi ¹ êiðàëüíèé

êîíäåíñàò 〈0|ΨΨ|0〉. Âií ñïîíòàííî ïîðóøó¹ ïî÷àòêîâó U(2Nf) ñèìåòðiþ äî

U(Nf)⊗U(Nf), àëå çáåðiãà¹ iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ ïàðíîñòi òà

îáåðíåííÿ ÷àñó. Éîãî ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ïîâíèé ôåðìiîííèé ïðîïàãàòîð

íàñòóïíèì ÷èíîì:

〈0|ΨΨ|0〉 = − lim
x→0

〈0|TΨ(x)Ψ(0)|0〉 = −itr
∞∫

−∞

dω

2π

∫ Λ d2p

(2π)2
G(ω,p) =

= −Nf

π

Λ∫
0

dpp∆(p)√
p2 +∆2(p)

=
Nf

πλ
p2∆′(p)

∣∣∣
p=Λ

, (2.3.23)

äå äëÿ îòðèìàííÿ îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìè âèêîðèñòàëè ðiâíÿííÿ (2.3.20). Îò-

æå, êîíäåíñàò ¹ íåíóëüîâèì, êîëè iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ íà

ùiëèíó.
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Ìîæíà ëåãêî çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (2.3.20) â àñèìïòîòè÷íèõ îáëàñòÿõ.

Äëÿ p� ∆(p) ìà¹ìî

∆(p) = C1 +
C2

p
. (2.3.24)

IR ãðàíè÷íà óìîâà (2.3.21) äà¹ C2 = 0, òàêèì ÷èíîì,∆(p) ' C1 ïðè p� ∆(p).

Äëÿ p� ∆(p):

∆(p) ' C3p
−γ+ + C4p

−γ−, γ± =
1

2
±
√
λ− λc. (2.3.25)

ßñíî, ùî äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.2.10) íåîáõiäíèì ¹ iñíóâà-

ííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.3.20), ÿêèé

ïîâ'ÿçó¹ àñèìïòîòèêè ∆(p) ' const â iíôðà÷åðâîíié îáëàñòi (p → 0) ç àñèì-

ïòîòèêàìè (2.3.25) ïðè âåëèêèõ iìïóëüñàõ. Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî

∆(p) = etu(t+ t0), t = ln p, (2.3.26)

äå - ôóíêöiÿ u(t) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíîìó ðiâíÿííþ:

u′′ + 3u′ + 2u+ λ
u√

1 + u2
= 0. (2.3.27)

IR ãðàíè÷íà óìîâà ïåðåõîäèòü â

e2t (u′ + u)
∣∣∣
t=−∞

= 0. (2.3.28)

Ìè âèìàãà¹ìî, ùîá etu(t) → 1 ïðè t → −∞. Âñi iíøi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ∆(p)

ìîæóòü áóòè îòðèìàíi âàðiàöi¹þ êîíñòàíòè t0. Â öié íîðìàëiçàöi¨ iíôðà÷åð-

âîíèé ìàñøòàá çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äà¹òüñÿ âèðàçîì ∆(0) = e−t0.

Çàëåæíiñòü iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.2.10) âiä ãîëî¨ ùiëèíè ∆0 òåïåð ñòà¹

óëüòðàôiîëåòîâîþ ãðàíè÷íîþ óìîâîþ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ:

u′ (tΛ + t0) + 2u (tΛ + t0) = ∆0/Λ. (2.3.29)
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Öÿ óìîâà âèçíà÷à¹ ïàðàìåòð t0 = − ln∆(0) ÿê ôóíêöiþ âiä êîíñòàíòè çâ'ÿçêó

λ, ãîëî¨ ùiëèíè ∆0 òà îáðiçàííÿ Λ. Ðiâíÿííÿ (2.3.27) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó

ôîðìi

u′′ + 3u′ = − d

du
V (u), V (u) = u2 + λ

√
1 + u2, (2.3.30)

àáî, åêâiâàëåíòíî, (
1

2
(u′)2 + V (u)

)′
= −3(u′)2. (2.3.31)

Îòæå, ðiâíÿííÿ (2.3.30) îïèñó¹ ðóõ ÷àñòèíêè îäèíè÷íî¨ ìàñè, ùî ðóõà¹òüñÿ

â ïîòåíöiàëi V ç òåðòÿì, ïðîïîðöiéíèì äî øâèäêîñòi. �Åíåðãiÿ� 1
2(u

′)2+V (u)

äîñÿãà¹ ìiíiìóìó ïðè u = 0, òîìó ÷àñòèíêà ðóõà¹òüñÿ â íàïðÿìêó u = 0 i

ãàëüìó¹òüñÿ òåðòÿì. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà áiëÿ u = 0 âèçíà÷à¹òüñÿ ëiíåà-

ðèçîâàíèì ðiâíÿííÿì

u′′ + 3u′ + (2 + λ)u = 0, (2.3.32)

i ìîæå áóòè ðiçíîþ â ðiçíèõ ðåæèìàõ. Òàê, ïðè λ > λc ≡ 1/4 - íàäêðèòè÷íèé

ðåæèì

u(t)
t→∞−−−→ A√

λ− λc
e−3t/2 sin

[√
λ− λc (t+ δ)

]
, (2.3.33)

òà λ < λc - äîêðèòè÷íèé

u(t)
t→∞−−−→ B√

λc − λ
e−3t/2 sinh

[√
λc − λ (t+ δ)

]
, (2.3.34)

äå êîíñòàíòè A,B i δ ¹ ôóíêöiÿìè âiä êîíñòàíòè çâ'ÿçêó λ. Ìè íàâìèñíî

âèäiëèëè ôàêòîð 1/
√
λc − λ ïåðåä ðiâíÿííÿìè (2.3.34) òà (2.3.33), îñêiëüêè

ôóíêöiÿ u(t) ìà¹ áóòè íåòðèâiàëüíîþ ïðè λ = λc. Î÷åâèäíî, ùî A(λ = λc) =

B(λ = λc).

Àñèìïòîòèêà (2.3.34) òà (2.3.33) îçíà÷à¹, ùî â äîêðèòè÷íîìó ðåæèìi ÷à-

ñòèíêà ïðè ïî÷àòêîâié óìîâi u(−∞) äîñÿãíå u = 0 çà íåñêií÷åííèé ÷àñ. Íà
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ïðîòèâàãó äî öüîãî, â íàäêðèòè÷íîìó ðåæèìi ÷àñòèíêà äîñÿãíå çà ñêií÷åííèé

÷àñ i áóäå îñöèëþâàòè â îêîëi u = 0 iç çãàñàþ÷îþ àìïëiòóäîþ.

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî â äîêðèòè÷íîìó ðåæèìi íåìà¹ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü UV ãðàíè÷íó óìîâó ïðè ∆0 = 0. Â íàäêðèòè÷íîìó

ðåæèìi UV ãðàíè÷íà óìîâà (2.3.29) ç ∆0 = 0 äîïóñêà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ìàñøòàáó ùiëèíè ∆(0), ÿêèé âiäïîâiäà¹ ðiçíèì ðîçâ'ÿçêàì äè-

ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

u′ (tΛ + t0) + 2u (tΛ + t0) ≈
A
√
λ√

λ− λc
e−3(tΛ+t0)/2 sin (θ + φ) = 0, (2.3.35)

äå

θ =
√
λ− λc (tΛ + t0 + δ) =

√
λ− λc ln

(
eδΛ

∆(0)

)
,

φ = arctan
(
2
√
λ− λc

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷à¹òüñÿ θ = πn− φ, àáî

∆(0) = Λeδ exp

(
− πn− φ√

λ− λc

)
, n = 1, 2, . . . . (2.3.36)

Ðîçâ'ÿçîê ç êiëüêiñòþ âóçëiâ n = 1 âiäïîâiäà¹ îñíîâíîìó ñòàíó, îñêiëüêè âií

äà¹ íàéáiëüøó çãåíåðîâàíó ôåðìiîííó ìàñó i ìà¹ íàéíèæ÷ó åíåðãiþ. Êðèòè-

÷íà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó λc = 1/4 ¹ áiôóðêàöiéíîþ òî÷êîþ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿ-

ííÿ (2.2.10) çi ñòàòè÷íîþ ïîëÿðèçàöi¹þ. Âèðàç (2.3.36) äëÿ ùiëèíè îçíà÷à¹,

ùî öÿ áiôóðêàöiéíà òî÷êà âiäïîâiäà¹ íåïåðåðâíîìó ôàçîâîìó ïåðåõîäó íå-

ñêií÷åííîãî ðîäó. ßê ïîêàçàíî â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, êðèòè÷íà êîíñòàíòà

λc ïîâ'ÿçàíà ç ÿâèùåì �ïàäiííÿ íà öåíòð� â êâàíòîâié ìåõàíiöi. Ïîäiáíà ñè-

òóàöiÿ ìà¹ ìiñöi â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi ïðè ñèëüíié êîíñòàíòi çâ'ÿçêó

[6], äå â äðàáèííîìó íàáëèæåííi (i áiëüø çàãàëüíîìó âìîðîæåíîìó (quenched)
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íàáëèæåííi áåç ôåðìiîííèõ ïåòåëü [94, 95, 96, 97]) áóëî ïîêàçàíî, ùî ôàçîâèé

ïåðåõiä ¹ òàêîæ íåñêií÷åííîãî ðîäó. Áåçðîçìiðíà êîðåëÿöiéíà äîâæèíà

ξ =
Λ

∆(0)
∼ exp

(
π√

λ− λc

)
, (2.3.37)

åêñïîíåíöiéíî çðîñòà¹ ïðè λ → λc. Òàêà ïîâåäiíêà ¹ òèïîâîþ äëÿ ôàçîâî-

ãî ïåðåõîäó Áåðåçèíñüêîãî�Êîñòåðëiöà�Òàóëåññà, àáî êîíôîðìíîãî ôàçîâî-

ãî ïåðåõîäó [103] i, î÷åâèäíî, ïîâ'ÿçàíà ç ìàñøòàáíîþ iíâàðiàíòíiñòþ çàäà÷i.

Îäíàê, òðåáà çàçíà÷èòè, ùî iç âðàõóâàííÿì ñêií÷åííèõ ðîçìiðiâ ãðàôåíó, öåé

ïåðåõiä ìà¹ ïåðåéòè â çâè÷àéíèé ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ïîðÿäêó (ÿê áóëî

ïîêàçàíî â ÊÅÄ â ðîáîòi [105]).

Ðiâíÿííÿ (2.3.37) îçíà÷à¹ òàêîæ, ùî â íåïåðòóðáàòèâíié ôàçi iñíó¹ íåòðèâi-

àëüíà çàëåæíiñòü êîíñòàíòè çâ'ÿçêó α (àáî øâèäêîñòi Ôåðìi vF ) âiä ìàñøòàáó,

õî÷à ïåðòóðáàòèâíîþ çàëåæíiñòþ ìè çíåõòóâàëè. Âèçíà÷àþ÷è β-ôóíêöiþ â

ñòàíäàðòíèé ñïîñiá, ìè çíàõîäèìî

β(α) ≡ Λ
dα

dΛ
= −π

4
(1 + πNfα/4)

2(λ− λc)
3/2, λ > λc, (2.3.38)

äå λ âèçíà÷åíà â (2.3.17). β-ôóíêöiÿ çàëåæèòü íåàíàëiòè÷íî âiä êîíñòàíòè

çâ'ÿçêó α i íå ìîæå áóòè îòðèìàíà â ïåðòóðáàòèâíié òåîði¨. Ìè î÷iêó¹ìî, ïðè

âðàõóâàííi ïåðòóðáàòèâíî¨ çàëåæíîñòi êîíñòàíòè α, ôàçîâèé ïåðåõiä ñòàíå

ïåðåõîäîì äðóãîãî ðîäó i β-ôóíêöiÿ (2.3.38) íå áóäå ìiñòèòè îñîáëèâîñòåé

ïðè íàáëèæåííi äî êðèòè÷íî¨ òî÷êè λc.

Ïàðàìåòð ïîðÿäêó 〈ΨΨ〉 â òåðìiíàõ ôóíêöi¨ u(t) âèðàæà¹òüñÿ ÿê

〈ΨΨ〉 = Nf

πλ
e2tΛ (u′(tΛ + t0) + u(tΛ + t0)) , (2.3.39)
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i äîðiâíþ¹

〈ΨΨ〉 = − NfA

π
√
λ(λ− λc)

Λ1/2∆3/2(0) sin(2φ) = −NfA

πλ3/2
Λ1/2∆3/2(0), (2.3.40)

äå ìè âèêîðèñòàëè ñïiââiäíîøåííÿ θ = π − φ.

Äëÿ íåíóëüâî¨ ãîëî¨ ùiëèíè ∆0 6= 0 ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ äëÿ

ìàñøòàáó ∆(0):

∆0 =
A
√
λ√

λ− λc

∆3/2(0)√
Λ

sin (θ + φ) (2.3.41)

òà ïàðàìåòð ïîðÿäêó

〈ΨΨ〉 = Nf

πλ
Λ

[
∆0 −

A√
λ− λc

∆3/2(0)√
Λ

sin θ

]
. (2.3.42)

Çàïèøåìî θ+φ = π−ε, äå ε ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ∆0 → 0 i λ→ λc. Öi ðiâíÿííÿ

ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê:

∆0 =
A
√
λ√

λ− λc

∆3/2(0)√
Λ

sin ε, (2.3.43)

〈ΨΨ〉 = NfΛ

πλ

[
2λ− 1

2λ
∆0 − A

∆3/2(0)√
Λ

cos ε√
λ

]
. (2.3.44)

Òàêà ôîðìà ðiâíÿíü çðó÷íà äëÿ çíàõîäæåííÿ êðèòè÷íèõ iíäåêñiâ áiëÿ òî÷êè

ôàçîâîãî ïåðåõîäó λc [9, 112]. Êðèòè÷íi iíäåêñè îïèñóþòü íàáëèæåííÿ äî

êðèòè÷íî¨ òî÷êè òàêèõ ïàðàìåòðiâ ÿê êîðåëÿöiéíà äîâæèíà

ξ =
Λ

∆(0)
∼ (λ− λc)

−ν , λ→ λc,

ïàðàìåòð ïîðÿäêó
〈ΨΨ〉
Λ2

∼ (λ− λc)
β , λ→ λc,

〈ΨΨ〉
∣∣∣
λ=λc

∼ ∆
1/δ
0 , ∆0 → 0,
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ñïðèéíÿòëèâiñòü

χ =
∂〈ΨΨ〉
∂∆0

∣∣∣
∆0=0

∼ (λ− λc)
−γ , λ→ λc.

ßêùî ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðiþ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ äðóãîãî ðîäó, òî iíäåêñè

ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ãiïåðñêåéëiíãîâèì ñïiââiäíîøåííÿì â áóäü-ÿêié ðîçìið-

íîñòi D:

2β + γ = Dν, 2βδ − γ = Dν,

δ − 1

δ + 1
=

2− η

D
, β = ν

D − 2 + η

2
. (2.3.45)

Iíäåêñ η îïèñó¹ ïîâåäiíêó êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨

〈ΨΨ(r)ΨΨ(0)〉
∣∣∣
λ=λc

∝ r−D+2−η, r → ∞. (2.3.46)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (2.3.41) òà (2.3.42), ìè çíàéäåìî

〈ΨΨ〉
∣∣∣
λ=λc

= −4NfΛ

π

[
∆0 +

2A∆3/2(0)√
Λ

]
, (2.3.47)

∆(0) ∼
(

∆0

ln(Λ/∆0)

)2/3

, λ = λc, (2.3.48)

ùî äà¹ çìîãó çíàéòè êðèòè÷íèé ïîêàçíèê δ = 1. Òîäi ç ãiïåðñêåéëiíãîâîãî

ñïiââiäíîøåííÿ ìè îòðèìà¹ìî:

η = 2, γ = 0, β =
3ν

2
. (2.3.49)

Ôàçîâèé ïåðåõiä íåñêií÷åííîãî ðîäó ç êîðåëÿöiéíîþ äîâæèíîþ (2.3.37) ôîð-

ìàëüíî âiäïîâiäà¹ ãðàíèöi

β =
3ν

2
→ ∞. (2.3.50)
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Òàêèé ôàçîâèé ïåðåõiä ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ôàçîâîãî ïåðåõîäó äîñëi-

äæåíîãî â  ðàòêîâèõ ñèìóëÿöiÿõ [58], äå ìàâ ìiñöå ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî

ïîðÿäêó ç êðèòè÷íèìè iíäåêñàìè δ ∼ 2.3, β ∼ 0.8, γ ∼ 1 äëÿ Nf = 2. Îäíi¹þ

ç ïðè÷èí òàêî¨ âiäìiííîñòi ìîæóòü åôåêòè ñêií÷åííîñòi  ðàòêè. Åôåêòèâíî,

ñêií÷åíèé ðîçìið  ðàòêè ìîæíà âðàõóâàòè ââåäåííÿì iíôðà÷åðâîíîãî îáði-

çàííÿ (k0 ∼ π/L, äå L - ëiíiéíèé ðîçìið ñèñòåìè) â iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿííÿõ

(2.2.10) [105, 106]. Iíøîþ ïðè÷èíîþ ìîæóòü áóòè çàëèøêîâi  ðàòêîâi âçà¹ìî-

äi¨, êîòði ìè âðàõó¹ìî â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi, ðîçãëÿíóâøè ÷îòèðèôåðìiîí-

íó âçà¹ìîäiþ.

2.4 Ôàçîâà äiàãðàìà â ìîäåëi ç äîäàòêîâîþ

÷îòèðèôåðìiîííîþ âçà¹ìîäi¹þ

ßê âæå îïèñóâàëîñü ó âñòóïi äî äàíîãî ðîçäiëó, ïîðiâíþþ÷è àíàëiòè÷íi

ðåçóëüòàòè ç ìîäåëþâàííÿì íà  ðàòöi [58, 59, 60], òðåáà ìàòè íà óâàçi, ùî íå-

ïåðåðâíó òåîðiþ, ÿêà îïèñó¹òüñÿ ëàãðàíæiàíîì (1.3.36) íåîáõiäíî äîïîâíèòè

iððåëåâàíòíèìè ÷ëåíàìè, íàÿâíiñòü ÿêèõ âèïëèâà¹ ç iñíóâàííÿ  ðàòêè. Çîêðå-

ìà, òðåáà âðàõóâàòè ëîêàëüíó ÷îòèðèôåðìiîííó âçà¹ìîäiþ, ÿêà ìà¹ âõîäèòè

äî (1.3.36) îêðåìèì äîäàíêîì. Âåëè÷èíà öi¹¨ âçà¹ìîäi¨ çàëåæèòü âiä êîíêðå-

òíî¨  ðàòêîâî¨ ðåãóëÿðèçàöi¨. Áiëüø òîãî, çãiäíî ç [88, 89, 92], ÷îòèðèôåðìiîí-

íà âçà¹ìîäiÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî iç ïî÷àòêîâî¨  ðàòêîâî¨ ìîäåëi â íàáëè-

æåííi ñèëüíîãî çâ'ÿçêó (tight-binding model). Õî÷ öi ÷ëåíè ¹ iððåëåâàíòíèìè

ç òî÷êè çîðó ðåíîðìàëiçàöiéíî¨ ãðóïè, âîíè ìîæóòü âiäiãðàâàòè ñóòò¹âó ðîëü
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â êðèòè÷íié ïîâåäiíöi. Äëÿ òîãî, ùîá äîñëiäèòè, ÿê òàêi åôåêòè âïëèâàþòü

íà ãåíåðàöiþ ìàñè, ìè äîäàìî äî ïî÷àòêîâîãî ëàãðàíæiàíó ÷îòèðèôåðìiîííó

âçà¹ìîäiþ òèïó Ãðîñà-Íåâå

L4 =
G

2
(ΨaΨa)

2, (2.4.51)

äå ÷îòèðèôåðìiîííà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó G ìà¹ ïîðÿäîê ïîñòiéíî¨  ðàòêè, à

�ôëåéâîðíèé� iíäåêñ a = 1, 2, . . . , Nf . Ïðè Nf = 2 iíäåêñ a îïèñó¹ ôiçè-

÷íèé ñïií 1/2 åëåêòðîíiâ. Âçà¹ìîäiÿ (2.4.51) ïîðóøó¹ ïî÷àòêîâó ñèìåòðiþ

U(2Nf) äi¨ (1.3.36) äî ñèìåòði¨ U(Nf) × U(Nf) × Z2. Ùiëèíà ∆ΨΨ iíâàði-

àíòíà âiäíîñíî U(Nf) × U(Nf), àëå íå âiäíîñíî äèñêðåòíî¨ êiðàëüíî¨ Z2 ñè-

ìåòði¨: Ψ → γ5Ψ,Ψ → −Ψγ5. Çà âiäñóòíîñòi ãîëî¨ ùiëèíè ∆0 Z2 ñèìåòðiÿ

çàáîðîíÿ¹ ãåíåðàöiþ ôåðìiîííî¨ ùiëèíè â ïåðòóðáàòèâíié òåîði¨. Ïîÿâà åíåð-

ãåòè÷íî¨ ùiëèíè ïîâ'ÿçàíà çi ñïîíòàííèì ïîðóøåííÿì äèñêðåòíî¨ êiðàëüíî¨

ñèìåòði¨, ÿêå ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè íåéòðàëüíîãî êîíäåíñàòó 〈ΨΨ〉 ôåðìiîí-

àíòèôåðìiîííèõ ïàð (åêñèòîííèé êîíäåíñàò).

Ðiâíÿííÿ íà ùiëèíó (2.2.10) ó ïðèñóòíîñòi âçà¹ìîäi¨ (2.4.51) ìîäèôiêó¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

∆(p) = ∆0 −G(1− 1

4Nf
)〈ΨΨ〉+ α

π2

Λ∫
0

dk k∆(k)√
k2 +∆2(k)

K(p, k), (2.4.52)

äå êîíäåíñàò 〈ΨΨ〉 âíîñèòü âêëàä, ÿê ãîëà ôåðìiîííà ùiëèíà ∆0, i ìîæå áóòè

îá÷èñëåíèé ç âëàñíî¨ åíåðãi¨ ôåðìiîíó. Ôàêòîð 1−1/4Nf â äðóãîìó ÷ëåíi âðà-

õîâó¹ âêëàäè Õàðòði i Ôîêà (−1/4Nf). Äëÿ ïðîñòîòè ìè ðîçãëÿíåìî òiëüêè

÷ëåí Õàðòði; ôîêiâñüêèé âêëàä çà íåîáõiäíîñòi ìîæå áóòè ëåãêî âiäíîâëå-
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íî â êiíöåâèõ ôîðìóëàõ 1. Â íàáëèæåííi äëÿ ÿäðà, ùî âèêîðèñòîâóâàëîñü

âèùå (2.3.19), êîíäåíñàò äà¹òüñÿ âèðàçîì (2.3.23). Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

(2.3.20) çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííèì, íàòîìiñòü ìîäèôiêó¹òüñÿ óëüòðàôiîëåòîâà

ãðàíè÷íà óìîâà (2.3.22):[(
1 +

g̃Nf

λ

)
p∆′(p) + ∆(p)

] ∣∣∣
p=Λ

= ∆0, (2.4.53)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ g̃ = GΛ/π, à λ âèçíà÷åíà â ðiâíÿííi (2.3.20). Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ùiëèíè â òåðìiíàõ ôóíêöi¨ u(t) (2.3.26) òà ¨¨ àñèì-

ïòîòè÷íi âèðàçè (2.3.34),(2.3.33), ðiâíÿííÿ (2.4.53) ìîæóòü áóòè çàïèñàíi äëÿ

Λ � ∆(0) íàñòóïíèì ÷èíîì:

B
∆3/2(0)√

Λ

[(
1 +

g̃Nf

λ

)
cosh

(
ω ln

Λeδ

∆(0)

)
+

1− g̃Nf/λ

2ω
sinh

(
ω ln

Λeδ

∆(0)

)]
= ∆0,

ω =
√
λc − λ, λ < λc, (2.4.54)

B
∆3/2(0)√

Λ

[
1 +

g̃Nf

λ
+

1− g̃Nf/λ

2
ln

Λeδ

∆(0)

]
= ∆0, λ = λc, (2.4.55)

A
∆3/2(0)√

Λ

[(
1 +

g̃Nf

λ

)
cos

(
ω̃ ln

Λeδ

∆(0)

)
+

1− g̃Nf/λ

2ω̃
sin

(
ω̃ ln

Λeδ

∆(0)

)]
= ∆0,

ω̃ =
√
λ− λc, λ > λc. (2.4.56)

Â äàíîìó íàáëèæåííi λc = 1/4. Ïîêëàâøè ∆0 = 0, âèçíà÷èìî äèíàìi÷íó

ùiëèíó:

∆(0) = Λeδ
[
g̃Nf(1− 2ω)− λ(1 + 2ω)

g̃Nf(1 + 2ω)− λ(1− 2ω)

] 1
2ω

, λ < λc, (2.4.57)

∆(0) = Λeδ exp

[
−2

g̃Nf + 1/4

g̃Nf − 1/4

]
, λ = λc =

1

4
, g̃Nf >

1

4
, (2.4.58)

1Âíåñîê ôîêiâñüêîãî âêëàäó çâåäåòüñÿ äî çàìiíè 4Nf íà 4Nf − 1 â ðiâíÿííi (2.4.60)



65

∆(0) = Λeδ exp

[
−πn
ω̃

− 1

ω̃
arctan

(
2ω̃
g̃Nf + λ

g̃Nf − λ

)]
, λ > λc, n = 1, 2, . . . .

(2.4.59)

Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (2.4.58) òà (2.4.59) ìiñòÿòü ñóòò¹âó

ñèíãóëÿðíiñòü ïðè g̃ = 1/4Nf òà λ = λc, âiäïîâiäíî.

Ïîêëàâøè ∆(0) = 0, ìè çíàõîäèìî êðèòè÷íó ëiíiþ, ùî âiääiëÿ¹ ôàçè ç

ïîðóøåíîþ òà íåïîðóøåíîþ ñèìåòðiÿìè: g̃ = 1
4Nf

(
1 +

√
1− λ/λc

)2
, λ ≤ λc =

1
4 ,

g̃ < 1
4Nf

, λ = λc =
1
4 .

(2.4.60)

Ôàçîâà äiàãðàìà â ïëîùèíi äâîõ êîíñòàíò çâ'ÿçêó ïîêàçàíà íà Ðèñ. (2.3). Íàä

Ðèñ. 2.3 Ôàçîâà äiàãðàìà ïðè Nf = 2.

êðèòè÷íîþ ëiíi¹þ ðiâíÿííÿ äëÿ ùiëèíè ∆(p) ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Òàêèì ÷èíîì, êiðàëüíà ñèìåòðiÿ ¹ äèíàìi÷íî ïîðóøåíîþ, ùî îçíà÷à¹ iñíóâàí-

íÿ íåíóëüîâîãî âàêóóìíîãî êîíäåíñàòó 〈ΨΨ〉. Äëÿ g̃ = 0 óìîâîþ äëÿ ãåíåðàöi¨

ùiëèíè ¹ λ > λc. Âiäïîâiäíi êðèòè÷íi êîíñòàíòè ñïiâïàäàþòü iç âèçíà÷åíèìè

â ðiâíÿííi (1.3.61). Ç iíøîìó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó α = 0 òà g̃c = 1/Nf ñèñòåìà
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îïèñó¹òüñÿ êðèòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ â ìîäåëi Ãðîñà-Íåâå. Â ÷àñòèíi äiàãðàìè

íàä êðèòè÷íîþ ëiíi¹þ λ < λc êîðîòêîäiþ÷à ÷îòèðèôåðìiîííà âçà¹ìîäiÿ âi-

äiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â ôîðìóâàííi êîíäåíñàòó, òîäi ÿê â îáëàñòi λ > λc çà

ôîðìóâàííÿ êîíäåíñàòó â îñíîâíîìó âiäïîâiäàþòü êóëîíiâñüêi ñèëè.

Ìè ðîçãëÿíåìî ôàçîâèé ïåðåõiä âçäîâæ âåðõíüî¨ ÷àñòèíè êðèòè÷íî¨ ëiíi¨ i

îá÷èñëèìî êðèòè÷íi iíäåêñè. Îñêiëüêè ìè ðîçãëÿäà¹ìî íå áiæó÷ó êîíñòàíòó

çâ'ÿçêó α (ó âiäñóòíîñòi ïåðåíîðìóâàííÿ øâèäêîñòi Ôåðìi vF ), ðåíîðìãðóïî-

âèé ïîòiê ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé ç ðiâíÿííÿ (2.4.57) áiëÿ êðèòè÷íî¨ òî÷êè

∆(0)

Λ
∼
(
g̃ − g̃1
g̃ − g̃2

) 1
2ω

, g̃1 =
(1 + 2ω)2

4Nf
, g̃2 =

(1− 2ω)2

4Nf
, g̃ > g̃1 > g̃2.

(2.4.61)

Öå îçíà÷à¹ òî÷íó ôîðìó β-ôóíêöi¨ äëÿ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó g̃:

β(g̃, α) ≡ Λ
∂g̃

∂Λ

∣∣∣
α,∆(0)

= −Nf(g̃ − g̃1)(g̃ − g̃2), g̃ > g̃1, (2.4.62)

ÿêà ìà¹ íåòðèâiàëüíó ôiêñîâàíó ëiíiþ ïðè g̃ = g̃1 i ¹ ëiíi¹þ ôàçîâîãî ïåðåõîäó.

Ïiäêðåñëèìî, ùî β-ôóíêöiþ (2.4.62) îòðèìàíî â íåïåðòóðáàòèâíié ôàçi, äå

ùiëèíà äëÿ êâàçi÷àñòèíîê ¹ ñïîíòàííî çãåíåðîâàíîþ. Â ïåðòóðáàòèâíié ôàçi

β áóëà îáðàõîâàíà â [113] â ãîëîâíîìó ïîðÿäêó ïî 1/Nf i ìàëié êîíñòàíòi

çâ'ÿçêó α. Îáèâäi β ôóíêöi¨ ïîâîäÿòü ñåáå ÿê β ' −(g − g0) áiëÿ êðèòè÷íî¨

òî÷êè g0 ∼ (1− α)/Nf .

ßê âèäíî ç ðiâíÿííÿ (2.4.61), ôàçîâèé ïåðåõiä ¹ ïåðåõîäîì äðóãîãî ðîäó.

Ïîçíà÷àþ÷è âiäõèëåííÿ âiä êðèòè÷íî¨ ëiíi¨ ÿê τ ≡ g̃ − g̃1 i âðàõîâóþ÷è, ùî

∆(0) ∼ τ 1/2ω (τ → 0), ìè çíàõîäèìî iíäåêñ

ν =
1

2ω
. (2.4.63)
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Êîíäåíñàò äà¹òüñÿ âèðàçîì

〈ΨΨ〉 = NfB

πλ
∆3/2(0)Λ1/2

[
cosh

(
ω ln

Λeδ

∆(0)

)
− 1

2ω
sinh

(
ω ln

Λeδ

∆(0)

)]
.

(2.4.64)

Íà êðèòè÷íié ëiíi¨ ðiâíÿííÿ (2.4.54) ïðèçâîäèòü äî ∆(0) ∼ ∆
1/(3/2+ω)
0 . Ïiä-

ñòàâëÿþ÷è öå ó âèðàç äëÿ ôåðìiîííîãî êîíäåíñàòó, îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøå-

ííÿ

〈ΨΨ〉 ∼ ∆
3
2−ω ∼ ∆

(3/2−ω)/(3/2+ω)
0 . (2.4.65)

Òàêèì ÷èíîì, êðèòè÷íèé iíäåêñ

δ =
3/2 + ω

3/2− ω
. (2.4.66)

Âií äîðiâíþ¹ δ = 2 ó âèïàäêó ìîäåëi Ãðîñà-Íåâå, êîëè α = 0 i δ → 1 ïðè

α→ αc. Ëåãêî çíàéòè òàêîæ iíäåêñ β:

β =
1

2ω

(
3

2
− ω

)
. (2.4.67)

Íàðåøòi, ÿê âèïëèâà¹ ç ðiâíÿíü (2.4.54) òà (2.4.64)

∂∆0
〈ΨΨ〉

∣∣∣
∆0=0

∼ τ−1, τ → 0, (2.4.68)

òîáòî γ = 1. Çíàéäåíi êðèòè÷íi iíäåêñè çàäîâîëüíÿþòü ãiïåðñêåéëiíãîâèì

ñïiââiäíîøåííÿì (2.3.45). Äîäàòêîâèé êðèòè÷íèé iíäåêñ η ìîæíà îá÷èñëèòè

íåçàëåæíî, àáî iç âèêîðèñòàííÿì ãiïåðñêåéëiíãîâèõ ñïiââiäíîøåíü, ÿêi äàþòü

η = 2−2ω. Çà îçíà÷åííÿì, àíîìàëüíà ðîçìiðíiñòü γm êîìïîçèòíîãî îïåðàòîðà

ΨΨ äà¹òüñÿ âèðàçîì dim(ΨΨ) = D − 1− γm, òîäi êîðåëÿòîð (2.3.46) ïðèçâî-

äèòü äî ñïiââiäíîøåííÿ η = D−2γm. Â íàøîìó âèïàäêóD = 3, ìè îòðèìó¹ìî

γm = 1/2+ω. Äèíàìi÷íà ðîçìiðíiñòü ÷îòèðèôåðìiîííî¨ âçà¹ìîäi¨ ïðèáëèçíî
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äîðiâíþ¹ dim(ΨΨ)2 = 2dim (ΨΨ) = 4− 2γm. Îñêiëüêè 1/2 ≤ γm ≤ 1 âçäîâæ

êðèòè÷íî¨ ëiíi¨, dim(ΨΨ)2 ≤ 3, òî ÷îòèðèôåðìiîííèé îïåðàòîð (ΨΨ)2 ¹ ïå-

ðåíîðìîâíèì. Â òåðìiíîëîãi¨ ðåíîðìàëiçàöiéíî¨ ãðóïè, (ΨΨ)2 ñòà¹ ðåëåâàí-

òíèì îïåðàòîðîì â ñêåéëiíãîâié îáëàñòi. Â òîé æå ÷àñ âií ¹ iððåëåâàíòíèì

äàëåêî âiä êðèòè÷íî¨ ëiíi¨, ó âiäïîâiäíîñòi çi ñòàíäàðòíèì ðåíîðìãðóïîâèì

ïiäõîäîì [89], îñêiëüêè éîãî åôåêòè ïîäàâëåíi ñòåïåíÿìè óëüòðàôiîëåòîâîãî

îáðiçàííÿ. Ç iíøîãî áîêó, àíîìàëüíà ðîçìiðíiñòü γm âèçíà÷à¹ ïîâåäiíêó àìïó-

òîâàíî¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ Áåòå-Ñîëïiòåðà çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ (ôîðì-ôàêòîðà)

χ(amp)(q) ∼ (q/∆(0))γm−1 ïðè âåëèêèõ iìïóëüñàõ ∆(0) � q � Λ. Õâèëüîâà

ôóíêöiÿ ç âåëèêèìè γm (γm > 1/2) ñëàáî ñïàäà¹ ç iìïóëüñîì, ùî îïèñó¹ ñèëü-

íî çâ'ÿçàíi ñòàíè, ÿêi ðåëåâàíòíi äëÿ êðèòè÷íîãî ñêåéëiíãó [114]. Îñêiëüêè òà-

êi çâ'ÿçàíi ñòàíè íàãàäóþòü òî÷êîâi ÷àñòèíêè, ìàñøòàáíi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè

ìîæóòü áóòè îïèñàíi åôåêòèâíèì ëàãðàíæiàíîì ç åëåìåíòàðíèìè ñêàëÿðíè-

ìè ïîëÿìè (ñó÷àñíå çàñòîñóâàííÿ ìîæíà çíàéòè â ðîáîòi [115]). Êîìï'þòåðíi

ñèìóëÿöi¨  ðàòêîâî¨ ìîäåëi ãðàôåíó, ìîæëèâî, âèÿâëÿòü íàÿâíiñòü òàêèõ çâ'ÿ-

çàíèõ ñòàíiâ.

Ìè áà÷èìî, ùî äîäàòêîâà ÷îòèðèôåðìiîííà âçà¹ìîäiÿ òèïó Ãðîñà-Íåâå

ãðà¹ âàæëèâó ðîëü. Ïî-ïåðøå, âîíà çìiíþ¹ ïîðÿäîê ôàçîâîãî ïåðåõîäó ç íå-

ñêií÷åííîãî äî äðóãîãî. Ïî-äðóãå, êðèòè÷íà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó ñòà¹ íèæ÷îþ,

íiæ ó ìîäåëi ç ÷èñòîþ êóëîíiâñüêîþ âçà¹ìîäi¹þ. Ïî-òðåò¹, êðèòè÷íà êîíñòàí-

òà çàëèøà¹òüñÿ áëèçüêîþ çà çíà÷åííÿì äî çíàéäåíèõ â  ðàòêîâèõ ñèìóëÿöiÿõ.

[58, 59, 60]. Êðèòè÷íi iíäåêñè çàëåæàòü âiä êîíñòàíòè çâ'ÿçêó α âçäîâæ êðè-

òè÷íî¨ ëiíi¨ 0 < α < αc i çàäîâîëüíÿþòü ãiïåðñêåéëiíãîâèì ñïiââiäíîøåííÿì.

Òàêîæ ñëiä âiäìiòèòè, ôàçîâà äiàãðàìà (2.4.60) äóæå ñõîæà íà àíàëîãi÷íó,
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îòðèìàíó â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi ïðè ñèëüíié êîíñòàíòi çâ'ÿçêó â (3+1)-

òà (2 + 1)- âèìiðíîìó ïðîñòîðàõ [116, 117, 118].

×àñòèíà êðèòè÷íî¨ êðèâî¨ ç g̃ < 1/4Nf ¹ ñïåöèôi÷íîþ i ïîâ'ÿçàíà ç êîí-

ôîðìíèìè ôàçîâèìè ïåðåõîäàìè [103]. Âîíà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ, òèì, ùî ùi-

ëèíà ìà¹ ñóòò¹âó ñèíãóëÿðíiñòü â òî÷öi ïåðåõîäó. Òàêîæ ñëiä âiäìiòèòè ðiç-

êó çìiíó ñïåêòðó ëåãêèõ êâàçi÷àñòèíîê ïðè ïåðåòèíi êðèòè÷íî¨ òî÷êè: ëåãêi

çâ'ÿçàíi ñòàíè âiäñóòíi â ñèìåòðè÷íié ôàçi, îäíàê ïðèñóòíi ó ôàçi ç ïîðóøå-

íîþ ñèìåòði¹þ2. Âiäïîâiäíèé åôåêòèâíèé ïîòåíöiàë äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó

〈ΨΨ〉, íà âiäìiíó âiä âiäîìîãî ïîòåíöiàëó Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, ìà¹ ôðàêòàëüíó

ñòðóêòóðó â îáëàñòi α > αc, äå êóëîíiâñüêà âçà¹ìîäiÿ â îñíîâíîìó âiäïîâiäà¹

çà ôîðìóâàííÿ çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ [74].

2.5 Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäèëè ãåíåðàöiþ ùiëèíè â ãðàôåíi çà âiäñóòíîñòi

õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó (â íåéòðàëüíié òî÷öi). Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ Øâiíãåðà-

Äàéñîíà iç âðàõóâàííÿì ÷àñòîòíî¨ çàëåæíîñòi ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôóíêöi¨, áóëî

àíàëiòè÷íî çíàéäåíî çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè αc = 0.92, ïðè ÿêîìó âiä-

áóâà¹òüñÿ ãåíåðàöiÿ ùiëèíè. Öå çíà÷åííÿ âèÿâèëîñü áëèçüêèì äî çíàéäåíîãî

â ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòàõ. Îäíàê íà âiäìiíó âiä ìîíòå-êàðëiâñüêèõ ñèìó-

ëÿöié, â ÿêèõ ôàçîâèé ïåðåõiä iç ãåíåðàöi¹þ ùiëèíè áóâ ôàçîâèì ïåðåõîäîì

äðóãîãî ðîäó, ïåðåõiä, ùî ìàâ ìiñöå ïðè αc, áóâ ôàçîâèì ïåðåõîäîì íåñêií-
2Äåòàëüíèé ðîçãëÿä êîíôîðìíîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäó â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi ìîæíà çíàéòè â

ðîáîòàõ [120, 119].
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÷åííîãî ðîäó (íåïåðåðâíèé ôàçîâèé ïåðåõiä) ÷åðåç ñïåöèôiêó êóëîíiâñüêî¨

âçà¹ìîäi¨.

Ç äîäàòêîâîþ ÷îòèðèôåðìiîííîþ âçà¹ìîäi¹þ òèïó Ãðîñà-Íåâå, ÿêó ìè äî-

äàëè äî ïî÷àòêîâî¨ äi¨, áóëî çíàéäåíî êðèòè÷íó ëiíiþ (2.4.60) â ïëîùèíi êó-

ëîíiâñüêî¨ òà ÷îòèðèôåðìiîííî¨ êîíñòàíò çâ'ÿçêó, ÿêà ðîçäiëÿ¹ ùiëèííó òà

áåçùiëèííó ôàçè. Ôàçîâèé ïåðåõiä âçäîâæ öi¹¨ ëiíi¨ ¹ ïåðåõîäîì äðóãîãî ðî-

äó ïðè 0 < α < αc, ïðè òîìó, ùî êðèòè÷íà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó ¹ ìåíøîþ, íiæ ó

ìîäåëi ç ÷èñòîþ êóëîíiâñüêîþ âçà¹ìîäi¹þ. Êðèòè÷íi ïîêàçíèêè ν, δ, β âçäîâæ

ëiíi¨ ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó äàþòüñÿ âèðàçàìè (2.4.63), (2.4.66),

(2.4.67), âiäïîâiäíî, à ïîêàçíèê γ = 1. Âîíè çàäîâîëüíÿþòü ãiïåðñêåéëiíãîâèì

ñïiââiäíîøåííÿì i ¹, âçàãàëi êàæó÷è, ôóíêöiÿìè âiä êóëîíiâñüêî¨ êîíñòàíòè

α òà ÷îòèðèôåðìiîííî¨ êîíñòàíòèg̃. �õíi çíà÷åííÿ áëèçüêi äî âiäïîâiäíèõ ïî-

êàçíèêiâ, îòðèìàíèõ â  ðàòêîâèõ ñèìóëÿöiÿõ [58, 59, 60].

×àñòèíà êðèòè÷íî¨ ëiíi¨ ïðè g̃ < 1/4Nf ¹ äóæå ñïåöèôi÷íîþ i, ÿê i ðàíiøå,

îïèñó¹ íåïåðåðâíèé (êîíôîðìíèé) ôàçîâèé ïåðåõiä ç õàðàêòåðíîþ ñóòò¹âî

ñèíãóëÿðíîþ ïîâåäiíêîþ ïðè íàáëèæåííi äî êðèòè÷íî¨ òî÷êè. Îäíàê, ôîð-

ìà öi¹¨ ÷àñòèíè ìîæå áóòè çìiíåíà ÷åðåç âðàõóâàííÿ ñêií÷åííèõ ðîçìiðiâ

çðàçêà [105]. Êðiì òîãî, ïåðåíîðìóâàííÿ øâèäêîñòi Ôåðìi vF ìîæå çìiíèòè

âåðòèêàëüíó ôîðìó êðèòè÷íî¨ ëiíi¨. Ñêîðiø çà âñå, çà íàÿâíîñòi öèõ åôåêòiâ

íåïåðåðâíèé ôàçîâèé ïåðåõiä ñòàíå ôàçîâèì ïåðåõîäîì äðóãîãî ðîäó. Ìè ñïî-

äiâà¹ìîñü, ùî òî÷íèé âèãëÿä êðèòè÷íî¨ êðèâî¨ áóäå âèçíà÷åíî â ïîäàëüøèõ

 ðàòêîâèõ ñèìóëÿöiÿõ.

Íàøi ðåçóëüòàòè ìàþòü âàæëèâå çíà÷åííÿ äëÿ iíòåðïðåòàöi¨  ðàòêîâèõ ñè-

ìóëÿöié íèçüêî-åíåðãåòè÷íî¨ ïîëüîâî¨ ìîäåëi äëÿ êâàçi÷àñòèíîê â ãðàôåíi ç
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êóëîíiâñüêîþ âçà¹ìîäi¹þ [58, 59, 60] ÷åðåç òå, ùî åôåêòèâíà ÷îòèðèôåðìiîííà

âçà¹ìîäiÿ âèíèêà¹ ïðè  ðàòêîâié ðåãóëÿðèçàöi¨. ßê áóëî ïðîäåìîíñòðîâàíî,

íåçâàæàþ÷è íà ñëàáêiñòü öi¹¨ âçà¹ìîäi¨, âîíà âiäiãðà¹ ñóòò¹âó ðîëü â êðèòè-

÷íié ïîâåäiíöi ñèñòåìè. Iíøèìè ñïîðiäíåíèìè àñïåêòàìè êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè

¹ ïîÿâà êîìïîçèòíèõ åëåêòðîí-äiðêîâèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi, ÷è¨ ôîðì-ôàêòîðè

ñëàáî ñïàäàþòü ç iìïóëüñîì, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âåëèêîþ àíîìàëüíîþ ðîçìið-

íiñòþ. �õíÿ äèíàìiêà ìîæå áóòè äîñëiäæåíà ïîäiáíî äî òîãî, ÿê öå ðîáèëîñü

â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi ïðè ñèëüíié êîíñòàíòi çâ'ÿçêó [121].
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ÐÎÇÄIË 3

ÃÅÍÅÐÀÖIß ÙIËÈÍÈ Ó ÇÎÂÍIØÍÜÎÌÓ

ÌÀÃÍIÒÍÎÌÓ ÏÎËI

3.1 Âñòóï

Â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ áóëî ïîêàçàíî, ùî ñèëüíà êóëîíiâñüêà âçà¹ìîäiÿ

ìiæ åëåêòðîíàìè òà äiðêàìè â ãðàôåíi ìîæå ïðèâåñòè äî åêñèòîííî¨ íåñòà-

áiëüíîñòi ç ïîäàëüøèì ôàçîâèì ïåðåõîäîì â ìàñèâíó ôàçó i ïåðåòâîðåííÿ

ãðàôåíà íà äiåëåêòðèê.

Â öüîìó ðîçäiëi, áàçóþ÷èñü íà ðîáîòi [64], ìè ðîçãëÿíåìî âïëèâ íà êðè-

òè÷íó êîíñòàíòó åëåêòðîííî¨ âçà¹ìîäi¨ â ãðàôåíi çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïî-

ëÿ. ßê ïîêàçàíî â [100, 101, 102], ìàãíiòíå ïîëå êàòàëiçó¹ ôîðìóâàííÿ ùi-

ëèíè äëÿ áåçìàñîâèõ ôåðìiîíiâ â ðåëÿòèâiñòñüêèõ ñèñòåìàõ i, íàâiòü çà íàé-

ìåíøîãî ïðèòÿãóâàííÿ, ïðèâîäèòü äî ôîðìóâàííÿ êîíäåíñàòó, ÿêèé ïîðó-

øó¹ ñèìåòðiþ ôëåéâîðíó óíiòàðíó ñèìåòðiþ. Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà çàâæäè

çíàõîäèòüñÿ â íàäêðèòè÷íîìó ðåæèìi, ÿêùî ¹ ïðèòÿãóþ÷à âçà¹ìîäiÿ. Ìà-

ãíiòíèé êàòàëiç âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â êâàíòîâîìó åôåêòi Õîëà â ãðàôåíi

[71, 73, 90, 122, 123, 124], äå âií âiäïîâiäà¹ çà çíÿòòÿ âèðîäæåííÿ ðiâíiâ Ëàí-

äàó.

ßâèùå ìàãíiòíîãî êàòàëiçó çóìîâëþ¹ òå, ùî ïðè íàÿâíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ

åëåêòðîíè â ãðàôåíi ç êóëîíiâñüêîþ äîìiøêîþ áóäóòü çíàõîäèòèñü â íàäêðè-

òè÷íîìó ðåæèìi äëÿ áóäü-ÿêî¨ âåëè÷èíè çàðÿäó äîìiøêè. Ðiâíÿííÿ Äiðàêà ç

êóëîíiâñüêèì ïîòåíöiàëîì â ïðèñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ áóëî ðîçãëÿíóòî â



73

[125], äå áóëè çíàéäåíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü ìàãíiòíîãî ïîëÿ,

îäíàê æîäíèõ ðåçîíàíñiâ íå áóëî âèÿâëåíî i çàëåæíiñòü âiä çàðÿäó öåíòðó

áóëà ðåãóëÿðíîþ.

Â (3+1)-âèìiðíié êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi çàäà÷à êóëîíiâñüêîãî öåíòðó

â ìàãíiòíîìó ïîëi áóëà ðîçãëÿíóòà â [126]. Òàì áóëî ïîêàçàíî, ùî ìàãíiòíå ïî-

ëå îáìåæó¹ ïîïåðå÷íèé ðóõ åëåêòðîíiâ i, ÿê íàñëiäîê, åëåêòðîí çíàõîäèòüñÿ

áëèæ÷å äî ÿäðà, íiæ ó âiëüíîìó àòîìi. Òàêèì ÷èíîì, âií ñèëüíiøå �âiä÷óâà-

¹� êóëîíiâñüêó âçà¹ìîäiþ. Îòæå, Zcα çìåíøó¹òüñÿ â ïðèñóòíîñòi ìàãíiòíîãî

ïîëÿ. Öåé ðåçóëüòàò óçãîäæó¹òüñÿ ç ÿâèùåì ìàãíiòíîãî êàòàëiçó, âiäïîâiäíî

äî ÿêîãî ìàãíiòíå ïîëå ïðèçâîäèòü äî íóëüîâî¨ êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó

â (3 + 1)− òà (2 + 1)−âèìiðíèõ òåîðiÿõ âíàñëiäîê åôåêòèâíî¨ ðåäóêöi¨ ðîç-

ìiðíîñòi ïðîñòîðó D → D − 2. Òàêà ðåäóêöiÿ ìàéæå ïîâíiñòþ íiâåëþ¹ ðîëü

êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ i òîìó êàòàëiç ìà¹ ìiñöå äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðèòÿãóþ÷îãî ïî-

òåíöiàëó.

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íàäêðèòè÷íîãî êóëîíiâñüêîãî öåí-

òðó òà ðàäiàëüíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ ÿìè â îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi â ãðàôåíi

çi ñêií÷åííîþ ùiëèíîþ ∆. Çíàéäåìî êðèòè÷íå çíà÷åííÿ öèõ ïîòåíöiàëiâ, ïðè

ÿêîìó íàéíèæ÷èé ïîçèòèâíèé ðiâåíü ïåðåòèíà¹ ðiâåíü E = −∆ i ïîêàæåìî,

ùî öå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ∆ → 0, ùî ¹ êâàíòîâîìåõàíi-

÷íèì àíàëîãîì ÿâèùà ìàãíiòíîãî êàòàëiçó.
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3.2 Ïîòåíöiàëüíà ÿìà

Åëåêòðîííi êâàçi÷àñòèíêîâi ñòàíi â îêîëi K± òî÷îê â ãðàôåíi â ïîëi êó-

ëîíiâñüêî¨ äîìiøêè òà îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî

ïëîùèíè ãðàôåíó, îïèñóþòüñÿ äiðàêiâñüêèì ãàìiëüòîíiàíîì â 2+1 âèìiðàõ:

H = ~vFτp+ ξ∆τ3 + V (r), (3.2.1)

äå êàíîíi÷íèé iìïóëüñ p = −i∇ + eA/c ìiñòèòü âåêòîð-ïîòåíöiàë A, ÿêèé

âiäïîâiäà¹ çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëþ B, τi - ìàòðèöi Ïàóëi i ∆ - ùiëè-

íà â ñïåêòði êâàçi÷àñòèíîê. Äâîêîìïîíåíòíèé ñïiíîð Ψξs íåñå �Ê-òî÷êîâèé�

(ξ = ±) òà ñïiíîâèé (s = ±) iíäåêñè. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíi ïîçíà-

÷åííÿ: ΨT
+s = (ψA, ψB)K+s òà ΨT

−s = (ψB, ψA)K−s, i A,B âiäïîâiäàþòü äâîì

ãðàôåíîâèì ïiä ðàòêàì. Îñêiëüêè âçà¹ìîäiÿ V (r) íå çàëåæèòü âiä ñïiíó, â

ïîäàëüøîìó ìè îïóñêà¹ìî ñïiíîâèé iíäåêñ s.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ðiâíÿííÿ Äiðàêà äëÿ åëåêòðîíà â ïîòåíöiàëüíié ÿìi

V (r) = −V0θ(r0− r) ç V0 > 0 â ìàãíiòíîìó ïîëi, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó ïëîùèíi

ãðàôåíó. Ìè îòðèìà¹ìî ξ∆ ~vF (−iDx −Dy)

~vF (−iDx +Dy) −ξ∆

Ψ(r)

= [E − V (r)] Ψ(r), (3.2.2)

äå Di = ∂i + (ie/~c)Ai, i = x, y, ¹ êîâàðiàíòíîþ ïîõiäíîþ â ñèìåòðè÷íié

êàëiáðîâöi (Ax, Ay) = (B/2)(−y, x). Î÷åâèäíî, ùî ðîçâ'ÿçîê áiëÿ K− òî÷êè

ìîæå áóòè îòðèìàíèé ÷åðåç ðîçâ'ÿçîê áiëÿ K+ òî÷êè çàìiíîþ ∆ → −∆ i

ïåðåñòàíîâêîþ êîìïîíåíò ñïiíîðà ψA ↔ ψB.
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Â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ

iDx +Dy = e−iφ

(
i
∂

∂r
+

1

r

∂

∂φ
+
ieBr

2~c

)
,

iDx −Dy = eiφ
(
i
∂

∂r
− 1

r

∂

∂φ
− ieBr

2~c

)
. (3.2.3)

Ìè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè Ψ(r) â òåðìiíàõ âëàñíèõ ôóíêöié êóòîâîãî ìîìåíòó

Jz = Lz + σz/2 = −i∂/∂φ+ σz/2 íàñòóïíèì ÷èíîì:

Ψ(r) =
1

r

 ei(j−
1
2 )φf(r)

iei(j+
1
2 )φg(r)

 , (3.2.4)

ç j = ±1/2,±3/2, . . . . Äëÿ ôóíêöié f(r), g(r) îòðèìà¹ìî íàñòóïíi ðiâíÿííÿ:

f ′ − j + 1/2

r
f − r

2l2
f +

E + ξ∆− V (r)

~vF
g = 0, (3.2.5)

g′ +
j − 1/2

r
g +

r

2l2
g − E − ξ∆− V (r)

~vF
f = 0, (3.2.6)

äå l =
√
~c/|eB| - ìàãíiòíà äîâæèíà. Öi ðiâíÿííÿ ìîæóòü áóòè ëåãêî ðîçâ'ÿ-

çàíi â îáëàñòÿõ r < r0 òà r > r0 â òåðìiíàõ âèðîäæåíèõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ

ôóíêöié Φ òà Ψ. Â îáëàñòi r < r0, âèêëþ÷àþ÷è ôóíêöiþ g(r), ìè îòðèìó¹ìî

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ f(r):

f ′′ − 1

ρ
f ′ +

[
2p2V − j − 1

2
− j2 − j − 3/4

ρ2
− ρ2

4

]
f = 0, (3.2.7)

äå ìè ââåëè áåçðîçìiðíi âåëè÷èíè:

p2V =
l2[(E + V0)

2 −∆2]

2(~vF )2
, p2 =

l2(E2 −∆2)

2(~vF )2
, (3.2.8)

òà ρ = r/l. Ðiâíÿííÿ (3.2.7) â îáëàñòi r > r0 ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä, òiëüêè

íåîáõiäíî ïîêëàñòè V0 = 0.
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Ðîçâ'ÿçêè, ðåãóëÿðíi â òî÷öi r = 0, ìàþòü âèãëÿä

f1(ρ) = ρj+
1
2e−ρ2/4 C1

Γ(j + 1/2)
Φ

(
j +

1

2
− p2V , j +

1

2
;
ρ2

2

)
, (3.2.9)

g1(ρ) =
l(E + V0 − ξ∆)√

2~vF
ρj+

3
2e−ρ2/4 C1

Γ(j + 3/2)
Φ

(
j +

1

2
− p2V , j +

3

2
;
ρ2

2

)
,

(3.2.10)

à òi, ùî ñïàäàþòü íà íåñêií÷åííîñòi,

f2(ρ) = C2ρ
j+1

2e−ρ2/4Ψ

(
j +

1

2
− p2, j +

1

2
;
ρ2

2

)
, (3.2.11)

g2(ρ) =

√
2~vFC2

l(E + ξ∆)
ρj+

3
2e−ρ2/4Ψ

(
j +

1

2
− p2, j +

3

2
;
ρ2

2

)
, (3.2.12)

âiäïîâiäíî (çàóâàæèìî, ùî öi âèðàçè ¹ ñïðàâåäëèâèìè ïðè âñiõ j =

±1/2,±3/2, . . . ).

Ïîòiì çøèâàþ÷è ðiâíÿííÿ ïðè r = r0

f1(ρ)

f2(ρ)

∣∣∣
ρ=ρ0

=
g1(ρ)

g2(ρ)

∣∣∣
ρ=ρ0

, ρ0 =
r0
l
, (3.2.13)

ìè îòðèìó¹ìî òðàíñöåíäåíòíå ðiâíÿííÿ äëÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ ç ïîâíèì

ìîìåíòîì j:

2(~vF )2(j + 1
2)Φ

(
j + 1

2 − p2V , j +
1
2 ;

ρ20
2

)
l2(E + V0 − ξ∆)Φ

(
j + 1

2 − p2V , j +
3
2 ;

ρ20
2

) =

= (E + ξ∆)
Ψ
(
j + 1

2 − p2, j + 1
2 ;

ρ20
2

)
Ψ
(
j + 1

2 − p2, j + 3
2 ;

ρ20
2

) . (3.2.14)

Â íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ ìè ïðîàíàëiçó¹ìî öi ðiâíÿííÿ àíàëiòè÷íî òà ÷èñåëü-

íî.
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3.2.1 Íåñòàáiëüíiñòü â ñïåêòði çà âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ïðîáëåìó íåñòàáiëüíîñòi â ïîòåíöiàëüíié

ÿìi çà âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ, êîòðà áóäå ñëóãóâàòè âiäïðàâíîþ òî÷êîþ

äëÿ âèâ÷åííÿ íåñòàáiëüíîñòi, iíäóêîâàíî¨ ìàãíiòíèì ïîëåì, ÿêó ìè ðîçãëÿ-

íåìî â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi. Ïðè B = 0 åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ìîæå áóòè

îòðèìàíèé ïðÿìèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Äiðàêà, àáî ÿê ãðàíèöÿ l → ∞ â ðiâ-

íÿííi (3.2.14). Â îñòàííüîìó âèïàäêó ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëàìè [127]

Φ(a, c; z) = ezΦ(c− a, c;−z), (3.2.15)

lim
a→∞

Φ(a, c;−z/a) = Γ(c)z
1−c
2 Jc−1(2

√
z), (3.2.16)

lim
a→∞

[Γ(1 + a− c)Ψ(a, c;−z/a)] = −iπeiπcz
1−c
2 H

(1)
c−1(2

√
z), (3.2.17)

i Imz > 0, |arg a| < π â äâîõ îñòàííiõ òîòîæíîñòÿõ.

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî |E| < ∆, îòðèìó¹ìî1√
(E + V0)2 −∆2

E + V0 − ξ∆

Jj−1/2(βr0)

Jj+1/2(βr0)
=

√
E2 −∆2

E − ξ∆

H
(1)
j−1/2(β

′r0)

H
(1)
j+1/2(β

′r0)
, (3.2.18)

äå Jν(z), H
(1)
ν (z) - ôóíêöi¨ Áåññåëÿ òà �àíêåëÿ, âiäïîâiäíî, β =√

(E + V0)2 −∆2/~vF , β′ =
√
E2 −∆2/~vF , i êâàäðàòíi êîðåíi âèçíà÷åíi ÿê

Imβ, Imβ′ > 0. Â îáëàñòÿõ ç Imβ, Imβ′ 6= 0 ìîæíà âèêîðèñòàòè ñïiââiäíî-

øåííÿ H(1)
ν (iz) = (2/πi)e−iπν/2Kν(z), Jν(iz) = eiπν/2Iν(z). Ðiâíÿííÿ (3.2.18) ¹

iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî çàìiíè j → −j, ξ → −ξ.

Ðîçãëÿíåìî K− òî÷êó (ξ = −). Àíàëiçóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.2.18), ìîæíà ïî-

áà÷èòè, ùî åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ¹ íåïåðåðâíèì ïðè |E| > ∆ i äèñêðåòíèì

ïðè |E| < ∆. Ïåðøèé çâ'ÿçàíèé ñòàí E . ∆ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïðè ÿê çàâãîäíî
1Äëÿ ðiâíÿííÿ Äiðàêà â ðàäiàëüíîìó ïîòåíöiàëi â 3 + 1 âèìiðàõ äèâ. [128]
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ñëàáêîìó ïîòåíöiàëi V0. Ñïðàâäi, ïðè j = −1/2, ùî âiäïîâiäà¹ íàéìåíøîìó

çíà÷åííþ âiäöåíòðîâîãî áàð'¹ðó, ìè çíàõîäèìî

E ' ∆

[
1− 2

(
~vF
∆r0

)2

exp

(
−2(~vF )2

V0∆r0
− 2γ

)]
, (3.2.19)

äå γ - êîíñòàíòà Åéëåðà. Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçêè ç åíåðãi¹þ E . ∆ òà

êóòîâèì ìîìåíòîì j = 1/2 âiäñóòíi â K− òî÷öi, íàòîìiñòü, òàêèé ðîçâ'ÿçîê

iñíó¹ â K+ òî÷öi, ïîäiáíî äî âèïàäêó êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó. [61].

Ïðè çðîñòàííi V0 i äîñÿãíåííi êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ

V0 cr = ∆

1 +
√
1 +

(
~vF
∆r0

)2

j20,1

 , (3.2.20)

(j0,1 ≈ 2.41 - ïåðøèé íóëü ôóíêöi¨ Áåññåëÿ J0(x)) íàéíèæ÷èé ðiâåíü åíåð-

ãi¨ ïiðíà¹ â íèæíié êîíòèíóóì (E < −∆). Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî ó âèïàäêó

íóëüîâî¨ ùiëèíè (∆ = 0) âçàãàëi íåìà¹ çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ. Íàòîìiñòü ïðè ïåðå-

âèùåííi êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó V0 > V0cr, ÿêå ïðè ∆ = 0 äîðiâíþ¹

V0cr = ~vF j0,1/r0, ç'ÿâëÿþòüñÿ ðåçîíàíñè ç êîìïëåêñíèìè åíåðãiÿìè, êîòði

ïðèçâîäÿòü äî íåñòàáiëüíîñòi ñèñòåìè, ïîäiáíî òîìó, ÿê öå âiäáóâàëîñü ó âè-

ïàäêó íàäêðèòè÷íîãî êóëîíiâñüêîãî öåíòðó â Ðîçäiëi 1. Ïîÿâà ðåçîíàíñíèõ

ñòàíiâ îäíî÷àñíî ç �ïiðíàííÿì� äèñêðåòíèõ ñòàíiâ â íèæíié êîíòèíóóì ¹ òè-

ïîâîþ â ÊÅÄ-ïîäiáíèõ ñèñòåìàõ [13, 14, 79, 81]. Ìè ïîêàæåìî â íàñòóïíîìó

ïiäðîçäiëi, ùî ïðèñóòíiñòü ìàãíiòíîãî ïîëÿ ñóòò¹âî çìiíþ¹ öþ âëàñòèâiñòü.

Áiëÿ êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó åíåðãiÿ ðåçîíàíñó ìà¹ âèãëÿä

E = −V0 − V0cr
ln(1/δ)

exp

(
iπ

2 ln(1/δ)

)
,

δ =
(V0 − V0cr)r0e

γ−1

2~vF
, 0 < δ � 1. (3.2.21)
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Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ âiä V0−V0cr (âiäõèëåííÿ âiä êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ) äëÿ ïî-

òåíöiàëüíî¨ ÿìè ¹ íåàíàëiòè÷íîþ, àëå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñóòò¹âî-ñèíãóëÿðíî¨

ïîâåäiíêè, ÿêà ìà¹ ìiñöå ó âèïàäêó êóëîíiâñüêîãî öåíòðó. Öå, çâè÷àéíî, ïî-

â'ÿçàíî ç âiäñóòíiñòþ ìàñøòàáíî¨ iíâàðiàíòíîñòi ïîòåíöiàëó V (r).

3.2.2 Íåñòàáiëüíiñòü â ñïåêòði iíäóêîâàíà ìàãíiòíèì ïîëåì

Ïåðåä òèì ÿê ðîçãëÿäàòè íåñòàáiëüíiñòü ñïåêòðó â ïîòåíöiàëüíié ÿìi çà

íàÿâíîñòi îäíîðiäíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ, êîðèñíî ïðèâåñòè âèãëÿä äëÿ ðiâíiâ

Ëàíäàó äëÿ åëåêòðîíiâ â ãðàôåíi. ßêùî âçà¹ìîäiÿ âiäñóòíÿ (V0 = 0, r0 → 0),

ðiâíÿííÿ (3.2.14) âèçíà÷à¹ âiäîìèé ñïåêòð ðiâíiâ Ëàíäàó:

E = −ξ∆, j ≤ −1

2
, (3.2.22)

E = ±

√
∆2 + 2n

(
~vF
l

)2

, n = 1, 2, . . . , j +
1

2
≤ n. (3.2.23)

Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî ðiâåíü E = ∆ (E = −∆) ïðèñóòíié òiëüêè â K− (K+)

òî÷öi.

Äëÿ íåíóëüîâîãî V0 ðiâíi Ëàíäàó ïåðåñòàþòü áóòè âèðîäæåíèìè. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.2.14), ìîæíà îòðèìàòè çàëåæíiñòü ðiâíiâ âiä V0. Äëÿ

ðiâíiâ Ëàíäàó E = ∆ ç ðiçíèìè j, ¨õ åíåðãi¨ ÿê ôóíêöiÿ V0/∆ (ïðè ôiêñîâà-

íîìó ìàãíiòíîìó ïîëi B) çîáðàæåíi íà Ðèñ. (3.1) ïðè l∆/(
√
2~vF ) = 0.1 òà

ρ0 = r0/l = 0.02. Ìè áà÷èìî, ùî ïðè çðîñòàííi V0 âñå áiëüøå ðiâíiâ ç ðiçíèìè

j ïåðåòèíàþòü åíåðãåòè÷íèé ðiâåíü E = −∆. Ó âiäïîâiäíié âòîðèííî êâàí-

òîâàíié òåîði¨ öå îçíà÷àëî á, ùî âàêóóì ñòà¹ íåñòàáiëüíèì âiäíîñíî ôîðìóâà-

ííÿ åëåêòðîí-äiðêîâèõ ïàð [79, 81]. Îäíàê, ÿê çàçíà÷åíî ó âñòóïi, ðåçîíàíñíi

ðîçâ'ÿçêè â ñïåêòði ãàìiëüòîíiàíó (3.2.1) âiäñóòíi ÷åðåç íàÿâíiñòü îäíîðiäíîãî
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Ðèñ. 3.1 Çàëåæíiñòü íàéíèæ÷èõ ðiâíiâ Ëàíäàó â K− òî÷öi âiä V0/∆.

ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ ïîÿâà äîäàòíîãî äîäàíêó r2/4l2 â ïîòåí-

öiàëi åôåêòèâíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ îäíi¹¨ ç êîìïîíåíò ñïiíîðà (äèâ.

ð-íÿ. (3.3.33) i Ðèñ. (3.3) â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi), ÿêèé ÿêiñíî çìiíþ¹ àñèì-

ïòîòèêó åôåêòèâíîãî ïîòåíöiàëó: â íåíóëüîâîìó ïîëi ïîòåíöiàë çðîñòà¹ íà

íåñêií÷åííîñòi, à ïðè äëÿ B = 0 ñïàäà¹. Îòæå, êâàçi÷àñòèíêè îáìåæóþòüñÿ

ïîòåíöiàëîì i íå ìîæóòü âèëåòiòè íà íåñêií÷åííiñòü, ôîðìóþ÷è òiëüêè äèñ-

êðåòíi ðiâíi.

Ìè õîòiëè á íàãîëîñèòè, ùî äàíà ñèòóàöiÿ ïîäiáíà äî ñèòóàöi¨ ç ãëèáèí-

íîþ âàêàíñi¹þ â áàãàòîåëåêòðîííîìó àòîìi. Òàì åëåêòðîííi ñòàíè ÿê ðîçâ'ÿç-

êè ðiâíÿííÿ Äiðàêà â êóëîíiâñüêîìó ïîòåíöiàëi ÿäðà ¹ ñòàáiëüíèìè. Îäíàê,

iç âðàõóâàííÿì âçà¹ìîäi¨ ç âòîðèííî êâàíòîâàíèì åëåêòðîìàãíiòíèì ïîëåì,

åëåêòðîíè âèùèõ ðiâíiâ ñòàþòü íåñòàáiëüíèìè âiäíîñíî ïåðåõîäó â âàêàíòíèé

ñòàí iç âèïðîìiíåííÿì ôîòîíó.

Êðèòè÷íèé ïîòåíöiàë V0cr âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïîòåíöiàë, äëÿ ÿêîãî âiäáóâà¹-
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òüñÿ ïåðøå çàíóðåííÿ. Âiäïîâiäíî äî Ðèñ. (3.1), òàêå çàíóðåííÿ âïåðøå ðåàëi-

çó¹òüñÿ äëÿ ñòàíó ç j = −1/2 (íàÿâíiñòü ïîòåíöiàëüíî¨ ÿìè çíiìà¹ âèðîäæåí-

íÿ ðiâíiâ Ëàíäàó ïî êâàíòîâîìó ÷èñëó ìîìåíòó iìïóëüñó j). Ïðîàíàëiçó¹ìî â

äåòàëÿõ, ÿê öåé ñòàí çìiíþ¹òüñÿ ç V0. Äëÿ ñòàíó ç j = −1/2 ðiâíÿííÿ (3.2.14)

íàáóâà¹ âèãëÿäó

(E + V0 −∆)
ρ20
2

Φ
(
1− p2V , 2;

ρ20
2

)
Φ
(
−p2V , 1;

ρ20
2

) = −(E −∆)
Ψ
(
−p2, 0; ρ

2
0

2

)
Ψ
(
−p2, 1; ρ

2
0

2

) , (3.2.24)

äå ìè âèêîðèñòàëè ñïiââiäíîøåííÿ

lim
c→−m

Φ(a, c;x)

Γ(c)
=

Γ(a+m+ 1)

Γ(a)(m+ 1)!
xm+1Φ(a+m+ 1,m+ 2;x), m = 0, 1, . . . .

(3.2.25)

Ïðè V0 → 0 ðiâíÿííÿ (3.2.24) äà¹ íàñòóïíó åíåðãiþ çâ'ÿçàíîãî ñòàíó â K−

òî÷öi:

E = ∆− V0
(
1− e−r20/2l

2
)
, (3.2.26)

íà ïðîòèâàãó íåàíàëiòè÷íié ïîâåäiíöi ïî êîíñòàíòi çâ'ÿçêó V0 çà âiäñóòíîñòi

ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ùî îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì (3.2.19). (Â K+ òî÷öi ïîäiáíèé ñòàí

iñíó¹ äëÿ êóòîâîãî ìîìåíòó j = +1/2.)

Iç ðîñòîì V0, åíåðãiÿ öüîãî çâ'ÿçàíîãî ñòàíó çìåíøó¹òüñÿ i çãîäîì ïåðåòè-

íà¹ ðiâåíü E = −∆ äëÿ äåÿêîãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ V0cr. Ïðè E = −∆,

p2 = 0, p2V = l2(V 2
0 − 2∆V0)/2(~vF )2, âèêîðèñòîâóþ÷è Ψ(0, 0; z) = Ψ(0, 1; z) =

1, ìè çíàéäåìî, ùî ðiâíÿííÿ (3.2.24) âèçíà÷à¹ íàñòóïíå çíà÷åííÿ V0cr:

V0cr = 2∆

1 + 2Φ
(
a, 1, ρ

2
0

2

)
ρ20Φ

(
1 + a, 2, ρ

2
0

2

)
 , (3.2.27)
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äå a = −l2V0cr(V0cr − 2∆)/2(~vF )2. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ïðè íóëüîâîìó ìà-

ãíiòíîìó ïîëi (l = ∞) ðiâíÿííÿ (3.2.27) çâîäèòüñÿ äî (3.2.20) äëÿ V0cr, ÿêå

ïðÿìó¹ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ â áåçìàñîâié ãðàíèöi. Êðèòè÷íà ñèëà ïî-

òåíöiàëó V0cr ÿê ôóíêöiÿ ∆ çîáðàæåíà íà Ðèñ. (3.2) ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ

ïàðàìåòðà ρ0, ÿêèé âèçíà÷à¹ âiäíîøåííÿ ãëèáèíè ïîòåíöiàëó äî ìàãíiòíî¨

äîâæèíè. Àíàëiòè÷íî íå âàæêî ïîáà÷èòè, ùî ïðè ρ0 � 1 ðiâíÿííÿ (3.2.27)

Ðèñ. 3.2 Êðèòè÷íèé ïîòåíöiàë V0cr ÿê ôóíêöiÿ ùiëèíè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ρ0.

Âèïàäîê íóëüîâîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ âiäïîâiäà¹ ρ0 = 0.

äà¹

V0cr = 2∆(1 + 2l2/r20) . (3.2.28)

ßê âèäíî ç Ðèñ. (3.2) òà ðiâíÿííÿ (3.2.28), êðèòè÷íà ñèëà ïîòåíöiàëó V0cr

çìåíøó¹òüñÿ ç ðîñòîì ìàãíiòíîãî ïîëÿ (çìåíøåííÿì l) ïðè ôiêñîâàíîìó r0

òà ∆. Ôiçè÷íà ïðè÷èíà öüîãî ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìàãíiòíå ïîëå ðîáèòü îðáiòè
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åëåêòðîíiâ áëèæ÷èìè äî çàðÿäæåíîãî öåíòðó, ðîáëÿ÷è ïðèòÿãàííÿ ñèëüíi-

øèì, i òîìó åôåêòèâíî çíèæó¹ êðèòè÷íó êîíñòàíòó.

Öiêàâèì ¹ òå, ùî V0cr ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ∆ → 0. Òàêèì ÷èíîì, ïðèñó-

òíiñòü îäíîðiäíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ ïðèçâîäèòü äî íåñòàáiëüíîñòi áåçìàñîâèõ

êâàçi÷àñòèíîê ó âòîðèííî êâàíòîâàíié òåîði¨ äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ ïîòåí-

öiàëó V0. Öåé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî êóëîíiâñüêèé öåíòð â ìàãíiòíîìó ïîëi

ñòà¹ íåñòàáiëüíèì ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åííi Ze, ùî áóäå äåòàëüíî äîñëiäæåíî

â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

Ïðîàíàëiçó¹ìî òàêîæ ñòàíè ç åíåðãiÿìè áiëÿ ±∆ i âåëèêèõ ïî ìîäóëþ íå-

ãàòèâíèõ j. Iñíó¹ íåñêií÷åííà ñåðiÿ ðiâíiâ åíåðãié, ùî àñèìïòîòè÷íî íàáëè-

æàþòüñÿ äî ±∆ ïðè âåëèêèõ |j + 1/2|. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ

j åôåêòîì ïîòåíöiàëó V0 ìîæíà çíåõòóâàòè, òîäi ñïåêòð âiäòâîðþ¹ ðiâíi Ëàí-

äàó. Ïðè V0 → 0 âîíè ïîâîäÿòü ñåáå ÿê

E ' −ξ∆− V0e
−ρ20/2

Γ(k + 1)

(
ρ20
2

)k+1

, k = −(j +
1

2
) >> 1. (3.2.29)

Öå ìîæíà çíàéòè áåçïîñåðåäíüî, ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.2.14). Äëÿ öüîãî

òðåáà âçÿòè ãðàíèöþ j + 1/2 → −k ó ñåíñi (3.2.25), à ïîòiì ïðîàíàëiçóâà-

òè âèïàäîê ñëàáîãî çâ'ÿçêó òà âåëèêèõ k. Àëüòåðíàòèâíî, ðiâíÿííÿ (3.2.29)

ìîæíà îòðèìàòè ÿê ïåðøèé ïîðÿäîê òåîði¨ çáóðåíü, îá÷èñëþþ÷è ïîïðàâêó

äî ðiâíiâ ±∆ â K± òî÷êàõ â ìàãíiòíîìó ïîëi. Çàóâàæèìî, ùî ðiâíi (3.2.29)

ëåæàòü ïiä ∆ äëÿ K− òî÷êè òà ïiä −∆ äëÿ K+ òî÷êè.
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3.3 Êóëîíiâñüêèé öåíòð

Ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié f(r) òà g(r) ó âèïàäêó êóëîíiâñüêîãî öåíòðó âèïëè-

âà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ðiâíÿíü (3.2.5) i (3.2.6), ÿêùî ïîêëàñòè

V (r) = −Ze2/r θ(r −R)− Ze2/R θ(R− r)

(òóò äiåëåêòðè÷íà êîíñòàíòà κ = 1). Âèêëþ÷àþ÷è ôóíêöiþ f(r), ìè îòðèìó¹-

ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöi¨ g(r). Äàëi, ââîäÿ÷è

ôóíêöiþ χ(r) ÷åðåç ñïiââiäíîøåííÿ

[E − ξ∆− V (r)]1/2χ(r) =
g(r)√
r
, (3.3.30)

ìè îòðèìó¹ìî äëÿ íå¨ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà,

−χ′′(r) + U(r)χ(r) = Eχ(r), (3.3.31)

äå

E = E2 −∆2, (3.3.32)

i åôåêòèâíèé ïîòåíöiàë U = U1 + U2,

U1 =
V (2E − V )

(~vF )2
+
j(j + 1)

r2
+
r2

4l4
+
j − 1/2

l2
, (3.3.33)

U2 =
1

2

[
V ′′

E − ξ∆− V
+

3

2

(
V ′

E − ξ∆− V

)2

−
(
j

r
+

r

2l2

)
2V ′

E − ξ∆− V

]
. (3.3.34)

Ìè çîáðàçèëè åôåêòèâíèé ïîòåíöiàë U(r) áiëÿ òî÷êè K− äëÿ E = −∆ òà

j = −1/2 íà Ðèñ. (3.3). Ëåãêî ïîáà÷èòè åíåðãåòè÷íèé áàð'¹ð äëÿ ìàãíiòíîãî
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ïîëÿ, ÿêèé ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè ðåçîíàíñiâ äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ çàðÿäiâ.

Ïðèñóòíiñòü íåíóëüîâîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ çìiíþ¹ àñèìïòîòèêó åôåêòèâíîãî

ïîòåíöiàëó íà íåñêií÷åííîñòi i, òàêèì ÷èíîì, ïåðåøêîäæà¹ ïîÿâi ðåçîíàíñíèõ

ñòàíiâ. Öÿ îñîáëèâiñòü ÿêiñíî âiäðiçíÿ¹ çàäà÷ó êóëîíiâñüêîãî öåíòðó (àáî ïî-

òåíöiàëüíî¨ ÿìè) â ìàãíiòíîìó ïîëi âiä àíàëîãi÷íî¨ ïðè B = 0.

Ðèñ. 3.3 Ïîòåíöiàë U(r) çàëåæíî âiä âiäñòàíi äî êóëîíiâñüêîãî öåíòðó ïðè

íóëüîâîìó òà íåíóëüîâîìó ìàãíiòíîìó ïîëi äëÿ ñòàíó ç E = −∆ òà j = −1/2.

Íàæàëü, ðiâíÿííÿ (3.3.31) íàëåæèòü äî êëàñó ðiâíÿíü ç äâîìà ðåãóëÿðíèìè

òà îäíi¹þ íåðåãóëÿðíîþ (ïðè r = ∞) ñèíãóëÿðíîñòÿìè, i, òîìó, ðîçâ'ÿçêè íå

ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ó ôîðìi âiäîìèõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié.

Îñêiëüêè íàñ öiêàâëÿòü ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (3.2.5) òà (3.2.6) ç êóëîíiâñüêèì

ïîòåíöiàëîì â ðåæèìi Zα → 0 (α = e2/~vF ), ìè ìîæåìî ¨õ çíàéòè, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è òåîðiþ çáóðåíü. Ïðè Zα = 0, ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (3.2.5) òà (3.2.6)

äàþòüñÿ ðiâíÿìè Ëàíäàó, ÿêi ¹ âèðîäæåíèìè ç ïîâíèì êóòîâèì ìîìåíòîì

j. Äëÿ ðiâíiâ E(0) = ∆ âiäïîâiäíi íîðìîâàíi õâèëüîâi ôóíêöi¨ (3.2.4) ìàþòü
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ôîðìó (â K− òî÷öi)

Ψk(r, φ) =
(−1)k

l
√
2πk!

e−r2/4l2

 0(
r2

2l2

)k/2
e−ikφ

 , (3.3.35)

äå k = −(j+1/2) = 0, 1, 2, ... . Êóëîíiâñüêèé ïîòåíöiàë çíiìà¹ âèðîäæåííÿ ïî

j. Ïîïðàâêè äî åíåðãi¨ çáóðåíèõ ñòàíiâ ðiâíÿ Ëàíäàó E(0) = ∆ ìîæóòü áóòè

çíàéäåíi iç ñåêóëÿðíîãî ðiâíÿííÿ

|E(1) − Vk1k2| = 0 .

Îñêiëüêè Vk1k2 ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ, ìè ëåãêî îòðèìó¹ìî

E
(1)
k = Vkk = − Ze2

k!2kl

∞∫
0

dρ ρ2k e−ρ2/2 = −
Ze2Γ(k + 1

2)

l
√
2Γ(k + 1)

. (3.3.36)

Òàêèì ÷èíîì, ïðè âåëèêèõ k åíåðãåòè÷íi ðiâíi çãóùóþòüñÿ áiëÿ E = ∆:

Ek ' ∆− Ze2

l
√
2k
. (3.3.37)

Òàê ñàìî ÿê i ó âèïàäêó ïîòåíöiàëüíî¨ ÿìè, íàéáiëüøà çà ìîäóëåì ïîïðàâêà

E
(1)
0 = −Zα~vF

√
π/l

√
2 âiäïîâiäà¹ ñòàíó ç j = −1/2 (k = 0). Êðèòè÷íèé

çàðÿä âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè E = E(0) + E
(1)
0 = −∆, òîáòî êîëè ðiâåíü E

ïåðåòèíà¹ çàïîâíåíi ðiâíi. Öå äà¹

Zcα =
2
√
2∆l√
π~vF

. (3.3.38)

Ïîäiáíî äî âèïàäêó ïîòåíöiàëüíî¨ ÿìè â ìàãíiòíîìó ïîëi, êðèòè÷íèé çàðÿä

(3.3.38) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ∆ → 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàãíiòíå ïîëå ñóòò¹âî

âïëèâà¹ íà çàäà÷ó êóëîíiâñüêîãî öåíòðó â ãðàôåíi, ðîáëÿ÷è áóäü-ÿêèé çàðÿä



87

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

lD�@vF

ZcΑ

Ðèñ. 3.4 Êðèòè÷íà êóëîíiâñüêà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó Zcα ÿê ôóíêöiÿ ùiëèíè äëÿ

íóëüîâîãî (ïóíêòèðíà ÷åðâîíà ëiíiÿ) òà íåíóëüîâîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ (òî÷êîâà

÷îðíà ëiíiÿ) äëÿ ñòàíó ç j = −1/2. Ïðÿìà ÷îðíà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ êðèòè÷íié

êóëîíiâñüêié êîíñòàíòi â ïåðøîìó íàáëèæåííi òåîði¨ çáóðåíü (3.3.38).

íàäêðèòè÷íèì. Ðiâíÿííÿ (3.3.38) äà¹ âèðàç äëÿ êðèòè÷íî¨ êóëîíiâñüêî¨ êîí-

ñòàíòè çâ'ÿçêó ïðè Zα → 0 â ïåðøîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü. Äëÿ äîâiëüíèõ

çíà÷åíü Zα ìè ðîçðàõóâàëè çàëåæíiñòü êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè âiä ùiëèíè ÷è-

ñåëüíî. Âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâëåíi íà Ðèñ. (3.4), äå ïàðàìåòð ðåãóëÿ-

ðèçàöi¨ êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó ìè ïîêëàëè ðiâíèì R = 10−3l. Ïóíêòèðíà

÷åðâîíà ëiíiÿ íà Ðèñ. (3.4) ¹ êðèòè÷íîþ êóëîíiâñüêîþ êîíñòàíòîþ çâ'ÿçêó

Zcα = 1/2 + π2/ log2(c∆R/~vF ) ó âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ (ïîðiâíÿéòå ç

Ðèñ. (1.2) â ïåðøîìó ðîçäiëi). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ñëàáêîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ

(l → ∞) êðèòè÷íèé çàðÿä ïðÿìó¹ äî 1/2, òîäi ÿê ïðè l∆ → 0 äëÿ áåçìàñîâèõ

çáóäæåíü àáî â ñèëüíèõ ìàãíiòíèõ ïîëÿõ Zcα→ 0.
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3.4 Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ïîêàçàëè, ùî çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå çíèæó¹ äî íóëÿ

çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ êîíñòàíòè, ïðè ÿêié âiäáóâà¹òüñÿ çàðîäæåííÿ íåñòàáiëü-

íîñòi ñèñòåìè 2 + 1-âèìiðíèõ äiðàêiâñüêèõ åëåêòðîíiâ â ïîëi çàðÿäæåíîãî

öåíòðó (çàðÿäæåíî¨ äîìiøêè). Öåé ðåçóëüòàò ¹ êâàíòîâîìåõàíi÷íèì àíàëî-

ãîì ÿâèùà ìàãíiòíîãî êàòàëiçó â ãðàôåíi. Ìè ðîçãëÿíóëè âèïàäîê ðàäiàëüíî

ñèìåòðè÷íî¨ ÿìè òà êóëîíiâñüêîãî öåíòðó.

Âàæëèâèì iíãðåäi¹íòîì íåñòàáiëüíîñòi äëÿ áåçùiëèííèõ ÷àñòèíîê â ìàãíi-

òíîìó ïîëi ¹ íàÿâíiñòü íåñêií÷åííî âèðîäæåíîãî ðiâíÿ ç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ.

Â öüîìó âèïàäêó ÿê çàâãîäíî ìàëèé ïðèòÿãóþ÷èé ïîòåíöiàë ïðèçâîäèòü äî

ïîÿâè íåçàïîâíåíèõ ñòàíiâ â ìîði Äiðàêà, ùî i ïðèçâîäèòü äî íåñòàáiëüíîñòi

ñèñòåìè.

Òðåáà ïiäêðåñëèòè ÿêiñíó âiäìiííiñòü â ÿâèùi íåñòàáiëüíîñòi ìiæ ìàñèâ-

íèìè òà áåçìàñîâèìè ÷àñòèíêàìè. Äëÿ ìàñèâíèõ ÷àñòèíîê iñíó¹ ñêií÷åííå

êðèòè÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ïîòåíöiàëó, ïðè ÿêié íàéíèæ÷èé íåçàïîâíåíèé

ðiâåíü ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ïåðøèì çàïîâíåíèì, ôîðìóþ÷è äiðêó â ìîði çàïîâ-

íåíèõ ñòàíiâ. Ïðè çðîñòàííi ïîòåíöiàëó âñå áiëüøå ðiâíiâ ïåðåòèíàþòü öåé

ðiâåíü. ßñíî, ùî ñèñòåìà áóäå íàìàãàòèñÿ ïåðåáóäóâàòèñü, çàïîâíþþ÷è íå-

çàéíÿòi ñòàíè. Âàæëèâîþ âiäìiííiñòþ ó âèïàäêó áåçìàñîâèõ ñòàíiâ, îêðiì

íóëüîâî¨ êðèòè÷íî¨ âåëè÷èíè ïîòåíöiàëó, ¹ òå, ùî âàêàíòíîþ ñòà¹ îäðàçó íå-

ñêií÷åííà êiëüêiñòü ñòàíiâ.

Îòæå, ïðèñóòíiñòü çîâøíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ ñóòò¹âî âïëèâà¹ íà ïðî-

áëåìó àòîìíîãî êîëàïñó â ãðàôåíi â ñèëüíîìó êóëîíiâñüêîìó ïîëi [13]. ßñíî,
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ùî çàäà÷à ñòà¹ áàãàòî÷àñòèíêîâîþ i ìà¹ áóòè ðîçãëÿíóòà çà äîïîìîãîþ ìåòî-

äiâ òåîði¨ ïîëÿ. Ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî ãåíåðàöiÿ ùiëèíè â ãðàôåíi çà íàÿâíîñòi

ìàãíiòíîãî ïîëÿ áóäå ìàòè ìiñöå i ïðè ñëàáêîìó çâ'ÿçêó [73].
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ÐÎÇÄIË 4

ÄÈÍÀÌI×ÍÀ ÏÎËßÐÈÇÀÖIß ÄÂÎØÀÐÎÂÎÃÎ

ÃÐÀÔÅÍÓ

4.1 Âñòóï

ßê áóëî ïîêàçàíî â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, äèíàìi÷íà ïîëÿðèçàöiÿ âiäiãðà¹

çíà÷íó ðîëü â ðiâíÿííi äëÿ ùiëèíè, ÿêå âèçíà÷à¹ åêñèòîííèé êîíäåíñàò. Òà-

êîæ âîíà âèçíà÷à¹ ïëàçìîííi çáóäæåííÿ, à ¨¨ ñòàòè÷íà ãðàíèöÿ - åôåêòèâíå

åêðàíóâàííÿ â ìàòåðiàëi. Â öüîìó ðîçäiëi ìè íàâåäåìî ðîçðàõóíêè i ïðîàíà-

ëiçó¹ìî îäíîïåòëüîâó ïîëÿðèçàöiþ äâîøàðîâîãî ãðàôåíó.

Íà âiäìiíó âiä âèïàäêó îäíîøàðîâîãî ãðàôåíó, íèçüêîåíåðãåòè÷íi çáóäæå-

ííÿ â äâîøàðîâîìó ãðàôåíi ìàþòü ïàðàáîëi÷íèé ñïåêòð, çáåðiãàþ÷è ïðè öüî-

ìó ïñåâäîñïiíîâó çàëåæíiñòü âiä ïiä ðàòîê. Âîíè îïèñóþòüñÿ äâîçîííîþ ìî-

äåëëþ, ãàìiëüòîíiàí ÿêî¨ ¹ êiðàëüíèì (ÿê i ó âèïàäêó ìîíîøàðó ãðàôåíó), ùî

çíà÷íî âïëèâà¹ íà åëåêòðîííi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè [49, 50]. Îäíàê, ïàðàáîëi-

÷íà ôîðìà ñïåêòðó íèçüêîåíåðãåòè÷íèõ çáóäæåííü â äâîøàðîâîìó ãðàôåíi

ñïðàâåäëèâà òiëüêè ïðè íåçíà÷íîìó äîïóâàííi çðàçêó n < 1012cm−2, â òîé

æå ÷àñ åêñïåðèìåíòàëüíî äîïóâàííÿ ìîæå áóòè äîñÿãíóòî â 10 ðàçiâ áiëüøå.

Äëÿ òàêèõ çíà÷íèõ äîïóâàíü, òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè ÷îòèðüîõçîííó ìîäåëü

[129] çàìiñòü åôåêòèâíî¨ íèçüêîåíåðãåòè÷íî¨ äâîõçîííî¨.

Â ëiòåðàòóði åôåêòè åêðàíóâàííÿ â äâîøàðîâîìó ãðàôåíi âèâ÷àëèñÿ ïå-

ðåâàæíî òiëüêè â äâîçîííié òåîði¨ ç ìàãíiòíèì ïîëåì [130, 131] òà áåç íüîãî

[132, 133]. Äåÿêi ñïðîáè îòðèìàííÿ àíàëiòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ â 4-çîííié ìî-
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äåëi áóëè çäiéñíåíi â [134, 135, 136]. Òî÷íèé âèðàç äëÿ ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôóí-

êöi¨ â ÷îòèðüîõçîííié ìîäåëi öiêàâèé òàêîæ ç ÷èñòî òåîðåòè÷íî¨ òî÷êè çîðó,

îñêiëüêè áåðó÷è âiä íüîãî âiäïîâiäíó ãðàíèöþ, ìîæíà îòðèìàòè ïîëÿðèçàöiþ

îäíîøàðîâîãî ãðàôåíó [137, 138] òà 2-çîííîãî äâîøàðîâîãî [139].

Íåùîäàâíî áàãàòî óâàãè áóëî ïðèêóòî äî äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ïîëÿ-

ðèçàöiéíîãî îïåðàòîðà â [140, 141, 142, 143, 144]. Íàéáiëüø çàãàëüíèé âèðàç

äëÿ äèíàìi÷íî¨ ïîëÿðèçàöi¨ â îäíîøàðîâîìó ãðàôåíi ïðè ñêií÷åííié òåìïå-

ðàòóði, õiìi÷íîìó ïîòåíöiàëi, ïîñòiéíié êîíñòàíòi ðîçñiÿííÿ, ùiëèíi òà ìàãíi-

òíîìó ïîëi áóëî îòðèìàíî â ðîáîòi [145].

Â öüîìó ðîçäiëi ìè îá÷èñëèìî äèíàìi÷íó ïîëÿðèçàöiþ â 4-çîííié ìîäåëi

â íàáëèæåííi âèïàäêîâèõ ôàç (îäíîïåòëüîâîìó íàáëèæåííi) äëÿ äîâiëüíîãî

õâèëüîâîãî âåêòîðà, ÷àñòîòè òà äîïóâàííÿ. Íàøi ðåçóëüòàòè ìîæíà ðîçãëÿäà-

òè ÿê ðîçøèðåííÿ ðåçóëüòàòiâ îòðèìàíèõ â [135], õî÷à ìåòîäè, ùî çàñòîñîâó-

þòüñÿ, ¹ ðiçíèìè. Â ïiäðîçäiëi 4.2 ìè îïèøåìî ìîäåëü i ïðåäñòàâèìî îñíîâíèé

ðåçóëüòàò äëÿ ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôóíêöi¨. Ìè ðîçãëÿíåìî ñòàòè÷íó ïîëÿðèçàöié-

íó ôóíêöiþ òà ïîðiâíÿ¹ìî ¨¨ ç âiäïîâiäíèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ îäíîøàðîâîãî

òà äâîøàðîâîãî ãðàôåíó ó 2-çîííié ìîäåëi. Â ïiäðîçäiëi 4.3.2 ìè ðîçãëÿíåìî

äîâãîõâèëüîâó ãðàíèöþ ïîëÿðèçàöi¨ òà äîñëiäèìî ïëàçìîííi çáóäæåííÿ.

4.2 Ðîçðàõóíîê â íàáëèæåííi âèïàäêîâèõ ôàç

Áóäåìî ìîäåëþâàòè äâîøàðîâèé ãðàôåí, âïîðÿäêîâóþ÷è ïî Áåðíàëó äâi

ïàðàëåëüíi ãðàôåíiâñüêi ïëîùèíè [129], òàêèì ÷èíîì, ùî îäíà òðèêóòíà ïiä-
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 ðàòêà ãåêñàãîíàëüíî¨  ðàòêè âåðõíüîãî øàðó ¹ íàéáëèæ÷îþ äî ïðîòèëåæíî¨

ïiä ðàòêè íèæíüîãî øàðó. Â íàáëèæåííi ñèëüíîãî çâ'ÿçêó, ãàìiëüòîíiàí ìà¹

íàñòóïíèé âèãëÿä:

H =
∑
k,σ

ψσ,+
k Hkψ

σ
k +

1

2

∑
k

2∑
α,β=1

ραkVαβ(k)ρ
β
−k , (4.2.1)

äå ψσ
k = (aσ1(k), b

σ
1(k), a

σ
2(k), b

σ
2(k))

T , aασ(k) òà bασ(k) � îïåðàòîðè çíèùåí-

íÿ áëîõiâñüêèõ ñòàíiâ íà äâîõ òðèêóòíèõ ïiä ðàòêàõ â ãðàôåíîâèõ øàðàõ

α = 1, 2 ç äîäàòêîâèì �ôëåéâîðíèì� iíäåêñîì σ, ùî âiäïîâiäà¹ ñïiíó òà Ê-

òî÷êàì (äîëèíàì), ραq - åëåêòðîííà ãóñòèíà íà øàði α. Êóëîíiâñüêà âçà¹ìîäiÿ

åëåêòðîíiâ â îäíîìó øàði V11(k) = V22(k) = 2πe2/(κk), â òîé ÷àñ ÿê åëåêòðîíè

íà ðiçíèõ øàðàõ âçà¹ìîäiþòü ÷åðåç ïîòåíöiàë V12(k) = V21(k) = V11(k)e
−kd,

äå d - âiäñòàíü ìiæ øàðàìè i κ - äiåëåêòðè÷íà ïðîíèêíiñòü ïiäêëàäêè.

Îäíî÷àñòèíêîâèé ãàìiëüòîíiàí ìà¹ âèãëÿä:

Hk =


0 ξε(k) 0 t⊥

ξε∗(k) 0 0 0

0 0 0 ξε(k)

t⊥ 0 ξε∗(k) 0


, (4.2.2)

äå t⊥ ∼ 0.4eV - àìïëiòóäà ïåðåñêîêó ìiæ øàðàìè, ε(k) = ~vF (kx + iky), à âå-

êòîð k = (kx, ky) îïèñó¹ âiäõèëåííÿ âiä K (ξ = 1) òà K ′ (ξ = −1) òî÷îê â çîíi

Áðiëþ¹íà [146]. Íèæ÷å ìè ðîçãëÿíåìî äîëèíó òiëüêè îäíi¹¨K-òî÷êè. Îäíî÷à-

ñòèíêîâèé ãàìiëüòîíiàí ìîæå áóòè äiàãîíàëiçîâàíèé çà äîïîìîãîþ óíiòàðíî¨

ìàòðèöi U . Âiäïîâiäíèé ÷îòèðüîõçîííèé ñïåêòð ìà¹ âèãëÿä:

Hk = U−1
k diag(E+

k ,−E
+
k , E

−
k ,−E

−
k )Uk, (4.2.3)

E±
q =

√
(~vFk)2 + t2⊥/4± t⊥/2 . (4.2.4)
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Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü â ïîäàëüøîìó ìè ïîêëàäåìî t⊥ = t òà ïåðå-

ìàñøòàáó¹ìî âñi iìïóëüñè k → k/~vf . Òîäi iìïóëüñ Ôåðìi äîðiâíþ¹ kF =√
µ(µ+ t) i ãóñòèíà çàðÿäó ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði äà¹òüñÿ âèðàçîì n ≈

k2F/t
21013 cm−2. Ãóñòèíà n = 1012 cm−2 âiäïîâiäà¹ µ/t = 0.1, â òîé æå ÷àñ

áiëüøà ãóñòèíà n = 1013 cm−2 âiäïîâiäà¹ kF = t òà µ/t ≈ 0.6. Òóò µ - õi-

ìi÷íèé ïîòåíöiàë (åíåðãiÿ Ôåðìi). Â çâè÷àéíèõ îäèíèöÿõ kF = t âiäïîâiäà¹

kF ≈ 0.06A−1.

ßêùî ìè ïîçíà÷èìî ïîëÿðèçàöiéíó ìàòðèöþ ÿê:

−i〈ρα(ω,k)ρβ(−ω̃, k̃)〉 = δ(3)(k − k̃)2Παβ(k),

òîäi ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ â îäíîïåòëüîâîìó íàáëèæåííi äà¹òüñÿ íàñòóïíèì âè-

ðàçîì:

V eff
11 (k) =

k − α(1− e−2kd)Π11

kε(ω, k)(k − α(1− e−kd)(Π11 − Π12))
, (4.2.5)

V eff
12 (k) =

ke−kd + α(1− e−2kd)Π12

kε(ω, k)(k − α(1− e−kd)(Π11 − Π12))
, (4.2.6)

ε(ω, k) = 1− α(1 + e−kd)

k
(Π11 +Π12), (4.2.7)

äå α = e2/(~vFκ) - åôåêòèâíà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó òà d ≈ 3A - âiäñòàíü ìiæ

øàðàìè â ãðàôåíi, êîòðà ¹ ïîðiâíÿíî ìàëîþ, òàê ùî â óñiõ åêñïîíåíòàõ ìè ìî-

æåìî ïîêëàñòè d = 0 (íàâiòü äëÿ íàéáiëüøèõ çíà÷åíü iìïóëüñó e−kF d ≈ 0.85).

Òîäi ìè îòðèìó¹ìî V eff
11 = V eff

12 = 1/kε(ω, k), äå äiåëåêòðè÷íà ïðîíèêíiñòü äî-

ðiâíþ¹ ε(ω, k) = 1−αΠ(ω, k)/k ç Π ≡ 2(Π11+Π12). Ñèñòåìà ¹ âèðîäæåíîþ ïî

ñïiíàì òà äîëèíàì, îòæå ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïîëÿðèçàöiþ íà îäíó ôëåé-

âîðíó ñòóïiíü âiëüíîñòi: Π → Π/Nf , Nf = 4. Òîäi îäíîïåòëüîâà ïîëÿðèçàöiÿ
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ìà¹ âèãëÿä:

Π(ω, k) = T
∞∑

n=−∞

∫
d2q

2π
TrG(iΩn, q)G(iΩn + iωm, q + k). (4.2.8)

Ñóìó ïî ìàöóáàðiâñüêèì ÷àñòîòàì ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè. Äiéñíî,

T
∞∑

n=−∞

1

iΩn − µ+ a

1

iΩn − µ+ b
=
nF (a)− nF (b)

a− b
,

äå nF (x) = (1+exp((x−µ)/T ))−1. Ïiñëÿ àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ iç çàìiíîþ

iωm → ω + i0 çàïiçíþâàëüíà ïîëÿðèçàöiéíà ôóíêöiÿ äîðiâíþ¹:

Π(ω, k) = (4.2.9)

=

∫
d2q

2π

∑
α,α′=±1

∑
λ,λ′=1,2

nF ((−1)λEα
q )− nF ((−1)λ

′
Eα′

q+k)

(−1)λEα
q − (−1)λ′Eα′

q+k − ω − i0
Fλ+1−α,λ′+1−α′(q, q + k) ,

äå iíäåêñè λ òà α ïîçíà÷àþòü çîíè òà Fij ¹ ìàòðèöåþ 4× 4, ùî âiäïîâiäà¹ çà

êiðàëüíó ñòðóêòóðó. Âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Fij(q, p) = Tr
(
Z−1∆iZ∆j

)
, Z = U−1

q Up, (4.2.10)

i ∆j - äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç óñiìà íóëüîâèìè åëåìåíòàìè, îêðiì îäíîãî ðiâ-

íîãî 1 â ïîçèöi¨ j. Ìîæíà çíàéòè, ùî

F (q, p) =


U++ V −− V −+ U+−

V −− U++ U+− V −+

V +− U−+ U−− V ++

U−+ V +− V ++ U−−


, (4.2.11)

äå

U s u =
E

(s)
q E

(u)
p

4E
(0)
q E

(0)
p

(
1 + su

qp cos θqp

E
(s)
q E

(u)
p

)2

, (4.2.12)

V s u =
E

(s)
q E

(u)
p

4E
(0)
q E

(0)
p

sin2 θqp , (4.2.13)
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E
(s)
q =

√
q2 + t2/4 + st/2, òà θqp - êóò ìiæ âåêòîðàìè p òà q. Äiàãîíàëüíi

åëåìåíòè ìàòðèöi F îïèñóþòü ïåðåõîäè â îäíié çîíi, â òîé ÷àñ ÿê íåäiàãî-

íàëüíi âiäïîâiäàþòü ïåðåõîäàì ìiæ çîíàìè. Ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði ôóí-

êöi¨ Ôåðìi â ðiâíÿííi (4.2.9) çâîäÿòüñÿ äî çâè÷àéíèõ ñõîäèíêîâèõ ôóíêöié.

Òîäi çàïiçíþâàëüíà ïîëÿðèçàöiÿ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó ôîðìi:

Π(ω, k) = Π0(ω, k) + Π+(ω, k) + Π−(ω, k) , (4.2.14)

äå

Π0(ω, k) =

∫
d2q

π

∑
s=±

(
E

(s)
q+k + E

(−s)
q

ω2 − (E
(s)
q+k + E

(−s)
q )2

U−s, s+

+
E

(−s)
q+k + E

(−s)
q

ω2 − (E
(−s)
q+k + E

(−s)
q )2

V s,s

)
, (4.2.15)

Π±(ω, k) =

∫
E

(±)
q <µ

d2q

π

∑
s=±

(
±sE(s)

q+k − E
(±)
q

ω2 − (±sE(s)
q+k − E

(±)
q )2

U±, s+

+
±sE(−s)

q+k − E
(±)
q

ω2 − (±sE(−s)
q+k − E

(±)
q )2

V ∓,s

)
. (4.2.16)

ßñíî, ùî Π0 íå çàëåæèòü âiä õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó i õàðàêòåðèçó¹ ïîëÿ-

ðèçàöiþ ïðè íóëüîâîìó äîïóâàííi. Âîíà äà¹ îñíîâíèé âíåñîê â åêðàíóâàí-

íÿ. Ôóíêöi¨ Π+ òà Π− âêëþ÷àþòü åôåêòè âiä äîïóâàííÿ çðàçêà i â îñíîâ-

íîìó âiäïîâiäàþòü çà ïëàçìîííi ìîäè. Î÷åâèäíî, ùî Π+ ìîæå áóòè îäðà-

çó çíàéäåíà, òiëüêè-íî çíàéäåíî Π− äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü µ òà t. Äiéñíî,

Π+
µ,t = θ(µ− t)Π−

µ−t,−t.

Äîöiëüíî ïðîêîìåíòóâàòè âëàñòèâîñòi êiðàëüíî¨ ìàòðèöi (4.2.11). Â äâîõ

ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ ñëàáêîãî (t → 0) òà ñèëüíîãî (t → ∞) çâ'ÿçêó, êîëè
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ñïåêòð çâîäèòüñÿ äî Eq = q òà Eq = q2/t, âiäïîâiäíî, êiðàëüíà ìàòðèöÿ F

çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ i çàëåæèòü òiëüêè âiä îäíîãî ïàðàìåòðó uq. Òîäi ïîëÿðè-

çàöiéíà ôóíêöiÿ íà îäíó ñòóïiíü âiëüíîñòi 1 ìà¹ âèãëÿä

Π(ω, k) =

∫
Eq>µ

d2q

π

1− uq,k
2

Eq + Eq+k

ω2 − (Eq + Eq+k)2

+

∫
Eq<µ

d2q

π

1 + uq,k
2

Eq+k − Eq

ω2 − (Eq − Eq+k)2
, (4.2.17)

äå uq,k = (TrHqHq+k)/(2EqEq+k), ÿêà äîðiâíþ¹ cos θq,q+k òà cos 2θq,q+k äëÿ

ðåæèìiâ ñëàáêî¨ òà ñèëüíî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó, âiäïîâiäíî. Ñëiä çàçíà÷èòè,

ùî äëÿ ñëàáêî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó Π+ = Π−, â òîé æå ÷àñ Π+ = 0 - äëÿ

ñèëüíî¨.

Íàäàëi ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äëÿ µ < t (ñàìå òàêèé ðåæèì ìîæå áóòè

äîñÿãíóòèé íà åêñïåðèìåíòi). Â öüîìó âèïàäêó, Π+ = 0. Îá÷èñëåííÿ Π0 òà

Π− ìîæóòü áóòè ëåãêî çðîáëåíi.

4.2.1 Îá÷èñëåííÿ Π0(ω, k)

Äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè Π0(ω, k) ïðåäñòàâëåíó âèðàçîì (4.2.15), çðó÷íî

ââåñòè íàñòóïíi çìiííi:

y = Eq + Eq+k, z = 4EqEq+k . (4.2.18)

Òîäi ìiðà iíòåãðóâàííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∫
qdqdθ = 2

∫
dq2

π/2∫
0

dθ =
1

2

∫
√
k2+t2

dy√
y2 − k2

y2∫
Q

zdz√
y2 − z

√
z −Q

, (4.2.19)

1Ó âèïàäêó ñëàáî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó, ÷èñëî �ôëåéâîðiâ� åôåêòèâíî ïîäâîþ¹òüñÿ.
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Q =
(y2 − k2)2 + t2k2

y2 − k2
. (4.2.20)

Âèêîíóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ïî z, ìè îòðèìó¹ìî

Π0(ω, k) =

∫
√
k2+t2

dy

2

(√
y2 − k2(y − t)

ω2 − (y − t)2
+

√
y2 − k2(t+ y)

ω2 − (t+ y)2
−

−
y
(
3k4 − k2

(
t2 + 5y2

)
+ 2y4

)
(y2 − k2)3/2 (ω2 − y2)

)
+ δΠ0(ω, k) , (4.2.21)

äå δΠ0(ω, k) îòðèìàíà âiäïîâiäíîþ çàìiíîþ â çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ

δΠ0(ω, k) =


√

t2/4+k2−t/2∫
√
t2+k2

+

√
t2/4+k2−t/2∫

√
t2+k2−t

−

−
√
t2+k2−t∫

−t/2−
√

t2/4+k2

−
−
√
t2+k2∫

−t/2−
√

t2/4+k2

 dy

2

ω2 + yt− k2

ω2 − y2
. (4.2.22)

Òåïåð ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè óÿâíó ÷àñòèíó äëÿ ω > 0:

ImΠ0(ω, k)

π
= θ(ω+t−

√
t2 + k2)

(∣∣k2 − ω(ω + t)
∣∣

4ω
−
√
(ω + t)2 − k2

4

)
+(t→ −t)

(4.2.23)(
3k4 − k2

(
t2 + 5w2

)
+ 2w4

4 (w2 − k2)3/2
−
∣∣k2 − ω(ω − t)

∣∣+ ∣∣k2 − ω(ω + t)
∣∣

4ω

)
θ(ω−

√
t2 + k2)

Äiéñíà ÷àñòèíà ìîæå áóòè ëåãêî îá÷èñëåíà, ïðè öüîìó íåîáõiäíî òðàêòóâàòè

ìîæëèâi ðîçáiæíîñòi â ñåíñi îñíîâíîãî çíà÷åííÿ. Ïiñëÿ äåÿêèõ àëãåáðà¨÷íèõ

ïåðåòâîðåíü ìè îòðèìà¹ìî:

ReΠ0(ω, k) =

(
k2 − ω(ω − t)

)
4ω

ln

∣∣∣∣∣
(
k2 + (2t− ω)ω

) (
k2 + t2 − ω2

)
(k2 + (t− ω)ω)2

∣∣∣∣∣+ (ω → −ω)
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+Re

[√
k2 − (t− ω)2

2
tan−1

(√
k2 − (t− ω)2

t

)
+ (ω → −ω)

]

+
k2t

2(ω2 − k2)
− Re

[
3k4 − k2

(
t2 + 5ω2

)
+ 2ω4

2 (k2 − ω2)3/2
tan−1

√
k2 − ω2

t

]
. (4.2.24)

Â ãðàíèöi t→ 0, ìè îòðèìó¹ìî:

lim
t→0

Π0(ω, k) = −π
4

k2√
k2 − ω2 − i0

, (4.2.25)

äå çñóâ ω2 → ω2 + i0 áóâ ïðîâåäåíèé äëÿ òîãî, ùî îäíî÷àñíî âiäòâîðèòè

ïðàâèëüíó óÿâíó ÷àñòèíó.

Äëÿ âåëèêèõ t òðåáà óòðèìóâàòè âåëè÷èíè ïîðÿäêó k2/t = Ek. Òîäi t áóäå

âõîäèòè òiëüêè, ÿê çàãàëüíèé ôàêòîð

Π0(ω, k)

t/2
= ln

∣∣∣∣ E2
k − 4ω2

4E2
k − 4ω2

∣∣∣∣+ Ek

2ω
ln

∣∣∣∣∣(Ek − ω)2

(Ek + ω)2
Ek + 2ω

Ek − 2ω

∣∣∣∣∣
+ iπ

((
1− Ek

ω

)
θ [ω − Ek]−

(
1− Ek

2ω

)
θ [2ω − Ek]

)
. (4.2.26)

4.2.2 Îá÷èñëåííÿ Π−(ω, k)

Äëÿ òîãî, ùî ïîðàõóâàòè Π−(ω, k) âèçíà÷åíå â (4.2.16), ìè ââîäèìî íîâi

çìiííi r = Eq − t/2. Òîäi ïiñëÿ àëãåáðà¨÷íèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî:

Π−(ω, k) =

µ∫
0

dr

r

2π∫
0

dφ

16π

(
g(ω)

r + ω
+
g(−ω)
r − ω

− 8r − 4t

)
, (4.2.27)

äå

g(ω) =
k4 − 2k2

(
2r2 + 2rω + ω(ω − t)

)
+ (2r + ω)2(t− ω)2

k2 + 2k
√
r(r + t) cosφ+ (2r + ω)(t− ω)

−
(
k2 − (2r + ω)(2r + t+ ω)

)2
k2 + 2k

√
r(r + t) cosφ− ω(2r + t+ ω)

. (4.2.28)
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Äëÿ ìîæëèâèõ ðîçáiæíîñòåé ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïðàâèëî ω → ω + i0. Òîäi

ìîæíà ëåãêî ïðîâåñòè iíòåãðóâàííÿ ïî êóòàì, âèêîðèñòîâóþ÷è íàñòóïíèé

iíòåãðàë:

1

2π

2π∫
0

dφ

a+ iε0 + cosφ
=

sgn[a]θ(a2 − 1)√
a2 − 1

− i
sgn[ε]θ(1− a2)√

1− a2
. (4.2.29)

Ïiñëÿ ÷îãî îòðèìà¹ìî äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíó ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôóíêöi¨ ó ôîð-

ìi:

ReΠ−(ω, k) =

µ∫
0

dr

2r

(
Re[gR(ω)]

4(r + ω)
+

Re[gR(−ω)]
4(r − ω)

− 2r − t

)
, (4.2.30)

ImΠ−(ω, k) = −
µ∫

0

dr

8r

(
Re[gI(ω)]

r + ω
− Re[gI(−ω)]

r − ω

)
, (4.2.31)

gR(ω) =

√
(k2 + (2r + ω)(t− ω))2 − 4k2r(r + t)sgn

(
k2 + (2r + ω)(t− ω)

)
−
(
k2 − (2r + ω)(2r + t+ ω)

)2
sgn

(
k2 − ω(2r + t+ ω)

)√
(k2 − ω(2r + t+ ω))2 − 4k2r(r + t)

, (4.2.32)

gI(ω) =

√
4k2r(r + t)− (k2 + (2r + ω)(t− ω))2sgn

(
r − t

2
+ ω

)
+

(
k2 − (2r + ω)(2r + t+ ω)

)2
sgn

(
r + t

2 + ω
)√

4k2r(r + t)− (k2 − ω(2r + t+ ω))2
. (4.2.33)

Ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè âñi iíòåãðàëè îêðåìî óòðèìóþ÷è ñêií÷åíó ðåãóëÿðèçà-

öiþ ε äëÿ ìîæëèâèõ ðîçáiæíîñòåé ïðè r = 0. Äëÿ òîãî, ùî çàïèñàòè âiäïîâiäü

â êîìïàêòíié ôîðìi, ìè ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨
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f(x), ñêîíñòðóþ¹ìî íîâó ôóíêöiþ f̂(x)
∣∣∣b
a
íàñòóïíèì ÷èíîì 2:

f̂(x)
∣∣∣b
a
≡ sgn(b− x)(f(b)− f(r))− sgn(a− x)(f(a)− f(x)) (4.2.34)

Òîäi ëåãêî ïðåäñòàâèòè ïîëÿðèçàöiþ â íàñòóïíié ôîðìi:

Π−
ε (ω, k) = −µ− t

2
ln

2µ

ε
+

Re(Rω +R−ω) + iRe(Iω − I−ω)

2

− iπ
|k2 − (t+ ω)ω|

4ω
θ(µ− ω)(θ(ρ2t+ω)− θ(−ρ2ω)) , (4.2.35)

äå Rω = Rε
ω + R̃ω, Iω = Iεω + Ĩω, òà

Rε
ω = i

|k2 + (t− ω)ω|
2ω

(̂̃
fωt−ω

(
−k2

ω

) ∣∣∣2µ̃−ω

t−ω+ε
+
̂̃
f t−ω
ω

(
k2

ω − t

) ∣∣∣2µ+ω

ω+ε
+

−̂̃fωt−ω

(
k2

ω

) ∣∣∣2µ̃+ω

t+ω
− ̂̃
f t−ω
−ω

(
k2

ω − t

) ∣∣∣2µ+ω

ω

)
, (4.2.36)

R̃ω = ̂̃vω (−k2
ω

) ∣∣∣2µ̃−ω

t−ω
− 3k4 − k2t2 − 5k2ω2 + 2ω4

2(ω2 − k2)
̂̃uω (−k2

ω

) ∣∣∣2µ̃−ω

t−ω
+

+ ((ω − t)2 − k2) ̂̃ut−ω

(
k2

ω − t

) ∣∣∣2µ+ω

ω
, (4.2.37)

Iεω =
|k2 + (t− ω)ω|

2ω

(
f̂ωt−ω(−ω)

∣∣∣2µ̃+ω

t+ω
− f̂ t−ω

−ω (t− ω)
∣∣∣2µ+ω

ω
−

−f̂ωt−ω(ω)
∣∣∣2µ̃−ω

t−ω+ε
+ f̂ t−ω

ω (t− ω)
∣∣∣2µ+ω

ω+ε

)
, (4.2.38)

Ĩω = v̂ω(ω)
∣∣∣2µ̃−ω

t−ω
−3k4 − k2t2 − 5k2ω2 + 2ω4

2(ω2 − k2)
ûω(ω)

∣∣∣2µ̃−ω

t−ω
−((ω−t)2−k2)ût−ω(t−ω)

∣∣∣2µ+ω

ω
.

(4.2.39)

Òóò

ρω =

√
k2
ω2 − k2 − t2

ω2 − k2
, µ̃ = µ+ t/2, (4.2.40)

2Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî f̂(x)
∣∣∣b
a
=
∫ b

a
drf ′(r)sgn(r − x).
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fωΩ(r) = tan−1

(
ei sin

−1(r/ρω) − iΩ/ρω√
Ω2/ρ2ω − 1

)
, f̃ωΩ(r) = sgn(ω(ω2 − k2 − t2))fωΩ(r)

(4.2.41)

òà

vω(x) =
x
√
ρ2ω − x2

4
√
k2 − ω2

, ṽω(x) = sgn(ω(k2 − ω2))vω(x), (4.2.42)

uω(x) =
sin−1(x/ρω)

4
√
k2 − ω2

, ũω(x) = sgn(ω(k2 − ω2))uω(x) . (4.2.43)

Âèðàç (4.2.35) äîðiâíþ¹ ïîëÿðèçàöiéíié ôóíêöi¨ â ãðàíèöi ε→ 0. Îá÷èñëþþ-

÷è öþ ãðàíèöþ òî÷íî, ìè çíàõîäèìî:

Π−(ω, k) = −µ+
Re(Rreg

ω +Rreg
−ω + R̃ω + R̃−ω)

2
+ i

Re(Iregω − Ireg−ω + Ĩω − Ĩ−ω)

2
(4.2.44)

−iπ |k
2 − (t+ ω)ω|

4ω

(
θ(µ− ω)(θ(ρ2t+ω − θ(−ρ2ω))−

π

2
θ(ω2 − k2 − t2))

)
−iπ |k

2 − (t− ω)ω|
4ω

θ((ω − t)2 − ω2 − k2) ,

äå

Rreg
ω = i

|k2 + (t− ω)ω|
2ω

(
G̃

2µ̃−ω,−k2/ω
ω,t−ω − G̃

2µ̃+ω,k2/ω
ω,t−ω + G̃

t+ω,k2/ω
ω,t−ω (4.2.45)

+G̃
2µ+ω,k2/(ω−t)
t−ω,ω − G̃

2µ+ω,k2/(ω−t)
t−ω,−ω + G̃

ω,k2/(ω−t)
t−ω,−ω

)
+

k2 + (t− ω)ω

2ω

(
isgn(ω)f̃ωt−ω

(
−k2

ω

)
− 1

2
lnµ

√
ρ2ω − (t− ω)2 + i(t− ω)

ρ2ω − (t− ω)2
+ (ω → t− ω)

)
,

Iregω =
|k2 + (t− ω)ω|

2ω

(
G2µ̃+ω,−ω

ω,t−ω −Gt+ω,−ω
ω,t−ω −G2µ+ω,t−ω

t−ω,−ω +Gω,t−ω
t−ω,−ω −G2µ̃−ω,ω

ω,t−ω +G2µ+ω,t−ω
t−ω,ω

)
(4.2.46)

+
|k2 + (t− ω)ω|

2ω

(
θ(k2 − ω2) cos−1

(
t− ω

ρω

)
− π

2
θ(−ρ2ω)− fωt−ω(ω) + (ω → t− ω)

)
,
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òà

Ga,b
ω,Ω = sgn(b− a) (fωΩ(b)− fωΩ(a)) , G̃a,b

ω,Ω = sgn(b− a)
(
f̃ωΩ(b)− f̃ωΩ(a)

)
.

(4.2.47)

Â íàáëèæåííi ñëàáêîãî çâ'ÿçêó t→ 0, ìè ìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàç:

Π−(ω, k) = −µ+
Re(Rt=0

ω +Rt=0
−ω ) + iRe(I t=0

ω − I t=0
−ω )

2
, (4.2.48)

Rt=0
ω =

sgn
((
k2 − ω2

) (
k2 − ω2 + 2ωµ

))
4
√
k2 − ω2

(
(2µ− ω)

√
k2 − (2µ− ω)2

+k2
(
sin−1 (k/ω)− sin−1 ((ω − 2µ)/k)

))
, (4.2.49)

I t=0
ω = sgn(µ− ω)

(
(2µ− ω)

√
k2 − (2µ− ω)2

4
√
k2 − ω2

−
k2
(
sin−1 ((ω − 2µ)/k) + sin−1 (ω/k)

)
4
√
k2 − ω2

− ω

4

)
. (4.2.50)

Îá'¹äíóþ÷è äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíó â îäèí âèðàç, ìîæíà çàïèñàòè âèðàç

äëÿ çàãàëüíî¨ ïîëÿðèçàöi¨ ó êîìïàêòíié ôîðìi:

Π(ω, k) = −2µ+ t

2
− k2t

4(k2 − ω2)
+
Pω + P−ω

4
− cωgω + gt−ω + gt+ω , (4.2.51)

äå

Pω =
Qµ?

−,ω −Qω−2µ
+,−ω−t +Q2µ−ω

−,−ω−t −Qµ?
−,−ω

2ω
+ i

µ?
2

√
ρ2ω − µ2?
ω2 − k2

+ i0
k2 + ωµ?
ω2 − k2

+Gω+t − cωGω +
k2 − ω(t+ ω)

2ω
ln

ρ−2
ω k4µ2

| (k2 − ω2) (k2 − ω(2t+ ω)) |
(4.2.52)

−
iπ
∣∣k2 − ω(t+ ω)

∣∣
2ω

(
θ
[
ω2 − k2 − t2

]
− θ

[
ω(ω + 2t)− k2

])
,
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Ðèñ. 4.1 Íîðìîâàíà ïîëÿðèçàöiéíà ôóíêöiÿ äëÿ µ/t = 0.6. Íà ãðàôiêàõ (a)

òà (b) çîáðàæåíî ãóñòèíó äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèíè íîðìîâàíî¨ ïîëÿðèçàöi¨,

âèçíà÷åíî¨ âèðàçîì (4.2.51), âiäïîâiäíî. Ãðàôiêè (c) òà (d) ¹ çðiçè ïîñòiéíî¨

÷àñòîòè äëÿ ω/µ = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5.
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äå

cω =
3k4 − k2

(
t2 + 5ω2

)
+ 2ω4

2 (ω2 − k2)2
, ρω = k

√
ω2 − k2 − t2

ω2 − k2
, µ? = 2µ+ t− ω,

(4.2.53)

Gω√
ω2 − k2

= ln

µ?sgn(k2 − ω2) +
√
k2 − ω2

√
ρ2ω − µ2?
ω2 − k2

+ i0
k2 + ωµ?
ω2 − k2

+(µ→ 0),

(4.2.54)

Qr
±,ω =

∣∣k2 − ω(t+ ω)
∣∣ ln
y + i

√
sgnρ2ω − y2 + i0

k2 ± ωr

ω2 − k2

 , (4.2.55)

gω =

√
k2 − ω2

2
tan−1

√
k2 − ω2

t
, y =

ρ2ω − r(ω + t)

|ρω(r − ω − t)|
, (4.2.56)

i âèðàçè i0(...) âiäïîâiäàþòü çà âèáið ãiëêè ðîçðiçó. Êâàäðàòíèé êîðiíü òà ëî-

ãàðèôì ìàþòü ðîçðiçè â êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ÿêi éäóòü ïî äiéñíié îñi âiä

−∞ äî 0. Ðiâíÿííÿ (4.2.51)-(4.2.56) ¹ îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè äàíîãî ðîçäi-

ëó. Äåòàëi îá÷èñëåíü i âèðàçè äëÿ äiéñíî¨ òà âiä'¹ìíî¨ ÷àñòèíè ïðèâåäåíi â

äîäàòêàõ (4.2.1) òà (4.2.2). Çà ñëàáêî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó t→ 0 âiäòâîðþþòüñÿ

ðåçóëüòàòè îòðèìàíi â [137], ç òî÷íiñòþ äî çàãàëüíîãî ìíîæíèêà 2, ùî âè-

íèêà¹ çàâäÿêè íàÿâíîñòi äâîõ øàðiâ (â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî ðîçãëÿíóòè

âèïàäîê µ > t i âçÿòè äî óâàãè Π+(ω, k)). Ó âèïàäêó ñèëüíî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿç-

êó t � µ, k, ω, äëÿ òîãî, ùîá âiäòâîðèòè ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â [139], òðåáà

óòðèìàòè ÷ëåíè ïîðÿäêó Ek = k2/t.

Çðó÷íî íîðìóâàòè ïîëÿðèçàöiéíó ôóíêöiþ íà ãóñòèíó ñòàíiâ íà ðiâíi Ôåð-

ìi D(µ) = Nf(t+ 2µ)/4π. Òîìó ìè ââåäåìî íîðìîâàíó ïîëÿðèçàöiþ:

Π̂(ω, k) ≡ −2
Π0(ω, k) + Π−(ω, k)

t+ 2µ
. (4.2.57)
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Íàðåøòi, äiåëåêòðè÷íà ïðîíèêíiñòü â òåðìiíàõ íîðìîâàíî¨ ïîëÿðèçàöi¨ ìà¹

âèãëÿä:

ε(ω, k) = κ

(
1 + 2παD(µ)

Π̂(ω, k)

k

)
, α =

e2

~vFκ
. (4.2.58)

Íà Ðèñ. (4.1) ïðåäñòàâëåíî ãðàôiê Π̂(ω, k) äëÿ µ/t = 0.6. Ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî

äàíi ãðàôiêè ¹ äóæå ñõîæèìè íà âiäïîâiäíi, ïðåäñòàâëåíi â [49]. Ñòàòè÷íèé

âèïàäîê ω = 0 òà äîâãîõâèëüîâà ãðàíèöÿ k → 0 ðîçãëÿíóòi â íàñòóïíîìó

ïiäðîçäiëi.

4.3 Àíàëiç ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ

4.3.1 Ñòàòè÷íå åêðàíóâàííÿ

Ñòàòè÷íà ãðàíèöÿ ω → 0 âèçíà÷à¹ åêðàíóâàííÿ çàðÿäæåíèõ äîìiøîê. Âè-

êîíóþ÷è äåÿêi ìàòåìàòè÷íi ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà çíàéòè ç ðiâíÿíü (4.2.51)-

(4.2.56)

Π(ω = 0, k) =
t

2
log

√
k2 + t2

µ
− t

4
−µ−3k2 − t2

4k
tan−1 k

t
−
√
t2 − k2 tanh−1

√
t2 − k2

t

+

(√
k2 − 4µ(t+ µ)

(
t+ 2µ

2k
+

k

2µ

)
− 3k2 − t2

2k
cos−1 t+ 2µ√

k2 + t2
−

−t tanh−1 k
√
k2 − 4µ(t+ µ)

k2 − 2tµ

)
θ[k2 − 4µ(t+ µ)]

2

+

(√
t2 − k2 sinh−1 2µ

√
t2 − k2

k2
−

√
k4

4µ2
− k2 + t2

)
θ[k4 − 4k2µ2 + 4t2µ2]

2
.

(4.3.59)
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Ïîâåäiíêà íîðìîâàíî¨ ñòàòè÷íî¨ ïîëÿðèçàöi¨ Π(k) ≡ −2Π̂(ω = 0, k)/(t+ 2µ),

à òàêîæ âiäïîâiäíî¨ ïîëÿðèçàöi¨ äëÿ ìîíîøàðó ãðàôåíó [137] i äâîøàðîâîãî

ãðàôåíó â 2-çîííîìó íàáëèæåííi [139] çîáðàæåíî íà Ðèñ. (4.2a-4.2c) ÿê ôóí-

êöiÿ íîðìàëiçîâàíîãî iìïóëüñó k/kF . Ìè áà÷èìî, ùî ïîëÿçèðàöiéíà ôóíêöiÿ,

îá÷èñëåíà â 4-çîííié ìîäåëi, ìà¹ ðîçðèâ ïðè k = 2kF ïîäiáíî äî òîãî, ÿê

öå áóëî â 2-çîííié ìîäåëi (äèâ Ðèñ. 4.2e), îäíàê, âîíà íå ïðÿìó¹ äî ïîñòié-

íîãî çíà÷åííÿ ïðè âåëèêèõ iìïóëüñàõ. Íàòîìiñòü âîíà çðîñòà¹ ëiíiéíî, ÿê i

ó âèïàäêó ìîíîøàðó ãðàôåíó (äèâ. Ðèñ. 4.2f). Äëÿ µ/t → 0, ïîëÿðèçàöiéíà

ôóíêöiÿ ïîäiáíà äî ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôóíêöi¨ â 2-çîííié ìîäåëi [139] i ïðÿìó¹ äî

ïîëÿðèçàöi¨ ìîíîøàðó ïðè µ/t � 1. Äiåëåêòðè÷íà ïðîíèêíiñòü ïðè âåëèêèõ

k äëÿ äâîøàðîâîãî ãðàôåíó â 4-çîííié ìîäåëi ðiâíà ε(k) = 1 + παNf/4, òîäi

ÿê ε(k) = 1 â äâîxçîííié ìîäåëi. Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ìîíîøàðó ãðàôåíó

ε(k) = 1 + παNf/8, òàêèì ÷èíîì, ïðîíèêíiñòü äëÿ äâîøàðîâîãî ãðàôåíó â

4-çîííié ìîäåëi i ïðîíèêíiñòü ìîíîøàðó ñïiâïàäàþòü ïðè çàìiíi Nf → 2Nf

çàâäÿêè ïîäâî¹ííþ øàðiâ.

Îñêiëüêè ñòàòè÷íà ïîëÿðèçàöiÿ çàëåæèòü òiëüêè âiä àáñîëþòíîãî çíà÷åííÿ

iìïóëüñó, òî ìîäèôiêàöiÿ êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó â íàáëèæåííi âèïàäêîâèõ

ôàç âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

V (r) =

∞∫
0

dk
kJ0(kr)

k + 2παD(µ)Π(k)
. (4.3.60)

Ïðè ñêií÷åííîìó äîïóâàííi ïîëÿðèçàöiÿ ìà¹ ðîçðèâ ïðè k = 2kF , îòæå, íà

âåëèêèõ âiäñòàíÿõ ïîòåíöiàë ïîâîäèòü ñåáå ÿê

V (r) ∼ 1

r

sin(rkF )

rkF
, rkF → ∞ . (4.3.61)
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Ðèñ. 4.2 Ñòàòè÷íà ïîëÿðèçàöiÿ. Íà ãðàôiêàõ (a), (b) i (c) çîáðàæåíî íîðìîâà-

íó ñòàòè÷íó ïîëÿðèçàöiþ (4.3.59) ïðè µ/t = 0.01, 0.1 i 0.6, âiäïîâiäíî. Òî÷êîâi

ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü àñèìïòîòè÷íèì çíà÷åííÿì Π(k) = πk/2(t+2µ). Íà ãðàôi-

êàõ (e) òà (f) çîáðàæåíî, âiäïîâiäíî, ñòàòè÷íó ãðàíèöþ äëÿ ïîëÿðèçàöiéíî¨

ôóíêöi¨ äëÿ äâîøàðîâîãî ãðàôåíó â 2-çîííîìó íàáëèæåííi [139] òà ìîíîøàðó

ãðàôåíó, îá÷èñëåíó â äiðàêiâñüêîìó íàáëèæåíi â [49, 73, 137]. Òî÷êîâi ëiíi¨ íà

ãðàôiêó (e) âiäïîâiäàþòü àñèìïòîòè÷íèì çíà÷åííÿì Π(k) = log 4; àñèìïòî-

òèêà íà ãðàôiêó (f) ¹ Π(k) = πk/8µ.
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Ïðè íóëüîâîìó äîïóâàííi ðîçðèâ âiäñóòíié i îñíîâíà àñèìïòîòèêà âèçíà÷à¹-

òüñÿ äîâãîõâèëüîâîþ àñèìïòîòèêîþ ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôóíêöi¨. Ìà¹ìî

V (r) ∼ 1

r

1

(rt)2
, rt→ ∞ . (4.3.62)

Ìîäèôiêàöiÿ êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó ïîêàçàíà íà Ðèñ. (4.3).

Ðèñ. 4.3 Ìîäèôiêîâàíèé êóëîíiâñüêèé ïîòåíöiàë ïðè ñêií÷åííîìó òà íóëüî-

âîìó äîïóâàííÿõ. Íà ãðàôiêàõ (a) ïóíêòèðíà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ ïîòåíöiàëó ïðè

µ = 0.4t, à ñóöiëüíà ëiíiÿ íóëüîâîìó µ. Ãðàôiêè (b) i (c) ïîêàçóþòü àñèìïòî-

òèêè ìîäèôiêîâàíîãî ïîòåíöiàëó ïðè íóëüîâîìó òà ñêií÷åííîìó äîïóâàííi,

âiäïîâiäíî.
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4.3.2 Ïëàçìîíè

Ïîëÿðèçàöiéíà ôóíêöiÿ â äîâãîõâèëüîâié ãðàíèöi k � t âèðàæà¹òüñÿ íà-

ñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

Π(ω, k) =
k2

2ω2

(
µ+ t+

t2

4ω
log

2µ+ t− ω

2µ+ t+ ω
+
t2

4ω
log

ω − t

t+ ω

+
ω(ω + 2t)

4(t+ ω)
log

2µ− ω

2t+ ω
− ω(ω − 2t)

4(t− ω)
log

2t− ω

2µ+ ω

)
. (4.3.63)

ßêùî ω ìàëà, òî

Π(ω, k) =
k2µ(µ+ t)

ω2(t+ 2µ)
. (4.3.64)

Äèñïåðñiÿ ïëàçìîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ ε(k, ω(k)) = 0 ÿêå äà¹:

ω(k) =

√
k
e2Nf

κ

µ(µ+ t)

µ+ 2t
(4.3.65)

Öå çàãàëüíèé âèðàç äëÿ ïëàçìîííî¨ ìîäè â äâîâèìiðíèõ ñèñòåìàõ, ùî äëÿ

çàãàëüíîãî ñïåêòðó êâàçi÷àñòèíîê ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ÿê [139]:

ω(k) =

√
k
e2Nf

2κ
q
∂Eq

∂q

∣∣∣
q=qF

. (4.3.66)

Åêâiâàëåíòíî öÿ ôîðìóëà ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê:

ω(k) = 2π

√
k
e2Nf

κ

n

D(µ)
, (4.3.67)

äå n = Nfk
2
F/4π - íàÿâíà äâîâèìiðíà ãóñòèíà åëåêòðîíiâ, à D(µ) - ãóñòèíà

ñòàíiâ íà ïîâåðõíi Ôåðìi. Äëÿ ìîíîøàðó ãðàôåíó D(µ) ∼
√
n, à çíà÷èòü

ω(k) ∼ k1/2n1/4.

Ìè ðîçâ'ÿçó¹ìî ðiâíÿííÿ Re[ε(k, ω(k))] = 0 ÷èñåëüíî äëÿ âiëüíîãî ãðàôåíó

(òîáòî κ = 1). Ðåçóëüòàòè ïðèâåäåíi íà Ðèñ. (4.4). Ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî îêðiì

�êëàñè÷íèõ� ïëàçìîíiâ ç íèçüêîåíåðãåòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ (4.3.66) ìè ìà¹ìî
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Ðèñ. 4.4 Íà ãðàôiêàõ (a), (b), (c) ïðåäñòàâëåíî äèñïåðñiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

(÷îðíi ñóöiëüíi ëiíi¨) äëÿ ïëàçìîíiâ ó âiëüíîìó ãðàôåíi äëÿ çíà÷åíü åëåêòðîí-

íî¨ ãóñòèíè µ/t = 0.6, µ/t = 0.3 i µ/t = 0.05 âiäïîâiäíî. ×îðíi ïóíêòèðíi

ëiíi¨ îïèñóþòü êëàñè÷íèé ïëàçìîí (4.3.66) òà âèñîêîåíåðãåòè÷íèé ïëàçìîí

(4.3.69). ×îðíi òî÷êîâàíi ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü äîäàòêîâèì íèçüêîåíåðãåòè÷íèì

ïëàçìîíàì (4.3.68). Çàïîâíåíi îáëàñòi ïîêàçóþòü çîíè ç íåíóëüîâîþ óÿâíîþ

÷àñòèíîþ ïîëÿðèçàöi¨, ãðàíèöi ÿêèõ (÷åðâîíi òî÷êîâi ëiíi¨) âèçíà÷àþòüñÿ ðiâ-

íÿííÿìè (4.3.70).

òàêîæ ìîäè ç ëiíiéíîþ ïîâåäiíêîþ òà âèñîêîåíåðãåòè÷íi ìîäè, ïîäiáíi äî π-

ïëàçìîíiâ [147]. Âiäïîâiäíi äèñïåðñiéíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ìàëèõ iìïóëüñiâ

ìàþòü âèãëÿä:

ω(k) =
2k(t+ µ)

t+ 2µ
− k2t2µ(t+ µ)2

(t+ 2µ)3
, (4.3.68)

ω(k) = t+
e2Nf

2κ
k log

(
1 +

2µ

t

)
. (4.3.69)

Îäíàê íà âiäìiíó âiä �êëàñè÷íèõ� ïëàçìîíiâ, öi ìîäè íå ìîæíà ïîâíiñòþ

ââàæàòè êîãåðåíòíèìè êîëåêòèâíèìè çáóäæåííÿìè, îñêiëüêè âîíè ëåæàòü

â îáëàñòÿõ ç ñèëüíèì ïîãëèíàííÿì, ùî âiäïîâiäà¹ ñiðèì îáëàñòÿì íà ãðàôi-

êó. Ãðàíèöi öèõ çîí âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ ImΠ(k, ω(k)) = 0, ÿêå ëåãêî
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ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ, i ìè îòðèìó¹ìî

ω±(k) =

√
t2

4
+ (k ± kF )2 −

∣∣∣∣ t2 ± µ

∣∣∣∣ , (4.3.70)

ùî îïèñó¹ ãðàíèöi êîíòèíóóìó îäíî÷àñòèíêîâèõ çáóäæåíü (çàòóõàííÿ Ëàí-

äàó). Ñëiä çàóâàæèòè, ùî íà âiäìiíó âiä çâè÷àéíîãî 2D åëåêòðîííîãî ãàçó,

ïëàçìîíè ïî÷èíàþòü çàòóõàòè çà ìåíøèõ iìïóëüñiâ çàâäÿêè ìiæçîííèì ïå-

ðåõîäàì.

Âñi îïèñàíi ïëàçìîíè çíèêàþòü çà íóëüîâîãî õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó, ùî ãàð-

íî ñïiââiäíîñèòüñÿ ç êëàñè÷íîþ êàðòèíîþ, â ÿêié ïëàçìîâi îñöèëÿöi¨ âiäñóòíi

ïðè âiäñóòíîñòi ìàòåði¨. Îäíàê, ó êâàíòîâîìó âèïàäêó öå íàïðÿìó âèïëèâà¹

ç ôîðìè ñïåêòðó åëåìåíòàðíèõ çáóäæåíü. ßêùî âçÿòè äî óâàãè åôåêòè �òðè-

ãîíàëüíîãî îáãîðòàííÿ� íèçüêî åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ïåðåõîäèòü â:

Ek =
~2v2Fk2

t
→ ~2v2Fk

√
k2 + k20 − 2kk0 cos 3φ

t
, (4.3.71)

äå k0 ≈ 5.7× 107m−1 [129]. Â öüîìó âèïàäêó, ÿê ïîêàçàíî â ðîáîòi [148], iñíó-

þòü ïëàçìîíè iç ñëàáêèõ çàòóõàííÿì. Ìîæíà ïðèáëèçíî çíàéòè ¨õíþ ôîðìó

äèñïåðñiéíîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

ω ≈ E0

√
Nfe2

~v0
k

k0
≈ 12.5E0

√
k

k0
, (4.3.72)

äå E0 = ~2v2Fk20/t ≈ 3.9meV i v0 = E0/(~k0) = 105m/s. Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî öi

ïëàçìîíè çíèêàþòü ïðè k0 → 0.
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4.4 Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi ìè îòðèìàëè êîìïàêòíèé àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ äèíàìi-

÷íî¨ ïîëÿðèçàöi¨ â äâîøàðîâîìó ãðàôåíi â ÷îòèðüîõçîííié ìîäåëi â îäíîïå-

òëüîâîìó íàáëèæåííi. Íàøi ðåçóëüòàòè ñïðàâåäëèâi ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿ

õâèëüîâîãî âåêòîðà, ÷àñòîòè òà ðiâíÿ äîïóâàííÿ. Àíàëiçóþ÷è ïîëÿðèçàöiþ,

ÿê ôóíêöiþ êîíñòàíòè ïåðåñêîêó ìiæ ãðàôåíîâèìè øàðàìè, ìè âiäòâîðèëè

äëÿ ñëàáêîçâ'ÿçàíèõ øàðiâ âèðàç äëÿ ïîëÿðèçàöi¨ îäíîøàðîâîãî ãðàôåíó, à

äëÿ ñèëüíîãî çâ'ÿçêó âèðàç äëÿ ïîëÿðèçàöi¨ äâîøàðîâîãî ãðàôåíó â äâîõçîí-

íié ìîäåëi. Òàêîæ áóëî äîñëiäæåíî ñòàòè÷íó òà äîâãîõâèëüîâó ãðàíèöi äëÿ

çàãàëüíîãî âèðàçó äëÿ ïîëÿðèçàöi¨, ùî äàëî çìîãó çíàéòè âèãëÿä åêðàíîâà-

íîãî êóëîíiâñüêîãî çàðÿäó òà äèñïåðñiéíi ñïiââäiíîøåííÿ äëÿ ïëàçìîíiâ.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Íà çàâåðøåííÿ ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè:

1. Äîñëiäæåíî âiëüíi êâàçi÷àñòíèêîâi çáóäæåííÿ â ãðàôåíi â ïîëi êóëîíiâ-

ñüêîãî öåíòðó. Çíàéäåíî êðèòè÷íèé çàðÿä öåíòðó, ïðè ïåðåâèùåííi ÿêîãî

ñèñòåìà ñòà¹ íåñòàáiëüíîþ. Öÿ íåñòàáiëüíiñòü, âiäîìà òàêîæ âiä íàçâîþ

�ïàäiííÿ íà öåíòð�, ïîëÿãà¹ â ïîÿâi êâàçiñòàöiîíàðíèõ ðiâíiâ ç êîìïëå-

êñíèìè çíà÷åííÿìè åíåðãi¨. Åíåðãi¨ êâàçiñòàöiîíàðíèõ ðiâíiâ ó âèïàäêó

áåçìàñîâèõ çáóäæåíü õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñóòò¹âî-ñèíãóëÿðíèì òèïîì çà-

ëåæíîñòi âiä êîíñòàíòè çâ'ÿçêó, ùî ¹ íàñëiäêîì ìàñøòàáíî¨ iíâàðiàíòíî-

ñòi êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó. Ïîêàçàíî, ùî íàÿâíiñòü ùiëèíè â ñïåêòði

êâàçi÷àñòèíîê ñòàáiëiçó¹ ñèñòåìó, çìåíøóþ÷è óÿâíó ÷àñòèíó åíåðãi¨ êâà-

çiñòàöiîíàðíèõ ðiâíiâ, çáiëüøóþ÷è òàêèì ÷èíîì ¨õ ÷àñ æèòòÿ. Öåé ðå-

çóëüòàò âêàçó¹ íà òå, ùî êóëîíiâñüêà âçà¹ìîäiÿ ìîæå ïðèâåñòè äî ôîðìó-

âàííÿ ùiëèíè â ñïåêòði êâàçi÷àñòèíîê, íàâiòü, ÿêùî âîíà áóëà ñïî÷àòêó

âiäñóòíÿ.

2. Äëÿ êâàçi÷àñòèíêîâèõ çáóäæåíü, ùî âçà¹ìîäiþòü çà çàêîíîì Êóëîíà, äî-

ñëiäæåíî íåñòàáiëüíiñòü â åêñèòîííîìó êàíàëi. Çíàéäåíî êðèòè÷íó êîí-

ñòàíòó çâ'ÿçêó, ïðè ÿêié â ñèñòåìi ç'ÿâëÿ¹òüñÿ òàõiîííå çáóäæåííÿ. Òà-

õiîííi ñòàíè ãðàþòü ðîëü êâàçiñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ â çàäà÷i íàäêðèòè-

÷íîãî êóëîíiâñüêîãî öåíòðó i ïðèâîäÿòü äî ïåðåáóäîâè îñíîâíîãî ñòàíó

òà ôîðìóâàííÿ åêñèòîííîãî êîíäåíñàòó. Òàõiîííà íåñòàáiëüíiñòü ¹ ïîëüî-
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âèì àíàëîãîì �ïàäiííÿ íà öåíòð�, à êðèòè÷íà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó - àíàëî-

ãîì êðèòè÷íîãî êóëîíiâñüêîãî çàðÿäó.

3. Äåòàëüíî äîñëiäæåíî ãåíåðàöiþ ùiëèíè â ãðàôåíi. Çîêðåìà, âðàõîâàíî

åôåêòè äèíàìi÷íî¨ ïîëÿðèçàöi¨, ùî ïðèâîäèòü äî çíèæåííÿ êðèòè÷íî¨

êîíñòàíòè âiä αc = 1.62 â ñòàòè÷íîìó âèïàäêó äî αc = 0.92. Ïîêàçàíî,

ùî âðàõóâàííÿ ëîêàëüíî¨ ÷îòèðüîõôåðìiîííî¨ âçà¹ìîäi¨ äîçâîëÿ¹ ïðà-

âèëüíî îïèñàòè ôàçîâèé ïåðåõiä ó ôàçó çi ùiëèíîþ. Çíàéäåíî ôàçîâó

äiàãðàìó òà ðîçðàõîâàíî êðèòè÷íi iíäåêñè åêñèòîííîãî ôàçîâîãî ïåðåõî-

äó, ÿêi âèÿâèëèñü áëèçüêèìè äî âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü, îòðèìàíèõ â êâàí-

òîâèõ ìîíòå-êàðëiâñüêèõ ñèìóëÿöiÿõ.

4. Äîñëiäæåíî âïëèâ ìàãíiòíîãî ïîëÿ íà ãåíåðàöiþ ùiëèíè. Ðîçãëÿäàëèñÿ

íåâçà¹ìîäiþ÷i åëåêòðîíè â ïîëi ðàäiàëüíèõ ïîòåíöiàëiâ. Òàê, äëÿ ïîòåí-

öiàëó ðàäiàëüíî¨ ÿìè àíàëiòè÷íî, à äëÿ êóëîíiâñüêîãî öåíòðó ÷èñåëüíî

áóëî ïîêàçàíî, ùî çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå çíèæó¹ äî íóëÿ çíà÷åííÿ êðè-

òè÷íî¨ êîíñòàíòè, ïðè ÿêîìó âiäáóâà¹òüñÿ çàðîäæåííÿ íåñòàáiëüíîñòi.

Öåé ðåçóëüòàò ¹ êâàíòîâîìåõàíi÷íèì àíàëîãîì ÿâèùà ìàãíiòíîãî êàòà-

ëiçó â ãðàôåíi.

5. Çíàéäåíî àíàëiòè÷íèé âèðàç îäíîïåòëüîâî¨ ïîëÿðèçàöi¨ â äâîøàðîâîìó

ãðàôåíi â çàãàëüíié ÷îòèðüîõçîííié ìîäåëi ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ ÷à-

ñòîòè, iìïóëüñó òà ðiâíÿ äîïóâàííÿ. Ïðîàíàëiçîâàíî ñòàòè÷íó òà äîâãî-

õâèëüîâó ãðàíèöi ïîëÿðèçàöi¨, ùî äîçâîëèëî çíàéòè åêðàíîâàíèé êóëî-

íiâñüêèé ïîòåíöiàë òà äèñïåðñiþ ïëàçìîíiâ, âiäïîâiäíî.
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Àâòîð ùèðî âäÿ÷íèé:

• íàóêîâîìó êåðiâíèêó Âàëåðiþ Ïàâëîâè÷ó Ãóñèíiíó òà ïîñòiéíîìó ñïiâ-

àâòîðó Åäóàðäó Âîëîäèìèðîâè÷ó Ãîðáàðó çà ïîñòàíîâêó öiêàâèõ çàäà÷

òà ïëiäíó ñïiâïðàöþ.

• Àðòóðó Ñëîáîäåíþêó òà Îëåêñàíäðó Êàøóái çà îáãîâîðåííÿ íàóêîâèõ

ïðîáëåì, ùî, áåç ñóìíiâó, áóëî âàæëèâèì äëÿ îòðèìàííÿ íèçêè ðåçóëü-

òàòiâ äèñåðòàöi¨.

• Âiòàëiþ Ìèêîëàéîâè÷ó Øàäóði òà Êîëi Iîðãîâó çà ìîæëèâiñòü îòðèìà-

ííÿ îñâiòè â ñó÷àñíié òåîðåòè÷íié ôiçèöi.

• Þëi Áåçâåðøåíêî çà ïîñòiéíå íàòõíåííÿ òà äîïîìîãó ïðè ðåäàãóâàííi

öi¹¨ äèñåðòàöi¨.
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