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ВСТУП

Актуальнiсть теми. У той час, коли передовi науковi дослiдження

коштовнi та складнi, здається дивним, що визначне досягнення у фiзицi мо-

же бути зроблено за допомогою простої липкої стрiчки. Але у 2004 Андрiй

Гейм, Костянтин Новоселов, спiвробiтники Манчестерського унiверситету

та Iнституту мiкроелектронної технологiї з Чорноголiвки зробили саме це.

Обережно розколюючи зразок графiту липкою стрiчкою, вони створили

те, що тривалий час вважалось неможливим: видiлили шар кристалiчного

вуглецю товщиною в один атом, зараз вiдомий як графен.

Цей новий кристал може спостерiгатися навiть у простий оптичний мi-

кроскоп. Одношарова сотова структура графена робить його “батьком” усiх

основаних на вуглецi систем: графiт, який ми знаходимо в наших олiвцях,1

– просто стосом з шарiв графену; вуглецевi нанотрубки створенi зi згорну-

того у трубку шару графену;2 i бакмiнстерфулерен (buckminsterfullerene)

молекули, або “бакiбаллс” (“buckyballs”)3 – сфери нанорозмiру, згорнутi з

графену. Цi форми вуглецю були створенi набагато ранiше за графен i ма-

ють вже багато застосувань, але всi їх електричнi, магнiтнi та механiчнi

властивостi походять з вiдповiдних властивостей графену.

Унiкальнi властивостi графену виникають з колективної поведiнки еле-

ктронiв. Як пiдсумовано у вiдомому висловi Фiлiпа Андерсона (Philip Ander-

son) “бiльше є вiдмiнним” (“more is different”), ми знаємо, що коли велика
1Саме слово “графiт” походить вiд грецького слова γραφειν (малювати, писати).
2Дуже цiкаво вiдзначити, що питання кого вважати батьком, а кого дитиною є не тривiальним,

оскiльки у роботi [31] показано, що графеновi нанострiчки можна одержувати шляхом розрiзання

нанотрубок вздовж їх осi.
3Ця назва i термiн “бакiбаллс” були вигаданi на честь далекоглядного американського архiтектора

та iнженера Buckminster Fuller, котрий дослiдив такi форми ще до вiдкриття цих форм вуглецю.
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кiлькiсть частинок взаємодiє сильно мiж собою, може з’явитися неочiку-

ваний колективний рух. У випадку графену, взаємодiя мiж електронами

та сотовою граткою призводить до того, що електрони поводять себе як

безмасовi. Безмасова поведiнка електронiв у графенi вперше була передба-

чена у 1947 роцi канадським теоретиком Фiлiпом Расселом Уолiсом (Philip

Russell Wallace, 1915-2006) [32].4 Однак, у той час нiхто не вiрив, що твер-

де тiло завтовшки в один атомний шар може iснувати, тому Уолiс вико-

ристав модель графену як початкову точку у дослiдженнях графiту, якi

були частиною дослiджень ядерних реакторiв, керованих графiтом. Як бу-

ло показано iншим канадським теоретиком Гордоном Семенофф (Gordon

W. Semenoff) у 1984 роцi, за 20 рокiв до фактичного отримання графену,

у неперервному наближеннi графен теоретично добре описується за допо-

могою двовимiрної квантової електродинамiки (КЕД2+1) [34]. Хоча графен

було одержано тiльки 5 рокiв тому, йому вже присвяченi тисячi статей. На

серпень 2009 року робота у Science [35], де повiдомлялось про створення

графену, мала понад 1600 посилань.

Хоча можна бути певним у реальностi застосувань тiльки тодi, коли

з’явилися комерцiйнi продукти, важливiсть графену для фундаментальної

фiзики не потребує вже подальших доказiв. Через свiй незвичайний еле-

ктронний спектр графен призвiв до нової парадигми “релятивiстської” тео-

рiї конденсованої матерiї, де релятивiстськi квантовi явища, деякi з котрих

не спостерiгались навiть у фiзицi високих енергiй, можуть бути iмiтованi та
4У той же час доречно зауважити, що загальна модель для обчислення електронних кристалiв з

кiлькома молекулами у комiрцi була запропонована О.С. Давидовим у 1948 роцi (див. [33]). З неї прямо

випливало, що у наближеннi найближчих сусiдiв краї ексiтонних зон завжди виродженi, що певною

мiрою вiдповiдає спектру графена, виявленому Уолiсом. Проте графен принципово вiдрiзняється вiд

звичайних молекулярних кристалiв тим, що в останнiх мова йде про збудженi (ексiтоннi) стани, а в

графенi – про основний. Крiм того, як буде видно у Роздiлi 1, сотова структура графену обумовлює

дiракiвський характер його електронного спектру, чого не спостерiгається у гратках iншої структури.

Останнє свiдчить, що наявнiсть кiлькох атомiв (молекул) у комiрцi є необхiдною, але не достатньою

умовою безмасовостi електронних збуджень у конденсованих середовищах.



10

перевiренi в настiльних експериментах. Взагалi, графен являє собою кон-

цептуально новий клас матерiалiв завтовшки в один атомний шар i, на цiй

основi, пропонує новi шляхи у низькорозмiрну фiзику, яка нiколи не при-

пиняла дивувати i продовжує забезпечувати родючий грунт для застосу-

вань [36]. Наша здатнiсть управляти рухом електронiв у графенi прокладає

шлях до практично безвтратних та ультрашвидких транзисторiв атомних

розмiрiв.

Так склалося, що автор цiєї дисертацiї почав теоретичнi дослiдження

графену ще до його експериментального створення, вивчаючи поведiнку

двовимiрних дiракiвських фермiонiв у зовнiшньому магнiтному полi. Че-

рез це багато з отриманих результатiв фактично передбачили основнi вла-

стивостi графену, що i допомогло експериментаторам швидко перевiрити i

довести дiракiвський характер квазiчастинок у графенi.

Кандидатська дисертацiя [37] починається з констатацiї, що на момент

її написання минуло вже майже 10 рокiв з вiдкриття високотемператур-

ної надпровiдностi (ВТНП) у купратах. Проте навiть зараз, коли минуло

вже 23 роки, основнi питання щодо механiзму ВТНП, природи псевдощiли-

ни, тощо залишаються нез’ясованими, хоча i є постiйний прогрес у якостi

зразкiв, який супроводжується i теоретичним розвитком. Нема вже сумнiв,

що надпровiдний стан купратних ВТНП має d-хвильову щiлину з вузла-

ми вздовж дiагоналей зони Брiллюена [38]. Лiнеаризацiя боголюбiвського

спектру квазiчастинок навколо чотирьох вузлiв на поверхнi Фермi також

дозволяє описувати вiдповiднi безщiлиннi фермiоннi збудження за допомо-

гою ефективної дiракiвської теорiї. Дослiдження ВТНП спонукали великий

iнтерес до так званих вузлових (нодальних) квазiчастинок, якi є безщiлин-

ними фермi-збудженнями, пов’язаними з нулями щiлинної функцiї. Зале-

жно вiд фiзичного походження щiлини, можна розглядати рiзнi фiзичнi

ситуацiї, якi дуже часто описуються моделями, що у певному наближеннi5

5Головним наближенням є те, що ВТНП це – квазiдвовимiрнi системи, i зв’язком мiж надпровiдними
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зводяться до КЕД2+1.

Ситуацiя з дослiдженнями ВТНП дуже вдало характеризується слова-

ми В.Л. Гiнзбурга, наведеними в епiграфi Роздiлу 7: незважаючи на велике

значення дослiджень ВТНП, iнтерес до них у великiй мiрi визначається мо-

дою. Не став винятком i автор: почавши з дослiджень ефективної КЕД2+1,

яка описує купратнi ВТНП, вiн зацiкавився графеном, який, на той мо-

мент, хоча й не був ще створеним, але вже здавався бiльш обiцяючим з

точки зору фiзичної реалiзацiї КЕД2+1. Таким чином, ця дисертацiя є гар-

ною iлюстрацiєю ситуацiї, коли досить рiзнi фiзичнi системи описуються

однаковими рiвняннями. Про це дуже влучно сказано у Файнманiвських

лекцiях з фiзики (Vol.2, Ch.12-1): “Finally, there is a most remarkable coinci-

dence: The equations for many different physical situations have exactly the

same appearance”.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота виконувалась в Iнститутi теоретичної фiзики iм. М.М.

Боголюбова НАН України, на фiзичному факультетi унiверситету Преторiї

(м. Преторiя, Пiвденна Африка), в Iнститутi фiзики унiверситету Нюша-

телю (м. Нюшатель, Швейцарiя), в Iнститутi наукового обмiну (м. Турiн,

Iталiя), на фiзичному факультетi унiверситету Макмастер (м. Гамiльтон,

Канада), Захiдно-Iллiнойському унiверситетi (м. Макоум, США). Частину

результатiв було отримано в процесi виконання наступних проектiв: тема

НАН України “Динамiчнi, термодинамiчнi та спектральнi властивостi непе-

рервних та граткових систем з нелiнiйними збудженнями”, номер держав-

ної реєстрацiї в УкрIНТЕI 0103У006884 (виконавець); ДФФД Ф28.2/083

“Застосування методiв теорiї струн та теорiї поля у вивченнi нелiнiйних

явищ в низьковимiрних системах” номер державної реєстрацiї в УкрIНТЕI

0109U006861.
площинами можна знехтувати тiльки за деяких умов. На вiдмiну вiд цього, графен є справжньою 2D

системою.
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Мета i задачi дослiдження. Метою дослiджень є встановлення основ-

них термодинамiчних та транспортних властивостей систем, якi теорети-

чно описуються за допомогою КЕД2+1. Зокрема, розв’язувались наступнi

задачi:

• Виявлення дискретних симетрiй ефективної КЕД2+1 теорiї графену.

• Одержання та дослiдження виразiв для дiагональної та недiаго-

нальної статичної та динамiчної магнiтопровiдностей графену.

• Дослiдження квантових магнiтних осциляцiй та ефекту Нернста у

графенi.

• Дослiдження впливу електрон-фононної взаємодiї на властивостi

графену.

• Дослiдження залежностi надпровiдної густини у високотемператур-

них надпровiдниках вiд зовнiшнього магнiтного поля у присутностi

iнших параметрiв порядку, якi конкурують з надпровiднiстю.

Об’єктами дослiдження є квазiчастинковi електроннi збудження у гра-

фенi та вузловi (нодальнi) квазiчастинки у високотемпературних надпро-

вiдниках.

Предметом дослiдження є густина станiв (ГС), тензор електричної про-

вiдностi графену та надпровiдна густина у високотемпературних надпро-

вiдниках у зовнiшньому магнiтному полi.

У роботi було застосовано наступнi методи дослiдження: метод лiнiй-

ного вiдгуку Кубо для обрахунку електричної провiдностi та надпровiдної

густини, метод температурних (мацубарiвських) функцiй Грiна та метод

Швiнгера для одержання функцiї Грiна у зовнiшньому магнiтному полi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основними науковими

результатами, що виносяться на захист, є такi:

1. Циклотронна маса для дiракiвських фермiонiв, що входить у тем-

пературний фактор у вiдповiдному виразi для амплiтуди осциляцiй
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Шубнiкова – де Гааза, у графенi залежить вiд густини носiїв коре-

невим чином, що вже знайшло пiдтвердження в експериментальних

дослiдженнях.

2. Фаза квантових магнiтних осциляцiй у графенi (зокрема, осциляцiй

Шубнiкова – де Гааза) зсунута на π по вiдношенню до вiдповiдної

фази для електронiв у нерелятивiстському двовимiрному електрон-

ному газi. Цей зсув фази магнiтних осциляцiй для дiракiвських фер-

мiонiв обумовлений тим, що енергiя найнижчого рiвня Ландау не

залежить вiд магнiтного поля.

3. Квантовий ефект Холла (КЕХ) для дiракiвських фермiонiв у гра-

фенi є аномальним (напiвцiлим) з фактором заповнення ν = ±4(n+

1/2), n = 0, 1, . . . Аномальнiсть КЕХ викликана виродженням най-

нижчого рiвня Ландау, яке дорiвнює половинi виродження вищих

рiвнiв.

4. Унiверсальна оптична (динамiчна) провiднiсть для невзаємодiючих

дiракiвських фермiонiв, при енергiях фотонiв Ω À T, µ (T – тем-

пература, а µ – хiмiчний потенцiал) визначається величиною σopt =

πe2/(2h), де e – це заряд електрона, а h - постiйна Планка. Пове-

дiнка оптичної провiдностi має пороговий характер, який залежить

вiд концентрацiї носiїв.

5. Поблизу дiракiвської точки сигнал Нернста стає великим та дода-

тним порядку 1µV/K на 1Tesla, що в 100 разiв бiльше, нiж у зви-

чайних системах.

6. По еволюцiї лiнiй поглинання електромагнiтних хвиль при змiнi хi-

мiчного потенцiалу в графенi можна дiзнатися про наявнiсть ано-

мального (найнижчого) дiракiвського рiвня Ландау. При цьому пер-

ша лiнiя поглинання, яка пов’язана з цим рiвнем, завжди має або

повну iнтенсивнiсть, або цiлком вiдсутня, тодi як всi iншi лiнiї зни-

кають у два кроки.
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7. Розрахунку правил сум для дiагональної та холлiвської оптичних

провiдностей у графенi.

8. У присутностi електрон-фононної взаємодiї величина оптичної про-

вiдностi стає меншою, нiж розрахована унiверсальна величина σopt.

9. У присутностi параметру порядку iншої природи, який конкурує з

d-хвильовою надпровiднiстю, залежнiсть надпровiдної густини вiд

зовнiшнього магнiтного поля H вiдрiзняється вiд простої ∼ √
H

залежностi, яку зазвичай пов’язують з доплерiвським зсувом енергiї

квазiчастинок.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теоре-

тичний характер. Отриманi результати є внеском у теоретичний опис гра-

фену та високотемпературних надпровiдникiв. Описанi вище теоретичнi

передбачення властивостей графену, такi як незвичайний цiлочисельний

квантовий ефект Холла (ЦКЕХ) [1,2], зсув фази осциляцiй де Гааза – ван

Альфена [3] та Шубнiкова – де Гааза [4] i концентрацiйна залежнiсть ци-

клотронної маси [3, 4] спостерiгалися в двох незалежних експерименталь-

них роботах, опублiкованих у найавторитетнiших наукових журналах свiту

[39,40]. Саме на основi експериментального спостереження цих передбачень

стало загальноприйнятим фактом те, що квазiчастинки в графенi опису-

ються за допомогою рiвняння Дiрака, а не Шрьодiнгера, як у бiльшостi

iнших матерiалiв. Про широке вживання та велике практичне значення

результатiв свiдчить їхня висока цитованiсть iншими авторами. Зокрема,

на сучасний момент за даними ISI Thomson Scientific робота [1] має по-

над 330 цитувань, робота [2] цитувалася 91 раз. Передбачена у роботi [5],

цитованiй вже 67 разiв, унiверсальна оптична провiднiсть та її порогова

залежнiсть вiд густини носiїв, спостерiгалася в експериментальних робо-

тах, опублiкованих у Science [41, 42], Nature Physics [43] та Phys. Rev. Lett.

[44]. Керованi оптичнi властивостi графену мають великий потенцiал за-
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стосувань в iнфрачервонiй оптицi та оптоелектронiцi. Передбачений у [2]

великий та додатний сигнал Нернста поблизу дiракiвської точки, який є

ще однiєю визначною рисою дiракiвських фермiонiв, спостерiгався у най-

новiших експериментах [45–47]. Роботи [3, 9, 25] мають понад 40 цитувань

кожна, а робота [4] цитувалась 30 разiв, що вказує на їх практичну важли-

вiсть у дослiдженнях графену. Огляд [24] має 105 посилань.

Особистий внесок здобувача. Результати, якi увiйшли до дисер-

тацiї та були опублiкованi зi спiвавторами, одержанi автором самостiйно.

Це стосується, зокрема, формулювання задач та виконаних аналiтичних

та чисельних розрахункiв. У роботах за участю В.П. Гусинiна з квантово-

го ефекту Холла [1, 2], квантових магнiтних осциляцiй [3, 4] та оптичних

властивостей графену [5, 7, 8, 13, 22] здобувач зробив порiвняння з експе-

риментальними даними, виклав кiнцевi результати у формi, зручнiй для

використання у фiзицi твердого тiла, а також зробив всi чисельнi розрахун-

ки. У роботах, виконаних без участi В.П. Гусинiна [14–17, 20, 21], навпаки,

здобувач вiдповiдав за використання теоретико-польового формалiзму та

аналiтичнi розрахунки. Це також стосується i робот з високотемпературної

надпровiдностi [6, 18]. У роботах, присвячених крайовим станам у графе-

нi [10–12], автору належить частина постановки задачi та розрахунки. В

оглядi по графену у Int. J. Mod. Phys. B [25] автору належать оригiналь-

нi результати з дослiджень дискретних симетрiй графену, а також текст

перших трьох роздiлiв. В оглядi по ВТНП у Physics Reports [24] автору

належить текст перших п’яти роздiлiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї

доповiдалися на семiнарах вiддiлу Нелiнiйної фiзики конденсованого ста-

ну та наукових сесiях Iнституту теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова

Нацiональної Академiї наук України, та семiнарах i коллоквiумах iнших

установ по всьому свiту: Iнституту математики Нацiональної Академiї на-
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ук України, Iнституту магнетизму Нацiональної Академiї наук України,

Department of Physics, University of Pretoria (Преторiя, Пiвденна Африка),

Department of Physics, University of the Witwatersrand (Йоханесбург, Пiв-

денна Африка), Institut de Physique, Université de Neuchâtel (Нюшатель,

Швейцарiя), Institute for Theoretical Physics, ETH, (Цюрiх, Швейцарiя),

Départment de Physique de la Matiére Condensée, Université de Genéve (Же-

нева, Швейцарiя), Université de Lausanne (Лозанна, Швейцарiя), University

of Leipzig (Лейпцiг, Нiмеччина), University of Camerino (Камерiно, Iталiя),

Torino Politecnico (Турiн, Iталiя), University of Western Ontario (Лондон,

Канада), Brock University (Санкт-Катарiн, Канада), Western Illinois Uni-

versity (Макоум, США).

Також, результати були представленi на наступних мiжнародних кон-

ференцiях, зокрема як запрошенi доповiдi на:

• March 2006 Meeting of the American Physical Society, Балтiмор, Ме-

рiленд, США (березень 13-17, 2006) [29],

• Congress of the Canadian Association of Physicists, University of Saskat-

chewan, Саскатун, Саскачевань, Канада (червень 17-20, 2007) [30],

• Workshop on Graphene: Fundamentals and Perspectives, Бенаск, Iспа-

нiя (липень 26 - серпень 08, 2009) 6

уснi доповiдi на

• Third International Conference on New Theories, Discoveries, and Appli-

cations of Superconductors and Related Materials, Гонолулу, Гаваї,

США (сiчень 15 - 19, 2001),

• Meeting of the Swiss Physical Society, Дюбендорф, Швейцарiя (2

травня, 2001),

• Meeting of the Swiss Physical Society, Лозанна, Швейцарiя (1 березня,

2002),
6Доповiдь знаходиться тут http://benasque.org/2009graphene/talks_contr/303Sharapov-talk.

pdf
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• Materials with Novel Electronic Properties (MaNEP) Topical Meeting

“Non-Fermi Liquids and Low Dimensional Systems”, Нюшатель, Швей-

царiя (10 лютого, 2003),

• Meeting of the Swiss Physical Society, Базель, Швейцарiя (20 березня,

2003),

• Bogolyubov Kyiv conference: Modern Problems of Mathematics and

Theoretical Physics, Київ (13-16 вересня, 2004),

• workshop Electronic Properties of Graphene, Kavli Institute for Theore-

tical Physics, Санта Барбара, Калiфорнiя, США (8-19 сiчня , 2007)7,

• March 2007 Meeting of the American Physical Society, Денвер, Коло-

радо, США (5-9 березня, 2007),

• workshop on “Relativistic dynamics of graphene”, Institute for Nuclear

Theory, University of Washington, Сiетл, США (сiчень 8 - 11, 2008)8,

• March 2009 Meeting of the American Physical Society, Пiтсбург, Пен-

сiльванiя, США (16-20 березня, 2009),

• Київська Боголюбiвська конференцiя: Сучаснi проблеми теорети-

чної i математичної фiзики Київ (15-18 вересня, 2009),

та постери на

• Swiss Workshop on Materials with Novel Electronic Properties (MaNEP),

Ле Дьяблере, Швейцарiя, (жовтень 1 - 3, 2001),

• the 19-th General Conference of the EPS Condensed Matter Division,

Брайтон, Англiя (квiтень 7 - 11, 2002),

• International Workshop “Non-Fermi-Liquid Physics in Transition Metal

and Rare Earth Compounds”, Блед, Словенiя (23 - 26 травня, 2002),

• 7-th International Conference on ”Materials and Mechanisms of Super-

conductivity and High Temperature Superconductors”, Рiо де Жаней-
7Доповiдь знаходиться тут http://online.itp.ucsb.edu/online/graphene_m07/sharapov/
8Доповiдь знаходиться тут http://www.int.washington.edu/talks/WorkShops/int_08_37W/

People/Sharapov_S/Sharapov.pdf
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ро, Бразилiя (25-30 травня, 2003),

• Swiss Workshop on Materials with Novel Electronic Properties (MaNEP),

Ле Дьяблере, Швейцарiя, (29 вересня - 1 жовтня, 2003).

Публiкацiї. Результати, отриманi в цiй дисертацiї, були описанi в 30

публiкацiях [1] – [30]. Публiкацiї, що виносяться на захист, включають 2

статтi у провiдному науковому фаховому виданнi України [11,17], 22 роботи

виданi в провiдних мiжнародних дослiдницьких журналах, включаючи 3

статтi [1,5,7] у Physical Review Letters, 14 статей у Physical Review B, огляд

у журналi Physics Reports [24], запрошений огляд у журналi International

Journal of Modern Physics B [25], а також тези 5-ти конференцiй [26–30] та

один препринт [23].

Структура дисертацiї. Роздiл 1 має ввiдний характер i присвяче-

ний огляду основних моделей, що дослiджуються в дисертацiї. Зокрема, у

Роздiлi 1 ми розглядаємо двi системи: графен та високотемпературнi над-

провiдники (ВТНП), якi описується за допомогою КЕД2+1. Ми починаємо

цей Роздiл з опису граткової моделi iз зовнiшнiм векторним потенцiалом,

яка описує рух носiїв у графенi, i одержуємо з неї континуальне КЕД2+1

формулювання теорiї, на якому базується практично весь подальший роз-

гляд графену в дисертацiї.

Роздiл 2 присвячено оригiнальному аналiзу властивостей КЕД2+1 опису

графену. Зокрема, фiзичний змiст кiральностi обговорюється у Роздiлi 2.2.

У Роздiлi 2.3 дискретнi операцiї симетрiї у ефективнiй дiракiвськiй тео-

рiї визначенi у вiдповiдностi з дискретними симетрiями моделi на гратцi,

якi розглядаються у Роздiлi 1.1.3. Базуючись на дискретних симетрiях у

Роздiлi 2.4, ми роз’яснюємо рiзницю мiж квазiчастинками у графенi i без-

масовими нейтрино у КЕД3+1. Вiсiм можливих дiракiвських мас введено у

Роздiлi 2.5, де розглядаються їх трансформацiйнi властивостi при дискре-

тних перетвореннях.
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Роздiл 3 присвячено динамiчнiй та статичнiй електричним провiдно-

стям дiракiвських фермiонiв. У ньому одержано загальнi аналiтичнi вира-

зи для дiагональної та холлiвської провiдностей, якi потiм аналiзуються в

деталях. Зокрема у Роздiлi 3.2 вивчена дiагональна статична та дiнамiчна

електрична провiднiсть у вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля. З одер-

жаного загального виразу для цiєї провiдностi, який мiстить мiжзонний

та Друде внески, отримано, що при великих енергiях фотонiв Ω À T, µ,

де T – це температура, а µ – хiмiчний потенцiал, оптична провiднiсть для

невзаємодiючих дiракiвських фермiонiв дорiвнює унiверсальнiй величинi

σopt(Ω) = πe2/(2h). У Роздiлi 3.3 вивчена дiагональна та холлiвська стати-

чна та динамiчна електричнi провiдностi у зовнiшньому магнiтному полi.

У Роздiлах 3.4.2 та 3.4.3 розглядаються правила оптичних сум для дiаго-

нальної та холлiвської провiдностей, вiдповiдно.

У Роздiлi 4 розглядаються квантовi магнiтнi осциляцiї та ефект Нерн-

ста для дiракiвських фермiонiв. Ми починаємо з осциляцiй ГС у Роздi-

лi 4.1, де показуємо, що фаза магнiтних осциляцiй дiракiвськiх квазiча-

стинок зсунута на π по вiдношенню до вiдповiдної фази для електронiв у

нерелятивiстському двовимiрному електронному газi. Далi, у Роздiлi 4.2

ми розглядаємо статичнi електричнi провiдностi σxx(Ω → 0) i σxy(Ω → 0)

у присутностi зовнiшнього магнiтного поля та у Роздiлi 4.3 явно видiляємо

осциляцiї Шубнiкова – де Гааза з виразу для провiдностi σxx.

Головний результат дисертацiйної роботи - аномальний квантовий ефект

Холла у графенi з фактором заповнення ν = ±2(2n+1) з n = 0, 1, . . . роз-

глядається у першiй половинi Роздiлу 5. Друга половина цього Роздiлу,

а саме Роздiл 5.3 присвячена розгляду крайових станiв у графенi випад-

ку сильних полiв, коли з’являються новi плато iз заповненням ν = 0,±1.

Сформульовано критерiй iснування безщiлинних крайових станiв в енерге-

тичному спектрi.

У Роздiлi 6 розглядається електрон-фононна взаємодiя (ЕФВ) у графе-
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нi. Ми дослiджуємо, як ЕФВ перенормує рух електронiв на поверхнi фермi

через наявнiсть фактору (1 + λeff), де λeff – це залежний вiд хiмiчного

потенцiалу ефективний параметр ренормалiзацiї маси, або, точнiше, у ви-

падку графена - швидкостi. Зокрема, ми вивчаємо змiну значення хiмiчного

потенцiалу по вiдношенню до його значення в голiй зонi, зсув вiдносного

положення дiракiвської точки. Ми закiнчуємо цю главу розглядом впливу

ЕФВ на оптичну провiднiсть графену у Роздiлi 6.3.

У Роздiлi 7 дослiджується модель високотемпературного d-хвильового

надпровiдника у надпровiдному станi, котрий, на додаток до d-хвильового

параметру порядку, має ще один параметр порядку iншої природи, пов’я-

заний або з хвилями спiнової густини (ХСГ), або також з надпровiдними

is, або idxy порядками. У наближеннi доплерiвського зсуву вивчається за-

лежнiсть надпровiдної густини вiд зовнiшнього магнiтного поля H, при-

кладеного перпендикулярно до ab площини, та вплив на неї конкуруючого

параметру порядку.
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РОЗДIЛ 1

МОДЕЛI 2D СИСТЕМ З ДIРАКIВСЬКИМ СПЕКТРОМ

КВАЗIЧАСТИНКОВИХ ЗБУДЖЕНЬ

Тут я с ходу столкнулся с Ландау, который без

предисловия спросил меня, чем я намерен заниматься. ...

и я, не заикнувшись, выпалил: “Теорией поля”. Голос

Ландау мгновенно достиг столь родного нам форте: “Ах,

теорией поля? Так вы – модник! Но ведь только бабам

пристало гоняться за модами. Стыдитесь!”

Ландау глазами ученика

И.Е. Дзялошинский

Є широка рiзноманiтнiсть 2D систем у конденсованому станi, що у

низько-енергетичнiй границi мають лiнiйний закон дисперсiї квазiчастин-

кових збуджень. У цьому роздiлi, що базується на роботах автора [3,6,25],

буде розглянуто такi приклади, як графен (graphene) та високотемпера-

турнi надпровiдники (ВТНП), що описується за допомогою КЕД2+1. Цей

роздiл має здебiльшого ввiдний характер i мiстить не стiльки оригiнальнi

результати, скiльки послiдовний огляд концепцiй i позначень, якi будуть

використанi у подальших роздiлах. Почавши з моделi сильного зв’язку, ми

отримаємо ефективний КЕД2+1 лагранжiан, що описує графен. Властиво-

стi цього лагранжiану будуть розглянутi у Роздiлi 2.

1.1. Графен: вiд моделi сильного зв’язку до КЕД2+1 опису

Найбiльш вiдомим, на сучасний момент, прикладом системи, що дуже

добре описується за допомогою КЕД2+1 , є графен. Саме цьому визначно-

му матерiалу в дисертацiї буде присвячено найбiльше уваги. Єдиний шар
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атомiв вуглецю, упакований у 2D сотову гратку, зветься графен. Зонна

структура графену складається з цiлком заповненої валентної зони та по-

рожньої провiдної зони. Обидвi зони мають конiчну форму з вершинами,

що зустрiчаються у точцi Дiрака. Є двi нееквiвалентнi пари таких конусiв.

Ця модель, яка заснована на континуальнiй границi зонної моделi, може

адекватно описати низькоенергетичнi явища. Вiдхилення вiд простих ко-

нусiв можуть стати важливими бiля границь зони, де потрiбно розглядати

додатковi деталi повного спектру. Прикладом необхiдностi йти поза ме-

жi континуального наближення є обговорення оптичного правила сум, яке

потребує iнтегрування оптичної провiдностi (або пов’язаних з нею характе-

ристик) по всiй енергетичнiй зонi.

Повертаючись до континуального опису за допомогою КЕД2+1 , цiкаво

вiдзначити, що iсторично цей теоретико-польовий опис графену було за-

пропоновано за 20 рокiв до [34] його фактичного вiдкриття [35, 48] i моти-

вовано теоретичним дослiдженням можливостi реалiзацiї аномалiї парностi

у конденсованому станi речовини [49] – [52], застосування ренормалiзацiй-

ної групи до цiєї системи [53] – [57], а також непертурбативної динамiки,

пов’язаної з генерацiєю ексiтонної щiлини у графенi [58–60]. Iнтерес до дiра-

кiвських фермiонiв у теорiї конденсованого стану був також пов’язаний iз

вивченням цiлочисельного квантового ефекту Холла (ЦКЕХ) [61]. У даний

час графен є джерелом натхнення для робiт з фракцiоналiзацiї фермiонiв

[62–64], яка все ще чекає на вiдкриття.

Експериментальний доказ iснування дiракiвських фермiонiв у графенi

[39,40], що надiйшов зi спостереження теоретично очiкуваного незвичайно-

го ЦКЕХ [1,65,66] з квантованим фактором заповнення

σxy =
e2

h
ν, ν = ±2(2n+ 1), n = 0, 1, . . . (1.1)

зробив дiракiвськi фермiони не лише красивою теоретичною iграшкою, а

реальним об’єктом, який одного дня, можливо, працюватиме в “grapheni-
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um inside” процесорi [67], або навiть швидше стане стандартом опору, що

працює за температури вищої, нiж у рiдкого азоту [68].

Ця сприятлива ситуацiя викликала велике захоплення. Зараз з’явилася

можливiсть зробити дослiд на колiнцi, щоб дослiдити властивостi КЕД2+1.

Iснуюче вiдображення твердотiльної моделi графену до КЕД також озна-

чає, що iнтуїтивнi здогадки, отриманi при вивченнi релятивiстських фер-

мiонiв, можуть бути використанi для вивчення твердотiльної системи. При-

клади релятивiстських ефектiв, що могли б бути дослiдженi, включають

парадокс Клейна, який пов’язаний iз iдеальним проходженням електро-

нiв через високий потенцiйний бар’єр [69–71]. Другий приклад – це Zi-

tterbewegung або “тремтiння” центру вiльного хвильового пакету [72]. Для

того, щоб краще оцiнити аналогiї мiж поведiнкою електронiв у графенi

i в КЕД2+1, у наступнiй частинi 1.1.1 ми дуже детально переглянемо те-

оретичний зв’язок мiж твердотiльним описом графену на гратцi та його

наближеним описом у континуальному КЕД2+1 формулюваннi.

Хоча графену тiльки 5 рокiв, вже iснує багато популярних статей ввi-

дного [73–76] i вищого [77–79] рiвнiв. Також є чудова оглядова стаття А.К. Ге-

йма i К. Новоселова [67] (див. також [80]) i бiльш теоретичнi огляди [71,81,

82]. Тому що графен – основна складова всiх форм графiта, вся iснуюча

лiтература вiд кiнця 40-их розглядає графен як початковий пункт аналi-

зу. Особливо корисними є результати, одержанi для вуглецевих нанотрубок

(див., наприклад, роботи [83,84]). Не дивлячись на цю рiзноманiтнiсть робiт

з графену, ми знайшли, що бiльше формальний погляд, який може сфор-

мувати мiст мiж теорiєю конденсованого середовища i квантового теорiєю

поля, був ще вiдсутнiм, тому був написаний огляд [25], на якому базується

наступна частина та Роздiл 2.

1.1.1. Опис графену у моделi на гратцi. Сотова гратка може бу-

ти описана у термiнах двох трикутних пiдграток, A та B (див Рис. 1.1 a).
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Елементарна комiрка мiстить два атоми типiв A i B. Показанi вектори

a1 = a(
1

2
,

√
3

2
), a2 = a(

1

2
,−

√
3

2
), (1.2)

є примiтивними трансляцiями, де постiйна гратки a = |a1| = |a2| =
√
3aCC

та aCC є вiдстанню мiж найближчими атомами вуглецю. Вiдповiднi векто-

a1

a2

∆1

∆2

∆3

HaL

A

B

b1

b2

K -K-K

HbL

Рис. 1.1. (Кольоровий у електроннiй версiї [25].) (a) Гексагональна гратка

графену сконструйована як суперпозицiя двох трикутних граток A i B,

з базисними векторами a1,2 для гратки A i векторами δδδi з i = 1, 2, 3, що

з’єднують A з B. (b) Зелений гексагон – це зона Брiллюена та рожевий ромб

– це розширена зона Брiллюена для сотової гратки. b1 i b2 – це вектори

оберненої гратки.

ри оберненої гратки b1 = 2π
a (1, 1/

√
3) та b2 = 2π

a (1,−1/
√
3) показанi на

Рис. 1.1 b разом зi звичайною та розширеною зонами Брiллюена. Вектори

оберненої гратки задовольняють умовi ai · bj = 2πδij.

Будь-який A атом з розташуванням n = a1n1+a2n2, де n1, n2 є цiлими,

зв’язаний зi своїми сусiдами на B позицiях трьома векторами δδδi:

δδδ1 = (a1−a2)/3, δδδ2 = a1/3+2a2/3, δδδ3 = −δδδ1−δδδ2 = −2a1/3−a2/3. (1.3)

Окрiм трансляцiй, група симетрiй сотової гратки включає обертання (R i

R−1) на ±2π/3 i дзеркальнi вiдображення (Y1, Y2, Y3) довкола площин, що

проходять через центр i три вершини гексагона. Разом обертання i вiдобра-

ження формують неабелеву групу C3v з 6 елементами. Їхнє явне матричне
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зображення може бути визначене матрицями, що перетворюють базиснi

вектори a1 i a2,

E =


 1 0

0 1


 , R =


 −1 −1

1 0


 , R−1 =


 0 1

−1 −1


 ,

Y1 =


 −1 0

1 1


 , Y2 =


 1 1

0 −1


 , Y3 =


 0 −1

−1 0


 .

(1.4)

Крiм того, є вiддзеркалення у площинi (змiнює ai → −ai, за яким слiдує

трансляцiя на один з векторiв 3i) i, вiдповiдно, комбiнацiї Z з будь-якою з

вищезгаданих дiй. Всi цi дiї не переставляють атоми A- i B-типiв. Одноеле-

ктроннi власнi функцiї можуть бути класифiкованi згiдно пiдгрупи (E,Z)

в залежностi вiд того, чи стани є парними (σ стани), або непарними (π ста-

ни) при вiддзеркаленнi Z. Є також операцiї, якi обмiнюють A i B атоми,

наприклад, вiддзеркалення X1, X2, X3 у дзеркальних площинах, що пер-

пендикулярнi до вiдповiдних площин Yi. Вони є операцiями симетрiї, коли

супроводжуються певними дробовими трансляцiями [85].

Операцiї обертання i обертання-вiддзеркалення (залишення в сторонi Z

вiддзеркалення) утворюють точкову групу графену, яка мiстить 12 елемен-

тiв. Ефект дiї групової операцiї G на функцiї координат визначається так:

ψ′(r) = ψ(G−1r) = T (G)ψ(r). Це дозволяє визначати незвiднi представле-

ння для графену. Зокрема, вiдзначимо, що пiдгрупа (1.4) має двовимiрне

спiнорне представлення, яке буде використане нижче. Повний розгляд гру-

пи симетрiй графену був зроблений в роботах [85,86].

Вуглецевi атоми у графеновiй площинi зв’язанi сильними ковалентни-

ми σ-зв’язками завдяки sp2 гiбридизацiї атомних 2s, 2px, 2py орбiталей. 2pz
(π) орбiталi є перпендикулярними до площини i мають слабке перекрит-

тя. Тому ми почнемо з найпростiшого опису для π орбiталей вуглецю за
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допомогою гамiльтонiана

H = −t
∑

n,δδδi,σ

[
a†n,σ exp

(
ie

~c
δδδiA

)
bn+δδδi,σ + c.c.

]
, (1.5)

де t є параметром перескоку для найближчих сусiдiв, an,σ та bn+δδδi,σ є

Фермi-операторами для електронiв зi спiном σ =↑, ↓ на A i B пiдгратках,

вiдповiдно. Оскiльки ми зацiкавленi в струмовому вiдгуку, векторний по-

тенцiал A вводиться у гамiльтонiанi (1.5) за допомогою замiни Пайерлсу

(Peierls) a†n,σbm,σ → a†n,σ exp
(− ie

~c
∫ n

mAdr
)
bm,σ яка вносить фазовий фактор

exp( ie~cδδδiA) у член з перескоками (див. [87] для огляду). Ми утримали по-

стiйну Планка ~ i швидкiсть свiтла c, але встановили kB = 1. Заряд еле-

ктрона є −e < 0. Вiдзначимо, що ми розглядаємо 2D модель. Експеримент,

однак, показує, що графен для того, щоб iснувати без субстрату, розповсю-

джується поза 2D площину [88].

Розкладаючи гамiльтонiан (1.5) до другого порядку по векторному по-

тенцiалу, одержуємо

H = H0 −
∑
n

[
1

c
A(n)j(n)− 1

2c2
Aα(n)ταβ(n)Aβ(n)

]
, α, β = 1, 2. (1.6)

Оператор повного струму одержано з диференцiювання рiвняння (1.6) по

Aα(n),

jα(n) = − ∂H

∂ (Aα/c)
= jPα (n)− ταβ(n)Aβ(n)/c, (1.7)

та складається зi звичайної парамагнiтної частини,

jPα (n) =
ite

~
∑

δδδi,σ

(δi)α

[
a†n,σbn+δδδ,σ − b†n+δδδ,σan,σ

]
, (1.8)

i дiамагнiтної частини,

ταβ(n) =
∂2H

∂ (Aα/c) ∂ (Aβ/c)
=

te2

~2
∑

δδδi,σ

(δi)α(δi)β

[
a†n,σbn+δδδ,σ + b†n+δδδ,σan,σ

]
.

(1.9)



27

Ми пiдкреслюємо: щоб отримати правильну форму струму (1.8) i дi-

амагнiтної частини (1.9), замiну Пайерлсу треба робити в оригiнальному

гамiльтонiанi (1.5) або його iмпульсному представленнi (див. (1.10) нижче),

а не пiсля того, як дiагоналiзацiя цих гамiльтонiанiв вже зроблена (див. [89]

i посилання там). Ми повернемося до парамагнiтного i дiамагнiтного членiв

взаємодiючого гамiльтонiана (1.6), коли ми будемо обговорювати зв’язок з

векторним потенцiалом у Роздiлi 1.1.4.2 i правила сум у Роздiлi 3.4. А зараз

ми розглянемо невзаємодiючий гамiльтонiан H0.

1.1.2. Спiнорне представлення невзаємодiючого гамiльтонiа-

на. В iмпульсному представленнi гамiльтонiан H0 записується

H0 =
∑
σ

∫

BZ

d2k

(2π)2
Υ†

σ(k)H0Υσ(k), H0 =


 0 φ(k)

φ∗(k) 0


 (1.10)

з φ(k) = −t
∑

δδδi
eikδδδi ≡ −ε(k)eiϕ(k). У базисi (1.2) одержуємо

φ(k) = −teik(a1−a2)/3
[
1 + eika2 + e−ika1

]

= −t

[
exp

(
i
kya√
3

)
+ exp

(
−i

kya

2
√
3

)
2 cos

kxa

2

] (1.11)

i

ε(k) = t

√
1 + 4 cos2

kxa

2
+ 4 cos

kxa

2
cos

√
3kya

2
. (1.12)

Вiдповiдно, через те що графенова структура мiстить два атоми в елемен-

тарнiй комiрцi (двi пiдгратки), спектр квазiчастинкових збуджень має двi

гiлки (зони) з дисперсiєю [32] E± = ±ε(k) показанi на Рис. 1.2. У рiвняннi

(1.10) ми ввели спiнори

Υσ(k) =


 aσ(k)

bσ(k)


 (1.13)
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Рис. 1.2. (Кольоровий у електроннiй версiї [25].) Енергетична зонна стру-

ктура графену. Валетна зона та зона провiдностi зустрiчаються у шести K

точках.

з операторомΥσ(k), який є Фурьє перетворенням спiноруΥσ(n) =


 an,σ

bn,σ


:

Υσ(n) =
√
S

∫

BZ

d2k

(2π)2
eiknΥσ(k). (1.14)

Тут S =
√
3a2/2 є площиною елементарної комiрки. Iнтегрування в (1.10)

i (1.14) ведеться по розширенiй ромбiчнiй зонi Брiллюена (BZ). Ми також

додали до H0 член Зеємана та хiмiчний потенцiал

HZ = −
∑
σ

µσ

∫

BZ

d2k

(2π)2
Υ†

σ(k)Υσ(k) (1.15)

з µσ = µ−σg/2µBB, де µB = e~/(2mec) є магнетоном Бору, i g є фактором

Ланде. Ми вiдраховуємо енергiю Зеємана вiд хiмiчного потенцiалу µ, так

що наступний розгляд базується на великому канонiчному ансамблi.
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Вiдповiдна функцiя Грiна (ФГ) у формалiзмi уявного часу визначена

як термальна середня величина

Gσ(τ1 − τ2,n1 − n2) = −〈TτΥσ(τ1,n1)Υ
†
σ(τ2,n2)〉 (1.16)

та її Фурьє перетворення є

Gσ(τ1 − τ2,n1 − n2) =

ST
∑
n

∫

BZ

d2k

(2π)2
Gσ(iωn,k) exp[−iωn(τ1 − τ2) + ik(n1 − n2)]

(1.17)

з

Gσ(iωn,k) =
(iωn + µσ)Î + τ+φ(k) + τ−φ∗(k)

(iωn + µσ)2 − ε2(k)
, ωn = π(2n+1)T, (1.18)

де матрицi τ± = (τ1 ± iτ2)/2 зробленi з Паулi матриць дiють у просторi

пiдграток. ФГ (1.18) описує електроннi та дiрковi збудження з енергiєю

E±(k) = ±ε(k)− µσ, вiдповiдно.

Дисперсiя ε(k) поблизу шестиK точок±2π/a(1/3, 1/
√
3),±2π/a(2/3, 0),

±2π/a(1/3,−1/
√
3) у кутах гексагональної зони Брiллюена (BZ) (див. Рис. 1.2)

є лiнiйною , [32] E±(p) = ±~vF |p| − µσ (див. Рис. 2.1 (a) у Роздiлi 2.6), де

хвильовий вектор p = (p1, p2) вiдраховується вiд K точок, i швидкiсть

Фермi дорiвнює vF =
√
3ta/(2~). Її експериментальна величина [39, 40] до-

рiвнює vF ≈ 106m/s (див. також [90], де експериментальнi значення vF

та t обговорюються детальнiше). Оскiльки тiльки двi K точки є нееквiва-

лентними, нижче ми оберемо їх K± = ±2π/a(2/3, 0) (див. Рис. 1.1 b) так,

що вони будуть у серединi розширеної зони Брiллюена. Виродження двох

K± точок, якi також називають дiракiвськими, захищено групою точко-

вих симетрiй гексагональної гратки. Використовуючи те, що у вiдсутностi

спонтанного порушення симетрiї дiракiвськi конуси успадковують пiдгру-

пу Z3 з групи симетрiї сотової гратки, у роботi [91] показано, що навiть

спектр гамiльтонiана iз взаємодiєю у лiдируючому порядку є iзотропним

поблизу дiракiвських точок.
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1.1.3. Дискретнi симетрiї гамiльтонiана на гратцi. K± точки

у єдиному шарi графену стiйкi проти збурень, що зберiгають дискретну

просторово-часову симетрiю iнверсiї i якi не змiшують K± точки [92]. Ми

розглянемо цi симетрiї для моделi на гратцi i визначимо нижче вiдповiднi

дискретнi операцiї симетрiї для ефективної КЕД2+1 теорiї графену. Топо-

логiчна стабiльнiсть появи безмасових дiракiвських фермiонiв вивчалася у

[93], i в Роздiлi 1.1.3.3 ми також обговоримо це питання.

1.1.3.1. Просторова iнверсiя P. Вибираючи центр симетрiї так,

щоб вiн був i центром гексагону [86] з Рис. 1.1 a, ми бачимо, що просторова

iнверсiя P : (x, y) → (−x,−y) буде симетрiєю системи, якщо A i B атоми

також обмiнюються мiсцями, тобто

an,σ → Pan,σP−1 = b−n,σ bn,σ → Pbn,σP−1 = a−n,σ. (1.19)

Як ми обговоримо у Роздiлi 2.3, таке означення P вiдрiзняється вiд широ-

ковживаного означення у КЕД2+1 [63]. В iмпульсному просторi P дiє так

aσ(k) → Paσ(k)P−1 = bσ(−k), bσ(k) → Pbσ(k)P−1 = aσ(−k), (1.20)

тобто воно змiнює знак iмпульса k → −k i обмiнює K точки. На спiнорах

Υσ(k), дiя P визначається так

Υσ(k) −→ PΥσ(k)P−1 = τ1Υσ(−k). (1.21)

Можна легко перевiрити, що невзаємодiючий гамiльтонiан H0 є iнварiан-

тним при P перетвореннi

H0 −→ PH0P−1 = H0 (1.22)

тому що гамiльтонова густина H0 задовольняє умовi

τ1H0(k)τ1 = H0(−k). (1.23)
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Проте, якщо припустити, що густина частинок на A i B пiдгратках

вiдмiнна, тобто, що

H1 =
∑
σ

∫

BZ

d2k

(2π)2
[maa

†
σ(k)aσ(k) +mbb

†
σ(k)bσ(k)]

=
∑
σ

∫

BZ

d2k

(2π)2
Υ†

σ(k)[m+ τ0 +m− τ3]Υσ(k)

(1.24)

з m+ = (ma+mb)/2 [τ0 є 2×2 одиничною матрицею] та m− = (ma−mb)/2,

то такий член буде порушувати симетрiю вiдносно iнверсiй обмiном вже

нееквiвалентних пiдграток:

H1 −→ PH1P−1 =
∑
σ

∫

BZ

d2k

(2π)2
[mba

†
σ(k)aσ(k) +mab

†
σ(k)bσ(k)], (1.25)

або в спiнорних позначеннях

H1 −→ PH1P−1 =
∑
σ

∫

BZ

d2k

(2π)2
Υ†

σ(k)(m+τ0 −m−τ3)Υσ(k). (1.26)

Можна побачити, що член з m+, який вiдповiдає однiй i тiй самiй густинi

носiїв на A i B пiдгратках, може бути поглинений у хiмiчний потенцiал µ,

а член з дисбалансом носiїв m− є порушуючим парнiсть.

Було запропоновано, що можна штучно створити член з дiракiвською

масою, поклавши лист графену на субстрат, зроблений з гексагонально-

го нiтрiду бора. У цьому випадку двi вуглецевих пiдгратки стають нее-

квiвалентними через їхню взаємодiю iз субстратом. Недавнi обчислення

зонної структури [94] для графену, покладеного на субстрат з гексагональ-

ного нiтрiду бора h-BN з таким же розмiром гратки, приводять до щiли-

ни величиною близько 53meV. Експериментальнi дослiдження фотоемiсiй-

ної спектроскопiї з кутовим вирiшенням (ARPES) зробленi на епiтаксiаль-

ному графенi, вирощеному на SiC субстратi, показали наявнiсть щiлини

∼ 0.26 eV [95]. Найновiшi данi зi скануючої тунельної спектроскопiї також

виявили присутнiсть щiлини поблизу вiд дiракiвської точки у одношарово-

му графенi, який знаходиться на графiтi [96].
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1.1.3.2. Обернення часу T . Операцiя обернення часу t → −t змi-

нює знаки iмпульса та спiна, залишаючи знак координат незмiнним:[97]

 a+(k)

a−(k)


 → T


 a+(k)

a−(k)


 T −1 =


 a−(−k)

−a+(−k)


 = iσ2


 a+(−k)

a−(−k)


 .

(1.27)

Оператор b±(k) пiдлягає тому ж самому правилу, i a†±(k), b
†
±(k) перетво-

рюються, як вказано нижче,
(
a†+(k) a†−(k)

)
→ T

(
a†+(k) a†−(k)

)
T −1 =

(
a†+(k) a†−(k)

)
(−iσ2).

(1.28)

Щоб обернути напрям часу, оператор T має бути антиунiтарним . Дiя T
на пiдгратковi спiнори задається так

Υ(k) −→ T Υ(k)T −1 = iσ2Υ(−k), (1.29)

де σ2 дiє на спiновi iндекси спiнору Υσ(k). Можна перевiрити, що невзає-

модiючий гамiльтонiан H0 є iнварiантним при T перетвореннi

H0 −→ T H0T −1 = H0 (1.30)

через те, що H0 задовiльняє умовi

τ0H∗
0(k)τ0 = H0(−k). (1.31)

Оскiльки фiксоване зовнiшнє магнiтне поле порушує симетрiю оберне-

ння часу, гамiльтонiан (1.5), в який входить це поле, i член Зеємана (1.15)

порушують її. З iншого боку, гамiльтонiан H1, заданий рiвнянням (1.24),

є iнварiантним при оберненнi часу, але якщо ми розглянемо залежнi вiд

спину маси mb,σ, то також порушимо цю симетрiю.

Присутнiсть комбiнованої PT симетрiї призводить до умови на H0:

τ1H∗
0(k)τ1 = H0(k) (1.32)
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або для матричних елементiв: H11
0 = H22

0 i H12
0 = H21∗

0 . Можна сказати,

що перша рiвнiсть забороняє m−τ3 члени в гамiльтонiанi, захищаючи K±

точки, якщо вони не перемiшанi [92]. Енергетичний спектр дається спiввiд-

ношенням E = H11
0 ± |H12

0 |. Для H11
0 = const, постiйний член може бути

поглинений у хiмiчному потенцiалi. Таким чином PT симетрiя призводить

до симетрiї спектру так само, як i спiввiдношення (1.33), що розглядається

нижче.

1.1.3.3. Частинково-дiрочна симетрiя i стабiльнiсть Фермi то-

чки. Гамiльтонiан H0(k) також задовольняє двом iншим спiввiдношен-

ням [62,93,98,99] (див. також у кiнцi Роздiлу 2.2)

τ3H0(k)τ3 = −H0(k) (1.33)

та

τ2H∗
0(k)τ2 = −H0(k). (1.34)

Легко перевiрити, що вони гарантують, що, якщо є стан |ψ〉 з енергiєю E, то

стани τ3|ψ〉 i τ2|ψ〉∗ вiдповiдають енергiї −E, а це означає, що енергетичнi

зони симетричнi вiдносно E = 0. Ми вiдзначимо, що в той час, коли по-

рушуючий парнiсть член m−Υ†τ3Υ, очевидно, порушує умову (1.33), бiльш

загальна умова (1.34) все ще задовольняється. Дiйсно, навiть для m− 6= 0

спектр симетричний вiдносно E = 0: E(k) = ±
√

m2− + |φ(k)|2. Для того,

щоб Фермi точка E(k = 0) = 0 iснувала, ми повиннi вимагати виконання

спiввiдношення (1.33), яке є необхiдною, але недостатньою, умовою для її

iснування. Iснування i стабiльнiсть точки Фермi диктується топологiєю в

iмпульсному просторi [100], тобто вiдмiнним вiд нуля топологiчним iнварi-

антом (числом обертiв) який виражається аналiтично як

N =

∮

C

dk

4πi
tr[σ3H

−1(k)∂kH(k)]. (1.35)
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Тут iнтеграл береться довкола довiльного контуру C навкруги однiєї з K±

точок and tr – це слiд по iндексам пiдграток. Для гамiльтонiанаH0 заданого

рiвнянням (1.10) топологiчний iнварiант може бути переписано у формi

N =
1

4πi

∮

C

φ(k)dφ∗(k)− φ∗(k)dφ(k)
|φ(k)|2 . (1.36)

Для K± точок це дає N(K±) = ±1. З iншого боку, коли у спектрi вiдкрива-

ється щiлина, топологiчний iнварiантN = 0 i Фермi поверхня зникають. Це

може траплятися через те, що повний топологiчний заряд двох K± точок

N = 0. Тривiальний повний топологiчний заряд поверхонь Фермi дозволяє

їх анiгiляцiю, яка вiдбувається, коли спектр енергiї має щiлину. Питання

топологiчної стабiльностi дiракiвських точок у присутностi iнших членiв

перескоку було розглянуто в роботi [93] (див. також роботу [101] де та-

кож розглянута слабка анiзотропiя перескоку) i зараз ми тiльки побiжно

вiдзначимо наступне. Перескок мiж наступними сусiдами (внутрипiдгра-

тковий), який розглянуто, наприклад, у роботi [102] (див. також роботу

за участю автора [103], присвячену впливу цих членiв на дГвА ефект),

призводить до появи тiльки дiагонального члена в гамiльтонiанi H0, який

задається рiвнянням (1.10). Цей член усуває частинково-дiрочну симетрiю

вихiдних енергетичних зон, для котрих малi вiдхилення вiд K± можуть

бути поглиненi у хiмiчний потенцiал [66]. Роль дiагонального трансферу

(третi наступнi сусiди) була також розглянута в [93].

1.1.4. КЕД2+1 лагранжiан графену.

1.1.4.1. Невзаємодiючий дiракiвський гамiльтонiан. Поблизу двох

нееквiвалентнихK± точок, де ε(K±) = 0, функцiя (1.11) може бути розкла-

дена так φ(K±+p) = ±~vF (p1∓ip2), що гамiльтонiан (1.10) лiнеаризується
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[34, 104]

H0 =
∑
σ

∫

DC

d2p

(2π)2
[
Υ†

σ(K+ + p)HK+
(p)Υσ(K+ + p)

+ Υ†
σ(K− + p)HK−(p)Υσ(K− + p)

]
,

(1.37)

з гамiльтонiвською густиною для K± точок

HK+
= ~vF (τ1p1 + τ2p2), HK− = ~vF (−τ1p1 + τ2p2). (1.38)

Iнтегрування в (1.37) проводиться по дiракiвському конусу (DC) з обрiза-

нням по енергiї, зробленим таким чином, що зберiгає число станiв

W = ~vF

√
ΩB

2π
=
~vF
a

√
4π√
3
=

√
π
√
3t ≈ 2.33t, (1.39)

де ΩB = (2π)2/S є площею зони Брiллюена.

Дуже зручно використовувати 4-компонентнi спiнори Ψσ(p), якi зро-

бленi зi спiнорiв для K± точок. Комбiнуючи спiнори Υσ(K±+p) разом, ми

переставляємо пiдгратки в спiнорi для K− точки,1 так що

Ψσ(p) =


 ψK+,σ(p)

ψK−,σ(p)


 =




aσ(K+ + p)

bσ(K+ + p)

bσ(K− + p)

aσ(K− + p)




. (1.40)

1Це дозволяє використовувати один i той же гамiльтонiан для обидвох K точок, тобто HK± =

±~vF (τ1p1 + τ2p2) i одержати стандартне представлення для гамма матриць.
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Вiдповiдно, гамiльтонiан (1.37) приймає форму

H0 = ~vF
∑
σ

∫

DC

d2p

(2π)2

K+A K+B K−B K−A

×Ψ†
σ(p)




0 px − ipy 0 0

px + ipy 0 0 0

0 0 0 −px + ipy

0 0 −px − ipy 0




Ψσ(p)

=
∑
σ

∫

DC

d2p

(2π)2
Ψ†

σ(p)H0(p)Ψσ(p), H0(p) = ~vF (α1p1 + α2p2).

(1.41)

Тут 4×4 матрицi α1,2 є першими двома α матрицями з трьох αi (i = 1, 2, 3)

матриць

ααα = (α1, α2, α3) = τ̃3 ⊗ (τ1, τ2, τ3) =


 τττ 0

0 −τττ


 (1.42)

якi антикомутують мiж собою та з матрицею β:

β = τ̃1 ⊗ I2 =


 0 I2

I2 0


 . (1.43)

Незвiдне представлення дiракiвської алгебри у (2+1) вимiрi задається 2×2

матрицями, i є два таких незвiдних представлення, якi вiдрiзняються зна-

ком. Вони обидва використанi у (1.41), вiдображаючи те, що на додаток до

двох ступенiв свободи, пов’язаних з A i B пiдгратками, треба також взяти

до уваги фермiони з двох рiзних K± точок. Цi ступенi свободи описуються

τ̃ матрицями, якi дiють у долинному (K±) пiдпросторi i, в результатi, ми

використовуємо 4 × 4 звiдне (у 2 + 1 вимiрi) представлення дiракiвських

матриць.

1.1.4.2. Лагражiан графену. Щоб закiнчити вiдображення гратко-

вої моделi графена до КЕД2+1, ми введемо γ матрицi та включимо зовнiшнє
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магнiтне поле. Ми вибираємо

γ0 = β, γγγ = βααα = −iτ̃2 ⊗ (τ1, τ2, τ3) =


 0 −τττ

τττ 0


 (1.44)

i вводимо дiракiвський спряжений спiнор Ψ̄σ(p) = Ψ†
σ(p)γ

0. Матрицi γν

з ν = 0, 1, 2, 3 задовольняють звичайним антикомутацiйним спiввiдношен-

ням

{γµ, γν} = 2gµνI4, gµν = (1,−1,−1,−1) , µ, ν = 0, 1, 2, 3. (1.45)

Проте ми нагадуємо, що у КЕД2+1, матриця γ3 не використовується у дi-

ракiвському представленнi гамiльтонiана

H0 =
∑
σ

∫

DC

d2p

(2π)2
Ψ̄σ(p)HD

0 (p)Ψσ(p),

HD
0 (p) = γ0H0(p) = ~vF (γ1p1 + γ2p2).

(1.46)

Представлення (1.44) називається вейлевським або кiральним представлен-

ням γ матриць. I через те, що цi матрицi 4×4, є можливiсть сконструювати

кiральну γ5 матрицю

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =


 I2 0

0 −I2


 , (1.47)

яка комутує з αi та антикомутує з γν. Ми вiдзначимо, що кiральне пред-

ставлення (1.44) за допомогою матрицi

S =
1√
2


 I τ3

I −τ3


 , S−1 =

1√
2


 I I

τ3 −τ3


 , (1.48)

переходить в iнше представлення

γν = τ̃3 ⊗ (τ3, iτ2,−iτ1) =


 γ̂0 0

0 γ̌0


 ,


 γ̂1 0

0 γ̌1


 ,


 γ̂2 0

0 γ̌2


 ,

γ3 =


 0 I

−I 0


 , γ5 =


 0 I

I 0


 ,

(1.49)
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яке було використане в роботах [1, 2, 9, 58, 59, 105, 106]. Вiдзначимо, що рi-

знi дослiдники використовували рiзнi представлення дiракiвської алгебри

(див., наприклад, роботи [34,53,54,60,107,108]). Через це порiвняння пору-

шуючих U(4) симетрiю членiв у термiнах вихiдної структури блохiвських

компонент 4-спiнорiв (1.40), якi введенi для опису графену, є досить ускла-

дненим. Наш вибiр кiрального представлення γ матриць в (1.44) мотивує-

ться тим фактом, що в цьому представленнi спiнори з певною кiральнiстю

є власними станами γ5, що робить фiзичну iнтерпретацiю квантового числа

кiральностi в графенi у Роздiлi 2.2 бiльш прозорою. Iншою перевагою цього

представлення є можливiсть порiвняння з роботами [109–116], де обговорю-

валися дискретнi симетрiї графену.

З рiвняння (1.8) можна одержати повний електричний струм

∑
n

jα(n) = e

∫

BZ

d2k

(2π)2

∑

δδδi,σ

Υ†
σ(k)

∂

∂kα

t

~


 0 eikδδδi

e−ikδδδi 0


Υσ(k)

' −evF
∑
σ

∫

DC

d2p

(2π)2
Ψ̄σ(p)γ

αΨσ(p),

(1.50)

де у другiй лiнiї ми розклали матрицю поблизу K± точок та ввели 4-

компонентнi спiнори Ψσ(p) i Ψ̄σ(p). Можна побачити, що форма оператора

електричного струму та зв’язок останнього з векторним потенцiалом A у

рiвняннi (1.8) є стандартними для КЕД. Як вже обговорювалось у Роздi-

лi 1.2.3.2, iншою вiдомою системою, шо описується за допомогою КЕД2+1, є

dНП, але зв’язок з векторним потенцiалом вiдрiзняється через присутнiсть

надструмiв.

Об’єднуючи гамiльтонiан (1.46) з членом взаємодiї A(n)j(n) (див. рiв-

няння (1.6)), де густина струму j(n) вiдповiдає оператору струму в (1.50),

ми приходимо до КЕД2+1 лагранжiану

L =
∑
σ=±1

Ψ̄σ(t, r)
[
iγ0(~∂t − iµσ) + i~vFγ1Dx + i~vFγ2Dy

]
Ψσ(t, r) (1.51)
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з

Dα = ∂α + ie/~cAα, α = x, y (1.52)

записаному в координатному представленнi. У наступних Роздiлах 2 – 6

ми розглянемо ситуацiю, коли зовнiшнє постiйне магнiтне поле B = ∇×A

прикладено перпендикулярно до площини графену вздовж позитивного на-

прямку z осi. Магнiтне поле також входить до зеєманiвського члену, котрий

введений через µσ. Якщо поле B не перпендикулярне до площини, то до

зеєманiвського члену все одно входить його повна величина, тодi як ор-

бiтальний член залежить вiд його перпендикулярної компоненти. Бiльш

загально, число спiнових компонент Nf може розглядатися як iндекс, який

пов’язаний з ароматом, при цьому фiзичному випадку вiдповiдає величина

Nf = 2.

Для теоретичного пояснення базових експериментiв [39,40], якi довели,

що дiракiвськi квазiчастинки iснують в графенi, достатньо використовува-

ти дiракiвський лагранжiан (1.51). Хоча низькоенергетичнi квазiчастинко-

вi збудження, що описуються лагранжiаном (1.51) є невзамодiючими, цей

лагранжiан фiксує дiракiвську природу квазiчастинок. Окрiм цього, у ма-

гнiтних полях до 10T нема необхiдностi включати член Зеємана [117] i

достатньо розглядати тiльки орбiтальний ефект магнiтного поля. Проте

DC [117, 118] i AC [119] вимiрювання у сильних полях B & 10T вже пока-

зують, що ефект взаємодiї мiж квазiчастинками в графенi грає важливу

роль. Як предмет теоретичних дослiджень, роль далекодiючої кулонiвської

взаємодiї стала предметом численних дослiджень навiть ще до вiдкриття

графену [53–60]. Гамiльтонiан кулонiвської взаємодiї має вигляд

HC =
~vF
2

∑

σ,σ′

∫
d2rd2r′Ψ̄σ(r)γ

0Ψσ(r)
g

|r− r′|Ψ̄σ′(r′)γ0Ψσ′(r′), (1.53)

з константою зв’язку g = e2/ε~vF = αc/εvF , де α ' 1/137 – це постiйна

тонкої структури. З повiтрям з одного боку та SiO2 з другого, заекранована
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дiелектрична постiйна ε ≈ 1.6ε0 була оцiнена у [120]. Вiдповiдна величина

g ≈ 1.37 не задовольняє умовi g ¿ 1, яка б могла спростити теоретичний

аналiз. Все це пояснює, чому роль кулонiвської взаємодiї в графенi є акту-

альним предметом сучасних дослiджень, див., наприклад, роботи [121–123].

Окрiм далекодiючої кулонiвської взаємодiї можна також розглядати iн-

шi взаємодiї на гратцi, такi як вiдштовхування на одному i тому ж вузлi

та мiж найближчими сусiдами [107,120]

Hint =
U

2

∑

n,σ,σ′
Υ†

σ(n)P+Υσ(n)Υ
†
σ′P+(n)Υσ′(n)

+
U

2

∑

n,σ,σ′
Υ†

σ(n+ δδδ1)P−Υσ(n+ δδδ1)Υ
†
σ′(n+ δδδ1)P−Υσ′(n+ δδδ1)

+
V

2

∑

n,δδδi,σ,σ′
Υ†

σ(n)P+Υσ(n)Υ
†
σ′(n+ δδδi)P−Υσ′(n+ δδδi)

(1.54)

з P± = (1±τ3)/2. У низькоенергетичнiй границi це призводить до декiлькох

локальних чотирьохфермiонних взаємодiй [107,120] (див. також найновiшу

роботу [124]), якi, загалом, порушують початкову U(4) iнварiантнiсть i ве-

дуть до генерацiї вiдповiдних мас (див, Роздiл. 2.5):

Hint =
∑
i

Ui

∫
d2r(Ψ̄(r)ΓiΨ(r))2, Γi = (I, γ3, γ5, γ3γ5)⊗ (σ0, σ3).

(1.55)

1.1.5. Пiдсумки щодо КЕД2+1 опису графену. Пiдсумовуючи,

ми хотiли б зробити наголос, що твердження, що ефективна низькоенерге-

тична теорiя графену — це безмасова КЕД2+1, базується на трьох нетривi-

альних фактах:

1. Низькоенергетичнi збудження в графенi є безмасовими квазiчастин-

ками з лiнiйною дiсперсiєю, яка має додатнi та вiд’ємнi гiлки,±~vF |p|.
Часто недостатньо пiдкреслюється, що навiть масивнi квазiчастин-

ки (див. Роздiл 2.5 та Рис. 3.1 (b) нижче) з енергiєю±
√
~2v2Fp2 +∆2

описуються масивною КЕД2+1, а не теорiєю Шрьодiнгера.
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2. Якiсно нова особливiсть графену полягає в тому, що власнi функцiї

низькоенергетичних квазiчастинкових збуджень описуються рiвня-

нням Дiрака. Як ми побачили, спiнорна структура хвильової фун-

кцiї є загальним наслiдком стiльникової гратчатої структури гра-

фену з двома вуглецевими атомами в елементарнiй комiрцi [34,104].

3. Дуже важливо, що взаємодiя квазiчастинок у графенi iз зовнiшнiм

електромагнiтним полем вводиться за допомогою принципу мiнi-

мального зв’язку, як у квантовiй теорiї поля.

Треба також пам’ятати про важливi вiдмiнностi рiвняння для електронiв

в графенi вiд рiвняння для звичайних релятивiстських фермiонiв [82]:

1. Рiвняння для квазiчастинок у графенi є двовимiрним (див. Роз-

дiл 2.2 нижче).

2. Лагранжiан (1.51) є придатним до застосування тiльки при малих

хвильових векторах, якi набагато меншi за вектори оберненої гра-

тки, та, вiдповiдно, у зовнiшнiх полях, що змiнюються плавно.

3. Лагранжiан (1.51) придатний до застосування у системi спокою гра-

тки i не iнварiантний нi вiдносно перетворень Галелея, нi перетво-

рень Лоренца.

Останнiй пункт треба дещо пояснити. Ефективне рiвняння для електронiв

у графенi виводиться у наближеннi ефективної маси з нерелятивiстського

рiвняння Шрьодiнгера [82, 84], яке iнварiантне вiдносно перетворень Галi-

лея (i тому описує нерелятивiстськi електрони). При виводi (1.51) ця iнва-

рiантнiсть втрачається. Що стосується перетворень Лоренца, то при пере-

ходi у систему вiдлiку, яка рухається, координатний вектор xµ перетворю-

ється по закону, в якому фiгурує швидкiсть свiтла c. Ця ж сама швидкiсть

входить i до калiбрувально iнварiантного принципу мiнiмального зв’язку

p → p+(e/c)A у (1.51), який необхiдний для опису графену в магнiтному

полi. У той же самий час просторова та часова компоненти вектора iм-

пульсу pµ пов’язанi через швидкiсть Фермi vF ≈ c/300. Таке неспiвпадiння
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швидкостей призводить до порушення релятивiстської iнварiантностi.

1.2. Високотемпературна надпровiднiсть

Зокрема вивчення високотемпературних купратних надпровiдникiв ви-

кликало великий iнтерес у так званих нодальних збудженнях, якi є безщi-

линними фермiоними збудженнями, пов’язаними з нулями щiлинної фун-

кцiї. Залежно вiд фiзичного походження щiлини можна розглядати рiзнi

фiзичнi ситуацiї, якi, взагалi, описуються рiзними теоретичними моделями.

Наприклад, якщо щiлина вiдкривається завдяки анiзотропному спарюван-

ню електрона та дiрки, яке є одним iз можливих станiв електронної си-

стеми з напiвзаповненою зоною i нестiнгом Фермi поверхнi. Це вiдповiдає

2D орбiтальному антиферомагнетику (ОАФ), який ще зветься англiйською

stuggered flux phase [125, 126]. Через dx2−y2 импульсну залежнiсть щiлини в

ОАФ станi цей стан також зветься d-густини хвилi (ДГХ) стан [127].

1.2.1. d-густини хвилi. Запропонований у роботi [127] сценарiй ба-

зується на тому, що псевдощiлинний стан [128] (див. також огляд автора

[24], присвячений iншому сценарiю появи псевдощiлини) ВТНП купратiв є

результатом присутностi iншого параметру порядку, що зветься ДГХ [129]

i має d-хвильову симетрiю:

〈c†s(t,k+Q)cs′(t,k)〉 = iΦQf(k)δss′ (1.56)

де s, s′ = ± це спiновий iндекс, f(k) = cos kxa− cos kya, Q = (π/a, π/a), та

a – постiйна гратки.

У порiвняннi з d-хвильовим надпровiдним порядком ДГХ параметр по-

рядку здається бiльш екзотичним, бо вiн порушує симетрiї звороту часу,

трансляцiї на одну постiйну гратки, та обертання на π/2, але зберiгає си-

метрiю вiдносно будь-якої комбiнацiї з цих двох.
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Основна причина для цього порушення полягає у тому, що в основному

ДГХ станi є зворотньоциркулюючi струми. Схематична фазова дiаграма

для ДГХ сценарiю псевдощiлини показана на Рис. 1.3. Для дiрочного до-

пiнгу бiльшого, нiж критичний [130], припущено, що ДГХ порядок зникає,

тодi як у недодопованiй системi ДГХ порядок спiвiснує з d-хвильовою над-

провiднiстю (dНП).

T

0.19 x

DDW
+ dSC

dSC

DDW

Рис. 1.3. Схематична фазова дiаграма купратiв у ДГХ сценарiї.

Треба вiдзначити, що на сьогоднiшнiй день можна вважати, що ДГХ

сценарiй не реалiзується у псевдощiлинному станi купратiв. Це негативне

твердження у тому числi є результатом iз роботи автора [6]. Проте конку-

руючi порядки можуть стосуватися властивостей недодопованого надпро-

вiдного стану купратiв. Цiй цiкавiй проблемi присвячено Роздiл 7.

1.2.2. d-хвильова надпровiднiсть. Є консенсус, що надпровiдний

стан купратiв має d-хвильову щiлину з вузлами вздовж дiагоналей зони

Брiллюена [38]. Лiнеаризацiя боголюбiвського спектру квазiчастинок нав-

коло чотирьох вузлiв на поверхнi Фермi призводить до iншої реалiзацiї

безщiлинних фермiонних збуджень. Хоча з фiзичної точки зору ОАФ стан
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здається складнiшим, нiж d-хвильовий надпровiдний стан, тому що перший

характеризується вiдмiнними вiд нуля локальними струмами, що порушу-

ють симетрiї iнверсiї часу та трансляцiйну, насправдi дiракiвський опис

ОАФ стану простiший, тому що зовнiшнє електромагнiтне поле входить у

вiдповiднi теоретичнi вирази таким же чином, як в КЕД2+1.

1.2.3. Модельнi гамiльтонiани ДГХ i dНП станiв. Зараз ми пе-

рейдемо до опису модельних гамiльтонiанiв для ОАФ, d-хвильового над-

провiдного станiв.

1.2.3.1. Гамiльтонiан ДГХ стану. У наближеннi середнього поля

феноменологiчний гамiльтонiан ДГХ стану записується так [126,131]

HDDW =
∑

σ=↑,↓

∫

RBZ

d2k

(2π)2
χ†
σ(k)

[
ε(k)σ3 − µÎ −D(k)σ2

]
χσ(k), (1.57)

де спiнори

χσ(k) =


 cσ(k)

cσ(k+Q)


 , χ†

σ(k) =
(
c†σ(k) c†σ(k+Q)

)
, (1.58)

складаються з операторiв створення та знищення c†σ(k), cσ(k) з iмпульсом

k та спiном σ, одночастинковою енергiєю ε(k) = −2t(cos kxa + cos kya) з

параметром перескоку t, хiмiчним потенцiалом µ, ДГХ щiлиною D(k) =

D0

2 (cos kxa − cos kya) та хвильовим вектором, Q = (π/a, π/a) за якого має

мiсце впорядкування хвилi густини. Iнтегрування ведеться по редукованiй

зонi Брiллюена RBZ. σi це матрицi Паулi. Скрiзь обрано одиницi ~ = c =

kB = 1, якщо не сказано протилежне.

Гамiльтонiан (1.57) описує збудження зi спектром

E(k) = −µ±
√
ε2(k) +D2(k).

Лiнеаризуючи спектр бiля чотирьох вузлiв Ni = (±π/2a,±π/2a) з i =

1, . . . , 4 при половинному заповненнi (µ = 0), одержуємо E(k) = −µ ±
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√
v2Fk

2
x + v2Dk

2
y, де Фермi швидкiсть обчислена при напiвзаповненнi vF =

|∂ε(k)/∂k|k=N| = 2
√
2ta, ДГХ щiлинна швидкiсть vD = |∂D(k)/∂k|k=N| =

1√
2
D0a, та iмпульси kx i ky наведенi в локальнiй вузловiй системi координат

(див. Рис. 2 з роботи [131]).

Використовуючи цей лiнеаризований спектр i вставляючи векторний

потенцiал таким чином, щоб зберiгався заряд для оригiнального гамiльто-

нiана (1.57), одержуємо [6] наступний дiракiвський лагранжiан, що описує

квазiчастинки бiля одного з вузлiв, наприклад Ni=1 = (π/2a, π/2a):

L = χ̄i
σ(x)iγ̃

νDνχ
i
σ(x), x = (t, r), (1.59)

де χ̄i
σ(x) = χi†

σ (x)σ1 це дiракiвський спряжений спiнор, i нумерує вузол Ni,

коварiантнi похiднi Dν є

Dν =





~∂t − ieA0(x), ν = 0,

vF
(
~∂x − iecA1(x)

)
, ν = 1,

vD
(
~∂y − iecA2(x)

)
, ν = 2,

(1.60)

та γ матрицi є

γ̃ν = (σ1,−iσ2, iσ3), {γ̃µ, γ̃ν} = 2Î2g
µν,

gµν = diag(1,−1,−1), µ, ν = 0, 1, 2.
(1.61)

Хiмiчний потенцiал µ може бути введено в лагранжiан (1.59), вибираючи

A0 = µ/e. Також сума по спiновим компонентам у рiвняннi (1.59) може

розглядатися як додатковий iндекс аромату.

У 2 + 1 вимiрi є два унiтарно нееквiвалентних представлення дiракiв-

ської алгебри (див напр. [132]):

γ̂0 = σ3, γ̂1 = iσ1, γ̂2 = iσ2, (1.62a)

γ̂0 = −σ3, γ̂1 = −iσ1, γ̂2 = −iσ2. (1.62b)
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Як можна перевiрити, нашi γ-матрицi (1.61) вiдповiдають представленню

(1.62b), якщо зробити унiтарне перетворення χ̂1 = Uχ1, γ̂µ = Uγ̃µU−1 з U =

(1/2)(Î2 − iσ1 − iσ2 + iσ3). Оскiльки фiзичнi властивостi системи залежать

тiльки вiд алгебри, яку цi матрицi задовольняють, можна прямо працювати

з бiльш загально використовуваним представленням (1.62) замiсть (1.61).

Працюючи з (1.59) треба не забути, що фiзичнi властивостi включа-

ють сумування по 4 вузлам, якi присутнi в оригiнальному (1.57). Факти-

чно, тiльки два сусiднiх вузли, наприклад Ni=1 = (π/2a, π/2a) та Ni=2 =

(π/2a,−π/2a) є нееквiвалентними у редукованiй зонi Брiллюена RBZ , i

вiдповiднi локальнi вузловi координатнi системи, якщо їх визначити так,

як зроблено на Рис. 2 у роботi [131]), пов’язанi одна з одною перетворенням

парностi (див. на початку Роздiлу 2.3 з приводу такого означення цього пе-

ретворення), (kx, ky) → (kx,−ky), з одночасним обмiном vF ↔ vD. Таким

чином, сума по нееквiвалентним вузлам може бути прийнята до урахуван-

ня подвоєнням спiнорiв

Υσ =


ψ1

σ

ψ2
σ


 (1.63)

та використовуючи редуковане представлення γ-матриць,

γµ = (σ3, iσ1, iσ2)⊗ σ3 :

γ0 =


σ3 0

0 −σ3


 , γ1 =


iσ1 0

0 −iσ1


 , γ2 =


iσ2 0

0 −iσ2


 (1.64)

з вiдповiдною густиною лагранжiана

L = Ῡσ(x)iγ
νDνΥσ(x). (1.65)

1.2.3.2. Гамiльтонiан d-хвильового надпровiдного стану. На вiд-

мiну вiд гiпотетичного ДГХ стану, d-хвильова надпровiднiсть спостерiгає-

ться у купратних надпровiдниках [38]. Вона описується за допомогою га-
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мiльтонiана Боголюбова – де Женна

HBdG =

∫
d2rΨ†(t, r)τ3

[
ε
(
−i∇− τ3

e

c
A(r)

)
− µ

]
Ψ(t, r)

−
∫

d2r1

∫
d2r2

[
∆†(t, r1; r2)Ψ†(t, r1)τ−Ψ(t, r2)

+Ψ†(t, r1)τ+Ψ(t, r2)∆(t, r1; r2)
]
,

(1.66)

де Ψ та Ψ† = (ψ†
↑, ψ↓) є стандартними спiнорами Намбу , ε(p) є одно-

частинковою енергiєю, τ± = (τ1 ± iτ2)/2 i ∆(t, r1; r2) є бiлокальним щi-

линним оператором, ермiтове спряження якого включає транспонування

у функцiональному сенсi, ∆†(t, r1; r2) ≡ [∆(t, r2; r1)]
∗. Припускається, що

нетривiальна залежнiсть ∆(t, r1; r2) вiд вiдносної координати r1 − r2 опи-

сує d-хвильовий стан. Подальше спрощення цього члену в рiвняннi (1.66)

можливе, якщо припустити, що амплiтуда спарюючого члена зi щiлиною

не залежить вiд часу t та координати центру мас R = (r1 + r2)/2. Для

купратiв це припущення може бути виправданим навiть вище критичної

температури, Tc. Нижче Tc у вихровому станi це припущення вiдповiдає

нехтуванню ядром вихору i розглядом тiльки “вихорiв фази”. Оскiльки ми

розглядаємо амплiтуду бiлокального комплексного поля ∆(t, r1, r2), при-

родньо розглядати також його фазу θ(t,R). Є, проте, деяка тонкiсть при

написаннi континуальної версiї спарюючого члену (1.66) в очевидно калi-

брувально iнварiантнiй формi, яку можна вирiшити, обираючи вiдповiдну

форму диференцiального оператора дляˆ(див. роботи [133,134]). Через те,

що ми розглядаємо низькоенергетичнi квазiчастинковi збудження бiля чо-

тирьох вузлiв, ми пишемо лiнеарiзований гамiльтонiан для одного з цих

вузлiв, як (див., наприклад, [131,133])

HdSC =Ψ†(x)
[
ivF τ3

(
∂x − i

e

c
τ3Ax

)

+iv∆τ+e
iθ(x)/2∂ye

iθ(x)/2 + iv∆τ−e−iθ(x)/2∂ye
−iθ(x)/2

]
Ψ(x),

(1.67)

де vF є Фермi швидкiстю, v∆ = |∂∆(k)/∂k|k=N| є щiлинною швидкiстю, що

визначається нахилом надпровiдної щiлини ∆(k). Обидвi швидкостi обчи-
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слюються у вузлових точках на справжнiй поверхнi Фермi системи, а не

при при половинному заповненнi, як було у випадку ДГХ (див. Рис. 7.1).

Лiнеаризацiя призводить до обмежень на область застосування гамiльто-

нiана (1.67), яка, проте, залишається досить широкою [135].

Нарештi, вводячи дiракiвський спряжений спiнор η̄i = Ψi†τ2, ми може-

мо отримати з гамiльтонiана (1.67) лагранжiан, подiбний до (1.59), але з

векторним потенцiалом, що сполучається тiльки з vF членом. Знову, робля-

чи, якщо необхiдно, унiтарне перетворення, можна зкомбiнувати спiнори ηi,

що походять вiд двох протилежних вузлiв, в один чотирьохкомпонентний

спiнор. Подiбним чином у термiнах ефективної КЕД2+1 dНП описується,

наприклад, у роботах [19,133,136–139].

Таким чином, у вiдсутностi магнiтного поля низькоенергетичнi квазi-

частинковi збудження у dНП описуються релятивiстським дисперсiйним

законом

E(k) = ±
√

v2Fk
2
x + v2∆k

2
y, (1.68)

де iмпульси kx i ky надаються у локальнiй вузловiй системi координат. Екс-

периментальнi значення vF i v∆ у купратах можуть бути знайденi у [140],

наприклад, значення vF ∼ 2.5× 1 05m/s i анiзотропiя конусу Дiрака vF/v∆
змiнюється мiж 10 i 20 залежно вiд допiнгу та речовини.

Є двi важливi вiдмiнностi мiж ДГХ i dНП гамiльтонiанами. Роблячи

калiбрувальне перетворення, яке перемiщає фазу вiд крайнього члену в

(1.67), ми спостерiгаємо, що квазiчастинки в надпровiднику приєднанi не

до векторного потенцiалу A, який вiдповiдає магнiтному полю B = ∇×A,

а до надструму ∇θ − (2e/~c)A, де θ - фаза надпровiдного параметру по-

рядку. Ця рiзниця мiж випадками ДГХ i dНП приводить до висновку, що

в зовнiшньому магнiтному полi вузловi квазiчастинки ДГХ стану форму-

ють рiвнi Ландау [141], тодi як у dНП станi рiвнi Ландау сильно змiшанi

[142]. Проте ми представили dНП гамiльтонiан (1.67) тут завдяки його пра-
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ктичнiй важливостi i факту, що спрощена фiзична картина заснована на

рiвнях Ландау [143,144], можливо, стає доречною при вищих енергiях [145]

i може бути розцiнена як перша апроксимацiя до бiльш ускладненого ви-

падку вихрового стану в d-хвильових надпровiдниках.

Друга рiзниця є у тому, що, для ДГХ стану хiмiчний потенцiал µ явно

присутнiй у лагранжiанi (1.59), тодi як для dНП, вiн був поглинений у ви-

значеннi швидкостi Фермi vF на поверхнi Фермi. Походження цiєї рiзницi

може бути протилежне у рiзнiй структурi гамiльтонiанiв (1.57) i (1.66). Мо-

жна також сказати, що в dНП хiмiчний потенцiал вузлових квазiчастинок

нульовий, таким чином, що, коли прикладне поле змiнюється, вiдповiднi

рiвнi Ландау (навiть якщо вони були сформованi) не можуть перетнути

хiмiчний потенцiал i привести до дХвА ефекту [143]. Як вже згадувалось,

ми повернемося до властивостей dНП у Роздiлi 7.

Наприкiнцi згадаємо, що ще одним трохи менш вiдомим прикладом си-

стем, що мають дiракiвськi квазiчастинковi збудження у фазi з нетради-

цiйною хвилею густини, є перехiднi метали дiхалькогенiди [146].
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РОЗДIЛ 2

ВЛАСТИВОСТI КЕД2+1 ОПИCУ ГРАФЕНУ

Что может быть больше похоже на мою руку или мое

ухо, чем их собственное отражение в зеркале? И все же

руку, которую я вижу в зеркале, нельзя поставить на

место настоящей руки...

Иммануил Кант

Цей роздiл базується на оригiнальних матерiалах, якi увiйшли в огляд

[25]. Ми зосередимося на симетрiях проблеми вiльних дiракiвських фермiо-

нiв i наслiдках можливого порушення таких симетрiй. Зокрема ми розгля-

немо просторову iнверсiю, обернення часу, зарядове спряження i неперерв-

ну U(4) симетрiю. Ми пояснимо рiзницю мiж 2D дiракiвськими фермiона-

ми в графенi i 3D дiракiвськими фермiонами, якi вивчаються у звичайнiй

КЕД3+1. Зокрема, є рiзниця у фiзичному змiстi такого важливого кван-

тового числа, як кiральнiсть (chirality) в КЕД2+1 i КЕД3+1. Через це i

завдяки факту, що поняття кiральностi є зараз широко вживаним у лiте-

ратурi з графену (див., наприклад, [147]), ми вирiшили, що буде корисним

пояснити схожiсть i вiдмiнностi цього поняття в теорiї поля i в графенi у

Роздiлi 2.2. Рiзниця мiж квазiчастинками в графенi та безмасовими ней-

трино обговорюється у Роздiлi 2.4. Наприкiнцi, у Роздiлi 2.6 (див. також

Додаток А) ми обговорюємо властивостi дiракiвських рiвнiв Ландау.

2.1. Неперервнi симетрiї КЕД2+1 моделi

У вiдсутностi зеєманiвського розщеплення, коли µσ = µ ефективний

лагранжiан (1.51) має глобальну U(4) симетрiю, яка, наприклад, обгово-
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рюється у Додатках A i C з робiт [2, 60]. Ця симетрiя оперує у просторi

долина-пiдгратка та спiновому просторi. Для початку корисно знехтувати

спiновим простором i роздивитись уважнiше глобальну U(2) симетрiю для

4-компонентних спiнорiв у просторi долина-пiдгратка.

2.1.1. U(2) долинно-пiдграткова симетрiя. Можна перевiрити, що

матрицi

T1 =
1

2
iγ3 =

1

2
τ̃2⊗ τ3, T2 =

1

2
γ5 =

1

2
τ̃3⊗ τ0, T3 =

1

2
γ3γ5 =

1

2
τ̃1⊗ τ3 (2.1)

комутують з Гамiльтонiаном (1.41) та задовольняють комутацiйним спiв-

вiдношенням SU(2) алгебри

[Ti, Tj] = iεijkTk, (2.2)

де εijk є символом Левi-Чiвiти. Разом з одиничною матрицею (T0 = I4/2),

вони призводять до U(2) симетрiї [60, 148], яка дiє у просторах долинних

та пiдграткових iндексiв. Ми будемо називати цю ефективну симетрiю для

низькоенергетичного опису графену кiральною, оскiльки вона мiстить γ5

матрицю i нагадує кiральнi симетрiї для безмасових частинок у фiзицi ви-

соких енергiй (див. далi спецiальний Роздiл 2.2 присвячений цьому). Через

наявнiсть кiральної SU(2) симетрiї iснує квантове число кiральнiсть, яке

зберiгається. Це число характеризується власними величинами дiагональ-

ного генератору T2 = γ5/2. Оскiльки є двi власних величини +1/2 i −1/2

дiагонального оператора T2, чотирьохкомпонетний спiнор Ψσ перетворює-

ться по звiдному представленню групи SU(2). Збереження числа кiрально-

стi грає важливу роль та призводить до вiдсутностi зворотного розсiяння

[149] у присутностi домiшок, якi не порушують цю симетрiю.

2.1.2. U(4) симетрiя спiн-долина-пiдгратка та її порушення зе-

єманiвським членом. А зараз ми узагальнимо результати попереднього
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Роздiлу i включимо обертання у спiновому просторi. 16 генераторiв U(4),

якi працюють у спiновому та долинно-пiгратковому просторах, дорiвнюють

σκ
2

⊗ I4,
σκ
2

⊗ iγ3,
σκ
2

⊗ γ5, and
σκ
2

⊗ 1

2
[γ3, γ5], (2.3)

де I4 це – одинична 4× 4 матриця та σκ з κ = 0, 1, 2, 3 це – чотири матрицi

Паулi, пов’язанi зi спiновим ступенем свободи [σ0 це – одинична 2×2 матри-

ця]. Легко перевiрити, що коли B = 0 i зеєманiвське розщеплення вiдсутнє,

лагранжiан (1.51) та член взаємодiї (1.53) iнварiантнi при перетвореннях

глобальної U(4) групи, якi генеруються цими 16 генераторами.

Найпростiший приклад порушення симетрiї надається членом Зеємана,

Ψ†
σσ3Ψ = Ψ̄γ0σ3Ψ, де σ3 дiє на спiновi iндекси σ дiракiвських спiнорiв. Вiн

явно порушує U(4) симетрiю до U(2)a × U(2)b з генераторами

σκ′

2
⊗ I4,

σκ′

2
⊗ iγ3,

σκ′

2
⊗ γ5, and

σκ′

2
⊗ 1

2
[γ3, γ5], (2.4)

де κ′ = 0, 3. Ми обговоримо iншi члени, що порушують симетрiю далi у

Роздiлi 2.5.

2.2. Кiральнiсть у КЕД2+1 теорiї графену та її рiзниця з

кiральнiстю у КЕД3+1

Оскiльки у безмасовiй теорiї Дiрака γ5 комутує з Гамiльтонiаном (1.41)

(антикомутує з HD
0 , який заданий (1.46)), це вводить квантове число кi-

ральнiсть, яке вiдповiдає долинному iндексу. Дiйсно, спiнори

ΨK+
=


 ψK+

0


 , ΨK− =


 0

ψK−


 , (2.5)

якi описують квазiчастинковi збудження у K± точках, є власними станами

γ5:

γ5ΨK+
= ΨK+

, γ5ΨK− = −ΨK−. (2.6)
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Маркування K± точок власними станами кiрального оператора γ5 є пе-

ревагою кiрального представлення (1.44) для γ матриць. В iншому часто

використовуваному базисi (1.49) з дiагональною γ0 ця властивiсть вiдсутня.

Для безмасових частинок у 3 + 1 вимiрi квантове число кiральностi

вiдповiдає спiральнiстi , яка характеризує проекцiю її спiну на напрямок

iмпульсу. У 2 + 1 вимiрi звичайна концепцiя спiральнiстi для безмасових

частинок не має сенсу, i можна говорити тiльки про псевдоспiральнiсть.

Зараз ми це проiлюструємо, розглянувши рiвняння Дiрака, яке слiдує

з лагранжiану (1.51) у найпростiшому випадку B = µ = 0, опустивши спi-

новий iндекс. Ми розглядаємо розв’язки з додатною та вiд’ємною енергiєю

з визначеною кiральнiстю

Ψe
K±(t, r) = e−iEt

~ +irpU e
K±(E,p), Ψh

K±(t, r) = ei
Et
~ +irpUh

K±(E,p) (2.7)

з E = ~vF |p|, якi вiдповiдають електронам i дiркам зK± долин, вiдповiдно.

Пiдставивши (2.7) у рiвняння Дiрака, ми одержуємо, що спiнори

U e,h
K+

(E,p) =


 ψe,h

K+
(E,p)

0


 , U e,h

K−(E,p) =


 0

ψe,h
K−(E,p)


 (2.8)

задовольняють рiвнянню Вейля, H0(p)U
e,h(p) = ±EU e,h(p) або, для дво-

компонентних спiнорiв,

~vF (τ1p1 + τ2p2)ψ
e,h
K+

= ±Eψe,h
K+

,

−~vF (τ1p1 + τ2p2)ψ
e,h
K− = ±Eψe,h

K−,
(2.9)

де, вiдповiдно, верхнiй знак вiдповiдає електронам, а нижнiй – дiркам. Ми

пiдкреслимо, що у нашому випадку вектор p = (p1, p2) знаходиться у пло-

щинi графену. Формально рiвняння (2.9) виглядають подiбно до рiвнянь

Дiрака-Вейля, якi описують безмасовi нейтрино [150]

~cpαααΨ = ~c


 pσσσ 0

0 −pσσσ


Ψ = p0Ψ, (2.10)
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проте, в останньому випадку простiр є 3D. Це дозволяє ввести для безма-

сових частинок у 3 + 1 вимiрi спiральностi

Λ =
pΣΣΣ

|p| , ΣΣΣ =


 σσσ 0

0 σσσ


 (2.11)

який комутує з дiракiвським Гамiльтонiаном ~cpααα та характеризує прое-

кцiю спiна частинки на напрямок її iмпульсу. Домноживши (2.10) на γ5 та

прийнявши до уваги, що безмасовi частинки (античастинки) мають дис-

персiю p0 = ±~c|p|, ми одержуємо, що γ5Ψ = ±pΣΣΣ/|p|Ψ. Це iлюструє, що

для безмасових частинок спiральнiсть спiвпадає з кiральнiстю, тодi як для

античастинок вона має протилежний до кiральностi знак.

А зараз розглянемо розв’язки (2.9) для K+ точки

ψe
K+

(E,p) =
1√
2


 1

px+ipy
|p|


 , ψh

K+
(E,p) =

1√
2




−px+ipy
|p|
1


 , (2.12)

та для K− точки

ψe
K−(E,p) =

1√
2


 1

−px+ipy
|p|


 , ψh

K−(E,p) =
1√
2




px−ipy
|p|
1


 . (2.13)

4-компонентнi спiнори (2.5) утворенi з розв’язкiв (2.12), (2.13) є взаємно-

ортогональними власними станами Гамiльтонiана H0(p) i оператора γ5:

Ψi∗
r (p)Ψ

j
s(p) = δijδrs, i, j = e, h, r, s = K+,K−. (2.14)

У 2 + 1 вимiрному випадку нема можливостi зробити обертання навколо

напрямку iмпульсу p, що знаходиться у 2D площинi, i оператор τττ = (τ1, τ2)

не має фiзичного змiсту звичайного спiнового оператору. Таким чином,

концепцiя спiральностi для безмасових частинок, яка зв’язана з групою

Лоренца та обертаннями у звичайному просторi, у цьому випадку не має

сенсу [151]. Далi, оскiльки є тiльки один генератор кутового моменту τ3, не
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iснує неабелiвської алгебри, яка б могла обмежити можливi значення вла-

сних величин, що призводить до можливостi iснування екзотичних стати-

стик (див. [152] та посилання там). Розв’язки (2.12) i (2.13) мають подвiйнi

(double-valued) значення при обертаннях R(θ) = exp(iθτ3/2) з 0 < θ < 4π,

оскiльки вони описують спiнорнi поля [151].

Формально можна використати оператор псевдоспiральностi

Λ2D =
pΣΣΣ

|p| , ΣΣΣ =


 τττ 0

0 τττ


 , τττ = (τ1, τ2) (2.15)

який комутує з Гамiльтонiаном i, таким чином, вiдповiдає квантовому чи-

слу, яке зберiгається. Цей оператор, однак, вiдповiдає внутрiшнiй, а не про-

сторовiй симетрiї, як було у 3 + 1 вимiрному випадку. Однак iснує можли-

вiсть зв’язати мiж собою оператори кiральностi та псевдоспiральностi для

безмасових квазiчастинок, γ5Ψ = ±Λ2DΨ.

Можна бачити, що розв’язки (2.12) та (2.13), якi задовiльняють (2.14)

вiдрiзняються тiльки знаком iмпульсу. Таким чином, ми приходимо до ви-

сновку [112–114,153], що у K+ точцi електроннi збудження мають енергiю

~vF |p| i pτττ/|p|ψe
K+

= ψe
K+

, тодi як для дiрок енергiя дорiвнює −~vF |p|,
тобто pτττ/|p|ψh

K+
= −ψh

K+
. У K− точцi цi спiввiдношення є оберненими:

для електронiв pτττ/|p|ψe
K− = −ψe

K− i для дiрок pτττ/|p|ψh
K− = ψh

K−. Для 4-

компонентних спiнорiв Ψe,h
K± цi умови можуть бути переписанi з використан-

ням оператора псевдоспiральностi: Λ2DΨe
K± = ±Ψe

K± and Λ2DΨh
K± = ∓Ψh

K±.

Вони мають на увазi, що у будь-якiй заданiй K± точцi напрямок iмпуль-

су для електронiв та дiрок з тiєю ж самою абсолютною величиною енергiї

є протилежним. Ця властивiсть безмасових електронiв та дiрок є наслiд-

ком рiвняння руху. Однак, щоб заборонити розсiяння квазiчастинок назад

[149, 154] , треба також придушити їх перехiд вiд однiєї долини до iншої.

Це обмеження також пов’язане зi збереженням кiральностi. Наприклад,

кiральнiсть є хорошим квантовим числом у моношарi з електростатичним
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потенцiальним розсiянням.

Ми змогли визначити кiральну матрицю γ5 та квантове число кiраль-

ностi, оскiльки ми використовуємо редуковане 4×4 представлення дiракiв-

ських матриць. У 2 + 1 вимiрi є два нееквiвалентних нередукованих 2× 2

представлення дiракiвської алгебри [132]. Вiдповiднi 2× 2 γ̃ матрицi хара-

ктеризуються сiгнатурою [155]

η =
i

2
Tr[γ̃0γ̃1γ̃2]. (2.16)

Можна перевiрити, що γ̂ν i γ̌ν матрицi, з яких сформовано 4× 4 представ-

лення (1.49), мають протилежнi сiгнатури η = +1 i η = −1 вiдповiдно.

Щоб прийняти до уваги наявнiсть двох нееквiвалентних K± точок потре-

бу використання двох унiтарно нееквiвалентних представлень 2× 2 гамма

матриць. Як ми бачили, у кiральному представленнi 4 × 4 γ матриць K±

точки розрiзняються квантовим числом кiральностi (долинний iндекс). Сi-

гнатуру η вiдповiдних 2×2 γ матриць iнодi також називають “кiральнiстю”

[155]. Ми вiдзначимо, що сам по собi цей знак не спостерiгається, i необхi-

дно ввести дiракiвську масу або/та магнiтне поле та розглядати їх вiдноснi

знаки (див. Роздiл 2.5 нижче).

Наприкiнцi ми вiдзначимо, що вiдповiдно до (1.33) матриця α3 анти-

комутує з Гамiльтонiаном (1.41): {α3, H0} = 0. Наслiдком цього є те, що

спектр Гамiльтонiану є симетричним вiдносно власної величини E = 0.

Тотожнiсть α2H∗
0(k)α

2 = −H0(k) вiдповiдає рiвнянню (1.34) та гарантує

симетрiю спектру вiдносно E = 0 навiть при наявностi скiнченої дiракiв-

ської маси Ψ̄γ3Ψ. Також матриця γ0 антикомутує з Гамiльтонiанами (1.41)

та (1.46): {γ0, H0} = {γ0, HD
0 } = 0. У [93,99] властивiсть H0 антикомутува-

ти з матрицею α3 була також названа кiральною симетрiєю, через аналогiю

з антикомутативнiстю γ5 з дiракiвським лагранжiаном у 3 + 1 вимiрному

випадку [156, 157]. Також iнколи знак енергiї, ε = λvF |k|, де λ = 1 вiд-

повiдає зонi провiдностi та λ = −1 вiдповiдає зонi валентностi, зветься
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“ярликом кiральност”. Ми, однак, використовуємо слово “кiральний” для

характеристик, що дiйсно пов’язанi з матрицею γ5.

2.3. Дискретнi симетрiї КЕД2+1 моделi графену

У континуальному наближеннi означення операцiй дискретної симетрiї

не є однозначними. У теоретикопольових дослiдженнях КЕД2+1 iснує до-

мовленнiсть (див., наприклад, [63,132]), як визначити цi операцiї. Вона ба-

зується на тому, що перетворення парностi вiдповiдає iнверсiї тiльки однiєї

осi, наприклад x осi: P(x, y) → (−x, y), оскiльки iнверсiя обидвох осей вiд-

повiдає обертанню. Маючи на увазi те, що КЕД2+1 модель має твердотiльне

походження, введенi тут операцiї дискретної симетрiї узгодженi з операцiя-

ми, визначеними у Роздiлi 1.1.3 для моделi на гратцi. Знання цих симетрiй

необхiдне для правильної класифiкацiї членiв, якi порушують симетрiю, i

дозволяє уникнути пастку, яскраво описану в роботi [158].

2.3.1. Просторова iнверсiя P. Як обговорюється у Роздiлi 1.1.3.1,

просторова iнверсiя повинна обернути обидвi осi та обмiняти мiсцями A

i B атоми та K± точки. Таким чином, використавши означення (1.20) та

(1.21), для 4-компонентного спiнору Ψσ(p), який заданий рiвнянням (1.40),

ми визначаємо 1

Ψσ(p) −→ PΨσ(p)P−1 = PΨσ(−p), P = τ̃1 ⊗ τ0 = γ0, P 2 = 1.

(2.17)

Вiдзначимо, що операцiя iнверсiї обидвох просторових координат не є еквi-

валентною обертанню на кут π у площинi, яке задається наступним чином:

Ψ(kx, ky) → exp(iπ(iγ1γ2/2))Ψ(−kx,−ky), де iγ1γ2/2 – це генератор вiдпо-

вiдного обертання.
1Компоненти ψK± спiнору (1.40) обмiнюються при iнверсiї, але оскiльки за означенням ψK− пiд-

гратки вже переставленi, ми маємо τ0 , яка дiє у просторi пiдграток замiсть τ1 , яка була присутня у

(1.21). Це означення P спiвпадає з вiдповiдним оператором з роботи [113].
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Iнварiантнiсть (1.22) Гамiльтонiану H0 при P перетвореннi зараз слiдує

з умови

PHD
0 (p)P = HD

0 (−p) (2.18)

для дiракiвської Гамiльтонiвської густини (1.46). Рiвняння (2.18) узагаль-

нює умову (1.23) для 2 × 2 Гамiльтонiвської густини. Легко побачити, що

при P перетвореннi струм Ψ̄σ0γ
µΨ з (1.50) перетворюється так

Ψ̄σ0γ
0Ψ

P→ Ψ̄σ0γ
0Ψ, Ψ̄σ0γ

1Ψ
P→ −Ψ̄σ0γ

1Ψ, Ψ̄σ0γ
2Ψ

P→ −Ψ̄σ0γ
2Ψ,

(2.19)

де одинична матриця σ0 дiє на спiновi iндекси σ дiракiвських спiнорiв. Взає-

модiя з фiксованим зовнiшнiм магнiтним полем eAαΨ̄σ0γ
αΨ є iнварiантною

при просторовiй iнверсiї.

2.3.2. Обернення часу T . Оператор обернення часу (1.29) пере-

ставляє K± точки, але не пiдгратки. Вiдповiдно, коли ми визначаємо дiю

T на 4-компонентнi спiнори Ψσ(p), частина, яка дiє на пiдграткову ступiнь

свободи, дорiвнює [112,114] τ12

Ψ(p) −→ T Ψ(p)T −1 = iσ2TΨ(−p), T = τ̃1 ⊗ τ1 = γ1γ5, T 2 = 1,

(2.20)

де σ2 дiє на спiновi iндекси спiнору Ψσ(p). Подвiйне T -перетворення дає

T 2Ψ(p)T −2 = −Ψ(p). Таким чином для системи з непарною кiлькiстю

фермiонiв, симетричної вiдносно обернення часу, виродження рiвнiв не мо-

же бути меншим за 2 (теорема Крамерса). Легко побачити, що K± точки

дiйсно зв’язанi симетрiєю обернення часу

Ψ(p) =




a(K+ + p)

b(K+ + p)

b(K− + p)

a(K− + p)




T→ TΨ(−p) =




a(K− − p)

b(K− − p)

b(K+ − p)

a(K+ − p)




, (2.21)

2Порiвняйте з означенням для P вище, що мiстить τ0.



59

де для спрощення ми не врахували спiн.

У часово-просторовому представленнi перетворення (2.20) та вiдповiднi

перетворення для дiракiвського спряженого спiнору дорiвнюють

Ψ(t, r) → T Ψ(t, r)T −1 = iσ2TΨ(−t, r), (2.22)

Ψ̄(t, r) → (T Ψ(t, r)T −1)†(γ0)∗ = −Ψ̄(−t, r)iσ2T.

Iнварiантнiсть (1.30) Гамiльтонiану H0 при T зараз слiдує з умови

THD∗
0 (p)T = HD

0 (−p). (2.23)

на густину Гамiльтонiану(1.46). Рiвняння (2.23) узагальнює умову (1.31)

для 2× 2 Гамiльтонової густини.

Легко бачити, що при T перетвореннi струм Ψ̄σ0γ
µΨ з (1.50) перетво-

рюється так

Ψ̄σ0γ
0Ψ

T→ Ψ̄σ0γ
0Ψ, Ψ̄σ0γ

1Ψ
T→ −Ψ̄σ0γ

1Ψ, Ψ̄σ0γ
2Ψ

T→ −Ψ̄σ0γ
2Ψ.

(2.24)

Коли зовнiшнє магнiтне поле зафiксовано, вiдповiдний член взаємодiї Ψ̄σ0γ
αΨ

порушує симетрiю вiдносно обернення часу.

2.3.3. Зарядове спряження C. Зарядове спряження C набуває не-

тривiального значення, коли ми розглядаємо вторинно квантовану теорiю

Дiрака i вводимо перетворення, яке обмiнює частинки i античастинки (еле-

ктрони i дiрки), залишаючи їхнi спiн та iмпульс незмiнними.

Вiдповiдно, ми визначаємо дiю C на 4-компонентнi спiнори Ψσ(p):

Ψσ(p) −→ CΨσ(p)C−1 = CΨ̄T
σ (p), C = γ1, (2.25)

де T означає транспонування. Матриця C задовольняє спiввiдношенням3

C = −C−1 = −C† = −CT , C(γµ)TC−1 = −γµ, µ = 0, 1, 2. (2.26)
3Вiдзначимо, що наше означення C = γ1 спiвпадає з роботою [63] i що C(γ3)TC−1 = γ3.
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Легко бачити, що C обмiнює A та B пiдгратки

Ψσ(p) =




aσ(K+ + p)

bσ(K+ + p)

bσ(K− + p)

aσ(K− + p)




C→ γ1γ0Ψ†T
σ (p) =




−b†σ(K+ + p)

−a†σ(K+ + p)

a†σ(K− + p)

b†σ(K− + p)




. (2.27)

Для дiракiвського спряженого спiнору ми знаходимо

Ψ̄σ(p) → CΨ†
σ(p)C−1γ0 = (γ1γ0Ψσ(p))

Tγ0 = (−γ1Ψσ(p))
T . (2.28)

Легко бачити, що при C перетвореннi струм Ψ̄σ0γ
µΨ з (1.50) перетво-

рюється так

Ψ̄σ0γ
µΨ

C→ −Ψ̄σ0γ
µΨ, µ = 0, 1, 2. (2.29)

Можна також перевiрити, що лагранжiан (1.51) є iнварiантним вiдносно C
, якщо одночасно замiнити e → −e.

2.4. Рiзниця мiж квазiчастинками в графенi та безмасовими

нейтрино

Iснує широкорозповсюджена аналогiя мiж квазiчастинками в графенi та

безмасовими нейтрино, яка базується на подiбностi рiвнянь Дiрака-Вейля

(2.10) i рiвнянь (2.9) для квазiчастинок у графенi [84]. Наш розгляд дис-

кретних P , T i C симетрiї у Роздiлах 2.3.1, 2.3.2 та 2.3.3 показує, що ця

аналогiя є неповною. Рiвняння Дiрака (2.10) вiдповiдає парi рiвнянь Вейля

для 2-компонентних лiвих спiнорiв, ΨL = (1/2)(1−γ5)Ψ та правих спiнорiв

ΨR = (1/2)(1 + γ5)Ψ. Цi два рiвняння пов’язанi одне з iншим перетворе-

нням парностi. У фiзицi частинок припускається, що в природi iснують

тiльки лiвi нейтрино, так що досить використовувати тiльки одне рiвняння

Вейля. Однак, одне це рiвняння порушує C та P симетрiї, але зберiгає CP
та T симетрiї [150]. Дiракiвськi квазiчастинки у графенi з певною кiраль-

нiстю також описуються одним з рiвнянь Вейля (2.9) для 2-компонентного
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спiнору. Однак останнє рiвняння порушує P та T симетрiї, але зберiгає

PT та C симетрiї. Цей висновок про рiзницю мiж дискретними симетрiями

у КЕД3+1 i в графенi не може бути зроблений формальним порiвнянням

рiвнянь (2.10) i (2.9), оскiльки було при континуальному описi графену не-

обхiдно врахувати дискретнi симетрiї моделi на гратцi з Роздiлу 1.1.3. Ми

також вiдзначимо той факт, що K± точки пов’язанi симетрiєю обернення

часу (див. (2.21)), i це має важливi наслiдки для ефекту Джозефсона у

мезоскопiчних переходах, якi зробленi з шару графену, що оточений двома

близькорозташованими надпровiдними електродами [159]. Оскiльки Купе-

рiвськi пари зробленi з обернених у часi станiв, два електрони з Куперiв-

ської пари, якi iнжектуються з надпровiдних електродiв у графен, iдуть

до протилежних K± точок [160, 161]. Наприкiнцi вiдзначимо, що розгляд

дискретних симетрiй дозволяє зробити аналогiю мiж K± iндексом та кван-

товим числом, яке описує кругову поляризацiю фотонiв. Дiйсно, фотони

з певною круговою поляризацiєю також порушують симетрiї парностi та

обернення часу, але не зарядове спряження.

2.5. Порушення симетрiї в графенi: дiракiвськi маси, їхнi

перетворення при P, T , C та фiзичний змiст

Однiєю з основних причин того, чому графен притягує до себе увагу ба-

гатьох теоретикiв, див., наприклад, роботи [9,58–60,79,107,108,120,162–171]

є те, що електрон-електроннi взаємодiї та/або магнiтне поле призводять до

порушення U(4) симетрiї та нової фiзики, розумiння якої потребує виходу

за незвичайну, але ще досить просту фiзику невзаємодiючих дiракiвських

квазiчастинок. У Роздiлi 5.3.1 ми ще повернемося до бiльш систематичного

огляду цих робiт, а зараз тiльки вкажемо основнi експериментальнi факти,

якi вказують на цю нову фiзику та їхнi сучасну iнтерпретацiю. Припуска-

ється, що новий стан КЕХ у графенi з нульовим фактором заповнення, що
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спостерiгається у сильних магнiтних полях B & 20T, пов’язаний зi спiн-

поляризованим станом [117, 118, 172], тодi як стани з фактором заповнен-

ня ν = ±1 пов’язанi зi зняттям пiдграткового або долинного виродження

[117,172].

Стан з поляризованим спiном описується параметром порядку 〈Ψ̄γ0σ3Ψ〉
(або бiльш загальним 〈Ψ̄γ0σσσΨ〉), який нагадує член Зеємана, але, на вiдмiну

вiд нього, походить вiд багаточастинкових взаємодiй.

Iнший канал спонтанного порушення U(4) симетрiї до U(2)c × U(2)d

пов’язаний iз можливiстю генерацiї за рахунок взаємодiй дiракiвської маси

MD, яка входить до лагранжiану (1.51) наступним чином:

L = Ψ̄(t, r)
[
iγ0

(
~σ0∂t − iσ0µ+ iσ3

g

2
µBB

)

+i~vFσ0γ1Dx + i~vFσ0γ2Dy −MD

]
Ψ(t, r).

(2.30)

Дiракiвська маса MD
4 має загальну форму ∆σκ ⊗ Γ ≡ ∆σκΓ, де ∆ – це

її абсолютна величина, σκ – одна з матриць Паулi (далi ми розглядаємо

тiльки σ0 i σ3, бiльш загальнi маси з σσσ були розглянутi, наприклад, у [173])

та Γ – це одна з чотирьох матриць

I4, γ3, iγ5, γ3γ5. (2.31)

При перетвореннях групи SU(2) (як у Роздiлi 2.1.1 ми поки що iгноруємо

спiновий ступiнь свободи) щiлини Ψ̄Ψ, Ψ̄γ3Ψ, Ψ̄iγ5Ψ трансформуються як

вектор, тодi як щiлину Ψ̄γ3γ5Ψ – як скаляр. Три щiлини, Ψ̄Ψ,Ψ̄γ3Ψ, i Ψ̄iγ5Ψ

порушують групу SU(2) до пiдгрупи U(1) (з непорушеними генераторами

T3, T2 та T1, вiдповiдно).

2.5.1. Фiзичний змiст дiракiвських мас. Щоб зрозумiти фiзи-

чний змiст однiєї з мас, перепишемо Гамiльтонiан H1 визначений у (1.24)
4Енергетична щiлина MD пов’язана з вiдповiдною дiракiвською масою m як MD = mv2F . Далi ми

будемо iгнорувати рiзницю мiж “дiракiвською щiлиною” i “дiракiвською масою” та використовувати

термiн “дiракiвська маса” для обидвох випадкiв.
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через 4-компонентний спiнор (1.40)

H1 =
∑
σ

∫

DC

d2p

(2π)2
Ψ†

σ(p)[m+τ̃0 ⊗ τ0 +m−τ̃3 ⊗ τ3]Ψσ(p)

=

∫

DC

d2p

(2π)2
Ψ̄(p)[m+σ0γ

0 +m−σ0γ3]Ψ(p).

(2.32)

Як було згадано пiсля (1.24), член m+σ0γ
0 змiнює повну густину носiїв на

обох A та B пiдгратках i, таким чином, може бути поглинений до члену з

хiмiчним потенцiалом µσ0γ
0. Однак членm−σ0γ3 порушує P , яка визначена

у (2.17). Цей член є прикладом однiєї з дiракiвських мас, введених вище.

Оператор
∫

d2xΨ̄σ0γ
3Ψ =

∑
σ

∫

DC

d2p

(2π)2
[
a†σ(K+ + p)aσ(K+ + p) + a†σ(K− + p)aσ(K− + p)

−b†σ(K+ + p)bσ(K+ + p)− b†σ(K− + p)bσ(K− + p)
]

(2.33)

визначає величину параметру порядку 〈Ψ̄σ0γ
3Ψ〉 (i, таким чином, фермiон-

ну щiлину), яка пропорцiйна густинi електронного дисбалансу мiж A та B

пiдгратками i вiдповiдає формуванню хвилi зарядової густини у ексiтон-

ному основному станi [58], який знiмає виродження мiж пiдгратками. Як

ми вже згадували у Роздiлi 1.1.3.1, у [94] було запропоновано, що цей тип

дiракiвської маси може бути створений у графенi, якщо покласти його на

вiдповiдний субстрат, який порушив би симетрiю мiж A та B пiдгратками.

Бiльше прикладiв мас розглянутi в оглядi [25], а тут ми ще розглянемо

тiльки масовий член з Γ = γ3γ5, для котрого ми маємо
∫

d2xΨ̄σ0γ
3γ5Ψ =

∑
σ

∫
d2p

(2π)2
[
a†σ(K+ + p)aσ(K+ + p)− a†σ(K− + p)aσ(K− + p)

− b†σ(K+ + p)bσ(K+ + p) + b†σ(K− + p)bσ(K− + p)
]
.

(2.34)
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На вiдмiну вiд щiлини (маси) у (2.33), щiлина у (2.34) вiдповiдає щiлинi з

протилежним знаком у K− точцi [порiвняй (2.34) та (2.33)]. Як обговорює-

ться у роботi [111], ця щiлина пов’язана з моделлю, що була запропонована

Халдейном (Haldane) [51] у якостi реалiзацiї аномалiї парностi у 2 + 1 ви-

мiрнiй теорiї поля (див. також [49, 52, 158]). Вiдзначимо iнше визначення

спiнору

Ψ′†
σ = (a†σ(K+ + p), b†σ(K+ + p), a†σ(K− + p), b†σ(K− + p)) (2.35)

у [110,111] таке, що вираз (2.34) зi щилиною записується так Ψ′†σ0⊗τ̃3⊗τ3Ψ
′

(τ̃ i τ матрицi дiють, вiдповiдно, у просторах долин та пiдграток). У наших

позначеннях (1.40) це вiдповiдає щiлинi Ψ†σ0⊗ τ̃0⊗τ3Ψ = Ψ̄σ0γ
3γ5Ψ. Порiв-

нюючи маси у рiвняннях (2.33) та (2.34), знаходимо, що друга маса зберiгає

P . З iншого боку, маючи на увазi, що K± точки пов’язанi оберенням часу

T (див. (2.21)), можна побачити, що, тодi як масовий член ∆σ0γ
3 зберiгає

T , маса ∆T σ0γ3γ5 порушує цю симетрiю. Це також iлюструється вiдповiд-

ними НРЛ енергiями, якi заданi, вiдповiдно, рiвняннями (2.38) та (2.41).

На вiдмiну вiд цього маса ∼ σ3γ
3γ5, яка пов’язана зi спiн-орбiтальною вза-

ємодiєю [110,111] не порушує T . Фактично тiльки щiлини σ3γ
3γ5 та σ0⊗ I4

симетричнi вiдносно всiх дискретних симетрiй.

2.5.2. Трансформацiйнi властивостi дiракiвських мас. Всi мо-

жливi дiракiвськi маси Ψ̄MDΨ та їх трансформацiйнi властивостi при P ,

T , C симетрiях наведенi у Таблицi 2.1. Для повноти ми також включили

матрицi Mµ, MZ i Mµ1,Mµ2, якi вiдповiдають хiмiчному потенцiалу, зеє-

манiвському члену та узагальненим хiмiчним потенцiалам. Для зручностi

порiвняння з [110,111], ми надаємо також еквiвалентнi M ′ для цих членiв,

записанi через спiнори Ψ′ i Ψ′† з (2.35).



65

Таблиця 2.1

Трансформацiйнi властивостi рiзних дiракiвських мас

Ψ̄MDΨ = Ψ†MΨ = Ψ′†M ′Ψ′ з MD = σ0,3 ⊗ Γ при P , T та C
перетвореннях. Матрицi Mµ, MZ та Mµ1,Mµ2 вiдповiдають хiмiчному

потенцiалу, зеєманiвському члену та узагальненим хiмiчним потенцiалам.

MD M M ′ P T C
σ0 ⊗ I4 σ0 ⊗ τ̃1 ⊗ τ0 σ0 ⊗ τ̃1 ⊗ τ1 1 1 1

σ0 ⊗ γ3 σ0 ⊗ τ̃3 ⊗ τ3 σ0 ⊗ τ̃0 ⊗ τ3 −1 1 1

σ0 ⊗ iγ5 σ0 ⊗ τ̃2 ⊗ τ0 σ0 ⊗ τ̃2 ⊗ τ1 −1 1 −1

σ0 ⊗ γ3γ5 σ0 ⊗ τ̃0 ⊗ τ3 σ0 ⊗ τ̃3 ⊗ τ3 1 −1 1

σ3 ⊗ I4 σ3 ⊗ τ̃1 ⊗ τ0 σ3 ⊗ τ̃1 ⊗ τ1 1 −1 1

σ3 ⊗ γ3 σ3 ⊗ τ̃3 ⊗ τ3 σ3 ⊗ τ̃0 ⊗ τ3 −1 −1 1

σ3 ⊗ iγ5 σ3 ⊗ τ̃2 ⊗ τ0 σ3 ⊗ τ̃2 ⊗ τ1 −1 −1 −1

σ3 ⊗ γ3γ5 σ3 ⊗ τ̃0 ⊗ τ3 σ3 ⊗ τ̃3 ⊗ τ3 1 1 1

Mµ = σ0 ⊗ γ0 σ0 ⊗ τ̃0 ⊗ τ0 σ0 ⊗ τ̃0 ⊗ τ0 1 1 −1

MZ = σ3 ⊗ γ0 σ3 ⊗ τ̃0 ⊗ τ0 σ3 ⊗ τ̃0 ⊗ τ0 1 −1 −1

Mµ1 = σ0 ⊗ γ0γ5 σ0 ⊗−iτ̃2 ⊗ τ0 σ0 ⊗−iτ̃2 ⊗ τ1 −1 −1 −1

Mµ2 = σ3 ⊗ γ0γ5 σ3 ⊗−iτ̃2 ⊗ τ0 σ3 ⊗−iτ̃2 ⊗ τ1 −1 1 −1
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Що стосується неперервної групи симетрiї U(4), всi дiракiвськi щiлини,

окрiм σ0 ⊗ γ3γ5 порушують її до U(2) ⊗ U(2) пiдгрупи, хоча зразок по-

рушення залежить вiд конкретної щiлини. Наприклад, у випадку щiлини

∆Ψ̄γ3Ψ ми маємо порушення U(4) до Ua(2)⊗ Ub(2) з генераторами

σa

2
⊗ I4,

σa

2
⊗ T2. (2.36)

Пiдгрупи Ua,b(2) дiють у просторах станiв (K+, ↑), (K+, ↓) та (K−, ↑), (K−, ↓
), не змiшуючи їх.

Цiкавий приклад порушення U(4) симетрiї пов’язаний зi щiлиною Ψ̄σ3γ
3Ψ.

У цьому випадку ми маємо 8 непорушених генераторiв

σ1

2
⊗T1,

σ2

2
⊗T1,

σ1

2
⊗T3,

σ2

2
⊗T3,

σ0

2
⊗T2,

σ3

2
⊗T2,

σ0

2
⊗I4,

σ3

2
⊗I4,

(2.37)

якi утворюють iншу Ua′(2)⊗Ub′(2) групу, що дiє у просторах станiв (K+, ↑),
(K−, ↓) та (K+, ↓), (K−, ↑), вiдповiдно. Тодi як ця щiлина є P-непарною i

T -непарною, вона iнварiантна вiдносно комбiнованої PT -iнверсiї.

Закiнчуючи нашу класифiкацiю дiракiвських мас, ми вiдзначимо, що

вже згаданий у Роздiлi 1.2.3.2 КЕД2+1 опис dНП також включає рiзнома-

нiтнi дiракiвськi маси [19, 133, 137–139], коли розглядається можливе вiд-

криття вторинної щiлини (наприклад, хвиля зарядової чи спiнової густини,

або ще один надпровiдний параметр порядку з iншою симетрiєю, див. Роз-

дiл 7).

2.6. Дiракiвськi рiвнi Ландау

У зовнiшньому магнiтному полi формуються релятивiстськi рiвнi Лан-

дау. У присутностi скiнченої щiлини ∆ 6= 0, але iгноруючи зеєманiвське

розщеплення, для матриць Γ = I4, γ
3, γ5 енергiї рiвнiв Ландау дорiвнюють

En =





±∆sgn(eB), n = 0,

sgn(n)
√

∆2 + 2|n|~v2F |eB|/c, n = ±1,±2, . . . .
(2.38)



67

Щоб зрозумiти, як з’являється спектр (2.38), повчально записати рiвняння

Дiрака для однiєї з мас, розглянувши обидвi K точки окремо. Наприклад,

для маси ∆σ0γ
3, ми одержуємо

[iτ0~∂t + i~vF τ1Dx + i~vF τ2Dy − τ3∆]ψK+
(t, r) = 0, (2.39a)

[iτ0~∂t − i~vF τ1Dx − i~vF τ2Dy + τ3∆]ψK−(t, r) = 0. (2.39b)

Домноживши лiву частину (2.39a) на τ3, а лiву частину (2.39b) на −τ3, ми

одержуємо

[
iγ̂0~∂t + i~vF γ̂1Dx + i~vF γ̂2Dy −∆

]
ψK+

(t, r) = 0, (2.40a)
[
iγ̃0~∂t + i~vF γ̃1Dx + i~vF γ̃2Dy −∆

]
ψK−(t, r) = 0, (2.40b)

де у (2.40a), 2 × 2 гамма матрицi наведенi у (1.49), а у (2.40b) γ̃0 = −γ̂0,

γ̃1,2 = γ̂1,2 i мають протилежну сигнатуру η. Розв’язок рiвнянь (2.39a) та

(2.39b) у зовнiшньому магнiтному полi у калiбруваннi Ландау детально

описано у Додатку А, а Додаток Б присвячений розв’язку цього рiвня-

ння у симетричному калiбруваннi. Енергiї рiвнiв Ландау з n та −n для

|n| > 1 є симетричними (див. рiвняння (2.38) та (2.41)). НРЛ , однак, є

асиметричним i аномальним тому, що у рiвняннi (2.40a) його енергiя дорiв-

нює −∆ sgn(eB), тодi як у (2.40b) його енергiя дорiвнює ∆ sgn(eB) (див.

Рис. 2.1 (c), де показано випадок eB > 0). Виявляється, що знак енергiї

НРЛ визначається вiдносним знаком сигнатури η для 2 × 2 дiракiвських

матриць (2.16) i дiракiвської маси ∆ [155, 174]. Це означає, що, оскiльки

знак перед масою ∆ у (2.40a) i (2.40b) є однаковим, то знак енергiї НРЛ

залежить вiд знаку сiгнатури γ̂ν i γ̃ν матриць. Таким чином скомбiнований

з (2.39a) i (2.39b) енергетичний спектр є симетричним i задається (2.38). Це

вiдповiдає тому, що дiракiвська маса ∆σ0γ
3 не порушує симетрiю вiдносно

обернення часу.

У границi ∆ → 0 рiвнi Ландау ±∆sgn(eB), якi вiдповiдають n = 0 ,

об’єднуються разом, щоб сформувати єдиний рiвень. Однак, коли µ = 0 i
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Рис. 2.1. (Кольоровий в електроннiй версiї [25].) Зонна структура графену.

Електрони показанi червоним, а дiрки синiм. (a) Низькоенергетична лiнiй-

на дисперсiя E(k) поблизу дiракiвських точок K+ i K− при B = 0. (b)

Можлива модифiкацiя спектру скiнченою щiлиною (дiракiвською масою)

∆. Хiмiчний потенцiал (показаний горизонтальною лiнiєю) µ зсунутий вiд

нуля напругою на затворi. (c) Рiвнi Ландау в дiракiвський теорiї графе-

ну. Спiнова ступiнь свободи не враховується. Для заданого напрямку ма-

гнiтного поля B , яке прикладене перпендикулярно до площини графену,

найнижчий (n = 0) рiвень Ландау (НРЛ) має енергiю E0 = −∆ у K+ та

E0 = ∆ у K−.

знехтувано розщепленням Зеємана, вiн залишається напiвзаповненим. Ця

властивiсть НРЛ, який порiвну розподiлений мiж частинками та антича-

стинками, є основою незвичайного ЦКЕХ у графенi [1] (див. Роздiл 5).

Для Γ = γ3γ5, спектр є асиметричним

En =





−∆sgn(eB), n = 0,

sgn(n)
√
∆2 + 2|n|~v2F |eB|/c, n = ±1,±2, . . .

(2.41)

Дiйсно, порушуюча T маса ∆T σ0γ3γ5 вiдповiдає двом рiвнянням

[iτ0~∂t + i~vF τ1Dx + i~vF τ2Dy − τ3∆T ]ψK+
(t, r) = 0,

[iτ0~∂t − i~vF τ1Dx − i~vF τ2Dy − τ3∆T ]ψK−(t, r) = 0

якi мають один i той же знак перед ∆T . Вiдповiдно, оскiльки 2 × 2 гама

матрицi спiвпадають з матрицями в (2.40a) i (2.40b), можна легко побачи-

ти, що обидва рiвняння у (2.42) ведуть до однакового знаку енергiї НРЛ,
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який дорiвнює −∆T sgn(eB). Вiдповiдно, НРЛ залишається подвiйно виро-

дженим. Таким чином, скомбiнований енергетичний спектр (2.41) стає аси-

метричним, а порушуючий симетрiю обернення часу характер дiракiвської

маси ∆T σ0γ3γ5 виявляється зовнiшнiм магнiтним полем. При температу-

рах набагато нижче ∆T це веде до КЕХ навiть у нульовому магнiтному

полi [51]. Дiйсно, оскiльки холлiвська провiднiсть непарна вiдносно оберне-

ння часу, ненульова σxy можлива, якщо iнварiантнiсть вiдносно обернення

часу порушена.

У границi ∆T → 0, n = 0 рiвень Ландау з енергiєю −∆sgn(eB) у рiв-

няннi (2.41) є або електронним, або дiрочним, залежно вiд вiдносного знаку

∆ i eB. Таким чином, границя нульової щiлини невизначена у тому сенсi,

що вона не має ясного частинкового або дiрочного характеру квазiчасти-

нок на НРЛ. Однак, з фiзичної точки зору, властивiсть НРЛ бути порiвну

розподiленим мiж частинками та античастинками може бути обгрунтована

наявнiстю члена Зеємана.

Виродження рiвнiв Ландау з n = ±1,±2, . . ., що заданi рiвняннями

(2.38) i (2.41), дорiвнює |eB|/(π~) (на одиничну площу i на один спiн), тодi

як виродження НРЛ з n = 0 для (2.38) дорiвнює |eB|/(2π~), а для (2.41)

дорiвнює |eB|/(π~).
Треба особливо вiдзначити “релятивiстський” масштаб енергiй L(B) =√
2|eB|~v2F/c, який визначає вiдстань мiж рiвнями Ландау

∆E = E1(∆ = 0)−E0(∆ = 0) =
√

L2(B) ≈ 421
√
B[T]K ≈ 36.3

√
B[T]meV,

(2.42)

якщо для Фермi швидкостi vF обрати значення vF ≈ 106m/s [див. також

рiвняння (3.42)]. Це, наприклад, вiдповiдає ∆E ≈ 2800K при B = 45T, що

i робить можливим спостереження КЕХ у графенi навiть при кiмнатнiй

температурi [68].

Прийнявши до уваги справжню спiнову ступiнь свободи, для рiвнiв Лан-
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дау у присутностi P-непарної i T -парної щiлини ∆Ψ̄γ3Ψ ми маємо насту-

пну ситуацiю. Для n > 1 всi рiвнi Ландау є 4-кратно виродженi (стани

|K+, ↑〉, |K+, ↓〉, |K−, ↑〉, |K−, ↓〉). З iншого боку, як показано на Рис. 2.2 (a)

для рiвнiв Ландау з n = 0 ми маємо 2-кратне виродження: для станiв

|K+, ↑〉, |K+, ↓〉 та |K−, ↑〉, |K−, ↓〉 з вiдповiдними енергiями ∓∆. Для P-

K+ K-

HaL

Σ0ÄΓ
3

K+ K-

HbL

Σ3ÄΓ
3

Рис. 2.2. (Кольоровий в електроннiй версiї [25].) Рiвнi Ландау у присутно-

стi спiнового ступеню свободи, але при нульовiй величинi зеєманiвського

розщеплення. Електрони показанi червоним, а дiрки синiм. (a) для σ0⊗ γ3

щiлини. (b) для σ3 ⊗ γ3 щiлини.

непарної i T -непарної щiлини ∆Ψ̄σ3γ
3Ψ (див. Рис. 2.2 (b)) ситуацiя з рiв-

нями з n > 1 така ж сама, проте два рiвнi Ландау з n = 0 з енергiями

∓∆ тепер мають iншу 2-кратну виродженiсть: |K+, ↑〉, |K−, ↓〉 та |K−, ↑〉,
|K+, ↓〉 яка вiдповiдає порушенню симетрiї за зразком, описаним у (2.36).

В обох випадках врахування зеєманiвської взаємодiї призводить до подаль-

шого розщеплення n = 0 рiвня на чотири рiзних рiвня, таким чином пов-

нiстю знiмаючи 4-кратне виродження цього рiвня у невзаємодiючий теорiї.

Для обох розглянутих щiлин очiкуваний КЕХ матиме наступнi фактори

заповнення ν = 0,±1,±2k, де k є додатним цiлим.

Розглянемо тепер P-парну i T -непарну щiлину ∆Ψ̄γ3γ5Ψ, яка не пору-

шує U(4) симетрiю. Усi рiвнi Ландау мають 4-кратне виродження. Точнiше,

для рiвнiв з n = 0, стани з будь-яким спiном з K+ долини, якi знаходяться
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на пiдгратцi B, виродженi зi станами з обидвома спiнами з K+ долини, якi

знаходяться на пiдгратцi A. При наявностi члена Зеємана, ми одержуємо

тiльки 2 рiзних (подвiйно вироджених) рiвня.

Наприкiнцi, для P-парної i T -парної щiлини∆Ψ̄σ3γ
3γ5Ψ маємо двi пари

станiв для рiвнiв Ландау з n = 0: |K+, ↑〉, |K−, ↑〉 та |K+, ↓〉, |K−, ↓〉, якi
залишаються виродженими навiть у присутностi зеєманiвської взаємодiї.

Таким чином, для двох останнiх щiлин очiкуваний КЕХ матиме наступнi

фактори заповнення ν = 2k з k = 0,±1,±2, . . . .
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РОЗДIЛ 3

ДИНАМIЧНА ТА СТАТИЧНА ЕЛЕКТРИЧНА

ПРОВIДНIСТЬ ДIРАКIВСЬКИХ ФЕРМIОНIВ

... we show that the opacity of suspended graphene is defined

solely by the fine structure constant, α = e2/~c ≈ 1/137

(where c is the speed of light), the parameter that describes

coupling between light and relativistic electrons and that is

traditionally associated with quantum electrodynamics

rather than materials science. Despite being only one atom

thick, graphene is found to absorb a significant (πα = 2.3%)

fraction of incident white light, a consequence of graphene’s

unique electronic structure.

R.R. Nair, et al. Science 320, 1308 (2008).

Цей Роздiл написано за роботами [2,5, 7, 8, 13–17,22] та оглядом [25].

3.1. Електромагнiтний вiдгук

Залежний вiд частоти Ω тензор електричної провiдностi σαβ(Ω) одер-

жується за допомогою формули Кубо

σαβ(Ω) =
Kαβ(Ω + i0)

−i(Ω + i0)
, Kαβ(Ω + i0) ≡ 〈ταβ〉

V
+

ΠR
αβ(Ω + i0)

~V
, (3.1)

де запiзнювальна кореляцiйна функцiя струмiв дорiвнює

ΠR
αβ(Ω) =

∞∫

−∞
dt eiΩtΠR

αβ(t), ΠR
αβ(t) = −iθ(t)Tr (ρ̂[Jα(t), Jβ(0)]) , (3.2)

V є об’ємом (площиною) системи, ρ̂ = exp(−βH0)/Z є матрицею густи-

ни у великому канонiчному ансамблi, β = 1/T - обернена температура,
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Z = Tr exp(−βH0) - статистична сума, та Jα є операторами повного пара-

магнiтного струму

Jα(t) = eiHt/~Jα(0)e
−iHt/~, Jα(t) =

∑
n

jPα (t,n), (3.3)

який пов’язаний з густиною парамагнiтного струму (1.8). Дiамагнiтний

тензор 〈ταβ〉 у формулi Кубо (3.1) є температурним усередненням дiама-

гнiтного члену (1.9):

〈ταβ〉 =
〈∑

n

ταβ(n)

〉
. (3.4)

У багатьох випадках ефективний низькоенергетичний КЕД2+1 опис за-

безпечує дуже добру вiдправну точку для дослiдження рiзноманiтних транс-

портних властивостей графену, що робить можливим використання методiв

теорiї поля, якi дозволяють отримувати досить простi аналiтичнi вирази.

У даному випадку, тензор провiдностi в (3.1) обчислюється для модельного

лагранжiану (2.30) замiсть того, щоб обчислювати його для моделi на гра-

тцi (1.5). Наприклад, у якостi оператора струму можна використовувати

другий рядок рiвняння (1.50), або, якщо використати формалiзм уявного

часу, t → −iτ , то густина струму дорiвнює

jα(τ, r) = − δL
δ(Aα/c)

= −evF
∑
σ

Ψ̄σ(τ, r)γ
αΨσ(τ, r). (3.5)

Вiдповiднi оператор повного струму та τ -хронологiчний корелятор є

Jα(τ) =

∫
d2rjα(τ, r), Ωm = 2πmT, β =

1

T
,

Παβ(iΩm) = −
β∫

0

dτeiΩmτ〈TτJα(τ)Jβ(0)〉.
(3.6)

Вiдзначимо, що, на вiдмiну вiд робiт [2,8,16,17], ми ввели знак “−” в означе-

ння Παβ(iΩm), так, як робилося в роботах [4,6]. Останнє означення є бiльш

загальноприйнятим [175–177]. Щоб спростити вирази, ми також поклали
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~ = 1 i через це далi Ω вже має змiст як частоти, так i енергiї. Пiсля об-

числення (3.6) запiзнювальну кореляцiйну функцiю струм-струм отримано

аналiтичним продовженням ΠR
αβ(Ω) = Παβ(iΩm → Ω + i0).

Якщо знехтувати вершинною функцiєю, що пов’язана з домiшками, то

обчислення провiдностi спрощується до обрахунку “bubble” дiаграми

Παβ(iΩm)

V
= e2v2FT

∞∑
n=−∞

∫
d2k

(2π)2
tr
[
γαS{G}(iωn,k)γ

βS{G}(iωn − iΩm,k)
]
,

(3.7)

де ωn = π(2n + 1)T – фермiонна мацубарiвська частота, а tr включає су-

му за iндексом аромату (спiну). Для унiверсалiзацiї подальшого розгляду

ми ввели позначення S{G}(iωn,k), де S – це Фур’є перетворення трансля-

цiйно iнварiантної частини ФГ у зовнiшньому магнiтному полi, а G – це

мацубарiвська ФГ у частотно-iмпульсному представленi при B = 0. Вiд-

значимо, що трансляцiйно неiнварiантна фаза, що входить у вираз для ФГ

у зовнiшньому магнiтному полi (3.38), скорочується у Π.

Сума по мацубарiвським частотам у (3.7) легко обчислюється, якщо

фермiонну ФГ записати, використавши її спектральне представлення

S{G}(iωn,k) =

∞∫

−∞

dω A(ω,k)

iωn + µ− ω
, (3.8)

де спектральна функцiя A(ω,k)1 задана умовою

A(ω,k) =
1

2πi

[
SA{GA}(ω,k)− SR{GR}(ω,k)] (3.9)

де випереджувальна та запiзнювальна ФГ одержуються аналiтичним про-

довженням з додатних та вiд’ємних дискретних частот, вiдповiдно,

SR{GR}(ω + i0,k) = S{G}(iωm → ω + i0,k),

SA{GA}(ω − i0,k) = S{G}(iωm → ω − i0,k).
(3.10)

1Для того, щоб поверхня Фермi вiдповiдала умовi ω = µ, у (3.8), спектральну функцiю у чисельнику

треба записати як A(ω − µ,k).
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У результатi, пiсля сумування i аналiтичного продовження, ми одержуємо

Παβ(Ω + i0)

V
=e2v2F

∞∫

−∞
dωdω′ nF (ω)− nF (ω

′)
ω − ω′ − Ω− i0

×
∫

d2k

(2π)2
tr
[
γαA(ω,k)γβA(ω′,k)

]
,

(3.11)

де nF (ω) є функцiєю розподiлу Фермi nF (ω) = 1/(exp((ω − µ)/T ) + 1).

Iнше дуже корисне представлення для Παβ можна одержати, якщо, знову

використавши спектральне представлення

SR,A{GR,A}(ω,k) =
∞∫

−∞

dω′A(ω,k)
ω − ω′ ± i0

, (3.12)

проiнтегрувати, вiдповiдно, член з nF (ω) по ω′, а член з nF (ω
′) по ω, та

наприкiнцi замiнити спектральну функцiю A(ω,k) рiзницею випереджу-

вальної та запiзнювальної ФГ використавши (3.9). Таким чином,

Παβ(Ω + i0)

V
= −e2v2F

2πi

∞∫

−∞
dω nF (ω)

∫
d2k

(2π)2

× tr
[
γα(SR(ω,k)− SA(ω,k))γβ(SA(ω − Ω,k) + SR(ω + Ω,k))

]
,

(3.13)

де для скорочення ми записали останню формулу тiльки через ФГ SR,A.

Представлення (3.11) та (3.13) придатнi для дослiдження як дiагональної,

так i недiагональної провiдностей.

3.2. Електрична провiднiсть без магнiтного поля

У Додатку A роботи [2] iз загального виразу для динамiчної провiдностi

у зовнiшньому магнiтному полi, який буде наведено у Роздiлi 3.3, у грани-

цi B → 0 ми одержали наступний загальний вираз для дiйсної частини
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динамiчної провiдностi

Reσxx(Ω) =
e2Nf

2π2Ω
Re

∞∫

−∞
dω[nF (ω)− nF (ω + Ω)]

×
[(

(ω + iΓ)(ω′ + iΓ′)−∆2

[ω − ω′ + i(Γ− Γ′)][ω + ω′ + i(Γ + Γ′)]

− (ω + iΓ)(ω′ − iΓ′)−∆2

[ω − ω′ + i(Γ + Γ′)][ω + ω′ + i(Γ− Γ′)]

)

× ln[∆2 − (ω + iΓ)2] + (ω ↔ ω′,Γ ↔ Γ′)
]
.

(3.14)

Тут ω′ = ω + Ω, Γ = Γ(ω) є затуханням квазiчастинок, та Γ′ = Γ(ω′).

Затухання квазiчастинок Γ(ω) виражається через запiзнюючу фермiонну

власну енергiю, Γ(ω) = −ImΣR(ω), яка, взагалi кажучи, залежiть вiд енер-

гiї, температури, концентрацiї та типу домiшок, а у зовнiшньому полi – i вiд

його величини. Власна енергiя повинна знаходитися самоузгоджено з рiв-

няння Швiнгера-Дайсона. Точний вигляд цього рiвняння залежить вiд мо-

дельних припущень про розсiяння на домiшках, наприклад, чи є цi домiшки

коротко- або далекодiючими розсiювачами. Усi цi питання не розглядаю-

ться у Дисертацiї, i функцiя Γ(ω) вважається заданою. Вiдзначимо також,

що коли ΣR(ω) знаходиться для ФГ, яка включає в себе хiмiчний потенцi-

ал, як, наприклад, ФГ (1.16), то аргумент ΣR(ω) треба зсунути ω → ω− µ

(див. зноску на попереднiй сторiнцi).

У Додатку В ми одержуємо провiднiсть (3.14) по-iншому, з використа-

нням ФГ G записаних з самого початку у нульовому полi, а також уза-

гальнюємо його на випадок скiнченної дiйсної частини, ReΣR(ω) власної

енергiї, що входить у ФГ G, а не тiльки ImΣR(ω). Врахування дiйсної ча-

стини ReΣR(ω) є принциповим при дослiдженнi впливу електрон-фононної

взаємодiї на оптичну провiднiсть [178]. Обчисливши дiйсну частину, (3.14)
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можна одержати наступний вираз для провiдностi

σxx(Ω) =
e2Nf

2π2

∞∫

−∞
dω

[
nF (ω)− nF (ω + Ω)

Ω

]
AL(ω,Ω,Γ,∆), (3.15)

де

AL(ω,Ω,Γ,∆) =
1

D(ω, ω′)

[
a ln

(∆2 + Γ′2 − ω′2)2 + 4ω′2Γ′2

(∆2 + Γ2 − ω2)2 + 4ω2Γ2

+b arctan
2ωΓ

∆2 + Γ2 − ω2
+ c arctan

2ω′Γ′

∆2 + Γ′2 − ω′2

]
,

(3.16)

та

D(ω, ω′) = [(Γ− Γ′)2 + (ω − ω′)2][(Γ + Γ′)2 + (ω − ω′)2]

× [(Γ− Γ′)2 + (ω + ω′)2][(Γ + Γ′)2 + (ω + ω′)2],

a =ΓΓ′ [(ω′2 − ω2 + Γ′2 − Γ2)[(ω′2 + ω2 + Γ′2 + Γ2)2

+4(ω′2ω2 − Γ′2Γ2)]− 8∆2ωω′(ω′2 − ω2 − Γ′2 + Γ2)
]
,

b =2
[
ωΓ′(ω′2 + ω2 + Γ′2 + Γ2)[(ω′2 − ω2)2 + (Γ′2 − Γ2)2

+ 2(ω′2 + ω2)(Γ′2 + Γ2)− 8ω′2Γ2]

−2∆2ω′Γ′[(ω′2 − ω2)2 + (Γ′2 − Γ2)2 + 2(ω′2 + ω2)(Γ′2 + Γ2)− 8ω2Γ2]
]
,

c =2
[
ω′Γ(ω′2 + ω2 + Γ′2 + Γ2)[(ω′2 − ω2)2 + (Γ′2 − Γ2)2

+ 2(ω′2 + ω2)(Γ′2 + Γ2)− 8ω2Γ′2]

−2∆2ωΓ[(ω′2 − ω2)2 + (Γ′2 − Γ2)2 + 2(ω′2 + ω2)(Γ′2 + Γ2)− 8ω′2Γ′2]
]
.

(3.17)

При ∆ = 0 вирази для a, b i c спрощуються:

a = ΓΓ′(ω′2 − ω2 + Γ′2 − Γ2)[(ω′2 + ω2 + Γ′2 + Γ2)2 + 4(ω′2ω2 − Γ′2Γ2)],

b = 2
[
ωΓ′(ω′2 + ω2 + Γ′2 + Γ2)

× [(ω′2 − ω2)2 + (Γ′2 − Γ2)2 + 2(ω′2 + ω2)(Γ′2 + Γ2)− 8ω′2Γ2]
]
,

c = 2
[
ω′Γ(ω′2 + ω2 + Γ′2 + Γ2)

×[(ω′2 − ω2)2 + (Γ′2 − Γ2)2 + 2(ω′2 + ω2)(Γ′2 + Γ2)− 8ω2Γ′2]
]
.

(3.18)



78

Поведiнка σxx(Ω) при ∆ = 0 у графенi дослiджувалася у [179], а в ро-

ботi [180] розглядався dНП. Поведiнка σxx(Ω) у dНП при B = 0 нагадує

графен при µ = 0. При B = 0 усi чисельнi результати у роботах [2, 5, 8]

були одержанi з використанням рiвнянь (3.14) i (3.15). Зокрема, ми, як

приклад показаний на Рис. 3.1, наведемо Рис. 2 з роботи [5], де провiд-

нiсть σxx(Ω, T ) дослiджувалась у дiапазонi частот Ω, що вiдповiдає мiкро-

хвилям. На Рис. 3.1 лiнiя з довгими штрихами з T = 1K має Друде пiк

0 100 200 300 400
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Σ
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Μ=0 K
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Рис. 3.1. (Кольоровий в електроннiй версiї [5].) Микрохвильова провiднiсть

σxx(Ω, T ) в одиницях e2/h як функцiя частоти Ω у GHz. Лiнiя з довгими

штрихами для T = 1K, а суцiльна лiнiя для T = 5K. В обидвох випадках

µ = ∆ = 0K та Γ = 0.1K. Штрих-пунктирна лiнiя для щiлини ∆ = 5K та

T = 1K.

за малих Ω (всерединi), який накладається на мiжзонний вклад πe2/(2h).

Останнiй майже не залежить вiд Ω за виключенням деякого виснаження

нижче 200GHz, яке пов’язане зi скiнченною температурою i призводить до

передачi спектральної ваги у пiк Друде. Коли T пiдвищується до 5K (су-
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цiльна лiнiя), термальне виснаження значно збiльшується зi зростанням

спектральної ваги пiд Друде пiком. З iншого боку, якщо замiсть пiдвище-

ння T , ми вiдкриємо щiлину ∆ = 5K (штрих-пунктирна лiнiя), пiк Друде

майже повнiстю виснажується в областi нижче 2∆ ' 200GHz з додатко-

вою спектральною вагою, яка накопичується при 2∆ та вище у мiжзоннiй

областi, де ця вага розподiляється в областi Ω & (2÷ 4)∆. Пiк при Ω = 2∆

у σxx(Ω) є характерною ознакою вiдкриття щiлини. Вирази (3.14) i (3.15)

є досить складними, тому дуже корисно аналiтично дослiдити поведiнку

σxx(Ω) у декiлькох простих граничних випадках.

3.2.1. Статична провiднiсть та унiверсальна границя. По-перше,

розглянемо dc границю рiвняння (3.14) для σxx(Ω) [див. рiвняння (4.16) ро-

боти [6] по ДГХ та рiвняння (24) з роботи [4] по графену]:

σxx(Ω → 0) = e2Nf

∞∫

−∞
dω[−n′

F (ω)]AL(ω,Γ,∆), (3.19)

де

AL(ω,Γ,∆) =
1

2π2

[
1 +

ω2 −∆2 + Γ2

2|ω|Γ
(
π

2
− arctan

∆2 + Γ2 − ω2

2|ω|Γ
)]

.

(3.20)

та −n′
F (ω) = (1/4T ) cosh−2[(ω−µ)/2T ] є похiдною розподiлу Фермi. Стати-

чнiй провiдностi у ДГХ станi у нульовому полi присвячено Роздiл III C ро-

боти [6], де одержано декiлька аналiтичних виразiв, а зараз ми розглянемо

найцiкавiший випадок T ¿ |µ| ¿ Γ “унiверсальної” [60, 181] 2 провiдностi

σxx =
e2Nf

π2
. (3.21)

Бiльш того, у цьому наближеннi унiверсальна величина (e2/2π~)(4/π) (або

e2/πh на кожний тип носiїв) очiкується навiть у довiльних полях [60] через
2Ця унiверсальнiсть має таке ж саме походження, як унiверсальнiсть, розглянута в [182] для виро-

джених напiвпровiдникiв та в [183] для dНП у вiдсутностi магнiтного поля.
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те, що n = 0 рiвень Ландау не залежить вiд поля. Експеримент [39] демон-

струє, однак, у π раз бiльшу величину провiдностi на кожний тип носiїв,

e2/h. Пiсля публiкацiї роботи [39] з’явилася велика кiлькiсть експеримен-

тальних робiт, присвячених дослiдженню мiнiмальної провiдностi графену,

так що тут ми наведемо тiльки декiлька з них [184–186], i ще набагато бiль-

ша кiлькiсть теоретичних робiт, присвячених цьому питанню. На вiдмiну

вiд унiверсальної величини динамiчної провiдностi графену, яка розгля-

дається далi у Роздiлi 3.2.2, на сучасний момент нема загальноприйнятої

вiдповiдi щодо мiнiмальної статичної провiдностi графену. Ми знову повер-

немося до властивостей поздовжньої та холлiвської статичних провiдностей

у Роздiлi 4.2.

3.2.2. Динамiчна провiднiсть: Друде та мiжзонний вклади. У

випадку Γ(ω) = Γ(ω′) ≡ Γ вираз (3.15) може бути спрощений, i ми одер-

жуємо

Reσxx(Ω) =
e2Nf

2π2

∞∫

−∞
dω

[nF (ω)− nF (ω + Ω)]

Ω

1

ω2 − ω′2

× Γ

(ω2 + ω′2 + 4Γ2)2 − 4ω2ω′2

×
{
Γ[ω4 − 8∆2ωω′ + 6ω2ω′2 + ω′4 + 4Γ2(ω2 + ω′2)]

× ln
(∆2 + Γ2 − ω2)2 + 4ω2Γ2

(∆2 + Γ2 − ω′2)2 + 4ω′2Γ2
+ 2arctan

2ωΓ

∆2 + Γ2 − ω2
×

[8Γ4ω + (ω2 − ω′2)(ω3 − 2∆2ω′ + ωω′2) + 2Γ2(3ω3 + 4∆2ω′ + ωω′2)]

− 2 arctan
2ω′Γ

∆2 + Γ2 − ω′2×

[8Γ4ω′ − (ω2 − ω′2)(ω′3 − 2∆2ω + ω2ω′) + 2Γ2(3ω′3 + 4∆2ω + ω2ω′)]
}
.

(3.22)
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Далi, у границi Γ → 0, утримуючи тiльки головнi по Γ члени, одержуємо

σxx(Ω) =
e2Nf

8π2

∞∫

−∞
dω

[nF (ω)− nF (ω + Ω)]

Ω

[
2Γ

Ω2 + 4Γ2
− 2Γ

(ω + ω′)2 + 4Γ2

]

×
[
ω3 − 2∆2ω′ + ωω′2

ωω′ arctan
2ωΓ

∆2 + Γ2 − ω2
+ (ω ↔ ω′)

]
.

(3.23)

3.2.2.1. Член Друде. Через те, що член Друде вiдповiдає малим

Ω, вище ми припустили, що Γ(ω′) ' Γ(ω). Крiм цього, для Ω ¿ T рiзниця

[nF (ω)−nF (ω
′)]/Ω може бути замiнена похiдною −∂nF (ω)/∂ω так, що член

Друде приймає вигляд

σintra
xx (Ω, T ) =

σ00

∞∫

−∞
dω

(
−∂ nF (ω)

∂ω

)
2Γ(ω)

Ω2 + 4Γ2(ω)

ω2 −∆2

ω
arctan

2ωΓ

∆2 + Γ2 − ω2
,

(3.24)

де σ00 = e2Nf/(2π
2~). Або, прийнявши до уваги, що

arctan
2ωΓ

∆2 + Γ2 − ω2
→ πsgn(ω)θ(ω2 −∆2), Γ → 0, (3.25)

ми знаходимо

σintra
xx (Ω, T ) = σ00

∞∫

−∞
dω

(
−∂ nF (ω)

∂ω

)
2Γ(ω)

Ω2 + 4Γ2(ω)
π
(ω2 −∆2)θ(ω2 −∆2)

|ω| .

(3.26)

При ∆ = 0 останнiй вираз набирає форми

σintra
xx (Ω, T ) = σ00

∞∫

−∞
dω

(
−∂ nF (ω)

∂ω

)
π|ω| 2Γ(ω)

Ω2 + 4Γ2(ω)
. (3.27)

Якщо ми вiзьмемо µ = 0 i припустимо, що Γ(ω) = γ00 + α|ω| з малою

величиною γ00, як можна очiкувати у наближеннi Борна у границi слабкого

розсiяння на домiшках, можна одержати наближений вираз

σintra
xx (Ω, T ) ' πσ00

2α

[
1− π

8α

Ω

T

]
, γ00 < Ω ¿ T. (3.28)
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Таке рiвняння було використано нещодавно в роботi [180], щоб пояснити

загострення у поведiнцi частотної залежностi мiкрохвильової провiдностi,

яка спостерiгалась [187] у дуже чистих зразках орто II YBCO6.5. Також

деякi чисельнi результати одержанi у [179]. Все це показує, що, якщо по-

ведiнка (3.28) буде спостерiгатися у графенi, то це вкаже на доречнiсть

борнiвського наближення.

Однак, якщо хiмiчний потенцiал збiльшується так, що |µ| > T рiвняння

(3.28) замiнюються на

σintra
xx (Ω, T ) = σ002π|µ| (γ00 + α|µ|)

Ω2 + 4(γ00 + α|µ|)2 , (3.29)

яке вже має форму Друде. Множник |µ| задає спектральну вагу, яка роз-

подiлена вiдповiдно формi Друде пiку з напiвшириною γ00 + α|µ|. Шири-

на пiка Друде може бути збiльшена просто змiною напруги на затворi,

µ ∝ sgnVg

√|Vg| з незмiнною величиною розсiяння на домiшках Γ. При

цьому трапляється так, що вже Γ(ω) поблизу ω = µ, а не поблизу ω = 0

зараз стає релевантною величиною, яка зростає зi зростанням |µ|. Важли-

вим є те, що частотна залежнiсть Γ(ω) навiть у бiльш загальному випадку

теж може бути встановлена таким само способом, оскiльки форма Γ(ω) вiд-

ображається у формi σxx(Ω). Наприклад, в унiтарнiй границi T -матричного

наближення залежнiсть Γ(ω) є абсолютно iншою, нiж у границi Борна, i

обернено пропорцiйна електроннiй густинi станiв [66]. Ця залежнiсть вiд-

повiдно змiнить Ω залежнiсть внутризонного члена.
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3.2.2.2. Роль мiжзонного вкладу. У границi Γ → 0 рiвняння (3.23)

набуває вигляд

Reσxx(Ω) =σ00π
2

∞∫

−∞
dω

[nF (ω)− nF (ω + Ω)]

Ω
[δ(Ω)− δ(2ω + Ω)]

×
[
ω3 − 2∆2ω′ + ωω′2

4ωω′ sgn(ω)θ(ω2 −∆2) + (ω ↔ ω′)

]

=
e2Nf

2
δ(Ω)

∞∫

−∞
dω[−n′

F (ω)]
(ω2 −∆2)θ(ω2 −∆2)

|ω|

+
e2Nf

8

∣∣∣nF

(
−Ω

2

)
− nF

(
Ω

2

)∣∣∣Ω
2 + 4∆2

Ω2
θ(Ω2 − 4∆2).

(3.30)

При T = ∆ = 0 останнє рiвняння набуває вигляду (див. також роботу [131]

по ДГХ)

Reσxx(Ω) =
πe2Nf

h
|µ|δ(Ω) + πe2Nf

4h
θ

(|Ω|
2

− |µ|
)
, (3.31)

де ми поновили постiйну Планка h. При µ = 0 (ми вже поклали T = 0)

внутризонний вклад, який ∼ δ(Ω) через те, що Γ = 0 вiдсутнiй. Мiжзонний

вклад розповсюджується вiд нуля до границi зони. Величина цього вкла-

ду не залежить вiд Ω, i в “bare bubble” наближеннi, яке використане при

одержаннi всiх рiвнянь цього Роздiлу, дорiвнює по висотi πe2/(2h) [179].

Взагалi, можна показати, що

σxx(Ω) ' πe2

2h
, Ω À µ,∆, T, (3.32)

як випливає з наведених нижче (3.34) i (3.37). Нагадаємо також, що Ω

повинно бути меншим, нiж границя зони. Пласкiсть σxx(Ω) на великих ча-

стотах може бути простежена у топологiї дiракiвського конусу та лiнiйної

залежностi енергiї квазiчастинок вiд iмпульсу (див. також нижче у Роз-

дiлi 3.2.3 про малий вплив нелiнiйних поправок). Коли µ зростає, мiж-

зоннi переходи вiдсутнi нижче порогу Ω = 2|µ|, а вiдсутня спектральна
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вага з’являється у вкладi δ(Ω)-функцiї. У напiвпровiдниках така концен-

трацiйна залежнiсть краю поглинання зветься ефектом Бурштейна-Мосса

(Burstein-Moss) [188–190].

У випадку малого, але скiнченого Γ(ω), скiнченної температури досить

зручним є рiвняння (1) з роботи [5]

Reσxx(Ω, T ) =
e2Nf

2π2~

∞∫

−∞
dω

[nF (ω)− nF (ω
′)]

Ω

π

4ωω′

×
[

2Γ(ω)

Ω2 + 4Γ2(ω)
− 2Γ(ω)

(ω + ω′)2 + 4Γ2(ω)

]

× (|ω|+ |ω′|)(ω2 + ω′2), ω′ = ω + Ω,

(3.33)

яке можна одержати з (3.23) поклавши ∆ = 0 та взявши границю Γ →
вiдповiдно до (3.25). Останнiй вираз був використаний у роботi [43] (див.

наведену Додаткову iнформацiю) для аналiзу провiдностi, яка була отри-

мана з одержаних експериментальних даних для коефiцiєнту передачi. У

роботi [8] (див. також роботи [191–193]) ми одержали iнше корисне пред-

ставлення вже для комплексної оптичної провiдностi

σxx(Ω) =− 2ie2(Ω + 2iΓ)

h


 1

(Ω + 2iΓ)2

∞∫

0

dyy

(
∂nF (y)

∂y
− ∂nF (−y)

∂y

)

−
∞∫

0

dy
nF (−y)− nF (y)

(Ω + 2iΓ)2 − 4y2




(3.34)

з якого у границi Γ → 0 випливає наступна проста форма для комплексного

члена Друде [192,193] (див. також [194])

σintra
xx (Ω) = i

4e2T

h(ω + i0)
ln
[
2 cosh

µ

2T

]
, (3.35)

де ми поклали Nf = 2. Вiдзначимо, що тодi як для одержання Reσxx(Ω) до-

статньо обчислити ImΠαβ(Ω+ i0), для обчислення комплексної провiдностi

необхiдно використовувати повну формулу (3.1).
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Зараз ми повернемося до випадку масивних дiракiвських ква-

зiчастинок. При T = 0 з рiвняння (3.30) ми одержуємо

Reσxx(Ω) =
πe2Nf

h
δ(Ω)

(µ2 −∆2)θ(µ2 −∆2)

|µ|
+

πe2Nf

4h

Ω2 + 4∆2

Ω2
θ

( |Ω|
2

−max(|µ|,∆)

)
.

(3.36)

Тут тета-функцiя θ (|Ω|/2−max(|µ|,∆)) вимикає мiжзонний вклад з ма-

лими Ω або при 2|µ|, або при 2∆ залежно вiд того, яка з величин є най-

бiльшою. Треба вiдзначити наявнiсть додаткового множника (Ω2+4∆2)/Ω2,

який дозволяє розрiзнити в залежностi σ(Ω) випадок скiнченого∆ вiд скiн-

ченого µ. Як ми бачили з (3.31), коли ∆ = 0 мiжзонний вклад залишається

пласким, хоча й зникає при 2|µ|. Це не так у випадку скiнченого ∆ i при

|µ| < ∆ мiжзонний вклад при Ω = 2∆ пiдвищується вдвiчi. Це є ознакою

вiдкриття щiлини та репрезентує змiну в геометрiї дiракiвських конусiв,

як показано на Рис. 3.1 (вiд (a) до (b) панелей). Також варто привести i

вiдповiдне узагальнення (3.34) на випадок ∆ 6= 0:

σxx(Ω) =− 2ie2(Ω + 2iΓ)

h


 1

(Ω + 2iΓ)2

∞∫

∆

dω
ω2 −∆2

ω

(
∂nF (ω)

∂ω
− ∂nF (−ω)

∂ω

)

−
∞∫

∆

dω
ω2 +∆2

ω2

nF (−ω)− nF (ω)

(Ω + 2iΓ)2 − 4ω2


 .

(3.37)

Цiкаво вiдзначити, що формула (3.37) була переодержана i використана в

роботi [195] для пояснення результатiв вимiрювань в епiтаксiальному гра-

фенi.

3.2.3. Огляд експериментальних та новiтнiх теоретичних ре-

зультатiв. У 2008 роцi вийшов ряд експериментальних робiт з графену

[41–44], який пiдтвердив основнi передбачення для поведiнки σxx(Ω), опи-

санi в Роздiлi 3.2.2.2. У роботi [196] дослiджувалась оптична провiднiсть
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графiту в дiапазонi [0, 1]eV i було показано, що її поведiнка нагадує пове-

дiнку графену у такому ж дiапазонi енергiй. Дослiдження багатошарового

графену, вирощеного на SiC, вiд терагерцового дiапазону до видимого свi-

тла показали досить складну поведiнку [195] з величинами оптичної про-

вiдностi, якi в iнфрачервоному дiапазонi близькi до значень, передбачених

для графену. В усiх цих роботах вимiрювалися коефiцiєнти проходження

та вiддзеркалення свiтла здебiльшого в iнфрачервоному дiапазонi, i за ни-

ми вiдновлювалася комплексна оптична провiднiсть. Було встановлено, що

пласка поведiнка Reσxx(Ω) при Ω > 2µ дiйсно спостерiгається (при чому

не тiльки в графенi, але i в графiтi [196]), при цьому величина провiдностi

дорiвнює πe2/(2h) iз досить великою, хоча i не метрологiчною, точнiстю.

На диво пласка поведiнка Reσxx(Ω) спостерiгається не тiльки при Ω < 1eV,

коли лiнiйне дiракiвське наближення можна застосовувати, але й при зна-

чно бiльших енергiях, що вiдповiдають видимому свiтлу [42]. Проведенi

теоретичнi розрахунки [42, 197] дiйсно показали, що поправки до дiракiв-

ського наближення є малими (декiлька %) навiть для видимого свiтла. За

допомогою оптичних вимiрювань вдається незалежним вiд вимiрювань на

постiйному струмi чином встановити залежнiсть µ вiд напруги на затворi

(густини носiїв) та визначити величину vF , яка дорiвнює 1.11×106m/s [42].

Ця величина є у добрiй згодi з величиною, що одержана з вимiрювань на

постiйному струмi [39, 40], але є вищою, нiж у графiтi. Це може свiдчити

про важливу роль ефектiв взаємодiї в графенi.

Наприкiнцi перерахуємо новiтнi теоретичнi роботи, присвяченi рiзним

деталям поведiнки оптичної провiдностi в графенi при B = 0. Оптична

провiднiсть у моделi на гратцi дослiджувалась у [198],3 включаючи ура-

хування наступних сусiдiв, яке було зроблено у [197]. Вплив кулонiвської

взаємодiї на величину унiверсальної провiдностi (3.31) був дослiджений у
3Статична границя при T 6= 0 у цiй роботi знайдена невiрно. Див. роботу [22].
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[194, 199–201]. Вплив оптичних фононiв на поведiнку σxx(Ω) дослiджував-

ся у [178], вплив оптичних та акустичних фононiв у присутностi домiшок

вивчався у роботах [202,203].

Щодо поведiнки оптичної провiдностi у присутностi щiлини вiдзначимо,

що у Роздiлi 1.1.3.1 було вже вказано на те, що результати з фотоемiсiї

(ARPES) [95] також свiдчать про наявнiсть щiлини. Однак через те, що

одержанi в [95] данi мають не параболiчну, а, скорiше, “V”-подiбну форму, в

роботi [204] було запропоновано, що енергетичний спектр має вигляд E± =

±(~vF |p|+∆). Вiдповiдно, для пояснення результатiв оптичних вимiрювань

в епiтаксiальному графенi [195] в роботi [204] було одержано iншi формули.

На вiдмiну вiд (3.36) та (3.37), цi формули дають пониження провiдностi

поблизу порога поглинання 2µ.

3.3. Динамiчна провiднiсть у зовнiшньому магнiтному полi

3.3.1. ФГ у зовнiшньому магнiтному полi. Для розрахунку про-

вiдностi необхiдно мати вiдповiдну ФГ S(t− t′, r; r′), яка описує дiракiвськi

квазiчастинки у зовнiшньому магнiтному полi. Ця ФГ дорiвнює

S(t− t′, r; r′) = exp

(
−ie

c
rAext(r′)

)
S̃(t− t′, r− r′), (3.38)

де S̃(t − t′, r − r′) трансляцiйно iнварiантною частиною S(t − t′, r − r′).

Її вивiд, використовуючи метод власного часу Швiнгера (Schwinger), та

розклад по полюсам, що вiдповiдають рiвням Ландау, описанi у Додатку Г.

Фур’є перетворення S̃(x− y) у мацубарiвському представленнi має вигляд

S(iωm,k) = e−
ck2

|eB|
∞∑
n=0

(−1)n
Sn(iωm,k)

(iωm)2 −M 2
n

, (3.39)

де

Mn =
√

∆2 + 2nv2F |eB|/c (3.40)
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це енергiї релятивiстських рiвнiв Ландау,

Sn(iωm,k) =2(iωmγ
0 +∆)

[
P−Ln

(
2ck2

|eB|
)
− P+Ln−1

(
2ck2

|eB|
)]

− 4kγγγL1
n−1

(
2ck2

|eB|
)
,

(3.41)

та P± = (1 ± iγ1γ2sgn(eB))/2 є проекторами i Lα
n(z) є узагальненими по-

лiномами Лагера. За означенням, Ln(z) ≡ L0
n(z) i Lα

−1(z) ≡ 0. У виразi

(3.40) покладено ~ = 1, а вiдповiдний енергетичний масштаб, пов’язаний з

магнiтним полем, у температурних та енергетичних одиницях має вигляд

(див. також (2.42))

L2(B) =
2eBv2F

c
→ 2eB~v2F

c

1

k2B
= 1.76957× 10−7K2v2F (m/s)B(T ),

L2(B) ≈ 1314meV2B[T], L(B) ≈ 36.3meV
√

B[T],
(3.42)

де швидкiсть Фермi у графенi задана у m/s i у другому рядку покладена

vF ≈ 106m/s, а магнiтне поле B у Тесла.

Як i у випадку B = 0, далi нам знадобляться випереджувальна та

запiзнювальна ФГ (3.10), а також спектральна функцiя (3.9). Затухання

квазiчастинок Γn(ω) у вiдповiдних виразах тепер залежить не тiльки вiд

енергiї, температури, концентрацiї та типу домiшок, а також i вiд зовнi-

шнього поля та iндексу рiвня Ландау. Як i у випадку без магнiтного поля,

ми розглядаємо Γn(ω) як феноменологiчний параметр. Нижче ми розгля-

немо два випадки:

(i) Γ(ω) = Γn(ω) є незалежним вiд iндексу n рiвня Ландау;

(ii) Γn = Γn(ω) є незалежним вiд енергiї ω.

При цих припущеннях оптична провiднiсть може бути дослiджена аналiти-
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чно. Випереджувальна та запiзнювальна ФГ набувають, вiдповiдно, вигляд

S(R,A)(ω,k) = e−
ck2

|eB|
∞∑
n=0

(−1)n
S
(R,A)
n (ω ± iΓn(ω),k)

(ω ± iΓn(ω))2 −M 2
n

, (3.43)

а спектральна густина дорiвнює

A(ω,k) =e−
ck2

|eB|
∞∑
n=0

(−1)nΓn(ω)

2πMn

×
[
(γ0Mn +∆)f1(k) + f2(k)

(ω −Mn)2 + Γ2
n(ω)

+
(γ0Mn −∆)f1(k)− f2(k)

(ω +Mn)2 + Γ2
n(ω)

]
.

(3.44)

У (3.44)

f1(k) = 2

[
P−Ln

(
2ck2

|eB|
)
− P+Ln−1

(
2ck2

|eB|
)]

,

f2(k) = 4vFkγγγL
1
n−1

(
2ck2

|eB|
)
,

(3.45)

а проектори P± та полiноми Lα
n(z) вже були визначенi пiсля (3.41).

3.3.2. Вирази для динамiчної провiдностi.

Ми почнемо з випадку (i). У Додатку Д, написаному за роботою

[2], одержано наступнi вирази для дiагональної провiдностi

σxx(Ω) =
e2Nf

4π2Ω

∞∫

−∞
dω[nF (ω)− nF (ω

′)]

× Re

{
2B

∆2 − (ω + iΓ)2
[Ξ1(−B)− Ξ2(−B)]

+ [Ξ1(−B) + Ξ1(+B)− Ξ2(−B)− Ξ2(+B)]ψ

(
∆2 − (ω + iΓ)2

2B

)

+ (ω ↔ ω′,Γ ↔ Γ′)

}
,

(3.46)
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та для холлiвської провiдностi

σxy(Ω) = −e2Nfsgn(eB)

4π2Ω
Im

∞∫

−∞
dω

{
[nF (ω)− nF (ω

′)]

×
[
Ξ2(−B)

2B

∆2 − (ω + iΓ)2
+ (Ξ2(−B)− Ξ2(B))ψ

(
∆2 − (ω + iΓ)2

2B

)

+ (ω ↔ ω′,Γ ↔ Γ′)
]

+ [nF (ω) + nF (ω
′)]

[
Ξ1(−B)

2B

∆2 − (ω + iΓ)2
+ (Ξ1(−B)− Ξ1(B))

×ψ

(
∆2 − (ω + iΓ)2

2B

)
− (ω ↔ ω′,Γ ↔ Γ′)

]}
.

(3.47)

Тут ψ — це дiгамма функцiя, i ми позначили B ≡ v2F |eB|/c, нагадаємо
також, що ω′ = ω + Ω, Γ = Γ(ω),Γ′ = Γ(ω′). Також ми ввели наступнi

позначення

Ξ1(±B) ≡ Ξ1(ω, ω
′,Γ,Γ′,±B) =

(ω′ + iΓ′)(ω + iΓ)−∆2

[ω − ω′ + i(Γ− Γ′)][ω + ω′ + i(Γ + Γ′)]± 2B
,

Ξ2(±B) ≡ Ξ2(ω, ω
′,Γ,Γ′,±B) =

(ω′ − iΓ′)(ω + iΓ)−∆2

[ω − ω′ + i(Γ + Γ′)][ω + ω′ + i(Γ− Γ′)]± 2B
.

(3.48)

Подiбно до узагальнення (В.6) для рiвняння (3.14) на випадок, коли при-

сутня дiйсна частина власної енергiї Σ, вирази (3.46) та (3.47) також легко

узагальнити вiдповiдним чином (див. рiвняння (7) роботи [8]).

Перевага (3.46) полягає в тому, що ψ функцiя мiстить у собi вклади вiд

усiх переходiв мiж сусiднiми рiвнями Ландау. При розглядi границi B →
0 необхiдно врахувати нескiнченне число цих переходiв, так що границя

нульового поля може бути легко розглянута [2] на основi (3.46). Iншою

важливою рисою (3.46) є те, що ми утримали залежне вiд частоти розсiяння
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на домiшках Γ(ω), яке дозволяє дослiдити поведiнку форми пiка Друде у

Роздiлi 3.2.2.1.

Зараз ми перейдемо до випадку (ii). У роботi [8] було одержано

дуже простi наближенi вирази для дiагональної та холлiвської провiдностi,

якi є дуже зручними при розглядi резонансних пiкiв цих провiдностей в

iнфрачервоному дiапазонi. При аналiзi експериментальних даних дуже ко-

рисно мати лоренцiанiвське представлення магнiто-оптичної комплексної

провiдностi, σ±(Ω) = σxx(Ω)± iσxy(Ω), яке мiстить внутрiшньо- та мiжзон-

нi переходи мiж вiдповiдними рiвнями Ландау [205]. У Додатку Д , напи-

саному по додатку з роботи [8], одержанi наступнi вирази для комплексної

дiагональної провiдностi

σxx(Ω) = −e2v2F |eB|
2πci

×
∞∑
n=0

{(
1− ∆2

MnMn+1

)
([nF (Mn)− nF (Mn+1)] + [nF (−Mn+1)− nF (−Mn)])

×
(

1

Mn −Mn+1 + Ω+ i(Γn + Γn+1)
− 1

Mn −Mn+1 − Ω− i(Γn + Γn+1)

)

× 1

Mn+1 −Mn

+

(
1 +

∆2

MnMn+1

)
([nF (−Mn)− nF (Mn+1)] + [nF (−Mn+1)− nF (Mn)])

× 1

Mn+1 +Mn

×
(

1

Mn +Mn+1 + Ω+ i(Γn + Γn+1)
− 1

Mn +Mn+1 − Ω− i(Γn + Γn+1)

)}
,

(3.49)
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та для комплексної холлiвської провiдностi

σxy(Ω) =
e2v2FeB

2πc

∞∑
n=0

([nF (Mn)− nF (Mn+1)]− [nF (−Mn+1)− nF (−Mn)])

×
{(

1− ∆2

MnMn+1

)
1

Mn+1 −Mn

×
(

1

Mn −Mn+1 + Ω+ i(Γn + Γn+1)
+

1

Mn −Mn+1 − Ω− i(Γn + Γn+1)

)

−
(
1 +

∆2

MnMn+1

)
1

Mn+1 +Mn

×
(

1

Mn +Mn+1 + Ω+ i(Γn + Γn+1)
+

1

Mn +Mn+1 − Ω− i(Γn + Γn+1)

)}
.

(3.50)

Нагадаємо, що при виводi (3.49), (3.50) було припущено, що розсiяння за-

лежить вiд iндекса n рiвня Ландау, але не вiд енергiї ω. Це припущення

дозволило усунути iнтегрування по ω, яке присутнє в (3.46). Для того, щоб

зберегти залежнiсть вiд iндекса рiвня Ландау, сума за переходами мiж су-

сiднiми рiвнями Ландау була утримана в (3.49), (3.50).

Базуючись на (3.49) та (3.50), можна легко записати окремi вирази

для Re σxx(Ω), Im σxx(Ω), Re σxy(Ω), Im σxy(Ω) i перевiрити, що дiагональна

та недiагональна провiдностi задовольняють спiввiдношенням Крамерса-

Кронiга. Великою перевагою (3.49) i (3.50) є те, що вони бiльш придатнi

для чисельного обрахунку. Навiть для вiдносно малих величин магнiтного

поля достатньо просумувати тiльки декiлька перших членiв з суми. Також

цi формули кориснi для опису резонансних пiкiв, коли залежнiсть розсiян-

ня на домiшках вiд iндексу рiвня Ландау є бiльш важливою, нiж залежнiсть

вiд енергiї, яка була прийнята до уваги в (3.46).

Усi рисунки нижче у Роздiлi 3.3.4 (див. також [8]) обрахованi для ви-

падку Γ = const так, що для обчислення дiагональної провiдностi ми ви-

користали (3.46) та перевiрили, що воно дає результати майже iдентичнi

результатам, одержаним з (3.49). Оскiльки вiдповiдний повний вираз для
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оптичної холлiвської провiдностi (3.47) є досить складним для чисельно-

го обрахунку, нижче всi результати для оптичної холлiвської провiдностi

обрахованi з використанням (3.50). У випадку, коли нема залежностi вiд

iндексу рiвня Ландау Γn = const, рiвняння (3.49) i (3.50) приймають ще

простiший вигляд

σxx(Ω) =
e2v2F |eB|(Ω + 2iΓ)

πc i

×
∞∑
n=0

{(
1− ∆2

MnMn+1

)

× [nF (Mn)− nF (Mn+1)] + [nF (−Mn+1)− nF (−Mn)]

(Mn+1 −Mn)2 − (Ω + 2iΓ)2
1

Mn+1 −Mn

+

(
1 +

∆2

MnMn+1

)

× [nF (−Mn)− nF (Mn+1)] + [nF (−Mn+1)− nF (Mn)]

(Mn+1 +Mn)2 − (Ω + 2iΓ)2
1

Mn+1 +Mn

}

(3.51)

та

σxy(Ω) = −e2v2FeB

πc

∞∑
n=0

([nF (Mn)− nF (Mn+1)]− [nF (−Mn+1)− nF (−Mn)])

×
{(

1− ∆2

MnMn+1

)
1

(Mn+1 −Mn)2 − (Ω + 2iΓ)2

+

(
1 +

∆2

MnMn+1

)
1

(Mn+1 +Mn)2 − (Ω + 2iΓ)2

}
.

(3.52)

Можна побачити, що провiднiсть σxx(Ω, µ) є парною функцiєю µ, тодi як

σxy(Ω, µ) є непарною.

3.3.3. Магнiто-лоренцiанiвська модель у границi малого поля.

Зараз ми перевiримо, що (3.51) i (3.52) мають правильну границю B → 0.

Для σxx(Ω) ця границя одержується замiною 2n~e2v2FeB/c на неперервну
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змiнну x, що дає:

σxx(Ω) = − e2

2hi

×

 2

Ω + 2iΓ

∞∫

0

dx

(
1− ∆2

x+∆2

)(
−∂nF (

√
x+∆2)

∂
√
x+∆2

+
∂nF (−

√
x+∆2)

∂
√
x+∆2

)

+

∞∫

0

dx

(
1 +

∆2

x+∆2

)
nF (−

√
x+∆2)− nF (

√
x+∆2)√

x+∆2

×
(

1

2
√
x+∆2 + Ω+ 2iΓ

− 1

2
√
x+∆2 − Ω− 2iΓ

)]
,

(3.53)

де ми вiдновили h = 2π~ у загальному префакторi, але не при частотi Ω.

При ∆ = 0 пiсля замiни ω =
√
x останнiй вираз переходить у вже вiдомий

нам результат (3.34), тодi як при скiнченому ∆ ми одержуємо (3.37).

Таким само чином для холлiвської провiдностi σxy(Ω) у режимi слабкого

поля ми отримуємо

σxy(Ω) =

− e2v2FeB

2πc

∞∫

0

dx√
x+∆2

(
∂nF (

√
x+∆2)

∂
√
x+∆2

+
∂nF (−

√
x+∆2)

∂
√
x+∆2

)

×
[(

1− ∆2

x+∆2

)
1

(Ω + 2iΓ)2
−
(
1 +

∆2

x+∆2

)
1

4(x+∆2)− (Ω + 2iΓ)2

]

(3.54)

або

σxy(Ω) =
e2v2FeB

πc

∞∫

∆

dω

(
∂nF (ω)

∂ω
+

∂nF (−ω)

∂ω

)

×
[
−ω2 −∆2

ω2

1

(Ω + 2iΓ)2
+

ω2 +∆2

ω2

1

4ω2 − (Ω + 2iΓ)2

]
,

(3.55)

де знову ми вiдновили h = 2π~ у загальному префакторi, але не при частотi

Ω. Дiйсна частина холлiвської провiдностi (3.55) при Ω = ∆ = T = 0
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(статична границя) зводиться до виразу (4.25), який розглянуто далi, у

Роздiлi 4.2. При T = 0 з (3.34) та (3.55) ми одержуємо

σxx(Ω) =
2ie2

h

[ |µ|
Ω + 2iΓ

+
1

4
ln

2|µ| − (Ω + 2iΓ)

2|µ|+ (Ω + 2iΓ)

]
,

σxy(Ω) =
e2v2FeB

πc
sgnµ

[
1

(Ω + 2iΓ)2
+

1

(Ω + 2iΓ)2 − 4µ2

]
.

(3.56)

У протилежнiй границi великих частот (3.55) дає

σxy(Ω) =
e2v2FeB

πc(~Ω)2

[
tanh

µ+∆

2T
+ tanh

µ−∆

2T

]
, Ω → ∞. (3.57)

де ми вiдновили ~ при частотi Ω. Ця поведiнка також слiдує з рiвняння

(3.50), яке є придатним у будь-яких полях B. Цiкаво, що вираз (3.57) є

чутливим до спiввiдношення мiж |µ| i ∆ так, що ця властивiсть може бути

використана для визначення присутностi щiлини [див. обговорення Рис. 3.5

та 3.6 далi]. Використавши (3.32) i (3.57) ми одержуємо холлiвський опiр у

слабких полях

ρxy(Ω) = − σxy(Ω)

σ2
xx(Ω) + σ2

xy(Ω)

= −16v2FB

πecΩ2

[
tanh

µ+∆

2T
+ tanh

µ−∆

2T

]
, Ω À µ,∆, T.

(3.58)

Вiдповiдно, на високих частотах при ∆ = 0 i T → 0 оптичний холлiвський

коефiцiєнт

RH(Ω) =
ρxy(Ω)

B
= − 32v2F

πecΩ2
sgn(µ) (3.59)

мiстить у собi iнформацiю про величину швидкостi Фермi в графенi.

Наприкiнцi, уявна частина σxy(Ω), яка слiдує з (3.55), дається виразом

Imσxy(Ω) =
4e2v2FeBΓΩ

πc

∞∫

∆

dω

(
∂nF (ω)

∂ω
+

∂nF (−ω)

∂ω

)

×
[

1

(Ω2 − 4Γ2)2 + 16Ω2Γ2
+

1

(4y2 − Ω2 + 4Γ2)2 + 16Ω2Γ2

] (3.60)
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який у границi високих частот набирає вигляду

Imσxy(Ω) ' −4e2v2FeBΓ

πc(~Ω)3

(
tanh

µ+∆

2T
+ tanh

µ−∆

2T

)
, Ω → ∞.

(3.61)

Останнє рiвняння демонструє, що у цiй границi дiйсна частина σxy, задана

рiвнянням (3.57), є основним членом.

3.3.4. Аналiз результатiв для оптичної провiдностi.

3.3.4.1. Дiагональна провiднiсть. На Рис. 3.2 ми показали резуль-

тати, якi базуються на чисельних обрахунках повного виразу (3.46) для дiй-

сної частини дiагональної провiдностi Re σxx(Ω) в одиницях e2/h як функцiї

частоти записаної в одиницях cm−1. Окрiм довгоштрихової (червоної) лi-

нiї, яка була одержана у границi зникаючого магнiтного поля (а саме B =

10−4T) та показана для порiвняння, iншi три лiнiї обчисленi для B = 1T.

Вони вiдрiзняються величиною хiмiчного потенцiалу µ. В усiх випадках

температура T = 10K, розсiяння на домiшках Γ = 15K, та ексiтонна щi-

лина ∆ = 0. Для детальнiшого опису лiнiй, частота n = 1 рiвня Ландау

Ω1 = M1(∆ = 0) = 294 cm−1[423K], Ω2 = M2(∆ = 0) = 415.8 cm−1[598K]

та Ω3 = M3(∆ = 0) = 509.2 cm−1[733K] так, що для штрих-пунктирної

(чорної) лiнiї µ знаходиться нижче енергiї рiвня з n = 1 (див. лiву частину

Рис. 3.3 (a)),4 для суцiльної (блакитної) лiнiї µ знаходиться мiж рiвнями

з n = 1 i n = 2 (див. середину Рис. 3.3 (a)), та короткоштрихова (зеле-

на) лiнiя знаходиться мiж рiвнями з n = 2 i n = 3 (див. праву частину

Рис. 3.3 (a)).

4Нагадаємо, що правило переходу вiд частоти у cm−1 до енергiї у Кельвiнах є наступним Ω[K] =

1.4387K·cmΩ[cm−1].
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Рис. 3.2. (Кольоровий в електроннiй версiї [8].) Дiйсна частина поздовжньої

провiдностi, Re σxx(Ω) в одиницях e2/h вiд частоти Ω у cm−1 для темпера-

тури T = 10K, розсiяння на домiшках Γ = 15K. Довгоштрихова лiнiя –

хiмiчний потенцiал µ = 50K i магнiтне поле B = 10−4T штрих-пунктирна

лiнiя – µ = 50K i B = 1T, суцiльна лiнiя – µ = 510K i B = 1T, коротко-

штрихова лiнiя – µ = 660K i B = 1T.
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Рис. 3.3. (Кольоровий в електронних версiях [7, 8].) (a) Схематичне пред-

ставлення дозволених переходiв мiж рiвнями Ландау з n = 0, 1, . . . 4 пока-

заними як суцiльнi (червонi) кола для додатних та вiд’ємних дiракiвських

конусiв. Пара дiракiвських конусiв з вершинами у K+ i K− точках зони

Брiллюена графену (див. Рис. 3.3 (b) та Рис. 3.1) зiбрана разом. Три вели-

чини хiмiчного потенцiалу показанi горизонтальною (фiолетовою) лiнiєю.

Лiворуч показанi переходи для випадку, коли µ знаходиться мiж n = 0 i

n = 1, посерединi – мiж n = 1 i n = 2, та праворуч – мiж n = 2 i n = 3.

Перша лiнiя лiворуч вiдповiдає першому пiку на штрих-пунктирнiй лiнiї на

Рис. 3.2. Вона є незвичайною тим, що одночасно вiдповiдає внутризонним

та мiжзонним переходам i одразу зникає зi змiною хiмiчного потенцiалу,

тодi як всi iншi мiжзоннi лiнiї спочатку зменшують їхню iнтенсивнiсть на-

половину i тiльки потiм, коли µ перетинають вищi енергетичнi рiвнi, зни-

кають повнiстю. (b) Можливi оптичнi переходи мiж рiвнями Ландау при

наявностi ексiтонної щiлини ∆. Показано двi пари конусiв у K+ i K− то-

чках. Зображено рiвнi Ландау для n = 0 з енергiями −∆ (у K+ точцi) та

∆ (у K− точцi), та для n = 1 з енергiями ±M1. Розглянуто три величини

хiмiчного потенцiалу: |µ| < ∆ (зелена), µ = ∆ (блакитна) i |µ| > ∆ (чор-

на). Для випадку µ = ∆ стан з енергiєю E0 = ∆ є зайнятим та вiльним з

ймовiрнiстю 1/2.
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Енергiї пiкiв дорiвнюють M1, M1 + M2, M2 + M3, i т. iн. та M2 − M1,

M3 − M2, i т. iн. Вiдзначимо, що позицiя та iнтенсивнiсть останнiх двох

пiкiв на Рис. 3.2 (найбiльша частота Ω) залишається тiєю ж самою для

всiх обраних величин хiмiчного потенцiалу µ. Коли µ знаходиться мiж M2

i M3 [короткоштрихова (зелена) лiнiя], iнтенсивнiсть третього з кiнця пiку

зменшилась до половини вiд величини, яку вiн мав на суцiльнiй (блакитнiй)

лiнiї, тодi як четвертий i п’ятий з кiнця пiки на короткоштриховiй лiнiї

зовсiм зникли. Цей останнiй, п’ятий з кiнця пiк, присутнiй тiльки на штрих-

пунктiрнiй лiнiї. Також новий пiк з’явився при M3 − M2, тодi як вiн був

вiдсутнiм на штрих-пунктирнiй лiнiї. Таким самим чином для µ мiж M1 i

M2 [суцiльна (блакитна) лiнiя] iнтенсивнiсть четвертого з кiнця пiку впала

до половини iнтенсивностi, яку вiн мав на штрих-пунктирнiй лiнiї. Пiк при

M1 є повнiстю вiдсутнiм, а при M2−M1 з’явився новий пiк. Нарештi, коли

µ менше за M1 (штрих-пунктирна лiнiя), то пiк нижче M1 вiдсутнiй, а

пiк при M1 завжди має повну iнтенсивнiсть. При будь-якiй величинi µ ця

лiнiя нiколи не матиме половинну iнтенсивнiсть, i ця властивiсть є

характерною ознакою дiракiвських квазiчастинок.

Схема, яка допомагає зрозумiти тiльки що описану поведiнку лiнiй по-

глинання, показана на Рис. 3.3 (a). Лiворуч на Рис. 3.3 (a) ми показали

енергiї рiвнiв Ландау En = ±Mn з рiвняння (3.40) суцiльними (червоними)

колами разом з їхнiми квантовими числами n = 0, 1, 2, . . .. Три величини

хiмiчного потенцiалу показанi на Рис. 3.3 (a) горизонтальною (фiолетовою)

лiнiєю. У кожному випадку можливi оптичнi переходи, показанi вертикаль-

ними стрiлками, якi зв’язують рiвнi n i n± 1. Дивлячись злiва направо ми

спочатку бачимо один перехiд з E0 на E1 = M1, потiм мiжзоннi переходи

з E1 = −M1 на E2 = M2 та з E2 = −M2 на E1 = M1 за якими йде iнша

пара переходiв з E2 = −M2 на E3 = M3 та з E3 = −M3 на E2 = M2 i

т.д. Для набору лiнiй, що показано посерединi, першим iде внутризонний

перехiд з E1 = M1 на E2 = M2, за яким йде одиночний мiжзонний перехiд
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з E1 = −M1 на E2 = M2, а далi показана пара переходiв з E2 = −M2 на

E3 = M3 та з E3 = −M3 на E2 = M2 i т.д. Наприкiнцi, у наборi переходiв,

показаних праворуч, є внутризонний перехiд з E2 = M2 з E3 = M3, за

яким iде одиночний перехiд з E2 = −M2 на E3 = M3 та пара переходiв з

E3 = −M3 на E4 = M4 та з E4 = −M4 на E3 = M3 i т.д. Це точно спiвпадає

зi зразком, який ми побачили на Рис. 3.2. Вiдзначимо ще одну властивiсть

лiнiї, яка вiдповiдає переходу з n = 0 на n = 1 рiвень Ландау. Це єдина

лiнiя, яка не може бути однозначно приписана до мiж- або внутризонного

переходу, оскiльки стан з n = 0 знаходиться на перетинi вершин дiракiв-

ських конусiв, що вiдповiдають додатним та вiд’ємним енергiям i, таким

чином, належить обом конусам.

Описана поведiнка оптичних переходiв може бути зрозумiла з виразiв,

наведених у Роздiлi 3.3.2, вище у границi Γ → 0 та T → 0. Взявши ∆ = 0,

µ > 0, i Ω > 0 з (Д.21) одержуємо

Re σxx(Ω) =
e2

h
M 2

1

π

2

∞∑
n=0

{
[2− nF (Mn)− nF (Mn+1)]

δ(Mn +Mn+1 − Ω)

Mn +Mn+1

+[nF (Mn)− nF (Mn+1)]
δ(Mn −Mn+1 + Ω)

Mn+1 −Mn

}
.

(3.62)

Для µ ∈]MN ,MN+1[ термiчнi фактори при T = 0 дорiвнюють

2− nF (Mn)− nF (Mn+1) =





0 for n < N,

1 for n = N,

2 for n > N,

(3.63)

тодi як

nF (Mn)− nF (Mn+1) =





1 for n = N,

0 for n 6= N.
(3.64)

Лiнiя у Re σxx(Ω) на частотi Mn+Mn+1 присутня тiльки для n > N з вiдсу-

тнiми iншими лiнiями. Далi лiнiя з n = N має iнтенсивнiсть 1/(Mn+Mn+1),
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тобто половину вiд тiєї iнтенсивностi, яку вона мала в iншому випадку, то-

дi як лiнiї з n > N мають повну вагу 2/(Mn + Mn+1). Вiдзначимо, що

лiнiї з частотами, що дорiвнюють рiзницi енергiй рiвнiв Ландау, мають ва-

гу 1/(Mn+1 − Mn). Цi лiнiї завжди присутнi, виключаючи випадок, коли

µ знаходиться нижче M1. Тодi едина лiнiя на частотi M1 має вагу 2/M1.

Пiдсумовуючи, ми побачили, що коли µ перетинає вищi й вищi величини

MN , лiнiї нижче за N зникають, а нова з’являється на частотi MN+1−MN .

У той же час, лiнiя при n = N втрачає половину iнтенсивностi, тодi як

всi iншi лiнi не змiнюються, виключаючи особливий випадок з хiмiчним

потенцiалом нижче рiвня Ландау з енергiєю M1.

Ця поведiнка була б зовсiм iншою, якби замiсть Mn ∼ √
n квантування

рiвнiв Ландау мало б нерелятивiстський характер Mn = ωc(n + 1/2), де

ωc – це циклотронна частота. У цьому випадку положення лiнiї, яка вiд-

повiдає рiзницi енергiй рiвнiв Ландау (внутризонна) нiколи не зсувається

по енергiї. Окрiм цього, лiнiї, якi вiдповiдають сумi енергiй рiвнiв Ландау

(мiжзоннi), припадають на регулярнi iнтервали енергiй, а саме 2ωc, 4ωc,

6ωc, . . . . Бiльш цього, коли µ зростає i перетинає рiзнi рiвнi Ландау, всi

лiнiї спочатку зменшують наполовину їхню iнтенсивнiсть перед тим, як

зовсiм зникнути. Для µ нижче першого рiвня лiнiї на частотi ωc немає. Та-

кож нема невизначеностi, чи є лiнiя внутризонна або мiжзонна, оскiльки

верхня та нижня зони не мають спiльного рiвня.

Ми встановили, що кривi на Рис. 3.2 змiнюються дуже мало, якщо хi-

мiчний потенцiал змiнюється в обмеженому дiапазонi вiд MN до MN+1.

Ми також перевiрили, що для використаних значень параметрiв T = 10K,

Γ = 15K перехiд з половинної iнтенсивностi лiнiї MN + MN+1 майже до

нульової iнтенсивностi вiдбувається досить рiзко в дiапазонi енергiй, що

заданi T та/або Γ. Це проiлюстровано на Рис. 3.4, де показано, як повнi-

стю зникає пiк для Ω = Ω1 = 294 cm−1 (420K) та зменшується наполови-

ну наступний пiк з 710 cm−1, коли хiмiчний потенцiал µ проходить через
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Рис. 3.4. (Кольоровий в електроннiй версiї [8].) Дiйсна частина поздовжньої

провiдностi, Re σxx(Ω) в одиницях e2/h вiд частоти Ω у cm−1 для темпера-

тури T = 10K, розсiяння на домiшках Γ = 15K та магнiтного поля B = 1T

для 4 величин хiмiчного потенцiалу. Довгоштрихова лiнiя – µ = 100K,

штрих-пунктирна лiнiя – µ = 410K, суцiльна – µ = 420K, короткоштри-

хова – µ = 430K.

n = 1 рiвень Ландау [Ω1 = M1(∆ = 0)]. Довгоштрихова (червона) крива,

показана для порiвняння, вiдповiдає µ = 100K обраному далеко вiд точки

переходу 420K. Штрих-пунктирна (чорна) лiнiя для µ = 410K, що трохи

нижче точки переходу, суцiльна (блакитна) лiнiя для µ = 420K точно при-

падає на точку перетину, i короткоштрихова (зелена) лiнiя для µ = 430K.

Це припадає на ±10K з обох сторiн вiд Ω1, що набагато менше, нiж ширина

пiку 2Γ = 30K. Зi зростанням µ вище 410K, ми спостерiгаємо зростання

пiку при Ω = 122 cm−1, зникання пiку при 294 cm−1 та зменшення пiку

наполовину при 710 cm−1. Повний перенiс спектральної ваги мiж рiзними

пiками трапляється у досить малому порядку 30K, iнтервал змiн хiмiчно-

го потенцiалу навколо Ω1 = 294 cm−1 (420K) порядку 30K (на рисунку
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не показано). Коли перехiд закiнчено, зразок розподiлу спектральної ва-

ги залишається незмiнним, доки хiмiчний потенцiал не стане близьким до

енергiї наступного рiвня Ландау. Пiдкреслимо, що хоча Рис. 3.4 одержа-

но з використанням повного виразу (3.46), ми перевiрили, що результати

одержанi з використанням (Д.21) i (3.49) практично однаковi. Нагадаємо

ще раз, що у графенових пристроях з польовим ефектом хiмiчний потенцi-

ал може бути змiнено прикладанням напруги до затвору. Це є найкращим

способом для спостереження описаних ефектiв.

Динамiчна провiднiсть може також бути використана, щоб одержати

iнформацiю про можливе вiдкриття щiлини, пов’язане з порушенням си-

метрiї у графенi (див. Роздiли 2.5 та 5 ). На Рис. 3.5 ми показали результати

для Re σxx(Ω) побудованi на основi чисельного обрахунку (3.46). Розгляну-

то чотири величини ексiтонної величини ∆. Для ∆ < |µ| один пiк при

294 cm−1 розщепився на два з однаковою iнтенсивнiстю, при |µ| = ∆ ни-

жнiй пiк має приблизно 1/3 iнтенсивностi верхнього пiка, i при ∆ > |µ|
спостерiгається один пiк з вищою енергiєю.

Рис. 3.3 (b) передає схематику вiдповiдних рiвнiв Ландау та переходiв

мiж ними. Для зручностi на Рис. 3.3 (b) ми зафiксували щiлину i змiнювали

хiмiчний потенцiал. Для |µ| < ∆ можливi обидва мiжзоннi переходи вiд

−M0 до M1 (у лiвому конусi) i вiд до −M1 до M0 (у правому конусi), якi

мають одну й ту саму енергiю, M1+∆, так що спостерiгається тiльки одна

лiнiя, зсунута до вищої енергiї. При |µ| = ∆ необхiдно прийняти до уваги,

що n = 0 стан n = 0 (у правому конусi) є зайнятим (вiльним) з ймовiрнiстю

1/2. Можливими мiжзонними переходами є вiд −M0 до M1 (лiвий конус)

з енергiєю M1 + ∆ i вiд −M1 до M0 з енергiєю M1 + ∆, та внутризонний

перехiд вiдM0 доM1 з енергiєюM1−∆ (правий конус), кожний з вагою 1/2

замiсть 1. Це дає вiдношення 3 до 1 на користь лiнiї з бiльшою енергiєю.

Наприкiнцi, для |µ| > ∆, мiжзонний перехiд вiд −M0 до M1 (злiва) має

енергiюM1+∆ та внутризонний перехiд вiд M0 доM1 (справа) має енергiю
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M1 − ∆. Цi двi лiнiї мають приблизно однакову iнтенсивнiсть. Видно, що

оптичнi вимiрювання надають гарну можливiсть для спостереження рiзних

типiв щiлин, i розглянута тут ексiтонна щiлина була взята як приклад.
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Рис. 3.5. (Кольоровий в електроннiй версiї [8].) Дiйсна частина поздовжньої

провiдностi, Re σxx(Ω) в одиницях e2/h вiд частоти Ω у cm−1 для темпера-

тури T = 10K, Γ = 15K, B = 1T та хiмiчного потенцiалу µ = 150K для

4 величин ексiтонної щiлини ∆. Довгоштрихова лiнiя – ∆ = 0K, штрих-

пунктирна лiнiя – ∆ = 100K, суцiльна – ∆ = 150K, короткоштрихова –

∆ = 200K.

3.3.4.2. Огляд експериментальних результатiв магнiтооптичних

вимiрювань. Jiang та iн. [119] зробили першi вимiрювання проходжен-

ня свiтла у зовнiшньому магнiтному полi в одношаровому графенi, який до-

слiджувався також у [90]. В останнiй роботi було встановлено, що iснує аси-

метрiя мiж електронними та дiрочними зонами, яка призводить до 5% рi-

зницi мiж швидкостями електронiв та дiрок при енергiях 125meV (1450K).

Циклотроннi резонанси у двошаровому графенi дослiджувалися у [206].

Ще ранiше спектроскопiя рiвнiв Ландау була зроблена на кiлькашарових
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системах, а саме на ультратонкому епiтаксiальному графенi [207] (див. та-

кож нещодавню роботу [208]). У роботi [209] зроблено дослiдження магнiто-

вiддзеркалення у пiролiтичному графiтi у полях до 18T. У цьому експери-

ментi знайдено, що енергiї рiвнiв Ландау лiнiйнi по B, тодi як у графенi та

епiтаксiальному графiтi вони мають
√
B залежнiсть, яка узгоджується з

дiракiвськими квазiчастинками. Тодi як така поведiнка очiкувалась i спо-

стерiгається в одношаровому графенi, ситуацiя не настiльки ясна у бага-

тошаровому випадку. Данi у цьому випадку аналiзувались у [7], де були

знайденi розбiжностi з рiвнянням (3.49). Зокрема, важко зрозумiти спо-

стережуване спiввiдношення iнтенсивностей першої та другої мiжзонних

лiнiй.

Зараз ми обговоримо данi з роботи [119], яка має пряме вiдношення до

наших результатiв для графену [7, 8, 25]. Зокрема, у [119] встановлено, що

рiзниця мiж рiвнями Ландау з енергiями −M1 та M2 є дещо бiльшою, нiж

енергiя, передбачена на основi моделi невзаємодiючих частинок, у рамках

якої одержано (3.49). Для пояснення цього у [119] аналiзується, дослiдже-

ний у теоретичнiй роботi [210], вплив Кулонiвської взаємодiї на рiвнi Лан-

дау та робиться попереднiй висновок, що цей вплив може пояснити данi.

З iншого боку, автори [119] роблять спостереження, що модель зi щiли-

ною для ν = 0 плато (див. Роздiл 5.3.1), як це було включено у (3.49),

не узгоджується з їхнiми спостереженнями. Ця модель передбачає змен-

шення замiсть спостережуваного малого збiльшення вiдстанi мiж першою

та другою мiжзонними оптичними лiнiями. Однак на основi iснуючих екс-

периментальних даних зробити точний висновок про вплив кореляцiйних

ефектiв не можливо.5 На Рис. 3.6 ми показуємо результати для дiйсної ча-

стини поздовжньої провiдностi Re σxx(Ω) для B = 18T, T = 5K i двох

можливих напiвширин рiвнiв Ландау Γ = 60K (що, приблизно, у 4 ра-
5Найновiшi (на жовтень 2009 р.) результати групи P. Kim [211] вже узгоджуються з вiдкриттям

щiлини для ν = 0 плато (див. зноску у Роздiлi 5.3.1).
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Рис. 3.6. (Кольоровий у електроннiй версiї [8].) Дiйсна частина поздовжньої

провiдностi, Re σxx(Ω) в одиницях e2/h вiд частоти Ω у cm−1 для поля

B = 18T, температури T = 5K. Довгоштрихова лiнiя – хiмiчний потенцiал

µ = 1310K та щiлина ∆ = 0K, штрих-пунктирна лiнiя – µ = 2930K

та ∆ = 0K, суцiльна – µ = 1310K та ∆ = 250K, короткоштрихова –

µ = 2930K та ∆ = 700K. На лiвiй панелi розсiяння Γ = 60K i на правiй

панелi Γ = 190K.

зи бiльше, нiж спостерiгається у вимiрюваннях на постiйному струмi для

ν = 4 плато у роботi [117]) та Γ = 190K, яке вiдповiдає спостережуванiй у

[119]) напiвширинi пiкiв 20 fs. Ми показуємо результати для двох величин

хiмiчного потенцiалу µ = 1310K та µ = 2930K. Перша величина вiдповiдає

лiнiї T1 з [119], яка вимiрювалася при факторi заповнення ν = 2 з густиною

(дисбалансом густини, див. рiвняння (3.88)) носiїв ρ = 9.4 × 1011 cm−2, та

знаходиться мiж енергiями рiвнiв Ландау M0 i M1 у позначеннях (3.49).

Друга величина вiдповiдає лiнiї T2 з [119], ν = 10 з густиною (дисбалансом

густини) носiїв ρ = 4.7 × 1012 cm−2 та знаходиться мiж енергiями рiвнiв

Ландау6 M2 i M3.

Довгоштрихова (червона) лiнiя вiдповiдає випадку з вiдсутньою щiли-
6Насправдi вимiри у [119] були зробленi для дiрок при ν = −2 i −10, але з теоретичної точки зору

iснує частинково-дiрочна симетрiя, оскiльки провiднiсть (3.49) є парною функцiєю µ.
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ною ∆. Вона має мiжзонний пiк при Ω = 1248 cm−1 вiдповiдає переходу з

n = 0 на n = 1 рiвень, з другим пiком при Ω = 3013 cm−1 (з −M1 на M2

та з −M2 на M1), а третiй при Ω = 3927 cm−1 (з −M2 на M3 та з −M3

на M2) i т.д. Суцiльна (блакитна) лiнiя для того ж самого випадку, але

тепер введена щiлина ∆ = 250K. Ми не бачимо змiн при вищих енергi-

ях, але пiк при Ω = 1248 cm−1 розщеплюється на два, один зсувається до

нижчих енергiй, а iнший — до вищих. Кожний з пiкiв уширений на напiв-

ширину 2Γ = 120K (лiва панель Рис. 3.6). Тодi як нашi параметри, окрiм

Γ, було обрано з огляду на роботу [119], у цьому експериментi не спосте-

рiгалось розщеплення першої мiжзонної лiнiї. Це узгоджується з тим, що

значення Γ є набагато бiльшим. Якщо ми пiдвищимо Γ до величини, на-

веденої у [119], 190K, то результат буде вiдповiдати наведеному на правiй

панелi Рис. 3.6, яка вiдрiзняється вiд лiвої тiльки величиною Γ. Ми бачи-

мо ширшi пiки, якi вiдповiдають переходам мiж рiзними рiвнями Ландау.

Також уширення першої мiжзонної лiнiї на суцiльнiй (блакитнiй) кривiй

є тепер достатнiм для того, щоб спостерiгався тiльки один пiк. Однак те-

пер вiн не має лоренцiанiвської форми, яка була у штриховiй (червонiй)

лiнiї. Є слабке подавлення iнтенсивностi на мiсцi оригiнального пiку, пла-

ска вершина i легке, вiдносно оригiнальної, уширення лiнiї. Немає нiякого

видимого збiльшення вiдстанi мiж першим i другим пiками поглинання.

Ми також включили для порiвняння на Рис. 3.6 результати для iншої

величини хiмiчного потенцiалу µ = 2930K. Це вiдповiдає випадку, коли µ

знаходиться мiж другим та третiм рiвнями Ландау. Як описано вище, при

описi Рис. 3.2, у цьому випадку перша мiжзонна лiнiя зникла, як i друга, а

третя лiнiя зменшила свою iнтенсивнiсть наполовину (у порiвняннi з дов-

гоштриховою (червоною) лiнiєю). Все це видно з штрих-пуктирної (чорної)

лiнiї, яка має ∆ = 0. Вiдзначимо, що новий пiк з’явився при нижчiй енергiї

Ω = 397 cm−1, яка вiдповiдає внутризонному переходу мiж другим та тре-

тiм рiвнями Ландау. Для того, щоб побачити навiть малу змiну цiєї кривої
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в областi вище pf ∼ 3500 cm−1, необхiдно ввести велику щiлину ∆ = 700K,

як видно з короткоштрихової (зеленої) кривої.

Результати для холлiвської провiдностi наведенi та проаналiзованi у

Роздiлi 3.3 роботи [8].

3.4. Правила сум для оптичних поздовжньої та холлiвської

провiдностей

Дуже корисно розглянути приклад, коли КЕД2+1 наближення недоста-

тньо, i треба розглядати повну модель з сильним зв’язком (1.5). Цей при-

клад дається правилами сум для оптичної провiдностi, якi були одержанi

у роботi [13] для одношарового графену та у [14] для двохшарового гра-

фену. Для ДГХ моделi вiдповiдне правило сум та його особливостi були

дослiдженi у [15–17].

3.4.1. Загальна iнформацiя про правила сум та необхiднiсть їх

узагальнення для графену. Дiйсна частина частотно залежної опти-

чної провiдностi σxx(Ω) є її поглинаючою частиною. Розподiл її спектраль-

ної ваги як функцiї енергiї (~Ω) мiстить iнформацiю про природу можливих

електронних переходiв, пов’язаних з поглинанням фотону. Хоча й зв’язок

мiж провiднiстю та електронною структурою i транспортним часом не є

прямим, з цих даних можна отримати багато iстотної iнформацiї. Зокрема,

правило f -сум для дiйсної частини σxx(Ω), яке у своїй найпростiший формi

для нескiнченної зони вiльних електронiв стверджує, що

∞∫

0

dΩReσxx(Ω) =
ω2
P

8
(3.65)

є особливо корисним. Тут ωP це – плазмова частота, ω2
P = 4πne2/m, з

густиною вiльних носiїв n на одиничний об’єм, та m їх ефективна маса.
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У цьому випадку права частина (3.65) є незалежною вiд температури та

взаємодiй.

У бiльш загальному випадку скiнченної зони у наближеннi сильного

зв’язку оптична сума набирає вигляду

2

π

ΩM∫

0

dΩRe σxx(Ω) =
e2

~2V
∑

k,σ

nk,σ
∂2εk
∂k2x

, (3.66)

з енергiєю обрiзання ΩM на границi зони, яка нас цiкавить. Тут V це – об’єм

кристалу, σ – спiн, як i ранiше, εk це – електронна дисперсiя, k – хвильовий

вектор у зонi Брiллюена, та nk,σ це – ймовiрнiсть заповнення стану |k, σ〉.
Якщо ми розглянемо дисперсiю вiльних електронiв, εk = ~2k2/2m, рiвня-

ння (3.66) негайно скорочується до (3.65) з n = N/V , де N =
∑

k,σ nk,σ це

– повне число електронiв у зонi. Для моделi з перескоком мiж найближчи-

ми сусiдами на квадратнiй гратцi легко показати, що права частина (3.66)

дорiвнює e2/~2, помноженiй на мiнус половину кiнетичної енергiї, WK.E. на

атом. У цьому випадку оптичне правило сум може буди використане, щоб

визначити змiну кiнетичної енергiї електронiв як функцiї температури, або

при вiдкриттi щiлини у спектрi квазiчастинкових збуджень. Саме це питан-

ня було предметом нещодавнiх дослiджень ВТНП, див. огляди [87,212,213]

та огляд автора про правилу сум у ДГХ моделi [17].

У постiйному зовнiшньому магнiтному полi B прикладеному до мета-

левої системи вздовж z-напрямку, оптична провiднiсть, окрiм поздовжньої

компоненти σxx(Ω), набуває поперечну компоненту σxy(Ω). Ця величина

мiстить додаткову iнформацiю про те, як електроннi властивостi змiнюю-

ться зовнiшнiм магнiтним полем. Для цього випадку Drew та Coleman [214]

одержали нове правило сум для оптичного холлiвського кута θH(Ω). Якщо

ми визначимо цей кут так,

tH(Ω) ≡ tan θH(Ω) =
σxy(Ω)

σxx(Ω)
, (3.67)
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тодi
2

π

∞∫

0

dΩRetH(Ω) = ωH , (3.68)

де ωH це – холлiвська частота, яка вiдповiдає циклотроннiй частотi ωc =

eB/mc для вiльних електронiв [див. також (4.1)].

Як ми вже вiдзначили, ефективний низькоенергетичний дiракiвський

опис графену є недостатнiм для одержання правил сум. Це легко зрозумi-

ти, розглянувши два приклади. Права частина (3.66) звичайно зв’язуться з

[17, 87, 212, 213] дiамагнiтним членом, який визначається другою похiдною

гамiльтонiана [див. рiвняння (1.9) вище] по векторному потенцiалу. Цей

член дорiвнює нулю в дiракiвському наближеннi. З iншого боку, з того са-

мого наближення слiдує те, що у границi високих частот мiжзонний вклад

до провiдностi є константою, як було прямо видно з (3.32). Частота Ω є

необмеженою у дiракiвському наближеннi, хоча з фiзичної точки зору Ω

мусить бути нижче краю зони. Цей приклад показує, що, коли розглядаю-

ться правила сум, необхiдно виходити за межi дiракiвського наближення.

Вiдзначимо, однак, що у рамках цього наближення можна розглядати час-

тковi правила сум при низьких енергiях [215].

Другий приклад полягає в тому, що циклотронна частота ωc для дiра-

кiвських квазiчастинок [65] (див. також (4.27) визначається iншим чином,

ωc = eBv2F/(c|µ|). Як ми побачимо у Роздiлi 4.3.2.1 (див. також [2, 39, 40]),

це означення пов’язано з тим, що фiктивна “релятивiстська” маса mc =

|µ|/v2F грає роль циклотронної маси у температурному факторi формули

Лiфшиця-Косевича для графену [3, 4]. Оскiльки ця циклотронна частота

розходиться при µ → 0, виникає питання, що слiд використовувати в якостi

холлiвської частоти у правiй частинi (3.68).

Всi цi проблеми розв’язуються, коли використовується модель сильного

зв’язку, але, через специфiку графену, правило f -сум не може бути вгадано

з (3.66), навiть якщо це рiвняння застосувати для двохзонного випадку.
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Перед тим, як почати розгляд обидвох правил сум для оптичних по-

здовжньої та холлiвської провiдностей, наведемо два корисних вирази, якi

слiдують [216] з представлення для кореляцiї струмiв Παβ(Ω) [див. (3.2)]

через матричнi елементи оператора струму Jα(t = 0), у границi високих

частот, Ω → ∞ для холлiвської провiдностi

σxy(Ω) =
i

V ~Ω2

{
〈[Jx, Jy]〉+ 1

(~Ω)2
〈[[[Jx, H], H]Jy]〉+O

(
1

(~Ω)4

)}
,

(3.69)

та для поздовжньої провiдностi

σxx =
1

iV Ω

{
−〈τxx〉+ 1

(~Ω)2
〈[[Jx, H], Jx]〉+O

(
1

(~Ω)4

)}
. (3.70)

Тут [, ] означає комутатор. Далi, у Роздiлах 3.4.2 та 3.4.3 ми використаємо

формулу Кубо (3.1) та рiвняння (3.69), (3.70) при виводi вiдповiдних правил

сум.

3.4.2. Оптичне правило сум для дiагональної провiдностi. Опти-

чне правило сум є наслiдком калiбрувальної iнварiантностi та причинностi.

Калiбрувальна iнварiантнiсть диктує шлях, яким векторний потенцiал вхо-

дить до (1.5) та, вiдповiдно, визначає дiамагнiтний та парамагнiтний чле-

ни у розкладi (1.6), як i форму формули Кубо (3.1). Причиннiсть призво-

дить до того, що провiднiсть (3.1) задовольняє спiввiдношенню Крамерса-

Кронiга (Kramers-Krönig) (КК)

σαβ(Ω) =
1

πi
P

∞∫

−∞

dω σαβ(ω)

ω − Ω
. (3.71)

Скомбiнувавши разом високочастотну границю спiввiдношення КК (3.71),

Imσαβ(Ω) =
1

πΩ
P

∞∫

−∞
dωReσαβ(ω), Ω → ∞, (3.72)
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та асимптотику (3.70), ми приходимо до правила сум

1

π

∞∫

−∞
dΩReσxx(Ω) =

〈τxx〉
V

. (3.73)

Прийнявши до уваги, що Reσxx(Ω) є парною функцiєю Ω, ми бачимо, що

для однiєї зони 〈ταβ〉/V вiдповiдає правiй частинi (3.66). Визначивши також

плазмову частоту ωP через ω2
P/(4π)δαβ ≡ 〈ταβ〉/V , ми можемо переписати

правило сум (3.73) у формi (3.65). Нижче ми пiдрахуємо цей член для

гамiльтонiана (1.5) з перескоком мiж найближчими сусiдами.

3.4.2.1. Явний вигляд дiамагнiтного члену. Згiдно рiвняння (3.4)

дiамагнiтний тензор 〈ταβ〉 у формулi Кубо (3.1) є температурним усередне-

нням рiвняння (1.9). Цей член обраховано у Додатку Е, де одержано

〈ταα〉
V

=
2e2

~2

∫

BZ

d2k

(2π)2
[nF (ε(k))− nF (−ε(k))]

[
∂2

∂k2α
−

(
∂ϕ(k)

∂kα

)2
]
ε(k),

(3.74)

де nF (ω), як i ранiше, це розподiл Фермi. Iнтегрування по iмпульсам у (3.74)

ведеться по повнiй зонi Брiллюена (BZ), а температурнi фактори nF (ε(k)) i

nF (−ε(k)) вiдносяться, вiдповiдно, до верхнього та нижнього дiракiвських

конусiв. Треба вiдзначити, що просте узагальнення (3.66) на випадок двох

зон призвело б до втрати члену з похiдними фази (∂ϕ(k)/∂kα)
2. Цей член

виник через те, що замiна Пайерлса була зроблена у початкових гамiль-

тонiанах (1.5) та (1.10), а не пiсля дiагоналiзацiї рiвняння (1.10). Iншим

коментарем з приводу (3.74) [див. також (Е.4) у Додатку Е] є те, що 〈ταα〉
зникає, якщо ε(k) береться у лiнiйному наближеннi. Це проявляється у

вiдсутностi дiамагнiтного члена у дiракiвському наближеннi. Правильним

шляхом є спочатку взяти похiдну у (3.74). Це зроблено у рiвняннi (Е.5) у

Додатку Е i призводить до кiнцевого результату

〈ταα〉
V

= −e2a2

3~2

∫

BZ

d2k

(2π)2
[nF (ε(k))− nF (−ε(k))] ε(k). (3.75)
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Рiвняння (3.75) еквiвалентне рiвнянню (3.74). Вiдзначимо, що 〈ταα〉 завжди

додатнє i не залежить вiд довiльного вибору знаку перед t у (1.5). Зараз

(3.75) дорiвнює e2/~2 помножене на −2/(3
√
3)(∼ −0.39) кiнетичної енергiї

на один атом, замiсть −1/2, як для звичайної квадратної гратки. При ну-

льовий температурi та при µ > 0 (для визначеностi) нижчий дiракiвський

конус заповнений. Це означає, що тiльки мiжзоннi переходи цих електронiв

роблять внесок у провiднiсть. Подiбним чином електрони з верхнього дiра-

кiвського конусу можуть мати тiльки внутризоннi переходи. Саме у цьому

сенсi при T = 0 перший температурний фактор у (3.75) вiдповiдає мiж-

зонним, а другий – внутрiшньозонним переходам. Корисно явно видiлити

внесок 〈τxx(µ = T = 0)〉 дiракiвського моря у (3.75):

〈τxx〉 = 〈τxx(µ = T = 0)〉+ 〈τ ehxx(µ, T )〉, (3.76)

де
〈τxx(µ = T = 0)〉

V
= −e2a2

3~2

∫

BZ

d2k

(2π)2
(−ε(k)) (3.77)

є внеском дiракiвського моря (енергiєю заповненої зони валентностi) та

〈τ ehxx(µ, T )〉
V

= −e2a2

3~2

∫

BZ

d2k

(2π)2
[nF (ε(k)) + 1− nF (−ε(k))] ε(k) (3.78)

є внеском електронiв та дiрок. Вирази (3.75), (3.77) та (3.78) мiстять енер-

гiю ε(k), яка має мiсце у випадку квадратної гратки з перескоком мiж най-

ближчими сусiдами, як згадувалось у Роздiлi 3.4.1. Чисельний обрахунок

вкладу дiракiвського моря (3.77) з повною дисперсiєю (1.12) дає

〈τxx(µ = T = 0)〉
V

= α
e2t

~2
, α ≈ 0.61. (3.79)

Така ж вiдповiдь витiкає з лiнеарiзованого дiракiвського наближення з

трикутною ГС (див. рiвняння (6.5)), якщо ширину зони W обрано W =√√
3πt, як у (1.39). Електронно-дiрочний внесок (3.78) може бути оцiне-
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ний аналiтично, якщо використати закон дисперсiї у лiнiйному наближеннi

〈τ ehxx(µ, T )〉
V

=
2e2a2T 3

3π~4v2F

[
Li3(−eµ/T ) + Li3(−e−µ/T )

]
, (3.80)

де Li3(z) є полiлогарифмiчною функцiєю [217]. Це показує, що при µ = 0

температурна залежнiсть правила сум для дiагональної провiдностi ∼ T 3,

на вiдмiну вiд добре вiдомої T 2 залежностi [17, 87, 212, 213]. Вiдзначимо,

однак, що оскiльки 〈τ ehxx(µ = 0, T )〉/V ∼ −T 3/t2 є малим, спостереження

цiєї T 3 поведiнки є малоймовiрним. В iншому граничному випадку, вико-

риставши асимптотику полiлогарифмiчної функцiї при |µ| À T , з (3.80)

одержуємо
〈τ ehxx(µ, T )〉

V
= − e2a2

9π~4v2F

[|µ|3 + π2|µ|T 2
]
. (3.81)

Ця |µ|3 поведiнка при T = 0 легко зрозумiла з (3.78), оскiльки у цьому

випадку маємо iнтеграл по енергiї з 0 до µ вiд ГС, яка через лiнiйну дис-

персiю квазiчастинок у графенi пропорцiйна |ε| (див. рiвняння (6.5)). Таким

чином, пiдiнтегральний вираз пропорцiйний ε2, прямо призводячи до |µ|3
залежностi. При скiнченiй температурi саме внесок ГС у (3.78) у випад-

ку, коли µ = 0 забезпечує додатковий множник T , що i призводить до T 3

поведiнки, замiсть T 2 поведiнки, як у звичайному випадку. З iншого боку,

якщо |µ| À T , ГС може бути обчислена при енергiї µ, що дає у результатi

|µ|T 2 залежнiсть.

Вiдзначимо, що |µ|3 залежнiсть можна було б спостерiгати, змiнюю-

чи напругу на затворi. Використавши (3.88) для густини носiїв ρ, яка є

пропорцiйною Vg, ми одержуємо, що 〈τ ehxx(Vg)〉/V ∼ −|Vg|3/2. Як можна ба-

чити з (3.81), електронно-дiрочний внесок 〈τ ehxx(µ, T )〉 у(3.78) є вiд’ємним, i

його необхiдно додавати до внеску дiракiвського моря (3.77), щоб одержа-

ти додатний результат для оптичної суми. Якщо при T = 0 ми вiзьмемо

хiмiчний потенцiал на верхньому краю зони таким чином, що додатний дi-

ракiвський конус буде повнiстю окупованим, рiвняння (3.78) зведеться до
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(3.77) за виключенням рiзницi у знаку. Обидва внески скоротяться, оскiль-

ки повна зона не може поглинати. Такий само результат витiкає i з (3.81),

якщо обрати µ рiвним згаданому вище параметру обрiзання, як у (1.39),

W =
√√

3πt. З (3.81) ми також бачимо, що при |µ| À T ми одержуємо

вже згадану T 2 залежнiсть [17,87,212,213].

3.4.3. Правило сум для холлiвського кута. А зараз ми розгля-

немо оптичний холлiвський кут (3.67), який грає роль функцiї вiдгуку на

iнжектований струм, а не на прикладене поле:

jx(Ω) = σxy(Ω)Ey(Ω) = tH(Ω)jy(Ω), jy(Ω) = σxx(Ω)Ey(Ω). (3.82)

Як було доведено у роботi [214], функцiя вiдгуку tH(Ω) задовольняє КК

спiввiдношенню

tH(Ω) =
1

πi
P

∞∫

−∞
dω

1

ω − Ω
tH(ω). (3.83)

Домноживши (3.83) на −iΩ та взявши границю Ω → ∞, ми одержуємо

правило сум
1

π

∞∫

−∞
dωtH(ω) = ωH , (3.84)

з холлiвською частотою

ωH ≡ lim
|Ω|→∞

[−iΩtH(Ω)]. (3.85)

Правило сум для холлiвського кута (3.68) слiдує з (3.84) пiсля того, як

ми приймемо до уваги, що дiйсна та уявна частини tH(ω) є, вiдповiдно,

парною та непарною функцiями Ω. Мiкроскопiчний розгляд на основi фор-

мули Кубо (3.1) показує, що високочастотна границя (3.85) iснує i дається

виразом

iωH = lim
|Ω|→∞

ΩKxy(Ω)

Kxx(Ω)
=

〈[Jx(t = 0), Jy(t = 0)]〉
~〈τxx〉 , (3.86)
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де в останнiй рiвностi ми використали асимптотики для великих частот

(3.69) та (3.70). Комутатор Ix,y = 〈[Jx(t = 0), Jy(t = 0)]〉 обчислено у Дода-

тку Е, де ми одержали

Ix,y = −i
e2a4t2~eB

4~4c
εxyV ρ. (3.87)

Тут ρ – це дисбаланс густини носiїв (ρ = ne − nh, де ne та nh є, вiдповiд-

но, густинами електронiв та дiрок), та εab – це антисиметричний тензор.

Для вiльних невзаємодiючих дiракiвських фермiонiв з лiнiйною дисперсi-

єю E = ±~vFk при B = T = 0 виконується наступне спiввiдношення мiж

хiмiчним потенцiалом µ та густиною (дисбалансом густини) носiїв ρ для

релятивiстських квазiчастинок:

ρ =
µ2sgnµ
π~2v2F

. (3.88)

У бiльш загальному випадку це спiввiдношення обговорюється у Роздi-

лi V B роботи [3], а також у Додатку C з [2]), див. також Додаток Е.

Пiдставивши (3.87) та (3.79) у (3.86), одержуємо кiнцевий результат

ωH = − 1

4α

eB

c

ta2

~2
ρa2. (3.89)

Оскiльки ta2/~2 має розмiрнiсть оберненої маси, а ρa2 – i безрозмiрним,

рiвняння (3.89) має правильну розмiрнiсть циклотронної частоти. Пiдста-

вивши (3.88) та висловивши vF через t, одержуємо

ωH = −2 sgn (eB)

9πα
L2(B)

µ2sgnµ
~t3

. (3.90)

Тут L(B) =
√
2|eB|~v2F/c – це масштаб Ландау, введений у (2.42) та (3.42).

Як обговорюється у Роздiлi 4.2.1.1, залежна вiд напруги на затворi цикло-

тронна маса була введена у [39, 40] наступним чином |µ| = mcv
2
F . Якщо

використати її у (3.90), ми одержимо

ωH = − eB

cmc

( µ

1.62t

)3

. (3.91)
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Оскiльки заповнений верхнiй дiракiвський конус вiдповiдає величинi µ =

W =
√√

3πt ' 2.33t (див. кiнець Роздiлу 3.4.2.1), у цьому випадку форму-

ла (3.91) нагадує формулу ωH = ωc = eB/mc з роботи [214] для 2DЕГ з mc,

яка замiнює вiльну електронну масу m. Однак у графенi mc змiнюється як

квадратний корiнь з дисбалансу густини носiїв |ρ| так, що обидва випад-

ки виглядають схожим чином тiльки формально. Наприкiнцi вiдзначимо,

що коли у спектрi присутня щiлина E =
√
~2v2F (p21 + p22) + ∆2, дисбаланс

густини носiїв дорiвнює

ρ =
1

π~2v2F
(µ2 −∆2)θ(µ2 −∆2)sgnµ (3.92)

Це означає, що присутнiсть щiлини ∆ може бути встановлена зi змiни ωH ,

одержаної з магнiтооптичних вимiрювань. Саме цей вид вимiрювань, який

виявив присутнiсть щiлини, був вже зроблений у недодопованому ВТНП

YBa2Cu3O6+x [218]. Недавнi вимiрювання, якi ми вже обговорювали у Роз-

дiлi 3.3.4.2, дають можливiсть сподiватися, що такий тип експерименту

можливий i у графенi.



118

РОЗДIЛ 4

КВАНТОВI МАГНIТНI ОСЦIЛЯЦIЇ ТА ЕФЕКТ НЕРНСТА

ДЛЯ ДIРАКIВСЬКИХ ФЕРМIОНIВ

Для того чтобы убедиться, что дискретный ряд уровней

энергии свободного электрона, движущегося в магнитном

поле, не является одним из парадоксов, связанных с

уравнением Дирака, а соответствует реальному

физическому явлению, хотя еще и не обнаруженному

экспериментально, полезно показать, что такое

квантование неизбежно возникает во всякой форме

квантовой теории -— как в “полуквантовой” механике

Бора, так и в волновой механике Шредингера и Дирака.

Квантование свободных электронов в магнитном поле.

М.П.Бронштейн и Я. И. Френкель, ЖРФХО 62,

485-494 (1930).

Матвей Петрович Бронштейн: 1906 - 1938.

Г.Е. Горелик, В.Я. Френкель, М.: Наука, 1990.

Цей Роздiл написано за роботами [2–4, 6]. Як ми вже бачили, рiзниця

мiж поведiнкою частинок зi звичайним параболiчним спектром та лiнiй-

ним, дiракiвським спектром стає особливо яскравою у зовнiшньому кван-

туючому магнiтному полi B. Нагадаємо, що для вiльних нерелятивiстських

електронiв з масою m i циклотронною частотою ωNR
c енергiї рiвнiв Ландау

дорiвнюють

En = ~ωNR
c

(
n+

1

2

)
, ωNR

c =
eB

mc
(4.1)

тодi як для “релятивiстських” безмасових частинок з (2.38) або (2.41) (див.

також (2.42) та (3.42)) ми маємо

En = ±
√

e~v2FB2n

c
≈ ±421

√
n
√

B[T]K ≈ ±36.3
√
n
√

B[T]meV, (4.2)
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з n = 0, 1, . . .. Нагадаємо, що це вiдповiдає значенню vF ≈ 106m/s. Одна з

найяскравiших кiлькiсних рiзниць мiж цими спектрами вже була згадана

у Роздiлi 2.6. Наприклад, у магнiтному полi B = 1T вiдстань мiж E1 i E0

для релятивiстських рiвнiв дорiвнює у температурних одиницях 421K, тодi

як для нерелятивiстських електронiв E1 −E0 = 1.4K. Навiть досить слаб-

кого поля величиною B ∼ 10T достатньо, щоб перевести “релятивiстську”

систему до екстремального квантового режиму [219], який призводить, на-

приклад, до такого явища як квантовий магнiтоопiр.

Iншою яскравою кiлькiсною та якiсною вiдзнакою дiракiвських квазi-

частинок є незвичайна форма квазiкласичної умови квантування рiвнiв у

магнiтному полi

S(ε) =
2πeB

~c
(n+ γ), (4.3)

де S – площа перетину орбiти у k просторi, n – велике цiле число (n > 0),

та γ – константа (0 6 γ 6 1). Для параболiчного закону дисперсiї γ = 1/2,

що є загальновживаною величиною при описi магнiтних осциляцiй (МО) у

металах [220] так, що вiдповiдна фаза Берi, γ−1/2 дорiвнює нулю. Як було

вказано ще у класичнiй роботi Лiфшица та Косевича [221], у загальному ви-

падку γ може вiдрiзнятися вiд 1/2. Однак, для дiракiвських квазiчастинок

фаза Берi є нетривiальною [222] i γ = 0 так, що загальновживанi вирази

[220] потребують модифiкацiї. Це значення γ = 0 було одержано в роботi

[3], де ми дослiдили МО густини станiв (ГС), термодинамiчного потенцiалу,

i намагнiченостi у КЕД2+1 моделi зi спектром (2.38), який є узагальненням

спектру (4.2). У наступнiй роботi [4] було розглянуто осциляцiї електричної

провiдностi та теплопровiдностi.

Найбiльш прозорим буде почати наш розгляд МО з густини станiв.
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4.1. Осциляцiї густини станiв

Ми почнемо з розрахунку квазiчастинкової ГС D0(ε) у вiдсутностi роз-

сiяння на домiшках (Γ = 0). Ця ГС виражається через спектральну густину

(3.44) наступним чином

D0(ε) =

∫

DC

d2p

(2π)2
tr [γ0A(ε,p)] , (4.4)

де iнтегрування ведеться по дiракiвському конусу DC так, щоб вiдповiдно

до (1.39) зберегти число станiв у зонi Брiллюена. При Γn(ω) → 0 спектраль-

на густина (3.44) набуває форму

A(ω,p) = exp

(
− p2

|eB|
)

×
∞∑
n=0

(−1)n
[
(γ0Mn +∆)f1(p) + f2(p)

2Mn
δ(ω −Mn)

+
(γ0Mn −∆)f1(p)− f2(p)

2Mn
δ(ω +Mn)

]
,

(4.5)

де ми поклали не тiльки ~ = kB = 1, a також i c = vF = 1 так, що

Mn =
√
∆2 + 2eBn. Як i ранiше, У (4.4) ми також приймаємо, що сума

по спiновим станам, якi спiвпадають при вiдсутностi зеєманiвського члену,

вже включена в означення tr у D0(ε). Це враховується вiдповiдною вели-

чиною Nf .

Обчислюючи tr та розширяючи границi iнтегрування по iмпульсах до

∞, ми одержуємо ГС як суму дельта функцiй, вiдповiдаючих рiвням Лан-

дау

D0(ε) =
NfeB

2π

[
δ(ε−∆) + δ(ε+∆) + 2

∞∑
n=1

(δ(ε−Mn) + δ(ε+Mn))

]
.

(4.6)

Те, що зона Брiллюена має скiнчений об’єм, якщо необхiдно, може бу-

ти прийнятий до уваги далi, використавши скiнченi границi iнтегрування
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та/або використавши те, що ГС D(ε) домножується θ(W − |ε|), де W –

параметр обрiзання, наведений у (1.39).

Порiвняння (3.44) з (4.5) показує, що уширення рiвнiв Ландау через

розсiяння може бути враховано за правилом (див. також Роздiл 3.3.1 i на

початку Роздiлу 3.2)

δ(ω ±Mn) → 1

π

Γ

(ω ±Mn)2 + Γ2
. (4.7)

Легко бачити, що це правило вiдповiдає конволюцiї густини станiв D0(ε) з

розподiлом Лоренца PΓ(ω) = Γ/[π(ω2 + Γ2)]

D(ε) =

∞∫

−∞
dωPΓ(ω − ε)D0(ω),

∞∫

−∞
dωPΓ(ω) = 1. (4.8)

Взагалi кажучи, для феноменологiчного врахування уширення рiвнiв Лан-

дау замiсть розподiлу Лоренца може бути використано будь-який iнший

розподiл ймовiрностi [220]. Далi ми використаємо розподiл Лоренца, який

дозволяє аналiтичнi розрахунки. Фiзично, розподiл Лоренца вiдповiдає ду-

же сильному безладу, оскiльки всi моменти цього розподiлу розбiгаються.

Квазiчастинкова ГС на поверхнi Фермi може бути обчислена з (4.8) при

ε = µ. Рiвняння (4.6) можна також переписати як

D0(ε) =
NfeB|ε|

π

[
δ(ε2 −∆2) + 2

∞∑
n=1

δ(ε2 −∆2 − 2eBn)

]

=
NeB

2π
sgn(ε)

d

dε

[
θ(ε2 −∆2) + 2

∞∑
n=1

θ(ε2 −∆2 − 2eBn)

]
,

(4.9)

де θ – це сходинкова функцiя. Вiдзначимо, що NfeB/(2π) – це густина

рiвнiв Ландау. Використавши формулу сумування Пуассона

1

2
F (0) +

∞∑
n=1

F (n) =

∞∫

0

F (x)dx+ 2Re
∞∑

k=1

∞∫

0

F (x)e2πikxdx, (4.10)
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ми знаходимо суму по рiвням Ландау

∞∑
n=1

θ
(
ε2 −∆2 − 2eBn

)
= θ(ε2 −∆2)


−1

2
+

ε2 −∆2

2eB
+

∞∑

k=1

sin
(
πk ε2−∆2

eB

)

πk


 .

(4.11)

Тепер, пiдставивши останнiй вираз у (4.9), ми одержуємо кiнцевий вираз

для ГС з нульовим уширенням рiвнiв, який може бути записаний у трьох

еквiвалентних формах

D0(ε)

=
Nf

2π
sgn(ε)

d

dε

{
θ(ε2 −∆2)

[
ε2 −∆2 + 2eB

∞∑

k=1

1

πk
sin

(
πk(ε2 −∆2)

eB

)]}

(4.12a)

=
Nf

2π
sgn(ε)

d

dε

{
θ(ε2 −∆2)

[
ε2 −∆2 +

2eB

π
tan−1

(
cot

(
π(ε2 −∆2)

2eB

))]}

(4.12b)

=
Nf

2π
sgn(ε)

d

dε

{
θ(ε2 −∆2)

[
ε2 −∆2 − 2eB B1

(
ε2 −∆2

2eB

)]}
. (4.12c)

Сума у (4.12b) була обчислена за формулою
∞∑
n=1

sin(πnx)

n
= tan−1

(
sin(πx)

1− cos(πx)

)
, (4.13)

а рiвняння (4.12c) записано з використанням полiномiв Бернуллi Bn(x),

перiодично продовжених поза iнтервал [0, 1]:

Bn(x) = − 2 · n!
(2π)n

∞∑

k=1

1

kn
cos

(
2πkx− nπ

2

)
,

n > 2, 0 6 x 6 1; n = 1, 0 < x < 1.

(4.14)

Усi полiноми Бернуллi, якi тут розглядаються, залежать вiд дробової ча-

стини mod[x] їхнього аргументу x, тобто, Bn(mod[x]) (тут mod[x] – це коро-

тке позначення для x modulo 1, тобто mod[x] = x−[x], де [x] це – найбiльше

цiле, що задовольняє [x] 6 x). Для скорочення ми опускаємо mod[] i просто

записуємо Bn(x).
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4.1.1. ГС у присутностi розсiяння. У присутностi розсiяння Γ гу-

стина станiв теж може бути записана у формi схiдної до (4.12a) i вiдповiд-

ний вираз був одержаний у роботi [3]:

D(ε) =
Nf

2π
sgn(ε)

d

dε

{
θ(ε2 −∆2 − Γ2)

[
ε2 −∆2 − Γ2

+ 2eB
∞∑

k=1

1

πk
sin

πk(ε2 −∆2 − Γ2)

eB
exp

(
−2πk|ε|Γ

eB

)]}
.

(4.15)

4.1.2. ПорiвнянняМО у графенi та 2D електронному газi. Iден-

тифiкацiя дiракiвських квазiчастинок з вимiрювань фази ШдГ

осциляцiй. А зараз ми порiвняємо (4.15) з вiдповiдним виразом1 (13)

для ГС у 2D електронному газi з роботи [223] (в одиницях з ~ = 1):

DNR(ε) = 2N0

[
1 + 2

+∞∑

l=1

(−1)l cos

(
2πl

ε

ωNR
c

)
exp

(
−2πl

Γ

ωNR
c

)]
, (4.16)

де N0 = m/(2π) – це ГС на один спiн у 2D електронному газi.

4.1.2.1. Фаза МО. Iдентифiкацiя дiракiвських квазiчастинок

з вимiрювань фази ШдГ осциляцiй. Легко побачити, що головна

рiзниця мiж релятивiстським та нерелятивiстським випадками у факторi

(−1)k. Цей фактор у (4.16) з’явився через присутнiсть нульової енергiї,

E0 = ωc/2 у спектрi (4.1). З його урахуванням вiдповiдний осцилюючий

фактор дорiвнює

DNR
osc (ε) ∼

+∞∑

l=1

cos

[
2πl

(
ε

ωNR
c

+
1

2

)]
. (4.17)

Взагалi, осцилюючий фактор, який входить у ГС, або в iншi величини, що

описують МО (див. також далi формулу (4.43), яка описує осциляцiї ШдГ),

можна записати у наступнiй формi

Dosc ∼
+∞∑

k=1

cos

[
2πk

(
BF

B
+

1

2
+ β

)]
, (4.18)

1Цей вираз також мiстить спiновий фактор Rs = cos
(
2πlµBB

ωc

)
, який ми опускаємо через те, що вiн

стає важливим тiльки у великих полях.
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де BF – це частота осциляцiй по 1/B, а β – це їх фаза (0 < β < 1). Видно,

що значення фази β = 0 (або β = 1) вiдповiдає нерелятивiстському 2D еле-

ктронному газу (4.17), тодi як дiракiвськi фермiони у (4.15) вiдповiдають

значенню β = 1/2.

Саме той факт, що вимiри фази осциляцiй ШдГ у графенi [39,40] пока-

зали, що β = 1/2 i дозволив стверджувати, що квазiчастинки у графенi

є дiракiвськими.

Далi, у Роздiлi 4.3.2.1 ми розглянемо рiзницю мiж амплiтудами МО у 2D

електронному газi i графенi, що пов’язана з фактором Дiнгла, exp (−2πlΓ/ωc),

який вже присутнiй у формулах (4.15) i (4.16), та зi скiнченнiстю темпера-

тури.

4.2. Повздовжня та холлiвська статичнi провiдностi

Для розгляду осциляцiй Шубнiкова - де Гааза у Роздiлi 4.3 та кванто-

вого ефекту Холла у Роздiлi 5 нам потрiбнi вирази для статичних провiд-

ностей σxx i σxy. Ми почнемо з σxx(Ω → 0), яка знову задана рiвнянням

(3.19), але вже з AL(ω,B,Γ,∆), що тепер залежить вiд поля B

AL(ω,B,Γ,∆) =
1

π2

Γ2

(v2FeB/c)2 + (2ωΓ)2

×
{
2ω2 +

(ω2 +∆2 + Γ2)(v2FeB/c)2 − 2ω2(ω2 −∆2 + Γ2)v2F |eB|/c
(ω2 −∆2 − Γ2)2 + 4ω2Γ2

−ω(ω2 −∆2 + Γ2)

Γ
Imψ

(
∆2 − (ω + iΓ)2

2v2F |eB|/c
)}

.

(4.19)

Розсiяння Γ(ω) у цьому виразi залишається Частотозалежним. Вираз (3.19)

з ядром (4.19) був одержаний у роботах [6, 60] (див. [224], де це ядро було

одержано при виведеннi теплопровiдностi) за припущенням, що Γ(ω) =

const.
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Таким же чином можна одержати статичну границю Ω → 0 у (3.47):

σxy(µ,B, T ) =
e2Nfsgn(eB)

2π2

∞∫

−∞
dω

{
(−nF (ω))

′ B(Γ2 −∆2 + ω2)

B2 + 4ω2Γ2

×
[

2ωΓ(B + Γ2 +∆2 − ω2)

[Γ2 + (∆− ω)2][Γ2 + (∆ + ω)2]
+ Imψ

(
∆2 − (ω + iΓ)2

2B

)]

+ nF (ω)Im

[
(1 + iΓ′)

(
2(ω + iΓ)

B
+

2(ω + iΓ)

∆2 − (ω + iΓ)2

− (ω + iΓ)(∆2 − (ω + iΓ)2)

B2
ψ′

(
∆2 − (ω + iΓ)2

2B

))]}
,

(4.20)

Член з nF (ω) можна проiнтегрувати по частинам, що дає

σxy = e2Nfsgn(eB)

∞∫

−∞
dω[−n′

F (ω)]AH(ω,B,Γ,∆), (4.21)

де

AH(ω,B,Γ,∆) =
1

2π2

{
B(Γ2 −∆2 + ω2)

B2 + 4ω2Γ2

2ωΓ(B + Γ2 +∆2 − ω2)

[Γ2 + (∆− ω)2][Γ2 + (∆ + ω)2]

+
2ωΓ

B
+ arctan

∆ + ω

Γ
− arctan

∆− ω

Γ
− 2Im ln Γ

(
∆2 − (ω + iΓ)2

2B

)

+Im

[(
B(Γ2 −∆2 + ω2)

B2 + 4ω2Γ2
+

∆2 − (ω + iΓ)2

B

)
ψ

(
∆2 − (ω + iΓ)2

2B

)]}
.

(4.22)

Нагадаємо, що B ≡ v2F |eB|/c. Оскiльки ми розглядаємо Невзаємодiючi ква-

зiчастинки, температурна та µ залежностi провiдностей (3.19) i (4.21) мiстя-

ться тiльки у похiдних Фермi розподiлу. Спектральна функцiя (4.22) для

холлiвської провiдностi є бiльш складною, нiж вiдповiдна функцiя (4.19)

для σxx. Через це корисно розглянути простi граничнi випадки, щоб вста-

новити вiдповiднiсть мiж нашими вiдповiдями та результатами iнших ав-

торiв.

4.2.1. Граничнi випадки для σxx i σxy.
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4.2.1.1. Класична границя |eB|v2F/c ¿ Γ2, µ2. Формула Друде-

Зенера. Ми почнемо розгляд з класичної границi B → 0 ( або точнiше,

з |eB|v2F/c ¿ Γ2, µ2), коли квантування Ландау неважливе. Використавши

асимптотичнi вирази

ln Γ(z) =

(
z − 1

2

)
ln z − z +

1

2
ln(2π) +

1

12 z
− 1

360 z3
+O

(
1

z

)4

,

ψ(z) = ln z − 1

2 z
− 1

12 z2
+

1

120 z4
+O

(
1

z5

)
,

(4.23)

ми одержуємо для ∆ = 0 i B → 0

AH(ω,B,Γ, 0) =

1

2π2

BΓ

1 +B2/(4ω2Γ2)

(3Γ4 − 8Γ2ω2 − 3ω4)Γω − 3(Γ2 + ω2)3 arctan ω
Γ

6Γ3ω2(Γ2 + ω2)2
.

(4.24)

Вiдповiдно, при T = 0 ми знаходимо, що провiднiсть дорiвнює

σxy(µ,B, 0) = −e2v2FNfeBµ2 sgnµ
2πc

1

(v2FeB/c)2 + 4µ2Γ2
, Γ ¿ |µ|, (4.25)

де ми вiдновили ev2F/c. У тiй же самiй границi дiагональна провiднiсть

(3.19) дорiвнює

σxx =
σ0

1 + (ωcτ)2
, σ0 =

e2Nf |µ|
4πΓ

, (4.26)

де середнiй час вiльного пробiгу квазiчастинок τ = 1/2Γ увiйшов замiсть

транспортного часу, τtr оскiльки ми знехтували вершинними поправками.

Також ми ввели циклотронну частоту,

ωc =
|eB|v2F
c|µ| =

|eB|
cmc

, mc =
|µ|
v2F

. (4.27)

Тут у другiй рiвностi ωc записано через фiктивну “релятивiстську” масуmc,

яка грає роль циклотронної маси у формулi Лiфшиця-Косевича [39] (див.

Роздiл 4.3). Це означення mc показує, що в графенi хiмiчний потенцiал |µ|
має також змiст циклотронної маси так, що остання легко контролюється

змiною напруги на затворi [39].
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Вiдповiдно, холлiвська провiднiсть (4.25) також може бути переписана

у формi Друде-Зенера

σxy = −ωcτσ0 sgn(eB) sgnµ
1 + (ωcτ)2

, (4.28)

Цей результат узгоджується з рiвнянням (23) роботи [65], якщо взяти τtr =

τ = 1/2Γ та Nf = 1. При Nf = 2 всi нашi результати для провiдностей

вдвiчi бiльшi, нiж вiдповiднi результати з робiт [65,181]. Для холлiвського

опору з (4.26) i (4.28) ми одержуємо

ρxy = − σxy
σ2
xx + σ2

xy

=
B

ecρ
, (4.29)

де ми також використали спiввiдношення (3.88) мiж хiмiчним потенцiалом

µ та густиною (дисбалансом густини) носiїв ρ. Таким чином, у слабких

магнiтних полях ми одержуємо стандартний вираз для коефiцiєнта Холла

RH = 1/ecρ, який не залежить вiд механiзму розсiяння та використовує-

ться для вимiру густини носiїв.

4.2.1.2. Границя T ¿ |µ| ¿
√

|eB|v2F/c,Γ. Iнший цiкавий та прида-

тний для аналiтичного дослiдження випадок: T ¿ |µ| ¿
√

|eB|,Γ. Оскiль-

ки при T → 0 похiдна−n′
F (ω) → δ(ω−µ), холлiвська провiднiсть σxy прямо

висловлюється через (4.22) так, що нам потрiбно тiльки мати

AH(µ,B,Γ, 0) ' µBΓ

2π2

(
4(B + Γ2)

B2Γ2
− 2Γ2

B3
ψ′

(
Γ2

2B

))
, |µ| ¿

√
B,Γ.

(4.30)

Пiдставивши в (4.30) асимптотичний розклад ψ′(z), одержаний з (4.23), у

границi
√

|eB| ¿ Γ ми маємо

AH(µ,B,Γ, 0) ' − 4µB

3π2Γ3
. (4.31)

Наприкiнцi, вiдновивши множник ev2F/c, ми маємо

σxy = −4e2v2FNfeBµ

3π2cΓ3
, |µ| ¿

√
|eB|v2F/c ¿ Γ. (4.32)
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Як вже розглянуто у Роздiлi 3.2.1, рiвняння (3.21), у той же самiй границi

провiднiсть σxx стає унiверсальною.

У протилежнiй границi,
√
|eB| À Γ ми знаходимо з (4.30), що AH '

−2µ/(π2Γ) i, вiдповiдно,

σxy = −2Nfe
2µ

π2Γ
, |µ| ¿ Γ ¿

√
|eB|v2F/c. (4.33)

Ця границя описує режим сильних полiв з малою густиною носiїв.

4.3. Ефект Шубнiкова - де Гааза

Осциляцiї Шубнiкова - де Гааза в електричнiй провiдностi σxx(Ω) мо-

жуть бути знайденi з рiвняння (3.19) де вiдповiдна функцiя AL(ω,B,Γ,∆)

задана рiвнянням (4.19).

4.3.1. Одержання осциляцiй з A з використанням властиво-

стей ψ-функцiї. Осциляцiї A по 1/B можуть бути отриманi використо-

вуючи наступне спiввiдношення для ψ функцiї

ψ(−z) = ψ(z) +
1

z
+ π cot πz, (4.34)

з якого слiдує вираз

ψ

(
∆2 − (ε+ iΓ)2

2eB

)
=

ψ

(
∆2 − (ε+ iΓ)2

2eB

)[
θ(ε2 −∆2 − Γ2) + θ(∆2 + Γ2 − ε2)

]

= Reψ

(|ε2 −∆2 − Γ2| − 2iεΓ

2eB

)

− i sgn(ε2 −∆2 − Γ2)Imψ

(|ε2 −∆2 − Γ2| − 2iεΓ

2eB

)

+ θ(ε2 −∆2 − Γ2)

[
2eB

ε2 −∆2 − Γ2 + 2iεΓ
+ π cot π

ε2 −∆2 − Γ2 + 2iεΓ

2eB

]
.

(4.35)
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Знайшовши уявну частину останнього рiвняння, ми одержуємо

Imψ

(
∆2 − (ω + iΓ)2

2eB

)
=

− sgn(ω2 −∆2 − Γ2)Imψ

( |ω2 −∆2 − Γ2| − 2iωΓ

2eB

)

− θ(ω2 −∆2 − Γ2)×[
4eBωΓ

(ω2 −∆2 − Γ2)2 + 4ω2Γ2
+ π

sinh(2πωΓ/eB)

cosh(2πωΓ/eB)− cos[π(ω2 −∆2 − Γ2)/eB]

]
.

(4.36)

Далi пiдставивши (4.36) у (4.19) ми маємо

AL(ω,B,Γ,∆) =
1

π2

Γ2

(eB)2 + (2ωΓ)2
×

{
2ω2 +

(eB)2/2

(ω +∆)2 + Γ2
+

(eB)2/2

(ω −∆)2 + Γ2
− 2ω2(ω2 −∆2 + Γ2)eB

(ω2 −∆2 − Γ2)2 + 4ω2Γ2

+
ω(ω2 −∆2 + Γ2)

Γ

[
sgn(ω2 −∆2 − Γ2)Imψ

( |ω2 −∆2 − Γ2| − 2iωΓ

2eB

)

+ θ(ω2 −∆2 − Γ2)

(
4eBωΓ

(ω2 −∆2 − Γ2)2 + 4ω2Γ2

+ π
sinh(2πωΓ/eB)

cosh(2πωΓ/eB)− cos[π(ω2 −∆2 − Γ2)/eB]

)]}
,

(4.37)

де осциляцiї мiстяться у останньому членi (4.37). Вiдзначимо, що дiйсна

частина аргументу ψ функцiї у (4.37) вже додатня i знаки перед ψ у (4.19)

i (4.37) рiзними.

При ω2 > ∆2 + Γ2 використавши спiввiдношення

Re
e−(a−ib)

1− e−(a−ib)
=

cos b− e−a

2(cosh a− cos b)
, (4.38)

ми можемо розкласти

sinh(2π|ω|Γ/eB)

cosh(2πωΓ/eB)− cos[π(ω2 −∆2 − Γ2)/eB]
=

1 + 2
∞∑

k=1

cos[πk(ω2 −∆2 − Γ2)/eB] exp(−2πk|ω|Γ/eB)
(4.39)
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та одержати кiнцевий вираз для осцилюючої частини A

Aosc(ω,B,Γ,∆) =
2

π

ωΓ(ω2 −∆2 + Γ2)θ(ω2 −∆2 − Γ2)

(eB)2 + (2ωΓ)2

×
∞∑

k=1

cos
πk(ω2 −∆2 − Γ2)

eB
exp

(
−2πk|ω|Γ

eB

)
.

(4.40)

4.3.1.1. Границя малих полiв без осциляцiй. Рiвняння (4.37) мо-

же бути спрощено у границi малих полiв:

AL(ω,B,Γ,∆)

1

2π2

[
1− ω2 −∆2 + Γ2

2|ω|Γ sign(ω2 −∆2 − Γ2) arctan
2|ω|Γ

|ω2 −∆2 − Γ2|
+ θ(ω2 −∆2 − Γ2)

× π(ω2 −∆2 + Γ2)

2ωΓ

sinh(2πωΓ/eB)

cosh(2πωΓ/eB)− cos[π(ω2 −∆2 − Γ2)/eB]
,

]
,

(4.41)

де ми утримали B тiльки в осцилюючiй частинi AL. При ω2 < ∆2 + Γ2,

пiсля використання спiввiдношення

arctan x =
π

2
− arctan

1

x
, x > 0, (4.42)

останнє рiвняння зводиться до вже вiдомого виразу (3.20).

4.3.2. Осцилююча частина електричної провiдностi. Iдентифi-

кацiя дiракiвських квазiчастинок з вимiрювань температурного

фактору ШдГ осциляцiй. Пiдставивши (4.40) у (3.19), ми одержуємо

вираз для осцилюючої частини провiдностi

σosc =
4e2|µ|Γ

π

(µ2 −∆2 + Γ2)θ(µ2 −∆2 − Γ2)

(eB)2 + (2µΓ)2

×
∞∑

k=1

cos

[
πk(µ2 −∆2 − Γ2)

eB

]
RT (k, µ)RD(k, µ),

(4.43)

де ми ввели температурний амплiтудний фактор

RT (k, µ) ≡ RT (tk) =
tk

sinh tk
, tk =

2π2kTµ

eB
(RT (0) = 1), (4.44)
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та фактор Дiнгла

RD(k, µ) = exp

[
−2πk|µ|Γ

eB

]
. (4.45)

При одержаннi (4.43) ми зробили наступнi припущення: (i) Спiнове розще-

плення не враховується, та (ii) Розглядається границя низьких температур,

T → 0. Для того, щоб одержати температурний фактор (4.44), пiсля зсуву

ω → ω + µ та замiни ω → 2Tω, утримуючи тiльки лiнiйнi по T члени в

осцилюючiй частинi подiнтегрального виразу, ми використали iнтеграл
∞∫

0

dx
cos bx

cosh2 x
=

πb/2

sinh πb/2
(4.46)

Якщо ми розглянемо границю B → 0, в якiй функцiя

1

sinh[2π2kT |µ|/(eB)]
∼ exp

[
−2π2kT |µ|

eB

]
.

Порiвняння цiєї експоненти з експонентою у (4.45) дозволяє ввести темпе-

ратуру Дiнгла

TD =
Γ

π
, (4.47)

таким чином, зменшення амплiтуди через розсiяння квазiчастинок на до-

мiшках може iнтерпретуватись як ефективне пiдвищення температури з

iстинної температури T до T +TD, тобто система не може бути охолоджена

нижче мiнiмальної температури TD. Вiдзначимо, що незважаючи на рiзни-

цю мiж факторами Дiнгла (4.45) та (4.48), сама величина TD є однаковою

в обидвох випадках.

4.3.2.1. Iдентифiкацiя дiракiвських квазiчастинок з вимiрю-

вань температурного фактору. Як i зсув фази, який обговорювався

у Роздiлi 4.1.2.1, специфiчна поведiнка температурного фактора також до-

помогла встановити дiракiвський характер носiїв у графенi. Суттєвим є те,

що фактор Дiнгла та температурний фактор для нерелятивiстських систем

RNR
D (k) = exp

(
−2πk

Γ

~ωNR
c

)
, RNR

T (k) =
2π2kT/~ωNR

c

sinh 2π2kT/~ωNR
c

(4.48)
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з нерелятивiстською циклотронною частотою (4.1) не залежать вiд кон-

центрацiї носiїв, тодi як (4.45) та (4.44) залежать вiд концентрацiї через

присутнiсть µ (див. також вирази з [3], якi описують дГвА ефект). Фор-

мально, виразам (4.45) та (4.44) можна також надати звичайну форму,

якщо замiнити ~ωNR
c на релятивiстську циклотронну частоту (енергiєю),

~ωc = v2F~eB/(|µ|c) у якiй ми вiдновили величини ~, c i vF . Бiльш того,

навiть самiй циклотроннiй частотi ωc можна надати вигляд виразу (4.1),

якщо (див. рiвняння (4.27) вище) переписати її через “релятивiстську” масу

mc = |µ|/v2F . Якщо тепер використати спiввiдношення (3.88) мiж хiмiчним

потенцiалом µ та густиною (дисбалансом густини) носiїв ρ для релятивiст-

ських квазiчастинок, то можна одержати, що циклотронна маса у графенi,

mc = (π~2|ρ|/v2F )1/2 залежить вiд густини носiїв. Сама така залежнiсть

mc ∼
√

|ρ| була встановлена у роботах [39] (див. Рис. 3 d) та [40] (див.

праву вставку на Рис. 3 a) при вимiрюваннях концентрацiйної залежностi

RT . Це стало доказом того, що квазiчастинки в графенi мають лiнiйний

закон дисперсiї.

4.4. Холлiвський кут та коефiцiєнт Нернста

Розвинений у дисертацiї пiдхiд також дозволяє обрахувати iншi транс-

портнi коефiцiєнти, такi як тензори теплопровiдностi κij(B,Γ,∆) [див. [4,

6, 224], де вивчалась дiагональна теплопровiднiсть] та Пельтьє (теплоеле-

ктричної) провiдностi βij(B,Γ,∆). Обрахунок недiагональних коефiцiєн-

тiв має деякi тонкощi, оскiльки звичайнi вирази Кубо повиннi бути змiненi

[225–227] щоб прийняти до уваги вплив магнетизацiї на електричний транс-

порт у зовнiшньому полi. При низьких температурах можна використати

розклад Зоммерфельда та виразити термоелектричний тензор через тензор

провiдностi

βij = −π2

3

T

e

∂σij
∂µ

. (4.49)
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Сигнал Нернста, який вимiрюється у вiдсутностi електричного струму, ви-

ражається через σij та βij наступним чином

ey(T,B) ≡ − Ey

∇xT
=

σxxβxy − σxyβxx
σ2
xx + σ2

xy

. (4.50)

Оскiльки у низькотемпературнiй границi дiйсне рiвняння (4.49), сигнал

Нернста (4.50) може бути знайдено з похiдної холлiвського кута

ΘH = arctan
σxy
σxx

(4.51)

з спiввiдношення

ey(T,B) = −π2

3

T

e

∂ΘH

∂µ
. (4.52)

4.4.1. Границi Друде-Зенера |eB|v2F/c ¿ Γ2 ¿ µ2 та T ¿ |µ| ¿√
|eB|v2F/c ¿ Γ. У класичнiй границi (див. Роздiл 4.2.1.1) σxy та σxx

наведенi, вiдповiдно, у (4.28) та (4.26). Таким чином,

ΘH ' tanΘH = −ωcτ sgn(eB) sgnµ = −v2FeB

2cΓµ
. (4.53)

Холлiвський кут (4.28) є розбiжним при µ → 0, але треба розглядати тiль-

ки скiнченнi величини µ, оскiльки цей вираз одержаний за припущенням

|eB|v2F/c ¿ Γ2 ¿ µ2. Вiдповiдно, коли µ є малим, рiвняння (4.28) дiйсне

тiльки у дуже малих полях B. Коли характер носiїв змiнюється з дiрково-

го (µ < 0) на електронний (µ > 0), холлiвський кут також змiнюється з

вiд’ємного на додатний. Поведiнка сигналу Нернста

ey = −π2

3

k2BTv
2
FB

2cΓµ2
(4.54)

вiддзеркалює розбiжнiсть холлiвського кута при µ → 0, але ey < 0 неза-

лежно вiд знаку µ. [Постiйна Больцмана kB вiдновлена у (4.54).] Рiвняння

(4.53) та (4.54) узгоджуються з результатами [228], де у рамках теорiї Боль-

цмана був розглянутий ДГХ стан. Це не дивує, оскiльки саме ця границя

описується теорiєю Друде-Зенера.
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Оскiльки в iншому режимi T ¿ |µ| ¿
√
|eB|v2F/c ¿ Γ провiдностi

σxx та σxy заданi, вiдповiдно, рiвняннями (3.21) та (4.32), холлiвський кут

дорiвнює

ΘH = −4v2FeBµ

3cΓ3
. (4.55)

Таким чином, сигнал Нернста є додатним i дорiвнює

ey ' 4π2

9

k2BTv
2
FB

cΓ3
. (4.56)

У чистих системах сигнал Нернста (4.56) може бути дуже великим, оскiль-

ки ey ∼ τ 3 ∼ Γ−3 [228]. Цей режим є досяжним у графенi, оскiльки змi-

нюючи напругу на затворi, можна наблизитися до точки Дiрака, де µ ≈ 0.

Тобто великий та додатний сигнал Нернста є ще однiєю вiдзнакою дiра-

кiвських квазiчастинок, передбаченою у дисертацiї. Вiдзначимо, що саме

така поведiнка сигналу Нернста мала мiсце у найновiших експериментах

[45–47], де спостерiгався дуже великий пiк Нернста (50µV/K при 8T) у

точцi Дiрака. У немагнiтних металах цей сигнал дуже малий (∼ 10 nV/K

на tesla), а у феромагнетиках спiн-орбiтальна взаємодiя може привести до

великого спонтанного сигналу Нернста. Наприкiнцi вiдзначимо, що оскiль-

ки дiракiвськi квазiчастинки виникають у сценарiях з незвичайними за-

рядовими хвилями [126, 229], у роботi [229] великий i додатний сигнал ey

розглядається як ознака таких зарядових хвиль.

4.4.2. Iлюстрацiї аналiтичних результатiв та визначення щi-

лини ∆ з вимiрювань холлiвського кута. На Рис. 4.1 ми показуємо

залежнiсть холлiвського кута (4.51) вiд µ для двох рiзних величин поля B.

Випадок малих полiв B, показаний на Рис. 4.1 лiворуч, узгоджується з ана-

лiтичними виразами, якi обговорювались вище. Дiйсно, коли |µ| зменшує-

ться, ΘH спочатку зростає [див. (4.53)], а потiм перетинає нуль [див. (4.55)].

На Рис. 4.2 ми показуємо поведiнку сигналу Нернста. Коли |µ| є великим,

а B малим, то ey < 0 досить мале. Однак, коли |µ| зменшується, то ey
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Рис. 4.1. (Кольоровий в електроннiй версiї [2].) Холлiвський кут ΘH як

функцiя хiмiчного потенцiалу µ для двох рiзних значень ∆ при T = 3K,

Γ = 1K та eB → (4.5 × 104K2)B(T). Лiворуч: B = 10−4T. Праворуч:

B = 3T.

стає додатним та великим (∼ 100µV/K) у згодi з (4.56). Коли поле B пiд-

вищується, величина ey(µ = 0) ще зростає i для скiнченого µ є осциляцiї

ey(µ). Проаналiзувавши Рис. 4.1 та 4.2, можна побачити iншу цiкаву вла-

стивiсть, а саме у присутностi скiнченої щiлини ∆ залежнiсть ΘH(µ,∆) на

Рис. 4.1 поблизу µ ≈ 0 не настiльки крута, якщо порiвнювати з випадком

∆ = 0. Вiдповiдно, ця властивiсть вiдображається у сигналi Нернста так,

що скiнчене ∆ проявляється у залежностi ey(µ,∆) як заглиблення. Таким

чином, ми бачимо, що уважне дослiдження сигналу Нернста ey(µ,∆) може

допомогти виявити ненульову щiлину у графенi.
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Рис. 4.2. (Кольоровий у електроннiй версiї [2].) Сигнал Нернста ey у µV/K

як функцiя хiмiчного потенцiалу µ для двох рiзних значень B при T = 3K,

Γ = 1K та eB → (4.5× 104K2)B(T). Злiва: ∆ = 0K. Справа: ∆ = 15K.
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РОЗДIЛ 5

КВАНТОВИЙ ЕФЕКТ ХОЛЛА У ГРАФЕНI

More Is Different.

P.W. Anderson, Science 177, 393 (1972).

Цей Роздiл написано за роботами [1, 2], де вивчався напiвцiлий,1 або

аномальний КЕХ у графенi. У подальших роботах [9–12] дослiджувався

КЕХ у сильних полях, коли з’являються новi плато з факторами заповне-

ння ν = 0,±1. Ми почнемо з розгляду напiвцiлого КЕХ (1.1) у Роздiлах 5.1

та 5.2, а потiм у Роздiлi 5.3 перейдемо до розгляду крайових станiв у КЕХ

для випадку сильних полiв.

5.1. Теоретичне пiдґрунтя

Походження фундаментального виразу

σxy = −e2

h
n, n = 0, 1, . . . (5.1)

для квантованої холлiвської провiдностi дуже часто пояснюється з вико-

ристанням нерелятивiстських моделей. Проте цього, у [232, 233] було роз-

глянуто (3+1) вимiрне рiвняння Дiрака для обмеженого у площинi еле-

ктронного газу i показано, що релятивiстськi поправки до (5.1) вiдсутнi.

Однак, iстотний прогрес, який привiв до створення графену [35,48], поста-

вив таке ж саме питання, але вже у набагато практичнiший площинi. Як

ми бачили у Роздiлах 1 та 2, графен добре описується ефективною низько-

енергетичною безмасовою 2 + 1-вимiрною теорiєю Дiрака [34]. З кiлькiсної
1Ця назва походить вiд того, що квантування (1.1) можна вважати напiвцiлим, якщо винести мно-

жник 4, пов’язаний з долинним та спiновим виродженням. Тiльки у 2009 у пiдвiшеному графенi поба-

чили [230,231] справжнiй дробний КЕХ з фактором виродження ±1/3.
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енергетичної точки зору, як ми вже обговорювали на початку Роздiлу 4,

оскiльки вiдстань мiж рiвнями Ландау для дiракiвських фермiонiв є на

порядки бiльшою нiж для звичайних масивних електронiв, КЕХ у графенi

повинен спостерiгатися при набагато вищих температурах i нижчих магнi-

тних полях, нiж у звичайних надпровiдниках [див. рiвняння (3.42) та (4.2)].

З якiсної точки зору, у Роздiлi 4.1.2.1 ми бачили, що фаза МО для дiракiв-

ських фермiонiв зсунута на π вiдносно фази осциляцiй 2D електронному

газi. Вiдповiдно до сказаного, можна задати питання як ця фундаменталь-

на рiзниця мiж властивостями рiвнiв Ландау у теорiї Дiрака (див. рiвняння

(4.2), а також Роздiл 2.6) та теорiї Шрьодiнгера (див. рiвняння (4.1)) мо-

же спостерiгатись експериментально у ЦКЕХ? Головна мета цього Роздiлу

показати як дiракiвська динамiка у графенi призводить до виникнення не-

звичайного квантування холлiвської провiдностi, яке описується рiвнянням

(1.1) (див. огляд у Роздiлi 1.1). У роботi [1] ми довели, що правило кванту-

вання (4.2) пов’язано з квантовою аномалiєю НРЛ з n = 0, тобто з тим, що

цей рiвень має вдвiчi менше виродження нiж рiвнi з n > 0 (див. Роздiл 2.6

i Рис. 2.1) та його енергiя не залежить вiд магнiтного поля.

5.2. Незвичайне (напiвцiле) квантування холлiвської

провiдностi у графенi

Є два шляхи одержати вираз для σxy у чистiй границi. Перший варiант

полягає у тому, щоб перейти до границi Γ → 0 прямо у рiвняннi (3.11), як

було зроблено у [60]. Друга можливiсть, розглянута у Додатку Ж полягає

у використаннi загального виразу (4.21) i дає (тут поки що ~ = 1):

σxy = −e2Nfsgn(eB)

4π

×
[
tanh

µ+∆

2T
+ tanh

µ−∆

2T
+ 2

∞∑
n=1

(
tanh

µ+Mn

2T
+ tanh

µ−Mn

2T

)]
.

(5.2)
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Вiдзначимо, що σxy є непарною функцiєю µ. Перегрупувавши члени (5.2) i

використавши tanh(ω−µ)/2T = 1− 2nF (ω), можна переписати (5.2) через

розподiли Фермi

σxy = −e2Nfsgn(eB)

2π

×
∞∑
n=0

(2n+ 1) [nF (Mn) + nF (−Mn)− nF (Mn+1)− nF (−Mn+1)] ,
(5.3)

де енергiяMn задана у (3.40). Це представлення для σxy є еквiвалентом рiв-

няння (18) з роботи [234], яке було одержано для iдеального двовимiрного

електронного газу (2DЕГ)

σxy = − e2

2π

∞∑
n=0

(n+1)[nF (ω
NR
n )−nF (ω

NR
n+1)], ωNR

n =
eB

mc

(
n+

1

2

)
, (5.4)

де m – це ефективна маса носiїв з параболiчним законом дисперсiї [див.

також (4.1)]. Рiзниця мiж положенням та виродженням рiвнiв Ландау для

дiракiвських квазiчастинок та для нерелятивiстського електронного газу

закодована у енергiях En = ±Mn ∼ ±√
n [див. (4.2)] та ωNR

n ∼ (n + 1/2)

[див. (4.1)] з n = 0, 1, 2, . . ., та у вiдмiнних факторах 2n + 1 та n + 1 у

рiвняннях Eqs. (5.3) та (5.4), вiдповiдно.

А зараз ми перепишемо (5.2) наступним чином [60]

σxy = −e2Nfsgn(eB)sgnµ
2π~

νB, (5.5)

з фактором заповнення2

sgnµ νB =
1

2

[
tanh

µ+∆

2T
+ tanh

µ−∆

2T

+2
∞∑
n=1

(
tanh

µ+Mn

2T
+ tanh

µ−Mn

2T

)]
.

(5.6)

2Оскiльки член Зеємана є малим, наше визначення [1,2] фактору заповнення νB = 2π~c|ρ|/(Nf |eB|)
також включає спiнове виродження так, що для Nf = 2 вiн дорiвнює половинi вiд звичайно викори-

стовуваного [235] фактору заповнення, ν = 2π~c|ρ|/|eB|. У Роздiлi 5.3, де розглядаються сильнi поля

i зеєманiвське розщеплення стає iстотнiм, ми також переходимо на стандартне означення фактору

заповнення.
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Оскiльки ми розглядаємо квантовану холлiвську провiднiсть, ми вiдновимо

постiйну Планка h = 2π~ у (5.5) i далi. Обравши для визначеностi µ > 0,

∆ = 0 та використавши, що tanh(ω/2T ) = sgn(ω) при T → 0, ми одержуємо

з (5.5), що

σxy = −e2Nfsgn(eB)

2π~

[
1 + 2

∞∑
n=1

θ(µ−Mn)

]

= −e2Nfsgn(eB)

h

(
1 + 2

[
µ2c

2~|eB|v2F

])
,

(5.7)

де [x] означає цiлу частину x. Звичайна феноменологiчна аргументацiя

(див., наприклад, [235]) про появу плато у ЦКЕХ стверджує, що у при-

сутностi безпорядку залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд густини (дисба-

лансу густини) носiїв µ(ρ) стає гладкою функцiєю, тодi як функцiя σxy(µ)

залишається сходинко-подiбною. Вiдповiдно, коли у (5.7) враховано спiнове

виродження i обрано Nf = 2, ми одержуємо правило холлiвського кванту-

вання (1.1). Класична провiднiсть (див. також (4.29))

σxy = −ecρ

B
. (5.8)

спiвпадає з квантовою холлiвською провiднiстю (5.7) тiльки при непарних

факторах заповнення, νB = 2n+ 1 як це показано на Рис. 5.1), де для по-

рiвняння також побудована залежнiсть σxx(νB). У Роздiлi 4 було показано,

що осцилююча частина дiагональної провiдностi (4.43) має вигляд

σxx ∝
∞∑

k=1

cos

[
πkµ2

~v2F |eB|/c
]
RT (k)RD(k)Rs(k), (5.9)

де RT , RD i Rs є, вiдповiдно, температурним, Дiнгла та спiновим факто-

рами. Використавши спiввiдношення (3.88) дiйсне при T = Γ = B = 0, а

саме µ2 = π~2v2F |ρ| можна, як i очiкувалося, побачити, що мiнiмуми σxx,

також припадають на фактори заповнення νB = 2n + 1,3 тодi як пiки σxx
3Саме це спостереження надихнуло експериментаторiв на пошук незвичайного КЕХ у графенi,

оскiльки позицiї мiнiмумiв σxx вiдповiдають густинам при котрих рiвнi Ландау заповненi i вказують

на позицiї майбутнiх плато у КЕХ.
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спiвпадають зi сходинками σxy(νB).
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Рис. 5.1. (Кольоровий у електроннiй версiї [2].) Холлiвська провiднiсть

σxy та дiагональна провiднiсть σxx у одиницях e2/h як функцiя факто-

ру заповнення νB при T = 2K, Γ = 1K та B = 2T. Ми використовуємо

eB → (4.5× 104K2)B(T) та приймаємо, що ∆ = 0. Пряма лiнiя вiдповiдає

класичнiй залежностi σxy = −ec|ρ|sgnµ/B [див. (5.8)].

Поява непарних чисел у (1.1) замiсть усiх цiлих заповнень пов’язана з

тим, що виродження n = 0 рiвня Ландау дорiвнює тiльки половинi виро-

дження рiвнiв з n > 0. Як ми вже обговорювали у Роздiлi 2.6 (див. також

Додатки А та Б) найнижчiй рiвень Ландау у незвiдному представленнi 2+1

вимiрної дiракiвської теорiї є спецiальним, оскiльки залежно вiд того яке з

двох нееквiвалентних незвiдних представлень використано, цей рiвень за-

повнений або електронами (фермiонами), або дiрками (антифермiонами),

тодi як при n > 1 iснують розв’язки рiвняння Дiрака, якi описують як еле-

ктрони так i дiрки. дiракiвський лагранжiан (1.51) (а також (2.30)), який

включає пару незалежних K точок на поверхнi Фермi графену, записано з

використанням зберiгаючого парнiсть 4 × 4 звiдного представлення γ ма-
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триць (див. Роздiл 2.3.1), яке мiстить в собi два незвiдних представлення з

рiзними парностями. Таким чином, рiвнi Ландау пов’язанi з цими K точка-

ми об’єднуються у повний спектр дiракiвських фермiонiв у графенi [див.

Рис. 3.1, рiвняння (2.38) та Додатки А та Б]. Суперпозицiя обидвох спе-

ктрiв, якi вiдповiдають двом нееквiвалентним незвiдним представленням,

ясно пояснює половинне заповнення найнижчого рiвня Ландау у графенi,

оскiльки цей рiвень може бути зайнятим дiрками з K+ точки (коли µ < 0)

та електронами з K− точки (коли µ > 0). Ця властивiсть НРЛ з n = 0 не

залежить вiд того чи має щiлина ∆ скiнчену величину, або ∆ = 0. З iншого

боку, на вищих рiвнях можуть знаходитися або електрони (коли µ > 0),

або дiрки (коли µ < 0) з обидвох K+ та K− точок. Iнша цiкава властивiсть

квантування (5.7) (див. також Рис. 5.1) полягає у тому, що σxy = ±2e2/h

при заповненнi νB < 1 так, що σxy перетинає нуль тiльки коли µ змiнює

знак. В протилежнiсть цьому, у звичайному ЦКЕХ σxy = 0 при νB < 1.

Як вже говорилося, iнший спосiб пояснити походження “дивних” не-

парних (або напiвцiлих, якщо винести за дужки фактор виродження 4)

пов’язаний з положеннями мiнiмумiв осциляцiй σxx. У Роздiлi 4 ми пока-

зали, що цi незвичайнi положення спричиняються зсувом фази на π мiж

квантовими магнiтними осциляцiями релятивiстських i нерелятивiстських

квазiчастинок. Можна одержати бiльш глибокий погляд на цей зсув, якщо

розглянути оператор S = (1/2)
∫
d2r[Ψ†(t, r), SzΨ(t, r)], де [, ] це – комута-

тор, а матриця [зараз ми користуємося представленням γ-матриць (1.49)]

Sz = I2 ⊗ (σ3/2) =


 σ3/2 0

0 σ3/2


 . (5.10)

Оператор S генерує обертання спiнорiв у площинi на кут φ, що описуються

оператором U(φ) = exp(iφS). Природньо iнтерпретувати S як оператор

псевдоспiну , оскiльки ми використовуємо спiнори пов’язанi з двома пiд-

гратками у графенi (див. Роздiл 1.1.2). Кожна K точка на поверхнi Фермi
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графену характеризується двохкомпонентним спiнором i iснує двi нееквi-

валентних K± точки. Є спокуса скористатися прямою аналогiєю мiж опе-

ратором псевдоспiну S i оператором спiну у 3 + 1 вимiрнiй теорiї Дiрака.

Це, однак, вводить в оману оскiльки само поняття спiну у 2 + 1 та 3 + 1

вимiрах змiстовне тiльки для масивної частинки. Як ми вже обговорю-

вали у Роздiлi 2.2, для безмасової частинки у 3 + 1 вимiрi замiсть спiну

вводиться спiральнiсть, яка характеризує проекцiю її спiну на напрямок

iмпульсу. Оскiльки у 2+1 вимiрi нема можливостi зробити обертання нав-

коло лежачого у двовимiрнiй площинi напрямку iмпульсу квазiчастинки,

концепцiя спiральностi у цьому випадку втрачає сенс. Дiйсно, можна пере-

вiрити, що оператор псевдоспiну S тотожно дорiвнює нулю для безмасових

дiракiвських частинок.

Незважаючи на це, нижче ми покажемо, що для безмасових квазiча-

стинок у графенi у зовнiшньому магнiтному полi псевдоспiн набуває новий

змiст, близько пов’язаний з фазою Беррi, яка у iншому контекстi обгово-

рювалась у [40, 236]. Особливо вiдзначимо (роботу [237], де дослiджується

зв’язок мiж напiвкласичною фазою адiабатичною фазою Беррi i показано,

що вони спiвпадають для лiнiйної дiракiвської дисперсiї, але вiдрiзняються

якщо у дiракiвський точцi вiдкривається щiлина.

Можна одержати (див. Додаток Б) при eB > 0 та Nf = 1, що

S =
1

2

[
0∑

m=−∞

(
b†0mb0m − c†0mc0m

)

+
∞∑
n=1

n∑
m=−∞

∆

Mn

(
a†nmanm + b†nmbnm − c†nmcnm − d†nmdnm

)
]
,

(5.11)

де anm (bnm) це – оператори знищення фермiонiв з енергiями Mn, якi зада-

нi у (3.40) (антифермiонiв з енергiями −Mn) у K+ точцi та cnm (dnm) це –

оператори знищення фермiонiв (антифермiонiв) у K− точцi. Квантове чи-

сло m 6 n у (5.11) вiдображує виродження кожного з рiвней по кутовому
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моменту. Цiкаво, що у границi ∆ → 0 тiльки рiвень з n = 0 дає внесок у

S так, що поняття псевдоспiну має змiст тiльки для станiв з найнижчого

рiвня Ландау, тобто для нульових мод.

Розглянемо обертання на кут φ = 2π квазiчастинкового стану |n = 0〉 =
b†0m|0〉, який знаходиться на n = 0 рiвнi. Тут |0〉 є вакуумним станом. При

∆ = 0 можна показати, що U(2π)|n = 0〉 = exp(iπ)|n = 0〉, тобто пiсля

обертання на 2π квазiчастинковий стан з НРЛ змiнює свою фазу на π. З

iншого боку, стани з рiвнiв з n > 1 залишаються iнварiантними, оскiльки

при∆ = 0 оператор U(φ) не мiстить у собi операторiв, якi дiють на цi стани.

Саме через цей зсув фази Беррi для безмасових квазiчастинок з n = 0 рiвня

у зовнiшньому полi, носiї у графенi не можуть розглядатися просто у якостi

легких носiїв зi скiнченою масою (див. також Роздiл 4.1.2.1). Вiдзначимо,

що у 3 + 1 вимiрнiй теорiї Дiрака всi фермiоннi стани набувають зсув по

фазi π пiсля обертання на φ = 2π.

Якби n = 0 рiвень мав би таке ж саме виродження, як i вищi рiвнi,

холлiвська провiднiсть мала б бiльш звичайне квантування

σsemicond
xy = −4e2

h
n, n = 0, 1, . . . (5.12)

яке можна очiкувати для двозонного [перша зона вiдповiдає електронам з

ωn = Mn−µ та друга зона, вiдповiдно, дiркам з ωn = −Mn−µ], дводолин-

ного [вiдповiдаючого K+ and K− точкам] напiвпровiдника. Знову, у (5.12)

припущено, що e,B, µ > 0. Таким чином, можна прямо побачити що вдвiчi

менша висота плато з σxy = ±2e2/h прямо вказує на те, що НРЛ з En = 0

мiстить в собi тiльки половину звичайного числа станiв з зони провiдностi,

а другу половину бере з зони валентностi. Це й призводить до зсуву на 1/2

у виразi (1.1) для ЦКЕХ у графенi вiдносно звичайного ЦКЕХ (5.12).
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5.3. Квантовий ефект Холла у графенi у сильних магнiтних

полях: крайовi стани, масовi та спiновi щiлини у графенi

За всю почти двадцатилетнюю историю исследования

краевых состояний в режиме квантового эффекта Холла

так и не было опубликовано обзоров на русском языке.

Э.В. Девятов, УФН 177, 207 (2007).

Як вже було вказано на початку цього Роздiлу, ця частина написана

за роботами [9–12] i почнемо ми її з огляду головних експериментальних

результатiв та лiтератури.

5.3.1. Короткий огляд лiтератури по порушенню симетрiї в

графенi та формулювання проблеми. Тодi як досi багато незвичай-

них властивостей графену було пояснено у рамках невзаємодiючої тео-

рiї Дiрака, ефекти взаємодiї мiж квазiчастинками є iстотними. Саме во-

ни вiдповiдальнi за появу нових плато у КЕХ з факторами заповнення

ν = 0, ±1, ±4, якi були повiдомленi у [117] при досить сильних магнiтних

полях, B & 20T (див. також [118,172,238–241]).

У 2006 роцi ми запропонували [9] динамiчний механiзм, який базує-

ться на феноменi магнiтного каталiзу [242] що може пояснити ν = 0 i

ν = ±1 плато у холлiвський провiдностi графену [117]. Подальшi експе-

рименти [118, 172] виявили декiлька додаткових властивостей ν = 0 та

ν = ±1 плато, якi, здається, потребують модифiкацiї сценарiю [9]. Най-

бiльш важливою серед них є досить спецiальна дисипативна природа дi-

агонального транспорту на ν = 0 плато. Це факт iнтерпретується таки

чином, що ν = 0 плато пов’язується зi спiновою щiлиною, а не щiлиною,

яка зв’язана з масою [118, 162]. Цей висновок пiдтримується тим фактом,

що енергiя активацiї для ν = 0 плато зникає [118,172]. Вiдзначимо, однак,

найновiшу роботу [240], де вказано, що ця енергiя скiнчена. Крiм цього, у
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[118, 162] пропонується, що у дiагональному транспортi домiнують безщi-

линнi крайовi стани, якi повиннi iснувати якщо НРЛ розщеплений великою

спiновою щiлиною.

Що стосується ν = ±1 плато, вимiрювання енергiї термiчної активацiї

∆E(ν = ±1) вказують на його зв’язок з орбiтальною динамiкою. Дiйсно,

енергiя термiчної активацiї залежить тiльки вiд перпендикулярної компо-

ненти магнiтного поля [117, 172]. На динамiчну природу ν = ±1 плато

також наштовхує той факт, що ∆E(ν = ±1) є процiйним
√
B [117,172]. 4

Вiдзначимо, що на вiдмiну вiд попереднього, ν = ±4 пов’язанi з зеєма-

нiвським розщепленням n = 1 рiвня Ландау. Вiдповiдна енергiя активацiї

∆E(ν = ±4) лiнiйно залежить вiд повного магнiтного поля i має таку ж

саму величину як енергiя Зеємана [117,172]

EZ =
gL
2
µBB ' 0.67B[T]K, (5.13)

де µB = e~/(2mc) це – магнетон Бора та gL ' 2 – фактор Ланде у графенi.

З теоретичної точки зору, ν = 0 та ν = ±1 плато походять вiд знят-

тя наближеного виродження чотирьох пiдрiвнiв, що входять до НРЛ. Це

виродження є наслiдком “ароматної” U(4) симетрiї континуального низь-

коенергетичного опису графену у вiдсутностi зеєманiвської взаємодiї (див.

рiвняння (1.51) та Роздiл 2.1.2). Нагадаємо, що ця симетрiя оперує у про-

сторах пiдгратка-долина та спiну. Якщо ми приймемо, що ν = 0 плато

пов’язано зi спiновою щiлиною, тодi ν = ±1 плато повиннi пов’язуватись з

порушенням симетрiї пiдгратка-долина. Здається, це узгоджується зi спо-

стереженнями у [172].
4Слiд зауважити, що на найсучаснiший момент (жовтень 2009) окрiм групи N. Ong [240], ще двi

експериментальнi групи очоленi E. Andrei [230] та P. Kim [231] надiйшли до висновку, що ν = 0 плато

має скiнчену енергiю активацiї. Це означає, що вiдповiдна щiлина таки зв’язана з масою i, ймовiрно,

з порушенням симетрiї мiж пiдгратками. Група A. Geim, однак, пiдтверджує наявнiсть безщiлинних

станiв. Оскiльки всi цi результати одержанi при дещо рiзних умовах вимiрювань, остаточний консенсусу

щодо природи ν = 0,±1 станiв ще не досягнуто.
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Iснує два суттєво рiзних пiдходи, якi розглядають рiзнi можливостi по-

рушення наближеної U(4) симетрiї у графенi (див. короткий огляд [79]).

(i) Сценарiй квантового холлiвського феромагнетизму (КХФ) [120,163,

165], який пов’язаний з теорiєю спiнового розщеплення рiвнiв Лан-

дау за рахунок обмiнної взаємодiї [243]. Цей сценарiй використовує

аналогiю мiж чотирикратним виродженням рiвнiв Ландау у гра-

фенi, що пов’язано з U(4) симетрiєю, та SU(4) феромагнетизмом,

який ранiше вивчався у двошарових КЕХ системах [244]. У обидвох

випадках SU(4) симетрiя пов’язана з псевдоспiновим ступенем сво-

боди, але у графенi псевдоспiн пов’язаний з iндексом пiдгратки, тодi

як у двошарових КЕХ системах псевдоспiн пов’язаний з шаровим

iндексом. У сценарiї КХФ можливi плато КЕХ, якi вiдповiдають

усiм цiлим значенням фактора заповнення ν, якщо зразки доста-

тньо чистi. Вiдповiднi параметри порядку описуються густинами

зберiгаючихся струмiв, якi зв’язанi з дiагональними генераторами

SU(4) ⊂ U(4) групи симетрiй.

(ii) Сценарiй магнiтного каталiзу [2, 107, 108, 166–168, 173] який вико-

ристовує iдею спонтанного порушення симетрiї через ексiтонну (кi-

ральну) конденсацiю [58–60,105,106,242,245–247]. Така конденсацiя

створює ненульовий член з дiракiвською масою у низькоенергети-

чнiй теорiї графену. Вiдзначимо, що спочатку дослiдження сцена-

рiю магнiтного каталiзу в графенi були мотивованi експерименталь-

ними дослiдженнями пiролiтичного графiту, див., наприклад, робо-

ти [248–250].

Як пiдкреслено у [9], плато ν = 0 може з’явитися або завдяки пiдсиленiй

спiновий щiлинi, або масовому члену. Пiдсилена спiнова щiлина порушує

наближену U(4) симетрiю до U(2)− × U(2)+ пiдгрупи, яка дiє у просторi

пiдгратка-долина i не перемiшує стани зi спином вверх (σ = +) та вниз

(σ = −). Ненульовий член з дiракiвською масою порушує симетрiю до
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iншої U(2)×U(2)′ пiдгрупи, яка дiє у спiновому просторi. Будьякого з них

досить для того щоб частково зняти чотирьохкратне виродження НРЛ,

як це необхiдно для появи КЕХ стану з ν = 0. Структура енергетичних

пiдрiвнiв для НРЛ у випадку ненульової спiнової щiлини показана на лiвiй

частинi Рис. 5.2.

UH2L-´UH2L+ UH2L-´UH1L+´U
�

H1L+

Ν=0 Ν=1

EF

EF

E E

Рис. 5.2. (Кольоровий у електроннiй версiї [10].) Iлюстрацiя розщеплення

найнижчого рiвня Ландау (НРЛ), яке необхiдно щоб пояснити iснування

ν = 0 та ν = 1 плато у КЕХ у графенi.

Для того, щоб пояснити КЕХ плато з ν = ±1, необхiднi два рiзнi пара-

метри порядку. (Вiдзначимо, що вибiр двох параметрiв порядку з заданими

симетрiйними властивостями не є однозначним [170, 171].) Це вже видно з

симетрiйних аргументiв. Наприклад, найпростiша з можливих структура

енергетичних пiдрiвнiв для ν = +1 стану показана правiй частинi Рис. 5.2.

Вiдповiдне розщеплення можливо тiльки якщо U(2)− × U(2)+ симетрiя

подальше зменшується, наприклад, щонайменше до пiдгрупи U(2)−×U(1)+×
Ũ(1)+. Це, однак, є неможливим без наявностi додаткових параметрiв по-

рядку, якi порушують симетрiю пiдгратка-долина, яка описується простою

групою Лi SU(2)+ ⊂ U(2)+.

Пiдхiд, який комбiнує обидва механiзми КХФ та магнiтного каталiзу
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в однiй схемi був нещодавно запропонований у [170, 171]. За допомогою

багатопараметричного варiацiйного анзацу для пропагатора квазiчастинок

було знайдено, що параметри порядку для КХФ (µσ i µ̃σ) та магнiтного

каталiзу (∆σ i ∆̃σ) з необхiднiстю спiвiснують. У симетрiйних термiнах,

параметри порядку першого типу, тобто µσ та ∆σ з нерiвними величинами

для σ = ±, порушують U(4) симетрiю до U(2)− × U(2)+ як це робить

член Зеємана. Параметри порядку iншого типу µ̃σ та ∆̃σ є триплетами

вiдносно групи SU(2)σ, яка є найбiльшою неабелевою пiдгрупою U(2)σ.

Таким чином, коли або µ̃σ, або ∆̃σ мають ненульове вакуумне середнє,

SU(2)σ симетрiя порушена до U(1)σ.

Мотивацiєю робiт [10–12] було вивчити питання про сумiснiсть мiкро-

скопiчної динамiки, описаної у [170,171] з присутнiстю безщiлинних крайо-

вих станiв, якi у роботах [118, 172] вважались необхiдними у станi з ν = 0.

Головнi результати наступнi.

У випадку графеновiй напiвплощини [10,11] (графенова стрiчка також

розглядалась у [12]) з зигзагоподiбною границею безщiлиннi крайовi ста-

ни у спектрi є тiльки коли спiнова щiлина бiльша нiж масова щiлина. У

випадку крiслоподiбної границi iснування безщiлинних крайових станiв за-

лежить вiд специфiчного типу масової щiлини.

Далi цей Роздiл органiзовано наступним чином. У Роздiлi 5.3.2 ми пред-

ставляємо модельний лагражiан, який описує найбiльш загальну динамi-

чну ситуацiю з параметрами порядку для КХФ та магнiтного каталiзу,

яка була запропонована у [170, 171]. Спектр вiдповiдного рiвняння Дiра-

ка розглядається у Роздiлi 5.3.3. Крайовi стани на зигзагоподiбному краю

обговорюються у Роздiлi 5.3.4. Отриманi результати обговорюються у Роз-

дiлi 5.3.5.

5.3.2. Модель з динамiчними щiлинами. Квадратична частина

лагражiану для квазiчастинок може бути записана у наступнiй формi (див.
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Роздiл 1.1.4.2 )

L =
∑
σ=±

~ Ψ̄σ(t, r)
(
iγ0∂t + ivFγ

1Dx + ivFγ
2Dy

)
Ψσ(t, r) + Lmass

+
∑
σ=±

(µσρσ + µ̃σρ̃σ) ,
(5.14)

де ΨT
σ =

(
ψK+Aσ, ψK+Bσ, ψK−Bσ, ψK−Aσ

)
, як було визначено у Роздiлi 1.1.4.1

в рiвняннi (1.40). Як звичайно, Ψ̄σ = Ψ†
σγ

0 – дiракiвськи спряжений спiнор,

а оператори ρσ ≡ Ψ̄σγ
0Ψσ та ρ̃σ ≡ Ψ̄σγ

0γ5Ψσ – вiдповiднi густини для

зберегаючихся зарядiв, вiдповiдно, пов’язанi з хiмiчними потенцiалами µσ

та µ̃σ (σ = ±). 4 × 4 матрицi γν належать до редукованого кiрального

представлення дiракiвської алгебри (1.44).

Загальнi вирази для масового члену Lmass у густинi лагранжiану мо-

жуть включати як синглетний (∆σ) так i триплетний (∆̃σ) внески вiдносно

долинної групи симетрiї SU(2)σ. Поява масового члену може бути пов’яза-

на, наприклад, з механiзмом магнiтного каталiзу. У представленнi з Роздi-

лу 1, його явна форма має вигляд [10]

Lmass =
∑
σ=±

Ψ̄σ(t, r)
(
∆σγ

3γ5 − ∆̃σγ
3
)
Ψσ(t, r). (5.15)

Згiдно то Таблицi 2.1 з Роздiлу 2, оператори, пов’язанi з масами ∆σ та

∆̃σ є, вiдповiдно, непарними i парними вiдносно обернення часу. Що сто-

сується триплетного масового члену ∆̃σΨ̄σγ
3Ψσ, то вiн також може бути

записаний у iнших еквiвалентних формах ∆̃σΨ̄σiγ
5Ψσ or ∆̃σΨ̄σΨσ. 5 Усi цi

представлення є еквiвалентними, оскiльки вони зв’язанi перетвореннями

SU(2)σ групи. Для наших цiлей, однак, найбiльш зручна форма (5.15) ко-

тра, як показано у Роздiлi 2.5.1, має iнтерпретацiю у означеннях первинної

моделi сильного зв’язку.
5Строго кажучи, для того щоб зберiгти SU(2)σ долинну симетрiю моделi, всi три компоненти три-

плету повиннi ввiйти в густину лагранжiану рiвним чином. Основний стан, однак, вiдповiдає спе-

цифiчному “вакуумного стану”, тобто характеризується незникаючим вакуумним середнiм оператору

Ψ̄σγ
3Ψσ.



151

Хiмiчнi потенцiали µs та µ̃s у лагранжевiй густинi (5.14) дозволяють

включити параметри порядку, якi вiдповiдають КХФ у динамiчну модель

[170,171]. Для зручностi подальшого розгляду i фiзичної iнтерпретацiї мас

i хiмiчних потенцiалiв нагадаємо явнi вирази вiдповiдних операторiв у ла-

гражевiй густинi в термiнах окремих блохiвських компонент спiнорiв, якi

вже були виписанi у Роздiлi 2.5.1:

∆̃σ : Ψ̄σγ
3Ψσ = ψ†

K+Aσ
ψK+Aσ+ψ†

K−AσψK−Aσ−ψ†
K+BσψK+Bσ−ψ†

K−BσψK−Bσ,

(5.16)

∆σ : Ψ̄σγ
3γ5Ψσ = ψ†

K+AσψK+Aσ−ψ†
K−AσψK−Aσ−ψ†

K+BσψK+Bσ+ψ†
K−BσψK−Bσ,

(5.17)

µ̃σ : Ψ̄σγ
0γ5Ψσ = ψ†

K+Aσ
ψK+Aσ−ψ†

K−AσψK−Aσ+ψ†
K+BσψK+Bσ−ψ†

K−BσψK−Bσ,

(5.18)

µσ : Ψ̄σγ
0Ψσ = ψ†

K+Aσ
ψK+Aσ +ψ†

K−AσψK−Aσ +ψ†
K+BσψK+Bσ +ψ†

K−BσψK−Bσ.

(5.19)

Цi оператори входять у (5.14) разом з параметрами ∆σ, ∆̃σ, µσ, та µ̃σ, якi

грають роль множникiв Лагранжа. Таким чином, величини мас та хiмi-

чних потенцiалiв вiдноснi концентрацiї електронiв у рiзних пiдгратках та

долинах. Вони визначаються рiвняннями для щiлин з робот [170, 171]. Як

видно з рiвняння (5.16) (див. також (2.33)), трiплетна маса ∆̃s пов’язана з

дисбалансом густини на A та B пiдгратках.

Величина синглетної дiракiвської маси ∆σ [див. (5.17)] контролює змi-

шаний дисбаланс густини у двох долинах та пiдгратках. Схiдним чином,

хiмiчний потенцiал µ̃σ пов’язаний з дисбалансом густини мiж двома до-

линами. Наприкiнцi, µσ це – звичайний хiмiчний потенцiал, пов’язаний з

повною густиною носiїв з певним спiном.

Взагалi кажучи, у зразку зi скiнченими розмiрами величина обмiнної

та Хартрi взаємодiй, яка визначає величини параметрiв ∆σ, ∆̃σ, µσ, та µ̃σ,

повинна залежати вiд вiдстанi до країв i, вiдповiдно, обчислюватись само-
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узгодженим чином. Цей дослiд крайових станiв зроблено за припущенням,

що щiлини та хiмiчнi потенцiали є однорiдними. Ми сподiваємося, що цей

iдеалiзований розгляд є достатнiм для якiсного (але не кiлькiсного) опису

крайових станiв.

5.3.3. Рiвняння Дiрака у зовнiшньому полi. У цьому Роздiлi ми

розглянемо низькоенергетичний квазiчастинковий спектр для найбiльш за-

гального набору параметрiв. ∆σ, ∆̃σ, µσ, та µ̃σ. Наш розгляд узагальнює

розв’язок рiвняння Дiрака наведене у Додатку А. Вiдповiдне рiвняння Дi-

рака приймає вигляд:
[
iγ0~∂t + i~vFγ1Dx + i~vFγ2Dy + µγ0 + µ̃γ0γ5 +∆γ3γ5 − ∆̃γ3

]
Ψ(t, r) = 0.

(5.20)

Для скорочення позначень, ми опускаємо спiновий iндекс тут i далi. Для

розв’язку з власною енергiєю Ψ(t, r) = e−iEt/~Ψ(r), Це рiвняння спрощує-

ться до
[
~vF (−α1iDx − α2iDy)− µ− µ̃γ5 − i∆γ1γ2 + ∆̃α3

]
Ψ(r) = EΨ(r), (5.21)

де α-матрицi αi = γ0γi явно виписанi у (1.42). Таким чином, подiбно до

(А.5) та (А.6), ми, вiдповiдно, маємо

 −µ(+) −∆(−) −~vF (iDx +Dy)

−~vF (iDx −Dy) −µ(+) +∆(−)





 ψAK+

ψBK+


 = E


 ψAK+

ψBK+


 ,

(5.22)

та

 −µ(−) −∆(+) ~vF (iDx +Dy)

~vF (iDx −Dy) −µ(−) +∆(+)





 ψBK−

ψAK−


 = E


 ψBK−

ψAK−


 . (5.23)

Тут ми ввели наступнi позначення: µ(±) ≡ µ ± µ̃ та ∆(±) ≡ ∆ ± ∆̃. У

кожнiй системi рiвнянь ми можемо виразити B-компоненти спiнорiв через
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A-компоненти,

ψBK+
= − ~vF (iDx −Dy)

E + µ(+) −∆(−)
ψAK+

,

ψBK− =
~vF (iDx +Dy)

E + µ(−) +∆(+)
ψAK−.

(5.24)

Тодi, у K+ та K− долинах, двохкомпонентнi спiнори можуть бути записанi

наступним чином:

ψK+
= A1


 ψAK+

− ~vF (iDx−Dy)

E+µ(+)−∆(−)ψAK+


 ,

ψK− = A2




~vF (iDx+Dy)

E+µ(−)+∆(+)ψAK−

ψAK−


 .

(5.25)

Константи A1,2 в (5.25) визначаються за допомогою умов нормування (А.9)

з Додатку А, де k, k′ and n, n′ є квантовими числами (наприклад, хвильовим

вектором вздовж x або y напрямку та iндекс рiвня Ландау), якi характе-

ризують власнi стани дiракiвських квазiчастинок у магнiтному полi.

Як слiдує з (5.22) та (5.23), A-компоненти спiнорiв задовольняють на-

ступним рiвнянням другого порядку:
(−l2D2

x − l2D2
y + 1

)
ψAK+

= 2λ+ψAK+
,

(−l2D2
x − l2D2

y − 1
)
ψAK− = 2λ−ψAK−.

(5.26)

Тут ми ввели два безрозмiрних параметри λ± ≡
[(
E + µ(±)

)2 − (
∆(∓)

)2]
/ε20

(порiвняй з (А.12)), а ε0 ≡
√
2~v2F |eB|/c це – енергетичний масштаб Ландау

та магнiтна довжина l ≡
√
~c/|eB|.

У наступному калiбруваннi Ландау (Ax, Ay) = (−By, 0), диференцiйнi

рiвняння (5.26) не залежать явним чином вiд координати x i, таким чином,

хвильовi функцiї є плоскими хвилями у x-напрямку,

ψAK+
(r, k) =

1√
2πl

eikxu+(y, k), ψBK+
=

1√
2πl

eikxv+(y, k),

ψAK−(r, k) =
1√
2πl

eikxu−(y, k), ψBK− =
1√
2πl

eikxv−(y, k),
(5.27)



154

де функцiї u±(y, k) залежать тiльки вiд однiєї безрозмiрної комбiнацiї змiн-

них, ξ = y/l − kl, та задовольняють наступним рiвнянням:

(
∂2
ξ − ξ2 ∓ 1 + 2λ±

)
u±(ξ) = 0. (5.28)

Згiдно з (5.25), усуненi компоненти v±(y, k) ≡ v±(ξ) задаються виразом

v±(ξ) =
ε0 (∂ξ ∓ ξ)u±(ξ)√
2(E + µ(±) ∓∆(∓))

. (5.29)

Як ми вже бачили у Додатку А, у нескiнченiй системi, яка немає границь,

нормованнi розв’язки рiвняння (5.28) висловлюються через полiноми Гер-

мiта, u(ξ), v(ξ) ∝ e−ξ2/2Hn(ξ), при умовi, що параметри λ± приймають цiлi

невiд’ємнi значення, тобто

λ± = n, де n = 0, 1, 2 . . . . (5.30)

Вiдзначимо, що Вiдзначимо, що величина енергiї E = −µ(+) + ∆(−) вiд-

повiдає нормованому НРЛ стану з K+ долини. Для такого стану очевидна

сингулярнiсть у v+(ξ) компонентi хвильової функцiї [див. (5.29)] прибирає-

ться вiдповiдним переозначенням константи нормування. Це, однак, це не

так для енергiї E = −µ(−) −∆(+) з K− долини. Прямий аналiз, зроблений

у Додатку А показує що єдиний стан з n = 0 у K+ долинi має енергiю

E = −µ(+) +∆(−) i розташований тiльки на B пiдгратцi, тодi як у K− до-

линi цей стан з n = 0 має енергiю E = −µ(−) +∆(+) та розташований на A

пiдгратцi.

5.3.4. Крайовi стани для зигзагоподiбного краю. Iснує багато

дослiджень крайових станiв у графенi при рiзних умовах [66, 109–111, 118,

162,251–256]. Тут ми розглянемо моношар з графену на напiвплощинi y > 0

з зигзагоподiбним краєм, який паралельний x, саме як показано на Рис. 5.3.
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x

y

zigzag edge

armchair edge

Рис. 5.3. (Кольоровий у електроннiй версiї [10].) Графенова гратка з зигза-

гоподiбним та крiслоподiбним краями.

Для того щоб одержати енергетичний спектр необхiдно доповнити ди-

ференцiйнi рiвняння для функцiй u±(y, k) та v±(y, k) вiдповiдними гра-

ничними умовами. Такi умови можуть бути одержанi з моделi сильного

зв’язку [109, 118, 162, 251, 254, 255]. Наприклад, для зигзагоподiбного краю

паралельного осi x, хвильова функцiя на A атомах повинна зникати при

y = 0,

u+(y = 0) = u−(y = 0) = 0. (5.31)

Загальний розв’язок (5.28) записується через функцiї параболiчного цилiн-

дру (Вебера) U(a, z) та V (a, z) [257]

u+(ξ) = C1
E + µ(+) −∆(−)

ε0
U

(
1− 2λ+

2
,
√
2ξ

)
+ C2V

(
1− 2λ+

2
,
√
2ξ

)
,

(5.32a)

u−(ξ) = C3U

(
−1 + 2λ−

2
,
√
2ξ

)
+ C4

E + µ(−) +∆(+)

ε0
V

(
−1 + 2λ−

2
,
√
2ξ

)
.

(5.32b)

Тут для зручностi подальшого аналiзу константи iнтегрування C1 та C4

введенi разом з додатковими факторами
(
E + µ(+) −∆(−)

)
/ε0 та
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(
E + µ(−) +∆(+)

)
/ε0, вiдповiдно.

У нескiнченiй системi без країв нормованi хвильовi функцiї мiстять тiль-

ки одну функцiю U(a, z) параболiчного цилiндру, яка є обмеженою при

z → ±∞, при умовi a = −n − 1/2 з невiд’ємним цiлим n. У цьому випад-

ку дiйсне наступне спiввiдношення: U(−n− 1/2, z) = 2−n/2e−z2/4Hn(z/
√
2),

де Hn(z) це – полiноми Гермiта. Таким чином, як вказано у Роздiлi 5.3.3,

спектр дорiвнює λ± = n, де n = 0, 1, 2, . . .. (Особлива природа НРЛ повин-

на бути врахована: при n = 0 є тiльки два, а не чотири можливих значення

власної енергiй, якi вiдповiдають нормованним станам.)

Використовуючи наступнi рекурентнi спiввiдношення [257] для функцiй

параболiчного цилiндру
(

d

dz
+

z

2

)
U(a, z) = −

(
a+

1

2

)
U(a+ 1, z),

(
d

dz
− z

2

)
U(a, z) = U(a− 1, z),

(
d

dz
+

z

2

)
V (a, z) = V (a+ 1, z),

(
d

dz
− z

2

)
V (a, z) =

(
a− 1

2

)
V (a− 1, z),

(5.33)

а також рiвняння (5.29), ми одержуємо v±(ξ) функцiї,

v+(ξ) = −C1U

(
−1 + 2λ+

2
,
√
2ξ

)
− C2

E + µ(+) +∆(−)

ε0
V

(
−1 + 2λ+

2
,
√
2ξ

)
,

(5.34a)

v−(ξ) = C3
E + µ(−) −∆(+)

ε0
U

(
1− 2λ−

2
,
√
2ξ

)
+ C4V

(
1− 2λ−

2
,
√
2ξ

)
.

(5.34b)

На напiвплощинi нормованi хвильовi функцiї також записуються тiльки че-

рез U(a, z)-функцiю, яка експоненцiйно спадає при z → +∞, тодi як фун-
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кцiя V (a, z) експоненцiйно зростає у обидвох напрямках z → ±∞. Таким

чином, ми маємо, що C2 = 0 та C4 = 0. Але на вiдмiну вiд нескiнченної

площини, на напiвплощинi немає обмеження на параметр a, щоб вiн був

вiд’ємним напiвцiлим.

При C2 = C4 = 0, зигзагоподiбнi граничнi умови [(5.31)] ведуть до

системи рiвнянь

C1

(
E + µ(+) −∆(−)

)
Dλ+−1(−

√
2kl) = 0,

C3Dλ−(−
√
2kl) = 0.

(5.35)

Тут ми ввели iншу функцiю параболiчного цилiндру, Dν(z) [257], яка зв’я-

зана з функцiєю U(a, z) простим чином,

U(a, z) = D−a−1/2(z). (5.36)

Iснує два типи нетривiальних розв’язкiв, якi задовольняють граничним

умовам (5.35). По-перше, взявши C1 6= 0 та C3 = 0, ми знаходимо, що

рiвняння на власнi значення зводиться до E = −µ(+) +∆(−), або

I. Dλ+−1(−kl
√
2) = 0. (5.37)

Розв’язки цього типу мають хвильовi функцiї розташованi у K+ долинi,

I. u+(ξ) = C1
E + µ(+) −∆(−)

ε0
Dλ+−1

(√
2ξ
)
,

v+(ξ) = −C1Dλ+

(√
2ξ
)
,

(5.38)

та u−(ξ) = v−(ξ) = 0. Iншiй клас розв’язкiв є таким, що C1 = 0 та C3 6= 0,

а власнi значення енергiї задовольняють рiвнянню:

II. Dλ−(−kl
√
2) = 0. (5.39)

Хвильовi функцiї цього типу розв’язкiв не зникають тiльки у K− долинi,

тобто

II. u−(ξ) = C3Dλ−

(√
2ξ
)
,

v−(ξ) = C3
E + µ(−) −∆(+)

ε0
Dλ−−1

(√
2ξ
)
,

(5.40)
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та u+(ξ) = v+(ξ) = 0. Використавши загальнi властивостi функцiї Dν(z),

ми можемо зрозумiти деякi якiснi властивостi енергетичного спектру не

розв’язуючи рiвняння чисельно. Нам потрiбно тiльки знати, що для дiй-

сних ν та z, функцiя Dν(z) не має дiйних нулiв якщо ν є вiд’ємним, та має

точно [ν + 1] дiйсний нуль, коли ν є невiд’ємним [258]. Тут [ν + 1] означає

цiлу частину ν+1. Маючи на увазi цю властивiсть, бачимо, що необхiдною

умовою для того, щоб рiвняння (5.37) задовольнялось, є λ+ > 1. Включа-

ючи також можливiсть iснування бездисперсiйної моди, яка визначається

умовою E = −µ(+) + ∆(−), ми бачимо, що повний спектр у K+ долинi

(розв’язки типу I) має наступну загальну структуру:

E0(k) = −µ(+) +∆(−),

En(k) = −µ(+) ±
√

λ+(kl, n)ε20 +
(
∆(−)

)2
, де λ+(kl, n) > 1,

(5.41)

де n = 1, 2, . . . це – iндекс який нумерує гiлки розв’язкiв. Використавши

асимптотичну поведiнку функцiй параболiчного цилiндру, можна показа-

ти, що λ+(kl, n) ' n коли kl À 1. Саме це й очiкується, оскiльки великi

значення kl вiдповiдають станам усерединi, з хвильовими функцiями лока-

лiзованими поблизу вiд ξ ' 0, або еквiвалентно y/l ' kl. (У системах без

країв iндекс n спiвпадає зi звичайним iндексом рiвня Ландау.)

Схiдним чином ми можемо визначити структуру спектру у K− долинi

(розв’язки типу II). Необхiдною умовою iснування дiйсного розв’язку рiв-

няння (5.39) є λ− > 0. Таким чином, енергетичний спектр у K− долинi має

наступну загальну структуру:

En(k) = −µ(−) ±
√

λ−(kl, n)ε20 +
(
∆(+)

)2
, where λ−(kl, n) > 0, (5.42)

де n = 0, 1, 2, . . .. Знову, можна показати, що λ−(kl, n) ' n коли kl À 1.

Нашi чисельнi результати для λ± як функцiй kl представленi на Рис. 5.4.

Суцiльна та штрихова лiнiї, вiдповiдно, показують λ+ та λ−. Як очiку-

ється, iснує нескiнчений набiр розв’язкiв, який вiдповiдає нескiнченому
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Рис. 5.4. (Кольоровий у електроннiй версiї [10].) Чисельнi розв’язки рiв-

няння (5.37) для безрозмiрного параметру λ+ (суцiльна лiнiя) та рiвняння

(5.39) для безрозмiрного параметру λ− (штрихова лiнiя) у випадку зигза-

гоподiбної границi. Суцiльна лiнiя при λ+ = 0 вiдповiдає тiльки розв’язку

E = −µ(+) +∆(−).

набору рiвнiв Ландау на напiвплощинi. На Рис. 5.4 ми показуємо тiль-

ки першi 11 розв’язкiв. Ми також добавили постiйний розв’язок λ+ = 0,

який, строго кажучи, представляє тiльки бездисперсiйну моду з енергiєю

E = −µ(+) +∆(−) [див. перший вираз у (5.41)]. (Формально, λ+ = 0 може

також означати, що E = −µ(+) −∆(−), але це не є власною енергiєю.)

Аналiзуючи структуру спектру разом з залежнiстю λ± вiд хвильового

вектора, ми можемо визначити коли iснують безщiлиннi моди у спектрi гра-

фену на напiвплощинi з зигзагоподiбним краєм. З рiвнянь (5.41) та (5.42)

ми бачимо, що необхiдною умовою iснування стану з нульовою енергiєю є

виконання щонайменше однiєї з нерiвностей:

K+долина: |µ(+)| >
√
ε20 +

(
∆(−)

)2
, (5.43a)

K−долина: |µ(−)| > |∆(+)|. (5.43b)

З того факту, що iснують гiлки з λ+ ' 1 та λ− ' 0 при kl À 1, ми бачимо,

що ця умова також є достатньою.
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Важливо пiдкреслити, що присутнiсть скiнченої маси не запобiгає iсну-

ванню безщiлинних крайових станiв, якщо абсолютна величина ∆(+) є мен-

шою нiж абсолютна величина µ(−) що найменше для однiєї з спiнових ком-

понент. Це дуже схоже з умовами для графенової стрiчки зi скiнченою

шириною [12], виключаючи те, що зараз ми маємо тiльки один край. Нашi

результати узагальнюють попереднi дослiдження напiвплощини [118, 162],

де розглядався випадок тiльки одного (або маси, або спiнової щiлини) не-

нульового параметру порядку. Два приклади щiлинних та безщiлинних

ÈΜ H-LÈ< ÈDH+LÈ
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-2 0 2 4 6
-2

-1

0

1

2

kl

E
�Ε

0

ÈΜ H-LÈ>ÈDH+LÈ

Zigzag

-2 0 2 4 6
-2

-1

0

1

2

kl

E
�Ε

0

Рис. 5.5. (Кольоровий у електроннiй версiї [10].) Чисельнi результати для

енергетичного спектру перших декiлькох рiвнiв Ландау поблизу вiд зигза-

гоподiбного краю графену у випадку ненульового спiнового розщеплення та

ненульової синглетної маси. Значення параметрiв наступнi µ± = ∓0.02ε0

i ∆± = ±0.08ε0 на лiвiй панелi, та µ± = ∓0.08ε0 i ∆± = ±0.02ε0 на пра-

вiй. (Iндекс ± у µ± та ∆± означає орiєнтацiю спiна.) У першому випадку

|µ(−)| < |∆(+)| i безщiлиннi моди вiдсутнi, у другому випадку |µ(−)| > |∆(+)|
i безщiлиннi моди присутнi. Стани зi спiном вверх та вниз позначенi чер-

воним (s = +) та синiм (s = −) кольорами. На пiдрiвнях з найнижчою

енергiєю спiни також позначенi стрiлочками. Спектри поблизу вiд K+ (K−)

точки показанi суцiльною (штриховою) лiнiєю.

мод наведенi на Рис. 5.5. На лiвiй панелi показанi декiлька нижчих рiвнiв

Ландау у випадку коли присутня мала спiнова щiлина, яка моделюється
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µ± = ∓0.02ε0 з iндексом, що позначає спiн, та велика синглетна маса, яка

дорiвнює ∆± = ±0.08ε0. Оскiльки |µ(−)| < |∆(+)|, безщiлиннi моди у цьо-

му випадку вiдсутнi. На правiй панелi Рис. 5.5 низькоенергетичний спектр

показано для iншого набору параметрiв, µ± = ∓0.08ε0 та ∆± = ±0.02ε0,

який задовольняє умовi (5.43b). Як i очiкується, у цьому випадку є безщi-

линнi стани. Прийнявши до уваги те, що груповi швидкостi безщiлинних

мод vx = ∂E/∂k|E=0 мають протилежнi знаки вздовж x-напрямку, станi

зi спином вверх та вниз вiдповiдають протилежно направленим струмам

[118,162]. Цi безщiлиннi стани є кiральними, оскiльки вони належать однiй

долинi (K−).

Приклади спектрiв, показанi на Рис. 5.5 можуть мати пряме вiдноше-

ння для опису графену у сильному магнiтному полi, оскiльки вiдповiднi

параметри з синглетними масами були обранi у формi, запропонований у

динамiчнiй моделi [170,171] для опису основного стану поблизу вiд дiракiв-

ської точки. У випадку триплетних мас цi спектри виглядають майже так

само, за винятком загального зсуву бездисперсiйних мод, який залежить

не тiльки вiд абсолютної величини, але й також вiд знаку масових членiв.

5.3.5. Обговорення результатiв. У Роздiлi 5.3 ми дослiдили спе-

ктри крайових станiв на графеновiй напiвплощинi з зигзагоподiбною гра-

ничною умовою та одержали умови iснування безщiлинних крайових станiв

для рiзних типiв мас та хiмiчних потенцiалiв, якi можуть спонтанно генеру-

ватись у КЕХ при появi ν = 0 i ν = ±1 плато. За детальним описом крайо-

вих станiв на крiслоподiбному краю, а також у нанострiчках ми вiдсилаємо

читача до оригiнальних робiт [10–12], а зараз ми пiдведемо пiдсумки.

Наш аналiз синглетних та триплетних дiракiвських мас [вiдносно до-

линної групи симетрiї SU(2)s] показав, що спектральнi властивостi зигза-

гоподiбих та крiслоподiбних країв залежать вiд (i) вiдносної амплiтуди мас

та хiмiчних потенцiалiв, та (ii) типiв мас. Зокрема, ми встановили наступнi
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критерiї iснування безщiлинних крайових станiв у спектрi.

(i) Зигзагоподiбний край: необхiдною i достатньою умовою наявностi

безщiлинного стану є виконання щонайменше однiєї з наступних

нерiвностей:

|µ(+)
s | >

√
ε20 +

(
∆

(−)
s

)2

, (5.44)

|µ(−)
s | > |∆(+)

s |. (5.45)

(ii) Крiслоподiбний край:

(a) безщiлиннi крайовi стани завжди є коли присутнi синглетнi дi-

ракiвськi маси, незалежно вiд спiввiдношення мiж масами та

хiмiчними потенцiалами;

(b) у випадку триплетних дiракiвськi мас, безщiлиннi крайовi ста-

ни iснують якщо exist if |µ±| > |∆̃±|, та не iснують у протиле-

жному випадку.

Одержанi умови узгоджуються з двома граничними випадками, проаналi-

зованими у [162].

Наведенi вище критерiї одержанi для iдеальних гладких країв та для

графену без безпорядку. У дiйсностi, графенi зразки мiстять безпорядок та

не мають iдеальних зигзагоподiбних та крiслоподiбних країв. Через це вiд-

повiднi граничнi умови можуть вiдрiзнятись вiд використаних нами. Таким

чином, важливо дослiдити вплив рiзноманiтних типiв безпорядку у графе-

нi, що, однак, виходить за межi цього Роздiлу.
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РОЗДIЛ 6

ЕЛЕКТРОН-ФОНОННА ВЗАЄМОДIЯ У ГРАФЕНI

Дело в том, что он [Игорь Евгеньевич Тамм]

проквантовал упругие колебания по образцу квантования

электромагнитного поля, произведенного Гейзенбергом и

Паули. В результате коллективные колебания частиц

решетки предстали как газ “упругих квантов” –

квазичастиц, каждая из которых включает движение

всех частиц решетки. Я.И. Френкель предложил назвать

их фононами.

Е.Л. Фейнберг, УФН 165, 811 (1995).

Цей Роздiл написано за роботами [22,23].

6.1. Огляд особливостей ЕФВ у графенi

Як i у випадку звичайних металiв, електрон-фононна взаємодiя [259,

260] (ЕФВ) перенормує голi зони та змiнює властивостi графену. Тут ми

розглянемо, зокрема, густину станiв ГС (DOS). У металах, де ГС практи-

чно не залежить вiд енергiї на масштабах енергiй фононiв, iснує добре

вiдомий результат, що електрон-фононна власна енергiя цiлком зникає з

проблеми, i ГС зберiгає своє голе значення. У графенi, як ми побачимо, це

не трапляється, i ЕФВ має вiдбиток у перенормованiй ГС. Таку поведiн-

ку можна очiкувати для систем, де ГС змiнюється на масштабах енергiй,

порiвнюваних з енергiями фононiв [261], а також у системах зi скiнченою

зоною, де верх та низ зони модифiкуються взаємодiєю з фононами [262].

Iншим вiдомим результатом є те, що у простих металах ренормалiза-

цiя ЕФВ [259, 260, 263] випадає з виразу для DC провiдностi, але значно
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ренормалiзує її AC величину, що робить можливими фононнi холстейнiв-

ськи процеси. DC провiднiсть у графенi, яка пов’язана як iз внутрiшньо-,

так i з мiжзонними переходами (див. Роздiл 3.2.2), також не змiнюється

у присутностi ЕФВ. Однак, внутрiшньозонний AC Друде внесок має спе-

ктральну вагу зменшену на фактор (1 + λeff), де λeff – це ефективний

параметр ренормалiзацiї маси (залежний вiд хiмiчного потенцiалу). Ши-

рина пiку Друде також зменшується на такий же фактор. Оптична спе-

ктральна вага пересувається до додаткової фононної холстейнiвської зони,

яка утворюється завдяки iнкогерентнiй частинi електронної спектральної

густини. Мiжзоннi переходи, якi сильно подавленi блокадою Паулi нижче

подвiйного перенормованого хiмiчного потенцiалу, також мають додатковi

фононнi холстейнiвськi зони, якi роблять внесок у холстейнiвськi проце-

си, коли енергiя фотонiв бiльше за енергiю фонона. Завдяки ЕФВ величи-

на оптичної провiдностi менша нiж унiверсальна величина πe2/(2h), яка

обговорювалась у Роздiлi 3.2.2.2 [див. рiвняння (3.32)]. План подальшого

розгляду є наступним. У Роздiлi 6.2 ми введемо модель Парка та iн. (Park

et al.) [264–266] для ЕФВ у графенi, яку ми запишемо у бiльш загально-

му виглядi, який включає внесок самоузгодженої ГС у власну енергiю. Ми

розглянемо, як ЕФВ перенормує рух електронiв на поверхнi Фермi через

наявнiсть фактору (1 + λeff). Зокрема, змiнюється значення хiмiчного по-

тенцiалу по вiдношенню до його значення в голiй зонi. Також ЕФВ змiнює

вiдносне положення дiракiвської точки. Ми закiнчуємо цю главу розглядом

впливу ЕФВ на оптичну провiднiсть графену у Роздiлi 6.3.

6.2. Модель для ЕФВ у графенi

Спектральна функцiя A(ε, ω) (див. (3.9)), яка описує квазiчастинки у

графенi, висловлюється через власну енергiю Σ(ω) наступним чином:

A(ε, ω) =
1

π

−ImΣ(ω)

[ω − ReΣ(ω) + µ− ε]2 + [ImΣ(ω)]2
. (6.1)
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Зони валентностi та провiдностi обидвi входять до (6.1) i вiдповiдають вiд’-

ємним та додатним значенням ε: εk = ±~v0|k|, де v0 – це гола (неперенор-

мована фононами) швидкiсть Фермi. За означеннями цього Роздiлу (порiв-

няй з (3.8), а також з Додатком В, де використано iнше означення), власна

енергiя Σ(ω) визначена так, що ω = 0 вiдповiдає поверхнi Фермi, а µ – це

хiмiчний потенцiал взаємодiючої системи. ЕФВ у графенi обговорювалась

багатьма авторами [264, 267, 268]. Тут ми вважаємо зручним наслiдувати

формулювання роботи Парка та iн. [264], яка пiзнiше була узагальнена на

випадок двохшарового графену та графiту [265]. Цi автори зробили ab initio

обчислення електронних зон у наближеннi локальної густини. Також авто-

ри обрахували фононнi частоти i поляризацiю, а також електрон-фононнi

матричнi елементи, з яких вони сконструювали електронну власну енергiю.

Важливiсть цiєї роботи для нас полягає в тому, що у нiй була запропоно-

вана спрощена модель для власної енергiї, яка описує всi суттєвi елементи,

одержанi у складних чисельних обрахунках. У цiй роботi було показано, що

у гарному наближеннi можна розглядати електрони як зв’язанi з єдиною

фононною гiлкою з частотою ωE = 200meV, а також знайдено величину

константи зв’язку. Власна енергiя є незалежною вiд електронного iмпуль-

су, як i вiд зонного (електронного або дiрочного) iндексу. Це спрощення у

[265] пов’язане з дiракiвською природою електронних станiв у графенi.

На основi цих спрощень ми починаємо з власної енергiї, яка при T = 0

має форму

Σ(ω) =

+∞∫

−∞
dω′N(ω′)

N◦

A

W

[
θ(ω′)

ω − ω′ − ωE + i0+
+

θ(−ω′)
ω − ω′ + ωE + i0+

]
. (6.2)

У (6.2) ωE – це енергiя ейнштейнiвського осцилятору, ω має одиницi енер-

гiї, A – константа зв’язку, θ(ω) – ступенева функцiя Хевiсайда, та N◦ =

2/π~2v20. W =
√
π
√
3t – це параметр обрiзання, визначений у (1.39). При

значеннi параметру перескоку мiж найближчими сусiдами t ≈ 3 eV маємо,
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що W ' 7000meV. У (6.2) ми маємо додатковий елемент, який не при-

ймався до уваги у попереднiй роботi [264], але може бути важливим для

графену: N(ω) є самоузгодженою електронною ГС

N(ω)

N◦
=

W∫

−W

dε
|ε|
π

−ImΣ(ω)

[ω − ReΣ(ω) + µ− ε]2 + [ImΣ(ω)]2
. (6.3)

Обчислення останнього виразу дає

N(ω)

N◦
=− ω̃

π

[
arctan

(
ω̃ −W

Γ

)
+ arctan

(
ω̃ +W

Γ

)
− 2 arctan

(
ω̃

Γ

)]

+
Γ

2π
ln

(
[(ω̃ −W )2 + Γ2][(ω̃ +W )2 + Γ2]

(ω̃2 + Γ2)2

)
,

(6.4)

де Γ = −ImΣ(ω) i ω̃ = ω−ReΣ(ω)+µ. У добрих металах у дiапазонi енергiй

важливому для електрон-фононної взаємодiї поблизу вiд поверхнi Фермi

електронна ГС майже не змiнюється. Тiльки її значення при хiмiчному по-

тенцiалi є важливим. У таких системах лiнiйний по ε фактор |ε| вiдсутнiй
у (6.3) i розширення границь iнтегрування до нескiнченностi дає констан-

ту, незалежну вiд ImΣ(ω) i ReΣ(ω). У бiльш складних системах, таких як,

наприклад, A15 сполуки, ранiше було встановлено, що це наближення не

працює [261]. У цьому випадку саме самоузгоджена ГС [262, 269, 270] вхо-

дить у (6.2), як у роботi Енглсберга таШрiффера (Engelsberg and Schrieffer)

[271]. Те ж саме стосується систем зi скiнченними зонами [262, 269, 270]. У

графенi гола ГС лiнiйна по енергiї, а не константа, i таким чином ми очi-

куємо, що значнi змiни можуть трапитися у Σ(ω), коли рiвняння (6.2) та

(6.3) iтеруються до збiжностi. Ми перевiримо це далi.
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Рис. 6.1. (Кольоровий в електроннiй версiї [23].) Дiйсна (зверху) та уявна

(посерединi) частини власної енергiї Σ(ω) та густина станiв N(ω)/N◦ (зни-

зу) (всi у meV одиницях) як функцiї ω у eV при |µ0| = 150meV. Штрихова

лiнiя для µ0 > 0 та суцiльна лiнiя для µ0 < 0. Гола ГС показана лiнiєю з

короткими штрихами.

6.2.1. ЕФВ у першому наближеннi, без самоузгодження. У

першому наближеннi ми можемо замiнити N(ω) у (6.2) на її голу невзає-

модiючу величину, яка дається виразом

N(ω)

N◦
=




|ω + µ0|, −W − µ0 < ω < W − µ0,

0, otherwise,
(6.5)
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де µ0 – це голий хiмiчний потенцiал, тобто без електрон-фононної ренор-

малiзацiї. Всi стани з ω < 0 зайнятi i з ω > 0 незайнятi так, що ω = 0 зна-

ходиться на границi мiж зайнятими i незайнятими енергiями, i за нашим

вибором ця властивiсть залишається навiть у випадку, коли є взаємодiї.

Вiдзначимо, що величина µ0 встановлює величину допiнгу ρ (на одиничну

площину) з ρ = sgn(µ0)µ
2
0/(π~2v20) (див. (3.88)), з µ0 < 0 для дiрок та µ0 > 0

для електронiв. Це показано на нижнiй панелi Рис. 6.1 чорними лiнiями з

короткими штрихами для випадку |µ0| = 150meV.

Дiракiвська точка знаходиться при −150meV (+150meV) вiдповiдає

електронному (дiрочному) допiнгу та нульовiй ГС або ω = −µ0 з рiвняння

(6.5). Для цiєї голої ГС N(ω) можна обчислити аналiтично власну енергiю

(6.2). При µ0 > 0 (позначивши Σµ0>0(ω)) маємо

ReΣµ0>0(ω) =
A

W

{
ωE ln

∣∣∣∣∣
(W + ωE − ω − µ0)(µ0 + ω + ωE)

2

(ω2 − ω2
E)(W + ω + ωE + µ0)

∣∣∣∣∣

− (µ0 + ω) ln

∣∣∣∣∣
(W + ωE − ω − µ0)(W + ω + ωE + µ0)(ω + ωE)

(ω − ωE)(ω + µ0 + ωE)2

∣∣∣∣
}
,

(6.6)

а при µ0 < 0 маємо

ReΣµ0<0(ω) = −ReΣ|µ0|(−ω). (6.7)

Ця симетрiя мiж додатними та вiд’ємними величинами хiмiчного потенцi-

алу також має мiсце у випадку, коли повнiстю самоузгоджена ГС N(ω′)

використана у (6.2). Перед тим, як показати це явно, вiдзначимо, що

−ImΣ(ω) =





πA

W
|ω − ωE + µ0|, ωE < ω < W − µ0 + ωE,

πA

W
|ω + ωE + µ0|, −ωE > ω > −W − µ0 − ωE,

(6.8)

i є нульовим зовнi цих iнтервалiв. Для негативних величин µ0 вiдзначимо

ImΣµ0<0(ω) = ImΣ|µ0|(−ω). (6.9)
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Використовуючи (6.7) та (6.9) у (6.3) для самоузгодженої ГС, ми бачимо,

що

Nµ0<0(ω) = N|µ0|(−ω). (6.10)

Це спiввiдношення означає, що симетрiї (6.7) та (6.9) мають мiсце навiть

коли повна самоузгоджена ГС використана у рiвняннi (6.2) для власної

енергiї.

На Рис. 6.1, ми показуємо результати для ReΣ(ω) (верхня панель),

ImΣ(ω) (середня панель) та N(ω)/N◦ (нижня панель), де N(ω) – це пер-

ша iтерацiя рiвняння (6.2), якої повинно бути достатньо, коли електрон-

фононна взаємодiя є малою. Штрихова (блакитна) лiнiя для µ0 > 0 (еле-

ктронний допiнг), та суцiльна (червона) лiнiя для µ0 < 0 (дiрковий допiнг).

Лiнiя з короткими штрихами (чорна) на нижнiй панелi, яка показана для

порiвняння, вiдповiдає голiй ГС. Значення хiмiчного потенцiалу µ0 дорiв-

нює |µ0| = 150meV, W = 7000meV та значення ωE обрано 200meV як

[264]. Значення електрон-фононного параметру A взято 250meV. Вiдпо-

вiдне спектральне пiдсилення маси λ ≡ 2A/ωE = 2.5. Як ми побачимо,

цей параметр дуже сильно вiдрiзняється вiд справжнього пiдсилення ма-

си, яке ми позначаємо λeff i яке у графенi описує ренормалiзацiю швидкостi,

оскiльки носiї є безмасовими.

Вiдзначимо, що симетрiя включена у (6.7), задовольняється для ReΣ(ω)

на верхнiй панелi Рис. 6.1. Ми бачимо логарифмiчнi сингулярностi [269] при

ω = ±ωE, але вони розмазуються, якщо замiсть моделi Ейнштейна буде ви-

користано розподiлений спектр. Логарифмiчна сингулярнiсть пов’язана з

фактором (ω ± ωE) в аргументi (6.6), що призводить до появи рiзкої стру-

ктури в електроннiй ГС. Вiдзначимо важливе виключення. При µ0 = 0,

у (6.6) має мiсце скорочення, i сингулярностi зникають. ReΣ(ω = 0) є не

нульовим i дорiвнює −24.7meV (+24.7meV) при µ0 > 0 (µ0 < 0). Ця ве-

личина зв’язує взаємодiючий (µ) i невзаємодiючий (µ0) хiмiчнi потенцiали
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[261,271,272] наступним чином

µ = µ0 +ReΣ(ω = 0). (6.11)

Для спрощення ми припустимо, що всi три енергетичнi масштаби ω, µ, та

ωE є набагато меншими, нiж параметр обрiзання W . Тодi (6.6) для ReΣ(ω)

дає при ω = 0 (µ0 > 0)

ReΣ(ω = 0) =
2A

W

{
ωE ln

∣∣∣∣
µ0 + ωE

ωE

∣∣∣∣− µ0 ln

∣∣∣∣
W

µ0 + ωE

∣∣∣∣
}
. (6.12)

Зсув мiж взаємодiючим i невзаємодiючим хiмiчними потенцiалами дорiв-

нює нулю тiльки у випадку µ0 = 0 (електронно-дiрочна симетрiя). При

µ0 ¿ ωE маємо

ReΣ(ω = 0) ' − 2A

WC
µ0

[
ln

(
WC

ωE

)
− 1

]
. (6.13)

Рiвняння (6.13) мiстить у собi W так, що границя W → ∞ не може бути

взята, i ReΣ(ω = 0) дорiвнює частинi µ0 оскiльки A/W є малим. Це вiд-

ношення A/W можна висловити через спектральне λ = 2A/ωE, яке було

введено вище: 2A/WC = λ(ωE/WC) з ωE/WC ∼ 1/35, для реалiстичних

значень параметрiв, що вiдповiдають графену.

Для малих, але скiнчених значень ω, з (6.6) у таких же границях ми

одержуємо (|µ0| < ωE),

ReΣ(ω) ' − 2A

WC
ω

[
ln

∣∣∣∣
WC

µ0 + ωE

∣∣∣∣−
(
1− |µ0|

ωE

)]
+ReΣ(ω = 0). (6.14)

Позначивши ефективну ренормалiзацiю маси завдяки ЕФВ як λeff , у гра-

ницi ω → 0 маємо, що власна енергiя дорiвнює

ReΣ(ω) = −λeffω +ReΣ(ω = 0). (6.15)

Перенормована енергiя (Ek), яка вимiрюється, наприклад, у фотоемiсiйнiй

спектроскопiї з кутовим вирiшенням (ARPES), зв’язана з голою енергiю
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наступним чином:

Ek =
εk − εkF
1 + λeff

=
±~v0(k − kF )

1 + λeff
, (6.16)

де ~kF – це iмпульс Фермi голої зони, тобто µ0 = ±~v0kF , зi знаком + для

електронiв та − для дiрок. Ми бачимо, що взаємодiя перенормує голу ефе-

ктивну швидкiсть свiтла з v0 до v∗0 = v0/(1 + λeff). Для того, щоб побачити

це, ми повернемося до спектральної густини (6.1). Ми вiдзначимо, що гола

та перенормована енергiї поблизу вiд поверхнi Фермi одержуються, коли

вираз у перших дужках у знаменнику дорiвнює нулю:

Ek + λeffEk − ReΣ(ω = 0) + µ = εk, (6.17)

що дає (6.16) з малим (k − kF ). При µ0 ¿ ωE ми одержуємо

λeff =
2A

WC

[
ln

∣∣∣∣
WC

ωE

∣∣∣∣− 1

]
, (6.18)

що дорiвнює ∼ 0.19 для параметрiв Рис. 6.1. Ця величина є бiльшою, нiж

обчислена теоретично [264], але меншою, нiж вимiрюється експерименталь-

но [273]. Вiдзначимо, що у позначеннях рiвняння (6.18), рiвняння (6.13)

може бути переписано так

ReΣ(ω = 0) = −µ0λ
eff (6.19)

так, що прийнявши до уваги (6.11)

µ = µ0(1− λeff) ' µ0

1 + λeff
, (6.20)

оскiльки λeff є малим. Таким чином у цiй границi фактор (1 + λeff) також

перенормує величину голого хiмiчного потенцiалу.

На середнiй панелi Рис. 6.1 показано результат першої iтерацiї для

уявної частини (ImΣ(ω)) власної енергiї, яка задовольняє симетрiї (6.9).

ImΣ(ω) дорiвнює нулю при −ωE < ω < ωE, а на границях цього iнтервалу
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стрибає до скiнченного значення, оскiльки стає можливим розпад квазi-

частинок завдяки утворенню бозонiв. У звичайних металах це розсiяння

залишалось би постiйним вище ωE, оскiльки густина електронних станiв

при ω − ωE є постiйною. Це не так у графенi, де N(ω − ωE) змiнюється,

i розсiяння вiдображає енергетичну залежнiсть зонної структури, яку ми

бачимо на нижнiй панелi Рис. 6.1 (чорна лiнiя з короткими штрихами).

Ми бачимо з поведiнки червоної суцiльної лiнiї, що при енергiях бiльших

за ωE, величина |ImΣ(ω)| лiнiйно зростає з ω, як робить i N0(ω), а при

ω < −ωE ми бачимо спочатку падiння до нуля, пiсля якого слiдує лiнiйне

зростання, яке вiдображає поведiнку голої ГС, саме як i описує рiвняння

(6.8). У бiльш реалiстичних обрахунках iснує також скiнченний внесок у

власну енергiю вiд акустичних фононiв так, що ImΣ(ω) нiколи б не дорiв-

нювала нулю, як ми маємо зараз. У графенi їхнiй внесок, однак, є малим

[264]. Наприкiнцi ми вiдзначимо, що при фiксованiй величинi ±µ0, ImΣ(ω)

є несиметричним вiдносно замiни ω → −ω, як це було б у хороших металах.

У нашому випадку симетрiя є тiльки коли µ0 = 0.

На нижнiй панелi Рис. 6.1 ми показуємо результат однiєї iтерацiї для ГС

N(ω) (суцiльна червона лiнiя для µ0 < 0 i штрихова синя лiнiя для µ0 > 0)

та порiвнюємо його з голим випадком (чорнi лiнiї з короткими штрихами).

N(ω) є несиметричним вiдносно ω = 0 i перенормування є рiзним для

електронних та дiрочних гiлок. Також дiракiвська точка зсунута при µ0 > 0

до вищої енергiї у порiвняннi з її положенням у випадку голої зони i до

нижчої енергiї при µ0 < 0. Цей зсув стає бiльшим зi зростанням допiнгу.

Iншою властивiстю, яку слiд вiдзначити, є те, що гола та перенормована

ГС мають одне й теж значення при ω = 0, яке за означенням вiдповiдає

положенню енергiї Фермi в обидвох випадках. Це має сенс, оскiльки уявна

частина Σ(ω) при ω = 0 завжди дорiвнює нулю так, що лоренцiани у (6.3)
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стають дельта-функцiями i, наприклад, при µ0 > 0

N(ω = 0)

N◦
= µ− ReΣ(ω = 0) = µ0, (6.21)

що дорiвнює величинi ГС при голому хiмiчному потенцiалi. Величина ГС

на поверхнi Фермi залишається зафiксованою її невзаємодiючою величи-

ною. Ще однiєю важливою властивiстю результатiв для ГС є фононнi стру-

ктури, якi чiтко виднi як пiки на кривiй. Вони будуть розмазанi у випадку,

коли у (6.2) замiсть ейнштейнiвської моди буде використано розподiлений

спектр. Вiдзначимо, що нашi результати для N(ω) сильно вiдрiзняються

вiд знайдених у звичайних металах. В останнiх ГС поблизу вiд поверхнi

Фермi є постiйною на масштабi енергiй у декiлька фононних енергiй, та

ренормалiзацiя ГС завдяки ЕФВ є вiдсутньою. Далi, у звичайних металах

енергетичнi зони жорстко заповнюються при змiнi хiмiчного потенцiалу.

У графенi, коли ЕФВ включена, зони перенормуються по-рiзному для ко-

жного значення хiмiчного потенцiалу µ0. Це не є жорсткi зони.

Тепер ми розглянемо, як положення дiракiвської точки зсувається у

присутностi взаємодiї по вiдношенню до його голого значення ω = −µ0.

У взаємодiючiй системi дiракiвська точка все ще може iдентифiкуватись з

нульовим iмпульсом k = 0, який вiдповiдає ε = 0, оскiльки ε = ±~v0|k|.
Якщо нема уширення (у дiйсностi, воно завжди є), спектральна функцiя

має нескiнченi пiки при ω − ReΣ(ω) + µ = 0. Якщо ми запишемо

ReΣ(ω) = ReΣ(ω = 0) + ReδΣ(ω) (6.22)

де ReδΣ(ω) = 0 при ω = 0 за означенням, то одержимо трансцендентне

рiвняння

ω − ReΣ(ω = 0) + µ− ReδΣ(ω) = 0, (6.23)

яке необхiдно розв’язувати, щоб одержати енергiю дiракiвської точки у

взаємодiючiй системi. Для однiєї iтерацiї ReΣ(ω) задається рiвнянням (6.6),
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з якого може бути легко знайдена ReδΣ(ω). Прийнявши до уваги (6.11),

рiвняння (6.23) спрощується до

ωd = −µ0 +ReδΣ(ωd), (6.24)

де ωd – це енергiя дiракiвської точки у взаємодiючiй системi.
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Рис. 6.2. (Кольоровий в електроннiй версiї [23].) Результати першої iтерацiї

для зсуву хiмiчного потенцiалу ReΣ(ω = 0) (верхня панель), зсув положен-

ня дiракiвської точки ReδΣ(ωd) (середня панель) та уявна частина власної

енергiї ImΣ(ωd) у дiракiвськiй точцi (нижня панель). Всi величини мають

одиницi meV.

Для голої зони ReδΣ(ωd) у (6.24) дорiвнює нулю, i ми одержуємо вi-

домий результат, що дiракiвська точка знаходиться в −µ0. ReδΣ(ωd), яку

ми намалювали як функцiю µ0 на середнiй панелi Рис. 6.2, дає зсув ωd вiд

−µ0, який є результатом ЕФВ. Вона має той же самий знак, що й µ0 i,

таким чином, зсуває дiракiвську точку направо вiд її голої величини при

µ0 > 0 i налiво при µ0 < 0, саме як ми вже вiдзначали. На верхнiй па-

нелi Рис. 6.2 ми показуємо пов’язану величину, а саме ReΣ(ω = 0), яка є
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зсувом хiмiчного потенцiалу (µ) вiд його голої величини (µ0). Вiн має про-

тилежний до µ0 знак i, таким чином, зсуває µ налiво вiд µ0 для додатних

µ0, або навпаки для вiд’ємних µ0. Цей зсув хiмiчного потенцiалу є очiкува-

ним, оскiльки взаємодiї змiнюють густину станiв i, таким чином, для того,

щоб утримати густину носiїв незмiнною, положення рiвня Фермi повин-

но змiнитись. Зсув у положеннi дiракiвської точки може спостерiгатись у

фотоемiсiйнiй спектроскопiї з кутовим вирiшенням (ARPES) [273] та у ска-

нувальнiй тунельнiй мiкроскопiї (STM) [274]. Вiдзначимо, що ЕФВ робить

тiльки малий внесок у вимiрюванi повнi квазiчастинковi розсiяння [266],

якi спостерiгаються у графенi так, що для їх розумiння необхiдно врахову-

вати електрон-електронну взаємодiю, тобто електрон-дiрочнi та плазмоннi

збудження [266]. Будь-яке порiвняння з експериментом повинно включати

в себе цi додатковi взаємодiї так, що тут ми не будемо намагатись зробити

порiвняння з експериментальними даними.
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Рис. 6.3. (Кольоровий в електроннiй версiї [23].) Такi ж величини, як i

на Рис. 6.1, але тепер власна енергiя та густина станiв були самоузгодже-

но iтерованi. Також µ0 = 500meV, що є бiльшим нiж ωE. Суцiльнi лiнiї

вiдповiдають iтерованому випадку, штриховi дають початковi неiтерованi

результати. Лiнiя з короткими штрихами вiдповiдає голiй ГС. Всi величини

по y-осi у meV.

Вiдзначимо, що при µ0 ¿ ωE можна показати, що

ωd ' − µ0

1 + λeff
(6.25)

як слiдує з (6.24) де ReδΣ(ωd) замiнено на ReδΣ(−µ0). Знову у першому

наближеннi фактор (1+λeff) перенормує положення по енергiї дiракiвської

точки. У цьому наближеннi абсолютна величина ωd, тобто |ωd| дорiвнює аб-
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солютнiй величинi перенормованого хiмiчного потенцiалу |µ|. Окрiм яскра-

во вираженої фононної структури на середнiй панелi Рис. 6.2, яка вiдсутня

на верхнiй панелi, величини |ReδΣ(ωd)| та |ReΣ(ω = 0)| не дуже сильно

вiдрiзняються по величинi, якщо порiвнювати їх з величиною µ. Таким чи-

ном, перенормованi значення |ωd| та |µ| близькi мiж собою, навiть при будь

яких значеннях хiмiчного потенцiалу.

6.2.2. Вплив самоузгодження на ЕФВ. На Рис. 6.3 ми розглядає-

мо випадок µ0 = 500meV та порiвнюємо результати однiєї iтерацiї, показанi

штриховою лiнiєю, з результатами (суцiльнi лiнiї), якi одержанi коли ГС

(див. рiвняння (6.3)) та власна енергiя (6.2)) iтеруються до збiжностi. Ми

бачимо деякi змiни у дiйснiй та уявних частинах Σ(ω), якi наведенi, вiдпо-

вiдно, на верхнiй та середнiй панелях. Ми бачимо, однак, що нахил ReΣ(ω)

поблизу нуля на суцiльнiй лiнiї не дуже змiнився, а це означає, що перша

iтерацiя дає добру оцiнку ефективного перенормування маси λeff . Результа-

ти для залежнстi λeff вiд µ0 показанi на Рис. 6.4. Величина λeff збiльшується

майже вдвiчи при змiнi µ0 у дiапазонi, показаному на Рис. 6.4.
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Рис. 6.4. (Кольоровий у електроннiй версiї [23].) Параметр ренормалiзацiї

маси λeff на поверхнi Фермi, як функцiя голого хiмiчного потенцiалу µ0.

6.3. Оптична провiднiсть

На основi рiвняння (В.6) можна записати наступний вираз для оптичної

провiдностi

σxx(Ω) =
e2

π2Ω
Re

∞∫

−∞
dω[nF (ω)− nF (ω + Ω)]

×
[(

(ω − Σ(ω))(ω′ − Σ(ω′))−∆2

[Σ(ω′)− Σ(ω)− Ω][2ω + Ω− Σ(ω)− Σ(ω′)]
−

(ω − Σ(ω))(ω′ − Σ∗(ω′))−∆2

[Σ∗(ω′)− Σ(ω)− Ω][2ω + Ω− Σ(ω)− Σ∗(ω′)]

)
ln[∆2 − (ω − Σ(ω))2]

+ (ω ↔ ω′)
]
,

(6.26)
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який залежить вiд комплексної власної енергiї Σ(ω). Вiдзначимо, що коли

вiдповiдна власна енергiя пiдставляється у (6.26), її залежнiсть вiд енергiї

повинна бути зсунута вiдповiдним чином ω → ω − µ (див. пiдстрочний

коментар щодо спектральної функцiї у рiвняннi (3.9). Наприклад, уявна

частина власної енергiї (6.8) з моделi [264] тодi записується та

ImΣ(ω, µ) = −G|ω − sgn(ω − µ)ω0| θ[(ω − µ)2 − ω2
0], (6.27)

де ми поклали W → ∞, а енергiю оптичного фонону ωE позначили як

ω0 = 0.2 eV, а константу зв’язку πA/W як G.

На Рис. 6.5a порiвняно результати для динамiчної провiдностi Reσxx(Ω)

як функцiї Ω з верхнiм значенням 800meV з та без фононiв при двох значе-

ннях температури T = 10K та T = 100K. При T = 10K штрих-пунктирна

(чорна) лiнiя була обчислена для голої зони, постiйного остаточного розсi-

яння Γ = 0.5meV та хiмiчного потенцiалу µ = 190meV. Цю криву треба

порiвнювати з довгоштриховою (червоною) лiнiєю, яка включає фонони з

G = 0.1, ω0 = 0.2 eV та такою ж температурою. Для регуляризацiї об-

числення у випадку, коли власна енергiя ImΣ(ω, µ), що задається (6.27),

обертається у нуль, ми використали таку ж саму величину остаточного

розсiяння Γ = 0.5meV. Тодi як у випадку голої зони основне пiдвищення

провiдностi до унiверсального значення має мiсце при енергiї 2µ, електрон-

фононна ренормалiзацiя, вiдповiдно до (6.11), зсунула це пiдвищення до

значення перенормованого хiмiчного потенцiалу при 2µ̃, яке є суттєво мен-

шим. Вiдзначимо, що при вищих значеннях енергiї гола провiднiсть зростає

до свого унiверсального значення, тодi як перенормована залишається тро-

хи меншою нiж 1 в обраних одиницях. Пiдвищення константи зв’язку G ще

бiльше зменшує цю величину провiдностi, як можна побачити з Рис. 2 у

роботi [178]. Ми знайшли, що при G = 5 (що напевно бiльше, нiж очiку-

ється у графенi) при Ω = 800meV значення провiдностi зменшується до

0.87. Це зменшення можна було очiкувати на фiзичних пiдставах, оскiльки
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Рис. 6.5. (Кольоровий у електроннiй версiї [22].) (a) Провiднiсть Reσxx(Ω)

в одиницях πe2/2h (унiверсального значення) для голої зони: штрих-

пунктирна (чорна) лiнiя при T = 10K та короткоштрихова (зелена) лiнiя

при T = 100K. Лiнiї з фононами (ω0 ≡ ωE = 0.2 eV i G = 0.1) – дов-

гоштрихова (червона) з T = 10K та суцiльна (блакитна) з T = 100K. В

усiх випадках µ = 190meV i Γ = 0.5meV. (b) Провiднiсть з фононами,

така сама як в (a), за виключенням G = 0.2, при рiзних температурах:

T = 10K – довгоштрихова (червона) лiнiя, T = 50K – суцiльна (блаки-

тна) лiнiя, T = 100K – штрих-пунктирна (чорна) лiнiя та T = 200K –

короткоштрихова (зелена) лiнiя.

фонони зсувають оптичну спектральну вагу за межi границi голої зони на

декiлька фононних енергiй. Для того, щоб зберегти правило сум, ця спе-

ктральна вага повинна перейти з нижчих енергiй, i ми дiйсно бачимо, що

зменшення провiдностi має мiсце при Ω > |µ|. Також ми бачимо, що пi-

ки з надлишковою провiднiстю, пов’язанi зi стоксовою та антистоксовою

лiнiями, якi були показанi у [202, 203], вiдсутнi. Цей наш результат узго-

джується з [178], де було показано, що цi пiки вiдсутнi, якщо включити у

розгляд дiйсну частину власної енергiї. Зменшення значення унiверсальної

провiдностi, яке ми виявили, є важливим, оскiльки воно вказує, що дина-
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мiчна провiднiсть графену не може давати метрологiчно точне значення

постiйної фон Клiтцiнга (von Klitzing) h/e2, хоча й дає гарну оцiнку. Дру-

гою властивiстю довгоштрихової (червоної) одягнутої лiнiї у порiвняннi з

короткоштриховою (зеленою) кривою для голої зони є область, яка почина-

ється при Ω = ω0 i продовжується приблизно до 2µ̃ (подвiйний одягнутий

хiмiчний потенцiал). У випадку голої неперенормованої зони провiднiсть

у цiй областi повнiстю пласка i мала, але одягнута крива має додаткове

поглинання, яке починається з Ω = ω0 та суттєво зростає, коли Ω набли-

жається до 2µ̃. Це пов’язано з поглинанням за участю холстейнiвського

бозону, коли утворюються пара з дiрки та частинки, i у кiнцевому станi та-

кож присутнiй фонон. Такi процеси є добре вiдомими у звичайних металах i

вiдповiдають некогерентнiй частинi електронної спектральної функцiї, яка

виникає завдяки зв’язку з фононами. У той же час, когерентний внесок

Друде з центром Ω = 0 зменшується на фактор 1 + λeff та мiстить тiльки

1/(1+λeff) частину спектральної ваги, тодi як залишок λeff/(1+λeff) зна-

ходиться у некогерентнiй холстейнiвськiй пiдзонi [259]. Короткоштрихова

(зелена) та суцiльна (блакитна) лiнiї показують результати при T = 100K.

По-перше, вiдзначимо, що пiдвищення температури не змiнює значно ве-

личину Reσxx(Ω) при великих Ω так, що значення динамiчної провiдностi

є стабiльним по вiдношенню до змiни температури. В областi головного

зростання поблизу подвоєних голого (для короткоштрихової лiнiї) та пе-

ренормованного (для суцiльної лiнiї) температура, однак, призводить до

уширення. Для голої зони це уширення є бiльш симетричним вiдносно по-

двоєного хiмiчного потенцiалу, нiж у випадку, коли присутнє перенорму-

вання фононами в областi енергiй вище ω0 та нижче 2µ̃.

Порiвняння довгоштрихової (червоної) при T = 10K з кривою при

T = 100K показує, що фононнi структури розмиваються температурою

i найкраще спостерiгаються при низькiй температурi. Це краще видно на

Рис. 6.5b, де ми показуємо перенормовану фононами величину Reσxx(Ω)
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при чотирьох значеннях температури T = 10K, 50K, 100K, 200K. При

T = 200K короткоштрихова (зелена) лiнiя стає гладкою, без фононних

структур, але уширення при Ω = 2µ̃ все ще залишається асиметричним i

все ще мiстить iнформацiю про фононну ренормалiзацiю.
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РОЗДIЛ 7

НАДПРОВIДНА ГУСТИНА ТА КОНКУРУЮЧI

ПАРАМЕТРИ ПОРЯДКУ У d-ХВИЛЬОВИХ

НАДПРОВIДНИКАХ

Как-то получилось, что исследования в области

высокотемпературной сверхпроводимости оказались

немодными (слово “мода” здесь с полным основанием

употребляется без кавычек, ибо в научной деятельности

и научной среде именно мода играет иногда большую

роль). Трудно чего-либо добиться уговорами. Обычно

лишь какой-то явный успех (или сообщение в печати,

пусть и неточное, о таком успехе) может совершенно, и

притом быстро, изменить ситуацию. Почувствовав “запах

жареного”, вчерашние скептики или даже хулители

способны превратиться в рьяных сторонников нового

направления. Но это другая тема – скорее из области

психологии и социологии научной и технической

деятельности.

В.Л. Гинзбург, УФН 161, 1 (1991).

Цей роздiл написано за роботами [18, 19]. Також використанi матерiа-

ли огляду [24] та методи обрахунку у вузловому наближеннi, розвиненi у

попереднiх роботах автора [20,21].

7.1. Формулювання проблеми параметрiв порядку

конкуруючих з dНП

Залежнiсть надпровiдної густини ρs(x, T ) вiд допiнгу та температури та

її кореляцiя з критичною температурою Tc у ВТНП iнтенсивно дослiджу-
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валася майже з їх вiдкриття [275]. Вiдомий рисунок з цiєї роботи зветься

рисунком Уемури (Uemura). Вiн детально обговорюється в оглядi автора

[24]. В останнi 5-6 рокiв були зробленi новi спостереження [276–279], зокре-

ма для недодопованої частини фазової дiаграми [280–283]. Особлива увага

придiлена надпровiднiй густинi. Немає нiчого дивовижного, тому що всi

властивостi ρs(x, T ), згаданi вище, показують, що ВТНП значно вiдрiзня-

ються вiд вже вiдомих надпровiдникiв. Важливим прикладом є темпера-

турна залежнiсть внутриплощинної глибини проникнення λ(T ),1 яка за-

безпечила перший сильний аргумент [284] на користь незвичайної симетрiї

спарювання та важливої ролi безщiлинних збуджень.

Iншою цiкавою характеристикою ρs є її залежнiсть вiд зовнiшнього

магнiтного поля. H. Ця залежнiсть мiстить iнформацiю про квазiчастин-

ки та їх взаємодiю з вихорами, якi присутнi у вихровому станi ВТНП.

Оскiльки ВТНП є сильно вираженими надпровiдниками II-типу, вихро-

ва фаза великого розмiру простягається вiд нижнього критичного поля,

Hc1 ∼ 10−100Gauss до верхнього критичного поля, Hc2 ∼ 100T. Головний

член у польовiй залежностi ρs(H) ∼ √
H вже добре зрозумiлий [18,285,286]

у рамках локального наближення для доплерiвського зсуву. Це дуже кори-

сне наближення було запропоновано Воловiком (Volovik) [287], який перед-

бачив, що, на вiдмiну вiд звичайних надпровiдникiв, у d-хвильових систе-

мах головний внесок у ГС дають делокалiзованi квазiчастинковi стани, а

не зв’язанi стани, пов’язанi з центрами вихорiв. Було показано, що у при-

кладеному магнiтному полi H ГС для делокалiзованих квазiчастинкових

станiв N(ω = 0, H) ∼ √
H, а не ∼ H, як у звичайному випадку. Область за-

стосування наближення доплерiвського зсуву обговорювалася у [288,289] з

використанням квазiкласичних рiвнянь Ейленбергера (Eilenberger). У [289]

було показано, що для надпровiдної густини це наближення працює добре
1Вiднормована надпровiдна густина зв’язана з λ(T ) наступним чином ρs(T )/ρs(0) = λ2(0)/λ2(T ).
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при низьких температурах.

Характерна
√
H поведiнка спостерiгалась у теплоємностi та теплопро-

вiдностi (див. [290] з оглядом експериментiв. Залежнiсть ρs(H) також може

бути одержана з вимiрювань на базi технiки взаємної iндуктивностi [281,

291, 292] або, наприклад, з вимiрювань обертання мюонного спiну (µSR)

(див. огляд [293]). Великою перевагою попереднього методу є те, що вiн

безпосередньо дає бажану залежнiсть ρs(H). Окрiм того, вимiрювана iнду-

ктивнiсть безпосередньо пов’язана з надпровiдною густиною таким чином,

що на вiдмiну вiд теплопровiднiсть, яка обговорюється нижче, немає нiякої

необхiдностi вiднiмати внесок фононiв вiд необроблених даних [290]. З iн-

шого боку, аналiз µSR експериментiв залучає додатковi припущення щодо

розподiлу внутрiшнього магнiтного поля у вихровому станi [293], яке мi-

ститься в залежнiй вiд моделi функцiї f(H). Ця важлива залежна вiд поля

функцiя входить у спiввiдношення σ(H) = f(H)ρs(H) мiж вимiрюванною

швидкiстю мюонної деполярiзацiї σ(H) i ρs(H).

Ще з 1997 продовжується дискусiя (див. огляд у [294]) про залежнiсть

теплопровiдностi κ(H) та її вiдхиленнях вiд очiкуваної ∼ √
H поведiнки.

Головним фактом є те, що, коли магнiтне поле прикладено перпендику-

лярно до CuO2 площин, теплопровiднiсть має перехiд вiд залежного вiд

поля режиму κ(H) ∼ √
H до незалежного вiд поля плато-подiбного режи-

му. Експерименти у недодопованому La2−xSrxCuO4 (LSCO) [295, 296] при

H = 0 у дiапазонi 0 6 x 6 0.22 та [297, 298] при 0 < H < 16T у дiапа-

зонi 0.06 6 x 6 0.22 iнтерпретуються у [299] iз залученням конкуруючого

порядку iз хвиль спiнової густини у недодопованому режимi.

Теоретична основа для цiєї iнтерпретацiї була запропонована [139], де

було показано, що у присутностi хвиль спiнової густини зi щiлиною2 m для
2Як пiдкреслено у [139], на вiдмiну вiд електричної та спiнової провiдностей, теплопровiднiсть є

слiпою вiдносно квантових чисел, якi розрiзняють субдомiнантнi надпровiднi щiлини (наприклад, is

and idxy ) та щiлини, пов’язанi з хвилями спiнової густини.
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H = 0 при T → 0
κ

T
=

k2B
3

v2F + v2∆
vFv∆

Γ2
0

Γ2
0 +m2

. (7.1)

Тут vF це – Фермi швидкiсть, v∆ – щiлинна швидкiсть та Γ0 – затухання

квазiчастинок, яке у [139] вважається незалежним вiд щiлини m (знову ми

обираємо одиницi ~ = c = 1, якщо не стверджується протилежне, а також

вiд Роздiлу 7.2 ми також покладемо kB = 1).

Як можна побачити з (7.1), при m = 0 i vF = v∆ мiнiмальна величина

теплопровiдностi дорiвнює κmin/T = 2k2B/3. Вiдкриття щiлини m веде до

подавлення теплопровiдностi i дозволяє мати величини κ/T , якi є меншими

за κmin/T , що дiйсно спостерiгається у LSCO з x = 0.06 [296]. Присутнiсть

ненульової залежної вiд поля щiлини m(H) дозволяє також пояснити пове-

дiнку κ(H,m(H)), яка спостерiгається у недодопованому LSCO [297,298].

Є два додатковi експерименти, якi пiдтримують iдею присутностi кон-

куруючого параметру порядку в LSCO. Перший – це дослiдження на основi

фотоемiсiйної спектроскопiї з кутовим вирiшенням (ARPES) [300], яке вка-

зує на iснування скiнченної щiлини скрiзь усю зону Брiллюена, включаючи

dx2−y2 вузлову лiнiю в LSCO при x < 0.03. I навiть бiльш захоплююче спо-

стереження було зроблене для зразка LSCO з x = 0.144 i Tc = 37K за

допомогою еластичного розсiяння нейтронiв [301]. Воно показало, що ста-

тичне впорядкування на основi хвиль спiнової густини розвивається вище

за критичне поле H0 ≈ 3T. Цю картину пiдтримують вимiрювання [302]

зробленi на зразку з таким же допiногм, якi показали, що κ(H)/T зростає

при 0 < H . 0.5T i зменшується у вищих полях. Проте, бiльше сильно

допований зразок LSCO з x = 0.15 не показує нiякого зменшення κ(H)/T

аж до 17T. Всi цi спостереження стимулюють iнтерес до дослiдження кон-

куруючих порядкiв.

У цьому Роздiлi дослiджується вплив конкуруючих параметрiв порядку

на надпровiдну густину ρs та її залежнiсть вiд зовнiшнього поля. Ми демон-
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струємо, що дуже важливим є врахування впливу вiдкриття щiлини спiно-

вої густини m на значення розсiяння на домiшках Γ(m). Коли цей ефект

береться до уваги, результуюча залежнiсть ρs(H,m(H),Γ(m(H))) нагадує

експериментальнi результати одержанi на дуже тонких плiвках LSCO [292].

Хоча й останнi експерименти у LSCO [301, 302] здебiльшого iнтерпре-

туються [299] у рамках конкуруючого впорядкування з хвилями спiнової

густини (ХСГ), раннi експерименти на BSCO (див. посилання у [294] та

[303]) були також iнтерпретованi з використанням комплексної dxy ком-

поненти, яка генерується у d-хвильвих надпровiдниках у магнiтному полi

[304,305]. Зникнення d-хвильового вузла в оптимально допованому YBCO у

магнiтному полi спостерiгалося у внутриплощиннiй тунельнiй провiдностi

[306]. Автори [306] iнтерпретують своє спостереження за допомогою кон-

куруючого idxy або is параметру порядку. Тому тут ми також розглядаємо

вплив конкуруючих idxy та is порядкiв на надпровiдну густину ρs. Ця про-

блема вже розглядалась Модре та iн. (Modre et al.) [307], якi обчислили

лондонiвську глибину проникнення для змiшаного надпровiдного поряд-

ку у нульовому магнiтному полi. Пiдкреслимо, що надпровiдна густина ρs

може дозволити розрiзнити ХСГ та надпровiднi впорядкування.

Роздiл органiзовано наступним чином. У Роздiлi 7.2 ми вводимо 4 × 4

дiракiвський формалiзм, зручний для опису впорядкувань, якi конкурують

з основною dНП. Загальне представлення для надпровiдної густини запи-

сано у Роздiлi 7.3, а у Роздiлi 7.3.1 розглядається рiзниця мiж ρs(T = 0)

для конкуруючих (з d-хвильовою надпровiднiстю) надпровiдного та ХСГ

параметрiв порядку. Залежнiсть розсiяння на домiшках Γ вiд величин кон-

куруючих щiлин у борнiвський та унiтарнiй границях розглядається у Роз-

дiлi 7.4. У Роздiлi 7.5 ми одержуємо аналiтичнi вирази для ρs(T ) у прису-

тностi конкуруючих параметрiв порядку при H = 0 у низькотемпературнiй

границi. Головнi результати для залежностi вiд поля величини ρs(H) при

T = 0 представленi у Роздiлi 7.6, а висновки наведенi у Роздiлi 5.3.5.
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7.2. Дiракiвський формалiзм для опису конкуруючих

параметрiв порядку у dНП

Ми почнемо з дiї для dНП (див. Роздiл 1.2.3.2), записаної у формалiзмi

уявного часу

S = −
∫

dτ

∫
dkψ†(τ,k)

[
Î∂τ + τ3ξ(k)− τ1∆(k)

]
ψ(τ,k), (7.2)

де

Ψ†(τ,k) = (c†↑(τ,k), c↓(τ,−k)) (7.3)

– це спiнор Намбу та c†σ(τ,k) i cσ(τ,k) з σ =↑, ↓ є, вiдповiдно, операторами

утворення i знищення. Здебiльшого ми будемо використовувати вузлове

наближення так, що точна форма закону дисперсiї квазiчастинок ξ(k) та

d-хвильової надпровiдної щiлини не має значення.

Неможливо розглядати iншi, нiж is конкуруючi порядки, якщо продов-

жити використовувати 2× 2 формалiзм. Залежно вiд зроблених фiзичних

припущень щодо природи конкуруючого порядку, iснують рiзнi можливо-

стi конструювання зi спiнорiв Намбу чотирьох-компонентних спiнорiв та

переходу до 4 × 4 формалiзму (див., наприклад, [137, 138]). Оскiльки нас

цiкавить конкуруюча хвиля спiнової густини сформована поверх надпро-

вiдного стану, ми оберемо спiнори так, як було зроблено у [138,139]

Ψ†
i(t,k) =

(
c†↑(t,k) c↓(t,−k) c†↑(t,k−Qi) c↓(t,−k+Qi)

)
, (7.4)

де Qi = 2Ki – це хвильовий вектор, який зв’язує вузли в дiагональнiй

парi i = 1, 2. Оскiльки далi нас цiкавлять низькотемпературнi (T ¿ Tc)

властивостi системи, ми розглянемо тiльки оточення вузлiв k = Ki + q з

|q| ¿ |Ki| як показано на Рис. 7.1. Використавши, що ξ(k) = −ξ(k−Qi),

та ∆(k) = −∆(k − Qi) при k ≈ Ki, i далi лiнеаризуючи спектр ξ(k) =

vF qx + O(q2) та ∆(k) = v∆qy + O(q2), одержуємо низькоенергетичну дiю
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kx

k y

K1K2
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Рис. 7.1. (Кольоровий в електроннiй версiї [19].) Схематичний рисунок Фер-

мi поверхнi з векторами Ki, i = 1, 2, та q. Вектори ХСГ – це Qi = 2Ki.

[138]

S =−
∫

dτ

∫
dkΨ†

1(τ,k)
[
Î4∂τ +M1vF qx +M2v∆qy

]
Ψ1(τ,k)

+ (1 −→ 2, x ←→ y),

(7.5)

де, вiдповiдно, M1 = σ3 ⊗ τ3 та M2 = −σ3 ⊗ τ1. Як i у випадку з графе-

ном, корисно переформулювати модель (7.5) у виглядi КЕД2+1, оскiльки

це дозволить використовувати алгебраiчнi властивостi 4× 4 редукованого

представлення γ-матриць, яке задовольняє алгебрi Дiрака (Клiффорда)

{γµ, γν} = 2Î4gµν, gµν = diag(1,−1,−1), µ, ν = 0, 1, 2. (7.6)

Як ми вже бачили у Роздiлi 2.5, iншою перевагою КЕД2+1 формулювання

є те, що воно дозволяє прокласифiкувати рiзнi конкуруючи порядки як рi-

знi дiракiвськi маси [137–139]. Ми вводимо дiракiвський спряжений спiнор

Ψ̄i = Ψ†
iγ0, де γ0 – це 4× 4 матриця, яка антикомутує з M1 та M2, а також

задовольняє γ2
0 = Î4. Цей вибiр не є єдиним, але ми використаємо такi ж

позначення, як у [138, 139] та оберемо γ0 = σ1 ⊗ τ0. Вiдповiдно, ми визна-

чимо γ1,2 так M1 = γ0γ1 i M2 = γ0γ2 так, що γ1 = −iσ2 ⊗ τ3 i γ2 = iσ2 ⊗ τ1
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задовольняють визначенню(7.6). Таким чином, ми одержуємо дiю

S =−
∫

dτ

∫
dkΨ̄1(τ,k) [γ0∂τ + γ1vF qx + γ2v∆qy] Ψ1(τ,k)

+ (1 −→ 2, x ←→ y).

(7.7)

Подiбно до (2.31), можна розглянути квазiчастинковi щiлини mi рiзної

природи, яка закодована у їх матричнiй структурiOi = (Î4, iγ5, γ3, γ3γ5). Як

звичайно, матрицi γ3 та γ5 антикомутують з матрицями γν, i дорiвнюють

γ3 = iσ2 ⊗ τ2, γ5 = σ3 ⊗ Î2. (7.8)

Таким чином, рiзнi щiлиниmi вiдповiдають рiзним типам дiракiвських мас,

якi додаються до дiї (7.7). Зокрема, маса m1 з O1 = Î4 описує (несумiрну)

cos ХСГ, а масаm2 з O2 = iγ5 описує sin ХСГ. Масиm3 im4 з O3 = γ3 i O4 =

γ3γ5 описують, вiдповiдно, idxy- та is-спарювання та [138, 139]. У цьому

роздiлi ми здебiльшого розглядаємо щiлину СГХ, m1 ≡ m з вiдповiдною

голою мацубарiвською ФГ

G0(iωn,k) = −iωnγ0 − vFk1γ1 − v∆k2γ2 +mÎ

ω2
n + v2Fk

2
1 + v2∆k

2
2 +m2

(7.9)

та idxy щiлину, m3 = ∆dxy з вiдповiдною ФГ

G0(iωn,k) = −iωnγ0 − vFk1γ1 − v∆k2γ2 −∆dxyγ3

ω2
n + v2Fk

2
1 + v2∆k

2
2 +∆2

dxy

. (7.10)

Також ми визначили у 4×4 формалiзмi оператор електричного струму.

У формалiзмi Намбу вiн дорiвнює

j(τ,q = 0) = e

∫
dkvF (k)ψ

†(τ,k)Î2ψ(τ,k),

vF (k) ≡ ∂ξ(k)

∂k
, dk ≡ d2k

(2π)2
,

(7.11)

i оскiльки ξ(k) = −ξ(k−Qi), ми одержуємо вираз

j(τ,q = 0) = e

∫

HBZ

dkvF (k)Ψ
†(τ,k)σ3 ⊗ Î2Ψ(τ,k)

= e

∫

HBZ

dkvF (k)Ψ̄(τ,k)γ0γ5Ψ(τ,k),
(7.12)
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де iнтегрування iде по половинi зони Брiллюена (HBZ - halved Brillouin

zone), тобто по областi з ky > 0 на Рис. 7.1. Це означає, що пiсля того, як

використано вузлове наближення, треба включити лише iнтегрування по

двом сусiднiм вузлам, як вiдображено у (7.7), оскiльки протилежнi вузли

вже включенi в 4× 4 формалiзм.

7.3. Загальне представлення для надпровiдної густини

Надпровiдна жорсткiсть (stiffness) (або густина подiлена на масу носiїв

m∗) задається виразом [308]

Λij
s (T,H) ≡ ρijs

m∗ = τij − Λij
n (T,H), (7.13)

де τij – це дiамагнiтний тензор, пов’язана з лондонiвською глибиною про-

никнення λL стандартним чином Λs = c2/(4πe2λ2
L). У (7.13) Λn – густина

нормальної рiдини подiлена на масу носiїв, обчислена, як i у Роздiлi 3 , у

“bubble approximation” з одягнутими фермiонними пропагаторами (тобто з

власною енергiєю Σ що мiстить внесок завдяки розсiянню на домiшках ),

але нехтуючи вершинними та фермi-рiдинними поправками,

Λij
n = −T

∞∑
n=−∞

∫

HBZ

d2k

(2π)2
vFi(k)vFj(k)tr[G(iωn,k)γ0γ5G(iωn,k)γ0γ5]. (7.14)

Як показано у [308], вершинними поправками можна знехтувати, якщо по-

тенцiал розсiяння на домiшках є iзотропним у k-просторi. Фермi рiдиннi

поправки можуть бути включенi подiбно до того, як було зроблено у [308].

Коли Σ = 0, у (7.14) зручно починати з суми по мацубарiвським частотам,

як зроблено у Роздiлi 7.3.1 далi. У бiльш загальному випадку Σ 6= 0 iн-

тегрування по iмпульсам робиться спочатку. Використовуючи спектральне

представлення ФГ G(iωn,k) зi спектральною густиною (3.9), яка задає-

ться стрибком ФГ, можна легко знайти суму по мацубарiвським частотам



193

у (7.14) та представити Λn у наступнiй формi [21]

Λij
n =

∫

HBZ

d2k

(2π)2

∞∫

−∞
dω tanh

ω

2T

vFivFj

4πi

× tr[GA(ω,k)γ0γ5GA(ω,k)γ0γ5 −GR(ω,k)γ0γ5GR(ω,k)γ0γ5],

(7.15)

яка є бiльш зручною для iнтегрування по k. Нагадаємо, що у (3.9) i (7.15)

GR,A(ω,k) = G(iωn → ω ± i0,k) – це запiзнювальна та випереджувальна

ФГ.

7.3.1. Властивостi Λs для рiзних конкуруючих параметрiв по-

рядку. Для того, щоб спростити формальний розгляд, у цьому Роздiлi

ми припустимо, що iснує повний нестiнг, ξ(k) = −ξ(k − Qi) та ∆(k) =

−∆(k −Qi) для всiх величин iмпульсу k, а не тiльки поблизу вiд вузлiв.

Тодi дiамагнiтний тензор дорiвнює

τij = T

∞∑
n=−∞

∫

HBZ

d2k

(2π)2
tr[σ3 ⊗ τ3G(iωn,k)γ0]

∂2ξ(k)

∂ki∂kj

= −
∫

HBZ

d2k

(2π)2
∂2ξ(k)

∂ki∂kj

2ξ(k)

E(k)
tanh

E(k)

2T
,

(7.16)

де, залежно вiд виду конкуруючого порядку, енергiя

E(k) =
√

ξ2(k) + ∆2(k) +m2 + {∆2
dxy

}. Тут i нижче позначенняm2+{∆2
dxy

}
означає, що розглядається або конкуруюче ХСГ впорядкування зi щiли-

ною, або idxy порядок зi щiлиною ∆dxy .

Обчислюючи слiд у (7.14), яке входить у другий член (7.13), ми одер-

жуємо

Λij
n = −T

∞∑
n=−∞

∫

HBZ

d2k

(2π)2
vFi(k)vFj(k)

4[−ω2
n −m2 + {∆2

dxy
}+ ξ2(k) + ∆2(k)]

[ω2
n + ξ2(k) + ∆2(k) +m2 + {∆2

dxy
}]2 .

(7.17)

Можна побачити, що є важлива рiзниця мiж випадками ХСГ та idxy, яка
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полягає у знаку перед m2 i ∆2
dxy

у чисельнику мацубарiвських сум. Споча-

тку обчисливши суму для ∆2
dxy

випадку, ми одержуємо

Λij
n =

∫

HBZ

d2k

(2π)2
vFi(k)vFj(k)

1

T

1

cosh2 E(k)
2T

, E(k) =
√

ξ2(k) + ∆2(k) + ∆2
dxy

.

(7.18)

Вiдзначимо, що такий же результат має мiсце для is впорядкування. Про-

iнтегрувавши по частинам, можна перевiрити, що надпровiдна густина

ρs залишається скiнченою, коли ∆(k) = 0, оскiльки друга щiлина є та-

кож надпровiдною, i ρs = 0 тiльки коли обидвi щiлини дорiвнюють нулю,

∆(k) = ∆dxy = 0.

Для конкуруючого ХСГ впорядкування

Λij
n =

∫
d2k

(2π)2
vFi(k)vFj(k)

[
2m2

E3(k)
tanh

E(k)

2T
+

ξ2(k) + ∆2(k)

TE2(k)

1

cosh2 E(k)
2T

]
,

(7.19)

Легко бачити, що при ∆(k) = 0, але скiнченiй m, надпровiдна густина ρs

зануляється. На вiдмiну вiд надпровiдної густини, теплопровiднiсть слiпа

вiдносно квантових чисел, якi розрiзняють щiлини m та ∆dxy (∆s) так, що

(7.1) лишається придатним для всiх конкуруючих ХСГ, is i idxy впорядку-

вань.

Використавши вузлове наближення [308] можна оцiнити, що виснажен-

ня конденсату через утворення ХСГ при T = 0 дорiвнює

Λn =
vF
πv∆

|m| ≈ N(0)v2F
|m|
∆

, (7.20)

де N(0) – це ГС на один спiн у нормальному станi, а ∆ – амплiтуда d-

хвильової щiлини.
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7.4. Вплив вiдкриття вторинної щiлини на розсiяння на

домiшках

У цьому Роздiлi ми розглянемо вплив немагнiтних домiшок на залишко-

ве розсiяння на домiшках у присутностi конкуруючого параметру порядку.

Ми починаємо з гамiльтонiана, записаного у формалiзмi Намбу

Himp =

∫
dk

∫
dk′Vk,k′Ψ†(τ,k)τ3Ψ(τ,k′), (7.21)

який описує взаємодiю V (r) =
∑

i V δ(r−ri), де ri – це позицiї випадкового

розподiлу домiшок. Вiдповiдно, у 4× 4 формалiзмi

Himp =

∫

HBZ

dk

∫

HBZ

dk′Vk,k′Ψ†(τ,k)Î2 ⊗ τ3Ψ(τ,k′)

=

∫

HBZ

dk

∫

HBZ

dk′Vk,k′Ψ̄(τ,k)(−γ5γ1)Ψ(τ,k′).
(7.22)

Таким чином, система рiвнянь для домiшкової власної енергiї записується

наступним чином:

G−1
0 (iω,k) = iωγ0 − ξ(k)γ1 −∆(k)γ2 −mÎ4 − {∆dxyγ3}, (7.23a)

G−1(iω̃,k) = G−1
0 (iω̃,k)− Σ(iω̃), (7.23b)

Σ(iω̃) = Γimp(−γ5γ1)[c+ g(iω̃)γ5γ1]
−1, (7.23c)

g(iω̃) =
1

πN(0)

∫
d2k

(2π)2
G(iω̃,k), (7.23d)

де c = 1/(πN(0)V ) – параметр, який контролює силу розсiяння на до-

мiшках та Γimp = nimp/(πN(0)) з концентрацiєю домiшок nimp. Оскiльки

ми використали нерозкладену дисперсiю ξ(k) та d-хвильову щiлину ∆(k),

iнтегрування у (7.23d) робиться по повнiй зонi Брiллюена для того, щоб

правильно врахувати внесок вiд усiх вузлiв.

Розклавши власну енергiю Σ та g(iω̃) по γ-матрицям

Σ(iω̃) = Σ0(iω̃)γ0 + Σ2(iω̃)γ2 + ΣI(iω̃)Î4 + {Σ3(iω̃)γ3},
g(iω̃) = g0(iω̃)γ0 + g2(iω̃)γ2 + gI(iω̃)Î4 + {g3(iω̃)γ3},

(7.24)
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можна одержати систему самоузгоджених рiвнянь для

iω̃ = iω − Σ0(iω̃),

∆̃(k, iω̃) = ∆(k) + Σ2(iω̃),

m̃(iω̃) = m+ ΣI(iω̃),{
∆̃dxy(k, iω̃) = ∆dxy(k) + Σ3(iω̃)

}
.

(7.25)

Для спрощення припустивши наявнiсть електронно-дiркової симетрiї, ма-

ємо нульову ренормалiзацiю ξ. Зокрема, у вiдсутностi конкуруючих пара-

метрiв порядку, система рiвнянь зводиться до T -матричних рiвнянь для d-

хвильового надпровiдника, якi дослiджувались, наприклад, у [309]. Оскiль-

ки у цьому випадку усереднення по поверхнi Фермi дає g2(iω̃) = 0, зали-

шається тiльки одне рiвняння для ω̃ або Σ0.

Нашою метою є прийняття до уваги впливу конкуруючого параметру

порядку на ω̃. Розвинення конкуруючого параметру порядку впливає як

на вже згадане рiвняння для ω̃ (Σ0), так i на нове рiвняння для ΣI(iω̃)

{Σ3(iω̃)}. Однак, оскiльки ми не маємо явного рiвняння для щiлини m

{∆dxy}, далi ми припускаємо, що залежнiсть m̃(ω̃(ω = 0)) задається фено-

менологiчним чином, i не будемо розглядати рiвняння для ΣI(iω̃) {Σ3(iω̃)}.
Це припущення означає, що ми не розрiзняємо величини m̃(ω̃(ω = 0)) i m

так, що надалi ми позначимо щiлини конкуруючих порядкiв як m, ∆dxy та

∆s. Цi щiлини вже включають в себе ефекти домiшок i магнiтного поля та

вiдповiдають їхнiм феноменологiчним значенням, знайденим з експеримен-

ту. Хоча й надалi ми не розглядаємо рiвняння для ΣI(iω̃), корисно пiдкре-

слити аналогiю мiж впливом немагнiтних домiшок на впорядкування ХСГ,

та магнiтними домiшками у звичайних s-хвильових надпровiдниках [310],

яка веде до скiнченої густини станiв всерединi щiлини. Фiзично це означає,

що розсiяння на випадкових домiшках робить систему бiльш однорiдною,

замиваючи неоднорiдну структуру ХСГ [311].

Ми робимо два iнших важливих припущення:
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(i) Ми зацiкавленi у величинi розсiяння на домiшках при нульовiй енергiї,

Γ = −ImΣ0
R(ω̃(ω → 0)) i не розглядаємо ефекти, пов’язанi з залежнiстю

власної енергiї вiд енергiї Σ0(ω̃(ω)), якi вивчались у [312]. Це припущення

виправдано тим, що з’єднання LSCO є внутрiшньо бiльш брудною систе-

мою, нiж YBCO, яке було розглянуто в [312].

(ii) Хоча ми розглядаємо залежнi вiд поля конкуруючi щiлини, наприклад,

m = m(H), ми не включаємо вплив доплерiвського зсуву на Γ [180,312,313].

7.4.1. T -матричне рiвняння для конкуруючого ХСГ параме-

тру порядку. Ми почнемо з рiвняння для Σ0 для конкуруючого ХСГ

параметру порядку

Σ0
R(ω̃) =

Γimp

4

[
1

c− g0(ω̃)− gI(ω̃)
+

1

−c− g0(ω̃) + gI(ω̃)

+
1

c− g0(ω̃) + gI(ω̃)
− 1

c+ g0(ω̃) + gI(ω̃)

] (7.26)

яке одержане з (7.23c) з g(iω̃ → ω̃), що задане у (7.23d) використовуючи

розклад (7.25). Оскiльки нас цiкавить величина Σ0(ω̃) з ω̃ = ω−Σ0(ω̃) при

ω = 0, нам потрiбнi тiльки функцiї g0(ω̃) та gI(ω̃) обчисленi при ω̃ = iΓ.

Використовуючи вузлове наближення, ми одержуємо

g0(iΓ) =
1

πN(0)

1

πvFv∆
ln

m2 + Γ2

p20
iΓ, (7.27a)

gI(iΓ) =
1

πN(0)

1

πvFv∆
ln

m2 + Γ2

p20
m, (7.27b)

де введено ультрафiолетовий параметр обрiзання p0. Вiдзначимо, що при

p0 ∼ 4∆ та (vFv∆)
−1 ∼ πN(0)/∆, де ∆ – це амплiтуда d-хвильової щiлини

∆(k) = ∆/2(cos kxa− cos kya), функцiя g(ω) обчислена у вузловому набли-

женнi, узгоджується з виразами, наведеними у [309, 312, 313]. У рiвняннi

(7.26) борнiвська границя вiдповiдає V → 0 (c → ∞), а унiтарна границя

вiдповiдає V → ∞, тобто c → 0.
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7.4.1.1. Борнiвська границя. У борнiвськiй границi (7.26) спрощу-

ється до

Σ0
R(ω̃) = Γimpc

−2g0(ω̃). (7.28)

Оскiльки тiльки g0 входить до (7.28), борнiвська границя виявляється одна-

ковою для ХСГ та надпровiдного порядкiв, оскiльки g0 залежить або вiд

m2, або вiд ∆2
dxy

.

Пiдставивши (7.27a) у рiвняння (7.28) та розв’язуючи його вiдносно Γ,

ми одержуємо [314]

Γ2 = p20 exp

[
−c2π2vFv∆N(0)

Γimp

]
−m2. (7.29)

Для заданої концентрацiї домiшок цей розв’язок є ненульовим тiльки якщо

m < mcr, деmcr = p0 exp[−c2π2vFv∆N(0)/(2Γimp)]. Оскiльки розглядається

борнiвська границя, величина mcr є експоненцiйно малою. Незважаючи на

це, в унiтарнiй границi є можливiсть мати як скiнчене Γ, так i досить великi

величини m.

7.4.1.2. Унiтарна границя. LSCO сполука є сама по собi бiльш бру-

дною системою, нiж iншi купрати, тому для неї унiтарна границя є бiльш

релевантною. Бiльш того, плiвки, дослiдженi у [292], мають особливо ве-

ликi значення Γ ∼ 6 ÷ 50K, що також вказує на релевантнiсть унiтарної

границi. Коли c → 0, то (7.26) зводиться до

Σ0
R(ω̃) = Γimp

g0(ω̃)

[gI(ω̃)]2 − [g0(ω̃)]2
. (7.30)

Тепер, оскiльки gI все ще входить до (7.30), трансцендентне рiвняння для

Γ має форму

Γ2 = Γimpπ
2N(0)vFv∆

[
ln

p20
Γ2 +m2

]−1

−m2, (7.31)

яка вiдрiзняється вiд рiвняння у роботi [314] останнiм m2 членом. Через

його наявнiсть залежнiсть Γ(m) є досить сильною (див. Рис. 7.2) i, як i
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в борнiвський границi, iснує критична величина munit
cr така, що Γ(m) = 0

при m > munit
cr . Як ми аргументуємо нижче, вiдхилення у залежностi ρs(H)

(або Λs(H)) вiд ∼ √
H поведiнки у сильних полях можуть бути пов’язанi з

тим, що залежнiсть вiд поля величини m(H) впливає на поведiнку ρs(H)

через залежнiсть Γ(m(H)). Наприкiнцi ми вiдзначимо, що у випадку кон-

куруючого is порядку також описується за допомогою (7.31).

0 5 10 15 20
m, Ddxy

@KD

0

2.5

5

7.5

10

12.5

15

17.5

G @KD

G@Ddxy
D

G@mD

Рис. 7.2. (Кольоровий в електроннiй версiї [19].) Залежнiсть розсiяння на

домiшках Γ вiд величин щiлин m та ∆dxy розвиваючихся ХСГ та idxy по-

рядкiв. При m > mct величина Γ(m) = 0.

7.4.2. T -матричне рiвняння для конкуруючого idxy параметру

порядку. Подiбно до (7.26) для конкуруючого idxy параметру порядку

ми одержуємо

Σ0
R(ω̃) = Γimp

g0(ω̃)

c2 − [g0(ω̃)]2 + [g3(ω̃)]2
, (7.32)

де g0(iΓ) задається виразом (7.27a), тодi як для dxy порядку g3 = 0, анало-

гiчно з функцiєю g2 у dx2−y2 випадку.

7.4.2.1. Борнiвська границя. Як ми вже згадували в Роздiлi 7.4.1.1,

у борнiвськiй границi немає рiзницi мiж розглядом конкуруючих ХСГ та

idxy порядку так, що можна просто замiнити щiлину m на ∆dxy у вiдповiд-

них рiвняннях. Бiльш того, цей розгляд також є дiйсним для конкуруючого

is параметру порядку.
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7.4.2.2. Унiтарна границя. Оскiльки g3 = 0, замiсть (7.31) ми одер-

жуємо рiвняння [314]

Γ2 = Γimpπ
2N(0)vFv∆

[
ln

p20
Γ2 +∆2

dxy

]−1

. (7.33)

Його розв’язок Γ(∆dxy) показано на Рис. 7.2. Ми бачимо, що конкуруючий

idxy порядок не змiнює значно величину Γ у порiвняннi з випадком ∆dxy =

0, коли вiн зводиться до наступної форми [315]

Γ2 =
π

2
nimpvFv∆

[
ln

p0
Γ

]−1

. (7.34)

7.5. Надпровiдна густина при H = 0

У Роздiлi 7.3.1 ми розглянули бiльш формальним чином, як рiзнi кон-

куруючi порядки впливають на надпровiдну густину. Зараз ми сконцен-

труємось на простих аналiтичних виразах, якi описують залежнiсть Λn вiд

розсiяння на домiшках Γ та конкуруючих щiлин m та ∆dxy . У вузловому

наближеннi представлення (7.15) набуває вигляд зручний для аналiтичних

обрахункiв

Λn = − vF
2πv∆

J, (7.35)

де

J = −
∞∫

0

dω tanh
ω

2T
Ĩ(ω) (7.36)

з

Ĩ(ω) =
1

2πi

p0∫

0

pdp[IA(ω, p)− IR(ω, p)] (7.37)

та

IR,A(ω, p) ≡ tr[GR,A(ω, p)γ0γ5GR,A(ω, p)γ0γ5]. (7.38)

Тут p =
√

v2Fk
2
1 + v2∆k

2
2 це – закон дисперсiї квазiчастинок у вузловому

наближеннi. J у рiвняннi (7.35) є вдвiчi бiльшим, нiж у роботi [21], оскiльки
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використовується 4× 4 формалiзм. Зазаз ми розглянемо конкуруючi ХСГ,

idxy та is порядки.

7.5.1. Конкуруючий ХСГ порядок. Пiдставивши ФГ (7.9) з вла-

сною енергiєю ImΣR,A(ω = 0) = ∓Γ у (7.38) ми одержуємо

IR,A(ω, p) =
4[(ω ± iΓ)2 + p2 −m2]

[(ω ± iΓ)2 − p2 −m2]2
. (7.39)

Далi, iнтегруючи по енергiї p, ми одержуємо

Ĩ(ω) = −2

π

[
arctan

p20 + Γ2 +m2 − ω2

2Γω
− arctan

Γ2 +m2 − ω2

2Γω

− p20Γ√
p20 +m2

1

(ω −
√

p20 +m2)2 + Γ2
+

p20Γ√
p20 +m2

1

(ω +
√

p20 +m2)2 + Γ2

]
.

(7.40)

Наприкiнцi, проiнтегрувавши по ω при Γ À T (також p0 À m,Γ) ми одер-

жуємо

Λn =
vF

π2v∆

×
[
Γ ln

p20
m2 + Γ2

+m arctan
2mΓ

Γ2 −m2
+ π|m|θ(m2 − Γ2) +

π2

3

T 2Γ

Γ2 +m2

]
,

(7.41)

де θ це – ступенева функцiя. Перший член (7.41) можна iнтерпретувати

як внесок ГС у вичерпання конденсату навiть при T = 0, оскiльки ГС (на

один спiн) у брудному d-хвильовому надпровiднику зi скiнченною щiлиною

m записується [139]

Nm(0) =
2

π2vFv∆
Γ ln

p0√
Γ2 +m2

. (7.42)

Другий та третiй члени (7.41) описують вичерпання конденсату завдяки

появi ХСГ порядку, i при Γ → 0 цi члени зводяться до розглянутого вище

рiвняння (7.20). Наприкiнцi, останнiй член (7.41), який ∼ T 2 показує, що
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характеристична для d-хвильових надпровiдникiв лiнiйна T залежнiсть ве-

личини Λn змiнюється у присутностi домiшок i стає ∼ T 2. Така поведiнка

дiйсно спостерiгалась у тонких плiвках [292] у широкому дiапазонi тем-

ператур. Використовуючи наведене нижче рiвняння (7.43), було знайдено,

що у деяких плiвках величина Γ може бути настiльки великою, як ≈ 46.6K

[292]. Коли m → 0, (7.41) зводиться до вiдомого виразу [21,316]

Λn(T ) =
vF
πv∆

[
2Γ

π
ln

p0
Γ

+
π

3

T 2

Γ
−O

(
T 4

Γ3

)]
. (7.43)

Знову перший член (7.43) пропорцiйний ГС брудного d-хвильового надпро-

вiднику [308].

Також повчально розглянути границю Γ → 0, коли очiкується, що T -

залежнiсть Λn змiнюється з квадратичної на лiнiйну. Для одержання цього

випадку треба видiлити сингулярну частину Ĩ(ω) у границi Γ → 0 , тобто

Ĩ(ω) = −sgnω[sgn(p20−ω2)−sgn(m2−ω2)]+2p0[δ(ω−p0)−δ(ω+p0)], (7.44)

де ми знову взяли p0 À m,Γ. Далi

J(m) = −4T ln
(
2 cosh

m

2T

)
. (7.45)

Очевидно при m = 0 ми отримуємо вiдомий вираз [308]

Λn =
2 ln 2

π

vF
v∆

T. (7.46)

При |m| À T ми одержуємо

Λn =
vF
πv∆

[|m|+ 2T exp(−|m|/T )], (7.47)

де перший член спiвпадає з (7.20). При |m| ¿ T , ми одержуємо вираз

Λn =
2 ln 2

π

vF
v∆

T

[
1 +

1

8 ln 2

m2

T 2

]
. (7.48)
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7.5.2. Конкуруючi idxy та is параметри порядку. Рiзниця мiж

конкуруючими ХСГ та надпровiдними порядками полягає у протилежному

знаку перед членом з m2 у чисельнику (7.39) та у вiдповiдному знаку перед

∆2
dxy

у формулi

IR,A(ω, p) =
4[(ω ± iΓ)2 + p2 +∆2

dxy
]

[(ω ± iΓ)2 − p2 −∆2
dxy

]2
(7.49)

яка пов’язана з iншою γ-матрицею перед ∆dxy у (7.10). Вiдзначимо, що для

конкуруючого is порядку рiвняння (7.49) виявляється таким же так, що цi

порядки вiдрiзняються впливом надпровiдних щiлин ∆dxy i ∆s на розсiяння

на домiшках Γ (див. Роздiл 7.4.1.2) в унiтарнiй границi. Iнтегруючи по p,

одержуємо

Ĩ(ω) = −2

π

[
arctan

p20 + Γ2 +∆2
dxy

− ω2

2Γω
− arctan

Γ2 +∆2
dxy

− ω2

2Γω

+
Γ∆dxy

(ω −∆dxy)
2 + Γ2

− Γ∆dxy

(ω +∆dxy)
2 + Γ2

−
Γ
√

p20 +∆2
dxy

(ω −
√

p20 +∆2
dxy

)2 + Γ2
+

Γ
√

p20 +∆2
dxy

(ω +
√
p20 +∆2

dxy
)2 + Γ2


 .

(7.50)

Наприкiнцi, iнтегруючи по ω при Γ À T (також при p0 À ∆dxy ,Γ) одержу-

ємо

Λn =
vF

π2v∆

[
Γ ln

p20
∆2

dxy
+ Γ2

+
π2

3

(
Γ

Γ2 +∆2
dxy

+
2∆2

dxy
Γ

(Γ2 +∆2
dxy

)2

)
T 2

]
. (7.51)

Подiбно до (7.44) у границi Γ → 0 з (7.50) одержуємо

Ĩ(ω) =− sgnω[sgn(p20 − ω2)− sgn(∆2
dxy

− ω2)]

+ 2p0[δ(ω − p0)− δ(ω + p0)]− 2∆dxy [δ(ω −∆dxy)− δ(ω +∆dxy)],

(7.52)

де ми знову взяли p0 À ∆dxy ,Γ. Тодi

J(∆dxy) = 2∆dxy tanh
∆dxy

2T
− 4T ln

(
2 cosh

∆dxy

2T

)
, (7.53)
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що вiдрiзняється вiд (7.45) членом з tanh. При∆dxy = 0 ми знову одержуємо

(7.46). При∆dxy À T залежнiсть Λn(T ) стає термiчно активованою завдяки

вториннiй щiлинi

Λn =
2

π

vF
v∆

∆dxy exp(−∆dxy/T ), (7.54)

тодi як при ∆dxy ¿ T головний член Λn(T ) спiвпадає з (7.46)

Λn =
2 ln 2

π

vF
v∆

T

[
1− 1

8 ln 2

∆2
dxy

T 2

]
. (7.55)

Порiвнюючи останнє рiвняння з (7.48), можна побачити, що вони вiдрiзня-

ються знаком перед членом з T 2.

7.6. Надпровiдна густина у вихровому станi

Присутнiсть циркулюючих надструмiв навкруги вихорiв у змiшаному

станi може бути прийнята до уваги у семiкласичному пiдходi за допомогою

введення доплерiвського зсуву квазiчастинкових енергiй, ω → ω − vs(r)k

[287]. Тут vs(r) це – надпровiдна швидкiсть, залежна вiд розподiлу вихорiв,

у позицiї r, та k це – iмпульс квазiчастинок, в якостi якого можна набли-

жено взяти його значення у вузлi [315]. Цей розподiл вихорiв описується

функцiєю

P(ε) =
1

A

∫
d2rδ(ε− vs(r)k), (7.56)

де iнтегрування ведеться по одиничнiй комiрцi вихрової гратки з площею

A = πR2. Декiлька можливих варiантiв вибору функцiї P(ε) обговорюється

у [315]. Серед цих розподiлiв є розподiл для вихрової рiдини [315]

P(ε) =
E2

H

2(ε2 + E2
H)

3/2
, (7.57)

який є найбiльш зручним для аналiтичних обрахункiв, та розподiл для

повнiстю невпорядкованого вихрового стану [315,317]

P(ε) =
1√
πEH

exp

(
− ε2

E2
H

)
. (7.58)
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Характерний маштаб енергiї EH у (7.57) i (7.58), пов’язаний з доплерiв-

ським зсувом енергiї у вихровому станi

EH(H) = a
~vF
2R

= a
~vF
2

√
πH

Φ0
, (7.59)

де a – це геометричний фактор порядку одиницi i H це – магнiтне поле,

прикладене перпендикулярно до ab площини. У другiй рiвностi ми вико-

ристали позначення роботи [315] (див. також [318] та посилання [33] у цiй

роботi) таке, що при a = 1 є один квант потоку Φ0 = hc/2e на одиничну

комiрку вихрової гратки, яка наближена кругом радiусу R = (Φ0/πH)1/2.

Кiнцевi результати залежать вiд вибору функцiї розподiлу та величини a,

але якiснi результати вiд цього не залежать. Далi ми використовуємо ве-

личину vF = 2.5× 107cm/s [296], яка вiдповiдає EH [K] = 38K ·T−1/2
√

H[T]

[139] (порiвняй з Роздiлом 2.6).

Ефект доплерiвського зсуву може бути включений у формалiзм фун-

кцiй Грiна, який вже мiстить в собi розсiяння на домiшках, за допомогою

усереднення по розподiлу P(ε) [315,319]

Λij
n (H) =

∞∫

∞
dεP(ε)

∫

HBZ

d2k

(2π)2

∞∫

−∞
dω tanh

ω

2T
vFivFj

1

4πi

× tr[GA(ω − ε,k)γ0γ5GA(ω − ε,k)γ0γ5 −GR(ω − ε,k)γ0γ5GR(ω − ε,k)γ0γ5].

(7.60)

Вiдзначимо, що у 2 × 2 формалiзмi Намбу замiна ω → ω − ε в аргумен-

тi ФГ, за допомогою якої включається зсув Доплера, є точною. У 4 × 4

формалiзмi вiдповiдна ФГ описує два протилежних вузли з протилежним

знаком доплерiвського зсуву. Незважаючи на це, можна перевiрити, що

i у останньому випадку просте правило ω → ω − ε є дiйсним приблизно,

якщо знехтувати членами ∼ εm. У вузловому наближеннi подiбно до (7.35)
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можна записати

Λn(H) = − vF
2πv∆

∞∫

∞
dεP(ε)J(m(H); ε), (7.61)

де функцiя J(ε;m(H)) наведена нижче. Польова залежнiсть Λn(H), однак,

ще визначена не повнiстю, оскiльки ще необхiдно визначити, як щiлина

m(H) {∆dxy(H)} залежить вiд поля. Ми повернемося до цього питання у

Роздiлi 7.6.2.

7.6.1. Результати для польової залежностi надпровiдної густи-

ни при m,∆dxy ,Γ = const. При T = 0 i p0 À m,∆dxy ,Γ у випадку ХСГ

одержуємо

J(m,T = 0; ε) = −2

π

[
ε arctan

ε2 −m2 − Γ2

2εΓ
+

π

2
|ε|

+Γ ln
p20√

[Γ2 + (m− ε)2][Γ2 + (m+ ε)2]

+m arctan
2mΓ

Γ2 + ε2 −m2
+ π|m|θ(m2 − Γ2 − ε2)

]
(7.62)

та у idxy випадку

J(∆dxy , T = 0; ε) = −2

π

[
ε arctan

ε2 −∆2
dxy

− Γ2

2εΓ
+

π

2
|ε|

+Γ ln
p20√

[Γ2 + (∆dxy − ε)2][Γ2 + (∆dxy + ε)2]

]
.

(7.63)

Перед тим, як зробити чисельнi обрахунки, корисно розглянути аналi-

тично границю Γ → 0. Можна побачити, що у цiй границi рiзниця мiж

випадками ХСГ та idxy полягає в останнiх двох членах ∼ m у (7.62). Че-

рез це ми розглянемо спочатку idxy випадок, а далi розглянемо роль цих

членiв. З (7.63) ми одержуємо, що

J(∆dxy , T = 0; ε) = −2|ε|θ(ε2 −∆2
dxy

). (7.64)
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Пiдставивши (7.63) у (7.61) та використавши розподiл (7.57) для вихрової

рiдини, ми одержуємо

Λn(H) =
vF
πv∆

E2
H√

E2
H +∆2

dxy

. (7.65)

Це означає, що, незважаючи на присутнiсть щiлини для вузлових квазiча-

стинок, внесок Λn все ще поводить себе як ∼ √
H, якщо ∆dxy(H) .

√
H.

Ця безщiлинна поведiнка пов’язана з тим, що доплерiвський зсув квазi-

частинкової енергiї E − kvs(r) залежний вiд положення. Таким чином, є

областi, де цей зсув є бiльшим за мiнiмальну щiлину в спектрi ∆dxy , що

веде до скiнчених ГС i Λn. Ця властивiсть ГС була пiдкреслена у [320],

де наголошено, що, незалежно вiд ступеня, який входить у залежнiсть щi-

лини вiд поля ∆dxy ∼ Hα, у малих полях головний внесок у ГС завжди√
H, якщо α > 1/2. Таким чином, у чистiй системi Λn(H) залишається

∼ √
H навiть у присутностi ненульової щiлини ∆dxy ∝ Hα з α > 1/2. Як

ми вже згадували, у випадку ХСГ останнi два члени (7.62) дають внесок

у Λn. Однак, якщо ХСГ щiлина m(H) ∝
√
H пропорцiйна

√
H поведiн-

ка величини Λn(H) залишатиметься, оскiльки внесок двох останнiх членiв

(7.62) дорiвнює vF/(πv∆)m2(H)/
√
E2

H +m2(H). На Рис. 7.3 ми побудували

залежнiсть Λs(H) для постiйних незалежних вiд поля щiлин m, ∆dxy для

чистого випадку, Γ = 0 (злiва) та при Γ = 16K. Ця залежнiсть отримана

чисельно з (7.61), використовуючи розподiл (7.58). Ми використали значе-

ння vF/v∆ = 30 та грубу оцiнку дiамагнiтного члену τ = 1500K з рисунка

Уемури. У чистiй границi Γ = 0 при нульовiй температурi, вiдкриття щiли-

ни залишає конденсат без змiн, якщо ця щiлина надпровiдна, але вичерпує

його, у випадку ХСГ. Прикладення зовнiшнього магнiтного поля H пер-

пендикулярно до площин з оксиду мiдi створює квазiчастинки i зменшує

густину конденсату у порiвняннi з величиною в нульовому полi. У порiв-

няннi з чистою dx2−y2 надпровiднiстю, зменшення конденсату при заданiй
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Рис. 7.3. (Кольоровий в електроннiй версiї [19].) Залежнiсть Λs(H))/τ при

T = 0 для d-хвильового надпровiдника з додатковими ХСГ i idxy щiлинами

∆dxy = m = 15K, а також без будьякого конкуруючого порядку. Злiва:

чиста границя, Γ = 0K. Справа: постiйне Γ = 16K.

величинi H є меншим у присутностi додаткової idxy (is) щiлини i навiть ще

меншим у випадку ХСГ. Однак оскiльки в останньому випадку величина

при H = 0 вже витоншена у порiвняннi з dx2−y2 випадком, густина конден-

сату залишається меншою при всiх розглянутих значеннях H. Дивлячись

на Рис. 7.3 (злiва) можна уявити, що випадки конкуруючих idxy та ХСГ мо-

жна легко розрiзнити на експериментi. Ситуацiя, однак, є бiльш складною,

оскiльки на практицi розглядається залежнiсть Λs(H)− Λs(H = 0) у якiй

вже важко розрiзнити конкуруючи порядки. Окрiм цього, в усiх випадках

введення розсiяння на домiшках зменшує густину конденсату i робить H

конденсат бiльш схожим (Рис. 7.3 праворуч).

7.6.2. Анзац для щiлини m(H). Взагалi кажучи, конкуруюча щi-

лина та її залежнiсть вiд допiнгу повиннi бути одержанi з самоузгодженої

системи рiвнянь для головної d-хвильової щiлини та вторинних щiлин (див.,

наприклад, [282]). Однак, оскiльки походження вторинної щiлини невiдомо,

ми слiдуємо феноменологiчному пiдходу [139], де було припущено, що

m(H, x) = (1− x/0.16)1/2θ(0.16− x)(m0 + bEH), (7.66)
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де x це – допiнг, m0 та b – вiльнi параметри.

У [139] було показано, що експериментальнi даннi з робот [297,298] мо-

жуть бути зрозумiлi якiсно з використанням щiлини (7.66), яка генерується

нижче критичного допiнгу xcr = 0.16 i залежить вiд магнiтного поля як√
H [304]. Як вже було сказано у Роздiлi 7.1, цей дослiд мотивовано екс-

периментами [301, 302], зробленими на зразку LSCO з x = 0.144, де ХСГ

щiлина вiдкривається вище критичного поля H0 ≈ 3T. Оскiльки ми не роз-

глядаємо залежнiсть щiлини вiд допiнгу, а бiльше зацiкавленi в ефектах,

зв’язаних з критичним полем, ми припускаємо, що

m(H) = bEH(H −H0). (7.67)

Окрiм цього, оскiльки в [139] використана досить велика величина b =

2.2, ми розглянемо випадок малої величини b = 0.17 так, що m(H) ¿
EH . Залежнiсть m(H) показана на Рис. 7.4 (злiва), де ми також показали

залежнiсть Γ(H), одержану з розв’язку рiвняння (7.31) для Γ(m) при p0 =

250K та π2ΓimpN(0)vFv∆ = 1500K2.

7.6.3. Результати для польової залежностi надпровiдної густи-

ни для залежних вiд поля щiлини та Γ. Пiдставивши в (7.62) вели-

чини m(H) i Γ(H) показанi злiва на Рис. 7.4 для сценарiя ХСГ, а також

у (7.64) величини ∆dxy(H) = m(H) i Γ = const = Γ(∆dxy(H = 0)) у idxy

випадку, та використавши (7.61), пiсля чисельного iнтегрування з розпо-

дiлом P(ε), який задано в (7.58), ми одержуємо результати показанi на

Рис. 7.4 праворуч. Ми використовуємо vF/v∆ = 30 та τ наведене вище.

Вище H = 3T рiзниця мiж ρs(H) обчисленої без конкуруючого порядку i

ρs(H) для idxy порядку, оскiльки ми використали малу величину b = 0.17.

Проте для ХСГ порядку ρs(H) у великих полях значно вiдхиляється вiд√
H поведiнки. Цей ефект спричиняється зростанням Γ(H), яке видно злi-

ва на Рис. 7.4. Ми пiдкреслимо, що схожа поведiнка Λs(H) − Λs(H = 0)
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Рис. 7.4. (Кольоровий в електроннiй версiї [19].) Злiва: Модельна зале-

жнiсть щiлини m вiд прикладеного поля H та результуюча залежнiсть

розсiяння на домiшках Γ вiд m. Справа: Залежнiсть (Λs(0)−Λs(H))/τ при

T = 0 для d-хвильового надпровiдника з вторинними ХСГ, idxy щiлинами

(див. (7.67) та лiву панель цього рисунку), а також у вiдсутностi конкуру-

ючого порядку.

з кросовером з
√
H поведiнки у низьких полях на lnH залежнiсть у ве-

ликих полях спостерiгалась на одному зi зразкiв з найнижчою Tc, який

дослiджувався у [292].

На вiдмiну вiд [139], де зменшення теплопровiдностi κ(H) прямо пов’я-

зується з вiдкриттям щiлини i, вiдповiдно, потребує досить великих значень

b, представленi тут результати для ρs(H) пов’язанi з непрямим впливом щi-

лини, яка вiдкривається, на залежнiсть Γ(m(H)), що у свою чергу веде до

вiдхилень у залежностi ρn(H) вiд простої ∼ √
H поведiнки.

7.7. Обговорення результатiв

Ми дослiдили вплив вiдкриття вторинної щiлини на залежнiсть над-

провiдної густини вiд магнiтного поля H, прикладеного перпендикулярно

до CuO2 площини. Ми встановили, що наявнiсть конкуруючих порядкiв

спричиняє вiдхилення польової залежностi надпровiдної густини ρs(H) вiд

простої
√
H залежностi, яку зазвичай пов’язують з доплерiвським зсувом
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квазiчастинкової енергiї. Новим i досить важливим висновком є те, що та-

кий ефект пов’язаний не тiльки з розвиненням конкуруючого порядку, але

i з його впливом на остаточне розсiяння на домiшках при нульовiй енергiї.

З експериментальної точки зору надпровiдна густина напряму вимiрює-

ться [281, 291, 292] так, що розглянутi тут ефекти можуть бути дослiдженi

експериментально. Iншою перевагою надпровiдної густини є те, що, на вiд-

мiну вiд теплопровiдностi, вона розрiзняє рiзнi види конкуруючих поряд-

кiв. Однак, з теоретичної точки зору, на вiдмiну вiд теплового транспорту,

зарядовий транспорт перенормується вершинними та фермi-рiдинними по-

правками [308], якi ми не приймали до уваги. Вiдповiдно, величини vF , v∆,

Γ i m, встановленi з вимiрювань надпровiдної густини, можуть не узгоджу-

ватись зi значеннями, знайденими з вимiрювань теплопровiдностi.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiї наведено теоретичне вирiшення наукової проблеми щодо

електронних властивостей двовимiрних систем з дiракiвським енергети-

чним спектром. Для цього в дисертацiйнiй роботi указанi та дослiдженi

тi фiзичнi ефекти, за допомогою яких можна експериментально виявити

iснування дiракiвських квазiчастинок у графенi та визначити їх власти-

востi. Також в дисертацiї розвинуто опис дiракiвських квазiчастинок у

надпровiдному станi високотемпературних d-хвильових надпровiдникiв у

присутностi вторинного параметру порядку.

На основi детальних висновкiв, зроблених у кожному роздiлi дисертацiї,

можна видiлити найбiльш суттєвi результати отриманi в роботi:

1. Циклотронна маса для дiракiвських фермiонiв, яка входить у тем-

пературний фактор у вiдповiдному виразi для амплiтуди осциляцiй

Шубнiкова – де Гааза, у графенi залежить вiд хiмiчного потенцiалу

лiнiйним, а вiд густини носiїв кореневим чином. Експериментальне

спостереження [39, 40] цiєї залежностi довело, що закон дисперсiї

квазiчастинок у графенi є лiнiйним.

2. Фаза квантових магнiтних осциляцiй для дiракiвських фермiонiв

(зокрема, осциляцiй Шубнiкова – де Гааза) зсунута на π по вiд-

ношенню до вiдповiдної фази для електронiв у нерелятивiстсько-

му двовимiрному електронному газi. Цей зсув фази дорiвнює π як

для безмасових частинок, коли вiн спiвпадає з адiабатичною фазою

Беррi для них, так i для масивних частинок, коли фаза Беррi по-

чинає залежати вiд маси. Зсув фази на π магнiтних осциляцiї для

дiракiвських фермiонiв обумовлений тим, що енергiя найнижчого

рiвня Ландау не залежить вiд магнiтного поля. Експериментальне
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дослiдження [39,40] дiаграми Ландау дозволило встановити, що фа-

за осциляцiй Шубнiкова – де Гааза) зсунута на π по вiдношенню до

вiдповiдної фази у звичайних матерiалах, що доводить дiракiвський

характер квазiчастинок у графенi.

3. Квантовий ефект Холла для дiракiвських фермiонiв у графенi є

аномальним (напiвцiлим) з фактором заповнення ν = ±4(n+ 1/2),

n = 0, 1, . . . Аномальнiсть КЕХ викликана тим, що виродження най-

нижчого рiвня Ландау дорiвнює половинi виродження вищих рiв-

нiв. Головним доказом iснування дiракiвських фермiонiв у графенi

стало саме спостереження незвичайного квантового ефекту Холла

[39,40], передбачене у роботi здобувача.

4. Сформульовано критерiй iснування безщiлинних крайових станiв у

енергетичному спектрi в режимi iз фактором заповнення ν = 0.

5. Унiверсальна оптична (динамiчна) провiднiсть для невзаємодiючих

дiракiвських фермiонiв, при енергiях фотонiв Ω À T, µ (T – тем-

пература, а µ – хiмiчний потенцiал) визначається величиною σopt =

πe2/(2h), де e – це заряд електрона, а h - постiйна Планка. Пове-

дiнка оптичної провiдностi має пороговий характер, який залежить

вiд концентрацiї носiїв, що нагадує ефект Бурштейна-Мосса у на-

пiвпровiдниках. При Ω < 2|µ| оптична провiднiсть майже вiдсутня,

через блокування Паулi, а при Ω > 2|µ| провiднiсть виходить на

своє унiверсальне значення σopt. Саме така поведiнка оптичної про-

вiдностi спостерiгалася у експериментальних роботах [41–44].

6. Поблизу дiракiвської точки сигнал Нернста стає великим та до-

датним, сягаючи 1µV/K на 1Tesla, що в 100 разiв бiльше, нiж у

звичайних системах. Така поведiнка сигнала Нернста мала мiсце у

експериментах [45–47], де спостерiгався дуже великий пiк Нернста

(50µV/K при 8T) у точцi Дiрака.

7. По еволюцiї лiнiй поглинання електромагнiтних хвиль при змiнi хi-
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мiчного потенцiалу в графенi можна здобути вiдомостi про наяв-

нiсть аномального (найнижчого) дiракiвського рiвня Ландау. При

цьому перша лiнiя поглинання, яка пов’язана з цим рiвнем, завжди

має або повну iнтенсивнiсть, або цiлком вiдсутня, тодi як всi iншi

лiнiї зникають у два кроки. Хоча й буквально описана еволюцiя

лiнiй поглинання не спостерiгалась, iснуючi експерименти [119] по

магнiтооптицi узгоджуються з виразом для дiагональної динамiчної

магнiтопроводностi, який одержано у дисертацiї.

8. Одержанi правила сум для дiагональної та холлiвської оптичної

провiдностей у графенi. Як нам стало вiдомо, автори роботи [43]

зараз обробляють свої експериментальнi результати з використа-

нням часткової спектральної ваги так, що можна сподiватися, що

представленi у дисертацiї результати для правила сум знайдуть своє

використання.

9. У присутностi електрон-фононної взаємодiї величина оптичної про-

вiдностi стає меншою, нiж розрахована унiверсальна величина σopt.

На даний час експериментальнi вимiрювання цiєї величини не ма-

ють такої точностi, щоб можна було побачити вiдхилення вiд σopt,

пов’язанi з взаємодiєю.

10. У присутностi параметру порядку iншої природи, який конкурує з

d-хвильовою надпровiднiстю, залежнiсть надпровiдної густини вiд

зовнiшнього магнiтного поля H вiдрiзняється вiд простої ∼ √
H

залежностi, яку зазвичай пов’язують з доплерiвським зсувом енергiї

квазiчастинок.
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Додаток А

Рiвняння Дiрака у зовнiшньому магнiтному полi: калiбрування

Ландау

Рiвняння Дiрака з масовим членом γ3 має вигляд:
[
iγ0~∂t + i~vFγ1Dx + i~vFγ2Dy −∆γ3

]
Ψ(t, r) = 0, (А.1)

де коварiантна похiдна

Di = ∂i +
ie

~c
Ai, i = x, y, Ai = (Ax, Ay), (А.2)

та матрицi γi належать до кiрального представлення (1.44). Магнiтне поле

B = ∇×A = (0, 0, Bz)), яке можна задовольнити у обраному калiбруваннi

Ландау (Ax, Ay) = (0, Bx). Легко перевiрити, що комутатор

[Dx, Dy] =
i

l2
, (А.3)

де ми ввели магнiтну довжину l =
√
~c/|eB|. Для розв’язкiв типуΨσ(t, r) =

e−iEt/~Ψ(r) рiвняння (А.1) набуває вигляд

[~vF (−α1iDx − α2iDy) + ∆α3] Ψ(r) = EΨ(r), αi = γ0γi (А.4)

де матрицi αi наведенi у (1.42). Дуже зручною властивiстю цього пред-

ставлення рiвняння Дiрака є те, що рiвняння для рiзних долин (K± точок)

роздiляються:

 ∆ ~vF (−iDx −Dy)

~vF (−iDx +Dy) −∆





 ψAK+

ψBK+


 = E


 ψAK+

ψBK+


 ,

(А.5)
 ∆ ~vF (−iDx −Dy)

~vF (−iDx +Dy) −∆





 ψBK−

ψAK−


 = −E


 ψBK−

ψAK−


 .

(А.6)
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При умовi E 6= −∆ можна виразити B-компоненти ψBK+
, ψBK− через A-

компоненти:

ψBK+
=

~vF
E +∆

(−iDx +Dy)ψAK+
,

ψBK− =
~vF

E +∆
(iDx +Dy)ψAK−.

(А.7)

Таким чином двокомпонентнi спiнори для K± долин можуть бути записанi

у формi:

ψK+
= A1


 ψAK+

~vF (−iDx+Dy)
E+∆ ψAK+


 , ψK− = A2




~vF (iDx+Dy)
E+∆ ψAK−

ψAK−


 .

(А.8)

Константи A1,2 в (А.8) визначаються за допомогою умов нормування
∫

d2rψ†
K±(r, k, n)ψK±(r, k

′, n′) = δn,n′δ(k − k′), (А.9)

де k, k′ and n, n′ є квантовими числами (у обраному калiбруваннi хвильовий

вектор повздовж y-напрямку та iндекс рiвня Ландау), що характеризують

власнi стани дiракiвських квазiчастинок у магнiтному полi. Як слiдує з

(А.5) i (А.6), A-компоненти спiнорiв ψAK+
, ψAK− задовольняють наступним

рiвнянням:

(−iDx −Dy) (−iDx +Dy)ψAK+
=

E2 −∆2

~2v2F
ψAK+

, (А.10)

(−iDx +Dy) (−iDx −Dy)ψAK− =
E2 −∆2

~2v2F
ψAK−, (А.11)

Цi рiвняння другого порядку можна ще спростити, якщо ввести безроз-

мiрний параметр λ ≡ (
E2 −∆2

)
/ε20, де енергетичний масштаб Ландау

ε0 ≡
√

2~v2F |eB|/c. Тодi (А.10) та (А.11) набувають вигляд

(−l2D2
x − l2D2

y + 1
)
ψAK+

= 2λψAK+
,

(−l2D2
x − l2D2

y − 1
)
ψAK− = 2λψAK−.

(А.12)



219

У обраному калiбруванню Ландау (Ax, Ay) = (0, Bx), диференцiальнi рiв-

няння (А.12) не мають явної залежностi вiд координати y. Таким чином,

вiдповiднi розв’язки (А.12) трансляцiйно iнварiантнi в y-напрямку, що за-

довольняється, якщо хвильовi функцiї є плоскими хвилями у y-напрямку,

ψAK+
(r, k) =

1√
2πl

eikyu+(x, k), ψBK+
=

1√
2πl

eikyv+(x, k),

ψAK−(r, k) =
1√
2πl

eikyu−(x, k), ψBK− =
1√
2πl

eikyv−(x, k).
(А.13)

де функцiї u±(x, k) залежать тiльки вiд однiєї безрозмiрної комбiнацiї змiн-

них, ξ = x/l + kl, та задовольняють наступним рiвнянням:

(
∂2
ξ − ξ2 ∓ 1 + 2λ

)
u±(ξ) = 0. (А.14)

У вiдповiдностi з (А.8), усунутi компоненти v±(x, k) ≡ v±(ξ) дорiвнюють

v±(ξ) = ∓i
ε0 (∂ξ ∓ ξ)u±(ξ)√
2(E + µ(±) ∓∆(∓))

. (А.15)

(Вiдмiтимо, що x0 ≡ −kl2 може бути iнтерпретований як центр локалiзацiї

хвильової функцiї у x-напрямку.)

Лiва частина умови (А.9) може бути переписана, наприклад, для A1:

|A1|2
∫

d2r
[
ψ†
AK+

(r, k)ψAK+
(r, k′)

+
~2v2F

(E +∆)2
[(−iDx +Dy)ψAK+

(r, k)]†(−iDx +Dy)ψAK+
(r, k′)

]

=|A1|2
∫

d2r
[
ψ†
AK+

(r, k)ψAK+
(r, k′)

− ~2v2F
(E +∆)2

ψ†
AK+

(r, k)(iDx +Dy)(−iDx +Dy)ψAK+
(r, k′)

]
=

=|A1|2
∫

d2r

[
ψ†
AK+

(r, k)ψAK+
(r, k′) +

E2 −∆2

(E +∆)2
ψ†
AK+

(r, k)ψAK+
(r, k′)

]

=|A1|2
∫

d2r
2E

E +∆
ψ†
AK+

(r, k)ψAK+
(r, k′),

(А.16)
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де у четвертiй лiнiї ми використали рiвняння (А.10). Таким чином, A1 =√
|E+∆|
2|E| . За допомогою цього виразу умови нормування (А.16) для функцiй

u±(x, k) приймають вигляд
∞∫

−∞

dx

l
u†±(x, k)u±(x, k) = 1, C1,2 =

√
|E +∆|
2|E| . (А.17)

Можна легко побачити, що диференцiальне рiвняння другого порядку

(А.14) спiвпадає з вiдповiдним рiвнянням, яке виникає при розглядi таких

загальновiдомих задачах, як опис гармонiйного осцилятора та нереляти-

вiстських електронiв у магнiтному полi. Також ми можемо використати

рiвняння (10.13.13) з книги [258], яке стверджує, що обмеженi розв’язки

рiвняння

z′′ + (2n+ 1− x2)z = 0 (А.18)

виражаються через полiноми Гермiта:

zn(x) = [π1/22nn!]−1/2 exp(−x2/2)Hn(x). (А.19)

Розв’язок (А.19) включає в себе нормуючи фактори. Таким чином, обме-

женi розв’язки (А.14) iснують коли 2λ = (2n + 1 ± 1), n = 0, 1, . . . i

дорiвнюють:

u+(ξ) = wn(ξ), λ = n+ 1;

u−(ξ) = wn(ξ), λ = n, n = 0, 1, . . . ,

wn(ξ) = (π1/22nn!)−1/2e−ξ2/2Hn(ξ),

∞∫

−∞
dξwn(ξ)wm(ξ) = δnm.

(А.20)

Вiдзначимо, що власнi функцiї u−(ξ), що вiдповiдають n = 0 i E = −∆

повиннi бути виключенi з цього списку та розглянутi окремо.

Зараз ми повернемося до розгляду випадку, коли E = −∆. У цьому

випадку рiвняння у K+ точцi приймає форму

~vF (−iDx +Dy)ψAK+
= 0, (А.21a)
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~vF (−iDx −Dy)ψBK+
= −2∆ψAK+

(А.21b)

Нетривiальним розв’язком рiвняння (А.21a) є

ψAK+
∼ eikye

1
2 (x/l+kl)2, (А.22)

яке є квадратично неiнтегрованим. Через це ψAK+
= 0. Рiвняння (А.21b)

дає

ψBK+
∼ eikye−

1
2 (x/l+kl)2. (А.23)

Таким же самим чином у K− точцi

~vF (−iDx −Dy)ψAK− = 0, (А.24a)

~vF (−iDx +Dy)ψBK− = 2∆ψAK−. (А.24b)

Подiбно до розгляду K+ точки, i для ψBK− ми одержуємо ψAK− = ψBK− =

0.

Таким чином, при eB,∆ > 0 ми маємо наступнi розв’язки з позитивною

(ψ(+)
K+

) i негативною (ψ(−)
K+

) енергiєю у K+ точцi:

ψ
(+)
K+

(x, y;n, k) =
1√
2πl

e−i|En|t+iky 1√
2|En|




√
|En|+∆wn−1(ξ)

i
√
|En| −∆wn(ξ)


 , n > 1,

ψ
(−)
K+

(x, y;n, k) =
1√
2πl

ei|En|t+iky 1√
2|En|




√
|En| −∆wn−1(ξ)

−i
√

|En|+∆wn(ξ)


 , n > 1,

ψ
(−)
K+

(x, y;n = 0, k) =
1√
2πl

ei|E0|t+iky


 0

−iw0(ξ)


 , n = 0,

(А.25)
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та у K− точцi:

ψ
(+)
K− (x, y;n = 0, k) =

1√
2πl

e−i|E0|t+iky


 0

iw0(ξ)


 , n = 0,

ψ
(+)
K− (x, y;n, k) =

1√
2πl

e−i|En|t+iky 1√
2|En|




√
|En| −∆wn−1(ξ)

i
√
|En|+∆wn(ξ)


 , n > 1,

ψ
(−)
K− (x, y;n, k) =

1√
2πl

ei|En|t+iky 1√
2|En|


 −

√
|En|+∆wn−1(ξ)

i
√

|En| −∆wn(ξ)


 , n > 1,

(А.26)

де

En = ±
√

∆2 + ~v2F2n|eB|/c, (А.27)

та ми визначили w−1(ξ) ≡ 0. Найнижчий рiвень Ландау (НРЛ) є незвичай-

ним: тодi як при n > 1 iснують розв’язки що вiдповiдають як i електронним

(En > 0) так i дiрковим (En < 0) станам у обидвох K+ i K− точках, розв’я-

зок з n = 0 описує дiрки у K+ точцi та електрони у K− точцi. Пiдкреслимо

також, що стани з нульового рiвня Ландау з долини K+ знаходяться тiльки

на B пiдгратцi, тодi як вiдповiднi стани з долини K− знаходяться тiльки

на A пiдгратцi. (Нагадаємо, що для K− долини компоненти спiнору пе-

реставленi мiж собою, якщо порiвнювати зi спiнором визначеним для K+

долини.)
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Додаток Б

Рiвняння Дiрака у зовнiшньому магнiтному полi: симетричне

калiбрування

Рiвняння Дiрака зi звичайним масовим членом має вигляд:
[
iγ̃0~∂t + ivF γ̃

1
(
~∂x + i

e

c
Ax

)
+ ivF γ̃

2
(
~∂y + i

e

c
Ay

)
−∆

]
ψ(t, r) = 0,

(Б.1)

де у симетричному калiбруваннi A = (−By/2, Bx/2), так, що як i у До-

датку А магнiтне поле B = ∇×A направлене повздовж позитивного на-

прямку z осi.

Як ми вже вiдзначали у Роздiлi 2.2 у 2 + 1 вимiрi iснує два нееквiва-

лентних представлення алгебри Дiрака, наприклад, обраних як у роботi

[132]:

γ̃0 = σ3, γ̃
1 = iσ1, γ̃

2 = iσ2 (Б.2)

and

γ̃0 = −σ3, γ̃
1 = −iσ1, γ̃

2 = −iσ2. (Б.3)

Представлення γ-матриць γ̂0 = σ3, γ̂1 = iσ2 ,γ̂3 = −iσ1) наведене у (1.49),

яким ми користувалися у роботах [1,2,9], пов’язано з представленням (Б.2),

(σ3, iσ1, iσ2) унiтарним перетворенням U = (Î + iσ3)/
√
2.

Хоча й кiнцевi результати обчислень не залежать нi вiд представлення

γ-матриць нi вiд калiбрування, промiжнi вирази залежать вiд цього вибору.

Оскiльки представлення (Б.2), (Б.3) також часто використовуються у лiте-

ратурi, у цьому Додатку ми розв’яжемо рiвняння Дiрака (Б.1) i одержимо

оператор (5.11) використовуючи це представлення. Ми почнемо з розгляду

представлення (Б.2). Як ми вже знаємо з Додатку А, енергетичний спектр
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задачi (Б.1) залежить вiд знакiв eB та ∆. Як i ранiше, ми припустимо, що

eB,∆ > 0.

У цьому випадку ми одержуємо, що спектр знову має вигляд:

E0 = −M0 = −∆,

En = ±Mn = ±
√

∆2 + 2n|eB|~v2F/c, n = 1, 2, . . . ,
(Б.4)

де Mn визначенi у (3.40) (з ~ = 1). Загальний розв’язок має вигляд

ψ(x) =
∑
n,m

[
anmunm(x) + b+nmvnm(x)

]
, (Б.5)

де

unm =
1

l
√
2π

exp(−iMnt)
1√
2Mn




√
Mn +∆ Jn−m

m−1 (ξ)e
i(m−1)θ

√
Mn −∆ Jn−m

m (ξ)eimθ


 ,

n > 1, m 6 n,

v0m =
1

l
√
2π

exp(iM0t)


 0

J−m
m (ξ)eimθ


 , n = 0, m 6 0,

vnm =
1

l
√
2π

exp(iMnt)
1√
2Mn


 −√

Mn −∆ Jn−m
m−1 (ξ)e

i(m−1)θ

√
Mn +∆ Jn−m

m (ξ)eimθ


 ,

n > 1, m 6 n.

(Б.6)

Цi розв’язки ми записали з використанням функцiй [321]

Jn
ν (ξ) =

[
n!

(n+ ν)!

]1/2
e−ξ/2ξν/2Lν

n(ξ),

J−m
m (ξ) =

(−1)m√
(−m)!

e−ξ/2ξ−m/2 (m 6 0),

(Б.7)

де Lm
n (ξ) це – полiноми Лагера (Lm

n (ξ) ≡ 0 при n 6 −1), l ≡ (~c/|eB|)1/2, як
було вже визначено, магнiтна довжина, ξ = r2/2l2, а квантове число m 6 n

вiдображає виродженiсть кожного рiвня по кутовому моменту. Спiнори unm

та vnm нормуються наступним чином:
∫

d2xu†n′m′(x)unm(x) =

∫
d2x v†n′m′(x)vnm(x) = δn′,nδm′,m. (Б.8)



225

Таким чином, НРЛ з n = 0 є особливим: тодi як при n > 1 iснують розв’яз-

ки, що вiдповiдають як i фермiонним (En = Mn) так i антифермiонним

(En = −Mn) станам, розв’язок з n = 0 описує тiльки антифермiоннi стани.

У випадку використання представлення (Б.3) для Дiракiвських матриць,

загальний розв’язок задається рiвнянням (Б.5), де unm(x), vnm(x) замiненi

на vnm(−x), unm(−x):

ψ(x) =
∑
n,m

[
cnmvnm(−x) + d†nmunm(−x)

]
. (Б.9)

Розв’язок v0m вiдповiдає НРЛ з додатною енергiєю E0 = ∆, тодi як розв’яз-

ки vnm, unm з n > 1 вiдповiдають енергiям En = ±Mn (порiвняй з (Б.4).

Вiдповiдно, коли спектри двох нееквiвалентних представлень об’єднанi ра-

зом, виродження НРЛ з n = 0 дорiвнює половинi виродження рiвнiв з

n > 1. Чотирьохкомпонетний спiнор Ψ скомбiнований з двох двохкомпо-

нентних спiнорiв (Б.5) та (Б.9) i з нього ми одержуємо вираз (5.11) для

генератора псевдоспiнових обертань.
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Додаток В

Динамiчна провiднiсть без магнiтного поля

Для обчислення провiдностi ми використаємо представлення (3.13) куди

пiдставимо випереджаюча та запiзнювальна ФГ

G(R,A)(ω,k) =
γ0(ω ± iΓ(ω))− kγγγ +∆

(ω ± iΓ(ω))2 − k2 −∆2
, (В.1)

де для скорочення ми поклали vF = 1. Обчислюючи tr1 i проiнтегрувавши

по кутам ми одержуємо

ΠR
xx(Ω + i0) =

e2Nf

2π2i

∞∫

−∞
dω nF (ω)

∞∫

0

dε

[
(ω + iΓ(ω))(ω − Ω− iΓ(ω − Ω))−∆2

[(ω + iΓ(ω))2 −∆2 − ε][(ω − Ω− iΓ(ω − Ω))2 −∆2 − ε]

+
(ω + iΓ(ω))(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))−∆2

[(ω + iΓ(ω))2 −∆2 − ε][(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))2 −∆2 − ε]

− (ω − iΓ(ω))(ω − Ω− iΓ(ω − Ω))−∆2

[(ω − iΓ(ω))2 −∆2 − ε][(ω − Ω− iΓ(ω − Ω))2 −∆2 − ε]

− (ω − iΓ(ω))(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))−∆2

[(ω − iΓ(ω))2 −∆2 − ε][(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))2 −∆2 − ε]

]
,

(В.2)

де ε = k2. Сзунувши змiнну ω → ω + Ω у першому i третьому членi та

поєднавши перший та четвертий члени вираз (В.2) можна переписати у
1Наведений результат вiдповiдає (Π11 +Π22)/2. Також ми вважаємо, що об’єм V = 1.
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формi

ΠR
xx(Ω + i0) =

e2Nf

2π2i

∞∫

−∞
dω

∞∫

0

dε

[
[nF (ω + Ω)− nF (ω)]

× (ω − iΓ(ω))(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))−∆2

[(ω − iΓ(ω))2 −∆2 − ε][(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))2 −∆2 − ε]

+ nF (ω)
(ω + iΓ(ω))(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))−∆2

[(ω + iΓ(ω))2 −∆2 − ε][(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))2 −∆2 − ε]

− nF (ω + Ω)
(ω − iΓ(ω))(ω + Ω− iΓ(ω + Ω))−∆2

[(ω − iΓ(ω))2 −∆2 − ε][(ω + Ω− iΓ(ω + Ω))2 −∆2 − ε]

]
.

(В.3)

Вiдзначимо, що друга та третя дрiб перед nF є комплексноспряженими

так, що їх дiйснi частини дорiвнюють одна однiй. Таким чином, для дiйсної

частини провiдностi одержуємо

σxx(Ω) =
e2Nf

2π2Ω
Re

∞∫

−∞
dω[nF (ω)− nF (ω + Ω)]

×
∞∫

0

dε

[
(ω − iΓ(ω))(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))−∆2

[(ω − iΓ(ω))2 −∆2 − ε][(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))2 −∆2 − ε]

− (ω + iΓ(ω))(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))−∆2

[(ω + iΓ(ω))2 −∆2 − ε][(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))2 −∆2 − ε]

]

(В.4)

Проiнтегрувавши по ε ми одержуємо

σxx(Ω) =
e2Nf

2π2Ω
Re

∞∫

−∞
dω[nF (ω)− nF (ω + Ω)]

×
[

(ω − iΓ)(ω′ + iΓ′)−∆2

[ω − ω′ − i(Γ + Γ′)][ω + ω′ − i(Γ− Γ′)]
ln

∆2 − (ω′ + iΓ′)2

∆2 − (ω − iΓ)2

− (ω + iΓ)(ω′ + iΓ′)−∆2

[ω − ω′ + i(Γ− Γ′)][ω + ω′ + i(Γ + Γ′)]
ln

∆2 − (ω′ + iΓ′)2

∆2 − (ω + iΓ)2

]
.

(В.5)

Скомбiнувавши логарифми i знову використавши властивiсть ReA = ReA∗

ми одержуємо (3.14). Узагальненням (3.14), яке необхiдне щоб урахувати



228

також дiйсну частину власної енергiї Σ, є наступний вираз

σxx(Ω) =
e2Nf

2π2Ω
Re

∞∫

−∞
dω[nF (ω)− nF (ω + Ω)]

[(
(ω̃ + iΓ)(ω̃′ + iΓ′)−∆2

[ω̃ − ω̃′ + i(Γ− Γ′)][ω̃ + ω̃′ + i(Γ + Γ′)]

− (ω̃ + iΓ)(ω̃′ − iΓ′)−∆2

[ω̃ − ω̃′ + i(Γ + Γ′)][ω̃ + ω̃′ + i(Γ− Γ′)]

)
ln[∆2 − (ω̃ + iΓ)2]

+ (ω ↔ ω′,Γ ↔ Γ′)
]
,

(В.6)

де ми ввели позначення ω̃(ω) = ω−ReΣ(ω̃), ω̃′ = ω̃(ω+Ω), Γ = Γ(ω̃),Γ′ =

Γ(ω̃′).
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Додаток Г

ФГ у зовнiшньому магнiтному полi

У координатному просторi фермiонний пропагатор має наступну форму

у формалiзмi власного часу

S(x, y) = (iD̂ +∆)x〈x
∣∣∣∣

−1

∆2 + D̂2

∣∣∣∣ y〉

= −i(iD̂ +∆)x

∞∫

0

ds〈x| exp[−is(∆2 + D̂2)]|y〉,
(Г.1)

де D̂ = γνDν та подовженi похiднi Dν визначенi рiвнянням (1.52). Для зру-

чностi ми поклали c = ~ = vF = 1. Матричний елемент 〈x| exp[−is(∆2 +

D̂2)]|y〉 може бути обчислено використовуючи метод власного часу Швiн-

гера [322] (див. також педагогiчний огляд [323]). Головна iдея цього методу

базується на iнтерпретацiї 〈x| exp[−isD̂2]|y〉 як координатного представ-

лення “еволюцiйного оператору” власного часу U(s) = exp[−iHs], де ми

ввели “гамiльтонiан”

H = D̂2 = D2− e

2
σρνFρν, Fρν = ∂ρAν −∂νAρ, σρν =

i

2
[γρ, γν]. (Г.2)

Матричний елемент еволюцiйного оператору може бути обрахований [323],

наприклад, з використанням операторного формалiзму або функцiональ-

ного iнтегрування:

〈x|U(s)|y〉 = e−iπ/4

8(πs)3/2
exp


ie

x∫

y

dξνA
ν(ξ)

+
i

4
(x− y)f(s)(x− y)− L(s) + i

e

2
σFs

]
,

(Г.3)

з

f(s) ≡ eF coth(eFs), L(s) ≡ 1

2
tr ln

(
sinh eFs
eFs

)
, (Г.4)
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де ми використали матричнi позначення, тобто, Fρν ≡ (F)ρν та iнтеграл

з Aν обчислюється повздовж прямої лiнiї. Цей оператор вiдрiзняється вiд

чотирьохвимiрної версiї 〈x|U(s)|y〉 [323] ступiнню залежностi вiд власного

часу та чисельними множниками. Пiдставивши (Г.3) до (Г.1) ми одержуємо

S(x, y) = exp


ie

x∫

y

dξνA
ν(ξ)




× e−i3π/4

8π3/2

∞∫

0

ds

s3/2

[
∆− 1

2
γρ[f(s) + eF]ρν(x− y)ν

]

× exp

[
−i∆2s+

i

4
(x− y)f(s)(x− y)− L(s) + i

e

2
σFs

]
.

(Г.5)

Наприкiнцi, щоб зробити обчислення для потрiбного нам випадку, треба

знайти f(s), L(s) та exp[i(e/2)σFs] для F, що мiстить тiльки магнiтне поле

B. Вiдповiднi вирази для цих величин такими

f(s)ρν = −1

s

[
gρν +

(F2)ρν
B2

(1− eBs cot(eBs))

]
,

exp[−L(s)] =
eBs

sin eBs
,

exp
[
i
e

2
σFs

]
= cos eBs+ γ1γ2 sin eBs.

(Г.6)

У мацубарiвському частотно-iмпульсному представленнi це дає

S̃(iω,p) =−
∞∫

0

ds exp

[
−s

(
∆2 − (iω)2 + p2 tanh(eBs)

eBs

)]

×
[(

iωγ0 − p1γ
1 − p2γ

2 +∆+
1

i
(p2γ

1 − p1γ
2) tanh(eBs)

)

×
(
1 +

1

i
γ1γ2 tanh(eBs)

)]
.

(Г.7)

Також зручно записати альтернативну форму фермiонного пропагатору

у магнiтному полi як сумму по полюсам, що вiдповiдають рiвням Ландау.
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У цьому виводi ми слiдуємо роботам [245,324]. Вводячи короткi позначення

ми переписумо рiвняння (Г.7) наступним чином,

S̃(iω,p) =−
∞∫

0

ds exp

[
−s

(
a+ p2 tanh(eBs)

eBs

)]

× [(b+ c tanh(|eBs|)) (1 + d tanh(|eBs|))] ,
(Г.8)

де

a = ∆2 − (iω)2, b = iωγ0 − p1γ
1 − p2γ

2 +∆,

c = −i(p2γ
1 − p1γ

2)sgn(eB), d = −iγ1γ2sgn(eB).
(Г.9)

Використавши тотожнiсть tanh x = 1− 2 exp(−2x)/[1 + exp(−2x)] та спiв-

вiдношення [325]

(1− z)−(α+1) exp

(
xz

z − 1

)
=

∞∑
n=0

Lα
n(x)z

n, |z| < 1, (Г.10)

з z = − exp(−2|eB|s), x = 2 p2

|eB| , ми одержуємо вираз

S̃(iω,p) = − exp

(
− p2

|eB|
) ∞∫

0

ds exp

[
−sa+

2p2

|eB|
z

z − 1

]

×
[
(b+ c) (1 + d) + (4cd+ 2c+ 2bd)

z

1− z
+ 4cd

z2

(1− z)2

]
.

(Г.11)

Потiм використавши тотожнiсть Lα−1
n (x) = Lα

n(x) − Lα
n−1(x) i означення
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Ln ≡ L0
n, Lα

−1 = 0 ми одержумо

S̃(iω,p) = − exp

(
− p2

|eB|
) ∞∫

0

ds exp(−sa)

[
(b+ c) (1 + d)

∞∑
n=0

Ln(x)z
n

+(− (b+ c) (1 + d) + 2c+ 2bd)
∞∑
n=0

Ln−1(x)z
n + 4cd

∞∑
n=0

L1
n−1(x)z

n

]

=− exp

(
− p2

|eB|
) ∞∫

0

ds exp(−sa)
{
(∆ + iωγ0)

×
[
(1− sgn(eB)iγ1γ2)

∞∑
n=0

Ln(x)z
n − (1 + sgn(eB)iγ1γ2)

∞∑
n=0

Ln−1(x)z
n

]

+4(p1γ
1 + p2γ

2)
∞∑
n=0

L1
n−1(x)z

n

}
.

(Г.12)

Наприкiнцi, проiнтегрувавши по s та вiдновивши vF i c ми одержуємо рiв-

няння (3.39).
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Додаток Д

Дiагональна та холлiвська динамiчна провiдностi у магнiтному

полi

Для обчислення провiдностi ми використаємо представлення (3.13), з

якого пiсля вiдповiдного зсуву змiнних можна одержати наступний вираз

для дiйсної частини провiдностi

σαβ(Ω) =
e2v2F
2πΩ

Re

∞∫

−∞
dω

∫
d2k

(2π)2
tr {[nF (ω)− nF (ω + Ω)]

× γαSR(ω + Ω,k)γβSA(ω,k)− nF (ω)γ
αSR(ω + Ω,k)γβSR(ω,k)

+nF (ω + Ω)γαSA(ω + Ω,k)γβSA(ω,k)
}
.

(Д.1)

Використавши вирази (3.43) для запiзнювальної та випереджувальна ФГ

ми одержуємо

σαβ(Ω) =
e2v2F
2πΩ

Re

∞∫

−∞
dω

∫
d2k

(2π)2
e−

ck2

|eB|
∞∑

n,m=0

(−1)n+m

× tr

{
[nF (ω)− nF (ω + Ω)]

γαSR
n (ω + Ω)γβSA

m(ω)

[(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))2 −M 2
n][(ω − iΓ(ω))2 −M 2

m]

−nF (ω)
γαSR

n (ω + Ω)γβSR
m(ω)

[(ω + Ω+ iΓ(ω + Ω))2 −M 2
n][(ω + iΓ(ω))2 −M 2

m]

+ nF (ω + Ω)
γαSA

n (ω + Ω)γβSA
m(ω)

[(ω + Ω− iΓ(ω + Ω))2 −M 2
n][(ω − iΓ(ω))2 −M 2

m]

}
,

(Д.2)

де S
(R,A)
n є чисельниками у (3.43), якi одержуються з рiвняння (3.41) для

Sn(iωn,k) за допомогою правила S(R,A)
n (ω,k) = Sn(iωn → ω±iΓ(ω)). Таким

чином ми враховуємо залежне вiд частоти розсiяння на домiшках Γ(ω).
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Слiди у (Д.2) легко обчислюються

tr
[
γαS(R,A)

n (ω′)γβS(R,A)
m (ω)

]
= −8Nf [(ω

′ ± iΓ′)(ω ± iΓ)−∆2]

× [δαβ (Ln(x)Lm−1(x) + Ln−1(x)Lm(x))

+iεαβ sgn(eB) (Ln(x)Lm−1(x)− Ln−1(x)Lm(x))]

− 64Nf(2kαkβ − δαβk
2)L1

n−1(x)L
1
m−1(x),

(Д.3)

де εαβ є антисиметричним тензором (ε12 = 1) i аргумент полiномiв Лагера

дорiвнює x = 2ck2/|eB|. Пiсля iнтегрування по iмпульсу ми одержуємо

σαβ(Ω) =
e2v2F |eB|Nf

2π2cΩ

× Re
∞∑

n,m=0

(−1)n+m+1 [δαβ(δn,m−1 + δn−1,m) + iεαβ sgn(eB)(δn,m−1 − δn−1,m)]

×
∞∫

−∞
dω

[
[nF (ω)− nF (ω

′)][(ω′ + iΓ′)(ω − iΓ)−∆2]

[(ω′ + iΓ′)2 −M 2
n][(ω − iΓ)2 −M 2

m]

− nF (ω)[(ω
′ + iΓ′)(ω + iΓ)−∆2]

[(ω′ + iΓ′)2 −M 2
n][(ω + iΓ)2 −M 2

m]
+

nF (ω
′)[(ω′ − iΓ′)(ω − iΓ)−∆2]

[(ω′ − iΓ′)2 −M 2
n][(ω − iΓ)2 −M 2

m]

]
.

(Д.4)

Наявнiсть Символiв Кронекера у (Д.4), пов’язаних з ортогональнiстю по-

лiномiв Лагера,

∞∫

0

dxe−xxαLα
m(x)L

α
n(x) =

Γ(n+ α + 1)

n!
δmn, (Д.5)

показує що у провiднiсть дають вклад тiльки переходи мiж сусiднiми рiв-

нями Ландау. Останнiй член (Д.3) зникає пiсля iнтегрування по кутам.
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Дiйсна частина рiвняння (Д.4) записується

σαβ(Ω) =
e2v2F |eB|Nf

2π2cΩ

∞∑
n,m=0

(−1)n+m+1

∞∫

−∞
dω

{
δαβ(δn,m−1 + δn−1,m)[nF (ω)− nF (ω

′)]Re[Π1
n,m(ω, ω

′)− Π2
n,m(ω, ω

′)]

− εαβ sgn(eB)(δn,m−1 − δn−1,m)
[
[nF (ω)− nF (ω

′)]ImΠ1
n,m(ω, ω

′)

−[nF (ω) + nF (ω
′)]ImΠ2

n,m(ω, ω
′)
]}

,

(Д.6)

де ми ввели

Π1
n,m(ω, ω

′) =
(ω′ + iΓ′)(ω − iΓ)−∆2

[(ω′ + iΓ′)2 −M 2
n][(ω − iΓ)2 −M 2

m]
,

Π2
n,m(ω, ω

′) =
(ω′ + iΓ′)(ω + iΓ)−∆2

[(ω′ + iΓ′)2 −M 2
n][(ω + iΓ)2 −M 2

m]
.

(Д.7)

Виводячи (Д.6) ми використали факт, що дiйсна Π1,2
n,m не змiнюється при

одночаснiй замiнi iΓ → −iΓ та iΓ′ → −iΓ′, тодi як уявна частина змiнює

знак. Цi властивостi σαβ(Ω) також використанi нижче, коли (3.46) та (3.47)

переписанi у симетричнiй формi. Сума по m у (Д.6) легко обчислюється

використовуючи символи Кронекера,

σαβ(Ω) =
e2v2F |eB|Nf

2π2cΩ

∞∑
n=0

∞∫

−∞
dω {δαβ[nF (ω)− nF (ω

′)]

Re[Π1
n,n+1(ω, ω

′) + Π1
n+1,n(ω, ω

′)− Π2
n,n+1(ω, ω

′)− Π2
n+1,n(ω, ω

′)]

− εαβ sgn(eB)
[
[nF (ω)− nF (ω

′)]Im[Π1
n,n+1(ω, ω

′)− Π1
n+1,n(ω, ω

′)]

− [nF (ω) + nF (ω
′)]Im[Π2

n,n+1(ω, ω
′)− Π2

n+1,n(ω, ω
′)]
]}

.

(Д.8)
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Подальше сумування по n може бути зроблено, якщо розкласти Π1,2 на

дроби,

Π1
n,m(ω, ω

′) =
(ω′ + iΓ′)(ω − iΓ)−∆2

[ω − ω′ − i(Γ + Γ′)][ω + ω′ − i(Γ− Γ′)] + 2B(n−m)

×
[

1

(ω′ + iΓ′)2 −M 2
n

− 1

(ω − iΓ)2 −M 2
m

]
,

Π2
n,m(ω, ω

′) =
(ω′ + iΓ′)(ω + iΓ)−∆2

[ω − ω′ + i(Γ− Γ′)][ω + ω′ + i(Γ + Γ′)] + 2B(n−m)

×
[

1

(ω′ + iΓ′)2 −M 2
n

− 1

(ω + iΓ)2 −M 2
m

]
,

(Д.9)

де для скорочення ми позначили B ≡ v2F |eB|/c. Результуючi суми вираженi

через дiгама функцiю за допомогою формули

∞∑
n=0

[
A

n+ a
+

B

n+ b
+

C

n+ c
+

D

n+ d

]

= −[Aψ(a) +Bψ(b) + Cψ(c) +Dψ(d)],

(Д.10)

де для збiжностi A + B + C +D = 0. Таким чином ми одержуємо кiнцевi

вирази для провiдностей (3.46) та (3.47). У границi зникаючого магнiтного

поля холлiвська провiднiсть зникає, тодi як для повздовжньої провiдностi

ми знову одержуємо (3.14).

А зараз ми одержимо вирази (3.49) i (3.50). Ми розглянемо комплексну

провiднiсть σ±(Ω) = σxx(Ω)± iσxy(Ω). Пiдставивши спектральну функцiю

(3.44) в (3.11) пiсля обчислення tr та iнтегрування по k [див. рiвняння (Д.3),

(Д.4) та (Д.5) вище] ми одержуємо

σ±(Ω) =

e2Nfv
2
F |eB|

4πcΩi

∞∫

−∞
dωdω′ nF (ω

′)− nF (ω)

ω − ω′ − Ω− i0
[ψ1(ω, ω

′)∓ sgn(eB)ψ2(ω, ω
′)] ,

(Д.11)
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де функцiї ψ1(ω, ω
′) i ψ2(ω, ω

′) дорiвнюють:

ψ1,2(ω, ω
′) =

∞∑
n,m=0

(−1)n+m+1 (δn,m−1 ± δm,n−1)ψn,m(ω, ω
′) (Д.12)

з

ψn,m(ω, ω
′) =

(
1− ∆2

MnMm

)
(An(ω)Am(ω

′) +Bn(ω)Bm(ω
′))

+

(
1 +

∆2

MnMm

)
(An(ω)Bm(ω

′) +Bn(ω)Am(ω
′)) ,

(Д.13)

та

An(ω) =
Γn

π[(ω −Mn)2 + Γ2
n]
, Bn(ω) =

Γn

π[(ω +Mn)2 + Γ2
n]
. (Д.14)

Можна легко перевiрити, що

ψ1(ω, ω
′) = ψ1(ω

′, ω), ψ2(ω, ω
′) = −ψ2(ω

′, ω). (Д.15)

Використавши цю симетрiю можна переписати (Д.11) у формi

σ±(Ω) = −e2Nfv
2
F |eB|

4πcΩi

×
∞∫

−∞
dω nF (ω)

∞∫

−∞
dω′

{[
1

ω − ω′ + Ω+ i0
+

1

ω − ω′ − Ω− i0

]
ψ1(ω, ω

′)

± sgn(eB)

[
1

ω − ω′ + Ω+ i0
− 1

ω − ω′ − Ω− i0

]
ψ2(ω, ω

′)
}
.

(Д.16)

Тепер використавши (Д.12) ми одержуємо

σ±(Ω) = −e2Nfv
2
F |eB|

4πcΩi

∞∑
n,m=0

(−1)n+m+1

∞∫

−∞
dω nF (ω)

∞∫

−∞
dω′ψn,m(ω, ω

′)

×
{[

1

ω − ω′ + Ω+ i0
+

1

ω − ω′ − Ω− i0

]
(δn,m−1 + δm,n−1)

±sgn(eB)

[
1

ω − ω′ + Ω+ i0
− 1

ω − ω′ − Ω− i0

]
(δn,m−1 − δm,n−1)

}
.

(Д.17)
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Для типового iнтегрування по ω′ ми одержуємо
∞∫

−∞

dω′ψn,m(ω, ω
′)

ω − ω′ + Ω+ i0

=

(
1− ∆2

MnMm

)(
An(ω)

ω −Mm + Ω+ iΓm
+

Bn(ω)

ω +Mm + Ω+ iΓm

)

+

(
1 +

∆2

MnMm

)(
Bn(ω)

ω −Mm + Ω+ iΓm
+

An(ω)

ω +Mm + Ω+ iΓm

)
.

(Д.18)

У вiдсутностi термiчного фактора nF , подальше iнтегрування по ω дало б

точний результат:
∞∫

−∞
dωdω′ ψn,m(ω, ω

′)
ω − ω′ + Ω+ i0

=

(
1− ∆2

MnMm

)

×
(

1

Mn −Mm + Ω+ i(Γn + Γm)
+

1

−Mn +Mm + Ω+ i(Γn + Γm)

)

+

(
1 +

∆2

MnMm

)

×
(

1

−Mn −Mm + Ω+ i(Γn + Γm)
+

1

Mn +Mm + Ω+ i(Γn + Γm)

)
.

(Д.19)

У випадку iнтегрування з гладкою функцiєю nF (ω) ми можемо наближен-

но записати
∞∫

−∞
dω nF (ω)

∞∫

−∞

dω′ψn,m(ω, ω
′)

ω − ω′ + Ω+ i0
'

(
1− ∆2

MnMm

)

×
(

nF (Mn)

Mn −Mm + Ω+ i(Γn + Γm)
+

nF (−Mn)

−Mn +Mm + Ω+ i(Γn + Γm)

)

+

(
1 +

∆2

MnMm

)

×
(

nF (−Mn)

−Mn −Mm + Ω+ i(Γn + Γm)
+

nF (Mn)

Mn +Mm + Ω+ i(Γn + Γm)

)
.
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Схiдним чином, взявши комплексне спряжене та замiнивши Ω → −Ω, ми

маємо
∞∫

−∞
dω nF (ω)

∞∫

−∞

dω′ψn,m(ω, ω
′)

ω − ω′ − Ω− i0
'

(
1− ∆2

MnMm

)

×
(

nF (Mn)

Mn −Mm − Ω− i(Γn + Γm)
+

nF (−Mn)

−Mn +Mm − Ω− i(Γn + Γm)

)

+

(
1 +

∆2

MnMm

)

×
(

nF (−Mn)

−Mn −Mm − Ω− i(Γn + Γm)
+

nF (Mn)

Mn +Mm − Ω− i(Γn + Γm)

)
.

(Д.20)
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Таким чином, ми одержуємо вираз з однiєю сумою по n:

σ±(Ω) = −e2Nfv
2
F |eB|

4πcΩi

×
∞∑
n=0

{(
1− ∆2

MnMn+1

)
[[nF (Mn)− nF (Mn+1)] + [nF (−Mn+1)− nF (−Mn)]]

×
[

1

Mn −Mn+1 + Ω+ i(Γn + Γn+1)
+

1

Mn −Mn+1 − Ω− i(Γn + Γn+1)

]

−
(
1 +

∆2

MnMn+1

)
[[nF (−Mn+1)− nF (Mn)] + [nF (−Mn)− nF (Mn+1)]]

×
[

1

Mn +Mn+1 − Ω− i(Γn + Γn+1)
+

1

Mn +Mn+1 + Ω+ i(Γn + Γn+1)

]

± sgn(eB)

×
[(

1− ∆2

MnMn+1

)
[[nF (Mn)− nF (Mn+1)]− [nF (−Mn+1)− nF (−Mn)]]

×
[

1

Mn −Mn+1 + Ω+ i(Γn + Γn+1)
− 1

Mn −Mn+1 − Ω− i(Γn + Γn+1)

]

+

(
1 +

∆2

MnMn+1

)
[[nF (−Mn+1)− nF (Mn)]− [nF (−Mn)− nF (Mn+1)]]

×
[

1

Mn +Mn+1 − Ω− i(Γn + Γn+1)
− 1

Mn +Mn+1 + Ω+ i(Γn + Γn+1)

]]}
.

(Д.21)

Ми перевiрили, що Re σxx(Ω) обчислене для Γn(ω) = const за допомогою

бiльш наближеного виразу (Д.21) узгоджується з результатами, одержани-

ми з повного виразу (3.46). Це узгодження найкращим для резонансних

пiкiв i тiльки малi розбiжностi спостерiгаються при Ω ∼ 0. Проте, (Д.21)

має декiлька вад, пов’язаних з наближеннями зробленими в (Д.20) i (Д.20).

Зокрема, член Друде не може бути вiдновлений у границi B → 0, тодi

як нижче (Д.10) ми вказали, що (3.14) i, вiдповiдно, (3.24) можуть бути

одержанi з точного представлення (3.46). Бiльш того, уявнi частини дiаго-

нальної Imσxx(Ω) та холлiвської Imσxy(Ω) провiдностей мають розбiжностi

у границi Ω → 0 та не задовольняють спiввiдношенням Крамерса-Кронiга

з вiдповiдними дiйсними частинами, якi знайденi з (Д.21). Щоб усунути
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цю проблему, ми переставимо 1/Ω член пiд знак суми замiнюючи його ве-

личиною у полюсi для вiдповiдного знаменника у (Д.21). В результатi ми

одержуємо (3.49) та (3.50).
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Додаток Е

Обчислення дiамагнiтного та холлiвського членiв

Пiдставивши перетворення Фурьє (1.14) у (1.9) i обрахувавши суму по

вузлам гратки, одержуємо
∑
n

ταβ(n) =
te2

~2
∑

δδδ,σ

δαδβ

∫

BZ

d2k

(2π)2
[
aσ(k)

†eikδδδbσ(k) + h.c.
]

=
e2

~2
∑
σ

∫

BZ

d2k

(2π)2

[
∂2φ(k)

∂kα∂kβ
Υ†

σ(k)σ+Υσ(k) +
∂2φ∗(k)
∂kα∂kβ

Υ†
σ(k)σ−Υσ(k)

]
.

(Е.1)

Вiдповiдно, температурне усереднення 〈ταβ〉 легко висловлюється через ФГ

(1.18) наступним чином

〈ταβ〉 =2V e2

~2

∫

BZ

d2k

(2π)2
T

∞∑
n=−∞

e−iωnτ

×
[
tr[σ+G(iωn,k)]

∂2φ(k)

∂kα∂kβ
+ tr[σ−G(iωn,k)]

∂2φ∗(k)
∂kα∂kβ

]
, τ → 0.

(Е.2)

Обрахувавши слiд, ми одержуємо для дiагональної компоненти дiамагнi-

тного тензору 〈ταβ〉 = 〈ταα〉δαβ, що

〈ταα〉
V

= −2e2T

~2
∞∑

n=−∞

∫

BZ

d2k

(2π)2
1

(ωn − iµ)2 + ε2(k)

(
φ(k)

∂2

∂k2α
φ∗(k) + c.c.

)
.

(Е.3)

Сума по мацубарiвським частотам збiгається незалежно вiд нескiнченно

малого τ , i ми знаходимо

〈ταα〉
V

=
e2

~2

∫

BZ

d2k

(2π)2
1

2ε(k)
[nF (ε(k))− nF (−ε(k))]

(
φ(k)

∂2

∂k2α
φ∗(k) + c.c.

)
.

(Е.4)
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Використавши, що φ(k) = −ε(k)eiϕ(k) (див. пiсля (1.10)), ми можемо пе-

реписати останнє рiвняння у формi (3.74). Похiднi у лапках в (Е.4) легко

обчислюються з використанням явного виразу для φ(k):

φ(k)
∂2

∂k2α
φ∗(k) + c.c. =

1

2

∑
α=1,2

(
φ(k)

∂2

∂k2α
φ∗(k) + c.c.

)
= −a2

3
ε2(k). (Е.5)

Пiдставивши (Е.5) у (Е.4) ми одержуємо кiнцевий вираз (3.75).

А зараз ми розглянемо холлiвський член. Для цього ми обрахуємо ко-

мутатор Ix,y = 〈[Jx(t = 0), Jy(t = 0)]〉 парамагнiтних струмiв Jx(t = 0)

та Jy(t = 0), якi були визначенi у (3.3). Оскiльки цей комутатор ненульо-

вий тiльки у присутностi магнiтного поля, вiдповiдний оператор густини

струму ja(n) повинен бути взятий при скiнченому векторному потенцiалi

A:

ja(n) = −ite

~
∑

δδδ,σ

δa
[
a†n,σTδδδbn,σ − b†n,σT−δδδan,σ

]
, (Е.6)

де оператор

Tδδδ = eiδδδ(p+e/cA)/~. (Е.7)

Використавши антикомутацiйнi спiввiдношення для операторiв an,σ та bn,σ,

ми обчислюємо комутатор

[jx(n), jy(m)] =

e2t2δnm
~2

∑

δδδ,δδδ′,σ

δxδ
′
y

{
a†n,σ (TδδδT−δδδ′ − Tδδδ′T−δδδ) an,σ + b†n,σ (T−δδδTδδδ′ − T−δδδ′Tδδδ) bn,σ

}
.

(Е.8)

Оскiльки потiк магнiтного поля через елементарну комiрку є набагато мен-

шим, нiж квант потоку h/e, ми можемо розкласти оператор Tδδδ

Tδδδ ≈ 1 + i
δa
~

(
pa +

e

c
Aa

)
. (Е.9)

Далi, використавши комутатор

[Da, Db] ≡
[
pa +

e

c
Aa, pb +

e

c
Ab

]
= −i

e~
c
Bεab, a, b = 1, 2 (Е.10)
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ми одержуємо

TδδδT−δδδ′ − Tδδδ′T−δδδ =
1

~2
[δaδ

′
bDaDb − δ′aδbDaDb] =

δaδ
′
b

~2
(−i)

e~
c
Bεab, (Е.11)

де сума по нiмим a, b мається на увазi. Зараз сума по δδδ, δδδ′ у (Е.8) може бути

обрахована наступним чином
∑

δδδ,δδδ′
δxδ

′
yδγδ

′
κεγκ = εγκ

∑

δδδ

δxδγ
∑

δδδ′
δ′yδ

′
κ = εxy

a4

4
, (Е.12)

де у другiй рiвностi ми використали спiввiдношення
∑

λ=1,2,3

(δλ)α(δλ)β =
a2

2
δαβ. (Е.13)

Пiдставивши комутатор (Е.8) у вираз Ix,y =
∑

n,m〈[jx(t = 0,n), jy(t =

0,m)]〉 та використавши (Е.11) i (Е.12) ми одержуємо представлення

Ix,y = −i
e2a4t2~eB

4~4c
εxy

∑
n,σ

〈(a†n,σan,σ + b†n,σbn,σ)〉. (Е.14)

Таким чином, щоб закiнчити обчислення Ix,y ми маємо знайте темпера-

турне середнє

Ĩ ≡
∑
n,σ

〈(a†n,σan,σ + b†n,σbn,σ)〉. (Е.15)

Як було при розглядi дiагонального правила сум, Ĩ виражається через ГФ

(1.18) так

Ĩ =
∑
n

∑
σ

tr[ÎGσ(τ,0)] = 2V T
∑
n

∫

BZ

d2k

(2π)2
[G11(iωn,k)+G22(iωn,k)]e

−iωnτ ,

(Е.16)

де

G11(iωn,k) = G22(iωn,k) =
1

2

[
1

iωn + µ− ε(k)
+

1

iωn + µ+ ε(k)

]
(Е.17)

є дiагональними у просторi пiдграткових компонент у (1.18). На вiдмiну вiд

збiгаючихся мацубарiвських сум (Е.2) та (Е.3) для недiагональних компо-

нент ФГ (1.18), регулярiзацiя мацубарiвської суми (Е.16) фактором e−iωnτ є



245

принциповим, iнакше вона буде розбiжною. Цей фактор e−iωnτ регулярiзує

суму по мацубарiвським частотам по-рiзному, в залежностi вiд знаку τ :

lim
τ→±0

T
∑ e−iτωn

iωn + µ− ω
= −1

2
[1−2nF (ω)]− sgnτ

2
=





nF (ω), τ → −0,

nF (ω)− 1, τ → +0.

(Е.18)

Звичайно, для того щоб пiдрахувати кiлькiсть частинок [326], необхiдно

перейти до границi τ → −0. Однак, можна перевiрити, що використа-

ння цього правила веде до протирiччя при обчисленнi iнтегралу (Е.16),

оскiльки дає Ĩ непарне по µ, тодi як лiва частина (3.68) є непарною по µ.

Це протирiччя розв’язується, якщо прийняти до уваги, що перший член

ФГ (Е.17) описує електрони, через що необхiдно використовувати прави-

ло τ → −0, тодi як другий член ФГ (Е.17) описує дiрки i тому для них

необхiдно використати правило τ → +0. Таким чином, ми одержуємо

Ĩ = 2V

∫

BZ

d2k

(2π)2
[nF (ε(k)) + nF (−ε(k))− 1], (Е.19)

яке є непарним по µ. Величина (Е.19) описує дисбаланс густини носiїв,

ρ = ne − nh, де ne та nh – густини електронiв та дiрок. У дисертацiї ми

використовуємо два спiввiдношення для ρ (3.88) i (3.92).
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Додаток Ж

Одержання холлiвської провiдностi з рiвняння (4.21) у чистiй

границi

Рiвняння (5.2) може бути одержано прямо з рiвняння (4.21). Дiйсно, у

границi Γ → 0, ми заходимо з (4.22), що

AH(ω,B,Γ,∆) =

1

2π2

[
arctan

2ωΓ

∆2 + Γ2 − ω2
− 2Im ln Γ

(
∆2 + Γ2 − ω2 − 2iωΓ

B

)]
, Γ → 0.

(Ж.1)

Нагадаємо, що B це – скорочене позначення для v2F |eB|/c. Ми починаємо

з виразу

Im ln Γ

(
∆2 + Γ2 − ω2 − 2iωΓ

2B

)
= sgnωIm ln Γ

(
∆2 + Γ2 − ω2 − 2i|ω|Γ

2B

)
=

sgnωIm ln Γ

(
∆2 + Γ2 − ω2 − 2i|ω|Γ

2B

)[
θ(∆2 + Γ2 − ω2) + θ(ω2 −∆2 − Γ2)

]
.

(Ж.2)

А тепер використаємо спiввiдношення

Γ(z)Γ(−z) =
π

z sin(−πz)
(Ж.3)

для того, щоб переписати останнiй вираз у формi

Im ln Γ

(
∆2 + Γ2 − ω2 − 2iωΓ

2B

)
= −sgnω

{
Im ln Γ

( |ω2 −∆2 − Γ2|+ 2i|ω|Γ
2B

)

+ θ(ω2 −∆2 − Γ2)

×
[
π − arctan

2|ω|Γ
|ω2 −∆2 − Γ2| + Im ln sin

(
π
ω2 −∆2 − Γ2 + 2i|ω|Γ

2B

)]}
.

(Ж.4)
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Таким чином

AH(ω,B,Γ,∆) =
sgnω

2π2

{
arctan

2|ω|Γ
|ω2 −∆2 − Γ2|

+2Im lnΓ

(|ω2 −∆2 − Γ2|+ 2i|ω|Γ
2B

)

−θ(ω2 −∆2 − Γ2)

[
π − 2Im ln sin

(
π
ω2 −∆2 − Γ2 + 2i|ω|Γ

2B

)]}
.

(Ж.5)

Тепер використавши формулу

Im ln sin(a+ ib) =
π

2
− a−

∞∑

k=1

1

k
sin(2ka)e−2kb, b > 0, (Ж.6)

ми одержуємо наступне представлення

AH(ω,B,Γ,∆) =

sgnω

2π2

{
arctan

2|ω|Γ
|ω2 −∆2 − Γ2| + 2Im lnΓ

(|ω2 −∆2 − Γ2|+ 2i|ω|Γ
2B

)

− πθ(ω2 −∆2 − Γ2)

×
[
ω2 −∆2 − Γ2

B
+ 2

∞∑

k=1

1

πk
sin

(
2πk

ω2 −∆2 − Γ2

2B

)
e−

2k|ω|Γ
B

]}
.

(Ж.7)

Наприкiнцi, використавши тотожнiсть (4.11), ми одержуємо у границi Γ →
0, що

AH(ω,B,Γ,∆) =

− 1

2π
sgnωθ(ω2 −∆2)

[
ω2 −∆2

B
+ 2

∞∑

k=1

1

πk
sin

(
2πk

ω2 −∆2

2B

)]

= − 1

2π
sgnω

[
θ(ω2 −∆2) + 2

∞∑
n=1

θ(ω2 −∆2 − 2Bn)

]
.

(Ж.8)

Пiдставивши останнiй вираз до (4.21) та проiнтегрувавши по ω ми одержу-

ємо кiнцеве рiвняння (5.2).
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Rev. Lett.— 2000. — Vol. 84. — Pp. 554–557.

143. Gor’kov, L. P. de Haas – van Alphen Effect in Anisotropic Superconduc-

tors in Magnetic Fields Well Below Hc2 / L. P. Gor’kov, J. R. Schrieffer //

Phys. Rev. Lett.— 1998. —Apr. — Vol. 80, no. 15. — Pp. 3360–3363.



263

144. Anderson, P. W. Anomalous Magnetothermal Resistance of High-Tc Su-

perconductors: Anomalous Cyclotron Orbits at a Dirac Point / P. W. An-

derson // Preprint arXiv:cond-mat/9812063. — 1998. —Dec.

145. Kopnin, N. B. Magnetic quantization of electronic states in d-wave super-

conductors / N. B. Kopnin, V. M. Vinokur // Phys. Rev. B. — 2000. —

Oct. — Vol. 62, no. 14. — Pp. 9770–9779.

146. Castro Neto, A. H. Charge Density Wave, Superconductivity, and

Anomalous Metallic Behavior in 2D Transition Metal Dichalcogenides /

A. H. Castro Neto // Phys. Rev. Lett.— 2001. —May. — Vol. 86, no. 19. —

Pp. 4382–4385.

147. Weak antilocalization in epitaxial graphene: Evidence for chiral electrons /

X. Wu, X. Li, Z. Song et al. // Phys. Rev. Lett.— 2007. — Vol. 98, no. 13. —

P. 136801.

148. Spontaneous chiral-symmetry breaking in three-dimensional QED /

T. W. Appelquist, M. Bowick, D. Karabali, L. C. R. Wijewardhana //

Phys. Rev. D. — 1986. — Jun. — Vol. 33, no. 12. — Pp. 3704–3713.

149. Ando, T. Berry’s Phase and Absence of Back Scattering in Carbon Nan-

otubes / T. Ando, T. Nakanishi, R. Saito // J. Phys. Soc. Jpn.— 1998. —

Vol. 67. — P. 2857–2862.

150. Itzykson, C. Quantum Field Theory / C. Itzykson, J.-B. Zuber. —

McGraw-Hill Inc., New York, 1980. — P. 455.

151. Binegar, B. Relativistic field theories in three dimensions / B. Binegar //

J. Math. Phys.— 1982. — Vol. 23, no. 8. — Pp. 1511–1517.

152. Boyanovsky, D. Physical origin of topological mass in 2 + 1 dimensions /

D. Boyanovsky, R. Blankenbecler, R. Yahalom // Nucl. Phys. B. — 1986. —

Vol. 270. — Pp. 483–505.

153. Disorder, pseudospins, and backscattering in carbon nanotubes /

P. L. McEuen, M. Bockrath, D. H. Cobden et al. // Phys. Rev. Lett.—

1999. —Dec. — Vol. 83, no. 24. — Pp. 5098–5101.



264

154. Suzuura, H. Crossover from symplectic to orthogonal class in a two-

dimensional honeycomb lattice / H. Suzuura, T. Ando // Phys. Rev.

Lett.— 2002. —Dec. — Vol. 89, no. 26. — P. 266603.

155. Hosotani, Y. Spontaneously broken Lorentz invariance in three-

dimensional gauge theories / Y. Hosotani // Phys. Lett. B. — 1993. —

Vol. 319, no. 1-3. — Pp. 332–338.

156. Altland, A. Theories of low-energy quasi-particle states in disordered d-

wave superconductors / A. Altland, B. D. Simons, M. R. Zirnbauer //

Phys. Rep.— 2002. — Vol. 359. — Pp. 283–354.
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ductors: Breakdown of scaling / C. Kübert, P. J. Hirschfeld // Solid State

Commun.— 1998. — Vol. 105. — Pp. 459–463.

320. Mao, W. Finite density of states in a mixed state of a dx2−y2 + idxy super-

conductor / W. Mao, A. V. Balatsky // Phys. Rev. B. — 1999. — Vol. 59. —

P. 6024–6026.

321. Melrose, D. B. Quantum Electrodynamics in Strong Magnetic Fields. I

Electron States / D. B. Melrose, A. J. Parle // Aust. J. Phys.— 1983. —

Vol. 36. — Pp. 755–774.

322. Schwinger, J. On gauge invariance and vacuum polarization /

J. Schwinger // Phys. Rev.— 1951. — Jun. — Vol. 82, no. 5. — Pp. 664–679.

323. Dittrich, W. Probing the Quantum Vacuum: Perturbative Effective action

approach in Quantum Electrodynamics and its Application / W. Dittrich,

H. Geis. — Springer, 2000. — P. 245.



282

324. Chodos, A. QED with a chemical potential: The case of a constant mag-

netic field / A. Chodos, K. Everding, D. A. Owen // Phys. Rev. D. —

1990. —Oct. — Vol. 42, no. 8. — Pp. 2881–2892.

325. Gradshtein, I. S. Table of Integrals, Series and Products / I. S. Gradshtein,

I. M. Ryzhik. — Academic Press, Orlando, 1980.

326. Abrikosov, A. A. Methods of Quantum Field Theory in Statistical

Physics / A. A. Abrikosov, L. P. Gorkov, I. E. Dzyaloshinski. — Dover,

New York, 1975. — 444 pp.


