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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ

СПС спонтанне порушення симетрiї,
ДПС динамiчне порушення симетрiї,
КТП квантова теорiя поля,
СМ Стандартна Модель,
КЕД квантова електродинамiка,
КХД квантова хромодинамiка,
НЙЛ Намбу–Йона-Лазiнiо,
КДТ Корнуел–Джекiв–Томбулiс,
ШД Швiнгер-Дайсон,
ГН Грос-Невье,
БКШ Бардiн–Купер–Шрiфер,
УФ/IЧ ультрафiолетово/iнфрачервоне
КЕХ квантовий ефект Хола,
НРЛ (LLL) найнижчий рiвень Ландау,
CFL color-flavor-locked,
2SC two-flavor superconductivity,
g2SC gapless two-flavor superconductivity,
ЛОФФ Ларкiн–Овчiнiков–Фульде–Ферел
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ВСТУП

Спонтанне порушення симетрiї (СПС) є одним iз фундаментальних явищ

в фiзицi елементарних частинок [1, 2, 3, 4] i теорiї конденсованого стану

[5, 6, 7, 9]. Це явище реалiзується у випадку коли гамiльтонiан системи має

деяку симетрiю, проте основний стан системи не є симетричним. Порушення

симетрiї в основному станi системи характеризується ненульовими середнiми

деяких параметрiв порядку. Є дуже багато прикладiв спонтанного поруше-

ння симетрiї. Одними з найбiльш вiдомих є феромагнетизм, теорiя надпро-

вiдностi, порушення кiральної симетрiї в квантовiй хромодинамiцi (КХД),

механiзм Хiгса [10, 11, 12, 13] порушення електрослабкої взаємодiї в Стан-

дартнiй Моделi [14, 15] фiзики елементарних частинок. Важливо також, що

крiм великого iсторичного значення порушення симетрiї є однiєю з найбiльш

актуальних тем в сучаснiй фiзицi.

Так в фiзицi високих енергiй iснує практично консенсус стосовно того, що

порушення електрослабкої симетрiї є зараз центральною проблемою в фiзи-

цi елементарних частинок. I справа тут не стiльки в тому, що хiгсiвський

бозон, який вiдповiдальний за порушення електрослабкої взаємодiї в Стан-

дартнiй Моделi (СМ) є єдиною поки ще експериментально не спостереженою

частинкою. Нагадаємо, що СМ є кiрально симетричною теорiєю, а як добре

вiдомо кiральна симетрiя забороняє масовi члени для вiдповiдних частинок.

Тому якби електрослабка симетрiя не була спонтанно порушена, то кварки,

лептони та iншi частинки не мали б маси. Саме тому дослiдження механiзма

порушення електрослабкої симетрiї є дуже важливим та актуальним пита-

нням i зрозумiло чому з таким нетерпiнням очiкуються результати приско-

рювача LHC, будiвництво якого завершено в ЦЕРНi i чиї першi результати

очiкуються в 2010 роцi.

Дослiдження порушення симетрiї залишається також однiєю з централь-
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них тем у фiзицi конденсованого стану. Так проблема з’ясування механiзму

високотемпературної надпровiдностi спостерiгаємої в купратах є фактично

проблемою того, яким чином порушується електромагнiтна U(1) симетрiя

в високотемпературних надпровiдниках з вiдповiдним d-хвильовим параме-

тром порядку [16]. Ця ж проблема стосується i нещодавно вiдкритої надпро-

вiдностi в пнiктiдах залiза [17], де питання механiзму генерацiї надпровiдного

параметра порядку є також вiдкритим. В графенi у сильних зовнiшнiх магнi-

тних полях спостерiгаються новi плато в квантовому ефектi Хола, чия поява

пов’язана з динамiчним порушенням U(4) симетрiї.

Iсторично явище спонтанного порушення симетрiї з’явилось в фiзицi в до-

слiдженнях феромагнетизму в моделi молекулярного поля Вейса [18]. Ландау

в своїй роботi [19] присвяченої теорiї фазових переходiв другого роду вико-

ристовуючи метод середнього поля показав, що такi переходи пов’язанi з по-

рушенням симетрiї i можуть бути описанi за допомогою ефективної дiї для

вiдповiдних параметрiв порядку. Величезним успiхом в рамках такого пiдхо-

ду стала ефективна дiя Гiнзбурга–Ландау [20] в теорiї надпровiдностi. Ця дiя

дозволяє найбiльш ефективно з практичної точки зору описати вплив магнi-

тного поля i границь на надпровiдник. Видатним досягненням отриманим за

допомогою ефективної дiї Гiнзбурга–Ландау стало вiдкриття абрiкосовських

вихорiв [21] в надпровiдниках другого роду. Абрiкосовськi вихори є тополо-

гiчними об’єктами. Згодом стало зрозумiло, що порушення симетрiї i поява

топологiчних об’єктiв є взагалi тiсно пов’язаними. Дослiдження Кiбла i Зу-

река [22, 23] показали, що при фазовому переходi з порушенням симетрiї в

системi утворюются рiзнi топологiчнi об’єкти, чия природа пов’язана з гру-

пами симетрiї гамiльтонiану системи i стану, який порушує симетрiю.

Мiкроскопiчна теорiя надпровiдностi Бардiна–Купера–Шрiфера (БКШ)

[24] стала першим прикладом динамiчного порушення симетрiї (ДПС) в кван-

товiй теорiї поля взагалi. В цiй теорiї параметр порядку є складеним полем,

яке описує конденсат куперiвських пар. Взагалi про динамiчне порушення си-
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метрiї говорять коли параметр порядку є складеним полем, а якщо параметр

порядку є елементарним полем, яке мiститься в гамiльтонiанi теорiї, то вiдпо-

вiдне порушення симетрiї називається спонтанним. Горьков показав [25], що

конденсат куперiвських пар в теорiї БКШ вiдповiдає параметру порядку в

ефективнiй дiї Гiнзбурга–Ландау i ця дiя може бути отримана з теорiї БКШ

як ефективна низькоенергетична дiя для параметра порядку. В теорiї БКШ

внаслiдок ефективного притягування мiж електронами за рахунок обмiну

фононами нормальний стан металу є нестабiльним вiдносно конденсацiї ку-

перовських пар. При цьому в енергетичному спектрi електронiв з’являється

щiлина. Це означає, що починає виконуватись крiтерiй надлинностi Ландау i

таким чином виникає надпровiднiсть, яку можна розглядати як надлиннiсть

зарядженної рiдини.

Слiд також вiдзначити, що СПС є непертурбативним явищем, яке не мо-

жливо описати використовуючи теорiю збурень по константi зв’язку. Так над-

провiдна щiлина в теорiї надпровiдностi неаналiтичним чином залежить вiд

константи зв’язку, що означає неможливiсть її генерацiї в рамках теорiї збу-

рень. Непертурбативний характер порушення симетрiї вимагає використання

непертурбативних методiв дослiдження. Рiвняння Швiнгера–Дайсона (ШД)

[26, 27] є точними рiвняннями для функцiй Грiна в квантовiй теорiї поля i

тому є одним iз найбiльш загальних i широко застосованих непертурбативних

методiв дослiдження порушення симетрiї.

Теорiя БКШ була створена в 1957 роцi, а вже через декiлька рокiв iдея тео-

рiї БКШ щодо динамiчної генерацiї щiлини в спектрi елементарних збуджень

булi використана в пiонерських роботах Намбу [28], Намбу i Йона–Лазiнiо [29],

Арбузова, Тавхелiдзе i Фаустова [30], Вакса i Ларкiна [31] в фiзицi елементар-

них частинок, де динамiчне порушення кiральної симетрiї генерує ненульовi

маси елементарних частинок. Пiсля цього дослiдження динамiчного поруше-

ння симетрiї почали активно розвиватися в фiзицi елементарних частинок

[32]-[36].
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Дуже важливим результатом отриманим в ходi цих дослiджень є теорема

Голдстоуна [37], яка з’ясувала вiдмiннiсть порушення дискретної i неперерв-

ної симетрiї i показала, що при спонтанному порушеннi неперервної симе-

трiї в спектрi з’являються безмасовi збудження, якi отримали назву намбу-

голдстоунiвських бозонiв. У випадку релятивiстськi iнварiантних теорiй ця

теорема була доведена в роботi [38], а в роботi [39] була розглянута в нереля-

тивiстських теорiях фiзики конденсованого стану. Слiд також зауважити, що

дослiдження Мермiна, Вагнера [40] i Хоенберга [41] в статистичнiй фiзицi та

Коулмена [42] в релятивiстськiй квантовiй теорiї поля показали, що внаслi-

док сильних iнфрачервоних флуктуацiй спонтанне порушення дискретної в

(1+1)-вимiрному просторi-часi i неперервної в (2+1)-вимiрному просторi-часi

неможливо при ненульовiй температурi.

Для фiзики елементарних частинок дуже важливими виявилися роботи

Броута i Енглерта [10], Хiгса [11, 12] та Гуральнiка, Хагена i Кiбла [13], якi

стосуються порушення симетрiї в калiбрувальних теорiях. В цих роботах було

показано, що безмасовi намбу-голдстоунiвськi збудження не з’являються при

спонтанному порушенню калiбрувальної симетрiї. Цей факт є дуже важли-

вим, тому що в природi вiдомi тiльки двi безмасовi частинки, а саме фотон

i гравiтон, i тому до робiт [10, 11, 12, 13] здавалось, що теорема Голдстоу-

на перекреслює всi надiї стосовно застосування iдеї спонтанного порушення

неперервної симетрiї в фiзицi елементарних частинок.

Причина того, що спонтанне порушення калiбрувальної симетрiї не при-

зводить до появи безмасових збуджень полягає у тому, що строго кажучи,

калiбрувальна симетрiя не є симетрiєю. Скорiше це вимушенне збiльшення

числа змiнних, якi описують систему. Справа в тому, що всi фiзичнi стани

системи є калiбровочно iнварiантними i тому фактично за визначенням ка-

лiбрувальна симетрiя не може бути порушена згiдно з теоремою Елiтзура

[43]. Наприклад, не має нiяких заборон для того, щоб фiзично еквiвалентнi

теорiї описувались теорiями з рiзними калiбрувальними групами. Той факт,
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що фiзичнi спостережуванi є калiбровочно iнварiантними величинами озна-

чає також, що рiзнi фази калiбрувальної теорiї не можуть бути визначени-

ми за допомогою локальних параметрiв порядку. З iншого боку, для опису

рiзних фаз калiбрувальної теорiї можуть бути використанi нелокальнi пара-

метри порядку, такi, наприклад, як петля Вiльсона [44] або Полякова [45].

Вважається, що такi нелокальнi параметри порядку (дивись, наприклад [46])

повнiстю класифiкують масивнi фази калiбрувальних теорiй.

Дослiдження Броута i Енглерта, Хiгса та Гуральнiка, Хагена i Кiбла по-

казали, що при спонтанному порушеннi калiбрувальної симетрiї, збудження,

якi були б безмасовими в моделi з глобальною, але не калiбрувальною си-

метрiєю, об’єднуються з векторним калiбрувальним полем описуючи таким

чином його повздовжню компоненту або, як iншими словами часто характе-

ризують це явище, "з’їдаються" векторним полем. В результатi потенцiйнi

безмасовi стани зникають iз спектра збуджень системи, а натомiсть, векторнi

калiбрувальнi бозони отримують ненульову масу. Цей механiзм, вiдомий як

механiзм Андерсона–Хiгса, вiдiграє вирiшальну роль в Стандартнiй Моделi

елементарних частинок. Андерсон в свої роботi [47] присвяченiй калiбруваль-

нiй iнварiантностi в теорiї надпровiдностi БКШ ще до робiт Броута i Енгель-

са, Хiгса та Гуральнiка, Хагена i Кiбла в релятивiстськiй квантовiй теорiї

поля зрозумiв сутнiсть цього явища i показав, що саме завдяки ньому ефе-

ктивний лагранжiан для електромагнiтного поля в надпровiднику мiстить

масовий член для електромагнiтного поля. Наявнiсть такого члена пояснує

чому надпровiдник є iдеальним дiамагнетником, тобто чому магнiтне поле не

проникає вглиб надпровiдника.

Вище ми вiдзначили важливу роль теорiї Ландау фазових переходiв дру-

гого роду, яка зв’язала цi переходи з порушенням симетрiї. Однак теорiя

Ландау є теорiєю середнього поля i вона передбачає фiксованi значення кри-

тичних iндексiв, якi описують як змiнюються рiзнi термодинамiчнi величини

поблизу точки фазового перехода. Експериментально було вiдомо, що крити-
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чнi iндекси не є фiксованими i є рiзними для рiзних систем, тому було ва-

жливо пояснити їх значення. Каданофф [48] запропонував використати iдею

скейлiнгу i гiпотезу подiбностi для обчислення критичних iндексiв. Пiзнiше цi

iдеї були розвинутi Вiльсоном [49], який застосував метод ренормалiзацiйної

групи вiдомий тепер як метод ренормгрупи Вiльсона для опису поведiнки ста-

тистичних систем в околi критичної точки. Використаний Вiльсоном пiдхiд

пролив також нове свiтло на проблему ультрафiолетових розбiжностей при-

сутнiх в релятивiстських квантових теорiях поля i призвiв в теперiшнiй час

до практично унiверсального сприйняття сучасних квантовопольових теорiй

в фiзицi елементарних частинок як деяких ефективних теорiй.

Вище ми вже вiдзначали, що спонтанне порушення симетрiї спостерiгає-

ться в квантовопольових теорiях елементарних частинок i в квантовiй фiзицi

конденсованого стану, тобто в квантових системах, якi характеризуються не-

скiнченним числом ступенiв вiльностi. Математично можна показати, що у

гiльбертовому просторi таких теорiї не iснує унiтарного перетворення, яке

зв’язує стан iз порушеною симетрiєю з симетричним станом [50, 51]. Для си-

стем iз скiнченним числом частинок в квантовiй механiцi добре вiдома теоре-

ма Стоуна–фон Неймана [52, 53] згiдно якої будь-якi представлення канонi-

чних комутацiйних спiввiдношень є унiтарно еквiвалентними i тому будь-якi

стани в гiльбертовому просторi теорiї можуть бути зв’язанi унiтарними пере-

твореннями. Ця теорема не є справедливою для систем з нескiнченним числом

ступенiв вiльностi, де можуть iснувати унiтарно нееквiвалентнi представлен-

ня канонiчних комутацiйних спiввiдношень, а тому можливе спонтанне пору-

шення симетрiї.

Iснує досить простий аргумент який пояснює iз фiзичних мiркувань необ-

хiднiсть нескiнченного числа ступенiв вiльностi для спонтанного порушення

симетрiї. Iз квантової механiки ми знаємо, що якщо потенцiал системи з де-

яким числом частинок має декiлька виродженних мiнiмумiв, а початковий

стан системи вiдповiдає положенню в деякому з цих мiнiмумiв, то система
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може тунелювати в iнший мiнiмум i ймовiрнiсть спостереження в ньому си-

стеми вiдмiнна вiд нуля. Якщо ж число ступенiв вiльностi (число частинок)

i об’єм системи зростає, то, як легко бачити, ймовiрнiсть тунелювання си-

стеми iз одного мiнiмуму в iнший експоненцiйно зменшується. В системi з

нескiченним числом ступенiв вiльностi ймовiрнiсть переходу системи iз стану

локалiзованому в одному з мiнiмумiв в iнший дорiвнює нулю. Таким чином,

хоча гамiльтонiан системи є симетричним, основний стан може порушувати

симетрiю. Симетрiя при цьому проявляється в наявностi станiв в iнших ви-

родженних мiнiмумах. Цей результат повнiстю узгоджується з теорiєю Янга

i Лi [54] фазових переходiв, яка також вказує на необхiднiсть нескiченного

числа частинок i нескiнченного об’єму для того, щоб в системi мав мiсце де-

який фазовий перехiд. Нагадаємо, що згiдно теорiї Ландау фазовi переходи

другого роду пов’язанi з порушенням симетрiї. Таким чином, спонтанне або

динамiчне порушення симетрiї можливе тiльки в системах з нескiнченним

числом ступенiв вiльностi.

Для того, щоб в бiльш фiзичних термiнах зрозумiти необхiднiсть нескiн-

ченного числа ступенiв вiльностi для спонтанного порушення симетрiї ми роз-

глянемо, як приклад, СПС в моделi Гайзенберга феромагнетика, вiдповiдний

гамiльтонiан якої має наступний вигляд

H = −
∑

i,j

J ~Si
~Sj,

де ~S - оператор спiна, J - додатня константа взаємодiї мiж спiнами, а сумува-

ння вiдбувається по всiм найближчим сусiдам. Припустимо, що ми розгляда-

ємо стан системи де всi спiни впорядкованi в деякому напрямку. Зрозумiло,

що цей напрямок є довiльним, тому що енергiя системи для стану iз спiнами

впорядкованими в будь-якому iншому напрямку буде такою ж. Припустимо,

що система знаходиться при деякiй температурi. Тодi будь-який спiн може за

рахунок флуктуацiї перейти в стан з iншим напрямком спiна. Чому ж тодi

система не переходить iз стану з деяким фiксованим спiном в стан iз спiнамi
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впорядкованими в iншому напрямку? Саме на цьому етапi вирiшальну роль

вiдiграє нескiнченне число ступенiв вiльностi в моделi, що розглядається.

Дiйсно, для будь-якої областi iз скiнченним числом спiнiв iснує ненульова

ймовiрнiсть того, що всi спiни в цiй областi за рахунок флуктуацiї перейдуть

в стан iз спiнами впорядкованими в iншому напрямку. Очевидно, що такий

стан системи є збудженим станом. Хоча всерединi областi спiни впорядкованi

в одному напрямку i густина енергiї спiвпадає з густиною енергiї основно-

го стану за межами областi, спiни не є впорядкованими на границi областi i

тому такий стан має бiльшу енергiю нiж основний стан. Зрозумiло, що чим

бiльша область такої флуктуацiї, тим вищою буде енергiя i вiдповiдно тим

меншою буде ймовiрнiсть такої флуктуацiї. В границi коли об’єм областi, що

розглядається, прямує до нескiнченностi V →∞ ймовiрнiсть такої флуктуа-

цiї прямує до нуля i таким чином ми робимо висновок, що система зi спiнами

впорядкованими в деякому напрямку не може перейти в стан з iншим напрям-

ком спiнiв. Це означає, що симетрiя гамiльтонiану системи вiдносно поворотiв

спiнiв є спонтанно порушеною i зрозумiло також, що спонтанне порушення

симетрiї може мати мiсце тiльки в системi iз нескiнченим числом ступенiв

вiльностi.

З математичної точки зору слiд вiдзначити також, що оператор, який опи-

сує поворот спiнiв системи перестає бути унiтарним оператором в границi

нескiнченного числа ступенiв вiльностi [50, 51] у гiльбертовому просторi всiх

станiв системи, тобто стани iз спiнами впорядкованими в рiзних напрямках

реалiзують унiтарно нееквiвалентнi представлення канонiчних комутацiйних

спiввiдношень теорiї.

Для практичних цiлей дуже важливо, що хоча з математичної точки зо-

ру спонтанне порушення симетрiї можливе тiльки в системах з нескiнченним

числом ступенiв вiльностi, в фiзицi i природi порушення симетрiї експери-

ментально спостерiгається в системах iз скiнченним числом частинок. На-

приклад, будь-який феромагнетик або надпровiдник, який ми дослiджуємо
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в лабораторiї має скiнченний об’єм i скiнченне число частинок. Чому ж то-

дi спонтанне порушення симетрiї спостерiгається в цих системах? Вiдповiдь

полягає в тому, що такi системи мають дуже велике, макроскопiчне, число

частинок порядка 1023. Припустимо, що феромагнетик є намагнiченим в де-

якому напрямку. В силу макроскопiчного числа спiнiв в цьому феромагне-

тику ймовiрнiсть переходiв всiх спiнiв цього феромагнетика в стан з iншим

напрямком спiнiв є надзвичайно малою. Це означає, що хоча стани конден-

сованих систем iз скiнченним числом частинок, якi порушують симетрiю, з

математичної точки зору є метастабiльними, для всiх практичних цiлiй вони

описують реально спостережуванi в експериментах стани системи. Внаслiдок

того, що час iснування таких метастабiльних станiв є надзвичайно великим i

зазвичай набагато перевищує час iснування Всесвiту, ми можемо не звертати

уваги на метастабiльнiсть цих станiв.

Мiркування вище i аналiз моделi Гайзенберга пояснюють головну iдею ме-

тоду квазiсереднiх Боголюбова [55] i пiдказують як ми повиннi математично

дослiджувати порушення симетрiї. В методi квазiсереднiх Боголюбова до га-

мiльтонiану системи додається доданок, який порушує симетрiю i є добутком

параметра порядку i джерела h(x). Далi розглядається термодинамiчна гра-

ниця V → ∞ i N → ∞ так, що ρ = N/V = const. Якщо термодинамiчна

i h → 0 границi не комутують, то тодi в системi має мiсце спонтанне пору-

шення симетрiї. В тiй чи iнший формi iдея методу квазiсереднiх Боголюбова

використовується в iнших методах дослiдження спонтанного i динамiчного

порушення симетрiї, наприклад, в методi ефективної дiї Корнуела–Джекiва–

Томбулiса (КДТ) [56], де параметр порядку є складеним полем, а джерело

бiлокальною функцiєю. В данiй дисертацiйнiй роботi метод КДТ буде одним

з головних методiв дослiдження.

Вiдзначимо, що хоча це може здаватися на перший погляд дивним, спон-

танне порушення симетрiї є важливим також для космологiї. Сучасною ко-

смологiчною моделлю є теорiя Великого Вибуху згiдно якiй раннiй Всесвiт
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перебував в дуже гарячому станi з температурами, якi можливо досягали зна-

чень 1016 ГеВ характерних для теорiй Великого Об’єднання. Всесвiт швидко

розширювався i з часом охолоджувався. Внаслiдок цього в ньому вiдбували-

ся фазовi переходи пов’язанi з порушенням електрослабкої (електрослабкий

фазовий перехiд) i кiральної (фазовий перехiд в квантовiй хромодинамiцi)

симетрiй, якi були непорушеними при достатньо великих температурах.

З точки зору фiзики елементарних частинок дуже важливим i цiкавим є

питання барiогенезису, яке пов’язане з електрослабким фазовим переходом.

Справа в тому, що в Стандартнiй Моделi при температурах вищих темпера-

тури електрослабкого фазового переходу мають мiсце так званi сфалероннi

процеси [57], якi не зберiгають барiонний заряд. Тому навiть якщо Всесвiт на-

родився у станi з деяким ненульовим барiонним зарядом сфалероннi процеси

знищать його. В Всесвiтi, який ми спостерiгаємо, частинки, якi складають

матерiю мають тiльки позитивний барiонний заряд, тому необхiдно якось по-

яснити яким чином виник ненульовий барiонний заряд Всесвiта. Хоча в Стан-

дартнiй Моделi присутнi всi необхiднi умови [58] для барiогенезису, однак

маленька величина порушення CP симетрiї в СМ не дозволяє [59] отрима-

ти спостережуване значення барiонного заряду. Зовнiшне магнiтне поле має

iстотний вплив на електрослабкий фазовий перехiд i барiогенезис, однак тим

не менш дослiдження в роботi [60] показали, що умова необхiдна для барiоге-

незиса спостережуваної матерiї не реалiзується в Стандартнiй Моделi навiть

в дуже сильних магнiтних полях.

Взагалi слiд зазначити, що питання впливу зовнiшнiх полiв на спонтанне

або динамiчне порушення симетрiї є одним iз класичних питань в дослiдже-

ннях порушення симетрiї. Достатньо лише згадати, що iдеальний дiамагне-

тизм є однiєю з найважливiших характеристик надпровiдника. Слiд вiдзна-

чити, що дослiдження спонтанного або динамiчного порушення симетрiї в

зовнiшнiх полях є частиною бiльш загальної проблеми вивчення квантових

ефектiв в класичних зовнiшнiх полях [61]. Знаменитий ефективний лагранжi-
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ан Гайзенберга–Ейлера в квантовiй електродинамiцi (КЕД) є прикладом ва-

жливостi цiєї проблеми. Процес Швiнгера народження електрон-позiтронних

пар електричним полем є також iншим дуже цiкавим квантовим ефектом в

класичному зовнiшньому полi. Електричне поле iнтенсивно народжує пари,

якщо робота електричного поля на вiдстанi комптонiвської довжини хвилi

електрона є порядка mec
2, де me - маса електрона. Такi сильнi електричнi

поля можуть виникати при зiткненнях важких iонiв або при фокусiровцi по-

тужних iмпульсних лазерних променiв. Дуже сильнi електромагнiтнi поля

спостерiгаються поблизу пульсарiв i тому врахування квантових ефектiв в

зовнiшньому класичному електромагнiтному полi є суттєвим при дослiджен-

нi таких об’єктiв. Слiд вiдзначити також, що сильнi магнiтнi i хромомагнiтнi

поля можуть бути спонтанно згенерованi в Стандартнiй Моделi при високiй

температурi [62, 63].

Для астрофiзики чорних дiрок i космологiї раннього Всесвiту важливу

роль мають дослiдження квантових ефектiв в гравiтацiйному полi. Як при-

клад, неможливо не згадати такi ефекти як народження пар частинок в про-

цесi космологiчного розширення [64, 65] та ефект Хокiнга теплового випро-

мiнення чорних дiрок [66, 67]. В сучаснiй фiзицi вiдомо лише два класичних

поля електромагнiтне i гравiтацiйне. Тому в данiй дисертацiйнiй роботi ми

будемо розглядати динамiчне порушення симетрiї в зовнiшнiх електромагнi-

тному полi i у викривленому просторi-часi. Крiм зовнiшнiх електромагнiтно-

го i гравiтацiйного полiв в дисертацiї ми розглянемо також вплив ненульової

густини матерiї на порушення симетрiї в теорiї кольорової надпровiдностi.

Серед можливих зовнiшнiх полiв та їх рiзних комбiнацiї в дисертацiї го-

ловну увагу ми будемо придiляти зовнiшньому постiйному магнiтному полi.

Така увага до впливу зовнiшнього магнiтного поля на динамiчне поруше-

ння симетрiї пов’язана з явищем магнiтного каталiзу вiдкритого в роботах

[68, 69, 70, 71, 72] згiдно з яким критична константа зв’язку для ДПС в зов-

нiшньому постiйному магнiтному полi дорiвнює нулю.
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Нагадаємо, що зазвичай динамiчне порушення симетрiї в (3+1)-вимiрному

просторi потребує для свого iснування надкритичних значень константи зв’яз-

ку g ≥ 1, що суттєво зменшує вибiр можливих моделей порушення симе-

трiї. Необхiднiсть сильного зв’язку g ≥ 1 легко зрозумiти з досить простих

фiзичних мiркувань. Дiйсно для того, щоб стан iз конденсатом фермiон-

антифермiонних пар мав енергiю меншу нiж трiвiальний вакуум необхiдно,

щоб енергiя фермiон-антифермiонного зв’язаного стану була вiд’ємною. В

КЕД, як легко можна показати, така умова означає, що константа зв’язку

повинна перевищувати одиницю, тобто α ≥ 1. Схожа ситуацiя має мiсце в

моделi Намбу–Йона-Лазiнiо (НЙЛ) [29] та iнших моделях. Тому дуже цiкаво

коли ДПС вiдбувається в режимi слабкої взаємодiї (gc ≈ 0).

Три приклади таких режимiв вiдомi. Перший - це порушення симетрiї в

системах з ненульовою густиною фермiонiв коли присутня поверхня Фермi.

У цьому випадку, як вiдомо з теорiї надпровiдностi БКШ [24], зв’язаний стан

формується навiть у випадку як завгодно слабкого притягування мiж фер-

мiонами. В роботi [73], де це питання розглядалось в рамках ренормгрупового

пiдходу, було показано, що ренормгруповий скейлiнг в iмпульсному просто-

рi має мiсце тiльки в напрямку перпендикулярному до поверхнi Фермi. Та-

ким чином, з точки зору ренормгрупового скейлiнгу ефективна розмiрнiсть

простору-часу в моделях з поверхнею Фермi є (1 + 1)-вимiрною. Як добре

вiдомо, зв’язаний стан в (1 + 1)-вимiрному просторi-часi утворюється для

як завгодно слабко притягуючого потенцiалу i тому не дивно, що gc = 0 у

цьому випадку. Вiдповiдну динамiку для кваркової матерiї у станi кольорової

надпровiдностi ми розглянемо у Роздiлi 4.

Другий приклад ДПС в режимi слабкого зв’язку був вiдкритий в роботах

[68, 69, 70, 71, 72] для теорiй у зовнiшньому постiйному магнiтному полi.

В цих роботах було показано, що кiральна симетрiя динамiчно порушена в

НЙЛ моделi i в КЕД у зовнiшьому магнiтному полi для як завгодно слабкої

взаємодiї (дивись також бiльш раннi роботи [74, 75]), тобто критичне значення
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константи зв’язку дорiвнює нулю. Це явище вiдомо в лiтературi як магнiтний

каталiз. Було показано, що магнiтний каталiз має унiверсальний характер

пов’язаний з ефективною редукцiєю простору-часу для динамiки фермiонiв

в iнфрачервонiй областi на 2 одиницi [68, 72] коли їх енергiя менша за масштаб

Ландау
√
|eB|.

Динамiка фермiонiв в гiперболiчних просторах Hn - це третiй приклад

ДПС в режимi слабкої взаємодiї. Вiн буде розглянутий нами в Роздiлi 3.

Актуальнiсть теми.

Актуальнiсть теми даної дисертацiйної роботи обумовлена тим, що вона

присвячена дослiдженню однiєї з ключових тем сучасної фiзики квантових

систем iз нескiнченним числом ступенiв вiльностi, якою є динамiчне поруше-

ння симетрiї. Дослiдження порушення симетрiї особливо активно ведуться

останнiм часом. Їх актуальнiсть обумовлена двома факторами. По-перше,

порушення електрослабкої симетрiї, як це визнається практично одностайно

всiма дослiдниками, в даний час є центральною проблемою в фiзицi елемен-

тарних частинок. Прискорювач LHC, де ця проблема буде ретельно дослi-

джуватись експериментально, повинен вийти на проектнi значення енергiй

зiткнень в наступному роцi. В передчуттi цiєї важливої подiї зростає увага

теоретикiв до проблеми порушення електрослабкої симетрiї i їми було запро-

поновано багато рiзних моделей порушення електрослабкої симетрiї. Чiльне

мiсце серед цих моделей займають моделi з динамiчним порушенням симетрiї,

хоча безумовно найбiльшу увагу привертають до себе суперсиметричнi моде-

лi порушення електрослабкої симетрiї. Теоретики активно дослiджують рiзнi

аспекти моделей з динамiчним порушенням електрослабкої симетрiї в перед-

чуттi можливих майбутнiх подiй пов’язаних iз результатами експериментiв на

LHC. По-друге, продовжується бурхливий розвиток фiзики конденсованого

стану i експериментально вiдкриваються та дослiджуються новi дуже цiкавi

системи, в яких динамiчне порушення симетрiї вiдiграє дуже суттєву роль.
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Одним iз таких яскравих прикладiв є вiдкриття графена. Подiбнi важливi

експериментальнi вiдкриття дуже сприяють розвитку рiзних аспектiв теорiї

ДПС.

Питання впливу класичних зовнiшнiх полiв i кривизни простору-часу на

динамiчне порушення симетрiї є одним iз класичних питань в фiзицi ДПС.

Дуже iстотнi за величиною магнiтнi поля спостерiгаються в нейтронних зiр-

ках, а вплив кривизни простору-часу був суттєвим у ранньому Всесвiтi. Над-

звичайно важливу роль зовнiшнi електромагнiтнi поля вiдiграють також в

дослiдженнях порушення симетрiї в фiзицi конденсованого стану, достатньо

згадаємо лише надпровiднiсть i квантовий ефект Хола (КЕХ). Явище ма-

гнiтного каталiзу динамiчного порушення симетрiї вiдкрите в роботах [68,

69, 70, 71, 72] є одним iз найяскравiших прикладiв впливу зовнiшнiх полiв

на ДПС. Явище магнiтного каталiзу знайшло дуже важливе застосування в

дослiдженнях КЕХ в графенi, де воно використовується для пояснення екс-

периментально спостережуваних ν = 0,±1 плато холiвської провiдностi в

сильних магнiтних полях.

Нещодавно було з’яcовано, що в центральних областях нейтронних зiрок

може iснувати кваркова матерiя в станi кольорової надпровiдностi, яка ха-

рактеризується динамiчним порушенням кольорової SUc(3) симетрiї з над-

провiдною щiлиною порядку 25-100 МеВ. Наявнiсть кольорової надпровiдно-

стi може впливати на такi спостережуванi властивостi нейтронних зiрок, як

вiдношення маси зiрки до її радiуса, швидкiсть обертання, еволюцiя в часi

величини магнiтного поля, швидкiсть охолодження та iншi. Поряд iз дослi-

дженнями спостережуваних наслiдкiв присутностi кольорової надпровiдно-

стi актуальними в теперiшнiй час є також теоретичнi дослiдження проблеми

хромомагнiтної нестабiльностi кольорового надпровiдника для реалiстичних

значень конституентної маси s-кварка. Питання того, яким є основний стан

кольорового надпровiдника є одним iз найважливiших i найактуальнiших в

цiй областi.
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Пiсля експериментального вiдкриття в 2004 роцi графен швидко став одним

з найбiльш активно дослiджуваних матерiалiв в сучаснiй фiзицi конденсова-

ного стану. Квазiчастинковi збудження в графенi при низьких енергiях опису-

ються безмасовим рiвнянням Дiрака в (2+1)-вимiрному просторi-часi. Куло-

нiвська взаємодiя визначає їх взаємодiю, а вiдповiдний гамiльтонiан має U(4)

симетрiю пов’язану iз спiновими i псевдоспiновими ступенями вiльностi. Ди-

намiчне порушення U(4) симетрiї в графенi у зовнiшньому магнiтному полi

було передбачено навiть до експериментального вiдкриття графена. Зараз рi-

знi аспекти цього явища активно дослiджуються як експериментально, так i

теоретично.

Наявнiсть великої кiлькостi рiзноманiтних фiзичних систем, де знаходить

своє застосування динамiчне порушення симетрiї, iдей, теорiй та методiв до-

слiдження є свiдченням того, що роботи пов’язанi iз дослiдженням ДПС є

актуальними i важливими.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота виконувалась в Iнститутi теоретичної фiзики iм. М.М.

Боголюбова НАН України. До роботи також увiйшли результати, одержанi

пiд час стажування в Iнститутi теоретичної фiзики унiверситету Сан-Паулу

(м. Сан-Паулу, Бразилiя), Iнститутi точних наук федерального унiверситету

Жуiс-дi-Фора (м. Жуiс-дi-Фора, Бразилiя), на факультетi прикладної мате-

матики унiверситету Захiдного Онтарiо (м. Лондон, Канада). Частину ре-

зультатiв було отримано в процесi виконання наступних проектiв: тема НАН

України "Дослiдження структури i динамiки фiзичного вакуума та частин-

кових i колективних збуджень в фiзицi високих енергiй, квантових макроси-

стемах, космологiї та астрофiзицi", номер державної реєстрацiї в УкрIНТЕI

0105У008402 (шифр 1.4.7); тема НАН України "Фундаментальнi властиво-

стi фiзичних систем в екстремальних умовах", номер державної реєстрацiї в

УкрIНТЕI 0107У000396 (шифр 1.3.1); ДФФД Ф28.2/083 "Застосування мето-



20

дiв теорiї струн та теорiї поля у вивченнi нелiнiйних явищ в низьковимiрних

системах", номер державної реєстрацiї в УкрIНТЕI 0109U006861.

Мета i задачi дослiдження.

Метою дослiджень проведених у дисертацiї є вивчення впливу зовнiшнiх

електромагнiтних полiв i кривизни простору-часу на динамiчне порушення

симетрiї в релятивiстських квантових теорiях поля i нерелятивiстських кван-

тових статистичних системах багатьох частинок. Для цього необхiдно було

розв’язати наступнi задачi:

1. Дослiдити чи присутня ефективна некомутативнiсть в низькоенергети-

чнiй областi в релятивiстських квантових теорiях поля в зовнiшнiх силь-

них постiйних магнiтних полях, яка реалiзується в наближеннi найниж-

чого рiвня Ландау (НРЛ) в нерелятивiстських квантових статистичних

системах багатьох частинок.

2. Вивчити особливостi магнiтного каталiзу динамiчного порушення симе-

трiї у просторах вищої розмiрностi, а також при наявностi електричного

поля паралельного магнiтному.

3. Розвинути деякi методи дослiдження динамiчного порушення симетрiї,

зокрема, метод ефективного потенцiала для локальних складених полiв

i метод розкладу ефективної дiї у викривленому просторi з врахуванням

нескiнченного числа похiдних для масивних полiв.

4. Дослiдити причину нульового значення критичної константи зв’язку для

динамiчного порушення симетрiї у просторах з постiйною вiд’ємною кри-

визною. З’ясувати чи пов’язане це явище з ефективною редукцiєю простору-

часу для фермiонiв в iнфрачервонiй областi, як це має мiсце у випадку

зовнiшнього постiйного магнiтного поля.

5. Проблема хромомагнiтної нестабiльностi кольорового надпровiдника з
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однорiдними кварковими конденсатами вказує на нестабiльнiсть таких

станiв кольорового надпровiдника вiдносно спонтанного генерування не-

нульових середнiх глюонних полiв. Тому потрiбно дослiдити можливiсть

iснування фази кольорової надпровiдностi з конденсатами глюонних по-

лiв i якщо така фаза iснує, з’ясувати чи вiдсутня в цiй фазi хромомагнi-

тна нестабiльнiсть.

6. Дослiдити динамiчне порушення симетрiї в графенi у зовнiшньому по-

стiйному магнiтному полi та розглянути зв’язок отриманих результатiв

з експериментальними даними по КЕХ в графенi.

Об’єктом дослiдження є динамiчне порушення симетрiї в релятивiстських

квантових теорiях поля i фiзицi конденсованого стану в зовнiшнiх полях i

викривленому просторi.

Предметом дослiдження є релятивiстськi квантовопольовi теорiї i кванто-

вi статистичнi системи багатьох частинок з дiракiвським енергетичним спе-

ктром, в яких має мiсце динамiчне порушення симетрiї.

В роботi було застосовано наступнi методи дослiдження: метод ефе-

ктивної дiї Корнуела–Джекiва–Томбулiса для складених операторiв, непер-

турбативнi рiвняння Швiнгера–Дайсона, метод допомiжних полiв Хабарда–

Стратоновича та метод ядра теплопровiдностi для обчислення функцiональ-

них детермiнантiв.

Наукова новизна одержаних результатiв.

Основними науковими результатами, якi виносяться на захист є такi:

1. Доведено, що параметри порядку, пов’язанi з феромагнiтними i екситон-

ними конденсатами з необхiднiстю спiвiснують в графенi у зовнiшньому

магнiтному полi. Їх сумiсний розгляд якiсно правильно описує експери-

ментально спостережуванi холiвськi плато в графенi в сильних магнiтних

полях.
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2. В якостi кандидата на основний стан кольорового надпровiдника з двома

ароматами кваркiв у пiдходi Гiнзбурга-Ландау запропоновано глюонну

фазу з векторними конденсатами глюонiв, яка розв’язує проблему хро-

момагнiтної нестабiльностi 2SC (two-flavor superconductivity) фази кольо-

рової надпровiдностi кваркової матерiї з двома ароматами кваркiв.

3. Показано, що електрично i кольорово нейтральний стан Ларкiна- Овчiнi-

кова-Фульде-Ферела (ЛОФФ) кваркової матерiї з двома ароматами квар-

кiв i однохвильовою неоднорiднiстю надпровiдної щiлини має хромома-

гнiтну нестабiльнiсть в усiй областi, де вiн спiвiснує з 2SC та g2SC (gapless

two-flavor superconductivity) фазами кольорової надпровiдностi.

4. З’ясовано, що нейтральнi стани в релятивiстських квантових теорiях по-

ля у сильному зовнiшньому магнiтному полi в наближеннi найнижчо-

го рiвня Ландау в низькоенергетичнiй областi описуються ефективними

некомутативними квантовими теорiями поля, в яких вiдсутнє ультрафi-

олетово/iнфрачервоне (УФ/IЧ) змiшування, яке має мiсце в звичайних

некомутативних квантових теорiях поля.

5. Показано, що ефективна редукцiя розмiрностi простору-часу для дина-

мiки фермiонiв в iнфрачервонiй областi в просторах постiйної вiд’ємної

кривизни є причиною нульового значення критичної константи зв’язку

для динамiчного порушення кiральної симетрiї в цих просторах.

6. Закон Апелквiста-Каразоне вiдщеплення масивних полiв при низьких

енергiях у плоскому просторi узагальнено для випадку вiдщеплення ма-

сивних полiв у викривленому просторi в теорiях iз спонтанним порушен-

ням симетрiї. Вiдщеплення масивних полiв у секторi з вищими похiдними

гравiтацiйної дiї має стандартний квадратичний характер.

7. З’ясовано, що явище магнiтного каталiзу динамiчного порушення кiраль-

ної симетрiї залишається справедливим в просторах вищої розмiрностi,
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де має мiсце ефективна редукцiя розмiрностi простору-часу D+1 → 1+1

та D + 1 → 0 + 1 для динамiки фермiонiв в iнфрачервонiй областi в

(D + 1)-вимiрних просторах-часi парної i непарної розмiрностi вiдповiд-

но. Присутнiсть електричного поля паралельного магнiтному протидiє

динамiчному порушенню кiральної симетрiї.

Практичне значення одержаних результатiв.

Отриманi результати мають теоретичний характер. Робота [98] передбачи-

ла генерацiю щiлини в спектрi квазiчастинок в графенi у зовнiшньому ма-

гнiтному полi ще до її експериментального вiдкриття в роботах по кванто-

вому ефекту Хола в графенi. Ця робота на сучасний момент за даними ISI

Thompson Scientific має 107 посилань. В роботах [100, 101, 102] було доведено,

що параметри порядка пов’язанi з квантовим холiвським феромагнетизмом i

магнiтним каталiзом в графенi з необхiднiстю спiвiснують i їх сумiсний роз-

гляд пояснює експериментально спостережуванi холiвськi плато в сильних

магнiтних полях.

Запропонована в роботi [93] глюонна фаза вирiшує проблему хромома-

гнiтної нестабiльностi кольорової надпровiдностi в теорiї з двома ароматами

кваркiв. Ця фаза є в даний час одним iз головних кандидатiв в якостi основ-

ного стану кольорового надпровiдника з двома ароматами кваркiв. Робота

[93] є добре вiдомою серед вiдповiдного кола спецiалiстiв i має на тепершнiй

час 59 посилань. Фаза Ларкiна–Овчiннiкова–Фульде–Ферела з неоднорiдним

кварковим конденсатом є одним iз основних конкурентiв глюонної фази в

якостi основного стану кольорового надпровiдника. В роботi [95] було показа-

но, що ЛОФФ фаза з найпростiшою неоднорiднiстю кваркового конденсату у

виглядi однiєї плоскої хвилi не вирiшує проблеми хромомагнiтної нестабiль-

ностi кольорового надпровiдника на вiдмiну вiд глюонної фази. Ця робота

цитувалася 30 разiв.

Отриманий в дисертацiйнiй роботi результат, що релятивiстськi квантово-
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польовi теорiї в сильному зовнiшньому магнiтному полi при низьких енергi-

ях описуються ефективними некомутативними квантовими теорiями, може

бути використаний в практичному описi матерiї поблизу нейтронних зiрок

i магнетарiв (зiрок з найвищими у спостережуваному Всесвiтi значеннями

магнiтного поля), а також квантових статистичних систем фiзики конденсо-

ваного стану з лiнiйним законом дисперсiї квазiчастинок, таких наприклад,

як графен.

В роботi [97] було показано, що на вiдмiну вiд стану звичайної надпровiдно-

стi сильне зовнiшне магнiтне поле не знищує стан кольорової надпровiдностi.

Цей результат є важливим з точки зору астрофiзичних спостережень i фiзи-

чних властивостей нейтронних зiрок, тому що нейтроннi зiрки, в центральних

областях яких може iснувати кваркова матерiя в станi кольорової надпровiд-

ностi, характеризуються дуже сильними магнiтними полями. Вищезгадана

робота має на даний час 25 посилань, що вказує на її важливiсть в дослiдже-

ннях кольорової надпровiдностi та фiзичних i астрофiзичних властивостей

нейтронних зiрок.

Дослiдження явища магнiтного каталiзу i динамiчного порушення симетрiї

у просторах-часi вищої розмiрностi можуть бути використанi в теорiї струн,

де мають мiсце додатковi просторовi вимiри i моделi компактифiкацiї вищих

просторових вимiрiв в присутностi ненульових магнiтних потокiв в цих дода-

ткових вимiрах є досить популярними.

Особистий внесок здобувача.

В основу дисертацiйної роботи лягли результати робiт [76]-[102], з яких

7 виконано самостiйно. Результати, включенi до дисертацiї на основi робiт

публiкацiй iз спiвавторами, одержанi автором самостiйно, включаючи поста-

новку i формулювання задач та аналiтичнi розрахунки. Зокрема, в роботах з

динамiчного порушення кiральної симетрiї автор аналiтично розв’язав рiвня-

ння Швiнгера–Дайсона для масової функцiї в квантово-електродинамiчних
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системах з фермiонами локалiзованими в пiдпросторах нижчої розмiрностi

[78], обчислив вакуумну енергiю квантової хромодинамiки як функцiю дина-

мiчних кваркового i глюонного пропагаторiв [77]. Автору належить постанов-

ка задачi i отримання рiвнянь для щiлини в роботi з динамiчного порушення

кiральної симетрiї в системi типу нанотрубки з магнiтним полем паралель-

ним вiсi нанотрубки коли магнiтне поле впливає на динамiку фермiонiв тiль-

ки через фазу Аронова–Бома [81], а також в роботi з дослiдження впливу

другого релятивiстського iнварiанта постiйного електромагнiтного поля на

динамiчне порушення кiральної симетрiї [80]. В роботi з кiральної асиметрiї

поверхнi Фермi для релятивiстської матерiї в зовнiшньому постiйному ма-

гнiтному полi автором було виконано обчислення пропагатора i аксiального

струму використовуючи метод регуляризацiї Паулi–Вiларса [82].

В роботах [83, 84] з ефективної некомутативної дiнамiки на найнижчому

рiвнi Ландау в релятивiстських квантових теорiях поля в сильних магнiтних

полях автору належить безпосередня участь в постановцi задачi, а також

обчислення ефективної дiї для електромагнiтного поля в квантовiй електро-

динамiцi в сильному зовнiшньому магнiтному полi [85]. В роботi з генерацiї

щiлини для дiракiвських фермiонiв на площинi Лобачевського в зовнiшньому

коварiантно постiйному магнiтному полi автор знайшов i аналiтично розв’я-

зав рiвняння для щiлини в усiх розглянутих випадках [86].

В роботах з дослiджень кольорової надпровiдностi кваркової матерiї автор

показав, що хромомагнiтна нестабiльнiсть 2SC фази пов’язана з наявнiстю не-

стабiльностi тахiонного типу для плазмона з квантовими числами восьмого

глюона [92]. Вiн обчислив всi вершини взаємодiї масової розмiрностi до чоти-

рьох включно в ефективнiй низькоенергетичнiй дiї для глюонiв та знайшов

її мiнiмум, який вiдповiдає глюоннiй фазi з векторними конденсатами глюо-

нiв [93, 94], а також отримав рiвняння, якi визначають вихоровi розв’язки в

моделi з конденсатами векторних полiв [96].

В роботах з теорiї фазового переходу метал-iзолятор iндукованого зовнi-
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шним магнiтним полем в двовимiрних системах з лiнiйним законом дисперсiї

автор обчислив поляризацiйну функцiю та повздовжню i холiвську провiдно-

стi [98, 99]. В роботах з квантового ефекта Хола в сильних магнiтних полях в

графенi [100, 101, 102] автор отримав самоузгодженi рiвняння для параметрiв

порядка пов’язаних з квантовим холiвським феромагнетизмом i магнiтним

каталiзом, а також знайшов розв’язки цих рiвнянь.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Основнi результати дисертацiї доповiдалися на семiнарах вiддiлу Астро-

фiзики i елементарних частинок та наукових сесiях Iнституту теоретичної

фiзики iм. М.М. Боголюбова Нацiональної Академiї наук України, Iнституту

математики Нацiональної Академiї наук України, та на семiнарах i колоквi-

умах iнших установ за кордоном: Departamento de Fisica Teorica, Universidad

de Zaragoza (Сарагоса, Iспанiя), Departament de Estructura i Constituents de

la Materia, Universitat de Barcelona (Барселона, Iспанiя), Perimeter Institute

for Theoretical Physics (Ватерлоу, Канада), Department of Applied Mathemati-

cs, University of Western Ontario (Лондон, Канада), Instituto de Fisica Teorica

(Сан-Паулу, Бразилiя), Instituto de Ciencias Exatas, Universidade Federal de

Juiz de Fora (Жуiс-дi-Фора, Бразилiя), Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas

(Рiо де Жанейро, Бразилiя).

Також результати отриманi в дисертацiї доповiдались на наступних мiж-

народних конференцiях:

• "Quantum Fields and Gravity", Lodz, Poland, 18-23 квiтня 1998р.

• "Hadrons", Caraguatatuba, Brazil, 17-23 квiтня 2000р.

• "Renormalization Group and Anomalies", Ouro Preto, Brazil,

8-14 березня 2003р.

• "Cosmo-2004", Toronto, Canada, 11-16 вересня 2004р.
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• "International Bogolyubov conference: Modern Problems of Mathematical

and Theoretical Physics", Київ, Україна, 13-16 вересня 2004р.

• "New Trends in High-Energy Physics", INTAS Summer School and Conference,

Ялта, Україна, 10-17 вересня 2005р.

• "Bogolyubov Kyiv conference: Modern Problems of Theoretical and Mathemati-

cal Physics", Київ, 15-18 вересня 2009 р.

Публiкацiї.

За матерiалами дисертацiї опублiковано 27 робiт [76]-[102], з яких 7 є са-

мостiйними. Публiкацiї, що виносяться на захист, включають 2 статтi у про-

вiдних наукових фахових виданнях України [88, 100], 24 статтi в провiдних

мiжнародних дослiдницьких журналах та 1 статтю в реферованому електрон-

ному журналi [91]. Статтi опублiкованi в таких журналах, як "Annals of Physi-

cs" (США) - 2 публiкацiї, "Physical Review Letters" (США) - 1 публiкацiя,

"Physical Review" (США) - 12 публiкацiй, "Physics Letters" (Голандiя) - 6 пу-

блiкацiй, "Nuclear Physics" (Голандiя) - 1 публiкацiя, "Journal of Mathemati-

cal Physics" (США) - 1 публiкацiя, "Modern Physics Letters" (Сiнгапур) - 1

публiкацiя, "Journal of High Energy Physics" (Iталiя) - 1 публiкацiя, "Физика

Низких Температур" (Україна) - 1 публiкацiя, "Український Фiзичний Жур-

нал" (Україна) - 1 публiкацiя.

Структура дисертацiї.

Роздiл 1 присвячений дослiдженню динамiчного порушення симетрiї в ре-

лятивiстських квантовопольових теорiях фiзики елементарних частинок. Па-

раграф 1.1 має вступний характер. В ньому описується метод ефективної дiї

Корнуела–Джекiва–Томбулiса, який є стандартним i одним iз найбiльш за-

гальновживаних методiв дослiдження динамiчного порушення симетрiї. Цей

метод широко застосовується в данiй дисертацiї. Iнший метод дослiдження
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динамiчного порушення симетрiї, а саме метод ефективного потенцiалу для

локальних складених полiв розглядається в параграфi 1.2. В параграфi 1.3

дослiджується зв’язок мiж кварковим i глюонним конденсатами та енергiєю

вакууму в квантовiй хромодинамiцi. Динамiчне порушення кiральної симетрiї

в калiбрувальних теорiях з фермiонами локалiзованими в пiдпросторах мен-

шої розмiрностi дослiджується в параграфi 1.4. Магнiтний каталiз у просто-

рах вищої розмiрностi розглядається в параграфi 1.5. В заключному парагра-

фi даного роздiлу дослiджується динамiчне порушення симетрiї в постiйних

магнiтному i електричному полях загального типу.

В Роздiлi 2 дослiджується ефективна некомутативна динамiка на найниж-

чому рiвнi Ландау в релятивiстських квантових теорiях поля (КТП). Пара-

граф 2.1.1 має вступний характер, де розглядається ефективна некомутатив-

нiсть просторових координат на найнижчому рiвнi Ландау в нерелятивiст-

ський квантовiй механiцi. В параграфi 2.1.2 дослiджується динамiка моделi

Намбу–Йона-Лазiнiо в зовнiшньому постiйному магнiтному полi i показує-

ться, що в наближеннi найнижчого рiвня Ландау вона призводить до деякої

ефективної некомутативної квантової теорiї поля. В параграфi 2.2 обчисляю-

ється ефективна дiя для фотонiв в КЕД у сильному постiйному магнiтному

полi i доводиться, що вона вiдповiдає ефективнiй некомутативнiй квантовiй

теорiї поля. В заключному параграфi даного роздiлу дослiджується кiраль-

на динамiка в КЕД у сильному зовнiшньому магнiтному полi i показано, що

вона описується ефективними некомутативними квантовими теорiями поля I

i II типу.

Динамiка порушення симетрiї у викривленому просторi дослiджується в

Роздiлi 3. В параграфi 3.1 вивчається сумiсний вплив коварiантно постiйного

магнiтного поля i вiд’ємної кривизни простору на динамiку порушення си-

метрiї в моделi Намбу–Йона-Лазiнiо на площинi Лобачевського. В другому

параграфi даного роздiлу шляхом аналiзується ядро теплопровiдностi для

оператора Дiрака i з’ясовуються фiзичнi причини нульового значення кри-
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тичної константи зв’язку для динамiчного порушення симетрiї у просторах

постiйної вiд’ємної кривизни. В параграфi 3.3 обчислюється ефективна низь-

коенергетична дiя в моделях iз спонтанним порушенням симетрiї у викрив-

леному просторi.

Роздiл 4 присвячено динамiчному порушенню симетрiї в квантовiй хромо-

динамiцi при великих густинах матерiї. В параграфi 4.1 дослiджуються коле-

ктивнi збудження пов’язанi з хромомагнiтною нестабiльнiстю 2SC i g2SC фаз

кольорової надпровiдностi в кварковiй матерiї з двома ароматами кваркiв.

У другому параграфi даного роздiлу вивчається динамiка глюонiв в пiдхо-

дi Гiнзбурга–Ландау i в якостi основного стану кольорового надпровiдника з

двома ароматами кваркiв запропоновано глюонну фазу з конденсатами глю-

онiв. В параграфi 4.3 показано, що хромомагнiтна нестабiльнiсть має мiсце

для ЛОФФ стану з неоднорiдним кольоровим конденсатом у виглядi однiєї

плоскої хвилi на вiдмiну вiд глюонної фази, де хромомагнiтна нестабiльнiсть

вiдсутня. В заключному параграфi даного роздiлу вивчається вплив сильного

зовнiшнього магнiтного поля на стан кольорової надпровiдностi.

В Роздiлi 5 дослiджується динамiчне порушення U(4) симетрiї i генера-

цiя щiлини в квазiчастинковому спектрi в графенi. В першому параграфi

вивчається генерацiя щiлини в графенi у вiдсутностi зовнiшнього магнiтно-

го поля. Магнiтний каталiз в графенi дослiджується в параграфi 5.2. Опiр

i провiднiсть обчислюються в параграфi 5.3. Динамiчне порушення U(4) си-

метрiї в низькоенергетичнiй моделi графена розглядається в параграфi 5.4,

де аналiзуються вiдповiднi параметри порядка. В параграфi 5.5 знаходяться

пропагатор для квазiчастинок в графенi i вiльна енергiя. РiвнянняШвiнгера–

Дайсона розв’язується в параграфi 5.6 i там же описується квантовий ефект

Хола в графенi.

У Додатку A розглядаються фiзичнi причини ефективної редукцiї роз-

мiрностi простору-часу для динамiки фермiонiв в iнфрачервонiй областi, яка

була встановлена у Роздiлi 3 аналiзуючи ядро теплопровiдностi для опера-
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тора Дiрака в гiперболiчних просторах. Однак ядро теплопровiдностi є iнте-

гральною характеристикою i тому з фiзичної i iнтуiтивної точок зору незро-

зумiло чому така редукцiя вiдбувається i з чим вона пов‘язана. Це питання

з’ясовується у цьому додатку аналiзуючи класичний рух частинок, а також

розв’язки рiвняння Дiрака в гiперболiчних просторах. У Додатку Б дослiджу-

ється закон вiдщеплення масивного скалярного поля при низьких енергiях у

викривленому просторi-часi i розвивається метод обчислення низькоенерге-

тичної ефективної гравiтацiйної дiї по степеням тензора кривизни з урахува-

нням всiх похiдних у випадку масивних теорiй. У Додатку В використову-

ючи метод ефективної дiї для складених полiв Корнуела-Джекiва-Томбулiса

обчислено вiльну енергiю як функцiю феромагнiтних i екситоноподiбних па-

раметрiв порядку в графенi у зовнiшньому постiйному магнiтному полi. У

Додатку Г аналiзується кiральна асиметрiя поверхнi Фермi релятивiстської

матерiї в постiйному магнiтному полi. Показано, що в нормальнiй фазi реля-

тивiстської матерiї у зовнiшньому постiйному магнiтному полi iснує динамi-

чний внесок в аксiальний струм пов’язаний з вiдносним зсувом iмпульсiв для

фермiонiв з протилежними кiральностями. Цей зсув має мiсце для фермiо-

нiв всiх рiвнiв Ландау включаючи також рiвнi поблизу поверхнi Фермi, що,

таким чином, призводить до кiральної асиметрiї поверхнi Фермi i може мати

важливi наслiдки для фiзичних властивостей нейтронних зiрок i вiдповiдних

астрофiзичних спостережень.
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РОЗДIЛ 1

ДИНАМIЧНЕ ПОРУШЕННЯ СИМЕТРIЇ В
КАЛIБРУВАЛЬНИХ ТЕОРIЯХ

Як добре вiдомо, елементарнi частинки є збудженнями квантових полiв. То-

му з точки зору структури матерiї квантова теорiя поля [1, 2, 3, 4] є найбiльш

фундаментальним об’єктом в сучаснiй фiзицi. Такi елементарнi частинки як

протони, нейтрони i електрони утворюють атоми, якi в свою чергу складають

основу усiєї спостережуваної матерiї. Квантова теорiя поля була створена в

процесi синтезу квантової механiки i релятивiстської теорiї в кiнцi двадцятих

рокiв минулого столiття. Такий синтез був необхiдним, тому що квантова

механiка є нерелятивiстською теорiю. Тому виникла потреба знайти її ре-

лятивiстське узагальнення. В результатi виникла квантова електродинамiка,

яка є квантовою релятивiстськi iнварiантною теорiєю, що описує електрома-

гнiтнi взаємодiї електронiв, позитронiв, протонiв, антипротонiв i фотонiв, а

також iнших заряджнених елементарних частинок, якi були вiдкритi пiзнi-

ше. До речi чей синтез квантової теорiї з релятивiстською теорiєю до сих

пiр залишається iще незавершеним. Справа в тому, що на даний час не iснує

загальноприйнятної квантової теорiї гравiтацiї. Безумовно створення такої

теорiї є одним з найважливиших питань в сучаснiй фiзицi.

Ми вже вiдзначали в Вступi, що елементарнi частинки та їх взаємодiя опи-

суються Стандартною Моделлю [14, 15]. СМ була створена в кiнцi 60-тих, на

початку 70-тих рокiв минулого столiття i є одним з фундаментальнiйших до-

сягнень сучасної науки. Калiбрувальнi симетрiї вiдiграють виключно важли-

ву роль в Стандартнiй Моделi. Ця теорiя базується на локальнiй калiбруваль-

нiй групi SUc(3) × SU(2)L × UY (1) i описує сильнi, слабкi i електромагнiтнi
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взаємодiї елементарних частинок [2, 3]. Згiдно Стандарнiй Моделi iснує три

поколiння кваркiв i лептонiв, якi мають електрослабку i сильну взаємодiю.

Три векторних бозона W±
µ , Zµ i електромагнiтне поле Aµ є вiдповiдальними

за електрослабку взаємодiю кваркiв i лептонiв, а вiсiм глюонiв Aa
µ, a = (1, 8)

є посередниками сильної взаємодiї кваркiв (лептони не мають кольорового

заряда i таким чином не приймають участь в сильнiй взаємодiї).

Теорiя, яка описує взаємодiю глюонiв i кваркiв, є квантовою хромодина-

мiкою. Квантова хромодинамiка є калiбрувальною теорiєю з калiбрувальною

групою SUc(3). Електрослабка взаємодiя також описується калiбрувальною

теорiєю з калiбрувальною групою SUL(2) × UY (1), де SUL(2) є кiральною

групою яка дiє тiльки на лiвi фермiони (звiдси iндекс L). Цей факт є дуже

важливим, тому що вiн означає, що всi фермiони в СМ на рiвнi лагранжiа-

на є безмасовими частинками. Дiйсно, дiракiвськi масовi члени порушують

кiральну симетрiю i таким чином забороненi в теорiї з кiральною групою

симетрiї. З iншого боку, з досвiду ми знаємо, що фермiони є масивними. Та-

ким чином, єдиний вихiд – це спонтанне порушення симетрiї. В Стандартнiй

Моделi таке порушення забезпечується конденсатом хiгсiвського поля. Хiг-

сiвський сектор в СМ є дублетом скалярних полiв i, як ми вже вiдзначали

у Вступi, хiгсiвський бозон є єдиною частинкою Стандартної Моделi, яка ще

не спостерiгалась експериментально.

З хiгсiвським бозоном пов’язана присутнiсть квадратичних розбiжностей в

СМ. Як наслiдок, в кожному порядку теорiї збурень контрчлени, якi ренор-

мують теорiю, повиннi з надзвичайною точнiстю скорочувати квадратично

розбiжнi внески. Ця проблема вiдома як проблема натуральностi [103] або

проблема iерархiй Стандартної Моделi. Ця проблема вiдсутня, якщо хiгсiв-

ське поле є складеним, а не елементарним полем, тобто якщо електрослабка

симетрiя порушується динамiчно, а не спонтанно. Моделi iз динамiчним по-

рушенням електрослабкої симетрiї вiдомi пiд загальною назвою, як моделi

технiкольора [104, 105, 106]. Iнший популярний пiдхiд до вирiшення пробле-
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ми iерархiй це моделi з суперсиметрiєю [107]. Технiкольоровi моделi приро-

дньо пояснують наявнiсть маси для векторних бозонiв, однак зазвичай ма-

ють проблеми при поясненнi мас фермiонiв. Також технiкольоровi моделi є

як правило сильновзаємодiючими теорiями, тому в них досить складно да-

ти достовiрну вiдповiдь на багато важливих запитань. Тому суперсиметричнi

моделi [107], якi дуже елегантно вирiшують проблему iерархiй Стандартної

Моделi i для аналiзу яких може бути використана теорiя збурень, в даний

час привертають увагу значно бiльшого числа дослiдникiв. Є надiя, що вже в

наступному роцi пiсля отримання перших експериментальних результатiв на

прискорювачi LHC в ЦЕРНi ми отримаємо iнформацiю стосовно того, яким

чином електрослабка симетрiя порушена в природi.

Крiм порушення електрослабкої симетрiї в СМ порушується також кiраль-

на симетрiя в секторi легких кваркiв. Внаслiдок порушення електрослабкої

симетрiї u i d кварки мають ненульовi так званi конституентнi маси 3 МеВ i

5 МеВ вiдповiдно. Цi маси є дуже малими порiвняно з масами порядка 350

МеВ, якi використовуються в кваркових моделях. Тому основна частина маси

для цих легких кваркiв генерується за рахунок сильної взаємодiї. Крiм того,

пiони є вiдносно легкими частинками порiвняно з iншими сильновзаємодiю-

чими частинками i їх легкiсть природним чином пояснюється тим, що вони

є псевдо-намбу-голдстоунiвськими бозонами, тобто якби конституентнi маси

u i d кваркiв дорiвнювали нулю, то пiони були б безмасовими частинками.

Цей факт є базовим для кiральної теорiї збурень [108], яка дозволяє контро-

льованим чином описати взаємодiю пiонiв i нуклонiв при низьких енергiях за

допомогою декiлькох феноменологiчних членiв в ефективному низькоенер-

гетичному лагранжiанi теорiї. Цей приклад показує наскiльки важливим є

поняття симетрiї i його порушення в фiзицi елементарних частинок. Кiраль-

на симетрiя в КХД порушується динамiчним чином. Параметрами порядка є

кiральнi конденсати кваркiв 〈0|ψ̄LψR|0〉 i 〈0|ψ̄RψL0〉.
В цьому роздiлi ми розглянемо деякi проблеми динамiчного порушення
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симетрiї в фiзицi елементарних частинок i взагалi в релятивiстських кванто-

вопольових теорiях. В першому параграфi ми опишемо метод ефективної дiї

Корнуела-Джекiва-Томбулiса (КДТ) [56]. В теорiї конденсованих середовищ

цей метод вiдомий як метод Баума–Каданоффа [109]. Цей метод є загаль-

ним i одним iз найбiльш широко застосовуваних в дослiдженнях динамiчного

порушення симетрiї. В цiй дисертацiї ми також будемо широко його застосо-

вувати поряд iз методом допомiжного поля Хабарда–Стратоновича [110, 111],

який в деяких моделях є технiчно бiльш простим. В другому параграфi цьо-

го роздiлу ми дослiдимо ДПС в моделi Гроса–Невье (ГН) [112] за допомогою

метода ефективного потенцiала для локальних складених потенцiалiв i по-

кажемо кориснiсть використання цього методу для дослiдження динамiчно-

го порушення симетрiї. В наступному параграфi ми дослiдимо зв’язок мiж

кварковими i глюонними конденсатами та енергiєю вакууму в квантовiй хро-

модинамiцi. В четвертому параграфi розглянемо як локалiзацiя фермiонiв в

пiдпросторах нижчої розмiрностi впливає на динамiчне порушення кiраль-

ної симетрiї i генерацiю маси. Вiдзначимо, що фактично графен є системою

такого ж типу. Динамiчне порушення симетрiї в графенi ми будемо розгля-

дати в Роздiлi 5. В двох заключних параграфах даного роздiлу ми вивчемо

як постiйнi магнiтнi i електричнi поля впливають на динамiчне порушення

симетрiї. Даний роздiл дисертацiї ґрунтується на результатах отриманих в

роботах [76, 77, 78, 79, 80, 81, 82].

1.1. Метод ефективної дiї для складених операторiв Корнуела–

Джекiва–Томбулiса. Рiвняння Швiнгера–Дайсона

Ефективна дiя для параметрiв порядку є одним iз найважливих об’єктiв в

КТП i квантовiй фiзицi конденсованого стану при дослiдженнi динамiчного

порушення симетрiї [1, 2, 51]. Як приклад, достатньо лише згадати ефектив-

ну дiю Гiнзбурга–Ландау [20] в теорiї надпровiдностi. Ефективна дiя може
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бути обчислена як функцiонал фонових полiв i в принципi мiстить повну ди-

намiчну iнформацiю теорiї. За допомогою ефективної дiї ми можемо знайти

основний стан системи, повний пропагатор, повнi вершиннi функцiї, тобто

S-матрицю.

Вище ми зазначили, що принципово ДПС не вiдрiзняється вiд СПС. Вiд-

мiннiсть мiж динамiчним i спонтанним порушеннями симетрiї полягає лише

в тому, що у випадку СПС параметри порядку є вакуумними середнiми еле-

ментарних полiв, якi належать гамiльтонiану системи. Вiдзначимо, що в лi-

тературi в переважнiй бiльшостi робiт розглядаються вакуумнi середнi вiд

скалярних полiв, тому що iнакше симетрiя Лоренца або симетрiя вiдносно

просторових обертань буде спонтанно порушена. В Роздiлi 4 при дослiдженнi

кольорової надпровiдностi в кварковiй матерiї при великiй густинi барiонного

заряду ми розглянемо вакуумнi середнi вiд векторних глюонних полiв, однак,

слiд зазначити, що в цiй системi симетрiя Лоренца вже явним чином пору-

шена за рахунок присутностi матерiї. У випадку ДПС параметри порядку є

складеними (майже завжди бiфермiонними) операторами. Наприклад, в тео-

рiї БКШ надпровiдностi параметр порядку є вакуумне середне добутку двох

електронних полiв в рiзних точках простору-часу Fαβ = −i〈0|Tψα(x)ψβ(0)|0〉
(α i β - спiновi iндекси, T - хронологiчний добуток), яке описує динамiчне

порушення електромагнiтної U(1) симетрiї в надпровiднику. Тому зрозумiло,

що при дослiдженнi ДПС потрiбнi методи, якi дозволяють обчислити ефе-

ктивну дiю для складених бiлокальних операторiв. Вiдповiднi методи обчи-

слення ефективної дiї були вперше знайденi в теорiї конденсованого стану

[116, 117, 118], а потiм узагальненi на випадок релятивiстських КТП [119, 120].

Особливо зручний пiдхiд для знаходження ефективної дiї для складених бiло-

кальних операторiв був запропонований Корнуелом, Джекiвом i Томбулiсом

[56]. Формалiзм КДТ є зараз стандартним методом дослiдження ДПС, тому

нижче ми детально розглянемо цей формалiзм для бiлокальних складених

фермiонних операторiв i в подальшому будемо широко його застосувати при
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дослiдженнi ДПС. Зауважимо також, що в моделях з локальною чотирьо-

хфермiонною взаємодiєю в наближеннi середнього поля метод допомiжного

поля Хабарда–Стратоновича [110, 111] є бiльш простим з технiчної точки зору

i ми будемо його також досить часто використовувати у вiдповiдних моделях.

В формалiзмi КДТ ефективна дiя є фунцiоналом вiд фермiонного пропа-

гатора G(x, y) = 〈0|Tψ(x)ψ̄(y)|0〉. Рiвняння
δΓ

δG(x, y)
= 0 (1.1)

визначає пропагатор G i, як ми побачимо в подальшому, спiвпадає iз рiвнян-

нями Швiнгера–Дайсона [26, 27]. Для того, щоб визначити ефективну дiю

розглянемо спочатку генеруючий функцiонал Z(K) з бiлокальним джерелом

K(x, y)

Z(K) = eiW (K) = N

∫
Dψ̄Dψ exp

{
iS(ψ) + i

∫
d4xd4yψ̄(x)K(x, y)ψ(y)

}
,

(1.2)

де N - нормуючий множник, а дiя має вигляд

S(ψ) =

∫
d4xψ̄(iγµ∂µ + m)ψ + Sint , (1.3)

де Sint описує взаємодiю. Пiдкреслимо, що присутнiсть джерела K(x, y) в

рiвняннi (1.2) є дуже важливим моментом. Справа в тому, що саме його при-

сутнiсть дозволяє вивчати порушення симетрiї. Рiч у тiм, що джерело K(x, y)

є довiльним i тому доданок
∫

d4xd4y ψ̄(x)K(x, y)ψ(y) не обов’язково має си-

метрiю моделi. Це дозволяє нам розглядати стани, якi порушують симетрiю,

обчислити їх енергiю i таким чином дослiджувати динамiчне порушення си-

метрiї. Звiсно джерело K(x, y) є допомiжним об’єктом i в кiнцi обчислень

ми повиннi покласти його рiвним нулю, щоб отриманi стани мали вiдношен-

ня до початкової системи. Вiдзначимо, що iдеологiчно цей пiдхiд повнiстю

спiвпадає з методом квазiсереднiх Боголюбова [55].

З’ясувавши необхiднiсть присутностi в лагранжiанi теорiї порушуючого

симетрiю доданка ψ̄(x)K(x, y)ψ(y), ми повернемось тепер до рiвняння (1.3).
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Подальшi математичнi кроки знаходження ефективної дiї КДТ є досить пря-

мими. Хоча метод ефективної дiї КДТ може бути використаний для будь-якої

взаємодiї, ми розглянемо випадок калiбрувальної взаємодiї коли дiя для фер-

мiонних i калiбрувальних полiв має наступний вигляд

Sint =

∫
d4x

(
−1

4
FµνF

µν + ψ̄iγµ(∂µ − igAµ)ψ

)
, (1.4)

де Aµ - деяке калiбрувальне поле, а Fµν - тензор напруженостi поля.

Варiацiйна похiдна генеруючого функцiонала W (K) по джерелу K

δW

δK(y, x)
= ~G(x, y) =

∫ DψDψ̄DAµe
iS/~ψ(x)ψ̄(y)∫ DψDψ̄DAµeiS/~ = 〈0|Tψ(x)ψ̄(y)|0〉 (1.5)

визначає точний пропагатор. Ефективна дiя Γ(G) є перетворенням Лежандра

функцiонала W (K)

Γ(G) = W (K)− ~
∫

d4xd4y tr [ G(x, y)K(x, y) ] . (1.6)

Рiняння (1.5) можна розглядати як рiвняння, яке визначає замiну змiнних

K = K(G). Легко бачити, що

δΓ(G)

δG(x, y)
= −~K(y, x) . (1.7)

Якщо джерело вiдсутнє K = 0, тодi Γ = W , а рiвняння (1.7) спiвпадає з рiвня-

ннямШвiнгера–Дайсона (1.1). Бiльш того, внаслiдок того, що Γ(G) є перетво-

ренням Лежандра, розклад Γ(G) в ряд теорiї збурень генерує двохчастинково-

незвiднi вакуумнi дiаграми (зауважимо, що у випадку, що розглядається,

незвiднiсть вiдноситься тiльки до фермiонiв). Термiн n-частинково-незвiдна

означає, що вiдповiдна дiаграма не може бути розбита на двi (i бiльше) не-

зв’язанi частини при розрiзi n лiнiй на дiаграмi. З рiвнянь (1.2),(1.5) i (1.7)

випливає, що Γ(G) задовольняє наступному iнтегро-диференцiйному рiвнян-

ню

Γ(G)−TrG
δΓ

δG
= −i~

∫
DψDψ̄DAµ exp

i

~

[
S +

1

~

∫
d4xd4y ψ̄(x)

δΓ

δG(y, x)
ψ(y)

]
,

(1.8)
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де Tr є слiдом як по внутрiшних, так i по часово-просторових змiнних.

Неважко обчислити Γ(G) у вiдсутностi взаємодiї (g = 0). Дiйсно, в цьому

випадку ми маємо

W (K) = −~TrLn(i∂̂ −K) + i~TrLni∂̂ , (1.9)

звiдки

~G =
δW

δK
= i~(i∂̂ −K)−1 (1.10)

i

K = i(S−1 −G−1) , S−1 ≡ ∂̂ . (1.11)

Iз рiвняння (1.6) ми маємо

Γ(G) = −i~Tr
{
LnG−1S + GS−1 − 1

} ≡ Γ0(G) (1.12)

(ефективна дiя (1.12) нормована таким чином, що Γ0(G) = 0 в невзаємодiючiй

теорiї (g = 0)). Зручно видiлити в повнiй дiї Γ(G) також явним чином доданок

Γ0(G), тобто Γ = Γ0 + Γ′. Тодi для Γ′(G) ми отримуємо наступне рiвняння

Γ′(G)− TrG
δΓ′

δG
= −i~

× ln





∫ DψDψ̄DAµexp i
~

{∫
d4x

(
−1

4F
2
µν + ψ̄(iG−1 + Â)ψ

)
+ 1
~Trψ̄

δΓ′
δGψ

}
∫ DψDψ̄DAµexp i

~
{∫

d4x
(−1

4F
2
µν + ψ̄iG−1ψ

)}


 .

(1.13)

Можна показати [56], що якщо шукати розв’язок рiвняння (1.13) у виглядi

формального ряду Γ′ =
∑∞

n=2 ~nΓn по константi Планка ~, то цей розклад

буде вiдповiдати добре вiдомому розкладу по петльовим дiаграмам, де Γn

є сумою двохчастинково-незвiдних n-петльових вакуумних дiаграм. Важли-

во вiдмiтити, що як випливає з (1.13), в такому розкладi для фермiонного

пропагатора ми повиннi використовувати повний пропагатор G, а не S. На-

приклад, в двохпетльовому наближеннi для Γ(G) (яке вiдповiдає планарному

драбинному наближенню в калiбрувальних теорiях) ми маємо

Γ2 = −ig2

2

∫
d4xd4y tr

[
G(y, x)γµD(0)

µν (x, y)G(x, y)γν
]

, (1.14)
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де D
(0)
µν - вiльний пропагатор калiбрувального поля Aµ.

Факт двохчастинкової незвiдностi Γ′ легко зрозумiти, якщо прийняти до

уваги, що з рiвняння (1.7) при K = 0 випливає, що

G−1 = S−1 +
iδΓ′

δG
, Σ ≡ δΓ′

δG
, (1.15)

де Σ є власною енергетичною частиною або масовим оператором. В силу

того, що Σ є одночастинково-незвiдною, то Γ′ є вiдповiдно двохчастинково-

незвiдною. Таким чином, двохчастинкова незвiднiсть Γ′ є наслiдком того фа-

кта, що пропагатор G не має радiацiйних поправок i є точним зв’язаним

пропагатором.

Рiвняння (1.13) може бути використовано для знаходження рiзних набли-

жень при обчисленнi ефективної дiї КДТ. Визначимо позначення

〈f(A)〉 =

∫ DAµe
i
~

∫
d4x(− 1

4F 2
µν)f(A)

∫ DAµe
i
~

∫
d4x(− 1

4F 2
µν)

(1.16)

для усереднення по калiбрувальному полю Aµ. Тодi iнтегруючи в рiвняннi

(1.13) по фермiонам, ми маємо

Γ′ − TrG
δΓ′

δG
= −i~ ln 〈expTr Ln

[
−iG(

1

~
δΓ′

δG
+ gA)

]
〉 , (1.17)

де ми використали формулу

detH = expTr LnH

для оператора H. Неважко бачити, що розклад експоненти в ряд Тейлора

вiдповiдає на мовi фейнмановських дiаграм розкладу по числу фермiонних

петель. Якщо знехтувати кореляцiями мiж рiзними доданками

Tr Ln
[
−iG(

1

~
δΓ′

δG
+ gA) ]

]

в розкладi експоненти, то це означає, що ми нехтуємо всiма дiаграмами,

в яких пропагатори калiбрувального поля з’єднують рiзнi фермiоннi петлi.

Очевидно, це призводить до об’єднання всiх дiаграм з однiєю фермiонною
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петльою в експоненту. В цьому випадку рiвняння (1.17) набуває наступний

вигляд

Γ′ − TrG
δΓ′

δG
= −i~ 〈TrLn

[
−iG(

1

~
δΓ′

δG
+ gA)

]
〉 . (1.18)

З точки зору рiвняння Швiнгера–Дайсона для фермiонного пропагатора таке

наближення вiдповiдає наближенню з замороженними фермiонами (quenched

approximation), яке вiдоме також як райдужне наближення.

Наостанок вiдзначимо, що для трансляцiйно-iнварiантних розв’язкiв G(x, y) =

G(x− y) ефективна дiя Γ(G) зводиться до ефективного потенцiала

Γ(G) = −V (G)

∫
d4x , (1.19)

який визначає густину енергiї вакуума, яка вiдповiдає розв’язку рiвняння

Швiнгера–Дайсона (1.1).

1.2. Ефективний потенцiал для локальних складених полiв

Динамiчне порушення симетрiї є складною проблемою, яка зазвичай по-

требує використання непертурбативних методiв дослiдження. ДПС описуєть-

ся ненульовими вакуумними середнiми локальних складених полiв, якi по-

рушують симетрiю гамiльтонiана. Тому на перший погляд здається, що саме

ефективний потенцiал для локальних складених полiв є найбiльш природнiм

методом для дослiдження ДПС, так само як звичайний ефективний потен-

цiал для елементарних скалярних полiв є найбiльш природним i найбiльш

широковживаним методом дослiдження СПС. Однак ефективний потенцiал

для локальних складених операторiв не є методом яким часто користуються

в лiтературi при дослiдженнi ДПС. Одна iз причин цього полягає в тому

[126, 127], що на вiдмiну вiд ефективного потенцiалу для елементарних ска-

лярних полiв ефективний потенцiал для локальних складених полiв стра-

ждає вiд ультрафiолетових розбiжностей. Натомiсть ефективний потенцiал

для елементарних скалярних полiв не має розбiжностей, якщо звичайне пе-
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ренормування полiв, констант взаємодiї i мас було виконано. Тому замiсть

ефективного потенцiалу для локальних складених полiв для опису ДПС в

лiтературi широко застосовується метод бiлокальних складених операторiв

(метод КДТ), розглянутий в роздiлi 1.1.1.

Мiж тим, нещодавно кориснiсть метода ефективного потенцiалу для ло-

кальних складених полiв була пiдкреслена в роботi [128], де цей метод був

застосований в моделi НЙЛ i було показано, що вiн працює навiть у випад-

ках коли метод допомiжного поля не може бути використаним. Пiсля цього

метод був успiшно застосований для опису конформних фазових переходiв

в калiбрувальних теорiях [129] [130]. У цьому роздiлi ми застосуємо метод

ефективного потенцiалу для локальних складених полiв для дослiдження

динамiчного порушення симетрiї в моделi Гроса-Невье [112]. Модель ГН є

точно розв’язаною моделлю, для якої точна S-матриця була знайдена в ро-

ботi [131]. В фiзицi конденсованого стану вона використовується для опису

пайерлсовського дiелектрика [113, 114, 115]. Модель Гроса–Невье є асимпто-

тично вiльною i характеризується динамiчним порушенням кiральної симе-

трiї. Цi явища властивi також КХД. Тому точно розв’язувана модель ГН є

корисною при дослiдженнi динамiчного порушення кiральної симетрiї. Де-

якi питання пов’язанi з динамiчним порушенням кiральної симетрiї власне в

КХД ми розглянемо в наступному параграфi.

Ми покажемо в цьому параграфi, що ефективний потенцiал для локаль-

них складених операторiв може бути знайдений за допомогою методу КДТ

обчисленного в точках екстремуму в теорiї з додатковими джерелами для

вiдповiдних локальних складених полiв. Цей факт означає, що розбiжностi

ефективного потенцiала для локальних складених полiв спiвпадають з роз-

бiжностями для ефективного потенцiалу КДТ в точках екстремуму. Це свiд-

чить про те, що негативне вiдношення до ефективного потенцiалу для ло-

кальних складених полiв повинно бути переглянутим i цей потенцiал може

цiлком успiшно використовуватись в дослiдження ДПС. Крiм того, в повнiй
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вiдповiдностi з результатами роботи [128] ми покажемо, що метод ефектив-

ного потенцiалу для складених локальних полiв успiшно працює в моделi ГН

навiть у випадках коли метод допомiжного поля не може бути застосований.

Лагранжiан моделi ГН має наступний вигляд

L = i

N∑

k=1

ψ̄kγ
µ∂µψk +

g

4N
(

N∑

k=1

ψ̄kψk)
2, (1.20)

де N - число ароматiв i розмiрнiсть простору-часу є 1 + 1. Лагранжiан (1.20)

iнварiантний вiдносно дискретного кiрального перетворення (ψ → γ5ψ). За-

стосовуючи метод роботи [128], ефективний потенцiл в моделi ГН знаходи-

мо наступним чином. Перш за все в лагранжiан моделi додамо джерело

J(x)ψ̄(x)ψ(x) i проiнтегруємо по фермiонним полям. Ми отримуємо генеру-

ючий функцiонал

eiW (J) =

∫
Dψ̄Dψ ei

∫
(L+Jψ̄ψ) d2x. (1.21)

Класичне поле σc є вакуумне середне

σc =< 0|ψ̄ψ|0 >=
δW (J)

δJ
. (1.22)

Ефективна дiя для поля σc знаходиться як перетворення Лежандра для W (J)

Γ(σc) = W (J)−
∫

Jσc d2x. (1.23)

Для того, щоб знайти ефективний потенцiал, достатньо припустити, що дже-

рело є константа J = const. Тодi спiввiдношення Γ(σc) = − ∫
d2xV (σc) визна-

чає ефективний потенцiал V (σc). Ми обчислимо ефективний потенцiал V (σc)

iнтегруючи очевидну рiвнiсть dV (σc)
dσc

= J(σc). Очевидно для цього нам потрi-

бно виразити J через σc. На жаль, це дуже складно зробити. Тому згiдно з

[128] ми використаємо фермiонну масу m як змiнну в ефективному потенцiалi

замiсть змiнної σc

σc =< 0|ψ̄ψ|0 >= −N
m

2π
ln(

Λ2

m2 + 1). (1.24)
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Таким чином, ми маємо

V (σc) =

∫
J(σc)dσc =

∫
J(m)

dσc

dm
dm. (1.25)

Для того, щоб знайти генеруючий функцiонал W (J) ми використаємо, як

було запропоновано в [128], метод Корнуела–Джекiва–Томбулiса. Нагадаємо,

що W (J) для J = const має фiзичний змiст густини енергiї вакуума проiнте-

грованої по часу i простору в моделi з затравочним масовим членом Jψ̄ψ. За

визначенням ця густина енергiї спiвпадає iз значенням ефективного потенцi-

алу КДТ в системi з затравочною масою в точцi екстремума. Як показано в

попередньому роздiлi 1.1.1, рiвняння ШД визначає екстремум ефективного

потенцiала КДТ. Це дозволяє нам знайти шукане спiввiдношення мiж J i m

в першому порядку по константi зв’язку g в моделi (1.20)

J =
gm

4π
ln(

Λ2

m2 + 1)−m. (1.26)

Таким чином, використовуючи (1.24)-(1.26), ми знаходимо V (m)

V (m) =
N

4π

∫
(1 +

g

4π
ln(

Λ2

m2 + 1))(ln(
Λ2

m2 + 1)− 2

1 + m2

Λ2

)dm2. (1.27)

Iнтегруючи (1.27) ми маємо наступний ефективний потенцiал

V (m2) =
Nm2

4π
(− g

4π
ln2(

Λ2

m2 + 1) + ln(
Λ2

m2 + 1)− Λ2

m2 ln(
m2

Λ2 + 1)). (1.28)

Перед тим як проаналiзувати знайдений ефективний потенцiал (1.28) ми

обчислимо ефективний потенцiал в методi допомiжного поля i порiвняємо цi

два ефективнi потенцiали. Використовуючи метод допомiжного поля Хабарда-

Стратоновича [110, 111] ми представляємо лагранжiан (1.20) в еквiвалентнiй

формi

L =
N∑

k=1

(iψ̄kγ
µ∂µψk + σψ̄kψk)−N

σ2

g
(1.29)

(використовуючи рiвняння руху для поля σ легко показати, що лагранжiан

(1.29) еквiвалентний (1.20)). Iнтегруючи по фермiонним полям для σ = const,
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ми знаходимо ефективний потенцiал для поля σ

Vaf(σ)

N
=

σ2

g
−

∫
d2p

(2π)2 ln(1 +
σ2

p2 )

=
σ2

g
− 1

4π

[
Λ2ln(

σ2

Λ2 + 1) + σ2ln(
Λ2

σ2 + 1)

]
. (1.30)

Легко бачити, що Vaf(σ) має нетрiвiальний мiнiмум в точцi σ2 = Λ2e−
4π
g

для g > 0. З iншого боку для g < 0 ефективний потенцiал Vaf(σ) є мо-

нотонно спадаючою функцiєю, яка не має мiмiмуму. Вiдсутнiсть стабiльно-

го вакуума означає, що в цьому випадку поле σ не є "добре визначенною"

змiнною i не описує нетрiвiальну динамiку деяких фiзичних станiв системи.

В iншому випадку g > 0 ефективний потенцiал Vaf(σ) має нетрiвiальний

мiнiмум i поле σ описує динамiку зв’язаного стану частинка-античастинка.

Для g > 0 в каналi частинка-античастинка має мiсце притягування, яке для

простору-часу розмiрностi 1+1 призводить до безпорогового утворення зв’я-

заного стану. З iншого боку, для g < 0 має мiсце вiдштовхування в каналi

частинка-античастинка i вiдповiдний зв’язаний стан вiдсутнiй. Тому в цьому

випадку поле σ не описує динамiку нiякого фiзичного стану системи i його

введення є лише чисто технiчним трюком.

Розглянемо тепер поведiнку ефективного потенцiала (1.28) як функцiю

m2 для малих m2 (m2 ¿ Λ2). Для g > 0 ефективний потенцiал має нетри-

вiальний мiнiмум в точцi m2 = Λ2e−
4π
g . Цей мiнiмум спiвпадає з мiнiмумом

ефективного потенцiалу для допомiжного поля (1.30) i з вiдповiдним резуль-

татом отриманим в оригiнальнiй роботi [112]. Грос i Невье аргументували,

що в границi Λ2 → ∞ ефективний потенцiал для складеного поля спiвпадає

з ефективним потенцiалом для допомiжного поля для g > 0 коли модель є

асимптотично вiльною. Грос i Невье вiдмiтили також, що в теорiях, в яких

асимптотична свобода вiдсутня, два ефективних потенцiала не спiвпадають

у загальному випадку. Це заключення дiйсно пiдтверджується порiвнянням

ефективних потенцiалiв (1.28) i (1.30) для g < 0 коли ГН модель не є асим-

птотично вiльною. Ефективний потенцiал (1.28) зростає iз збiльшенням m2
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принаймi при малих m2, що є природним результатом у випадку вiдштовху-

вання. Далi, для m2 À Λ2 ефективний потенцiал (1.28) прямує до нескiнчен-

ностi для будь-якого значення g. Така поведiнка пов’язана з добре вiдомим

фактом, що густина енергiї для фермiонiв є необмеженою знизу для m2 →∞
навiть у вiльнiй теорiї (дивись наприклад [3]). З iншого боку, ефективний по-

тенцiал для допомiжного поля (1.30) монотонно зменшується з ростом σ. Це

не є та поведiнка, яку ми можемо очiкувати у випадку вiдштовхування в вiд-

повiдному каналi. Тим не менш, ефективна дiя для допомiжного поля може

бути використана для опису процесiв розсiяння, а тому ми повиннi розгля-

дати ефективнi дiї для локальних складених полiв i допомiжних полiв не як

альтернативнi або конкуруючi, а скорiше як доповнюючi одна одну.

Проаналiзуємо тепер фiзичний змiст ефективних потенцiалiв для локаль-

них складених полiв i нелокальних складених операторiв (КДТ ефектив-

ний потенцiал). КДТ ефективний потенцiал має, згiдно з результатами ро-

бiт [132, 133, 134], фiзичний змiст тiльки в точках екстремуму. Дiйсно, поза

межами точок екстремуму КДТ ефективний потенцiал вiдповiдає теорiї з

ненульовим нелокальним складеним оператором Jψ̄(x)ψ(y), де J = const,

i таким чином мiстить нелокальну залежнiть вiд часу. В цiй ситуацiї КДТ

ефективний потенцiал, очевидно, не може бути iнтерпретований як густина

енергiї. З iншого боку, ефективний потенцiал для локальних складених по-

лiв очевидно не має такої проблеми тому, що оператор Jψ̄(x)ψ(x) локальним

чином залежить вiд часу.

Вище ми зазначили, що метод ефективного потенцiала для локальних

складених полiв практично не використовувався внаслiдок присутностi уль-

трафiолетових розбiжностей, а КДТ метод навпаки був широко застосований.

Однак, як ми бачили вище, ефективний потенцiал для локальних складених

полiв може бути обчислений за допомогою КДТ ефективного потенцiалу в

точках екстремуму в теорiї з додатковими джерелами. Це означає, що фа-

ктично розбiжностi ефективного потенцiалу для локальних складених полiв
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i КДТ ефективного потенцiалу спiвпадають. Одна з причин того, що цей факт

був не помiчений набагато ранiше пов’язан з вибором змiнної. Зазвичай саме

масова функцiя B(p2) використовується як змiнна в методi КДТ, в той час

як вакуумне середне < 0|ψ̄ψ|0 > є змiнною для ефективного потенцiалу для

локальних складених полiв. Це середне може бути розбiжним навiть якщо

B(p2) є скiнченною. Таким чином, наше дослiдження пiдтверджує заключен-

ня роботи [128] про те, що ефективний потенцiал для локальних складених

полiв є досить корисним об’єктом для дослiдження ДПС i працює навiть у

випадках коли метод допомiжного поля не може бути використаним. Крiм то-

го, ефективний потенцiал для локальних складених полiв має фiзичний змiст

навiть поза межами точок екстремуму на вiдмiну вiд ефективного потенцiалу

КДТ, який визначає густину енергiї системи тiльки в точках екстремуму.

1.3. Кварковий i глюонний конденсати та енергiя вакууму в

квантовiй хромодинамiцi

Динамiчне порушення симетрiї, яке ми розглядали вище на прикладi мо-

делi ГН, є дуже важливим явищем, тому що маси нуклонiв на 99 процентiв

зобов’язанi динамiчному порушенню кiральної симетрiї в КХД. Велика кiль-

кiсть експериментальних фактiв вказує на спонтанне порушення кiральної

симетрiї в фiзицi адронiв. Про це свiдчать рiзноманiтнi правила сум отриманi

в рамках алгебри струмiв, а також низькоенергетичнi спiввiдношення в фiзи-

цi пiонiв такi, як спiввiдношення Голдбергера–Треймана, теореми про м’якi

пiони [135]. В безмасовiй границi для трьох легких кваркiв лагранжiан КХД

є iнварiантним вiдносно глобальної групи симетрiї SUL(3)× SUR(3)×UB(1),

де UB(1) вiдповiдає за збереження барiонного заряда (нагадаємо, що кiраль-

на UA(1) симетрiя порушується внаслiдок аксiальної аномалiї Адлера–Бела–

Джекiва [136, 137]). Динамiчне порушення кiральної SUL(3) × SUR(3) симе-

трiї до дiагональної векторної пiдгрупи SUV (3) призводить до появи восьми
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намбу-голдстоунiвських бозонiв, якi вiдповiдають π, K та η мезонам. Кiлькi-

сною характеристикою динамiчного порушення кiральної симетрiї є кiраль-

ний конденсат 〈0|ψ̄ψ|0〉, який виражається через динамiчну масову функцiю

кваркiв. Ненульовi струмовi маси u, d i s кваркiв явним чином порушують

SUV (3) симетрiю i призводять до появи ненульових мас π, K i η мезонiв.

КХД є сильновзаємодiючою теорiєю i отримати в нiй аналiтично якiсь

фiзичнi результати дуже складно. Тому крiм чисельних розрахункiв в прак-

тичнiй роботi часто використовуються або феноменологiчнi пiдходи, або пiд-

ходи, якi базуються на симетрiї, наприклад, такi як кiральна теорiя збурень

(дивись наприклад [108]). В цьому роздiлi ми використаємо феноменологi-

чний пiдхiд для розгляду зв’язку мiж кварковим i глюонним конденсатами

в КХД разом з деякими точними спiввiдношеннями, якi ґрунтуються на си-

метрiї. Застосовуючи метод КДТ ми обчислимо вакуумну енергiю КХД як

функцiю кваркового i глюонного пропагаторiв. Прирiвнюючи її до вакуумної

енергiї, яка знаходиться як слiд тензора енергiї-iмпульса i виражається через

кварковий i глюонний конденсати, ми отримаємо рiвняння, яке у випадку

важких кваркiв зв’язує цi конденсати.

КДТ ефективний потенцiал в КХД є функцiоналом вiд кваркового i глюон-

ного пропагаторiв. Масова функцiя, яка мiститься в кварковому пропагаторi

є сумою динамiчної i затравочної мас. Динамiчна маса є функцiєю кваркового

конденсата, тому вакуумна енергiя є також функцiєю кваркового конденса-

та. Поняття динамiчної глюонної маси [138] є вирiшальним при обчисленнi

вакуумної енергiї КХД. Ми хотiли би зауважити, що наявнiсть динамiчно

згенерованих мас не означає, що кварки i глюони можуть бути спостереженi

як масивнi асимптотично вiльнi стани. Проблема того, чому кварки i глюони

не спостерiгаються як вiльнi частинки вiдома як проблема конфайнмента i

є однiєю iз найважливiших в сучаснiй фiзицi елементарних частинок. Без-

умовно ефекти конфайнмента суттєво впливають на енергiю вакуума. Тому,

звичайно, результати, якi ми отримаємо в рамках використаного нами пiдхо-
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Рис. 1.1. Двохчастинково незвiднi двохпетльовi дiаграми вакуумної енергiї КХД.

ду є наближенними i повиннi розглядатися як феноменологiчнi.

Для КХД згiдно з методом КДТ ефективний потенцiал має вигляд

V (S, D, G) = −i

∫
d4p

(2π)4Tr(ln S−1
0 S−S−1

0 S+1)−i

∫
d4p

(2π)4Tr(ln G−1
0 G−G−1

0 G+1)

+
i

2

∫
d4p

(2π)4Tr(ln D−1
0 D −D−1

0 D + 1) + V2(S,D, G), (1.31)

де S, D i G - пропагатори кваркiв, глюонiв i духiв Фадеева-Попова, а S0,

D0, i G0 - вiдповiдно затравочнi пропагатори. V2(S, D, G) є сумою всiх двох-

частинково незвiдних вакуумних дiаграм, яка у двохпетльовому наближеннi

має вигляд (дивись Рис.1.1)

V2 =
i

2
Tr(GSGSD) +

i

2
Tr(FGFGD)− i

6
Tr(G(3)DG(3)DD)− i

8
Tr(G(4)DD),

(1.32)

де G, F , G(3) i G(4) - вершини взаємодiї кваркiв, глюонiв i духiв i для економiї

мiсця ми не виписували калiбрувальнi i лоренцевськi iндекси в (1.32).

Екстремум ефективного потенцiалу

δV

δS
=

δV

δD
=

δV

δG
= 0 (1.33)
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Рис. 1.2. Однопетльовi дiаграми поляризацiйного тензора глюонiв.

визначає рiвняння Швiнгера–Дайсона для кваркiв, глюонiв i духiв. В калi-

бровцi Ландау глюонний пропагатор має вигляд

Dµν(p2) = − i

p2 − Π(p2)

(
gµν − pµpν

p2

)
. (1.34)

Дiаграми, якi визначають поляризацiйний тензор в однопетльовому набли-

женнi, зображенi на Рис. 1.2. Вiдзначимо також, що присутнiсть хромомагнi-

тних полiв суттєво впливає на глюонний поляризацiйний тензор, який може

бути в цьому випадку навiть не поперечним [139, 140, 141, 142, 143].

Кварковий пропагатор дорiвнює

S−1 = S−1
0 − Σ, (1.35)

де S0 = i/(p̂ − m0), m0 - затравочна кваркова маса i Σ - власна енергiя.

Браун i Пенiнгтон показали [144], що наближення Мандельштама [145], в

якому нехтуються внесок духiв i дiаграма з чотирьохвершинною взаємодiєю,

досить задовiльно працює в калiбровцi Ландау при врахуваннi динамiчно

згенерованої глюонної маси.

Для того, щоб обчислити вакуумну енергiю ми використаємо наступний

анзатц для кваркової власної функцiї i поляризацiйної функцiї. Кваркову
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власну енергiю ми апроксимуємо як суму так званої струмової маси mf(p
2),

яка описує явне порушення кiральної симетрiї в КХД за рахунок затравочних

кваркових мас i динамiчної маси mdyn(p
2)

Σ(p2) = mf(p
2) + mdyn(p

2). (1.36)

Глюонну поляризацiйну функцiю Π(p2) ми апроксимуємо наступним чином

Π(p2) = µ2
gθ(χµ2

g − p2) +
µ4

g

p2 θ(p2 − χµ2
g), (1.37)

де

µ2
g =

(
34Nπ2

9(N 2 − 1)
<

αs

π
GµνGµν >

)1/2

(1.38)

i χ є варiацiйний параметр, який ми визначимо пiзнiше. Цей параметр визна-

чає масштаб, який вiддiляє пертурбативну i непертурбативну областi [146].

В ультрафiолетовiй областi, де в силу асимптотичної свободи може бути за-

стосована звичайна теорiя збурень, глюонна поляризацiйна функцiя (1.37)

дорiвнює поляризацiйної функцiї, яка знаходиться в методi OPE [147]

ΠOPE(p2) ∼ −µ2
g

p2 , (1.39)

а в iнфрачервонiй областi поляризацiйна функцiя визначається глюонною

масою згiдно з [138].

Густина вакуумної енергiї визначається ефективним потенцiалом обчисле-

ним в точцi мiнiмума з динамiчно згенерованими кварковою i глюонною ма-

сами. В результатi ми маємо

< Ω =< Ωf > + < Ωg >, (1.40)

де

< Ωf >= 2N

∫
d4p

(2π)4

[
− ln

(
p2 + Σ2

p2 + m2
0

)
+

Σ2 − Σm0

p2 + Σ2

]

−2N

∫
d4p

(2π)4

[
− ln

(
p2 + m2

f

p2 + m2
0

)
+

m2
f −mfm0

p2 + m2
f

]
(1.41)
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визначає внесок кваркiв в вакуумну енергiю, m0 - затравочна кваркова маса,

а

< Ωg >= −3(N 2 − 1)

2

∫
d4p

(2π)4

[
Π

p2 + Π
− ln

(
1 +

Π

p2

)
+

2

3

Π2

p2(p2 + Π)

]

(1.42)

описує глюонний внесок.

Таким чином, якщо ми знаємо кваркову власну енергiю i глюонну поляри-

зацiйну функцiю, то рiвняння (1.40),(1.41),(1.42) дозволяють обчислити ва-

куумну енергiю в КХД. З iншого боку, вакуумна енергiя дорiвнює однiй че-

твертiй слiду тензора енергiї-iмпульса КХД

< Ω(tr) >=
1

4
< Θµ

µ >, (1.43)

де згiдно з [148, 149, 150]

< Θµ
µ >=

β(g)

2g
< GµνG

µν +
∑

f

mf < ψ̄ψ > (1 + γm), (1.44)

де γm є ренормгрупова аномальна розмiрнiсть масового оператора, а пертур-

бативна двохпетльова бета-функцiя β(g) дорiвнює

β(g)

2g
= − 1

24

αs

π

[
(11Nc − 2nf) +

1

4

αs

π

(
34N 2

c − 10Ncnf − 3nf
N 2

c − 1

Nc

)]
,

(1.45)

αs = g2(µ)/4π i Nc - число кольорiв (в КХД Nc = 3).

Для глюонної поляризацiйної функцiї (1.37) ми маємо

< Ωg >= −3(N 2 − 1)µ4
g

32π2

(
χ− 1

2
− 1

3
ln (χ + 1)

−
(

1

6
+ χ2

)
ln χ +

(
3χ2 + 2

6

)
ln (χ2 + 1)

)
µ4

g. (1.46)

Зафiксуємо параметр χ розглядаючи теорiю без фермiонiв. Ми маємо

β(g)

8g
< GµνG

µν >= −3(N 2
c − 1)µ4

g

32π2

(
χ− 1

2
− 1

3
ln (χ + 1)
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−
(

1

6
+ χ2

)
ln χ +

(
3χ2 + 2

6

)
ln (χ2 + 1)

)
. (1.47)

Використовуючи глюонну масу µg визначенною рiвнянням (1.38) i бета-функцiю

(1.45) ми отримуємо рiвняння
(

χ− 1

2
− 1

3
ln (χ + 1)−

(
1

6
+ χ2

)
ln χ +

(
3χ2 + 2

6

)
ln (χ2 + 1)

)
=

11

34
,

(1.48)

звiдки знаходимо

χ ≈ 0.966797.

Це значення є досить близким до 1. Таким чином, глюонна маса є близькою

до масштабу, який вiдокремлює пертурбативну i непертурбативну поведiнку

глюонного пропагатора.

Що стосується кваркової масової функцiї, то ми розглянемо два випадки.

Першим є випадок кiральної границi коли масова функцiя повнiстю визнача-

ється динамiчною масою. У випадку важких кваркiв mf(η
2) > η, де

η =< −ψ̄ψ >1/3
η (1.49)

характеризує масштаб всiх кiральних спостережуваних. Для динамiчної ма-

сової функцiї ми використовуємо анзатц запропонований в роботах [151, 152]

mdyn(p
2) = η3


 1

η2θ(η
2 − p2) +

1

p2

(
ln p2/Λ2

Q

ln η2/Λ2
Q

)γm−1

θ(p2 − η2)


 , (1.50)

де ΛQ - масштаб КХД. Використовуючи (1.40),(1.41),(1.42),(1.43), (1.46),(1.50),

ми отримуємо наступне спiввiдношення мiж кварковим i глюонним конден-

сатами для безмасових кваркiв

− 1

96
<

αs

π
GµνGµν >

(
−2nf +

αs

4π

(
34N 2

c − 10Ncnf − 3nf
N 2

c − 1

Nc

))
=

−3(N 2
c − 1)

32π2

(
χ− 1

2
− 1

3
ln (χ + 1)−

(
1

6
− χ2

)
ln χ
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+

(
3χ2 + 2

6

)
ln (χ2 + 1)

)
µ4

g −
Ncη

4(2 ln 2− 1)

16π2 . (1.51)

Якщо вибрати nf = 3 i пiдставити значення фiзичних кваркового i глюон-

ного конденсатiв, то це спiввiдношення є досить задовiльним. Зважаючи на

те, яким простим є наш анзатц, цей факт показує, що запропонований пiдхiд

може бути використаним для отримання iнших цiкавих з фiзичної точки зо-

ру результатiв. Найпростiшим було б обчислення динамiчної глюонної маси

включаючи внесок фермiонiв в наступному порядку теорiї збурень в методi

OPE з подальшим порiвнянням з нашим результатом.

Для важких кваркiв Σ(p2) ≈ mf(p
2) i ми знаходимо, що

< Ωf >hf' −Nc < −ψ̄ψ >η mf(η)

8π2γm
. (1.52)

Використовуючи тодi рiвняння (1.40),(1.42),(1.43) i (1.46), ми отримуємо на-

ступне спiввiдношення мiж кварковим i глюонним конденсатами для важких

кваркiв

mf < −ψ̄ψ >η≈ 1

κ
<

αs

π
GµνGµν >, (1.53)

де

κ = 12

(
1 + γm − Nc

2π2γm

)
,

яке дорiвняє κ ≈ 11.9, 12.6, 13.2 для одного, двох i трьох кваркiв вiдповiдно.

Вiдзначимо, що результат (1.53), який ми отримали обчислюючи вакуумну

енергiю як функцiю кваркового i глюонного конденсатiв є добре вiдомим i

був ранiше отриманий в методi так званих правил сум [153, 154].

1.4. Динамiчне порушення кiральної симетрiї в квантово-

електродинамiчних системах з фермiонами локалiзованими в пiд-

просторах нижчої розмiрностi

Як ми вiдзначали у Вступi не тiльки взаємодiя є важливою для динамiчно-

го порушення симетрiї. Зовнiшнi умови такi як присутнiсть класичних зовнi-
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шнiх полiв, кривизна простору, його геометрiя i топологiя також в загальному

випадку сильно впливають на ДПС i ця дисертацiя якраз i присвячена дослi-

дженню цих питань. В перших двох параграфах цього роздiлу ми розглянули

загальнi методи дослiдження ДПС. В третьому параграфi на прикладi КХД

ми бачили як цi методи працюють. В цьому ж параграфi ми вперше розгля-

немо як зовнiшнi умови, а саме геометричнi фактори впливає на ДПС. Ми

розглянемо динамiчне порушення кiральної симетрiї в так званiй редукованiй

КЕД. Ця модель вiдповiдає системi, в якiй в той час як електромагнiтне поле

може вiльно розповсюджуватися в D-вимiрному просторовi, зарядженi фер-

мiоннi поля є локалiзованими в пiдпросторах нижчої розмiрностi. В фiзицi

елементарних частинок i астрофiзицi моделi такого типу можуть бути суттє-

вими для опису динамiки так званих космiчних струн [155]. Також нещодав-

но в роботi [156] моделi подiбного типу були використанi для квазiлокалiзацiї

абелевих калiбрувальних полiв на 3-бранi. Слiд вiдзначити, що моделi з фер-

мiонами локалiзованими в пiдпросторах нижчої розмiрностi мають важливе

фiзичне застосування в фiзицi конденсованого стану. Так графен, який ми

будемо розглядати в Роздiлi 5 є системою, яка описується дуже подiбною мо-

деллю, в якiй фермiони локалiзованi в площинi графену, а електромагнiтне

поле розповсюджується у всьому тривимiрному просторi. В цьому параграфi

ми розглянемо загальний формалiзм редукованих теорiй, а потiм, як при-

клад, вивчимо динамiку порушення кiральної симетрiї в редукованiй КЕД на

площинi.

Дiя КЕД пiсля повороту Вiка в евклiдовому (D+1)-вимiрному просторi

має наступний вигляд (X = (x0, x1, ..., xD))

S =

∫
dD+1X(

1

4e2F
2
ab + δ(x1)...δ(xd)ψ̄∂̂ψ + AaJ

a − 1

2e2ξ
(∂aA

a)2), (1.54)

де ξ - калiбрувальний параметр, а Ja - густина фермiонного струму. Обчис-

люючи функцiональний iнтеграл по полю Aa, ми знаходимо

S =
1

2

∫
dD+1XdD+1Y Ja(X)D̃

(0)
ab (X − Y )J b(Y ), (1.55)
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де

D̃
(0)
ab (X − Y ) = e2

∫
dD+1K

(2π)D+1 exp (iK(X − Y ))

(
δab − (1− ξ)

KaKb

K2

)
1

K2

(1.56)

i K = (k0, k1, ..., kD). В редукованiй КЕД з фермiонами локалiзованими в

d-вимiрному пiдпросторi густина струму має наступну форму

Ja(X) = 0 для a = d + 1, d + 2, ..., D,

Ja(X) = ja(x1, ..., xd)δ
D−d(x̄) для a = 0, 1, ..., d, (1.57)

де x̄ ≡ (xd+1, ..., xD). Iнтегруючи по x̄ i ȳ в рiвняннi (1.55), ми отримуємо

наступну редуковану (d+1)-вимiрну дiю

S̃[D+1,d]eff =
1

2

∫
dd+1xdd+1y jµ(x)D

(0)
[D+1,d]µν(x− y)jν(y), (1.58)

де

D
(0)
[D+1,d]µν(x− y) = e2

∫
dd+1kdD−dk̄

(2π)D+1 eik(x−y)
(

δµν − (1− ξ)
kµkν

k̄2 + k2

)
1

k̄2 + k2

(1.59)

i µ, ν = 0, 1, ..., d.

Iнтегруючи по k̄ ми знаходимо ефективну дiю для фермiонiв в (d+1)-

вимiрному пiдпросторi. Використовуючи допомiжне поле Ãµ легко показа-

ти, що ефективна дiя фермiонiв в (d+1)-вимiрному пiдпросторi може бути

представлена в наступному виглядi

S[D+1,d]eff =

∫
dd+1x

[
1

4e2FµνI(−∂2)F µν + Ãµj
µ + ψ̄∂̂ψ

]
, (1.60)

де ∂2 є оператором Лапласа в (d+1)-вимiрному просторi, а I(−∂2) в загально-

му випадку є нелокальним (iнтегральним) оператором. Вiдзначимо, що взає-

модiя Ãµj
µ конформно iнварiантна для всiх D + 1 i d. Цей факт є важливим

з точки зору динамiки порушення кiральної симетрiї редукованої КЕД.

Розглянемо тепер динамiчне порушення кiральної симетрiї для редукова-

ної КЕД в (3+1)-вимiрному просторi-часi iз зарядженими частинками лока-

лiзованими на двовимiрнiй площинi. В цьому випадку D = 3, d = 2 i k̄ = k3.
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Iнтегруючи по k3 в рiвняннi (1.59), ми знаходимо пропагатор калiбрувального

поля ефективної (2+1)-вимiрної теорiї

D
(0)
[4,2]µν(x− y) =

e2

2

∫
d3k

(2π)3 exp (ik(x− y))

(
δµν − (1− ξ)

kµkν

k2

)
1√
k2

, (1.61)

де µ, ν = 0, 1, 2 i для зручностi ми зробили замiну ξ → 2ξ − 1, тобто (1−ξ) →
2(1 − ξ). В термiнах (2+1)-вимiрного векторного поля Ãµ(x) ефективна дiя

(1.58) має вигляд (корисно порiвняти цей вираз з рiвнянням (1.60))

S[4,2]eff =

∫
d3x

[
1

2e2Fµν
1√−∂2

F µν + Ãµj
µ +

1

e2ξ
∂µÃ

µ 1√−∂2
∂νÃ

ν + ψ̄ (iγµ∂µ) ψ

]
.

(1.62)

Як добре вiдомо, в (2+1)-вимiрному просторi iснують два двовимiрнi незвiд-

нi представлення алгебри Дiрака. Згiдно з роботами [157, 158, 159], ми розгля-

немо чотирьохкомпонентнi фермiоннi поля, якi мiстять цi два нееквiвалент-

нi представлення. У цьому випадку iснує масовий член, який зберiгає пар-

нiсть. Якщо теорiя має Nf ароматiв фермiонiв, то її дiя має U(2Nf) симетрiю

[158, 159]. Генерацiя фермiонної маси призводить до динамiчного порушення

цiєї симетрiї до U(Nf)× U(Nf).

Ефективна теорiя (1.62) не має розмiрних параметрiв i є конформно iн-

варiантною. Тому фермiонна маса md може бути iндукована тiльки шляхом

динамiчної трансмутацiї. В нашому випадку це означає, що динамiчна маса,

якщо вона з’являється, буде пропорцiйна параметру ультрафiолетового обрi-

зання Λ порушуючи таким чином конформну симетрiю. Рiвняння ШД для

фермiонного пропагатора в драбинному наближеннi з урахуванням поляри-

зацiї вакуума для калiбрувального пропагатора має вигляд

G−1(p) = G(0)−1

(p) + i

∫
d3q

(2π)3γ
µG(q)γνD[4,2]µν(p− q), (1.63)

де G(0)(p) - затравочний фермiонний пропагатор, а

D[4,2]µν =

(
gµν − (1− ξ(k2))

kµkν

k2

)
D(k2) (1.64)
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є повним пропагатором калiбрувального поля, який враховує ефекти поляри-

зацiї вакуума. Затравочний пропагатор калiбрувального поля дорiвнює

D
(0)
[4,2]µν =

(
gµν − (1− ξ(k2))

kµkν

k2

)
e2

2
√−k2

, (1.65)

а повний пропагатор виражається через поляризацiйний тензор Πµν(k) на-

ступним чином

D−1
[4,2]µν(k) = D

(0)−1

[4,2]µν(k) + Πµν(k), Πµν(k) =

(
gµν − kµkν

k2

)
Π(k2). (1.66)

Фермiонний пропагатор має вигляд G(p2) = (A(p2)p̂− B(p2))−1, p̂ ≡ γµpµ i з

рiвняннь (1.63) i (1.64) ми отримуємо наступнi рiвняння для функцiй A(p2) i

B(p2) в евклiдовому просторi (p0 = ip4):

A(p2) = 1 +
1

p2

∫
d3q

(2π)3

A(q2)

q2A2(q2) + B2(q2)
D[(p− q)2]

×
(

pq + (1− ξ((p− q)2))(pq − 2(p2q2 − (pq)2)

(p− q)2 )

)
, (1.67)

B(p2) =

∫
d3q

(2π)3

B(q2)

q2A2(q2) + B2(q2)
D[(p− q)2]

(
2 + ξ((p− q)2)

)
, (1.68)

де функцiя D(k2) дорiвнює

D(k2) =
1

2k
e2 + Π(k2)

. (1.69)

Ми покажемо нижче, що можливо вибрати нелокальну калiбровку так, що

функцiя A(p2) тотожно дорiвнює одиницi. Тодi поляризацiйна функцiя в одно-

петльовому наближеннi вiдповiдає поляризацiї вакууму вiльними фермiонами

в (2+1)-вимiрному просторi-часi

Π(k2) =
Nf

4π
[2md +

k2 − 4m2
d

k
arctan

k

2md
]. (1.70)

Вiдзначимо, що

Π(k2) → Nfk

8
(1.71)

для k À md i

Π(k2) → Nfk
2

6πmd
(1.72)
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для k ¿ md.

Вимога, що A(p2) = 1 є важливою з точки зору рiвнянь Уорда [160, 161]. В

роботi [201] було показано, що функцiя A(P 2) дорiвнює одиницi, якщо вико-

ристовується наступна нелокальна (в загальному випадку) калiбровка ξ(k2)

ξ(z) = d− d(d− 1)

zdD(z)

∫ z

0
dttd−1D(t). (1.73)

Ми побачимо, що для m2
d ¿ Λ2 головним чином область iмпульсiв k À md

є вiдповiдальною за генерацiю маси. Згiдно (1.71) в цiй областi Π(k2) =
Nfk

8 ,

тобто функцiя D(k2) (1.69) пропорцiйна k−1. Для такої функцiї D(k2) i d = 2,

ми знаходимо ξ(k2) = 2/3 (така калiбровка вiдома як калiбровка Неша [163])

i рiвняння для щiлини приймає наступний вигляд

B(p2) = 4π2λ

∫
d3q

(2π)3

B(q2)

q2 + B2(q2)

1√
(p− q)2

, λ =
e2

3π2(1 +
Nfe2

16 )
. (1.74)

Iнтегруючи по кутах в (1.74), ми отримуємо

B(p2) = λ

∫ Λ2

0

dq2
√

q2B(q2)

q2 + B2(q2)

√
2√

p2 + q2 + |p2 − q2| , (1.75)

де ми ввели ультрафiолетовий параметр обрiзання Λ. Зауважимо, що для iм-

пульсiв q2 À m2
d ≡ B2(m2

d), член B2(q2) в знаменику пiдiнтегрального виразу

в рiвняннi (1.75) є несуттєвим. Єдина роль цього члена полягає в забезпечен-

нi параметра обрiзання в iнфрачервонiй областi. Тому ми можем знехтувати

цим членом, а використовувати натомiсть iнфрачервоний параметр обрiзання

в iнтегралi. Тодi ми маємо наступне рiвняння для щiлини (x = p2, y = q2)

B(x) = λ

∫ Λ2

m2
d

dy

y1/2B(y)[
θ(x− y)√

x
+

θ(y − x)√
y

]. (1.76)

Перехiд вiд рiвняння (1.75) до рiвняння (1.76) вiдповiдає так званому бiфурка-

цiйному методу. В проблемi ДПС цей метод був вперше застосований в роботi

[164], а потiм широко використовувався в лiтературi (дивись [51]). Легко пе-

ревiрити, що iнтегральне рiвняння (1.76) еквiвалентне диференцiйному рiв-

нянню

x2B′′ +
3x

2
B′ +

λ

2
B = 0 (1.77)
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з граничними умовами

B′(m2
d) = 0, (1.78)

(2xB′ + B)|x=Λ2 = 0. (1.79)

Розв’язком рiвняння (1.77), який задовольняє граничнiй умовi (1.78) є

B(x) =
m

3/2
d

x1/4 sinh δ
sinh

(
ω

4
log

x

m2
d

+ δ

)
, (1.80)

де ω =
√

1− 8λ, δ = 1
2 log 1+ω

1−ω i ми використали також умову нормування

B(m2
d) = md. Далi iз ультрафiолетової граничної умови (1.79) випливає на-

ступне рiвняння для динамiчної маси

th(
ω

2
log

Λ

md
+ δ) = −ω. (1.81)

Очевидно, що не iснує розв’язок з md ¿ Λ для λ < λcr = 1/8. Для надкри-

тичних значень λ (λ > λcr) рiвняння (1.81) приймає форму

tg(
ν

2
log

Λ

md
+ arctgν) = −ν, (1.82)

де ν =
√

8λ− 1. Тому для малих ν маса дорiвнює

md ' Λ exp[−2π

ν
+ 4]. (1.83)

Критична лiнiя в площинi (Nf , e2) визначається рiвнянням

e2
cr =

16

Nmax −Nf
, (1.84)

де Nmax = 128
3π2 . Динамiчне порушення кiральної симетрiї має мiсце для e >

ecr, a Nmax визначає верхню границю для числа ароматiв фермiонiв Nf коли

порушення симетрiї можливе (якщо Nf → Nmax знизу, то критичне значення

e2
cr →∞). У випадку Nf = 1 критична константа зв’язку дорiвнює e2

cr ' 4.81

i αcr ≡ e2
cr/4π ' 0.38.

Перевiримо тепер, що дiйсно область iмпульсiв q À md є головним чи-

ном вiдповiдальною за генерацiю маси у випадку md ¿ Λ. Перш за все, в
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цьому випадку логарифм ln Λ/md ∼ 2π/ν є великим. Далi пiдiнтегральний

вираз в правiй частинi рiвняння (1.75) є гладким для q2 → 0. Це означає,

що область iмпульсiв 0 ≤ q ≤ md є надто малою щоб згенерувати великий

логарiфм ln Λ/md. Цей логарiфм, а тому i суттєва сингулярнiсть в (1.83) ге-

неруються в областi md ¿ q ¿ Λ. Вiдзначимо, що критична лiнiя (1.84)

вiдповiдає так званому конформному фазовому переходу (дивись [129]). В

моделi, що розглядається, параметром порядку, який контролює фазовий пе-

рехiд є константа зв’язку e, яка пов’язана з оператором jµÃ
µ. Конформний

фазовий перехiд характеризується рiзкою змiною в спектрi низьноенергетич-

них збуджень, яка вiдбувається в точцi фазового переходу. Ця характери-

стика є справедливою також в дослiджуванiй моделi. Дiйсно в докритичнiй

областi реалiзується кулонiвська конформно iнварiантна фаза iз взаємодiю-

чими безмасовими фермiонами i калiбрувальними бозонами. В надкритичнiй

же областi iснує велика кiлькiсть зв’язаних станiв включаючи 2N 2
f намбу-

голдстоунiвських бозонiв, якi з’являються внаслiдок динамiчного порушення

U(2Nf) симетрiї до U(Nf)× U(Nf).

1.5. Магнiтний каталiз у просторах вищої розмiрностi

Дана дисертацiйна робота присвячена дослiдженню впливу зовнiшнiх по-

лiв на динамiку порушення симетрiї. У Вступi ми вiдзначили, що серед усiх

можливих зовнiшнiх полiв головну увагу ми будемо придiляти впливу зовнi-

шнього магнiтного поля. Слiд також додати, що ми будемо розглядати заря-

дженi поля тiльки iз спiном 1/2 внаслiдок присутностi добре вiдомої проблеми

нульової моди для заряджених полiв iз спiном 1 у зовнiшньому магнiтному

полi для полiв Янга–Мiлса [165, 166], для W±
µ бозонiв в електрослабкiй теорiї

[167, 168, 169, 170] i навiть для полiв з вищими спiнами в контекстi теорiї

струн [171, 172].

Згiдно з результатами отриманими в роботах [68, 72] постiйне магнiтне
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поле каталiзує динамiчне порушення симетрiї i суть цього явища полягає

в ефективнiй редукцiї розмiрностi простору для фермiонiв в iнфрачервонiй

областi. В моделях розглянутих в роботах [68, 69, 70, 71, 72] ефективна реду-

кцiя розмiрностi має вигляд 3 + 1 → 1 + 1 для моделей в (3 + 1)-вимiрному

просторi-часi i 2 + 1 → 0 + 1 для моделей в (2+1)-вимiрному просторi-часi.

Зрозумiти причину такої редукцiї можливо наступним чином. Як добре вiдо-

мо, магнiтне поле не впливає на рух заряджених частинок в напрямi вздовж

магнiтного поля, а тому вони вiльно рухаються в цьому напрямi i в вiдповiд-

нiй квантовiй задачi енергетичний спектр є неперервним вiдносно iмпульсу,

який характеризує цей рух. З iншого боку, рух заряджених частинок в пло-

щинi перпендикулярнiй магнiтному полю має обмежений характер, тому що

в класичнiй фiзицi частинки рухаються по круговим ларморiвським орбiтам,

а в квантовiй задачi енергетичний спектр є дискретним (рiвнi Ландау). Якщо

енергiї частинок є достатньо низькими, так що переходами мiж дискретними

рiвнями можна знехтувати, то з точки зору динамiки важливою залишається

лише неперервна частина спектра найнижчого дискретного рiвня, яка очеви-

дно вiдповiдає ефективним (1 + 1)- i (1 + 0)-вимiрним теорiям у випадках

(3+1)- i (2+1)-вимiрних моделей вiдповiдно. Таким чином, в цих моделях в

iнфрачервонiй областi має мiсце вiдповiдна ефективна редукцiя розмiрностi

простору для фермiонiв.

В роботi [79] було розглянуто ДПС в зовнiшньому постiйному магнiтному

полi у просторах вищої розмiрностi D + 1 > 4. Поряд iз чисто академiчним

питанням стосовно того, чи має мiсце магнiтний каталiз у просторах вищої

розмiрностi i якщо так, то яким чином вiн реалiзується, iнтерес до цiєї пробле-

ми був обумовлений активнiстю пов’язаною з феноменологiчними, а також

iнспiрованими теорiєю струн, квантовопольовими моделями з додатковими

просторовими вимiрами i з магнiтними полями визначеними в цих додатко-

вих вимiрах [173].

Перед тим як вивчати ДПС у зовнiшньому магнiтному полi в просто-
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рах вищої розмiрностi, перш за все нагадаємо як визначається постiйне ма-

гнiтне у просторах-часi вищої розмiрностi D + 1 > 4 (дивись, наприклад,

[174]). Як добре вiдомо, проблема формулюється наступним чином. Постiй-

не електромагнiтне поле повнiстю характеризується антисиметричним тен-

зором електромагнiтного поля Fµν . Елементи F0ν цього тензора визначають

електричне поле. Натомiсть елементи Fij, де i,j приймають значення 1,..., D

визначають магнiтне поле. Використовуючи ортогональнi перетворення де-

якi елементи антисиметричної матрицi Fij ми можемо занулити. З лiнiйної

алгебри вiдомо, що число незалежних параметрiв, якi визначають антисиме-

тричну матрицю Fij з точнiстю до ортогональних перетворень дорiвнює [D2 ],

де [x] означає цiлу частину вiд x.

Таким чином, з точнiстю до ортогональних перетворень магнiтна частина

тензора електромагнiтного поля Fµν має вигляд

Fij =

[D
2 ]∑

k=1

Hk(δ
k
i δ

D+1−k
j − δk

j δ
D+1−k
i ), (1.85)

а вiдповiдний вектор-потенцiал, який визначає цей тензор, дорiвнює

Ai = −HixD+1−i. (1.86)

Розглянемо тепер динамiчне порушення кiральної симетрiї в моделях типу

Намбу–Йона-Лазiнiо у зовнiшньому постiйному магнiтному полi у просторах-

часi вищої розмiрностi D +1 > 4. По-перше, визначимо, що ми розумiємо пiд

кiральною симетрiєю в таких просторах. Як добре вiдомо, кiральна симетрiя

пов‘язана iз властивостями представлень алгебри Клiфорда. Алгебра Клi-

форда в (D+1)-вимiрному просторi-часi парної розмiрностi має тiльки одне

комплексне незвiдне 2(D+1)/2- вимiрне спiнорне представлення. Однак вiдпо-

вiднi спiнори є звiдними вiдносно парної пiдалгебри (яка генерується добу-

тками парної кiлькостi матриц Дiрака) i розщеплюються у пару 2(D+1)/2−1-

компонентних вейлiвських спiнорiв. При цьому матриця γD+2 = γ0...γD є

аналогом γ5 матрицi в (D+1)-вимiрному просторi-часi, а матрицi 1±γD+2

2 є вiд-
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повiдними кiральними проекторами. В просторах-часi непарної розмiрностi

iснує два рiзних незвiдних представлення алгебри Клiфорда (вони вiдрiзня-

ються знаками γ-матриць) i кiральна симетрiя не є визначеною тому, що ма-

триця γD+2 пропорцiйна одиницi. Для того, щоб визначити кiральну симетрiю

в просторах-часi непарної розмiрностi, зазвичай припускають, що фермiоннi

поля належать до звiдного представлення алгебри Клiфорда. Зауважимо, що

саме такi звiднi представлення реалiзуються, як правило, в ефективних те-

орiях в фiзицi конденсованого стану в (2+1)- вимiрних моделях, наприклад,

в графенi, який ми розглядаємо в Роздiлi 5. В теорiях iз звiдним представ-

ленням алгебри Клiфорда можлна визначити аналог кiральної симетрiї (як

приклад, дивись випадок (2+1)-вимiрної теорiї розглянутий в роботi [159]).

В подальшому, кiральну симетрiю у просторах-часi непарної розмiрностi ми

будемо розумiти визначеною саме таким чином.

Для того щоб дослiдити магнiтний каталiз динамiчного порушення симе-

трiї у просторах вищої розмiрностi ми розглянемо наступну модель НЙЛ з

кiральною симетрiєю UL(1)× UR(1) в просторi-часi D + 1 > 4:

L = ψ̄iγµDµψ +
G

2

[
(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγD+2ψ)2] , (1.87)

де Dµ = ∂µ + ieAµ - коварiантна похiдна, а фермiоннi поля мають додатковий

iндекс "аромату" i = 1, . . . , N .

Застосовуючи метод Хабарда–Стратоновича [110, 111] i вводячи допомiжнi

поля ми можемо переписати лагранжiан (1.87) в еквiвалентнiй формi

L = ψ̄iγµDµψ − ψ̄(σ + iγD+2π)ψ − 1

2G
(σ2 + π2) . (1.88)

Iнтегруючи по фермiонним полям, ми отримуємо ефективну дiю для полiв

σ i π

Γ(σ, π) = −iTr Ln
[
iD̂ − (σ + iγD+1π)

]− 1

2G

∫
dDx(σ2 + π2) , (1.89)

де D̂ = γµDµ. Для обчислення ефективного потенцiалу достатньо розглянути

постiйнi σ = const i π = const. Не втрачаючи загальностi, ми можемо покла-
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сти π = 0 тому, що залежнiсть вiд π ми завжди можемо вiдновити iз вимоги

кiральної симетрiї ефективної дiї. Далi

Det(iD̂ − σ) =
i

2

∫
dDx

∫ ∞

0

ds

s
tr〈x|e−is(D̂2+σ2)|x〉 (1.90)

i

D̂2 = DµD
µ − ie

2
γµγνFµν. (1.91)

Для Aµ визначенного в рiвняннi (1.86) очевидно, що проблема обчислення

матричного елемента 〈x|e−is(D̂2+σ2)|x〉 зводиться до знаходження вiдповiдних

матричних елементiв для кожного Hk, тобто для пар xk i xD+1−k компонент.

Таким чином, використовуючи [176], ми отримуємо наступний ефективний

потенцiал

V (ρ) =
ρ2

2G
+

2[D+2
2 ]N

2(4π)(D+1)/2

∫ ∞

1/Λ2

ds e−sρ2

s(D+1)/2−[D/2]+1

[D/2]∏

k=1

eHk coth(eHks) , (1.92)

де ρ2 = σ2 + π2, а Λ - параметр обрiзання. Рiвняння для щiлини dV
dρ = 0 має

вигляд

1

G
=

2[D+2
2 ]N

(4π)(D+1)/2

∫ ∞

1/Λ2

ds

s(D+1)/2−[D/2]e
−sρ2

[D/2]∏

k=1

eHk coth(eHks) . (1.93)

Якщо магнiтне поле вiдсутнє, тодi права частина рiвняння для щiлини має

наступний вигляд
2[D+2

2 ]N

(4π)(D+1)/2

∫ ∞

1/Λ2

ds

s(D+1)/2e
−sρ2

, (1.94)

де пiдiнтегральний вираз є ядром теплопровiдностi для оператора Дiрака в

(D+1)-вимiрному просторi-часi. В силу того, що coth x → 1 для x →∞, то як

випливає iз (1.93) кожен незалежний вiдмiнний вiд нуля параметр Hk, який

характеризує магнiтне поле, ефективно зменшує розмiрнiсть простору-часу

в iнфрачервонiй областi для фермiонiв на 2 одиницi (поведiнка ядра тепло-

провiдностi при s → ∞ обумовлена низькоенергетичною частиною спектра

оператора Дiрака).
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Таким чином, ми знаходимо, що для максимального числа [D2 ] параметрiв,

якi характеризують постiйне магнiтне поле, для фермiонiв в iнфрачервонiй

областi має мiсце ефективна редукцiя розмiрностi D+1 → 1+1 для просторiв-

часу парної розмiрностi i D+1 → 0+1 для просторiв-часу непарної розмiрно-

стi. Для якiсного аналiзу рiвняння для щiлини достатньо розглянути випадок

коли всi можливi незалежнi параметри, якi характеризують магнiтне поле є

рiвними i вiдмiнними вiд нуля H1 = H2 = . . . = H[D/2] = H. Для непарного

D ми маємо наступне рiвняння для щiлини

(2π)(D+1)/2

GNΛD−1 =
1− (eH/Λ2)(D+1)/2−1

(D + 1)/2− 1
+ (eH/Λ2)(D+1)/2−1

∫ ∞

ρ2/eH

ds

s
e−s, (1.95)

чий розв‘язок має вигляд

ρ2 = eH exp

[
−(2π)

(D+1)
2 (1− g)

GN(eH)
(D+1)

2 −1

]
, (1.96)

де g = GNΛD−1

((D+1)/2−1)(2π)
D+1

2
. Рiвняння для щiлини для парного D має наступний

вигляд

(2π)(D+1)/2

GN
√

2
=

ΛD−1(1− (eH/Λ2)(D+1)/2−1)

(D + 1)/2− 1
+

(eH)D/2

ρ

∫ ∞

ρ2/eH

ds

s1/2e
−s (1.97)

i його розв‘язок є

ρ =
(eH)

D
2 GN

(2π)
D
2

. (1.98)

Таким чином, для максимального числа незалежних параметрiв критична

константа зв‘язку дорiвнює нулю, а щiлина має суттєву сингулярнiсть коли

константа зв‘язку прямує до нуля в просторах-часi парної розмiрностi i аналi-

тично залежить вiд константи зв‘язку в просторах-часi непарної розмiрностi.

Цi результати повнiстю пiдтримують наш висновок про ефективну редукцiю

розмiрностi простору-часу D+1 → 1+1 та D+1 → 0+1 для просторiв парної

i непарної розмiрностi вiдповiдно, тому що знайденi нами розв‘язки рiвняння

для щiлини мають форму типову для розв‘язкiв в (1+1)- i (0+1)-вимiрних

теорiях [72].
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Наостанок, розглянемо коротко випадок коли тiльки частина p < [D2 ] па-

раметрiв вiдмiнна вiд нуля. Як випливає iз рiвняння (1.93) в цьому випадку

критична константа зв‘язку gcr вiдмiнна вiд нуля. Для того, щоб не ускладню-

вати не дуже важливими деталями задачу ми знов покладемо всi Hk рiвними,

тобто H1 = H2 = . . . = Hp = H. Тодi ми маємо

gcr =
1

1 + 2(eH
Λ2 )

3
2

(1.99)

для D=4,

gcr =
1

1 + (eH
Λ2 )2 + 2

3(
eH
Λ2 )2 ln Λ2

eH

(1.100)

для D=5 i

gcr =
1

1 +
p(D+1

2 −1)
3(D+1

2 −3)(
eH
Λ2 )2

(1.101)

для D > 5. Для D = 4 i D = 5 постiйне магнiтне поле характеризується тiльки

двома незалежними параметрами, тому p дорiвнює одиницi в цьому випадку.

Як випливає з рiвняння (1.101) для D > 5, чим бiльше p, тим менше значення

критичної константи зв‘язку у вiдповiдностi з нашими очiкуваннями.

1.6. Динамiчне порушення кiральної симетрiї в постiйному

електромагнiтному полi

В попереднiх параграфах цього роздiлу ми розглянули методи дослiджен-

ня динамiчного порушення симетрiї i дослiдили деякi моделi, в яких має мiсце

ДПС. Як ми вiдзначали у Вступi дуже важливу роль в системах з ДПС вi-

дiграє вплив зовнiшнiх полiв. В попередньому параграфi ми дослiджували

динамiчне порушення симетрiї у зовнiшньому постiйному магнiтному полi в

теорiях у просторах вищої розмiрностi. На вiдмiну вiд постiйного магнiтно-

го поля, яке сприяє динамiчному порушенню симетрiї, в роботi [175] було

показано, що постiйне електричне поле натомiсть протидiє ДПС. Зрозумiло,
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що представляє iнтерес дослiдження того, яким чином присутнiсть обох по-

стiйного магнiтного i постiйного електричного полiв впливає на динамiчне

порушення симетрiї. В цьому параграфi ми розглянемо це питання в (3+1)-

вимiрнiй моделi НЙЛ в постiйному електромагнiтному полi.

Добре вiдомо, що постiйне електромагнiтне поле в (3+1)-вимiрному просторi-

часi характеризується значеннями двох iнварiантiв вiдносно перетворень iз

групи Лоренца f1 = 1
2FµνF

µν = ~B2 − ~E2 i f2 = 1
2ε

µναβFµνFαβ = ~E · ~B. Як

ми зазначили вище, динамiчне порушення симетрiї було дослiджено в лiте-

ратурi для випадкiв постiйних магнiтного або елекричного полiв коли тiльки

перший iнварiант f1 вiдмiнний вiд нуля. Тому виникає природне питання як

наявнiсть другого iнварiанта впливає на ДПС? Цю проблему ми розглянемо

в цьому параграфi дослiджуючи динамiчне порушення кiральної симетрiї в

моделi Намбу–Йона-Лазiнiо.

Модель НЙЛ з кiральною симетрiєю UL(1) × UR(1) характеризується на-

ступним лагранжiаном

L = ψ̄iγµDµψ +
G

2

[
(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5ψ)2] , (1.102)

де Dµ = ∂µ + ieAµ - коварiантна похiдна i фермiоннi поля мають додатковий

iндекс "аромату" i = 1, . . . , N .

Застосовуючи, як i в попередньому параграфi, метод Хабарда–Стратоновича

[110, 111] i вводячи допомiжнi поля ми можемо переписати лагранжiан (1.102)

в наступному виглядi

L = ψ̄iγµDµψ − ψ̄(σ + iγ5π)ψ − 1

2G
(σ2 + π2) . (1.103)

Дiйсно, використовуючи рiвняння Ейлера–Лагранжа для допомiжних полiв

σ i π ми знаходимо

σ = −G(ψ̄ψ) , π = −G(ψ̄iγ5ψ) (1.104)

i тому лагранжiан (1.103) переходить в лагранжiан (1.102).
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Iнтегруючи по фермiонним полям, ми отримуємо ефективну дiю для скла-

дених полiв σ i π

Γ(σ, π) = −iTr Ln
[
iD̂ − (σ + iγ5π)

]− 1

2G

∫
dDx(σ2 + π2) , (1.105)

де D̂ = γµDµ. Для обчислення ефективного потенцiала достатньо розглянути

випадок постiйних σ = const i π = const. Не втрачаючи загальностi, ми

можемо покласти π = 0 тому, що завжди можливо вiдновити залежнiсть вiд

π iз вимоги кiральної симетрiї ефективної дiї. Далi

Det(iD̂ − σ) = Det(γ5(iD̂ − σ)γ5) = Det(−iD̂ − σ) (1.106)

i ми знаходимо

Tr Ln(iD̂ − σ) = − i

2
Tr Ln(D̂2 + σ2) . (1.107)

Використовуючи метод власного часу Фока-Швiнгера, ми маємо

− i

2
Tr Ln(D̂2 + σ2) =

i

2

∫
dDx

∫ ∞

0

ds

s
tr〈x|e−is(D̂2+σ2)|x〉. (1.108)

Добре вiдомо [176], що вакуум КЕД є нестабiльним в зовнiшньому еле-

ктричному полi i ефективна дiя має уявну частину, яка описує процеси наро-

дження фермiон-антифермiонних пар з вакууму. Ми дослiджуємо проблему

динамiчного порушення кiральної симетрiї i тому для наших цiлей достатньо

розглянути тiльки дiйсну частину ефективного потенцiала, яка дорiвнює

V (σ) =
σ2

2G
+

N

8π2v.p.

∫ ∞

1/Λ2

ds
1

s
e−sσ2

M coth(Ms)L cot(Ls), (1.109)

де L2 = e2
√

f2
1 +4f2

2−f1

2 , M 2 = e2
√

f2
1 +4f2

2 +f1

2 , Λ2 - параметр обрiзання i v.p.

вiд iнтеграла по s присутне тому, що, як зазначено вище, ми розглядаємо

тiльки дiйсну частину ефективного потенцiала (уявна частина ефективно-

го потенцiала пов’язана з лишками полюсiв cot(Ls)). Рiвняння для щiлини

δV/δσ|σ=m = 0 має вигляд

1

G
− N

4π2v.p.

∫ ∞

1/Λ2

dse−sm2

M coth(Ms)L cot(Ls) = 0. (1.110)
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Це рiвняння було ранiше дослiджено тiльки у випадку коли перший iнварiант

електромагнiтного поля вiдмiнний вiд нуля f1 6= 0. Ми чисельно розв’яжемо

рiвняння (1.110) у випадку коли два iнварiанти вiдмiннi вiд нуля, але спершу

ми аналiтично отримаємо оцiнку знизу для критичної константи зв’язку gcr

як функцiї f1 i f2.

Додаючи i вiднiмаючи 1/s до M coth(Ms) ми маємо

v.p.

∫ ∞

1/Λ2

dse−sm2

M coth(Ms)L cot(Ls) = Λ2 − π

2
L +

v.p.

∫ ∞

1/Λ2

dse−sm2

(M coth(Ms)− 1/s)L cot(Ls), (1.111)

де ми використали [175]

v.p.

∫ ∞

1/Λ2

dse−sm2

L
cot(Ls)

s
= Λ2 − π

2
L.

Далi ми представимо iнтеграл в (1.111) у виглядi суми двох iнтегралiв
∫∞

1/Λ2 =∫ π
2L

1/Λ2 +
∫∞

π
2L

(зауважимо, що π
2L є перший нуль cot(Ls)). Розглянемо тепер iн-

теграл вiд π
2L до нескiнченностi. Використовуючи нерiвнiсть coth x ≤ 1/x + 1

для x > 0, ми маємо

v.p.

∫ ∞

π
2L

dse−sm2

(M coth(Ms)− 1/s)L cot(Ls) ≤ v.p.

∫ ∞

π
2L

dse−sm2

ML cot(Ls).

(1.112)

Iнтегруючи по частинам, знаходимо

v.p.

∫ ∞

π
2L

dse−sm2

ML cot(Ls) = M

∫ ∞

π
2L

e−m2sd(ln(2|sinLs|)) =

−M ln(2| sin π

2
|) + m2M

∫ ∞

π
2L

e−m2sln(2|sinLs|)ds. (1.113)

Формула [177]
∫ ∞

0
e−qx ln(2|sinax|)dx = −q

∞∑

k=1

1

k(q2 + 4k2a2)
, Re q > 0,

i факт, що iнтеграл M
∫ π

2L

1/Λ2 ln(2|sinLs|)ds є скiнченним свiдчать про те, що

iнтеграл m2M
∫∞

π
2L

e−m2sln(2|sinLs|)ds прямує до нуля на критичнiй лiнiї (де
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m2 → 0). Таким чином, v.p.
∫∞

π
2L

dse−sm2

ML cot(Ls) = −M ln2. Тому, в силу

(1.112), ми знаходимо

v.p.

∫ ∞

π
2L

dse−sm2

(M coth(Ms)− 1/s)L cot(Ls) ≤ −M ln2. (1.114)

Нам залишається тепер тiльки зробити оцiнку знизу для iнтеграла
∫ π

2L

1/Λ2 ds(−1/s

+M coth(Ms))L cot(Ls). Ми маємо
∫ π

2L

1/Λ2 ds(M coth(Ms)− 1/s)L cot(Ls) ≤∫ π
2L

1/Λ2(M coth(Ms)−1/s)ds
s в силу того, що cot x ≤ 1/x для x в iнтервалi вiд 0

до π
2 . Якщо M À L, тодi ми можем використати нерiвнiсть coth x ≤ 1/x + 1

тому, що coth(Ms) дорiвнює наближенно 1 бiля верхньої границi iнтегруван-

ня. Тому в цьому випадку
∫ π

2L

1/Λ2

ds(M coth(Ms)− 1/s)L cot(Ls) ≤ M ln
πΛ2

2L
. (1.115)

Якщо M ¿ L, тодi coth(Ms) ¿ 1 в областi iнтегрування. Використовуючи

нерiвнiсть coth x ≤ 1
x + x/3 ( 1

x i x/3 є два перших члена ряду Тейлора для

coth x, ми знаходимо
∫ π

2L

1/Λ2

ds(M coth(Ms)− 1/s)L cot(Ls) ≤ M 2

3
(

π

2L
− 1/Λ2). (1.116)

Тепер ми можем проаналiзувати отриманi результати. Припустимо, що

|f1| À |f2|. В магнiтному випадку коли f1 > 0, тобто ~B2 > ~E2, ми має-

мо L ≈ |e|(f2
2

f1
)1/2 i M ≈ |e|f 1/2

1 . Використовуючи рiвняння (1.112),(1.114) i

(1.115), ми знаходимо наступну оцiнку знизу для критичної константи зв’яз-

ку в цьому випадку

gcr ≥ 1

1− Lπ
2Λ2 + M

Λ2 lnΛ2

2L − M
Λ2 ln2

≈ 1

1 + |e|f
1/2
1

Λ2 ln Λ2f
1/2
1

4|ef2|
, (1.117)

де gcr = 4π2GΛ2

N є безрозмiрна критична константа зв’язку. Iз рiвняння (1.117)

випливає, що присутнiсть другого iнварiанта коли скалярний добуток еле-

ктричного i магнiтного полiв вiдмiнний вiд нуля є дуже важливим. Дiйсно,

якщо f2 6= 0, тодi gcr вже не дорiвнює нулю (навiть у випадку дуже сильного
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магнiтного поля | ~B| ∼ Λ2) на вiдмiну вiд випадку чисто магнiтного поля ко-

ли gcr = 0. Iз збiльшенням f2 критична константа зв’язку gcr зростає, а при

f2 → 0, як i належить, константа зв’язку прямує до нуля gcr → 0.

В електричному випадку коли f1 < 0, тобто ~E2 > ~B2, ми маємо L ≈
|e||f1|1/2 i M ≈ |e|( f2

2

|f1|)
1/2. Використовуючи рiвняння (1.112,(1.114) i (1.116),

знаходимо

gcr ≥ 1

1− Lπ
2Λ2 + M2

3Λ2 (
π
2L − 1/Λ2)− M

Λ2 ln2
≈ 1

1− π|e||f1|1/2

2Λ2 − |e|
Λ2 (

f2
2

|f1|)
1/2ln2

.

(1.118)

Очевидно, що критична константа зв’язку (1.118) для f2 6= 0 є бiльшою вiд

g(0)
cr =

1

1− π|e||f1|1/2

2Λ2

у випадку нульового значення другого iнварiанта постiйного електромагнi-

тного поля f2 = 0. Якщо f2 прямує до нуля, наша оцiнка спiвпадає з резуль-

татом [175] у випадку чисто електричного поля.

Таким чином, в усiх розглянутих нами випадках наявнiсть другого iнварi-

анта електромагнiтного поля ~E · ~B протидiє динамiчному порушенню кiраль-

ної симетрiї. В магнiтному випадку цей результат виглядає цiлком приро-

дним. Очевидно, якщо f2 6= 0, тодi електричне поле вiдмiнне вiд нуля ~E 6= 0 i

ми знаємо, що електричне поле протидiє динамiчному порушенню кiральної

симетрiї. Однак в електричному випадку отриманий нами результат здається

неприродним. Дiйсно припустимо, що ~E 6= 0, ~B = 0 (тодi f2 = 0). Тепер зда-

ється цiлком природньо вважати, що gcr повинна зменшуватися для f2 6= 0

тому, що вiдмiннiсть f2 вiд нуля означає, що ~B 6= 0, а ми знаємо, що магнiтне

поле сприяє динамiчному порушенню кiральної симетрiї. Зрозумiти отрима-

ний нами результат можливо наступним чином. Ми дослiджуємо залежнiсть

критичної константи зв’язку вiд другого iнварiанта i тому залишаємо значе-

ння першого iнварiанту ~B2 − ~E2 незмiнним. Без втрати загальностi, припу-

стимо, що ~E ‖ ~B (якщо це не так, то ми завжди можемо зробити необхiдне
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Рис. 1.3. Критична константа зв’язку як функцiя другого iнварiанта
постiйного електромагнiтного поля в електричному випадку ~E2 > ~B2.
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Рис. 1.4. Критична константа зв’язку як функцiя другого iнварiанта
постiйного електромагнiтного поля в магнiтному випадку ~B2 > ~E2.

перетворення Лоренца). Тепер, якщо ми збiльшуємо f2, тодi для того, щоб

залишити незмiнним перший iнварiант ми повиннi збiльшити як магнiтне ~B,

так i електричне ~E поля. Як випливає з отриманих нами формул, збiльшен-

ня значення електричного поля має бiльший вплив на динамiчне порушення

кiральної симетрiї.

Ми знайшли досить грубу аналiтичну оцiнку для критичної константи

зв’язку. Для того, щоб знайти бiльш точну залежнiсть gcr вiд f2, ми чисельно

обчислимо iнтеграл в рiвняннi (1.110) i зображемо графiчну залежнiсть gcr вiд

f2 в електричному випадку на Рис. 1.3 (цей рисунок вiдповiдає f1

Λ4 = −10−4)

та Рис. 1.4 ( f1

Λ4 = 10−4) в магнiтному випадку. Ми бачимо з цих рисункiв,
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що критична константа зв’язку зростає iз збiльшенням f2 для будь-якого f1.

В електричному випадку gcr завжди бiльше вiд одиницi. В магнiтному ви-

падку gcr прямує до нуля для f2 → 0. Ми також чисельно знайшли gcr у

випадку коли перший iнварiант дорiвнює нулю f1 = 0 (| ~E| = | ~B|) i отрима-

ли залежнiсть яка подiбна до залежностi в електричному випадку, тобто gcr

зростає iз збiльшенням f2. Таким чином, чисельний аналiз пiдтверджує, що

другий iнварiант електромагнiтного поля протидiє динамiчному порушенню

кiральної симетрiї.
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РОЗДIЛ 2

ЕФЕКТИВНА НЕКОМУТАТИВНА ДИНАМIКА НА
НАЙНИЖЧОМУ РIВНI ЛАНДАУ В

РЕЛЯТИВIСТСЬКИХ КВАНТОВИХ ТЕОРIЯХ
ПОЛЯ

У Вступi i в попередньому роздiлi ми розглянули вплив зовнiшнього постiй-

ного магнiтного поля на динамiчне порушення симетрiї пов’язане з явищем

магнiтного каталiзу. Мiж тим iснує iще один дуже цiкавий аспект пов’язаний

з динамiкою квантових теорiй у сильному постiйному магнiтному полi, який

стосується ефективної некомутативностi таких теорiй на найнижчому рiвнi

Ландау. В квантово-механiчних системах в постiйному магнiтному полi неко-

мутативнiсть просторових координат в площинi перпендикулярнiй до напрям-

ку магнiтного поля виникає ефективно при низьких енергiях для динамiки

фермiонiв на найнижчому рiвнi Ландау (вона з’являється коли ми нехтуємо

переходами на вищi рiвнi Ландау). Мiж тим в квантовiй теорiї поля цiлком

можливо використати некомутативнiсть координат як фундаментальний по-

стулат. Ця iдея вперше була запропонована Гайзенбергом з метою звiльнення

квантовопольових теорiї вiд присутнiх в них ультрафiолетових розбiжностей.

Суть iдеї дуже проста. Нагадаємо, що квантова механiка вирiшила пробле-

му стабiльностi атомiв постулюючи некомутативнiсть координат та iмпульсiв

частинок. В квантовiй електродинамiцi та iнших релятивiстських квантових

теорiях поля iснують розбiжностi пов’язанi з динамiкою теорiї на малих вiд-

станях. Таким чином, пропонуючи некомутативнiсть координат як засiб ре-

гуляризацiї розбiжностей КТП на малих вiдстаннях Гайзенберг використав

гiпотезу, яка ґрунтується на iсторичному досвiдi квантової механiки.
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Першою публiкацiєю в якiй некомутативна квантова теорiя поля розгля-

далась як теорiя з ефективним ультрафiолетовим параметром обрiзання була

стаття Снайдера [178], в якiй для координат теорiї були постульованi наступнi

комутацiйнi спiввiдношення [xi, xj] = iθij, де θij - деяка постiйна антисиме-

трична матриця. Зрозумiло, що в такiй теорiї для процеса вимiрювання ко-

ординат мають мiсце спiввiдношення невизначенностей ∆xi∆xj = |θij|/2, якi
подiбнi знаменитим спiввiдношенням Гайзенберга для iмпульсiв i координат в

квантовiй механiцi. Таким чином, в таких некомутативних теорiях звичнi нам

уявлення про простiр i час справедливi лише на масштабах, якi перевищують

Λ ∼
√

θ. В результатi природньо очiкувати, що масштаб Λ буде ефективним

параметром обрiзання в некомутативнiй теорiї i ультрафiолетовi розбiжно-

стi будуть вiдсутними в таких теорiях. Стаття Снайдера була опублiкована

в 1947 роцi, але незабаром була розроблена теорiя перенормувань i створена

КЕД в її сучаснiй формi, в результатi чого iнтерес до некомутативних тео-

рiй обумовлений можливiстю регуляризацiї ультрафiолетових розбiжностей

звичайних комутативних теорiях поля згас.

Слiд зазначити, що iнтерес до некомутативних теорiй пов’язан також з

розвитком теорiй квантової гравiтацiї [179, 180]. В таких теорiях природньо

очiкувати, що сильнi квантовi флуктуацiї метрики на планкiвських масшта-

бах змiнюють нашi звичнi представлення про простiр i час, якi базуються на

класичних уявленнях. Натомiсть вважається, що простiр-час на таких мас-

штабах скорiше потрiбно уявляти в формi просторово-часової пiни, а тому

вимiряти якимось чином вiдстанi меншi нiж планкiвський масштаб неможли-

во. Звичайно достеменно невiдомо, що вiдбувається на таких масштабах, але

iдея некомутативностi координат певним чином моделює неможливiсть вимi-

рювання масштабiв менших вiд деякого. Iз зростанням в останнi десятилiття

минулого столiття iнтересу до створення теорiї квантової гравiтацiї увага до

некомутативних квантових теорiй поля збiльшилась i розвиток цих теорiй

значно пришвидшився.
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В 80-тих i 90-тих роках минулого столiття теорiя струн [181, 182, 183], як

теорiя квантової гравiтацiї i взагалi як теорiя усiх спостережуваних взаємодiй

i частинок, набула дуже широкого розвитку. Теорiя струн на фундаменталь-

ному рiвнi є нелокальною теорiю i в цьому аспектi нагадує некомутативнi

КТП. Бiльш того, в лiтературi було прямо показано, що теорiя струн в де-

якiй границi вiдповiдає некомутативним калiбрувальним квантовим теорiям

поля [184, 185].

Однiєю з головних вiдмiнностей мiж звичайними комутативними i неко-

мутативними квантовими теорiями поля виявилася проблема так званого

УФ/IЧ змiшування [186]. Ця проблема пов’язана з тим, що ультрафiолетовi

розбiжностi у вiдповiднiй комутативнiй теорiї трансформуються в некомута-

тивнiй теорiї в iнфрачервонi розбiжностi. Тому, як наслiдок УФ/IЧ змiшу-

вання, динамiка некомутативних теорiй суттєво вiдрiзняється вiд динамiки

комутативних теорiй.

В першому параграфi цього роздiлу ми нагадаємо яким чином виникає

ефективна некомутативнiсть координат на найнижчому рiвнi Ландау в кван-

товiй механiцi i опишемо пов’язану з цiєю некомутативнiстю так звану пiдста-

новку Пайерлса. Також ми покажемо, що низькоенергетична динамiка ней-

тральних намбу-голдстоунiвських збуджень в моделi Намбу–Йона-Лазiнiо у

зовнiшньому постiйному магнiтному полi описується деякою ефективною не-

комутативною квантовою теорiєю поля. У другому параграфi ми обчислимо

ефективну дiю для фотонiв в квантовiй електродинамiцi в сильному магнiтно-

му полi i покажемо, що в наближеннi найнижчого рiвня Ландау така теорiя є

також деякою ефективною некомутативною квантовою теорiєю. В третьому

параграфi ми дослiдимо динамiку намбу-голдстоунiвських бозонiв в КЕД у

сильному магнiтному полi i покажемо, що вона описується некомутативними

теорiями досить складного типу з вершинами взаємодiї, якi мiстять нелокаль-

нi форм-фактори.
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2.1. Зовнiшне магнiтне поле i ефективнi некомутативнi квантовi

теорiї поля

В попередньому параграфi ми розглянули ДПС в зовнiшньому магнiтно-

му полi. В цьому параграфi ми спершу розглянемо нерелятивiстську задачу

Ландау для руху зарядженої частинки у зовнiшньому постiйному магнiтно-

му полi, нагадаємо яким чином виникає в нiй ефективна некомутативнiсть

координат центра ларморiвських орбiт, а також розглянемо пов’язану з цi-

єю некомутативнiстю пiдстановку Пайерлса. Потiм використовуючи модель

Намбу–Йона-Лазiнiо в зовнiшньому постiйному магнiтному полi ми покаже-

мо, що ефективна некомутативна динамiка виникає також i в релятивiстських

квантовопольових теорiй в сильному магнiтному полi.

2.1.1. Ефективна некомутативнiсть на найнижчому рiвнi Ландау

в квантовiй механiцi. Добре вiдомо, що координати центра орбiти для ру-

ху заряджених частинок в постiйному магнiтному полi не комутують в кван-

товiй механiцi [190]. Доведемо цей факт дослiджуючи рiвняння Шредiнгера

для електрона в постiйному магнiтному полi. В калiбровцi A = (−By, 0, 0)

згiдно [190] рiвняння Шредiнгера має наступний вигляд

1

2m

[
(−i~∂x +

eB

c
y)2 − ~2∂2

y − ~2∂2
z

]
ψ = Eψ . (2.1)

Розв’язок цього рiвняння шукаємо у виглядi

ψ = e
i
~ (pxx+pzz)χ(y) .

Для χ(y) маємо наступне рiвняння

χ′′ +
2m

~2

[(
E − p2

z

2m

)
− mω2

c (y − y0)
2

2

]
χ = 0 , (2.2)

де y0 = −cpx/eB i

ωc =
eB

mc
(2.3)
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є циклотронною частотою. Рiвняння (2.2) по формi спiвпадає з рiвнянням

Шредiнгера для гармонiчного осцилятора, тому ми можемо вiдразу знайти

вiдповiдний спектр, який вiдомий як спектр Ландау

E =

(
n +

1

2

)
~ωc +

p2
z

2m
, n = 0, 1, ... (2.4)

Власнi функцiї, якi вiдповiдають рiвням Ландау (2.4) мають наступний ви-

гляд

χn(y) =
1

n1/4
√

2nl n!
e−(y−y0)2/2l2 Hn(

y − y0

l
) , (2.5)

де Hn(x) - полiноми Ермiта, а l =
√
~c/eB - магнiтна довжина.

В класичнiй фiзицi рух заряджених частинок в площинi перпендикулярнiй

магнiтному полю (площина xy) вiдбувається по колу з нерухомим центром

(вiдповiднi орбiти вiдомi як ларморiвськi). Величина y0 = −cpx/eB, яка збе-

рiгається в квантовiй задачi, вiдповiдає класичнiй y-координатi центра окру-

жнiстi. Зберiгається також величина x0 = cpy/eB + x (легко перевiрити, що

ця вiдповiдний оператор комутує з гамiльтонiаном). Ця величина вiдповiдає

класичнiй x-координатi окружнiстi. Легко пересвiдчитись, що в квантовiй те-

орiї оператори ŷ0 i x̂0 не комутують i, як наслiдок, не можуть мати одночасно

власних значень. Таким чином, ми довели, що оператори, якi вiдповiдають

координатам центра орбiти для класичного руху заряджених частинок в по-

стiйному магнiтному полi є некомутуючими операторами в квантовiй механi-

цi.

Некомутативнiсть координат центра орбiти призводить до вiдомої пiдста-

новки Пайерлса в нерелятивiстськiй квантовiй механiцi (дивись, наприклад,

[191]). Ця пiдстановка стосується обчислення поправки до енергiї зарядженої

частинки маси m, яка рухається в площинi xy в сильному магнiтному полi B

в потенцiалi V (x, y). При цьому рух вздовж вiсi z (вздовж напрямку магнi-

тного поля) iгнорується i потенцiал V вважається достатньо слабким, так що

можна знехтувати переходами мiж найнижчим i вищими рiвнями Ландау. На

перший погляд подальшi дiї в такiй ситуацiї є досить прямими, а саме для
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того, щоб знайти рiвнi енергiї в такiй задачi необхiдно використати квантово-

механiчну теорiю збурень для виродженних станiв. Однак найнижчий рiвень

Ландау є не просто виродженим, а нескiнченнократно вироджений [190]. Це

означає, що вiдповiдний детермiнант квантовомеханiчної теорiї збурень для

станiв з виродженим спектром в загальному випадку є детермiнантом нескiн-

ченного порядка, а тому незрозумiло, як його обчислити.

Пiдстановка Пайерлса дозволяє обчислити поправку до енергiї частинки

на найнижчому рiвнi Ландау

E =
~|eB|
2mc

+ εn,

де εn знаходиться з рiвняння

V (x, y)|n >= εn|n >, (2.6)

в якому координати x i y не комутують (!)

[x, y] = −i
~c
eB

. (2.7)

Довгий час пiдстановка Пайерлса залишалась чисто феноменологiчним

прийомом i було незрозумiло чому потрiбно вважати координати x i y неко-

мутуючими. В роботi [192] було показано, що пiдстановка Пайерлса пов‘язана

з появою ефективної некомутативностi на НРЛ. Покажемо яким чином вона

виникає. Для цього розглянемо заряджену частинку в площинi xy в постiйно-

му магнiтному полi перпендикулярному до цiєї площини i яка знаходиться в

потенцiалi V (x, y), який залежить вiд x i y координат. Лагранжiан цiєї задачi

має вигляд

Lm =
m~̇r2

2
+

eB~r × ṙ

2
− V (~r), (2.8)

де ~r = (x, y). Якщо потенцiал V (~r) вiдсутнiй, то спектр вiдповiдної квантової

задачi добре вiдомий i визначається рiвнями Ландау. Найнижчий рiвень має

енергiю |eB|/2m, а вищi рiвнi вiддiленi щiлиною |eB|/m. Тому, якщо магнiтне

поле B →∞, то тiльки найнижчий рiвень Ландау є важливим для динамiки
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системи. Очевидно, що ми можемо еквiвалентно вважати, що маса частинки

m → 0. В цiй границi перший член в лагранжiанi (2.8) зникає i редукований

лагранжiан приймає вигляд

L0 =
eB~r × ṙ

2
− V (~r). (2.9)

Тодi, як легко пересвiдчитись використовуючи лагранжiан (2.9) канонiчнi

комутацiйнi спiввiдношення [pi, rj] = −i~δij зводяться до

[ri, rj] = i
~c
eB

εij, (2.10)

де εij - повнiстю антисиметричний тензор. Рiвняння (2.10) означають, що

координати x i y ефективно стають некомутативними якщо при обчисленнi

енергiї збурення обумовленої потенцiалом V (x, y) ми знехтуємо вкладом ви-

щих рiвнiв Ландау. Цей результат пояснює чому пiдстановка Пайерлса дає

правильну вiдповiдь.

Таким чином, ми бачимо, що некомутативнiсть в квантомеханiчних зада-

чах в сильному зовнiшньому магнiтному полi виникає ефективно при низьких

енергiях i зникає при високих енергiях. З iншого боку можливо розглядати

некомутативнiсть координат як фундаментальний постулат. Такi теорiї вiдомi

як некомутативнi КТП (дивись обзорнi роботи [193, 194]).

2.1.2. Ефективна некомутативнiсть в моделi Намбу–Йона-Лазiнiо

у зовнiшньому постiйному магнiтному полi.

В цьому параграфi ми розглянемо динамiку (3+1)-вимiрної моделi НЙЛ

в сильному зовнiшньому магнiтному полi в наближеннi НРЛ i покажемо, що

вона визначає деяку ефективну некомутативну квантову теорiю поля. В ро-

ботi [83] ми показали, що цей результат узагальнюється також на випадок

просторiв-часi довiльної розмiрностi D+1 для D ≥ 2. Лагражiан моделi НЙЛ

в (3+1)-вимiрному просторi-часi визначається рiвнянням (1.87) для D = 3.

Векторний потенцiал Aµ описує постiйне магнiтне поле B направлене вздовж

вiсi +x3.
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Ми розглянемо динамiку нейтральних зв‘язаних станiв в цiй моделi в 1/N

наближеннi. Головне динамiчне явище в цiй моделi пов‘язано з магнiтним ка-

талiзом i генерацiєю щiлини [68, 69]. Нейтральнi ступенi вiльностi описуються

складеними полями σ ∼ ψ̄ψ i π ∼ ψ̄iγ5ψ. Останне поле є безмасовим намбу-

голдстоунiвським бозоном пов’язаним з динамiчним порушенням кiральної

UL(1)×UR(1) симетрiї теорiї. Вiдповiдна ефективна дiя для цих нейтральних

полiв має вигляд

Γ(σ, π) = −iT rLn
(
iγµDµ − (σ + iγ5π)

)− N

2G

∫
d4x(σ2 + π2). (2.11)

Згiдно з [69] рiвняння для щiлини < 0|σ|0 >= m має нетрiвiальний розв’язок

для довiльного позитивного значення константи зв‘язку G. В режимi слабкої

взаємодiї коли g ≡ GΛ2/4π2 ¿ 1 динамiчна маса дорiвнює m2 = Λ2e−
Λ2

|eB|g ,

де Λ - ультрафiолетовий параметр обрiзання пов‘язаний з iмпульсами k‖ =

(k0, k3) (ми вважаємо, що Λ2 À |eB|).
Некомутативнiсть координат проявляється в присутностi в ефективнiй дiї

експоненцiйних по похiдних операторiв [193, 194]. При знаходженнi динамi-

чної маси нам достатньо вважати, що поле σ = const. Однак, для того, щоб

з‘ясувати чи має мiсце в квантовiй теорiї поля в сильному зовнiшньому ма-

гнiтному полi ефективна некомутативнiсть як це вiдбувається в квантовоме-

ханiчнiй задачi ми повиннi обчислити вершини взаємодiї полiв враховуючи

всi степенi похiдних, тому що саме присутнiсть експоненцiйних по похiдним

операторiв в ефективнiй дiї свiдчить про некомутативнiсть координат в те-

орiї. В дослiджуємiй теорiї це зробити нескладно. Наприклад, трьохточкова

вершина взаємодiї полiв σ̃ = σ −m i π визначається наступним рiвнянням

Γσ̃ππ =

∫
d4xd4yd4ztr[S(x, y)γ5π(y)S(y, z)γ5π(z)S(z, x)σ̃(x)], (2.12)

де S(x, y) є пропагатор найнижчого рiвня Ландау [69]

S(x, y) = e
i
2 (x−y)µAext

µ (x+y)S̃(x− y) (2.13)
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i перетворення Фур‘є трансляцiйно iнварiантної частини пропагатора S̃ до-

рiвнює

S̃(k) = i e−
k2
⊥

|eB|
k0γ0 − k3γ3 + m

k2
0 − k2

3 −m2 (1− iγ1γ2sign(eB)) , (2.14)

де k⊥ = (k1, k2). Перший множник в (2.13) вiдомий як швiнгерiвська фаза

[176]. Цей множник порушує просторову трансляцiйну симетрiю теорiї в по-

стiйному магнiтному полi, але, як показано в роботi [195], в цiй задачi iснує

група магнiтних трансляцiй чиї генератори на вiдмiну вiд генераторiв звичай-

них трансляцiй не комутують. Як ми побачимо пiзнiше саме швiнгерiвська

фаза є вiдповiдальною за появу некомутативностi в ефективнiй дiї. Значення

фази φ = i
2(x− y)µAext

µ (x+ y) залежить вiд вибору калiбровки для векторно-

го потенцiалу зовнiшнього магнiтного поля. В симетричнiй калiбровцi вона

дорiвнює

φsym =
ieB

2
εabxayb, a, b = 1, 2 (2.15)

де εab - повнiстю антисиметричний тензор. Хоча швiнгерiвська фаза зале-

жить вiд калiбровки, як легко переконатись, повна фаза вздовж замкнутої

фермiонної петлi в (2.12) є калiбровочно iнварiантною, тобто не залежить вiд

калiбровки.

Покажемо тепер, що в режимi домiнування найнижчого рiвня Ландау ефе-

ктивна дiя (2.11) описує деяку некомутативну квантову теорiю поля з неко-

мутативними координатами x̂a

[x̂a, x̂b] = i
1

eB
εab ≡ iθab. (2.16)

Розпочнемо наш аналiз iз спостереження, що пропагатор для найнижчого

рiвня Ландау (2.13) факторизується на двi частини, а саме частину, яка за-

лежить вiд поперечних координат x⊥ = (x1, x2) i частину, яка залежить вiд

повздовжних координат x‖ = (x0, x3)

S(x, y) = P (x⊥, y⊥) S‖(x‖ − y‖). (2.17)



83

Приймаючи до уваги рiвняння (2.13), (2.14) i (2.15), в симетричнiй калiбровцi

ми маємо

P (x⊥, y⊥) =
|eB|
2π

e
ieB
2 εabxayb

e−
|eB|

4 (~x⊥−~y⊥)2 (2.18)

i

S‖(x‖ − y‖) =

∫
d2k‖
(2π)2e

ik‖(x‖−y‖) i

k‖γ‖ −m

1− iγ1γ2sign(eB)

2
. (2.19)

Далi S‖(x‖−y‖) є не що iнше як фермiонний пропагатор (1+1)-вимiрної вiльної

теорiї. Зокрема, матриця (1 − iγ1γ2sign(eB))/2 є проектором на фермiоннi

(антифермiоннi) стани iз спiном поляризованим вздовж (проти) магнiтного

поля. Оператор P (x⊥, y⊥), як легко перевiрити, задовольняє рiвнянню∫
d2y⊥P (x⊥, y⊥) P (y⊥, z⊥) = P (x⊥, z⊥) (2.20)

i тому є проектором.

Факторизацiя пропагатора на НРЛ призводить до доволi простої структу-

ри вершин взаємодiї для полiв π i σ̃. Дiйсно, як випливає з рiвняння (2.12)

для трьохчастинкової функцiї перехiд до Фур‘є перетворень для полiв робить

iнтегрування по повздовжним i поперечним змiнним повнiстю незалежними.

В силу того, що S‖(x‖−y‖) є (1 + 1)-вимiрним пропагатором, iнтегрування по

x‖ координатам зводиться до фермiонної петлi в (1+1)-вимiрному просторi.

Очевидно, що теж саме справедливо для вершин взаємодiї вищого порядку,

якi випливають з дiї (2.11). Таким чином, залежнiсть вершин взаємодiї вiд k‖
iмпульсiв є стандартною i тому для того щоб уникнути непотрiбних ускла-

днень ми покладемо усi зовнiшнi продольнi iмпульси рiвними нулю, тобто

будемо вважати, що поля π i σ̃ не залежать вiд координат x‖. Бiльш загаль-

ний випадок полiв, якi залежать вiд x‖ координат був розглянутий нами в

роботi [83].

Пiдставляючи Фур‘є образи полiв π(x⊥) i σ̃(x⊥) в (2.12) i використовую-

чи рiвняння (2.17), (2.18) i (2.19), ми знаходимо трьохчастинкову вершину

взаємодiї Γσ̃ππ в iмпульсному просторi

Γσ̃ππ = −N |eB|
m

∫
d2x||

∫
d2k1d

2k2d
2k3

(2π)6 π(k1)π(k2)σ̃(k3) δ2(k1 + k2 + k3)
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× e−
k2
1+k2

2+k2
3

4|eB| exp[− i

2
(k1 × k2 + k1 × k3 + k2 × k3)], (2.21)

де ki × kj = ka
i θ

abkb
j ≡ kiθkj, θab = 1

eBεab (ми також опустили iндекс ⊥ для

поперечних координат). Зауважимо, що завдяки присутностi експоненцiйних

факторiв ультрафiолетовi розбiжностi вiдсутнi.

Згiдно з [193, 194] n-частинкова вершина взаємодiї в некомутативнiй теорiї

в iмпульсному просторi має наступний вигляд
∫

dDk1

(2π)D
...

dDkn

(2π)D
φ(k1)...φ(kn)δ

D(
∑

i

ki)e
− i

2

∑
i<j ki×kj , (2.22)

де φ є деяке поле, а експонента e−
i
2

∑
i<j ki×kj ≡ e−

i
2

∑
i<j kiθkj є так званим мойя-

лiвським фактором. Порiвнюючи (2.21) i (2.22) ми бачимо, що за винятком

множника e−
k2
1+k2

2+k2
3

4|eB| вершина взаємодiї Γσ̃ππ спiвпадає iз стандартною верши-

ною взаємодiї некомутативної теорiї з комутатором [x̂a, x̂b] = iθab = i
eBεab.

Для того, щоб врахувати вищезгаданий додатковий множник в вершинi, ми

визначимо новi поля

Π(x) = e
∇2
⊥

4|eB| π(x), Σ(x) = e
∇2
⊥

4|eB| σ(x), (2.23)

де ∇2
⊥ - оператор Лапласа. В термiнах цих нових полiв вершина взаємодiї

може бути переписана в стандартнiй формi з мойялiвським фактором

ΓΣ̃ΠΠ = −N |eB|
m

∫
d2x||

∫
d2k1d

2k2d
2k3

(2π)6 Π(k1)Π(k2)Σ̃(k3) δ2(
∑

i

ki) e−
i
2

∑
i<j ki×kj .

(2.24)

Для чотирьохчастинкової вершини взаємодiї Γ4Π ми маємо

Γ4Π = −N |eB|
4m2

∫
d2x||

∫
d2k1d

2k2d
2k3d

2k4

(2π)8 Π(k1)Π(k2)Π(k3)Π(k4)

×δ2(
∑

i

ki) exp[− i

2

∑
i<j

ki × kj]. (2.25)

Як добре вiдомо [193, 194], наявнiсть мойялiвського фактора для добу-

тку полiв в iмпульсному просторi вiдповiдає в координатному просторi так
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званому стар добутку

(Φ ∗ Φ)(x) = e
i
2θab ∂

∂ya
∂

∂zb Φ(y)Φ(z)|y=z=x, (2.26)

де Φ представляє поля Π i Σ. Використовуючи стар добуток ми можемо пе-

реписати вершини взаємодiї ΓΣ̃ΠΠ i Γ4Π в наступнiй формi в координатному

просторi

ΓΣ̃ΠΠ = −N |eB|
4π2m

∫
d2x||d2x⊥ Σ̃ ∗ Π ∗ Π ,

Γ4Π = − N |eB|
16π2m2

∫
d2x||d2x⊥ Π ∗ Π ∗ Π ∗ Π. (2.27)

Вершини взаємодiї можна також переписати в просторi з некомутуючими

координатами x̂a використовуючи вейлiвськi символи поля Φ [193, 194]

Φ̂(x̂) ≡ Ŵ [Φ] =

∫
dDx Φ(x) ∆̂(x), ∆̂(x) ≡

∫
dDk

(2π)D
eikax̂a

e−ikaxa

. (2.28)

Найбiльш важлива властивiсть вейлiвського символу є те, що добуток вейлiв-

ських символiв двох функцiй дорiвнює вейлiвському символу їх стар добутку

Ŵ [Φ1] Ŵ [Φ2] = Ŵ [Φ1 ∗ Φ2]. (2.29)

В нашому випадку вейлiвський символ Φ̂ представляє Π̂ i ˆ̃Σ. Вiдзначимо,

що має мiсце наступне спiввiдношення мiж вейлiвськими символами нових i

початкових полiв

Φ̂(x̂) = e
∇̂2
⊥

4|eB| φ̂(x̂), (2.30)

де дiя оператора ∇̂2
⊥ в некомутативному просторi визначена наступним чином

∇̂2
⊥ φ̂(x̂) = −(eB)2

2∑
a=1

[x̂a, [x̂a, φ̂(x̂)]] . (2.31)

В термiнах Φ̂, трьох- i чотирьохчастинковi вершини взаємодiї в некомута-

тивнiй КТП мають наступну форму

ΓΣ̃ΠΠ = −N |eB|
4π2m

∫
d2x||Tr

ˆ̃ΣΠ̂2 ,
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Γ4Π = − N |eB|
16π2m2

∫
d2x||Tr Π̂4 , (2.32)

де операцiя Tr визначена як в [193, 194]. Ми показали в роботi [83], що всi

вершини взаємодiї ΓnΦ (n ≥ 3), якi випливають з (2.11), мають подiбну стру-

ктуру i ефективна дiя дорiвнює

Γ = −N |eB|
8π2

∫
d4x

(
[Σ2 + Π2] [ln(

Σ2 + Π2

Λ2 )− 1] +
4π2

G|eB|(σ
2 + π2)

)

∗
,

(2.33)

де ми використали той факт, що стар добуток зводиться до звичайного до-

бутку для квадратичної частини дiї. Зауважимо, що початковi поля σ i π

пов‘язанi з новими полями за допомогою нелокального перетворення (2.23).

Ми покажемо нижче, що це призводить до появи експоненцiйно рiжучих фа-

кторiв exp(−k2
⊥/2|eB|) в пропагаторах i саме присутнiсть цих факторiв ви-

рiшує проблему так званого УФ/IЧ змiшування, яке присутне в звичайних

некомутативних теорiях [193, 194]. Використовуючи рiвняння (2.29) ми пере-

писуємо ефективну дiю в термiнах вейлiвських символiв

Γ = −N |eB|
8π2

∫
d2x||Tr

(
[Σ̂2 + Π̂2] [ln(

Σ̂2 + Π̂2

Λ2 )− 1] +
4π2

G|eB|(σ̂
2 + π̂2)

)
.

(2.34)

Нескладно знайти аналоги виразiв (2.33) i (2.34) у випадку коли поля π i σ̃

залежать також вiд продольних координат. По-перше, як випливає з розкладу

першого члену в дiї (2.11) в ряд по π i σ̃, n-частинкова вершина дорiвнює

Γnφ = −(−i)n+1N

n

∫
d2x⊥1 ...d2x⊥n d2x

||
1...d

2x||nP (x⊥1 , x⊥2 )...P (x⊥n , x⊥1 )

×tr
[
S||(x1 − x2)(σ̃(x2) + iγ5π(x2))...S||(xn − x1)(σ̃(x1) + iγ5π(x1))

]
. (2.35)

Далi легко бачити, що ефективна дiя в формi стар добутку дорiвнює

Γ =
N |eB|

2π

∫
d2x⊥

[
−iT r||

[
P Ln

(
iγ||∂|| − (Σ + iγ5Π)

)]

− π

G|eB|
∫

d2x||(σ2 + π2)

]

∗
, (2.36)
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а в некомутативному просторi має наступний вигляд

Γ =
N |eB|

2π
Tr

[
−iT r||

[
P Ln

(
iγ||∂|| − (Σ̂ + iγ5Π̂)

)]
− π

G|eB|
∫

d2x||(σ̂2 + π̂2)

]

(2.37)

(порiвняй з рiвняннями (2.33) i (2.34) вiдповiдно), а P є проектор

P ≡ 1− iγ1γ2sign(eB)

2
. (2.38)

Покажемо тепер, що ефективна некомутативна теорiя, яка виникає для

нейтральних збуджень НЙЛ моделi в сильному магнiтному полi не має про-

блем пов‘язаних з УФ/IЧ змiшуванням, яке присутне в звичайних некомута-

тивних теорiях [193, 194]. Найпростiший приклад УФ/IЧ змiшування пов‘язан

з однопетльовою поправкою до пропагатора в некомутативнiй φ4 моделi чия

дiя має наступний вигляд

S =

∫
d4x

(
1

2
(∂µφ)2 − m2φ2

2
− g2

4!
φ ∗ φ ∗ φ ∗ φ

)
. (2.39)

Однопетльова поправка до пропагатора поля φ в цiй моделi має планарну i

непланарну частини [186]

Γ(2)
nc = Γ

(2)
pl + Γ

(2)
npl =

g2

3(2π)4

∫
d4k

k2 + m2 +
g2

6(2π)4

∫
d4k

k2 + m2e
ik×p. (2.40)

Непланарний вклад є специфiчним для некомутативної теорiї i призводить

до УФ/IЧ змiшування. Непланарний вклад дорiвнює

Γ
(2)
npl =

g2

96π2 (Λ
2
eff −m2 ln(

Λ2
eff

m2 )) , (2.41)

де

Λ2
eff =

1

1/Λ2 − piθ2
ijp

j

i Λ є параметр ультрафiолетового обрiзання. Очевидно, що якщо зовнiшний

iмпульс прямує до нуля p → 0, то непланарний вклад (2.41) квадратично

розбiгається. З iншого боку, для ненульового p, цей вклад є скiнченним зав-

дяки присутностi мойялiвського фазового фактора eik×p в другому доданку
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рiвняння (2.40), який швидко осцилює при великих k. Таким чином, хоча

мойялiвський фактор регуляризує УФ розбiжнiсть, вiн призводить до появи

IЧ розбiжностi iнтеграла. В такiй ситуацiї говорять про УФ/IЧ змiшування.

Покажемо, що присутнiсть експоненцiйно рiжучих факторiв в вершинах

взаємодiї (для полiв σ̃ i π) або еквiвалентно в пропагаторах (для полiв Σ i Π)

лiквiдує УФ/IЧ змiшування. Розглянемо, наприклад, однопетльову поправ-

ку до пропагатора поля π, яка генерується чотирьохчастинковою вершиною

взаємодiї Γ4π. Використовуючи дiю (2.11) спочатку знаходимо пропагатор в

деревинному наближеннi

D(tree)
π (p) ' 4π2

N |eB|[(1− e−
p2
⊥

2|eB| ) ln |eB|
m2 + e−

p2
⊥

2|eB|
∫ 1

0 du
p2
‖u

p2
‖u(1−u)+m2 ]

. (2.42)

Далi, використовуючи ефективну дiю (2.36), для вершини взаємодiї Γ4π ми

отримуємо наступну однопетльову непланарну поправку до пропагатора

N |eB|
4π3

∫
d4k

(2π)4e
−p2

⊥+k2
⊥

2|eB| e
i

eB (p1k2−p2k1)I(p‖, k‖)D(tree)
π (k), (2.43)

де

I(p‖, k‖) =

∫
d2l‖

(l2‖ + m2 + l‖ · p‖)[(p‖ − k‖ + l‖)2 + m2 − (p‖ − k‖ + l‖) · p‖] + p2
‖m

2

(l2‖ + m2)[(p‖ + l‖)2 + m2][(p‖ − k‖ + l‖)2 + m2][(l‖ − k‖)2 + m2)]
.

Таким чином, має маємо наступний iнтеграл по поперечним iмпульсам k⊥
∫

d2k⊥
(2π)2e

−p2
⊥+k2

⊥
2|eB| e

i
eB (p1k2−p2k1)D(tree)

π (k). (2.44)

Зрозумiло, що завдяки фактору e−k2
⊥/2|eB| i враховуючи, що D

(tree)
π (k) пря-

мує до константи для k2
⊥ → ∞, цей iнтеграл збiгається для всiх значень p⊥

включаючи p⊥ = 0 i тому УФ/IЧ змiшування вiдсутне. З iншого боку, якби

фактор e−
p2
⊥+k2

⊥
2|eB| був вiдсутнiй в (2.44), ми б отримали iнтеграл

∫
d2k⊥
(2π)2e

i
eB (p1k2−p2k1)D(tree)

π (k) , (2.45)
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який квадратично розбiгається при p⊥ = 0, тобто мало б мiсце УФ/IЧ змi-

шування. Спiввiдношення (2.23) мiж полями π i Π означає, що пропагатори

вiдповiдних полiв пов‘язанi наступним чином

DΠ(p) = e
−p2
⊥

2|eB|Dπ(p).

Зрозумiло, що хоча в цьому випадку вершини взаємодiї для полiв Π не мiстять

експоненцiйно рiжучий фактор e
−p2
⊥

2|eB| , цей фактор є присутнiм в пропагаторi

D
(tree)
Π (p) i тому знову УФ/IЧ змiшування вiдсутне.

2.2. Некомутативнiсть i ефективна дiя КЕД у зовнiшньому ма-

гнiтному полi

Починаючи з класичних робiт [196, 176], КЕД в сильному магнiтному по-

лi була ретельно дослiджена. В цьому параграфi ми розглянемо один аспект

КЕД в сильному магнiтному полi, а саме зв‘язок з некомутативною КЕД. В

попередньому параграфi ми показали, що динамiка нейтральних збуджень в

моделi НЙЛ в сильному магнiтному полi описується ефективною некомута-

тивною теорiєю. Природньо очiкувати, що також iснує зв‘язок мiж КЕД в

сильному магнiтному полi i некомутативною КЕД. Ми покажемо, що в на-

ближеннi найнижчого рiвня Ландау електромагнiтна U(1) калiбрувальна си-

метрiя фермiонного пропагатора трансформується в некомутативну U(1)nc

калiбрувальну симетрiю. В цьому режимi ефективна дiя тiсно пов‘язана з не-

комутативною КЕД i тотожностi Уорда електромагнiтної U(1) калiбрувальної

симетрiї порушенi (ми називаємо це явище LLL аномалiєю). Ми покажемо та-

кож, що ефективна дiя КЕД в сильному магнiтному полi вiдповiдає некомута-

тивнiй модифiкованiй КЕД, в якiй УФ/IЧ змiшування є вiдсутнiм, так само,

як це має мiсце для НЙЛ моделi в сильному магнiтному полi. Ми покаже-

мо також, що LLL аномалiя зникає при врахуваннi внескiв всiх вищих рiвнiв

Ландау i вiдповiдно вiдновлюється електромагнiтна U(1) калiбрувальна си-
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метрiя. Слiд зазначити, що це вiдновлення вiдбувається в досить витонченнiй

манерi. Хоча внесок кожного окремого вищого рiвня Ландау є подавленим в

iнфрачервонiй областi, їх сукупний внесок не є подавленим. Це явище, як ми

обґрунтуємо нижче, пов‘язано з важливою роллю просторової границi на не-

скiнченностi. Ми знайдемо також кiнематичну область для якої наближення

найнижчого рiвня Ландау є надiйним.

Для того, щоб динамiка КЕД в сильному магнiтному полi була пiд кон-

тролем, ми розглянемо теорiю з великою кiлькiстю N ароматiв фермiонiв

для якої ми можемо використовувати розклад по 1/N . Ми також будемо вва-

жати, що m задовольняє умовi mdyn ¿ m ¿
√
|eB|, де mdyn - динамiчна

маса фермiонiв, яка генерується в кiрально симетричнiй КЕД в постiйному

магнiтному полi [71, 72]. Умова mdyn ¿ m гарантує, що легкi псевдо-намбу-

голдстоунiвськi бозони вiдсутнi i єдиними частинками в низькоенергетичнiй

теорiї є фотони. Iнша умова m ¿
√
|eB| означає, що магнiтне поле є дуже

сильним.

Iнтегруючи по фермiонам ми знаходимо ефективну дiю для фотонiв в лi-

дируючому по 1/N порядку

Γ = Γ(0)+Γ(1), Γ(0) = −1

4

∫
d4x f 2

µν, Γ(1) = −iNTrLn [iγµ(∂µ − ieAµ)−m ] ,

(2.46)

де fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Aµ = Acl
µ + Ãµ, а класична частина електромагнiтного

поля дорiвнює

Acl
µ = (0,

Bx2

2
,−Bx1

2
, 0) (2.47)

i, очевидно, описує постiйне магнiтне поле направлене вздовж третьої вiсi

+x3.

Розглянемо спочатку ефективну дiю (2.46) в наближеннi найнижчого рiвня

Ландау. Для НЙЛ моделi ця проблема розглядалась в попередньому парагра-

фi. Вiдповiдне узагальнення на випадок КЕД є прямим. Ефективна дiя (2.46)
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в наближеннi НРЛ дорiвнює

ΓLLL = Γ(0)+Γ
(1)
LLL, Γ

(1)
LLL = −iN |eB|

2π

∫
d2x⊥Tr||

[
P Ln[iγ||(∂||−ieA||)−m]

]
∗
,

(2.48)

де ∗ є мойялiвським стар добутком, проектор P визначений в рiвняннi (2.38),

а поля A|| дорiвнють A|| = e
∇2
⊥

4|eB|A||, де A|| = (A0, A3) i ∇2
⊥ є оператором

Лапласа вiдносно поперечних координат. Завдяки тому, що P є проектором

на фермiоннi (антифермiоннi) стани зi спiном поляризованим вздовж (проти)

магнiтного поля, а однопетльовий член Γ
(1)
LLL в (2.48) включає тiльки поля

A|| = (A0,A3), тому що фермiони на найнижчому рiвнi Ландау взаємодiють

тiльки з цими компонентами електромагнiтного поля [71, 72].

Таким чином, ми бачимо, що ефективна дiя (2.48) визначає некомутативну

квантову теорiю поля з некомутуючими координатами x̂a
⊥, a = 1, 2

[x̂a
⊥, x̂b

⊥] = i
1

eB
εab ≡ iθab. (2.49)

Присутнiсть моялiвського стар добутку в Γ
(1)
LLL свiдчить про те, що Γ

(1)
LLL не

є iнварiантною вiдносно звичайної електромагнiтної U(1) калiбрувальної си-

метрiї, а iнварiантна вiдносно некомутативної U(1)nc симетрiї [193, 194] (в

подальшому ми опустимо iндекс || в калiбрувальних полях), яка визначає-

ться наступним чином

Aµ → U(x) ∗ Aµ ∗ U−1(x) +
i

e
U(x) ∗ ∂µU

−1(x) , (µ = 0, 3)

Fµν → U(x) ∗ Fµν ∗ U−1(x) , (µ, ν = 0, 3) (2.50)

де U(x) = (eiλ(x))∗ i Fµν дорiвнює

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ,Aν]MB , (2.51)

де

[Aµ,Aν]MB ≡ Aµ ∗ Aν −Aν ∗ Aµ (2.52)

є так звана мойялiвська дужка.
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Зрозумiло, що розклад по степеням похiдних для Γ
(1)
LLL повинен виражати-

ся через стар добутки Fµν враховуючи також коварiантнi похiднi

Γ
(1)
LLL = a0SF2 + a1SF3 + a2S(DF)2 + a3SD2F2 + · · · , (2.53)

де

SF2 ≡ −1

4

∫
d2x⊥d2x‖Fµν ∗ Fµν, SF3 ≡ ie

∫
d2x⊥d2x‖Fµν ∗ Fνλ ∗ F µ

λ ,

(2.54)

S(DF)2 ≡
∫

d2x⊥d2x‖DλFλµ ∗DρFρµ, SD2F2 ≡
∫

d2x⊥d2x‖DλFµν ∗DλFµν,

(2.55)

а коварiантна похiдна вiд Fµν дорiвнює DλFµν = ∂λFµν − ie[Aλ,Fµν]MB. Кое-

фiцiєнти ai, (i = 0, 1, 2, 3, · · · ) в рiвняннi (2.53) знаходяться з n-частинкових

фотонних вершинних функцiй

T
(n)
LLL = i

(ie)nN |eB|
2πn

∫
d2x⊥ d2x

||
1 · · · d2x||n tr

[
S||(x

||
1 − x

||
2)Â(x⊥, x

||
2) ...

×S||(x||n − x
||
1)Â(x⊥, x

||
1)

]
∗

(2.56)

шляхом розкладу по степеням зовнiшнiх iмпульсiв i Â ≡ γ||A||. Зокрема,

вершини T
(2)
LLL i T (3)

LLL (магнiтне поле явним чином порушує симетрiю вiдносно

зарядового спряження, тому трьохчастинкова вершинна функцiя вiдмiнна вiд

нуля) визначають коефiцiєнти a0, a1, a2 i a3 в (2.53)

a0 =
α̃

3π

|eB|
m2 , a1 =

1

60m2a0, a2 = − 1

10m2a0, a3 = 0, (2.57)

де α̃ ≡ Nα = Ne2/(4π).

Тотожностi Уорда для калiбрувальної електромагнiтної U(1) симетрiї ви-

магають поперечностi n-частинкової фотонної амплiтуди T µ1...µi...µn(x1, ..., xn)

по будь-якому iндексу µi, тобто ∂µi
T µ1...µi...µn(x1, ..., xn) = 0. Легко перевiри-

ти, що двохчастинкова вершинна функцiя T µ1µ2

LLL , яка визначає поляризацiйну

функцiю, є дiйсно поперечною. Покажемо тепер, що трьохчастинкова фун-

кцiя не є поперечною. Це означає, що тотожностi Уорда пов‘язанi з електро-
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магнiтною U(1) калiбрувальною симетрiєю порушенi в наближеннi найниж-

чого рiвня Ландау. В iмпульсному просторi ми маємо

T µ1µ2µ3

LLL (k1, k2, k3) = Ne3 |eB|
2π

sin

(
1

2
θabk

a
1⊥kb

2⊥

)
∆

µ1‖µ2‖µ3‖
LLL (k1 ‖, k2 ‖, k3 ‖) ,

(2.58)

де

∆
µ1‖µ2‖µ3‖
LLL (k1 ‖, k2 ‖, k3 ‖)

≡
∫

d2l‖
i(2π)2

tr
[
γµ1

‖ [(l̂ − k̂1)‖ + m] γµ2

‖ [(l̂ + k̂3)‖ + m] γµ3

‖ (ˆ̀‖ + m)
]

(l2‖ −m2)[(l − k1)2
‖ −m2][(l + k3)2

‖ −m2]
. (2.59)

i θab = εab/eB. Поперечна частина вершинної функцiї (2.58) вiдмiнна вiд нуля

i дорiвнює

k1µ1
T µ1µ2µ3

LLL (k1, k2, k3) = −2e

i
sin

(
1

2
θabk

a
1⊥kb

2⊥

) [
Πµ2µ3

‖ (k2 ‖)− Πµ2µ3

‖ (k3 ‖)
]
,

(2.60)

де

Πµν
‖ (k‖) = i

2α̃|eB|
π

(
gµν
‖ −

kµ
‖k

ν
‖

k2
‖

)
Π(k2

‖),

Π(k2
‖) ≡ 1 +

2m2

k2
‖
√

1− 4m2

k2
‖

ln

1 +

√
1− 4m2

k2
‖

−1 +

√
1− 4m2

k2
‖

, (2.61)

а g‖ = diag(1,−1) (зауважимо, що Πµν
‖ спiвпадає з поляризацiйним тензором

(1+1)-вимiрної КЕД, якщо параметр 2α̃|eB| замiнити константою зв‘язку e2
1

КЕД1+1). Таким чином, тотожностi Уорда електромагнiтної калiбрувальної

U(1) симетрiї порушенi в наближеннi найнижчого рiвня Ландау. Причина

цього цiлком зрозумiла. Дiйсно вершиннi функцiї T
(n)
LLL визначаються Γ

(1)
LLL

частиною ефективної дiї, яка неiнварiантна вiдносно електромагнiтної U(1)

калiбрувальної симетрiї. Нагадаємо, що T
(n)
LLL є iнварiантною вiдносно некому-

тативної U(1)nc групи симетрiї. Тому тотожностi Уорда для вершинних фун-

кцiй T
(n)
LLL вiдображають не U(1) калiбрувальну симетрiю, а некомутативну

U(1)nc симетрiю.
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Вiдзначимо, що хоча дiя (2.48) i визначає деяку некомутативну теорiю, во-

на iстотно вiдрiзняється вiд некомутативної КЕД, яка розглядається в лiте-

ратурi. Так само як i попередньому параграфi ми знаходимо, що пропагатор

для полiв Aµ = e
∇2
⊥

4|eB|Aµ має експоненцiйно рiжучий фактор e
−p2
⊥

2|eB| i швидко

прямує до нуля для великих значень поперечних iмпульсiв. Нагадаємо, що

згiдно з аналiзом в попередньому параграфi цей фактор є вiдповiдальним за

вiдсутнiсть УФ/IЧ змiшування в теорiї.

Покажемо тепер, що врахування внескiв всiх вищих рiвнiв Ландау вiднов-

лює електромагнiтну U(1) калiбрувальну симетрiю, яка порушується в набли-

женнi найнижчого рiвня Ландау. Для цього ми розглянемо трьохчастинкову

вершинну функцiю замiнюючи один з трьох пропагаторiв найнижчого рiвня

Ландау повним пропагатором. Тодi для кожного вищого n ≥ 1 рiвня Лан-

дау внески в трьохчастинкову функцiю першого, другого i третього членiв

дорiвнюють вiдповiдно

∆
µ‖ν‖λ‖
HLL (p, q, k) ∼ (−1)n

n|eB| fµνλ
‖ (p‖, q‖, k‖), (2.62)

∆
µ⊥ν⊥λ‖
HLL (p, q, k) ∼ (−1)n

n|eB|
[

gµν
⊥ h1(p⊥, q⊥, k⊥) + εµν

⊥ h2(p⊥, q⊥, k⊥)sign(eB)
]

×
(

qλ
‖ −

(q · k)‖
k2
‖

kλ
‖

)
Π(k2

‖), (2.63)

∆
µ⊥ν‖λ‖
HLL (p, q, k) ∼ (−1)n

n|eB| hµ⊥
3 (p⊥, q⊥, k⊥)

(
gνλ
‖ −

kν
‖k

λ
‖

k2
‖

)
Π(k2

‖), (2.64)

де g⊥ = diag(−1,−1), (p · q)‖ = p0q0 − p3q3, а fµνλ
‖ , h1,2 i hµ⊥

3 є гладкими фун-

кцiями iмпульсiв. Як i очiкувалось, внесок кожного окремого вищого рiвня

Ландау є подавленим як 1/|eB| в iнфрачервонiй областi, однак їх загальний

внесок не є подавленим. Дiйсно, використовуючи спiввiдношення [197]

(1− z)−(α+1) exp

(
xz

z − 1

)
=

∞∑
n=0

Lα
n(x)zn (2.65)
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i iнтегруючи його по z, ми обчислюємо суму по всiх рiвнях Ландау i знаходимо

наступну трьохчастинкову вершинну функцiю, яка задовольняє тотожностi

Уорда для електромагнiтної U(1) калiбрувальної симетрiї

T µ1µ2µ3(k1, k2, k3) = T µ1µ2µ3

LLL (k1, k2, k3) + T µ1µ2µ3

HLL1 (k1, k2, k3) + T µ1µ2µ3

HLL2 (k1, k2, k3),

(2.66)

де ми маємо

T µ1µ2µ3

HLL1 (k1, k2, k3) =
2e

i
sin

(
1

2
θabk

a
1⊥kb

2⊥

) [
−kµ1

1⊥
~k2

1⊥

(
Πµ2µ3

‖ (k2‖)− Πµ2µ3

‖ (k3‖)
)

+
kµ1

1⊥kµ2

2⊥ − kµ2

1⊥kµ1

2⊥ − (~k1 · ~k2)⊥gµ1µ2

⊥
~k2

1⊥ ~k2
2⊥

k2‖ νΠ
µ3ν
‖ (k3‖)

+ перестановки (k1, µ1), (k2, µ2) i (k3, µ3)

]
, (2.67)

T µ1µ2µ3

HLL2 (k1, k2, k3) = −2e

i
sign(eB)

[ {
exp

(
−(~k1 · ~k2)⊥

2|eB|

)

− cos

(
1

2
θabk

a
1⊥kb

2⊥

)} (
kµ2

1⊥εab
⊥ka

1⊥kb
2⊥ + (~k1 · ~k2)⊥εµ2b

⊥ kb
1⊥

~k2
1⊥ ~k2

2⊥
Πµ3µ1

‖ (k3‖)

+
kµ1

2⊥εab
⊥ka

2⊥kb
1⊥ + (~k2 · ~k1)⊥εµ1b

⊥ kb
2⊥

~k2
1⊥ ~k2

2⊥
Πµ2µ3

‖ (k3‖) +
gµ1µ2

⊥ εab
⊥ka

1⊥kb
2⊥ + εµ1µ2

⊥ (~k1 · ~k2)⊥
~k2

1⊥ ~k2
2⊥

k2‖νΠ
µ3ν
‖ (k3‖)

)
+ перестановки (k1, µ1), (k2, µ2) i (k3, µ3)

]
(2.68)

i (~p ·~q)⊥ = p1q1+p2q2. Цi внески обумовленi членами з одним повним пропага-

тором, якi визначенi в рiвняннях (2.63) i (2.64). Аналогiчний внесок з ∆
µ‖ν‖λ‖
HLL

в рiвняннi (2.62) виявився вищого порядку по 1/|eB| i тому ми знехтували

ним. Використовуючи рiвняння (2.60), (2.67) i (2.68), легко перевiрити, що

трьохчастинкова вершинна функцiя T µ1µ2µ3 є поперечною. Скорочення вiдбу-

вається мiж доданками T µ1µ2µ3

LLL i T µ1µ2µ3

HLL1 , а T µ1µ2µ3

HLL2 є поперечним сам по собi.

Чи iснує область в якiй внесок найнижчого рiвня Ландау є домiнуючим?

Покажемо, що це область iмпульсiв ~k2
i⊥ À |k2

i‖|. В цьому випадку лiдируючi
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члени в розкладi вершинних функцiй вiдносно степенi ki‖ дорiвнюють

T µ1µ2µ3

LLL (k1, k2, k3) = −2eα̃

3π

|eB|
m2 sin

(
1

2
θabk

a
1⊥kb

2⊥

)

[
(k2 − k3)

µ1

‖ gµ2µ3

‖ + (k3 − k1)
µ2

‖ gµ3µ1

‖ + (k1 − k2)
µ3

‖ gµ1µ2

‖

]
, (2.69)

T µ1µ2µ3

HLL1 (k1, k2, k3) = −2eα̃

3π

|eB|
m2 sin

(
1

2
θabk

a
1⊥kb

2⊥

) [
−kµ1

1⊥
~k2

1⊥

{
(k2

2‖ − k2
3‖)g

µ2µ3

‖

−kµ2

2‖k
µ3

2‖ + kµ2

3‖k
µ3

3‖
}

+
kµ1

1⊥kµ2

2⊥ − kµ2

1⊥kµ1

2⊥ − (~k1 · ~k2)⊥gµ1µ2

⊥
~k2

1⊥ ~k2
2⊥

{
k2

3‖k
µ3

2‖ − (k2 · k3)‖k
µ3

3‖
}

+ перестановки (k1, µ1), (k2, µ2) i (k3, µ3)

]
, (2.70)

T µ1µ2µ3

HLL2 (k1, k2, k3) =
2eα̃

3π

eB

m2

[ {
exp

(
−(~k1 · ~k2)⊥

2|eB|

)
− cos

(
1

2
θabk

a
1⊥kb

2⊥

) }

×
(

kµ2

1⊥εab
⊥ ka

1⊥kb
2⊥ + (~k1 · ~k2)⊥εµ2b

⊥ kb
1⊥

~k2
1⊥ ~k2

2⊥

{
k2

3‖g
µ3µ1

‖ − kµ3

3‖k
µ1

3‖
}

+
kµ1

2⊥εab
⊥ ka

2⊥kb
1⊥ + (~k2 · ~k1)⊥εµ1b

⊥ kb
2⊥

~k2
1⊥ ~k2

2⊥

{
k2

3‖g
µ2µ3

‖ − kµ2

3‖k
µ3

3‖
}

+
gµ1µ2

⊥ εab
⊥ ka

1⊥kb
2⊥ + εµ1µ2

⊥ (~k1 · ~k2)⊥
~k2

1⊥ ~k2
2⊥

{
k2

3‖k
µ3

2‖ − (k2 · k3)‖k
µ3

3‖
} )

+ перестановки (k1, µ1), (k2, µ2), i (k3, µ3)

]
. (2.71)

Iз цих виразiв випливає, що внесок обумовлений найнижчим рiвнем Ландау

дiйсно є домiнуючим в цiй областi. Вiдзначимо, що хоча вершинна функцiя

T µ1µ2µ3

HLL1 є подавленою в цiй областi, вона є вирiшальною для вiдновлення тото-

жностей Уорда електромагнiтної U(1) калiбрувальної симетрiї. Це можливо

тому, що в той час як в тотожностях Уорда вершинна функцiя T µ1µ2µ3

HLL1 множи-

ться на великий поперечний iмпульс k⊥, вершинна функцiя T µ1µ2µ3

LLL множиться

тiльки на малий iмпульс k‖. Цей результат є досить важливим тому, що як
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було вiдзначено в роботi [71] саме область iмпульсiв ~k2
i⊥ À |k2

i‖| дає домiную-

чий внесок в рiвняння Швiнгера-Дайсона для динамiчної фермiонної маси в

КЕД в сильному магнiтному полi.

Наостанок вiдзначимо також, що розмiр областi де локалiзованi хвильовi

функцiї вищих рiвнiв Ландау росте без обмеження при n → ∞. Ми бачи-

ли також, для калiбрувальної iнварiантностi необхiдно врахувати вклад усiх

рiвнiв Ландау. Це означає, що динамiка теорiї на границi є дуже важливою

i це нагадує ситуацiю з крайовими станами в квантовому ефектi Хола [198] i

показує важливiсть динамiки бiля границi в теорiях у сильному магнiтному

полi.

2.3. Кiральна динамiка в КЕД у зовнiшньому магнiтному полi

В попередньому параграфi ми розглянули ефективну теорiю для фотонно-

го поля в КЕД в сильному магнiтному полi i показали, що вона визначається

некомутативною моделлю. В другому параграфi цього роздiлу ми дослiдили

кiральну динамiку нейтральних станiв в НЙЛ моделi, де має мiсце динамiчне

порушення кiральної симетрiї в сильному магнiтному полi. Модель НЙЛ є

моделлю з локальною чотирьохфермiонною взаємодiєю i нейтральнi складе-

нi стани можуть бути описанi допомiжними полями Хабарда-Стратоновича.

Згiдно з [71, 72] динамiчне порушення кiральної симетрiї вiдбувається та-

кож i в КЕД в сильному зовнiшньому магнiтному полi. Однак на вiдмiну вiд

моделi НЙЛ нейтральнi намбу-голдстоунiвськi бозони в КЕД є складними

нелокальними об‘єктами i тому виникає питання чи описується їх динамiка в

сильному магнiтному полi також деякою ефективною некомутативною теорi-

єю? Це питання ми розглянемо в цьому параграфi i покажемо, що кiральна

динамiка нейтральних станiв в КЕД у сильному магнiтному полi описується

складною нелокальною некомутативною теорiєю в якiй структура вершин
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взаємодiї суттєво вiдрiзняється вiд вершин взаємодiї звичайних некомутатив-

них теорiї розглянутих в лiтературi. Коротко ми вiдзначимо також зв‘язок

динамiки цих теорiй з моделями в фiзицi твердого тiла, якi описують кван-

товий ефект Хола.

2.3.1. Ефективна дiя для намбу-голдстоунiвських бозонiв в КЕД.

Динамiчне порушення кiральної симетрiї в КЕД в сильному магнiтному полi

було розглянуто в роботах [71, 72]. Було показано, що iснує спецiальна не-

локальна калiбровка, в якiй теорiя допускає самоузгоджений аналiз. Повний

фотонний пропагатор в цiй калiбровцi має вигляд

Dµν(k) = i
g
‖
µν

k2 + k2
‖ Π(k2

⊥, k2
‖)

+ i
g⊥µνk

2 − (k⊥µ k⊥ν + k⊥µ k
‖
ν + k

‖
µk⊥ν )

(k2)2 , (2.72)

де Π(k2
⊥, k2

‖) - поляризацiйна функцiя, а символи ⊥ i ‖ в gµν та kµ пов‘язанi з

(1, 2) i (0, 3) координатами вiдповiдно. Згiдно [71, 72] поперечнi ступенi вiль-

ностi неважливi в наближеннi найнижчого рiвня Ландау i тому тiльки перший

член в фотонному пропагаторi Dµν (2.72), пропорцiйний g
‖
µν, є суттєвим. То-

му в якостi повного фотонного пропагатора в цiй спецiальнiй калiбровцi ми

можемо використовувати наступний пропагатор

Dµν(k) = i
g
‖
µν

k2 + k2
‖Π(k2

⊥, k2
‖)

. (2.73)

Як було показано в роботах [71, 72] область iмпульсiв m2
dyn ¿ |k2

‖| , k2
⊥ ¿

|eB| є найбiльш важливою для генерацiї маси. В цiй областi фермiони можуть

розглядатися як безмасовi i в цьому випадку поляризацiйна функцiя дорiвнює

Π(k2
⊥, k2

‖) ' −2α̃b|eB|
πk2

‖
, (2.74)

де α̃b ≡ Nfαb =
Nfe2

b

4π , Nf - число ароматiв фермiонiв, а αb - бiжуча кон-

станта зв‘язку КЕД обчислена в точцi µ =
√
|eB|. Таким чином, фотонний
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пропагатор (2.73) приймає вигляд

Dµν(x) =
i

(2π)4

∫
d4k e−ikx g

‖
µν

k2 −M 2
γ

, (2.75)

де M 2
γ = 2α̃b|eB|/π. В режимi слабкого зв‘язку з α̃b = Nfαb ¿ 1 динамiчно

згенерована фермiонна маса дорiвнює

mdyn = C|eB|1/2F (α̃b) exp

[
− πNf

α̃b ln(C1/α̃b)

]
, (2.76)

де F (α̃b) ' (α̃b)
1/3, C1 ' 1.82 i C - чисельна константа порядку одиницi. В

режимi сильного зв‘язку для Nf À 1 динамiчна маса дорiвнює

mdyn '
√
|eB|exp(−Nf). (2.77)

З необхiдними модифiкацiями ця теорiя була узагальнена на випадок КХД в

сильному магнiтному полi в роботi [199]. Ця робота поряд iз вищезгаданими

роботами [69, 72] будуть суттєвими елементами в нашому аналiзi в цьому

параграфi.

КЕД з Nf безмасовими ароматами фермiонiв має SU(Nf)L× SU(Nf)R кi-

ральну симетрiю. Генерацiя фермiонної маси порушує цю симетрiю до SU(Nf)V

i як результат призводить до появи N 2
f−1 нейтральних намбу-голдстоунiвських

бозонiв πA, A = 1, 2, ..., N 2
f−1 (ми не розглядаєм аномальну U(1)A симетрiю).

Наша цiль в цьому параграфi це знайти вершини взаємодiї для безмасових

намбу-голдстоунiвських бозонiв πA в наближеннi найнижчого рiвня Ландау i

з’ясувати чи вiдповiдає їх структура деякiй некомутативнiй квантовiй теорiї

поля. Iнтегруючи по полю Aµ ми знаходимо наступну нелокальну ефективну

дiю для фермiонiв в КЕД в зовнiшньому магнiтному полi

S =

∫
d4x ψ̄iγµDµψ − 2iπαb

∫
d4xd4y ψ̄(x)γµψ(x)D(0)

µν (x− y)ψ̄(y)γνψ(y),

(2.78)

де затравочний пропагатор, який має структуру пропагатора (2.73), дорiвнює

D(0)
µν (x− y) =

i

(2π)4

∫
d4k e−ik(x−y) g

‖
µν

k2 ,



100

Dµ = ∂µ − ieAext
µ - коварiантна похiдна, а Aext

µ = (0, Bx2

2 , −Bx1

2 , 0) описує в

симетричнiй калiбровцi постiйне магнiтне поле направлене вздовж вiсi +x3.

Використовуючи метод допомiжних полiв розвинутий для нелокальних вза-

ємодiй в роботах [200, 200], ми додаємо наступний член до дiї (2.78)

∆S = −2iπαb

∫
d4xd4y tr

{
γµ [ϕb

a(x, y)− ψa(x)ψ̄b(y)] γν

×[ϕa
b(y, x)− ψb(y)ψ̄a(x)]

}
D(0)

µν (x− y), (2.79)

де ϕb
a(x, y) є допомiжне бiлокальне поле з iндексами a i b фундаментального

представлення SU(Nf). Тодi ми знаходимо

S =

∫
d4x ψ̄iγµDµψ − 4iπαb

∫
d4xd4y ψ̄(x)γµϕ(x, y)γνψ(y)D(0)

µν (x− y)

−2iπαb

∫
d4xd4y tr [γµ ϕ(x, y) γν ϕ(y, x)] D(0)

µν (x− y). (2.80)

Iнтегруючи по фермiонам ми маємо

S(ϕ) = −iTrLn
[
γµiDµδ

4(x− y)− 4iπαbγ
µϕ(x, y)γνD(0)

µν (x− y)
]

−2iπαb

∫
d4xd4y tr[γµϕ(x, y)γνϕ(y, x)]D(0)

µν (x− y), (2.81)

де Tr i Ln є функцiональними операцiями.

Згiдно [201], ми можемо розкласти ϕ(x, y) наступним чином

ϕ(x, y) = ϕ0(x, y) + ϕ̃(x, y), (2.82)

ϕ̃(x, y) =
∑

n

∫
d4P

(2π)4φn(P )χ(l)
n (x, y; P ) , (2.83)

де ϕ0(x, y) задовольняє рiвняння

δS

δϕ
= 0, (2.84)

яке еквiвалентне рiвнянню Швiнгера-Дайсона

S−1
(l) (x, y) = S−1

0 (x, y)− 4παbγ
µS(l)(x, y)γνD(0)

µν (x− y), (2.85)
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в якому S0 є вiльним фермiонним пропагатором, а S(l) ≡ ϕ0 - повний про-

пагатор в драбинному наближеннi. В рiвняннi (2.83) оператор φn(P ) описує

нейтральний складений стан |n, P >, а χ
(l)
n (x, y; P ) є розв‘язками поза масової

оболонки наступного рiвняння Бете-Солпiтера в драбинному наближеннi

χ(l)(x, y; P ) = 4παbλ(P )

∫
d4x1d

4y1 S(l)(x, x1) γµχ(l)(x1, y1; P ) γν

×S(l)(y1, y) D(0)
µν (x1 − y1). (2.86)

Множник λ(P ) 6= 1 в цьому рiвняннi дозволяє розглядати стани поза ма-

совою оболонкою з довiльною масою M 2 = P 2. Стани на масовiй оболонцi

вiдповiдають λ(P ) = 1.

Використовуючи рiвняння (2.82) i (2.85), дiя (2.81) може бути представлена

наступним чином

S(ϕ̃) = −iTrLn
[
S−1

(l) (x, y)− 4παbγ
µϕ̃(x, y)γνD(0)

µν (x− y)
]

−2iπαb

∫
d4xd4y tr[γµ(ϕ0(x, y) + ϕ̃(x, y))γν(ϕ0(y, x) + ϕ̃(y, x))]D(0)

µν (x− y).

(2.87)

Розкладаючи тепер дiю S(ϕ̃) по ступеням ϕ̃ i нехтуючи частиною, яка не

залежить вiд ϕ̃ ми отримуємо

S(ϕ̃) =
∞∑

n=2

i

n

∫
d4x1d

4y1 ... d4xnd
4yn tr [S(l)(x1, y1)ϕD(y1, x2)S(l)(x2, y2)

×ϕD(y2, x3) . . . S(l)(xn−1, yn)ϕD(yn, x1) ]

−2iπαb

∫
d4xd4ytr[γµϕ̃(x, y)γνϕ̃(y, x)]D(0)

µν (x− y), (2.88)

де

ϕD(x, y) = 4παbγ
µϕ̃(x, y)γνD(0)

µν (x− y).

Завдяки тому, що ϕ0 задовольняє рiвняння ШД (2.84), член лiнiйний по ϕ̃

вiдсутнiй в (2.88).
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Рiвняння ШД в покращенному драбинному наближеннi для фермiонного

пропагатора має форму

S−1(x, y) = S−1
0 (x, y)− 4παbγ

µS(x, y)γνDµν(x− y), (2.89)

де фотонний пропагатор Dµν(x) визначений в рiвняннi (2.75). Рiвняння Бете-

Солпiтера поза масовою оболонкою в покращенному драбинному наближеннi

має вигляд

χ(x, y; P ) = 4παbλ(P )

∫
d4x1d

4y1 S(x, x1) γµχ(x1, y1; P ) γνS(y1, y) Dµν(x1−y1).

(2.90)

Порiвняння (2.89) i (2.90) з рiвняннями (2.85) i (2.86) показує, що в покращен-

ному драбинному наближеннi ефективна дiя (2.88) повинна бути замiнена на

наступну

S(ϕ̃) =
∞∑

n=2

i

n

∫
d4x1d

4y1 ... d4xnd
4yn tr [S(x1, y1)ϕD(y1, x2)S(x2, y2)

×ϕD(y2, x3) . . . S(xn−1, yn)ϕD(yn, x1) ]

−2iπαb

∫
d4xd4ytr[γµϕ̃(x, y)γνϕ̃(y, x)]Dµν(x− y), (2.91)

де

ϕD(x, y) = 4παbγ
µϕ̃(x, y)γνDµν(x− y) ,

ϕ̃(x, y) =
∑

n

∫
d4P

(2π)4φn(P )χn(x, y; P ), (2.92)

а χn(x, y; P ) є розв‘язками поза масовою оболонкою рiвняння Бете-Солпiтера

(2.90).

Функцiї φn(P ) в рiвняннi (2.92) описують нейтральнi фермiон-антифермiоннi

складенi стани. Опис їх вершин взаємодiї в КЕД є дуже складною проблемою.

Ми розглянемо вершини взаємодiї тiльки для намбу-голдстоунiвських бозо-

нiв φA(P ). В магнiтному полi бете-солпiтеровська амплiтуда стану |A; P >,

яка задовольняє рiвняння (2.90), має наступну форму [70]

χA(x, y; P ) ≡< 0|Tψ(x)ψ̄(y)|A; P >= e−iPXeierµAext
µ (X)χ̃A(r; P ), (2.93)
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де r = x − y, X = x+y
2 i, що важливо, функцiя χ̃A(r; P ) не залежить вiд

координат центра мас. Цей факт вiдображає присутнiсть групи магнiтних

трансляцiй в дослiджуванiй проблемi. Що ж стосується SU(Nf) структури

χ̃A(r; P ), вона є наступною

χ̃A(r; P ) =
λA

2
χ̃(r; P ), (2.94)

де λA є N 2
f − 1 матрицями в фундаментальному представленнi SU(Nf).

Далi записуючи рiвняння Бете-Солпiтера (2.90) в iмпульсному просторi ми

отримуємо

χ̃A(p; P ) =
16παbλ(P )

|eB|2
∫

d2q⊥d2A⊥d2k⊥d2k||
(2π)6 ei(P⊥−q⊥)×(A⊥−p⊥)e−

(~p⊥+ ~A⊥)2

2|eB| e−
~q2⊥

2|eB|

× S||(p|| +
P||
2

)γµχ̃A(k; P )γνS||(p|| −
P||
2

)Dµν(k|| − p||, ~k⊥ − ~A⊥), (2.95)

де p⊥× q⊥ ≡ εabpaqb

eB . Використовуючи замiну змiнної ~u⊥ = ~A⊥−~k⊥ i представ-

ляючи χ̃A як

χ̃A(p; P ) = e−
~p2
⊥

|eB|e−iP⊥×p⊥fA(p; P ), (2.96)

ми iнтегруємо по q⊥ в (2.95) i знаходимо наступне рiвняння для fA(p; P )

fA(p; P ) =
8αbλ(P )

|eB|
∫

d2u⊥d2k⊥d2k||
(2π)4 eiP⊥×u⊥e−

(~u⊥+~k⊥)2

|eB| e−
~k2
⊥

|eB|

× S||(p|| +
P||
2

)γµfA(k; P )γνS||(p|| −
P||
2

)Dµν(k|| − p||, ~u⊥). (2.97)

В силу того, що права частина (2.97) не мiстить p⊥, ми робимо висновок,

що fA(p; P ) не залежить вiд p⊥, тобто вона є функцiєю тiльки вiд p|| i P .

Iнтегруючи по k⊥ ми маємо

fA(p||; P ) = 4παbλ(P )

∫
d2u⊥d2k||

(2π)4 eiP⊥×u⊥e−
~u2
⊥

2|eB|S||(p|| +
P||
2

)γµfA(k||; P )γν

×S||(p|| −
P||
2

)Dµν(k|| − p||, ~u⊥). (2.98)
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Ми розглянемо динамiку тiльки у випадку нульового P|| = 0, тобто для

φA(P ) = (2π)2δ2(P||)φA(P⊥) коли функцiя ϕ̃(x, y) в рiвняннi (2.92) є

ϕ̃(x, y) =

∫
d2P⊥
(2π)2φ

A(P⊥)χA(x, y; P⊥) (2.99)

i бете-солпiтеровська амплiтуда χA залежить тiльки вiд P⊥. Для P|| = 0 образ

Фур‘є φA в координатному просторi залежить тiльки вiд координат X⊥, а так

як некомутативнiсть зв‘язана з поперечними координатами, то цього нам цiл-

ком достатньо (залежнiсть вiд координат P|| була розглянута нами в роботi

[84]). Вiдзначимо, що у випадку нелокальної взаємодiї проблема зв‘язаного

стану є дуже складною i лише факторизацiя залежностi вiд повздовжних i

поперечних координат дозволяє нам знайти в явному виглядi вершини взає-

модiї для намбу-голдстоунiвських бозонiв при ненулевих iмпульсах.

Для P|| = 0 легко бачити, що за винятком множникiв λ(P⊥) i eiP⊥×u⊥,

структура рiвняння (2.98) є подiбною до рiвняння Бете-Солпiтера для намбу-

голдстоунiських бозонiв з P⊥ = P|| = 0, яке було дослiджено в роботi [70].

Використовуючи вiдповiднi результати отриманi в роботi [70], ми знаходимо

fA(p||; P⊥) = S||(p||)FA(p||; P⊥)γ51− iγ1γ2

2
S||(p||), (2.100)

де FA(p||; P⊥) є скалярною функцiєю, яка задовольняє наступному рiвнянню

в евклiдовому просторi

FA(p||; P⊥) = 8παbλ(P⊥)

∫
d2u⊥d2k||

(2π)4

FA(k||; P⊥)

k2
|| + m2

eiP⊥×u⊥e−
~u2
⊥

2|eB|

(k|| − p||)2 + ~u2
⊥ + M 2

γ

,

(2.101)

де було використано також рiвняння (2.75).

Тепер приймаючи до уваги рiвняння (2.93), (2.96) та (2.100) i iнтегруючи

по p⊥ в образi Фур’є, ми знаходимо бете-солпiтеровську амплiтуду в коорди-

натному просторi

χA(x, y; P⊥) = P (x⊥, y⊥)

∫
d2p||

2(2π)2e
i ~P⊥

~x⊥+~y⊥
2 e−ip||(x||−y||)e−

~P2
⊥

4|eB|e
εabPa

⊥(xb
⊥−yb

⊥)sign(eB)

2
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× S||(p||)FA(p||; P⊥)γ51− iγ1γ2

2
S||(p||). (2.102)

Далi пiдставляючи бiлокальне поле ϕ̃(x, y) з рiвняння (2.99) в дiю (2.91) i

використовуючи рiвняння Бете-Солпiтера (2.90) ми отримуємо ефективну дiю

в наступнiй формi

S(ϕ̃) =
∞∑

n=2

i

n

∫
d4x1d

4y1...d
4xnd

4yn

∫
d2P 1

⊥ ... d2P n
⊥

(2π)2n
φA1(P⊥

1 ) ... φAn(P⊥
n )

× tr [S−1
LLL(x1, y1)χ

A1(y1, x2; P
⊥
1 ) . . . S−1

LLL(xn−1, yn)χ
An(yn, x1; P

⊥
n )]

Πn
i=1λ(P⊥

i )

− i

2

∫
d4x1d

4y1d
4x2d

4y2

∫
d2P 1

⊥d2P 2
⊥

(2π)4 φA1(P⊥
1 )φA2(P⊥

2 )

×tr[χA1(x1, y1; P
⊥
1 )S−1

LLL(y1, y2)χ
A2(y2, x2; P

⊥
2 )S−1

LLL(x2, x1)]

λ(P⊥
1 )

. (2.103)

Використовуючи рiвняння (2.102), пропагатор SLLL(x, y) в наближеннi най-

нижчого рiвня Ландау (2.13) i той факт, що P (x⊥, y⊥) є проекцiйним операто-

ром, ми можемо проiнтегрувати по всiх координатах в ефективнiй дiї (2.103)

так само як ми це зробили в параграфi 2.1.2 цього роздiлу коли ми розглядали

модель НЙЛ. Тодi ми отримуємо ефективну дiю

S(φ) =
∞∑

n=2

Γn,

де вершини взаємодiї Γn для n > 2 є

Γn =
πi|eB|
2n−1n

∫
d2X||

∫
d2k||
(2π)2

∫
d2P⊥

1

(2π)2 ...
d2P⊥

n

(2π)2 δ2(
n∑

i=1

~P⊥
i ) φA1(P⊥

1 ) . . . φAn(P⊥
n )

× tr
[
S||(k||)FA1(k||; P⊥

1 )γ51− iγ1γ2

2
. . . S||(k||)FAn(k||; P⊥

n )γ51− iγ1γ2

2

]

×e−
i
2

∑
i<j P⊥i ×P⊥j

Πn
i=1λ(P⊥

i )
, (2.104)

а квадратична частина ефективної дiї визначається рiвнянням

Γ2 = −i|eB|
16π

∫
d2X||

∫
d2k||
(2π)2

∫
d2P⊥
(2π)2

λ(P⊥)− 1

λ2(P⊥)
φA1(P⊥)
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× tr
[
S||(k||)FA1(k||; P⊥)γ51− iγ1γ2

2
S||(k||)FA2(k||;−P⊥)γ51− iγ1γ2

2

]
φA2(−P⊥).

(2.105)

2.3.2. Нелокальнi квантовопольовi теорiї I i II типу. З‘ясуємо тепер

коли вершини (2.104) можуть бути представленi в стандартнiй для некому-

тативних теорiй формi?

Для того, щоб вiдповiсти на це питання, зручно на деякий час проiгнорува-

ти той факт, що функцiя FA(p||; P⊥) в (2.104) є розв‘язком рiвняння (2.101) i

розглянути її як довiльну функцiю p|| i P⊥. Тодi порiвнюючи рiвняння (2.104)

i (2.22) неважко побачити, що якщо функцiя F (p||; P⊥), яка визначена рiвня-

нням

FA(p||; P⊥) = (λA/2) F (p||; P⊥), (2.106)

має факторизовану форму

F (p||; P⊥) = F||(p||)F⊥(P⊥), (2.107)

тодi iснує вiдображення полiв φA(P⊥) в новi поля в термiнах яких вершиннi

функцiї Γn (2.104) приймають стандартну форму (2.22). Дiйсно, якщо ми

визначимо новi поля

ΦA(P⊥) =
F⊥(P⊥)

λ(P⊥)
φA(P⊥) , (2.108)

проiнтегруємо по k|| i обчислимо слiд по дiракiвським iндексам, тодi ми отри-

маємо стандартну форму для Γn

Γn = Cn|eB|
∫

d2X||

∫
d2P⊥

1

(2π)2 ...
d2P⊥

n

(2π)2 δ2(
n∑

i=1

~P⊥
i )

× tr
[
Φ̄(P⊥

1 ) . . . Φ̄(P⊥
n )

]
e−

i
2

∑
i<j P⊥i ×P⊥j , Φ̄ ≡ (λA/2)ΦA, (2.109)

де Cn є деяка константа. Пропагатор цих полiв визначається квадратичною

частиною дiї (2.105)

Γ2 = C2|eB|
∫

d2X||

∫
d2P⊥
(2π)2 (λ(P⊥)− 1) tr

[
Φ̄(P⊥) Φ̄(−P⊥)

]
. (2.110)
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Таким чином, в термiнах нових полiв ΦA(P⊥), вершини (2.104) можуть бути

переписанi в стандартнiй формi.

В координатному просторi вершини взаємодiї (2.109) дорiвнюють

Γn =
Cn

4π2 |eB|
∫

d2X||

∫
d2X⊥ tr

[
Φ̄(X⊥) ∗ ... ∗ Φ̄(X⊥)

]
, (2.111)

де ∗ є мойялiвським стар добутком вiдносно поперечних координат. В про-

сторi з некомутативними координатами X̂a
⊥, a = 1, 2 цi вершини можуть бути

представленi наступним чином

Γn =
Cn

4π2 |eB|
∫

d2X||Tr [ ˆ̄Φ(X̂⊥)... ˆ̄Φ(X̂⊥)], (2.112)

де ˆ̄Φ(X̂) - символ Вейля поля Φ̄(X), а операцiя Tr визначена як в роботах

[193, 194]. Ми будемо називати теорiї з факторизованою функцiєю F (p||; P⊥)

нелокальними некомутативними квантовими теорiями поля I типу.

Якщо функцiя F (p||; P⊥) в рiвняннi (2.106) не є факторизованою, тодi не-

можливо представити вершини взаємодiї (2.104) в стандартнiй формi для вер-

шин взаємодiї звичайної некомутативної КТП. Наприклад, факторiзацiя вiд-

сутня для F (p||; P⊥) визначеної iнтегральним рiвнянням (2.101) з M 2
γ ¿ |eB|

(ми розглянемо цей випадок нижче в параграфi 2.3.3). Однак, виявляється,

що навiть в цьому випадку все ще можливо представити вершини (2.104) як

деякi нелокальнi вершини в некомутативному просторi. Дiйсно, ми можемо

переписати (2.104) наступним чином

Γn =
i|eB|

2n+1πn

∫
d4X

[
V A1...An

n (−i∇⊥
1 , ...,−i∇⊥

n )

× φA1(X⊥
1 ) ∗ ... ∗ φAn(X⊥

n )
] |X⊥

1 =X⊥
2 =...=X⊥, (2.113)

де всi поперечнi координати приймають одне i теж значення X⊥
1 = X⊥

2 =

... = X⊥ пiсля дiї псевдодиференцiального, в загальному випадку, оператора

V A1...An
n на поля φAi. В iмпульсному просторi оператор V A1...An

n визначається

наступним рiвнянням

V A1...An
n (P⊥

1 , ..., P⊥
n ) =

∫
d2k||
(2π)2 tr

[
S||(k||)FA1(k||; P⊥

1 )γ51− iγ1γ2

2
. . . S||(k||)
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× FAn(k||; P⊥
n )γ51− iγ1γ2

2

]
1

Πn
i=1λ(P⊥

i )
. (2.114)

Використовуючи той факт, що вейлiвський символ похiдної в некомутатив-

ному просторi визначається оператором ∇̂⊥a чия дiя визначена рiвнянням

[193, 194]

∇̂⊥aφ̂(X̂⊥) = −i[(θ−1)abX̂
b
⊥, φ̂(X̂⊥)], (2.115)

ми маємо наступну форму для вершин взаємодiї в некомутативному просторi

Γn =
i|eB|

2n+1πn

∫
d2X||Tr

[
{V A1...An

n (−i∇̂⊥
1 , ...,−i∇̂⊥

n )

× φ̂A1(X̂⊥
1 )...φ̂An(X̂⊥

n )}X̂⊥
1 =X̂⊥

2 =...=X̂⊥

]
. (2.116)

Зрозумiло, що такi некомутативнi квантовопольовi теорiї є бiльш складни-

ми нiж теорiї типу I, якi розглядались вище. Ми будемо називати такi теорiї

нелокальними некомутативними КТП II типу. Ми показали в роботi [85], що

КЕД в режимi Nf À 1 дає приклад теорiї I типу. В наступному параграфi

ми розглянемо КЕД в режимi слабкого зв‘язку в сильному магнiтному полi i

покажемо, що така теорiя дає приклад теорiї II типу.

2.3.3. КЕД в режимi слабкого зв‘язку у сильному магнiтному

полi як нелокальна некомутативна КТП II типу.

Згiдно з аналiзом в параграфi 2.3.1 iнтегральне рiвняння для F (p||; P⊥) в

режимi слабкого зв‘язку α̃b має вигляд

F (p||; P⊥) = 8παbλ(P⊥)

∫
d2u⊥d2k||

(2π)4

F (k||; P⊥)

k2
|| + m2

dyn

eiP⊥×u⊥e−
~u2
⊥

2|eB|

(k|| − p||)2 + ~u2
⊥ + M 2

γ

, (2.117)

де mdyn визначена в рiвняннi (2.76). Залежнiсть вiд повздовжних i попере-

чних iмпульсiв в ядрi цього рiвняння не є факторизованою i тому функцiя

F (p||; P⊥) також не факторизується, що означає, що данна теорiя визначає

деяку нелокальну некомутативну квантову теорiю поля II типу. Згiдно з ана-

лiзом в попередньому параграфi вiдповiднi вершиннi функцiї можуть бути
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представленi у виглядi стар добутку в формi (2.113) в координатному про-

сторi або в формi (2.116) в некомутативному просторi.

Для того, щоб пiдкреслити вiдмiннiсть дослiджуваної динамiки вiд дина-

мiки теорiй з локальною взаємодiєю, ми проаналiзуємо спецiальний випадок

P 2
⊥ À |eB|. Ми покажемо, що в цьому випадку функцiя F (p||; P⊥) майже не

залежить вiд p|| i тому, здавалось би, КЕД у сильному зовнiшньому магнi-

тному полi в цьому випадку може бути розглянута в наближеннi найнижчого

рiвня Ландау як деяка некомутативна квантова теорiя теорiя I типу. Однак,

як ми покажемо пiзнiше, форм-фактор в цiй теорiї дуже сильно вiдрiзняє-

ться вiд гаусового форм-фактора, який має мiсце в НЙЛ моделi. Цей факт

пов’язан з далекодiючим характером КЕД взаємодiї.

Перш нiж аналiзувати iнтегральне рiвняння (2.117) для P 2
⊥ À |eB| ми

розглянемо iнтеграл

I =

∫
d2u⊥
(2π)2

eiP⊥×u⊥e−
~u2
⊥

2|eB|

q2
|| + ~u2

⊥ + M 2
γ

=

∫
d2u⊥
(2π)2

ei~∆⊥~u⊥e−
~u2
⊥

2|eB|

q2
|| + ~u2

⊥ + M 2
γ

, (2.118)

де q|| = k|| − p||, ~∆⊥ =
~P⊥
eB i ми виконали замiну змiнних u1

⊥ → −u2
⊥, u2

⊥ → u1
⊥

в останнiй нерiвностi. Представляючи e−~u2
⊥/2|eB| i (q2

|| + ~u2
⊥ + M 2

γ )−1 через їх

Фур‘є образи, ми маємо

I =

∫
d2∆⊥1

|eB| e− |eB|~∆2
⊥1

2

2π

K0(|~∆⊥ − ~∆⊥1|
√

q2
|| + M 2

γ )

2π
, (2.119)

де K0(z) - функцiя Беселя уявного аргумента [197]. Для P 2
⊥ À |eB|, коли

|~∆⊥| À 1, ми можем знехтувати залежнiстю K0 вiд ~∆⊥1. Тодi використовуючи

асимптотики K0(z) для z → +∞ ми знаходимо, що

I ≈ 1

2

(
|eB|

2π|P⊥|(q2
|| + M 2

γ )1/2

)1/2

e−
|P⊥|(q2||+M2

γ )1/2

|eB| , (2.120)

де |P⊥| ≡
√

~P 2
⊥. Очевидно, що iнтеграл (2.120) як функцiя q|| експоненцiйно

зменшується починаючи з Mγ. Тому достатньо взяти до уваги тiльки область
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q|| ≤ Mγ i тодi наближенно I дорiвнює

I ≈ 1

2

( |eB|
2π|P⊥|Mγ

)1/2

e−
|P⊥|Mγ
|eB| . (2.121)

Таким чином, для P 2
⊥ À |eB| ми можем проiнтегрувати в правiй частинi

рiвняння (2.117) по k2
|| до M 2

γ i використати рiвняння (2.121) для I. Це означає,

що для великих P 2
⊥ функцiя F (p||; P⊥) не залежить вiд p||. Тодi з рiвняння

(2.117) випливає, що

λW (P⊥) ' 1

αb ln
M2

γ

m2
dyn

(
2π|P⊥|Mγ

|eB|
)1/2

e
|P⊥|Mγ
|eB| . (2.122)

Якщо ми покладемо F (P⊥) = 2λ
1/2
W (P⊥), тодi з рiвняння (2.105) ми знахо-

димо наступний пiонний пропагатор

DAB(P⊥) =
8π2δAB

|eB| ln M2
γ

m2
dyn

(1− λ−1
W (P⊥))

. (2.123)

Використовуючи (2.104) ми маємо наступнi вершиннi функцiї

Γn =
2πi|eB|

n

∫
d2X||

∫
d2k||
(2π)2

∫
d2P⊥

1

(2π)2 ...
d2P⊥

n

(2π)2 δ2(
n∑

i=1

~P⊥
i )

× tr
[
S||(k||)γ5π̄(P⊥

1 )
1− iγ1γ2

2
. . . S||(k||)π̄(P⊥

n )γ51− iγ1γ2

2

]

×Πn
i=1 λ

−1/2
W (P⊥

i ) e−
i
2

∑
i<j P⊥i ×P⊥j . (2.124)

Тепер ми можемо порiвняти (2.123) i (2.124) з їх вiдповiдними аналогами

(2.42) i (2.25) у випадку локальної взаємодiї. В той час, як поведiнка про-

пагаторiв (2.42) i (2.123) є подiбною для P 2
⊥ À |eB|, поведiнка вершинних

функцiй (2.25) i (2.124) сильно вiдрiзняється. Форм-фактор в вершинах взає-

модiї (2.25) має гаусову форму e−
∑

i P2
i⊥

4|eB| . Форм-фактор (2.124) є пропорцiйним

e
−|P⊥|Mγ

2|eB| i тому зменшується набагато слабкiше при великих P 2
⊥. Причина цього

полягає в нелокальному характерi КЕД взаємодiї. Для того, щоб побачити це

ще бiльш виразно ми порiвняємо iнтегральнi рiвняння в теорiях з локальною i
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нелокальною взаємодiями. Перехiд до локальної взаємодiї пов‘язан iз замiною

пропагатора [(k||− p||)2 +~u2
⊥+M 2

γ )]−1 в рiвняннi (2.117) на константу M−2
γ . В

свою чергу це призводить до замiни функцiї Беселя K0(|~∆⊥−~∆⊥1|
√

q2
|| + M 2

γ )

в рiвняннi (2.119) дельта-функцiєю 2π/M2
γ δ2(~∆⊥− ~∆⊥1). Пiдстановка дельта-

функцiї в рiвняння (2.119) дає гаусовий форм-фактор, який є характерним

для теорiї з локальною взаємодiєю.

Таким чином, кiральна динамiка в КЕД в сильному магнiтному полi опису-

ється складною нелокальною некомутативною КТП. Структура нейтральних

станiв i прояв нелокальностi в КЕД в сильному магнiтному полi є бiльш ба-

гатими порiвняно з випадком НЙЛ моделi, яка має локальну взаємодiю. Слiд

вiдзначити, що нелокальнi некомутативнi теорiї можуть знайти своє засто-

сування не тiльки в теорiях фiзики елементарних частинок, але також i в

квантових системах фiзики конденсованого стану, наприклад такiй важлiвий

як графен, який ми будемо розглядати в Роздiлi 5.
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РОЗДIЛ 3

ДИНАМIЧНЕ ПОРУШЕННЯ СИМЕТРIЇ I
ГЕНЕРАЦIЯ МАСИ В КВАНТОВОПОЛЬОВИХ
ТЕОРIЯХ У ВИКРИВЛЕНОМУ ПРОСТОРI

Поряд iз електромагнiтним в природi iснує iнше поле, яке може бути кла-

сичним. Це гравiтацiйне поле. Зрозумiло, що як i зовнiшне електромагнiтне

поле, гравiтацiйне поле може впливати на динамiку порушення симетрiї. Для

переважної бiльшостi об’єктiв i систем у Всесвiтi гравiтацiйнi поля є дуже

слабкими. Наприклад, в межах Сонячної системи гравiтацiйний потенцiал

не перевищує значення 10−6, на поверхнi нейтронних зiрок гравiтацiйний по-

тенцiал досягає значень 10−1 i тiльки поблизу горизонту чорної дiрки вiн

є порядка одиницi. Слiд зазначити також, що гравiтацiйнi поля були дуже

сильними також на раннiх стадiях еволюцiї Всесвiту одразу пiсля Великого

Вибуху.

Iнтерес до теорiї квантованних полiв в зовнiшньому гравiтацiйному полi

(особливо сильному) обумовлений тим, що розгляд квантових ефектiв навiть

у класичному гравiтацiйному полi може пролити свiтло на деякi аспекти кван-

тової гравiтацiї. Згадаємо, що в першi роки створення квантової теорiї в атом-

нiй фiзицi електромагнiтне поля розглядалось як класичне зовнiшне поле, яке

взаємодiє з квантованною матерiєю. Таке з точки зору квантової електроди-

намiки напiвкласичне наближення дозволило отримати деякi результати, якi

повнiстю узгоджуються з точними квантово-електродинамiчними розрахун-

ками. Тому ми можемо сподiватися, що подiбна ситуацiя буде справедливою

i для тих задач квантової гравiтацiї для яких достатньо розглядати гравiта-

цiйне поле як класичний фон, в той час як матерiальнi поля є квантованними
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звичайним чином.

Квантова теорiя поля у викривленому просторi-часi [202, 203, 204, 205] по-

чала активно розвиватися в 60-их роках минулого столiття. В той же час

був розвинутий метод ядра теплопровiдностi для знаходження пропагаторiв

квантових полiв у викривленому просторi-часi i коефiцiєнтiв ДеВiтта–Сiлi–

Джiлкi для розкладу ядра теплопровiдностi [202]. Говорячи про квантову

теорiю поля у викривленому просторi-часi не можна не згадати про процес

народження частинок гравiтацiйним полем [64, 65] та ефект Унру [206], згiдно

якому детектор, який рухається з постiйним прискоренням буде реєструвати

частинки у просторi Мiнковського. Безумовно, перлиною квантової теорiї по-

ля в зовнiшньому гравiтацiйному полi є ефект Хокiнга [66, 67] випромiнюван-

ня частинок чорною дiркою. Спектр випромiнювання має тепловий характер,

тобто чорна дiра характеризується ефективною температурою пiдтверджую-

чи тим самим iнтригуючий зв’язок мiж фiзикою чорних дiр i термодинамiкою

встановлений в роботах Бекенштейна [207, 208, 209].

У Вступi ми зазначали, що динамiка фермiонiв в гiперболiчних просторах

Hn є третiм вiдомим прикладом динамiчного порушення симетрiї в режимi

слабкого зв’язку, крiм випадкiв магнiтного каталiзу i динамiчного порушен-

ня симетрiї в присутностi поверхнi Фермi. В роботах [210, 211, 212, 213, 214]

було дослiджено динамiчне порушення у просторах постiйної вiд‘ємної кри-

визни i показано, що вiд‘ємна кривизна сприяє ДПС, бiльш того, критична

константа зв‘язку дорiвнює нулю. Дуже корисною є також робота [215], де

зроблено огляд динамiчного порушення симетрiї у викривленому просторi-

часi. У Роздiлi 1 ми розглянули вплив постiйного магнiтного поля на ДПС,

яке як i вiд‘ємна кривизна сприяє порушенню симетрiї. Слiд очiкувати, що

комбiнований вплив постiйного магнiтного поля i постiйної вiд‘ємної криви-

зни простору також сильно сприяє динамiчному порушенню симетрiї. Дослi-

дження виконанi в роботi [216] пiдтвердили цi очiкування. Однак хоча в цiй

роботi постiйне магнiтне поле було враховано точно, гравiтацiйне поле було
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розглянуто тiльки в наближеннi слабкої кривизни.

В першому параграфi даного роздiлу ми проаналiзуємо комбiнований вплив

магнiтного поля i вiд‘ємної кривизни не використовуючи наближення слаб-

кої кривизни, а причини нульового значення критичної константи зв‘язку

для ДПС в гiперболiчних просторах будуть з‘ясованi в другому параграфi. В

останньому третьому параграфi цього роздiлу ми обчислимо ефективну гра-

вiтацiйну дiю в теорiях з порушенням симетрiї i з’ясуємо закон вiдщеплення

масивних частинок в таких теорiях при низьких енергiях. Слiд також вiд-

значити, що ефективна дiя є важливим об’єктом в теорiї гравiтацii i з нею

пов’язанi такi квантовогравiтацiйнi явища, як конформнi аномалiї, фазовi

переходи, народження частинок зовнiшними полями та квантовi поправки к

класичним рiвнянням Айнштайна.

3.1. Генерацiя маси для фермiонiв на площинi Лобачевського

в зовнiшньому магнiтному полi

Для того, щоб дослiдити комбiнований вплив постiйного магнiтного поля

i вiд‘ємної кривизни на динамiчне порушення симетрiї ми розглянемо поруше-

ння кiральної симетрiї i генерацiю маси для фермiонiв у зовнiшньому коварi-

антно постiйному магнiтному полi в R×H2 просторi-часi, де H2 є двовимiр-

ний гiперболiчний простiр вiдомий як площина Лобачевського. Вiдзначимо

також, що крiм чисто академiчного iнтересу ця модель може бути цiкавою

з точки зору теорiї деяких систем конденсованого стану [217, 218, 219]. Так

зокрема квантовий ефект Хола для двовимiрного електронного газу на по-

верхнi постiйної вiд‘ємної кривизни був дослiджений в роботi [217]. Хоча гло-

бальна поверхня Лобачевського не може бути експериментально реалiзована,

вiдзначимо, що квазiчастинки, якi взаємодiють з домiшками або дефектами

в графенi в деяких випадках можуть бути описанi ефективним рiвнiнням

Дiрака у викривленому просторi. Наприклад, замiна деяких шестикутникiв
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п‘ятикутниками (семикутниками) в гексагональнiй гратцi графена призво-

дить до викривлення листа графена i iндукує позитивну (вiд‘ємну) кривизну

[219]. Кривизна листа графена впливає на густину станiв i транспортнi вла-

стивостi (в тому числi i квантовий ефект Хола), якi можуть бути спостереженi

експериментально.

3.1.1. Модель Намбу-Йона-Лазiнiо на площинi Лобачевського в

постiйному магнiтному полi. Площина Лобачевського (двовимiрний гi-

перболiчний простiр) є найпростiшим прикладом простору з постiйною вiд‘єм-

ною кривизною. В координатах Пуанкаре iнтервал для статичного простору-

часу R×H2 визначається формулою

ds2 = dt2 − a2

y2 (dx2 + dy2), (3.1)

де y > 0 i a - радiус кривизни площини Лобачевського. Вектор-потенцiал
~A = (Ba2

y , 0) визначає коварiантно постiйне магнiтне поле в площинi Ло-

бачевського. Ненульовi компоненти електромагнiтного тензора дорiвнують

F12 = −F21 = Ba2/y2 (вiдзначимо, що на вiдмiну вiд випадку плоского

простору-часу компоненти F12 = −F21 залежать вiд y) i, як легко, перевi-

рити вiдповiдний тензор Fµν є коварiантно постiйним, тобто ∇αFµν = 0.

Дiя чотирьохфермiонної моделi типу Грос-Невье з Nf ароматами фермiо-

нiв у (2+1)-вимiрному просторi-часi визначається наступним рiвнянням

S =

∫
d3x

√−g




Nf∑

k=1

ψ̄kiγ
µ∇µψk +

G

2Nf
(

Nf∑

k=1

ψ̄kψk)
2


 , (3.2)

де g = det(gµν) - детермiнант метрики, ∇µ = ∂µ + ieAµ + iωab
µ σab - коварiантна

похiдна iз спiновою зв‘язнiстю ωab
µ , γµ матрицi у викривленому просторi-часi

зв‘язанi з матрицями Дiрака у плоскому просторi-часi за допомогою тетрад

γµ = eµ
aγ

a i ми також використовуємо звiдне чотирьохвимiрне представлен-

ня алгебри Дiрака. Модель (3.2) (з Nf = 2) у плоскому просторi-часi була
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нещодавно запропонована [220] як низькоенергетична модель взаємодiючих

електронiв в графенi. Дiя (3.2) є iнварiантною вiдносно U(1) × U(1) непе-

рервних перетворень ψ → eiαψ, ψ → eiθγ3γ5ψ, а також дискретних кiральних

перетворень ψ → −iγ3ψ, ψ → γ5ψ. Масовий член mψ̄ψ порушує кiральну

симетрiю i є iнварiантним вiдносно вищезгаданих неперерних перетворень.

Для дослiдження порушення симетрiї в цiй моделi зручно використати

метод допомiжного поля Хабарда–Стратоновича [110, 111] i представити дiю

(3.2) в еквiвалентнiй формi

S =

∫
d3x

√−g




Nf∑

k=1

(
iψ̄kγ

µ∇µψk − σψ̄kψk

)− Nf

2G
σ2


 , (3.3)

де σ(x) - допомiжне поле. Якщо σ має ненульове вакуумне середне, тодi фер-

мiони отримують масу i симетрiї пов‘язанi з дискретними кiральними −iγ3

i γ5 перетвореннями є спонтанно порушеними. Iнтегруючи по фермiонним

полям, знаходимо ефективну дiю для поля σ

Γ(σ) = −
∫

d3x
√−g

Nfσ
2

2G
− iLn Det(iγµ∇µ − σ(x)). (3.4)

Ефективний потенцiал V (σ) обчислюється для постiйного σ(x) = const i до-

рiвнює

V (σ) = − Γ(σ)∫
d3x

√−g
.

Використовуючи формулу ln(H − iε) = −
∞∫
0

exp[−it(H − iε)]dt/t для логарi-

фма H, ми маємо

Ln Det(iγµ∇µ − σ) =
1

2
Tr Ln(∂2

0 + D2 + σ2) = −1

2

∞∫

0

dt

t
Tr exp[−i(∂2

0 + D2 + σ2)t],

де D = ~γ ~∇ i Tr обчислюється як функцiональний слiд. Далi ми знаходимо

Ln Det(iγµ∇µ − σ) = −1

2

∞∫

−∞

dk0

2π

∞∫

0

dt

t
eik2

0tTre−i(D2+σ2)t
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=
−iNf

2(4π)1/2

∫
d3x

√−g

∞∫

0

ds

s3/2 tr〈x|e−s(D2+σ2)|x〉, (3.5)

де tr є звичайний слiд по дiракiвським iндексам i в другому рiвняннi ми

деформували контур iнтегрування t → −is.

Рiвняння для щiлини dV/dσ = 0 визначає динамiчно згенеровану масу для

фермiонiв, однак перш нiж аналiзувати це рiвняння ми розглянемо динамi-

ку вiльних електронiв на площинi Лобачевського у присутностi постiйного

зовнiшнього магнiтного поля.

3.1.2. Вiльнi електрони на площинi Лобачевського в постiйному

магнiтному полi. Енергетичний спектр i власнi функцiї оператора Дiрака

на площинi Лобачевського у зовнiшньому коварiантно постiйному магнiтному

полi були знайденi в роботi [221]. Порiвняно з задачею Ландау для плоского

простору, ненульова кривизна площини Лобачевського якiсно змiнює енер-

гетичний спектр, який складається iз дискретної частини (ми вважаємо, що

eB > 0)

En = ±
√

σ2 +
b2 − (n− b)2

a2 , (3.6)

де n = 0, 1, ..., 0 ≤ n < b , b = eBa2 i неперервної частини

Eν = ±
√

σ2 +
b2 + ν2

a2 , (3.7)

де 0 ≤ ν < ∞. В границi a →∞ неперервна частина спектру зникає (прямує

до нескiнченностi), а En → ±√σ2 + 2neB, тобто спектр (3.6), (3.7) переходить

в спектр Ландау в плоскому просторi.

Власнi функцiї дискретного спектра мають вигляд

ψ
(d)
0,k(x, y) =

e−
a

f0(k, b +
1

2
; x, y), k < 0,

ψ
(d)
α,n,k(x, y) =

eα

a
fn+α−1

2
(k, b− α

2
; x, y), k < 0, n = 1, 2, ..., 1 ≤ n < b.(3.8)

Величина α приймає значення +1 i -1, {e+, e−} є ортонормованими власними
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векторами матрицi γ1γ2: γ1γ2e± = ±ie±, а функцiї fn визначаються форму-

лою

fn(k, β; x, y) =

√
n!(2β − 2n− 1)

4π|k|Γ(2β − n)
e−ikxe−|k|y(2|k|y)β−nL(2β−2n−1)

n (2|k|y), (3.9)

де L
(α)
n (z) є асоцiйованими полiномами Лагера [197]. Вiдзначимо, що для фi-

ксованого k найнижчий рiвень дискретного спектра є невиродженим на вiд-

мiну вiд вищих рiвнiв n ≥ 1, якi є двократно виродженими, тобто ситуацiю

повнiстю подiбна до спектра Ландау для плоского простору.

Власнi функцiї неперервного спектра мають наступний вигляд

ψ
(c)
α,ν,k(x, y) =

eα

a
f(ν, k, |b− α

2
|; x, y), k(b− α

2
) > 0, (3.10)

де

f(ν, k, β; x, y) =

√
ν sinh(2πν)

4π3|k| |Γ(iν − β +
1

2
)|e−ikxz1/2e−z/2

×
[

Γ(iν)

Γ(1
2 + iν − β)

z−iνM(
1

2
− iν − β, 1− 2iν; z) + h.c.

]
, z = 2|k|y, (3.11)

а M(a, b; z) - вироджена гiпергеометрична функцiя. Використовуючи приве-

денi вище власнi функцiї, знаходимо ядро теплопровiдностi для оператора

D2 + σ2 в (3.5) (дивись [221]),

tr < x|e−s(D2+σ2)|x >=
1

πa2



be−sσ2

+ 2

[b]∑
n=1

(b− n)e−s(σ2+ 2nb−n2

a2 )

+
1

π

∫ ∞

0
dν ν e−s(σ2+ b2+ν2

a2 ) Im [ ψ(iν − b)

+ ψ(iν − b + 1) + ψ(iν + b + 1) + ψ(iν + b) ] } , (3.12)

де [b] є найбiльше цiле число таке, що [b] ≤ b. Згiдно [197],

Im [ψ(iν − b) + ψ(iν − b + 1) + ψ(iν + b + 1) + ψ(iν + b)]

=
+∞∑

k=−∞

2ν

ν2 + (k − b)2 (3.13)
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i сума в рiвняннi (3.13) дорiвнює
+∞∑

k=−∞

2ν

ν2 + (k − b)2 =
2π sinh(2πν)

cosh(2πν)− cos(2πb)
. (3.14)

Остаточно ми маємо

tr〈x|e−s(D2+σ2)|x〉 =
1

πa2


be−sσ2

+ 2

[b]∑
n=1

(b− n)e−s(σ2+ 2nb−n2

a2 )

+ 2

∞∫

0

dνν e−s(σ2+ b2+ν2

a2 ) sinh(2πν)

cosh(2πν)− cos(2πb)


 . (3.15)

3.1.3. Густина станiв i холiвська провiднiсть. Використовуючи фер-

мiонну функцiю Грiна

G(x,x′; E + iε) = 〈x| 1

γ0(E + iε)− i~γ ~D − σ
|x′〉 ,

обчислимо густину станiв для невзаємодiючої теорiї яка визначається фор-

мулою

ρ(E) = −Nf

πV

∫
d2xtr[γ0ImG(x,x; E + iε)]

=
Nf

π
Im tr〈x| E

D2 + σ2 − (E + iε)2 |x〉, (3.16)

де V є об‘єм простору який скорочується у другому рiвнянняi, тому що дiаго-

нальнi матричнi елементи оператора D2 не залежать вiд x (дивись рiвняння

(3.15)) в силу однорiдностi площини Лобачевського. Iнтегруючи (3.15) по s

вiд 0 до∞, виконуючи замiну σ2 на σ2− (E + iε)2, i знаходячи уявну частину,

ми маємо

ρ(E) =
NfeB

2π
[δ(E − σ) + δ(E + σ)] +

Nf

πa2

[b]∑
n=1

(b− n)[δ(E − En) + δ(E + En)]

+
Nf |E|

π
θ

(
|E| −

√
σ2 +

b2

a2

)
sinh(2πν(E))

cosh(2πν(E))− cos(2πb)
, (3.17)
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де

En =

√
σ2 +

2nb− n2

a2 , ν(E) =
√

a2(E2 − σ2)− b2. (3.18)

Першi два члена в рiвняннi (3.17) вiдповiдають дискретному спектру, а остан-

нiй член пов‘язаний з неперервним спектром.

Легко перевiрити, що в плоскому просторi (a = ∞) густина станiв ви-

значена (3.17) зводиться до густини станiв в роботi [226]. З iншого боку, у

вiдсутностi магнiтного поля (B = 0) ми маємо

ρ(E) =
Nf |E|

π
θ(|E| − σ) coth(πa

√
E2 − σ2). (3.19)

Для безмасових фермiонiв (σ → 0) густина станiв (3.19) залишається скiн-

ченною при E = 0,

ρ(0) =
Nf

π2a
, (3.20)

на вiдмiну вiд випадку плоского простору де вона зникає як ρ(E) ∼ |E| для
E → 0.

У випадках сильного магнiтного поля або великого радiуса кривизни коли

e2B2a2 > µ2−σ2 енергетичний спектр для станiв нижче рiвня Фермi µ є тiльки

дискретним, тому останнiй член в (3.17) пов‘язаний з неперервним спектром

є вiдсутнiм. В цьому випадку число станiв нижче рiвня Фермi N(µ) може

бути легко обчислено використовуючи вiдповiдне рiвняння в роботi [226],

N(µ) = V sign(µ)

|µ|∫

0

dEρ(E) =
NfV

2πa2 sign(µ) [b + (2b− nmax − 1)nmax] ,(3.21)

де nmax дорiвнює числу максимально заповненних станiв

nmax = [b−
√

b2 − a2(µ2 − σ2)] ,

а [x] означає цiлу частину вiд x. Використовуючи рiвняння (3.21) i формулу

Стреда [227], ми знаходимо холiвську провiднiсть

σxy(µ,B) = − e

V

∂N(µ)

∂B
, e > 0, (3.22)
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яка справедлива коли рiвень Фермi лежить в енергетичнiй щiлинi. В цьому

випадку цiла частина вiд b−
√

b2 − a2(µ2 − σ2) є постiйною i ми маємо

σxy(µ,B) = −sign(µ)
Nfe

2

π

(
1

2
+ [b−

√
b2 − a2(µ2 − σ2)]

)
. (3.23)

Як випливає з рiвняння (3.23), залежнiсть холiвської провiдностi вiд магнi-

тного поля має добре знайомий шагоподiбний характер. Для a →∞ ми зна-

ходимо

σxy(µ,B) = −sign(µ)
Nfe

2

π

(
1

2
+ [

µ2 − σ2

2eB
]

)
. (3.24)

Для безмасових фермiонiв коли σ = 0, холiвська провiднiсть (3.24) спiвпадає

з вiдповiдним виразом в роботi [218], який описує аномальний КЕХ в графенi.

Напiвцiле квантування холiвської провiдностi зв‘язано з тим, що найнижчий

рiвень Ландау є в два рази менше виродженним нiж iншi рiвнi. Як ми бачимо,

напiвцiле квантування холiвської провiдностi залишається справедливим для

фермiонiв на площинi Лобачевського в коварiантно постiйному магнiтному

полi. Присутнiсть ненульової вiд‘ємної кривизни зсуває переходи мiж плато

(якi пов‘язанi з перетином хiмiчним потенцiалом дискретних енергетичних

рiвнiв) в холiвськiй провiдностi до вищих значень магнiтного поля

Bn =
µ2 − σ2

2en
+

n

2ea2 , (3.25)

а також зменшує ширину плато

∆B =
µ2 − σ2

2en(n + 1)
− 1

2ea2 , (3.26)

що справедливо також у випадку нерелятивiстських електронiв [217].

3.1.4. Рiвняння для щiлини i розв‘язки. Рiвняння для щiлини

dV /dσ = 0 має вигляд

σ =
Gσ

π
(Λ− σ) +

Gσ

πa


 b

2σa
+

[b]∑
n=1

b− n√
(σa)2 + 2bn− n2
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+

∞∫

0

dνν√
ν2 + b2 + (σa)2

(
sinh(2πν)

cosh(2πν)− cos(2πb)
− 1

)
 , (3.27)

де Λ - ультрафiолетовий параметр обрiзання. В загальному випадку розв‘язки

рiвняння (3.27) можуть бути знайденi тiльки чисельно, аналiтично же ми

знайдемо розв‘язки у випадках слабкого b ¿ 1 i сильного b À 1 магнiтних

полiв.

У випадку слабкого магнiтного поля ми можемо знехтувати b2 i членами

вищого порядку в рiвняннi (3.27). В результатi рiвняння для щiлини приймає

наступний вигляд

πσa = π(Λ− π

G
)a +

πb

2σa
+

∞∫

0

dνν(coth ν − 1)√
ν2 + (πσa)2

. (3.28)

Зрозумiло, що у випадку слабкого магнiтного поля ми можемо шукати рi-

шення у виглядi σ = m
(0)
dyn + Cb, де m

(0)
dyn є розв‘язок у випадку B = 0. В

результатi знаходимо

mdyn ≡ σ̄ = m
(0)
dyn

(
1 +

eB

2(m
(0)
dyn)

2

)
, (3.29)

тобто динамiчна маса завжди збiльшується з ростом B. Важливо зазначити,

що рiвняння для щiлини (3.27) при B 6= 0 не має трiвiального розв‘язку σ̄ = 0.

Це означає, що критичне значення константи зв‘язку G дорiвнює нулю якщо

магнiтне поле B 6= 0. Нагадаємо, що цей факт у випадку плоского простору

був встановлений в роботах [68, 69].

Для сильного магнiтного поля b À 1, перш за все потрiбно визначити

лiдируючу асимптотику в сумi по n в рiвняннi (3.27) для b →∞. Ми маємо

b∑
n=1

b− n√
σ2a2 + 2nb− n2

= b

b∑
n=1

1

b

1− n
b√

σ2a2

b2 + 2n
b − n2

b2

. (3.30)

Далi для b →∞ виконуючи замiну 1
b → dx i замiняючи суму по n iнтегралом
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вiдносно x сума (3.30) апроксимується наступним iнтегралом

I = b

∫ 1

1
b

dx
1− x√

σ2a2

b2 + 2x− x2
=

√
b2 + σ2a2 −

√
2b− 1 + σ2a2.

Таким чином, ми отримуємо наступне рiвняння для щiлини

σ =
G

πa2

[
b

2
+ σaI + Λσa2 − σa

√
b2 + (σa)2

+σa

∞∫

0

dνν√
ν2 + b2 + (σa)2

(
sinh(2πν)

cosh(2πν)− cos(2πb)
− 1

)
 . (3.31)

Знайдемо розв‘язки цього рiвняння у випадках σa ¿ b i σa À b. В першому

випадку для σa ¿ b iнтеграл I ' b −
√

2b i тому ми можемо знехтувати

iнтегралом в рiвняннi (3.31), який дає внесок порядка 1/b. В результатi ми

знаходимо розв‘язок

mdyn = σ̄ =
Gb/(2πa2)

1− GΛ
π + G

√
2eB
π

≈ Gb/(2πa2)

1− GΛ
π

, (3.32)

який є справедливим при G < π/Λ, тобто цей розв‘язок вiдповiдає режиму

слабкого зв‘язку. Легко перевiрити, що умова σa ¿ b дiйсно задовольняється,

тому що

mdyn = σ̄ ≈ Gb

2πa2 =
GeB

2π
(3.33)

в режимi слабкого зв‘язку. Розв‘язок (3.33) не залежить вiд a i повнiстю

еквiвалентний розв‘язку для плоского простору у зовнiшньому магнiтному

полi. Звичайно цей результат є цiлком природнiм, тому що у випадку силь-

ного магнiтного поля eB À 1/a2 ми можемо знехтувати малими поправка-

ми пов‘язаними з кривизною простору. Далi легко перевiрити, що розв‘язок

(3.33) задовольняє умову σ̄a ¿ b, тому що G ¿ 2πa.

В iншому випадку σa À b iнтеграл I ' b2/(2σa) i ми отримуємо

σ ≈ G

πa2 (
b2

2
+ σΛa2 − σ2a2), (3.34)
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що дає

mdyn = σ̄ =
m∗ +

√
m∗2 + 2b2

a2

2
≈ m∗ +

e2B2a2

2m∗ , (3.35)

де m∗ = Λ − π
G є розв‘язком в плоскому просторi (a = ∞). З умови σa À b

випливає, що m∗2 = (Λ − π
G)2 повинно бути набагато бiльшим вiд 2b2/a2.

Тому цей розв‘язок iснує для G > π/Λ, тобто є розв‘язком в режимi силь-

ного зв‘язку. Таким чином, дискретнi кiральнi симетрiї в цiй моделi завжди

порушенi i критичне значення константи зв‘язку дорiвнює нулю.

3.2. Динамiчне порушення симетрiї у просторах з постiйною вiд’єм-

ною кривизною

3.2.1. Модель i рiвняння для щiлини. В цьому параграфi ми роз-

глянемо динамiчне порушення симетрiї у просторах з постiйною вiд‘ємною

кривизною. Ми вже вiдзначали у Вступi, динамiчне порушення симетрiї в

гiперболiчних просторах з постiйною вiд’ємною кривизною є третiм вiдомим

прикладом ДПС в режимi слабкої взаємодiї поряд iз порушенням симетрiї

в надпровiдних системах, де поверхня Фермi вiдiграє вирiшальну роль (фе-

номен Купера) i з ДПС у зовнiшньому магнiтному полi. В роботах [68, 69]

було з’ясовано, що нульове значення критичної константи зв’язку для ДПС у

зовнiшньому постiйному магнiтному полi пов’язано з ефективною редукцiєю

розмiрностi простору для динамiки фермiонiв при низьких енергiях.

Хоча дослiджуючи динамiчне порушення симетрiї в моделях типу Намбу–

Йона-Лазiнiо в роботах [210, 212] було показано, що критичне значення кон-

станти зв‘язку дорiвнює нулю в просторах постiйної вiд‘ємної кривизни (вiд-

значимо, що неможливiсть збереження кiральної симетрiї для невзаємодiю-

чих безмасових фермiонiв в гiперболiчних просторах була встановлена в ро-

ботi [222]), фiзичнi причини нульового значення критичної константи зв‘язку

залишались невiдомими. Цi причини були з’ясованi в роботах [87, 88] i ми
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розглянемо їх в цьому параграфi i в Додатку А.

Динамiка квантових полiв в гiперболiчних просторах привернула до себе

увагу багатьох дослiдникiв. Перш за все, вiдзначимо, що у вiдкритих космоло-

гiчних моделях Фрiдмана–Робертса–Уолкера просторовi перетини є гiпербо-

лiчними просторами. Оптична метрика поблизу горизонта неекстремальних

чорних дiрок асимптотично є також гiперболiчною. По-друге, гiперболiчнi

простори є максимально симетричними просторами з постiйною вiд‘ємною

кривизною. Висока ступiнь симетрiї цих просторiв дозволяє зробити точнi

аналiтичнi обчислення в багатьох задачах.

Для того, щоб дослiдити динамiчне порушення симетрiї у просторах з

постiйною вiд’ємною кривизною ми розглянемо модель Намбу–Йона-Лазiнiо

чий лагранжiан у викривленому (D+1)-вимiрному просторi-часi має насту-

пний вигляд

S =

∫ √−gdD+1x

[
N∑

k=1

ψ̄kiγ
µ∇µψk +

G

2N

(
(

N∑

k=1

ψ̄kψk)
2 − (

N∑

k=1

ψ̄kγD+2ψk)
2

)]
,

(3.36)

де N - число ароматiв, g = det(gµν) - детермiнант метрики,∇µ = ∂µ+iωab
µ σab -

коварiантна похiдна iз спiновою зв‘язнiстю ωab
µ , a γµ матрицi у викривленому

просторi виражаються через матрицi Дiрака γa за допомогою тетрад γµ =

eµ
aγ

a. Дiя (3.36) iнварiантна вiдносно кiральних перетворень ψ → eiγ5βψ. Ми

визначаємо кiральну симетрiю у просторах-часi непарної розмiрностi так само

як в параграфi 1.5 Роздiлу I.

Використовуючи метод допомiжного поля Хабарда–Стратоновича [110, 111],

представимо лагранжiан (3.36) в наступному виглядi

L =
N∑

k=1

(
iψ̄kγ

µ∇µψk + ψ̄k(σ + iγD+2π)ψk

)− N

2G
σ2, (3.37)

де σ i π - допомiжнi поля. Якщо стан з ненульовим середнiм поля σ є енер-

гетично вигiдним, тодi кiральна симетрiя порушена i фермiони отримають

масу. Для того, щоб знайти ефективну дiю для полiв σ i π, ми обчислюємо
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фунцiональний iнтеграл вiдносно фермiонних полiв. Ми знаходимо (не втра-

чаючи загальностi, ми можемо покласти π = 0 тому, що завжди можливо

вiдновити залежнiсть вiд π iз вимоги кiральної симетрiї ефективної дiї)

Γ(σc) = −N

∫ √−gdD+1x
σ2

c

2G
− iLn Det(iγµ∇µ − σc), (3.38)

де σc(x) =< 0|σ|0 >. Ефективний потенцiал V (σc) (ми вважаєм σc(x) = const)

визначається рiвнянням

V (σc) = − Γ(σc)∫ √−gdD+1x
. (3.39)

Далi,

Ln Det(iγµ∇µ − σc) = TrLn(iγµ∇µ − σc) =
1

2
TrLn(iγµ∇µ − σc) +

1

2
TrLn(γD+2(iγ

µ∇µ − σc)γD+2) =

1

2
TrLn ((iγµ∇µ − σc)(−iγν∇ν − σc)) . (3.40)

Використовуючи метод власного часу Швiнгера [176], ми отримуємо ефектив-

ний потенцiал (ми використовуємо також поворот Вiка)

V (σc) = N

(
σ2

c

2G
+

1

2

∫ ∞

1
Λ2

ds

s
tr < x|e−sH |x >

)
, (3.41)

де H = −(γµ
E∇µ)

2 + σ2
c (γµ

E евклiдови γ-матрицi). Таким чином, рiвняння

щiлини ( dV
dσc
|σc=m = 0) має наступний вигляд

1 = G

∫ ∞

1
Λ2

ds tr < x|e−sH |x > (3.42)

i згiдно з цим рiвнянням нам потрiбно обчислити дiагональнi елементи ядра

теплопровiдностi hR×HD = tr < x|e−sH |x > в просторi-часi R ×HD, де HD є

D-вимiрним гiперболiчним простором.

Нагадаємо, що метрика гiперболiчного простора HD в координатах Пуан-

каре визначена наступним чином (детальну iнформацiю стосовно гiперболi-

чних просторiв можна знайти, наприклад, в роботi [223])

dl2 =
a2

x2
1
(dx2

1 + dx2
2 + ... + dx2

D), (3.43)
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де x1 > 0 i a - радiус кривизни. Згiдно з [224]

hHD =
2[D+1

2 ]

aD

∫ ∞

0
e−

s
a2 (r2+m2a2)|A(r)|2dr , (3.44)

де [D+1
2 ] визначає цiлу частину D+1

2 , яка з’являється внаслiдок обчислення

слiду вiдносно спiнорних iндексiв i

|A(r)|2 =
Γ(D

2 )

π
D
2 +12D+1

|Γ(D/2 + ir)|2|Γ(ir)|2
|Γ(2ir)|2 . (3.45)

3.2.2. Аналiз ядра теплопровiдностi. Для того, щоб зрозумiти отри-

манi вище результати, згадаємо рiвняння для щiлини у плоскому просторi-

часi, де це рiвняння має наступний вигляд

1 = G

∫ ∞

1
Λ2

ds hflat, (3.46)

де hflat = tr < x|e−s(−(γµ
E∇µ)2+m2)|x > - ядро теплопровiдностi у плоскому

просторi-часi. Власнi функцiї оператора Дiрака в плоскому просторi-часi є

плоскi хвилi, тому ядро теплопровiдностi дорiвнює (в евклiдовому просторi

пiсля повороту Вiка)

hflat = 2
n
2

∫
dnk

(2π)n
e−s(k2+m2). (3.47)

Iнтегруючи по кутах, ми маємо

hflat = 2
n
2

∫ ∞

0

2 dkkn−1

(4π)
n
2 Γ(n

2 )
e−s(k2+m2) =

2
n
2 e−sm2

(4πs)
n
2

. (3.48)

Ми бачимо з цього рiвняння, що функцiя kn−1 визначає мiру i для m = 0

ця мiра визначає асимптотичну поведiнку ядра теплопровiдностi при вели-

ких s. Очевидно, що кожен новий вимiр простору призводить до додаткового

фактора s−
1
2 в асимптотичнiй поведiнцi ядра теплопровiдностi. Бiльш того,

згiдно рiвняння (3.46) у двовимiрному просторi-часi константа зв’язку G → 0
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при m → 0, тому що iнтеграл по s є розбiжним на верхнiй границi iнтегру-

вання. Тому у цьому випадку критичне значення константи зв‘язку дорiвнює

нулю.

Повернемось тепер до динамiчного порушення симетрiї у просторах R ×
HD. Беручи до уваги рiвняння (3.44), ми маємо наступне ядро теплопровiд-

ностi

hR×HD =
2[D+1

2 ]

aD

∫ ∞

0

e−
s

a2 (r2+m2a2)

(4πs)
1
2

|A(r)|2dr , (3.49)

де фактор (4πs)
1
2 описує внесок вiд часової координати, а решта є ядром

теплопровiдностi для HD. Далi обчислимо в явному виглядi |A(r)|2 визначену
в (3.45). Використовуючи формули [197]

|Γ(iy)|2 =
π

y sinh(πy)
,

|Γ(
1

2
+ iy)|2 =

π

cosh(πy)
, (3.50)

ми отримуємо

|A(r)|2 =
r coth(πr)

∏D−2
2

j=1 (r2 + j2)

π
D
2 2D−1Γ(D

2 )
(3.51)

для парного D i

|A(r)|2 =

∏D−2
2

j= 1
2

(r2 + j2)

π
D
2 2D−1Γ(D

2 )
(3.52)

для непарного D.

Асимптотична поведiнка ядра теплопровiдностi при великих s для m → 0

визначається поведiнкою пiдiнтегрального виразу при малих r. Як випли-

ває з рiвнянь (3.51) i (3.52), при малих r, |A(r)|2 прямує до константи для

будь-якого D. Тому hR×HD ∼ 1
s для великих s. Цей результат означає, що

динамiка фермiонiв в R × HD в iнфрачервонiй областi вiдповiдає динамiцi

(1 + 1)-вимiрної теорiї. Зауважимо, що при малих s (що вiдповiдає великим

r) |A(r)|2 прямує до 2rD−1

(4π)
D
2 Γ(D

2 )
. Тодi ядро теплопровiдностi прямує до 1

(4πs)
D+1

2
,

що вiдповiдає поведiнцi (D+1)-вимiрної теорiї, як очiкувалось. Таким чином,
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має мiсце ефективна редукцiя розмiрностi D + 1 → 1 + 1 для динамiки фер-

мiонiв в iнфрачервонiй областi в просторах-часi R × HD. Це пояснує чому

Gc = 0 для ДПС в гiперболiчних просторах (нульове значення критичної

константи зв‘язку миттєво випливає з рiвняння для щiлини якщо для ядра

теплопровiдностi справедлива асимптотика h ∼ 1
s при великих s).

Корисно згадати формули, якi описують ефективну редукцiю розмiрностi

простору-часу у випадку магнiтного каталiзу [68, 69]. Ядро теплопровiдно-

стi для оператора Дiрака у зовнiшньому магнiтному полi в (3+1)-вимiрному

просторi-часi має вигляд

hmagnetic =
e−sm2

eB coth(eBs)

16π2s
, (3.53)

де e - заряд електрона i B - магнiтне поле. Очевидно, ядро теплопровiдностi

(3.53) має асимптотику 1/s при великих s i вiдповiдає (1 + 1)-вимiрнiй теорiї

в iнфрачервонiй областi тому, що coth(eBs) прямує до одиницi при s → ∞.

Зв’язок цiєї асимптотики з рухом класичних частинок в гiперболiчних про-

сторах розглядається в Додатку А.

3.2.3. Намбу-голдстоунiвськi бозони i ефективна редукцiя роз-

мiрностi простору. В попередньому параграфi ми показали, що динамiка

фермiонiв в iнфрачервонiй областi є ефективно (1 + 1)-вимiрною. Потен-

цiйно, цей факт може бути небезпечним для динамiчного порушення симе-

трiї з огляду на теорему Коулмена–Мермiна–Вагнера [40, 42] (дивись також

[41]) згiдно з якою спонтанне порушення неперервної симетрiї неможливо в

(1+1)-вимiрному просторi-часi внаслiдок сильних iнфрачервоних розбiжно-

стей пов‘язаних з безмасовими намбу-голдстоунiвськими бозонами (на iснува-

ння цiєї потенцiйної проблеми в теорiях з ефективною редукцiєю розмiрностi

простору-часу було вказано в роботах [68, 69]). Наприклад, в моделi Намбу–

Йона-Лазiнiо наступна двопетльова дiаграма вакуумної енергiї зображена на

Рис. 3.1 є iнфрачервоно розбiжною в (1+1)-вимiрному просторi-часi
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Рис. 3.1. Дiаграма вакуумної енергiї з обмiном намбу-голдстоунiвських бозонiв.
Суцiльними лiнiями позначенi фермiоннi пропагатори, а пунктирнi лiнiї позна-
чають пропагатори σ i π полiв.

У випадку динамiчного порушення симетрiї в зовнiшньому постiйному ма-

гнiтному полi Гусинiн, Мiранський i Шовковий [68, 69] представили елегантне

вирiшення цiєї потенцiйної проблеми. Завдяки тому, що кiральний конденсат

< 0|ψ̄ψ|0 > є нейтральним i намбу-голдстоунiвськi бозони є нейтральними,

ефективна редукцiя розмiрностi простору-часу (яка для заряджених части-

нок є наслiдком того, що їх рух в постiйному магнiтному полi вiдбувається

по ларморiвським орбiтам в площинi перпендикулярнiй до магнiтного поля)

вiдсутня для нейтральних частинок. Бiльш того, явними обчисленнями в ро-

ботах [68, 69] було показано, що пропагатори намбу-голдстоунiвських бозонiв

мають (3 + 1)-вимiрну форму в iнфрачервонiй областi, що вирiшує потенцiй-

ну проблему пов’язану з ефективною редукцiєю розмiрностi простору-часу

для фермiонiв в iнфрачервонiй областi.

Очевидно, що у випадку гравiтацiйного поля таке вирiшення проблеми не

може бути застосованим, тому що гравiтацiя має унiверсальний характер i

всi частинки, включаючи намбу-голдстоунiвськi бозони, взаємодiють з гравi-

тацiйним полем. Тому таке рiшення проблеми неможливе. Однак, оператор

Лапласа–Бельтрамi в гiперболiчних просторах має щiлину в спектрi, тому
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пропагатор безмасового скалярного поля швидко прямує до нуля на великих

вiдстанях i iнфрачервонi розбiжностi не виникають. Таким чином, ефектив-

на редукцiя розмiрностi для фермiонiв в iнфрачервонiй областi не протирi-

чить теоремi Мермiна–Колмена–Вагнера. Наостанок вiдзначимо також, що

вiдсутнiсть безщiлинних скалярних збуджень в системi не протирiчить та-

кож теоремi Голдстоуна згiдно якiй при спонтанному порушенню неперервної

симетрiї в системi повиннi з’являтися безмасовi збудження вiдомi як намбу-

голдстоунiвськi бозони. Теорема Голдстоуна була доведена для простору Мiн-

ковського. У нашому випадку ми розглядаємо систему у викривленому про-

сторi, тому теорема Голдстоуна як така не може бути застосована.

3.3. Ефективна низькоенергетична гравiтацiйна дiя в моделях з

порушенням симетрiї у викривленому просторi

3.3.1. Кривизна простору i параметри порядку. У перших двох

параграфах цього роздiлу ми розглянули як гравiтацiйне поле i ненульова

кривизна простору впливає на динамiчне порушення симетрiї. З iншого бо-

ку зрозумiло, що порушення симетрiї в свою чергу дуже iстотно впливає на

ефективну гравiтацiйну дiю. Дiйсно фазовий перехiд iз порушенням симетрiї

зв‘язан з тим, що система переходить iз стану з непорушенною симетрiєю в

несиметричний стан, який при данних значеннях параметрiв має меншу енер-

гiю. Добре вiдомо, що в гравiтацiйнiй дiї енергiя вакуума визначає космоло-

гiчну сталу. Спостережуване сьогоднi значення космологiчної сталої прибли-

зно дорiвнює ρ = (10−12 ГеВ)4, а характерний внесок в космологiчну сталу

пов‘язаний з електрослабким фазовим переходом є порядка ρew = (246ГеВ)4

i на 55 порядкiв перевищує спостережуване значення. Подiбна невiдповiднiсть

характерна взагалi для внеска квантових флуктуацiй квантованних полiв в

космологiчну сталу. Ця невiдповiднiсть є однiєю iз найважливих проблем у

сучаснiй теоретичнiй фiзицi i вiдома як проблема космологiчної сталої [229].
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В цiй дисертацiї ми зосередили головну увагу на питаннi динамiчного по-

рушення кiральної симетрiї i генерацiї маси. Мiж тим iснує багато ефектiв,

пов’язаних iз самим фактом iснування маси поля. Можливо найголовнiшим

серед них є звичайне порiвняння маси поля з характерними для даної фiзи-

чної системи енергiями, що визначає чи буде це поле важливим для опису

цiєї системи чи нi. Якщо характернi енергiї перевищують масу цього поля,

то в загальному випадку будуть з‘являтися вiдповiднi частинки, якi є збу-

дженнями цього поля. Якщо ж енергiї меншi за масу, то частинки не будуть

народжуватися. Однак це не означає, що при низьких енергiях масивне поле

не буде мати нiякого фiзичного значення. За рахунок радiацiйних поправок

частинки цього поля будуть вiртуально збуджуватися i, таким чином впли-

вати на рiзнi процеси в дослiджуванiй системi. Звичайно чим енергiя мен-

ша, тим меншим буду їх вплив. Теорема Апелквiста–Каразоне [230] кiлькiсно

характеризує процес вiдщеплення масивних частинок в низькоенергетичнiй

теорiї. Ця теорема була сформульована для плоского простору-часу. У ви-

кривленому просторi виникає природне питання чи справедлива в ньому ця

теорема. Найбiльш природним формалiзмом для дослiдження питання вiд-

щеплення масивних полiв при низьких енергiях є метод ренормалiзацiйної

групи. Слiд вiдзначити, що взагалi ренормгруповий метод є одним iз най-

бiльш важливих i унiверсальних методiв дослiдження в КТП i статистичнiй

фiзицi систем багатьох частинок.

Ренормгруповий пiдхiд у викривленому просторi-часi був вперше сфор-

мульований в роботах [231, 232] в рамках так званої MS ренормалiзацiйної

схеми. В цiй схемi перенормування квантовопольових теорiй у викривленому

просторi добре вивчено (дивись, наприклад, [233]). З iншого боку, вiдомо, що

MS ренормалiзацiйна схема в масивних теорiях гарно працює лише в ультра-

фiолетовiй областi коли вiдповiднi енергiї перевищують маси частинок, а от

при низьких енергiях ця схема дає неправильнi результати. Корисно нагадати

чому це вiдбувається на прикладi β-функцiї в квантовiй електродинамiцi.
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Однопетльова поляризацiйна функцiя в розмiрнiй регуляризацiї в КЕД

дорiвнює

e2

2π2 (pµpν − p2gµν)
[ 1

3ε
− γ

6
−

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

m2
e + p2x(1− x)

4πµ2

]
, (3.54)

де p - зовнiшний iмпульс, me - фермiонна маса, γ - константа Ейлера, а µ

-розмiрний параметр розмiрної регуляризацiї. В MS схемi ми вiднiмаємо син-

гулярний доданок 1/3ε разом з γ/6. В результатi маємо

− e2

2π2 (pµpν − p2gµν)

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

m2
e + p2x(1− x)

4πµ2 . (3.55)

β-функцiя в MS схемi знаходиться шляхом обчислення похiдної (e/2)µd/dµ,

яка дiє на коефiцiєнт оператора (pµpν − p2gµν). Результат добре вiдомий

βe(MS) =
e3

12π2 . (3.56)

Таким чином, ми бачимо, що β-функцiя в MS схемi в однопетльовому набли-

женнi є константа, яка не залежить вiд фермiонної маси i µ.

В схемi ж, яка залежить вiд маси, ми спочатку вiднiмаємо значення поля-

ризацiйної функцiї (3.54) в деякiй точцi p2 = M 2, а потiм знаходимо похiдну

(e/2)Md/dM , яка дiє на коефiцiєнт оператора (pµpν − p2gµν). В результатi

ми маємо

βe =
e3

2π2

∫ 1

0
dx x(1− x)

M 2x(1− x)

m2
e + M 2x(1− x)

. (3.57)

Легко перевiрити, що якщо точка перенормування M набагато бiльша вiд

фермiонної маси, тодi β-функцiя обчислена в схемi, яка залежить вiд маси

спiвпадає з бета-функцiєю знайденною в MS схемi (3.56). По мiрi того, як

точка перенормування проходить через me, масивнi фермiони вiдщеплюються

i для M ¿ me, їх вклад в β-функцiю зникає як

βe(M ¿ µe) ≈ e3

60π2

M 2

m2
e

. (3.58)

Таким чином, ми бачимо, що MS β-функцiя дає неправильнi результати при

енергiях набагато менших me. Залежнiсть типу (3.58) є типовий результат
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теореми Апелквiста-Каразоне [230], який описує вiдщеплення масивних полiв

при низьких енергiях.

Питання яким чином вiдбувається вiдщеплення масивних полiв при низь-

ких енергiях у викривленому просторi i чи працює в цьому випадку теорема

Апелквiста-Каразоне є цiкавим i важливим з точку зору наслiдкiв для гра-

вiтацiї i космологiї [234, 235]. Теорема Апелквiста-Каразоне описує квантовi

вiртуальнi ефекти масивних частинок при низьких енергiях, тому нам по-

трiбно обчислити низькоенергетичну ефективну дiю у випадку викривленого

простору. Проблема полягає в тому, що необхiдно враховувати всi степенi

похiдних в такiй низькоенергетичнiй дiї, тому що для того, щоб описати про-

цес вiдщеплення масивних полiв, нам необхiдно знати як змiнюється внесок

квантових вiртуальних флуктуацiй масивних полiв в низькоенергетичну дiю

в залежностi вiд iмпульса. Зрозумiло, що врахування всiх похiдних є дуже

непростою задачею. На щастя нескладне узагальнення на випадок масивних

полiв метода розвинутого Барвiнським i Вiлковиським [237] дозволяє обчи-

слити таку ефективну дiю. Ми розглядаємо таке узагальнення в Додатку Б,

де ми дослiджуємо вiдщеплення скалярного масивного поля в низькоенер-

гетичнiй гравiтацiйнiй дiї i обчислюємо ренормгруповi β-функцiї в фiзичнiй

ренормалiзацiйнiй схемi, яка залежить вiд маси.

В цьому ж параграфi, використовуючи як приклад U(1) модель Хiгса,

ми розглянемо вплив порушення симетрiї на ефективну гравiтацiйну дiю i

з’ясуємо також яким чином проявляється вклад масивних полiв в ефективну

низькоенергетичну дiю, тобто вивчимо закон вiдщеплення масивних полiв.

Дiя U(1) моделi Хiгса для зарядженого скалярного поля φ взаємодiючого з

абелевим векторним полем Aµ визначається наступним чином

S =

∫
d4x

√−g
{
− 1

4
Fµν F µν + gµν (∂µ − ieAµ)φ

∗ (∂ν + ieAµ)φ

+ µ2
0 φ∗φ− λ(φ∗φ)2 + ξ R φ∗φ

}
. (3.59)

Розглянемо спочатку порушення симетрiї на класичному рiвнi. Вакуумне
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середне скалярного поля визначається як розв‘язок рiвняння

−2v + µ2
0v + ξR v − 2λv3 = 0 . (3.60)

В плоскому просторi-часi де R = 0, розв‘язок рiвняння (3.60) є добре вiдомим

i дорiвнює

v2
0 =

µ2
0

2 λ
. (3.61)

У викривленому просторi розв‘язок рiвняння (3.60) не є постiйним v(x) 6=
const, тому що в загальному випадку цей простiр є неоднорiдним i кривизна,

тензор Рiчi i так далi залежать вiд x. В силу того, що наш головний iнте-

рес позв‘язаний з дослiдженням вiдщеплення масивних полiв з масою m при

низьких енергiях ми будемо вважати, що R/m2 ¿ 1. Тодi розв‘язок рiвняння

(3.60) можна шукати у виглядi ряду по степеням кривизни

v(x) = v0 + v1(x) + v2(x) + ... , (3.62)

де для v1(x) ми маємо рiвняння

−2v1 + µ2v1 + ξR v0 − 6λv2
0 v1 = 0 , (3.63)

яке випливає з (3.60) i має наступний розв‘язок

v1 =
ξ v0

2− µ2 + 6λv2
0

R =
ξ v0

2 + 4λv2
0

R . (3.64)

Аналогiчним чином знаходимо

v2 =
ξ2 v0

2 + 4λv2
0

R
1

2 + 4λv2
0

R − 6 λ ξ2 v3
0

2 + 4λv2
0

( 1

2 + 4 λv2
0

R
)2

, (3.65)

де оператор в дужках дiє тiльки на кривизну в дужках. Пiдставляючи тепер

v(x) в (3.59) отримуємо низькоенергетичну ефективну дiю

Sind =

∫
d4x

√−g
{

λv4
0 + ξRv2

0 + ξ2 v2
0 R

1

2 + 4 λv2
0

R + ...
}

. (3.66)

Перший доданок в знайденiй ефективнiй дiї є космологiчна стала, яка для то-

го, щоб бути узгодженною iз спостережуваним значенням, повинна практи-

чно повнiстю скорочуватися вiдповiдним контрчленом (дивись, наприклад,
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дискусiю в [234]). Другий доданок дає внесок в айнштайн-гiльбертiв член i

тому фактично перенормує значення ньютонiвської константи зв’язку. Крiм

цих членiв ефективна дiя (3.66) мiстить нескiнченний ряд нелокальних членiв

пов‘язаних з тим, що вакуумне середне скалярного поля нелокальним чином

залежить вiд кривизни. Хоча нелокальнi члени є дуже малими порiвняно з

айнштан-гiльбертовим членом вони не змiшуються з локальними членами i

тому можуть в принципi призвести до деяких нових фiзичних ефектiв. Вiд-

значимо, що цi члени стають надзвичайно важливими якщо iснує дуже легке

скалярне поле чия маса є порядку хаблiвського параметру.

3.3.2. Ефективна дiя в однопетльовому квантовому наближеннi.

Вище ми розглянули порушення симетрiї в U(1) моделi Хiгса на класичному

рiвнi. В цьому параграфi ми знайдемо квантовi поправки до ефективної дiї

(3.66). Для того, щоб знайти цi квантовi поправки ми будемо використову-

вати метод фонового поля i технiку Швiнгера–де Вiтта [202]. Представимо

хiгсiвське поле в фазi iз спонтанно порушенною симетрiєю наступним чином

φ = v + h + iη ,

де h and η є дiйснi скалярнi хiгсiвське i голдстоунiвське поля вiдповiдно.

Далi стандартнi елементарнi розрахунки дають наступний вираз для квадра-

тичної частини дiї

S(2) + SGF =

∫
d4x

√−g
{ 1

2
Aµ¤Aµ +

1

2

(
1− 1

α

)
(∇µA

µ)2 − AµAνRµν

+
1

2
M 2

AA2 + (∂µh)2 + (∂µη)2 −M 2
Hh2 −M 2

η η2 − 2αeη Aµ(∂µv)
}

, (3.67)

де другий доданок є членом, який фiксує калiбровку i ми ввели новi позна-

чення

M 2
A = 2e2v2 , M 2

h = 6λv2 − µ2
0 − ξR , M 2

η = 2e2v2 + 2λv2 − µ2
0 − ξR .

(3.68)
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Корисно ввести також позначення

ξK = 2λ
(
v2 − v2

0
)

= 2λv2 − µ2
0 . (3.69)

Використовуючи рiвняння (3.62), (3.64) i (3.65) ми знаходимо

ξK =
2ξv2

0

2 + 4λv2
0

R + O(R2) . (3.70)

При низьких енергiй похiднi вiд кривизни по модулю є набагато меншими вiд

v2
0. Тодi ми можемо розкласти знаменник в рiвняннi (3.70)

1

2 + 4λv2
0

=
1

4λv2
0

(
1− 2

4λv2
0

+ ...

)
+ O(2R) (3.71)

i в результатi отримуємо

ξK = ξR + члени з вищими похiдними . (3.72)

В термiнах ξK величини (3.68) можуть бути представленi наступним чи-

ном

M 2
A = m2 +

e2

λ
ξK , m2 = 2e2v2

0 ;

M 2
h = m2

h − ξ R + 3 ξK , m2
h = 4λv2

0 ;

M 2
η = m2 − ξ R +

(e2

λ
+ 1

)
ξK , (3.73)

де m i mh є масами векторного i хiгсiвського полiв пiсля спонтанного пору-

шення симетрiї у плоскому просторi-часi.

Однопетльовий вклад в ефективну дiю в евклiдовому просторi в нашiй

задачi визначається сумою трьох доданкiв

Γ̄(1) = − 1

2
Trln Ĥh − 1

2
Trln Ĥ + Trln Ĥgh , (3.74)

де оператори Ĥh i Ĥgh є скалярними операторами стандартного типу

Ĥh = ¤ + M 2
h , Ĥgh = 2 + m2 +

e2

λ
ξK (3.75)

а Ĥ - наступним матричнозначним оператором

Ĥ =

(
δν
µ¤−Rν

µ + M 2
Aδν

µ −i
√

2 e (∂µv)

−i
√

2 e (∇νv) ¤ + M 2
η

)
. (3.76)
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Стандартна технiка для обчислення таких детермiнантiв є метод ядра

теплопровiдностi (дивись, наприклад, [202]). Для знаходження ефективної

низькоенергетичної дiї, ядро теплопровiдностi, як правило, обчислюється у

виглядi розкладу Швiнгера–де Вiтта по оберненим степеням маси. Однак та-

кий розклад не пiдходить для наших цiлей, тому що для опису вiдщеплення

масивних полiв i обчислення ренормгрупових β-функцiй, якi описують закон

такого вiдщеплення, нам необхiдно врахувати всi степенi похiдних в ефектив-

нiй низькоенергетичнiй дiї. В роботах [236, 237] був розроблений метод, який

дозволяє знайти розклад ефективної дiї, який враховує всi степенi похiдних.

Результати отриманi в цих роботах дозволяють знайти ефективну дiю в не-

обхiдному нам другому порядку по кривизнi.

Оператори Ĥgh i Ĥ вiдповiдать полям з масою m, а оператор Ĥh пов‘язаний

з полем з масою mh. Тому ми можемо використовути для кожного з цих

операторiв стандартне представлення Швiнгера-ДеВiтта

− 1

2
Trln Ĥ = − 1

2

∫ ∞

0

ds

s
e−sm2

trK(s) . (3.77)

Ядро теплопровiдностi K(s) для оператора 1̂2 + Π̂, де Π̂ - деяка скалярна

функцiя, було знайдено в роботах [236, 237]. Узагальнення на випадок масив-

ного поля розглянуто в Додатку Б. Використовуючи вiдповiднi результати

ми отримуємо в дослiджуємому випадку наступну ефективну дiю враховую-

чи доданки порядка O(R2)

Γ̄(1) =
1

2(4π)2

∫
d4x

√−g

{
3m4 + m4

h

2
·
( 1

2− w
+

3

2

)

+
3m4

2
ln

(4πµ2

m2

)
+

m4
h

2
ln

(4πµ2

m2
h

)

+
[ (3e2

λ
+ 1

)
ξK −

(
ξ +

1

2

)
R

]
·m2

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 1

]

+
[
3ξK −

(
ξ − 1

6

)
R

]
·m2

h

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2
h

)
+ 1

]

+
1

2
Cµναβ

[ 7

30(2− w)
+

13

60
ln

(4πµ2

m2

)
+

1

60
ln

(4πµ2

m2
h

)
+ ktotal

W (a, ah)
]
Cµναβ
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+ R
[ (

ξ − 1

6

)2
·
( 1

2− w
+ ln

(16π2µ4

m2m2
h

) )
+ kR(a) + kR(ah) + kgv

R (a)
]
R

+ R
[ (

1 +
3e2

λ

)
· 3Aa2 − a2 − 12A

18 a2 +
3Aha

2
h − a2

h − 12Ah

6 a2
h

− 3
(
ξ − 1

6

)
·
( 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2
h

)
+ 2Ah

)

−
( (

1 +
e2

λ

) (
ξ − 1

6

)
+

2e2

3 λ

)
·
( 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2
h

)
+ 2A

) ]
ξK

+ ξK
[ (3e4

2λ2 +
e2

λ
+

1

2

)
·
( 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 2A

)

+
9

2

( 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2
h

)
+ 2Ah

) ]
ξK

− 2e2 (∇µv)
[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 2A

]
(∇µv)

}
, (3.78)

де

A = A(a) = 1− 1

a
ln

1 + a/2

1− a/2
i a2 = a2(m) =

42

2− 4m2 , (3.79)

а також Ah = A(ah) i a2
h = a2(mh). Далi в рiвняннi (3.78) ми використали

наступнi форм-фактори

ktotal
W (a, ah) =

8Ah

15a4
h

+
2

45a2
h

+ A +
8A

5a4 −
8A

3a2 +
2

15a2 −
88

450
, (3.80)

kR(a) = A
(
ξ − 1

6

)2
− A

6

(
ξ − 1

6

)
+

2A

3a2

(
ξ − 1

6

)
+

A

9a4 −
A

18a2 +
A

144

+
1

108 a2 −
7

2160
+

1

18

(
ξ − 1

6

)
, (3.81)

kgv
R (a) =

13

1080
− A

24
+

1

54a2 +
2A

9a4 +
A

9a2 . (3.82)

Розбiжна частина ефективної дiї (3.78) є стандартною, а тому перенорму-

вання є також стандартним. В ефективнiй дiї (3.78) присутнi два типи нело-

кальностей. По-перше, мають мiсце нелокальностi пов‘язанi з ξK. По-друге,

присутнi нелокальностi, якi залежать вiд a i A.
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3.3.3. Вiдщеплення масивних полiв у викривленому просторi.

Використовуючи ефективну дiю (3.78) ми можемо обчислити ренормгруповi

β-функцiї, якi визначають закон вiдщеплення масивних полiв, в фiзичнiй ре-

нормалiзацiйнiй схемi, яка залежить вiд маси. Для цього ми повиннi зробити

вiднiмання в точцi −2 → p2 = M 2, а тодi використати визначення β-функцiї

βC = lim
n→4

M
dC

dM
(3.83)

для ефективного заряду C.

Для ефективної дiї (3.78) ми отримуємо наступнi результати.

1) Фiзичнi β-функцiї для космологiчної сталої i оберненої ньютонiвської

константи зв‘язку, а також β-функцiя пов’язана з коефiцiєнтом при ξK до-

рiвнюють нулю в силу причин, якi розглядаються в Додатку Б.

2) Для коефiцiєнта при C2
µναβ ми знаходимо

β1 = − 1

(4π)2

[ 17

90
− 1

6a2 −
a2

16
+

(a2 − 4)(a4 − 8a2 + 8) A

16a4 +
3Ah(a

2
h − 4)− a2

h

18 a4
h

]
.

(3.84)

В ультрафiолетовiй границi p2 À m2
h ми маємо

βUV
1 =

7

60 (4π)2 + O
(m2

h

p2

)
. (3.85)

В iнфрачервонiй границi p2 ¿ m2

βIR
1 =

3

112 (4π)2

(2λ

e2 +
1

45

)
· p2

m2
h

+ O
( p4

m4
h

)
. (3.86)

Iз формул (3.85) i (3.86) випливає, що β1 -функцiя має поведiнку, яка повнiстю

узгоджується з теоремою Апелквiста–Каразоне [230].

3) Для β2-функцiї пов’язаної з коефiцiєнтом при R2 ми знаходимо

β2 = − 1

8 (4π)2

[ (4− a2)

144 a4 (5 a4 A− 20 a2 − 5 a4 − 240 A− 24 a2 A)

+
(4− a2) (a2 A− a2 − 12 A)

6 a2

(
ξ− 1

6

)
+

(
4− ah

2
)

(ah
2 Ah − a2

h − 12 Ah)

6 ah
2

(
ξ− 1

6

)
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+
(
ah

2 Ah − ah
2 − 4 Ah + a2 A− a2 − 4 A

) · (ξ − 1

6

)2
]
. (3.87)

В ультрафiолетовiй границi a → 2, ah → 2 i

βUV
2 =

1

(4π)2

(
ξ − 1

6

)2
. (3.88)

В iнфрачервонiй границi a → 0, ah → 0 β2-функцiя демонструє стандартний

квадратичний закон вiдщеплення

βIR
2 =

1

(4π)2

[ 11 λ

3780 e2+
1

180

(
1+

2λ

e2

)·(ξ−1

6

)− 1

12

(
1+

2λ

e2

)·(ξ−1

6

)2
] p2

m2
h

+O
( p4

m4
h

)
,

як i у випадку β1 .

4) Розглянемо тепер β-функцiї для ефективних зарядiв, якi вiдповiдають

нелокальним доданкам ефективної дiї

Svac,2 = −
∫

d4x
√−g

{
q1 ξK + q2 R ξK + q3

(
ξK

)2 }
. (3.89)

Використовуючи (3.78) знаходимо βq2-функцiю

βq2 =
1

4 (4π)2

[ (
a2A−a2−4A + 3a2

hAh−3a2
h−16Ah

)
·(ξ−1

6

)
+

a2(A− 1)(3e2 − λ)

12 λ

− 4A(3 e2 + λ)

a2λ
+

(2A− 1)e2

λ
+

(4A− 1)

3
+

(a2
h − 4)(Aha

2
h − a2

h − 12Ah)

4a2
h

]
. (3.90)

В ультрафiолетовiй границi

βUV
q2 = − 1

(4π)2

[ e2

2 λ
+ 4

(
ξ − 1

6

) ]
, (3.91)

в той час, як в iнфрачервонiй границi, ми знов таки маємо стандартний закон

вiдщеплення

βIR
q2 = − 1

(4π)2

[ λ

90 e2 −
7

60
−

(1

2
+

λ

3e2

) (
ξ − 1

6

) ] p2

m2
h

+O
( p4

m4
h

)
. (3.92)

5) Далi βq3-функцiя дорiвнює

βq3 =
1

8 (4π)2

[
9
(
ah

2 + 4 Ah − ah
2 Ah

)
+

(
1+

3 e4

λ2

)
(a2 +4 A−a2 A)

]
. (3.93)
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В ультрафiолетовiй границi

βUV
q3 =

1

(4π)2

(
5 +

3 e4

2 λ2

)
, (3.94)

а в iнфрачервонiй ми, як у попередньому пункту, ми маємо стандартний закон

вiдщеплення

βIR
q3 =

1

(4π)2

( λ

6 e2 +
3

4
+

e2

λ

) p2

m2
h

+O
( p4

m4
h

)
. (3.95)

Таким чином, у всiх випадках має мiсце стандартний квадратичний закон

вiдщеплення масивних полiв для iмпульсiв менших мас частинок, якi вини-

кають внаслiдок спонтанного порушення симетрiї.
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РОЗДIЛ 4

КОЛЬОРОВА НАДПРОВIДНIСТЬ I ДИНАМIЧНЕ
ПОРУШЕННЯ СИМЕТРIЇ

У Вступi ми вiдзначили, що в (3+1)-вимiрних квантових теорiях поля три

приклади динамiчного порушення симетрiї в режимi слабкого зв’язку вiдомi.

Два з цих випадкiв, а саме магнiтний каталiз (ДПС в зовнiшньому постiйно-

му магнiтному полi) i динамiчне порушення симетрiї у просторах постiйної

вiд’ємної кривизни були проаналiзованi i розглянутi в Роздiлах 1 i 3 вiдповiд-

но. В цьому роздiлi ми детально розглянемо динамiчне порушення симетрiї

в режимi слабкого зв’язку в присутностi поверхнi Фермi в кварковiй матерiї

при великiй густинi барiонного заряду.

Внаслiдок того, що поверхня Фермi утворюється за рахунок ненульової

густини фермiонної матерiї в системi, ми можемо вважати, що зовнiшним по-

лем, яке каталiзує динамiчне порушення симетрiї в теорiї надпровiдностi в

режимi слабкого зв’язку є саме поле матерiї. Нагадаємо, що iсторично тео-

рiя надпровiдностi була першим прикладом динамiчного порушення симетрiї

в режимi слабкого зв’язку. Купер [239] показав, що в (3+1)-вимiрнiй задачi

за рахунок присутностi заповнених фермiонних станiв i ненульової густини

станiв на поверхнi Фермi зв’язаний стан двох фермiонiв в системi утворю-

ється для як завгодно слабкого притягування мiж фермiонами на вiдмiну

вiд вiдповiдної проблеми при нульовiй густинi фермiонної матерiї. Цей ре-

зультат є дуже важливим i вiн пояснює чому критична константа зв’язку в

теорiї надпровiдностi дорiвнює нулю, де надпровiдний конденсат є фактично

конденсатом куперiвських пар, тобто зв’язаних куперiвських станiв. У цьо-

му роздiлi ми розглянемо динамiчне порушення симетрiї також в моделi з
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−k

= 3 + 6p−
k

a s

kp

−p Attractive

Repulsive

Рис. 4.1. Одноглюонний обмiн мiж двома кварками. Кольорова структура вiдповiдної
амплiтуди має антисиметричний антитриплетний i симетричний секстетний канали.

надпровiднiстю, але не звичайною надпровiднiстю, як для електронiв в моде-

лi БКШ [24], а кольоровою надпровiднiстю в кварковiй матерiї при великiй

густинi барiонного заряда.

Ще в 70-их роках минулого столiття було з‘ясовано, що матерiя при вели-

кiй густинi барiонного заряда є кольоровим надпровiдником [240]. При малих

значеннях барiонного хiмiчного потенцiала i температури має мiсце звичайна

адронна фаза КХД. При збiльшеннi барiонного потенцiалу густина адронного

газу зростає i для деякого критичного значення коли густина стає настiль-

ки великою, що хвильовi функцiї кваркiв, якi утворюють барiони, почина-

ють перекриватись i нарештi звiльняються, вiдбувається фазовий перехiд в

стан кваркової матерiї вiдомий як деконфайнмент. За рахунок одноглюонно-

го обмiна кварки притягуються в антисиметричному антитриплетному каналi

(дивись Рис. 4.1) i тому нормальний стан кваркової матерiї є нестабiльним

внаслiдок куперiвської нестабiльностi i кваркова матерiя переходить в стан

кольорової надпровiдностi.

Дослiдження кольорової надпровiдностi залишались довгий час в сторонi

вiд основних дослiджень в КХД, аж поки в 1998 роцi в роботах [187, 188] не бу-

ло з‘ясовано, що надпровiдна щiлина може досягати великих величин майже

100 МеВ. Така велика щiлина може суттєво вплинути на фiзичнi властивостi

нейтронних зiрок, якщо їх центральнi областi мiстять кваркову матерiю в ста-

нi кольорової надпровiдностi. Астрофiзичнi спостереження можуть виявити
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наявнiсть кольорової надпровiдностi дослiджуючи вiдношення маси нейтрон-

них зiрок до їх радiусу i закон їх охолодження з часом [241, 242]. Крiм того,

iснують iншi потенцiйно спостережуванi властивостi присутностi кольорової

надпровiдностi в центральних областях нейтронних зiрок [243, 244].

В квантовiй хромодинамiцi конституентнi маси трьох u, d та s кваркiв є

легкими вiдносно масштаба КХД. Лише цi кварки є важливими для кваркової

матерiї, яка може iснувати в центральних областях нейтронних зiрок. Якщо

знехтувати цими конституентними масами, то згiдно [187] так званий color-

flavor-locked (CFL) стан є основним станом системи. Однак маса s кварка є

набагато бiльшою вiд мас u та d кваркiв i тому iмпульси на поверхнi Фермi для

s кваркiв значно вiдрiзняються вiд вiдповiдних iмпульсiв на поверхнi Фермi

для u i d кваркiв. В цiй ситуацiї спарювання s кварка з iншими кварками

повинно вiдбуватися iнакше. Крiм того, як показано в роботах [245, 246], дуже

важливо враховувати умови електричної i кольорової нейтральностi системи,

якi можуть суттєво вплинути на те яким буде основний стан системи.

Вважаючи, що конституентна маса s кварка є достатньо великою в квар-

ковiй матерiї при реалiстичних значеннях барiонного хiмiчного потенцiалу в

роботах [247, 248] була запропонована безщiлинна надпровiдна фаза (g2SC)

для КХД з двома ароматами кваркiв. Бiльш того, в роботi [249] було показа-

но, що безщiлинна CFL фаза може бути реалiзована в нейтральнiй страннiй

кварковiй матерiї. Однак виявилося, що 2SC i g2SC фази кольорової надпро-

вiдностi мають так звану хромомагнiтну нестабiльнiсть, яка характеризується

наявнiстю уявних значень мейснiрiвських мас для деяких глюонiв [250]. Зго-

дом з’ясувалося, що вiдповiдна нестабiльнiсть присутня також i в gCFL фазi

[251, 252].

В першому параграфi даного роздiлу ми дослiдимо причину появи хромо-

магнiтної нестабiльностi для кольорового надпровiдника з двома ароматами

кваркiв i покажемо, що ця нестабiльнiсть пов’язана з присутнiстю плазмо-

нiв з тахiонним характером спектру. В другому параграфi ми запропонує-
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мо глюонну фазу кольорової надпровiдностi з двома ароматами кваркiв, в

якiй конденсати глюонних полiв вирiшують проблему хромомагнiтної неста-

бiльностi. Фаза Ларкiна–Овчiннiкова–Фульде–Ферела (ЛОФФ) [253, 254] з

неоднорiдним надпровiдним параметром порядку (вперше така фаза була за-

пропонована в дослiдженнях надпровiдностi в теорiї твердого тiла [255, 256])

є одним з основним конкурентiв глюонної фази як кандидата на основний

стан кольорового надпровiдника з двома ароматами кваркiв. Ми покажемо в

третьому параграфi, що ця фаза не розв’язує проблему хромомагнiтної неста-

бiльностi кольорового надпровiдника в 2SC або g2SC станах. Вiдомо, що ней-

троннi зiрки характеризуються дуже великими значеннями магнiтних полiв,

якi можуть суттєво вплинути на фазу кольорової надпровiдностi. Питання

як впливає магнiтне поле на стан кольорової надпровiдностi ми розглянемо в

останньому параграфi даного роздiла.

4.1. Колективнi збудження i хромомагнiтна нестабiльнiсть кольо-

рової надпровiдностi

В роботi [250] було показано, що 2SC i g2SC стани кольорової надпро-

вiдностi кваркової матерiї з двома ароматами кваркiв мають хромомагнiтну

нестабiльность пов‘язану з присутнiстю уявних (тахiонних) мейснерiвських

мас глюонiв. Пiзнiше було показано, що хромомагнiтна нестабiльнiсть при-

сутня також в надпровiднiй кварковiй матерiї з трьома ароматами кваркiв

[251, 252]. В роботi [92] ми дослiдили причину виникнення хромомагнiтної

нестабiльностi i показали, що вона пов‘язана з тахiонним спектром плазмо-

нiв. Основна iдея аналiзу проста. Мейснерiвськi маси визначаються глюонною

поляризацiйною функцiєю при нульовiй частотi в границi p → 0. Спектр же

плазмонiв знаходиться iз тiєї ж глюонної поляризацiйної функцiї обчисленної

при ненульових p0 i p.

Ми розглянемо кваркову матерiю з двома ароматами кваркiв в станi ко-
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льорової надпровiдностi з щiлиною ∆, барiонним хiмiчним потенцiалом µ i

параметром δµ, який визначає рiзницю мiж хiмiчними потенцiалами для u i

d кваркiв. Згiдно [250] в режимi ∆ < δµ, який вiдповiдає фазi безщiлинної

кольорової надпровiдностi з двома ароматами кваркiв вiдомої як g2SC фаза,

4-8-ий глюони мають тахiоннi мейснерiвськi маси. В режимi δµ < ∆ <
√

2δµ,

який вiдповiдає фазi кольорової надпровiдностi з двома ароматами кваркiв

вiдомої як 2SC фаза тiльки мейснерiвськi маси 4-7-го глюонiв є тахiонними.

Для того, щоб знайти поляризацiйну функцiю для 4-7-го глюонiв зручно

ввести наступнi поля φ+
µ ≡ 1√

2
(A

(4)
µ + iA

(5)
µ , A

(6)
µ + iA

(7)
µ ) i φ−µ ≡ 1√

2
(A

(4)
µ −

iA
(5)
µ , A

(6)
µ −iA

(7)
µ ), якi є кольоровими дублетами калiбрувальної групи SU(2)c

в 2SC i g2SC фазах i для яких поляризацiйнi тензори позначимо як Πµν
+ (p0, ~p)

i Πµν
− (p0, ~p) вiдповiдно. Цi тензори поляризацiї можуть бути представленi як

Πµν
± (p0, ~p) ≡

(gµν − uµuν +
pµpν

p2 )H± + uµuνK±

−pµpµ

p2 L± +

(
uµpν

p
+ uν p

µ

p

)
M±, (4.1)

де p ≡ |~p|, pµ ≡ (0, ~p) i uµ ≡ (1, 0, 0, 0). Закони дисперсiї для плазмонiв

визначаються наступними рiвняннями

(магнiтна мода): p2
0 − p2 + H± = 0, (4.2)

(електрична мода):

p2
0K± − p2L± − 2p0pM± + K±L± + M 2

± = 0. (4.3)

Ми зацiкавленi в знаходженнi спектру легких плазмонiв чия маса M± є

набагато меншою вiд барiонного хiмiчного потенцiалу, тобто |M±| ¿ µ. Тодi

ми можемо розглянути границю |~p| → 0, яка дещо спрощує аналiз, зберiга-

ючи в той же час скiнченне p0. Згiдно [260] умова кольорової нейтральностi

призводить до появи невеликого хiмiчного потенцiалу µ8 ∼ O
(

∆2

µ

)
, де µ8 є

кольоровий хiмiчний потенцiал пов‘язаний з восьмим генератором кольорової
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Рис. 4.2. Квадрат щiлини для 4-7-го глюонiв (суцiльна лiнiя).

SU(3) групи. Далi µ8 є невеликим i тому наближення µ8 = 0 цiлком може

бути використано, що ми i зробимо в подальшому аналiзi. Нашi обчислен-

ня показали, що тодi справедливi наступнi спiввiдношення L±(p0, |~p| → 0) =

H±(p0, |~p| → 0), M±(p0, |~p| → 0) = 0 i K±(p0, |~p| → 0) 6= 0. Крiм того, функцiї

H± i K± є порядку µ2. Тому в лiдируючому порядку по µ закони дисперсiї

(4.2) i (4.3) для |~p| → 0 зводяться до рiвняння H±(p0, |~p| → 0) = 0 (ми нехтує-

мо внесками порядка p2
0/µ

2). Крiм того, очевидно, що розв’язки для магнiтної

i електричної мод спiвпадають.

Для µ8 = 0 ми знаходимо наступнi функцiї H±(p0, 0)

H+(p0, 0) = H−(p0, 0) =

−g2µ̄2

12π2

[
4 +

∆2

p2
0

ln

( (
1− p2

0

∆2

)2

− 4
δµ2

∆2

p2
0

∆2

)

+θ(δµ−∆)
∆2

p2
0

ln
∆4 − p2

0(δµ−
√

δµ2 −∆2)2

∆4 − p2
0(δµ +

√
δµ2 −∆2)2

]
, (4.4)

де µ̄ ≡ µ− δµ/3 i g є константою зв‘язку КХД.

Для загального p0 рiвняння H±(p0, 0) = 0 може бути розв‘язано тiльки

чисельно. Однак поблизу критичної точки δµcr = ∆/
√

2, яка визначає точку

появи хромомагнiтної нестабiльностi, ми можемо розкласти рiвняння (4.4) по
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(штриховi лiнiї для δµ/∆ = 1.065, 1.009 зверху вниз).

степенях p0 i тодi ми знаходимо наступний аналiтичний розв‘язок

M± ' ∆

√
2

7

(
1− 2

δµ2

∆2

)
. (4.5)

Як функцiї δµ/∆ квадрати щiлин для 4-7-го глюонних полiв зображенi на

Рис. 4.2.

Як випливає з отриманого розв’язку (4.5), маса плазмона є дiйсною тiль-

ки коли δµ є меншим вiд критичного значення δµcr = ∆/
√

2. Для δµ > δµcr

плазмонна щiлина стає чисто уявною (тахiонною), що свiдчить про бозе-

айнштайнiвську нестабiльнiсть. Таким чином, природньо виникає питання

про можливiсть конденсацiї глюонiв (плазмонiв). Це питання ми будем роз-

глядати в наступному параграфi. В роботi [92] ми також проаналiзували випа-

док ненульового µ8. Основний ефект пов‘язаний з цим хiмiчним потенцiалом

полягає в розщепленнi M+ i M− щiлин.

Для ненульових iмпульсiв закони дисперсiї для магнiтної i електричної

мод рiзнi. Найбiльш цiкавим є закон дисперсiї для магнiтних мод, який ми

знайшли чисельно i який зображено на Рис.4.3 у випадку 0 < p2 ¿ µ2 для

декiлькох фiксованих значень δµ/∆ в 2SC i g2SC фазах.

Як ми бачимо, закон дисперсiї в 2SC фазi (суцiльнi жирнi лiнiї) має вигляд
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p2
0 = m2 + v2p2 для m2 > 0 при δµ/∆ < 1/

√
2, а також для m2 < 0 при

δµ/∆ > 1/
√

2. Швидкiсть v є дiйсною i меншою вiд одиницi. Закон дисперсiї

для g2SC фази (штриховi лiнiї) незначним чином вiдрiзняється вiд закону

дисперсiї для 2SC фази.

Розглянемо тепер спектр легких плазмонiв для 8-го глюона. Поляризацiй-

ний тензор Πµν
88 (p0, ~p) також має форму (4.1), де функцiї H±, K±, L± i M±

замiняються на H88, K88, L88 i M88. Закон дисперсiї для плазмонiв ми отри-

мали чисельно. Результати наступнi. По-перше, легкi плазмони повнiстю вiд-

сутнi в цьому каналi в 2SC фазi для δµ < ∆. З iншого боку, в g2SC фазi для

δµ > ∆ мають мiсце магнiтнi i електричнi тахiоннi плазмони з законом дис-

персiї p2
0 = v2p2 для p → 0 з вiд‘ємним квадратом швидкостi v2. Пiдкреслимо,

що легкi плазмони з ненульовою щiлиною (тобто ненульовим p0 для p → 0)

вiдсутнi в цiй фазi. Залежнiсть квадрату швидкостi безщiлинних магнiтних

i електричних мод тахiонних плазмонiв як функцiя вiд δµ/∆ зображена на

Рис. 4.4. Бiля критичної точки при δµ → ∆ квадрати швидкостi обох мод

мають наступну залежнiсть v2 ∼ −
√

1− (∆/δµ)2.

Закон дисперсiї для безщiлинного магнiтного плазмона з квантовими чи-

слами 8-го глюона ми вiдображаємо на Рис. 4.5 для рiзних значень δµ/∆.

Слiд вiдзначити наявнiсть максимуму на цих кривих при значеннях iмпульса

порядку δµ ∼ ∆. Природньо iнтерпретувати цей iмпульс як значення ха-

рактерного масштабу неоднорiдного глюонного конденсату в справжньому

основному станi системи.

Внаслiдок того, що квадрат мейснерiвських мас є вiд‘ємним для 8-го глю-

она в g2SC фазi факт iснування безщiлинного тахiонного плазмона здається

таким, що протирiчить iнтуiцiї. В чому ж полягає математична причина його

появи? Вiдповiдь на це питання пов‘язана з особливою структурою функцiї
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H88(p0, p). Для |p0|, |p| ¿ ∆ ця функцiя має вигляд

H88(p0, p) = − g2

3π2 µ̄
2

[
4

3
+

(
1− p2

0

p2

)
Q

(
p0

p

)

+
1

2
θ(δµ−∆)

δµ√
δµ2 −∆2

{
1

3

+

(
1− p2

0

p2(1− ∆2

δµ2 )

)
Q


 p0

p
√

1− ∆2

δµ2




}]
, (4.6)

де

Q(x) ≡ −1

2

∫ 1

0
dξ

(
ξ

ξ + x− iε
+

ξ

ξ − x− iε

)

=
x

2
ln

∣∣∣∣
x + 1

x− 1

∣∣∣∣− 1− i
π

2
|x|θ(1− x2) (для дiйсних x),

= y arctan
1

y
− 1 (для уявних x ≡ iy) , (4.7)

де ми знехтували членами порядку µ̄2(p0/∆)2 i µ̄2(p/∆)2. Зауважимо, що фун-

кцiя H88 залежить вiд p0/p. Це означає, що точка (p0, p) = (0, 0) є особливою

i значення функцiї залежить вiд того яким чином p0 i p прямують до нуля.

Це призводить до рiзних можливих режимiв.

Пiдсумуємо тепер отриманi результати. Хромомагнiтна нестабiльнiсть в

каналi 4-7-го глюонiв пов‘язана з неправильним знаком квадрата щiлиниM2
±,

тобто з потенцiалом ефективної дiї. З iншого боку причина нестабiльнiстi в

каналi 8-го глюона є iншою. Вона зв‘язана з неправильним знаком квадрата

швидкостi v2 безщiлинного тахiонного плазмона, тобто з неправильним зна-

ком кiнетичного члена ∂i
~A (8)∂i

~A (8) ефективної дiї. Цей факт вказує на мо-

жливiсть iснування просторово неоднорiдного глюонного конденсату в g2SC

фазi.

4.2. Глюонна фаза КХД при великiй густинi матерiї
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4.2.1. Ефективний потенцiал для конденсатiв векторних полiв.

Аналiз виконаний в попередньому параграфi вказує на можливiсть конден-

сацiї глюонiв в 2SC i g2SC фазах. В цьому параграфi ми розглянемо цю мо-

жливiсть i покажемо, що дiйсно iснує глюонна фаза кваркової матерiї, в якiй

крiм конденсатiв кваркових полiв мають мiсце також векторнi конденсати

глюонних полiв.

Ми розглянемо нейтральну кваркову матерiю з двома ароматами кваркiв.

Для її опису ми використаємо феноменологiчну модель Намбу–Йона-Лазiнiо,

точнiше калiбрувальну НЙЛ модель з урахуванням глюонiв. Хоча зазвичай

НЙЛ модель розглядається як ефективна низькоенергетична модель, в якiй

масивнi глюони вiдiнтегрованi, ми явним чином враховуємо глюоннi степенi

свободи тому, що, по-перше, глюони непорушенної SU(2)c пiдгрупи кольоро-

вої SU(3)c групи залишаються безмасовими в 2SC i g2SC фазах, а, по-друге,

при деяких умовах, як ми побачимо далi, деякi iншi глюони можуть бути

дуже легкими. Наявнiсть безмасових або легких глюонiв вказує на те, що

цi глюоннi поля можуть вiдiгравати важливу роль i їх слiд враховувати в

низькоенергетичнiй ефективнiй дiї.

Лагранжiан моделi має наступний вигляд

L = q̄(iD̂ + µ̂γ0)q + G∆

[
(q̄Ciεεaγ5q)(q̄iεε

aγ5q
C)

]
+ Lg, (4.8)

де

Lg = −1

4
F α

µνF
α µν (4.9)

i

Dµ ≡ ∂µ − igAα
µT α, F α

µν ≡ ∂µA
α
ν − ∂νA

α
µ + gfαβγAβ

µA
γ
ν . (4.10)

Далi Aα
µ є глюоннi поля, T α - генератори SU(3) групи в фундаментально-

му представленнi, εij i εacd - антисиметричнi тензори в просторах аромату i

кольору вiдповiдно. Дiагональна матриця хiмiчних потенцiалiв µ̂ для u i d
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кваркiв дорiвнює

µur = µug = µ̃− δµ, µdr = µdg = µ̃ + δµ, (4.11a)

µub = µ̃− δµ− µ8, µdb = µ̃ + δµ− µ8, (4.11b)

де

µ̃ ≡ µ− δµ

3
+

µ8

3
, δµ ≡ µe

2
. (4.12)

Iндекси r, g i b вiдповiдають червоному, зеленому i блакитному кольорам

кваркiв, µe - хiмiчний потенцiал для електричного заряду, а кольоровий хiмi-

чний потенцiал µ8 пов‘язаний з вакуумним середнiм часової компоненти 8-го

глюона

g < 0|A8
0|0 >=

2√
3

µ8. (4.13)

Використовуючи допомiжне поле ∆a ∼ iq̄Cεεaγ5q лагранжiан (4.8) може

бути представлений у виглядi

L = q̄(iD̂ + µ̂γ0)q − 1

2
∆a[iq̄εεaγ5q

C ]− 1

2
[iq̄Cεεaγ5q]∆

∗a − |∆a|2
4G∆

+ Lg. (4.14)

Як завжди в дослiдженнях надпровiдностi корисно визначити спiнор Намбу-

Горькова

Ψ =

(
q

qC

)
. (4.15)

Обернений пропагатор для Ψ включає глюоннi поля i має вигляд

S−1
g =

(
[G+

0,g]
−1 ∆−

∆+ [G−
0,g]

−1

)
, (4.16)

де

[G+
0,g]

−1 ≡ (p0 + µ̃− δµτ 3 − µ81b)γ
0 − ~γ · ~p + gÂαT α, (4.17)

[G−
0,g]

−1 ≡ (p0 − µ̃ + δµτ 3 + µ81b)γ
0 − ~γ · ~p− gÂαT αT (4.18)

i

∆− ≡ −iεbεγ5∆, ∆+ ≡ −iεbεγ5∆
∗. (4.19)

Ми вибрали надпровiдний кварковий конденсат вздовж блакитного кольоро-

вого напрямку, постiйнi поля Aα
µ представляють можливi глюоннi конденсати
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в моделi, а матрицi τ 3 ≡ diag(1,−1) i 1b ≡ diag(0, 0, 1) дiють в просторах аро-

мату i кольору вiдповiдно. Ефективний потенцiал в моделi включає глюоннi

поля i скалярне поле ∆. Вiн дорiвнює

Veff =
|∆|2
4G∆

+
g2

4
fαβγfαδσAβ

µA
γ
νA

δ µAσ ν − 1

2

∫
d4p

i(2π)4 ln det S−1
g , (4.20)

де останнiй доданок описує внесок фермiонного детермiнанту.

4.2.2. Динамiка глюонiв в пiдходi Гiнзбурга–Ландау. Розглянемо

тепер динамiку легких глюонiв. В роботi [250] дебаївськi i мейснерiвськi маси

глюонiв були обчисленi в 2SC фазi. Цi маси дорiвнюють нулю для глюонiв

A(1), A(2) i A(3) непорушенної SUc(2) симетрiї при δµ < ∆. Для глюонiв A(4)−(7)

мейснерiвська маса приблизно дорiвнює

m2
M =

g2µ̃2

6π2

(
1− 2δµ2

∆2

)
, δµ < ∆. (4.21)

Таким чином, бiля критичної точки δµ = ∆/
√

2 мейснерiвська маса для

A(4)−(7) глюонiв є дуже малою. Коли δµ перевищує значення ∆/
√

2, маса m2
M

стає вiд‘ємною, що свiдчить про хромомагнiтну нестабiльнiсть 2SC розв‘язку.

Мiж тим, поблизу критичної точки δµ = ∆/
√

2, синглетне вiдносно SU(2)c

поле A(8) має значну масу. Цi факти вказують на те, що ми повиннi вра-

ховувати A(1)−(7) глюони як важливi ступенi вiльностi в ефективнiй низь-

коенергетичнiй теорiї поблизу критичної точки δµ = ∆/
√

2. Нашою цiллю

є опис динамiки цих ступенiв вiльностi поблизу критичної точки в пiдходi

Гiнзбурга–Ландау.

Надпровiдна щiлина ∆ 6= 0 динамiчно порушує SU(3)c симетрiю до SU(2)c

симетрiї. Приєднане представлення SU(3)c вiдносно SU(2)c розкладається

наступним чином

8 = 3⊕ 2⊕ 2̄⊕ 1, (4.22)

тобто

{A(α)
µ } = (A(1)

µ , A(2)
µ , A(3)

µ )⊕Kµ ⊕K†
µ ⊕ A(8)

µ , (α = 1, 2, · · · , 8). (4.23)
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В наведенiй вище формулi ми визначили комплексний дублет “матерiальних”

полiв, якi описують кольоровi векторнi “каони"

Kµ ≡ 1√
2

(
A

(4)
µ − iA

(5)
µ

A
(6)
µ − iA

(7)
µ

)
. (4.24)

Ми також позначили

f (l)
µν ≡ ∂µA

(l)
ν − ∂νA

(l)
µ + gεlmnA(m)

µ A(n)
ν , (l, m, n = 1, 2, 3) (4.25)

i

Dµ ≡ ∂µ − igA(l)
µ

σl

2
. (4.26)

Тодi структурними елементами ефективної дiї є наступнi шiсть величин

K0, Kj, D0, Dj, f0j, fjk. (4.27)

Ефективна дiя повинна бути iнварiантною вiдносно всiх початкових симетрiй,

зокрема кольорової SU(2)c i симетрiї вiдносно обертань SO(3)rot.

Внаслiдок хромомагнiтної нестабiльностi при δµ > ∆/
√

2 природньо очi-

кувати спонтанне порушення SU(2)c симетрiї шляхом утворення конденсату

векторних полiв < 0|Kµ|0 >6= 0 для однiєї з просторових компонент Kµ. В

силу симетрiї вiдносно обертань SO(3)rot, не втрачаючи загальнiсть, ми мо-

жемо вибрати < 0|K3|0 >6= 0. Далi внаслiдок SU(2)c симетрiї ми можемо

вибрати < 0|A(6)
3 |0 > 6= 0. Таке ненульове середне спонтанно порушує SU(2)c

i SO(3)rot симетрiї.

В роботi [261] дослiджувались конденсати векторних бозонiв в калiбру-

вальнiй σ-моделi iз хiмiчним потенцiалом для гiперзаряда, якi порушують

калiбрувальну SU(2)L симетрiю. Використовуючи досвiд цiєї роботи ми роз-

глянемо наступний анзатц в моделi, яку ми дослiджуємо,

B ≡ g < 0|A(6)
3 |0 >, C ≡ g < 0|A(1)

3 |0 >, D ≡ g < 0|A(3)
0 |0 > (4.28)

(вiдзначимо, що середне g < 0|A(3)
0 |0 > може розглядатися як хiмiчний по-

тенцiал µ3 пов‘язаний з третьою компонентою генератора кольорової калiбру-

вальної групи).
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Враховуючи SU(2)c i SO(3)rot симетрiї i використовуючи структурнi вели-

чини (4.27) розглянемо тепер в рамках пiдходу Гiнзбурга–Ландау який вигляд

має ефективний потенцiал поблизу критичної точки δµ ' ∆/
√

2 враховую-

чи доданки масової розмiрностi чотири включно. Ми маємо наступний вираз

для ефективного потенцiалу

Veff = V∆ +
1

2
M 2

BB2 +TDB2 +
1

2
λBCB2C2 +

1

2
λBDB2D2 +

1

2
λCDC2D2 +

1

4
λBB4,

(4.29)

де V∆ є 2SC частина ефективного потенцiала. Коефiцiєнти λB, λBC , λBD i λCD

безрозмiрнi, а коефiцiєнт T має масову розмiрнiсть один. Всi цi коефiцiєнти

ми можемо отримати розкладаючи потенцiал (4.20) вiдносно B, C i D.

Перед тим як це зробити, ми проаналiзуємо в загальних рисах поведiнку

ефективного потенцiалу (4.29) поблизу критичної точки. Точка екстремуму

ефективного потенцiалу (4.29) визначається наступними рiвняннями

∂Veff

∂B
= B

[
M 2

B + λBB2 + 2TD + λBCC2 + λBDD2 ]
= 0, (4.30)

∂Veff

∂C
= C

[
λBCB2 + λCDD2 ]

= 0, (4.31)

∂Veff

∂D
= TB2 + λBDDB2 + λCDC2D = 0 (4.32)

i
∂Veff

∂µe
= 0,

∂Veff

∂µ8
= 0,

∂Veff

∂∆
= 0. (4.33)

Припустимо, що точка бiфуркацiї розв‘язку з ненульовими B, C i D вiдпо-

вiдає фазовому переходу другого роду (ми покажемо нижче, що таке припу-

щення є самоузгодженим). Тодi ми можемо представити µe, µ8 i ∆ наступним

чином

µe = µ̄e + ξe, (4.34)

µ8 = µ̄8 + ξ8, (4.35)

∆ = ∆̄ + ξ∆, (4.36)
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де величини з рисочкою зверху вiдповiдають 2SC рiшенню коли B = C =

D = 0, а

ξe, ξ8, ξ∆ ∼ O(B2) (4.37)

є величинами порядку B2, тобто є iнфiнiтезiмально малими поблизу точки

фазового переходу. Обчислюючи рiзницю енергiй мiж V∆ для нового i 2SC

розв‘язкiв ми знаходимо, що вона є величиною порядка B4.

V∆(∆sol, µsol
e , µsol

8 )− V∆(∆̄, µ̄e, µ̄8) ∼ O(B4). (4.38)

Цей факт ми використаємо в подальшому аналiзi.

Як випливає з рiвнянь (4.30)–(4.32), у випадку коли 2SC рiшення стає

нестабiльним (M 2
B < 0) з‘являється нове рiшення якщо параметри λBC i λCD

задовольняють умови

λBC > 0, λCD < 0 (4.39)

(в наступному параграфi ми покажемо, що цi умови дiйсно задовольняються).

Нове рiшення є

Bsol =
−M 2

B

3|T |

√−λCD

λBC
, Csol =

√
−M 2

B

3λBC
, Dsol =

−M 2
B

3T
, (4.40)

де ми знехтували членами вищого порядку по M 2
B.

Бiля критичної точки M 2
B = 0 нове рiшення веде себе як

Bsol ∝ −M 2
B, Csol ∝

√
−M 2

B, Dsol ∝ −M 2
B. (4.41)

Цi спiввiдношення мають важливе значення. Вони означають, що доданки

B4 i B2D2 в ефективному потенцiалi не є суттєвими поблизу критичної точки

M 2
B = 0. Нехтуючи ними ми знаходимо редукований ефективний потенцiал

Ṽeff = V∆ +
1

2
M 2

BB2 + TDB2 +
1

2
λBCB2C2 +

1

2
λCDC2D2. (4.42)

Зауважимо, що (Ṽeff − V∆) ∼ O(B3). Цей факт i рiвняння (4.38) означа-

ють, що в лiдируючому наближеннi ми можемо використовувати величини з
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рисочкою зверху визначенi в рiвняннях (4.34)-(4.36) при обчисленнi V∆, M 2
B,

T , λBC i λCD в редукованому потенцiалi. Iншими словами, ефективний потен-

цiал може бути представлений як сума 2SC частини V∆ iз 2SC фермiонними

параметрами i динамiчної глюонної частини

Ṽeff → Ṽeff(∆̄, µ̄e, µ̄8; B, C, D) = V∆(∆̄, µ̄e, µ̄8) +
1

2
M 2

BB2 + TDB2

+
1

2
λBCB2C2 +

1

2
λCDC2D2. (4.43)

Тодi (4.40) є точним екстремумом для потенцiалу (4.43) i густина енергiї в

стацiонарнiй точцi дорiвнює

Ṽeff(∆̄, µ̄e, µ̄8; Bsol, Csol, Dsol) = V∆+
1

6
M 2

BB2
sol = V∆− (−M 2

B)3

54T 2

(
−λCD

λBC

)
< V∆.

(4.44)

Таким чином, стан iз конденсатами глюонних полiв є бiльш стабiльним нiж

2SC стан.

Використовуючи закон Гауса

TB2 + λCDC2D = 0, (4.45)

ми знаходимо iстинний ефективний потенцiал без нединамiчної ступенi вiль-

ностi A
(3)
0

Ṽ Gauss
eff = V∆ +

1

2
M 2

BB2 +
1

2
λBCB2C2 − T 2B4

2λCDC2 . (4.46)

Аналiзуючи кривизну Ṽ Gauss
eff легко показати, що рiшення (4.40) є мiнiмумом

ефективного потенцiалу (4.46).

4.2.3. Глюонна фаза. В цьому параграфi ми обчислимо коефiцiєнти

M 2
B, T , λBC , λCD i покажемо, що в моделi, яка розглядається, дiйсно iснує

глюонна фаза з конденсатами глюонних полiв. 2SC частина V∆ ефективного

потенцiалу добре вiдома [262]

V∆(∆, µe, µ8) =
∆2

4G∆
− µ4

e

12π2 −
µ4

ub

12π2 −
µ4

db

12π2 −
µ̃4

3π2



160

−∆2

π2

[
µ̃2 − 1

4
∆2

]
ln

4Λ2

∆2 −
∆2

π2

[
Λ2 − 2µ̃2 +

1

8
∆2

]
, (δµ < ∆) , (4.47)

де Λ - ультрафiолетовий параметр обрiзання в НЙЛ моделi, а µub, µdb i µ̃

визначенi в рiвняннях (4.11) i (4.12). Для спрощення позначень ми вилучили

рисочки зверху над величинами ∆, µe i µ8 (ми знехтували також в цьому

виразi величинами порядка O(µ̃2/Λ2) i O(∆2/Λ2)). Умови кольорової i еле-

ктричної нейтральностi 2SC рiшення призводять до рiвнянь

δµ =
3

10
µ− 1

5
µ8, (4.48)

(µ̃2 + δµ2)µ8 = −µ̃∆2
(

ln
2Λ

∆
− 1

)
+ µ̃(δµ2 + µ2

8)−
1

3
µ3

8. (4.49)

Надпровiдна щiлина ∆ визначається НЙЛ константою зв‘язку G∆ i параме-

тром обрiзання Λ.

Обчислюючи вiдповiднi дiаграми, якi генеруються фермiонним детермi-

нантом в (4.20) ми знаходимо в областi δµ < ∆

M 2
B = −µ2

8

g2 +
µ̃2

6π2

(
1− 2δµ2

∆2

)
, (4.50)

λBC =
1

80π2

µ̃2

∆2

[
−1 + 8

δµ2

∆2

(
1− δµ2

∆2

)]
, (4.51)

λCD = − 1

g2 −
1

18π2

µ̃2

∆2 , (4.52)

T =
µ8

2g2 +
µ8

24π2

µ̃2

∆2

(
−1 + 8

δµ4

∆4

)
+

µ̃

48π2

(
−1 + 4

δµ2

∆2 + 8
δµ4

∆4

)
. (4.53)

В цих рiвняннях ми врахували також глюонний вклад, який випливає iз КХД

лагранжiана для глюонiв

Vg ≡ −Lg = −1

2
F

(α)
0j F

(α)
0j = − 1

2g2µ
2
8B

2 +
1

2g2µ8DB2 − 1

8g2B
2D2 − 1

2g2C
2D2 .

(4.54)

Ми бачимо, що коефiцiєнт λCD дiйсно є вiд‘ємним. Параметр M 2
B, який ви-

значає мейснерiвську масу, вiд‘ємний для

δµ > δµcr, δµcr =
∆√
2

√
1− 3π

2αs

µ2
8

µ̃2 , αs ≡ g2

4π
. (4.55)
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Iз рiвнянь (4.48) i (4.12) випливає

µ̃ =
9

10
µ +

2

5
µ8, (4.56)

i в критичнiй точцi ми знаходимо з рiвнянь (4.48), (4.49) i (4.55), (4.56), що

µ8 приблизно дорiвнює

µ8 =
3− ln 200Λ2

9µ2

12 + 4
9

(
ln 200Λ2

9µ2 − 2
) µ. (4.57)

Для реалiстичних значень Λ = (1.5 − 2.0)µ i αs = 0.75 − 1.0 чисельно ми

маємо
3π

2αs

µ2
8

µ̃2 = 0.03–0.1 . (4.58)

Таким чином, врахування вкладу глюонiв, який випливає з (4.54) зменшує

значення δµcr на 1.5%–5% порiвнянно з вiдповiдним значенням в (некалiбру-

вальнiй) НЙЛ моделi.

Коефiцiєнт λBC (4.51) в критичнiй точцi δµ = δµcr дорiвнює

λBC =
1

80π2

µ̃2

∆2

(
1− 9π2

2α2
s

µ4
8

µ̃4

)
. (4.59)

Доданок µ4
8/µ̃

4 є дуже малим i тому ми бачимо, що коефiцiєнт λBC є додатнiм

поблизу критичної точки. Внаслiдок цього умова (4.39) дiйсно задовольняє-

ться.

Пiдставляючи (4.50)–(4.53) в рiвняння (4.40) ми знаходимо шуканi розв‘язки

для B, C i D поблизу критичної точки. Нехтуючи членами вищого порядку

в µ8/µ в рiвняннях (4.50)–(4.53) ми маємо

M 2
B '

µ̃2

6π2

(
1− δµ2

δµ2
cr

)
, λBC ' 9

160π2 ,

λCD ' − 1

4παs
− 1

4π2 , T ' µ̃

16π2 +
µ8

16π2

(
3 +

2π

αs

)
, (4.60)
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звiдки отримуємо шуканий розв’язок

Bsol =
δµ2 − δµ2

cr

δµ2
cr

16 µ̃

√
10

(
1 + π

αs

)

27
[
1 + µ8

µ̃

(
3 + 2π

αs

) ] , (4.61)

Csol =

√
δµ2 − δµ2

cr

δµcr

4
√

5 µ̃

9
, (4.62)

Dsol =
δµ2 − δµ2

cr

δµ2
cr

8 µ̃

9
[
1 + µ8

µ̃

(
3 + 2π

αs

) ] . (4.63)

Важливо вiдзначити, що цей розв’язок вiдповiдає ненульовому F
(α)
µν , що

свiдчить про наявнiсть неабельових постiйних хромоелектричних конденсатiв

в основному станi системи

E
(2)
3 = F

(2)
03 =

1

g
CsolDsol , (4.64)

E
(7)
3 = F

(7)
03 =

1

2g
Bsol ( 2µ8 −Dsol ) . (4.65)

Добре вiдомо, що постiйне абелеве електричне поле в рiзних середовищах зав-

жди призводить до нестабiльностi. Однак неабелеве електричне поле в бага-

тьох випадках не призводить до вiдповiдної нестабiльностi [263]. З технiчної

точки зору ця рiзниця в поведiнцi пов‘язана з тим, що в той час як векторний

потенцiал для абелевого електричного поля залежить вiд просторих або часо-

вої координат, постiйне неабелеве хромоелектричне поле виражається через

постiйний векторний потенцiал, як це має мiсце у нашому випадку i тому

iмпульс i енергiя є гарними квантовими числами у цьому випадку. Для того,

щоб дослiдити питання стабiльностi глюонної фази ми знайшли в роботi [93]

закони дисперсiї для кваркiв в цiй фазi i показали вiдсутнiсть нестабiльностi

в цьому секторi теорiї.

Таким чином, дослiджуючи динамiку глюонiв ми показали, що звичайний

хiгсiвський механiзм реалiзується в глюоннiй фазi. Присутнiсть постiйних

хромоелектричних конденсатiв робить глюонну фазу вiдмiнною вiд всiх вiдо-
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мих фаз кваркової матерiї, якi обговорюються в лiтературi. Це робить дина-

мiку цiєї фази явним чином небелевою. Внаслiдок того, що кольорова SUc(3)

i електромагнiтна U(1) симетрiї спонтанно порушенi, спектр збуджень в глю-

оннiй фазi є дуже багатим. В роботi [96] була розглянута σ-модель з хiмiчним

потенцiалом для гiперзаряду, яка має такий самий характер порушення си-

метрiї, як i розглянута в цьому параграфi модель з глюонною фазою, i було

показано, що в σ-моделi з хiмiчним потенцiалом для гiперзаряду iснують три

типи топологiчно стабiльних вихорових розв’язкiв пов’язаних з електрома-

гнiтним, гiперзарядовим, або з обома калiбрувальними полями разом. Появи

розв’язкiв подiбного типу слiд очiкувати i в глюоннiй фазi. Якщо глюонна

або подiбна до неї фаза є основним станом кольорового надпровiдника i ця

фаза iснує в центральних областях нейтронних зiрок, тодi знайденi вихоровi

розв’язки можуть бути важливими для деяких спостережуваних властиво-

стей нейтронних зiрок.

Розв’язок (4.61)–(4.63) вiдповiдає мiнiмуму ефективного потенцiалу. Однак

питання чи є це рiшення глобальним мiнiмумом залишається вiдкритим. Вiд-

значимо, що цiлком ймовiрно, що iснує цiлий клас розв‘язкiв з ненульовими

векторними конденсатами. З цiєї точки зору корисно згадати фазу Ларкiна–

Овчiнiкова–Фульде–Ферела (ЛОФФ) з просторово неоднорiдною надпровiд-

ною щiлиною в кварковiй матерiї [253, 254]. Легко показати, що ЛОФФ розв‘язок

з однiєю плоскою хвилею вздовж, наприклад, z координати за допомогою ка-

лiбрувального перетворення може бути представлений як розв‘язок iз однорi-

дною надпровiдною щiлиною i векторним конденсатом < 0|A(8)
3 |0 >. (Вiдзна-

чимо, що таке вiдображення неможливе у випадку ЛОФФ розв‘язку з двома

або бiльшою кiлькiстю плоских хвиль.) Нещодавно в роботах [257, 258] ЛОФФ

розв’язок з однiєю плоскою хвилею було використано з цiллю розв‘язати про-

блему хромомагнiтної нестабiльностi. Ми дослiдимо це питання в наступному

параграфi.
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4.3. Нейтральний ЛОФФ стан i хромомагнiтна нестабiльнiсть

В цьому параграфi ми покажемо, що хоча нейтральний ЛОФФ стан має

меншу енергiю нiж 2SC i g2SC стани, в ньому, як i в останнiх, присутня хро-

момагнiтна нестабiльнiсть. В лiтературi нейтральний ЛОФФ стан в кварковiй

матерiї з двома ароматами кваркiв розглядався в роботi [258] в режимi слаб-

кого зв‘язку. В роботi [95] ми розглянули ЛОФФ стан в режимах промiжного

i сильного зв‘язку, де вiн спiвiснує з 2SC i g2SC станами.

Згiдно з [253, 254] параметр порядку ЛОФФ стану з однiєю плоскою хви-

лею визначається постiйною амплiтудою ∆ i постiйним вектором ~q в пока-

знику експоненти. Зручно зробити калiбрувальне перетворення ψ → ψ′ =

exp(−2
√

3i~q·~xT 8) ψ, де T 8 = 1
2
√

3
diag(1, 1,−2) є восьмий генератор SUc(3) в

фундаментальному представленнi. В результатi такого перетворення залежна

вiд x фаза ЛОФФ параметра порядку замiняється незалежним вiд x членом

−2
√

3 ψ̄~γ·~qT 8ψ в кiнетичний частинi для кваркiв. Очевидно, має мiсце рiвнiсть

~q =
1

2
√

3
g < 0| ~A(8)|0 > , (4.66)

тобто вектор ~q є пропорцiйним вакуумному середньому просторової частини

8-го глюона.

Для того, щоб знайти вiльну енергiю (ефективний потенцiал) нам потрi-

бно обчислити фермiонний детермiнант. В термiнах спiнора Намбу–Горькова

ΨT ≡ (ψir, ψ
C
ir, ψig, ψ

C
ig, ψib, ψ

C
ib) внесок безщiлинних блакитних глюонiв фа-

кторiзується i використовуючи стандартнi формули для матриць два на два

в секторi червоних i зелених кваркiв ми знаходимо

detS−1(p0, ~p) =
∏

τ3=±1

[
(p0 + µ̄− δµτ 3 − µ8)

2 − (~p− 2~q)2
]2

×
∏

τ3=±1

[
(p0 − µ̄ + δµτ 3 + µ8)

2 − (~p + 2~q)2
]2
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×
∏

τ3=±1

[{(
p0 − δµτ 3 −Q

)2 − (E−
∆,q)

2
}

×
{(

p0 − δµτ 3 + Q
)2 − (E+

∆,q)
2
}

+ 4∆2(Q2 − q2)

]4

, (4.67)

де ми визначили

Q =
1

2

(
|~p + ~q| − |~p− ~q|

)
, q ≡ |~q| , (4.68)

E±
∆,q ≡

√
1

4

(
E±

p+q + E±
p−q

)2
+ ∆2 , (4.69)

E±
p+q ≡ |~p + ~q| ± µ̄ . (4.70)

Вiльна енергiя виражається через iнтеграл вiд ln detS−1. Внаслiдок того,

що надпровiдна щiлина дорiвнює нулю для блакитних кваркiв їх внесок в

вiльну енергiю спiвпадає з внеском безмасових вiльних фермiонiв. Для того,

щоб знайти вiдповiдний внесок в секторi червоних i зелених кваркiв ми зро-

бимо звичайне припущення домiнування внеску iмпульсiв в областi поблизу

поверхнi Фермi з iмпульсами p ≡ |~p| ∼ µ̄. Тодi нехтуючи вкладами подавлени-

ми 1/µ̄2 ми можемо не враховувати останнiй доданок 4∆2(Q2− q2) в рiвняннi

(4.67) i використати наступнi спiввiдношення

Q = q cos θ +O
(

q3

p2

)
, cos θ ≡ ~p · ~q

p q
, (4.71)

E±
∆,q = E±

∆ +
q2

2p

p± µ̄

E±
∆

(1− cos2 θ) +O
(

q4

p2E±
∆

)
, (4.72)

де E±
∆ ≡

√
(p± µ̄)2 + ∆2. Обчислюючи iнтеграл i зберiгаючи тiльки лiдиру-

ючий вклад ми знаходимо наступну вiльну енергiю ЛОФФ стану кваркової

матерiї з двома ароматами кваркiв

Ω(µ̄, δµ, µ8, ∆, q) = Ω2SC +
2µ̄2q2

3π2

+
µ̄2

π2

[
(q + δµ)3

q

(
1

2
(1− x2

1) ln
1 + x1

1− x1
− x1 +

2

3
x3

1

)
+ (q → −q)

]
, (4.73)
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де Ω2SC дорiвнює

Ω2SC = − µ4
e

12π2−
µ4

ub

12π2−
µ4

db

12π2−
µ̄4

3π2+
∆2

4G∆
−µ̄2∆2

π2 ln
4(Λ2 − µ̄2)

∆2 −∆2

π2

(
Λ2 − 2µ̄2) ,

(4.74)

Λ - ультрафiолетовий параметр обрiзання в моделi Намбу–Йона-Лазiнiо, x1 ≡
θ(1− ∆2

(δµ+q)2 )
√

1− ∆2

(δµ+q)2 θ(x) - функцiя Хевiсайда, а внесок електронiв вклю-

чений в Ω2SC.

Рiвняння, якi визначають екстремум вiльної енергiї (4.73), утворюють си-

стему чотирьох рiвнянь. Це два рiвняння для щiлини ∆ та вектора q i два

рiвняння для δµ та µ8, якi забезпечують нейтральнiсть системи

а)
∂Ω

∂∆
= 0 , б)

∂Ω

∂q
= 0 , в)

∂Ω

∂δµ
= 0 , г)

∂Ω

∂µ8
= 0 . (4.75)

Ми проаналiзували чисельно i в деяких граничних випадках аналiтично цi

рiвняння. Аналiз рiвняння (4.75 г) показує, що µ8 подавлено як µ8 ∼ O
(

∆2

µ̄

)

або µ8 ∼ O
(

q2

µ̄

)
, що дозволяє покласти µ8 = 0 в рiвняннях (4.75 а), (4.75 б) i

(4.75 в) i в вiльнiй енергiї (4.73).

Типовi значення кваркового хiмiчного потенцiалу µ в центральних обла-

стях нейтронних зiрок знаходяться в iнтервалi 300 − 500 МеВ. В чисельних

розрахунках ми використали значення µ=400 MeВ i Λ = 653.3 MeВ [250] (ми

перевiрили, що отриманi результати не є чутливими до вибору значення µ в

iнтервалi 300−500 MeВ). Константа зв‘язку G∆ визначає фiзичнi властивостi

моделi. На практицi зручно замiсть G∆ використовувати значення 2SC щiли-

ни ∆0 при δµ=0 як параметр, який характеризує величину взаємодiї. Кожне з

рiвнянь (4.75 а), (4.75 б) i (4.75 в) при µ8 = 0 визначає поверхню в тривимiрно-

му просторi з координатами ∆, q i µe = 2δµ. Перерiз поверхнi нейтральностi,

яка визначається рiвнянням (4.75 в) i поверхнi визначенної рiвнянням для

щiлини (4.75 б) дозволяє знайти криву нейтральностi. Її проекцiї на площини

(µe, ∆) i (µe, q) зображенi на Рис. 4.6 (а) i 4.6 (б) вiдповiдно.

Для фiксованого ∆0 розв‘язок для нейтрального ЛОФФ стану зображе-

но чорною жирною точкою в мiсцi перетину кривої нейтральностi i кривою
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Рис. 4.6. Крива нейтральностi для ЛОФФ стану (суцiльна жирна лiнiя)
i розв’язки рiвняння для щiлини (тонкi суцiльнi лiнiї) для трьох значень
∆0. Штрихова лiнiя в (a) є лiнiєю нейтральностi для 2SC/g2SC стану.
Штрих-пунктирна лiнiя в (a) є крива ∆ = δµ.
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Рис. 4.7. Вiльна енергiя нейтрального ЛОФФ стану (суцiльна жирна лiнiя)
та нейтральних 2SC (тонка суцiльна лiнiя) i g2SC станiв (штрихова лiнiя).
Вiльна енергiя нормального стану вибрана як лiнiя вiдлiку.

“щiлини”, яка визначається двома рiвняннями для щiлини (4.75 а) i (4.75 б).

Крива нейтральностi для ЛОФФ стану (жирна лiнiя) i три кривi щiлин (тон-

кi лiнiї) зображенi на Рис. 4.6 для трьох характерних значень ∆0: 40 MeВ

(слабкий зв‘язок), 110 MeВ (промiжний зв‘язок) i 190 MeВ (сильний зв‘язок).

Нейтральний ЛОФФ розв‘язок iснує тiльки у випадку промiжного зв‘язку,

де має мiсце також безщiлинний g2SC розв‘язок.

Аналiз рiвнянь (4.75 а)-(4.75 в) показує, що нейтральний ЛОФФ розв’язок

iснує в iнтервалi

63 MeV < ∆0 < 137 MeV (ЛОФФ вiкно) , (4.76)

який можно порiвняти з наступним iнтервалом, де iснує g2SC розв’язок

92 MeV < ∆0 < 130 MeV (g2SC вiкно) . (4.77)

Зауважимо, що для однакових значень ∆0 (тобто для однакових значень кон-

станти зв‘язку G∆) значення параметрiв ∆ i δµ є рiзними для нейтральних

2SC/g2SC i ЛОФФ фаз.

В iнтервалi (4.76), де iснує ЛОФФ розв’язок, ми знайшли, що ∆/∆0 =

0–0.83. Вiльнi енергiї рiзних фаз зображенi на Рис. 4.7 (вiльна енергiя нор-

мальної фази використана як точка вiдлiку). З цього рисунку видно, що
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Рис. 4.8. Квадрат мейснiрiвської маси для 4-7-го глюонiв для нейтрального ЛОФФ стану.

нейтральна ЛОФФ фаза є бiльш стабiльною порiвняно з нейтральною нор-

мальною фазою у всьому iнтервалi (4.76) де цi фази спiвiснують. Нейтраль-

на ЛОФФ фаза має також меншу енергiю нiж нейтральна g2SC/2SC фаза

у всьому iнтервалi, де iснує g2SC фаза (4.77), а також у маленькiй областi

130 MeВ < ∆0 < 136 MeВ поблизу точки де 2SC фаза переходить в g2SC фа-

зу. Однак в силу того, що хромомагнiтна нестабiльнiсть в 2SC фазi має мiсце

при δµ = ∆/
√

2, що вiдповiдає ∆0 = 177 MeВ, нейтральне ЛОФФ рiшен-

ня не вирiшує проблему хромомагнiтної нестабiльностi в широкому iнтервалi

136 MeВ < ∆0 < 177 MeВ.

Комбiнуючи рiвняння (4.75) з рiвнянням (68) в роботi [264], яке визначає

мейснерiвськi маси, ми знайшли, що для нейтрального ЛОФФ стану мейсне-

рiвськi маси 4–7-го глюонiв є уявними при всiх значеннях ∆0 > ∆cr
0 = 81

MeВ (дивись Рис. 4.8). Це означає, що нейтральний ЛОФФ стан має хро-

момагнiтну нестабiльнiсть. В силу того, що ∆0 в 2SC фазi i в iнтервалi де

iснує g2SC рiшення (4.77) є бiльшою вiд критичного значення ∆cr
0 = 81 MeВ

(дивись Рис. 4.7) ми робимо висновок, що у всьому iнтервалi де нейтральнi

2SC/g2SC i ЛОФФ фази спiвiснують всi цi три фазi є нестабiльними. Тому

ЛОФФ стан з однiєю плоскою хвилею не вирiшує проблему хромомагнiтной

нестабiльностi.

В силу зв‘язку мiж ЛОФФ вектором ~q i вакуумним середнiм поля ~A(8),
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який визначений в рiвняннi (4.66), хромомагнiтна нестабiльнiсть нейтрально-

го ЛОФФ стану з однiєю плоскою хвилею свiдчить про те, що один векторний

конденсат < 0| ~A(8)|0 > не вирiшує проблему хромомагнiтної нестабiльностi.

Ми розглядаємо цей результат як аргумент на користь глюонної фази [93].

Дiйсно глюонна фаза має три додатковi векторнi конденсати пов‘язанi з 4–7-

ми глюонами i як показано в роботi [93] хромомагнiтна нестабiльнiсть вiдсу-

тня в цiй фазi в режимi сильного зв‘язку для ∆0 = 177 MeV, що вiдповiдає

кiнцевiй точцi δµ = ∆/
√

2 хромомагнiтної нестабiльностi 2SC розв‘язку.

4.4. Кольоровий надпровiдник у зовнiшньому магнiтному полi

Як ми вiдзначали вище, єдине мiсце у Всесвiтi, де може iснувати кольоро-

ва надпровiднiсть є центральнi областi нейтронних зiрок. Як добре вiдомо,

нейтроннi зiрки можуть мати дуже сильнi магнiтнi поля порядку 1013G, в

окремих випадках досягаючи значень 1015G. Такi об‘єкти вiдомi як магне-

тари. У звичайних надпровiдниках достатньо сильне зовнiшне магнiтне поле

знищує надпровiднiсть. З огляду на це важливою є задача дослiдження впли-

ву магнiтного поля на стан кольорової надпровiдностi. Крiм того, магнiтне

поле може суттєво впливати також i на нормальний стан фермiонної мате-

рiї. Це питання ми дослiджуємо в Додатку Г, де показано, що магнiтне поле

призводить до кiральної асиметрiї поверхнi Фермi релятивiстської фермiонної

матерiї.

В лiтературi проблема впливу зовнiшнього магнiтного поля на стан кольо-

рової надпровiдностi дослiджувалась в роботi [265], де розглядались CFL i

2SC фази кваркової матерiї з трьома i двома ароматами кваркiв вiдповiдно.

Добре вiдомо, що в реальнiй КХД ми не можемо знехтувати масою s кварку.

В роботi [266] було показано, що при реалiстичних значеннях ms реалiзується

CFL фаза з 5-ма незалежними параметрами порядку. Було з’ясовано також,

що та ж сама лiнiйна комбiнацiя електромагнiтного i глюонного поля, яка
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є безмасовою в CFL фазi з ms = 0, залишається безмасовою i в CFL фазi

з ms 6= 0. Тому кут змiшування фотона з глюонами в CFL фазi з ms 6= 0

спiвпадає з кутом змiшування в CFL фазi з трьома безмасовими кварками.

Однак одне питання залишається вiдкритим. Як вiдомо [266], щiлина в CFL

фазi з ms 6= 0 для ms → ∞ прямує до щiлини 2SC фази (важкий s кварк

вiдщеплюється при низьких енергiях). В iнший границi ms → 0 щiлина пря-

мує до щiлини CFL фази з трьома безмасовими кварками. Тому, наївно, ми

могли б очiкували, що кут змiшування один i той же у всiх трьох фазах.

Однак згiдно з [265] кут змiшування в 2SC фазi в два рази менший вiд кута

змiшування в CFL фазi. Отже виникає питання чому кути змiшування рiзнi

в цих фазах?

Для того, щоб знайти вiдповiдь на це питання ми спочатку розглянемо

означення кута змiшування. Перш за все нагадаємо, що кольорова надпро-

вiдна щiлина є вакуумне середне двох кваркових полiв < ψi
αγ5Cψi

β > i тому

вона має два iндекси кольорової групи α, β та два iндекси групи ароматових

перетворень i, j. Коварiантна похiдна дiє на щiлину наступним чином

Dµ∆ = (∂µ + ieAµQ + igAa
µT

a)∆, (4.78)

де дiя Q i T a на надпровiдну щiлину визначена наступним чином (Q∆)ij
αβ =

Qii1∆i1j
αβ + ∆ii1

αβ(Q
T )i1j i (T a∆)ij

αβ = T a
αα1

∆ij
α1β

+ ∆ij
αα1

(T a)T
α1β

(AT означає тра-

споновану до A матрицю), Q=diag(2/3, -1/3, -1/3) - генератор електрома-

гнiтних перетворень, T a = λa

2 позначають генератори кольорових перетво-

рень, а λa - матрицi Гелл-Манна. В загальному випадку для того, щоб знайти

оператор, який при дiї на щiлину дає нуль, розглянемо наступний опера-

тор Q̃ = Q + a1T
1 + ... + a8T

8. Тодi розв‘язок рiвняння Q̃∆ = 0 визна-

чить необхiдний нам оператор Q̃. Легко перевiрити, що a3 = −1 i a8 = − 1√
3

(всi iншi ai = 0) є шуканим розв‘язком у випадку CFL фази, тобто опера-

тор Q̃ = Q − (T 3 + T 8√
3
) дає нуль при дiї на CFL щiлину. Представляючи
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ieAµQ + igAa
µT

a як

i
(

Aµ A1
µ . . . A8

µ

)



eQ

gT 1

...
gT 8




i вставляючи OTO, де

O =




n0 n1 . . . n8
...

m0 m1 . . . m8




є ортогональною 9×9 матрицею, ми знаходимо коефiцiєнти n0, n1, ..., n8 з рiв-

няння en0Q+ gn1T
1 + ...+ gn8T

8 = aQ̃ = a(Q+a1T
1 + ...+a8T

8). Коефiцiєнт

a визначається з умови
∑8

i=0 n2
i = 1, яка є наслiдком того, що матриця O є

ортогональною. Ми маємо

n0 = a/e, n1 =
aa1

g
... , n8 =

aa8

g
(4.79)

i вiдповiдна безмасова лiнiйна комбiнацiя електромагнiтного i глюонного по-

лiв є Ãµ = n0Aµ + n1A
1
µ + ... + n8A

8
µ. Узагальнений кут змiшування визнача-

ється як arccos елемента O11 матрицi O, тобто α = arccos n0. Ми називаємо

кут змiшування узагальненим тому, що ортогональна матриця 9×9 не може

бути параметризована одним незалежним параметром на вiдмiну вiд добре

вiдомого випадку змiшування двох калiбрувальних полiв в Стандатнiй Моде-

лi. Однак, в силу того, що тiльки елемент O11 матрицi O є важливим, для нас

зручно визначити узагальнений кут змiшування як arccos елемента O11. Для

ортогональної матрицi OOT = 1, тому n2
0 + n2

1 + ... + n2
8 = 1, звiдки випливає

a = eg√
g2+(a2

1+...+a2
8)e2

. Таким чином, ми знаходимо, що кут змiшування в CFL

фазi дорiвнює αCFL = arccos g√
g2+4e2/3

≈ 2e√
3g
≈ 1/10, де ми прийняли, що

αs = g2

4π ≈ 1 для барiонних густин характерних для центральних областей

нейтронних зiрок, а калiбрувальне поле Ãµ =
gAµ−eA3

µ− e√
3
A8

µ√
g2+ 4e2

3

є безмасовим в

CFL фазi.
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Кут змiшування знайдений в роботi [265] αABR = arccos g√
g2+e2/3

≈ e√
3g
≈

1/20 має вдвiчi бiльше значення. Вiдмiннiсть нашого результата вiд вiдпо-

вiдного результата отриманого в роботi [265] зв‘язана з тим, що автори [265]

використовували кольоровi генератори T a нормованi на двiйку, в той час як

ми використовували стандартне визначення кольорових генераторiв T a = λa

2 .

Хоча кут змiшування отриманий нами є вдвiчi бiльшим вiд вiдповiдного ре-

зультата отриманого в роботi [265], це не змiнює якiсних висновкiв роботи

[265] тому, що кут змiшування є досить малим числом i внаслiдок цього тiль-

ки маленька частина потоку магнiтного поля не проникає всередину кольо-

рового надпровiдника.

Тепер повернемось до питання чому кути змiшування в CFL i 2SC фазах

рiзнi, хоча щiлина в CFL фазi прямує до щiлини в 2SC фазi при ms → ∞.

Перш за все згадаємо, що в 2SC фазi ∆ij
αβ = ∆εijεαβ3, де ароматовi iндекси

приймають значення 1 i 2. Легко перевiрити, що оператор Q̃ = Q− (T 3 + T 8√
3
),

який дорiвнює нулю при дiї на щiлину в CFL фазi, також дорiвнює нулю

при дiї на щiлину в 2SC фазi. Чому ж тодi згiдно з [265] кути змiшування

в CFL i 2SC фазах вiдрiзняються? Вiдповiдь полягає у тому, що генератор

T 3 дорiвнює нулю при дiї 2SC щiлину на вiдмiну вiд випадку CFL щiлини.

Тому ми можем додати цей генератор до Q̃ з будь-яким коефiцiєнтом, тобто

вiдповiдне рiвняння для Q̃ на вiдмiну вiд випадку CFL фази не має єдиного

розв‘язку. Очевидно, що рiзний вибiр коефiцiєнтiв кольорових генераторiв дає

рiзнi значення кута змiшування. Ми знайдемо коректний Q̃ iз енергетичних

мiркувань. Ми знаємо, що чим менший кут змiшування, тим бiльша частина

потоку зовнiшнього магнiтного поля проникає в кольоровий надровiдник. З

виразу для кута змiшування α = arccos g√
g2+

∑8
i=1 a2

i e
2
випливає, що мiнiмум

кута змiшування вiдповiдає мiнiмуму
∑8

i=1 a2
i . Легко показати, що для 2SC

фази мiнiмальному куту змiшування вiдповiдає Q̃ = Q − T 8√
3
. Таким чином,

кут змiшування в 2SC фазi дiйсно в два рази менший вiд кута змiшування

α2SC ≈ e√
3g
≈ 1

20 в CFL фазi.
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РОЗДIЛ 5

МАГНIТНИЙ КАТАЛIЗ I КВАНТОВИЙ ЕФЕКТ
ХОЛА В СИЛЬНИХ МАГНIТНИХ ПОЛЯХ В

ГРАФЕНI

В попереднiх роздiлах ми дослiджували динамiчне порушення симетрiї в

релятивiстських квантових теорях поля, якi використовуються в фiзицi еле-

ментарних частинок, де iнварiантнiсть лагранжiана теорiї вiдносно перетво-

рень iз групи Лоренца є одним iз найбiльш загальних унiверсальних постула-

тiв [1, 2, 3]. В фiзицi конденсованого стану вiдомi також системи, якi в низь-

коенергетичному наближеннi характеризуються лiнiйним, як в релятивiст-

ських теорiях, енергетичним законом дисперсiї. Серед цих систем присутнi

такi важливi як високотемпературнi надпровiдники i рiзнi системи пов’язанi

з вуглецем, базовим серед яких є графен.

Графен, по сутi, - це шар графiта товщиною один атом. Графен був вiд-

критий в 2004 р. групою Гейма, Новоселова [267] в унiверситетi Манчестера,

Великобританiя. Це вiдкриття створило справжню сенсацiю в фiзицi конден-

сованого стану. Графен привернув до себе увагу величезної кiлькостi науков-

цiв [268, 269, 270]. Щомiсяця дослiдженню незвичних властивостей графену

присвячується велика кiлькiсть наукових публiкацiй. Графен являє собою

перший приклад справжнього двовимiрного кристала i вiн є також базовим

елементом для iнших форм (алотропiв) вуглецю. Так графiт є сукупнiстю

шарiв графена досить слабко зв’язаних мiж собою, нанотрубки - це згорнутi

шари графену, а фулерен утворюється шляхом згортання графена, який має

гексагональну гратку, в сферу включаючи при цьому декiлька п’ятикутникiв

необхiдних з точки зору характеристики Ейлера–Пуанкаре.
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Блискучим пiдтвердженням релятивiстської природи носiїв заряду в гра-

фенi [271, 272] стало спостереження квантового ефекта Хола (КЕХ) в цьому

матерiалi [273, 274, 275] теоретично передбаченого в роботах [218, 276]. Для

двовимiрного електронного газу КЕХ був вiдкритий фон Клiтцiнгом [277] в

1980 роцi. Ефект полягає у тому, що провiднiсть двовимiрного електронного

газу в зовнiшньому магнiтному полi є квантованою i приймає тiльки дiскретнi

значення νe2/h, де ν - додатне цiле число, h - постiйна Планка, а e - заряд еле-

ктрона. Квантування є настiльки точним, що зараз КЕХ використовується як

стандарт опору в метрологiї. Квантовий ефект Хола виявився дуже важли-

вим явищем, як для фiзики конденсованого стану, так i для (2+1)-вимiрних

квантових теорiй поля [278, 279, 280, 281].

Теоретично в моделi невзаємодiючих електронiв в роботах [218, 276] (ди-

вись також [282]) було показано, що релятивiстський закон дисперсiї квазiча-

стинкових збуджень в графенi призводить до незвичайної форми квантової

холiвської провiдностi σxy = −(4e2/h)(n + 1/2), де n = 0, 1... . Цей "ано-

мальний" КЕХ в графенi був експериментально пiдтверджений в 2005 роцi

двома експериментальними групами, Гейма в Манчестерi i Кiма в Нью Йор-

ку [273, 274]. Плато в провiдностi, якi спостерiгаються в квантовому ефектi

Хола, визначаються енергетичними рiвнями системи. Для двовимiрного нере-

лятивiстського електронного газу рiвнi енергiї в постiйному магнiтному полi

згiдно формули Ландау дорiвнюють En = ~ωc(n + 1/2), де ωc - циклотрон-

на частота. Для релятивiстського безмасового дiракiвського газу рiвнi енергiї

дорiвнюють En = ±
√

2n~v2
FeB/c. В результатi в нерелятивiстському випад-

ку холiвськi плато еквiдистантнi, а в релятивiстському вiдстань мiж плато

пропорцiйна
√

n + 1−√n. Важливо також, що ωc = eB/(mc) ¿
√
~v2

FeB/c

для магнiтних полiв доступних в лабораторiї, якi є набагато меншими вiд

швiнгеровського значення 1013G. В силу цiєї нерiвностi на вiдмiну вiд зви-

чайного КЕХ, який потребує дуже низьких температур, аномальний КЕХ в

графенi спостерiгається навiть при кiмнатних температурах [275]. Слiд також
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зазначити, що КЕХ є дуже чутливим до кiлькостi шарiв в графенi. Напри-

клад, iншi значення холiвських плато спостерiгаються в двохшаровому гра-

фенi [283]. Таким чином, КЕХ може бути використаний, щоб визначити чи є

дослiджуваний зразок дiйсно графеном.

Ще одна властивiсть графена має суттєве значення. В звичайних матерi-

алах домiшки розсiюють електрони, що призводить до енергетичних втрат

i збiльшення опору. Виявляється, що у випадку рiвняння Дiрака розсiяння

електронiв назад на домiшцi дорiвнює нулю. Це призводить до того, що еле-

ктрони в графенi можуть рухатись на вiдстанi в багато мiкронiв без суттєвого

розсiяння назад, що робить графен майже iдеальним матерiалом для створе-

ння так званого балiстичного транзистора. I останне. Той факт, що рух еле-

ктронiв в графенi описується рiвнянням Дiрака дозволяє експериментально

спостерiгати деякi квантовомеханiчнi явища, якi ще нiколи не були спостере-

женi в лабораторiї, наприклад, такi як парадокс Клейна [284], "падiння" на

центр [285, 286, 287, 288], вiдсутнiсть локалiзацiї та iншi.

Графен є надзвичайно цiкавим матерiалом стосовно порушення симетрiї.

Слiд вiдзначити, що сам факт iснування двовимiрного кристала є викликом з

точки зору теорiї кристалiв [270]. В контiнуальному наближеннi гамiльтонiан

для квазiчастинок в графенi, якi взаємодiють за рахунок кулонiвської взає-

модiї, має U(4) симетрiю пов’язану iз спiном i псевдоспiном. Генерацiя щiлини

порушує цю симетрiю. В магнiтних полях, якi перевищують значення 17 T,

спостерiгаються новi плато в холiвськiй провiдностi. Цi плато вiдповiдають

генерацiї щiлин, якi повнiстю порушують U(4) симетрiю.

В першому параграфi даного роздiлу ми дослiдимо динамiчну генерацiю

щiлини в графенi. В другому параграфi розглянемо фазовий перехiд метал-

iзолятор в графенi iндукований зовнiшним магнiтним полем. В третьому па-

раграфi ми обчислимо провiднiсть i опiр. В четвертому параграфi аналiзую-

ться параметри порядка, якi описують динамiчне порушення U(4) симетрiї в

графенi у зовнiшньому магнiтному полi. В п’ятому параграфi ми обчислимо
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Рис. 5.1. Гексагональна гратка графена, яка формується суперпозицiєю
двох трикутних пiдграток A i B.

квазiчастинковий пропагатор i отримаємо рiвняння для щiлини. В шостому

параграфi даного роздiлу дослiджується динамiчне порушення U(4) симетрiї

в графенi у зовнiшньому постiйному магнiтному полi i розглядається кван-

товий ефект Хола.

5.1. Динамiчне порушення симетрiї i генерацiя щiлини в графенi

у вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля

В цьому параграфi ми розглянемо генерацiю щiлини в графенi. Гратка

графену має вигляд бджолинних сот (див. Рис. 5.1) i може розглядатися як

складена з двох трикутних пiдграток А i В. Першим електронну структуру

графену вивчав Уолес [271]. В наближеннi сильного звязку Уолес розглядав

графен як структурний блок графiту, беручи до уваги лише електроннi пе-

реходи мiж найближчими атомами. На Рис. 5.1 вектор ~ρAB описує переходи

мiж двома пiдгратками графену, а ~ρAA переходи мiж найближчими сусiдами

на однiй i тiй же пiдгратцi.

Уолес продемонстрував, що двовимiрнiсть простору та особлива гратка
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призводять до того, що електрони в графенi при низьких енергiях рухаються

так, наче у них вiдсутня маса. Вiн отримав ефективний низькоенергетичний

гамiльтонiан бiля K точки, який визначений на двокомпонентних спiнорах,

верхнi та нижнi компоненти яких пов’язанi iз станами на А та В пiдгратках

вiдповiдно

ĤK(k) =

(
0 −~vF (kx + iky)

−~vF (kx − iky) 0

)
, (5.1)

де швидкiсть Фермi виражається через параметр t, який характеризує стриб-

ки мiж найближчими сусiдами, i вiдстань мiж атомами вуглецю в кристалi-

чнiй гратцi графену a
C−C

= 1.42× 10−10 m. Для швидкостi Фермi ми маємо

vF =
3ta

C−C

2~
. (5.2)

Ефективний гамiльтонiан бiля K ′ точки вiдповiдає замiнi ky → −ky.

Таким чином, при низьких енергiях зонна структура графену формується

з π−електронних орбiт вуглецю та складається з валентної (заповненої) зони

та зони провiдностi (порожньої). Обидвi цi зони мають конiчну форму з вер-

шинами, що торкаються в так званих точках Дiрака. Серед таких точок є ли-

ше двi нееквiвалентнi пари. Спектр π−електронiв при низьких енергiях зада-

ється лiнiйним, подiбним до релятивiстського, спiвiдношенням E = ±~vF |k|
для безмасових частинок, де швидкiсть Фермi vF приблизно в 300 разiв мен-

ша за швидкiсть свiтла, а k - хвильовий вектор квазiчастинок. В роботi [272]

було показано, що електроннi стани поблизу K i K ′ точок можливо описа-

ти рiвнянням Дiрака в (2+1)-вимiрнiй теорiї для чотирьохвимiрного спiнора,

який реалiзує звiдне представлення алгебри Дiрака.

Слiд вiдзначити, що графен є прикладом редукованої КЕД-подiбної те-

орiї розглянутої в Роздiлi 1. Дiйсно в графенi електромагнiтне поле може

вiльно розповсюджуватися у всьому тривимiрному просторi, а електрони є

локалiзованими на площинi. Генерацiя щiлини вiдповiдає фазовому переходу

напiвметал-дiелектрик. Як було показано в Роздiлi 1, внаслiдок явища магнi-

тного каталiзу магнiтне поле вiдiграє дуже важливу роль в динамiцi цього
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переходу.

Головною мотивацiєю дослiдження фазового переходу метал-дiелектрик

були експериментальнi данi отриманi в роботах [294, 295, 296] та їх iнтерпре-

тацiя запропонована в [299, 300]. В цих експериментах в зразках пiролiтично-

го графiту у зовнiшньому магнiтному полi спостерiгалась якiсна змiна опору,

що було iнтерпретовано як фазовий перехiд напiвметал-дiелектрик. В роботi

[299, 300] було вiдзначено, що цi експериментальнi данi можуть бути поясне-

нi за допомогою явища магнiтного каталiзу коли в спектрi квазiчастинкових

збуджень динамiчно генерується щiлина внаслiдок спарування електронiв i

дiрок.

В цьому параграфi ми детально вивчимо фазовий перехiд напiвметал-

дiелектрик iндукований зовнiшним магнiтним полем в двовимiрних систе-

мах з релятивiстськi-подiбним спектром, отримаємо фазову дiаграму систе-

ми, а також дослiдимо її транспортнi властивостi. Одним iз центральних

отриманих результатiв є пояснення iснування порогового значення магнiтно-

го поля Bc. Згiдно експериментальним даним, фазовий перехiд напiвметал-

дiелектрик спостерiгається тiльки в полях, якi перевищують деяке критичне

значення Bc. Ми покажемо, що присутнiсть Bc пов’язана з ненульовою густи-

ною носiїв заряду в системi.

Ми розглянемо модель iз Nf ароматами фермiонiв (у випадку графена

Nf = 2) чий лагранжiан дорiвнює

Sqp '
∫

dtd2~r vF Ψ̄(t, ~r)

(
iγ0(∂t + iµ)

vF
− iγ1∂x − iγ2∂y

)
Ψ(t, ~r)

−1

2

∫
dt

∫
dt′

∫
d2~r

∫
d2~r′ Ψ̄(t, ~r)γ0Ψ(t, ~r)U0(t− t′, |~r − ~r′|) Ψ̄(t′, ~r′)γ0Ψ(t′, ~r′).

(5.3)

Ми враховуємо тiльки кулонiвську взаємодiю, яка пов’язана iз взаємодiєю гу-

стини заряда iз часовою компонентою вектор-потенцiала електромагнiтного

поля. Вiдзначимо, що в графенi взаємодiя густини струму з просторовими

компонентами електромагнiтного поля в c/vF ≈ 300 разiв подавлена порiв-



180

няно iз (2+1)-вимiрною квантовою електродинамiкою, де вакуумнi фермiоннi

флуктуацiї можуть призвести до генерацiї черн-саймонiвського члена взаємо-

дiї, що має важливi наслiдки для електрон-електронної взаємодiї [297].

Кулонiвська взаємодiя в графенi U0(t, |~r|) дорiвнює

U0(t, |~r|) =
e2δ(t)

ε0

∫
d2~k

(2π)2 exp(i~k · ~r)2π
|~k|

=
e2δ(t)

ε0|~r| . (5.4)

При ненульовiй температурi i хiмiчному потенцiалi ефекти поляризацiї сут-

тєво модифiкують кулонiвську взаємодiю, яка набуває наступного вигляду

U(t, |~r|) =
e2

ε0

∫
dω

2π

∫
d2~k

2π

exp(−iωt + i~k · ~r)
|~k|+ Π(ω, |~k|)

, (5.5)

де Π(ω, |~k|)- поляризацiйна функцiя. Масовий доданок ∆0ψ̄ψ в дiї (5.3), якщо

присутнiй, зменшує симетрiю моделi з U(2Nf) до U(Nf)×U(Nf). Ми розгля-

немо тепер динамiчну генерацiю маси в моделi.

Перш нiж ми це зробимо, наведемо вираз для поляризацiї вакууму в графе-

нi. Поляризацiя вакууму при ненульовiй температурi i хiмiчному потенцiалу

визначається наступним iнтегралом

Π(0, ~k) =
2Te2Nf

ε0v2
F

∫ 1

0
dx

[
ln

(
2 cosh

Rx + µ

T

)

− ∆2
T (µ)

2TRx
tanh

Rx + µ

2T
+ (µ → −µ)

]
, (5.6)

де Rx =
√

v2
F
~k2x(1− x) + ∆2

T (µ), ∆T (µ) - фермiонна щiлина, а T - темпе-

ратура. Вiдзначимо, що щiлина є динамiчною величиною, яка визначається

вiдповiдним рiвнянням для щiлини i в загальному випадку залежить вiд те-

меператури i хiмiчного потенцiала.

При µ = 0 (нульова густина) i T = 0 поляризацiйна функцiя дорiвнює

Π(0, ~k) =
e2Nf

ε0v2
F

(
∆0 +

v2
F
~k2 − 4∆2

0

2vF |~k|
arctan

vF |~k|
2∆0

)
. (5.7)
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У випадку ненульової густини i T = 0 поляризацiйна функцiя в рiвняннi (5.6)

обчислюється аналiтично

Π(0, ~k) =
2e2Nf

ε0v2
F

|µ|, для |~k| ≤ k∗, (5.8)

Π(0, ~k) =
2e2Nf

ε0v2
F

|µ|


1−

√
~k2 − k2∗

2|~k|
+

v2
F
~k2 − 4∆2

0(µ)

4µvF |~k|

× arctan
vF

√
~k2 − k2∗
2µ


 , для |~k| > k∗, (5.9)

де k∗ ≡ 2
√

µ2 −∆2
0(µ)/vF . Як легко перевiрити, поляризацiйна функцiя силь-

но залежить вiд iмпульсу. Дiйсно в той час як Π(0, ~k) є приблизно констан-

тою при малих iмпульсах |~k| ≤ k∗, її значення суттєво зменшується для

|~k| & k∗. При малий густинi носiїв заряда, тобто n ∼ k2
∗ ¿ (∆0/vF )2, ця

залежнiсть вiд iмпульсу є особливо сильною. Як випливає з рiвняння (5.9),

при малих iмпульсах Π(0, ~k) дорiвнює дебаївськiй масi MD i може бути до-

сить великою. При промiжних значеннях iмпульсiв |~k| ∼
√

k∗∆0(µ)/vF фун-

кцiя Π(0, ~k) є меншою нiж MD в ∆0(µ)/
√

µ2 −∆2
0(µ) раз, тобто Π(0, ~k) ∼

MD

√
µ2 −∆2

0(µ)/∆0(µ). Для |~k| À ∆0(µ)/vF , поляризацiйна функцiя має

наступну асимптотику

Π(0, ~k) ' πe2Nf

4ε0vF
|~k|. (5.10)

Це спостереження є досить важливим для аналiза динамiки спарювання мiж

електронами i дiрками. Як ми побачимо нижче, саме область iмпульсiв |~k| À
∆0(µ)/vF є домiнуючою в такiй динамiцi. Зокрема це означає, що однопе-

тльове наближення з вiльними безщiлинними фермiонами є надiйним набли-

женням для поляризацiйної функцiї в рiвняннi для щiлини, принаймi при

великих Nf i в принципi може бути якiсно справедливим навiть у випадку

графена, де Nf = 2.



182

Рiвняння ШД для квазiчастинкового пропагатора має наступний вигляд

S−1(ωm, ~p) = S−1
0 (ωm, ~p)− T

∞∑
n=−∞

∫
d2k

(2π)2 × γ0S(ωn, ~k)γ0U(~p− ~k) , (5.11)

звiдки випливає рiвняння для щiлини

∆(p) =
e2T

2πε0

+∞∑
n=−∞

∫
∆(k)d2k

(ωn + iµ)2 + v2
Fk2 + ∆2

T (µ)
× 1

|~p− ~k|+ Π(0, ~p− ~k)
,

(5.12)

де ∆T (µ) ≡ ∆(p)|p=0. Нехтуючи залежнiстю щiлини вiд мацубарiвської ча-

стоти ми можемо явним чином обчислити суму по n. Тодi ми маємо наступне

iнтегральне рiвняння

∆(p) =
πe2

ε0

∫
d2k

(2π)2

∆(k)

Ek

sinh Ek

T

cosh Ek

T + cosh µ
T

× 1

|~p− ~k|+ Π(0, ~p− ~k)
, (5.13)

де Ek =
√

v2
Fk2 + ∆2

T (µ). Використовуючи стандартне наближення для ядра

iнтегрального рiвняння f(|~p−~k|) → f(p)θ(p−k)+f(k)θ(k−p), ми отримуємо

наступне рiвняння для щiлини

∆(p) =
e2

2ε0vF

∫ Λ

ε

dk∆(k)
sinh vF k

T

cosh vF k
T + cosh µ

T

×
[

θ(p− k)

p + Π(0, ~p)
+

θ(k − p)

k + Π(0, ~k)

]
,

(5.14)

де iнфрачервоний параметр обрiзання ε визначається бiльшим значенням ве-

личин ∆T (µ)/vF i
√

µ2 −∆2
T (µ)/vF . Ми використали також метод бiфурка-

цiй, згiдно з яким, нелiнiйне рiвняння для щiлини лiнiаризується. При цьому

ми зануляємо щiлину в Ek i використовуємо iнфрачервоний параметр обрiза-

ння в iнтегралi в правiй частинi рiвняння (5.13).

Розглянемо спочатку рiвняння для щiлини у випадку нульової температу-

ри i нульового хiмiчного потенцiалу. Ми маємо наступне рiвняння

∆p = λ

∫
qdq∆qK (p, q)√
q2 + (∆q/vF )2

, (5.15)

де

K (p, q) =
θ(p− q)

p
+

θ(q − p)

q
(5.16)
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i

λ =
e2

2(ε0vF + πe2Nf/4)
. (5.17)

Область iмпульсiв |~k| À ∆(0)/vF є домiнуючою для генерацiї щiлини. В цiй

областi доданок (∆q/vF )2 в знаменнику пiдiнтегрального виразу фактично

тiльки регуляризує iнтеграл в iнфрачервонiй областi. Тому ми знехтуємо цим

доданком i будемо використовувати його як iнфрачервоний параметр обрiза-

ння, тобто ми будемо працювати в так званому бiфуркацiйному наближеннi.

Таким чином, ми маємо наступне рiвняння для щiлини

∆p = λ

(∫ p

∆(0)/vF

dq

p
∆q +

∫ Λ

p

dq

q
∆q

)
, (5.18)

де Λ - ультрафiолетовий параметр регуляризацiї, який приблизно дорiвнює

π/a, де a - перiод гратки. В графенi a = 2.46 · 10−10m.

Iнтегральне рiвняння (5.18) еквiвалентне наступному диференцiальному

рiвнянню

p2∆′′
p + 2p∆′

p + λ∆p = 0, (5.19)

з граничними умовами

p2∆′
p|p=∆(0)/vF

= 0, (5.20)
(
p∆′

p + ∆p

) |p=Λ = 0. (5.21)

Розв’язок рiвняння (5.19), який задовольняє iнфрачервону граничну умову

(5.20), дорiвнює

∆p =
∆(0)3/2

sin(δ)
√

pvF
sin

(√
4λ− 1

2
ln

pvF

∆(0)
+ δ

)
, (5.22)

де δ = arctan
√

4λ− 1. Зауважимо, що ∆(0) = ∆p=∆(0)/vF
. Ультрафiолетова

гранична умова (5.21) призводить до рiвняння
√

4λ− 1

2
ln

vFΛ

∆(0)
+ 2δ = π , (5.23)
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з якого випливає, що його розв’язок, який задовольняє умову ∆0 ¿ ΛvF iснує

тiльки для λ > 1/4. В режимi
√

4λ− 1 ¿ 1 щiлина дорiвнює

∆(0) ' ΛvF exp

(
− 2π√

4λ− 1
+ 4

)
. (5.24)

Умова λ > 1/4 визначає критичну лiнiю в площинi (g, Nf), де g є безрозмiр-

ною константою зв’язку g ≡ e2/ε0vF

gcr =
4

8− πNf
. (5.25)

Таким чином, динамiчна щiлина генерується тiльки для g > gcr. В графенi

Nf = 2 i критична константа зв’язку дорiвнює gcr ≈ 2.33. Цей результат

був отриманий в лiдируючому по 1/Nf порядку i звичайно iснують поправки

вищого порядку до нього.

Експериментально вiдомо, що графен на пiдложцi SiC коли присутнiсть

пiдложки зменшує константу зв’язку в κ ≈ 4, 5 разiв (κ - дiелектрична кон-

станта зв’язку), є напiвметалом. Що ж стосується графену, який є пiдвiшеним

у повiтрi мiж двома контактами, то в цьому випадку дiелектрична константа

κ = 1 i тому константа зв’язку є великою. Як наслiдок, ми можемо очiкувати,

що в такому графенi динамiчно згенерується щiлина i вiн буде iзолятором.

Вище ми розглянули випадок нульової густини заряду в графенi i нульової

температури. Зрозумiло, що при ненульовiй густинi заряду i ненульовiй тем-

пературi критичне значення константи зв’язку повинно збiльшитись, тому що

температура i ненульова густина заряду збiльшують ефекти екранування i в

результатi зменшується взаємодiя мiж квазiчастинками.

5.2. Магнiтний каталiз в графенi

В зовнiшньому постiйному магнiтному полi кiнетична частина квазiча-

стинкової дiї модифiкується за рахунок замiни похiдних по просторових ко-
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ординатах вiдповiдними коварiантними похiдними

∂x → ∂x + i
e

c
Aext

x (~r), ∂y → ∂y + i
e

c
Aext

y (~r), (5.26)

де в симетричнiй калiбровцi Aext
x (~r) = −By/2 i Aext

y (~r) = Bx/2. В постiйному

магнiтному полi пропагатор квазiчастинок має наступну загальну форму [72]

G(t− t′, ~r, ~r′) = exp
[
−i

e

c
~r · ~Aext(~r′)

]
G̃(t− t′, ~r − ~r′). (5.27)

Зауважимо, що замiсть символу S для фермiонного пропагатора у вiдсутно-

стi магнiтного поля, який ми використовували у попередньому параграфi, в

цьому параграфi ми використовуємо символ G для фермiонного пропагатора

в магнiтному полi. Згiдно [72] трансляцiйно iнварiантна частина пропагатора

дорiвнює G̃(t− t′, ~r − ~r′)

G̃(t, ~r) =

∫
dt

2π

d2~k

(2π)2 exp(−iωt + i~k · ~r)G̃(ω,~k), (5.28)

G̃(ω,~k) = 2i exp

(
−c|~k|2
|eB|

)
×

∞∑
n=0

(−1)n
[
(ωγ0 + ∆)f1(~k) + f2(~k)

]

ω2 −∆2 − 2nv2
F |eB|/c

, (5.29)

де

f1(~k) = P−Ln

(
2c~k2

|eB|

)
− P+Ln−1

(
2c~k2

|eB|

)
, f2(~k) = 2vF

~k~γL1
n−1

(
2c~k2

|eB|

)
,

(5.30)

P± =
1± isgnγ1γ2

2
.

Функцiї Lα
n(z) є узагальненими полiномами Лагера i за означенням Ln(z) ≡

L0
n(z) та Lα

−1(z) ≡ 0.

Присутнiсть зовнiшнього магнiтного поля змiнює поляризацiйну функцiю

i враховуючи результати отриманi в [298] потенцiал взаємодiї приймає вигляд

U(t, ~r) = δ(t)
e2

ε0

∫
d2~k

2π

exp(i~k · ~r)
|~k|(1 + a|~k|)

=
e2πδ(t)

2ε0a

[
H0

( |~r|
a

)
−N0

(|~r|
a

)]
,

(5.31)
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де

a = 2πν0
e2Nf

ε0vF

√
c

|eB| , (5.32)

а константа ν0 дорiвнює

ν0 ≡ 1

4π
√

π

∫ ∞

0

dz√
z

(
coth(z)

z
− 1

sinh2(z)

)
= −3ζ(−0.5)√

2π
≈ 0.14. (5.33)

Далi ζ(z) - дзета функцiя Рiмана, H0(z) - функцiя Струве, а N0(z) є функцiєю

Беселя другого роду. Рiвняння ШД для квазiчастинкового пропагатора має

вигляд (G̃0(t, ~r) - трансляцiйно iнварiантна частина вiльного пропагатора)

G̃(t, ~r) = G̃0(t, ~r)− i

∫
dt′d2~r′

∫
dt′′d2~r′′ × exp

[
−i~r · ~A(~r′)

−i~r′ · ~A(~r′′)
]
× G̃0(t− t′, ~r−~r′)γ0G̃(t′− t′′, ~r′−~r′′)γ0G̃(t′′, ~r′′)U(~r′−~r′′)δ(t′− t′′).

(5.34)

Згiдно [70] у випадку докритичних значень константи зв’язку g < gc ми

повиннi вiдрiзняти два режима. Перший - це режим слабкого зв’язку g ¿ gc.

В цьому режимi найнижчий рiвень Ландау домiнує i значення динамiчної

щiлини ∆ є набагато меншим вiд щiлини
√

2v2
F |eB|/c мiж найнижчим i пер-

шим рiвнями Ландау. Це означає, що вищi рiвнi Ландау вiдщеплюються i

НРЛ домiнує в динамiцi спарювання. У випадку g ≤ gc всi рiвнi Ландау є ва-

жливими з точки зору динамiки спарювання i динамiчна щiлина ∆ є порядку√
2v2

F |eB|/c. В подальшому ми розглянемо перший режим. Тодi найнижчий

рiвень Ландау домiнує i квазiчастинковий пропагатор може бути апроксимо-

ваний вiдповiдним пропагатором для найнижчого рiвня Ландау

G̃(t, ~r) =
i|eB|
4πc

exp

(
−|~r|

2|eB|
4c

)
g(t)(1− iγ1γ2), (5.35)

де g(t) є невiдома матричнозначна функцiя, яка визначається рiвняннямШД.

Використовуючи анзатц (5.35) iз рiвняння (5.34) ми знаходимо наступне рiв-

няння для Фур’є образу g(t)

g−1(ω) = g−1
0 (ω)− ie2

∫
dω′

2π
γ0g(ω − ω′)γ0 ×

∫
d2~k

(2π)2 exp

[
− c|~k|2

2|eB|

]
U(~k).

(5.36)
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Далi g(ω) має наступний загальний вигляд

g(ω) =
A(ω)γ0ω + ∆(ω)

A(ω)2ω2 −∆(ω)2 , (5.37)

де A(ω) i ∆(ω) є скалярними функцiями. Легко бачити, що iнтеграл в правiй

частинi рiвняння (5.36) не залежить вiд ω. Це означає, що функцiя A(ω) = 1

i щiлина ∆(ω) також не залежить вiд ω. Тому ми легко знаходимо наступний

розв’язок

∆0 =
g√
2

√
v2

F |eB|
c

∫ ∞

0

dk exp(−k2)

1 + kχ0
, (5.38)

де

χ0 = 2
√

2πν0gNf

i ми пишемо iндекс нуль у ∆0 для того, щоб пiдкреслити, що цей розв’я-

зок отриманий при нульовiй густинi заряду i нульовiй температурi. У двох

граничних випадках χ0 ¿ 1 i χ0 À 1 ми маємо наступнi асимптотики

∆0 ' g
√

π

2
√

2

√
v2

F |eB|
c

(
1− χ0√

π
+

χ2
0

2
+ · · ·

)
(5.39)

для малих Nf i

∆0 ' g√
2

√
v2

F |eB|
c

ln χ0

χ0
≡ vF

4πν0Nf

√
|eB|

c
ln χ0 (5.40)

для великих Nf . Вiдповiдно з явищем магнiтного каталiза [68, 69] ми бачимо,

що в зовнiшньому постiйному магнiтному полi щiлина генерується при будь-

якому значеннi константи зв’язку g = e2/ε0vF , тобто критична константа

зв’язку дорiвнює нулю.

Неважко перевiрити, що при малiй константi зв’язку g = e2/ε0vF або до-

статньо великому значеннi Nf розв’язок (5.40) отриманий в наближеннi най-

нижчого рiвня Ландау є самоузгодженим. В обох цих випадках щiлина ∆0 є

набагато меншою вiд вiдстанi
√

2v2
F |eB|/c мiж найнижчим i першим рiвнями

Ландау.
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Розглянемо тепер вплив хiмiчного потенцiала i температури на генерацiю

щiлини в графенi. Використовуючи мацубарiвський формалiзм легко узагаль-

нити рiвняння для щiлини на випадок ненульових хiмiчного потенцiалу i тем-

ператури. Ми маємо

∆T (µ) =
e2

2
√

2ε0

√
|eB|

c

∫ ∞

0

dk exp(−k2)

1 + kχ0

sinh ∆T (µ)
T

cosh ∆T (µ)
T + cosh µ

T

. (5.41)

В наближеннi НРЛ густина заряду виражається через хiмiчний потенцiал

наступним чином

n =
Nf |eB|

2πc

sinh µ
T

cosh ∆T (µ)
T + cosh µ

T

. (5.42)

Будемо вважати, що густина носiїв заряду (тобто n = nel−nh) є фiксованою.

Тодi маємо

sinh
µ

T
=

νB

1− ν2
B

(
cosh

∆T (µ)

T
+

√
1 + ν2

B sinh2 ∆T (µ)

T

)
,

cosh
µ

T
=

1

1− ν2
B

(√
1 + ν2

B sinh2 ∆T (µ)

T
+ ν2

B cosh
∆T (µ)

T

)
,

де

νB =
2πcn

Nf |eB| ≡
Bc

B
(5.43)

є так званий фактор заповнення, який стандартно використовується в дослi-

дженнях квантового ефекта Хола.

Тодi рiвняння для щiлини може бути переписано наступним чином

∆T (νB) =
e2

2
√

2ε0

√
|eB|

c

∫ ∞

0

dk exp(−k2)

1 + kχ0

× (1− ν2
B) sinh ∆T (νB)

T

cosh ∆T (νB)
T +

√
1 + ν2

B sinh2 ∆T (νB)
T

. (5.44)

Розглянемо спочатку випадок нульової температури. Тодi рiвняння для щi-

лини приймає дуже простий вигляд

|∆0(νB)| = 1− νB

2
∆0(0) ≡ e2(1− νB)

2
√

2ε0

√
|eB|

c

∫ ∞

0

dk exp(−k2)

1 + kχ0
, (5.45)
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де ∆0(0) є значення щiлини при νB = 0. Iз цього рiвняння випливає, що його

розв’язок вiдсутнiй при νB ≥ 1, тобто симетрiя вiдновлюється. Умова νB = 1

визначає критичну густину nc = Nf |eB|/2πc. Ця критична густина вiдповiдає

повнiстю заповненому найнижчому рiвню Ландау i є унiверсальною для всiх

докритичних значень константи зв’язку. Виражаючи n через B ми можемо

сказати, що при фiксованiй густинi заряду n, критичним значенням магнi-

тного поля є |eBc| = 2πcn/Nf , тобто ненульова щiлина генерується тiльки

для магнiтних полiв B бiльших Bc.

Критична температура визначається рiвняням (5.44) з ∆T (νB) = 0

Tc =
e2(1− ν2

B)

4
√

2ε0

√
|eB|

c

∫ ∞

0

dk exp(−k2)

1 + kχ0
. (5.46)

При фiксованiй густинi n це рiвняння означає, що критична температура

дорiвнює нулю при магнiтних полях менших Bc визначеного вище. Для B >

Bc критична температура Tc зростає з B.

5.3. Провiднiсть i опiр

Провiднiсть i опiр є дуже важливими величинами в фiзицi конденсованого

стану i вони вiдiграють також дуже важливу роль при експериментально-

му дослiдженнi фазового переходу напiвметал-iзолятор в графенi. В цьому

параграфi ми з’ясуємо як генерацiя щiлини у зовнiшньому магнiтному по-

лi впливає на провiднiсть i опiр. Спочатку ми розглянемо випадок нульово-

го магнiтного поля. При обчисленнi транспортних коефiцiєнтiв i провiдностi

та опору зокрема дуже корисно використовувати спектральне представлення

для квазiчастинкової функцiї Грiна, яке визначається наступним чином

S(iωn, ~k) = i

∞∫

−∞

dωA(ω,~k)

iωn − µ− ω
. (5.47)
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Для квазiчастинкового пропагатора розглянутого в параграфi 5.1 ми маємо

A(ω,~k) =
Γ

2πE

[
γ0E − ~k~γ + ∆

(ω − E)2 + Γ2 +
γ0E + ~k~γ −∆

(ω + E)2 + Γ2

]
, (5.48)

де E =
√

v2
F
~k2 + ∆2 i всюди в цьому параграфi ми будемо використовувати

символ ∆ для щiлини, тобто ∆ ≡ ∆T (µ) i ∆ ≡ ∆T (νB) у випадках B = 0

i ненульового магнiтного поля вiдповiдно. Зауважимо, що феноменологiчний

параметр Γ є шириною. Без цiєї величини обчислення провiдностей не має

сенсу. Ненульова ширина з’являється в результатi взаємодiй i, зокрема, роз-

сiяння на домiшках. Ширина Γ визначається уявною частиною власної енергiї

електрона Γ(ω) = −ImΣR(ω) i в загальному випадку є величиною, яка зале-

жить вiд температури i магнiтного поля. Як i динамiчна щiлина, ширина

повинна бути знайдена з рiвнянь ШД. При низьких температурах вона за-

звичай моделюється як деяка феноменологiчна константа. Це є ще одним iз

наближень, яке ми будемо використовувати в цьому параграфi.

В термiнах спектральної функцiї густина заряду дорiвнює

n =
1

2

∫
d2k

(2π)2

∞∫

−∞
dω

(
tanh

ω + µ

2T
− 1

)
tr

[
γ0A(ω,~k)

]
. (5.49)

Тензор провiдностей визначається формулою

σij = lim
Ω→0

ImΠR
ij(Ω + iε)

Ω
, (5.50)

де ΠR
ij(Ω) є так звана запiзнююча кореляцiйна функцiя струмiв, яка також

може бути отримана за допомогою спектральної функцiї

Πij(Ω + iε) =
e2v2

F

2

∞∫

−∞
dωdω′

tanh ω+µ
2T − tanh ω′+µ

2T

ω − ω′ + Ω + iε

×
∫

d2k

(2π)2 tr
[
γiA(ω,~k)γjA(ω′, ~k)

]
. (5.51)

Якщо магнiтне поле вiдсутне, то тензор провiдностей має тiльки дiагональ-

нi компоненти σ = σxx = σyy. Цi компоненти є рiвними внаслiдок симетрiї
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вiдносно обертань. Провiднiсть дорiвнює

σ =
e2Nf

4π2T

∞∫

−∞

Γ2dω

cosh2 ω+µ
2T

∞∫

∆2

dx
(x + ω2 + Γ2)2 − 4ω2∆2

[(x + ω2 + Γ2)2 − 4xω2]2

=
e2Nf

8π2T

∞∫

−∞

dω

cosh2 ω+µ
2T

[
1 +

ω2 −∆2 + Γ2

2|ω|Γ ×
(

π

2
− arctan

Γ2 + ∆2 − ω2

2|ω|Γ
)]

,

(5.52)

де густина носiїв заряду визначається наступним рiвнянням

n =
ΓNf

2π2v2
F

∞∫

−∞

dω

ω2 + Γ2

∞∫

∆

dEE×
[
tanh

ω + µ + E

2T
+ tanh

ω + µ− E

2T

]
. (5.53)

В границi Γ → 0 цi два рiвняння прямують до

σ =
e2Nf

16πTΓ

∞∫

∆

dω

ω

[
ω2 −∆2

cosh2 ω+µ
2T

+ (µ → −µ)

]
(5.54)

та

n =
Nf

2πv2
F

∞∫

∆

dEE

[
tanh

µ + E

2T
+ tanh

µ− E

2T

]
=

NfT
2 sinh µ

T

πv2
F

∞∫

∆
T

dxx

cosh x + cosh µ
T

=
NfT

2

πv2
F

[
∆

T
ln

1 + exp(µ−∆
T )

1 + exp(−µ+∆
T )

+ Li2
(
−e−

µ+∆
T

)
− Li2

(
−e

µ−∆
T

)]
, (5.55)

де Li2(z) є подвiйна логарiфмiчна функцiя. При великих температурах про-

вiднiсть лiнiйно зростає з температурою

σ ' e2Nf

4π

T

Γ
ln 2, для T →∞ (5.56)

а при низьких температурах дорiвнює

σ =
e2Nf

2π2

[
1 +

µ2 −∆2 + Γ2

2|µ|Γ ×
(

π

2
− arctan

Γ2 + ∆2 − µ2

2|µ|Γ
)

+ O

(
T

Γ

)]
.

(5.57)

Густина носiїв заряду при низьких температурах визначається формулою

n =
Nf

2πv2
F

(µ2 −∆2)sgn(µ)θ(µ2 −∆2). (5.58)
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Параметр

η =
1

Γ

√
2πv2

Fn

Nf
(5.59)

характеризує зв’язок мiж густиною заряду i шириною. Для чистої i брудної

систем цей параметр є вiдповiдно великим або малим. Провiднiсть при ну-

льовiй температурi прямує до

σ =
e2Nfη

4π

√
2πv2

Fn

2πv2
Fn + Nf∆2 (5.60)

для η À 1 i

σ =
e2Nf

2π2

[
1 +

Γ

2∆

(
π

2
− arctan

Γ

2∆

)]
(5.61)

для η ¿ 1. Останний вираз був отриманий при умовi n ¿ ∆2/v2
F . При нульо-

вiй густинi заряду (тобто µ = 0) ми знаходимо

σ =
e2Nf

π2

Γ2

Γ2 + ∆2 . (5.62)

Вiдзначимо, що наш результат (5.62) узгоджується з законом Вiдемана–

Франца
σT

κ
|T→0 =

3e2

π2 , (5.63)

де ми використали значення термiчної провiдностi κ обчисленної в [301].

Обчислимо тепер провiднiсть в присутностi зовнiшнього магнiтного по-

ля. Спектральна функцiя A(ω,~k) трансляцiйно iнварiантної частини квазiча-

стинкового пропагатора має вигляд

A(ω,~k) =
Γ

π
exp

(
−c|~k|2
|eB|

) ∞∑
n=0

(−1)n

Mn

×
[

(γ0Mn + ∆)f1(~k) + f2(~k)

(ω −Mn)2 + Γ2 +
(γ0Mn −∆)f1(~k)− f2(~k)

(ω + Mn)2 + Γ2

]
, (5.64)

де Mn =
√

∆2 + 2nv2
F |eB|/c i функцiї f1(~k) та f2(~k) були визначенi ранiше в

рiвняннi (5.30). В зовнiшньому магнiтному полi провiднiсть є тензорною ве-
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личиною. Дiагональнi i антидiагональнi компоненти провiдностi дорiвнюють

σxx =
e2Nf |eB|Γ2

2π2T

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞

dω

cosh2 ω+µ
2T

× (ω2 + M 2
n + Γ2)(ω2 + M 2

n+1 + Γ2)− 4ω2∆2

[(ω2 −M 2
n − Γ2)2 + 4ω2Γ2]

[
(ω2 −M 2

n+1 − Γ2)2 + 4ω2Γ2
] (5.65)

i

σxy =
e2Nf

2π
νB (5.66)

вiдповiдно. Фактор заповнення νB визначається рiвнянням

νB =

∫ ∞

−∞

dω

2π
tanh

µ + ω

2T

[
Γ

(ω −∆)2 + Γ2 + (ω → −ω)

+2
∞∑

n=1

(
Γ

(ω −Mn)2 + Γ2 + (ω → −ω)

)]
. (5.67)

Сума по рiвнях Ландау в (5.65) обчислюється аналiтично i результат вира-

жається в термiнах ψ(z) функцiї

σxx =
e2NfΓ

4π2T

∫ ∞

−∞

dω

cosh2 ω+µ
2T

Γ

(
v2

F eB
c )2 + (2ωΓ)2

×
[
2ω2 +

(ω2 + ∆2 + Γ2)
(

v2
F eB
c

)2
− 2ω2(ω2 −∆2 + Γ2)

v2
F eB
c

(ω2 −∆2 − Γ2)2 + 4ω2Γ2

− ω(ω2 −∆2 + Γ2)

Γ
Im ψ

(
∆2 + Γ2 − ω2 − 2iωΓ

2v2
F |eB|/c

)]
. (5.68)

Високотемпературна асимптотика, яка випливає з рiвняння (5.68) спiвпадає

з вiдповiдною асимптотикою (5.56) у вiдсутностi магнiтного поля. Границя

T → 0 є вiдмiнною вiд (5.57) i визначається рiвнянням

σxx =
e2NfΓ

π2

Γ

(
v2

F eB
c )2 + (2µΓ)2

×
[
2µ2 +

(µ2 + ∆2 + Γ2)
(

v2
F eB
c

)2
− 2µ2(µ2 −∆2 + Γ2)

v2
F eB
c

(µ2 −∆2 − Γ2)2 + 4µ2Γ2
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+
µ(µ2 −∆2 + Γ2)

Γ
Im ψ

(
∆2 + Γ2 − µ2 + 2iµΓ

2v2
F |eB|/c

)]
. (5.69)

Якщо Γ → 0, то наведенi вище вирази прямують до

σxx =
e2NfΓ

2πT

[
1 + cosh ∆

T cosh µ
T

(cosh ∆
T + cosh µ

T )2
+ 4

∞∑
n=1

n(1 + cosh Mn

T cosh µ
T )

(cosh Mn

T + cosh µ
T )2

]
(5.70)

для дiагональної компоненти провiдностi i

νB =
1

2

(
tanh

µ + ∆

2T
+ tanh

µ−∆

2T

)
+

∞∑
n=1

(
tanh

µ + Mn

2T
+ tanh

µ−Mn

2T

)

(5.71)

для фактора заповнення.

В термiнах провiдностей дiагональна компонента тензора опору дорiвнює

ρxx =
σxx

σ2
xx + σ2

xy

. (5.72)

Зрозумiло, що при малiй густинi заряда холiвська провiднiсть σxy є набагато

меншою вiд σxx i тому опiр в (5.72) є 1/σxx. З iншого боку, при достатньо

великiй густинi, коли холiвська провiднiсть домiнує порiвняно з дiагональною

компонентою, провiднiсть дорiвнює ρxx ≈ σxx/σ
2
xy.

5.4. Квантовий ефект Хола в графенi i параметри порядку

Особлива роль у вивченнi графена належить квантовому ефекту Хола.

В роботi [282] вивчалась холiвська провiднiсть графену в присутностi магнi-

тного поля в межах самоузгодженного борнiвського наближення. Холiвська

провiднiсть розглядалась у випадках коротко- та довгосяжних розсiювачiв i

аналiтично обчислювалась для сильних i слабких магнiтних полiв. Чисельнi

розрахунки показали, що холiвська провiднiсть описує квантовий ефект Хола

коли енергiя Фермi знаходиться серед низьких рiвнiв Ландау та при слабкому

розсiяннi [282].
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Рис. 5.2. Опiр i холiвська провiднiсть як функцiї густини заряду
в графенi для B = 14T i T = 4K. На вставцi зображена холiвська
провiднiсть в двошаровому графенi.

В роботах [218], [293] було показано, що характер збуджень в графенi у

зовнiшньому магнiтному полi призводить до незвичної форми квантової хо-

лiвської провiдностi σxy = −(2e2/h)(2n+1) з n = 0, 1... . Наголошувалось, що

це суттєво вiдрiзняє графен вiд iнших матерiалiв в яких спостерiгався цiло-

чисельний квантовий ефект Холла. Незвичне квантування виникає завдяки

квантовiй аномалiї найнижчого рiвня Ландау. Експериментально це теоре-

тичне передбачення було пiдтверджено в роботах [273, 274]. На Рис. 5.2 ми

наводимо вiдповiдний результат з роботи [273]. Крiм того, в роботах [218, 293]

вивчались транспортнi властивостi квазiчастинок графену. Аналiтично були

побудованi дiагональна i недiагональна змiнна та постiйна провiдностi графе-

ну в зовнiшньому магнiтному полi, а також проаналiзована їх залежнiсть вiд

частоти, хiмiчного потенцiалу i зовнiшнього магнiтного поля. Було доведено,

що вiдповiднi залежностi обумовленi дiракiвським типом квазiчастинкових

збуджень графену [218], [293].
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Нещодавно були проведенi експерименти [308, 309] по дослiдженню холiв-

ської провiдностi в графенi у сильних магнiтних полях B ≥ 20T , де спосте-

рiгались новi холiвськi плато ν = 0,±1,±4 пов‘язанi з розщепленням n = 0

та n = ±1 рiвнiв Ландау. На Рис. 5.3 ми наводимо експериментальнi данi

отриманi в роботi [308]. В лiтературi було запропоновано два теоретичних

сценарiя для пояснення причини появи цих нових холiвських плато. Один з

них грунтується на моделi квантового холiвського феромагнетизму, iнший –

на сценарiї магнiтного каталiзу, де спонтанно генеруються екситоноподiбнi

конденсати. Перший сценарiй [303, 304] пов‘язан iз генерацiєю спiнової або

псевдоспiнової щiлини в спектрi квазiчастинок, а другий [305, 306] характери-

зується генерацiєю масової щiлини в спектрi. З технiчної точки зору рiзниця

мiж цими двома сценарiями полягає у використаннi рiзних параметрiв по-

рядку, якi порушують U(4) симетрiю гамiльтонiана квазiчастинок графена з

кулонiвською взаємодiєю. Феромагнiтнi параметри порядку, якi вiдповiдають

спiновiй i псевдоспiновiй густинам, пов‘язанi iз дiагональними генераторами

неабелевої пiдгрупи SU(4) ⊂ U(4). Параметри порядку в сценарiї магнiтно-

го каталiзу є дiракоподiбними масовими членами, якi зв‘язанi з дисбалансом

заряду на двох пiдгратках i долинах графена.

В роботах [100, 101, 102] використовуючи рiвняння Швiнгера-Дайсона для

пропагатора дiракiвських квазiчастинок ми показали, що феромагнiтнi i екси-

тоноподiбнi параметри порядку не є конкуруючими, а навпаки в графенi у

зовнiшньому магнiтному полi феромагнiтнi параметри порядку з необхiднi-

стю спiвiснують з параметрами порядку пов‘язаними з дiракiвськими масами

(ексiтонними конденсатами). Факт спiвiснування феромагнiтних i екситоно-

подiбних параметрiв порядка призводить до важливих наслiдкiв, зокрема,

передбачає можливiсть iснування безщiлинних крайових станiв [307].

Модель, яка розглядалась в роботах [100, 101, 102] визначається наступним

чином (це та ж сама модель, яка вивчалась в перших двох параграфах цього

роздiлу). По-перше, квазiчастинковi збудження в графенi стандартним чином
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Рис. 5.3. Холiвська провiднiсть як функцiя напруги на затворi для полiв
B = 9; 25; 30; 37; 42; 45 T для кривих починаючи в правому верхньому
кутку зверху вниз. Вставка злiва вгорi: Rxx i Rxy для B = 25 T. Вставка
справа внизу: σxy бiля дiракiвської точки для B = 9; 11, 5; 17, 5 T. Злiва
вгорi схематично: необхiдне розщеплення n = 0 i n = ±1 рiвнiв Ландау.

описуються у виглядi чотирьохкомпонентного дiракiвського спiнора ΨT
s =

(ψKAs, ψKBs, ψK ′Bs, ψK ′As), який комбiнує блохiвськi стани iз спiном s = ± на

двох пiдгратках (A, B) гексагональної гратки графена з iмпульсами в двох

долинах поблизу двох нееквiвалентних точок (K, K ′) зони Брiлюена. Вiльний

квазiчастинковий гамiльтонiан має релятивiстськi-подiбну форму

H0 = vF

∫
d2r Ψ

(
γ1πx + γ2πy

)
Ψ, (5.73)

де Ψ = Ψ†γ0 є дiракiвськi спряжений спiнор, γν - матрицi Дiрака, а саме γν =

τ̃ 3⊗(τ 3, iτ 2,−iτ 1), де τ̃ i i τ i - матрицi Паулi, i = 1, 2, 3, якi дiють в пiдпросторi

двох долин (K, K ′) i двох пiдграток (A, B) вiдповiдно. Канонiчний iмпульс

π ≡ (πx, πy) = −i~∇ + eA/c мiстить векторний потенцiал A пов‘язаний з

компонентою магнiтного поля B⊥ перпендикулярною до площини графена.

По-друге, ефективна кулонiвська взаємодiя, яка описує електрон-електронну
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взаємодiю в моделi, що розглядається, має наступний вигляд

HC =
1

2

∫
d2rd2r′Ψ†(r)Ψ(r)UC(r− r′)Ψ†(r′)Ψ(r′), (5.74)

де UC(r) враховує поляризацiйнi ефекти, якi обчислюються в стандартному

наближеннi випадкових фаз. Повний гамiльтонiан H = H0 +HC має глобаль-

ну U(4) симетрiю i динамiчне порушення цiєї симетрiї призводить до появи

ν = 0,±1,±4 плато холiвської провiдностi. Електронний хiмiчний потенцi-

ал µ0, який визначає заповнення рiвнiв Ландау, характеризується доданком

−µ0Ψ
†Ψ до гамiльтонiану. Цей доданок також має U(4) симетрiю. Зееманiв-

ська взаємодiя враховується шляхом включення в гамiльтонiан моделi додан-

ка µBBΨ†σ3Ψ, де B ≡ |B| i µB = e~/(2mc) є магнетон Бора. Спiнова матри-

ця σ3 має власнi значення +1 (−1) для станiв iз спiном направленим вздовж

(проти) магнiтного поля B. Зееманiвська взаємодiя зменшує U(4) симетрiю

гамiльтонiана до U(2)+ × U(2)− симетрiї, де iндекс ± позначає вiдповiднi

спiновi стани на якi цi пiдгрупи дiють.

Динамiка моделi дослiджувалась в наближеннi Хартрi–Фока (середнього

поля). Крiм того, при ненульовiй густинi носiїв заряду кулонiвська взаємо-

дiя деяким чином екранується, хоча i не повнiстю. Зважаючи на це, а також

приймаючи до уваги той факт, що аналiз моделi з локальною взаємодiєю є

значно простiшим нiж аналiз моделi з нелокальною взаємодiєю, в роботах

[100, 101, 102] частково екранова кулонiвська взаємодiя UC(r) була апрокси-

мована локальною взаємодiєю Gintδ
2(r), де Gint - константа зв‘язку. В такiй

моделi рiвняння Швiнгера–Дайсона приймає вигляд

G−1(u, u′) = S−1(u, u′) + i~Gintγ
0G(u, u)γ0δ3(u− u′)

−i~Gintγ
0 tr[γ0G(u, u)]δ3(u− u′), (5.75)

де u ≡ (t, r), G−1(u, u′) - обернений повний пропагатор квазiчастинок i

iS−1(u, u′) =
[
(i~∂t + µ0 − µBBσ3)γ0 − vF (π · γ)

]
δ3(u− u′) (5.76)

вiдповiдає оберненому затравочному пропагатору.
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Рис. 5.4. Рiвняння Швiнгера–Дайсона в наближеннi середнього поля.
Верхнi дiаграми (a) вiдповiдають випадку далекодiючої кулонiвської,
а нижнi (b) локальної взаємодiї.

Як ми побачимо далi, в аналiзi рiвнянняШД для квазiчастинкового пропа-

гатора корисно визначити i використовувати безрозмiрну константу зв’язку

λ = GintΛ/(4π3/2~2v2
F ) замiсть Gint. Зауважимо, що Λ є енергетичним уль-

трафiолетовим масштабом, який нам потрiбно визначити в нашiй моделi з

локальною взаємодiєю. В початковiй моделi з кулонiвською взаємодiєю мас-

штаб

εB ≡
√

2~|eB⊥|v2
F/c ' 424

√
|B⊥[T]| K , (5.77)

який визначає рiзницю енергiй мiж першим i найнижчим рiвнями Ландау,

є єдиним енергетичним масштабом. Це вказує на те, що ультрафiолетовий

параметр обрiзання Λ повинен мати значення порядку εB в нашiй моделi з

локальною взаємодiєю. Тодi Gint ' 4π3/2~2v2
Fλ/εB i безрозмiрну константу

зв’язку λ ми визначаємо пiзнiше. Для того, щоб з’ясувати в якiй формi шу-

кати G(x− y) ми повиннi ретельно вивчити симетрiї моделi.

Гамiльтонiан моделi H = H0 + HC з H0 i HC визначеними в рiвняннях

(5.73) i (5.74) має U(4) симетрiю з наступними шiстнадцатьма генераторами

σα

2
⊗ I4,

σα

2i
⊗ γ3,

σα

2
⊗ γ5, та

σα

2
⊗ γ3γ5, (5.78)
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де I4 є 4 × 4 одинична матриця, σα з α = 1, 2, 3 є матрицями Паулi пов’я-

заними iз спiновими ступенями вiльностi, а σ0 є 2 × 2 одинична матриця. В

представленнi матриць Дiрака γν , яке ми використовуємо в цьому параграфi,

матрицi γ3 i γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 дорiвнюють

γ3 = i

(
0 I

I 0

)
, γ5 = i

(
0 I

−I 0

)
, (5.79)

де I є 2× 2 одинична матриця. Ми будем називати матрицю γ3γ5 псевдоспi-

новим оператором.

Повний гамiльтонiан

Htot ≡ H +

∫
d2r [µBBΨ†σ3Ψ− µ0Ψ

†Ψ] (5.80)

внаслiдок зееманiвської взаємодiї µBBΨ†σ3Ψ має тiльки U(2)+×U(2)− симе-

трiю. Генераторами U(2)s, де s = ±, є I4 ⊗ Ps, −iγ3 ⊗ Ps, γ5 ⊗ Ps, γ3γ5 ⊗ Ps,

а P± = (1± σ3)/2 є проекторами на стани iз спiном вгору i вниз.

Наша цiль полягає в тому, щоб знайти всi розв’язки рiвняння (5.75) з не-

порушенною або спонтанно порушенною SU(2)s симетрiєю, де SU(2)s є не-

абелева пiдгрупа U(2)s. Генерацiя дiракiвського масового члена ∆̃sΨ̄PsΨ ≡
∆̃sΨ

†γ0PsΨ, де ∆̃s дiракiвська маса належить до триплетного представлення

SU(2)s, призведе до порушення SU(2)s симетрiї до Ũ(1)s симетрiї з генера-

тором γ3γ5 ⊗ Ps [299, 300, 98]. З iншого боку, iнший можливий масовий член

∆sΨ̄γ3γ5PsΨ є синглетом вiдносно SU(2)s i тому його генерацiя не порушить

цiєї симетрiї, хоча буде порушувати дискретну симетрiю вiдносно обернення

часу. Вiдзначимо, що можливiсть появи синглетної дiракiвської маси ∆, яка

є непарною вiдносно симетрiї щодо обертання часу, в фiзiцi конденсовано-

го стану вперше була вказана Халдейном в роботi [302], тому таку масу ми

будемо iнодi називати халдейнiвською масою.

Масовi члени ∆s i ∆̃s пов‘язанi з параметрами порядку сценарiя магнiтного

каталiзу 〈Ψ̄γ3γ5PsΨ〉 i 〈Ψ̄PsΨ〉. В термiнах блохiвських компонент спiнорiв

для цих параметрiв порядку ми маємо

∆s : Ψ̄γ3γ5PsΨ = ψ†KAsψKAs − ψ†K ′AsψK ′As − ψ†KBsψKBs + ψ†K ′BsψK ′Bs,
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∆̃s : Ψ̄PsΨ = ψ†KAsψKAs + ψ†K ′AsψK ′As − ψ†KBsψKBs − ψ†K ′BsψK ′Bs. (5.81)

Цi вирази пояснюють фiзичне значення масових параметрiв як лагранжевих

множникiв, якi контролюють рiзнi дисбаланси густин електронiв в двох доли-

нах i на двох пiдгратках. Зокрема, параметр порядку (5.81) описує дисбаланс

заряду на двох пiдгратках, тобто хвилю зарядової густини. Далi величина µ̃s

пов‘язана iз псевдоспiновою густиною 〈Ψ†γ3γ5PsΨ〉. Тому µ3 ≡ (µ+ − µ−)/2 i

µ̃s зв‘язанi з феромагнiтними параметрами порядку, а саме спiновою 〈Ψ†σ3Ψ〉
i псевдоспiновою 〈Ψ†γ3γ5PsΨ〉 густинами вiдповiдно. В термiнах блохiвських

компонент спiнорiв ми маємо

µ̃s : Ψ†γ3γ5PsΨ = ψ†KAsψKAs − ψ†K ′AsψK ′As + ψ†KBsψKBs − ψ†K ′BsψK ′Bs,

µ3 : Ψ†σ3Ψ =
1

2

∑

κ=K,K ′

∑

a=A,B

(
ψ†κa+ψκa+ − ψ†κa−ψκa−

)
.

(5.82)

Порiвнюючи останнiй вираз з (5.81) ми бачимо, що µ̃s описує дисбаланс за-

ряду мiж двома долинами в зонi Брiлюена. Очевидно також, що параметр

порядку пов‘язаний з µ3 описує спiнову хвилю. Таким чином, обернений про-

пагатор квазiчастинок для фiксованого спiнового стану s в загальному ви-

падку має наступний вигляд

iG−1
s (x, y) = [(i~∂t + µs + µ̃sγ

3γ5)γ0 − vF~π~γ − ∆̃s + ∆sγ
3γ5]δ3(x− y).(5.83)

Зееманiвська взаємодiя призводить до розщеплення станiв по спiну. Як

було вiдзначено в роботi [307] магнiтне поле може значно пiдсилити спiнову

щiлину в графенi за рахунок хiмiчного потенцiалу µ3 = (µ+ − µ−)/2 À Z,

який пов’язаний з параметром порядку 〈Ψ†σ3Ψ〉 сценарiя квантового холiв-

ського феромагнетизма. Однак, ми бачимо, що спiнова щiлина може бути

пiдсилена також за рахунок дiракiвської маси ∆3 ≡ (∆+−∆−)/2 пов’язаною

з параметром порядку 〈Ψ̄γ3γ5σ3Ψ〉 сценарiя магнiтного каталiзу.

Симетрiя U(2)+×U(2)− є точною для гамiльтонiана Htot (5.80) ефективної

теорiї в континуальному наближеннi. Однак, в роботi [304] було показано, що
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симетрiя гамiльтонiана графена в мiкроскопiчнiй теорiї на гратцi є меншою

i в гамiльтонiан низькоенергетичної ефективної континуальної теорiї повиннi

бути добавленi члени, якi описують локальне вiдштовхування i зменшують

симетрiю U(2)+×U(2)− до U(1)+×Z2+×U(1)−×Z2−, де елементи пiдгрупи Z2s

є γ5⊗Ps+I4⊗P−s та одинична матриця. Цей факт має важливi наслiдки, тому

що в той час, як спонтанне порушення неперервної симетрiї згiдно з теоремою

Коулмена–Мермiна–Вагнера неможливе у двовимiрнiй системi при скiнченнiй

температурi, ця теорема не забороняє спонтанне порушення дискретної Z2±

симетрiї з параметрами порядку 〈Ψ̄P±Ψ〉 i 〈Ψ†γ3γ5P±Ψ〉. Таким чином, ми

маємо шiсть параметрiв порядку, якi описують динамiчне порушення U(4)

симетрiї. Два з них пов’язанi з µ3 i ∆3, а чотири iншi з µ̃± i ∆̃±.

5.5. Квазiчастинковий пропагатор i рiвняння для щiлини

В цьому параграфi ми знайдемо пропагатор квазiчастинок i рiвняння для

щiлини. Для спрощення промiжних формул ми будемо використовувати оди-

ницi, в яких ~ = 1 i c = 1. Повний пропагатор, який вiдповiдає оберненому

пропагатору (5.83) дорiвнює

Gs(u, u′) = i〈u|
[
(i∂t + µs)γ

0 − vF (π · γ) + iµ̃sγ
1γ2 − i∆sγ

0γ1γ2 + ∆̃s

]

×
[
(i∂t + µs)

2 − v2
Fπ2 + 2iµ̃s(i∂t + µs)γ

0γ1γ2 + 2i∆s∆̃sγ
0γ1γ2 − ieB⊥v2

Fγ1γ2

+µ̃2
s − ∆̃2

s −∆2
s

]−1
|u′〉, (5.84)

де u = (t, r) i r = (x, y). Наша цiль - знайти пропагатор у виглядi розкладу

по рiвнях Ландау. Виконуючи перетворення Фур‘є вiдносно часу ми маємо

Gs(ω; r, r′) = i [W − vF (πr · γγγ)] 〈r| (M− v2
Fπ2 − ieB⊥v2

Fγ1γ2)−1 |r′〉, (5.85)

де матрицi W i M дорiвнюють

W = (ω + µs)γ
0 + iµ̃sγ

1γ2 − i∆sγ
0γ1γ2 + ∆̃s, (5.86)

M = (ω + µs + iµ̃sγ
0γ1γ2)2 − (∆̃s − i∆sγ

0γ1γ2)2. (5.87)
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Оператор π2 має добре вiдомi власнi значення (2n+1)|eB⊥| з n = 0, 1, 2, . . . , а

його нормованi власнi функцiї в калiбровцi Ландау A = (0, B⊥x) дорiвнюють

ψnp(r) =
1√
2πl

1√
2nn!

√
π

Hn

(x

l
+ pl

)
e−

1
2l2

(x+pl2)2eipy, (5.88)

де Hn(x) - полiноми Ермiта, l =
√
~c/|eB⊥| - магнiтна довжина. Далi ми

маємо
∫

d2rψ∗np(r)ψn′p′(r) = δnn′δ(p− p′) (5.89)

i
∞∑

n=0

∞∫

−∞
dpψ∗np(r)ψnp(r

′) = δ(r− r′). (5.90)

Використовуючи спектральний розклад одиничного оператора (5.90), ми зна-

ходимо

〈r| (M− v2
Fπ2 − ieB⊥v2

Fγ1γ2)−1 |r′〉 =
1

2πl2
exp

(
−(r− r ′)2

4l2
− i

(x + x′)(y − y′)
2l2

)

×
∞∑

n=0

1

M− (2n + 1)v2
F |eB⊥| − iv2

FeB⊥γ1γ2Ln

(
(r− r ′)2

2l2

)
, (5.91)

де ми проiнтегрували по квантовому числу p за допомогою формули 7.378 з

[197]
∞∫

−∞
e−x2

Hm(x + y)Hn(x + z)dx = 2nπ1/2m!zn−mLn−m
m (−2yz), (5.92)

яка справедлива для m ≤ n. Функцiї Lα
n є узагальненими полiномами Лаге-

ра, а Ln ≡ L0
n. Матриця iv2

FeB⊥γ1γ2 має власнi значення ±v2
F |eB⊥| i, таким

чином,

Ln(ξ)

M− (2n + 1)v2
F |eB⊥| − iv2

FeB⊥γ1γ2 =
P−Ln(ξ)

M− (2n + 1)v2
F |eB⊥|+ v2

F |eB⊥|

+
P+Ln(ξ)

M− (2n + 1)v2
F |eB⊥| − v2

F |eB⊥| , (5.93)
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де змiнна ξ i проектори P± визначаються рiвняннями

ξ =
(r− r ′)2

2l2
, P± =

1

2

[
1± iγ1γ2sign(eB⊥)

]
. (5.94)

Якщо ми перепозначимо n → n − 1 в другому доданку в рiвняннi (5.93),

рiвняння (5.91) переписується наступним чином

〈r|[M− v2
Fπ2 − ieB⊥v2

Fγ1γ2]−1|r′〉 =
eiΦ(r,r′)e−ξ/2

2πl2

∞∑
n=0

P−Ln(ξ) + P+Ln−1(ξ)

M− 2nv2
F |eB⊥| ,

де L−1 ≡ 0 i фаза

Φ(r, r′) = −(x + x′)(y − y′)
2l2

= −e

r∫

r′

dziAi(z) (5.95)

з’являється внаслiдок того, що в постiйному магнiтному поля комутативна

група звичайних трансляцiй замiняється на некомутативну групу магнiтних

трансляцiй [195]. Приймаючи до уваги, що

πxe
iΦ = eiΦ

(
−i∂x − y − y′

2l2

)
, πye

iΦ = eiΦ
(
−i∂y +

x− x′

2l2

)
, (5.96)

ми бачимо, що пропагатор (5.85) може бути представлений як добуток фазо-

вого фактора i трансляцiйно iнварiантної частини Ḡs(ω; r− r′),

Gs(ω; r, r′) = eiΦ(r,r′)Ḡs(ω; r− r′), (5.97)

де

Ḡs(ω; r− r′) = i

[
W − vFγ1

(
−i∂x − y − y′

2l2

)
− vFγ2

(
−i∂y +

x− x′

2l2

)]
e−ξ/2

2πl2

×
∞∑

n=0

P−Ln(ξ) + P+Ln−1(ξ)

M− 2nv2
F |eB⊥| . (5.98)

Важливо вiдзначити, що фазовий фактор не впливає на рiвняння для щiлини

у випадку локальної взаємодiї (5.75), тому що це рiвняння мiстить повний

пропагатор тiльки при u′ = u.
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Фур’є образ трансляцiйно iнварiантної частини пропагатора (5.98) знахо-

димо обчислюючи спершу iнтеграл по кутовiй змiннiй
2π∫

0

dθeikr cos θ = 2πJ0(kr), (5.99)

де J0(x) - функцiя Беселя, а потiм використовуючи формулу 7.421.1 з [197]
∫ ∞

0
xe−

1
2αx2

Ln

(
1

2
βx2

)
J0(xy)dx =

(α− β)n

αn+1 e−
1
2αy2

Ln

(
βy2

2α(β − α)

)
, (5.100)

яка справедлива для y > 0 i Reα > 0. В результатi отримуємо наступний

розклад по рiвнях Ландау

Ḡs(ω,k) = ie−k2l2
∞∑

n=0

(−1)nDns(ω,k)

M− 2nv2
F |eB⊥| , (5.101)

де

Dns(ω,k) = 2W
[
P−Ln

(
2k2l2

)− P+Ln−1
(
2k2l2

)]
+ 4vF (k · γ)L1

n−1
(
2k2l2

)
.

Рiвняння для мас i хiмiчних потенцiалiв мiстять повний пропагатор в точцi

u′ = u, тобто Gs(u, u′)|u=u′ = Ḡs(u, u). Ми маємо

Gs(u, u) =

∞∫

−∞

dω

2π
Ḡs(ω, 0) =

i

2πl2

∞∑
n=0

∞∫

−∞

dω

2π
W

P− + P+θ(n− 1)

M− 2nv2
F |eB⊥| . (5.102)

В подальшому зручно використовувати власнi вектори матриць γ1γ2 i γ0.

Внаслiдок (γ1γ2)2 = −1 власнi вектори |s12〉 матрицi γ1γ2 вiдповiдають уяв-

ним власним значенням is12 = ±i, тобто

γ1γ2|s12〉 = is12|s12〉 . (5.103)

Далi (γ0)2 = 1 i власнi вектори |s0〉 матрицi γ0 вiдповiдають власним значен-

ням s0 = ±1, тобто

γ0|s0〉 = s0|s0〉. (5.104)

Матрицi γ0 i γ1γ2 комутують. Тому ми можемо використовувати стани |s12s0〉,
якi є одночасно власними векторами γ1γ2 i γ0 iз власними значеннями is12 та
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s0 вiдповiдно. Вектори |s12s0〉 формують повний базис. Тому будь-яка 4 × 4

матриця O може бути представлена наступним чином

O =
∑

s′12,s
′
0,s12,s0

Os′12s
′
0s12s0

|s′12s
′
0〉〈s12s0|. (5.105)

Приймаючи до уваги, що пропагатор (5.102) мiстить тiльки одиничну, γ0,

γ1γ2 i γ0γ1γ2 матрицi (дивись рiвняння (5.86),(5.87)), його розклад в формi

(5.105) мiстить тiльки дiагональнi члени s′12 = s12 i s′0 = s0. Таким чином, ми

маємо

Gs(u, u) =
i

4πl2

∑
s12,s0

∞∫

−∞

dω

2π

∞∑
n=0

(ω + µs − µ̃ss12s0)s0 + ∆̃s + ∆ss12s0

(ω + µs − µ̃ss12s0)2 − (∆̃s + ∆ss12s0)2 − 2v2
F |eB⊥|n

×{1 + s12sign(eB⊥) + [1− s12sign(eB⊥)] θ(n− 1)} |s12s0〉 〈s12s0| . (5.106)

Нулi знаменника пiдiнтегрального вираза визначають закони дисперсiї рiвнiв

енергiї. Для n ≥ 1 вони дорiвнюють

ω(σ)
ns = −µs + σµ̃s ±

√
2v2

F |eB⊥|n + (∆̃s + σ∆s)
2, (5.107)

де σ ≡ s12s0 (тобто σ = ±1) i два знаки перед квадратним корнем вiдпо-

вiдають рiвням енергiї для валентної зони i зони провiдностi. Випадок най-

нижчого рiвня Ландау є спецiальним, тому що чисельник для n = 0 доданка

в рiвняннi (5.106) спiвпадає з одним з нулiв знаменника. Приймаючи це до

уваги, ми знаходимо наступний закон дисперсiї

ω(σ)
s = −µs + σ[µ̃s sign(eB⊥) + ∆̃s] + ∆s sign(eB⊥). (5.108)

Як випливає iз (5.107) i (5.108) для фiксованого спiна члени з σ вiдповiдальнi

за розщеплення рiвнiв Ландау.

Iнтегруючи по ω в (5.106) ми маємо

Gs(u, u) =
1

8πl2

∑
s12,s0

∞∑
n=0

(
− s0 sign(µs − µ̃ss12s0)θ(|µs − µ̃ss12s0| − Eσ

ns)
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+
(∆̃s + ∆ss12s0)θ(E

σ
ns − |µs − µ̃ss12s0|)

Eσ
ns

)

×{1 + s12 sign(eB⊥) + [1− s12 sign(eB⊥)] θ(n− 1)} |s12s0〉〈s12s0|, (5.109)

де Eσ
ns =

√
2v2

F |eB⊥|n + (∆̃s + σ∆s)
2.

Використовуючи цей вираз i рiвняння (5.76),(5.83), ми отримуємо наступне

рiвняння

−µss0 + µ̃ss12 + ∆ss12s0 + ∆̃s = −µ̄ss0 + A

∞∑
n=0

[
1 + s12sign(eB⊥)

+ (1− s12sign(eB⊥)) θ(n− 1)
]
[−s0sign(µs − µ̃ss12s0)θ(|µs − µ̃ss12s0| − Eσ

ns)

+
(∆̃s + ∆s12s0)θ(E

σ
ns − |µs − µ̃ss12s0|)

Eσ
ns

]
(5.110)

−As0

∞∑
n=0

∑

s′=±

∑

s′12,s
′
0

[
1 + s′12sign(eB⊥) + (1− s′12sign(eB⊥)) θ(n− 1)

]

× [−s′0sign(µs′ − µ̃s′s
′
12s

′
0)θ(|µs′ − µ̃s′s

′
12s

′
0| − Eσ

ns′)

+
(∆̃s′ + ∆s′s

′
12s

′
0)θ(E

σ
ns′ − |µs′ − µ̃s′s

′
12s

′
0|)

Eσ
ns′

]
, (5.111)

де A ≡ Gint/(8πl2). Останнiй член в правiй частинi рiвняння (5.111), про-

порцiйний s0, є хартрiєвським членом. Остаточно, домножаючи (5.111) на

1, s12s0, s12 та s0 вiдповiдно, обчислюючи суми по s12 i s0 i узагальнюючи

стандартним чином вiдповiднi рiвняння на випадок ненульової температури,

ми знаходимо наступнi рiвняння для ∆s, ∆̃s, µs i µ̃s

∆(±)
s = Af1

(
∆(±)

s , µ(∓)
s

)
, (5.112)

µ(±)
s = µ̄s + Af2

(
∆(∓)

s , µ(±)
s

)
+ 2Af2

(
∆(±)

s , µ(∓)
s

)

+2Af2

(
∆

(±)
−s , µ

(∓)
−s

)
+ 2Af2

(
∆

(∓)
−s , µ

(±)
−s

)
, (5.113)
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де

f1

(
∆(±)

s , µ(∓)
s

)
=

sinh
(

∆(±)
s

T

)
− s⊥ sinh

(
µ

(∓)
s

T

)

cosh
(

∆(±)
s

T

)
+ cosh

(
µ

(∓)
s

T

) +
∞∑

n=1

2∆
(±)
s sinh

(
E±

ns

T

)

E±
ns

[
cosh

(
E±

ns

T

)
+ cosh

(
µ

(∓)
s

T

)] ,

(5.114)

f2

(
∆(±)

s , µ(∓)
s

)
=

s⊥ sinh
(

∆(±)
s

T

)
− sinh

(
µ

(∓)
s

T

)

cosh
(

∆(±)
s

T

)
+ cosh

(
µ

(∓)
s

T

) −
∞∑

n=1

2 sinh
(

µ
(∓)
s

T

)

cosh
(

E±
ns

T

)
+ cosh

(
µ

(∓)
s

T

) ,

(5.115)

а також E±
ns =

√
2~|neB⊥|v2

F/c + (∆̃s ±∆s)2 , ∆
(±)
s = ∆s±∆̃s , µ

(±)
s = µs± µ̃s ,

µ̄± = µ0 ∓ Z , A = Gint|eB⊥|/(8π~c) i s⊥ = sign(eB⊥).

Тепер покажемо, що з цих рiвнянь випливає, що феромагнiтнi параметри

порядку i параметри порядку пов‘язанi iз сценарiєм магнiтного каталiзу з

необхiднiстю спiвiснують. Припустимо, що рiвняння (5.112) i (5.113) мають

розв‘язок з ненульовими хiмiчними потенцiалами µ∓s , а ∆
(±)
s = 0. Тодi, оче-

видно, лiва частина рiвняння (5.112) дорiвнює нулю. З iншого боку, викори-

стовуючи (5.114), ми знаходимо, що для ∆
(±)
s = 0 ми маємо

f1

(
0, µ(∓)

s

)
=
−s⊥ sinh

(
µ

(∓)
s

T

)

1 + cosh
(

µ
(∓)
s

T

) = −s⊥ tanh

(
µ

(∓)
s

2T

)
. (5.116)

Таким чином, ∆
(±)
s можуть бути рiвними нулю тiльки якщо µ

(∓)
s дорiвнюють

нулю, що протирiчить нашому припущенню. Це означає, що феромагнiтнi

параметри порядку i параметри порядку пов‘язанi iз сценарiєм магнiтного

каталiзу з необхiднiстю спiвiснують i не можуть розглядатися окремо. Це

твердження є одним iз основних результатiв отриманих в роботах [100, 101,

102].

5.6. Розв’язки рiвняння Швiнгера–Дайсона i фазова фiаграма

В цьому параграфi ми знайдемо аналiтичнi розв’язки наступних рiвнянь
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для параметрiв порядку при нульовiй температурi

∆̃s =
A

2

{
−[

sign(µs − µ̃s)θ(|µs − µ̃s| − E+
0s)− sign(µs + µ̃s)θ(|µs + µ̃s| − E−

0s)
]

s⊥

+
∞∑

n=0

[
(∆̃s + ∆s)θ(E

+
ns − |µs − µ̃s|)

E+
ns

+
(∆̃s −∆s)θ(E

−
ns − |µs + µ̃s|)

E−
ns

]
[1+θ(n−1)]

}
,

(5.117)

∆s =
A

2

{
−[

sign(µs − µ̃s)θ(|µs − µ̃s| − E+
0s) + sign(µs + µ̃s)θ(|µs + µ̃s| − E−

0s)
]

s⊥

+
∞∑

n=0

[
(∆̃s + ∆s)θ(E

+
ns − |µs − µ̃s|)

E+
ns

− (∆̃s −∆s)θ(E
−
ns − |µs + µ̃s|)

E−
ns

]
[1+θ(n−1)]

}
,

(5.118)

µ̃s =
A

2

{[
(∆̃s + ∆s)θ(E

+
0s − |µs − µ̃s|)

E+
0s

+
(∆̃s −∆s)θ(E

−
0s − |µs + µ̃s|)

E−
0s

]
s⊥+

∞∑
n=0

[−sign(µs − µ̃s)θ(|µs − µ̃s| − E+
ns) + sign(µs + µ̃s)θ(|µs + µ̃s| − E−

ns)
]
[1+θ(n−1)]

}
,

(5.119)

µs = µ̄s+X+
A

2

{[
(∆̃s + ∆s)θ(E

+
0s + |µs − µ̃s|)

E+
0s

− (∆̃s −∆s)θ(E
−
0s − |µs + µ̃s|)

E−
0s

]
s⊥+

∞∑
n=0

[
sign(µs − µ̃s)θ(|µs − µ̃s| − E+

ns) + sign(µs + µ̃s)θ(|µs + µ̃s| − E−
ns)

]
[1+θ(n−1)]

}
,

(5.120)

де s⊥ = sign(eB⊥), θ(x) = 1 для x ≥ 0 i θ(x) = 0 для x < 0. В цих рiвня-

ннях ми ввели новий енергетичний масштаб A, який вiдiграє важливу роль

в аналiзi та знаходженнi розв’язкiв рiвнянь (5.117)-(5.120). Цей масштаб ви-

значається магнiтним полем i константою зв’язку

A ≡ Gint|eB⊥|
8π~c

=

√
πλε2

B

4Λ
. (5.121)

Другий член в правiй частинi рiвняння (5.120) є хартрiєвським членом i до-

рiвнює

X =
∑
s=±

Xs, (5.122)
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де

Xs = −2A

{
−

[
(∆̃s + ∆s)θ(E

+
0s − |µs − µ̃s|)

E+
0s

− (∆̃s −∆s)θ(E
−
0s − |µs + µ̃s|)

E−
0s

]
s⊥+

∞∑
n=0

[
sign(µs − µ̃s)θ(|µs − µ̃s| − E+

ns) + sign(µs + µ̃s)θ(|µs + µ̃s| − E−
ns)

]
[1+θ(n−1)]

}
.

(5.123)

Вiдзначимо, що завдяки присутностi цього хартрiєвського члена рiвняння для

параметрiв зi спiном вгору i вниз не вiдщеплюються. На щастя, це єдиний

доданок в рiвняннях, який змiшує параметри з рiзним значенням спiнового

iндекса i це факт значно спрощує аналiз рiвнянь (5.117)-(5.120).

Як ми вiдзначали вище, для магнiтних полiв B ≤ 10T, експериментально

спостерiгаються холiвськi плато з факторами заповнення ν = ±4(n + 1/2).

При бiльших значеннях магнiтного поля спостерiгаються новi плато ν = 0

i ν = ±1. Перше плато з’являється при B ≥ 10 T, а друге при B ≥ 20 T

[308, 309]. В цьому параграфi ми покажемо, що динамiчно згенерованi щiли-

ни природним чином пояснюють появу цих плато. Ми розглянемо випадок

додатнiх ν i µ0 (вiд’ємнi значення ν i µ0 можуть бути отриманi за рахунок

симетрiї вiдносно зарядового спряження i тому не будуть обговорюватися

окремо).

Плато ν = 0, ν = ±1 i ν = ±2 пов’язанi iз заповненням найнижчого рiвня

Ландау, яке контролюється електронним хiмiчним потенцiалом µ0. Для ко-

жного значення спiна аналiз рiвнянь (5.117)-(5.120) показав, що мають мiсце

три наступнi типи розв‘язкiв : a) розв‘язок з ненульовою ∆ i ∆̃ = µ̃ = 0,

б) розв‘язок з ненульовими ∆̃ i µ̃ та ∆ = 0, в) розв‘язок, де всi ∆, ∆̃ та µ̃

вiдмiннi вiд нуля. Останнiй розв‘язок реалiзується тiльки для вищих рiвнiв

Ландау. Для того, щоб знайти стан з найменшою енергiєю серед всiх можли-

вих розв‘язкiв ми обчислили вiльну енергiю для кожного з можливих рiшень

за допомогою загального виразу для вiльної енергiї наведеного в Додатку В.

Таким чином, у випадку коли заповнюється тiльки найнижчий рiвень Ландау
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реалiзуються наступнi розв‘язки рiвняння Швiнгера–Дайсона:

i) Розв‘язок з протилежними за знаком масами ∆± для полiв зi спiном

вгору i вниз має мiсце коли хiмiчний потенцiал знаходиться в iнтервалi 0 ≤
µ0 < 2A + Z

∆̃± = µ̃± = 0, µ± = µ0 ∓ (Z + A), ∆± = ±M sign(eB) , (5.124)

де M ≡ A/(1 − λ), λ ≡ GintΛ/(4π3/2~2v2
F ), Λ - параметр обрiзання. Це один

iз декiлькох розв’язкiв з ненульовими синглетними дiракiвськими масами i

ми будемо називати цей розв’язок S1 розв’язком (S означає синглет). Цей

розв’язок має рiзнi знаки обох мас ∆+, ∆− та обох хiмiчних потенцiалiв µ+,

µ−. Тому явне порушення U(4) симетрiї до U(2)+ × U(2)− зееманiвським

членом сильно пiдсилюється за рахунок багаточастинкових взаємодiй. Вна-

слiдок того, що всi триплетнi параметри порядку дорiвнюють нулю, має мiсце

U(2)+×U(2)− симетрiя. Як ми покажемо далi, цей розв‘язок вiдповiдає ν = 0

плато в аномальному квантовому ефектi Хола i пов‘язаний з наполовину за-

повненим найнижчим рiвнем Ландау.

ii) Гiбрiдний розв‘язок з ненульовою масою ∆− для поля зi спiном вниз i

дiракiвською масою ∆̃+ для поля зi спiном вгору вiдповiдає основному стану

системи для хiмiчного потенцiалу в iнтервалi 2A + Z ≤ µ0 < 6A + Z

∆̃+ = M, µ̃+ = A sign(eB), µ+ = µ0 − Z − 4A, ∆+ = 0,

∆̃− = µ̃− = 0, µ− = µ0 + Z − 3A, ∆− = −M sign(eB). (5.125)

Ми будемо називати цей розв’язок H1 розв’язком, де H означає гiбрiдне,

тому що цей розв’язок є сумiшю синглетних i триплетних параметрiв порядку.

Для цього розв’язку симетрiя SU(2)+ ⊂ U(2)+ для спiна вгору спонтанно

порушується до U(1)+ (чим генератором є γ3γ5 ⊗ P+), а SU(2)− ⊂ U(2)−

симетрiя для спiна вниз залишається непорушеною. Цей розв‘язок вiдповiдає

ν = 1 плато в аномальному квантовому ефектi Хола i пов‘язаний з на три

чвертi заповненим найнижчим рiвнем Ландау.
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Рис. 5.5. Густина вiльної енергiї для декiлькох аналiтичних розв’язкiв як
функцiя електронного хiмiчного потенцiалу.

iii) Розв‘язок з однаковими ∆± масами для полiв зi спiном вгору i вниз,

який вiдповiдає повнiстю заповненому найнижчому рiвню Ландау, має мiсце

для µ0 > 6A + Z

∆̃± = µ̃± = 0, µ± = µ0 ∓ Z − 7A, ∆± = −M sign(eB). (5.126)

Ми будемо називати цей розв’язок S2 розв’язком, для якого U(4) симетрiя

порушена до U(2)+ × U(2)− тiльки за рахунок зееманiвського члена. Дiйсно

синглетнi маси i динамiчнi внески до хiмiчних потенцiалiв мають однаковий

знак для рiзних орiентацiй спiна i, таким чином, не порушують нiякої симе-

трiї. Цей розв‘язок описує ν = 2 плато в аномальному квантовому ефектi

Хола i вiдповiдає повнiстю заповненому НРЛ.
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Вiльнi енергiї цих трьох розв’язкiв дорiвнюють

Ω = −|eB⊥|
2π~c

(M + A + 2Z + h) , для 0 < µ0 < 2A + Z, (5.127)

Ω = −|eB⊥|
2π~c

(M − A + Z + h + µ0) , для 2A + Z < µ0 < 6A + Z, (5.128)

Ω = −|eB⊥|
2π~c

(M − 7A + h + 2µ0) , для 6A + Z < µ0, (5.129)

де

h ≡
∞∑

n=1

2M 4

√
nε2

B + M 2
(√

nε2
B + M 2 +

√
n εB

)2 '
M 4

2ε3
B

[
ζ

(
3

2

)
− ζ

(
5

2

)
M 2

ε2
B

]

i в правiй частинi ми використали розклад по ступенях (M/εB)2. Вiдзначимо,

що вищi рiвнi Ландау мають один i той самий внесок для всiх розв’язкiв. Тому

тiльки внесок найнижчого рiвня Ландау є суттєвим при знаходженнi рiшення

з найнижчою енергiєю. Наостанок ми хотiли б зазначити також, що хоча

параметри порядку для розв‘язкiв i)-iii) мають стрибки в точках µ0 = 2A+Z i

µ0 = 6A+Z, їх вiльнi енергiї спiвпадають в цих точках, а тому в системi мають

мiсце фазовi переходи першого роду при цих значеннях хiмiчного потенцiалу.

Вiльнi енергiї (5.127)-(5.129) як функцiї µ0 показанi на Рис. 5.5. Цей рисунок

вiдповiдає M = 4.84× 10−2εB i A = 3.90× 10−2εB.

Чисельно ми проаналiзували рiвняння для параметрiв порядку при не-

нульовiй температурi i отримали фазову дiаграму графена в площинi тем-

ператури T i електронного хiмiчного потенцiалу µ0 зображену на Рис. 5.6.

Областi зображенi зеленим кольором вiдповiдають розв’язкам з порушенною

симетрiю. Цi областi вiдокремленi вiд iнших областей дiаграми фазовими пе-

реходами. На границi ν = 1 областi має мiсце фазовий перехiд першого роду

при низьких температурах i перехiд другого роду при високих температурах.

На дiаграмi зображенi також областi ν = 3 i ν = 5 плато, якi були розглянутi

в роботi [102], але ми не аналiзуємо їх в дисертацiйнiй роботi. Слiд також

зазначити, що в цьому параграфi ми дослiдили генерацiю щiлин в графенi в

наближеннi середнього поля в моделi з локальною взаємодiєю. Незважаючи
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Рис. 5.6. Фазова дiаграма графена у площинi температури i хiмiчного потенцiалу.

на цi наближення, ми вiримо, що Рис. 5.6 коректно передає загальнi риси

фазової дiаграми графена для достатньо чистих зразкiв.

На Рис. 5.6 областi зображенi блакитним кольором вiдповiдають станам

iз квазiспонтанним порушенням симетрiї. У випадку ν = 0 i ν = 4 плато

явне порушення U(4) симетрiї зееманiвським членом U(2)+ × U(2)− значно

пiдсилюється динамiчними внесками.

Отриманi результати якiсно узгоджуються з експериментальними дани-

ми [308, 309]. Вважаючи безрозмiрну константу зв’язку λ = 4AΛ/(
√

πε2
B)

вiльним параметром i беручи параметр обрiзання Λ порядка масштабу εB,

ми знаходимо A ∼ λ
√
|eB⊥| i M ∼ λ

√
|eB⊥|. Звiдси випливає, що щiлина

∆E1 = 2(A + M) ∼ λ
√
|eB⊥|, пов’язана з ν = ±1 плато, має таку ж саму

залежнiсть вiд магнiтного поля. Далi ми знаходимо, що експериментальне

значення ∆E1 ∼ 100 K для B⊥ = 30 T наведене в роботi [309] вiдповiдає

λ ∼ 0.02.

Таким чином, ми показали, що параметри порядку пов’язанi iз сценарiя-
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ми квантового холiвського феромагнетизму i магнiтного каталiзу в графенi

з необхiднiстю спiвiснують. Цей результат має важливi наслiдки для опису

динамiки пов’язаною з квантовим ефектом Хола в графенi. Розглянута на-

ми модель якiсно правильно описує спостережуванi експериментально новi

холiвськi плато в графенi в сильних магнiтних полях.
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ВИСНОВКИ

В дисертацiї наведено теоретичний розгляд проблеми впливу зовнiшнiх

полiв, зокрема постiйних магнiтного i електричного полiв, вiд’ємної криви-

зни простору, а також ненульової густини фермiонiв на динамiчне поруше-

ння симетрiї в релятивiстських квантових теорiях поля. Також в дисерта-

цiї дослiджено динамiчне порушення симетрiї в графенi, який має лiнiйний

релятивiстськi-подiбний енергетичний спектр. Головнi результати дисертацiй-

ної роботи полягають в наступному:

1. Встановлено, що постiйне зовнiшнє магнiтне поле в просторах вищої роз-

мiрностi у випадку максимального числа параметрiв, якi характеризу-

ють це поле, призводить до ефективної редукцiї розмiрностi простору-

часу для динамiки фермiонiв в iнфрачервонiй областi D + 1 → 1 + 1 та

D + 1 → 0 + 1 для просторiв-часу парної i непарної розмiрностi вiдпо-

вiдно, тим самим сприяючи динамiчному порушенню кiральної симетрiї

i генерацiї маси. Натомiсть присутнiсть постiйного електричного поля

паралельного магнiтному протидiє динамiчному порушенню кiральної

симетрiї.

2. Доведено, що низькоенергетична динамiка нейтральних станiв в реляти-

вiстських квантових теорiй поля в зовнiшньому постiйному магнiтному

полi описується ефективною некомутативною теорiєю. Важливо, що вiд-

повiднi ефективнi некомутативнi теорiї вiдрiзняються вiд звичайних не-

комутативних квантовопольових теорiй, що розглядаються в лiтературi.

Зокрема, так звана проблема УФ/IЧ змiшування присутня в звичайних

некомутативних квантовопольових теорiй вiдсутня в ефективних неко-

мутативних теорiях в зовнiшньому полi. Причина цього полягає у тому,
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що низькоенергетичнi збудження в ефективних некомутативних моделях

у зовнiшнiх магнiтних полях є нейтральними складеними станами, вер-

шини взаємодiї яких характеризуються динамiчними форм-факторами,

якi експоненцiйно швидко прямують до нуля при великих iмпульсах, що,

таким чином, вирiшує проблему УФ/IЧ змiшування.

3. Проаналiзовано кiральну динамiку калiбрувальних теорiй у сильному

зовнiшньому магнiтному полi i для електрично нейтральних складених

полiв в цих теорiях в наближеннi найнижчого рiвня Ландау обчислено

вершини взаємодiї, якi можуть бути представленi як вершини взаємодiї

в складних нелокальних некомутативних теорiях.

4. В наближеннi найнижчого рiвня Ландау розраховано ефективнi верши-

ни взаємодiї фотонiв в квантовiй електродинамiцi у сильному магнiтному

полi з урахуванням всiх степенiв похiдних в ефективнiй низькоенерге-

тичнiй дiї для фотонiв. Цi ефективнi вершини взаємодiї вiдповiдають

вершинам взаємодiї некомутативної квантової електродинамiки.

5. Дослiджено динамiчне порушення кiральної симетрiї в моделi Намбу-

Йона-Лазiнiо в просторi-часi R × H2, де H2 - двовимiрний простiр по-

стiйної вiд’ємної кривизни (площина Лобачевського) i встановлено, що

критична константа зв’язку дорiвнює нулю. Аномальне напiвцiле кван-

тування холiвської провiдностi має мiсце для фермiонiв на площинi Ло-

бачевського, а вiд’ємна кривизна цього простору змiщує холiвськi плато

до бiльш високих значень магнiтного поля i зменшує їх ширину порiвня-

но з випадком плоского простору.

6. Доведено, що фiзична причина нульового значення критичної константи

зв’язку для динамiчного порушення симетрiї в просторах постiйної вiд’-

ємної кривизни HD полягає в ефективнiй редукцiї розмiрностi простору-

часу D+1 → 1+1 для динамiки фермiонiв в iнфрачервонiй областi, яка є

наслiдком того факта, що асимптотика ядра теплопровiдностi оператора
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Дiрака в просторах HD при великих значеннях власного часу вiдповiдає

поведiнцi ефективної (1+1)-вимiрної теорiї. З точки зору класичної тео-

рiї ця ефективна редукцiя розмiрностi простору пов’язана з обмеженим

характером класичного руху частинок в цих просторах.

7. Встановлено, що закон вiдщеплення масивних полiв в секторi з вищи-

ми похiдними ефективної низькоенергетичної гравiтацiйної дiї спiвпадає

з законом вiдщеплення масивних полiв Апелквiста-Каразоне у плоско-

му просторi. Для космологiчної сталої i ньютонiвської константи зв’язку

ренормгруповi β-функцii є нульовими в пертурбативному режимi i тому

закон вiдщеплення квантових ефектiв масивних полiв в цьому секторi

залишається вiдкритим питанням.

8. З’ясовано, що хромомагнiтна нестабiльнiсть кольорового надпровiдно-

го стану для кваркової матерiї з двома ароматами кваркiв пов’язана з

тахiонним спектром плазмонiв. Хромомагнiтна нестабiльнiсть в каналi

4-7-го глюонiв в 2SC фазi має стандартний хiгсiвськiй характер i ха-

рактеризується неправильним знаком квадрата маси. Нестабiльнiсть в

каналi 8-го глюона в безщiлиннiй g2SC фазi має iнший характер i пов’я-

зана з вiд’ємним знаком квадрата швидкостi v2 безщiлинного тахiонного

плазмона.

9. В якостi основного стану кольорової надпровiдностi кварковiй матерiї

з двома ароматами кваркiв при великiй густинi барiонного заряду за-

пропоновано глюонну фазу з векторними конденсатами глюонних полiв.

Наявнiсть таких конденсатiв вирiшує проблему хромомагнiтної неста-

бiльностi 2SC фази кольорової надпровiдностi i призводить до повного

порушення кольорової i електромагнiтної калiбрувальних симетрiї та си-

метрiї вiдносно просторових обертiв. Глюонна фаза описує анiзотропне

середовище в якому кольорова i електромагнiтна надпровiдностi спiвi-

снують.
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10. Встановлено, що надпровiдний стан Ларкiна-Овчiнiкова-Фульде-Ферела

кваркової матерiї з двома ароматами кваркiв i однохвильовою неоднорi-

днiстю надпровiдної щiлини з урахуванням умов кольорової i електри-

чної нейтральностi має хромомагнiтну нестабiльнiсть в усiй областi, де

цей стан спiвiснує з 2SC i g2SC станами кольорової надпровiдностi.

11. Доведено, що параметри порядку пов’язанi з феромагнiтними i ексито-

ноподiбними конденсатами з необхiднiстю спiвiснують в графенi у зов-

нiшньому магнiтному полi, що призводить до зняття виродження рiвнiв

Ландау. Розв’язки рiвняння для щiлини в спектрi квазiчастинок коре-

ктно пояснюють спостережуванi холiвськi плато у сильному магнiтному

полi в квантовому ефектi Хола в графенi.
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ДОДАТОК А. Ефективна редукцiя розмiрностi
в гiперболiчних просторах

В параграфi 3.2.2 Роздiлу 3 аналiзуючи ядро теплопровiдностi для опе-

ратора Дiрака в просторах R × HD ми з’ясували, що має мiсце ефективна

редукцiя розмiрностi простору для динамiки фермiонiв в iнфрачервонiй обла-

стi, однак на вiдмiну вiд випадкiв магнiтного каталiзу i теорiї надпровiдностi

залишалось незрозумiлим з чисто фiзичної i iнтуїтивної точок зору чому така

редукцiя вiдбувається i з чим вона пов‘язана, тому що ядро теплопровiдностi

є тiльки iнтегральною характеристикою. Це питання ми розглянемо у цьому

Додатку.

Причини ефективної редукцiї розмiрностi простору для динамiки фермiо-

нiв в HD були дослiдженi в роботi [88] використовуючи загальне теоретичне

положення [314] згiдно якому ефективна редукцiя розмiрностi простору в iн-

фрачервонiй областi має мiсце в квантовiй проблемi тiльки тодi коли рух у

вiдповiднiй класичнiй проблемi має обмежений характер в координатах вiд-

носно яких вiдбувається ефективна редукцiя розмiрностi. Як приклад, роз-

глянемо випадок ефективної редукцiї розмiрностi простору в зовнiшньому

постiйному магнiтному полi. Добре вiдомо, що класична заряджена частинка

рухається в магнiтному полi по колу в площинi перпендикулярнiй до поля.

Радiус орбiти є пропорцiйним енергiї i тому частинка може досягти нескiнчен-

ностi тiльки у випадку коли вона має нескiнченну енергiю. Таким чином, за-

ряджена частинка (яка має скiнченну енергiю) завжди рухається в обмеженiй

областi площини перпендикулярної до магнiтного поля. Цей факт повнiстю

узгоджується з тим, що у вiдповiднiй квантовiй задачi має мiсце ефективна

редукцiя розмiрностi простору в iнфрачервонiй областi на 2 одиницi. Таким

чином, зрозумiло, що для того, щоб з‘ясувати причину ефективної редукцiї

розмiрностi в HD необхiдно розглянути класичний рух частинок в цих про-
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сторах.

Метрика гiперболiчного простора HD в координатах Пуанкаре визначена

наступним чином

dl2 =
a2

x2
1
(dx2

1+dx2
2+...+dx2

D), (A.1)

де x1 > 0 i a - радiус кривизни. Рiвняння руху мають вигляд

d2x1

dt2
=

ẋ1
2 − ẋ2

2 − ẋ2
3 − ...− ẋ2

D

x1
,

d

dt
(
ẋ2

x2
1
) = ... =

d

dt
(
ẋD

x2
1
) = 0 . (A.2)

Iнтегруючи цi рiвняння знаходимо класичнi траекторiї руху (геодезичнi) в

просторi HD

z(t) = ln(x1(t)) = ln
u

C cosh(ut + b)
,

x2(t) =
uC2

C2 tanh(ut + b) + C̃2,

.

.

.

xD(t) =
uCD

C2 tanh(ut+b)+C̃D, (A.3)

де C =
√

C2
2 + C2

3 + ... + C2
D а константи u, b, C2, C̃2, ..., CD, C̃D є довiльними

(для кожної конкретної траєкторiї вони фiксуються початковими умовами).

Зауважимо, що для опису руху координата z виглядає бiльш природньою

з точки зору метрики (A.1) нiж координата x1, тому що для координати z

вiдповiдний внесок в iнтервал має звичний евклiдовий вигляд dz2, а також

координата z приймає значення на всiй дiйснiй вiсi на вiдмiну вiд координати

x1, яка приймає значення тiльки на пiвпрямiй. З отриманих рiвнянь (A.3)

випливає, що класичний рух вiдносно координати z має звичайний евклiдовий

вигляд за виключенням часового iнтервала порядка 1/u. Дiйсно, згiдно (A.3),
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класична частинка рухається як z(t) = ut + z1 для t ¿ − 1
u . Для |t| ≤ 1

u , її

рух вiдрiзняється вiд звичайного iнерцiального руху в евклiдовому просторi.

Для t À 1
u , частинка знов рухається як z(t) = −ut + z2, тобто вона змiнює

напрямок руху i прямує на −∞, звiдки вона почала свiй рух.

З iншого боку, згiдно (A.3), рух вiдносно координат x2, ..., xD має абсолю-

тно iнший характер. Частинка практично нерухома майже весь час за ви-

ключенням часового iнтервала порядка 1/u коли вона рухається на деяку

вiдстань. Це означає, що рух частинки вiдносно цих координат має обмеже-

ний характер. Однак, як добре вiдомо, координати у викривленому просторi

можуть бути вибранi довiльним чином. Використовуючи векторнi поля Кi-

лiнга ми покажемо нижче, що незважаючи на довiльнiсть вибору координат,

обмеженнiсть класичного руху в гiперболiчних просторах має iнварiантний

характер.

Гiперболiчний простiр HD має D− 1 “трансляцiйних” векторних полiв Кi-

лiнга ξi (i = 2, D), якi в координатах Пуанкаре мають вигляд

ξi =
∂

∂xi
, i = 2, . . . , D . (A.4)

Використовуючи нормованi векторнi поля

ni =
ξi

(−ξi · ξi)
1/2 , (A.5)

де точка посерединi означає скалярний добуток вiдносно метрики (A.1), в

роботi [88] був обчислений наступний репараметрично-iнварiантний iнтеграл

вздовж геодезичної

l
(geo)
i =

∫
| (ut · ni) |dt = a

∫ √
ẋi

2

x2
1
dt =

πa|Ci|
C

, (A.7)

де ut - вектор дотичний до геодезичної. В силу того, що |Ci| < C, величини

l
(geo)
i завжди меншi вiд L = πa. Це означає, що простiр l

(geo)
2 × ... × l

(geo)
D

пов‘язаний з геодезичним рухом вiдносно координат x2, ..., xD є (D − 1)-

вимiрним кубом LD−1. Завдяки тому, що l
(geo)
i iнварiантнi вiдносно замiни
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координат, вищезгаданий результат означає, що геодезичний рух в гiперболi-

чних просторах має обмежений характер вiдносно D − 1 координат. Пiдкре-

слимо також, що цей результат не означає, що геодезичний рух вiдбувається

в деякiй обмеженiй областi вiдносно координат x2, ..., xD. Як випливає iз рiв-

нянь (A.3), будь-якi двi точки з рiзними xi можуть бути зв‘язанi геодезичною,

тому що величина |Ci|/C2 може приймати як завгодно велике значення на

вiдмiну вiд |Ci|/C, яка мiститься в (A.7) i яка обмежена одиницею.

Стосовно руху вiдносно координати x1 корисно розглянути iнтеграл l
(geo)
1 =

a
∫ √

ẋ1
2

x2
1
dt, який, очевидно, є аналогом (A.7) для випадку руху вiдносно x1

координати. Використовуючи перше рiвняння в (A.3) легко бачити, що цей

iнтеграл на вiдмiну вiд (A.7) є нескiнченним для геодезичних. Для ζ1 = ∂x1

цей iнтеграл може бути представлений наступним чином

l
(geo)
1 =

∫
| (ut · n1) |dt , (A.8)

де n1 = ζ1/(−ζ1 · ζ1)
1/2 - нормоване векторне поле ортогональне векторним

полям ni (i = 2, D). Хоча ζ1 є подiбним до векторних полiв ξi, визначених в

(A.4), ζ1 не є векторним полем Кiлiнга в гiперболiчних просторах. Вiдзначи-

мо, що векторнi поля ζ1 i ξi формують комутуючу алгебру векторних полiв

еквiвалентну алгебрi “трансляцiйних” векторних полiв Кiлiнга D-вимiрного

евклiдового простору. Таким чином, обмежений характер руху в гiперболi-

чних просторах можливо найбiльш виразно характеризується областями зна-

чень l
(geo)
1 i l

(geo)
i .

В роботi [88] було розв‘язано також рiвняння Дiрака в HD i показано, що

дiйсно має мiсце ефективна редукцiя розмiрностi простору-часу D+1 → 1+1

в квантовiй проблемi. Рiвняння Дiрака в HD має вигляд(
iγ0∂t +

ix1

a
γ1∂1 + ... +

ix1

a
γD∂D − i(D − 1)

2a
γ1 −m

)
ψ = 0. (A.9)

Стандартним чином квадруючи це рiвняння i шукаючи його розв‘язки у ви-

глядi ψ = e−iEt+ip2x2+...+ipDxDf(x1), ми отримуємо рiвняння

(E2+
(D − 1)2

4a2 −D − 2

a2 x1∂1+
x2

1∂
2
1

a2 −x2
1

a2 (p2
2+...+p2

D)+A−m2)f(x) = 0, (A.10)
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де

A = −i
x1

a2γ1γ2p2 − i
x1

a2γ1γ3p3 − ...− i
x1

a2γ1γDpD.

Оператор A ермiтовий, а його квадрат

A2 =
x2

1

a4 (p2
2 + ... + p2

D)

пропорцiйний одиничний матрицi. Тому вiн може бути дiагоналiзован i його

власнi значення дорiвнюють

σ
x1

a2

√
p2

2 + ... + p2
D, (A.11)

де σ = ±. Виконуючи замiну x = x1
√

p2
2 + ... + p2

D, ми маємо наступне рiвня-

ння
(

E2 +
x2

a2 (−1 + ∂2
x) +

(D − 1)2

4a2 − (D − 2)x

a2 ∂x +
σx

a2 −m2
)

f(x) = 0. (A.12)

Це рiвняння не залежить вiд p2, ..., pD i, як наслiдок, енергiя є однаковою для

будь-яких p2, ..., pD. Очевидно, рiвняння (A.12) має вигляд рiвняння (1 + 1)-

вимiрної проблеми i не важко знайти вiдповiдний спектр E = ±
√

ν2/a2 + m2,

де ν приймає значення на пiвпрямiй (0, +∞). Ефективна (1 + 1)-вимiрна фор-

ма рiвняння (A.12) свiдчить про ефективну редукцiю розмiрностi простору

для фермiонiв в гiперболiчних просторах. З математичної точки зору ця ре-

дукцiя пов‘язана iз сферичною i масштабною симетрiями метрики (A.1). Дiй-

сно, сферична симетрiя x2, ..., xD частини метрики (A.1) зводить залежнiсть

енергiї вiд p2, ..., pD тiльки до залежностi вiд iнварiанта p2 = p2
2 + ... + p2

D,

а потiм масштабна симетрiя xk → λxk (k = 1, D) (нагадаємо замiну змiн-

ної x = x1
√

p2
2 + ... + p2

D, яку ми зробили перед рiвнянням (A.12) виключає

будь-яку залежнiсть вiд p2, ..., pD в рiвняннi (A.12) для власних функцiй.
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ДОДАТОК Б. Масивне скалярне поле i теорема Апел-
квiста – Каразоне у викривленому просторi

У цьому додатку ми дослiдимо вiдщеплення масивного скалярного поля

при низьких енергiях у викривленому просторi i покажемо, що вiдповiдний

закон вiдщеплення узгоджується з теоремою Апелквiста-Каразоне [230] у пло-

скому просторi. Ми будемо розглядати найпростiший випадок масивного ска-

лярного поля чия дiя має вигляд

Ss =
1

2

∫
d4x

√−g
{
gµν∂µφ∂νφ−m2φ2 − ξRφ2} , (Б.1)

де R - скаляр кривизни, g = det gµν - детерминант метрики, ξ - константа

немiнiмальної взаємодiї. Квантовi флуктуацiї скалярного поля призводять до

наступного внеску в ефективну гравiтацiйну дiю

Γ̄(1) = − 1

2
Trln

(
−∇21̂+m2− P̂ +

1

6
R1̂

)
= − 1

2

∫ ∞

0

ds

s
trK(s) , (Б.2)

де P̂ = −(ξ − 1/6)R i

trK(s) =
(µ2)2−w

(4πs)w

∫
d4x g1/2 e−sm2

tr
{

1̂ + sP̂ + s2
[
Rµνf1(−s∇2)Rµν +

+Rf2(−s∇2)R + P̂ f3(−s∇2)R + P̂ f4(−s∇2)P̂
]}

+ O(R3) , (Б.3)

а функцiї f1, f2, f3 i f4 дорiвнюють

f1(τ) =
f(τ)− 1 + τ/6

τ 2 , f2(τ) =
f(τ)

288
+

f(τ)− 1

24τ
− f(τ)− 1 + τ/6

8τ 2 ,

f3(τ) =
f(τ)

12
+

f(τ)− 1

2τ
, f4(τ) =

f(τ)

2

i

f(τ) =

∫ 1

0
dα eα(1−α)τ , τ = −s∇2 .

Iнтеграл по власному часi s є розбiжним. Ми використаємо розмiрну регуля-

ризацiю. Далi зробимо замiну

u =
τ

t
= −∇

2

m2
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i пiсля нескладних обчислень знаходимо

Γ̄(1) = − 1

2(4π)2

∫
d4xg1/2

(
m2

4πµ2

)w−2 ∫ ∞

0
dt e−t

{
m4

tw+1

+
(
ξ − 1

6

) R m2

tw
+

3∑
i=1

l∗i ·RµνMiR
µν +

5∑
j=1

lj ·RMjR

}
, (Б.4)

де

l∗1 = 1 , l∗2 =
1

6
, l∗3 = −1 ;

l1 =
1

288
− 1

12

(
ξ − 1

6

)
+

1

2

(
ξ − 1

6

)2
, l2 =

1

24
− 1

2

(
ξ − 1

6

)
,

l3 = −1

8
, l4 = − 1

16
+

1

2

(
ξ − 1

6

)
, l5 =

1

8

i

M1 =
f(tu)

u2tw+1 , M2 =
f(tu)

utw
, M3 =

f(tu)

utw+1

M4 =
1

utw
, M5 =

1

u2tw+1 . (Б.5)

Обчислюючи iнтеграли в (Б.4) використовуючи спiввiдношення

Γ(2− ω) =
1

2− ω
+ O(2− ω) ,

Γ(1− ω) = − 1

2− ω
− 1 + O(2− ω) ,

Γ(−ω) =
1

2(2− ω)
+

3

4
+ O(2−ω) , (Б.6)

позначення

A = −1

2

∫ 1

0
dα ln

[
1+α(1−α)u

]
= 1− 1

a
ln

1 + a/2

1− a/2
, a2 =

4∇2

∇2 − 4m2 (Б.7)

i розклад (
m2

4πµ2

)w−2

= 1 + (2− w) ln

(
4πµ2

m2

)
+ ... ,

ефективна дiя приймає вигляд

Γ̄(1) =
1

2(4π)2

∫
d4x g1/2

{
m4

2
·
[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+

3

2

]
+



228

+
(
ξ − 1

6

)
m2R

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 1

]
+

+
1

2
Cµναβ

[ 1

60 (2− w)
+

1

60
ln

(4πµ2

m2

)
+ kW (a)

]
Cµναβ +

+ R
[ 1

2

(
ξ − 1

6

)2
(

1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

) )
+ kR(a)

]
R

}
, (Б.8)

де

kW (a) =
8A

15 a4 +
2

45 a2 +
1

150
,

kR(a) = A
(
ξ − 1

6

)2
− A

6

(
ξ − 1

6

)
+

2A

3a2

(
ξ − 1

6

)
+

A

9a4 −
A

18a2 +
A

144

+
1

108 a2 −
7

2160
+

1

18

(
ξ − 1

6

)2
. (Б.9)

Маючи ефективну дiю ми можемо тепер зробити висновки стосовно ренорм-

групових β-функцiй i закону вiдщеплення масивних скалярних полiв у ви-

кривленому просторi.

В MS схемi β-функцiя деякого ефективного заряду C визначається насту-

пним чином

βC(MS) = µ
dC

dµ
. (Б.10)

Обчислюючи в цiй схемi β-функцiї для параметрiв Λ/G, 1/G, a1,2 вико-

ристовуючи ефективну дiю (Б.8) ми знаходимо наступнi добре вiдомi в лi-

тературi β-функцiї MS схеми (дивись, наприклад [231]) для космологiчної

сталої, ньютонiвської константи зв‘язку та констант зв‘язку при доданках

C2 = CµναβC
µναβ i R2 в ефективнiй гравiтацiйнiй дiї

βΛ(MS) =
m4

2(4π)2 , βR(MS) =
m2

(4π)2

(
ξ − 1

6

)
,

βC2(MS) = − 1

120 (4π)2 , βR2(MS) = − 1

2 (4π)2

(
ξ − 1

6

)2
. (Б.11)

Розглянемо тепер обчислення β-функцiй в схемi, яка залежить вiд ма-

си. Спочатку вiд регуляризованої величини вiднiмемо її значення в точцi
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−2 → p2 = M 2, де M є точка перенормування. Далi β-функцiя визнача-

ється (порiвняй з рiвнянням (Б.10) як

βC = M
dC

dM
. (Б.12)

Математично така процедура еквiвалентна обчисленню похiдної −pd/dp вiд

регуляризованої величини. Таким чином для β-функцiї пов‘язаної з C2
µναβ

членом ми маємо наступний результат

βC2 = − 1

(4π)2

( 1

18a2 −
1

180
− a2 − 4

6a4 A
)

. (Б.13)

В ультрафiолетовiй границi p2 À m2 ми знаходимо β-функцiю

βUV
C2 = − 1

(4π)2

1

120
+O

(m2

p2

)
, (Б.14)

яка узгоджується з β-фукцiєю в MS схемi (Б.11). В iнфрачервонiй границi

p2 ¿ m2 β-функцiя дорiвнює

βIR
C2 = − 1

1680 (4π)2 ·
p2

m2 + O
( p4

m4

)
. (Б.15)

Подiбнi розрахунки для β-функцiї пов‘язаної з R2 членом призводять до

наступного результату

βR2 = = − 1

(4π)2

{ 1

8
( 4A − a2A + a2 )

(
ξ − 1

6

)2
−

− a2 − 4

48

(
ξ − 1

6

)
+

(a2 − 4) (a2 − 12)A

48 a2

(
ξ − 1

6

)
+

+
a2 − 4

8

[ A

6a2−
A

144
−5 A

9a4+
1

144
− 5

108a2

]}
. (Б.16)

В ультрафiолетовiй границi p2 À m2 β-функцiя знов таки узгоджується з

β-функцiєю в MS схемi (Б.11)

βUV
R2 = − 1

2(4π)2

(
ξ− 1

6

)2
+O

(m2

p2

)
, (Б.17)
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в той час як в iнфрачервонiй областi p2 ¿ m2 ми маємо

βIR
R2 = − 1

12 (4π)2

[ (
ξ− 1

6

)2
− 1

15

(
ξ− 1

6

)
+

1

630

]
· p2

m2 + O
( p4

m4

)
. (Б.18)

Iз порiвняння β-функцiй в високоенергетичнiй областi (Б.14), (Б.17) з β-

функцiями в низькоенергетичнiй областi (Б.15), (Б.18) ясно видно явище вiд-

щеплення квантових ефектiв масивних частинок. З iншого боку, якщо ми

обчислимо похiднi вiд iмпульсiв доданкiв ефективної гравiтацiйної дiї, якi

вiдповiдають космологiчнiй сталiй i R члену, ми отримаємо нульовий резуль-

тат. Як вiдомо, β-функцiї описують залежнiсть ефективних констант зв‘язку

вiд переданого iмпульсу. В координатному просторi вiдповiдна залежнiсть

пов‘язана з похiдними вiд полiв в доданках ефективної дiї, якi описують

вiдповiднi ефективнi заряди. Очевидно, що у випадку космологiчної сталої

похiдним нема на що дiяти, бо похiдна вiд константи рiвна нулю. У випад-

ку айнштайн-гiльбертового члена похiднi можуть дiяти на кривизну R, але

результат такої дiї є повна похiдна, яка не впливає на рiвняння руху. Тому

природньо, що фiзичнi β-функцiї для космологiчної сталої i ньютонiвської

константи зв‘язку дорiвнюють нулю.
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ДОДАТОК В. Вiльна енергiя для параметрiв порядку
в графенi

В цьому додатку ми використовуємо одиницi, в яких ~ = 1 i c = 1. Для

того, щоб обчислити вiльну енергiю ми застосуємо метод Корнуела–Джекiва–

Томбулiса описаний в Роздiлi 1. В наближеннi середнього поля, яке ми вико-

ристовуємо, вiдповiдна КДТ ефективна дiя має вигляд

Γ(G) = −iTr
[
LnG−1 + S−1G− 1

]

+
Gint

2

∫
d3x

{
tr

[
γ0G(x, x)γ0G(x, x)

]− (
tr

[
γ0G(x, x)

])2
}

, (B.1)

де слiд, логарiфм i добудок S−1G розумiються в функцiональному сенсi i

G = diag(G+, G−). Густина вiльної енергiї Ω є Ω = −Γ/TV , де TV - об’-

єм простору-часу. Умова екстремуму δΓ(G)/δG = 0 призводить до рiвняння

Швiнгера–Дайсона. В точцi екстремуму ефективна дiя дорiвнює

Γ = −iTr
[
LnG−1 +

1

2

(
S−1G− 1

)]
. (B.2)

Внаслiдок симетрiї вiдносно трансляцiй по часу ми маємо

Gs(u, u′) =

∞∫

−∞

dω

2π
e−iω(t−t′)Gs(ω; r, r′). (B.3)

Тодi ефективна дiя Γ може бути переписана наступним чином

Γ = −i T

∞∫

−∞

dω

2π
Tr

[
ln G−1(ω) +

1

2

(
S−1(ω)G(ω)− 1

)]
, (B.4)

де

G−1
s (ω; r, r′) = −i

[
(ω + µs)γ

0 − vF (π · γ) + iµ̃sγ
1γ2 + i∆sγ

0γ1γ2 − ∆̃s

]
δ(r−r′),

S−1
s (ω; r, r′) = −i

[
(ω + µ̄s)γ

0 − vF (π · γ)
]
δ(r− r′). (B.5)

В рiвняннi (B.4) функцiональна операцiя Tr тепер включає в себе iнтегруван-

ня тiльки по просторовим координатам, а також слiд по матричним iндексам.
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Iнтегруючи по частинах логарiфм в (B.4) i нехтуючи несуттєвими поверх-

невими членами, якi не залежать вiд фiзичних параметрiв, ми знаходимо

Γ = −iT

∞∫

−∞

dω

2π
Tr

[
−ω

∂G−1(ω)

∂ω
G(ω) +

1

2

(
S−1(ω) G(ω)− 1

)]
(B.6)

де

∂G−1(ω)

∂ω
= −iγ0δ(r− r′). (B.7)

Пiдставляючи (B.7) в Γ, ми отримуємо

Γ = −iTV

∞∫

−∞

dω

2π
tr

[
iγ0ωḠ(ω; 0) +

1

2

(−i
[
(ω + µ̄)γ0 − vF (π · γ)

]
Ḡ(ω; r)|r=0

)]
.

Далi для густини вiльної енергiї ми маємо

Ω = i

∞∫

−∞

dω

2π

∫
d2k

(2π)2 tr
{

iωγ0Ḡ(ω,k) +
1

2

(−i
[
(ω + µ̄)γ0 − vF (k · γ)

]
Ḡ(ω,k)− 1

)}

= −
∞∫

−∞

dω

4π

∫
d2k

(2π)2 tr
{[

(ω − µ̄)γ0 + vF (k · γ)
]
Ḡ(ω,k) + i

}
, (B.8)

де пропагатор Ḡs(ω,k) визначається рiвнянням (5.101). Для того, щоб знайти

густину вiльної енергiї ми обчислюємо наступнi два iнтеграли
∫

d2k

(2π)2 γ0Ḡs(ω,k) =
i

4πl2

∞∑
n=0

(
ω + µs + iµ̃sγ

0γ1γ2 − i∆sγ
1γ2 + ∆̃sγ

0
)

Pn

(ω + µs + iµ̃sγ0γ1γ2)2 − (∆̃s − i∆sγ0γ1γ2)2 − 2v2
F |eB⊥|n

,

∫
d2k

(2π)2vF (k · γ)Ḡs(ω,k) =
i

πl2

∞∑
n=0

v2
F |eB⊥|n θ(n− 1)

(ω + µs + iµ̃sγ0γ1γ2)2 − (∆̃s − i∆sγ0γ1γ2)2 − 2v2
F |eB⊥|n

,

де

Pn = 1− iγ1γ2sign(eB⊥) +
[
1 + iγ1γ2sign(eB⊥)

]
θ(n− 1)
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i ми використали формулу 7.414.7 з [197], тобто
∫ ∞

0
e−attαLα

n(t)dt =
Γ(α + n + 1)(a− 1)n

n!aα+n+1 , Reα > −1, Re a > 0. (B.9)

Нехтуючи розбiжними доданками, якi не залежать вiд фiзичних параметрiв,

ми знаходимо з рiвняння (B.8) наступну густину вiльної енергiї

Ω = − i

(4πl)2

∑
s=±

∞∫

−∞
dω trD

∞∑
n=0

(ω − µ̄s)
[
ω + µs + iµ̃sγ

0γ1γ2 − i∆sγ
1γ2 + ∆̃sγ

0
]
Pn + 4v2

F |eB⊥|nθ(n− 1)

(ω + µs + iµ̃sγ0γ1γ2)2 − (∆̃s − i∆sγ0γ1γ2)2 − 2v2
F |eB⊥|n

,

де trD вiдбувається по дiракiвських iндексах.

Густина вiльної енергiї Ω є функцiєю вiд ∆̃s, µ̃s, µs, ∆s, µ̄s i B⊥. Нормуючи

Ω вiднiмаючи її значення при ∆̃s = µ̃s = µs = ∆s = µ̄s = 0, ми маємо

Ω = − i

(4πl)2

∑
s=±

∞∑
n=0

∞∫

−∞
dω trD

[
(ω − µ̄s)[ω + µs + iµ̃sγ

0γ1γ2 − i∆sγ
1γ2 + ∆̃sγ

0]Pn + 4v2
F |eB⊥|nθ(n− 1)

(ω + iεsign(ω) + µs + iµ̃sγ0γ1γ2)2 − (∆̃s − i∆sγ0γ1γ2)2 − 2v2
F |eB⊥|n

− ω2Pn + 4v2
F |eB⊥|nθ(n− 1)

(ω + iεsign(ω))2 − 2v2
F |eB⊥|n

]
. (B.10)

Легко перевiрити, що для µ̃s = ∆s = µs = µ̄s = B⊥ = 0 i ∆̃+ = ∆̃− = ∆̃ цей

вираз дорiвнює

Ω(∆̃, 0, 0, 0, 0, 0) = −∆̃4

4π

∞∫

0

dx
√

∆̃2 + x
(√

∆̃2 + x +
√

x
)2 = −∆̃3

6π
(B.11)

i спiвпадає з вiдповiдним виразом для густини вакуумної енергiї для (2+1)-

мiрного простору-часу в роботi [99].

Остаточно, iнтегруючи по ω i обчислюючи слiд, ми знаходимо густину

вiльної енергiї

Ω = − 1

8πl2

∑
s=±

{[
µs + µ̄s − µ̃s − (∆̃s + ∆s)s⊥)

]
sign(µs−µ̃s)θ(|µs−µ̃s|−|∆̃s+∆s|)
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+
[
∆̃s + ∆s − (µs + µ̄s − µ̃s)s⊥)

]
sign(∆̃s + ∆s)θ(|∆̃s + ∆s| − |µs − µ̃s|)

+2
∞∑

n=1

[[
(µs + µ̄s − µ̃s)sign(µs − µ̃s)− 2εB

√
n
]
θ
(|µs − µ̃s| − E+

ns

)

+
(∆̃s + ∆s)

4θ(E+
ns − |µs − µ̃s|)

E+
ns(E

+
ns + εB

√
n)2

]
+ [µ̃s → −µ̃s, ∆s → −∆s, s⊥) → −s⊥)]

}
,

(B.12)

де E±
ns =

√
nε2

B + (∆̃s ±∆s)2, s⊥ = sign(eB⊥) i εB =
√

2v2
F |eB⊥|.
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ДОДАТОК Г. Кiральна асиметрiя поверхнi Фермi для
релятивiстської матерiї в постiйному магнiтному полi

Згiдно з Роздiлом 1, структура основного стану в релятивiстських кiраль-

но iнварiантних теорiях в магнiтному полi визначається явищем магнiтного

каталiзу динамiчного порушення кiральної симетрiї i динамiчною генерацi-

єю маси. Ситуацiя змiнюється i становиться бiльш складною в присутностi

ненульової густини фермiонiв [315, 316, 317], яка протидiє динамiчному пору-

шенню кiральної симетрiї [315].

У цьому додатку, який ґрунтується на роботi [82], ми покажемо, що в нор-

мальнiй фазi релятивiстської матерiї у зовнiшньому постiйному магнiтному

полi iснує динамiчний внесок в аксiальний струм пов’язаний з вiдносним зсу-

вом iмпульсiв для фермiонiв з протилежними кiральностями. Цей зсув має

мiсце для фермiонiв всiх рiвнiв Ландау включаючи також рiвнi поблизу по-

верхнi Фермi, що, таким чином, призводить до кiральної асиметрiї поверхнi

Фермi. Цей результат має загальний характер i призводить до важливих на-

слiдкiв для опису транспортних i емiсiйних властивостей матерiї в нейтронних

зiрках i можливо бiлих карликах.

Проведене нами дослiдження квантового ефекта Хола в графенi в Роздi-

лi 5 показало можливiсть iснування деяких нових типiв параметрiв поряд-

ку, якi не розглядались ранiше в релятивiстських теорiях в (3+1)-вимiрному

просторi-часi. Тому в цьому додатку ми з’ясуємо можливiсть генерацiї вiдпо-

вiдних параметрiв порядку в релятивiстських теорiях при ненульовiй густинi

матерiї в (3+1)-вимiрному просторi-часi. Для цього ми розглянемо модель

Намбу–Йона-Лазiнiо з затравочною фермiонною масою чий лагранжiан ви-

значається рiвнянням

L = ψ̄
(
iDν + µ0δ

0
ν

)
γνψ + m0 ψ̄ψ +

Gint

2

[(
ψ̄ψ

)2
+

(
ψ̄iγ5ψ

)2
]
, (Г.1)

де γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3, µ0 - хiмiчний потенцiал, m0 - затравочна маса. Постiй-
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не магнiтне поле B направлено вздовж вiсi z i для Aµ ми використовуємо

калiбровку Ландау Aν = xBδ2
ν.

В якостi повного фермiонного пропагатора ми розглянемо (3+1)-вимiрне

узагальнення анзатца, який був використаний при дослiдженнi квантового

ефекта Хола в графенi [100], а саме

iG−1(u, u′) =
[
(i∂t+µ)γ0−(π·γ)−π3γ3+iµ̃γ1γ2+∆γ3γ5−m

]
δ4(u−u′), (Г.2)

де πk = i(∂k− ieAk) - канонiчний iмпульс i u = (t, r). Цей пропагатор мiстить

декiлька динамiчних параметрiв, якi вiдсутнi в затравочному пропагатору

iS−1(u, u′) =
[
(i∂t + µ0)γ

0 − (π · γ)− π3γ3 −m0
]
δ4(u− u′). (Г.3)

В оберненому пропагаторi (Г.2) параметр m є дiракiвською масою, µ - хiмi-

чний потенцiал, а µ̃ вiдповiдає аномальному магнiтному моменту (в графенi

вiн може бути iнтерпретований також як хiмiчний потенцiал пов’язаний iз

псевдоспiновим струмом, який зберiгається [100]).

Параметр ∆ в графенi є масовим параметром, який є неперервним вiд-

носно перетворень парностi i обернення часу. Як випливає з рiвняння (Г.2),

в (3+1)- вимiрних теорiях цей параметр iндукує аксiальний струм ψ̄γ3γ5ψ

вздовж напрямку магнiтного поля. Ми покажемо нижче, що ∆ визначає зсув

iмпульсiв фермiонiв протилежних кiральностей i тому ми будемо називати

цей параметр кiральним зсувом. Важливо вiдзначити, що симетрiя вiдносно

обертання часу i парностi вiдсутнi в зовнiшньому магнiтному полi i тому по-

ява ∆ не порушує нiякої симетрiї.

Параметри m, µ, ∆ i µ̃ самоузгоджено визначаються з рiвняння для щiли-

ни, яке в наближеннi середнього поля має наступну форму

G−1(u, u′) = S−1(u, u′)− iGint
{
G(u, u)− γ5G(u, u)γ5tr[G(u, u)]

+γ5 tr[γ5G(u, u)]
}

δ4(u− u′). (Г.4)

В моделi, яка розглядається, в наближеннi середнього поля ми покажемо, що

µ̃ = 0 є самоузгодженним розв’язком рiвнянь для динамiчних параметрiв.
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Цей факт спрощує аналiз, однак, слiд вiдзначити, що µ̃ може бути вiдмiнним

вiд нуля в моделях з iншим типом взаємодiї [100, 101]. З iншого боку, як пока-

зує аналiз в графенi, присутнiсть ненульового µ̃ не повинно змiнити головнi

якiснi характеристики фази з iндукованою ∆.

Спектр фермiонних квазiчастинок визначається полюсами повного пропа-

гатора, який знаходиться з (Г.2) при µ̃ = 0. Розкладаючи, як i в роботах

[72, 101], пропагатор по рiвнях Ландау ми знаходимо наступний закон дис-

персiї для квазiчастинок

ωn,σ = −µ±
√[√

m2 + k2
3 + σ ∆sign(eB)

]2

+ 2n|eB|, (Г.5)

де n є iндексом рiвнiв Ландау, σ = ±1, а k3 - iмпульс вздовж напрямку

магнiтного поля. В кiральнiй границi m → 0 стани з квантовим числом σ =

±1 мають iмпульс k3 → k3±∆ sign(eB). Значення σ вiдповiдають фермiонам

з протилежними кiральностями i тому поверхнi Фермi для лiвих i правих

фермiонiв є зсунутими одна вiдносно одної.

В подальшому ми будемо розглядати випадок m ¿ ∆ коли формули спро-

щуються. До речi слiд додати, що хоча маса m є малою, ми не можемо покла-

сти її рiвною нулю. Справа в тому, що при m = 0 модель (Г.1) має кiральну

UL(1) × UR(1) симетрiю. Тодi параметр ∆ немає фiзичного змiсту, тому що,

як легко показати, за допомогою кiрального перетворення ми можемо позба-

витись вiд ∆. Розв’язок для ∆ знаходиться з рiвняння Швiнгера–Дайсона

(Г.4) для пропагатора

∆ = gµ
eB

Λ2 [1 + 2ag] + g|eB| , (Г.6)

де a - безрозмiрна константа порядку 1, яка визначається схемою регуляри-

зацiї, що використовується в аналiзi (дивись нижче). Вiдзначимо, що темпе-

ратурна залежнiсть ∆ зв’язана тiльки з хiмiчним потенцiалом, який слабо

залежить вiд температури при T ¿ µ. При нульовiй температурi T = 0
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хiмiчний потенцiал визначається наступним рiвнянням

µ = µ0 − g

(Λl)2 [µ−∆sign(eB)]− 2gsign(µ)

(Λl)2

×
∞∑

n=1

√
µ2 − 2n|eB| θ (

µ2 − 2n|eB|) . (Г.7)

Наближенним розв’язком цього рiвняння є µ ' µ0 з точнiстю до степеневих

поправок по g.

Властивостi квазiчастинок з σ = ±1 в (Г.5) в кiральнiй границi m → 0

бiльш детально проявляються в структурi повного пропагатора

G(u, u) = G−
0 P− +

∞∑
n=1

(
G−

nP− + G+
nP+

)
, (Г.8)

де

P± ≡ 1

2

[
1± iγ1γ2sign(eB)

]

є спiновими проекторами. Функцiї G±
n для n ≥ 0 дорiвнюють

G±
n =

i|eB|γ0

2π

∫
dωdk3

(2π)2 ×
[ ω + µ± [k3 −∆] sign(eB)]

(ω + µ)2 − 2n|eB| − [k3 −∆ sign(eB)]2
P−5

+
ω + µ∓ [k3 + ∆ sign(eB)]

(ω + µ)2 − 2n|eB| − [k3 + ∆ sign(eB)]2
P+

5

]
, (Г.9)

де

P±5 ≡ 1

2

[
1± γ5sign(eB)

]

при фiксованому знаку eB є кiральними проекторами. Як випливає з цього

рiвняння, квазiчастинки протилежних кiральностей мають закони дисперсiї,

якi вiдрiзняються вiд вiдповiдних законiв дисперсiї вiльної теорiї зсувом їх

iмпульсiв k3 → k3±∆ sign(eB). Цей результат має фундаментальнi наслiдки

для фiзичних властивостей матерiї.

Стан з ∆ 6= 0 характеризується ненульовим вакуумним середнiм аксiаль-

ного струму

〈j3
5(u)〉 = −tr

[
γ3γ5G(u, u)

]
=

eB

2π2µ−
|eB|
2π2 ∆
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−|eB|
π2 ∆

∞∑
n=1

κ(
√

2n|eB|, Λ) , (Г.10)

де κ(x, Λ) є гладкою функцiєю, яка визначається параметром обрiзання Λ

i шириною областi в якiй значення функцiї зменшується вiд 1 до 0 (тобто

функцiя κ(x, Λ) ' 1 для x ¿ Λ i κ(x, Λ) ' 0 для x À Λ). В результатi сума

в (Г.10) дорiвнює
∑∞

n=1 κ(
√

2n|eB|, Λ) = aΛ2/|eB|, де a = O(1).

В той час, як першi два доданки в (Г.10) пов’язанi з найнижчим рiвнем

Ландау, останнiй доданок вiдповiдає внеску вищих рiвнiв Ландау n ≥ 1. Ми

бачимо, що всi вищi рiвнi Ландау мають однаковий внесок в iндукований

аксiальний струм. Перший доданок в аксiальному струмi, пропорцiйний µ,

має топологiчну природу i, як показано в роботi [319], з’являється навiть у

випадку вiльної теорiї. Всi iншi члени, пропорцiйнi ∆, з’являються за раху-

нок взаємодiї i не були отриманi в лiтературi ранiше. Ми очiкуємо, що поява

таких членiв може сильно модифiкувати транспортнi i емiсiйнi властивостi

релятивiстської матерiї в зовнiшньому магнiтному полi. Дiйсно, iндукований

аксiальний струм є наслiдком вiдносного потiку квазiчастинок протилежних

кiральностей, включаючи стани поблизу поверхнi Фермi. Присутнiсть станiв з

кiральною асиметрiєю поблизу поверхнi Фермi за рахунок ∆ якiсно вiдрiзняє

пов’язану з ними динамiку вiд динамiки станiв на найнижчому рiвнi Ландау,

яка призводить до топологiчного внеску в аксiальний струм, тому що най-

нижчий рiвень Ландау знаходиться здебiльшо глибоко пiд поверхнею Фермi i

тому практично не впливає на низькоенергетичнi властивостi релятивiстської

матерiї.

Наостанок зробимо декiлька зауважень вiдносно модельної залежностi отри-

маних результатiв. Той факт, що параметр кiрального зсува ∆ згiдно рiвнян-

ня (Г.6) є лiнiйним по константi зв’язку g свiдчить про те, що динамiка, яка

призводить до появи цього параметра є пертурбативною. Очевидно, що ця

характеристика не залежить вiд того чи є взаємодiя локальною, як в моделi

НЙЛ, чи далекодiючою, як в КХД чи КЕД. В будь-якому випадку параметр
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∆ незахищений нiякою симетрiю. Вищезгаданi результати були отриманi в

моделi з точною кiральною симетрiєю. Бiльшiсть цих результатiв повиннi бу-

ти справедливими також у випадку коли кiральна симетрiя є наближенною i

фермiони мають ненульовi дiракiвськi маси, якi є значно меншими порiвняно

з хiмiчним потенцiалом.

Зауважимо, що дуже важливим питанням, яке потребує в подальшому

свого дослiдження, є спiввiдношення динамiки вiдповiдальної за генерацiю

параметра кiрального зсуву з динамiкою пов’язаною з кольоровою надпровiд-

нiстю, яку ми розглядали у Роздiлi 4. Ми очiкуємо, що параметр кiрального

зсуву буде суттєво впливати на фiзичнi властивостi кваркової матерiї, яка

може iснувати в центральних областях нейтронних зiрок i буде важливим на-

вiть для виродженного електронного газу в бiлих карликах. Також генерацiя

ненульового ∆ може вплинути на кiральний магнiтний ефект у зiткненнях

важких iонiв [320].

Одним з наслiдкiв явища дослiдженного в цьому додатку є можливiсть

якiсно нового механiзму генерацiї великих швидкостей пульсарiв [321]. В при-

сутностi магнiтного поля майже будь-який тип релятивiстської матерiї прото-

нейтронної зiрки повинен мати аксiальнi струми як в рiвняннi (Г.10). Основ-

ними носiями таких струмiв є електрони в ядернiй матерiї та кварки разом

iз електронами в кварковiй матерiї. В силу того, що iндукованi струми i па-

раметр кiрального зсуву мають тiльки слабку температурну залежнiсть (ми

вважаємо, що T ¿ µ), цi струми створюють анiзотропне середовище навiть

на раннiх стадiях протонейтронної зiрки. Цей результат є важливим, тому

що досить гаряча матерiя з 10 MeV . T . 50 MeV, яка присутня в першi

декiлька десяткiв секунд еволюцiї протонейтронної зiрки [322], має доста-

тню кiлькiсть термальної енергiї, щоб призвести до генерацiї найсильнiших

(з v & 1000 км/с) спостережуваних швидкостей пульсарiв [321]. Однак, за-

звичай, гаряча матерiя дуже легко знищує анiзотропiю в розподiлi нейтрино,

яка продукується за рахунок майже будь-якого механiзма [323]. В механiзмi,
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який ґрунтується на динамiцi дослiдженнiй в цьому додатку асиметричний

розподiл нейтрино виникає внаслiдок їх багатократного розсiяння на лiвих

електронах та кварках i в силу кiральної асиметрiї поверхнi Фермi остан-

нiх в зовнiшньому магнiтному полi цей асиметричний розподiл фактично є

термодинамiчно стабiльним рiвноважним станом.
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