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Роздiл 1

Вступ

1.1 Iсторiя отримання графену

У той час, коли сучаснi передовi науковi дослiдження вельми затра-
тнi та складнi (згадаймо хоча б Великий адронний колайдер, iншi
прискорювачi, телескопи тощо), здається дивовижним, що серйозне
фундаментальне досягнення у фiзицi могло бути зроблено за допо-
могою простого i навiть дотепного методу — прямим застосуванням
звичайного скотчу. Але у 2004 р. Костянтин Новосьолов (Konstantin
Novoselov) i Андрiй Гейм (Andre Geim) iз колегами саме за допомогою
цiєї липкої стрiчки змогли зробити своє вiдкриття, що дуже швидко
стало загально визнаним та iстотно вплинуло на ситуацiю у фiзицi
конденсованого стану [1]. Почавши працювати з графiтовими зраз-
ками завтовшки приблизно 1 мм i добре знаючи про дуже слабку
мiжшарову взаємодiю в графiтi, вони поставили за мету отримати
якомога тоншi графiтовi шари. Для цього цi зразки приклеювали до
звичайного скотчу, i вiд них суто механiчно вiдривали ще тоншi ша-
ри, що в певнiй кiлькостi так чи iнакше утворювались на скотчi. По-
тiм останнiй обережно видаляли з налиплими тонкими фрагментами
графiту, якi, зрозумiло, виявлялись рiзношаровими. Пiсля декiлькох
повторень цiєї нескладної процедури деякi шари графiту виявлялись
настiльки тонкими, що могли вмiщувати всього кiлька атомних ша-
рiв, в тому числi — один (!), що наперед не було очевидним i вимагало
спецiальної перевiрки.

Одержанi таким ручним способом плiвковi шматочки зi скiнченим
i достатньо малим числом шарiв i були бажаними зразками графену,
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якi тепер так i звуться: одно-, дво-, тришаровi i т.д. графеновi плiв-
ки. Для подальшого дослiдження – зокрема, встановлення iстинної
товщини – їх розмiщали на пiдкладцi з кремнiю, верхнiй шар якої
був iзолятором з оксиду кремнiю SiO2. Якщо товстi плiвки з графi-
ту (товщиною бiльше 3 нм та розмiром, що перевищує 100 мiкрон)
можна побачити навiть неозброєним оком (фактично вони складають
слiд на паперi вiд будь-якого чорного олiвця1), то справжнiй графен,
плiвки якого за розмiром не перевищували 10 мiкрон, можна поба-
чити лише за допомогою оптичного мiкроскопу. Бiльше того, через
явище iнтерференцiї свiтла спостереження графену сильно залежить
не тiльки вiд його товщини, а й вiд того, якої товщини є верхнiй iзоля-
цiйний шар пiдкладки. Як було з’ясовано пiзнiше, саме те, що товщи-
на шару з оксиду кремнiю дорiвнювала приблизно 300 нм, виявилось
неабиякою вдачею, оскiльки саме така товщина найбiльш сприятлива
з точки зору оптичних спостережень.

Для електричних вимiрювань цього, звичайно, замало, i до отри-
маних графенових плiвочок довжиною у декiлька мiкрон треба було
пiдвести металевi контакти, тобто виконати дiї, якi вимагають викори-
стання електронно-променевої лiтографiї – методики, що добре розро-
блена i широко використовується у виробництвi напiвпровiдникових
мiкросхем. Проте мали мiсце i певнi експериментальнi труднощi, бо в
даному випадку йшлося про поки що невiдомi для лiтографiї плiвковi
зразки, товщиною в один атом.

Графен є першим прикладом справжнього двовимiрного криста-
лу. Слiд вiдзначити, що сам факт iснування двовимiрного кристала є
викликом з точки зору теоретичної фiзики. Дослiдження таких все-
свiтньо вiдомих теоретикiв, як Лев Давидович Ландау та Рудольф
Пайерлс (Rudolf Peierls) показали, що двовимiрнi кристали не можуть
бути термодинамiчно стабiльними, що, в свою чергу, повнiстю заборо-
няє їх iснування. Дiйсно, нескладний розрахунок (див. §137 книги [2]),
переконливо демонструє, що тепловi флуктуацiї кристалiчної гратки
швидко призводять до таких змiщень атомiв з положень їх рiвнова-
ги, якi по порядку величини спiвпадають з мiжатомною вiдстанню у
вихiднiй гратцi. Мiж тим графен, отриманий, нехай i дещо кустарно,
з експериментальною вишуканiстю достойною успадкування, iснував
як суто двовимiрне фiзичне середовище, а отже, перед фахiвцями по-
стало питання – чому?

Це питання отримало i експериментальну, i теоретичну вiдповiдi,
якi полягали у наступному: як з’ясувалося пiзнiше, вiльний графен,
будучи в цiлому дiйсно плоским, має трохи нерiвну, “зiм’яту” поверх-

1Саме слово “графiт” запропоноване у 1789 р. нiмецьким геологом Абраамом
Готлобом Вернером походить вiд грецького слова γραϕω (малювати, писати).
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ню, тобто атоми не лежать в однiй площинi, а виходять з неї на неве-
ликi вiдстанi, залишаючись при цьому дуже сильно зв’язаними мiж
собою саме в просторi площини. Iншими словами, поверхня графену
вкрита, образно кажучи, випадково розташованими пагорбами i доли-
нами, якi отримали назву риплiв (ripples). Якщо строго, то останнi бу-
дучи наслiдками спонтанних змiщень атомiв вуглецю у третiй вимiр,
створюють ефективну “товщину” одноатомних шарiв, яка, в свою чер-
гу, породжує їх поперечну вiдносно площини механiчну жорсткiсть,
i тим самим забезпечує уникнення обмеження Ландау-Пайєрлса, що
залишається справедливим для виключно двовимiрних систем. Водно-
час, що яскраво довели численнi експерименти, одношаровий графен,
незважаючи на згадану деяку тривимiрнiсть, у майже всiх своїх про-
явах поводить себе як суто двовимiрний кристал.

Серед найбiльш вражаючих властивостей графену можна, насам-
перед, вiдзначити те, що вiн наймiцнiший серед вiдомих кристалiчних
речовин, його теплопровiднiсть на порядок вища за теплопровiднiсть
мiдi, а електрони у графенi бiльш чутливi до прикладеного електри-
чного поля нiж у всiх вiдомих напiвпровiдниках. Причому – i це теж
вельми важливо – його електроннi властивостi мають глибокi аналогiї
з фiзикою елементарних частинок i квантовою теорiєю поля.

З теоретичного погляду, одношарова стiльникова структура гра-
фена, яка насправдi вiдповiдає бджолиним стiльникам, робить його
“прабатьком” майже усiх сполук, що базуються на вуглецi i мають
хiмiчнi зв’язки, близькi до sp2 (див. Рис. 1.1): графiт – це фактично
стос великої кiлькостi шарiв графену; вуглецевi нанотрубки є утво-
реннями зi згорнутого у рулони рiзного дiаметру одного чи декiлькох
шарiв графену; фулерени, або “бакiболи”,2 – нiщо iнше, нiж наноро-
змiрнi сфероподiбнi молекули, поверхня яких також фактично скла-
дається з графенових площин. Усi цi алотропнi форми вуглецю були
винайденi i непогано вивченi набагато ранiше за графен, але теоре-
тичне розумiння бiльшостi їх електричних, магнiтних та механiчних
властивостей базується на розумiннi вiдповiдних властивостей графе-
ну, який як суто теоретичний об’єкт дослiджувався набагато ранiше
свого фактичного створення.

Оскiльки головним предметом цього посiбника є властивостi гра-
фену, пов’язанi з поведiнкою електронiв у ньому, далi ми зробимо
короткий огляд саме цих властивостей.

2Ця назва i термiн “бакиболи” були вигаданi на честь американського архiте-
ктора та iнженера Бакмiнстера Фуллера (Buckminster Fuller), котрий дослiдив такi
форми ще до вiдкриття цих форм вуглецю.
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Рис. 1.1: Графен, графiт, вуглецева нанотрубка, фулерен (рисунок з
[3]).

1.2 Особливостi електронної фiзики графе-
ну

Переважна бiльшiсть унiкальних властивостей графену виникає з по-
ведiнки в ньому електронiв. У цьому випадку їх рух в стiльниковiй
гратцi, що має два нееквiвалентнi атоми в елементарнiй комiрцi, при-
зводить до того, що в кристалi виникає двi зони3 π i π∗ – валентна

3Якщо бути iсторично коректним, то можна стверджувати, що структура гра-
фену є окремим i вельми простим випадком молекулярних кристалiв з декiлько-
ма молекулами в комiрцi, ще у 40-вi роки минулого столiття всебiчно вивченими
українськими фiзиками - експериментатором А.Ф. Прихотько i теоретиком О.С.
Давидовим, а виникаючi в графенi енергетичнi зони є, з точки зору загальної
теорiї молекулярних кристалiв, розсунутими на величину давидовського розще-
плення. У наближеннi найближчих сусiдiв такi зони на границi зони Брiллюена,
де k = K, завжди змикаються. Проте треба зауважити, що таке змикання є не-
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зона i зона провiдностi, вiдповiдно (див. Рис. 1.2).

Рис. 1.2: Зонна структура графену та формування конусу Дiрака. По-
казанi напрями хвильового вектору k в площинi, та положення рiвня
Фермi ϵF в точках K перетину, або змикання, зон (рисунок з [4]).

Цi зони заповнюються вiльними π-електронами, якi у вiдповiдно-
стi до принципу Паулi, повиннi вiдрiзнятися величиною хвильового
вектора i двома значеннями проекцiї спiну. Оскiльки кiлькiсть станiв
у кожнiй зонi дорiвнює кiлькостi електронiв, валентна зона виявляє-
ться заповненою повнiстю, в той час як зона провiдностi залишається
пустою. Рiвень Фермi ϵF , як видно з Рис. 1.2, розташовується в то-
чках K, що отримали назву дiракiвських. Закон дисперсiї ϵ(k) в околi
цих точок у графенi виявляється лiнiйним: ϵ(k) = ±~vF |k|, де нахил
дiракiвських конусiв задається швидкiстю Фермi vF (~ = h/2π, де h
– стала Планка).

Вперше безмасовий характер дисперсiї електронiв у графенi був
встановлений у 1947 р. канадським теоретиком Фiлiпом Расселом Уол-
лесом (Philip Russell Wallace). Проте у тi часи нiхто не сумнiвався, що
впорядковане конденсоване середовище завтовшки в один атомний
шар не може iснувати. Саме тому Р. Уоллес розглядав стiльникову
площину як вихiдну модель для вивчення електронних властивостей
графiту [5], якi були суттєвою складовою конче актуальних дослi-

обхiдною, але далеко не достатньою умовою формування дiракiвського спектру,
чому сприяє стiльникова гратка графену.
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джень рiзноманiтних ядерних реакторiв, де як уповiльнювач викори-
стовувався саме цей матерiал.

Набагато пiзнiше, лише у 1984 р., тобто рiвно за 20 рокiв до фа-
ктичного отримання графену, iнший канадський теоретик Гордон Се-
менофф (Gordon Semenoff) довiв [6], що його електронний спектр, або
спектр двовимiрної стiльникової гратки, має конусоподiбний вигляд
i добре описується за допомогою двовимiрного безмасового рiвняння
Дiрака, якщо перейти до довгохвильового (континуального) наближе-
ння. Як неважко здогадатися, швидкiсть свiтла c, яка входить у це
рiвняння, має бути замiнена на швидкiсть Фермi vF . Такий результат
випливав безпосередньо з теоретичних розрахункiв, якi не виклика-
ли заперечень, але спиралися на модель невзаємодiючих електронiв
(одноелектронне наближення). Вона не була наперед очевидною, а
крiм того, не виключалось, що, скажiмо, мiжелектронна взаємодiя
могла змiнити спектр, породивши в ньому щiлину, що, iншою мовою,
вiдповiдає появi, або генерацiї, маси квазiчастинок. Тому перед твор-
цями графену постала експериментальна проблема перевiрити, якими
є електрони в графенi, що зводилося до знаходження вiдповiдей на
питання:

1. Чи дiйсно вони безмасовi, а їх рух описується рiвнянням Дiрака-
Вейля за допомогою якого описують рух нейтрино у фiзицi ви-
соких енергiй?

2. Чи незважаючи на теоретичнi передбачення, рух квазiчастинок
у графенi, як у бiльшостi твердих тiл, описується нерелятивiст-
ською квантовою механiкою?

Саме це й змогли незалежно встановити А. Гейм з К. Новосьо-
ловим та їх спiвавтори [7], а також група Фiлiпа Кiма (Philip Kim)
з унiверситету Колумбiї (США), що теж експериментувала з одно-
шаровим графеном [8]. Пропускаючи електричний струм через гра-
феновi стрiчки, експериментатори встановили, що рухливiсть носiїв
у графенi майже на два порядки перевищує рухливiсть у найбiльш
використовуваних в електронiцi кремнiєвих напiвпровiдниках. В аб-
солютних цифрах рухливiсть чистого (без домiшок) графену може
досягти 2 × 105см2/В · сек, що робить його найперспективнiшим ма-
терiалом для створення на його основi електронних пристроїв високої
частоти.

Ще однiєю перевагою графену i приладiв, якi вже створюються i
створюватимуться на його основi, до чого також приклалися А. Гейм
i К. Новосьолов, є те, що положенням рiвня Фермi в ньому дуже зру-
чно керувати зовнiшньою електричною напругою, прикладеною до
пiдкладки з напiвпровiдника (зокрема, кремнiю з шаром iзолятору),
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на якiй лежить графеновий зразок (польовий транзисторний ефект).
Цим легко iнжектувати в графен носiї необхiдного знаку (див. Зада-
чу 2 з Роздiлу 2.5).

Проте навiть цих, безперечно, цiкавих i важливих результатiв, якi,
вiдкривали певнi перспективи для зародження вуглецевої наноеле-
ктронiки, було замало для з’ясування одного з ключових, зазначених
вище, питань: яким же, врештi-решт, рiвнянням описується рух еле-
ктронiв у графенi. Вiдповiдь на нього була знайдена, коли до графено-
вих зразкiв було разом з електричним, прикладене ще одне зовнiшнє
поле – магнiтне.

1.2.1 Квантовий ефект Холла в графенi

Фактично мова йшла про вивчення в графенi ефекту Холла, який
створює додатковi можливостi для вимiрювання фiзичних характери-
стик квазiчастинок. Зокрема, iнформацiю про властивостi електронiв
можна дiставати, вивчаючи залежнiсть електричного опору вiд магнi-
тного поля H (чи магнiтної iндукцiї B), або, у випадку графену, вiд
густини додаткових електронiв/дiрок. Як ми вже вiдзначали цю гу-
стину дуже просто змiнювати, прикладаючи електричну напругу того
чи iншого знаку до пiдкладки з кремнiю, на якiй лежить графеновий
зразок.

В результатi проведених детальних експериментiв головною озна-
кою рiзницi мiж графеном та звичайними напiвпровiдниками стала
саме незвичайна картина ефекту Холла, який спостерiгався у графенi.
Нагадаємо, що класичний ефект Холла, вiдкритий у 1879 р., полягає
у тому, що струм, який тече у провiднику в присутностi перпендику-
лярного до напрямку струму магнiтного поля, призводить до появи
напруги вздовж напрямку перпендикулярного до напрямкiв струму i
поля. Вiдношення цiєї напруги до струму в цьому ж напрямку зветься
опором Холла RH . Бiльше нiж через столiття нiмецький експеримен-
татор Клаус фон Клiтцинг (Klaus von Klitzing – Нобелiвська премiя
з фiзики 1985 р.) несподiвано встановив, що у напiвпровiднику з дво-
вимiрним електронним газом при температурах, близьких до абсолю-
тного нуля, холлiвський опiр виявляється квантованим, приймаючи
значення RH = h/νe2, де e - заряд електрона, а ν — додатне цiле
число, або так званий фактор заповнення. Холлiвське квантування
виявилось настiльки точним, що цей, вже цiлочисельний квантовий
ефект Холла (КЕХ), стали використовувати в якостi стандарту для
прецизiйних вимiрювань опору.

У той час, коли групи Гейма-Новосьолова та Ф. Кiма дослiджу-
вали КЕХ у графенi, В.П. Гусинiн та С.Г. Шарапов, спираючись на
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дослiдження, що велися в Iнститутi теоретичної фiзики iм. М.М. Бо-
голюбова НАН України з так званого ефекту магнiтного каталiзу в
квантовiй теорiї поля, вивчали холлiвську провiднiсть саме графену. З
розрахункiв випливало, що для дiракiвських електронiв у графенi на
вiдмiну вiд звичайних напiвпровiдникiв, фактор заповнення має бути
не довiльним цiлим, а тiльки подвоєним непарним, тобто ν = 2(2n+1),
де n = 0, 1, 2, . . . [10]. Це пов’язано з тим, що у зовнiшньому магнiтно-
му полi послiдовнiсть рiвнiв Ландау у графенi, En = ±

√
2n~v2F eB/c

з n = 0, 1, 2, . . ., суттєво вiдрiзняється вiд вiдповiдної послiдовностi
у звичайних металах i напiвпровiдниках, де для двовимiрного нере-
лятивiстського електронного газу їх енергiї згiдно формули Ландау
дорiвнюють En = ~ωc(n + 1/2) (ωc = eB/(mc) – циклотронна часто-
та, m – ефективна маса носiїв у нерелятивiстському електронному
газi). Якщо в останнiх рiвнi енергiї еквiдистантнi, як для квантово-
механiчної частинки у осциляторному потенцiалi, то у дiракiвському
випадку — це не так. (Див. Рис. 1.3)
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Рис. 1.3: Залежнiсть енергiї рiвнiв Ландау вiд магнiтного поля. (a)
Нерелятивiстський випадок з En = ~ωc(n + 1/2) ∝ B(n + 1/2). (b)
Релятивiстський випадок з En = ±

√
2n~v2F eB/c ∝ ±

√
Bn (рисунок з

[9]).

Iншою унiкальною властивiстю графену є присутнiсть в спектрi
рiвня з нульовою енергiєю, який належить одночасно обом – i вален-
тнiй, i провiднiй – зонам, саме iснування якого i обумовлює нестан-
дартний КЕХ у графенi. Ще одна мiжнародна група теоретикiв у
складi американця Антонiо Кастро Нето (Antonio Castro Neto), iспан-
ця Францiско Гуiнея (Francisco Guinea) i португальця Нуно Мiгуель
Переша (Nuno Miguel Peres) незалежно прийшла до того ж висновку
щодо аномального КЕХ у графенi, розглядаючи поведiнку так званої
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фази Беррi.
Передбачена поведiнка холлiвського опору була дiйсно спостере-

жена експериментальними групами Гейма [7] i Кiма [8]. Як приклад,
на Рис. 1.4 наведено залежнiсть RH(B) з роботи [8], де видно ха-
рактернi полички, що вiдповiдають холлiвським плато з ν = 2, 6, 10.
Цим були усунутi будь-якi сумнiви щодо того, якими квазiчастинками

Рис. 1.4: Залежнiсть холлiвського опору RH вiд магнiтного поля B
(рисунок з [8]).

є електрони у одношаровому графенi, оскiльки навiть у двошаровому
графенi квантування цiєї провiдностi має зовсiм iнший характер. Тому
тепер кожний з графенiв (маються на увазi графени, що вiдрiзняю-
ться числом шарiв) розглядається як окремий оригiнальний об’єкт,
властивостi якого дуже активно дослiджується на предмет порiвня-
ння один з одним i можливого оптимального застосування в технiцi.
Щодо iнших двох доказiв дiракiвської природи квазiчастинок у гра-
фенi, ми пропонуємо читачу власноруч перевiрити їх теоретичну базу,
розв’язавши Задачi 4 та 5 iз Роздiлу 3.7).

Далi у спiльнiй роботi обох згаданих експериментальних груп у
2007 р. було продемонстровано, що КЕХ у графенi можна спосте-
рiгати навiть при кiмнатних температурах, що вражає уяву навiть
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фахiвцiв, бо зазвичай КЕХ вимагає не стiльки низьких, скiльки на-
днизьких температур. Така властивiсть графену є ще одним прямим
наслiдком релятивiстської поведiнки його електронiв, забезпечуючи
велику вiдстань мiж рiвнями Ландау, тобто того, що у графенi вели-
чина

√
~v2F eB/c у тисячi (!) разiв бiльше, нiж циклотронна енергiя

~ωc у звичайних матерiалах.

1.3 “Релятивiстська” теорiя конденсовано-
го стану

Ще одна властивiсть графену має суттєве значення. В звичайних ма-
терiалах домiшки розсiюють електрони, що призводить до енергети-
чних втрат i збiльшення опору. Виявляється, що у випадку рiвняння
Дiрака розсiяння електронiв назад на домiшцi дорiвнює нулю. Це при-
зводить до того, що електрони в графенi можуть рухатись на вiдстанi
в багато мiкронiв без суттєвого розсiяння назад, що робить графен
майже iдеальним матерiалом для створення так званого балiстичного
транзистора.

Хоча можна бути певним у реальностi застосувань тiльки тодi,
коли з’явилися комерцiйнi продукти, важливiсть графену для фун-
даментальної фiзики не потребує вже подальших доказiв. Через свiй
незвичайний електронний спектр графен призвiв до нової парадигми
“релятивiстської” теорiї конденсованої матерiї, де релятивiстськi кван-
товi явища, деякi з котрих не спостерiгались навiть у фiзицi високих
енергiй, можуть бути iмiтованi та спостереженi в настiльних експе-
риментах. Яскравим прикладом цього став передбачений ще у 1929
р. парадокс Клейна (Oscar Klein), або аномально високої ймовiрностi
туннелювання релятивiстських частинок крiзь потенцiальнi бар’єри,
який експериментально спостерiгався у 2009 р. групою Ф. Кiма. Че-
кає на своє спостереження ефект Швiнгера (Julian Schwinger), який
полягає у народженнi з вакууму пар релятивiстських частинок у при-
сутностi електричного поля.

Вiдзначимо також, що графен є надзвичайно цiкавим матерiалом
стосовно порушення симетрiї. Як ми побачимо далi, в континуальному
наближеннi гамiльтонiан для квазiчастинок в графенi, якi взаємодi-
ють за рахунок кулонiвської взаємодiї, має U(4) симетрiю пов’язану
iз спiном i псевдоспiном (цей новий ступiнь свободи є зв’язаним з пiд-
гратками стiльникової гратки графену). Генерацiя щiлини порушує
цю симетрiю. В достатньо сильних магнiтних полях спостерiгаються
новi плато в холлiвськiй провiдностi. Цi плато вiдповiдають генерацiї
щiлин, якi повнiстю порушують U(4) симетрiю. Крiм того, нещодав-
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но спостерiгався i дробовий КЕХ в графенi для теоретичного опису
якого необхiдно використовувати топологiчнi параметри порядку.

Наприкiнцi вiдзначимо, що тут ми навмисно не зупинялися на мо-
жливих практичних застосуваннях графену, вiдсилаючи читача до
огляду рекомендованої лiтератури.

1.4 Лiтература
Пiдбiр цитованої лiтератури не претендує на вичерпнiсть, наведенi по-
силання лише на тi джерела, з яких позичений вiдповiдний матерiал,
при цьому перевага вiддавалась роботам оглядового та учбового ха-
рактеру. Вiдповiдно, посилання на роботи прiоритетного характеру,
за винятком наведеного вище iсторичного огляду, практично вiдсу-
тнi, в найбiльш важливих випадках такого роду ми посилаємося на
прiзвища авторiв.

Хоча й вже з’явилися пiдручники, присвяченi графену, наприклад,
[11], не втратили актуальностi огляди присвяченi рiзноманiтним яви-
щам у графенi. Зокрема, цей посiбник написано на основi огляду
[12]. Для подальшого ознайомлення можна порадити загальнi огляди
[13, 14, 15], а також огляди, присвяченi бiльш конкретним питанням
[16, 17, 18].

1.5 Задачi
Власний i педагогiчний досвiд свiдчать, що справжнє розумiння ви-
никає тiльки коли новий матерiал супроводжується розв’язком задач.
Томи ми вирiшили додати у цей посiбник задачi. Бiльшiсть задач є ду-
же простими, бiльш того, їх умови фактично мiстять i схеми розв’яз-
ку з вiдповiдями. Змiст задач доповнює матерiал основного тексту, а
бiльш складнi задачi позначенi зiрочкою.

1.5.1 Деякi iнтернет ресурси з графену
Стаття у Вiкiпедiї: http://en.wikipedia.org/wiki/Graphene

Ресурси та новини з графена (у тому числi практичнi застосування):
http://www.graphene-info.com/

Nanotechnology Image Gallery: http://www.ewels.info/img/science/
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Сторiнка групи А.К. Гейма у Манчестерi:
http://onnes.ph.man.ac.uk/nano/

На нiй також викладенi статтi, якi в Українi може бути важко
одержати.

Сторiнка групи Ф. Кiма з унiверситету Колумбiї (США):
http://pico.phys.columbia.edu/

Сторiнка групи М. Кроммi (Michael Crommie) з унiверситету Калi-
форнiї, Берклi (США):
http://www.physics.berkeley.edu/research/crommie/research:

carbon-nanostructures та одна з його доповiдей “Graphene and
Related Two Dimensional Materials”:
http://www.youtube.com/watch?v=OPL-FH3ixck

1.6 Подяки
Авторам приємно висловити подяку В.П. Гусинiну, В.М. Локтєву,
В.А. Мiранському та I.А. Шовковому а також Хансу Беку (Hans Beck),
Джулсу Карботте (Jules P. Carbotte), Ларi Бенфатто (Lara Benfatto),
О.В. Гамаюну, Джунджi Джiа (Junji Jia) та А.О. Слободенюку за плi-
дну спiвпрацю i обговорення рiзних аспектiв фiзики графену. Також
ми щиро вдячнi за критичнi зауваження студентам 2-го курсу магi-
стрiв групи КТП: I. Iванченко, Р. Коробка, I. Руденок, С. Сучек та
О. Штанько.
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Роздiл 2

Графен: вiд моделi
сильного зв’язку до теорiї
Дiрака

Iснує досить багато конденсованих систем, зокрема i двовимiрних,
низькоенергетичнi збудження у яких мають лiнiйний закон дисперсiї.
Зокрема, таку дисперсiю мають у надпровiдному станi високотемпера-
турнi d-хвильовi надпровiдники. Але без сумнiвiв, найбiльш вiдомим
прикладом системи, яка не тiльки має у низькоенергетичнiй границi
квазiчастинковi збудження з лiнiйним законом дисперсiї, але й дуже
добре описується за допомогою (2+1)-вимiрного рiвняння Дiрака (та-
кож i при наявностi зовнiшнього електромагнiтного поля) є графен.

Як вже згадувалось у попередньому роздiлi, так зветься один шар
атомiв вуглецю, упакований у 2D стiльникову гратку. Також вважає-
ться, що подiбнi гексагональнi структури можуть виникати з атомiв,
якi знаходяться у перiодичнiй таблицi прямо пiд вуглецем - силiцiєм та
германiєм. Вiдповiднi сполуки вже отримали назву сiлiцен та герма-
нiн. Отримати їх набагато складнiше нiж графен, оскiльки на вiдмiну
вiд вуглецю, цi елементи не утворюють аналогу графiту, який можна
було б розшаровувати за допомогою скотчу. Проте, у 2012 р. з’яви-
лися повiдомлення, що сiлiцен таки вдалося отримати на пiдкладцi iз
срiбла.

У подальшому для конкретностi ми будемо говорити про графен,
але вiдповiдний розгляд матиме пряме застосування до сiлiцену та
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германiну. У цьму роздiлi ми детально розглянемо теоретичний зв’я-
зок мiж твердотiльним описом графену на гратцi та його наближеним
описом у континуальнiй моделi.

2.1 Опис графену у моделi на гратцi
Вершини стiльникової структури не утворюють гратку Браве (с. 78
книги [19]), але така структура може бути описана у термiнах двох
трикутних пiдграток Браве, A та B (див. Рис. 2.1 a). Елементарна
комiрка мiстить два атоми типiв A i B. Показанi вектори

a1 = a(
1

2
,

√
3

2
), a2 = a(

1

2
,−

√
3

2
), (2.1)

є примiтивними трансляцiями, де постiйна гратки a = |a1| = |a2| =√
3aCC та aCC є вiдстанню мiж найближчими атомами вуглецю.

Вiдповiднi вектори оберненої гратки b1 = 2π
a (1, 1/

√
3) та b2 =

a1

a2

∆1

∆2

∆3

HaL

A

B

b1

b2

K -K-K

HbL

Рис. 2.1: (a) Гексагональна гратка графену сконструйована як супер-
позицiя двох трикутних граток A i B, з базисними векторами a1,2 для
гратки A i векторами δδδi з i = 1, 2, 3, що з’єднують A з B. (b) Зелений
гексагон – це зона Брiллюена та рожевий ромб – це розширена зона
Брiллюена для стiльникової гратки. b1 i b2 – це вектори оберненої
гратки.

2π
a (1,−1/

√
3) показанi на Рис. 2.1 b разом зi звичайною та розши-

реною зонами Брiллюена. Вектори оберненої гратки задовольняють
умовi ai · bj = 2πδij . Безумовно, розгляд зонної структури графена у
рамках розширеної, або альтернативної, зони Брiллюена [20] дає та-
кi ж самi результати як i розгляд за допомогою гексакональної зони,
але першою набагато зручнiше користуватися, оскiльки важливi для
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подальшого розгляду K точки розташованi не по краях, а усерединi
зони.

Будь-який A атом з розташуванням n = a1n1 + a2n2, де n1, n2 є
цiлими, зв’язаний зi своїми сусiдами на B позицiях трьома векторами
δδδi:

δδδ1 = (a1 − a2)/3, δδδ2 = a1/3 + 2a2/3,

δδδ3 = −δδδ1 − δδδ2 = −2a1/3− a2/3.
(2.2)

Окрiм трансляцiй, група симетрiй стiльникової гратки (див. роботу
[21]) включає обертання (R i R−1) на ±2π/3 i дзеркальнi вiдображен-
ня (Y1, Y2, Y3) довкола площин, що проходять через центр i три верши-
ни гексагона. Разом обертання i вiдображення формують неабелеву
групу C3v з 6 елементами. Їхнє явне матричне зображення може бути
визначене матрицями, що перетворюють базиснi вектори a1 i a2,

E =

(
1 0
0 1

)
, R =

(
−1 −1
1 0

)
, R−1 =

(
0 1
−1 −1

)
,

Y1 =

(
−1 0
1 1

)
, Y2 =

(
1 1
0 −1

)
, Y3 =

(
0 −1
−1 0

)
.

(2.3)

Крiм того, є вiддзеркалення у площинi (змiнює ai → −ai, за яким
слiдує трансляцiя на один з векторiв δδδi) i, вiдповiдно, комбiнацiї Z з
будь-якою з вищезгаданих дiй. Всi цi дiї не переставляють атоми A-
i B-типiв. Одноелектроннi власнi функцiї можуть бути класифiкованi
згiдно пiдгрупи (E,Z) в залежностi вiд того, чи стани є парними (σ
стани), або непарними (π стани) при вiддзеркаленнi Z. Є також опера-
цiї, якi обмiнюють A i B атоми, наприклад, вiддзеркалення X1, X2, X3

у дзеркальних площинах, що перпендикулярнi до вiдповiдних площин
Yi. Вони є операцiями симетрiї, коли супроводжуються певними дро-
бовими трансляцiями.

Операцiї обертання i обертання-вiддзеркалення утворюють точко-
ву групу графену, яка мiстить 12 елементiв. Ефект дiї групової опе-
рацiї G на функцiї координат визначається так: ψ′(r) = ψ(G−1r) =
T (G)ψ(r). Це дозволяє визначати незвiднi представлення для графе-
ну. Зокрема, вiдзначимо, що пiдгрупа (2.3) має двовимiрне спiнорне
представлення, яке буде використане нижче.

Вуглецевi атоми у графеновiй площинi зв’язанi сильними кова-
лентними σ-зв’язками завдяки sp2 гiбридизацiї атомних 2s, 2px, 2py
орбiталей. 2pz (π) орбiталi є перпендикулярними до площини i мають
слабке перекриття. Тому ми почнемо з найпростiшого опису для π
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орбiталей вуглецю за допомогою гамiльтонiана

H = −t
∑

n,δδδi,σ

[
a†n,σ exp

(
ie

~c
δδδiA

)
bn+δδδi,σ + c.c.

]
, (2.4)

де t є параметром перескоку для найближчих сусiдiв, an,σ та bn+δδδi,σ є
операторами знищення для електронiв зi спiном σ =↑, ↓ на A i B пiд-
гратках, вiдповiдно. Для розгляду лiнiйного вiдгуку, векторний по-
тенцiал A введено у гамiльтонiан (2.4) за допомогою замiни Пайерл-
су (Peierls) a†n,σbm,σ → a†n,σ exp

(
− ie

~c
∫ n

m
Adr

)
bm,σ яка вносить фазо-

вий фактор exp( ie
~cδδδiA) у член з перескоками. Ми утримали постiйну

Планка ~ i швидкiсть свiтла c, але встановили kB = 1. Заряд еле-
ктрона є −e < 0. Вiдзначимо, що ми розглядаємо модель у площинi,
незважаючи на те, що графен утворює рипли (див. Роздiл 1). Незва-
жаючи на це, рух електронiв, якi ми зараз розглядаємо, залишається
двовимiрним, а наявнiсть риплiв призводить до їх додаткового розсi-
яння.

Розкладаючи гамiльтонiан (2.4) до другого порядку по векторному
потенцiалу, одержуємо

H = H0 −
∑
n

[
1

c
A(n)jP (n)− 1

2c2
Aα(n)ταβ(n)Aβ(n)

]
, (2.5)

де α, β = 1, 2. Оператор повного струму одержано з диференцiювання
рiвняння (2.5) по Aα(n),

jα(n) = − ∂H

∂ (Aα/c)
= jPα (n)− ταβ(n)Aβ(n)/c, (2.6)

та складається зi звичайної парамагнiтної частини,

jPα (n) =
ite

~
∑
δδδi,σ

(δi)α

[
a†n,σbn+δδδi,σ − b†n+δδδi,σ

an,σ

]
, (2.7)

i дiамагнiтної частини,

ταβ(n) =
∂2H

∂ (Aα/c) ∂ (Aβ/c)

=
te2

~2
∑
δδδi,σ

(δi)α(δi)β

[
a†n,σbn+δδδi,σ + b†n+δδδi,σ

an,σ

]
.

(2.8)
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Зауважимо, що для отримання правильних виразiв для парамагнi-
тного струму (2.7) i дiамагнiтної частини (2.8), замiну Пайерлсу треба
робити у первинному гамiльтонiанi (2.4) або його iмпульсному пред-
ставленнi (див. (2.9) нижче), а не пiсля того, як його дiагоналiзовано.
Зараз розглянемо детальнiше невзаємодiючий гамiльтонiан H0.

2.2 Спiнорне представлення невзаємодiю-
чого гамiльтонiана

В iмпульсному представленнi гамiльтонiан H0 записується

H0 =
∑
σ

∫
BZ

d2k

(2π)2
Υ†

σ(k)H0Υσ(k), H0 =

(
0 ϕ(k)

ϕ∗(k) 0

)
(2.9)

з ϕ(k) = −t
∑

δδδi
eikδδδi ≡ −ϵ(k)eiφ(k). У базисi (2.1) одержуємо

ϕ(k) = −teik(a1−a2)/3
[
1 + eika2 + e−ika1

]
= −t

[
exp

(
i
kya√
3

)
+ exp

(
−i kya

2
√
3

)
2 cos

kxa

2

] (2.10)

i

ϵ(k) = t

√
1 + 4 cos2

kxa

2
+ 4 cos

kxa

2
cos

√
3kya

2
. (2.11)

Вiдповiдно, через те що графенова структура мiстить два атоми в еле-
ментарнiй комiрцi (двi пiдгратки), спектр квазiчастинкових збуджень
має двi гiлки (зони) з дисперсiєю E± = ±ϵ(k) показанi на Рис. 2.2. У
рiвняннi (2.9) ми ввели спiнори

Υσ(k) =

(
aσ(k)
bσ(k)

)
(2.12)

з оператором Υσ(k), який є Фурьє перетворенням спiнору Υσ(n) =(
an,σ
bn,σ

)
:

Υσ(n) =
√
S

∫
BZ

d2k

(2π)2
eiknΥσ(k). (2.13)
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Рис. 2.2: Енергетична зонна структура графену. Валентна зона та зона
провiдностi зустрiчаються у шести K точках.

Тут S =
√
3a2/2 є площиною елементарної комiрки. Iнтегрування в

(2.9) i (2.13) ведеться по розширенiй ромбiчнiй зонi Брiллюена (BZ)
(див. Рис. 2.1 b).

Для розгляду на основi великого канонiчного ансамблю до H0 вiд-
разу зручно додати член

Hµ = −
∑
σ

µ

∫
BZ

d2k

(2π)2
Υ†

σ(k)Υσ(k) (2.14)

з хiмiчним потенцiалом µ. Зонна структура нейтрального, тобто без
iнжектованих додатково носiїв, графену складається з цiлком запов-
неної валентної зони та порожньої провiдної зони (див. Рис. 1.2), тоб-
то µ = 0. Як вже вiдзначалось у Вступi, положенням рiвня Фермi,
тобто значенням µ в графенi дуже зручно керувати зовнiшньою еле-
ктричною напругою, прикладеною до пiдкладки з напiвпровiдника
(зокрема, кремнiю з шаром iзолятору), на якiй лежить графеновий
зразок.

Якщо ж до системи прикладене зовнiшнє магнiтне поле, то зав-
дяки зеєманiвському розщепленню енергiя електронiв буде залежати
вiд напряму їх спiну по вiдношенню до зовнiшнього поля. Останнє
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дуже легко враховується замiною хiмiчного потенцiалу µ на µσ =
µ − σg/2µBB, де µB = e~/(2mec) є магнетоном Бору, i g є фактором
Ланде.

2.2.1 Одночастинкова функцiя Грiна
Корисно навести електронну функцiя Грiна, яка вiдповiдає гамiльто-
нiану H0 +Hµ. У формалiзмi уявного часу [22] вона визначається як
середнє по великому канонiчному ансамблю

Gσ(τ1 − τ2,n1 − n2) = −⟨TτΥσ(τ1,n1)Υ
†
σ(τ2,n2)⟩. (2.15)

Вiдповiдно, її Фурьє перетворення дорiвнює

Gσ(τ1 − τ2,n1 − n2) =

ST
∑
n

∫
BZ

d2k

(2π)2
Gσ(iωn,k) exp[−iωn(τ1 − τ2) + ik(n1 − n2)],

(2.16)

де ωn = π(2n+1)T (~ = kB = 1) – непарна (фермiонна) мацубарiвська
частота, а сама функцiя Грiна у частотно-iмпульсному представленнi
має вид

Gσ(iωn,k) =
(iωn + µσ)τ0 + τ+ϕ(k) + τ−ϕ

∗(k)

(iωn + µσ)2 − ϵ2(k)
. (2.17)

При записi (2.17) ми використали матрицi τ± = (τ1 ± iτ2)/2 та одини-
чну матрицю τ0. Легко бачити, що функцiя Грiна (2.17) описує еле-
ктроннi та дiрковi збудження з енергiєю E±(k) = ±ϵ(k) − µσ, вiдпо-
вiдно.

Дисперсiя ϵ(k) поблизу шести K точок ±2π/a(1/3, 1/
√
3),

±2π/a(2/3, 0), ±2π/a(1/3,−1/
√
3) у кутах гексагональної зони Брi-

ллюена (BZ) (див. Рис. 2.2 та 1.2) є лiнiйною, E±(p) = ±~vF |p| − µσ,
де хвильовий вектор p = (p1, p2) вiдраховується вiд K точок, i швид-
кiсть Фермi дорiвнює vF =

√
3ta/(2~). Її експериментальна величи-

на дорiвнює vF ≈ 106 m/s. З шести K точок тiльки двi точки є не-
еквiвалентними, оскiльки з iншими чотирма K точками вони пов’я-
занi векторами оберненої гратки. Тому ми обираємо їх таким чином,
щоб вони були розташованi у серединi розширеної зони Брiллюена,
K± = ±2π/a(2/3, 0) (див. Рис. 2.1 b). Виродження двох K± точок,
якi також називають дiракiвськими, захищено групою точкових си-
метрiй гексагональної гратки.
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Таким чином, у континуальному наближеннi провiдна та валентна
зони мають конiчну форму з вершинами, що зустрiчаються у точцi Дi-
рака. Ця наближена модель, яка заснована на континуальнiй границi
зонної моделi, може адекватно описати низькоенергетичнi явища, тоб-
то при енергiях набагато менших, нiж ширина зони. Вiдхилення вiд
простих конусiв можуть стати важливими при великих енергiях i тодi
буде потрiбно розглядати додатковi деталi повного спектру. Прикла-
дом необхiдностi йти поза межi континуального наближення є одер-
жання оптичного правила сум (див. Роздiл 2.5 Задачу 3), яке потребує
iнтегрування оптичної провiдностi (або пов’язаних з нею характери-
стик) по всiй енергетичнiй зонi. Наприкiнцi вiдзначимо, що врахува-
ння поправок, таких як iнтеграл перекриття призводить до того, що
швидкостi електронiв та дiрок у графенi трохи вiдрiзняються, що i
спостерiгається на експериментi.

2.3 Дискретнi симетрiї гамiльтонiана на
гратцi

K± точки у єдиному шарi графену стiйкi проти збурень, що зберiга-
ють дискретну просторово-часову симетрiю iнверсiї i якi не змiшують
K± точки. Ми розглянемо цi симетрiї для моделi на гратцi i визначи-
мо нижче вiдповiднi дискретнi операцiї симетрiї для ефективної низь-
коенергетичної теорiї графену (див. Роздiл 3.3), а також обговоримо
стабiльнiсть появи безмасових дiракiвських фермiонiв з топологiчної
точки зору.

2.3.1 Просторова iнверсiя P
Вибираючи центр симетрiї так, щоб вiн був i центром гексагону з
Рис. 2.1 a, ми бачимо, що просторова iнверсiя P: (x, y) → (−x,−y) буде
симетрiєю системи, якщо A i B атоми також обмiнюються мiсцями,
тобто

an,σ → Pan,σP−1 = b−n,σ bn,σ → Pbn,σP−1 = a−n,σ. (2.18)

Як буде обговорено у Роздiлi 3.3, таке означення P вiдрiзняється вiд
широковживаного означення у квантовiй електродинамiцi у (2+1)-
вимiрному просторi-часi. В iмпульсному просторi P дiє наступним
чином

aσ(k) → Paσ(k)P−1 = bσ(−k), bσ(k) → Pbσ(k)P−1 = aσ(−k),
(2.19)
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тобто змiнює знак iмпульса k → −k i обмiнює K точки. На спiнорах
Υσ(k), дiя P визначається так

Υσ(k) −→ PΥσ(k)P−1 = τ1Υσ(−k). (2.20)

Можна легко перевiрити, що невзаємодiючий гамiльтонiан H0 є iнва-
рiантним при P перетвореннi

H0 −→ PH0P−1 = H0 (2.21)

тому що гамiльтонова густина H0 задовольняє умовi

τ1H0(k)τ1 = H0(−k). (2.22)

Проте, якщо припустити, що густина частинок на A i B пiдгратках
вiдрiзняється, тобто, що

H1 =
∑
σ

∫
BZ

d2k

(2π)2
[maa

†
σ(k)aσ(k) +mbb

†
σ(k)bσ(k)]

=
∑
σ

∫
BZ

d2k

(2π)2
Υ†

σ(k)[m+ τ0 +m− τ3]Υσ(k),

(2.23)

де m+ = (ma + mb)/2 та m− = (ma − mb)/2, то такий член буде
порушувати симетрiю вiдносно iнверсiї обмiном вже нееквiвалентних
пiдграток:

H1 −→ PH1P−1 =
∑
σ

∫
BZ

d2k

(2π)2
[mba

†
σ(k)aσ(k) +mab

†
σ(k)bσ(k)],

(2.24)
або в спiнорних позначеннях

H1 −→ PH1P−1 =
∑
σ

∫
BZ

d2k

(2π)2
Υ†

σ(k)(m+τ0 −m−τ3)Υσ(k). (2.25)

Можна побачити, що член з m+, який вiдповiдає однiй i тiй самiй
густинi носiїв на A i B пiдгратках, може бути поглинений у хiмiчний
потенцiал µ, а член з дисбалансом носiїв m− є порушуючим парнiсть.
Коли m− ̸= 0, то енергетичний спектр нагадує вже масивну реляти-
вiстську частинку, E±(p) = ±

√
~2v2Fp2 +m2

− − µσ.
Було запропоновано, що можна штучно вiдкривати щiлину у спе-

ктрi графена, тобто призводити до появи члена з масою, поклавши
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лист графену на пiдкладку, зроблену з нiтрiду бора, який теж має
гексагональну структуру з майже таким розмiром гратки. У цьому
випадку двi вуглецевi пiдгратки стають нееквiвалентними через їхню
взаємодiю iз пiдкладкою. До сьогоднiшнього часу у графенi, довiльно
покладеному на пiдкладку з нiтрiду бора щiлина не спостерiгалась.
Однак, експериментальнi дослiдження фотоемiсiйної спектроскопiї з
кутовим вирiшенням (ARPES) зробленi на епiтаксiальному графенi,
вирощеному на SiC субстратi, показали наявнiсть щiлини ∼ 0.26 eV.
Дослiдження за допомогою скануючої тунельної спектроскопiї також
виявили присутнiсть щiлини поблизу вiд дiракiвської точки у одно-
шаровому графенi, який знаходиться на графiтi.

2.3.2 Обернення часу T
Операцiя обернення часу t → −t змiнює знаки iмпульса та спiна, за-
лишаючи знак координат незмiнним [23]:(

a+(k)
a−(k)

)
→ T

(
a+(k)
a−(k)

)
T −1 =

(
a−(−k)
−a+(−k)

)
= iσ2

(
a+(−k)
a−(−k)

)
.

(2.26)
Оператор b±(k) пiдлягає тому ж самому правилу, i a†±(k), b

†
±(k) пе-

ретворюються, як вказано нижче,(
a†+(k) a†−(k)

)
→ T

(
a†+(k) a†−(k)

)
T −1

=
(
a†+(k) a†−(k)

)
(−iσ2).

(2.27)

Щоб обернути напрям часу, оператор T має бути антиунiтарним. Дiя
T на пiдгратковi спiнори задається так

Υ(k) −→ T Υ(k)T −1 = iσ2Υ(−k), (2.28)

де σ2 дiє на спiновi iндекси спiнору Υσ(k). Можна перевiрити, що
невзаємодiючий гамiльтонiан H0 є iнварiантним при T перетвореннi

H0 −→ T H0T −1 = H0 (2.29)

через те, що H0 задовiльняє умовi

H∗
0(k) = H0(−k). (2.30)

Оскiльки фiксоване зовнiшнє магнiтне поле порушує симетрiю
обернення часу, гамiльтонiан (2.4), в який входить це поле, i член
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Зеємана (2.14) порушують її. З iншого боку, гамiльтонiан H1, зада-
ний рiвнянням (2.23), є iнварiантним при оберненнi часу, але якщо
ми розглянемо залежнi вiд спiну маси mb,σ, то також порушимо цю
симетрiю.

Присутнiсть комбiнованої PT симетрiї призводить до умови на H0:

τ1H∗
0(k)τ1 = H0(k) (2.31)

або для матричних елементiв: H11
0 = H22

0 i H12
0 = H21∗

0 . Можна ска-
зати, що перша рiвнiсть забороняє m−τ3 члени в гамiльтонiанi, за-
хищаючи K± точки, якщо вони не перемiшанi. Енергетичний спектр
дається спiввiдношенням E = H11

0 ±|H12
0 |. Для H11

0 = const, постiйний
член може бути поглинений у хiмiчному потенцiалi. Таким чином PT
симетрiя призводить до симетрiї спектру так само, як i спiввiдноше-
ння (2.32), що розглядається нижче.

2.3.3 Частинково-дiрочна симетрiя i стабiльнiсть
Фермi точки

Гамiльтонiан H0(k) також задовольняє двом наступним спiввiдноше-
нням

τ3H0(k)τ3 = −H0(k) (2.32)

та
τ2H∗

0(k)τ2 = −H0(k). (2.33)

Легко перевiрити, що вони гарантують, що, якщо є стан |ψ⟩ з енергi-
єю E, то стани τ3|ψ⟩ i τ2|ψ⟩∗ вiдповiдають енергiї −E, а це означає,
що енергетичнi зони симетричнi вiдносно E = 0. Ми вiдзначимо, що
в той час, коли порушуючий парнiсть член m−Υ

†τ3Υ, очевидно, по-
рушує умову (2.32), бiльш загальна умова (2.33) все ще задовольняє-
ться. Дiйсно, навiть для m− ̸= 0 спектр симетричний вiдносно E = 0:
E(k) = ±

√
m2

− + |ϕ(k)|2. Для того, щоб Фермi точка E(k = 0) = 0

iснувала, ми повиннi вимагати виконання спiввiдношення (2.32), яке
є необхiдною, але недостатньою, умовою для її iснування. Iснування i
стабiльнiсть точки Фермi диктується топологiєю в iмпульсному про-
сторi [24], тобто вiдмiнним вiд нуля топологiчним iнварiантом (числом
обертiв) який виражається аналiтично як

N =

∮
C

dk

4πi
tr[τ3H

−1(k)∂kH(k)]. (2.34)
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Тут iнтеграл береться довкола довiльного контуру C навкруги однiєї
з K± точок and tr – це слiд по iндексам пiдграток. Для гамiльтонi-
ана H0 заданого рiвнянням (2.9) топологiчний iнварiант може бути
переписано у формi

N =
1

4πi

∮
C

ϕ(k)dϕ∗(k)− ϕ∗(k)dϕ(k)

|ϕ(k)|2
. (2.35)

Для K± точок це дає N(K±) = ±1. З iншого боку, коли у спектрi вiд-
кривається щiлина, топологiчний iнварiант N = 0. Вiдкриття щiлини
можливо тому, що повний топологiчний заряд двох K± точок N = 0.
Тривiальний повний топологiчний заряд поверхонь Фермi дозволяє їх
анiгiляцiю, яка вiдбувається, коли спектр енергiї має щiлину.

2.4 Низькоенергетичний ефективний ла-
гранжiан графену

2.4.1 Гамiльтонiан графену без взаємодiї
Поблизу двох нееквiвалентних K± точок, де ϵ(K±) = 0, функцiя (2.10)
може бути розкладена так ϕ(K±+p) = ±~vF (p1∓ip2), що гамiльтонiан
(2.9) лiнеаризується

H0 =
∑
σ

∫
DC

d2p

(2π)2
[
Υ†

σ(K+ + p)HK+(p)Υσ(K+ + p)

+ Υ†
σ(K− + p)HK−(p)Υσ(K− + p)

]
,

(2.36)

з гамiльтоновою густиною для K± точок

HK+ = ~vF (τ1p1 + τ2p2), HK− = ~vF (−τ1p1 + τ2p2). (2.37)

Iнтегрування в (2.36) проводиться по дiракiвському конусу (DC) з
обрiзанням по енергiї, зробленим таким чином, що повне число станiв
зберiгається

W = ~vF

√
ΩB

2π
=

~vF
a

√
4π√
3
=

√
π
√
3t ≈ 2.33t, (2.38)

де ΩB = (2π)2/S є площею зони Брiллюена.
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Дуже зручно перейти до 4-компонентних спiнорiв Ψσ(p), якi утво-
ренi зi спiнорiв для K± точок. Комбiнуючи спiнори Υσ(K±+p) разом,
ми переставляємо пiдгратки в спiнорi для K− точки,1 так що

Ψσ(p) =

(
ψK+,σ(p)
ψK−,σ(p)

)
=

 aσ(K+ + p)
bσ(K+ + p)
bσ(K− + p)
aσ(K− + p)

 . (2.39)

Вiдповiдно, гамiльтонiан (2.36) приймає форму

H0 = ~vF
∑
σ

∫
DC

d2p

(2π)2

K+A K+B K−B K−A

×Ψ†
σ(p)

 0 px − ipy 0 0
px + ipy 0 0 0

0 0 0 −px + ipy
0 0 −px − ipy 0

Ψσ(p)

=
∑
σ

∫
DC

d2p

(2π)2
Ψ†

σ(p)H0(p)Ψσ(p), H0(p) = ~vF (α1p1 + α2p2).

(2.40)

Тут 4 × 4 матрицi α1,2 є першими двома α матрицями з трьох αi

(i = 1, 2, 3) матриць

ααα = (α1, α2, α3) = τ̃3 ⊗ (τ1, τ2, τ3) =

(
τττ 0
0 −τττ

)
(2.41)

якi антикомутують мiж собою та з матрицею β:

β = τ̃1 ⊗ I2 =

(
0 I2
I2 0

)
. (2.42)

Незвiдне представлення дiракiвської алгебри у (2+1) вимiрi задається
2×2 матрицями. Взагалi iснує два таких незвiдних представлення, якi
вiдрiзняються знаком. Вони обидва використанi у (2.40), вiдобража-
ючи те, що на додаток до двох ступенiв свободи, пов’язаних з A i B

1Це дозволяє використовувати один i той же з точнiстю до загального знаку
гамiльтонiан для обидвох K точок, тобто HK± = ±~vF (τ1p1 + τ2p2) i одержати
стандартне представлення для гамма матриць.

30



пiдгратками, треба також взяти до уваги фермiони з двох рiзних K±
точок. Цi ступенi свободи описуються τ̃ матрицями, якi дiють у до-
линному (K±) пiдпросторi i, в результатi, ми використовуємо 4 × 4
звiдне (у 2 + 1 вимiрi) представлення дiракiвських матриць.

2.4.2 Лагражiан графену

Для того, щоб ефективний низькоенергетичний опис графена прийняв
форму 2+1-вимiрної теорiї Дiрака, нам залишається ввести γ матрицi
та включити зовнiшнє електромагнiтне поле. Ми вибираємо

γ0 = β, γγγ = βααα = −iτ̃2 ⊗ (τ1, τ2, τ3) =

(
0 −τττ
τττ 0

)
(2.43)

i вводимо дiракiвський спряжений спiнор Ψ̄σ(p) = Ψ†
σ(p)γ

0. Матрицi
γν з ν = 0, 1, 2, 3 задовольняють звичайним антикомутацiйним спiв-
вiдношенням

{γµ, γν} = 2gµνI4, gµν = (1,−1,−1,−1) , µ, ν = 0, 1, 2, 3. (2.44)

Зауважимо, що матриця γ3 не використовується у дiракiвському пред-
ставленнi гамiльтонiана

H0 =
∑
σ

∫
DC

d2p

(2π)2
Ψ̄σ(p)HD

0 (p)Ψσ(p),

HD
0 (p) = γ0H0(p) = ~vF (γ1p1 + γ2p2).

(2.45)

Представлення (2.43) називається вейлевським або кiральним пред-
ставленням γ матриць. I через те, що цi матрицi 4 × 4, є можливiсть
сконструювати кiральну γ5 матрицю

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
I2 0
0 −I2

)
, (2.46)

яка комутує з αi та антикомутує з γν . Вiдзначимо, що кiральне пред-
ставлення (2.43) за допомогою матрицi

S =
1√
2

(
I τ3
I −τ3

)
, S−1 =

1√
2

(
I I
τ3 −τ3

)
, (2.47)
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переходить в iнше представлення

γν = τ̃3 ⊗ (τ3, iτ2,−iτ1)

=

(
γ̂0 0
0 γ̄0

)
,

(
γ̂1 0
0 γ̄1

)
,

(
γ̂2 0
0 γ̄2

)
,

γ3 =

(
0 I
−I 0

)
, γ5 =

(
0 I
I 0

)
,

(2.48)

яке також широко використовується в лiтературi. У (2.48) ми ввели
2 × 2 матрицi γ̂ та γ̄, якi утворюють два нееквiвалентних представ-
лення алгебри Дiрака у 2 + 1-вимiрному просторi (див. Роздiл 3.2,
рiвняння (3.16) нижче).

Вiдзначимо, що в лiтературi з графену використовуються рiзнi
представлення дiракiвської алгебри – це дещо ускладнює її вивчен-
ня. Як i в теорiї поля, остаточнi результати не повиннi залежати вiд
представлення, але фiзичний змiст результатiв є тiсно пов’язаним зi
структурою блохiвських компонент 4-спiнорiв (2.39) i вiдображає на-
лежнiсть певних збуджень до конкретної пiдгратки, або долини. Наш
вибiр кiрального представлення γ матриць в (2.43) мотивується тим
фактом, що в цьому представленнi спiнори з певною кiральнiстю є
власними станами γ5, що робить фiзичну iнтерпретацiю квантового
числа кiральностi в графенi бiльш прозорою (див. Роздiл 3.2).

З рiвняння (2.7) можна одержати повний електричний струм

∑
n

jα(n) = e

∫
BZ

d2k

(2π)2

∑
δδδi,σ

Υ†
σ(k)

∂

∂kα

t

~

(
0 eikδδδi

e−ikδδδi 0

)
Υσ(k)

≃ −evF
∑
σ

∫
DC

d2p

(2π)2
Ψ̄σ(p)γ

αΨσ(p),

(2.49)

де у другому рядку ми розклали матрицю поблизу K± точок та вве-
ли 4-компонентнi спiнори Ψσ(p) i Ψ̄σ(p). Можна побачити, що форма
оператора електричного струму та зв’язок останнього з векторним
потенцiалом A у рiвняннi (2.7) є стандартними для квантової еле-
ктродинамiки.

Об’єднуючи гамiльтонiан (2.45) з членом взаємодiї A(n)j(n) (див.
рiвняння (2.5)), де густина струму j(n) вiдповiдає оператору струму
в (2.49), ми приходимо до ефективного низькоенергетичного лагран-
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жiану для квазiчастинкових збуджень в графенi

L =
∑
σ=±1

Ψ̄σ(t, r)
[
iγ0(~∂t − iµσ) + i~vF γ1Dx + i~vF γ2Dy

]
Ψσ(t, r)

(2.50)
з

Dα = ∂α + ie/~cAα, α = x, y (2.51)
записаному в координатному представленнi. Вiдзначимо, що у бiльш
загальному випадку, число спiнових компонентNf може розглядатися
як iндекс, який пов’язаний з ароматом, при цьому фiзичному випадку
вiдповiдає величина Nf = 2.

В дослiдженнях квантового ефекту Холла в графенi зовнiшнє по-
стiйне магнiтне поле B = ∇ × A прикладено перпендикулярно до
площини графену вздовж позитивного напрямку z осi. Магнiтне по-
ле також входить до зеєманiвського члену, котрий введений через µσ.
Якщо поле B не перпендикулярне до площини, то до зеєманiвського
члену все одно входить його повна величина, тодi як орбiтальний член
залежить лише вiд його перпендикулярної компоненти.

Для теоретичного пояснення базових експериментiв, якi довели,
що дiракiвськi квазiчастинки iснують в графенi, достатньо використо-
вувати дiракiвський лагранжiан (2.50). Хоча низькоенергетичнi квазi-
частинковi збудження, що описуються лагранжiаном (2.50) є невзамо-
дiючими, цей лагранжiан фiксує дiракiвську природу квазiчастинок.
Окрiм цього, у невеликих магнiтних полях нема необхiдностi вклю-
чати член Зеємана i достатньо розглядати тiльки орбiтальний ефект
магнiтного поля. Проте останнiм часом вiдкрито ряд ефектiв, най-
яскравiшим серед яких є дробовий квантовий ефект Холла, розумi-
ння яких вже потребує врахування взаємодiї мiж квазiчастинками в
графенi.

Як вже згадувалось у Вступi, теоретико-польовий опис графену
було запропоновано за 20 рокiв до його фактичного вiдкриття [6]. Цi
дослiдження були мотивованi теоретичним дослiдженням можливостi
реалiзацiї аномалiї парностi у конденсованому станi речовини, а також
непертурбативної динамiки, пов’язаної з генерацiєю ексiтонної щiли-
ни. Все це вже потребує врахування кулонiвської взаємодiї мiж ква-
зiчастинками. Гамiльтонiан далекодiючої кулонiвської взаємодiї має
вигляд

HC =
~vF
2

∑
σ,σ′

∫
d2rd2r′Ψ̄σ(r)γ

0Ψσ(r)
g

|r− r′|
Ψ̄σ′(r

′)γ0Ψσ′(r′), (2.52)

з константою зв’язку g = e2/κ~vF = αc/κvF , де α ≃ 1/137 – це по-
стiйна тонкої структури, а κ – константа дiелектричної проникностi.
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У випадку пiдвiшеного графена κ = 1, що вiдповiдає g ≈ 2.19. Таке
велике значення, очевидно, суперечить умовi слабкого зв’язку, g ≪ 1,
яка б могла спростити теоретичний аналiз. Все це пояснює, чому роль
кулонiвської взаємодiї в графенi є актуальним предметом сучасних
дослiджень.

2.4.3 Пiдсумки
Пiдсумовуючи, ми хотiли б зробити наголос, що твердження, що ефе-
ктивна низькоенергетична теорiя графену — це безмасова квантова
електродинамiка у (2+1)-вимiрному просторi-часi базується на трьох
нетривiальних фактах:

1. Низькоенергетичнi збудження в графенi є безмасовими квазiча-
стинками з лiнiйною дисперсiєю, яка має додатню та вiд’ємну
гiлки, ±~vF |p|.

2. Якiсно нова особливiсть графену полягає в тому, що власнi фун-
кцiї низькоенергетичних квазiчастинкових збуджень описуються
рiвнянням Дiрака. Як ми побачили, спiнорна структура хвильо-
вої функцiї є загальним наслiдком стiльникової гратчатої стру-
ктури графену з двома вуглецевими атомами в елементарнiй ко-
мiрцi.

3. Дуже важливо, що взаємодiя квазiчастинок у графенi iз зовнi-
шнiм електромагнiтним полем вводиться за допомогою принци-
пу мiнiмального зв’язку, як у квантовiй теорiї поля.

Треба також пам’ятати про важливi вiдмiнностi рiвняння для еле-
ктронiв в графенi вiд рiвняння для звичайних релятивiстських фер-
мiонiв:

1. Рiвняння Дiрака, що описує рух квазiчастинок у графенi є дво-
вимiрним.

2. Лагранжiан (2.50) є придатним до застосування тiльки при ма-
лих хвильових векторах, якi набагато меншi за вектори обер-
неної гратки, та, вiдповiдно, у зовнiшнiх полях, що змiнюються
плавно.

3. Лагранжiан (2.50) придатний до застосування у системi спокою
гратки i не iнварiантний нi вiдносно перетворень Галiлея, нi вiд-
носно перетворень Лоренца.
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Останнiй пункт треба дещо пояснити. Ефективне рiвняння для еле-
ктронiв у графенi виводиться у наближеннi ефективної маси з нере-
лятивiстського рiвняння Шрьодiнгера, яке iнварiантне вiдносно пере-
творень Галiлея (i тому описує нерелятивiстськi електрони). При ви-
водi (2.50) ця iнварiантнiсть втрачається. Що стосується перетворень
Лоренца, то при переходi у систему вiдлiку, яка рухається, координа-
тний вектор xµ перетворюється по закону, в якому фiгурує швидкiсть
свiтла c. Ця ж сама швидкiсть входить i до калiбрувально iнварiан-
тного принципу мiнiмального зв’язку p → p + (e/c)A у (2.50), який
необхiдний для опису графену в магнiтному полi. У той же самий
час просторова та часова компоненти вектора iмпульсу pµ пов’язанi
через швидкiсть Фермi vF ≈ c/300. Таке неспiвпадiння швидкостей
призводить до порушення релятивiстської iнварiантностi.

2.5 Задачi
1. (a) Показати, що густина станiв у двовимiрному електронному

газi дорiвнює N(E) = m/(π~2).
(b) Показати, що у лiнiйному наближеннi густина станiв у гра-

фенi (з урахуванням виродження по спiнам та долинам)
дорiвнює

N(E) =
2|E|
π~2v2F

.

(c) Узагальнити цей результат на випадок масивного спектру
E(p) = ±

√
~2v2Fp2 +∆2−µ i показати, що у цьому випадку

N(E) =
2|E + µ|
π~2v2F

θ[(E + µ)2/∆2 − 1].

2. (a) Показати, що для D-вимiрного електронного газу ([25]
с. 108) з квадратичним законом дисперсiї спiввiдношення
мiж густиною носiїв та хiмiчним потенцiалом має вигляд

n(ϵF , T = 0) = 2

∫
dDk

(2π)D
θ

(
ϵF − ~2k2

2m

)
=

2ΩD

(2π)DD

(
2mϵF
~2

)D/2

,

де ΩD – площа поверхнi D-вимiрної сфери одиничного ра-
дiусу, Ω1 = 1, Ω2 = 2π, Ω2 = 4π.
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(b) Показати, що у чистому графенi у лiнiйному наближеннi до
закона дисперсiї спiввiдношення мiж густиною носiїв (то-
чнiше, рiзницею мiж густинами електронiв та дiрок) та хi-
мiчним потенцiалом має вигляд

n =
µ2sgnµ
π~2v2F

. (2.53)

Як це вiдрiзняється вiд 2-вимiрного електронного газу?
(c) У експериментах [7, 8] напруга Vg на затворi польового

транзистора призводить до появи носiїв у графенi. Вiдноше-
ння n/Vg = ε0ε/de ≡ α, де ε0 та ϵ, вiдповiдно, дiелектричнi
сприйнятливостi вакууму та SiO2, а d = 300 nm – товщина
шару SiO2 на пiдкладцi з Si. Експериментальне значення α
близьке до теоретичного i дорiвнює α ≈ 7.3× 1010 cm−2V−1.
Показати, що з цього випливає наступне спiввiдношення

µ[K] ≈ 365 vF [×106m/s] sgn (Vg)
√

|Vg[V]|.

3. ∗ Показати, що у чистому графенi у наближеннi найближчих
сусiдiв густина станiв дорiвнює [J.P. Hobson and W.A. Nierenberg,
Phys. Rev. 89, 662 (1953)]

N(E) =


2E
t2π2

1√
F (E/t)

K
(

4E/t
F (E/t)

)
0 < E < t

2E
t2π2

1√
4E/t

K
(

F (E/t)
4E/t

)
t < E < 3t,

де функцiя F (x) має вигляд

F (x) = (1 + x)2 − (x2 − 1)2

4
,

а K(m) елiптичний iнтеграл першого типу,

K(m) =

∫ 1

0

dx[(1− x2)(1−mx2)]−1/2.

Побудувати цю залежнiсть за допомогою Matematica та порiв-
няти з результатом, одержаним у задачi 2.
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4. ∗ Оптичне правило сум для дiагональної провiдностi.
Розiбрати вивiд так званого обмеженого правила сум для дiаго-
нальної провiдностi. Чи можна його одержати у континуальному
наближеннi?

Залежний вiд частоти Ω тензор електричної провiдностi σαβ(Ω)
одержується за допомогою формули Кубо (див. пiдручник [22]
Роздiл 7 )

σαβ(Ω) =
Kαβ(Ω + i0)

−i(Ω + i0)
,

Kαβ(Ω + i0) =
⟨ταβ⟩
V

+
ΠR

αβ(Ω + i0)

~V
,

(2.54)

де запiзнювальна кореляцiйна функцiя струмiв дорiвнює

ΠR
αβ(Ω) =

∫ ∞

−∞
dt eiΩtΠR

αβ(t),

ΠR
αβ(t) = −iθ(t)Tr (ρ̂[Jα(t), Jβ(0)]) ,

(2.55)

V є об’ємом (площиною) системи, ρ̂ = exp(−βH0)/Z є матрицею
густини у великому канонiчному ансамблi, β = 1/T - оберне-
на температура, Z = Tr exp(−βH0) - статистична сума, та Jα є
операторами повного парамагнiтного струму

Jα(t) = eiHt/~Jα(0)e
−iHt/~, Jα(t) =

∑
n

jPα (t,n), (2.56)

який пов’язаний з густиною парамагнiтного струму (2.7). Дiа-
магнiтний тензор ⟨ταβ⟩ у формулi Кубо (2.54) є температурним
усередненням дiамагнiтного члену (2.8):

⟨ταβ⟩ =

⟨∑
n

ταβ(n)

⟩
. (2.57)

Оптичне правило сум є наслiдком калiбрувальної iнварiантно-
стi та причинностi. Калiбрувальна iнварiантнiсть диктує шлях,
яким векторний потенцiал входить до (2.4) та, вiдповiдно, ви-
значає дiамагнiтний та парамагнiтний члени у розкладi (2.5),
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як i форму формули Кубо (2.54). Причиннiсть призводить до то-
го, що провiднiсть (2.54) задовольняє спiввiдношенню Крамерса-
Кронiга (Kramers-Krönig) (КК)

σαβ(Ω) =
1

πi
P

∫ ∞

−∞

dω σαβ(ω)

ω − Ω
. (2.58)

Скомбiнувавши разом високочастотну границю спiввiдношення
КК (2.58),

Imσαβ(Ω) =
1

πΩ
P

∫ ∞

−∞
dωReσαβ(ω), Ω → ∞, (2.59)

та асимптотику

σxx =
1

iV Ω

{
−⟨τxx⟩+O

(
1

(~Ω)2

)}
, (2.60)

ми приходимо до правила сум

1

π

∞∫
−∞

dΩReσxx(Ω) =
⟨τxx⟩
V

. (2.61)
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Роздiл 3

Властивостi ефективного
низькоенергетичного
квантово-польового опиcу
графену

В цьому роздiлi ми зосередимося на симетрiях, якi має модель вiль-
них дiракiвських фермiонiв, i наслiдках можливого порушення таких
симетрiй. Зокрема розглянемо просторову iнверсiю, обернення часу,
зарядове спряження i неперервну U(4) симетрiю. Ми пояснимо рiзни-
цю мiж 2D дiракiвськими фермiонами в графенi i 3D дiракiвськими
фермiонами, якi вивчаються у звичайнiй КЕД3+1. Крiм того є рiзни-
ця у фiзичному змiстi такого важливого квантового числа, як кiраль-
нiсть (chirality) в (2+1)-вимiрних i (3+1)-вимiрних теорiях. Через це
i завдяки факту, що поняття кiральностi є зараз широко вживаним у
лiтературi з графену, ми вирiшили, що буде корисним пояснити схо-
жiсть i вiдмiнностi цього поняття в теорiї поля i в графенi. Наприкiн-
цi, у Роздiлi 3.6 (див. також Додаток A) ми обговорюємо властивостi
дiракiвських рiвнiв Ландау.
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3.1 Неперервнi симетрiї ефективної низь-
коенергетичної моделi квазiчастинко-
вих збуджень в графенi

У вiдсутностi зеєманiвського розщеплення, коли µσ = µ ефективний
лагранжiан (2.50) має глобальну U(4) симетрiю. Ця симетрiя оперує у
просторi долина-пiдгратка та спiновому просторi. Для початку кори-
сно знехтувати спiновим простором i роздивитись уважнiше глобаль-
ну U(2) симетрiю для 4-компонентних спiнорiв у просторi долина-
пiдгратка.

3.1.1 U(2) долинно-пiдграткова симетрiя

Можна перевiрити, що матрицi

T1 =
1

2
iγ3 =

1

2
τ̃2 ⊗ τ3, T2 =

1

2
γ5 =

1

2
τ̃3 ⊗ τ0, T3 =

1

2
γ3γ5 =

1

2
τ̃1 ⊗ τ3

(3.1)
комутують з Гамiльтонiаном (2.40) та задовольняють комутацiйним
спiввiдношенням SU(2) алгебри

[Ti, Tj ] = iϵijkTk, (3.2)

де ϵijk є символом Левi-Чiвiти. Разом з одиничною матрицею (T0 =
I4/2), вони призводять до U(2) симетрiї, яка дiє у просторах долинних
та пiдграткових iндексiв. Ми будемо називати цю ефективну симетрiю
для низькоенергетичного опису графену кiральною, оскiльки вона мi-
стить γ5 матрицю i нагадує кiральнi симетрiї для безмасових частинок
у фiзицi високих енергiй (див. далi спецiальний Роздiл 3.2 присвяче-
ний цьому). Через наявнiсть кiральної SU(2) симетрiї iснує квантове
число кiральнiсть, яке зберiгається. Це число характеризується вла-
сними величинами дiагонального генератору T2 = γ5/2. Оскiльки є
двi власних величини +1/2 i −1/2 дiагонального оператора T2, чоти-
рьохкомпонетний спiнор Ψσ перетворюється по звiдному представлен-
ню групи SU(2). Збереження числа кiральностi грає важливу роль та
призводить до вiдсутностi зворотного розсiяння у присутностi домi-
шок, якi не порушують цю симетрiю.
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3.1.2 U(4) симетрiя спiн-долина-пiдгратка та її по-
рушення зеєманiвським членом

Тепер можна легко узагальнити результати, викладенi вище i розгля-
нути також i обертання у спiновому просторi. 16 генераторiв U(4), якi
оперують у спiновому та долинно-пiгратковому просторах, дорiвню-
ють

σκ
2

⊗ I4,
σκ
2

⊗ iγ3,
σκ
2

⊗ γ5, та
σκ
2

⊗ 1

2
[γ3, γ5], (3.3)

де I4 – одинична 4× 4 матриця та σκ з κ = 0, 1, 2, 3 – чотири матрицi
Паулi, пов’язанi зi спiновим ступенем свободи [σ0 – одинична 2 × 2
матриця]. Легко перевiрити, що коли B = 0 i зеєманiвське розщепле-
ння вiдсутнє, лагранжiан (2.50) та член взаємодiї (2.52) iнварiантнi
при перетвореннях глобальної U(4) групи, якi генеруються цими 16
генераторами.

Найпростiший приклад порушення симетрiї надається зеєманiв-
ським членом, Ψ†σ3Ψ = Ψ̄γ0σ3Ψ, де σ3 дiє на спiновi iндекси σ дiра-
кiвських спiнорiв. Вiн явно порушує U(4) симетрiю до U(2)a × U(2)b
з генераторами

σκ′

2
⊗ I4,

σκ′

2
⊗ iγ3,

σκ′

2
⊗ γ5, та

σκ′

2
⊗ 1

2
[γ3, γ5], (3.4)

де κ′ = 0, 3. Ми обговоримо iншi члени, що порушують симетрiю далi
у Роздiлi 3.5.

3.2 Кiральнiсть квазiчастинок в графенi та
її вiдмiннiсть вiд кiральностi у КЕД3+1

Вiдзначимо, що пiд кiральнiстю у теорiї конденсованого стану, а саме
теорiї квантового ефекту Холла та у фiзицi частинок розумiють рiзнi
речi. У першому випадку, холлiвський дрейф електронiв у одному
напрямку на краю зразка зветься кiральнiстю крайового стану [9]. У
цьому ж роздiлi ми розглянемо фiзичний змiст кiральностi у графенi
по аналогiї з кiральнiстю у фiзицi елементарних частинок.

Оскiльки у безмасовiй теорiї Дiрака γ5 комутує з гамiльтонiаном
(2.40) (антикомутує з HD

0 , який заданий (2.45)), це вводить квантове
число кiральнiсть, яке вiдповiдає долинному iндексу. Дiйсно, спiнори

ΨK+ =

(
ψK+

0

)
, ΨK− =

(
0

ψK−

)
, (3.5)
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якi описують квазiчастинковi збудження у K± точках, є власними
станами γ5:

γ5ΨK+ = ΨK+ , γ5ΨK− = −ΨK− . (3.6)

Маркування K± точок власними станами кiрального оператора γ5 є
перевагою кiрального представлення (2.43) для γ матриць. В iншому
часто використовуваному базисi (2.48) з дiагональною γ0 ця власти-
вiсть вiдсутня.

Для безмасових частинок у 3 + 1 вимiрi квантове число кiраль-
ностi вiдповiдає спiральностi , яка характеризує проекцiю її спiну на
напрямок iмпульсу. У 2 + 1 вимiрi звичайна концепцiя спiральностi
для безмасових частинок не має сенсу, i можна говорити тiльки про
псевдоспiральнiсть.

Зараз ми це проiлюструємо, розглянувши рiвняння Дiрака, яке слi-
дує з лагранжiану (2.50) у найпростiшому випадку нейтрального гра-
фена у вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля, B = µ = 0, а також
опустивши спiновий iндекс. Ми розглядаємо розв’язки з додатньою та
вiд’ємною енергiєю з визначеною кiральнiстю

Ψe
K±

(t, r) = e−iEt
~ +irpUe

K±
(E,p), Ψh

K±
(t, r) = ei

Et
~ +irpUh

K±
(E,p)

(3.7)
з E = ~vF |p|, якi вiдповiдають електронам i дiркам з K± долин, вiд-
повiдно. Пiдставивши (3.7) у рiвняння Дiрака, ми одержуємо, що спi-
нори

Ue,h
K+

(E,p) =

(
ψe,h
K+

(E,p)
0

)
, Ue,h

K−
(E,p) =

(
0

ψe,h
K−

(E,p)

)
(3.8)

задовiльняють рiвнянню Вейля, H0(p)U
e,h(p) = ±EUe,h(p) або, для

двокомпонентних спiнорiв,

~vF (τ1p1 + τ2p2)ψ
e,h
K+

= ±Eψe,h
K+

,

−~vF (τ1p1 + τ2p2)ψ
e,h
K−

= ±Eψe,h
K−

,
(3.9)

де, вiдповiдно, верхнiй знак вiдповiдає електронам, а нижнiй – дiр-
кам. Ми пiдкреслимо, що у нашому випадку вектор p = (p1, p2) зна-
ходиться у площинi графену. Формально рiвняння (3.9) виглядають
подiбно до рiвнянь Дiрака-Вейля, якi описують безмасовi нейтрино

~cpαααΨ = ~c
(

pσσσ 0
0 −pσσσ

)
Ψ = p0Ψ, (3.10)
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проте, в останньому випадку простiр є 3D. Це дозволяє ввести для
безмасових частинок у 3 + 1 вимiрi оператор спiральностi

Λ =
pΣΣΣ

|p|
, ΣΣΣ =

(
σσσ 0
0 σσσ

)
(3.11)

який комутує з дiракiвським гамiльтонiаном ~cpααα та характеризує
проекцiю спiна частинки на напрямок її iмпульсу. Домноживши (3.10)
на γ5 та прийнявши до уваги, що безмасовi частинки (античастинки)
мають дисперсiю p0 = ±~c|p|, ми одержуємо, що γ5Ψ = ±pΣΣΣ/|p|Ψ.
Це iлюструє, що для безмасових частинок спiральнiсть спiвпадає з
кiральнiстю, тодi як для античастинок вона має протилежний до кi-
ральностi знак.

А зараз розглянемо розв’язки (3.9) для K+ точки

ψe
K+

(E,p) =
1√
2

(
1

px+ipy

|p|

)
, ψh

K+
(E,p) =

1√
2

( −px+ipy

|p|
1

)
,

(3.12)
та для K− точки

ψe
K−

(E,p) =
1√
2

(
1

−px+ipy

|p|

)
, ψh

K−
(E,p) =

1√
2

(
px−ipy

|p|
1

)
.

(3.13)
4-компонентнi спiнори (3.5) утворенi з розв’язкiв (3.12), (3.13) є взаєм-
ноортогональними власними станами гамiльтонiана H0(p) i оператора
γ5:

Ψi∗
r (p)Ψj

s(p) = δijδrs, i, j = e, h, r, s = K+,K−. (3.14)

У 2 + 1 вимiрному випадку нема можливостi зробити обертання нав-
коло напрямку iмпульсу p, що знаходиться у 2D площинi, i оператор
τττ = (τ1, τ2) не має фiзичного змiсту звичайного спiнового оператору.
Таким чином, концепцiя спiральностi для безмасових частинок, яка
зв’язана з групою Лоренца та обертаннями у звичайному просторi, у
цьому випадку не має сенсу. Далi, оскiльки є тiльки один генератор
кутового моменту τ3, не iснує неабелевої алгебри, яка б могла обмежи-
ти можливi значення власних величин, що призводить до можливостi
iснування екзотичних статистик. Розв’язки (3.12) i (3.13) є двозна-
чними при обертаннях R(θ) = exp(iθτ3/2) з 0 < θ < 4π, оскiльки вони
описують спiнорнi поля.

Формально можна використати оператор псевдоспiральностi

Λ2D =
pΣΣΣ

|p|
, ΣΣΣ =

(
τττ 0
0 τττ

)
, τττ = (τ1, τ2), (3.15)
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який комутує з гамiльтонiаном i, таким чином, вiдповiдає квантовому
числу, яке зберiгається. Цей оператор, однак, вiдповiдає внутрiшнiй,
а не просторовiй симетрiї, як було у 3 + 1 вимiрному випадку. Однак
iснує можливiсть зв’язати мiж собою оператори кiральностi та псев-
доспiральностi для безмасових квазiчастинок, γ5Ψ = ±Λ2DΨ.

Можна бачити, що розв’язки (3.12) та (3.13), якi задовiльняють
(3.14) вiдрiзняються тiльки знаком iмпульсу. Таким чином, ми при-
ходимо до висновку, що у K+ точцi електроннi збудження мають
енергiю ~vF |p| i pτττ/|p|ψe

K+
= ψe

K+
, тодi як для дiрок енергiя дорiв-

нює −~vF |p|, тобто pτττ/|p|ψh
K+

= −ψh
K+

. У K− точцi цi спiввiдноше-
ння є оберненими: для електронiв pτττ/|p|ψe

K−
= −ψe

K−
i для дiрок

pτττ/|p|ψh
K−

= ψh
K−

. Для 4-компонентних спiнорiв Ψe,h
K±

цi умови мо-
жуть бути переписанi з використанням оператора псевдоспiральностi:
Λ2DΨe

K±
= ±Ψe

K±
and Λ2DΨh

K±
= ∓Ψh

K±
. Вони означають, що у будь-

якiй заданiй K± точцi напрямок iмпульсу для електронiв та дiрок з
тiєю ж самою абсолютною величиною енергiї є протилежним. Ця вла-
стивiсть безмасових електронiв та дiрок є наслiдком рiвняння руху.
Однак, щоб заборонити розсiяння квазiчастинок назад, треба також
подавити їх перехiд вiд однiєї долини до iншої. Це обмеження також
пов’язане зi збереженням кiральностi. Наприклад, кiральнiсть є хоро-
шим квантовим числом у графенi з електростатичним потенцiальним
розсiянням.

Ми змогли визначити кiральну матрицю γ5 та квантове число кi-
ральностi, оскiльки використовуємо редуковане 4 × 4 представлення
дiракiвських матриць. У 2 + 1 вимiрi є два нееквiвалентних нереду-
кованих 2× 2 представлення дiракiвської алгебри. Вiдповiднi 2× 2 Γ
матрицi характеризуються сiгнатурою

η =
i

2
Tr[Γ0Γ1Γ2]. (3.16)

Можна перевiрити, що γ̂ν i γ̄ν матрицi, з яких сформовано 4×4 пред-
ставлення (2.48), мають протилежнi сiгнатури η = +1 i η = −1 вiд-
повiдно щоб прийняти до уваги наявнiсть двох нееквiвалентних K±
точок. Внаслiдок цього виникає потреба використання двох унiтарно
нееквiвалентних представлень 2 × 2 гамма матриць. Як ми бачили,
у кiральному представленнi 4 × 4 γ матриць K± точки розрiзняю-
ться квантовим числом кiральностi (долинний iндекс). Сiгнатуру η
вiдповiдних 2× 2 γ матриць iнодi також називають “кiральнiстю”. Ми
вiдзначимо, що сам по собi цей знак не спостерiгається, i необхiдно
ввести дiракiвську масу або/та магнiтне поле та розглядати їх вiдно-
снi знаки (див. Роздiл 3.5 нижче).
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Наприкiнцi ми вiдзначимо, що вiдповiдно до (2.32) матриця α3

антикомутує з гамiльтонiаном (2.40): {α3,H0} = 0. Наслiдком цього є
те, що спектр гамiльтонiану є симетричним вiдносно власної величини
E = 0. Тотожнiсть α2H∗

0 (k)α
2 = −H0(k) вiдповiдає рiвнянню (2.33)

та гарантує симетрiю спектру вiдносно E = 0 навiть при наявностi
скiнченої дiракiвської маси Ψ̄γ3Ψ. Також матриця γ0 антикомутує з
гамiльтонiанами (2.40) та (2.45): {γ0,H0} = {γ0, HD

0 } = 0.

3.3 Дискретнi симетрiї
У континуальному наближеннi означення операцiй дискретної симе-
трiї не є однозначними. У теоретикопольових дослiдженнях (2 + 1)-
вимiрних моделей iснує домовленнiсть, як визначити цi операцiї. Вона
базується на тому, що перетворення парностi вiдповiдає iнверсiї тiль-
ки однiєї осi, наприклад x осi: P(x, y) → (−x, y), оскiльки iнверсiя обох
осей вiдповiдає обертанню. Маючи на увазi те, що ефективна контину-
альна модель квазiчастинкових збуджень в графенi має твердотiльне
походження, введенi тут операцiї дискретної симетрiї узгодженi з опе-
рацiями, визначеними у Роздiлi 2.3 для моделi на гратцi. Знання цих
симетрiй необхiдне для правильної класифiкацiї членiв, якi порушу-
ють симетрiю. Подiбний аналiз є важливим, наприклад, при аналiзi
слабкої локалiзацiї у графенi де рiзнi типи безладу можуть порушу-
вати рiзнi симетрiї.

3.3.1 Просторова iнверсiя P
Як обговорюється у Роздiлi 2.3.1, просторова iнверсiя повинна обер-
нути обидвi осi та переставити A i B атоми та K± точки. Таким чином,
використавши означення (2.19) та (2.20), для 4-компонентного спiнору
Ψσ(p), який заданий рiвнянням (2.39), ми визначаємо1

Ψσ(p) −→ PΨσ(p)P−1 = PΨσ(−p), P = τ̃1 ⊗ τ0 = γ0, P 2 = 1.
(3.17)

Вiдзначимо, що операцiя iнверсiї обох просторових координат не є
еквiвалентною обертанню на кут π у площинi, яке задається насту-
пним чином: Ψ(kx, ky) → exp[iπ(iγ1γ2/2)]Ψ(−kx,−ky), де iγ1γ2/2 – це
генератор вiдповiдного обертання.

1Компоненти ψK± спiнору (2.39) обмiнюються при iнверсiї, але оскiльки за
означенням ψK− пiдгратки вже переставленi, ми маємо матрицю τ0, яка дiє у
просторi пiдграток замiсть τ1, яка була присутня у (2.20).
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Iнварiантнiсть (2.21) гамiльтонiану H0 при P перетвореннi зараз
слiдує з умови

PHD
0 (p)P = HD

0 (−p) (3.18)

для дiракiвської гамiльтонiвської густини (2.45). Рiвняння (3.18) уза-
гальнює умову (2.22) для 2× 2 гамiльтонiвської густини. Легко поба-
чити, що при P перетвореннi струм Ψ̄σ0γ

µΨ з (2.49) перетворюється
так

Ψ̄γ0Ψ
P→ Ψ̄γ0Ψ, Ψ̄γ1Ψ

P→ −Ψ̄γ1Ψ, Ψ̄γ2Ψ
P→ −Ψ̄γ2Ψ, (3.19)

де ми опустили одиничну матрицю σ0 яка дiє на спiновi iндекси σ
дiракiвських спiнорiв. Взаємодiя з фiксованим зовнiшнiм магнiтним
полем eAαΨ̄σ0γ

αΨ є iнварiантною при просторовiй iнверсiї.

3.3.2 Обернення часу T
Оператор обернення часу (2.28) переставляє K± точки, але не пiдгра-
тки. Вiдповiдно, коли ми визначаємо дiю T на 4-компонентнi спiнори
Ψσ(p), частина, яка дiє на пiдграткову ступiнь свободи, дорiвнює τ12

Ψ(p) −→ T Ψ(p)T −1 = iσ2TΨ(−p), T = τ̃1⊗τ1 = γ1γ5, T 2 = 1,
(3.20)

де σ2 дiє на спiновi iндекси спiнору Ψσ(p). Подвiйне T -перетворення
дає T 2Ψ(p)T −2 = −Ψ(p). Таким чином для системи з непарною кiль-
кiстю фермiонiв, симетричної вiдносно обернення часу, виродження
рiвнiв не може бути меншим за 2 (теорема Крамерса). Легко побачи-
ти, що K± точки дiйсно зв’язанi симетрiєю обернення часу

Ψ(p) =

 a(K+ + p)
b(K+ + p)
b(K− + p)
a(K− + p)

 T→ TΨ(−p) =

 a(K− − p)
b(K− − p)
b(K+ − p)
a(K+ − p)

 , (3.21)

де для спрощення ми не врахували спiн.3
У часово-просторовому представленнi перетворення (3.20) має ви-

гляд
Ψ(t, r) → T Ψ(t, r)T −1 = iσ2TΨ(−t, r). (3.22)

2Порiвняйте з означенням для P вище, що мiстить τ0.
3Зауважимо, що у деяких випадках може бути корисним розглядати операцiю

обернення часу у окремих K± точках, без їх перестановки [16].
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Тодi вiдповiдне перетворення для дiракiвського спряженого спiнору є
таким

Ψ̄(t, r) → (T Ψ(t, r)T −1)†(γ0)∗ = −Ψ̄(−t, r)iσ2T.
Iнварiантнiсть (2.29) гамiльтонiану H0 при T зараз слiдує з умови

THD∗
0 (p)T = HD

0 (−p) (3.23)

на густину гамiльтонiану (2.45). Рiвняння (3.23) узагальнює умову
(2.30) для 2× 2 гамiльтонової густини.

Легко бачити, що при T перетвореннi струм Ψ̄σ0γ
µΨ з (2.49) пе-

ретворюється так

Ψ̄γ0Ψ
T→ Ψ̄γ0Ψ, Ψ̄γ1Ψ

T→ −Ψ̄γ1Ψ, Ψ̄γ2Ψ
T→ −Ψ̄γ2Ψ. (3.24)

Коли зовнiшнє магнiтне поле зафiксовано, вiдповiдний член взаємодiї
Ψ̄σ0γ

αΨ порушує симетрiю вiдносно обернення часу.

3.3.3 Зарядове спряження C
Зарядове спряження C набуває нетривiального значення, коли ми роз-
глядаємо вторинно квантовану теорiю Дiрака i вводимо перетворення,
яке обмiнює частинки i античастинки (електрони i дiрки), залишаючи
їхнi спiн та iмпульс незмiнними.

Вiдповiдно, ми визначаємо дiю C на 4-компонентнi спiнори Ψσ(p):

Ψσ(p) −→ CΨσ(p)C−1 = CΨ̄T
σ (p), C = γ1, (3.25)

де T означає транспонування. Матриця C задовольняє спiввiдношен-
ням

C = −C−1 = −C† = −CT , C(γµ)TC−1 = −γµ, µ = 0, 1, 2.
(3.26)

Легко бачити, що C обмiнює A та B пiдгратки

Ψσ(p) =

 aσ(K+ + p)
bσ(K+ + p)
bσ(K− + p)
aσ(K− + p)

 C→ γ1γ0Ψ†T
σ (p) =


−b†σ(K+ + p)
−a†σ(K+ + p)
a†σ(K− + p)
b†σ(K− + p)

 .

(3.27)
Для дiракiвського спряженого спiнору ми знаходимо

Ψ̄σ(p) → CΨ†
σ(p)C−1γ0 = (γ1γ0Ψσ(p))

T γ0 = (−γ1Ψσ(p))
T . (3.28)
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Легко бачити, що при C перетвореннi струм Ψ̄σ0γ
µΨ з (2.49) пере-

творюється так

Ψ̄γµΨ
C→ −Ψ̄γµΨ, µ = 0, 1, 2. (3.29)

Можна також перевiрити, що лагранжiан (2.50) є iнварiантним вiдно-
сно C , якщо одночасно замiнити e→ −e.

3.4 Рiзниця мiж квазiчастинками в графе-
нi та безмасовими нейтрино

Iснує широкорозповсюджена аналогiя мiж квазiчастинками в графенi
та безмасовими нейтрино, яка базується на подiбностi рiвнянь Дiрака-
Вейля (3.10) i рiвнянь (3.9) для квазiчастинок у графенi. Вiдразу слiд
вiдзначити, що на вiдмiну вiд квазiчастинок у графенi, нейтрино не
має електричного заряду. Окрiм цього, наш розгляд дискретних P, T
i C симетрiї у Роздiлах 3.3.1, 3.3.2 та 3.3.3 показує, що ця аналогiя є
неповною. Рiвняння Дiрака (3.10) вiдповiдає парi рiвнянь Вейля для
2-компонентних лiвих спiнорiв, ΨL = (1/2)(1−γ5)Ψ та правих спiнорiв
ΨR = (1/2)(1+γ5)Ψ. Цi два рiвняння пов’язанi одне з iншим перетво-
ренням парностi. У фiзицi частинок припускається, що в природi iсну-
ють тiльки лiвi нейтрино, так що досить використовувати тiльки одне
рiвняння Вейля. Однак, одне це рiвняння порушує C та P симетрiї,
але зберiгає CP та T симетрiї. Дiракiвськi квазiчастинки у графенi з
певною кiральнiстю також описуються одним з рiвнянь Вейля (3.9)
для 2-компонентного спiнору. Однак останнє рiвняння порушує P та
T симетрiї, але зберiгає PT та C симетрiї. Цей висновок про рiзни-
цю мiж дискретними симетрiями у КЕД3+1 i в графенi не може бути
зроблений формальним порiвнянням рiвнянь (3.10) i (3.9), оскiльки
при континуальному описi графену було необхiдно врахувати дискре-
тнi симетрiї моделi на гратцi з Роздiлу 2.3. Ми також вiдзначимо той
факт, що K± точки пов’язанi симетрiєю обернення часу (див. рiв-
няння (3.21)), i це має важливi наслiдки для ефекту Джозефсона у
мезоскопiчних переходах, якi зробленi з шару графену, що оточений
двома близько розташованими надпровiдними електродами. Оскiль-
ки куперiвськi пари зробленi з обернених у часi станiв, два електрони
з куперiвської пари, якi iнжектуються з надпровiдних електродiв у
графен, iдуть до протилежних K± точок. Наприкiнцi вiдзначимо, що
розгляд дискретних симетрiй дозволяє зробити аналогiю мiж K± iнде-
ксом та квантовим числом, яке описує кругову поляризацiю фотонiв.
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Дiйсно, фотони з певною круговою поляризацiєю також порушують
симетрiї парностi та обернення часу, але не зарядове спряження.

3.5 Порушення симетрiї в графенi: дiра-
кiвськi маси, їхнi трансформацiйнi вла-
стивостi при P, T , C перетвореннях

Однiєю з причин того, чому графен притягує до себе увагу багатьох
теоретикiв є те, що електрон-електроннi взаємодiї та/або магнiтне по-
ле призводять до порушення U(4) симетрiї та нової фiзики, розумiння
якої потребує виходу за незвичайну, але ще досить просту фiзику нев-
заємодiючих дiракiвських квазiчастинок.

У Роздiлi 3.1.2 ми вже розглянули найпростiший приклад поруше-
ння U(4) симетрiї членом Зеємана.

Iнший канал спонтанного порушення U(4) симетрiї до U(2)c×U(2)d
пов’язаний iз можливiстю генерацiї за рахунок взаємодiй дiракiвської
маси MD, яка входить до лагранжiану (2.50) наступним чином:

L = Ψ̄(t, r)
[
iγ0
(
~∂t − iµ+ iσ3

g

2
µBB

)
+i~vF γ1Dx + i~vF γ2Dy −MD

]
Ψ(t, r).

(3.30)

Дiракiвська маса MD
4 має загальну форму ∆σκ ⊗ Γ ≡ ∆σκΓ, де ∆ –

це її абсолютна величина, σκ – одна з матриць Паулi (далi ми розгля-
даємо тiльки σ0 i σ3, бiльш загальнi маси з σσσ були також розглянутi
в лiтературi) та Γ – це одна з чотирьох матриць

I4, γ3, iγ5, γ3γ5. (3.31)

При перетвореннях групи SU(2) (як у Роздiлi 3.1.1 ми поки що iгно-
руємо спiновий ступiнь свободи) щiлини Ψ̄Ψ, Ψ̄γ3Ψ, Ψ̄iγ5Ψ трансфор-
муються як вектор, тодi як щiлина Ψ̄γ3γ5Ψ – як скаляр. Три щiлини,
Ψ̄Ψ,Ψ̄γ3Ψ, i Ψ̄iγ5Ψ порушують групу SU(2) до пiдгрупи U(1) (з непо-
рушеними генераторами T3, T2 та T1, вiдповiдно).

4Енергетична щiлина MD пов’язана з вiдповiдною дiракiвською масою m як
MD = mv2F . Далi ми будемо iгнорувати рiзницю мiж “дiракiвською щiлиною”
i “дiракiвською масою” та використовувати термiн “дiракiвська маса” для обох
випадкiв.
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3.5.1 Фiзичний змiст дiракiвських мас
Щоб зрозумiти фiзичний змiст однiєї з мас, перепишемо гамiльтонiан
H1 визначений у (2.23) через 4-компонентний спiнор (2.39)

H1 =
∑
σ

∫
DC

d2p

(2π)2
Ψ†

σ(p)[m+τ̃0 ⊗ τ0 +m−τ̃3 ⊗ τ3]Ψσ(p)

=

∫
DC

d2p

(2π)2
Ψ̄(p)[m+γ

0 +m−γ
3]Ψ(p).

(3.32)

Як було пояснено пiсля (2.23), член m+γ
0 змiнює повну густину носiїв

на обох A та B пiдгратках i, таким чином, може бути поглинений до
члену з хiмiчним потенцiалом µγ0. Однак член m−γ

3 порушує P, яка
визначена у (3.17). Цей член є прикладом однiєї з дiракiвських мас,
введених вище. Оператор∫

d2xΨ̄σ0γ
3Ψ =∑

σ

∫
DC

d2p

(2π)2
[
a†σ(K+ + p)aσ(K+ + p) + a†σ(K− + p)aσ(K− + p)

−b†σ(K+ + p)bσ(K+ + p)− b†σ(K− + p)bσ(K− + p)
]

(3.33)

визначає величину параметру порядку ⟨Ψ̄σ0γ3Ψ⟩ (i, таким чином,
фермiонну щiлину), яка пропорцiйна густинi електронного дисбалан-
су мiж A та B пiдгратками i вiдповiдає формуванню хвилi зарядової
густини у ексiтонному основному станi, який знiмає виродження мiж
пiдгратками. У Роздiлi 2.3.1 вже вiдзначалось, що цей тип дiракiв-
ської маси може бути створений у графенi, якщо покласти його на
вiдповiдний субстрат, який порушив би симетрiю мiж A та B пiдгра-
тками.

Iншi приклади дiракiвських мас розглянутi таким же самим чи-
чном в оглядi [12], а тут ми ще розглянемо тiльки найцiкавiший ви-
падок з матрицею Γ = γ3γ5. У цьому випадку ми маємо∫

d2xΨ̄σ0γ
3γ5Ψ =∑

σ

∫
d2p

(2π)2
[
a†σ(K+ + p)aσ(K+ + p)− a†σ(K− + p)aσ(K− + p)

− b†σ(K+ + p)bσ(K+ + p) + b†σ(K− + p)bσ(K− + p)
]
.

(3.34)
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На вiдмiну вiд щiлини (маси) у (3.33), щiлина у (3.34) вiдповiдає щi-
линi з протилежним знаком у K− точцi [порiвняй рiвняння (3.34) та
(3.33)]. Ця щiлина пов’язана з моделлю, що була запропонована Хал-
дейном (Haldane) [26] у якостi реалiзацiї аномалiї парностi у 2 + 1
вимiрнiй теорiї поля. Порiвнюючи маси у рiвняннях (3.33) та (3.34),
знаходимо, що друга маса зберiгає P. З iншого боку, маючи на ува-
зi, що K± точки пов’язанi оберенням часу T (див. рiвняння (3.21)),
можна побачити, що, тодi як масовий член ∆σ0γ

3 зберiгає T , маса
∆T σ0γ

3γ5 порушує цю симетрiю. На вiдмiну вiд цього маса ∼ σ3γ
3γ5,

яка пов’язана зi спiн-орбiтальною взаємодiєю не порушує T . Фактично
тiльки щiлини σ3γ3γ5 та σ0 ⊗ I4 симетричнi вiдносно всiх дискретних
симетрiй.

3.5.2 Трансформацiйнi властивостi дiракiвських
мас

Всi можливi дiракiвськi маси Ψ̄MDΨ та їх трансформацiйнi власти-
востi при P, T , C симетрiях наведенi у Таблицi 3.1. Для повноти ми
також включили матрицi Mµ, MZ i Mµ1,Mµ2, якi вiдповiдають хi-
мiчному потенцiалу, зеєманiвському члену та узагальненим хiмiчним
потенцiалам.

Що стосується неперервної групи симетрiї U(4), всi дiракiвськi щi-
лини, окрiм σ0 ⊗ γ3γ5 порушують її до U(2)⊗U(2) пiдгрупи, хоча фi-
зичний змiст груп U(2) залежить вiд конкретної щiлини. Наприклад,
у випадку щiлини ∆Ψ̄γ3Ψ ми маємо порушення U(4) до Ua(2)⊗Ub(2)
з генераторами

σa

2
⊗ I4,

σa

2
⊗ T2. (3.35)

Пiдгрупи Ua,b(2) дiють у просторах станiв (K+, ↑), (K+, ↓) та (K−, ↑),
(K−, ↓), не змiшуючи їх.
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Табл. 3.1: Трансформацiйнi властивостi рiзних дiракiвських мас
Ψ̄MDΨ = Ψ†MΨ з MD = σ0,3 ⊗ Γ при P, T та C перетвореннях.
Матрицi Mµ, MZ та Mµ1,Mµ2 вiдповiдають хiмiчному потенцiалу,
зеєманiвському члену та узагальненим хiмiчним потенцiалам.

MD M P T C
σ0 ⊗ I4 σ0 ⊗ τ̃1 ⊗ τ0 1 1 1

σ0 ⊗ γ3 σ0 ⊗ τ̃3 ⊗ τ3 −1 1 1

σ0 ⊗ iγ5 σ0 ⊗ τ̃2 ⊗ τ0 −1 1 −1

σ0 ⊗ γ3γ5 σ0 ⊗ τ̃0 ⊗ τ3 1 −1 1

σ3 ⊗ I4 σ3 ⊗ τ̃1 ⊗ τ0 1 −1 1

σ3 ⊗ γ3 σ3 ⊗ τ̃3 ⊗ τ3 −1 −1 1

σ3 ⊗ iγ5 σ3 ⊗ τ̃2 ⊗ τ0 −1 −1 −1

σ3 ⊗ γ3γ5 σ3 ⊗ τ̃0 ⊗ τ3 1 1 1

Mµ = σ0 ⊗ γ0 σ0 ⊗ τ̃0 ⊗ τ0 1 1 −1

MZ = σ3 ⊗ γ0 σ3 ⊗ τ̃0 ⊗ τ0 1 −1 −1

Mµ1 = σ0 ⊗ γ0γ5 σ0 ⊗−iτ̃2 ⊗ τ0 −1 −1 −1

Mµ2 = σ3 ⊗ γ0γ5 σ3 ⊗−iτ̃2 ⊗ τ0 −1 1 −1
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3.6 Дiракiвськi рiвнi Ландау
Незважаючи на те, що у бiльшостi експериментiв квазiчастинки у гра-
фенi проявляють себе як безмасовi, з теоретичної точки зору є дуже
повчальним розгляд саме масивних дiракiвських фермiонiв. У зов-
нiшньому магнiтному полi формуються релятивiстськi рiвнi Ландау.
У присутностi скiнченої щiлини ∆ ̸= 0, але iгноруючи зеєманiвське
розщеплення, для матриць Γ = I4, γ

3, γ5 енергiї рiвнiв Ландау дорiв-
нюють

En =

{
±∆sgn(eB), n = 0,

sgn(n)
√
∆2 + 2|n|~v2F |eB|/c, n = ±1,±2, . . . .

(3.36)

Щоб зрозумiти, як з’являється спектр (3.36), повчально записати рiв-
няння Дiрака для однiєї з мас, розглянувши обидвi K точки окремо.
Наприклад, для маси ∆σ0γ

3, ми одержуємо

[iτ0~∂t + i~vF τ1Dx + i~vF τ2Dy − τ3∆]ψK+(t, r) = 0, (3.37a)
[iτ0~∂t − i~vF τ1Dx − i~vF τ2Dy + τ3∆]ψK−(t, r) = 0. (3.37b)

Домноживши лiву частину (3.37a) на τ3, а лiву частину (3.37b) на −τ3,
ми маємо[

iγ̂0~∂t + i~vF γ̂1Dx + i~vF γ̂2Dy −∆
]
ψK+(t, r) = 0, (3.38a)[

iγ̃0~∂t + i~vF γ̃1Dx + i~vF γ̃2Dy −∆
]
ψK−(t, r) = 0, (3.38b)

де у (3.38a), 2 × 2 гамма матрицi γ̂ν наведенi у (2.48), а у (3.38b)
γ̃0 = −γ̂0, γ̃1,2 = γ̂1,2 i мають протилежну сигнатуру η [див. означення
(3.16)]. Розв’язок рiвнянь (3.37a) та (3.37b) у зовнiшньому магнiтному
полi у калiбруваннi Ландау детально описано у Додатку A, а Дода-
ток B присвячений розв’язку цього рiвняння у симетричнiй калiбров-
цi. Енергiї рiвнiв Ландау з n та −n для |n| ≥ 1 є симетричними (див.
рiвняння (3.36) та (3.39)). Найнижчий рiвень Ландау, однак, є асиме-
тричним i аномальним тому, що у рiвняннi (3.38a) його енергiя до-
рiвнює −∆ sgn(eB), тодi як у (3.38b) його енергiя дорiвнює ∆ sgn(eB)
(див. Рис. 3.1 (c), де показано випадок eB > 0). Виявляється, що знак
енергiї найнижчого рiвня Ландау визначається вiдносним знаком си-
гнатури η для 2 × 2 дiракiвських матриць (3.16) i дiракiвської маси
∆. Це означає, що, оскiльки знак перед масою ∆ у (3.38a) i (3.38b)
є однаковим, то знак енергiї найнижчого рiвня Ландау залежить вiд
знаку сiгнатури γ̂ν i γ̃ν матриць. Таким чином скомбiнований з (3.37a)
i (3.37b) енергетичний спектр є симетричним i задається (3.36). Це
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Рис. 3.1: Зонна структура графену. Електрони показанi червоним, а
дiрки синiм (у електроннiй версiї). (a) Низькоенергетична лiнiйна дис-
персiя E(k) поблизу дiракiвських точок K+ i K− при B = 0. (b) Мо-
жлива модифiкацiя спектру скiнченою щiлиною (дiракiвською масою)
∆. Хiмiчний потенцiал (показаний горизонтальною лiнiєю) µ зсуну-
тий вiд нуля напругою на затворi. (c) Рiвнi Ландау в дiракiвський
теорiї графену. Спiнова ступiнь свободи не враховується. Для зада-
ного напрямку магнiтного поля B , яке прикладене перпендикулярно
до площини графену, найнижчий (n = 0) рiвень Ландау має енергiю
E0 = −∆ у K+ та E0 = ∆ у K−.

вiдповiдає тому, що дiракiвська маса ∆σ0γ
3 не порушує симетрiю вiд-

носно обернення часу.
У границi ∆ → 0 енергетичнi рiвнi Ландау ±∆sgn(eB), якi вiдпо-

вiдають n = 0, об’єднуються разом, щоб сформувати єдиний рiвень
(див. Рис. 1.3). Однак, коли µ = 0 i знехтувано розщепленням Зеє-
мана, вiн залишається напiвзаповненим. Ця властивiсть найнижчого
рiвня Ландау, який порiвну розподiлений мiж частинками та антича-
стинками, є основою незвичайного цiлочисельного квантового ефекту
Холла у графенi [10].

Для випадку моделi Халдейна з Γ = γ3γ5, спектр є асиметричним

En =

{
−∆sgn(eB), n = 0,

sgn(n)
√
∆2 + 2|n|~v2F |eB|/c, n = ±1,±2, . . .

(3.39)

Дiйсно, маса ∆T σ0γ
3γ5, яка порушує симетрiю вiдносно обернення

часу T , вiдповiдає двом рiвнянням

[iτ0~∂t + i~vF τ1Dx + i~vF τ2Dy − τ3∆T ]ψK+
(t, r) = 0,

[iτ0~∂t − i~vF τ1Dx − i~vF τ2Dy − τ3∆T ]ψK−(t, r) = 0,

якi мають один i той же знак перед ∆T . Вiдповiдно, оскiльки 2 × 2
гамма матрицi спiвпадають з матрицями в (3.38a) i (3.38b), можна лег-
ко побачити, що обидва рiвняння у (3.40) ведуть до однакового знаку
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енергiї найнижчого рiвня Ландау, який дорiвнює −∆T sgn(eB). Вiдпо-
вiдно, найнижчий рiвень Ландау залишається подвiйно виродженим.
Таким чином, скомбiнований енергетичний спектр (3.39) стає асиме-
тричним, а порушуючий симетрiю обернення часу характер дiракiв-
ської маси ∆T σ0γ

3γ5 виявляється зовнiшнiм магнiтним полем. При
температурах набагато нижче ∆T це веде до квантового ефекту Хол-
ла навiть у нульовому магнiтному полi. Дiйсно, оскiльки холлiвська
провiднiсть непарна вiдносно обернення часу, ненульова σxy можлива,
якщо iнварiантнiсть вiдносно обернення часу порушена.

У границi ∆T → 0, n = 0 рiвень Ландау з енергiєю −∆sgn(eB) у
рiвняннi (3.39) є або електронним, або дiрочним, залежно вiд вiдно-
сного знаку ∆ i eB.

Виродження рiвнiв Ландау з n = ±1,±2, . . ., що заданi рiвняннями
(3.36) i (3.39), дорiвнює |eB|/(π~) (на одиничну площу i на один спiн),
тодi як виродження найнижчого рiвня Ландау з n = 0 для (3.36)
дорiвнює |eB|/(2π~), а для (3.39) дорiвнює |eB|/(π~).

Як вже згадувалось у Вступi, “релятивiстський” масштаб енергiй
L(B) =

√
2|eB|~v2F /c, який визначає вiдстань мiж рiвнями Ландау у

графенi у тисячi разiв бiльший нiж вiдповiдна вiдстань ~ωc = e~B/mc
у звичайних матерiалах. Якщо обрати m = me, то енергiя ~ωc дорiв-
нює зеєманiвському розщепленню, ~ωc[K] = µBB = 1.34B[T], оскiль-
ки вiдношення магнетона Бора до постiйної Больцмана дорiвнює
µB/kB = 0.67K · T−1. У випадку графена ми маємо

∆E = E1(∆ = 0)− E0(∆ = 0) = L(B) ≈ 421
√
B[T]K

≈ 36.3
√
B[T]meV,

(3.40)

якщо для Фермi швидкостi vF обрати значення vF ≈ 106 m/s. Це, на-
приклад, вiдповiдає ∆E ≈ 2800K при B = 45T, що i робить можли-
вим спостереження КЕХ у графенi навiть при кiмнатнiй температурi.

3.7 Задачi
1. Прокласифiкувати рiзнi типи дiракiвських MD = σ0,3 ⊗ Γ за їх

трансформацiйними властивостями при P, T та C перетворен-
нях. (Перевiрити Таблицю 3.1.)

2. Перевiрити оцiнку (3.40).
Зауваження. Зручно використати, що постiйна Планка дорiв-
нює ~ = 6.5822× 10−16 eVs, (1 eV = 1.1604× 104 K), а квант ма-
гнiтного потоку Φ0 = hc

2e = 2.07× 105 TÅ
2
.
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3. Осциляцiї густини станiв у електронному газi та графе-
нi. Розiбрати вивiд виразiв для осциляцiй густини станiв у еле-
ктронному газi та графенi. Порiвняти вiдповiдi.

(a) У нерелятивiстському випадку запiзнююча функцiя Грiна
дорiвнює

GR(ϵ+ iΓ) = N0ωc

∞∑
n=0

1

ϵ− ωc(n+ 1
2 ) + iΓ

,

де N0 = m/2π – густина станiв у електронному газi (на один
спiн, див. Задачу 1 (a) з попереднього Роздiлу), ωc = eB/mc
– циклотронна частота (ми поклали ~ = kB = 1), а Γ –
ширина рiвнiв Ландау. У цьому виразi ми також поклали
µ = 0 i знехтували зеєманiвським розщепленням.
Таким чином, у границi Γ → 0 густина станiв дорiвнює

D0(ϵ) = − 1

π
ImGR(ϵ+ iΓ) = N0ωc

∞∑
n=0

δ

(
ϵ− ωc(n+

1

2
)

)

= N0ωc
d

dϵ

∞∑
n=0

θ

(
ϵ− ωc(n+

1

2
)

)
,

(3.41)

де θ(x) – це сходинкова функцiя. Використавши формулу
Пуассона

∞∑
n=0

f(n+
1

2
) =

∞∫
0

f(x)dx+ 2
∞∑
k=0

(−1)k
∞∫
0

f(x) cos(2πxk)dx

(3.42)
ми одержуємо вiдповiдь

D0(ϵ) = N0
d

dϵ

[
ϵ+ ωc

∞∑
k=1

(−1)k

πk
sin

(
2πkϵ

ωc

)]
, ϵ > 0.

(3.43)
Пiдкреслимо, що ми не враховували зеєманiвське розще-
плення i рiвняння (3.43) вiдповiдає густинi станiв на один
спiн.
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(b) У релятивiстському випадку, якщо вiдразу перейти до гра-
ницi Γ → 0, то густина станiв дорiвнює

D0(ϵ) =
eB

π

[
δ(ϵ−∆) + δ(ϵ+∆)

+ 2
∞∑

n=1

(δ(ϵ−Mn) + δ(ϵ+Mn))
]
.

(3.44)

У (3.44) ми вже врахували суму по двом K точкам та спi-
нам, оскiльки у вiдносно малих полях зеєманiвське роз-
щеплення набагато менше за вiдстань мiж рiвнями Лан-
дау. Абсолютнi значення енергiй рiвнiв Ландау дорiвню-
ють Mn =

√
∆2 + 2eBn, де для скорочення ми поклали

~ = c = vF = 1. Далi, подiбно до нерелятивiстського ви-
падку (3.41), суму (3.44) зручно записати у виглядi суми по
θ- функцiям:

D0(ϵ) =
2eB|ϵ|
π

[
δ(ϵ2 −∆2) + 2

∞∑
n=1

δ(ϵ2 −∆2 − 2eBn)

]

=
eB

π
sgn(ϵ)

d

dϵ

[
θ(ϵ2 −∆2) + 2

∞∑
n=1

θ(ϵ2 −∆2 − 2eBn)

]
.

(3.45)

Нагадаємо, що множник eB/(π) → 4eB/(2π~c) вiдповiдає
густинi рiвнiв Ландау. У даному випадку зручно викори-
стати формулу Пуассона записану у наступному виглядi

1

2
F (0) +

∞∑
n=1

F (n) =

∞∫
0

F (x)dx+ 2Re
∞∑
k=1

∞∫
0

F (x)e2πikxdx,

(3.46)
що дає вiдповiдь [S.G. Sharapov, V.P. Gusynin, and H. Beck,
Phys. Rev. B 69, 075104 (2004)]

D0(ϵ) =
1

π
sgn(ϵ)

d

dϵ

{
θ(ϵ2 −∆2)

×

[
ϵ2 −∆2 + 2eB

∞∑
k=1

1

πk
sin

(
πk(ϵ2 −∆2)

eB

)]}
.

(3.47)
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4. Взагалi, осцилюючий фактор, який входить у густину станiв,
або в iншi величини, що описують квантовi магнiтнi осциляцiї,
можна записати у наступнiй формi

Dosc ∼
∞∑
k=1

cos

[
2πk

(
BF

B
+

1

2
+ β

)]
, (3.48)

де BF – це частота осциляцiй по 1/B, а β – це їх фаза (0 < β < 1).
Видно, що значення фази β = 0 (або β = 1) вiдповiдає нереля-
тивiстському 2D електронному газу (3.43), тодi як дiракiвськi
фермiони у (3.47) вiдповiдають значенню β = 1/2.
Вимiри фази осциляцiй Шубнiкова - де Гааза у графенi [7, 8]
показали, що β = 1/2 що стало одним iз трьох доказiв дiракiв-
ської природи носiїв у графенi.

5. Магнiтнi осциляцiї у електронному газi та графенi.

(a) Одержати формулу Лiфшиця-Косевича для квантових
осциляцiї намагнiченностi у двовимiрному випадку у за-
гальному виглядi. З точнiстю до коефiцiєнтiв, якi треба
одержати, її вигляд повинен бути наступним:

M̃ ∝
∞∑
l=1

1

l
ψ(λl)e−

Γ
~ωc

2πl sin

(
2πl

[
c

e~
S(ε)

2πH
− γ

])
× cos

(
2πl

µBH

~ωc

)
,

(3.49)

де S(ε) – площа орбiти квазiчастинки у iмпульсному
просторi, ψ(z) = z/ sinh z – температурний фактор з
λ = 2π2Tcm∗/(~eH) та циклотронною масою m∗ =
1/(2π)∂S/∂ε, ωc = eH/(m∗c) – циклотронна частота та Γ
– ширина рiвнiв Ландау.

(b) Показати, що у випадку електронного газу з параболiчною
дисперсiєю та графена з умови квантування Онзагера

S(ε) = (n+ γ)2π~
eH

c

випливають вирази для рiвнiв Ландау, наведенi у друго-
му рядку Таблицi 3.2. (Значення фази γ, яке квазiкла-
сичним наближенням не фiксується, наведено у третьому
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рядку. Його значення можна знайти з точного розгляду,
який зроблено у попереднiй задачi.) Далi одержати iншi
параметри за допомогою яких можна записати формулу
Лiфшиця-Косевича для електронного газу та графена [I.A.
Luk’yanchuk and Y. Kopelevich, Phys. Rev. Lett. 93, 166402
(2004)].

Табл. 3.2: Залежнiсть енергiї ε вiд iмпульсу p, квантування Ландау,
фази, площi квазiкласичних орбiт та параметри осциляцiй де Гааза -
ван Альфена для масивних (Normal) та безмасових (Dirac) фермiонiв.

Normal Dirac
ε(p) p2/2m ±vF |p|
ε(n) (e~/mc)H(n+ 1

2 ) ±(2v2F e~/c)1/2(Hn)1/2
γ 1/2 0
S(ε) 2πmε πε2/v2F
m∗ m ε/v2F
ωc eH/cm ev2FH/cε
λ 2π2cmT/e~H 2π2cTε/~ev2FH

(c) Зазвичай циклотронну масу m∗ знаходять iз вимiрiв зале-
жностi температурного фактора вiд T . Показати, що з одер-
жаного виразу для m∗ та з рiвняння (2.53) випливає, що
у графенi циклотронна маса залежить вiд концентрацiї
носiїв кореневим чином. Експериментальне спостереження
саме такої залежностi [7, 8] стало одним iз трьох доказiв
дiракiвської природи носiїв у графенi.
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Роздiл 4

Клейнiвське тунелювання

Як ми бачили в попереднiх роздiлах квазiчастинковi електроннi збу-
дження поблизу K± точок описуються ефективним рiвнянням Дi-
рака в 2 + 1 вимiрi. Релятивiстськiподiбна форма квазiчастинково-
го електронного спектру iстотно вiдрiзняє графен вiд iнших бiльш
традицiйних ефективно двовимiрних реалiзацiй електронного газу i
призводить до дуже цiкавих фiзичних наслiдкiв. В цьому роздiлi ми
розглянемо один iз таких характерних наслiдкiв, а саме клейнiвське
тунелювання.

Клейнiвське тунелювання в графенi вiдiграє дуже важливу роль.
Ми побачимо, що саме клейнiвське тунелювання вiдповiдальне за пiд-
тримання високої мобiльностi носiїв заряду в графенi незважаючи
на неминуче присутнi неоднорiдностi. З iншої сторони, клейнiвське
тунелювання не дозволяє створення в графенi аналогу стандартного
напiвпровiдникового транзистора, який базується на n-p-n з’єднаннi,
тому що на вiдмiну вiд кремнiя таке з’єднання в графенi не можливо
закрити.

4.1 Парадокс Клейна в квантовiй реляти-
вiстськiй фiзицi

Як добре вiдомо, в квантовiй механiцi на вiдмiну вiд класичної ме-
ханiки частинка може тунелювати крiзь потенцiальний бар’єр чия
висота перевищує енергiю частинки. Однак ймовiрнiсть тунелюван-
ня дуже швидко, експоненцiйно, придушена iз збiльшенням висоти
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потенцiального бар’єру. В квазiкласичному наближеннi ймовiрнiсть
тунелювання крiзь бар’єр чия форма визначається функцiєю U(x) i
точками повороту xi (i = 1, 2), якi знаходяться з рiвняння E = U(xi),
де E - енергiя частинки, дорiвнює

T = exp

(
−2

~

∫ x2

x1

dx
√
2m[U(x)− E]

)
, (4.1)

де m – маса частинки.
Оскар Клейн (Oscar Klein) у 1929 роцi розглянув тунелювання еле-

ктрона крiзь потенцiальний бар’єр використовуючи релятивiстське
рiвняння Дiрака i показав, що якщо eU є порядка маси електрона
mc2, то бар’єр є майже прозорим. Бiльш того, якщо висота бар’єру
прямує до нескiнченностi, то ймовiрнiсть тунелювання

T∞ =
E2 −m2c4

E2 − 1
2m

2c4
. (4.2)

Очевидно, що ймовiрнiсть тунелювання є порядка одиницi для E−mc2
порядка mc2 i прямує до одиницi в ультрарелятивiстськiй границi

E ≫ mc2 . (4.3)

Таким чином, релятивiстськi квантовi частинки можуть тунелювати
з великою ймовiрнiстю крiзь потенцiальний бар’єр достатньої висоти.
Безумовно такий результат є парадоксальним з точки зору звичайної
нерелятивiстської квантової механiки i тому вiн отримав назву пара-
докс Клейна.

Згодом було з’ясовано, що фiзика пов’язана з парадоксом Клейна
є досить багатою. Зокрема виявилося, що якщо потенцiальний бар’єр
є достатньо сильним, вiн може випромiнювати позiтрони i електрони.
Однак випромiнення є нестацiонарним процесом i з часом припиняє-
ться коли випромiненнi частинки достатньо екранують потенцiальний
бар’єр. Мiж тим, тунелювання без експоненцiйного придушення мо-
же мати мiсце навiть якщо потенцiальний бар’єр є недостатньо силь-
ним, щоб спонтанне народження частинок вiдбувалося. Таким чином,
клейнiвське тунелювання є властивостю релятивiстських хвильових
рiвнянь i не є явищем обов’язково пов’язаним iз процесом спонтанно-
го народження частинок зовнiшнiм потенцiалом. Слiд вiдзначити, що
фiзика парадоксу Клейна має багато спiльного з мiжзонним тунелю-
ванням в теорiї напiвпровiдникiв.

Внаслiдок того, що маса електрона 0.51MeV/c2 є дуже значною
з точки зору електричних потенцiалiв створених в лабораторiї, пара-
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докс Клейна в квантовiй електродинамiцi безпосередньо не спостерi-
гався. Як ми бачили в попереднiх роздiлах, електроннi квазiчастин-
ковi збудження в графенi описуються ефективним безмасовим дво-
вимiрним рiвнянням Дiрака. Внаслiдок вiдсутностi маси для квазi-
частинкових електронних збуджень в графенi як завгодно слабкий
потенцiальний бар’єр може бути використаний для дослiдження па-
радоксу Клейна в графенi. Вiдповiднi експериментальнi дослiдження
були проведенi i вони пiдтвердили всi основнi положення парадоксу
Клейна в графенi.

Слiд зауважити, що клейнiвське тунелювання робить дуже непро-
стою задачу локалiзацiї електронiв в графенi, що є суттєвою перешко-
дою на шляху створення графеного польового транзистора. З iншого
боку, присутнiсть клейнiвського тунелювання означає, що неоднорi-
дностi електронної густини, якi завжди присутнi в реальних графе-
нових зразках не призводять до локалiзацiї електронiв i їх вплив на
мобiльнiсть електронiв не є суттєвим.

4.2 Тунелювання крiзь потенцiальний
бар’єр в графенi

В цьому роздiлi ми розглянемо тунелювання електронiв на потенцi-
альному бар’єрi прямокутної форми [27, 28]. Гамiльтонiан задачi ви-
значається наступним рiвнянням

H = vFτττ p̂+ U(r) , (4.4)

де форма бар’єру задається рiвнянням (див. Рис. 4.1 зверху)

U(r) =

{
V0 , 0 < x < D,
0 , x < 0 або x > D. (4.5)

Ми припускаємо, що хвиля падає на бар’єр пiд кутом ϕ до вiсi x (див.
Рис. 4.1 знизу). Розв’язки рiвнянь шукаємо у виглядi плоских хвиль
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Рис. 4.1: Клейнiвське тунелювання у графенi (рисунок з [14]). Зверху:
схема розсiяння дiракiвських електронiв прямокутним потенцiалом.
Знизу: означення кутiв ϕ та θ.

в трьох областях

ψ(r) =

(
1
seiϕ

)
eikxx+ikyy + r

(
1
−se−iϕ

)
e−ikxx+ikyy, x < 0,

a

(
1
s′eiθ

)
eiqxx+ikyy + r

(
1
−s′e−iθ

)
e−iqxx+ikyy, 0 < x < D,

t

(
1
seiϕ

)
eikxx+ikyy, D < x .

(4.6)

Очевидно в областi злiва вiд бар’єра x < 0 маємо електронну хвилю
з хвильовим вектором k, яка падає на бар’єр i хвилю, що вiдбилася
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вiд бар’ру. В областi x > D маємо хвилю, що пройшла крiзь бар’єр.
Далi qx =

√
(E − V0)2/~2v2F − k2y, θ = arctan

ky

qx
– кут заломлення,

s = sgn(E), s′ = sgn(E − V0), |r|2 визначає ймовiрнiсть вiдбиття вiд
бар’єру, а |t|2 проходження крiзь нього.

Стандартним чином, зшиваючи хвильовi функцiї знайденi в рiзних
областях в точках x = 0 i x = D (в силу симетрiї задачi хвильовi фун-
кцiї мають однакову залежнiсть вiд y координати i тому задача є ефе-
ктивно одновимiрною) ми отримуємо наступну систему алгебраiчних
рiвнянь

1 + r = a+ b ,

seiϕ − sre−iϕ = s′(aeiθ − be−iθ) ,

aeiqxD + be−iqxD = teikxD ,

s′aeiqxD+iθ − s′be−iqxD−iθ = steikxD+iϕ .

(4.7)

Далi знаходимо її розв’язок

a =
ei(kx−qx)D(s′e−iθ + seiϕ)

2s′ cos θ
t , (4.8)

b =
ei(kx+qx)D(s′eiθ − seiϕ)

2s′ cos θ
t , (4.9)

де

t =
2ss′ cosϕ cos θe−ikxD

ss′ [ e−iqxD cos(θ + ϕ) + eiqxD cos(θ − ϕ) ]− 2i sin(qxD)
(4.10)

є амплiтуда хвилi, що пройшла крiзь бар’єр i

r =
2eiϕ(sinϕ− ss′ sin θ) sin(qxD)

ss′ [ e−iqxD cos(θ + ϕ) + eiqxD cos(θ − ϕ) ]− 2i sin(qxD)
(4.11)

є амплiтуда хвилi, що вiдбилася вiд бар’єру. Для коефiцiенту прохо-
дження крiзь бар’єр маємо

T = |t|2 = 4 cos2 ϕ cos2 θ ×
[
( cos(θ + ϕ) + cos(θ − ϕ) )2 cos2(qxD)

+( cos(θ − ϕ)− cos(θ + ϕ)− 2ss′ )2 sin2(qxD)
]−1

. (4.12)

Приклад залежностi T (ϕ) показано на Рис. 4.2.
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Рис. 4.2: Iмовiрнiсть тунелювання T через бар’єр затовшки 100 nm як
функцiя кута падiння ϕ. Концентрацiя електронiв n за межами бар’-
єру дорiвнює 0.5× 1012 cm−1. Усерединi бар’єру концентрацiя дiрок
p дорiвнює 1× 1012 cm−2 та 3× 1012 cm−2 для красної та синьої кри-
вих, вiдповiдно. Це вiдповiдає енергiї Фермi E падаючих електронiв
≈ 80meV та довжинi їх хвилi λ ≈ 50 nm. Висота бар’єру V0 дорiвнює
200meV та 100meV для красної та синьої кривих, вiдповiдно (рисунок
з [27]).

У випадку коли бар’єр набагато перевищує енергiю електрона
|V0| ≫ E ми маємо

T =
cos2 ϕ

1− sin2 ϕ cos2(qxD)
. (4.13)

Очевидно, що бар’єр є прозорим (!) у випадку ϕ = 0, тобто коли еле-
ктрон рухається по нормалi до бар’єру. Бар’єр залишається також
прозорим за умови резонансу qxD = πn, n = 0,±1, ....
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4.3 Електроннi властивостi i транспорт
крiзь n-p перехiд в графенi

У попередньому параграфi ми розглядали тунелювання електронiв
на потенцiальному бар’єрi найпростiшої прямокутної форми коли по-
тенцiал U(r) є константою у трьох вiдповiдних областях. Корисно i
важливо розглянути бiльш загальний випадок коли потенцiал суттє-
во залежить вiд r. Внаслiдок того, що графен є двовимiрним безщi-
линним напiвпровiдником, густина носiїв заряду в ньому може бути
вiдносно легко контрольована напругою на зовнiшних затворах i в
залежностi вiд напруги на затворах змiнюватись вiд електронної до
дiркової (див. Задачу 2 iз Роздiлу 2). Зрозумiло, що такий випадок
вiдповiдає n-p переходу.

Ми будемо моделювати n-p перехiд в графенi за допомогою еле-
ктростатичного потенцiалу

U(r) = u(x) = vF pF η(x/d), (4.14)

де d визначає характерний просторовий масштаб n-p переходу, pF є
iмпульсом Фермi електронного i дiркового газiв в областях далеких
вiд переходу. Далi η(±∞) = ±1, η′(0) = 1 i лiнiя x = 0 вiдокремлює
p-область при x > 0 вiд n-областi при x < 0. Ми будемо аналiзувати
гладкий n-p перехiд для pF d > 1, тобто коли характерний масштаб d
є бiльшим вiд довжини електронної хвилi. Детально ця задача була
розглянута в роботi [28]. Але перед тим, як ми розпочнемо аналiз за-
дачi ми розглянемо випадок нормального падiння на бар’єр, тобто пiд
прямим кутом, який має точний розв’язок для будь-якого потенцiалу
u(x).

Для py = 0 iз рiвнянь (2.40) i (2.41) маємо наступне рiвняння

[ vF p̂xτx + u(x)− E ] Ψ(x) = 0 . (4.15)

Це рiвняння може бути легко дiагоналiзовано. Дiйсно пiдставляючи

Ψ(x) =

(
1
1

)
η1(x) +

(
1
−1

)
η2(x)

в рiвняння (4.15) для функцiй η1,2 ми маємо наступнi рiвняння

[±vF p̂x + u(x)− E ] η1,2(x) = 0 . (4.16)

Цi рiвняння можна дуже легко проiнтегрувати. Ми знаходимо

η1,2(x) = C1,2 exp
(
± i

vF~

∫ x

x0

[E − u(x′) ] dx′
)
. (4.17)
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Прийнявши до уваги вираз (4.14) бачимо, що функцiя η1 при E >
vF pF описує електронну хвилю, яка падає злiва на n-p перехiд i без
вiдбиття проходить крiзь перехiд. Для −vF pF < E < vF pF ця функцiя
описує дiркову при x > 0 i електронну при x < 0 хвилi, якi падають на
перехiд вiдповiдно злiва i справа. Для E < −vF pF функцiя η1 описує
дiрку, яка проходить крiзь перехiд. Функцiя η2 може бути отримана iз
функцiї η1 за допомогою перетворення обернення у часi i таким чином
описує обернений у часi процес. Вiдсутнiсть суперпозицiї падаючої i
вiдбитої хвиль в цих розв’язках (порiвняйте з (4.6)) означає, що для
потенцiалу будь-якої форми у випадку нормального падiння на бар’єр
для квазiелектронiв в графенi має мiсце повне проходження крiзь
бар’єр!

4.3.1 Квазiкласичне наближення
Знову розглянемо гамiльтонiан, що описує квазiчастинковi збудження
поблизу K точки

Ĥ = vF p̂τττ + U(r) , (4.18)
де U(r) – електростатичний потенцiал. Як було зазначено вище, для
p-n переходу в графенi нам достатньо розглянути випадок коли по-
тенцiал залежить лише вiд координати x, тобто U(r) = u(x). Тодi
для хвильової функцiї Ψ(r) = ei

pyy

~ Ψ̃(x) гамiльтонiан (4.18) набуває
наступного вигляду

Ĥ = vF

(
0 p̂x − ipy

p̂x + ipy 0

)
+ u(x) . (4.19)

Гамiльтонiан (4.19) описує одночасно електроннi i дiрковi збудження.
У цьому параграфi ми розглянемо квазiкласичне наближення для

квазiчастинкових збуджень в графенi, якi описуються гамiльтонiаном
(4.19). Квазiкласичний розклад може бути проведен у будь-якому по-
рядку по константi Планка ~. В нашому аналiзi ми обмежемось ну-
льовим i першим порядками розкладу i отримаємо скалярнi гамiль-
тонiани, якi окремо описують електрони i дiрки. Знайденi результати
будуть використанi у наступному параграфi для знаходження амплi-
туд вiдбиття i проходження крiзь n-p перехiд у випадку точно розв’я-
зуваної задачi з лiнiйним потенцiалом u(x) = αx.

Покажемо яким чином гамiльтонiан типу (4.19) може бути дiаго-
налiзован у квазiкласичному наближеннi. Для цього розглянемо на-
ступну задача на власнi значення

Ĥ(x,−i~ d

dx
)Ψ̃(x) = EΨ̃(x) , (4.20)
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де ми вважаємо, що гамiльтонiан є впорядкованим оператором, так
що спочатку дiє оператор d/dx, а вже потiм x. Слiд вiдзначити, що
ми розглядаємо випадок коли гамiльтонiан є матричним оператором.
Визначимо вектор-стовбчик χ i скалярну хвильову функцiю ψ(x) на-
ступним чином

Ψ̃(x) = χ(x,−i~ d

dx
)ψ(x) . (4.21)

Далi ми хочемо, щоб ψ задовольняла наступнiй задачi на власнi зна-
чення

L(x,−i~ d

dx
)ψ(x) = EΨ(x) , (4.22)

де L(x,−i~ d
dx ) є ефективним ермiтовим скалярним гамiльтонiаном. З

рiвнянь (4.20) i (4.22) випливає

(Ĥχ− χL)ψ(x) = 0 . (4.23)

Очевидно, останнє рiвняння буде виконуватись для будь-якої ψ(x),
якщо справедлива наступна операторна рiвнiсть

Ĥ(x,−i~ d

dx
)χ(x,−i~ d

dx
) = χ(x,−i~ d

dx
)L(x,−i~ d

dx
) . (4.24)

Для того, щоб розв’язати це рiвняння ми використаємо метод сим-
волiв операторiв [29], згiдно з яким

symb[A(x,−i~ d

dx
)B(x,−i~ d

dx
) ] = A(x, px − i~

d

dx
)B(x, px) .

В нашому випадку для (4.24) ми маємо

Ĥ(x, px − i~
d

dx
)χ(x, px) = χ(x, px − i~

d

dx
)L(x, px) . (4.25)

Розвиваючи це рiвняння в нульовому порядку по ~ ми знаходимо рiв-
няння

Ĥ(x, px)χ0(x, px) = L0(x, px)χ0(x, px) , (4.26)

Важливо, що L0 є скалярним оператором. Оператор Ĥ(x, px) є матри-
цею чиї елементи не є операторами. Тому рiвняння (4.26) визначає
просту задачу з лiнiйної алгебри на власнi вектори i власнi значення.
Для оператора (4.19) ми легко знаходимо два власних вектори χ±

0 i
вiдповiднi L±

0

L±
0 (x, px) = ±vF |p|+ u(x) , χ±

0 (x, px) =
1

2

(
e−iϕp

±1

)
, (4.27)
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де ϕp = arctan(py/px). Очевидно, що χ±
0 описують електроннi i дiрковi

квазiчастинковi збудження вiдповiдно.
Нам необхiдно знайти також першi поправки χ1 i L1 по ~. Iз рiв-

нянь (4.25) i (4.26) випливає, що

(Ĥ(x, px)− L0)χ1 = i
∂Ĥ(x, px)

∂px

∂χ0

∂x
− i

∂χ0

∂px

∂L0

∂x
+ χ0L1 . (4.28)

Внаслiдок того, що Ĥ(x, px) є ермiтовою матрицею, домножаючи рiв-
няння (4.28) на χ†

0 ми переконуємось, що лiва частина дорiвнює нулю
i тодi

L1 = −iχ†
0

∂Ĥ(x, px)

∂px

∂χ0

∂x
+ iχ†

0

∂χ0

∂px

∂L0

∂x
, (4.29)

де ми використали χ†
0χ0 = 1. Оскiльки χ0 в нашому випадку не зале-

жить вiд x ми маємо

L1 = iχ†
0

∂χ0

∂px

∂L0

∂x
= −pyu

′(x)

2p2
. (4.30)

Рiвняння
(L±

0 + L±
1 )ψ

± = Eψ± (4.31)

для скалярних функцiй ψ±, якi описують електроннi i дiрковi збу-
дження в квазiкласичному наближеннi розв’язуються стандартним
чином. Хвильовi функцiї шукаються у виглядi ψ± = eiS

±(x)/~A±(x).
Тодi рiвняння (4.31) набуває наступного вигляду L = L0 + L1

L(x, dS/dx− i~d/dx)A(x) = EA(x) . (4.32)

Це рiвняння може бути розвинуте в ряд по ~. Використовучи A±(x) =
A±

0 (x) + ~A±
1 (x) в нульовому порядку по ~ ми маємо добре вiдоме в

класичнiй механiцi рiвняння Гамiльтона-Якобi

L±
0 (x, dS

±/dx) = E (4.33)

Розв’язки рiвнянь (4.33) визначають дiї S±(x) для квазiелектронiв i
дiрок вiдповiдно.

В першому порядку по ~ iз (4.32) маємо наступне рiвняння

− i
∂L±

0

∂px

∂A±
0

∂x
+ L±

1 A
±
0 − i

2

∂2L±
0

∂p2x

∂2S±

∂x2
= 0 , (4.34)
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де всi величини повиннi бути обчисленi для px = dS±/dx. Домножу-
ючи (4.34) на A±

0 це рiвняння може переписане наступним чином

− i

2

d

dx

(
∂L±

0

∂px
A±

0

)
+

(
L±
1 +

i

2

∂2L±
0

∂px∂x

)
(A±

0 )
2 = 0 . (4.35)

Вiдзначимо, що повна похiдна в першому доданку дiє як на x так i на
px = dS±/dx. Останнє рiвняння може бути точно розв’язано, що дає

A±
0 = |∂L

±
0

∂px
|−1/2 exp

[
−i
∫
dx

(
∂L±

0

∂px

)−1(
L±
1 +

i

2

∂2L±
0

∂px∂x

)]
.

(4.36)
В нашому випадку ми знаходимо

|∂L
±
0

∂px
| = vF |px|

|p|
=

(
[E − u(x) ]2/v2F − p2y

)1/2
|E − u(x)|

. (4.37)

Диференцюючи рiвняння Гамiльтона-Якобi по x ми маємо

∂L±
0

∂px

dpx
dx

+
∂L±

0

∂x
= 0 . (4.38)

Остаточно ми знаходимо

ψ± =
C |E − u(x)|1/2[

(E − u(x))2/v2F − p2y
]1/4 eiS±(x)/~+iϕ±

p /2 , (4.39)

де

S±(x) = ±
∫ x

x0

√
(u(x′)− E)2/v2F − p2y dx

′

i
ϕ±(x) = arg

(
±
√
(u(x)− E)2/v2F − p2y + ipy

)
.

В задачi розсiяння для електрона падаючого злiва на перехiд ма-
ємо

ψ =
C |E − u(x)|1/2[

(E − u(x))2/v2F − p2y
]1/4

×
(
eiS

+(x)/~+iϕ+
p /2 + r(py)e

−iS+(x)/~+iϕ−
p /2−iπ/2

)
,

(4.40)
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де r(py) - коефiцiєнт вiдбиття. Використовуючи χ+
0 отримуємо насту-

пну хвильову функцiю в першому порядку квазiкласичного розкладу
(порiвняйте цю функцiю з точним розв’язком (4.6) для U(r) заданого
рiвнянням (4.5)):

Ψ =
C |E − u(x)|1/2[

(E − u(x))2/v2F − p2y
]1/4

×

[(
eiS

+(x)/~−iϕ+
p /2

eiS
+(x)/~+iϕ+

p /2

)
+ r(py)

(
e−iS+(x)/~−iϕ−

p /2−iπ/2

e−iS+(x)/~+iϕ−
p /2−iπ/2

)]
.

(4.41)

4.3.2 Точно розв’язувана задача
Розглянемо тепер електроннi властивостi p-n переходу, який визнача-
ється потенцiалом U(r) ≈ αx, де α = vF pF /d. Такий вибiр потенцiалу
обумовлений мiж усiм iншим тим, що для нього задача має точний
розв’язок. Знову розглянемо гамiльтонiан, що описує квазiчастинковi
збудження поблизу K точки

(vFpτττ + u(x)− E)Ψ = 0 . (4.42)

Дiючи злiва на рiвняння (4.42) оператором vFpτ −u(x)+E, ми отри-
муємо

(vFpτ − u(x) + E)(vFpτ + u(x)− E)Ψ

= (v2Fp
2 − (u(x)− E)2 − i~vF τxu′(x))Ψ = 0 .

(4.43)

Хоча це рiвняння має форму рiвняння Шредiнгера, однак воно має та-
кож iстотнi вiдмiнностi. По-перше, його ефективний потенцiал є ком-
плексним, а по-друге, вiн залежить вiд енергiї частинки.

Завдяки тому, що рiвняння (4.43) мiстить лише одну τx матрицю,
це рiвняння може бути легко дiагоналiзовано. Представляючи Ψ у
виглядi суми

Ψ(r) =

(
1
1

)
eipyy/~η1(x) +

(
1
−1

)
eipyy/~η2(x)

для η1,2 ми одержуємо наступнi рiвняння(
~2v2F

d2

dx2
+ (u(x)− E)2 − v2F p

2
y ± ~vF iu′(x)

)
η1,2(x) = 0 . (4.44)
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Функцiї η1 i η2 не є незалежними. Зв’язок мiж ними визначається
рiвнянням (4.42). Наприклад, функцiя η2 пов’язана з функцiєю η1
наступним чином

η2 =
1

py

(
~
d

dx
+ i(u(x)− E)/vF

)
η1 . (4.45)

Зрозумiло, що для потенцiалу u(x) = αx зручно позбутися за-
лежностi вiд E у функцiях η1,2 за допомогою переозначення x →
x + E/α. Далi визначимо новi безрозмiрнi змiннi x′ =

√
αx/(

√
~vF )

i p′y =
√
vF py/

√
~α. Тодi рiвняння (4.44) для η1 набуває вигляд (для

зручностi ми не використовуємо значки ′ над вiдповiдними величина-
ми) (

d2

dx2
+ x2 − p2y + i

)
η1(x) = 0 . (4.46)

Використовуючи нову змiнну z, так що x = ξz, ми отримуємо(
d2

dz2
+ ξ2(i− p2y) + ξ4z2

)
η1(z) = 0 . (4.47)

У випадку коли ξ = e−iπ/4/
√
2 рiвняння (4.47) набуває вигляд рiвня-

ння Вебера [30]

w′′(z) +

(
ν +

1

2
− z2

4

)
w(z) = 0 , (4.48)

де ν = ip2y/2. Розв’язуючи рiвняння Вебера, ми знаходимо

η1 = c1Dν(
√
2eiπ/4x) + c2D−ν−1(

√
2e3iπ/4x) , (4.49)

де c1 i c2 є невiдомими константами, аDν(z) – функцiєю параболiчного
цилiндру.

Для функцiя Dν(z) виконуються наступнi рекуррентнi спiввiдно-
шення

∂Dν(z)

∂z
= νDν−1(z)−

z

2
Dν(z) ,

∂Dν(z)

∂z
=
z

2
Dν(z)−Dν+1(z) .

(4.50)
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Використовуючи перше рiвняння з (4.50), ми знаходимо(
∂

∂z
+ ix

)
Dν(

√
2eiπ/4x) =

√
2 νeiπ/4Dν−1(

√
2eiπ/4x) , (4.51)

а використовуючи друге рiвняння з (4.50) отримуємо(
∂

∂x
+ ix

)
D−ν−1(

√
2e3iπ/4x) =

√
2e−iπ/4D−ν(

√
2e3iπ/4x) . (4.52)

Пiдставляючи (4.51) i (4.52) в рiвняння (4.45), ми маємо

η2 =
c1
py

√
2 νeiπ/4Dν−1(

√
2eiπ/4x) +

c2
py

√
2e−iπ/4D−ν(

√
2e3iπ/4x) .

(4.53)
В результатi з рiвнянь (4.49) i (4.53) для ΨT = (ψ1, ψ2) ми знаходимо

ψ1,2 = η1 ± η2 = c1

(
Dν(

√
2eiπ/4x)±

√
2 νeiπ/4

py
Dν−1(

√
2eiπ/4x)

)

+ c2

(
D−ν−1(

√
2e3π/4x)±

√
2e−iπ/4

py
D−ν(

√
2e3iπ/4x)

)
. (4.54)

Використовуючи наступнi асимптотики функцiй Вебера [30]

Dν(z) ∼ e−z2/4zν − ez
2/4−iπν

√
2π z−ν−1

Γ(−ν)
+O(z2) , −π < arg(z) ≤ −π

2
,

Dν(z) ∼ e−z2/4zν +O(z2) , −π
2
< arg(z) ≤ π

2
,

Dν(z) ∼ e−z2/4zν − ez
2/4+iπν

√
2π z−ν−1

Γ(−ν)
+O(z2) , −π

2
< arg(z) ≤ π ,

в областi дiркового газу (x→ +∞) ми маємо

ψ1,2 = c1z
ν
1 e

−ix2/2

+ c2

[
−

√
2π

Γ(ν + 1)
zν2 e

−ix2/2+iπ(ν+1) ±
√
2e−iπ/4

py
z−ν
2 eix

2/2

]
.

(4.55)
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З протилежної сторони, в областi електронного газу (x→ −∞)

ψ1,2 =c1

[
zν2 e

−ix2/2−3iνπ/2

±
√
2π

Γ(1− ν)

√
2 νz−ν

2 eiπ/4+iνπ/2

py
eix

2/2

]

±c2
√
2e−iπ/4

py
z−ν
1 eix

2/2+iνπ/2 ,

(4.56)

де z1 =
√
2eiπ/4|x| i z2 =

√
2e3iπ/4|x|.

Тепер розглянемо задачу розсiяння. Згiдно з квазiкласичним роз-
глядом у попередньому параграфi 4.3.1 електрон, який налiтає на пе-
рехiд злiва має дiю S+(x) ≃ −x2/2. Ця дiя записана у безрозмiнних
змiнних визначенних пiсля рiвняння (4.45) з використанням того, що
px = dS+/dx ≃ −x > 0 i vx = px/|p| > 0. Електрону, який вiдбився вiд
переходу, вiдповiдає дiя S−(x) ≃ x2/2. Дiрка, яка розповсюджується з
позитивною швидкiстю має дiю S−(x) ≃ −x2/2 i вiд’ємний iмпульс px.
Iз вiдсутностi дiрки, яка прямує на перехiд справа, випливає що у рiв-
няннi (4.55) c2 = 0. Для того, щоб зафiксувати коефiцiєнт c1, а потiм
знайти амплiтуду вiдбиття r(py) ми обчислимо S+(x) для |x| → +∞.
Ми одержуємо

S+(x) =

∫ x

sgn(x)|py|

√
z2 − p2y dz ≃

1

2
sgn(x)

{
x2 −

p2y
2

− p2y ln

(
2|x|
|py|

)}
.

(4.57)
Тодi використовуючи рiвняння (4.56) ми отримуємо шукану амплiтуду
вiдбиття

r(py) =

√
π|py|

Γ(1− ip2y/2)
e−πp2

y/4eip
2
y/2−ip2

y/2 ln(p2
y/2)−i3π/4 . (4.58)

Ми бачимо, що амплiтуду вiдбиття при малих py пропорцiйна py. По-
рiвнюючи коефiцiєнти при вiдповiдних доданках в рiвняннях (4.55) i
(4.56) ми знаходимо амплiтуду проходження крiзь n-p перехiд

t(py) = eisgn(py)/2e−πp2
y/2 . (4.59)

Легко перевiрити, що |r|2+ |t|2 = 1. Зауважимо також, що отриманий
нами результат для амплiтуди вiдбиття (4.58), який дорiвнює нулю
при нормальному падiннi, тобто py = 0, повнiстю узгоджується з ре-
зультатом отриманим на початку параграфу 4.3.
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4.4 Задачi
1. Розглянути клейнiвське тунелювання для електронiв з ненульо-

вою масою в графенi на потенцiальному бар’єрi прямокутної
форми визначеного рiвнянням (4.5). Гамiльтонiан проблеми до-
рiвнює (порiвняйте з гамiльтонiаном (4.4))

H = vF τ p̂+Mτ3 + U(r) , (4.60)

де M - халдейнiвська маса, а τ3 - третя матриця Паулi. Обчи-
слити коефiцiєнт проходження T i порiвняти його з коефiцiєнтом
проходження (4.12) через бар’єр для безмасових електронiв.

2. Двошаровий графен утворюється двома шарами графену розта-
шованими один над одним на вiдстанi d = 3.5 Å таким чином, що
другий шар є повернутим на кут 2π/3 вiдносно першого. Низько-
енергетичний ефективний вiльний гамiльтонiан для електронiв
у двошаровому графенi має вигляд

H0 = − 1

2m

(
0 (p̂x − ip̂y)

2

(p̂x + ip̂y)
2 0

)
, (4.61)

де m = 0.054 me i me – маса електрона. Дослiдити клейнiвське
тунелювання для електронiв у двошаровому графенi на потен-
цiальному бар’єрi прямокутної форми (4.5) у випадку нормаль-
ного падiння. Показати, що амплiтуда проходження крiзь бар’єр
для електронiв з хвильовим вектором k =

√
2mE/~ i енергiєю E

дорiвнює

t =
4ikq exp(2ikD)

(q + ik)2 exp(−2qD)− (q − ik)2 exp(2qD)
, (4.62)

де q =
√
2m(V0 − E)/~.
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Роздiл 5

Нестабiльнiсть
дiракiвського вакууму для
електронiв в графенi у
зовнiшнiх полях

Однiєю iз важливих вiдмiнностей релятивiстської квантової механiки
вiд нерелятивiстської полягає у тому, що рiвняння Дiрака чи Клейна–
Гордона–Фока мають розв’язки з якою завгодно вiд’ємною енергi-
єю. Ця властивiсть є наслiдком релятивiстського спiввiдношення яке
зв’язує енергiєю та iмпульс E2 = p2c2 + m2c4, звiдки випливає, що
E = ±

√
p2c2 +m2c4.

В квантовопольовiй теорiї проблема присутностi розв’язкiв з не-
скiнченою вiд’ємною енергiєю вирiшується квантуванням поля. При
цьому розв’язок iз додатньою енергiєю пов’язується з оператором зни-
щення частинки, а розв’язок iз вiд’ємною енергiєю пов’язується iз опе-
ратором народження античастинки. Вищезгадана класифiкацiя ро-
в’язкiв рiвнянь Дiрака або Клейна–Гордона–Фока на розв’язки з до-
датньою i вiд’ємною енергiєю є добре визначеною у вiдсутностi зовнi-
шнiх класичних полiв. Однак, якщо такi поля присутнi, то ситуацiя
може змiнитися.

У квантовiй електродинамiцi добре вiдомо, що для кулонiвсько-
го потенцiалу VC(r) = −Ze2/r енергетичний спектр для електронiв з
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масою m складається з неперервного спектру при |E| > mc2 та дис-
кретного - при 0 < E < mc2 [див. Рис. 5.1 a)]. Енергiя найнижчого
зв’язаного стану E0 становить

E0 = mc2
√
1− (Zα)2,

де α = e2/~c ≈ 1/137 – постiйна тонкої структури, i стає уявною
при Zα > 1, що вiдповiдає явищу “падiння на центр”. Нефiзичне ком-
плексне значення енергiї вказує на те, що гамiльтонiан системи не є
самоспряженим для надкритичних значень Zα > 1 i необхiдно вико-
ристовувати його самоспряжене розширення. В квантовiй електроди-

Рис. 5.1: (a) Електроннi енергетичнi рiвнi надважких атомiв в одини-
цях mc2 отриманi iз рiвняння Дiрака для кулонiвського потенцiалу
−Ze2/r як функцiї ζ = Zα, де Z – заряд ядра. (b) Енергетичнi рiвнi
для регулярiзованого кулонiвського потенцiалу. Iз ростом Z дискре-
тнi рiвнi наближаються до континууму станiв з вiд’ємною енергiєю, а
потiм пiрнають у нього один за одним для Z > 170 (рисунок з [31]).

намiцi цю проблему вирiшують замiною сингулярного потенцiалу 1/r
регуляризованим потенцiалом, який вiдрiзняється вiд початкового на
деякiй маленькiй вiдстанi R, що фiзично вiдповiдає скiнченим розмi-
рам ядра. Як вперше показали Померанчук i Смородiнський в роботi
у 1945 роцi, в регуляризованому потенцiалi явище падiння на центр
вiдсутнє i всi енергiї стають дiйсними. Однак при зростаннi заряду
центру Z енергiя дискретних рiвнiв наближається до енергiї нижнього
континууму E = −mc2, а потiм “пiрнає” в нього [див. Рис. 5.1 b)]. При
цьому, як показано Герштейном, Зельдовiчем i Поповим,1 дискретнi

1Зацiкавленому читачу ми рекомендуємо подивитися огляд [31], який не тiльки
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стани перетворюються на резонанси зi скiнченою шириною, якi опи-
сують квазiстацiонарнi стани з комплексною енергiєю ImE ̸= 0. Такi
стани вiдповiдають процесам народження електрон-позiтронних пар з
вакууму з подальшим розповсюдженням позiтрона на нескiнченнiсть i
екрануванням електроном заряду центра. Критичний заряд Zc визна-
чається з умови появи першого квазiстацiонарного стану з ненульовою
уявною частиною енергiї. Вiн зростає при збiльшеннi mc2.

Для безмасових електронiв в регуляризованому кулонiвському по-
тенцiалi дискретнi рiвнi вiдсутнi для значень Zα < 1, натомiсть
при Zα > 1 в спектрi починають з’являтися квазiстацiонарнi ста-
ни. Енергiя квазiстацiонарного стану для регуляризованого потен-
цiалу має характерну експоненцiальну залежнiсть вiд заряду E ∼
e2R−1 exp(−π/

√
(Zα)2 − 1), а критична константа Zcα → 1 при

Rmc2/e2 → 0. Наявнiсть маси у електронiв mc2 ≪ |E| зменшує |ImE|,
збiльшуючи, таким чином, стабiльнiсть системи.

Критичне значення заряду ядра в квантовiй електродинамiцi при-
близно дорiвнює Zc ≈ 170. Оскiльки ядра iз зарядами Z ≃ 170 невi-
домi в природi, для спостереження явища падiння на центр робилися
спроби створити такi ядра шляхом зiткнення двох ядер iз меншим
зарядом. Проте, незважаючи на всi зусилля, в атомнiй фiзицi яви-
ще падiння на центр нiколи не було спостережено експериментально.
Тiльки вiдкриття графену дозволило експериментально реалiзувати
i спостерiгати вiдгук дiракiвських фермiонiв на надкритичний куло-
нiвський потенцiал заряджених домiшок [32].

В попереднiх роздiлах було показано, що електрони в графенi опи-
суються при низьких енергiях двовимiрним рiвнянням Дiрака, в яко-
му замiсть швидкостi свiтла c присутня швидкiсть електронiв на по-
верхнi Фермi vF ≈ c/300. Як наслiдок ефективна безрозмiрна констан-
та зв’язку для електронiв в графенi дорiвнює [див. рiвняння (2.52)]

g =
e2

κ~vF
= α

c

κvF
. (5.1)

У вакуумi, тобто для випадку згаданого у пiдроздiлi 2.4.2 пiдвiшеного
графена, константа дiелектричної проникностi κ = 1, що дає чисель-
не значення g ≈ 2.19. З повiтрям з одного боку та SiO2 з другого,
що вiдповiдає графену на пiдкладцi з SiO2, значення g ≈ 1.37. Такi
значення g на кiлька порядкiв перевищують значення постiйної тон-
кої структури α в квантовiй електродинамiцi, що свiдчить про сильну
електрон-електронну взаємодiю у графенi. Як ми побачимо далi, в

пояснює фiзичну суть проблеми, але i є пам’ятником фiзичного фольклору тих
часiв.
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графенi теоретичне значення критичного заряду кулонiвської домi-
шки дорiвнює Zimp

c ∼ 1, що i робить можливим експериментальне
спостереження явища падiння на центр в графенi.

Вище ми обговорювали одноелектронну задачу в графенi у зовнi-
шньому полi. Проте, слiд враховувати той факт, що велике значення
ефективної константи зв’язку призводить також до сильного притяга-
ння у багаточастинковiй задачi мiж електронами i дiрками у в графе-
нi. В цiй ситуацiї можна очiкувати нестабiльнiсть дiракiвського ваку-
умного стану для електронiв вiдносно конденсацiї електрон-дiркових
пар з вiдповiдним квантовим фазовим переходом до стану з ненульо-
вою щiлиною в спектрi електронних збуджень.

Генерацiя щiлини в графенi є багаточастинковою задачею, яка є
доволi складною i потребує для свого дослiдження використання ме-
тодiв квантової теорiї поля систем багатьох частинок (див., напри-
клад, роботу [33]). Мiж тим, в теорiї надпровiдностi добре вiдомо, що
куперiвська нестабiльнiсть в одночастинковiй задачi є передвiсником
нестабiльностi в багаточастинковiй проблемi. Тому в цьому роздiлi ми
зосередимо нашу увагу тiльки на проблемi стабiльностi дiракiвського
вакууму в одночастинковiй задачi електрона в графенi у зовнiшньому
потенцiальному полi. Ми розглянемо випадки потенцiальної ями i ку-
лонiвського центру, а також дослiдимо вплив зовнiшнього магнiтного
поля на проблему стабiльностi дiракiвського вакууму.

Цей роздiл ми почнемо з розгляду двовимiрного рiвняння Дiрака
для електрона в потенцiальнiй ямi у параграфi 5.1. Далi у парагра-
фi 5.2 ми розглянемо випадок надкритичного кулонiвського центру в
графенi. Цi два параграфи ґрунтуються на результатах отриманих в
роботi [34]. Ми покажемо, що як для потенцiальної ями, так i куло-
нiвського потенцiалу для деякого критичного значення зовнiшнього
потенцiалу вакуум безмасових дiракiвських частинок є нестабiльним
вiдносно народження електрон-дiркових пар з випромiненням дiрок
на нескiнченнiсть i екрануванням електронами зовнiшнього потенцiа-
лу. Слiд вiдзначити, що цi результати аналогiчнi результатам отрима-
них для трьохвимiрного рiвняння Дiрака в квантовiй електродинамiцi
[35]. Однак пiдкреслимо ще раз, що в графенi поведiнку електронiв
у дуже сильних полях можливо дослiджувати експериментально вна-
слiдок великого значення ефективної константи зв’язку на вiдмiну
вiд квантової електродинамiки, де маленьке значення постiйної тонкої
структури призводить до дуже значних труднощiв у постановцi вiдпо-
вiдних експериментiв. Вплив зовнiшнього магнiтного поля на пробле-
му стабiльностi дiракiвського вакууму вивчається у параграфах 5.3 i
5.4, якi ґрунтуються на результатах отриманих в роботi [36].
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5.1 Потенцiальна яма
Електроннi квазiчастинковi станi в околi K± точок в графенi у зов-
нiшньому потенцiальному полi V (r) описуються дiракiвським гамiль-
тонiаном у 2+1 вимiрах

H = ~vF τp+ ξ∆τ3 + V (r), (5.2)

де p – оператор iмпульсу, τi – матрицi Паулi, i ∆ – щiлина в спе-
ктрi квазiчастинкових збуджень (див., наприклад, рiвняння (3.33)).
Двокомпонентний спiнор Ψξs несе “К-точковий” (ξ = ±) та спiно-
вий (s = ±) iндекси. Ми використовуємо стандартнi позначення:
ΨT

+s = (ψA, ψB)K+s, де ΨT
−s = (ψB , ψA)K−s, i A,B вiдповiдають двом

графеновим пiдґраткам. Оскiльки взаємодiя V (r) не залежить вiд спi-
ну, в подальшому ми опускаємо спiновий iндекс s.

Розглянемо спочатку рiвняння Дiрака для електрона в потенцi-
альнiй ямi у формi круга, V (r) = −V0θ(r0 − r) з r = |r| та додатньою
константою V0 > 0. Ми маємо у K+ точцi(

ξ∆ ~vF (−i∂x − ∂y)
~vF (−i∂x + ∂y) −ξ∆

)
Ψ(r) = [E − V (r)]Ψ(r) . (5.3)

Очевидно, що розв’язок бiля K− точки може бути отриманий через
розв’язок бiля K+ точки замiною ∆ → −∆ i перестановкою компонент
спiнора ψA ↔ ψB .

Симетрiя потенцiалу дозволяє її розв’язок у полярних координа-
тах, де

i∂x + ∂y = e−iϕ

(
i
∂

∂r
+

1

r

∂

∂ϕ

)
,

i∂x − ∂y = eiϕ
(
i
∂

∂r
− 1

r

∂

∂ϕ

)
.

(5.4)

Оскiльки гамiльтонiан (5.2) комутує з оператором повного кутового
моменту Jz = Lz + Sz = −i~ ∂

∂ϕ + ~
2σ3, розв’язок Ψ(r) рiвняння (5.3)

можна записати у термiнах власних функцiй оператора кутового мо-
менту Jz:

Ψ(r) =
1

r

(
ei(j−

1
2 )ϕf(r)

iei(j+
1
2 )ϕg(r)

)
, j = ±1/2,±3/2, . . . , (5.5)
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де для радiальних функцiй f(r), g(r) отримуємо наступнi рiвняння:

f ′ − j + 1/2

r
f +

E + ξ∆− V (r)

~vF
g = 0, (5.6)

g′ +
j − 1/2

r
g − E − ξ∆− V (r)

~vF
f = 0 . (5.7)

Ця система рiвнянь може бути легко розв’язана в областях r < r0 та
r > r0 в термiнах функцiй Бесселя та Ґанкеля, вiдповiдно. Далi, для
того щоб знайти енергетичний спектр необхiдно неперервно зшити
одержанi розв’язки в точцi r0.

Таким чином, зробивши припущення що |E| < ∆, отримуємо рiв-
няння2√

(E + V0)2 −∆2

E + V0 − ξ∆

Jj−1/2(βr0)

Jj+1/2(βr0)
=

√
E2 −∆2

E − ξ∆

H
(1)
j−1/2(β

′r0)

H
(1)
j+1/2(β

′r0)
, (5.8)

де Jν(z), H
(1)
ν (z) – функцiї Бесселя та Ґанкеля, вiдповiдно, β =√

(E + V0)2 −∆2/~vF , β′ =
√
E2 −∆2/~vF , i квадратнi коре-

нi визначенi таким чином, щоб Imβ, Imβ′ > 0. В областях з
Imβ, Imβ′ ̸= 0 можна використати наступнi спiввiдношення H(1)

ν (iz) =
(2/πi)e−iπν/2Kν(z)iJν(iz) = eiπν/2Iν(z). Рiвняння (5.8) є iнварiантним
вiдносно замiни j → −j, ξ → −ξ.

Розглянемо K− точку (ξ = −), тодi аналiзуючи рiвняння (5.8), мо-
жна побачити, що енергетичний спектр є неперервним при |E| > ∆ i
дискретним при |E| < ∆. Перший зв’язаний стан E . ∆ з’являється
при довiльному слабкому потенцiалi V0. Справдi, при j = −1/2, що
вiдповiдає найменшому значенню вiдцентрового бар’єру, ми знаходи-
мо

E ≃ ∆

[
1− 2

(
~vF
∆r0

)2

exp

(
−2(~vF )2

V0∆r0
− 2γ

)]
, (5.9)

де γ ≈ 0.577 – константа Ейлера. Зауважимо, що розв’язки з енергiю
E . ∆ та кутовим моментом j = 1/2 вiдсутнi в K− точцi, натомiсть,
такий розв’язок iснує в K+ точцi.

При зростаннi глибини потенцiальної ями V0 i досягненнi їй кри-
тичного значення

V0 cr = ∆

1 +
√
1 +

(
~vF
∆r0

)2

j20,1

 , (5.10)

2Для рiвняння Дiрака у центральному потенцiалi в 3 + 1 вимiрах див. [35].
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де j0,1 ≈ 2.41 – перший нуль функцiї Бесселя J0(x), найнижчiй рiвень
енергiї пiрнає в нижнiй континуум (E = −∆). Можна помiтити, що у
випадку нульової щiлини (∆ = 0) зв’язанi стани взагалi вiдсутнi. На-
томiсть, при перевищеннi критичного значення потенцiалу V0 > V0cr,
яке при ∆ = 0 дорiвнює V0cr = ~vF j0,1/r0, з’являються резонанси з
комплексними енергiями. Подiбно тому, як це вiдбувається у випадку
надкритичного кулонiвського центру в квантовiй електродинамiцi, це
свiдчить про нестабiльнiсть системи.

Бiля критичного значення потенцiалу енергiя резонансу має ви-
гляд

E = −V0 − V0cr
ln(1/δ)

exp

(
iπ

2 ln(1/δ)

)
,

δ =
(V0 − V0cr)r0e

γ−1

2~vF
, 0 < δ ≪ 1.

(5.11)

Залежнiсть енергiї вiд V0−V0cr (вiдхилення вiд критичного значення)
для потенцiальної ями є неаналiтичною, але вiдрiзняється вiд суттєво-
сингулярної поведiнки, яка, як ми побачимо у наступному пiдроздiлi,
має мiсце у випадку кулонiвського центру. Це, звичайно, пов’язано з
вiдсутнiстю масштабної iнварiантностi потенцiалу V (r).

5.2 Надкритичний кулонiський центр
А зараз розглянемо електроннi збудження в графенi в полi кулонiв-
ської домiшки iз зарядом Z|e|. Ця задача також описується гамiльто-
нiаном (5.2), але вже з кулонiвським потенцiалом V (r) = −Ze2/κr, де
κ – константа дiелектричної проникностi. Для визначеностi ми роз-
глянемо K+ точку, якiй вiдповiдає ξ = +.

Як зазначалось у вступi до даного роздiлу, для самоспряженостi
гамiльтонiану кулонiвський потенцiал треба регуляризувати. Для про-
стоти ми використовуємо наступну регуляризацiю

V (r) =

{
−Ze2

κr , r > R,

−Ze2

κR , r < R.
(5.12)

Як i у попередньому параграфi, вiдповiднi власнi функцiї будемо
шукати у виглядi власних функцiй оператора повного кутового мо-
менту Jz:

Ψ =
1

r

(
eiϕ(j−1/2) a(r)
i eiϕ(j+1/2) b(r)

)
. (5.13)
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Пiдстановка анзацу (5.13) в рiвняння HΨ = EΨ з гамiльтонiаном (5.2)
дає систему диференцiальних рiвнянь першого порядку

a′ − (j + 1/2)
a

r
+
E +∆− V (r)

~vF
b = 0, (5.14a)

b′ + (j − 1/2)
b

r
− E −∆− V (r)

~vF
a = 0. (5.14b)

Зручно ввести змiннi ϵ = E/~vF , m = ∆/~vF , u =
√
m2 − ϵ2, ρ =

2ur та α = e2/~vFκ, а замiсть функцiй a та b розглядати їхнi лiнiйнi
комбiнацiї

a =

√
m+ ϵ

2
(g − f), b =

√
m− ϵ

2
(g + f). (5.15)

При цьому рiвняння (5.14) набудуть вигляду

ρg′ + g

(
ρ

2
− 1

2
− Zα

ϵ

u

)
+ f

(
j + Zα

m

u

)
= 0, (5.16a)

ρf ′ − f

(
ρ

2
+

1

2
− Zα

ϵ

u

)
+ g

(
j − Zα

m

u

)
= 0. (5.16b)

Дискретний спектр iснує тiльки при |ϵ| < m. Для знаходження
його форми пiдставимо f з першого рiвняння (5.16) в друге. Тодi для
g компоненти отримаємо рiвняння

d2g

dρ2
+

(
−1

4
+

1
2 + Zα ϵ

u

ρ
+

1
4 − j2 + Z2α2

ρ2

)
g = 0, (5.17)

що є рiвнянням Уiттекера [37]. Його загальний розв’язок має вигляд

g = C1Wµ,ν(ρ) + C2Mµ,ν(ρ), (5.18)

де µ = 1/2 + Zαϵ/u, ν =
√
j2 − Z2α2. Взявши до уваги асимптотику

функцiй Уiттекера Wµ,ν(ρ) та Mµ,ν(ρ) при ρ→ ∞

Wµ,ν(ρ) ≃ e−ρ/2ρµ,

Mµ,ν(ρ) ≃
Γ(1 + ν)

Γ( 12 − µ+ ν)
eρ/2ρ−µ,
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ми маємо покласти C2 = 0 для регулярностi розв’язку. Тодi перше
рiвняння в (5.16) для компоненти f в областi II (r > R) дає

fII = C1

(
j − Zα

m

u

)
W− 1

2+Zα ϵ
u ,ν(ρ). (5.19)

Розв’язки для областi I (r < R) можуть бути отриманi з рiвнянь (5.14)

bI = A1 sgn(j)rJ|j+1/2|

r
√(

ϵ+
Zα

R

)2

−m2

 ,

aI = A1

√
ϵ+ Zα/R+m

ϵ+ Zα/R−m
rJ|j−1/2|

r
√(

ϵ+
Zα

R

)2

−m2

 ,

(5.20)

де A1 – константа. Тут ми вже врахували граничну умову iнтегров-
ностi в нулi, якiй задовольняють тiльки розв’язки bI та aI . Енергети-
чнi рiвнi визначаються з умови неперервностi хвильової функцiї при
r = R

bI
aI

∣∣∣
r=R

=
bII
aII

∣∣∣
r=R

, (5.21)

яка дає рiвняння

W 1
2+

Zαϵ
u ,ν(ρ)(

j − Zαm
u

)
W− 1

2+
Zαϵ
u ,ν(ρ)

∣∣∣
r=R

=
k + 1

k − 1
, (5.22)

де

k = sgn(j)
m+ ϵ

u

√
ϵ+ Zα/R−m

ϵ+ Zα/R+m

J|j+1/2|(ρ̃)

J|j−1/2|(ρ̃)
,

ρ̃ =
√

(Zα+ ϵR)2 −m2R2.

(5.23)

Оскiльки параметр R введено лише для регуляризацiї, то можна вва-
жати його малим. Тодi використовуючи асимптотичну поведiнку Уiт-
текера при ρ→ 0

Wµ,ν(ρ) ≃
Γ(2ν)

Γ( 12 − µ+ ν)
ρ

1
2−ν +

Γ(−2ν)

Γ( 12 − µ− ν)
ρ

1
2+ν ,
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можна записати рiвняння (5.22) наступним чином

Γ(−2ν)

Γ(2ν)

Γ
(
1 + ν − Zα ϵ

u

)
Γ
(
1− ν − Zα ϵ

u

) (2uR)2ν
= −

j + ν − Zα(m+ϵ)
u + k0

(
j − ν − Zα(m−ϵ)

u

)
j − ν − Zα(m+ϵ)

u + k0

(
j + ν − Zα(m−ϵ)

u

) +O(R),

(5.24)

де

k0 = sgn(j)
m+ ϵ

u

J|j+1/2|(Zα)

J|j−1/2|(Zα)
≡ m+ ϵ

u
σ(Zα, j). (5.25)

Друга рiвнiсть у рiвняннi (5.25) є визначенням функцiї σ(Zα, j). Рiв-
няння (5.24) можна записати в бiльш зручнiй формi

Γ(−2ν)

Γ(2ν)

Γ
(
1 + ν − Zα ϵ

u

)
Γ
(
1− ν − Zα ϵ

u

) (2uR)2ν
= −

j − ν − Zα(m−ϵ)
u

j + ν − Zα(m−ϵ)
u

j + ν − Zασ(Zα, j)

j − ν − Zασ(Zα, j)
.

(5.26)

У вiдсутностi регуляризацiї (R = 0), енергетичнi рiвнi визначаються
полюсами гамма-функцiї Γ

(
1 + ν − Zα ϵ

u

)
i нулями правої сторони рiв-

няння (5.26). Вираз для цих рiвнiв є аналогом формули Бальмера в
квантовiй механицi

ϵn,j = m

[
1 +

Z2α2

(ν + n)2

]−1/2

,

{
n = 0, 1, 2, 3, ..., j > 0,
n = 1, 2, 3, ..., j < 0. (5.27)

Зв’язанi стани для n ≥ 1 є подвiйно виродженими ϵn,j = ϵn,−j . Най-
нижчий рiвень енергiї визначається формулою

ϵ0,j=1/2 = m
√
1− (2Zα)2 . (5.28)

Якщо Zα перевищує 1/2, енергiя (5.28) стає уявною, тобто вiдбува-
ється “падiння на центр”. Ця проблема вiдсутня при ненульовому R.
При Zα > 1/2, параметр ν є уявним для певних значеннях j. Для них
ми введемо позначення ν = iβ, β =

√
Z2α2 − j2. Для скiнченного R

дискретнi рiвнi iснують при Zα > 1/2. Їхня енергiя зменшується зi
збiльшенням Zα, поки вони не досягнуть зони нижнього континууму.
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Рис. 5.2: Найнижчi енергетичнi рiвнi як функцiя Zα. Червонi лiнiї
вiдповiдають чистому кулонiвському потенцiалу (вони iснують тiльки
до Zα < 1/2); чорнi суцiльнi лiнiї вiдповiдають чисельним розв’язкам
для j = 1/2, mR = 0.01; чорнi пунктирнi лiнiї – чисельним розв’язкам
для j = −1/2, mR = 0.01.

Поведiнка найнижчих рiвнiв з j = 1/2 як функцiя заряду Zα показана
на Рис. 5.2.

Критичний заряд Zc, що вiдповiдає зануренню в континуум, мо-
жна отримати з рiвняння (5.26), поклавши ϵ = −m i використовуючи
вираз який випливає з формули Стiрлiнга: Γ(x+iy)

Γ(x−iy) → e2iy log x, x →
+∞. Ми приходимо до рiвняння

e−2iβ log(2ZαmR) =
iβ − j + Zασ(Zα, j)

−iβ − j + Zασ(Zα, j)

Γ(1− 2iβ)

Γ(1 + 2iβ)
, (5.29)
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або,

−β log(2ZαmR) = arg (Zασ(Zα, j)−j+iβ)+arg Γ(1−2iβ)+πn, (5.30)

де n – цiле. Легко перевiрити, що для j = 1/2 та n = 1 критична
константа зв’язку Zcα наближається до 1/2 при mR→ 0. Залежнiсть
для критичної константи Zcα вiдmR для j = 1/2 показана на Рис. 5.3.
Зв’язанi та квазiстацiонарнi стани в графенi зi щiлиною у випадку

Рис. 5.3: Залежнiсть критичної константи вiд mR для 1S1/2 рiвня.

надкритичної кулонiвської домiшки також були чисельно дослiдженi
у моделi на ґратцi, яка має природнє ультрафiолетове обрiзання.

Проаналiзуємо рiвняння (5.14) у надкритичному випадку Zα >
1/2 i покажемо, що резонанснi стани з’являються для |ϵ| > m (у цьо-
му випадку ∆ > 0). Поява таких станiв призводить до нестабiльностi
надкритичного заряду з народженням електрон-дiркових пар з вакуу-
му. Народжений електрон притягується до кулонiвського центру, тим
самим екрануючи його. Одночасно позитивно заряджена дiрка роз-
повсюджується на нескiнченнiсть. Процес повторюється, поки заряд
центру не буде зменшено до докритичних значень.

Функцiя Уiттекера Wµ,ν(ρ) з µ = 1/2 + Zαϵ/u та ν =
√
j2 − Z2α2

описує зв’язанi стани для |ϵ| < |m|, якi розташованi на першому фiзи-
чному листi змiнної u, на якому Reu > 0. Квазiстацiонарнi стани опи-
суються тiєю самою функцiєю Wµ,ν(ρ), але на другому - нефiзичному
листi, на якому Reu < 0. Ми розглянемо розв’язки, що вiдповiдають
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квазiстацiонарним станам, котрi описують розбiжну позитивно заря-
джену хвилю при r → ∞ з

Re ϵ < 0, Im ϵ < 0, Reu < 0, Imu < 0. (5.31)

При Z2α2 > j2 резонанснi стани визначаються з того ж рiвняння
(5.22), що i зв’язанi стани, але при цьому ν замiнюється на ν = iβ.
Розглянемо стани з j = 1/2, якi вiдповiдають nS1/2-станам, зокре-
ма стану n = 0 з найнижчою енергiєю. Вiдповiдне рiвняння набуває
вигляду

W 1
2+

Zαϵ
u ,iβ(ρ)(

1
2 − Zαm

u

)
W− 1

2+
Zαϵ
u ,iβ(ρ)

∣∣∣
r=R

=
k + 1

k − 1
,

k =
m+ ϵ

u

√
ϵ+ Zα/R−m

ϵ+ Zα/R+m

J1(ρ̃)

J0(ρ̃)
,

ρ̃ =
√
(Zα+ ϵR)2 −m2R2,

(5.32)

де Wµ,ν(x) i Ja(x) – функцiї Уiттекера та Бесселя, вiдповiдно.
Ми цiкавимося випадком |ϵ| ≫ m i, зокрема, випадком безмасового

електрона (m = 0). Аналiтичнi розв’язки можуть бути отриманi для
значень заряду, що не сильно перевищують критичне значення Z, де
Zα − 1/2 ≪ 1. Вважаючи параметр обрiзання малим (|2uR| ≪ 1) i
використовуючи асимптотику функцiї Уiттекера, можна знайти

(2uR)2iβ
Γ(1− 2iβ)

Γ(1 + 2iβ)

Γ
(
1 + iβ − Zαϵ

u

)
Γ
(
1− iβ − Zαϵ

u

)
=

1
2 − iβ − Zα(m−ϵ)

u

1
2 + iβ − Zα(m−ϵ)

u

1
2 + iβ − ZαJ1(Zα)

J0(Zα)

1
2 − iβ − ZαJ1(Zα)

J0(Zα)

.

(5.33)

Розкладаючи рiвняння (5.33) поблизу критичної константи по степе-
ням β =

√
Z2α2 − 1/4, ми отримуємо наступне рiвняння:

(−2i
√
ϵ2 −m2R)2iβ = 1 + 4iβ

[
J0(1/2)

J0(1/2)− J1(1/2)

+Ψ(1)− 1

2
Ψ

(
1− i

2

ϵ√
ϵ2 −m2

)
− 1

1 + i
√

ϵ−m
ϵ+m

 , (5.34)
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де Ψ(x) – логарифмiчна похiдна гамма-функцiї Ейлера, u =

−i
√
ϵ2 −m2.

Розглянемо спочатку безмасовий випадок m = 0. Пiсля видiлення
модуля та фази, ϵ = |ϵ|eiγ , рiвняння (5.34) приймає вигляд

ln(2|ϵ|R) + i
(
γ − π

2

)
= −πn

β
+ 2

[
J0(1/2)

J0(1/2)− J1(1/2)

+Ψ(1)− 1

2
Ψ

(
1− i

2

)
− 1

1 + i

]
, n = 1, 2, . . . .

(5.35)

Звiдси

ϵ(0)n = aR−1eiγ exp

[
− πn√

Z2α2 − 1/4

]
, n = 1, 2, . . . ,

= −(1.18 + 0.17i)R−1 exp

[
− πn√

Z2α2 − 1/4

]
,

(5.36)

де
γ =

π

2

(
1 + coth

π

2

)
≈ 3.28, (5.37)

та

a =
1

2
exp

[
2J0(1/2)

J0(1/2)− J1(1/2)
+ 2Ψ(1)− 1− ReΨ

(
1− i

2

)]
≈ 1.19.

(5.38)
Енергiя квазiстацiонарних станiв (5.36) має характерну суттєво-
сингулярну залежнiсть вiд критичної константи зв’язку, яка вiдобра-
жає скейлiнгову iнварiантнiсть кулонiвського потенцiалу. Нескiнченна
кiлькiсть квазiстацiонарних рiвнiв пов’язана з далекодiючим кулонiв-
ським полем. Аналогiчна залежнiсть має мiсце у випадку надкрити-
чного кулонiвського центру в квантовiй електродинамiцi.

Оскiльки “постiйна тонкої структури” в пiдвiшеному графенi має
значення g = e2/~vF ≈ 2.19 (див. рiвняння (5.1)), нестабiльнiсть з’яв-
ляється вже при Z = 1. Треба зауважити, що наведений вище аналiз
не враховує ефектiв поляризацiї вакууму. Розглядаючи такi ефекти i
застосовуючи наближення Хартрi для електрон-електронної взаємо-
дiї, можна показати, що ефективний заряд домiшки Zeff є таким, що
домiшка з голим зарядом Z = 1 залишається в докритичнiй областi,
тобто Zeffe

2/(κ~vF ) < 1/2 для довiльної e2/(κ~vF ), тодi як домiшки
з бiльшими Z можуть бути надкритичними.
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Для скiнченних m i у випадку |ϵ| ≫ m, Re ϵ < 0, розкладаючи
рiвняння (5.34) в ряд по m/ϵ до другого порядку, ми отримуємо

ϵ− m2

2ϵ
= ϵ(0)n

(
1− m

ϵ
+
m2

ϵ2
(0.29− 0.23i)

)
, n = 1, 2, . . . , (5.39)

де енергiї квазiстацiонарних станiв ϵ(0)n для випадку m = 0 наведенi у
(5.36). Якщо у рiвняннi (5.39) покласти m = 0, то ми повертаємось до
вже розглянутого випадку з ϵn = ϵ

(0)
n , а вiдповiднi резонанснi стани

описують спонтанне випромiнення зарядженої дiрки, коли дискретний
рiвень занурюється в континуум.

Для ненульового m, для того, щоб знайти поправки до енергети-
чних рiвнiв, будемо шукати розв’язок рiвняння (5.39) у виглядi ряду
ϵ =

∑∞
k=0 ϵ

(k), в якому ϵ(k) є величиною порядку mk. Легко знайти
першi два члени такого розкладу

ϵn = ϵ(0)n −m+
m2

|ϵ(0)n |
(0.24 + 0.20i). (5.40)

Оскiльки Im ϵ
(0)
n < 0, поява щiлини зменшує ширину резонансу i таким

чином збiльшує стабiльнiсть системи.
Таким чином, ми розглянули випадок |ϵ| ≫ m i проаналiзували як

ненульова маса впливає на форму резонансу. Також повчально роз-
глянути резонанснi стани поблизу рiвня ϵ = −m, коли зв’язанi стани
занурюються в континуум i визначити дiйсну та уявну частину їхньої
енергiї. Перш за все видно що, ненульова маса збiльшує значення кри-
тичного заряду. Дiйсно, використовуючи рiвняння (5.30), ми отриму-
ємо, що критичне значення заряду Zcα для j = 1/2 залежить вiд m
наступним чином (див. також Рис. 5.3)

Zcα ≃ 1

2
+

π2

log2(cmR)
, (5.41)

де

c = exp

[
−2Ψ(1)− 2J0(1/2)

J0(1/2)− J1(1/2)

]
≈ 0.21. (5.42)

Зауважимо, що залежнiсть критичної константи вiд mR дуже схожа
на аналогiчну залежнiсть у випадку квантовiй електродинамiцi. Для
Z > Zc, використовуючи рiвняння (5.34), знаходимо резонанснi рiвнi:

ϵ = −m
(
1 + ξ + i

3π

8
e−π/

√
2ξ

)
, ξ =

3π

8

β − βc
ββc

, (5.43)
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де βc =
√
(Zcα)2 − 1/4. Так само як i в квантовiй електродинамiцi,

уявна частина енергiї резонансного стану зникає експоненцiйно при
Z → Zc. Така поведiнка пов’язана з тунелюванням крiзь кулонiвський
бар’єр.

Для квазiчастинок в графенi в полi центрального потенцiалу V (r)
можемо отримати ефективне рiвняння Шредiнгера для нижньої ком-
поненти χ(r) дiракiвського радiального спiнора ΨT (r) = (a(r) χ(r)), а
саме

χ′′(r) + k2(r)χ(r) = 0. (5.44)

При цьому верхня компонента a(r) виражається через нижню насту-
пним чином

a(r) = exp

[
1

2

∫ (
1

r
− Ṽ ′

ϵ+m− Ṽ

)
dr

]
χ(r), (5.45)

де

k2(r) = 2(E − U(r)), E =
ϵ2 −m2

2
, Ṽ =

V (r)

~vF
.

Ефективний потенцiал U(r) можна представити у виглядi суми двох
членiв U(r) = U1(r) + U2(r), де ефективний потенцiал поля Клейна-
Гордона

U1(r) = ϵṼ − Ṽ 2

2
+
j(j − 1)

2r2
, (5.46)

а потенцiал

U2(r) =
1

4

 Ṽ ′′

ϵ+m− Ṽ
+

3

2

(
Ṽ ′

ϵ+m− Ṽ

)2

+
2jṼ ′

r(ϵ+m− Ṽ )

 (5.47)

включає спiновi ефекти. Треба зазначити, що вираз (5.45) i потенцiа-
ли (5.46) та (5.47) спiвпадають з вiдповiдними рiвняннями в квантовiй
електродинамiцi. На Рис. 5.4 зображено потенцiал U(r) при Z → Zc,
j = 1/2, та ϵ = −m, який має бар’єр. Тунелювання через цей бар’єр i
обумовлює вище згаданi резонанси. Поява резонансних станiв одноча-
сно з “пiрнанням” дискретних станiв в нижнiй континуум є типовою в
квантовоелектродинамiчно-подiбних системах. У наступному пiдроз-
дiлi ми покажемо, що присутнiсть магнiтного поля суттєво змiнює цю
властивiсть.
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Рис. 5.4: Ефективний потенцiал для кулонiвського центру у випадку
ϵ = −m та Z = Zc.

5.3 Потенцiальна яма у зовнiшньому ма-
гнiтному полi.

Для розгляду нестабiльностi електронiв в потенцiальнiй ямi у одно-
рiдному магнiтному полi в графенi корисно спочатку нагадати вираз
для енергiї рiвнiв Ландау у графенi, який вже розглядався у Роздi-
лi 3.6. У цьому i наступному роздiлi ми будемо розглядати рiвняння
Дiрака в симетричному калiбруваннi, яке вивчається у Додатку B.
Але замiсть квантового числа m, яке у Додатку B визначає зале-
жнiсть нижньої компоненти дiракiвського спiнора, нам буде бiльш
зручним використовувати у цьому i наступному роздiлах квантове
число j + 1/2, де j є значення повного кутового моменту. Таким чи-
ном, оскiльки рiвень з енергiєю E0 = ∆ (E = −∆) присутнiй тiльки в
K− (K+) точцi, маємо

E0 = −ξ∆, j ≤ −1

2
, (5.48)

тодi як енергiї вищих рiвнiв

En = ±

√
∆2 + 2n

(
~vF
l

)2

, n = 1, 2, . . . , j +
1

2
≤ n, (5.49)

де l =
√
~c/|eB| – магнiтна довжина.
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Спочатку розглянемо рiвняння Дiрака для електрона в потенцi-
альнiй ямi V (r) = −V0θ(r0 − r) з V0 > 0 в магнiтному полi, яке на-
правлено перпендикулярно до площини графену. Ми маємо[

ξ∆ ~vF (−iDx −Dy)
~vF (−iDx +Dy) −ξ∆

]
Ψ(r) = [E − V (r)]Ψ(r),

(5.50)
де Di = ∂i + (ie/~c)Ai з i = x, y, є коварiантною похiдною в симетри-
чному калiбруваннi (Ax, Ay) = (B/2)(−y, x). Очевидно, що розв’язок
бiля K− точки може бути отриманий через розв’язок бiля K+ точки
замiною ∆ → −∆ i перестановкою компонент спiнора ψA ↔ ψB .

У полярних координатах

iDx +Dy = e−iϕ

(
i
∂

∂r
+

1

r

∂

∂ϕ
+
ieBr

2~c

)
,

iDx −Dy = eiϕ
(
i
∂

∂r
− 1

r

∂

∂ϕ
− ieBr

2~c

)
.

(5.51)

Як i ранiше, ми можемо представити Ψ(r) в термiнах власних функцiй
кутового моменту Jz = Lz + σz/2 = −i∂/∂ϕ+ σz/2 наступним чином:

Ψ(r) =
1

r

(
ei(j−

1
2 )ϕf(r)

iei(j+
1
2 )ϕg(r)

)
, (5.52)

з j = ±1/2,±3/2, . . . . Тодi для функцiй f(r), g(r) отримаємо наступнi
рiвняння:

f ′ − j + 1/2

r
f − r

2l2
f +

E + ξ∆− V (r)

~vF
g = 0, (5.53)

g′ +
j − 1/2

r
g +

r

2l2
g − E − ξ∆− V (r)

~vF
f = 0. (5.54)

Цi рiвняння можуть бути легко розв’язанi в областях r < r0 та r > r0
в термiнах вироджених гiпергеометричних функцiй Φ та Ψ. В обла-
стi r < r0, виключаючи функцiю g(r), ми отримуємо диференцiальне
рiвняння другого порядку для f(r)

f ′′ − 1

ρ
f ′ +

[
2p2V − j − 1

2
− j2 − j − 3/4

ρ2
− ρ2

4

]
f = 0, (5.55)
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де ми ввели безрозмiрнi величини ρ = r/l

p2V =
l2[(E + V0)

2 −∆2]

2(~vF )2
, p2 =

l2(E2 −∆2)

2(~vF )2
. (5.56)

В областi r > r0 рiвняння для f(r) має такий самий вигляд як i (5.55),
тiльки необхiдно покласти V0 = 0.

Розв’язки, якi є регулярними в точцi r = 0, мають вигляд

f1(ρ) = ρj+
1
2 e−ρ2/4 C1

Γ(j + 1/2)
Φ

(
j +

1

2
− p2V , j +

1

2
;
ρ2

2

)
, (5.57)

g1(ρ) =
l(E + V0 − ξ∆)√

2~vF
ρj+

3
2 e−ρ2/4 C1

Γ(j + 3/2)
Φ

(
j +

1

2
− p2V , j +

3

2
;
ρ2

2

)
,

(5.58)
а тi що спадають на нескiнченностi, визначаються наступними рiвня-
ннями

f2(ρ) = C2ρ
j+ 1

2 e−ρ2/4Ψ

(
j +

1

2
− p2, j +

1

2
;
ρ2

2

)
, (5.59)

g2(ρ) =

√
2~vFC2

l(E + ξ∆)
ρj+

3
2 e−ρ2/4Ψ

(
j +

1

2
− p2, j +

3

2
;
ρ2

2

)
. (5.60)

Зауважимо, що цi вирази є справедливими при всiх j =
±1/2,±3/2, . . . .

Зшиваючи розв’язки при r = r0

f1(ρ)

f2(ρ)

∣∣∣∣∣
ρ=ρ0

=
g1(ρ)

g2(ρ)

∣∣∣∣∣
ρ=ρ0

, ρ0 =
r0
l
, (5.61)

ми отримуємо трансцендентне рiвняння для енергiй рiвнiв з повним
моментом j

2(~vF )2(j + 1
2 )Φ

(
j + 1

2 − p2V , j +
1
2 ;

ρ2
0

2

)
l2(E + V0 − ξ∆)Φ

(
j + 1

2 − p2V , j +
3
2 ;

ρ2
0

2

)
= (E + ξ∆)

Ψ
(
j + 1

2 − p2, j + 1
2 ;

ρ2
0

2

)
Ψ
(
j + 1

2 − p2, j + 3
2 ;

ρ2
0

2

) .
(5.62)
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Для ненульового V0, рiвнi Ландау перестають бути виродженими.
Використовуючи рiвняння (5.62), можна отримати залежнiсть енер-
гiї рiвнiв вiд V0. Для рiвнiв Ландау E = ∆ з рiзними j, їх енергiї
як функцiя V0/∆ (при фiксованому магнiтному полi B) зображенi на
Рис. 5.5 для l∆/(

√
2~vF ) = 0.1 та ρ0 = r0/l = 0.02. Ми бачимо, що при

Рис. 5.5: Залежнiсть енергiй найнижчих рiвнiв Ландау в K− точцi вiд
V0/∆.

зростаннi V0 все бiльше рiвнiв з рiзними j перетинають енергети-
чний рiвень E = −∆. Це означає, що вакуум вторинно квантованої
теорiї стає нестабiльним вiдносно формування електрон-дiркових пар.
Однак, як зазначено у Вступi, через наявнiсть однорiдного магнiтного
поля вiдсутнi резонанснi розв’язки. Причиною цього є поява додатньо-
го доданку r2/4l2 в потенцiалi ефективного рiвняння Шредингера для
однiєї з компонент спiнора (див. вiдповiднi рiвняння для кулонiвсько-
го потенцiалу в наступному пiдроздiлi), який якiсно змiнює асимпто-
тику ефективного потенцiалу: в ненульовому полi потенцiал зростає
на нескiнченностi, а при B = 0 спадає. Отже, квазiчастинки обмежу-
ються потенцiалом i не можуть вилетiти на нескiнченнiсть, формуючи
тiльки дискретнi рiвнi.

Ми хотiли б наголосити, що дана ситуацiя подiбна до ситуацiї з
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глибокою вакансiєю в багатоелектронному атомi. Усi електроннi зв’я-
занi стани в атомi, якi знаходяться як розв’язки рiвняння Дiрака в
кулонiвському полi ядра є абсолютно стабiльними. Однак, беручи до
уваги взаємодiю з вторинно квантованим електромагнiтним полем,
електрони вищих рiвнiв стають нестабiльними вiдносно переходу в
вакантний стан iз випромiненням фотону.

Критичний потенцiал V0cr визначається як потенцiал, для якого
вiдбувається перше занурення. Вiдповiдно до Рис. 5.5, таке занурення
вперше реалiзується для стану з j = −1/2 (потенцiальна яму знiмає
виродження рiвнiв Ландау по квантовому числу момента iмпульсу j).
Проаналiзуємо в деталях, як цей стан змiнюється з зростанням V0.
Для стану з j = −1/2 рiвняння (5.62) набуває вигляду

(E + V0 −∆)
ρ20
2

Φ
(
1− p2V , 2;

ρ2
0

2

)
Φ
(
−p2V , 1;

ρ2
0

2

) = −(E −∆)
Ψ
(
−p2, 0; ρ2

0

2

)
Ψ
(
−p2, 1; ρ2

0

2

) , (5.63)

де ми використали спiввiдношення

lim
c→−m

Φ(a, c;x)

Γ(c)
=

Γ(a+m+ 1)

Γ(a)(m+ 1)!
xm+1Φ(a+m+1,m+2;x), m = 0, 1, . . . .

(5.64)
При V0 → 0 рiвняння (5.63) дає наступну енергiю зв’язаного стану в
K− точцi:

E = ∆− V0

(
1− e−r20/2l

2
)
, (5.65)

на противагу неаналiтичнiй поведiнцi по константi зв’язку V0 у вiд-
сутностi магнiтного поля, що описується виразом (5.9). (У K+ точцi
подiбний стан iснує для кутового моменту j = +1/2.)

Iз ростом V0, енергiя цього зв’язаного стану зменшується i згодом
перетинає рiвень E = −∆ для деякого критичного значення V0cr. При
E = −∆ ми маємо p2 = 0 i p2V = l2(V 2

0 − 2∆V0)/2(~vF )2. Тодi, викори-
стовуючи те, що Ψ(0, 0; z) = Ψ(0, 1; z) = 1, ми знаходимо, що рiвняння
(5.63) визначає наступне значення V0cr

V0cr = 2∆

1 + 2Φ
(
a, 1,

ρ2
0

2

)
ρ20Φ

(
1 + a, 2,

ρ2
0

2

)
 , (5.66)

де a = −l2V0cr(V0cr − 2∆)/2(~vF )2. Слiд зауважити, що для нульо-
вого магнiтного поля (l = ∞) рiвняння (5.66) зводиться до рiвняння

96



(5.10) для V0cr. При цьому, величина V0cr прямує до скiнченного зна-
чення в безмасовiй границi, ∆ → 0. Критична сила потенцiалу V0cr
як функцiя ∆ зображена на Рис. 5.6 при рiзних значеннях параметра
ρ0, який визначає вiдношення глибини потенцiалу до магнiтної дов-
жини. Аналiтично не важко побачити, що при ρ0 ≪ 1 рiвняння (5.66)

Рис. 5.6: Критичний потенцiал V0cr як функцiя щiлини для рiзних
значень ρ0. Випадок нульового магнiтного поля вiдповiдає ρ0 = 0.

передбачає
V0cr = 2∆(1 + 2l2/r20) . (5.67)

Як видно з Рис. 5.6 та рiвняння (5.67), критична сила потенцiалу V0cr
зменшується з ростом магнiтного поля (зменшенням l) при фiксова-
них r0 та ∆. Фiзична причина цього полягає в тому, що магнiтне поле
робить орбiти електронiв ближчими до зарядженого центру, роблячи
притягання сильнiшим, i тому ефективно знижує критичну константу.

Цiкавим є те, що V0cr прямує до нуля при ∆ → 0. Таким чином,
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присутнiсть однорiдного магнiтного поля призводить до нестабiльно-
стi безмасових квазiчастинок у вторинно квантованiй теорiї для будь-
якого значення потенцiалу V0. Цей результат показує, що вiдповiдна
нестабiльнiсть повинна бути також присутня i для електронних ста-
нiв у полi кулонiвського центру у зовнiшньому магнiтному полi при
будь-якому значеннi Z. Ця задача буде розглянута у наступному пiд-
роздiлi.

Нарештi, ми проаналiзуємо стани з енергiями бiля ±∆ i великих по
модулю негативних j. Iснує нескiнченна серiя рiвнiв енергiї, що асим-
птотично наближаються до ±∆ для великих |j + 1/2|. Таким чином,
для достатньо великих j ефектом потенцiалу V0 можна знехтувати i
спектр вiдтворює рiвнi Ландау. При V0 → 0, вони поводять себе як

E ≃ −ξ∆− V0e
−ρ2

0/2

Γ(k + 1)

(
ρ20
2

)k+1

, k = −
(
j +

1

2

)
>> 1. (5.68)

Цi рiвнi також можна знайти прямим чином розв’язавши рiвняння
(5.62): спершу треба взяти границю j + 1/2 → −k у сенсi (5.64), а
потiм проаналiзувати випадок слабкого зв’язку та великих k. Альтер-
нативно, рiвняння (5.68) можна отримати як перший порядок теорiї
збурень до рiвнiв енергiї ±∆ в K± точках у магнiтному полi. Заува-
жимо, що рiвнi (5.68) лежать нижче ∆ для K− точки та нижче −∆
для K+ точки.

5.4 Безпорогова нестабiльность для куло-
нiвського центру iндукована зовнiшнiм
магнiтним полем

Рiвняння для функцiй f(r) та g(r) для кулонiвського центру випли-
вають прямо з рiвнянь (5.53) i (5.54), якщо покласти

V (r) = −Ze2/r θ(r −R)− Ze2/R θ(R− r)

(ми використовуємо дiелектричну константу κ = 1). Виключаючи
функцiю f(r), ми отримуємо диференцiальне рiвняння другого по-
рядку для функцiї g(r). Далi, вводячи функцiю χ(r) через спiввiдно-
шення

[E − ξ∆− V (r)]1/2χ(r) =
g(r)√
r
, (5.69)
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ми отримуємо рiвняння Шредiнгера,

− χ′′(r) + U(r)χ(r) = Eχ(r), (5.70)

де
E = E2 −∆2, (5.71)

i ефективний потенцiал U(r) = U1(r) + U2(r) з

U1 =
V (2E − V )

(~vF )2
+
j(j + 1)

r2
+
r2

4l4
+
j − 1/2

l2
(5.72)

та

U2 =
1

2

[
V ′′

E − ξ∆− V
+

3

2

(
V ′

E − ξ∆− V

)2

−
(
j

r
+

r

2l2

)
2V ′

E − ξ∆− V

]
.

(5.73)
Ми зобразили ефективний потенцiал U(r) бiля точки K− для E =
−∆ та j = −1/2 на Рис. 5.7. Легко побачити енергетичний бар’єр

Рис. 5.7: Залежнiсть потенцiалу U(r) вiд вiдстанi r до кулонiвського
центру при нульовому та ненульовому магнiтному полi для стану з
E = −∆ та j = −1/2.

у вiдсутностi магнiтного поля, що призводить до появи резонансiв
для достатньо великих зарядiв. Присутнiсть ненульового магнiтного
поля змiнює асимптотику ефективного потенцiалу на нескiнченностi i,
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таким чином, перешкоджає появi резонансних станiв. Ця особливiсть
якiсно вiдрiзняє задачу кулонiвського центру (або потенцiальної ями)
в магнiтному полi вiд аналогiчної при B = 0.

На жаль, рiвняння (5.70) належить до класу рiвнянь з двома ре-
гулярними та однiєю нерегулярною (при r = ∞) сингулярностями, i,
тому, його розв’язки не можуть бути отриманi у формi вiдомих спе-
цiальних функцiй.

Оскiльки нас цiкавлять розв’язки рiвнянь (5.53) та (5.54) з куло-
нiвським потенцiалом в режимi Zα → 0 (α = e2/~vF ), ми можемо
їх знайти, використовуючи теорiю збурень. Для Zα = 0, розв’язки
рiвнянь (5.53) та (5.54) описують рiвнi Ландау, якi є виродженими з
повним кутовим моментом j. Для рiвнiв з E(0) = ∆ вiдповiднi нормо-
ванi хвильовi функцiї (5.52) мають форму (в K− точцi)

Ψk(r, ϕ) =
(−1)k

l
√
2πk!

e−r2/4l2

(
0(

r2

2l2

)k/2
e−ikϕ

)
, (5.74)

де k = −(j+1/2) = 0, 1, 2, ... . Кулонiвський потенцiал знiмає виродже-
ння по j. Поправки до енергiї збурених станiв рiвня Ландау E(0) = ∆
можуть бути знайденi iз секулярного рiвняння

|E(1) − Vk1k2 | = 0 .

Оскiльки Vk1k2 є дiагональною матрицею, ми легко отримуємо

E
(1)
k = Vkk = − Ze2

k!2kl

∞∫
0

dρ ρ2k e−ρ2/2 = −
Ze2Γ(k + 1

2 )

l
√
2Γ(k + 1)

. (5.75)

Таким чином, при великих k енергетичнi рiвнi згущуються бiля E =
∆:

Ek ≃ ∆− Ze2

l
√
2k
. (5.76)

Так само як i у випадку потенцiальної ями, найбiльша за модулем
поправка E(1)

0 = −Zα~vF
√
π/l

√
2 вiдповiдає стану з j = −1/2 (k = 0).

Критичний заряд визначається з умови E = E(0) + E
(1)
0 = −∆, тобто

коли рiвень E перетинає заповненi рiвнi. Це дає

Zcα =
2
√
2∆l√
π~vF

. (5.77)
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Рис. 5.8: Критична кулонiвська константа зв’язку Zcα як функцiя
щiлини для нульового (пунктирна червона лiня) та ненульового ма-
гнiтного поля (чорна лiнiя з крапок) для стану з j = −1/2. Пряма
чорна лiнiя вiдповiдає критичнiй кулонiвськiй константi в першому
наближеннi теорiї збурень (5.77).

Подiбно до випадку потенцiальної ями в магнiтному полi, критичний
заряд (5.77) прямує до нуля при ∆ → 0. Це означає, що магнiтне
поле значно впливає на задачу кулонiвського центру в графенi, ро-
блячи будь-який заряд надкритичним. Рiвняння (5.77) дає вираз для
критичної кулонiвської константи зв’язку при Zα → 0 у першому
порядку теорiї збурень. Для довiльних значень Zα ми розрахували
залежнiсть критичної константи вiд щiлини чисельно. Вiдповiднi ре-
зультати представленi на Рис. 5.8, де параметр регуляризацiї куло-
нiвського потенцiалу ми поклали рiвним R = 10−3l. Пунктирна чер-
вона лiнiя на Рис. 5.8 є критичною кулонiвською константою зв’язку
Zcα = 1/2 + π2/ log2(c∆R/~vF ) у вiдсутностi магнiтного поля (див.
Рис. 5.3 з пiдроздiлу 5.2). Таким чином, у вiдсутностi магнiтного по-
ля (l → ∞) критичний заряд прямує до 1/2, тодi як при l∆ → 0 для
безмасових збуджень у зовнiшньому магнiтному полi Zcα→ 0.

Таким чином, зовнiшнє магнiтне поле знижує до нуля значення
критичної константи, при якiй вiдбувається зародження нестабiльно-
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стi системи 2+1-вимiрних дiракiвських електронiв у полi зарядженого
центру (зарядженої домiшки). Важливим iнгредiєнтом нестабiльностi
для безщiлинних частинок в магнiтному полi є наявнiсть нескiнченно
виродженого рiвня з нульовою енергiєю. В цьому випадку, довiльно
малий притягуючий потенцiал призводить до появи незаповнених ста-
нiв в морi Дiрака, що i призводить до нестабiльностi системи.

Треба пiдкреслити якiсну вiдмiннiсть в явищi нестабiльностi мiж
масивними та безмасовими частинками. Для масивних частинок iснує
скiнченне критичне значення сили потенцiалу, при якiй найнижчий
незаповнений рiвень перетинається з першим заповненим, формуючи
дiрку в морi заповнених станiв. При зростаннi потенцiалу все бiльше
рiвнiв перетинають цей рiвень. Ясно, що система буде намагатися пе-
ребудуватись, заповнюючи незайнятi стани. Важливою вiдмiннiстю у
випадку безмасових станiв, окрiм нульової критичної сили потенцiалу,
є те, що вакантною стає одразу нескiнченна кiлькiсть станiв.

Отже, присутнiсть зовшнiшнього магнiтного поля значно впливає
на проблему атомного колапсу в графенi в сильному кулонiвському
полi. Ясно, що задача стає багаточастинковою i має бути розглянута
за допомогою методiв теорiї поля. Можна очiкувати, що генерацiя
щiлини в графенi за наявностi магнiтного поля буде мати мiсце i при
слабкому зв’язку.
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Додаток A

Рiвняння Дiрака у
зовнiшньому магнiтному
полi: калiбрування Ландау

Рiвняння Дiрака з масовим членом γ3 має вигляд:[
iγ0~∂t + i~vF γ1Dx + i~vF γ2Dy −∆γ3

]
Ψ(t, r) = 0, (A.1)

де коварiантна похiдна

Di = ∂i +
ie

~c
Ai, i = x, y, Ai = (Ax, Ay), (A.2)

та матрицi γi належать до кiрального представлення (2.43). Магнi-
тне поле B = ∇×A = (0, 0, Bz) в калiбруваннi Ландау визначається
вектор-потенцiалом (Ax, Ay) = (0, Bx). Легко перевiрити, що комута-
тор

[Dx, Dy] =
i

l2
, (A.3)

де ми ввели магнiтну довжину l =
√

~c/|eB|. Для розв’язкiв типу
Ψ(t, r) = e−iEt/~Ψ(r) рiвняння (A.1) набуває вигляд

[~vF (−α1iDx − α2iDy) + ∆α3] Ψ(r) = EΨ(r), αi = γ0γi (A.4)

107



де матрицi αi наведенi у (2.41). Дуже зручною властивiстю цього
представлення рiвняння Дiрака є те, що рiвняння для рiзних долин
(K± точок) роздiляються:(

∆ ~vF (−iDx −Dy)
~vF (−iDx +Dy) −∆

)(
ψAK+

ψBK+

)
= E

(
ψAK+

ψBK+

)
,

(A.5)(
∆ ~vF (−iDx −Dy)

~vF (−iDx +Dy) −∆

)(
ψBK−
ψAK−

)
= −E

(
ψBK−
ψAK−

)
.

(A.6)
При умовi E ̸= −∆ можна виразити B-компоненти ψBK+ , ψBK− через
A-компоненти:

ψBK+ =
~vF
E +∆

(−iDx +Dy)ψAK+ ,

ψBK− =
~vF
E +∆

(iDx +Dy)ψAK− .

(A.7)

Таким чином двокомпонентнi спiнори для K± долин можуть бути
записанi у формi:

ψK+ = A1

(
ψAK+

~vF (−iDx+Dy)
E+∆ ψAK+

)
,

ψK− = A2

( ~vF (iDx+Dy)
E+∆ ψAK−

ψAK−

)
.

(A.8)

Константи A1,2 в (A.8) визначаються за допомогою умов нормування∫
d2rψ†

K±
(r, k, n)ψK±(r, k

′, n′) = δn,n′δ(k − k′), (A.9)

де k, k′ та n, n′ є квантовими числами, що характеризують власнi ста-
ни дiракiвських квазiчастинок у магнiтному полi (у обраному калiбру-
ваннi ними є хвильовий вектор направлений повздовж y-напрямку та
iндекс рiвня Ландау). Як слiдує з (A.5) i (A.6), A-компоненти спiнорiв
ψAK+ , ψAK− задовольняють наступним рiвнянням:

(−iDx −Dy) (−iDx +Dy)ψAK+ =
E2 −∆2

~2v2F
ψAK+ , (A.10)

(−iDx +Dy) (−iDx −Dy)ψAK− =
E2 −∆2

~2v2F
ψAK− . (A.11)
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Цi рiвняння другого порядку можна ще спростити, якщо ввести без-
розмiрний параметр λ ≡

(
E2 −∆2

)
/ϵ20, де енергетичний масштаб

Ландау ϵ0 ≡
√
2~v2F |eB|/c. Тодi (A.10) та (A.11) набувають вигляд

(
−l2D2

x − l2D2
y + 1

)
ψAK+ = 2λψAK+ ,(

−l2D2
x − l2D2

y − 1
)
ψAK− = 2λψAK− .

(A.12)

У обраному калiбруванню Ландау (Ax, Ay) = (0, Bx), диференцiйнi
рiвняння (A.12) не мають явної залежностi вiд координати y. Та-
ким чином, вiдповiднi розв’язки (A.12) трансляцiйно iнварiантнi в
y-напрямку, що задовольняється, якщо хвильовi функцiї є плоскими
хвилями у y-напрямку,

ψAK+(r, k) =
1√
2πl

eikyu+(x, k), ψBK+ =
1√
2πl

eikyv+(x, k),

ψAK−(r, k) =
1√
2πl

eikyu−(x, k), ψBK− =
1√
2πl

eikyv−(x, k),

(A.13)

де функцiї u±(x, k) залежать тiльки вiд однiєї безрозмiрної комбiнацiї
змiнних, ξ = x/l + kl, та задовольняють наступним рiвнянням:

(
∂2ξ − ξ2 ∓ 1 + 2λ

)
u±(ξ) = 0. (A.14)

У вiдповiдностi з (A.8), усунутi компоненти v±(x, k) ≡ v±(ξ) дорiвню-
ють

v±(ξ) = ∓i ϵ0 (∂ξ ∓ ξ)u±(ξ)√
2(E + µ(±) ∓∆(∓))

. (A.15)

(Зазначимо, що x0 ≡ −kl2 можна iнтерпретувати як центр локалiзацiї
хвильової функцiї у x-напрямку.)

Лiва частина умови (A.9) може бути переписана, наприклад, для
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константи A1 так:

|A1|2
∫
d2r

[
ψ†
AK+

(r, k)ψAK+(r, k
′)

+
~2v2F

(E +∆)2
[(−iDx +Dy)ψAK+(r, k)]

†(−iDx +Dy)ψAK+(r, k
′)

]
=|A1|2

∫
d2r

[
ψ†
AK+

(r, k)ψAK+(r, k
′)

− ~2v2F
(E +∆)2

ψ†
AK+

(r, k)(iDx +Dy)(−iDx +Dy)ψAK+(r, k
′)

]
=

=|A1|2
∫
d2r

[
ψ†
AK+

(r, k)ψAK+(r, k
′) +

E2 −∆2

(E +∆)2
ψ†
AK+

(r, k)ψAK+(r, k
′)

]
=|A1|2

∫
d2r

2|E|
|E +∆|

ψ†
AK+

(r, k)ψAK+(r, k
′),

(A.16)

де у четвертiй лiнiї ми використали рiвняння (A.10). Таким чином,

A1 =
√

|E+∆|
2|E| . За допомогою цього виразу умови нормування (A.16)

для функцiй u±(x, k) приймають вигляд

∞∫
−∞

dx

l
u†±(x, k)u±(x, k) = 1, A1,2 =

√
|E +∆|
2|E|

. (A.17)

Можна легко побачити, що диференцiйне рiвняння другого поряд-
ку (A.14) спiвпадає з вiдповiдним рiвнянням, яке виникає при розгля-
дi таких загальновiдомих задачах, як опис гармонiчного осцилятора
та нерелятивiстських електронiв у магнiтному полi. Також ми може-
мо використати рiвняння (10.13.13) з книги [38], яке стверджує, що
обмеженi розв’язки рiвняння

z′′ + (2n+ 1− x2)z = 0 (A.18)

виражаються через полiноми Ермiта:

zn(x) = [π1/22nn!]−1/2 exp(−x2/2)Hn(x). (A.19)

Розв’язок (A.19) включає в себе нормуючи фактори. Таким чином,
обмеженi розв’язки (A.14) iснують коли 2λ = (2n+1±1), n = 0, 1, . . .
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i дорiвнюють:

u+(ξ) = wn(ξ), λ = n+ 1;

u−(ξ) = wn(ξ), λ = n, n = 0, 1, . . . ,

wn(ξ) = (π1/22nn!)−1/2e−ξ2/2Hn(ξ),

∞∫
−∞

dξwn(ξ)wm(ξ) = δnm.

(A.20)

Вiдзначимо, що власнi функцiї u−(ξ), що вiдповiдають n = 0 i E = −∆
повиннi бути виключенi з цього списку та розглянутi окремо.

Коли E = −∆ рiвняння у K+ точцi приймає форму

~vF (−iDx +Dy)ψAK+ = 0, (A.21a)
~vF (−iDx −Dy)ψBK+ = −2∆ψAK+ (A.21b)

Нетривiальним розв’язком рiвняння (A.21a) є

ψAK+ ∼ eikye
1
2 (x/l+kl)2 , (A.22)

яке є квадратично неiнтегрованим. Через це ψAK+ = 0. Рiвняння
(A.21b) дає

ψBK+ ∼ eikye−
1
2 (x/l+kl)2 . (A.23)

Таким же самим чином у K− точцi

~vF (−iDx −Dy)ψAK− = 0, (A.24a)
~vF (−iDx +Dy)ψBK− = 2∆ψAK− . (A.24b)

Подiбно до розгляду K+ точки, i для ψBK− ми одержуємо ψAK− =
ψBK− = 0.

Таким чином, при eB,∆ > 0 ми маємо наступнi розв’язки з пози-
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тивною (ψ(+)
K+

) i негативною (ψ(−)
K+

) енергiєю у K+ точцi:

ψ
(+)
K+

(x, y;n, k)

=
1√
2πl

e−i|En|t+iky 1√
2|En|

( √
|En|+∆wn−1(ξ)

i
√

|En| −∆wn(ξ)

)
, n ≥ 1,

ψ
(−)
K+

(x, y;n, k)

=
1√
2πl

ei|En|t+iky 1√
2|En|

( √
|En| −∆wn−1(ξ)

−i
√
|En|+∆wn(ξ)

)
, n ≥ 1,

ψ
(−)
K+

(x, y;n = 0, k) =
1√
2πl

ei|E0|t+iky

(
0

−iw0(ξ)

)
, n = 0,

(A.25)

та у K− точцi:

ψ
(+)
K−

(x, y;n = 0, k) =
1√
2πl

e−i|E0|t+iky

(
0

iw0(ξ)

)
, n = 0,

ψ
(+)
K−

(x, y;n, k)

=
1√
2πl

e−i|En|t+iky 1√
2|En|

( √
|En| −∆wn−1(ξ)

i
√
|En|+∆wn(ξ)

)
, n ≥ 1,

ψ
(−)
K−

(x, y;n, k)

=
1√
2πl

ei|En|t+iky 1√
2|En|

(
−
√
|En|+∆wn−1(ξ)

i
√
|En| −∆wn(ξ)

)
, n ≥ 1,

(A.26)

де
En = ±

√
∆2 + ~v2F 2n|eB|/c, (A.27)

та ми визначили w−1(ξ) ≡ 0. Найнижчий рiвень Ландау є незвичай-
ним: тодi як при n ≥ 1 iснують розв’язки, що вiдповiдають як i еле-
ктронним (En > 0) так i дiрковим (En < 0) станам у обох K+ i K−
точках, розв’язок з n = 0 описує дiрки у K+ точцi та електрони у
K− точцi. Пiдкреслимо також, що стани з нульового рiвня Ландау
з долини K+ знаходяться тiльки на B пiдгратцi, тодi як вiдповiднi
стани з долини K− знаходяться тiльки на A пiдгратцi. (Нагадаємо,
що для K− долини компоненти спiнору переставленi мiж собою, якщо
порiвнювати зi спiнором визначеним для K+ долини.)
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Додаток B

Рiвняння Дiрака у
зовнiшньому магнiтному
полi: симетрична
калiбрування

Рiвняння Дiрака зi звичайним масовим членом має вигляд:[
iγ̃0~∂t + ivF γ̃

1
(
~∂x + i

e

c
Ax

)
+ ivF γ̃

2
(
~∂y + i

e

c
Ay

)
−∆

]
ψ(t, r) = 0,

(B.1)
де у симетричному калiбруваннi A = (−By/2, Bx/2), так, що як i у
Додатку A магнiтне поле B = ∇×A направлене повздовж позитив-
ного напрямку z осi.

Як ми вже вiдзначали у Роздiлi 3.2 у 2+1 вимiрi iснує два нееквi-
валентних представлення алгебри Дiрака:

γ̃0 = σ3, γ̃
1 = iσ1, γ̃

2 = iσ2 (B.2)

та
γ̃0 = −σ3, γ̃1 = −iσ1, γ̃2 = −iσ2. (B.3)

Представлення γ-матриць γ̂0 = σ3, γ̂1 = iσ2 ,γ̂3 = −iσ1) наведене у
(2.48) пов’язано з представленням (B.2), (σ3, iσ1, iσ2) унiтарним пере-
творенням U = (Î + iσ3)/

√
2.
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Хоча й кiнцевi результати обчислень не залежать нi вiд представ-
лення γ-матриць нi вiд вибору калiбрування, промiжнi вирази зале-
жать вiд цього вибору. Оскiльки представлення (B.2), (B.3) також ча-
сто використовуються у лiтературi, у цьому Додатку ми розв’яжемо
рiвняння Дiрака (B.1) використовуючи цi представлення. Ми почне-
мо з розгляду представлення (B.2). Як ми вже знаємо з Додатку A,
енергетичний спектр задачi (B.1) залежить вiд знакiв eB та ∆. Як i
ранiше, ми припустимо, що eB,∆ > 0.

У цьому випадку ми одержуємо, що спектр знову має вигляд:

E0 = −M0 = −∆,

En = ±Mn = ±
√
∆2 + 2n|eB|~v2F /c, n = 1, 2, . . . .

(B.4)

Загальний розв’язок має вигляд

ψ(x) =
∑
n,m

[
anmunm(x) + b+nmvnm(x)

]
, (B.5)

де

unm =
1

l
√
2π

exp(−iMnt)
1√
2Mn

( √
Mn +∆ Jn−m

m−1 (ξ)e
i(m−1)θ

√
Mn −∆ Jn−m

m (ξ)eimθ

)
,

n ≥ 1, m ≤ n,

v0m =
1

l
√
2π

exp(iM0t)

(
0

J−m
m (ξ)eimθ

)
, n = 0, m ≤ 0,

vnm =
1

l
√
2π

exp(iMnt)
1√
2Mn

(
−
√
Mn −∆ Jn−m

m−1 (ξ)e
i(m−1)θ

√
Mn +∆ Jn−m

m (ξ)eimθ

)
,

n ≥ 1, m ≤ n.
(B.6)

Цi розв’язки ми записали з використанням функцiй

Jn
ν (ξ) =

[
n!

(n+ ν)!

]1/2
e−ξ/2ξν/2Lν

n(ξ),

J−m
m (ξ) =

(−1)m√
(−m)!

e−ξ/2ξ−m/2 (m ≤ 0),

(B.7)

де Lm
n (ξ) – полiноми Лагера (Lm

n (ξ) ≡ 0 при n ≤ −1), l ≡ (~c/|eB|)1/2,
як було вже визначено, магнiтна довжина, ξ = r2/2l2, а квантове
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число m ≤ n вiдображає виродженiсть кожного рiвня по кутовому
моменту. Спiнори unm та vnm нормуються наступним чином:∫

d2xu†n′m′(x)unm(x) =

∫
d2x v†n′m′(x)vnm(x) = δn′,nδm′,m. (B.8)

Таким чином, найнижчий рiвень Ландау з n = 0 є особливим: тодi
як при n ≥ 1 iснують розв’язки, що вiдповiдають як i фермiонним
(En = Mn) так i антифермiонним (En = −Mn) станам, розв’язок з
n = 0 описує тiльки антифермiоннi стани.

У випадку використання представлення (B.3) для дiракiвських
матриць, загальний розв’язок задається рiвнянням (B.5), де unm(x),
vnm(x) замiненi на vnm(−x), unm(−x):

ψ(x) =
∑
n,m

[
cnmvnm(−x) + d†nmunm(−x)

]
. (B.9)

Розв’язок v0m вiдповiдає найнижчому рiвню Ландау з додатньою
енергiєю E0 = ∆, тодi як розв’язки vnm, unm з n ≥ 1 вiдповiдають
енергiям En = ±Mn (порiвняй з (B.4)). Вiдповiдно, коли спектри двох
нееквiвалентних представлень об’єднанi разом, виродження найниж-
чого рiвня Ландау з n = 0 дорiвнює половинi виродження рiвнiв з
n ≥ 1.
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